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Vorwort zur zweiten deutschen Auflage (drit-
te englische Auflage)

Das maschinelle Lernen muss zwangslaufig eines der am schnellsten
wachsenden Gebiete der Computerwissenschaft sein. Nicht nur die zu
verarbeitenden Datenmengen werden immer umfangreicher, sondern auch
die Theorie, wie man sie verarbeiten und in Wissen verwandeln kann. In
verschiedenen naturwissenschaftlichen Disziplinen, von der Astronomie bis
zur Biologie, aber auch im téglichen Leben, das von digitalen Technologien
immer mehr durchdrungen wird, wobei unser digitaler Fufsabdruck wéchst,
werden sténdig wachsende Mengen von Daten generiert und gesammelt.
Egal, ob es sich um wissenschaftliche oder personliche Daten handelt, ist
es eine Tatsache, dass Daten, die einfach nur schlummernd herumliegen,
keinerlei Nutzen haben. Kluge Képfe haben immer neue Méglichkeiten
entdeckt, wie man aus Daten Nutzen ziehen und erfolgreiche Produkte
oder Dienstleistungen entwickeln kann. Bei dieser Transformationen spielt
das maschinelle Lernen eine immer wichtigere Rolle.

Diese Entwicklung hat sich seit dem Erscheinen der zweiten Auflage im
Jahr 2010 sogar noch verstiarkt. Jedes Jahr werden die Datenmengen
grofer. Dabei hat nicht nur die Anzahl der Beobachtungen zugenommen,
sondern es gab auch einen signifikanten Anstieg der dabei beobachteten
Attribute. Die Daten sind stirker strukturiert: Es geht nicht mehr nur
um Zahlen und Zeichenketten, sondern auch um Bilder, Videos, Audi-
os, Dokumente, Webseiten, Graphen usw. Gleichzeitig entfernen sich
die Daten immer weiter von den parametrischen Annahmen, von denen
wir gewohnlich ausgegangen sind — beispielsweise von der Annahme der
Normalverteilung. Oftmals sind unsere Daten dynamisch, d.h., es gibt
zusétzlich eine zeitliche Dimension. Manchmal erfolgen unsere Beobach-
tungen aus mehreren Perspektiven — fiir das gleiche Objekt oder Ereignis
haben wir mehrere Informationsquellen, etwa in Form unterschiedlicher
Sensoren oder Aufnahmeverfahren.

Es ist unsere Uberzeugung, dass hinter diesen komplexen und iiberwélti-
gend grofsen Datensammlungen einfache Erkldrungen stecken. Trotz des
Umfangs der Daten glauben wir, dass sie sich durch ein relativ einfaches
Modell mit einer kleinen Zahl von verborgenen Faktoren und Wechsel-
wirkungen erklédren lassen. Denken wir zum Beispiel an Millionen von
Kunden, die jeden Tag Tausende von Produkten kaufen, entweder online
oder in ihrem lokalen Supermarkt. Die dabei anfallende Datenmenge
umfasst eine riesige Anzahl von Transaktionen, doch es gibt Muster in
den Daten. Menschen kaufen nicht zufallsgesteuert. Jemand, der eine
Party gibt, kauft eine bestimmte Teilmenge von Produkten, und jemand,
der ein Baby zu Hause hat, wird eine andere Teilmenge kaufen. Es gibt
verborgene Faktoren, die das Verhalten von Kunden erkléren.

Das Erschliefen des verborgenen Modells aus den beobachteten Daten ist
eines der Gebiete, die in den vergangenen Jahren intensiv erforscht wurden.



XVI Vorwort

Die meisten Anderungen, die in der neuen Auflage vorgenommen wurden,
betreffen die hier erzielten Fortschritte. Kapitel 6 enthélt neue Abschnitte
iiber Merkmalseinbettung, Singuldrwertzerlegung, Faktorisierung von
Matrizen, kanonische Korrelationsanalyse und Laplace-FEigenmaps.

Es gibt neue Abschnitte iber Abstandsschétzungen in Kapitel 8 sowie
iiber Kernel-Maschinen in Kapitel 13: Dimensionalitatsreduktion, Merk-
malsextraktion und Abstandsschitzung sind drei Begriffe, die das gleiche
Problem bezeichnen: Das ideale Abstandsmaf ist in dem Raum der idea-
len verborgenen Merkmale definiert, und deren Anzahl ist kleiner als die
der Beobachtungswerte.

Kapitel 16 wurde umformuliert und signifikant erweitert, so dass nun
auch generative Modelle mit abgedeckt sind. Wir diskutieren den Bayes-
schen Ansatz fiir alle wichtigen Modelle des maschinellen Lernens, also
fiir die Klassifikation, die Regression, gemischte Modelle und die Dimen-
sionalitdtsreduktion. Nichtparametrische Bayessche Modelle stofen in
den letzten Jahren auf zunehmendes Interesse, weil sie es erlauben, die
Komplexitat des Modells an die Komplexitéit der Daten anzupassen.

Weitere neue Abschnitte wurden hier und da aufgenommen, meistens um
neue Anwendungen oder Varianten bekannter Verfahren herauszustellen.
In Kapitel 8 gibt es einen neuen Abschnitt iiber Ausreifsererkennung. Zwei
neue Abschnitte in den Kapiteln 10 und 13 widmen sich dem Problem
des Rankings mithilfe von linearen Modellen bzw. Kernel-Maschinen.
Nachdem in Kapitel 6 die Laplace-Eigenmaps hinzugekommen sind, habe
ich mich entschlossen, auch einen neuen Abschnitt iiber spektrale Clus-
terverfahren (Kapitel 7) aufzunehmen. In Anbetracht des neu erwachten
Interesses an tiefen neuronalen Netzen erschien es mir notwendig, in
Kapitel 11 einen neuen Abschnitt iiber tiefes Lernen einzufiigen. Kapi-
tel 19 enthélt einen neuen Abschnitt iber multivariate Tests, mit denen
verschiedene Verfahren verglichen werden kénnen.

Seit der ersten Auflage habe ich von Lesern, die das Buch zum Selbststu-
dium nutzen, viele Anfragen mit Bitten um Losungen zu den Ubungsauf-
gaben erhalten. In der vorliegenden, neuen Auflage bin ich dieser Bitte
nachgekommen, indem ich zu einigen, didaktisch interessanten Ubungs-
aufgaben Losungen angefiigt habe. Manchmal handelt es sich dabei um
vollsténdige Losungen, und manchmal wird nur ein Hinweis gegeben oder
nur eine von mehreren moglichen Losungen angeboten.

Ich mo6chte allen Dozenten und Studenten danken, die mit den bei-
den vorherigen Auflagen einschlieflich den Ubersetzungen ins Deut-
sche, Chinesische und Tiirkische sowie Reprints in Indien gearbeitet
haben. Besonders bedanke ich mich bei all jenen, die mir Worte der
Anerkennung, Kritik oder Errata gesendet oder mir auf anderem We-
ge Feedback gegeben haben. Bitte tun Sie das auch weiterhin. Meine
E-Mail-Adresse ist alpaydin@boun.edu.tr. Die Website des Buches ist
http://www.cmpe.boun.edu.tr/ ethem/i2ml3e/.
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Es war mir auch bei der dritten Auflage ein Vergniigen, mit MIT Press
zusammenzuarbeiten. Ich danke Marie Lufkin Lee, Marc Lowenthal und
Kathleen Caruso fiir ihre Hilfe und Unterstiitzung.

Hinweise zur zweiten englischen Auflage

Auf dem Gebiet des maschinellen Lernens gab es seit dem Erscheinen
der ersten Auflage des Buches im Jahr 2004 bedeutende Entwicklungen.
Erstens sind die Anwendungsgebiete enorm gewachsen. Internetbasierte
Technologien wie Suchmaschinen, Empfehlungssysteme, Spamfilter und
Angriffserkennungssysteme verwenden heute routineméfig maschinelles
Lernen. In der Bioinformatik werden in immer gréoferem Umfang Ver-
fahren eingesetzt, die aus vorhandenen Daten lernen. Im Bereich der
natiirlichen Sprachverarbeitung — beispielsweise bei der maschinellen
Ubersetzung — beobachten wir eine sich beschleunigende Entwicklung weg
von programmierten Expertensystemen und hin zu Verfahren, die auto-
matisch aus einem sehr grofsen Korpus von Beispieltexten lernen kénnen.
Auch in der Robotik, in der medizinischen Diagnostik, bei der Sprach-
und Bilderkennung, in der Biometrie und im Finanzwesen gibt es immer
mehr Anwendungen fiir die in diesem Buch vorgestellten Methoden des
maschinellen Lernens, die auch unter Schlagworter wie Mustererkennung,
Data Mining und noch einigen anderen bekannt sind.

Zweitens gab es auch bei der Theorie hinter diesen Anwendungen grofse
Fortschritte. So gestatten das Konzept der Kernel-Funktionen und die
auf ihnen basierenden Kernel-Maschinen eine bessere Représentation des
Problems. Die damit verbundene Methodik der komplexen Optimierung
fiihrt weiter als mehrlagige Perzeptronen mit sigmoidalen verborgenen
Einheiten, die mittels Gradientenabstieg trainiert werden. Bayessche
Methoden mit geeignet gewéhlten a-priori-Verteilungen fligen Exper-
tenwissen zu dem hinzu, was uns die Daten verraten. Graphenmodelle
erlauben die Darstellung durch ein Netzwerk von Knoten, und mit effizien-
ten Inferenzalgorithmen sind Suchanfragen an solche Netzwerke moglich.
Diese Entwicklungen erfordern es, die drei Themen — Kernel-Maschinen,
Bayessche Schétzung und Graphenmodelle —, die in der ersten Auflage in
Abschnitten behandelt wurden, ausfiihrlicher zu betrachten, weshalb drei
neue Kapitel hinzugekommen sind.

Von grofer Bedeutung fiir das maschinelle Lernen war die Erkenntnis,
dass Experimente auf der Basis maschinellen Lernens ein besseres Design
brauchen. Aus diesem Grund habe ich in der zweiten Auflage das Kapitel
iiber statistische Tests so umformuliert, dass es nun auch das Design
und die Analyse von Experimenten mit maschinellem Lernen umfasst.
Wichtig ist, dass das Testen nicht als separater Schritt aufgefasst werden
sollte, der ausgefiihrt wird, wenn alle Durchlaufe abgeschlossen sind (auch
wenn das neue Kapitel am Ende des Buches steht); vielmehr sollte man
den gesamten Prozess des Experimentierens vorab konzipieren, relevante
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Faktoren definieren, den richtigen Versuchsablauf wéhlen und erst dann
die Durchlédufe ausfithren und die Daten analysieren.

Lange Zeit war die vorherrschende Meinung in der wissenschaftlichen
Community, dass unser gegenwartiges Wissen im Allgemeinen und das
Wissen in der Computerwissenschaft im Besonderen nicht ausreicht, um
Maschinen zu entwickeln, die so intelligent sind wie wir und dass kiinst-
liche Intelligenz aus diesem Grund nicht Realitdt werden koénnte. Die
meisten Leute glauben, dass wir eine neue Technologie brauchen, ein neues
Material, neuartige Berechnungsmechanismen oder neuartige Program-
miermethoden. Demnach kénnten wir bis dahin nur einige Aspekte der
menschlichen Intelligenz ,simulieren und auch dies nur in eingeschrankter
Form, weshalb sie letzlich unerreichbar bliebe.

Ich glaube, dass sich diese Ansicht schon bald als falsch erweisen wird.
Zuerst haben wir dies beim Schach gesehen, und inzwischen beobachten
wir Ahnliches in vielen Gebieten. Wenn wir nur geniigend Speicher und
Rechenleistung haben, kénnen wir Aufgaben mithilfe relativ einfacher
Algorithmen realisieren. Der Trick dabei ist das Lernen, entweder aus
Beispieldaten oder durch bestadrkendes Lernen nach dem Prinzip von
Versuch und Irrtum. Es sieht danach aus, dass der Einsatz von Algo-
rithmen fiir iiberwachtes und nahezu uniiberwachtes Lernen — etwa im
Bereich der maschinellen Ubersetzung — schon bald méglich sein wird. Das
Gleiche gilt fiir viele andere Gebiete, beispielsweise fiir die unbemannte
Navigation in der Robotik mittels bestarkendem Lernen. Ich glaube, dass
sich diese Entwicklung in vielen Bereichen der kiinstlichen Intelligenz
fortsetzen wird, und der Schliissel ist das Lernen. Wir miissen keine neuen
Algorithmen einfiihren, wenn Maschinen selbst in der Lage sind zu lernen;
wir miissen sie nur mit ausreichend grofen Datenmengen fiittern und
geniigend Rechenleistung zur Verfiigung haben.

Ich moéchte an dieser Stelle allen Lehrenden und Studierenden danken,
die mit der ersten Auflage einschliefflich dem Reprint in Indien und der
deutschen Ubersetzung gearbeitet haben. Besonders danke ich jenen, die
mir Worte der Anerkennung und Errata zukommen liefsen oder mir in
anderer Weise Feedback gegeben haben. Bitte tun Sie das auch weiterhin.
Meine E-Mail-Adresse ist alpaydin@boun.edu.tr.

Die zweite Auflage bietet auch im Internet in gréfserem Umfang Unter-
stlitzung unter http://www.cmpe.boun.edu.tr/ ethem/i2ml.

Danken mdochte ich auferdem meinen ehemaligen und aktuellen Dokto-
randen Mehmet Gonen, Esma Kilig, Murat Semerci, M. Aydin Ulag und
Olcay Taner Yildiz sowie den Hoérern meiner Vorlesungen. Wenn man
sein Wissen in einem bestimmten Fach testen mochte, ist der beste Weg
der, dieses Fach zu unterrichten.

Es war mir auch bei der zweiten Auflage ein Vergniigen, mit MIT Press zu
arbeiten. Ich danke Bob Prior, Ada Brunstein, Erin K. Shoudy, Kathleen
Caruso und Marcy Ross fiir ihre Hilfe und Unterstiitzung.
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Vorwort zur ersten Auflage

Maschinelles Lernen bedeutet, Computer so zu programmieren, dass ein
Leistungskriterium auf der Basis eines Beispiels oder fritherer Erfahrungs-
werte optimiert wird. Lernen ist dann notig, wenn wir fiir das Losen
eines bestimmten Problems nicht unmittelbar ein Computerprogramm
schreiben kénnen, sondern zunéchst Beispieldaten oder Erfahrungswerte
betrachten miissen. Eine solche Situation liegt etwa dann vor, wenn keine
menschliche Expertise vorhanden ist oder wenn Menschen nicht in der
Lage sind, ihre Expertise zu erkldren. Betrachten wir zum Beispiel die
natiirliche Spracherkennung, d. h. die Umwandlung akustischer Sprach-
signale in ASCII-Text. Diese Aufgabe bereitet uns offensichtlich keine
Schwierigkeiten, doch wir kdnnen nicht erkliren, wie wir sie 16sen. Ver-
schiedene Personen sprechen ein und dasselbe Wort unterschiedlich aus,
wobei Alter, Geschlecht oder Dialekt eine Rolle spielen. Der Ansatz des
maschinellen Lernens besteht darin, eine groffe Sammlung von Sprach-
dufserungen anzulegen und dann zu lernen, diesen Sprachduferungen
Worter zuzuordnen.

Ein weiterer Fall ist der, dass das zu l6sende Problem sich zeitlich &ndert
oder von bestimmten Umgebungsbedingungen abhéngig ist. Fiir solche
Probleme hitten wir gern universelle Systeme, die sich an die jeweiligen
Umsténde anpassen konnen. Denken wir etwa an Datenpakete, die in
einem Computernetzwerk iibertragen werden. Der Pfad, welcher die Ser-
vicequalitéit von der Quelle zum Ziel maximiert, wird sich in Abhéngigkeit
von der Netzwerkauslastung fortwahrend dndern. Ein Lernprogramm fiir
das Routing ist in der Lage, sich an den besten Pfad anzupassen, indem
es die Netzwerkauslastung iiberwacht. Ein anderes Beispiel ist eine in-
telligente Benutzeroberflache, die sich an die biometrischen Daten der
Benutzer anpassen kann, d. h. an Merkmale wie Dialekt, Handschrift oder
Arbeitsweise.

Bereits heute gibt es in vielen Bereichen niitzliche Anwendungen des
maschinellen Lernens. Dazu zdhlen kommerziell verfiighare Sprach- und
Handschrifterkennungssysteme. Einzelhandelsunternehmen analysieren
ihre Verkaufsdaten, um daraus etwas iiber das Verhalten ihrer Kunden
zu lernen und so die Kundenbeziehung zu verbessern. Finanzinstitute
analysieren Transaktionen, um die Kreditausfallrisiken ihrer Kunden ein-
schitzen zu konnen. Roboter lernen, ihr eigenes Verhalten zu optimieren,
um die ihnen gestellten Aufgaben mit minimalem Ressourcenaufwand zu
erledigen. In der Bioinformatik ist es nur mit Computern moglich, die
vorhandenen, riesigen Datenmengen zu analysieren und Wissen daraus
zu extrahieren. Dies sind nur einige der Anwendungsfelder, auf die in
dem vorliegenden Buch immer wieder Bezug benommen wird. Wir kon-
nen uns zumindest vorstellen, welche zukiinftigen Anwendungen durch
maschinelles Lernens realisiert werden: autonome Fahrzeuge, die sich auf
unterschiedliche Strafen- und Wetterverhéltnisse einstellen, Telefone, die
Ubersetzungen aus einer bzw. in eine Fremdsprache in Echtzeit ausfiih-
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ren, autonome Roboter, die in einer unbekannten Umgebung navigieren,
zum Beispiel auf der Oberfliche eines anderen Planeten. Das maschinelle
Lernen wird mit Sicherheit ein spannendes Arbeitsgebiet bleiben!

In dem vorliegenden Buch werden viele Methoden vorgestellt, deren
Grundlagen aus unterschiedlichen Forschungsgebieten stammen: Statistik,
Mustererkennung, neuronale Netze, kiinstliche Intelligenz, Signalverarbei-
tung, Regelungstechnik und Data Mining. In der Vergangenheit folgten
die Forscher der genannten Gebiete unterschiedlichen Pfaden und setzten
unterschiedliche Schwerpunkte. Dieses Buch hat das Ziel, die verschie-
denen Ansétze zu verbinden und eine vereinheitlichte Behandlung der
Probleme sowie Losungsvorschlége vorzulegen.

Es handelt sich hierbei um ein einfiihrendes Lehrbuch, das fiir Kurse
iiber maschinelles Lernen im fortgeschrittenen Bachelorstudium oder
am Anfang des Masterstudiums gedacht ist. Es wendet sich auch an
Ingenieure, die in der Industrie arbeiten und sich fiir die Anwendung der
hier diskutierten Verfahren interessieren. Vorausgesetzt werden Vorkennt-
nisse iiber Programmierung, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Analysis und
lineare Algebra. Es wurde angestrebt, alle behandelten Lernalgorithmen
so ausfiithrlich zu erkléren, dass es nur noch ein kleiner Schritt ist, die im
Buch angegebenen Gleichungen in ein Computerprogramm zu iiberfiihren.
In einigen Fillen wurden zusétzlich Pseudocodes beigefiigt, wodurch diese
Aufgabe noch einfacher wird.

Das Buch kann als Grundlage fiir eine einsemestrige Vorlesung dienen,
indem ausgewdhlte Themen aus den verschiedenen Kapiteln behandelt
werden. Auch fiir eine zweisemestrige Vorlesung bietet das Buch ausrei-
chend Stoff, der durch zusétzliche Forschungsaufsitze vertieft werden
kann; in diesem Fall hoffe ich, dass die Referenzen am Ende jedes Kapitels
hilfreich sind.

Unter http://www.cmpe.boun.edu.tr/ ethem/i2ml/ finden Sie die
Website des Buches, auf der ich fiir das Thema relevante Informationen
verOffentlichen werde, die mir nach Drucklegung des Buches bekannt
geworden sind, beispielsweise Errata. Ihr Feedback ist mir unter meiner
E-Mail-Adresse alpaydin@boun.edu.tr willkommen.

Es hat mir viel Freude bereitet, dieses Buch zu schreiben, und ich hoffe,
dass es Thnen beim Lesen ebenso ergeht.
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x Skalarwert

T Vektor

X Matrix

xz” Transponierte

X! Inversion

X Zufallsvariable

P(X) Wabhrscheinlichkeitsfunktion, wenn X diskret ist
p(X) Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, wenn X kontinuierlich ist
P(X|Y) Bedingte Wahrscheinlichkeit von X gegeben Y
E[X] Erwartungswert der Zufallsvariable X

Var(X) Varianz von X

Cov(X,Y) Kovarianz von X und Y’
Corr(X,Y) Korrelation von X und Y

m Mittelwert

o’ Varianz

3 Kovarianzmatrix

m Mittelwertschétzer

s? Varianzschéitzer

S Schétzer fiir die Kovarianzmatrix
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Z Einheitsnormalverteilung: A/(0,1)
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X Trainingsstichprobe

{xt}ivzl Menge von Eingaben z indiziert mit ¢ im Intervall von 1 bis
N

{xt, rt}t Menge an geordneten Paaren von Eingabe und gewiinschter
Ausgabe mit Index ¢

g(x|6) Funktion von z definiert durch die Parametermenge 6

arggnaxg(x|0)

argmin g(z|0)
0

E(0]X)

1(0]X)

L(6]X)

1(c)
#{c}
51']'

Das Argument 0, fiir das g den Maximalwert annimmt
Das Argument 0, fiir das g den Minimalwert annimmt

Fehlerfunktion mit Parametern 6 an der Stichprobe X
Likelihood der Stichprobe X gegeben die Parameter 6
Log-Likelihood der Stichprobe X gegeben die Parameter 6

1, falls ¢ wahr ist, andernfalls 0
Anzahl an Elementen, fiir die ¢ wahr ist

Kronecker-Delta: 1, falls ¢ = j, andernfalls 0



1 Eintfithrung

1.1 Was ist maschinelles Lernen?

Wir leben im Zeitalter von Big Data. Frither waren Daten eine Angelegen-
heit fiir Unternehmen, und es gab Rechenzentren, in denen Daten gespei-
chert und verarbeitet wurden. Mit dem Siegeszug des Personalcomputers
und spéter mit der allgemeinen Verfiigbarkeit drahtloser Kommunika-
tionstechnologien wurden wir alle mehr und mehr zu Produzenten von
Daten. Jedes Mal, wenn wir ein Produkt kaufen, einen Film ausleihen,
einen Blogeintrag oder einen Post in einem sozialen Netzwerk schreiben,
ja sogar, wenn wir einfach nur herumlaufen oder -fahren, dann generieren
wir Daten.

Dabei ist jeder von uns nicht nur Produzent, sondern gleichzeitig Verbrau-
cher von Daten. Wir wollen Produkte und Dienstleistungen haben, die
auf uns zugeschnitten sind. Wir wollen, dass unsere Bediirfnisse verstan-
den und unsere Wiinsche vorhergesagt werden. Denken wir zum Beispiel
an eine Supermarktkette, die Tausende von Waren an Millionen von
Kunden verkauft — entweder in ein paar Hundert herkémmlichen Filialen
oder iiber einen virtuellen Laden im Netz. Die Details jeder Transakti-
on werden gespeichert: das Datum, die Kundennummer, die gekauften
Produkte und ihre jeweilige Menge, der insgesamt gezahlte Betrag usw.
Die Supermarktkette ist daran interessiert vorherzusagen, welcher Kunde
wahrscheinlich welches Produkt kaufen wird, und auf diese Weise ihren
Umsatz und ihren Gewinn zu maximieren. Die Kunden wiederum sind
daran interessiert, diejenigen Produkte zu finden, die ihren Bediirfnissen
am besten entsprechen.

Es ist nicht offensichtlich, wie diese Anforderungen erfiillt werden kénnen.
Wir wissen nicht genau, welche Kunden eine bestimmte Sorte Eiscreme
oder das néchste Buch eines bestimmten Autors kaufen werden. Wir
wissen nicht, ob sie diesen neuen Film ansehen oder jene Stadt besuchen
werden; ebenso wenig wissen wir, welche Links sie anklicken werden.
Das Verhalten von Kunden variiert zeitlich und rdumlich. Wir wissen
allerdings, dass es nicht vollig zuféllig ist. Die Menschen gehen nicht in
den Supermarkt, um dort zuféllig irgendwelche Dinge zu kaufen. Wenn
sie Bier kaufen, dann kaufen sie auch Chips; sie kaufen Eis im Sommer
und Gewiirze fiir Glithwein im Winter. Es gibt also gewisse Muster in
den Daten.



2 1 Einfihrung

Um ein Problem auf einem Computer zu lésen, bendtigen wir einen Algo-
rithmus. Ein Algorithmus ist eine Folge von Anweisungen, die ausgefiihrt
werden muss, um eine Eingabe in eine Ausgabe zu transformieren. Bei-
spielsweise kann man einen Algorithmus entwerfen, der das Problem des
Sortierens 16st. Die Eingabe ist eine Menge von Zahlen und die Ausgabe
ist eine geordnete Liste dieser Zahlen. Fiir eine bestimmte Aufgabe kann
es eine Vielzahl von Algorithmen geben. Dann sind wir interessiert daran,
den effizientesten dieser Algorithmen zu finden, also denjenigen, der die
wenigsten Anweisungen oder den geringsten Speicherplatz oder beides
bendtigt.

Es gibt jedoch Aufgaben, fiir die wir keinen Algorithmus haben. Ein
Beispiel hierfiir ist die Vorhersage des Kundenverhaltens, ein anderes die
Unterscheidung zwischen Spam-Mails und legitimen E-Mails. Wir wissen,
dass die Eingabe im zweiten Beispiel aus einer E-Mail besteht, die wir im
einfachsten Fall als eine aus Zeichen bestehende Datei auffassen kénnen.
Wir wissen auch, was wir als Ausgabe erwarten: eine ja/nein-Aussage,
die angibt, ob es sich bei der Nachricht um Spam handelt oder nicht. Wir
wissen jedoch nicht, wie wir die Eingabe in die Ausgabe transformieren
konnen. Denn was als Spam betrachtet wird, &ndert sich mit der Zeit
und unterscheidet sich von Individuum zu Individuum.

Was uns an Wissen fehlt, ersetzen wir durch Daten. Es ist einfach,
Tausende von Beispiel-Mails zusammenzutragen, wobei wir von einigen
dieser Mails wissen, dass sie Spam sind, und von anderen, dass es sich
um legitime Mails handelt. Was wir wollen, ist zu ,lernen“, was Spam
ausmacht. Mit anderen Worten, wir mochten, dass der Computer (die
Maschine) automatisch den Algorithmus fiir diese Aufgabe herausfindet.
Es besteht kein Bedarf, das Sortieren von Zahlen zu lernen, da es fiir
diese Aufgabe bereits Algorithmen gibt. Doch es gibt viele Anwendungen,
fiir die wir keinen Algorithmus, aber eine Menge von Daten haben.

Wir mogen vielleicht nicht in der Lage sein, den Prozess komplett zu
identifizieren, aber wir glauben, dass wir eine gute und nitzliche Nd-
herung konstruieren kénnen. Diese Approximation vermag nicht, alles
zu erkléaren, aber konnte dennoch in der Lage sein, fiir einen Teil der
Daten eine Erklarung zu liefern. Obwohl es zwar vielleicht unméglich ist,
den kompletten Prozess zu identifizieren, glauben wir dennoch, dass wir
gewisse Muster oder Regelméfigkeiten aufspiiren kénnen. Genau darin
besteht die Marktliicke fiir das maschinelle Lernen. Solche Muster kénnen
uns helfen, den Prozess zu verstehen, oder wir konnen sie nutzen, um
Vorhersagen zu treffen. Unter der Annahme, dass die Zukunft, zumindest
die nahe Zukunft, sich nicht groflartig von dem vergangenen Zeitpunkt
unterscheidet, an dem die Daten gesammelt wurden, kann von Prognosen
erwartet werden, dass sie ebenfalls richtig sind.

Die Anwendung von Methoden des maschinellen Lernens auf grofere
Datenbanken nennt man Data Mining. Die Analogie liegt darin, dass eine
grofe Menge von Rohmaterial aus einer Mine extrahiert wird, die dann
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durch Verarbeitung zu einer kleinen Menge sehr wertvollen Materials
wird. Ahnlich dazu wird beim Data Mining ein grokes Datenvolumen ver-
arbeitet, um ein einfaches Modell von hohem Nutzen, beispielsweise mit
einer hohen Vorhersagegenauigkeit, zu gewinnen. Die Anwendungsgebiete
sind zahllos. Neben dem Warenhandel analysieren u.a. Vermdégensin-
stitute ihre erhobenen Daten, um Modelle zu konstruieren, die sie bei
Kreditanwendungen, beim Aufspiiren von Schwindel und an der Borse
einsetzen kénnen. In Manufakturen werden Lernmodelle zur Optimierung,
Steuerung und Fehlerbehebung benutzt. In der Medizin erweisen sich
Lernprogramme bei der medizinischen Diagnose als niitzlich. Im Tele-
kommunikationsbereich werden Anrufmuster untersucht, um Netzwerke
zu optimieren und die Dienstgiite zu maximieren. In der Wissenschaft
konnen grofle Datenmengen der Physik, Astronomie und Biologie nur
mittels Computern schnell genug analysiert werden. Das World Wide
Web ist riesig; es wichst stdndig weiter und die Suche nach relevanter
Information kann nicht mehr manuell vorgenommen werden.

Aber das maschinelle Lernen ist nicht nur fiir den Datenbankbereich
relevant, es fallt ebenfalls in das Gebiet der kiinstlichen Intelligenz. Um
von Intelligenz sprechen zu kénnen, muss ein System in einer sich verdn-
dernden Umwelt in der Lage sein, zu lernen. Wenn das System lernen und
sich an derlei Verdnderungen anpassen kann, muss der Systementwickler
nicht jede erdenkliche Situation vorhersehen und eine jeweils angemessene
Losung bereitstellen.

Maschinelles Lernen hilft uns auch, Lésungen fiir eine Vielzahl von
Problemen im visuellen Bereich, der Spracherkennung, und der Robotik
zu finden. Nehmen wir einmal die Gesichtserkennung als Beispiel: dies ist
eine Aufgabe, die wir selbst miihelos bewéltigen; jeden Tag erkennen wir
Familienmitglieder und Freunde anhand ihrer Gesichter oder anhand von
Fotos, und das trotz Unterschieden in Haltung, Beleuchtung, Frisur, und
so weiter. Aber wir tun dies unbewusst und sind nicht in der Lage, zu er-
kldren, wie wir es tun. Und weil wir eben nicht fahig sind, unsere Expertise
in Worte zu fassen, konnen wir kein entsprechendes Computerprogramm
schreiben. Gleichzeitig wissen wir jedoch, dass ein Gesicht nicht einfach
eine zuféllige Ansammlung von Pixeln ist; ein Gesicht hat eine gewisse
Struktur. Es ist symmetrisch. Da sind die Augen, die Nase, der Mund
— alle jeweils an bestimmten Stellen im Gesicht. Das Gesicht eines jeden
Menschen ist ein Muster, welches sich aus einer ganz bestimmten Kombi-
nation all dieser Komponenten zusammensetzt. Indem Beispielbilder vom
Gesicht einer Person analysiert werden, erfasst ein Lernprogramm das
fiir die Person spezifische Muster und erkennt die Person dann dadurch,
dass ein gegebenes Bild nach genau diesem Muster durchsucht wird. Dies
ist ein Beispiel aus dem Gebiet der Mustererkennung.

Maschinelles Lernen heifft, Computer so zu programmieren, dass ein
bestimmtes Leistungskriterium anhand von Beispieldaten oder Erfah-
rungswerten aus der Vergangenheit optimiert wird. Wir haben ein Modell
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mit bestimmten Parametern definiert, und Lernen heifst in diesem Fall,
ein Computerprogramm auszufiihren, um die Parameter des Modells
unter Verwendung von Trainingsdaten oder Erfahrungswerten der Ver-
gangenheit zu optimieren. Das Modell mag prddiktiv sein, um zukiinftige
Vorhersagen zu treffen, oder deskriptiv, um Wissen aufgrund der Daten
zu erlangen, oder beides.

Maschinelles Lernen nutzt die Theorien der Statistik bei der Konstruk-
tion von mathematischen Modellen, da die Kernaufgabe darin besteht,
aufgrund einer Stichprobe Schlussfolgerungen zu ziehen. Die Rolle der
Informatik ist dabei zweigeteilt: zum einen bendtigen wir fiir das Training
effiziente Algorithmen, um das Optimierungsproblem zu l6sen und um
die massiven Datenmengen, mit denen wir zumeist arbeiten, zu speichern
und zu verarbeiten. Zum anderen miissen nach dem Erlernen eines Mo-
dells seine Darstellung und algorithmische Losung fiir das Herleiten von
Riickschliissen ebenfalls so effizient wie moglich sein. Bei bestimmten
Anwendungen kann die Effizienz des Lern- oder Inferenzalgorithmus,
sprich seine rdumliche und zeitliche Komplexitét, genauso wichtig sein
wie seine Vorhersagegenauigkeit.

Widmen wir uns nun einigen Beispielanwendungen im Detail, um ein
tieferes Verstdndnis fiir die Arten und Verwendungsmoglichkeiten des
maschinellen Lernens zu gewinnen.

1.2 Beispiele fiir Anwendungen des
maschinellen Lernens

1.2.1 Erlernen von Assoziationen

Im Falle des Warenhandels — beispielsweise bei einer Supermarktkette
— besteht eine Anwendung des maschinellen Lernens in der Warenkorb-
analyse, bei der versucht wird, Assoziationen zwischen Produkten, die ein
Kunde gekauft hat, zu finden: Wenn Kunden, die X kaufen, typischerweise
auch Y kaufen und es einen Kunden gibt, der X, aber nicht Y kauft,
dann kann dieser Kunde als potenzieller Kaufer fiir Y erachtet werden.
Haben wir einmal solche Kunden gefunden, dann kénnen wir sie gezielt
in Cross-Selling-Versuche einbeziehen.

Das Finden einer Assoziationsregel entspricht unserem Interesse, eine
bedingte Wahrscheinlichkeit der Form P(Y'|X) zu lernen, wobei Y das
Produkt ist, das durch X bedingt sein soll. X steht fiir die Ware oder
Warengruppe, von der wir schon wissen, dass der Kunde sie gekauft hat.

Nehmen wir nun einmal an, dass wir anhand unserer Daten auf die
Gleichung P(Chips|Bier) = 0,7 kommen. Dann kénnen wir die folgende
Regel definieren:

70 Prozent aller Kunden, die Bier kaufen, kaufen auch Chips.
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Moglicherweise wollen wir nun noch genauer zwischen Kunden unter-
scheiden, und um dies zu erreichen, berechnen wir P(Y|X, D), wobei
D fiir eine Menge an Kundenattributen steht, zum Beispiel das Alter,
Geschlecht, der Familienstand, und so weiter — natiirlich unter der An-
nahme, dass wir Zugriff auf derlei Informationen besitzen. Handelt es
sich um einen Buchhéndler statt um einen Supermarkt, knnen Produkte
Biicher oder Autoren sein. Im Fall eines Web-Portals kénnten Links der
Gegenstand des Interesses sein, und wir konnen schétzen, welche Links
ein Nutzer héchstwahrscheinlich anklicken wird und diese Information
nutzen, um entsprechende Seiten im Voraus fiir einen schnelleren Zugriff
zu laden.

1.2.2 Klassifikation

Unter Kredit verstehen wir den Geldbetrag, den ein Finanzinstitut, bei-
spielsweise eine Bank, verleiht und der dann mit Zinsen und in der Regel
in Raten zuriickzuzahlen ist. Fiir die Bank ist es wichtig, im Voraus
das mit einem Darlehen verbundene Risiko vorhersagen zu kénnen, das
heiftt, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Kunde in Verzug gerét
und nicht den gesamten Betrag zuriickzahlt. Dies geschieht sowohl um
sicherzustellen, dass die Bank Gewinn erzielt als auch, um dem Kun-
den Unannehmlichkeiten durch ein Darlehen jenseits seiner finanziellen
Moglichkeiten zu ersparen.

Beim sogenannten Credit Scoring (Hand 1998), also bei der Uberpriifung
der Kreditwiirdigkeit von Kunden, kalkuliert die Bank das Risiko fiir
den angefragten Kreditbetrag anhand der erhobenen Kundeninforma-
tionen. Diese Kundeninformationen beinhalten Daten, die relevant fiir
die Berechnung der finanziellen Leistungsfahigkeit des Kunden sind —
beispielsweise Einkommen, Ersparnisse, Sicherheiten, Beruf, Alter, fi-
nanzielle Vorgeschichte und so weiter. Die Bank besitzt Aufzeichnungen
iiber vergangene Darlehen, welche Informationen iiber den Kunden und
Aussagen dazu beinhalten, ob das jeweilige Darlehen zuriickgezahlt wurde.
Das Ziel besteht nun darin, anhand solcher Daten zu speziellen Darle-
hensantragen auf eine allgemeingiiltige Regel riickzuschliefen, welche
die Assoziation zwischen den Attributen eines Kunden und dem zuge-
horigen Risiko codiert. Das heifst, das maschinelle Lernsystem passt ein
Modell auf die Vergangenheitswerte an, um dadurch in der Lage zu
sein, das Risiko fiir einen neuen Kreditantrag zu kalkulieren und ent-
scheidet dann entsprechend, ob dieses eingegangen werden kann oder
nicht.

Das obige Szenario ist ein Beispiel fiir ein Klassiftkationsproblem, bei
dem es zwei Klassen gibt: Kunden mit niedrigem Risiko und Kunden mit
hohem Risiko. Die Informationen zu einem Kunden bilden die Fingabe
fiir den Klassifikator, dessen Aufgabe darin besteht, die Eingabe einer
von zwei Klassen zuzuweisen.

KLASSIFIKATION
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Abb. 1.1: Beispiel fiir einen Trainingsdatensatz. Jeder Kreis représentiert eine
Dateninstanz mit Eingabewerten an den zugehorigen Achsen. Sein Vorzeichen
gibt die Klasse an. Der Einfachheit halber sind nur zwei Kundenattribute —
Einkommen und Ersparnisse — in der Eingabe enthalten. Die beiden Klassen
unterscheiden niedriges Risiko (,,+*) und hohes Risiko (,,—*). Eine exemplarische
Diskriminanzfunktion, welche die beiden Typen von Instanzen trennt, ist
ebenfalls eingefiigt.

Nach dem Training mit Daten aus der Vergangenheit kann eine erlernte
Klassifikationsregel fiir geeignete Parameterwerte 61 und 62 die folgende
Form haben (sieche Abbildung 1.1):

IF Einkommen> 6; AND Ersparnisse> 6,
THEN niedriges Risiko ELSE hohes Risiko.

Dies ist ein Beispiel fiir eine Diskriminanzfunktion. Dabei handelt es sich
um eine Funktion, welche die Beispiele aus unterschiedlichen Klassen
voneinander trennt.

Die Hauptanwendung einer solchen gelernten Regel besteht in der
Pradiktion. Das bedeutet, sobald wir eine Regel haben, welche auf
die Vergangenheitsdaten passt, und unter der Annahme, dass die nahe
Zukunft der Vergangenheit dhnelt, konnen wir korrekte Vorhersagen fiir
neue Instanzen treffen. Fiir einen neuen Darlehensantrag und bekanntem
Einkommen und Ersparnissen kénnen wir nun recht einfach entscheiden,
ob es sich um einen Fall mit niedrigem oder hohem Risiko handelt.
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In manchen Féllen erscheint es uns moglicherweise sinnvoll, statt eine Ent-
scheidung vom Typ 0/1 (niedriges Risiko/hohes Risiko) zu treffen, besser
die Wahrscheinlichkeit P(Y'|X) zu berechnen, wobei X fiir die Kundenat-
tribute steht und Y jeweils den Wert 0 bzw. 1 fiir die Klasse mit niedrigem
Risiko bzw. mit hohem Risiko annimmt. Aus dieser Perspektive kénnen
wir die Klassifikation als das Erlernen einer Assoziation von X nach Y
betrachten. Dann gilt fiir X = z, wenn P(Y = 1|X = z) = 0,8, dass
bei dem entsprechenden Kunden mit 80-prozentiger Wahrscheinlichkeit
ein hohes Risiko besteht — oder dquivalent dazu, dass mit 20-prozentiger
Wahrscheinlichkeit ein niedriges Risiko vorliegt. Dann entscheiden wir,
ob das Darlehen gewéhrt oder verwehrt werden soll, in Abhéngigkeit vom
moglichen Gewinn oder Verlust.

Im Bereich der Mustererkennung gibt es viele Anwendungsmoglichkeiten
fiir das maschinelle Lernen. Ein Beispiel ist die optische Schriftzeiche-
nerkennung, bei der Schriftzeichencodes anhand ihrer Abbilder erkannt
werden. In diesem Fall gibt es mehrere Klassen — genauso viele ndmlich,
wie es Schriftzeichen gibt, die wir erkennen wollen. Von besonderem
Interesse sind hier handgeschriebene Zeichen. Jeder Mensch hat seine
eigene Handschrift; Zeichen konnen klein oder grof geschrieben werden,
zu einer Seite geneigt, mit Fiiller oder mit Kugelschreiber — kurz gesagt, es
gibt zahlreiche bildliche Darstellungen ein und desselben Schriftzeichens.
Zwar ist das Schreiben eine vom Menschen erfundene Kunst, jedoch gibt
es noch kein System, welches genauso akkurat ist wie ein menschlicher
Leser. Wir haben keinerlei formale Definition eines Zeichens ,,A“, welche
zum einen alle Erscheinungsformen von ,,A* umfasst, zum anderen aber
keine der Formen, in denen ,,A* nicht auftritt. In Ermangelung solch einer
Definition greifen wir auf handschriftliche Stichproben (von Schreibern)
zuriick und lernen anhand dieser Stichproben eine Definition dessen, was
ein ,,A“ ausmacht. Obwohl wir also nicht genau wissen, was aus einem
Abbild ein ,,A* macht, sind wir jedoch sicher, dass all diese verschiedenen
Darstellungen von ,,A“ etwas gemeinsam haben, und genau das ist es, was
wir aus den Stichproben extrahieren wollen. Wir wissen, dass ein Abbild
eines Schriftzeichens nicht nur eine Ansammlung von zufélligen Bildpunk-
ten ist, sondern eine Kombination von Strichen mit einer Regelméafigkeit,
die wir mit Hilfe eines Lernprogramms erfassen kénnen.

Wenn wir einen Text lesen, dann kdnnen wir uns unter anderem den Faktor
der Redundanz in menschlichen Sprachen zunutze machen. Ein Wort ist
eine Sequenz von Schriftzeichen, und aufeinander folgende Schriftzeichen
sind nicht unabhéngig voneinander, sondern aufgrund der Woérter der
Sprache eingeschrankt. Das hat den Vorteil, dass wir, selbst wenn wir
ein einzelnes Schriftzeichen nicht erkennen kénnen, immer noch in der
Lage sind, d?s Wort zu lesen. Derlei kontextuelle Abhéngigkeiten kénnen
durchaus auch auf héherer Ebene auftauchen, zwischen Wértern und
Satzen, durch die Syntax und Semantik der Sprache. Es gibt Algorithmen
fiir das maschinelle Lernen, mit deren Hilfe man Sequenzen erlernen und
solche Abhéngigkeiten modellieren kann.

MUSTERERKENNUNG
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Im Falle der Gesichtserkennung besteht die Eingabe aus einem Bild,
die Klassen sind zu erkennende Personen, und das Lernprogramm sollte
lernen, die Gesichtsabbilder bestimmten Identitdten zuzuordnen. Diese
Aufgabenstellung ist schwieriger als die optische Schriftzeichenerkennung,
da es mehr Klassen gibt, das Eingabebild groffer und ein Gesicht ein
dreidimensionales Objekt ist, dessen Abbild sich durch Unterschiede in
Haltung und Beleuchtung signifikant verdndern kann. Aufferdem ist es
durchaus moglich, dass bestimmte Teile des Eingabebilds nicht sicht-
bar sind; zum Beispiel konnte eine Brille die Augen und Augenbrauen
verdecken und das Kinn konnte unter einem Bart versteckt sein.

Bei der medizinischen Diagnostik werden als Eingabe die relevanten
Informationen iiber einen Patienten genommen und als Klassen haben
wir hier die Krankheiten. Die Eingabewerte beinhalten das Alter des
Patienten, das Geschlecht, die medizinische Vorgeschichte und die gegen-
wartigen Symptome. Einige Tests wurden unter Umsténden nicht mit
dem Patienten durchgefithrt und daher kénnten bestimmte Eingabewerte
fehlen. Tests sind zeitaufwendig, konnen teuer sein, und bereiten dem
Patienten moglicherweise Unbehagen, so dass wir sie nur dann ausfiihren
wollen, wenn wir wirklich sicher sind, dass sie uns wertvolle Informationen
liefern kénnen. Im Fall der medizinischen Diagnostik kann eine falsche
Entscheidung zu einer falschen oder gar keiner Behandlung fiihren, und
im Zweifelsfalle ist es vorzuziehen, dass der Klassifikator die Entscheidung
ablehnt oder an einen menschlichen Experten verweist.

Bei der Spracherkennung besteht die Eingabe aus akustischen Lauten und
die Klassen sind Worter, die gedufiert werden kénnen. Hier verlauft die
zu erlernende Assoziation von einem akustischen Signal zu einem Wort ir-
gendeiner Sprache. Bedingt durch Unterschiede in Alter, Geschlecht oder
Akzent sprechen unterschiedliche Menschen dasselbe Wort unterschied-
lich aus, wodurch unsere Aufgabe umso schwieriger wird. Ein weiterer
Unterschied bei der Sprache liegt darin, dass die Eingabe temporal erfolgt;
Worter werden als zeitliche Abfolge von Sprachphonemen gedufsert und
manche Worter sind langer als andere.

Akustische Informationen helfen uns nur bis zu einem gewissen Punkt,
und wie bei der optischen Zeichenerkennung ist die Integration eines
,Sprachmodells* bei der Spracherkennung kritisch. Der beste Weg, um zu
einem Sprachmodell zu gelangen, ist wieder der, dieses aus einem grofen
Korpus von Beispieldaten zu lernen. Die Anwendung des maschinellen Ler-
nens auf die natiirliche Sprachverarbeitung entwickelt sich stetig weiter.
Das Filtern von Spam ist eine Anwendung, bei der die Spam-Generatoren
auf der einen Seite und die Spam-Filter auf der anderen immer ausgeklii-
geltere Methoden finden, um einander zu iibertrumpfen. Das Anfertigen
von Ausziigen fiir grofse Dokumente ist ein anderes interessantes Beispiel,
und noch ein weiteres ist das Analysieren von Blogs oder Posts, um
,Irending Topics* zu identifizieren oder um zu entscheiden, welche Anzei-
gen geschaltet werden sollen. Die beeindruckendste Anwendung kénnte
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das maschinelle Ubersetzen sein. Nach Jahrzehnten der Forschung mit
héindisch codierten Ubersetzungsregeln sieht es heute danach aus, dass
der aussichtsreichste Ansatz darin besteht, eine sehr grofe Anzahl von
Textpaaren bereitzustellen und ein Programm automatisch die Regeln
fiir das Abbilden von der Quellsprache in die Zielsprache herausfinden zu
lassen.

Die Biometrie befasst sich mit der Erkennung oder Authentifizierung
von Personen anhand von physiologischen und/oder verhaltensbasierten
Merkmalen, wobei eine Integration von Eingaben unterschiedlicher Art
notwendig ist. Beispiele fiir physiologische Charakteristika sind Bilder
des Gesichts, Fingerabdriicke, die Iris und die Handgeometrie. Verhal-
tensbasierte Merkmale sind u. a. die Dynamik von Unterschrift, Stimme,
Gang und Tastaturanschlag. Wenn es viele verschiedene (unkorrelier-
te) Eingaben gibt, sind Falschungen (Manipulationen) im Vergleich zu
gewohnlichen Identifikationsmethoden — Foto, gedruckte Unterschrift
oder Passwort — schwieriger und das System wird genauer. Idealerweise
bereites es den Nutzern dabei nur wenig Unannehmlichkeiten. Maschinel-
les Lernen wird sowohl bei den einzelnen Erkennungsfunktionen dieser
unterschiedlichen Ansétze benutzt, als auch bei der Kombination ihrer
Entscheidungen, um aus diesen unter Beachtung der Verlésslichkeit der
verschiedenen Quellen eine Gesamtentscheidung zu treffen.

Das Erlernen einer Regel anhand von Daten erlaubt ebenfalls die Ez-
traktion von Wissen. Eine Regel ist ein einfaches Modell, welches die
Daten erklédrt, und bei genauer Betrachtung dieses Modells erhalten wir
eine Erkldrung fiir den Prozess, der den Daten zugrundeliegt. Sobald wir
zum Beispiel die Diskriminante, welche die Kunden mit hohem Risiko
von denen mit niedrigem Risiko trennt, erlernt haben, verfiigen wir auch
iiber die Kenntnis der Eigenschaften von Kunden mit niedrigem Risiko.
Wir koénnen diese Information dann nutzen, um potenzielle Kunden mit
niedrigem Risiko eflizienter in die Zielgruppe einzubinden, beispielsweise
durch Werbung. Beim Lernen wird aufterdem eine Kompression durch-
gefiihrt, indem wir durch die Anpassung einer Regel an die Daten eine
Erkldrung erhalten, die simpler ist als die Daten selbst, die somit weniger
Speicherplatz und weniger Rechenaufwand zur Verarbeitung benétigt.
Hat man einmal die Additionsregeln erlernt, muss man nicht mehr die
Summe jedes moglichen Paares zweier Zahlen auswendig lernen.

Ein weiterer Anwendungsbereich des maschinellen Lernens findet sich in
der Erkennung von Ausreiffern. Dabei sollen Instanzen gefunden werden,
die nicht der Regel folgen und somit Ausnahmen darstellen. Die Idee ist,
dass typische Instanzen Merkmale teilen, die einfach festzulegen sind, und
Instanzen, die diese Merkmale nicht aufweisen, sind atypisch. In diesem
Fall sind wir an einer Regel interessiert, die so einfach wie moglich ist und
gleichzeitig einen moglichst grofsen Anteil unserer typischen Instanzen
abdeckt. Jede Instanz, die nicht abgedeckt wird, stellt eine Ausnahme
dar. Dabei kann es sich um eine Anomalie handeln, die Aufmerksam-
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keit erfordert (etwa einen Betrugsversuch), oder um einen neuartigen,
zuvor noch nie gesehenen, aber giiltigen Fall, weshalb man auch von
Neuheitserkennung spricht.

1.2.3 Regression

Angenommen, wir bendtigen ein System, welches in der Lage ist, den
Preis eines gebrauchten Autos vorherzusagen. Als Eingabedaten nutzen
wir all jene Attribute des Autos — Marke, Baujahr, Motorleistung, Ki-
lometerstand und weitere Informationen — von denen wir glauben, dass
sie den Wert des Autos beeinflussen. Als Ausgabe erhalten wir den Preis
des Autos. Problemstellungen wie diese, bei denen die Ausgabedaten
Zahlwerte sind, nennt man Regressionsprobleme.

Sei X die Bezeichnung der Attribute des Autos, und sei Y der Preis des
Fahrzeugs. Indem wir wieder die vergangenen Transaktionen untersuchen,
koénnen wir Trainingsdaten sammeln, woraufhin das maschinelle Lernpro-
gramm eine Funktion an diese Daten anpasst, um Y als Funktion von
X zu erlernen. Abbildung 1.2 zeigt ein Beispiel, bei dem die angepasste
Funktion die Form

Yy = wx + wo

flir geeignete Parameterwerte von w und wy annimmt.

Sowohl die Regression als auch die Klassifikation gehoren zum Problemfeld
des iberwachten Lernens, bei dem es eine Eingabe X und eine Ausgabe
Y gibt und die Aufgabe darin besteht, die Abbildung von der Eingabe
auf die Ausgabe zu erlernen. Der Ansatz beim maschinellen Lernen
besteht darin, dass wir von einer Modelldefinition mit einer Menge von
Parametern ausgehen:

y = g(x6),

wobei g(-) das Modell ist und 6 seine Parameter. Y ist ein Zahlwert bei der
Regression und ein Klassencode (z.B. 0/1) im Falle einer Klassifikation.
g() ist die Regressionsfunktion beziehungsweise die Diskriminanzfunktion
bei einer Klassifikation, welche die Instanzen der verschiedenen Klassen
voneinander abgrenzt. Das maschinelle Lernprogramm optimiert die Pa-
rameter 6, so dass der Néherungsfehler minimiert wird, das heifit, unsere
Schatzwerte sind so nah an den korrekten Werten aus den vorhande-
nen Trainingsdaten wie moglich. In Abbildung 1.2 beispielsweise ist das
Modell linear und w und wq sind die fiir eine bestmdogliche Anpassung
an die Trainingsdaten optimierten Parameter. In Féllen, bei denen das
lineare Modell zu restriktiv ist, kann man zum Beispiel eine quadratische
Funktion der Form

2
Y = Wax” + W1T + Wo
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y: Preis

x: Kilometerstand

Abb. 1.2: Dargestellt ist ein Trainingsdatensatz von Gebrauchtwagen und die
angepasste Funktion. Aus Griinden der Einfachheit wird der Kilometerstand
als einziges Eingabeattribut gewéhlt und ein lineares Modell benutzt.

oder eine Polynomfunktion héherer Ordnung oder eine beliebige andere
nichtlineare Funktion der Eingabewerte nutzen, und in diesem Fall deren
Parameter fiir die bestmogliche Anpassung optimieren.

Ein weiteres Beispiel fiir die Regression ist die Steuerung eines mobilen
Roboters, beispielsweise eines autonomen Fahrzeugs, wenn der Ausgabe-
wert aus dem Winkel besteht, um den das Lenkrad jeweils gedreht werden
soll, um das Fahrzeug fortzubewegen ohne mit Hindernissen zu kollidie-
ren oder von der Strecke abzukommen. Die Eingabedaten in Szenarien
wie diesem werden durch Sensoren am Auto erzeugt, zum Beispiel einer
Videokamera, einem GPS-System und so weiter. Trainingsdaten koén-
nen gesammelt werden, indem die Aktionen eines menschlichen Fahrers
iiberwacht und aufgezeichnet werden.

Wir kénnen uns weitere Anwendungen fiir die Regression vorstellen, bei
denen versucht wird, eine Funktion zu optimieren.! Angenommen, wir
wollen eine Maschine bauen, die Kaffee rostet. Die Maschine hat viele
Eingabewerte, welche die Qualitidt beeinflussen: diverse Temperatur- und
Zeiteinstellungen, verschiedene Kaffeebohnensorten und so weiter. Wir
flihren eine Anzahl von Experimenten durch, und fiir verschiedene Ein-
stellungen der Eingabewerte messen wir die Kaffeequalitét, beispielsweise

IMein Dank gilt Michael Jordan fiir dieses Beispiel.
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anhand der Kundenzufriedenheit. Um die optimalen Einstellungen zu
finden, passen wir ein Regressionsmodell an, welches diese Eingabewerte
mit der resultierenden Kaffeequalitdt verbindet. Dann wéhlen wir neue
Punkte nahe des Optimums des gegenwértigen Modells als neue Einga-
bewerte, um eine bessere Konfiguration zu finden. Fiir diese Eingaben
bestimmen wir die Qualitdt und fiigen diese Werte zu den Daten hinzu
und trainieren ein neues Modell. Bei diesem Vorgehen spricht man im
Allgemeinen von einem Response-Surface-Design.

Manchmal wollen wir, anstatt einen absoluten numerischen Wert zu
schétzen, die Moglichkeit haben, relative Positionen zu lernen. In einem
Empfehlungssystem fiir Filme wollen wir zum Beispiel eine Liste generie-
ren, die danach geordnet ist, fiir wie wahrscheinlich wir es halten, dass
dem Nutzer die Filme gefallen. In Abhéngigkeit von den Attributen des
Films wie Genre und Schauspieler sowie den Ratings der Filme, die der
Nutzer schon gesehen hat, wiren wir dann in der Lage, eine Ranking-
Funktion zu lernen, die wir verwenden kénnen, um Empfehlungen aus
neuen Filmen auszuwéhlen.

1.24 Uniiberwachtes Lernen

Beim iiberwachten Lernen besteht das Ziel darin, eine Abbildung von
Eingabe- auf Ausgabewerte zu erlernen, wobei die korrekten Ausgabewerte
bekannt sind. Beim uniiberwachten Lernen sind die Ausgabewerte nicht
bekannt, und uns stehen nur die Eingabedaten zur Verfiigung. Das Ziel
besteht darin, Regelméfigkeiten in den Eingabewerten aufzuspiiren. Es
existiert eine Struktur im Eingaberaum, so dass bestimmte Muster ofter
auftreten als andere, und wir wollen erkennen, was grundsétzlich passiert
und was nicht. In der Statistik nennt man dies Dichteschditzung.

Eine Moglichkeit zur Dichteschétzung ist die Clusteranalyse, wobei das
Ziel darin besteht, Cluster (Haufungen) oder Gruppierungen von Einga-
bewerten zu finden. Fiir das Beispiel einer Firma mit Daten iiber ihre
ehemaligen Kunden enthalten diese Kundendaten demographische Infor-
mationen sowie die vergangenen Transaktionen zwischen den betroffenen
Kunden und der Firma. Letztere interessiert sich nun unter Umsténden
fiir das Profil ihrer Kunden, um zu erkennen, welche Art Kunde hiufig
auftritt. In solch einem Fall weist ein Clustermodell alle Kunden mit
dhnlichen Attributen derselben Gruppe zu und stellt damit der Firma
eine natiirliche Gruppierung ihrer Kunden zur Verfiigung; dies wird als
Kundensegmentierung bezeichnet. Sobald solche Gruppen gefunden wur-
den, kann die Firma gruppenspezifische Strategieentscheidungen treffen,
zum Beispiel hinsichtlich ihrer Dienstleistungen und Produkte; dies ist
unter dem Begriff Kundenbeziehungsmanagement bekannt. Solche Grup-
pierungen erlauben ebenfalls die Identifikation von Ausreiffern, sprich
Kunden, die sich von anderen Kunden unterscheiden, was wiederum eine
Marktnische fiir eine mégliche Expansion der Firma aufzeigen kénnte.
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Ein interessantes Anwendungsfeld fiir die Clusteranalyse ist die Bild-
kompression. Hierbei bestehen die Eingabeinstanzen aus Bildpunkten,
die in Form von RGB-Werten dargestellt sind. Ein Clusteringprogramm
gruppiert Pixel mit &hnlichen Farben in denselben Gruppen, und diese Pi-
xelgruppen korrespondieren zu den Farben, die haufig im Bild vorkommen.
Wenn in einem Bild nur Schattierungen von wenigen Farben vorhanden
sind, und wenn wir alle einer Gruppe zugehdrigen Schattierungen mit
derselben Farbe codieren, zum Beispiel mit ihrem Durchschnittswert,
dann wird das Bild quantisiert. Gehen wir einmal davon aus, dass die
Pixel eine Grofe von 24 Bit haben, um 16 Millionen Farben zu repré-
sentieren, aber dass es nur Schattierungen von 64 Hauptfarben gibt; wir
bendtigen daher fiir jedes Pixel nur 6 Bit statt 24. Wenn zum Beispiel
eine Grafik verschiedene Nuancen der Farbe Blau in unterschiedlichen
Bildregionen aufweist, und wenn wir denselben Durchschnittswert fiir all
die Blautone nutzen, verlieren wir zwar Details im Bild, gewinnen aber
an Speicher- und Dateniibertragungskapazitét. Im Idealfall mochte man
daher durch die Analyse von sich wiederholenden Bildmustern iiberge-
ordnete Regelméfigkeiten finden, also zum Beispiel Texturen, Objekte,
etc. Dadurch ermoglicht sich auf einer hoheren Ebene eine einfachere und
niitzlichere Beschreibung der Szenerie, und es wird beispielsweise eine
bessere Kompressionsrate erreicht als bei Kompression auf Pixelebene. Im
Falle von abgelichteten Dokumentseiten haben wir nicht einfach zufillig
ein Pixel hier und dort, sondern Bitmap-Bilder von Schriftzeichen. Es
gibt eine Struktur in den Daten, und wir nutzen einfach diese Redundanz
aus, indem wir eine kiirzere Beschreibung der Daten finden: Ein 16 x
16 Bitmap von ,,A* bendtigt 32 Bytes, seine ASCII-Codierung jedoch
lediglich 1 Byte.

Beim Clustern von Dokumenten besteht das Ziel darin, die Dokumente
anhand von Ahnlichkeiten in Gruppen anzuordnen. Beispielsweise konnen
Nachrichten weiter unterteilt werden in solche, die aus den Bereichen
Politik, Sport, Mode, Kultur und weiteren stammen. Ublicherweise werden
Dokumente als Bag-of-Words repréasentiert. Dabei verwenden wir ein
vordefiniertes Lexikon aus N Wortern, und jedes Dokument ist ein N-
dimensionaler binédrer Vektor, dessen i-te Komponente 1 ist, falls das Wort
7 in dem Dokument vorkommt. Suffixe werden entfernt, um Dubletten
zu vermeiden; ebenso werden Worter wie ,und“, ,von“ usw. nicht mit
verwendet, da sie keine Information tragen. Die Dokumente werden dann
anhand der Anzahl gemeinsamer Worter gruppiert. Das Ergebnis hingt
natiirlich kritisch von dem verwendeten Lexikon ab.

Die Methoden des maschinellen Lernens werden auch in der Bioinformatik
verwendet. Die DNS in unserem Genom ist die ,,Blaupause des Lebens®
und besteht aus einer Sequenz von Basen, ndmlich A, G, C und T. RNS
wird aus der DNS transkribiert und aufgrund der RNS werden Proteine
gebildet. Proteine sind quasi das, was der lebende Organismus ist und
tut. Genauso wie DNS eine Sequenz von Basen ist, besteht ein Protein
aus einer Sequenz von Aminosduren (definiert durch die Basen). Ein
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Anwendungsgebiet fiir die Informatik in der Molekularbiologie findet sich
dabei in der Suche nach dbereinstimmenden Sequenzen. Dabei handelt es
sich um ein sehr kompliziertes Stringvergleichsproblem, denn die Strings
konnen sehr lang sein, es gibt viele Vorlagenstrings, die es abzugleichen
gilt, und es kénnen Loschungen, Einfiigungen und Ersetzungen auftreten.
Die Clusteranalyse wird dabei zum Erlernen von Motiven genutzt, wo-
bei es sich um Sequenzen von Aminosduren handelt, die wiederholt in
Proteinen auftreten. Motive sind von Interesse, da sie strukturellen oder
funktionalen Elementen innerhalb der Sequenzen, die sie charakterisieren,
entsprechen konnen. Die Analogie liegt hierbei darin, dass Aminosduren
wie Buchstaben und Proteine wie Sétze betrachet werden; Motive sind
wie Worter, sprich ein String aus Buchstaben mit einer bestimmten
Bedeutung, der oft in verschiedenen Sétzen vorkommt.

1.2.5 Bestarkendes Lernen

In einigen Anwendungen besteht die Ausgabe eines Systems aus Aktionen.
In so einem Fall ist eine einzelne Aktion nicht wichtig; von Bedeutung
ist jedoch die Taktik, sprich die Sequenz von korrekten Aktionen, die
zum Ziel fiihren. So etwas wie die beste Aktion in einem beliebigen
Zwischenstadium gibt es nicht; eine Aktion ist erst dann gut, wenn sie
Teil einer guten Taktik ist. In solch einem Szenario sollte das maschinelle
Lernprogramm in der Lage sein, die Giite von Taktiken einzuschitzen
und von vergangenen guten Aktionssequenzen zu lernen, um eine Taktik
generieren zu konnen. Derartige Lernmethoden nennt man Algorithmen
des bestdrkenden Lernens.

Ein passendes Beispiel hierfiir bieten Brettspiele, bei denen ein einzelner
Zug selbst nicht so wichtig ist; entscheidend ist jedoch die Sequenz von
richtigen Ziigen. Ein Zug ist gut, wenn er Teil einer guten Spieltaktik
ist. Das Spielen bildet ein wichtiges Forschungsgebiet sowohl im Bereich
der kiinstlichen Intelligenz als auch beim maschinellen Lernen. Dies liegt
vor allem daran, dass es zwar leicht ist, Spiele zu beschreiben, aber
gleichzeitig recht schwierig, sie erfolgreich zu spielen. Ein Brettspiel wie
Schach hat nur eine geringe Zahl von Regeln, aber seine Komplexitét
erlangt es durch die grofe Anzahl an moglichen Ziigen in jeder Situation
und die schiere Menge an Ziigen, die ein Spiel beinhaltet. Sobald wir
einen guten Algorithmus haben, der lernen kann, Spiele erfolgreich zu
spielen, kénnen wir ihn ebenfalls fiir Anwendungen mit offensichtlicherem
okonomischem Nutzen einsetzen.

Ein Roboter, der sich in einer bestimmten Umgebung auf der Suche
nach einem Zielpunkt bewegt, zeigt ein weiteres Anwendungsfeld des
bestdarkenden Lernens auf. Zu jeder Zeit kann der Roboter sich in eine
von mehreren Richtungen bewegen. Nach einer Reihe von Versuchen
sollte er die korrekte Sequenz von Aktionen erlernen, mit denen er den
Zielzustand von einem Ausgangszustand aus erreichen kann, und zwar
schnellstmoglich und ohne irgendeines der Hindernisse zu treffen.
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Ein Umstand, der bestiarkendes Lernen schwieriger gestaltet, entsteht
dann, wenn das System unverléssliche oder nur Teile der Sensorinforma-
tionen zur Verfligung hat. Ein mit einer Kamera ausgestatteter Roboter
zum Beispiel hat nur unvollsténdige Informationen zur Verfligung und
befindet sich daher stdndig in einem nur teilweise beobachtbaren Zustand.
Folglich sollte er seine Entscheidungen unter Beachtung dieser Unsi-
cherheit treffen. Eine Aufgabe konnte auch die gleichzeitige Arbeit von
mehreren Agenten erfordern, welche interagieren und kooperieren sollten,
um ein gemeinsames Ziel zu erreichen. Ein Beispiel hierfiir ist ein Team
von Fufiball spielenden Robotern.

1.3 Anmerkungen

Die Evolution ist die treibende Kraft, die unseren Korperbau sowie die
uns angeborenen Instinkte und Reflexe bestimmt. Wir lernen auch, unser
Verhalten wéahrend unseres Lebens zu dndern. Das hilft uns z.B., mit
Umweltveranderungen fertig zu werden, die nicht durch die Evolution
vorhergesagt werden kénnen. Organismen mit kiirzerer Lebenszeit in
einer gut definierten Umwelt mdgen all ihre Verhaltensweisen bei der
Geburt mitbekommen, aber anstatt alle moglichen Verhaltensweisen fiir
jeden beliebigen Umstand fest vorzugeben, dem wir im Leben begegnen
koénnten, stattete uns die Evolution mit einem grofen Gehirn und Lernfa-
higkeit aus, so dass wir uns selbstédndig anhand unserer Erfahrungen an
verschiedene Umgebungen anpassen kénnen. Wenn wir die beste Strategie
in einer bestimmten Situation lernen, wird dieses Wissen in unserem
Gehirn gespeichert, und sollte die bestimmte Situation wieder auftreten,
kénnen wir — wenn sie uns kognitiv vertraut ist (,kognitiv kommt dabei
vom lateinischen cognoscere fiir ,erkennen”) — die geeignete Strategie
abrufen und entsprechend handeln. Das Lernen hat jedoch auch seine
Grenzen; es gibt sicherlich Dinge, die wir mit der beschrankten Kapazitit
unseres Gehirns nie lernen werden kdnnen, genauso wenig, wie wir nie
werden ,lernen* konnen, uns einen dritten Arm wachsen zu lassen oder
ein Auge auf der Riickseite unseres Kopfes, selbst wenn beides noch so
niitzlich wiare. Man beachte, dass im Gegensatz zur Psychologie, der
kognitiven Wissenschaft oder der Neurowissenschaft unser Ziel beim
maschinellen Lernen nicht darin besteht, den Prozess, der dem Lernen bei
Mensch und Tier zugrunde liegt, zu verstehen, sondern nutzbare Systeme
zu bauen, so wie in jedem anderen Bereich des Ingenieurwesens auch.

Fast die gesamte Wissenschaft besteht aus nichts anderem als dem Anpas-
sen von Modellen an erhobene Daten. Wissenschaftler entwerfen Experi-
mente, fithren Beobachtungen durch und sammeln Daten. Dann versuchen
sie, Wissen aus den Daten zu extrahieren, indem sie einfache Modelle
finden, welche die beobachteten Daten erkldren. Dieses Vorgehen nennt
man Induktion und meint damit das Ableiten allgemeiner Regeln aus
einer Reihe von speziellen Fillen.
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Wir sind nun an einem Punkt angelangt, an dem solche Datenanalysen
nicht langer von Menschen vorgenommen werden kénnen, da zum einen
die Menge an Daten riesig ist und zum anderen qualifizierte Krafte fiir
solche Analysen rar und manuelle Analysen kostspielig sind. Daher besteht
wachsendes Interesse an Computermodellen, die Daten analysieren und
automatisch Informationen aus ihnen extrahieren koénnen, sprich, die
Llernen kénnen.

Die Methoden, welche wir in den folgenden Kapiteln diskutieren werden,
haben ihren Ursprung in verschiedenen wissenschaftlichen Domé&nen.
Manchmal wurde derselbe Algorithmus unabhéngig voneinander in mehr
als einem Gebiet und demnach unterschiedlichen historischen Pfaden
folgend entwickelt.

In der Statistik wird mit Inferenz das Riickschliefsen von speziellen Be-
obachtungen auf allgemeine Beschreibungen bezeichnet und das Lernen
nennt man Schdtzung. Die Klassifikation bezeichnet man in der Statistik
als Diskriminanzanalyse (McLachlan 1992; Hastie, Tibshirani und Fried-
man 2011). Bevor Computer erschwinglich und allgegenwiéirtig wurden,
konnten Statistiker nur mit kleinen Stichproben arbeiten. Statistiker
nutzten, als Mathematiker, die sie sind, zumeist einfache parametrische
Modelle, die mathematisch analysiert werden konnten. Im Ingenieurswe-
sen nennt man die Klassifikation Mustererkennung und es handelt sich
um einen nicht-parametrischen und viel empirischeren Ansatz (Duda,
Hart und Stork 2001; Webb und Copey 2011).

Das maschinelle Lernen ist mit dem Gebiet der kinstlichen Intelligenz
(Russell und Norvig 2009) verwandt, da ein intelligentes System in der
Lage sein sollte, sich an Verénderungen seiner Umwelt anzupassen. Auf-
gaben wie das Sehen, die Sprache und die Robotik sollten am besten
ebenfalls anhand von Stichprobendaten erlernt werden. In der Elektrotech-
nik resultierte Forschung im Bereich der Signalverarbeitung in adaptiven
Computervisions- und Sprachprogrammen. Unter ihnen ist die Entwick-
lung von Hidden-Markov-Modellen (HMM) fiir die Spracherkennung von
besonderer Bedeutung.

Durch Fortschritte in der VLSI-Technologie (also in der Entwicklung
hochintegrierter Systeme; engl. Very Large Scale Integration) und der
Moglichkeit, parallele Hardware zu bauen, die Tausende von Prozessoren
beinhaltet, wurde in den spaten 1980er Jahren das Feld der kiinstlichen
neuronalen Netze wiederbelebt als eine mogliche Theorie fiir die Verteilung
von Rechenleistung auf eine grofte Zahl von Prozessoreinheiten (Bishop
1995). Nach und nach erkannten die Anhénger der neuronalen Netze,
dass die meisten Lernalgorithmen neuronaler Netze ihr Fundament in der
Statistik haben — beispielsweise ist das mehrlagige Perzeptron eine weitere
Klasse von nicht-parametrischen Schitzfunktionen — und Behauptungen
hinsichtlich gehirndhnlicher Rechenleistung verschwanden langsam von
der Bildflache.
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In den letzten Jahren haben kernelbasierte Algorithmen wie etwa Support-
Vektor-Maschinen grofte Verbreitung erfahren. Durch die Verwendung
von Kernel-Funktionen kénnen sie an eine Vielzahl von Anwendungen
angepasst werden. Diese Algorithmen werden insbesondere in der Bio-
informatik und bei der Sprachverarbeitung eingesetzt. Heute gehort es
zum Allgemeinwissen, dass ein gute Datenreprisentation entscheidend
fiir das Lernen ist, und Kernel-Funktionen haben sich als ein sehr gutes
Mittel erwiesen, um Expertenwissen zu implementieren.

Ein weiterer moderner Ansatz ist die Verwendung von generativen Mo-
dellen. Diese erklaren die beobachteten Daten iiber die Interaktion ei-
ner Menge von verborgenen Faktoren. Meist werden Graphenmodelle
verwendet, um die Interaktion zwischen den Faktoren und den Daten
zu visualisieren. Mit dem Bayesschen Formalismus kénnen wir unse-
re a-priori-Information iiber die verborgenen Faktoren und das Modell
definieren und die Modellparameter ableiten.

Inzwischen ist es dank sinkender Kosten fiir das Speichern und Vernetzen
moglich geworden, sehr grofse Datenmengen {iber das Internet verfiighar
zu halten. Zusammen mit den gleichfalls gesunkenen Kosten fiir Rechen-
leistung hat diese Entwicklung die Mdoglichkeit eréffnet, Lernalgorithmen
auf grofen Datenmengen laufen zu lassen. In den vergangenen Jahr-
zehnten war allgemein erwartet worden, dass fiir kiinstliche Intelligenz
ein neues Paradigma nétig wire, eine neue Herangehensweise, ein neues
Modell des Rechnens oder ein vollig neuer Typ von Algorithmen.

Angesichts der jlingsten Erfolge auf vielen Gebieten des maschinellen
Lernens kénnen wir heute konstatieren, dass der entscheidende Faktor
nicht die Algorithmen waren, sondern die grofe Menge von Beispielda-
ten und die entsprechend grofie Rechenkapazitét, um Lernalgorithmen
auf diesen Datenmengen laufen zu lassen. Beispielsweise gehen Support-
Vektor-Maschinen auf Potentialfunktionen, lineare Klassifikatoren und
nachbarbasierte Methoden zuriick, die in den 1950er und 1960er Jah-
ren vorgeschlagen wurden — es gab damals nur noch keine ausreichend
schnellen Computer oder nicht genug Speicherplatz, um das Potenti-
al dieser Algorithmen zu nutzen. Es ist zu vermuten, dass Aufgaben
wie das maschinelle Ubersetzen und die Projektplanung von solch re-
lativ einfachen Lernalgorithmen {ibernommen werden kénnen, wobei
die Algorithmen allerdings auf grofsen Datenmengen oder durch lange
Trial-and-Error-Laufe trainiert werden miissen. Die jiingsten Erfolge mit
»Deep-Learning®-Algorithmen stiitzen diese These. Intelligenz resultiert of-
fenbar nicht aus einer Wunderformel, sondern aus dem beharrlichen, einer
Brute-Force-Vorgehensweise nicht unéhnlichen, Anwenden von einfachen,
iiberschaubaren Algorithmen.

Data Mining ist ein im kommerziellen Bereich aufgekommener Begriff fiir
die Anwendung von Lernalgorithmen auf grofe Datenmengen (Witten
und Frank 2011; Han und Kamber 2011). In der Informatik bezeichnet
man dies auch als Knowledge Discovery in Datenbanken (KDD).
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Die Forschung in den verschiedenen Wissensgebieten (Statistik, Mus-
tererkennung, neuronale Netze, Signalverarbeitung, Steuerungswesen,
kiinstliche Intelligenz und Data Mining) folgte in der Vergangenheit diver-
sen Ansétzen mit unterschiedlichen Schwerpunkten. Dieses Buch hat zum
Ziel, all diese Schwerpunkte zusammenzufiihren, um eine allumfassende
Behandlung der Probleme und Lésungen zu liefern.

1.4 Relevante Ressourcen

Die aktuellsten Forschungsergebnisse zum maschinellen Lernen finden
sich breit gefdchert in wissenschaftlichen Magazinen und Konferenzen zu
verschiedenen Themenfeldern. Magazine speziell zum Thema sind Machi-
ne Learning und das Journal of Machine Learning Research. Zeitschriften
wie Neural Computation, Neural Networks und die IEEE Transactions on
Neural Networks veroffentlichen ebenfalls viel zum maschinellen Lernen.
Statistikzeitschriften wie die Annals of Statistics und das Journal of
the American Statistical Association veroffentlichen Arbeiten, die aus
dem Blickwinkel des maschinellen Lernens interessant sind. Viele IEEE-
Publikationen wie Transactions on Pattern Analysis and Machine Intel-
ligence, Transactions on Systems, Man, and Cybernetics, Transactions
on Image Processing oder Transactions on Signal Processing enthalten
interessante Beitrage sowohl zur Theorie des maschinellen Lernens als
auch zu zahlreichen Anwendungen.

Magazine zur kiinstlichen Intelligenz, Mustererkennung, Fuzzy-Logik und
Signalverarbeitung enthalten ebenfalls Forschungsberichte zum maschi-
nellen Lernen. Zeitschriften mit Fokus auf Data Mining sind Data Mining
and Knowledge Discovery, IEEE Transactions on Knowledge and Data
Engineering und das ACM Special Interest Group on Knowledge Discovery
and Data Mining Explorations Journal.

Die wichtigsten Konferenzen zum maschinellen Lernen sind Neural Infor-
mation Processing Systems (NIPS), Uncertainty in Artificial Intelligence
(UAI), die International Conference on Machine Learning (ICML), die
European Conference on Machine Learning (ECML), Artificial Intelli-
gence and Statistics (AIS-TATS) und Computational Learning Theory
(COLT). Auch in Konferenzen zu Forschungsgebieten wie Mustererken-
nung, neuronale Netze, kiinstliche Intelligenz, Fuzzy-Logik und genetische
Algorithmen sowie zu Anwendungsgebieten wie Computervision, Sprach-
technologie, Robotik und Data Mining gibt es Sitzungen zum maschinellen
Lernen.

Das UCT Repository (http://archive.ics.uci.edu/ml) enthéilt eine
grofe Anzahl von Datenbestédnden, die von Forschern auf dem Gebiet des
maschinellen Lernens fiir Benchmark-Tests genutzt werden kénnen. Eine
andere Quelle ist das Statlib Repository, das unter http://1ib.stat.
cmu.edu zu finden ist. Aulerdem gibt es Repositorys fiir spezielle An-
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wendungen, beispielsweise in der Bioinformatik, fiir die Gesichterkennung
oder die Spracherkennung.

Zu diesen Repositorys werden sténdig neue und grofsere Datensétze
hinzugefiigt. Dennoch sind einige Forscher der Ansicht, dass solche Repo-
sitorys die Gesamtheit der Merkmale von realen Daten nicht vollstdndig
widerspiegeln und nur einen begrenzten Giiltigkeitsbereich haben. Die
mit diesen Datensétzen erzielte Genauigkeit hétte somit keinen grofien
Aussagegehalt. Wenn beim Zuschnitt eines neuen Algorithmus einige
Datensétze aus einem festen Repository wiederholt benutzt werden, dann
konstruieren wir eine neue Menge von ,,UCI-Algorithmen*, die auf eben
diese Datensétze spezialisiert sind. Es verhélt sich &hnlich wie mit Stu-
denten, die fiir eine Klausur lernen, indem sie immer nur die gleiche
Menge von Testfragen beantworten. Wie wir in spéteren Kapiteln sehen
werden, ist es ohnehin besser, verschiedene Algorithmen fiir verschiedene
Aufgaben zu haben. Daher ist es vorzuziehen, eine bestimmte Anwendung
im Blick zu haben, fiir diese eine oder mehrere groffe Datenmengen zu
erzeugen und darauf dann verschiedene Algorithmen zu vergleichen, die
das betrachtete Problem l6sen.

Die aktuellsten Papers zum maschinellen Lernen sind online verfiig-
bar. Die meisten Autoren stellen auch ihre Codes und die Daten im
Internet zur Verfiigung. Mitschnitte von Tutorials, die auf Konferen-
zen und Sommerschulen gegeben wurden, sind ebenfalls groftenteils im
Netz zu finden. Aufierdem gibt es freie Software-Pakete, in denen ver-
schiedene Algorithmen des maschinellen Lernens implementiert sind.
Ein besonders erwdhnenswertes Software-Paket ist Weka, das unter
http://www.cs.waikato.ac.nz/ml/weka/ zu finden ist.

1.5 Ubungen

1. Stellen Sie sich vor, Sie haben zwei Moglichkeiten: Sie kénnen ein
Dokument faxen, also das Bild senden, oder Sie kénnen ein optisches
Schriftzeichenlesegeriit (Optical Character Reader, OCR) benutzen
und die Textdatei senden. Diskutieren Sie die Vor- und Nachteile
beider Ansétze auf vergleichende Art. Wann wiéire einer der beiden
Ansétze dem anderen vorzuziehen?

2. Nehmen wir an, wir wollen ein OCR, bauen und fiir jedes Schriftzei-
chen speichern wir die Bitmapdatei des Zeichens als Vorlage ab, mit
der wir das abgelesene Zeichen Pixel fiir Pixel abgleichen. Erkliren
Sie, wann ein derartiges System versagen wiirde. Warum werden
immer noch Barcode-Lesegerite genutzt?

LOSUNG: Ein solches System erlaubt nur ein Template pro Zeichen
und kann zum Beispiel nicht zwischen verschiedenen Fonts ein und
desselben Zeichens unterscheiden. Es gibt standardisierte Fonts
wie OCR-A und OCR-B — diese sehen wir typischerweise auf den



20

1 Einfihrung

Verpackungen der Waren, die wir kaufen —, die mit OCR-Software
benutzt werden. Die Zeichen dieser Fonts wurden ein klein wenig
verandert, um die Ahnlichkeiten zwischen verschiedenen Zeichen
zu minimieren. Barcode-Lesegerite werden nach wie vor eingesetzt,
weil das Erkennen von Barcodes immer noch Vorteile (Kosten, Zu-
verlassigkeit, Verfligharkeit) gegentiber dem Erkennen von Zeichen
in beliebigen Fonts, Grofen und Schriftschnitten hat.

. Angenommen, uns wird die Aufgabe iibertragen, ein System zu

entwerfen, welches Spam-Mails unterscheiden kann. Was ist in
Spam-Mails enthalten, das uns wissen lésst, dass es sich um Spam
handelt? Wie kann der Rechner Spam mittels syntaktischer Analyse
erkennen? Welche Aktion wiirden Sie sich von einem Rechner wiin-
schen, wenn er eine Spam-Mail entdeckt — soll er sie automatisch
16schen, sie in einen anderen Ordner verschieben oder sie nur am
Bildschirm hervorheben?

LOsuNG: Typischerweise priifen textbasierte Spamfilter, ob be-
stimmte Worter und Symbole vorhanden bzw. nicht vorhanden
sind. Worter wie ,Gelegenheit”, ,Viagra“, ,Dollar“ oder auch Zei-
chen wie ,,$ und . erhohen die Wahrscheinlichkeit, dass es sich bei
einer E-Mail um Spam handelt. Diese Wahrscheinlichkeiten werden
anhand einer Trainingsmenge von E-Mails gelernt, die der Nutzer
zuvor als Spam gekennzeichnet hat. Wir werden in den folgenden
Kapiteln viele Algorithmen fiir diese Aufgabe kennenlernen.

Spamfilter arbeiten nicht zu hundert Prozent zuverlédssig und ma-
chen eventuell Fehler bei der Klassifikation. Wenn eine Spam-Mail
nicht herausgefiltert wird, ist das natiirlich nicht gut, doch es ist
nicht so schlimm wie das Herausfiltern einer erwiinschten E-Mail.
Wir werden spéater noch diskutieren, wie die relativen Kosten solcher
falsch positiven und falsch negativen Klassifikationen berticksichtigt
werden koénnen.

Wegen dieser Problematik ist es nicht ratsam, E-Mails, die von einem
Filter als Spam erkannt wurden, automatisch zu l6schen. Stattdessen
sollten sie so abgelegt werden, dass der Nutzer die Moglichkeit hat,
sie anzuschauen, falls er dies mochte. Empfehlenswert ist diese
Kontrolle vor allem in der Anfangsphase der Arbeit des Spamfilters,
da dieser dann noch nicht ausreichend trainiert ist. Das Filtern
von Spam ist wahrscheinlich eines der besten Beispiele fiir lernende
Systeme, die sich an Anderungen (in diesem Fall bei der Generierung
von Spam) anpassen konnen.

. Gehen wir davon aus, dass Sie die Aufgabe bekommen, ein automa-

tisiertes Taxi zu bauen. Definieren Sie die Randbedingungen! Was
sind die Eingabewerte? Woraus besteht die Ausgabe? Wie konnen
Sie mit dem Fahrgast kommunizieren? Miissen Sie mit anderen
automatisierten Taxis kommunizieren, sprich, brauchen Sie eine
Sprache?
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5. Bei der Warenkorbanalyse wollen wir Abhéngigkeiten zwischen zwei
Artikeln X und Y herausfinden. Wie kénnen Sie bei vorliegender Da-
tenbank mit Kundentransaktionen diese Abhéngigkeiten aufspiiren?
Wie wiirden Sie dies fiir mehr als zwei Artikel verallgemeinern?

6. Suchen Sie aus einer Tageszeitung fiir jede der Kategorien Politik,
Sport und Kultur fiinf Beispielmeldungen heraus. Sehen Sie die
Meldungen durch und identifizieren Sie fiir jede Kategorie Wor-
ter, die besonders hiufig verwendet werden und die dabei helfen
konnen, zwischen den verschiedenen Kategorien zu unterscheiden.
Beispielsweise wird eine Meldung der Kategorie Politik wahrschein-
lich Wérter wie ,,Regierung”, ,,Rezession” und ,,Parlament enthalten,
wahrend in einer Meldung aus der Kategorie Kultur Worter wie
H2Album®, | Leinwand“ oder ,,Theater vorkommen werden. Es wird
auch Worter wie ,Ball“ geben, die mehrdeutig sind.

7. Wenn ein Foto eines Gesichts von 100 x 100 Pixeln zeilenweise
geschrieben wird, ergibt das einen Vektor mit 10000 Komponenten.
Wenn wir das Bild um einen Pixel nach rechts verschieben, erhalten
wir einen vollig anderen Vektor. Wie miissen Gesichtserkenner
konstruiert sein, damit sie gegeniiber solchen Verschiebungen robust
sind?

LOsSUuNG: Um die Eingabedaten zu normieren, arbeiten Gesichts-
erkennungssysteme meist mit einer Vorverarbeitungsstufe, in der
das Bild vor der Erkennung zentriert und eventuell skaliert wird.
Dazu werden in der Regel zunéichst die Augen identifiziert, um dann
das Bild entsprechend zu verschieben. Es gibt auch Erkennungs-
systeme, die das Bild des Gesichts nicht als Pixelbild verwenden,
sondern stattdessen strukturelle Merkmale aus dem Bild extrahie-
ren, beispielsweise das Verhéltnis zwischen dem Augenabstand und
der Grofse des Gesichts. Solche Merkmale sind invariant gegeniiber
Translationen und Skalierungen.

8. Betrachten Sie als Beispiel das Wort ,Maschine”. Schreiben Sie es
zehnmal auf. Bitten Sie einen Freund, es ebenfalls zehnmal aufzu-
schreiben. Analysieren Sie dann die zwanzig Bilder und versuchen
Sie, Merkmale — typische Striche, Bégen, Schlaufen; die Art, wie
Punkte gesetzt sind — zu finden, welche die Unterscheidung ihrer
Handschrift von der Thres Freundes erlauben.

9. Wenn man den Wert eines Gebrauchtwagens schitzen mochte,
dann ist es sinnvoller, den prozentualen Wertverlust gegeniiber dem
urspriinglichen Verkaufspreis zu schitzen, anstatt den absoluten
Preis. Warum?
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2 Uberwachtes Lernen

Wir diskutieren das tberwachte Lernen, beginnend mit dem
einfachsten Fall, bei dem eine Klasse anhand ihrer positiven
und negativen Beispiele zu erlernen ist. Wir verallgemeinern
dies und befassen uns mit dem Fall von multiplen Klassen,
gefolgt von der Regression, bei der es kontinuierliche Ausga-
bewerte gibt.

2.1 Erlernen einer Klasse anhand von
Beispielen

Nehmen wir an, wir wollen die Klasse, bezeichnet mit C, fiir einen ,Fa-
milienwagen* erlernen. Wir haben eine Menge an Beispielen fiir Autos
und verfiigen aufserdem iiber eine Gruppe von Personen zur Befragung,
denen wir diese verschiedenen Autos zeigen. Die Befragten sehen sich
die Wagen, die wir ihnen zeigen, an und ordnen sie; Autos, die sie als
Familienwagen ansehen, sind positive Beispiele, die anderen Wagen bilden
die Menge der negativen Beispiele. Das Erlernen einer Klasse besteht
darin, eine Beschreibung zu finden, die auf alle positiven und auf keins
der negativen Beispiele zutrifft. Durch diese Vorgehensweise konnen wir
dann Vorhersagen treffen. Fiir einen Wagen, den wir vorher noch nicht
betrachtet haben, konnen wir durch Vergleich mit der erlernten Beschrei-
bung sagen, ob es sich um einen Familienwagen handelt oder nicht. Wir
kénnen aber auch Wissen extrahieren: die Studie wird moglicherweise
von einem Autohersteller unterstiitzt und das Ziel mag darin bestehen,
zu verstehen, was die Leute von einem Familienwagen erwarten.

Gehen wir nun davon aus, dass wir nach einigen Diskussionen mit Ex-
perten auf dem Gebiet die Schlussfolgerung ziehen, dass von all den
Merkmalen, die ein Auto haben kann, der Preis und die Motorenleistung
diejenigen sind, die einen Familienwagen von anderen Autos unterscheiden.
Diese zwei Attribute bilden die Fingaben fir den Klassifikator. Man be-
achte, dass wir bei der Festlegung dieser speziellen Eingabereprisentation
diverse andere Attribute als irrelevant ansehen. Zwar kommen einem
sicherlich andere Attribute in den Sinn, die fiir die Unterscheidung zwi-
schen Autotypen wichtig sein kénnten — beispielsweise die Anzahl von
Sitzplidtzen oder die Farbe — wir werden jedoch nur den Preis und die
Motorenleistung betrachten, um dieses Beispiel einfach zu halten.

POSITIVE BEISPIELE

NEGATIVE BEISPIELE

EINGABE-
REPRASENTATION
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Nehmen wir den Preis als erstes Eingabeattribut x; und die Motoren-
leistung als zweites Eingabeattribut x5. Dann stellen wir jedes Auto mit
zwei numerischen Werten der Form

T = [iﬂ (2.1)

dar und die zugehérige Kennung r gibt den Typ an:

,— { 1 wenn « ein positives Beispiel ist , (2.2)

0 wenn x ein negatives Beispiel ist .

Jeder Wagen wird durch solch ein geordnetes Paar (z,r) repriisentiert
und die Ubungsmenge enthilt N solcher Beispiele der Form

X = {wta Tt}i\il ’ (23)

wobei ¢ den Index fiir verschiedene Beispiele in der Menge darstellt; er
steht nicht fiir zeitliche oder dhnliche Ordnungen.

Unsere Trainingsdaten kénnen nun im zweidimensionalen (1, z2)-Raum
abgebildet werden, wobei jede Instanz ¢ ein Datenpunkt an den Koor-
dinaten (x%,x%) ist und ihr Typ, sprich positiv oder negativ, durch rt

gegeben ist (siehe Abbildung 2.1).
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Abb. 2.1: Ubungsdatenmenge fiir die Klasse ,Familienwagen®. Jeder Daten-
punkt entspricht einem Beispielwagen. Die Koordinaten des Punkts geben den
Preis und die Motorenleistung des Autos an. ,,+* steht fiir ein positives Bei-
spiel der Klasse (also fiir einen Familienwagen), ,/ repréisentiert ein negatives
Beispiel (keinen Familienwagen), also einen anderen Wagentyp.
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Nach weiteren Diskussionen mit Experten und der Analyse der Daten
haben wir nun méglicherweise Grund zur Annahme, dass es sich nur dann
um einen Familienwagen handelt, wenn der Preis und die Motorenleistung
in einem bestimmten Bereich

(p1 < Preis < p3) AND (e; < Motorleistung < e5) (2.4)
mit geeigneten Werten fiir py,p2, e; und ey liegen. Gleichung 2.4 geht

somit davon aus, dass C ein Rechteck im durch Preis und Motorenleistung
aufgespannten Raum ist (siche Abbildung 2.2).
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Abb. 2.2: Beispiel einer Hypothesenklasse. Die Klasse Familienwagen ist ein
Rechteck im durch Preis und Motorenleistung aufgespannten Raum.

Gleichung 2.4 legt die Hypothesenklasse H fest, ndmlich die Menge aller
Rechtecke, von der wir annehmen, dass C aus ihr gezogen wurde. Der
Lernalgorithmus sollte dann eine spezielle Hypothese finden, h € H, um
C so genau als moglich zu approximieren.

Zwar definieren Experten die Hypothesenklasse, jedoch kénnen sie nicht
sagen, welche Werte die Parameter annehmen; mit anderen Worten, wir
wahlen zwar H aus, jedoch wissen wir nicht, welches spezielle h € H gleich
oder am néchsten zu C ist. Sobald wir jedoch unsere Aufmerksamkeit auf
diese Hypothesenklasse beschranken, reduziert sich das Erlernen einer
Klasse auf das einfachere Problem, die vier Parameter zu finden, die h
definieren.

Als Ziel gilt es, dasjenige h € H zu finden, das so dhnlich wie moglich
zu C ist. Nehmen wir an, die Hypothese h trifft eine Vorhersage fiir eine

HYPOTHESENKLASSE

HYPOTHESE
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Instanz «, so dass gilt:

h(z) = 1 wenn x durch A als positives Beispiel eingestuft wird,
"] 0 wenn x durch h als negatives Beispiel eingestuft wird.

(2.5)

In der Realitét kennen wir C(x) nicht, so dass wir nicht einschétzen
konnen, wie gut h(xz) mit C(x) iibereinstimmt. Wir haben lediglich
einen Trainingsmenge X', der nur eine kleine Teilmenge der Menge al-
ler moglichen x darstellt. Der empirische Fehler misst den Anteil an
Ubungsinstanzen, bei denen die Vorhersagen von h nicht mit den gefor-
derten Werten aus X iibereinstimmen. Der Fehler der Hypothese h bei
gegebenem Trainingsdatenssatz X ist

N
E(h|X) = 1(h(z') #1r"). (2.6)

=1

~

Hierbei ist 1(a # b) gleich 1, wenn a # b, und gleich 0, wenn a = b (siehe
Abbildung 2.3).
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Abb. 2.3: C ist die eigentliche Klasse und h ist unsere induzierte Hypothese.
Der Punkt, an dem C' gleich 1, aber h gleich 0 ist, stellt eine falsch negative
Zuordnung dar, und der Punkt, an dem C gleich 0, aber h gleich 1 ist, markiert
eine falsch positive Zuordnung. Die anderen Punkte, also die richtig positiven
und richtig negativen Zuordnungen, werden richtig klassifiziert.

In unserem Beispiel ist die Hypothesenklasse H die Menge aller mogli-
chen Rechtecke. Jedes Quadrupel (p},ph, %, ef) definiert eine Hypothese
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h aus H, und unsere Aufgabe liegt darin, die beste zu finden oder in
anderen Worten, wir miissen bei gegebenem Ubungssatz genau die vier
Werte fiir die Parameter finden, die alle positiven Beispiele und keins der
negativen Beispiele einschliefsen. Man beachte den Fall, wenn x; und x,
reelle Zahlwerte annehmen; dann gibt es unendlich viele solcher h, auf
die das zutrifft, fiir die also der Fehler F gleich null ist. Aber bei einem
gegebenen zukiinftigen Beispiel, welches irgendwo nahe den Grenzen
zwischen positiven und negativen Beispielen liegt, kdnnten unterschiedli-
che in Frage kommende Hypothesen auch unterschiedliche Vorhersagen
treffen. Hierbei handelt es sich um das Problem der Generalisierung, also
um die Frage, wie oft unsere Hypothese zukiinftige Beispiele, die nicht
Teil der Trainingsmenge sind, korrekt einordnen wird.

Eine Moglichkeit besteht darin, die speziellste Hypothese S zu finden,
die dem engsten Rechteck entspricht, das alle positiven und keins der
negativen Beispiele umschlieft (siehe Abbildung 2.4). Damit erhalten
wir eine Hypothese h = S als unsere induzierte Klasse. Man beachte,
dass die eigentliche Klasse C grofer, aber niemals kleiner als S sein kann.
Die allgemeinste Hypothese G ist das grofte Rechteck, dass wir zeichnen
konnen, das alle positiven und keins der negativen Beispiele enthélt (Ab-
bildung 2.4). Alle h € H zwischen S und G sind giiltige Hypothesen ohne
Fehler, werden als konsistent zur Trainingsmenge angesehen und bilden
zusammen den Versionsraum. Fiir eine andere gegebene Trainingsmenge,
andere Hypothesen S, G und einen anderen Versionsraum koénnen die
Parameter, und somit die erlernte Hypothese h, anders aussehen.
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Abb. 2.4: S ist die speziellste Hypothese und G ist die allgemeinste Hypothese.
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Tatséchlich wird es in Abhéngigkeit von X und H verschiedene S; und
G; geben, die jeweils die S-Menge und die G-Menge bilden. Jedes Ele-
ment der S-Menge ist konsistent mit allen Instanzen, und es existieren
keine Instanzen, die spezifischer sind. Entsprechend ist jedes Element der
G-Menge konsistent mit allen Instanzen und es existiert keine konsistente
Hypothese, die allgemeiner ist. Die beiden Mengen bilden zusammen die
Grenzmenge, d. h., jede zwischen ihnen liegende Menge ist konsistent und
Teil des Versionsraums. Es gibt einen als ,Candidate Elimination* be-
zeichneten Algorithmus, der die S-Menge und die G-Menge inkrementell
aktualisiert, wenn er nacheinander verschiedene Trainingsinstanzen vorge-
legt bekommt (siehe Mitchell, 1997). Wir nehmen an, dass X hinreichend
grofs ist, damit S und G eindeutig sind.

Bei gegebenem X kénnen wir S, G oder ein beliebiges h aus dem Versions-
raum ableiten und als unsere Hypothese verwenden. Ein intuitiver Ansatz
ist es, h in der Mitte zwischen S und G zu wihlen. Das bedeutet, den
Rand oder Margin zu vergrofern, womit der Abstand zwischen der Grenze
und den ihr am néchsten liegenden Instanzen gemeint ist (Abbildung 2.5).
Damit unsere Fehlerfunktion ein Minimum bei h mit maximalem Margin
annimmt, sollten wir eine Fehlerfunktion (Verlustfunktion) verwenden,
die nicht nur priift, ob eine Instanz auf der richtigen Seite der Grenze
liegt, sondern auch, wie weit sie von dieser entfernt ist. Das heifst, anstelle
einer Funktion h(x), die 0 oder 1 zuriickgibt, brauchen wir eine, die uns
ein Maf fiir den Abstand von der Grenze liefert. Aufierdem brauchen wir
eine Verlustfunktion, die diesen Wert verwendet, anstatt auf Gleichheit
zu testen.
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Bei manchen Anwendungen kann eine falsche Entscheidung sehr teuer sein.
Dann kénnen wir festlegen, dass jede Instanz, die zwischen S und G liegt,
einen Zweifelsfall darstellt, den wir aufgrund unzureichender Daten nicht
mit Sicherheit zuordnen kénnen. Wenn ein solcher Fall auftritt, wird das
System die Instanz ablehnen und die Entscheidung einem menschlichen
Experten iiberlassen.

Hier nehmen wir an, dass C in H enthalten ist; das heif’t, es existiert ein
h € H, so dass E(h|X) gleich null ist. Bei gegebener Hypothesenklasse H
kann es durchaus passieren, dass wir C nicht erlernen kénnen; das heifit,
es existiert kein h € H, fiir das der Fehler gleich null ist. Somit miissen
wir bei jeder Anwendung sicherstellen, dass H flexibel genug ist oder
ausreichend ,Kapazitiat® hat, um C zu erlernen.

2.2 Vapnik-Chervonenkis(VC)-
Dimension

Nehmen wir an, wir haben eine Datenmenge, der N Punkte beinhal-
tet. Diese N Punkte konnen auf 2V verschiedene Weisen als positiv
oder negativ eingeteilt werden. Daher kénnen durch N Datenpunkte 2V
verschiedene Lernprobleme definiert werden. Wenn wir fiir jedes dieser
Probleme eine Hypothese h € H finden, welche die positiven von den ne-
gativen Beispielen trennt, dann sagen wir, H zerlegt N Punkte. Das heifit,
jedes auf N Punkten definierte Lernproblem kann durch eine Hypothese
aus H ohne Fehler gelernt werden. Die maximale Anzahl an Punkten, die
durch H zerlegt werden kénnen, nennt man die Vapnik-Chervonenkis-
Dimension (VC-Dimension) von H; sie wird mit VC(#) bezeichnet und
misst die Méchtigkeit der Hypothesenklasse H.

Aus Abbildung 2.6 erkennen wir, dass ein axial ausgerichtetes Rechteck
vier Punkte in zwei Dimensionen zerlegen kann. In diesem Fall ist VC(H)
gleich vier, wenn H die Hypothesenklasse von axial ausgerichteten Recht-
ecken in zwei Dimensionen ist. Bei der Berechnung der VC-Dimension
reicht es aus, dass wir vier Punkte finden, die zerlegt werden kénnen; es
ist nicht notwendig, dass wir in der Lage sind, beliebige vier Punkte in
zwei Dimensionen zu zerlegen.

Zum Beispiel konnen vier auf einer Linie platzierte Punkte nicht durch
Rechtecke zerlegt werden. Allerdings kénnen wir fiinf Punkte beliebig
in zwei Dimensionen verteilen, so dass ein Rechteck die positiven und
negativen Beispiele fiir alle moglichen Einteilungen trennen kann.

Die VC-Dimension mag pessimistisch erscheinen. Sie sagt uns, dass wir
bei Benutzung eines Rechtecks als Hypothesenklasse nur die Datensétze
erlernen koénnen, die vier Punkte enthalten, nicht mehr. Ein Lernalgo-
rithmus, der Datensétze von vier Punkten erlernen kann, ist nicht sehr
niitzlich. Das liegt jedoch daran, dass die VC-Dimension unabhéngig

ZWEIFELSFALL
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Abb. 2.6: Ein axial ausgerichtetes Rechteck kann 4 Punkte zerlegen. Nur
Rechtecke, die zwei Punkte abdecken, sind dargestellt.

von der Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, aus der die Instanzen gezogen
werden. In der Realitéit verdndert sich die Welt fliekend, nahe beieinander
liegende Instanzen sind zumeist dem gleichen Typ zugeordnet und wir
brauchen uns nicht um alle méglichen Einteilungen der Instanzen zu
sorgen. Es gibt eine Vielzahl von Datensétzen, die viel mehr als vier
Datenpunkte enthalten und die durch unsere Hypothesenklasse erlern-
bar sind (Abbildung 2.1). Daher sind also auch Hypothesenklassen mit
kleiner VC-Dimension anwendbar und denen mit groffer VC-Dimension
vorzuziehen, wie zum Beispiel einer Lookup-Tabelle mit unendlicher
VC-Dimension.

2.3 PAC-Lernen

Unter Benutzung des engsten Rechtecks S als unsere Hypothese méchten
wir herausfinden, wie viele Beispiele wir benotigen. Wir erhoffen uns
von unserer Hypothese, dass sie anndhernd korrekt ist, sprich, dass
die Fehlerwahrscheinlichkeit durch gewisse Werte eingegrenzt ist. Wir
mochten unserer Hypothese auch insofern vertrauen, als dass wir sicher
sein wollen, dass unsere Hypothese in den meisten Féllen (wenn nicht
in allen) korrekt sein wird; also wollen wir auch wahrscheinlich richtig
liegen (mit einer von uns festgelegten Wahrscheinlichkeit).
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Beim Probably Approzimately Correct Learning (PAC-Lernen; dt.: wahr-
scheinlich annéhernd richtiges Lernen) wollen wir bei gegebener Klasse
C und Beispielen, die nach einer unbekannten aber festen Wahrschein-
lichkeitsverteilung p(z) gezogen werden, die Anzahl an Beispielen N
herausfinden, durch welche die Hypothese h mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 1 — ¢ einen Fehler von hochstens e aufweist, und zwar
fiir beliebige 6 < 1/2 und € > 0,

P{CAh<e}>1-6,
wobei CAh die Differenzregion zwischen C und h bezeichnet.
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Abb. 2.7: Die Differenz zwischen h und C ist die Summe aus vier rechteckigen
Streifen, von denen einer schattiert dargestellt ist.

Da S das am engsten gefasste Rechteck ist, ergibt sich in unserem Fall
die Fehlerregion zwischen C und h = S aus der Summe von vier rechte-
ckigen Streifen (siehe Abbildung 2.7). Wir mochten sicherstellen, dass
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein positives Beispiel in diesen Bereich
fallt (und einen Fehler verursacht) hochstens e betrigt. Wenn wir fir
jeden dieser Streifen garantieren kénnen, dass fiir diesen Streifen diese
Wahrscheinlichkeit nach oben durch €/4 beschrénkt ist, dann tritt der
Gesamtfehler mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens 4¢/4 = ¢ ein.
Man beachte, dass wir die Uberlappungen in den Ecken zweimal zihlen,
und dass der gesamte tatséchliche Fehler in diesem Fall weniger als 4(¢/4)
betragt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zufillig gezogenes Beispiel
diesen Streifen nicht trifft, liegt bei 1 — e/4. Die Wahrscheinlichkeit, dass
alle N unabhiingigen Ziehungen den Streifen verfehlen, betrigt (1—e/4),
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und mit einer Wahrscheinlichkeit von héchstens 4(1 — €/4)™ verfehlen
alle N unabhéngigen Ziehungen irgendeinen der vier Streifen; dieser Wert
soll nach Moglichkeit maximal § sein. Wir erhalten die Ungleichung

(1—2z) <exp[—2z].

Wenn wir also N und § so wihlen, dass wir
dexp[—eN/4] < §

erhalten, dann kénnen wir ebenfalls 4(1 — €/4) < § schreiben. Wenn
wir beide Seiten durch 4 teilen, den (natiirlichen) Logarithmus ziehen
und die Terme umformen, erhalten wir

N > (4/€)log(4/5) . (2.7)

Unter der Vorraussetzung, dass wir mindestens (4/¢€)log(4/6) unabhén-
gige Beispiele aus C ziehen und das engstmogliche Rechteck als unsere
Hypothese h wahlen, wird mit der Konfidenzwahrscheinlichkeit von min-
destens 1 — § ein gegebener Punkt mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit
von maximal € falsch klassifiziert. Wir kénnen die Konfidenz auf einen
beliebig groken Wert setzen, indem wir ¢ verringern; durch Verringerung
von € erzielen wir einen beliebig kleinen Fehler. In Gleichung 2.7 erkennen
wir, dass die Anzahl an Beispielen eine jeweils linear bzw. logarithmisch
langsam wachsende Funktion von 1/ und 1/0 ist.

2.4 Rauschen

Mit Rauschen (engl. noise) bezeichnet man jede ungewollte Anomalie in
Daten; bedingt durch Rauschen kann eine Klasse schwerer zu erlernen
sein, und ein Fehler gleich null ist mit einer einfachenHypothesenklasse
moglicherweise nicht zu erzielen (siehe Abbildung 2.8). Es existieren
diverse Interpretationen fiir das Rauschen:

e Eine Ursache kann Ungenauigkeit bei der Aufzeichnung der Einga-
beattribute sein, wodurch sich die Datenpunkte im Eingaberaum
verschieben.

e Es konnte Fehler in den Einteilungen der Datenpunkte geben, durch
die positive Instanzen als negative ausgewiesen werden und um-
gekehrt. Dies nennt man manchmal Lehrerrauschen (engl. teacher
noise).

e Es konnen zuséatzliche Attribute vorhanden sein, die wir nicht in
unsere Betrachtungen einbezogen haben, die aber die Einstufung
einer Instanz als positiv bzw. negativ beeinflussen. Derlei Attribute
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Abb. 2.8: Bei Vorhandensein von Rauschen lassen sich die positiven und
negativen Instanzen nicht so leicht voneinander abgrenzen. Die vollstiandige
Vermeidung von Fehlklassifizierungen liegt unter Umsténden mit einer einfachen
Hypothese nicht im Bereich des Moglichen. Ein Rechteck ist eine einfache
Hypothese mit vier Parametern, welche die Ecken definieren. Eine willkiirliche
geschlossene Form kann mittels Teilfunktionen mit einer groferen Zahl von
Kontrollpunkten gezeichnet werden.

konnen werborgen oder latent, also nicht beobachtbar sein. Der
Effekt solcher vernachlassigten Attribute wird somit als zuféllige
Komponente modelliert und ist im ,,Rauschen enthalten.

Wie aus Abbildung 2.8 ersichtlich wird, gibt es bei Vorhandensein von
Rauschen keine einfache Grenze zwischen positiven und negativen In-
stanzen und sie zu trennen erfordert eine kompliziertere Hypothese, die
einer Hypothesenklasse von groferer Méachtigkeit entspricht. Wahrend
ein Rechteck durch vier Werte definiert werden kann, erfordert die Defi-
nition einer komplizierteren Form ein komplexeres Modell mit einer viel
groferen Zahl an Parametern. Fin komplexes Modell lasst sich perfekt
auf die Daten anpassen und ein Fehler gleich null liegt im Rahmen des
Moglichen; die geschldngelte Form aus Abbildung 2.8 verdeutlicht dies.
Eine weitere Moglichkeit besteht darin, das Modell einfach zu halten
und einen gewissen Fehlergrad zu erlauben; man betrachte hierzu das

Rechteck in Abbildung 2.8.

Die Benutzung des einfachen Rechtecks erscheint sinnvoller (es sei denn,
der zugehorige Ubungsfehler ist viel grofer), denn:
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2.5

. Es ist ein leicht zu benutzendes Modell. Es ist einfach zu erkennen,

ob ein Punkt innerhalb oder auferhalb des Rechtecks liegt, und wir
kénnen fiir zukiinftige Dateninstanzen leicht priifen, ob es sich um
positive oder negative Instanzen handelt.

. Das Modell kann leicht trainiert werden und besitzt weniger Pa-

rameter. Es ist einfacher, die Eckwerte eines Rechtecks als die
Kontrollpunkte einer willkiirlichen Form zu finden. Mit einem klei-
nen Ubungssatz erwarten wir vom einfacheren Modell bei leichten
Unterschieden in den Trainingsinstanzen geringere Verdnderungen
als beim komplexen Modell. Bei einem einfachen Modell spricht
man daher von geringerer Varianz. Andererseits basiert ein einfa-
ches Modell mehr auf Vereinfachung der Realitét, ist starrer und
kann versagen, wenn die zugrundeliegende Klasse tatséchlich nicht
so simpel ist, denn ein einfacheres Modell unterliegt einer groferen
Verzerrung (bias). Die Suche nach dem optimalen Modell entspricht
der Minimierung sowohl des systematischen Fehlers als auch der
Varianz.

. Es ist ein leicht zu erkldrendes Modell. Ein Rechteck entspricht

einfach der Definition von Intervallen fiir zwei Attribute. Durch das
Erlernen eines einfachen Modells konnen wir Informationen aus den
in der Datenmenge gegebenen Rohdaten extrahieren.

. Wenn es tatséchlich falschlich eingeteilte Instanzen oder Rauschen in

den Eingabewerten gibt, und wenn die tatséchliche Klasse wirklich
ein simples Modell wie das Rechteck ist, dann wird das Rechteck
aufgrund seiner geringeren Varianz und niedrigeren Sensititvitéat
gegeniiber einzelnen Instanzen ein besserer Diskriminator sein als
die geschliangelte Form, obwohl die einfache Form mehr Fehler auf
der Trainingsmenge aufweisen mag. Wir sprechen davon, dass ein
einfaches (aber nicht zu einfaches) Modell besser generalisieren
wiirde als ein komplexes Modell. Dieses Prinzip ist bekannt als
Ockhams Rasiermesser und fordert unter Verweis auf die hdhere
Plausibilitdt von einfacheren Erkldrungen, dass jegliche unnotige
Komplexitdt ,wegrasiert® werden moge.

Erlernen multipler Klassen

In unserem Beispiel des Erlernens der Klasse Familienwagen haben wir
positive Beispiele, die zur Klasse Familienwagen gehoren und negative
Beispiele, die zu beliebigen anderen Autotypen gehoren. Dies ist ein Zwei-
klassenproblem. Im allgemeinen Fall haben wir K Klassen, geschrieben
als C;,2 =1,..., K, und eine Eingabeinstanz gehort zu genau einer dieser
Klassen. Die Trainingsmenge ist nun von der Form

X = {mt’rt}ivzl )
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wobei r hier K Dimensionen besitzt und

¢ [1fallszf €C;,
ri = {o falls ' € Cj,j # 4 . (28)

In Abbildung 2.9 ist ein Beispiel mit Instanzen aus drei Klassen gegeben:
Familienwagen, Sportwagen und Luxuslimousine.

Sportwagen

%‘JA O O
3 O o O
O 9
< ?
| AN = AN o
L ) A
L] uxuslimousine
L] . Luxusl
N O

Familienauto

oy
|

Preis

Abb. 2.9: Es gibt drei Klassen: Familienwagen, Sportwagen und Luxuslimou-
sine. Drei Hypothesen werden induziert, wobei jede die Instanzen einer der
Klassen abdeckt, aber die Instanzen der anderen beiden Klassen aufien vor
lasst. ,,7 reprisentiert abgelehnte Regionen, in denen keine oder mehr als eine
Klasse gewéhlt wurde.

Beim maschinellen Lernen zu Klassifikationszwecken mochten wir die
Grenze bestimmen, durch welche die Instanzen einer Klasse von de-
nen aller anderen Klassen getrennt werden. Somit betrachten wir ein
Klassifikationsproblem mit K Klassen als K Zweiklassenprobleme. Die
Ubungsbeispiele, die zu C; gehdren, sind die positiven Instanzen von Hy-
pothese h;, und die Beispiele aller anderen Klassen stellen die negativen
Instanzen von h; dar. In einem K-Klassenproblem haben wir also K
Hypothesen zu lernen, so dass gilt:

1 falls =t € C; ,
hi(z") = (2.9)

0fallsx' €Cj,j #1i.
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Der gesamte empirische Fehler ist die Summe iiber die Vorhersagen fiir
alle Klassen iiber alle Instanzen:

E({hi}isi]X) =Y 1 (ha(xh) #7f) (2.10)

t=1 i=1

Fiir ein gegebenes x ist im Idealfall nur eines der h;(x),i = 1,..., K
gleich eins und wir kénnen eine Klasse wéhlen. Wenn aber keines oder
zwei oder mehrere h;(x) gleich eins sind, konnen wir keine Klasse withlen
und sprechen hier von einem Zweifelsfall, der vom Klassifikator abgelehnt
wird.

In unserem Beispiel des Erlernens der Klasse Familienwagen haben wir
nur eine Hypothese benutzt und nur die positiven Beispiele modelliert.
Jegliche negativen Beispiele auflerhalb sind keine Familienwagen. Als
Alternative ziehen wir es moglicherweise manchmal vor, zwei Hypothesen
zu erstellen, eine fiir die positiven und die andere fiir die negativen
Instanzen. Dies setzt voraus, dass auch die negativen Instanzen eine
Struktur haben, die von einer anderen Hypothese abgedeckt werden
koénnen. Die Unterscheidung zwischen Familienwagen und Sportwagen ist
solch ein Problem; jede Klasse hat ihre eigene Struktur. Der Vorteil liegt
darin, dass im Falle einer Luxuslimousine als Eingabe beide Hypothesen
eine negative Entscheidung treffen und die Eingabe abweisen kénnen.

Wenn wir erwarten, in einer Datenbasis alle Klassen mit dhnlichen Ver-
teilungen — Formen im Eingaberaum — zu haben, dann kénnen wir die
gleiche Hypothesenklasse fiir alle Klassen benutzen. Bei einer Daten-
basis fiir die Erkennung handgeschriebener Ziffern erwarten wir, dass
alle Ziffern dhnliche Verteilungen haben. Dagegen haben wir in einer
Datenbasis, die in der medizinischen Diagnostik eingesetzt wird, zwei
Klassen von Personen — gesunde und kranke —, so dass wir mit vollig
verschiedenen Verteilungen fiir die beiden Gruppen rechnen miissen. Dass
sich das Kranksein auf verschiedene Weisen dufern kann, spiegelt sich
in den Eingaben wider: Alle gesunden Personen &hneln sich in dieser
Hinsicht, wéhrend jede kranke Person auf ihre eigene Weise krank ist.

2.6 Regression

Bei der Klassifikation sind die fiir eine gegebene Eingabe generierten
Ausgabewerte vom Typ Boolean; es handelt sich um ja/nein-Antworten.
Wenn die Ausgabewerte numerisch sind, wollen wir keine Klasse der
Form C(x) € {0,1} erlernen, sondern eine kontinuierliche Funktion. Beim
maschinellen Lernen ist die Funktion zwar nicht bekannt, jedoch haben
wir eine Trainingsmenge von Beispielen, die aus ihr gezogen wurden:

X = {mt’rt}i\il )
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wobei rt € R. Wenn kein Rauschen vorhanden ist, besteht die Aufgabe in
der Interpolation. Wir wollen die Funktion f(z) finden, die durch diese
Punkte geht, so dass wir

erhalten.

Bei der Polynominterpolation finden wir fiir N gegebene Punkte das
Polynom vom (NN — 1)-ten Grad, welches wir nutzen kénnen, um die Aus-
gabewerte fiir beliebige & vorherzusagen. Dies nennt man Eztrapolation,
wenn x auferhalb des Bereichs der Trainigsbeispiele ! liegt. Bei Zeitrei-
henvorhersagen beispielsweise haben wir Daten bis zur Gegenwart und
wollen den Wert fiir die Zukunft vorhersagen. Bei der Regression sind
die Ausgaben der unbekannten Funktion verrauscht

rt = f(z") +e, (2.11)

wobei f(x) € R die unbekannte Funktion darstellt und e fir zufilliges
Rauschen steht. Die Erkldrung fiir das Rauschen liegt darin, dass es
zusétzliche verborgene Variablen gibt, die sich unserer Beobachtung
entziehen:

rt= (2t 2Y), (2.12)

wobei z! diese verborgenen Variablen repriisentiert. Wir wollen gerne die
Ausgabe mit Hilfe unseres Modells g(x) approximieren. Der empirische
Fehler fiir die Trainingsmenge X ist

1
E(g|X) = NZT —g(zx (2.13)

Da r und g(«) numerisch sind, beispielsweise € R, gibt es eine definierte
Ordnung fiir ihre Werte. Somit kénnen wir eine Distanz zwischen Werten
als das Quadrat der Differenz definieren, durch die wir mehr Informationen
erhalten, als uns die Aussage gleich /ungleich liefern wiirde, wie dies bei der
Klassifikation {iblich ist. Das Quadrat der Differenz ist nur eine mogliche
Fehlerfunktion; eine andere findet sich im Absolutwert der Differenz. In
den folgenden Kapiteln werden wir auf weitere Beispiele treffen.

Unser Ziel ist es, das g(-) zu finden, welches den empirischen Fehler
minimiert. Unser Vorgehen ist dabei wieder dasselbe. Wir gehen also von
einer Hypothesenklasse mit einer geringen Anzahl an Parametern fiir g(-)
aus. Wenn wir annehmen, dass g(x) linear ist, ergibt sich:

g(x) = wiz1 + -+ + wyzq + wo = ij:cj +wo . (2.14)

INTERPOLATION

EXTRAPOLATION

REGRESSION
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Kehren wir nun zuriick zu unserem Beispiel aus Abschnitt 1.2.3, in dem
wir den Preis eines Gebrauchtwagens geschétzt haben. Dort haben wir
ein lineares Modell der folgenden Form mit einem einzigen Eingabewert
benutzt:

g(x) = wiz +wp , (2.15)

wobei wy und wq die anhand der Daten zu erlernenden Parameter sind.
Die Werte fiir w; und wq sollten die folgende Gleichung minimieren:

| X
E(wy,wolX) = N E [rt — (wiz’ 4 wp)]? . (2.16)
t=1

Das Minimum kann hierfiir berechnet werden, indem man die partiellen
Ableitungen von E hinsichtlich w; und wy nimmt, sie gleich 0 setzt und
sie fiir die zwei Unbekannten 16st:

>, atrt — TN

w ==t -

YTOY,(at)?2 — N2?
wog =T — WiT (217)

mit 7 = >, 2'/N, 7 =, r"/N. Die dadurch gefundene Gerade ist in
Abbildung 1.2 dargestellt.

Ist das lineare Modell zu einfach, unterliegt es zu vielen Einschrénkungen
und verursacht einen hohen N&herungsfehler; in solch einem Fall kann
die Ausgabe als Funktion hoherer Ordnung der Eingabe angenommen
werden, beispielsweise als quadratische Funktion:

g(x) = wox? + wiz + Wy . (2.18)

Indem wir genauso vorgehen wie im linearen Fall, erhalten wir analytische
Losungen fiir die Parameter. Wird der Grad der Polynome erhdht, verrin-
gert sich der Fehler auf den Trainigsdaten. Allerdings folgt ein Polynom
hoéheren Grades einzelnen Punkten sehr genau, anstatt einen allgemeinen
Trend zu erfassen (man betrachte hier das Polynom sechsten Grades aus
Abbildung 2.10). Wir miissen also vorsichtig sein, wenn wir die Komple-
xitdt des Modells an die Komplexitit der den Daten zugrundeliegenden
Funktion feinanpassen.
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y: Preis

x: Kilometerstand

Abb. 2.10: Lineare Polynome zweiten und sechsten Grades werden an den-
selben Satz von Punkten angepasst. Der héhere Grad sorgt fiir eine perfekte
Anpassung, aber in Anbetracht der Datenmenge ist es sehr unwahrschein-
lich, dass die reale Kurve eine derartige Form annimmt. Der zweite Grad
erscheint besser als die lineare Anpassung, was das Erfassen des Trends in den
Ubungsdaten angeht.

2.7 Modellauswahl und Generalisierung

Beginnen wir mit einem Fall, in dem eine Boolesche Funktion anhand von
Beispielen erlernt werden soll. Bei einer Booleschen Funktion sind alle
Eingabe- und Ausgabewerte binir. Es gibt 2¢ Moglichkeiten, d biniire
Werte zu belegen, und somit hat die Trainingsmenge bei d Eingabewerten
héchstens 2¢ Beispiele. Wie in Tabelle 2.1 dargestellt, kann jedes dieser
mit der Markierung 0 oder 1 versehen werden, wodurch sich 22 mogliche
Boolesche Funktionen fiir d Eingabewerte ergeben.

Tabelle 2.1: Fir zwei Eingabewerte gibt es vier mogliche Félle und sechzehn
mogliche Boolesche Funktionen.

1 | T2 h1 hz h3 h4 h5 he h7 hg hg hlo hll h12 h13 h14 h15 h16

—= = O O
_ O = O
o O O O
— o O O
o = O O
—= = O O
S O = O
—_ O = O
O = = O
— == O
[ R e e R
—_ o o =
O = O =
=
S O = =
— O =
O =
— = =

Jedes einzelne Trainingsbeispiel eliminiert die Hiélfte aller Hypothesen,
nédmlich die, deren Annahmen falsch sind. Nehmen wir zum Beispiel an,
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wir haben z; = 0, 2o = 1 und der Ausgabewert ist 0; dadurch werden
hs, he, hr, hg, h13, h14, h15, h1g eliminiert. Das ist eine Moglichkeit, den
Lernprozess zu betrachten. Wahrend wir weitere Beispiele erhalten, ent-
fernen wir all die Hypothesen, die mit den Daten nicht konsistent sind.
Um nur eine Hypothese iibrig zu behalten, miissen wir im Falle einer
Booleschen Funktion alle 2¢ Beispiele betrachten. Wenn der uns vorlie-
gende Ubungssatz nur eine kleine Teilmenge aller méglichen Instanzen
enthilt, so wie das zumeist der Fall ist — sprich, wenn wir wissen wie die
Ausgabewerte fiir lediglich einen kleinen Prozentsatz aller Falle aussehen
— 8o ist die Losung nicht eindeutig. Nachdem wir NV Beispielfille gesehen
haben, bleiben 92"-N mogliche Funktionen {ibrig. Dies ist ein Beispiel fiir
ein unbestimmtes Problem, bei dem die Daten an sich nicht ausreichen,
um eine eindeutige Losung zu finden.

Das gleiche Problem existiert auch bei anderen Lernanwendungen, bei der
Klassifikation und bei der Regression. Je mehr Ubungsbeispiele wir sehen,
desto mehr wissen wir auch iiber die zugrundeliegende Funktion und desto
mehr inkonsistente Hypothesen kéonnen wir aus der Hypothesenklasse
eliminieren; wir bleiben jedoch immer noch auf einer ganzen Menge
konsistenter Hypothesen sitzen.

Weil nun das Lernen eine unbestimmte Ausgangsbasis besitzt und die
Daten an sich nicht ausreichen, um eine Losung zu finden, sollten wir
zusétzliche Annahmen treffen, um fiir die uns vorliegenden Daten eine
eindeutige Losung zu erhalten. Die Menge an Annahmen, die wir treffen,
um das Lernen zu erméglichen, nennt man die induktive Verzerrung des
Lernalgorithmus. Eine Ursache fiir die induktive Verzerrung ist die An-
nahme einer Hypothesenklasse 7{. Beim Lernen der Klasse Familienwagen
gibt es unendlich viele Wege, die positiven von den negativen Beispielen
zu trennen. Die Vermutung der Form eines Rechtecks stellt eine Art der
induktiven Verzerrung dar. Das Rechteck mit dem kleinsten Margin ist
eine weitere Art der induktiven Verzerrung. Bei der linearen Regression
liefert die Annahme einer linearen Funktion eine induktive Verzerrung;
wird unter allen Linien diejenige gewéhlt, die den quadratischen Fehler
minimiert, ergibt sich eine andere induktive Verzerrung.

Wir wissen aber, dass jede Hypothesenklasse von gewisser Méachtigkeit ist
und nur bestimmte Funktionen erlernen kann. Die erlernbare Klasse von
Funktionen kann erweitert werden, indem man eine Hypothesenklasse
von groferer Michtigkeit nutzt, die komplexere Hypothesen enthilt.
Beispielsweise weist die Hypothesenklasse, die sich aus der Vereinigung
von zwei nichtiiberlappenden Rechtecken ergibt, eine hohere Machtigkeit
auf, jedoch sind ihre Hypothesen auch komplexer. Ahnliches trifft auf die
Regression zu; wenn wir den Grad der Polynome erhéhen, nehmen auch
Maéchtigkeit und Komplexitat zu. Die Frage ist daher, an welchem Punkt
man aufhéren sollte.

Das Lernen ist also ohne induktive Verzerrung nicht moglich, und nun
stellt sich die Frage, wie man den richtigen Grad an Verzerrung findet.
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Dies bezeichnet man als Modellselektion. Bei der Beantwortung dieser
Frage sollten wir bedenken, dass das Ziel beim maschinellen Lernen
kaum darin besteht, Daten zu replizieren, sondern Vorhersagen fiir neue
Daten zu treffen. Das heifst, wir wiren gerne in der Lage, die richtigen
Ausgabewerte fiir eine Eingabeinstanz auferhalb des Satzes zu generieren,
also fiir eine, deren korrekte Ausgabewerte nicht in der Trainingsmenge
vorgegeben sind. Die Qualitdt, mit der ein mit Datensédtzen trainiertes
Modell die richtigen Ausgaben fiir neue Instanzen vorhersagt, nennt man
Generalisierung.

Fiir die bestmogliche Generalisierung miissten wir die Komplexitat der
Hypothese mit der den Daten zugrundeliegenden Funktion abgleichen.
Wenn die Hypothese weniger komplex ist als die Funktion, sprechen wir
von Unteranpassung (underfitting). Ein Beispiel hierfiir ist der Versuch,
eine Gerade auf eine Datenstichprobe anzupassen, die von einem Polynom
dritten Grades stammt. Wenn wir in solch einem Fall die Komplexitét
erhohen, nehmen sowohl der Trainingsfehler als auch der Validierungs-
fehler ab. Wenn wir aber eine Hypothese H haben, die zu komplex ist,
reichen die Daten nicht aus, um sie zu vereinfachen und das Ergebnis ist
letztendlich méglicherweise eine unniitze Hypothese h € ‘H, zum Beispiel
wenn zwei Rechtecke auf Daten angepasst werden, die aus nur einem
Rechteck entnommen wurden. Oder aber beim Vorhandensein von Rau-
schen wird eine zu komplexe Hypothese moglicherweise nicht nur die
zugrundeliegende Funktion erlernen, sondern auch das Rauschen in den
Daten. Die Folge ist eine schlechte Anpassung, beispielsweise wenn ein
Polynom sechsten Grades auf verrauschte Daten, die mit einem Polynom
dritten Grades erhoben wurden, angepasst wird. In dem Fall spricht man
von Uberanpassung (overfitting). Hierbei hilft das Vorhandensein von
mehr Ubungsdaten unter Umstéinden, jedoch auch nur bis zu einem ge-
wissen Punkt. Zu einer gegebenen Trainingsmenge und einem gegebenem
H konnen wir das b € ‘H mit dem minimalen Trainingsfehler bestimmen,
doch wenn H nicht gut gewdhlt ist, dann werden wir unabhéngig davon,
welches h € H wir nehmen, keine gute Generalisierung bekommen.

Wir konnen unsere Betrachtungen unter Verweis auf den dreifachen
Kompromiss (triple trade-off) (Dietterich 2003) zusammenfassen. Bei
allen Lernalgorithmen, die mit Beispieldaten trainiert werden, gibt es
einen Kompromiss zwischen den folgenden drei Faktoren:

e die Komplexitdt der Hypothese, die wir auf die Daten anpassen,
also die Méchtigkeit der Hypothesenklasse,

e die Menge an Daten und

e der Generalisierungsfehler bei neuen Beispielen.

Mit zunehmender Menge an Daten nimmt der Generalisierungsfehler ab.
Wenn die Komplexitit der Modellklasse H sich erh6ht, verringert sich
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der Generalisierungsfehler zunéchst, nimmt aber dann wieder zu. Der
Generalisierungsfehler einer zu komplexen Hypothese H kann im Rahmen
gehalten werden, indem die Menge an Ubungsdaten erhéht wird, dies
aber auch wieder nur bis zu einem gewissen Punkt. Wenn die Daten
von einer Geraden genommen wurden und wir an ein Polynom héherer
Ordnung anpassen wollen, dann wird die angepasste Kurve zwangslaufig
nahe an der Gerade liegen, wenn es Trainingsdaten in der Umgebung
gibt. Wo es es keine Trainingsdaten gibt, wird sich ein Polynom hoherer
Ordnung eventuell erratisch verhalten.

Wir kénnen die Féhigkeit zur Generalisierung einer Hypothese messen,
also die Qualitéat ihrer induktiven Verzerrung, wenn wir Zugriff auf Daten
auferhalb der Trainingsmenge haben. Wir simulieren dies, indem wir die
uns vorliegenden Trainingsmenge in zwei Teile zerlegen. Den einen Teil
nutzen wir zum Trainieren (d.h. um eine Hypothese zu finden) und den
verbleibenden Teil, genannt Validierungsmenge, nutzen wir, um die Fa-
higkeit zur Generalisierung zu testen. Das heift, fiir eine gegebene Menge
moglicher Hypotheseklassen H; passen wir jeweils das beste h; € H; an
die Trainingsmenge an. Unter der Annahme, dass Trainings- und Validie-
rungsdmenge grofl genug sind, ist die Hypothese mit grofiter Genauigkeit
hinsichtlich der Validierungsmenge die beste (diejenige mit der besten
induktiven Verzerrung). Diesen Vorgang nennt man Kreuzvalidierung.
Um also beispielsweise bei der polynomialen Regression den richtigen
Grad fiir eine gegebene Menge an zur Auswahl stehenden Polynomen
verschiedenen Grades zu finden, wobei Polynome verschiedener Grade den
verschiedenen H,; entsprechen, nehmen wir zunéchst ihre Koeffizienten
fiir die Trainingsmenge, berechnen ihre Fehler fiir den Validierungsmenge,
und wéahlen dann das Polynom mit dem geringsten Validierungsfehler als
das beste Polynom aus.

Manchmal ist es nétig, den Fehler explizit auszuweisen, um einen Eindruck
von der Grofenordnung des erwarteten Fehlers unseres besten Modells
zu vermitteln. In dem Fall miissen wir darauf achten, dass wir nicht den
Validierungsfehler angeben. Wir haben die Validierungsmenge genutzt,
um unser bestes Modell zu finden, und im Endeffekt wurde diese damit
ein Teil der Trainingsmenge. Wir benétigen eine dritten Menge, einen
Testmenge, manchmal auch Publikationsmenge genannt, welche Beispiele
enthélt, die weder beim Trainieren noch bei der Validierung genutzt
wurden. Eine Analogie aus unserem Leben findet sich im Beispiel einer
Universitatsvorlesung: die ausgewéahlten Probleme, welche die Lehrkraft
wahrend des Unterrichts 16st, bilden die Trainingsmenge; Priifungsfragen
stellen die Validierungsmenge dar; und die Problemstellungen, die uns
spéter in der Praxis begegnen, bilden die Testmenge.

Die Unterteilung in Trainingsdaten und Validierungsdaten kénnen wir
nicht dauerhaft beibehalten, da die Validierungsdaten, nachdem sie ein-
mal benutzt wurden, effektiv Teil der Trainingsdaten werden. Andernfalls
wiirden wir agieren wie ein Dozent, der jedes Jahr die gleichen Priifungs-
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fragen verwendet — ein cleverer Student wird leicht herausfinden, dass
er sich mit dem Vorlesungsstoff nicht abmiihen muss, sondern dass es
geniigt, sich die Antworten auf genau diese Fragen zu merken.

Wir sollten immer im Blick behalten, dass die verwendete Trainingsmenge
eine zufillige Stichprobe ist. Wenn wir also fiir die gleiche Anwendung
noch einmal eine Stichprobe nehmen, wird unsere Datenmenge ein klein
wenig anders aussehen, das angepasste h wird etwas anders sein und
wir werden einen etwas anderen Validierungsfehler bekommen. Oder
wir bekommen fiir eine feste Datenbasis, die wir in Trainingsdaten, Va-
lidierungsdaten und Testdaten unterteilen, unterschiedliche Fehler, je
nachdem, wie wir die Unterteilung wéhlen. Diese kleinen Unterschiede
im Fehler erlauben uns eine Abschétzung, wie grof Abweichungen sein
sollten, um als signifikant betrachtet zu werden und nicht als Zufall. Das
heifit, bei der Wahl zwischen zwei Hypotheseklassen H; und H; wenden
wir beide mehrere Male auf einer Reihe von Trainings- und Validierungs-
mengen an und priifen, ob der Unterschied zwischen den mittleren Fehlern
von h; und h; grofer als die mittlere Differenz zwischen verschiedenen
h; ist. In Kapitel 19 diskutieren wir, wie Experimente auf der Basis
maschinellen Lernens konstruiert werden koénnen, die mithilfe begrenzter
Daten unsere Fragen beantworten — zum Beispiel: Welche ist die beste
Hypotheseklasse? — und wie die Ergebnisse dieser Experimente analysiert
werden konnen, so dass wir statistisch signifikante Schlussfolgerungen
erhalten, die so wenig wie moglich vom Zufall beeinflusst werden.

2.8 Dimensionen eines Algorithmus fiir
tiberwachtes Lernen

Fassen wir nun noch einmal zusammen und treffen wir allgemeingiiltige
Aussagen. Wir haben eine Stichprobe

X ={z' '}, (2.19)

Die Stichprobe ist unabhdngig und identisch verteilt (Abk. i.i.d. fiir engl.
independent and identically distributed); die Reihenfolge ist nicht wichtig
und alle Instanzen sind aus derselben gemeinsamen Verteilung p(z,r)
gezogen worden. ¢ indiziert eine von N Instanzen, x! ist dann die belieibig-
dimensionale Eingabe und r! ist die zugehérige gewiinschte Ausgabe.
rt ist entweder 0/1 beim Zweiklassenlernen oder ein K-dimensionaler
Binérvektor (bei dem genau eine der Dimensionen 1 ist und alle anderen
0 sind) bei Klassifikationen mit (K > 2) Klassen oder ein reeller Wert
bei der Regression.

Das Ziel besteht darin, eine gute und niitzliche Approximation fiir r!
unter Verwendung des Modells g(2?|6) zu finden. Dabei gilt es, drei
Entscheidungen zu treffen:

UNABHANGIG
IDENTISCH VERTEILT
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1. Hinsichtlich des Modells, dass wir beim Lernen nutzen, geschrieben

in der Form

g(z]0),

wobei g(-) das Modell ist, z fiir die Eingabe steht und ¢ die Para-
meter bezeichnet.

g(+) definiert die Hypothesenklasse H und ein bestimmter Wert fiir
0 instanziert eine Hypothese h € H. Beim Klassenlernen beispiels-
weise haben wir ein Rechteck als Modell genommen, dessen vier
Koordinaten 0 bilden. Bei der linearen Regression ist das Modell
eine lineare Funktion der Eingabe, deren Anstieg und Achsenab-
schnitt die von den Daten erlernten Parameter sind. Das Modell
(die induktive Verzerrung) oder X wird durch den Entwickler des
maschinellen Lernsystems basierend auf dessen Kenntnis der Anwen-
dung fixiert. Die Parameter werden durch einen Lernalgorithmus
abgestimmt, indem ein Trainingsmenge genutzt wird, welche aus
dieser Anwendung erhoben wurde. Die Hypothese h wird durch
einen Lernalgorithmus gewéhlt (die Parameter werden eingestellt),
wobei die von p(z,r) erhobene Trainingsmenge verwendet wird.

. Hinsichtlich der Verlustfunktion L(-), um die Differenz zwischen

gewiinschter Ausgabe r! und unserer Approximation, g(z'|9), fiir
die gegenwértigen Werte der Parameter 6 zu berechnen. Der Nihe-
rungsfehler oder Verlust ist die Summe der Verluste der einzelnen
Instanzen.

E(0|1X) =Y L(r",g(z"|6)). (2.20)

Beim Klassenlernen, wenn die Ausgabewerte 0/1 sind, tiberpriift
L(-) auf Gleichheit. Bei der Regression sind die Ausgabewerte
numerisch. Das erlaubt uns, Abstdnde zwischen ihnen zu definieren.
Eine Moglichkeit besteht hier darin, das Quadrat der Differenz zu
nutzen.

. Hinsichtlich der Optimierungsprozedur, um den Wert 6* zu finden,

der den Approximationsfehler minimiert:

0* = argmin E(0|X) , (2.21)
0

wobei argmin das Argument 6 zuriickliefert, das F(6|X ) minimiert.
Bei der polynomialen Regression kénnen wir dieses Optimum ana-
lytisch bestimmen, doch das ist nicht immer der Fall. Bei anderen
Modellen und Fehlerfunktionen wird die Komplexitdt des Opti-
mierungsproblems wichtig. Insbesondere interessiert uns, ob es
ein eindeutiges Minimum gibt, was einer global optimalen Lésung
entspricht, oder ob es mehrere Minima und somit lokal optimale
Losungen gibt.
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Damit dieser Ansatz gut funktioniert, sollten die nachfolgenden Bedin-
gungen erfiillt sein. Erstens sollte die Klasse der Hypothesen von g¢(-)
grofs genug oder von ausreichender Méchtigkeit sein, um die unbekannte
Funktion zu beinhalten, welche die verrauschten Daten, reprasentiert
durch 7!, erzeugt hat. Zweitens sollte es geniigend Trainingsdaten geben,
um es uns zu ermoglichen, die korrekte Hypothese (oder eine ausreichend
gute) in der Hypothesenklasse ausfindig zu machen. Drittens bendtigen
wir eine gute Optimierungsmethode, welche die korrekte Hypothese bei
gegebenen Daten findet.

Verschiedene maschinelle Lernalgorithmen unterscheiden sich entweder
in den Modellen, die sie voraussetzen (ihre Hypothesenklasse/induktive
Verzerrung), in den Verlustmafen, die sie verwenden oder in der Opti-
mierungsprozedur, die bei ihnen zum Einsatz kommt. In den kommenden
Kapiteln werden uns diverse Beispiele begegnen.

2.9 Anmerkungen

Mitchell entwickelte Versionsrdume und den Algorithmus ,Candidate
Elimination®, um S und G inkrementell aufzubauen, wenn Instanzen
nach und nach bereitgestellt werden. Fiir eine aktuelle Betrachtung sei
auf Mitchell 1997 verwiesen. Das Rechteck-Lernen wurde aus Ubung 2.4
in Mitchell (1997) tibernommen. Hirsh (1990) diskutiert die Frage, wie
verschiedene Versionsrdume mit dem Fall umgehen, wenn Instanzen durch
geringes Rauschen gestért werden.

In einem der frithesten Werke zum maschinellen Lernen schlug Winston
(1975) das Konzept der ,Beinaheverfehlung” (,near miss“) vor. Eine
Beinaheverfehlung ist ein negatives Beispiel, welches einem positiven
Beispiel stark dhnelt. In unserer Terminologie erkennen wir, dass eine
Beinaheverfehlung einer Instanz gleichkommt, welche in den Graubereich
zwischen S und G fillt und daher den Margin beeinflusst, niitzlicher fiir
das Lernen sein wiirde, als ein herkémmliches positives oder negatives
Beispiel. Die Instanzen, die sich nahe an der Grenze befinden, sind es,
die die Grenze definieren (oder sie stiitzen); Instanzen, die im Inneren
liegen und von vielen Instanzen mit dem gleichen Label umgeben sind,
koénnen entfernt werden, ohne dass dies die Grenze beeinflusst.

Verwandt mit dieser Idee ist auch das Gebiet des aktiven Lernens, bei dem
der Lernalgorithmus selbst Instanzen generieren und deren Einteilung an-
fordern kann, statt sie nur passiv zugefiihrt zu bekommen (Angluin 1988;
siehe Ubung 5).

Die VC-Dimension wurde von Vapnik und Chervonenkis in den frithen
1970er Jahren entworfen. Eine neuere Quelle ist Vapnik 1995, in der er
schreibt: ,Nothing is more practical than a good theory* (S. X) — was
auf das Feld des maschinellen Lernens genauso zutrifft wie auf jeden
anderen Wissenschaftszweig. Man sollte sich nicht gleich auf den Rechner
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stiirzen; viele Stunden von nutzloser Programmierung kann man sich
durch ein wenig Denkarbeit, einen Schreibblock und einen Stift ersparen
— ein Radiergummi ist jedoch unter Umstédnden von Noten.

Das PAC-Modell wurde von Valiant (1984) vorgeschlagen. Die PAC-
Analyse zum Lernen eines Rechtecks ist Blumer et al. 1989 entnommen.
Ein gutes Lehrbuch zur rechnergestiitzten Lerntheorie, welches PAC-
Lernen und die VC-Dimension behandelt, ist Kearns und Vazirani 1994.

Die Definition des Optimierungsproblems fiir die Modellanpassung hat in
den letzten Jahren grofse Bedeutung erlangt. Wéahrend man sich friiher
mit lokalen Gradientenabstiegsverfahren zufrieden gegeben hat, die ausge-
hend von einem zuféllig gewdhlten Anfangszustand zur néchstgelegenen
guten Losung konvergieren, richtet sich das Interesse heute zum Beispiel
darauf, die Konvexitét des Problems zu beweisen, d. h. die Existenz einer
eindeutigen, globalen Losung (Boyd und Vandenberghe, 2004). Wenn
der Umfang der Datenmenge wéchst und die Modelle komplexer wer-
den, sind wir aufserdem zum Beispiel daran interessiert, wie schnell das
Optimierungsverfahren gegen eine Losung konvergiert.

2.10  Ubungen

1. Nehmen wir an, unsere Hypothesenklasse ist die Menge aller Kreise
statt aller Rechtecke. Welche Parameter liegen vor? Wie kénnen die
Parameter einer Kreishypothese in so einem Fall berechnet werden?
Was passiert, wenn es sich um eine Ellipse handelt? Warum ist es
sinnvoller, eine Ellipse statt eines Kreises zu nutzen?

LosunG: Im Falle eines Kreises sind die Parameter der Mittelpunkt
und der Radius (siehe Abbildung 2.11). Wir miissen dann S und G
so bestimmen, dass S den kleinsten Kreis bildet, der alle positiven
Beispiele enthélt, und G muss der grofste Kreis sein, der alle positi-
ven, jedoch kein negatives Beispiel enthélt. Jeder zwischen beiden
liegende Kreis ist eine konsistente Hypothese.

Es ist sinnvoller, eine Ellipse zu verwenden, da die beiden Achsen
nicht die gleiche Skala verwenden miissen. Eine Ellipse hat zwei
separate Parameter fiir die Langen der beiden Achsen anstatt einen
einzigen wie im Falle des Kreises (den Radius). In der Tat sind
Preis und Motorleistung positiv korreliert; der Preis eines Autos
steigt tendenziell, wenn die Motorleistung zunimmt, und daher ist
es zweckmifig, eine geneigte Ellipse zu verwenden. Solche Modelle
werden wir in Kapitel 5 kennenlernen.

2. Stellen Sie sich vor, IThre Hypothese ist kein Rechteck, sondern die
Vereinigung von zwei (oder m > 1) Rechtecken. Worin liegt der
Vorteil solch einer Hypothesenklasse? Zeigen Sie, dass jede beliebige
Klasse durch solch eine Hypothesenklasse mit ausreichend grofsem
m dargestellt werden kann.
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Abb. 2.11: Die Hypothesenklasse ist ein Kreis, der durch zwei Parameter —
die Mittelpunktskoordinaten und den Radius — charakterisiert ist.

LOSUNG: Im Falle eines einzelnen Rechtecks sollten alle Instan-
zen eine einzige Gruppe bilden. Bei zwei Rechtecken (siehe Abbil-
dung 2.12) kénnen die positiven Instanzen zwei, moglicherweise
disjunkte, Cluster im Eingaberaum bilden. Beachten Sie, dass jedes
Rechteck einer Konjunktion der beiden Eingabeattribute entspricht;
mehrere Rechtecke zu haben, entspricht einer Disjunktion. Jede
logische Aussage kann als eine Disjunktion von Konjunktionen ge-
schrieben werden. Im ungiinstigsten Fall (m = N) haben wir fiir
jede Instanz ein separates Rechteck.

3. Bei vielen Anwendungen fiihren falsche Entscheidungen — falsch
positive wie auch falsch negative — zu monetéren Kosten, wobei
die Kosten fiir falsch positive und falsch negative Entscheidungen
unterschiedlich sein kénnen. Wo sollte i unter Beriicksichtigung
der relativen Kosten von S und G platziert werden?

LOSUNG: Wir kénnen sehen, dass es in S keine falsch positiven
Entscheidungen gibt, sondern nur falsch negative. Umgekehrt gibt
es in G keine falsch negativen, sondern nur falsch positive Entschei-
dungen. Wenn falsch positive und falsch negative Entscheidungen
gleich schlecht sind, sollten wir daher h in der Mitte platzieren;
wenn falsch positive Entscheidungen héhere Kosten haben, sollte
h néher bei S liegen; wenn falsch negative Entscheidungen teurer
sind, sollte h ndher bei G liegen.
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Abb. 2.12: Die Hypothesenklasse entspricht der Vereinigungsmenge der beiden
Rechtecke.

4. Die Komplexitéat der meisten Lernalgorithmen ist eine Funktion

der Trainingsmenge. Schlagen Sie einen Filteralgorithmus vor, der
redundante Instanzen findet.

LOSUNG: Die Instanzen, die die Hypothese beeinflussen, sind jene,
welche in der Umgebung von Instanzen mit einem anderen Label
liegen. Eine positive Instanz, die auf allen Seiten von weiteren
positiven Instanzen umgeben ist, wird nicht benétigt; ebenso wenig
eine negative Instanz, die von vielen negativen Instanzen umgeben
ist. Wir werden solche nachbarbasierten Methoden in Kapitel 8
diskutieren.

. Wenn wir einen Supervisor haben, der uns die Einordnung fiir jedes

beliebige  mitteilen kann, wo sollte dann & unserer Wahl nach
liegen, damit wir mit weniger Anfragen lernen kénnen?

LOsuNG: Das Gebiet der Nichteindeutigkeit liegt zwischen S und G.
Am besten wére es daher, Anfragen fiir dieses Gebiet zu haben,
so dass wir es kleiner machen konnen. Wenn sich eine gegebene
Instanz dort als positiv erweist, konnen wir S um diese Instanz
grofer machen; wenn sie negativ ist, konnen wir G bis zu ihr
verkleinern.

. In Gleichung 2.13 haben wir die Quadrate der Differenzen zwischen

tatsdchlichem und geschétzten Wert summiert. Diese Fehlerfunktion
ist eine der am haufigsten genutzten aber nur eine von mehreren
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moglichen Fehlerfunktionen. Da sie die Quadrate der Differenzen
summiert, ist sie nicht immun gegeniiber Ausreiffern. Wie sidhe
eine bessere Fehlerfunktion aus, mit der eine robuste Regression
implementiert werden kann?

Leiten Sie Gleichung 2.17 ab.

Nehmen Sie an, unsere Hypothesenklasse ist eine Menge an Geraden.
Nehmen Sie weiterhin an, wir nutzen eine Gerade, um die positiven
und negativen Beispiele zu trennen statt die positiven Beispiele
mit einem Rechteck abzugrenzen, so dass die negativen aufserhalb
liegen (siche Abbildung 2.13). Zeigen Sie, dass die VC-Dimension
einer Geraden gleich 3 ist.

10.

11.

- Abb. 2.13: Eine Gerade, die positive
X und negative Instanzen trennt.

. Zeigen Sie, dass die VC-Dimension der Hypothesenklasse aller Dreie-

cke gleich 7 in zwei Dimensionen ist. (Hinweis: Um die bestmdogliche
Trennung zu erreichen, ist es ratsam, die sieben Punkte dquidistant
auf einem Kreis zu platzieren.)

Nehmen Sie wie in Ubung 8 an, dass unsere Hypothesenklasse eine
Menge von Geraden ist. Schreiben Sie eine Fehlerfunktion auf, die
nicht nur die Anzahl der falschen Zuordnungen minimiert, sondern
gleichzeitig den Margin maximiert.

Eine Quelle des Rauschens sind Fehler bei den Labels. Schlagen Sie
ein Verfahren vor, mit dem sich Datenpunkte finden lassen, die mit
grofser Wahrscheinlichkeit falsche Labels haben.
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3 Bayessche
Entscheidungstheorie

Wir besprechen die Wahrscheinlichkeitstheorie als Gesamt-
konzept innerhalb dessen Entscheidungen unter Ungewissheit
getroffen werden. Bei der Klassifikation wird der Satz von
Bayes genutzt, um die Wahrscheinlichkeiten der Klassen zu
berechnen. Wir verallgemeinern dies, um zu diskutieren, wie
wir rationale Entscheidungen treffen konnen, um das erwar-
tete Risiko zu minimieren. Wir stellen ebenfalls Bayessche
Netze vor, um visuell und effizient Abhdngigkeiten zwischen
Zufallsvariablen darzustellen. Auferdem behandeln wir das
Lernen von Assoziationsregeln anhand von Daten.

3.1 Einfiihrung

Die Programmierung von Rechnern, um aus Daten Riickschliisse zu
ziehen, ist eine Mischung aus Methoden der Statistik und der Informatik,
bei der die Statistiker den mathematischen Rahmen fiir die Dateninferenz
liefern und Informatiker an einer effizienten Implementierung fiir die
Inferenzmethoden arbeiten.

Die Daten stammen aus einem Prozess, der nicht vollstdndig bekannt ist.
Fiir diesen Mangel an Kenntnis wird durch die Modellierung des Prozesses
als Zufallsprozess Rechnung getragen. Der Prozess mag vielleicht deter-
ministisch sein, aber da wir keine komplette Kenntnis tiber ihn besitzen,
modellieren wir ihn als zuféllig und nutzen die Wahrscheinlichkeitstheorie,
um ihn zu analysieren. An dieser Stelle sei ein kurzer Blick in den An-
hang nahegelegt, um sich grundlegende Wahrscheinlichkeitstheorien noch
einmal ins Gedéachtnis zu rufen, bevor mit diesem Kapitel fortgefahren
wird.

Das Werfen einer Miinze ist ein Zufallsprozess, weil wir fiir keinen der
Miinzwiirfe vorhersagen konnen, ob das Ergebnis Kopf oder Zahl sein wird
— deswegen werfen wir Miinzen oder kaufen Lotterielose oder schlieffen
Versicherungen ab. Wir kénnen nur von der Wahrscheinlichkeit sprechen,
mit der beim néchsten Miinzwurf entweder Kopf oder Zahl fallen wird.
Man kdénnte nun argumentieren, dass wir bei Verfligbarkeit zusétzlichen
Wissens — beispielsweise hinsichtlich der genauen Zusammensetzung der
Miinze, ihrer Ausgangsposition, der Kraft und ihrer Wirkung, die beim
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Werfen auf die Miinze ausgeiibt wird, wo und wie sie aufgefangen wird
und so weiter — das exakte Ergebnis des Miinzwurfes vorhersagen konnten.

Diese zusétzlichen Informationen, auf die wir keinen Zugriff haben, nennt
man die unbeobachtbaren Variablen. Fiir das Beispiel des Miinzwurfs ist die
einzige beobachtbare Variable das Ergebnis des Wurfs. Wenn wir die Werte
der unbeobachtbaren Variablen mit z und die Werte der beobachtbaren
mit x bezeichnen, dann haben wir in der Realitdt die Formel

x=f(z),

wobei f(-) die deterministische Funktion ist, welche das Ergebnis aus den
unbeobachtbaren Informationen definiert. Weil wir den Prozess auf diese
Weise nicht modellieren kénnen, definieren wir das Ergebnis X als Zufalls-
variable, deren Realisierungen nach einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
P(X = z), die den Prozess spezifiziert, gezogen wurden.

Das Ergebnis des Miinzwurfs ist Kopf oder Zahl und wir definieren eine
Zufallsvariable, die einen von zwei Werten annehmen kann. Gehen wir
davon aus, dass X = 1 fiir das Ergebnis Kopf und X = 0 fiir das Ergebnis
Zahl steht. Derartige X unterliegen einer Bernoulli-Verteilung, wobei der
Parameter der Verteilung p, die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass das
Ergebnis Kopf ist.

PX=1)=p,und P(X=0)=1-P(X=1)=1—p,.

Angenommen, wir sollten das Ergebnis des néchsten Miinzwurfs vorher-
sagen. Wenn wir p, kennen, wird unsere Vorhersage Kopf sein, wenn
Do > 0,5 und ansonsten Zahl. Der Grund ist der, dass wir, wenn wir den
wahrscheinlicheren Fall wéahlen, die Fehlerwahrscheinlichkeit, die sich aus
1 minus die Wahrscheinlichkeit unserer Wahl ergibt, minimieren. Wenn es
sich um eine ideale Miinze mit p, = 0,5 handelt, haben wir keine andere
Wabhl bei der Vorhersage als entweder fortwiahrend Kopf zu wéhlen oder
selbst eine ideale Miinze zu werfen!

Wenn wir P(X) nicht kennen und anhand einer gegebenen Stichprobe
berechnen wollen, betreten wir die Sphéren der Statistik. Wir haben eine
Stichprobe X mit Beispielen, die nach der Wahrscheinlichkeitsverteilung
der beobachtbaren x! gezogen wurden; man schreibt dies als p(z). Das
Ziel besteht darin, anhand der Stichprobe X eine Naherungsfunktion p(x)
fiir die Verteilung zu definieren.

Fiir das Beispiel Miinzwurf enthélt die Stichprobe die Ergebnisse der
vergangenen N Wiirfe. Wenn wir dann X nutzen, kénnen wir p, schétzen,
was dem Parameter entspricht, der eindeutig die Verteilung beschreibt.
Unsere Schatzung von p, lautet

. #{Wiirfe mit Ergebnis Kopf}
Po = #{Wiirfe} '
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Mit numerischen Zufallsvariablen ist ! gleich 1, wenn das Ergebnis des
Miinzwurfs ¢ Kopf ist; andernfalls ist es gleich 0. Fiir eine Stichprobe der
Art {Kopf, Kopf, Kopf, Zahl, Kopf, Zahl, Zahl, Kopf, Kopf} erhalten wir
X ={1,1,1,0,1,0,0,1,1} und die Schétzung ist

. _Zé\;lxt_G
Pe=™N "o

3.2 Klassifikation

In Abschnitt 1.2.2 haben wir uns mit der Uberpriifung von Kunden
auf ihre Kreditwiirdigkeit befasst und konnten beobachten, dass fiir
eine Bank einige Kunden aufgrund ihrer vergangenen Transaktionen
ein niedriges Risiko hinsichtlich ihrer Darlehensriickzahlungen darstellen
und die Bank von ihnen profitieren kann, wohingegen andere Kunden
ein hoheres Risiko darstellen, da sie bereits mit Zahlungen in Verzug
gerieten. Bei der Analyse der Daten mochten wir gerne die Klasse der
»Kunden mit hohem Risiko* erlernen, so dass wir in Zukunft bei einem
neuen Darlehensantrag priifen kénnen, ob die jeweilige Person in diese
Klasse fillt oder nicht und dementsprechend den Antrag ablehnen oder
annehmen. Unter Zuhilfenahme unserer Kenntnis des Antrags gehen wir
nun einmal davon aus, dass es zwei beobachtbare Informationen gibt.
Wir beobachten diese, weil wir Grund zur Annahme haben, dass sie uns
eine Vorstellung von der Kreditwiirdigkeit eines Kunden geben. Nehmen
wir beispielsweise an, wir beobachten das jahrliche Einkommen und die
Ersparnisse eines Kunden und stellen dies mit Hilfe zweier Zufallsvariablen
X7 und X5 dar.

Man koénnte wiederum behaupten, dass wir mit Zugang zu weiteren
Informationen wie detaillierten Kenntnissen der Wirtschaftslage und
umfassendem Wissen iiber den Kunden, also dessen Absichten, Moralvor-
stellungen und so weiter, deterministisch berechnen kénnten, ob jemand
ein Kunde mit hohem oder niedrigem Risiko ist. Dies sind jedoch kei-
ne beobachtbaren Variablen. Mit dem, was wir tatséchlich beobachten
konnen, kann die Kreditwiirdigkeit eines Kunden durch eine zuféllige
Bernoulli-Variable C dargestellt werden, bedingt durch die beobachtba-
ren Variablen X = [Xl,XQ}T, wobei C = 1 einen Kunden mit hohem
Risiko und C = 0 einen mit niedrigem Risiko représentiert. Wenn wir
also P(C| X1, X3) kennen, kénnen wir bei Erhalt eines neuen Antrags mit
X7 =21 und X = x5 wie folgt vorgehen:

C =1 falls P(C = 1|z1,22) > 0,5,

wihle { C = 0 andernfalls

oder dquivalent dazu

C =1 falls P(C = 1|z1,22) > P(C = 0|z, 22),

C = 0 andernfalls . (3.1)

wahle {



SATZ VON BAYES

A-PRIORI- WAHR-
SCHEINLICHKEIT

KLASSEN-
LIKELIHOOD

EvVIDENZ

A-POSTERIORI-
WAHRSCHEIN-
LICHKEIT

54 3 Bayessche Entscheidungstheorie

1 — max(P(C = 1|z, z2), P(C = 0]z1,z2)) stellt die Fehlerwahrschein-
lichkeit dar. Das Beispiel dhnelt dem des Miinzwurfs mit der Ausnahme,
dass hier die zuféllige Bernoulli-Variable C von zwei anderen beobacht-
baren Variablen abhingt. Bezeichnen wir mit  den Vektor der Werte
der beobachteten Variablen & = [z1,75]T. Das Problem besteht dann
darin, P(C|x) berechnen zu kénnen. Wenn wir den Satz von Bayes zu
Hilfe nehmen, ergibt sich:

P(C)p(=|C)

Pll=) ==y

. (3.2)

P(C = 1) nennt man dabei die a-priori- Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
C den Wert 1 annimmt, was in unserem Beispiel der Wahrscheinlichkeit
dafiir entspricht, dass ein Kunde ein hohes Risiko darstellt, unabhéngig
vom Wert & — sie beschreibt den Anteil der Hochrisikokunden in unserem
Kundenstamm.. Die Bezeichnung a-priori-Wahrscheinlichkeit tragt sie
deshalb, weil sie das Wissen darstellt, welches wir iiber den Wert C haben,
bevor wir die beobachtbaren Variablen & betrachten, und es gilt:

PC=0)+P(C=1)=1.

p(z|C) wird als Klassen-Likelihood bezeichnet und ist die bedingte Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass ein zu C zugehoriges Ereignis den zugehdrigen
Beobachtungswert « hat. In unserem Fall ist p(z1,z2|C = 1) die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass fiir einen Kunden mit hohem Risiko X; = z;
und X5 = zo zutrifft. Dies sind die Informationen, die wir von den Daten
hinsichtlich der Klasse erhalten.

p(x), die Evidenz, ist die Randwahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Beob-
achtung & gemacht wird, unabhéngig davon, ob es sich um ein positives
oder negatives Beispiel handelt.

p(a) = p(x|C = 1)P(C = 1) + p(z|C = 0)P(C = 0) . (3.3)

Indem wir den Satz von Bayes nutzen und die a-priori-Wahrscheinlichkeit
mit dem, was wir anhand der Daten wissen, kombinieren, berechnen wir
die a-posteriori- Wahrscheinlichkeit der Klasse, P(C|x), nachdem wir die
Beobachtung x gemacht haben.

a-posteriori-Wahrscheinlichkeit
a-priori-Wahrscheinlichkeit x Wahrscheinlichkeit

Evidenz

Durch die Normalisierung durch die Evidenz summieren sich die a-
Posteriori-Werte zu 1:

P(C=0lz)+PC=1]x)=1.
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Sobald wir die a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten berechnet haben, tref-
fen wir mittels Gleichung 3.1 eine Entscheidung. Fiir den Augenblick
nehmen wir an, dass wir die a-priori-Wahrscheinlichkeiten und die Li-
kelihoods kennen; in spéteren Kapiteln werden wir noch diskutieren,
wie man P(C) und p(z|C) aus einer gegebenen Stichprobe berechnen
kann.

Im allgemeinen Fall haben wir K sich gegenseitig ausschlieffende Klas-
sen C;,i = 1,..., K. Bei der optischen Ziffernerkennung beispielsweise
besteht die Eingabe aus einem Bitmap-Bild und es gibt zehn Klassen.
Die vorliegenden a-priori-Wahrscheinlichkeiten erfiillen

P(C;) > 0 und iP(Ci) =1. (3.4)

i=1

p(z|C;) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, « als Eingabewert zu beobach-
ten, wenn bekannt ist, dass es zur Klasse C; gehort. Die a-posteriori-
Wahrscheinlichkeit der Klasse C; kann berechnet werden als:

p(x|C;)P(C;)  p(x|C;)P(C;)

(Gl p(x) Sy p(x[Cr) P (Cr)

(3.5)

Fiir den Minimalfehler selektiert der Bayessche Klassifikator die Klasse
mit der héchsten a-posteriori-Wahrscheinlichkeit, das heifst,

wiahle C; falls P(C;|x) = max P(Cil|x) . (3.6)

3.3 Verluste und Risiken

Es mag der Fall auftreten, dass Entscheidungen nicht gleich gut oder
kostspielig sind. Ein Finanzinstitut sollte beim Entscheidungsprozess
beziiglich eines eventuellen Darlehens sowohl den potenziellen Gewinn als
auch den Verlust in Betracht ziehen. Ein positiv eingeschéitzter Kunde
mit niedrigem Risiko erhoht den Profit, wohingegen ein negativ bewer-
teter Kunde mit hohem Risiko den Verlust verringert. Der Verlust fiir
einen félschlicherweise positiv eingestuften Kunden mit hohem Risiko
kann sich vom potenziellen Gewinn fiir einen félschlicherweise abgewie-
senen Kunden mit niedrigem Risiko unterscheiden. Die Situation ist in
anderen Anwendungsgebieten noch kritischer und alles andere als sym-
metrisch, beispielsweise in der medizinischen Diagnostik oder bei der
Erdbebenvorhersage.

Definieren wir die Aktion «; als die Entscheidung, die Eingabe der Klasse
C; zuzuweisen, und A;; sei der durch die Ausfiihrung von Aktion «;
entstandene Verlust, falls die Eingabe eigentlich zu Cj gehort. In diesem

BAYESSCHER
KLASSIFIKATOR

VERLUSTFUNKTION
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Fall ergibt sich das erwartete Risiko fir die Ausfithrung von Aktion «;
aus

K
R(ailw) =Y X\ixP(Crlz) (3.7)
k=1
und wir wahlen die Aktion mit minimalem Risiko:
wihle oy, falls R(o;|x) = mkin R(ag|x) . (3.8)
Definieren wir nun K Aktionen oy,7 = 1,..., K, wobei «; aus der Zu-
weisung von x zu C; besteht. Im speziellen Fall des 0/1-Verlusts mit
0 fallsi =k,
Aik = { 1 falls i # k (3.9)

sind alle korrekten Entscheidungen verlustfrei und alle Fehler gleich
kostspielig. Das Risiko fiir die Ausfiihrung von Aktion «; ergibt sich aus

R(ailz) = > X\ix P(Crlz)

k=1
> P(Cilw)
ki

=1-P(Clz),

weil >, P(Ci|z) = 1. Um also das Risiko zu minimieren, wéhlen wir den
wahrscheinlichsten Fall. In spéteren Kapiteln werden wir aus Griinden
der Einfachheit immer von diesem Fall ausgehen und die Klasse mit der
hochsten a-posteriori-Wahrscheinlichkeit wéhlen. Man beachte jedoch,
dass es sich hierbei wirklich um einen speziellen Fall handelt und Anwen-
dungsszenarien nur selten einem symmetrischen 0/1-Verlust unterliegen.
Im allgemeinen Fall ist es ein einfacher Nachbearbeitungsschritt von den
a-posteriori-Werten zu den Risiken, um dann die entsprechende Aktion
zur Minimierung des Risikos auszufiihren.

Bei einigen Anwendungen kénnen falsche Entscheidungen, sprich Fehlklas-
sifikationen, schwere Folgen haben, und es ist normalerweise erforderlich,
dass eine komplexere, beispielsweise eine manuelle Entscheidung, ge-
troffen wird, wenn das automatische System die Entscheidung nur mit
niedriger Sicherheit liefert. Wenn wir zum Beispiel ein optisches Zifferner-
kennungssystem nutzen, um Postleitzahlen auf Briefumschldgen zu lesen,
verursacht ein falsches Einlesen einer Zahl das Verschicken des Briefes an
eine falsche Adresse.

In solch einem Fall definieren wir eine zusétzliche Aktion a1 fiir Ableh-
nung oder Zweifel mit «;,4 = 1,..., K als iibliche Entscheidungsaktionen
hinsichtlich der Klassen C;,i =1,..., K (Duda, Hart und Stork, 2001).
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Eine mogliche Verlustfunktion ergibt sich aus

0 fallsi =k,
A=< Afallsi =K +1, (3.10)
1 andernfalls,

wobei 0 < A < 1 den durch die Wahl der (K + 1)-ten Ablehnungsaktion
ausgelosten Verlust reprisentiert. Das Risiko der Ablehnung ist dann

Rlagiq|x) = ZAP Crlz) = (3.11)

und das Risiko fiir die Wahl der Klasse C; ist

R(aglw) =Y P(Crlz) =1 P(Cla) . (3.12)
k#i

Die optimale Entscheidungsregel ergibt sich wie folgt:

wahle C; falls R(o;|x) < R(oy|x) fiir alle k& # ¢ und
R(as|z) < R(akt1|e) ,
lehne ab falls R(axi1]|®) < R(ag|z),i=1,...,K . (3.13)

In Anbetracht der Verlustfunktion aus Gleichung 3.10 l&sst sich verein-
facht sagen:

wihle C; falls P(C;|x) > P(Ci|x) fur alle k # ¢ und
P(Cilz) >1—- X,
lehne ab andernfalls . (3.14)

Dieser gesamte Ansatz ist bedeutungsvoll, wenn 0 < A < 1. Falls A=0,
lehnen wir immer ab; eine Ablehnung ist genauso gut wie eine korrekte
Klassifikation. Falls A > 1, lehnen wir niemals ab; eine Ablehnung ist
genauso kostspielig oder gar kostspieliger als ein Fehler.

Im Falle der Ablehnung wéhlen wir zwischen der automatischen Entschei-
dung, die der Computer trifft, und der menschlichen Entscheidung, die
kostspieliger ist, von der jedoch angenommen wird, dass sie mit hoherer
Wahrscheinlichkeit korrekt ist. Ahnlich kénnen wir uns eine Kaskade
aus mehreren automatischen Entscheidern vorstellen, die zunehmend
kostspieliger werden und gleichzeitig mit wachsender Wahrscheinlichkeit
korrekte Entscheidungen treffen. Wir diskutieren solche Kaskaden in
Kapitel 17 im Zusammenhang mit der Kombination mehrerer Lerner.
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3.4 Diskriminanzfunktionen

Die Klassifikation kann auch als die Implementierung einer Menge von
Diskriminanzfunktionen, g;(x),i =1,..., K, gesehen werden, so dass gilt:

wahle C;, falls g;(x) = mkaxgk(a:) . (3.15)

Wir kénnen auf diese Art und Weise den Bayesschen Klassifikator dar-
stellen, wenn wir

gi(x) = —R(a;|x)

setzen und die maximale Diskriminanzfunktion dem minimalen bedingten
Risiko entspricht. Wenn wir die 0/1-Verlustfunktion nutzen, erhalten wir

gi(x) = P(Ci|z) .

Ignorieren wir den gemeinsamen normalisierenden Term p(x), so kdnnen
wir auch schreiben:

gi(x) = p(z|C;) P(C;) .

Dadurch wird der Merkmalsraum in K FEntscheidungsregionen R, ...,
R unterteilt, wobei R; = {z|g;(z) = maxy, gx(x)}. Die Regionen sind
durch Entscheidungsgrenzen voneinander getrennt. Dabei handelt es sich
um Teile des Merkmalsraums, in denen Pattsituationen unter den grofiten
Diskriminanzfunktionen auftauchen (siehe Abbildung 3.1).

Abb. 3.1: Beispiel fiir
> Entscheidungsregionen und
x;,  Entscheidungsgrenzen.
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Wenn es zwei Klassen gibt, konnen wir eine einzelne Diskriminanzfunktion
definieren:

und es gilt:

.. C; falls g(x) >0,
wiihle { C> andernfalls .

Ein Beispiel ist ein Zweiklassenlernproblem, bei dem die positiven Bei-
spiele als C; und die negativen Beispiele als Co gesehen werden kénnen.
Wenn K = 2, dann handelt es sich bei dem Klassifikationssystem um ein
dichotomes und ab K > 3 um ein polychotomes.

3.5 Assoziationsregeln

Eine Assoziationsregel ist eine Beziehung der Form X — Y. Ein Beispiel
fiir solch eine Assoziationsregel bietet die Warenkorbanalyse, bei der wir
die Abhéngigkeit zwischen zwei Artikeln X und Y herausfinden wollen.
Eine typische Anwendung findet sich im Warenhandel, wo X und Y
verkaufte Artikel darstellen (Abschnitt 1.2.1).

Beim Erlernen von Assoziationsregeln werden oft drei Mafe berechnet:

e der Support der Assoziationsregel X — Y:

Support(X,Y) = P(X,Y)

_ #{Kunden, die X und Y gekauft haben}
N #{Kunden}

(3.16)

e die Konfidenz der Assoziationsregel X — Y:

_ _ PX,Y)
Konfidenz(X —Y) = P(Y|X) = PO
_ #{Kunden, die X und Y gekauft haben}

#{Kunden, die X gekauft haben}

(3.17)

e der Lift der Assoziationsregel X — Y

P(X,Y)  PYI|X)

MMX%WZP@WWV_Hﬂ

(3.18)

DICHOTOME UND
POLYCHOTOME
KLASSIFIKATION

ASSOZIATIONSREGEL

WARENKORB-
ANALYSE

SUPPORT

KONFIDENZ

LiFT
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Es gibt noch weitere Mafe (Omiecinski 2003), doch diese drei, vor allem
die ersten beiden, sind die bekanntesten und gebrauchlichsten. Die Kon-
fidenz ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Y'|X), was dem entspricht,
was wir normalerweise berechnen. Um mit genug Sicherheit behaupten zu
konnen, dass eine Regel gilt, sollte der Wert moglichst nahe 1 liegen und
deutlich grofer als P(Y') sein, also der allgemeinen Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass Kunden Y kaufen. Uns interessiert ebenfalls die Maximierung
des Supports der Regel, denn selbst bei vorhandener Abhéngigkeit mit
starker Konfidenz ist die Regel wertlos, wenn die Anzahl an Kunden
nur gering ist. Der Support driickt die statistische Signifikanz der Regel
aus, wohingegen die Konfidenz die Stérke der Regel représentiert. Die
Mindestwerte fiir Support und Konfidenz werden durch die Handelsfirma
festgelegt, und in der Datenbasis wird nach allen Regeln mit héheren
Werten fiir Support und Konfidenz gesucht.

Wenn X und Y unabhéngig sind, dann erwarten wir, dass der Lift nahe
bei eins liegt. Wenn das Verhéltnis P(Y|X)/P(Y) von eins abweicht
— d.h., wenn die Wahrscheinlichkeiten P(Y|X) und P(Y") verschieden
sind, dann muss es eine Abhéngigkeit zwischen den Artikeln X und Y
geben. Ist der Lift grofer als eins, dann kénnen wir sagen, dass Artikel X
Artikel Y wahrscheinlicher macht; ist er kleiner als eins, wird Y durch X
unwahrscheinlicher.

Diese Formeln konnen leicht auf den Fall von mehr als zwei Artikeln ver-
allgemeinert werden. Beispielsweise konnten wir fiir eine Menge {X,Y, Z}
aus drei Artikeln nach einer Regel wie X,Z — Y suchen, also nach
P(Y|X,Z). Wir sind daran interessiert, alle solchen Regeln mit aus-
reichend groffen Support- und Konfidenzwerten zu finden, und da eine
Verkaufsdatenbank normalerweise sehr grof ist, wollen wir die Abhén-
gigkeiten mit moglichst wenigen Durchldufen der Datenbank finden. Es
existiert ein effizienter Algorithmus, der sogenannte Apriori-Algorithmus
(Agrawal et al. 1996), der genau dies tut. Er besteht aus zwei Schritten:
(1) Identifizieren haufig auftretender Artikelmengen, also solchen die
ausreichend Support haben, und (2) Umwandeln dieser Artikelmengen in
Regeln mit ausreichender Konfidenz. Der zweite Schritt erfolgt dadurch,
dass die in einer Artikelmenge enthaltenen Artikel in zwei Gruppen
unterteilt werden: vorrangige und nachrangige.

1. Um héufig auftretende Artikelmengen schnell zu finden (ohne Aus-
wertung aller moglichen Kombinationen von Artikeln), nutzt der
Apriori-Algorithmus die Tatsache aus, dass es fiir das haufige Auf-
treten (ausreichenden Support) der Menge {X,Y, Z} nétig ist, dass
alle ihre Teilmengen, also {X,Y}, {X,Z} und {Y, Z}, ebenfalls
hiufig auftreten — das Hinzufiigen eines weiteren Artikels kann den
Support niemals vergrofiern. Somit miissen wir zum Uberpriifen der
Mengen aus drei Artikeln lediglich alle ihre hdufigen Teilmengen
aus zwei Artikeln iiberpriifen. Mit anderen Worten, wenn wir von
einer Menge aus zwei Artikeln bereits wissen, dass sie nicht haufig
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ist, dann kénnen wir alle ihre Obermengen verwerfen und miissen
sie nicht mehr priifen.

Wir beginnen, indem wir zunéchst alle hdufigen Mengen mit nur
einem Artikel bestimmen. Anschliefend erzeugen wir induktiv aus
den héufigen k-Artikelmengen die in Frage kommenden (k + 1)-
Artikelmengen und priifen die so erhaltenen Daten darauf, ob sie
genug Support haben. Der Apriori-Algorithmus speichert die héufi-
gen Artikelmengen in einer Hash-Tabelle, auf die leicht zugegriffen
werden kann. Die Anzahl der in Frage kommenden (und somit zu
priifenden) Artikelmengen fallt mit zunehmendem k& sehr schnell
ab. Wenn die grofite Artikelmenge aus n Artikeln besteht, dann
brauchen wir insgesamt n + 1 Durchléufe.

2. Nachdem wir die haufigen k-Artikelmengen gefunden haben, miissen
wir aus ihnen Regeln ableiten, indem wir die k Artikel in zwei
Gruppen — vorrangige und nachrangige Artikel — unterteilen. Wie
beim Identifizieren der Artikelmengen starten wir wieder mit einem
einzigen Artikel, den wir als nachrangig betrachten, wihrend alle
iibrigen Artikel die vorrangige Gruppe bilden. Dann priifen wir fiir
jeden moglichen nachrangigen Artikel, ob er genug Konfidenz hat.
Wenn nicht, wird er entfernt.

Man beachte, dass es fiir ein und dieselbe Artikelmenge mehrere
Regeln mit unterschiedlichen Gruppen von vorrangigen und nach-
rangigen Artikeln geben kann. Wir priifen nun induktiv, ob wir
einen weiteren Artikel aus der Gruppe der vorrangigen in die der
nachrangigen Artikel verschieben kénnen. Regeln, die mehr Arti-
kel in die nachrangige Gruppe {iberfiihren, sind spezifischer und
niitzlicher. Hierbei nutzen wir — wie schon beim Generieren der Arti-
kelmengen — die Tatsache aus, dass fiir Regeln, die zwei nachrangige
Artikel mit ausreichender Konfidenz liefern, beide Regeln mit nur
einem nachrangigen Artikel selbst ausreichende Konfidenz haben
miissen. Das heifit, wir gehen von Regeln mit einem nachrangigen
Artikel zu Regeln mit zwei nachrangigen Artikeln iiber und miissen
nicht alle moglichen Falle mit zwei nachrangigen Artikeln priifen
(siche Ubung 9).

Denken Sie daran, dass man aus einer Regel X — Y nicht auf

Kausalitdt schliefen kann, sondern dass es dabei nur um Assozia-

tion geht. Bei einem Problem kénnen auch verborgene Variablen ~ VERBORGENE
auftreten, deren Werte unbekannt bleiben. Die Verwendung von ver-  VARIABLEN
borgenen Variablen hat den Vorteil, dass die Abhéngigkeitsstruktur

leichter definiert werden kann. Betrachten wir zum Beispiel eine
Warenkorbanalyse, durch die wir die Abhéngigkeiten zwischen den

verkauften Artikeln aufdecken wollen. Sagen wir, wir wissen, dass es

eine Abhéngigkeit zwischen ,Babynahrung*, ,Windeln* und ,Milch*

gibt — in dem Sinne, dass ein Kunde, der einen dieser Artikel kauft,

mit gréferer Wahrscheinlichkeit auch die anderen beiden kauft.
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Anstatt Abhéngigkeiten zwischen den drei Artikeln zu formulie-
ren, konnen wir eine Verbindung unterstellen, ndmlich ,Baby zu
Hause“, die der verborgene Grund fiir den Konsum dieser drei Arti-
kel ist. Graphische Modelle, wie wir sie in Kapitel 14 behandeln,
erlauben es uns, solche verborgenen Variablen zu représentieren.
Wenn es verborgene Verbindungen gibt, dann werden ihre Werte
aus den gegebenen Werten der bekannten Verbindungen geschatzt
und eingefiigt.

3.6 Anmerkungen

Der Prozess der Entscheidungsfindung unter Ungewissheit blickt auf eine
lange Geschichte zuriick, und im Laufe der Zeit hat die Menschheit schon
an allen moglichen seltsamen Stellen nach Beweisen gesucht, welche die
Ungewissheit eliminieren kénnten: in den Sternen, in Kristallkugeln, und
sogar im Kaffeesatz. Das Schlussfolgern anhand bedeutungsvoller Beweise
mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie ist nur wenige Jahrhunderte alt.
Fiir einen geschichtlichen Abriss der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik sei Newman 1988 empfohlen sowie die sehr frithen Berichte von
Laplace, Bernoulli und anderen, die diese Theorie mitbegriindet haben.

Russell und Norvig (2009) bieten eine exzellente Abhandlung zur Nutz-
wertanalyse und zum Informationswert, in der sie ebenfalls die Darstellung
des Nutzwerts in 6konomischen Dimensionen behandeln. Shafer und Pearl
(1990) offerieren eine frithe Sammlung von Artikeln zum Schlussfolgern
unter Ungewissheit.

Assoziationsregeln werden in vielen Data-Mining-Anwendungen erfolg-
reich eingesetzt, und wir begegnen ihnen auf vielen Websites, die Biicher,
Filme, Musik und anderes mehr empfehlen. Der Algorithmus ist sehr
einfach, und seine effiziente Implementierung auf sehr groffen Datenbasen
ist kritisch (Zhang und Zhang 2002; Li 2006). In Kapitel 14 werden wir
sehen, wie sich Assoziationsregeln zu Konzepten verallgemeinern lassen,
die nicht notwendigerweise binér sind und Assoziationen unterschiedlichen
Typs zulassen, wobei auch verborgene Variablen erlaubt sind.

Empfehlungssysteme werden immer mehr zu einem Hauptanwendungsge-
biet des maschinellen Lernens. Viele Einzelhandelsunternehmen haben ein
Interesse daran, das zukiinftige Kundenverhalten auf der Basis friiherer
Verkaufsdaten vorherzusagen. Wir kénnen die Daten mithilfe einer Matrix
visualisieren, in der die Zeilen die Kunden und die Spalten die Artikel
reprisentieren. Die Matrixelemente sind dann zum Beispiel Bestellmen-
gen oder Kundenbewertungen. Typischerweise ist eine solche Matrix sehr
groft und sehr diinn besetzt — denn natiirlich haben die meisten Kunden
nur eine sehr kleine Auswahl der lieferbaren Artikel gekauft. Obwohl die
Matrix sehr grofs ist, hat sie nur einen kleinen Rang. Das liegt daran, dass
es viele Abhéngigkeiten zwischen den Daten gibt. Menschen tliberlassen
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es nicht dem Zufall, was sie kaufen. Wer zum Beispiel ein Baby hat, kauft
dhnliche Dinge wie andere Eltern von Kleinkindern. Bestimmte Produkte
werden sehr oft zusammen gekauft, andere so gut wie nie. Es ist diese
Art der Regelhaftigkeit, verursacht durch eine kleine Zahl verborgener
Faktoren, die fiir den niedrigen Rang der Matrix sorgt. Wenn wir uns in
Kapitel 6 mit der Dimensionalitdtsreduktion befassen, werden wir sehen,
wie wir solche verborgenen Faktoren bzw. Abhéngigkeiten aus den Daten
extrahieren kénnen.

3.7 Ubungen

1. Angenommen, eine seltene Krankheit tritt nur bei einer von einer
Million Personen auf. Nehmen wir weiter an, dass es einen Test
gibt, der fiir eine Person, welche die Krankheit hat, mit einer
Wahrscheinlichkeit von 99 Prozent ein positives Ergebnis liefert.
Der Test ist allerdings nicht perfekt, und daher liefert er auch fiir
eine von tausend gesunden Personen ein positives Ergebnis. Wie
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein neuer, positiv getesteter
Patient die Krankheit tatséchlich hat?

LOSUNG: Wir wollen fiir die Krankheit und das Testergebnis die
logischen Variablen d und ¢ verwenden. Damit kénnen wir die
Aussagen der Aufgabenstellung wie folgt formulieren: P(d =1) =
107% P(t =1|d = 1) = 0,99, P(t = 1|d = 0) = 1073. Gefragt ist
nach P(d =1t =1).

Wir wenden den Satz von Bayes an:

t=1|d=1)P(d=1)
P(t=1)

7 P(t=1|d=1)P(d=1)

~ P(t=1|d=1)P(d=1) + P(t=1|d=0)P(d=0)

_ 0,99 - 1076

©0,99-1076 4103 - (1 — 1079)

Pl =1t=1) = 2L

= 0,00098902 .

Wenn wir also wissen, dass das Testergebnis positiv ist, dann erhéht
sich fiir die getestete Person die Wahrscheinlichkeit, krank zu sein,
von eins zu einer Million auf eins zu Tausend.

2. Bei einem Zweiklassenproblem ergibt sich das Wahrscheinlichkeits-  WAHRSCHEINLICH-
verhdltnis (engl. likelihood ratio) aus KEITSVERHALTNIS

p(x[C1)
p(x|Cs)

Schreiben Sie die Diskriminanzfunktion als Ausdruck des Wahr-
scheinlichkeitsverhé&ltnisses.
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3 Bayessche Entscheidungstheorie

LOSUNG: Wir definieren eine Diskriminanzfunktion durch

_ P(Cilz)

und wéhlen C; falls g(x) > 0, C5 sonst. Die Diskriminanzfunktion
kann als Produkt des Wahrscheinlichkeitsverhéltnisses und dem
Verhiltnis der a-priori-Wahrscheinlichkeiten geschrieben werden:

B p($|Ol)P(Cl)
9@) = D eIC) P(Cy)

Wenn die a-priori-Wahrscheinlichkeiten gleich sind, ist die Diskri-
minanzfunktion durch das Wahrscheinlichkeitsverhéltnis gegeben.

. Bei einem Zweiklassenproblem ist das logarithmierte Chancenver-

héltnis (log odds) definiert als

P(Ciz)
P(Calz)

log

Schreiben Sie die Diskriminanzfunktion als Ausdruck der logarith-
mierten Chancenverhéltnisse.

LOSUNG: Wir definieren eine Diskriminanzfunktion durch

9(z) = log LD

P(Cylz)
und wéhlen C; falls g(x) > 0, Cy sonst. Log odds ist die Summe
aus dem logarithmierten Wahrscheinlichkeitsverhaltnis und dem
Logarithmus des Verhéltnisses der a-priori-Wahrscheinlichkeiten:

p(z[Cy) | P(Cy)
p(xlC) T8 B(Cy)

Wenn die a-priori-Wahrscheinlichkeiten gleich sind, ist die Diskri-
minanzfunktion das logarithmierte Wahrscheinlichkeitsverhéltnis.

g(z) = log

. Bestimmen Sie fiir ein Problem mit zwei Klassen, zwei Aktionen

und der gegebenen Verlustfunktion von A1; = Aog = 0, A2 = 10,
und Ay; = 5 die optimale Entscheidungsregel. Wie &ndert sich
die Regel, wenn wir als dritte Aktion die Ablehnung mit A = 1
hinzufiigen?

LOsuNG: Die Verlusttabelle sieht folgendermafien aus:

Aktion Cl 02

Qg wéhle Cl 0 10
Q9! wéhle CQ 5 0
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Berechnen wir nun die erwarteten Risiken der beiden Aktionen:

R(an|z) =0- P(Ch]z) +10- P(Cylxz) = 10- (1 — P(C4]x))
R(as|x) =5 P(Cylz) +0- P(Cylx) =5 P(Cylx) .

Wir wahlen aq, wenn

R(a1|x) < R(az|x)
10- (1 = P(Cy|z)) < 5- P(Cq|z)
P(Cy|x) > 2/3.

Wenn die beiden Fehlklassifikationen die gleichen Kosten hétten,
lage der Entscheidungsschwellwert bei 1/2. Da jedoch die Kosten
fiir die falsche Wahl von C; hoher sind, wollen wir C; nur dann
wéhlen, wenn wir wirklich sicher sind (siehe Abbildung 3.2, Teil a
und b).

Wenn wir eine Option zum Ablehnen mit Kosten von 1 hinzufiigen,
haben wir die Verlusttabelle

Aktion Cl CQ
aq: wéhle Cl 0 10
Q9! wéhle CQ 5
«,: ablehnen 1 1

Berechnen wir nun die erwarteten Risiken der drei Aktionen:

R(a1]z) =0 P(C1]z) +10- P(Ca|z) =10 - (1 — P(Ch]z))
R(ag|z) =5- P(Cy|x) +0- P(Cslx) =5 P(Cy]x)
R(ay|x)=1.

Wir wihlen aq, falls R(aq|z) < 1= P(Ci|z) > 9/10.

Wir wihlen as, falls R(as|z) < 1 = P(C4|x) < 1/5, oder dquiva-
lent, falls P(Cs|x) > 4/5.

In allen anderen Fillen, d.h. fir 1/5 < P(Ci|z) < 9/10 (siehe
Abbildung 3.2, Teil ¢), erfolgt eine Ablehnung.

5. Gegeben sei eine Kaskade mit drei Niveaus, in der bei Ablehnung auf
einem Niveau wie in Gleichung 3.10 das néchste Niveau verwendet
wird. Wie konnen wir die A in den verschiedenen Niveaus festlegen?

6. Jemand wirft eine ideale Miinze und wenn das Ergebnis Kopf lautet,
bekommen Sie nichts; andernfalls erhalten Sie 5 Euro. Wie hoch
wére Thr Einsatz fiir dieses Spiel? Was wiire, wenn Sie statt der 5
Euro im Gewinnfall 500 Euro erhalten?
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Abb. 3.2: Die Grenze adndert sich, wenn sich die Verluste durch Fehlklas-
sifikationen dndern. (a) Die Grenze liegt dort, wo die beiden a-posteriori-
Wahrscheinlichkeiten gleich sind, wenn die beiden Fehlklassifikationen die glei-
chen Kosten haben. (b) Wenn die Verluste nicht symmetrisch sind, verschiebt
sich die Klasse in Richtung der Klasse, die im Falle einer Fehlklassifikation
ein hoheres Risiko hat. (¢) Wenn es die Option der Ablehnung gibt, ist die
Umgebung der Grenze der Ablehnungsbereich.

7. Fiir die Transaktionen in einem Shop seien die folgenden Daten gege-
ben. Berechnen Sie die Support- und Konfidenzwerte von Milch —
Bananen, Bananen — Milch, Milch — Schokolade und Schokolade
— Milch.

Transaktion | gekaufte Artikel

Milch, Bananen, Schokolade
Milch, Schokolade

Milch, Bananen

Schokolade

Schokolade
Milch, Schokolade

DO s W N
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LOSUNG:

Milch — Bananen: Support=2/6, Konfidenz=2/4
Bananen — Milch: Support=2/6, Konfidenz=2/2
Milch — Schokolade:  Support=3/6, Konfidenz=3/4
Schokolade — Milch:  Support=3/6, Konfidenz=3/5

Wiéhrend nur die Halfte der Kunden, die Milch kaufen, auch Bana-
nen kaufen, kauft jeder, der Bananen kauft, auch Milch.

8. Verallgemeinern Sie die Formeln fiir die Konfidenz und den Sup-
port bei der Warenkorbanalyse, um auch k-Abhéngigkeiten, also
P(Y|X1,..., X)), berechnen zu kénnen.

9. Zeigen Sie, dass die Konfidenz niemals wéichst, wenn wir einen Arti-
kel aus der Gruppe der nachrangigen Artikel in die der vorrangigen
verschieben: Konfidenz(ABC — D) > Konfidenz(AB — CD)

10. Angenommen, eine Warenkorbanalyse liefert zusammen mit jedem
verkauften Artikel eine Zahl, die angibt, wie sehr der Kunde von
dem Produkt begeistert ist — beispielsweise auf einer Skala von
0 bis 10. Wie lésst sich anhand dieser zusétzlichen Information
berechnen, welches Produkt einem Kunden vorgeschlagen wird?

11. Schreiben Sie Beispiele fiir Transaktionsdaten auf, bei denen fiir
die Regel X — Y gilt:

(a
(b
(c
(d

Sowohl der Support als auch die Konfidenz sind hoch.
Der Support ist hoch und die Konfidenz ist gering.
Der Support ist gering und die Konfidenz ist hoch.

L D

Sowohl der Support als auch die Konfidenz sind gering.
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4 Parametrische Methoden

Nachdem wir diskutiert haben, wie man optimale Entschei-
dungen trifft, wenn bestehende Ungewissheit mit Hilfe von
Wahrscheinlichkeiten modelliert wird, wollen wir nun untersu-
chen, wie wir diese Wahrscheinlichkeiten anhand eines Trai-
ningsdatensatzes berechnen konnen. Wir beginnen mit dem
parametrischen Ansatz fir die Klassifikation und Regressi-
on. In spiteren Kapiteln werden wir die semiparametrischen
und nichtparametrischen Ansdtze behandeln. Wir fiihren das
Verzerrung/Varianz-Dilemma ein und stellen Modellauswahl-
methoden vor, mit denen ein Kompromiss zwischen Modell-
komplexitiat und dem empirischen Fehler gefunden werden
soll.

4.1 Einfithrung

Eine Statistik ist ein beliebiger, anhand einer gegebenen Stichprobe
berechneter Wert. Bei der statistischen Inferenz treffen wir Entschei-
dungen anhand der Informationen, welche uns eine Stichprobe liefert.
Unser erster Ansatz ist ein parametrischer und wir nehmen an, dass die
Stichprobe aus einer Verteilung gezogen wurde, die einem bekannten
Modell folgt, also beispielsweise eine Gaufi-Verteilung. Der Vorteil des
parametrischen Ansatzes liegt darin, dass das Modell bis auf eine kleine
Anzahl an Parametern — zum Beispiel Mittelwert oder Varianz — definiert
ist, den sogenannten ausreichenden Statistiken der Verteilung. Sobald
diese Parameter anhand der Stichprobe geschétzt wurden, ist die gesamte
Verteilung bekannt. Wir schétzen die Parameter der Verteilung anhand
der gegebenen Stichprobe, fligen diese Ergebnisse in das angenommene
Modell ein und erhalten eine geschétzte Verteilung, die wir dann nutzen,
um eine Entscheidung zu treffen. Die Methode, welche wir zur Schétzung
der Parameter einer Verteilung nutzen, ist die sogenannte Maximum-
Likelihood-Schitzung. Wir fithren auferdem die Bayessche Schétzung
ein, die wir in Kapitel 16 ausfiihrlicher behandeln werden.

Wir beginnen mit der Dichteschdtzung, welche die allgemeine Form der
Schétzung von p(z) ist. Wir nutzen diese fiir die Klassifikation, bei der die
geschétzten Dichten den Klassendichten p(z|C;) und P(C;) entsprechen,
um dann in der Lage zu sein, die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit P(C;|z)
zu berechnen und unsere Entscheidung zu treffen. Danach diskutieren
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wir die Regression, bei der die geschétzte Dichte p(y|z) ist. In diesem
Kapitel ist = eindimensional, und somit sind die Verteilungen univariat.
Wir verallgemeinern dies fiir den multivariaten Fall in Kapitel 5.

4.2 Maximum-Likelihood-Schéatzung

Gehen wir einmal von einer unabhéngigen und identisch verteilten Stich-
probe X = {z'}¥, aus. Wir nehmen an, dass 2 Instanzen sind, die
nach einer bekannten Wahrscheinlichkeitsdichte p(x|6), die bis auf die
Parameter 0 definiert ist, gezogen wurden.

zt ~ p(z|f) .

Wir wollen das 6 finden, bei dem ' am wahrscheinlichsten aus p(z|6)

gezogen wird. Da 2! unabhingig sind, ist die Likelihood, also die zu
erwartende Beobachtung, fiir die Stichprobe X bei gegebenem Parameter
6 das Produkt aus den Likelihoods der individuellen Punkte:

N
161%) = p(X]0) = [ p(a'16) - (4.1)

t=1

Bei der Mazimum-Likelihood-Schdtzung interessiert uns der Wert 6, durch
den X mit grofster Wahrscheinlichkeit gezogen wird. Wir suchen also
nach dem 6, das die Likelihood der Stichprobe maximiert, was wir mit
1(0|X) bezeichnen. Wir kénnen den Logarithmus der Likelihood maximie-
ren, ohne den Wert zu veréndern, an dem das Maximum auftritt. log(-)
konvertiert das Produkt in eine Summe und fiihrt zu weiterer Vereinfa-
chung des Rechenaufwands, falls gewisse Dichten vorausgesetzt werden,
beispielsweise das Vorhandensein von Exponenten. Die Log-Likelihood
wird definiert als

N
L(0]X) =logl(8]X) = Zlogp(xﬂ&) . (4.2)

Betrachten wir nun einige Verteilungen, die in den Anwendungen auftre-
ten, an denen wir interessiert sind. Wenn uns ein Zweiklassenproblem
vorliegt, benutzen wir eine Bernoulli- Verteilung. Wenn es K > 2 Klassen
gibt, handelt es sich um eine Multinomialverteilung. Die (normale) Gauf-
Verteilung ist eine der am meisten benutzten fiir die Modellierung von
klassenbezogenen Eingabedichten mit numerischer Eingabe. Fiir diese
drei Verteilungen werden wir jeweils den Maximum-Likelihood-Schétzer
(engl. mazimum likelihood estimator, MLE) ihrer Parameter diskutieren.
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4.2.1 Bernoulli-Verteilung

Bei einer Bernoulli-Verteilung gibt es zwei mogliche Ergebnisse: ein Ereig-
nis tritt entweder ein oder nicht. Beispielsweise ist eine Instanz entweder
ein positives Beispiel einer Klasse oder eben nicht. Mit der Wahrschein-
lichkeit p tritt das Ereignis ein und die Bernoulli-Zufallsvariable X nimmt
den Wert 1 an; das Nichteintreten des Ereignisses hat die Wahrscheinlich-
keit 1 —p und wird dadurch gekennzeichnet, dass X den Wert 0 bekommt.
In geschriebener Form heifst das:

P(z) =p*(1—p)t~* 2 € {0,1}. (4.3)

Erwartungswert und Varianz koénnen wie folgt berechnet werden:
Elz] =) ap(z)=1-p+0-(1-p)=p,

Var(z) = 3 (@ - B[X])* p(a) = p(1 — p).

xT

p ist der einzige Parameter, und unter der Annahme einer unabhéngigen,
identisch verteilten Stichprobe X = {x'}¥; mit 2! € {0,1} wollen wir
seinen Schétzer p berechnen. Die Log-Likelihood ergibt sich aus:

N
L(plx) = log [T p" (1 —p)a==)
t=1
= thlogp—i— <N — th> log(1 —p) .
t t

Den Wert fiir p zur Maximierung der Log-Likelihood findet man, indem
man nach d£/dp = 0 auflost. Das” (Zirkumflex) zeigt an, dass es sich um
eine Schétzung handelt:

2o !
-

Die Schatzung fiir p ist das Verhéltnis zwischen der Haufigkeit des Ein-
tretens des Ereignisses und der Anzahl der Experimente. Es sei erneut
darauf hingewiesen, dass X eine Bernoulli-Verteilung mit p, E[X] = p
ist; somit ist, wie erwartet, der MLE des Mittelwertes der Durchschnitt
der Stichprobe.

p= (4.4)

Man beachte, dass die Schitzung eine Funktion der Stichprobe und somit
eine weitere Zufallsvariable ist; wir konnen von der Verteilung der p; fiir
verschiedene gegebene X; sprechen, die nach dem gleichen p(x) verteilt
sind. Beispielsweise ist zu erwarten, dass die Varianz der Verteilung von
p; mit wachsendem N abnimmt. Je grofer die Stichproben werden, umso
ahnlicher werden sie (und folglich ihre Mittelwerte) einander.
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4.2.2 Multinomiale Dichte

Wir betrachten nun die Verallgemeinerung der Bernoulli-Verteilung. Es
gibt jetzt nicht nur zwei mogliche Zustande, sondern das Ergebnis eines
Zufallsereignisses ist einer von K sich gegenseitig ausschliefenden und
erschopfenden Zusténden, beispielsweise Klassen, von denen jede die
Auftretenswahrscheinlichkeit p; mit Efil p; = 1 besitzt. x1,29,..., Tk
seien die Indikatorvariablen, wobei x; gleich 1 ist, wenn das Ergebnis der
Zustand i ist; andernfalls ist z; gleich 0.

K
P(z1,23,...,2x) = [ [ P} (4.5)

i=1
Sagen wir nun, dass wir N unabhéngige Experimente mit den Ergebnissen

X = {z'} | durchfiihren, wobei

t 1 falls Experiment ¢ den Zustand ¢ wahlt ,
T, =
v 0 andernfalls

mit . 2t = 1. Der MLE von p; ist

7 N .

(4.6)

Die Schitzung der Wahrscheinlichkeit des Zustands ¢ ist das Verhéltnis
von Experimenten mit Zustand ¢ als Ergebnis zur Gesamtzahl aller
Experimente. Es gibt zwei Moglichkeiten, wie man auf dies kommen kann:
Wenn z; gleich 0/1 sind, dann kann man sich sie auch als K getrennte
Bernoulli-Experimente vorstellen. Oder aber man schreibt explizit die
Log-Likelihood und findet die p;, wodurch sie maximiert wird (unter der
Bedingung, dass ), p; = 1).

4.2.3  Gauk-Verteilung (Normalverteilung)

X unterliegt einer Gauk-Verteilung (auch als Normalverteilung bezeich-
net) mit Mittelwert x4 und Varianz o2, geschrieben als (1, 0?), wenn
die zugehorige Dichtefunktion wie folgt aussieht:

(z — p)?
202

],—oo<x<oo. (4.7
2mo

p(z) = . exp {—

Fiir eine gegebene Stichprobe X = {z!} | mit 2* ~ N'(u, 0?) ergibt sich
die Log-Likelihood

N xt — p)?
Lp,olX) = -3 log(2m) — Nlogo — w .
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Wir finden die MLE, indem wir die partiellen Ableitungen der Log-
Likelihood bilden und sie gleich null setzen:

>t
m = T s (48)

§2 — Zt(xt —m)? .

N

Wir halten uns an die allgemeine Vorgehensweise und nutzen Buchstaben
des griechischen Alphabets fiir die Populationsparameter und rémische
Schriftzeichen fiir ihre Schitzungen anhand der Stichprobe. Manchmal
wird auch ein Zirkumflex genutzt, um den Schitzer zu kennzeichnen, also
zum Beispiel fi.

4.3 Bewertung eines Schétzers:
Verzerrung und Varianz

Sei X eine Stichprobe aus einer Population, die bis auf die Parameter 6
definiert ist, und sei d = d(X) ein Schétzer fiir . Um die Qualitét dieses
Schétzers zu bewerten, konnen wir messen, wie stark er von 6 abweicht,
das heift (d(X) — 6)2. Da es sich aber um eine Zufallsvariable handelt
(sie hdngt von der Stichprobe ab), miissen wir den Durchschnitt iiber alle
moglichen X errechnen und r(d, ), den mittleren quadratischen Fehler
des Schéitzers d, der als

bo(d) = Eld(X)] — 0 (4.9)

definiert ist, in unsere Betrachtungen einbeziehen.

Die Verzerrung eines Schiitzers ergibt sich aus
bo(d) = E[d(X)]— 0. (4.10)

Wenn by(d) = 0 fiir alle Werte von 6, so sprechen wir von d als ver-
zerrungsfreiem Schétzer von . Wenn zum Beispiel 2! aus einer Dichte
mit dem Mittelwert p gezogen wurde, so ist der Durchschnitt m der
Stichprobe ein verzerrungsfreier Schéatzer des Mittelwertes u, denn

Elm] = E [E&xt] _ ;/,Z;E[a:t] _ % _

Das heiftt, dass zwar bei einer speziellen Stichprobe m durchaus ver-
schieden von g sein kann, wenn wir aber viele solcher Stichproben X;
ziehen und viele m; = m(A;) schétzen,dann wird sich deren Durchschnitt

MITTLERER
QUADRATISCHER
FEHLER

VERZERRUNG

VERZERRUNGS-
FREIER
SCHATZER
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mit zunehmender Stichprobenzahl immer mehr an g anndhern. m ist
auflerdem ein konsistenter Schétzer, sprich Var(m) — 0 as N — oo.

B ety 1 o No? o2
Var(m)—Var< N —NQZ:Var(x)— NN

Mit wachsendem N, also der Anzahl an Punkten in der Stichprobe, weicht

m immer weniger von y ab. Uberpriifen wir nun s?, den MLE von o2:

2 2plat=m)? 3 (a")? — Nm?
N N
_ 2 Bl - N - Em?]
N :

S

E[s%]
Gesetzt dem Fall, dass Var(X) = E[X?] — E[X]?, erhalten wir F[X?] =

Var(X) + E[X]?, und wir kénnen schreiben

E[(z")?) = 02 + u? sowie E[m?] = 0®/N + p?.

Wenn wir dies einsetzen, erhalten wir

E[SQ]:N(U "‘#)—]\][V(U /N+H):(NJ\;1>027£027

2 2

wodurch nachgewiesen ist, dass s° ein verzerrter Schétzer von o< ist.
(N/(N —1))s? ist ein verzerrungsfreier Schiitzer. Wenn N jedoch sehr
grof$ ist, kann der Unterschied vernachlissigt werden. Dies ist ein Beispiel
flir einen asymptotischen verzerrungsfreien Schdtzer, dessen Verzerrung
gegen Null geht, wenn N gegen unendlich geht.

Der mittlere quadratische Fehler kann wie folgt umformuliert werden (d
ist die Kurzform fir d(X)):

r(d,0) = E[(d—0)?]
= E[(d— E[d) + E[d] — 0)?]
= E[(d— E[d))* + (E[d] — 0)* + 2(E[d] — 0)(d — E[d))]
= d))’] + E [(Eld] - 0)°] + 2B [(E[d] - 0)(d - E[d])]
= E [(d— E[d))*] + (E[d] — 0)*> + 2(E[d] — 0)E[d — E[d]]
= E[(d— E[d))*] + (E[d] — 6)* . (4.11)

Varianz Verzerrung?

Die beiden Gleichungen ergeben sich, weil E[d] eine Konstante ist und
damit E[d] — 6 ebenfalls eine Konstante ist, und weil E[d — E[d]] =
Varianz  E[d] — E[d] = 0. In Gleichung 4.11 ist der erste Term die Varianz, welche



4.4 Der Bayessche Schitzer 75

misst, wie stark d; im Durchschnitt um den Erwartungswert herum
variiert (von einem Datensatz zum néchsten). Der zweite Term ist die
Verzerrung, die misst, wie stark der Erwartungswert vom korrekten Wert
0 abweicht (Abbildung 4.1). Wir schreiben den Fehler dann als Summe
dieser beiden Terme, also der Varianz und des Quadrates der Verzerrung;:

r(d,0) = Var(d) + (be(d))? . (4.12)

Abb. 4.1: 0 ist der zu schitzende Para-
meter. d; sind verschiedene Schétzungen
(gekennzeichnet durch ,,x*) {iber verschie-

Varianz dene Stichproben. Die Verzerrung ist die

d e Differenz zwischen dem Erwartungswert fiir

L | | p dund 6. Die Varianz ergibt sich daraus, wie

E[d] o stark die d; rings um den Erwartungswert

PAREEEN verteilt liegen. Wir mochten fiir beide mog-
Verzerrung lichst niedrige Werte erhalten.

4.4 Der Bayessche Schétzer

In manchen Fillen haben wir (oder Experten fiir den jeweiligen Anwen-
dungsfall) moglicherweise schon Informationen zum moglichen Wertebe-
reich fiir einen bestimmten Parameter 6, bevor wir uns die Stichprobe
ansehen. Derlei Information ist durchaus niitzlich und sollte einbezogen
werden, ganz besonders dann, wenn nur eine kleine Stichprobe vorliegt.
Die vorher verfiigbaren Informationen geben uns aber keine Auskunft iiber
den exakten Parameterwert (sonst brauchten wir die Stichprobe nicht),
und diese Ungewissheit modellieren wir, indem wir 6 als Zufallsvariable
betrachten und eine a-priori-Dichte p(#) fiir sie definieren. Nehmen wir
zum Beispiel an, uns wurde mitgeteilt, dass § anndhernd normalverteilt
ist und mit 90-prozentiger Sicherheit zwischen 5 und 9 liegt, und zwar
symmetrisch um 7 herum. Dann kénnen wir p(6) als normalverteilt mit
dem Mittelwert 7 notieren, und weil

0_
P{-1,64 < T“ < 1,64} = 0,9,

P{u—1,640 <0 < pu+ 1,640} = 0,9
nehmen wir 1,640 = 2 und nutzen o = 2/1,64. Wir konnen daher
annehmen, dass p(6) ~ N (7,(2/1,64)?).

Die a-priori-Dichte p(0) gibt uns Auskunft iber die wahrscheinlichen
Werte von 6, bevor wir die Stichprobe betrachten. Durch Anwendung des

A-PRIORI-DICHTE
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Satzes von Bayes kombinieren wir dies mit den Informationen, die wir den
Stichprobendaten entnehmen kénnen, sprich der Likelihood-Dichte p(X'|6)
und erhalten die a-posteriori-Dichte von 6, die uns die wahrscheinlichen
Werte fiir § aufzeigt, nachdem wir die Stichprobe betrachtet haben:

p(X10)p(®) _ p(X]0)p(0) (4.13)

PO =G T T

Um die Dichte bei x zu schétzen, haben wir

p(z|X) = (z,0|X)d

/o
:/ (216, X)p(0])d0
/

p(|0)p(0]X)do

Es gilt p(x]6, X') = p(x|0), denn sobald wir § kennen, also die ausreichen-
den Statistiken, wissen wir alles iiber die Verteilung. Somit berechnen
wir einen Durchschnitt iiber alle Vorhersagen unter Zuhilfenahme aller
Werte von 6, gewichtet durch ihre Wahrscheinlichkeiten. Wenn wir ei-
ne Vorhersage der Form y = g(x|6) treffen, wie bei der Regression, so
erhalten wir

yz/éwwmmxme

Die Berechnung der Integrale kann sich als durchaus schwierig herausstel-
len, aufer in den Féllen, bei denen die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit
von geeigneter Form ist. Ist die vollsténdige Integration nicht moglich,
reduzieren wir das Ganze auf einen einzigen Punkt. Wenn wir davon
ausgehen konnen, dass p(6]|X) einen schmalen Scheitelpunkt im Bereich
seines haufigsten Wertes hat, dann wird die Berechnung durch eine
Mazimum-a-posteriori-Schitzung (MAP) erleichtert:

Opap = argmax p(6|X) , (4.14)
0

wodurch die komplette Dichte durch einen einzigen Punkt ersetzt und
somit das Integral entfernt wird; wir erhalten:

p(z|X) = p(x|0rap),
ymap = 9(x|0rap) -

Wenn uns a priori keine Griinde vorliegen, aufgrund derer wir bestimmte
Werte fiir 6 vorziehen sollten, so ist die a-priori-Dichte gleich der Dichte
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einer Gleichverteilung. Das hat zur Folge, dass die a-posteriori-Dichte
die gleiche Form wie die Likelihood p(X|#) besitzt, weshalb die MAP-
Schitzung gleich der Maximum-Likelihood-Schitzung (Abschnitt 4.2) ist,
bei der wir

O = argmax p(X|6) (4.15)
0

vorliegen haben.

Eine weitere Moglichkeit bietet der Bayessche Schdtzer, der als der
Erwartungswert der a-posteriori-Dichte definiert ist:

Orayes = EI01X] = [ 0p(0))d5. (4.16)

Der Grund dafiir, dass der Erwartungswert gewahlt wird, liegt darin, dass
die beste Schétzung einer Zufallsvariable ihr Mittelwert ist. Nehmen wir
an, dass 6 die Variable ist, welche wir mit FE[f] = p vorhersagen wollen.
Wenn eine Konstante ¢ unsere Schétzung fiir 6 ist, dann gilt nachweislich:

B[(0 —c)’] = Bl(0 — p+p—c)’]
= E[(0 - 1)*] + (p—0)*. (4.17)

Dabei wird das Minimum erreicht, wenn c als p gewéhlt wird. Im Falle
einer normalverteilten Dichte ist der haufigste Wert der Erwartungswert,
und somit gilt, wenn p(6|X) normalverteilt ist, Opgyes = Orrap-

Als Beispiel nehmen wir einmal an, dass 2t ~ N'(6,02) und 6 ~ N (u, 02),
wobei 1, o und 03 bekannt sind:

p(X|0) = (2#)1\1’/201\[ exp [—Zt(g;ga)z} )
p0) = o[- 2]

Es kann gezeigt werden, dass p(6]|X) normalverteilt ist mit

N/o3 1/0?

E0|X] = .
161¥] N/og—i-l/angrN/ag—&—l/aQ'u

(4.18)

Somit ist der Bayessche Schétzer ein gewichteter Durchschnittswert des
a-priori-Mittelwertes po und des Mittelwertes m der Stichprobe, wo-
bei die Gewichte umgekehrt proportional zu ihren Varianzen sind. Mit
wachsender Stichprobe N n#hert sich der Bayessche Schétzer dem Stich-
probendurchschnitt an, da mehr Informationen aus der Stichprobe genutzt
werden konnen. Wenn o klein ist, d. h., wenn es anfangs nur wenig Unge-
wissheit hinsichtlich des korrekten Wertes fiir 6 gibt, oder wenn N klein
ist, dann hat unsere a-priori-Vermutung p einen stirkeren Effekt.

BAYESSCHER
SCHATZER
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Man beachte, dass sowohl die MAP-Schétzung als auch der Bayessche
Schétzer die komplette a-posteriori-Dichte auf einen einzigen Punkt
reduzieren und damit ein Informationsverlust einhergeht, es sei denn, die
a-posteriori-Verteilung ist unimodal und weist einen spitzen Scheitel nahe
dieser Punkte auf. Mit zunehmend niedrigeren Berechnungskosten bietet
sich eine Moglichkeit in der Benutzung eines Monte-Carlo-Ansatzes, der
Stichproben anhand der a-posteriori-Dichte generiert (Andrieu et al. 2003).
Auflerdem gibt es Approximationsmethoden, die zur Bewertung des
kompletten Integrals genutzt werden kénnen. Wir werden die Bayessche
Schétzung in Kapitel 16 ausfiihrlicher diskutieren.

4.5 Parametrische Klassifikation

In Kapitel 3 haben wir gesehen, dass wir unter Verwendung des Satzes
von Bayes die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit der Klasse C; als

P(Clz) = p|C)PC) _  p(x|C:)P(Ci) (4.19)
p() Yoiey P(x[CR) P(Ck)
schreiben konnen und die Diskriminanzfunktion
gi(x) = p(x|C;) P(Ci)
oder dquivalent dazu
gi(x) = log p(z|C;) + log P(C;) (4.20)

nutzen konnen.

Wenn wir davon ausgehen, dass p(z|C;) einer Gaufi-Verteilung unterliegt,
also

1 (x — Mz‘)2]
z|C) = ——exp | —————| , 4.21
e (421
dann wird Gleichung 4.20 zu
1 )2
gi(x) = ~3 log 27 — log o; — @27/;) +1log P(C;) . (4.22)
o4

3

Betrachten wir das Ganze anhand eines Beispiels. Nehmen wir an, wir lei-
ten ein Autohaus, welches K verschiedene Autos verkauft. Gehen wir aus
Griinden der Einfachheit weiterhin davon aus, dass der einzige Faktor, der
die Kaufentscheidung eines Kunden beeinflusst, dessen Jahreseinkommen
ist, das wir mit = bezeichnen. Dann ist P(C;) der Anteil an Kunden, die
einen Wagen vom Typ i kaufen. Wenn die Verteilung der jéhrlichen Ein-
kommen dieser Kunden mit einer Gaufs-Verteilung approximiert werden
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kann, so kann p(z|C;), also die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Kunde,
der einen Wagen vom Typ i gekauft hat, ein Einkommen z aufweist,
als N(u;,0?) gesetzt werden, wobei p; das mittlere Einkommen solcher
Kunden ist und o? fiir deren Einkommensvarianz steht.

Wenn uns P(C;) und p(z|C;) nicht bekannt sind, so schiitzen wir sie anhand
einer Stichprobe und ergénzen die geschétzten Werte, um die Schéatzung
fiir die Diskriminanzfunktion zu erhalten. Uns liegt eine Stichprobe vor
mit

X = {xta rt}i]iil ’ (423)
wobei z € R eindimensional ist und r € {0,1}%, so dass

' 1 falls * € C; ,

= { 0 falls @' € Cp, b i (4.24)

Fiir jede Klasse berechnen sich die Schitzungen fiir Mittelwert und
Varianz (basierend auf Gleichung 4.8) durch

it
my = 2=t o (4.25)
DT
xt —m;)3%rt
52 = Zt(Z?"t) (4.26)
t'e

und die Schétzungen fiir die a-priori-Werte (nach Gleichung 4.6) ergeben
sich aus

P(C;) = %’"t . (4.27)

Setzen wir nun diese Werte in Gleichung 4.22 ein, so erhalten wir

1 —my)? .
gi(z) = ~3 log 2 — log s; — % +log P(C;) . (4.28)

K2

Der erste Term ist eine Konstante und kann weggelassen werden, da
ihn alle g;(z) gemein haben. Wenn die a-priori-Werte gleich sind, kann
der letzte Term ebenfalls weggestrichen werden. Wenn wir weiterhin
annehmen, dass die Varianzen identisch sind, so kénnen wir notieren

gi(z) = —(z — 7m)2 (4.29)

und somit weisen wir x der Klasse mit dem naheliegendsten Mittelwert
Zu:

Wiébhle C;, falls |z — m;| = mkin |z — my| .
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(a) Likelihood-Werte
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Abb. 4.2: (a) Likelihood-Funktionen und (b) a-posteriori-Werte mit gleichen
a-priori-Werten fiir zwei Klassen bei eindimensionaler Eingabe. Die Varianzen
sind gleichwertig und die a-posteriori-Werte schneiden sich an einem Punkt,
welcher den Schwellwert fiir die Entscheidung représentiert.

Bei zwei benachbarten Klassen ist der Mittelpunkt zwischen den zwei
Mittelwerten der Schwellwert fiir die Entscheidung (siehe Abbildung 4.2).

91(x) = g2() ,
(x=m1)® = (z —my)?,
m1 + mo

2

xT

Bei unterschiedlichen Varianzen existieren zwei Schwellwerte (siehe Ab-
bildung 4.3), die sehr einfach zu berechnen sind (Ubung 4). Wenn die
a-priori-Werte sich unterscheiden, dann bewirkt dies eine Verschiebung
des Entscheidungsschwellwertes in Richtung des Mittelwertes der weniger
wahrscheinlichen Klasse.

Hier benutzen wir die Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die Parameter.
Wenn wir jedoch vorab schon Informationen iiber sie haben — beispiels-
weise fiir die Mittelwerte — so nutzen wir den Bayesschen Schétzer von
p(z|C;) mit a-priori-Werten fiir ;.
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(a) Likelihood-Werte
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Abb. 4.3: (a) Likelihood-Funktionen und (b) a-posteriori-Werte mit gleichen
a-priori-Werten fiir zwei Klassen bei eindimensionaler Eingabe. Die Varianzen
sind ungleich und die a-posteriori-Kurven schneiden sich in zwei Punkten.
Teil (c) zeigt die erwarteten Risiken fiir die beiden Klassen, wobei mit A = 0,2
abgelehnt wird (Abschnitt 3.3).

Ein wichtiger Hinweis ist hier vonndten. Wenn z kontinuierlich ist, sollten
wir nicht sofort auf die Gaufschen Dichten fiir p(x|C;) zuriickgreifen. Der
Klassifikationsalgorithmus, sprich die Schwellwertpunkte, wird versagen,
wenn die Dichten keiner Gaufi-Verteilung unterliegen. In der Statisiklite-
ratur existieren Tests zur Uberpriifung auf Normalitéit, und ein solcher
Test sollte angewendet werden, bevor Normalitit vorausgesetzt wird. Im
Falle von eindimensionalen Daten ist der einfachste Test der, das Histo-
gramm abzubilden und visuell zu priifen, ob die Dichte glockenférmig,
also unimodal und symmetrisch um das Zentrum herum verteilt ist.

Dies ist der sogenannte Likelihood-Ansatz zur Klassifikation, bei dem
wir Daten nutzen, um Dichten zu schétzen, den Satz von Bayes zur Be-
rechnung der a-posteriori-Dichten einsetzen und dann die Diskriminante
erhalten. In folgenden Kapiteln werden wir den diskriminantenbasierten



82 4 Parametrische Methoden

Ansatz diskutieren, bei dem wir die Schétzung der Dichten umgehen und
direkt die Diskriminanten schétzen.

4.6 Regression

Bei der Regression besteht unser Ziel darin, die numerische Ausgabe,
die als abhdngige Variable bezeichnet wird, als Funktion der Eingabe,
der sogenannten unabhdngigen Variable, zu schreiben. Wir gehen davon
aus, dass die numerische Ausgabe die Summe einer deterministischen
Funktion der Eingabe und zufilligen Rauschens ist:

r=flz)+e,

wobel f(z) die unbekannte Funktion bezeichnet, welche wir anhand unse-
res Schitzers g(x]0), der bis auf die Parametermenge 6 definiert ist, appro-
ximieren wollen. Wenn wir annehmen, dass € einer Gauf-Verteilung mit
Nullmittelwert und konstanter Varianz o2 entspricht, also € ~ N(0, 02),
und wenn wir unseren Schitzer g(-) anstelle der unbekannten Funktion
f() einsetzen, so erhalten wir (Abbildung 4.4)

plr|z) ~ N(g(]0),0?). (4.30)

A
«  E[RIx]=wx+w,
>< ><
E[RIx*] X
X X . i _
) Aﬁb. 4.4 : Bei der Regres
sion geht man davon aus,
X X dass dem Modell Gauft-
sches Rauschen mit Null-
mittelwert zugefiigt wur-
- de; hier handelt es sich
x* X um ein lineares Modell.

Erneut nutzen wir die Maximum-Likelihood-Methode, um die Parameter 6
zu bestimmen. Die Tupel (2%, ) im Trainingsdatensatz werden nach einer
unbekannten gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsdichte p(z,r) gezogen, was
wir in der Form

p(z,r) = p(r|z)p(z)
notieren konnen.

p(r|z) ist die Wahrscheinlichkeit der Ausgabe bei vorliegender Eingabe,
und p(z) ist die Eingabedichte. Gegeben sei eine unabhéngige, identisch
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verteilte Stichprobe X = {z!, 7!}V |; die Log-Likelihood ergibt sich dann
aus

L(0|X xtrt)

r|z*) + log H p(at
t=1

N
) JJEX
t; v
= log [ [ n(

Wir kénnen den zweiten Term ignorieren, da er nicht von unserem Schétzer
abhéngt, und somit erhalten wir

L(O|X) = logH [ MW] (4.31)

202

1 N N y
log (\/%) exp l 252 Z[T —g(2"19)] 1
—Nlog(V2ro) — Z rt — g(z'|0)]?

Der erste Term ist unabhéngig von den Parametern # und kann weggelas-
sen werden; das gleiche gilt fiir den Faktor 1/02. Die Maximierung des
Ganzen ist dquivalent zur Minimierung von

1 N
B(0|X) = 5 > It —g(a'l0)?, (4.32)
t=1

was die am hdufigsten verwendete Fehlerfunktion ist. Die Werte fiir 6,
welche diese Fehlerfunktion minimieren, nennt man auch Schitzwerte
nach der Methode der kleinsten Quadrate. Diese Transformation wird
in der Statistik hdufig vorgenomme. Wenn die Likelihood | Exponenten
enthélt, so maximieren wir nicht [, sondern definieren stattdessen eine
Fehlerfunktion E = —log! und minimieren diese.

Bei der linearen Regression arbeiten wir mit einem linearen Modell
t _ t
g(x"|w1,wo) = wrz" + wo ,

und wenn wir die Ableitung der Summe der quadrierten Fehler herbei-
nehmen (Gleichung 4.32), dann erhalten wir zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten,

>
t
g rtxt:wog xt—i—wlg (z%)?
t ¢

t

Nwo+wlzxt,
t

METHODE DER
KLEINSTEN
QUADRATE

LINEARE
REGRESSION
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Diese kénnen wir mittels Vektor- und Matrixnotation als Aw = y notieren
mit

_|N P _ | wo DI
A= |:th15 Zt(xt)2 , W= wy | Y= Ztrtxt )
was nach w = A~ly aufgelést werden kann.

Beim allgemeinen Fall der polynomialen Regression liegt ein polynomiales

Modell k-ten Grades vor,
gzt |lwy, . .., we, wi,wp) = wk(mt)k 4+ wg(xt)2 + wizt + wy .

Das Modell ist nach wie vor linear in den Parametern, und wenn wir die
Ableitungen bilden, erhalten wir k+1 Gleichungen mit k41 Unbekannten,
die in Vektor- oder Matrixnotation in der Form Aw = y geschrieben
werden konnen:

N >, at S, Y, ()
Seat Y@ Y)Y ()Rt

S SR S )R D, ()
[ wo Zt rt

wq o rtat

w = | W2 , Y= Et Tt(xt)2

_:wk .Z:t ,rt(l.t)k

Wir kénnen notieren: A = D'D und y = DT, mit

o @) @) n
b_|'* (%) (%) e r
i 2N (zN)2 . (N ;nN

Aufgelést nach den Parametern erhalten wir dann

w=(D'D)"'D7r. (4.33)

Die Maximierung der Likelihood unter der Annahme eines gaufiverteilten
Fehlers entspricht der Minimierung der Summe der quadrierten Fehler.
Eine weitere Mekgrofe ist der relative quadratische Fehler (engl. relative
square error, RSE):

. 7ﬂt _ xt 0 2
Epsp = Z[Zt (rtg( r)|2” . (4.34)
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Wenn Ersg nahe 1 ist, so ist unsere Vorhersage genauso gut wie eine
Vorhersage basierend auf dem Durchschnitt. Wenn sich der Wert 0 néhert,
verbessert sich unsere Modellanpassung. Dass Frsg nahe 1 ist, bedeutet,
dass die Verwendung eines Modells, welches auf der Eingabe x basiert,
nicht besser ist als ein Modell auf der Basis des Mittelwerts, der unser
Schéitzer wéire, wenn es kein x gébe; lage Frsp nahe 0, wire die Eingabe
x hilfreich.

Ein Mafl, mit dem die Giite der Anpassung durch Regression bewertet
werden kann, ist das Bestimmtheitsmafs. Dieses ist definiert als

R?*=1- FEgsp,

und damit eine Regression als sinnvoll angesehen werden kann, fordern
wir, dass R? nahe 1 ist.

Es sei noch einmal daran erinnert, dass wir fiir die bestmogliche Ge-
neralisierung die Komplexitét unseres Lernmodells an die Komplexitét
der Daten anpassen sollten. Bei der Polynomregression entspricht der
Komplexitédtsparameter dem Grad des angepassten Polynoms, und daher
liegt es an uns, einen Weg zu finden, mit dem der beste Grad ausgewéhlt
werden kann, der den Generalisierungsfehler minimiert, der also die Kom-
plexitat des Modells bestmdoglich an die Komplexitéit der den Daten zu
Grunde liegenden Funktion anpasst.

4.7 Anpassung der Modellkomplexitét:
Das Verzerrung/Varianz-Dilemma

Gehen wir von einer Stichprobe X = {z!, 7'} aus, welche nach einer un-
bekannten gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsdichte p(z,r) gezogen wurde.
Mit Hilfe dieser Stichprobe konstruieren wir unsere Schitzung g(-). Der
erwartete quadratische Fehler (iiber die gemeinsame Dichte) bei z kann
wie folgt notiert werden (Gleichung 4.17):

B(r — g(x))*|a] = Bl(r — E[r|a])’|a] + (Elr|lz] - g(x))* . (4.35)

Rauschen quadratischer Fehler

Der erste Term zur Rechten ist die Varianz von r bei gegebenem x; er
ist nicht abhingig von g(-) oder X und entspricht der Varianz o2 des
hinzugefligten Rauschens. Hierbei handelt es sich um den Anteil des
Fehlers, der sich nie entfernen lisst, egal welchen Schétzer wir nutzen.
Der zweite Term quantifiziert, wie stark g(x) von der Regressionsfunktion
E[r|z] abweicht. Dies héngt wiederum vom Schétzer und dem Datensatz
ab. Es kann passieren, dass g(z) fiir eine Stichprobe eine sehr gute
Anpassung darstellt, wohingegen es fiir eine andere Probe eine eher
schlechte Anpassung bietet. Um zu bewerten wie gut ein Schétzer g(-) ist,

BESTIMMTHEITS-
MASS
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bilden wir den Durchschnitt seines quadratischen Fehlers fiir verschiedene,
mogliche Datensétze.

Der Erwartungswert (Durchschnitt {iber Stichproben X, welche alle
von der Grofie N sind und derselben gemeinsamen Verteilung p(r, x)
gehorchen) ist (man nutze Gleichung 4.11):

Ex|(Elr|z] — g(x))*|a]
= (Blrla] — Ex[g(x)])’ + Ex[(g(x) — Ex[g(=))?] . (4.36)

Verzerrung Varianz

Wie wir bereits besprochen haben, misst die Verzerrung, wie stark g(x)
vom Zielwert abweicht, ohne dabei den Effekt variierender Stichproben
einzubeziehen, und die Varianz gibt an, wie stark g(z) bei variieren-
der Stichprobe um den Erwartungswert E[g(z)] herum fluktuieren. Wir
wollen, dass beide Werte klein sind.

Betrachten wir nun ein didaktisches Beispiel. Um die Verzerrung und
die Varianz zu schétzen, generieren wir eine Menge an Datensétzen
X; = {xl,rt},i =1,...,M anhand einer bekannten Funktion f(-) mit
zugefiigtem Rauschen, nutzen jeden Datensatz, um einen Schitzer g;(-)
zu formen und berechnen dann Verzerrung und Varianz. Man beachte,
dass dies im realen Leben nicht moglich ist, da wir weder f(-) noch die
Parameter des zugefiigten Rauschens kennen. Dann lisst sich Elg(x)]

mit Hilfe des Durchschnitts von g;(+) schitzen:
M
Die geschéitzte Verzerrung und Varianz ist

Verzerrung? (9) = % Z[ﬁ(xt) — f(ﬂl?t)]2 )

Varianz(g) = ﬁ ZZ[gz(xt) —g(=")?.

Betrachten wir nun einige Modelle unterschiedlicher Komplexitat. Das
einfachste ist eine konstante Funktion:

gi(z) =2.

Dieses Modell hat keine Varianz, da wir die Daten nicht nutzen und
alle g;(x) gleich sind. Die Verzerrung ist jedoch sehr hoch, es sei denn
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natiirlich, dass f(x) nahe 2 fiir alle = liegt. Nehmen wir den Durchschnitt
von 7t in der Stichprobe

9i(x) = Z ri/N
t
anstelle der Konstanten 2, so verringert sich dadurch die Verzerrung, da
wir erwarten wiirden, dass der Durchschnitt im Allgemeinen eine bessere
Schétzung liefert. Dadurch erhéht sich allerdings die Varianz aufgrund
der Tatsache, dass die verschiedenen Stichproben X; unterschiedliche
Durchschnittswerte haben wiirden. Normalerweise wiirde in diesem Fall
die Verringerung der Verzerrung stérker sein als die Zunahme an Varianz;
der Fehler wiirde sich ebenfalls verringern.

Im Zusammenhang mit der Polynomregression findet sich ein Beispiel in
Abbildung 4.5. Mit zunehmendem Grad des Polynoms verursachen geringe
Verdnderungen im Datensatz eine stirkere Verdnderung in den angepass-
ten Polynomen; somit erhéht sich die Varianz. Ein komplexes Modell
erlaubt jedoch im Mittel eine bessere Anpassung an die zugrundeliegende
Funktion; daher verringert sich die Verzerrung (siehe Abbildung 4.6). Dies
nennt man das Verzerrung/Varianz-Dilemma, was fiir jedes maschinelle
Lernsystem zutrifft und nicht nur fiir die polynomiale Regression (Geman,
Bienenstock und Doursat 1992). Um die Verzerrung zu verringern, sollte
das Modell flexibel sein, auf Kosten des Risikos einer hoheren Varianz.
Wird die Varianz niedrig gehalten, ist es uns moglicherweise nicht mog-
lich, eine gute Anpassung an die Daten vorzunehmen und wir erhalten
eine starke Verzerrung. Das optimale Modell ist das, welches den besten
Kompromiss zwischen Verzerrung und Varianz findet.

Auftretende Verzerrung ist ein Zeichen dafiir, dass unsere Modellklasse
die Losung nicht enthélt; dies bezeichnet man als Unteranpassung. Bei
bestehender Varianz ist die Modellklasse zu allgemein gehalten und lernt
auch das Rauschen; hierbei spricht man von Uberanpassung. Wenn g(*)
und f(-) aus derselben Hypothesenklasse stammen, beispielsweise einem
Polynom gleichen Grades, so haben wir einen verzerrungsfreien Schétzer
und die geschétzte Verzerrung verringert sich mit zunehmender Zahl
an Modellen. Hierbei wird der fehlerreduzierende Effekt bei korrekter
Modellwahl sichtbar (was wir in Kapitel 2 mit induktiver Verzerrung
bezeichneten — die zwei Verzerrungsarten sind unterschiedlich aber ver-
wandt). Auch die Varianz héngt von der Grofe des Datensatzes ab; die
Variabilitat aufgrund der Stichprobe verringert sich mit zunehmender
Stichprobengréfse. Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass ein niedriger
Fehlerwert erzielt wird, wenn die entsprechende induktive Verzerrung
vorliegt (um eine niedrige Verzerrung im statistischen Sinne zu gewéhrleis-
ten) und wir einen ausreichend grofen Datensatz verwenden, so dass die
Variabilitdt des Modells mit Hilfe der Daten im Zaum gehalten werden
kann.

Man beachte, dass bei grofser Varianz die Verzerrung niedrig ist. Dies
deutet darauf hin, dass g(z) ein guter Schétzer ist. Um einen kleinen

VERZERRUNG /
VARIANZ-DILEMMA

UNTERANPASSUNG

UBERANPASSUNG
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(a) Funktion und Daten (b) 1. Grad

o

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
(c) 3. Grad (d) 5. Grad
5 5
0 0
5 5
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Abb. 4.5: (a) Funktion f(z) = 2sin(1,5x) und ein verrauschter (A(0,1))-
Datensatz, der nach der Funktion gezogen wurde. Fiinf Stichproben werden
gezogen; jede enthilt 20 Instanzen. (b), (¢), (d) sind fiinf polynomiale An-
passungen, namlich g;(-) des 1., 3. und 5. Grades. Fiir jeden Fall stellt die
gepunktete Linie den Durchschnitt, ndmlich g(-), der fiinf Anpassungen dar.

Fehlerwert zu erhalten, kénnen wir eine groffe Anzahl an Modellen mit
hoher Varianz nutzen und deren Durchschnitt als unseren Schitzer ein-
setzen. Derlei Anséatze fiir die Kombination von Modellen werden wir in
Kapitel 17 besprechen.

4.8 Modellauswahl

Es gibt eine Zahl an Prozeduren, die wir fiir die Feinabstimmung der
Modellkomplexitéit nutzen konnen.

Die Methode, auf die wir in der Praxis zuriickgreifen, um die optimale
Komplexitdt zu bestimmen, ist das Kreuzvalidierungsverfahren. Wir
koénnen zwar nicht die Verzerrung und Varianz fiir ein Modell berechnen,
den gesamten Fehler aber schon. Einen vorliegenden Datensatz zerlegen
wir in zwei Teile als Trainings- und als Validierungsdatensatz, iiben in
Frage kommende Modelle unterschiedlicher Komplexitéit und testen deren
Fehler auf dem Validierungssatz, der beim Uben auken vor gelassen wird.
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3.5

2.5

/

1+ Verzerrung

Abb. 4.6: Abgebildet sind unter den gleichen Voraussetzungen wie in Abbil-
dung 4.5 bei Verwendung von 100 statt 5 Modellen die Verzerrung, Varianz
und der Fehler fiir Polynome des 1. bis 5. Grades. Der 1. Grad besitzt die
niedrigste Varianz. Der 5. Grad weist die geringste Verzerrung auf. Wenn der
Grad erhoht wird, verringert sich die Verzerrung, die Varianz jedoch nimmt zu.
Der 3. Grad besitzt den minimalen Fehler.
