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Geleitwort

Die Informatik ist eine Schliisseltechnologie und bestimmt ganz wesentlich die
Zukunft unserer Gesellschaft. Aktuell spielen hier zwei Themen eine herausra-
gende Rolle. Die Kiinstliche Intelligenz (KI) und die Bioinformatik. Beide Dis-
ziplinen nehmen in Deutschland und weltweit eine taktgebende Rolle im Bereich
der Wissenschaft und Industrie ein. Die KI basiert auf den Arbeiten des maschi-
nellen Beweisens und wurde in Deutschland in den 60er-Jahren des letzten
Jahrhunderts etabliert. Die Bioinformatik basiert auf den Arbeiten der Sequenz-
analyse und wurde in Deutschland zu Beginn der 90er-Jahre etabliert. Uberhaupt
liegen die Stirken der deutschen Informatik in der Anwendung. So bestimmen
die deutschen Wissenschaftler schon seit Jahren das Geschehen u. a. auf den
oben genannten Gebieten. Grundlegend sind dabei die Methoden der Informa-
tik. In diesem Rahmen setzt das vorliegende Buch an, welches den Studierenden
den Einstieg in diese Art der Informatik bietet. Die Welt der Informatik ist dis-
kret. Aus diesem Grund startet das Buch mit den Grundbausteinen der diskreten
Mathematik, um genau diesen mathematischen Unterbau zu leisten. Im nichsten
Kapitel wird diese diskrete Welt der Informatik prisentiert. Automaten und for-
male Sprachen bilden einen wesentlichen Kern der Informatik. Dariiber hinaus
dominieren sie den Bereich der Modellierung und Simulation. Die Begriffe Ent-
scheidbarkeit und Komplexitidt werden ebenfalls in diesem Abschnitt eingefiihrt.
Beide Begriffe gehoren zum Fundament der Informatik. Dass es unentscheid-
bare Probleme gibt, ist der Menschheit erst Anfang des letzten Jahrhunderts klar
geworden. Hier handelt es sich um eine grundlegende Erkenntnis, weil gerade der
Informatiker zu Beginn eines jeden Projektes diese Problemfrage klidren muss.
Erst die nachgewiesene Entscheidbarkeit des vorliegenden Problems kann die
algorithmische Problemldsung einleiten. Der zweite fundamentale Schritt ist die
Kldrung der Komplexititsfrage des zu losenden Problems. Dahinter steckt die
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Vil Geleitwort

Frage, ob ich das Problem in einer fiir den Nutzer praktikablen Zeit algorithmisch
I6sen kann oder ob ich aufgrund der hohen Komplexitit approximative Losungen
suchen und anwenden oder entwickeln muss. Der Algorithmus, also die Entwick-
lung des problemlésenden Verfahrens, ist der zentrale Begriff der Informatik und
wird hier im darauffolgenden Kapitel prisentiert. Hdufig lassen sich Probleme
nur mittels geeigneter Heuristiken oder approximativer Verfahren 16sen. Genau
hier setzt u. a. die KI an und hat in den vergangenen Jahren eine Vielzahl von
Methoden zur Losung sogenannter ,,Harter Probleme* entwickelt. Die Wissens-
basierten Systeme und Neuronalen Netze bilden hier sicherlich ein Highlight der
Kiinstlichen Intelligenz. Diese Suche nach approximativen Verfahren stellt auch
wieder eine Briicke zwischen Kiinstlicher Intelligenz und der Bioinformatik dar.
Auf der Suche nach approximativen Methoden schauten die Wissenschaftler in
die Welt der biologischen Systeme und identifizierten biochemische Mechanis-
men. Letztlich wurden diese Kernmechanismen in die Welt der Algorithmen-
theorie iibersetzt. So entstanden die Neuronalen Netze als ,,Abfallprodukt™ der
Neurophysiologie und die Genetischen Algorithmen als ,,Abfallprodukt® der
Evolutionstheorie. Das vorliegende Buch gibt den Studenten die Chance eines
schnellen Einstieges in die Kerngebiete der Informatik. Das Buch ist aufgrund der
vorgenommenen Auswahl und der kompakten Prisentation gelungen und kann
somit im Rahmen der Ausbildung eine katalytische Funktion iibernehmen.

Prof. Dr. Ralf Hofestédt
AG Bioinformatik und Medizinische Informatik
Universitit Bielefeld



Vorwort

Informatik ist eins der bedeutendsten Studienficher unserer Zeit; dieses Gebiet
wissenschaftlich zu durchdringen und nach vorne zu bringen bedarf der hells-
ten Kopfe. Daher richte ich dieses Einfiihrungs-Werk zundchst an den Nach-
wuchs, die Studierenden (und natiirlich ebenso an die Dozent*innen/Prof.,
die es empfehlen mogen ). Bringen Sie Fleil und geistige Frische mit; auch
zukiinftig erfordern fortschrittliche Losungen und neue Ideen ein hohes Maf} an
Abstraktions-Vermogen, Ausdauer und Kreativitét.

Ich wiinsche mir natiirlich, dass weniger Anfinger*innen letztlich ,,die Grit-
sche machen®, die Schwund-Quote also sinkt, um mehr Studierwillige in’s Reich
der -fahigen - heriiber zu retten; diese Handreichung moge als gutmiitiger Ein-
stieg dienen.

Das lebendige Gebiet der Informatik hat sich selbstverstindlich ldngst ein
Fundament erarbeitet, Beziehungen zu Nachbar-Disziplinen etabliert und viele
Anwendungs-Terrains erobert. Dieses schlanke Biichlein mochte nun mit seinen
Bausteinen einige Aspekte bequem in wenigen Grundziigen beispielhaft vorstellen.

Diskrete Mathematik bildet die Basis. Wihrend die Schul-Mathematik eher
kontinuierliche Funktionen handhabt, hat man es in der Informatik mehr mit dis-
kreten Abbildungen (mit einzelnen Punkten) zu tun. Grundlegendes wie verstindli-
che Darlegungen der Funktions-Eigenschaften injektiv und surjektiv sind natiirlich
ebenso Bestandteil wie der Begriff einer partiell definierten Funktion — was fiir die
im Anschluss daran prisentierte Unberechenbarkeit = von tragender Bedeutung
ist. Zu letztgenanntem Thema trigt auch die Potenz-Menge einer (1-fach) unend-
lich groBen Grund-Menge bei — weshalb Mengenlehre (auch wenn’s naiv ,,very
basic* klingt) hier nicht fehlen darf. (Die Groenordnung der 1./kleinsten Unend-
lichkeits-Stufe illustrierte ich in einem TED*-Vortrag.) Auch Beweis-Prinzipien
gehoren in jeden Mathe-Kanon. Fiir die Informatik ebenso bedeutsam halte ich die
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Zihl-Techniken, darunter auch zwei Klassiker: Das Schubfach-Prinzip (,,Verteilung
in Taubenhohlen® [,,pigeonhole principle {Party = bei Nicht-Injektivitit}]) und
die zunéchst harmlos daherkommende Quotienten-Regel, die bei der Berechnung
der Anzahl Aquivalenz-Klassen aufblitzt. Sodann gelangen wir zu den ersten
Highlights: Griile aus der Kombinatorik-Kiiche und das Mathe-Kreativitits-Tool
Rekurrenz-Relation. Auch das immer schon wichtige und aktuelle Thema
(mathemat.) Kryptologie ist enthalten. Hier findet sich die Primfaktor-Zerlegung
ebenso wie die Teilbarkeit. Der Kleine Satz von Euler/Fermat fiihrt uns gar zum
RSA-Verfahren (asymmetrisches offentlich-privates Ver- und Entschliisseln).

Theoretische Informatik erlaubt prinzipielle Aussagen zum Laufzeit-Verhal-
ten von Algorithmen und zur Entscheidbarkeit von Problemen; es gibt in der Tat
unentscheidbare Fragestellungen, welche selbst ein Rechner nicht in ihrer allge-
meinsten Form algorithmisch 16sen kann. Das Kapitel legt sich erst die Basis via
Platz- und Zeit-Komplexitit und gelangt dann ziigig zum prominentesten noch
offenen Problem der Informatik: ob die sogenannten NP-vollstindigen Probleme,
welche bisher nur sehr ineffizient (in exponentieller Zeit) losbar sind, tatsédch-
lich nicht doch effizient (polynomiell) zu knacken sind. Sodann behandeln wir
sowohl Formale Sprachen als auch die korrespondierende Automaten-Theorie.
Den Hohepunkt bildet abschlieend die beriihmt-beriichtigte Unentscheidbarkeit.

Algorithmik beheimatet effiziente Berechnungsmethoden (z. B. zum Suchen
und Sortieren via Quick-, Merge- bzw. Heap-Sort) sowie die Abwigung ver-
schiedener Strategien (rekursiv [,,top-down* {,,divide-&-conquer*‘}] bzw. iterativ
[,,bottom-up* {,,dynamic programming*}]). Hier beleuchten wir ebenfalls noch
die abstrakte Datenstruktur Graph (mit einigen Parametern).

Im Abschluss-Kapitel Kiinstliche Intelligenz kommen endlich die Heuristi-
ken zum Tragen: Genetische Algorithmen, Taboo-Suche, Evolutions-Strategien
(,,Plus*“- bzw. , Komma“-Version) und Simulated Annealing sowie Threshold
Accepting, Record-to-Record-Travel und das Sintflut-Prinzip (,,deluge heuristic*).
Auch das omniprésente ,,deep learning* findet kurz Erwidhnung.

Dem ,,inner circle mag auffallen, dass Diskrete Kombinatorische Optimie-
rung ofters durchscheint, was man mir verzeihen moge — ist dies doch mein Lieb-
lings-(Forschungs-)Thema.

Dieses Biichlein soll den Stud. sowohl zur effektiven Priifungs-Vorberei-
tung als auch als kleines Nachschlage-Werk dienen; meine Granat*en freuen
sich auf jeden Fall darauf, ausgeschriebenes Deutsch (auf der Alb =) vorzufin-
den, in Ergiinzung meiner (oft engl.-sprachigen) Mitmach-Skripte. Die Prignanz
ist gewollt; ausfiihrlichere und Original-Werke finden sich in den thematisch
zugeordneten Referenzen am jeweiligen Kapitel-Ende — womit auf diese Weise



Vorwort Xl

hoffentlich nicht nur Korrekt- sondern ebenso wenigstens etwas Vollstindigkeit
gewahrt ist.

Bedanken mochte ich mich noch fiir das kooperative ,,Ok* zur bequemen
Ubernahme einiger Passagen aus meinem friiheren Buch Diskrete Mathematik —
Grundlage der Informatik (damals Oldenbourg Wissenschaftsverlag) seitens
der Walter de Gruyter GmbH. Selbstredend gebiihrt dem Lektorinnen-Team des
hiesigen Verlags Springer Nature Vieweg Fachmedien, Dipl.-Inf. Sybille Thelen
und Dr. Sabine Kathke, mein herzliches Dankeschon; sie coachten dieses Projekt
geduldig bis zum Finale. Nun ist's vollbracht: Auf geht's — Viel Spaf3!
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Diskrete Mathematik 1

Dieses Thema kommt seltsamerweise hidufig zu kurz — ein Grund mehr, hier einige
Sachverhalte zu prisentieren. Gewisse Grund-Begriffe setzen wir schon voraus,
wie bspw. Natiirliche Zahlen, Wert-Zuweisung, Teil-Menge, Relation und Boole-
sche Algebra. Wihrend im Kontinuierlichen ein Schaubild oft ein durchgehender
Graph ist, sind hier die gesuchten Losungen einzelne (,,diskrete =) Punkte; dies
klingt zunéchst nach einer eher einfacheren Struktur, macht’s aber letztlich schwie-
riger. Das Thema erfordert einen Abstraktionsgrad, der typisch ist fiir Informatik-
Grundlagen.

1.1 Grundstock

Eine Funktion bildet jedes Element aus der Definitions-Menge D (,,vorne*) auf
genau 1 Element der Werte-Menge W (,,hinten‘) ab; alle dort getroffenen Elemente
bilden die Bild-Menge. Wird kein W-Element mehrfach ausgewihlt, bekommt also
jedes D-Element sein eigenes W-Element, nennt man die Funktion injektiv. Wird
jedes zur Auswahl stehende Werte-Element tatsdchlich getroffen, demnach die
Werte- (=nier Bild-)Menge komplett ausgeschopft, nennt man die Funktion surjek-
tiv. Eine sowohl in- als auch surjektive Funktion nennt man bijektiv — womit man
Zugriff auf gleich zwei Funktionen hat: eine fiir die etablierte Richtung von D nach
W (die ,,Hin-Richtung” =) und eine fiir die umgekehrte (,,Riick-“)Richtung von
W nach D (die sogenannte Inverse, die als Eingabe den urspriingl. Ergebnis-Wert
nimmt und den initialen Eingabe-Wert als Ausgabe liefert). Diese so eingefiihrte Art
einer Funktion nennt man total (definiert), da alle D-Elemente definiert sein miis-
sen. Ist dies fiir gewisse Anwendungen unnétig, hinderlich oder weifl man nichts
Genaues iiber die Eingabe, so ldsst man die Forderung der totalen Definitions-Breite

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019 1
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2 1 Diskrete Mathematik

weg und begniigt sich mit der Definition nur gewisser Eingaben, welche bekannt
bzw. bedeutsam sind; eine solche Funktion heilt partiell (definiert).

Manchmal braucht man eine mehrgliedrige Eingabe, dies sogar oft in den einzel-
nen Input-Dimensionen auf vollig unterschiedlichen Einzel-Definitionsbereichen
(=: §; im Folgenden) — weshalb wir nun das Cartesische Produkt beleuchten:

C::_gi Si =8 x § x 8§53 x ... x S,

ir=1

={(e1,e2,€3,...,e5) |, €8;, 1 <i <nj,

welches man so lesen kann: ,,Menge aller n-Tupel (e, ..., e,), wobei das einzelne
e; aus der jeweilig dazugehorigen Menge S; stammt (dabei lduft i zwischen 1 und
n)“. Jedes Element ¢; hat seine genaue Position i im Tupel. Im Folgenden zihlt
| - - - | die Anzahl der (=: #) Elemente in der endlichen Menge:

n
ICI = 18111820 - 1S3] - ...« ISu] = [ ] ISil-

i=1

Beispiel: 1 <i <n, S; :=B:={0, 1};
IC| = |B"| = |B|" =2".

|M| nennt man die ,,Kardinalitit einer Menge M, ihre GroBen-Ordnung: es ist
dies im Endlichen deren Elemente-Anzahl und im Unendlichen ihre Unendlichkeits-
Stufe; weiteres Stichwort hierzu ist u.g. ,(verallgemeinerte) Kontinuums-
Hypothese*.

1.2  Mengenlehre

Dieses Thema klingt hier bestimmt zunéchst als zu einfach, spielt aber schon gleich
im Folge-Kapitel Theoretische Informatik (Schlagwort ,,Unberechenbarkeit”) eine
tragende Rolle.

Eine ganz wichtige Menge dabei ist die Menge aller Teil-Mengen einer
(Grund-)Menge S — Potenzmenge (,,power set“) P(S) :={s | s € S} — in man-
chen Werken mit 2° bezeichnet, u. a. aus folgendem Grund: Gegeben |S|; dann gilt
fiir endliche Mengen:

IPS) =25 =215 > |§] > 0.



1.3 Beweis-Prinzipien 3

Das >-Zeichen gilt auch fiir unendliche Grund-Mengen; nimmt man bspw. § := N/,
dann fiihrt die Konstruktion der Potenz-Menge P(A) zu einer hoheren Stufe der
Unendlichkeit (,,liberabzdhlbar) als die ,,abzahlbar* unendlich gro3e Grund-Menge
N mit deren Kardinalitits-Bezeichnung wj).

Die (ver)allgemeine(rte) Kontinuums-Hypothese besagt nun:

. i—1
i1y < w;i =P NI

Einige grundlegende Begriffe brauchen wir noch auch fiir ganz gewthnliche Men-
gen: Lisst sich bspw. eine endliche Grund-Menge in p nicht-leere Teilmengen A;
aufteilen, welche alle gegenseitig disjunkt sind, also in beliebigen Schnitt-Paar-
Kombinationen keine gemeinsamen Elemente haben, aber vereinigt die Grund-
Menge S bilden, so haben wir eine

p-gliedrige Partition
PS = {Al,Az,A3, ...,Ap}, p::|Ps|;
Da es keine Schnitt-Elemente gibt, gilt fiir die Anzahl in S:
p p
IS =1{J Al =) 14l
ir=1 ir=1

Die oft benétigten Mengen-Operationen Durchschnitt (M) und Vereinigung (U) ver-
halten sich lt. folgenden beiden Distributiv-Gesetzen iibrigens dual zueinander:

ANBUC)=ANBUMANC); AUBNC)=(AUB)N(AUC).

1.3 Beweis-Prinzipien

Ein solcher Abschnitt gehort nun einmal zum Standard-Kanon:

Induktions-Beweis

Dieses Vorgehen folgt immer dem gleichen Schema: Erst zeigt man die Giiltig-
keit auf einer sehr elementaren Basis (ng), einer ganz kleinen Zahl, nimmt die
zu beweisende Behauptung fiir einen allgemeinen Fall (z. B. n — 1) als giiltige
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Hypothese an und zeigt dann in einem konstruktiven Schritt (z. B. von n — 1 nach
n), dass diese Hypothese, nun erweitert auf die nidchstgroere Struktur (z. B. n),
exakt der Behauptung entspricht. Notationell wird die Ersetzung der Vorginger-
Struktur durch die Hypothesen-Formel im jeweiligen Schritt durch ,,!* signalisiert.
Somit zeigt man, dass die Struktur der zu beweisenden Aussage durch das kon-
struktive Problemlosungs-Prinzip von der Losungs-Formel abgedeckt wird. Das
nun folgende Beispiel illustriert diese traditionelle Beweis-Technik:

Anzahl Kanten im ,,vollstindigen Graphen*:

Gegeben sind eine Menge V (vertices) von n Knoten (nodes) und eine Menge E

(edges) von Kanten, wobei von jedem Knoten genau eine Kante zu jedem anderen

Knoten fiihrt; Richtungen gibt es dabei keine — nur ungerichtete Verbindungen.
Sein :=|V|, e, := | E|; dann gilt folgende Behauptung:

n-(n—1)
e = ———.
2

Beweis: Induktion iiber n:

1. Basis: ng:=1
Prinzip: e, = 0 (# Kante bei 1 Knoten);
Formel: e, =1-(1 -1)/2=0=¢y,.
Das Prinzip wird von der Formel abgedeckt.
2. Hypothese:

en—1 =

n—=1D-(n-1D-1 [_ (n—1)~(n—2)]
2 o 2 ’

3. Schritt: (ng <)n — 1 — n (> ng)
Idee: Die Kanten des néchstkleineren vollstindigen Graphen werden weiterhin
gebraucht, und der Knoten n wird zu allen vorhandenen n — 1 Knoten via jeweils
einer weiteren Kante angebunden:

enp:enfl'i‘(n_l)
L=D-0=2) 22—

2 2
_(m=242)-(n—-1)
B 2
n-(n—l)_

(770
2 F
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Der Beweis der Behauptung ergibt sich demnach durch das Aufsetzen eines kon-
struktiven Schrittes auf die Hypothese und somit durch das prinzipielle Uberfiihren
eines Welt-Ausschnitts in eine Formel, welche initial fiir einen Start-Fall (idealer-
weise den kleinstmdglichen) erfiillt sein muss.

Direkter Beweis

Bei diesem Vorgehen startet man bei einer sicheren Ausgangs-Basis, macht einige
giiltige Schritte, um direkt die Behauptung zu liefern. Um den Vergleich verschie-
dener Beweisverfahren zu erleichtern, wenden wir das Prinzip Direkter Beweis auf
das bereits vorgestellte Beispiel an:

n-(n—1)
€n=f.

Beweis: direkt:

e =142434+...+m—-3)+n—-2)+n—1);
+[n—-D+m—-2)+m—-3)+...+34+2+1]

2-ep=n-(n—1)] :2
—
n-(n—1)
en = —
Die Summen-Bildung der ersten n natiirlichen Zahlen nach der Gauf3-Formel ist
,common folklore“: Y %._;i =n-(n+1)/2.

Indirekter Beweis

Es gibt Situationen, da lisst sich eine Behauptung schlecht direkt beweisen; dann
konnte es immer noch via Widerspruch des Gegenteils klappen: indirekt, was wie
folgt funktioniert —

Kontrapositions-Logik:

| —r << —-r — -l
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Dies kann man sich leicht via ,,wenn-dann* oder/und einer booleschen Wahrheits-
Tafel vergegenwirtigen.

Von den vier moglichen Werte-Belegungen fiir das Pirchen (I, r) evaluiert die
Implikation [— ] nur im Fall (1, 0) zu false.

1.4 Zahltechniken

Dies ist mein hiesiger Lieblings-Abschnitt — und zentral fiir weitere Themen, wie
Wahrscheinlichkeits-Theorie (Kombinatorik des Stichproben-Raums im Nenner)
oder fiir die Spiele-Programmierung (ob mit oder ohne kiinstliche Intelligenz -=).

Summen-Regel

Gegeben seien m Fille a n; (1 < i < m) verschiedener Optionen; dann ist die
(An-)Zahl differierender Moglichkeiten

m

i=1

Betrachten wir ein Mini-Informatik-Beispiel:
Die (Zeichen-)Lédnge [ eines Zugangs-Kennwortes soll zwischen 1 und 3 liegen; bei
[ := 1 darf beliebig eine Ziffer oder ein Vokal benutzt werden, bei / := 2 muss eine
Ziffer vorangestellt werden und bei [ := 3 zusitzlich vorne ein Vokal stehen.
Frage: Wie viele Kennwort-Moglichkeiten gibt es?
Antwort:

3
z:Zni:|{0,1,2,...,9}U{a,e,i,o,u}|+10-15+5-150
=1
=15-(1+10+5-10) = 15-61 = 915.

Zusatz-Frage:

Welches z ergibt sich, wenn wir die Zeichenkette nun von der anderen Seite kom-
mend entwickeln, d. h. beil := 1 zuniichst einen Vokal fordern, bei [ := 2 dahinter
eine Ziffer verlangen und bei / := 3 abschlieend entweder eine Ziffer oder einen
Vokal vorsehen? Bevor Sie’s ausrechnen: Wird nicht eh das Gleiche dabei heraus-
kommen? Hier nun die
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Zusatz-Antwort:

3
2= ni=5+5-10+50-15
i:=1

=5-(1+104+10-15) =5-161 = 805 # 915.

(Einer der 3 in der Summen-Formel genannten Summanden ist jedoch selbstver-
stiandlich identisch mit dem gleichnamigen Summanden aus der ersten Antwort.
Welches n; ist’s?)

Produkt-Regel

Gegeben seien m (unterschiedliche) Schritte (Positionen) an; (1 < i < m) verschie-
dener Optionen (bzw. Belegungen); dann ist die (An-)Zahl differierender Moglich-

keiten
m
Z= l_[ n;.

ir=1
Betrachten wir ein Standard-Beispiel der Informatik:
die Bestimmung der (An-)Zahl der Kodier-Mdoglichkeiten eines m-stelligen Bit-
Vektors (Binédr-Zeichenkette mit vorgegebener Linge / := m und Belegungs-
Optionen auf jeder Position aus der 2-wertigen Menge B := {0, 1}).
Frage: Wie viele Kodier-Moglichkeiten gibt es?

Antwort:
m

z=[[m=1B"=2"(=18") .

i:=1

Quotienten-Regel

Gegeben sei eine Aufteilung einer n-elementigen Menge S in gleichgrofe Teilmen-
gen a (0 <) m (< n) Elemente; dann ist die (An-)Zahl dieser Teilmengen

n
=
m
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Betrachten wir ein interessantes Beispiel aus der Welt der Permutationen (genauer
im gleich folgenden Abschn., Permutationen®): die (An-)Zahl unterschiedlicher
zyklischer Vertauschungen m verschiedener Elemente.

Frage:
Wie viele verschiedene Moglichkeiten der Anordnung, bezogen auf ,,befindet sich
genau 1 Position links (bzw. ,,rechts®, je nach Blick-Richtung) neben*, von m Perso-
nen an einem Rund-Tisch gibt es, wobei es auf die Zuordnung zu Tisch-Positionen
selbst nicht ankommt?

Antwort (,,! steht fiir die ,,Fakultit”, ausfiihrlich ab Abschn. ,,Permutationen‘):

z=n/m=m!/m=m—1D! -m/m=m-—1)!.

Erlduterung:

S :=Menge aller moglichen Anordnungen von m Personen; | S| =m!=: n. Jeweils m
Rund-Anordnungen bilden eine Aquivalenz-Klasse von ineinander iiberfiihrbaren
gleich-guten Anordnungen, vertreten durch 1 Représentanten. Dann gibt z = n/m
die (An-)Zahl unterschiedlicher Reprisentanten an, also die # Aquivalenz—Klassen,
wobei jede eine Teilmenge aller Anordnungen nur zyklisch verschobener Elemente
darstellt.

Schubfach-Prinzip

Diese einfache, jedoch sehr niitzliche, Uberlegung (aus 1834 — Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet) ist auch bekannt unter dem Begriff ,,pigeonhole principle* bzw.
,,Verteilung in Taubenhohlen®: r T auben fliegen in 2 H 6hlen; dann gibt es zumindest
1 Hohle mit mindestens folgender Anzahl Tauben:

_ t
=17l
[r] realisiert dabei eine Rundung nach oben, zur kleinsten natiirlichen Zahl groer
oder gleich r.

Beispiel: Priifungs-Organisation
t := # StudensINNen, & := # Priifungs-Réumlichkeiten.

Dann ist es nicht moglich, dass in jedem Priifungsraum weniger als z Studierende
sitzen; positiv formuliert: es gibt (zumindest) 1 Raum mit mindestens z := [t/h]
Studierenden.
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Ilustration: Gegeben sind die Werte ¢ := 65 und h := 3.
Frage: Welche Zahl ergibt sich fiir z?

Antwort: 65 6312 5
+
¢ (J [ 3 W { +3W

Es reicht nicht aus, in jeden Raum nur 21 Stiihle zu platzieren; zumindest in einem
Raum miissen mindestens 22 stehen (nicht Studierende, -~ sondern Stiihle zur Ver-
fligung).

Permutationen

Hier geht es um die Anzahl verschiedener Reihenfolgen von n Objekten; sind alle
n verschieden, bietet sich folgende Uberlegung an: Objekt 1 hat natiirlich nur
1 Reihenfolge. Objekt 2 kann vor das erste oder hinter das erste Objekt plat-
ziert werden: 1 - 2 = 2. Objekt 3 kann vor’s erste, vor’s zweite oder hinter’s
zweite gesetzt werden, unabhéngig der 2 Moglichkeiten der Platzierung dieser zwei
anderen Objekte —also 2 -3 = 6. Objekt 4 kann vor’s erste, vor’s zweite, vor’s dritte
oder hinter’s dritte gelegt werden, unabhiingig der 6 Moglichkeiten der Platzierung
dieser drei anderen Objekte, demnach 6 - 4 = 24, usw. Das Ergebnis ergibt sich per
inkrementellem Produkt:

1'2~3-...-n=:li[i=:n!

i=1

— genannt ,,n-Fakultit*. Dabei gilt: 0! = 1, da (n — 1)! = n!/n[~¢. Die nichsten
7 Fille sollte man auch noch parat haben, zur Not via n! := (n — 1)! - ni>o:
..., 11 = 5040. Die Fakultit liefert friith groBe Werte; diese Funktion wichst gar
exponentiell, was einfach zu sehen ist (n! = [\ i >p=a; [[7.o12 = 2"; bei i
wichst der Faktor weiter — bei 2 nicht). So ist bspw. 13! bereits 6.227.020.800 und
70! > 10'%0 (=: 1 ,,Googol*).

Wie viele sichtbar verschiedene Anordnungen von n Objekten gibt es jedoch, wenn
einige gleich sind — wenn gar mehrere verschiedene Gruppen jeweils identischer
Objekte existieren?

Wir hitten k1 Objekte des Typs 1, k> des Typs 2, k3 des Typs 3, usw., k; des Typs

Js Zij;:1 k; =: n. Die gesuchte Losung bringt uns der sogenannte
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Multi-Nomial-Koeffizient:

_ (Zz,zl ki)! = n
kj) = ki ... kj! B H{::](ki!).

Hier bildet man Cluster gleicher Giite, sogenannte Aquivalenz-Klassen, Mengen
gleichwertiger Gebilde; dividiert man nun durch deren jeweilige Kardinalitit, erhalt
man die Anzahl der verschiedenen Gebilde.

Wie sieht es aus, wenn man nur irgendwelche k (< n) Objekte permutiert (verschie-
den stellt)? Diese Zahl nennt man

Permutations-Koeffizient:

n!

P(n,k) = m,

da es auf die verschiedenen Platzierungen der restlichen n — k Objekte nicht
ankommt.
Ein anderer Name hierfiir ist fallende Faktorielle von n auf k:

>~

n«

n! (=R TTfoy =k + 1) =]i:[1(n—i)

T -k n —k)! u

Kombinationen

Hier geht es um die Anzahl (,,#°) verschiedener Auswahlen von k aus n Objekten,
also wie viele k-elementige Teilmengen sich aus einer n-elementigen Grundmenge
bilden lassen — # verschiedener Kombinationen (engl.: combinations); dies wird
durch den Kombinations-Koeffizienten C (n, k) ausgedriickt. Der geldufigere Name
lautet: ,,Binomial-Koeffizient" — gesprochen ,,n iiber k*“; formel-mifig ergibt er sich

wie folgt:
n\ n! _J0; n<k (definiert)
k) kl-n—k)! |l m=kv@m=k=0) |

Hier kommt es nicht auf die Reihenfolge der gewihlten k Objekte an, wes-
halb 1 Reprisentant als Vertreter dieser k! moglichen Reihungen ausreicht — was
man dadurch erreicht, indem man den Permutations-Koeffizienten durch k! (die
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Kardinalitit dieser Aquivalenz-Klasse [enthilt ausschlieBlich gleichwertige Ele-

mente]) dividiert:
P(n, k)
Cn, k)= o

Anwendung, : # Aufteilungen:

Wir wollen wissen, wie viele verschiedene Spieler-Aufteilungen es beim Fufiball-
Training gibt, wenn man hilftig aufteilt (so gut es halt geht) — dabei also jede/r mal
in einer anderen Team-Formation spielt:

S := Spieler — Menge, s := |S| > 1;

ps = # (hélftiger) Partitionen
von s Spielern in etwa gleichgro3e Mannschaften M| mit |M| =: m| und M> mit
|M>| =: my (lm1 — m3| < 1), um bspw. die Anzahl verschiedener Trainings-Spiele
zu kennen, bei denen es dabei jeweils zu einer anderen Team-Konstellation kommt.
hy 1= (L;]) Dabei signalisiert |. ..] ,,beliebig runden®.

Behauptung 1:
. %S; s gerade
Ps = hs; s ungerade.

Beweis 1:

1. s gerade: hy = (%) liefert die # Moglichkeiten, Teams der Grofle s/2 zu

bilden; da 2 Mannschaften gegeneinander spielen, zéhlen wir nur die Team-
Pérchen: hg /2.
Beispiel: s := 6,

pe := [{([a,b,cl,[d, e, f]), ([a, b,d], [c, e, f]),
(la, b, el, lc.d, f]), (la, D, f1,[c,d, e]),
(la,c,d], [b,e, f]), (la,c,el, [b,d, f]),
(la,c, f1,1b,d, e]), (la,d, e], [b, c, f]),
(la,d, f1,1b,c,eD), (la, e, f1,[b, c, dD}]

zloz(g—)
2

2. s ungerade: Notation: |r] realisiert eine Rundung nach unten, zur grofiten
natiirlichen Zahl kleiner/gleich r.
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Mathematisch ergibt sich zwar aufgrund der Binomial-Symmetrie (L; J) = ([;])

jedoch ist es einer Spielerin nicht egal, ob sie in Unter- oder Uberzahl agiert —
weshalb der mittlere (zentrale, maximale) Binomial-Koeffizient in beiden Vari-
anten voll zum Tragen kommt.

Beispiel: s = 5,

ps = {(la, b, [c,d, e]), (la, c], [D,d, e]),
([a,d], [, c, e]), (la, €], [D, ¢, d]),
([b,cl, [a,d, e, (b, d], [a, c, e]),
([b, e, [a, c,d]), (¢, d], la, b, e]),
([c,el, [a, b,d]), ([d, €], [a, b, cD}|

5
=10= <L§1> = P6-1)-
2

Behauptung 2:
s :=uungerade,u + 1 =: g gerade (&= g — 1 =u) = pgy = pu

Beweis 2:

g—1 g—1
hg (85/’2) _ Pascal— ( % )+ (%_1)

Pg = 7 = 5~ Dreieck ) =symm.

Beispiel (siehe Beweis 1): pg := pe = 10 = p5 = p—1) =: pu-

Anwendung,: # Trajektorien:

Gegeben sei eine rechteckig-punktierte Gitter-Struktur, bspw. Pixel-Punkte beim
Game-Design; der Ausgangs-Punkt A liegt bei (ay|ay) und der Ziel-Punkt Z bei
(zx1zy); des Weiteren gibt es zwei Dienst- und Service-Stationen D und S, von
denen mindestens eine auf dem Weg von A nach Z bedient wird.

Die Fragestellung lautet: Wie viele verschiedene Optimal-Wege (kiirzester
Linge) sind dabei moglich? Welche Zahl ergibt sich konkret bei folgender Belegung:
A(0]0), D3I1), S(512), Z(8]6)?
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Losung (Hinweis zur konkreten Zahl: 1234 < L < 1324):
Wp, pp, = # Wege P —> P,, ggf. via Bedien-Punkt(e) B.
Allg.:

Wyipvsiz “= Wyp * Wpy T Wyg Wy, — Wy * Wh * Wy

. A-:(O|0)(|dx —ay| + |dy - ay|> ] (|Zx —dy| + |Zy - dy|)
. |dy — ax| lzx — dx|
+ <|Sx —ax| + |sy _ay|> ) <|Zx —sx| + |Zy - sy|)
sy — ax lzx — sxl
_ (dx +dy> ) (|5x _dx|+|sy _dy|) ) (|Zx _le'HZy _sy|>
dy |sx —dx| |Zx —5x]|
Kleine Erlduterung zu diesem Binomial-Koeffizienten-Muster, hier beispielhaft fiir
den ersten Ausdruck in der letzten Zeile: Ausgehend vom Koordinaten-Ursprung
gehen wir mathematisch betrachtet insgesamt d,, + d, Schritte, egal wann in wel-
che(r) Richtung. Davon wihlen wir d, Schritte aus, die wir nicht in y-Richtung nach
oben, sondern nach rechts gehen; alternativ ( ‘;d>) wir wihlen aus der Distanz-
Summe dy Schritte aus, die wir nicht in x—Rlchtur)lg nach rechts, sondern nach oben
gehen, was ja aufgrund der Binomial-Symmetrie identisch ist. Einen Joystick im
achsen-parallelen Gitter bspw. bewegen wir so nur dy + dy, — dy = d, nach rechts
bzw. d, + dy — d; = dy nach oben.
Zwischen-Frage [Antwort etwas weiter unten = ]:

‘Warum wird oben das letzte Produkt mit 3 Faktoren subtrahiert?
Konkret:

341 [8—=3]+1[6—1]
W4 ipvsiz ::( 3 )( 8_3 )

5+2 [8—5+6 2]
(5 )

() (e
() ()= () (59 -(5) (57 6)

_ 6 7-8-9-10 67 7! 43 0

T 5L(10-5) 3. (7 3)! 3041
6- 7 4.2)-9-(5-2 41.5.6-7

=4. @29 ( )+21-7—12-(5-7)

S! 4!. 3!
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6 _ 4 5
=4- 7o 209 22421351235
=4.7-2.9.2421-12)-35
=112-9435.9

=147 - (10— 1)

= 1470 — 147

=1323 [<. 1324]

Antwort auf obige Zwischen-Frage:

Das mittlere Teil-Stiick wurde durch die Summe 2-fach gezihlt, weshalb wir noch
das Ganze durch 1-maliges Subtrahieren neutralisieren mussten; die Technik heif3t
,,Ein-/Ausschluss”, siehe hierzu auch meine im Anschluss genannte Literatur-
Referenz. <

Anwendung_: Ziehen mit Zuriicklegen/geben (,,mit Wiederholung*):

Eine zunichst iiberraschend anmutende Formel ergibt sich, wenn aus einem
hinreichend grofen Vorrat eine Objekt-Art mehrfach gewihlt werden kann:
Lassen wir doch einfach gleich zu Anfang ein leicht vorstellbares Alltags-Beispiel
vom Stapel:

2 Pirchen gehen in eine Bar, in der es 6 Getrinke-Sorten zur Auswahl gibt: Bier
(=: b), Mojito (=: m), Orangensaft (=: o), Sekt (=: s), Tee (=: t) und Wasser
(=: w); von jeder Sorte ist genug da =, jede/r darf wahlfrei nach Belieben (unab-
hingig der Wahl der Anderen) genau 1 ordern. Die Barkeeperin notiert sich lediglich
die Anzahl der jeweils bestellten Sorte, nicht was fiir wen genau. Moglicherweise
schreibt sie traditional-style-like auf einem Zettel in die Kopf-Zeile die Getrinke-
Sorten, jeweils per Strich voneinander getrennt, und in jede Sorten-Spalte so viele
x wie Getrianke der entsprechenden Sorte bestellt sind. Wir bauen mal folgendes
Szenario auf:

Mit dieser most-Kombi mag der Abend dann so iiberraschend beginnen = wie die
zu erarbeitende Formel nachher endet. . . . OK, hier eine andere Bestell-Tabelle:
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‘Was sehen wir? (Sieht auf jeden Fall in der Bar besser aus -=.) Mathematisch finden
sich in beiden Tabellen in der Bestell-Zeile 9 Symbole: 4 x und 5 |. Die 4 Giste
wihlen aus einer potenziell irgendwie anzuordnenden 9er-Symbol-Kombinatorik 4
Getrinke-x (nicht die theoretisch moglichen | [obwohl sich aufgrund der Binomial-
Symmetrie die gleiche Anzahl ergibe]); diese 4 x werden nach Belieben ausgewihlt
und platziert.

Frage: Wie viele verschiedene Bestellungen wéren moglich?

Antwort:

Bei n Sorten und daher n — 1 Trenn-| sowie [ Leuten ergibt sich die Berechnung
der Bestell-Kombinatorik daher wie folgt:

(") =(0)

In einer sogenannten gut sortierten Bar stellt sich die Keeperin nun auf (zunéchst
2) 1 von 126 Bestellungen ein:

([6—1]+4> <5+4> ( ) 5.6-7-8-9
4 9—4 5141
6.7

“4- 2) 9
i =7-2-9

=14~(10—1)=140—14=126.

Ohne Tee [n := 6— 1] wiiren’s bei 1 Pirchen [/ := 4/2] ((;))

_<[5—1]+2)_(4+2>_<6>
- 2 L2 )7
95:3-5:15

2

= |{[b, b], [b, m], [b, 0], [b, 5], [b, w], [m, m], [m, o], [m, s],

[m, w], [0, 0], [0, 5], [0, w], [s, 5], [s, w], [w, w]}].

Bar-Abschluss/Aus-Gang:

Dies moge der erste Bar-Gang gewesen sein. Wie viele Bestell-Kombis wiirden die
Giiste wohl bei einer Verknappung des Angebots auf die Auswahl-Menge {b, m, s}
nach dem g-ten Gang in der dann vorherrschenden Lage sein zu eruieren? Spétestens
bei streng monoton wachsendem g befiirchtet die Barkeeperin das nahende ,,Ziehen
mit Zuriickgeben®. . .=



16 1 Diskrete Mathematik

Aufgabe:

Warum wire in der Original-Konstellation mit n := 6 und / := 4 die Antwort
6* (neben vielen anderen) falsch gewesen?

Losung:

6* ordnet mit jedem 4-Tupel den Gisten das persénlich ausgesuchte Getrink per-
sonalisiert zu; die beispielhafte Zuordnung (¢, s2, 03, m4) wire von (s, 02, m3, ta)
verschieden, obgleich es fiir die Bedienerin einfach auf [m, o, s, ¢] hinauslauft.

All-in

Nun sind wir fast am Ende = dieses Unter-Abschnitts angelangt. Geben wir jetzt
noch mal Alles — und besprechen ein Zihl-Problem, dessen Beleuchtung viele der
bisher dargebotenen Techniken an’s Licht bringt:

Aufgabe:

Bestimme die Anzahl w der W érter (aus Buchstaben bzw. Ziffern), deren Léange
[ zwischen /1 (> 0) und I, (> [y) liegt, und dabei mindestens 1 Ziffer aufweisen.
Berechne w auch noch fiir die konkrete Auspragung /1 := 1 in Verbindung mit
I, := 3. Hinweis: Es sind zwei Varianten denkbar —,,destruktiv von allen méglichen
Belegungen ausgehend die unerwiinschten zu entfernen oder ,.konstruktiv gleich
nur die erwiinschten zu bilden. Beweise sodann beide geschlossenen Formeln und
auch die Aquivalenz der zwei Varianten. Nutze folgende Notation:

B := Buchstaben :={a, ..., z}, |B| =: 8 =26

D := (,digits*) Ziffern := {0, ..., 9}, |[D| =:6§ =10

A := Alphabet aller Symbole, A := B U D

a := |A| =partition B+ =36

[ := Liange eines Wortes (> 0)

w := Worter-Anzahl (# o. g. Zeichenketten)

w(lp) :=# Worter bis zur (Hochst-)Lange /; (> Mindest-Léange /1 > 0).

Losung:
1. Variante:
Fiir die (/2 — 1 4+ 1) verschiedenen Kennwort-Lingen werden von allen Belegungs-

Moglichkeiten jeweils diejenigen entfernt, welche ausschlielich Buchstaben tra-
gen; es verbleiben genau die Worter, welche mindestens 1 Ziffer haben:
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)
wi = Z(al —/3[).

1:=l;

Hintergrund:

Verschiedene Wort-Lingen produzieren unterschiedliche Kenn-Worter; es liegt eine
Partition vor — wir erzielen demnach die Anzahl Moglichkeiten dieser Fille iiber die
Summen-Regel, weil bei der Erhohung der Wort-Lingen neue Kodierungen einfach
hinzukommen. Die Differenz ergibt sich aufgrund der Notwendigkeit, von allen
prinzipiell moglichen Belegungen die reinen Buchstaben-Kennungen auszublen-
den; die Kombinatorik dieser beiden Symbol-Typen einzeln betrachtet entstammt
schlussendlich dem jeweiligen Cartesischen Produkt. Konkret:

3
wi(3) :=Z(36l — 26"
[:=1
=36' —26') + (367 — 26%) + (36> — 267)
=10 4 620 + 29.080 = 29.710.

2. Variante:

Mindestens eine Ziffer zu haben bedeutet genau 1, genau 2, usw., bis genau /, Ziftern
zu tragen — bzgl. der moglichen Kennwort-Lingen, beginnend bei /;:

Iy 1
wy = Z Z <5> ¥l -ﬂ(l_i).

l:=Li:=1

Hintergrund:

Verschiedene Wort-Lingen produzieren unterschiedliche Kenn-Worter; es liegt eine
Partition vor — wir erzielen demnach die Anzahl Moglichkeiten dieser Fille iiber die
Summen-Regel, abgebildet iiber das dulere Summen-Zeichen. Die innere Summe
reprisentiert die Partition der Fille hinsichtlich der genauen Anzahl der auftretenden
Ziffern bzgl. jeweils vorliegender Wort-Linge /. Der Binomial-Koeffizient bringt die
Anzahl des Auswihlens, genau i der / Positionen mit einer Ziffer zu besetzen; bei i
beteiligten Ziffern stellt § I jiber’s Cartesische Produkt die Ziffern-Kombinatorik dar,



18 1 Diskrete Mathematik

und auf den restlichen / —i Positionen ergeben sich entsprechend 8¢ ~") Buchstaben-
Kombinationen. Diese drei Teile werden aufgrund der Produkt-Regel miteinander
multipliziert. Konkret:

3 1

i . .
wr(3) = Z Z (l> 100 . 26U—D
I:=1i:=1
1

1 2
= 100 - 261D 100 . 262D
>(;) 2

i=1 i:=1

3
> <3) 107266870
i=1 !
= G) 10" 26—
+[ ?) 10126270 4 (i) : 102-26@*2)]

+ [G) 1012667 4 (;) 10226872 4 (;) .10 ~26(3_3)]

104+ (2-10-264+1-100- 1)
+(3-10-26%+3-100-26+1-1000- 1)
= 10+ 620 + 29.080 = 29.710.

+

Es gilt: wi(3) = wa2(3).

Behauptung: w1 (l2) = wa(lp)
Beweis: Induktion iiber [,

e Basis:lp =1 :=1
— Prinzipy: wi(1) :=§
[auf 1 Position kommen § Ziffern in Frage]
— Formel;:

1
wi(1) =Y (o' = p) :=a' — B! =6 = Prinzip,
=1
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— Prinzipy = Prinzip;
— Formel,:

1 1

Iy i —iy . (!

=23 () 0=
I=1i:=1

— wi(l) =wa(l) - ok

e Hypothese:

h—1

wilha =) =wyla—DE Y o —p' =

1:=l|

o Schrit: (1} <) h—1—15 (>1)

) -8 . g1~ =5 Prinzip,

h—1 [

Rx()ee

l:=ly i:=1

— Prinzip;:
wi () =partition willa — 1) + (& — B?)
, h—1
=) @ =B+ @” — g
1:=1,
I
=Y @ -8
l:=ll
— Formel; :
I
wi(ly) =Y (! — p') = Prinzip,
1=l
— Prinzipa:

)
L\ .
w(l) =partition w2l — )+ Y (l) -8 g

i

\ hL—1 1 i
“EX ()

=l i:=1

=1
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— Formel,:

wa(l) = Z Z ( ) - p=" = Prinzip,

=l =1

— wechselseitiges Zusammenstecken = Behauptung:

1. Wir formen w; auf der Grundlage von w; iiber das Prinzip von wy:

5]
wil) = Y (@ -8

1I:=l
=wala = 1) + o = 7]

=uws(h— D) +[G+ 11 2]

__ Binom.
— Lehrsatz
walr — 1)

2 (1 si. gl _ (1) 50 gta-0)
+ Z(:) ) B o) B

= l i =i < ) i pl—i)
_ZZ().g.ﬂ +Z<i>.3.,3

=l i:=1 i=1

lzll"
=ZZ®W%M:WM

=l i:=1
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2. Wir formen w, auf der Grundlage von w tiber das Prinzip von w»:

Lol
wa(lp) = Z Z (f) U 1C

I:=ly i:=1

2]
[ . .
=wi— 1D+ Z (zz) -5t gD

i:=1

=wi(lp — 1)

1)
N |:Z <llz> L8 gl (lg) 50 ﬂ(lz_o):|
i:=0

__ Binom.
~— Lehrsatz

wila—1) +[G+p" - 11 2]
h—1

=) @ =)+ @ )

l:=ll

)
=Y (@ —pH = wil)

1:=1

Rekurrenz-Relation

Dass Diskrete Mathematik Kreativ-Tools bereithilt, darauf muss man auch erst ein-
mal kommen Z: die Rekurrenz-Relation jedenfalls ist ein solches Ideen-Werkzeug.
Dessen Ziel ist es, eine sequenzielle Rekursion bequem durch eine geschlossene
Formel zu ersetzen. Dabei veridndert sich der dazugehorige (Rekurrenz-)Parameter
jeweils um 1 (dhnlich wie in einem Induktions-Beweis); dies kann die urspriingliche
ProblemgroBe n selbst oder ein anderer Ausdruck wie +/n oder 1d(n) sein. Aus-
gehend von einem Start-Fall wird bei der sogenannten Vorwirts-Ersetzung immer
der néchstgroBere Fall generiert (bis hin zur eigentlichen Problemgrofe), bei der
Riickwairts-Ersetzung startet man beim Ausgangsproblem und arbeitet sich zurtick
zum bereits vorliegenden Anker. (Welche Richtung man wihlt, womit man am bes-
ten klarkommt, mag problem-abhingig sein.) Oft liegt noch nicht einmal die prin-
zipielle Rekursion vor, s. d. selbst diese erst noch herausgearbeitet werden muss.
In beiden Herangehensweisen zdhlt man dabei die zu leistende Schritt-Anzahl, um
die gewiinschte Formel zu blicken. Wir fixieren’s einfach mal an einem Beispiel.
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Definition: 2-dimensionaler Torus (=: 2d-T):

Basierend auf dem Grund-Muster eines quadratischen Gitter-Netzes bestehend aus
r (# rows) Reihen [Zeilen] (= # Spalten) und n (# nodes = r2) Knoten (bspw.
Computer oder Icons), welche achsenparallel miteinander verbunden sind, werden
zusitzlich auch alle duBeren Knoten in beiden Dimensionen miteinander verbunden,
s. d. alle Knoten den einheitlichen Knoten-Grad (# Nachbarn) 4 haben; sinnhaft ist
das Ganze daher erst auf einer (3 x 3)-Matrix.

Info: Ein 1d-T basiert auf einer linear verketteten Liste mit » — 1 Kanten als
Grund-Muster, wobei Start- und Ziel-Knoten zusétzlich miteinander verbunden
sind; er hat [n — 1 + 1 =] n Kanten: jeder der n Knoten ist mit je 1 Kante mit
2 Nachbarn verbunden, wobei eine ausgehende Kante bei einem Knoten eine ein-
gehende fiir den Nachbarn darstellt: n - 2/2 = n Kanten. Der Torus vermag den
Durchmesser, also die Distanz (:= kiirzester Pfad) zwischen zwei maximal vonein-
ander entfernten Punkten, einer Topologie zu verringern. Beispiel: Kontakt-Speicher
in altem Mobil-Telefon; wird er im Vergleich zu einer (veralteten) Linien-Liste nun
als (hier erlduterte) Ring-Struktur implementiert, so halbiert sich die ldngste Distanz.

Aufgabe: # Verbindungen (=: v) im 2d-T
Parameter: /71 = V2 =r;

Anker: Start-Index rg := 3: v3 = 18.

Diese Zahl erzielt man entweder durch Abzihlen oder strukturiert [was hier nicht
so schwer ist — und man daher gar ohne Rekurrenz die geschlossene Formel vor-
blickt]: In 2 Dimensionen wird in allen 3 Reihen in jeder der restlichen 3 — 1 Spalten
eine Verbindung eingezogen und zusitzlich noch die Auflen-Knoten 1x vernetzt:
2-3-[B=D+1})=2-32=18.

Rekursion:

Aufbauend auf einer um 1 kleineren Struktur werden (in beiden Dimensionen)
nach der letzten (r — 1)ten Reihe (bzw. Spalte) der bisherigen r — 1 Spalten (bzw.
Zeilen)-Enden 2 Verbindungen zur Anbindung der neuen Knoten fiir beide Rich-
tungen und 1 fiir die weitere Auen-Kante addiert:

Uris3) = Ur—1 +2-[(r=1-2+1]
=01 +2-QCr—=1)=v,—1+4r -2

Riickwirts-Ersetzung:

vr o= [vp—1] 4 [4r — 2]
__nachher Vo1 +l-4r—1-2=v_; +1-4r —lz -2}

—sichtbar
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=[vya+4-(r—1)—2]+[4r — 2]
=V_o+4r—4-2+44r -2
=v,—2+8 —8

{(=nechher o 0+ 2-4r —2-d=v,p+2-4r —2%.2}
=[v,_3+4-(r—2)—2]+[8r — 8]
=v_3+4r—8—-2+8—38
=v—3+12r — 18

(=Pechher o 3 4+3-4r—3.6=v,_3+3-4r —3%.2)
= [vy_a+4-(r —3)— 2]+ [12r — 18]
=V +4r—12-2+12r — 18
= Vp_4 + 16r — 32

(=09Chher v, 4 +4-4r—4.8=v,4+4-4r —47.2}
=[v_5+4-( —4) —2]+[16r —32]
=v_5+4r—16—2+16r — 32
= v,_5+20r — 50
=v_s5+5-4r—5-10
=v, 5+5-4r—52.2

vr_g+g'4r—g2-2

=15 vy + o) A= (1 =3)7 2
=v3+(r—23)-[4r —(r —3)-2]

=18+ (r—3)-2-[2r — (r — 3)]
=1842-(r—3) (r +3)

=18+42-(>—3%

=18+2r>—18

=2r2.
Vorwirts-Ersetzung:

Vg i=v4-1+4-4-2=v34+16—-2=18+14 =32
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_ nachher 2
{_sichtbar 4.2}

vs i =v5_1+4-5-2=14+20-2=32+18=50

_ nachher 2
{_sichtbar 572}

Vg =V6—1+4-6—-2=v5+24-2=50+22="T72
=6>-2

vy = 2r2.

Test < v3=2-3=18.
Beweis: Induktion iiber (= /n)

Start: ro := 3 (siehe vorhin)

Hypothese: v,_; :=2 - (r — 1)?

Schritt: r — 1 — r

Verlauf: v, :== v, + @Gr —2) =' [2- (r — D3]+ [4r — 2] =
R-r2=2r+D]+[4r—-21=2r2—4r +2+4r —2 =2r2.

Bemerkung: Hier ging es um diese spezielle Zihl-Technik — unabhéngig davon, ob
man es auch direkt geblickt hitte:

._ siehe vorherigen Hinweis
Ur = zum Anker/Start—Wert 18

2 ([ =)+ 1) =2+ {r [ + (1= D)
=272,

Klar - Jeder der n Knoten ist zu allen 4 Nachbarn je 1 x verbunden, wobei die
aus- und eingehenden Kanten aufgrund ihrer Ungerichtetheit nicht 2-fach, sondern
einheitlich nur 1-fach gezihlt werden: n-4/2 = 2n =: v,.

Anekdote ,,On Him Who Went into the Pleasure Garden to Collect Apples” (Lau-
rence E. Sigler, Fibonacci’s Liber Abaci — A Translation into Modern English of
Leonardo Pisano’s Book of Calculation, Springer, S. 397 ., 2003 [Original wohl aus
1202 — vergleiche jedoch noch ab mit meinem Alt-Meister = H. Liineburg: L. Sigler
— Fibonacci’s Liber Abaci, IB, 105(4):29/30, Teubner, 2003], bereits aufbereitet via
(Hower 2008):
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,»A certain man entered a certain pleasure garden through 7 doors, and he took
from there a number of apples; when he wished to leave he had to give the first
doorkeeper half of all the apples and one more; to the second doorkeeper he gave
half of the remaining apples and one more. He gave to the other 5 doorkeepers
similarly, and there was one apple left for him. It is sought how many apples there
were that he collected.

Dies findet sich bspw. in einem Schulbuch fiir die 9. Gymnasial-Klasse in
Rheinland-Pfalz — was ich hier mit n anstatt nur 7 Torwichtern verallgemeinere:

a, :=# Apfel fiir n Torwichter;
ao (kein Torwichter) := 1,

a) ,,Riickwirts-Ersetzung*

ngy =2 a1+ D+ 1=(@-1+1)-2

[=2%chien, (@1 +2)-2' = 2]

=2+ -2)+1)-2=(a,_2+1)-4+2
[=D2E0ET, (an2+2)-22 2]

=((an3+1-2)+1)-44+2=(a,_3+1)-8+6
[=29eRRer. (@3 +2) 27 2]

=((@_a+1)-2)+1)-84+6=(a,_4+1)-16+ 14
[=22CBReT (an—s +2)-2* — 2]

= (s +1D-2)+1)-16+14=(a,_5+1)-32+30

= (s +1)-2+2 ~2=(ay5+2)-2° -2

= (Apn+2)-2"—2=(ap+2)-2"—2=(1+2)-2" -2
=3.2"-2.

b) ,,Vorwirts-Ersetzung‘
ar=14+QR-ap+1)=(a+1)-2=ayp-2+2
[= 4 =mscber, 3.2 -]
a=@@+1)-2=(-2+2+1)-2=ap-4+6

[= 10 =2ckies, 3.2 —2)]
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az=(a+1)-2=(p-4+6+1)-2=qap-8+ 14
[= 22 __nachher 323 _2]

“sichtbar

as=(@a+1)-2=(p-8+14+1)-2=ap-16+4+ 30
=ap-2*+2.2—2=(1+2)-2*-2
=3.2-2

ap, =9 3-2"-2.
Test: n :=7:
Formel:a7:3-27—2:3-128—2:384—2:382;

Prinzip:

fiir Torwidchter 1: 382/2 + 1 =192, Rest_;: 190,
fiir Torwidchter 2: 95+1 = 96, Rest_»: 94,

fiir Torwidchter 3: 47+ 1 = 48, Rest_3: 46,

fiir Torwidchter 4: 23+ 1 = 24, Rest_4: 22,

fiir Torwdchter 5: 11+1 =12, Rest_5: 10,

fiir Torwidchter 6: 5+1 = 6, Rest_g: 4,

fiir Torwdchter 7: 2+1 = 3, Rest_7: 1.

Beweis: Induktion iiber n

Basis: ng :=0
Formel: ap=3-20—2=1
Prinzip: ag (kein Torwichter) = 1 = Formel — ok;
Induktions-Hypothese: a,_; = 3 -20~D —2
Induktions-Schritt: (0 <)n —1 — n (> 0)
an =2 (a1 + 1) ="2-(3-2"D =21+ 1) =3.2" - 2.

1.5 Kryptologie

Schon immer gab es Verschliisselungs-Bedarf, der nicht nur fiir System-Zugénge,
Online-Banking oder Autonomes Fahren immer brisanter wird; Militér-Eingriffe,
Regierungs-Sabotage oder Wirtschafts-Spionage sind weitere Beispiele fiir die not-
wendige Sensibilisierung fiir diesen Baustein.
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Beginnen wir mit dem generellen Zeiler-Begriff: Eine natiirliche Zahl ¢ (> 0)
teilt eine andere natiirl. Zahl n (> 0), notiert durch #|n, wenn es eine weitere nat.
Zahl a (> 0) gibt mit der ¢ multipliziert wieder n ergibt:

tln < 3Jamitt-a=n.

In der Teiler-Menge 7,, sammeln wir nun alle Teiler von n auf. Dies erledigen wir
daher am besten gleich parchenweise (wenn moglich): t zusammen mita (:= n/t).

Beispiel: Ti» = {1, 12;2,6; 3,4} = {1,2,3,4,6,12}.

Eine Frage stellt sich hier sofort: bis wohin muss ich ldngstens testen, um alle Teiler
zu bekommen? Es sieht schlieBlich so aus, dass bei den wie eben konstruierten
Pirchen der erstgenannte Teiler der kleinere der beiden war; wir wollen also jetzt
wissen, wie grof} der jeweils kleinere Teiler im Pidrchen maximal sein kann. Im
laufenden Beispiel ist dies die 3 — der sogenannte mittlere T eiler t,,, der in 7;, mit
iblicherweise aufsteigend gelisteten Elementen in der Mitte steht. (Bei ungerader
Teilermengen-Kardinalitit ist’s dann auch visuell mittig. =) Die Antwort hierzu
lautet:

tm < |V/n].

Warum nach unten runden? Klar: wiirde man bei /n =: w ¢ N nach oben runden,
so wire [w] (> w) multipliziert mit dem ja wie o. g. eigentlich noch gréBer zu
erwartenden Teiler-Partner, also dieses Produkt, > n, was laut Definition naturge-
mal nicht sein kann.

Zusatz-Frage: Ist denn | /] iiberhaupt immer ein Teiler?
Zusatz-Antwort: Nein, lediglich die Ober-Grenze! Beweis:
T :={1,21;3,7}={1,3,7,21}; t,, =3 # 4 (= |[V21)).

Beide Beispiele zeigen aufgrund der Parchen-Konstruktion fiir 7;, eine gerade
,Paritit” (geradzahlige Mengen-Kardinalitdt bzw. Zahlen-Grofie). Nun wird auch
klar, wann genau eine ungerade T),-Paritit vorliegt. (Man sieht sofort, dass es
nicht an der eigenen Paritiit des jeweiligen n liegt; schlieBlich ist n := 12 ,,ge-
rade” und n := 21 ,,ungerade”.) Arbeiten wir uns hierzu durch die nun kommende
Aufgabe, mit nachfolgend présentierter Losung:

Aufgabe: Beweisen Sie folgende Behauptung:

|Tn| gerade [=:]] <= [r :=] n[-q] ist keine Quadrat-Zahl.
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Zeigen Sie zunichst (a) r = [ und anschlieBend (b) =r = —I [Z=gontraposition
(I = r)], damitinsgesamt/ <= r. Beschreiben Sie schlussendlich noch die Situa-
tion (c) bei einer Prim-Zahl p (¢ N), die sinnvollerweise via folgender Aquivalenz
definiert ist:
prim < |T,| =2[= {1, p}I].

(Damit ist auch geklért, ob 1 ,,prim* ist [oder nicht = : sie ldsst sich zwar auch nur
durch die 1 und sich selbst teilen {wie man stadt- und landlédufig schnell gern sagt},
aber diese beiden Fille wandern ja in die besagte Teiler-Menge, welche bekanntlich
keine Kopien verwaltet, die 1 dort nur einmal existiert].)

Losung, mit folgenden Bezeichnungen: z := |T,|, m := [%]:

a)
Nicht-Quadratzahl n

Too={l=t1,0,83, ..., tu_1.tm (< |V/n]),
tmy1 (> WnD) tuga, ... 1 =1}

mitt; < tjy fir0 <i < z.

telns {te, 7} =2 Sk € T,

ISkl =2firl <k <m = [{Sk}|.

b+l = tl tmto = ﬁ - ﬁ (=n).

=1 mitz>j>m>k=z—j+1>1.

Jtk=2-m4+1=j4+@@—-j+D)=z+1
—

z+1=2m+1

—

z=2m gerade (>2).

Probe: 2m =2 - [§] =[;gerade] 2- 5 = 2-

Test;: ny := 48 (gerade):
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z1 = |Tis|
=|{1,2,3,4,6 (= [V48]),8 (> [V48]), 12, 16, 24, 48}]
=10=2-5=2-m; gerade;

Testy: ny := 69 (ungerade):

22 = |Teo|
={1,3 (< |V69)]),23 (> [69]), 69}]
=4=2.-2=2-mp gerade.

b)
Quadratzahl n = (/n)? = (t)>
n n (Vn)?
Im =\/ﬁ(|n),tm+l =? a = ﬁ = «517 =N =1n;
die (Standard-)Menge (T;,) enthilt jedoch keine Kopien, daher gibt’s £, = \/n = %
nicht doppelt.

(Und es gilt auch hier t,,11 > t, firm > 1 <4 <n)=z=2-m—1
ungerade.

Probe: m = % =[zungerade] |—%-| .
Testg: ng := 1 (ungerade):
20 =Tl =[{I=VD} =1
1
=2-1-1=2-my—1=2- [E] — 1 ungerade;

Testi: ny := 36 (gerade):

z1 = |T36] = 1{1,2,3,4,6 (=+36),9, 12, 18,36}| =9

=2-5—-1=2-m; —1 ungerade;
Testy: ny := 9 (ungerade):

2 =Tl = {1,3 (=+9),9}| =3

=2-2—1=2-mp—1 ungerade.
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)
n := p Primzahl = (keine Quadratzahl) Spezial-Fall von (a):
Tyl ={1,p}l=2=2-1=2-m gerade.

Test;: p; := 2 (gerade):

2= 1Dl = {1 (= [V2]),2 (> [V2))}]
=2=2-1=2-m; gerade;

Testy: pp :=5 (ungerade):

2 =1Ts| = {1 (< [V5]),5 (> V5D
=2=2-1=2-my gerade.

Kommen wir zum Begriff ,,grofiter gemeinsamer Teiler =: ggr (bzgl. mehrerer
[Eingabe-]Zahlen), den man bezogen auf zundchst nur 2 Zahlen wie folgt definieren
kann:

ggt(x,y) :=max(Ty N Ty);

man nimmt halt den groBten aus der Schnittmenge der beiden einzelnen Teiler-
Mengen, also das grofite der gemeinsamen Elemente. Bezogen auf 3 Zahlen gilt
natiirlich

max(Tx NTy) > max(T, N Ty, N T,),

da keine neuen Elemente aus 7; in der (bisherigen) Schnitt-Menge liegen konnen
(und zudem der Mengen-Schnitt einer booleschen UND-Verkniipfung entspricht);
man kann sich also bequem aufgrund des ganz offensichtlich geltenden Assoziativ-
Gesetzes auf die Definition bzgl. zweier Zahlen zuriickziehen:

88ty,y,z :=max(Ty N Ty NT;) :=max([Ty NT,]NT,).
Beispiel:

ggtiz 21 = max(Tio N Tr1) :==max({1,2,3,4,6,12} N {1, 3,7,21})
max({1,3}) =3 > ggtin 21,9 := max([T12 N T21]1 N To)
==max({1,3} N{1,3,9})

K tativ—
max({1,3}) =3 =g200t, 2"V g8l 12,21 = £819,12,21:16
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:==max({1,3}NTe) :=max({1,3}N{1,2,4,8, 16})

=max({1}) = 1 = ggt9,12,16,21-

Es gibe eh noch den Weg via Primfaktor-Zerlegung: Jede natiirliche Zahl n ldsst
sich (eindeutig) als Produkt bestehend allein aus Prim-Faktoren darstellen; hier drei
Beispiele:

1000 = 8 - 125 = 2% - 53,1962 = 2- 3% - 109 und 2019 = 3 - 673.
Dann nimmt man halt aus 3 Zahlen den ggt; hier 2 Beispiele:
— 2 52 —
8819, 12,21 = g8t (3%, 273, 3-7) = 3.

Sollte es keine gemeinsame Primzahl geben, so braucht man hier natiirlich noch
ein ,,last resort”, das neutrale Element der Multiplikation, die 1 (nicht prim), wie
folgendes Beispiel zeigt:

2811000,1962.2019 = ggt(2°-5%, 2-3%.109, 3-673) = 1.
So kann auch die kleine 1 der grofite gemeinsame Teiler sein.

Haben wir ein Primzahl-Pirchen als ggt-Eingabe, so ist eh die 1 immer die eindeu-
tige Ausgabe; die Umkehrung gilt nicht, wie man hier gleich sieht: ggt1000,2019 = 1,
obwohl gar keine der beiden Eingaben prim ist. (Es kann also nicht einmal gefolgert
werden, wenigstens eine der Eingaben wire eine Prim-Zahl.)

Als Informatiker gehe ich noch gern kurz auf die Laufzeit-Komplexitit ein:
Primfaktor-Zerlegung ist deutlich buckliger (was spiter beim Entschliisseln nicht als
,,bug® sondern als ,,feature’ gebraucht wird) als der ggz-Algorithmus a la Euklid (der
hauptsichlich logarithmisch auskommt), dessen Ausbreitung ich mir hier erlaube
wegzulassen, ebenso wie Restklassen-Ringe, diskrete Exponentiation / Logarith-
men, Galois-Feld etc., sonst wird diese Informatik-Einfiihrung zu mathe-lastig.

Zur Vorbereitung des beriihmten RSA-Algorithmus hingegen miissen wir dann doch
noch kurz , kielholen” =

Wir zihlen zunéchst, bezogen auf eine natiirliche Zahl n, wie oft eine andere
Zahl a mit n den ggt 1 hat, also — wie man so schon sagt — , teiler-fremd* zu n ist,
halt nur den einzigen gemeinsamen (Standard-)Teiler 1 hat. Dies nennen wir die
Eulersche ¢-Funktion
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¢(n) :=\|{ae{l,...,n}|ggt(a,n) =1}.

(Das dufere ,,| . .. |“-Pdrchen bedeutet die bereits eingefiihrte Kardinalitit, also hier
im Endlichen einfach die Anzahl der Elemente in besagter Menge, und der mittlere
.| signalisiert die geforderte Eigenschaft an a und liest sich als ,,sodass gilt*.)
Beispiele:

o) = [{l} =1,
@) :=I[{1,3,5, 7} =4,
¢(7) :=1{1,2,3,4,5,6}| =6.

Es gilt folgende zahlentheoretisch offensichtliche Aquivalenz:
pprim <= ¢(p)=p—1
Kleiner Satz von Fermat/Euler
ggt@a,n) = 1 = a®® = Imodn;
mod ist der Modulo-Operator (Rest bei ganzzahliger Division).

Eine zwar hier nebensichliche, aber interessante, Anwendung ist via Beweis-
Strategie indirekt mit zu n teiler-fremdem a startend zu testen, ob der Ausdruck
a®=b = lmodn [,,.=" := ,,kongruent*]. (Ist dies der Fall, muss trotzdem n nicht
prim sein; obige Folgerung gilt nur in dieser Richtung, ist eben keine Aquiva-
lenz.) Ist besagter o. g. Ausdruck dabei # 1 (modn), dann ist n aufgrund der
Kontrapositions-Logik keine Prim-Zahl; daher kann man dies (oft filschlicherweise
und missdeutig ,,Primzahl-Test* genannt) als Nicht-Primzahl-Test nutzen.

Machen wir uns nun auf zur Realisierung des letzten Mathe-Bausteins, dem Ver- und
Entschliisselungs- Verfahren RSA (benannt nach den Erfindern R. Rivest, A. Shamir,
L. Adleman), welches der sogenannten asymmetrischen Philosophie folgt: Ein
offentliches Zahlen-Paar (n, ¢) wird kombiniert mit einem privaten Schliissel d
(,,decryption“, zum  spiteren  Entschliisseln), um eine  Nachricht
(,;message’) m zu verschliisseln. Hierzu nimmt man (,,zufillig*) zwei verschiedene
(ungerade) Prim-Zahlen p und ¢ &dhnlicher Bit-Breiten (bspw. ca. 4096 [= 212
und bildet mit dem Produkt der beiden das sogenannte RSA-Modul n (:= p - q);
diese beiden Werte speichern wir in der Menge (,,set™) S := {p, ¢}, der wir nachher
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die jeweils benotigte Prim-Zahl bequem entnehmen. Nun wihlt man den (ungera-
den) Exponenten e (,,encryption®, zum Verschliisseln), teiler-fremd zu ¢ (n), aus
der Menge M :={3,4,5, ..., ¢ (n)—1}. Wir brauchen jetzt noch diesen Wert ¢ (n).
Wie oft ist nun eine Zahl zu n teiler-fremd? Initial steht die gesamte Bandbreite
aller natiirlichen Zahlen von 1 bis n zur Verfiigung: {1, 2, 3, ..., n}| = n. Dieses
n = p - q beherbergt den Teiler ¢ ja p-mal und den Teiler p halt g-fach; damit
hitten wir jedoch den einen gemeinsamen Fall p - ¢ doppelt gezihlt, weshalb wir
ihn einmal wieder subtrahieren: Die Anzahl Fille, in denen eine Zahl mit n (als
Primzahlen-Produkt) nur den einzigen gemeinsamen Teiler 1 hat, ergibt sich daher
immer wie folgt:

pp-q)=¢m)=n—(p+gq-1)=p-gq—p—q+1
=p-q—p-1-1l-g+=D-(=D=(p-D-@-1
=¢(p) - P(q).

Kleines Beispiel:

$(3-5) =¢(15=15—1{1-5,2-5,3-5:1-3,2-3,3-3,4-3,5-3}|
=15—{5.10,15;3,6,9,12,15}| =;3.5=5.31 15— 3 +5—1)
=15-@8-1)=15-7=8=2-4
=¢03)-90).

Nun benétigen wir noch d (€ M) mit der Eigenschaft

e-d = 1lmod ¢(n)

— ¢m)|(e-d—1) < o) - fa=e-d—1

= e-d=1+¢0) - f [§]
Kommen wir zuriick zum ,,kleinen Fermat/Euler-Satz im Spezial-Fall n := prim,
was in der nun folgenden Anwendung sowohl fiir p als auch fiir g gilt, weshalb daher
der Bequemlichkeit halber g, := ggt(m, x) mit x € S (o. g. Primzahl-Menge):

& =1 = m* D = Imodx

Die links stehende Vor-Bedingung ist fiir den Fall m < x klar, kann aber auch in
gewissen Fillen bei m > x zutreffen. (x)
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Vyrx=m

g #1l &= gir=x = Fv [e Ny :={1,2,3,...}]

Die links stehende Vor-Bedingung ist fiir den Fall m = x klar, kann aber auch in

gewissen Fillen bei m > x zutreffen. ()
Kommen wir nun endlich zum ,,cyphering™ (Verschliisseln):

¢ :=m°modn;
Um gleich elegant notieren zu konnen, fithren wir folgenden Ausdruck als Abkiir-

A=[p-D-(¢g=-D]-f =¢Mm-f.

zung ein:

Und nun zum ,,decyphering (Entschliisseln):
mfmodn)? modn = m®? modn

D :=c?modn
:2.0_ m A modn = (m - m*)modn.
Sei hier noch schnell das kleinste gemeinsame Vielfache zweier Zahlen p und ¢

(1

wie {iblich mit kg V (p, ¢q) abgekiirzt:
p # qprim = kgV(p,q) = pq = n
1. Fall (%)
e D, = (m-[mP DDy mod n = (m - [1mod p)l@=D/1) mod n
= (m - [lmod p]) mod n =gy, (m-Kp)modn
= (m - [1modg]l®=D/1) mod n

e D, := (m- [m@—N=Df1y mod n

=(m-[lmodgl)modn =gy (m-Ky)modn
=D,=D; <= K, =K; = K= K =1mod kgV(p,q) =
= mmod*n = mmodn= m

e D
D (m-K)modn =1 _

2. Fall (%)
D =[(vy-x)- mA]modn = [(vy -mA) -x]modn
= (Omodx)mod (p-q) =1£,.o. 0mod?’n = Omodn = 0
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RSA zu nutzen macht nur solange Sinn, wie es fiir eine sehr grole Zahl extrem
schwierig ist, sie in ihre (immerhin nur zwei) Prim-Faktoren zu zerlegen — was
bisher eben klassisch (noch!) nicht effizient machbar ist; hierin liegt im wahrsten
Sinne des Wortes der ,,Schliissel” . Was die Quanten-Kryptographie bringen wird,
zeigt uns dann (bald?) die nahende Zukunft.
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Theoretische Informatik 2

Hier werden die prinzipiellen Grundpfeiler dargestellt: Komplexitits-Theorie, For-
male Sprachen, Automaten-Theorie sowie Unberechenbarkeit.

2.1 Komplexitats-Theorie

Man unterscheidet zwischen Speicherplatz- und Rechenzeit-Komplexitét. Die Platz-
Belegung einer natiirlichen Zahl n ergibt sich durch die Anzahl ihrer Binir-Ziffern,
weshalb man auch von Bit-Komplexitit spricht (,,String-Lange, Wortbreite [hier
die Breite des ,,Wortes* n in Binédr-Kodierung]) — ein /ogarithmisches Mal:

I(n) = 1 ;o n<l1

E 1+ 1am ) n=20
wobei 1d(n) den ,,logarithmus dualis” von n darstellt, also bei der Eingabe 7 in
der Potenz-Schreibweise zur Basis 2 einfach die Hochzahl [bspw. ld(23) = 3]. Ist
n keine 2er-Potenz, ist die folgende Formel-Ausgabe identisch:

1 con<l1
[1dm7; n=2"

Im Spezial-Fall einer 2er-Potenz (n = 2% mit k € N, wo es nichts zu runden
gibt) fiihrt dies jedoch zu einer anderen Aussage: hier kdme bei Eingabe 8 die 3
heraus, wihrend /(8) = 4. Der frisch genannte Formel-Teil taugt hingegen ideal zur
Abbildung von Fillen: hierbei kann ich den ersten Fall mit der Nummer O starten
und den letzten Fall folglich mit der Nummer n — 1; hab’ ich keinen Fall, muss ich
ihn nicht bezeichnen und brauche daher auch kein Bit hierzu, und im anderen Fall

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019 37
W. Hower, Informatik-Bausteine, Studienbiicher Informatik,
https://doi.org/10.1007/978-3-658-01280-9_2
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greift daher das oben letztgenannte Formel-Stiick. Hier zusammengefasst nun diese
Speicherplatz-Formel fiir n Fille:

;o on<l

Py n _—
flm = { dml; n>2"

Um maschinen- und technologie-unabhingig zu sein, werden Algorithmen, Pro-
bleme und sogar ganze Problem-Genres in ihrer Berechnungs-Komplexitit abstrakt
abgeschitzt (einklassiert). Einteilen lassen sich die gewiinschten Qualitits- Aussagen
in drei Gruppen: in Aussagen zu Unter- (£2) und Ober-Grenze (O) sowie, falls dem
Ganzen eine gemeinsame Groflen-Ordnung innewohnt, zur prizisen Wachstums-
Rate (O := §200 = @ = 0).

Zur Einordnung der Zeit-Komplexitit fiihrt man das sogenannte Einheitskosten-
Ma8 ein: Bei einem Rechenverfahren bspw. zéhlt man zunéchst alle Operationen,
wobei jede einzelne als 1 Einheit z&hlt; letztlich fokussiert man aber nur auf den
jeweils dominanten Teil.

Beispiel: Die eigentliche Komplexitit eines Algorithmus A, angesetzt auf seine
Eingabe n, sei durch folgende Funktion beschrieben: g|(n) := 9% + 6n + 1;
dann ist der dominierende Teil von g; eine quadratische Funktion f; := n?, die
prinzipielle Wachstums-Rate von g also von der Komplexitit ® (n2). Habe nun ein
anderer Algorithmus A, die Laufzeit-Funktion g, (n) := 2" + g1 (n), dann ist der
dominierende Teil von g» eine exponentielle Funktion f, := 2", die prinzipielle
Wachstums-Rate von g also von der Komplexitit ®(2"). Taucht, wie hier, A in
dieser Form (,,additiv*) in A, auf, so fillt A; in A, laufzeit-technisch nicht grof3
in’s Gewicht.

Will man den Berechnungs-Aufwand eines Problems bestimmen, so nimmt man
das dazugehorige beste Rechenverfahren, welches fiir alle Eingabe-Félle, speziell
fiir die ungiinstigsten, das schnellste Ausgabe-Verhalten zeigt — womit man selbst fiir
ein unbekanntes Input-Szenario optimal gewappnet ist. Probleme dhnlicher Kom-
plexitit (,,gleich® im Sinne der eben genannten Abschitzungs-Funktionen) werden
sodann jeweils in einer gemeinsamen Komplexitits-Klasse zusammengefasst. So
kann man grob bspw. zwischen einer polynomiellen und exponentiellen Grofen-
Ordnung unterscheiden. Ohne auf feinere Unterteilungen hier eingehen zu miissen,
wollen wir natiirlich die beiden Haupt-Klassen, P und AP, vorstellen.

P ist die Klasse aller Probleme, welche sich durch Abarbeitung vorgegebener
Schritte (deterministisch) in polynomieller Zeit praktikabel 16sen lassen — man dem-
nach eine Polynom-Funktion angeben kann, wie lange es prinzipiell dauert; dabei
steht die Eingabe-Grofe in der Basis und im Exponenten nur eine Konstante.
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NP bezeichnet die Klasse aller Probleme, welche sich nicht-deterministisch in
polynomieller Zeit 16sen lassen, man hierbei also die Abarbeitung der Schritte nicht
fest vorgeben muss, sondern eine Menge von Alternativen lassen kann. (Determi-
nismus ist insofern im Nicht-Determinismus eingebettet, als dass man immer nur 1
Alternative lasst.) Hitte man mehrere parallel werkelnde Rechner zur Verfiigung,
kidme man in diesem Rechner-Modell (auf parallelisierbaren Problemen) in poly-
nomieller Zeit durch. Auf einer 1-Prozessor-Maschine jedoch miisste man in der
Praxis alle Alternativen durchprobieren; dies erfordert bei den schwierigen Proble-
men bisher einen exponentiellen Zeit-Aufwand — die Eingabe-Gro3e taucht halt im
Exponenten auf. Dies fiihrt bei grolen Problem-Instanzen dazu, dass ein solches Pro-
blem iiblicherweise nicht praktikabel 16sbar ist. In vielen ungliicklich ausfallenden
Formulierungen anderenorts findet sich hierfiir der Ausdruck ,,praktisch unlosbar*,
was einen falschen Eindruck hinterldsst; besser ist folgende Version: ,,unpraktisch
16sbar*. SchlieBlich sind die A/P-Probleme (theoretisch) 16sbar, wenn auch zeitauf-
windig; wirklich unberechenbare Probleme gibt’s ndmlich auch noch — behandeln
wir spiter.

P-Probleme sind auch mit A"P-Methoden 15sbar, weshalb folgende Teilmengen-
Beziehung gilt (siehe vorhin ,,eingebettet”):

P S NP.

Ob P C NP gilt, P also ,,echt* in N"P liegt, es in A'P mindestens 1 Problem gibt,
welches sich nicht einfach in P berechnen lisst, ist eine offene Fragestellung. Die
meisten Wissenschaftler gehen von P # NP aus, bewiesen ist’s bisher noch nicht.

Co— NP ist die Menge aller Komplementir-Probleme, deren Original-Probleme
in AP liegen. Dies hat nichts mit einer Komplement-Menge zu tun; diese wiirde
filschlicherweise alle anderen Probleme auBerhalb von AP beinhalten. Dabei ist
es sogar so, dass viele Probleme sowohl in NP als auch in Co— NP liegen.

Nehmen wir als Beispiel-Problem den Hamilton Cycle (=: HC): ,,Gibt es auf
gegebener Graph-Struktur einen Rundkurs, bei dem alle n Knoten vor der Riickkkehr
genau 1-mal besucht werden? Das hierzu komplementére Problem (=: H Cc) wire:
,.Gibt es keinen solchen Rundkurs?“ Dies ist typischerweise nicht einfacher zu 16sen:
In eben genannter Original-Version miisste entweder mathe-technisch ein theore-
tischer Existenz-Beweis prisentiert oder dies konstruktiv durch einen Rundweg
praktisch dargelegt werden. Zumindest bei Letzterem kann man dabei auch ein-
fach Gliick haben; jedoch zu beweisen dass es nicht geht, scheint mindestens so
aufwindig Zu o. g. Punkt

NPNCo—NP #{}: Co—P=P:
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Einfach 16sbare Probleme bleiben auch in der komplementiren Variante noch in der
gleichen effizienten Problem-Klasse. Da ein deterministisches Konzept immer auch
von einem nicht-deterministischen beherrscht wird, ist 0. g. N nicht(-)leer:

P=Co—P CNP,Co-NP = Co—NPNNP2DCo-P=P.

Noch ist nicht bewiesen, ob/dass P und NP unterschiedlich sind. Es gilt folgender
hoch-brisante logische Zusammenhang:

NP #Co—NP — PLNP.

Das linke ,,#* wiirde eine lang gehegte Fragestellung beweisen:
http://www.claymath.org/millennium-problems/p- vs-np-problem.

Es werden ziemlich sicher immer Probleme verbleiben, die nicht mit einem determi-
nistisch polynomiellen Algorithmus, sondern nur mit exponentiell hohem
Aufwand gelost werden. Ich wage hier mein Doktorats-Thema im Bereich ,,Kom-
binatorische Optimierung unter Rand-Bedingungen® zu nennen; bereits die Grund-
Formulierung, das ,,Constraint Satisfaction Problem”, CSP, n Variablen mit
endlichen Wertebereichen in flankierendem Werte-Spielraum (alle Bedingungen
erfiillend) konsistent zu belegen, ist in allgemeinster Form bisher deterministisch
nur exponentiell 19sbar.

Bringen wir zum Abschluss dieses Komplexitits-Abschnitts noch Platz- und Zeit-
Betrachtung zusammen:

PI-TIME] (€ NP[-TIME]) < P—SPACE

Dies ist prinzipiell einleuchtend: Ein Problem, welches nach vorbestimmten poly-
nomiell wenigen (Algorithmus-)Schritten gelost wurde, beschrieb in dieser abge-
laufenen Zeit einen gewissen Speicher-Platz. Diese rdumliche Ressource nun als
Voraussetzung habend, konnte man sie wiederverwenden (,,iiberschreiben), um
damit tendenziell komplexere Probleme zu 16sen — was dann natiirlich entsprechend
langer dauern kann.

(Es gibt sowohl ,,nach unten” [Teilmenge von P-TIME] als auch ,,nach oben*
[Obermenge von P-SPACE] Verfeinerungen bzw. Erweiterungen — was wir hier
nicht weiter detaillieren.)
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2.2 Formale Sprachen

Wie bei natiirlichen Sprachen geht es auch bei Computern letztlich um Worter;
diese miissen gebildet werden. Man beginnt bei einem imaginédren Start-Symbol S.
Dies entstammt einer Menge N von Nicht-Terminalen; sie dienen nur der Wortbil-
dung und tauchen im Wort selbst nicht auf. Die Syntax-Regeln zum Einhalten der
gewiinschten Form, also wie man aus einem Gebilde mit Nicht-Terminalen zu einer
anderen Konstruktion kommt, werden in der Menge P der Produktionen notiert, die
man braucht, um ausschliefllich korrekte Gebilde zu formen. Jetzt fehlt nur noch
die Alphabet-Menge X der Zeichen (mancherorts irrefiihrenderweise als ,,Buchsta-
ben“ bezeichnet, in der Welt der Binédr-Ziffern =), auch Terminale genannt. Eine
Grammatik besteht nun aus diesen vier Teilen:

G:=(S,N,Z,P), NNnxX={}[=:9]

% sei die Menge aller Worter gebildet aus k Alphabet-Zeichen. X+ ldsst alle
positiven Wort-Lédngen zu. Ist auch das leere (englisch: ,,empty*) Wort ¢ (der Linge
0) zugelassen, so bemiiht man fiir diese Menge aller Worter beliebiger Linge den
Ausdruck ¥£*. Die erzeugte Sprache (engl.: ,,Janguage) L zu einer jeweiligen
Grammatik G wird wie folgt beschrieben:

L(G) == {w e I* | § ==¢ w):

dabei bedeutet der Strich | ,,sodass gilt“ und der Pfeil mit dem + ,,generiert in
beliebig vielen (> 1) Schritten“. (In 0 Schritten erzeugt man von S [€ N] aus kein
Wort [€ ¥*].) Eine Grammatik ist demnach ein System, das eine Sprache generiert
— in der Informatik bspw. eine Programmiersprache.

Zur Notations-Vereinfachung wird nun noch definiert: A:= NUZX.

Typ-0-Sprache
P :={[A*NA* 3]la — B[e A*]}:

Eine spezielle linke Seite o produziert eine beliebige rechte Seite §; dabei besteht o
aus mindestens einem Nicht-Terminal (muss eh immer so sein, sonst hétte man nur
Alphabet-Zeichen, welche sich nicht mehr verdndern lieBen) und sowohl davor als
auch dahinter kann noch je ein beliebiges Gebilde kommen. Eine solche allgemeine
Typ-0-Grammatik formt eine sogenannte rekursiv aufzdhlbare Sprache.
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Typ-1-Sprache

u,veA*; He N, z € AT, a:=uHv, B := uzv.

S T [ S

{} [S = el B

Eine spezielle linke Seite o produziert eine spezielle rechte Seite B; typischer-
weise wird ein Nicht-Terminal innerhalb einer Umgebung (,,Kontext) durch ein
Gebilde mindestens gleicher Linge ersetzt, weshalb man diese Produktions-Art
,.hicht-verkiirzend nennt. Taucht S nie auf einer rechten Seite auf, so darf man
noch den Ubergang in’s leere Wort mitnehmen, ansonsten nicht. Eine derartige
Typ-1-Grammatik bildet eine kontext-sensitive Sprache.

Typ-2-Sprache

P:={[N 3]H — z[e A*]}:

Ein Nicht-Terminal, unabhingig seines Kontextes, produziert ein beliebiges Gebilde.
Diese Typ-2-Grammatik sorgt fiir eine kontext-freie Sprache.

Eine typische Informatik-Sprache ist bspw. die der korrekt geklammerten Mathe-
Ausdriicke. Aus welchen Komponenten besteht nun das 4er-Grammatik-Tupel
(S, N, X, P)? Voila:

Zunichstreicht hier ausnahmsweise das Startsymbol S als einzige Hilfs-Variable
aus der Menge der Nicht-Terminalen aus; als Zeichen nehmen wir in die Alphabet-
Menge X die benotigten Klammern sowie zwei Operanden a und b und zwei Ope-
ratoren + und — zum Verkniipfen auf, womit wir schlussendlich zum Spannendsten
gelangen, der Produktions-Menge

P:={S — SIS+S|S=S|a]|b}.

Der | ist hier nur als kompakte Trenn-Notation aufzufassen; so bedeutet z. B.

{§ —> (8)|b} in der Lang-Fassung {S — (S), § — b}, womit man
mehrere Moglichkeiten anbietet, vom imagindren Startpunkt S aus eine gewiinschte
Zeichenkette zu bilden.
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Typ-3-Sprache

P:={N >31H — z[e {e} U ENO/I]}:

Ein Nicht-Terminal produziert entweder das leere Wort oder aber ein Zeichen,
gefolgt von nichts mehr oder noch genau einem Nicht-Terminal. (Da ggf. ein Nicht-
Terminal rechts des Alphabet-Symbols platziert wird, nennt man diese Grammatik
rechts-linear. Es gibt auch eine dazu dquivalente links-lineare Konstruktion.) Eine
derartige Typ-3-Grammatik liefert eine reguldire Sprache.

Chomsky-Hierarchie

Eine Sprache ist vom Typ i, wenn es eine dazugehorige Typ-i-Grammatik gibt; das
maximal mogliche i kommt zum Tragen. Sprachen gleichen Typs werden zu ent-
sprechenden Sprach-Klassen L; zusammengefasst; es gilt die Teilmengen-Kaskade:

Ly C L, C L (C Lentscheidbar) C Ly.

Das Wort-Problem WP lautet ganz allgemein wie folgt:
Gegeben ein Wort w € £* und eine Grammatik G; entscheide, ob sich w gemiB
G herleiten ldsst: ,,w € L(G) 7.

Folgende WP;-Aussagen gelten fiir die vier Sprach-Klassen L;:

WP3 € P, linear: O(|w]) [] - - - | gibt die Wort-Lénge an]
WP, € P, kubisch: O(Jw|?) [schon etwas unangenehm]
WP, € P—SPACE [2 NP, gar exponentiell]
WPy ist nicht entscheidbar [,,unentscheidbar*].

Eine Sprache L ist entscheidbar genau dann wenn L und L rekursiv aufzihlbar
(generierbar) sind, wobei L das Komplement einer Sprache L bezeichnet, die Menge
aller Worter, die nicht in L enthalten sind. Sprachen aus o.g. L; sind mindestens
rekursiv aufzihlbar (oder einfacher), fiiri > 0 auch das jeweilige Komplement, wes-
halb Sprachen dieser drei Klassen alle entscheidbar (berechenbar) sind und somit
Komplexitits-Aussagen ermoglichen. WPy jedoch ist unentscheidbar, da sich eine
Sprache L € Lo\ Lentscheidpar Nicht aufzihlen lisst; eine eingéingige Erliuterung
hierzu findet sich am Kapitel-Ende.
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2.3 Automaten-Theorie

Zu allen vier Klassen generierender Sprachen gibt es Typen akzeptierender Automa-
ten: Typ-0: Turing-Maschine, Typ-1: linear beschrinkter Automat, Typ-2: Keller-
Automat, Typ-3: endlicher Automat. Wie bei den korrespondierenden Sprach-
Klassen gilt auch hier: je hoher die Typ-Nummer, je bescheidener fillt die Ausdrucks-
Michtigkeit der Maschine aus — und ldsst sich dafiir entsprechend einfacher
konstruieren. Die Automaten gibt’s jeweils in einer deterministischen und nicht-
deterministischen Variante; sie bekommen also entweder eindeutig den nichsten
Schritt vorgegeben oder haben die Wahl aus einer Menge von Folge-Zustédnden, um
alle fiir die jeweilige Aufgabe benétigten Fille von Alternativen abzudecken.

Typ-3: Deterministischer Endlicher Automat

(,,deterministic finite automaton‘‘, DFA):

(qo, Q, F, X, )

qo: Start-Zustand (e)

Q: Zustands-Menge (2 F:)

F: Finalzustands-Menge (Menge der akzeptierenden Zusténde)
%: Alphabet-Menge

8: Ubergangs-Funktion: 0 x & — Q.

L(DFA) = {w € =" | DFA akzeptiert w}.

Zu den wichtigen Begriffen Korrektheit und Volistindigkeit:

Die o.g. Menge L(DFA) ist korrekt, wenn sie nur korrekte Worter aufnimmt;
damit macht man keine Aussage dariiber, ob auch alle gewiinschten Worter ent-
halten sind (nur dass keins falsch ist). Die Menge ist vollstindig, wenn sie alle
korrekten Worter aufnimmt; damit macht man keine Aussage dariiber, ob auch alle
enthaltenen Worter gewiinscht sind (nur dass kein richtiges fehlt). Mit der intendier-
ten Interpretation des Vorhandenseins beider Eigenschaften stellt die resultierende
Sprache L(DFA) genau die gedachte Wort-Menge dar.

Beispiel: L(DFA) := {pOls | p, s € {0, 1}*}, die Menge aller moglichen Worter
bestehend aus mindestens den beiden nebeneinander stehenden Zeichen O und 1,
ein ggf. davor befindliches beliebiges Prifix p und evtl. am Ende noch ein abschlie-
Bendes beliebiges Suffix s, konstruierbar wie folgt:

qo: Start-Zustand €
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0 = {q0,q91.92} 2

F := {g2} (Menge mit hier genau 1 akzeptierenden Zustand)
%: boolesche Menge {0, 1}

3(go, 1) :=qo, 8(q0,0) :=¢q1,68(q1,0) :=q1, 8(q1, 1) := ¢,
3(g2,0) :=q2, 8(q2, 1) := qa.

Sehen wir uns die 6 Fille moglicher Zustands-Ubergiinge an: Im 1. Fall lesen wir
im Start-Zustand eine 1, womit wir keinen Deut schlauer geworden sind als wir’s
am Anfang gewesen sind. Im 2. Fall lesen wir im Start-Zustand eine 0, womit wir
einen Schritt weiter gekommen sind, auf unserem Weg des Lesens eines 01-Paares.
Im 3. Fall lesen wir, im Zustand bisher mindestens eine Null gelesen zu haben,
nun eine weitere 0, womit alle schon vorher existierenden Nullen im Prifix ste-
cken (hinter ggf. ganz am Anfang gefundener Einsen). Im 4. Fall lesen wir zum
ersten Mal in direktem Anschluss an eine Null nun eine 1, womit wir erstmals
ein 01-Paar gefunden haben. Im 5. und 6. Fall akzeptieren wir jede Eingabe, da
wir bereits auf das gewiinschte Zeichen-Paar gestoflen sind — weshalb wir keinen
frischen Zustand brauchen. Typischerweise wird § in einem sogenannten Zustands-
Ubergangs-Graphen visualisiert, wobei die Knoten die Zustinde darstellen und die
Pfeile mit dem jeweils aktuell vorherrschenden Eingabe-Zeichen beschriftet sind.
Die finalen Zustinde werden zudem noch mit einem weiteren Kreis um den ent-
sprechenden Knoten ausgezeichnet. Als zusétzliche Darstellungsform hat sich des
Weiteren die Zustands—Ubergangs—Tabelle etabliert, eine Matrix mit den einzelnen
Zustinden in den Zeilen, den Alphabet-Zeichen in den Spalten und dem entspre-
chenden Folge-Zustand in der jeweiligen Zelle, dem Schnitt-Feld einer Zeile mit
einer Spalte.

Wie wiir’s mit einem Grammatik-Recall? Diesmal fangen wir nicht ,,from scratch®
an, sondern orientieren uns einfach an o.g. Zustands-Ubergiingen, was folgende
Produktionen liefert:

S — I1S|10T, T — OT |1U, U — OU |1U |e.

Schauen wir uns mal nur die Start-Moglichkeiten S — 15|07 hier an und
vergleichen dies mit den Automaten-Ubergingen: 8(qo, 1) := qo, 8(go, 0) := q1.
Dann wird sofort klar, welches Symbol welche Rolle spielt. Ausgehend vom ferti-
gen Automaten ldsst sich die Grammatik entsprechend Schritt fiir Schritt aufbauen:
qo =: S; das eingelesene Zeichen 1 wird in die rechte Seite der Produktion aufge-
nommen, gefolgt von einem Nicht-Terminal ([Hilfs-]Variable), welches sich gemif
des o. g. Zustands ergibt: bleibt im Automaten der Zustand (hier g¢) stabil, so wird
auch in der Grammatik die Variable (hier S) wiederholt, und bei einem neuen Folge-
Zustand (hier ¢; beim Lesen einer 0) erscheint eine neue Grammatik-Variable (7).
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Entsprechend umgekehrt verhilt es sich, aufsetzend auf gegebener Grammatik den
dazugehorigen Automaten zu bauen.

In der bisherigen Automaten-Darstellung haben wir formal nur das Lesen genau
eines Alphabet-Zeichens zugelassen — iiber die sogenannte ,.einfache* Ubergangs-
Funktion. Es folgt nun die Definition fiir die ,.erweiterte” Ubergangs-Funktion zum
Lesen eines ganzen Wortes — letztlich dann riickfiihrend auf das sukzessive Lesen
des aktuell rechts stehenden Zeichens:

§: 0x T — Q.

(Die Konstruktion entspricht dem Prinzip einer Induktion iiber die Linge eines
Wortes; siehe hierzu das im Anfangs-Kapitel genannte deutsch-sprachige Mathe-
Buch. &)

8(q.€):=q [le] =0]
Prifix x € =*,Suffixa € &; w :=xa € TT [|lw] > 0]
S(q, w) = S(S(q,x), a).

L(DFA) = {w € =* | §(qo, w) € F}.

Beispiel: L(DFA) := {w € {0, 1}* | w hat sowohl eine
gerade Anzahl Nullen als auch Einsen}.
Dies lasst sich wie folgt konstruieren:

qo: Start-Zustand

%: boolesche Menge {0, 1}

qo = Anzahl Nullen gerade, Anzahl Einsen gerade

q1 := Anzahl Nullen gerade, Anzahl Einsen ungerade
g> = Anzahl Nullen ungerade, Anzahl Einsen gerade
g3 := Anzahl Nullen ungerade, Anzahl Einsen ungerade

0:={q0. 91,92, 43} 2
F :={g2} (Menge mit hier genau 1 akzeptierenden Zustand).

Sehen wir uns die 8 Fille moglicher Zustands-Uberginge an:

8(q0,0) :=q2, 8(qo. 1) :=gq1, 8(q1,0) := g3, 8(q1, 1) := qo,
8(q2,0) :==qo, 8(q2, 1) := g3, 8(¢q3,0) :=q1, 8(q3, 1) :=q>.

Der Start-Zustand ist natiirlich zugleich End-Zustand, da nur in go sowohl die Anzahl
der Nullen als auch der Einsen jeweils gerade ist. Im 1. Fall lesen wir in g eine 0,
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womit wir eine ungerade Anzahl Nullen, jedoch noch eine gerade Anzahl Einsen
haben (g2). Im 2. Fall lesen wir in gg eine 1, womit wir zwar noch eine gerade
Anzahl Nullen, nun aber eine ungerade Anzahl Einsen vorliegen haben (g1). Im 3.
Fall lesen wir in g; eine 0, womit wir eine ungerade Anzahl sowohl an Nullen als
auch an Einsen haben (¢3). Im 4. Fall lesen wir in ¢; eine 1, womit wir wieder eine
gerade Anzahl sowohl an Nullen als auch an Einsen vorliegen haben (go). Im 5. Fall
lesen wir in g eine 0, womit wir ebenso wieder iiber eine gerade Anzahl sowohl
an Nullen als auch an Einsen verfiigen (go). Im 6. Fall lesen wir in g; eine 1, womit
wir eine ungerade Anzahl sowohl an Nullen als auch an Einsen haben (g3). Im 7.
Fall lesen wir in g3 eine 0, womit wir zwar eine gerade Anzahl Nullen, aber noch
eine ungerade Anzahl Einsen vorliegen haben (¢1). Im 8. Fall lesen wir in ¢3 eine
1, womit die Anzahl Nullen noch ungerade, aber die der Einsen immerhin gerade
ist (q2)-

Dieser Automat kann nur korrekt entworfen sein, wenn er ausschlief3lich rich-
tige Eingaben akzeptiert und alle falschen verwirft. Testen wir ihn also im Hinblick
auf dieses unterschiedliche Ausgabe-Verhalten; wir geben einmal ein richtiges und
anschlieBend ein falsches Wort ein, was der Automat dann jeweils korrekt handha-
ben soll: das richtige anzunehmen und das falsche zuriickzuweisen. (Dies ist das
Mindeste, was man durchspielt; es stellt keinen Beweis dar — den man der Vollstin-
digkeit halber letztlich noch durchfiihren miisste.)

wo := 1001, w; := 010. Test : w; € L(DFA)?

* 5(qo, 1001)=5(5(g0, 100), 1) =8(5(5(g0, 10), 0), 1) =8(8(8(3(go, 1), 0), 0), 1)
=5(8(3(5(3(qo, €), 1), 0), 0), N=8(8(8(5(q0, 1), 0),0), 1)=8(5(3(g1, 0),0), 1)
=68(8(g3,0),1)=68(q1,1) =qo € F = wp € L(DFA)

e 5(qo, 010) = §(5(qo, 01), 0) = §(8(5(g0, 0), 1), 0) =
3(5(8(3(qo. €),0),1),0) = 8(8(3(qo, 0), 1), 0) = 3(8(g2, 1), 0) = 8(g3,0) = g1
¢ F— w1 ¢ L(DFA)

(Es sieht demnach gut aus; ein formaler Beweis ginge dann typischerweise via
Fall-Unterscheidung iiber die Wort-Lénge.)

Die beiden Tests illustrieren schon die Komplexitéts-Aussage zum Wort-Problem
WP3 im Abschnitt tiber die Chomsky-Hierarchie, ndmlich die lineare Lauf-Lénge —
die benotigt wird (aber auch ausreicht), um zu entscheiden, ob ein Typ-3-Wort vom
zugehorigen Automaten korrekt erkannt wird. Kommen wir nun zu der kompakten
Notation, im nichsten Schritt als Ausgabe eine Menge von Alternativen anzubieten:
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Nicht-deterministischer Endlicher Automat

(,,non-deterministic finite automaton®, NFA):

(90, Q. F, X,9)
qo: Start-Zustand (e
Q: Zustands-Menge (2 F)
F': Finalzustands-Menge (Menge der akzeptierenden Zustidnde)
%: Alphabet-Menge
§: Ubergangs-Funktion: O x & —> 22 (Potenz-Menge von Q)
L(NFA) = {w € &* | NFA akzeptiert w}.

Auch hier kann man selbstverstindlich ein ganzes Wort lesen:

§5:0 x 2* — 29,

Vorbemerkungen: Zuerst schauen wir uns ein Wort an, welches aus mindestens
einem ganz rechts stehenden Buchstaben besteht und links davor beliebig aussieht,
ggf. auch ein leeres Prifix hat. Dann sammeln wir alle moglichen Folge-Zustinde des
Prifix-Teils in einer Menge von Alternativen auf. Darauf aufbauend konstruieren wir
alle Zustinde, die sich im Folgenden noch durch das Lesen des rechten Buchstabens
ergeben:

w:=xa (¢ TT; Prifix x € ¥, a € ¥);

8(q, %) == p1, P2y Pk} Vb 18(pia) =i {r1,ray oy )

Hiermit kommen wir zum schon iiblichen rekursiven Aufbau:

8(q.€) = {q} [lel =0]
5(q, w) :=={r1,r2,...,rm} (siche oben) [lw| > 0]

L(NFA) = {w € * | §(go, w) N F # B).
Dieser Nichtdeterminismus bringt keine hohere Ausdruckskraft:

L(DFA) = L(NFA).
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Reichern wir einen NFA, ausgestattet mit einer erweiterten Ubergangs-Funktion
(welche wir hier der Einfachheit halber nur mit § bezeichnen), mit einem Hilfs-
Speicher an, so erhalten wir das Konzept zur Erkennung kontext-freier Sprachen:

Typ-2: Nicht-deterministischer Keller-Automat
(,,non-deterministic push-down automaton®, NPDA):

(90, @, F, %, T, 9)

qo: Start-Zustand (e)

Q: Zustands-Menge (2 F :)

F: Finalzustands-Menge (Menge der akzeptierenden Zustinde)
Y: Alphabet-Menge

I': Menge der Keller-Symbole

8: 0 x TF x [* —» 2(@xI')

Es gibt noch 1 Sonder-Zeichen zur Anzeige des leeren Kellers:
1: Bottom-Symbol.

L(NPDA) = {w € X* | NPDA akzeptiert w}.

Auch hier gibt es eine deterministische Variante, den

DPDA

Das dem Wort unterliegende ,,Keller“-Prinzip wird in der bisherigen Notation
zunéchst leider nicht sichtbar. Man konnte es sich folgendermal3en vorstellen, bspw.
zum Abgleich der Anzahl schlieBender Klammern im Vergleich zu den 6ffnenden:
Die 6ffnenden werden im Keller gestapelt und beim Auftreffen einer schlieBenden
wird eine vorhandene 6ffnende Klammer vom Stapel geloscht, s.d. ein leerer Keller
ein zu akzeptierendes Wort signalisiert. (Bliebe eine 6ffnende Klammer iibrig, hitte
man eine schlieBende zu wenig; wiirde man noch gern eine 6ffnende 16schen, hitte
man eine schlieBende zu viel.) Dieses Vorgehen wire, je nach Sichtweise, weder
korrekt noch vollstindig. Warum? Na ja ...: ginge der Ausdruck nach perfekter
Klammerung noch weiter, hitte der Keller-Automat bereits aufgehort zu arbeiten —
obwohl es nach jeweiliger Aufgabenstellung sowohl falsch als auch richtig weiter-
gehen konnte, der Automat demnach entweder inkorrekt oder unvollstindig wire.
Es funktioniert demnach nur, wenn ein korrektes Wort nicht mehr richtig verldangert
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werden kann; anders ausgedriickt: wenn ein korrektes Wort keine echte Vorsilbe
(,,Prifix) als giiltiges Wort beinhaltet. Dieses letztgenannte Feature nennt man die
Prdfix-(Freiheit-)Eigenschaft — dass also ein korrektes Wort nicht schon in seinem
vorderen Bestandteil (im Prifix) eine giiltige Zeichenkette beheimatet, demnach
prifix-frei ist:

psext: wi=psel = p¢elL.

Ist dies nicht gewihrleistet, erkennt der DPDA iiber das Keller-Leeren weniger
Worter als durch Ubergehen in End-Zustinde:

L(DPDAKeller—Leeren) C L(DPDAEnd—Zustand)~

Beispiel: a — (b 4+ ¢) € L(XKlammer—Ausdruck) > a — (b + ¢) - d. Beide
Ausdriicke sind korrekt geklammert, weshalb der Keller-Automat im zweiten Fall
nicht bereits nach a — (b+c) aufthoéren sondern weitermachen sollte, um den hinteren
Produkt-Teil (gemé8 ,,Punkt-vor-Strich®) erfassen zu konnen.

Unsere Telefonnummern stellen ein Alltags-Beispiel dar: Wenn jemand die 1234
hat, so hat keiner die 123 — schlie3lich wiirde der Automat die vierstellige Num-
mer nie anwéhlen, da er vorher bei der 123 fiindig werden wiirde (einsichtig, wenn
man die alte Wihlscheibe vor Augen hat); im Analog-Zeitalter wurden von Anfang
an die Telefon-Nummern prifix-frei gestaltet. (Die bei wachsender Teilnehmer-
zahl zu klein gewordene Menge an prifix-freien Kodierungen behilt diese Eigen-
schaft dadurch, indem nicht hinten [im Suffix], sondern vorne [im Prifix] eine
wohl-iiberlegte Ziffer einheitlich erginzt wird.)

Weill man aber nicht, ob ein Wort noch eine giiltige Verldngerung erfihrt, muss
man eine Verzweigung bereithalten — zum Authoren und zum Weitermachen; dies
muss ggf. sogar mehrmals moglich sein. Elegant aufbereitet wird eine solche Menge
von Alternativen durch das Konzept des Nichtdeterminismus, der in dieser Typ-2-
Variante eine hohere Ausdruckskraft hat:

L(DPDA) C L(NPDA).

Beispiel: Spiegelung:
Sei ¥ das Binir-Alphabet, w, € £* und p(w),) seine Spiegelung (also w, von
rechts nach links gelesen);

w = wpp(wp) sei nun ein Wort, welches sich aus dem Prifix w), und dessen
Spiegelung p(w,) als Suffix zusammensetzt. Die Menge aller so konstruierbaren
Worter bezeichnen wir hier mit L, :={w € £* | w =w,p(wp)}.

Das Problem hierbei ist natiirlich, sich zu entscheiden bzw. wissen zu wollen,
ab wann man w zur Hélfte gelesen hat, s.d. im Anschluss die Spiegelung beginnen
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kann: Sei w’ := 11 mit w;, =1= ,o(w;,), w” := 110011 mit wZ := 110 und
,o(w;;) = 011; es gilt: w’, w” € L, und zugleich ist w’ Priifix von w” (L, ist nicht
préfix-frei). Beim Lesen eines Wortes weill die Maschine im vorbestimmten (,,de-
terministischen) Modus nicht, ob sie authoren oder auf eine giiltige Verldngerung
spekulieren soll: Bei w’ wiirde sie ggf. filschlicherweise nach der ersten 1 nicht
spiegeln (sondern durchlaufen und hitte dann nichts mehr zu spiegeln), und bei w”
wiirde sie evtl. bereits nach der ersten 1 falsch spiegeln wollen (statt weiterzulaufen).

Na, wieder Lust auf einen Grammatik-Recall? < Bitteschon:
P, :={S — €]050|1S51}.

Dies produziert natiirlich geradzahlig-breite Palindrome. Wie sihe die Grammatik
fiir ungeradzahlig-breite Palindrome aus? Ist nicht schwer, daher hier gleich die
Auflosung:

Py, :={S — 0]1|0S0|1S1}.

Allgemeine Palindrome beider Paritéten erfasst man ganz einfach durch die Verei-
nigung dieser beiden Mengen P, und Py, ;:

{S —> €]0]1]0S0|151}.

Zum Abschluss des Typ-2-Automaten bauen wir jetzt noch den Spiegel (engl.
,mirror“) m gleich mit ein — damit wir endlich wissen, wann/wo gespiegelt wird

m¢s, Tp,i=3U{m),
Py :={S — m|0S0|151};

Ly ={w:=wymp(w,) € 27 |w, € T*, m € £,\T}.
Ist L,, prafix-frei? Klar o

In jedem korrekten Wort steht genau in der Mitte das Spiegel-m (anders kann es gar
nicht gebildet werden) — daher konnte es nicht schon vorher kommen (weshalb ein
korrektes Wort keinen giiltigen Préfix hat); des Weiteren besitzt ein korrektes Wort
hinter dem m die gleiche Anzahl Zeichen wie vor dem m, weshalb es auch selbst
kein Prifix fiir ein lingeres Wort aus der gewiinschten Sprache darstellen kann.
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Typ-1:Linear beschrankter Automat (LBA)

L(LBA) = {w € &* | LBA akzeptiert w} .

Als Kurz-Beschreibung moge ausnahmsweise ein Vorblick auf das folgende Kon-
zept der Turing-Maschine (TM) dienen: Der LBA ist eine TM, welche ihren
Eingabe-Bereich nicht verldsst — also auf zwei Seiten, links und rechts, begrenzt
ist; die Anzahl an Konfigurationen ist endlich. Thn gibt es sowohl in deterministi-
scher als auch nicht-deterministischer Version; ob letztere michtiger ist, stellt eine
noch offene Fragestellung dar.

Typ-0: Turing-Maschine (TM)

(g0, Q, F, 2,4, M, 5)

qo: Start-Zustand (e

Q: Zustands-Menge (2 F:)

F: Finalzustands-Menge (Menge der akzeptierenden Zustéinde)
3: Alphabet-Menge (F L)

Li: Leerzeichen/Trenn-Symbol; X|,: Band-Alphabet := ¥ U {U1}
M: Bewegungs-Menge := {[, r, s} (links, rechts, stehen)

8: Ubergangs-Funktion: Q x &, — O X Iy x M

L(TM) = {w € X* | TM akzeptiert w} .

Die TM gibt es in deterministischer und nicht-deterministischer Version; letzte
bringt keine hohere Ausdruckskraft; es gilt:

L(DTM) = L(NTM).

24 Unberechenbarkeit/Unentscheidbarkeit

Eine allgemeine Lo-Sprache L (¢ Lentscheidbar) ist nicht entscheidbar (also ,,un-
berechenbar®, ebenso L), da L nicht rekursiv aufzihlbar ist: Eine L;-Sprache L
zihlt immer alle korrekten Worter auf; L wiirde alle Worter aufzihlen, welche nicht
in L enthalten sind, im Vergleich zu L also alle falschen Worter. Konnte man fiir
jedes Wort entscheiden, ob es in L oder in L liegt, so wire das jeweilige WP;
entscheidbar. Die Church-Turing-Hypothese besagt nun, dass die TM-Klasse alle
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Algorithmen umfasst, gar der Menge aller ,,partiell“ berechenbaren Funktionen ent-
spricht. Partielle Funktionen lassen Definitions-Liicken zu. Man kann also bei einer
Eingabe nicht sicher sein, ob sie iiberhaupt definiert oder eben undefiniert ist; es
ist keine Unterscheidung zwischen falschen und unerlaubten Werten moglich. Da
man zwar korrekte aber nicht alle falschen Worter sicher aufsammeln kann, ist das
im Sprach-Abschnitt genannte WP( [im Automaten-Jargon ,,w € L(TM)?‘] unent-
scheidbar.

Mit dem Diagonalisierungs-Coup von G. F. L. P. Cantor lésst sich nun die Exis-
tenz dieser Unbestimmtheit —dass man noch nicht einmal weif3, ob die Maschine (mit
sinnhafter Ausgabe) iiberhaupt (an)hilt — elegant beweisen: das ,,Halte-Problem™.
Hierzu bauen wir eine 2-dimensional unendlich groe Matrix auf: Der Top-Header
fiir die Spalten-Kopfe stellt unendlich viele Eingabe-Szenarien dar, die Spalte ganz
links die Zeilen-Beschriftungen fiir unendlich viele Algorithmen; jeder einzelne
Zellen-Eintrag im Hauptteil ist jeweils ein Bindr-Wert: entweder y (,,yes") fiir ,,Al-
gorithmus dieser Zeile terminiert in dem im Spalten-Header genannten Eingabe-
Fall”“ oder n (,,no) fiir ,,terminiert nicht“. Im Folgenden belegen wir beispielhaft
eine solche Matrix mit Werten:

0/123...
AO ynny...
A lymyy- -
A2 nyny...

Az |yyny -

Nun betrachten wir die Haupt-Diagonale als Belegungs-Vektor V und finden fol-
gende Terminierungs-Aussagen in Bezug auf die einzelnen Algorithmen mit dem
jeweiligen Eingabe-Fall in der Zelle mit identischem Zeilen- und Spalten-Index
[Ai,i]:

([A0, 01, [A1, 1], [A2, 2], [A3,3], .. ) :==(y,m,m,y,...) = V.
Jetzt negieren wir V und definieren so im Folgenden einen Algorithmus A. Dabei ist

es nun interessant zu wissen, ob er in der abzihlbar unendlich tiefen Algorithmen-
Aufzihlung Ag, A1, A2, A3, usw. schon enthalten ist oder nicht; im letztgenannten
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Fall wire er neu, und die (abzidhlbare) Unendlichkeit des Zahlenstrahls (iiber den
die Nummerierung der Algorithmen lduft) wiirde nicht ausreichen.

A==V :=(7y,-n,—-n,-y,..):=(0n,y,y,n,...).

(Wir konnten A virtuell oben in der Tabelle iiber den erstgenannten Algorithmus Ag
schieben. [Unten gegen Ende wiird’s schwierig werden. = ]) Gibt es nun ein i mit
A; = A oder nicht? Natiirlich nicht: im Vergleich zur Zelle [A;, i] steht nach Defi-
nition von A dort in der Spalte i der entsprechend negierte (Bindr-)Wert, also ist A
jeweils an mindestens einer Spalten-Nummer verschieden von allen anderen unend-
lich vielen Algorithmen (Zeilen-Betrachtung). Die folgende Spalten-Betrachtung
gibt uns nun den Rest — zur Darbietung des Halte-Problems: In jeder Spalte ist
mindestens 1 n notiert: entweder schon in der Original-Matrix an der Stelle [A;, i]
(wie bspw. in der Spalte 1 bei A1), oder wenn in einer Spalte auf der Diagonalen
in der Ur-Matrix ein y steht (wie bspw. in der Spalte O bei Ap) befindet sich des-
sen Negat n in dieser Spalte (0) in A. Wir haben demnach keine einzige n-freie
Spalte, d. h.: unabhingig des Eingabe-Falls konnten wir nie die Situation ausschlie-
Ben, einen Algorithmus vorliegen zu haben der mit dieser Eingabe nicht termi-
niert — heiflt: die Moglichkeit des Nicht-Haltens ist stets gegeben. Es gibt folglich
keinen Meta-Algorithmus, der fiir uns entscheidet, ob ein vorliegendes Computer-
Programm bei beliebiger Eingabe immer eine Ausgabe berechnet (,,Unberechen-
barkeit“/,,Unentscheidbarkeit“). Das Halte-Problem in seiner allgemeinsten Form
ist nicht algorithmisierbar.

In der Tat ist die i. Allg. unentscheidbare Sprach-Klasse Lg eine Potenz- Menge, also
eine Menge M aller Teilmengen bezogen auf eine gegebene Grundmenge G [hier
konkret: £*]; dabei gilt immer: |M| > |G|. Ist G bereits abzihlbar unendlich, dann
hat M eine hohere Unendlichkeits-Stufe und ist {iberabzihlbar (= es gibt keine
Nummerierung) — ein weiterer, mathematischer, Grund fiir die Unberechenbarkeit
des Halte-Problems.
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Algorithmik 3

Hier besprechen wir einige programmiersprachen-unabhingige Strategien, Losun-
gen effizient zu erbringen — via eines Algorithmus, eine endliche Darstellung einer
vordefinierten Befehlsfolge mit abschlieender Ergebnis-Ausgabe. Ein solcher wird
oft auf praktikable Aufgabenstellungen angewandt, kann man aber auch auf schwie-
rige Probleme wie bspw. das CSP anwenden, wenn die vorliegende Eingabe-Grofie
klein ist. (Ansonsten bleiben immer noch Heuristiken, die zu Beginn des Schluss-
Kapitels noch beleuchtet werden.)

3.1 Analyse und Entwurf

Die im Kapitel Theoretische Informatik eingefiihrte Notation der Groen-Ordnungen
2, O und O lassen sich unabhiéngig voneinander auf verschiedene Eingabe-Fille
anwenden: den giinstigsten (,,best case*), ungiinstigsten (,,worst case”) oder auf
einen weniger extremen, wahrscheinlicheren Durchschnitts-Fall (,,average case);
es gibt theoretisch eine 2-dimensionale (3 x 3)-Tabelle an Kombinationen von
Qualitits-Anforderung (bspw. x-Achse) und Eingabe-Fall (dann y-Achse): man
kann z. B. wissen wollen, wie lange auch der beste Algorithmus selbst im einfachs-
ten Fall mindestens arbeiten muss bzw. welche Obergrenze an Rechenschritten auch
bei schwierigster Eingabe nicht iiberschritten werden muss. Des Weiteren unter-
scheiden wir zwischen der Zeit zur Erstellung einer Losung und der Antwort selbst
mit ihrer Bedeutung sowie ihrem Speicher-Bedarf. Man kann in kurzer Zeit bspw.
eine grofle Zahl generieren oder lange brauchen, bis eine kleine Ausgabe kommt —
oder halt andere Zeit/Platz-Kombinationen; und dann kommt es ja noch darauf an,
was damit geschieht. Diese drei Gesichtspunkte lassen sich sehr schon am géngigen
und oft benotigten Mathe-Konstrukt ,,Fakultit (=:p;er !)* demonstrieren:
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n
n! = 1_[
i:=1

Die Generierung ist linear, das Ergebnis exponentiell, was sich in ® (n - [d(n)) Bits
abspeichern lisst (GroBen-Ordnung via Stirling-Anniherung, Speicher-Struktur:
AVL-Baum [siehe Abschn.3.4]). Und wenn dann, wie so oft, die generierte Zahl
fiir eine abzuarbeitende Kombinatorik steht (# Permutationen in einer Reihenfolge-
Problematik), dann wird das bitter.

Analysieren wir zunéchst folgende einfache Informatik-Befehle (in PASCAL-like
Pseudo-Code):

x:=2;fori:=1tondox:=x-x.
Welche Ausgabe(-Grofe) liefert dieses Programm-Stiick nach etwa wie vielen
(wenigen ) Schritten?
Tasten wir uns mal iiber die ersten vier Fille heran:

n := 0: Dannlduftdie for-Schleife leer (wird erst gar nicht betreten), und die Ausgabe-
Variable x bleibt (0-mal verindert) bei 2 [= 2! = 2% _ Notation spiter sichtbar].

Fiir 7 := 1 wird die 2 einmal quadriert auf 4 [= 22 = 22",
n ;= 2: es wird ein zwe1ites Mal quadriert: 2Hr=24[= 2(22)].

Startet man mit n := 3, erhélt man iiber’s 3. Quadrieren
Q1212 9@ 9@ _ p@2+2%) _ @221 _ ) _ (Y

Nun ist’s klar: fiir beliebiges n ist 2@ die Ausgabe.
[Induktion iiber n wiirde letztlich die Allgemeingiiltigkeit beweisen.]

Hier ergibt sich in linearer Zeit eine doppelt-exponentiell groe Zahl, welche
(einfach-)exponentiell [@(1d(212"])) = ©(2")] viel Platz bendtigt (etwas unge-
wohnlich, aber erhellend).

Angenommen, wir sollten mit dem eben prisentierten Code-Fragment als Basis
einen dhnlich strukturierten Algorithmus bauen, der nun aber einfach 2" realisieren
soll. An welchen zwei Stellen nur miissten welche Anderungen getiitigt werden?
Hier die Antwort: Der Initial-Wert wird auf die 1 gesetzt, und anstatt hinten zu
multiplizieren (um damit zu quadrieren) wird lediglich addiert (und damit die 2°
n-fach verdoppelt):

x:=1;fori:=1tondox:=x+x.
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Hier sind sowohl Zeit- als auch Platz-Komplexitit linear. Nebenbei: Beide Formel-
Resultate sind algorithmisch noch einfacher zu erzielen, indem man fiir den
Exponential-Ausdruck 2" einfach das MSB (,,most significant bit*), also das ganz
links stehende Binidr-Zeichen auf 1 setzt und die rechts dahinter stehenden /4 Bits
mit Nullen auffiillt, also konstant nur 1 Schaltung anlegt. (Die Nummerierung der
Positionen im Bit-Vektor beginnt rechts mit der Nr. 0; 2 benotigt 4 + 1 Stellen.)

3.2 Graphen mit Parametern

Algorithmen laufen iiblicherweise auf einer abstrakten Struktur, darstellbar oft als
Graph — notiert als Paar (V, E): eine Menge V (englisch: vertices) von n (engl.:
nodes) Knoten und eine Menge E von e (edges) Kanten, welche gewisse Knoten
paarweise (ggf. durchaus nicht alle) miteinander verbinden. Liefen sich alle Ver-
bindungen iiberschneidungsfrei legen, ist der Graph planar; bei n Knoten hat er
hochstens 3 - (n — 2) Kanten. Der indirekte Beweis-Modus Kontraposition brachte:
liegen mehr Kanten vor, so ist der Graph nicht planar. Sind alle theoretisch mogli-
chen Kanten tatsichlich gezogen, handelt es sich um einen vollstindigen Graphen
(siehe auch bereits Abschn. 1.3). Interessieren nur die eigentlichen Verbindungen,
so spricht man von einem ungerichteten Graphen. Kommt es doch auf die Richtung
an (,,von A [Ausgangs-] nach Z [Ziel-Knoten]*), spricht man von einem gerichteten
Graphen; ist dieser zusitzlich ,,vollstindig™ so gilt dann fiir die Kanten- in Bezug
auf die Knoten-Anzahl: ¢, = n - (n — 1), da jeder der n Knoten einen ,,Pfeil“ auf
jeden seiner n — 1 Nachbarn richtet (und damit natiirlich auch umgekehrt von jedem
seiner Nachbarn ein Pfeil auf einen zeigt).

Die informatik-typischste Struktur ist jedoch der Bindr-Baum: Ein bestimmter
Knoten wird Wurzel genannt. Von dort gehen maximal zwei Kanten mit je 1 Knoten
ab; an diesen Knoten hingen wieder hochstens zwei Kanten mit je 1 Knoten, usw.
Es giltdaher: n = 1+¢,, gidngiger wie folgt notiert: ¢, = n— 1. Diese lineare Bezie-
hung gilt tibrigens fiir beliebige Bdume, also auch fiir hohere Verzweigungs-Grade.
Graphen-theoretisch definiert diese Gleichung bereits ganz allgemein einen Baum,
ohne Interpretation irgendeiner Blick-Richtung. Intuitiv stellen wir uns natiirlich
oft eine/die (Baum-)Wurzel als Start-Knoten ,,oben” in einem einseitig gerichteten
(,,gewurzelten*) Baum vor, der seine Blitter ,,unten hat.

In Optimierungs-Aufgaben sind die Kanten typischerweise gewichtet; in der
Ausprigung ,Minimierung™ ist man bspw. an kiirzesten Routen interessiert, in
der Ausprigung ,,Maximierung ggf. am groften Durchsatz. In der Netzwerk-
Architektur ,,interconnection topologies®, fest verdrahtete Strukturen, will man z. B.
wissen, wie lange es maximal dauert, um von einem beliebigen Computer-Knoten
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zu irgendeinem anderen zu gelangen. Der ungiinstigste Fall (,,worst case*) exis-
tiert dann zwischen zwei Computern, die am weitesten voneinander entfernt liegen.
(Dieser Extrem-Fall stellt nicht zwangsldufig einen Einzelfall dar und kann natiir-
lich mehrfach vorliegen; er sagt nur aus, dass es nicht noch extremer wird.) Da
man dies immer noch auf dem schnellsten Weg (=: ,,Distanz) tun mochte, gibt die
,worst-case distance”, die ldngste aller vorliegenden Optimal-Wege (zwischen zwei
Knoten), den denkbar ungiinstigsten Eingabe-Fall wieder (der ja nicht beeinfluss-
bar ist); diese Liange nennt man den Graph-,,.Durchmesser. Sind Rechner in einer
gewissen fest vorgegebenen Struktur miteinander verbunden, so gibt der Durch-
messer an, wie viele Schritte bspw. eine E-Mail von einem beliebigen Rechner
zu irgendeinem anderen hochstens braucht. Hierauf aufbauend, unter Berticksichti-
gung weiterer Parameter wie bspw. Erreichbarkeit in direkter Knoten-Nachbarschaft
(]...] = ,degree) und Infrastruktur-Aufwand (# Kabel), wihlt man eine geeig-
nete Verdrahtungs-Struktur (Ring, 2-dimensionaler Torus, Hyper-Wiirfel, ...) aus.
Anwendung finden solche Uberlegungen z.B. in der Gestaltung von touchscreen-
freien Display-Oberfliachen, Arrangierung von Kontaktdaten im Mobil-Telefon, o. 4.

3.3 Iteration und Rekursion

Hiufig werden bestimmte Computer-Anweisungen in der gleichen Art und Weise
wiederholt ausgefiihrt. Zwei verschiedene Herangehensweisen bieten sich hierzu an:
Man kann bei einer Mini-Instanz, also der kleinsten Version, des Problems (wel-
ches der Rechner 16sen soll) starten und hangelt sich Schritt fiir Schritt voran, bis die
geforderte Problem-GroBe erreicht ist; dies nennt man englisch-sprachig ,,bottom-
up“, je nach Philosophie auch mit ,,dynamic programming™ bezeichnet. Von ,,unten”
baut man auf bisher gewonnenen Zwischen-Resultaten auf und gelangt schlussend-
lich zur gewiinschten Losung. Eine dazu typische Implementierungs-Form ist die
Iteration. Beginnt man hingegen beim Original-Problem, teilt dieses in kleinere
Teile auf, welche man wiederum nach dem gleichen Schema bearbeitet, bis man auf
Mini-Fille trifft, so nennt man das ,,top-down®, oft via ,,divide-and-conquer: Von
»oben“ kommend gelangt man durch fortwihrendes Aufteilen zu den einfachsten
Instanzen, welche man nun nach und nach zur Original-Struktur zusammensetzt
und so das urspriingliche Problem I6st. Eine dazu typische Implementierungs-Form
ist die Rekursion. Folgendes Problem moge die beiden prinzipiellen Herangehens-
weisen beleuchten.
Wir berechnen nun die Fibonacci-Zahlen — wie folgt definiert:

Fp =0, F :=1; Fnlzzj = F1+ F.
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Die Fibonacci-Folge beginnt demnach mit diesen 17 Zahlen:
0,1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987.

‘Wir interessieren uns fiir Fy:

a) rekursiv

Fy =F4 1+ = F3+ -
=F_ 1 +--)+- = (Fh+- )+ -
= ([Foey + 14 ) 4+ ---
=(F+F+-)+- = [1+0+F)+ -
=(0+Dh+FR = 2+F +F) = 2+0+0
=241 = 3.

Man kann zeigen, dass, bzgl. des Fibonacci-Indexes 1, so exponentiell viele, ® (2"),
Funktions-Aufrufe erzwungen werden:

Wenn F,, immer zwei Vorginger braucht und man dafiir einen Bindr-Baum auf-
baut, so wiirde man typischerweise links den ersten Zweig fiir F,,_; und rechts den
zweiten Zweig fiir F;,,_, nehmen. Wie oft kann man nun vom Eingabe-Parameter n
die Zahl 2 subtrahieren? Richtig ~~: |n/2| mal. Dies ist unter der Aufruf-Ebene 0
mit dem Funktions-Aufruf F, auch die hchste Nummer der von oben herab voll-
stindig besetzten Fibonacci-Ebenen. Wir zédhlen nun alle F-Aufrufe bis zu dieser
Nr. mithilfe der geometrischen Reihe:

12)
22" —231+D _ 1 e @(2").
i:=0

b) iterativ

Demgegeniiber versucht die Iteration die Teil-Ziele redundanz-frei (also nicht unno-
tig oft) zu erzeugen und auf diesen aufzusetzen. Wie realisiert man dies, also anders
als die Fibonacci-Definition suggeriert? Eine winzige Anderung macht’s moglich:

Fop =0, F = 1;
ifn>1then fori:=2tondo F; := Fi_1 + Fi—».
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Man startet beim kleinsten Index 2, lduft durch 1-schrittiges Hochzéhlen bis zum
geforderten Fibonacci-Index 7, und bildet fortwidhrend die Summe des jeweiligen
Fibonacci-Parchens. Diese Iteration benétigt lediglich ® (n) Schritte, ist also linear.
Dass es mathematisch noch eine andere Form gibt, wollen wir hier nur am Rande
erwihnen; es gilt eben noch folgende

Binet-Formel:

Der Beweis findet sich in dem vorne im Mathe-Kapitel genannten Buch Diskrete
Mathematik. Diese Form eignet sich leider nicht im Reich der endlichen Computer-
Zahlen-Darstellung. (Der erstgenannte Bruch ist iibrigens der ,,Goldene Sch.l“.)

Die rekursive Variante ist nicht immer schlechter als die iterative; sie kann die ele-
gantere Abarbeitungs-Strategie sein — bedarf jedoch, aus Effizienz-Griinden, einer
Problem-Partition. Mathematisch stellt die Partition bekanntlich eine Aufteilung
einer Grund-Menge (eines Ursprungs-Problems) in voneinander unabhéngige Teil-
mengen (hier -Probleme) dar, wobei die Teilmengen keine gemeinsamen Elemente
haben (nennt man ,.disjunkt“) und zusammengenommen wieder das Ursprungs-
Problem bilden (also kein Problem-Fall vergessen wird). Bei der Fibonacci-Aufgabe
ist diese Partition nicht gegeben. F,,_, ist bei F;, das zweite Teil-Ziel, beim folgen-
den (Unter-)Aufruf F;_ das erste Teil-Ziel, wobei die Zwischen-Ergebnisse (Teil-
Ziele) nicht mitprotokolliert, sondern immer wieder neu evaluiert werden; damit
ist F,,_» in mehreren Teil-Problemen (und nicht nur in 1) involviert. Dies nennt
man redundanz-behaftet. Rekursives Divide-and-conquer lauft demzufolge sinni-
gerweise liber disjunkte Teil-Probleme, welche oft effizient gelost werden konnen,
wie im Folge-Abschnitt zum Sortieren ersichtlich.

Immerzu den Unter-Aufruf eines Rekursions-Aufrufs zuerst zu betrachten und
so immer tiefer im Aufruf-Baum hinabzusteigen, nennt man iibrigens graphen-
algorithmisch Tiefen-Suche. (Wiirde man immer erst eine Aufruf-Ebene in ihrer
ganzen Breite fertig betrachten und dann erst die nichste Ebene betreten, hitte man
es im Graphen mit Breiten-Suche zu tun.)

1Schnitt =
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34 Suchen und Sortieren
Suchen

Gegeben eine n-elementige Liste, gesucht 1 Element. Laufzeit/Komplexitits-Frage:
Wie lange dauert es (im ungiinstigsten Fall) bis wir wissen, ob das Element in der
Liste enthalten ist? Antwort: Spitestens im n-ten Schritt wissen wir, ob dies das
gesuchte Element ist (oder nicht); dies driickt man, wie inzwischen schon gewohnt,
abstrakt so aus: ®(n), halt linear. Diese Vorgehensweise nennt man sequenzielle
(fortlaufende, ,,blinde’) Suche, da man sich die einzelnen Elemente (bis man evtl.
auf’s Gewiinschte stofit) nacheinander anschauen muss.

Angenommen, wir hitten die zusitzliche Information, dass die Liste sortiert vor-
liegt, bspw. ,,aufsteigend”: anfangs das kleinste Element usw. bis hin zum grof3ten
Element am Ende. Kann man dieses Zusatz-Wissen derart ausnutzen, dass man die
Such-Aufgabe schneller erledigen konnte, sich demnach ggf. nicht alle Elemente
einzeln anschauen miisste? Ja, das geht: Man spekuliert auf die Mitte und macht
ggf. anschliefend nach der Divide-and-conquer-Strategie nur auf derjenigen Halfte
weiter, in der es bestenfalls noch liegen kann: Haben wir unser Wunsch-Element
gefunden, fein; wenn nicht, vergleichen wir das gesuchte mit dem mittig getrof-
fenen Element: ist das Such-Element kleiner als das Mitte-Element, so gehen wir
(rekursiv) nach dem gleichen Prinzip in die linke, sonst (Such-Element grofer als
das Mitte-Element) in die rechte Hilfte. Da diese Entscheidung, nur die erfolgver-
sprechende Hilfte des aktuellen Suchraumes zu entern, zwei-wertig ist, spricht man
von Bindr-Suche. Fortlaufendes Halbieren einer n-elementigen Liste schaffen wir
in ®(1d(n)) Schritten; demnach ist die Binér-Suche logarithmisch, was eine drasti-
sche Verbesserung (gegeniiber blinder Suche) darstellt. Beispiel: ein Telefon-Buch
mit 1 Mrd. Eintrdgen ldsst sich in ungefihr

14 (10°) = 1a(10°%) = 1a([10°F)

~1a(2'°F) = 1a(21°%) = 1a(2¥) = 30

Schritten traversieren. (Die hier gezeigte grobe Umrechnung zwischen Potenzen
verschiedener Basen ist sehr hilfreich zur bequemen Visualisierung der GroBen-
Ordnung von Zahlen im 10er- im Vergleich zum 2er-Stellenwert-System [siehe
auch die Formel fiir’s logarithmische Kostenmaf zur Platz-Komplexitit im vorigen
Kap. 2, Theoretische Informatik] und zam anderen zur bequemen Visualisierung der
GroBen-Ordnung von Zahlen in diesen beiden Stellenwert-Systemen.)
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Ist immer der Inhalt jedes (Baum-)Knotens links im Zweig unterhalb eines iiber-
geordneten Knotens kleiner oder gleich des Inhalts dieses iibergeordneten Knotens
und dieser selbst kleiner oder gleich aller Inhalte der Elemente rechts darunter, so
spricht man von einem Such-Baum. Ist er zusitzlich (so gut es geht) ausbalanciert,
hiingen demnach die ,,Aste nicht unnétig tief herunter, und der Suchbaum ist so
einigermalen von oben herab gefiillt, dann handelt es sich um einen AVL-Baum,
nach ihren Erfindern G. Adelson-Velsky und E. Landis (1962). Hierzu bedient man
sich des Begriffs der (Hohen-)Balance eines Knotens: die Hohen-Differenz der
maximalen Schritt-Anzahl der Kinder-Knoten links und rechts im Baum abstei-
gend. Ist ihr Betrag hochstens 1, gibt es also im linken Teil-Baum im Vergleich zum
rechten nur 1 Ebene mehr oder (umgekehrt) weniger, so hat der zu traversierende
Baum eine angenehm-moderate (logarithmische) Tiefe.

Es empfiehlt sich, das effizienteste Verfahren zur Losung einer Aufgabe einzu-
setzen; hier lohnt es sich ganz sicher (30 <« 10° [1 Milliarde]).

Sortieren

Kommen wir zuriick zum rekursiven Divide-and-conquer, das sich beim Original-
Problem anfangend fop-down zu den Basis-Fillen hinunterhangelt und dann von
dort Schritt fiir Schritt die Einzel-Losungen hin zur Berechnung des urspriinglichen
Problems zusammensteckt.

Die nun folgende Quick-Sort-Prozedur arbeitet nach genau diesem Prinzip. Als
Daten-Struktur zum Sortieren einer n-elementigen Liste fungiert ein Feld (engl.:
warray) mit n 4+ 2 Elementen, von denen aber das erste (mit der Positions-Nummer
0) und das letzte (mit der Nummer n 4+ 1) keine Inhalte tragen, sondern nur aus syn-
taktischen Griinden existieren (damit kein Speicher-Zugriffs-Fehler auftritt — sehen
wir spiter im Algorithmus). AusschlieBlich auf den Feld-Elementen 1 bis # sind die
Inhalts-Daten gespeichert.

QS (links,rechts) {,,links“/, rechts* zeigen auf Listen-Grenzen}

wenn links < rechts {es gibt also mehr als 1 Element} dann
wiihle 7 aus Index-Bereich [links, rechts] ;
betrachte den Inhalt des Elements E; an Position ¢ ;

bilde Liste L1 mit allen Elementen < FE; und Liste
Lo mit allen Elementen > FE; ohne E; selbst;
J = ineu (die Teillisten-Lingen ergeben die Position);
wenn Ly # [] {nicht leer ist} dann QS(linksz,,j—1);
wenn Lg # [] {nicht leer ist} dann QS (j+1,rechtsz,) .
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Wenn QS Gliick hat, fallen die Teil-Listen in etwa gleich lang aus. Wenn’s ungliick-
lich lduft, kann sich die Prozedur in jedem Schritt nur um 1 Element kiimmern. Sie
lauft dann durch die aktuell verbleibende Rest-Liste (die andere ist ja leer), womit
man damit auf ungefihr n - n/2 Schritte, ® (n2), kommt — ist also quadratisch im
ungiinstigsten Fall (,,worst case*). In der Praxis scheint es sich letztlich oft giinsti-
ger zu ergeben, und man kann eine Laufzeit von ® (n - 1d(n)) erhoffen — was dem
bestmoglichen Fall entsprechen wiirde: wenn beim Pivotisieren (,,wéhle* i [siehe
voriger Pseudo-Code]) der gewihlte Index zufillig auf den Median zeigt.

Ein anderer Algorithmus, Merge-Sort, garantiert genau diese bessere Laufzeit,
daer tatséchlich, eben gerade ohne zunéchst den Inhalt eines Elements anzuschauen,
immer hilftige Teil-Listen bildet. (Man kann sogar beweisen, dass es bei einem ver-
gleichsbasierten Verfahren sogar theoretisch nicht schneller iiber die Biihne gehen
kann.)

Wir nehmen fiir die Feld-Positionen die n Indices 0 bis n — 1 (zur einfacheren
Berechnung des Mitte-Indexes, wie im folgenden Pseudo-Code leicht ersichtlich).
Die integrierte Prozedur sm (,,Sorted Merge™) erscheint danach im Anschluss:

MS (links, rechts)

wenn links < rechts dann
4 := links + | (rechts — links)/2| ;
sm(MS(links, i), MS(i + 1, rechts)) .

Bei der 2-gliedrigen Rekursion innerhalb sm durchlduft das Verfahren typischer-
weise eine sogenannte ,,Top-down/left-to-right“-Strategie: Ausgehend vom Inter-
vall [1inks, rechts] wird immer die aktuelle linke Hilfte zuerst besucht (wes-
halb im Aufruf-Stapel der rechte Zweig zuerst abgespeichert werden muss, damit
der linke zum Abarbeiten oben zu liegen kommt). M S ruft sich so lange auf, bis die
wenn-Bedingung nicht (mehr) zutrifft, also 1inks £ rechts gilt; dann hat diese
(Teil-)Liste hochstens nur ein einziges Element und ist damit sortiert (fokussierend
jetzt lediglich auf diese aktuelle Teil-Liste muss kein Element umplatziert werden).

Jetzt greift sm in’s Spiel ein: Aufsetzend auf jeweils einem sortierten (Teil-)
Listen-Pdrchen vergleicht es als inhalts-gesteuertes Reiverschluss-Verfahren die
einzelnen Elemente der einen mit der anderen (Teil-)Liste und fadelt nacheinander
die Elemente der Gro8e nach in eine (temporire Hilfs-)Liste ein, s.d. eine grofere
sortierte Liste entsteht. Gegen Ende liegen zwei sortierte Listen vor, die nach dem
gleichen Prinzip zu einer Gesamt-Liste zusammengefiigt werden.

Das anfingliche fortwidhrende Halbieren in M S geht 1d(n)-mal, das verschrinkt
arbeitende sm linear — was durch die Aufruf-Rekursion miteinander zu multiplizie-
renist: ®(n - 1dn)).
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Nun zu sm ,.en détail“: Wir bereiten drei Felder (,,arrays®) vor: je eins fiir die
beiden aktuell betrachteten sortierten Teil-Listen und noch eins fiir die danach frisch
sortierte grolere Ausgaben-Liste. Die erste Liste X moge die Array-Positionen 0
bis p — 1 tragen, die zweite Liste Y die Positionen 0 bis ¢ — 1, und die Ziel-Liste
Z hat die Positionen 0 bis p+¢ —1 (= n—1). Des Weiteren fiihren wir drei interne
Lauf-Indices wie folgt ein:

26{077P}7]€{077q} undk€{077n_l}
sm(X,Y):

i:=0;7:=0; k:=0;
wéhrend 7 < p und j < q tue
wenn X [i] < Y[j]
dann Z[k] := X[i|; i:=1+1
sonst Z[k] :=Y[jl; j =7+ 1;
k:=k+1;

dann Z[k,...,p+q—1]:=Y[j,...,q—1]
sonst Z[k,...,p+q—1]:= X[i,...,p—1];
sm(X,Y):=Z[0,...,p+q—1]

Das im Kapitel Diskrete Mathematik vorgestellte Kreativ-Tool ,,Rekurrenz—
Relation” (=: RR) probieren wir jetzt mal aus, um die vorhin genannte Laufzeit-
Komplexitit zu erhalten. Der gleich benutzte Ausdruck T steht fiir den abstrakten
time-Operator, der (anstatt die abgelaufene ,,wall-clock time* zu messen) die aus-
zufiihrenden Schritte zihlt. Allgemein kann man sich den Aufbau einer RR wie
folgt vergegenwirtigen:

T (ng) := vinic (Basis-Wert), T (n) :=a - T(n/b) + c(n).

Aufbauend auf einer Start-Variablen mit ihrem Basis-Wert wird auf a Abschnitts-
Teilen weitergearbeitet, jeder Teil ist nur noch ein Bruch-Teil der Eingabe-Grofe,
und abschliefend miissen zum Zusammenfiigen die ,,collecting costs* beriicksich-
tigt werden.

Hier bei MergeSort sieht’s wie folgt aus:

ng:=1,7T():=0:
Haben wir nur 1 Element, benotigen wir keine Sortier-Schritte.

a=2b:=2,¢c:=n—1:
M S teilt eine aktuelle Eingabe-Liste in 2 Teil-Listen etwa halftiger GrofBe auf; sm
reiht dann nach dem kleinsten Element die restlichen n — 1 Elemente in die Ziel-
Liste ein. Der einfachen mathematischen Analyse halber (um nicht unnétig runden
zu miissen) sei n eine 2er-Potenz: n := 2.
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Wir fiihren hier nun eine Riickwirts-Ersetzung durch:
T(n):=2-T(n/2)+n—1
=g 2t TR+ 12k - @' - 1)
2-12-TR*1/2) +n/2—11+n—1
22. 7% 4 n—24n-1
4.TQ*2y 4210 -3
(=ngcnngr, 227K 42.28 — 22— 1))
4.12-T@¥2/2) 4262 —1] 422 -3
8. T3 4 22.2k=21_4 4 2.2k 3
8- TQW=3hy 42k (142)—7
=L 2 TN 432 - @Y
8- [2-TW=31/2) 4 2k=31_1) 434 — 7
23 .2l rlk=4ly 423 . k=31 g 4 3.0k 7
24Tk 42k (1 4+3) — 15

24. Tk 4.2k — 24 — 1))

2k T k=K 4.2k — 2k — 1)
n-TQY4+k-n—@m—1)
n-T)+n-k—n+1
n-0+n-1dn)+1—n
n-1dn)+1—n

O - 1d0n))
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Machen wir’s rund und beweisen die MergeSort-Schrittzahl:
Behauptung: T'(n) = T(2K) =2 . 1a@%) +1 -2k =2k . k41 — 2K
Beweis: Induktion iiber £ [= 1d(n)]
Start: ko := 0[= 1d(2%) = 1d(1) = 1d(no)]:
T(])Formel =1- 1d(1) +1-1= 1d(20) =0= T(”O)Rekurrenz
Hypothese: T (2¥%—1)y = 2(=D . (k — 1) 41 — 2%*=D
Schritt: k—1 — k
Verlauf: T (n) := T (2X) :=gexurrenz
2.7k 4ok =!
2. ®D e — 1)+ 1—20=Dyp 2k 1 =
X (k-1 +2—2k42k 1 =
2Kk —2k41 =
n-1dn)+1—n N
Ein weiterer © (n - 1d(n))-Algorithmus, Heap-Sort, verfolgt hingegen eine vollig
andere Philosophie:

Zuerst kldren wir die Datenstruktur ,,Heap*. Dies ist ein Bindr-Baum, in dem jede
(Teil-)Wurzel ihr(e maximal zwei) Kind(er) ,,dominiert”; dies bedeutet entweder
immer Wurzel-Inhalt ,,>* Kind-Wert(e) oder eben ,,<“ — siche die nachher folgende
Prozedur parental-dominance. Da beide (Binir-)Relationen transitiv sind, gilt die
jeweilige Relation automatisch entlang jeden Pfades; das bedeutet zweierlei: Zum
einen dominiert die ,,root” den ganzen Baum, und zum anderen nutzt man aber
keinen Vergleich zwischen den Kind-Knoten, s.d. der Heap keinen Such-Baum
darstellt. Syntaktisch nennt man ihn ,.fast vollstindig in dem Sinne, dass er von
oben (Feld-Nummer 1) links bis nach unten rechts (Feld-Nummer n) herab mit

Knoten besetzt ist, er also keine Liicken hat. Die Elemente einer gegebenen Liste
werden so nacheinander auf ihre Baum-Positionen gebracht.?

2Natiirlich nur virtuell: ein normales Array wird einfach als Baum entsprechend interpretiert;
im Computer wird ja kein Wald begriin[de]t .
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Aufgrund der Binér-Struktur ergibt sich hinsichtlich der Indices Folgendes: Die
Eltern-Knoten befinden sich oben auf den Positionen 1 bis |n/2], die Blatt-Knoten
unten auf den Positionen |n/2] + 1 bis n. Es gibt folgende einfache Berechnung
von Kind- und Eltern-Indices: Gegeben ein Kind-Index d (zwischen 2 und n), dann
ergibt sich die Position seines Eltern-Indexes via e := |d/2]; umgekehrt: gegeben
ein Eltern-Index e, dann ergibt sich die Position der Kind-Indices viadi s nxs 1= 2-¢
und ggf. dyeches := 2 - e + 1 (fiir evtl. noch ein Geschwisterchen).

Wir teilen den HS-Algorithmus iibersichtlich auf 4 Teile auf:
3 Hilfs-Prozeduren und 1 Haupt-Rahmen.

Die erste Prozedur root-change (=: rc) wird nur bei vorliegendem Heap aufgeru-
fen: Der Wurzel-Inhalt wird gerettet und der Inhalt an der Aufruf-Position i an die
Waurzel-Position gebracht; sind dann gegen Ende nur noch (i =) 2 Elemente im
Spiel, so kann in diesem Spezial-Fall das inzwischen von allen anderen n —1 Ele-
menten dominierte Element als Letztes gleich auch noch mit abgespeichert werden.

Wird die nachfolgende Prozedur parental-dominance auf ,,>* eingestellt, spiilt
man also immer den groten Wert nach oben an die Wurzel (wie u. g. implementiert),
so realisiert man in rc mit einer Stapelung in einen Keller die sogenannte ,,aufstei-
gende” Ordnung, bei einer Einreihung in eine Warteschlange die ,,absteigende®:
da die dominanten Elemente zuerst gerettet werden, geraten bei einer >-Eltern-
Dominanz so die GroBten entweder als Erste nach unten in den Stapel (und das
Kleinste nach oben, fertig zum LIFO-Abgreifen) oder halt hinten an’s Schlangen-
Ende (s.d. via FIFO vorne das Grofite fertig zum Bedientwerden parat steht, da es
ja am Anfang in die Schlange gelangt).

Setzt man die Eltern-Dominanz auf <, dann haben die genannten Abspeiche-
rungen den gegenteiligen Effekt: Gelangt immer der kleinste Wert nach oben an die
Waurzel, so realisiert man in rc mit einer Stapelung in einen Keller die ,,absteigende”
Ordnung, bei einer Einreihung in eine Warteschlange die ,,aufsteigende”: da die
dominanten Elemente zuerst gerettet werden, geraten bei einer <-Eltern-Dominanz
so die Kleinsten entweder als Erste nach unten in den Stapel (und das GroBte nach
oben, fertig fiir’s LIFO) oder hinten an’s Schlangen-Ende (s.d. via FIFO vorne das
Kleinste fertig zum Bedientwerden parat steht, da es gleich anfangs in die Schlange
gerit ).

Dabei bedeutet ,,absteigend sortiert konkret (wie bereits benutzt), dass die im
Alphabet in lexikographischer Ordnung hinten stehenden Zeichen zuerst gebracht
werden (man also im Alphabet zuriickgehend hinabsteigt), ,,aufsteigend™ entspre-
chend umgekehrt, man also bei den am Alphabet-Anfang stehenden Zeichen begin-
nend (im Zeichensatz nach vorne gehend aufsteigt) das jeweils gewlinschte Ergebnis
présentiert.
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LIFO und FIFO stehen dabei fiir die bekannten Schreib-/Lese-Strategien ,,Last-
In-First-Out” und ,,First-In-First-Out“: LIFO schreibt immer an den Anfang einer
Liste (was einem vertikalen Stapeln gleichkommt) und liest auch exklusiv vorne
(s.d. ein Listen-Zugriff zuerst immer auf das zuletzt gespeicherte Element erfolgt);
FIFO schreibt immer an das Ende einer Liste (was einem horizontalen
Warteschlangen-Einreihen entspricht) und liest ausschlie3lich vorne (s. d. ein Listen-
Zugriff zuerst immer auf das als Erstes gespeicherte Element erfolgt):

root-change(4)

speichere(H|[1], S); [Keller-Stapel oder Warte-Schlange]
wenn ¢ = 2 dann speichere(H|[2], S) sonst tausche(H|[1], H[i]).

Die zweite Prozedur parental-dominance wird mit einem Index-Parchen aufgerufen:
Eltern-Index und maximaler Kind-Index. Zunichst wird gepriift, ob iiberhaupt etwas
zu tun ist (daher hinter dem wenn [nur ein dann-, aber] kein sonst-Teil).

Als erste Aktion wird der Eltern-Index in eine interne Variable (k) ebenso gerettet
wie der dortige Inhalt (nach v); sicherheitshalber setzt man die boolesche Variable
heap auf false.

Dann wird (ggf. wiederholend) die Eltern-Dominanz (hier >) hergestellt— solang
bis alle Eltern-Checks durchgefiihrt wurden oder sichergestellt werden konnte, dass
heap bereits zwischendurch auf t rue erkannt wurde. Der erstgenannte Grund zur
Terminierung tritt am ehesten innerhalb der spéter préisentierten Prozedur heapify
auf, der zweitgenannte nach Ende des nur einmalig aufgerufenen heapify-Laufs.

Bei jedem Durchlauf wird zuerst ein neuer potenzieller Eltern-Index produziert
(J); hat dieser Baum-Index tatsichlich noch Kinder und der Inhalt des Kindes links
wird vom Kind-Inhalt rechts echt dominiert, so wird der Zeiger (j) umgesetzt, damit
er spitestens nun auf das grofte Kind zeigt. Dominiert jetzt der Original-Eltern-
Knoten das groBte Kind, dann ist, entsprechend der nachher einsehbaren Aufruf-
folge dieser Prozedur parental-dominance, die inhaltliche Heap-Eigenschaft erfiillt;
ansonsten wandert das dominante Kind mit seinem Inhalt an die aktuell gehaltene
Eltern-Position, und das Einsinken des Eltern-Inhalts wird durch die Ubernahme
des inzwischen verdoppelten Indexes als neue versuchsweise Eltern-Position vor-
bereitet. Beachte die Effizienz-Feinheit des Nicht-unnotig-Speicherns des originalen
Eltern-Inhalts wihrend des Dominanz-Prozesses — dass er erst dann dorthin gespei-
chert wird, wo er hingehort, also zwischendurch nur der temporére Zeiger verwaltet
wird; erst beim Abschluss wird der alte Inhalt an die Schluss-Position gebracht:
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parental-dominance(p, Cnax)

wenn p < Cpax [es gibt iiberhaupt etwas zu tun] dann
k:=p; v:= H[k]; heap := false ;
wiederhole
7 i=2k;

wenn j < cnax und H[j] < H[j+ 1] dann j :=j+1;
wenn v > H[j] dann heap := true
sonst H[k] := H[j]; k:=j
bis 2k > cpax oder heap ;
Hk] :==v [kein sonst] .

Die dritte Prozedur heapify wird mit der Eingabe-Liste aufgerufen und liefert einen
Heap. Hierzu bedarf es lediglich der systematischen parental-dominance-Aufrufe
aller Eltern-Knoten, strategisch im Baum unten beginnend beim groften Eltern-
Index bis im Baum nach oben wandernd hin zur Wurzel (zahlentechnisch ,,hinunter
bis zum kleinsten Index):

heapify(in: Liste[l ...n], out: Heap[l ...n])
H := L; fiir ¢ :== |n/2] runter zu 1 tue parental-dominance(i,n) .

Der Haupt-Rahmen HS schlussendlich erstellt erstmalig einen Heap und fiihrt
anschlieend n — 1-mal Folgendes durch: Im ersten Schritt rettet root-change den
jeweils aktuell dominanten Wert an der Wurzel-Position und besorgt in einem
die syntaktische Eigenschaft eines Heaps (fast vollstindig besetzter Bindr-Baum),
im zweiten Schritt sorgt parental-dominance (=: pd) fiir die semantische Eltern-
Dominanz-Eigenschaft (hier >); beim letzten rc-Aufruf wird dann auch das kleinste
Element verarbeitet und pd gar nicht mehr aufgerufen (1 £ 2—1):

HS(in: Liste[l ...n|, out: Sortierung[l ...n])

S :=[1; heapify(L,H);
fiir ¢ := n runter zu 2 tue

root-change; parental-dominance(1,i—1).

Ein Algorithmus ist korrekt, wenn er keine falschen Ausgaben produziert. Ob jedoch
alle Losungen ausgegeben werden, ist allein unter diesem Aspekt egal; nur das was
prisentiert wird, muss auch stimmen. Der Algorithmus ist vollstindig, wenn keine
korrekte Losung unterschlagen wird; gibt es mehrere gleichberechtigte Antworten,
miissen alle priasentiert werden. Ob letztlich alle Ausgaben korrekt sind, ist dabei
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nicht gesagt; es darf nur keine richtige fehlen. Ein Algorithmus sollte naturgemif
stets sowohl korrekt als auch vollstindig sein. Manchmal jedoch ist es schwierig,
diese Gesamt-Forderung zu erfiillen: Es gibt leider sogar viele praktisch relevante
Fille, deren ,,Losung®, aufgrund der Komplexitit des jeweiligen Problems, beide
Teil-Aspekte vermissen lassen; genau davon handelt der spiter folgende Abschnitt
Heuristiken im Abschluss-Kapitel Kiinstliche Intelligenz.

Weiterfiithrende Literatur

Cormen, T. H., Leiserson, C. E., Rivest, R. L., Stein, C.: Introduction to Algorithms, 3. (inter-
nat.) Aufl.,, 978-0-262-25946-0 (eBook), 978-0-262-03384-8 (hardcover). MIT Press,
Cambridge (2009)

Hower, W.: Constraint satisfaction via partially parallel propagation steps; (Internat.) Work-
shop Massively Parallel Inference Systems, Internationales Begegnungs- u. Forschungszen-
trum fiir Informatik, Schloss Dagstuhl, Leibniz-Zentrum fiir Informatik, 17./18. Dezember
1990. In: Parallelization in Inference Systems, Lecture Notes in Artificial Intelligence,
Subseries of Lecture Notes in Computer Science, LNCS, Bd. 590, S. 234-242. Springer,
Heidelberg (1992)

Hower, W.: Global constraint satisfaction revisited; Technical Report TR-97-02. University
College Cork, National University of Ireland, Department of Computer Science (1997)
Knuth, D.E.: The Art of Computer Programming, Bd. 1-4A, 3. Aufl, 978-0-321-75104-1

(Box). Pearson & Addison-Wesley, Boston (2011 + 2017)

Levitin, A.: Introduction to The Design and Analysis of Algorithms, 3. (internat.) Aufl., 978-
0-273-76411-3 (paper), 2012, 978-1-2920-1411-1 (eBook). Pearson & Addison-Wesley,
Boston (2014)



t‘)

Check for
updates

Kiinstliche Intelligenz 4

Wie kann die ,,KI (engl.: ,,AI* ;= Artificial Intelligence*) Strategien aus der Natur
automatisieren? Nahezu {iiberall wird danach gestrebt, menschliche Handlungs-
weisen und Gedankenginge kiinstlich intelligent anzunihern; auch von anderen
Lebewesen versucht man zu lernen — beispielhaft sei hier das Stichwort Kolonie-
Intelligenz genannt, wie ,,Ant Colony Optimization“ (=: ACO, wahrscheinlichkeits-
getriggerte Pheromonspur-Simulation) und ,,Particle Swarm Optimization* (=:
PSO, Zellularer-Automat-Erweiterung), die beide eine gewisse Gruppen-Dynamik
installieren.

Der Mensch braucht oft schnell eine gute Losung, er kann schlecht eine halbe
Ewigkeit auf’s Optimum warten; Heuristiken sind dabei das Mittel der Wahl —
weshalb ich ihnen hier entsprechend Platz biete.

Dariiberhinaus bedarf es vor allem in Alltags-Situationen Reaktionen auf Unvor-
hergesehenes; (nicht nur) hier lédsst sich natiirlich nicht Alles vorprogrammieren —
schlieBlich lernt auch der Mensch (moglicherweise lebenslang) dazu. (Ohne maschi-
nelles Lernen bleibt bspw. autonomes Fahren schwierig.) Im Bereich Neuronale
Netzwerke beleuchten wir kurz, wie sich Fehler-Ergebnisse im Nachgang iterativ
nachjustieren lassen.

In u. g. Literatur finden sich viele weitere klassische Themen. Dem verfiihreri-
schen Hang, mein Spezialgebiet CSP (,,constraint satisfaction problem‘) grof} aus-
zubreiten, fiel ich nicht anheim; zwei kleine (ganz unterschiedliche) Hinweise, wie
man in einem solch exponentiellen Suchraum zielgerichtet arbeiten konnte, plat-
ziere ich jedoch hier ganz gern: die Idee einer Parallelisierung sowie Heuristiken
(siehe Folge-Abschnitt).

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019 73
W. Hower, Informatik-Bausteine, Studienbiicher Informatik,
https://doi.org/10.1007/978-3-658-01280-9_4
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4.1 Heuristiken

Die vorhin angedeutete Algorithmik bietet effiziente klassische Informatik-
Losungen, welche iiblicherweise auf tiberschaubarem Terrain in kurzer polynomi-
eller Laufzeit das gewiinschte Ergebnis liefern. Oft jedoch ist der Suchraum riesig,
exponentiell grof} in Bezug auf die Eingabe; selbst der Computer wiirde unheimlich
lange brauchen — oft zu lange, um korrekt und vollstindig die gedachte Ausgabe
zu produzieren. Als Beispiel moge mein eigenes Forschungs-Feld dienen — diskrete
kombinatorische Optimierung; hier wire letztlich nur die beste Losung korrekt —
diese auf traditionellem Wege zu erzielen ist fiir realistisch grole Eingaben utopisch.

Heuristiken leisten hier Abhilfe; sie garantieren meist kein Optimum, berechnen
aber iiblicherweise recht schnell einen brauchbaren Output, wenn auch nur selten
alle Ergebnisse. (Im rein algorithmischen Sinne ist demnach eine Heuristik von
vornherein weder korrekt noch vollstindig.) Der Mensch probiert bei irre vielen
Moglichkeiten, gerade in Zeitnot, auch nicht blind einfach Alles durch (und kidme
womdglich eh nachher zu spit), sondern geht’s halbwegs intuitiv an. Wir beleuchten
daher Konzepte und Architekturen, die in gewissem Sinne der menschlichen Vorge-
hensweise dhneln. Beispielsweise arbeiten wir nicht permanent nur irgendwelche
Regeln ab, um in jedem miihsamen Schritt gierig (engl.: ,,greedy*) die nichste
(womdglich nur kleine) Verbesserung zu erhaschen, sondern sind manchmal auch
bereit, uns kurz zu verschlechtern — in der Hoffnung, bei einem anschlielenden
weiteren Anlauf neue Hohen zu erklimmen. Oft wire es auch zu aufwindig, alles
auszuprobieren, um wirklich das absolute Optimum zu erzielen; vor lauter Priifen
aller Alternativen kdme man zu gar nichts.

Es gibt eine Vielzahl solcher Verfahren (greedy oder nicht), wie Genetische
Algorithmen (=: GA), Evolutions-Strategien (=: ES, realisiert als ,,Plus oder
.Komma“ [s. u.]), Simulated Annealing (=: SA), Taboo-Suche (=: TS) oder T hreshold
Accepting (=: TA), Record-to-Record-Travel (=: RT) und das Sintflut-Prinzip
(,,Deluge Heuristic =: DH).

In diesen Heuristiken werden 1 bis mehrere Losungs-Kandidaten (im letztge-
nannten Fall im sogenannten ,,Pool“ — gern dabei auch ,,Kandidatinnen* < die
natiirlich immer mitgemeint sind) verwaltet, in weiteren Durchldufen (,,Generatio-
nen“) Abwandlungen davon erzeugt, um irgendwann das beste Individuum als die
bis dahin optimale Losung (aus einem iiblicherweise nur eingeschrankt durchkdmm-
ten Suchraum) zu présentieren. Im Graphentheorie-Klassiker TSP (engl. Abkiirzung
fiir das Handels-Reisenden-Problem, die kiirzeste Rundtour) bspw. ist ein solches
Individuum eine Knoten-Reihenfolge (Aneinanderreihung von Orten) mit einer
Kosten-Bewertung aus der Summe der Einzel-Distanzen (Kanten-Gewichtungen),
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fiir eine ,,Kombinatorische Auktion wire es eine Zuordnung von Artikeln und
Bietern (um danach zu bestimmen wer was bekommt — zur Losung des Winner
Determination Problem [=: WDP]), wobei auch hier eine Giite-Bewertung vorliegt;
im Erstgenannten geht es bei der Optimierung um Mini-, im Letztgenannten um
Maximierung.

Die nun folgenden Darbietungen der ausgewihlten Heuristiken folgen nicht
immer 1:1 dem Original; hier und da habe ich aus didaktischen Griinden der Ver-
gleichbarkeit der Ansitze das eine oder andere Detail angepasst. Auch spezifiziere
ich gewisse Operationen nicht weiter, wie ,,mutiere* (bei SA) und ,,verdndere* (GA
und ES, wo ich zudem auch ,,epistasis* erst gar nicht nenne — dies kann der Spezial-
Literatur hierzu entnommen werden).

GA sind greedy und folgen dem Evolutions-Prinzip ,,survival of the fittest”. Dazu
gibt es einen Generationen-Zahler und einen Pool von Individuen (;,Eltern*), deren
Qualitit (die ,,Fitness”) gemessen, auf Kopien verindert (,,Kinder), diese neuen
anschlieBend ebenso evaluiert und dem Pool hinzugefiigt werden. Man behélt dann
die besten der alten Pool-Kardinalitit bei und 16scht die iibrigen schlechteren —
solange, bis eine gewiinschte Abbruch-Bedingung erfiillt ist, welche geschickter-
weise als ODER-Verkniipfung einer syntaktischen mit einer semantischen Forderung
implementiert ist, realisiert im erstgenannten Fall via Hochst-Anzahl an Durchliu-
fen bzw. im letztgenannten Fall iiber den Grad der erzielten Fitness/Verbesserung.

Genetischer Algorithmus

generations := 0 ;
P := generiere initiale Population [ |Pinit] =:p] ;
fur jedes Individuum in P evaluiere Fitness ;
wiederhole
generations := generations + 1 H
children := Auswahl von ¢ Individuen aus P ;
verandere children ;
fiir jedes neue children-Individuum evaluiere Fitness ;
erweitere P um children [ |Prenp| > ] ;
P := p beste Individuen

bis Terminierungs-Bedingung

ES in ihrer sogenannten Plus-Version entsprechen o. g. GA (,,+° vom initialen Hin-
zufiigen der Kinder zu den Eltern, s.d. beide Generationen zunichst zur Fitness-
Priifung wenigstens temporér im Pool sind). Bei der Komma-Variante wird die alte
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Eltern-Generation iiberschrieben und nur die besten Kinder tibernommen (,, , “
wegen ,,Eltern, danach Kinder*). Hierbei kommt der ,,Selektions-Druck® in’s Spiel,
das Verhiltnis von KandidatINNen-Angebot und/zu -Ubernahme. Alltagssprach-
lich wird oft der Quotient in umgekehrter Richtung gebildet (Ubernahme/Angebot,
bspw. 1/7, wenn jede[r] Siebente[r] genommen wird — iibrigens ein Wert, der
empirisch angeblich empfohlen wird), hier jedoch in genannter Reihenfolge (von
[Angebot-]Zihler und [Ubernahme-]Nenner, im Beispiel 7/1 [s.d. eine grofle Zahl
einen strengen Auswahl-Prozess ausdriickt]). Im Gegensatz zu ES(+) ist dadurch
ES(,) ,,non-greedy”, ibernimmt also auch schon mal schlechtere Individuen (was
kein Nachteil sein muss, wie wir beim nachfolgenden Simulated Annealing gleich
erortern).

Evolutions-Strategien

generations := 0 ;
P := generiere initiale Population [ |Pinit| =: po ] ;
fiir jedes Individuum in P evaluiere Fitness ;
wiederhole
generations := generations + 1 ;
children := P [ |children| =: X ] ;
verandere children [A>p] ;
fiir jedes neue children-Individuum evaluiere Fitness ;
wenn Plus-Strategie
dann P := beste p Individuen aus P + children
sonst [Komma] P := beste p children-Individuen

bis Terminierungs-Bedingung

Bei SA hat man keinen Pool, sondern startet zun4chst mit einem Losungs-Kandidaten
(,,parent) und generiert temporér einen weiteren (,,child); von beiden wird die
jeweilige Giite evaluiert — bei einem Maximierungs-Problem die Fitness, bei einem
Minimierungs-Problem die Kosten. Ist ,,child” besser als ,,parent”, wird es als neue
Ausgangs-Basis genommen, ebenso bei gleicher Qualitit, und auch wenn es ,,nicht
zu schlecht” ist. Es wird dabei gegeniiber einer Pseudo-Zufallszahl in einem nor-
mierten Bereich verglichen. Das Verfahren ist so eingestellt, dass anfangs dieser
Vergleich hochstwahrscheinlich positiv ausfillt; im Laufe der Zeit wird jedoch die
Wahrscheinlichkeit, ein schlechteres ,,child (im Vergleich zum ,,parent”) zu {iber-
nehmen, nach einem ,,Abkiihl-Plan” kiinstlich verringert. Man spricht zu Beginn
von einem ,,nearly random walk* und am Ende von ,,local optimization™, da man
vom aktuellen Individuum kaum mehr abriickt, und wenn doch, nur in der unmit-
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telbaren lokalen ,,Nachbarschaft. Der Sinn, zwischendurch iiberhaupt ein schlech-
teres (,,non-greedy*) Zwischen-Ergebnis zu verwenden, liegt darin, ein nur lokales
Optimum in Richtung globales Optimum verlassen zu kdnnen. Dazu protokolliert
man den bisher besten Losungs-Kandidaten mit, um in einem sogenannten ,,Any-
time-Modus™ jederzeit Zugriff auf’s aktuelle Optimum zu haben. Dies ist ein wei-
terer Vorteil von Heuristiken gegeniiber vielen (,,Black-Box*-)Algorithmen: Man
muss sie nicht zu Ende werkeln lassen, sondern kann jederzeit abbrechen und sich
von ihnen das bisherige Optimum geben lassen — ein wichtiges Merkmal bei der
Anwendung im iiblicherweise exponentiell groen Suchraum, wenn in der Praxis
zu gegebener Zeit eine Reaktion bendtigt wird.

Simulated Annealing

trermination = - - - [kleiner positiver Wert] ;
ti=... [groBer Wert > ttermination) ;
1:=0 [Lauf-Index] ;
lpax := ... [max. Durch-Laufe (bei aktuellem t) > ] ;
generiere parent [initiales Start-Individuum)] ;
evaluiere cost(parent) [Minimierungs-Variante] ;
child := parent [child temporér] ;
wiederhole

wenn lpay > 1
dann l:=1+1
sonst
Beginn
wenn Add-Strategie
dann ¢ :=t 4 reduce; [ reduce; < 0]
sonst t :=t-reducey [ reducey <1 | ;
[:=1
Ende ;
child := mutiere(child) ;
evaluiere cost(child) ;

_ cost(child) —cost(parent)
[

wenn ¢ > 0 UND o )r(<1) < €
dann parent := child
sonst child := parent

@ t S ttermination
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TS startet ebenfalls temporér nur mit einem einzigen Individuum (also ohne Eltern-
Pool) und arbeitet mit der berithmten Taboo-Liste zur Verwaltung einer gewissen
Anzahl letzter Schritte (Abwandlungen von Losungs-Vorschldgen), die man nicht
gleich schon wieder zuriick in die Vorgiinger-Version flippen will — diese sind erst-
mal ,tabu“ =. Dabei kann man diese T.-Liste statisch oder dynamisch fahren:
Statisch bedeutet, dass immer die gleiche Historien-Anzahl unberiihrt bleibt. Im
dynamischen Modus wiirde man diese Listen-Léange anfangs kurz halten, um wenig
zu verbieten, Stichwort Diversifikation, englisch-sprachig in diesem Zusammen-
hang oft ,,exploration genannt, wegen der globaleren Erforschung des Suchraums;
im Laufe der Zeit konnte man dann mehr Alt-Schritte unberiihrt lassen, Stichwort
Intensifikation, englisch-sprachig diesbzgl. oftmals ,,exploitation genannt, wegen
der nur noch lokalen Ausnutzung der direkten Nachbarschaft des jeweiligen Indivi-
duums. Innerhalb dieses Blick-Fensters werden sodann Anderungs-KandidatINNen
gebildet; aus dieser neuen Generation wird das beste Individuum tibernommen, wel-
ches nicht in der Taboo-Liste referenziert ist (es sei denn ,,aspiration” greift, was
bedeutet, dass es dann trotz Verbots bei Vorliegen dieses Kriteriums durchgezo-
gen wird =). Danach wird nach dem FIFO-Prinzip das dlteste Element vorn aus der
Taboo-Schlange entfernt (ist jetzt nicht mehr tabu), und die Riickwandlung der aktu-
ell letzten Anderung wird frisch blockiert (durch das Wandern in die Taboo-Liste).

Taboo-Suche

generations := 0 ;
generiere initiales Individuum = ;
TL (Taboo-Liste) := [ ] ;
wiederhole
generations := generations + 1 ;
children := verdndere(z, 5) [NB := Nachbarschaft] ;
fiir jedes Individuum in children evaluiere Fitness
z' := bestes ,zulédssiges® nicht-taboo [¢ T'L] child  ;
verwalte T'L [history queue] ;
z:=a

bis Terminierungs-Bedingung

TA hat auch nur einen Start-Kandidaten — sowie einen sogenannten Schwellenwert
(engl.: ,,threshold”) ¢, der anfangs hoch initialisiert wird. Nach Abénderung des
aktuellen Individuums auf einer (temporiren) Kopie wird das ,,child” ¢ mit seinem
,parent* p verglichen, und zwar abziiglich des o.g. Toleranz-Werts ¢. Liegt nun
bei einer Maximierungs-Aufgabe der neue Fitness-Wert f(c) iiber der Differenz
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f(p) —t, ist also das neue Individuum nicht zu schlecht bewertet, so wird es als
neues Eltern-Individuum iibernommen (und das alte Eltern-Teil, selbst wenn es
leicht besser als das neue Kind war, tiberschrieben). Jeweils nach einer vorher fest-
gelegten maximalen Anzahl runsn,x an Durchldufen (bei bis dahin gleichbleibender
Toleranz) wird ¢ dabei immer weiter reduziert (bis ein vorgegebenes Terminierungs-
Kriterium greift), s.d. es immer schwieriger fiir das dann aktuell neue Kind wird,
den Vorginger zu iiberschreiben.

Threshold Accepting

ti=... [groBer (Schwellen-)Wert > 0] ;
r:=0 [Lauf-Index] ;
Tmax := ... [max. Durch-Laufe (bei aktuellem t) > 7] ;
generiere p  [parent := initiales Start-Individuum] ;

evaluiere f(p) [Fitness, in Maximierungs-Variante] ;
c:=p [child temporar] ;
wiederhole
wenn Tpax > T
dann r:=r+1
sonst
Beginn
r:=0 ;
t :=t — reduce; [ reducer > 0]
Ende ;
¢ := verandere(c) ;
evaluiere f(c) ;

wenn f(c) > f(p) — ¢ dann p:=c¢ sonst ¢ :=p

bis eine Zeit lang keine Qualitits-Anderung ODER ¢ < 0

RT arbeitet ebenfalls ohne Pool und vergleicht zwischendurch das neue Individuum
mit dem aktuell Besten, dem ,,record™. Ist nun das Kind besser als die Differenz zwi-
schen diesem Rekord-Halter und einer Abweichung (engl.: ,,deviation*) d, so wird
es als nichste Generation abgespeichert; auch hier reicht zur Ubernahme ,,gut genug*
(zu sein). Im Gegensatz zu TA wird hier nicht ein sich verringernder Toleranz-Wert
beriicksichtigt, sondern eine stabiler Abweichungs-Betrag — und selbstverstidndlich
der ,,record” bei echter Verbesserung des Vorgéinger-Werts aktualisiert.
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Record-to-Record-Travel

d:=... [deviation (Abweichung) > 0 ;
ra= [Lauf-Index ;
Thax := - . . [max. Durch-Liufe > r ;

|
]
]
generiere p  [parent := initiales Start-Individuum] ;
evaluiere f(p) [Fitness, in Maximierungs-Variante]

]

]

record := f(p) [aktueller F'itness-Rekordwert ;
c:=p [child tempordr ;
wiederhole

r=r+1 ;

¢ := veréindere(c) ;
evaluiere f(c) ;
wenn f(c) > record —d
dann
Beginn
pi=c ;
wenn f(c) > record dann record := f(c)
Ende
sonst c:=p

bis eine Zeit lang keine Qualitéits-Verbesserung ODER 7 > rpay -

Die mir personlich am sympathischste Heuristik ist, neben der bereits vorgestellten
SA, die nun folgende Heuristik DH, das Sintflut-Prinzip. Das Ganze startet erwar-
tungsgemil mit einem niedrigen Wasserstand (engl.: ,,water /evel”) [ (einen [noch
geringen] Giite-Wert darstellend) und der Angabe des Hochst-Pegels (hier im posi-
tiven Sinne zur Markierung des Giite-Zustands ,,gut genug™) m (dem englischen
Lwatermark™ entnommen). Umgehend wird die Kind-Fitness mit dem aktuellen /
verglichen, und beim Ubersteigen wird das neu generierte Individuum (die neue
Generation ) das nichste Eltern-Teil. Sodann heben wir [ um einen konstanten
Betrag ,,up* an — wir fluten sozusagen kontrolliert, zur Anhebung unseres Qualitits-
Anspruchs. Auch hier macht es Sinn, via ODER-Verkniipfung zu terminieren, wie:
,»schon ldnger keine Verbesserung ODER [ > m*. Klar ist: Wihlt man ein zu grof3-
spuriges ,,up", prasentiert DH ruckzuck ein wohl schlechtes Ergebnis, wihrend ein
bescheidenes ,,up* sich zwar langsam(er) aber einem eher besseren Ergebnis nédhert
(dhnlich dem Hoherlegen einer Hochsprung-Latte zur Erzielung eines Weltrekords).
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Sintflut- Prinzip

l:=... [water level (Wasser-Stand, Qualitét) > 0] ;
up := ... [Wasser-Anstieg;, Qualitits-Gewinn) > 0] ;
m:=... [water mark (Qualitéts-Anforderung) > I] ;

generiere p  [parent := initiales Start-Individuum)] ;

evaluiere f(p) [Fitnessp bei Maximierung] ;
ci=p [child temporér] ;
wiederhole

¢ := verandere(c) ;
evaluiere f(c) ;
wenn f(c) > 1
dann
Beginn
pi=c ;
l:=1+up
Ende

sonst ¢ :=p

bis eine Zeit lang keine Qualitéts-Verbesserung ODER [ > m

Mit diesen und weiteren Heuristiken steht uns nun eine riesige Auswahl an Ver-
fahren und Parametern zur Verfiigung, mit denen sich ein einigermaflen vorherseh-
bares Verhalten in exponentiell groBen Suchrdumen einstellen ldsst. Wir konnen
den Grad der Diversifizierung vs. Intensivierung, dies in grofer oder kleiner (ggf.
dynamisch verdnderbarer) Nachbarschaft, wihlen, also die Balance zwischen weit-
laufiger Erforschung auf der einen und Ausnutzung des Wissens iiber den Zustand
der ndheren Umgebung auf der anderen Seite, einstellen, mit einem Eltern-Pool
oder nur mit einem einzelnen Individuum (+ temporérer Abwandlung) arbeiten, eine
Historie verwalten oder auf Altes verzichten, usw.; es gibt viele Ideen, von denen ich
hier einige darlegen wollte. Die Gedanken, sich selbst neue hybride Konstruktionen
zu erschaffen, sind frei...

Ein kleines Nachwort zu Prozedurkiirzeln und Variablennamen: ich habe meist
die Bezeichnungen aus meinen Vorlesungen {ibernommen; somit tun sich nun meine
Studierenden leicht, die anscheinend so gefiirchteten kryptischen Skripte hiermit
ausgefiillt und in ganzen Sitzen formuliert zu dechiffrieren. <
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4.2 Nicht-KI

Die dargestellten Heuristiken zéhlen entwicklungsméBig kaum zur KI.

Auch Fuzzy Reasoning bspw. hat historisch nichts damit zu tun. (Dabei wer-
den sich iiberlappende Werte-Intervalle geboten, womit man harte quantitative
Ubergiinge vermeidet. Bei einer qualitativen Modellierung lieBe man bspw. einen
Temperatur-Bereich ,,heif}* bereits beginnen, noch bevor das Intervall fiir ,kalt*
endet; so lassen sich weiche Abfolgen darstellen. Bei einer Sportgetriebe- Automatik
zum Beispiel wiirde der hochtourende Drehzahl-Bereich im gleichen Gang weiter
reichen als der niedertourige zum Hochschalten in den nédchsten Gang schon begin-
nen konnte; wenn also auf der x-Achse die Drehzahlen stehen und auf der y-Achse
die Génge abgetragen werden, so gibt es [quantitativ] Drehzahlen, welche mit gewis-
sen Zugehorigkeits-Graden verschiedenen Géngen [qualitativ] zugeordnet sind.)

Ich erwihne diese Praktiken hier, da sie dhnlich wie Menschen ebenso entweder
nicht immer die beste Losung parat haben oder zwischen den Groflen nicht hart
unterscheiden wollen — und auch dafiir maschinelle Umsetzungen gewiinscht sind.

Wir durchké@mmen hier jetzt nicht irgendwelche KI-Hammer, sondern beleuchten
zunichst attraktives Anwendungs-Terrain, das der Spiele-Programmierung — auch
um gleich vorab zu bemerken, dass so Manches, dem man KI anhaftete, nicht immer
welche drin hatte, sondern lediglich sogenannte ,,brute-force”-Methoden, aufbau-
end auf purer Rechenkraft (lange genug auf ausgekliigelten Hardware-Bausteinen
werkelnd), einsetzte.

In den folgenden zwei Beispielen sieht man tibrigens schon als ,,Seiten-Effekt
die Notwendigkeit eines guten Fundaments auf dem Gebiet Diskrete Mathematik
(siehe Anfangs-Kapitel). =

1. Wir sind im Zentrum des 2d-Koordinaten-Systems (0, 0).
Frage: Wie viele minimale achsen-parallele Schrittfolgen gibt es von (0, 0) zu
einem Joystick-Punkt (a, b) [€ Z%\(0, 0)]? Antwort:

<|a|+|b|> =Binomia;,< lal + Ib| >=<|b|+|a|>
ja] ) TSvmmetsie \(ja] + [b) — lal bl )

was auch die Antwort fiir die symmetrische Fragestellung nach der Anzahl
verschiedener Bewegungs-Muster zum Punkt (b, a) darstellen wiirde: Bei der
Gesamt-Anzahl diskreter Schritte kommt es auf die Summe der Bewegungen
sowohl in x- als auch in y-Richtung, also die Addition der beiden Koordinaten-
Betrige, an, nicht auf die Reihenfolge der Begehung der einzelnen Dimen-
sionen — was auch ganz allgemein das Formelwerk fiir die jeweils minimalen
Weg-Lingen erklirt. Siehe hierzu auch das Trajektorie-Beispiel vorne im Mathe-
Kapitel.
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2. Hier vereinfachend wollen wir ein Spiel abbilden, das auf einer kleinen 10-GB-
Maschine pro Konfiguration (Knoten im Spiel-Baum) 10 B benétigt; ferner lige
dem Spiel-Charakter ein einheitlicher Verzweigungs-Faktor (engl.: ,,branching
factor =: b, # Moglichkeiten pro Entscheidung) von 16 zugrunde (kleiner als
bspw. bei der Schach-Eroffnung). Wir interessieren uns sowohl fiir die # Knoten
(engl.: ,,nodes” =: n), welche wir darstellen konnen, als auch fiir die Aufbau-
Tiefe, die grofite Vorschau-Ebene (engl.: ,,/evel“ =: [) im Spiel-Baum:

10GB
ni=|— | =29 ~ (10%? = 10° [Knoten]
10 B/Knoten

Pl>n=1> logp(n) =:w < [w] =: 1.

Fiir den Normal-Fall, dass n keiner b-Potenz entspricht, kann natiirlich die letzte
Ebene [ nicht mehr komplett aufgebaut werden, was den Freiheits-Grad entspre-
chend einschrénkt. Fiir den Spezial-Fall w =/, in dem es also nichts aufzurunden
gibt, hat man noch auf der groten Vorschau-Ebene alle Freiheiten.
l:=558° [1og16(2*)1 = [Logy[2H*]] =8.

Dies bezieht sich auf die unrealistische Variante, dass man die Ebenen iiber-
schreibt, die Speicher-Knoten alle der jeweiligen Ebene zur Verfiigung stehen.
Mochte man aber auf Vorgidnger-Konfigurationen zuriickgreifen, so speichert

man alle Ebenen ab, also die Summe (=: s) aller b-Potenzen bis zur Such-
Tiefen-Ebene /:

pU+D _q
sb(l)—Zb’ — =

lzlogb[(b—1)~n—|—1]—1=:w§ [w] =:1:
(Der vorherige Freiheitsgrad-Kommentar gilt auch hier.)

[ :=[logie[(16 — 1) - 2% 4+ 1] — 17
=siehe 11 5416(15-16"° + 1)] — 1

—oben

Z [Loge(15) +7.51 — 1
21475 -1
=1+[75] -1

=3.

Es ergibt sich die gleiche Such-Tiefe wie vorher; vom Speicherplatz her kann
man es sich leisten, alles vorzuhalten [6¢TD > g, D]1.
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Wie der Summen-Formel leicht zu entnehmen ist, hat man als Game-Designer/in
etwas Spielraum = — der Zusammenhang zwischen Verzweigungsgrad und
Such-Tiefe ist schlieBlich so etwas wie ein Null-Summen-Spiel: Macht man
das Spiel interessant, ldsst man also ein grofles b zu, ergibt sich nur ein kleines
| — das Spiel ist demnach schnell zu Ende; erlaubt man nur ein kleines b, ist
das Spiel nicht so abwechslungsreich, man erlaubt jedoch damit ein grofes /
und kann so das Spiel lidnger laufen lassen — sicherlich ein Parameter bei der
Design-Entscheidung fiir Erwachsenen- bzw. Kinder-Spiele.

Der Verzweigungs-Faktor spielt auch eine Rolle bei der Uberlegung, wie man ganz
generell von einer Start- zu einer Ziel-Situation gelangt. Man denke hier an einfa-
che Intelligenz-Tests der Art, wie man bspw. in einem Labyrinth ausfindig macht,
welcher auflen stehende Angler den Fisch in der Mitte gefangen hat bzw. wel-
ches innen liegende Kisestiick von der au3en stehenden Maus gefressen wird. Man
konnte sowohl von auflen nach innen, nennen wir’s mal ,,vom Start weg voran
Richtung Ziel“ (,,forward reasoning”“) gehen oder von innen nach auflen, nennen
wir’s entsprechend ,,vom Ziel zuriick nach vorne” (,,backward reasoning). Hat
man sowohl vorne als auch hinten mehrere Ansetz-Moglichkeiten, so wihlt man
logischerweise diejenige Richtung mit der geringsten Anzahl an evtl. notwendig
werdenden Korrektur-Schritten (dann im beriichtigten backtracking-Modus), halt
die mit dem kleinsten Verzweigungs-Faktor; dieses Strategie-Wissen zum jeweils
geeigneten Vorgehen sollte das ([Nicht-]KI-)System bereithalten. Ohnehin ist in
riesigen Suchrdumen mit sehr vielen Entscheidungs-Moglichkeiten neben unter-
stiitzendem Automatismus zusétzlich menschliches Erfahrungswissen hilfreich, um
schnell genug gute Entscheidungen zu tétigen.

(Mit hier Gebotenem nicht zu verwechseln [aber ebenfalls in diesen Abschnitt
gehorend] ist Gamification/,Spielifizierung®, spielerisch motivierend auf Nicht-
Spielerischem einzuwirken.)

4.3 Neuronale Netzwerke

Maschinelles Lernen (=: ML) ist ein weites Feld. Erwidhnt werden sollte wenigs-
tens das Kiinstliche Neuronale Netzwerk (,Artificial Neural Network™ =: ANN); es
mimt auf maschinelle Art (zwar nur rudimentir, aber immerhin) das Prinzip unseres
natiirlichen NN, das Gehirn. Einfache Prozessoren spielen die Rolle der Neuronen,
die initial in einem bestimmten Muster miteinander verbunden sind. Was in der
Natur die Synapsen libernehmen, reflektieren hier die Verbindungen (engl.: ,.in-
terconnections®) untereinander, weshalb man ANN auch unter der Bezeichnung
Konnektionismus wiederfindet.
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Dabei wird fiir jeden der k Parameter P; (1 < j < k) der jeweilige /nput-Wert
i; eingelesen und gemil seiner Bedeutung entsprechend mit dem jeweils zuge-
horigen Gewichts-Faktor (engl.: ,,weight*), versehen. Die beiden Gréfen werden
miteinander multipliziert und anschliefend aufsummiert; die entstehende Summe
nennt man traditionellerweise den ,,Stimulus®

k
s = Z ij-wj,
ji=1
der sodann in die Di f ferenz-Funktion diff eingeht — die den Unterschied zwi-
schen s und einem zu erwartenden Schwellenwert (,,threshold) 6 misst:

diff :=s5s—6.

Der letztliche Output wird iiber eine Aktivierungs-Funktion berechnet, die sich auf
verschiedene Art und Weise umsetzen lisst — sowohl diskret = als auch kontinu-
ierlich, wie bspw. im Digitalen mit der bindren vergleiche-Funktion (entweder
per ,,Vorzeichen [sign] oder als ,,Schritt [step] realisiert) und im Analogen gern
mit der beliebten sigmoid-Funktion.

. . 1 ; diff >0

vergleiche(diff) := {minus . Qiff <0

Bei der Vergleichs-Funktion sign(dif f) wirdminus := —1, bei step(di f £) defi-
niert man minus := 0. Historisch zu nennen ist sicherlich das schon iiber 60 Jahre
alte Perceptron, das in ,,feed-forward“-Manier die Ausgabe nicht zur Eingabe riick-
koppelt, jedoch die sogenannte ,.einfache” Delta-Lern-Regel nutzt, in der Anpas-
sungen der Kanten-Gewichte vorgenommen werden. Hierzu definieren wir einige
Parameter:

« := Lern-Rate (Bedeutung der Gewichts-Anderung beim Trainieren)
[ := Trainings- Lauf (Index)

f := Funktions-Wert

e, := Fehler (engl.: ,,error*, beim Trainings-Lauf /) :=

L]
L]
L]
L]
ferhofft _ ferzielt

Die (einfache/,,simple*) Gewichts-Differenz sieht wie folgt aus:

Asimple

Wi = o-1j]-€ ,

eingehend in die Gewichts-Anpassung
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. impl
Wil = wj g AZTREE

Wi

(solange, bis eine vorher vereinbarte Konvergenz erreicht ist). Diese Art der Adap-
tion macht Sinn: Unterschieft man den gewiinschten Wert ist e positiv, und w wird
im néchsten Durchlauf angehoben; iiberschiefft man ihn mit dem gemessenen Wert
so ist e negativ, und w wird beim nichsten Mal durch die Addition dieser negativen
Fehler-Abweichung abgesenkt.

Mit dem Perceptron konnte man die einfachsten logischen Verkniipfungen NOT,
AND bzw. OR umsetzen. Nun will man mit einem ANN klassische Klassifizierungs-
Aufgaben angehen, wie z. B. einfache Handschrift-Zeichen-Erkennung (wo eh nur
auf einen sehr endlichen Werte-Bereich abgebildet wird) oder zur Bonitéts-Priifung
in Banken (wenn auch mit mehr Eingangs-Parametern — wo es darum geht, ob ein
Darlehens-Antrag gewiéhrt wird oder nicht). Hierzu ist dann die lineare Separierbar-
keit zur Trennung zwischen false- und true-Fillen bedeutsam; bei den drei 0. g.
Operatoren ist dies moglich. Beim doch wichtigen XOR (@) ging das nicht so direkt:
‘Wenn man die beiden Eingaben dieser Bindr-Relation in ein diskretes Koordinaten-
System eintrigt (mit der iiblichen Interpretation false =: 0 und true =: 1),
ergeben bekanntlich die beiden Paare (0, 0) und (1, 1) [wegen false @ false=
false = true @ true] jeweils den booleschen Wert 0 und die beiden anderen
Paare (0, 1) und (1, 0) [wegen false @ true=true® false = true] jeweils
den booleschen Wert 1. Nun lésst sich jedoch keine alleinige Trenn-Linie ziehen,
welche die false- von den true-Punkten sauber auseinanderhilt. Daher erstarrte
das ANN-Interesse, erweckte aber wieder zum Leben mit der Idee der (,,verborge-
nen‘‘) Zwischen-Schicht[en] (engl.: ,hidden” layer).

Die o.g. sigmoid-Funktion nennt man auch die logistische Kurve —und ist in
ihrer Basis-Variante wie folgt definiert:

1

Slgmold(dlff) = m

Sie zeigt ein rechts-gekippt liegendes S und zeichnet eine aus dem Alltag bekannte
typische Nachfrage nach einem neuen Technologie-Gut, wirtschaftswissenschaft-
lich etwa wie folgt interpretiert: anfangs gibt es nur sehr wenige (flach ansteigend)
sogenannte ,.early adopter”, dann erkennen Viele (stark steigend) die Vorziige des
neuen Produkts, schlieBlich wollen noch Weitere (schwach weitersteigend) dabei
sein, und gegen Ende ist der Markt ,,geséttigt”. Interessant hierbei ist sicherlich zu
erwihnen, dass sie ihren stirksten Anstieg, mathematisch gesprochen die grofite
Steigung, bei diff = 0 hat, wo der Stimulus exakt den Schwellenwert trifft —
eine gewisse ,,Wohl-Definiertheit, welche dabei genutzt wird. Die sigmoid-
Funktion findet sich bspw. in der iiberlieferten Boltzmann-Maschine (mit stochasti-
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scher Aktivierungs-Funktion) sowie in der ANN-Architektur back propagation (=:
BackProp).

Dieses BackProp setzt ,.hidden units* (verborgene Einheiten/ANN-Knoten) ein
(ist daher XOR-fdhig), Gewichte werden zuriickgeleitet (nicht der Output, weshalb
immer noch von einem ,,feed-forward“-Netz gesprochen wird) — und dabei die
hier nun folgende sogenannte ,,verallgemeinerte™ Delta-Lern-Regel (,.generalized”
Delta learning rule) nutzt. Diese beriicksichtigt bei der Gewichts-Differenz, zur
schnellen Anpassung, zusitzlich die Ableitung der Aktivierungs-Funktion, weshalb
man es [iiberwachtes] Gradienten-Abstiegs-Lernen (,,gradient descent learning*)
nennt:

generalized, = ._ asimple o ._ Lf=
A wi = A wj - f= sigmoid(diff)]

a-ijr-e-(1—f).

Ganz allgemein lassen sich die Zwischen-Schichten hierarchisch anordnen,
womit sich ,,deep learning realisieren lédsst: Die erste innere Schicht ordnet die
Input-Signale und findet bspw. bei Pattern Recognition auf einer rein physischen
Ebene erstmal nur Pixel, welche dann in der ndchsten Schicht moglichen Formen
syntaktisch zugeordnet werden; spiter werden diese Objekte mit einem Muster
semantisch abgeglichen. Die verborgenen Schichten stellen daher nach und nach
eine jeweils hohere Abstraktions-Ebene dar — vom eingeflossenen Input hin in Rich-
tung zum gedachten (simulierten) ,,Verstdndnis® als Output.

Allgemeine Parameter (nicht erlduterte siehe Literatur) sind:

e Informationsfluss-Richtung
— feed-forward (hochstens Fehler-Riickmeldung)
— recurrent (inkl. feed-backward-Output-Riickleitung)
e Ebenen-Architektur
— nur In/Output
— Zwischen-Schicht(en)
e Lern-Setting
— Uberwachung
* ohne
* mit
— Wettbewerb
* nein
* ja.

Zur Nennung passender Instanzen hier nun als Beispiel das Kohonen-Netzwerk:
,non-recurrent multi-layer unsupervised winner-takes-it-all.
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Jedoch nicht nur ML, sondern KI generell, kann das kulturelle Eingebettetsein
nicht ersetzen, wie menschliches Miteinander mitsamt Empfindungen und person-
lichem Austausch Z; echte soziale Alltags-Intelligenz wird nicht erreicht. In die
Begrifflichkeiten ,hard/soft AI“ weiter einzutauchen iiberlasse ich aber gerne der
jeweiligen Eigen-Initiative meiner Leserschaft. AbschlieBend: Obwohl ein spieleri-
sches Forschungs-Ziel, hier bspw. bzgl. dynamisch agierender kooperativer Intelli-
genz in Multi-Agenten-Systemen, zu nennen oft begeistert, scheint mir jedoch die
FuBballweltmeister-Mannschaft im Jahre 2050 mit einer Roboter-Truppe schlagen
zu wollen Augenwischerei; als Informatik-Absolvent mit KI-Schwerpunkt (an der
damaligen Hochburg Uni Kaiserslautern) und heutiger Freizeit-Auswahl-Stiirmer
= erlaube ich mir dies zu prophezeien.

4.4 Wissensbasierte Systeme

Ein WBS, oft (verkiirzt) ,,Experten-System™ (XPS) genannt, besteht grob aus
vier Komponenten: Wissens-Erwerb, Wissens-Basis (Fakten + Regeln), Schlussfol-
gerungs-Mechanismus sowie Erkldarungs-Einrichtung. Beschreibung des Wissens
und Losen des Problems sind getrennt. Arrangiert man Letzteres modular im
Sinne einer Unterteilung in problem-spezifische und problem-unabhéngige Strate-
gien, kann man die allgemeingiiltigen Verfahren zum Herzstiick einer sogenannten
Expertensystem-,,Schale” (,,shell*) machen, die man auch in anderen Anwendungs-
gebieten einsetzen kann. Ein WBS ist dort stark, wo sich das Wissen des speziellen
Einsatzbereichs auf intelligente Art und Weise auf dem Rechner modellieren ldsst.

Trotz inzwischen komfortabler Entwicklungs-Umgebungen sind — historisch
gesehen — besonders zwei reine Programmier-Sprachen erwihnenswert: LISP (LISt
Processing), mit Ursprung in Amerika (USA), und PROLOG (PROgrammation en
LOGique), mit Wurzeln in Europa (Frankreich, GrofBbritannien, und vor allem
Deutschland [,,Intellektik*]). Beide Sprachen verbreiteten sich langst weltweit; vor
allem in Japan ist PROLOG sehr geschitzt. Die Performanz eines logikbasierten
Systems misst sich in LIPS = (Logical Inferences Per Second).

4.5 Logik

Wenden wir uns nun Prinzipiellerem zu: Wie kann man eine Maschine all die Dinge
wissen lassen, welche sich in der Umgebung nicht dndern? Dies ist das beriihmte
frame problem®.

Das korrespondierende ,,ramification problem™ zeigt auf die Schwierigkeit, nach
Ausfiihrung einer Wenn-dann-Regel alle impliziten Konsequenzen zu bedenken.
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Das ,,qualification problem™ schlieBlich sensibilisiert fiir die Beriicksichtigung
wirklich aller Vorbedingungen zur Anwendung einer Regel. Folgendes Szenario
moge es ein wenig erhellen: Wir stellen uns eine Regel ,.if condition then action®
vor: C —> A, wobei wir aber in einer speziellen Anwendung dies hier noch meinen:
C A B —> —A. Boolesche Logik liefert: C A B —> C (—>51he A [#£- —A]).
Es wire offensichtlich notwendig, noch eine zusitzliche Vor-Bedingung mitaufzu-
nehmen: C A =B — A. Dies ist im Lichte einer ,,.Default“-Regel: Solange B
nicht gilt (jedoch C) ldsst sich A herleiten; tritt, bspw. in einem Echtzeit-System,
doch B auf den Plan, gilt die Negation von A, und alle auf A basierenden Schliisse
miissen zuriickgezogen werden [soweit noch moglich ;-( ]. Dies ist Gegenstand
eines sogenannten Wahrheits-Verwaltungs-Systems (,,fruth maintenance system®
=: TMS).

Kommen wir jetzt zu zwei wesentlichen Begrifflichkeiten eines Kalkiils: Kor-
rektheit und Vollstdandigkeit. Gegeben eine Wissens-Basis (engl.: , knowledge base*
=: KB) und ein Sachverhalt (engl.: ,,statement™ =: S). Sei |- die syntaktische (,,ma-
schinelle®), = die semantische (,,mathematische*) Folgerung.

e Korrektheit: KBS = KBE S
e Vollstindigkeit: KBS = KBF S

Wenn alles seitens des Logik-Apparates Herleitbare auch mathematisch richtig ist,
nennt man den Kalkiil korrekt; und wenn Alles, was mathematisch stimmig ist, auch
seitens des Logik-Apparats herleitbar ist, so nennt man den Kalkiil volistindig. Es
existieren naturgemif folgende vier Félle automatischer (Nicht-)Herleitungen, auch
,Deduktionen* genannt:

KB S
KB =S
KBF S
KB ¥ —S

e e

Betrachten wir nun alle (sechs) theoretisch moglichen 2er-Kombinationen:

1. gemeinsam mit 2.: die KB ist inkorrekt (inkonsistent)
3. gemeinsam mit 4.: die KB ist unvollstindig (bzgl. S)

1. gemeinsam mit 4.: die KB akzeptiert S

2. gemeinsam mit 3.: die KB verwirft S.

Die Paarungen 1./3. sowie 2./4. stellen System-Fehler dar.

Die Wissens-Basis muss konsistent bleiben, auch weil aus false Alles, auch unsin-
niger Quatsch (=: ¢), (logisch sauber) abgeleitet werden kann:
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false —> g (€ {false, true}) = true.

Finale: Sei die boolesche Implikation I wie folgt definiert: / := C — A; dann
kann man I = A (nur) sorglos folgern, falls C = true. Daher braucht PROLOG
bspw. fiir seinen Widerspruchsbeweiser zwingend eine konsistente Wissens-Basis.
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