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Vorwort

Angesichts der vielen sehr guten und didaktisch vorbildlich strukturierten Biicher zur
Analysis dringt sich bestimmt einigen die Frage auf: Warum noch ein Buch zur Analy-
sis? Genau diese Frage habe ich mir auch gestellt und mir daraufhin Gedanken gemacht,
welche Akzente man setzen konnte, um das Buch zumindest fiir einige Leserinnen und
Leser besonders attraktiv werden zu lassen. Da man sich durch mathematische Sorgfalt
und Struktur (Definition, Satz, Beweis, Beispiel, Aufgabe) nicht von den iibrigen guten
Biichern unterscheidbar machen kann, habe ich mich bewusst auf drei spezielle Aspekte
fokussiert, die bei anderen Biichern nicht unbedingt im Vordergrund stehen:

e Der schon durch das vorangestellte Substantiv ,,Basiswissen* angedeutete Grundla-
gencharakter des Buchs wird sehr ernst genommen: Es wird duBerst zielgerichtet der
wesentliche Kern der Analysis erarbeitet und das so gewonnene Wissen dann durch
zahlreiche Beispiele und Aufgaben mit Losungen gefestigt. Es handelt sich also um ei-
ne schlanke Hinfiihrung zur Analysis, die insbesondere fiir Studierende mit Nebenfach
Mathematik und Fachhochschulstudierende besonders geeignet ist.

e Es werden kleine Selbsttests am Ende vieler Abschnitte angeboten, deren Fragen direkt
durch 747 (richtig) oder 7—? (falsch) beantwortet werden. Verdeckt man beim Lesen
der Tests die angegebenen Antworten, hat man eine gute Moglichkeit der unmittelbaren
Wissensiiberpriifung.

e Online wird begleitend zum Buch ein interaktives PDF-Tool bereitgestellt, welches
knapp 50 Aufgaben enthilt, die zur Uberpriifung des erlernten Wissens zufillige kon-
krete Aufgabenstellungen generieren konnen und auf Knopfdruck auch zur Kontrolle
die jeweiligen Losungen liefern. Der besondere Charme dieses Tools besteht darin,
dass man lediglich iiber einen guten JavaScript-fihigen PDF-Viewer verfiigen muss
und keine aufwindige Installation von Zusatzsoftware erforderlich ist.

Im Folgenden noch in aller Kiirze die wesentlichen Inhalte des Buchs, die allerdings, au-
Ber den kleinen Abstechern zu Bernstein-Bézier- und B-Spline-Techniken als konkrete
Anwendungen von Polynomen und dem Konzept der Differenzierbarkeit, keine Uberra-
schungen bieten:
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Motivation und Einfiihrung
Mathematische Grundkonzepte
Relationen und Funktionen
Funktionen vom Bernstein-Bézier-Typ
Folgen und Reihen

Transzendente Funktionen

Stetige Funktionen

Differenzierbare Funktionen
Funktionen vom B-Spline-Typ
Integrierbare Funktionen

AbschlieBend mochte ich dem gesamten Springer-Team ganz herzlich fiir die angeneh-
me und professionelle Zusammenarbeit danken und Thnen nun viel Spafl mit dem Buch
wiinschen!

Dortmund Burkhard Lenze
Mirz 2020
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Motivation und Einfiihrung 1

In vielen praktischen Gebieten und Anwendungen kommt der Mathematik als Grund-
lagentechnik im weitesten Sinne eine tragende Rolle zu. Ob in der Physik, der Chemie,
der Biologie, der Elektrotechnik, der Nachrichtentechnik, dem Maschinenbau, den Sozial-
und Wirtschaftswissenschaften oder der Medizin: Mathematische Konzepte sind stets von
fundamentaler Bedeutung, um Zusammenhinge kompakt und exakt darzustellen und Mo-
delle angemessen zu beschreiben. Eine weitere Disziplin, die inzwischen in alle Bereiche
des tdglichen Lebens eingedrungen ist und natiirlich auch im Rahmen der oben ohne An-
spruch auf Vollstidndigkeit aufgezihlten Wissenschaften eine immer dominantere Rolle
spielt, ist die Informatik. Aus diesem Grunde ist es naheliegend, den Einsatz mathemati-
scher Strategien im Bereich der Informatik als motivierende und ficheriibergreifende Ele-
mente bei der Erarbeitung mathematischen Grundlagenwissens heranzuziehen. Ob sichere
Kommunikation iiber unsichere Kanile, ob Visualisierung von statischen Objekten, Mess-
reihen, Erhebungen oder dynamischen Simulationen, ob computerbasierte Berechnung
von Lingen, Flichen oder Volumina, stets handelt es sich dabei um Fragestellungen aus
dem Umfeld der Informatik mit hoher Affinitét zu den oben erwihnten wissenschaftlichen
Disziplinen und natiirlich zur Mathematik. Neben den tiefer liegenden mathematischen
Verfahren, mit denen man es zum Beispiel in der Codierungs- und Verschliisselungstech-
nik, der Kompressions- und Signalverarbeitungstechnik oder der Computer-Grafik zu tun
hat, sind auch relativ elementare mathematische Konzepte von grundlegender Bedeutung.
Im vorliegenden Buch werden die aus der Analysis kommenden Techniken dieses Typs
vorgestellt. Damit man einen ersten Eindruck iiber die diskutierten Begriffe erhilt und ih-
re Zusammenhinge mit der Informatik erkennt, sollen im Folgenden in aller Kiirze einige
Stichworte angerissen werden.

In der Analysis beschiftigt man sich u. a. mit Funktionen und hier insbesondere mit
den bereits aus der Schule bekannten elementaren Funktionen (sin, cos, exp etc.). Auf je-

Elektronisches Zusatzmaterial Die elektronische Version dieses Kapitels enthélt Zusatzmaterial,
das berechtigten Benutzern zur Verfiigung steht https://doi.org/10.1007/978-3-658-29922-4 1.
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2 1 Motivation und Einflihrung

dem etwas komfortableren Taschenrechner und in jeder mathematischen Bibliothek einer
hoheren Programmiersprache (Java, C++ etc.) miissen diese Funktionen mit hinreichen-
der Genauigkeit implementiert sein. Damit stellt sich die Frage, wie man diese Funktio-
nen unter Benutzung moglichst weniger elementarer Operationen (Addition/Subtraktion,
Multiplikation/Division, Vergleich) moglichst genau berechnen kann. Eine dhnliche Fra-
gestellung ergibt sich, wenn es darum geht, Kurven und in weiterer Verallgemeinerung
auch Fldchen auf dem Rechner realititsnah und performant darzustellen. Im Rahmen der
Analysis spielen hier die Polynome sowie spezielle, von ihnen abgeleitete Funktionen eine
herausragende Rolle. Unter den Stichworten Bézier-Kurven und B-Spline-Kurven werden
erste Schritte in diese Richtung beschrieben und zur Visualisierung eingesetzt. Eine ande-
re Frage, die man mit Hilfe von Techniken aus der Analysis beantworten kann, ist die nach
der GroBe von Lingen, Flachen oder Volumina gegebener geometrischer Objekte. Fragen
dieses Typs tauchen z. B. im CAGD-Bereich (Computer Aided Geometric Design) auf, bei
der medizinischen Bilddatenanalyse oder aber bei der Implementierung anspruchsvoller
computerbasierter Simulationsprogramme. Hier ist die Kenntnis der Integrationstechniken
der Analysis fiir ein tieferes Verstdndnis unabdingbar.

Man konnte diese Liste an moglichen Anwendungen der Analysis speziell in der Infor-
matik noch beliebig fortsetzen; in jedem Fall sollte geniigend Motivation vorhanden sein,
sich vor dem Hintergrund der praktischen Relevanz der angerissenen Fragestellungen en-
gagiert mit dieser auf den ersten Blick rein mathematischen Theorie auseinanderzusetzen
und ihr enormes Potential zu erkennen.

Im Folgenden einige Bemerkungen zur generellen Konzeption des Buchs: Neben um-
fangreichen Sach-, Namen- und Mathe-Indizes ist die kleinste Einheit ein Abschnitt Y
in einem Kapitel X, kurz X.Y. Es wurde versucht, die einzelnen Kapitel und auch die
zugehorigen Abschnitte so autonom, einfach und unabhingig von anderen Kapiteln oder
Abschnitten zu gestalten, wie eben moglich. Das hat den Vorteil, dass der Lesefluss nur
in Ausnahmefillen von Verweisen auf andere Teile des Buchs unterbrochen wird und
man das Buch bei entsprechenden Vorkenntnissen auch weitgehend nicht linear studieren
kann, d.h. selektiv diejenigen Kapitel auswihlen kann, die von eigenem Interesse sind.
Diese iibersichtliche und moglichst einfach gehaltene Konzeption der einzelnen Kapitel
stellt im Vergleich zu den zahlreichen anderen guten Lehrbiichern zur Analysis das Al-
leinstellungsmerkmal dieses Buchs dar: Jedes Kapitel kommt so schnell wie moglich
und mit moglichst wenig Referenzen auf bereits bearbeitete Abschnitte auf den Punkt,
wobei neben den in der Mathematik unverzichtbaren Definitionen, Sitzen und Beweisen
besonders viel Wert auf konkrete, jeweils bis zum Ende durchgerechnete Beispiele gelegt
wird, sowie kleine Selbsttests zur Festigung des Gelernten integriert sind. Das Buch ori-
entiert sich also an der Maxime, in schlanker und transparenter Form Basiswissen in
Analysis zu vermitteln und nicht etwa am Anspruch, ein auf angehende Mathematikerin-
nen und Mathematiker zugeschnittenes Werk mit einem weitgehend vollstindigen Kanon
der Analysis zu prisentieren.
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Im Detail ist dieses Buch wie folgt gegliedert:

Motivation und Einfiihrung
Mathematische Grundkonzepte
Relationen und Funktionen
Funktionen vom Bernstein-Bézier-Typ
Folgen und Reihen

Transzendente Funktionen

Stetige Funktionen

Differenzierbare Funktionen
Funktionen vom B-Spline-Typ
Integrierbare Funktionen

Die ersten beiden Kapitel dienen dem behutsamen Einstieg in die Materie und sollten
grofitenteils bereits aus der Schule bekannt sein. Lediglich das im Grundlagenkapitel ein-
gefiihrte Prinzip der vollstindigen Induktion diirfte fiir einige Leserinnen und Leser
neu sein und wird deshalb sehr ausfiihrlich behandelt.

Die folgenden Kapitel sind dann im engeren Sinne der Analysis zuzurechnen, wobei
die Ausfliige zu den Bernstein-Bézier- und B-Spline-Anwendungen etwas aus dem Rah-
men fallen und der Nihe zur Informatik, speziell der Computer-Grafik, geschuldet sind.
Diese Anwendungen bieten aber sehr schone konkrete Beispiele fiir die zentralen Ob-
jekte der Analysis, ndmlich die Funktionen, und lassen erkennen, welches Potential die
Analysis hat. Die weiteren Kapitel, speziell die zur Stetigkeit, Differenzierbarkeit und
Integrierbarkeit, sind dann wieder klassische Analysis-Themen und in jedem Analysis-
Buch gesetzt.

Generell gilt, dass das Buch ohne Zusatzliteratur studiert werden kann. Sollten Sie
jedoch bereits deutliche Schwichen im Bereich der Schulmathematik bei sich erkannt
haben, bieten sich neben einem Blick in die alten Schulbiicher als Basis- und Einstiegsli-
teratur die Biicher von Knorrenschild [1] oder von Walz, Zeilfelder und Rieinger [2] an.
Dort werden diejenigen Aspekte der Mathematik ausfiihrlich behandelt, die im Folgenden
als bekannt vorausgesetzt werden. Diese Voraussetzungen sind im Einzelnen:

Elementare Operationen mit Mengen

Umformen algebraischer Ausdriicke

Auflosen quadratischer Gleichungen

Bruch- und Potenzrechnung

Umgehen mit der Exponential- und Logarithmusfunktion
Trigonometrische Funktionen mit Umkehrfunktionen
Dreieck, Rechteck und Kreis mit Eigenschaften

Madchte man iiber das Buch hinausgehende weiterfiihrende Literatur aus dem Bereich der
Analysis, so findet man diese beispielsweise in den Biichern von Forster [3, 4] oder Wal-
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ter [5, 6]. Ist man nicht so sehr an der mathematischen Breite und Tiefe, sondern mehr
an der Anwendung interessiert, so lohnt sich ein Blick in die Biicher von Teschl und
Teschl [7, 8]. Mochte man schlieBlich nur gezielt etwas nachschlagen, so bietet sich das
mathematische Taschenbuch [9] an. Grundsitzlich bleibt es aber dabei: Mit soliden mathe-
matischen Grundkenntnissen lésst sich das vorliegende Buch ohne weitere Zusatzliteratur
bearbeiten!

Abschlielend der obligatorische Hinweis, dass fiir moglicherweise noch vorhandene
Fehler inhaltlicher oder schreibtechnischer Art, die trotz grofter Sorgfalt bei der Erstel-
lung des Buchs nie ganz auszuschliefen sind, ausschlieBlich der Autor verantwortlich ist.
In jedem Fall sind konstruktive Kritik und Verbesserungsvorschlidge immer herzlich will-
kommen.

Und nun viel Spafl mit dem Buch!

Literatur

1. Knorrenschild, M.: Vorkurs Mathematik: Ein Ubungsbuch fiir Fachhochschulen. Carl Hanser,
Miinchen (2013)

2. Walz, G., Zeilfelder, F., RieBinger, T.: Briickenkurs Mathematik, 5. Aufl. Springer Spektrum,
Berlin: (2019)

3. Forster, O.: Analysis 1, 12. Aufl. Springer Spektrum, Wiesbaden (2016)

4. Forster, O., Wessoly, R.: Ubungsbuch zur Analysis 1, 7. Aufl. Springer Spektrum, Wiesbaden
(2017)

5. Walter, W.: Analysis 1, 7. Aufl. Springer, Berlin, Heidelberg, New York (2009)

6. Walter, W.: Analysis 2, 5. Aufl. Springer, Berlin, Heidelberg, New York (2013)

7. Teschl, G., Teschl, S.: Mathematik fiir Informatiker, Band 1, 4. Aufl. Springer, Berlin, Heidelberg
(2013)

8. Teschl, G., Teschl, S.: Mathematik fiir Informatiker, Band 2, 3. Aufl. Springer, Berlin, Heidelberg
(2014)

9. Bronstein, I.N., Semendjajew, K.A., Musiol, G., Miihlig, H.: Taschenbuch der Mathematik. Ver-
lag Europa, Haan-Gruiten, S. 9 (2016)



Check for
updates

Mathematische Grundkonzepte

Dieses einfiihrende Kapitel hat lediglich die Aufgabe, neben einigen grundsétzlichen Be-
griffen, Zeichen, Abkiirzungen und Mengennotationen das Prinzip der vollstdndigen In-
duktion bereitzustellen sowie anhand einfacher Mengenkonstruktionen ein wenig elemen-
tare Kombinatorik zu betreiben.

2.1 Mathematische Zeichen

Der folgende Auszug aus der Menge wichtiger mathematischer Zeichen dient als Nach-
schlagemoglichkeit, falls man beim Lesen des Buchs auf Kiirzel st63t, deren Bedeutungen
nicht mehr klar sind. Sie sind vollstindig in den entsprechenden DIN-Normen (vgl. [1])
festgelegt und ihre konsequente Benutzung bedarf einer gewissen Eingewdhnung. Gene-
rell ist der gesamte Stoff dieses Kapitels elementar und zum groBen Teil auch bereits in
Schulbiichern zu finden. Zum Nachlesen seien [2] oder die sehr gut aufbereiteten Skripte
[3] der Universitét Stuttgart zu den mathematischen Grundlagen genannt.

= zu lesen als:  ist gleich

# zu lesen als:  ist ungleich
:=zu lesen als:  ist definitionsgemif gleich
=:zu lesen als:  ist definitionsgemif gleich
< zulesen als: ist kleiner als

> zu lesen als:  ist groBer als

< zulesen als: ist kleiner als oder gleich

> zu lesen als:  ist groBer als oder gleich
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+ zu lesen als:

— zu lesen als:

- zu lesen als:

— zu lesen als:
{ooe]oeeees } zu lesen als:
@ oder {} zu lesen als:
€ zu lesen als:

> zu lesen als:

C zu lesen als:

D zu lesen als:

\ zu lesen als:

U zu lesen als:

N zu lesen als:

3 zu lesen als:

Y zu lesen als:

V zu lesen als:

A zu lesen als:

: zu lesen als:

| ---| zu lesen als:
/- zu lesen als:
— zu lesen als:
> zu lesen als:
= zu lesen als:
<= zu lesen als:
:<—> zu lesen als:

<—>: zu lesen als:

plus

minus

mal

durch

ist die Menge aller - - - fiir die gilt - - -
leere Menge

ist Element der Menge

enthilt das Element

ist Teilmenge von oder gleich
ist Obermenge von oder gleich
ohne

vereinigt mit

geschnitten mit

es existiert

fiir alle

oder

und

so dass gilt oder gelte

Betrag von - -

Waurzel aus - --

wird abgebildet in (Mengen)
wird abgebildet auf (Elemente)
impliziert

ist dquivalent mit

ist definitionsgemif dquivalent mit

ist definitionsgemif} dquivalent mit

Speziell die vier hiufig auftauchenden Zeichen := und =: sowie <= und <=>: wer-
den stets so verwendet, dass auf der Seite des Doppelpunktes die jeweils neue und auf
der anderen Seite die jeweils bekannte GroRe oder Aussage steht, also z. B. 0° := 1 oder
1 =: 0°, beides gleichbedeutend mit der Aussage Null hoch Null ist definitionsgemif
gleich Eins. Vielfach tauchen die obigen Zeichen aber nicht einzeln, sondern gemein-
sam und recht zahlreich in mathematischen Ausdriicken auf, wobei, dhnlich wie beim
Umgang mit einer Fremdsprache, sowohl die Ubersetzung dieser Kurzschreibweisen in
eine verstindliche Sprache, als auch die Umkehrung, d.h. das kompakte Aufschreiben
mathematischer Sachverhalte unter Zugriff auf diese mathematischen Zeichen, beherrscht
werden muss. Es kommt also nicht nur darauf an, die einzelnen Zeichen und ihre Be-
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deutung zu kennen, sondern auch zu wissen, in welcher Reihenfolge die Zeichen zu
sinnvollen mathematischen Ausdriicken werden. Dies in volliger Allgemeinheit einzu-
fiihren, soll nicht Gegenstand dieses Buchs sein. Hier geht es lediglich darum, basierend
auf Beispielen ein Arbeitswissen zu vermitteln, welches durch stindigen Umgang lang-
sam wachsen und verinnerlicht werden soll. Bevor also nun erste kleine Beispiele zur
Erlangung dieses Basiswissens besprochen werden konnen, bedarf es zundchst noch der
Einfiihrung des Begriffs der Menge bzw. im Speziellen der Einfiihrung der Zahlenmengen,
mit denen man es in der Mathematik primir zu tun hat.

2.2 Mengen und Zahlen

Die widerspruchsfreie Definition einer Menge von Objekten ist eine durchaus kritische
Angelegenheit und hat in der Geschichte der Mathematik zu einigen Problemen und Ver-
wirrungen gefiihrt:

In einem Dorf lebt ein Barbier, der alle Mianner des Dorfes rasiert, die sich nicht selbst
rasieren. Betrachten Sie nun die Menge, die aus allen Ménnern des Dorfes besteht, die sich
nicht selbst rasieren. Gehort der Barbier zu dieser Menge oder nicht? Was ist passiert?

Fragen dieses Typs decken sogenannte Antinomien auf, im vorliegenden Fall ist es im
Wesentlichen die bekannte Russellsche Antinomie (Bertrand Russell, 1872—-1970). Sie
haben zur Folge gehabt, dass hitzige Debatten tiber die korrekte, widerspruchsfreie Defi-
nition von Mengen gefiihrt wurden, die in die Disziplin der axiomatischen Mengenlehre
miindeten. Um derartig verwickelte Mengen soll es aber in diesem Buch nicht gehen,
so dass auf die Konzepte der axiomatischen Mengenlehre verzichtet werden kann. Hier
soll stattdessen ein naiver Standpunkt eingenommen werden, der fiir die im Folgenden
auftauchenden Mengen vollig ausreicht. Im Sinne dieser naiven Mengenlehre, die auch
als Cantorsche Mengenlehre (Georg Cantor, 1845-1918) bezeichnet wird, versteht man
unter einer Menge die Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objek-
te unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die in einer Menge
zusammengefassten Objekte werden Elemente der Menge genannt. Im Folgenden wer-
den Mengen mit grof3en lateinischen Buchstaben abgekiirzt (zum Beispiel mit 4, B, C, M
oder G) und ihre Elemente stets in geschweiften Klammern {} angegeben. Dabei werden
die Objekte entweder aufgezihlt, oder aber nach einem senkrechten Strich durch Angabe
ihrer Eigenschaften beschrieben.

Beispiel 2.2.1

Die Mengen A := {1,3,5,7} und B := {x | x ungerade natiirliche Zahl zwischen
0 und 8} sind identisch. Bei A wurde die aufzihlende Notation gewihlt, zu lesen
als: A ist definitionsgemil gleich der Menge mit den Elementen 1, 3, 5 und 7. Bei
B wurde die beschreibende Notation gewihlt, zu lesen als: B ist definitionsgemafy
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gleich der Menge mit den Elementen x fiir die gilt, dass x eine ungerade natiirliche
Zahl zwischen 0 und 8 ist. Offenbar gilt A = B.

Es moge ferner die Vereinbarung gelten, dass mehrfach auftauchende identische Elemente
in einer Menge die Menge selbst nicht verdndern und es natiirlich nicht auf die Reihenfol-
ge der Nennung der Elemente einer Menge ankommt.

Beispiel 2.2.2

Die Menge C := {1,1,3,5,7,3,3,5} ist identisch mit der Menge A, und damit
natiirlich auch mit der Menge B, aus dem vorherigen Beispiel, so dass insgesamt
A =B = C gilt.

Man hat nun fiir Beziehungen zwischen Mengen und ihren Elementen sowie fiir Ope-
rationen mit Mengen und ihren Elementen eine Reihe von Zeichen eingefiihrt, deren
Bedeutung und Handhabung vermutlich schon bekannt sind und die wir deshalb im Fol-
genden nur noch einmal sehr kurz erldutern.

Man verwendet folgende Schreibweisen mit den entsprechenden Bedeutungen:

Schreibweise Bedeutung
ae i a ist Element von A
ad A a ist nicht Element von A
ACB A ist Teilmenge von B
AZ B A ist keine Teilmenge von B
|A| Anzahl der Elemente in A
0] leere Menge
Gilt |A| < oo, so spricht man von einer endlichen Menge oder einer Menge endlicher
Kardinalitit. Gilt |A] = oo, so spricht man von einer unendlichen Menge oder ei-
ner Menge unendlicher Kardinalitiit. Endliche Mengen heif3en gleichméchtig oder von
gleicher Kardinalitéit, wenn |A| = |B| gilt. Die Untersuchung unendlicher Mengen auf

Gleichmaichtigkeit ist deutlich komplizierter!
Fiir zwei Mengen A und B sind die folgenden Operationen definiert.

Vereinigung | AUB :={x|xe€ AVvxe B}
Durchschnitt | ANB:={x|xe€ AAx € B}
Differenz | A\ B:={x|xe€ AArx & B}

Zwei Mengen mit der leeren Menge als Durchschnitt nennt man disjunkt. Man kann die-
se Mengenoperationen mit Hilfe sogenannter Venn-Diagramme (John Venn, 1834—1923)
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Abb. 2.1 Einige Venn-Dia-
gramme

9
ANB AUB
A\B B\4

veranschaulichen, worauf hier aber verzichtet werden soll (siehe zur Illustration lediglich

Abb. 2.1).

Speziell im Fall, dass M eine feste Grundmenge ist, ist fiir die Differenz von Mengen

auch die folgende Notation iiblich

A:=M\A

und A wird Komplement von A (beziiglich M) genannt. Ferner gelten einige Rechenre-
geln fiir Mengenoperationen, von denen die wesentlichen im Folgenden genannt werden.
Dazu seien A, B, C drei beliebige Teilmengen einer beliebig vorgegebenen nicht leeren

Grundmenge M .

(1) Doppeltes Komplement:

(2) Idempotenz:

3) Kommutativitit:

(4) Assoziativitit:

(5) Regeln mit ¥ und M:

(6) Distributivitiit:

(7) De Morgansche Regeln:

(8) Absorption:

A=A
AUA=A
ANA=A
AUB=BUA
ANB=BNA
AUMBUC)=(AUB)UC
ANMBNC)=(ANB)NC
AUG=Aund AUM =M
ANP=@ und ANM=A
(AUB)NC=(ANC)U(BNC)
(ANB)UC =(AUC)N(BUC)
(AUB)=ANB
(ANB)=AUB
(AN(AUB)) =4
(AU(ANB))=A4
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Wir kommen nun wieder konkret auf die wesentlichen mathematischen Zahlenmengen
zuriick und fiihren sie in der folgenden Definition prézise ein.

Definition 2.2.3 Natiirliche, ganze und rationale Zahlen

Die natiirlichen, ganzen und rationalen Zahlen sind der Reihe nach wie folgt definiert:

N:={0,1,2,3,4,...},
Zi={.,-2,-101.2,.},
Q:={L1p.qeZ.q#0}.

Die entsprechenden Zahlenmengen ohne die Null werden durch die Ergénzung eines
Sterns definiert, also

N*:=N\{0}, Z*:=Z\{0}, Q*:=Q\{0}. <«

Zur Einlibung der Lesart mathematischer Kurzschreibweisen wird die Definition von
N nochmal in Worte gefasst: N ist definitionsgemél gleich der Menge aller Zahlen
0,1,2,3,.... Bekanntlich sind in den obigen Mengen die Operationen + und - erklért,
wobei beginnend beim Rechnen in N gewisse Gesetze gelten. Fiir beliebig gegebene
Zahlen x, y, z € N lauten diese Gesetze:

(A1) X+y=y+x (Kommutativitéit)
(A2) (x+y)+z=x+(y+2) (Assoziativitit)
(A3) 30 e NVxeN:x+0=x (neutrales Element)
(M1) X-y=y-Xx (Kommutativitit)
M2) x-y)-z=x-(y-2) (Assoziativitit)
M3) 1 eNVxeNix-1=x (neutrales Element)
Mx-(y+z)=(x-y)+ (x-z) (Distributivitit)

Zur Ubung wird das Gesetz (A3) erneut in Worten formuliert: Es existiert ein Element
0 in N, so dass fiir alle Elemente x in N gilt, dass x + 0 gleich x ist. Die Gesetze (A1)
und (M1) werden Kommutativgesetze, die Gesetze (A2) und (M2) Assoziativgesetze so-
wie die GesetzméBigkeiten (A3) und (M3) die Gesetze vom neutralen Element genannt.
Das Gesetz (D), welches eine Verbindung zwischen der Addition und der Multiplikation
herstellt, bezeichnet man als Distributivgesetz.

»  Bemerkung2.2.4 Punktrechnung vor Strichrechnung Von nun an gilt die
Vereinbarung, dass Multiplikationen vor Additionen auszufiihren sind (Punkt-
rechnung geht vor Strichrechnung), so dass z.B. bei der Formulierung des
Distributivgesetzes auf der rechten Seite die Klammern weggelassen werden
konnen. Ferner wird, falls Missverstandnisse ausgeschlossen sind, auf den
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Multiplikationspunkt verzichtet, so dass z. B. 2x dasselbe wie 2 - x bedeuten
soll.

Eigentlich miisste man bei allen Gesetzen stets explizit erwdhnen, auf welche Operati-
on(en) sie sich beziehen und welche neutralen Elemente gemeint sind (das Nullelement 0
oder das Einselement 1). Durch die Angabe der Buchstaben (A) und (M) bei den Numme-
rierung der Gesetze ist dies aber implizit immer klar und (D) bezieht sich halt auf beide
Operationen. Eine nicht leere Menge von Elementen mit einer inneren Verkniipfung (d. h.
die Verkniipfung zweier Elemente der Menge liefert stets wieder ein Element dieser Men-
ge), die den Rechenregeln (A1) bis (A3) bzw. (M1) bis (M3) geniigt, wird kommutative
Halbgruppe mit neutralem Element genannt. N ist also sowohl beziiglich der inneren
Verkniipfung + als auch beziiglich der inneren Verkniipfung - eine kommutative Halb-
gruppe mit neutralem Element. SchlieBlich nennt man eine nicht leere Menge mit zwei
inneren Verkniipfungen, die allen obigen Gesetzen geniigt, einen kommutativen Halb-
ring mit neutralen Elementen. N ist also beziiglich der beiden inneren Verkniipfungen
+, - ein kommutativer Halbring mit neutralen Elementen.

Beim Ubergang von N zu den ganzen Zahlen Z stellt man zunichst fest, dass alle
obigen Gesetze immer noch gelten. Hinzu kommt noch das Gesetz

(Ad) Vxe€Z3I(—x)eZ:x+ (—x) =0 (inverse Elemente)

Die GesetzmiBigkeit (A4) wird das Gesetz iiber die inversen Elemente genannt. Auch
hier soll das Gesetz zur Ubung nochmals in Worten formuliert werden: Fiir alle Elemente
x in Z existiert ein Element (—x) in Z, so dass x 4+ (—x) gleich O ist.

»  Bemerkung 2.2.5 Schlichtes Minus statt Plus-Minus Als Kurzschreib-
weise hat sich durchgesetzt, statt der Addition eines inversen Elements ein
schlichtes Minuszeichen zu schreiben und statt von Addition eines inver-
sen Elements von Subtraktion eines Elements zu sprechen, obwohl es streng
genommen die Subtraktion als Operation gar nicht gibt. Die bekannte Schreib-
weiseistz.B. 17 + (=9) =:17-9 = 8.

Allgemein nennt man eine nicht leere Menge von Elementen mit einer inneren Verkniip-
fung, die den Rechenregeln (A1) bis (A4) geniigt, eine kommutative Gruppe oder auch
eine abelsche Gruppe. Z ist also beziiglich der inneren Verkniipfung + eine kommutati-
ve bzw. abelsche Gruppe. Das Adjektiv abelsch erinnert dabei an den bereits im Alter von
nur 26 Jahren verstorbenen norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829),
der zu Beginn des 19-ten Jahrhunderts Strukturen dieses Typs intensiv studierte. Schlief3-
lich nennt man eine nicht leere Menge mit zwei inneren Verkniipfungen, die allen obigen
Gesetzen geniigt, einen kommutativen Ring mit Einselement. Z ist also beziiglich der
beiden inneren Verkniipfungen +, - ein kommutativer Ring mit Einselement.

Bei der nichsten Erweiterung der Zahlenmengen von Z zu den rationalen Zahlen Q
stellt man zunéchst erneut fest, dass alle obigen Gesetze immer noch gelten. Hinzu kommt
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noch das Gesetz
M4) VxeQ*3ax'eQ*:x-x'=1 (inverse Elemente)

Die GesetzmiBigkeit (M4) wird wieder das Gesetz iiber die inversen Elemente genannt,
diesmal allerdings beziiglich der Multiplikation. Auch hier soll das Gesetz zur Ubung
nochmals in Worten formuliert werden: Fiir alle Elemente x in QQ ohne die 0 existiert ein
Element x ! in Q ohne die 0, so dass x - x ! gleich 1 ist.

» Bemerkung2.2.6 Schlichtes Divisionszeichen stattinverses Element Als
Kurzschreibweise hat sich auch hier durchgesetzt, statt der Multiplikation mit
einem inversen Element ein schlichtes Divisionszeichen zu schreiben und statt
von Multiplikation mit einem inversen Element von Division durch ein Ele-
ment zu sprechen, obwohl es streng genommen die Division als Operation gar
nicht gibt. Die bekannten Schreibweisen sind z. B.

18-47'=:18:4=: — =45,
4

wobei im Folgenden primir die Notation mit dem Bruchstrich benutzt wird.

Damit ist Q also auch beziiglich der Multiplikation eine kommutative Gruppe, wobei als
kleiner Sonderfall allerdings kein inverses Element zum Nullelement der Addition exis-
tiert. QQ ist also mit dieser Einschrinkung sowohl beziiglich der inneren Verkniipfung +
als auch beziiglich der inneren Verkniipfung - eine kommutative Gruppe. Allgemein nennt
man eine nicht leere Menge mit zwei inneren Verkniipfungen, die allen obigen Gesetzen
geniigt, einen Korper. Q ist also beziiglich der beiden inneren Verkniipfungen +, - ein
Korper.
Zusammenfassend gilt also festzuhalten:

(N, +) kommutative Halbgruppe mit Nullelement

(N, ) kommutative Halbgruppe mit Einselement

(N, +, -) kommutativer Halbring mit Null- und Einselement
(Z,+) kommutative Gruppe

(z, ) kommutative Halbgruppe mit Einselement

(Z,+, -) kommutativer Ring mit Einselement

Q.+) kommutative Gruppe

(@Q*, ) kommutative Gruppe

(Q,4+, -) Korper

Es bleibt also lediglich noch die Frage zu kldren, worum es sich bei den reellen Zahlen R
handelt. Um diese Frage zu beantworten, sind einige Vorbereitungen erforderlich, die sich
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auf sogenannte beschrinkte Mengen beziehen. Es sei also nun G € Q, G # 0, beliebig
gegeben.

G heilit nach oben beschrinkt :<—= 35 e Q Vx € G:x <s
G heiflt nach unten beschrinkt :<— 35 e Q Vx e G:x > s
G heiBit beschrinkt ;<= 35 € Q Vx € G: |x| < s

Zum Beispiel ist die Menge N nach unten beschrinkt durch —5.31 oder —19 oder 0, aber
nach oben ist sie unbeschrinkt. Die O als untere Schranke ist dabei offenbar besonders
ausgezeichnet, denn es handelt sich bei ihr um die grofte untere Schranke von N. Ent-
sprechend ist die Menge aller negativen ungeraden ganzen Zahlen z. B. durch 10.02, 7
oder —1 nach oben beschrinkt, wobei hier der —1 eine Sonderrolle zukommt, da sie die
kleinste obere Schranke ist. Allgemein stellt sich nun die Frage, ob alle beschridnkten
Teilmengen in Q grofte untere oder kleinste obere Schranken besitzen. Bevor dies genau-
er untersucht wird, sollen zunéchst die eingefiihrten Begriffe prizisiert werden.

Es sei nun G € QQ wieder eine nicht leere Teilmenge von Q und zur Suche nach der
groften unteren Schranke von G, dem sogenannten Infimum von G (bezeichnet mit
inf G), nach unten beschrinkt. Entsprechend sei G zur Suche nach der kleinsten oberen
Schranke von G, dem sogenannten Supremum von G (bezeichnet mit sup G), nach oben
beschrinkt. Dann stellt sich die Frage, ob es stets derartige Zahlen inf G und sup G gibt,
also Zahlen, die den folgenden Bedingungen geniigen:

VxeG:infG <x)A(VyeQ:(VxeG:y <x) = y <inf(G))
(VxeG:supG=x)A(VyeQ:(VxeG:y>x) = y >supG))

In Worten bedeuten die obigen, etwas schwer zu lesenden Zeilen das Folgende: Die Zahl
inf G soll erstens kleiner oder gleich jeder Zahl aus G sein und zweitens soll es in QQ keine
grofere Zahl mit derselben Eigenschaft geben; genau deshalb nennt man inf G auch, falls
es existiert, die groBte untere Schranke von G. Entsprechend soll die Zahl sup G erstens
grofer oder gleich jeder Zahl aus G sein und zweitens soll es in Q keine kleinere Zahl mit
derselben Eigenschaft geben; genau deshalb nennt man sup G auch, falls es existiert, die
kleinste obere Schranke von G. Betrachtet man nun z. B. die Menge

Gii={xeQ|(x>0)A\ =2)

so kann man zeigen, dass diese Menge zwar nach unten beschrinkt ist, aber kein Infimum
in Q besitzt. Entsprechend kann man z. B. fiir die Menge

Gyi={x Q| (x>0 A <2)}

zeigen, dass diese Menge zwar nach oben beschrinkt ist, aber kein Supremum in Q be-
sitzt. Da man jedoch gerne die Existenz von Infimum bzw. Supremum fiir nach unten bzw.
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nach oben beschriankte Mengen gesichert hitte, muss man den Korper Q vervollstindigen.
Man kommt so zum Korper der reellen Zahlen R, in dem jede nicht leere, nach unten be-
schrinkte Teilmenge ein Infimum und jede nicht leere, nach oben beschrinkte Teilmenge
ein Supremum besitzt. Man bezeichnet diese Eigenschaft als Vollstiindigkeit der reellen
Zahlen, wobei hier die genaue Konstruktion von R nicht durchgefiihrt werden soll, son-
dern lediglich anhand einiger Beispiele erldutert werden soll. So besitzt z. B. die obige
Menge G, die grofite untere Schranke

infG, =inflx e Q | (x >0) A (x> >2)} = V2
sowie die oben ebenfalls bereits betrachtete Menge G, die kleinste obere Schranke
sup Gy = sup{x € Q | (x > 0) A (x* < 2)} = V2.

Neben der jetzt moglichen Bestimmung von Infimum und Supremum einer entsprechend
beschrinkten Menge fiihrt man nun noch den Begriff des Minimums und des Maximums
einer Menge ein, je nachdem ob das jeweilige Infimum oder Supremum zur untersuchten
Menge gehort oder nicht:

infG € G = minG :=infG
supG € G = max G :=supG

Am einfachsten kann man sich diese Begriffe anhand spezieller Mengen, der sogenannten
reellen Intervalle, veranschaulichen.

Definition 2.2.7 Reelle Intervalle

Esseiena,b € R mita < b gegeben. Dann bezeichnet man die folgenden Mengen als
reelle Intervalle, wobei jeweils in Klammern der genaue Intervalltyp angegeben ist:

[a,b] :={x € R |a <x <b} (abgeschlossen)
(a,b) :={xeR|a<x<b} (offen)
[a,b) :={xeR |a<x<b} (halboffen)
(a,b] ={xeR|a<x <b} (halboffen)

und
[a,00) :={x €eR|a<x} (einseitig unbeschrinkt)
(—o0,b]l :={xeR | x <b} (einseitig unbeschrinkt)
(a,00) :={xeR|a<x} (einseitig unbeschrinkt)

(—o00,b) :={x eR | x <b} (einseitig unbeschrinkt)
(—o0,00) :=R (beidseitig unbeschriinkt) <«
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Man macht sich z. B. sofort klar, dass das abgeschlossene Intervall [—3, 4] die Eigen-
schaften

inf[—3, 4] = —3 = min[—3, 4] und sup[—3, 4] = 4 = max[—3, 4]

besitzt, wihrend das offene Intervall (—3, 4) zwar das Infimum —3 und das Supremum 4
besitzt, diese jedoch nicht Minimum oder Maximum des Intervalls sind, da sie nicht zum
Intervall gehoren.

Damit sind nun in ziemlich kompakter Form diejenigen grundlegenden Begriffe und
Konzepte bereitgestellt, die im Folgenden stindig benotigt werden.

2.3 Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 2.3.1 Fassen Sie die folgenden Kurzschreibweisen in Worte:

(@) Vx € Z*:x2 > 1,
(b)Ve >03Ix e R\ Z:|1 — x| <k,
() Vx e R: ((x > 3) = (x2>9)).

Losung der Aufgabe

(a) Fiir alle ganzen Zahlen x auBer Null gilt x? ist groBer oder gleich 1.

(b) Fiir alle € groBer als O existiert eine nicht ganze reelle Zahl x mit Betrag von 1 — x
keiner als €.

(c) Fiir alle reellen Zahlen x impliziert x groBer als 3 die Ungleichung x? groRer als 9.

Aufgabe 2.3.2 Schreiben Sie in mathematischer Terminologie:

(a) Zwei reelle Zahlen sind gleich oder ungleich.
(b) Eine natiirliche Zahl ist stets grofser oder gleich ihrer Wurzel.
(c) Die Multiplikation jeder reellen Zahl mit Null ergibt Null.

Losung der Aufgabe
(@ Vx,y e R:(x =y) V(x # y)),
(b) Vx € N:x > /X,
(c)Vx eR:0.-x =0.

Aufgabe 2.3.3 Geben Sie, falls moglich, inf, sup, min und max der folgenden Mengen
an.

@G ={xeR:0<x<l}
(b)G :={-1,0,1,9},

(¢) G :=(-2,6]U[3,9],
(G :={xeR: x| <1},
(e) G :=(-2,6]N[-2,7].
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Losung der Aufgabe

(a) Es giltinf G = 0, sup G = 1. min G und max G existieren nicht.
(b)Es giltinfG = minG = —1 und supG = max G = 9.

() Esgiltinf G = =2, supG = max G = 9. min G existiert nicht.
(d)Es giltinf G = —1, supG = 1. min G und max G existieren nicht.
(e) Es giltinf G = —2, supG = max G = 6. min G existiert nicht.

Selbsttest 2.3.4 Gegeben sei die Menge G := (—4, 2]. Welche der folgenden Aussagen
sind wahr?

74?infG = —4
7—? minG = —4
4+?2supG =2
74+?max G =2

Selbsttest 2.3.5 Gegeben sei die mathematische Kurzschreibweise Vx € R:((x> =
0)V (x? > 0)). Welche der folgenden Ubersetzungen der Kurzschreibweise sind inhaltlich
korrekt?

?+? Fiir alle x in R gilt x> = 0 oder x> > 0.

?—? Fiir alle x in R gilt x> = 0 und x? > 0.

74?7 Die Quadrate reeller Zahlen sind gleich Null oder positiv.
747 Die Quadrate reeller Zahlen sind nicht negativ.

Selbsttest 2.3.6 Gegeben sei die umgangssprachliche Formulierung: Wenn eine reelle
Zahl grofer als ihr Quadrat ist, dann muss sie kleiner als Eins sein. Welche der folgenden
Ubersetzungen in mathematische Terminologie sind inhaltlich korrekt?

-2 VxeR:(x >x? < x<1)
24?2Vx eR:(x > x2 = x < 1)
7-?VxCR:(x>x> = x<1)
7-?IxeR:i(x>x? = x<1)

2.4 Volistindige Induktion

Sowohl in der Mathematik als auch in der Informatik ist es hiufig so, dass man fiir eine
Menge von Aussagen, die von einem Parameter n € N abhéngen, nachweisen muss, dass
diese wahr sind. Zum Einstieg betrachten wir das folgende kleine Problem:

Wie geht man vor, wenn man sicherstellen soll, dass eine Reihe von Domino-Steinen
beim Fallen des ersten Steins sukzessiv umféllt?
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Abb. 2.2 FEinige Domino-Stei-
ne

In vielen Fillen ist es am einfachsten, sich bei der Losung eines derartigen Problems
vom Prinzip der vollstindigen Induktion leiten zu lassen. Um die Idee dieses Vorgehens zu
verstehen, wird das obige Domino-Problem nun genauer betrachtet (vgl. Abb. 2.2). Das
Prinzip besteht einfach darin, jeden n-ten Stein so aufzustellen, dass er beim Fallen den
(n+1)-ten Stein mit umwirft. Ist dies fiir alle Steine sichergestellt, muss nur noch der erste
Stein zum Fallen gebracht werden, und die Reihe der Domino-Steine wird kippen. Etwas
formalisiert kann man also die Tauglichkeit einer Reihe von Domino-Steinen in Hinblick
auf sukzessives Umfallen wie folgt {iberpriifen:

e Man stelle sicher, dass der erste Stein fillt.
e Man stelle sicher, dass das Umfallen irgendeines n-ten Steins auch das Umfallen seines
Nachfolgers, also des (n+1)-ten Steins, impliziert.

Hat man diese beiden Bedingungen erfiillt, dann kann man sicher sein, dass die gesamte
Domino-Reihe fillt. Genau dies ist das Prinzip der vollstandigen Induktion.

»  Satz 2.4.1 Volistindige Induktion Es sei fiir jedes n € N, n > n, eine
Aussage A(n) gegeben. Um zu beweisen, dass A(n) fiir alle n € N, n > ny,
wabhr ist, geniigt es, Folgendes zu zeigen:

A(ng) ist wahr (Induktionsanfang)
¥n > ny: (A(n) istwahr => A(n + 1) ist wahr) (Induktionsschluss)

Beweis Im Folgenden wird lediglich kurz die generelle Beweisidee skizziert. Dass dieses
Prinzip funktioniert, macht man sich leicht klar: Wenn A(n) wahr ist (Induktionsanfang),
dann ist auch A(ng + 1) wahr (Induktionsschluss fiir n = ng), damit ist aber auch sofort
A(ngy + 2) wahr (wieder Induktionsschluss, jetzt fiir n = ny + 1) ... etc. .. .. Damit kann
man also Schritt fiir Schritt die Korrektheit aller Aussagen A(n) fiirn > ny nachweisen. O

Angewandt auf das konkrete Beispiel der Domino-Steine wiren die fiir alle n € N* zu
verifizierenden Aussagen A(n) genau die folgenden:

A(n): Der n-te Domino-Stein fillt.
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In diesem Beispiel ist np = 1, also der Index fiir den ersten Stein. Nach den bereits
erfolgten Uberlegungen geniigt es zum Nachweis der Korrektheit der Aussagen A(n),
n > 1, die folgenden Nachweise zu erbringen:

e A(1) ist wahr, d. h. der erste Domino-Stein fillt (Induktionsanfang).

e Vn > I: (A(n) istwahr = A(n + 1) ist Wahr), d.h. fiir alle n > 1 folgt aus
dem Fallen des n-ten Domino-Steins auch das Fallen des (n+1)-ten Domino-Steins
(Induktionsschluss).

Im Folgenden sollen nun einige Probleme aus dem mathematischen Umfeld unter Zugriff
auf das Prinzip der vollstindigen Induktion geldst werden.

Beispiel 2.4.2
Zu zeigen ist die Giiltigkeit der sogenannten Gauschen Summenformel

1
A(n): 0+1+2+3+---+n=n(nT+) firalle neN,

die Carl Friedrich GauB (1777-1855) der Uberlieferung nach als neunjzhriger Schii-
ler gefunden hat und deshalb hzufig mit seinem Namen verbunden wird, obwohl sie
auch vorher bereits bekannt war.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist die Aussage A(0) wahr, denn es gilt

000+ 1)

0
2

Induktionsschluss: Es gelte die Aussage A(n) fiir ein beliebiges n € N (Induktions-
annahme). Dann folgt

0+ 142434 4+n+m+1)=0+14243+-4+n)+@m+1)
_nn+1)
2

:(n—l—l)(%—l—l)

+ (n+1) (Induktionsannahme)

_ m+D((m+1)+1)
2 ;

also die behauptete Aussage A(n + 1) fiir den Index (n + 1). Insgesamt ergibt sich
damit die Korrektheit der Aussagen A(n) fiir alle n € N.

Im obigen Beispiel wurde zur Verdeutlichung fiir jede der Identitdten noch die Bezeich-
nung A(n) mitgefiihrt, damit man den Zusammenhang zum allgemeinen Prinzip der voll-
standigen Induktion unmittelbar erkennt. Es ist allerdings in der Praxis iiblich, auf diese
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ausfiihrliche Notation zu verzichten, da sich die in Frage stehenden Aussagen stets direkt
aus dem Kontext ergeben. Im Folgenden wird also auf die prizise Identifikation jeder zu
zeigenden Aussage mit einem formalen Aussagenkiirzel A(n) verzichtet.
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Induktionsschluss: Es gelte die Aussage fiir ein beliebiges n € N (Induktionsan-
nahme). Dann folgt

(14 x)""" =1 +x)"(1 +x) > (1 +nx)(1 +x) (Induktionsannahme)
=14+n+Dx+nx?>>14+@n+x,

also die behauptete Aussage fiir (n + 1). Insgesamt folgt die zu zeigende Unglei-
chung fiir alle n € N.

Um im Folgenden die Notation ldngerer mathematischer Ausdriicke etwas zu verkiirzen,
werden zum Abschluss einige Kurzschreibweisen vereinbart. Fiir n,m,k € N und a;, €
R gelte die Summennotation

n
Zak =am+ap1+--+a,, fals m=<n,
k=m

n
Zak:=0, falls n <m ,
k=m

die Produktnotation

l—[ak =y Ay a,, falls m<n,
k=m
n
l—[ak:=1, falls n <m ,
k=m

sowie die Fakultit- und Binomialnotation

n
n!:= l_[k,
k=1

" ! falls 0 < k <
=, alls n.
k] T ki — k) ==

Die beiden letzten definierten Abkiirzungen spielen in der Mathematik eine sehr wesent-
liche Rolle. Man bezeichnet n! als n-Fakultit, wobei gemifl Definition 0! = 1 gilt. Die
Zahl (Z) wird Binomialkoeffizient genannt und gelesen als n iiber k. Er erfiillt z. B. die
Symmetriebedingung (Z) = (nfk) und gibt, wie man leicht zeigen kann, genau die Anzahl
aller k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge an.
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Die folgenden beiden Beispiele zur vollstindigen Induktion schlieBen diesen Abschnitt
ab.
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2.5 Aufgaben mit Losungen
Aufgabe 2.5.1 Zeigen Sie die Giiltigkeit der Summenformel

n 2 2
1
§:k3=03+13+23+“‘+n3=n(n—+) ﬁj{'ralle n e N.

k=0 4
Losung der Aufgabe Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist die Aussage wahr, denn

020+ 1)
==

0

Induktionsschluss: Es gelte die Aussage fiir ein beliebiges n € N (Induktionsannahme).
Dann folgt

ntl ! n’(n + 1)?
Zk3 = (Z k3) +(m+1)7° = — + (n + 1) (Induktionsannahme)
k=0 k=0
(41 n+1)2%((n+1)+1)2
4

4 3

(n+1)?
4

(n*+4n+4) = (n+2)?%=

also die behauptete Aussage fiir (n + 1). Insgesamt folgt die zu zeigende Identitit fiir alle
n € N.

Aufgabe 2.5.2 Zeigen Sie die Giiltigkeit der Ungleichung 2" > n? fiir alle n € N mit
n>>5.

Losung der Aufgabe Induktionsanfang: Fiir n = 5 ist die Aussage wahr, denn
2°=32>25=75

Induktionsschluss: Es gelte die Aussage fiir ein beliebiges n € N mit n > 5 (Induktions-
annahme). Da fiir » > 5 die Implikation

n?=2n+l=mn—-12>2 = n*>2n+1
gilt, ergibt sich mit der Induktionsannahme sofort
2 =2 2" s =P+’ =0t 4 2n4+1=m+1)%

also die behauptete Aussage fiir (7 + 1). Insgesamt folgt die zu zeigende Ungleichung fiir
allen € N mitn > 5.
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Selbsttest 2.5.3 Gegeben seien die von n € N abhidngigen Summen

n

sni= Y 2k +1).

k=0

Welche der folgenden Summenformeln sind wahr (Nachweis durch vollstdndige Indukti-
on)?

7425, = (n + 1)?
725, =n?

425, =n>+2n+1
72 85, = (n—1)?

Selbsttest 2.5.4 Fiir alle n € N folgt aus der Induktionsannahme, dass n = n + 1 ist,
sofort, dass auchn + 1 = (n + 1) + 1 = n + 2 ist. Dennoch ist die Gleichungn = n + 1
fiir alle n € N falsch. Warum kann man hier nicht mit dem Prinzip der vollstindigen
Induktion argumentieren?

?7—7? Weil die Induktionsannahme falsch ist.
?7—7 Weil der Induktionsschluss falsch ist.
74-? Weil der Induktionsanfang falsch ist.

2.6 Kombinatorik von Mengen

Das Gebiet der Kombinatorik beschiftigt sich mit dem Abzihlen der Elemente endlicher
Mengen und ist ausgesprochen umfangreich. Die Resultate sind dabei hdufig mit vollstédn-
diger Induktion zu beweisen, worauf wir aber im Folgenden zugunsten von Beispielen
verzichten werden. Wir beginnen mit zwei einfiihrenden Definitionen, die direkt auch all-
gemein fiir nicht endliche Mengen formuliert werden.

Definition 2.6.1 Potenzmenge und Teilmengen

Es sei M eine nicht leere Menge. Die Menge aller Teilmengen von M (einschlieBlich
der leeren Menge und M selbst), kurz

P(M) :=2M = {T | T M},

wird als Potenzmenge von M bezeichnet. Fiir £ € N kiirzt man ferner mit

(A,f) = {11 <My A(TI =0

die Menge aller k-elementigen Teilmengen von M ab. <«
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Beispiel 2.6.2
Gegeben sei die endliche Menge M := {1,2,3} mit |M| := 3 Elementen. Ihre
Potenzmenge ergibt sich zu

P(M) = {0, {1}.{2}. {3}, {1.2}.{1,3}.{2,3}. {1,2.3}} .

Die k-elementigen Teilmengen von M lauten der Reihe nach

1‘04 — (o,

Z‘f = {1}.{2}. B3},

A; = {{1,2},{1,3},{2,3}},
") =.2m

Definition 2.6.3 Kartesisches Produkt

Es seien M| und M, zwei nicht leere Mengen. Die Menge aller geordneten Paare von
Elementen aus M, und M, kurz

m
M, x M, := {(ml) | my € My) A (my € M)y,
2

wird als kartesisches Produkt von M, und M, bezeichnet. Gilt speziell M| = M, =:
M, dann schreibt man auch kurz M2 statt M x M. <

Das Adjektiv kartesisch erinnert dabei an den franzdsischen Mathematiker und Philosoph
René Descartes (1596-1650), der die Bedeutung dieser Art von Mengenverkniipfungen
fiir die moderne Mathematik als einer der Ersten erkannte. Bei der Notation der ge-
ordneten Paare benutzt man dabei auch hidufig anstelle der obigen Spaltennotation die
sogenannte Zeilennotation (71, m;), wobei man mittels transponieren die eine Notati-
on in die andere iiberfiihren kann, konkret

T
<m1> = (my,my) bzw. (ml,mz)T = <m1> .
my ny
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Ferner gilt
(ml,m2)=(n1,n2) < ((ml =n1)/\(m2=n2)),

d.h. im Gegensatz zur Gleichheit von Mengen {m,m,} = {m,, m,} ist bei kartesischen
Produkten die Reihenfolge wesentlich, also im Allgemeinen (my,m;) # (my, my).
Schlieflich definiert man fiir n gegebene nicht leere Mengen M, M,,..., M, das
n-fache kartesische Produkt M| x M, x --- x M, als die Menge aller geordneten n-Tupel
(my,my,...,my,) mit m; € M; firalle 1 <i < n. Sind die Mengen wieder alle gleich
einer Menge M, so schreibt man kurz M" := M x M x---x M.

Fiir Potenzmengen und kartesische Produkte endlicher Mengen gilt offenbar folgender
Satz.

»  Satz 2.6.4 Es sei M eine nicht leere endliche Menge mit |M | Elementen.
Dann besitzt die Potenzmenge P(M ) genau 2/"| Elemente und das kartesische
Produkt M? genau |M |> Elemente.

Beispiel 2.6.5
Gegeben sei die Menge M := {1,2, 3} mit | M| = 3 Elementen. Ihre Potenzmenge
ist bereits bekannt,

P(M) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2.3}.{1.2,3}},

und hat offenbar 2! = 23 = 8 Elemente. Das kartesische Produkt M2 von M
ergibt sich zu

we={0)-6)-6)-6)-6)-6)-0)-6)-0)

und hat offenbar | M |> = 3% = 9 Elemente.

Nach diesen einfachen Voriiberlegungen formulieren wir nun einen Satz, der die Anzahl
der Moglichkeiten angibt, aus einer nicht leeren Menge M mit n verschiedenen Elementen
k Elemente auszuwihlen, wobei unterschieden werden muss, ob die Reihenfolge eine
Rolle spielt (mit/ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge, kurz mBdR oder oBdR) und ob
Wiederholungen zugelassen sind (mit/ohne Wiederholung, kurz mW oder oW).

>  Satz 2.6.6 Es sei M eine nicht leere endliche Menge mit n := |M| Ele-
menten. Ferner sei k € N mit 0 < k < n (Fall oW) oder k € N beliebig
(Fall mW). Dann gibt es fiir die Wahl von k£ Elementen aus der n-elementigen



2.6 Kombinatorik von Mengen 27

Grundmenge M

nk Moglichkeiten mBdR und mW,

(Z) Moglichkeiten oBdR und oW,
nn—1)(n—-2)---n—k+1) Moglichkeiten mBdR und oW,
(n +ll§ a 1) Moglichkeiten oBdR und mW.

Die Vorgabe mBdR und mW entspricht genau der Anzahl der Elemente des
k-fachen kartesischen Produkts M* von M, also |M |k Elemente, und die
Vorgabe oBdR und oW entspricht genau der Anzahl der k-elementigen Teil-
mengen (Akl ) von M, also (M]f ‘) Elemente. Ferner bezeichnet man bei der
Vorgabe mBdR und oW sowie dem Fall k = n die entstechenden Moglich-
keiten als die Menge der Permutationen der n Elemente von M und erhilt
dafiir genau n! Moglichkeiten.

Beweis Die Beweise der einzelnen Behauptungen benutzen einfache Abzéhlargumente
oder vollstindige Induktion. Wir verzichten auf die Details. |

Beispiel 2.6.7
Gegeben sei die Menge M := {1,2,3,4,5} mitn := |M| = 5 Elementen sowie
k = 2.

o Wegen
M?*={(1,1),(1,2),....(1,5).,2,1),(2,2),...(55)}

erkennt man fiir mBdR und mW sofort die Anzahl 52 = 25.
o Wegen

(1\24) ={{1,2},{1,3}...,{1,5},{2,3},...{4,5}}

erkennt man fiir oBdR und oW sofort die Anzahl (;) = 10.
o Wegen

{(1,2),(1,3),....(1.5), (2.1).(2.3),...(4.5)}

erkennt man fiir mBdR und oW sofort die Anzahl 5 - 4 = 20.



28 2 Mathematische Grundkonzepte

o Wegen
((1,1),(1,2)...,(1,5).,(2,2),(2.3)...(5.5)}

erkennt man fiir oBAR und mW sofort die Anzahl (g) = 15.

»  Bemerkung 2.6.8 Urnenmodell Die oben skizzierten Auswahlszenarien
kann man sich auch anhand eines sogenannten Urnenmodells veranschau-
lichen. Dabei betrachtet man eine Urne mit n unterscheidbaren Kugeln, aus
der man jeweils k Kugeln zieht. Die beiden Fille mit Wiederholung bedeuten
dabei, dass man nach einem Zug aus der Urne die gezogene Kugel wieder in
die Urne zuriicklegt, so dass sie eventuell erneut gezogen werden kann.

2.7 Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 2.7.1 An einem Pferderennen nehmen 20 Pferde teil. Wie viele Moglichkeiten
gibt es, die ersten 3 Pliitze zu belegen?

Losung der Aufgabe Hierbei handelt es sich um ein Problem der Auswahl von k := 3
Elementen aus einer Grundmenge mit n := 20 Elementen mBdR und oW. Also ergeben
sich

nn—1)(n—-2)=20-19-18 = 6840
Moglichkeiten.

Aufgabe 2.7.2 In einer 4 x 100 m Staffel muss die Reihenfolge der Liufer festgelegt
werden. Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir die Aufstellung, wenn lediglich genau vier
Ldufer zur Verfiigung stehen?

Losung der Aufgabe Hierbei handelt es sich um ein Problem der Auswahl von k := 4
Elementen aus einer Grundmenge mit #n := 4 Elementen mBdR und oW. Also ergeben
sich

nn—1)mn-2)---1=4-3-2.1=41=24
Moglichkeiten.

Aufgabe 2.7.3 Wie viele mogliche Worte mit sieben Buchstaben kann man aus den Buch-
staben des Wortes ENTENEI bilden, wobei die entstehenden Worte keinen Sinn ergeben
miissen?
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Losung der Aufgabe Hierbei handelt es sich um ein Problem der Auswahl von k := 7
Elementen aus einer Grundmenge mit n := 7 Elementen mBdR und oW. Also wiirden
sich im Fall, dass alle Buchstaben verschieden sind,

nn—1Hn-2)---1=7-6---2-1 =7 = 5040

Moglichkeiten ergeben. Allerdings kommt bei dem gegebenen Wort der Buchstabe E drei-
mal und der Buchstabe N zweimal vor. In Hinblick auf N sind damit offensichtlich jeweils
zwei der zuvor als verschieden klassifizierten Worte identisch, so dass sich die Anzahl
der Moglichkeiten auf 2520 reduziert. In Hinblick auf E sind jeweils sechs der zuvor als
verschieden klassifizierten Worte identisch (Auswahl von 3 Elementen aus einer Grund-
menge von 3 Elementen, die zuvor im Sinne von mBdR und oW gezihlt wurden), so dass
sich die Anzahl der Moglichkeiten auf 420 reduziert. Allgemein kann man zeigen, dass
bei einer Auswahl von n Elementen aus einer Menge mit n z. T. identischen Elementen
die Anzahl der Moglichkeiten

n!
kil kyl-- k!
betriigt, wobei Y ,_, k, = n gilt und das erste Element k;-mal vorkommt, das zweite

Element k,-mal vorkommt usw.

Aufgabe 2.7.4 In ciner 4 x 100m Staffel muss die Reihenfolge der Ldufer festgelegt
werden. Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir die Aufstellung, wenn insgesamt sechs Liiufer
zur Verfiigung stehen?

Losung der Aufgabe Hierbei handelt es sich um ein Problem der Auswahl von k := 4
Elementen aus einer Grundmenge mit n := 6 Elementen mBdR und oW. Also ergeben
sich

nn—1n—-2)---(n—k+1)=6-5-4-3 =360
Moglichkeiten.

Aufgabe 2.7.5 Bei der Zusammenstellung einer Getrdinkekiste mit 12 Flaschen stehen 3
Sorten (Apfel, Birne, Orange) zur Auswahl. Wie viele Moglichkeiten gibt es?

Losung der Aufgabe Hierbei handelt es sich um ein Problem der Auswahl von k := 12
Elementen aus einer Grundmenge mit #» := 3 Elementen oBdR und mW. Also ergeben
sich

(n+k—1)_(n+k—1)!_(3+12—1)!_ 1413 _

k kKin—1!  1213-1)! 2

Moglichkeiten.
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Aufgabe 2.7.6 Wie viele Moglichkeiten gibt es bei der Ziehung von 6 Zahlen aus einem
Vorrat von 49 verschiedenen Zahlen unter den gewohnlichen Lotto-Bedingungen?

Losung der Aufgabe Hierbei handelt es sich um ein Problem der Auswahl von k := 6

Elementen aus einer Grundmenge mit n := 49 Elementen oBdR und oW. Also ergeben
sich
! ! .48 .47 ..
n\ _ n! _ 49! :49 48 - 47 44:13983816
k kli(n—k)!  6!1(49—06)! 720
Moglichkeiten.

Aufgabe 2.7.7 Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Ziffern 0 und 1 auf 10 Plitze zu
verteilen (Anzahl der 10-Bit-Worte)?

Losung der Aufgabe Hierbei handelt es sich um ein Problem der Auswahl von k := 10
Elementen aus einer Grundmenge mit n := 2 Elementen mBdR und mW. Also ergeben
sich

nk =2'=1024
Moglichkeiten.
Aufgabe 2.7.8 Wie viele Moglichkeiten gibt es beim Morse-Alphabet, aus den drei Ele-
mentar-Codes (kurzes Signal, langes Signal und Pause) Code-Folgen der Linge 5 zu

generieren?

Losung der Aufgabe Hierbei handelt es sich um ein Problem der Auswahl von k := 5

Elementen aus einer Grundmenge mit n := 3 Elementen mBdR und mW. Also ergeben
sich

nk = 3% =243
Moglichkeiten.

Aufgabe 2.7.9 Betrachten Sie eine Urne mit n := 3 unterscheidbaren Kugel (z. B. ver-
schiedenfarbig oder nummeriert) und bestimmen Sie beim Ziehen von jeweils k := 2 Ku-
geln die Anzahl der Moglichkeiten in den vier Fdllen mBdR+mW, oBdR+oW, mBdR+oW
und oBdR+mW.

Losung der Aufgabe Wir veranschaulichen die vier Moglichkeiten anhand einer kleinen
Grafik, die selbsterklidrend sein sollte (vgl. Abb. 2.3).
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Abb. 2.3 Skizze der vier Szenarien beim Urnenmodell
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Relationen und Funktionen

Check for
updates

In den Anwendungen tauchen hiufig Situationen auf, in denen bestimmte Groflen in einer
ganz speziellen Art und Weise von anderen Gréfen abhiingen oder mit ihnen in Verbin-
dung, in Relation, stehen.

Um als Einstieg ein konkretes Beispiel vor Augen zu haben, wird im Folgenden ein
Auto betrachtet, das eine vorgegebene Wegstrecke zuriickzulegen hat. Befindet sich in
diesem Auto ein hinreichend prézise arbeitender Fahrtenschreiber, so zeichnet er z. B.
fiir jeden Zeitpunkt ¢ eines Tages die momentane Geschwindigkeit V' des Fahrzeugs auf.
Ein tabellarischer Ausschnitt dieser Aufzeichnung konnte wie folgt aussehen, wobei die
angegebenen Minuten ab einem festgelegten Startzeitpunkt gemessen sein mogen:

f[min] || 125|126 | 127 | 128 | 129 | 130 | 131
Vikm/h] || 44 | 59 | 64 | 42 | 29 | 33 | 42

Es gibt also fiir jeden Zeitpunkt ¢ des Tages genau eine Geschwindigkeit V', mit der
sich das Auto zu diesem Zeitpunkt fortbewegt hat. Aus diesem Grunde ist es sinnvoll,
diese Abhingigkeit dadurch deutlich zu machen, dass man V, oder V(¢) schreibt. Mit
dieser Notation lisst sich z.B. aus der Tabelle direkt entnehmen, dass der funktionale
Zusammenhang V(127) = 64 gilt bzw. t = 127 in Relation zu V' = 64 steht, wobei auf
das Mitfiihren der Einheiten verzichtet wurde.

In der Mathematik werden zur Beschreibung von Zusammenhingen des obigen Typs
sowohl Relationen als auch Funktionen verwendet. Relationen sind dabei vielleicht aus
dem Umfeld der sogenannten relationalen Datenbanken bereits bekannt und Funktio-
nen (auch Abbildungen genannt) gehoren generell zu den wichtigsten mathematischen
Objekten iiberhaupt. Nicht nur innerhalb der Mathematik, sondern in nahezu allen An-
wendungsgebieten spielen sie eine zentrale Rolle. Diese universelle Anwendbarkeit riihrt
daher, dass ihre prinzipielle Funktionalitdt ausgesprochen einfach ist. Unter einer Funktion

Elektronisches Zusatzmaterial Die elektronische Version dieses Kapitels enthidlt Zusatzmaterial,
das berechtigten Benutzern zur Verfiigung steht https://doi.org/10.1007/978-3-658-29922-4_3.
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kann man sich ganz allgemein einen Eingabe-Ausgabe-Prozess vorstellen. Dieser nimmt
ein Objekt (z.B. eine Zahl, einen Buchstaben, eine Datei, eine Zustandsbeschreibung,
ein Bild etc.) als Eingabe entgegen und gibt darauthin ein anderes (oder auch dasselbe)
Objekt als Ausgabe aus. Wichtig ist dabei, dass der Prozess dies gemél einer genauen,
eindeutig festgelegten Vorschrift tut, d.h. insbesondere, dass gleiche Eingaben stets zu
exakt denselben Ausgaben fiihren. Bei Relationen ist der Zusammenhang zwischen Ein-
und Ausgabe sogar noch etwas allgemeiner: Hier darf dieselbe Eingabe durchaus in Rela-
tionen zu verschiedenen Ausgaben stehen. Wir beginnen im Folgenden zunichst mit den
Relationen als allgemeinerem Konzept und gehen dann zu den Funktionen iiber.

3.1 Grundlegendes zu Relationen

Stehen Elemente einer nicht leeren Menge A in Beziehung zu Elementen aus einer nicht
leeren Menge B, so kann dies mit Hilfe einer Relation ausgedriickt werden. Diese besteht
genau aus den geordneten Paaren (a, b) € Ax B, die durch die Beziehung miteinander ver-
kniipft sind. Eine Relation R ist also eine Teilmenge des kartesischen Produkts von A
und B. Man sagt dann a steht in Relation zu » und schreibt hiufig kurz ¢ Rb im Sinne von

aRb <= (a,b)e RCAXB.

Falls R = @ spricht man auch von der leeren Relation, falls R = A x B von der Allrelati-
on, und falls A = B und R = {(x, x) | x € A} von der Identitétsrelation. Insbesondere
nennt man Relationen mit A = B auch homogene Relationen und bisweilen werden
Relationen mit A # B auch als heterogene Relationen bezeichnet.

Beispiel 3.1.1

(1) Seien A := {2,3,4,5,6,7} und B := {10, 12, 15, 17}. Die Bezichung zweier
Zahlen a € A und b € B im Sinne von a teilt » ohne Rest ergibt die (heterogene)
Relation

R = {(2,10),(2,12), (3, 12), (3, 15), (4, 12), (5, 10), (5,15), (6,12)} C A x B .

Insbesondere diirfte man z. B. 2R10 schreiben, da (2, 10) € R.

(2) Seien A := {wien,rom,budapest,berlin,genua}und B := {italien,
belgien,ungarn,schweiz}. Die Beziehung einer Stadt ¢ € A zu einem Land
b € B im Sinne von « ist eine Stadt in b ergibt die (heterogene) Relation

R = {(rom,italien), (budapest,ungarn),(genua,italien)} C A X B .

Insbesondere diirfte man z. B. romRitalien schreiben, da (rom,italien) € R.
Ferner kann man derartige Relationen auch in einer sogenannten Matrix-Notation
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zum Ausdruck bringen, wobei diese im Sinne von Zeile zuerst, Spalte spiter zu
lesen ist und eine 1 bedeutet, dass eine Relation besteht, und eine 0, dass keine
Relation besteht (Matrizen dieses Typs werden auch Inzidenzmatrizen genannt):

‘ || Italien | Belgien ‘ Ungarn | Schweiz |

Wien 0 0 0 0
Rom 1 0 0 0
Budapest 0 0 1 0
Berlin 0 0 0 0
Genua 1 0 0 0

(3) Ein typisches und wichtiges Anwendungsbeispiel fiir den Einsatz von und
den Umgang mit Relationen sind die sogenannten relationalen Datenbanken, bei
denen der gegebene enge Zusammenhang bereits am Namen abzulesen ist. Hier
stehen beispielsweise eine Tabelle mit Wohnorten und eine Tabelle von Bewohnern
in Beziehung zueinander. Die Relation ist also zwischen einem Wohnort und einer
Person genau dann gegeben, wenn die Person in diesem Ort ihren Wohnsitz hat.

Speziell fiir die Menge homogener Relationen fiihrt man folgende zusitzlichen Klassifi-
zierungen ein.

Definition 3.1.2 Klassifizierung homogener Relationen

Es seien A und R nicht leere Mengen mit R € A?, also R eine homogene Relation auf
A?. Dann heiBt R

reflexiv: Va € A: (a,a) € R
symmetrisch: Va,b € A: (a,b) e R = (b,a) € R
antisymmetrisch: Va,b € A: ((a,b) € R) A ((h,a) e R) = a=b
transitiv: Va,b,c € A: ((a,b) € R) A ((b,c) € R) = (a,c) € R
total: Va,b e A: ((a,b) € R) Vv ((b,a) e R) =

In etwas informellerer Sprechweise bedeutet dies also:

reflexiv: Jedes Element steht in Relation zu sich selbst.
symmetrisch: Die Reihenfolge der Elemente spielt keine Rolle.
antisymmetrisch: Aus der Symmetrie folgt die Identitit.
transitiv: Zwei durch ein Element gekoppelte Relationen implizieren transitiv
eine dritte.
total: Je zwei Elemente stehen in mindestens einer Richtung in Relation
zueinander.
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Beispiel 3.1.3
(1) Die Relation a teilt b ohne Rest auf N* x N* ist reflexiv, antisymmetrisch und
transitiv.

(2) Die Relation @ — b ist durch 4 teilbar auf Z? ist reflexiv, symmetrisch und
transitiv.

(3) Die Relation a # b auf N? ist symmetrisch.

(4) Die Relation a = b auf N? ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

(5) Die Relation a < b auf N? ist transitiv.

(6) Die Relation a < b auf N? ist reflexiv, antisymmetrisch, transitiv und total.

Ist eine Relation R reflexiv, symmetrisch und transitiv, so wird sie Aquivalenzrelation ge-
nannt. Fiir Aquivalenzrelationen wird iiblicherweise die Notation a = b statt a Rb benutzt.
Eine Aquivalenzrelation unterteilt die Menge A in disjunkte Teilmengen, die sogenannten
Aquivalenzklassen, wobei zwei Elemente einer Teilmenge zueinander in Relation stehen
(sprich: dquivalent sind), wihrend zwei Elemente aus unterschiedlichen Teilmengen dies
nicht tun. Man definiert in diesem Zusammenhang

[al:={x € A|xRa}={x e A|x =a}

und bezeichnet [a] als Aquivalenzklasse von a beziiglich R.

Beispiel 3.1.4
(1) Die Relation @ = b auf N? ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, also eine
Aquivalenzrelation.

(2) Die Relation a — b ist gerade auf N2 ist reflexiv, symmetrisch und transitiv,
also eine Aquivalenzrelation.

(3) Die Relation a — b ist ungerade auf N2 ist nur symmetrisch, also keine
Aquivalenzrelation.

Ist eine Relation reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, so ist sie eine Halbordnung und
man schreibt meist a < b statt a Rb. Ist eine Halbordnung zusitzlich total, heifit sie (tota-
le) Ordnung und A heifit durch < geordnet.

Beispiel 3.1.5
(1) Die Relation A C B auf P(N)2 ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, also
eine Halbordnung.
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(2) Die Relation a < b auf N? ist reflexiv, antisymmetrisch, transitiv und total,
also eine (totale) Ordnung.

3.2 Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 3.2.1 Auf der Menge A x B := {2,3,4,5,6,7,8} x {2,3,4,5,6,7,8} sei die
Relation R,

xRy = x#y A Xxteilt y ohne Rest,
gegeben. Visualisieren Sie R in Matrix-Notation.

Losung der Aufgabe Die gesuchte Matrix ergibt sich wie folgt:

| [2]3[4]s]6]7]8]
ojlof[t]o]1]o]1

(|| N || W

[} el Nl Rl Rl N
S|o|o|Io|o|o
[} el Nl Rl He il Ne]
[} el Nl Rl He il Ne]
S|o|o|Io|Oo|—
S|o|o|Io|o|o
=l el el iall S =]

Aufgabe 3.2.2 Zeigen Sie, dass fiir fest vorgegebenes n € N* die auf 7° gegebene
Relation R,

xRy = n teilt x —y ohne Rest,

eine Aquivalenzrelation ist. Man bezeichnet diese Aquivalenzrelation als modulare
Gleichheit und benutzt statt xRy hiufig die Notation x = y mod n, in Worten: x
ist kongruent y modulo n.

Losung der Aufgabe Zu zeigen ist, dass die Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv
ist.
Die Reflexivitit ist klar, denn 0 ist ganzzahlig durch jedes n € N* teilbar, 0 = 0 - n.
Die Symmetrie ist auch klar, denn aus x — y = r - n folgt sofort y — x = (—r) - n.
SchlieBlich ergibt sich die Transitivititaus x —y =r-nund y —z = 5 - n gemil

x—z=x—-y)+@—-—z)=r-n+s-n=(r+s)-n.
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Selbsttest 3.2.3 Gegeben sei die folgende Relation R auf R?,
xRy = x<y.

Welche der folgenden Aussagen iiber R sind wahr?

747 R ist transitiv.

?7—7 R ist reflexiv.

?7—? R ist symmetrisch.
7—? R ist total.

3.3 Rechenregeln fiir Relationen

Die wichtigsten beiden Operationen, die man mit Relationen durchfiihren kann, sind die
Verkettung und die Umkehrung. Um diese Begriffe einzufiihren, bedarf es zunéchst ei-
niger weitergehender Klassifizierungen von Relationen. Ehe wir die prizise Definition
formulieren, werden die einzufiihrenden Begriffe in einer mehr umgangssprachlichen No-
tation skizziert. Dazu seien A, B und R nicht leere Mengen mit R € A x B, also R eine
Relation auf A x B.

linkstotal: Fiir jedes Element aus A gibt es mindestens ein Element aus B
mit aRb.
rechtseindeutig: Fiir jedes Element aus A gibt es hochstens ein Element aus B
mit aRb.
rechtstotal: Fiir jedes Element aus B gibt es mindestens ein Element aus A
mit aRb.
linkseindeutig: Fiir jedes Element aus B gibt es hochstens ein Element aus A
mit aRb.

In mathematisch priziser Form lassen sich diese Begriffe wie folgt definieren.

Definition 3.3.1 Klassifizierung von Relationen

Es seien A, B und R nicht leere Mengen mit R € A x B, also R eine Relation auf
A x B.Dann heifit R

linkstotal: Va € A3b € B: (a,b) € R
rechtseindeutig: Va € AVx,y € B: (((a.x) € R A(a,y) €R) = x =)
rechtstotal: Vb e B3a € A: (a,b) € R
linkseindeutig: Vb € B Vx,y € A: (((x,b) €eR A(y,h)eR) = x = y) <
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»  Bemerkung 3.3.2 Surjektive und injektive Relationen Bisweilen bezeich-
net man rechtstotale Relationen auch als surjektive Relationen und linksein-
deutige Relationen auch als injektive Relationen.

Beispiel 3.3.3
Im Folgenden sei die zugrunde liegende Menge A x B definiert als

Ax B :={1,2,3,4} x{a,b,c} .

(1) Die Relation R := {(1,a), (1,b),(2,b), (3,b), (4,a)} ist linkstotal.

(2) Die Relation R := {(1,a), (1,b),(2,b), (3,b), (4, c)} ist linkstotal und recht-
stotal.

(3) Die Relation R := {(1,a), (2,b),(3,b), (4,a)} ist linkstotal und rechtseindeu-
tig.

(4) Die Relation R := {(2,¢), (2,b), (4, a)} ist rechtstotal und linkseindeutig.

(5) Die Relation R := {(2,b), (3,¢), (4, a)} ist rechtstotal sowie links- und rechts-
eindeutig.

(6) Die Relation R := {(1,0),(2,b),(3,c¢), (4,a)} ist links- und rechtstotal sowie
rechtseindeutig.

Die obigen Begriffe spielen insbesondere im Zusammenhang mit einer wichtigen Ver-
kniipfung von Relationen eine entscheidende Rolle, namlich der Verkettung (auch Kom-
position genannt) von Relationen. Grob gesprochen versteht man unter einer Verkettung
die Hintereinanderausfithrung von zwei oder mehreren Relationen, sofern dies moglich
ist.

Definition 3.3.4 Verkettung von Relationen
Es seien A, B, C drei nicht leere Mengen sowie R| € A x Bund R, € B x C zwei
Relationen. Dann ist die Verkettungsrelation R von R, mit R, definiert als

R:={(a,c)e AxC|3be B:(((a,b) € R) A ((h,c) € R))} .

Man schreibt dafiir abkiirzend R, o R; := R und liest die linke Seite als R, verkettet

»  Bemerkung 3.3.5 Gesetze fiir die Verkettung von Relationen Man kann
zeigen, dass die Verkettung von Relationen assoziativ ist, aber im Allgemei-
nen nicht kommutativ ist.
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Beispiel 3.3.6
(1) Die Mengen A, B und C seien definiert als

A:={a,b,c}, B:=1{3,4,8,a,c} und C :=1{1,2,3,4}.

Die Verkettung von R, := {(3,3), (8,1), (a,4),(c,3),(c,4)} € B x C mit R, :=
{(a,3),(b,4),(c,a),(a,a)} € A x B ergibt

Rro R, = {(a,3),(c,4),(a,4)}.
(2) Die Mengen A, B und C seien definiert als

A :={klaus,werner, fritz,egon} ,
B :={anne,suse, frieda,heidi,helga} ,
C :={hans,kurt,rudi,olga,rita} .

Die Relation Ry € A x B sei gegeben durch die Beziehung ist verheiratet mit und
besteht aus

Ry := {(klaus, suse), (werner, frieda),(fritz,anne)}

und die Relation R, € B x C sei gegeben durch die Beziehung ist Mutter von und
besteht aus

R, :={(anne,hans), (anne,olga),(frieda,rita), (helga,kurt)} .
Dann beschreibt R := R, o R; genau die Relation ist Vater von und ergibt sich zu
R = {(werner,rita), (fritz, hans),(fritz,olga)} .

Insbesondere ist R; rechts- und linkseindeutig (keine Bigamie erlaubt), aber weder
rechts- noch linkstotal (man kann ledig bleiben). Hingegen ist R, linkseindeutig
(jedes Kind hat nur eine Mutter), aber weder rechtseindeutig (eine Mutter kann
mehrere Kinder haben) noch rechts- oder linkstotal (kinderlose Frauen oder Kin-
der, deren Miitter in B nicht benannt sind), und gleiches gilt fiir R.

Bei der Datenbankprogrammierung und -abfrage spielen Verkettungen von Relationen
eine zentrale Rolle und werden z. B. im Rahmen von SQL (Structured Query Language)
durch den JOIN-Befehl realisiert:
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SELECT <spaltenliste>
FROM <tabellel>
[<join-typ>] JOIN <tabelle2> ON <bedingung>

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, die sogenannte Umkehrrelation
einzufiihren und einige ihrer wesentlichen Eigenschaften zu formulieren.

Definition 3.3.7 Umkehrrelation

Es seien A, B zwei nicht leere Mengen sowie R € A x B eine Relation. Dann ist die
Umkehrrelation R~! von R definiert als

R':={(bh.a)e BxA|(a,b)c RYCBxA. =

»  Satz 3.3.8 Verkettung mit der Umkehrrelation Es seien A, B zwei nicht
leere Mengen sowie R € A x B eine Relation und R!' C B x Adie zuge-
horige Umkehrrelation. Dann ist R~! o R die Identititsrelation auf A2, falls R
linkstotal sowie links- und rechtseindeutig ist. Entsprechend ist R o R~! die
Identititsrelation auf B2, falls R rechtstotal sowie links- und rechtseindeutig
ist. Insbesondere ist also R~! o R die Identititsrelation auf A% und R o R~}
die Identititsrelation auf B2, falls R links- und rechtstotal sowie links- und
rechtseindeutig ist.

Beweis (1) Essei R € A x B linkstotal sowie links- und rechtseindeutig. Dann gibt es
fiir alle @ € A genau ein b, € B mit (a,b,) € R und damit auch (b,,a) € R~'. Wegen

R'oR={(ac)cAxA|IbeB mit (a,b)e R und (b,c)e R"}

ist damit auf jeden Fall schon mal (a,a) € R~ ' o R fiir alle @ € A, denn man kann das
notige b € B als b, wihlen. Angenommen, es gibe nun ein (a,c) € R 'oR C A% mit
¢ # a.Da R rechtseindeutig ist, kann nur fiir b := b, die Elementbeziehung (a,b,) € R
gelten. Also muss (b,,c) € R™" gelten bzw. (c,b,) € R. Aus (a,b,) € R und (c,b,) €
R folgt wegen der Linkseindeutigkeit von R sofort ¢ = a und damit der gewiinschte
Widerspruch.

(2) Es sei R € A x B rechtstotal sowie links- und rechtseindeutig. Dann gibt es fiir alle
b € B genau ein a; € A mit (ap,b) € R und damit auch (b, a,) € R~'. Wegen

RoR'={(h,c)e BxB|3dacA mit (h,a)e R™' und (a,c) € R}

ist damit auf jeden Fall schon mal (b,b) € R o R~! fiir alle b € B, denn man kann das
notige a € A als a, wihlen. Angenommen, es gibe nun ein (b,c) € R o R~! C B? mit
¢ # b. Da R linkseindeutig ist, ist R~! rechtseindeutig und es kann nur fiir a := a;, die
Elementbeziehung (b, a;) € R~ gelten. Also muss (ay,c) € R liegen. Aus (ay,b) € R
und (ap,c) € R folgt wegen der Rechtseindeutigkeit von R sofort ¢ = b und damit der
gewlinschte Widerspruch. O
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Beispiel 3.3.9
Im Folgenden sei die zugrunde liegende Menge A x B definiert als

Ax B :={1,2,3} x{a,b,c,d} .

(1) Die Relation R := {(1,a), (2,b), (3, b)} ist linkstotal und rechtseindeutig. Die
Umkehrrelation lautet R~! = {(a, 1), (b, 2), (b,3)} und die jeweiligen Verkettun-
gen

R'oR=1{(1,1),(2,2).(2,3).(3.2).(3,3)} .
RoR ' ={(a,a),(b,b)}.

Insbesondere ist R~! o R nicht die Identititsrelation auf 4> wegen (2,3) € R~'o R
und auch R o R~ ist nicht die Identititsrelation auf B> wegen (c,c) ¢ Ro R™\.

(2) Die Relation R := {(1,a),(2,b),(2,c)} ist rechtstotal und linkseindeutig.
Die Umkehrrelation lautet R~' = {(a, 1), (b,2), (c.2)} und die jeweiligen Verket-
tungen

R'oR={(1.1).(2.2)},
Ro R ={(a,a).(b.b).(b.c).(c.b).(c,0)} .

Insbesondere ist R~! o R nicht die Identititsrelation auf 42 wegen (3,3) ¢ R~' o R
und auch R o R~! ist nicht die Identititsrelation auf B> wegen (c,b) € Ro R

(3) Die Relation R := {(1,a),(2,b),(3,d)} ist linkstotal und links- und
rechtseindeutig. Die Umkehrrelation lautet R~! = {(a, 1), (b,2).(d.3)} und die
jeweiligen Verkettungen

R oR=1{(1,1),(2,2),(3,3)} .
RoR'={(a,a),(b,b),(d,d)}.

Insbesondere ist R~! o R jetzt die Identitiitsrelation auf A%, wihrend R o R~! nach
wie vor nicht die Identititsrelation auf B? ist, denn (c,c¢) &€ Ro R™'.

3.4 Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 3.4.1 Auf der Menge A% :={2,3,4,5,6,7, 8)? sei die Relation R,
xRy = x#y A Xxteilt y ohne Rest,

gegeben. Uberpriifen Sie, ob die Relation linkstotal, linkseindeutig, rechtstotal oder
rechtseindeutig ist, indem Sie die Matrix-Notation von R zur Hilfe nehmen. Wie sieht die
Matrix fiir die Umkehrrelation R™" aus und wie ergibt sie sich aus der Matrix fiir R?
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Losung der Aufgabe Die gesuchte Matrix hatten wir bereits bestimmt und sie lautete:

[ [2]3[4]s]6]7]8]

0

0

1

0

1

0

1

X || N | W|N

(=} el Nl ol Ho i R}

(=} el Nl ol ol R}

(=} el Nl ol Ho i R}

(=} el Nl ol Ho i R}

Sl|o|o|o|O|~—

(=} el Nl ol Ho i R}

Sl|o|o|Io|—|O

Mit einem Blick auf die Matrix lassen sich die Fragen sofort beantworten:
Da in der Zeile beginnend mit 5 nur 0-en stehen, ist R nicht linkstotal.
Da in der Spalte beginnend mit 6 zwei 1-en stehen, ist R nicht linkseindeutig.
Da in der Spalte beginnend mit 2 nur 0-en stehen, ist R nicht rechtstotal.
Da in der Zeile beginnend mit 2 drei 1-en stehen, ist R nicht rechtseindeutig.

Die Matrix fiir R~! ergibt sich aus der Matrix fiir R dadurch, dass aus den Spalten

Zeilen werden und umgekehrt, konkret lautet die Matrix-Notation fiir R~! also:

[ [2]3[4]s]6]7]8]

0

0

0

0

0

0

0

R[N N || W
Il K= el Rl N Ren)

S|o|I=|O|Oo|O

— oo ||

[} el Nl Re il He i Ne]

[} el Nl Rl Rl N

S|o|o|Io|o|o

S|o|o|Io|o|o

Aufgabe 3.4.2  Uberpriifen Sie, ob die fiir fest vorgegebenes n € N* auf 7 erkliirte

Relation R,

xRy <=

linkstotal, linkseindeutig, rechtstotal oder rechtseindeutig ist.

n teilt x —y ohne Rest,

Losung der Aufgabe Offensichtlich ist R links- und rechtstotal, denn R ist als (ho-
mogene) Aquivalenzrelation insbesondere reflexiv. Da xRy sofort xR(y + n) impliziert,
ist R nicht rechtseindeutig und damit als symmetrische Relation automatisch auch nicht

linkseindeutig.
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Selbsttest 3.4.3 Gegeben sei eine beliebige Aquivalenzrelation R auf einer nicht leeren
Menge A%. Welche der folgenden Aussagen iiber R sind wahr?

747 R o R ist linkstotal.

7—? R o R ist rechtseindeutig.

7—? R o R ist linkseindeutig.

?74+? R o R ist rechtstotal.

7—? R~! o R ist die Identitiitsrelation auf A2.
74?7 R o R ist gleich R.

3.5 Grundlegendes zu Funktionen

Eine Funktion oder Abbildung f ordnet jedem Element x einer nicht leeren Menge D
genau ein Element einer nicht leeren Menge W zu. Die Menge D wird Definitions- oder
Urbildbereich der Funktion und die Menge W Werte- oder Bildbereich der Funkti-
on genannt. Die kompakte Notation einer Funktion f geschieht im Allgemeinen in zwei
Teilschritten: Im ersten Schritt werden Definitions- und Wertebereich der Funktion ange-
geben; man schreibt f: D — W und liest dies als f bildet D in W ab. Im zweiten Schritt
wird die konkrete Zuordnung der Elemente angegeben; man schreibt z.B. f:x +— x?
und liest dies als f bildet x auf x? ab. Letzteres wird hiufig auch kurz geschrieben als
f(x) := x? und ist zu lesen als f von x ist definitionsgemiiB gleich x2. Beide Defini-
tionen sind so zu interpretieren, dass fiir die sogenannte Variable bzw. fiir das sogenannte
Argument x jedes Element des Definitionsbereichs von f eingesetzt werden darf und
diesem Element dann entsprechend der fiir die Variable x angegebenen Rechnung ge-
nau ein Element des Wertebereichs von f zugeordnet wird. Betrachtet man die Paare
(x, f(x)) tiir alle x € D, dann kann man Funktionen auch als Spezialfille von Relationen
interpretieren.

»  Satz 3.5.1 Funktionen als spezielle Relationen Es seien D und W nicht
leere Mengen sowie f: D — W eine Funktion. Dann ist die durch f indu-
zierte Relation Ry,

Ry :={(x. f(x)) | x €D} S D x W,
linkstotal und rechtseindeutig.

Beweis Da eine Funktion f fiir alle Elemente aus ihrem Definitionsbereich erklért sein
muss, ist klar, dass Ry linkstotal ist. Da ferner ein Element x € D auf genau ein Element
f(x) € W abgebildet wird, ist ebenfalls offensichtlich, dass Ry rechtseindeutig ist. [

Die vollstindige Menge aller Urbild-Bild-Werte im Sinne der obigen Relation Ry wird
auch manchmal mit G, abgekiirzt und als Graph der Funktion bezeichnet. Ferner wird
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Abb. 3.1 Parabelfunktion 4

eine Stelle x € D mit f(x) = 0 Nullstelle von f genannt, wobei dann natiirlich 0 € W
gelten muss.

»  Bemerkung 3.5.2 Gleichheit von Funktionen Zwei Funktionen fi: D —
Wi und f;: D, — W, werden genau dann als gleich identifiziert, wenn ihre
Definitions- und Bildbereiche gleich sind und sie auf allen Elementen des
Definitionsbereichs dieselben Werte liefern, kurz, es gilt fi = f, genau dann,
wenn

(D1 = Dy) A (W = W) A(Vx € Dy = Dy: fi(x) = fo(x))) .

Beispiel 3.5.3
Man betrachte die Funktion f mit Definitionsbereich [—2, 2] und Wertebereich R,

f:[-2,2] > R, X > x2.

Eine kleine Wertetabelle fiir diese Funktion ergibt

x [[—2]-1]o]1]2
foyll 4] 1 ]o]1]4

Anhand dieser Tabelle ldsst sich die Funktion bereits qualitativ skizzieren (vgl.
Abb. 3.1).
Der Graph der Funktion lautet

Gr = {(x,x}) | x e[-2,2]}.

Diese spezielle Funktion wird Parabelfunktion oder Normalparabel oder auch
hiufig schlicht Parabel genannt.

Maochte man eine Funktion in Java implementieren, so ist das kein Problem. Fiir das
obige Beispiel ergibt sich z. B. folgender einfacher Code:
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Abb. 3.2 Betragsfunktion 4

Abb. 3.3 Wurzelfunktion 2

public float parabel (float x)
{

return xX=*X;

}

Zum Abschluss dieses einfiihrenden Abschnitts iiber Funktionen werden einige Funktio-
nen angegeben und skizziert, die sowohl in der Mathematik als auch in der Informatik
eine wesentliche Rolle spielen. Es werden dabei neben den in der Mathematik iiblichen
Abkiirzungen auch die Bezeichnungen der entsprechenden Java-Bibliothek angegeben.
Die Betragsfunktion (vgl. Abb. 3.2, Signatur der Java-Methode: static double
abs(double x)) ordnet jeder Zahl x € R ihren Absolutbetrag zu und ist definiert als

x| 1= abs(x) = —x falls x <0 '
x falls x > 0

Die Wurzelfunktion (vgl. Abb. 3.3, Signatur der Java-Methode: static double

sqrt(double x)) ordnet jeder Zahl x € R, x > 0, ihre nicht negative Quadratwurzel

zu und ist definiert als
VX =sqrt(x) :=¢ mitsr >O0und?® =x.

Die floor-Funktion (vgl. Abb. 3.4, Signatur der Java-Methode: static double
floor(double x)) ordnet jeder Zahl x € R die grofite ganze Zahl zu, die kleiner oder
gleich x ist und ist definiert als

|x] :=floor(x) :==max{n € Z | n < x}.
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Abb. 3.4 floor-Funktion

4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abb. 3.5 ceil-Funktion

4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

Die ceil-Funktion (vgl. Abb. 3.5, Signatur der Java-Methode: static double ceil(double
x)) ordnet jeder Zahl x € R die kleinste ganze Zahl zu, die grof3er oder gleich x ist und
ist definiert als

[x]:=ceil(x) :==min{n € Z | n > x} .

Beispiel 3.5.4
Im Einkommensteuergesetz (EStG, Stand: 01.01.2004) befand sich u. a. folgender
Passus:

Das zu versteuernde Einkommen ist auf den nachsten durch 36 ohne Rest teilba-
ren vollen Euro-Betrag abzurunden, wenn es nicht bereits durch 36 ohne Rest teilbar
ist, und um 18 Euro zu erhGhen.

Bezeichnet man hier den Betrag, auf den diese Operation anzuwenden ist, mit
x € R, x > 0, dann ldsst sich z.B. die floor-Funktion einsetzen, um die obige
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Berechnung durchzufiihren. Konkret erhdlt man den geforderten Betrag y € R,
y > 0, gemil

yi=|3z|36+18.

3.6 Rechenregeln fiir Funktionen

Grundsitzlich besteht das Ziel bei der Suche nach Rechenregeln fiir neue Objekte, hier
fiir Funktionen, stets darin, sich mit Hilfe dieser Regeln den Umgang mit aus mehreren
Objekten des bekannten Typs zusammengesetzten Objekten zu vereinfachen. Man erhilt
auf diese Weise Einblicke in die strukturellen Zusammenhinge der Objekte und kann
so fiir einen im Allgemeinen effizienteren Umgang mit ihnen sorgen. Die wesentlichen
Rechenregeln fiir Funktionen sind in der folgenden Definition festgehalten.

Definition 3.6.1 Rechenregeln fiir Funktionen

Es seien D, W C R zwei nicht leere Teilmengen von Rund f: D — W und g: D —
W zwei Funktionen. Ferner seien o, B € R reelle Zahlen, und es moge im Fall der
Quotientenbildung zusitzlich g(x) # O fiir alle x € D sein. Dann sind folgende
Rechenregeln bzw. Verkniipfungen definiert, wobei stets x € D beliebig gegeben sei:

(af + Bg)(x) :==af(x) + Bg(x)  (Linearitiitsregel)

(f-9)x) = f(x) -gx) (Produktregel)
(i) (x) := S (Quotientenregel) <«
g g(x)

Aufgrund der obigen Definition sind nun Ausdriicke wie Summe, Vielfaches, Produkt
und Quotient von Funktionen erklirt und benutzbar.

Um nun die recht uniibersichtliche Menge der Funktionen etwas zu klassifizieren, hat
man u. a. die Begriffe gerade, ungerade, monoton fallend und monoton wachsend ein-
gefiihrt (vgl. Abb. 3.6 und Abb. 3.7).

Abb. 3.6 Gerade und ungera- 2
de Funktionen

-4 3 2 - 0 1 2 3 4
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Abb. 3.7 Zwei streng monoto- 2
ne Funktionen

-4 3 -2 - 0 1 2 3 4

Definition 3.6.2 Spezielle Klassen von Funktionen

Es seien D, W C R zwei nicht leere Teilmengen von R und f: D — W eine Funktion.
Dann nennt man die Funktion f

gerade: Vx,—x € D: f(x) = f(—x)
ungerade: Vx,—x € D: f(x) = —f(—x)
monoton wachsend: Vx,x € D,x <Xx: f(x) < f(X)
streng monoton wachsend: Vx,X € D,x < X: f(x) < f(X)
monoton fallend: Vx,Xx € D,x <Xx: f(x) > f(X)
streng monoton fallend: Vx,x € D,x < X: f(x) > f(X) =

Beispiel 3.6.3
Im Folgenden werden einige konkrete Funktionen angegeben, fiir die man die Zu-
gehorigkeit zu der jeweils genannten Funktionenklasse leicht nachpriift:

fR—Rx+— x2, ist gerade
fR—Rx+— x>, ist ungerade
fiR—>Rx 5, ist monoton wachsend und fallend
f:R—>R,x — [x], ist monoton wachsend
fR—->Rx —x3, ist streng monoton fallend

Um die Funktionen noch etwas genauer zu katalogisieren, hat man ferner die Begrif-
fe injektiv, surjektiv und bijektiv eingefiihrt. Bei diesen Klassifikationen geht es dar-
um, das Abbildungsverhalten der Funktionen mit dem spéteren Ziel der moglichen Um-
kehrbarkeit zu analysieren. Zur Vorbereitung der prizisen Definition dieser Funktions-
eigenschaften wird zunichst einmal eine etwas umgangssprachliche Formulierung ge-
geben. Fiir eine beliebige Funktion f: D — W sind die neuen Begriffe wie folgt zu
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verwenden:

injektiv: Jedes Element aus W wird durch f hochstens einmal getroffen.
surjektiv: Jedes Element aus W wird durch f mindestens einmal getroffen.
bijektiv: Jedes Element aus W wird durch f genau einmal getroffen.

Am einfachsten macht man sich den Umgang mit diesen Begriffen an einigen Beispie-
len klar.

Beispiel 3.6.4

(1) Die Funktion f:[—1, 1] — [-2,2], x > 2x2, ist weder injektiv noch surjektiv.
Es wird z. B. das Element 2 € [—2, 2] wegen f(—1) = f(1) = 2 mehr als einmal
getroffen und das Element —2 € [—2, 2] wird gar nicht getroffen. Qualitativ hat f
also ein Verhalten wie die Funktion in Abb. 3.8 (links).

(2) Die Funktion f:[—1,1] — [0,2], x ~ 2x2, ist nicht injektiv, aber surjektiv.
Es wird z. B. das Element 2 € [0, 2] wegen f(—1) = f(1) = 2 mehr als einmal
getroffen und jedes Element y € [0, 2] wird z. B. durch das Element \/g e [0,1]
mittels / mindestens einmal getroffen. Qualitativ hat f also ein Verhalten wie die
Funktion in Abb. 3.8 (rechts).

(3) Die Funktion f:[0, 1] — [~2,2], x > 2x?, ist injektiv, aber nicht surjektiv.
Es werden alle Elemente y € [—2, 2] hochstens einmal getroffen und z. B. das Ele-
ment —2 € [—2, 2] wird gar nicht getroffen. Qualitativ hat f also ein Verhalten wie
die Funktion in Abb. 3.9 (links).

(4) Die Funktion f:[0,1] — [0,2], x + 2x2, ist injektiv und surjektiv, also
bijektiv. Es wird namlich jedes Element y € [0, 2] durch das entsprechende Element
\/g € [0, 1] mittels f genau einmal getroffen. Qualitativ hat f also ein Verhalten
wie die Funktion in Abb. 3.9 (rechts).

Nachdem die neuen Begriffe nun ihren Schrecken verloren haben, sollen sie in der
folgenden Definition exakt und allgemein eingefiihrt werden.

Definition 3.6.5 Klassifikation von Funktionen

Es seien D und W nicht leere Mengen sowie f: D — W eine Funktion. Dann nennt
man

f:D — Winjektiv : <= Vx,Xx € D:(f(x) = f(X) = x=X)
f:D — W surjektiv : <= Vy e W3ax e D: f(x)=y
f:D — W bijektiv : <= f: D — W injektiv und surjektiv <«
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— —
— —

Abb. 3.8 Skizze zweier nicht injektiver Funktionen (links auch nicht surjektiv, rechts surjektiv)

f: D f: D
[

@ [
® [

[

Abb. 3.9 Skizze zweier injektiver Funktionen (links nicht surjektiv, rechts auch surjektiv)

» Bemerkung3.6.6 Zusammenhang zu Relationen Es seien D und W nicht
leere Mengen sowie f: D — W eine Funktion. Dann lassen sich die oben
eingefiihrten Begriffe unter Zugriff auf die durch f induzierte linkkstotale
und rechtseindeutige Relation Ry,

Rr:={(x,f(x))|xe D}y S DxW,
wie folgt definieren:

[ istinjektiv :<= Ry ist linkseindeutig
[ ist surjektiv : <= Ry ist rechtstotal
[ ist bijektiv : <= Ry ist linkseindeutig und rechtstotal

Die obigen Begriffe spielen insbesondere im Zusammenhang mit einer neuen Verkniip-
fung von Funktionen eine entscheidende Rolle, die neben den bekannten Operationen wie
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division zu den wichtigsten ihrer Art zéhlt,
nidmlich der Verkettung (auch Komposition genannt) von Funktionen. Grob gespro-
chen versteht man unter einer Verkettung die Hintereinanderausfiihrung von zwei oder
mehreren Funktionen, sofern dies méglich ist. Wir fiihren sie im Folgenden nicht vollig
allgemein, sondern direkt fiir Funktionen mit reellen Definitions- und Wertebereichen ein.
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Es seien D, Wy, D,, W, C R vier nicht leere Teilmengen von R sowie fi: D; — W)

und f>: D, — W, zwei Funktionen. Ferner gelte W| C D,. Dann ist die Verkettungs-
funktion /2 von f, mit f; definiert als

h:D; — W, , x = fo(fi(x)) .

Man schreibt dafiir abkiirzend f; o f; := h und liest die linke Seite als f> verkettet
mit f 1.

»  Bemerkung 3.6.8 Gesetze fiir die Verkettung von Funktionen Man kann
zeigen, dass die Verkettung von Funktionen assoziativ ist, aber im Allgemei-
nen nicht kommutativ ist.
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Beispiel 3.6.11
Die Funktionen

f1:10,00) = [0,00), x > x2, und f>: [0, 00) — [0,00), X > /X,
lassen sich wegen [0, co0) C [0, oo) verketten und liefern gemif
AHi) = () = Va2 =x

die Verkettungsfunktion f; o fi:[0, 00) — [0, 00), x > x. Mit gleicher Argumen-
tation lassen sich aber in diesem Spezialfall die Funktionen gemal

[ilh() = filvx) = (Vx)* = x

auch in umgekehrter Reihenfolge verketten, und man erhélt so ebenfalls die soge-
nannte Identitéit x — x als Verkettungsfunktion, fjo f5:[0, c0) — [0, 00), x > x.

Das letzte Beispiel gibt Anlass zu folgender Frage:

Ist es stets moglich, fiir eine gegebene Funktion eine andere Funktion zu finden, die die
Wirkung dieser Funktion riickgéingig macht, d. h. bei Verkettung mit der Ursprungsfunk-
tion die Identitit liefert?

Der folgende Satz zeigt, dass dies nicht fiir alle, sondern lediglich fiir die bijektiven
Funktionen realisierbar ist. Genau fiir die bijektiven Funktionen ist es ndmlich moglich,
eine eindeutig bestimmte Umkehrfunktion anzugeben, die die Wirkung der urspriingli-
chen Funktion riickgéngig macht.

»  Satz3.6.12 Satz liber die Umkehrfunktion Es seien D, W C R zwei nicht
leere Teilmengen von R und f: D — W eine bijektive Funktion. Dann gibt
es genau eine bijektive Funktion f,: W — D, so dass fiir alle x € D und fiir
alle y € W die Identititen

(fuo fHx) =x

und

(fof)) =y

gelten. Man schreibt fiir £, iiblicherweise f~!, was nicht mit dem Kehrwert
von f verwechselt werden sollte, und bezeichnet ! als Umkehrfunktion
von f, also gilt dann mit dieser Notation

(fTho ) =x
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Abb. 3.10 Funktion und ihre 6
Umkehrfunktion

und

(fofH) =y

Beweis Wegen der Bijektivitit von f existiert fiir jedes y € W genau ein x, € D mit
f(xy) = y. Definiert man nun f,: W — D fiiralle y € W gemiB f,(y) := x,, so ist die
Umkehrfunktion gefunden. Der Rest des Satzes ist klar. O

Beispiel 3.6.13
Die Funktion f:[0,00) — [2,00), x + x2 + 2, ist injektiv und surjektiv, also
bijektiv. Durch Auflosung der Gleichung

x24+2= y
nach x ergibt sich die Umkehrfunktion (vgl. Abb. 3.10) zu

f_li[Z,OO)—> [0,00), y > /¥y —2

bzw.

f71[2,00) = [0,00), x > v/x —2.

Man hat also bei der Suche nach einer Umkehrfunktion von f zunichst zu zeigen, dass
[ bijektiv ist. Ist das gelungen, dann 16st man die Gleichung f(x) = y nach x auf und
erhilt so die Umkehrfunktion.

»  Bemerkung 3.6.14 Beliebige Bezeichnung der Variablen Bei Funktionen
allgemein und der Umkehrfunktion im Speziellen kommt es nicht auf die Be-
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zeichnung der Variablen an. So sind z. B. die Funktionen
£:[0,4] = R, x> x2, und g [0,4] > R, y > )2

identisch, also f = g. Im Sinne der Informatik lésst sich das so formulie-
ren: Die Bezeichnung von Variablen ist beliebig, muss aber eindeutig sein. So
reprasentiert der Java-Code

public float f(float x)
{

return xxX;

}
exakt dieselbe Funktion wie der Code

public float g(float vy)
{
return yxy;

}

Von dieser Freiheit wird im Folgenden beim Umgang mit Funktionen vielfach
ohne weiteren Hinweis Gebrauch gemacht.

Beispiel 3.6.15

Die Funktion f:R — R, x > x°, ist injektiv und surjektiv, also bijektiv. Durch
Auflosung der Gleichung

X’ =y

nach x ergibt sich die Umkehrfunktion zu

fR->R, y e ¥y

3.7 Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 3.7.1 Betrachten Sie die Funktion f mit Definitionsbereich [0, 4] und Wertebe-
reich R,

f:10,4 - R, x> x> —4x +5.

Bestimmen Sie eine kleine Wertetabelle von f, und skizzieren Sie die Funktion.
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Abb. 3.1 Funktionsskizze 5[ ]

Losung der Aufgabe Eine Wertetabelle fiir diese Funktion lautet

x ||0Of1]2]3
fx)|l5]211]2]5

und die Skizze ergibt sich gemif3 Abb. 3.11.

Selbsttest 3.7.2 Warum handelt es sich bei f:[—4, 4] — [0, 1], x — /x, nicht um eine
Funktion?

747 Weil z. B. der Wertebereich zu klein ist.

?7+? Weil z. B. ihr Definitionsbereich zu grof ist.

?7+7? Weil z.B. f(—4) nicht berechenbar ist, zumindest wenn man keine komplexen Zah-
len kennt.

?7—? Weil z. B. ./ stets zwei Ergebnisse liefert.

Aufgabe 3.7.3 Berechnen Sie f, o fi fiir die folgenden Funktionen:

@@ f1:[0,1] = [=2,1], x = 3x —2,
fri[=2.2] = [0,10], x — 2x2,

(b) f1:]2,3] = [0,1], x %
f>:[0,4] — [~10,20], x > x> —4,

(©) fi:[2,4] = [1,20], x — x> =3,
f:[1,30] = [0,1], x — lr

Losung der Aufgabe

@) fro f1:[0,1] = [0,10], x > 18x% —24x + 8,
(b) fr0 f1:[2.3] = [-10,20], x > & — 4,

©) foo f1:[2,4] = [0,1], x ﬁ
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Aufgabe 3.7.4 Uberpriifen Sie die folgenden Funktionen auf Injektivitit, Surjektivitdit
und Bijektivitdt, und geben Sie, falls moglich, die jeweilige Umkehrfunktion an:

(@ f:10,1] - [-2,1], x > 3x —2,
) f:[1,2] > [5.1], x = 1,
©) f:R >R, x> x>+ 12

Losung der Aufgabe

(a) bijektiv mit f~':[-2,1] = [0,1], y > %y + %,
(b) bijektiv mit £~ [5,1] = [1,2], y > 1,

(c) bijektivmit f~":R — R, y > J/y — 12.

Selbsttest 3.7.5 Warum lisst sich fiir die folgenden beiden Funktionen
1
f1:10,2] > [-2,2], x > x—1, und f:[1,4]—1[0,2], x > —,
X
nicht die Verkettung f, o fi berechnen?

242 Weil [-2,2] & [1.4].
?2—7 Weil [1,4] & [-2.2].
?2—7 Weil [—2,2] # [1.4].
?2—7 Weil [0,2] & [1. 4.

Selbsttest 3.7.6 Warum lisst sich fiir die folgenden beiden Funktionen
f1:00,2] = [-2,2], x = 2x =2, und f:[0,4] = [0,2], x = +/x,
nicht die Verkettung f, o fi berechnen?

742 Weil [~2,2] £ [0, 4].
7-2 Weil [0.4] & [-2.2].
?7-2 Weil [-2,2] # [0. 4].
?7-2 Weil [0,2] Z [0, 4].

Selbsttest 3.7.7 Warum sind die folgenden beiden Funktionen
fiiR = [0,00), x = x>, und f»:[0,00) = R, x — /X,
keine Umkehrfunktionen voneinander?

7—? Weil R ¢ [0, 00).
7—7? Weil R # [0, 00).
?7+? Weil f nicht bijektiv ist.
?7+? Weil f; nicht bijektiv ist.
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3.8 Ganzrationale Funktionen

Speziell in der Informatik spielen natiirlich Funktionen eine zentrale Rolle, die einer-
seits moglichst schnell berechenbar und andererseits hinreichend leistungsfahig sind (man
denke z. B. an Grafik-Anwendungen). Hier haben sich die sogenannten ganzrationalen
Funktionen, die hiufig auch als algebraische Polynome bezeichnet werden, als Basis-
bausteine besonders bewéhrt. Aufgebaut sind diese aus den sogenannten Monomen oder
einfachen Potenzfunktionen.

Definition 3.8.1 Monome

Es sei k € N gegeben. Dann nennt man die Funktion 1,

mp:R —-> R, x»—>xk,

k-tes Monom oder auch k-te Potenzfunktion. <«

» Bemerkung 3.8.2 Spezielle Bezeichnungen fiir Monome Das 0-te Mo-
nom wird auch als Einsfunktion bezeichnet, das 1-te Monom auch als
Identitit und schlieBlich das 2-te Monom auch als Parabel oder als Nor-
malparabel.

Aus den Monomen entstehen die ganzrationalen Funktionen bzw. die algebraischen
Polynome durch sogenannte Linearkombination.

Definition 3.8.3 Ganzrationale Funktionen (Polynome) Giber R

Esseienn € Nund a,,a,_1,...,ap € R gegeben. Dann nennt man die Funktion p,

p:R—>R, X apx" + ap x4 ax 4 apx?

ganzrationale Funktion iiber R vom Hochstgrad n oder auch algebraisches Poly-
nom iiber R vom Hochstgrad n oder auch héufig einfach kurz Polynom vom Héchst-
grad n. Die spezielle Notation des Polynoms als gewichtete Summe von Monomen im
obigen Sinne wird auch als Monom-Darstellung von p bezeichnet. Ferner werden die
Zahlen a,,a,_1,...,a9 € R Koeffizienten von p genannt und der Raum aller dieser
Polynome wird mit R, [x] abgekiirzt. <«

> Bemerkung3.8.4 (Genauer)Grad eines Polynoms Die Bezeichnung Hochst-
grad lésst offen, ob der fiihrende Koeffizient a, des Polynoms gleich Null ist
oder von Null verschieden ist. Ist der fithrende Koeffizient a, eines Polynoms
ungleich Null, dann sagt man, das Polynom habe den (genauen) Grad 7.
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Beispiel 3.8.5
Das Polynom p mit p(x) := 5x* —3x? — x + 1 ist ein algebraisches Polynom vom
Grad 4, das Polynom ¢ mit g(x) := —5x° — 4x” — 2x + 1 ein algebraisches Po-

lynom vom Grad 9 und schlieBlich das Polynom r mit 7(x) := 6 ein algebraisches
Polynom vom Grad 0.

Fiir die praktische Anwendung von Polynomen ist es von grofler Bedeutung, diese mog-
lichst effizient auswerten zu konnen. Betrachtet man ein allgemeines Polynom p vom
Hochstgrad n,

p(x) :=aux" +a, X"+ +ax+ag,

so ergibt sich die maximale Anzahl der zur Auswertung bendétigten Operationen wie
folgt:

Additionen/Subtraktionen: n ,
nn+1)

Multiplikationen: 0O+1+24---4+n= 5

Klammert man jedoch bei der Notation von p Schritt fiir Schritt maximale Potenzen von
X aus, so erhilt man die Darstellung

apX" + @y X" ay X"+ o+ arx +ag
= (apX + ap_)x" + ay2x" P+ aix +ag
= ((@nx + ap-1)X + ap2)X" 2 + -+ aix +ag

= (- ((anx + ap-1)x + ayp2)x + -+ a)x +ao .
Hier berechnet sich die maximale Anzahl der bendtigten Operationen zu:

Additionen/Subtraktionen: n ,

Multiplikationen: n.

Man hat also durch einfaches Ausklammern die Anzahl der Multiplikationen drama-
tisch reduziert. Das entstehende Verfahren wird Horner-Algorithmus (William Horner,
1786—1837) genannt und lésst sich in Java leicht wie folgt implementieren:

public double horner (double[] a, double x)
{
int n=a.length-1;
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An Ap—1 an—2 e a) ao
0 -b, by o by -by
b, by by e by by = p(x)

Abb. 3.12 Horner-Schema

double help=al[n];
for (int k=1;k<=n;k++) {help=helpxx+al[n-k];}
return help;

}

Fir die Handrechnung besser geeignet ist das sogenannte Horner-Schema (vgl.
Abb. 3.12), bei dem spaltenweise addiert wird und schridg hoch jeweils mit x multi-
pliziert wird. Die HilfsgroBen b,,...,by € R tauchen im Java-Code nicht auf, sondern
sind dort effizienter durch Uberspeichern der Hilfsvariablen help realisiert.

Beispiel 3.8.6
Gegeben sei das Polynom p(x) := 2x° — 3x? + x — 2, und gesucht wird der
Funktionswert von p an der Stelle x := 2, also p(2). Mit dem Horner-Schema

berechnet sich der gesuchte Funktionswert direkt zu

2 0 0 -3 1 -2

0 2 4 -8 13 27

2 4 8 13 27 52 = p()
Beispiel 3.8.7
Gegeben sei das Polynom p(x) := —2x* 4+ 3x? — x + 2 und gesucht wird der
Funktionswert von p an der Stelle x := —3, also p(—3). Mit dem Horner-Schema

berechnet sich der gesuchte Funktionswert direkt zu

—2 0 3 ~1 2
0 (=2) -6 - (~15) .44
9 6 ~15 44 —130 = p( )
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Beispiel 3.8.8

Im Einkommensteuergesetz (EStG, Stand: 01.01.2004) befand sich u. a. folgender
Passus, der die Relevanz des Horner-Algorithmus fiir die eindeutige Vorgehenswei-
se bei der Berechnung polynomialer Ausdriicke erkennen lésst; die ebenfalls notigen
Abrundungen sind mit der floor-Funktion realisierbar:

Die zur Berechnung der tariflichen Einkommensteuer erforderlichen Rechen-
schritte sind in der Reihenfolge auszufiihren, die sich nach dem Horner-Schema
ergibt. Dabei sind die sich aus den Multiplikationen ergebenden Zwischenergeb-
nisse fiir jeden weiteren Rechenschritt mit drei Dezimalstellen anzusetzen; die
nachfolgenden Dezimalstellen sind fortzulassen. Der sich ergebende Steuerbetrag
ist auf den néchsten vollen Euro-Betrag abzurunden.

3.9 Gebrochenrationale Funktionen

Neben den Operationen Addition, Subtraktion und Multiplikation, die bei den ganzratio-
nalen Funktionen zur Anwendung kommen, ist auch noch die Division eine elementare
Operation, die schnell und effizient programmtechnisch ausgefiihrt werden kann. Genau
die Division kommt beim Ubergang von den ganzrationalen Funktionen zu den sogenann-
ten gebrochenrationalen Funktionen als weitere Operation hinzu.

Definition 3.9.1 Gebrochenrationale Funktionen

Es seien n,m € N sowie a,,a,_1,...,a0 € R und b,,,b,,_1,...,by € R gegeben.
Dann nennt man die Funktion r,

apx" 4+ -+ ajx +ay

rD—R, X = ,
by Xx™ + -+ b1x + by

gebrochenrationale Funktion vom Zihler-Hochstgrad n und Nenner-Hochstgrad
m,wobei D :=R\{x e R|b,x" +---+ by = 0}. Die Zahlen a,,a,_1,...,a90 € R
werden Zihler-Koeffizienten und die Zahlen b,,, b,,_1,...,by € R werden Nenner-
Koeffizienten von r genannt. <«

»  Bemerkung 3.9.2 (Genauer) Zdhler- und Nenner-Grad Die Bezeichnun-
gen Zihler- und Nenner-Hochstgrad lassen offen, ob der fiihrende Zihler-
Koeffizient a,, oder der fithrende Nenner-Koeffizient b,, gleich Null sind oder
von Null verschieden sind. Ist der fiihrende Zihler-Koeffizient a, ungleich
Null, dann sagt man, die gebrochenrationale Funktion habe den (genauen)
Zihler-Grad n; ist entsprechend der fiihrende Nenner-Koeffizient b,, un-
gleich Null, dann sagt man, die gebrochenrationale Funktion habe den (ge-
nauen) Nenner-Grad m.
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Beispiel 3.9.3
Die Funktion r,

Sxt—3x2—x+1
x2—-9 ’

r(x):= x € R\ {-3,3},
ist eine gebrochenrationale Funktion vom Zahler-Grad 4 und Nenner-Grad 2, und
die Funktion s,

—ox? —3x2—x+1

) R _4 )
X3+ 64 *€R\ {4

s(x) =

ist eine gebrochenrationale Funktion vom Zéhler-Grad 9 und Nenner-Grad 3.

» Bemerkung 3.9.4 Auswertung gebrochenrationaler Funktionen Die
schnelle Auswertung gebrochenrationaler Funktionen geschieht natiirlich
wieder mit dem Horner-Algorithmus, der auf das Zihler- und das Nenner-
Polynom anzuwenden ist; daran anschlieend ist lediglich noch eine Division
durchzufiihren.

3.10 Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 3.10.1 Gegeben sei das Polynom p(x) := —3x°> — 4x* +2x3 + 4x> —5x + 5
und gesucht wird der Funktionswert von p an der Stelle x := —1, also p(—1). Berechnen
Sie den gesuchten Funktionswert mit dem Horner-Schema.

Losung der Aufgabe Mit dem Horner-Schema berechnet sich der gesuchte Funktions-
wert direkt zu

-3 —4 2 4 -5 5
1] o 3 1 -3 ~1 6
-3 ~1 3 1 —6 11 = p(-1)

Aufgabe 3.10.2 Gegeben sei das Polynom p(x) := 2x> 4+ 6x%—3x + 2 und gesucht wird
der Funktionswert von p an der Stelle x := —2, also p(—2). Berechnen Sie den gesuchten
Funktionswert mit dem Horner-Schema.
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Losung der Aufgabe Mit dem Horner-Schema berechnet sich der gesuchte Funktions-
wert direkt zu

2 0 0 6 -3 2
2o -4 8 —16 20 34
2 4 8  —10 17 —-32 = p(-2)

Selbsttest 3.10.3 Gegeben sei das algebraische Polynom p mit p(x) := 4x° —3x? 4 2x.
Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

747 p ist ein Polynom vom Hochstgrad 7.
747 p ist ein Polynom vom Hochstgrad 5.
74?7 p ist ein Polynom vom Grad 5.

74? p hat eine Nullstelle bei x := 0.

Selbsttest 3.10.4 Welche der folgenden Aussagen iiber gebrochenrationale Funktionen
sind wahr?

74?7 Gebrochenrationale Funktionen sind Quotienten algebraischer Polynome.

7—? Bei gebrochenrationalen Funktionen muss der Zihler-Grad stets kleiner sein als der
Nenner-Grad.

74?7 Gebrochenrationale Funktionen sind nur dort definiert, wo das Nenner-Polynom
nicht Null wird.

747 Zur schnellen Auswertung gebrochenrationaler Funktionen wird der Horner-Algo-
rithmus eingesetzt.

747 Algebraische Polynome konnen als spezielle gebrochenrationale Funktionen inter-
pretiert werden.



Check for
updates

Funktionen vom Bernstein-Bézier-Typ

Neben einer effizienten Implementierung und Auswertung ganzrationaler Funktionen
im Sinne der Horner-Strategie ist es im Rahmen der Computer-Grafik zusitzlich wiin-
schenswert, einen moglichst direkten Weg von abgetasteten oder erhobenen Datensitzen
zu beschreibenden Funktionen, Kurven oder Fldchen zu kennen. In diesem Kontext haben
sich als Basisfunktionen die sogenannten ganzrationalen Bernstein-Grundfunktionen
bewihrt, die auch kurz als Bernstein-Grundpolynome bezeichnet werden, und von Ser-
gej Bernstein (1880-1968) um 1911 erstmals definiert wurden. Wir werden sie in diesem
Kapitel einfiihren und nicht nur zur Ndherung diskreter funktionaler Datensitze, sondern
auch zur Realisierung von ebenen Kurven einsetzen. Dabei ist diese Strategie inzwi-
schen auch eng mit dem Namen des franzdsischen Mathematikers Pierre Etienne Bézier
(1910-1999) verbunden, der dieses Vorgehen in den 60-er Jahren des letzten Jahrhunderts
zur Visualisierung von Auto-Karosserien einsetzte.

4.1 Ganzrationale Bernstein-Grundfunktionen und Bézier-Polynome

Wir beginnen mit der Definition der fundamentalen Funktionen im Bernstein-Bézier-Kon-
text, nimlich den ganzrationalen Bernstein-Grundfunktionen.

Definition 4.1.1 Ganzrationale Bernstein-Grundfunktionen

Es seien k,n € N mit 0 < k < n beliebig gegeben. Die Polynome by ,,,

bin:R —> R, X (Z)xk(l—x)"k ,

Elektronisches Zusatzmaterial Die elektronische Version dieses Kapitels enthélt Zusatzmaterial,
das berechtigten Benutzern zur Verfiigung steht https://doi.org/10.1007/978-3-658-29922-4_4.
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Abb. 4.1 Bernstein-Grund-
polynome by s firk = T l
0,1,2,3,4,5
0.8 R
0.6 [ N
04} |
0.2 R
O [ |

werden ganzrationale Bernstein-Grundfunktionen oder hiufig kurz Bernstein-
Grundpolynome vom Grad n genannt, wobei (Z) die bekannten Binomialkoeffizienten
bezeichnen. <«

Die Bernstein-Grundpolynome haben, insbesondere wenn man sie nur auf dem In-
tervall [0, 1] betrachtet, einige interessante Eigenschaften, von denen die wichtigsten im
folgenden Satz festgehalten werden sollen.
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»  Satz4.1.3 Eigenschaften der ganzrationalen Bernstein-Grundfunktionen
Es seien k,n € N, 0 < k < n,und x € [0, 1] beliebig gegeben sowie
in den Fillen der Extremaleigenschaft und der Zerlegung der Identitit auch
noch n > 1. Dann gilt:

bin(x) >0 (Nicht-Negativitiit)
k

bi.n (—) > by (x) (Extremaleigenschaft)
n

n
Z bia(x) =1 (Zerlegung der Eins)

n
k
Z ;bk,n (x)=x (Zerlegung der Identitit)

Beweis Der Nachweis der einzelnen Aussagen ist relativ elementar und wird im Folgen-
den skizziert:

e Die Nicht-Negativitit auf [0, 1] folgt unmittelbar aus der Definition.

e Fiirn = 1 und n = 2 priift man die Extremaleigenschaft direkt nach, denn die Bern-
stein-Grundpolynome lauten hier by ;(x) = 1 — x und b, ;(x) = x sowie byo(x) =
(1-x)2, b12(x) = 2x(1 —x) und by »(x) = x>. Auf den Nachweis fiir die Fille n > 2
soll verzichtet werden, da dazu Techniken der Differentialrechnung benétigt werden,
die wir erst noch entwickeln miissen.

e Die Zerlegung der Eins ergibt sich unter Anwendung des binomischen Lehrsatzes

@+b" =Y (Z)akb"k

k=0

mita := x und b := 1 — x sofort aus

n

1:(x+(1—x))”:Z(Z)xk x) Zbkn(x)

k=0

e Die Zerlegung der Identitit ergibt sich ebenfalls unter Anwendung des binomischen
Lehrsatzes sowie der Definition der Binomialkoeffizienten. Der detaillierte Nachweis
wird als Ubung empfohlen. O

Die gerade bewiesene Zerlegung der Eins durch die Bernstein-Grundpolynome ldsst
sich, wenn man mochte, wie folgt interpretieren: Man tastet die Einsfunktion oder das
0-te Monom my(x) = 1 auf dem Intervall [0, 1] an den Stellen % ab und erhilt so den

Datensatz
1 2
0.1). (—,1), (—,1), ).
n n
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Nimmt man nun die abgetasteten y-Werte als Koeffizienten vor die Bernstein-Grundpoly-
nome, so erhdlt man genau die abgetastete Funktion zuriick:

anl-bk,n(x) =1.

k=0

Entsprechend lisst sich die Zerlegung der Identitiit deuten: Man tastet die Identitit oder
das 1-te Monom m;(x) = x auf dem Intervall [0, 1] an den Stellen % ab und erhilt so den

Datensatz
11 2 2
0,0), (—,—), (—,—), (1),
nn nn

Nimmt man nun die abgetasteten y-Werte wieder als Koeffizienten vor die Bernstein-
Grundpolynome, so erhilt man genau die abgetastete Funktion zuriick:

Zgbkn(x) =X.

k=0

Nun kann man natiirlich kithn werden und ein véllig allgemeines Abtastproblem {iiber
[0, 1] betrachten: Hat man auf dem Intervall [0, 1] an den Stellen % eine beliebige Kontur
abgetastet und so den Datensatz

1
(OvyO)s (;vyl) 5 (%7}’2) 5 e s(lsyn)

erhalten, dann nimmt man nun die abgetasteten y-Werte einfach als Koeffizienten vor die
Bernstein-Grundpolynome und hofft so mit

Z Yk - bk.n ()C)

k=0

ein Polynom zu erhalten, welches den Datensatz niherungsweise visualisiert. Dies ist,
wie man zeigen kann, in der Tat der Fall und stellt eine der fundamentalen Ideen der Com-
puter-Grafik dar. Wir halten das genaue Vorgehen in folgender Definition fest und fiihren
die (approximierenden) Bézier-Polynome ein, die benannt sind nach dem franzdsischen
Mathematiker Pierre Etienne Bézier (1910-1999).

Definition 4.1.4 (Approximierendes) Bézier-Polynom

Es sei n € N beliebig gegeben und es seien ferner (% y)T €[0,1]xR,0 <k <n,
vorgegebene Punkte tiber dem Intervall [0, 1]. Dann nennt man das Polynom

B:{0.1] =R, x> yobou(x) + yibia(x) + -+ 4 yubua(x)
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Abb. 4.2 Approximierendes
p 3 [
Bézier-Polynom
2 [
1 (] L ]
0 ° °

(approximierendes) Bézier-Polynom beziiglich der gegebenen Punkte. Dabei be-
zeichnen by ,, 0 < k < n, natiirlich genau die ganzrationalen Bernstein-Grundfunktio-
nen bzw. die Bernstein-Grundpolynome vom Grad n. <«

Beispiel 4.1.5
Gibt man z. B. als abgetasteten Datensatz

v (10)-Go)- () (23 0

vor, dann ist # := 5 zu setzen und das zugehorige Bézier-Polynom lautet
B(x) =1-by5(x)+0:-b;5(x) +0-bys(x)+1-b35(x) +2:by5(x)+3:bs55(x) .

Dabei bezeichnen natiirlich by s bis bs 5 genau die Bernstein-Grundpolynome vom
Grad 5, und x durchlduft das Intervall [0, 1]. Das qualitative Aussehen des Polynoms
entnehme man Abb. 4.2.

Abschlieflend sei, ohne explizite Rechnung, das gemal obiger Strategie erhaltene Er-
gebnis eines abgetasteten fiktiven Karosserie-Querschnitts skizziert. Das in Abb. 4.3 zu
sehende approximierende Bézier-Polynom ist vom Hochstgrad 20 und lédsst erkennen, dass
insbesondere bei den inneren Punkten noch Verbesserungspotential vorhanden ist.

Das obige prinzipielle Vorgehen wirft eine Fiille von Fragen auf, von denen wir einige
explizit formulieren: Kann man das entstehende approximierende Bézier-Polynom schnell
auswerten? Kann man das Approximationsverhalten fiir die inneren Punkte verbessern?
(Die Randpunkte werden, wie man leicht zeigen kann, immer exakt reproduziert.) Welche
speziellen Eigenschaften hat das approximierende Polynom? Ist man an das Intervall [0, 1]
und die %—Abszissen gebunden oder lésst sich das Konzept auf allgemeinere Lagen von
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Abb. 4.3 Approximierendes al |
Bézier-Polynom eines Karos-
serie-Querschnitts
3+ eo0o0o0o0 B
» e,
[ N ] L X ]
L] (]
2 4 B
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L L L L L L

Abtastpunkten verallgemeinern? Auf einige dieser Fragen werden wir in den folgenden
Abschnitten direkt eine Antwort geben, in Hinblick auf den vollstindigen allgemeinen
Hintergrund und dariiber hinausgehende Aspekte sei z. B. verwiesen auf [1].

4.2 Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 4.2.1 Zeigen Sie, dass fiir alle n € N* die Zerlegung der Identitdt gilt, also
"k
Z—bk,,,(x)=x, xeR.
=0 !

Losung der Aufgabe Fiir alle n € N* und alle x € R gilt unter Ausnutzung der Defini-
tion der Binomialkoeffizienten sowie der bekannten Zerlegung der Eins:

n k n k n k |
3 bt = 3 Z(Z)xk“ 0 =

k=0 k=1

=) L et N (1= xy

2 =D — k)
n—1
N =D e e
_gk!(n—(kﬂ))!x (1=
n—1 n—1
=x Z (n ; 1)xk(l —x)Dk = x Zbk,n,l(x) =x.
k=0 k=0

=1

Selbsttest 4.2.2 Welche der folgenden Aussagen iiber die Bernstein-Grundpolynome
sind wahr?
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74?7 Es gibt genau n + 1 Bernstein-Grundpolynome vom Grad n.

?7+? Aufsummiert ergeben die Bernstein-Grundpolynome vom Grad n exakt 1.

?+7? Die Bernstein-Grundpolynome geniigen der Beziehung by, (x) = b,—x» (1 — Xx).
7—? Die Bernstein-Grundpolynome sind nicht negativ auf R.

?+7? Die Bernstein-Grundpolynome sind nicht negativ auf [0, 1].

4.3 Auswertung der Bézier-Polynome nach de Casteljau

Die generelle Idee der schnellen Auswertung von Bézier-Polynomen besteht darin, ihre
explizite Berechnung zu vermeiden und direkt auf den gesuchten Funktionswert abzu-
heben. Historisch gesehen geht dieses Vorgehen auf den franzosischen Ingenieur und
Mathematiker Paul de Fage de Casteljau (geb. 1930) zuriick, der um 1960 beim Automo-
bilhersteller Citroén diese Techniken erstmals einsetzte. Dass er dabei im Wesentlichen
dieselben Wege beschritt wie sein Landsmann Bézier im Rahmen seiner Entwicklungs-
tatigkeit beim konkurrierenden Automobilhersteller Renault, war beiden unbekannt. Erst
einige Jahre spiter, nachdem die Geheimhaltungsauflagen der Automobilkonzerne gelo-
ckert wurden, stellte man erstaunt fest, dass es diese zeitgleichen innovativen Aktivititen
gegeben hatte. Den beiden Wissenschaftlern zu Ehren bezeichnet man seitdem die expli-
zite Darstellung der approximierenden Linearkombinationen aus Bernstein-Grundpoly-
nomen festen Grades als Bézier-Polynome und ihren effizienten Auswertungsalgorithmus
als de Casteljau-Algorithmus. Letzterer soll nun im Detail erldutert werden. Dazu bedarf
es jedoch zuniéchst eines kleinen Satzes zur Rekursion der bereits bekannten Bernstein-
Grundpolynome.

»  Satz4.3.1 Rekursion der Bernstein-Grundpolynome Die fiiralle k,n € N
mit 0 < k < n definierten Bernstein-Grundpolynome by ,,,

binR—>R, x> (Z)xk(l —x)"k,

geniigen fiir alle n € N* der Rekursion

bO,n(x) = (1 _x)bO,n—l(x) s
bin(x) = (1 = X)bgp—1(x) + xbp1p—1(x), 0<k <n,
bun(x) = xby_1 y—1(x) .

Beweis Der Beweis wird durch direktes Nachrechnen gefiihrt. Fiir n = 1 ergibt sich die
Behauptung unmittelbar aus den beiden Identititen

(1 =x)boo(x) = (1 —x) = bo1(x) ,
X boo(x) = x =by(x) .
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Es sei nun n € N* beliebig gegeben. Dann folgt zunéchst aus den Identitéiten

(1=x)bou(x) =1 —x)-(1—x)" = (1 —x)""" = bgup1(x) ,
X byu(x)=x-x" =x"" = b, 1(x),

die Korrektheit der beiden Randrekursionen. Fiir den noch ausstehenden mittleren Teil der
Rekursion sei k € {1,2,...,n — 1} beliebig gegeben. Dann ergibt sich

(1 = X)brn(x) + X br—1,0(x)

=(1—-x) (Z)xk(l —x)"F 4 x(k i 1)xk1(1 — x)r~&=D

— k(1 _ ¢\ +D—k ! ! )
=x"(1-x) (k!(n—k)! * (k—D!(n —k +1)!

=k + Dn! + k n!
k(] — x)n+D—k (n
*(1-x ( Kl —k + 1)!

k(1 D)k (n+ 1! )
(1=t (k!((n+1)—k)!

n—+1 _
( N )x"(l =) = b (x)

Insgesamt folgt daraus die Behauptung. O

Beispiel 4.3.2
Da by o(x) = 1 ist, ergibt sich fiir n = 1, wie oben im Beweis bereits ausgenutzt,
bo1(x) =1—xund b; ;(x) = x. Fiir n = 2 folgt damit

bop(x)= (1-x)1-x) = (1-x),
biao(x)=(1—-x)x +x(1 —x)=2x(1—x),

byr(x)= 5 3% = 2.

Und schlieBlich erhilt man fiir » = 3 die Polynome

bos(x) = (1-x)(1—-x)* = (1—=x)°,
bia(x)=(1—x)2x(1—x) +x(1 —x)>=3x(1 —x)?,
bys(x)= (1—x)x?+x2x(1-x) =3x>(1-x),

bys(x) = x x2 =

Nach dieser kleinen Vorbereitung lédsst sich nun der de Casteljau-Algorithmus moti-
vieren. Mochte man z. B. ein approximierendes Bézier-Polynom vom Héochstgrad 2 zum
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Datensatz (%, ye)T € R%, 0 < k < 2, an einer Stelle x € R auswerten, kann man ausge-
hend von yy, y; und y, einfach wie folgt vorgehen: Man multipliziert yo mit (1 — x) und
addiert dazu das Produkt aus y; und x. Entsprechend multipliziert man anschlieend y,
mit (1 — x) und addiert dazu das Produkt aus y, und x. Auf diese Weise erhilt man zwei
Polynome vom Hochstgrad 1, genauer

co,1(x) := yo(1 —x) + y1x = yobo,1(x) + y1b11(x) ,
cr1(x) = yi(I —x) + yox = yi1bo1(x) + y2b11(x) .

Wendet man dieses Vorgehen erneut an, allerdings jetzt auf die Polynome ¢y ;(x) und
¢1.1(x), dann erhdlt man mit der Rekursion fiir die Bernstein-Grundpolynome

co2(x) 1= co1(x)(1 —x) + cr1(x)x
= (Yobo.1(x) + y1b1.1(x))(1 = x) + (y1bo.1(x) + y2b11(x))x
= yobo1(x)(1 = x) + y1(b11(x)(1 = x) + bo 1 (x)X) + y2b1.1(x)x
= Yobo2(x) + y1b12(x) + y2bra(x) .

Also ist das so rekursiv erhaltene Polynom ¢, identisch mit dem approximierenden Bé-
zier-Polynom zu den gegebenen Daten. Dieses Vorgehen lésst sich in naheliegender Weise
verallgemeinern.

Es sei ein Datensatz (%, )T € R?,0 < k < n, mit den speziellen, im Intervall [0, 1]
dquidistant verteilten Stiitzstellen 0 < "1 < .-+ < 1 gegeben. Der de Casteljau-Algorith-
mus zur Berechnung des approximierenden Bézier-Polynoms B lautet dann fiir eine
beliebig gegebene Stelle x € R:

for (intk=0; k<=n; k++) cro(x) := yx; //lnitialisierung
for (intl=1; l<=n; 1++)
for (int k=0; k<=n-1; k++)

{

Cri(x) == (1= x) - cra-1(x) + x - Cryr0-1(x);

}

Dabei liefert das zuletzt berechnete Polynom genau das gesuchte approximierende Bé-
zier-Polynom B, also B(x) = ¢, (x), mit

B(x) =) yibia(x), xeR.
k=0

Auf den ziemlich schreibintensiven und mittels vollstindiger Induktion zu erbringenden
Beweis dieses Resultats basierend auf der Rekursion der Bernstein-Grundpolynome soll
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Yo =:co0(x)
co,1(x)
y1=1c10(x) co2(%)
QJ() A
y2=:1c20(x) cra(x) ~
2,1(x)
: : 1 > el =50)
~
Cn72,1( )
Yn—1 ::Cn—l,O( ) > Cn—2,2( ) -
:::> cp-1,1(x)
Yn ::Cn,O( )

Abb. 4.4 De Casteljau-Schema

hier verzichtet werden. Details findet man z. B. in [2—4]. Der Java-Code fiir diesen Algo-
rithmus konnte wie folgt aussehen:

public double casteljau (double[] y, double x)
{
int n=y.length-1;
double[] [] ¢ = new double[n+1] [n+1];
for (int k=0;k<=n;k++) clk] [0]=y([k];
for (int 1=1;1<=n;1l++)
{
for (int k=0;k<=n-1;k++)
{
c[k] [1]1=(1.0-x)«c[k] [1-1]+x*c[k+1] [1-1];

}
return c[0] [n];

}

Fiir die Handrechnung empfiehlt sich eine etwas andere Notation, ndmlich das in
Abb. 4.4 angegebene de Casteljau-Schema.

Zur Veranschaulichung der Anwendung der de Casteljau-Strategie dienen zwei Bei-
spiele.

Beispiel 4.3.3
Gegeben seien vier zu approximierende Punkte (xo, yo)” := (0, 2)7, (x;, y1)" :=
G. DT, 23" = G.YT und (x3,y3)" := (1,1)". Gesucht wird nun der

Funktionswert B (%) des approximierenden Bézier-Polynoms B vom Hochstgrad 3
beziiglich der vorgegebenen Punkte, ohne das Polynom B zuvor explizit zu berech-
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Abb. 4.5 Approximierendes 15
Bézier-Polynom °
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Abb. 4.6 Approximierendes 4l |
Bézier-Polynom
30 o
2 @ N
i
1 ® h
ol |

mierenden Punkten in Abb. 4.6 skizziert, wobei der oben berechnete Funktionswert
durch ein kleines Quadrat angedeutet ist.

»  Bemerkung 4.3.5 Praxis der Approximation nach de Casteljau Wie be-
reits erwihnt besteht der Vorteil des de Casteljau-Algorithmus darin, dass
er auf die explizite Berechnung des approximierenden Bézier-Polynoms ver-
zichtet und direkt zum gesuchten Funktionswert fiihrt. Insbesondere wird die
konkrete Berechnung der Binomialkoeffizienten der Bernstein-Grundpolyno-
me vermieden. Dennoch hat auch dieser Algorithmus i. Allg. eine Komplexitit
von O(n?) und kann somit nicht mit dem Horner-Algorithmus konkurrieren.
Weitere Details zu diesen und anderen Fragen findet man z.B. in [1, 3, 5].

4.4 Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 4.4.1 Gegeben seien fiinf zu approximierende Punkte (xo, yo)T = (0,4)7,
)™ = (337 Gy = DT e = GT und (x4 )" =
(1,6)T. Bestimmen Sie den Funktionswert B(2) des approximierenden Bézier-Polynoms
B vom Hochstgrad 4 beziiglich der vorgegebenen Punkte mit Hilfe der de Casteljau-Stra-
tegie.

Losung der Aufgabe Zunichst ergibt sich das de Casteljau-Schema geméaf

4
2

3 0

2 ! 11 > 4 = B(2)
6 9

4 10
8

6
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Also lautet der gesuchte Funktionswert des approximierenden Bézier-Polynoms B an der
Stelle x := 2 genau —4.

Aufgabe 4.4.2 Gegeben seien vier zu approximierende Punkte (xq, yo)! = (0,4)7,
Ly’ = (3,37, (2. 2)" = (3.2 und (x3,y3)" = (1,6)". Bestimmen Sie
den Funktionswert B(—1) des approximierenden Bézier-Polynoms B vom Hdéchstgrad 3

beziiglich der vorgegebenen Punkte mit Hilfe der de Casteljau-Strategie.

Losung der Aufgabe Zunichst ergibt sich das de Casteljau-Schema gemif

5
4 62 B(~1)
10

4
3
2

-2
6

Also lautet der gesuchte Funktionswert des approximierenden Bézier-Polynoms B an der
Stelle x := —1 genau 2.
Aufgabe 4.4.3 Gegeben sei das Polynom p,
p(x) :=7x* — 18x% 4+ 12x — 4,
in Monom-Darstellung. Berechnen Sie die Bézier-Darstellung von p,
P(x) = Babsa(x) + B3b3a(x) + Pobra(x) + Bibia(x) + Poboa(x) ,
wobei by 4 bis by 4 natiirlich die Bernstein-Grundpolynome vom Grad 4 bezeichnen.

Losung der Aufgabe Zunichst lauten die Bernstein-Grundpolynome vom Grad 4 wie
folgt:

bo4(x) = g A=) =x*—4xP +6x?—dx+1,
bia(x) = ‘1‘ x'(1—x)* = —4x* + 12x3 — 12x% 4 4x
bya(x) = ; x2(1 —x)*2 = 6x* — 12x% + 6x2

b3 4(x) = : X301 —x)*3 = —4xt 4 4x3
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bya(x) = (4)x4(1 —x)t =t

4
Setzt man nun das gesuchte Polynom an gemif
Babas(x) + B3b3.4(x) + Babra(x) + Bib1a(x) + Boboa(x) = Tx* — 18x7 + 12x — 4,

dann ergibt sich nach Koeffizientenvergleich das folgende Gleichungssystem fiir die ge-
suchten Koeffizienten B bis B4:

x*t Bo —4B1 +6By 4B +Bi=T,
X 4By 41281 —12B, +4p; =0,
x? 6By —I1281  +6f, =18,
xls —4By  +4B =12,
x0: Bo =—4.
Aufrollen des System von unten liefert 8y = —4, f; = —1, B, = —1, f3 = —4 und

B4 = —3. Also lautet die gesuchte Bézier-Darstellung

p(x) = =3b4sa(x) —4b34(x) — by 4(x) — by 4(x) — 4bo4(x) .

Selbsttest 4.4.4 Welche der folgenden Aussagen iiber die Approximation nach Bézier
und die Auswertung nach de Casteljau sind wahr?

?+7? Bei der Approximation miissen die Stiitzstellen dquidistant in [0, 1] verteilt sein.

747 Mit dem de Casteljau-Algorithmus kann man die approximierenden Bézier-Polyno-
me berechnen.

?7+? Die approximierenden Bézier-Polynome sind Linearkombinationen von Bernstein-
Grundpolynomen.

74?7 Der de Casteljau-Algorithmus liefert den Funktionswert eines approximierenden Bé-
zier-Polynoms.

4.5 Gebrochenrationale Bernstein-Grundfunktionen und
Bézier-Funktionen

Im Zusammenhang mit der Bézier-Strategie basierend auf ganzrationalen Bernstein-
Grundfunktionen bzw. Bernstein-Grundpolynomen war die Anndherung an die inneren
Abtastpunkte nicht besonders befriedigend. Um dieses Defizit zu korrigieren, werden
im Folgenden als Verallgemeinerung die sogenannten gebrochenrationalen Bernstein-
Grundfunktionen eingefiihrt.
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Definition 4.5.1 Gebrochenrationale Bernstein-Grundfunktionen

Es sei n € N beliebig gegeben und es seien w; > 0, 0 < i < n, fest vorgegebene
sogenannte Gewichte. Die gebrochenrationalen Funktionen rby ,,0 < k <n,

Wi bjy (X)

bea:[0.1] > R, S wibia(x)
rbga:[0,1] — ~ Zi:O w; b (x)

werden gebrochenrationale Bernstein-Grundfunktionen vom Grad » zu den gege-
benen Gewichten genannt. Dabei bezeichnen b; ,, 0 < i < n, genau die ganzrationalen
Bernstein-Grundfunktionen bzw. die Bernstein-Grundpolynome vom Grad n. <«

Beispiel 4.5.2
Fiir n := 5 sowie wy := 1, w; := 10, wy := 10, w3 := 10, wy := 10 und w5 := 1
lauten die sechs gebrochenrationalen Bernstein-Grundfunktionen

rbos(x) = P :

' bo5(x) + 10b; 5(x) + 10by 5(x) + 10b35(x) + 10b4 5(x) + bs5(x)
rbis(x) = 10615(x)

: bos(x) 4 1061 5(x) 4 10b55(x) + 10b35(x) + 10b45(x) + bss(x)
rbys(x) = 1062.5(x)

’ bo5(x) + 105y 5(x) 4 105y 5(x) + 10b35(x) + 104 5(x) + bss(x)
rbys(x) = 10655(x)

’ bo5(x) 4+ 106y 5(x) 4 105y 5(x) + 10b3 5(x) + 104 5(x) + bss(x)
rhys(x) = 10b4.5(x)

2 bos(x) 4 10b; 5(x) 4 105, 5(x) + 10b3 5(x) + 10b4 5(x) + bss(x)

. bs 5(x)

rbss(x) =

bo5(x) + 10b; 5(x) 4+ 10by 5(x) + 10b3 5(x) + 10b4 5(x) + bs5(x)

wobei by s bis bss genau die Bernstein-Grundpolynome vom Grad 5 bezeichnen.
Das qualitative Aussehen dieser gebrochenrationalen Bernstein-Grundfunktionen
entnehme man Abb. 4.7.

Die gebrochenrationalen Bernstein-Grundfunktionen haben tiber dem Intervall [0, 1]
wieder einige interessante Eigenschaften, von denen die beiden wichtigsten im folgenden
Satz festgehalten werden sollen.
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Abb. 4.7 Gebrochenrationale
Bernstein-Grundfunktionen I )
rbgs firk =0,1,2,3,4,5
0.8 - *
0.6 - *
04 |
0.2 8
0 . -
| | | | | |

»  Satz 4.53 Eigenschaften der gebrochenrationalen Bernstein-Grund-
funktionen Es seien k,n € N, 0 < k < n,und x € [0, 1] beliebig
gegeben sowie w; > 0,0 < i < n, beliebige Gewichte. Dann gilt:

o rbp,(x) >0 (Nicht-Negativit:it)
n

. Z rbp,(x) =1 (Zerlegung der Eins)
k=0

Die Zerlegung der Eins durch die gebrochenrationalen Bernstein-Grundfunktionen ldsst
sich wieder so interpretieren: Man tastet die Einsfunktion oder das O-te Monom m(x) =
1 auf dem Intervall [0, 1] an den Stellen % ab und erhilt so den Datensatz

0.1), (%1) (%1) (1),

Nimmt man nun die abgetasteten y-Werte als Koeffizienten vor die gebrochenrationalen
Bernstein-Grundfunktionen, so erhdlt man genau die abgetastete Funktion zuriick:

il-rbk,n(x)= 1.

k=0

Fiir das allgemeine Abtastproblem iiber [0, 1] mit dem Datensatz

1 2
(0,y0), (;’YI)’ (;J’z), oo s (Lyn)

ergibt sich dann entsprechend die gebrochenrationale Niherungsfunktion

D ¥k rbea(x)

k=0
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die den Datensatz nidherungsweise visualisiert und durch geschickte Wahl der Gewichte
geeignet optimiert werden kann. Wéhlt man z.B. wy := 1 und w, := 1 und die inne-
ren Gewichte moderat grofler als 1, dann kommt der Graph der so erhaltenen Funktion
den inneren Abtastpunkten i. Allg. deutlich ndher als im Fall der Bernstein-Grundpoly-
nome. Man bezeichnet aus diesem Grunde die Gewichte auch als Formparameter. So
ergibt sich also in volliger Analogie zum bereits bekannten Vorgehen die Strategie der
(approximierenden) gebrochenrationalen Bézier-Funktionen.

Definition 4.5.4 (Approximierende) gebrochenrationale Bézier-Funktion

Es seienn € N und w; > 0,0 < i < n, beliebig gegeben sowie (f,yk)T € [0,1] x
R, 0 < k < n, vorgegebene Punkte iiber dem Intervall [0, 1]. Dann nennt man die
gebrochenrationale Funktion

RB:[0,1] - R, X > Yorbo,(x) + yirby,(x) + <o 4 yurby u(x)

(approximierende) gebrochenrationale Bézier-Funktion beziiglich der gegebenen
Punkte. Dabei bezeichnen by ,, 0 < k < n, natiirlich genau die gebrochenrationalen
Bernstein-Grundfunktionen vom Grad n zu den gegebenen Gewichten. <«

Zur Illustration wird wieder ein abschlieBendes Beispiel betrachtet.

Beispiel 4.5.5
Gibt man z. B. als abgetasteten Datensatz

v (20) (20)- () (23) 00

vor sowie sechs Gewichte wy (= 1, wy = 2, wp := 2, w3z := 1, wy := 1 und
w5 := 1, die genau an den Stellen moderat erhoht sind, an denen das Approxi-
mationsverhalten der ungewichteten Strategie noch verbesserungswiirdig war (vgl.
Abb. 4.2), dann ist n := 5 zu setzen und die zugehorige gebrochenrationale Nahe-
rungsfunktion lautet

RB(x) =1:rbos(x) +0-rb;5(x) +0-rbys(x) +1-rb3s5(x) + 2 rbss(x)
+ 3 ° rb5,5(x) .

Dabei bezeichnen natiirlich rbgs bis rbss genau die gebrochenrationalen Bern-
stein-Grundfunktionen vom Grad 5 zu den gegebenen Gewichten, und x durchlauft
das Intervall [0, 1]. Das qualitative Aussehen der Ndherungsfunktion entnehme man
Abb. 4.8, aus der zu erkennen ist, dass das Nidherungsverhalten der Funktion jetzt
auch am zweiten und dritten ,,Ausreiler-Punkt* erkennbar verbessert ist.
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Abb. 4.8 Gebrochenrationale ‘
approximierende Bézier-Funk- 3 ®
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AbschlieBend sei wieder, ohne explizite Rechnung, das gemif obiger Strategie erhaltene
Ergebnis eines abgetasteten fiktiven Karosserie-Querschnitts skizziert. Die in Abb. 4.9 zu
sehende gebrochenrationale approximierende Bézier-Funktion wurde generiert, indem die
Randgewichte auf 1 und alle inneren Gewichte auf 5 gesetzt wurden. Man sieht, dass es
zwar im Randbereich zu gewissen Verbesserungen gekommen ist, im Inneren aber nach
wie vor Optimierungspotential vorhanden ist.

4.6 Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 4.6.1 Zeigen Sie, dass fiir alle n € N und beliebig gegebene Gewichte w; > 0,
0 <1i < n, die Zerlegung der FEins gilt, also

n

Zrbk,n(x) =1, xe€][0,1].

k=0



4.7 Parametrisierte ebene Kurven 83

Losung der Aufgabe Fiir alle n € N und alle x € [0, 1] gilt:

n

 wihga(x) D o Wbk (x)
b n = 7 = n =1
,; ) g Yicowibin(x) Y i_gwibia(x)

Selbsttest 4.6.2 Welche der folgenden Aussagen iiber die gebrochenrationalen Bern-
stein-Grundfunktionen sind wahr?

?+7? Die gebrochenrationalen Bernstein-Grundfunktionen vom Grad n haben Zihler- und
Nennergrad 7.

747 Aufsummiert ergeben die gebrochenrationalen Bernstein-Grundfunktionen vom
Grad n exakt 1.

?4? Im Fall wy = w,_, 0 < k < n, gelten die Identititen rby ,(x) = rb,_x,(1 — x),
0<k<n.

7—? Die gebrochenrationalen Bernstein-Grundfunktionen sind nicht negativ auf R.

?+7 Die gebrochenrationalen Bernstein-Grundfunktionen sind nicht negativ auf [0, 1].

4.7 Parametrisierte ebene Kurven

Eine wichtige Anwendung im Grafik-Bereich besteht darin, zu vorgegebenen Punkten
in der Ebene eine Kurve zu finden, die diesen Punkten hinreichend nahe kommt. Man
bezeichnet dieses Problem allgemein als Curve-Fitting-Problem und in Verallgemeine-
rung fiir Fldchen als Surface-Fitting-Problem. Um zumindest das erste Problem aus dem
Blickwinkel der Computer-Grafik ein wenig genauer ausleuchten zu kénnen, bedarf es zu-
nichst der Einfiihrung des Begriffs einer Kurve. Um einen moglichst intuitiven Zugang
zu diesem Konzept zu erhalten, betrachte man das folgende kleine Gedankenexperiment:
Man stelle sich einen Kifer vor, der iiber den Tisch krabbelt (vgl. Abb. 4.10).

Beobachtet man diesen Kifer iiber einen gewissen Zeitraum und mochte seinen in die-
ser Zeit zuriickgelegten Weg beschreiben, so muss man zu jedem Zeitpunkt ¢ exakt sagen
konnen, wo sich der Kifer auf dem Tisch befindet. Nimmt man der Einfachheit halber an,
dass das Zeitintervall das Intervall [0, 1] ist und der Tisch mit einem x-y-Koordinatensys-
tem versehen ist, so ordnet die Kiferfunktion K jedem Zeitpunkt ¢ € [0, 1] genau einen
Ort auf dem Tisch mit x-Koordinate x (#) und y-Koordinate y(¢) zu. Verldsst man nun den
Tisch und den Kiéfer, dann ist die Verallgemeinerung nicht mehr schwer: Zunéchst ver-
steht man unter der (zweidimensionalen) Ebene genau die Menge aller Punkte-Paare,
die man sich wie iiblich in einem x-y-Koordinatensystem veranschaulicht denken kann.
Analytisch ist die Ebene definiert als die Menge R? aller geordneten Punkte-Paare,

Nxyer
y

RZ:=RxR:=

3
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Abb. 4.10 Weg des Kifers auf dem Tisch

die von nun an untereinander geschrieben werden und mit einer grofen Klammer um-
schlossen werden. Es handelt sich also um ein kartesisches Produkt. Um gegebenenfalls
bei der Notation von Punkten in R? Platz zu sparen, sei noch einmal an die Notation

()7 o= (x)
y

erinnert, wobei die Operation ( )7 zeilenweise geschriebene Punkte in spaltenweise ge-
schriebene Punkte tiberfiihrt (und umgekehrt) und transponieren genannt wird. Damit
sind nun alle Hilfsmittel bereitgestellt, um die sogenannten parametrisierten ebenen
Kurven zu definieren.

Definition 4.7.1 Parametrisierte ebene Kurve

Essei [a, b] C R ein nicht leeres Intervall. Ferner seien fi: [a, b] — R und f;: [a, b] —
R zwei Funktionen. Eine Funktion K,

K:[a,b] - R?, t = (fi@), L),
heilit durch fi und f; induzierte parametrisierte ebene Kurve oder hiufig auch kurz
parametrisierte Kurve iiber (dem Parameterintervall) [a, b]. <«
Beispiel 4.7.2

Man betrachte die Kurve K iiber [0, 1] gegeben durch

K: 0,11 > R*,  t>@E—t+1,—t>+20" = (@), L@)T.
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Abb. 4.11 Parametrisierte 1

ebene Kurve 08

0.6
0.4
0.2

Eine kleine Wertetabelle fiir diese Kurve ergibt

0.5 1

t 0

fi@ |1
@) || 0

N SN el BN
Bl B ==
G AT | B1w

Anhand dieser Tabelle lidsst sich die Kurve bereits
Abb. 4.11).

qualitativ skizzieren (vgl.

Mochte man eine Kurve in Java implementieren, so ist das kein Problem. Fiir das obige

Beispiel ergibt sich z. B. folgender einfacher Code:

public double []
{

kurve (double t)

double[] help = new doublel[2];
help[0]l=t*t-t+1.0;
help[l]=-t*t+2.0%t;

return help;

Bemerkung 4.7.3 Funktionsgraph als Kurve Jede Funktion f:[a,b] — R

kann als Spezialfall einer ebenen parametrisierten Kurve interpretiert werden.

Ihr Graph Gy,

Gy :={(.f() |1 €la.b]},

ist in der Notation einer parametrisierten ebenen Kurve nichts anderes als die
durch die Funktionen f;(¢) := ¢ und f5(¢) := f(t) induzierte Kurve.

AbschlieBend wird noch ein weiteres Beispiel zu parametrisierten ebenen Kurven ange-

geben.
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Abb. 4.12 Parametrisierte
ebene Spirale

0.5

Beispiel 4.7.4
Man betrachte die Kurve K iiber [0, 1] gegeben durch

K:[0,1] - R?, t — (1 —1)cos(12xt), (1 —t) sin(127¢)) 7.

Diese Kurve beschreibt qualitativ eine sich auf den Ursprung zudrehende Spirale
(vgl. Abb. 4.12).

» Bemerkung 4.7.5 Dreidimensionale Kurven Der Ubergang von parame-
trisierten ebenen Kurven zu parametrisierten rdumlichen Kurven ist sehr
einfach: Man nimmt schlicht eine dritte Komponente hinzu, die durch eine
dritte Komponentenfunktion in Abhéngigkeit von ¢ variiert wird.

4.8 Ganzrationale Bézier-Kurven

Wie bereits erwihnt, besteht eines der zentralen Probleme in der Computer-Grafik darin,
auf moglichst effiziente Art und Weise Kurven zu generieren, die durch oder mindestens in
der Nihe vorgegebener Punkte in der Ebene verlaufen. Bei der Losung dieses Curve-Fit-
ting-Problems mit ganzrationalen Techniken haben sich die bereits eingefiihrten ganzra-
tionalen Bernstein-Grundfunktionen bewéhrt. Mit ihnen lassen sich sehr einfach Kur-
ven generieren, die das gewiinschte Nidherungsverhalten realisieren. Diese Kurven nennt
man heute iiblicherweise ganzrationale Bézier-Kurven, da der bereits mehrfach erwihn-
te franzosische Ingenieur und Mathematiker Pierre Etienne Bézier (1910-1999) zwischen
1960 und 1980 einer der Ersten war, der diese Techniken im Rahmen seiner Entwicklungs-
tatigkeit beim Automobilhersteller Renault einsetzte. Im Folgenden werden diese Kurven
ohne weitere Motivation und Diskussion ihrer interessanten Eigenschaften eingefiihrt und
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dienen lediglich als Beispiel fiir den konkreten Einsatz ganzrationaler (und daran anschlie-
Bend auch gebrochenrationaler) Funktionen im Bereich der Computer-Grafik.

Um die kompakte Notation der Bézier-Kurven etwas iibersichtlicher zu gestalten, erin-
nern wir fiir die Rechnung mit Punkten in R? noch einmal an die folgende einfache Regel,
die auch als Linearititsregel bezeichnet wird: Fiir alle (x, y)”, (u,v)T € R? und alle

o, B € R gelte
X u\ _ [x u) , .  [ax+pu
o)) = () ()= (535)

Definition 4.8.1 Ganzrationale Bézier-Kurven

Essein € N beliebig gegeben und es seien ferner (xo, yo)7, (x1, y))7..... (xp, yu)T €
R? vorgegebene Punkte in der Ebene. Dann nennt man die parametrisierte ebene Kurve

BK:[0,1] — R?, s (io) bon(t) + -+ + (x") bun(t)
0 n

(approximierende) ganzrationale Bézier-Kurve beziiglich der gegebenen Punkte.
Dabei bezeichnen by ,, 0 < k < n, natiirlich genau die ganzrationalen Bernstein-
Grundfunktionen bzw. die Bernstein-Grundpolynome vom Grad n. <«

Beispiel 4.8.2
Gibt man zum Beispiel nur zwei beliebige Punkte in R? vor gemiB

(-6 = 6)-0

dann ist n := 1 zu setzen und die zugehorige ganzrationale Bézier-Kurve lautet

BK(1) = (;) Do (1) + (;‘) bui(t) = (;) (1—1)+ (;‘) .

Das qualitative Aussehen von BK ist klar und bedarf keiner Skizze: Fiir 1 = 0
befindet man sich genau im Anfangspunkt (1,2)7, fiir # = 1 genau im Endpunkt
(4,3)" und dazwischen wird genau eine geradlinige Verbindungskurve beschrieben.
Fiir zwei Punkte wird mit anderen Worten exakt die Kurve realisiert, die man fiir
diesen einfachen Fall natiirlicherweise erwartet.
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Abb. 4.13 Ganzrationale Bé- 4 Py
zier-Kurve
3
2| @ [ ]
1 ®
0
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Beispiel 4.8.3

Gibt man nun vier beliebige Punkte in R? vor gemif

()= ) G = () €)= 6)-6:)= )

dann ist n := 3 zu setzen und die zugehorige ganzrationale Bézier-Kurve lautet

BK(1) = (2) boa(t) + (j) bua(t) + (‘2‘) bra(t) + (i) b3a(t) -

Dabei bezeichnen natiirlich by 3, b 3, b3 und b33 genau die Bernstein-Grundpo-
lynome vom Grad 3, und ¢ durchlduft das Parameterintervall [0, 1]. Das qualitative
Aussehen von BK entnehme man Abb. 4.13.

Wie das obige Beispiel erkennen lidsst, geht die Kurve i. Allg. nur durch die beiden
vorgegebenen Randpunkte und hat von den iibrigen einen deutlichen Abstand. Wie man
dieses unbefriedigende Verhalten fiir die inneren Punkte wieder verbessern kann, wird im
Folgenden genauer beschrieben.

4.9 Gebrochenrationale Bézier-Kurven

Um die Defizite der ganzrationalen Bézier-Kurven bei der Anniherung an die inneren
vorgegebenen Punkte zu verbessern, werden die sogenannten gebrochenrationalen Bé-
zier-Kurven eingefiihrt. Diese beruhen, was natiirlich nicht tiberraschen diirfte, auf den
bereits eingefiihrten gebrochenrationalen Bernstein-Grundfunktionen. Mit ihrer Hilfe
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lassen sich nun Kurven generieren, die auch fiir die inneren Punkte eines gegebenen Da-
tensatzes zu akzeptablen Ergebnissen fiihren. Die entstehenden Kurven bezeichnet man
als gebrochenrationale Bézier-Kurven.

Definition 4.9.1 Gebrochenrationale Bézier-Kurven

Es sei n € N beliebig gegeben und es seien dariiber hinaus w; > 0,0 < i < n,
fest vorgegebene Gewichte sowie (xo, yo)7, (x1, y1)7, ..., (xn, v»)T € R? vorgegebe-
ne Punkte in der Ebene. Dann nennt man die parametrisierte ebene Kurve

RBK:[0,1] - R?, t (xo) rboa(t) + -+ (x) by (1)
Yo n

(approximierende) gebrochenrationale Bézier-Kurve beziiglich der gegebenen Ge-
wichte und Punkte. Dabei bezeichnen rby ,,, 0 < k < n, natiirlich genau die gebrochen-
rationalen Bernstein-Grundfunktionen vom Grad n zu den gegebenen Gewichten. <«

Man kann zeigen, dass die entstehende gebrochenrationale Bézier-Kurve genau den inne-
ren Punkten besonders nahe kommt, zu denen ein entsprechend groes Gewicht gewihlt
wurde. Die Gewichte wy und w, zu den Randpunkten werden im Allgemeinen fest auf 1
gesetzt, da diese Punkte durch die Kurve stets exakt reproduziert werden und dort keine
Verbesserung erforderlich ist.

Beispiel 4.9.2
Gibt man wieder nur zwei beliebige Punkte in R? vor gemif

(-6 = 6)-0

sowie die beiden Gewichte wy := 1 und w; := 1, dann ist n := 1 zu setzen und
die zugehorige gebrochenrationale Bézier-Kurve lautet wegen by (¢) + b1 1(¢2) =
(1 —1) + ¢ = 1 schlicht

RBK(t) = (;) rbo(t) + (:) rby (1) = (;) (1—1)+ (:) t.

In diesem speziellen Fall ist RBK mit BK identisch, was aber auch nicht verwun-
dert, denn die geradlinige Verbindung zweier Punkte ist schon optimal und kann
nicht weiter verbessert werden.
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Abb. 4.14 Gebrochenrationale 4 P
Bézier-Kurve
3
21 @ °
1 ®
0
0 1 2 3 4

Beispiel 4.9.3
Gibt man nun wieder vier beliebige Punkte in R? vor gemif

()= ) G = () ()= 6)- )= )

sowie vier Gewichte wy := 1, w; := 10, w, := 10 und w3 := 1, dannistn := 3 zu
setzen und die zugehorige gebrochenrationale Bézier-Kurve lautet

RBK(t) = (2) rbos(t) + (i) rbis(t) + (‘2‘) rhys(t) + (1) rbsa(0).

Dabei bezeichnen natiirlich by 3, rb 3, rby 3 und rbs 5 genau die gebrochenratio-
nalen Bernstein-Grundfunktionen vom Grad 3 zu den gegebenen Gewichten, und #
durchlduft das Parameterintervall [0, 1]. Das qualitative Aussehen von RBK entneh-
me man Abb. 4.14. Man erkennt, dass sich das Naherungsverhalten fiir die inneren
Punkte bereits signifikant verbessert hat.

4,10 Aufgaben mitLosungen
Aufgabe 4.10.1 Betrachten Sie die Kurve K iiber [0, 1] gegeben durch
K:[0,1] - R?, t > (sin(271), cos(2mt)).

Bestimmen Sie eine kleine Wertetabelle fiir K, und skizzieren Sie die Kurve.
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Losung der Aufgabe Eine kleine Wertetabelle fiir diese Kurve ergibt

1] 1 3
! U I A
sinnwt) O 1] O | =110
cosmet) || 1|0 |—=1] 0 |1

Als Skizze von K erhélt man einen geschlossenen Kreis um 0 mit Radius 1, der vom Punkt
(0, 1)T beginnend im Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Selbsttest 4.10.2 Warum kann durch die beiden Funktionen fi und f5,

fiil-1L1] >R >3 =3,
f:[—1,3] > Rt +> cos(3t) ,

keine parametrisierte ebene Kurve definiert werden?

?7—? Weil f; ein Polynom und f; eine trigonometrische Funktion ist.
7—? Weil f>(¢) fiir ¢ > 1 nicht definiert ist.

?7+? Weil f; und f; verschiedene Definitionsbereiche haben.

?7—? Weil f,(¢) fiir ¢ = 0 nicht definiert ist.

Selbsttest 4.10.3 Welche der folgenden Aussagen iiber Bézier-Kurven sind wahr?

74-? Ganzrationale Bézier-Kurven bestehen aus ganzrationalen Bernstein-Grundfunktio-
nen.

7—? Ganzrationale Bézier-Kurven vom Grad n hingen von genau n vorgegebenen Punk-
ten ab.

74-? Ganzrationale Bézier-Kurven verlaufen durch den ersten und den letzten gegebenen
Punkt.

74?7 Gebrochenrationale Bézier-Kurven bestehen aus gebrochenrationalen Bernstein-
Grundfunktionen.

747? Gebrochenrationale Bézier-Kurven vom Grad n héngen von genau n + 1 vorgegebe-
nen Punkten ab.

74?7 Gebrochenrationale Bézier-Kurven verlaufen durch den ersten und den letzten gege-
benen Punkt.

7—? Wenn 7 Punkte gegeben sind, arbeitet man mit Bernstein-Grundfunktionen vom
Grad 7.
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Folgen und Reihen

Check for
updates

Die Beschiftigung mit Folgen und Reihen ist in der Mathematik und in den Anwendungen
von sehr wesentlicher Bedeutung. Die Schwierigkeit beim Umgang mit diesen Konzepten
besteht im Allgemeinen darin, dass erstmals der Aspekt des Unendlichen ins Spiel kommt
und naturgemil fiir einige Verwirrung sorgt. Historisch gesehen war einer der Ersten,
der sich damit im Rahmen eines kleinen Ritsels beschiftigte, der griechische Philosoph
Zenon von Elea (ca. 490-425 v. Chr.). Er formulierte sinngemél folgendes Problem:

Achilles und eine Schildkréte laufen um die Wette. Da Achilles zehn mal so schnell
wie die Schildkréte lduft, bekommt die Schildkréte einen Vorsprung von 10 Metern. Ei-
gentlich miisste Achilles die Schildkréte schon bald tiberholen. Zenon argumentierte aber,
dass das niemals passieren kann: Achilles wird die Schildkréte niemals iiberholen, denn
wenn Achilles den Startpunkt P; der Schildkrote erreicht hat, dann hat sich die Schild-
krote zum Punkt P, weiterbewegt, hat also immer noch einen Vorsprung vor Achilles.
Sobald Achilles den Punkt P, erreicht hat, ist die Schildkrote wieder ein Stiick weiter
zum Punkt P; gelaufen usw. Achilles kann also niemals an der Schildkréte vorbeikom-
men, denn immer, wenn Achilles den Punkt erreicht, an dem die Schildkr6te zuvor war, ist
sie schon wieder ein Stiick weiter. Die Anschauung und die Erfahrung lehrt, dass Achilles
die Schildkrote schon sehr bald iiberholen miisste. Andererseits stellt Zenon eine Argu-
mentationskette auf, nach der das nicht moglich ist.

Dieser scheinbare Widerspruch 16st sich dadurch auf, dass in der Argumentation von
Zenon nur ein Ausschnitt der Rennstrecke betrachtet wird, ndmlich lediglich der Teil des
Rennens, in dem sich Achilles in der Tat hinter der Schildkrote befindet.

Man nimmt also an, dass Achilles sich im Punkt Py und die Schildkréte im Punkt
P, befindet, wobei P; zehn Meter vor Py liege. Sobald Achilles den Punkt P; erreicht
hat, befindet sich die Schildkréte im Punkt P,. P, liegt nur ein Meter von P; entfernt
(denn die Schildkréte ist nur 11—0 so schnell wie Achilles). Wenn Achilles den Punkt P,
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erreicht, befindet sich die Schildkréte am Punkt Ps, der nur 0.1 Meter von P, entfernt ist.
Der Punkt Pj; ist also 11.1 Meter vom Startpunkt P, entfernt. Allgemein gilt somit: Der
Punkt P; ist 11.11...1 Meter (mit insgesamt / Einsen) vom Startpunkt P, entfernt. Egal
wie grof i gewihlt wird, der Wert fiir P;, also die von Achilles zuriickgelegte Strecke,
bleibt immer unter 11.111... Metern (mit insgesamt unendlich vielen Einsen). Wenn i
gegen unendlich strebt, strebt die betrachtete Strecke also gegen 11.111... Meter. Ebenso
verhélt es sich mit der Zeit. Wenn Achilles z. B. ein Meter pro Sekunde lduft, dann wird
ein Zeitraum von 11.111... Sekunden betrachtet. Folglich ist die Aussage, dass Achilles
die Schildkréte niemals iiberholen wird, falsch. Richtig ist, dass Achilles die Schildkrote
in dem betrachteten Zeitraum von 11.111... Sekunden nicht iiberholen wird. Um dieses
Problem zu 16sen, muss man sich also klar machen, dass Summen mit unendlich vielen
Summanden durchaus endliche Werte haben konnen. In diesem konkreten Fall werden
also z. B. fiir die Wegstrecke bis zum Uberholen die Summanden

10m, 1m, 0.1m, 0.01m, 0.001m,...
zu betrachten sein, die vereinfacht ohne Einheiten mit
fi=10"%, keN,

abgekiirzt werden und in der Mathematik als Folge bezeichnet werden. Zihlt man diese
Folgenglieder zusammen, so erhélt man die bis zum Zeitpunkt von 11.11...1 Sekunden
(mit insgesamt n 4 1 Einsen) zuriickgelegte Strecke als

S ::ifk:iml_k, neN,
k=0 k=0

und bezeichnet dies als Reihe. Offenbar ist es in diesem Fall so, dass die Summen s,, fiir
n — oo gegen einen endlichen Wert streben; dieses Phinomen bezeichnet man dann in
der Mathematik als Konvergenz und darum wird es im Folgenden primér gehen.

5.1 Grundlegendes zu Folgen

Unter einer Folge versteht man salopp gesprochen eine Vorschrift, die jeder Zahln € N
einen reellen Wert zuordnet. Zum Beispiel ist mittels

eine Folge (f,),en erklirt, deren ersten Folgenglieder man sich wieder in Form einer
Wertetabelle veranschaulichen kann (vgl. auch Abb. 5.1):

nllol1l2]13]:---.. 999 | ...... — 00
At fi]o.. T 0
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Abb. 5.1 Visualisierung der S [T —

: 1
Folgengheder ﬁ7 = m 0 02 0.4 0.6 0.8 1

Offensichtlich kommt die Folge fiir wachsendes n der Zahl 0 immer néher, wobei das
Niher-Kommen noch mathematisch prizise definiert werden muss. Folgen dieses Typs
nennt man konvergente Folgen. Es gibt allerdings auch Folgen, die qualitativ ein voll-
kommen anderes Verhalten zeigen. So wichst z. B. die Folge mit den Folgengliedern
Jfn 1= n iber alle Grenzen, wihrend die Folge f, := (—1)" stets zwischen 1 und —1
hin und her springt. Folgen dieses Typs nennt man divergente Folgen.

Definition 5.1.1 Folgen

Eine Abbildung f:N — R heifit Folge und wird iiblicherweise in der kompakten
Form ( f,,),eN notiert, wobei dies zu interpretieren ist als

(fidnen == (f(0), fF(1), f(2)....).

Die jeweilige Zahl f, := f(n), n € N, wird n-tes Folgenglied oder Folgenglied zum
Index n genannt. Die Folge heifit konvergent gegen a € R, falls fiir alle € > 0 ein
n. € N existiert, so dass fiir alle n € N mit n > n, gilt: | f, — a| < €. Man schreibt
dann lim, ., f, := a. Eine nicht konvergente Folge wird divergent genannt. <«

Beispiel 5.1.2
Die Folge

1
(fn)neN,nz3 = (3 + )
n—2 neN,n>3

ist konvergent und liefert als Grenzwert die Zahl 3,

1
3=1 3 .
nggo( +n—2)

Die entsprechende Wertetabelle sieht wie folgt aus:

nll3] 4 8 || cacoos 1002 | «----. — 00
fill4(135]133] .. 3.001 | ------ 3

Der formale Bewesis fiir die offensichtliche Konvergenz dieser Folge wird kurz skiz-
ziert. Es sei dazu € > 0 beliebig gegeben. Bezeichnet nun [-] hier und im Folgenden



96

5 Folgen und Reihen

wieder die bereits eingefiihrte ceil-Funktion, die jeder reellen Zahl die kleinste gan-
ze Zahl zuordnet, die groBer oder gleich ihr selbst ist, dann gilt mit n, := [i] +3
fiir alle n > n. die Abschitzung

|f3|—3+13— L 1
" - n—2 S n—2"n—-2 [i+1

Damit ist gezeigt, dass die Folge gegen 3 konvergiert.

Konvergenz bedeutet also, um das nochmals etwas umgangssprachlich zu formulieren,
genau Folgendes: Man kann fiir jedes noch so kleine ¢ > 0 einen von € abhingenden
Index n. finden, so dass alle Folgenglieder mit einem Index n, der groBer oder gleich n. ist,
hochstens einen Abstand € vom Grenzwert haben. Es liegen also, salopp gesprochen, fiir
jedes € > 0 immer unendlich viele Folgenglieder in dieser e-Umgebung des Grenzwerts
und immer lediglich endlich viele (oder eventuell sogar keine) aulerhalb der e-Umgebung.

>

Bemerkung5.1.3 Erster Folgenindex Man beachte, dass im letzten Beispiel
die Folgenglieder erst ab einem gewissen Index ny € N (dort ny = 3) erklért
waren, also der erste Folgenindex nicht Null, sondern eine andere natiirliche
Zahl war. Auf den Grenzwert der Folge hat das natiirlich keinen Einfluss, denn
jede endliche Anzahl erster Folgenglieder beeinflusst die Konvergenz (oder
auch Divergenz) nicht; erst die unendlich vielen Folgenglieder ab einem be-
liebig groflen Index entscheiden iiber das qualitative Verhalten der Folge. Man
schreibt deshalb auch nach wie vor schlicht lim,,_, ., und ignoriert die mogli-
che Nicht-Definiertheit einiger erster Folgenglieder zu kleinen Indices.

Beispiel 5.1.4
Die Folgenglieder der Folge ( f,)neNs

fii=an+1—n, neN,
geniigen fiir alle n € N* der Abschitzung

(Vi +T1—n) (Vn+1+ /)

i+ 1+ n
1 1 1

B S TV WV

fn=
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Im Folgenden werden diese, im Allgemeinen recht komplizierten Konvergenz-Beweise
nicht mehr stindig durchgefiihrt, sondern bekannte Konvergenz-Ergebnisse einfach nur
zitiert.
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Beispiel 5.1.6

Mit dem sogenannten Heron-Verfahren (Heron von Alexandria, um 50), welches
auch babylonische Methode genannt wird, ist es moglich, fiir eine positive reelle
Zahl x eine Folge zu konstruieren, die schnell gegen /x konvergiert. Die Folge
ist aber nicht direkt definiert wie bisher, sondern iiber eine rekursive Vorschrift
gegeben. Genauer definiert man fiir gegebenes x € R, x > 0,

by 1 by
== i goo= =l e \ € N*,
fo 5 sowie f 3 (f 1+ fn—l) n

Dann kann man zeigen, dass die so entstehende Folge konvergent ist mit Grenzwert
Jx = lim f,.
n—oo

Eine entsprechende Wertetabelle sieht z. B. fiir x = 2 wie folgt aus:

n 0| 1 o2 1000 | -----.- — 00
Ll 11151416 ... 1.4142. .. | ------ V2

Entsprechend ergibt sich z. B. fiir x = 5:

n O 1 2 ...... 1000 ...... — o0
foll2.5 22522361 |- DA o || 000 NE

Neben den oben skizzierten Folgen-Typen gibt es noch mindestens eine weitere interes-
sante Menge von Folgen, nimlich die sogenannten Funktionenfolgen. Ein Beispiel dieses
Typs ist die Folge, mit deren Hilfe die Exponentialfunktion definiert werden kann.

Beispiel 5.1.7
Fiir jedes beliebige, aber feste x € R ist die Folge

rere = ((1+2)")

konvergent und liefert als Grenzwert die sogenannte Exponentialfunktion exp,

exp(x) = nli)nolo (1 AF %)n
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Die entsprechende Wertetabelle sieht z. B. fiir x = 0.5 wie folgt aus:

n 1 2 | 1000 | +----- S 0
f2(0.5) || 1.5 | 1.5625 | ------ 1.6485... | «----- 1.6487 ...

5.2 Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 5.2.1 Zeigen Sie, dass die Folge

1
it 1= (nz - 4)neN

konvergent ist und als Grenzwert die Zahl 0 liefert.

Losung der Aufgabe Zunichst sieht die zugehorige Wertetabelle wie folgt aus:

n 0 1 2 e, 10 | .eene — 00
S ] 025]102]0.125 | ------ 0.0096... | ------ 0
Der formale Beweis fiir die offensichtliche Konvergenz dieser Folge wird kurz skizziert.
Es sei dazu € > 0 beliebig gegeben. Dann gilt mit n, := [\/Lg] fiir alle n > n. die
Abschitzung
1 1 1 1
| fu =0 = =< = <i=
" 4T nz+4 [P 44 L

Damit ist gezeigt, dass die Folge gegen 0 konvergiert, also

1
lim(2 ):0
n—oco \ n? + 4

gilt.
Selbsttest 5.2.2 Welche der folgenden Aussagen iiber Folgen sind wahr?

7—? Eine konvergente Folge kann zwei verschiedene Grenzwerte besitzen.

7—? Eine konvergente Folge darf nie abwechselnd positive und negative Folgenglieder
besitzen.

7—7? Bei einer divergenten Folge werden die Folgenglieder betragsméfig immer grof3er.

7—7? Bei einer divergenten Folge werden die Folgenglieder immer grofer.



100 5 Folgen und Reihen

5.3 Rechenregeln fiir Folgen

Grundsitzlich besteht das Ziel bei der Suche nach Rechenregeln fiir neue Objekte, hier
die Folgen, stets darin, sich mit Hilfe dieser Regeln den Umgang mit aus mehreren Objek-
ten des bekannten Typs zusammengesetzten Ausdriicken zu vereinfachen. Man erhilt auf
diese Weise Einblicke in die strukturellen Zusammenhinge der Objekte und kann so fiir
einen im Allgemeinen effizienteren Umgang mit ihnen sorgen. Die wesentlichen Rechen-
regeln fiir Folgen, genauer fiir konvergente Folgen, sind im folgenden Satz festgehalten,
der anschliefend exemplarisch in Teilen bewiesen wird und dann im Rahmen zahlreicher
Beispiele eingesetzt wird.

»  Satz5.3.1 Rechenregeln fiir Folgen Es seien (a,),cn und (b,),cN konver-
gente Folgen mit lim,, .., @, = a und lim,,_,, b, = b. Ferner seien «, B € R
beliebige reelle Zahlen, und es moége im Fall der Quotientenbildung zusitzlich
b # 0und b, # O fiir alle n € N sein, mindestens aber ab einem gewissen
Index. Dann gelten folgende Rechenregeln:

(LR) lim, . (aa, + Bb,) = aa + b (Linearititsregel)

(PR) lim, . (a, -b,) =a-b (Produktregel)
(QR) lim (Z—") = % (Quotientenregel)

MR) VneN:g,<b, =— a<b (Monotonieregel)

Beweis Als Beispiel wird im Folgenden die Linearititsregel fiir « = f = 1 bewiesen.
Da zu zeigen ist, dass a + b Grenzwert von (a, + b,),cN ist, muss nachgewiesen werden,
dass gilt:

Ve >03dn. e NVn >ngla, +b,—(a+b)| <e.
Es sei also nun € > 0 beliebig vorgegeben. Wegen

lima, =a und limb,=05»b
n—00 n—oo

gibtes zu € := % einng, € N undein ng; € N, so dass
Vn>neg, lap—al <€ und Vn >ngp: |b,—b| <é€

gilt. Setzt man nun n, := max{n¢,, n¢p}, dann ergibt sich mit der Dreiecksungleichung
fiir alle n > n, die gewiinschte Abschitzung

lay + by, — (@ +b)| = |a,—a+b,—b| < |a, —al|+ |b, —b|

ciye e+e
E+eE=-+-=¢€.
2 2
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Alle anderen Aussagen lassen sich auf dhnliche Weise zeigen; darauf wird verzichtet. [

»  Bemerkung5.3.2 Dreiecksungleichung Die Dreiecksungleichung, die im
Beweis des obigen Satzes erstmals angewandt wurde, ist in R nichts anderes
als die Ungleichung

Vx,y €R: [x +y| <|x| + |y,

die leicht mittels einiger Fallunterscheidungen anhand der Vorzeichen von x
und y bewiesen werden kann (Nachweis als Ubung empfohlen!). Dass diese
Gleichung als Dreiecksungleichung bezeichnet wird, erschlieft sich erst bei
ihrer Formulierung im Zusammenhang mit sogenannten Vektoren, auf die im
Rahmen der Linearen Algebra eingegangen wird.

Beispiel 5.3.3
Durch Anwendung der Linearitits- und Quotientenregel erhélt man z. B.

n43 _ n-(242) (or) lim, oo (2+2)

li 2
@Ry limy, oo 2+ 3-1im, oo ()  243-0 5
Climpe I Flima (3) 140

Beispiel 5.3.4
Ebenfalls durch Anwendung der Linearitéits- und Quotientenregel erhélt man z. B.

8ttsm—18  nP 8+ 2-B) limo(8+5-8) s
llm ﬁ = |1im 3 L 100” = - 2 100" = —
n—o0 3613 — 100n n—oo p3. (36— 19) lim,, .o (36 — 12) 36

_ 2
=5

Wihrend die obigen Folgen, was ihren Aufbau angeht, noch relativ einfach strukturiert
sind, ist es bei komplizierteren Folgen wie z. B. bei der Berechnung der Eulerschen Zahl e
im Allgemeinen duBerst schwierig, deren Konvergenz vorherzusagen und dann auch noch
gef. ihren Grenzwert zu berechnen. Man bedient sich dazu sogenannter hinreichender
Konvergenz-Kriterien, von denen nachfolgend einige formuliert, auszugsweise bewie-
sen und angewandt werden. Das erste Kriterium ist das sogenannte Monotonie- und
Beschrinktheitskriterium.
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»  Satz5.3.5 Monotonie- und Beschranktheitskriterium Es sei (a,),cN eine
Folge mit den Eigenschaften

e 3C e RVn e N: aq, <C (beschriankt nach oben)
e VneN:a, <a,y (monoton wachsend)

oder

e 3C e RVn e N: C <a, (beschrianktnach unten)
e VneN:a,>a,y (monoton fallend)

Dann ist die Folge (a,),cN konvergent.

Beweis Im Folgenden wird der Beweis fiir den Fall der Beschrinktheit nach oben und
dem monotonen Wachsen der Folgenglieder skizziert. Da die Menge M,

M :={a,|neN}CR,

nach oben beschrinkt ist, besitzt sie aufgrund der Vollstiindigkeit von R ein Supremum
meR,

m :=sup{a, | n € N}.

Es sei nun € > 0 beliebig gegeben. Da m obere Schranke von M ist, gilt einerseits fiir alle
n € N die Ungleichung

a, <m.
Da m kleinste obere Schranke von M ist, ist m — € keine obere Schranke von M, d.h. es
existiert ein n, € N mit a,, > m — €, woraus aufgrund der Monotonie der Folge sofort
fiir alle n > n, die Ungleichung
ap >m—e
folgt. Insgesamt ergibt sich daraus fiir alle n > n, die Abschitzung

|m —ay,| <e,

also die Konvergenz der Folge (a,),en gegen m. O
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Beispiel 5.3.6
Man betrachte die rekursiv definierte Folge (@), N+ mit

ayp = \3/6, ap41 ‘= \3/6+ans neN*'

Im Folgenden wird mittels vollstiindiger Induktion gezeigt, dass die Folge mono-
ton wachsend und nach oben z. B. durch 2 beschrénkt ist, also ihre Konvergenz nach
dem Monotonie- und Beschrianktheitskriterium gesichert ist.

Zunichst gilt offenbar V6 =a, <a, = V6 + 76 (Induktionsanfang). Unter
der Induktionsannahme, dass fiir ein beliebiges n € N* die Ungleichung a, < a,
gilt, ergibt sich der Induktionsschluss aus

apt1 = \3/6+an§i/6+an+l=an+2~

In Hinblick auf die Beschriinktheit gilt zunichst wieder offensichtlich v/6 = a; < 2
(Induktionsanfang). Unter der Induktionsannahme, dass fiir ein beliebiges n € N*
die Ungleichung a, < 2 gilt, ergibt sich der Induktionsschluss aus

anp1 = V6 +a, <V6+2=2.

Insgesamt ist damit die Konvergenz der Folge nachgewiesen.

Beispiel 5.3.7
Mit Hilfe der Bernoulli-Ungleichung und des binomischen Lehrsatzes 14sst sich
zeigen, dass die Folge (a,),ecN mit

1 n
an:=(1+—) , neN,
n

monoton wachsend und nach oben z. B. durch 3 beschrinkt ist (Nachweis als Ubung
empfohlen!). Also ist ihre Konvergenz nach dem Monotonie- und Beschrinktheits-
kriterium gesichert.

Das néchste Kriterium ist das sogenannte Einschlusskriterium.

»  Satz 5.3.8 Einschlusskriterium Es sei (a,),cn eine Folge, und es seien
(Up)nen und (0,),en zwei konvergente Folgen mit dem Grenzwert a € R.
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Falls nun ein ny € N existiert, so dass fiir alle n > n( die Ungleichungen
Uy = ap < 0y

erfiillt sind, dann konvergiert auch die Folge (a,),cN und zwar ebenfalls ge-
gen den Grenzwert a.

|

Beweis Der einfache Nachweis wird als Ubung empfohlen!
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AbschlieBend wird noch ein Kriterium angegeben, welches sehr eng mit der Vollstandig-
keit der reellen Zahlen verbunden ist und alternativ zu deren Definition hétte herange-
zogen werden konnen, das sogenannte Cauchy-Kriterium fiir Folgen (Augustin-Louis
Cauchy, 1789-1857). Bildlich gesprochen besagt das Cauchy-Kriterium, dass eine reelle
Folge genau dann konvergiert, wenn es fiir jedes € > 0 einen Index n, € N gibt, so dass
der Abstand zweier beliebiger Folgenglieder ab diesem Index stets kleiner als € ist. Da
das Cauchy-Kriterium héufig die ultima ratio ist, wenn alle anderen Kriterien zum Nach-
weis der Konvergenz oder Divergenz von Folgen versagen, kommt ihm eine besondere
Bedeutung zu.

»  Satz5.3.11 Cauchy-Kriterium Essei (a,),cn eine Folge. Die Folge ist genau
dann konvergent, wenn gilt:

Ve >03n. e NVm,n >n: |a, —a,| <e€.

Beweis Zunichst sei (a,),cN eine konvergente Folge, d. h. es existiert ein Grenzwert
a € R, so dass gilt:

€
Ve >03n, € N Vn > ng: |a—a,,|<§.

Daraus folgt aber sofort fiir alle 7, n > n. mit Hilfe der Dreiecksungleichung

€ €
|am_an|§|a_an|+|a—am|<§+§=€,

also genau das Cauchy-Kriterium.
Nun sei (a,),eN eine sogenannte Cauchy-Folge, d. h. es gelte:

Ve >03n. e NVm,n>n. |a, —a,| <e€.
Daraus folgt zunédchst wegen
lan| = lay — an, + an.| < lay —an| +lan| <€+lan|. n=ne,
dass alle Folgenglieder der Ungleichung
| < max{laol, @, .. lan1l.€ + lan [}, neN,

geniigen, also die Folge (a,),cNn nach oben und nach unten beschrénkt ist. Definiert man
nun fiir alle n € N die Grofien

a,:=inf{ay |k > n} und @, :=supfar |k >n},
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die aufgrund der Vollstindigkeit der reellen Zahlen existieren, dann ist die Folge
(a,)nen offenbar monoton wachsend und nach oben beschrinkt sowie die Folge (@,),en
monoton fallend und nach unten beschrinkt. Also existieren nach dem Monotonie- und
Beschrianktheitskriterium die Grenzwerte ¢ € R und @ € R mit

limag,=a und lma,=a.
n—o00 n—o00

Da aufgrund der speziellen Definition der beiden Hilfsfolgen stets

a,<a,<a,, neN,

gilt, muss wegen des Einschlusskriteriums lediglich noch ¢ = a gezeigt werden. Da
wegen der Cauchy-Bedingung

ap € (an, —€.ay.+€), n=ne,
gilt, folgt zunéchst

a, —€<

—€<a, <

a,<a,<a, <a, +€, n=>n..

Daraus ergibt sich sofort

also fiirn — oo

Da € > 0 beliebig gegeben war, folgt @ = a, also mit dem Einschlusskriterium insbeson-
dere die Konvergenz von (a,),cN- O

»  Bemerkung 5.3.12 Volistandigkeit von R Beim Beweis des Cauchy-Krite-
riums geht die Vollstiandigkeit von R entscheidend ein. In Q gilt das Cauchy-
Kriterium i. Allg. nicht!

5.4 Aufgaben mit L6sungen

Aufgabe 5.4.1 Zeigen Sie mit dem Einschlusskriterium, dass die Folge

1
o= (753)

konvergent ist und den Grenzwert 0 besitzt.
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Losung der Aufgabe Die Konvergenz folgt mit dem Einschlusskriterium sofort aus der
Ungleichung

1
=

0 < !
~—n?24+2"n

und der bereits bekannten Nullkonvergenz der Folge (%)neN’“ Damit ergibt sich natiirlich
auch unmittelbar

lim 0.

neoon2+2=

Aufgabe 5.4.2 Berechnen Sie, falls moglich, die Grenzwerte der angegebenen Folgen:
160>+ 8 —6n° + 8n — 4 3n% +8n—12
6n3 +40n2 ), 6n3+4n—12 ), \6n3—4n?+32), '
—8n?+8 12n° + 8n — 4 8n? +8
8n2+12 ), ' 6n3+4n—12), .5’ 8n2+12 /), N
Losung der Aufgabe Die Losungen ergeben sich unter Ausnutzung der Linearitéts- und
Quotientenregel wie folgt, wobei es sich bei der zweiten und fiinften Folge um gewisse
Sonderfille handelt, da diese nicht konvergieren, sondern — wie man sagt — bestimmt

gegen —oo bzw. +oo divergieren und man deshalb auch hier héufig die lim-Notation
benutzt, obwohl sie eigentlich rein formal falsch ist:

16n%+8 . —6n®+8n—4

Iim ——— =0,
Fas 6n3 + 40n2

oo 6n3 +An—12 o

3P+ 8n—12 301 . —8n?+8
im -———-=-=—-, lim ——— =-1,
n—soo 603 —4n?24+32 6 2 n—oo 8n2 + 12
12n% + 8n — 4 . 8n*+38
m-—/——— =00, Iim ——— =
n—o0 613 + 4n — 12 n—oc0 8n% + 12
Selbsttest 5.4.3 Gegeben sei die Folge
2
(fn)neN = (m)neN .

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

?+? Die Folge konvergiert gegen 1.
?+? Die Folge ist konvergent.

7—? Die Folge konvergiert gegen 0.
7—? Die Folge ist divergent.
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Selbsttest 5.4.4 Gegeben seien zwei Folgen (a,),en und (b,),cn sowie die aus ihnen
gebildete Summenfolge (a, + b, ), <N und Produktfolge (a,b,),cn. Welche der folgenden
Aussagen sind wahr?

?74-? Wenn die beiden Folgen konvergieren, dann konvergiert die Summenfolge.

7—? Wenn die beiden Folgen divergieren, dann divergiert die Summenfolge

?7—? Wenn eine Folge divergiert und eine gegen 0 konvergiert, dann konvergiert die Sum-
menfolge.

?7—? Wenn eine Folge divergiert und eine gegen 0 konvergiert, dann divergiert die Pro-
duktfolge.

?74-? Wenn beide Folgen konvergieren und eine gegen 0, dann konvergiert die Produktfol-
ge gegen 0.

?7—? Wenn die beiden Folgen divergieren, dann divergiert die Produktfolge.

?7—? Wenn eine Folge divergiert und eine gegen 0 konvergiert, dann konvergiert die Pro-
duktfolge.

?7—? Wenn eine Folge konvergiert und eine gegen 0 konvergiert, dann divergiert die Pro-
duktfolge.

5.5 Landau-Symbole fiir Folgen

Der Vergleich der Komplexitit von Algorithmen ist in der Informatik von fundamentaler
Bedeutung. Deshalb ist es sinnvoll, eine griffige Notation zur Verfiigung zu haben, um
Komplexitit schnell quantitativ beschreiben zu kdnnen und so vergleichbar zu machen.
Als FEinstieg ein kleines Problem:

Wie viele Vertauschungen mit direkten Nachbarn sind notwendig, um die 5-elemen-
tige Liste x5x4x3x2X; in die urspriingliche Reihenfolge x;x,x3x4x5 zu tiberfiihren? Wie
viele Vertauschungen bedarf es, um eine entsprechende n-elementige Liste wieder in die
Ausgangsreihenfolge zu iiberfiihren?

Offenbar bendtigt man fiir die aus fiinf Elementen bestehende Liste zunéchst vier Ver-
tauschungen, um x,; auf den ersten Platz zu bringen, dann drei Vertauschungen, um x, auf
den zweiten Platz zu bringen etc., also insgesamt 4 + 3 + 2 4 1 = 10 Vertauschungen.
Fiir eine Liste aus n Elementen zeigt man leicht mittels vollstandiger Induktion, dass

1+2+3+~~~+(n—2)+(n—1)=”(”T_1)

Vertauschungen nétig sind. Wegen

_ 2 _
n(n I)Zn n<1n2

2 2 T2

spricht man hier von (hochstens) quadratischer Komplexitit und sagt, dass das einfache
Sortieren einer n-elementigen Liste im ungiinstigsten Fall von der Komplexitit Gro8-O
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von n? ist, kurz O(n?) (dabei steht O fiir Ordnung im Sinne einer Konvergenz- oder
Divergenzordnung). Ist ein derartiges Resultat bekannt, dann weif3 man, dass die Kom-
plexitdt des Algorithmus quantitativ nicht schneller als quadratisch mit n wichst. Eine
entsprechende Notation, ndmlich ein Klein-o von n?, kurz o(nz), wird benutzt, wenn man
weil, dass der jeweilige Algorithmus langsamer als quadratisch mit n wichst. Genauer
gilt die folgende Definition, wobei die Bezeichnung Landau-Symbole an den deutschen
Mathematiker Edmund Landau (1877-1938) erinnert, der diese Symbole um 1905 inten-
siv benutzte, obwohl sie bereits um 1892 von dem eher weniger bekannten deutschen
Mathematiker Paul Bachmann (1837-1920) eingefiihrt worden waren.

Definition 5.5.1 Landau-Symbole fiir Folgen

Es seien zwei Folgen (a,),en und (b,),cn beliebig gegeben. Dann schreibt man
a, = 0(b,)(n — ) = AC > 03ny € N Vn > ny:|a,| < Cl|b,|,
und man schreibt
a, = o(b,)(n — oc0) = VC > 03ng € N Vn > ng: |a,| < C|b,]|.

Die erste Kurzschreibweise liest man als a,, ist ein GroB3-O von b, fiir (n — 00), die
zweite als a,, ist ein Klein-o von b, fiir (n — o0). <«

Das Uberpriifen einer Folge in Hinblick auf die Zugehérigkeit zu einer Konvergenzklas-
se im oben definierten Landauschen Sinne ist bisweilen etwas schwierig, wenn man sich
ausschlieBlich an den formalen Definitionen orientiert. In vielen praktischen Féllen ist es
wesentlich einfacher, den folgenden Satz zur Hilfe zu nehmen, der hinreichende Bedin-
gungen fiir das Erfiilltsein der Landau-Konditionen zur Verfiigung stellt.

»  Satz 5.5.2 Hinreichende Landau-Bedingungen Es seien zwei Folgen
(ay)nen und (b,),eN beliebig gegeben, wobei b, # O fir alle n € N
gelten moge. Ferner moge die Quotientenfolge (%) N eine konvergente

"/ ne

Folge sein. Dann gelten die Implikationen

< 00 == a, = 0(b,) (n = 00)

und

=0 == a, = o(b,) (n — o0).
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Beweis Der Beweis ist klar, denn aus der Konvergenz bzw. der Nullkonvergenz der

lan]
[bn]

o-Eigenschaft. O

Quotientenfolge ( ) N folgt jeweils unmittelbar die behauptete Grof3-O- bzw. Klein-
ne

Beispiel 5.5.3
Fiir die Folge (a,)nen := (n° + n? —n),en gilta, = O(n?) (n — 00), denn

Beispiel 5.5.4
Fiir die Folge (a,)neN = (n + 1),en gilta, = o((n + 1)!) (n — o0), denn

n+1] 1

LT —jim—=0.
w5 [+ DY~ roso n!

5.6 Aufgaben mitLosungen

Aufgabe 5.6.1

(a) Zeigen Sie, dass fiir die Folge (a,)pen = (47" — 3™"),eN die Beziehung a, =
O(3™) (n — o0) gilt.

(b) Zeigen Sie, dass fiir die Folge (a,)neN := (n),en die Beziehung a,, = o(2") (n — 00)
gilt.

Losung der Aufgabe
(a) Die Behauptung folgt aus
47" — 37" 3\"
Iim —— =1Ilim |[-] —-1|=1<.
n—00 |3_” | n—oo |\ 4

(b) Die Behauptung folgt aus

m =
n—00 |2”|

Selbsttest 5.6.2 Gegeben sei die Folge

n*—2
(@n)neN 1= (m)nEN .
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Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

?7+? Esgilta, = 0(1)(n — o0).
?7+? Es gilta, = o(1)(n — o0).
742 Bs gilta, = O(n~")(n — 00).
7—? Bs gilta, = O(n~?)(n — 00).

5.7 Grundlegendes zu Reihen

Unter einer Reihe versteht man salopp gesprochen eine Vorschrift, die ausgehend von
einer gegebenen Folge jeder Zahl n € N den Wert einer Schritt fiir Schritt mit mehr Sum-
manden zu berechnenden Summe zuordnet. Die dabei zu betrachtenden Summen heiflen
Partialsummen oder auch Teilsummen. Zum Beispiel ist durch die Folge ( f;,),en mit

1
fn:=2_"

die Reihe (s,),en mit den Partialsummen

"1
sn:zzz—k, neN,
k=0

, neN,

erklirt, deren erste Ergebnisse man sich wieder in Form einer Wertetabelle veranschauli-
chen kann (vgl. auch Abb. 5.2):

nllol 1 2 I 1000 | --e--- — 00
Sp || 1] 1.5 175 | 1.875 | «----- 1.9999 ... | «-+--s 2

Offensichtlich kommt die Reihe fiir wachsendes n der Zahl 2 immer niher, wobei das
Niher-Kommen, mathematisch prizise formuliert, nichts anderes als die Konvergenz
der Folge der Partialsummen bedeutet. Reihen dieses Typs nennt man konvergente
Reihen. Fiir die oben gegebene Reihe ldsst sich mittels vollstindiger Induktion leicht
zeigen (Stichwort: geometrische Summenformel, siehe Beispiel 2.4.6), dass fiir die Folge
der Partialsummen die geschlossene Darstellung

1 1
Sn:ZZ—kZZ—Z—n, I’IEN,
k=0
gilt. Daraus folgt natiirlich unmittelbar die Konvergenz der Reihe gegen 2. Man nennt eine

derartige Reihe auch geometrische Reihe.

Abb. 5.2 Visualisierung der } + } } — L1 '
. R n 1
Partialsummen s, := 3 _, 3¢ 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24
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Es gibt allerdings auch Reihen, die qualitativ ein vollkommen anderes Verhalten zei-
gen. So wichst z. B. die Reihe mit den Summanden f, := n iiber alle Grenzen, wihrend
die Reihe mit den Summanden f, := (—1)" stets zwischen 1 und 0 hin und her springt.
Reihen dieses Typs nennt man divergente Reihen.

Definition 5.7.1 Reihen

Es sei ( f,,)nen eine gegebene Folge. Dann wird die zugeordnete Folge (s,),eN mit

=Xn:fk, I’lEN,
k=0

Folge der Partialsummen von ( f,),en oder kurz durch ( f,),en induzierte Reihe
genannt. Die Reihe heifit konvergent gegen a € R, falls die Folge der Partialsummen
(sn)neN gegen a konvergiert. Man schreibt dann Z/fo:o fr = lim,_. s, = a. Eine
nicht konvergente Reihe wird divergent genannt. <«

Zum Nachweis der Konvergenz von Reihen kann man nun natiirlich zunichst einmal
alle Konvergenz-Kriterien fiir Folgen anwenden und diese jeweils auf die Folge der Par-
tialsummen beziehen. Einige erste einfache Beispiele sollen diese Vorgehensweise veran-
schaulichen.

Beispiel 5.7.2
Die Folge

1
s'= (i)
= (n =10 —2) /,ennz3
induziert die Reihe (s,),<n mit den Partialsummen
n =Z; neN,n>3.
= (k—=1)(k—2) -
Diese Reihe ist konvergent und liefert wegen
X": _ Z (L _ L)
= (k—1)(k—2) = k—2 k-1
. 1 1 n 1 1 P 1 1
T \3-2 3—1 4 4—1 n—2 n—1
1

2
= + 4ot ! + ! !
) 31 4 2 n—2 n-—2 n—1

1
n—1

— =
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als Grenzwert die Zahl 1,

= 1
lzg(k—l)(k—Z)'

Die entsprechende Wertetabelle sieht wie folgt aus:

n 3 | 4 5 | eeeens 1000 | -ee--- — 00

Sp 105106075 ----- 0.9989... | ----- 1

»  Bemerkung 5.7.3 Erster Reihenindex Man beachte, dass im obigen Bei-
spiel die Summanden der Reihe erst ab einem gewissen Index ny € N (dort
no = 3) erklart waren. Auf die Konvergenz der Reihe hat das natiirlich keinen
Einfluss, denn jede endliche Anzahl erster Summanden beeinflusst die Kon-
vergenz (oder auch Divergenz) nicht; erst die unendlich vielen Summanden
ab einem beliebig grofen Index entscheiden iiber das qualitative Verhalten
der Reihe. Der konkrete Grenzwert der Reihe héngt allerdings von allen Sum-
manden ab!

Beispiel 5.7.4
Die Folge

1

induziert die Reihe (s;,),<n+ mit den Partialsummen

“ 1
sn:=zp, neN*,
k=1

Diese Reihe ist konvergent, denn die Folge ihrer Partialsummen ist monoton wach-
send und nach oben z.B. durch 2 beschrinkt. Der Nachweis der Monotonie ist
wegen

n 1 n+1 1
DT DL
k=1 k=1
fiir alle » € N* unmittelbar klar. Die Beschriinktheit durch 2 ergibt sich wegen

RS S L,
K2 " k(k—1) k—1 k° -
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Nach den obigen ausfiihrlichen Beispielen werden im Folgenden Konvergenz-Beweise
fiir Reihen nicht mehr angegeben, sondern lediglich bekannte Konvergenz-Ergebnisse
zitiert.
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Neben den oben skizzierten Reihen-Typen, deren Summanden lediglich vom Summa-
tionsindex k abhingen, gibt es noch mindestens eine weitere interessante Menge von
Reihen, ndamlich die sogenannten Funktionenreihen, bei denen jeder Summand auch
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noch von einer freien Variablen x € R abhingt. Taucht die Variable x lediglich als vari-
ierende Potenz auf, spricht man auch im engeren Sinne von Potenzreihen. Ein Beispiel
dieses Typs ist die Reihe, mit deren Hilfe die Exponentialfunktion definiert werden kann.

5.8 Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 5.8.1 Zeigen Sie, dass die durch die Folge

(fu)nenx == (%)
N7 J peN+

induzierte Reihe (s,),en+ mit den Partialsummen

n

1
sn:=ZF, neN*

konvergiert.
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Losung der Aufgabe Diese Reihe ist konvergent, denn die Folge ihrer Partialsummen
. 2 .

ist monoton wachsend und nach oben z. B. durch % beschrinkt. Der Nachweis der Mo-
notonie ist wegen

n+1

1 1
Zk_ kZF:SHI
k=1 =1

fiir alle n € N* unmittelbar klar. Die Beschrinktheit durch %2 ergibt sich wegen der
bekannten Identitit

26
P k 6
aus der Ungleichung

2

1 1 =1
Z?f DEEDI A

IA

Insgesamt folgt damit die Konvergenz der Reihe aus dem Monotonie- und Beschrinkt-
heitskriterium fiir Folgen angewandt auf die Folge der Partialsummen.

Selbsttest 5.8.2 Welche der folgenden Aussagen tiber Reihen sind wahr?

7—? Eine konvergente Reihe kann zwei verschiedene Grenzwerte besitzen.

7—? Eine konvergente Reihe darf nie nur positive Summanden besitzen.

7—? Bei einer divergenten Reihe werden die Summanden betragsméfig immer grofier.

7—? Bei einer divergenten Reihe miissen die Summanden entweder alle positiv oder alle
negativ sein.

5.9 Rechenregeln fiir Reihen

Grundsitzlich besteht das Ziel bei der Suche nach Rechenregeln fiir neue Objekte, hier
die Rechenregeln fiir Reihen, stets darin, sich mit Hilfe dieser Regeln den Umgang
mit aus mehreren Objekten des bekannten Typs zusammengesetzten Ausdriicken zu ver-
einfachen. Man erhilt auf diese Weise Einblicke in die strukturellen Zusammenhinge
der Objekte und kann so fiir einen im Allgemeinen effizienteren Umgang mit ihnen
sorgen. Zwei wesentliche Regeln fiir konvergente Reihen sind im folgenden Satz fest-
gehalten, dessen Beweis sich unmittelbar aus den entsprechenden Regeln fiir Folgen
ergibt.
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» Satz 5.9.1 Rechenregeln fiir Reihen Es seien (Y _,dx)neny und

(> %—obr)nen konvergente Reihen mit den Grenzwerten Y ;o ar = a
und Y72, by = b. Ferner seien o, B € R reelle Zahlen. Dann gelten folgende
Rechenregeln:

(LR) Y7 (cay + Bby) = aa + Bb  (Linearititsregel)
MR) VkeN:a,<b, = a<b (Monotonieregel)

Beispiel 5.9.2
Unter Ausnutzung bereits bekannter Ergebnisse erhélt man z. B. mit Hilfe der Li-
nearititsregel

- 4 1 - 1 = I
Y (e=ve=s %) ~*La—ve—s LF

k=3
=1 1 1
=4.1-5 2:——1———-
( 2k 2 4

k=0

Wihrend die im obigen Beispiel auftauchenden Reihen, was ihren Aufbau angeht, noch
relativ einfach strukturiert sind, ist es bei komplizierteren Reihen wie z. B. bei der Be-
rechnung der Eulerschen Zahl e im Allgemeinen duferst schwierig, deren Konvergenz
vorherzusagen und dann auch noch ggf. ihren Grenzwert zu berechnen. Man bedient sich
dazu, wie bei den Folgen, sogenannter hinreichender Konvergenz-Kriterien. Bevor ei-
nige dieser Kriterien im Folgenden formuliert und angewandt werden, wird zunéchst ein
einfaches, aber wichtiges notwendiges Konvergenz-Kriterium festgehalten. Da fast al-
le Kriterien durch geschickte Anwendung des Cauchy-Kriteriums fiir Folgen bewiesen
werden konnen, wird lediglich der Beweis des ersten Kriteriums angegeben und auf die
iibrigen Beweise weitgehend verzichtet.

»  Satz5.9.3 Notwendiges Konvergenz-Kriterium Essei (3 _, dk)nen eine
Reihe. Wenn (Y} _, ax)nen konvergiert, dann muss die Folge (a,),en gegen

Null konvergieren.

Beweis Zum Nachweis betrachte man die Folge (s,),cn der Partialsummen,

n
sn:=Zak, neN .
k=0
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Da die Folge (s,),eN konvergiert, muss es nach dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen fiir
alle € > 0 einen Index n, € N geben, so dass fiir alle m,n > n, gilt:

[Sp — Sn| < €.
Aus dieser Ungleichung folgt aber sofort mit mm = n + 1 fiir alle n > n. die Abschitzung
|an+1 _Ol = |an+1| = |5n+1 _Snl <€,

also die Nullkonvergenz der Folge (a,),eN- O

Beispiel 5.9.4
Die Folgenglieder der Folge (a,),eN,

n!
a, ' =—, neN,
2n

geniigen fiir alle n € N, n > 2, der Abschitzung

n!_ 1 2 3 n—1n>n
m 2 2 2 2 274
N N —— —_——
=il >1 >1

[STE

und bilden somit keine Nullfolge. Also kann die Reihe ()" _ ax)nen nicht konver-
gieren.

Nach diesem wichtigen notwendigen Konvergenz-Kriterium werden im Folgenden, meis-
tens ohne Beweis, einige hinreichende Konvergenz- und auch Divergenz-Kriterien ange-
geben und anhand mehrerer Beispiele veranschaulicht. Das erste Kriterium diesen Typs
ist das sogenannte Absolute-Konvergenz-Kriterium.

» Satz 5.9.5 Absolute-Konvergenz-Kriterium Es sei (3, _, |ax|)nen ei-
ne konvergente Reihe mit Grenzwert » € R. Dann ist auch die Reihe
(3"} —o ak)nen konvergent mit einem Grenzwert a € R, und es gilt a < b.
Man nennt die Reihe (3"} _, @x)nen in diesem Fall absolut konvergent.

Beispiel 5.9.6
Aus der bereits bewiesenen Konvergenz der Reihe

"1
> %
k=0 neN
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folgt mit dem Absolute-Konvergenz-Kriterium sofort auch die Konvergenz der
Reihe
— (=
Z 2k .
k=0 neN

Das zweite Kriterium ist das sogenannte Leibniz-Kriterium (Gottfried Wilhelm Leibniz,
1646-1717).

»  Satz5.9.7 Leibniz-Kriterium Es sei (a,),cn eine monoton fallend oder mo-
noton wachsend gegen Null konvergierende Folge. Dann konvergiert die so-
genannte alternierende Reihe (3"} _,(—1)*a;),en.

Beispiel 5.9.8
Offensichtlich konvergiert die Folge

(=)
2n neN

monoton fallend gegen Null. Daraus ergibt sich mit dem Leibniz-Kriterium erneut
die Konvergenz der Reihe
 (—1)F
Z 2k .
k=0 neN

Das néchste Kriterium ist das sogenannte Wurzel-Kriterium.

>  Satz5.9.9 Wurzel-Kriterium Es sei (¢,),cn eine Folge und ¢ € [0, 1). Falls
ein Index ny € N existiert, so dass fiir alle n > n( die Abschitzung +/|a,| <
g < 1 erfiillt ist, dann ist die Reihe (}_}_, ax)sen absolut konvergent, also
insbesondere konvergent. Falls ein Index n( € N existiert, so dass fiir alle n >
no die Abschitzung W > 1 erfiillt ist, dann ist die Reihe (3} _, dx)nen
divergent.
Insbesondere ist die Reihe (ZZ:O ar)neN absolut konvergent, wenn
lim, o0 {/W < 1 gilt und sie ist divergent, wenn lim,,_, W > 1 gilt.

Beweis Im Folgenden wird lediglich kurz die generelle Beweisidee skizziert. Den
Konvergenz-Teil des Kriteriums zeigt man leicht, indem man das Monotonie- und Be-
schrinktheitskriterium fiir Folgen auf die Folge der Partialsummen der Betrags-Reihe
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anwendet und Wegen
|a | < n =>n
nl — q ’ — 0>

die Konvergenz der geometrischen Reihe

> 1
> ¢ =—— fir gef0.1)
l—gq

ausnutzt (siche Beispiel 2.4.6). Den Divergenz-Teil des Kriteriums zeigt man, indem man
aus der angegebenen Bedingung folgert, dass (a,),cn keine Nullfolge ist und somit die
induzierte Reihe nicht konvergieren kann. O

Das vorletzte Kriterium ist das sogenannte Quotienten-Kriterium.
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»  Satz 5.9.12 Quotienten-Kriterium Es sei (a,),cNn eine Folge mit von Null
verschiedenen Folgengliedern und ¢ € [0, 1). Falls ein Index ny € N existiert,
so dass fiir alle n > n( die Abschitzung % < ¢ < 1 erfiillt ist, dann ist
die Reihe (ZZ:O ay)neN absolut konvergent, also insbesondere konvergent.
lralls e|:in Index ny € N existiert, so dass fiir alle n > ny die Abschitzung

An41

|a,|
Insbesondere ist die Reihe (ZZ:O ap)neN absolut konvergent, wenn

lan+1l : fa s : . |an+l| .
L < 1 gilt und sie ist divergent, wenn lim ——— > 1 gilt.
lan | n—co |a,|

> 1 erfiillt ist, dann ist die Reihe (3"} _, ax)nen divergent.

limn —00

Beweis Im Folgenden wird erneut nur kurz die generelle Beweisidee skizziert. Den Kon-
vergenz-Teil des Kriteriums zeigt man wieder leicht, indem man das Monotonie- und
Beschrinktheitskriterium fiir Folgen auf die Folge der Partialsummen der Betrags-Rei-
he anwendet und wegen

|an+1| = q|an| = q2|an71| =--=q ql_n0|an0| ., n=ng,

erneut die Konvergenz der geometrischen Reihe

= 1

qu =—— fir gel0,1)
—q

ausnutzt (siehe Beispiel 2.4.6). Den Divergenz-Teil des Kriteriums zeigt man, indem man
aus der angegebenen Bedingung wieder folgert, dass (a,),cn keine Nullfolge ist und so-

mit die induzierte Reihe nicht konvergieren kann. O
Beispiel 5.9.13
Wegen
1
2n+1| _ 1 .
T = 5 =.4q < 1 , nhe N s
2n

ist die Konvergenz-Bedingung des Quotienten-Kriteriums erfiillt. Also konver-

giert die Reihe
- .
k=0 2 neN
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Beispiel 5.9.14
Wegen
—9 n+1
d 3n)+1 ‘ 2

| 3
3}1

=:qg<1l, neN,

ist die Konvergenz-Bedingung des Quotienten-Kriteriums erfiillt. Also konver-
giert die Reihe
(5
- .
k=0 3 neN

AbschlieBend wird noch der Vollstindigkeit halber das Cauchy-Kriterium fiir Reihen
angegeben, welches nichts anderes als eine Reformulierung des Cauchy-Kriteriums fiir
Folgen angewandt auf die Folge der Partialsummen ist.

»  Satz5.9.15 Cauchy-Kriterium Es sei (3 _, ax)sen eine Reihe. Die Reihe
ist genau dann konvergent, wenn gilt:

Ve >03In. e NVm >n>n. |aps1 + apnso+ -+ ap| <e.

Beweis Der obige Satz ergibt sich, wie bereits gesagt, als unmittelbare Konsequenz aus
dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen. Man betrachte dazu die Folge (s,),en der Partialsum-
men,

n
sn::Zak, neN.
k=0

Die Folge (s,),en konvergiert nach dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen genau dann,
wenn es fiir alle € > 0 einen Index n, € N gibt, so dass fiir alle m,n > n, gilt:

[Sm — Sn| < €.

Da jedoch fiir m = n diese Ungleichung stets erfiillt ist und m und n vertauschbar sind,
ergibt sich fiir m > n unmittelbar die Identitit

|sm _sn| = |an+1 +an+2+"'+am|

und damit sofort die Behauptung des Satzes. O
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Beispiel 5.9.16
Das Cauchy-Kriterium kann z. B. eingesetzt werden um zu zeigen, dass die so-
genannte harmonische Reihe (3~ _, %)neN* divergiert. Dazu sei € := % als zu

unterschreitende Schranke gegeben und (s, ),cn+ die Folge der Partialsummen,

"1
S 9= —, neN*.
2 i

Da aber nun fiir alle n € N* die Abschitzung

2n+1
1 1 1 1 1
Son — Son | = _= — — AL 6c000 -

bzt —sal= D p=mmy T T E It
k=2n+1 Lo L rte < E
2@ Zge 2T 2T

1 2" 1

n+1 n _ _

2(2 _2)2n+1_2n+1—§

gilt, kann die fiir alle m > n > n. erforderliche e-Abschitzung nie erfiillt werden.
Folglich ist das Cauchy-Kriterium fiir Reihen nicht erfiillt, also die harmonische
Reihe nicht konvergent und somit divergent.

5.10 Aufgaben mit Lésungen

Aufgabe 5.10.1 Zeigen Sie, dass die Reihe (s;,),eN mit

n
1
sn.:Zk—!, neN,
k=0

konvergent ist, indem Sie nachweisen, dass die Folge der Partialsummen monoton wdichst
und nach oben z. B. durch 3 beschrdnkt ist. Um die Beschrdnktheit zu zeigen, nutzen Sie
bitte aus, dass

1 1

1
— = < , keN™,
k! 1-2-3....-k — 2k-1

gilt, und bringen Sie die geometrische Summenformel ins Spiel.

Losung der Aufgabe Der Nachweis der Monotonie ist wegen

n+1

1 1
Sn:Zk_!SZk_!:SnJrl
k=0 k=0
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fiir alle » € N unmittelbar klar. Die Beschrinktheit durch 3 ergibt sich unter Ausnutzung
der angegebenen Abschitzung sowie der geometrischen Summenformel aus der Unglei-
chung

ol YA Wl ) !
k=1 k=0 2

Insgesamt folgt damit die Konvergenz der Reihe aus dem Monotonie- und Beschrénkt-
heitskriterium fiir Folgen angewandt auf die Folge der Partialsummen.

Aufgabe 5.10.2 Zeigen Sie, dass die Reihe (sy,),enN+ mit

Z( 1)k’ N*,

konvergent ist, indem Sie das Wurzel-Kriterium anwenden.

Losung der Aufgabe Der Nachweis der Konvergenz ergibt sich unmittelbar aus der

Abschitzung
—1)" 1 1
/| ED ={===-=:1g<1, neN*
2" 2

Aufgabe 5.10.3 Zeigen Sie, dass die Reihe (s,,),eN mit

24 (—1)F
snzzz%, neN,
k=0

konvergent ist, indem Sie das Wurzel-Kriterium anwenden.

Losung der Aufgabe Der Nachweis der Konvergenz ergibt sich unmittelbar aus der

Abschitzung
/2 1" / 1.5
+( ) > 7 =:q<1, neN,n>3.

Aufgabe 5.10.4 Zeigen Sie, dass die Reihe (s,,),eN mit

“ 1
sn.:kzoﬁ, neN,

konvergent ist, indem Sie das Quotienten-Kriterium anwenden.
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Losung der Aufgabe Der Nachweis der Konvergenz ergibt sich unmittelbar aus der
Abschitzung

1
|m|: n! _ 1 <l:_
|4 n+1D! n4+172

Selbsttest 5.10.5 Gegeben sei die Reihe (s,,),cn mit

n

k?> -2

Sy = k2—+2’ neN .
k=0

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

747 Die Reihe konvergiert nicht, denn die Folge ihrer Summanden konvergiert nicht ge-
gen Null.

7—? Die Reihe konvergiert, denn die Folge ihrer Summanden konvergiert gegen Null.

7—? Die Reihe konvergiert, denn alle ihre Summanden sind kleiner als 1.

?+7? Die Reihe konvergiert nicht, denn die Folge ihrer Summanden konvergiert gegen 1.

Selbsttest 5.10.6 Gegeben sei die Reihe (s,,),cn mit

n
1
SW:ZF’ neN*.
k=1

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

?+? Die Reihe ist konvergent.

7—7? Das Quotienten-Kriterium liefert die Konvergenz der Reihe.
?7—? Die Reihe ist divergent.

747 Die Reihe ist absolut konvergent.
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Transzendente Funktionen

Die folgenden Abschnitte stellen ohne Beweise und detaillierte Begriindungen die ein-
fachsten sogenannten transzendenten Funktionen mit ihren jeweiligen Umkehrfunktio-
nen vor. Sie dienen zum schnellen Nachschlagen, falls Funktionen dieses Typs im Buch
auftauchen und Unsicherheit hinsichtlich ihrer wesentlichen Eigenschaften besteht.

6.1 Exponential- und Logarithmusfunktion

Die Exponentialfunktion wurde bereits bei der Behandlung von Folgen und Reihen be-
trachtet und ist definiert als

=
Nk
x| =

exp: R — (0, 00) , X et =
k=0
Man kann zeigen, dass exp eine bijektive Funktion ist. Thre deshalb existierende und

eindeutig bestimmte Umkehrfunktion wird Logarithmusfunktion genannt (vgl. Abb. 6.1)
und ist berechenbar als

x 1\ 2
In: (O, R, 2 .
n: (0, 00) = A §2k+1(x+1)

Die wichtigsten beiden Rechenregeln fiir diese Funktionen lauten:

exp(x + X) =exp(x)exp(X), xeR,XxeR,
In(xxX) =In(x) + In(¥), x>0,X>0.

Ferner sind sowohl exp als auch In streng monoton wachsende Funktionen.

Elektronisches Zusatzmaterial Die elektronische Version dieses Kapitels enthilt Zusatzmaterial,
das berechtigten Benutzern zur Verfiigung steht https://doi.org/10.1007/978-3-658-29922-4_6.
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Abb. 6.1 exp und In 4 —
exp
3[|—In

AbschlieBend sei bemerkt, dass bisweilen statt der Abkiirzung In (lat.: logarithmus na-
turalis) auch die Abkiirzung log benutzt wird (z. B. in der Java-Math-Bibliothek oder bei
der Bezeichnung auf den Tasten vieler Taschenrechner), obwohl das nicht sehr gliicklich
ist und zwangsldufig zu Verwechslungen mit dem sogenannten gewohnlichen Logarith-
mus fiihrt.

6.2 Allgemeine Potenz- und Logarithmusfunktionen

Die allgemeine Potenzfunktion zur Basis a € (0, 00) \ {1} ist definiert als

— (xIn(a))*
exp,: R — (0,00) , x > a* :=exp(x1In(a)) = Z e
k!
k=0
Man kann zeigen, dass exp, eine bijektive Funktion ist. Ihre deshalb existierende und
eindeutig bestimmte Umkehrfunktion wird allgemeine Logarithmusfunktion zur Basis
a genannt (vgl. Abb. 6.2) und ist berechenbar als

In(x) 2 1 x — 1\
log : (0, R, = .
0g,: (0,00) — @ (@) gszrl (x—l— 1)

Die wichtigsten beiden Rechenregeln fiir diese Funktionen lauten:

exp,(x + X) = exp,(x)exp,(¥), xeR, xeR,
log,(xX) = log,(x) +log,(X), x>0,X>0.

Ferner sind sowohl exp, als auch log, streng monoton fallende Funktionen fiir a € (0, 1)
und streng monoton wachsende Funktionen fiir a € (1, 00).

SchlieBlich sei bemerkt, dass fiir spezielle Basen a auch noch andere Bezeichnungen
tiblich sind. So ist fiir a = e die bereits bekannte Bezeichnung In := log, (lat.: loga-
rithmus naturalis) gebrduchlich, und diese Logarithmusfunktion zur Basis der Eulerschen
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Abb. 6.2 exp,; und log s 4

- €XPo.s |
— logy 5
2 I I L L L

Zahl e wird entsprechend natiirlicher Logarithmus genannt. Fiir die Basis ¢ = 2 sind
auch die Abkiirzungen Ib := log, und 1d := log, (lat.: logarithmus dualis) {iblich, und
der Logarithmus zur Basis 2 wird vielfach auch binérer, dualer oder dyadischer Lo-
garithmus genannt. SchlieBlich ist fiir den Logarithmus zur Basis a = 10, wie schon
erwihnt, die schlichte Bezeichnung log := log,, ohne Angabe der Basis oder 1g := log,,
(lat.: logarithmus generalis) verbreitet, und der Logarithmus zur Basis 10 wird hiufig auch
gewohnlicher oder Briggsscher oder dekadischer Logarithmus genannt.

6.3 Sinus- und Arcussinusfunktion

Die Sinusfunktion ist definiert als

x2k+l

- B kX
sii: R — [—1,1], x'_)kgo( D Qk+ 1!

Man kann zeigen, dass sin eine bijektive Funktion ist, wenn man ihren Definitionsbereich
auf [-7, 7] beschrankt (Hauptwert der Umkehrfunktion des Sinus, umgangssprachlich
kurz Hauptwert des Sinus).

Thre dann existierende und eindeutig bestimmte Umkehrfunktion wird Arcussinus-

funktion genannt (vgl. Abb. 6.3) und ist berechenbar als

/g

—— falls x = —1
2
o) k .
) Tow 2i — 1) x%+1
arcsin: [—1, 1] — [—5,5] , X Z (1_[ % ) W1 falls |x| <1
k=0 \i=1
i falls x = 1
2
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Abb. 6.3 sin und arcsin 2 w
sin
1| | — arcsin N

Die wichtigsten Rechenregeln fiir diese Funktionen lauten:

sin(x) = sin(x +27), xe€R,
sin(x) = —sin(—x), xeR,

arcsin(x) = —arcsin(—x), x € [—1,1].

Man bezeichnet die erste Regel auch als die 27 -Periodizitiit des Sinus. Ferner sind so-
wohl sin auf [-7%, 7] als auch arcsin streng monoton wachsende Funktionen und dariiber
hinaus, wie bereits oben notiert, ungerade.

6.4 Cosinus- und Arcuscosinusfunktion

Die Cosinusfunktion ist definiert als

cos:R — [-1,1], X Z( ¥ (;Ck)' .

Man kann zeigen, dass cos eine bijektive Funktion ist, wenn man ihren Definitionsbereich
auf [0, r] beschrinkt (Hauptwert der Umkehrfunktion des Cosinus, umgangssprach-
lich kurz Hauptwert des Cosinus).

Ihre dann existierende und eindeutig bestimmte Umkehrfunktion wird Arcuscosinus-
funktion genannt (vgl. Abb. 6.4) und ist berechenbar als

b4 falls x = —1
o k .
2i —1 2k+1
arccos: [—1,1] = [0, 7], x> %—g(g lZi ) 2);{_1_1 falls |x| < 1
0 falls x =1

Die wichtigsten Rechenregeln fiir diese Funktionen lauten:

cos(x) =cos(x +2m), xeR,
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Abb. 6.4 cos und arccos 3l —cos i

- arccos

cos(x) =cos(—x), x€eR,

arccos(x) = mw — arccos(—x), x e€[-1,1],

cos(x) = sin(x + %) , X€eR,

arccos(x) = % —arcsin(x) , xe[-1,1].

Man bezeichnet die erste Regel wieder als die 27-Periodizitéit des Cosinus. Ferner sind
sowohl cos auf [0, 7] als auch arccos streng monoton fallende Funktionen und cos dariiber
hinaus eine gerade Funktion. SchlieBlich seien auch noch folgende Formeln erwihnt, die
einige weitere Zusammenhinge zwischen sin und cos festhalten und fiir alle x, X € R
gelten:

sin(x + X) = sin(x) cos(X) + cos(x) sin(X) ,
cos(x + X) = cos(x) cos(X) — sin(x) sin(x) ,

sin?(x) + cos?(x) = 1.

Die ersten beiden Formeln werden auch als Additionstheoreme fiir cos und sin bezeich-
net; fiir die letzte Formel ist auch der Begriff Kreisgleichung gebréiuchlich.

6.5 Tangens-und Arcustangensfunktion

Die Tangensfunktion ist definiert als

sin(x)

tan:R\{(2k+l)%|keZ}—>R, )

Man kann zeigen, dass tan eine bijektive Funktion ist, wenn man ihren Definitionsbereich

auf das Intervall (-7, 7) beschrinkt (Hauptwert der Umkehrfunktion des Tangens,

umgangssprachlich kurz Hauptwert des Tangens).
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Abb. 6.5 tan und arctan —
tan

— arctan
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Ihre dann eindeutig bestimmte Umkehrfunktion wird Arcustangensfunktion genannt
(vgl. Abb. 6.5) und ist berechenbar als

E ux”‘“ falls |x| <1
T o — 2k +1
arctan: R — <_E’E) , X = o ( 1)k .
T X -
- — fall. > 1
2 x| kgzk—l—lxz"ﬂ alls ||

Sowohl tan als auch arctan sind streng monoton wachsende Funktionen (bei tan natiirlich
nur den Hauptwert betrachtend) und dariiber hinaus ungerade.

6.6 Cotangens- und Arcuscotangensfunktion

Die Cotangensfunktion ist definiert als

cos(x)

cot: R\ {krw |keZ} >R, - .
sin(x)
Man kann zeigen, dass cot eine bijektive Funktion ist, wenn man ihren Definitionsbereich
auf das Intervall (0, ) beschrinkt (Hauptwert der Umkehrfunktion des Cotangens,
umgangssprachlich kurz Hauptwert des Cotangens).
Thre dann eindeutig bestimmte Umkehrfunktion wird Arcuscotangensfunktion ge-
nannt (vgl. Abb. 6.6) und ist berechenbar als

arccot: R — (0, ) , X % — arctan(x) .

Sowohl cot als auch arccot sind streng monoton fallende Funktionen (bei cot natiirlich nur
den Hauptwert betrachtend).
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Abb. 6.6 cot und arccot

S = N W B W
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|

cot
-4 I'| — arccot
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6.7 Sinushyperbolicus- und Areasinusfunktion

Die Sinushyperbolicusfunktion basiert auf der Exponentialfunktion und ist definiert als

| i 2kt
sinh: R — R, x > —(exp(x) — exp(—x)) = -
2 £ 2k + 1)

Man kann zeigen, dass sinh eine bijektive Funktion ist, und ihre eindeutig bestimmte
Umkehrfunktion wird Areasinusfunktion genannt (vgl. Abb. 6.7). Sie ist berechenbar als

arsinh: R — R, x> In(x + vVx2+1).

Die Funktionen sinh und arsinh sind ungerade und streng monoton wachsende Funktionen
auf ganz R.

Abb. 6.7 sinh und arsinh 4 \
sinh
| | — arsinh
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6.8 Cosinushyperbolicus- und Areacosinusfunktion

Die Cosinushyperbolicusfunktion basiert ebenfalls auf der Exponentialfunktion und ist
definiert als

o 2k

1 X
cosh: R — [1,00) , x > —(exp(x) + exp(—x)) = .
2 g (2k)!

Man kann zeigen, dass cosh eine bijektive Funktion ist, wenn man ihren Definitions-
bereich auf [0, co) einschrinkt. Thre dann existierende und eindeutig bestimmte Umkehr-
funktion wird Areacosinusfunktion genannt (vgl. Abb. 6.8) und ist berechenbar als

arcosh: [1, co) — [0, 00) , x = In(x + vVx2—-1).

Die Funktion cosh ist auf ganz R eine gerade Funktion und nach Einschrinkung auf
[0, 00), wie auch arcosh, streng monoton wachsend. SchlieBlich seien auch noch folgende
Formeln erwiéhnt, die einige Zusammenhinge zwischen sinh und cosh festhalten und fiir
alle x, x € R gelten:

sinh(x + X) = sinh(x) cosh(X) 4 cosh(x) sinh(X) ,
cosh(x + X) = cosh(x) cosh(X) + sinh(x) sinh(X) ,

cosh?(x) —sinh?(x) = 1 .

Abb. 6.8 cosh und arcosh 4
3
2
1
0
cosh
— arcosh
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Abb. 6.9 tanh und artanh 4 \ \
tanh
| | — artanh

6.9 Tangenshyperbolicus- und Areatangensfunktion

Die Tangenshyperbolicusfunktion basiert nun wieder auf der Cosinus- und Sinushyper-
bolicusfunktion und ist definiert als

sinh(x)
— .
cosh(x)

tanh: R — (—1,1) ,

Man kann zeigen, dass tanh eine bijektive Funktion ist, und ihre eindeutig bestimmte
Umkehrfunktion wird Areatangensfunktion genannt (vgl. Abb. 6.9). Sie ist berechenbar
als

1 1
artanh: (—1,1) > R, x»—>§1n( —|—x)‘

1—x

Die Funktionen tanh und artanh sind ungerade und streng monoton wachsende Funktionen
auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen.

6.10 Cotangenshyperbolicus- und Areacotangensfunktion

Die Cotangenshyperbolicusfunktion basiert ebenfalls wieder auf der Cosinus- und Si-
nushyperbolicusfunktion und ist definiert als

cosh(x)
— .
sinh(x)

coth: R\ {0} — R\ [1,1],

Man kann zeigen, dass coth eine bijektive Funktion ist, wenn man ihren Definitions-
bereich auf (0, co) einschriankt und ihren Wertebereich entsprechend auf (1, co). Thre
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Abb. 6.10 coth und arcoth 8 \ \
coth
— arcoth | |

dann eindeutig bestimmte Umkehrfunktion wird Areacotangensfunktion genannt (vgl.
Abb. 6.10) und ist berechenbar als

1 1
arcoth: (1, 0c0) — (0, 00) , X =In X .
2 x—1

Die Funktion coth ist auf R \ {0} ungerade und nach Einschrinkung auf (0, co), wie auch
arcoth, streng monoton fallend.
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Stetige Funktionen

Neben der Klassifikation von Funktionen hinsichtlich ihrer Umkehrbarkeit und den da-
mit verbundenen Begriffen (injektiv, surjektiv, bijektiv) spielt die Frage nach der Glattheit
von Funktionen in der Analysis eine zentrale Rolle. Was sich darunter qualitativ verbirgt,
kann man sich zunidchst wieder anhand des Beispiels eines fahrenden Autos veranschau-
lichen.

Der sich im Fahrzeug befindende Fahrtenschreiber zeichnet auf einer drehbaren Schei-
be fiir jeden Zeitpunkt ¢ eines Tages die momentane Geschwindigkeit V' (¢) auf. Dabei ist
klar, dass die durch den Zeichenstift entstehende Kurve niemals unterbrochen ist, d. h. es
gibt stets kontinuierliche Ubergiinge zwischen den unterschiedlichen Geschwindigkeiten
zu verschiedenen Zeitpunkten. Der Verlauf der Kurve ist also glatt, d.h. ohne Spriin-
ge. Man fasst dieses fiir viele natiirliche Vorgédnge (Temperatur, Druck, Wachstum etc.)
zutreffende Verhalten auch bisweilen umgangssprachlich in folgender Redewendung zu-
sammen: Die Natur macht keine Spriinge! Dies ist zwar in volliger Allgemeinheit so
nicht korrekt, trifft aber fiir viele Prozesse in der Natur tatsdchlich zu.

Kehrt man nun im engeren Sinne wieder zur Mathematik zuriick, so besteht ein weite-
rer Grund fiir dieses besondere Interesse an Glattheitseigenschaften von Funktionen darin,
dass man einer Funktion um so leichter ihre Struktureigenschaften (z. B. Maxima, Mini-
ma, Wendepunkte, Nullstellen etc.) entlocken kann, je glatter sie ist. Das Wissen um diese
qualitativen und quantitativen Eigenschaften von Funktionen spielt natiirlich auch wieder
in den Anwendungen eine grofle Rolle, so dass die Beschiftigung mit diesen Konzepten
geboten ist.

Die unterste Stufe in diesem zu entwickelnden Klassifikationskonzept bildet die Ste-
tigkeit. Anschaulich und etwas vereinfacht gesprochen bedeutet die Stetigkeit einer Funk-
tion, dass ihr Graph keine Spriinge aufweist oder, anders ausgedriickt, gezeichnet werden
kann, ohne den Zeichenstift abzusetzen. Stetige Funktionen weisen also genau das Verhal-

Elektronisches Zusatzmaterial Die elektronische Version dieses Kapitels enthélt Zusatzmaterial,
das berechtigten Benutzern zur Verfiigung steht https://doi.org/10.1007/978-3-658-29922-4 7.
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ten auf, welches auch dem oben als Beispiel herangezogenen Fahrtenschreiber zu Eigen
ist.

Um dieses Kapitel im Detail bearbeiten zu konnen, ist ein sicherer Umgang mit dem
Funktionsbegriff sowie die Kenntnis von Folgen und ihres Konvergenz-Verhaltens er-
forderlich, so wie wir es in den vorausgegangenen Kapiteln bereits entwickelt haben
(hinsichtlich weiterfiihrender Informationen siehe [1-6]).

7.1 Grundlegendes zu stetigen Funktionen
Ruft man sich noch einmal die ceil-Funktion in Erinnerung (vgl. Abb. 7.1),
[x] :=ceil(x) :=min{n € Z | n > x},

so stellt man fest, dass diese Funktion an den ganzen Zahlen der reellen Achse charak-
teristische Spriinge aufweist. Betrachtet man zum Beispiel eine beliebige Folge, die von
rechts gegen 1 konvergiert, z. B. die Folge (x,),en* mit x, := 1 + %, n € N*, so gilt
offenbar

lim ceil(x,) = lim 2= 2,

n—oo n—oo

ceil(lim x,) = ceil(1) = 1.

Es macht also fiir einige Elemente des Definitionsbereichs der ceil-Funktion einen
Unterschied, ob man fiir gewisse gegen sie konvergierende Folgen den Grenzwert der
entsprechenden Funktionswerte ausrechnet oder den Funktionswert des entsprechenden
Grenzwerts. Derartige Funktionen heiflen unstetige Funktionen.

Betrachtet man dagegen noch einmal die Parabel p, p(x) := x2, (vgl. Abb. 7.2), so
stellt man fest, dass diese Funktion keine Spriinge aufweist. Sie ldsst sich ohne abzuset-
zen zeichnen und hat an keiner Stelle x € R ein ungewohnliches Verhalten.

Abb. 7.1 ceil-Funktion mit 41

Verhalten nahe Punkt (1, 1) 3l |
2t . :
1| o |
ol |
nys g
210 ceil(1.20) =2 A
3t ceil(0.80) =1 -
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Abb. 7.2 Parabelfunktion mit 4
Verhalten nahe Punkt (1, 1)
3 - .
2 - .
[ ]
1 - .
[
O - .
p(1.20) = 1.44
a1l |
p(0.80) = 0.64
2453 2 a1 0 1 2 3 4
Abb. 7.3 Konzept der Stetig- 4 ‘ ‘ T
keit 3| .(xn-,f<xn)) i
o]
2 o] R
[o]
1 - .
0 - .
b =limx, = = “j}cf(xn) .
_2 L L L L L L L

Nimmt man némlich irgendeine Folge (x,),eN mit Grenzwert x € R, so gilt offenbar
aufgrund der Rechenregeln fiir Folgen

lim p(x,) = lim (x,)> = x2,
n—o00 n—>o0

p(lim x,) = p(x) = x>.
n—o0

Es macht also fiir kein Element des Definitionsbereichs der Parabelfunktion einen Unter-
schied, ob man fiir eine gegen es konvergierende Folge den Grenzwert der entsprechenden
Funktionswerte ausrechnet oder den Funktionswert des entsprechenden Grenzwerts. Der-
artige Funktionen heiflen stetige Funktionen.

Die obigen Uberlegungen werden nun in einer prizisen Definition zusammengefasst
(vgl. auch Abb. 7.3).

Definition 7.1.1 Stetige Funktionen

Esseien D, W C R zwei nicht leere Teilmengen von R und f: D — W eine Funktion.
Man nennt f stetig im Punkt x € D, wenn fiir alle gegen x konvergierenden Folgen
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(Xp)neny mit x, € D, n € N, gilt:
lim f(x,) = f(lim x,) .
n—o0 n—o00

Man nennt f unstetig im Punkt x € D, wenn f nicht stetig in x ist. Man nennt f
stetig auf D oder schlicht stetig, wenn f in jedem Punkt x € D stetig ist. Man nennt
/f unstetig auf D oder schlicht unstetig, wenn f nicht stetig auf D ist. <

Beispiel 7.1.2

Die Funktionen f:[—1,1] - R, x — x,und g: [—1, 1] = R, x = min{x, 0}, sind
stetige Funktionen auf [—1, 1]. Dagegen sind die ceil- und auch die floor-Funktion
unstetige Funktionen auf jedem Intervall mit Lange grofer als 1.

7.2 Rechenregeln fiir stetige Funktionen

Grundsitzlich besteht das Ziel bei der Suche nach Rechenregeln fiir neue Objekte, hier
die stetigen Funktionen, wieder darin, sich mit Hilfe dieser Regeln den Umgang mit
aus mehreren Objekten des bekannten Typs zusammengesetzten Objekten zu vereinfa-
chen. Man erhilt auf diese Weise Einblicke in die strukturellen Zusammenhinge der
Objekte und kann so fiir einen im Allgemeinen effizienteren Umgang mit ihnen sorgen.
Die wesentlichen Rechenregeln fiir stetige Funktionen sind in den folgenden drei Sit-
zen festgehalten, die wahrscheinlich bereits aus der Schule bekannt sind. Die einfachen
Beweise dieser Regeln ergeben sich groftenteils unmittelbar aus den Rechenregeln fiir
konvergente Folgen und werden deshalb nicht explizit gefiihrt.

»  Satz7.2.1 Rechenregeln fiir stetige Funktionen Es seien D, W C R zwei
nicht leere Teilmengen von R und f: D — W und g: D — W zwei stetige
Funktionen. Ferner seien «, € R reelle Zahlen, und es moge im Fall der
Quotientenbildung zusitzlich g(x) # O fiir alle x € D sein. Dann gelten
folgende Rechenregeln:

(LR) (af + Bg)iststetig (Linearitétsregel)
(PR) (f - g) ist stetig (Produktregel)

(QR) (g) ist stetig (Quotientenregel)

»  Bemerkung 7.2.2 Stetigkeit rationaler Funktionen Da die beiden Mono-
me my:R — R, x — 1,und m;:R — R, x — x, stetig sind, folgt aus
der Linearitéts- und der Produktregel z. B. sofort die Stetigkeit aller ganzra-
tionalen Funktionen und zusammen mit der Quotientenregel auch noch die
Stetigkeit aller gebrochenrationalen Funktionen auf ihrem jeweiligen Defini-
tionsbereich.
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Abb.7.4 Zwischenwertsatz
f(b) .
f(z)=0 o
fla) o
a z b

»  Satz 7.2.3 Verkettung stetiger Funktionen Es seien D, W;, D,, W, C R
vier nicht leere Teilmengen von R sowie fi: Dy — W) und f5: D, — W,
zwei stetige Funktionen. Ferner gelte W, € D,. Dann ist die Verkettungs-
funktion i := f; o fi: D; — W, ebenfalls stetig.

>  Satz7.2.4 Stetigkeit der Umkehrfunktion Es seien [a,b], [c,d] € R, zwei
nicht leere abgeschlossene Intervalle in R und f:[a,b] — [c, d] eine stetige
bijektive Funktion. Dann ist auch die Umkehrfunktion f~':[c,d] — [a,b]
stetig.

Neben diesen grundlegenden Sitzen iiber stetige Funktionen gibt es mindestens noch
zweil weitere interessante Sitze iiber stetige Funktionen, die erwihnt werden sollten, nim-
lich den Zwischenwertsatz und den Extremwertsatz. Bei diesen Sitzen ist der Defi-
nitionsbereich D, wie bereits im Satz iiber die Stetigkeit der Umkehrfunktion, stets ein
nicht leeres abgeschlossenes Intervall [a, b] € R. Als erstes wird der Zwischenwertsatz
(vgl. Abb. 7.4) formuliert, der auf den tschechischen Mathematiker Bernhard Bolzano
(1781-1848) zuriickgeht und deshalb hdufig auch als Zwischenwertsatz von Bolzano
bezeichnet wird.

»  Satz7.2.5 Zwischenwertsatz Es sei [a,h] € R, a < b, beliebig gegeben
und f:[a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a)- f(b) < 0. Dann gibt es eine
Stelle z € (a,b) mit f(z) = 0. Man nennt z eine Nullstelle von f auf [a, b].

Beweis Wegen f(a) - f(b) < O gilt entweder f(a) < Ound f(b) > 0 oder f(a) >0
und f(b) < 0. Es liege der erste Fall vor. Es sei nun die Menge A C [a, b] definiert als

A:={xelab]| f(x)<0}.

Wegen a € A ist die Menge nicht leer. Da sie ferner nach oben durch b beschrinkt ist,
existiert wegen der Vollstiindigkeit der reellen Zahlen ein z € [a, b] mit

z:=supA4.

Da z die kleinste obere Schranke von A ist, gibt es fiir allen € N* ein x,, € A mit z — "1 <
X, < z (sonst wiire bereits z — 1 eine kleinere obere Schranke von A). Damit konvergiert

n
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die Folge (x,),eN+ gegen z, und die Stetigkeit von f induziert wegen f(x,) < 0,n €
N*, sofort mit dem Einschlusskriterium fiir Folgen

f(z) = f(lim x,) = lim f(x,) <0.

Da z die kleinste obere Schranke von A ist und f(b) > 0 und damit insbesondere z # b
ist, gibt es andererseits fiir alle n € N* ein y, € [a,b] \ A mit z + "1 >y, > z (sonst
wire z keine obere Schranke von A). Damit konvergiert die Folge (y,),en+ gegen z und
die Stetigkeit von f induziert wegen f(y,) > 0,n € N*, sofort mit dem Einschlusskri-
terium fiir Folgen

f(z) = f(lim y,) = lim f(y,) > 0.

Insgesamt ist damit wegen 0 < f(z) < 0 gezeigt, dass f(z) = 0 gilt. O

Beispiel 7.2.6

Das Polynom p mit p(x) := x> — x ist stetig auf [—2, 2], und es gilt p(—2) = —6
und p(2) = 6. Also muss es eine Nullstelle z € [—2, 2] von p geben. Offensichtlich
ist z = 1 eine Nullstelle. Diese Stelle muss nicht eindeutig bestimmt sein! Zum
Beispiel sind in diesem Fall auch z = —1 und z = 0 Nullstellen von p.

» Bemerkung 7.2.7 Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes Aus dem
Zwischenwertsatz kann man unmittelbar folgern, dass eine stetige Funktion
g:la,b] - R mit g(a) # g(b) jeden Wert w € (min{g(a), g(b)}, max{g(a),
g(b)}) als Funktionswert annimmt, d. h. ein z € (a, b) existiert mit g(z) = w.
Um dies zu zeigen, muss man einfach den Zwischenwertsatz auf die stetige
Funktion f:[a,b] — R mit f(x) := g(x)—w anwenden. In diesem verallge-
meinerten Sinne prizisiert der Zwischenwertsatz gewissermallen die intuitive
und etwas vage Formulierung, dass man den Graph einer stetigen Funktion
skizzieren kann, ohne den Zeichenstift abzusetzen.

Der letzte Satz im Kontext stetiger Funktionen, der erwihnt werden soll, ist der bereits
angesprochene Extremwertsatz (vgl. Abb. 7.5). Er geht zuriick auf den bedeutenden
deutschen Mathematiker Karl Weierstra3 (1815-1897) und wird deshalb hiufig auch als
Extremwertsatz von Weierstraf} bezeichnet.

»  Satz7.2.8 Extremwertsatz Essei [a¢,b] C R, a < b, beliebig gegeben und
f:]a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es zwei Stellen z € [a, b] und
Z € [a,b] mit

f(z) = min{f(x) | x € [a,b]} und f(Z) = max{f(x) | x € [a.D]}.
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Abb. 7.5 Extremwertsatz

Man nennt (z, f(z))” oder schlicht z ein globales Minimum von f in [a, b]
und (Z, f(Z))7 oder schlicht Z ein globales Maximum von f in [a, b].

Beweis Im Folgenden wird lediglich kurz die generelle Beweisidee skizziert. Zunéchst
zeigt man unter Ausnutzung der Stetigkeit von f, dass die Menge M C R,

M :={f(x)|x €la,b]}.

beschrinkt ist. Damit existieren aufgrund der Vollstindigkeit der reellen Zahlen das
Infimum und das Supremum der Menge. Wiederum unter Ausnutzung der Stetigkeit von
f zeigt man dann abschlieBend, dass das Infimum und das Supremum zu M gehoren,
woraus die Behauptung folgt. O

Beispiel 7.2.9
Das Polynom p mit p(x) := x? — 2 ist stetig auf [—2, 2]. Also muss es eine Stelle
z € [—2,2] und eine Stelle Z € [-2, 2] geben mit

p(z) = min{p(x) [ x € [-2,2]} und p(Z) = max{p(x) | x € [-2,2]}.

Offensichtlich sind z = 0 und z = 2 derartige Stellen. Diese Stellen miissen nicht
eindeutig bestimmt sein! Zum Beispiel hitte man in diesem Fall auch z = —2
wihlen konnen.

7.3 Aufgaben mit Lésungen
Selbsttest 7.3.1 Welche der folgenden Aussagen iiber die ceil-Funktion sind wahr?

747 Die ceil-Funktion ist unstetig.

747 Die ceil-Funktion ist unstetig im Punkt 2.
747 Die ceil-Funktion ist stetig im Punkt %
7—? Die ceil-Funktion ist stetig.
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Selbsttest 7.3.2 Gegeben sei p:[—4,4] — R, x — x* — 16. Welche Aussagen sind
wahr?

?7—? Das Polynom p hat keine Nullstelle in [—4, 4], denn p(4) - p(—4) > 0.
?+7? Das Polynom p hat zwei Nullstellen in [—4, 4].

74?7 Das Polynom p besitzt in 0 ein globales Minimum.

?7+? Das Polynom p besitzt in —4 ein globales Maximum.
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Check for
updates

Neben der bereits im vorherigen Kapitel eingefiihrten Stetigkeit als ein erstes Glattheits-
kriterium fiir Funktionen gibt es mit der Differenzierbarkeit ein weiteres, deutlich
restriktiveres Glattheitskonzept. Was sich darunter qualitativ verbirgt und warum man da-
ran interessiert ist, kann man sich zunichst wieder anhand des Beispiels eines fahrenden
Autos veranschaulichen. Dabei soll aber nun nicht die Geschwindigkeit, sondern die ge-
fahrene Wegstrecke mit hinreichender Prézision erfasst werden.

Der Fahrtenschreiber moge also fiir jeden Zeitpunkt ¢ eines Tages den aktuellen Kilo-
meterstand s () des Fahrzeugs aufzeichnen. Ein tabellarischer Ausschnitt dieser Aufzeich-
nung konnte wie folgt aussehen, wobei die angegebenen Minuten ab einem festgelegten
Startzeitpunkt gemessen sein mogen:

t [min] 125 126 127 128 129
s [km] || 12542.132 [ 12542.643 | 12543.432 | 12544.522 | 12545.931

Maochte man nun z. B. ndherungsweise wissen, mit welcher Geschwindigkeit sich das
Fahrzeug 127 Minuten nach dem Start fortbewegt hat, muss man sich lediglich an die
Formel Geschwindigkeit ist gleich Weg durch Zeit erinnern und erhilt so entweder

12543.432 — 12542.643

V(127) ~ = 0.789
127 — 126
oder
12544.522 — 12543.432
V(127) ~ =1.090,
128 — 127

wobei auf die Angabe der Einheiten, hier km/min, verzichtet wurde. Diese beiden Re-
sultate sind natiirlich noch ziemlich ungenau und insbesondere verschieden voneinander.
Mochte man genauere Ergebnisse, miisste man die zuriickgelegte Wegstrecke in kiirze-
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ren Zeitabstinden messen. Hitte man also beispielsweise zum Zeitpunkt 126.5 Minuten
die gemessene Wegstrecke 12 542.983 Kilometer und zum Zeitpunkt 127.5 Minuten die
Strecke 12 543.899 Kilometer, so wiirden sich folgende Ndherungen ergeben:

12543.432 — 12542.983

V(127) ~ = 0.898
127 — 126.5
oder
12543.899 — 12543.432
V(127) ~ =0.934.
127.5 — 127

Setzt man diesen Prozess in Gedanken fiir immer kleiner werdende Zeitabstinde um den
interessierenden Zeitpunkt von 127 Minuten fort, so sollte klar sein, was passiert: Die
berechneten Néiherungsgeschwindigkeiten werden sich immer mehr einem gemeinsamen
Wert nihern, der dann tatsidchlich der momentanen Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 127
Minuten nach dem Start entsprechen wird. Genau das ist das prinzipielle Vorgehen beim
sogenannten Differenzieren.

Kehrt man nach dieser kleinen Motivation wieder zur Mathematik im engeren Sin-
ne zuriick und abstrahiert das obige Vorgehen von diskreten Messwerten auf allgemeine
Funktionen, so stellt man fest, dass mit der Strategie der Bildung von Quotienten aus Dif-
ferenzen von Funktionswerten und zugehorigen Differenzen von Argumenten auch auf
einfache Weise festgestellt werden kann, wo eine Funktion steigt, fillt, Extremwerte hat
und Ahnliches. Genau darum wird es im Folgenden gehen (hinsichtlich weiterfiihrender
Informationen siehe [1-6]).

8.1 Grundlegendes zu differenzierbaren Funktionen

Betrachtet man noch einmal die Betragsfunktion (vgl. Abb. 8.1),

x| 1= abs(x) = ; —x falls x <0 § 7

x falls x >0

so stellt man fest, dass diese Funktion im Ursprung des Koordinatensystems eine charakte-
ristische Ecke aufweist, insgesamt aber ohne den Zeichenstift abzusetzen skizzierbar ist.
Definiert man nun zum Beispiel die gegen Null konvergierende Folge (x,),cn+ gemif
X, 1= %, n € N*, so gilt offenbar

. abs(0) — abs(x,) . -1
lim ———— = lim —% =1,
n—00 0—x, n—oo () — 1
n
wihrend sich fiir die ebenfalls gegen Null konvergierende Folge (y,),en+ mit y, 1= —%,

n € N*, die Identitit

_abs(0) — abs(y,) . 0—1
lim ——— = lim

n—00 0—y, n—oo () — (_%) -

-1



8.1 Grundlegendes zu differenzierbaren Funktionen 147

Abb. 8.1 Betragsfunktion 3
mit Steigungsdreiecken und
Differenzenquotienten ol |
1 [ .
;DA
1| DQ=1 DQ=—1 |
_ L L L
2—3 -2 -1 0 1 2 3
Abb. 8.2 Parabelfunktion 4
mit Steigungsdreiecken und
Differenzenquotienten 3|
2 |-
1 |-
or DQ=1.6
-1 L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3

ergibt. Es macht also fiir mindestens ein Element des Definitionsbereichs der Betrags-
funktion einen Unterschied, mit welcher gegen sie konvergierenden Folge man den Grenz-
wert der entsprechenden Differenzenquotienten ausrechnet. Derartige Funktionen heiflen
nicht differenzierbare Funktionen.

Betrachtet man dagegen noch einmal die Parabel p, p(x) := x2, (vgl. Abb. 8.2), so
stellt man fest, dass diese Funktion weder Spriinge noch Ecken aufweist.

Nimmt man hier irgendeine Folge (x,),en mit Grenzwert x € R und x, # x fiir alle
n € N, so gilt offenbar unter Ausnutzung der dritten binomischen Formel

x) — p(x, x2—x2
fim 2 = P0w) " = lim (x + x,) = 2x .
n—00 X — Xy n—oo X — X, n—00

Es macht also fiir kein Element x des Definitionsbereichs der Parabelfunktion einen Un-
terschied, welche gegen x konvergierende Folge man zur Berechnung des Grenzwerts der
jeweiligen Differenzenquotienten benutzt. Das Ergebnis ist stets gleich 2x. Fiir die Pa-
rabel p bedeutet dies z. B., dass sie im Punkt (x,y)” = (-2,4)7 die Steigung 2x =
2.(=2) = —4 hat, im Punkt (x, y)” = (0,0)7 die Steigung 2x = 2-0 = 0 und im Punkt
(x,y)T = (1, 1)7 die Steigung 2x = 2- 1 = 2 hat. Derartige Funktionen, denen man in
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Abb. 8.3 Konzept der Diffe- 5
renzierbarkeit
4
3 (x”*rf(xn))
2
1
0 / |
- limx, —> i L) = )
-1 e fim ————
-4 3 2 -1 0 1 5 3 A

jedem Punkt ihres Definitionsbereichs in eindeutiger Weise eine Steigung zuordnen kann,
heiflen differenzierbare Funktionen.

Die obigen Uberlegungen werden nun in einer prizisen Definition zusammengefasst,
deren Grundlagen unabhingig voneinander um 1670 von Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1717) und Sir Isaac Newton (1643—1727) gelegt wurden (vgl. auch Abb. 8.3).

Definition 8.1.1 Differenzierbare Funktionen

Esseien D, W C R zwei nicht leere Teilmengen von R und f: D — W eine Funktion.
Man nennt f* differenzierbar im Punkt x € D, wenn es eine Zahl D, (x) € R gibt,
so dass fiir alle gegen x konvergierenden Folgen (x,),cn mitx # x, € D,n € N, gilt:
i J ) = S )
im —————=

n—o0 X — X,

= Df(x) .

Man schreibt dann auch

D) = £ = (1) = Dy = Ly
X dx

und bezeichnet diese GroBe als die Ableitung oder die Steigung von f im Punkt
x € D.Man nennt f nicht differenzierbar im Punkt x € D, wenn f im Punkt x kei-
ne Ableitung im obigen Sinne zugeordnet werden kann. Man nennt f differenzierbar
auf D oder schlicht differenzierbar, wenn f in jedem Punkt x € D differenzierbar
ist. In diesem Fall bezeichnet man die Funktion f: D — R, x — f'(x), die jedem
x € D die Ableitung f’(x) zuordnet, als Ableitungsfunktion von f oder auch als
Ableitung von f. Man nennt f nicht differenzierbar auf D oder schlicht nicht
differenzierbar, wenn man f auf D keine Ableitungsfunktion zuordnen kann. <«

Beispiel 8.1.2
Die Funktion f:[—1,1] = R, x — x, ist differenzierbar fiir alle x € [—1, 1] mit
f'(x) = 1. Sie ist also differenzierbar (auf [—1, 1]).
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Dagegen ist die Funktion g: [—1, 1] — R, x + min{x, O}, nur differenzierbar
fiir alle x € [—1,0) mit /'(x) = 1 sowie fiir alle x € (0, 1] mit f’(x) = 0, wihrend
sie im Punkt x = 0 nicht differenzierbar ist. Sie ist also nicht differenzierbar (auf
[~1.1]).

Die konkrete Berechnung der angegebenen Ableitungen sowie der Nachweis der
Nicht-Differenzierbarkeit der zweiten Funktion im Nullpunkt seien nachdriicklich
als Ubung empfohlen!

Wie bereits oben fiir die Parabel getan, kann man nun versuchen, fiir alle Funktionen
ohne Ecken die Ableitungen fiir alle Stellen x ihres Definitionsbereichs zu bestimmen. So
erkennt man z. B. sofort, dass konstante Funktionen auf R stets die Ableitung Null an
allen Stellen ihres Definitionsbereichs besitzen. Ferner ergibt sich fiir beliebige Monome
me: R — R, my(x) := x*, fir k € N* die Ableitung m(x) = kx*=!. Diese Regel wird
exemplarisch bewiesen, wihrend anschlieSend entsprechende Differentiationsformeln fiir
viele andere elementare Funktionen, die entsprechend bewiesen werden miissten, lediglich
ohne Beweis tabellarisch angegeben werden.

Man nimmt also wieder irgendeine Folge (x,),cn mit Grenzwert x € R und x,, # x
fiir alle n € N. Dann ist die Folge (%, ),n mit den Folgengliedern 4, := x — x,, n € N,
offensichtlich eine gegen Null konvergierende Folge, und man erhélt unter Ausnutzung
des binomischen Lehrsatzes

. mk(x) - mk(xn) . xk - ()C - hn)k
im ——=1lm ——

n—00 X — X, n—00 h,
L X X R T = () (k)
= lim = lim
n—00 hn n—o00 n

k-1
5 kY i keiph—i-t _ [ K k=1 _ g k-1
= lim — E XD R =l = kx™ .
n—o00 1 —
i=0

Wie bereits angekiindigt folgen nun einige Tabellen mit wichtigen Funktionen und ih-

ren Ableitungen, wobei natiirlich stets nur Werte x aus der Schnittmenge des jeweiligen

Definitionsbereichs der Funktion und ihrer Ableitungsfunktion zugelassen sind.
Algebraische Funktionen:

fx) =x" fl(x) = nx"!
1 , —n
S == F =5
fx) = Vx Fx) = %
f) = V3 o p—
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Potenz- und Logarithmusfunktionen:

fx) =e*
f(x) =In(x)
flx)=a"

f(x) = log,(x)
Trigonometrische Funktionen:

S (x) = sin(x)
J(x) = cos(x)

f(x) = tan(x)
J(x) = cot(x)

Hyperbolische Funktionen:

f(x) = sinh(x)
f(x) = cosh(x)

£(x) = tanh(x)

f(x) = coth(x)
Arcusfunktionen:

f(x) = arcsin(x)

f(x) = arccos(x)

£(x) = arctan(x)

£(x) = arccot(x)
Areafunktionen:

f(x) = arsinh(x)

f(x) = arcosh(x)

fl(x)y=e"
Fioy =1
X
f'(x) = In(a) a”
N
I =r@x

J'(x) = cos(x)
J'(x) = —sin(x)

f’(x) = cosh(x)
f'(x) = sinh(x)

, _ 1
S = cosh?(x)
, . —1
S = sinh?(x)
£(x) = ——
CVI=—x2
, . —1
==
, _ 1
F'0 =17
, _ —1
f'0 =1
, _ 1
S = x2+1
1
flx) =
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f(x) = artanh(x) f'(x) = n —1x2
£(x) = arcoth(x) i) = s

8.2 Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen

Grundsitzlich besteht das Ziel bei der Suche nach Rechenregeln fiir neue Objekte, hier
die differenzierbaren Funktionen, wieder darin, sich mit Hilfe dieser Regeln den Umgang
mit aus mehreren Objekten des bekannten Typs zusammengesetzten Objekten zu verein-
fachen. Man erhilt auf diese Weise Einblicke in die strukturellen Zusammenhénge der
Objekte und kann so fiir einen im Allgemeinen effizienteren Umgang mit ihnen sorgen.
Zu Beginn soll zunichst gezeigt werden, dass alle differenzierbaren Funktionen mindes-
tens stetig sind, also die Differenzierbarkeit hinreichend fiir die Stetigkeit ist.

»  Satz 8.2.1 Hinreichende Stetigkeitsbedingung Es seien D, W < R zwei
nicht leere Teilmengen von R und f: D — W eine im Punkt x € D differen-
zierbare Funktion. Dann ist f auch stetig im Punkt x.

Beweis Zum Beweis nimmt man irgendeine Folge (x,),cn mit Grenzwert x € D und
X # x, € D,n € N. Dann gilt aufgrund der Differenzierbarkeit von f in x sowie mit
den Rechenregeln fiir konvergente Folgen:

S = fGa)
X — X,

—tim LTS =)+ £()
n—o00 X — Xy n—o00

F10) 0+ f(x) = f(x) = f(lim x,) .

ILm f(x,) = lim (

n—00

(n — ) + f(x))

Ist nun (x,),en eine Folge mit Grenzwert x sowie x, € D, n € N, und gilt fiir einige
oder sogar fiir alle Folgenglieder x,, = x (was ja bei der Definition der Stetigkeit durchaus
zugelassen war), dann argumentiert man aufsetzend auf dem obigen Ergebnis direkt iiber
die Definition konvergenter Folgen. Auf Details wird verzichtet. Insgesamt folgt somit,
dass f stetig im Punkt x ist. O

Nach diesem einleitenden Resultat werden nun die wesentlichen Rechenregeln fiir diffe-
renzierbare Funktionen in den folgenden beiden Sitzen festgehalten, die wahrscheinlich
bereits aus der Schule bekannt sind (mindestens die Produktregel, die Quotientenregel
und die Kettenregel) und die deshalb nur auszugsweise bewiesen werden.

>  Satz8.2.2 Rechenregelnfiir differenzierbare Funktionen Esseien D, W C
R zwei nicht leere Teilmengen von R und f: D — W und g: D — W zwei
differenzierbare Funktionen. Ferner seien o, 8 € R reelle Zahlen, und es
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moge im Fall der Quotientenbildung zusitzlich g(x) # 0 fiir alle x € D sein.
Dann gelten folgende Rechenregeln:

(LR) (af + Bg) ist differenzierbar mit (f + Bg) = af’ + Bg’ (Linearitiitsregel)

(PR) (f - g) ist differenzierbar mit (f - g)' = f'g + fg’ (Produktregel)
f I\ _ (/e 1¢

(QR) (—) ist differenzierbar mit (—) = (—2) (Quotientenregel)
8 8 8

Beweis Exemplarisch wird die Produktregel bewiesen. Man nimmt also wieder irgend-
eine Folge (x,),en mit Grenzwert x € D und x # x, € D, n € N. Dann gilt aufgrund
der Differenzierbarkeit von f und g in x sowie der Stetigkeit von f in x mit den Rechen-
regeln fiir konvergente Folgen:

- f)g(x) = fxn)g(xn)
m

(f -g)'(x) = lim .
i S0 = fE))E() + (8(0) = 8() f ()
n—o00 X — Xy
o LSO 80 =g
n—o0 X — X n—o00 X — Xy n—o0
= f'(x)g(x) + &'(x) f(x) .
Die iibrigen Regeln lassen sich entsprechend beweisen. O

» Bemerkung 8.2.3 Differenzierbarkeit rationaler Funktionen Da die bei-
den Monome my:R — R, x +— 1, und m;:R — R, x — x, differen-
zierbar sind, folgt aus der Linearitits- und der Produktregel z. B. sofort die
Differenzierbarkeit aller ganzrationalen Funktionen und zusammen mit der
Quotientenregel auch noch die Differenzierbarkeit aller gebrochenrationalen
Funktionen auf ihrem jeweiligen Definitionsbereich.

»  Satz8.2.4 Verkettung differenzierbarer Funktionen Es seien D, Wi, D5,
W, C R vier nicht leere Teilmengen von R sowie fi: Dy — W und f5: D, —
W, zwei differenzierbare Funktionen. Ferner gelte W, € D,. Dann ist die Ver-
kettungsfunktion s := f; 0 fi: D; — W, ebenfalls differenzierbar, und es gilt

(KR) (o0 fi) =(fyo fi)-f] (Kettenregel)

Beweis Im Folgenden wird lediglich kurz die generelle Beweisidee skizziert. Dazu be-
trachtet man wieder irgendeine Folge (x,),cn mit Grenzwert x € Dy und x # x, € Dy,
n € N. Ferner nimmt man zunichst an, dass auch fiir fj(x) € W; die Bedingung
fi(x) # fi(x,) € Wi firallen € N erfiilltist. Dann gilt aufgrund der Differenzierbarkeit
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von f} in x und von f; in fj(x) sowie der Stetigkeit von f; in x mit den Rechenregeln
fiir konvergente Folgen:

, . L(fi(x) = fo(fi1(xn))
(fa0 f)(x) = lim xx,
lim ((fz(fl(x)) — (/i (Xn))) (fl(x) - fl(xn)))
Si(x) = fi(xn) X =X,
_ lim LH([i(x) = L(filxa) lim S1(x) = fi(xn)
n—00 fl(x) - fl(xn) n—00 X — Xp

= (i) - () = (fy o f)(x) - fi(x).

Damit ist in diesem Fall der Beweis erbracht. Es bleibt zu zeigen, dass auch im Fall,
dass die Bedingung fi(x) # fi(x,) fiir einige oder sogar fiir alle n € N verletzt ist,
die Aussage korrekt ist. Dies ist etwas technisch und soll hier nicht im Detail vorgefiihrt
werden. O

n—o0

Beispiel 8.2.5
Die Funktion f:[—1,1] — R, x + x?cos(x), ist differenzierbar fiir alle x €
[—1, 1], und mit der Produktregel ergibt sich

f(x) = (x?) cos(x) + x*(cos(x)) = 2x cos(x) — x*sin(x) .

Beispiel 8.2.6
Die Funktion f:[—1,1] — R, x — sin(exp(x)), ist differenzierbar fiir alle x €
[—1, 1], und mit der Kettenregel ergibt sich

J'(x) = sin’(exp(x))(exp(x))" = cos(exp(x)) exp(x) .

Beispiel 8.2.7

3x? -2
Die Funktion f:[-1,1] - R, x — u, ist differenzierbar fiir alle x €
2 — cos(x)

[—1, 1], und mit der Linearitits- und Quotientenregel ergibt sich
;o (B3x* —2x)(2 = cos(x)) — (3x® — 2x)(2 — cos(x))’
S = (2 — cos(x))?

~ (9x% —2)(2 — cos(x)) — (3x? — 2x)(sin(x))

B (2 — cos(x))? i
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Zum Abschluss wird ein wichtiger Satz tiber die Ableitung der Umkehrfunktion formu-
liert und bewiesen.

> Satz 8.2.8 Ableitung der Umkehrfunktion Es seien D, W C R zwei nicht
leere Teilmengen von R und f: D — W eine stetige bijektive Funktion mit
differenzierbarer Umkehrfunktion f~': W — D. Falls nun (f~')'(x) # 0
fiir alle x € W gilt, dann ist auch f differenzierbar und es gilt

, _ 1
FO=Gagay TP

Beweis Zum Beweis nimmt man wieder irgendeine Folge (x,,),cn mit Grenzwert x € D
und x # x, € D, n € N.Da f bijektiv ist, folgt daraus sofort, dass auch fiir f(x) € W
die Bedingung f(x) # f(x,) € W fiir alle n € N erfiillt ist. Damit ergibt sich aber
aufgrund der Differenzierbarkeit von f~!in f(x) und der Stetigkeit von f in x mit den
Rechenregeln fiir konvergente Folgen:

£y = tim LRI SO = )
n—00 X — X, n—00 f—l(f(x)) _ f_l(f(-xn))
1 1

= lim _ .
n—oc0 S/~ (f () 1) f(x
SR En (f=H(f(x)

Beispiel 8.2.9

Die Funktion f:(0,00) — (0,00), x ~ 4/x, ist stetig und bijektiv, und
f71(0,00) — (0,00) mit f~'(x) = x? ist differenzierbar mit Ableitung
(71 (x) = 2x ungleich Null. Also folgt fiir alle x € (0, co) die Identitiit

1 1

IO =Gm =~ o

Beispiel 8.2.10

Die Funktion f:(—1,1) — —%, %), Xx > arcsin(x), ist stetig und bijektiv, und
1 (=%.%2) — (=1.1) mit /7' (x) = sin(x) ist differenzierbar mit Ableitung
(71 (x) = cos(x) ungleich Null. Also folgt fiir alle x € (—1, 1) die Identitiit

1 1 1

cos(aresin(x)) - /1 — sin?(arcsin(x)) - VIi=x2

flx) =
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Beispiel 8.2.11

Die Funktion f:(1,00) — (0,00), x +— arcosh(x), ist stetig und bijektiv, und
f71:(0,00) — (1,00) gegeben durch f~'(x) = cosh(x) ist differenzierbar mit
Ableitung (f~')'(x) = sinh(x) ungleich Null. Also folgt fiir alle x € (1, c0) die
Identitat

1 1 1
sinh(arcosh(x)) /cosh?(arcosh(x)) — 1 V-1

f'x) =

8.3 Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 8.3.1 Uberpriifen Sie, ob die folgenden Funktionen in jedem Punkt ihres Defi-
nitionsbereichs differenzierbar sind, und bestimmen Sie anschlieflend gegebenenfalls ihre
Ableitungen an den jeweiligen Stellen:

@) f:R — R, x > cos?(x) sin(x),
(b) f:R — R, x > cos(exp(cos(x))),
sin(x)

2x2 + cos?(x)’
(d) f:R — R, x > sin’(x) cos(x),
(e) f:R — R, x > cos(sin(cos(x))),
sin(x) cos(x)

x2 + cos?(x)’

© f:R—>R, x+—

® f:R—->R, x

Losung der Aufgabe
(a) f ist differenzierbar fiir alle x € R, und mit der Produkt- und Kettenregel ergibt sich

£'(x) = (cos?(x)) sin(x) + cos(x)(sin(x))’
= 2 cos(x)(—sin(x)) sin(x) + cos?(x) cos(x)

= —25in?(x) cos(x) + cos*(x).

(b) f ist differenzierbar fiir alle x € R, und mit zweimaliger Anwendung der Kettenregel
ergibt sich

f'(x) = cos'(exp(cos(x)))(exp(cos(x)))’
— sin(exp(cos(x))) exp’(cos(x)) cos’(x)
sin(exp(cos(x))) exp(cos(x)) sin(x).



156 8 Differenzierbare Funktionen

(c) f ist differenzierbar fiir alle x € R, und mit der Linearitits- Quotienten- und Ketten-
regel ergibt sich

(sin(x))'(2x2 4 cos?(x)) — (sin(x))(2x? + cos?(x))’
(2x2 + cos?(x))?
cos(x)(2x2 + cos?(x)) — sin(x)(4x + (cos(x)))
(2x2 + cos?(x))?
cos(x)(2x2 4 cos?(x)) — sin(x)(4x — 2 cos(x) sin(x))
(2x2 + cos?(x))? '

f(x) =

(d) f ist differenzierbar fiir alle x € R, und mit der Produkt- und Kettenregel ergibt sich

f'(x) = (sin®(x)) cos(x) + sin’(x)(cos(x))’
= 2sin(x) cos(x) cos(x) — sin’(x) sin(x)

= 2sin(x) cos?(x) — sin®(x).

(e) f ist differenzierbar fiir alle x € R, und mit zweimaliger Anwendung der Kettenregel
ergibt sich

f'(x) = cos'(sin(cos(x)))(sin(cos(x)))’
= —sin(sin(cos(x))) sin’(cos(x)) cos’(x)

= sin(sin(cos(x))) cos(cos(x)) sin(x).

(f) f ist differenzierbar fiir alle x € R, und mit der Linearitéits- Quotienten- und Ketten-
regel ergibt sich

. (sin(x) cos(x))'(x* 4 cos®(x)) — (sin(x) cos(x))(x* + cos?(x))’
S x) = (x2 4 cos2(x))?

_ (cos?(x) — sin®(x))(x? + cos?(x)) — (sin(x) cos(x)) (2x + (cos?(x))))

N (x2 + cos?(x))?

. (cos?(x) — sin®(x))(x? 4 cos?(x)) — (sin(x) cos(x))(2x — 2 cos(x) sin(x))
N (x2 + cos2(x))? '

Aufgabe 8.3.2 Uberpriifen Sie, ob die folgenden Funktionen stetig und bijektiv sind und
ob ihre Umkehrfunktionen differenzierbar und ihre Ableitungen ungleich Null sind. Wenn

Jja, bestimmen Sie ihre Ableitungen iiber Zugriff auf die Ableitungen der Umkehrfunktio-
nen:

(@) f:(0,00) — (0,00), x =~ Ix,
() f:(—1,1) —> (0, ), x — arccos(x),
(©) f:R — R, x > arsinh(x).
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Losung der Aufgabe

(a) f ist stetig und bijektiv, und £ ~!': (0, 00) — (0, 00) mit f~'(x) = x?3 ist differenzier-
bar mit Ableitung (f~')'(x) = 3x? ungleich Null. Also folgt fiir alle x € (0, c0) die
Identitét

T

(TR 3

(b) f ist stetig und bijektiv, und f~':(0,7) — (—1,1) mit f~'(x) = cos(x) ist dif-
ferenzierbar mit Ableitung (/') (x) = —sin(x) ungleich Null. Also folgt fiir alle
x € (—1, 1) die Identitit

f(x) =

1 -1 -1

— sin(arccos(x)) - /1 — cos2(arccos(x)) - V1=x2

f(x) =

(c) f ist stetig und bijektiv, und f~':R — R gegeben durch f~'(x) = sinh(x) ist
differenzierbar mit Ableitung ( f~')(x) = cosh(x) ungleich Null. Also folgt fiir alle
x € R die Identitit

F(x) = 1 1 1

cosh(arsinh(x)) - /1 + sinh?(arsinh(x)) N NI

Selbsttest 8.3.3 Welche der folgenden Aussagen tiiber die ceil-Funktion sind wahr?

74?7 Die ceil-Funktion ist nicht differenzierbar.

?7+7? Die ceil-Funktion ist nicht differenzierbar im Punkt 2.
?7+7? Die ceil-Funktion ist differenzierbar im Punkt %

?7—? Die ceil-Funktion ist differenzierbar.

Selbsttest 8.3.4 Welche der folgenden Aussagen iiber Funktionen f sind wahr?

?7+7 Aus der Differenzierbarkeit von f an einer Stelle folgt die Stetigkeit von f an dieser
Stelle.

?7—? Aus der Stetigkeit von f an einer Stelle folgt die Differenzierbarkeit von f an dieser
Stelle.

?+? Von der Ableitung von f ! einer bijektiven Funktion f kann man auf die Ableitung
von f schlieBen.

?+? Die Kettenregel ist eine wichtige Differentiationsregel.

7—7? Die Produktionsregel ist eine wichtige Differentiationsregel.

8.4 Extremwerte differenzierbarer Funktionen

Im Folgenden sei der Definitionsbereich D der gegebenen Funktionen stets ein abge-
schlossenes Intervall [¢,b] € R mit ¢ < b. Man interessiert sich nun fiir die Stellen
im Intervall [a, b], an denen eine auf [a, b] definierte Funktion f besonders kleine bzw.
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besonders grofle Funktionswerte annimmt, sogenannte Extremwerte. Diese Stellen wer-
den, je nachdem ob sie minimale oder maximale Funktionswerte liefern, Minima bzw.
Maxima von f genannt, wobei man genauer noch zwischen lokalen, globalen und stren-
gen Minima bzw. Maxima unterscheidet. Prizise werden diese Begriffe in der folgenden
Definition eingefiihrt.

Definition 8.4.1 Extremwerte von Funktionen

Es sei [a,b] € R, a < b, beliebig gegeben und f:[a,b] — R eine Funktion sowie
x € [a, b]. Man nennt den Punkt (x, f(x))” oder schlicht den Punkt x

globales Minimum (Maximum) von f in [a, b], falls

Viela.bl: flx)= f(t) (f(x)= f@).

strenges globales Minimum (Maximum) von f in [a, ], falls

Vi ela.b]\{xy: f(x) < f(O) (f(x)> f(0).

lokales Minimum (Maximum) von f in [a, b], falls

de>0Vie(x—ex+e)Na.bl: flx)=f@) (f(x)= f?).

strenges lokales Minimum (Maximum) von f in [a, b], falls

Je>0Vie(x—ex+e Na,b]\ix}: f(x) < f@) (f(x)> f@)).

Allgemein bezeichnet man (strenge) globale Minima und Maxima als (strenge) globa-
le Extremwerte bzw. Extrema und entsprechend (strenge) lokale Minima und Maxi-
ma als (strenge) lokale Extremwerte bzw. Extrema. <«

Beispiel 8.4.2
Man betrachte die Funktion f:[0,5] — R, x + x*> — 6x2 + 9x + 1. Eine kleine
Wertetabelle fiir diese Funktion ergibt

x |lo]1]2]3]4]5
foyf[1]5]3]1]5]21

Anhand dieser Tabelle lasst sich die Funktion bereits qualitativ skizzieren (vgl.
Abb. 8.4).
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Abb. 8.4 Funktion mit Mini- l
ma und Maxima
20
Minimum @
Maximum
10
L )
[ J L 4
0
0 1 2 3 4 5

Man erkennt, dass die Punkte 0 und 3 strenge lokale Minima und gleichzeitig
globale Minima von f sind und dass f kein strenges globales Minimum besitzt.
Ferner ist der Punkt 1 ein strenges lokales Maximum von f sowie der Randpunkt
5 sogar ein strenges globales Maximum von f. Man beachte stets, dass bei diesen
Aussagen der feste Definitionsbereich von f entscheidend ist; sobald man diesen
dndert, dndern sich i. Allg. auch die Extremwerte.

Wihrend man im obigen Beispiel noch mit relativ elementaren Techniken (z. B. mit ei-
ner Wertetabelle oder Skizze) entscheiden kann, wo sich die Extremwerte befinden, ist
das fiir kompliziertere Funktionen i. Allg. nicht so einfach moglich. Hier ist man auf
analytische Techniken angewiesen, um der Funktion die Lage ihrer Extremalstellen zu
entlocken. Die folgenden Siétze geben die bendtigten Techniken an die Hand, die vermut-
lich noch aus der Schulzeit bekannt sind. Das erste Kriterium besagt lediglich, dass die
Funktion in einem inneren lokalen Extremum eines Intervalls die Steigung Null haben
muss. Man bezeichnet dies als eine notwendige lokale Extremwertbedingung.

>  Satz 8.4.3 Notwendige lokale Extremwertbedingung Es sei [a,b] C R,
a < b, beliebig gegeben und f:[a,b] — R eine differenzierbare Funkti-
on. Wenn der Punkt x € (a,b) ein lokales Extremum von f ist, dann gilt

f£(x) = 0.

Bevor der Beweis dieses Satzes skizziert wird, werden zunichst noch zwei Sitze fest-
gehalten, die sich unmittelbar aus diesem ergeben und die in der Literatur als Satz von
Rolle (benannt nach dem franzosischen Mathematiker Michel Rolle, 1652—-1719) und als
Mittelwertsatz der Differentialrechnung bekannt sind.

>  Satz 8.4.4 Satz von Rolle Es sei [a,h] € R, a < b, beliebig gegeben und
f:]a,b] — R eine differenzierbare Funktion mit f(a) = f(b). Dann gibt es
einen Punkt x € (a,b) mit f'(x) = 0.
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Abb. 8.5 Satz von Rolle

L

Abb. 8.6 Mittelwertsatz der
Differentialrechnung //

>  Satz8.4.5 Mittelwertsatz der Differentialrechnung Essei[a,b] C R,a <
b, beliebig gegeben und f:[a, b] — R eine differenzierbare Funktion. Dann
gibt es einen Punkt x € (a, b) mit

fiy = LOS@

—da

Beweis Zunichst ergibt sich der Satz von Rolle (vgl. Abb. 8.5) unmittelbar aus dem
Satz iiber die notwendige lokale Extremwertbedingung und dem Extremwertsatz fiir
stetige Funktionen, der fiir stetige, also insbesondere fiir differenzierbare Funktionen
sichert, dass sie ein globales Minimum und Maximum in ihrem Definitionsintervall [a, ]
besitzen. Wegen der Voraussetzung f(a) = f(b) liegt mindestens eines dieser globalen
Extrema in (a,b), es sei denn, f ist eine konstante Funktion, fiir die der Satz jedoch
unmittelbar klar ist. Da jedes globale Extremum aber insbesondere ein lokales Extremum
ist, ist die Aussage des Satzes von Rolle auf die entsprechenden Sitze zuriickgefiihrt.
Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung (vgl. Abb. 8.6) folgt wiederum leicht aus der
Anwendung des Satzes von Rolle auf die differenzierbare Funktion g: [a, b] — R,

fb) - f(@)
a

b (x—a), xE¢€la,b],

gx) == f(x) — -
mit g(a) = g(b). Es geniigt also, den Satz iiber die notwendige lokale Extremwertbedin-
gung zu beweisen. Dazu sei x z. B. ein lokales Minimum. Man betrachtet nun zwei gegen
x konvergierende Folgen, und zwar einmal die Folge (u,),en+ mit u,, 1= x — %, n e N*,
und einmal die Folge (0,),en+ mit 0, := x + "l, n € N*. Da x € (a,b) gilt, liegen alle
Folgenglieder der obigen beiden Folgen ab einem hinreichend grof3en Index im Intervall
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(a, b). Man erhilt so fiir die Ableitung von f im Punkt x zwei Abschitzungen. Zunéchst
gilt fiir alle hinreichend groen n € N* die Ungleichung f(x) — f(u,) < 0 und somit

e = i LD oy L) <

)

andererseits jedoch fiir alle hinreichend grolen n € N* auch die Ungleichung f(x) —
f(0,) < 0und somit

) = tim LD =L@ S0 =S
n—o0 X — 0y n—o00 -
Aus f'(x) <0und f’(x) > 0 folgt wie behauptet f'(x) = 0. |
Beispiel 8.4.6

Man betrachte erneut die Funktion f: [0, 5] — R, x > x>—6x%+9x + 1 (vgl. auch
Abb. 8.4). Fiir sie ist bereits bekannt, dass sie im Punkt 1 ein lokales Maximum und
im Punkt 3 ein lokales Minimum besitzt. Wegen f’:[0,5] — R, x > 3x?—12x +
9, hat das nach dem obigen Satz wie erwartet zur Konsequenz, dass f’(1) = 0 und

£'(3) = 0 gilt.

»  Bemerkung 8.4.7 Notwendige Extremwertbedingung Man nennt die ge-
rade diskutierte Extremwertbedingung notwendig, da sie zwar an einem inne-
ren Extremum erfiillt sein muss, ihre Giiltigkeit aber keinesfalls die Existenz
eines Extremwerts sichert. So gilt z. B. fiir die Funktion f:[—1,1] — R,
x > x3, die Identitit f’(0) = 0, jedoch liegt in 0 kein lokales Extremum von
f vor! Zur Erlduterung einer notwendigen Bedingung wird ein weiteres ein-
faches Beispiel gegeben: Wenn eine natiirliche Zahl ohne Rest durch 4 teilbar
ist, dann ist sie auch ohne Rest durch 2 teilbar; allerdings ist z. B. 6 ohne Rest
durch 2 teilbar, ohne durch 4 teilbar zu sein. Die Bedingung der Teilbarkeit
durch 2 ist also fiir die Teilbarkeit durch 4 durchaus notwendig, aber nicht
hinreichend!

Nach diesem sogenannten notwendigen Kriterium fiir die Existenz eines lokalen Extre-
mums gelten die folgenden Schritte nun der Suche nach einer hinreichenden Extrem-
wertbedingung. Dazu wird zunichst allgemein das Konzept von Ableitungen hoherer
Ordnung eingefiihrt und anschlieBend der entsprechende Satz formuliert.

Definition 8.4.8 Hohere Ableitungen von Funktionen

Es sei [a,b] € R, a < b, beliebig gegeben und f:[a,b] — R eine differenzierba-
re Funktion. Wenn auch die Funktion f’:[a,b] — R differenzierbar ist, setzt man
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f® = f” := (f’) und nennt f@ die zweite Ableitung von f auf [a,b]. So
induktiv fortfahrend setzt man fiir k € N, k > 3, falls f*~1 differenzierbar ist,
f® = (f%Dy und nennt f% die k-te Ableitung von f. Aus Konsistenzgriin-
den definiert man ferner £ := f (nullte Ableitung von f)und f() := f” (erste
Ableitung von f) und fiihrt auch folgende Abkiirzungen ein:

dkf( )_. dk
dxk ) T Xk

SO = (f)® = f(x). keN.

Schlieflich wird eine k-te Ableitung von f auch hiufig als Ableitung k-ter Ordnung
oder als Ableitung der Ordnung k von f bezeichnet. <«

Beispiel 8.4.9
Fiir die Funktion f:R — R, x > sin(x) — exp(x) + 2x% — 4x? — 6, ergeben sich
die Ableitungen bis zur Ordnung 4 zu:

f(x) = fO(x) = sin(x) — exp(x) + 2x° — 4x2 — 6,
f'(x) = fO(x) = cos(x) —exp(x) + 12x° — 8x ,
f"(x) = fP(x) = —sin(x) — exp(x) + 60x* ~ 8 ,
F7(x) = fO(x) = —cos(x) — exp(x) + 240x° ,

f7(x) = f®(x) = sin(x) — exp(x) + 720x2 .

Unter Zugriff auf die zweite Ableitung einer Funktion kann man nun in Verallgemeinerung
der bereits bewiesenen notwendigen lokalen Extremwertbedingung auch zwei hinrei-
chende lokale Extremwertbedingungen formulieren.

>  Satz8.4.10 Hinreichende lokale Extremwertbedingungen Es sei [a, b] C
R, a < b, beliebig gegeben und f: [a,b] — R eine zweimal differenzierbare
Funktion. Dann ist der Punkt x € (a, b) ein lokales Minimum von f, wenn
gilt

fx)=0 und f"(x)>0.

Entsprechend ist der Punkt x € (a, b) ein lokales Maximum von /', wenn gilt

f(x)=0 und f’(x) <0.

Auf den Beweis wird zugunsten zweier Beispiele verzichtet.
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Beispiel 8.4.11

Man betrachte erneut die Funktion f:[0,5] — R, x > x* — 6x2 + 9x + 1 (vgl
auch Abb. 8.4). Fiir diese Funktion ergibt sich zunichst f/(x) = 3x% — 12x + 9
und f”(x) = 6x — 12. Aus der notwendigen Bedingung f’(x) = 0 erhilt man
durch Auflosen der entsprechenden quadratischen Gleichung die bekannten Stellen
x; = lund x, = 3, an denen Extrema vorliegen konnten. Unter Ausnutzung der
hinreichenden Bedingungen erhilt man wegen f”(1) = —6 < 0 die Information,
dass an der Stelle x; = 1 ein lokales Maximum vorliegt, und wegen f”(3) =
6 > 0 die Information, dass an der Stelle x, = 3 ein lokales Minimum vorliegt.
Man beachte generell, dass mit dieser Vorgehensweise nur lokale Extrema in (0, 5),
also im Inneren des Intervalls [0, 5] identifiziert werden konnen, mogliche (lokale)
Randextrema also gesondert untersucht werden miissten!

Beispiel 8.4.12
Man betrachte nun die Funktion f:[—1,1] - R, x > x° — x.

Fiir diese Funktion (vgl. Abb. 8.7) ergibt sich zunichst f'(x) = 3x?> — 1 und
f”(x) = 6x. Aus der notwendigen Bedingung f'(x) = 0 erhélt man durch Auf-

3

losen der entsprechenden quadratischen Gleichung die Stellen x; = +\/g und

X, = — %, an denen Extrema vorliegen konnten. Unter Ausnutzung der hinrei-

chenden Bedingungen erhilt man wegen [ (+ \/g ) > (0 die Information, dass an

der Stelle x; = + \/g ein lokales Minimum vorliegt, und wegen f” (— \/g) <0

1

die Information, dass an der Stelle x, = — 3

ein lokales Maximum vorliegt.

»  Bemerkung 8.4.13 Hinreichende Extremwertbedingung und Randextre-
ma Man nennt die gerade diskutierte Extremwertbedingung hinreichend, da
ihre Giiltigkeit zwar die Existenz eines inneren Extremums sichert, sie aber

Abb. 8.7 Funktion mit Mini- 0.5

mum und Maximum

-0.5
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keinesfalls an einem inneren Extremwert erfiillt sein muss. So gelten zum
Beispiel fiir die Funktion f:[—1,1] — R, x > x*, die Identititen f'(0) = 0
und f”(0) = 0, dennoch liegt in 0 ein lokales Extremum von f vor!

Ferner sollte klar sein, dass mit der Strategie, mogliche lokale Extrema mit-
tels Zugriff auf die erste und zweite Ableitung einer Funktion f:[a,b] — R
zu identifizieren, nur innere Extrema im offenen Intervall (a, b) gefunden
werden konnen, eventuelle Randextrema in den Punkten ¢ und b des Defini-
tionsintervalls jedoch stets einer gesonderten Betrachtung bediirfen!

Unter Beriicksichtigung von Ableitungen hoherer Ordnung lassen sich die notwendigen
und hinreichenden Extremwertbedingungen noch weiter verfeinern. In diesem Buch soll
darauf jedoch verzichtet werden (eine vollstindige Version findet man z. B. in [1, 4]).

8.5 Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 8.5.1 Betrachten Sie die Funktion f:[—4,4] — R, x +> 2x> — 6x% — 18x — 7,
und bestimmen Sie ihre lokalen Extrema in [—4, 4], ohne Randextrema zu beriicksichtigen.

Losung der Aufgabe Fiir diese Funktion ergibt sich zunichst f/(x) = 6x? — 12x — 18
und f”(x) = 12x — 12. Aus der notwendigen Bedingung f”(x) = 0 erhélt man durch
Auflosen der entsprechenden quadratischen Gleichung die Stellen x; = —1 und x, = 3,
an denen Extrema vorliegen konnten. Unter Ausnutzung der hinreichenden Bedingungen
erhilt man wegen f”(—1) = —24 < 0 die Information, dass an der Stelle x; = —1 ein
lokales Maximum vorliegt, und wegen f”(3) = 24 > 0 die Information, dass an der
Stelle x, = 3 ein lokales Minimum vorliegt.

Aufgabe 8.5.2 Betrachten Sie die Funktion f:[—4,4] — R, x > 2x3 — 9x? — 6, und
bestimmen Sie ihre lokalen Extrema in [—4, 4], ohne Randextrema zu beriicksichtigen.

Losung der Aufgabe Fiir diese Funktion ergibt sich zunichst f’(x) = 6x? — 18x und
f”(x) = 12x — 18. Aus der notwendigen Bedingung f’(x) = 0 erhilt man durch Auf-
l6sen der entsprechenden quadratischen Gleichung die Stellen x; = 0 und x, = 3, an
denen Extrema vorliegen konnten. Unter Ausnutzung der hinreichenden Bedingungen er-
hélt man wegen f”(0) = —18 < 0 die Information, dass an der Stelle x; = 0 ein lokales
Maximum vorliegt, und wegen f”(3) = 18 > 0 die Information, dass an der Stelle x, = 3
ein lokales Minimum vorliegt.

Aufgabe 8.5.3 Betrachten Sie die Funktion f:[-2,2] - R, x e‘"z, und bestimmen
Sie ihre lokalen Extrema in [—2, 2], ohne Randextrema zu beriicksichtigen.
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Losung der Aufgabe Fiir diese Funktion ergibt sich zunichst f'(x) = —2xe™ und
f"(x) = 4x2e" — 2¢=". Aus der notwendigen Bedingung f’(x) = 0 erhdlt man
durch Auflésen der entsprechenden Gleichung die einzige Stelle x; = 0, an der ein Ex-
tremum vorliegen konnte. Bei der Auflosung der Gleichung muss man ausnutzen, dass
die Exponentialfunktion stets positiv ist, also insbesondere nie Null werden kann. Unter
Ausnutzung der hinreichenden Bedingungen erhilt man wegen f”(0) = —2 < 0 die
Information, dass an der Stelle x; = 0 ein lokales Maximum vorliegt.

Aufgabe 8.5.4 Betrachten Sie die Funktion f:[1,19] = R, x > 2/x + /20 — x, und
bestimmen Sie ihre lokalen Extrema in [1, 19], ohne Randextrema zu beriicksichtigen.

Losung der Aufgabe Fiir diese Funktion ergibt sich zunichst f'(x) = %; -3 le()Tx

" S 1 . . , _
und f"(x) = T T N Aus der notwendigen Bedingung f'(x) = 0 erhilt
man durch Auflésen der entsprechenden Gleichung die einzige Stelle x; = 16, an der

ein Extremum vorliegen konnte. Bei der Auflosung der Gleichung muss man die Wurzeln
auf je einer Seite der Gleichung stehend durch Quadrieren zum Verschwinden bringen.
Unter Ausnutzung der hinreichenden Bedingungen erhélt man wegen f”(16) < 0 die
Information, dass an der Stelle x; = 16 ein lokales Maximum vorliegt.

Selbsttest 8.5.5 Welche der folgenden Aussagen iiber Extrema von Funktionen sind
wahr?

747 Jedes globale Minimum ist auch ein lokales Minimum.

747 Jedes strenge globale Maximum ist auch ein globales Maximum.
7—? Jedes lokale Minimum ist auch ein globales Minimum.

?7—? Ein lokales Maximum ist stets grofer als ein lokales Minimum.

Selbsttest 8.5.6 Essei f auf R zweimal differenzierbar. Welche der folgenden Aussagen
sind wahr?

74?7 Aus f'(=2) = 0und f"(—2) < 0 folgt, dass f in —2 ein lokales Maximum besitzt.
?7—? Aus f'(=2) = Ound f"(—2) > 0 folgt, dass f in —2 ein lokales Maximum besitzt.
?7—? Aus f'(—2) = 0 folgt, dass f in —2 ein lokales Extremum besitzt.

74?7 Aus f'(—=2) = 0 folgt, dass f in —2 ein lokales Extremum besitzen konnte.
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Check for
updates

Neben den Polynomen (und Quotienten aus Polynomen) haben sich im Grafik-Bereich
insbesondere Funktionen bewihrt, die stiickweise aus Polynomen niedrigen Grades in
einer glatten Art und Weise aneinander geheftet werden. Glatt bedeutet in diesem Zu-
sammenhang, dass die entstehende Funktion als Ganzes hinreichend oft differenzierbar
ist. Der fiir die Anwendungen bedeutsamste Fall sind stiickweise Polynome vom Grad 3
mit zweimaliger stetiger Differenzierbarkeit, d. h. die gesamte Funktion ist zweimal diffe-
renzierbar und ihre zweite Ableitung ist immer noch stetig. In der Literatur tauchten Kon-
struktionen dieses Typs erstmals 1938 in einer Arbeit von Lothar Collatz (1910-1990) (zu-
sammen mit Wilhelm Quade) auf; ausgebaut und in ihrer ganzen Anwendungsrelevanz er-
kannt wurden sie dann Mitte des 20-sten Jahrhunderts insbesondere von Isaac Schoenberg
(1903-1990), der zahlreiche Publikationen zu diesem Themenbereich verfasste (vgl. z. B.
[1-3]). Auf ihn geht auch die fiir diese Funktionen gebriduchliche Bezeichnung Splines zu-
rlick. Der Begriff Spline kommt aus dem Englischen und bedeutet so viel wie elastisches
Lineal oder biegsame Latte. Diese im Schiffbau auch Straklatte genannten Zeichengerite
konnen an einzelnen Punkten durch Gewichte oder Négel fixiert werden und ermogli-
chen so z. B. die Konstruktion eines krummlinig verlaufenden Schiffsrumpfs. Im engeren
mathematischen Sinne sollen also Spline-Funktionen genau solche flexiblen grafischen
Werkzeuge realisieren, mit denen man derartige Konstruktionen rechentechnisch nach-
vollziehen und implementieren kann (hinsichtlich weiterer Details siche [4-6]).

9.1 Kardinale kubische B-Splines

Die zentrale, fiir die gesamte Konstruktion entscheidende Funktion ist der sogenannte
kardinale kubische B-Spline. Dabei steht das B fiir Basis, ausgeschrieben also Basis-
Spline, das Adjektiv kubisch weist auf die stiickweise benutzten Polynome vom Grad 3

Elektronisches Zusatzmaterial Die elektronische Version dieses Kapitels enthidlt Zusatzmaterial,
das berechtigten Benutzern zur Verfiigung steht https://doi.org/10.1007/978-3-658-29922-4 9.

© Der/die Herausgeber bzw. der/die Autor(en), exklusiv lizenziert durch Springer Fachmedien 167
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Abb. 9.1 Kardinaler kubischer
B-Spline b* 0.6 )
04} B
02} B
0.0
| | | | | | |

hin und der Zusatz kardinal soll schlieflich darauf hindeuten, dass die kubischen Poly-
nome an ganz speziellen ganzzahligen (kardinalen) Nahtstellen glatt aneinander geheftet
werden. Diese eindeutig bestimmte Funktion mit dem etwas langen Namen wird im Fol-
genden prizise eingefiihrt, wobei von nun an der obere Index 3 stets an den Grad der
zur Konstruktion benutzten Polynome erinnern soll und nicht als Potenz oder Ableitung
missverstanden werden sollte.

Definition 9.1.1 Kardinaler kubischer B-Spline

Die stiickweise ganzrationale Funktion b3,

0 fir x <=2
%x3+x2+2x—|—% fir —2<x<-1
—%x3—x2+% fir —1<x<0
b:R—>R, X = . )
X3 —x2+2 fir O0<x<1
134 xr—2x+3 fir l<x<2

0 fir x>2

wird kardinaler kubischer B-Spline oder haufig kurz kubischer B-Spline genannt
(vgl. Abb.9.1). «

Die Funktion ist leicht zu implementieren, wobei im folgenden Java-Code zur Aus-
wertung der kubischen Polynome auch noch die Horner-Idee (Ausklammern) eingebaut
wurde, um einige Operationen zu sparen.

class BSpline
{
public double outBSpline (double x)
{
double help=0.0;



9.1 Kardinale kubische B-Splines 169

if (x>-2.0) help=((x/6.0+1.0)*x+2.0)*x+4.0/3.0;
if (x>-1.0) help=(-x/2.0-1.0)*x*x+2.0/3.0;
if (x> 0.0) help=(x/2.0-1.0)*x*x+2.0/3.0;
if (x> 1.0) help=((-x/6.0+1.0)*x-2.0)*x+4.0/3.0;
if (x> 2.0) help=0.0;

p

return hel

7

}

Neben der einfachen Bauart ist der kardinale kubische B-Spline auch noch erfreulich glatt,
wie im folgenden Satz festgehalten wird.

>  Satz9.1.2 Glattheit des kardinalen kubischen B-Splines Der kardinale ku-
bische B-Spline »3: R — R ist zweimal differenzierbar und seine zweite
Ableitung ist auch noch stetig.

Beweis Auf den Beweis wird verzichtet. Er wird als Ubung empfohlen! Man mache sich
auf jeden Fall klar, dass lediglich die kardinalen Nahtstellen —2, —1, 0, 1 und 2 unter-
sucht werden miissen, an denen die Polynomteile aneinander geheftet wurden. Nur dort
muss man nachweisen, dass Stetigkeit und Differenzierbarkeit entsprechender Ordnung
vorliegt, denn alle anderen Stellen sind innere Punkte eines Definitionsbereichs eines fes-
ten Polynoms und damit unkritisch. O

Basierend auf dem kardinalen kubischen B-Spline 5 lassen sich nun durch einfache Stau-
chung, Verschiebung und Uberlagerung neue Funktionen erzeugen, mit denen man
erstaunliche grafische Werkzeuge generieren kann. Eine der wichtigsten Klassen derar-
tiger Splines stellen die natiirlichen kardinalen kubischen B-Splines dar. Dabei weist
das Adjektiv natiirlich bereits darauf hin, dass man mit Splines dieses Typs fiir viele De-
sign-Probleme i.W. die natiirlichen, d. h. die durch die Naturgesetze eindeutig bestimmten
Losungen erhalten kann. So ist es z. B. mit diesen Splines relativ einfach moglich, ei-
ne Kurve zu realisieren, die in guter Niherung das Aussehen eines an einigen Punkten
fixierten biegsamen Lineals beschreibt.

Definition 9.1.3 Natiirliche kardinale kubische B-Splines

Essein € N, n > 3, beliebig gegeben und es sei b* der kardinale kubische B-Spline.
Die stiickweise polynomialen Funktionen bli,n: R—-R,0<k <n,mit

b3, (x) :=2b*(nx + 1) + b*(nx) ,

b}, (x):=—=b3(nx + 1) + b3(nx — 1),

bin(x) =bmx—k), 2<k<n-2,

b\, (x):=—=b3(nx —(n+1)+b’(nx —(n—1)),
b3, (x) :=2b3(nx — (n + 1)) + b*(nx —n) ,
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Abb. 9.2 Natiirliche ku-
bische B-Splines bi 5 fiir

k=0,1,2,3,4,5
0.8 B

o \

0 02 04 06 038 1

werden natiirliche kardinale kubische B-Splines oder hiufig kurz natiirliche kubi-
sche B-Splines zum Index n genannt. Sie sind zwar auf ganz R erklirt, werden aber
im Allgemeinen nur auf Argumente aus [0, 1] angewandt (vgl. Abb. 9.2). <«

Der Java-Code dieser Funktionen ergibt sich leicht unter Zugriff auf die bereits erfolgte
Implementierung des kardinalen kubischen B-Splines.

class BSplinesnat extends BSpline

{

public double outBSplinesnat (int k, int n, double x)
{
double help;
help=outBSpline (n*x-k) ;
if (k==0) help=2.0*outBSpline (n*x+1.0)+outBSpline (n*x) ;
if (k==1) help=-1.0xoutBSpline (nx*x+1.0)+outBSpline (n*x-1.0);
if (k==n-1) help=-1.0%outBSpline (n*x-n-1.0)+outBSpline (n*xx-n+1.0) ;
if (k==n) help=2.0xo0outBSpline (nx*x-n-1.0)+outBSpline (n*x-n) ;
return help;
}

}

Die natiirlichen kardinalen kubischen B-Splines zum Index n konnen nun zur Er-
zeugung von glatten Funktionen (und Kurven und Fldchen) in exakt derselben Weise
eingesetzt werden wie die Bernstein-Grundpolynome vom Grad 7. Der entscheiden-
de Vorteil der B-Splines besteht dabei aus Sicht der Informatik darin, dass sie lokal stets
vom Hochstgrad 3 sind, wihrend der Grad der Bernstein-Grundpolynome mit der
Anzahl n der Punkte wiichst. Da sich Polynome niedrigen Grades aber z. B. wesentlich
schneller und exakter auswerten lassen und dariiber hinaus weniger oszillieren als Po-
lynome hohen Grades, liegen bereits zwei Griinde fiir den intensiven Einsatz kubischer
B-Splines im Grafik-Kontext auf der Hand. Eine genauere Analyse dieser Problematik
sowie ein detaillierter Vergleich der Bézier- und der B-Spline-Technik sei einem Buch
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tiber Computer-Grafik vorbehalten. Es sollen zum Abschluss dieses Abschnitts lediglich
noch ohne Beweis die wichtigsten interessanten Eigenschaften der natiirlichen kubischen
B-Splines festgehalten werden. Dabei sollte auffallen, dass ihr Verhalten exakt mit dem
der Bernstein-Grundpolynome iibereinstimmt.

»  Satz 9.1.4 Eigenschaften natiirlicher kubischer B-Splines Es seien k,n €
N,n >3,0 <k <n,und x € [0, 1] beliebig gegeben. Dann gilt:

e b}, (x)=0 (Nicht-Negativitiit)
o b, (5)=b} (x) (Extremaleigenschaft)
o (b3,) (0)=0 (Natiirliche Randbedingung links)
° (b,f’n)// (=0 (Natiirliche Randbedingung rechts)
° Z b,in x)=1 (Zerlegung der Eins)

k=0

"k

o > = hl,(x)=x (Zerlegung der Identit:it)

k=0

Beweis Auf den einfachen Nachweis wird verzichtet. Er wird allerdings als kleine Ubung
empfohlen, um sich mit diesen, aufgrund ihrer stiickweisen Definition etwas ungewohnten
Funktionen anzufreunden. |

9.2 Kardinale kubische B-Spline-Approximation

Die im vorausgegangenen Abschnitt bewiesene Zerlegung der Eins durch die natiirlichen
kubischen B-Splines lisst sich nun wieder, wenn man mochte, wie folgt interpretieren:
Man tastet die Einsfunktion oder das 0-te Monom m(x) = 1 auf dem Intervall [0, 1] an
den Stellen % ab und erhilt so den Datensatz

0,1, (1,1), (3,1), L (1),
n n

Nimmt man nun die abgetasteten y-Werte als Koeffizienten vor die natiirlichen kubischen
B-Splines, so erhilt man genau die abgetastete Funktion zuriick:

anl-b,f’n(x) =1.

k=0

Entsprechend lisst sich die Zerlegung der Identitiit deuten: Man tastet die Identitit oder
das 1-te Monom m;(x) = x auf dem Intervall [0, 1] an den Stellen % ab und erhilt so den

Datensatz
11 2 2
(0,0), (—,—), (—,—), (LY.
n n n n
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Nimmt man nun die abgetasteten y-Werte wieder als Koeffizienten vor die natiirlichen
kubischen B-Splines, so erhélt man genau die abgetastete Funktion zurtick:

n

Zlﬁ-bi,n(x)ﬂ.

k=0

Nun kann man natiirlich wieder kiihn werden und ein vollig allgemeines Abtastproblem
tiber [0, 1] betrachten: Hat man auf dem Intervall [0, 1] an den Stellen % eine beliebige
Kontur abgetastet und so den Datensatz

1 2
(0,y0), (;,yl), (;,yz), oo s (Lyn)

erhalten, dann nimmt man nun die abgetasteten y-Werte einfach als Koeffizienten vor die
natiirlichen kubischen B-Splines und hofft so mit

D Vb, ()

k=0

eine Spline-Funktion zu erhalten, welche den Datensatz nidherungsweise visualisiert.
Dies ist, wie man zeigen kann, in der Tat der Fall und stellt eine der fundamentalen Ide-
en der Computer-Grafik dar. Wir halten das genaue Vorgehen in folgender Definition fest
und fiihren die (approximierenden) kubischen B-Splines ein, die zuerst von Schoenberg
betrachtet wurden.

Definition 9.2.1 (Approximierender) kubischer B-Spline
Essein € N, n > 3, beliebig gegeben und es seien ferner (%, yk)T € [0,1] x R,
0 < k < n, vorgegebene Punkte iiber dem Intervall [0, 1]. Dann nennt man die Funktion

ABS3:[0,1] - R, x > yobg, (X) + yi1b],,(X) + -+ 4 yuby (X)) .

(approximierenden) kubischen B-Spline beziiglich der gegebenen Punkte. Dabei be-
zeichnen b/?.n’ 0 < k < n,n > 3, natiirlich genau die kardinalen kubischen B-Splines
zum Index n. <«

Beispiel 9.2.2
Gibt man z. B. als abgetasteten Datensatz

v (19)-Go) () (29 0
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Abb. 9.3 Approximierender

kubischer B-Spline 3 o
2 [
1 (] [
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vor, dann ist # := 5 zu setzen und die zugehorige approximierende B-Spline-Funk-
tion lautet

ABS?(x) =1-b35(x) + 0 b7 5(x) + 0 b3 5(x) + 153 5(x) +2- b} 5(x)
+3-b25(x) .

Dabei bezeichnen natiirlich b(3),5 bis bg’j genau die natiirlichen kubischen B-Splines
zum Index 5, und x durchlduft das Intervall [0, 1]. Das qualitative Aussehen der
approximierenden B-Spline-Funktion entnehme man Abb. 9.3.

Eine einfache Implementierung der obigen Strategie konnte z. B. wie folgt aussehen:

class AppBSpline extends BSplinesnat
{
public double outAppBSpline (double[] y, double x)
{
int n=y.length-1;
double help=0.0;
for (int k=0;k<=n;k++)
{
help=help+y [k] xoutBSplinesnat (k,n,x) ;
}
return help;

}

Fiir das exemplarisch betrachtete Problem der Visualisierung des Querschnitts einer Auto-
Karosserie ergibe sich jetzt die in Abb. 9.4 skizzierte Kontur. Dieses Ergebnis ist schon
recht iiberzeugend und extrem schnell realisierbar!
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Abb. 9.4 Approximieren- al j
der kubischer B-Spline eines
Karosserie-Querschnitts
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Das obige Vorgehen wirft wieder eine Fiille von Fragen auf, von denen wir einige
explizit formulieren:

Kann man die entstehende Spline-Funktion schnell auswerten?

Welche speziellen Eigenschaften haben die approximierenden Spline-Funktionen?
Kann man das Approximationsverhalten fiir die inneren Punkte verbessern?

Ist man an das Intervall [0, 1] und die %-Abszissen gebunden oder lésst sich das Konzept
auf allgemeinere Lagen von Abtastpunkten verallgemeinern?

e Gibt es, wie im polynomialen Fall, auch interpolierende Spline-Funktionen?

Lediglich der letzten Frage gehen wir jetzt direkt nach, in Hinblick auf die iibrigen Fragen
sei z. B. verwiesen auf [4, 5].

9.3 Kardinale kubische B-Spline-Interpolation

Gegeben sein € N, n > 3, sowie n + 1 Punkte gemil

1
(O,yo),(;,yl),.-.,(l,yn) €0, 1] xR .

Gesucht wird ein interpolierender kubischer B-Spline /B S* der Daten iiber [0, 1], d.h.
Koeffizienten §; € R, 0 < k < n, so dass die B-Spline-Funktion

IBS3:[0,1] - R,
x > 8obg, (x) 4+ 8167, (x) + -+ + 8,b] (%) |

die Interpolationsbedingungen

IBS3(Z—)=y,- fir 0<i<n
n
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erfiillt. Da die natiirlichen kubischen B-Splines zum Index n jeweils maximal an drei
Stiitzstellen von Null verschiedene Funktionswerte haben, ergibt sich das zu 16sende Glei-
chungssystem wie folgt:

IBS3(0) = yo = 15 =)o
]BS3(%)=)/1:>%50+%51+%82 =)
IBS3(%)=y2:> é81+%82+%53 =)
IBS*(3) = y; = 16 +328+ 18,  =ys
IBS3(1) =y, = 18, =y,

Es ergibt sich also ein sogenanntes tridiagonales lineares (n+1)x (n+1)-Gleichungssystem,
welches relativ einfach durch GauB3-Typ-Elimination geldst werden kann:

e Von oben beginnend eliminieren wir die untere Diagonale mit den Werten é durch
Addition geeigneter Vielfache der k-ten Zeile auf die (k + 1)-te Zeile (0 <k <n—1).

e Wir setzen dann 8y := yo und §, := y,.

e Beginnend von unten bestimmen wir nun durch Riicksubstitution (Aufrollen von unten)
Schritt fiir Schritt §,,_, §,_, bis §;.

Wir veranschaulichen uns das konkrete Vorgehen anhand eines Beispiels.
Beispiel 9.3.1
Gegeben seien die Punkte (0,2)”, (3. 1)" (3.4)” und (1,3)”. Gesucht wird die
interpolierende kubische B-Spline-Funktion
IBS*:[0,1] > R, x> 8obg5(x) + 8157 3(x) + 8203 5(x) + 82b35(x)
mit
3 31 32 3
IBS°(0)=2, IBS 3 =1, IBS 3 =4 und IBS°(1)=3.
Das entstehende lineare Gleichungssystem lésst sich nun wie folgt 16sen:

" I
%804‘ %814‘ %82 = — 4F
161+ 386+ 18, =4
163 =3
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Abb. 9.5 Interpolierender
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3 i
2 |
1+ |
0 L L L L I I

Schaut man sich den durchzufiihrenden Gauf3-Typ-Algorithmus etwas genauer an, so
stellt man fest, dass man beginnend mit dem zweiten Eliminationsschritt k > 2 stets
die (k — 1)-te Zeile durch ihr Hauptdiagonalelement md(k — 1) zu teilen hat und dann
multipliziert mit —% auf die k-te Zeile addieren muss. Da die oberen Diagonalelemente
auf % fixiert bleiben, erhélt man die neuen Diagonalelemente md (k) und die entsprechend
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zu verindernden rechten Seiten i ght (k) := y; durch Uberspeichern gemi

sowie

1 1
right(k) :=right(k) — Wk—l) right(k —1) .

Zusammenfassend ergibt sich also der folgende GauB3-Typ-Algorithmus:

2
FORk =1TOn —1DOmd(k) := 3 (Setzen der Hauptdiagonale)
FORk =0TOn DO right(k) := yx (Setzen der rechten Seite)
right(1) :=right(l) — % right(0) (erster Eliminationsschritt)
FORk =2TOn —1DO
BEGIN
1
md (k) := md (k) — W(k—l) (Elimination der
ight(k — 1
right(k) :=right(k) — % unteren Diagonale)
END
8o :=right(0)
8, :=right(n)
1 1
FORk=1TOn—1D06,  := ——— |right(n —k) — = §,_
. im o (e =0 = 8, )

(Riicksubstitution)

Eine einfache Java-Implementierung konnte wie folgt aussehen.

class SysSolv

{

public double[] outSolution (double[] vy)

{
int n=y.length-1;
double[] right = new double[n+1];
double[] md = new double[n+1];
double[] Solution = new double[n+1];
/% Initialization =/
for (int k=0;k<=n;k++)
{
right [k]=y[k];
if ((k==0)|| (k==n)) md[k]=1.0;
else md[k]=2.0/3.0;
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}
/* Elimination of lower diagonal =/
right [1]=right [1] - (right [0]/6.0) ;
for (int k=2;k<=n-1;k++)
{
md [k]=md [k] - (1.0/(36.0xmd[k-1]));
right [k]=right [k] - (right [k-1]/(6.0*md [k-1])) ;
}
/% Solving the system from below x/
Solution [0]=right [0];
Solution [n]=right [n];
for (int k=1;k<=n-1;k++)
{
Solution [n-k]=(right [n-k]- (Solution[n-k+1]1/6.0))/md[n-k];
}

return Solution;

}

Unter Zugriff auf die nun zur Verfiigung stehenden Koeffizienten ergibt sich damit die
interpolierende B-Spline-Funktion z. B. gemif} folgendem Java-Code.

class IntBSpline extends BSplinesnat
{
public double outIntBSpline (double[] y, double x)

{
int n=y.length-1;
double help=0.0;
double[] delta = new double [n+1];
SysSolv Solv = new SysSolv();
delta = Solv.outSolution (y);
for (int k=0;k<=n;k++)

Abb. 9.6 Interpolierender al ]
kubischer B-Spline eines Ka-
rosserie-Querschnitts
3+ 0-0-0-0-9 B
[ ] L ]
po - 0-0-0-0-0 L= 2 e
21 y
[ ] [ ]
1 |- .
0 [ .
| | | | | |
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{
help=help+delta [k] xoutBSplinesnat (k,n,x) ;
}
return help;
}
}

Die Anwendung der B-Spline-Interpolation auf das Beispiel unseres Auto-Karosserie-
Querschnitts ist abschlieend in Abb. 9.6 wiedergegeben.

9.4 Ganzrationale kardinale kubische B-Spline-Kurven

Mit Hilfe der natiirlichen kardinalen kubischen B-Splines kénnen nicht nur approximie-
rende und interpolierende Funktionen, sondern auch Kurven konstruiert werden. Wir be-
schrinken uns dabei auf den approximierenden Fall und beginnen mit den sogenannten
ganzrationalen B-Spline-Kurven, die sich im Bereich der Computer-Grafik au3erordent-
lich bewihrt haben.

Definition 9.4.1 Ganzrationale kubische B-Spline-Kurve

Es sei n € N, n > 3, beliebig gegeben und es seien (xo.yo)”. (x1. y1)7,...,
(x4, yn)T € R? vorgegebene Punkte in der Ebene. Dann nennt man die parametri-
sierte ebene Kurve

BSK?:[0,1] > R?, > <;°> by, (1) + -+ (;) by (1)
0 n

(approximierende) ganzrationale kubische B-Spline-Kurve beziiglich der gegebe-
nen Punkte. Dabei bezeichnen bi.n, 0 < k < n, genau die natiirlichen kardinalen
kubischen B-Splines zum Index n. <«

Beispiel 9.4.2
Gibt man vier beliebige Punkte in R? vor gemiB

()= ) G = (- €)= 6)-6:)= )

dann ist n := 3 zu setzen und die zugehorige ganzrationale kubische B-Spline-Kur-
ve lautet

BSK(1) = (g) bR, (0) + (j) b, (0) + (‘2‘) b3L(0) + (i) bly(1) .
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Abb. 9.7 Ganzrationale kubi- 4l ® ]
sche B-Spline-Kurve
3 - |
2|@ [ B
1+ [ 8
0 L L L L L L i

Dabei bezeichnen b 5, b7 5, b3 5 und b3, genau die natiirlichen kardinalen kubi-
schen B-Splines zum Index 3, und ¢ durchlduft das Parameterintervall [0, 1]. Das
qualitative Aussehen von BSK?® entnehme man Abb. 9.7.

Wie das obige Beispiel erkennen lésst, geht die Kurve i. Allg. auch hier nur durch
die beiden vorgegebenen Randpunkte und hat von den iibrigen einen deutlichen Abstand.
Wie man dieses unbefriedigende Verhalten fiir die inneren Punkte wieder verbessern kann,
wird im Folgenden genauer beschrieben. Zuvor wird jedoch noch der einfache Java-Code
zur Implementierung kubischer B-Spline-Kurven angegeben.

class BSplinecurve extends BSplinesnat
{
public double[] outBSplinecurve (double[] x, double[] y, double t)
{
int n=x.length-1;
double[] help = new doublel[2];
help[0]=0.0; help[1]1=0.0;
for (int k=0; k<=n; k++)
{
help[0]=help[0]+x[k] *BSplinesnat (k,n, t);
help[1l]l=help[1l]+y[k]*BSplinesnat (k,n,t);
}

return help;
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9.5 Gebrochenrationale kardinale kubische B-Spline-Kurven

Um die Defizite der approximierenden ganzrationalen kubischen B-Spline-Kurven bei der
Anniherung an die inneren vorgegebenen Punkte zu verbessern, werden die sogenannten
gebrochenrationalen B-Spline-Kurven eingefiihrt. Um diese zu definieren, benotigt man
zunichst die gebrochenrationalen natiirlichen kardinalen kubischen B-Splines.

Definition 9.5.1 Gebrochenrationale natiirliche kubische B-Splines

Essein € N, n > 3, beliebig gegeben und es seien dariiber hinaus w; > 0, 0 <
i < n, fest vorgegebene sogenannte Gewichte. Die stiickweise gebrochenrationalen
Funktionen rb} ,0 <k <n,

wkb/?.n (x)

rbi :[0,1] - R, X =,
- Zi:O Wi b13n (x)

werden gebrochenrationale natiirliche kardinale kubische B-Splines oder auch kurz
gebrochenrationale natiirliche kubische B-Splines zum Index # und den gegebenen
Gewichten genannt. Dabei bezeichnen bﬁn, 0 <1i < n, genau die natiirlichen kardina-

len kubischen B-Splines zum Index n. <

Beispiel 9.5.2
Fiir n := 3 sowie wy := 1, w; := 10, w, := 10 und w3 := 1 lauten die vier
gebrochenrationalen natiirlichen kardinalen kubischen B-Splines

3
rbi(x) = 505(%)
0.3 b5 (x) + 1053 5(x) + 103 5(x) + b3 5(x)
1053 ,(x)
”b%g(x) = 73 3 - 3 3 ’
b5 (x) + 1053 5(x) + 1003 5(x) + b3 5(x)
\ 1063 5(x)
rb2,3(x) = 3 3 3 3 5
b0,3(x) + 10b1,3(x) e 10b2,3(x) e b&3 (x)
b35(x)
rb3;(x) = -

bgs(x) 4F 10bi3(x) 4 10b§,3(x) 4F b§’3 (x)°

wobei b 5, b3 5, b3 5 und b3 5 genau die natiirlichen kardinalen kubischen B-Spli-
nes zum Index 3 bezeichnen. Das qualitative Aussehen dieser gebrochenrationalen
natiirlichen kardinalen kubischen B-Splines entnehme man Abb. 9.8.
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Abb. 9.8 Gebrochenrationale
natiirliche kubische B-Splines !
rb£,3fﬁrk:0,1,2,3 08
0.6
04
0.2
0

In Hinblick auf ihre Eigenschaften verhalten sich die gebrochenrationalen natiir-

lichen kubischen B-Splines exakt genauso wie die gebrochenrationalen Bernstein-
Grundfunktionen.

| 4

Satz 9.5.3 Eigenschaften gebrochenrationaler B-Splines Es seien k,n €
N,n > 3,0 < k < n,und x € [0, 1] beliebig gegeben sowie w; > 0,
0 <1i < n, beliebige Gewichte. Dann gilt:

o rb},(x)>0  (Nicht-Negativitiit)

° Z rbiin x)=1 (Zerlegung der Eins)
k=0

Mit Hilfe der gebrochenrationalen natiirlichen kardinalen kubischen B-Splines lassen sich
nun wieder Kurven generieren, die auch fiir die inneren Punkte eines gegebenen Da-
tensatzes zu besseren Ergebnissen fiihren. Die entstehenden Kurven bezeichnet man als
gebrochenrationale kubische B-Spline-Kurven.

Definition 9.5.4 Gebrochenrationale kubische B-Spline-Kurve

Essein € N, n > 3, beliebig gegeben und es seien dartiber hinaus w; > 0,0 <i <n,
fest vorgegebene Gewichte sowie (xo, o). (x1. y1)7. ..., (xn. ya)T € R? vorgegebe-
ne Punkte in der Ebene. Dann nennt man die parametrisierte ebene Kurve

RBSK?:[0,1] - R?, r (;0) rby, (1) + -+ (x) rb,, (1)
0 n

(approximierende) gebrochenrationale kubische B-Spline-Kurve beziiglich der ge-
gebenen Gewichte und Punkte. Dabei bezeichnen rb3’ 4 0= k < n, genau die ge-
brochenrationalen natiirlichen kardinalen kubischen B-Splines zum Index n und den
gegebenen Gewichten. <«
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Abb. 9.9 Gebrochenrationale 4 P
kubische B-Spline-Kurve
3
2@ [
1 [
0
0 1 2 3 4

Man kann zeigen, dass die entstehende gebrochenrationale kubische B-Spline-Kurve ge-
nau den inneren Punkten besonders nahe kommt, zu denen ein entsprechend grofles Ge-
wicht gewihlt wurde. Die Gewichte wy und w, zu den Randpunkten werden im Allgemei-
nen fest auf 1 gesetzt, da diese Punkte durch die Kurve stets exakt reproduziert werden
und dort keine Verbesserung erforderlich ist.

Beispiel 9.5.5
Gibt man wieder vier beliebige Punkte in R? vor gemif

()= ) () =) )= 6)- ) =)

sowie vier Gewichte wy := 1, w; := 10, w, := 10 und w3 := 1, dannist n := 3 zu
setzen und die zugehorige gebrochenrationale kubische B-Spline-Kurve lautet

RBSK3(t) = (g) rb3A(t) + (i) rb35(t) + (‘2‘) rb3 (1) + (1) rb3s(0) .

Dabei bezeichnen rbgs, rbis, rb;; und rbj; genau die gebrochenrationalen
natiirlichen kardinalen kubischen B-Splines zum Index 3 zu den gegebenen Ge-
wichten, und ¢ durchlduft das Parameterintervall [0, 1]. Das qualitative Aussehen
von RBSK? entnehme man Abb. 9.9. Man erkennt die schon recht iiberzeugende
Anniherung der Kurve auch an die vorgegebenen inneren Punkte.

Warum die Gewichte den skizzierten Einfluss auf das qualitative Verhalten der ent-
stehenden Kurven haben und wie man ihr Verhalten noch weiter optimieren kann, bleibt
einem entsprechenden Buch iiber Computer-Grafik vorbehalten. Dort wird dann auch
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das oben skizzierte prinzipielle Vorgehen dahingehend verallgemeinert, dass man von den
gebrochenrationalen B-Splines mit Aquidistanten kardinalen Nahtstellen zu den soge-
nannten NURBS mit im Allgemeinen nicht dquidistant verteilten Nahtstellen iibergeht.
Dabei steht der Begriff NURBS fiir Non-Uniform-Rational-B-Splines und das sich unter
diesem Namen verbergende Konzept kann als gegenwiirtiger Quasi-Standard im Bereich
der anspruchsvollen computerbasierten Visualisierung angesehen werden.

9.6 Aufgaben mit Losungen
Aufgabe 9.6.1 Gegeben sei der Datensatz
1 2 3 4
051 ) _52 5 _74 ) _50 5 _72 ) 173 .
on-(52)- (54) (59)- (52) 00
Bestimmen Sie die zugehorige interpolierende Spline-Funktion

S(x) := 8oby5(x) + 8157 5(x) + 8253 5(x) + 8353 5(x) + 84} 5(x) + Sobd 5(x)

Dabei bezeichnen natiirlich bg,s bis b§,5 genau die natiirlichen kubischen B-Splines zum
Index 5.

Losung der Aufgabe Aufgrund der gegebenen Daten ergibt sich das zu 16sende Glei-
chungssystem zu

18 —1
180+ 281 + 16, =2
18+ 28, + 163 =4
18+ 28 + £64 =0

1854+ 28, + 165 =2

165 =3

Mit dem entwickelten GauB3-Typ-Algorithmus berechnet sich die Losung des Gleichungs-

systems zu §g = 1, §; = %, 8, = %, 83 = —%—f, 84 = % und §; = 3. Die gesuchte

interpolierende kubische Spline-Funktion lautet also

13 69 25 31
S(6) = b35(6) + 7701 5(6) + 3783506 = T35 + T7bL5() 4 3b25(x)

und ihr qualitatives Aussehen ist in Abb. 9.10 skizziert.
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Abb. 9.10 Interpolierender 5
kubischer B-Spline

Selbsttest 9.6.2 Welche Aussagen iiber natiirliche kardinale kubische B-Splines sind
wahr?

747 Es gibt genau einen kardinalen kubischen B-Spline.

747 Aufsummiert ergeben die natiirlichen kardinalen kubischen B-Splines zum Index n
exakt 1 in [0, 1].

?7—? Die natiirlichen kardinalen kubische B-Splines sind algebraische Polynome vom
Grad 3.

?+7? Die natiirlichen kardinalen kubischen B-Splines zum Index # sind nicht negativ auf
[0, 1].

74-? Die natiirlichen kardinalen kubischen B-Splines kénnen zur Approximation von Da-
ten dienen.

Selbsttest 9.6.3 Welche Aussagen iiber ganzrationale B-Spline-Kurven sind wahr?

74?7 Ganzrationale kubische B-Spline-Kurven basieren auf natiirlichen kardinalen kubi-
schen B-Splines.

?7—? Ganzrationale kubische B-Spline-Kurven zum Index » hiingen von n vorgegebenen
Punkten ab.

?7+7? Ganzrationale kubische B-Spline-Kurven gehen durch den ersten und den letzten
gegebenen Punkt.

74-? Wenn 7 Punkte gegeben sind, arbeitet man mit B-Splines zum Index 6.

Selbsttest 9.6.4 Welche Aussagen iiber gebrochenrationale B-Spline-Kurven sind wahr?

747 Gebrochenrationale kubische B-Spline-Kurven basieren auf kardinalen kubischen
B-Splines.

74?7 Gebrochenrationale kubische B-Spline-Kurven zum Index » hingen von n 4 1 Punk-
ten ab.
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74?7 Gebrochenrationale kubische B-Spline-Kurven gehen durch den ersten und letzten
gegebenen Punkt.
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Integrierbare Funktionen 1 O

Um einen Einstieg in die Idee des Integrierens zu erhalten, wird zur Motivation erneut
ein Auto betrachtet, das hier wieder mit einem Fahrtenschreiber zur Aufnahme der jeweils
aktuellen Geschwindigkeit ausgestattet sein soll. Man erhilt also fiir jeden Zeitpunkt ¢ ei-
nes Tages die gemessene momentane Geschwindigkeit V(¢). Ein tabellarischer Ausschnitt
dieser Aufzeichnung konnte wie folgt aussehen, wobei die angegebenen Minuten ab ei-
nem festgelegten Startzeitpunkt gemessen sein mogen:

t[min] || 126 [ 127 ] 128 | 129
V [km/min] || 1.0 | 1.2 [ 0.9 | 0.7

Maochte man nun niherungsweise die zuriickgelegte Wegstrecke zwischen 126 Minuten
und 129 Minuten Fahrtzeit ermitteln, muss man sich lediglich an die Formel Weg ist
gleich Geschwindigkeit mal Zeit erinnern und erhélt so entweder

s(129) — s(126) =~ 1.0(127 — 126) + 1.2(128 — 127) + 0.9(129 — 128) = 3.1
oder
s(129) — s(126) ~ 1.2(127 — 126) 4+ 0.9(128 — 127) 4+ 0.7(129 — 128) = 2.8,

wobei auf die Angabe der Einheiten, hier km, verzichtet wurde. Diese beiden Resultate
sind natiirlich noch ziemlich ungenau und insbesondere verschieden voneinander. Mochte
man genauere Ergebnisse, miisste man die jeweils aktuelle Geschwindigkeit in kiirzeren
Zeitabstinden messen. Hitte man also die Tabelle

t [min] 126 | 126.5 [ 127 [ 127.5 | 128 | 128.5 | 129
V km/min] || 1.0 | 1.1 [12] 1.1 [09] 08 |07
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Abb.10.1 Funktion mit einge- 2
schlossener Fliche

zur Verfiigung, so ergibe sich entweder

5(129) — 5(126) ~ 1.0(126.5 — 126) + 1.1(127 — 126.5)
+1.2(127.5—127) + 1.1(128 — 127.5)
+0.9(128.5— 128) + 0.8(129 — 128.5) = 3.05

oder

5(129) — 5(126) ~ 1.1(126.5 — 126) + 1.2(127 — 126.5)
+ 1.1(127.5— 127) + 0.9(128 — 127.5)
+0.8(128.5 — 128) + 0.7(129 — 128.5) = 2.9.

Setzt man diesen Prozess in Gedanken fiir immer kleiner werdende Zeitabstinde fort, so
sollte klar sein, was passiert: Die berechneten zuriickgelegten Wegstreckennidherungen
werden sich immer mehr einem gemeinsamen Wert ndhern, der dann tatséchlich dem ge-
suchten zuriickgelegten Weg entsprechen wird. Genau das ist das prinzipielle Vorgehen
beim sogenannten Integrieren.

Kehrt man nach dieser kleinen Motivation wieder zur Mathematik im engeren Sin-
ne zuriick und abstrahiert das obige Vorgehen von diskreten Messwerten auf allgemeine
Funktionen, so stellt man fest, dass es bei der sogenannten Integration primir um die
Frage geht, wie man den Fldcheninhalt zwischen der x-Achse und dem Graph einer zu-
néchst positiven Funktion f bestimmen kann. Wihrend in der Schule also Fldcheninhalte
elementarer geometrischer Objekte (Rechtecke, Dreiecke, Kreise etc.) untersucht wur-
den, sollen nun die Inhalte einseitig beliebig begrenzter Objekte berechnet werden (vgl.
Abb. 10.1) (hinsichtlich weiterfiihrender Informationen siehe [1-6]).

Dazu geht man prinzipiell wie folgt vor: Man nihert die zu bestimmende Fliche mit
geometrischen Objekten an, deren Flichen man bereits kennt, konkret mitRechtecken
(vgl. Abb. 10.2).

Abb.10.2 Funktion mit grob 2

geniherter Flache
1 ri

e s S

0 1 2 3 4 5
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Abb. 10.3 Funktion mit fein 2[ i

gendherter Fliche f
7

1 74

O*HT [T e lffﬂﬂ

0 1 2 3 4 5

Dann verfeinert man diese Nidherungen Schritt fiir Schritt, bis im Grenzwert die ex-
akte Fliche realisiert wird (vgl. Abb. 10.3).

10.1 Grundlegendes zu integrierbaren Funktionen

Im Folgenden sei f stets eine beschrinkte, auf einem nicht leeren Intervall [a,b] <
R, a < b, erklirte Funktion. Dabei versteht man unter einer beschrinkten Funktion
f:]a,b] — R eine Funktion, deren zugehorige Bildmenge

By :={f(x)|x € [a.b]}

im iiblichen mengentheoretischen Sinne beschrénkt ist. Um nun fiir derartige Funktionen
der Fliche zwischen dem Graph von f und der x-Achse des Koordinatensystems einen
sinnvollen Wert zuordnen zu kdnnen, bedarf es zunédchst einiger Vorbereitungen. Zunichst
ldsst man im allgemeinen Fall die Forderung, dass f nur positive Funktionswerte haben
darf, fallen, und interpretiert Flachen unterhalb der x-Achse als negativ: Das im Folgen-
den eingefiihrte Integral bestimmt also gewissermallen den Wert der Nettofliche, was
z.B. zur Konsequenz hat, dass das Integral Null wird, wenn oberhalb und unterhalb der
x-Achse identische Flichenbereiche liegen. Mochte man diese Kompensation nicht, muss
man einfach | f| statt f betrachten. Ferner miissen wir, um auf systematische Art und
Weise zu den kleinen Rechteckflichen der Ndherungen zu kommen, die Intervalle, iiber
die wir integrieren mochten, geschickt zerlegen. Wir starten also mit einer Definition, die
die Zerlegung eines Intervalls [a, b] in kleine Teilintervalle formalisiert.

Definition 10.1.1 Zerlegung eines Intervalls

Es sei [a,b] € R, a < b, beliebig gegeben und n € N* eine natiirliche Zahl. Ferner
sei {x(()n),xin), .. .,x,(,")} C [a,b] eine Menge von (n + 1) Punkten in [a, b] mit der

Eigenschaft
a=x"<x" <. <x"=h,
Dann nennt man

Z,la,b] := {x(()"),xY’), ) ..,x,ﬁ”)}
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eine n-Zerlegung von [a, b]. Ferner bezeichnet man

F(Z,[a,b]) := max { (x,(:gl —x,E"))IO <k<n-— 1}

als die Feinheit der n-Zerlegung Z,[a,b]. <

Basierend auf dem Zerlegungskonzept lésst sich nun der Integralbegriff prézise einfiihren,
wobei die sogenannten Untersummen und Obersummen von f beziiglich eines Inter-
valls [a, b] eine entscheidende Rolle spielen.
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Es sei [a,b] C R, a < b, beliebig gegeben und n € N* eine natiirliche Zahl. Ferner
sei f:[a,b] — R eine beschrinkte Funktion und Z,[a, b] eine beliebige n-Zerlegung
von [a, b]. Dann nennt man

n—1
U(f. Zala,b) = Y inf{ f(t)’t c [x,gn>, x,ﬁ'ﬁl]} ™, —x)
k=0
Untersumme von f beziiglich Z,[a, b] und entsprechend

O(f. Zyla.b]) == i sup { f0)r € [x" 0} (xh = x)
k=0

Obersumme von f beziiglich Z,[a,b]. <«
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Abb. 10.4 Funktion f:x ‘

. =19
75x% mit Untersumme und 2"
Integral U(f,Z19[0,5]) =3.8434
5
J f(x)dx = 4.1666...
1 o
00 1 2 3 4 5

Abb. 10.5 Funktion f:x > ‘

. =19
75x% mit Obersumme und 51"
Integral O(f,Z19[0,5]) =4.5013
5
. J f(x)dx = 4.1666. ..
0
00 1 2 3 4 5

Der bereits im obigen Beispiel vollzogene Grenziibergang zu Unter- und Obersummen
mit Feinheit Null wird in der folgenden Definition prézisiert und fiihrt zu den integrier-
baren Funktionen.



10.1  Grundlegendes zu integrierbaren Funktionen 193

Definition 10.1.5 Integrierbare Funktionen

Es sei [a,b] € R, a < b, beliebig gegeben und f:[a,b] — R eine beschrinkte
Funktion. Man nennt f* Riemann-integrierbar (Bernhard Riemann, 1826-1866) oder
schlicht integrierbar (auf oder iiber [a, b]), wenn es eine Zahl Is[a,b] € R gibt, so
dass fiir jede Folge von Zerlegungen (Z,[a, b]),cN+ von [a, b], deren Feinheit gegen
Null konvergiert, also lim, ., F(Z,[a,b]) = 0 erfiillt, die Folgen ihrer entsprechen-
den Unter- und Obersummen gegen Iy [a, b] konvergieren:

lim U(f. Z,a,b]) = Iyla,b] = lim O(f, Z,a,b]) .

Man schreibt dann

b
Irla,b] ::[f(x)dx

und bezeichnet diese GroBe als das Integral von f iiber [a,b]. <«

Die obige Definition besagt insbesondere, dass zum Nachweis der Integrierbarkeit ei-
ner Funktion zunéchst alle Unter- und Obersummen mit gegen Null konvergierenden
Feinheiten in Hinblick auf ihre Grenzwerte iiberpriift werden miissen, ehe man auf Inte-
grierbarkeit schliefen kann. Dies ist natiirlich fiir die Praxis ein unzumutbarer Aufwand.
Aus diesem Grunde ist es sehr hilfreich zu wissen, dass eine grole Menge bekannter
Funktionen auf jeden Fall integrierbar ist und, wenn man dies weif}, natiirlich nur noch
ein Grenzwertprozess fiir irgendeine mit Feinheit gegen Null konvergierende Unter-
oder Obersumme durchfiihrt werden muss, um das jeweilige Integral zu bestimmen. Im
Folgenden ist dieser fiir die Anwendung wichtige Satz iiber hinreichende Integrierbar-
keitsbedingungen ohne Beweis formuliert.

»  Satz 10.1.6 Hinreichende Integrierbarkeitsbedingungen Es sei [a,b] C
R, a < b, beliebig gegeben und f:[a,b] — R eine beschrinkte Funktion.
Dann ist f auf [a, b] integrierbar, wenn mindestens eine der folgenden Vor-
aussetzungen erfiillt ist:

o f ist stetig auf [a, b],
e f ist monoton fallend auf [a, b],
e f ist monoton wachsend auf [a, b].

Ist Z,[a,b], n € N*, irgendeine feste Zerlegung von [a, b] und erfiillt f auf
jedem Teilintervall der Zerlegung mindestens eine der obigen drei Bedingun-
gen, dann ist f ebenfalls auf [a, b] integrierbar.
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Beispiel 10.1.7
Die Funktion f:[0,5] — R mit f(x) := %xz ist sowohl stetig als auch monoton
wachsend auf [0, 5], also integrierbar iiber [0, 5]. Da das Integral nun mit irgendeiner
mit Feinheit gegen Null konvergierenden Folge von Unter- oder Obersummen aus-
gerechnet werden kann, folgt aus den im vorausgegangenen Beispiel vollzogenen
Rechnungen:

Bemerkung 10.1.8 Integrierbarkeit rationaler Funktionen Da alle ganz-
und gebrochenrationalen Funktionen auf jedem abgeschlossenen Teilintervall
[a, b] ihres Definitionsbereichs beschrinkt und stetig sind, folgt mit dem obi-
gen Satz z. B. sofort ihre Integrierbarkeit auf dem jeweiligen Intervall [a, b].

Bemerkung 10.1.9 Nicht integrierbare Funktionen Der Vollstindigkeit
halber sei erwihnt, dass es natiirlich auch nicht integrierbare Funktio-
nen gibt. Die bekannteste nicht Riemann-integrierbare Funktion ist wahr-
scheinlich die sogenannte Dirichletsche Sprungfunktion (Johann Dirichlet,
1805-1859),d: R — {0, 1},

i) :={ 0 falls x e R\ Q }

1 falls x € Q

Sie ist, wie man zeigen kann, auf keinem Teilintervall von R Riemann-inte-
grierbar, denn ihre Untersummen liefern stets O und ihre Obersummen stets
die gesamte Lidnge des Intervalls. Nicht integrierbare Funktionen sind meis-
tens etwas pathologisch und spielen in der Praxis i. Allg. keine Rolle.

Bemerkung10.1.10 Beliebige Bezeichnung der Variablen Wie im Fall von
Funktionen kommt es auch im Fall der Integrale nicht auf die Bezeichnung
der Variablen an. So sind z.B. die Funktionen f:[0,4] — R, x ~ x2, und
g:[0.4] — R, t > t2, identisch und entsprechend gilt

4 4

[xzdx = /tzdt.

0 0

Von dieser Freiheit bei der Notation von Integralen wird im Folgenden viel-
fach ohne weiteren Hinweis Gebrauch gemacht.
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10.2 Aufgaben mit Lésungen

Aufgabe 10.2.1 Essei f:[0,4] — R mit f(x) := x> gegeben. Begriinden Sie zundichst,
warum f iiber [0, 4] integrierbar ist, und berechnen Sie anschliefSend das entsprechende
Integral als Grenzwert einer Folge einfacher Untersummen. Sie diirfen dabei ausnutzen,
dass

2 12
Zk3 (”+), neN,

gilt.

Losung der Aufgabe Zunichst ist f stetig (und auch noch monoton wachsend) auf
[0, 4], also insbesondere integrierbar iiber [0, 4]. Es sei nun n € N* beliebig gegeben.
Definiert man durch

48  4n—1
Z,[0,4] := {x(()"),xin),xén),...,x,ﬁ")} = %O, o ;,...,(nT)A}

eine spezielle n-Zerlegung von [0, 4] mit Feinheit F(Z,[0,4]) = =, so ergibt sich auf-
grund der Monotonie von f fiir die Untersumme von f beziiglich Z [O 4] die Identitit

n—1
U(f. Z,[0.4]) = Zinf{t3 e e () - x)
—Z( O) (5 -5
Y4256 % 256 (n —1)2n2 64(n—1)2n2
S (%) - BT -2 -

n4

Damit folgt fiir das gesuchte Integral

4
A(n — 1)2n?
[x3a’x= lim =D

n—>00 n#
0

Selbsttest 10.2.2 Welche Mengen sind n-Zerlegungen des Intervalls [—1, 1] der Fein-
heit 1?
3

?7—? Die Menge {—1,—2,0,1,1}.

?7—? Die Menge {—1,—%,—-1,0,1,1}.

74?2 Die Menge {-1,-%,_%,0,%%,1}

7—? Die Menge {— 5%,0,2%%;1}.1 o
747 Die Menge {— 1 =2 —5 36077, 3. 5. 1}
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10.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Da es beim Differenzieren um die Bestimmung der Steilheit einer Funktion ging und
beim Integrieren die Aufgabe in der Berechnung eingeschlossener Flichen bestand,
hat man zunéchst den Eindruck, dass diese beiden Konzepte nicht miteinander in Ver-
bindung stehen. Deshalb ist es um so erstaunlicher, dass mit Hilfe des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung ein sehr enger Zusammenhang zwischen diesen bei-
den Teildisziplinen der Analysis aufgedeckt werden kann. Bevor dieser ausgesprochen
wichtige Satz formuliert und bewiesen wird, bedarf es jedoch zunichst einiger Vorberei-
tungen. Dazu sei f im Folgenden stets eine integrierbare, auf einem nicht leeren Intervall
[a,b] € R, a < b, erklirte Funktion. Fiir eine derartige Funktion lassen sich in einem
ersten Schritt einige sehr einfache Integrationsregeln formulieren, die unmittelbar tiber
die Unter- und Obersummendefinition bewiesen werden konnen.

»  Satz10.3.1 Einfache Integrationsregeln Es sei [a,b] € R, a < b, beliebig
gegebenund f: [a, b] — R eine integrierbare Funktion. Dann gelten folgende
Aussagen:

e Ausa <u <v <w < b folgt,dass f auch auf [u, v] und [v, w] integrier-
bar ist und dass gilt

]uf(x)dx=jf(x)dx+]uf(x)dx,

o Ausm < f(x) <m firalle x € [a, b] folgt

b
m(b—a) < / F)dx < mb—a).

Beweis Im Folgenden wird lediglich eine kleine geometrische Motivation fiir die Kor-
rektheit der Aussagen gegeben und kein formaler Beweis unter Zugriff auf die Unter- und
Obersummendefinition gefiihrt. Fiir positive Funktionen kann man sich nidmlich den ers-
ten Teil des Satzes leicht anhand der Addition zweier Teilflichen zu einer Gesamtfliche
klar machen, wihrend der zweite Teil als Abschidtzung der Integralfliche durch ein in ihr
liegendes bzw. durch ein sie umfassendes Rechteck mit Seitenlédngen b — a und m bzw. m
gedeutet werden kann. O

Fiihrt man nun noch fiira < u < v < b die Vereinbarungen

/uf(x)dx = —/Uf(x)dx und if(x)dx =0
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ein, dann lidsst sich speziell fiir stetige Funktionen f unter Ausnutzung des Zwischen-
wertsatzes und des Extremwertsatzes fiir stetige Funktionen sofort der Mittelwertsatz
der Integralrechnung beweisen.

>  Satz10.3.2 Mittelwertsatz der Integralrechnung Essei[a,b] C R, a < b,
beliebig gegeben und f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es eine
Stelle z € [a, b] mit

b
— / f)dx = £(2) .

Beweis Zum Beweis setzt man
m:=min{ f(¢) |t € [a,b]} und m:= max{f(t) |t € [a,b]}.

Nach dem Extremwertsatz fiir stetige Funktionen existieren diese GréBen, und es gibt
einz € [a,b]undein Z € [a, b] mit

fl@)=m und fZ)=m.

Aufgrund des vorausgegangenen Satzes ergibt sich damit sofort die Ungleichung

1
b—a

m =

/bf(x)dx <m.

Gilt nun zufilligerweise

b b
1 1
m=f@ =5 [ fody ot =) = [ foodx.

dann ist nichts mehr zu zeigen. Gilt jedoch keine der beiden Identititen, dann hat die
stetige Funktion g: [a, b] — R,

b
1
g0 1= 0~ 5 [ fax. 1 efab],
a
die Eigenschaft g(z) < 0 und g(z) > 0. Mit dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funk-
tionen folgt daraus die Existenz einer Stelle
z € [min{z, Z}, max{z,Z}] C [a, b]

mit g(z) = 0. Daraus folgt die Behauptung. |
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Mit den obigen Vorbereitungen kann nun der Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung formuliert und bewiesen werden.

»  Satz 10.3.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung Es sei
[a,b] € R, a < b, beliebig gegeben und f: [a, b] — R eine stetige Funktion.
Dann ist die fiir alle x € [a, b] definierte Funktion F: [a, b] — R,

F(x) :=[f(t)dt

differenzierbar auf [a, b] und ihre Ableitung ist gleich £, d.h.
F'(x) = f(x) firalle x € [a,b].

Man nennt F' dann auch eine Stammfunktion von f und fiir diese gilt insbe-
sondere

b

b
fﬂﬂﬂz[ﬁ@th@—F( L [F)8 .
—

a) =
—

a =0
wobei die Schreibweise [F (x)]Z hier und im Folgenden stets eine Abkiirzung
fiir die Differenz F'(b) — F(a) sein soll.

Beweis Zunichst wird gezeigt, dass die Funktion F auf [a, b] differenzierbar ist. Da-
zu sei x € [a, b] beliebig gegeben und (x,),cN eine beliebige gegen x konvergierende
Folge mit x # x, € [a,b], n € N. Wegen der Rechenregeln fiir das Integral so-
wie dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert fiir jedes n € N eine Stelle
z, € [min{x, x, }, max{x, x, }] mit

F(x) — F(x,) 1 r I 17
= - [ 1= [ rwar| = —— [ swar = s
X — Xy X — Xp X — Xy
Da wegen lim,_, X, = x und z, € [min{x, x,}, max{x,x,}], » € N, auch sofort

lim,,_, z, = x folgt, ergibt sich aufgrund der Stetigkeit von f die Identitiit

- F(x) — F(xa)
lim — =

n—00 X — Xy,

lim f(z,) = f(lim z,) = f(x) .

n—o0 n—oo

Also ist F differenzierbar in x mit Ableitung f(x). Der Rest des Satzes ist klar. O
Mit dem obigen Hauptsatz hat man bereits eine sogenannte Stammfunktion fiir die je-

weils gegebene stetige Funktion gefunden. Allgemein ist der Begriff der Stammfunktion
wie folgt definiert.



10.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 199

Definition 10.3.4 Stammfunktionen

Es sei [a,b] € R, a < b, beliebig gegeben und f: [a, b] — R eine stetige Funktion.
Dann nennt man eine Funktion F': [a,b] — R Stammfunktion von f auf [a, b], falls
F differenzierbar auf [a, b] ist und fiir alle x € [a,b] die Identitdt F'(x) = f(x)
gilt. <«

Hat man fiir / eine Stammfunktion F gefunden, dann kann man aufgrund des Haupt-
satzes der Differential- und Integralrechnung leicht integrieren. Da diese Aussage von
zentraler Bedeutung fiir die Technik des Integrierens ist, wird sie prizise im folgenden
Satz iiber die Stammfunktionen festgehalten, der bisweilen auch als zweiter Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung bezeichnet wird.

>  Satz 10.3.5 Satz iiber die Stammfunktionen Es sei [a,b] € R, a < b,
beliebig gegeben und f:[a,b] — R eine stetige Funktion. Ferner seien
G:la,b] - Rund H:[a,b] — R zwei Stammfunktionen von f. Dann gibt
es eine Konstante ¢ € R, so dass gilt

G(x)=H(x)4+c, x¢€la,b],

und

b
[ Fx)dx = G(b) — G(a) = H(b) — H(a) =[G = [HL..

Beweis Zum Beweis betrachte man die differenzierbare Differenzfunktion
D(x):=G(x)— H(x), x¢€]la,b].
Wegen
D'(x)=G'(x)-—H'(x) = f(x) = f(x) =0, x€la,b],

ist D" die Nullfunktion auf [a, b]. Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
folgt daraus aber sofort fiir alle x € (a, b] die Identitit

D(x) — D(a) _

X —a -

0, also D(x)= D(a).

Somit ist D konstant auf [a, b] und ¢ = D(a). Aufgrund des Hauptsatzes der Differen-
tial- und Integralrechnung ist schlieflich auch die Funktion F: [a, b] — R,

F(x) :=/f(t)dt, x €la,b],
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eine Stammfunktion von f. Deshalb gibt es z. B. eine Konstante d € R mit F(x) =
G(x) + d fiir alle x € [a, b]. Daraus ergibt sich mit dem Hauptsatz die Identitit

b
/f(X)dx = F(b) - F(a) = (G(b) + d) — (G(a) + d) = G(b) — G(a) = [G(x)]; .

Der Nachweis fiir H geschieht entsprechend. O

» Bemerkung 10.3.6 Aufleiten Implizit enthdlt der obige Satz die wichtige
Aussage, dass Stammfunktionen nur bis auf eine beliebige additive Kon-
stante eindeutig bestimmt sind. Beim Versuch, eine Stammfunktion zu erra-
ten, um ein Integral zu berechnen, ldsst man sich von dem Gedanken leiten,
eine Funktion zu finden, deren Ableitung gerade gleich der zu integrierenden
Funktion ist. Man spricht aus diesem Grunde manchmal auch etwas umgangs-
sprachlich vom Aufleiten statt vom Integrieren.

Beispiel 10.3.7
Die Funktion f:[—1,1] — R, x > 3x? 4+ 4, ist stetig und damit integrierbar iiber
[—1, 1] mit

1
/(3x2+4)dx = [x? +4x]1_1 =(1+4-(-1-4=10.
=1l

Beispiel 10.3.8
Die Funktion f:[0,7] — R, x + cos(x), ist stetig und damit integrierbar iiber
[0, 7] mit

/e

[cos(x)dx = [sin(x)]5 = (sin(x)) — (sin(0)) =0 .

0

Beispiel 10.3.9

Die Funktion f:[0,1] — R, x — exp(4x), ist stetig und damit integrierbar iiber
[0, 1] mit

1

/exp(4x)dx = |:% exp(4x)]

0

1

0

G exp(4)) _ G exp(O)) = L@ 1.



10.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 201

Bevor nun im folgenden Abschnitt eine Fiille von Integrationsregeln vorgestellt werden,
wird hier zum Abschluss — wie beim entsprechenden Vorgehen bei differenzierbaren
Funktionen — in tabellarischer Form ein Uberblick iiber einige wichtige Funktionen mit
jeweils einer ihrer Stammfunktionen und ihren zugehorigen Ableitungen gegeben. Dabei
sind natiirlich stets wieder nur Werte x aus der Schnittmenge des jeweiligen Definitions-
bereichs der Funktion, ihrer Ableitungsfunktion und ihrer Stammfunktion als Argumente
zugelassen.
Algebraische Funktionen:

F(x) = - _1|_ 1x"+1 f(x) = x" f(x) = nx"!
F(x) = In(|x]) Fo) =+ J -
X X
! ! oy =
F(X)ZW f(x)zx—n f(x)—an
F) =3V fO=VE =
Flx) = — o o= = —
1 n 7 xn—1
Potenz- und Logarithmusfunktionen:
F(x) =e¢" flx)=e" fix) = e
1
F(x) = x In(x) —x S(x) = In(x) flx) = o
F(x) = a* f(x) =a* f'(x) = In(a) a*
In(a)
_ (x In(x) —x) . N | l
F(x) = @ S(x) =log,(x) f(x) = In(@) x
Trigonometrische Funktionen:
F(x) = —cos(x) f(x) = sin(x) f(x) = cos(x)
F(x) = sin(x) f(x) = cos(x) f(x) = —sin(x)
1
F(x) = —In(| cos(x)]) f(x) = tan(x) f'x) = ——
cos?(x)
~1
F(x) = In(| sin(x)|) S (x) = cot(x) f1x) = —5—
sin“(x)
Hyperbolische Funktionen:
F(x) = cosh(x) f(x) = sinh(x) f'(x) = cosh(x)

F(x) = sinh(x) f(x) = cosh(x) f'(x) = sinh(x)
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F(x) = In(cosh(x)) f(x) = tanh(x) f'x) = m
F(x) = In(| sinh(x)|) f(x) = coth(x) S = ﬁ
Arcusfunktionen:
P = areint) T =) S0 =
F(x) = x arccos(x) — V1 — x2 f(x) = arccos(x)  f'(x) = \/1__1—)62
F(x) = x arctan(x) — %m (14+x%)  f(x)=arctan(x) f'(x) = ﬁ
F(x) = x arccot(x) + %m (14+x%)  f(x)=arccot(x) f'(x)= 1 ;lxz
Areafunktionen:
F(x) = x arsinh(x) — v/x2 + 1 f(x) = arsinh(x)  f'(x) = X%H
F(x) = x arcosh(x) — vx2 — 1 f(x) = arcosh(x)  f'(x) = le —
F(x) = x artanh(x) + %ln (1-x%)  f(x) =artanh(x) f'(x) = I _lxz
F(x) = x arcoth(x) + %ln (x*=1)  f(x) =arcoth(x)  f'(x) = 1 _1 2

10.4 Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 10.4.1 Uberpriifen Sie, ob die folgenden Funktionen iiber ihrem jeweiligen
Definitionsbereich integrierbar sind, und bestimmen Sie gegebenenfalls ihre Integrale:

@) f:[0,1] = R, x — 4x3 + 4x,
(b) /:]0,7] — R, x > sin(x),
© f:[,2] > R, x —~ %

@) f:[-1,1] - R, x — min{x, 0}.
Losung der Aufgabe
(a) f ist stetig und damit integrierbar tiber [0, 1] mit

1
/(4x3+4x)dx=[x4+2x2](1)=(1+2)—(0+0)=3.
0
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(b) f ist stetig und damit integrierbar iiber [0, 7] mit

[sin(x)dx = [—cos(x)]5 = (—cos()) — (—cos(0)) = 2.
0

(c) f ist stetig und damit integrierbar tiber [1, 2] mit

2
[ %dx = [In(x)]? = In(2) — In(1) = In(2) .
1

(d) f ist stetig und damit integrierbar tiber [—1, 1] mit
1

1 0 0
_[f(x)dx - /xdx + [de - sz}l + [1]; - —% .

-1 0

Selbsttest 10.4.2 Gegeben sei die Funktion f:[—2,2] — R, x + 2sin(3x). Welche der
folgenden Funktionen F sind Stammfunktionen von f?

?—? Die Funktion F:[—-2,2] — R, x + 2cos(3x).

?7+7? Die Funktion F:[-2,2] > R, x > —Tz cos(3x).
?7+? Die Funktion F:[-2,2] > R, x > —Tz cos(3x) — .
?7—? Die Funktion F:[-2,2] — R, x > —6cos(3x).

10.5 Rechenregeln fiir integrierbare Funktionen

Grundsitzlich besteht das Ziel bei der Suche nach Rechenregeln fiir neue Objekte, hier
die Rechenregeln fiir integrierbare Funktionen, wieder darin, sich mit Hilfe dieser Re-
geln den Umgang mit aus mehreren Objekten des bekannten Typs zusammengesetzten
Objekten zu vereinfachen. Man erhélt auf diese Weise Einblicke in die strukturellen Zu-
sammenhinge der Objekte und kann so fiir einen im Allgemeinen effizienteren Umgang
mit ihnen sorgen. Auch in diesem Abschnitt seien die Funktionen stets auf einem nicht
leeren abgeschlossenen Intervall [a, b] C R, a < b, erklirt. Der erste Satz ist elementar
und wird ohne Beweis angegeben.

>  Satz 10.5.1 Linearitatsregel fiir integrierbare Funktionen Es sei [a,b] C
R, a < b, beliebig gegeben sowie f:[a,b] — R und g:[a,b] — R zwei
integrierbare Funktionen iiber [a, b]. Ferner seien o, B € R beliebige reelle
Zahlen. Dann ist die Funktion («f + Bg) tiber [a, D] integrierbar, und es gilt:

b b b
LR) [ @f (1) + Pg()dt = o / Fydi + p / ¢(0)dt .
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Beispiel 10.5.2
Fiir die integrierbaren Funktionen f:[—1,2] — R, ¢ + 2, und g:[-1,2] — R,
t > exp(t), erhilt man mit der Linearitétsregel sofort

2 2

2 2

/(t2 + exp(t))dt = /tzdt 4F /exp(t)dt = [%ﬁ] + [exp(0)]?,

—il

=il =il =il
3

=3+ exp(2) —exp(—1) .

= (32~ 361°) + Exp) —exp-1)

Der nichste Satz nutzt die Produktregel der Differentiation aus und wird in der Literatur
als Satz iiber die partielle Integration bezeichnet.

»  Satz10.5.3 Partielle Integrationsregel Es sei [a,b] € R, a < b, beliebig
gegeben sowie f:[a,b] — Rund g:[a,b] — R zwei differenzierbare Funk-
tionen tiber [a, b] mit stetigen Ableitungen auf [a, b]. Dann sind die Funktio-
nen f'-gund f - g’ iiber [a, b] integrierbar, und es gilt:

b b
(PD) [f/(l)g(l)dl = [f)g)]; —[f(l)g/(l)dl-

Beweis Zum Beweis setzt man die Funktion P:[a,b] — R an als

P(t):= f(t)-gt), te€l]a,b].

Nach der Produktregel fiir die Differentiation gilt

P()=f'(t)-g0)+ f()-g'(1), 1€]la,b].

Damit ist aber P eine Stammfunktion von f’g + fg’ und der zweite Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung liefert zusammen mit der Linearitétsregel fiir In-
tegrale:

b

b b
[ roswar+ [ rogwar = [ (rog0+ rogo)de = 1oL,

a

=[fHg®) .

Daraus folgt die Behauptung. |
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Beispiel 10.5.4
Fiir die integrierbare Funktion 4: [0, 7] — R, ¢ > sin(z)z, erhélt man mittels par-
tieller Integration sofort

T T
T
sin(t) ¢t dr = [—cos(t) ‘ ] _ [ (—cos(t)) 1 dt
e ~— ' —— 10 — e S —
0 fry &0 £@) g(1) 0 £@) g'@)
n
=+ [sin(z‘)]0 =

»  Bemerkung 10.5.5 Anwendung partieller Integration Die Anwendung
der partiellen Integration zur Berechnung eines Integrals bietet sich an, wenn
die zu integrierende Funktion aus dem Produkt zweier Funktionen besteht,
von denen die eine leicht differenzierbar und die andere leicht integrierbar
ist. Es sollte natiirlich dann nach eventueller mehrmaliger Anwendung dieser
Regel ein Integral entstehen, welches einfacher ist als das Ausgangsintegral.
Um das zu Beginn einer Rechnung absehen zu konnen, bedarf es einiger
Ubung und Erfahrung!

Beispiel 10.5.6
Fiir die integrierbare Funktion 4: [1,2] — R, ¢ > In(z), erhilt man mittels partiel-
ler Integration und Einbau des Faktors 1

2 2

fm(z)dz:[wbwdz:[z ln(t) [2 S dr
1

1 1 ) f(@) f()
g(1) g(t) o (t)

Np_‘

=2In(2) — [t]? —2In(2)— 1.

Beispiel 10.5.7
Fiir die integrierbare Funktion arctan: R — (-7, 7) erhélt man mittels partieller
Integration und Einbau des Faktors 1 eine Stammfunktion gemaf

X X X
x 1
/arctan(t)dt = / 1 arctan(t) dt = [ t arctan(t)] — t ——dt
—— ~—— 0 ~—1 L l2
0 0 SO g0 0 g0 0 S ——

g'(1)

1 x 1
= x arctan(x) — [5 In(1 + tz)]0 = x arctan(x) — 5 In(1 4 x?) ,
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wobei x € (—7, 5) beliebig ist. Bei der Bestimmung der Stammfunktion beziiglich
des letzten Integrals wurde erstmals ausgenutzt, dass eine Stammfunktion von %,
wobei g eine positive differenzierbare Funktion ist, leicht durch In(g(¢)) gefunden
werden kann (Probe durch Anwendung der Kettenregel auf In(g(7))). Wann immer
also ein zu integrierender Quotient auftaucht, sollte man sich an diese Regel erin-
nern und zunichst iiberpriifen, ob nicht vielleicht die Ableitung des Nenners genau
im Zihler steht oder aber dies mit wenig Aufwand und einigen algebraischen Um-
formungen erreicht werden kann.

Der néchste Satz nutzt ebenfalls die Kettenregel der Differentiation aus und wird in der
Literatur als Satz iiber die Integration mittels Substitution bezeichnet.

»  Satz 10.5.8 Substitutionsregel Es seien [a,b],[c,d] € R, a < b und
¢ < d, beliebig gegeben sowie f:[c,d] — R eine stetige Funktion und
g:la,b] - W, W C R, eine differenzierbare Funktion mit stetiger Ablei-
tung. Ferner gelte W C [c, d]. Dann ist die Funktion (f o g) - g’ iiber [a, b]
integrierbar und die Funktion f iiber [min{g(a), g(b)}, max{g(a), g(b)}]
integrierbar, und es gilt:

b g(b)
(SR) / Flg)g (dt = / F(x)dx .
a gla)

Beweis Essei F:[c,d] — R eine Stammfunktion der stetigen Funktion f:[c,d] — R,
die nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung existiert. Setzt man
nun die Funktion V: [a,b] — R an als

V() :=F(g(r)), te€lab],
so ergibt sich mit der Kettenregel der Differentiation
V(1) = F'(g(0)-g'(t) = f(gt)-g'(t) . 1 €la,b].

Damit ist aber V eine Stammfunktion von (f o g) - g’ und der zweite Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung liefert:

b g(b)
[ f@)g dr = V)], = [Fg)), = [FLG) = [ f(x)dx.
a g(a)

Daraus folgt die Behauptung. |
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Beispiel 10.5.9
Fiir die integrierbare Funktion A: [0, /] — R, ¢t > sin(#?)t, erhilt man mit der
Substitution g(¢) := 2, also g'(t) = 2¢, sofort

N N 7
[ in(t2)tdt = & / in () (@) di=2 [sin)d 1[ ( )]” 1
sin = — Sin = — sini(x X = —| —COS(X =1.
2 e 2 —— 2 0
0 (O O 40) 0 f(x)

» Bemerkung 10.5.10 Anwendung der Substitution Die Anwendung der
Substitution zur Berechnung eines Integrals bietet sich an, wenn die zu inte-
grierende Funktion aus dem Produkt zweier Funktionen besteht, von denen
die eine i.W. die Ableitung des Arguments der anderen ist, also dic Ketten-
regel direkt ins Auge fillt. Leider ist das nicht immer so einfach, so dass in den
meisten Fillen das Ziel einer Substitution darin besteht, das zu berechnende
Integral schrittweise zu vereinfachen. Man wihlt also die Substitutionsfunk-
tion g so, dass komplizierte Verkettungen der zu integrierenden Funktionen
wegfallen. Das fiihrt leider hdufig durch den benétigten Term g’, den man
mittels % g’ kiinstlich in das Integral hinein baut, zu zusitzlichen Faktoren im
Integral, die wiederum mit etwas Gliick durch partielle Integration bearbeitet
werden konnen. Insgesamt sollte natiirlich wieder nach eventuell mehrmaliger
Anwendung von Substitution und partieller Integration ein Integral entstehen,
welches einfacher ist als das Ausgangsintegral. Um das zu Beginn einer
Rechnung absehen zu konnen und direkt die richtige Strategie einzuschlagen,
bedarf es einiger Ubung und Erfahrung! Fiir verschiedene Situationen, z. B.
spezielle Integrale mit gebrochenrationalen, trigonometrischen oder hyperbo-
lischen Funktionen, sind effiziente Substitutionen bekannt, auf deren Angabe
jedoch in diesem einfiihrenden Buch verzichtet werden soll.

Beispiel 10.5.11
Fiir die integrierbare Funktion 4: [1,2] — R, t > In(z), erhilt man mit der Substi-
tution g(¢) := In(?), also g’(¢) = ¢!, und anschlieBender partieller Integration

2 2 2 In(2)

In()dt = | In(t) t t7'dt = | In(t) exp(In(z))t~'dt = x exp(x)dx
[ = Joe | /
In(2)

= [x exp(x)];na) — [ lexp(x)dx = 21In(2) — [exp(x)]

0

In(2)

0

=2In(2)— 1.
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Beispiel 10.5.12
Fiir die integrierbare Funktion /: [1,4] — R, t > exp(+/?), erhilt man mit der Sub-
stitution g(¢) 1= /1, also g'(t) = 21_J?’ und anschlieBender partieller Integration

4 4 2

1
exp(v1)dt = | exp(V1)2v/t——=dt = | exp(x)2x dx

2

= [exp(x)Zx]? - / exp(x)2 dx = 4e? —2e — 2[exp(x)]
1

1

2
1

=2¢% .

10.6 Aufgaben mit L6sungen

Aufgabe 10.6.1 Integrieren Sie die folgenden Funktionen iiber die gegebenen Intervalle:

(@) f:[0,7] > R, t ¢ sin(¢),
() £:[0,2] = R, t >t exp(—t?),
©) f:]0, 7] > R, t ¢ cos(?),
(d) £:[0.2] = R, t >t exp(t?).

Losung der Aufgabe

(a) Mit partieller Integration ergibt sich
/t sin(r)dt = [t (—cos(t))]g —/ 1 (—cos(t))dt = + [sin(?)]§ =7 .
0 0

(b) Mit der Substitution g(¢) := ¢, also g’(t) = 2t, ergibt sich

2 2 4

/t exp(—t?)dt = %[exp(—tz)Zt dt = %[exp(—x)dx

0 0 0
1 1
=3 [exp(—x)]y = —5(974 -1).

(c) Mit partieller Integration ergibt sich

g g

/t cos(t)dt = [t sin(?)]y — [1 sin(¢)dt = [cos(?)]g = —2.

0 0
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(d) Mit der Substitution g(¢) := t2, also g’(t) = 2t, ergibt sich

2 2 4

[t exp(t?)dt = %[exp(tz)Zt dt = %[exp(x)dx = %[exp(x)]g = %(e4 —-1).

0 0 0

Aufgabe 10.6.2 Berechnen Sie eine Stammfunktion fiir arcsin: [-1,1] — [-7, 7].

Losung der Aufgabe Man erhilt mittels partieller Integration und Einbau des Faktors 1
eine Stammfunktion gemif

X X X
x 1
/arcsin(t)dt = / 1 arcsin(t) dt = [ t arcsin(l)] —/ t ————dt
S~ —— S~ — 10 — J1 =12
0 0o f g(1) f@) g(t) 0 ft)  ——

g'(1)
X
= x arcsin(x) + [Vl — 12]0 = x arcsin(x) + V1 —x2—1,
wobei x € [—1, 1] beliebig ist.

Selbsttest 10.6.3 Es seien f:R — [1,00) und g: R — R zwei differenzierbare Funk-
tionen auf R mit stetigen Ableitungen. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

?+7? Die Funktion F := f o g ist eine Stammfunktion von (f' o g) - g’.
?+? Die Funktion F := Ino f ist eine Stammfunktion von fT

7472 Die Funktion F := f? ist eine Stammfunktion von 2 f . f.

7—? Die Funktion F := f? ist eine Stammfunktion von % f-f.

10.7 Langen-, Flachen- und Volumenberechnung

Das Vorgehen zur Berechnung der Linge des Graphen einer differenzierbaren Funkti-
on f:[a,b] — R mit stetiger Ableitung macht man sich am einfachsten wie folgt klar:
Es sei

" k
xlg)::a—l—(b—a)—, 0<k<n,
n

mit n € N* eine Folge von n-Zerlegungen des Intervalls [a, b].

Wie in Abb. 10.6 skizziert, kann der Abstand des Punktes (x]((n), f (x,({") )T vom Punkt
(x,(:zl, f (x,ﬁ)l))T mit dem Satz des Pythagoras fiir jedes k € {0, 1,...,n — 1} berechnet
werden als

AP FlabD) = G =52+ () = F)?
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Abb. 10.6 Satz des
Pythagoras fiir Bogenldngen- f(x,(c'ﬁl) I .
berechnung
AL(f,la,b)
S =16
£ |
(n) (n)
K1 — X
NI

Summiert man nun diese Abstdnde auf, so erhilt man fiir immer gro3er werdendes n eine
immer besser werdende Niherung fiir die Lange des Graphen von f iiber dem Definiti-
onsintervall [a, b], genauer:

n—1 n—1
LOflab]) =3 AP (Flab) = 36, =52 + (£ — £
k=0 k=0

n—1 () 2
-5 [ (L0
k=0 Fierr — Xk

Liasst man nun ganz formal n gegen unendlich laufen, dann erkennt man, dass der zweite
Summand unter der obigen Wurzel Quadrate immer néher an die Ableitung von f kom-
mender Differenzenquotienten liefert und die gesamte Summe einen dhnlichen Aufbau
hat wie eine Unter- oder Obersumme zur Bestimmung eines Integrals. Fiihrt man diesen
Grenzwertprozess fiir n — oo wirklich korrekt und in allen Details aus, so erhélt man in
der Tat als Mab fiir die Lénge des Graphen von f iiber [a, b] das Integral

b

L(f.[a.b]) := [ ST Tyt |

a

Das obige Vorgehen wird im Folgenden an einem einfachen Beispiel erldutert. Man be-
trachte die Funktion

f-1L1]—-R, x = V1—=x2.

Wie man sich leicht iiberlegt, beschreibt der Graph dieser Funktion iiber [—1, 1] genau
einen Halbkreis mit Radius 1 um den Ursprung (vgl. Abb. 10.7).
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Abb. 10.7 Halbkreis mit Ra-
dius 1 mit Ndherung fiir Linge
des Graphen LO(f,[-1,1]) =2.9763
1
0.5
0—1 0.5 0 0.5 1

Zur Berechnung der Liinge des Halbkreisbogens wendet man nun die oben motivierte
Formel an und erhilt wegen

—2x —X
S = Wi-x2 22
die Linge
1 3 1 1
L(f[-11) = / 1+ (\/l_i—tz) = / \/gdt = [arcsin(l)]_1

Fiir den Vollkreis mit Radius 1 ergibt sich damit, wie erwartet, der Umfang 2. Man
beachte ferner, dass in diesem Beispiel die Ableitung in den Punkten 41 nicht definiert
ist und damit insbesondere nicht stetig auf [—1, 1] ist und sich dennoch ein plausibles
Ergebnis ergibt. Die Forderung der Stetigkeit der Ableitung ist also i. Allg. eine zu starke
Bedingung, aber auf jeden Fall hinreichend.

Beispiel 10.7.1
Man betrachte die in Abb. 10.8 skizzierte Funktion

f:[1,2] = R, X > arcosh(x) .

Zur Berechnung der Linge des Graphen wendet man nun wieder die oben mo-
tivierte Formel an und erhélt wegen

, _ 1
IO =7e=
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Abb. 10.8 arcosh mit Néhe- 1.5
rung fiir Lange des Graphen

LO(f,]1,2]) =1.7113

0.5
o s 2
die Liange
2 > 2 2
L(f[lZ])—[ () dt—[ e dt—/ L i
T 2 —1 B 2—-1 2 —1
1 1

Im nichsten Teil geht es um die Berechnung von Flichen. Man iiberlegt sich leicht,
dass die Einschlussfliche zwischen zwei gegebenen nicht negativen integrierbaren
Funktionen £, g: [a, b] — [0, co) einfach bestimmt werden kann als

b
A(fig.Ja b)) = / £ (0) — g(0)lds .

Wir machen uns die konkrete Anwendung nur kurz anhand zweier Beispiele klar, da die
allgemeine Theorie der dazu nétigen Integration bereits bekannt ist. Man betrachte dazu
die beiden Funktionen

f:10,5] = [0, 00) , X x> —6x*+9x + 1,
g:10,5] = [0,00) , X —x>+5x+1.

Beide Funktionen sind auf ihrem gemeinsamen Definitionsintervall nicht negativ und
schlieBen die in Abb. 10.9 skizzierte Fliche ein.
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Abb. 10.9 Zwei Funktionen 20 5
mit Einschlussfliche g
15
10
5 / \_/
0
0 1 2 3 4 5

Zur Berechnung dieser Einschlussfliche geht man nun wie folgt vor. Zunichst be-
stimmt man die Schnittpunkte der beiden Funktionen durch Gleichsetzen:

f(x) =gx)
X—6x? 4+ 9% +1=—-x>+5x+1
X2 —5x>+4x=0

Aus der letzten Gleichung ergeben sich die Schnittpunkte x; = 0, x, = 1 und x3 = 4.
Damit ist sichergestellt, dass die Differenzfunktion auf den Intervallen [0, 1], [1, 4] und
[4, 5] keine Vorzeichenwechsel hat. Also kann man den eingeschlossenen Flicheninhalt
berechnen als

5
A(f.g.10.5]) = / () — g(0)]dt
’ 1 4 5
- [ (1) — g(t)di| + [ (1) — g(t)di| + [ (f(1) - g(t))dt
0 1 4
—_ 1 4 5 3 2 ! 1 4 5 3 2 ! 1 4 5 3 2 >
= [4Z 3l +2Z:| + [4Z gl + 2t :|1 + |:Zl —gl + 2t :|4
B 103| _ 245
12 ' ' ‘
Beispiel 10.7.2

Man betrachte die beiden Funktionen

f:10,4] — [0, 00) , Xt x2—4x+7,
g:0,4] — [0, 00) , x> —x2+4x+1.
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Abb. 10.10 Zwei Funktionen

mit Einschlussfliache j - ;
6
5
4
3 \/
2
: 0 1 2 3 4

Beide Funktionen sind auf ihrem gemeinsamen Definitionsintervall nicht negativ
und schliefen die in Abb. 10.10 skizzierte Fliche ein.

Zur Berechnung dieser Einschlussfliiche geht man nun wie folgt vor. Zunzchst
berechnet man die Schnittpunkte der beiden Funktionen durch Gleichsetzen:

f(x) =gx)
X2 —dx+7=—x>+4dx+1
x2—4x+3=0

x—1)x-3)=0

Aus der letzten Gleichung ergeben sich die Schnittpunkte x; = 1 und x, = 3. Da-
mit ist sichergestellt, dass die Differenzfunktion auf den Intervallen [0, 1], [1, 3] und
[3, 4] keine Vorzeichenwechsel hat. Also kann man den eingeschlossenen Flichen-
inhalt berechnen als

4
A(f, g.10.4]) = / /(@) —g(0)]d:
0

1 3 4
= / (f(t)—g@))dt| + / (f(t)—g@))de| + / (f(t)— g (@)
0 1 3

1

2 3
= [—ﬁ — 417 + 6t]
3 0
8
3

4

+ +

2
|:§t3 — 417 + 6t:|

2 3 2
—1° —41° +6¢
5o

1 3

Im néichsten und letzten Teil geht es um die Berechnung von Volumina. Hier soll das
spezielle Vorgehen zur Berechnung des Volumens eines Rotationskorpers zunichst fiir
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eine gegebene nicht negative integrierbare Funktion f:[a,b] — [0, co) erldutert wer-
den. Rotiert man die vom Punkt (a, 0)” nach (a, f(a))” gehende Strecke um die x-Achse,
so wird im Raum eine Kreisfléiche iiberstrichen mit Fliicheninhalt ( f(a))?. Allgemein
kann man nun wie folgt vorgehen: Es sei

. k
x"i=a+(b-a)~, 0<k<n,
n

mit n € N* eine Folge von n-Zerlegungen des Intervalls [a, b]. Die Strecken zwischen

den Punkten (x,i”) ,0)” und (x,i”) f (x,({")))T iiberstreichen bei Rotation um die x-Achse

eine Fliche mit Flicheninhalt 7 ( f (x]((n)))z. Bewegt man diese Fldchen jeweils parallel zur
b—a

x-Achse um =% nach rechts, so wird ein Zylinder mit Rauminhalt 7z ( f (x,({") ))? =t er
n n

zeugt. Summiert man nun all diese Zylindervolumina auf, so erhélt man fiir immer gréfB3er
werdendes n eine immer besser werdende Néherung fiir das Volumen des durch f iiber
dem Definitionsintervall [a, b] beschriebenen Rotationskorpers in R3, genauer

— n b— — n n n
VO(flab) = Y w () —= = 7 Y (") - ).
k=0

= k=0

Lisst man nun ganz formal n gegen unendlich laufen, dann kann man zeigen, dass die
Folge der obigen Summen gegen das Integral

b
WﬁMM%=H[U@VW

konvergiert. Die allgemeine Formel ergibt sich nun fiir zwei nicht negative integrier-
bare Funktionen f, g: [a,b] — [0, 00) einfach, indem man vom Volumen des duferen
Rotationskorpers das Volumen des inneren Rotationskorpers abzieht, also

b b
V(f.g.la.b]) := ﬂ/(max{f(t),g(t)})zdf —ﬂ[(min{f(t),g(f)})zdf :

Als erstes einfaches Beispiel sei zunichst nur die Funktion
f:[-1,1] = [0,00) , X V1l—x2,

gegeben (vgl. Abb. 10.7).
Rotiert man diese Funktion um die x-Achse, so entsteht offenbar eine Kugel (vgl.
Abb. 10.11), deren Volumen nun nach der obigen Formel berechnet werden kann gemaf

1 1 1
V(f[-1,1]) = n/(Vl —12)?dt :n/(l —tHdt == [z—%ﬁ] = ng .
-1

-1 -1
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Abb. 10.11 Kugel als Rotati-

onskorper

Wire der Radius nicht 1, sondern r > 0 gewesen, so hitte man einfach mit der Funktion

X Nr2—x?,

f:[-r,r] = [0,00) ,
arbeiten miissen und entsprechend die aus der Schule bekannte Formel fiir den Raumin-

3

halt einer Kugel erhalten, nimlich %Jrr

Beispiel 10.7.3
Man betrachte die in Abb. 10.12 skizzierten Funktionen

3 3
f:[—g,g]e[o,oo), X V1—x2,
3 3
]—)[O,oo), X — E—xz.

g' I:_ g ) g
Rotiert man zunichst max{ f, g} = f um die x-Achse, so entsteht offenbar eine

Kugelschicht mit Radius 1 (vgl. Abb. 10.13).

Abb.10.12 Zwei begrenzende —
Funktionen L g /\

0.5

0.6
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Abb. 10.13 Kugelschale als
Rotationskorper
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10.8 Aufgaben mit L6sungen

Aufgabe 10.8.1 Berechnen Sie die Linge des Graphen der Funktion

3
f:10,4 - R, x»—>Zx.

Losung der Aufgabe Zur Berechnung der Linge des Graphen wendet man die bekannte
Formel an und erhilt wegen f'(x) = % die Linge

4 5 4 4
L(f,[o,41)=/,/1+(§) dt=/\/§dt=f§dt=5.
0 0 0

Aufgabe 10.8.2 Berechnen Sie den Flicheninhalt der eingeschlossenen Fldche der
Funktionen

f:[=1,1] = [0,00) , x> xr41,

g [-1,1] = [0,00) , X —x2+3.
Losung der Aufgabe Beide Funktionen sind auf ihrem gemeinsamen Definitionsinter-
vall nicht negativ. Thre Schnittpunkte erhilt man durch Gleichsetzen der Funktionen f
und g:

X+ l=—x*+43 & 2u’-2=0 << x*-1=0.

Aus der letzten Gleichung ergeben sich die Schnittpunkte x; = —1 und x, = 1, al-
so zufillig genau die Randpunkte des Definitionsintervalls der Funktionen. Damit ist

sichergestellt, dass die Differenzfunktion auf dem gesamten Intervall [—1, 1] keine Vor-
zeichenwechsel hat. Also kann man den eingeschlossenen Flicheninhalt berechnen als

1 1
Afig.[-1.1) = [ () — g)ld1 = / (27— 2)di
—1 1

s |- (395

Aufgabe 10.8.3 Berechnen Sie das Volumen des durch die Funktion

f:10,4] - [0,00) , X —Xx,

gegebenen Rotationskorpers, der hier genau ein Kreiskegel ist.
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Losung der Aufgabe Zur Berechnung des Volumens des Rotationskorpers wendet man
die bekannte Formel an und erhélt

3\ ‘o 3.7
4 = — = —2 = —3 =12 .
V(f,10,4]) n/(4t) dt n/16tdt n[16t}0 b1
0 0

Selbsttest 10.8.4 Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

747 Ein Wiirfel ist kein Rotationskorper.

?7—? Ein Zylinder ist kein Rotationskdrper.

?+7? Die Linge eines Graphen kann u. U. mittels Differentiation und Integration bestimmt
werden.

?+7? Die Einschlussfliche zweier Funktionen ist das Integral iiber den Betrag ihrer Diffe-
renzfunktion.

7—7? Die Einschlussfliche zweier Funktionen ist der Betrag des Integrals ihrer Differenz-
funktion.
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