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Vorwort

Dieses Buch ist eine relativ einfache Einfiihrung in das Gebiet der Computer Vision.
Computer Vision, auch maschinelles Sehen genannt, umfasst verschiedene Methoden zur
Erfassung, Verarbeitung, Analyse und Interpretation von Bildern. Es ist ein Teilgebiet der
Computervisualistik, die dariiber hinaus Computergrafik und Visualisierung komplexer
Daten beinhaltet. Wir beschriinken uns in diesem Buch auf Bildverarbeitung und erste
Schritte in eine Bildanalyse. Das Buch ist fiir Anfdnger in diesem Gebiet geeignet. Fiir
fortgeschrittenere Leser sollte es wegen seiner Systematik und durchgehend konsistenten
Definitionen als alternativer Zugang zur Computer Vision interessant sein.

Es existieren in der Computer Vision verschiedene Modelle eines Bildes. So kann
man den Ortsraum eines zweidimensionalen Bildes als eine Projektion eines kontinuierli-
chen Ausschnitts des reellen dreidimensionalen Raumes betrachten und seinen Werteraum
als einen Ausschnitt in einem k-dimensionalen reellen Raum. Die endlich vielen Pixel
eines gegebenen diskreten Bildes sind hierbei nur die bekannten Stiitzpunkte des eigent-
lichen (aber unbekannten) kontinuierlichen Bildes. Alle mathematischen Techniken der
Differential- und Integralrechnung kénnen damit zur Anwendung kommen und werden
auch intensiv genutzt.

In einer informatiknahen Schule ist ein Bild einfach eine endliche Menge diskreter Pi-
xel, von der nicht unbedingt interessiert, wie sie gewonnen wurde. Damit diirfen auch
diverse kombinatorische Techniken verwendet werden, die keine kontinuierliche Deu-
tung besitzen. Natiirlich darf man das Modell einer endlichen Stiitzpunktmenge auch hier
verwenden und Techniken der kontinuierlichen Mathematik einsetzen; dies ist aber nicht
zwingend erforderlich.

Dieses Buch folgt ganz eindeutig der Schule der Informatik, was sich schon daran zeigt,
dass wir nirgends Tensoren benutzen werden. Die wissenschaftliche Sprache folgt der
bekannten mathematischen Mengenlehre, wie in der Logik, Mathematik und Informatik
tiblich. Es wird keine Kenntnis hoherer Mathematik, Physik, Stochastik oder Signalverar-
beitung vorausgesetzt.

Viele Algorithmen dieses Buches kann man leicht aus dem Internet erhalten. Sie sind
teilweise in einem webbasierten Bildverarbeitungswerkzeug integriert, dessen Nutzung
als Ubung zu dem Buchinhalt empfohlen wird. Diese webbasierte Bildverarbeitung ist
tiber die Seiten meiner ehemaligen Arbeitsgruppe am Fachbereich 4, Computervisualis-
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\ Vorwort

tik, der Universitidt Koblenz-Landau erreichbar. Unter den Download-Links auf meiner
Homepage (ebenda) sind diverse Bildverarbeitungsalgorithmen mit Quellcode frei ver-
fligbar. Mein Dank fiir Beitrdge zu diesen Werkzeugen und zu diesem Buch geht an die
Herren Dr. Dirk Balthasar, Max Braun, Thomas Erdmann, Christian Fuchs, Patrick Geib,
Nils Hering, Florian Kathe, Dr. Raimund Lakmann, Gerrit Lochmann, Stephan Manthe,
Dr. Volker Rehrmann, Dr. Rainer Schian, Dr. Frank Schmitt, Dr. Patrick Sturm, Tobi-
as Tropper und Frau Dr. Haojun Wang. Ferner gilt mein Dank Frau Greta Rettler und
den Herren Martin Prinzen und Florian Sattler fiir das Erstellen zahlreicher Abbildungen,
Herrn Dr. Dirk Balthasar und Detlev Droege fiir wertvolle Hilfe in der technischen Erstel-
lung des Buches und zu inhaltlichen Diskussionen sowie Herrn Prof. Dr. Heinz Giesen fiir
wertvolle Hinweise.

Lutz Priese
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Einleitung

1.1 Einordnung des Gebietes

Dieses Buch entstand aus Vorlesungen, Seminaren und Arbeitsgruppen zur Bildverarbei-
tung am Institut Computervisualistik des Fachbereichs Informatik am Campus Koblenz
der Universitdt Koblenz-Landau. Computervisualistik ist ein recht junges Gebiet mit den
beiden Zentren Computer und Bild, wobei Computer Informatik meint und Bild digitales
Bild. Computervisualistik am Campus Koblenz besitzt drei Schwerpunkte:

e Visualisierung,
e Computergrafik,
e Rechnersehen.

Visualisierung beinhaltet die grafische und bildliche Darstellung von Daten und Wis-
sen. Dazu gehoren auch kiinstlerische, dsthetische und ergonomische Aspekte einschlief3-
lich des Designs von Eingabegeriten und Rechnerbildschirmen und deren Oberfldchen.

Computergrafik ist die Wissenschaft der Erzeugung von Bildern im Rechner fiir Men-
schen. Bilder sind hier recht weitgehend zu verstehen. Diese reichen von Grafiken (hier
tiberschneidet sich Computergrafik mit der Visualisierung) iiber fotorealistische und nicht
fotorealistische Bilder, Animationen, Filme, virtuelle Realitit bis zur Augmented und En-
hanced Reality, in der zur existierenden Umgebung des Betrachters iiber spezielle Brillen
fotorealistische und der Beleuchtungssituation der Umgebung angepasste virtuelle Reali-
titen iiberblendet werden.

Rechnersehen oder Computer Vision behandelt den umgekehrten Weg des Bildes aus
der Realitit in den Rechner. Dazu gehoren Theorie und Technik der

e Bildaufnahme und Speicherung,
e Bildverarbeitung,
e Bildanalyse.

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2015 1
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Zur Bildaufnahme gehort die Technik von Sensoren und Kameras sowie die Speiche-
rung der Aufnahmen, etwa in diversen Bildformaten und Kompressionen zur kostengiins-
tigen Massenspeicherung. Bildaufnahme- und Speichertechniken &ndern sich rasch. Die
technischen Daten heutiger Kameras und Bildformate werden in wenigen Jahren veraltet
sein. In diesem Buch werden daher nicht aktuell verwendete Bildformate oder aktuelle
Kameras behandelt, sondern die Prinzipien dahinter. Dazu gehoren z. B. die Unterschiede
biologischer und technischer Fotosensoren und die Theorie von Farbe und Farbwahr-
nehmung. In der Theorie von Licht und Farbe iiberschneiden sich auch Computer Vision
und Computergrafik.

Bildverarbeitung (BV) und Bildanalyse lassen sich etwa unterteilen in

Bildvorverarbeitung,

Detektion elementarer Merkmale wie Kanten, gerade Linien, Eckpunkte,
Segmentierung,

Analyse elementarer Formen,

Identifikation von Objekten.

Der Ubergang von Bildverarbeitung zu Bildanalyse ist flieBend. Bildanalyse kann man
durchaus als ein spezielles Teilgebiet der Kiinstlichen Intelligenz (KI) sehen, obwohl die
klassische KI sich damit nur am Rande beschiftigt hat und erst seit Neuem die Bildanalyse
entdeckt.

Bildvorverarbeitung findet bereits in Kameras statt. Ziel ist es hier, die Bilder fiir den
menschlichen Betrachter angenehmer darzustellen. Dazu gehort etwa das Entfernen von
Rot in den Augen, eine Optimierung der Helligkeit und des Kontrastes im Bild, eine Kor-
rektur von Verwacklung etc. Diese fiir den menschlichen Betrachter schoneren Resultate
verfilschen natiirlich den Bildinhalt und kénnen eine anschlieBende Analyse des Bildes im
Rechner sogar empfindlich stéren. Wir miissen also zwischen zwei Zielen unterscheiden:
eine Bildaufarbeitung fiir das Fotoalbum und eine Vorverarbeitung fiir eine anschlieBende
automatische Analyse im Rechner. In diesem Buch wird nur das zweite Ziel behandelt.
Zur Bildvorverarbeitung in diesem Buch gehdren etwa lineare und nicht lineare lokale
Filter und Bildtransformationen wie die Fourier-Transformation.

Unter Detektion elementarer Merkmale verstehen wir die Lokalisierung von besonde-
ren Orten im Bild, die sich etwa durch Kanteniiberginge, Eckpunkte oder Zugehorigkeit
zu speziellen geometrischen Formen wie Gerade und Kreis auszeichnen. Die Techniken
dazu gehoren teilweise zur Bildvorverarbeitung, wie etwa Sobel-Operatoren und Laplace-
Transformation, so dass sich auch Bildvorverarbeitung und Detektion nicht scharf trennen
lassen.

Das gilt auch fiir die Segmentierung, in der versucht wird, zusammengehdrende Be-
reiche im Bild zu identifizieren. Zusammengehorend ist hier nicht auf einer semantischen
Ebene zu verstehen — dann wiren wir schon in der KI und Bildanalyse —, sondern hin-
sichtlich der Ahnlichkeit der Pixel im Bild, wobei der Ahnlichkeitsbegriff je nach Aufga-
benstellung anders definiert werden kann.
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In der Identifikation von Objekten sind wir schon im Ubergangsbereich zur Bildana-
lyse. Eine Lokalisierung und Identifikation von Verkehrszeichen etwa ist der Bildanalyse
zuzuordnen, da hier schon diverse KI-Techniken, wie SchlieBen unter Unsicherheit, be-
notigt werden. Eine Echtzeitanalyse von Fehlern in einem Produktionsprozess hingegen
kann mit Techniken der Bildverarbeitung ohne gréfere KI-Techniken auskommen und
kann dann der Bildverarbeitung zugerechnet werden. Dies sind aber schon personliche
Einschitzungen. Eine exakte Grenze zwischen Bildverarbeitung und Bildanalyse existiert
nicht.

Anwendungen von Bildverarbeitung und Bildanalyse gibt es heute etwa

e in der Produktion: Bestiickung, Sortierung, Uberwachung, Qualititskontrolle, zersto-
rungsfreie Werkstoffpriifung,

e im Umweltschutz: Sortierung von Abfillen, Erkennen von Gefahrstoffen, Klassifizie-
ren von Luftbildaufnahmen,

e im Sicherheitsbereich: Fingerabdriicke, Gesichtserkennung, Personenidentifikation,
Kennzeichenidentifikation,

e in der Medizin: Bildaufnahme und -analyse in der Radiologie, Thermografie und To-
mografie,

e im Verkehr: Verkehrsiiberwachung, Gefahrendetektion etwa im Tunnel, Selbstlokalisa-
tion, Verkehrszeichenerkennung, autonome Fahrzeugfiihrung, Platooning,

e in Robotik, Astronomie, Militir etc.

Die automatische Bildanalyse wird sicherlich Anwendung in vielen weiteren Bereichen
finden, von denen wir das heute noch gar nicht erwarten.

1.2 Aufbau desBuches

Hier sollen kurz die Philosophie hinter diesem Buch und dessen Inhalte vorgestellt wer-
den.

1.2.1 Philosophie

Es wird durchgehend grofen Wert auf eine moglichst exakte und abstrakte Begriffsbil-
dung gelegt. Ein Bild ist nicht an einer Stelle eine Matrix, an einer anderen eine Menge
und dann ein .eps-Format; ein Pixel ist nicht mal ein Ort und mal ein skalarer oder mehrdi-
mensionaler Wert; die Ahnlichkeit zweier Pixel bezieht sich nicht einmal auf deren Nihe
im Bildort und ein andermal auf den Abstand der Pixelwerte etwa in Helligkeit oder Farbe.
Diese Begriffe werden im Folgenden so exakt wie moglich definiert, ohne die Praxisndhe
der Computer Vision zu vernachldssigen. So ist es z. B. in der Mathematik sehr einfach,
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den Begriff der geraden Linie im R? formal exakt zu definieren. Man kann etwa eine Ge-
rade im R? mit den Parametern A, B, C nach der allgemeinen Geradengleichung als die
Menge aller Punkte (x, y) im R? definieren, die der Gleichung Ax+ By +C = 0 geniigen.
In der Bildverarbeitung muss eine Definition einer Geraden aber Kompromisse eingehen.
Das liegt einfach daran, dass in der Bildverarbeitung mit diskreten Daten gearbeitet wird.
Wir bewegen uns nicht im R?, sondern zumeist im Z2. Was soll etwa die Menge aller
Punkte (n,m) € 72 sein, die die Gleichung n4 + mB 4+ C = 0 erfiillen? Man konnte
sagen, die diskrete Gerade mit den Parametern A, B, C im 7.2 ist die Menge aller Punkte
(n,m) € Z?, die die kontinuierliche Gerade g im R? mit Ax + By 4+ C = 0 beriihren.
Aber was heift berithren? Wie lang muss beispielsweise g durch ein Elementarquadrat Q
im Z?, sagen wir der GroBe 1 x 1 cm, laufen, damit Q zur Geraden gehort? Geniigen
0,3 mm oder miissen es mindestens 1 cm Lidnge innerhalb von Q sein? Oder geniigt schon
die Beriihrung durch eine Tangente? In der Computergrafik muss man das Konzept einer
Geraden nicht definieren, nur visualisieren. Dazu konnte man etwa die Elementarquadrate
O des Z? unterschiedlich dunkel einfirben, je nach Intensitit der Beriihrung durch g.

Computer Vision ist eine ausgesprochen praxisnahe Disziplin. Als Konsequenz darf
man sich bei Fragen einer exakten Begriffsbildung nicht in philosophischen Uberlegungen
verlieren, sondern muss pragmatische Losungen finden. Es wird nicht um des Definierens
willen definiert werden, sondern nur fiir eine in der Praxis notwendige Prizision im Den-
ken und Handeln. In vielen Biichern zur Computer Vision werden Begriffe, etwa wie
Primdirvalenz o. A., ohne Erlduterung verwendet. Wir werden hier hingegen versuchen,
alle vorkommenden technischen Begriff mdglichst zu erldutern und nicht nur einfach zu
verwenden. Dieses Buch soll ein einfiihrendes Lehrbuch in die Computer Vision sein und
nicht ein Nachschlagewerk.

In den Vorlesungen, auf denen dieses Buch aufbaut, wurde grofen Wert darauf ge-
legt, die vorgestellten Werkzeuge der Bildverarbeitung nicht nur aufrufen und benutzen,
sondern auch selbst erstellen und implementieren zu konnen. Hierzu ist zurzeit C++ die
Sprache der Wahl. Eine Souverinitét im Programmieren ist in der Bildverarbeitung abso-
lut notwendig. Wenn man im Berufsleben in einem Team ein groBeres Bildanalyseprojekt
durchfiihrt, so ist zu Beginn meist nicht klar, welche Techniken der Computer Vision
sinnvoll einzusetzen sind. Haufig miissen bekannte Techniken fiir ein spezielles Problem
modifiziert und mit anderen neu kombiniert werden. Computer Vision stellt zurzeit leider
keinen Baukasten zur Verfiigung, aus dem man zur Losung eines Problems mit seinem
Fachwissen nur zu entscheiden braucht, welches Tool aus dem Baukasten man mit wel-
chen Parametern optimal mit irgendwelchen anderen Tools zur Losung kombiniert. Solch
ein baukastenartiges Vorgehen mag wiinschenswert und in Zukunft vielleicht erreichbar
sein, aktuell ist man aber noch nicht so weit. Unter http://wbip.uni-koblenz.de/ exisitiert
ein eingeschrinkter, experimenteller, webbasierter Bildverarbeitungsbaukasten mit einer
grafischen Programmierumgebung, in der man verschiedene Tools laden, parametrisieren
und verbinden kann. Es wird empfohlen, damit zu spielen und die im Buch vorgestellten
Algorithmen mit diesem Baukasten — so weit sie bereits integriert sind — an eignen Bildern
zu testen und dadurch in ihren Moglichkeiten und Restriktionen besser zu verstehen.
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Fragen zur Echtzeitfihigkeit der Programme spielen fast iiberall eine wesentliche Rol-
le. Dies wird neuerlich gern vernachléssigt, da die Rechner immer schneller werden und
mehr Daten schnell in immer gréer werdenden Caches gespeichert werden konnen. Aber
auch die zu verarbeitenden Bilddaten werden immer umfangreicher. In den 90er-Jahren
wurde noch mit Halbbildern von 256 x 512 Pixeln und 256 verschiedenen Farben ge-
arbeitet, heute sind Bildgroen von mindestens 1920 x 1080 Pixeln mit 68 Milliarden
Farben und tiber 4000 Graustufen und 200 Bildern pro Sekunde zu behandeln. In Ultra
High Definition Fernsehgeriten entstehen noch mehr Daten in kiirzeren Zeitraumen. In
der Astronomie und Physik ist die anfallende Bilddatenmenge um ein Vielfaches grofer.
Daher kann man nicht einfach die gefundenen Algorithmen eins zu eins zu ihrer mathema-
tischen Struktur in ein Programm iibernehmen. Um gute Laufzeiten zu erhalten, sind die
Algorithmen zu optimieren. In Vorlesungen zur Bildverarbeitung sollten daher auch Opti-
mierungstricks der Informatik aufgezeigt werden, die nicht von der derzeitigen Hardware
abhingen, sondern generell sinnvoll sind und selbstverstdndlich sein sollten.

Dieses Buch wendet sich zwar hauptsichlich an Anfénger, zugleich wird grofSen Wert
auf einen systematischen Aufbau mit prizisen Begriffen gelegt. Diese Begriffe werden
aber in verschiedenen Biichern teilweise unterschiedlich eingefiihrt. Diese Unterschiede
sind zwar meist marginal, haben aber dennoch weiter reichende Effekte. Das geht so weit,
dass eine Aussage im Buch A bei leicht unterschiedlich gewéhlten Begriffen im Buch B
falsch werden kann. Hier existieren zwei Moglichkeiten im Vorgehen: Man definiert seine
Grundbegriffe konsistent und ignoriert Alternativen. Dies ist sicher fiir Leser angenehm,
die sich auf ein Buch konzentrieren und andere Literatur so gut wie nicht wahrnehmen
wollen. Oder man erwéhnt auch die Alternativen und moglichen Verwechslungsgefahren.
Das ist fiir Leser wichtig, die mehrere Biicher zum gleichen Thema lesen. Fiir Leser nur
eines Buches mag es hingegen verwirrend sein. Hier in diesem Buch werden héufig Alter-
nativen vorgestellt, um vielseitige Leser zu unterstiitzen.

1.2.2 Inhalte

Das Buch beginnt mit einigen wenigen physikalischen Grundlagen, die zum Versténdnis
von Licht notwendig sind, und stellt danach das menschliche Auge vor. Das Phinomen der
Farbe und der menschlichen Farbwahrnehmung wird einigermalen detailliert dargestellt.
Dies dient hauptsichlich dazu, die prinzipiellen Unterschiede des menschlichen Sehens
und der Bildaufnahme mittels technischer Rezeptoren zu verstehen, um so Probleme und
Losungsmoglichkeiten im Rechnersehen besser einschitzen zu konnen.

Danach werden ein formaler Bildbegriff und erste elementare Eigenschaften von Bil-
dern vorgestellt. Da dieses Buch als Einfithrung in die Computer Vision gedacht ist,
bewegt es sich in der Systematik eher vom Einfachen zum Komplexeren, anstatt einen
Aspekt sofort in der Tiefe abzuschlieBen und dann den nichsten zu behandeln. So be-
ginnt etwa die Bildvorverarbeitung mit einfachen Lookup-Tabellen und Manipulationen
im Wertebereich von Bildern. Ein nichstes Gebiet sind lokale Techniken, bei denen die
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Manipulation eines Pixels P nur von einer lokalen Nachbarschaft um P abhingt. Diese
Nachbarschaften sind fast immer sogenannte Fenster um P. Dies fiihrt zu linearen und
nicht linearen Filtern und anschlieBend zu morphologischen Bildoperationen.

Es werden immer komplexere Verarbeitungs- und Analysetools vorgestellt, wie Fouri-
er-Transformation, Hough-Transformation, Canny-Kantendetektor, Eckendetektoren und
diverse Segmentierungstechniken. Zur Bildanalyse werden verschiedene Techniken zu
einer Merkmalsextraktion erldutert. Einfache Merkmale im Bild sind etwa Kanten und
Eckpunkte sowie dessen Segmente selbst. Einfache Merkmale von Regionen und Seg-
menten sind etwa deren Rinder, beschrieben durch einen Freeman-Code, deren Fliachen,
beschrieben durch diverse Hiillen oder Skelette, etc. Als hohere Merkmale im Bild behan-
deln wir Shape Context, SIFT und Texturmerkmale. Damit ist man bereits in das Gebiet
der Bildanalyse eingedrungen, das aber in dieser Einfithrung nicht noch weiter vertieft
wird.

1.3 Einige Lehrbiicher

Es folgt hier ein kurzer Uberblick mit stichwortartiger Inhaltsangabe iiber weitere Lehrbii-
cher zum Thema Computer Vision, die zur Erstellung dieses Buches verwendet wurden.

Abmayr [1]: Leicht verstidndliche, recht einfache Einfithrung in die digitale Bildverar-
beitung. Ohne Canny, Hough oder Segmentiertechniken.

Ballard und Brown [5]: GroBer Uberblick aus dem Jahr 1982 iiber den Stand der Bild-
verarbeitung und -analyse der damaligen Zeit mit vielen (heute aber teilweise veralteten)
Techniken.

Bunke [12]: Es werden diverse Methoden der 70er-Jahre beschrieben, ohne tiefer er-
klért zu werden.

Castleman [16]: Es wird sehr viel von der Bildaufnahme bis zur Mustererkennung er-
wihnt, ohne in die Tiefe zu gehen. Beispielsweise werden Co-Occurrence Matrizen auf
einer halben Seite, Momente auf weniger als einer Seite nur fiir den kontinuierlichen Fall
angegeben, ohne Erklidrung, wozu sie dienen. Viel Mathematik, keinerlei Algorithmen.
Nicht als Lehrbuch fiir Anfanger, aber als Nachschlagewerk zu verwenden.

Costa und Cesar [18]: 600 Seiten nur zum Thema ,,Shape‘ mit einer Einfiihrung in die
verwendete Mathematik.

Davies [19]: Schwerpunkt liegt auf Ecken, Shapes, Skeletten, Detektion von Formen,
wie Linie, Kreis, Ellipse, Polygon, Locher. Wenig Mathematik.

Duda, Hart und Stork [23]: Sehr ausfiihrliches Buch zur Mustererkennung, einfache
Mathematik mit angegebenen Algorithmen. Gut fiir Informatiker geeignet.

Fischler und Firschein [25]: Enthdlt K.I., Neurophysiologie, Wissensreprisentation,
formales Schliesen, Lerntheorie, etwas Bildverarbeitung, aber auch Turing-Maschinen,
unentscheidbare Probleme, Godels Unvollstindigkeitssatz werden erwihnt, ohne explizit
angegeben zu werden. Ein Beitrag zur Philosophie der Computervisualistik.
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Forsyth und Ponce [26]: Physikalisch orientierte Bildverarbeitung von Kamerakalibrie-
rung liber Radiometrie, statistische Klassifizierer zur gesamten Computer Vision, ohne in
die Tiefe zu gehen, ohne viel zu erlautern. Mathematik wird vorausgesetzt.

Gonzales und Woods [31]: Gute Darstellung fiir Informatiker. Nicht mit Mathematik
iiberfrachtet. Viele Bildbeispiele, auch aus der Medizin. Ausfiihrliche Transformationen
im Frequenzbereich, Bildkompression und Morphologie. Wasserscheidentransformation
wird ausfiihrlich erldutert, andere Segmentiertechniken werden aber nur stiefmiitterlich
behandelt.

Habericker [34]: Gut verstdndliches Lehrbuch fiir Anfinger. Tiefere Mathematikkennt-
nisse werden nicht bendtigt. Gewohnungsbediirftige Bezeichner. Elementarste Datenre-
duktion. Endet etwa mit der Hough-Transformation.

Haberécker et al. [81]: Dies ist eine Erweiterung des mittlerweile veralteten Klassikers
von Haberidcker von 1991 mit anderen Schwerpunkten in der Stoffauswahl. So kommen
z.B. Horovitz und Pavlidis mit Split-and-Merge gar nicht explizit vor, verborgen aber
dennoch als Bildsegmentierung mit Quad-Trees. Farbrdume werden etwas stiefmiitterlich
dargestellt. Das CIE-Farbmodell wird auf 2 Seiten vorgestellt, ohne die Primirfarben zu
erlautern. Das YIQ-Farbmodell erhilt 5 Sitze, das HSI-Modell 1,5 Seiten, aber ohne auf
dessen Unstetigkeiten hinzuweisen.

Hill und Kelley [45]: Ein Lehrbuch zur Computergrafik mit zwei fiir die Bildverarbei-
tung interessanten Kapiteln zur Vektorgeometrie und Farbe.

Jdhne und HauBecker [51]: 17 ausgewéhlte Kapitel von unterschiedlichen Autoren zu
Themen der physikalisch orientierten Bildverarbeitung.

Jain [50]: Es ist eher ein Nachschlagewerk als ein Lehrbuch. Es liegt niher an einer
ingenieurmifBigen als informatiknahen Bildverarbeitung. Argumentiert wird zumeist im
kontinuierlichen R2. GroBe Stofffiille von Transformationen in den Frequenzraum, Filter,
stochastische Methoden, Bildanalyse bis zur Bildrekonstruktion und -kompression. Dafiir
keine Standardtechniken der Informatik wie generelle Hough-Transformation oder Canny.
Keine Segmentiertechniken, auch keine Snakes etc.

Klette [54]: Umfangreiches Lehrbuch zur Computer Vision. Klette ist eher fiir Inge-
nieure, mein Buch eher fiir Informatiker geeignet. Bei mir gibt es weniger Stoff, dieser
wird aber vertieft dargestellt. Klette behandelz z. B. kaum Segmentierung, es kommen we-
der Wasserscheidentransformation, Split-and-Merge, CSC oder verfeinerte Region-Gro-
wing-Techniken vor, dafiir aber physikalisch motivierte Techniken der Energieminimie-
rung.

Korn [55]: Kleines Lehrbuch, wie der Mensch sieht. Ohne Rechnersehen.

Levin [63]: Interessant in seinem Schwerpunkt auf Sehen in biologischen Systemen,
einschlieBlich Farbwahrnehmung. Recht wenig zu Verarbeitung und Analyse digitaler Bil-
der.

Lindeberg [64]: 398 Seiten nur zum Thema Scale-Space aus Perspektive der Physik,
Ingenieurwissenschaft.

Marr [70]: Sagt von sich selbst: ,,A computational investigation into the human repre-
sentation and processing of visual information.* Interessante Beitrdge zum menschlichen
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Sehen aus der Warte der Psychologie und KI. Viel zu LoG, DoG, zero crossing. Keinerlei
Algorithmen oder Mathematik. Zeigt die eher philosophische Vorgehensweise der Com-
puter Vision in den 70er-Jahren.

Niemann und Bunke [80]: Ein KI-Buch mit Kapiteln zu formaler Logik, semantische
Netze, Kontroll- und Suchalgorithmen, Wissenserwerb etc, und einer Anwendung in der
medizinischen Bildverbeitung und Sprachverarbeitung.

Paulus [86]: Lehrbuch zu technischen Methoden der Objekterkennung. Es beinhaltet
Signalverarbeitung, Sensoren, Kalibrierung, Tiefenmessung, Farbriume, Klassifikation,
semantische Netze und zeigt einige interessante Anwendungsfille. Der Inhalt der Bild-
verarbeitung wie in diesem Buch ist auf etwa 50 Seiten knapp zusammengefasst.

Paulus und Hornegger [87]: Ein Lehrbuch speziell fiir Informatiker, das sowohl in Soft-
wareentwicklung mit C++, als auch Bildverarbeitung und Mustererkennung einfiihrt. Sehr
viel Stoff, der aber auf nur etwa 350 Seiten meist nur angerissen werden kann.

Pavlidis [88]: Zahlreiche Algorithmen in Pseudocode fiir Fragen der Bildverarbeitung
und Computergrafik.

Pinz [91]: Recht knappe, aber leicht verstidndliche Einfithrung von Neurophysiolo-
gie iiber digitale Bildverarbeitung zu Ansitzen von Bildverstehen, einschlielich Canny,
Hough, Snakes etc.

Pratt [93]: Uber 700 Seiten aus Sicht der Mathematik: mathematische Methoden, Bild-
verarbeitung, -analyse und -kompression. Keine Algorithmen, keine Morphologie, kein
Canny, Hough wird auf einer Seite behandelt.

Richter [98]: Schones Lehrbuch von iiber 200 Seiten nur zum Thema Farbe. Vom
Wesen der Farbe liber den Farbreiz, Normvalenzsystem zur Farbmetrik mit Umrechnungs-
tabellen.

Russ [104]: Ein umfangreiches Handbuch zur gesamten Computer Vision, kein Lehr-
buch. Wenig Mathematik, fiir Informatiker leicht versténdlich.

Schmidt [106]: Leicht verstidndliches und detailreiches kleines Lehrbuch mit Beitrigen
von fiinf Autoren zum Nervensystem des Menschen.

Soille [113]: Es werden ausschlieBlich Bildverarbeitungs- und -analyseverfahren vor-
gestellt, die auf Morphologie aufbauen.

Szeliski [116]: Nachschlagewerk von fast 700 Seiten Text zu allen wichtigen Gebieten
der Computer Vision, von Vorverarbeitung iiber Struktur aus Bewegung zu Recognition.
Als Lehrbuch werden die vielen Gebiete aber jeweils nur recht kurz angerissen.

Tanimoto und Klinger [117]: Sieben Kapitel unterschiedlicher Autoren, die ausgewéhl-
te Teile der Computer Vision der 70er-Jahre wiedergeben.

Tonnies [119]: Deutsches Lehrbuch zur Bildverarbeitung, dessen Inhalte zu diesem
Buch sehr dhnlich sind. Es empfiehlt sich als Ergénzung, da gleiche Sachverhalte zumeist
unterschiedlich dargestellt werden.

Trucco und Verri [120]: Eine recht eigenwillige Auswahl von Aspekten der Bildverar-
beitung mit Canny vor Sobel vor der Hough-Transformation vor Kamerakalibrierung. Viel
Mathematik. Viele Algorithmen, aber nur auf sprachlicher Ebene, auch nicht als Pseudo-
code. Etwa die Hilfte des Buchs bezieht sich auf 3D-Bildverarbeitung.
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Wooldridge [123]: Ein sehr altes Lehrbuch fiir Laien iiber Gehirnvorgiinge mit einer
Darstellung der Experimente zum Sehen bei Froschen (am MIT) und Katzen (von Har-
vard).

Wyszecki und Stiles [124]: Das Lehrbuch und Nachschlagewerk zu Farbe. Alles dazu
auf ca. 700 Seiten, von der Physiologie des Auges iiber Farbraume bis zu Colorimetrie.
Mit fast 200 Seiten Tabellen.

Young und Fu [125]: 27 Kapitel von unterschiedlichen Autoren, etwa zu Bayes Klassi-
fikation, Cluster-Analyse, Mustererkennung, Computer Vision, Bilddatenbanksystemen,
Parallelarchitektur, Computertomografie. Stellt auf fast 700 Seiten ausgewihltes Wissen
dieser Zeit dar, ohne es zu erkldren. Zum Beispiel eine Seite fiir die Fourier-Transformati-
on vor einer Seite fiir Histogramm-Equalization; es wird z. B. vorausgesetzt, dass Fourier-
Transformation bekannt ist, und nur an diversen Stellen dann gesagt, dass sie hier einge-
setzt werden kann.

Zeppenfeld [126]: Einfache Einfiihrung in 2D- und 3D- Computergrafik und Java-Pro-
grammierung.



Allgemeine Begriffe

2.1 Einige Grundbegriffe aus der Physik

2.1.1 MaBeinheiten

Wir werden es teilweise mit sehr groen und sehr kleinen Zahlen zu tun haben, etwa
bei der Frequenz und Wellenldnge von Licht. Die folgende Tab. 2.1 gibt die wichtigsten
Einheiten mit ihren Namen und Abkiirzungen wieder. Das amerikanische Namensystem
wird neben der USA ebenfalls in einigen wenigen Landern wie Puerto Rico, Brasilien und
der Tiirkei verwendet. Hierbei wird das Wort billion fiir eine Milliarde verwendet.

Die groB3e Mehrheit der Lander verwendet das sogenannte logarithmische Zillionensys-
tem der franzdsischen Mathematiker Nicolas Chuquet und Jacques Peletier du Mans, das
auch lange Leiter genannt wird, da hier in Sechsergruppen gezéhlt wird. Fiir das Tausend-
fache aller Millionen-Potenzen wird die Endung -illiarde statt -illion verwendet. Es wird
also in Stufen 10*°® mit den Namen X-illon und 103+*® mit den Namen X-illiarde gezihlt,
wobei X auf lateinisch ausgedriickt wird. So sind 10°! entsprechend zehn Quintillionen
wegen

10 = 10- 10 = 10- 10°°,

und 10%° = 100 - 10°%*3 sind dementsprechend einhundert Quintilliarden.

Das amerikanische System benutzt die kleine Leiter. Sie hat sich generell in englisch-
sprachigen Finanzkreisen durchgesetzt. Hier wird in Schritten (10°)!** geziihlt mit dem
Namen X-illion, wobei X wieder lateinisch ausgedriickt wird. Bei x = 0 spricht man von
thousand, bei x = 1 von million und erst fiir x > 2 kommen die lateinischen Bezeichner
zum Tragen. Wie etwa billion fiir x = 2, also (10%)'+? = 10°. Dementsprechend heiBt
103" = 10 - (10*)'*° in den USA ten nonillion.

Wir verwenden die Abkiirzungen fiir physikalische Einheiten wie in Tab. 2.2 gezeigt.

Fiir das Kilogramm und die Nanosekunde gilt also: 1kg = 10°g, Ins = 107?s. Da s
sowohl die Abkiirzung fiir Sekunde also auch die iibliche Variable fiir Entfernung dar-

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2015 n
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Tab. 2.1 GroBen und ihre technischen, deutschen und amerikanischen Namen

Abk. Wert technisch deutsch amerikanisch

da 10! Deka Zehn ten

h 10? Hekto Hundert hundred

k 10° Kilo Tausend thousand (103)!+°
M 10° Mega Million (10°)! million (10%)!+!

G 10° Giga Milliarde billion (10%)1+2

T 10"2 Tera Billion (10°)? trillion (10%)!+3

P 10 Peta Billiarde quadrillion (10%)!+4
E 10'8 Exa Trillion (10°)3 quintillion (10%)'+3
d 107! Dezi Zehntel tenth

c 1072 Zenti Hundertstel hundredth

m 1073 Milli Tausendstel thousandth

1% 10-¢ Mikro Millionstel millionth

n 1077 Nano Milliardstel billionth

P 10712 Piko Billionstel trillionth

f 1071 Femto Billiardstel quadrillionth

a 10-13 Atto Trillionstel quintillionth

Tab. 2.2 Einheiten

Grofe Einheit Abk. Dimension Variable
Lénge Meter m L S

Zeit Sekunde S T t

Masse Gramm g M m
Wellenlinge | Meter m L A
Frequenz Hertz Hz T! f
Energie Joule J L> M -T2 E
Energie Elektronenvolt eV L>- M -T2 E

stellt, werden wir meistens sec als Abkiirzung fiir Sekunde verwenden. Etwas Vorsicht ist
geboten, da in der Physik die Einheit der Masse das Kilogramm ist, entsprechend dem
physisch vorhandenen Urkilogramm in Paris. Von der Logik her ist aber das Gramm die
bessere Einheit. Ein Problem ergibt sich nur dann, wenn man in Formeln die Einheiten
weglasst, wie es allerdings in der Physik weit verbreitet ist.

Um eine Vorstellung dieser Groflen zu erhalten, finden sich in Tab. 2.3 einige Beispiele
fiir Lingen und in Tab. 2.4 einige Zuordnungen von Zeiten zu der in dieser Zeit vom Licht
im Vakuum zuriickgelegten Strecke. In der Tab. 2.3 mag vielleicht die geschitzte Gro-
Be des sichtbaren Universums am meisten iiberraschen, da das Alter des Universums auf
knapp unter 14 Milliarden Jahre gesetzt wird und man daher auch 14 Milliarden Lichtjahre
als Obergrenze des Radius des Sichtbaren erwarten konnte. Dieser einfache Gedanken-
gang beriicksichtigt aber nicht die zunehmende Expansion des Universums, die zu diesem
deutlich grofleren Durchmesser fiihrt.
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Tab.2.3 GroBenvergleiche

Grofle Beispiele dieser Grofenordnung
1,=1,6-100%m Plancklinge
<1078m Elektron, Quark, eventuell punktférmig ohne Grofie
107 m Reichweite der schwachen Kraft,
verantwortlich fiir radioaktiven Zerfall
107" m Proton, Reichweite der starken Kraft, verbindet Quarks
107" m Atomkern
107m (1A, 0,1 nm) Atom
0,15 nm Atomabstand im Diamanden
1 nm Radius der DNA-Helix
10nm Dicke einer Zellmembran
100 nm HIV-Virus
200nm Linge E.Coli-Bakterium
1000nm Zigarettenrauchpartikel
7000 nm Dicke von Spinnenseide
100.000nm Dicke eines menschlichen Haares

90 Milliarden Lichtjahre ~ 9 - 10%° m

geschitzter Durchmesser des sichtbaren Universum

Tab. 2.4 In dieser Zeit vom Zeit Strecke
Licht zuriickgelegte Strecke 1tp = 5-10"*sec (Planckzeit) | Plancklinge
10fsec 3um
1 nsec 30cm
1 millisec 300 km

2.1.2 Elektromagnetische Wellen

Wihrend Schall- und Wasserwellen ein Medium zur Fortpflanzung benétigen, bewegen
sich elektromagnetische Wellen im Vakuum mit Lichtgeschwindigkeit ¢, fort. Die Wel-
lenlinge A einer Welle ist die Entfernung zwischen zwei benachbarten Orten gleicher
Phase, also beispielsweise zwischen zwei Wellenbergen, ihre Frequenz f ist die Anzahl
der Schwingungen pro Sekunde und die Ausbreitungs- oder Phasengeschwindigkeit ¢ ist
die Geschwindigkeit eines Ortes gleicher Phase. Es gilt

A=—.
f

Statt mittels Wellenldnge und Frequenz werden in der Physik elektromagnetische Wel-
len auch iiber deren Energie gemessen, die sich aus

c

E=h-f=h-
Y A
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berechnet, wobei i das plancksche Wirkumsquantum ist mit
h ~ 6,626-107*J - sec ~ 4,136 10" eV - sec.

h besitzt die Dimension von Energie mal Zeit. Statt # wird auch das so genannte reduzierte
plancksche Wirkungsquantum h verwendet, fiir das gilt

h
h= =~ 1,055-107*7J - sec = 6,582-1071%eV - sec.
b4
Energie wird in Joule, J, oder Elektrovolt, eV, gemessen mit
leV ~ 1,602-10717.

Bei Schallwellen benutzt man statt A auch L als Variable fiir die Wellenlénge. Elektro-
magnetische Wellen bewegen sich im Vakuum mit der Lichtgeschwindigkeit

¢ M km -
c ~2,9979-10° — =~ 300.000 — =~ 1 Milliarde .
sec sec Stunde
Licht bewegt sich in anderen Medien mit einer geringeren Geschwindigkeit. Fiir Luft

gilt etwa
Co

L~ 10003’

fiir Wasser
cw ~ 0,75 c.

Im Wasser betrigt die Geschwindigkeit des Lichts also nur etwa 3/4 der Geschwindig-
keit im Vakuum und es existieren Teilchen, die sich im Wasser schneller als Licht bewegen
konnen. So wird das bliuliche Tscherenkow-Licht in Kernkraftwerken durch Elektronen
erzeugt, die sich im Wasser schneller als mit cw bewegen.

Der Frequenzbereich von elektromagnetischen Wellen umfasst viele Grolenordnun-
gen. Die Wellenldngen konnen von einigen Trillionstel Meter bis zu mehreren Tausend
Kilometer reichen. Die Angaben der Wellenlidngenbereiche in Tab. 2.5 variieren von Quel-
Ie zu Quelle leicht.

Auf dem einen Extrem der Skala liegen Lingstwellen (engl. Very Low Frequency, ab-
gekiirzt als VLF) im Frequenzbereich unter 30 kHz, also mit Wellenlidngen iiber 10 km
und extreme Lingstwellen (Extremly Low Frequency, ELF, 30 bis 3 Hz) mit Wellenlédngen
bis zu 100.000 km. Im Bereich 50 bis 60 Hz sendet Wechselstrom. Beispiele noch nied-
riger Frequenzen finden sich in den Gehirnaktivitdten von 0,4 bis 3,5 Hz (Delta-Wellen
im Tiefschlaf, Koma) oder 4 bis 7 Hz (Theta-Wellen im Traumschlaf). Da Lingstwellen
einige Dutzend bis Hunderte Meter ins Meerwasser eindringen, werden sie z. B. zur Kom-
munikation mit U-Booten genutzt. Ein existierender VLF-Sender sendet mit 82 Hz, also
einer Wellenldnge von 3656 km.
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Tab. 2.5 Namen von elektromagnetischen Wellen

Name Wellenlidnge Frequenz/Energie
Gammastrahlung <10pm >200 keV
Rontgenstrahlung 0,01 bis 15nm 30 EHz bis 20 PHz, 120keV bis 80eV
Ultraviolettes Licht (UV) 15 bis 100 nm bis 3PHz, 12eV
Sichtbares Licht

Violett 400 bis 420 nm 750THz, 3,1eV bis 710THz, 3eV
Blau 420 bis 490 nm bis 610 THz, 2,5eV
Griin 490 bis 575 nm bis 520 THz, 2,2eV
Gelb 575 bis 585 nm bis 512 THz, 2,1eV
Orange 585 bis 650 nm bis 460 THz, 1,9eV
Rot 650 bis 750 nm bis 400 THz, 1,7eV
Infrarotes Licht (IR)

nahes Infrarot (A) 750 bis 1400 nm bis 210 THz, 890 meV
nahes Infrarot (B) 1400 bis 3000 nm bis 100 THz

nahes Infrarot (C) 3 bis 10 um bis 30 THz

fernes Infrarot 10 wm bis 1 mm bis 300 GHz
Mikrowellen

Millimeterwellen (EHF) 1 bis 10 mm bis 30 GHz
Zentimeterwellen (SHF) 10 bis 100 mm bis 3 GHz
Radio-/Fernsehwellen

Dezimeterwellen (UHF) 0,1 bis I m bis 300 MHz
Ultrakurzwellen (VHF) 1 bis 10m bis 30 MHz
Kurzwellen (HF) 10 bis 100 m bis 3 MHz
Mittelwellen (MF) 100 bis 1000 m bis 300kHz
Langwellen (LF) 1 bis 10km bis 30kHz
Liangstwellen (VLF) 10 bis 100 km bis 3Hz

Extreme Lingstwellen (ELF) | 10.000 bis 100.000km | bis 3Hz

Auf dem anderen Extrem findet sich Gammastrahlung. Mit Gammastrahlung bezeich-
net man elektromagnetische Strahlung einer Energie oberhalb von etwa 200 keV, also mit
Wellenldngen kleiner als etwa 10 pm.

Kosmische Strahlung besteht nicht aus elektromagnetischen Wellen, sondern aus Pro-
tonen und ionisierten Atomkernen, die sich mit annihernd Lichtgeschwindigkeit bewegen.
Indirekt gemessen wurden bereits extragalaktische Teilchen mit bis zu 10%° eV. Allerdings
sind sie so selten, dass man fiir eine feste Fldche von 1 gqm nur in allen paar Jahrhunderten
U erwarten darf, dass solch ein Teilchen diese Fldche passiert, wobei hier U das Alter
des Universums ist. Im Jahr 2010 wurden am CERN bereits Protonen einer Energie von
3,5TeV erzeugt. 1 TeV entspricht etwa der kinetischen Energie einer fliegenden Miicke.
Dazu wurden Protonen bis in die Nihe der Lichtgeschwindigkeit beschleunigt, so dass
ein einzelnes Proton die kinetische Energie von ca 3 fliegenden Miicken erhielt. Ziel am
CERN sind 14 TeV.
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Abb. 2.1 Das Spektrum der Wellenlingenvon 1 bis 10%° Hz. Der kleine Bereich des sichtbaren
Lichts ist farbig dargestellt

Rontgenstrahlung iiberdeckt einen Wellenlingenbereich von ca 107!2 bis 10-¥ m. Sie
tiberschneidet sich mit ultravioletter Strahlung (im niederen energetischen Bereich) und
Gammastrahlung (im hoheren energetischen Bereich).

Das sichtbare Licht nimmt nur einen winzigen Ausschnitt aus diesem Spektrum ein
und liegt fiir den Menschen im Wesentlichen zwischen 400 nm (violett) und 700 nm (rot).

Wir wollen in der Abb. 2.1 die Frequenzen von 1 bis 10%° Hz, also den Wellenléingen-
bereich von 107'° (Gammastrahlung von 100 am) bis 10° m (ELF), betrachten. Das sind
26 GroBenordnungen oder 10%¢ Einheiten. In dieser Tabelle ist wie iiblich der MaBstab
logarithmisch.

Das fiir den Menschen sichtbare Licht nimmt in diesem Spektrum einen Bereich von
etwas mehr als 300 nm ein, das sind gerade 3 mal 2 GréBenordnungen. Prozentual sind
300 von 10?° Einheiten 3 Quadrillionstel. Also ist das menschliche Auge nur in einem 3
Quadrillionstel des hier betrachteten Wellenléingenbereichs empfindlich.

Elektromagnetische Wellen unterschiedlicher Frequenzen haben durchaus unterschied-
liche optische Eigenschaften. So lassen sich Gamma- und Rontgenstrahlen nicht mittels
Glaslinsen biindeln oder mittels Spiegel reflektieren. Ein Gammastrahlenteleskop wie das
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MAGIC (Major Atmospheric Gamma-Ray Imaging Cherenkov Telescop) auf La Palma
misst Gammastrahlen indirekt tiber entstehende Sekundérteilchen bei der Wechselwirkung
mit Atomen der Hochatmosphire. Ein Wolter-Teleskop biindelt Rontgenstrahlung mittels
schmaler werdender tubusartiger Hohlkorper aus Metall einer geometrischen Form von
Rotationsparaboloiden, an denen streifende Rontgenstrahlen reflektiert werden. So lassen
sich Linsen etwa fiir Rontgensatelliten simulieren.

Neben dem Modell von Licht als elektromagnetischer Welle gibt es in der Quanten-
elektrodynamik das Modell von Licht als Teilchen, dem Photon. Unterschiedliche Wel-
lenldngen im Wellenmodell entsprechen unterschiedlichen Energien im Teilchenmodell.
Ein Photon ist masselos und bewegt sich stets mit Lichtgeschwindigkeit. Die Tatsache,
dass Photonen eine Energie, aber keine Masse besitzen, scheint der beriihmten Gleichung

E=m-c?

zu widersprechen. In dieser Gleichung ist E aber die Ruheenergie, die fiir Photonen so
nicht existiert, da diese sich nicht langsamer als mit Lichtgeschwindigkeit bewegen kon-
nen. Die geringeren Geschwindigkeiten cp, cw von Licht in Luft oder Wasser sind damit
erkldrbar, dass Photonen mit Molekiilen in Wechselwirkung treten: Elektronen absorbie-
ren und emittieren Photonen, und dieser Vorgang dauert eine gewisse Zeit. Zwischen den
Wechselwirkungen mit Elektronen bewegen sich Photonen aber auch in allen Medien
mit ¢y. Diese Vorginge sind aber noch viel komplexer. Fiir Nichtphysiker sind sie schon
beschrieben in der hochinteressanten Einfiihrung in die Quantenelektrodynamik in dem
kleinen Buch QED des Physiknobelpreistrigers Richard Feynman [24].



Sehen und Fotosensoren

Biologische und technische Fotosensoren sind sehr unterschiedlich aufgebaut. Wir wer-
den ausfiihrlicher das menschliche Sehen und insbesondere die menschliche Farbwahr-
nehmung betrachten. Technische Fotosensoren werden hingegen nur grob behandelt wer-
den. Der Grund dafiir ist, dass sich technische Sensoren stindig verdndern und schnell
weiterentwickeln und es nicht Aufgabe einer Universitit oder eines einfithrenden Lehr-
buchs sein kann, den jdhrlichen Status quo in der Technik von Rechnern oder Kameras zu
vermitteln.

3.1 Menschliches Sehen

Zum menschlichen Sehen gehoren die Bildaufnahme und Vorverarbeitung im Auge sowie
die Weiterverarbeitung im Gehirn.

3.1.1 Auge

Das menschliche Auge (Oculus) ist relativ kugelférmig mit einem Durchmesser von
ca. 23 mm. Der Augapfel umschlieft den fliissigen Glaskorper und die mit Kammerwas-
ser gefiillten Augenkammern. Die Augenkammern befinden sich im vorderen Teil von der
Hornhaut bis zur Linse. Der Bereich von der Hornhaut bis zur Regenbogenhaut (Iris) wird
vordere, der zwischen Iris und Linse hintere Augenkammer genannt. In der Mitte der Iris
befindet sich die groenverdnderliche lichtdurchlidssige Pupille. Die Groflenveridnderung
dient der Anpassung an die herrschende Helligkeit. Hinter Iris und Pupille liegt die Linse.
Die Wo6lbung der Linse lésst sich tiber Muskeln verdndern, so dass eine Fokussierung er-
moglicht wird. Diese Fihigkeit nimmt im Alter ab, so dass fiir die Nahsicht eine Lesebrille
erforderlich wird. Bei einer Operation zur Behebung des grauen Stars (Katarakt), einer
Triibung der Linse, wird diese durch eine feste kiinstliche Linse ersetzt. Dadurch geht die
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Abb. 3.1 Schema eines Muskel
menschlichen Auges, nicht
mafstabgerecht. So ist der
Durchmesser des Auges etwa Tris
23 mm, die Dicke der Netzhaut Hornhaut
nur 0,2 mm. Nach [46, 76].

Lederhaut
Aderhaut
Netzhaut

Glaskorper

Fovea

Pupille blinder Fleck

Sehnerv

vordere Augenkammer
Linse
hintere Augenkammer

Fokussierfahigkeit komplett verloren und es bedarf einer Brille fiir Nahsicht oder Fern-
sicht, je nach Auswahl der implantierten Linse. Abbildung 3.1 gibt einen schematischen
Schnitt von oben durch das menschliche Auge wieder.

Der Augapfel wird von drei Schichten umfasst, und zwar von

e der duBeren Lederhaut (Sclera) mit einer Dicke bis tiber 1 mm, die vorne in die durch-
sichtige Hornhaut (Cornea) mit einer Dicke von ca. 0,6 mm iibergeht,

e der mittleren Aderhaut (Chorioidea, Choroidea) mit einer Dicke von 0,1 bis 0,3 mm,
und

e der inneren Netzhaut (Retina) mit einer Dicke von etwa 0,1 bis 0,6 mm.

Zwischen Linse und Netzhaut befindet sich der Glaskorper, der aus einer Fliissigkeit be-
steht. Die Lederhaut (auch weifle Augenhaut genannt) umschlieSt das Auge und gibt ihm
mit dem Glaskorper zusammen Stabilitét. In der Aderhaut liegen die Arterien und Venen
zur Versorgung der Netzhaut. Die Netzhaut selbst besteht aus mehreren Schichten. Di-
rekt an der Aderhaut befinden sich in der Netzhaut die lichtempfindlichen Sensoren des
Auges und in der Netzhaut vor diesen Fotorezeptoren werden die Reaktionen der Sen-
soren in mehreren Nervenschichten gesammelt, vorverarbeitet und zum Sehnerv (Nervus
Opticus) gesammelt. Die Sensoren des Auges liegen also nicht auf der inneren Schicht
der Netzhaut, sondern auf der duBleren, zur Aderhaut hin. Der lichtempfindliche Teil der
Fotosensoren liegt am nichsten zur Aderhaut, also in der Netzhaut am weitesten vom
Lichteintritt entfernt. Der Vorteil liegt in einer besseren Energieversorgung der Rezeptoren
durch die unmittelbar angrenzende Aderhaut. Ein Vorteil, der den Nachteil einer Lich-
tabsorption durch die Nervenschichten vor der Rezeptorenschicht wettzumachen scheint.
Zur Verbesserung des Nachtsehens befinden sich bei manchen Tieren Reflektoren auf der
Aderhaut, die das eingefallene Licht, das die vorgelagerten Fotorezeptoren nicht getroffen
hat, fiir eine zweite Chance reflektieren. Der Sehnerv durchdringt im blinden Fleck (Papil-
le) die Aderhaut und fiihrt in das weitere Gehirn (Cerebrum). Der blinde Fleck hat einen
Durchmesser von fast 2 mm. Aus ihm treten neben den Nerven auch Blutgefife ins Auge.
Physiologisch ist das Auge selbst ein Teil des Gehirns und zwischen Auge und Gehirn
existiert keine Blut-Hirn-Schranke.
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3.1.2 Retina

Die Netzhaut bedeckt mit ca. 1100 mm? den GroBteil des Inneren des Augapfels. Thre
Dicke variiert von ca. 0,1 mm am gelben Fleck iiber 0,2 mm am Aquator bis hin zu 0,6 mm
am Sehnerv. Sie besteht von aulen nach innen aus einer Schicht Rezeptoren und mehreren
Schichten Nervengeflecht.

Fotorezeptoren
Die Rezeptoren werden nach Funktionalitit und Form in Zapfen (Cones) und Stibchen
(Rods) unterteilt, wobei der Name die Form wiedergibt. Stibchen sind etwa 1 um dick
und 40 um lang, Zapfen etwas kiirzer. Der lichtempfindliche Teil der Zapfen und Stéb-
chen befindet sich an deren duBeren Ende zur Aderhaut hin. Die Stibchen dienen zur
Rezeption von Helligkeit, die Zapfen fiir Farbe. Dabei sind die Stibchen etwa 10*-mal
empfindlicher als die Zapfen. Damit dienen die Stdbchen zum Nachtsehen (skotopisches
Sehen) und die Zapfen zum Farbsehen (photopisches Sehen) am Tag. Im Nachtsehen sind
keine Farben mehr wahrnehmbar (nachts sind alle Katzen grau). Das menschliche Auge
besitzt ca. 120 - 10° Stiibchen, aber nur ca. 5 - 10° Zapfen. Sie sind iiber die Netzhaut nicht
gleichverteilt. Am Rand iiberwiegen die Stibchen, nahe dem Zentrum die Zapfen. Nahe
dem optischen Zentrum befindet sich der gelbe Fleck (Macula Lutea) von ca. 5 mm Durch-
messer und in dessen Mitte mit ca. 1,5 mm Durchmesser die Sehgrube (Fovea Centralis).
Am &duBeren Rand der Macula sind die Stibchen am dichtesten gepackt, inmitten der Fo-
vea befinden sich aber nur noch sehr dicht gepackte Zapfen ohne Stidbchen. Daher muss
man nachts, wenn man ein Objekt erkennen will, knapp daneben fixieren. Da das schérfs-
te Sehen im gelben Fleck stattfindet, bewegt sich das Auge stindig mit kleinen zittrigen
Bewegungen und erzeugt so die Illusion, dass wir tiberall im Blickfeld scharf sehen. Der
Mensch besitzt in der Fovea etwa 170.000 Zapfen pro mm?, der Bussard hingegen eine
Million. Damit kann der Mensch noch zwei Punkte im Winkelabstand von einer Minute
(= 1/60°) unterscheiden. Zum GroBenvergleich, der Vollmond nimmt im Himmel 0,5°
ein. Auflerhalb der Sehgrube sieht der Mensch recht schlecht, was auf Grund der stets
vorhandenen schnellen Augenbewegung, die eine Abtastung des Sehfeldes darstellt, nicht
wahrgenommen wird.

Der Mensch besitzt drei Arten von Zapfen, die auf unterschiedliche Wellenldngen rea-
gieren. Diese sind

e S-Zapfen (fiir short wave lenght) mit einer Empfindlichkeit hauptsichlich im blauen
Bereich und einem Empfindlichkeitsmaximun bei 420 nm,

e M-Zapfen (medium wave lenght) fiir den griinen Bereich mit maximaler Empfindlich-
keit bei 534 nm und

e L-Zapfen (long wave lenght) fiir den roten Bereich mit maximaler Empfindlichkeit bei
564 nm.

Abbildung 3.2 (nach [5]) zeigt die Verteilung der Empfindlichkeit der drei Zapfenarten.
Der Verlauf ist nur grob dargestellt.
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Tab. 3.1 Die Fotorezeptoren des menschlichen Auges

Zapfen Stiabchen

cones rods

farbempfindlich hell-dunkel-empfindlich

Tagsehen, photopisch Nachtsehen, skotopisch

ca. 6 Millionen Stiick ca. 120 Millionen Stiick pro Auge

wenige auflerhalb der Sehgrube keine innerhalb der Sehgrube

Auflosung bis 1/60° ca. 10.000-mal helligkeitsempfindlicher als Zapfen

Die Empfindlichkeit der M-Zapfen (griin) ist leicht hoher als die der L-Zapfen (rot) und
diese wiederum deutlich hoher als die der S-Zapfen (blau). Ferner ist die Empfindlichkeit
der Stdbchen ca. 10.000-mal hoher als die der Zapfen. Es iiberrascht, wie eng benachbart
die Empfindlichkeitsspektren der M- und L-Zapfen sind. Die maximale Empfindlichkeit
des menschlichen Auges liegt bei 555 nm in Griin. Daher wird in Nachtsichtgeriten gerne
eine griine Darstellungen gewihlt. Andere Lebewesen besitzen Zapfen anderer Sensibili-
titen oder weitere Zapfentypen zur Wahrnehmung etwa im UV-Bereich. Generell wandeln
diese biologischen Fotorezeptoren Licht in frequenzmodulierte Nervenimpulse um. Tabel-
le 3.1 fasst diese Fakten zusammen.

Nerven der Retina

Die einzelnen Fotorezeptoren der Retina sind durch die Ader- und Lederhaut von einem
direkten Zugang zum weiteren Gehirn getrennt und mit diesem nur iiber den Sehnerv ver-
bunden. Ein Sehnerv besteht aus etwa einer Million Nervenzellen, wohingegen ein Auge
ca. 125 Millionen Fotorezeptoren besitzt. Also findet bereits im Auge eine Bildvorverar-
beitung statt.

Abbildung 3.3 visualisiert den Aufbau der Retina zwischen der Aderhaut und dem
Glaskdrper schematisch. Die Sensoren, Zapfen und Stibchen, liegen im Inneren direkt
an der Aderhaut. Dann folgt ein Nervengeflecht von Horizontalzellen, Bipolarzellen und
Amakrinzellen. Horizontale Zellen verbinden die Lichtrezeptoren untereinander, amakri-
ne hingegen Ganglienzellen. Die Ganglienzellen schlieen dieses Nervengeflecht zum
Glaskorper hin ab. Thre Axone bilden den Sehnerv, der im blinden Fleck durch die Ader-
und Lederhaut ins Gehirn gelangt. Zu beachten ist, dass die Abbildung nur schematisch,
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%%3 4 56

Abb. 3.3 Der schematische Schichtaufbau der Retina. 1 Aderhaut, 2 Rezeptorschicht aus Zapfen
und Stébchen, 3 Nervengeflecht, 4 Schicht von Ganglienzellen, 5 Axone zum Sehnerv, 6 Glaskorper
mit Richtung des Lichteinfalls

1

nicht aber mafstabgerecht ist und extrem vereinfacht. So sind in Wirklichkeit ca. 100-mal
so viele Rezeptoren (Zapfen plus Stibchen) wie Ganglienzellen zum Sehnerv vorhanden
und die Zapfen sind ca. 40-mal ldnger als breit. Die farbige Darstellung der Zapfen soll
nur andeuten, dass diese fiir das Farbsehen zusténdig sind. Eine Unterteilung des Nerven-
geflechts zwischen den Sensoren (Zapfen und Stibchen) und dem Glaskorper in weitere 4
Schichten von Horizontalzellen, Bipolarzellen, Amakrinzellen und Ganglienzellen ist nur
ein vereinfachendes Modell. Diese Abbildung zeigt aber, dass die eigentlichen Lichtsenso-
ren hinter einem Nervengeflecht liegen. Man wiirde diese Sensoren eher vor diesem Ner-
vengeflecht beim Glaskorper erwarten, da dort mehr Licht vorliegt. Aber offensichtlich ist
die Nihe der Sensoren zur Energieversorgung auf der Aderhaut evolutionér vorteilhafter.

Die Sehnerven beider Augen treffen sich nahe dem Gehirnzentrum in der Sehnervkreu-
zung (Chiasma opticum), vgl. Abb. 3.4.

Abb. 3.4 Die beiden Sehnerven und Orte des Sehen. A = Auge, KH = seitliche Kniehocker, KIH
= Kleinhirn, M = Augenmuskel, S = Sehnerv, SK = Sehnervkreuzung, PVC = primérer visueller
Cortex
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Abb. 3.5 Diverse Formen von Nervenzellen, nur schematisch. A = Axon, AB = Axonbaum, D =
Dendriten, K = Kollateral, S = Soma

Hier werden die Nerven, die Bildinformationen aus der rechten Seite des Sehfeldes
sowohl des rechten als auch linken Auges tragen, an die linke Gehirnhilfte weiterge-
leitet. Entsprechend werden die Informationen aus den linken Seiten des Gesichtsfeldes
beider Augen an die rechte Gehirnhilfte weiter gefiihrt. In beiden Gehirnhilften gelan-
gen die Sehnerven zum seitlichen Kniehocker (Corpus geniculatum laterale) von je etwa
1,5 Millionen Zellen. Die Nervenfasern der Kniehocker erreichen dann das primdre Seh-
feld (primdrer visueller Cortex), auch Sehrinde genannt, von ca. 200 Millionen Nerven
im Hinterhauptslappen (Okzipitallappen) am Hinterkopf oberhalb des Kleinhirns, wo die
Bildverarbeitung im Wesentlichen stattfindet. Die Sehrinde ist nur ca. 1,5 bis 2 mm dick.

3.1.3 Nervenzellen

Nervenzellen werden auch Ganglienzellen oder Neurone genannt. Thre Form kann sehr
unterschiedlich sein. Abbildung 3.5 zeigt schematisch verschiedene Moglichkeiten dieser
Formen, sehr frei nach dem Buch Gray’s Anatomy [33].

Generell werden drei Teile eines Neurons unterschieden:

e ein Zellkorper (Soma) mit dem Zellkern (Nucleus) als zentrale Schaltstelle,

e cin mehr oder weniger ausgeprigtes Geflecht von einigen Tausend fadenférmigen Den-
driten, die zur Signalaufnahme dienen, und

e cin ebenfalls fadenférmiger Ausgang, das Axon (Neurit), das sich meist am Ende in
Kollaterale in einem Axonbaum aufteilt.

Die GroBe des Soma liegt typischerweise bei einigen pm, die Linge der Dendriten reicht
bis einige Hundert pm. Die Léange der Axone ist sehr unterschiedlich und reicht von
einigen wm bis zu einigen Metern (etwa zur Steuerung entfernter Muskeln). Das Axon
und dessen Axonbaum verbindet eine Nervenzelle mit anderen Zellen, typischerweise mit
weiteren Nervenzellen, Muskelzellen oder Driisenzellen. Diese Verbindungsstelle wird
Synapse genannt. Eine Synapse, die ein Axon mit einer Muskelzelle verbindet, heifit auch
neuromuskuldre Endplatte. Die Synapse eines Axons mit einem Dendriten heifit axo-
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Tab. 3.2 Typisches Neuron
Dendriten | Signalzufuhr, Lange 200 bis 300 pwm, Anzahl 2000 bis 16.000,
excitatorisch oder inhibitatorisch,

Soma erzeugt Ausgangssignal nach 0-1-Prinzip mit Schwellwert,
etwa 30 wm im Durchmesser,

Axon leitet Signale frequenzmoduliert weiter, Lange 50 pm bis einige Meter,
myelinisiert mit Ranvier’schen Schniirringen oder unmyelinisiert,
kann sich aufteilen in Kollaterale, endet in Synapsen.

dendritisch, direkt mit einem Soma axo-somatisch, zwischen zwei Axonen entsprechend
axo-axonisch. Dendriten konnen viele kurze Dornenfortsdtze besitzen, die jeweils mit
einer Synapsenverbindung enden. Hieriiber sind sogar dendro-dendritische Synapsenver-
bindungen moglich. Ein einzelnes Axon und ein einzelner Dendrit besitzen in der Regel
sehr viele synaptische Verbindungen. In der Synapse wird ein ankommendes elektrisches
Signal nicht unmittelbar weitergeleitet, sondern fiihrt zu einer chemischen Reaktion, in
der Botenstoffe aus der prédsynaptischen Endung des Axons ausgeschiittet werden und
tiber einen synaptischen Spalt die Membran auf der postsynaptischen Seite des Empfin-
gers erreichen. In diese chemische Verbindung greifen Nervengifte und Drogen ein.

Ein im Soma erzeugtes elektrisches Signal wird iiber das Axon weitergeleitet. Ein
myelinisiertes Axon ist von einem Fett-Eiwei3-Gemisch umgeben, dem Myelin oder der
Markscheide. Das Myelin ist in regelméfigen Abstinden von etwa 1 bis 2 mm von den
Ranvier’schen Schniirringen unterbrochen. Axone ohne umgebendes Myelin heiflen mark-
los oder unmyelinisiert. In den Ranvier’schen Schniirringen findet eine Signalverzdgerung
statt. Oder umgekehrt kann man sagen, dass das Myelin einer Erhthung der Signalge-
schwindigkeit im Axon dient. Die Signalgeschwindigkeit in unmyelinisierten Nerven be-
tragt zwischen 0,5 und 2 m/sec, in myelinisierten aber bis zu 120 m/sec. Die Ganglienzel-
len im Auge besitzen erst aulerhalb des Auges im Sehnerv Axone mit Markscheide, nur
so konnen ca. eine Million Axone und zusétzlich BlutgefidB3e durch den blinden Fleck von
weniger als 2 mm Durchmesser gelangen.

Manche Dendriten sind anregend (excitatorisch), andere hemmend (inhibitorisch). Ein
Neuron sendet ein Einheitssignal iiber das Axon, falls hinreichend viele (iiber einem
gewissen Schwellwert liegende) seiner excitatorischen und hinreichend wenige seiner in-
hibitorischen Dendriten ein Signal erhalten haben. Hierbei gilt das 0-1-Prinzip, nachdem
die Stédrke des ausgehenden Axonsignals stets gleich ist und nicht von der Anzahl der an-
regenden Inputsignale abhiingt. Entweder erfolgt eine Reaktion, ein Output (1), oder nicht
(0). Eine starke Anregung einer Nervenzelle fiihrt nicht zu einem erhohten Axonsignal,
sondern zu vielen aufeinanderfolgenden gleich starken Axonsignalen in einem Abstand
von wenigen msec (Frequenzmodulation der Reaktion). Tabelle 3.2 fasst die wichtigsten
Eigenschaften einer Nervenzelle kurz zusammen.

Man nahm bislang an, dass Nervenzellen die einzigen Korperzellen sind, die nicht
nachwachsen kénnen, und dass Lernen nur durch neue Verbindungen, eine Aufgabe alter
Verbindungen oder Verdnderungen der Schwellwerte der Somata stattfindet. Heute hélt
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man allerdings auch die Neubildung von Neuronen im Gehirn fiir moglich. Die Anzahl
der Neuronen im Gehirn wird neuerdings auf deutlich tiber 100 Milliarden bis zu einer
Billion geschitzt.

3.1.4 McCulloch-Pitts-Netzwerke

Formale Neuronen wurden von McCulloch und Pitts [72] in den 40er-Jahren des 20. Jahr-
hunderts als Abstraktion von Nervenzellen entwickelt. Netzwerke dieser formalen Neuro-
nen, sogenannte McCulloch-Pitts-Netze, haben die Theorie der endlichen Automaten in
der Theoretischen Informatik stark beeinflusst.

Ein formales Neuron N ist ein Tupel

N = (E,I,s,0)

von einer endlichen Menge E von erregenden Eingdngen, E darf auch leer sein,
einer endlichen Menge I von inhibitorischen Eingdngen, I darf auch leer sein,
einem Schwellwert s € N und

einem Ausgang o ¢ E U I.

Ein Zustand von E U I ist ein Vektor x = (x1, ..., x|g|4+|7|) € {0,1}E+71, der beschreibt,
auf welchen Eingédngen sich ein Signal (Zustand 1) befindet. N wird die Schaltfunktion

fiv {0 EHIT 5 40,1}, mit
) =1 < Zx(e) — Zx(i) > s

eckE iel

zugeordnet.

Die Eingénge e € E U I und der Ausgang o werden als Leitungen wie in der Theorie
der Schaltnetze betrachtet, die ein Signal O oder 1 tragen. Die Schaltfunktion fy sagt,
wann das Signal 1 zu einem Zeitpunkt # 41 auf den Ausgang o gelegt werden soll; ndmlich
dann, wenn zum Zeitpunkt ¢ die Differenz der anliegenden 1-Signale auf den erregenden
Eingiingen zu denen auf den inhibitorischen Eingéngen groler als der Schwellwert s ist.
In anderen Worten, es miissen mindestens s anregende Signale mehr als inhibitorische
Signale am Neuron anliegen, damit es ein Ausgabesignal auf den Ausgang o zum néchsten
Zeitpunkt aussendet.

Abbildung 3.6 zeigt die grafische Darstellung eines formalen Neurons. Erregende Ein-
ginge enden in einer Spitze, inhibitorische in einem kleinen Kreis. Der groBere Kreis

Abb. 3.6 Ein formales Neu- el

ron én — 0
1 —o
Im — 0O
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Tab. 3.3 Einige formale Neurone

Formales Neuron Wirkung

Delay-Element

Und-Element

Oder-Element

Nicht-Element

TYTT

anbA-—c

(mcA(avb)Vvanbnac)

soll das Soma reprisentieren. Der Schwellwert s wird als Zahl in das Soma geschrieben.
Der senkrechte Strich zwischen Input- und Outputleitungen deutet einen Takt Zeitverzo-
gerung an.

Tabelle 3.3 zeigt einige formale Neuronen und deren Wirkung.

In der Literatur kommt auch eine weitere Variante vor, in der ein formales Neuron
dann schaltet, wenn keine Signale auf den inhibitorischen und mindestens s Signale auf
den erregenden Leitungen liegen. Beide Modelle sind fiir die folgenden Uberlegungen
gleichwertig.

Man spricht von einem McCulloch-Pitts-Netzwerk, wenn man formale Neuronen wie
Schaltelemente zu Schaltwerken und -netzen wie iiblich verbindet. Alle Schaltelemente
besitzen eine Einheitsverzogerung und die Signalverzogerung auf den gerichteten Leitun-
gen wird vernachlissigt. Die gerichteten Leitungen kénnen wie in einem Axonenbaum
ohne zusitzliche Verzégerung der Signale in weitere gerichtete Leitungen aufgefdchert
werden. Eine einheitliche Zeitverzogerung findet in allen formalen Neuronen statt und
nirgends sonst. Da sich jedes Schaltwerk aus Delay-, Und- und Nicht-Element aufbauen
lasst und diese Elemente sich als formales Neuron darstellen lassen, sind McCulloch-Pitts-
Netzwerke endlich berechnungsuniversell. Das heifit, man kann mit ihnen jeden endlichen
Automaten simulieren.

Die bekannten neuronalen Netze aus der Mustererkennung bauen auf McCulloch-Pitts-
Netzwerken auf. Zusitzlich haben in neuronalen Netzen die Verbindungsleitungen dann
noch Gewichte aus N, die in die Summenbildung mit eingehen. Diese Gewichte und die
Schwellwerte konnen sich in der Lernphase eines neuronalen Netzes dndern.
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3.1.5 Bildvorverarbeitungin der Retina

Mit McCulloch-Pitts-Netzwerken besitzt man ein elegantes Werkzeug, die Retina formal
zu modellieren. Abbildung 3.7 zeigt zwei riickkopplungsfreie McCulloch-Pitts-Netzwer-
ke, die man kanonisch in Schichten anordnen kann. Die Schicht 0 entspricht auf der Retina
der duBersten Schicht der Zapfen und Stidbchen. Bei Detektion von Hell wird ein Signal 1
ausgesendet, bei Detektion Dunkel ein Signal 0. Den letzteren Fall stellt man sich besser
so vor, dass bei keiner Detektion von Hell auch kein Signal 1 ausgesendet wird. Die letz-
te Schicht entspricht den Ganglienzellen, deren Axone zum Sehnerv gebiindelt werden,
die Schichten dazwischen entsprechen den inneren Nervenschichten der Retina. In diesen
Retinaschichten findet eine Bildvorverarbeitung statt.

Abbildung 3.7 zeigt links ein McCulloch-Pitts-Netz, das auf einer hexagonalen An-
ordnung von Fotorezeptoren (oval gezeichnet) einen dunklen Punkt erkennt. Ein dunk-
ler Punkt muss hierbei von mindestens fiinf hellen Nachbarpunkten umgeben sein. Auf
Schicht 1 kann zum Zeitpunkt ¢ 4- 1 durch ein Nicht-Element festgestellt werden, ob der
mittlere Rezeptor auf Schicht 0 den Wert 0 zum Zeitpunkt ¢ ausgibt, und ebenso durch ein
Element mit Schwellwert 5, dass mindestens fiinf Nachbarrezeptoren den Wert 1 detektiert
haben. Auf Schicht 2 werden beide Ereignisse und-verkniipft.

Betrachten wir das rechte McCulloch-Pitts-Netz in Abb. 3.7. Auf Schicht 0 befinden
sich wieder die Fotorezeptoren, die hier der Einfachheit halber nur linear angeordnet sind.
Auf Schicht 1 werden dunkle Punkte wie folgt detektiert: Ein Neuron dieser Schicht sendet
zum Zeitpunkt # + 1 ein Signal 1, falls der Sensor unter ihm zum Zeitpunkt # kein Licht
detektiert, der rechte und linke Nachbarsensor aber zum Zeitpunkt ¢ Licht detektieren.

Schicht 3

Schicht 2 ?

Schicht 1

Schicht 0

Abb. 3.7 Linkes Netz: Detektion eines dunklen Punktes durch hexagonal angeordnete Rezeptoren;
rechtes Netz: Detektion einer Bewegung eines dunklen Punktes nach links in linear angeordneten
Rezeptoren
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Auf Schicht 2 findet in den Neuronen nur eine Taktverzogerung statt. Auf Schicht 3 gibt
ein Neuron zum Zeitpunkt # 4 3 ein Signal 1 aus, falls zum Zeitpunkt # + 2 von links das
Signal 0, von unten und rechts aber je das Signal 1 eintreffen. Also muss einen Takt zuvor
zum Zeitpunkt ¢ + 1 im unteren Neuron auf Schicht 1 ein dunkler Punkt detektiert wurden
sein. Ebenso muss im rechten Nachbarneuron auf Schicht 1 ein dunkler Punkt detektiert
wurden sein, wegen der Verzogerung auf Schicht 2 aber bereits zwei Takte vorher, also
zum Zeitpunkt . Im linken Nachbarneuron auf Schicht 1 durfte aber zum Zeitpunkt ¢
kein dunkler Punkt detektiert werden. Damit reagiert ein Neuron auf Schicht 3 mit einer
gewissen Verzogerung auf eine Bewegung eines dunklen Punktes von rechts nach links.
Mit einem weiteren Neuron kann man die Axone nach Schicht 3 oder-verkniipfen und
damit dem Gehirn direkt mitteilen, dass in einem gewissen Ortsbereich eine Bewegung
eines dunklen Punktes nach links stattfindet.

Es wird hier nicht behauptet, dass die beiden gezeigten Strukturen so im menschlichen
Auge vorliegen. Aber dass Bildvorverarbeitung in der Retina auch fiir den Menschen eine
Rolle spielt, ist Fakt. Wir werden dies noch kurz in Abschn. 6.4.6 zur Differenzbildung
von Gaufifiltern diskutieren, da man annimmt, dass genau dieser DoG-Prozess zur Detek-
tion von Kanten bereits auf der Retina im menschlichen Auge stattfindet. Fiir Lebewesen
mit kleinen Gehirnen wird eine Bildvorverarbeitung im Auge noch wichtiger. Komplexe-
re Raum-Zeit-Ereignisse konnen zur Erregung in einer einzigen Nervenfaser und damit
zu einer schnellen Gehirnreaktion fiihren. Ferner ist offenkundig, dass derartige Nerven-
schichten in der Retina eine schnelle evolutiondre Anpassung ermoglichen. Dies wird in
neuronalen Netzen zu einem schnellen Erlernen neuer Muster ausgenutzt.

Welche Informationen der Fotorezeptoren nach Vorverarbeitung wirklich das Gehirn
erreichen, ist teilweise in Tierexperimenten untersucht worden. Es wurden in diesen Ver-
suchen Elektroden in den Sehnerv eingefiihrt. Dabei wurde probiert, an welchen Stellen
auf welche optische Reize Reaktionen messbar sind. Als Erstes fiel auf, dass die Neuronen
auch ohne optische Anregung ab und zu Impulse feuern. Bei erhohter optischer Anregung
steigt die Frequenz des Feuerns. Dabei ist an verschiedenen Orten im Sehnerv eine andere
Art der Anregung erforderlich. Das bloBe Eintreffen von viel Licht fiihrt nicht zu einer
sonderlich erhohten Feuerfrequenz, ein klares Indiz auf das Vorhandensein zahlreicher
inhibitorischer Dendriten.

Bereits in den 30er-Jahren des 20. Jahrhunderts wurden Experimente an Rezeptoren
des Auges durchgefiihrt, etwa bei Pfeilschwanzkrebsen (horseshoe crab, Limulus poly-
phemus) vom spiteren Nobelpreistrager Hartline [38, 39]. Da bei Pfeilschwanzkrebsen
im Auge selbst keine Vorverarbeitung stattfindet, sondern die Axone der wenigen Re-
zeptoren direkt weiter zum Gehirn fiihren, konnten hier Eigenschaften der Rezeptoren
selbst studiert werden. Die Vorverarbeitung im Auge hingegen studierten 20 Jahre spiter
Lettvin, Maturana, McCulloch und Pitts [62] an Froschen. Frosche bieten sich als Ver-
suchstiere an, da sie keine Sehgrube besitzen und zum Scharfsehen daher nicht wie der
Mensch schnelle, zittrige Augenbewegungen durchfiihren. Ferner besitzen Frosche eine
direkte Verbindung der Retina zum Hirnstamm ohne zwischengeschaltete Kniehocker.
Auflerdem war bekannt, dass der Frosch keine Nahrung erkennen kann, die sich nicht be-
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wegt. Also schien der Frosch ein interessantes Versuchsobjekt zu sein. In Experimenten
wurden Frosche im Inneren einer Hohlkugel aus Aluminium fixiert. Dann wurden ver-
schieden geformte Stimulatoren auf die innere Hohlkugel platziert und mit Magneten von
aullen bewegt. Systematisch wurden die Stringe im Sehnerv mittels Elektroden abgetastet
und die Reaktion einzelner Nerven im Sehnerv gemessen. Dabei konnte in [62] gezeigt
werden, dass die Nerven auf der Retina in Froschen bereits hohere Detektoren bilden fiir

e lokale harte Kanten und Kontraste,

e dunkle konvexe Kanten,

e richtungsunabhingige Bewegungen von Kanten,

e lokale Verdunklung oder eine rasche generelle Verdunklung.

Die stirkste Erregung tritt bei Verdunklung ein (Vogel als Feinde). Hierbei bedeutet eine
starke Erregung natiirlich wegen des 0-1-Prinzips eine rasche Folge von Einheitssignalen
auf den gemessenen Nerven.

Die ersten beiden Reaktionen wurden an unmyelinisierten, die beiden letzteren an
myelisierten Axonen gemessen. Das Gehirn des Frosches erfihrt also nicht die Rezep-
toreninformation des Auges, sondern eine bereits im Auge stattgefundene Verarbeitung.
Der Titel des beriihmten Artikels war auch ,,What the frogs eye tells the frogs brain®.

Beim Menschen weill man, dass die Fotorezeptoren auf Hell-Dunkel (Stidbchen) und
im Rot-Griin-Blau-Bereich reagieren. Damit haben wir auf der Rezeptorenseite ein Rot-
Griin-Blau-Farbmodell (RGB), das wir in Abschn. 3.2.4 ndher erldutern. Man geht aber
davon aus, dass iiber die Sehnerven ins Gehirn nicht RGB-Information iibertragen wird,
sondern Farbinformation nach dem Hering’schen Gegenfarbmodell, auf das wir in Ab-
schn. 3.2.5 eingehen. Dieses Gegenfarbmodell baut auf einem Hell-Dunkel-, einem Rot-
Griin- und einem Blau-Gelb-Prozess auf. Die Ubersetzung vom RGB-Farbraum in diesen
Gegenfarbraum findet in der Retina statt.

Der Mensch nimmt Kontraste schlecht mit den Zapfen (Farbsehen), aber gut mit den
Stibchen wahr. Das Bild oben links in Abb. 3.8 wurde in den HSV-Farbraum konvertiert,
vgl. Abschn. 3.2.4. Einmal wurde die Farbinformation in den Kanilen H (fiir Farbton)
und S (fiir Sattigung) verschmiert und mit der originalen Helligkeitsinformation im V-
Kanal wieder zu einem Bild zusammengesetzt (unten), zum anderen wurde die Original-
information im H- und S-Kanal unveridndert mit der verschmierten Helligkeitsinformation
wieder zusammengesetzt (oben rechts). Verschmiert (geglittet) wurde jeweils mit einem
Mittelwertfilter Kf.,)9 mit Radius 9, der auf einem 19 x 19-Fenster arbeitet und speziell fiir
den H-Kanal in Polarkoordinaten arbeitet, vgl. Abschn. 6.2.4. Das in der Helligkeit ge-
glittete Bild ist deutlich verschwommener. Das Original und die Gléttung in Farbton und
Sattigung unterscheiden sich fast gar nicht. Das in Farbton und Sittigung verschmierte
Bild (unten) ist groer dargestellt, dennoch sind hier keine Auffilligkeiten zu bemerken.
Das zeigt, dass die Helligkeitsinformation und nicht die Farbinformation den Kontrast
bestimmt.
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Abb. 3.8 Verschieden Glittungen in den HSV-Kanilen. Original oben links. Gléttung in der Hel-
ligkeit, oben rechts, und in Farbton und Sittigung, unten

3.1.6 Optische Tauschungen

Optische Tduschungen erlauben gewisse Riickschliisse auf die Bildvorverarbeitung in der
Retina und die Bildverarbeitung im Gehirn. Bekannt ist der Effekt der Machbdnder, siehe
Abb. 3.9. Alle sieben Binder sind gleichmiBig mit Grau eingefirbt, und zwar mit den
Grauwerten 10, 50, 90, 130, 170, 210 und 250. Das letzte Band ist dabei so hell, dass
es von der Farbe des Papier kaum unterschieden werden kann. Wir empfinden das Grau
am Ubergang zu einem dunkleren Grau als heller als in der Bandmitte. Am Ubergang
zu einem helleren Grau wirkt das Grau dunkler, als es ist. In den Kreuzungspunkten der
schwarzen Streifen finden sich hin und her springende helle Flecken, im inversen Gitter-
bild sieht man entsprechend dunkle Flecken in den Schnittpunkten der weiflen Bénder.
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Abb. 3.9 Machbinder (oben links) (benannt nach dem Physiker Ernst Mach), Hermann-Gitter [44]
mit springenden Punkten (oben rechts und unten links), Miinsterberg-Tduschung [78]: die roten
Linien sind alle gerade und parallel (unten rechts)

In gewissen Umgebungen wirken gerade Parallelen gewellt. Optische Tduschungen las-
sen sich im Internet besser darstellen als in einem Buch, man schaue sich dazu diverse
Webseiten an, z. B. http://www.michaelbach.de/ot/index.html.

3.2 Farbe

Wir haben im Abschn. 3.1 mehrfach iiber Farbe gesprochen. Allerdings ist Farbsehen ein
derart komplexes Phidnomen, dass wir ihm einen eigenen Abschnitt widmen.

3.2.1 Farbwahrnehmung

Der Mensch kann iiber seine Stibchen achromatisches (farbloses) und iiber die Zapfen
chromatisches (farbiges) Licht wahrnehmen. Licht wird mit verschiedenen Maflen ge-
messen. Radiometrische Begriffe wie Strahlungsstdrke oder Strahlungsintensitdt sind von
der menschlichen Wahrnehmung unabhiingige physikalische Eigenschaften der Lichtquel-
len. Fotometrische Begriffe beriicksichtigen zusitzlich das menschliche Helligkeits- und
Farbempfinden. Beispiele radiometrischer Begriffe sind die Strahlungsstirke oder Strah-
lungsintensitdt und Strahlungsdichte oder Radianz. Im Fall von Lichtstrahlung spricht
man dann von Lichtstdrke oder Lichtintensitit. Beispiele fotometrischer Begriffe sind
Lichtstrom, Beleuchtungsstdrke, Leuchtdichte und Lichtstdrke. Einige Einheiten, die ger-
ne verwechselt werden, sind Lumen fiir den Lichtstrom, der die Strahlungsleistung einer
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Lichtquelle mit der menschlichen Empfindlichkeit in den unterschiedlichen Wellenlidngen
gewichtet, Lux fiir Beleuchtungsstérke, die die Lichtstirke durch das Quadrat der Entfer-
nung dividiert, und Candela fiir Leuchtdichte, die Lumen pro Raumwinkel misst. Alle
drei sind fotometrische Einheiten. Ein gelbes Licht gleicher radiometrischer Strahlungs-
intensitidt wie ein rotes Licht erscheint dem Menschen heller, besitzt also einen grof3eren
fotometrischen Wert.

Der Mensch nimmt Helligkeit logarithmisch in einem sehr groen radiometrischen
Helligkeitsbereich wahr. Setzen wir die kleinste wahrnehmbare Lichtintensitit auf 1 (10°),
so kénnen wir als hellstes Licht eine Lichtintensitit von 10 Millionen (107) wahrnehmen.
Damit ist das menschliche Auge in einem Bereich von acht Potenzen sensibel. Der Hellig-
keitsunterschied der Lichtintensitdten 100 und 120 wird als gleich wahrgenommen wie der
der Intensititen 100.000 und 120.000, da er jeweils 20 % betridgt. Unterschiede bis 10 %
sind wahrnehmbar. Dies hat natiirlich Konsequenzen fiir die Ansteuerung von Monitoren.
Will man 256 Grauwerte gy, . . ., 8255 im gleichen Helligkeitsabstand ansteuern und ist die
minimale Energie /.,;,(> 0) fiir Schwarz (go) und die maximale /,,x fiir Wei} (g255), so
muss man die Energie Pl Iin mit r = (Imax/ Imin)l/ 255 aufwenden, um den Grauwert gi
darzustellen. Damit ist der Unterschied der Energien fiir zwei aufeinanderfolgende Grau-
werte im Quotienten stets gleich » und der Mensch empfindet alle Helligkeitsunterschie-
de aufeinanderfolgender Grauwerte als gleich. Die radiometrischen und fotometrischen
Einheiten und Unterschiede werden in diesem Buch iiber digitale Bildverarbeitung und
-analyse keine Rolle spielen und nicht weiter vertieft.

Eine Spektralfarbe oder ein monochromatisches Licht ist Licht eines sehr engen Wel-
lenldngenbereichs. Licht von exakt einer festen Wellenldnge ist aus quantenphysikalischen
Griinden nicht moglich, minimale Schwankungen sind unvermeidlich. Eine Mischung von
Licht verschiedener Spektralfarben (gleichwertig: von Photonen unterschiedlicher Ener-
gie) heiit polychromatisch oder spektralbreitbandig. Das Wort chroma allein hat eine
Reihe von Bedeutungen, etwa Buntheit, Farbton, Farbart oder nur Sittigung, und wird
daher alleinstehend im Buch nicht verwendet.

Licht unterschiedlicher Wellenldngen hat unterschiedliche Brechungseigenschaften.
Diese gestatten es, Licht mittels Prismen oder Beugungsgitter in seine unterschiedlichen
Wellenldngen zu zerlegen. In einem Spektrometer wird das aufgenommene Licht durch
ein Beugungsgitter zerlegt und fiir jeden Wellenldngenbereich einer Breite von beispiels-
weise 2nm wird die einfallende Energie gemessen. Damit misst ein Spektrometer in
einem gerdtetypischen Spektralbereich mit einer geritetypischen Auflosung die Spek-
tralenergieverteilung von Licht. Fiir einen Bereich von etwa 300 bis 1800 nm waren um
das Jahr 2010 recht einfache Spektrometer erhiltlich. Fiir hohere Wellenlidngen werden
die Spektrometer aufwéndiger und benétigen im infraroten Bereich eine Kiihlung. Alle
Lichtquellen haben ihre charakteristische Spektralverteilung.

Wie kommt die Farbe von Objekten zustande, die selbst kein Licht erzeugen? Farbe ist
keine physikalische Eigenschaft dieser Objekte, wie etwa deren Masse, sondern ein Sin-
neseindruck des Menschen. Nicht alles auf ein Objekt auftreffende Licht wird reflektiert,
manche Wellenldngen werden mehr oder weniger stark absorbiert. So besitzen Molekii-
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Abb. 3.10 Spektrum an einer Stelle auf a) einer Bananenschale (blau) und b) einem Bild dieser
Bananenschale auf einem LCD-Monitor (rot)

le mehrere verschiedene fiir sie charakteristische Frequenzen (Eigenschwingungen), in
denen sie schwingen konnen, je nach ihrer dreidimensionalen Form und internen Bindun-
gen. Fillt nun polychromatisches Licht vieler Frequenzen auf diese Molekiile, so regen die
Wellenlidngen der Eigenschwingungen die Molekiile zu Schwingungen an. Damit wird in
diesen Frequenzen Energie absorbiert, was als Tal im Reflexionsspektrum messbar wird.
Diese simple Tatsache wird zum beriihrungslosen Messen von Materialeigenschaften aus-
genutzt.

Das von einem Objekt an einer Stelle reflektierte Spektrum liefert den Farbeindruck an
dieser Stelle. Es sei @ die Abbildung

@ : Spektralenergieverteilung — empfundene Farbe

von den messbaren Reflexionsspektren zur vom Menschen empfundenen Farbe. @ ist
nicht injektiv; recht unterschiedliche Spektren kénnen den gleichen Farbeindruck erzeu-
gen. Derartige Farben, die unterschiedliche Spektren besitzen, aber als gleich empfunden
werden, nennt man bedingt gleich oder metamer. Zwei metamere Farben, die unter einer
Beleuchtungsquelle gleich aussehen, konnen unter anderen Beleuchtungen durchaus ver-
schieden aussehen. Abbildung 3.10 zeigt zwei Spektren im sichtbaren Bereich von 380 bis
780 nm von sehr dhnlich aussehenden Farben. Beide Spektren stammen von einer Stelle
auf einer gelben, reifen Banane. Das blau eingefdrbte Spektrum ist von einer echten Ba-
nane, das rote hingegen von einem Bild dieser Banane auf einem LCD-Monitor.

Es ist nun nicht so, dass eine Erregung von S-Zapfen (Empfindlichkeit im blauen Be-
reich, vgl. Abb. 3.1) den Eindruck Blau widerspiegelt, von M-Zapfen den Eindruck Griin
und von L-Zapfen den Eindruck Rot. Vielmehr ist der Unterschied in der Anregung aller
drei Sorten von Zapfen verantwortlich fiir den Farbeindruck. Grob gilt, dass Anregung nur
von S-Zapfen den Eindruck Violett bewirkt. Von S- und M-Zapfen zusammen Blau und
Blaugriin. Fiir Gelb bedarf es der Anregung von M- und L-Zapfen und fiir Purpur von S-
und L-Zapfen. Menschen mit nur 2 Sorten von Zapfen konnen manche Farben gar nicht



3.2 Farbe 35

wahrnehmen. Im seltenen Fall, dass nur Stidbchen und eine Sorte von Zapfen vorliegen,
ist ein Farbsehen nicht mehr moglich.

Weilles Licht ist polychromatisch. Schon Newton zerlegte weifles Licht mittels Pris-
men in seine Spektralfarben und setzte diese additiv mittels Linsen wieder in weiles Licht
zusammen. Um Weil} zu erhalten, geniigt etwa eine additive Mischung von Rot, Griin und
Blau gleicher und hoher Intensitit. Unser Sehsinn funktioniert additiv. Zwei (oder mehre-
re) eng (raumlich oder zeitlich) benachbarte Farben fi, f, werden zu einer neuen Farbe
f1+2 vermischt und die Ausgangsfarben f; und f5 sind nicht sichtbar. Ein Beispiel ei-
nes nicht additiven Sinnes ist unser Gehor. Gleichzeitige Tone unterschiedlicher Frequenz
werden nicht additiv zu einem einzelnen neuen Ton zusammengefasst, sondern einzeln
wahrgenommen.

Interessant ist die Tatsache, dass unser Farbempfinden recht unabhiingig von der Licht-
quelle ist. So ist das Spektrum von Sonnenlicht unterschiedlich zu dem verschiedener
technischer Lichtquellen, die untereinander wiederum sehr unterschiedlich sein konnen
(wie etwa von Glithbirnen und Energiesparlampen). Selbst Tageslicht hat je nach Bewol-
kung und Tageszeit eine andere spektrale Energieverteilung. Damit reflektiert ein Objekt
unter unterschiedlichen Lichtquellen auch verschiedene Spektren. Das menschliche Ge-
hirn kompensiert dies aber (Farbkonstanz), und ein Rot wird normalerweise auch unter
verschiedenen Lichtquellen als Rot wahrgenommen. Dazu miissen aber mehrere verschie-
dene Farben gleichzeitig zu sehen sein. In dlteren Fotoapparaten musste eingestellt wer-
den, ob Tages- oder Kunstlicht vorliegt, bzw. unterschiedliches Filmmaterial dafiir ver-
wendet werden.

3.2.2 Colorimetrie

Colorimetrie vermisst den menschlichen Farbeindruck. Die Farbe polychromatischen
Lichts ist ein Sinneseindruck. Hingegen kann die Farbe von monochromatischem Licht
einer Wellenldnge A als eine physikalische Eigenschaft aufgefasst werden, die einfach
dquivalent zur Wellenldnge A selbst ist. So kann man vermessen, welchen Farbeindruck
etwa das additive Mischen monochromatischer Farben bewirkt. Additives Mischen von
Ausgangsfarben kann man technisch leicht erreichen. Etwa durch Projektion der Farben
auf den gleichen Ort, durch Anregen sehr eng benachbarter Farbquellen (wie im Monitor)
oder durch einen schnellen Wechsel der Ausgangsfarben am gleichen Ort.

3.2.3 Der CIE-Farbraum

Von der Commission Internationale de I'E clairage wurden 1931 verschieden Messexpe-
rimente an Menschen vorgenommen und die Ergebnisse fiihrten zum Normfarbraum CIE.
Dazu wurde den Probanden monochromatisches Licht einer festen Wellenlinge A neben
einer additiven Mischung von monochromatischem rotem, grilnem und blauem Licht ge-
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zeigt. Das monochromatische und gemischte Licht wurde je auf eine Hilfte einer Scheibe
eines Durchmessers von 2° des Sehfeldes projiziert, was der GroBe einer 1-Euro-Miinze
in der ausgestreckten Hand entspricht. 1964 wurden die Versuche mit einer 10° Scheibe
(GroBe eines DIN-A4-Blattes in 30 cm Entfernung) wiederholt. Man muss bei CIE-Daten
darauf achten, ob es sich um die Daten von 1931 oder die unterschiedlichen von 1964 fiir
Weitwinkelsehen handelt.

Das gewdhlte rote, griilne und blaue Licht (Primdrvalenzen genannt) in den Untersu-
chungen von 1931 war von einer monochromatischen Farbe R, und 8B mit folgenden
Wellenldngen:

Primérvalenz  Wellenlénge A

R 700 nm,
g 546,1 nm,
B 435,8 nm.

Hierbei sind 435,8 nm und 546,1 nm die Wellenldngen der blauen bzw. griinen Spek-
trallinie einer Quecksilberdampflampe, die nur wenige enge Spektrallinien besitzt. Variiert
wurden die Intensitéiten 7, g',l; der Valenzen R, §, B zu einer dreichromatischen Farbe
f =F-R+3Z-8+b-B.Es wurde unter den Probanden gemittelt, welche Werte
F(A),g(A),b(L) jeweils notwendig sind, um den Farbeindruck der monochromatischen
Farbe A zu erreichen. Mit der Formel

fA) =FA)-R+gA)-€+b(L)-B 3.1

soll ausgedriickt werden, dass mit den Intensitéiten (1), g(1), b)) fiir jeweils R, 9, B
der Farbeindruck f(A) der monochromatischen Wellenlidnge A beim durchschnittlichen
Menschen erreicht werden kann. Uberraschenderweise stellte sich heraus, dass mit diesen
gewdhlten Primérvalenzen (und auch mit allen anderen drei monochromatischen Priméir-
valenzen) nicht alle monochromatischen Farben gemischt werden konnen. So kann die
reine Farbe im Wellenldngenbereich von 438,1 bis 546,1 nm nicht mit R, 9, 8 additiv
zusammengesetzt werden. Vielmehr muss man in diesem Bereich unterschiedlich viel R
der reinen Farbe der Wellenldnge A hinzumischen, um die aus § und 8 zusammensetz-
baren Farben erhalten zu konnen. Also gilt hier

FA)+FA)-R=gA)-€+bQ))-B.

Wir erhalten wieder Formel 3.1, wenn wir auch negative Werte fiir 7 zulassen. Die
Funktionen 7(1), (1), b(1) nennt man die Spektren fiir das gewihlte Primirvalenztripel
R, &, B. Abbildung 3.11 (grober Verlauf, nach [63] aus [124]) gibt diese Werte 7 ,g, b als
Funktion von A wieder, mit negativen Werten fiir 7 unterhalb der Null-Linie. Diese Kurven
sind von Mensch zu Mensch zwar unterschiedlich, aber mit nur kleinen Unterschieden bei
normalsichtigen Menschen. Allerdings wird die quantitative Korrektheit der Messungen
aus 1931 heute angezweifelt.
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Abb.3.11 7, g, b des CIE-Modells als Funktion der Wellenlidnge A in nm

Man kann negative Anteile vermeiden, wenn man nicht von drei monochromatischen
Primirvalenzen ausgeht, sondern imaginire, nicht existierende Farben als Primirvalenzen
X, Y, Z wihlt. Statt

fA) =FA)-R+g(A)- €+ b()- B, gilt nun

_ i _ (3.2)
Q) =%A)-X+7A)-Y+Z)-Z.

Die imagindren Farben sind so gewihlt, dass sich X, y, Z aus 7, g, b durch eine einfache
lineare Transformation

=1
~i

=M. (3.3)

N
S 0Q1

berechnen. Ferner sollen alle Werte x, y,Zz nicht negativ werden und der fgl;—Vektor
(1,1, )T soll auch in den ¥ yZz-Vektor (1,1, 1)T iibersetzt werden. Das erreicht man mit
der Matrix
0,488718 0,31068 0,200602
M =10,176204 0,812985 0,010811

0 0,010205 0,989795

aus [92]. Letztlich interessieren die imagindren Farben X, ¥, Z gar nicht, sondern nur die
Koordinatentransformation 3.3. Wir werden X, ¥, Z im folgenden Abschnitt zum RGB-
Farbraum etwas genauer erldutern. Die drei Funktionen X (1), (1), Z(A) nennt man auch
die Spektren der Primidrvalenzen X, ¥, Z. Der Verlauf dieser Spektren als Funktionen von
A istin Abb. 3.12 (grober Verlauf, nach [63] aus [124]) gezeigt.

Die gezeigten Verldufe der Spektren der beiden Primérvalenztripel und deren Umrech-
nungsmatrix gelten fiir die CIE-Daten von 1931. Fiir die Untersuchung in 1964 sehen
diese Daten unterschiedlich aus.
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Abb. 3.12 X (gepunktete Linie), y (gestrichelte Linie), Z (durchgezogene Linie) des CIE-Modells
als Funktionen der Wellenlénge A in nm

Abb. 3.13 Farbeindruck als
additives Mischen

Strahlungsenergie

Wellenldnge

Es sei I, = [A — AA, A + AA] ein Wellenldngenbereich, dessen Farben f(A — AA)
und f(A + AA) vom Menschen nicht unterschieden werden. Der Farbeindruck soll also
in ganz I, einheitlich sein. J sei eine Menge solcher Wellenléingebereiche I, die den
sichtbaren Bereich abdeckt, und Ej, sei eine vorliegende Strahlungsenergie im Bereich
I, . Wir betrachten nun die Farbe f = ZIAEJ E,, vgl. Abb. 3.13.

Der Farbeindruck von f ist gleich der additiven Mischung der Farbeindriicke in den
einzelnen Bereichen 7, . Damit ergibt sich mit Gl. 3.2 der Farbeindruck

f=> E,-f)
IyelJ
=Y E,-(¥0)-X+5)-Y+2(0)-2)
IyelJ
= (Z Ej, -)'C(A)).x + (Z Ep, .y(x)) Y+ (Z Ej, -z(x)) - Z.
leJ IeJ neJ
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Wir lassen nun AA gegen null laufen und bezeichnen mit E Af die Energie der Wellenldnge
A der Spektralenergieverteilung von f. Damit erhalten wir

=Xy - X+Yr Y+ 7, -Z
mit

X_fZ[E{.x(A)dA, Y :[E{.y'(x)dx, z_fZ[E{.Z(A)dA.
A A A

Im CIE-(X, ¥, Z)-Modell wird nun einem Farbeindruck f der dreidimensionale Wert
(X7, Yr, Zr) zugeordnet. Der Index f wird iiblicherweise weggelassen. Dieses f zuge-
ordnete Tripel (X, Y, Z) heilt auch Tristimulus von f. Der Tristimulus einer Farbe kann
mittels eines Colorimeters gemessen werden. Der Farbeindruck zweier (hinreichend) ver-
schiedener Tristimuli (X1, Yy, Z1), (X3, Y, Z;) ist verschieden. Insbesondere besitzen
unter einer Beleuchtung gleich aussehende (metamere) Farben auch den gleichen Tri-
stimulus unter dieser Beleuchtung, obwohl ihre Spektralenergieverteilungen verschieden
sind.

Durch Normierung kann man den Tristimulus auf zwei Dimensionen reduzieren. Dazu
setzt man

X Y zZ
X=———, y=——— = ——————,
X+Y+2Z X+Y+2Z X+Y+Z

Esgilt 0 < x,y < lund z = 1 — (x + y), damit ldsst sich eine Farbe auf den
zweidimensionalen Wert (x, y) reduzieren, wodurch allerdings die Helligkeit der Farbe
normiert wird. Das heif3t, die aktuelle Helligkeit der Farbe geht in dieser Darstellung ver-
loren. Man kann dariiber streiten, ob die Helligkeit tiberhaupt eine Eigenschaft von Farbe
ist. Dies variiert je nach Auffassung, was Farbe eigentlich sei, siehe die kleine Diskus-
sion in Abschn. 3.2.4. Mit dieser zweidimensionalen Farbrepridsentation erhilt man die
CIE-Normfarbtafel mit dem beriihmten Hufeisen, auf dessen Rand die gesittigten Farben
liegen, vgl. Abb. 3.14.

Wihlt man 2 Punkte auf dem Hufeisen, so kann man mit den entsprechenden beiden
Farben additiv alle Farben auf der Geraden zwischen beiden Punkten mischen. Wihlt
man drei Punkte, so kann man mit diesen drei Farben additiv alle Farben im aufgespann-
ten Dreieck mischen. Wegen der konvexen, ausgebeulten Form existieren also keine drei
sichtbaren Farben, mit denen man alle anderen sichtbaren Farben mischen kann. In der
Praxis arbeitet man mit drei Farben Rot, Griin, Blau, die relativ weit im Inneren des Hufei-
sens liegen. Darstellen kann man dann nur die Farben in dem davon aufgespannten relativ
kleinen Dreieck. Daher entsprechen die dargestellten Farben am &uf3eren Rand des Hufei-
sens in Abb. 3.14 nicht den tatsidchlichen brillanten Farben. In einem recht grolen Bereich
am duferen Rand des Hufeisens sind die dargestellten Farben nach Innen hin eine Weile
konstant, was dem Betrachter so nicht auffillt. Da man im Griin-Blau-Bereich der Wel-
lenlénge rotes Licht dazu addieren musste, liegen die voll gesittigten Farben von Griin bis
Blau sogar auerhalb des Hufeisens.
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Abb. 3.14 CIE-Normfarbtafel

Interessant ist, dass Braun gar nicht als Farbe vorkommt. Braun ist eine dunkle warme
Farbe, wie Gelb, Orange, Rot, aber auch Griin und Blau, in einer helleren Umgebung.

Man definiert fiir jede polychromatische Farbe eine sogenannte dominante Wellenliin-
ge als diejenige Wellenlidnge, die man bei Projektion vom WeiSpunkt durch den Punkt der
Farbe in der CIE-Normfarbtafel auf dem Hufeisenrand erhilt. Wiirde die Projektion die
Purpurlinie treffen, wéhlt man die Wellenlidnge auf der gegeniiberliegenden Hufeisensei-
te, gekennzeichnet mit © fiir komplementér. In Abb. 3.14 hat der Punkt P eine dominante
Wellenldnge von 495 nm (P’ liegt bei 495 und ist die Projektion vom Weipunkt W durch
P) und der Punkt Q somit von 495¢ nm. Eine spektrale Energieverteilung, die den Farbein-
druck von P wiedergibt, hat etwa iiberall ein gleichméBig hohes Energieniveau mit einer
einzelnen Spitze bei 495. Der Peak ist nicht iibermiflig vom restlichen Niveau verschie-
den, da die Sittigung von P nicht hoch ist. Fiir den Farbeindruck von Q wiirde bei 495
statt einer Spitze ein Taleinschnitt sein.
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Lab und Luv

Ein Nachteil dieses CIE-Farbraumes besteht darin, dass zwei Paare von Punkten (P, P,),
(Q1, O») mit gleichem euklidischem Abstand (dg(Py, P,) = dg(Q1, Q3)) — siehe Ab-
schn. 4.2.2 — beim Menschen nicht notwendig den gleichen Farbunterschied in der Wahr-
nehmung bewirken. So besitzen kleine Abstinde im CIE-Farbraum im gelben Bereich
einen deutlich grofleren Farbunterschied als im griinen Bereich. Unter Gleichabstdindig-
keit versteht man, dass gleicher euklidischer Abstand stets den gleichen wahrgenommenen
Farbunterschied bewirkt, egal wo man sich im Farbraum befindet. Dies kann man durch
Verzerrung des CIE-Farbraumes (anndhernd) erreichen und erhilt so die gleichabstin-
digen Farbriume Lab und Luv. Sie berechnen sich aus dem CIE-Farbraum mittels der
angegebenen Umrechnung. Xy, Yy, Zy bezeichnet dabei die (X, Y, Z)-Werte des rei-
nen Weil} (Referenzweil}). Der euklidische Abstand im dreidimensionalen CIE-Lab- oder
CIE-Luv-Raum entspricht nun unserem Farbidhnlichkeitsempfinden. Die Umrechnung in

Lab und Luv ist wie folgt:
L=116. Y 16
= o ,
X Y Y zZ
a=500(——J—1|, b=200(——{=—
Xw Yw Yw Zw

u = 13L(u" —uy), v=I13LO —v)y) mit

- 4X S 4Xy
T X415V +3Z2° W T Xy +15Yy +3Zy]
) 9y ) 9Yy

VT X x5y 1320 " T X, +15Yy + 32y

3.2.4 Weitere Farbraume

Neben dem CIE-Farbraum und seinen Varianten Lab und Luv stellen wir im Folgenden
einige wichtige Farbrdume aus der Bildverarbeitung und der Kunst kurz vor.

RGB
Der in der Informatik verbreitetste Farbraum ist der RGB-Farbraum. Der RGB-Farbraum
arbeitet mit drei Grundfarben Rot, Griin und Blau. Man setzt O in einer Koordinate fiir das
minimale und 1 fiir das maximale Energieniveau dieser Farbe und erhilt als Modell einen
Wiirfel. In Abb. 3.15 ist dieser RGB-Wiirfel schematisch dargestellt und in Abb. 3.16
farbig. Hierbei ist im linken Bild ein Blick von seitlich oben auf die Weilecke (1,1,1) und
im rechten von seitlich unten auf die Schwarzecke (0,0,0) des Wiirfels zu sehen.
Natiirlich sind auch im Inneren Farbverldufe. So lduft etwa die Graulinie auf der Dia-
gonalen von der weilen zur schwarzen Ecke. Jedes Tripel (a,b,¢), 0 < a,b,c < 1, ist
eine Farbe im RGB-Modell und besitzt die Intensitiit ¢ in Rot, b in Griin und ¢ in Blau.
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Abb. 3.15 Das RGB-Modell,

schematisch gelb

1)
hwarz ‘ R
0 Wg,
agenta
>0,

Der RGB ist ein additiver Farbraum. Es gelten die Regeln der additiven Farbmischung:

Rot + Griin = Gelb,
Rot + Blau = Magenta,
Blau + Griin = Cyan.

Eine Farbe (r, g, b) mit dem Wert O in einer oder zwei Koordinaten ist voll gesittigt.
Sattigung beschreibt den Abstand zur Grauwertachse und darf nicht mit Helligkeit ver-
wechselt werden. So ist die RGB-Farbe (1, 0,3, 1) gleich hell wie (1,0,1) (reines, helles
Magenta), aber weniger gesittigt, da die Zumischung von Griin Magenta in Richtung Weif3
verschiebt. Die Farbe Weil3 (1,1,1) ist optimal hell und dabei vollig ungesittigt.

Der RGB-Farbraum folgt aus den Untersuchungen zum CIE-Farbraum. Aus den Gl. 3.1
und 3.2 folgt, dass man R, 9, B und X, Y, Z als zwei Basen des dreidimensionalen Far-
braums auffassen kann, in dem eine Farbe einmal die Koordinaten 7, g,l; und einmal
X, 7,Z besitzt. Die Koordinatentransformation von 7, g, b nach %, 7, Z geschieht mit der
Matrix

0,49 0,31 0,20
M =10,18 0081 0,01],
0 0,01 099

Abb. 3.16 Der RGB-Farbwiirfel von zwei Seiten betrachtet, aus Balthasar [6] und personlicher
Kommunikation mit freundlicher Genehmigung des Autors und des Verlags Folbach
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gerundet auf die zweite Nachkommastelle, vgl. Gl. 3.3. Die inverse Matrix ist dann

237 —0,90 —0,47
M'=1-053 144 0,09
0,00 —0,01 1,01

Damit erhidlt man umgekehrt die Basis X, ¥, Z als Linearkombination der Basis
R, &G, B durch
(x v z)=m",

da (R ¢ B) die Einheitsmatrix ist. So wird z. B. die Primérvalenz X zum Basisvektor
(2,73, —0,53, 0)T, der auBerhalb des RGB-Farbwiirfels liegt. Interpretieren wir R und
G wieder als Wellenlidnge, so entspricht X der imaginédren Farbe 2,73 mal 700 nm minus
0,53 mal 546,1 nm, die natiirlich keinen Sinn ergibt. Sich R, §, B als die Einheitsvektoren
im R3 vorzustellen und X,Y, Z entsprechend als Koordinaten im R? macht durchaus
Sinn, nur kann man den Koordinaten X/, ¥, Z dann nicht mehr Farben zuordnen. Daher
die Bezeichnung imaginire Farben.

Monitore verwenden einen additiven Farbraum. In Abb. 3.10 erkennt man im rot darge-
stellten Spektrum deutlich die Uberlagerung der drei Spektren der in diesem LCD-Monitor
verwendeten drei Grundfarben. Man kann auf Bildschirmen Farben auf unterschiedliche
Art erzeugen, etwa mit Kathodenstrahlrohren, LCD-Displays, Plasma- oder OLED-Tech-
nik. Es werden meistens drei Grundfarben im Rot-, Griin- und Blau-Bereich gewihlt, die
je nach technischer Ausfithrung der Leuchtmaterialien verschiedene Spektren besitzen.
Farben, die in verschiedenen Monitoren mit unterschiedlichen Grundfarben dargestellt
werden konnen, sind daher metamer.

cmy

Die Additionsregeln im RGB mogen im ersten Moment verbliiffen, kennt man doch aus
dem Malkasten der Schulzeit, dass man Griin durch Mischen aus Blau und Gelb erhilt.
Beim Malen und in der Drucktechnik arbeitet man aber in einem subtraktiven Farb-
raum. Der Farbeindruck Gelb wird beispielsweise gewonnen, indem vom wei3en Licht
der Umgebung manche Wellenldngen weniger reflektiert werden, so dass der Eindruck
Gelb entsteht. Eine blaue und eine gelbe Malfarbe zeichnen sich dadurch aus, dass die
blaue und gelbe Farbe gewisse Wellenlidngen schlechter reflektieren. Beim Mischen der
blauen und gelben Malfarbe wird vom weiflen Licht mehr absorbiert als von blauer und
gelber Malfarbe allein, mit einem resultierenden Farbeindruck Griin. Wir haben hier einen
subtraktiven Farbraum. Der bekannteste subtraktive Farbraum ist der CMY. Die drei Ba-
sisfarben sind Cyan, Magenta und Gelb (Yellow).

Betrachten wir einmal die acht Eckpunkte im RGB-Wiirfel, so besitzen diese Farben
die Koordinaten aus Tab. 3.4. Die Koordinaten im CMY-Modell sind also (1,1,1) minus
die RGB-Koordinate. Die Komplementirfarbe einer Farbe X erhilt man, wenn man aus
Weil die Farbe X weglisst (subtrahiert).
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Tab. 3.4 Farbkoordinaten im RGB- und CMY-Farbraum

Farbe RGB-Koordinate CMY-Koordinate Komplementirfarbe
Schwarz 000 111 Weil3

Blau 001 110 Gelb

Griin 010 101 Magenta

Cyan 011 100 Rot

Rot 100 011 Cyan

Magenta 101 010 Griin

Gelb 110 001 Blau

Weil3 111 000 Schwarz

Stellen wir uns in einem Gedankenexperiment einen Malkasten vor, der perfekt dem
CMY-Modell entsprechen soll. Cyan absorbiert hier Rot und Gelb absorbiert Blau. Mischt
man in diesem Farbkasten Cyan mit Gelb, so werden sowohl Rot als auch Blau absorbiert,
und man erhélt Griin: (1,1, 1) — ((1,0,0) + (0,0, 1)) = (0,1, 0).

CMYK

Die Farbe Schwarz wird theoretisch durch Mischen aller drei Farben Cyan, Magenta und
Gelb erreicht, was im Druck in der Praxis wegen der Spektren der verwendeten Farb-
pigmente meist zu einem dunklen Braun wird. Daher wird im CMYK-Farbraum als vierte
Dimension Schwarz (Key, manche sagen auch BlacK) zusitzlich verwendet. CMYK-Dru-
cker benutzen vier Farbpatronen. Im Vierfarb-Offsetdruck wird haufig in der Reihenfolge
Schwarz, Cyan, Magenta, Gelb viermal hintereinander gedruckt. Im Kunstdruck werden
je nach Aufgabenstellung weitere Farben verwendet. Uber ein Dutzend sind nicht unge-
wohnlich. Ein Poster eines Bildes etwa von Gustav Klimt mit einem Goldanteil liee sich
nur sehr unzureichend mittels Schwarz, Cyan, Magenta und Gelb allein drucken.

YUV und YIQ
YUYV entsteht durch eine Koordinatentransformation aus RGB mit

Y =0,299R + 0,587G + 0,114 B,
U=0493(B-7),
V =0877(R-Y).

Man findet aber auch andere Umrechnungstabellen. Varianten von YUV sind YIQ und die
alten analogen Fernsehnormen NTSC (amerikanisch), PAL (deutsch) und SECAM (fran-
z0sisch). Ein Vorteil eines separaten Helligkeitskanals war dabei in der Einfiihrungszeit
von Farbfernsehgeriten, dass die Y-Signale von den ilteren Geriten fiir ein Grauwert-
bild empfangen werden konnten. Die Kanile U und V' wurden auf einer neuen Frequenz
fiir Farbfernsehgerite iibertragen. Diese Farbmodelle sind heute in der digitalen Technik
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Abb. 3.17 Der Farbverlauf
von 0° bis 360° im H-Kanal

uninteressant geworden. / und Q sind Drehungen der Kanile U und V um 33°. Die Um-
rechnung von YUV nach YIQ erfolgt durch Multiplikation:

Y 1 0 0 Y
I ]=1]0 —sin33° cos33° U
(0] 0 cos33° sin33° |4

HSV

Das HSV-Farbmodell wurde in den 70er-Jahre des letzten Jahrhunderts von Alvy Ray
Smith entwickelt, siehe [111], wo sich Umrechnungsalgorithmen von RGB nach HSV
und zuriick finden. Das Modell orientiert sich an den Begriffen einer Farbigkeit (Farbton),
Sattigung und Helligkeit, wie es auch in der Kunst iiblich ist. Seine Kanile sind

H (hue) fiir die Farbigkeit, den Farbton,
S (saturation) fiir die Sattigung der Farbe,
V (value) fiir die Helligkeit.

H wird in Winkelgrad von O bis 360 gemessen. Der Farbverlauf von 0 bis 360° ist in
Abb. 3.17 gezeigt. Die sechs Grundfarben von RGB und CMY lassen sich dort ablesen:

Farbe |Rot Gelb Griin Cyan Blau Magenta Rot
Winkel | 0 60 120 180 240 300 360

Die Sittigung S und Helligkeit V werden im Intervall [0, 1]g gemessen, mit O fiir unge-
sattigt bzw. dunkel und 1 fiir voll gesittigt bzw. maximal in der Helligkeit. In der Malerei
arbeitet man mit reinen Farbpigmenten (H-Kanal), die durch Beimischen von Weif} (tints)
aufgehellt (S-Kanal) und durch Beimischen von Schwarz (shades) abgedunkelt (V-Kanal)
werden, was in den drei Kanéle H,S,V widergespiegelt wird. In der Physik sind die voll
gesittigten Farben die monochromatischen einer Wellenlénge.

Bei einer Berechnung von Farbdhnlichkeit ist etwas Sorgfalt notig. Die beiden voll
gesittigten rotlichen HSV-Farben (355, 1, 1) und (4, 1, 1) haben wegen 0° = 360° den
Winkelabstand von 9°, und nicht etwa von 351°. Entsprechend berechnet sich der eu-
klidische Abstand zwischen zwei HSV-Werten (k;,s;,v;), i = 1,2 aus der Wurzel aus
(min{|hy — ho|, 360 — |hy — ha|})? + (51 — 52)* + (v1 — v2)*.

Mathematisch ist wegen 0° = 360° der HSV-Farbraum ein Zylinder, schematisch dar-
gestellt in Abb. 3.18. Auf dem duBleren Mantel liegen die voll gesittigten Farben (s = 1),
auf der Mittelachse (s = 0) liegt die Grauwertachse, nach oben werden die Farben heller.
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Abb. 3.18 Schematische Darstellung des HSV-Zylindermodells. Allerdings ist die Farbe auf der
kompletten untersten Scheibe (v=0) schwarz und nicht nur wie eingezeichnet in einem Teil

Auch im HSV-Farbraum bewirken zwei Punktpaare mit gleichem euklidischen Ab-
stand nicht einen gleichen Eindruck der Farbéhnlichkeit und eine Gleichabstindigkeit
ist nicht erreicht. Im HSV-Farbraum konnen verschiedene Werte mit einem euklidischen
Abstand > 0 den gleichen RGB-Wert darstellen, denn Grau, Weifl und Schwarz besit-
zen im HSV-Farbraum mehrere Koordinaten. So ist (%, 0, 1) stets Wei und (%, s, 0) stets
Schwarz, egal wie man & und s wihlt. Bei einer vollig ungesittigten Farbe (%, 0, v) liegt
kein Farbton mehr vor und wir sind im Graubereich, dessen RGB-Grauwert nur von v ab-
héngt und nicht von .. Am besten versteht man die Bedeutung der drei Kanile des HSV-
Modells, wenn man sich die Umrechnungen von und nach RGB anschaut.

Umrechnung RGB nach HSV

Essei (r,g,b),0 <r, g, b <1, eine Farbe im RGB-Raum, die wir nach (%, s, v) im HSV-
Farbraum umrechnen wollen. Weiter seien max der maximale Wert von r, g, b und min
deren minimaler Wert. Die Helligkeit v bestimmt sich einfach zu

V = max.

Gilt max = min > 0, soist ¥ = g = b und es liegt WeiB bei max = 1 und Grau bei
max < 1 vor und / ist eigentlich undefiniert. Haufig wird daher auch der Wert undefiniert
im H-Kanal zugelassen. Wir setzen in diesem Fall aber einfach 4 := O und s := 0. Ist
max = 0, so liegt Schwarz vor und wir setzen h := s := v := 0.

Es sei nun min # max # 0. Dann wihlt man als Wert s der Sittigung

s ;= (max —min)/ max .
Die Bestimmung des Farbwinkels 4 ist jetzt etwas aufwéndiger. Man setzt
(g — b)/(max —min), fiir r = max,

h':= 142+ (b—r)/(max—min), fiir g = max,
4 4 (r — g)/(max —min), fiir b = max,
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Abb. 3.19 Der HSV-Zylinder,
aus Balthasar [6] mit freundli-
cher Genehmigung des Autors
und des Verlags Folbach

und / ergibt sich als

h:=h %60 bzw. als
h:=h %60+ 360, fallsh'- 60 negativ ist.

Konsequenzen dieser Umrechnung

Betrachten wir die RGB-Farbe f; = (1, 1, 0,3). Das Maximum liegt bei Rot und Griin und
es ist egal, ob wir in der obigen Fallunterscheidung die erste oder zweite Zeile nehmen.
Als Hue-Wert ergibt sich in beiden Fillen 60° (Gelb) und der Blauanteil von 0,3 sorgt
dafiir, dass die Farbe mit s = 0,7 nicht voll gesittigt ist. Bei f, = (1, 0,9, 0,3) haben wir
die gleiche Sittigung 0,7 aber der Farbwinkel verschiebt sich von Gelb etwas nach Rot zu
51,4°. Fir f3 = (1,0,9,0,4) nimmt die Séttigung ab und der Farbwinkel verschiebt sich
zu 50° noch ndher an Rot. Fiir f; = (1,0,9,0,9) erhalten wir Rot mit dem Farbwinkel 0°,
da die Einfliisse von Griin und Blau sich autheben, aber die Séttigung sinkt auf 0,1, das Rot
wird ein zartes Rosa und nihert sich Wei3. Also gilt im HSV-Raum: f; = (60, 0,7, 1)nsv,
fz = (51,4,0,7, l)Hsv, f3 = (50,0,6, l)HSV und f4 = (O, 0,1, 0’9)HSV‘ Die Helhgkelt
in f1, f2, f3 ist maximal (v = 1), sie liegen auf dem oberen dufieren Kreisabschluss des
Zylinders. f; liegt im Inneren des Zylinders.

Bei stark ungesittigten Farben wird die Berechnung von 4 wegen Rundungsfehler un-
genau. Mathematisch gesehen liegt eine Unstetigkeit im Farbwinkel auf der Grauwertach-
se vor. Bei sehr kleinen Helligkeitswerten wird die Berechnung eines Schwarzpunktes auf
den unteren Kreisscheiben instabil. Abbildung 3.19 visualisiert den HSV-Zylinder und
diese Instabilititen sehr schon. Hierzu wurde ein RGB-Wiirfel mit 256 Farbwerten in
den HSV-Zylinder umgerechnet und dieser dreidimensionale HSV-Raum wurde geren-
dert. Trotz recht dicht liegender RGB-Werte entstehen so Ausfransungen in den instabilen
unteren Schichten des HSV. In dieser Abbildung hat zur deutlicheren Visualisierung die
V-Achse eine andere Skalierung als die S-Achse. Die Farbwinkel sind im Uhrzeigersinn
dargestellt.
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Umrechnung HSV nach RGB
Es sei (&, s, v) eine Farbe im HSV-Farbraum, die wir nach (r, g, b) umrechnen. Fiir x € Q
ist | x| := trunc(x) der ganzzahlige Anteil von x.

Im Fall s = O setzt man r := g := b := v. Im Fall s > 0 ersetzt man einen H-Wert
von i = 360 durch & := 0 und geht wie folgt vor:

h:= h/60,
rest :=h— |h],
p:=vx*(l—y),

q = v * (1 — (s * rest)),
t:=vx(1— (s (1— rest)),

und man setzt

(v,t, p), fir |k] =0,
(q.v.p), fir [h] =1,
(p,v,t), fir [h] =2,
(p.q.v), fiir [2] =3,
(t, p,v), fir |h] =4,
(v, p,q), fir |h] =5.

(r.g.b) :=

Konsequenzen dieser Umrechnungen

Der H-Kanal besitzt die sehr hilfreiche Eigenschaft, invariant gegen Addition und Mul-
tiplikation mit Skalaren zu sein. Es sei hue(r, g, b) der zu der RGB-Farbe (r, g, b) geho-
rende Winkel im H-Kanal des HSV-Modells. Andert man im RGB-Modell (r, g, b) durch
Multiplikation oder Addition mit einem Skalar, so dndert sich Aue(r, g, b) im HSV-Raum
nicht. Es gilt, wie man leicht nachrechnet,

hue(a -r,a-g,a-b) = hue(r, g, b),
hue(a +r,a + g,a + b) = hue(r, g, b),

fiir a € R, solange der Wertebereich nicht verlassen wird, d. h. wenn
0<a-ra-g,a-b,a+r,a+g,a+b<1gilt.

Die HSV-Werte (5, 0,8, 0)gsy und (184, 0,1, 0)gsy reprisentieren beide Schwarz mit
dem RGB-Wert (0,0,0) und besitzen daher im RGB-Modell den euklidischen Abstand
0. Auf den unteren Schichten im Zylinder befinden sich immer weniger unterscheidbare
RGB-Farben. Daher wihlt man zur Darstellung des HSV-Raums oft einen Kegel, in dem
die Kreisscheiben mit gleichem V-Wert nach unten kleiner werden, wie in der schemati-
schen Abb. 3.20 dargestellt. Mathematisch gesehen ist das HSV-Modell aber ein Zylinder;
ein HSV-Kegelmodell exisitiert gar nicht.
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Abb. 3.20 Falsche schema-
tische Darstellung des HSV-
Modells als Kegel

Die Anordnung der Farben im HSV-Raum entspricht der Anordnung der Farben in
den Ecken des RGB-Wiirfel, wenn man sich diesen von der Weilecke aus betrachtet.
Abbildung 3.21 visualisiert diese Transformation vom RGB-Wiirfel zum virtuellen HSV-
Kegel.

Mischen in Farbraumen

Will man zwei Farben f}, f; in einem additiven Farbraum in einem Verhiltnis a, b mit
a+ b = 1zuaf; + bf, mischen, so konvertiert man beide Farben am besten in einen
gleichabstindigen additiven Farbraum, wie etwa Lab, mischt dort und konvertiert die er-
haltene Farbe in den Ausgangsfarbraum zuriick. Der Farbmittelwert zweier Farben ist das
Mischergebnis mit a = b = 1/2. Da Farbrdume mehrkanalig sind, kann man auch in je-
dem Kanal unabhingig mischen. Die Ergebnisfarbe muss allerdings dann nicht mehr der
erwarteten Mischfarbe nach dem menschlichen Farbempfinden entsprechen. Im RGB ist

G G

B R BR

(a) Schritt 1: RGB-Modell (b) Schritt 2: Nur neue (c) Schritt 3: Verzerrung des
Markierung; alle Kanten Farbraums
nach Weil} fiihren nun nach
Schwarz

(d) Schritt 4: Drehung von Rot
auf 0°

Abb. 3.21 Darstellung einer visuellen Transformation des RGB-Modells zum falschen HSV-Ke-
gelmodell
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der Mittelwert zwischen reinem Rot (1,0,0) und reinem Blau (0,0,1) damit (0,5, 0, 0,5),
also ein Violett. Allerdings ist im Gegensatz zum Mischen, wobei wir den Wert (1,0,1)
erwarten, jetzt die Helligkeit heruntergesetzt. Das gilt auch fiir Farbmittelwerte. Ein neues
Problem kommt hinzu, wenn einer der Farbkanile nicht linear, sondern zyklisch angeord-
net ist, wie etwa der H-Kanal im HSV-Farbraum. Das Mitteln und auch Mischen ist hier
eigentlich nur dann sinnvoll, falls die beiden Hue-Werte relativ dhnlich sind. Reines Rot
(0,1,1) und Blau (240,1,1) sollte man nicht zu (120, 0,5, 0,5) mitteln oder zu (120,1,1)
mischen, da dann ein unsinniges Griin entsteht. Wir untersuchen daher drei mogliche Mit-
telwertbildungen im H-Kanal genauer.

Mittelwerte im HSV-Farbraum
Es seien f; = (h;,s;,v;), 1 <i < n, Farben im HSV-Farbraum. Man kann einen Mittel-
wert u( fi, ..., fn) dieser Farben bilden als

W Stseeo Ju) = (Chys o hy), m(s1, . s0)s (Ve e 0).

Hierbei ist fiir Elemente a; € R der Mittelwert definiert als

ulay,...a,) = ="=—

Das ist fiir p(sy, ..., 8,), w(v1, . . ., v,) vollig unkritisch. Was aber leistet w(hy, ..., h,)
fiir zyklische Werte in H mit 360° = 0°? Damit erhilt man beispielsweise

372°

1(350°,10°,12°) = = 124°,

entgegen der Vorstellung von «£(350°,10°, 12°) = u(—10°,10°,12°) = 4°. Als arithme-
tischen Mittelwert |1, kann man

(X272 hi) mod 360°

n

na(hy, ... hy) =

setzen. Damit ergibt sich wie gewlinscht

372° mod 360° _
3 =

e (350°,10°,12°) = 4°.

Mg besitzt aber andere gravierende Nachteile. Insbesondere sind diese Werte instabil. So
gilt:

361° mod 360°
1£2(90°,271°) = * —0.5°,

359° mod 360°
1£2(90°,269°) = # —179.5°.
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Obwohl sich 271° und 269° nur um 2° unterscheiden liegen die Mittelwerte plotzlich 179°
auseinander. Es gilt:

li 90°,270° + h°) = 180° li 90°,270° + h°) = 0°.
h%{)I,IhLO M( + ) 7& h%%)l,lhl>0( + )

Stellen wir uns als Gedankenexperiment vor, wir hétten einen ,,natiirlichen® Mittelwert
W, definiert, fiir den die folgenden fiir Winkel im Kreis erwiinschten sechs Gleichungen
gelten:

[ (30°,40°) = 35°, 11, (10°,40°) = 25°, 1,,(30°,200°) = 115°,
14 (10°,200°) = 285°, 11,,(35°,285°) = 340° und y,,(25°, 115°) = 70°.

Es soll u,(35°,285°) = 340° gelten und nicht 1, (35°,285°) = 160°, da der Winkel
entgegen dem Uhrzeigersinn von 35° bis 285° schon 250° betrigt, im Uhrzeigersinn aber
nur 110°. Der Winkel von 340° ist also gleich weit 55° von 285° und von 35° entfernt.
160° hingegen ist gleich weit 125° von 285° und 35° entfernt. Daher kann man 340° als
einen natiirlicheren Mittelwert von 35° und 285° auffassen als 160°. Analog ist 285° ein
natiirlicherer Mittelwert von 10° und 200° als 105°. 285° ist von 10° und 200° je 85°
entfernt, 105° ist von beiden aber je 95° entfernt.

Gelten diese Gleichungen, dann kann man g, nicht fiir vier Winkel so definieren, dass
ebenso beide folgenden ,,natiirlichen Gleichungen* gelten:

wn(et, B.8,y) = w,(8,B,a,y) und
Mnlet, B,8,y) = pu(pn(e, B), wa (8, y)).

Das sieht man wie folgt:

Es sei 11,(10°,40°,30°,200°) = 1,,(30°,40°,10°,200°) , aber
fn (10 (10°,40%), 12, (30°, 200°)) = 12, (25°, 115°) = 70°,
fn (pn (30°,40°), 11, (10°,200°)) = 41, (35°,285°) = 340°.

Man arbeitet fiir Winkel auch mit einem circuldren Mittelwert |1, definiert als

inhy,...sinh, " sinh;
pe(h, .. hy) := arctan 2 (sin f, sinfta) _ arctan Z}f&
p(coshy,...,coshy) > cosh;

Man benutzt allerdings atan,(a, b) statt arctana/b, vgl. Abschn. 6.4.3. Dieser Mit-
telwert . ergibt sich, wenn man die Winkel A; als Polarkoordinaten p; mit Radius 1,
also auf dem Einheitskreis, auffasst, in kartesische Koordinaten k; iibersetzt, hier wie ge-
wohnlich zu k = u(ky, ..., k,) mittelt und schlieBlich den gefundenen Mittelwert k in
Polarkoordinaten p zuriickiibersetzt. p muss nicht mehr auf dem Einheitskreis liegen und
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ein Winkel von p ist nicht definiert, wenn ) /_, cosh; = 0 gilt. i, muss nicht mit i,
oder p,, tibereinstimmen. So gilt etwa

11a(358°,9°,11°) = €6° # 6.006° = 11.(358°,9°, 11°),
[a(5°,5°,80%) = 30° # 27.47° = p.(5°,5°,80°).

Allerdings gilt fiir zwei Winkel «, B stets . (o, ) = pq (e, B).

Dies sieht man etwa wie folgt. Es gilt tany = tan(y mod 180°), und man definiert
den Tangens nur im Intervall | — 90°, 90°[, um Unstetigkeiten bei Vielfachen von 90° zu
vermeiden. Ferner gelten fiir Sinus und Cosinus die Summenformeln

sina + sin f = ZSina—;'B cosa;'B,
o o—
cosa + cos B = 2cos +'Bcos 'B.
2 2
Damit folgt
: : i at+p a—p o
sina + sin sin =5~ cos — . (a + B) mod 360 i
= = tan , also
cosa+cosf cos . cos L 2
arctan — 2% + sinp = pq(a, B).

cosa + cos B

Das Gegenfarbmodell

Ein bekanntes psychologisches Farbmodell ist das Gegenfarbmodell des Physiologen He-
ring (1834-1918), das er in verschiedenen Publikationen vorgestellt hat, posthum auch
publiziert in [42]. Hering geht von den vier Grundfarben Rot, Griin, Blau und Gelb aus,
weshalb sein Modell auch als Vierfarbentheorie bekannt ist. Hering stellte fest, dass eine
Mischung von Rot und Griin zu Gelb nicht der menschlichen Erfahrung entspricht. Fiir
Hering ist ebenfalls Gelb eine elementare Farbe, Mischungen von Rot und Griin lehnt er
fiir die menschliche Empfindung ab. So existiert kein griinliches Rot, wohl aber ein gelb-
liches Rot und gelbliches Griin. Ebenfalls existiert kein bldauliches Gelb, wohl aber ein
blduliches Griin und bl4uliches Rot.

Hering geht von einem Farbeindruck aus, der nicht von einzelnen Zapfen, sondern
der rdumlichen Kombination der Erregungen der dortigen S-, M- und L-Zapfen bestimmt
wird. Die Differenz der Erregungen der M- und L-Zapfen liefert einen Rot-Griin-Prozess,
deren Summe den Farbeindruck Gelb. Die Differenz zwischen den S-Zapfen und der Sum-
me der M- und L-Zapfen bestimmt einen Blau-Gelb-Prozess, die Summe der Erregungen
aller Zapfenarten einen Schwarz-Weil3- oder Helligkeitsprozess.

Da die Absorptionsspektren der M- und L-Zapfen sehr dhnlich und nur leicht im Spek-
trum verschoben sind, ist die Aktivitit dieser beiden Rezeptoren stark korreliert. Die drei
Gegenprozesse des Gegenfarbmodells bewirken eine Dekorrelation schon im Auge. Der
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offensichtliche Widerspruch zum RGB-Modell ist leicht 16sbar, was von Kries [56] bereits
Ende des 19. Jahrhundert in seiner Zonentheorie postuliert hatte und heute akzeptiert ist:
Das RGB-Modell passt zu den einzelnen menschlichen Rezeptoren auf der Retina, das
Gegenfarbmodell zu der postrezeptoralen Kodierung der Farbinformation, ebenfalls auf
der Retina, die dann iiber den Sehnerv das Gehirn erreicht.

Das YUV-Modell folgt offensichtlich mit seinen drei Kanélen dieser Idee eines Kanals
fiir Helligkeit und zwei weiterer fiir verschiedene Farbdifferenzprozesse.

Konvertierung in Grauwerte

Hiufig ist es sinnvoll, ein Farbbild in ein Grauwertbild zu konvertieren. Liegt das Bild im
HSV-Farbraum vor, so nimmt man einfach den V-Kanal als konvertiertes Grauwertbild.
Im Lab oder Luv wihlt man den Kanal L, in YUV oder YIQ den Kanal Y. Fiir ein RGB-
Bild sind u. a. folgende drei Techniken gebréiuchlich, eine Farbe (r, g, b) in einen Grauwert
v umzurechnen:

v := max(r, g, b) oder

r+g+b
vi= B oder genauer

v:=0,299-r+0,587-g + 0,114 b.

Die erste Formel benutzt der HSV-Farbraum zur Bestimmung der Helligkeit V' aus ei-
nem RGB-Bild. Die zweite beriicksichtigt nicht das menschliche Helligkeitsempfinden in
verschiedenen Farben. Die letzte Gleichung beriicksichtigt dies und wird fiir die Umrech-
nung von RGB nach YUV und YIQ fiir den Helligkeitskanal Y benutzt. Fiir die Helligkeit
existieren aber weitere Formeln, wie

vi= 02127 +0,715- g + 0,072 - b,
vi= (0212777 40,715 g** 4 0.072- 5*?)!/22,

Bei diesen genannten Umrechnungen gibt es zu jeder Methode Beispiele von benachbar-
ten Bildteilen unterschiedlicher Farbe, die beide in den gleichen Grauwert konvertiert und
somit im Grauwertbild ununterscheidbar werden. Will man das vermeiden, muss man ei-
ner gleichen Farbe unterschiedliche Grauwerte zuordnen je nach ihrer Lage zu anderen
Farben. Zur Reduktion hochkanaliger Bilder auf einkanalige oder niederkanalige existie-
ren diverse Artikel.

Zum Farbbegriff

Der Begriff Farbe wird sehr unterschiedlich benutzt. Im RGB-Farbraum entspricht jede
Koordinate (r, g, b) mit 1 <r, g,b < 1 einer Farbe. Damit sind auch Schwarz (0,0,0) und
Weil (1,1,1) Farben. Vielfach werden Weifl und Schwarz aber nicht als Farben betrachtet.
Will man die Grautone explizit nicht zu den Farben zihlen, so spricht man auch von Bunt-
farben oder chromatischen Farben. Physikalisch begriinden lésst sich das damit, dass es
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Abb. 3.22 Intuitives Farb- Weil . reines Pigment
modell der Kunst

ddes
grd

Schwarz

kein monochromatisches Licht der Farbe Weil} oder Schwarz gibt (allerdings auch nicht
fiir Braun). Farben sind in dieser Vorstellung mehr die Farbtone des Hue-Kanals. Man
kann auch den auf zwei Dimensionen reduzierten Tristimulus im CIE-Hufeisen als Raum
der Farben betrachten. In diesem zweidimensionalen Farbraum ist die aktuelle Helligkeit
dann ein zusitzliches Attribut fiir eine Farbe, wihrend die Helligkeit inhdrenter Bestand-
teil einer Farbe etwa im dreidimensionalen RGB-Farbraum ist. Wir wollen im Folgenden
eine Farbe einfach mit den Koordinaten in dem gewdhlten Farbraum identifizieren. Ge-
nau genommen erhalten wir damit aber leider in unterschiedlichen Farbraumen eventuell
einen unterschiedlichen Farbbegriff, ersparen uns aber philosophische Diskussionen dar-
tiber, was Farbe eigentlich sei.

3.2.5 Farbe in Kunst und Psychologie

In Kunst, Philosophie und Wissenschaft existieren zahlreiche Farbmodelle. Silvestrini
und Fischer stellen in [110] 70 solcher Systeme vor. In der Kunst werden die reinen
Farben haufig nach technischen Moglichkeiten der Herstellung der Farbpigmente unter-
schieden. Der Begriff Farbton (hue) gibt den Aspekt der Farbe als Mischungsverhiltnis
reiner Farbpigmente wieder. Durch Hinzufiigen von Weif3 werden diese reinen Pigmente
aufgehellt. Das ist nicht im Sinn einer stirkeren Spektralenergie zu verstehen, sondern als
pastellartige, ungeséttigte Mischung. Durch Hinzufiigen von Schwarz werden Pigmente
abgedunkelt. Man spricht von Aufhellen (tints) beim Zufiigen von Weil3, von Abschatten
(shades) beim Zufiigen von Schwarz und von Tonen (tones) beim Zufiigen von beiden. Zu
beachten ist, dass der Begriff Farbton als Mischen von reinen Farbpigmenten eine vollig
andere Bedeutung hat als der Begriff Tonen bei Zufiigen von Schwarz und Weil3. Abbil-
dung 3.22 visualisiert dieses intuitive, nicht quantifizierte Modell.

Der amerikanische Maler A. H. Munsell entwickelte um 1900 ein sehr erfolgreiches
Farbspezifikationsystem. Munsell unterscheidet 10 Hauptabstufungen in reinen Farben
(d.h. im H-Kanal des HSV-Farbraumes), die um je 10 weitere Werte ergiinzt werden
konnen, und 10 Abstufungen in der Helligkeit (V-Kanal). In der Sattigung (chroma bei
Munsell genannt) sind je nach Farbe unterschiedliche Abstufungen von 0 bis 12 oder 14
moglich. Munsell soll urspriinglich eine Kugel als Farbmodell angestrebt haben, sein Mo-
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dell wurde aber ein unsymmetrischer Torso. Munsell legte als Maler mit einem sehr guten
Farbempfinden grolen Wert auf Gleichabstindigkeit in seinem Modell. Diese Gleichab-
standigkeit konnte er sehr gut erreichen und er stellte seine Farben in einem Book of Colors
vor. Munsells Buch ist eine Sammlung von Farbtafeln. Es wurde héufig neu aufgelegt. In
einer Version von 1929, herausgegeben von seinem Sohn, werden etwas iiber 1000 dieser
moglichen Farben ausgedruckt. Die Zahl der verwendeten Hues wurde im Lauf der Zeit
von 20 auf 40 (bis 1950) erhoht. Urspriinglich wurden die Farben auf matte, spéter auch
auf brillante Oberflachen gedruckt. Es liegen neuere kiufliche Versionen dieses Buches
als Ringbuch mit farbig bedruckten Einlagen vor. Die Farbfacher in Mobelgeschiften und
Baumirkten folgen dieser Idee, ebenso die Lab- und Luv-Farbraume.

Maerz und Paul [68] stellten 1930 das Buch Dictionary of Color mit 56 Platten zu
jeweils 72 Farbbeispielen vor. Zu diesen ca. 4000 Farbbeispielen vergaben sie etwa 3000
englische Namen, wie etwa Butternut, Sherry Brown, Bone Brown, Ibis Red, Mouse Grey.

Um 1980 schlugen Berk, Brownstone und Kaufman [9] ein neues sprachliches Konzept
zur Bezeichnung von Farben vor, das mit Adjektiven fiir die Sattigung (wie grayish, mo-
derate, strong, vivid) und Helligkeit (wie very dark, dark, medium, light, very light) und
Grundfarben (wie Schwarz, Weil3, Grau, Rot, Orange, Gelb, Griin, Blau, Violett) arbeitet.

Es existieren auch in manchen Sprachen gesonderte Sprachnamen, die sich im Deut-
schen nicht finden. So ist Hellblau im Russischen rosty6oii, wobei rosty6oii keinen Bezug
zu Blau (cunwnit) oder hell (cBerno, sspkuii, sicHo) besitzt.

Wir gehen hier kurz auf unterschiedliche kiinstlerische und technische Namen fiir Far-
ben in Deutsch am Beispiel Blau ein. Zu Blau findet man unterschiedliche Farbnamen wie
etwa Mayablau, Agyptisch Blau, Lapislazuliblau, PreuBisch Blau, Kénigsblau, Himmel-
blau, Persisch Blau, Azurblau, Nachtblau, Ultramarinblau, Enzianblau etc. Diese Namen
konnen sich auf unterschiedliche Aspekte beziehen, wie den Sinneseindruck, die Herstel-
lungsart oder den historischen Ursprung.

Mayablau ist eine kiinstlich erzeugte, gegen Hitze, Sduren, Basen und Verwitterung
dulerst widerstandsfahige Farbe, die von den Mayas zu rituellen Handlungen benutzt wur-
de. Thre Herstellung ist dulerst komplex, geriet in Vergessenheit und wurde vor Kurzem
neu entschliisselt. Agyptisch Blau wurde im Altertum im Wesentlichen aus dem Mineral
Cuprorivait (CaCuSi4010) gewonnen, das auch ein Hauptbestandteil von Mayablau ist.
Agyptisch Blau gilt als eines der iltesten kiinstlichen Farbpigmente. Im Altertum war es
sehr schwer, die Farbe Blau herzustellen. So wurde es auch aus dem zerriebenen Halbedel-
stein Lapislazuli gewonnen, der im Altertum nur in einer bekannten Mine in Afghanistan
abgebaut wurde und entsprechend teuer und begehrt war. Persisch Blau ist ein zuerst herb
dann fein schmeckendes Speisesalz von zarter blauer Farbe aus der Provinz Semnan im
Iran. PreuBlisch Blau ist ein modernes kiinstliches Pigment, hergestellt aus einer Losung
von Eisen(III)-Salz und gelbem Blutlaugensalz. Der entstehende Farbton ist wegen seiner
hohen Sittigung nicht auf Farbmonitoren darstellbar, kann aber in etwa im RGB-Raum
durch den Wert (35, 44, 63) angenidhert werden.

Diese Farbnamen bezeichnen also technische Produkte. Ultramarinblau ist der Name
des Blau am kurzwelligen Ende des Blauspektrums, andere Namen dafiir sind Universal-
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PreuBisch Blau, angenéhert

blau, Konigsblau, Lasurblau und Pfaublau. Gewonnen wurde Ultramarinblau meist aus
Lapislazuli. Kiinstlich erzeugt wurde es spéter im Meisner Lasurblau. Ultramarin ist auch
der kiinstlerische Name fiir den Farbeindruck von zerriebenem Lapsilazuli. Enzianblau
beschreibt die Farbe der Bliite des Enzian. In der Kunst ist Ultramarin und Konigsblau
ein sehr intensives, stark gesittigtes Blau, im Gegensatz zu Himmelsblau, das ein zartes
Pastellblau von geringer Sittigung ist. Azurblau ist ein kiihles tiefes Blau von hoherer
Sittigung als normales Himmelsblau. Der Name der Cote d’Azur bezieht sich auf das
strahlende Blau des dortigen Himmels. Nachtblau ist hingegen ein ins Schwarze iiberge-
hendes Blau.

3.3 Technische Fotosensoren

Im Folgenden gehen wir nur kurz auf die derzeitigen Prinzipien bei technischen Foto-
sensoren ein und zeigen die grundsétzlichen Unterschiede zum menschlichen Sehen auf.
Wir werden uns nicht mit aktuellen technischen Systemen oder Formaten beschiftigen, da
diese sich im raschen Abstand dndern und zu schnell veralten.

3.3.1 Bildsensoren

Ein optoelektronischer Sensor ist ein technisches Gerit, das die Umwandlung von opti-
scher Energie (Photonen) in elektrische bewirkt. Dabei bezieht sich optisch nicht nur auf
den sichtbaren Wellenlingenbereich. Altere Sensoren sind Photomultiplier, die mittels
Rohren arbeiten und auch heute noch in vielen Anwendungsbereichen eine bedeutende
Rolle spielen. Auf eine Fotokathode auftreffende Photonen 16sen Elektronen aus deren
Oberfldche, die in mehreren Kaskaden verstirkt und dann gemessen werden. Teilweise
konnen so sogar einzelne Photonen detektiert werden. Dabei ergibt sich, wie auch in
modernen Sensoren, das Problem des Dunkelstroms, da auch thermische Effekte ohne
Lichteinwirkung Elektronen aus der Kathode herausbrechen. Anwendungen finden Pho-
tomultiplier in der Detektion von Elementarteilchen oder geringsten Lichtblitzen in der
Physik und Astronomie.

Die am héufigsten eingesetzten optoelektronischen Halbleitersensoren sind die CCD-
Sensoren (von Charge-Coupled-Device),die mit dem inneren fotoelektrischen Effekt ar-
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beiten. Dem gleichen Prinzip folgen CMOS-Sensoren (von Complementary Metal Oxide
Semiconductor). Beide sind in einem iiber den sichtbaren Bereich hinausgehenden Wel-
lenlédngenbereich sensibel. Der Empfindlichkeitsbereich von CCD geht je nach Bauart
von ca. 300 bis etwas iiber 1000 nm mit einem Empfindlichkeitsmaximum im Griin bei
ca. 550 nm. Der Empfindlichkeitsbereich bei CMOS liegt ebenfalls zwischen ca. 350 und
1000 nm mit einem Empfindlichkeitsmaximum héufig im nahen Infrarot-Bereich. Man
kann sich einen CCD- und CMOS-Sensor als einen Eimer vorstellen, der einen Regen von
Photonen auffiangt (die Ladung des Sensors) und die aufgefangene Ladung als elektrischen
Strom einer gewissen Stidrke proportional zur aufgefangenen Photonenmenge weiter gibt.
Damit ergeben sich sofort einige Fragen:

Wie lange misst man (Belichtungszeit), wie beendet man die Messung, wie leert man
den Eimer danach fiir die niichste Messung, was geschieht bei einem Uberlaufen (Bloo-
ming-Effekt) des Eimers?

Unter einem technischen Bildsensor versteht man meist eine ein- oder zweidimensio-
nale Anordnung von einzelnen Fotosensoren zu einer Zeile (Zeilensenor) oder Matrix
(Fldchensensor). Zeilensensoren werden hauptsichlich in Scannern eingesetzt, Flachen-
sensoren in digitalen Kameras und Camcordern. Unter einem Pixel versteht man bei
diesen technischen Bildsensoren eine Elementarzelle der Zeile oder des Arrays, in der
sich ein Fotosensor plus weitere Elektronik befindet. Es ist unbedingt zu beachten, dass
der Begriff Pixel in spiteren Kapiteln eine vollig andere Bedeutung haben wird als hier
im technischen Bereich.

In einem CCD-Bildsensor wird eine Messung ausgelesen, indem die Ladung eines
Sensors wie in einem Schieberegister zeilenweise zum benachbarten Sensor weiterge-
geben wird. AnschlieBend wird die zeilenweise gewonnene Information Zeile fiir Zeile
untereinander ausgelesen. Damit besteht kein unmittelbarer Zugriff auf die in einem Pixel
gemessene Ladung.

CMOS-Bildsensoren, auch APS (Aktive Pixelsensoren) genannt, arbeiten nicht wie ein
Schieberegister. Vielmehr gehort hier zu jedem Pixel neben dem lichtempfindlichen Sen-
sor noch eine erweiterte Elektronik zur individuellen Signalverstirkung und zum Auslesen
der Ladungsinformation des einzelnen Sensors. Selbst weitere Vorverarbeitungsschritte
sind hier pro Pixel moglich. Dies verringert die Anfilligkeit gegen Blooming, aber ebenso
die Lichtempfindlichkeit, da fiir die eigentliche Fotodiode weniger Fliche zur Verfiigung
steht. Dieses Problem kann durch Mikrolinsen gelost werden, die moglichst viel der Pixe-
loberflidche iiberdecken und das Licht auf den fotoempfindlichen Teil biindeln. Auf einem
CMOS-Flichensensor einer 1-Chip-Kamera befinden sich pro Pixel auf dem Silikonsub-
strat typischerweise

eine Fotodiode als Sensor,

ein Verstirker,

eine Reset-Einrichtung,

ein Spalten- und ein Zeilenbus zum Auslesen sowie
eine Mikrolinse.



58 3 Sehen und Fotosensoren

Die Vorteile von CMOS-Bildsensoren gegeniiber CCD-Bildsensoren sind

e cine etwas hohere Ahnlichkeit zur Retina wegen der Moglichkeit einer gewissen Vor-
verarbeitung direkt auf dem Pixel,

e individuelle Auslesbarkeit einzelner Pixel,

e damit hohere Bildraten

e bei deutlich geringeren Blooming-Effekten.

Erkauft werden diese Vorteile durch eine komplexere Elektronik pro Pixel und damit we-
niger Platz fiir den fotoempfindlichen Sensor. Wegen der individuellen Verstdrkungselek-
tronik pro Pixel ergeben sich unumgingliche Schwankungen in der Verstirkungsleistung
der einzelnen Pixel. Damit besitzen CMOS-Sensoren ein insgesamt schlechteres Rausch-
verhalten als CCD-Sensoren. Sowohl in CCD- als auch CMOS-Sensoren treten durch
thermische Molekuarbewegungen zusitzliche Ladungen auf, die einen Dunkelstrom be-
wirken. Vor 2005 wurden fiir Camcorder und digitale Kameras fast ausschlieBlich CCD-
Sensoren eingesetzt, seither geht die Tendenz eher in Richtung der Verwendung von
CMOS.

3.3.2 Farbsensoren

Das menschliche Sehen wird durch vier unterschiedliche Sensoren im Auge erreicht, und
zwar Stdbchen fiir skotopisches Sehen (Helligkeit) und drei Sorten von Zapfen fiir das
photopische Sehen, die je eine andere Empfindlichkeitsverteilung iiber die Wellenldngen
besitzen. Im Gegensatz dazu verwendet man in technischen Bildsensoren iiblicherweise
nur eine Sorte von Sensoren, auch bei Farbbildsensoren. Damit bedarf es zusitzlicher
Tricks, um Farbe messen zu konnen. Dieselben Tricks werden sowohl fiir Zeilen- als auch
Flachensensoren benutzt. Wir beschrénken uns hier auf Flichensensoren.

3-Chip-Kameras. Hierbei wird durch eine Kombination von Prismen hinter dem Ob-
jektiv der Strahlengang in drei Strahlengiinge aufgeteilt und jeder wird zu einem anderen
Fliachensensor gefiihrt. Dabei befindet sich vor jedem der drei Flichensensoren ein un-
terschiedliches Flichenfilter, das jeweils nur fiir eine Spektralverteilung im roten, griinen
und blauen Bereich durchlissig ist. Wichtig ist eine stabile mechanische Verbindung der
drei Fliachensensoren untereinander, damit sich diese bei Erschiitterungen nicht gegen-
einander bewegen. Bei solchen Bewegungen konnte die Ortszuordung der Koordinaten
der einzelnen Pixelsensoren auf jedem Fldchensensor nicht mehr korrekt erfolgen, was zu
Fehlfarben fiihrt.

1-Chip-Kameras. Kostengiinstiger sind daher Kameras mit nur einem Fldchensensor.
In Three-Shot-Kameras werden in rascher Folge nacheinander drei Filter fiir drei Be-
lichtungen iiber einen einzigen Fliachensensor gelegt. Die drei zeitlich unterschiedlichen
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Abb. 3.23 [-Chip-Farbsensor
schematisch. 1 Makropixel
besteht aus 4 benachbarten
Pixel mit unterschiedlichen
Farbfiltern, hier beispielhaft in
Rot, Griin, Blau

Abb. 3.24 Rot-weile Streifen
zum Testen der Auflosung

Aufnahmen werden zu einer Farbaufnahme kombiniert. Dies fiihrt bei einer Aufnahme
von bewegten Objekten natiirlich zu Verschmierungseffekten und Falschfarben.

Eine Alternative sind Mosaikfilter auf dem einzigen Flichensensor. Dazu liegt vor je-
dem Pixel des Flachensensors ein gesondertes Farbfilter, das gleichzeitig als Mikrolinse
aufgebaut sein kann. Vier benachbarte Pixel (mit den Koordinaten (x, y), (x + 1, y),
(x, y+ 1D und (x + 1, y + 1)) bilden jeweils ein Makropixel, dessen beteiligte Pixel ent-
sprechend auch als Mikropixel bezeichnet werden. Pro Makropixel werden die vier Werte
der beteiligten Mikropixel dann zu einem Farbwert hochgerechnet. In der Abb. 3.23 wird
die in der Praxis gern verwendetet Bayer-Matrix (oder das Bayer-Filter) gezeigt, benannt
nach ihrem Erfinder Bryce E. Bayer.

Ein Makropixel muss nicht in der oberen rechten Ecke mit einem Mikrosensor vom Typ
1 wie in Abb. 3.23 beginnen, sondern kann auch mit einem Typ 2, 3 oder 4 beginnen. Es
sei ein Makropixel durch die Koordinate (x, y) seines oberen linken Mikropixels definiert.
Ein Flichenchip mit je einem Mikropixel auf [0, N [x[0, N [besitzt genau (N —1)-(N —1)
viele Makropixel, also (bis auf den Rand) genau so viele wie Mikropixel. Die vier Makro-
pixel mit den Koordinaten (x, y), (x+1,y), (x,y+1)und (x+1, y+ 1) tiberlappen sich
paarweise in einem oder zwei Mikropixel, was natiirlich zu einer schlechteren Auflosung
als bei 3-Chip-Kameras fiihrt. Sich iiberlappende Makropixel sind nicht mehr unabhingig,
da sie mindestens ein Mikropixel gemeinsam besitzen. Man iiberlegt sich leicht folgendes
Gedankenexperiment:
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Wir fotografieren ein senkrecht rot-weif3 gestreiftes Muster, vgl. Abb. 3.24. Wir nehmen
dabei an, dass die Pixelgrenzen des Flidchensensors mit den Grenzen der Streifen bei einer
Aufnahme zusammenfallen. Besitzen die Streifen eine Breite von zwei Pixel, so werden
sie von einer 1-Chip-Kamera korrekt aufgenommen. Bei einer Breite von einem Pixel
werden sie von einer 3-Chip-Kamera korrekt aufgenommen, aber nicht mehr von einer
1-Chip-Kamera. Fillt in einer 1-Chip-Kamera der rote Streifen auf die Mikro-Sensoren
vom Typ 1 und 3, wird theoretisch einmal Rot (rotes Licht durch Rotfilter) und nichts
(rotes Licht durch Griinfilter) detektiert; féllt er auf die Mikrosensoren vom Typ 2 und 4
wird gar nichts detektiert. Da die Grenzen von verschiedenfarbigen Flachen nicht exakt
zwischen zwei Kamerapixel fallen, entstehen in der Praxis bei einer Aufnahme immer
Fehlfarben in diesem Grenzbereich, die aber erst bei starker Vergro3erung sichtbar werden
und normalerweise nicht auffallen.

Im klassischen Filmmaterial befinden sich Schichten verschiedener Farbempfindlich-
keit tibereinander. Hier werden also nicht wie im Mosaikfilter unterschiedliche Farben
nebeneinander gemessen, sondern iibereinander. Dies wird auch in neueren Farbbildsenso-
ren nachgespielt, wo drei iibereinanderliegende Halbleiterschichten auf die unterschiedli-
che Eindringtiefe verschiedener Wellenlidngen reagieren (AgBr-Technik). Hierbei liegt ein
Halbleiter als Sensor fiir Blau iiber einem fiir Griin und iiber einem dritten fiir Rot. 2006
erschien als High-End-Kompaktkamera die Sigma DP1 mit einem Foveon-X3-Sensor von
2652 x 1768 Pixeln mit jeweils drei Schichten.

Unterschiede menschliches Sehen - technische Sensoren
Die wesentlichen Unterschiede zwischen menschlichem Sehen und dem Messen mit tech-
nischen Bildsensoren sind hier kurz zusammengestellt:

Menschliches Sehen Technischer Bildsensor

4 Sensortypen 1 Sensortyp mit unterschiedlichen Filtern
inhomogene Sensorverteilung homogene Verteilung

hochste Auflosung in der Sehgrube homogene Auflosung

erhebliche Bildvorverarbeitung keine Bildvorverarbeitung oder

in der Retina sehr wenig (CMOS)

keine direkte Verbindung vom Rezeptor zur Sehrinde | Zugriff auf jeden Sensormesswert
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Man kann sehr lange diskutieren, was ein Bild eigentlich sei. Von Forderungen nach ei-
ner haptischen Erfahrbarkeit eines Bildes bis zum reinen philosophischen Bildnis werden
die unterschiedlichsten Vorstellungen gedufBert. Wir werden hier eine exakte formale De-
finition fiir ein Bild geben, die den Anforderungen in der Bildverarbeitung gerecht wird.
Natiirlich muss eine allgemeine Bilddefinition recht abstrakt werden. Eine Instanz dieses
Bildbegriffs wird dann das digitale Bild sein.

4.1 Bilddefinition
411 Diverse Bildbegriffe

Ein Schwarz-Weif3-Bild ist ein Bild, in dem nur die beiden nicht chromatischen Farben
Schwarz und Weifl ohne Grauwertunterteilung benutzt werden. Es ist ein Bindgrbild, das
nur zwei Werte besitzt. Meist wird Schwarz als Wert 0 und Weil} als Wert 1 gefiihrt, selbst
dann wenn intern ein Integerwert von 255 fiir Weil3 benutzt wird. In einem Grauwert-Bild
werden neben Schwarz und WeiB auch die Grauwerte verwendet. Ublich sind die Werte 0
bis 255 in einer 8-Bit-Darstellung oder eine 12-Bit-Version in medizinischen Aufnahmen
wie CT oder MR. Alte Schwarz-Wei3-Fernsehgerite liefern nicht etwa Schwarz-Weil3-
Bilder, sondern Grauwertbilder. Digitale Farbbilder besitzen dreidimensionale Werte und
sind damit spezielle 3-Kanal-Bilder. Je nach gewihltem Farbraum koénnen ein R-, G- und
B-Kanal benutzt werden oder je einer fiir H, S und V etc. In Multispektralbildern kom-
men meist mehr als drei Kanile zum Einsatz. In den alten LANDSAT-Satelliten wurden
Kameras mit 4 Kanilen benutzt, und zwar in den Bereichen

e 500 bis 600 nm (Blau-Griin),
e 600 bis 700 nm (Gelb-Rot),
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e 700 bis 800 nm (Rot-Infrarot) und
e 800 bis 1100 nm (Infrarot).

Viele eindrucksvolle astronomische Bilder stammen nicht notwendig von einer einzigen
Kamera, sondern sind aus verschiedenen Aufnahmen in unterschiedlichen Spektralberei-
chen mit Belichtungszeiten von Minuten und Stunden entstanden und zur Visualisierung
in sichtbare Farben umgerechnet wurden.

In Mehrkanalbildern konnen, neben Kanilen fiir unterschiedliche Spektren, auch wei-
tere Informationen gespeichert, gesendet oder verarbeitet werden. Bekannte Beispiele sind
in der Vermessungstechnik Aufnahmen mit Kanilen fiir Hohenlinien, StraBenziige etc.
In Tiefenkameras wird neben der Farbe in einem vierten Kanal auch die Entfernung je-
des einzelnen Bildpunktes vermessen. Man spricht von logischen Bildern, wenn weitere
Merkmale mit bestimmten logischen Bedeutungen pro Bildpunkt betrachtet werden. Das
konnen Klassenmerkmale sein, etwa in segmentierten Bildern, semantische Annotationen
in Strafenplédnen, Strichzeichnungen, Gebdudeplénen etc.

Ein Zeitreihenbild ist eine Sequenz von Bildern, die man als ein einziges hoher kana-
liges Bild mit einem zusitzlichen Kanal fiir einen Zeitstempel auffasst. Eine Filmszene
konnte man als Zeitreihenbild bezeichnen, allerdings ist diese Betrachtungsweise nicht
tiblich. Hingegen sind dltere CT-Aufnahmen Beispiele von Zeitreihenbildern: Es wurden
hintereinander in raumlich versetzten Schichten (in der z-Achse) jeweils zweidimensiona-
le Rontgenaufnahmen (in der x- und y-Achse) erstellt. Dabei war die Auflosung in der x-
und y-Achse deutlich héher als in der z-Achse. In einer Analyse einer solchen CT-Aufnah-
me wurden die jeweiligen zweidimensionalen rdumlich (und wegen der Aufnahmetechnik
auch zeitlich) versetzten Bilder einzeln betrachtet und die einzelnen Analyseresultate in
z-Richtung verkniipft. Damit ist eine Auffassung als Zeitreihenbild sinnvoll. In neueren
CT- und MR-Aufnahmetechniken ist die Auflosung in der z-Achse aber nahe der Auflo-
sung in der x- und y-Achse. Dies zeigt sich auch in den neuen Analysetechniken, in denen
nicht mehr Schichten von 2D-Bildern hintereinander einzeln analysiert werden. Vielmehr
werden jetzt bekannte 2D-Analysetechniken zu inhédrent dreidimensionalen Techniken
weiterentwickelt und eingesetzt. Daher spricht man hier nicht mehr von einem Zeitrei-
henbild, sondern lieber von einem 3D-Bild.

4.1.2 Formale Bilddefinition
Es liegt auf der Hand, dass eine formale Definition eines Bildes, die alle die genannten
Fille umfasst, relativ abstrakt sein muss. Allerdings muss sie konkret genug fiir die Praxis

einer Bildverarbeitung sein.

Allgemeine mathematische Notationen
Folgende mathematische Notationen werden in diesem Buch benutzt:
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fiir die Menge der natiirlichen Zahlen,
fiir die Menge der ganzen Zahlen,

fiir die Menge der reellen Zahlen,

fiir die Menge der komplexen Zahlen,
fiir die Menge der rationalen Zahlen.

oaO=ENZ

Wir fassen auch O als natiirliche Zahl auf, also N = {0, 1,2, 3,...}. Die ganzen Zahlen
umfassen die natiirlichen und die negativen natiirlichen Zahlen. Fiir Intervalle werden die
Grenzen mit [,] (einschlieBlich der Extremwerte) und ],[ (ausschlieBlich der Extremwerte)
verwendet. Da wir in der digitalen Bildverarbeitung hauptsichlich mit ganzen Zahlen ar-
beiten, beziehen sich Intervalle ohne einen Index auf ganze Zahlen. Sind Intervalle reeller
oder rationaler Zahlen gemeint, wird ein Index R oder QQ verwendet. Intervalle komple-
xer Zahlen existieren nicht, da die komplexen Zahlen nicht angeordnet sind. | x| ist die
grofite Zahl in N, die kleiner oder gleich x ist, entsprechend ist [x] die kleinste Zahl in
N, die groBer oder gleich x ist. round x ist eine rationale oder natiirliche Zahl in Q, die
im Rechner als Anniherung an eine reelle Zahl x benutzt wird. Generell gilt natiirlich,
dass die Resultate irgendwelcher Berechnungen stets auf Werte aus den gerade erlaubten
Bereichen zu runden sind, ohne dass dies explizit gesagt werden wird. Damit gilt bei-
spielsweise

[x,.y]={n€Z|x =n =<y},
Ix.ylg ={r eR[x <r =y},
Ix,ylp ={g € Ql x < g <y},

[2,117 = 3,

round 2,11 = 2,

falls man zu natiirlichen Zahlen hin runden will.

Bildspezifische Notationen
Ein Bild I ist eine Abbildung
I:Loc — Val

von einem Ortsbereich Loc in einen Wertebereich Val. Eine Abbildung I:Loc — Val ist
mathematisch gesehen eine Teilmenge

I C Loc x Val,

fiir die zu jedem Ortswert / € Loc genau ein Wert v € Val mit (/,v) € [ existiert, fiir
den dann v = I(I) geschrieben wird. Ein elementares Bildelement oder Pixel P von [ ist
somit einfach ein Element

P = (I,v) € Loc x Val.
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loc und val sind die Projektionen loc: Loc x Val — Loc und val: Loc x Val — Val. Damit
ist fiir ein Pixel P = (I, v) der Ort loc(P) = [ und der Wert val(P) = v. Hiufig meint
man in der Literatur mit einem Pixel nur den Pixelort oder nur den Pixelwert, in diesem
Buch ist aber ein Pixel durchgingig ein Paar von Pixelort und Pixelwert (mit Ausnah-
me des Pixelbegriffs bei technischen Flichensensoren, womit ein rdumlicher Abschnitt
bezeichnet wird, auf dem sich ein einzelner Fotosensor mit der notwendigen Elektronik
befindet).
Die Restriktion Iy von I auf M C Loc ist die Abbildung

Iiy: M — Val mit 1)y (p) = I(p) fiir p e M.

Fir M C I ist ]|MI= I\loc(M)-
Fiir Bilder I, I’ mit Wertebereich Val € C¥ unda € Csindal, I +a,. I +1', I -
I’, I", |I] die Bilder mit

(al)(p) :=a-1(p),
(I +a)(p):=1I(p) +a,
(I +1N(p) :=I(p) + I'(p),
(-1 (p):=1(p)-1I'(p),
I'(p):=1(p), I""'(p):=1"(p) - I(p),
[I|(p) = [1(p)I.

Die fiir Funktionen in der Mathematik iiblichen Schreibweisen gelten genauso fiir Bilder,
da diese per Definition Funktionen sind. Oft bezeichnet man mit | M | auch die Mdchtigkeit
von M, das ist die Anzahl der Elemente von M. || kann somit auBBer dem Bild der Abso-
lutbetrige auch die Anzahl seiner Elemente bedeuten, also |/| = |Loc;|. Die Bedeutung
ist aber aus dem jeweiligen Zusammenhang klar erkennbar.

Wir werden versuchen, durchgéngig folgende Variablen zu wihlen:

I.B ein Bild,

B ein Binirbild, Bin, Menge von Bewegungen oder einen Basisvektor,
P ein Pixel, sehr selten fiir eine Wahrscheinlichkeit (probability),

p.l einen Ort im Ortsbereich,

v einen Wert im Wertebereich,

i, j,n,m natirliche Zahlen, speziell Zeilen (i) und Spalten (j ),
x,y,z  raumliche Achsen und alle moglichen weiteren Zwecke.

Héufig sind die Mengen Loc und Val Kreuzprodukte weiterer aus dem Kontext bekann-
ter Mengen
Loc=L;{x...xLyg, Val=V,x...xV;.
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Dann heiBt d die Dimension und k die Zahl der Kandile des Bildes I, V; ist der i-te
Kanal von 1. Mit /® oder 1" bezeichnen wir dann die Projektion von I nur auf den i -ten
Kanal. Formal: Die i-te Projektion m;: Val — V; ist fiir 1 <i < n definiert als

i (X1, XE) 1= X

Das Bild 1) := I := 7; o I mit (1r; o I)(p) := m; (I(p)) ist die Projektion von I
auf den i-ten Kanal.

Als Wertebereich eines Kanals kommen in der Praxis Strings, etwa fiir Klassenbilder
und logische Bilder, oder rationale Zahlen vor. Der Datentyp string ist meist das Ergebnis
einer Bildanalyse oder dient als Information fiir die weitere Verarbeitung eines Bildes. So
wird z. B. eine Bildoperation wie eine Glittung nie auf Kanéle vom Typ string angewen-
det. Wollen wir ein Bild /:Loc — Val manipulieren, nehmen wir iiblicherweise Loc C
7% und Val C Q* an. Meistens untersuchen wir Farbbilder mit 3 Kanilen oder beschrin-
ken unsere Uberlegungen auf einkanalige Bilder. Bilder werden wie folgt klassifiziert

e nach dem Ortsbereich:

Bildname Eigenschaft von Loc

2D-Bild Dimension = 2, Loc = Loc; x Loc,,

3D-Bild Dimension = 3, Loc = Loc; x Loc, x Locs,
Zeitreihenbild 3D-Bild mit dritter Dimension fiir Zeitstempel,

orthogonales Bild Loc C Z<,

e nach dem Wertebereich:

Bildname Eigenschaft von Val

Farbbild Val € N3, meist Val = [0, 2" [3,
True-Color-Bild Farbbild mitn = 8,

Grauwertbild ein Kanal, meist Val = [0, 2"],

Deep-Color-Bild Farb- oder Grauwertbild mit n = 10, 12 oder 16,
Binérbild Val = [0, 1] (oft auch Val = {0, 255}),
Klassenbild Val = [0, n], wobei val(P) = i bedeutet,

dass das Pixel P zur Klasse i gehort,
logisches Bild, Labelbild Synonym fiir Klassenbild.

Deep-Color-Bilder werden auch als HD-Bilder bezeichnet, wobei HD fiir high defini-
tion steht. Meistens bezieht sich HD aber auf den Ortsraum und meint eine Mindestanzahl
von 1920 x 1080 Pixeln.

Ein digitales Bild ist ein Bild I:Loc — Val mit endlichen Mengen Loc, Val von end-
lichen Objekten. Mit endlichen Objekten ist gemeint, dass man zwar hdufig von Val € R
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spricht, aber nur endliche Approximationen round(x) von x € R in einem digitalen
Bild verwendet. Das Gegenstiick zu einem digitalen Bild ist ein kontinuierliches Bild
I:Loc — Val, in dem Loc und Val kontinuierliche Mengen im R, R”, C oder C” sind. Da
ein Computer nur endliche Objekte verarbeiten kann, hat man hier das Modell, dass ein
Bild eigentlich ein kontinuierliches Objekt ist, von dem aber nur endlich viele Stiitzstellen
(die Pixel) als endliche Objekte bekannt sind.

Falls es nicht explizit anders gesagt wird, verstehen wir unter einem Bild stets ein
digitales Bild. Der Typ von [ ist das Paar (Loc, Val) des Definitions- und Wertebereichs
von /. Ein (2D-, 3D-)Standardbild besitzt den Ortsbereich Loc = [0, N[ x [0, M [ oder
[0, N[ x [0, M[ % [0, L[ und den Wertebereich Val = [0, 2"[ oder [0, 2"[°.

Konsequenterweise fillt z. B. der Kunstdruck nicht unter unseren Begriff eines digita-
len Bildes, da im Kunstdruck auf eine Rasterung moglichst verzichtet werden soll und ein
kontinuierlicher Ortsraum Loc € R2 angestrebt wird. Ein kontinuierlicher Bildraum wird
in der Steindrucktechnik (Lithografie) auch erreicht. Am Rechner kann er z. B. mittels
einer frequenzmodellierten Rasterung simuliert werden.

4.2 Elementare Eigenschaften von Bildern

Wir werden einige Begriffe von Bildern hier prizise definieren. Dazu gehoren etwa die
Nachbarschaft und Ahnlichkeit von Pixeln und einige einfache statistische Merkmale.

4.2.1 Nachbarschaft und Ahnlichkeit

Eine bindire Relation p auf einer Menge M ist eine Teilmenge p € M x M . Statt (a, b) € p
benutzt man iiblicherweise die Infixschreibweise a p b. p heifit

reflexiv :«—apa,
symmetrisch :«— (@ pb =— bpa)und
transitiv :«— (@ pbundbpc = apc)

gilt fiiralle a,b,c € M.

In der Mathematik versteht man unter einer Ahnlichkeitsrelation oder nur Ahnlichkeit
eine binire, reflexive und symmetrische Relation. Ahnlichkeitsrelationen sind iiblicher-
weise nicht transitiv, da man sonst mittels der Transitivitét tiber eine Kette dhnlicher Werte
leicht zu unédhnlichen gelangen konnte. Reflexive, symmetrische und transitive Relationen
heiBen Aquivalenzrelationen. Da Pixel in einem Bild aus einem Ort und einem Wert be-
stehen, kann sich eine Ahnlichkeitsrelation bei Pixeln auf deren Ort, Wert oder beides
beziehen. Wir wollen das sauber unterscheiden und werden von einer Nachbarschaft re-
den, wenn sich die Relation auf den Ortsbereich bezieht, und von einer Ahnlichkeit, wenn
sie sich auf den Wertebereich bezieht. Das fiihrt zu folgender Definition:
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Eine Nachbarschaft A in einem Bild /:Loc — Val ist eine bindre, symmetrische und
reflexive Relation auf Loc, und eine Ahnlichkeit T in I ist eine binire, symmetrische und
reflexive Relation 7 auf Val.

Zwei Pixel P, P’ heilen (A-)benachbart, in Zeichen P A P’, falls loc(P) A loc(P’) gilt,
und (z-) dhnlich, in Zeichen P t P’, falls val(P) r val(P’) gilt. Damit sind die Eigen-
schaften Nachbarschaft und Ahnlichkeit von Pixelorten bzw. Pixelwerten auf Pixel selbst
ibertragen.

Die A-Nachbarschaft N (P) um das Pixel P ist

Ny (P)={P' €l |PAP.
Unter einem Nachbarpixel von P versteht man ein Pixel aus der Nachbarschaft von
P, das nicht mit P iibereinstimmt. Obwohl die Nachbarschaft reflexiv ist und jedes Pixel
damit mit sich selbst benachbart ist, soll ein Nachbarpixel von P verschieden von P sein.

Hiufig verwendete Nachbarschaften in orthogonalen 2D-Bildern sind

e die 4er-Nachbarschaft, A4, von P, bestehend aus dem Pixel P plus alle 4 direkten
Nachbarpixel, formal ist Ay C N x M definiert als

() Aa @ J)) e i =i+ 1) =1 =1,
e die Ser-Nachbarschaft, A5, ist ein Synonym fiir die 4er-Nachbarschaft, in der nur ex-
plizit gesagt wird, dass das zentrale Pixel auch zur Nachbarschaft gehort,

o die 8er- (9er-)Nachbarschaft, Ag oder Ao, ist die 4er-Nachbarschaft plus alle 4 diago-
nalen Nachbarpixel, formal

(i) As (@', j) e max(li —i'|.[j = j') = 1.
In orthogonalen 3D-Bildern verwendet man oft

e die Ger- (7er-)Nachbarschaft, Ag, bestehend aus einem Pixel plus alle 6 direkten Nach-
barn in x-, y- und z-Richtung, formal

W7D A6 G 1) e i =i [+ |j = J1+ =1 <1,
e die 27er-Nachbarschaft, 1,7, mit zusitzlich den diagonalen Nachbarn, formal
(iv s.jsl) )L27 (i/vj/vl/) e max(|l - i/|7 |] - j/|7 |l - l/|) = L.

Damit bildet die 27er-Nachbarschaft um P einen Wiirfel der Kantenlidnge 3 mit P im
Zentrum.



68 4 Das digitale Bild

Es sei M C I eine Menge von Pixeln eines Bildes / und A eine Nachbarschaft fiir 7.
Dann ist ein (A-)Weg in M (von P; nach P,) eine Folge Py, ..., P, von Pixeln in M mit

Pi)LP,-_HundPi#Pi+1fiir1§i<n.

M heil3t zusammenhdngend, falls je zwei Pixel in M durch einen Weg verbunden wer-
den konnen, der M nicht verldsst. Je nach gewihlter Nachbarschaft kann eine Menge
M zusammenhingend sein oder nicht. Betrachten wir folgende Pixelmenge M (ein Pixel
in M wird durch e dargestellt, ¢ e soll zwei benachbarte Pixel in M darstellen) eines
orthogonalen 2D-Bildes:

M ist beziiglich der 9er-Nachbarschaft zusammenhéngend, aber nicht beziiglich der
4er. Es existieren noch ganz andere Nachbarschaftsbeziehungen. Betrachten wir etwa die
€-Nachbarschaft aus dem Schachspiel: Zwei Pixelorte eines orthogonalen Bildes sind
€-benachbart, wenn ein Springerzug beide verbindet. Beziiglich dieser €-Nachbarschaft
ist die Menge M nicht zusammenhéngend, die Mengen M, und M3 aber schon, denn
der mittlere Pixelort in M, kann nicht von einem Randpixel iiber Springerziige erreicht
werden, in M5 aber schon.

e o o
e o o e o o
e o o
M =e o o M,=0¢ o, M;=
e o o
e o o e o o

Der Begriff einer Region wird in der Literatur unterschiedlich benutzt. Meist ist es eine
zusammenhidngende Menge von Pixeln mit zusitzlichen nicht formal definierten Eigen-
schaften. Diese zusitzlichen semantischen Eigenschaften lassen wir fort, um zu einer
einfachen formalen Definition zu gelangen, und definieren:

Eine Region (oder auch A-Region) R in einem Bild [ ist eine (beziiglich einer Nach-
barschaft 1) zusammenhingende Menge R von Pixeln in einem Bild.

Mit dieser Definition diirfen Regionen Locher enthalten.

Ahnlichkeiten definiert man in der Praxis hiufig iiber eine Klasseneinteilung oder iiber
Schwellwerte mit einer Distanzfunktion.

Eine endliche Partition oder Klasseneinteilung einer Menge M ist eine Menge K =
{Ki, ...,K,} von Teilmengen K; C M mit

e KiNK; =0firl <i,j <n,i# j,und
e M=K, U...UK,.
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Jedes Element aus M liegt damit in genau einer Klasse K; aus J. Elemente einer Klasse
K; heiBen dquivalent. Zwei Klassen aus K sind entweder identisch oder disjunkt. Es sei
nun Ki,..., K, eine Partition von Val. Zwei Werte a,b € Val gelten beziiglich dieser
Klasseneinteilung als dhnlich, wenn sie dquivalent sind, also in derselben Klasse K; fiir
ein i liegen.

Bei einer Ahnlichkeit iiber einem Schwellwert s € Q und einer Distanz d gelten zwei
Werte a,b € Val als ((d, s)-)dhnlich, falls deren Distanz unterhalb des Schwellwertes
liegt, also d(a, b) < s gilt. Oft wird auch d(a, b) < s gefordert. Eine formale Definition
einer Distanz folgt im néchsten Abschnitt.

In der Bildverarbeitung und Bildanalyse ist die Wahl einer giinstigen Ahnlichkeit der
Pixelwerte natiirlich problemabhiingig und verlangt eine gewisse Erfahrung. So hat man
friiher gern im Robocup (FuBiballturnier fiir Roboter mit Kameras) eine Farbidhnlichkeit
zur Erkennung des roten Fuf3balles mittels einer Klasseneinteilung im RGB-Farbraum de-
finiert. Aber jede Helligkeitsverdnderung, etwa durch Ausfall einer Lampe oder durch
auftretende Bewolkung bei Sonneneinstrahlung auf das Spielfeld, hat die RGB-Farbwerte
verdndert und damit méglicherweise auch deren Klassenzugehorigkeit. Der Ball konnte
dadurch unsichtbar werden. Im Robocup ist daher eine Klasseneinteilung im HSV-Farb-
raum besser geeignet.

4.2.2 Distanzen

Da Distanzen in der Bildverarbeitung stindig benutzt werden, wollen wir sie in einem
gesonderten Abschnitt behandeln. Es sei M eine Menge, dann spricht man generell von
einer Distanz oder Metrik d auf M, falls d: M x M — R eine Abbildung ist, so dass fiir
allea,b,c in M gilt:

da,b) =0 a=b,
d(a,b) = d(b,a) (Symmetrie),
d(a,c)+d(c,b) = d(a,b) (Dreiecksungleichung).

Die Symmetrie besagt, dass der Abstand von a nach b gleich dem Abstand von b
nach a ist, und die Dreiecksungleichung fordert, dass der Abstand von a nach b iiber
einen dritten Ort ¢ nicht kiirzer werden darf. Die Dreiecksungleichung erzwingt weiterhin,
dass Abstinde nur Werte > 0 haben konnen. Der Abstand 0 kann nur zwischen gleichen
Elementen bestehen.

Jede Distanz definiert iiber Schwellwerte einen Begriff einer Ndhe. Die Umgebung
U, (a) vom Radius r um einen Punkt ¢ € M ist die Menge aller Punkte in M in einer
Distanz kleiner gleich r zu a, also

Ué(a) :={b e M|d(a,b) <r}.
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Hiufig verwendete Metriken im R¥ mita = (ay,...,ax), b = (by,...,b;) € R¥ sind

d(a,b) = \/leisk(a,- —b;)?  (euklidische Distanz),

d(@.b) = (@i — b;)? (SSD),
d(a,b) =3 1. lai — bi (Manhattan-Distanz),
d(a,b) = max; <<k |a; — b;| (Maximum-Distanz),
0 fira=2>
d(a,b) = o (diskrete Distanz).
1 fiira #b

U¢(a) bezeichnet man auch als den Kreis um @ vom Radius r, selbst wenn es sich bei
d nicht um die euklidische Distanz, sondern etwa um die Manhattan-Distanz handelt.
Es wird einfach U, (a) geschrieben, wenn d aus dem Zusammenhang bekannt oder un-
wichtig ist. Will man in Bildverarbeitungsalgorithmen Pixel beziiglich deren euklidischer
Abstinde (im Orts- oder Wertebereich) vergleichen, wére es unsinnig, noch eine Wurzel
zu ziehen, und man wihlt besser die zweite Distanz Sum of Squared Differenzes, SSD.
Noch einfacher wird eine Implementierung mit der Maximum-Distanz, meist ohne viel an
Genauigkeit zu verlieren. Die diskrete Distanz spielt in der Bildverarbeitung keine Rolle.

Es seien d eine Distanz auf Pixel, P ein Pixel und M, N Mengen von Pixeln eines
Bildes /. Die d-Entfernungen von P zu M und von M zu N sind definiert als

d(P, M) := min{d(P, P')| P’ € M},
d(M,N) := min{d(P, P')| P € M, P’ € N}.

Dies wird sowohl im Orts- als auch im Werteraum benutzt.

In einem diskreten Ortsraum Loc € Z¢ wihlt man beziiglich einer Nachbarschaft A als
Distanz d(P, P’) hdufig die Linge des kiirzesten A-Weges von P nach P’. Liegen P, P’
in M und gilt N, N’ C M, so sind die (M -)geod:itischen Entfernungen

e dy (P, P') von P nach P/,
e dy(P,N)von P nach N und
e dy(N,N’) von N nach N’

definiert als die Lingen der kiirzesten Wege innerhalb von M (die also M nicht verlassen)
von P nach P’ bzw. von P zu einem Pixel in N bzw. zwischen zwei beliebigen Pixeln in
N und N’. Liegen P und P’ in zwei Teilen von M, die nicht zusammenhingend sind, also
durch keinen Weg innerhalb von M verbunden werden konnen, so wird dy; (P, P’) := oo
gesetzt, analog fiir dy; (P, N) und dy; (N, N'). Damit ist der Wertebereich von Distanzen
R, von geoditischen Distanzen aber R U {co}.
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Eine Distanz d auf Pixeln ldsst sich auf unterschiedliche Art und Weise auf Bilder
I, I':Loc — Val gleichen Typs iibertragen. Allerdings interessieren jetzt zumeist Distan-
zen auf dem Wertebereich und nicht Ortsbereich. Derartige Moglichkeiten sind etwa:

1
di(l,1') : = — - d(I(p).I'(p)),
(LT = p;c (I(p).1'(p))

1
dy(I. 1) = ——- > d(I(p).I'(p))’,
211 = o ,,; U(p)-I'(p))

1
ds(1.1') 1= — - d((I(p). 1'(p))*,
(1) = e ; (). ' (p))

dy(1,1') := max{d (I(p),1'(p)) | p € Loc}.

d5 ist der euklidische Abstand von I und I’ als |Loc|-dimensionale Vektoren aufgefasst.
Das Quadrat davon ohne den Normierungsfaktor 1/|Loc| ist wieder die Sum of Squared
Differences. Die Normalized Sum of Squared Differences, NSSD, ist dann SSD geteilt
durch die Anzahl der Pixel, also d».

Mit all diesen Distanzen d; (I, I') lassen sich aber Ahnlichkeiten von Bildern nur unter
groBter Vorsicht messen. Betrachten wir zwei Bilder 7, 1’:[0, N[ x [0, M[ — QF mit
I'i,j)=1G+1,j)firi <n—1undI'(n—1,j) = I(n —1,j), wobei sich I’ nur
durch einen Shift um ein Pixel von I unterscheidet. Beide Bilder sind fiir groBe Werte
N fiir einen Betrachter visuell identisch, kénnen in diesen AhnlichkeitsmaBen aber sehr
weit auseinander liegen. In einer Bildanalyse werden weitere shift- und rotationsinvariante
Mafe wichtig.

4.2.3 Koordinatensysteme

In der Geometrie verwendet man ein zweidimensionales Koordinatensystem, in dem die
x-Achse waagerecht und die y-Achse senkrecht dargestellt wird. Positive Werte laufen
auf der x-Achse nach rechts und auf der y-Achse nach oben. Im dreidimensionalen Ko-
ordinatensystem kommt noch eine z-Achse hinzu, die senkrecht auf dem Bild steht. In
manchen Modellen bewegt sich die z-Achse aus dem Bild heraus, in anderen fiihrt sie in
das Bild hinein. Wachsende positive Werte auf der z-Achse nédhern oder entfernen sich je
nach Modell vom Betrachter. Im geometrischen Koordinatensystem ist in der vektoriel-
len Darstellung die x-Achse stets die erste Koordinate, die y-Achse die zweite und die
z-Achse die dritte.

Leider ist das in der Bildverarbeitung anders. Auch hier reden wir von einer x-, y-
und z-Achse, die aber anders benutzt werden. Ebenfalls bewegt man sich bei steigenden
x-Werten auf der x-Achse nach rechts, aber bei steigenden y-Werten bewegt man sich
nach unten, bei steigenden z-Werten aus dem Bild heraus oder in das Bild hinein, je nach
Autor. Abbildung 4.1 veranschaulicht die Situation fiir eine z-Achse ins Bild hinein (links
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Abb. 4.1 Koordinatensyste- y
me der Geometrie (/inks) und X
Bildverarbeitung (rechts) mit
Nullpunkt in e und steigende z z
Werte in — Richtung
X
y

in einem geometrischen Koordinatensystem) und aus dem Bild heraus (rechts in einem

Bildverarbeitungs-Koordinatensystem).

Bei der Darstellung eines 2D-Bildes folgt man also der Matrizendarstellung in der Ma-
thematik. Hier ist eine n x m-Matrix M eine Matrix aus n Zeilen und m Spalten und M; ;
bezeichnet das Element in der i-ten Zeile an j -ter Stelle, reprisentiert als

My, . . . M,

M, nl - - - M, n,m

Analog wird meist ein 2D-Bild der Grole N x M dargestellt, nur dass die Indizes jetzt
von O bis N — 1 und 0 bis M — 1 laufen. Die erste Zeile und Spalte werden also mit 0
adressiert. Wir werden hier zumeist das BV-Koordinatensystem aus Abb. 4.1 rechts ver-
wenden. Soll das Koordinatensystem links verwendet werden, werden wir es ausdriicklich
als geometrisches Koordinatensystem bezeichnen. Zu beachten ist, dass entgegen der geo-
metrischen Vorstellung jetzt — wie in Matrizen — die y-Achse die Zeilen und die x-Achse
die Spalten benennt, und dass daher jetzt die y-Achse die erste und die x-Achse die zweite
Koordinate ist. Die z-Achse in 3D-Bildern bleibt die dritte Koordinate.

In der medizinischen Bildverarbeitung wird es noch uniibersichtlicher. Hier geht man
von dem Menschen aus, der aufgenommen wird. Die drei Achsen sind dann Links-
Rechts, Anterior(Brustseite)-Posterior(Riickenseite) und Superior(Kopf)-Inferior(Fuf).
Wohin man den Nullpunkt legt und wie man den Menschen darin ausrichtet, ist nicht
normiert. Da gibt es so ziemlich alle vorstellbaren Varianten.

4.2.4 Bildformate

Noch schneller als technische Sensoren dndern sich die zur Speicherung verwendeten
Bildformate. Da jeder im Bildverbeitungsgeschift gezwungen ist, sich alle paar Jahre die
Kenntnis iiber neue Bildformate selbst anzueignen, werden wir gar kein géngiges Bildfor-
mat im Detail vorstellen, sondern nur einige Prinzipien kurz erldutern. Zu unterscheiden
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sind 1-zu-1 Formate sowie Formate mit Kompression, wobei hier zwischen verlustfreier
Kompression und solcher mit Verlust zu trennen ist.

1-zu-1 Reprisentation. Hierunter versteht man Datenformate, in denen jedes Pixel 1
zu 1 ohne Verschliisselung représentiert wird. Man kann ein 3-kanaliges 2D-Farbbild
I:[0,N[x[0,M[ - K; x K3 x K3 von N Zeilen und M Spalten im Ortsbereich und
drei Kandlen K; im Wertebereich als N x M -Matrix M; mit drei Eintrigen pro Ma-
trixstelle darstellen, also M; (i, j) = (IK1 G, ). 153, j), 15, j)) (interleaved Mo-
dus), oder als drei Matrizen M\", M*, M mit M fiir Kanal k, d.h. M®(, j) =
IX%(@i, j) (planarer Modus). Beide Varianten sind iiblich. Die Matrix fiir ein Farbbild im
RGB-Modell wird im interleaved Modus damit als Array der Form ... ,Pixel;-Rot-Griin-
Blau,Pixel; ; -Rot-Griin-Blau, ... plus etwas Zusatzinformation iiber die Bildgroe und
den Wertebereich abgespeichert. Mathematisch gesehen ist eine 1-zu-1-Darstellung eine
Bijektion. Diese ist zusitzlich so einfach, dass man von einem praktischen Standpunkt aus
gar nicht das Bild von seiner Reprisentation unterscheiden muss.

Kompression. Eine Bildkompression « ist eine Abbildung
k:d - D,

wobei d eine Menge von Bildern eines festen Bildtyps und £ eine Menge von Bilddar-
stellungen fiir diesen Bildtyp ist. Im Gegensatz zur 1-zu-1-Darstellung muss hier eine
Pixelinformation fiir ein P € I nicht einfach in (/) auffindbar sein. So kann man in
Zeitreihenbildern etwa nur die Anderungen zum Bild einer Zeitebene vorher speichern.
Die Idee einer Bildkompression ist stets, dass die Kompression deutlich weniger Speicher-
platz bendtigt als eine direkte Speicherung von /. Zu einer Bildkompressionsfunktion «
gehort stets auch eine Dekompressionsfunktion

KD — J.

Gilt fiir jedes Bild I € d
k(D) =1,

S0 nennen wir k eine verlustfreie Kompression, andernfalls eine Kompression mit Verlust
oder eine Reduktion. Selbstverstindlich wird fiir eine Reduktion x auch erwartet, dass
k(k (1)) moglichst visuell dhnlich zu I sein soll. Diese Begriffe gelten auch fiir ande-
re Objekte als Bilder. Das zurzeit bekannteste Reduktionsverfahren ist wohl MP3 von
Karlheinz Brandenburg fiir Musik. Einfache Techniken zur verlustfreien Kompression bei
Bildern sind Lauflingenkodierung, Lempel-Ziv-Algorithmen, [122, 127], die Huffman-
Kodierung, [49] etc. Verlustfreie Kompression wird in den Bildformaten .gif, .tiff und
.png verwendet. Dabei ist GIF aber auf maximal 256 verschiedene Farben beschrinkt,
die in einer variablen Farbtabelle abgelegt sind, die sich von Bild zu Bild dndern kann.
Bekannte dltere Formate mit Datenverlust sind .jpeg und .mpeg.
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4.3 Histogramme

Histogramme sind eine recht simple Methode zur ersten Auswertung und Visualisierung
statistischer Daten. Es existieren zahlreiche Varianten, von denen wir einige fiir die Bild-
verarbeitung wichtige vorstellen.

4.3.1 Absolute und relative Histogramme

Die Haufigkeit a; (g) und relative Hdufigkeit p;(g) des Vorkommens eines Wertes g € Val
im Bild 7 ist

ar(g) := [{p € Loc|I(p) = g}, 4.1)
L ar(g)
pi(g) = Loc|” 4.2)

Das (absolute) Histogramm H; und das (relative) Histogramm h; von I sind die Ab-
bildungen

Hj:Val - N mit H;(g) = a;(g), 4.3)
hy:Val — [0, 1]g mit h;(g) = pr(g). 4.4

Abbildung 4.2 zeigt oben ein Grauwertbild (links) mit seinem Histogramm (rechts)
und unten das gleiche Motiv als RGB-Farbbild mit den drei Grauwerthistogrammen fiir
die Kanile R, G und B in den Farben Rot, Griin und Blau iibereinandergelegt. Dieses
Farbbild werden wir hdufiger verwenden und als Beispielgebdiude I bezeichnen.

Derartige RGB-Histogramme fiir Farbbilder mittels Grauwerthistogramme fiir jeden
Kanal sind aber hédufig ungiinstig. In Farbbildern entsteht der Farbeindruck eines Pixels P
durch die Grauwerte in den drei Kanilen am gleichen Ort loc(P). Diese Korrelation der
Farbanteile zu einem Ort und damit zu einem Farbeindruck geht in diesen RGB-Histo-
grammen verloren und es fehlt die Information iiber die im Bild tatsédchlich vorhandenen
Farben. Stellen wir uns ein Bild mit drei gleich breiten Streifen in den Farben Rot, Griin
und Blau der RGB-Werte (1,0, 0), (0, 1,0) und (0, 0, 1) vor. Dann besitzen 1/3 aller Pixel
pro Kanal den Wert 1 und 2/3 den Wert O und im relativen RGB-Histogramm sind die
Grauwerthistogramme im R-, G- und B-Kanal identisch: bei O (Schwarz) ist der Wert 2/3,
bei 255 (WeiB) ist er 1/3 und 0 sonst. Das gleiche relative RGB-Histogramm besitzt aber
auch ein Schwarz-Weil3-Bild mit 1/3 aller Pixel in Weif3.

Damit empfiehlt es sich in den meisten Anwendungen, Farbbildhistogramme nicht iiber
die einzelnen Kanile zu definieren. Man konnte die Ausgangsdefinitionen 4.3 und 4.4 di-
rekt wihlen und zu jeder Farbe zihlen, wie hiufig sie im Bild vorkommt. Dies ist aber fiir
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Abb. 4.2 Ein Grauwertbild und sein Histogramm, oben. Das Bild unten als RGB-Bild (Beispielge-
bdiude 1) und die drei Histogramme seiner Kanile {ibereinandergelegt

die Praxis unsinnig, da schon in True-Color-Bildern mit 8 Bits pro Kanal 23% = 224, also
iiber 16 Millionen Farben existieren konnen. Bei einer Bildgroie von etwa 1000 x 2000
Pixelorten wiirden damit gerade zwei Millionen Orte auf 16 Millionen Farben verteilt.
Damit wiirde das Histogramm zu einer vollig unanschaulichen diinn besetzten Liste dege-
nerieren. Hingegen ist fiir ein Grauwertbild mit typischerweise nur 256 Grauwerten und
zweil Millionen Orten ein Histogramm sehr gut zur Visualisierung geeignet.

Man arbeitet daher gern mit einer Unterabtastung und teilt fiir ein Farbbild die Farben
in n viele unterschiedliche Farbklassen auf, wobei n deutlich geringer als |Val| und |Loc|
sein soll. Damit besteht das Histogramm auf der x-Achse aus n Klassen, zu denen auf der
y-Achse abgetragen wird, wie viele Pixelorte einen Pixelwert in dieser Klasse besitzen.
Es bietet sich etwa n = 2*-23.2% an mit 8 Klassen pro Kanal, also mit 512 verschiedenen
Farbklassen. Eine solche Klasse wird bei Histogrammen Bin genannt. Wir definieren ganz
allgemein, unabhéngig von der Problematik bei Farbbildhistogrammen, Histogramme mit
Bins mittels Partitionen, vgl. Abschn. 4.2.1. Ein Bin ist dann einfach eine Klasse in einer
Partition.
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Ein absolutes Histogramm H; mit Bins und ein relatives Histogramm h; mit Bins
By, ..., B, eines Bildes I: Loc — Val ist eine Abbildung

H;:{Biy,....,B,} > N, mit H;(B;) :=|{p € Loc|I(p) € B;}|, bzw.

H;(B;
hi:{Bi,....,B,} = N, mit h;(B;) = i( ’),
|Loc|
wobei die Bins By, ..., B, eine Partition von Val bilden miissen.

Offensichtlich gelten diese Definitionen ganz allgemein fiir statistische Stichproben
und nicht nur fiir Bilder, was aber vollig unerheblich ist, da Stichproben und Bilder on-
tologisch betrachtet nichts anderes als endliche Funktionen sind. Anstatt alle statistischen
Begriffe und Histogramme fiir endliche Funktionen zu definieren, sind wir bei dem Mo-
dell des Bildes geblieben.

4.3.2 Prozentuale Histogramme

Es existiert eine Vielzahl von Variationen von Histogrammen. Hat man z. B. die Berei-
che zweier aufeinanderfolgender Bins auf B; = [1000, 1100[ und B;,; = [1100, 1200]
festgelegt und ein Wert 1095 wird gemessen, so hat man diverse Moglichkeiten. Man kann

e nur Bin B; um 1 erhohen,
e Bin B; um x und Bin B; ;; um 1-x erhohen, fiir einen Wert 0,5 < x < 1.

Die zweite Moglichkeit beriicksichtigt, dass der Wert 1095 zwar im Bin B; liegt, aber
sehr nahe an der Grenze zu Bin B; . Dies fiihrt zu prozentualen Histogrammen, deren
Wertebereich nicht mehr in N, sondern in QQ liegt, genau wie fiir relative Histogramme.
Der Name prozentuales Histogramm ist allerdings ad hoc und in der Literatur nicht iiblich.

4.3.3 Akkumulierte Histogramme

Hiufig ist es niitzlich, die Anzahl der Messungen, deren Messwert unterhalb vorgegebe-
ner Werte liegt, in ein Histogramm einzutragen. Das akkumulierte absolute Histogramm
H ;’kk :Val — N und das akkumulierte relative Histogramm h;‘kk: Val — Q von [ sind
definiert durch

H** () = Z H;(v') und

v’eVal,v’<v

> ).

v’eVal,v'<v

A OF

Hj;(v) bzw. h;(v) misst, wie viele Pixel (prozentual) einen Wert kleiner oder gleich v
besitzen.
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Abb. 4.3 Riumliches Histo- L4 : : ::
gramm. Schwarze Punkte sind . : : : ° :
gesetzte Pixel PP
o000
0000
0000
o000
0000
(X1 X}
[ X ]

4.3.4 Raumliche Histogramme

Man muss fiir ein Histogramm nicht die gesamte Bildinformation ausnutzen. So lassen
sich Histogramme nur fiir bestimmte Regionen eines Bildes erstellen oder entlang einer
Geraden durch ein Bild. Fiir eine Menge M < I von Pixeln in / sind entsprechend Hys
und /), die Histogramme nur der Pixel in M .

In Binérbildern werden hiufig rdumliche Histogramme verwendet. So kann man in ei-
nem 2D-Binérbild I der Grofle N - M entlang der x-Achse zidhlen, wie viele Bildwerte 1
(oder 255) in der Spalte x vorkommen. In diesem Beispiel wird das Histogramm H; eine
Abbildung H;: [0, N[ - N mit H;(j) = |{i |I((i, j)) = 1}|. Diese Projektion muss
nicht auf die x-Achse stattfinden. Sie kann auch auf die y-Achse oder auf eine Diagonale
etc. fiihren. Abbildung 4.3 gibt dazu ein Beispiel. Die rdumlichen Histogramme zihlen
hier die gesetzten Pixel pro Messachse. Wir wihlen hier das geometrische Koordinaten-
system und erhalten in diesem Bild die folgenden rdumlichen Histogramme beziiglich der

x-Achse: ...,0,0,0,1,3,4,4,4,4,4,4,5,5,4,3,4,0,0,0,...
y-Achse: ...,0,0,0,2,4,4,4,4,4,4,4/55/4,5,0,0,0,...
45°-Achse: ...,0,0,0,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,3,4,3,2,1,0,0,0, ...

In diesem Beispiel ist in der x- und y-Achse der Abstand 1, in der 45°-Diagonalen aber
0,5 - +/2. Daher ergeben sich fiir das 45°-Histogramm mehr Bins. Die Histogramme in x-
und y-Richtung unterscheiden sich, da der Pfeil, entgegen dem ersten Eindruck, beziiglich
der 45°-Achse nicht symmetrisch ist.

Generell darf man sein Phantasie hier nicht einschrinken. Je nach Problemstellung
konnen andere Histogrammarten wertvolle Informationen liefern. So kann man etwa zur
Erkennung von Piktogrammen in runden Verkehrszeichen diese in Sektoren aufteilen und
pro Sektor zihlen, wie viele schwarze Pixel dort vorkommen.

4.3.5 Mehrdimensionale Histogramme

Ist der Wertebereich Val eines Bildes k-kanalig, Val = V; x...xV;, und liegt fiir jeden Ka-
nal eine Partition V; = B; ; U...U B, ,, vor, so erhilt man kanonisch eine k-dimensionale
Binstruktur (By; U ... U By,,) X ... x (B U...U By,,) mit [],_;_, n; vielen Bins.
Jedes k-dimensionale Bin hat die Form B, j, X ... X By j mit1 < j; _S_n, firl <i <k.
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Eine Anwendung findet dieses Vorgehen z. B. in der Analyse von Farbbildern im HSV-
Farbraum wie folgt:

Man ignoriert die Helligkeit im V-Kanal und unterteilt den H-Kanal in # aufeinander-
folgende Bins Hy, ..., H, mit H; = [h;, h; [ und analog den S-Kanal in m aufeinander
folgende Bins S, ..., S, mit §; = [s/- L Sj41 [ Damit besitzt das Histogramm des Bildes
den zweidimensionalen Definitionsbereich

U Hl‘XSj

1<i<n,I<j<m

von n -m vielen Bins. In jedem Bin wird gemessen, wie viele Bildwerte in diesem Bin lie-
gen. Die Bins besitzen damit selbst eine zweidimensionale Struktur mit einer H- und einer
S-Achse. Bei einer Bildanalyse kann man diese rdumliche zweidimensionale Anordnung
ausnutzen, etwa mit der folgenden Technik des graphentheoretischen Clusterns in Ab-
schn. 4.3.8. Ein Akkumulator in der Hough-Transformation zur Geradenbestimmung in
Abschn. 9.3 ist nichts anderes als ein zweidimensionales Histogramm, dessen rdumliche
Anordnung zur Auswertung mit ausgenutzt wird.

4.3.6 Log-Polar-Histogramme

Log-Polar-Histogramme sind spezielle zweidimensionale raumliche Histogramme, in de-
nen die zweidimensionalen Bins Sektoren in Kreisscheiben bilden, deren Radien expo-
nentiell wachsen, Abbildung 4.4 zeigt ein Beispiel. Man gewinnt diese Binunterteilung
wie folgt: Ohne Einschrinkung betrachten wir (0,0) als Mittelpunkt aller folgenden Krei-
se. Man gibt einen maximalen rp,, und minimalen r;, Radius und eine Anzahl k der
gewiinschten Kreisscheiben vor. Bei k Kreisscheiben brauchen wir k + 1 Radien r; <

. < ry < rr4+1 und die i-te Kreisscheibe liegt zwischen den Radien r; und r; 1. Dazu
setzt man

. P i : _ k
71 i=Tmin, Fit1 =71+ a Mtad = {/Tmax — 'min

und erhdlt fiiri > 2:

Tiy1 —Ti a —a'!
= 1 ) =da,
ri —ri— a~—'—a'-

k
Tkl =71+ 4" = Tmax-

Der Abstand der Radien wichst also exponentiell. Das gilt noch nicht fiir den Abstand 0
zum innersten Radius ;. Ferner legt man eine Anzahl s von Sektoren fest, wobei s ein
Teiler von 360 sein soll. Es sei S; der Strahl von (0,0) aus in Richtung o; = i - (360°/s).
S;,; ist der Sektor der Kreisscheibe zwischen den Radien r; und r; 1, und zwischen den
Strahlen S; und S;4{moas- S;; bildet nun ein Bin fiir ein Log-Polar-Histogramm. Man
kann je nach Problemstellung den innersten Kreis mit Radius r; als ein Bin Sy ¢ auffassen
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Abb. 4.4 Eine Log-Polar-
Binstruktur

oder ebenfalls in s Sektoren zu Bins §; o aufteilen. Abbildung 4.4 zeigt ein Beispiel einer
Binstruktur mit 24 Bins aufgeteilt in sechs Sektoren, dem inneren Kreis und drei Scheiben.

,Z(”fﬁ :f.rmax_s sei die Menge aller Bins bei k Kreisscheiben mit dem minimalen Radius
T'min» maximalen rmax Und s Sektoren. Legt man den Nullpunkt einer Log-Polar-Struktur
auf einen Ort p € Loc eines zweidimensionalen Bildes 7, so zéhlt das Log-Polar-Histo-
gramm genauer nahe dem Ort p als bei weiter von p entfernten Orten. Damit erreicht
man eine Fokusierung auf ausgewihlte Orte im Bild. Diese Eigenschaft werden wir in
Abschn. 12.1 nutzen.

4.3.7 Dynamische Histogramme

Die Schwierigkeit, gute Histogramme fiir ein Farbbild / zu erhalten, kann man auch mit-
tels dynamischer Histogramme zu 16sen versuchen. Diese Methode kann generell fiir
Bilder /:Loc — Val angewendet werden, auch wenn Val hochkanalig ist und damit
das Histogramm, das ja Val als Ortsraum besitzt, hochdimensional wird. In einem dy-
namischen Histogramm werden die Bins nicht a priori vorgegeben, sondern an jedes Bild
individuell angepasst. Vorgegeben wird nur die Anzahl k der verwendeten Bins.

Ein dynamisches Histogramm mit £ Bins kann man mittels des k-Means-Algorith-
mus gewinnen. Vorausgesetzt wird ein Werteraum Val mit einer Distanzfunktion d: Val x
Val — R, in dem ein Mittelwert ;¢ und eine Varianz 0(2; beziiglich d in einer Menge
C C Val von Werten berechnet werden kann. Das kann im HSV-Farbraum in der H-
Komponente wegen 0° = 360° schwierig werden. Mittelwert und Varianz werden im
folgenden Abschn. 4.4.1 eingefiihrt und behandelt. Der k-Means-Algorithmus arbeitet in
einer einfachen, aber schnellen Version wie folgt:

e Wihle k zufillige Werte b; € Val fiir 1 <i <k.
e Wiederhole
1. bilde fiir 1 <i < k die Cluster

C; = {P € I|d(val(P).b) = min d(val(P).by)}.
=J=

aller Pixel in /, deren Wert niher zu b; als zu einem b; fiir j # i liegt,
2. setze b; 1= g, firl <i <k,
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e fiir eine feste Zahl von Iterationsschritten oder so lange, bis sich die b; nicht mehr
verdndern.

Das Ergebnis kann stark von den zufilligen Initialwerten fiir die b; abhidngen. Man
kann den Algorithmus mit unterschiedlichen Initialwerten neu starten und dasjenige Er-
gebnis wihlen, in dem die Summe aller Varianzen der Cluster minimal wird. Fiir einen
euklidischen Abstand d und einen zweidimensionalen Werteraum Val wird jedes C; von
einem Polygonzug umfasst, einem sogenannten Voronoi-Diagramm, und bildet eine Voro-
noi-Zerlegung von Val, im dreidimensionalen Werteraum ist jedes C; ein Polyeder.

Jeder im Bild vorkommende Wert val(P) wird dem Cluster C; zugeordnet, dessen
Schwerpunkt (Bin) b; dem Wert val(P) am néchsten liegt. Fiir jedes Cluster C; wird
zusitzlich noch die Varianz aiz berechnet. Der Mittelpunkt b; von C; entspricht jetzt einem
Bin. Damit erhélt das dynamische Histogramm H; von /I k mehrdimensionale Eintrige:
zu jedem Bin b; fiir 1 <i < k seinen (iiblicherweise mehrdimensionalen) Ort in Val, die
Varianz o7 von C; und die Anzahl H; (b;) der Pixel P in I mit val(P) € C;.

Neben dem k-means-Algorithmus existieren weitere Methoden, um dynamische Hi-
stogramme zu erzeugen. Mit neuronalen Netzen arbeitet z. B. der NeuQuant-Algorithmus
von Dekker [20], der nur etwa 5 % aller Pixel eines Bildes analysiert.

Im Bildformat GIF werden bildabhingig die Farben auf 255 Hauptfarben im Bild redu-
ziert, die zu jedem Bild individuell in einer dazugehtdrenden Farbtabelle abgelegt werden.
Bei 255 Farben wird es schwierig, noch Unterschiede zum Originalbild zu sehen. Das
gelingt aber hiufig in homogenen Farbiibergiingen, die bei (nur noch) 255 Farben deut-
lich plakativ wirken konnen, oder in Gesichtern, die der Mensch extrem gut erkennen und
kleine Verfilschungen darin wahrnehmen kann.

4.3.8 Graphentheoretisches Histogrammclustern

Manchmal kann man keine Zahl gewiinschter Cluster vorgeben, sondern sucht ein ,,na-
tiirliches* Clustering. Eine mogliche Technik dazu ist das graphentheoretische Clustern
mit vielen Varianten. Wir stellen hier eine sehr einfache Variante vor, die nur zu einer
Verringerung der Bins eines Histogramms dienen soll. Ahnlich wie im dynamischen Hi-
stogramm soll eine Binstruktur dynamisch zu einem Bild aufgebaut werden.

Wir gehen von einem Histogramm H mit zu vielen Bins aus, die reduziert werden sol-
len, wobei fiir die Bins eine Nachbarschaftsrelation A existiert. Diese Nachbarschaft kann
etwa fiir zwei Bins by, b, durch deren Abstand |4; — 2| < s fiir einen Schwellwert s und
dem Mittelwert u; des Bins b; gegeben sein, oder, falls die Bins sogar zweidimensional
wie ein Bild angeordnet sind, durch die 4er- oder 8er-Nachbarschaft. Ebenfalls gebrduch-
lich sind dreidimensionale Histogramme, etwa im RGB-Farbraum. So kénnte man die R-,
G- und B-Achse in je 100 Bins unterteilen und erhilt so eine Million Bins, die Unterwiirfel
im RGB-Wiirfel sind. Diese Wiirfel haben eine kanonische dreidimensionale Strukur. Ei-
ne Nachbarschaft ist etwa die 7er-Nachbarschaft (Bin plus rechtes, linkes, oberes, unteres,
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vorderes und hinteres Bin) oder die 27er, wenn man die Diagonalen mit betrachtet. Eine
Million Bins sind zu viel und konnen beispielsweise durch graphentheoretisches Clustern
verringert werden.

Graphentheoretisches Clustern zur Binreduktion mit einer Nachbarschaftsrelation A
der Bins funktioniert dann wie folgt:

Es sei ein absolutes Histogramm H gegeben und H (B) sei fiir jedes Bin B bekannt.
Zu jedem Bin B bestimmt man sein Nachbarbin By,,x mit maximalem Inhalt H (Byx),
also mit

B A Bmax
H (Buax) = max{H(B')| BAB'},

und setzt einen gerichteten Zeiger von B nach Bx. Ein lokal maximales Bin zeigt also
zu sich selbst. t sei die transitive Verzeigerung. Damit gilt Bt B’, falls ein gerichteter
Weg iiber Zeiger von B nach B’ existiert. Es sei B ein lokal maximales Bin. Die Menge
aller Bins B’ mit B’z B ist der Einzugsbereich von B. Alle Einzugsbereiche bilden ein
Clustering der Bins. Solch ein Bincluster wird dann in dem groberen Histogramm ein
neues Bin. Die Anzahl der neuen Bins ist die Anzahl der lokal maximalen Bins.

Betrachten wir als Beispiel ein Histogramm H aus linear angeordnete Bins mit folgen-
den Werten H(B;):

Bin 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Wert 60 |99 84 40 36 100 105 180 120 (90 30 |80 77

Zeiger — <« <« — — — <« <« <« <«

Die unterste Zeile zeigt die gerichtete Verzeigerung, wenn jedes Bin genau sein unmit-
telbares rechtes und linkes Bin als Nachbarschaft erhilt. Damit sind die Bins B,, Bg und
B\, lokale Maxima mit den drei Einzugsbereichen

{Bl, cee B4}, {Bs, ey Bll} und {Blz, B13}.

‘Wihlt man als Nachbarschaft aber beide linken und beide rechten Bins, dann wird Bin
B4 zu B¢ und Bin By, zu B verzeigert und es gibt nur noch die beiden lokalen Maxima
B und Bg mit den beiden Einzugsbereichen { By, B, B3} und {By, .. ., B13}.

Abbildung 4.5 zeigt ein Histogramm mit 36 Bins, die zweidimensional angeordnet
sind. Wir betrachten auf dieser Binstruktur die Ser-Nachbarschaft. Ein graphentheoreti-
sches Clustern fiihrt zu den eingezeichneten Einzugsbereichen. Damit werden aus den 36
Bins 6 neue Makrobins, und zwar

e um B;, mit 5 weiteren Bins,
e um B, 5 mit 10 weiteren Bins,
e um B, ¢ mit 5 weiteren Bins,
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Abb. 4.5 Zweidimensionales 12 3 4 5 6 71 8 9
Histogrammclustern
1 8§ +10+6 6 8 4 5 +5 1
3 T+ 2
2 4 —12+4 10-35+24+20| 4 200
i T kN

e um B4, mit 5 weiteren Bins,
e um B4 4 mit 2 weiteren Bins und
e um B, 7 mit 3 weiteren Bins.

4.4 Einfache statistische Merkmale

Wir iibertragen hier sehr einfache statistische Begriffe wie Mittelwert, Varianz und Mo-
mente auf Bilder. Diese Begriffe beziehen sich im einfachsten Fall nur auf den Wertebe-
reich der Bilder und ignorieren die Lage der Pixel. Andere einfache statistische Merkmale
korrelieren die Bildwerte auch mit deren Lage. Wir werden einige im zweiten Abschnitt
vorstellen. Weitere komplexere statistische Strukturmafie — etwa in TexturmaBen — bertick-
sichtigen die Werte der Pixel in Relation zu Verschiebungen von deren Lage oder zwischen
deren Kanilen. Wir benétigen einige einfache Grundbegriffe, die wir nur fiir Bilder ein-
fiihren wollen und nicht — wie in der Stochastik iiblich — fiir abstrakte Zufallsvariable.

4.41 Statistische Merkmale im Werteraum

Wir betrachten im Folgenden einkanalige digitale Bilder /: Loc — Q.
Der Erwartungswert E[I] und die Standardabweichung o sind definiert als

1
EU):= o Y 1p),

peLloc
o1 = VE[I — E[1])?].

Die Varianz o} von I ist das Quadrat der Standardabweichung o;. Andere Namen fiir die
Varianz sind manchmal Streuung oder mittlere quadratische Abweichung. Statt von dem
Erwartungswert E [[] spricht man bei digitalen Bildern vom Mittelwert p; von I. Damit
ergeben sich folgende elementare Definitionen:

1
peloc
1
of = odl > (1(p) — i)’ (4.6)

peloc
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Mit der Héufigkeit a; (g) und relativen Hdufigkeit p;(g) des Vorkommens eines Wertes
g € Valim Bild 7 ist

ar(g) = [{p € Loc|I(p) = g}l 4.7
L ar(g)
pi(g) = Loc|” (4.8)

Damit kann man die Gl. 4.5 und 4.6 gleichwertig umschreiben in

pr=y_ pi(g-g (4.9)
geVal

of =Y pi(g)- (g — )™ (4.10)
geVal

w misst die (durchschnittliche) Helligkeit und o; den Kontrast in /. In der Praxis benutzt
man die Formeln 4.6 und 4.10 nicht zur Berechnung der Varianz, da man sonst in einem
Durchlauf erst dem Mittelwert p; und mit dessen Hilfe in einem zweiten Durchlauf dann
012 berechnen miisste. Unter Ausnutzung der Formeln 4.11 und 4.12 kann man aber pi;
und 012 in nur einem Durchlauf berechnen:

1
012 = (m Z Iz(p)) _/’L% (4.11)

peloc

= (Z pz(g)-gz) — 1. (4.12)

geVval

Diese Gleichungen verifiziert man durch einfaches Ausrechnen:

1
o = toq 2 10 =)’

peloc
1
= Tod > (P(p) = 2u1(p) + 17)
oc peLloc
SRR o 7)Y oy 7 N o
|Loc| |Loc| I ILoc|
peLloc peLloc peLloc
1
= Tod > P(p) —2uip + pi = (4.11),
oc peLloc

und offensichtlich gilt e 3 e o0 1(P) = X geva P1(2) - €%
Man kann folgende Gleichungen leicht ausrechnen:

Mar+b = a -y + b, (4.13)

Oarpp =0a°-07. (4.14)
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Wir zeigen GI. 4.14 und setzen voraus, dass Gl. 4.13 gilt:

1 2
2 _ 2
Ouryp = |LT°|,7§C ((al +b)(p))" — taris
= Y (@’I%(p) +2abI(p) +b%) — (a - s +b)’
|LOC| peLloc
a 2
= > Pp )+ =— Z I(p)
|LOC| peL peLoc
2+ 2abu; + b?)
peLoc

Z I*(p) + 2abp; + b*> — (a°pj + 2abp; + b?)
peloc

1
2 2 2 2.2
— I _
a (| o] pGELOC (p) :ul) aoy.

Als Konsequenz kann man eine endliche Funktion durch die Transformation I — gl_,l
stets auf die Varianz 1 normieren. Mit einer linearen Transformation

|LO |

I —al +b

kann man einen gewiinschten Mittelwert o und eine gewiinschte Varianz o erreichen.

Dazu setzt man nur
0o
a:.= /—2 und b:=puo—a-u.
oj

So leicht das in der Theorie aussehen mag, fiir Bilder ergeben sich in der Praxis Proble-
me, da diese Transformationen den erlaubten Wertebereich Val; verlassen kénnen. Man
kann dieses Problem relativ leicht 16sen und den alten Wertebereich Val; erzwingen. Da-
zu setzt man z. B. einen Wert v grofer als max Val; auf den Maximalwert in Val; und
einen Wert v kleiner als min Val; auf den Minimalwert in Val;. Anderenfalls rundet man
den transformierten Wert auf den néchsten erlaubten in Val;. Natiirlich konnen dadurch
unerwiinschte Bildfehler entstehen.

Ein weiteres Mal} im Wertebereich fiir einen mittleren Wert neben dem Mittelwert ist
der Median. Hierzu werden alle Werte /(p) fiir p € Loc in eine sortierte Liste

L=[I(p) . I(prop] mit I(p) < I(pis1) fir 1<i<|Loc

von genau |Loc| vielen Werten iibertragen. Wir sprechen hier von einer Liste und nicht
von einer Menge, da wir mehrfach vorkommende Werte im Bild auch mehrfach in die
Liste aufnehmen wollen. Das zentrale Element in dieser Liste ist der Wert /(p(z)) an
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der zentralen Stelle z = [|Loc|/2] in der Liste. Es wird auch der Median med; von /
genannt, also

med; = I(p:).
Im Bild

100 120 100

100 0 0

0 2 0

haben wir den Median 2 und den Mittelwert 46, 8. In manchen Wertebereichen sind Mit-
telwert und Median nur eingeschridnkt sinnvoll. Der H-Kanal in Farbbildern ist gar nicht
angeordnet und ein Median hier nicht definiert.

Hiufig beziehen sich die statistischen Merkmale nicht auf das gesamte Bild, sondern
nur auf eine Teilmenge davon. So simpel dieser Hinweis ist, so wichtig ist er in der Praxis.
Wir geben dieser Situation daher einen festen Namen. Es seien /:Loc — Valund L C
Loc, M < I Teilmengen von Orten und Pixeln in /. Dann gilt

1
poi= -y 1(p),
IL] =
MM = Hioc(M)>
1
of = (m : ZIZ(P)) — Ui
peL

2 ._ 2
Op += Oloe(M)-

Es sei jetzt I:Loc — Val ein k-kanaliges Bild mit Val € Qf und ju; und aiz der
Mittelwert und die Varianz von I, also auf den einzelnen Kanilen. Der Mittelwert und
die Varianz von I werden dann als die k-dimensionalen Vektoren

. 2, 2 2
wr = (Ui,....uk) und oy :=(0y,...,0}
definiert. Genauso wird der Median jetzt ein k-dimensionaler Vektor der Mediane der ein-
zelnen Kanile. Damit fiihrt man statistische Untersuchungen pro Kanal aus und Aussagen
fiir einkanalige Bilder konnen sinngemél auf k Kanile iibertragen werden.

4.4.2 Statistische Merkmale im Bildraum

Die hier vorgestellten Begriff werden erst in Abschn. 11.4 benétigt. Bei einem ersten Le-
sen des Buchs kann dieser Abschnitt daher iibersprungen werden. Fiir ein d -dimensionales
Bild 7:Loc — Val,Loc C Z%, Val C QF fasst man hiufig jede Dimension als eigene Zu-
fallsvariable auf. Damit iibertragen sich Begriffe der Statistik mehrerer Zufallsvariablen
auch auf Bilder. Wir geben eine kurze Erlduterung einiger Begriffe aus der Statistik meh-
rerer Zufallsvariablen.
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Eine Zufallsvariable X ist in der Mafitheorie keine Variable, sondern eine Funkti-
on von einem Wahrscheinlichkeitsraum in einen Messraum. In unserer endlichen Welt
der digitalen Bilder konnen wir zum Gliick auf Kenntnisse der Maf3theorie vollstindig
verzichten. Eine Zufallsvariable reprisentiert den Messwert als Funktionswert eines Ex-
periments. Nehmen wir als ein Beispiel den Geldbetrag in den Geldborsen oder Taschen
der Reisenden im Hauptbahnhof KoIn. Die Zufallsvariable nennen wir W, einen einzelnen
Messwert w. Generell ist es iiblich, Zufallsvariablen mit groen und einzelne Messwerte
mit kleinen lateinischen Buchstaben zu bezeichnen. Also konnte man sagen, der Wert der
Zufallsvariablen W am 28.2.2009 um 12 Uhr bei Frau YY ist 48,50 €. Der Wahrschein-
lichkeitsraum wire hier N, die Menge der moglichen Betridge in Cent gemessen. Eine
mogliche Messung ist ein Element aus N, im Beispiel 4850. Ein Ereignis wire irgendei-
ne Teilmenge von N, z.B. E = {n € N|n > 10000}. Dieses Ereignis E tritt bei einer
Messung ein, wenn der vorhandene Geldbetrag 100 € iiberschreitet.

Bei einem d -dimensionalen Zufallsvektor (X1, . .., X4) betrachtet man d Zufallsvaria-
blen in einem Experiment. Nehmen wir als Beispiel (V' N, A, B) einen Zufallsvektor aus
den drei Zufallsvariablen VN fiir Vorname, A fiir Alter, B fiir Beruf. Der Wahrschein-
lichkeitsraum wire jetzt ein Kreuzprodukt von Mengen fiir erlaubte Vornamen, erlaubtes
Alter und erlaubte Berufe fiir eine Untersuchungsreihe. Eine Messung konnte etwa (Ju-
lia, 30, Lehrerin) oder (Thomas, 51, Versicherungskaufmann) sein. Dabei wird man eine
Korrelation von Vornamen und Alter feststellen, da zu jedem Jahrzehnt andere Vornamen
beliebter waren. Eine starke Korrelation zwischen Alter und Beruf besteht sicherlich fiir
neue Berufe wie App Designer. Wihlt man auch das Geschlecht als Zufallsvariable, ergibt
sich eine Korrelation von fast 1 zwischen Geschlecht und Vornamen, da nur sehr weni-
ge Vornamen sowohl fiir Frauen als auch Minner gewihlt werden konnen. Korrelationen
zwischen zwei Zufallsvariablen kdnnen auch negativ sein, etwa zwischen den Variablen
Lebensaltererwartung und Alkoholmissbrauch oder zwischen méannlicher Mathematikstu-
dent und Discobesucher.

Die Kovarianz cov(X,Y) und den Korrelationskoeffizienten cc(X,Y') zwischen zwei
Zufallsvariablen X und Y und Varianz a)% und Standardabweichung oy einer Zufallsva-
riablen X definiert man in der Stochastik als

cov(X,Y):= E[(X —E[X])- (Y — E[Y])],
o3 == E[(X - E[X])?].

oy = \/07 (4.15)

X,Y
ce(X,Y) := %.

Ein paar einfache Rechenregeln sind
0)% = cov(X, X),
cov(X,Y)=E[XY]-E[X]E[Y],
cov(X,Y) = cov(Y, X),
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covi@X +b,Y)=a-cov(X,Y),
cov(X +Y,Z) =cov(X,Z) + cov(Y, Z).

Es gilt stets —1 < cc(X,Y) < +1. X und Y heiBen unkorreliert, falls cc(X,Y) = 0 gilt.

Nehmen wir an, wir fiihren eine Testreihe mit zwei Zufallsvariablen (X, Y) aus. Die
Wertebereiche fiir X und Y seien diskrete Intervalle [min,, max,], [miny, maxy] in N.
Wir stellen die Messergebnisse als zweidimensionales Histogramm H mit der x-Achse
[min,, max,] und y-Achse [miny, maxy] dar. H(x, y) = n sagt, dass der Messwert (x, y)
n-mal in der Messreihe gemessen wurde. Damit haben wir unsere Testreihe als ein zwei-
dimensionales Bild H: [min,, max,] x [miny,maxy] — N reprisentiert. Analog kann
man jedes zweidimensionale Bild 7: [0, N[x [0, M| — Q als Ergebnis einer Testreihe der
beiden Zufallsvariablen X, die x-Achse, und Y, die y-Achse, auffassen und die Begriffe
der Stochastik auf Bilder iibertragen.

Wichtig wird der Begriff des Moments, der in der Maf3theorie fiir kontinuierliche Funk-
tionen wie folgt erklirt ist. Es sei /: R? — R eine zweidimensionale stetige Funktion. Thr
Moment my ;(f) vom Grad k + [ fiir k,/ € N ist

mis(f) = f / Ay fx.y)dxdy .

—00 —00

Die Bedeutung dieser Momente ist, dass hier Werte (von f) mit den Orten x, y, an
denen sie vorkommen, verkniipft werden. Wir iibertragen diese Momente auf zweidimen-
sionale orthogonale Bilder /: [0, N[ x [0, M| — Q. Intuitiv wiirde man

N—-1M-1

m (1) = 16, ))i*)!

i=0 j=0

setzen. Diese Charakterisierung ist im Diskreten aber falsch. In die Berechnung von my ;
gehen bei 1 < k,/ die Bildwerte auf dem oberen und linken Rand gar nicht ein, da hier
y = 0 bzw. x = 0 gilt. Im kontinuierlichen Fall geht auch der Funktionswert f(x, y)
fiir x = 0 oder y = 0 nicht ein. Das spielt wegen der Stetigkeit von f aber keine Rolle,
da man den Wert von f an diesen Stellen nicht willkiirlich verdndern kann, ohne die
Stetigkeit zu verletzen.

Im Diskreten ist das anders und die Bildwerte am Rand konnen durchaus wichtig sein.
Arbeitet man in der Bildverarbeitung mit der falschen Formel von oben, so ist aber zumeist
kein Fehler bemerkbar. Haufig werden Vordergrundobjekte in Bindrbildern analysiert, die
den Rand gar nicht beriihren, in denen am Rand also der Bildwert bereits O ist. Und bei
einer statistischen Analyse grofer Bilder fillt es meist kaum ins Gewicht, wenn der obere
und linke Rand als 0 betrachtet wird. Dennoch wollen wir den Fehler beheben und ver-
schieben unser Bild einfach um ein Pixel nach rechts und nach unten und analysieren das
verschobene Bild. In der Praxis heif3t das, dass wir zu statistischen Untersuchungen, die
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Momente einer Ordnung > 0 benutzen, nicht Bilder 7: [0, N[ x [0, M| — Q betrachten,
sondern Bilder
I:[I,N]x[1,M] — Q.

Im Rest dieses Abschnitts 4.4.2 sei [ stets ein Bild dieses Typs. Damit wird

N M
mi () =YY 1. j)i*j! (4.16)

i=1j=1

ein diskretes Moment der Ordnung k + / von /. Wir werden ausschlieSlich Momente bis
zur Ordnung 2 benutzen. Da es aus dem Kontext fast immer entweder klar oder unwichtig
ist, auf welches Bild man sich bezieht, schreibt man fast ausschlieflich my ; statt my ;(I).

mo, addiert einfach alle Bildwerte auf und wird daher auch als Summe > I oder (ge-
wichtete) Flédche von I bezeichnet. mg/|Loc;| ist der Mittelwert w; von I. m ist die
gewichtete Summe aller i-Koordinaten g; - 1 4 ... + g, - n, wobei g; das Gewicht der
Summe aller Bildwerte in der i-ten Zeile ist. Analog ist m ; die gewichtete Summe aller
Jj -Koordinaten. Betrachten wir als Beispiel das simple eindimensionale Bild I, das wir
auch einfach als eine Folge oder ein Histogramm mit 9 Bins auffassen konnen,

I'=100 20 10 5 40 5 0 5 0.

Der Mittelwert p; ist 20,6, der Median ist 5, die Flidche moo = Y_ I ist 185 und m o
ist 460. Stellen wir uns / als einen Balken vor, auf dem im gleichen Abstand die Gewichte
100, 20, 10, 5, 40, 5, 0, 5 und 0 aufgelegt sind, den wir mit nur einer Stiitze im Gleichge-
wicht halten wollen. Wie findet man diesen Gleichgewichtsort? Offensichtlich muss man
den gewichteten Ortsmittelpunkt finden, in dem jeder Ort mit seinem relativen Gewicht
1(i)/ Y_ I eingeht. Das ist gerade der Ort m; o/ >_ I des Schwerpunkts, im Beispiel liegt
er bei ca. 2,49. Stellen wir uns ein zweidimensionales Bild / als eine Platte P = Loc vor,
auf der am Ort (i, j) das Gewicht I (i, j) liegt, so besitzt der Schwerpunkt von I die Ko-
ordinate (m o, mq,1)/ Mo, an der man die Platte abstiitzen muss, um sie mit einer Stiitze
im Gleichgewicht zu halten.

Wir definieren als Schwerpunkt s; eines Bildes I daher

1
sy 1= —— - (my9,mo,)
mo,0

mit den Koordinaten
1 mi o 2 mo,1
SI = — 9 SI = — b
mo,0 mo,0

denen wir wegen ihrer Bedeutung eigene Bezeichner geben. Obwohl die Pixelorte im Z2
liegen, liegt der Schwerpunkt i.Allg. im Q2, er wird also subpixelgenau gemessen.
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Wichtig sind zentrale Momente, in denen nicht die Koordinaten i, j eingehen, sondern
deren Abstinde zum ihren Schwerpunkten.

pa(l) == Y 1G )G ="s) (G =2s1)! 4.17)

(i,j)€Locy

ist ein zentrales Moment der Ordnung k + / von I. j;; wird fast ausschlieBlich als Ab-
kiirzung von p; (I) verwendet. Das normierte zentrale Element fi;; der Ordnung k + [
ist

~A L Mk
Mk = —.
mo,0

Letztlich interessieren uns nur fi,, flo, und fi;, deren Bedeutung sich leicht er-
schlieft.

froD = Y 16 )i s

0.0 ;. j)eLoc

ist die Varianz von [/ in der ersten Koordinate. Sie misst die Varianz zwischen den Zeilen
relativ zum Schwerpunkt. Entsprechend ist /i, die Varianz in der zweiten Koordinate und
misst die Varianz der Spalten relativ zum Schwerpunkt.

N 1 Lo .
i) = — E 1G. j)G —s)(j —2s1)
moo .
(i,j)€Locy

misst die Varianz zwischen erster und zweiter Koordinate, also deren Covarianz, vgl. die
Gl. 4.15. Der Korrelationskoeffizient cc von I ist damit

i1 _ M1

vV fa0flo2 A H2,040,2 ’

In der Stochastik benutzt man oft weitere Bezeichner, so

cc=ccy =

fir flag auch o} und cov(X,X),

fir o, auch of und cov(Y,Y),

fir [, auch o}, und cov(X,Y),

wobei X und Y auf die erste und zweite Zufallsvariable oder Koordinate referieren. Eine

gewisse Vorsicht ist geboten, um diese Varianzen nicht mit der Varianz 012 von I zu ver-

wechseln. In 07 werden die Varianzen zum Bildmittelwert ; gemessen, in 07,07 und
0%y aber zu den Schwerpunktkoordinaten.
Diese zentralen Momente sollten nicht gemaf der Formel 4.17 berechnet werden, da

dazu zwei Scans durch das Bild notwendig wiren. Vielmehr kann man die zentralen Mo-
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mente auf normale Momente zuriickfiihren. Es gilt

Ao My
Moo= —— —F5—
mo,o0 moo
moo mg
~ , 0,1
flo = —= — —-. (4.18)
mo,0 m()’()
~ mia mio Mo
:ul,l = — — —2’
mo,0 m()’()

wie man leicht nachrechnen kann. Beispielhaft rechnen wir | ; aus:

pa= Y 16N =" =2s1)

(i,j)eLlocy
= > TG )i = s = s+ ssy)
(i,j)€Locy
= Y I1G.)ij=ts Y IG.))j
(i,j)eLlocy (i,j)eLlocy
= Y0 G i Y 1G.)
(i,j)€Locy (i,j)€Locy

1 2 1,2
=my— S -Mo1— S -Myg+ SpTSp Moo
2my omo,1 " miomo |

=mp —

mo,0 mo,0
_ my,0Mo,1
=my - —.

mo,0

Fiir eine Implementierung lassen sich die Momente m; in einem Scan durch / leicht
ermitteln.

Abbildung 4.6 zeigt eine kleines Bild von 5 Zeilen und Spalten mit den eingetragenen
Werten. Wir nutzen zur internen Berechnung

N M
mig=y iy I, Jj)

i=1  j=I

etc. In ) werden die Spalten oder Zeilen aufaddiert. i - > multipliziert die Summe der
i-ten Zeile zusitzlich mit i und i+ mit i%. Analog werdenin j-> und j2-Y die Sum-
men der j-ten Spalte mit j und j2 multipliziert. Somit erhélt man mg o, m o, M0, Mo |
und mg,. Fiir m;; werden die Spaltensummen »_ i- gebildet, wobei der i-te Wert mit i
gewichtet wird. Die j-te dieser gewichteten Spaltensummen wird in j - ) i- zusitzlich
mit j gewichtet. Man kann also in einem Scan durch das Bild alle diese Momente und
auch 3 i)cpoc 1 2(i, j) (= 478 im Beispielbild) leicht erzeugen.
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Abb. 4.6 Ein kleines 5 x 5- 1 1 2 3 4 5 ; _ N
Bild mit seinen Momenten J, X DI DY
1 88| 8|42 30 30 30
2| 8]8L4lo[o] 20 40 80
3 814121412 20 60 180
4 O 1[]0|2]2 5 20 80
5 0 1 0212 5 25 125
i

> 24 22 14 12 8 80 175 495
moo mMio M0

j-2 24 44 42 48 40 %‘195&'
2-3 24 88 126 192 200 630

mo2
i~ 48 45 22 34 26

i-Yi-48 90 66 136 130 470
J i o,

4.5 Die GauBlverteilung

Die GauBverteilung oder Normalverteilung der Statistik spielt in vielen Bereichen eine
wichtige Rolle. Wegen ihrer Bedeutung in der Bildverarbeitung erhilt sie einen eigenen
Abschnitt. Wir wollen hier aber nur die fiir die Bildverarbeitung wichtigen Eigenschaf-
ten vorstellen und keinen tieferen mathematischen Exkurs in die GauB3verteilung geben.
Die Bedeutung der GaufBverteilung besteht darin, dass im tidglichen Leben viele Dinge
normalverteilt sind. Das gilt etwa fiir die Groen oder Gewichte einer zufélligen Aus-
wahl von Menschen des gleichen Geschlechts und einer bestimmten Altersgruppe, fiir die
Streuung bei Messfehlern, fiir die Werte von Schadensfillen bei Versicherungen etc. Trigt
man solche Werte in eine Grafik ein, so wird das Bild die typische Glockenkurve der Nor-
malverteilung annehmen. Hat man hingegen eine zufillige Stichprobe iiber das Gewicht
von 1000 Ménnern und 1000 Frauen im Alter von 25 bis 35 eines Landes, so ergeben
sich zwei Gauf3verteilungen (eine fiir Frauen, eine fiir Ménner), die sich iiberlagern, zwei
Peaks besitzen und selbst keine Gauflverteilung mehr sind.

4,51 Definition der GauBlverteilung

Es sei M eine endliche Stichprobe von irgendwelchen Objekten m in M und g: M — R
eine Funktion, die jedem Element m aus M eine Grofie g(m) zuordnet, die wir in der
Stichprobe messen. Es sei Val := g(M) die endliche Menge aller in M gemessener
GroBen und /1p7: Val — [0, 1]y das relative Histogramm von M, wobei /1, (v) sagt, wie
viele Elemente m in M den Wert v = g(m) prozentual annehmen. Wir unterteilen R
mittels n Schwellwerte sy, ...,s, mits; < s;,; inn + 1 Bins:

By =]-o00,s1[g, Bit1 =I[8i.Si+1[r, But1 =[sn,00[g fir 1<i <n.
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Esist F: R — R mit

F(x):=P(X <x):= [{m M||]5[(|m) < x}|

die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig gezogenes Element der Stichprobe einen Wert
kleiner als x € R hat. Analog definiert man P(X < x), P(X > x) etc. Die Wahrschein-
lichkeit, in ein Bin B; zu fallen, ist damit

P(B;) :=hy(B;j) = P(si <x <s;41) (= F(si11) — F(s1)).

Offensichtlich gilt
> PB)=1
I<i<n+1
Wir nehmen in einem Gedankenexperiment an, dass wir R in unendlich viele Bins B;
einer gleichen Breite § partitionieren und wir § gegen 0 und die Stichprobengrofie |M |
gegen Unendlich laufen lassen. Das Histogramm /), wird dann zu einer reellwertigen
Funktion
fR—[0, 1],

der sogenannten Dichtefunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, mit der Eigenschaft

400
/ f)yde = 1.

F(x) =P(X <x):= / f(t)de

ist jetzt die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufilliger Messwert kleiner als x ist. Fiir eine
stetige Dichtefunktion f und eine reelle Zahl x gilt stets P(X = x) = 0, da niemals
ein Objekt einer Stichprobe exakt den reellen Wert x annehmen kann. (Im diskreten Fall,
wie bei uns in der Bildverarbeitung mit endlich vielen Bins, die jeweils nur endliche viele
rationale Zahlen — wegen der Genauigkeitsbeschriankung im Rechner — enthalten, gilt dies
nicht und F(g) kann groBer O sein.) Man kann die Begriffe Erwartungswert (Mittelwert)
und Varianz kanonisch auf Dichtefunktionen iibertragen und erhilt

+0o0

EUl=ni= [ 1 s

—00

+o0

o= [C-wr-s0ar

—00

sofern beide Integrale iiberhaupt existieren.
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Abb. 4.7 Drei Gauf3’sche 0.5
Normalverteilungen

Die Gauf3’sche Normalverteilung (oder Gauflverteilung, Normalverteilung) mit den
Parametern (1,0 € R, meist als ¢, , oder N(u, o) bezeichnet, ist eine solche Dichte-
funktion von R nach R definiert als

1 x=p)?
N([/L,O')()C):: m'e 2;2

Vorsicht: Wikipedia bezeichnet diese Funktion auch mit N (1, 02). Wir folgen hier
der Notation aus dem mathematischen Begriffsworterbuch von Meschkowski [75]. Hiufig
findet man nur die Bezeichnung G(x), ohne dass u, o explizit genannt werden, obwohl
@ und o in der Formel fiir G vorkommen. Dies macht nur Sinn, wenn die Parameter aus
dem Zusammenhang bekannt sind.

Die Gauf’sche Normalverteilung besitzt folgende Eigenschaften:

. JrfooN(,u,a)(t)dt =1,

d::or Mittelwert E [N(u,0)] von N(w, o) ist u,

die Varianz von N(u, o) ist o2,

der maximale Wert ist und wird bei x = p angenommen,
N(u, o) besitzt zwei Wendepunkte beiyu—ound u +o.

Abbildung 4.7 zeigt drei Beispiele.
Man kann N(u, o) leicht aus der Normalverteilung ¢ := N(0, 1) mit Mittelwert O und
Varianz 1 wie folgt berechnen:

N(.o)(x) = }p(x = “)

Fiir
D, 5(x) = [N(,u,a)(t)dt gilt

PN([L,(T)(X < )C) = (pu,a(x)y
PN(;/.,G)(Z <X<x)= @u,a(x) - qu,a(z)‘
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@, ist die Verteilungsfunktion der Normalverteilung N(u, o). Es existiert keine ge-

schlossene Formel fiir @, ;. Die Werte von @ sind in Tabellen approximiert und fiir

®,, 5 nutzt man die Formel

X—H
o

Do (x) = Po( ).

Wichtige Regeln sind (hierbei ist P stets Py(..q))

P(lx — pu| <o) =~ 0,682,
P(x —pu| <2-0) =~ 0,955,
P(lx—pu| <3-0) =~ 0,997,
P(x —pu| <k-o0)=29,,(k)—1.

Die zweite und dritte Regeln heilen auch 20- und 30-Regel. Sie besagen, dass in
etwas iiber 95 bzw. iiber 99 % aller Fille die Werte einer Stichprobe im Intervall
[ — 20, u 4+ 20] bzw. [u — 30, u + 30] liegen.

Die mehrdimensionale GauBverteilung N¢(0,0) : RY — R mit Mittelwert 0 und
Varianz o in allen Dimensionen ist fiir x € R gegeben durch

1

N40,0)(x) := e, 4.19)
V(Q2ro)d
mita = xxT = Zlgigd xiz, fir x = (xy,...,xy). Fir unterschiedliche Varianzen in

unterschiedlichen Dimensionen wird die Sache komplizierter und von uns auch nicht be-
notigt. Einen d -dimensionalen Mittelwert  # 0 kann man hingegen leicht realisieren. In
der Bildverarbeitung ist i # 0 aber recht uninteressant.

4.5.2 Gauf¥’sches Rauschen

Legt man ein Gauf3’sches Rauschen mit den Parametern p, o auf ein Bild, so meint man
damit, dass zu jedem Pixelwert pro Kanal ein zufillig gemil der GauBverteilung N(u, o)
gezogener Wert aufaddiert wird. In 68,2 % aller Fille wird dieser Wert nach den obigen
Regeln dann im Intervall [ — o, u + o] liegen. Abbildung 4.8 zeigt oben links ein wei-
teres hdufiger verwendetets Bild (Beispielgebiiude 2 genannt) mit Val = [0, 255]. Oben
rechts wurde ein Rauschen mit den Parametern 4 = 0 und 0 = 20 aufaddiert. In dem
hier verwendeten BV-Tool bedeutet 0 = 20, dass der Wendepunkt der Gaufiglocke bei
20 liegt, im hier interessanten Bereich von O bis 255. Nach der 20-Regel werden also
95 % aller zufillig auf val(P) aufaddierten Werte zwischen —40 und +40 liegen, da-
von ca. 69 % zwischen —20 und +20. o ist eigentlich in diesem Tool missverstindlich
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Abb. 4.8 Diverses Rauschen. Original Beispielgebiiude 2 (oben links), mit Gauli’schem Rauschen
mit 0 = 20 (oben rechts), mit sehr starkem Salz-und-Pfeffer Rauschen (10 % aller Pixel auf Weif3
und anschlieend 10 % auf Schwarz gesetzt, unten links) und mit einem Medianfilter einmal korri-
giert (unten rechts)

und bezeichnet einen absoluten Wert fiir den Standardwertebereich [0, 255] in dem freien
Bildverarbeitungstool GNU Image Manipulation Programm (GIMP). Natiirlich muss bei
jeder Addition der Wert wieder zu einer natiirlichen Zahl gerundet werden und darf 0 nicht
unter- und 255 nicht iiberschreiten, damit Val nicht verlassen wird.

Neben dem Gaul’schen Rauschen ist das Salz-und-Pfeffer Rauschen in der digitalen
Bildverarbeitung interessant. Hier werden zufillig Pixel auf Weill (Salz) und Schwarz
(Pfeffer) gesetzt. Im Bild unten links in der Abb. 4.8 wurden zufillig gleichverteilt 10 %
aller Pixel auf Weil (Salz) und anschlieBend 10 % auf Schwarz (Pfeffer) gesetzt. Damit
wurden 9 % aller Pixel auf 255 und 10 % auf O gesetzt. Das Bild ist dadurch in einem
duBerst schlechten Zustand, dennoch konnte es, siche unten rechts, mit nur einer Anwen-
dung eines Medianfilters — Details dazu folgen in Abschn. 6.3.2 — in einem Schritt gut
restauriert werden.



Transformationen im Wertebereich

Wir wollen hier einfachste Bildmanipulationen als erste vorbereitende Schritte einer Bild-
verarbeitung vorstellen. Diese Manipulationen operieren nur im Wertebereich, unabhén-
gig von den Pixelorten, und verwenden vielfach Histogramme. Wir betrachten in diesem
Kapitel nur einkanalige Bilder /:Loc — Val eines festen Typs (Loc, Val) mit Val =
[min, max]g mit min < max in Q. Das ist notwendig, um von minimalen und maximalen
Werten in Val sprechen und eine Anordnung < auf Val ausnutzen zu konnen. Ein kon-
kretes Bild I dieses Typs (Loc, Val) muss natiirlich nicht alle Werte in Val annehmen,
val(I) C Val ist moglich.

5.1 Gradationskurven

Gradationskurven dienen einer ortsunabhingigen Manipulation der Werte eines Bildka-
nals. Eine Gradationskurve g ist eine Abbildung

g:[0,1Jo — [0, l]o-

g legt fest, wie die Werte v in Val = [min, max]g transformiert werden. Dies geschieht
nach der Formel

R v — min .
v g(v) ::A-g( A )—l—mm, 5.1

in der A = max —min gesetzt ist. Fiir einen natiirlichen Wertebereich Val C N muss
£(v) noch auf round g(v) € N gesetzt werden.
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Tab. 5.1 Kennlinien diverser Gradationskurven

Name glx) = Wirkung
negative Kennlinie 1—x Inversion
quadratische x? Kontrastanhebung im Hellen
exponentielle a-xb von a, b abhingig
logarithmische a-log(x + 1) Kontrastanhebung im Dunklen
Wurzelkennlinie Jx Kontrastanhebung im Dunklen
L 0 : R . .

Binarisierung =9 Binirbild

1 X > 5

Vi LX<y

Y2 DS =Sx <5
Klasseneinteilung . . Klassenbild

Ym DX Z Sl
Abb. 5.1 Beispiel einer 1
Gradationskurve zur Kon-
trastanhebung im mittleren
Bereich

0 1

5.1.1 Diverse Gradationskurven

Tabelle 5.1 zeigt hidufig verwendete Gradationskurven. Eine Gradadtionskurve 1 —x inver-
tiert die Grauwerte im Bild. Bei einer exponentiellen Kennlinie ax” wird bei @ = 1 und
b < 1 eine Kontrastanhebung im Dunklen und Kontrastabschwichung im Hellen erreicht,
beia = 1,b > 1 umgekehrt. Die Gradationskurve fiir eine Klasseneinteilung bildet alle
Pixel mit Werten zwischen den Schwellen s;, s;,; auf den festen Wert y; ab. Wihlt man
als y; etwa “%, so werden recht gleichméBig weniger Bildwerte in Val verwendet und
das Bild wirkt plakativer. Eine Binarisierung kann man mit nur einem Schwellwert errei-
chen, wie in Tab. 5.1 gezeigt, oder mit zwei Schwellwerten sy, s,, wobei zu dunkle (< s;)
und zu helle (> s,) Werte auf den Wert 0 gesetzt werden. In diesem Fall geht man davon
aus, dass interessante Objekte in einem mittleren Grauwertbereich s; < g < s, liegen.
Sie sollen als Vordergund (Wert 1) mit einem restlichen Hintergrund (Wert 0) herausgeho-
ben werden. Methoden, wie man Schwellwerte automatisch finden kann, werden wir noch
kennenlernen.

In vielen Bildverarbeitungsprogrammen konnen die Kennlinien einfach interaktiv ein-
gegeben werden. Die Kennlinie aus Abb. 5.1 schwicht den Kontrast im dunklen und
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X:92y:134

Abb. 5.2 Gradationsanwendung. Die Abbildung Beispielgebdude 2 mit zwei verschiedenen Gra-
dationskurven verfremdet

hellen Bereich (erstes und letztes Viertel der Werte) und erhoht ihn im mittleren Bereich.
Abbildung 5.2 zeigt die Verfremdung des Beispielgebdudes 2 (links) mittels zweier Gra-
dationskurven (rechts angegeben).

5.1.2 Lookup-Tabellen

In den Verfahren mit Gradationskurven ist die Transformation eines Wertes v vom Bild-
inhalt seiner Umgebung unabhingig. Ferner ist der Wertebereich Val iiblicherweise sehr
klein gegeniiber dem Ortsbereich Loc. Daher wire es kompletter Unfug, jedes Mal fiir ein
Pixel P mit val(P) = v den Wert g(v) = A- g(%) + min neu zu berechnen. Vielmehr
speichert man alle moglichen zuldssigen Werte g(v) oder round g (v) fiir v € Val einma-
lig in einer sogenannten Lookup-Tabelle (LUT) ab und schldgt jedes Mal fiir v den Wert
£(v) einfach nach. Daher werden diese Transformationsverfahren auch LUT-Verfahren
genannt. Generell gehort der Einsatz von Lookup-Tabellen zu einem guten Programmier-
stil. Wir werden spéter z. B. bei der Berechnung der Hough-Transformation fiir jedes Pixel
P in I einen Winkel o berechnen und den Wert cos o benétigen. Die Winkelwerte o sind
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dabei abgerundet und es kommen typischerweise nur n verschiedene Werte fiir o« vor, wo-
bei normalerweise n << || gilt. Zu jedem Bildpixel in / jedes Mal die Funktion cos
aufzurufen, anstatt fiir alle moglichen n << || vielen Winkel « den Wert cos « in einer
LUT abzuspeichern, ist ein schlechter Programmierstil.

5.2 Histogrammmanipulation

Wir stellen zwei Methoden zur Kontrastverbesserung eines Bildes vor, die Histogramm-
spreizung und -ebnung. Hiufig interessieren Schwellwerte fiir Val, die Val in aufeinander-
folgende Intervalle unterteilen. Dies kann man fiir eine plakative Darstellung eines Bildes
verwenden oder zur Eingrenzung verschiedener Objekte mit unterschiedlichen Grauwer-
ten. Eine Bestimmung solcher Schwellwerte geschieht mittels einer statistischen Analyse
des Histogramms.

5.2.1 Histogrammspreizung

Die in diesem und nichsten Abschnitt beschriebenen Transformationen sind ebenfalls
vom Ort unabhingig, nutzen aber das Histogramm eines Bildes /:Loc — Val =
[min,max]g. Werden die minimalen oder maximalen Werte max, min in Val von / nicht
angenommen, empfiehlt sich hiufig eine Spreizung von val(/) auf ganz Val. Dazu seien

max; := max{x € val(/)},

min; := min{x € val(/)},

die tatsichlich in / maximal und minimal angenommenen Werte. Bei der Histogramm-
spreizung (im Englischen histogram stretching) werden nun die Werte von val(/) auf
ganz Val als Wertebereich durch die folgende lineare Transformation gespreizt, die miny
auf min und max; auf max abbildet:

max — min

v < min +(v — min;) - ———.
max; — miny

Fiir den Standardwertebereich Val = [0, 255] vereinfacht sich dies zu

v — 255- v mity

— 5.2)
max; — miny

Fiir den Menschen bewirkt diese Transformation meist den Eindruck einer generellen
Kontrasterhohung. Fiir eine Weiterverarbeitung im Rechner muss aber kein positiver Ef-
fekt eintreten, da letztlich die gemessenen Bildwerte verfilscht wurden.
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5.2.2 Histogrammebnung

Mit Ebnung des Histogramms (im Englischen histogram equalization) wird meist eine
Operation bezeichnet, die versucht, alle Werteintervalle [v;, v;+;[C Val moglichst gleich
héufig in val(/) vorkommen zu lassen. Eine Spreizung der Ausgangswerte soll nicht mehr
gleichmifig (linear) im Intervall [min;, max;]q stattfinden, sondern an Stellen v beson-
ders stark sein, die im Histogramm sehr oft vorkommen. Zu diesem Zweck kann man
einfach das akkumulierte relative Histogramm /3% von I selbst als Gradationskurve ver-
wenden.
Fiir einen Wertebereich Val = [0, max]q fiihrt dies zur simplen Transformation

v > v - h (). (5.3)

Allerdings findet hierbei eine systematische Abdunklung statt. Betrachten wir dazu ein
Bild, dessen Pixel zu je einem Dirittel die Werte 90, 120 und 150 annehmen. Damit gilt
hi%(90) = 1/3, h¥*(120) = 2/3 und ~#¥*(150) = 1 mit der Transformation
90 — 30,
120 — 80,
150 — 150,

und das Bild wird dunkler.
In der Praxis nimmt man oft die Formel

v <> max - B (v). (5.4)

Allerdings kann jetzt eine ungewollte Aufhellung stattfinden. In dem Standardwertebe-
reich Val = [0, 255] gilt jetzt fiir das genannte Beispielbild

90 — 85,
120 — 170,
150 < 255.
Haben wir etwa ein Bild I, in dem der Wert 0 S-mal angenommen wird, so wird das
Schwarz 0 systematisch auf den Grauwert

max - S
|Loc|

max - 3% (0) =

transformiert, wahrend der hellste Wert max; in / auf max abgebildet wird.
Damit besitzen beide Transformationen, 5.3 und 5.4, Nachteile. Fiir Val = [min, max]g
kann man die Ebnung mit einer Spreizung mit der Transformation

H{*(v) — H;(min;)
|Loc| — Hj(miny)

v <> min 4 (max — min) - (5.5)
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.......|.J|.mmu|lll|| l ‘ l .
— y

Abb. 5.3 Histogrammebnung. Das obere linke Bild aus Abb. 5.2 wurde hier mit einer Histogram-
mebnung wieder kontrastverstirkt, mit einem recht ausgediinnte Histogramm.

kombinieren. Abbildung 5.3 zeigt den Effekt einer Histogrammebnung auf das mit der
ersten Gradadtionskurve in Abb. 5.2 sehr grau verfilschte Beispielgebdude. Der Kontrast
konnte wieder verstirkt werden. Das neue Bild besitzt aber ein sehr ausgediinntes Histo-
gramm und enthélt deutlich weniger Information als das Originalbild aus Abb. 5.5. Dies
ist natiirlich nicht verwunderlich, da das Original mit der ersten Gradationskurve extrem
kontrastdrmer wurde und die Histogrammebnung das nur optisch etwas korrigieren kann.
Generell ist zu sagen, dass Histogrammspreizung und -ebnung ein Bild fiir den Betrachter
visuell aufhiibschen konnen, fiir eine anschlieBende Bildanalyse im Rechner schaden sie
mit ihrer Bildverfilschung aber eher.

5.2.3 Schwellwertbildung mittels Histogrammen

In diesem Abschnitt betrachten wir Grauwertbilder /:Loc — Val mit Val = [min, max]
mit Werten in N. Gesucht werden m — 1 Schwellwerte sy, .. ., $,,_1 in N mits; < s; flir
0 <i < m mit sy := min und 5, := max. Damit erhilt man die m Bildklassen

Ii =1

i1 =P €1|s; <val(P) < siq1}).

Bei einer visuellen Darstellung dieser Bildklassen erhilt jedes Pixel in /; den neuen
Wert py, oder (s; + s;4+1)/2. Dies ist eine plakative Darstellung von /. Bei nur einem
Schwellwert s wihlt man als Darstellung allerdings ein Binérbild, in dem Iy, s auf O und
I max auf 1 gesetzt wird.

Fiir einen grofleren Wert m bietet es sich an, die Schwellwerte s; etwa im gleichen Ab-
stand zwischen min und max zu legen. Bei recht wenigen Klassen ist aber die Wahl der
wenigen Schwellwerte wichtiger. Bei nur einem Schwellwert erhélt man ein Binérbild.
Hier ist die Wahl des Schwellwerts besonders entscheidend. Abbildung 5.4 zeigt dreimal
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Abb. 5.4 Das Beispielgebiude 2 mit drei verschiedenen Schwellwerten binarisiert

das Beispielgebdude 2 mit jeweils einem anderen Schwellwert binarisiert. Soll ein guter
Schwellwert automatisch fiir ein Bild gefunden werden, bieten sich statistische Methoden
an, die das Histogramm des Bildes auswerten. Abbildung 5.5 zeigt rechts oben eine Bi-
narisierung dieses Gebédudes mit einem automatisch gefundenen Schwellwert nach einer
Methode von Otsu, die im Folgenden erldutert wird.

Eine wichtige Anwendung dieser Klassenbildung liegt in der Detektion von Objek-
ten im Bild. Nehmen wir an, wir haben ein Grauwertbild mit verschiedenen Objekten
im Bild. Jedes Objekt O besitze einen typischen Grauwertmittelwert it . Man kann nun
versuchen, Schwellwerte so zu finden, dass die Pixel eines Objekts O moglichst in einer
Klasse I; liegen. So einfach wird es nur selten gehen, da sich die in verschiedenen Ob-
jekten vorkommenden Grauwerte in der Praxis iiberlappen. Die gefundenen Klassen I;
werden meistens die gesuchten Objekte nicht eindeutig charakterisieren konnen, stellen
aber hiufig einen vorbereitenden Schritt dar.

Schwellwerte nach Otsu
Wir stellen hier eine Methode nach Otsu [85] vor, Schwellwerte automatisch zu bestim-
men. Wir betrachten hier zuerst den Fall, dass genau ein Schwellwert s gesucht wird. Es
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seien

Iy :={P e I|val(P) < s},
I.s ;= {P e I|val(P) > s}, und

a<s 1= |I<s|, as5 1= |Isg].

s soll moglichst gut an das Bild angepasst sein, wobei hier nur das Histogramm H; fiir
diese Anpassung verwendet wird. Ferner seien (<, (>, crés und o2, die Mittelwerte und
Varianzen der Werte in /- und /.. Die Idee ist es nun, s so zu wihlen, dass die Zielfunk-
tion

— 2 2
Zy:i=d<s 0, + a5y 03

minimal wird.

Dazu muss man nur s durch Val laufen lassen und das kleinste Z; finden. Aber auch
so eine leichte Aufgabe kann man geschickt oder dumm 16sen. Dumm wire es, fiir jeden
Wert s Z; neu zu berechnen. Geschickt ist es, die bereits berechneten Werte zu aktuali-
sieren. Zuerst bestimmt man zu einem Bild / das absolute und damit auch das relative
Histogramm H; und %;. Es sei Z; fiir s < max bereits berechnet mit ebenfalls bekannten
Werten

A<g, Asg, <g, P>s, 0;, und afs.

Dann kann man zur Berechnung von Z;; die neu bendtigten Werte a<11, (l<s+1,
ais +1 aktualisieren durch

A<sy1 =da<g + Hi(s + 1),

M<s4+1 = (HI(S +1D-(s+1)+ax ‘NES)a

A<s+1

1
a;wrl = Azgi (HI(S + 1) : (S + 1)2 + aSS(Gés + MZSY)) - M2§s+l

und analog fiir a~, u2,, 02,.

Allerdings ist das noch nicht geschickt genug, da hier stindig dividiert und multipliziert
werden muss. Um sinnvoll zu aktualisieren, wihlt man andere Hilfsvariable, z. B.

max

Vs = Z H(i)i, Vog= Y H(i)i. Qx5 = Z H(i)-i%, Quy = Y H(i)-i%.

i=min i=s+1 i=min i=s+1

max

Mit der GI. 4.10 erhilt man

Os 2
0y = — w2, und
aSS
2 _ 9 2
035 = Hss
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Damit gilt:
— 2 2
Z; = Qgs —A<sh< + 05— sl

& V2
= Qgs + 055 — agsT_S + a>s% .
a<g ass
Da Q< + Q-y = > /™. H(i)i* unabhingig von s ist, muss man nur noch das s
finden, so dass die neue Zielfunktion

A V2 V2
Zy=—= 4+ =

A<y a>g

maximal wird. Damit miissen Q <; und Q. gar nicht mehr berechnet werden. Wenn man
die technischen Details des Aktualisierens nicht beachten will, ist die neue Zielfunktion
Z nichts anderes als

A

2 2
Z, = <5+ U<y +asg - nul,,

die es zu maximieren gilt.

Die gleiche Idee lisst sich leicht fiir das Finden von m — 1 Schwellwerte s; < ... <
Sm—1 in Val tibertragen. Man wihlt die Schwellwerte sy, .. ., 5,,—1 so, dass die neue Ziel-
funktion

m—1
ZS1~,~~~~,Sm4 = |Ii| ' GIZI-

Il
=

i

minimiert wird. Dies ist wieder dquivalent mit einer Maximierung der Zielfunktion

m—1
A~ i 2
ZS],...,Sm,l = Z |1l| : Iu’I,"
i=0

Abbildung 5.5 zeigt das Beispielgebédude 2 plus dessen Klasseneinteilung nach Otsu in
2, 3 und 4 Klassen. Hierbei geht es aber nicht um ein Auffinden von Objekten im Bild,
sondern nur um eine plakative Darstellung des Bildes.

Die Optimierung von Z 51....sn erfordert exponentiellen Aufwand in m. Ist m recht hoch
in Vergleich zu |Val|, so lohnt sich die Optimierung der m Schwellwerte s; nicht mehr
und man wéhlt einfach einen gleichmiBigen Abstand zwischen den Schwellwerten, also
§; & min +m+r1 - (max — min).

Schwellwerte nach Kittler-lllingworth

Eine dhnliche Idee zur Unterteilung des Wertebereichs eines Bildes in weniger Klassen
verfolgen Kittler und Illingworth [53]. Sie gehen von einer Situation aus, in der m Objek-
te O, ..., Oy_; (einschlieBlich Hintergrund) mit jeweils dhnlichen Pixelwerten im Bild
I vorkommen mit |Og| + ...+ |Op—1| = |I]. Selbst wenn jedes Objekt O; theoretisch
genau einen Grauwert annehmen sollte, muss man in der Praxis doch davon ausgehen,
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{
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Abb. 5.5 Diverse Binarisierungen. Original Beispielgebdude 2 (oben links), mit Otsu unterteilt in
2 (oben rechts), 3 (unten links) und 4 (unten rechts) Klassen

dass fiir jedes Objekt die Pixelwerte um einen mittleren fiir dieses Objekt charakteristi-
schen Grauwert schwanken. Kittler und Illingworth nehmen nun zusitzlich an, dass diese
Schwankungen normalverteilt seien. Wir gehen also davon aus, dass jedes Objekt allein zu
einer GauBverteilung (mit unbekannten Parametern) in Val fiihrt. Sucht man z.B in MR-
Aufnahmen von Gehirnbildern nach grauer Masse, weiller Masse, Gehirnfliissigkeit und
Knochen, so kénnte man vier verborgene GauBverteilungen im tatsichlichen Histogramm
H; des Bildes I suchen. In diesem Modell sollte das Bild ein ideales Histogramm H Iide“l

besitzen mit
m—1

Hi*! () = 3 0i| - N(ui, 07)(v),
i=0
fiir v € Val mit unbekannten Werten |O;|, u; und aiz, dem Mittelwert und der Varianz
der normalverteilten Grauwerte des Objekts O;. Kittler und Illingworth analysieren dieses
Modell in [53]. Als Ergebnis schlagen sie vor, folgende Zielfunktion Z(sy, ..., Sy—1) zu

minimieren:
m—1

Z(S1y s Smo1) 1= Z |1;] - (logay, —log |1;]).
i=0
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Es existieren weitere Techniken zur Schwellwertbildung mit anderen Zielfunktionen.
Zum Beispiel fiir einen Schwellwert s aus [21] (nach Kapur, Sahoo, Wong [52]) (1.) und
aus Paulus, Hornegger [87] (2.):

S H H, H
1. minimiere ZZ,:O( |1’S(f|) log ’(g)) + e ( |11>(§| log |1>v|))
2. maximiere a<;d-g(f<s — fsy)?

Die Technik von Otsu ist vielleicht die zurzeit bekannteste, die von Kittler-Illingworth
wird in der medizinischen Bildverarbeitung hiufig benutzt.
5.2.4 Dynamisierung
Die beiden vorgestellten Methoden zur Klasseneinteilung sind statisch und nur vom glo-

balen Histogramm eines Bildes abhingig und gehen nicht auf lokale Besonderheiten im
Bild ein. Man kann sie aber auf sehr einfache Weise dynamisieren. Bei einer dynamischen

Abb. 5.6 Dynamische Binarisierungen. Original (oben links), mit Otsu statisch binarisiert (oben
rechts) und dynamisch binarisiert mit Umgebungen des Radius 20 (unten links) und 10 (unten rechts)
um jedes Pixel.
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Schwellwertbildung zieht man nicht das globale Histogramm zu Rate, sondern nutzt von
Pixel zu Pixel (oder von Pixelgruppe zu Pixelgruppe) ortsabhéngig andere lokale Histo-
gramme. Eine Moglichkeit ist es, das Bild in mehrere Teilbilder (Kacheln) zu zerlegen
und pro Kachel iiber deren lokalen Histogramm einen Schwellwert zu finden. Anstelle
von disjunkten Kacheln kann man auch andere Unterteilungen des Bildes wihlen, die sich
auch iiberlappen diirfen. Im Extremfall wird fiir jedes Pixel P eine eigene Unterteilung
gebildet, indem um dessen Ort loc(P) in einer lokalen Umgebung Up C Loc nur das
lokale Histogramm /g, zur Schwellwertbildung benutzt wird. Hier wird zusitzlich eine
Topologie mit einem Umgebungsbegriff im Ortsraum Loc benotigt.

Abbildung 5.6 gibt ein Beispiel. Das Original ist ein kiinstlich vergilbter Text. Die
Schattierung, die auf dem Bild liegt, kann bei einer Binarisierung mit der statischen Me-
thode nach Otsu zu einem globalen Schwellwert fiihren, der auch Teile des Textes kom-
plett einschwirzt (im Bild oben rechts). In den beiden unteren Bildern wurde je ein indivi-
dueller Schwellwert in der dynamisierten Variante von Otsu in lokalen Umgebungen mit
Radien 20 und 10 pro Pixel berechnet.

Ein typischer Effekt bei diesem Vorgehen ist im hellen Rand um den Text im Beispiel-
bild zu sehen. Bei normaler statischer Binarisierung mit Otsu wird dem leicht schattierten
Rand einheitlich Weill zugeordnet. Da im Beispielbild der helle Rand um die Schrift
breiter ist als die betrachteten Radien 20 oder 10, wird tiberall in diesem Rand eine Bi-
narisierung erzwungen, die global betrachtet nicht sinnvoll ist. Damit wird das vergilbte
Bild weder durch eine Binarisierung mit statischem noch mit dynamischem Otsu gut in
einem Schritt restauriert. Hier braucht man schon eine intelligentere Kombination von
Techniken, bei der eine Binarisierung nur ein Schritt sein kann.

Diese Idee der Dynamisierung ist auf viele Bildverarbeitungsmethoden anwendbar. Da-
zu wird nicht nur auf die Statistik der Bildwerte eingegangen, sondern auch auf die Lage
der Pixel im Ortsbereich. Solche Verfahren im Ortsbereich werden in Kapitel Filter im
Ortsbereich genauer untersucht. Ferner ergeben sich bei Umgebungen um ein Pixel Pro-
bleme, sobald wir uns im Randbereich des Bildes bewegen und die gewihlte Umgebung
das Bild teilweise verldsst. Darauf werden wir im Abschn. 6.1 nédher eingehen und einige
generelle Losungsmethoden vorschlagen.
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Im Kap. 5 wurden Transformationen betrachtet, die vom Wertebereich und nicht vom
Ortsbereich eines Bildes abhingen. Mit der Dynamisierung werden die verwendeten Bild-
werte je auf Umgebungen eines Pixels eingeschrinkt und so ein Ortsbezug ,,indirekt*
erreicht. In diesem Kapitel stellen wir erste Bildverarbeitungstechniken vor, in denen ne-
ben dem Wertebereich auch der Ortsbereich eine zentrale Rolle spielt. Wir zeigen hier
lokale Filteroperatoren. Diese Filteroperatoren #ndern ein Bild / zu einem Bild F(7)
ab, indem zu jedem Pixel P in [ alle Pixel P’ in einer lokalen Umgebung U(P) von
P betrachtet werden und zur Entscheidung beitragen, wie val(P) geidndert werden soll.
Daher ist hier die Topologie des Ortsraums Loc wichtig, die wir bislang ignorieren konn-
ten. In diesem Kap. 6 untersuchen wir ausschlieflich d-dimensionale orthogonale Bilder
I:Loc — Val mit einem Wertebereich Val, fiir den eine Addition und eine Multiplikation
mit rationalen Zahlen definiert ist. Damit sind fiir Val letztlich nur Vektorrdume iiber Q, R
oder C interessant.

6.1 Fenster und Bildfortsetzungen

Als lokale Umgebungen U(P) um P, die fiir eine Filterung in P eine Rolle spielen,
verwenden wir fast immer rechteckige Fenster.

6.1.1 Fenster

Ein d-dimensionales Fenster F,, _,, mit Radienn,,...,ng € N ist die Teilmenge

F =[-ny,+n]x...x[-ng, +n4]

von Z4. Das Elementarquadrat mit den Koordinaten (0, . ..,0) heilit das Zentrum von F'.
Gilt n = ny = ... = ny, so nennen wir es das d-dimensionale Fenster vom Radius »
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2015 109
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Abb. 6.1 Das Fenster F3 vom 3
Radius 3 mit rot gezeichnetem -2
Zentrum -1
0

+1

+2

+3

3-2-1 0+1+42+43

und bezeichnen es kurz mit F¢. Sind die Dimensionen oder die Radien aus dem Kontext
bekannt oder unwichtig, so kiirzen wir ein Fenster einfach mit F,, F 4 oder F ab.

Fenster sind stets punktsymmetrisch mit einer ungeraden Anzahl von Elementen. Das
Dem Koordinatensystem fiir Bilder folgend, wird F32 wie in Abb. 6.1 grafisch dargestellt.

Obwohl man lokale Filter auch mittels anderer Umgebungen definieren konnte, reichen
Fenster aber zumeist bei orthogonalen Bildern aus. Um jedes Pixel P in I wird ein Fenster
F mit dem Zentrum an der Stelle loc(P) auf / gelegt und val(P) wird in Abhingigkeit
aller Pixelwerte von I innerhalb dieses Fensters gedndert. Das Fenster I an der Stelle
des Pixels P ist das Fenster, das mit dem Zentrum auf loc(P) verschoben wird, also
einfach nur F +4loc(P). Zur Manipulation von val(P) wird bei einer lokalen Filterung nur
I\ F410c(P), das Bild I eingeschrinkt auf F' 4 loc(P), betrachtet. Hierbei kann F +loc(P)
teilweise auBerhalb des Ortsraums Loc von I liegen und es ergibt sich sofort das Problem
der Randbehandlung. Wie geht man vor, wenn man ein Fenster auf ein Pixel nahe am
Rand des Bildes legt und das Fenster das Bild teilweise verldsst? Zur Losung brauchen
wir den Begriff der Bildfortsetzung am Rand.

6.1.2 Bildfortsetzung

Im Folgenden bezeichnet F stets ein Fenster. Das Resultat einer lokalen Filterung F von
I wird hingegen als F (/) bezeichnet. Ragt ein Fenster F' am Rand eines Bildes / iiber
I hinaus, muss hier gekldrt werden, wie das Fenster auf3erhalb des Ortsraums Loc; zu
behandeln ist. Theoretisch am elegantesten und auch einfachsten ist eine Fortsetzung
des Bildes I iiber Loc; hinaus, so dass Bildwerte im Fenster stets definiert sind. Eine
Bildfortsetzung klirt die Frage der Randbehandlung bei einer lokalen Operation mittels
eines Fensters. Bei einer Randbehandlung mittels Bildfortsetzung soll bei einer Imple-
mentierung nicht die Bildfortsetzung tatsdchlich programmiert werden. Vielmehr ist die
Bildbearbeitung am Rand so zu programmieren, das die folgenden theoretischen Fortset-
zungen praktisch implementiert werden, was durchgehend einfach erreichbar ist. Es bieten
sich sofort einige unterschiedliche Konzepte zur Randbehandlung an.
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Identischer Rand. Wir veridndern einen Pixelwert val(P) fiir P € [ nur, falls F+loc(P)
vollstdndig in Loc liegt, anderenfalls bleibt P unveréindert. Eine Bildfortsetzung wird gar
nicht benétigt.

Bildverkleinerung. Wir manipulieren ein Pixel P € I ebenfalls nur, falls F + loc(P)
vollstindig in Loc liegt, nehmen die kritischen Randpixel aber nicht in das gefilterte Bild
F(7) auf. Eine Bildfortsetzung wird hier auch nicht benétigt, aber man verdndert den Typ
des Bildes, da der Ortsbereich veridndert wird. Will man in einer Probierphase schnell und
schmutzig neue Fensteroperationen ausprobieren und sich die Ergebnisse nur anschauen,
ist solch ein Vorgehen hiufig sinnvoll. Fiir ausgearbeitete, fertige Filter ist es aber oftmals
nicht akzeptabel.

Schwarzer Rand. Fiir ein Fenster F = F?,, legen wir um das Originalbild / einen Rand
der Breite n (vertikal) und m (horizontal) von schwarzen Pixeln. Damit bleibt F + P fiir
P e I stets im Ortsbereich von I plus neuer Rand. Dies ist ebenfalls in einer Testphase
trivial implementiert und das Ergebnisbild F(7) ist vom gleichen Typ wie /. Allerdings
liefert der schwarze Rand um / fiir F(/) am Rand fast immer unerwiinschte Resultate.

Iterative Fortsetzung. Wir setzen I nach auf3en hin fort, aber nicht mit einem schwarzen
Rand, sondern mit Werten aus Val(/) selbst. Wir zeigen das nur am Beispiel zweidimen-
sionaler orthogonaler Bilder 7: [0, N[ x [0, M| — Val C Q; eine Verallgemeinerung auf
d Dimensionen ist offensichtlich. Der Einfachheit halber parkettieren wir gleich den ge-
samtem Z> mit Kopien von /. Damit erhilt man eine unendliche iterative Fortsetzung */
von [ als

[ +kN,j +IM):=1(i,j)fir0<i <N,0<j < Mundk,I € Z.

Mittels *°/ wird I zu einem Bild auf einem Torus, in dem der linke mit dem rechten Rand
und der untere mit dem oberen Rand identifiziert wird. Dies ist die iibliche mathematische
Fortsetzung, bei der viele Regeln sich elegant iibertragen, wie wir noch sehen werden.

Wenn man allerdings so einfach fortsetzt, dann liegt rechts neben der letzten Spalte von
I wieder die erste Spalte von /. In der Manipulation von einem Pixel P auf der letzten,
rechten Randspalte wiirden dann auch die Werte der ersten, linken Randspalte von I mit
beriicksichtigt. Da diese aber von P sehr weit entfernt sein kann, haben wir keine lokale
Bildoperation mehr. Die Betrachtung nur aller Pixel in einer Umgebung F + loc(P) um
P soll aber eine lokale Operation auf P bewirken. Damit bietet sich eine Fortsetzung mit
gespiegelten Kopien von / an.

Die Spiegelungen

e horizontale Spiegelung 7,
e vertikale Spiegelung I+,
e punktsymmetrische Spiegelung /¥
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Abb. 6.2 Gespiegelte Fortset- 2N
zung. [ wird unendlich iterativ I —l 7 —
gespiegelt fortgesetzt zu [ N
IR N ARy
0
1 | 1 -
N
) /|l
2N

2M-M 0 M 2M

von / sind die folgenden Bilder mit gleichem Orts- und Wertebereich, fiir die fiir alle
(i, j) € Loc gilt:

7@, j):=1G.(M —1)—j),
IMi, j):=1(N—-1)—i,j),
I¥(, j) =17, ).

Die (gespiegelte unendliche) Fortsetzung 1°° von I soll das unendliche iterativ gespiegelte
Bild / werden, wie in Abb. 6.2 gezeigt.

Hierbei werden alle vier Ridnder von [ in der Fortsetzung doppelt aufgefiihrt. Will man
eine Verdopplung der Rinder vermeiden, so verwendet man die gespiegelten Versionen
ohne entsprechende Réinder und definiert

Iy = I|F),N[><[1,M71[’

Vo 7l

Iy = Ly yoawomp
._ g¥
Iy = Il[l.N—l[x[l,M—l['

Es sei [ [0,2N —2[x[0,2M — 2[ — Val das Bild /7, umgeben von diesen drei gespiegel-
ten Versionen:
A I Iy
I:= 0,.
Iy 1y

Dann ist die unendliche iterativ gespiegelte Version /> von [ nichts anderes als of,
der Torus von 7,

[ :="].

Letztlich ist es egal, ob man bei der iteriert gespiegelten Fortsetzung mit einfachem
oder doppeltem Rand arbeitet. Fiir beide Versionen gibt es gute Argumente. In diesem
Buch wird iiblicherweise der Rand nur einfach benutzt.
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Unendliche Fortsezungen. Es werden in der Bildverarbeitung drei Bildfortsetzungen
ins Unendliche verwendet. Das sind die unendliche nicht gespiegelte Iteration *°/, die
unendliche gespiegelte Fortsetzung /°° und die Fortsetzung ins Schwarze /,, definiert
als

I(p) : pe€Lloc

Io: Z* — Val , mit Io(p) =
0 . sonst.

1°° soll in diesem Buch die Standardfortsetzung sein. Zu beachten ist, dass alle drei
Fortsetzungen ins Unendliche, 1°°,*°1, I, als unendliche Objekte keine digitalen Bilder
mehr sind, sondern mathematische Hilfsmittel. Manche Teildisziplinen arbeiten eigent-
lich nicht mit digitalen Bildern, sondern mit deren unendlichen Fortsetzungen. In der
Morphologie wird mit /,, und bei Fourier-Transformationen mit *°/ gearbeitet. Einige
der bekannten Formeln der Morphologie und Fourier-Transformationen gelten nur fiir /7,
bzw *° 1, nicht aber fiir /. Da wir mit endlichen Bildern arbeiten wollen, werden wir an-
geben, welche Formeln fiir digitale Bilder falsch werden.

6.2 Lineare Filterl

Wihrend in nicht linearen Filtern die Werte von I innerhalb F +loc(P) auf vielfiltige Art
und Weise zur Anderung von val(P) genutzt werden diirfen, geschieht diese Anderung bei
einer linearer Filterung stets mittels einer Faltung mit einem sogenannten Kern.

6.2.1 Kerne
Ein d -dimensionaler Kern K ist eine Abbildung
K:F—>Q

von einem d -dimensionalen Fenster F in die rationalen Zahlen Q. Statt von einem Kern
spricht man auch héufig von einer Faltungsmaske oder einfach nur von einer Maske.

Dass wir als Wertebereich hier die rationalen Zahlen Q und nicht wie iiblich die reellen
Zahlen R gewihlt haben, soll nur eine Warnung sein. Manche der folgenden Resultate
werden nur dann mathematisch korrekt, wenn man auch reelle Werte aus R in Kernen
zuldsst. Da dies in der Rechnerpraxis nicht moglich ist, wollen wir von vornherein durch
die Einschrinkung der Kerne auf rationale Werte auf diese Diskrepanz zwischen Theorie
und Praxis hinweisen.

Der besseren Anschauung wegen argumentieren wir zuerst fiir den zweidimensionalen
Fall. Es sei F = F,, ein zweidimensionales Fenster. Einen Kern K: F2, — Q repriisen-
tieren wir natiirlich als zweidimensionale Matrix mit 2n 4 1 Spalten und 2m + 1 Zeilen.
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a b ¢

So reprisentiert die Matrix K = | d e f | denKern K: F? — Q mit
g h i

(-1,-1) —~a, (—=1,0) = b, -L+1)—c,

0,-1)—~d, (0,0) = e, O, 4+~ f.

(+1.-D) g, (+1.0) — h, (+1.+1) .

Hierbei ist zu beachten, dass wir im BV-Koordinatensystem arbeiten, mit wachsenden
ersten Koordinaten nach unten.

Die Idee ist es, K iiber ein zweidimensionales Bild I Pixel fiir Pixel zu legen und
dabei I zu dem neuen Bild K(/) zu verdndern. Dabei wird ein einzelnes Pixel P wie
folgt durch K abgeidndert: Fiir (x, y) € F wird der Wert val(P’) des Pixels P’ an der
Stelle loc(P) + (x,y) mit K(x, y) multipliziert. Alle so multiplizierten Pixelwerte in
F + loc(P) werden aufaddiert und bilden den neuen Wert fiir P. Diese Anderung fiir
val(P) wird in das neue Bild K(I) geschrieben und nicht in / iibernommen, da sonst das
Ergebnis K (/) von der Reihenfolge der Anderung abhiingen wiirde.

Damit kann man das Ergebnis K (/) der Manipulation von I durch den Kern K: Fn2 =
Q - bis auf die Randfille — etwa definieren als

+n  +m

K(DG.j) =Y Y Ix+iy+j) Kx.y).

X=—ny=—m

Im d-dimensionalen Fall ist / ein d-dimensionales orthogonales Bild, K ein d-dimen-
sionaler Kern iiber einem d -dimensionalen Fenster F und die Formel vereinfacht sich fiir
p € Loc sogar noch zu

K(I)(p) =Y _I(p+1)-K(I). fir p € Loc({)
leF

= > I(p—1)- K(-1). fiir p € Loc(]). (6.1)
leF

Die letzte Gleichung versteht man leicht, da Fenster in allen Dimensionen die Form
[—n, +n] haben und es somit egal ist, ob man / von —n bis +n oder von +n bis —n laufen
lasst. K(—/) ist der punktgespiegelte Kern K (/) und wir definieren daher fiir beliebige
Dimension

K¥(1) := K(=I).

Wir nennen einen Kern K passend zu einem Bild I, wenn K und [/ die gleiche Dimen-
sion besitzen. In der Gl. 6.1 wird die Filterung von I mittels K nur fiir passende Kerne
erklirt. Diese Formel ist vorerst provisorisch, da die Randbehandlung noch nicht geklért
ist.
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6.2.2 Faltung

Mathematisch gesehen findet bei einer linearen Filterung eine Faltung (Konvolution) statt.
Eine Faltung f *g zweier (integrierbarer) Funktionen f, g: R? — C ist in der Mathematik
definiert als

fxg(x):= / f(x —1t)g(r)dr (mitx,t € RY). (6.2)
R4

Fiir zwei diskrete unendliche Funktionen f, g: Z¢ — Q wird daraus sofort
frg) =Y flx—1)-g(t) (mitx,t € Z). (6.3)
tezd

Als Fortsetzung fiir / wihlen wir die iterative gespiegelte Fortsetzung / *°. Fiir einen Kern
K: F — Q wihlen wir als unendliche Fortsetzung K, eine Einbettung von K in eine
leere, schwarze Umgebung:

K(p), firpeF

0, sonst.

Keo:Z% - Q mit Koo(p) =

Damit das Resultat / % K einer Faltung von / mit dem Kern K den gleichen Ortsbereich
Loc wie [ besitzt, definieren wir

I %K :=(I%x% Koo)‘LOC.

Etwas anschaulicher formuliert gilt also

(I« K)(p) =Y I®(p—1)-Ku(l). fiir p € Loc. (6.4)
leF

Da wir hier unendlich grofle Bilder falten, spielt die Randbehandlung keine Rolle mehr
und ist automatisch iiber die gespiegelte Fortsetzung des Bildes I geklirt. Die inhaltliche
Ahnlichkeit der Gl. 6.4 zu 6.1 ist offensichtlich. Die Unterschiede bestehen darin, dass
jetzt die Randbehandlung geklrt ist und in der Faltung 6.4 mit den Fensterkoordinaten
p subtrahiert, in Gl. 6.1 aber addiert wird. Zur Behebung dieses Unterschiedes konnte
man man mit K—: F — Q operieren, wobei K~ (p) := K(—p) fiir p € F gilt. Dieses
Objekt ist die zentrale Spiegelung des Kerns um den Nullpunkt, das wir mit K¥ (= K™)
aber schon zur Verfiigung haben. Damit kénnen wir formal die Gl. 6.4 fiir K(/) fiir die
Randbehandlung erweitern und wir setzen

K(I):=1%K?, (6.5)
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Diese Definition 6.5 ersetzt die provisorische in Gl. 6.1. Als Merkregel bietet sich also
an, dass das Ergebnis K (/) der Anwendung eines Kerns K: F — Q auf ein Bild / die
Faltung von / mit dem punktgespiegelten Kern K ¥ ist. Diese Faltung ist hier mit einer
gespiegelten Randbehandlung definiert, also gilt insgesamt:
K(I)=1%K¥=(I"%K3) . -

Der letzte Teil (1 0 % Kﬁg) ILoc; ist von einer mathematischen Warte vielleicht recht ele-
gant, von einer praktischen der Informatik aber eher verwirrend. I besagt nur, wie der
Kern am Rand des Bildes operieren soll, falls das Fenster F' den Bildraum Loc; verlisst.
Dann wird das Bild gespiegelt fortgesetzt. In den meisten Anwendungsfillen ist die GroB3e
eines Fensters viel geringer als die des Bildes 7, so dass nur ein Rand einer kleiner Breite
um das Bild herum erkldrt werden muss. Mit einer unendlichen Fortsetzung von I hat
man also mit Kanonen auf Spatzen geschossen, bleibt aber in einem klaren mathemati-
schen Rahmen. Zur Implementierung hilt man sich natiirlich an GI. 6.4 und achtet auf die
korrekte gespiegelte Randbehandlung, was nicht schwierig ist. Es mag etwas verwirren,
dass man einmal mit K und einmal mit K¥ in den Formeln arbeiten muss. In der Praxis
sind aber viele Kerne punktsymmetrisch mit K = K7, so dass die Fallunterscheidung
entfillt. Bei nicht punktsymmetrischen Kernen ist aber Vorsicht geboten.

In zwei- oder dreidimensionalen Bildern fiihrt man haufig auch eine Filterung mit ein-
dimensionalen Zeilen- oder Spaltenkernen durch. Da wir die Filterung nur mit passenden
Kernen (also gleicher Dimension wie das Bild) definiert haben, miissen wir solche nie-
derdimensionalen Kerne noch in die hohere Dimension des Bildes kanonisch einbetten.
Dazu fassen wir einen Zeilenvektor (a_, ..., do, ..., a,) mit Werten a; € Q sowohl
als eindimensionalen Kern K: F,, — Q mit K(j) = a; als auch als zweidimensiona-
len Kern K: F&m — Q mit K(0, j) = a; auf. Entsprechend wird ein Spaltenvektor
(@_p,....ag,...,a,)" auch als zweidimensionaler Kern K : F"%O — Q mit K(i,0) = q;
aufgefasst. Dies kann man leicht auf hohere Dimensionen als 2 Verallgemeinern.

Man kann ebenso zwei Kerne K, K, stets in beliebig hohere Dimensionen mit Fortset-
zungen 0 auB3erhalb der eigentlichen Werte fortsetzen. Damit ist auch eine Faltung K * K,
beliebiger Kerne K, K», auch nicht passender Dimensionen, moglich. K| und K, werden
in eine minimale gemeinsame Dimension eingebettet und es wird der unendliche Kern

Ky % K> := (K)o * (K2)oo

gebildet, der fast liberall nur den Wert O besitzt. Es sei Fk, g, das kleinste Fenster kleinster
Dimension, so dass K| * K, au3erhalb des Fensters nur die Werte 0 annimmt. Wir fassen
nun K; * K, als endlichen Kern iiber Fk, g, auf. Damit kénnen wir auch analog zur Fil-
terung eines Bildes die Anwendung K (K>) eines Kerns K auf einen Kern K, definieren
als

Ki(K>) := (Ky * Kl_b)‘FKl.Kz( = (K * K?)|FK1.K2)‘
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Gilt K = K| * K, so gilt auch K¥ = K ﬁ’ * K;’ . Betrachten wir als ein Beispiel die

Faltung eines Zeilenkerns (a, b, ¢) mit einem Spaltenkern (x, y, z,s,2)T.
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Ein Zeilenkern beriicksichtigt die horizontale Nachbarschaft, wirkt also nur horizontal in

x-Richtung, ein Spaltenkern wirkt in y-Richtung.

Die mathematische Faltung kontinuierlicher oder diskreter Funktionen mit Definitions-
bereich RY oder Z< ist linear, assoziative und kommutativ (oder symmetrisch), denn es
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gilt:

S x(agi +bga) = a(f *g1) +b(f * g2),
fx(gxh)=(fxg)*h,
fxg=g=xh.

Um [ x K fiir ein endliches Bild 7: Loc — Val mit Val C QQ und einen endlichen Kern
K: F — Q zu definieren, haben wir / und K zu unendlichen Bildern fortgesetzt. Das
hitten wir formal auch auf drei andere Arten machen kdnnen:

o [ x K =] x*K,
o [ % K:=1%x% K>,
o [ x3K:=1, %K.

In allen drei Varianten gilt die Linearitit, Assoziativitidt und Symmetrie. Die ersten beiden
ergeben jedoch fiir lineare Filter keinerlei Sinn. Die dritte Variante entspricht der Bild-
fortsetzung mit schwarzem Rand, die damit schone mathematische Regeln besitzt, aber
unschon fiir eine praktische Randbehandlung ist.

Die ersten beiden Regeln zur Linearitidt und Assoziativitit lassen sich sofort auf unsere
Definition der Faltung von Bildern (oder Bild mit Kern) iibertragen. Es gilt:

I x (aK; +bKy) =a(l * Ky) +b(I *x K>),
(Lh+DL)*K=1%K+1I*K,
I % (K% Ky)=( %K) x K,.

Die Symmetrieeigenschaft iibertrigt sich auf zwei Filter zu
KI*K2=K2*K1,

aber nicht auf die Faltung zwischen einem Bild und einem Filter, da I % K, aber nicht
K x I definiert ist. Zwar sind sowohl ein Bild I als auch ein Kern K eine Funktion, und
damit sind sowohl I x K als auch K x I formal definiert, aber / * K = K % I muss nicht
gelten, da I in I * K zu [*° iterativ fortgesetzt wird, K aber zu K., nur ins Schwarze
fortgesetzt wird. Setzt man in K * / nun den Kern iterativ gespiegelt und das Bild ins
Schwarze eingebettet fort, hat das nichts mehr mit einer Anwendung eines Kerns K auf
ein Bild / zu tun.

Die Faltung ist hier etwas komplizierter dargestellt als in der Mathematik und in den
meisten Biichern zur Bildverarbeitung. Wihlt man stattdessen *j3 erhélt man eine elegan-
tere Mathematik, aber eine schlechtere Bildverarbeitungspraxis.
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6.2.3 Separable Operationen

Ein Kern K iiber einem d -dimensionalen Fenster F heifit separabel, falls er eine Faltung
K = K; x K, zweier Kerne K, K, liber zwei d;- und d>-dimensionale Fenstern Fi, F>
mit dy,d, < d ist. K; und K, miissen also beide niederdimensionaler als K sein.

In der Praxis sind separable Kerne ausgesprochen niitzlich. Wenn der zweidimensio-
nale Kern K in zwei eindimensionale Kerne K| und K, zerlegt werden kann, dann ldsst
sich, wegen

K(I)=1%K¥=1x%(K’*K")=1x(K) %K)
= (I %K) % Ky = Ky(K, (1))
= Ki(Kx(1)),

eine lineare Faltung mit K auf zwei niederdimensionale lineare Faltungen mit K und mit
K, aufspalten, egal in welcher Reihenfolge. Dies fiihrt (bis auf triviale Sonderfille) zu
einer erheblichen Reduzierung der Rechenzeit. Wir werden dazu noch etliche Beispiele
kennen lernen. In der medizinischen Bildverarbeitung werden hiufig dreidimensionale
Kerne auf dreidimensionale Bilder angewendet. Ist solch ein Kern K iiber Fn3 etwa in
drei jeweils eindimensionale Kerne K, K», K3 iiber Fn1 separierbar, so reduziert sich eine
Filterung von I mit K von O(|I| - n®) Operationen sofort auf O(|I| - n) Operationen,
ohne jeden weiteren zusitzlichen Rechentrick. Viele praktisch interessante Operationen
sind separabel, wie manche der folgenden Mittelwertfilter, alle Binomialfilter, die Fourier-
Transformation etc.

Wir nennen einen Kern K auch separabel im weiteren Sinn, wenn seine Anwendung
auf ein Bild durch eine Kombination Ck, . g, von Anwendungen weiterer Operationen
und Filterungen mit kleineren Kernen K1, ..., K, ersetzt werden kann, so dass die Re-
dung von K auf I deutlich reduziert ist. Die kommende Gl. 6.7 fiir kontrastverstirkende
Filter wird ein Beispiel fiir Separabilitit im weiteren Sinn sein.

Damit stellt sich die Frage, ob man zwei- oder mehrdimensionale Methoden iiberhaupt
noch vorstellen soll, wenn sie sich auf eindimensionale Methoden leicht reduzieren las-
sen. Neben dem Wunsch nach wissenschaftlicher Vollstindigkeit gibt es auch praktische
Griinde, solche separablen hoherdimensionalen Methoden auch zu behandeln. Filtert man
ein Bild 7 einmal mit einem separablen Kern K¥ = K ﬁ’ * K;’ zu I * K und einmal mit K,
zuerst zu [ * K| und anschlieBend mit K, zu (I x K1) % K, sokann I x K # (I * K1) * K;
wegen Rundungsfehler gelten. In manchen Bildverarbeitungstools, wie etwa GIMP, kon-
nen sehr hissliche Effekte auftreten. In GIMP wird das Zwischenbild / * K| zuerst in den
zuldssigen Wertebereich [0, 255] fiir die Pixelwerte transformiert und erst anschlieBend
mit K, weiter gefiltert, wodurch sich Rundungsfehler sehr stark akkumulieren. Imple-
mentiert man die Faltung mit K als zwei Faltungen mit K; und K5, so darf man das
reellwertige Zwischenresultat nicht zerstoren, sondern muss die Ubersetzung in das er-
laubte Bildformat erst ganz am Ende durchfiihren.
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6.2.4 Mittelwertfilter

Wir betrachten als erste Beispiele fiir lineare Filter glittende Mittelwert-, Binomial- und
GauBfilter.

Das (d-dimensionale, ungewichtete) Mittelwertfilter KLd])(
Kern

vom Radius k besitzt den

I
KR - ——— 1.
wkt T 2k 1 1)

Es wird fiir k = 1 und d = 2 von der Matrix

| 111
@ _
K, = 5 1 11
1 11
reprisentiert. Analog ist
1 11 11
| 11111
@ _

K, 5= 5 1 11 11
1 11 11
11111

das Mittelwertfilter der Dimension 2 vom Radius 2. Hier bedeutet der Index p einfach,
dass es sich um ein Mittelwertfilter handelt. Eine Filterung mit KI(LZ)1 ersetzt also in jedem
Pixel P den Wert val(P) durch den Mittelwert der Werte von P und seiner acht unmit-
telbaren Nachbarpixel. In Kf:lz wird sogar der Mittelwert aller (2k + 1)¢ Pixelwerte in
der Umgebung F, kd um P gebildet. Je hoher der Radius k, desto stirker wird die Glittung.
Diese d -dimensionalen Mittelwertfilter vom Radius k sind offensichtlich d -fache Faltun-
gen von eindimensionalen Mittelwertfiltern vom gleichen Radius k und damit separabel.
So wird mit dem eindimensionalen Zeilenfilter

K[k, +k] — %Zk n 1}

sofort Kﬁ( = K, * K; - Man kann ein d-dimensionales Bild 7, statt es mit einer d -

dimensionalen Faltung mit K Ld,z unmittelbar zu glitten, mit d eindimensionalen Faltungen
in die d-vielen Koordinatenrichtungen glitten. Die benétigte Rechenzeit reduziert sich
damit von O (k¢ -|I]) auf O(k-d -|I|). Betrachten wir als Beispiel ein zweidimensionales
Bild 7: [0, N[x[0, M [— Q, das wir mit K/(LZ)Z falten wollen. Wegen

2) T T 2)
K,L.z =K, * K;L.z = K;L.z * K%2
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kann man auf die Zeilen Ii(x) = {,0)I(G,1)...I(i,M —1)) fir0 <i < N zuerst je
eine Faltung mit KLI)Z = 1/5(1 1 11 1) anwenden und das Ergebnis (1 1| ... I}, )"
mit K, = 1/5(1 1 1 1 1)" falten. Genauso gut kénnte man auf jede Spalte / j(y ) =
(10,7) I(1,j) ... I(N — 1, j))" zuerst eine Faltung mit K;, = 1/5(1 1 1 1 DT
anwenden und das Ergebnis mit K, , weiter falten.

In Abb. 3.8 wurde fiir den H-Kanal eine Version des Mittelwertfilters verwendet, die die
Ringform der H-Werte mit 360 = 0 beriicksichtigt, ndmlich der circulédre Mittelwert fi,.
(siehe dazu den Abschn. 3.2.4, wo Mittelwerte speziell fiir den HSV-Farbraum behandelt
werden).

Genau genommen konnen solche einfachen Filter den Typ des Bildes dndern. Ist
I:Loc — Val ein Bild mit Val C N, so ist das mittelwertgefilterte Bild K} (): Loc —
Val’ mit Val' C Q. Manche theoretischen Aussagen, wie ein Mittelwertfilter édndert nicht
den Mittelwert des Bildes, sind dann auf den Wertebereich Val’ bezogen. Diese Aussage
ist aber wegen unserer gespiegelten Randbehandlung ohnehin nicht korrekt. Ublicherwei-
se werden aber die berechneten Werte wieder in den alten Wertebereich Val gerundet.

6.2.5 Binomialfilter

Im Mittelwertfilter werden alle Pixel einer Nachbarschaft F, gleich gewichtet. Hiufig
ist es sinnvoller, weiter entfernte Pixel schwiécher zu gewichten als benachbarte. Das
Binomialfilter leistet eine solche entfernungsabhingige Gewichtung gemif der Binomial-

verteilung. Die Binomialkoeffizienten (") sind fiir m < n definiert als

ny\ n!
m] " ml(n—m)!

Thre Werte findet man am leichtesten im Pascal’schen Dreieck

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1 )
1 4 6 4 1

in dessen (2n + 1)-ter Zeile Z,, sich die Werte von (2";“ l) bis @Zii) finden. Die eindimen-
sionalen Binomialkerne vom Radius 7z sind

1 1
-Z, und BY = A

B = 1 2n+1 n
Zl§m§2n+l( m ) Zl§m§2n+l( m )
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Soist z. B.

Die zweidimensionalen Binomialfilter sind Faltungen der eindimensionalen:
B®@ .— p&) o B
n N n n

und somit per Definition separabel, analog auch fiir Dimensionen hoher als 2. Es gilt etwa:

L2 | 1

@ _ . — _ -

BY =2 4 2 22 ) [2]].
121 1
1 4 6 4 1
4 16 24 16 4

o_ L 16 24 36 24 6

2 256

4 16 24 16 4
1 4 6 4 1

In unserem Formalismus konnen wir Binomialfilter mit den geraden Zeilen des Pas-
cal’schen Dreiecks gar nicht bilden, da diese kein Zentrum besitzen. Man kann ein
Zentrum festlegen und aus der zweiten Zeile etwa die beiden Kerne

;(1 1 0)0der%~(o 1 1)

erzeugen, aus denen man die schiefen separablen zweidimensionalen Filterkerne

| 0 00 | 1 10 | 0 0 0 | 0 1 1
1 1 10 7 1 1 0 e 0 1 1] und i 0 1 1
1 10 0 0 0 0 1 1 0 0 0

kombinieren kann. Dies geschieht in der Praxis allerdings nicht.
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6.2.6 Gauftfilter

Das Gauffilter ist wie das Binomialfilter aufgebaut, folgt aber statt der Binomialverteilung
der GauBverteilung. Hdufig werden Binomialfilter auch ungenau als Gaul3filter bezeichnet.
Ausgangspunkt ist die ein- oder zweidimensionale Normalverteilung mit dem Mittelwert
w = 0 und verschiedenen Varianzen o2. Es gilt fiir die ein- bzw. zweidimensionale Ver-

teilung:
M 1 -
NY(0,0)(x) = e 272,
V2no
x24y2
N(z)(O, o)(x,y) = e 27 .
2rwo?
Dabei gilt

NP (0,0)(x,y) = N(0,0)(x) - NV(0,0) ()

und wir beschriinken unsere Uberlegungen auf N, := N1 (0,0).

Die Idee ist einfach, die GauBverteilung N, (x) auf ein diskretes Intervall [—n, +n]
einzuschrinken. AuBlerhalb von [—n, +n] werden die Werte auf 0 gesetzt, innerhalb von
[—n, +n] wird N, (i) so zu einer rationalen Zahl abgerundet, dass fiir die rationalen Werte

Ny (i) € Q gilt:
+n
> NoG) =1.
i=—n
Das erreicht man leicht, wenn man die diskreten Werte NG (i) fir —n < i < +n einfach
auf
Ny (i)
No (n)

setzt, wobei der Normierungsfaktor z dafiir sorgt, dass die Summe 1 wird. Damit definie-
ren wir

R = |

z

Gyp i= (Na(—n) N,,(—i—n))

als eindimensionalen Gauf3’schen Zeilenkern der Varianz o vom Radius n. Der Buchstabe
G wird hier fiir diesen diskreten Gauf3kern benutzt, um den Kern von der kontinuierlichen
GauBverteilung, die mit N fiir Normalverteilung bezeichnet wird, abzugrenzen. G[(,Z,z =
Gy * G;n ist jetzt ein zweidimensionaler Gauflkern mit der Varianz o2 vom Radius n.
Dabei wird n iiblicherweise so gewdhlt, dass etwa 20 < n < 3o erfiillt wird. Oft wird
n := [307] gesetzt. Der Index , kann dann entfallen und wir setzen

G(7 = G,,_ [30]- (6.6)

Die Abb. 6.3 zeigt links das Beispielgebdude 2 im Original und in der Mitte mit o0 = 2
und rechts mit 0 = 5 gauligefiltert.

Abbildung 6.4 zeigt ein RGB-Bild, auf das in allen drei Kanilen ein Gauffilter mit
o = 1,7 Mitte) und o = 3 (rechts) angewendet wurde.
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Abb. 6.3 Gaulfilter 1. Original (links) und mit 0 = 2 (Mitte) und 0 = 5 (rechts) gauBgefiltert

Abb. 6.4 Gauffilter 2. Original RGB-Bild (links) und mit 0 = 1,7 (Mitte) und 0 = 3 (rechts) pro
RGB-Kanal gauB3gefiltert

Weitere Glattungsfilter
Man findet in der Literatur hdufiger auch weitere Ad-hoc-Glittungsfilter. So etwa den
zweidimensionalen Kern

N —
S = O
i N
(==

der nicht separabel ist.
Allen Glattungsfiltern gemeinsam ist, dass

e alle Koeffizienten nicht negativ sind und
e die Summe aller Koeffizienten 1 ergibt.

Glittungsfilter dndern damit den Mittelwert p; eines Bildes I nicht. Vorsicht, diese
Aussage ist genau genommen nur bei unendlich grofen Bildern richtig. Bei endlichen
Bildern kann sich aber wegen der Randbehandlung der Mittelwert nach einer Glattung
mit einem linearen Kern dndern. Nehmen wir ein fast schwarzes Bild mit einem hellen
Pixel am Rand. Dann wird sich bei einer Glittung der Bildmittelwert leicht erhohen, da das
helle Pixel wegen der Spiegelung des Bildes mehrfach gezihlt wird. In der Praxis ist dieser
Effekt aber vernachlissigbar. Da bei der Glittung die einzelnen Pixelwerte sich annihern,

nihern sie sich im Mittel auch an y; und die Varianz o7 nimmt bei einer Glittung ab.
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Die bisher vorgestellten Glittungsfilter sind symmetrisch. Dies muss nicht so sein, denn
Glattungsfilter konnen auch Richtungen bevorzugen. Der separable Glittungsfilter

0| —
i\

1
2
1

oS O O

ist in der y-Achse symmetrisch, in der x-Achse wird aber der rechte Nachbar ignoriert
und nur der linke zur Glittung herangezogen.

6.2.7 Kontrastverstarkende Filter

Es existieren auch lineare kontrastverstiarkende Faltungskerne, die man generell wie folgt
erhalten kann. Es sei K, ein glittender Faltungskern, dann ist  — I * K, der Unterschied
des Originalbildes zum geglitteten Bild. I — I * K, beinhaltet also diejenigen Kontrastan-
teile, die die Glittung entfernt. Addiert man diese dem Originalbild I hinzu, so erhélt man
ein Bild mit erh6htem Kontrast. Ein kontrastverstirktes Bild I ist also

L=1+(I—1%K,).

In der Mathematik bezeichnet id iiblicherweise die Identitatsabbildung, unabhéingig
vom Definitionsbereich. Wir bezeichnen hier mit id auch jeden Faltungskern, der das Bild
invariant ldsst. Je nach dem gewihlten d-dimensionalen Fenster F ist id: F — Q der
Kern mit F(z) = 1 fiir das Zentrum z und F (/) = 0 sonst. Damit gilt

2 — T 5Ky =1x%Q2-id)—1 %K,
=1%(2-id—K,)

und wir erhalten fiir jeden linearen glittenden Filterkern K, den kontrastverstirkenden

linearen Partnerkern
Ky :=2-id-K,.

Damit erhilt z. B. das glédttende zweidimensionale Binomialfilter B 1(2) den kontrastver-
starkenden Partner

000y (121 -1 =2 -1
2-id—B1(2)=020—E242=E —2 28 -2
000 121 -1 -2 -1

Der kontrastverstirkende Partner zum Mittelwertfilter K, | ist

L
2id= Ky =g-| -1 17 -1
-1 -1 -1
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In diesen Filtern kommen negative Koeffizienten vor, die Summe aller Koeffizienten
bleibt aber 1. Damit verdndern diese Filter ebenfalls den Bildmittelwert nicht. Der kon-
trastverstirkende Partner K eines separablen Glittungsfilters K, = K * K ist selbst
nicht notwendig separabel, aber separabel im weiteren Sinn, denn seine Anwendung ist
unter Ausnutzung der Separabilitit von K, schneller berechenbar mittels

I «K,=2-1—( %K) *K,. 6.7)

6.3 Nichtlineare Filter|

Wir wollen hier die einfachsten nicht linearen Filter vorstellen, nimlich Rangordnungsfil-
ter, die wie die glittenden linearen Filter ebenfalls zur Unterdriickung von Rauschen oder
anderen Artefakten eingesetzt werden.

Eine zusitzliche Voraussetzung in diesem Abschn. 6.3 ist, dass eine Ordnung < auf Val
existiert. Das gilt fiir N, Z, Q und R, nicht aber fiir C oder hoherdimensionale Rdume wie
Q". Der Einfachheit halber betrachten wir zuerst orthogonale d -dimensionale einkanalige
Bilder /:Loc — Val mit Val C Q. F sei in diesem Abschnitt ein zum Bild / passendes
Fenster. Die folgenden Filter lassen stets den Orts- (Loc) und Wertebereich (Val) eines
Bildes unverindert.

6.3.1 Minimum- und Maximumfilter

Das Minimumfilter miny und das Maximumfilter maxp auf einem Fenster F transformie-
ren ein Bild 7 in ming (/) bzw. maxg (1), definiert als

+
|[F+p°

+

maxy(/)(p) := max I|F+p.

ming(/)(p) := min [,

Jedes Pixel P in [ erhilt als neuen Wert also den minimalen bzw. maximalen Wert im
Fenster F' + loc(P) um P. Die Randbehandlung ist gespiegelt.

Diese Filter konnen in manchen speziellen Anwendungen interessant sein, etwa, wenn
man einen Schriftzug aus einem Bild retuschieren will. Abbildung 6.5 zeigt links das
Beispielgebdude mit dem Schriftzug Gebédude B. Rechts wurde ein Maximumfilter mit
dem Fenster F 1%2 angewendet, das den Schriftzug fast vollstindig retuschiert. Dabei wird
aber das Bild insgesamt aufgehellt und Details gehen verloren, sehr deutlich zu sehen ist
das im Baum rechts. In Abb. 6.6 hingegen wurde das gleiche Filter nur auf einen kleinen
Ausschnitt um den Schriftzug angewendet.
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Abb. 6.6 Lokales Ma-
ximumfilter. Gleiche
Maximumfilterung nur lokal
um den Schriftzug

6.3.2 Maedianfilter

Das bekannteste Rangordnungsfilter ist das Medianfilter medr. Es sei M C Loc eine
Teilmenge von Orten. Dann bezeichnet /)] die beziiglich < geordnete Liste aller Bild-
werte I(p) fiir p € M. Die Schreibweise [. . .] soll zeigen, dass es sich um eine Liste und
nicht um eine Menge handelt. Im Unterschied zu einer Menge konnen in einer Liste Ele-
mente mehrfach aufgefiihrt werden. Diese Mehrfachzédhlung ist fiir das folgende zentrale
Element wichtig. Es sei

Uim] = o1, o]

diese angeordnete Liste. Das Zentrum dieser Liste ist die Position center(M) := [|M|/2].
Sein Wert I (center(M )) heiBit der zentrale Wert oder der Median med(M) von I}y, wie
schon in Abschn. 4.4.1 definiert, und liegt also in der angeordneten Liste in der mittleren
Position.

Das Medianfilter transformiert ein Bild / in med (/) mit

med (1) (p) := med(/7, ).
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Eine Variante ist das k-gewichtete Medianfilter k-medf, das fiir 2k + 1 < | F'| definiert
ist. Hier wird val(P) durch das Mittel der 2k + 1 zentralsten Werte im Fenster um loc(P)

ersetzt. Also center+k

1
kmedr (1)(p) i= 5=+ ) vy

i =center—k

fiir (77, ] = [v1.... vj).

Will man ein Salz-und-Pfeffer-Rauschen entfernen, ohne weitere Glittungen einzu-
fiihren, so ist das Medianfilter das Filter der Wahl, da es Extremwerte eliminiert (vgl.
Abb. 4.8). In seiner Variante als k-gewichteter Median wirkt das Medianfilter zusétzlich
gléttend.

6.3.3 Mid-range-Filter

Das Mid-range-Filter mry mit Fenster F ersetzt val(p) durch das Mittel der beiden Ex-
tremwerte, also

min I ¥(F + p) + max [ ¥(F + p)
5 )

mry(1)(p) =

6.3.4 k-nn-Filter

Im k-nearest-neighbor-Filter (k-nn-Filter) k-nnyz zum Fenster F wird val(p) durch den
Mittelwert der k zu val(P) dhnlichsten Werte in [/, f}f N p] ersetzt, also

k
1
k-nng (1)(p) = 7+ vy,
j=1

wobei v;, bis v;, die k zu I(p) am dhnlichsten Werte in der Liste [Ilﬁﬂ]] sind.

6.3.5 Randordnungsfilter auf Farbbildern

Eine Anwendung von Rangordnungsfiltern auf Farbbilder oder generell Mehrkanalbilder
I:Loc — QF scheint auf den ersten Blick unsinnig zu sein, da auf Q* keine natiir-
liche Anordnung existiert. Allerdings existieren natiirliche Distanzen d auf QF (siche
Abschn. 4.2.2). Beziiglich jeder Distanz lassen sich die Begriffe maximal und minimal
verallgemeinern. Ein Element x €¢ M C Qk heiflt minimal (maximal) in M, falls die Di-
stanz d (x, 0) von x zum Nullpunkt 0 in QX minimal (maximal) ist. Eine Menge M C QF
kann damit mehrere unterschiedliche minimale und maximale Elemente besitzen.
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Minimum- und Maximumfilter lassen sich so auf Farbbilder iibertragen. Das Mid-ran-
ge-Filter scheint weniger geeignet zu sein, da es den Mittelwert zwischen den beiden
Extremwerten im Fenster bildet. Eine Mittelwertbildung von sehr unterschiedlichen Far-
ben ist immer problematisch oder sogar unsinnig. Interessanter ist hier das k-nn-Filter, da
eine Mittelung nur zwischen den k dhnlichsten Farben zur Ausgangsfarbe val(p) durch-
gefiihrt wird.

6.3.6 Vektor-Median-Filter

Das Medianfilter lasst sich nicht unmittelbar auf Farbbilder /: Loc — Q3 tibertragen, da
das zentrale Element iiber eine Anordnung < der Pixelwerte in einem Fenster definiert ist,
Q? aber nicht angeordnet ist. Eine unabhiingige Anwendung des Filters in jedem der drei
Kandile ist nicht unkritisch, da hierbei neue Farben entstehen kdnnen, die im Originalbild
nicht vorkommen. Will man das vermeiden, bietet sich das Vektor-Median-Filter an.

Im Vektor-Median-Filter vinp mit Fenster F' wird ein mehrdimensionaler Wert val(p)
durch den Wert in [, ‘ﬁ 4 p ersetzt, der zu allen anderen Werten in [ ‘ﬁ +p den geringsten
Abstand besitzt. Dieser minimale Abstand von den restlichen Werten ersetzt den Begriff
des zentralen Elements einer angeordneten Liste. Minimaler Abstand bezieht sich wieder
auf eine zu wihlende Metrik d im R”. Damit ist das Resultat eines Vektor-Median-Filters
in dieser Metrik d das Bild

vimg(1)(p) := vy, falls Z d(I*(l),v) fiir v € F 4+ p minimal fiir v = vy ist.
leF+p

Analog lisst sich das k-gewichtete Medianfilter iibertragen.

6.3.7 Nicht-Maximum-Unterdriickung

In der Nicht-Maximum-Unterdriickung werden alle lokal nicht maximalen Werte auf null
gesetzt. Lokalitidt kann man iiber ein Fenster F' definieren. Man kann diese Operation
als ein Filter nmuy auf einem passenden Fenster auffassen, das ein Bild / in ein Bild
nmuy (/) mit gleichem Ortsbereich umwandelt mit

0 : esexistiertein p’ € F + p mit I¥(p)) > I¥(p),
nmu s (1)(p) = oy P p (»") (»)
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6.4 Lineare Filterll

Mit linearen Filtern lassen sich auch anspruchsvollere Aufgaben als eine Gléttung oder
Kontrastverstirkung erreichen. Insbesondere werden sie zur Kantendetektion eingesetzt.
Dazu werden zumeist Maxima einer ersten Ableitung oder Nulldurchgiinge in einer zwei-
ten Ableitung untersucht. Wir werden hier den Ableitungsbegriff auf Bildern mittels linea-
rer Filter kldren. Da spéter nur Maxima oder Nulldurchginge benotigt werden, ist es egal,
mit welchen Faktoren man die folgenden Kerne versieht. Eine Normierung der Summe
aller Werte in den Kernen spielt keine Rolle.

6.4.1 Gradientenoperatoren

Fiir eine differenzierbare Funktion f:R — R ist die Ableitung f’(xo) im Punkt x, defi-
niert als

f(xo +h) = f(xo) _ lim S (x0) = fxo—h)
h h—0 h ’

Fiir ein eindimensionales Bild /: [0, N[— Q ist 1 das kleinste zuldssige /2 # 0 und die
Ableitung nach rechts wird approximiert durch

/ — 1'
S (x0) lim

I'(po) = I(po + 1) — I(po) oder I'(po) = I(po) — I(po— 1),

mit den Kernen (O -1 1) und (—1 1 0). Durch Addition beider Kerne erhilt man

den Ableitungskern H = (—1 0 —|—1). Fiir ein zweidimensionales orthogonales Bild
erhalten wir die elementaren Ableitungskerne H, (nach rechts) und H, (nach unten) in x-
und y-Richtung als

Varianten davon sind der Prewitt-Operator Py, P, und der Sobel-Operator Sy, Sy Bei-
de betrachten nicht nur die beiden Pixel vor und hinter der Ableitungsrichtung, sondern
zur Glittung auch deren senkrecht dazu stehende Nachbarn.

-1 0 1 -1 -1 -1

Po=|-1 01|, p=l0 o o],
-1 0 1 111
-1 0 1 -1 —2 -1

Sc=|-2 0 2|. s,=fo0o o o
-1 0 1 12 1
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Da diese Kerne nicht punktsymmetrisch sind, muss eine Konvolution mit dem punktge-
spiegelten Kern erfolgen. Soll der obige Kern S, die Ableitung eines Bildes / in Richtung
nach rechts bewirken, so muss man mit (S, ) falten, um den gewiinschten Effekt S, (/)
zu erhalten. Faltet man hingegen mit S, so erhilt man eine Ableitung in x-Richtung von
rechts nach links. Beides sind aber natiirlich zulédssige Ableitungen in x-Richtung.

In der Literatur werden weitere Kerne zur Bestimmung der ersten Ableitung untersucht.
Einer der dltesten ist der Roberts-Operator oder Roberts-Kreuz, der die Ableitungen in den
Diagonalen misst und gar kein Fenster, sondern die 2 x 2-Matrizen

(D))

nutzt, fiir die dann noch ein Zentrum erkldart werden muss. Er ist extrem simpel, dafiir
natiirlich sehr rauschempfindlich. Ein weiterer Kern ist der Scharr-Operator:

3.0 -3 3 10 3
Se=110 0 —10]uwdS, =0 o0 o0
3.0 -3 -3 —10 -3

Von diesen Operatoren wird in der Praxis hauptsichlich der Sobel-Operator benutzt.
Typisch fiir lineare Gradientenoperatoren ist, dass die Summe aller Faktoren des Kerns
null ergibt.

Gilt etwa [: [0, N [x[0, M [— [0, 255], so ist der Wertebereich einer Ableitung 7, oder
1, das Intervall [-255, +255]. Da dies in GIMP den erlaubten Wertebereich [0, 255] ver-
lasst, muss man mit Tricks arbeiten. Man bettet meist [—255, +255] linear in [0, 255] ein
und legt dazu den Nullpunkt auf den Wert 128 und interpretiert alle Werte kleiner als 128
als negative und alle grofer als 128 als positive Zahlen. Der Wert 130 entspricht dann
dem Wert 4, 100 hingegen dem Wert —54 in [—255, +255]. In der visuellen Darstellung
erscheinen somit hohe negative Ableitungswerte dunkel, hohe positive hell und kleine
Ableitungswerte mittelgrau.

6.4.2 Kompassoperatoren

Weitere lineare Ableitungsoperatoren sind die sogenannten Kompassoperatoren. In die-
sen Kompassfiltern werden Ableitungen in andere Richtungen als zur x- und y-Achse
zugelassen, etwa in NO-Richtung (Nord-Ost). Ein NO-Sobel-Operator etwa besitzt den
Kern
0 1 2
S No ‘= | —1 0 1
-2 -1 0
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Abb. 6.7 Eine Normale von
10°

Genauso erhilt man Sobel-Kerne fiir die Richtungen SO, SW, NW. Wiinscht man
weitere Richtungen wie SSO, muss man gegebenenfalls die Fenstergrofle erhthen. Als
Kompassoperatoren werden auch andere Kerne verwendet, wie Prewitt oder Kirsch. Der
Kirsch-Operator in Ost- und Nord-Ost-Richtung ist wie folgt definiert:

-3 -3 5 -3 5 5
Ko=|-3 0 5|, Kyo=|-3 0 5
-3 -3 5 -3 -3 -3

Es seien zwei N- und NO-Kerne der Form

—a 0 a 0 a
O-Typ =|-b 0 b|, NO-Typ=|—-a 0 a
—a 0 a b —a 0

gegeben. Wir wollen diese Kerne auf ein Bild mit einer harten Kante zwischen einer
dunklen und einer hellen Fliche anwenden, wie etwa im Beispiel in Abb. 6.7 gezeigt.

Die Normale von der dunklen zur hellen Fliche hat hier einen Winkel von ca. 10°. Auf
diese Kante reagiert der O-Typ stérker als der NO-Typ, wihrend auf eine Normale von 40°
der NO-Typ stérker reagiert. Man wiirde eine gleich starke Reaktion bei einer Normalen
von 22,5° erwarten, was aber wegen der unterschiedlichen Abstidnde der Pixelorte in 0°-
und 45°-Richtung nicht richtig ist. Der sogenannte Change-over-Winkel, bei dem beide
Maskentypen gleich stark reagieren, liegt bei dieser Sorte von Masken bei 26,5°, unab-
hingig von den gewihlten positiven Faktoren ¢ und b aus Q. Mochte man etwa einen
Sobel-Kern so optimieren, dass der Change-over-Winkel bei 22,5° liegt, so muss man die
folgenden Kerne verwenden:

| 1 0 1 ' 0 1,453 1,414
Sgpnmal =|-2055 0 2055]. S;P(tjlmal = | -1.453 0 1,453
-1 0 1 —1,414 —1,453 0

6.4.3 Gradientenkarten

Kompassoperatoren spielen heute keine grofere Rolle mehr. Sie wurden von Gradienten-
karten verdriangt. Gradientenkarten werden von zwei Ableitungen in aufeinander senk-
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Abb. 6.8 Punkt z mit einem
Winkel von ca. 120° und Punkt y-Achse
z’ mit ca. 300° z

recht stehenden Richtungen berechnet. Wir wihlen die Richtungen in x- und in y-Achse.
Fiir einen gewéhlten linearen Ableitungskern K in x- bzw. K, in y-Richtung bezeichne

I, :=1 % (K,)", das Bild I abgeleitet in x-Richtung, und
I, :=1x (Ky)&’, das Bild I abgeleitet in y-Richtung.

Fiir einen Bildort p € Loc kdnnen wir p als Ableitung etwa den Vektor (I(p), I,(p))
zuordnen. Ublicher ist es aber, eine Ableitung in p durch deren Stirke und Richtung zu
beschreiben. Als Stirke wihlt man eine Norm des Vektors (I(p), I,(p)), etwa den Ab-
stand von (I (p), 1,(p)) zum Nullpunkt (0, 0). Als Richtung wird der Winkel des Vektors
(I:(p). I,(p)) im R? verwendet. Hierbei gibt es aber verschiedene Freiheiten. Der Ab-
stand kann in verschiedenen Metriken gemessen werden. Der Winkel wird in Relation
zur x- oder y-Achse hiufig unterschiedlich ausgerichtet. Wir werden in diesem Buch ein-
heitlich den Winkel eines Punktes (x,y) im R? von der positiven x-Achse aus gegen
den Uhrzeigersinn messen (vgl. Abb. 6.8). Anstelle von Stirke spricht man meistens vom
Gradientenbetrag.

In dieser Abb. 6.8 liegt z = (x, y) im zweiten Quadranten, der Winkel « entspricht also
der Steigung tan(y/x), also @ = tan~!(y/x) = 120° im Beispiel. Der um den Nullpunkt
gespiegelte Punkt z’ = (—x, —y) soll nun einen Winkel 300° = 120° + 180° erhalten.
Es gilt aber ebenfalls tan(—y/ — x) = tan(y/x) = 120°. Der Tangens ist nicht injek-
tiv und seine Umkehrfunktion tan~!, auch Arcustangens, arctan, genannt, nicht eindeutig
definiert. Es muss bei der Bestimmung des Winkels darauf geachtet werden, in welchem
Quadranten z = (x,y) liegt. Daher empfiehlt sich die Umkehrfunktion atan,, die die
beiden Koordinaten x und y als Input erhilt. atan,: R> — [0,360[R ist definiert als

arctan @y >0,
arctan < + 180° : y <0,
atany(y, x) := 0° : x=y=0,

90° : x=0Ay>0,
-90° : x=0Ay<0O.
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Im 3. und 4. Quadranten wird also 180° dazu addiert. Diese Definition bezieht sich
auf das geometrische Koordinatensystem, in dem wachsende y-Werte nach oben zeigen.
Wir wollen Winkel wie in der Mathematik iiblich von der positiven x-Achse gegen den
Uhrzeigersinn ausrichten, im Bildkoordinatensystem die y-Achse aber nach unten ins Po-
sitive wachsen lassen. Dazu muss in atan, der Wert auf der y-Achse (ndmlich I,) negativ
gesetzt werden. Damit definieren wir einen Gradientenbetrag V,H und eine Gradienten-
richtung V§ fiir ein zweidimensionales Bild 7 als

V) (p) i= \[12(p) + I2(p).

Vi (p) = atany (=1,(p), 1:(p))-

Wir haben hier die Argumente vom Tangens und die Werte von atan, im Gradmal ange-
geben. Zu beachten ist aber, dass beide Funktionen in den Programmbibliotheken mit dem
Bogenmal arbeiten.

Die Gradientenkarte V; von I ist das zweikanalige Bild

V;:Loc; — Q*mit V;(p) = (V;'(p). Vi ().
Damit ist der Gradient von I an der Stelle p das Paar

Vi(p) = (V) (p). V¥ (p)).

Allerdings wird hidufig auch der Gradientenbetrag allein als Gradient bezeichnet.
Manchmal wird der Gradientenbetrag in anderen Metriken als

VI (p) = [L:(p)| + |1,(p)]. oder
V(p) = max(IL.(p)], 11, (p)])

berechnet.

Ist ein Bild / gegeben, macht es in den meisten Fillen wenig Sinn, sofort mit einem
Ableitungskern K, und K, zu falten und daraus dann eine Gradientenkarte zu berechnen,
da lokal beschrinkte Stérungen, wie etwa ein Salz-und-Pfeffer-Rauschen, zu hohen Gradi-
enten fithren kénnen. Eine vorherige Glittung des Bildes ist fast immer notwendig. Dazu
werden iiblicherweise GauBfilter verwendet. Es empfehlen sich aber auch die noch vor-
zustellenden nicht linearen snn- und Kuwahara-Filter. Gradientenkarten spielen in vielen
Anwendungen eine wichtige Rolle. Wir werden sie u. a. in Abschn. 9.2 zur Kantenbestim-
mung verwenden.
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6.4.4 Laplace-Operator

Der Laplace-Operator V* f oder Af einer differenzierbaren Funktion zweier Variabler
X,y ist

02 02

v B0 LB

0x2  dy?2
wobei df/dx; die partielle Ableitung und 92 //dx? die partielle zweite Ableitungen ei-
ner mehrdimensionalen Funktion nach der Variablen x; bezeichnet. Um ihn auf digitale
Bilder zu tibertragen, konnen wir die diskrete zweite Ableitung in x-Richtung in einem
eindimensionalen Bild I durch zweimaliges Ableiten in x-Richtung bilden. Fiir die erste
Ableitung konnen wir die Kerne

Ki=(0 -1 1)oderKy=(-1 1 0)
verwenden. Wir werden beide abwechselnd anwenden, zuerst K; fiir / und danach K,

aus Symmetriegriinden fiir /', um uns nicht zu weit in eine Richtung zu bewegen, und
erhalten mit

I"(p)=I'(p+1)—I'(p)=1p+1)—I(p)—(I(p) —I(p—1))
=I(p—1D)-2I(p)+1(p+1)

K" = (1 ) 1).

Analog erhalten wir fiir die zweite Ableitung in y-Richtung den Kern

den linearen Kern

1
K'"=]-2
1
Mit der Summe
0O 1 0
K'+K"=11 -4 1
0 1 0

finden wir die richtungsunabhéngige zweite Ableitung. Da zur Kantenbestimmung mittels
Laplace die Nullstellen der zweiten Ableitung interessieren, ist es egal, ob man diese fiir
%22 + 3;;_22 oder —(33—52 + aay_Zz) berechnet, und man definiert in der Bildverarbeitung den
Laplace-Operator V> meist als

92 92
V= (o5 + o :
(axz + ayz), 6.8)
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mit dem zweidimensionalen Kern

Vi=|-1 4 -1

Der diskrete lineare Kern fiir den Laplace-Operator wird genauso wie der kontinuier-
liche Laplace-Operator bezeichnet. Es sollte aus dem Kontext aber stets klar sein, ob wir
im Kontinuierlichen oder Diskreten arbeiten. Das Ergebnis V(1) des Laplace-Operators
auf ein zweidimensionales Bild I schreibt man den Notationen der Physik folgend meist
als V2I. Die Schreibweise A ist ebenfalls gebrauchlich. Zu beachten ist, dass V fiir
Gradienten, aber V2 (und auch A) fiir Laplace iiblich sind. Es gilt

V[ :=IxV:=—T%xK'—1%K".

Obwohl der Laplace-Operator nicht eine Faltung zweier eindimensionaler Kerne ist,
ist er im weiteren Sinn separabel, da mit dieser Gleichung die zweidimensionale Laplace-
Transformation in eine Kombination zweier eindimensionaler Transformationen iibertra-
gen wird.

Der Laplace-Operator ist au8ergewohnlich rauschempfindlich. Betrachten wir als Bei-
spiel die folgenden Bildausschnitte

80 80 80 80 80 80 80 80 80 80
80 80 80 80 80 80 80 80 80 80
Iy =1120 120 120 120 120)., Ig=1]120 120 120 80 80|,

120 120 120 120 120 120 120 120 80 80

120 120 120 120 120 120 120 120 80 80

80 8 80 80 80 80 80 80 80 80

80 80 80 80 80 80 80 80 80 80

Ip =1120 120 120 120 120, Ip=]80 80 120 80 &0
80 80 80 80 80 80 80 80 80 80

80 80 80 80 80 80 80 80 80 80

mit einer Kante (/x), einer Ecke (/fg), einer Linie (/;) und einem Pixelfehler (/p). Eine
Faltung mit dem Laplacekern ergibt die zweiten Ableitungen

o 0 0 0 0 0o 0 0 0 0

—40 —40 —40 —40 —40 —40 —40 —-40 0 0
Io=|+40 +40 +40 +40 +40|. I, =]|+40 +40 +80 —40 o].

o 0 0 0 0 0 0 +40 —40 0

o 0 0 0 0 0 0 440 —40 0
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o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
—40 —40 —40 —40 —40 0 0 —40 0 0

I, =|+8 +80 +80 +80 +80|. I,=]|0 —40 +160 —40 0
—40 —40 —40 —40 —40 0 0 —40 0 0

o 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Die Kante in Ik fiihrt also zu geringeren Werten in der zweiten Ableitung als eine Ecke,
Linie oder ein Pixelfehler, wobei der Pixelfehler die hochste Reaktion hervorruft.
In der Literatur finden sich manchmal auch Varianten des Laplace-Operators, wie etwa

die Kerne
-1 -1 -1 -2 1 =2 | 1 2 1
-1 8 -1], 1 4 111, 1 2 —12 21,
-1 -1 -1 -2 1 =2 1 2 1

die aber weder separabel noch Summen eindimensionaler Kerne sind.

6.4.5 LoG-Filter

Wegen der Rauschempfindlichkeit des Laplace-Operators empfiehlt sich zuvor eine Glit-
tung des Bildes. Eine groBe Rolle spielt hier das Gauffilter. Wir untersuchen den Prozess

e Glitten mit einem Gaufkern G,
e Filtern mit einem Laplacekern L (=V?).

G und V? sind punktsymmetrisch und fiir die Anwendung dieser Kerne auf ein Bild / gilt
damit
VHG) = *G)x V> =1x%(G*V?) =1x(V>*G).

V2 % G wird auch als Laplacian of Gaussian oder Marr-Hildreth-Operator [71] be-
zeichnet und mit LoG abgekiirzt, also

LoG,(I) := V*(G4(1)).

Nun berechnet man LoG nicht direkt als V2« G, da sich dabei Rundungsfehler akkumu-
lieren wiirden. V2 und G sind als diskrete Kerne ja selbst schon durch Diskretisierung der
mathematischen zweiten Ableitung und der GauB3verteilung entstanden. Es empfiehlt sich
also, zuerst die zweite Ableitung der GauB3verteilung zu bilden und diese zu diskretisieren.
Aus

r2+,\’2

I 242
N@©,0)(x,y) = Pl 202 folgt

1 2 2 _x2+y2
V2N(0,0)(x,y) = — A 1)e 22,
not 202
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und man gewinnt einen LoG-Kern zur Varianz o als Diskretisierung von V2 N(0, o). Wie
zuvor wihlt man diesen Kern auf einem Fenster Fn2 mit20 < n < 30 odersetztn = [307].

Interessant fiir eine Kantendetektion in einem Bild /:Loc — Val sind die Null-
durchgdnge (zero-crossing) von LoG in Loc. Das sind diejenigen Orte p € Loc mit
LoG(I)(p) = 0 und LoG(/)(p;) > 0, LoG(I)(p;) < O fiir zwei Orte py, p, in der
9er-Nachbarschaft von p. Da der Faktor # fiir die Detektion der Nullstellen irrelevant
ist, wird er durch einen fiir die Berechnung giinstigen Faktor, der auch negativ sein darf,
ersetzt. Damit kann man stets Koeffizienten aus Z in LoG erhalten. Die gewahlten LoG-
Kerne besitzen eine typische Form, nach der sie auch Mexican-Hat-Operatoren genannt
werden (vgl. etwa LoG; in Abb. 6.9).

Da das Gauffilter separabel und der Laplace-Operator separabel im weiteren Sinn sind,
sind auch diese Mexican-Hat-Operatoren separabel im weiteren Sinn. Mit Gl. 6.8 gilt

02 02
_VN(0.0)(x,y) = (@ ; W) (N0, 0)(x) - N(0,0)(»))
9? 9
=N(0,0) (¥)- ﬁN(O,U) (x) +N(0,0) (x)- ﬁN(O»U) ),
X y
92 z2—¢% _ 2
ﬁN(0,0') (Z) = me 20%,

und fiir eine Diskretisierung G, , von a‘%N (0,0) (z) etwa im Intervall [— [30], [307]]
in x-Richtung gilt dann mit Definition 6.6:

VG? =Gy *GI + GT % G,.

XX,0

6.4.6 DoG-Filter

Ein LoG-Filter kann durch ein Difference-of-Gaussian-Filter (DoG-Filter) approximiert
werden. Es seien G, , G,, zwei GauBkerne fiir o1 und o0,. Der DoG-Kern DoGy, 5, dazu

Abb. 6.9 Vergleich LoG 0.2
(blau) und DoG (rot) mit

.

8 -6\4\-;/ Q/GS

-0.1

-0.2
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Abb. 6.10 Vergleich LoG 0.2 y
(blau) und DoG (rot) mito =
3 0.1
X
§ -6 -4 -2 2 4 6 8
-0.1
-0.2

ist einfach deren Differenz
DoGy, 4, := G4, — G, .

Eine Filterung mit Gauf} beeinflusst grofSere homogene Gebiete nicht, verwischt aber
kleine Details und schnelle Anderungen in den Bildwerten bei Kanten. Eine Differenz
zweier Gaufifilterungen hebt also Kanten hervor.

Die DoG-Operatoren als Approximation der LoG-Filter werden ebenfalls als Marr-
Hildreth-Operatoren bezeichnet. Marr und Hildreth schlagen in [71] vor, LoG, durch
DoGg. 1 6.+ zu approximieren. Damit erhélt man die kontinuierlichen DoG, -Funktion

2

—X

2
1,6 -e202 — esi602

1,6.0-+/21

Abbildung 6.10 visualisiert den Unterschied von DoG, und LoG,, einmal bei 0 = 1
und einmal bei 0 = 3. Fiir kleines o sind die Verlaufe von DoG und LoG sehr dhnlich.

Man nimmt an, dass das menschliche Sehen auf dhnliche Art Kantenziige wahrnimmt.
Marr beschreibt in Abschnitt 2.2 von [70] Modelle, die von einer biologischen Imple-
mentation von DoG-Filtern in der Retina ausgehen. Damit werden bereits vorverarbeitete

DoG, := N(0,6) — N(0, 1,6-0) =

Kanteninformationen iiber den Sehnerv dem visuellen Cortex mitgeteilt.

DoG spielt im sogenannten Scale Space Approach eine zentrale Rolle, den wir in Ab-
schn. 12.2.1 noch kennen lernen werden. Abbildung 6.11 zeigt das Beispielgebédude 1 als
Grauwertbild mit zwei DoG-Transformationen. Im linken Bild wurde DoG mit 0y = 1
und 0, = 2 gebildet, im rechten mit oy = 0,5 und 0, = 0,6. Letzteres zeigt viel feine-
re Kantenziige. Beide Bilder wurden mit Histogrammebnung in einen besser sichtbaren
Bereich transformiert.

Auffillig sind die vielen falschen kleinen Kanten, etwa im Himmel. Zwar wird im
LoG-Filter gauligeglittet, aber der Laplace-Operator reagiert immer noch so empfindlich
auf kleine Anderungen, dass diese kleinen Kanten erzeugt werden. Mit dem DoG-Filter
als Approximation des LoG-Filters verhilt es sich genauso.

Die bisherigen Glittungsoperationen besitzen das Problem, dass sie zwar in homoge-
nen Bereichen Ausreifler einebnen (allerdings eher verschmieren als wirklich einebnen),
gleichzeitig werden aber auch die gesuchten Kanten verschmiert, was eine Kantende-
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e
T ————

Abb. 6.1 DoG-Filterung. Das Beispielgebdude 1 als Grauwertbild DoG-gefiltert mit 0 = 1 und 2
(links) sowie 0 = 0,5 und 0,6 (rechts) und jeweils anschlieBender Histogrammebnung

tektion wieder erschwert. Wiinschenswert sind hier Filter, die zugleich in homogenen
Bereichen glitten, bei Ubergiingen zwischen unterschiedlichen homogenen Bereichen die
Unterschiede aber moglichst verstirken. Solche Filter existieren, sie sind aber nicht mehr
linear. Wir werden einige davon in Abschn. 6.5 vorstellen.

6.4.7 Kontrastverstarkung mit Laplace

Man kann eine Kontrastverstirkung in Bildern auch erreichen, indem vom Ausgangsbild /
das Laplacebild V21 subtrahiert wird. Hierdurch werden kiinstliche Machbinder erzeugt.
Betrachten wir das an einem eindimensionalen Beispielbild mit dem eindimensionalen
Laplacekern (+1 -2 +1):

I= ... 100 100 150 200 200 200
V2 [= ... 0 50 0 -5 0 0
I—-V*= ... 10 50 150 250 200 200

Im Bild I haben wir eine Folge von Grauwerten von 100, die auf eine Folge von Werten
von 200 iiber einen Zwischenwert on 0 ansteigen. iezwe bleun idaer iierllbi azwei Stelle
mit den Werten 50 am Anstieg von 100 auf 150 und —50 am Abstieg von 200 zu 150. Sub-
trahiert man diese zweite Ableitung, dann geht die Folge der Werte von 100 kurz vor dem
Anstieg zum Zwischenwert von 150 auf 100 — 50 herunter und kurz nach dem Anstieg
von 150 auf 200 auf 200 — (—50) hoch. Das heifit der Grauwert 100 wird kurz vor einem
Anstieg erst noch dunkler, bevor er den hoheren Grauwert 200 erreicht. Ebenso wird die
Folge der Grauwerte von 200 direkt nach dem Anstieg von 150 kurz noch heller. Das sind
genau die Machbandeffekte, die unsere Sinne bei gleichmifBigen unterschiedlichen Grau-
wertbidndern an einem Anstieg wahrnehmen, vgl. die Abb. 3.9 zu optischen Tduschungen.
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Hier sind diese Machbinder tatsdchlich im Bild erzeugt, was zu einer Kontrastanhebung
fiihrt.

6.5 Nichtlineare Filterll

Fiir eine Detektion von etwa Kanten, Eckpunkten oder Segmenten empfiehlt sich eine
Bildvorverarbeitung, in der in homogenen Bereichen geglittet, in der Nihe von Kanten
diese aber geschirft und nicht verwischt werden. Dies konnen lineare Gléttungsfilter nicht
leisten, wohl aber nicht lineare Filter. Wir werden drei dafiir geeignete Filter vorstellen.

6.5.1 Spezielle detailerhaltende Filter

Wir arbeiten hier mit Kombinationen von Fenstern und Medianfiltern. Die Wertebereiche
Val brauchen daher in diesem und im néchsten Abschn. 6.5.2 wieder eine Ordnung <.

Es existieren verschiedene spezielle detailerhaltende Filter, die heute aber wenig ge-
brauchlich sind. Wir geben daher nur ein Beispiel, in dem ein Fenster F = F22 der
Seitenldnge 5 die Grundlage ist. Wir unterteilen die 25 Zellen des Fensters in 4 Sorten:

das Zentrum,

die 9 Zellen mit den Koordinaten (i, j) miti = 0 oder j = 0,
die 9 Zellen mit den Koordinaten (§i,8" i) mit §,8" € {—, +},
die restlichen 8 Zellen.

Sl

Die folgende Matrix visualisiert die Sorten des Fensters. 2 steht fiir Sorte 2, 3 fiir Sorte 3
und x steht fiir das Zentrum, das zur Sorte 1, 2 und 3 gehort. Die Sorte 4 ist weggelassen.

3 2 3
3 2 3

2 2 x 2 2
3 2 3

3 2 3

Die Zellen der zweiten Sorte liegen senkrecht und waagerecht zum Zentrum, die der
dritten Sorte diagonal dazu. Beide Sorten beinhalten das Zentrum. Das gefilterte Bild F(7)
erhdlt man, indem man jedes Pixel P € I wie folgt ersetzt:

e betrachte /°° auf dem auf loc(P) verschobenen Fenster F' + loc(P),
e bilde den Median m, aller Pixelwerte in den Zellen der Sorte 2,

e bilde den Median m3 aller Pixelwerte in den Zellen der Sorte 3,

o setze F(/)(loc(P)) := median(I(p), m,, ms).
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Abb. 6.12 snn-Schema mit , ,
gegeniiberliegenden Paaren P | B | A

. ’
P;, P; P, P
P | By | P

I(p) wird also durch den Median von drei Objekten ersetzt: von I(p) selbst, vom Median
aller Werte in den Typ-2-Zellen (der auch /(p) mit benutzt) und vom Median aller Werte
in den Typ-3-Zellen um p (ebenfalls einschlieBlich /(p)). Dieses Filter wirkt rauschunter-
driickend und ist gut fiir Salz-und-Pfeffer-Rauschen einsetzbar. Gleichzeitig ist es aber so
aufgebaut, dass es nicht eine einfache Mehrheitsbildung um P vornimmt, sondern Ecken
und Geraden bevorzugt. Schauen wir uns dazu einfach an, wie es den Mittelpunktpixel P
in folgenden drei kleinen 5 x 5-Binérbildern Iy, I,, I3 abdndert. In diesen Bildern steht e
fiir den Wert 1. Zellen ohne e besitzen den Wert 0. In /; sind von den 9 Zellen des Typs
2 und auch des Typs 3 jeweils 5 auf e gesetzt, alle anderen auf 0. Also gilt m, = m3 = e
und ein neues Pixel e wird im Zentrum gesetzt. In I, bleibt das Zentrum unverédndert, da
my, = I(p) = e gilt, obwohl das Zentrum iiberwiegend von 0 umgeben ist. Auch im
dritten Beispiel /5 bleibt das Zentrum unverindert, da m; = I(p)) = e gilt.

° °
o o o
I, = o o], ILLb=]|e o o o o], I,L= °
° o o o o

Mit groBeren Fenstern und weiteren Typen lassen sich weitere Formen mit solch kom-
plexen Medianbildungen erstellen.

6.5.2 snn-Filter

Symmetric-nearest-neighbor-Filter (snn-Filter) wurden von Harwood, Subbaro, Hakalahti
und Davis [41] eingefiihrt und von Pietikdinen und Harwood [90] auf Farbbilder ka-
nonisch verallgemeinert. Wir stellen eine Variante fiir zweidimensionale Bilder und ein
einfachstes Fenster vor, die sich leicht auf grolere Fenster und hoherdimensionale Bilder
verallgemeinern lésst.

Es sei 1:[0, N[x[0, M[— Q ein zweidimensionales einkanaliges Bild. Wir arbeiten
mit dem zweidimensionalen Fenster FF = F’ 12 vom Radius 1. Es seien P ein Pixel in /
und p = loc(P) dessen Ort im Bild. Wir zerlegen die 8 Nachbarpixel um P in /, |°F° p
in vier Pixelpaare (Py, P|), (P2, P;), (P3, P;) und (P4, P,), wobei sich P/ und P; jeweils
auf P gegeniiberliegenden Seiten befinden. Abbildung 6.12 visualisiert die Situation.
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Der Gewinner G; von P; und P/ ist der zu P dhnlichste der beiden, also

G = P, 1 d(val(Py), val(P)) < (val(P/), val(P)),
P/ : sonst

) der vier Gewinner in /5

Z?:l val(G;
4 |[F+p®

AnschlieBend bildet man den Mittelwert /i, :=
Das snn-Filter ersetzt nun P durch /i, also

snng(1)(p) := [y

Die Wahl der Metrik d ist a priori nicht festgelegt. Weitere Verallgemeinerungen sind
offensichtlich. In dreidimensionalen Bildern erhoht sich schon im Fenster F; 13 vom Radius
1 die Anzahl der gegeniiberliegenden Pixelpaare auf 13. Der Kubus F 13 vom Radius 1
enthilt genau 27 Pixel, davon 26 duflere, die 13 dem Zentrum gegeniiberliegende Paare
bilden. Uber die Gewinner aller Paare wird anschlieBend gemittelt und /2, gebildet.

Liegt P in einer homogenen Region, so sind alle Werte in (/°°)|f 4ioc(p) dhnlich und
das snn-Filter wirkt glittend. Der Wert val(P) von P wird zur Mittlung gar nicht her-
angezogen, sondern nur zur Bestimmung der Gewinner, die gemittelt werden. Daher ist
das snn-Filter auch sehr gut zur Behebung von Salz-und-Pfeffer-Rauschen geeignet. Im
Grenzbereich zweier unterschiedlicher homogener Regionen verhélt es sich aber anders.
Es sei P ein Pixel an der Grenze zweier Regionen R, R’ mit unterschiedlichen Mittelwer-
ten i, 1'. Nehmen wir an, dass drei Werte der vier Gewinner Gy, G5, G3 und G4 niher an
W als an ' liegen. Damit passt normalerweise auch das Mittel der Werte von G, G,, G3
und G4 besser zur Region R als zu R’ und P wird durch die snn-Filterung korrekterweise
niher zu R gezogen. Damit wirkt das snn-Filter im Grenzbereich zweier Regionen kan-
tenverstdrkend. Betrachten wir als Beispiel zwei kleine Ausschnitte 1}, I, eines Bildes 7,
in denen jeweils das Mittelpunktpixel P,, mit Wert 90 gefiltert werden soll.

120 120 130 120 120 130
Iy =130 90 140 I, =130 90 140.
110 104 100 20 20 20

In 7, sind die Gewinner der P,, gegeniiberliegenden Paare die Werte 130, 100, 104 und
110 mit dem Mittelwert 111. 90 wird also zu 111 gefiltert. In 7, sind die Gewinner 120,
120, 130 und 130 mit dem Mittelwert 125. In I, wird also der Wert 90 von P,, durch einen
hoheren Wert als in /; ersetzt, obwohl P,, in I, von kleineren Werten als in /; umgeben
ist. In I} wird P,, geglittet, in I, aber die Kante zur unteren Zeile verstérkt.

Hiufig ldsst man in der Praxis ein snn-Filter mehrfach tiber ein Bild laufen. Unsere
Erfahrung zeigt aber, dass einmal in den meisten Anwendungen ausreicht.

In einem Farbbild / kann man einzeln pro Kanal vorgehen. Viel sinnvoller ist aber ein
inhirent dreidimensionales Vorgehen mit einer Metrik d auf Q3. Die dreidimensionalen
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Abb. 6.13 Kuwahara-Schema.
Die vier Quadrate ' F der Sei-
tenldnge 2 in F, 12 dargestellt in
unterschiedlichen Farben

Gewinner werden dann wie iiblich gemittelt. Dabei kann es sein, dass fip eine Farbe wird,
die in I noch gar nicht vorkommt. Will man keine neuen Farben einfiihren, so kann man
M, einfach durch einen angepassten Wert ersetzen, etwa durch denjenigen Farbwert in
val(I), der jip am #hnlichsten ist.

6.5.3 Kuwahara-Filter

Das Kuwahara-Filter wurde von Kuwahara, Hachimura, Eiho und Kinoshita [58] in einer
Arbeit zur medizinischen Bildverarbeitung vorgestellt. Es hat sich aber in den unterschied-
lichsten Anwendungsgebieten als sehr niitzlich erwiesen und ist auch als Kuwahara-Na-
gao-Operator nach einem weiteren Artikel [79] von Nagao und Matsuyama bekannt. Das
Kuwahara-Filter ist in vielen Anwendungsbereichen meiner Arbeitsgruppe zumeist das
Filter der Wahl.

Wir beginnen wieder mit einem zweidimensionalen Bild 7: [0, N[ x [0, M| — Q und
einem einfachen Fenster F? von 9 Elementarquadraten. Wir betrachten die 4 Quadrate der
Seitenldnge 2 innerhalb von F 12. Diese sind

'F = [-1,0]

2F :=10,1] x [-1,0],
3F :=[-1,0] x [0, 1] und
YF=10,1]%

die alle das Zentrum (0, 0) von F’ 12 enthalten. Abbildung 6.13 visualisiert die Situation.
Fiir P € I, p = loc(P) betrachten wir jetzt die vier Quadrate 'F + p um P und
bilden die vier Varianzen cri2 =02 , der Bildwerte in diesen Quadraten. Das Quadrat
["F+p
o F 4+ p mit kleinster Varianz 012’,0 gewinnt und wir setzen I, := [ ‘?;F+p und 1, 1= uy,,
den Mittelwert im Siegerquadranten (mit gespiegelter Randbehandlung). Damit definiert
man die Kuwahara-Filterung kuway (/) von [ als Bild vom gleichen Typ mit

kuway (1)(p) := 1, fiir p € loc(]).

Fiir p in einer homogenen Region sind die vier Varianzen und vier Mittelwerte in
i gy, dhnlich und Kuwahara wirkt gldttend. Im Grenzgebiet unterschiedlicher Regio-
nen sind die vier Mittelwerte nicht mehr alle dhnlich. Man schldgt den Wert von p dem
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Abb. 6.14 Kuwaharafilterung. Das Beispielgebdude 1 einmal (/inks) und sechsmal (rechts) Ku-
wahara-gefiltert und danach DoG-gefiltert mit ¢ = 0,5 und 0,6, anschliefend erfolgte eine
Histogrammebnung.

Bildmittelwert in derjenigen Umgebung © F + p zu, die die kleinste Varianz besitzt, die
also zusammen mit /(p) am glattesten ist. Damit passt /(p) lokal am besten zu der Regi-
on im Bild, die  F + p beriihrt. Wegen der dabei stattfindenden Glittung wird p néher an
diese lokal beste Region herangezogen. In den letzten beiden Beispielausschnitten /; und
I, besitzt jeweils der linke obere Quadrant ! F die kleinste Varianz. Damit wird der Wert
90 in beiden Fillen bei Kuwahara-Filterung auf ;1 = 115 gesetzt.

Geht man von einem groBeren Fenster F? mit Radius # (und damit der Seitenldnge
2n + 1) aus, so betrachtet man alle Quadrate einer Seitenldnge n + 1 innerhalb von Fn2 und
geht vollig analog vor. Alle diese Quadrate einer Seitenldnge n + 1 miissen das Zentrum
enthalten. Innerhalb von F22 sind das z. B. 9 Quadrate der Seitenlénge 3.

Analog arbeitet man in 3D-Bildern. Im dreidimensionalen Fenster F 13 von 27 Element-
arkuben finden sich 8 Kuben der Seitenlinge 2, die zu betrachten sind. Im F23 mit 125
Elementarkuben existieren bereits 27 Kuben der Seitenlidnge 3. Die Verallgemeinerung
auf Farbbilder ist wie fiir das snn-Filter.

Wir betrachten nochmals die Auswirkungen der DoG-Filterung mit ¢ = 0,5 und 0,6
auf das Beispielgebdude 1. Das Ausgangsbild wird jetzt zuerst mit Kuwahara mit einem
Fenster vom Radius 1 gefiltert und anschlieBend wird die DoG-Operation ausgefiihrt. Ab-
bildung 6.14 zeigt das Ergebnis. Im linken Bild wurde einmal, im rechten sechsmal mit
Kuwahara vor der DoG-Operation gefiltert.

Auf den ersten Blick sieht es so aus, als seien Implementierungen des Kuwahara-Fil-
ters relativ zeitaufwindig. Man kann aber die Tricks zum Ermitteln der Varianzen und
Mittelwerte der iiber das Bild laufenden Quadrate ' F und die Tatsache nutzen, dass ein
Quadrat ' F + p fiir vier verschiedene Pixel P verwendet wird. So kommt ' F + p auch
als 2F + p + (0,—1), 3F + p + (=1,0) und *F + p + (—1,—1) vor. Damit lduft in
unserer Implementation das Kuwahara-Filter iiberraschenderweise sogar schneller als das
snn-Filter.
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6.5.4 Diffusionsfilter

In der von der Physik beeinflussten Bildverarbeitung, und damit insbesondere in der medi-
zinischen Bildverarbeitung, sind Diffusionsfilter sehr beliebt. Sie sind eine Art Bilateralfil-
ter, deren Verhalten eine physikalische Diffusion simuliert. Man unterscheidet zwischen
isotropen vs. anisotropen, homogenen vs. inhomogenen oder linearen vs. nicht linearen
Diffusionsfiltern und Kombinationen dieser Begriffe, wobei die Bedeutungen bei den Au-
toren nicht eindeutig sind. Die Diffusion meint einen Material- oder Zustandsausgleich.
Sie baut auf den Fick’schen Gesetzen der Thermodynamik auf. Sogar in manchen Lehr-
biichern zur digitalen Bildverarbeitung findet man die Fick’schen Formeln ohne weitere
Erkldrungen, die damit nur fiir Leser mit einer Physikausbildung verstdndlich sind. Wir
verzichten auf die Angabe dieser Gesetze gleich ganz, da wir auf sie nicht weiter eingehen
wollen und sie Studierenden ohne Physikausbildung gar nichts helfen.

Generell wird in Diffusionsfiltern ein Ausgleich der Werte in Analogie zu physikali-
schen Diffusionsprozessen nachgespielt. Im isotropen, homogenen Fall sind alle Richtun-
gen gleichberechtigt und die Diffusion wird zu einem linearen Filter, etwa einem Gauf3fil-
ter. Im anisotropen, inhomogenen Fall wird nicht iiber Kanten hinweg diffundiert (ausge-
glichen), aber entlang der Kantenrichtungen. Eine physikalische Forderung in Diffusions-
prozessen ist, dass zwar Material oder Zustdnde transportiert, aber nicht neu geschaffen
oder vernichtet werden diirfen. Fiir ein Bild bedeutet das, dass sich die Summe aller Pixel-
werte im Bild bei einer Filterung nicht édndern darf, der Bildmittelwert u also unverdndert
bleiben muss.

Diffusionsfilter nach Perona und Malik

Wir geben hier ein einfaches zweidimensionales Diffusionsfilter nach Perona und Malik
[89] an. Beide bezeichnen dieses Filter als anisotrop und inhomogen, wihrend es von
anderen Autoren auch als isotrop betrachtet wird.

Ein Ausgleich soll hier nur in der 4er-Nachbarschaft N4 mit einem rechten, linken,
oberen und unteren Nachbarn stattfinden. Es sei p € Loc; ein Ort und p’ € N4(p) ein
4er-Nachbar von p.

Es sei g eine antimonotone Funktion auf R. Der Fluss f(p’, p) von p’ nach p und der
g-gewichtete Fluss f,(p’, p) — vgl. Abb. 6.15 — sind definiert als

f(p'.p) =1(p') = I(p).
fep'.p) =g fP'.p)- f(P. D).

Offensichtlich gilt f,(p’, p) = —f,(p. p). Als antimonotone Gewichtsfunktion mit
dem Parameter A wihlen Perona und Malik

1
gr(x) = =
1+
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Abb. 6.15 Der Fluss von vier
Differenzen

—_—

Fiir kleine Werte x ist g, (x) nahe bei 1, fiir groBe Werte x nimmt g, (x) quadratisch ge-
gen 0 ab. Sie nennen g, die gewihlte Diffusitivitit. Der mit g, gewichtete Fluss f,(p’, p)
von p’ nach p ist nun einfach die mit g, gewichtete Differenz der Werte in p’ und p, also

A p) =g (U ()= I(p)]) - (1(p) — 1(p)).

In diesem einfachen Modell werden nur die gewichteten Fliisse der Nachbarn in der
4er-Nachbarschaft zu einem Ort p betrachtet. Diese vier gewichteten Fliisse werden auf-
addiert und mit einem weiteren Faktor ¢ versehen und ergeben damit die Anderung am
Ort p, flux(p) genannt, mit

flux; .(p) :=c - Z A, p).

P'EN4(P)

Das diffusionsgefilterte Bild DF(/) von I wird in diesem einfachen Algorithmus zu

DF; (I)(p) := I(p) + flux, . (p).

¢ bestimmt die Anderungsgeschwindigkeit und liegt hiufig zwischen 0,5 und 2. g
unterdriickt einen Austausch iiber Kanten hinweg und damit das Verwischen von Kanten.
Diese Unterdriickung wird mit wachsendem Parameter A geringer. Die Wahl von A hingt
von Val ab und liegt iiblicherweise bei einem Grauwertbild mit Val = [0, 255] bei 1 bis 3.

In einer Filterung wandert der Betrag ¢ - f,(p’, p) von einem Ort p’ zu einem Nach-
barort p, und von p nach p” wandert offensichtlich ¢ - f;(p, p') = —c - f,(p’, p). Damit
bleibt bis auf minimale Ausrutscher wegen der Randbehandlung der Mittelwert it eines
Bildes I bei Filterung konstant.

Betrachten wir dazu ein Zahlenbeispiel mit ¢ = 1/2 und A = 2. Es sei folgender Aus-
schnitt eines zweidimensionalen 8-Bit-Grauwertbildes um ein betrachtete Zentrumspixel
z gegeben:

8
12 10 100.
12

Das ergibt zum Zentrum hin die Fliisse 90, 2, 2, und —2, und die gewichteten Fliisse

0,0444 (: 90 - Hﬁ)’ 1, 1 und —1, und damit den flux am Zentrum z von

0,0444 +14+1-1
flux, o5(z) = +2 + =0,5022.
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Der Zentralwert 10 wird in einer Filterung also zu 10,5022. In flux(z) tréigt also die
Kante (der Wert 100 rechts) nur zu 0,0444 /2 = 0,022 bei. Der Rest 0,5 stammt von den
dhnlicheren Werten links, oben und unten, von denen sich zwei Werte noch aufheben. Das
zeigt, wie hohe Unterschiede der Bildwerte, etwa bei Kanten, den Ausgleich hemmen. In
eher homogenen Regionen findet ein schnellerer Austausch statt. Andererseits sind hier
die Werte ohnehin dhnlich, so dass der Ausgleich auch nur gering sein kann. Je nach ¢
und A sind die Anderungen pro Schritt meist gering. Dies zwingt zu Iterationen. Diffusi-
onsfilter sind iterative Filter, die normalerweise mehrere hunderte Male iteriert werden —
im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Filtern. Diese konnen auch iteriert werden, nur
geniigen hier meist eine oder sehr wenige Iterationen, um gute Ergebnisse zu erhalten.
Dies ist bei Diffusionsfiltern nicht der Fall.

Es sollte klar sein, wie man Diffusionsfilter leicht auf groBere Nachbarschaften und
hoherdimensionale und -kanalige Bilder verallgemeinern kann. Bei Farbbildern mit etwa
dreidimensionalen Werten v; kann man eine Metrik d (v, v) statt der Differenz der Bild-
werte wihlen oder man filtert pro Kanal und setzt wie bereits diskutiert die Resultate zu
einem Farbbild zusammen.

6.5.5 Bilateralfilter

Die linearen Filter in Abschn. 6.2 gewichten die Pixel in einem Fenster ortsabhéngig ge-
méil den Werten in den Kernen. So nehmen in einem Gaufifilter die Gewichte eines Pixels
mit der Entfernung vom zu filternden Zentrumspixel in Form einer Gau’schen Glocken-
kurve ab. Die nicht linearen Filter in Abschn. 6.3 hingegen nutzen zur Filterung nicht nur
die Orte der Nachbarpixel, sondern auch deren Ahnlichkeit zum Wert des Zentrumspixels,
vgl. etwa das snn-Filter. Das Bilateralfilter kombiniert nun zwei Filterungen im Orts- und
Werteraum. Es beriicksichtigt die Pixel in einer gewissen Umgebung F + loc(P) um das
zu filternde Zentralpixel P flexibel sowohl nach deren Entfernung zu loc(P) als auch
nach deren Ahnlichkeit zu val( P). Damit kann eine Glittung innerhalb ziemlich homoge-
ner Strukturen unter recht guter Beibehaltung der Kanten erreicht werden. Bilateralfilter
arbeiten mit einer Gewichtsfunktion g: Val> — Q, die zwei Werten (v, v;) € Val® ein
Gewicht g(vy, vy) zuordnet, das umso kleiner wird, je weiter v; und v, auseinander lie-
gen. Dazu wihlt man meist eine weitere monoton fallende Funktion g’: R — Q und eine
Distanz d auf Q* und setzt

g(v1,v2) = g'(d(vi,12)).

Es seien /: Loc — Val ein orthogonales d -dimensionales (Loc C Z“) und k-kanaliges
(Val € Q%) Bild und F ein d-dimensionales Fenster.

Im Ortsraum wihlt man einen d-dimensionalen Kern K: F — Q und erhilt ein linear
gefiltertes Bild 7; als [} = I * K, also mit

L(p)=)Y KDOI(p+1)

leF
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fiir p € Loc.
Im Werteraum arbeitet man mit der Gewichtsfunktion g und erhilt fiir p € Loc das
gefilterte Bild 7, als

I,(p) = Zg I(p).I(p+1)-1(p+1)

p leF

mit der Normierung S, = >, g(I(p), I(p + l)). Hier wird also jeder Wert I(p + [)
nicht mit K (/) gewichtet, sondern mit dem Gewicht g (I (p), I(p+1 )) des Unterschiedes
von I(p)und I(p +1).
Das bilateralgefilterte Bild BF(/) von [ ergibt sich aus der Kombination beider Filte-
rungen als
1
BF(1)(p) = - >_&(I(p). 1(p + 1)) - K() - 1(p +1)
P IeF
mit W, = 3% g(I(p), 1(p + D)) - K().
Man kann sich ein Bilateralfilter auch so vorstellen, dass an jedem Ort p € Loc; mit
einem anderen Kern K , gefiltert wird, der vom Bildinhalt im Fenster um p abhingt.
Dieser variable Kern ist

Kip) = 5 &), 1(p + D) - KD
P

Mit dieser Technik werden Kanten zwar auch geglittet, aber weitaus weniger stark als
im restlichen Bild. Im Gegensatz zu snn- und Kuwahara-Filter findet im Bilateralfilter
also keine Kontrastverstirkung bei den Kanten statt. In dieser allgemeinen Form kann
jeder Kern und jede Gewichtsfunktion verwendet werden. In der Praxis arbeitet man meist
mit Gauf3’schen Gewichten und manche Autoren verstehen unter Bilateralfilter nur die
folgenden Gauf3’schen Bilateralfilter.

Gaufd’sches Bilateralfilter
Als Kern K und monoton fallende Gewichtsfunktion g’ wihlt man jetzt einen d- und
eindimensionalen GauBSkern mit Varianzen o; im Orts- und oy im Wertebereich. Damit
ergibt sich folgendes Bilateralfilter BF,

oL.0y

BF,, ,, (I)(p) = ZG””(Z) GO (1(p)—I(p+DI)- I(p +1).

p leF

mit W, = ¥ycp Gor (1) - G (11(p) — 1(p + 1))

Zu beachten ist, dass zwar ein einzelnes Gauffilter separierbar ist, dies sich aber nicht
auf das Gauf’sche Bilateralfilter iibertrdgt. Wihlt man einen grofen oy -Wert, dann nihert
sich das Gaul3’sche Bilateralfilter dem GauBfilter, da dann der Unterschied im Wertebe-
reich vernachlidssigt wird. Hohere o -Werte erzeugen eine stirkere Verwischung (blur-

ring).
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Wie Diffusionsfilter werden Bilateralfilter iterativ angewendet, da pro Schritt nur kleine
Verinderungen stattfinden. Von der Randbehandlung abgesehen dndern Bilateralfilter den
Bildmittelwert nicht.

6.5.6 Kurzer Vergleich dieser Filter

Wir wollen hier einen kleinen Vergleich von Mittelwert-, snn-, Kuwahara- und Diffusi-
onsfilter mit dem Fenster F = F? durchfiihren. Dazu betrachten wir ein Bild / in dem
sich die Teilbilder /; und 7, in einer Umgebung von lauter Werten 0 befinden, mit

00 0 0O 00 0 0 0O
00 0 00 00 0 0 0O
Ii=0 0 36 0 00 ILb=0 0 36 36 0 0
00 0 0O 00 0 0 0O
00 0 00 00 0 0 0O

Nach einer snn-Filterung erhélt [, iiberall den Wert 0 und die Stérung 36 ist komplett
verschwunden. Die Resultate kuwa(/;) und Kfi)l (1) einer Kuwahara- und Mittelwertfil-
terung auf das Teilbild /; sind

00000 00000
00000 0 4440
kuwa(/)=0 0 9 0 0. K \(I)=0 4 4 4 o0
00000 0 4440
00000 00000

Damit kann Kuwahara die Stérung deutlich verringern (der Wert 36 verringert sich auf
9), ohne dass sich die Storung in die Nachbarschaft ausbreitet. Das Mittelwertfilter senkt
die Storung zwar bis auf 4, die Storung bereitet sich aber in die Nachbarschaft aus. In der
Summe bleibt die Storung 36 erhalten. Im Teilbild 7, mit zwei nebeneinander liegenden
Storungen von 36 arbeiten das Kuwahara- und das snn-Filter gleich und liefern kuwa(/;).
Die Storung wird verringert, ohne dass sie in die Nachbarschaft vordringen kann. Das
Resultat Kfi)l (1) ist hingegen wie folgt:

000000 000000
000000 0 488 40
kuwa(l)=0 0 9 9 0 0. K (I)=0 4 8 8 4 0.
000000 0 488 40
000000 000000
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Abb. 6.16 Medizinische Filterung. Von links nach rechts, obere Zeile: Original und Kuwahara-
Filterung, untere Zeile: Diffusions- und Bilateralfilterung
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Abb. 6.17 Gefilterte Bildausschnitte. Von links nach rechts, obere Zeile: original Bildausschnitt,
gaufgefiltert mit sigma 0,5 und 2, Mittelwertfilter im Fenster F' 2 Medianfilter im Fenster F22;
mittlere Zeile: Maximumfilter, Minimumfilter, Bilateralfilter nach 1 und 50 Iterationen, anisotrope
Diffusion 100 Iterationen;

untere Zeile: snn mit 1 und 10 Iterationen, Kuwahara mit 1, 5 und 10 Iterationen
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Das Mittelwertfilter verzerrt somit die horizontal ausgerichtete Ausgangsstdrung in 7,
in eine schwichere, dafiir breitere Storung, in der die Summe 72 der Storwerte erhalten
bleibt. Filtern wir nach Perona und Malik mit ¢ = 1/2 und A = 2, so erhalten wir einen
Ausgleich A = 0,5 - s/(1 + (s/2)?) zwischen benachbarten Pixeln mit einer Wertedif-
ferenz von s. Fiir s = 36 ist dieser lokale Ausgleich damit angenihert 0,0554. Damit
werden /; und I, abgerundet zu

0 0 0 0 0
0 0 0,0554 0 0
DF(s,(/1) =0 0,0554 35,764 0,0554 0
0 0 0,0554 0 0
0 0 0 0 0
und
0 0 0 0 0

0 0 0,0554  0,0554 0
DFy5,(/2) =0 0,0554 35,8338 35,8338 0,0554

0 0 0,0554  0,0554 0

0 0 0 0 0

o o oo o

Man sieht deutlich, wie gering die Unterschiede pro Filterschritt sind und weshalb so
viele Filterungen notwendig werden. Physikalische Diffusion erhilt Energie und Materie.
Da das Mittelwertfilter ein Spezialfall eines Diffusionsfilters ist, bleiben wie in allen Dif-
fusionsfiltern die Storwerte erhalten und verschmieren sich iibers Bild, wihrend das snn-
und Kuwahara-Filter diese tatsichlich vermindern.

Abbildung 6.16 zeigt (von links oben im UZS) einen kontrastarmen Schnitt durch ein
Gehirn, und denselben nach je 100 Filterungen mit dem Kuwahara-Filter, Bilateralfilter
(mit oy = o7 = 2 auf einem Fenster F, 42) und Diffusionsfilter (mit ¢ = 0,25 und A = 2).

In Abb. 6.17 sehen wir einen vergroferten Ausschnitt aus einem Bild und die Wirkung
unterschiedlicher Filter. Von allen Filtern arbeitet das Bilateralfilter am langsamsten, da
fiir jeden Ort ein neuer Kern berechnet wird.
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In den 60er-Jahren des letzten Jahrhunderts wurde das Gebiet der Mathematischen Mor-
phologie von Serra und Matheron begriindet. Urspriinglich ging es um die Klassifikation
von Gestein in der Mineralogie. Unterdessen hat sich die Morphologie zu einem eigenen
weitldufigen Teil der Computer Vision entwickelt, siehe beispielsweise das Buch [109]
von Serra und Cressie oder in Deutsch von Soille [113], etwas erweitert in 2003 in Eng-
lisch [112]. Im Folgendem stellen wir die Grundlagen der Morphologie vor.

7.1 Elementare Operationen

In der Morphologie wird lokal mit Fenstern und Masken gearbeitet, die auch struktu-
rierende Elemente genannt werden. Die verwendeten strukturierenden Elemente sind oft
nicht punktsymmetrisch und es muss hiufig dem Kontext entnommen werden, was das
Zentrum sein soll. Da man aber jedes nicht punktsymmetrische Fenster in ein punktsym-
metrisches einbetten kann, gehen wir von unseren iiblichen punktsymmetrischen Fenstern
und Masken aus.

Wir gehen in diesem Abschnitt von orthogonalen d-dimensionalen Binirbildern

B : Loc — {0, 1}, mit Loc C i

aus, die wir der Deutlichkeit halber mit B statt mit / bezeichnen. In den Beispielen ar-
beiten wir nur mit zweidimensionalen Bildern. In der Praxis werden statt 0, 1 meist die
Bildwerte 0 und 255 gewihlt. Wir verwenden die Werte 0 und 1, wobei O fiir Schwarz und
1 fiir WeiB steht. Hier ist etwas Vorsicht notwendig:

e Rechnet man mit den Werten O (Schwarz) und 1(Weil3) und nutzt ein normales Visua-
lisierungstool wie GIMP, in dem Weil} als 255 dargestellt wird, so ist 1 fast genauso
schwarz wie 0 und man sieht erst nach einem Histogrammspreizen etwas.

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2015 155
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Abb. 7.1 Beispiel Binirbild.
Die in einer Grafik schwarz
dargestellten Pixel (®) gehoren
zum Vordergrund, der in einem o
Bild aber als Weil3 gespeichert
und dargestellt wird

e Esist iiblich, den Wert O eines Binérbildes als Hintergrund und Objekte mit Wert 1 als
Vordergrund aufzufassen. Damit ist der Vordergrund weil3 auf schwarzem Hintergrund.
Hingegen werden wir in einer grafischen Darstellung im Buch mit weilem Papier als
Hintergrund ein Pixel des Vordergrundes als e darstellen und die Hintergrundpixel weg-
lassen. Also ist im Gegensatz zur Logik des Bildes aus technischen Griinden in der
ausgedruckten Grafik der Vordergrund schwarz und der Hintergrund unsichtbar, also
weil.

e Ziel der Morphologie ist eine Manipulation der Vordergrundobjekte, von denen man
annimmt, dass sie komplett im Bild liegen. Bei der Randbehandlung stellt man sich
also einfach nur schwarzen Hintergrund auB3erhalb des Bildes vor. Man wihlt also zur
Randbehandlung die Fortsetzung B, ins Schwarze statt die gespiegelte B*.

Die Grafik in Abb. 7.1 gibt ein Beispiel eines Binérbildes mit zwei Vordergrundobjekten.

Die beiden Objekte des Vordergrundes, die Zahl 1 und der Punkt -, werden intern durch
die Farbe WeiB}, der unsichtbare Hintergrund durch die Farbe Schwarz gespeichert, in der
Reprisentation als Grafik ist es genau umgekehrt. In einer Représentation in GIMP ist der
Vordergrund dann wieder weill zu sehen. Im Folgenden sei B, das in der Abb. 7.1 repri-
sentierte Bild By : [0, 7]*> — {0, 1}, das wir als Beispiel nutzen werden. Wir beginnen mit
Morphologie auf Bindrbildern und stellen zuerst die elementaren Operationen Erosion —
Dilatation , Offnen — SchlieBen und Alles-oder-Nichts vor.

7.1.1 Erosion, Dilatation

Diese Vorstellung von Vorder- und Hintergrund ist zum Verstidndnis der Namen der bei-
den zentralen Operationen in der Morphologie notwendig, ndmlich Erosion und Dilatation
(Erweiterung): Eine Erosion verkleinert die Bildobjekte, d. h. die Pixel mit Wert Weil3, Di-
latation erweitert diese. Oder kurz gefasst: Erosion verkleinert helle und vergroert dunkle
Strukturen, Dilatation macht es umgekehrt. Diese Erosion oder Dilatation eines Binérbil-
des B : Loc — {0, 1} wird von einer bindren Maske S : F — {0, 1} gesteuert, die auch
strukturierendes Element genannt wird. Daher die Variable S fiir diese Maske. F' ist ein
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Fenster, dessen Dimension natiirlich mit der des Ortsbereichs des Binirbildes B iiberein-
stimmt. Formal definiert man die Erosion B © S von B mit S und die Dilatation B & S
von B mit S fiir p € Loc als:

(Bo S)(p) =min{Bs(p + )| I € Fmit S(!) = 1}, und (7.1)
(B® S)(p) = max{Bu(p +1)| | € F mit S(I) = 1}. (7.2)

Wie in linearen und nicht linearen Filtern sagt die Maske, wie ein Pixel in B verindert
werden soll. Zur Manipulation eines Pixels P im Binirbild B legt man das Fenster F auf
loc(P) und tiberpriift, ob die so verschobenen Pixel mit Wert 1 in der Maske auf Pixel
mit Wert 1 im Bild B zu liegen kommen. Es wird unterschieden, ob dies fiir alle auf 1
gesetzte Pixel der verschobenen Maske oder nur fiir mindestens ein Pixel gilt.

Bei einer Erosion B © S von B mit S wird der Wert eines Pixels P auf 1 gesetzt,
wenn die in der Maske auf 1 gesetzten Positionen alle ein auf 1 gesetztes Pixel im Bild B
treffen, sobald der Maskenmittelpunkt auf P gelegt wird.

Bei der Dilatation B @ S von B mit S (auch Minkowski-Addition genannt) geniigt es,
dass die 1-Werte der Maske mindestens einen 1-Wert im Bild treffen.

In beiden Formeln 7.1, 7.2 ist es egal, ob man [ € F oder ] € Z4 fordert, da B
mittels By, ins Schwarze zur Randbehandlung fortgesetzt ist. Genau genommen sind die
Definitionen fiir Erosion und Dilatation noch unvollstindig, da der Ortsbereich von B S S
und B @ S noch nicht festgelegt ist. In der Mathematik wihlt man als Loc den gesamten
Z* und identifiziert B und S mit B,, und S,,. Dann gilt B @ S = S @ B. Wihlen wir
hingegen Locpgs := Locggs := Locg, wie es sich fiir die Bildverarbeitung anbietet,
dann ist Locggp = Locs und B & S = S & B gilt nicht.

Die Formeln gelten fiir beliebig dimensionale orthogonale Bilder, in den Beispielen
arbeiten wir aber nur mit zweidimensionalen. Betrachten wir z. B. die Maske M echs :
F, 12 — {0, 1} mit dem Wert 1 genau an den Koordinaten (0,0) und (1,0). Diese Maske wol-
len wir durch M echis = (I .) darstellen. Generell schreiben wir eine zweidimensionale
Maske einfach als Matrix und kennzeichnen das Zentrum mit M, falls es in der Maske auf
1 gesetzt ist, und mit [, falls es auf O gesetzt ist. ® bezeichnen auf 1 gesetzte Stellen in der
Maske und o auf 0 gesetzte, wobei o auch immer wenn moglich weggelassen wird. Eine
alternative, aber umstéindlichere Darstellung von M. Wire also

[e] o] [e]
Mrechls = ]0o e e,
o) 0] o)

in der das Zentrum nicht extra gekennzeichnet werden muss. Lassen wir aber die Bezeich-
ner o des Wertes 0 weg, miissen wir das Zentrum mit Sonderzeichen B (fiir den Wert 1)
oder [ (fiir den Wert 0) kennzeichnen.

Bei einer Erosion eines Bindrbildes B mit (I o) wird also jedes Vordergrundpixel,
dessen rechter Nachbar nicht auch zum Vordergrund gehort, entfernt. Bei einer Dilatation
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eines Bindrbildes B mit (I o) wird jedes Hintergrundpixel, dessen rechtes Nachbarpixel
zum Vordergrund gehort, selbst auf Vordergrund gesetzt. Damit gilt:

@(. o) =

Fiihrt man mit der gleichen Maske eine Dilatation aus, so werden zusétzlich alle Pixel
auf Vordergrund gesetzt, deren rechter Nachbar schon Vordergrund ist, und man erhilt:

@(. o) =

Mochte man den Effekt der Erosion von B mit (I o) inB'=B6&S (I o) wieder
riickgidngig machen, bietet sich also nicht eine Dilatation von B’ mit (I .), sondern

mit (I .)ﬂ> = (o I) an. Allerdings gelingt es damit nicht, den vollstindig geloschten
Punkt in /’ wieder zu generieren. Es ist

(Bro(m o)) (m o) =

und der einzelne kleine Punkt in B ist verschwunden.
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Wihlen wir als Maske S = (D o), so bewirkt B @ S eine Verschiebung von B um
ein Feld nach links.

In den meisten Lehrbiichern wird in der Morphologie iiber eine Spur argumentiert.
Dabei wird ausgenutzt, dass man ein Binérbild B : Loc — {0, 1} mit der Menge der Orte
identifizieren kann, an denen der Wert 1 angenommen wird, und definiert

Spur(B) :={l € Locg| B(l) = 1}.

B legt eindeutig seine Spur Spur(B) fest und umgekehrt entspricht Spur(B) gerade B,
und legt daher zusammen mit Loc eindeutig das Binidrbild B fest. Fiir eine Maske S :
F — {0, 1} ist S, die auf p verschobene Maske

S, F+p—{0.1}mit S,(I + p) := S(I) fiir ] € F.

Die Erosion und Dilatation von B mit S konnen nun alternativ wie folgt definiert wer-
den:

p € Spur(B © §) :«<— Spur(S,) S Spur(B),
p € Spur(B & S) :<— Spur(S,) N Spur(B) # 9.

Wegen Spur(B) = Spur(By,) wird damit ebenfalls die Randbehandlung B, erreicht.

7.1.2 Offnen, SchlieBen

Diese Idee, eine Erosion oder Dilatation nach der ersten Ausfiihrung wieder umzukehren,
fiihrt sofort zu den néchsten beiden morphologischen Operationen: Offnen B O S und
Schlieflen B @ S eines Binirbildes B mit einer Maske S. Wir definieren dazu

BoS:=(BoeS)aSs” (Offnen),
BeS:=(BaS)oeS¥ (SchlieBen),

wobei fiir d-dimensionale Fenster S¥ die Spieglung in S um den Nullpunkt in jeder Di-
mension ist. Die Resultate einer Anwendung der Operationen Offnen und SchlieBen auf
das Bildes B; mit der Maske (I o) sind in Abb. 7.2 dargestellt.

In der Offnung von By, mit (I o) wurde der einzelne Punkt entfernt, bei der Schlie-
Bung mit (I .) aber mitder 1 in B; verbunden. Bei geeignet gewéhlten Masken erreicht
man folgende Effekte:

o Offnen entfernt kleine Storungen zwischen zwei Objekten des Vordergrundes, 6ffnet
diese also, und
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Offnen: B;.O (M o) SchlieBen: B;. @ (M o)
( AN J [ AN J
o 0 0 I 2K )
( AN J [ 2K J
( AN J [ 2K J
( BN J [ AN J
(I K 2K ) ([ JE I 2K 2K )

Abb.7.2 Offnen und SchlieBen von B; mit der Maske (I o)

o Schlieflen schlieBt Liicken in Objekten und verschmilzt benachbarte Vordergrundob-
jekte.

Diese beiden Effekte erreicht man iiblicherweise mit einer d -dimensionalen Scheiben-
maske ®¢ vom Radius n, die auf dem Fenster F¢ einen diskreten Kreis vom Radius n
simuliert. Im zweidimensionalen lassen wir den Hochindex > weg. Als ®; wihlt man
meist das Fenster F’ 12 komplett mit 1 besetzt, in ©, ldsst man zumeist die vier Eckpunkte
weg, also

e o o
o o o e o o o o
Or=e W o Or=9e o o o
e o o e o o o o

e o o

Das Offnen eines Binérbildes B mit ©7 entfernt zuerst mittels Erosion von allen
Vordergrundobjekten einen d-dimensionalen Rand der Breite 7, wobei zu kleine Objek-
te verschwinden. In der anschlieBenden Dilatation mit der gleichen Scheibe (wegen der
Punktsymmetrie ist natiirlich Gﬁ,ﬁ? = ©%) wird ein Rand der Breite wieder angefiigt. Zu
kleine Verbindungsbriicken zwischen zwei Objekten werden so entfernt. Beim Schlieen
von B mit ©¢ wird erst der Rand erweitert, wobei kleine Locher in Vordergrundobjekten
geschlossen werden und benachbarte Vordergrundobjekte verschmelzen. In der anschlie-
Benden Erosion werden die Rinder wieder zuriickgesetzt, geschlossene Locher bleiben
aber geschlossen und verbundene Objekte verbunden. Zwei Vordergrundobjekte mit einer
kleinen nicht durchgingigen Verbindung werden nun so verschmolzen.

Abbildungen 7.3 und 7.4 zeigen sehr schon diese Effekte, die man mit den bisher vor-
gestellten linearen und nicht lineare Filtern so nicht erreichen kann. Durch eine geeignete
Auswahl anderer Masken kann man diese Effekte sehr subtil steuern.
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Abb. 7.4 Morphologisches Offnen. Ein Binirbild (/inks) und nach Offnen mit einer Scheibe vom
Radius 2 (Mitte) und 4 (rechts)

Man muss zur Berechnung einer Offnung oder SchlieBung nicht notwendig getrennt
eine Erosion und eine Dilatation ausfiihren. Fiir einige interessante Masken S existieren
schnelle Algorithmen, die in einem Schritt sofort B O S oder B @ S berechnen.

7.2 Morphologische Gleichungen

Wir kénnen mengentheoretische Operationen jetzt sofort auf Binérbildern iibertragen, da
Binirbilder durch ihre Spur und ihren Ortsbereich eindeutig festgelegt sind. So gilt z. B.

By € B, <— Spur(B;) C Spur(B,) und loc(B;) C loc(B»),
B1 n B2 = l’Ilil’l(Bls Bz)y

wobei man in der Wahl des Ortsbereichs hier noch frei ist, Locg,np, als Locg, U Locg,
oder Locg, N Locp, zu setzen. B¢ mit Locge = Locp bezeichnet das Komplement eines
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Bindirbildes B, in dem jeder Wert val(P) eines Pixels in B durch sein Komplement 1 —
val(P) ersetzt wird.

Damit kann man leicht die folgenden Gleichungen fiir Binérbilder B;, B, mit gleichem
Ortsbereich und passenden Masken Sj, S, iiber einem gleichen Fenster zeigen.

Fiir die Dilatation gilt:

B®(S1US) = (BO&SHU(BG®S,),
(BiUBy)®S = (Bi®eS)U(B,PS),
B1®S)DS, = BB (S @S,

BI€B, = BI®SCB®S,
SICS — B®S | CBDS,.

Fiir die Erosion gilt:

Bo(SiUS) = (BeS)Nn(Bes,y,
BiNnB)esS = (BiesS)N(B,6)9),
(BieS)e S, = Boe(S:i oS,

BiCB = BoSCcBKeSs,
S$1CS, — BoSS 2B6S,.

Bo S € B C B® S gilt genau dann, wenn im Zentrum von S eine 1 steht.
Wir zeigen nur die erste Gleichung fiir Erosion, alle anderen sind dhnlich einfach:

(B (S1US5))(p) =min{B(p +1)|S1(I) = 1 oder S,(I) = 1}
=min ({B(p + DISi(1) = 1}, {B(p + D|S2(1) = 1})
=min ((B © $1)(p), (B © $2)(p))
=((Be SN (BeS$))(p).

In der mathematischen Morphologie geht man von Binirbildern und passenden Masken
mit dem Ortsbereich Z¢ aus, arbeitet also nur mit B, und S... Man arbeitet also nicht
mit digitalen Bildern, die zwingend einen endlichen Ortsbereich besitzen miissen, sondern
generell mit Bildern. Der Unterschied zwischen Binérbildern und deren Masken entfillt
jetzt, da beides Abbildungen von Z¢ nach {0, 1} sind. Es gelten nun weitere Gleichungen
zum Komplement und zur Offnung und SchlieBung.

Zum Komplement:

B@®S) =B‘cSS,
(BoS) =B‘@S,
(BOS)=B"“@S",
(B®S)=B0S".
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Zum SchlieBen:
(Be@S)eS = BeS,
B CB, — B, eS C B,eS.
Zum Offnen:
(BOS)YOS = BOS,
BoOS < B,

BiCB, — B,OS C B,OS.

Wir zeigen nur die erste Gleichung:

p € Spur (B &® S) < nicht: p e Spur B® S
<= Spur S, N Spur B = ¢
<= Spur §, C Spur B¢
< peSpur B°S S.

Diese Herleitung setzt allerdings voraus, dass auch der Ortsbereich vom Komplement B¢
eines Binirbildes B ganz Z¢ ist. Ist die Spur von B endlich, so muss die von B¢ unendlich
sein.

Die letzten Gleichungen konnen teilweise fiir digitale Bilder, die einen wohldefinierten
endlichen Ortsbereich besitzen, falsch werden. Betrachten wir dazu das Binérbild B und
die Maske S mit Ortsbereich F 12:

Sowohl @S als auch 65 bewirken eine Verschiebung um ein Feld nach links. Damit
verlassen die nach links verschobenen Werte 1 in B den Ortsbereich und es gilt

o o o
B®S=B6S=]|o0o o ol =:o0343,
o o o
o e e e o ©
B°dS=B6S=]|o e ¢|PS=]e e o
o e e e o O

(B & S) = B¢ @ S ist also falsch. Ebenfalls gilt mit B und S aus diesem Beispiel
B @ S = 03,3, alsonicht B C B @ S. Natiirlich gilt auch fiir digitale Bilder (B¢)° = B,
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aber normalerweise iibertragen sich Gleichungen, in denen das Komplement vorkommt,
nicht auf digitale Bilder.

Die Bezeichnungen sind in der Literatur nicht einheitlich. B © S wird stets wie in
diesem Buch benutzt, B @ S wird aber héufig als unser B @ S + definiert. Damit wird
Offnenzu B O S = (B © S) @ S. SchlieBen wird dann als B @ S = (B ® S)© S
definiert und entspricht damit unserem B @ S¥. Manche Gleichungen zindern sich dann
leicht, indem S durch S ersetzt werden muss. Man muss also tiberpriifen, wie B @ S
definiert ist.

7.3 Komplexere morphologische Operationen

Mittels der elementaren Operationen Dilatation, Erosion, Offnen und SchlieBen lassen
sich komplexere Operationen aufbauen, von den wir hier einige vorstellen wollen.

7.3.1 Hit-and-Miss

Sucht man z. B. die oberen rechten Ecken eines Vordergrundobjekts, so konnte man ver-
suchen, die Vordergrundpixel zu finden, deren linker und unterer Nachbarpixel ebenfalls
zum Vordergrund gehoren, der obere, rechte und rechts obere diagonale Nachbar aber
nicht. Daher hilft eine Erosion mit der Maske

e H
M oEoke =
°

nur als erster Vorbereitungsschritt, da mit dieser Maske auch im Inneren des Objekts zu
viel detektiert wird. Man mdochte vielmehr alle Vordergrundpixel finden, die bei einer
Erosion mit M, , gk im Vordergrund bleiben, aber bei einer Dilatation mit der komple-
mentéiren Maske

M, oEcke = I;| ¢ (fiir nicht rechte obere Ecke)
[ )

zum Hintergrund werden. Zur Bestimmung der oberen rechten Ecken aller Objek-
te im Bild ist es also entscheidend, in B © M, gk als Vordergrund aufzutreten, in
B & M, o Ece aber nicht.

Dieser Ansatz wird in der Hit-and-Miss oder Alles-oder-Nichts und auch Hit-or-Miss
genannten Operation B ® (S, S2) zwischen einem Binérbild B und zwei Masken Sy, S,
realisiert, die definiert ist als

B ® (Slv SZ) = (Boo S} Sl) N (Boo ® SZ)C
= (Bs © S1) N (B, 6 5,).
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Die beiden Masken S| und S, sollten disjunkt sein, Spur(S;) N Spur(S;) = @, da sonst in
Boo ® (S1, S2) kein Vordergrundpixel moglich ist und es als Bild komplett schwarz ist.

Zur Vermeidung der Probleme mit dem Komplement bei Bindrbildern mit einem end-
lichen Ortsbereich definieren wir die Hit-and-Miss-Operation ® alternativ mittels einer
terndren Maske. Dazu arbeitet man mit einer ternéiren Maske S : F — {0, 1, L}, wobei L
fiir ignorieren steht, und definiert B @ S liber seine Spur:

Spur(B® S) :={p € Loc| V] € F : (S(l) #1 = B(p+1)= S(l))}.

Eine 1 in der ternidren Maske sagt, dass man an dieser Stelle auch im Binérbild eine 1
treffen muss, und 0 sagt, dass man hier auch eine 0 treffen muss. Die Werte im Binérbild
an den Stellen, in denen die Maske ein _L trégt, sind egal.

In einer grafischen Reprisentation solcher terndren Masken arbeitet man mit Darstel-
lungen, in denen man das Zeichen L iiblicherweise weglésst, oder mit Matrizen iiber o
(1), o (0) und L. Die terndre Maske zum Auffinden rechter oberer Ecken kann dargestellt
werden als

1l o o 0 0
e o O oder 1 1 0
1l e 1 1

Sucht man z. B. alle Ecken in einem Binirbild B, so kann man B ® S; fiir die vier
gedrehten Masken

S1 =11

—_— = O

0
0], S:=1]0
0

([
—
&
I
Ju—
O = =

0
0], Ss:=1]0
0

=)
—_

anwenden und die vier Ergebnisbilder zu dem Bild By aller Ecken in B mit oder ver-
kniipfen:
Bg := U B®S; .

l1<i<4

Das folgende Binérbild By wird somit zum ,,Eckenbild” Bg:

0 0 0 00 0O 0 00 0 0 0 O
0O e 0 0 0 O 0O ¢ 0O ¢ 0 O O O
0O ¢ ¢ ¢ ¢ 0 0 O 0O ¢ 0O O ¢ 0O O O
Bo = 0 O o« ¢ ¢ ¢ 0 O By = 0 000 0 e 0 O
0 0O ¢ ¢ ¢ ¢ 0 O 00 0 0 0 O0O00O0
0 0O ¢ ¢ ¢ ¢ 0 O 00 0 0 0 O0O00O0
0 0 0 0 0 0 00O ¢ ¢ 0 O
00 0 0O 0 0 00 00 0 O0O0O
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Die verwendeten Masken liefern aber nur sehr unschone Ergebnisse fiir Ecken. So fin-
den sich drei aufeinanderfolgende Pixel auf einer Diagonalen im Ergebnisbild, von denen
man das mittlere kaum als Eckpixel bezeichnen sollte. Diagonalen werden anders behan-
delt als Waagrechte und Senkrechte.

7.3.2 Ausdiinnung, Verdickung, Skelette

Die morphologischen Operationen Ausdiinnung (Thinning) und Verdickung (Thickening)
entfernen Pixel des Vordergrundes, bzw. fiigen Pixel dem Vordergrund hinzu, wobei diese
Pixel mittels Hit-and-Miss gefunden werden. Es sei S eine terndre Hit-and-Miss-Maske
und B eine Binirbild, dann ist die Ausdiinnung thin(B, S) und Verdickung thick(B, S)
von B mit S definiert als

thin(B, S) := B— B ® S, thick(B,S):=BUB®S.

Die Differenz B| — B, zweier Binirbilder ist punktweise gemeint mit 0 — 1 = 0 und
Locg,—p, = Locg,. Die Verdickung ist wegen thick(Bs, S) = thin(BS , $¢)¢ auf unend-
lichen Binérbildern eine komplementére Operation zur Verdiinnung. In dem Komplement
S¢ einer terndren Maske S wird 0 durch 1 und umgekehrt ersetzt, der Wert _L bleibt erhal-
ten.

Iterative Methoden sind in der Morphologie gebriuchlich. Es sei S = (S, ..., Sy,)
eine Folge von Strukturelementen. Héufig ist dabei S;; eine Drehung von §;. Dann ist
die Ausdiinnung von B mit § die Ausdiinnung mit allen Masken S; in der Reihenfolge

thin(B, §) := thin(. . .((thin(thin(B, S1)), $>)...), S,).
Die iterierte Ausdiinnung thin* (B, S) erhilt man dann als iterierte Anwendung
thin*(B, S) := thin(. . .((thin(thin(B, S)), S)...). S)

bis die Operation thin(., ) nichts mehr dndert.

In der Operation thin(B, S) wird das Bild B also zuerst komplett mit der Maske S
ausgediinnt. Das Ergebnisbild wird dann mit der Maske S, ausgediinnt etc. Mit den Mas-
ken S bis Sg aus Abschn. 11.5.3 kann man so durch iteratives Ausdiinnen ein Skelett von
B berechnen. Eine andere Methode zur Skelettberechnung aus Serra und Cressie [109] ist
wie folgt:

Wir berechnen zu einer Maske S ein sogenanntes S-Skelett Skg(B) eines Binidrbildes
B mittels iterierter Erosion und Offnen. Dazu sei die k-fache Erosion B 6 S definiert als

BoyS: =B, BSi1S:=(Bo;S)e S,

analog fiir B @ S. Das k-te S-Teilskelett Sk x (B) und das S-Skelett Skg (B) sind defi-
niert als

SkSk(B) = (B Ok S) _ (B Ok S) O Sa
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Sks(B) := | _JSks(B).
k
Dieses Verfahren bricht kanonisch ab, wenn Skg x(B) = @ wird oder SKkg ;. (B) =
Sks « (B) gilt. Die Vereinigung der Teilskelette ist dann das S-Skelett Sks (B) von B. Die-
ses Skelett hat allerdings hiufig eine noch unbefriedigende Form mit teilweise zu dicken
Stellen. Es ist auch nicht immer zusammenhéngend. Dafiir kann man aus den Teilskeletten
Sk x (B) wieder die Ausgangsform B rekonstruieren als

B = JSksi(B) @i S*.
k

Wir berechnen das S-Skelett fiir das letzte Beispielbinirbild By mit der Maske

B’ ist, wenn man alle mit o bezeichneten Orte auf O setzt, gerade By © S und es ist
By O S =(Bye S) & S, falls man alle Orte o auf e setzt.

00 0 0 0 O0O0O 00 0 0 0 O0O0O
0 e 0 00O 0 0 0 0 0 O
0O o o o 0 0 O 0 o e @ 0 0 O
Bo = 0 O o o« o o 0 O B — 0 0O c e @ o 0 O
0 0O ¢ ¢ ¢ ¢ 0 O 0 0O o ¢ ¢ o 0 O
0 0O o ¢ ¢ ¢ 0 O 0 0 0o e o 0 O
0 0 e e o 0 O 0 0 O o 0 0
0 0 0 0 0 0 00 00 0 O0O0OO

Damit besteht das Teilskelett Skg o(Bg)) = By — By O S aus 4 Randpunkten von B,.
By ©, S ist bereits leer, also ist Skg 1 (Bg) = By © S. Wegen Sks(By) = Sks o(Bo)) U
Sks.1(By)) ergibt sich als S-Skelett

00000000
0O e 000000
00 e 0000
000 e 000
Sks(B) =100 0 o o 0 0 0
00 e 0000
00 e 00 e 00
00000000
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Wir werden in Abschn. 11.5 nédher auf Skelettierungsverfahren eingehen und versu-
chen, einen Skelettbegriff zu prézisieren.

7.3.3 Morphologische Gradienten

Auch zu einer Ableitung kann man Morphologie benutzen. So werden folgende morpho-
logische Gradienten 65 (B) vom Binérbild B nach der Maske S benutzt:

3s(B)=(B&®S)—(BoS)oder
8s(B) = (B &® S)— B oder
8s(B)=B—-(BoYS).

Der erste Gradient heif3t bei Wahl der Maske ©; auch Beucher-Gradient von B und wird
mit p(B) bezeichnet, also

p(B) =(B®0O)— (B0,

sieche etwa [99]. B @ ©; setzt alle Pixel in B — egal, ob sie zum Vordergrund oder
Hintergrund gehoren — auf 1, sobald in deren 9er-Nachbarschaft ein Vordergrundpixel
vorkommt. B © O, setzt alle Vordergrundpixel auf 1, in deren 9er-Nachbarschaft nur
Vordergrundpixel vorkommen. Damit setzt p(B) alle Pixel in B auf 1, in deren 9er-Nach-
barschaft sowohl ein Vordergrund als auch ein Hintergrundpixel vorkommen, d. h. dort,
wo ein Gradient ungleich O vorliegt. p(B) entspricht einer bindren Gradientenkarte mit
der einfachen 0-1-Information, ob ein Gradient vorliegt oder nicht, ohne Gradientenbe-
trag und -richtung. Mit dieser Maske O, liefert (B @ ©,) — B alle Hintergrundpixel in B,
die ein Vordergrundpixel beriihren, also den Rand von B auBerhalb von B. B — (B © ®1)
charakterisiert alle Vordergrundpixel in B, die ein Hintergrundpixel beriihren, also den
Rand von B innerhalb von B.

Es existiert eine reichhaltige Literatur zu Morphologie zweidimensionaler Binérbilder.
Hierzu gehoren auch morphologische Techniken, die zu den Vordergrundobjekten in Bi-
nérbildern deren Umrandung und Hiille bestimmen etc.

7.4 Morphologie auf Grauwertbildern

Die morphologischen Operatoren lassen sich leicht mit ganz dhnlichen Effekten auf Grau-
wertbilder verallgemeinern. Dazu sei nun

I:Loc—>Q, S:F—->Q
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ein orthogonales d -dimensionales Grauwertbild mit Loc C Z¢ und F ein d -dimensionales
Fenster. Eine erweiterte Grauwertmaske (oder nur Maske) S auf F ist nun eine Abbildung

S:F—>QuUI{L),

wobei L wieder fiir ignorieren steht. Alle anderen Maskenwerte werden fiir die morpho-
logischen Operationen additiv verwendet. Bei einer Erodierung werden diese von den
Bildwerten subtrahiert und eine Minimumbildung findet iiber das Fenster statt. Bei einer
Dilatationen werden sie zu den Bildwerten addiert mit einer anschlieBenden Maximum-
bildung iiber das Fenster.

Da in Grauwertbildern nicht ein Grauwert (wie 1 in Binérbildern) kanonisch als Vorder-
grundwert aufgefasst werden kann, entfillt die Vorstellung, dass hier Vordergrundobjekte
auf dem Hintergrund O vorliegen. Damit entféllt auch der Grund, die Randbehandlung mit
Fortsetzung ins Schwarze zu wihlen. Man kann ein Grauwertbild / in der Grauwertmor-
phologie fiir die Randbehandlung zu I, oder I fortsetzen.

Die Erosion &, Dilatation @, das Offnen O und SchlieBen @ von 7 mit S sind nun wie
folgt fiir die gespiegelte iterative Randbehandlung /> definiert (fiir p € Loc):

(Ie8)(p):=min{I®(p+1)—SI)|! € Fmit S(I) # L},
(I &) S)(p) =max{I®(p+1)+ SU)| [ € Fmit S() # 1},

und wie zuvor

IOS:=(I6eS)aS”,
IeS=I®S)oes’

Zur Randbehandlung mit einem schwarzen Rand ersetzt man nur /*° durch /.. Betrach-
ten wir etwa den folgenden Bildausschnitt

50 10 60
50 80 100
100 20 150

und die Maske
1 0 L
S=|L 10 10],
1 0 L

so wird bei einer Erosion das Minimum der Werte des Zentrumpixels und seiner rechten,
oberen und unteren Nachbarn gebildet, wobei zusitzlich das Zentrum und sein rech-
ter Nachbarn in deren Wert um 10 vermindert werden. Das zentrale Bildelement dieses
Ausschnitts wird also zu 10. Bei einer Dilatation wird das Maximum der Werte des Zen-
trumpixels plus 10, des rechten Nachbarn plus 10 und des oberen und unteren Nachbarn
gebildet und das Zentrum wird jetzt zu 110.
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=

il

Abb. 7.5 Erosion und Dilatation des Gebdudes aus Abb. 4.2

Man kann diese erweiterten Masken grafisch etwas schoner durch Weglassen der _L-
Werte und Kennzeichnung des Zentrums, etwa durch Fettdruck, reprisentieren. Mit dem
letzten Beispiel gilt dann bei gespiegelter Randbehandlung

50 10 60 0 0 0 50

50 80 100|©|10 10| =|40 10 60 | und
100 20 150 0 10 10 100

50 10 60 0 60 80 100

50 80 100|® |10 10| =100 110 150
100 20 150 0 110 160 160

Falls in der Maske keine negativen Werte vorkommen, vergroflert die Dilatation helle
Bereiche im Bild und die Erosion vergrofiert dunkle.

Abbildung 7.5 zeigt das Beispielgebdude 1 einmal erodiert und einmal dilatiert mit
der Maske vom Radius 2 mit Werten konstant 0. Da von der Maske her nicht addiert
oder subtrahiert wird, findet hier also nur eine Minimum- bzw. Maximumbildung aller
Pixelwerte innerhalb der Maske statt.

In der Morphologieschule wird versucht, moglichst viele Vorverarbeitungs- und Ana-
lyseschritte der Computer Vision mittels morphologischer Techniken zu erledigen. Man
kann grofle Teile der Bildverarbeitung auf Morphologie aufbauen, wie es etwa im Lehr-
buch [112] von Soile gezeigt ist. Es ist ganz interessant zu sehen, wie weit man mit diesen
morphologischen Ansidtzen kommen kann. Morphologische Methoden sind unmittelbar
verstiandlich und extrem einfach zu implementieren, wenn eine Laufzeitoptimierung nicht
interessiert. Dennoch zeugt es in der Praxis von mangelnder Professionalitit, morpholo-
gische Techniken in Fillen anzuwenden, fiir die es bessere Techniken gibt.



Fourier-Transformation

8.1 Grundlagen

Die Fourier-Analyse, benannt nach grundlegenden Arbeiten von Jean Baptiste Joseph
Fourier (1768-1830), ist ein duBerst erfolgreiches Gebiet der Mathematik mit zahlreichen
Anwendungen in unterschiedlichen Disziplinen. In dem Teilgebiet der Fourier-Reihen-
entwicklung werden periodische Funktionen in sogenannte Spektren zerlegt und eine
elementare Aquivalenz von Ortsraum und Frequenzraum gezeigt. Fiir digitale Bilder ist
der Spezialfall der diskreten Fourier-Transformation wichtig.

Letztlich spielt in diesem Buch iiber digitale Bilder die kontinuierliche Fourier-Ana-
lysis keine Rolle und wir konnten sofort die diskrete Fourier-Transformation als Basi-
stransformation komplexer Vektorraume einfiihren. Dabei wiirde allerdings fiir Anfanger
in diesem Bereich viel Anschaulichkeit und das Verstindnis fiir den Frequenzraum verlo-
ren gehen. Daher stellen wir den kontinuierlichen Fall auch vor, aber ohne jeden Beweis.
Im danach folgenden hier wichtigen diskreten Fall wird die Korrektheit der vorgestellten
Formel teilweise gezeigt.

Sowohl im kontinuierlichen als auch diskreten Fall werden Funktionen oder Bilder mit
einem Wertebereich in N, Q oder R in den Wertebereich C iibersetzt. Daher beginnen wir
mit einem kleinen Exkurs {iber komplexe Zahlen.

8.1.1 Komplexe Zahlen

Betrachten wir die Abb. 8.1. Ohne die komplexe Einheit i ist das einfach eine Visualisie-
rung eines Ausschnitts des R? mit dem iiblichen Koordinatensystem der Mathematik. Mit
i stellt man so den Raum C der komplexen Zahlen dar, in dem die y-Achse zur imagindren
Achse wird. Der Punkt z in der Abb. 8.1 liegt im R? etwa bei (2,7, 1,8) und ist als kom-
plexe Zahl daher 2,7 4 1,8i. Der Winkel « eines Vektors (x, y) wird wie iiblich gegen den
Uhrzeigersinn von der positiven x-Achse aus bis zur Hypotenuse der Linge r gemessen.

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2015 171
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Abb.8.1 R? und C
331)

2(i) z

1(0) yi

Es gelten die bekannten trigonometrischen Regeln

x . v y X
cosa = —,sinae = >,tana = =,cota = —,r = /x2 + y2.
r r X y

In dieser Abbildung liegt z = (2,7, 1,8) mit dem Winkel o im ersten Quadranten,
dieser Winkel o entspricht der Steigung tan(y/x). Spiegeln wir z um den Nullpunkt zu
—z = —Xx — 1y, so liegt —z im dritten Quadranten. Der um den Nullpunkt gespiegelte
Punkt z’ = (—x, —y) soll nun den Winkel 180° + & erhalten. Wir miissen also den Winkel
o mit atan,(x, y) bestimmen, vgl. den Abschn. 6.4.3. Die konjugierte komplexe Zahl z
von z = x + yiist Z := x — yi. Ihr Winkel im R? ist damit im geometrischen und BV-
Koordinatensystem —a = atany(—y, x).

Wegen U = 2 -rist 2 der Umfang U des Einheitskreises mit Radius r = 1.
Damit ldsst sich ein Winkel statt in Grad ° auch im Bogenmaf} messen, indem wir von der
Festsetzung

2 =360°

ausgehen. Im Gegensatz zur Messung im Winkelmaf, in der man zum Winkel die Einheit
° verwendet, verwendet man im Bogenmaf selten eine Einheit, ab und zu die Einheit rad.
Die folgenden Schreibweisen sind also gleichwertig

o =45, o= T o= /4rad, o =~0,7854rad, o =~ 0,7854.

Wir haben die Argumente vom Tangens und die Werte von atan, im Gradmal} angege-
ben. Zu beachten ist aber, dass beide Funktionen in Programmbibliotheken iiblicherweise
mit dem Bogenmaf arbeiten. Wir argumentieren hier nur wegen der besseren Anschauung
im Winkelmal.

Eine komplexe Zahl z kann man in kartesischen Koordinaten als z = x + yi oder
in Polarkoordinaten als Paar (r, ) der Entfernung » vom Nullpunkt und des Winkels o«
darstellen. In den kartesischen Koordinaten heillt x der Realteil und y der Imagindrteil
von z, in den Polarkoordinaten heiflt r der Betrag oder die Amplitude und « die Phase
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oder das Argument Arg(z) von z. Der Name Amplitude wird im Zusammenhang mit der
Fourier-Transformation fiir das folgende Amplitudenspektrum verwendet, sonst ist der
Begriff Betrag iiblicher.

Die Potenzreihenentwicklungen von Sinus, Cosinus und der Exponentialfunktion lau-
ten

>k

eC:Z%,

k=0

cosc = Z( ¥ (;k)'

2k+1

sinc = Z( ¥ (22 v

wobei diese Reihen fiir jedes ¢ € C konvergieren. Entwickelt man die obigen Reihen um
den Wert ic fiir ein ¢ € R und beachtet die Rechenregeln

=1, i'=i, ?=-1, ¥P=-i, =4 Vk,l € N,

so heben sich die negativen Werte in der Sinus- und Cosinusreihe durch die Potenzen von
i auf und man erhélt die beriihmte eulersche Formel

e = cosc +1i sinc. 8.1)
Esgiltx =r-cosa, y =r -sina, also
z=x+iy =r-(cosa +isina) = re,
und die Polarkoordinatendarstellung z = (r, &) ist gleichwertig zu z = r - el*.

Man entnimmt der eulerschen Formel sofort, dass die komplexe Exponentialfunktion
f(c) = e stets die Norm |e| = 1 und die gleiche Periode 2 wie Sinus und Cosinus
besitzt. Die Werte e liegen also auf dem Einheitskreis in C und ¢ gibt deren Winkel im
Bogenmaf an. Damit gilt

@+ — ¢ firalle k € Z, 8.2)

wobei man statt ¢ gern eine Variable wie ¢, o oder w nimmt, die eher einen Winkel (im
BogenmaB) reprisentiert. Hieraus folgt insbesondere wegen e¢ = 02k ) = 10 —

e’ = 1 die schone Darstellung fiir die Zahl 1 als

l=¢e
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Tab. 8.1 Zusammenhang zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten

Kartesische Koordinaten Polarkoordinaten
z=(x,y) z=(r,a)
z=Xx+1iy 7z =r.e
X =rcosa,y =rsina r=+/x? 4 y% a = atany(y, x)
z=x—1y 5= .l
Abb. 8.2 Eine Periode von Sinusschwingungen
Sinus (gestrichelte Linie) und
Cosinus 1 1

05| -

ok .
ir
—-0.5 4
—1

fiir jedes k € Z. Da —1 auf dem Einheitskreis den Winkel 180° =  besitzt gilt —1 = ¢' .
In einem Wettbewerb des Magazins ,,The Mathematical Intelligencer” wurde folgende
Formel als ,,schonste gekiirt, da sie die wichtigen Zahlen 0, 1,e,i, mit den elementaren
Operationen Addieren, Multiplizieren und Potenzieren elegant verbindet:

0=1+¢€".

Gaul} wird der Aphorismus zugeschrieben, dass niemand ein sehr guter Mathematiker
werden kann, der diese Formel nicht unmittelbar einsieht.

Tabelle 8.1 zeigt den Zusammenhang einer komplexen Zahl z mit den karthesischen
(geometrischen) Koordinaten (x, y) und Polarkoordinaten (7, «).

8.1.2 Periodische Funktionen

Die bekanntesten periodischen Funktionen sind wohl der Sinus und Cosinus. Sie sind in
Abb. 8.2 dargestellt.

Sinus und Cosinus sind periodisch mit der Periode 2 , da nach einem Umlauf um den
vollen Kreis der Winkel gleich bleibt, « = o + 360° impliziert sina = sin(o + 2 ),
ebenso fiir den Cosinus. Ferner ist der Cosinus eine Phasenverschiebung des Sinus um
90° = /2. Der Sinus von —« (= 360° — «) ist das Negative des Sinus von «, und eine
Phasenverschiebung des Sinus um 180° =  ergibt ebenfalls das Negative des Sinus, also

cosay =sinla + — ),
! ( +2)

sin—o = —sina,

sinf¢ + ) = —sina.
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Generell heift eine Funktion f : R — C periodisch mit Periode T' € R, falls T # 0
und

fx+T)=fx)

fiir alle x € R gilt. Falls f periodisch, stetig und nicht konstant ist, existiert eine kleinste
positive Periode Ty > 0 und jede weitere Periode ist ein Vielfaches a - Ty von Ty mit
a€l,a#0.

hei3t die Grundschwingung und

die k-te Oberschwingung von f fir 1 < k € N. Eine periodische Funktion f mit der
Grundschwingung 2 /Ty ist natiirlich als Funktion

f 110, T3] — Roder f : [—%,%[aRoderf Dk k + Tol

fiir jedes k € R eindeutig beschrieben.

Eine mehrdimensionale Funktion f : R¢ — C heiBt periodisch (mit Periode T;) in i -
Richtung, falls ihre Projektion auf die i -te Koordinate mit der Periode 7; # 0 periodisch
ist, wenn also

f(xl,...,x,-_l,x,- + T Xig1, e Xg) = f(xl,...,xi_l,xi,xi+1,...,xd)

fiir alle x; € R gilt.
Ist etwa eine Funktion f : R?> — C periodisch mit den Perioden 7, T, in x- bzw. y-
Richtung, so gilt
Jx+n-Ty,y+m-T)) = f(x,y) firallen,m e Z,

und f ist eindeutig beschrieben, wenn f auf einem Intervall

R Y Y S R
X——=,x+ = - =, —=
2 2T 2 T 2,

fiir irgendein Paar x, y € R bekannt ist.

8.1.3 Harmonische Analyse

Wir stellen hier sehr knapp, und nur der Vollstindigkeit halber fiir den interessierten Leser,
den kontinuierlichen Fall der harmonischen Analyse vor, um Hintergriinde auch fiir den
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diskreten Fall zu verdeutlichen. Der diskrete Fall, der uns wirklich interessiert, folgt im
nichsten Abschnitt.

Die harmonische Analyse oder kontinuierliche Fourier-Reihenentwicklung untersucht
die Zerlegung von periodischen Funktionen in eine Summe von sinusoidalen Funktionen.
Das sind Funktionen, die aus der Sinusfunktion durch Anderung der Amplitude, Frequenz
oder Phase entstehen, also Funktionen der Form

f(x) =a-sin(wx + ¢),

wobei a die Amplitude, w die Frequenz und ¢ die Phase dndert. Zu beachten ist, dass
der Begriff Phase hier eine andere Bedeutung hat als der Begriff der Phase einer komple-
xen Zahl. Von den weiteren trigonometrischen Funktionen cos, tan, cot ist nur noch der
Cosinus als Phasenverschiebung des Sinus eine sinusoidale Funktion. Es gilt

acosa + bsina = va?+ b?-sin (a + atany(a, b)),

und diese Summe ist selbst eine sinusoidale Funktion, siehe etwa [11].
Jede auf einem Intervall [0, Ty stetige Funktion f mit Periode T; kann nun zerlegt
werden in eine Summe von Sinus- und Cosinusoberschwingungen als

ay nd 2 kx (2 kx
7+;<ak-cos( T )+bk-sm( T ))

o0

agp .

=5 + E (ax - cos wgx + by - sin wix),
k=1

f(x)
(8.3)

mit den Koeffizienten a;, b; in R. Die letzte Gleichung zeigt, wie sich die Schreibweise bei
Benutzung der k-ten Oberschwingungen wy vereinfacht. Betrachten wir z. B. eine Recht-
eckschwingung f mit ebenfalls einer Periode 2 wie in Abb. 8.3. In der harmonischen
Analyse besitzt f* die Summendarstellung

(o]

1
fo=>" T sin(2i + 1)x,

i=0

eine unendliche Summe von Sinusfunktionen und deren Oberschwingungen. Die Summe
muss unendlich sein, da eine Rechteckfunktion nicht mehr differenzierbar ist, eine endli-
che Summe von Sinusfunktionen aber schon.

Abb. 8.3 Eine Rechteck-
schwingung der Periode 2
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Sinusschwingungen Linienspektrum

sin(x) /\/\/\/

3sin) VANV

—_—

‘ wl—

e

Lsin(x) MWWV

[

2 sin(x) s

Nl =) TV, B N US I S )

[

1

g Sin(x) WY

S=s=l

Abb. 8.4 Approximation eines Rechtecksignals mittels Sinusschwingungen. Links sind die Sinus-
schwingungen, mittig deren Addition und rechts das Linienspektrum dargestellt

Abbildung 8.4 visualisiert, wie sich eine Rechteckschwingung als Summe iiber Sinus-
funktionen und deren Oberschwingungen approximieren ldsst. Es wird mit der 9. Ober-
schwingung abgebrochen.

Im Frequenzraum kann man ein Histogramm angeben, das fiir jede Frequenz anzeigt,
mit welchem Faktor sie additiv vorkommt. Eine solche von Frequenzen abhingige Funk-
tion nennt man auch Frequenzspektrum, Spektrum, Spektralverteilung oder veraltet auch
Frequenzgang. Im Fall einer diskreten Funktion spricht man auch von einem Linien-
spektrum. Der rechte Teil in Abb. 8.4 visualisiert den Anfang des Linienspektrums der
Rechteckschwingung.

Die Koeffizienten der Gl. 8.3 sind die Amplituden der Sinus- und Cosinusfunktionen
und berechnen sich als

Ty

2 2 kx
ak—FO [f(x)-cos( T )dxund
0

Ty
2 . (2 kx
b = Fo [f(x)-sm (To) dx.
0

Der Name harmonische Analyse fiir die Bestimmung dieser Koeffizienten liegt auf der
Hand. Wir werden diese Koeffizienten ay, by nicht weiter verwenden und haben sie nur
der Vollstindigkeit halber angegeben. Stattdessen werden wir Formeln fiir die Fourier-
Entwicklung verwenden, in denen der Sinus und Cosinus in einer Exponentialfunktion
mittels komplexer Variablen nach der eulerschen Formel dargestellt werden.
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Fiir eine stetige periodische Funktion f : R — C mit Periode T wird die Formel 8.3
in der komplexen Version zur Fourier-Reihe zu

o0
2 ikx
f(x) = Z cp-e o

k=—00

[e9]
= E Cci - €k,

k=—00

(8.4)

Die Fourier-Koeffizienten c; sind nun allerdings komplexe Zahlen. Sie berechnen sich zu

To
1 _2 kx
ck:—/f(x)e To dx
To
0

T (8.5)

1 .
=T / f(x)e "k dx.
0

8.2 Diskrete Fourier-Transformation

Die harmonische Analyse im Kontinuierlichen iibertrigt sich kanonisch ins Diskrete. Im
Diskreten sollte man also von der diskreten harmonischen Analyse oder der diskreten
Fourier-Reihenentwicklung sprechen. Man benutzt stattdessen aber den Namen diskrete
Fourier-Transformation. Dies ist genau genommen nicht korrekt, da auch eine kontinuier-
liche Fourier-Transformation existiert, die aber allgemeinere, nicht notwendig periodische
unendliche reellwertige Funktionen behandelt. Die diskrete Fourier-Transformation ist al-
so nicht ein diskretes Analogon zur kontinuierlichen Fourier-Transformation, sondern zur
Fourier-Reihenentwicklung.

Wir betrachten zuerst den eindimensionalen Fall der diskreten Fourier-Transformation
fiir periodischen Folgen. AnschlieBend schauen wir uns die diskrete Fourier-Transfor-
mation fiir zweidimensionale Bilder an. Eine Verallgemeinerung auf 3D-Bilder ist vollig
kanonisch und wird hier nicht behandelt.

8.2.1 Diskrete eindimensionale Fourier-Transformation

Wir gehen hier von einer einfachen endlichen Folge F = ay,...,ay_; von N Zahlen a;
aus Q oder C aus (C fiir die mathematische Theorie, Q fiir die Praxis der Bildverarbei-
tung). F konnen wir periodisch zu einer Funktion F : Z — C fortsetzen mit F(l) = a;
fir/ =i mod N,also fiir/ —i = a-N mitirgendeinem a € Z. Die folgende Abbildung
visualisiert die Situation, wobei die Werte a; auf der y-Achse dargestellt sind und Z auf
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der x-Achse liegt. Schwarz ist die Ausgangsfolge, rot deren iterative Fortsetzung auf ganz

Damit besitzt die Formel 8.4 im endlichen diskreten Fall nur endlich viele Summanden
und wird zu

N—-1
F(i) =Y F (e
u=0
v (8.6)
lrod iwy i : 2 u
= f(u)e U mit wy, = T

0

=

:

Etwas Vorsicht ist hier bei der Unterscheidung von der imaginéiren Einheit i zum Laufin-
dex i angebracht. ¥ (1) entspricht ¢ in der GI. 8.4 und heifit der u-te Fourier-Koeffizient
dieser diskreten Fourier-Transformation. ¥ (u) berechnet sich analog zu 8.5 als

N-1
F(u) = Z F(x)e V" = F(x)e o, (8.7)
0

Man spricht von einem Transformationspaar F’, ¥ mit Koeffzienten (a, b), falls

N-1 N-1

Fiiy=a) F'e™ ud F@=>bY F(x)e 1 (8.8)

u=0 x=0

gilt. In diesem Fall muss ab = 1/ N gelten. Dies folgt unmittelbar aus den Gl. 8.6 und 8.7.
Setze F" := %/ Damit gilt:

F'(i) = LF@) =YVl g wye™, also

=2 uz

F'u) = L YN0 F(x)e " = SN Fi(x)e v, also b = 1/aN.

Es gilt auch in der kontinuierlichen oder mehrdimensionalen diskreten Fourier-Trans-
formation, dass man verschiedene Faktoren in der Hin- und Riicktransformation wihlen
kann, solange deren Produkt ein gewisser Wert ist. Dummerweise werden diese Faktoren
in unterschiedlichen Gebieten und unterschiedlichen Biichern hiufig anders gewéhlt. Wir
haben hiera = 1 und b = 1/N gesetzt. Man findet in der Bildverarbeitung aber auch,
dassa = b = 1/+/N odera = 1/N und b = 1 gesetzt wird. Der Faktor 1/+/N in
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beiden Richtungen liefert symmetrischere und daher fiir manche schonere Formeln. Die
Berechnung von F mittels  ist bis auf die Normierungsfaktoren a, b und Hochzahl ~!
in der e-Funktion vollig symmetrisch.

Aus Gl. 8.2 folgt, dass e7x* als Funktion von x oder von u periodisch mit der Periode
N ist (wy = 2 x/N). Damit ergeben sich sofort folgende Rechenregeln

FO)=pur der Mittelwert der Folge F,

F(—u) =F ) das Konjugierte von % (u),
Fu+N)=F(u),
F(N —u)=F ).

Die erste Gleichung ergibt sich unmittelbar durch Einsetzen von O fiir © in die Definiti-
on. Damit wird F (i) stets mit e’ = 1 multipliziert und man bildet nur den Mittelwert der
Folge. Achtung, hierbei ist natiirlich@ = 1 und » = 1/N gewihlt. Die zweite Gleichung
macht man sich ebenfalls leicht klar, da e das Konjugierte von e ist. In %7 (u) wer-
den die Summanden F(i) mit einer komplexen Zahl multipliziert, in ¥; (—u) jedoch mit
derem Konjugierten. Offensichtlich ist die Summe von konjugiert komplexen Zahlen das
Konjugierte der Summe der komplexen Zahlen, Zj + Z; = z| + z,. Die dritte Gleichung
sagt nur, dass die Periode N ist, und die vierte folgt sofort aus der zweiten und dritten.

Insbesondere ist # auf den Werten u € [0, [ N/2]] eindeutig bestimmt. Dies mag auf
den ersten Blick iiberraschen, da aus ¥ eindeutig F zuriick berechenbar ist, bei der Fou-
rier-Transformation also keine Information verloren geht. Wieso konnen dann die Werte
von ¥ auf dem halben Intervall geniigen, um alle Werte von F auf dem gesamten Intervall
berechnen zu konnen? Nun, einfach weil die Werte ¥ (1) in C liegen und als komplexe
Zahlen zweidimensional tiber R mit einem Real- und Imaginérteil sind. Selbst wenn F
eine Folge von natiirlichen Zahlen ist, wird deren Fourier-Transformierte im Allgemeinen
komplexe Werte annehmen. Man hat also keinerlei Datenreduktion, wenn man statt F
deren Fourier-Transformierte ¥ nur auf der Hilfte [0, [ N/2]] der Argumente speichert.

8.2.2 Diskrete Fourier-Transformation fiir 2D-Bilder

Wir betrachten jetzt Bilder und befinden uns daher wieder in dem Bildkoordinatensystem,
in dem die erste Koordinate die Zeilen nach unten wachsend bezeichnet. Ein zweidimen-
sionales einkanaliges Bild 7 : [0, N[x[0, M [— Q kann man sich als M eindimensionale
Folgen von N Elementen in y- oder N Folgen von M Elementen in x-Richtung vorstel-
len. Diese setzen wir in einem Gedankenexperiment periodisch in x- und y-Richtung fort,
wie im eindimensionalen Fall, also nicht gespiegelt iteriert. Somit ist in diesem Gedanken-
experiment ein Bild / eine in beiden Achsen periodische diskrete Funktion I : Z?> — Q
mit der Periode N auf der y- und der Periode M auf der x-Achse. Diese periodische
diskrete Funktion erlaubt eine diskrete Fourier-Transformation, in der nur endlich viele
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Summanden vorkommen, und eine Riickrechnung als

N—1M-1
I1(i,j)=a F7(u, v)e? 830 mit
u=0 v=0
N—-1M—1 1 (8.9)
souei 4 Vi
Fru,v)=0>b I(i,j)e”? N +30) mitab = ——.
i=0 j=0 N-M

Fr [0, N[x[0, M [— C ist die (diskrete) Fourier-Transformierte von I. Statt 7 schrei-
ben wir manchmal auch ¥ (/). ¥; ist ein Bild mit gleichem Ortsbereich [0, N [x[0, M|
wie I, aber mit einem komplexen Wertebereich Val. Wihrend wir im Bild 7 die Variablen
i, j fiir Zeilen und Spalten benutzen, werden es fiir die Fourier-Transformierte ¥; die Va-
riablen u, v sein. Wir werden diese beiden Gleichungen in Abschn. 8.2.6 noch beweisen.
Wir setzen im Folgenden zumeist die Faktoren ¢ = 1,b = 1/NM. Fiir quadratische
Bilder mit N = M ist aucha = b = 1/N iiblich, andere Biicher wihlena = 1/NM
und b = 1. So setzen Habericker [34] und Klette [54] wie hiera = lund b = 1/NM,
Tonnies [119] wihlt hingegena = 1/NM und b = 1. _

Da u und v in der obigen Darstellung von / in der Form e? i§) vorkommen, sind u
und v Frequenzen. ¥ ist daher eine Funktion mit Frequenzen als Argumenten, die Spek-
trum, Spektralverteilung o. A. genannt werden. Dies begriindet Redeweisen wie ,,%7 ist
das Spektrum von [ etc. Da dieses Spektrum komplexe Werte besitzt, ist es als Bild
betrachtet zweikanalig. Wir konnen die beiden Kanile in kartesischen oder in Polarkoor-
dinaten darstellen, wobei iiblicherweise Polarkoordinaten mit einer Amplitude und einer
Phase gewihlt werden. Die Projektion von ¥; auf den Amplitudenkanal ist das Amplitu-
denspektrum und die auf den Phasenkanal das Phasenspektrum von I .

Die zweidimensionale diskrete Fourier-Transformation ist aus eindimensionalen auf-
gebaut, was man wie folgt sieht:

N—-1M-1
Fi(u,0) = ——= 30 D1, je (8.10)
N-M i=0 j=0
1 N—-1M-1
— I( j)e—z lN e—2 l%
N-M = =0
| M=l Nl _
_ u —2 iY
_ﬁz(ﬁ, 13, j)e N)-e i (8.11)
j=0 i=0
| V=l M ; .
=~ (ﬁ > 1. j)e iw’) e 2 i (8.12)
i=0 j=0

Bei der Berechnung von %7 (u, v) mit der Gl. 8.10 braucht man N - M Multiplikatio-
nen (und eine Normierung 1/NM). Mit den Gl.en 8.11 oder 8.12 kommt man hingegen
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mit N + M Multiplikationen aus. In GI. 8.11 werden in der inneren Summe zuerst
M eindimensionale Fourier-Transformationen fiir die Spalten von I durchgefiihrt und
auf den Ergebnisvektor dann eine eindimensionale Fourier-Transformation in Zeilenrich-
tung. In GI. 8.12 findet zuerst eine eindimensionale Fourier-Transformation fiir jede Zeile
statt und anschliefend eine eindimensionale Fourier-Transformation in Spaltenrichtung
auf den Ergebnisvektor. Fiir die Praxis sind also die iterierten eindimensionalen Fourier-
Transformationen einer zweidimensionalen vorzuziehen. In diesem Sinn ist die Fourier-
Transformation separabel. Eine d-dimensionale Fourier-Transformation ist einfach eine
Anwendung von eindimensionalen Fourier-Transformationen in beliebiger Reihenfolge
auf alle Dimensionen d. In Abschn. 8.2.8 werden wir noch eine sehr schnelle Version der
Fourier-Transformation auf quadratische Bilder einer Seitenldnge N = 2" vorstellen.

Der Begriff separabel wird iiblicherweise an unterschiedlichen Stellen in anderen Be-
deutungen benutzt. In linearen Faltungskernen in Abschn. 6.2 ist separabel und separabel
im weiteren Sinn mit einer etwas anderen Bedeutung als hier definiert. Im spéteren Sepa-
rabilitdtssatz in Abschn. 8.2.7 kommt noch eine weitere Bedeutung hinzu. Gemeinsam ist
allen diesen Bedeutungen, dass Separabilitit ein Aufsplitten der Dimensionen beinhaltet
und somit zur Verringerung der Rechenzeit fiihrt.

Folgende Regeln ergeben sich genau wie im eindimensionalen Fall unmittelbar aus der
Definition 8.9 und der Periodizitit:

F1(0,0) = pr.
Fr(—u,—v) = Fr(u,v),
Firu+aN,v+bM) = F;(u,v) firallea,b € Z,
|F1 (—u, —v)| = |F1(u, v)|.

Hiufig wird etwas unkorrekt das Amplitudenspektrum {|; (u,v)|| 0 < u < N,0 <
v < M} auch als das Fourierspektrum oder Ortsfrequenzspektrum von I bezeichnet.
Mochte man die Fourier-Transformierte ¥; von [ als Bild darstellen, so wird das wegen
der komplexen Werte in Fj(u, v) schwierig und man visualisiert iiblicherweise nur das
Amplitudenspektrum, das zur besseren Visualisierung meistens noch logarithmisch trans-
formiert wird. Ferner wird der Nullpunkt des Amplitudenspektrums meistens in die Mitte
der Visualisierung von |%7| gelegt. Daher geben diese Visualisierungen nur qualitative
Aussagen, aber keine quantitativen. Zum Beispiel kann man in der Visualisierung aus der
Helligkeit des zumeist kaum sichtbaren zentralen Pixels, |¥7(0,0)| = pu;, nicht mehr auf
den Bildmittelwert 1; quantitativ schlieBen. %; wird als Bild B¥ in den meisten Biichern
als das Grauwertbild

C T T 2o
BY (u,v) = le-log (14 |F7(u.v)])]

dargestellt. Diese Darstellung ist meistens Standard, wobei ¢ eine Konstante zur Anpas-
sung des Grauwertbereichs ist. Manche Biicher wihlen aber andere Darstellungen, ohne
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A
B
=

Abb. 8.5 Beispiele von Fourier-Transformationen

eine Legende anzugeben oder die gewéhlte Darstellung deutlich zu erldutern. Falls man
ein Bild eines Fourierspektrums sieht, in dem sich Weif3 in der linken oberen Ecke hiuft,
liegt dort auch fast immer der Nullpunkt des Fourierspektrums.
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8.2.3 Beispiele der Fourier-Transformation

Wir betrachten in Abb. 8.5 einige Bilder und deren Fourierspektren. Diese Bilder haben
eine GroBle von 64 x 64 Pixel. Zur besseren Visualisierung ist der Rand der Bilder teil-
weise rot eingezeichnet. Der rote Rand ist kein Bestandteil des Bildes und fiir die Fourier-
Transformation also nicht vorhanden.

Man sieht in dem Bild mit dem schwarzen Balken (Zeile 4, Bild links) deutlich den
Einfluss der harten waagerechten Kanten. Der Grauwertverlauf entlang einer senkrech-
ten Linie durch das Bild ist das eines Rechtecksignals: von Weil3 unmittelbar zu Schwarz
und dann wieder zuriick zu Wei3. In der Vertikalen brauchen wir also sehr viele Ober-
schwingungen zur Approximation dieses Rechtecksignals, vgl. Abb. 8.4. Also werden in
F7(0, v) viele Frequenzen in exakt senkrechter Richtung benétigt, was zu diesem Ausse-
hen von | %7 | fiihrt. Ebenso findet man die Richtungen der harten Kanten in den Bildern
der Buchstaben ,,A* und ,,B* in deren Spektren (natiirlich um 90° gedreht!) wieder.

8.2.4 Notationen in den Ingenieurwissenschaften

Ingenieure (und damit auch Signalverarbeiter) benutzen fiir die Fourier-Transformation
hiufig Notationen, die sich nicht an der mathematischen Mengenlehre orientieren, im Ge-
gensatz zur Mathematik, Logik und Informatik und auch zu diesem Buch. So findet man
Notationen wie

FT{f(t); = F() und
u(r) o—e U(f)

mit folgenden Bedeutungen:

Die erste Gleichung besagt, dass F' die kontinuierliche Fourier-Transformation FT von
f istund dass bei f die Variable ¢ genannt werden soll, in FT{ f'} hingegen &.

In der zweiten ,,Gleichung® stellt man sich eine abstrakte Funktion (etwa ein unendli-
ches Signal) vor, die als ,,reelle Zeitfunktion* den Namen u erhilt (also einfach u : R —
C) und den Variablennamen ¢ benutzt, die als ,,Frequenzfunktion* aber den Namen U er-
hélt und die Variable f benutzt. In einer mengentheoretischen Notation heif3t das einfach,
dass U : R — C die kontinuierliche Fourier-Transformation FT(u) von u : R — C ist
und man im folgenden Kontext einmal mit der Variablen ¢ (fiir Zeit) in u und das andere
Mal mit der Variablen f (fiir Frequenz) in U arbeitet. Ferner steht das Zeichen f in der
ersten Gleichung fiir eine Funktion, in der zweiten aber fiir eine Variable fiir Frequen-
zen. Die kontinuierliche Fourier-Transformation spielt in der Bildanalyse in diesem Buch
aber keine Rolle und ist hier gar nicht erst definiert. Sie ist auch nicht das kontinuierliche
Gegenstiick zur diskreten Fourier-Transformation — dies ist die kontinuierliche Fourier-
Reihenentwicklung.
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Abb. 8.6 Das Beispielgebdude 1 mit seiner Fourier-Transformierten

8.2.5 Filter im Frequenzspektrum

Die Fourier-Transformation wird gern zu einer Filterung verwendet. Dazu iibersetzt man
ein Bild in sein Fourierspektrum, schwicht oder entfernt im Amplitutenspektrum gewis-
se Frequenzen und iibersetzt mit der inversen Transformation in den Ortsraum zuriick. In
einem Hochpassfilter werden die niedrigen Frequenzen des Amplitudenspektrums abge-
schwicht und in einem Tiefpassfilter die hohen. Werden nur Frequenzen auf3erhalb eines
bestimmten Bereichs abgeschwicht, spricht man von einem Bandpassfilter. Anders ge-
sagt, in einem Hochpassfilter passieren die hohen, in einem Tiefpassfilter die tiefen und in
einem Bandpassfilter die Frequenzen innerhalb eines Bandes. Das Phasenspektrum bleibt
bei dieser Filterung unverindert.

Abbildung 8.6 zeigt ein quadratisches Bild unseres Beispielgebédudes 1 (links) mit des-
sen Amplitudenspektrum (rechts).

Man sieht im Spektrum deutlich den Einfluss der harten, aber kurzen fast senkrechten
Kanten der Fenstern. Dieser Winkel findet sich im Spektrum exakt um 90° gedreht wie-
der in den ausgeprigten fast waagerechten Frequenzen. Die deutlicheren fast senkrechten
Auspriagungen im Fourierbild entsprechen den lingeren fast waagerechten Kanten im Ge-
bédude und Vorplatz.

Abbildung 8.7 zeigt drei Beispiele von Filterungen im Frequenzspektrum, angewen-
det auf das Beispielgebdude 1. Links sieht man eine Hochpass-, mittig eine Tiefpass-
und rechts eine Bandpassfilterung. Ein Abschwichen der niederen Frequenzen in einem
Hochpassfilter fiihrt dazu, Kanteniibergédnge herauszuarbeiten. Ein Tiefpassfilter schwiécht
hingegen die Kanteniibergénge ab und fiihrt somit zu Unschirfe, dafiir werden Rauschen
und dhnliche Stdrungen unterdriickt.
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Abb. 8.7 Beispiele einer Hochpass- (links), Tiefpass- (Mitte) und Bandpassfilterung (rechts)

8.2.6 Zusammenhang mit linearer Algebra

Wir wollen hier einen interessanten Zusammenhang von Fourier-Transformation und li-
nearen Transformationen erldutern, der auch zum Verstindnis weiterer Transformationen
wichtig ist. Der bekannteste Vektorraum, mit dem wir auch in der Bildverarbeitung zu-
meist auskommen, ist der R?. Generell ist ein Vektorraum V, dessen Elemente Vektoren
genannt werden, eine Menge iiber einem Grundkorper K, dessen Elemente Skalare ge-
nannt werden, mit einigen Gesetzen, die die Rechenregeln von Vektoren mit denen der
Skalare verbinden. Als Grundkoérper K betrachten wir nur R oder C. Eine Abbildung

(,()y:VxV —>K
hei3t Skalarprodukt, falls fiir alle ¢ € K und x, x1, x5, y1, y2 € V gilt:

(ex,y) = c-{x,y)
(x1 + x2, = (x1,y) + (x2,¥),

)
(x,y) = (y,x)
(x,x) =0<«—>x=0.

Aus (x, x) = (x, x) folgt, dass stets {x, x) € R gilt. Ebenso folgt sofort

(x,cy) =¢-{x,y)und
(x. 31+ »2) = (x. 1) + (x, ).

Ein Skalarprodukt ist in der Addition linear in beiden Koordinaten, in der Multiplikation
mit einem Skalar aber nur in der ersten und konjugiert linear in der zweiten Koordinate. Es
ist zu beachten, dass in der Physik, besonders in der Quantenphysik, ein Skalarprodukt als
linear in der zweiten und konjugiert linear in der ersten Komponente angesehen wird, da
diese Auffassung die Bra-Ket-Operatorenschreibweise von Dirac unterstiitzt. So schreibt
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man in der Physik gern (x|y) und in der Mathematik (x, y) statt (x, y). ||x|| := +/{x, x)
definiert stets eine Norm, die Linge des Vektors x.

Skalarprodukte sind auBerordentlich niitzlich, da man mit ihnen in einem Vektorraum
eine Geometrie einfithren kann, die unseren Anschauungen weitgehendst entspricht. So
kann man definieren, wann zwei Vektoren x, y aus V' senkrecht aufeinander stehen: Der
Vektor x steht senkrecht auf dem Vektor y, in Zeichen x L y, falls (x, y) = 0 gilt. Ei-
ne Orthonormalbasis by, . . ., by fiir einen Vektorraum V' ist nun eine maximale Menge
von paarweise senkrecht aufeinander stehenden Vektoren b; in V mit (b;,b;) = 1 fiir
alle b;. Fiir den R¢ ist jede Vektorraumbasis B8 = {by, ..., by_;} eine Orthonormalba-
sis, falls jeder Basisvektor b; in B die Linge 1 besitzt, also (b;,b;) = 1 gilt. Diese
Langennormierung kann man stets erzwingen, da eine Basis 8 = {by, ..., b,} stets zur
Orthonormalbasis wird, wenn man b; durch b; /||b;|| ersetzt. Mit einer Orthonormalbasis
B =1{by,..., by} lisst sich jeder Vektor x € V eindeutig als

d—1

x =Y (x.b)-b;

i—0

darstellen. Dies ist die sogenannte Fourier-Entwicklung von x zur Basis B mit den Fouri-
er-Koeffizienten (x, b;), die hier mit algebraischen Methoden ohne Bezug auf die harmo-
nische Analyse definiert ist.

Wir wollen jetzt Bilder als Vektoren eines geeigneten Vektorraums betrachten. Dazu
fassen wir ein zweidimensionales einkanaliges Bild / als Abbildung

1:[0,N[x[0,M[—C

in die komplexen Zahlen auf. / wird damit eine N x M -Matrix iiber C oder ein Vektor
im Vektorraum Cy ys aller N x M -Matrizen tiber C. Die Standardbasis des C y 5 ist

Bep:={Ei;j|0<i<NO0O=Zj< M}

wobei E; ; die N x M -Matrix ist mit 1 an der Koordinate (i, j) und O sonst. In dieser
Basis kann man ein Bild / schreiben als
N-1M-1

I=>"> "¢, Eij

i=0 j=0

wobei der Koeffizient ¢; ; natiirlich /(7, j) ist, der Pixelwert in / am Ort (i, j). In dieser
Standardbasis sieht ein Bild also genauso aus, wie wir es immer sehen. Jedes Basiselement
E; ; sagt, an welcher Stelle (i, j) wir das Bild / betrachten.

Nun konnen wir I aber als Vektor in Cy 3 auch in jeder anderen Orthonormalbasis
B = {by,...,by.y} des Cy p mittels einer linearen Koordinatentransformation darstel-
len. Diese N - M vielen Basismatrizen in B schreiben wir lieber mit Doppelindizes b, ,
mit0 <u < N,0<v < M als

B = 1{boo,.--bom-1.b10,.. . bN_1. M1}
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Mit der obigen Fourier-Entwicklung zur Basis 8 gilt dann

=

-1
I = (I’ bu,v) 'bu,v‘

v

g

Il
=3
Il
=}

u

Jede Orthonormalbasis und jedes Skalarprodukt des C y 5 liefert also eine eigene Fou-
rier-Transformation.

Unserem diskreten Fourier-Transformationpaar mita = b = \/13/_1\4 in Abschn. 8.2.2
liegt das normale Skalarprodukt von N x M -Matrizen A, B zugrunde mit

N—-1M-1

ZA(z J)-BG.J). (8.13)

i =0

\

Die hier gewihlte Orthonormalbasis ist

1
58:{—B”*”|O§u<N,O§v<M

~vNM

mit N x M -Matrizen o
B (i, j) = (FFi).

B ist eine Orthonormalbasis, was man wie folgt leicht ausrechnet:

N—1M—1
(B''.B") =3 D B"(i.j) B ))
i=0 j=0
= @2 I +5) . =2 i(F+3p)
i=0 j=0
N—1M-1
= 1=N-M,
i=0 j=0
also (ﬁB“*”, ﬁB"’”> = 1, und fiir u # u’ oder v # v’ folgt:
N—1M—1
<Bu,v,Bu’,v’> — Bu'v(i,j) . Bul'v,(l.,j)
i=0 j=0
i=0 j=0
N-1M-1

2 i(4bry
e (N M)mlta::u—u’,b::v—v’
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N—-1M-1
2 iai 2 ibj
= E € €
i=0 j=0
M—1 (N—l )
2 iai 2 ibj
= e N e M
j=0 \i=0
N—-1 [M-1
2 ibj 2 iai
= [ -C = 0,
i=0 \ j=0

denn es gilt schon 3"/ ) e? /T = 0 fiir beliebiges T € N und ¢ € Z mit 0 < |c| <
T. Dies liegt einfach daran, dass 7" komplexe Zahlen auf dem Einheitskreis mit einem
gleichen Abstand 2¢ /T in der Summe null ergeben. Formal: Z P 0 xk=xl=1)/(x—
1), also ZT:é 2¢ /T = (e2¢ 1-1)/(e* VT —1) = 0, wegene> ' = lunde* /T #£ 1.
Wegen 0 < [u—u'| < N,0 < [v—2'[ < M undu —u" # 0 oderv—v' # O, ist eine der
beiden obigen inneren Summen Z?QOI e ¥ oder Z?/I:Bl e“ " bereits gleich null.

Also bildet

By,'Z:% 7 0§u<N,0§v<M}
\/NM|

eine Orthonormalbasis des C y j,. Mit dieser Orthonormalbasis gilt nun

-1 M-1 Bu,v Bu,v
I = 1, : ,
X::O X_:O< \/NM> VNM

woraus unter Ausnutzen von Gl. 8.13 sofort die zu den GI. 8.9 alternative Form

N-—

._‘

M—1

.o 1 ‘—+”‘—j) .
1(i,)) = .‘Fuve W) mit
(i.j)= mu 0§ 1(u,v)
N-1M-1
1 o qfwi v
Fr(u,v) = N 1G, j)e” (N+MI)-

folgt. Die Gl.en 8.9 selbst erhdlt man, wenn man mit dem Skalarprodukt (A4, B)" :=
ﬁ (A, B) und der zu diesem Skalarprodukt orthonormalen Basis {B*"|0 <u < N,0 <
v < M} rechnet.

So hitten wir auch die diskrete Fourier-Transformation als eine lineare Koordinaten-
transformation in diese Orthonormalbasis By definieren konnen, sogar ohne jede Kennt-
nis einer harmonischen Analyse.

Die Cosinus-, Sinus-, Haar-Transformationen etc. sind nichts anderes als Basistransfor-
mationen eines Bildes in eine jeweils andere Basis des C 3. Die Cosinus-Transformation
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nutzt im Gegensatz zur Fourier-Transformation die gespiegelte Bildfortsetzung und ist
daher fiir die Bildverarbeitung natiirlicher. Sie wird z. B. zur Datenreduktion im JPEG-
Format eingesetzt.

8.2.7 Eigenschaften der diskreten Fourier-Transformation

Wir untersuchen hier einige Eigenschaften der diskreten Fourier-Transformation (DFT)
auf digitalen Bildern.

Linearitat
Die DFT ist linear, es gilt:
37;111-‘1-1712 = aj(:}l + bj(:}z
Das ist schon deshalb offensichtlich, weil die DFT algebraisch eine lineare Transfor-

mation in eine andere Basis ist.

Verschiebung
Die Verschiebung /_,, 5y des Bildes I um (a,b) € 72 ist

Lsap (@, j) =1 —a,j —b)
= I((i —a) mod N, (j — b) mod M).

Die Verschiebung ist mit der nicht gespiegelten iterativen Fortsetzung definiert. Bei einer
Verschiebung von / dndern sich in der DFT nicht die Amplituden, sondern ausschlie3lich
die Phasen. Es gilt der Verschiebungssatz

Fl oy W5 0) = e ! (% )Jq(u v),
|1 |71

—(ab) | =

Dies sieht man durch einfaches Ausrechnen:

| N ( . j)
.. -2 (W
Flun W, 0) = NM Ioapm(,j)-e oM
i=0 j=0
| Nz _ .
= — X[ —a,j—b)-e2i¥e 2 iw
NM 4 ‘ ( / )
i=0 j=0
1 A= (i—a)+ (=b)tvb
_ °°]l_a _b o ulaNua Zivijv
VM ( J—b)-

ERLELS 3 R S

i=0 j=0
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(N—-a)—1 (M—b)—1

721ua+vb 00 D jui 721]
(% )NM Z Z I(l ]) e Ne M

i=—a j:—
( b 1 N—1 M-1 )
=(1)6721"W“+W - ooIl eZlNe ig
NI - O,Zo (i)

= e_2 i(1;\’_u+vM_h)371(u’ U).

Die Umformung =" ergibt sich, da es wegen der Periodizitit von N in den Zeilen und
M in den Spalten egal ist, von wo ab man i und j laufen lésst, solange nur N bzw. M
unmittelbar aufeinander folgende Summanden benutzt werden.

Faltungssatz
Es seien I, I : Loc — Q zwei Bilder mit Loc = [0, N[x[0, M [. Die nicht gespiegelte
Faltung "¢ von Iy, I, ist

LD, j):= Y “hii-xj—yhxy).
(x,y)eLoc

Dies ist die natiirliche Faltung. Die von uns definierte Faltung mit einem Kern arbeitet
wegen der sinnvolleren Randbehandlung fiir Bilder mit der gespiegelten Fortsetzung 1>
und entspricht damit nicht der Standardfaltung der Mathematik.

Fiir I, I, sei I} © I, das punktweise Produkt mit

(I © L)@, j) = L. j)- L3, j).

Der Faltungssatz sagt, dass die Fourier-Transformation einer nicht gespiegelten Faltung
gleich dem punktweisen Produkt der einzelnen Fouriertransformationen ist:

lrod lrod lrod
Frsner, = F1, O Fp,.

Hierbei sind allerdings fiir die Fourier-Transformation der Faktor » = 1 und fiir die
Umkehrung der Faktor ¢ = 1/NM gefordert. Den Faltungssatz zeigt man leicht wie
folgt:

Frywer, (w0, v) = Z (I #" L), j)- e’ i(#+3)

(i,j)€Loc

Z Z LG —x,j—y)h(x,y) e’ i(%+5)

(i,j)€Loc (x,y)€Loc

S Y Sh-x -y ) Ly

(i,j)€Loc (x,y)€Loc
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= Y Sy ) Ly

(i,j)€Loc (x,y)€Loc

= Y Fupowywn - LX)

(x,y)eLoc
vy

:(1) Z ‘?711 (uv U) . Iz(x, y) . e*Z i(%+ﬁ)

(x,y)eLoc
= F1,(u,v) - Fr,(u,v).

= ist eine Anwendung des Verschiebungssatzes.
Eine wichtige Anwendung ist, dass man eine Faltung auf diskrete Fourier-Transforma-
tionen zuriickfiihren kann, denn es folgt sofort

Il *"& 12 = 3"‘_1(3‘4}1 © 3712),

wobei F ! die Riicktransformation aus dem Frequenzbereich in den Ortsbereich ist, die
jetzt mit dem Faktor a = 1/NM arbeitet. Mit der schnellen Fourier-Transformation aus
Abschn. 8.2.8 kann so eine Berechnung der Faltung beschleunigt werden. Wir wollen
versuchen, dies auf lineare Filter anzuwenden.

Esseien I : [0, N[x [0, M[ - Qein Bild, F = F?,, ein Fensterund K : F — Q ein
Kern. Die nicht gespiegelte Filterung von I mit K+ ist

(I K@) = ) X1 —x.] =) Kool y).
(x.y)eF

Damit gilt genau wie oben

Franeg (U, v) = Z Fr(u,v)- K(x,y)-e2 (% +5)
(x,y)eF

= Fr(u.v) - Fx(u,v),

wenn man |
Filu.v) = Y K(x,y)-e? (F5H)
(x.y)eF

setzt. Also gilt:
[+ K = FH(F )0 F(K)). (8.14)
Daraus ergibt sich eine Bedeutung fiir die Praxis, wenn fiir einen Kern K die Filterung

I; *® K fiir viele Bilder /; mit gleichem Ortsraum Loc berechnet werden muss. Man
berechnet einmal ¥ (K) und % (/;) fiir alle Bilder /; und wendet Gl. 8.14 an.
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Da wir die Faltung mit einer gespiegelten Bildfortsetzung definiert haben, wie es zur
Filterung mit Kernen in der Bildverarbeitung auch sinnvoll ist, wird die Gl. 8.14 mathe-
matisch gesehen fiir unser gespiegeltes Filtern falsch. Der Unterschied besteht nur in der
Behandlung des notwendigen Randes um /7, der bei kleinen Kernen K iiblicherweise sehr
schmal ist. Fiir Bilder mit einem hinreichend breiten homogenen Rand fallen die Pro-
bleme natiirlich fort. Daher ist das Problem nicht so kritisch, man arbeitet als wiirde der
Faltungssatz gelten, und die Fehler halten sich bei Kernen auf Fenstern mit kleinen Radi-
en in Grenzen. In vielen Biichern wird die notwendige Randbehandlung gar nicht weiter
erwidhnt.

Separabilitidtssatz
Ein Bild 7 : [0, N[ x [0, M[ — Q heilit auch separabel, wenn zwei eindimensionale
Bilder 7, : [0, N[ > Q, I, : [0, M| — Q existieren mit

1G,j)=1(i) L(j)fir0<i <N,0<j < M.

Dann gilt sofort:

F1Guv) = —— 1G, je > (#+#)
N - M =0 i=o
1 N—1M-1
= —— L) L(j)e? et
N-M = =0
1 N-—1
N I -2 111‘\} I -2 11\/]1
P 1(i)e ) Z 2(j)e

Rotation

Fiir die kontinuierliche Fourier-Transformation existiert ein Rotationssatz, der sich aber
so nicht auf die diskrete Fourier-Transformation iibertragen lésst und der daher gar nicht
vorgestellt wird. Der Begriff einer Rotation eines digitalen Bildes ist schon deshalb nicht
definiert, da nicht das Bild selbst, sondern dessen ,,Inhalt*, was das auch sein mag, gedreht
werden soll. Beginnen wir mit den drei Beispielbildern in Abb. 8.8, neben denen rechts
jeweils das Amplitudenspektrum angegeben ist. Das obere Bild I; ist ein waagerechter
Grauwertkeil von Schwarz nach Weil} iiber eine Linge von b, der Breite des Bildes. Im
mittleren Bild I, verlauft der Grauwertkeil von Schwarz nach Weif3 diagonal in 45° nach
rechts oben, allerdings jetzt in der Linge 2b. So ist der Bildinhalt, der Grauwertkeil,
zwar um 45° gedreht, aber auch um den Faktor /2 skaliert. Das untere Bild I zeigt I} zu
oI, fortgesetzt, um 45° gedreht und im Ortsbereich von /| wieder dargestellt. Weder I,
noch /3 sind sinnvolle Rotationen von /; und auch die Spektren sind untereinander keine
Rotationen.
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Abb. 8.8 Drei Grauwertkeile
I, I, und /5 und deren Ampli-
tudenspektren

Im Bild 7, haben wir keine harten Kanten, nur einen weichen Grauwertkeil. Dennoch
findet man im Amplitudenspektrum |7, | eine ausgeprigte Waagerechte. Diese stammt
von der extrem harten Kante in der periodischen Fortsetzung I beim Ubergang vom
rechten Rand in einem Schritt zum linken. Die Fourier-Transformation detektiert also in
I nicht vorhandene Kanten nur auf Grund der vorgenommenen periodischen Fortsetzung.
Diese periodische nicht gespiegelte Iteration ist fiir einen Praktiker der Bildverarbeitung
aber ziemlich uninteressant.

Im mittleren Bild /, haben wir in der periodischen Fortsetzung nicht ganz so harte, aber
immer noch deutliche Kanteniibergéinge vom rechten zum linken und vom oberen zum
unteren Rand, was zu einer ausgeprigten Waage- und Senkrechten im Fourierspektrum
fihrt. In I35 = I45c kommt neu noch die im Bild sichtbare sehr harte Diagonale hinzu, die
zur dritten Ausprigung der Diagonalen im Fourierspektrum fiihrt. Diese ,,Fehler* entste-
hen durch die nicht gespiegelte periodische Fortsetzung der Fourier-Transformation, die
im Rand unsichtbare Kanten virtuell einfiihrt. Besitzt ein Bild rundum einen homogenen
Rand konnen diese Fehler nicht auftreten.

Die Inhalte des oberen und unteren Bildpaars in Abb. 8.5 besitzen einen homogenen
weillen Bereich zum Bildrand und sind jeweils aus einer Rotation (und Verschiebung)
auseinander entstanden und diese Rotation findet man auch in deren Spektren wieder.
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Skalierung

Unter einer Skalierung eines Bildes / versteht man {iblicherweise eine Verkleinerung oder
VergroBerung des Ortsbereichs Loc; und Interpolation des Bildinhaltes in den neuen Orts-
bereich. Nehmen wir an, wir wollen ein Bild

I:[0,N[x[O,M[—Q
um einen Faktor a auf einen neuen Ortsbereich
[0, [aNT[x [0, [aM ][ - Q

skalieren. In I’ soll nur der Inhalt von I gespreizt (a > 1) oder gestaucht (¢ < 1) werden,
ohne neue Kanten oder Bildinhalte einzufiihren. Dazu kann man die Fourier-Transfor-
mierte F; wie folgt nutzen. Fiir a < 1 wird #; auf [0, [a N[ x [0, [a M ][ eingeschrinkt,
da keine hoheren Frequenzen im kleineren Ortsbereich vorkommen konnen, und mit der
inversen Fourier-Transformation zum neuen skalierten Bild zuriickgerechnet. Fiir a > 1
geht man analog vor, indem man den Wert O fiir alle neuen, hoheren Frequenzen wihlt
und ¥ auf den neuen Ortsbereich zu ¥} fortsetzt:

- Fr(u,v), fir0<u<N,0<v<M,
Fr(u,v) :=
0, sonst.

Die skalierte Version I’ von I erhilt man dann ebenfalls als & ~! (/). Diese Methode
liefert visuell sehr schone Skalierungen, ist aber langsam. In der Praxis verwendet man
daher meist andere, schnellere Interpolationsverfahren.

8.2.8 Schnelle Fourier-Transformation

Zur schnellen Berechnung der diskreten Fourier-Transformation in der Praxis sollte man
weitere Aspekte beachten. Werten wir in einer eindimensionalen DFT die Formel 8.7 fiir
jedes der N vielen u aus, wobei wir die Berechnungen der stets gleichen Exponenten
e~ %" bereits in einer LUT gespeichert haben, so bleiben N? viele komplexe Multiplika-
tionen und (N — 1)? viele komplexe Additionen. Der Aufwand dieser nicht optimierten
Berechnung ist also O(N?). Besonders schnell kann man die eindimensionale Fouri-
er-Transformation und ihre Umkehrung ausrechnen, wenn der Ortsbereich ein Intervall
[0,2"] ist. Man spricht dann von der klassischen Variante. Man kann in einem FFT (Fast
Fourier Transformation) genannten Algorithmus unter Speicherung geschickt gewihlter
Zwischenresultate nach dem Teile-und-herrsche-Programmierparadigma die notwendi-
gen Operationen fiir die eindimensionale DFT nach Gl. 8.6 von insgesamt O(N?) auf
O(N - log N) viele Operationen herunterbrechen. Das gilt auch fiir die Riickrechnung
eines Bildes aus der Fourier-Transformierten.
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Wir stellen diese Methode von Cooley und Tukey [17] kurz vor. Es sei [ : [0,2"[ - Q
ein eindimensionales Bild oder ein Vektor oder eine Folge von 2" Werten /(i) fiir0 < i <
2", N :=2",je nach Wahl des Modells, das die eigene Vorstellung besser unterstiitzt. Wir
wollen die Fourier-Transformierte %; mit

| V-l .
Fr(u) = 5 D 10 ¥
i=0
fiir 0 < u < N berechnen. Dazu zerlegen wir I in die beiden Teilfolgen

Igerade(i) = 1(21) und Iungerade(i) = 1(21 + 1)

der jeweiligen Lingen K := N/2 = 2"~!. Wir nehmen an, die beiden Fourier-Transfor-
mationen fﬂgm . und J(:}ungera 4« seien schon berechnet. Dann gilt fiir 0 < u < 2K —1:

2K—1

l sui
Fiw) = - Y 1) ¥
i=0

K—1 K-1
1 N _p ju2i . _p uitD)
= ﬁ (lg - I(Zl)e 2K 4+ E 1(21 + l)e 2K )

= i=0

1 (1 & . = _
_ Z D o Z . o
_E(? z'=01(2l)e ne lN.Ei:ol(h—i_l)e IK)'

Fir 0 < u < K ist die letzte Gleichung nichts anderes als

1 cu
E (?}gmade (M) + e_2 IW : ?}ungmade (7/[))

Fir K <u < 2K setzen wir v = u — K und diese Gleichung wird zu

! (i If I1(2i)e2 jogRY 42 iR 1 Ii 1Qi + 1)e? 1%)
2\ K K
i=0 i=0
= l (i S 1(2i)e_2 i +e? i%eizzl(“( . i Ii[(zi + 1)6_2 1%)
2\ K — K par
= %(Jc}gerade (U) - 672 i% ' J(:}ungerade (U))
Damit gilt

Fr(u) = 5(371gmde(u) +e2 0w, j«’lungmde(u)) fir0 <u <K und

1
Fi(u) = E(?’gﬂade w—K)—e? " F - K)) fir K <u < 2K
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und zur Berechnung der Fourier-Transformation eines Zeilenbildes der Lange N geniigt
eine zweimalige Berechnung einer Fourier-Transformation eines Zeilenbildes der halben
Linge. Solche Teile-und-herrsche-Algorithmen besitzen eine Laufzeit von O(N log N).

Die FFT-Technik gelingt auch fiir zweidimensionale Bilder eines quadratischen Orts-
bereichs [0,2"[ x [0,2"[. Dazu nutzt man die Separabilitit und fiihrt die FFT zuerst in
Zeilenrichtung durch mit O(N log N) Aufwand pro Spalte, also O(N?log N). Anschlie-
Bend wird auf den Ergebnisvektor eine weitere FFT angewendet. Der Gesamtaufwand ist
O(N?log N) = O(|I|log N) statt O(N*) bei direkter Berechnung nach GI. 8.10. Eben-
so kann man zuerst in Spalten- und danach in Zeilenrichtung eindimensionale Fourier-
Transformationen durchfiihren. Das gilt auch fiir eine d-dimensionale Fourier-Transfor-
mation. Da FTTs pro Dimension durchgefiihrt werden kdnnen, bleibt der Gesamtaufwand
bei O(|1|log N).



Elementare Merkmalel

Bislang haben wir mit linearen und nicht linearen Filtern, der Fourier-Transformation und
der Morphologie Operationen auf Bildern kennen gelernt, die vom Bildinhalt unabhéingig
sind. In diesem Kapitel beginnen wir, gezielt nach ersten einfachen Merkmalen in Bildern
zu suchen, mit deren Hilfe man in der Bildanalyse auf Bildinhalte zu schlieen versucht.
Die ersten dieser elementaren Merkmale werden Kanten, einfache geometrische Formen
und Eckpunkte sein.

9.1 Kanten

Im menschlichen Sehen findet die erste Bildvorverarbeitung zu einer Kantendetektion
bereits auf der Retina statt. In der Bildverarbeitung haben wir dazu als erste Schritte
die ersten oder zweiten Ableitungen und die Differenz DoG von Gaullfiltern eingefiihrt.
Wir wollen jetzt darauf aufbauend eine Methode vorstellen, Kantenverldufe in digitalen
Bildern automatisch zu finden. Der Begriff eines Kantenverlaufs ist dabei nicht mathe-
matisch exakt definierbar. Fiir das menschliche Sehen kénnte man einen Kantenverlauf
als eine Grenze zwischen unterschiedlichen Objekten im Bild auffassen. Allerdings ist
das menschliche Sehen von Objekten ein komplexer Vorgang, der auch vom individuellen
Wissen des sehenden Menschen abhéngt.

So sieht man in der Abb. 9.1, einer Variante des Nocube von Ladenthin aus [59], die
Kanten eines Wiirfels, ohne dass diese Kanten physikalisch im Bild vorhanden sind. Falls
diese Kanten nicht bereits auf der Retina in der Bildvorverarbeitung des Auges erzeugt
werden — wovon man ausgeht —, muss dies im priméren visuellen Cortex geschehen. Oh-
ne unser Wissen iiber Wiirfel wiren diese Kanten dann wohl auch fiir uns Menschen nicht
sichtbar. Etwas Gesehenes zu erkennen ist nicht moglich, ohne etwas iiber das Gesehe-
ne schon zu wissen. Der Rechner kann auf solch ein Weltwissen nicht zuriickgreifen.
Im Gebiet des Rechnersehens sollen im Bild automatisch gewisse Objekte erkannt wer-
den (allerdings sollte man besser ,,gefunden werden* als ,,erkannt werden* sagen). Dabei

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2015 199
L. Priese, Computer Vision, eXamen.press, DOI 10.1007/978-3-662-45129-8_9



200 9 Elementare Merkmale |

Abb. 9.1 Optische Tduschung. P
Sichtbare, aber nicht vorhande- 4D Y4

ne Kanten (A "

¢ v

wird hiufig ein automatisch analysierter Kantenverlauf als Hilfsmittel zur Objektdetektion
benutzt. In der generellen problemunabhingigen Kantendetektion sollen nun ohne jedes
Objektwissen nur aus den Pixeldaten im Bild Kantenverldufe detektiert werden.

9.1.1 Kantenbegriff

Der Begriff der Kante ist nicht formal definiert, es existieren nur intuitive Konzepte. Im
Englischen heif3t Kante edge und Ecke heifit corner, man sollte nicht edge und Ecke ver-
wechseln. Als einfachstes Konzept kann man eine Kante als eine Grenze zwischen zwei
homogenen Regionen auffassen. Eine Region heifit dabei homogen oder ein Segment, falls
alle ihre Pixel im Wertebereich dhnlich sind. Wir werden Segmente ausfiihrlich in Kap. 10
behandeln. Eine Kante ist dann die Grenzlinie zwischen zwei benachbarten Segmenten.
Fiir Texturen wird es noch schwieriger, Textursegmente und Texturkanten einzufiihren, da
hier aufwindigere statistische Merkmale benotigt werden. Eine Linie ist, zur Abgrenzung
gegeniiber einer Kante, ein schmaler, langlicher Bereich von hohen (bzw. niedrigen) Pi-
xelwerten, der von niedrigen (bzw. hohen) Pixelwerten umgeben ist. Diese Definition ist
leider noch informeller und ungenauer als die fiir Kanten. Aber es existiert keine allgemein
akzeptierte formale Definition dieser Begriffe.

Der Einfachheit halber betrachten wir hier orthogonale ein- oder zweidimensionale
einkanalige digitale Bilder / : Loc — Val mit Loc = [0, N[ oder Loc = [0, N[ x [0, M|
und Val = [0, 2"[. Abbildung 9.2 zeigt Profile des Werteverlaufs in Val von Kanten- und
Linienpunkten in einem eindimensionalen Bild, idealisiert fiir kontinuierliche Definitions-
und Wertebereiche.

Abb. 9.2 Idealisierte Darstel- Kanten

lung von Grauwertprofilen von
Kanten (oben) und Linien (un- % / ‘I’
ten). Ein idealer Detektor sollte

jeweils an der mit einem Punkt

. Linien
markierten Stelle ansprechen
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Abb. 9.3 Ein Kantenprofil mit Kantenprofil 1. Ableitung 2. Ableitung

1. und 2. Ableitung ‘ A

Abbildung 9.3 zeigt die erste und zweite Ableitung eines idealisierten Kantenprofils.
Damit liegen zwei Wege zur Kantendetektion auf der Hand: Untersuche die Maxima der
ersten Ableitung oder die Nullpunktdurchgénge der zweiten Ableitung.

Ein Kantenpunktkandidat ist ein Ort p in Loc;, der als Ort einer Kante in Frage kommt.
Wegen einer recht hohen ersten Ableitung in p, oder einer Nullstelle der zweiten Ablei-
tung, die dann aber eine positive und eine negative zweite Ableitung in unmittelbarer
Nihe besitzen muss, oder auf Grund anderer Uberlegungen kann es sein, dass ein Ort
als Kantenpunktkandidat gesetzt wird, der aber in den zu entwickelnden Kantendetek-

tionsverfahren spéter wieder verworfen wird. Die im jeweiligen Algorithmus am Ende
verbleibenden Kantenpunktkandidaten sind dann die gefundenen Kantenpunkte. Zu be-
achten ist, dass es keine objektive Eigenschaft eines Ortes in einem Bild ist, Kantenpunkt
zu sein, sondern das Ergebnis eines mehr oder weniger guten Algorithmus. Ein Kantenzug
ist dann eine zusammenhingende Menge von Kantenpunkten.

9.2 Canny-Kantendetektion

Canny stellte in [14] (Nachdruck in [15]) Ende der 80er-Jahre des 20. Jahrhunderts einen
komplexeren Algorithmus zur Kantendetektion vor, der heute als Canny-Operator be-
kannt ist. Der Name Operator ist nicht im Sinn eines linearen oder nicht linearen Opera-
tors, der auf einem Fenster operiert, zu verstehen, sondern als Synonym fiir einen Algo-
rithmus, der eine Operation ausfiihrt. Der Canny-Operator wandelt ein zweidimensionales
Bild I : Loc — Val in ein Binérbild B : Loc — {0, 1} um, dessen 1-Werte Linien einer
Breite von einem Pixel sind, die die Kanten im Bild / représentieren. In seiner Arbeit
stellt Canny drei Forderungen:

e cine gute Kantendetektion, die vorhandene Kanten auch findet und keine falschen Kan-
ten — etwa wegen eines Hintergrundrauschens,
eine gute Lokalisation der Kantenorte und

e keine Mehrfachdetektion einer einzelnen Kante.

Betrachten wir Grauwertiibergidnge wie etwa in Abb. 9.2, so wird deutlich, dass es
schwierig werden kann, in solch einem Ubergang genau einen Punkt als Kantenpunkt
auszuzeichnen, wie es Canny fordert. Er argumentiert wie in der Physik iiblich in der
euklidischen Ebene R? mit differenzierbaren und integrierbaren Funktionen und einem
unterliegenden Gauf3’schen Rauschen. Fiir das Modell einer verrauschten Kante schlédgt er
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Abb. 9.4 Schema des Canny-Algorithmus

eine LoG-Operation zur Lokalisierung von Kantenpunktkandidaten und eine Analyse der
Nullpunkte der ersten Abbleitungen des gauflgefilterten Bildes zur Erstellung einer Gradi-
entenkarte vor, um die Richtungen der Kantenverldufe zu schitzen. Eine Verfolgung von
Kantenverldufen erfolgt gemifl diesen Gradienten und zwei Hysterese-Schwellwerten.
Unter Canny-Operatoren versteht man heute Approximationen dieser Ideen im Diskre-
ten mit kleinen Fenstern.

Zur Erstellung einer Gradientenkarte verwendet Canny Faltungen mit Gaufl und Sobel
in x- und y-Richtung, wobei es egal ist, ob man zuerst Gau3 oder Sobel anwendet.

9.2.1 Uberblick

Es seien I : Loc — Val ein orthogonales zweidimensionales Bild mit Loc C 72, Val C
Q,und V; : Loc; — Q2 mit V;(p) = (V}‘ (p). V{(p)) eine Gradientenkarte von I, die
in VIH (p) die Stirke der ersten Ableitung am Ort p und in Vf (p) die Richtung dieser Ab-
leitung am Ort p darstellt. Wir gehen hier einfach von der Existenz einer Gradientenkarte
aus und es soll uns nicht interessieren, mit welchen Techniken diese erstellt wurde. Die
Aufgabe ist es, aus dem Gebirge des Gradientenbildes ein Linienbild von Hohenziigen zu
gewinnen, in dem jede Linie nur ein Pixel breit ist. Dazu werden drei Schritte verwendet.
In einem eher vorbereitenden Schritt wird die Gradientenkarte auf acht Hauptrichtungen
reduziert. In einer Nicht-Maximum-Unterdriickung werden die Nebenmaxima direkt ne-
ben einer geschitzten Kantenlinie entfernt. In einem letzten Hysterese-Schritt wird eine
geschitzte Kantenlinie entlang ihrer Richtung auch iiber nicht so ausgeprigte Maxima
fortgesetzt. Das Hysterese-Verfahren benotigt dazu zwei Schwellwerte sy, s, mit 57 < §;
als Parameter, die festlegen, welche Orte als Kantenpunktkandidaten und dann als Kan-
tenpunkte in Frage kommen. Abbildung 9.4 visualisiert die Hauptschritte des Canny-
Algorithmus.

9.2.2 Details

Wir betrachten die drei Schritte reduzierte Gradientenkarte, Nicht-Maximum-Unter-
driickung und Hysterese im Detail.
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Abb. 9.5 Fluss von L g+l
Hauptrichtungen
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Reduzierte Gradientenkarte. Eine Gradientenkarte V;(p) = (VIH (p). V¥ (p)) sei zu
einem Bild / gegeben. Fiir eine reduzierte Gradientenkarte Vi*! werden in V; die Gradi-
entenbetrige VIH beibehalten, aber die Gradientenrichtungen Vf auf die acht Hauptrich-
tungen —, <, ', /", 1, |, N\ und \  reduziert. Jeder Winkel ¢ in Vf wird der Hauptrich-
tung zugeordnet, der er am @hnlichsten ist. Liegt o genau 22,5° von zwei Hauptrichtungen
entfernt, ist es egal, welcher man « zuschlédgt. Abbildung 9.5 zeigt einen Ausschnitt aus
V;ed'l, der einen ,,Fluss* der Hauptrichtungen darstellt. Die Flussfortsetzungen eines Or-
tes p € Loc; sind die beiden Orte unmittelbar nach und vor der Hauptrichtung am Ort
p- So sind die Flussfortsetzungen von (i, j) in Abb. 9.5 die Orte (i + 1,j — 1) und
(i —1,j + 1). Die Flussfortsetzungen von (i + 1, j) sind (i + 2, j) und (7, j). Fluss-
fortsetzung zu sein ist keine Nachbarschaftsrelation, da sie nicht symmetrisch sein muss.
So ist im Beispiel (i, j) eine Flussfortsetzung von (i + 1, j), aber (i + 1, j) ist keine
Flussfortsetzung von (i, j).

Nicht-Maximum-Unterdriickung. Ein Kantenpunktkandidat ist jeder Ort p in Loc;, an
dem ein Gradientenbetrag grofer als der erste Schwellwert s; vorliegt. Ein Kantenzug
durch p wird dann etwa quer zur Hauptrichtung V}ed’é( p) laufen. Besitzt eine Flussfort-
setzung p’ von p einen hoheren Gradientenbetrag als p, so wird die Kante mit einer
hoheren Wahrscheinlichkeit durch p’ als durch p laufen. p wird in diesem Fall ,,entfernt,
indem der Wert VIH (p) auf null gesetzt wird.

Wir wenden also auf V}‘ eine Variante nmugg des Nicht-Maximum-Filters an, der VIH
in nmuFF(Vy) filtert mit

V}‘ (p) < 51 oder es existiert eine Fluss-
nmupp(V}‘)(p) = fortsetzung p’ von p mit V}‘ (p) > V,H (p),
V}‘ (p), sonst.

Hierbei werden also in Gradientenrichtung nur lokale Maxima zugelassen, deren Gra-
dientenbetrag zusitzlich nicht kleiner als s; sein darf. Lokal ist hier sehr streng gewéhlt,
da nur in eine Entfernung von einem Pixel geschaut wird. Die Nicht-Maximum-Unter-
driickung diinnt die zu findenden Kantenziige aus und sorgt dafiir, dass Kantenziige nicht
breiter als ein Pixel werden. nmugg ist das erste Filter in diesem Buch, das nicht auf einem
Fenster operiert.
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Hysterese-Schwellwert-Verfahren. Hier wird festgelegt, welche Kantenpunktkandida-
ten zu Kantenpunkten werden. Zuerst werden initiale Kantenpunkte festgelegt. Das wird
jeder Ort p in Loc;, dessen Gradientenbetrag V}‘ (p) groBer als der Schwellwert s, ist.
Eine Fortsetzung eines bereits gefundenen Kantenpunktes p wird nicht in der Flussfort-
setzung von p gesucht, sondern in den Orten quer zur Hauptrichtung in p. Die rechten
(linken) Querfortsetzungen von p sind die drei Orte im Maximumsabstand 1 rechts (bzw.
links) von der Hauptrichtung in p. In Abb. 9.5 sind die rechten Querfortsetzungen in (i, j)
somit die Orte (i + 1,7),(i + 1,j + 1),(i,j + 1) und die linken sind (i, j — 1), (i —
1,7 —1),(i — 1, j). Der Ort in der rechten Querfortsetzung von p mit maximalem Gra-
dientenbetrag heillt rechter Nachbar von p, analog ist der linke Nachbar definiert. Ob
diese Nachbarn als Kantenpunkt in Frage kommen, hiingt wieder von deren Gradienten-
betrigen ab. Ein rechter (oder linker) Nachbar p’ von p wird als Kantenpunkt gesetzt,
falls V,H (p') > s gilt. Von diesen beiden Nachbarn von p wird also nicht mehr erwartet,
dass ihre Gradientenbetriige s, liberschreiten, es geniigt s; zu iiberschreiten. Der Name
Hysterese bedeutet den Fortgang einer Wirkung nach Wegfall deren Ursache. Genau das
geschieht hier bei der Fortfithrung der Kante: Obwohl ein Ort p’ zu schwach ist, um selbst
als Startpunkt fiir einen Kantenzug zu dienen (Ursache: VIH (p') > s, ist entfallen), reicht
es (V}‘ (p") > s1), um Kante auf dem zu bildenden Kantenzug zu werden.

Abbildung 9.6, oben, zeigt das Resultat einer Anwendung des Canny-Kantendetektors
auf das Beispielgebdude 1 mit den Parametern s; = 0,1 - s, und s, = 0,8. s; und s, sind
keine absoluten, sondern prozentuale Parameter. Die Forderung g > s, = 0,8 fiir einen
Gradientenwert g bedeutet hier, dass g groBer als 80 % aller Gradientenbetrige, die selbst
> 0 sind, sein muss. Vorgefiltert wurde mit Gaull mit o0 = 0,5.

Man kann auf die Gaulfilterung verzichten und / anders glitten. Hierbei bieten sich
natiirlich nicht lineare Filter an, die zugleich in homogenen Bereichen glitten und bei Kan-
teniibergénge die Kontraste verstirken, wie das snn- oder Kuwahara-Filter. In Abb. 9.6,
unten, wurde das Bild einmal mit Kuwahara vorgefiltert, bevor der Canny-Kantendetektor
mit den gleichen Parametern s; = 0,1, s, = 0,8 ohne Gaulfilter angewendet wurde. Es
ist schwer zu sagen, welches Kantenbild vorteilhafter ist. Bei einer Vorfilterung mit Ku-
wahara ist das Kantenbild deutlich aufgerdumter, dafiir fehlen einige Kanten in vertikaler
Richtung.

9.3 Hough-Transformation

Eine wichtige Methode zum Finden geometrischer Formen in Bildern ist die Hough-
Transformation, benannt nach Paul Hough, der sie in einem U.S.-Patent [48] aus 1962
einfiihrte. Sie wurde von ihm zur automatischen Analyse von Aufnahmen aus Blasen-
kammern eingesetzt. Allerdings hat die Version im U.S.-Patent wenig Ahnlichkeit mit der
modernen Variante, die wir hier vorstellen werden. An dieser Variante waren mehrere Au-
toren beteiligt. Einen Uberblick iiber diese Entwicklung gibt Hart in [37]. Wir werden
hier die eigentlich recht einfache Grundidee vorstellen und danach die Technik im Detail
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Abb. 9.6 Canny-Kantendetektion. Resultat von Beispielgebidude 1, oben mit vorheriger Gauffilte-
rung, unten mit vorheriger Kuwahara-Filterung

fiir Geraden und anschlieend kurz fiir Kreise und generelle nicht parametrisierte Formen
erldutern.

Ausgangspunkt sind ein zweidimensionales Bindrbild B : [0, N[ x [0, M[ — {0, 1}
und eine zweidimensionale geometrische Form G. Mit geometrischer Form meinen wir
hier Abstrakta wie Gerade, Kreis, Ellipse etc. Gesucht werden Vorkommen der Form G
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oder zu G #hnlicher Formen in B. Eine geometrische Form G C R? heift k-dimensional

parametrisierbar, falls eine Formel F; mit k Parametern ay, .. .,a; € R existiert mit
G ={(x.y) €R’| Fg(x.y.ai.....ar) = O}, ©.1)
Eine Instanz von G ist nun jede durch einen Vektor i = (ay, . ..,a;) € R¥ beschriebene

Teilmenge G, := {(x.y)| Fg(x,y.ai,...,a;) = 0} im R2. Der Ort (x, y) liegt also auf
der Instanz Gy, falls Fg(x, y,h) = 0 gilt. In einem diskreten Ortsbereich muss entspre-
chend Fg(x, y, h) < s fiir einen zu wihlenden Schwellwert s gelten, damit der Ort (x, y)
zur Instanz G gehort.

So ist beispielsweise die Form ,Kreis* als K := {(x, y)| (x—a1)*+(y—a2)*—a} = 0}
dreidimensional parametrisierbar und K 1) ist eine Instanz dieser Form, und zwar der
Kreis mit Radius 1 um den Nullpunkt (0,0) im R2. Eine Aufgabe kann nun etwa im Auf-
finden von solchen Instanzen von Kreisen in einem Rechteck R = [0, N[g x [0, M [R
bestehen, die vollstindig in R enthalten sind und deren Radien innerhalb gewisser Gren-
Z€N Fiin, Fmax liegen. Damit interessieren in diesem Beispiel nur Kreise K, mit p € Hy =
{(ay,as,a3) € R3| rpin < a3 < rmax,a3 < a; < N —as,as < a, < M —as}. In digitalen
Bildern arbeiten wir nur mit endlich vielen diskreten Daten. Man wéhlt eine moglichst
kleine endliche Teilmenge Hg des QF, so dass alle interessanten Instanzen einer Form G
eine Parametrisierung innerhalb von Hg besitzen. H heifit dann der Hough-Parameter-
raum fiir G und eine Instanz G;, wird mit ihrer Parametrisierung / identifiziert. In einem
Binirbild B interessieren dann diejenigen Pixel, die zu einer gesuchten Instanz G, geho-
ren. Diese nennt man Zeugen fiir G;,. Damit ist ein Pixel P € B genau dann ein Zeuge fiir
eine Instanz h € Hg, falls val(P) = 1 gilt und | Fg (loc(P), h)| < s fiir einen Schwell-
wert s ist. P muss also zum Vordergrund in B gehoren (val(P) = 1) und auf der Instanz
G, liegen, was im Diskreten Fg (loc(P), i) nahe null bedeutet. Diejenigen Instanzen, die
insgesamt die meisten Bestitigungen durch Zeugen erhalten, sind die im Binérbild ge-
fundenen Instanzen des gesuchten geometrischen Objekts. Die Bestitigungen werden in
einem so genannten Akkumulator gesammelt. Formal ist der Akkumulator oder Hough-
Akkumulator Ag fiir G ein k-dimensionales Histogramm

Ag : Hg — N,

das die Zeugen fiir Gy, zéhlt. Ag(h) = m sagt, dass m Vordergrundpixel auf der Instanz
G, im Bild B vorkommen. Damit sieht eine Suche nach Instanzen einer geometrischen
Form G mittels einer Hough-Transformation wie folgt aus:

e Wahl eines endlichen Parameterraums Hg,
e fiir P € Bmitval(P) =1
fiir h € Hg mit loc(P) ist Zeuge fiir h
erhohe Ag (h) um 1,
e analysiere das Gebirge in Ag.
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Die nach der Analyse von Ag erkannten Gipfel entsprechen den in B vorkommenden
Instanzen der geometrischen Form G mit den meisten Zeugen, also den ausgeprigtesten
Instanzen.

Entscheidend in diesem Vorgehen ist, dass man von Pixeln mit Wert 1 ausgehend den
Akkumulator aufbaut. Man konnte auch die Parameter in Hg systematisch durchlaufen
und fiir jeden Parameter 1 € Hg den Akkumulator Ag (k) auf m setzen, falls die Instanz
G}, im Bild auf m Orte mit Wert 1 trifft. Das Problem dabei ist nur, dass | Hg| meist riesig
gegeniiber |Locg| ist. Ein Schleifendurchlauf fiir P € B sollte also weniger Schritte als
ein Durchlauf fiir 7 € Hg bendétigen. Solch ein Durchlauf kommt in der Zeile

fiir h € Hg mit loc(P) ist Zeuge fiir 1
vor. Hier ist es notwendig, dass man alle Instanzen 7 € Hg, fiir die loc(P) Zeuge ist,
schneller bestimmen kann, als ganz Hg zu durchlaufen. Gelingt dies nicht, lohnt sich
ein Vorgehen mittels Hough-Transformation nicht. Wir werden nun genauer analysieren,
wie man die Hough-Transformation in der Praxis anwenden kann, und beginnen mit der
einfachen geometrischen Form Gerade.

9.3.1 Gerade, Strecke, Strahl

Eine mathematische Gerade g im R? ist eine Teilmenge des R?, die einer Gleichung
g = {(x,y) € R?’|ax +by + ¢ = 0} mita,b,c € R, ab # 0 geniigt. Damit hat eine
Gerade keine Richtung und keine Endpunkte. Fiir zwei verschiedene Punkte p;, p, im R?
bezeichnet p; p, die ungerichtete Gerade, auf der p; und p, liegen. Eine Strecke ist eine
Teilmenge einer Geraden g zwischen zwei Punkten p,, p, auf g mit p; # p,. p; und p,
sind die Endpunkte dieser Strecke, der euklidische Abstand zwischen p; und p, ist die
Linge der Strecke. Pips = {p1 +1(psr — p1)| 0 <t < 1} ist die gerichtete Strecke von
p1 nach p,. Eine ungerichtete Strecke zwischen p; und p, bezeichnen wir ebenfalls mit
m, nur dass jetzt die Richtung ignoriert wird. Bei einer gerichteten Strecke m kann
man kanonisch von den Punkten links und rechts dieser Strecke sprechen. Damit meint
man Punkte links oder rechts der Geraden pj p, in Richtung von p; nach p,. Ein Strahl
ist eine Halbgerade, also eine Teilmenge einer Geraden g bis zu einem Endpunkt p auf g.
Einem Strahl ordnet man tiblicherweise eine Richtung vom Endpunkt weg zu, womit der
Endpunkt eigentlich der Startpunkt ist.

In der Mathematik sind zahlreiche Parametrisierungen von Geraden bekannt. Wir stel-
len die wichtigsten kurz vor. Abbildung 9.7 zeigt eine Gerade im R?.

Eingezeichnet ist das Koordinatensystem von R? mit x- und y-Achse und Nullpunkt
N und eine Gerade g mit deren Schnittpunkten X und Y mit der x- und y-Achse (die
nicht immer vorhanden sein miissen), dem Lotpunkt L, durch den das Lot zum Nullpunkt
geht, und die Winkel y und o zwischen der Geraden bzw. dem Lot der Geraden und der
positiven x-Achse. L heifit auch Fufpunkt (des Lots). L ist fiir jede Gerade g vorhan-
den. Wir nennen den Winkel y auch den Steigungswinkel und den Winkel o auch den
Lotwinkel der Geraden g. Die Steigung m einer Geraden nicht parallel zur y-Achse ist
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Abb. 9.7 Eine Gerade g im y
Koordinatensystem des R? g
) /
O
X 7 \ X
— N
m = arctany = |Y|/|X|. Fiir eine Gerade parallel zur x-Achse setzen wir den Stei-

gungswinkel auf 0°. Da eine Gerade keine Richtung besitzt, gilt stets 0° < y < 180°.
Dies gilt fiir den Lotwinkel nicht, da das Lot eine Strecke zwischen dem Lotpunkt der
Geraden und dem Nullpunkt des Koordinatensystems ist. Verschieben wir die Gerade g
in Abb. 9.7 parallel nach unten, so dass sie im Punkt —Y die y-Achse schneidet, so bleibt
ihr Steigungswinkel gleich, aber ihr Lotwinkel wird zu 180° + y.

Allgemeine Geradenform
Die allgemeine Geradengleichung lautet:

ax +by +c=0.

Thre Parameter sind a, b, ¢ mit ab # 0. Sie beschreibt die Gerade
Zabe = {(x.y) € R*| ax + by + ¢ =0}

und wurde zur Definition unseres Geradenbegriffs benutzt. Fiira # 0ist X = (—c/a,0),
fir b # 0ist Y = (0,—c/b). Spezialfille sind ¢ = 0 mit einer Geraden durch den
Nullpunkt (0,0), ¢ = 0 mit einer Geraden parallel zur x-Achse und » = 0 mit einer
Geraden parallel zur y-Achse. Die Steigung der Geraden ist —a /b fiir b # 0.

Hauptform
Die Gleichung der Hauptform lautet:

y =mx + b.

Sie beschreibt natiirlich die Gerade g,,, = {(x,y)| y = mx + b} mit einer Steigung
m und Schnittpunkt Y der y-Achse bei (0, ). Geraden parallel zur y-Achse konnen mit
der Hauptform nicht beschrieben werden. Die Parameter sind m und b.

Achsenabschnittsform
Die Gleichung der Geraden g, ; in Achsenabschnittsform lautet:
Y

x
-4+ ==1.
a+b
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Ihre Parameter sind «, b. Sie schneidet die y-Achse in (0, ) und die x-Achse in (0, a)
und ist damit nicht zur Beschreibung von Geraden parallel zur x- oder y-Achse geeignet.

Zwei-Punkte-Form
In der Zwei-Punkte-Form wird eine Gerade g,, ,, durch zwei Punkte p; = (xi, y1),
P> = (x2, ¥2) des R? beschrieben. Thre Parameter sind damit x1, y;, X2, y» und die Gera-

dengleichung lautet:
yY—hi _—n
X—X X2—XxI

Punkt-Steigungsform
Die Gleichung der Geraden g, in Punkt-Steigungsform mit p = (x1, y;) lautet:

Yy —y1 =m(x — xp).

Damit haben wir drei Parameter x;, y;, m. Diese Gerade hat die Steigung m und geht
durch den Punkt (x;, y;). Geraden parallel zur y-Achse kdnnen so nicht beschrieben wer-
den.

Hesse-Form
Die Gleichung der Geraden g, 4 in der Hesse-Form oder hesseschen Normalform lautet:

xcosa + ysina =d,

mit den beiden Parametern o und d. d ist dabei die Linge des Lots, also die Entfernung
der Geraden zum Nullpunkt des R?, und « ist der Winkel des Lots zur positiven x-Achse.
Thre Steigung ist — cot .

Gilt x cosa + ysina = d, so gilt auch

x cos(o + 180) + ysin(o + 180) = —xcosa — y sin = —d.
o, d und o + 180°, —d parametrisieren also die gleiche Gerade, es gilt:

8a.d = &a+180°,—d -

LotfuBBform

In der Lotfuflform wird eine Gerade g; nur durch den FuB3 L des Lots zum Nullpunkt
beschrieben. Die Gerade selbst lduft also senkrecht zum Lot durch den Lotfuf}. Damit
lassen sich alle Geraden eindeutig parametrisieren, die selbst nicht durch den Nullpunkt
laufen.

Die verschiedenen Parametrisierungen haben unterschiedliche Dimensionen, von 2 in
der Hesse-Form und Lotfuflform bis zu 4 in der Zwei-Punkt-Form. Die Hough-Transfor-
mation fiir Geraden arbeitet mit der Hesse-Form, die wir daher etwas niher betrachten.

Alle Punkte (x,y) des R?, die xcosa + ysina = d erfiillen, geniigen auch y =
(d —x cos &)/ sin o und liegen auf einer Geraden einer Steigung — cos ¢/ sine = — cot «.
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Sie schneidet die x-Achse in X = d/cos« und die y-Achse in Y = d/sina. Sie besitzt
den Normalenwinkel o. Dies sicht man wie folgt: Betrachten wir den Punkt e!* auf dem
Einheitskreis mit Winkel . Seine Darstellung im R? lautet wegen e = cosa + isin«

einfach nur
cos o
sin

Die Gerade g’, deren Punkte (x, y) alle senkrecht auf diesem Vektor stehen, erfiillen

9 el FR (8 A | B

also xcosa + ysine = 0. Diese Gerade g’ geht durch den Nullpunkt. Die Gerade
ga.d» die xcosa + ysina = d erfiillt, ist eine Verschiebung von g’, also mit gleichem
Normalenwinkel «. Thre Hohe /4, die Entfernung vom Nullpunkt, berechnet sich wegen
cosa = h/X zu

h=Xcosa = cosa =d.

oS &

9.3.2 Hough-Transformation fiir Geraden

Es sei B : [0, N[ x [0, M[ — {0, 1} ein zweidimensionales Binirbild. Die Hough-
Transformation fiir Geraden sucht nun die in B im Vordergrund vorkommenden Geraden.
Entscheidend ist, welche parametrisierte Geradenform man verwendet. Hough benutzte
in [48] die Hauptform. Duda und Hart schlugen in [22] die deutlich vorteilhaftere Hesse-
Form vor, die heute nur noch verwendet wird.

Erstellung des Hough-Akkumulators

Als einen abstrakten Hough-Parameterraum Hp fiir B konnte man in einem Gedanken-
spiel Hg = [0,360[r x R wihlen mit [0,360[g fiir die Normalenwinkel und R fiir
die LotfuBentfernung zum Nullpunkt. Dies ergibt einen abstrakten Hough-Akkumulator
A p. Hp — N.

Es sei P ein Vordergrundpixel in B. P ist Zeuge fiir alle Geraden, die durch loc(P)
laufen. Fiir einen festen Winkel « lduft die Gerade g, genau dann durch loc(P) =
(xp,yp), falls

d = xpcosa + ypsinw

gilt. Damit erhélt man sofort folgendes einfache Schema fiir den Aufbau des Hough-Ak-
kumulators:

e fiir (xp, yp) € [0, N[ x [0, M[ mit B(xp, yp) = 1:

o fiir o € [0,360[R:
o d :=xpcosa + ypsina, Ag(a,d) := Ag(a,d) + 1
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Abb. 9.8 Die Geradenko- y
ordinaten fiir die Hough- 0 M
Transformation mit dem Null- ol 1 y
punkt N’ verschieden vom L
Nullpunkt der Bildkoordinaten o \051
X
N = (0,0)
L
? 82
N

Diese Idee lisst sich leicht in die Praxis umsetzen. Da wir Geraden, die durch ein zwei-
dimensionales Binérbild B laufen, parametrisiert beschreiben, miissen wir leider zwei
unterschiedliche Koordinatensysteme beachten. Das BV-Koordinatensystem fiir den Orts-
bereich von B und ein geometrisches Koordinatensystem fiir die Parameter o und d der
Geraden im R?. Fiir die Hough-Transformation ist es vorteilhaft, den Nullpunkt Nul[ des
geometrischen Koordinatensystems in die Bildmitte zu legen. Damit gilt fiir die Koordi-
naten (N,, Ny, ) dieses Nullpunkts Null

S A e |

Abbildung 9.8 visualisiert die Situation.

Die beiden Geraden g; in dieser Abbildung besitzen die Parameter «;, d;, wobei d;
der Abstand von L; zum Nullpunkt ist. L, L, miissen fiir die Bestimmung von « und d
natiirlich im geometrischen Koordinatensystem gemessen werden.

Es sei p = (x,,y,) ein Ort in Locg = [0, N[ x [0, M[ im BV-Koordinatensystem
gemessen. Dann ist x, die Zeile und y, die Spalte. Eine Zeile wird im geometrischen

Koordinatensystem zu einem Wert auf der y-Achse, eine Spalte zu einem Wert auf der x-
Achse. Die Bedeutung von x und y ist in beiden Koordinatensystemen vertauscht. Das ist
auch der Grund, warum wir Orte im BV-Koordinatensystem meist als (i, j) statt (x, y) be-
zeichnen. Ferner lauft die y-Achse im geometrischen Koordinatensystem nach oben, die
Zeilenzahl im BV-Koordinatensystem aber nach unten. Damit ergibt sich eine Umrech-
nung vom BV- zum geometrischen Koordinatensystem wie in Tab. 9.1. Wir verwenden
jetzt (x,, y,) als Ortsangabe fiir das geometrische und (i, j) fiir das BV-Koordinatensys-
tem.

Der Normalenwinkel wird grofer als 180°, falls der Lotpunkt in der Halbebene unter-
halb der x-Achse liegt. Es gilt x cos(a+180)+y sin(e+180) = —x cosa—y sina = —d,
falls x cosa + y sina = d gilt, und die Gerade g1 150> —¢ stimmt mit der Geraden g, 4
tiberein. Wir miissen also nur Winkel o mit 0° < o < 180° betrachten.

Fiir B ist Dg := +/N?2 + M?/2 die maximale Entfernung, die ein Lotpunkt L einer
Geraden g, die das Bild B schneidet, von der Bildmitte, also vom Nullpunkt Null des
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Tab. 9.1 Umrechnung BV- zu geometrischen Koordinaten im Hough-Parameterraum

BV-Koordinatensystem Geometrisches Koordinatensystem
N -1 M—1

= (| 5 || 25 0.0

(i.J) (j = Nx, Ny =)

(N)f_y’NX+x) ()C,y)
Abb. 9.9 Das Koordi- -D 0
natensystem des Hough- 180% £ Akkumulatorraum 180°
Parameterraums

OO : OO
-D 0 D

geometrischen Koordinatensystems, haben kann. Das ist die Hélfte der Diagonalen im
Ortsraum [O, N]x [0, M [. Damit erhalten wir zu B den abstrakten Hough-Parameterraum

Hp = [0.180[g x [~Dp.+Dg]g -

Abbildung 9.9 visualisiert die Koordinaten dieses Hough-Parameterraums. Die Winkel
von 0° bis 180° werden von unten nach oben auf der y-Achse aufgetragen. Die Ent-
fernungen d des Lotpunktes vom Nullpunkt sind auf der x-Achse aufgetragen mit O in
der Mitte, positive Entfernungen laufen nach rechts, negative nach links. Der obere Rand
des Parameterraums mit den Koordinaten (180°,d) fir —Dg < d < Dp wird wegen
g180.d = &o,—a weggelassen.

Hp muss noch geeignet diskretisiert werden. Dazu kann man zwei Faktoren c|, ¢, wih-
len und w := [c; - Dp] viele Winkel und d := [c,- Dp] viele Distanzen betrachten.
[0, 180[;gxrer Wird damit die Menge

180
[0, 180[gigkres = {i0 =i < w}mito; = — i
w
und |—Dpg, + D p|gigkrer Wird zu
2Dpg
—Dp, +Dplhiskres = 3—D -jl1<j<d;.
] Bt B[dlskrel B+d+l ]'_]_ }
Man kann ¢; = ¢, = 1 setzen. Der Algorithmus zum Aufbau des diskreten Hough-

Akkumulators Ap ldsst sich folgendermafien formulieren:
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e fiir (7, j) € [0, N[x[0, M[mit B(i, j) = 1:
(-xpv yp) = (] - Nsty _l),
o fiira; € [0, 180[igret:
di := xp-cosa; + y, - sin;;
erhdhe A (o;, d) um 1 fiir das d € |—Dp, + D pgiskrers
das am nichsten zu d; liegt.

Fiir alle moglichen in der Diskretisierung erlaubten Winkel o; muss man cos ¢; und
sing; in einer Lookup-Tabelle ablegen. Damit geniigen zwei Multiplikationen und eine
Addition zur Berechnung von d = xpcosa + yp sina. Der Hough-Akkumulator Ap
wird in nur O(w - N - M) Schritten aufgebaut.

Ein einzelner Punkt im Ausgangsbild B bezeugt alle Geraden im Akkumulator, die
durch ihn laufen. Jede dieser Geraden wird durch (o, d) im Parameterraum dargestellt,
und alle diese zweidimensionalen Parameterorte erfiillen eine Gleichung d = xp cosa +
yp sinc, bilden also eine Summe zweier Sinusoidfunktionen, die selbst wieder eine sinu-
soidale Funktion ist, siche Abschn. 8.1.3.

Eine Gerade g im Bild bildet im Akkumulator damit eine Schar von sinusoidalen
Kurven, deren Schnittpunkt die Gerade g selbst darstellt. Abbildung 9.10 zeigt zwei Ge-
raden mit deren Akkumulatoren. Die senkrechte Gerade g, hat einen Normalenwinkel
von 180°, da sie links vom Nullpunkt (0, 0) des Rz—Koordinatensystems in der Bildmitte
liegt. Im Akkumulatorraum schneiden sich also die sinusoidalen Kurven der Punkte auf
gs in der Koordinate (180,d) = (0,—d). Die waagerechte Gerade g,, hat einen Nor-
malenwinkel von 90°. Der Schnittpunkt ihrer sinusoidalen Kurvenschar im Akkumulator
hat die Koordinaten (90, d), liegt also in der Mitte der y-Achse und wegen eines posi-
tiven d rechts von der Mitte der x-Achse. Wir arbeiten hier also mit drei verschiedenen
Koordinatensystemen: den Koordinaten des Akkumulatorraums sowie den BV- und Ge-
radenkoordinatensystemen, siche Abb. 9.8.

Der Grund, den Nullpunkt des Geradenkoordinatensystems in die Bildmitte zu legen
und nicht auf den Nullpunkt der Bildkoordinaten, ist simpel. Zwei benachbarte Geraden
8g;.0 durch den Nullpunkt (0, 0), deren Winkel o} und 5 sich in der gewihlten Diskreti-
sierung um den kleinstmoglichen Wert unterscheiden, sind dhnlicher, wenn der Nullpunkt
in der Bildmitte liegt. Dann konnen die Geraden nicht so weit auseinander laufen, wie es
bei einem Nullpunkt am Bildrand méglich wire.

Ist das Binirbild, auf dem eine Hough-Transformation angewendet wird, ein Kanten-
bild, das aus einer Gradientenkarte mit bekannten Gradientenrichtungen gewonnen wurde,
so ldsst sich die Erstellung des Akkumulators vereinfachen. Dazu wird ein Vordergrundpi-
xel P mit Gradientenrichtung V4 (loc(P)) nur Zeuge fiir diejenigen Geraden, die in etwa
senkrecht zur Gradientenrichtung in loc(P) ausgerichtet sind. Das sind genau diejenigen,
deren Lotwinkel o dhnlich zu VZ(IOC(P )) modulo 180° sind. Man spricht hierbei auch
von der Fast Hough Transformation (FHT).
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Abb. 9.10 Zwei Geraden und die von ihnen erzeugten Hough-Akkumulatoren

Auswertung des Akkumulatorraums

Die Auswertung des Hough-Akkumulators ist deutlich schwieriger als dessen Erstellung.
Die Idee ist klar: Man stellt sich den Akkumulator als ein Gebirge vor, dessen Gipfel der
Zahl der Zeugen fiir eine Gerade entsprechen. Abbildung 9.11 zeigt links den Hough-Ak-
kumulator, wie er aus dem Canny-Kantenbild in Abb. 9.6 erzeugt wurde, und rechts die
in diesem Gebirge von den hochsten Gipfeln reprisentierten Geraden (in lila und gelb).
Die hochsten Gipfel reprisentieren die deutlichsten Geraden im Bild, das sind diejeni-
gen mit den meisten Zeugen. Die Geraden, die solch eine einfache Version der Hough-
Transformation findet, stimmen in der Praxis aber sehr oft nicht mit den Geraden tiiber-
ein, die ein Anwender zur weiteren Analyse benétigt. Die Griinde sind vielfdltig. Zum
einen wird aus einem idealen Bild By der Realitit bei einer Aufnahme ein digitales Bild
Bp. Dabei werden Geraden wegen Linsenverzerrungen zu Kreisausschnitten von Krei-
sen eines recht groen Radius im Bild. Diese Kreisausschnitte bezeugen aber eine ganze
Schar von Geraden im Hough-Akkumulator. Eine gesuchte Gerade wird daher im Hough-
Akkumulator kein punktférmiger Gipfel. Des Weiteren benutzt man als Eingabe fiir eine
Hough-Transformation meist ein Kantenbild Bk, das mittels Canny oder einer anderen
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Abb. 9.1 Hough-Akkumulator 1. Ein Hough-Akkumulator und dessen naive Auswertung

Kantendetektionsmethode aus dem Bild Bp gewonnen wurde. Dabei entstehen Kanten
auf vielfiltige Art und Weise. Wilde Strukturen, wie etwa Baume oder Schraffuren, lie-
fern zahlreiche kleine Kantenstiicke, deren Kantenpunkte viele virtuelle, d.h. nicht im
Bild semantisch vorhandene Geraden bezeugen. Viele enge Parallelen liefern gegen die
Intuition nicht gute, sondern schlechte Geraden wegen des Moiré-Effekts. Ferner ist die
Auswertung des Akkumulatorgebirges nicht einfach, da die Geraden Gebirgsziige in einer
typischen Schmetterlingsform erzeugen, die man im ersten Moment nicht erwartet.

Schmetterlings-Berge

Ein Vordergrundpixel P im Binirbild B mit loc(P) = (xp, yp) bezeugt im Hough-Para-
meterraum Hp alle Geraden g, 4 nach der Gleichung xp cosa + yp sina = d. Fiir ein
festes Pixel P liefert diese Gleichung in Hp eine sinusoidale Kurve. Jedes Vordergrundpi-
xel P bezeugt also im Akkumulator alle auf einer sinusoidalen Kurve gelegenen Parameter
ap,dp. Zwei Vordergrundpixel P;, P, in liefern im Akkumulator Ap zwei sinusoidale
Kurven, die sich in einem Punkt (o, d) treffen, der die Gerade représentiert, auf der so-
wohl P als auch P, liegen. Alle Punkte, die mehr oder weniger genau auf einer virtuellen
Geraden g, im Bild B liegen, fiihren in Ag zu einer Schar von sinusoidalen Kurven, die
sich in einer an einen Schmetterling erinnernden Form in einem lokalen Gebirge treffen,
das von g, erzeugt wird. Das linke Bild in Abb. 9.11 zeigt den vom Kantenbild des Bei-
spielgebdudes 1 erzeugten Akkumulator, in dem man sehr schon die Schmetterlingsform
der Berge sieht. Wertet man hier den Akkumulator einfach aus, indem man absteigend von
den Koordinaten (&, d) in A mit den hochsten akkumulierten Werten die Gerade g, 4 in
das Bild B einzeichnet, so erhilt man das rechte Bild in dieser Abbildung. Das Verfahren
bricht hier ab, nachdem eine vorgegebene maximale Anzahl m von Geraden gefunden ist.
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Dies sind die m Geraden mit den meisten Zeugen in B. Dabei fillt auf, dass eine gesuchte
Gerade im Ausgangsbild zu einer ganzen Schar dhnlicher Geraden in der Detektion fiihrt.
Die von den Fenstern im Gebiude 1 erzeugten senkrecht ausgerichteten Geraden besitzen
hingegen so wenige Zeugen, dass sie hier vollstidndig unterdriickt werden. Wollte man sie
mit betrachten, indem man die Zahl m erhoht, wiirden viel zu viele weitere Geraden mit
erzeugt werden und dadurch eine Analyse der Geraden erschwert.

Dieses Phinomen ist lange bekannt. Da eine gesuchte Gerade in der Praxis stets eine
Schar dhnlicher Geraden erzeugt und somit der gesuchte Berg stets in Schmetterlingsform
auftritt, empfiehlt sich der Einsatz eines sogenannten Schmetterlingsfilters. Das Schmet-
terlingsfilter erhoht den Wert der Parameter innerhalb der zentralen Schmetterlingsform
und erniedrigt die Werte auBerhalb. Der Schnittpunkt einer zu einer Geraden g, , ge-
horenden sinusoidalen Kurvenschar wird bevorzugt. Das Schmetterlingsfilter besteht aus
drei linearen Filtern mit einem Fenster vom Radius 1 und den Kernen

0 1 0 1 0 =2 -2 0 1
-2 2 =2/, 0o 2 0], 0 2 0
0 1 0 -2 0 1 1 0 =2

Diese drei Kerne spiegeln die Form des Schmetterlings wider, die eine Gerade erzeugt,
die ganz durch das Bild lduft (erster Kern), bzw. nur als Strecke im Bild liegt, ohne beide
Rénder zu erreichen (zweiter und dritter Kern). Der Hough-Akkumulator Ag : Hy — N,
der selbst ein zweidimensionales Bild ist, wird mit jedem dieser Kerne einmal gefaltet
und von den 3 resultierenden gefalteten Akkumulatoren wird punktweise das Maximum
gewihlt. Dies ergibt den schmetterlingsgefilterten Akkumulator.

Bei der Faltung des Akkumulatorraums mit einem Kern ist eine neue Randbehandlung
zu wihlen. Setzen wir A nach rechts oder links iiber D und —D hinaus fort, stehen hier
nur Werte von 0, da kein Pixel im Bild eine Gerade auflerhalb des Bildes bezeugen kann.
Nach oben (oder unten) miissen wir wegen gigopc+a.d = &a,—a Ap mit Ay fortsetzen. Der
Akkumulator Ap wird damit zur Randbehandlung von horizontal gespiegelten Versionen
wie folgt umgeben:

0 A7 0
0 Ag 0.
0 A7 0

Hp wird so zu einem Md&biusband im Schwarzen.
Abbildung 9.12 zeigt im linken Bild die Auswertung des Hough-Akkumulators Ap aus
Abb. 9.11 nach Anwendung eines Schmetterlingsfilters auf Ap.

Nicht-Maximum-Unterdriickung im Akkumulator

Es zeigt sich, dass immer noch zu viele dhnliche, benachbarte Geraden detektiert werden.
Der Grund ist, dass das Fenster des Schmetterlingsfilters sehr klein ist. Daher empfiehlt
es sich, zusitzlich eine Nicht-Maximum-Unterdriickung anzuwenden. Hierbei werden in-
nerhalb einer lokalen Schar von benachbarten dhnlichen Geraden diejenigen unterdriickt,
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Abb. 9.12 Hough-Akkumulator 2. Auswertung des Akkumulators aus Abb. 9.11 mit Schmetter-
lingsfilter (links) und zusitzlich Nicht-Maximum-Unterdriickung (rechts)

deren Werte im Akkumulator nicht maximal sind. Dazu wenden wir eine Nicht-Maxi-
mum-Unterdriickung auf den Akkumulator Ag an und ersetzen Ag durch nmuy(Ap) —
vgl. Abschn. 6.3.7 —, wobei man oft das Fenster F' = F 12 mit Radius 1 wihlt.

Das rechte Bild in Abb. 9.12 zeigt die besten Geraden nach Anwendung eines Schmet-
terlingsfilters und einer Nicht-Maximum-Unterdriickung. Erst jetzt werden die Senkrech-
ten in den Fenstern detektiert. Dennoch finden sich in diesem Resultat immer noch zu
viele virtuelle Geraden, die keine interessante Semantik besitzen und aus der Textur im
Vordergrund des Bildes erzeugt wurden.

Selbst in einem so einfachen Bild wie im Beispielgebdude 1 findet eine verbesser-
te Hough-Transformation mit Schmetterlingsfilter und Nicht-Maximum-Unterdriickung
nicht nur die fiir eine weitere Bildanalyse wichtigen Geraden. Um aus dem Bild des
Gebédudes 1 diejenigen Geraden zu detektieren, die etwa zur Erkennung des Gebidudes
interessant sind, bedarf es zusétzlicher komplexerer Techniken (wie einer Fluchtpunkt-
analyse, Detektion von Texturen und der Himmelskontur, siehe etwa [43, 107, 108]), die
in dieser Einfiihrung nicht vorgestellt werden.

9.3.3 Hough-Transformation fiir Kreise

Das Vorgehen ist analog zur Geradenbestimmung. Wir gehen von der Standardkreisglei-
chung
(x_xm)2 + (y_ym)z =r’
aus, die einen Kreis K, , mit Radius r um den Mittelpunkt m = (x,,, y,,) im R? be-
schreibt.
Der abstrakte Parameterraum H ist der R3, der geeignet einzuschriinken und zu dis-

kretisieren ist. Die Einschriankung und Diskretisierung hiingt von der Aufgabe ab, welche
Kreise man in einem Binérbild B : [0, N[ x [0, M[ — {0, 1} finden mdchte. Sollen die
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Kreise vollstindig im Bild B enthalten sein oder will man auch Kreise finden, deren Mit-
telpunkt auBerhalb von Locp liegt, so dass von ihnen nur noch ein Kreisbogen durch das
Bild lduft? Kann der Radius der gesuchten Kreise eingeschriankt werden, ryin < 7 < Fmyax,
oder die Lage des Mittelpunktes, m € [Ny, N»] x [M, M]? Es sei Dy, C Q? der Raum
der erlaubten Mittelpunkte der zu suchenden Kreise und Di C Q der Raum der erlaubten
Radien der zu suchenden Kreise.

Hp = Dy xDrund Ag : Dyy X Dp — N

sind dann der gewihlte diskrete Hough-Parameterraum und Akkumulatorraum. Je mehr
Einschriankungen man fiir die Lage der Kreismittelpunkte und deren Radien hat, um so
schneller lisst sich der Kreisakkumulator aufbauen. So kdnnen die erlaubten Radien auch
vom Ort des Kreismittelpunkts im Bild abhingen. Dy wird dann zu Dy und Hp zu
einer Teilmenge von Dy; X Dy .

Der Aufbau des Akkumulators kann etwa der folgenden einfachen Struktur folgen:

e fiir (xp, yp) € [0, N[ x [0, M[ mit B(xp, yp) = 1:
o fir (X, ym) € Dy
*r.= \/(XP —xm)? + (p = ym)?
falls r € Dg p, dann setze A(xy, Vi, 1) := Ap(Xm, Y, 7) + 1.

Hierbei bedeutet » € Dy p natiirlich, dass r nahe genug zu einem der endlich vielen
Werte in Dy p liegen soll.

Man kann diesen Akkumulator auch autbauen, indem man die innere Schleife nach
Dy und einer Koordinate von Dy, durchldauft. Angenommen es sollen alle Kreise eines
Radius ryin < r < rmax gefunden werden, die mindestens zur Hilfte im Bild liegen. Es sei
D), eine Diskretisierung der erlaubten Mittelpunkte und Dy ), eine der erlaubten Radien.
Dz(v? und D](é) seien die Projektionen von Dj, auf die erste und zweite Koordinate. Der
Akkumulator A : Dy p x Dy — N ldsst sich dann besser wie folgt aufbauen:

o fiir (xp. yp) € [0. N [x[0. M[mit Bxp. yp) = I
o fir (x,,r) € Dy x Dy

® Vm :::l:\/rz_(xP_-xm)z"'yP’

falls y,, € Dﬁ), dann setze A(x,;, Y, 1) := Ap(Xpm, Y, 1) + 1.

Wie zuvor muss anschlieBend das Akkumulator-Gebirge ausgewertet werden. Das ist jetzt
noch schwieriger, da dieses Gebirge 4-dimensional ist: ein dreidimensionaler Ortsraum
Hp, auf dem fiir jeden dreidimensionalen Ort (x, y,r) € Hp die Hohe A(x, y, r) ausge-
wertet werden muss.

Betrachten wir den Spezialfall, dass in einem Bild B : [0, N[ x [0, M[ — {0, 1}
nur Kreise eines festen Radius r < N, M gesucht werden, die ganz in B liegen. Damit
kann man als Parameterraum Hp eine Diskretisierung von [2r, N — 2r[gr X [2r, M — 2r[R
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Abb. 9.13 Hough fiir Krei- 0 N
se. Ein Binirbild (oben) mit o1
7 Pixeln und der Akkumu-
lator (unten) mit den sieben .

von ihnen bezeugten Kreisen .
mit einem fest vorgegebenen ©
Radius r

2r N-2r

SO

2r

M-2r

wihlen. Jedes Vordergrundpixel P in B bezeugt damit genau alle Kreise K, ,, deren Mit-
telpunkte m selbst auf einem Kreis in Hp vom Radius r um loc(P) liegen. Jeder Zeuge lie-
fert einen Kreis im Akkumulator und das Gebirge besteht aus Schnittpunkten von Kreisen.

Abbildung 9.13 visualisiert das Geschehen. Hierbei sind in B sieben Pixel eingezeich-
net, von denen einmal vier exakt und einmal drei fast auf einem Kreis mit Radius r liegen,
deren Mittelpunkte an rot gekennzeichneter Stelle in B liegen. Im Hough-Akkumulator
in Abb. 9.13 unten) sind die dazugehorenden sieben Kreise des Radius r der bezeugten
Mittelpunkte m eingezeichnet.

Eine weitere Beschleunigung gelingt wie in der FHT, wenn das Binirbild B, in dem
Kreise gesucht werden, aus einer Gradientenkarte entstanden ist. Zu jedem Zeugen P
in B liegt dann eine Gradientenrichtung V4(P) und Gradientenstirke V!I(P) vor. Ist
VII(P) stark genug, werden nur Mittelpunktskoordinaten (x,,, y,,) etwa in Richtung V#
und V4 4 180° bezeugt. Damit kann der Akkumulator in O(r - |I])-Schritten aufgebaut
werden, wobei r die Anzahl der verschiedenen interessierenden diskreten Radien ist.

9.3.4 Hough-Transformation fiir allgemeine Formen
Man kann die Grundidee nicht unmittelbar auf hoherdimensional parametrisierte geome-
trische Formen iibernehmen. Nehmen wir an, wir haben eine k-dimensionale parametri-

sierte Gleichung Fj; fiir eine geometrische Form G mit

G = {(x.y) € R*| Fg(x,y.h) = 0}
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fiir h = (ay, ..., ax). Ferner existiere eine einfache Funktion f;, um den Parameter @; zu
bestimmen, mit

fi(x,y,i h) =a; «— Fg(x,y,ay,...,a;) =0, fir

ip .
h:= (alv'"5ai717ai+17'-'sak)7

so konnte man einen Akkumulator
Ag : Dy x...x D - N
natiirlich mit einem Algorithmus der Art

e fiir (x,y) € Loc(/) mit B(x,y) = 1:
o fiir(h)e'D:=D;x...xDj_y xDiy x...x Dy:
° ak = ﬁ(xsysi h)’ A(xsy’h) = AB('x’y’h) + 1’

aufbauen. Nur durchliuft die innere Schleife jetzt D mit der Dimension k — 1. Das heifit,
der Akkumulatoraufbau gewinnt gerade mal eine Dimension, was bei hohem k nicht ak-
zeptabel ist.

Dieses Problem lésst sich nach Ballard [3, 4] mit sogenannten R-Tabellen 16sen, die
eine beliebige Form mittels ausgewihlter Punkte beschreiben. Als Verallgemeinerung zur
Definition 9.1 einer parametrisierten geometrischen Form lassen wir hier als (abstrakte,
d-dimensionale) geometrische Form G den Rand einer beliebigen Teilmenge des R? zu,
von dessen Lage wir abstrahieren wollen.

Wir iibertragen das sofort ins Diskrete im Z¢. Eine d-dimensionale Form G ist der
Rand einer zusammenhingenden endlichen Menge M C Z“. Es seien Rg = {v;|1 <
i < n} eine ausgewihlte Menge von Randpunkten von M und u¢, der Schwerpunkt von
Rg.

D¢ :={i|li =vi —ug,1 <i <n}

ist dann eine lageinvariante Darstellung der abstrakten Form G in relativen Koordinaten.
Wir identifizieren G mit Dg. Eine Instanz G; der Form G ist eine Verschiebung D¢ + /
von D¢ auf den neuen Schwerpunkt ug + [./ ist die ,,Lage* der Instanz G;.

Es sei nun B : Locg — {0, 1}, Locg C 74 ein orthogonales d-dimensionales Binér-
bild, in dem wir Instanzen G; der Form G suchen. Suchen wir Formen, die nur partiell
im Bild zu sehen sind, so kann dieser Ort / auch auflerhalb des Bildes liegen. Soll jede
gefundene Instanz komplett im Bild enthalten sein, so muss auch / in Locg liegen.

Der Parameterraum Hp ist die Menge aller sinnvollen Orte /, von denen wir wissen
wollen, ob G; im Bild vorkommt. Hp ist also, je nach Fragestellung, eine Ober- oder
Untermenge von Locp und der Hough-Akkumulator Ap ist wieder das Histogramm Ap :
Hp — N.

Ein Vordergrundpixel P im Bild B bezeugt eine Instanz G; der Form G, wenn es einen
Punkt in Dg + [ bezeugt. Das heiit, wenn loc(P) = [; + [ fiirein /; € D¢ gilt oder wenn
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Abb. 9.14 Hough fiir all-
gemeine Formen 1. Eine
gesuchte Form P fester Grofie
und Orientierung

[ =loc(P)—I; fireini < n gilt. Da G durch n Punktein Dg = {[1, ..., [, } dargestellt ist,
bezeugt jedes Vordergrundpixel P in B genau n Instanzen von G. Dies sind die Instanzen
G; mit! = loc(P) — ;.

Damit wird der Aufbau des Akkumulators Ap trivial mit folgender Struktur:

e fiir p € Locg mit B(p) = 1:
o fiirl <i <n:
o [:=p—1;,Ap(l):= Ag() + 1.

Betrachten wir ein Beispiel. Angenommen wir suchen in einem Binirbild B eine Pfeil-
form P in der vorgegebenen Grof3e und Ausrichtung wie in Abb. 9.14.

Diese Form P € R? beschreiben wir durch Dp wie in Abb. 9.15 visualisiert. Dp
besteht aus den Differenzvektoren der 12 eingezeichneten Punkte auf der Silhouette des
Pfeils zum gewihlten Ursprung u p, hier der zentrale, dicker eingezeichnete Punkt.

Fiir ein Vordergrundpixel P in B wird nun gefragt, ob es einer der 12 Beschrei-
bungsorte einer Instanz von P ist. Im Beispiel kann P 12 Vorkommen des Pfeils an 12
verschiedenen Stellen im Bild bezeugen. Die Lagen der 12 Referenzpunkte der Formen,
die P bezeugt, liegen in zu den /; umgekehrten Richtungen von P aus. P bezeugt damit
die n Referenzorte 7; := loc(P) — [;, wie in Abb. 9.16 visualisiert.

Bildlich gesprochen wird der Akkumulator Ap fiir eine geometrische Form G aufge-
baut, indem man die vertikal und horizontal gespiegelte Form G¥in Az um jeden Zeugen
einzeichnet. Das Gebirge bildet sich durch die Uberlagerung der Zeichnungen.

Historisch gesehen wurde als Beschreibung eine R-Tabelle gewihlt. Die l; = (x;, y;) €
R? werden in Polarkoordinaten /; = (w;,s;) dargestellt. Statt von signifikanten Punkten
auf der Form G auszugehen, geht man meist von einem Teiler n von 360 aus, setzt w =
360°/n und betrachtet die Winkel w; := i - o fiir 0 < i < n. Vom Schwerpunkt von G
aus sendet man Suchstrahlen in den Richtungen ; aus und misst die Entfernungen s; zum
Rand von G. (w;, s;) ist dann ein Beschreibungspunkt von G. In der Praxis wird B¢ dann
einfach zu einer Liste von Entfernungen. Kann ein Strahl G mehrfach treffen, wird die

Abb. 9.15 Hough fiir allgemeine Formen 2. 12 ausgewihlte Orte v; auf der Pfeilform und deren
Differenzen /; zum Referenzpunkt im Schwerpunkt der Form



222 9 Elementare Merkmale |

Abb. 9.16 Hough fiir allge-
meine Formen 3. Die Orte der P
von P bezeugten Instanzen

Liste etwas komplizierter. Ein Vorteil bei festen Winkelabsténden ist, dass man nicht mehr
n zweidimensionale Vektoren /; zur Darstellung braucht, sondern mit # eindimensionalen
Entfernungen auskommt.

Der groB3e Vorteil dieser R-Tabellen ist aber, dass man leicht auch skalierte und in Win-
keln w; gedrehte Instanzen der Form behandeln kann. Natiirlich erhilt der Parameterraum
dann eine hohere Dimension (fiir Skala und Rotation), aber man hat einfache Formeln, um
zu berechnen, welche Instanzen ein Punkt P im Bild bezeugt.

9.3.5 Vor-und Nachteile

Die Grundidee der Hough-Transformation, mittels Zeugen geeignet parametrisierte Gera-
den, Kreise oder andere Formen in einem Akkumulatorraum zu bestitigen, ist bestechend
einfach und schon. So bezeugte geometrische Formen diirfen natiirlich im Bild auch par-
tiell bedeckt sein; die sichtbaren Konturpunkte der gesuchten Formen bilden dann allein
die Zeugen. Da partielle Uberdeckungen generell erlaubt sind, wird die Hough-Transfor-
mation auch als robust bezeichnet. Dennoch, dieser inhirente Vorteil ist gleichzeitig auch
die Achillesferse der Methode: Vordergrundpixel bezeugen auch gesuchte Formen, die
sie nur zufillig partiell abdecken. Dabei miissen diese Zeugen noch nicht einmal einen
zusammenhéngenden Abschnitt der gesuchten Form besitzen.

Es existieren viele Varianten. Betrachtet man bei einem Zeugen P auch die Gradien-
tenrichtung V# (loc(P)) und bezeugt nur in Richtungen, die von V4 abhiingen, so muss
man im Akkumulatorraum den Wert nicht notwendig pro solchen Zeugen um 1 erhdhen,
sondern kann auch um einen Wert ¢ proportional zu V! (loc(P)) erhohen. Ist der berech-
nete Ort & € R¥ in einem diskreten Parameterraum Hjp reellwertig, so muss man nicht
dessen benachbarte Diskretisierung in Hp um 1 (oder ¢) erhdhen, sondern kénnte auch
mehrere diskrete Nachbarn von /4 in Hp entsprechend deren Néhe zu A proportional er-
hohen. Dies kann bei sehr grob gewihlten Diskretisierungen interessant sein. Es gibt aber
kein Kochrezept. Die spezifische Aufgabe bestimmt die zu wihlende Variante.

So einfach diese Idee der Hough-Transformation auch aussieht, in der Praxis ergeben
sich erhebliche Probleme. Man konnte denken, dass ein Auffinden von Verkehrszeichen
mittels einer Hough-Transformation fiir Dreiecke und Kreise relativ einfach machbar sei.
Dennoch dauerte es in der Industrie ca. 15 Jahre, eine auf der Hough-Transformation
basierende funktionierende Verkehrszeichenerkennung im Fahrzeug zur Verkaufsreife zu
entwickeln.
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9.4 Eckpunkte

Der Begriff einer Ecke (im Englischen corner) oder eines Eckpunkts ist noch vager als der
einer Kante. Auch eine in ein Bild eingezeichnete perfekte Gerade besitzt Ecken auf der
Pixelebene, falls ihre Steigung nicht ein Vielfaches von 90° ist. In der linken oberen Figur
in Abb. 9.17 sieht der Mensch sieben Ecken; in der rechten oberen ist die urspriingliche
linke untere Ecke fehlerhaft und man erkennt dort lokal nun null, eine oder zwei Ecken.
In den unteren beiden Figuren zéhlt wohl jeder nur eine individuelle Eckenzahl, die nicht
mehr objektiv ist.

Man kann versuchen, eine Eckendefinition zu geben, die auch den beiden unteren Figu-
ren eine eindeutig bestimmte Zahl von Ecken zuordnet. Nur, in solch einer Eckendefinition
wird eine gewisse Willkiirlichkeit nicht vermeidbar sein. Genauso gut konnten man sagen,
eine Ecke ist, was ein bestimmter Eckendetektor als Ecke erkennt. Man kann versuchen,
Ecken in Linienziigen zu finden, wie im Beispielbild, oder allgemein in Grauwertbildern.
Fiir beide Fille stehen vollig unterschiedliche Techniken zur Verfiigung, die wir kurz be-
handeln wollen.

9.4.1 Eckenin Linienbildern

Wir beginnen mit einer Betrachtung von abstrakten mathematischen Kurven X im R?
oder R3.

Ecken auf Kurven im R?
Eine parametrisierte zweidimensionale Kurve X ist eine Funktion

KR =R K1) = (x(1), y(0)),

bestehend aus zwei Funktionen x, y : R — R. Analog ist eine parametrisierte dreidimen-
sionale Kurve eine Funktion

K:R— R K1) = (x@1).y(t).z(t))

aus drei eindimensionalen Funktionen. Wir beschrianken uns hier auf zweidimensiona-
le Kurven. Man kann sich den Parameter ¢ als Zeit vorstellen, in der man die Kurve

Abb. 9.17 Wie viele Ecken
besitzen diese Figuren?
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K abfdhrt. Schrinkt man den Definitionsbereich von K auf ein reellwertiges In-
tervall [fo, fmax]g e€in, so besitzt die Kurve die beiden Endpunkte (x (1), y(f)) und
X (tmax) ¥ (fmax)- Gilt (x(2), y(¢)) = (x(t). y(¢)) fiir 1 # ¢/, so schneidet eine Kur-
ve sich selbst. Keine der Funktionen x (¢), y(¢) muss injektiv sein. Allerdings setzen wir
voraus, dass beide geniigend hiufig differenzierbar sind, damit die folgenden Formeln
auch sinnvoll sind.

Die Bogenlinge s von K ist definiert durch

4 dx\? N dy\?
s = — -1 .
dt dt
Wir bezeichnen wie iiblich mit * die Ableitung nach ¢, mit ” die zweifache Ableitung
nach ¢. Damit ist die Bogenlédnge s(#;, t;) von K (#1) bis K (#;) gegeben als

153
s(t b)) = [ VX2 4 y?de.
51

Die Kriimmung « von JK ist definiert als x := da/ds, wobei o der Tangentialwinkel an
K ist. Fiir parametrisierte Kurven gilt

x/y// _ y/x//

(x’2 + y,2)3/2'

Damit kann man definieren, dass ein Kurve KX am Ort 7, eine Ecke besitzt, falls deren
Kriimmung « (¢y)

e {iber einer Schwelle s liegt und
e cin lokales Maximum in [ty — r, fy + r] fiir einen Umgebungsradius r bildet.

So konnte man einen mathematisch korrekten Begriff einer (s, r)-Ecke auf einer genii-
gend differenzierbaren Kurve einfiihren und kénnte zu einem formalisierten Eckenbegriff
gelangen. In unserer diskreten Welt hilft diese Definition einer Kriimmung so noch nicht.

Ecken auf diskretisierten Kurven

Wir betrachten diskrete Kurven im Z? und argumentieren hier im geometrischen Koordi-
natensystem. Das diskrete Analogon K einer reellwertigen, gentligend héufig differenzier-
baren zweidimensionalen Kurve X ist nun einfach eine zusammenhingende Folge von
Orten im Z2, also

Kzll,...,ln mit
L=0"1%)ez® und

[; 4y ist 9er-Nachbarvon [; und/;y #[; firl <i <n.
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Abb. 9.18 K¢, eine diskrete 9

Kurve aus 16 Punkten. Einige

Punkte [y, I3, lg, lg, [12 und /{5 6 e eees
sind gekennzeichnet . 12 15

Die Lange von K kann man wie in der Graphentheorie auf n — 1 setzen. Da wir jedoch im
7? sind, empfiehlt es sich, 1 aufzuaddieren, wenn /; und /; | waagerecht oder senkrecht
benachbart sind, und /2 bei diagonaler Nachbarschaft. Abbildung 9.18 zeigt ein Beispiel
einer diskreten Kurve K = /,...,l;¢ der Linge 8 4+ 7 - V2 ~ 17.9. Ist das die gesamte
Kurve, so sollten bei /5,y und /|, Ecken detektiert werden. Ist dies nur ein Ausschnitt
einer groBen Kurve, kann nur schwer gesagt werden, ob bei /o ein Eckpunkt liegen soll
oder ob dieser Knick von /¢ iiber /g nach [, ein vernachlissigbares Rauschen ist. Hilfreich
ist also eine Skala der Beobachtung.

Wir gehen im Folgenden von einer gegebenen zusammenhingenden Kurve K als In-
put aus und suchen als Output die Eckpunkte auf K. Das Vorgehen ist in den meisten
Eckendetektoren wie folgt:

Es wird eine Skala k der Beobachtung gewihlt und eine k-Eckigkeit k; im Ort [; be-
stimmt. Ist k; oberhalb einer Schwelle und maximal in einer Umgebung

U (i) i={liz | —r <t <r}

fiir ein von der Skala k abhingiges r, dann wird /; als Eckpunkt erklirt.

Um eine Eckigkeit diskreter zusammenhéngender Kurven zu definieren, arbeitet man
oft mit dem Skalarprodukt. Dies liegt an folgender einfachen geometrischen Beziehung
im R¥: Wir fassen zwei Punkte a, b € R als Vektoren a, l; jeweils vom Nullpunkt nach
a bzw. b auf. Der Winkel o zwischen den beiden Vektoren @ und b berechnet sich dann
aus

{a,b)
lal - b]"

cosax =

wobei (a,b) das normale reellwertige Skalarprodukt von ¢ und b im R? ist, definiert
durch
by

ag d
< s >=Za,~bi.
i=1

aq bq
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Abb. 9.19 K¢ mit vier ein-
gezeichneten Strecken von /g
nach 13, 167 112 bzw. 115, die im
Text erldutert werden

Wir stellen zuerst eine Technik von Rosenfeld und Johnston [100] zur Eckenbestim-

mung vor. Fiir eine zusammenhingende diskrete Kurve K = [y, .. .,/, definiert man
k
Pi = lipk —1li,
<k
pi = li—k — li,
Sk ok
of = _(f = pi_)k
[Pl P
—k
k ist hier die Skala der Beobachtung. p; ist der Vektor von /; nach /; , in dem von /; aus
k

k Schritte voraus geschaut wird. (l;,- schaut entsprechend von /; k Schritte zuriick zu /; .
In Abb. 9.19 sind die Strecken Z; ZZ, ;z und ;Z an /g als relativen Nullpunkt angehéngt.

¢k ist der Cosinus des Winkels zwischen ;j{ und (Igj{ Damit gilt —1 < ¢& < +1. Fiir
¥ nahe —1 ist der Winkel nahe 180°. Da ;f die Richtung vorwirts und };i die Richtung
riickwirts misst, bedeutet ein Winkel nahe 180° nur eine kleine oder keine Richtungséinde-
rung der Kurve K in /;. cf‘ nahe 0 bedeutet einen Winkel nahe 90°, und /; ist ein Kandidat
fiir einen Eckpunkt. Ein Cosinuswert nahe 1 bedeutet einen Winkel nahe 0. Das heif3t, die
Laufrichtung von K hat sich im Punkte /; beziiglich der Beobachtungsskala k umgedreht
und /; ist ein starker Kandidat fiir einen Eckpunkt. cf‘ ist die Eckigkeit ; am Ort /; in der
Skala k.

In [100] werden Skalen k vorgeschlagen, die lokal von Ort /; zu Ort [; wie folgt vari-
ieren konnen. Es sei max ein globales Maximum fiir die hochste zu betrachtende Skala.
Es wird nun so lange sukzessive cf‘ berechnet fiir k' = max, max —1, max —2, ..., bis
k =1 oder ¢k > ¢! gilt, d. h., die Eckigkeit ¢¥~! ist kleiner als die Eckigkeit c¥. In der
Situation

max

! max —1 < .. k > C{cfl

i < =

¢ i

<c

i+l i+l
wird somit k als Skalg gewéhlt, da fiir max < j < k die Winkel zwischen P, und P,

N i
enger als zwischen P, und P, sind, bei k + 1 aber wieder weiter werden. k; := k ist dann
die lokal gefundene Skala fiir /; und ¢; ki ist die Eckigkeit «; am Ort /;. In Abb. 9.19 gilt
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Abb. 9.20 K ¢. Die Linien 9
Li—kliyp sindfirl <i <4 —
eingezeichnet ‘e e
& -—:6 12 15
3 .

fiir die Eckigkeit um [y, wenn man ky,, = 6 wihlt:
S <cy <cy<cy=cy=cy,

und man wihlt kg = 3.

In /; wird nun eine Ecke detektiert, falls x; oberhalb eines globalen Schwellwertes s
liegt und k; lokal maximal ist, wobei sich lokal auf den Radius k; /2 um /; bezieht. Formal,
[; wird ein Eckpunkt, falls gilt:

Kl . _ ki
T =max{cj’ |z—]|§7}.

Eine zu wihlende lokale Skala kann auf verschiedene Weise berechnet werden. Eine
Methode zur Skalenberechnung von Teh und Chin [118] ist von der spezifischen Wahl ;
der Eckigkeit in /; unabhéngig und arbeitet wie folgt. Es seien /; ; die Léinge der Strecke

li—!li+x und d; ; der Abstand von /; zu [; g, l; ;. Man beginnt mit ¥ = 1 und erhoht k so

lange um 1, wie
dix _ digs1
lix <liys1 und-—"= <=
Lk = liks

gilt. Das so maximal bestimmbare k wird die Skala k; fiir /;, die man fiir die Berechnung
der Eckigkeit x; benutzt. Im Beispiel in Abb. 9.20 gilt ly; < lg;1; fiir 1 <i < 6. Genauer
gllt 19,1 =2, 19,2 = 4, 19,3 = 6, 19,4 > 8 und d9,1 = 1, d9’2 =2, d9’3 =3, d9,4 < 4. Also
folgt

L _dor _doa _ doa o
2 oy o oz oy’
womit in /g die Skala k = 3 gewihlt wird.

Vorsicht ist geboten, wenn die lokale Skala k; den Wert 1 annimmt, da dann kein wei-
terer Ort [; auBer /; existiert mit |i — j| < k;/2. Dann geht die Eigenschaft der lokalen
Maximalitét verloren und es wiirde nur noch nach dem globalen Schwellwert auf Eckig-
keit gepriift. Von den so gefundenen direkt benachbarten Ecken miissen die schwicheren
in einer Nicht-Maxima-Unterdriickung noch eliminiert werden.

Das Verfahren von Rosenfeld und Johnston kann Schwierigkeiten bei nahe benachbar-
ten Ecken haben und Rosenfeld und Weszka [101] schlagen daher vor, die c{‘ -Werte noch
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zu glitten und etwa durch éf Zu ersetzen mit
t
=1/t ¢l mitr = [k/2].
i=1

cAlk bildet jetzt die Eckigkeit x; am Ort /; in der Skala k und man fahrt wie eben fort.

k; wird in der Literatur auch iiber andere Eckigkeitsmerkmale bestimmt. Freemann und
Davis [28] arbeiten mit k-Steigungen. Die k-Steigung s¥ in I; wird riickwirts gemessen
und ist die Steigung der Strecke von /;_; nach /;, also

Szk = (li(z)k - Zi(Z)) / (li(l) - Zi(l)k) ’

mit dem Steigungswinkel 8¢ := atan, (l i(z)k —1 i(z), / l-(l) —1 i(i)k) der Skala k. Wegen der nach
unten wachsenden y-Achse geht diese auch negativ in diese Formeln ein.

k ._ gk k
8i = |8i+1 =84l

ist die k-Glattheit in i. Erfahrungswerte zeigen, dass g& < arctan(l /(k — 1)) als glatt
betrachtet werden kann. Bei k = 5 wiirde man also 14°-Schwankungen tolerieren, bei
k = 6 nur noch 11°-Schwankungen. Ab k = 7 gilt arctan(1/6) < 10° und fiir Winkel
kleiner als etwa 10° gilt x ~ tanx mit einem Fehler kleiner als 1 %. Daher kann man
mit einer Glattheit g° ~ s, — s | arbeiten, und es ist nicht nétig, den Arcustangens
auszurechnen.

Fiir eine Ecke in /; kann man die Lingen v; und A; der relativ geraden Schenkel vor
der Ecke und nach der Ecke als die maximalen Werte v, i bestimmen, fiir die mit s :=
arctan ﬁ gilt:

|gf'] < s. fiiralle j miti —v < j <i,

|g]1."'|§s, firalle j miti +k <j <i+k +h.

Im Bereichi < j < i 4+ k wird die Eckigkeit grofier sein, da an den Orten /; Differenzen
der Riickwirtssteigungen sJ’.‘, die iiber die Ecke in /; hinaus reichen, betrachtet werden.
Eine Eckigkeit «; auf der Skala k wird nun definiert als

i+k

Ki = Vvih; Zgjk
j=i

Wihlt man im Beispiel in Abb. 9.19 die Skala kg = 3 im Punkt /y, so wire ein Schwell-
wert s von etwas iiber 26° erlaubt. Der Schenkel vor /g reicht dann bis /;, der hinter g
reicht bis /1. Wihlt man als Skala hingegen k9 = 4, wird der Schwellwert s zu ca. 18,43°.
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Schauen wir uns die Glattheit in /{4 an, so gilt

2 2) (1 1 2 2) (1 1
gix = ‘(ﬁs - 5‘1‘3) = ‘atanz (ll(S) - 11(3), 11(5) - 11(3)) — atan (11(3) - 19( ) 11(3) - lé )))

= |atany (1, 3) — atan,(3,4)| = |18,43° — 36,87°| = 18,44°

und /14 gehort ganz knapp nicht mehr zum Schenkel hinter /o.

Diese genannten und einige weitere Eckendetektoren werden von Liu und Srinath in
[65] verglichen. Es existieren auch Eckendetektoren, die Ecken subpixelgenau finden kén-
nen. Ein solcher Detektor von Medione und Yasumoto [73] betrachtet fiir die Eckigkeit
im Ort /; nur die vier nahen Orte [; _5,1; 1,/ 11, 1;1>. m sei die Steigung von /;_, nach /;_,
und m’ die von [; {; nach /; ;. Man legt nun ein Polynom P dritten Grades so, dass es mit
der Steigung m durch /;_, und mit der Steigung m’ durch /; 1, lduft. Da P ein reellwer-
tiges Polynom mit Graphen im R? ist, kann man den Ort (x, y) der stirksten Kriimmung
von P nahe /; subpixelgenau bestimmen und so Eckpunkte subpixelgenau finden.

9.4.2 Eckenin Grauwertbildern

Eine bekannte Methode zur Detektion von Ecken nicht auf Linien, sondern direkt in Grau-
wert- oder Farbbildern, ist der Harris-Stephens-Eckendetektor aus [36]. Wir behandeln
zweidimensionale Bilder 7 : [0, N[ x [0, M[ — Q.

Die zugrunde liegende Idee ist sehr einfach. Betrachten wir als Beispiel einen kleinen
Bildausschnitt

0 0 O
Iy=0 10 10
0 10 10

(ein Fenster vom Radius 1) eines Grauwertbildes mit einer perfekten Ecke im Zentrum.
Dann ist im Eckpunkt sowohl die Ableitung in x- als auch in y-Richtung hoch. Bei einer
senkrechten Kante wie in /;

0 10 10
Iy=0 10 10
0 10 10

ist ebenfalls die x-Ableitung hoch, aber die y-Ableitung klein. In einem homoge-
nen Bereich sind beide Ableitungen klein. Damit kann man grob betrachtet die Werte
I.(p). I,(p) und deren Kombinationen wie 12(p), If (p), I:1,(p) zur Eckigkeit an der
Stelle p € Loc; heranziehen. Wie macht man es nun im Detail? Dazu betrachten wir kurz
eine andere Herangehensweise.

Wir suchen eine Eckigkeit im Punkt p in Loc;. Dazu betrachten wir ein Fenster F' =
F dzl 4, undlegen es auf p, d. h., wir betrachten das Teilbild I, := /|r,,. Die Eckigkeitin p
ist dann besonders hoch, wenn sich I, bei Verschiebungen des Fensters in alle Richtungen



230 9 Elementare Merkmale |

stark dndert. Eine Verschiebung x im Bild ist ein Vektor x = (i, j) im BV-Koordinaten-
system, der im geometrischen Koordinatensystem zu x = (x1, Xx;) mit x| = j, X, = —i
wird. Wir argumentieren hier im geometrischen Koordinatensystem. Die Verschiebung
von [, um x = (x1, x,) im Fenster F istdann I, = I|r4 ;. Als Anderung ¢(1,, I, )
wihlen wir die gewichtete Summe der Quadrate der Anderungen pro Ort im Fenster, also

c(p Ipi) = Y w(O)U(p+0) = I(p+ x +0))

oeF
(w(o) ist ein nicht negativer Gewichtungsfaktor in F' an der Stelle o)

Y wlo—p)I(0) = I(x +0))*

0€F),

= > w(w.v)— p)(I.v) = I + x1.v + x2))°

(u,v)eF,

(wegen x = (x1, X2))

~ Y w((v) = P v) - Xy + I, v) - X))
(u,v)eF,

(wegen I(u + x1,v 4+ x2) ~ I(u,v) + I, (u,v) - x1 + 1, (u,v) - x2)
= Z w((u,v) — p)I2(u,v) - x3

(u,v)eF,

+2 > w((.v) = p) LIy (. v) - x1x5
(u,v)eF,

+ Z w((u,v)—p)lyz(u,v)-xg
(uv)eF,

~

=Ix2-xf+21’,:ljv-x1x2+1y2-x§

mit 12 = 3" w(o— p)2() und LT, = 3 w(o = p)1(0)5(0)

0€F), 0€F),

(0 ) 2 LL (x
=(x x —~ =
VUNLL 1 ) \x

"‘é —~
=x-H-x"firH = ,IL Ly )
nn

In der Mathematik findet man meist die Darstellung xT- H - x, wobei x ein Spaltenvektor
ist. Hier ist x = (x1, x,) aber ein Zeilenvektor. If ist eine Zahl in R, und zwar die ge-
wichtete Summe der Quadrate der Ableitungen in x-Richtung im Fenster F an der Stelle
p, analog fiir yz und I;\I/y Das hoher gesetzte . soll auf diese gewichtete Summation

hinweisen. Die Werte / )f, 1 f, IF\’T» und die Matrix H hingen natiirlich vom Ort p, Fenster

F und gewdhlter Gewichtsfunktion w ab. Ebenso ist zur Randbehandlung 7 statt [ au-
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Berhalb von Loc; zu betrachten, was wir alles weggelassen haben, um die Formeln nicht

~2 ~
zu {iberfrachten. So ist / f nicht etwa (der hier undefinierte Ausdruck) / ;‘ .
Die Matrix -
wo (B T
I.1, I yz

hei3t die lokale Strukturmatrix. Sie darf nicht mit der Hesse-Matrix verwechselt werden,
mit der sie eine gewisse formale Ahnlichkeit hat, oder mit der ,Harris-Matrix* (wegen
des Namens ,,Harris*), die ein vollig anderes Konzept aus der Archidologie ist. Interessant
sind die Eigenwerte A, A, von H. Uber sie ist mit einfachen Kenntnissen aus der linearen
Algebra iiber quadratische Formen Folgendes bekannt.

H ist symmetrisch und besitzt daher zwei reellwertige Eigenwerte A, A,. Es ist per
Definition ¢ (/ s dprx) = 0, also auch x - H - xT > 0, und H ist positiv semidefinit und
ihre beiden Eigenwerte sind daher nicht negativ. A; sei der kleinere von beiden. Dann gilt
fiir alle x € R?

AxxT <x-H-xT < lxxT,

was sich sehr leicht direkt zeigen lédsst. Es sei x ein Vektor mit Norm 1, also mit |x| =
xxT = x} 4+ x5 = 1. Dann gilt also:

Al <Xx- H 'XT = C(Ip, Ip+x) = A’Z'

Fiir jede reellwertige Richtung x (der Norm 1) liegt die Anderung in / » also zwischen A
und 1. Je groBer A; wird, desto groBer miissen die Anderungen in 7, bei Verschiebung
in irgendeine Richtung werden. Man sieht also, wie Aussagen iiber die beiden Eigenwerte
bereits Aussagen iiber alle Richtungen, d. h. iiber alle Werte x € R?, erlauben.

0 < xHx" = xAxT = AxxT = A fiir einen Eigenvektor x der Norm 1 zum Eigenwert
A zeigt tibrigens direkt, dass 0 < A gilt. Gilt A; = 0, so folgt fiir jeden Eigenvektor x;, zu
dem Eigenwert A;:

T T
cUp Ipsxy ) = X0, - H - X = X3, - A1 -, = 0.

In die Richtung x;, findet keine Anderung statt und wir diirfen keine Ecke im Fenster
F, erwarten.
Insgesamt gilt also:

e 1, = A, = 0 sagt, dass das Bild lokal um p recht homogen ist,
e 0= A, < A, sagt, dass das Bild eine Kante in /| F, besitzen kann,
e 0 <Ay < A, sagt, dass das Bild in /|f, eine Ecke besitzen kann.

Je groBer im letzten Fall A; und je néher es zu A, ist, desto ausgeprigter ist die Eckigkeit
in p. Es sei noch bemerkt, dass

E::{xeRz}x'H-xTzl}
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eine Ellipse im R? bildet, deren Mittelpunkt im Nullpunkt des R? liegt und deren Haupt-
und Nebenachse gerade die Lingen 24, und 24, besitzen. H ist eine kleine 2 x 2-Matrix.

Thre Determinante -
12 I
det ( = %y )
I, I

ist INYZI:2 — I;vlyz. Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms,

also von _
12-1 I
det| *—" ~"7 | =0.
1.1, If —A

Damit sind die beiden Eigenwerte A, A, die beiden Losungen von

0=kz—(7x2+7y2)-k+}vf-7y2—le\l-’y2,also

T

i = Ty + 5 I7+ 1) =202 + 411,

k(p) = A ist also ein MabB fiir die Eckigkeit am Ort p. Harris und Stephens schlugen
ein weiteres Eckigkeitsmaf}

K'(p) = A ha—k - (A + Ap)?

vor. Die Idee ist, wenn «’(p) fiir ein kleines k groB ist, dann ist es auch A;. Als einen
praktikablen Wert wihlt man k < 0,1. Es ist «’(p) nur eine Approximation fiir «. Etwas
iiberraschend lésst sich «’ direkt ohne Bestimmung der Eigenvektoren etwas einfacher als
die Eigenwerte selbst berechnen (man kann auf ein Wurzelziehen verzichten), was Ende
der 1980er-Jahre bei der Entwicklung dieses Verfahrens eine merkliche Beschleunigung
der Berechnung bewirkte. Dazu beachtet man, dass die Determinante einer symmetrischen
Matrix stets das Produkt ihrer Eigenwerte und die Spur stets die Summe ihrer Eigenwerte
ist. Andererseits ist die Spur auch einfach die Summe der Diagonalelemente der Matrix.
Also gilt

k'(p) = det(H) — k - spur*(H)
= (1217 = (L) = k(2 + 1
= (=20 1212 = ((LT)? + k(U2 + 179).
und die Berechnung von «’(p) ist etwas schneller als die der Eigenwerte A;.
Mit einem MabB fiir Eckigkeit an einem Ort p kann man nun die Eckenorte p einfach
als diejenigen lokalen Maxima oberhalb eines Schwellwertes bestimmen. Die Skala der

Beobachtung definiert, wie gro3 man die Fenster fiir die lokale Strukturmatrix wihlt und
wie man lokale Maxima verstehen will.
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Abb. 9.21 Harris-Stephens-Eckendetektor 1 mit quadratischem Fenster vom Radius 4

In einer einfachen Methode wihlt man ein Fenster F' und einen Schwellwert s und
lauft durch alle Orte p € Loc;, wobei man «(p) (oder «’(p)) berechnet und das Paar
(«(p), p) fir k(p) > s in eine Liste L legt. AnschlieBend sucht man in der Liste L
ein py mit maximalem «(py), erkldrt py als Eckpunkt und entfernt alle Paare (k(p), p)
aus L mit p € F,. Man iteriert das Verfahren, bis L leer ist. Es werden also keine
zwei Orte p, p’ als Eckpunkte detektiert, die zu nahe benachbart sind, was hier p’ € F,
bedeutet. Den globalen Schwellwert s kann man aus dem Histogramm der Hiufigkeiten
der vorkommenden Werte fiir «(p) an allen Orten in Loc; gewinnen, wenn ein klares Tal
fiir einen Wert s erkennbar ist.

Abbildung 9.21 zeigt die Ecken der Beispielgebzdude 1 und 2 detektiert mit einem qua-
dratischen Fenster vom Radius 4. Wihrend die Resultate im D-Gebédude gut aussehen,
werden beim B-Gebédude in den wilden Strukturen des Baums zu viele semantisch unin-
teressante Ecken gefunden. Abbildung 9.22 zeigt zwei kiinstlich verrauschte Bilder. Im

Abb. 9.22 Harris-Stephens-Eckendetektor 2 mit quadratischem Fenster vom Radius 4
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linken Bild werden in der linken Hilfte mit senkrechten und waagerechten Strukturen die
Ecken gut erkannt, in der rechten mit diagonalen Strukturen sind aber Eckpunkte auch
auf Kanten gelegt worden. Es werden auf diagonalen Kanten héufiger Ecken detektiert als
auf waagerechten oder senkrechten. Im rechten Bild ist das Rauschen etwas grofer und
der Harris-Stephens-Eckendetektor findet mit den Parametern wie im linken Bild zu viele
Kanten. Hier ist ein anderer Schwellwert s zu wihlen. Man kann diese Abhéngigkeit von
den Achsenrichtungen vermeiden, wenn man gro3ere gewichtete Fenster verwendet, die
Kreisumgebungen durch geeignete Gewichte w simulieren. Man findet mit obigen Aus-
wertungsverfahren aber maximal nur einen Eckpunkt im gréeren Fenster.

Es ist offensichtlich, wie man diese Technik auf dreidimensionale Bilder erweitern
kann. Es existieren etliche weitere Eckendetektoren auf Grauwertbildern. Wihrend der
Harris-Stephens-Eckendetektor nur maximal eine Ecke pro Fenster F), detektieren kann,
kann ein Eckendetektor nach Forstner und Giilch [30] Ecken sogar subpixelgenau finden.
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Es sei I : Loc — Val ein digitales Bild. Eine Region in / ist per Definition einfach
eine Menge R C [ von zusammenhidngenden Pixeln. Das heiit, je zwei Pixel in R
konnen durch einen Weg verbunden werden, der R nicht verldsst. Dabei hingt der Be-
griff des Weges auch von der verwendeten Nachbarschaftsbeziehung in Loc ab. So muss
ein 9er-Weg nicht auch ein Ser-Weg sein, da in der 9er-Nachbarschaft auch diagonalen
Verbindungen erlaubt sind, die in der Ser-Nachbarschaft verboten sind. In der Literatur
werden manchmal zusitzliche, nicht formal prézisierte Eigenschaften fiir Regionen gefor-
dert. Eine ,.inhaltlich zusammenhéngende* Menge von Pixeln in einem Bild wird hiufig
als ein Segment bezeichnet. Damit werden oft auch Kantenziige als ein Segment aufge-
fasst. Wir wollen versuchen, die Begriffe Region und Segment formal exakter zu fassen
und zu trennen. Dazu gehen wir davon aus, dass ein Begriff einer Homogenitdt der Pixel
einer Region R gegeben ist, der sich auf die Pixelwerte bezieht. Wir konnen den Begriff
der Homogenitit einer Region nicht formal definieren, da dieser von Aufgabenstellung zu
Aufgabenstellung unterschiedlich sein kann, und geben hier nur einige Beispiele an. Dazu
sei M eine Menge von Pixeln und 7 eine Ahnlichkeitsrelation auf den Bildwerten, vgl.
Abschn. 4.2.1. Man konnte dann z. B. sagen, M sei

e stark t-homogen, falls P t P’ fiir alle Pixel P, P’ € M gilt,
e t-homogen, falls ein Pixel Py in M existiert, zu dem alle Pixel in M t-dhnlich sind,
e 0, s-homogen, falls cr]%,, < s gilt.

Es sei & irgendein Homogenititskriterium und A eine Nachbarschaftsrelation. M heif3t
ein (A, h)-Segment, falls M A-zusammenhingend und z-homogen ist. Sind A und % aus
dem Zusammenhang bekannt oder unwichtig, so sprechen wir auch nur von einem Seg-
ment. Ein Segment S in einem Bild [ ist damit eine Region, deren Pixelwerte hinreichend
homogen sind. Segmente bilden elementare Merkmale in Bildern, wie Kanten und Ecken.
Mathematisch betrachtet sind diese Merkmale von unterschiedlicher Dimension. Ecken
sind Punkte und damit von der Dimension 0. Kanten, oder besser Kantenziige, sind Li-

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2015 235
L. Priese, Computer Vision, eXamen.press, DOI 10.1007/978-3-662-45129-8_10



236 10 Segmentierung

nien und damit von der Dimension 1. In einem zweidimensionalen Bild sind Segmente
Regionen, also normalerweise zweidimensional, in einem dreidimensionalen Bild sogar
Volumen, also auch dreidimensional. Eine Region kann natiirlich auch nur linienhaft sein.

In manchen Biichern werden auch Kantendetektoren unter Techniken zum Auffinden
von Segmenten eingeordnet. In unserer Definition ist ein Kantenzug aber normalerweise
kein Segment, es sei denn, man missbraucht diese Begriffe fiir Linienziige (als Spezialfall
einer Region) und kiinstliche Homogenititskriterien auf Gradientenkarten, die gerade auf
einen Kantenzug zutreffen. Dennoch kann man in zweidimensionalen Bildern durchaus
mittels Kantendetektion Segmente finden. Gelingt es etwa, die Aullenkante eines zwei-
dimensionalen Segments zu finden, so ist das Segment selbst gefunden. Diese Idee ist
fiir die Praxis aber nicht empfehlenswert. Viele Kantendetektoren, wie Canny oder La-
place-Techniken, liefern nur selten geschlossene Kantenziige um ein Segment. Andere,
wie Snakes, die wir noch nicht vorgestellt haben, sind extra so entwickelt, dass sie sich von
aullen (oder von innen) an ein Segment anschmiegen und somit per Definition geschlos-
sene Kantenziige finden. Nur, Segmente mittels Kantenziige finden zu wollen, bedeutet,
zweidimensionale Merkmale iiber eindimensionale detektieren zu wollen, und man ver-
zichtet dabei unnotigerweise auf inhérent vorliegende zweidimensionale Information. Wir
werden hier einige Segmentiertechniken vorstellen, die die hoherdimensionale Struktur
der Segmente auch zu deren Detektion ausnutzen.

Noch allgemeiner als das Konzept eines Segments ist das einer Segmentierung. Gene-
rell ist eine Segmentierung von / eine Zerlegung eines Bildes in Segmente. Wir beginnen
mit einem anspruchsvollen Versuch einer Definition. Es sei & ein Homogenitétskriterium.
Eine ideale h-Segmentierung § von [ ist eine Partition § = {Sy,..., S,} von I mit

OI=SIU...US,,,
e jedes S; ist ein maximales #-Segment.

Maximal heif3t natiirlich, dass jedes S; bei Hinzunahme eines weiteren Pixels seine
Eigenschaft, ein #-Segment zu sein, verliert. Sei es, weil das neue Pixel kein Nachbar der
Region ist, und so der Zusammenhang verloren ginge, oder zu unihnlich zur Region ist,
und damit die Homogenitit /# verloren ginge.

Man kann nicht erwarten, dass ideale Segmentierungen existieren. Betrachten wir dazu
als triviales Beispiel das folgende Bild I; : [0,2]* — {0, 1,2} mit

=~
Il
c o o
o - o
(IR

Mit M; und M;; bezeichnen wir die Mengen aller Pixel mit dem Wert i bzw. den Werten
i oder j. Als Ahnlichkeit withlen wir i 7 j :<= |i — j| < 2 und als Homogenititskri-
terium die starke v-Ahnlichkeit. Dann bilden My, M, M5, My, M1, jeweils Segmente,
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Abb.10.1 Zwei gleichwertige 39 1 1 1
korrekte Segmentierungen
00 172 2
0 1/2 3 3
1 172 1.3

My, aber nicht. §; = {My;, M,} ist sicherlich eine intuitiv sinnvolle Segmentierung, aber
ebenso 8, = {My, M},}. Keine ist aber eine ideale Segmentierung, da M, in §; und M,
in &, nicht maximal sind. Sowohl zu M, als auch zu M, kann man das Pixel mit dem
Wert 1 zuschlagen und erhilt so jeweils ein grofleres Segment. Wir miissen also auf die
Forderung, dass alle Segmente maximal sein miissen, verzichten. Ebenso kénnen wir kei-
nen Segmentierungsbegriff erwarten, der zu jedem Bild nur eine erlaubte Segmentierung
gestattet.
Betrachten wir als zweites Beispiel das Bild

mit dem gleichen Homogenitétskriterium. Dann sind
81 = {Mo1, M3}, 8 = {My, M12, M3}

Segmentierungen fiir /5. Generell sind bei flieBenden Ubergéingen normalerweise meh-
rere unterschiedliche, aber in sich jeweils sinnvolle Segmentierungen moglich. Dennoch
ist in diesem Beispiel die Segmentierung &; die schonere, da sie mit weniger Segmenten
auskommt (und zufillig auch noch ideal ist).

Abbildung 10.1 besitzt zum gleichen AhnlichkeitsmaB t wie eben zwei gleichwer-
tige korrekte Segmentierungen, links die Segmentierung mit My, M>3 und rechts mit
My, My, M5. Dabei zerfallen die Menge M, links und die Menge M3 rechts jeweils
in zwei nicht zusammenhéngende Segmente.

Versuchen wir also eine sehr liberale Definition. Eine Menge § = {S, ..., S,} heilit
Segmentierung von I, falls gilt:

jedes S; ist ein Segment von 7,
n ist moglichst klein,
I —\J?_, S; ist vernachlissigbar und

Verzichten wir auf die Disjunktheit verschiedener Segmente, so sprechen wir auch von
einer Semi-Segmentierung. Sind S;, S; und auch §; U S; Segmente, so sollte also statt S;
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und S; nur S; U S; in einer Segmentierung vorkommen. Wihrend wir mit idealer Seg-
mentierung eine mathematisch exakte Definition versucht haben, ist dies keine Definition
im mathematischen Sinn, da hier unprézise Begriffe eingehen. Natiirlich kann man » auf
Kosten von I — | J S; verkleinern. Vernachlissigen kann man z. B. bei einem Salz-und-
Pfeffer-Rauschen ein einzelnes Salz- oder Pfeffer-Korn, das man kaum als eigenes Seg-
ment betrachten mochte. In der Praxis kann man mit dieser unzulidnglichen Definition
aber gut arbeiten. Dann fiihren kleine Verletzungen eines eigentlich erwiinschten Homo-
genititskriteriums meist zu keinerlei Problemen. Daher geht man meist nicht von einem
festen Homogenititskriterium aus und sucht eine Segmentierung so, dass dieses Homo-
genititskriterium exakt erfiillt ist. Vielmehr verwendet man eine Segmentiertechnik, von
der man weil, dass die Resultate das gewlinschte Homogenitétskriterium zumeist erfiillen
oder ihm nahe genug kommen.

Man versteht hiufig unter Segmentierung auch den Prozess, in einem Bild eine Seg-
mentierung zu finden. Dies diirfte aber nicht zu Unklarheiten fiihren.

Die naive Aufgabe lautet also: Finde moglichst grof3e zusammenhéngende Mengen von
Pixeln, die jeweils homogen genug sind. Die Pixel, die keinem Segment zugeordnet wer-
den, sollen vernachlissigbar sein. Wir werden dazu einige Techniken fiir zweidimensio-
nale Bilder vorstellen und jeweils diskutieren, welchen formalen Kriterien deren Segmen-
tierungen geniigen und welche Verallgemeinerungen auf hohere Dimensionen moglich
sind.

10.1 Klassenbilder

Essei I : Loc — Val ein Bild und X = {K{, ..., K,,} eine Partition von Val. Die K; sind
tiblicherweise Intervalle bei einkanaligen bzw. Quader im mehrkanaligen Wertebereich
Val. Das zu I gehorende Klassenbild I x erhilt man, indem der Wert val(P) jeden Pixels
P in I durch i ersetzt wird, falls val(P) in K; liegt, also

Ix(p) =1, falls I(p) € K;.

M; := {P € I|val(P) € K;} ist die i-te Klasse im Bild. Die Menge M; muss nicht
notwendig zusammenhéngend sein. Es seien M; i, .. ., M; ,, alle Zusammenhangskompo-
nenten von M;, also mit M; = U1<j <n; M; ; und jedes M, ; ist eine maximale zusam-

menhéngende Region.
8 KX = U U M ij
1<i<n 1<j<n;
ist eine Segmentierung von /. Diese durch die Klassifizierung KX gewonnene Segmentie-

rung ist eindeutig bestimmt und sogar 7 -ideal fiir die Ahnlichkeit 7 definiert durch

P 1y P’ :<= val(P) und val(P’) liegen in einer gleichen Klasse in K.
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So simpel diese Technik ist, so erfolgreich ist sie auch. Falschfarbaufnahmen sind z. B.
Klassenbilder von Grauwertbildern, in denen die Pixel jeder Klasse, die hier einfach Grau-
wertintervalle sind, in einer anderen Farbe dargestellt werden.

Fiir eine Analyse von Farbbildern in Echtzeit wird diese Technik gern eingesetzt. Die
Ahnlichkeit innerhalb der Farben wird durch eine vordefinierte, bildunabhingige Klas-
seneinteilung gewonnen. Diese Klasseneinteilung hingt nicht vom Bild I/ ab, sondern
tiblicherweise von der Umgebung, in der das Bild aufgenommen und in Echtzeit verar-
beitet werden muss. Eine Stabilitdt der Lichtverhiltnisse ist hier fast schon zwingend.
Anwendungen finden sich z.B. in Produktionsprozessen und unter Laborbedingungen
mit konstanten Lichtverhéltnissen. Der Vorteil dieser Technik ist ihre Einfachheit und
Geschwindigkeit. Thr groBer Nachteil ist, dass bei einer festen Klassifikation sich die Seg-
mentierung bei Anderung von Lichtverhiltnissen abrupt verschlechtern kann.

Color Connected Components
CCC (Color Connected Components) ist eine sehr einfache und schnelle Technik, die
Segmentierung 8  zu einer gegebenen Partition X von Val zu gewinnen.
Wir stellen CCC zuerst sehr abstrakt als Zusammenhangsalgorithmus fiir ein Binérbild
B : Locg — {0, 1} und eine Nachbarschaft A auf Locg vor, noch ohne eine Partition X .
Wir suchen ein Klassenbild Bg, in dem jede maximale A-Region des Vordergrundes eine
eigene Klasse wird. Labels seien natiirliche Zahlen > 0. Ein solcher Zusammenhangsal-
gorithmus findet sich bereits 1966 in [102]. Der Algorithmus ist wie folgt aufgebaut:
Setze newlabel := 1, ein Label label(p) am Ort p sei zu Beginn noch nicht definiert,
y wird eine Relation auf den Labels, die zu Beginn noch undefiniert ist.

1. Scan: Fiir jedes p € Locg mit B(p) = 1:

e bilde die Menge L(p) aller bereits existierenden Labels aller A-Nachbarn von p,
— gilt L(p) = @, dann setze label(p) := newlabel, newlabel := newlabel + 1,
— gilt L(p) # @, dann setze label(p) := min L(p) und erweitere die Relation y um
label(p)y! fiir jedes Label / € L(p).

Zwischenschritt: Bilde den reflexiven, symmetrischen und transitiven Abschluss der Rela-
tion y, die damit zu einer Aquivalenzrelation y* wird. min/ sei das kleinste zu [ beziiglich
y* dquivalente Label.

2. Scan: fiir jedes p € Locg mit B(p) = 1:

e setze Br(p) := minlabel(p).

Hierbei ist die Reihenfolge, in der die Orte p € Locp abgearbeitet werden, vollig egal.

Ein Ort p, der angefasst wird und von dessen Nachbarn noch keiner ein Label besitzt,
erhilt als Label den kleinsten freien Labelwert newlabel. Zwei Orte, die beziiglich y*
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dquivalente Labels besitzen, gehoren zu einer gleichen zusammenhédngenden Region. In
einem zweiten Scan wird jeder Wert label(p) durch den kleinsten dazu dquivalenten La-
belwert ersetzt, damit alle Orte in einer zusammenhédngenden Region auch den gleichen
Wert erhalten. Haben wir k verschiedene Labels, so kann man im Zwischenschritt die Lis-
te der zu jedem Label / gehdrenden Werte min/ in O(k?) Schritten erstellen. Die Anzahl
k der vorkommenden Labels ist iiblicherweise deutlich kleiner als B. Wir konnen auch
k? << |Locg| annehmen und diese Aquivalenzbildung im Zwischenschritt vernachlissi-
gen.

Wir zeigen das Verfahren an einem zweidimensionalen Beispielbild B mit der 4er-
Nachbarschaft und scannen das Bild in kanonischer Reihenfolge zeilenweise von oben
nach unten. In B steht e fiir ein Vordergrundpixel und kein Eintrag fiir ein Hintergrundpi-
xel. Bg ist nach dem 1. und 2. Scan dargestellt.

1 1 1 1 11

2 2 1 2 2 1

2 2 1 2 2 1

3 3 2 2 4 1 2 2 2 2 2 1

1. Scan: 32 2 2 2 1 2. Scan: 2 2 2 2 2 1
2 1 2 1

555 1 1 1 1 1

5 1 1 1

6 6 55 5 5 51 1 1.1 1 1 1 11

Es sei nun K eine gegebene Partition auf Val und / : Loc — Val ein orthogonales
zweidimensionales Bild. In einem ersten Scan durch / findet man alle Klassen M; =
{P e I|val(p) € K;} und somit das Klassenbild von /. Auf jede Klasse kann man nun die
beiden Scans des Zusammenhangsalgorithmus anwenden und erhélt so die Segmentierung
& 5 in drei Bilddurchliufen.

Man kann den ersten Scan des Zusammenhangsalgorithmus aber auch simultan mit der
Bildung des Klassenbildes I x durchfiihren. Fiir jede Klassennummer i in /% wihlen wir
zweidimensionale Labels (i, /), die wir beziiglich der zweiten Komponente minimieren
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miissen. Wird ein Pixel P zum ersten Mal angefasst, wird dessen Klasse i bestimmt und in
einer zweiten Komponente dessen Label / nach dem obigen Zusammenhangsalgorithmus.
(5, 2) bedeutet somit im ersten Scan, dass dieses Pixel zur Klasse 5 gehort und in dieser das
Label 2 besitzt. (8, 2) dass es zur Klasse 8 gehort und in dieser das Label 2 besitzt. Gleiche
Labels sind in verschiedenen Klassen also moglich und interferieren nicht miteinander.

Nach dem zweiten Scan bilden dann alle Pixel mit einem Label (i, j) die j-te zu-
sammenhingende Menge M, ; aller Pixel in der Klasse M;. Vernachlissigen wir den
Zwischenschritt, hat der CCC eine lineare Rechenzeit von O(|/]|) und braucht nur zwei
simple Scans durch das Bild. In diesen zwei Scans erzeugt er aus dem Bild / ein Klassen-
bild /x und findet alle maximalen Regionen in allen Klassen. Es gibt Versionen, die mit
nur einem Scan auskommen, siehe [69, 103].

In Umgebungen mit stabilen Lichtverhiltnissen ist der CCC eine interessante Technik,
Segmente iiber Farbklassen sehr schnell zu detektieren.

10.2 Wasserscheidentransformation

Die Segmentiertechnik Wasserscheidentransformation folgt einer einfachen Idee. Wir ge-
hen von einem zweidimensionalen Bild aus, das wir in ein Gradientenbild umwandeln,
von dem uns nur der Kanal der Gradientenbetriige interessiert.

I:[0,N[x [0, M[ — [0, max]q

sei das zweidimensionale Bild dieser einkanaligen Gradientenbetrige, das wir uns als
eine dreidimensionale Gebirgslandschaft vorstellen. Die Grauwerte /(p) reprisentieren
Hohen. AuBBen umgeben wir das Bild mit einem Rand der Hohe max +1. Bei einem
gleichméBigen Regen iiber dieser Landschaft kann der Regen nicht aus dem Gradienten-
bild abflieBen und er bildet Seen, die in den Tilern entstehen und bei weiterem Einregnen
in die Hohe wachsen. Die Orte dieser Seen sollen den Orten von Segmenten im Aus-
gangsbild entsprechen. Die Segmentgrenzen entstehen beim Uberlauf, wenn zwei Seen
beim Weiterregnen ineinander iiberlaufen. An diesen Stellen stellt man sich einen Deich-
bau vor, der bis zur Hohe max +1 mit wichst.

Fiir eine Implementierung der Methode empfiehlt sich eine leicht modifizierte Vorstel-
lung. Es soll nicht von oben in die Gebirgslandschaft regnen, sondern die Landschaft wird
von unten geflutet. Und zwar nicht in jedem Tal gleichzeitig, sondern entlang der globalen
Hohenlinien im Bild, von unten nach oben. Betrachten wir als Beispiel das eindimensio-
nale Gradientenbild in Abb. 10.2.

Auf der eingezeichneten Flutungshohe im linken und mittleren Bild haben sich vier
Seen, also Segmente, gebildet. Der zweite und dritte See verschmelzen zwar im mittle-
ren Bild, hier wird allerdings ein Deich zur Trennung gebaut. Bei einer Flutung bis zur
maximalen Hohe erhalten wir im Beispiel fiinf Segmente. Jeder lokale Gipfel in einem
eindimensionalen Bild fiihrt also zu einem Deich und damit zu einer Segmentgrenze.
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Abb.10.2 Eine Gebirgslandschaft (eindimensionales Gradientenbild) mit Flutung der Wasserschei-
dentransformation auf drei verschiedenen Hohen und die dabei erzeugten Deiche

Es konnen hierbei sehr grole Segmente von Pixeln sehr unterschiedlicher Werte ent-
stehen, solange die Ubergiinge keine lokalen Gipfel besitzen. In der Praxis tritt aber ein
anderes Problem auf: Besitzt ein intuitiver Seen mehrere kleinen Kuhlen, so wird jede klei-
ne Kuhle wegen des Deichbaus zu einem eigenen See. Dort, wo man ein grof3eres Segment
erwarten wiirden, entstehen durch zufillige flache Kuhlen eigene Segmente. Das Was-
serscheidenverfahren neigt zu einer Ubersegmentierung, in der zu viele kleine Segmente
entstehen. Es existieren etliche Techniken, diese Ubersegmentierung einzuschrinken oder
ganz zu beheben. Eine einfache Idee ist es z.B., zwischen zwei Seen, die sich gerade
beriihren, nur dann einen Deich zu errichten, wenn beide eine gewisse Mindesttiefe besit-
zen (Preflood-Methode). Damit verhindert man, dass zu kleine Kuhlen zu eigenen Seen
werden. Zusitzlich sollte man am Ende in einer Merging-Phase benachbarte Seen wieder
verschmelzen, wenn sie dhnlich genug sind, siehe hierzu den Abschn. 10.5.

Abbildung 10.3 zeigt in den oberen Bildern zwei Varianten der Wasserscheidentrans-
formation, gebildet mit dem Tool ImagelJ (erhéltlich in http://rsb.info.nih.gov/ij/) mit vor-
heriger Gauffilterung mit c = 2 (oben links) und 0 = 6 (oben rechts). Hierbei werden
allerdings nur die Grenzen in das Originalbild eingezogen. Unten finden sich die Resul-
tate bei Verwendung eines Wasserscheidenalgorithmus von Soille [113]. Setzt man den
Preflood-Parameter so, dass der Himmel nicht in das Gebdude wichst, ergeben sich sehr
viele kleine Segmente. In den beiden unteren Bildern wird eine Standarddarstellung fiir
Segmente verwendet, in der jedes Segment S mit seinem Mittelwert ;g ohne weitere Her-
vorhebung der Segmentgrenzen visualisiert wird.

Wendet man das Wasserscheidenverfahren auf ein Bild mit homogenen Ubergingen
und konstanten Gradientenwerten an, so wird das ganze Bild ein Segment. Das gilt z. B.
fiir das Bild 3.17 des Farbverlaufs im H-Kanal des HSV-Farbraums. Obwohl hier alle
Farben im Bild vorkommen, es also maximal inhomogen ist, liefert die Wasserschei-
dentransformation nur ein Segment. Die Wasserscheidentransformation ist also ein Seg-
mentierverfahren beziiglich des duBlerst extremen Homogenitétskriteriums der Konstanz
im Gradientenwert. Auf ein vorgegebenes Homogenititskriterium kann es nicht adaptiert
werden.
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Abb.10.3 Wasserscheidentransformation. Oben Segmentierung im Beispielgebdude 1 mithilfe der
Wasserscheidentransformation mit dem Tool ImageJ mit vorheriger GauBfilterung mit o = 2 (links)
und 0 = 6 (rechts). Unten Anwendungen des Wasserscheidenalgorithmus nach Soille [113] mit
verschiedenen Preflood-Parametern

10.3 Rekursives Histogrammsplitting

Das rekursive Histogrammsplitting (RHS) ist eine Technik von Ohlander [82], siche auch
Ohlander, Price und Reddy [83] oder Ohta, Kanade und Sakai [84], die Histogramme
mit Ortsinformation verkniipft. Dabei wird in einer ausgewihlten Region R, die als nicht
homogen genug gilt, mittels einer Analyse der Histogramme aller Kanile des Bildes eine
Unterteilung in zwei ,,homogenere” Mengen Vi, Hg mit Vg U Hr = R, VR N Hg = 0@
durchgefiihrt. Wir wollen der Anschauung zuliebe Vi den ,,Vordergrund“ und Hy den
n~Hintergrund“ in R nennen. Vi und Hyi werden in ihre Zusammenhangskomponenten
Vi,...,V, bzw. Hy, ..., H, zerlegt und diese Regionen werden weiter analysiert. Der
Aufbau des Algorithmus RHS ist wie folgt:

e bilde zwei leere Keller § und R,
o R:=1,lege R auf R,
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e wiederhole
nimm oberste Region R von R,
falls R homogen genug ist,
lege R auf &,
sonst
bilde V; € R, den ,,Vordergrundin R,
und V5, den , Hintergrund* in R,
partitioniere V; und V; in maximal gro3e zusammenhingende Regionen
und lege diese alle auf R,
e solange bis R leer ist. & ist die gefundene Segmentierung.

Der logische Aufbau vom rekursiven Histogrammsplitting ist einfach, aber eine Defi-
nition und Bestimmung des Vordergrundes und Hintergrundes in R ist problematisch. In
der Praxis arbeitet man auf hochkanaligen Bildern, wie Satellitenaufnahmen mit diver-
sen Kanilen oder Farbbildern in mehreren Farbrdumen. Fiir ein Farbbild werden daher
der RGB-Farbraum, HSV-Farbraum und YIQ-Farbraum berechnet und alle Kanile R, G,
B, H,S,V,Y, I, Q gleichzeitig betrachtet. Eine Region R ist nun homogen genug,
wenn in keinem Histogramm H; der Kanile ¢ ein ausgeprigter Gipfel zu finden ist. Alle
Pixelwerte in R haben dann in allen Kanilen keine Auffélligkeit. Ist R nicht homogen
genug, so findet man in zumindest einem der Kanile einen ausgeprigten Gipfel. Dieser
muss lokalisiert werden. In [83] wird dazu ein Programm vorgestellt. Es bieten sich aber
auch andere Methoden an. Man konnte mit der Methode von Otsu oder Kittler-Illing-
worth, vgl. Abschn. 5.2.3, zwei Schwellwerte sy, s, fiir das Histogramm Hj bestimmen
und V§ = {P € R|s; < val(P) < s} setzen. V; kann dann das ausgeprigteste V;
fiir alle Kanile sein (etwa mit maximaler GroBe o. A.). Ebenso kann man das Bin b, mit
maximalem Wert in allen Histogrammen H ¢ suchen und dessen Einzugsbereich (Cluster)
Cp, nach der Methode des graphentheoretischen Histogrammclusterns, vgl. Abschn. 4.3.8,
wihlen. Vi werden dann alle Pixel in R mit einem Wert val(P)¢ in Cp,.

Ortsinformation wird in RHS nur indirekt verwendet, indem Histogramme von immer
kleineren Regionen betrachtet werden. Der RHS ist ein relativ zeitaufwéndiges Verfahren,
liefert hiufig aber ziemlich gute Resultate, die man dieser recht simplen Idee nicht zutraut.
Abbildung 10.4 zeigt das Ergebnis einer RHS-Segmentierung beim Beispielgebédude 1 in
der Standarddarstellung.

Das Homogenititskriterium der RHS-Technik besteht also darin, dass in allen Kanélen
die Histogramme von einem Segment keinen ausgeprigten Gipfel besitzen, d. h., dass alle
Bildwerte in einem Segment in allen Kanilen etwa gleich hiufig auftreten.

10.4 Split-and-Merge

Split-and-Merge (SaM) ist eine Technik von Horowitz und Pavlidis [47], die wegen ih-
rer Einfachheit und Qualitidt sehr beliebt ist. SaM arbeitet, wie der Name sagt, in zwei
verschiedenen Phasen, einer top-down durchgefiihrten Split-Phase und einer anschlie-
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Abb.10.4 Segmentierungsre-
sultat mit RHS

Benden Merge-Phase, die bottom-up erfolgt. In diesem Abschn. 10.4 sei Loc stets ein
quadratischer Ortsbereich Loc = [0, 2" [2 von einer Seitenldnge 2" fiir n > 0. Der SaM-
Algorithmus geht von einem zweidimensionalen Bild / : Loc — Val mit einem solchen
Ortsbereich aus. Falls der Ortsbereich Loc; von I nicht diese Eigenschaft erfiillt, bettet
man Loc; in das kleinste Quadrat einer zuldssigen Seitenlinge ein und setzt /(p) = O fiir
p auBerhalb von Loc;. Damit ist die Voraussetzung fiir den Ortsbereich des Bildes immer
erfiillbar und der kiinstliche schwarze Rand ist fiir das folgende Verfahren nicht storend.

In der Split-Phase des SaM-Algorithmus wird eine Datenstruktur Quadtree aufgebaut,
die wir zuerst vorstellen wollen.

10.4.1 Quadtree

Wir betrachten die Menge @ aller Quadrate im N2, deren Seitenlingen Zweierpotenzen
2/ fiireini € N sind. Ein Quadtree fiir Loc ist ein angeordneter, kantengewichteter Graph
Q0 = (V,A, E) mit

o V C X*mitX ={l,2,3,4}, dessen Knoten also Worter iiber den Ziffern 1 bis 4 sind,
e A:V — @, eine Funktion, die jedem Wort in V' ein Quadrat aus @ zuordnet, sowie
e cine Kantenrelation £ C V x V, die einen angeordneten, gerichteten Baum mit fol-
genden Eigenschaften bildet:
— Die Wurzel ist ¢ mit A(¢) = Loc.
— Essei w € X¥* ein Knoten in V, der kein Blatt ist, mit A(w) = Q,, € @. Dann sind
in dieser Reihenfolge w1, w2, w3 und w4 Kindknoten von w. Die Seitenlinge von
Q. sei 2! Dann wird Q,, durch Halbieren beziiglich der x- und y-Achse in 4
Teilquadrate Q,,; der Seitenldngen 2™ unterteilt. Dabei sei Q,,; das Viertel

oben links, firi =1,

oben rechts, firi = 2,
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unten rechts, firi =3,

unten links, firi = 4.
Es ist A(wi) := Q4. Ist die Seitenlidnge von Q,; gleich 1, muss wi als Blatt
deklariert werden. Ansonsten darf jedes wi als Blatt deklariert werden, muss es

aber nicht.

In einem Quadtree wird also das Quadrat Loc rekursiv in vier gleich grofe Unterqua-
drate unterteilt. Damit das sinnvoll geht, wurde Loc selbst als Quadrat einer Seitenlinge,
die eine 2er-Potenz ist, vorausgesetzt. Diese Unterteilung darf man fiir ein Unterquadrat
Qi jederzeit abbrechen, indem man wi als Blatt deklariert. Bei Unterquadraten einer
Seitenldnge 1 muss man abbrechen. Die Kindknoten werden im Uhrzeigersinn oben links
beginnend von 1 bis 4 durchnummeriert.

Die Tiefe eines Knotens w in Q ist genau die Linge |w| des Wortes w iiber dem
Alphabet {1,2,3,4} und das Wort w beschreibt genau den Weg von der Wurzel zum
Knoten w.

Betrachten wir als Beispiel den folgenden Quadtree der maximalen Tiefe 3, wobei die
Pfeile von w zu wi fiir 1 <i < 4 weggelassen sind:

1 2 3 4
21,22,23,24 31,32,33,34 41,42,43,44
231,232,233,234 241,242,243,244 411,412,413,434 441,442,443,444

Abbildung 10.6 visualisiert die von diesem Quadtree reprisentierten Regionen.

10.4.2 Die Split-Phase

In der Split-Phase eines SaM-Algorithmus wird der Ortsbereich Loc eines Bildes / in
einen Quadtree zerlegt.

Haben wir ein Bild / : Loc — Val C Q, so ordnen wir in einem Quadtree Q; =
(V, A, E) fiir I den einzelnen Knoten w mittels A(w) nicht mehr das Quadrat Q,, sondern
das Teilbild Ry := I,p, eingeschrinkt auf dieses Quadrat zu. Das Abbruchkriterium,
wann ein Knoten w als Blatt erklért wird, ist nun einfach, dass A(w) = R,, homogen ge-
nug ist. Der Homogenititsbegriff ist je nach Aufgabenstellung geeignet zu wihlen. Hiufig
wird als Homogenitétskriterium U}Qw < s gewdbhlt; die Varianz in R soll kleiner als ein
Schwellwert s sein. Damit zerlegt die Split-Phase eine Bild in disjunkte Segmente, deren
Ortsbereich stets ein Quadrat in @ ist.

Wir betrachten als Beispiel ein kleines Grauwertbild wie in Abb. 10.5 gezeigt. Wir

wollen in diesem Beispiel einen exotischen Homogenititsbegriff wéihlen. Eine Region



104 Split-and-Merge 247

Abb.10.5 Ein kleines Bild
mit seinen Grauwerten

112 108 120 95 110 113 133 142

104 54 112 98 94 118 162 147

108 110 113 93 188 153 144 208

109 119 97 113 142 143 146 215

102 120 155 164 154 157 155 163

105 153 172 165 167 159 150 161

152 161 137 163 202 224 175 164

172 171 162 209 211 223 164 153

Abb.10.6 Quadtree zu der
Abb. 10.5 21 22

241|242 231| 232

244|243 234|233

411|412
42 31 32
414|413
431| 432
44 34 33
434 433

soll homogen sein, wenn bei Entfernen von maximal 10 % aller Pixel dieser Region fiir
alle restlichen Pixel P, P’ die Differenz |val(P) — val(P’)| < 30 ist. Die Region R; im
Quadtree in Abb. 10.6 besitzt im Bild in der Abb. 10.5 die Grauwerte (von links oben nach
rechts unten): 112, 108, 120, 95,104, 54, 112, 98, 108, 110, 113,93, 109, 119, 97, 113 mit
dem Mittelwert pp, = 97. Entfernt man das Pixel mit Wert 54, haben alle anderen we-
niger als den erlaubten Maximalabstand 30. R, ist damit homogen genug und bildet eine
Region im Quadtree, die nicht weiter unterteilt wird. R,, R3 und Ry sind nicht homogen
genug und miissen weiter unterteilt werden. Man iiberzeugt sich leicht, dass das Bild aus
Abb. 10.5 in der Split-Phase genau in den Quadtree von Abb. 10.6 zerlegt wird.

10.4.3 Die Merge-Phase

In der Merge-Phase werden iterativ zwei Segmente S, S, verschmolzen, die dhnlich ge-
nug sind und eine gemeinsame Grenze besitzen. Ausgangspunkt fiir die Iteration sind
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Abb.10.7 Eine Segmentie-
rung des Bildes in Abb. 10.5

133 142

162 147

144| 208

146| 215

155 164 154 155 163

153 172 165 167 159 150 161

152 161 163| 202 224| 175 164

172 171 162| 209 211 223| 164 153

hierbei zwei Segmente R,,,, R,,,, die zu Knoten im Quadtree gehoren. Diese diirfen durch-
aus von unterschiedlicher Tiefe |w;| # |w;| sein. Im Iterationsschritt miissen die zu
verschmelzenden Segmente selbst keinem Knoten mehr zugeordnet sein, sondern diirfen
aus bereits verschmolzenen Segmenten bestehen.

Diese Phase ist nicht ganz einfach zu implementieren, da in irgendeiner Systematik
Segmente heranzuziehen sind, die eine gemeinsame Grenze haben. Dabei sind zwei Seg-
mente Sy, S, benachbart, wenn mindestens ein Pixel P; € Sjund ein Pixel P, € S,
existieren, die selbst 4er-benachbart sind.

Das Ahnlichkeitskriterium, nachdem zwei benachbarte Regionen verschmolzen wer-
den diirfen, muss nicht das gleiche sein, das in der Split-Phase fiir Homogenitit verwendet
wird. So wird oft eine Region gesplittet, wenn ihre Varianz zu gro83 ist, aber zwei Segmente
S'1, S> werden schon dann verschmolzen, wenn nur ihre Mittelwerte (s, , its, nahe genug
liegen. Diese Vereinfachung beschleunigt die Rechenzeit.

Wir wihlen fiir unser obiges Beispielbild in Abb. 10.5 in der Merge-Phase als Ahnlich-
keitsmal} fiir zwei bereits gebildete Segmente Sy, S», dass |us, — ps,| < 25 gilt. Dann
konnen z. B. folgende Regionen verschmolzen werden:

Ri, Ry, Ry11, R12 und Ryya,

Rus, Ryz, Ryzz, Ryza, R31, R3a, R3z, Ryo, Ro3t, Rozy, Rogn, Rogz und Roy,
R33; und Ro33

R34 und R433.

Ein weiteres Segment bildet das isolierte Pixel in Ry4; mit dem Wert 188. Hingegen fiihrt
der Wert 54 in R; nicht zu einem isolierten Segment, da R; insgesamt als homogen ge-
nug erkannt wurde. Dies liegt an der Wahl des Homogenitdtsmaf3es in diesem Beispiel.
Abbildung 10.7 zeigt die gefundenen Segmente in unterschiedlichen Grautonen.

Was geschieht mit Ry3; mit Wert 137? Fiihrt man die Merge-Phase bottom-up durch, so
wird R43; mit den Nachbarregionen Ry3;, Ry434, R4 und Ryy verglichen und ist zu keiner
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fiir ein Merge hinreichend dhnlich. Damit wird R43; zu einem isolierten Segment. Fiihrt
man die Merge-Phase hingegen top-down durch, so werden zuerst die Regionen Ry4, R4y,
R31, R3; und Rj33 zu einer Region R mit Mittelwert 161.65 verschmolzen, zu der Rys;
hinreichend &hnlich ist und verschmolzen wiirde. Das Ergebnis der Merge-Phase kann
durchaus von der Reihenfolge abhéngen, in der zu verschmelzende Regionen gewdihlt
werden. Es liegt also auch an den Details der Implementierung, welche Segmentierung
man erhalt.

Grouping

Manche Autoren sprechen von einem Grouping, wenn zwei Segmente verschmolzen wer-
den. Der Begriff Merging wird dann fiir den Spezialfall reserviert, dass vier Segmente
Ry, Ry, Rys, Rys zu einer gemeinsamen Region R, verschmolzen werden. Dieser Fall
kann auftreten, wenn man mit der Split-Phase nicht von der Wurzel aus beginnt. Zur Be-
schleunigung des Verfahrens kann man das Bild I sofort in 4™ Teilbilder R,, fiir alle
w € {1,2,3,4}* mit |w| = m unterteilen. Die Split-Phase beginnt jetzt auf der Tiefe m,
filschlich unterteilte homogene Regionen Ry,;, Ry, Ry3, Rys werden dann wieder zu R,
verschmolzen (Merging) und die anschlieBende Merge-Phase wird jetzt Grouping genannt
wird.

10.4.4 Vor-und Nachteile

Der grofie Vorteil von Split-and-Merge ist sein einfacher logischer Aufbau. Auch sind
die Segmentierungsergebnisse recht ordentlich. Ein Nachteil ist, dass die Grouping-Phase
ziemlich anspruchsvoll wird, da es verschiedenen unfertigen Segmenten in der Quadtree-
Struktur nicht trivial ansehbar ist, ob sie eine gemeinsame Grenzlinie besitzen und so
tiberhaupt Kandidaten fiir ein weiteres Verschmelzen sein konnen. Dies ist schon fiir
elementare Regionen R,,, R, mit |u| # |w| schwierig, fiir aus elementaren Regionen zu-
sammengesetzte aber noch schwieriger. Dieses Problem fiihrt auch dazu, dass Quadtrees
keine einfache Implementierung auf Parallelrechnern erlauben. In der Bildverarbeitung
kann es vorteilhaft sein, Teilbilder eines groleren Bildes auf verschiedenen Rechnern un-
abhingig zu bearbeiten und die einzelnen Ergebnisse auf eine moglichst einfache und
schnelle Art zu einem Gesamtergebnis wieder zusammenzufassen. Bei SaM fehlt hierzu
eine inhdrent parallele Logik.

Ein weiteres Problem ergibt sich in der Segmentierung von Strukturen mit flieBenden
Ubergiingen. Hier bevorzugt SaM Grenzverliufe, die den unterliegenden Quadtree erken-
nen lassen. Bei einer Segmentierung von Landschaftsaufnahmen mittels SaM zerfillt z. B.
der Himmel meist in Segmente unterschiedlicher Graduierungen von Blau und Weif}, die
sich mit unnatiirlichen geraden Linien senkrecht und waagerecht zum Bildrand voneinan-
der abgrenzen, vgl. Abb. 10.8.

Dass ein Himmel in unterschiedliche Segmente zerfallen kann, ist vollig natiirlich, etwa
wenn sich Wolken im Himmel befinden. Aber auch bei einem allméhlichen Ubergang von
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Abb. 10.8 Segmentierungsresultat mit SaM

einem tiefen Blau zu einem fast weilen Blau sind hiaufig mehrere Segmente erwiinscht.
Derartige kiinstliche gerade Segmentgrenzen sind aber nicht nur unésthetisch, sie konnen
in einer weiteren Bildanalyse sogar storend sein. So ist es bei einer Detektion von Gebéu-
den, in denen sich auch Himmel in Glasflichen spiegeln kann, vorteilhaft, unregelméBige
Segmentgrenzen im Himmel, aber regelméBige zwischen Himmel und Gebduden erwar-
ten zu diirfen. Die zumeist geraden Dachkanten sollen sich von den Segmentgrenzen im
Himmel deutlich absetzen.

Da in der Split- und in der Merge-Phase unterschiedliche Homogenitits- und Ahn-
lichleitskriterien gewihlt werden konnen, kann theoretisch in der Split-Phase eine Region
Ry, in Ry, Ry», Rys und R,,4 aufgeteilt werden, die in der Grouping-Phase wieder zu
R, verscholzen werden. Die beiden Kriterien miissen zusammen harmonieren. Das Ho-
mogenititskriterium zum Splitten sollte liberaler als das Ahnlichkeitskriterium zur Ver-
schmelzung gewihlt werden. Es konnen aber alle Homogenititskriterien, die man fiir ein
Segment wiinscht, in SaM sowohl in der Split- als auch Merge- oder Grouping-Phase
verwendet werden.

Eine Verallgemeinerung auf dreidimensionale Bilder ist von der Logik her leicht. Jetzt
werden Volumenquader einer Seitenléinge von 2”*! in 8 Teilquader einer Seitenléinge von
jeweils 2™ zerlegt. Statt einer Quadtree-Struktur erhélt man jetzt kanonisch eine Octtree-
Struktur, auf der man SaM analog aufbauen kann. Von der Logik her ist es egal, ob die
Bilder ein- oder mehrkanalig sind. Bei dreikanaligen Farbbildern braucht man Homoge-
nitits- und Ahnlichkeitskriterien, die fiir Farbbilder geeignet sind. Will man Segmente
gewinnen, die dem menschlichen Farbédhnlichkeitempfinden entsprechen, empfiehlt es
sich, Homogenitit und Ahnlichkeit im Lab- oder Luv-Farbraum zu definieren.
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10.5 Regionenwachstum

Techniken zum Regionenwachstum sind Bottom-up-Verfahren, die von kleinen Regionen
ausgehen und diese durch Hinzunahme weiterer benachbarter Pixel — unter Beachtung ei-
nes Homogenititskriteriums / — wachsen lassen. Durch das Wachsen in die Nachbarschaft
wird der Zusammenhang in den sich bildenden Regionen garantiert. Durch die Beachtung
des Homogenititskriteriums soll erreicht werden, dass auch die finalen Regionen homo-
gen werden.

Es seien wieder / : Loc — Val ein Bild und t eine Ahnlichkeit auf Val. Bei der einfa-
chen Verkettung (single linkage) geht man von einem Pixel, das noch nicht einem Segment
zugeordnet ist, als Startregion R aus. Zu einer bereits gebildeten Region R darf man ein
Pixel P hinzunehmen (R kann zu R U {P} wachsen), falls ein Pixel P’ in R existiert
mit P’ A P und P’ t P. Existiert auBerhalb von R kein weiteres Pixel, das zu einem in R
benachbart und dhnlich ist, bricht das Wachstum mit R als ein Ergebnissegment ab.

Dieses Verfahren ist einfach und schnell, besitzt aber offensichtliche Nachteile. Die
Segmentierung hiingt von der Reihenfolge ab, in der man Nachbarpixel einer wachsenden
Region betrachtet. Dies ist nicht weiter problematisch, da eine Segmentierung im Allge-
meinen nicht eindeutig sein kann. Problematisch sind hier die Kettenfehler. Bildet man
eine Folge Py, ..., P, von Pixeln mit P, 7 P;;; fiir 1 < i < n, so muss P; t P, nicht
mehr gelten. In Farbbildern kann man etwa von einem gelben Pixel iiber eine Kette von
jeweils dhnlichen Nachfolgepixeln leicht zu einem roten Pixel gelangen. Von jeder Farbe
c1 kann man dann iiber farbdhnliche Nachbarn jede andere Farbe ¢, erreichen. Es besteht
also leicht die Moglichkeit, mittels einfacher Verkettung eine Region zu bilden, die nicht
homogen genug ist, um als Segment aufgefasst werden zu konnen. Die Situation ist die
Gleiche wie in der Wasserscheidentransformation, dass man iiber allméihliche homogene
Ubergiinge zu inhomogenen Regionen gelangen kann.

Diesen Fehler kann man mildern, wenn man R nur dann um ein benachbartes Pixel
P wachsen ldsst, wenn P zu g dhnlich ist, also mit val(P) t pg. Diese Technik zum
Regionenwachstum nennt man Centroid-Linkage-Verfahren. Aber auch hier bleiben Ket-
tenfehler moglich, wenn man durch Hinzunahme weiterer gerade noch dhnlicher Pixel
diesen Mittelwert langsam veridndert. Allerdings treten solche Situationen nur theoretisch
auf und sind in der Praxis selten. Statt mit einer Ahnlichkeit kann man auch mit anderen
Homogenititskriterien arbeiten, wie etwa einer oberen Schranke fiir die Varianz einer Re-
gion. Man nimmt dann P nur zu R hinzu, wenn pgyugpy < s ist. Sind pg und | R| bekannt,
so lésst sich gy py leicht ermitteln.

In hybriden Verkettungen wird die Ahnlichkeit von R und einem Nachbarpixel P auf-
windiger berechnet, um zu entscheiden, ob R um P zu R U { P} wachsen darf. So kann
man etwa fordern, dass ein Nachbarpixel P’ € R von P und geniigend viele Pixelpaare
(P, P/),1 <i <nfiireinn > 0 existieren mit

(] Pi T Pi/’
e P cU(P)und P/ € U(P),
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fiir Umgebungen U(P) um P und U(P’) um P’. P hat jetzt an n verschiedenen Stellen
einen Kontakt mit dhnlichen Pixeln in R.

In Verfahren mit Regionenverschmelzung kann eine Region nicht nur durch Hinzu-
nahme eines hinreichend dhnlichen Nachbarpixels wachsen, sondern bereits gebildete
benachbarte homogene Regionen konnen verschmelzen. Hier darf man also nicht sequen-
tiell eine Region nach einer anderen abarbeiten, sondern 1dsst mehrere Regionen parallel
um zufillig gewihlte Startpixel als Keime wachsen. Zwei homogene Regionen R und R;
verschmelzen zu einer neuen Region R’ := R U R,, falls R; und R,

e hinreichend dhnlich und
e hinreichend benachbart sind.

Hinreichend benachbart kann bedeuten, dass sich R; und R, in mindestens n Pixeln
beriihren, wobei je nach Variante auch n = 1 erlaubt sein kann. Beriihren in mindestens n
Punkten bedeutet, dass zwei Mengen G; C R; fiiri = 1,2 mit mindestens je n Punkten
existieren, so dass zu jedem P € G, ein Nachbar in G, und zu jedem P € G, ein
Nachbar in G| existiert. Falls die Mengen G; zusitzlich zusammenhingend sind, existiert
eine gemeinsame Grenzlinie einer Linge > n zwischen R und R,.

Fiir hinreichende Ahnlichkeit sind viele Varianten vorstellbar. Selbst wenn eine Ahn-
lichkeit t auf Val gegeben ist, die festlegt, wann zwei Pixel P, P’ dhnlich sind, kann man
7 auf unterschiedliche Weise zu einer Ahnlichkeit zweier Pixelmengen M, M’ erweitern.
So kann man beispielsweise M t M’ setzen, falls gilt:

® [y T [y oder
e VP e M,VP' € M’ :wenn P und P’ benachbart sind, dann gilt auch P ¢ P’, oder
o YPe MVYP eM :PtP.

In der Praxis verwendet man meist zur Rechenzeitersparnis das simple Kriterium
|ir, — LR, | < s fiir einen Schwellwert s. pg,ug, ldsst sich sofort ermitteln, wenn man an
jede untersuchte Region R die Zahl der Pixel in R annotiert. Dennoch kann man mit Re-
gionenverschmelzungsverfahren diverse Homogenititskriterien fiir die fertigen Segmente
erfiillen. Es sieht auf den ersten Blick so aus, als seien statistische Homogenititskriterien
wie o3 < s fiir Regionenverschmelzungsverfahren ungeeignet, da statistische Aussa-
gen lber sehr kleine Regionen wenig aussagekriftig sind. Ist eine Region R allerdings
schon zu einer gewissen Grofe verschmolzen, konnen kleine Regionen mit abweichenden
Werten nachtriglich mit R verschmolzen werden, wenn das statistische Homogenititskri-

terium das erlaubt.

10.6 Color Structure Code

Der Color Structure Code, CSC, von Priese und Rehrmann [96, 97] ist ein inhirent par-
alleles Regionenverschmelzungsverfahren, das von einer hierarchischen hexagonalen To-
pologie gesteuert wird. Der CSC ist entgegengesetzt zum Split-and-Merge aufgebaut. Der
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Abb. 10.9 Die hierarchische hexagonale Topologie des CSC

CSC arbeitet zuerst bottom-up mit einer Merge-Phase, in der bei Bedarf bereits gebildete
Segmente top-down wieder gesplittet werden konnen, wenn sich eine andere Segment-
aufteilung als vorteilhafter erweist. Dabei werden in der Merge-Phase nicht Segmente
verschmolzen, die dhnlich sind und sich beriihren, sondern dhnliche Segmente, die sich
bereits in einem Teilsegment iiberlappen. Im Aufbau arbeitet der CSC also mit Semi-Seg-
mentierungen, in der sich unterschiedliche Segmente iiberlappen diirfen. Das Ergebnis ist
allerdings eine Segmentierung mit disjunkten Segmenten.

10.6.1 Die hierarchische hexagonale Topologie

Die logische Steuerung in der Merge-Phase iibernimmt eine hierarchische hexagonale To-
pologie, die auf Hartmann [40] zuriickgeht und nachfolgend vorgestellt wird.

In einem Gedankenexperiment nehmen wir an, dass die Pixel hexagonal und nicht or-
thogonal angeordnet seien. In Abb. 10.9 ist diese hexagonale Anordnung der Pixel, die als
dunkle Punkte dargestellt sind, gezeigt.

Jedes Pixel besitzt exakt sechs Nachbarn. Benachbarte Pixel besitzen stets den gleichen
Abstand. Man zeichnet jedes zweite Pixel jeder zweiten Zeile als ein Zentrumspixel aus.
Jedes Zentrumspixel bildet mit seinen sechs Nachbarn zusammen eine Insel der Ebene
1. Fassen wir eine Insel der Ebene 1 als ein Makropixel auf, so bilden die Makropixel
ebenfalls eine hexagonale Struktur: Jedes Makropixel besitzt genau sechs benachbarte
Makropixel im gleichen Abstand. Allerdings sind zwei benachbarte Makropixel, also be-
nachbarte Inseln der Ebene 1, nicht disjunkt, da sie sich in genau einem Pixel iiberlappen.
Ein Pixel selbst bezeichnen wir auch als eine Insel der Ebene 0.
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Jedes zweite Makropixel jeder zweiten Makrozeile (bestehend aus Makropixel) fassen
wir wieder als Zentrumspixel auf. Diese Zentrumspixel und ihre sechs Nachbarmakropixel
bilden eine Insel der Ebene 2. Die Inseln der Ebene 2 besitzen wieder eine hexagonale
Struktur. Dies fiihrt zu folgender induktiven Definition:

Jedes Pixel ist eine Insel der Ebene 0. Jedes zweite Pixel jeder zweiten Zeile wird als
Zentrumspixel der Ebene 1 ausgezeichnet. Jedes Zentrumspixel der Ebene 1 mit seinen
sechs Nachbarpixeln bildet eine Insel der Ebene 1, auch Makropixel der Ebene 1 genannt,
die Zeile der Mittelpunktpixel dieser Makropixel heifit auch Makrozeile (der Ebene 1).

Es seien schon Inseln einer Ebene n > 0 gebildet, die selbst eine hexagonale Struktur
bilden mit Makropixeln (der Ebene n) und Makrozeilen (der Ebene n). Jedes zweite Ma-
kropixel jeder zweiten Makrozeile, jeweils der Ebene n, wird als Zentrumsinsel der Ebene
n deklariert. Jede Zentrumsinsel der Ebene n bildet mit seinen sechs Nachbarinseln der
Ebene n eine Insel der Ebene n 4 1. Jede Insel der Ebene n 4 1 heifit auch Makropixel
(der Ebene n + 1) und die Zeile der Mittelpunktpixel dieser Makropixel ist die Makrozeile
der Ebenen + 1.

Die Inseln auf gleicher Ebene bilden wieder eine hexagonale Struktur. Diese Struktur
ist hierarchisch von Ebene zu Ebene aufgebaut und wird als hierarchische hexagonale
Topologie bezeichnet. Diese Struktur ist nicht eindeutig definiert, da man auf jeder Ebene
einmal festlegen kann, mit welcher zweiten Makrozeile und welchem zweiten Makropixel
man beginnt. Es ist fiir das Folgende aber vollig gleichgiiltig, wie man diese Wahl trifft.

In Abb. 10.19 sind die Pixel als dreidimensionale Bélle dargestellt und man erkennt
diese Struktur leicht. Sie besitzt einige einfache, aber niitzliche Eigenschaften, wie Dichte,
Zentraliiberlappung und Einfachheit:

Dichte: Zwei sich iiberlappende Inseln Ji, J, einer Ebene n sind Teilstrukturen einer ge-
meinsamen Elterinsel J der Ebene n + 1.

Zentraliiberlappung: Jede Zentrumsinsel J.. einer Ebene 7 in einer Elterinseln J der Ebe-
ne n + 1 iiberlappt mit allen anderen Teilinseln J' der Ebene n von J.

Einfachheit: Zwei Inseln J, J, einer Ebene n + 1 iiberlappen in hochstens einer Insel J; ,
der Ebene n.

Nehmen wir etwa zwei sich iiberlappende Inseln J;, J, der Ebene 2 in Abb. 10.9, die aus
jeweils 37 Pixeln bestehen. Wenn sich J; und J, iiberhaupt tiberlappen, dann in 9 Pixeln:
7 aus einer gemeinsame Teilinsel J| , einer Ebene tiefer plus zwei weitere isolierte Pixel.
Generell liegt im Uberlappungsbereich J; N J, zweier sich iiberlappender Inseln einer
Ebene n 4 1 genau eine Insel J; , der Ebene n plus eventuell weitere einzelne Pixel. Wir
nennen zwei Inseln benachbart, wenn beide Inseln ein und derselben Ebene angehoren
und sich iiberlappen. Benachbarte Inseln heiflen natiirlich auch Nachbarinseln.
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10.6.2 Der Aufbau des CSC

Fiir den logischen Aufbau des CSC stellen wir uns ein Bild / gegeben mit einer hexago-
nalen Pixelstrukur vor. Da ein Bild / endlich ist, gibt es eine Insel einer Ebene N, die das
gesamte Bild beinhaltet. Der CSC-Algorithmus arbeitet induktiv von Ebene 1 nach oben
bis zur Ebene N. Ein Segment, das auf Ebene n < N erzeugt wird, nennen wir auch ein
Segment der Ebene n. Zwischendurch erzeugt der CSC eine Semi-Segmentierung (ver-
schiedene Segmente einer gleichen Ebene diirfen sich iiberlappen). Der logische Aufbau
des CSC-Algorithmus ist recht einfach:

e Induktionbeginn, n = 1.
e Fiir jede Insel J der Ebene 1
— bilde eine Segmentierung der 7 Pixel in J.
e Induktionsschritt,n — n + 1.
o Fiir jede Insel J der Ebene n 4 1
Merge: verschmelze bereits gebildete Segmente S}, S, der Ebene n in J zu einem
neuen Segment S| U S, falls S und S, sich iiberlappen und sich dhnlich genug
sind,
Split: teile den Uberlappungsbereich S12 = S1 NS, zweier Segmente S| und S, in
J optimal zwischen S| und S, auf, falls S| und S, nicht dhnlich genug sind, um
verschmolzen zu werden.

In der Split-Phase besitzen zwei Segmente S}, S, ein gemeinsames Teilsegment S| 5,
ohne hinreichend dhnlich zu sein. Ihr Teilsegment S ; ist hingegen hinreichend homogen,
da es sonst gar nicht erst gebildet worden wire. Solche Fille treten héufig bei allméhli-
chen Farbiibergiingen auf. Um S, optimal aufteilen zu kénnen, besitzt man jetzt schon
Informationen iiber grolere Segmente Sy, S, und damit iiber deren Homogenitit, die zur
Aufteilung herangezogen werden.

Der Induktionsbeginn ist sehr einfach, da fiir jede Insel der Ebene 1 nur eine Segmen-
tierung innerhalb einer Menge von 7 Pixeln durchzufiihren ist. Dabei ist es ziemlich egal,
welche Methode man wihlt. Eine einfache Verkettung ist vollig ausreichend. Potentielle
Segmente aus nur einem Pixel werden ignoriert und nicht gebildet. Die Segmentierung
in jeder Insel ist von den Segmentierungen in den anderen Inseln unabhingig und dieser
Schritt 1 ist somit inhérent parallel durchfiihrbar.

Der Induktionsschritt ist komplexer, da auch bereits in diesem Schritt erzeugte neue
Segmente selbst weiter verschmolzen werden konnen. Es sei J eine Insel der Ebene n + 1
mit den sieben Teilinseln Jy, ..., J; der Ebene n. Wir gehen davon aus, dass die Semi-
Segmentierung in den Teilinseln der Ebene n bereits abgeschlossen ist. Es wird ein Merge
oder Split ausschlieBlich fiir Segmente innerhalb der Insel J durchgefiihrt.

Fiir eine vereinfachte Sprachregelung nennen wir ebenfalls zwei Segmente S, S in J
benachbart, falls Sy # S, und S} N S, # @ gilt. Voriibergehend nennen wir die bereits
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existierenden Segmente der Ebene n auch Zwischenergebnisse der Ebene n. Wir iterieren
so lange

e wihle zwei benachbarte Zwischenergebnisse S, S, der Ebene 7,

e falls S und S, hinreichend dhnlich sind, verschmelze beide zu einem neuen Zwischen-
ergebnis S; U S, der Ebene n und entferne S;, S, aus den Zwischenergebnissen der
Ebene n,

o anderenfalls unterteile S; N .S, moglichst optimal in zwei disjunkte Segmente S|, S5 C
S1 NSy, s0 dass S; U S| und S, U S) jeweils zusammenhéngend und hinreichend
homogen sind, entferne S;, S, aus den Zwischenergebnissen der Ebene n und nimm
S1 U S| und S, U S} als Zwischenergebnisse der Ebene n auf,

bis keine neuen Zwischenergebnisse mehr erzeugt werden. Alle neu erzeugten Zwischen-
ergebnisse der Ebene n, die also nicht bereits Segmente in der Semi-Segmentierung bis
zur Ebene 7 sind, werden die Segmente der Ebene n + 1.

Obwohl eine Insel J der Ebene n + 1 stets genau 7 Teilinsel der Ebene n besitzt,
kann J sehr viele Segmente der Ebene n enthalten. In den Abb. 10.14 und 10.15 ist ein
Segment S der Ebene n+1 gezeigt, das auf einer Insel der Ebene n aber aus zwei disjunkten
Teilsegmenten S;, S, besteht. Man darf die Zahl der moglichen Teilinseln nicht mit der
Zahl der moglichen Segmente in J verwechseln. Diese Verschmelzung von Segmenten
der Ebene n findet aber ausschlieBlich innerhalb von J statt. Sie kann pro Insel der Ebene
n 4+ 1 unabhingig durchgefiihrt werden und ist daher leicht parallelisierbar. Die finale
Segmentierung besteht aus allen Segmenten einer beliebigen Ebene, die nicht Teilsegment
eines Segmentes der nichsthoheren Ebene werden. Diese finalen Segmente iiberlappen
sich nicht, da sie sonst weiter auf die ndchsthohere Ebene verschmolzen wiirden. Wir
werden jetzt erldutern, wie benachbarte Zwischenergebnisse sehr einfach und schnell ohne
Suche gefunden werden konnen.

10.6.3 Implementierung des CSC

Der CSC wird auf zweidimensionale Bilder 7 : [0, N[ x [0, M[ — Val angewendet, die
iblicherweise in einer orthogonalen und nicht in einer hexagonalen Pixeltoplogie vor-
liegen. Die hexagonale Topologie wird in der Praxis auch nicht benétigt. Sie dient dem
Verstindnis des logischen Aufbaus des CSC. Abbildung 10.10 zeigt die Ubersetzung der
Ideen ins Orthogonale.

Aus einer Insel J der Ebene 1 wird einfach ein merkwiirdig geformtes Fenster F; aus 7
Pixeln mit einer ,,Nase“. F, ist damit das Fenster F2, in dem die beiden Pixel rechts oben
und rechts unten ignoriert werden. Die Verwendung eines derartig merkwiirdigen Fensters
wird durch die hexagonale Topologie verstdndlich. Auf hoherer Inselebene verschwinden
diese Nasen und die Form wird hexagonal.

Abbildung 10.11 zeigt eine orthogonale Insel J; der Ebene 3. Die Pixel von J3 sind
grau unterlegt, die Zentrumsinseln der Ebene 2 mittelgrau und das Zentrum der Ebene
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Abb.10.10 Ubersetzung der hexagonalen Inseln in orthogonale Teilfenster

3 dunkelgrau. Die Zentrumsinsel fiir Ebene 3 hat eigentlich die Ebene 2, dunkelgrau vi-
sualisiert ist also das Zentrum der Ebene 1 der Zentrumsinsel der Ebene 2 von J3. Bis
auf die kleine Nase ganz rechts, die sich nicht vergroflert hat, nimmt die Insel der Ebe-
ne 3 die Form einer Bienenwabe an, eine Approximation einer hexagonalen Struktur im
Orthogonalen.

Alle Segmente des CSC werden in einer Datenstruktur namens Segmentgraph verwal-
tet. Ein Segmentgraph ist ein in Schichten 0 bis N angeordneter Graph, dessen Kanten nur
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schichten n und n 4 1 fiir 0 < n < N verlaufen. Ist
ein Knoten v einer Schicht n + 1 iiber eine Kante mit einem Knoten u der Schicht n ver-
bunden, dann heifit v Elterknoten (von u) und u heifit Kindknoten (von v). Jeder Knoten
darf beliebig viele Kindknoten besitzen, aber maximal nur zwei Elterknoten. Die Kanten
sind stets Doppelzeiger in beide Richtungen.

Jeder Knoten auf Schicht n reprisentiert ein Segment der Ebene n. Wir werden einen
Knoten und das davon représentierte Segment zumeist identifizieren. Die Kindknoten ei-
nes Segments S der Ebene n + 1 sind gerade alle Teilsegmente der Ebene n, die zu S
verschmolzen werden. Die maximal mdéglichen beiden Elterknoten S 1 521 einer Ebene
n + 1 eines Knoten u (natiirlich der Ebene n) sind die beiden moglichen Segmente in

Abb. 10.11 Orthogonale Insel .
der Ebene 3 .
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Abb.10.12 Ein Ausschnitt der Ji J>
Pixelebene mit vier orthogona- O OLO O
len Inseln der Ebene 1 O Org OO0
oIog]
oJelele)e
50 do o

zwei benachbarten Inseln J;, J; der Ebene n + 1, von denen u ein Teilsegment sein kann.
Dann muss u im Uberlappungsbereich J;. ; von J; und J; liegen. Die Segmentierung eines
Bildes mit dem CSC ist nichts anderes als der Aufbau des Segmentgraphen.

Die Abb. 10.12 und 10.13 visualisieren die Situation auf Ebene 1. Abbildung 10.12
zeigt einen Ausschnitt der orthogonalen Pixelebene mit vier orthogonalen Inseln der Ebe-
ne 1. Alle Pixel einer gleichen eingezeichneten Farbe sollen jeweils dhnlich genug sein,
um verschmolzen werden zu diirfen. S ;l bezeichne das j-te Segment der Ebene 1 in der
Insel J;. Da Segmente aus mindesten 2 Pixeln bestehen sollen, kann ein isoliertes Pixel
allein kein Segment bilden. J; besitzt daher nur ein Segment S/ . J; besitzt zwei Segmen-
te S7, 87, Js besitzt drei Segmente S?, S5, S3 und Jy nur ein Segment S}. Die beiden
griinen Pixel in J,4 sind nicht zusammenhingend und bilden in J4 kein Segment.

Abbildung 10.13 visualisiert die Situation und zeigt alle sieben genannten Segmente.
Sind die Segmentierungen in allen Inseln der Ebene 1 durchgefiihrt, erhilt man wegen der
Uberlappungen eine Semi-Segmentierung. Der fertige Segmentgraph auf Schicht 0 und 1
ist partiell dargestellt fiir alle Pixel und Segmente, die in den vier Inseln in Abb. 10.12
vorkommen.

Abbildung 10.14 zeigt eine orthogonale Insel J einer Ebene n + 1 mit n > 0 mit
ihren sieben orthogonalen Teilinseln Jy, . . ., J¢ der Ebene n und einem grau unterlegten
Segment S. Das Segment S soll nur durch die Inseln J, J, und J3 laufen, aber nicht durch
die Insel J;, obwohl die ungenau eingezeichnete Lage von S das nahelegt. Die Inseln sind
wieder kreisformig gezeichnet, da orthogonale Inseln auf hoheren Ebenen wieder eine
zu Kreisen dhnliche Gestalt annehmen, siehe Abb. 10.11. Nicht eingezeichnet sind die
Teilinseln J()’l, J(),z, J0’3, J0,4, J()’s, J(),s, J]ﬁz, J2.3, J3,4, J4,5, J5,6 und J6,0 der Ebene
n — 1 in den Uberlappungsbereichen der Teilinseln. J; ; soll die Insel der Ebene n — 1
im Uberlappungsbereich von J; und J ; sein. Soist J; ; = J;;. Abbildung 10.15 zeigt die
Teilsegmente Sll, c 513 von S in den Inseln Jy, J, und J3.

Abb. 10.13 Die Segmente auf
Ebene 1 und ihr Segmentgraph
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Abb.10.14 Ein Segment S in RN T
einer Insel / ’ N

Das Segment von S 11 moge die Teilsegmente b in der zentralen Teilinsel von Jy , a in
Jos und cin Jy , besitzen. 521 moge die Teilsegmente d im Zentralbereich und e in Jj; und
fin Jo; besitzen. Analog habe S das zentrale Teilsegment g, zwei Teilsegmente ¢ und e
in J,pund hin J, 3 sowie j im Uberlappungsbereich J2 4 nach auBlen in eine Nachbarinsel
J'vonJ.S 13 besitze das zentrale Teilsegmente i sowie die Teilsegmente h in J3 5, fin J3
und k im Uberlappungsbereich J3 , nach auBen in eine Nachbarinsel J” von J . Alle diese
Teilsegmente liegen auf Ebene n — 1 und ihre ungefihren Positionen sind in Abb. 10.15
angegeben. Die Segmentierung sei in allen Teilinseln der Ebene n bereits abgeschlossen.
Damit existieren bereits die Segmentgraphen fiir S|, S1, S7, S; einschlieBlich aller Zeiger
auf alle Elterknoten von den Knoten auf Ebene n — 1. Abbildung 10.16 zeigt ohne die
gestrichelten Kanten den Teil des Segmentgraphen bis zur Ebene 7, an dem die Inseln
Sh....S 13 beteiligt sind. Die Kindknoten der Knoten a bis k sind weggelassen.

S 11, e 513 sollen hinreichend #hnlich sein und werden daher auf Ebene n + 1 inner-
halb von J zu S verschmolzen. Nehmen wir an, wir starten mit S 11 Bei Abstieg zum

Abb.10.15 Die Teilsegmente
von S in den Teilinseln. Die
Buchstaben a bis k werden im
Text erldutert

Abb.10.16 Ein Segmentgraph So
bis zu einer hoheren Ebene ) Q
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Kindknoten a wird festgestellt, dass keine Verzeigerung zu einem zweiten Vatersegment
in Jg existiert. Beim Abstieg nach ¢ zeigt dessen zweiter Vaterzeiger zu S 12 Damit werden
S| und S} bereits verschmolzen, indem ein neuer Knoten S gesetzt wird mit doppelter
Verzeigerung nach S| und S?. Bei Abstieg in S? nach e in Jy, wird auch S} als Ver-
schmelzungspartner erkannt und ein Doppelpfeil wird von Sz1 nach S gesetzt. Bei Abstieg
von S? nach h in J, 3 wird dann S} gefunden und ebenfalls mit S doppelt verzeigert. S}
kann auch von S21 aus durch Abstieg nach fin Jy 3 gefunden werden. Insgesamt werden
alle Partner fiir eine Verschmelzung auf Ebene n 4 1 aber durch eine Navigation allein in
dem Segmentgraphen gefunden.

Findet man zu einem Knoten w; einen Nachbarknoten w, mit gemeinsamen Kindkno-
ten u und reprédsentieren w; und w, Segmente, die zwar in der gleichen Elterinsel liegen,
aber fiir eine Verschmelzung nicht hinreichend dhnlich sind, so tritt die Split-Phase ein. u
wird in zwei Knoten u| und u, gesplittet, und u; mit w; doppelt verzeigert, fiiri = 1,2. In
einem rekursiven Abstieg, der auch Enkelknoten etc. von u betreffen kann, werden Zeiger
nach u in Richtung nach u; oder u, umgehingt, um u optimal fiir w; und w, aufzuteilen.

Die Verankerung der Zeigerstruktur findet auf Schicht O und 1 statt, siehe Abb. 10.13.
Diese beiden Schichten sind die einzigen, in denen die Information, welche Zeiger zu
welchen Elterknoten gesetzt werden miissen, auf der Pixelebene iiberpriift werden muss.
Auf hoheren Schichten geschieht die weitere Verzeigerung mit einem Bootstrapping. In
einer Insel J auf einer Ebene n + 1 fiir n > 0 werden die benachbarten Segmente der
Ebene n ohne weitere Suche einfach eingesammelt. Dazu steigt man von einem Segment
S ,’( in einer Insel J; der Ebene n in J zu dem Kindknoten u in J; ; hinab und von u iiber
den zweiten Elterknoten zu einem Segment S / in J;. Man steigt in die Teilinsel J; ; nur
hinab, falls J; ebenfalls in J liegt. Dazu ist es notwendig, dass zu jedem Segment und
Pixel die Insel bekannt ist, in der sie liegen. Ebenso miissen zu jeder Insel einer jeden
Ebene alle Segmente der gleichen Ebene bekannt sein, die in ihr liegen. Dies ist beim
Aufbau der Datenstruktur Segmentgraph zu beachten und kann leicht erreicht werden.

S ,’( und S f sind mit dieser simplen Navigation iiber einen gemeinsamen Kindknoten
schon als benachbart erkannt. Die Pixel in § }( und S l’ werden dazu gar nicht bendtigt.
Sind S }( und S / hinreichend &hnlich, wird je ein Zeiger zum gleichen Elterknoten S auf
Ebene n 4 1 gesetzt. Bei einer ersten Verschmelzung wir S als neuer Knoten auf Schicht
n + 1 gesetzt und mit den Knoten S ,’C und S / doppelt verzeigert. Existiert S schon, finden
die Knoten S ,’c und S / den Knoten ' sofort iiber die schon gebildeten Zeiger. Benachbarte
Segmente werden also durch eine einfache Navigation nur im Segmentgraphen aufgesam-
melt. In Abb. 10.13 konnen die griinen Segmente S22 und S;’ nicht direkt auf Ebene 2
verkniipft werden, da sie sich auf Ebene O nicht iiberlappen und damit nicht benachbart
sind. Bei einer anderen Wahl der Lage von Inselmittelpunkten der Ebene 1 konnten sich
beide Segmente iiberlappen. Sollten S22 und S23 aullerhalb von Jy, J,, J3 weiter wachsen,
konnen sie noch auf einer hheren Ebene verschmelzen. Es gehort aber gerade zur Stabi-
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litdt des CSC, dass dhnliche Segmente, die sich in einer 9er-Nachbarschaft nur beriihren,
nicht unbedingt verschmolzen werden miissen.

Natiirlich werden an einen Knoten v solche Informationen annotiert, die fiir eine Ent-
scheidung benétigt werden, ob er zu einem weiteren Knoten dhnlich genug fiir ein po-
tentielles Verschmelzen ist. Diese Entscheidung, ob ein Merge oder Split stattfinden muss
und wie eine optimale Aufteilung im Split-Fall durchgefiihrt wird, sollte allein auf Grund
dieser Annotationen gefillt werden konnen, ohne sich diese Segmente auf Pixelebene
nochmals anschauen zu miissen.

Solch eine im Knoten S annotierte Information zur Ahnlichkeit kann etwa der Mittel-
wert (; im Segment S; sein. Ein neuer Mittelwert fiir S; U S, wird in einer einfachen
Version durch (i + p;)/2 approximiert. Dieser Trick ist simpel und schnell, fiihrt aber
zu einer moglichen Ungenauigkeit, da beide Segmente unterschiedliche Gré8e besitzen
konnen. Das Problem ist, dass wegen der Uberlappung von S; und S, der korrekte Wert
s us, nicht einfach ermittelt werden kann. Selbst wenn man die Werte |S;| in der Daten-
struktur Segmentgraph an w; annotiert, ist |S; N S,| unbekannt, und die einzelnen Pixel
in S; N S, sollen aus Griinden der Effizienz nicht mehr angefasst werden. Da beide Seg-
mente auf einer gleichen Ebene liegen, kann man erwarten, dass ihre GréBen meistens
nicht zu unterschiedlich sind, so dass der Fehler nicht grof§ wird. Dieses Problem ist eher
theoretisch und tritt in der Praxis auch nicht bemerkbar auf.

Zur Erzeugung der Schicht n + 1 muss im Segmentgraphen im Merge-Schritt nur zwi-
schen drei Schichten navigiert werden: n + 1, n und n — 1. Da wir nur in einem Graphen
navigieren, stellt sich die Frage, wo die konkreten Segmente eigentlich sind. Das ist ganz
einfach: Ist S ein Knoten im Segmentgraphen, so findet man alle zum Segment S geho-
renden Pixel durch den direkten Abstieg vom Knoten S zu allen unter ihm hidngenden
Pixeln auf Schicht 0.

Eine Implementierung des CSC ist recht aufwindig und verlangt eine gute Program-
miererfahrung. Die moglichen Ebenen hingen von der Grofle des Bildes ab. Die Verwal-
tung der Inseln aller Stufen ist nicht leicht. Besonders anspruchsvoll ist die Split-Phase,
in der der Durchschnitt zweier benachbarter Segmente zwischen beiden gemi dem Ahn-
lichkeitskriterium moglichst gut aufgeteilt werden muss. Dabei ist zu beachten, dass bei
der Aufteilung der Zusammenhang nicht verloren geht.

Es existieren frei zugédngliche Versionen des CSC-Codes. In diesen freien Versionen
kann man Farbbilder im HSV-, RGB- oder Lab-Farbraum verwenden. Im RGB- und Lab-
Farbraum wird die Farbédhnlichkeit iiber einen Parameter gesteuert, der den maximal er-
laubten euklidischen Abstand zweier Farbwerte fiir deren Ahnlichkeit festlegt. Im HSV-
Farbraum wird ein AhnlichkeitsmaB aus der Dissertation von Rehrmann [96] verwendet,
das dem menschlichen Ahnlichkeitsempfinden nahe kommt. Generell wird die Ahnlich-
keit zweier Werte v, v’ € Val im CSC als ein Pridikat gefiihrt, das vom Benutzer leicht
selbst frei definiert werden kann.
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Abb.10.17 Die CSC-Segmentierung eines senkrechten und eines waagerechten Farbverlaufs, links
Originalbild, rechts segmentiertes Bild

10.6.4 Vor-und Nachteile

Der CSC ist ein Regionenverschmelzungsverfahren, in dem hinreichend benachbarte und
hinreichend @hnliche Regionen verschmolzen werden konnen. Hinreichend benachbart
im CSC bedeutet, dass beide zu verschmelzenden Regionen sich schon in einem ge-
meinsamen Teilsegment iiberlappen miissen. Wihrend in normalen Regionenwachstums-
verfahren benachbarte Regionen nur eine zumeist eindimensionale gemeinsame Grenze
benotigen, ist es im CSC eine gemeinsam iiberlappte zweidimensionale Region. Dies fiihrt
zu stabileren Ergebnissen. Auch im CSC sind Kettenfehler in einem geringen Maf3 theore-
tisch moglich, in der Praxis aber vernachlissigbar. Die Split-Phase verhindert bemerkbare
Kettenfehler.

Abbildungen 10.17 zeigt die CSC-Segmentierung eines senkrechten und eines waage-
rechten Farbverlaufs in der Standarddarstellung. Im senkrechten Verlauf sieht man deut-
lich eine Verzerrung wegen der Ubersetzung vom Hexagonalen ins Orthogonale, die im
waagerechten Farbverlauf nicht auftritt. Insbesondere ist der CSC nicht rotationsinvariant.
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Bei einer Segmentierung von Bereichen mit flieBenden Ubergingen kann man die Gren-
zen der hexagonalen Topologie teilweise als Segmentgrenzen wiederfinden. Diese Fille
sind aber in der Praxis sehr viel seltener als bei Split-and-Merge und die Grenzen der
hexagonalen Topologie sind auch nicht parallel zur y-Achse und daher nicht so storend.

Der CSC ist sehr schnell. Kandidaten fiir eine Verschmelzung miissen sich iiberlappen
und konnen durch eine kleine Navigation im Segmentgraphen leicht gefunden werden.
Das Verschmelzen selbst ist nur ein Anhéingen von zwei Zeigern. In einem Bild 7 existie-
ren ca. |1 |/4 Inseln der Ebene 1, in denen jeweils eine eigene, aber simple Segmentierung
ihrer 7 Pixel notwendig ist. In der Induktion verringert sich von Ebene zu Ebene die Zahl
der zu betrachtenden Inseln um den Faktor 4. Daher ist der Zeitaufwand des CSC nur
O(|I]| - log|I]). Fiir den CSC sollten nur Homogenititskriterien verwendet werden, die
man im Segmentgraphen aus den annotierten Eigenschaften der Knoten auf Schicht n
bestimmen kann, ohne in niedere Schichten absteigen zu miissen, um die Vorteile der ein-
fachen Navigation nur zwischen maximal drei Schichten nutzen zu kdnnen. Der CSC ist
dann auch leicht parallelisierbar. Teilbilder eines groen Bildes konnen auf verschiedenen
Rechnern verwaltet werden. Beim Aufbau des CSC ist nur ein Austausch von Knotenin-
formationen erforderlich, nicht aber ein Austausch eines ganzen Segmentes.

10.6.5 Ein Vergleich

In Abb. 10.18 ist das Farbbild vom Beispielgebidude 1 einmal mit Kuwahara gefiltert und
anschlieend mit verschiedenen Segmentiertechniken bearbeitet. Und zwar oben links mit
einer einfachen Verkettung des Single-Linkage-Regionenwachstums, oben rechts mit re-
kursivem Histogrammsplitting, unten links mit Split-and-Merge und unten rechts mit dem
Color-Structur-Code. Es wurden jeweils feste Default-Parameter benutzt, die sich generell
als gut erwiesen haben und die nicht fiir das gewéhlte Bild optimiert wurden. Im einfa-
chen Single-Linkage-Wachstumsverfahren wurden durch Kettenfehler die Bdume links
fast aufgelost. Hier wichst der Himmel iiber blau-griine Ubergangspixel in die Biume. In
SaM sind die kiinstlichen Grenzen im Himmel und Schatten im Gebédude extrem stdrend.
Hingegen ist das Resultat von RHS fiir die Einfachheit der Methode erstaunlich gut. Da-
fiir ist RHS aber das mit Abstand langsamste aller vier Verfahren. Der CSC arbeitet hier
mit dem HSV-Farbraum und dem Ahnlichkeitsmal von Rehrmann. In dieser Ahnlichkeit
spielt der Farbwinkel eine grolere Rolle als die Sattigung und Helligkeit. Daher ist der
Schatten links auf dem Gebdude in dem groflen Segment der Gebédudefassade aufgegan-
gen. Dieser Effekt ist hier erwiinscht, da in einer Analyse von Bildinhalten Schatten keine
Objektgrenzen darstellen. Wiinscht man explizit Schatten auch als Segmentgrenzen kann
man im CSC den euklidischen Farbabstand im RGB-, Lab-Farbraum o. A. wihlen. Fiir
eine anschliefende Bildanalyse ist fiir viele Anwendungen der CSC von den genannten
Segmentierverfahren am besten geeignet. Dennoch hiingt es in der Praxis von dem einzel-
nen Problem ab, welches Segmentierverfahren einzusetzen ist.
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Abb. 10.18 Segmentierungsresultate mit Single-Linkage-Regionenwachstum (oben links), RHS
(oben rechts), SaM (unten links), CSC (unten rechts)

10.6.6 3D-CSC

Fiir eine automatische Analyse von CT- und MR-Aufnahmen ist ein inhédrent dreidimen-
sionaler CSC interessant. Er ldsst sich zwar auch auf dreidimensionale Bilder erweitern,
es gibt dabei aber unerwartete Schwierigkeiten. Diese liegen daran, dass die hierarchische
hexagonale Struktur kein Analogon im Dreidimensionalen besitzt.

Im Dreidimensionalen nennt man Pixel meist Voxel und Inseln einer Ebene werden wir
jetzt Zellen einer Ebene nennen. Wie man Voxel kanonisch hexagonal anordnen kann, zei-
gen dichteste Kugelpackungen. Es ist bekannt, dass dichteste Kugelpackungen in Schich-
ten aufgebaut sein miissen.

Abbildung 10.19 zeigt einen Ausschnitt einer solchen Schicht. Jede zweite Kugel jeder
zweiten Zeile ist in Grau dargestellt, gegeniiber Weil3 sonst, jede vierte Kugel jeder vierten
Zeile ist in Schwarz dargestellt. Die hexagonale Inselstruktur aus Abb. 10.9 ist deutlich zu
sehen: Um jede graue Kugel gruppieren sich sechs weifle im gleichen Abstand, um jede
schwarze sechs graue im gleichen Abstand. Jede weille Kugel ist zu genau zwei grauen
benachbart, zwei benachbarte Inseln der Ebene 1 iiberlappen sich so.
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Abb. 10.19 Eine Schicht dichtgepackter Kugeln

Um eine dreidimensionale dichteste Kugelpackung zu erhalten, miissen wir auf diese
Schicht eine zweite auf Liicke legen. Fiir eine dritte Schicht hat man nun zwei Moglich-
keiten: Eine Kugel der dritten Schicht wird so auf Liicke der zweiten Schicht gelegt, dass
sie iiber einer Kugel der ersten Schicht (Fall a) oder iiber einer Liicke der ersten Schicht
(Fall b) zu liegen kommt. Damit existieren unendlich viele verschiedene dichteste Kugel-
packungen, auch nicht periodische. Eine nicht periodische erhilt man etwa, wenn man
nach oben mit den Fillen

ababbabbba. . .ab"ab" a. . .

fortsetzt.

Auf einen grauen Zentrumsball Z kann man darauf genau drei Kugeln K, K;, K3
auf Liicke legen, so dass jede Kugel K; das Zentrum Z und auch seine Nachbarn K;
fir 1 < i,j < 3,i # j beriihrt. Genauso geht es unterhalb von Z. Die hexagonale
Packung, Z plus seine sechs Nachbarn seiner Schicht (0) plus je drei Kugeln einer Schicht
hoher (+1) und tiefer (—1), nennen wir eine hexagonale Zelle H;; aus 13 Kugeln, sieche
Abb. 10.20.

Man konnte nun Hj; als dreidimensionales Analogon einer Insel der Ebene 1 im
Zweidimensionalen betrachten. Das ist aber falsch, da sich mit H3; keine hierarchische

Abb.10.20 Die H3-Zelle
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Abb.10.21 Die H;s-Zelle

Struktur aufbauen lédsst. Das sieht man wie folgt: In einer dreidimensionalen hexagona-
len Topologie soll jedes Voxel entweder Zentrumsvoxel einer Zelle der Ebene 1 sein oder
im Uberlappungsbereich genau zweier Zellen der Ebene 1 liegen. Wenn Schicht 0 Zen-
trumsvoxel enthilt, dann auch Schicht 2, und Schicht 1 besteht nur aus Randvoxeln im
Uberlappungsbereich zweier Zellen mit Mittelpunkt auf Schicht 0 und Schicht 2. Die drei
Voxel auf Schicht 1 von einer H;3-Zelle besitzen also je einen Zentrumsvoxel auf Schicht
0 und 2, und jedes 4. Zentrumspixel auf Schicht 0 und 2 findet keinen Voxelpartner auf
Schicht 1.

Es bleiben somit Locher im R, in die man eine Kugel legen kann. Wir miissen also die
Zelle H ;3 auf unterer und oberer Schicht um je eine Kugel ergénzen, die jetzt nicht mehr
die Zellenzentrumskugel direkt beriihren konnen. Abbildung 10.21 zeigt, wie solche eine
Zelle H 5 aus 15 Kugeln aussehen kann.

H5 ist eine mogliche Verallgemeinerung einer Inseln der Ebene 1, die eine hierar-
chische hexagonale Struktur im R3 erlaubt. Man kann H,5 auf verschiedene Art in das
Orthogonale scheren, etwa in den S|5 oder den C;s, siche Abb. 10.22.

S5 ist etwas kompakter als Cj5, da der Manhattan-Abstand des Zentrums zu einem
beteiligten Voxel im ;5 maximal 2, im C;s hingegen maximal 3 betrdgt. So unterschied-
lich Ci5 und S5 auch aussehen, beide sind aus Scherungen von His hervorgegangen.
Hierarchische 3D-Topologien, die auf S|s oder C;5 aufbauen, sind daher dquivalent. Sie
erfiillen die wichtigen Eigenschaften Zentraliiberlappung und Einfachheit. Verwendet man
S15 zur Steuerung der Verschmelzung eines CSC im Dreidimensionalen, so erhdlt man
den S5-CSC, analog den C;5-CSC bei Steuerung durch die C,5-Struktur. Wegen der Zen-
traliiberlappung und Einfachheit bleibt eine Implementierung eines Sj5- oder C;5-CSC
tiberschaubar.

Abb.10.22 S5 (links) und
C\5 (rechts)
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Abb.10.23 C)y

Leider verletzt der H,5, und damit auch der S5 und Cis, die Eigenschaft Dichte: Es
existieren benachbarte, sich also iiberlappende Zellen Z, Z, einer Ebene n, die keine ge-
meinsame Elterzelle E der Ebene n 41 besitzen! Sind nun in Z; und Z, Segmentierungen
auf Ebene n abgeschlossen, so konnen diese nicht auf Ebene n + 1 weiter verkniipft wer-
den, da nur in einer Elterzelle £ eine weitere Verschmelzung auf die nichsthohere Ebene
stattfinden kann. Zwei dhnliche Segmente S} in Z; und S, in Z, konnen manchmal iiber
andere Zellen der Ebene n hinweg verschmolzen werden, dennoch findet in der Praxis mit
dem S;5- und C;5-CSC eine Ubersegmentierung statt: Segmente, die sinnvoll verschmol-
zen werden sollten, bleiben als einzelne Segmente erhalten.

Man konnte als Zelle das Fenster F 13 vom Radius 1 selbst wihlen. Eine Steuerung mit
einer F, 13 -Zelle wird aber extrem aufwiéndig. In [114], siehe auch [115], ist eine minimale
Teilstruktur des F 13 gefunden, die die Eigenschaft Dichte gewihrleistet, namlich der Cjq
aus Abb. 10.23.

Im C,o-CSC kann die genannte Ubersegmentierung nicht mehr stattfinden, da iiberlap-
pende Zellen einer Ebene n immer eine gemeinsame Elterzelle auf Ebene n + 1 besit-
zen, in der die Verschmelzung stattfinden kann. Der Cyy ist die kleinste Struktur, die die
Dichteforderung im Dreidimensionalen erfiillt. Dafiir verletzt der Cy9 die Eigenschaften
Zentraliiberlappung und Einfachheit. Der Cq besitzt folgende Eigenschaften:

o Zwei Ci9-Zellen der Ebene n + 1 konnen sich in keiner, genau einer oder in genau drei
Teilzellen der Ebene n tiberlappen.

e Die zentrale Zelle Z, auf Ebene n einer Zelle Z der Ebene n + 1 muss sich nicht mit
allen Teilzellen der Ebene n von Z iiberlappen.

e Ferner besitzt eine Zelle der Ebene n auf der Ebene n + 1 mindestens eine Elterzelle,
es konnen aber auch zwei oder sogar drei Elterzellen sein.

Die Verletzung der Einfachheit und Zentraliiberlappung und die Existenz von bis zu
drei Elterzellen erschwert eine Implementierung erheblich, fiihrt aber nicht zu Segmentie-
rungsfehlern. Auf meinen Downloadseiten liegt eine 3D-CSC-Version zur freien Nutzung.



Elementare Merkmalelll

Im Kap. 9 haben wir einfache 0- und 1-dimensionale elementare Merkmale wie Eckpunk-
te, Kanten, Geraden und Kreise untersucht. Hier stellen wir weitere elementare Merkmale
vor, die zweidimensionale Regionen im Bild charakterisieren sollen.

Wir gehen davon aus, dass wir eine interessante Region, also eine zusammenhingende
Pixelmenge, in einem zweidimensionalen Bild bereits gefunden haben. Eine Fragestel-
lung der Formreprisentation, shape representation, ist, wie man einer Region eine Form
fiir weitere Untersuchungen zuordnen und diese darstellen kann. Form meint zumeist die
Form des Randes der Region. Die Pixelwerte der Region bleiben dabei zumeist unberiick-
sichtigt. Wir wollen hier einige Formen und deren Darstellungen vorstellen.

1.1 Freeman-Code

Der Freeman-Code nach Herbert Freeman [27], auch Chain-Code, Ketten-Code, Free-
man-Ketten-Code genannt, ist eine Technik, um Formen darzustellen. Genauer ist er eine
Beschreibungstechnik fiir diskrete zweidimensionale 9er-zusammenhéingende Kurven. Es

sei K = ly,...,1, eine solche Kurve, wobei /; ;| ein 9er-Nachbar von /; ist und /; | # [;
fiir 0 < i < n gilt. Damit kénnen wir K auch eindeutig durch ly,l; — ly,...,l;i 11 —
li,..., I, —1,_1 darstellen, also durch den Startpunkt und die Folge der Richtungsinderun-

gen. Es existieren verschiedene Varianten, diese Richtungsdnderungen zu kodieren. Wir
betrachten hier eine mit 8 moglichen Richtungsénderungen, wobei am gleichen Ort blei-
ben jetzt verboten ist. Diese 8 Richtungen werden von O bis 7 gegen den Uhrzeigersinn
wie bei Winkeln kodiert:

3 2 1
N TS
4 <« — 0
v b N
5 6 7
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Tab.11.1 Die Richtungen in den beiden Koordinatensystemen

Richtung Code BV-Koordinatensystem geometrisches Koordinatensystem
(Zeile, Spalte) (x,y)

— 0 0, +1) (+1,0)

/! 1 (=1, +1) (+1,4+1)

1 2 (—-1,0) 0, +1)

AN 3 (-1,-1) (—=1,+1)

“«~ 4 0,-1) (—1,0)

v/ 5 (+1,-1) (-1,-1)

1 6 (+1,0) 0,-1)

N 7 (+1,+1) (+1,-1)

Befinden wir uns an einem Ort / und bewegen uns in Richtung i fiir 0 < i < 8, so
erreichen wir den Ort / + v;, wobei v; der zur Richtung i passende Vektor ist. v; hingt
nicht nur von der Richtung i ab, sondern auch davon, ob wir uns im geometrischen oder im
BV-Koordinatensystem befinden, vgl. Abschn. 4.2.3. Die Tab. 11.1 zeigt die Richtungen
mit dazugehdrendem Code und Vektor in beiden Koordinatensystemen.

Wir identifizieren eine Richtung sowohl mit ihrem Code als auch ihrem Richtungsvek-
tor, je nach geltendem Koordinatensystem. Der Freeman-Code einer Kurve K = [y, ..., [,
ist also

FK = l(), Uly..., Uy

Natiirlich wird hier v; durch seinen Freeman-Code aus [0, 7] notiert. K r beginnt mit einem
Ort, dem Startpunkt der Kurve, und es folgt eine beliebige Folge von Richtungscodes 0
bis 7. So einfach der Freeman-Code ist, so niitzlich ist er auch. Einige Eigenschaften einer
Kurve K kann man ihrem Freeman-Code Fx sofort entnehmen.

Es sei K eine Kurve mit Freeman-Code Fx = [y, vy, ..., v,. Dann endet Fx im Ort [o+
Y 1<i<n Vi» Wobei v; jetzt natiirlich der Richtungsvektor im giiltigen Koordinatensystem
ist.

n; sei die Anzahl der Vorkommen der Richtung i in Fx. Dann ist die euklidische Linge
| K| von K gerade

K|l = no + na + na + ng + (11 + n3 + ns +ny) - /2,

und K ist offensichtlich genau dann geschlossen, wenn

ny +n,+n3 =ns+ng+ny; und

n3y+ng+ns=ny+no+n; gilt
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11.1.1 Freeman-Code fiir Regionen

Wir wollen eine uns interessierende Region R in einem orthogonalen zweidimensionalen
Bild beschreiben. Man setzt dazu die Werte aller Pixel der interessanten Region R auf 1
und alle anderen auf 0. Wir gehen daher von einem Binérbild B : [0, N[x [0, M| — {0, 1}
aus, dessen Vordergrund eine Region R in der 9er-Nachbarschaft bildet. Ohne Einschrén-
kung beriihre R den Rand von B nicht. Sonst erweitern wir B gegebenenfalls auf Loc :=
[-1,N] x [-1, M] mit dem Wert B(i, j) := O firi, j = —1, N oder M, damit R den
Rand von B nicht beriihren kann.

Man kann nun R durch ihren d@uBleren Rand und ihre méglichen inneren Rinder be-
schreiben und diese Rinder durch deren Freeman-Codes darstellen. Die inneren Rénder
sind die Rinder der eventuell vorhandenen Locher in R. Die Begriffe Rand, AuBeres,
Inneres und Loch miissen wir noch prézisieren.

Der duflere Rand von R ist eine zusammenhédngende Menge von Pixeln in R auf einer
diskreten gerichteten Kurve. Sein erstes Pixel wird dasjenige Pixel in R ganz oben links.
Das ist das Pixel P in R, dessen Ort loc(Py) = (io, jo) einen minimalen i-Wert iy in
R besitzt und, falls mehrere Orte in R mit Koordinaten (iy, j) existieren, den kleinsten
j-Wert jj besitzt. Man durchlduft R von P, ausgehend im Uhrzeigersinn und versucht,
innerhalb von R immer ganz nach links zu laufen ohne die Laufrichtung umzukehren.
Dazu muss man stets einen 9er-Nachbarpixel aulerhalb von R sehen.

Wir geben einen Pseudoalgorithmus fiir diese Methode an. Dazu sei v~ die inverse
Richtung zuv € {0,...,7} mitv" =v+4 mod 8,z.B.5" =5+ 4 mod 8§ = 1 etc.

ip :=min{i|3j : (ip,j) € R};
Jo :=min{;|(io. j) € R};
ly := (ip, Jo); vo := 5;i := 0; setze [ auf bearbeitet;
I:firl <j <8
beginne
Vigr i=v7 —j mod 8§;
falls /; + v; 41 € R und nicht auf bearbeitet gesetzt dann
liv1:=1;i +viy1; 1 :=1 + 1; setze I; auf bearbeitet; goto 1
end;
falls [y = I; dann
falls /; + 5 € R und /; 4+ 5 noch nicht bearbeitet dann
liy1:=1; +5; viy1 :=5; i :=1i + 1; setze [; auf bearbeitet; goto 1

Dazu einige Erkldrungen. [ ist der Ort oben links in R. Er wird auf bearbeitet gesetzt.
Oberhalb von /; kann kein Pixel in R liegen. Wir schauen daher zuerst in die Richtung
vy i=v5y —1=5"—=1=1-1 = 0, also nach links, dann weiter nach links unten,
7 = 1—2 mod 8, unten, 6 etc., bis wir ein Pixel aus R treffen. Ist das /; selbst, besteht
R nur aus diesem Pixel am Ort /. Es sei /o, vy, . .., v; der schon gebildete Freeman-Code
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der Lénge i. Wir miissen von /; aus weitere Randpunkte finden. Wir suchen zuerst von /;,
das wir aus der Richtung v; erreicht haben, riickwirts in Richtung v;~ — 1, dann v~ — 2,
v~ — 3 etc. bis wir auf ein Pixel P in R treffen. Ist P unbearbeitet, wird es der néchste
Randpunkt /; 11 = [; + v;. Ist P bereits bearbeitet, bricht die ,,fiir 1 < j < 8“-Schleife ab.
Wir priifen noch den Sonderfall, ob der zuletzt gefundene Randpunkt der Startpunkt / ist.
Dann kann links unten (Richtung 5) noch ein unbearbeiteter Randpunkt P’ von R liegen,
mit dem der Algorithmus fortgesetzt wird. Folgendes Beispiel erldutert diesen Sonderfall:

In diesem Beispiel erhalten wir als Freeman-Code /, 0, 0, 0, 0,0, 0, 4, 4,4, 4,4, 4,5,
7,0,6,4,4,2,2, 1.

Man kann noch die ,fir 1 < j < 8“-Schleife durch ,fiir 2 < j < 8“ ersetzen. Hat
man von /; in Richtung v; den Ort [, fiir den Freeman-Code gefunden, so kann man nie
mit /; 1, = l;41 + v~ — 1 fortsetzen, da sonst /;, statt /; | direkt von /; aus als nichster
Randpunkt gefunden worden wiire.

Der duflere Rand von R ist die Menge aller Pixel, die der von diesem Pseudoalgoritmus
erzeugte Freeman-Code beschreibt. Alternativ kann man diesen Freeman-Code selbst als
duleren Rand auffassen, der damit eine Richtung und einen Startpunkt erhilt. Hier ist die
Richtung im Uhrzeigersinn gewihlt und alle inneren Pixel von R liegen damit rechts vom
Rand.

Damit erhalten wir auch eine Prizisierung des Begriffs des Auferen von R: Es sind alle
Pixel auflerhalb des Polygons, das der Freeman-Code von R darstellt. Alle anderen Pixel,
die nicht in R und nicht im AuBeren von R liegen, formen das Innere von R. Ein Loch L
in R ist eine maximale Zusammenhangskomponente des Inneren von R.

Um den Rand des Lochs L zu bestimmen, geht man zum obersten linken Pixel im Loch
L und von dort ein Pixel nach links. Dieser Ort in R ist der Startpunkt fiir eine Anwendung
des Pseudoalgorithmus zur Randerzeugung. Der so erzeugte Freeman-Code ist der Rand
des Loches L. Er stellt einen inneren Rand von R (und zwar um das Loch L) dar. Der
innere Rand wird wie der duflere durchlaufen, aber jetzt gegen den Uhrzeigersinn, da das
Loch L, genauso wie das AuBere, immer links in Laufrichtung erwartet wird.

Der innere Rand von R ist die Vereinigung aller inneren Rinder der Locher in R und
der Rand o(R) von R ist die Vereinigung des duBeren und inneren Randes. o(R) ist
damit eine im Allgemeinen nicht zusammenhingende Menge von Pixeln oder, je nach
gewlinschter Auffassung, eine Menge von Freeman-Codes. Betrachten wir als Beispiel in
Abb. 11.1 ein kleines Bindrbild B mit einer Region R mit einem Loch L.
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Abb. 11.1 Eine kleine Region 01234567
mit einem Loch 0
1 o o .
2 o o ° °
3 ) e o o o
4 e o 0o o o .
5

Der Freeman-Code des dufleren Randes von R und des inneren Randes um L sind
(1,2),0,7,7,1,2,6,7,6,3,5,4,4,4,4,2,2,1und (2,2),6,7,1,2,3,5.

Bei einer Parallelverschiebung der Region dndert sich im Freeman-Code des dufleren
oder der inneren Rénder nur die Koordinate des Startpunktes. Bei einer Rotation der Re-
gion um ein Vielfaches k von 45° éndert sich im Freeman-Code jeder Richtungscode c;
zuc; = ¢; +k mod 8. Allerdings muss der Startpunkt /y jetzt nicht mehr der obere linke
Punkt der gedrehten Region sein.

Wir haben den Freeman-Code des duBleren Randes im Uhrzeigersinn laufen lassen.
Man kann den Algorithmus zur Bestimmung des dufleren Randes leicht so abindern, dass
der Rand eine Richtung entgegen dem Uhrzeigersinn besitzt. Alle inneren Punkte liegen
dann links vom Rand. In der Literatur findet man beide Varianten, eine einheitlich verein-
barte Laufrichtung fiir den Rand existiert nicht.

Im Dreidimensionalen konnen wir den Rand einer Region R nicht mit dem Freeman-
Code beschreiben. Damit haben wir auch keinen Begriff eines dufleren oder innerern Ran-
des von R. Aber wir konnen den Rand o(R) von R einfach definieren als diejenige Menge
der Voxel in R, die in der dreidimensionalen 6er-Nachbarschaft ein Nachbarvoxel besit-
zen, das nicht zu R gehort.

1.2 Bounding Box und konvexe Hiillen

Eine Menge M C R? heiBit konvex, wenn zu je zwei Punkten p, p, in M die Strecke
mM nicht verlisst, also mit m C M. Insbesondere diirfen konvexe Mengen keine
Locher enthalten. Diese Definition konnen wir im Diskreten nicht so leicht iibernehmen,
da der Begriff einer geraden Strecke nur approximiert ist. Ersatzweise konnen wir mit dem
Freeman-Code arbeiten.

Eine Region R C 7> heiBt konvex, wenn sie beziiglich der 9er-Nachbarschaft zu-
sammenhingend ist, keine Locher besitzt und ihr Rand mittels eines Freeman-Codes
beschrieben werden kann, in dem die Richtungen nur in der Reihenfolge 0, 7, 6, 5, 4,
3,2, 1 benutzt werden diirfen. Durch die Forderung, dass zuvor benutzte Richtungen nach
Benutzung einer neuen Richtung nicht wieder erlaubt sind, werden Einbuchtungen ver-
mieden.
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Das folgende Bindrbild zeigt eine konvexe Region R mit ihren Freeman-Code F.

01 2 3 456 7

0

1 o o

2 e o o o Fr= (1,2),0,7,6,6,6,3,3,3,1
3 e o o

4 o o

5 °

Der reduzierte Freeman-Code besteht aus dem Startpunkt und acht Zahlen, die ange-
ben, wie hidufig die Richtungen 0, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 in dieser Reihung vorkommen. Fiir
das letzte Beispiel ist der reduzierte Freeman-Code (1,2), 1, 1, 3,0, 0, 3, 0, 1. Fiir groBere
konvexe Regionen ist das eine sehr kompakte Darstellung mit einer hohen Datenkompres-
sionsrate. Fiir eine so kleine Region wie in diesem Beispiel ist der reduzierte Freeman-
Code uninteressant.

11.2.1 Bounding Box

Eine einfache konvexe Menge, die eine gegebene Menge M in R? oder Z? umfasst, ist die
Bounding Box oder Feret Box BB(M) von M . Es ist das kleinste Rechteck im R? oder Z?2
mit Kanten parallel zur x- und y-Achse, das M C R? umfasst. Ist M eine endliche Teil-
menge des Z2, dann ist BB(M) in linearer Zeit erstellbar. In einem Scan durch M werden
die kleinsten und groften vorkommenden x-Koordinaten und y-Kordinaten Xmin, Xmax,
Ymin> Ymax ermittelt. (xminv ymin)’ (xmin’ ymax)’ (xmax’ ymin) und (xmaxa ymax) sind dann die
vier Eckpunkte der Bounding Box.

11.2.2 Konvexe Hiille

Die konvexe Hiille H(M ) einer Menge M im R? ist die kleinste konvexe Menge H(M ) in
R2, die M umfasst, also mit M € H (M). Wir stellen hier drei unterschiedliche Algorith-
men zur Berechnung der konvexen Hiille fiir eine endliche Menge M von Punkten im R?
VOr.

Es sei M eine endliche Menge von zweidimensionalen Bildorten im R? mit |M | = n.
Intuitiv gehoren zum Rand der konvexen Hiille von M alle dufleren Eckpunkte der Menge
M und das sie verbindende kleinste Polygon, vgl. Abb. 11.2.

Statt der konvexen Hiille selbst geniigt die Angabe deren Randes. Der Rand und das
Innere sind dann die konvexe Hiille. Der Rand kann als ein Polygonzug mit einer Rich-
tung beschrieben werden. Eine ausgezeichnete Richtung existiert in der Literatur nicht.
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Abb.11.2 Eine Menge M
von 11 Punkten im R? und der
Rand ihrer konvexen Hiille

Interessiert eine Richtung nicht, geniigt zur Randbeschreibung die Angabe der Eckpunkte
oder der Seiten dieses Polygonzugs.

Ein direkter O(n®) Algorithmus. Es sei M = {p,,..., p,}. Die Strecke IT)P/ von p;
nach p; fiir p;, p; € M gehort genau dann zum Rand der konvexen Hiille, wenn alle
anderen n — 2 Punkte aus M sich auf genau einer Seite von der Geraden p; p; befinden.
Dies kann mit simpler analytischer Geometrie pro Strecke Tp] in einer Zeit O (n) getestet
werden. Da n(n—1)/2 viele solcher Strecken Tp] existieren, erhilt man sofort einen vom
Aufbau her einfachen O(n3)-Algorithmus. Fiir die Praxis der Computergrafik taugt ein
kubischer Algorithmus aber nicht, da | M | sehr grol werden kann und deutlich schnellere
Algorithmen existieren.

Wir werden héufiger einen Test brauchen, ob ein Punkt links (oder rechts) von einer
Strecke liegt. Genauer meint man jetzt links oder rechts von der Geraden, die auf der
Strecke liegt, in der Richtung der Strecke betrachtet. Bekanntlich liegt ein Punkt p; links
von der Strecke m, falls die Determinante

xi oy 1
Xy Y2 1| =Xx1y2+ x2y3 + X3¥1 — X3Y2 — X2)1 — X1)3
x3 y3 1

positiv ist. Hierbei gilt p; = (x;, y;). Ist diese Determinante gleich null, dann liegt p; auf
der Geraden pj p», ist sie negativ, liegt p; rechts davon. Dies sieht man leicht wie folgt.
p3 liegt links von pj p3, falls die Steigung p; p kleiner als die von p p3 ist, also falls gilt

2= Y3 =1
< .
X2 — X1 X3 — X1

Dies ist gleichwertig zu

0 < (x2—=x1)(y3 —y1) — (3 —x1)(y2 — y1)
= X1Y2 + X2y3 + X3y1 — X3)2 — X2Y1 — X1)3.
Dies gilt im geometrischen Koordinatensystem. Fassen wir im BV-Koordinatensystem

x als erste Variable auf, so steht x fiir die Zeilenzahl. Das heif3t, eigentlich sind die Vor-
stellungen der x- und y-Achsen vertauscht, dafiir lduft die Zeilenkoordinate jetzt nach
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1

Abb. 11.3 Divide-and-Conquer-Algorithmus zur konvexen Hiielle. M mit Bounding Box (links),
Polygon aus 4 Punkten auf der Bounding Box (Mitte) und Erweiterung des Polygons um dufiere
Punkte (rechts)

unten statt wie y zuvor nach oben. Wegen dieser doppelten Vertauschung gilt auch im
BV-Koordinatensystem, dass p3 rechts (links) von p; p5 liegt, wenn obige Determinante
negativ (positiv) ist.

Divide-and-Conquer-Algorithmen. Man kann die konvexe Hiille mit verschiedenen Di-
vide-and-Conquer-Algorithmen bestimmen. Wir geben ein Beispiel.

Besteht M nur aus einem Punkt, so ist M die konvexe Hiille von M. Besteht M aus
zwei Punkten pi, p, so ist die ungerichtete Strecke m die konvexe Hiille von M. M
bestehe nun aus mehr als zwei Punkten. Man bestimmt zuerst die Bounding Box um M.
Besitzt eine Seite des Randes der Bounding Box die Linge 0, so liegen alle Punkte von
M auf einer Geraden parallel zur x- oder y-Achse, und die Seite der Bounding Box der
Linge > 0 selbst ist die konvexe Hiille. Im anderen Fall (alle vier Seiten der Bounding Box
haben eine Linge > 0) liegen mindestens drei Punkte aus M auf verschiedenen Seiten das
Randes o(BB(M)) der Bounding Box BB(M) um M, vgl. Abb. 11.3. Die Punkte aus M
auf dem Rand der Bounding Box seien (py, . .., px), k > 3, sortiert von unten ganz links
entgegen dem Uhrzeigersinn. Sie bilden einen Startpolygonzug

P =pips...pipPi+1s--- Pk DI

mit einer Laufrichtung entgegen dem Uhrzeigersinn, dessen Inneres links von jeder Stre-
cke ﬁ in P liegt. Die Punkte im Inneren von P interessieren nicht weiter und werden aus
M entfernt. Existiert ein duflerer Punkt M rechts von einer der Strecken ﬁ in P, so kann
man in O(n) Schritten den Punkt p,,x in M mit groBtem Abstand rechts von einer der
Strecken pp’ finden. Die Strecke pp’ wird damit in zwei Teilstrecken ppmax und prax p’
unterteilt, womit das bereits gefundene Polygon feiner unterteilt wird und eine Ecke pp,x
mehr erhilt. Dies iteriert man so lange, bis im AuBeren des konstruierten Polygons kein
weiterer Punkt aus M liegt. Abbildung 11.3 visualisiert diese Schritte.
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Damit ist man in O(n?) Schritten im schlechtesten Fall fertig. Im Mittel geniigen aller-
dings O(n logn) Schritte, da die Punkte im Inneren der bereits konstruierten Polygone in
jedem Schritt aus M entfernt werden.

Graham-Algorithmus. Ein Algorithmus von Graham [32] aus dem Jahr 1972 benotigt
auch im schlechtesten Fall nur O (n log n) Schritte. Er nutzt aus, dass bei einem Lauf ent-
gegen dem Uhrzeigersinn durch das Polygon des Randes der konvexen Hiille alle Punkte
von M auf dem Rand oder links davon liegen miissen.

Als Speicher geniigt ein Keller (Stack) fiir die Punkte aus M, auf dem Kandidaten fiir
Eckpunkte des Randes der konvexen Hiille gespeichert werden. Wir nutzen hier die Ope-
rationen push x (lege ein Element x oben auf den Keller) und pop (entferne das oberste
Element des Kellers). Der Algorithmus arbeitet wie folgt:

1. finde das Element py = (x, yo) unten rechts in M, d. h. mit maximalem Wert auf der
y-Achse; existieren davon mehrere, dann dasjenige davon mit maximalem Wert auf
der x-Achse.

2. berechne zu jedem p = (x,, y,) in M den Steigungswinkel o, von py nach p; also

a, = atanz(yp — Yo, Xp — Xo),

(98]

. sortiere M nach wachsenden Steigungswinkeln zu py, ..., p,_1 ,
. push po, push p;
5. fori =2ton—1
wiederhole
es seien p’ das oberste und p das zweitoberste Element im Stack,

~

N
falls p; rechts von pp’ liegt
x dann entferne p’,
* sonst push p;

so lange, bis eine push-Operation ausgefiihrt wurde.

Der Algorithmus ist im ersten Moment nicht leicht zu verstehen. M ist so sortiert, dass
po das Element ganz unten rechts ist. Stellen wir uns py als Nullpunkt eines Koordinaten-
systems vor, dann ist o; der Winkel von der x-Achse entgegen dem Uhrzeigersinn nach
pi. Als Winkel kommen also nur Werte zwischen 0° und 180° vor, vgl. Abb. 11.4, da pg
ein unterster Punkt ist.

Der Punkt mit dem kleinsten Winkel (auBler py, mit Winkel 0) ist p;. Damit miissen
schon py und p; zur konvexen Hiille gehtren. Auf dem Stack notieren wir die Kandida-

ten, die wir fiir die konvexe Hiille bereits betrachtet haben. ﬁ ist nun die Strecke vom
vorletzten zum letzten Element des Stacks. Liegt der zu betrachtende Punkt p; links von
dieser Strecke, ist er ebenfalls ein Kandidat fiir die konvexe Hiille. Liegt er hingegen rechts
davon, dann ist p’ nicht Mitglied der konvexen Hiille und wird aus dem Stack entfernt. Da-
mit ergibt sich eine neue letzte Strecke aus dem Stack und es wird verglichen, ob jetzt p;
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Abb. 11.4 Graham-Algorith-
mus zur konvexen Hiille. Die
sortierten Punkte in M, die
Kandidaten fiir Eckpunkte der
konvexen Hiille sind

links davon liegt. Betrachten wir die Menge M aus dem Beispielbild 11.4. Die Punkte
aus M werden sortiert wie in Abb. 11.3 gezeigt. Wenn wir zum Beispiel zum ersten Mal
P9 anfassen, liegen im Stack die Werte py, pi1, p2, P4, Ps» P7, Ps (von unten nach oben).
Da pg rechts von der Strecke m liegt, wird pg aus dem Stack entfernt (pop p’). Da pq
auch noch rechts der Strecke m liegt, wird ebenfalls p; entfernt. Nun liegt pg links von
74 pe und wird daher in den Stack mit push p; abgelegt. Im Stack liegen jetzt po, pi, p2,
D4s P> Po- Withrend des Algorithmus #ndert sich also der Stack wie folgt, wobei I eine
Anderung bedeutet:

pos P1 = po, pi, p2 & po. p1. p2, p3 & po. 1. p2 = po, p1s p2. pa 't po, 1, P2, pas
ps = po. 1. P2, pa 't po. prs 2. Pas Ps = pos P1s P2, Pas Pes P71 Pos Prs P2s Pas D
p1: P8 & po, P1s P2, Pas Pe» P1E Pos Pis P2 Pas Pe & pos P1s P2, Pas Pes Po = po. 1
P2, P4, Pe> P9> Plo-

Damit wird jedes p; maximal einmal in den Stack gepusht und kann maximal einmal
wieder entfernt werden. Schritt 5 besitzt also die Komplexitiat O(n). Das Gleiche gilt fiir
die Schritte 1 und 2, und Schritt 4 hat nur die Komplexitidt O(0). Einzig Schritt 3 beno-
tigt die Komplexitit O(n logn), da der schnellste Sortieralgorithmus diese Komplexitit
besitzt.

Der Divide-and-Conquer- und der Graham-Algorithmus wurden hier so aufgebaut,
dass der Rand der konvexen Hiille eine Richtung gegen den Uhrzeigersinn erhilt. Genau-
so kann man mit leicht ersichtlichen Modifizierungen eine Laufrichtung im Uhrzeigersinn
erreichen.

Ein Nachteil des Algorithmus von Graham ist, dass er auf zwei Dimensionen be-
schrinkt ist. Es existiert keine naheliegende Verallgemeinerung auf konvexe Hiillen von
endlichen Punktmengen im R3, wihrend dies fiir die beiden erstgenannten Algorithmen
recht offensichtlich, aber implementierungstechnisch nicht ganz einfach ist. Eine dreidi-
mensionale konvexe Hiille einer endlichen Menge ist natiirlich ein konvexes Polyeder.

11.2.3 Diskrete konvexe Hiille

Es sei nun R eine endliche Region im Z? beziiglich der 9er-Nachbarschaft. Wenn wir
H(R) genauso berechnen, erhalten wir als konvexe Hiille eine Teilmenge im R? bzw.
den Polygonzug im R?, der diese konvexe Hiille umschlieBt. Interessiert man sich aber
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DH(R) =

Abb.11.5 Eine Region R und ihre diskrete konvexe Hiille DH(R)

ausschlieBlich fiir Punkte im Z2, so bietet sich eine alternative Definition einer diskrefen
konvexen Hiille DH(R) von R als die kleinste konvexe Region im Z? an, die R umfasst.
DH(R) bestimmt man, indem man R minimal um Orte im 72 so erginzt, bis im Freeman-
Code die Richtungen ausschlieBlich in der von O absteigenden Reihenfolge 0, 7, 6, 5,
4, 3, 2, 1 durchlaufen werden. Richtungen diirfen auch ausgelassen werden. Es gilt also
ein Riickkehrverbot: Es ist z. B. nicht erlaubt, dass nach einer Richtung 4 nochmals eine
Richtung 5 oder 7 auftritt. Die konvexen Hiillen H(R) im R? und DH(R) im Z? von einer
Region R sind im Allgemeinen verschieden, wie Abb. 11.5 zeigt.

11.3 MUR und Quattuorvigintieck

Es sei M eine endliche Menge von Punkten im R2. Neben der konvexen Hiille H(G)
arbeitet man in der Formreprisentation hdufig mit besonders einfachen konvexen geome-
trischen Objekten, die M umfassen, wie die Bounding Box, das minimale umschlieende
Rechteck und das Quattuorvigintieck.

11.3.1 Minimales umschlieBendes Rechteck

Das minimale umschlieffende Rechteck MUR (M) von M ist das kleinste Rechteck im R?,
dessen Kanten nicht parallel zum Rand des Bildes sein miissen, das M C R? umfasst.
Abbildung 11.6 zeigt hierzu ein Beispiel. Die Berechnung von MUR (M) bei gegebenem
M ist recht kompliziert. Freeman und Shapira [29] zeigen, dass das minimale umschlie-
Bende Rechteck MUR(M ) einer Punktmenge M gleich dem minimalen umschlieSenden
Rechteck der konvexen Hiille H(M) von M ist, MUR(M) = MUR(H(M)), und dass
eine Strecke des Polygonzugs des Randes o(MUR(M)) von H(M) in einer Seitelinie
von MUR(H(M)) liegen muss. Sie geben, ausgehend von einem Freeman-Code F =
ly,c1, ..., ¢, einen O(nz)—Algorithmus an, der das MUR(R) der durch F beschriebenen
Region R im Z? berechnet.

Da o(MUR(M)) = o(MUR(H(M))) gilt, berechnet man zuerst H(M). py,..., pm
sei der Polygonzug des Randes von H(M). Zu jeder Strecke s dieses Polygonzugs be-
rechnet man ein Rechteck minimaler Fliche, das M umfasst und eine Seite besitzt, auf
der die Strecke s liegt. Dasjenige dieser Rechtecke mit minimalem Flacheninhalt ist dann
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MUR(M), siehe z. B. Arnon und Gieselmann [2]. In Verbindung mit dem Graham-Algo-
rithmus zur konvexen Hiille einer Menge M von n Punkten im Z? lisst sich MUR(M)
damit in O(n logn) Schritten finden.

11.3.2 Quattuorvigintieck

Das 24-Eck oder Quattuorvigintieck Q(M) um M C Z? wurde in [94] zur Verkehrszei-
chendetektion eingefiihrt. Es ist eine recht einfach zu berechnende geometrische Form, die
die konvexe Hiille approximiert und komplex genug ist, Dreiecke, Rechtecke und Krei-
se zu unterscheiden. Es ist dasjenige Polygon Q(M) im R?, das folgende Eigenschaften
erfiillt:

e alle Seiten haben einen Steigungswinkel von k - 15°, fiir 0 < k < 23,
e M liegt innerhalb von Q(M),
e die Summe der Seitenléingen von Q (M) ist minimal.

Wegen 360/15 = 24 kann Q (M) hochstens 24 Seiten einer positiven Linge besitzen.
Die Lage ist nicht frei, da nur gewisse Ausrichtungen der Seiten erlaubt sind, etwa par-
allel zur x-Achse (Steigungswinkel 0 - 15°) oder zur y-Achse (Steigungswinkel 6 - 15°).
Das Quattuorvigintieck besteht aus genau 24 Seiten, wenn man auch Seiten der Lange 0
zulésst.

Abbildung 11.6 zeigt eine Region mit verschiedenen Formbeschreibungen, u.a. mit
dem umschreibenden Quattuorvigintieck. Offensichtlich kénnte sich ein Polygon mit 24
Seiten enger an die Region anschmiegen. Aber dann wire keine Seite parallel zur x-
Achse oder andere Winkel miissten erlaubt werden. Im Beispiel wird auch offensichtlich,
dass einige Seiten des 24-Eck die Linge 0 besitzen und dadurch manche innere Winkel
kleiner als 165° sind. Die Eigenschaften des Quattuorvigintiecks, parallel zur x- und y-
Achse zu sein und nur Innenwinkel, die ein Vielfaches von 15° sind, zu besitzen, erlau-
ben eine schnelle Berechnung. So kann man bei Berechnung des Freeman-Codes einer
Region R das Quattuorvigintieck von R einfach mit berechnen. Aber auch fiir nicht zu-
sammenhingende Pixelmengen M ist Q (M) leicht berechenbar. Es sei / ein orthogonales
zweidimensionales Bild, M < I eine Menge von Pixeln in /, zusammenhéngend oder
nicht. Das Quattuorvigintieck Q (M) um M berechnet man mit Hilfe der folgenden bei-
den Tabellen aus [105]. Tabelle 11.2 gibt 24 Werte m; an. Dabei bedeutet max f(x, y)
stets max{ f(x, y)| (x,y) € M}. Tabelle 11.3 gibt die Koordinaten der 24 Eckpunkte P;
des Quattuorvigintiecks Q (M) mit Hilfe der m;-Werte an. Die 24 Seitenlidngen erhilt
man dann trivial durch die Differenz nur der x- oder nur den y-Koordinaten der beiden
beteiligten Eckpunkte dividiert durch cos « fiir @ = 0°, 15°, 30° oder 45°.
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Tab.11.2 Die m;-Werte fiir ein Quattuorvigintieck

my = max —y mjp; = maxy
m; = maxtanl5°-x —y mj3 =max—tan15°-x +y
my; = maxtan30°-x —y mis = max —tan30° - x + y
ms3 = maxx —Yy mjs = max —x + Yy

my = maxx —tan30°-y mie = max —x + tan30° -y
ms = maxx —tanl5°.y my7 = max —x + tan15° . y
Mg = max x mjg = max —x —tan30° - y
m7 =maxx +tanl5°-x +y Mg = Max —x —y

mg = max x + tan30° -y My = max —x — tan 30° - y
Mg = maxx + y My = max —(x + y)

mjo = maxtan30°-x + y My = max —tan30°-x —y
mj; = maxtan15°-x + y mp; = max —tan 15°-x —y

Tab. 11.3 Die Koordinaten der 24 Eckpunkte P; eines Quattuorvigintieck

P; = x-Koordinate
0= (m —myg)/a
1 =c(my—my)

y-Koordinate
—my
clamy — bmy)

P; = x-Koordinate
12 = (mi; —my3)/a
13 =c(mz —miy)

y-Koordinate
mi2
c(bmz —amyy)

2 =d(msz —m,) d(bms —m;) 14 = d(m4 —ms) d(mys — bms)
3 = d(my—bms) d(my —m3) 15 = d(bmys — ms) d(ms —mis)
4 = c(bms —amy) c(ms —my) 16 = c(amig —bmy7) | c(mig —my7)
5 =mg (me —ms)/a 17 = —myg (my7 —mag)/a
6 = mg (m7 —me)a 18 = —myg (mig —myo)/a
7 = c(bm7 —amsy) c(mg —my) 19 = c(ama — bmyo) | c(myy9 — my)
8 = d(mg — bmy) b(mg —mg) 20 = d(bmy — ma) d(may — myy)
9 = d(mg — myo) d(mo — bmyo) 21 = d(mp —my) d(bma; — ma)

10 = ¢(mio —m1)
11 = (m11 —mlz)/a

c(bmyy —amy)
miy

22 = c(mpy —ma)
23 = (mg —ma3)/a

Esista :=tan15°, b :=tan30°, ¢ :=1/(b—a), d :==1/(1 —Db).

c(amy — bmys)
—Mmy

Folgende Operationen sind auf dem Quattuorvigintieck leicht und schnell ausfiihrbar:

Vereinigung: berechne Q (M, U M,) aus Q(M,), Q(M,),
Durchschnitt: berechne Q (M, N M,) aus Q (M), Q(M,),
Flicheninhalt: berechne den Fldcheninhalt von Q (M) aus Q (M),

minimale, maximale Breite: bestimme den minimalen und maximalen Abstand zweier
paralleler Seiten in Q (M),
liegt ein Ort p € Z? innerhalb von Q(M).

Inklusion:

Abbildung 11.6 zeigt eine Region mit Bounding Box, MUR, Quattuovigintieck und

konvexer Hiille.
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Abb.11.6 Eine Region mit Bounding Box, MUR, Quattuorvigintieck und konvexer Hiille

1.4 Aquivalente Ellipse

Wir haben in diesem Kapitel einige Methoden einer Formbeschreibung kennengelernt.
Der Freeman-Code arbeitet auf Linien oder Regionen, die hier 9er-zusammenhéngen-
de Mengen von Pixeln sind. Die konvexe Hiille, die Bounding Box, das MUR und das
Quattuorvigintieck werden fiir endliche Mengen M von Pixeln gebildet, die nicht zusam-
menhédngend sein miissen. In all diesen Fillen werden Binidrbilder untersucht, in denen
die interessierenden Pixel den Wert 1 und die restlichen den Wert O erhalten. Bei der
dquivalenten Ellipse werden wir allerdings auch zur Formanalyse die Grauwerte der inter-
essierenden Pixel mit beriicksichtigen.

Ein Objekt O in einem Bild I soll jetzt einfach eine ausgewihlte Menge von Pixeln in
I sein, die aus irgendwelchen Griinden interessant sind. O muss nicht zusammenhéingend
sein. Alle Pixel auerhalb von O erhalten der Einfachheit halber den neuen Wert O in Val.
Innerhalb von O behalten die Pixel ihre Werte. Gesucht ist eine Formbeschreibung von
O mittels einer Ellipse, die auch eine Ausrichtung von O wiedergeben kann. Hierzu sind
mehrere Moglichkeiten bekannt, wie man die Achsen und den Mittelpunkt einer beschrei-
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benden Ellipse bestimmen kann. Der Mittelpunkt soll sicherlich auf den Schwerpunkt von
O zu liegen kommen. Ist O eine konvexe Region, so sollte die Fliache der Ellipse der Fli-
che von O entsprechen. Die Hauptachse konnte den Durchmesser von O widerspiegeln,
wobei ein Durchmesser unterschiedlich definiert werden kann. Wir werden die Hauptach-
se so definieren, dass das Triagheitsmoment von O entlang dieser Achse minimal wird.
Das heif3t, dass die Summe der Quadrate der Abstdnde der Punkte in O zu dieser Haupt-
achse minimal wird. Das fiihrt zu der Trdgheitsellipse, auch Poinsot Ellipse genannt nach
dem franzosischen Mathematiker Louis Poinsot (1777-1859).

Dazu benoétigen wir Momente bis zum Grad 2 von O. Wir gehen daher von einem
verschobenen zweidimensionalen Grauwertbild 7 : [1, N] x [1, M] — [0, G[ aus, sie-
he Abschn. 4.4.2. Wir werden die Begriffe wie Moment m; ;, zentrales Moment p; ;
des Grads i + j oder erste Koordinate !s; des Schwerpunkts etc. aus diesem Abschnitt
verwenden, ohne sie ein weiteres Mal zu erkldren. Alle Begriffe lassen sich direkt auf
hoherdimensionale Bilder iibertragen.

Die Flache von O ist die Flache von I, also mg g, und der Schwerpunkt ist so =
L(ml,o,mo,l). Die Kovarianzmatrix Cov; eines zweidimensionalen Bildes / bezieht

mo.0
sich auf die Abweichung zum Schwerpunkt und ist definiert als

Cov; = ,lfz,o ’lfl’l , it
M1 Moz
Mk,

Mk = .
mo,0

Ihre Eigenwerte A, A, sind die Losungen der Gleichung

det(Cov; — E - 1) = A7 — A(fl20 + flo2) + A20fk02 — i1, = 0.

Sie sind beide > 0 und berechnen sich zu

Ai = = (flao+ oo £ \/411%,1 + (f20 = fl02)” )-

N =

Fiir ein Grauwertbild 7 : [1, N] x [1, M] — N kann man die Eigenvektoren A, A, der
Kovarianzmatrix Cov; als die beiden Halbachsen der Helligkeitswerte interpretieren. Die
Ausrichtung eines Bildes [ ist der Winkel o, der die Summe

Z (G —Tsy)cosa — (j — 2sl)sinOt)2

I<i<N,I<j<M

minimiert. Sie stimmt mit dem Winkel des Eigenvektors mit dem grofiten Eigenwert iiber-
ein und berechnet sich als

1 L .
o= Eatanz(z,ul,l, fap — flo2)-
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) -

7

Abb. 11.7 Aquivalente Ellipsen 1. Eine Region mit und ohne Loch im Inneren und ihren beiden
dquivalenten Ellipsen

Ziel ist das Auffinden einer Ellipse E(, die den gleichen Schwerpunkt wie O im Bild
besitzt, deren Achsen die Varianzmomente (5 0(O0) = p20(l) = p20 und pg, wider-
spiegeln, und die die gleiche Ausrichtung wie O besitzt. Ist O eine konvexe Region, so
wird E¢ auch die gleiche Fliache wie O besitzen. E berechnet sich dann wie folgt:

e der Mittelpunkt von E ist der Schwerpunkt s¢ von O mit

(my0,mo,1)
so = ————,
mo.0
e die Radien (halbe Linge) der Hauptachsen sind 2-4/A; fiir die Eigenwerte A; von Covy,
e ihre Ausrichtung o ist

1 N A W
o= Eatanz(zﬂl,l, fo2 — fa0)-

Diese Formeln gelten fiir das geometrische Koordinatensystem. Im BV-Koordinatensys-
tem gilt fiir die Ausrichtung o = _Tlatanz(Zﬂl,l, foa — [l2,0), um den Winkel gegen den
Uhrzeigersinn zu messen. Gilt ;11 = 0, so sind beide Achsen gleich groB und wir erhal-
ten einen Kreis, in dem eine Ausrichtung keinen Sinn macht. Man setzt dann o = 0.

Abbildung 11.7 zeigt ein Objekt mit seiner dquivalenten Ellipse und das gleiche Objekt
mit einem groBen Loch im Inneren. Durch das Loch erhoht sich der mittlere Abstand
seiner Punkte zu seinem Schwerpunkt und die Varianzen m; und m, o werden grofer.
Dadurch vergréBern sich die Achsen der dquivalenten Ellipse. Die Flache der dquivalenten
Ellipse muss also bei nicht konvexen Objekten nicht mit deren Flidche iibereinstimmen.
Die eingezeichneten Achsen gehen jeweils durch den Schwerpunkt der Region, der sich
beim Einfiigen des Loches auch verschoben hat.

In Abb. 11.8 sind drei Grauwertbilder gezeigt. Sie bestehen jeweils aus einem Objekt
»Rechteck® gleicher Grofe, also auch gleicher Form, aber mit verschiedenen Grauwer-
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Abb. 11.8 Aquivalente Ellipsen 2. ,,Ahnliche** Grauwertbilder mit unterschiedlichen Schwerpunk-
ten und somit Ellipsen

ten. Sie besitzen daher unterschiedliche Schwerpunkte und unterschiedliche dquivalente
Ellipsen, aber gleiche Rédnder, Bounding Boxes, konvexe Hiillen etc.

1.5 Skelettierung

Unter Skelettierung versteht man Verfahren, die versuchen, eine Region durch ein inneres
Skelett zu beschreiben. Fiir kontinuierliche Regionen im R? existieren prizise Definitio-
nen.

11.5.1 Skelette in kontinuierlichen Gebieten

Wir gehen hier von einer beschriinkten Region R im R? mit endlich vielen Lochern aus.
Das bedeutet, dass R eine zusammenhingende Teilmenge des R2 ist, die innerhalb eines
Rechtecks E = [a,blg X [c,d]g mit a, b, ¢, d € R liegt (Beschrinkheit von R), und
dass nur endlich viele maximale zusammenhingende Mengen M in diesem Rechteck E
existieren, die zu R disjunkt sind. Dies sind die endlich vielen Locher und das AuBere von
R in diesem Rechteck.

Ein Kreis K = {(x,y) € R (x —xp)* + (¥ — yu)* = r?} vom Radius r und Mit-
telpunkt (x,7, ypr) heibt maximal in R, falls K zwei oder mehr verschiedene reelle Rand-
punkte von R beriihrt und ganz in R liegt. Dies ist gleichwertig damit, dass kein reeller
Kreis K’ # K existiert mit K C K’ C R. Ein reellwertiger Mittelachsenpunkt von R
ist ein Mittelpunkt eines maximalen Kreises in R. Das reellwertige Skelett von R ist nun
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einfach die Menge aller reellwertiger Mittelachsenpunkte von R. Ein perfekter Kreis wird
damit auf seinen Mittelpunkt als Skelett reduziert.

Annotiert man zu jedem reellwertigen Mittelachsenpunkt noch den Radius des maxi-
malen Kreises, von dem er Mittelpunkt ist, so nennen wir diese annotierte Menge die
reelle annotierte Mittelachsentransformation von R. Aus dieser kann man offensichtlich
R eindeutig rekonstruieren.

Blum [10] fiihrte den Begriff des Skelettes mittels eines Steppenfeuers ein. Man stellt
sich dazu ein Gebiet R als ein Stiick einer Steppenlandschaft vor, an dessen Rand simultan
ein Feuer entziindet wird, das gleichmiBig ins Innere brennt. An jeder Stelle im Inneren,
an der sich zwei oder mehr Feuerfronten treffen, wird ein Mittelachsenpunkt gesetzt. Dies
ist zu den genannten maximalen Kreisen (nach Calabi und Hartnett [13]) dquivalent.

Diese Technik, ein Skelett als Menge der Mittelachsen zu erhalten, bezeichnet man
auch als Mittelachsentransformation, abgekiirzt mit MAT. Abbildung 11.9 zeigt Beispiele
einer Skelettierung nach der MAT.

11.5.2 Skelettierung im Diskreten

Leider existiert keine allgemein anerkannte Definition des Begriffs Skelett fiir diskrete
Regionen. Gemeint ist ein moglichst diinnes zusammenhingendes Geflecht von Linien,
etwa mittig in der Region.

Wir betrachten zweidimensionale Bindrbilder B : [0, N[ x [0, M[ — {0, 1}. Es sei
im Folgenden R C B eine Region des Vordergrundes, die auch Locher besitzen darf.
Die betrachtete Nachbarschaft ist die 9er-Nachbarschaft. Wir nennen ein Pixel P € R
mit hochstens einem weiteren 9er-Nachbarpixel in R auch einen Endpunkt von R. Der
Einfachheit halber konnen wir wieder alle Pixel auBerhalb von R auf 0 setzen und so als
Hintergrund deklarieren. Der Rand o(R) von R ist dann eine Menge von Freeman-Codes
(des duBeren Randes und um alle Locher).

Wir wollen ideale Skelette als diinne Liniengeflechte auffassen. Ein diinnes Linienge-
flecht L ist eine minimale Region in dem Sinn, dass L die Eigenschaft, 9er-zusammen-
hiangend zu sein, verliert, wenn man irgendeinen Punkt, der kein Endpunkt ist, aus L
herausnimmt. Abbildung 11.10 gibt je ein Beispiel fiir ein erlaubtes und verbotenes diin-
nes Liniengeflecht. Die rechte Region ist kein diinnes Liniengeflecht, da das dritte Pixel
der dritten Zeile entfernt werden kann, ohne dass dadurch der Zusammenhang verloren
geht.

Unter einer Skelettierung verstehen wir ein Verfahren, das versucht, eine Region R in
ein Skelett Sk von R zu transformieren, so dass moglichst gut Folgendes gilt:

e Sp ist ein diinnes Liniengeflecht,

e jeder Endpunkt von R gehort zu Sg,

e jedes Pixel in Sk soll moglichst nahe zu einem reellwertigen Mittelachsenpunkt von R
sein,
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Abb.11.9 Skelette 1. Vier grau gezeichnete Regionen auf schwarzem Hintergrund mit weiler Mit-

telachensentransformation

e und ebenso soll in der Néhe eines jeden reellwertigen Mittelachsenpunktes ein Punkt

aus Sy liegen,
e S sollte einfach aus R berechenbar sein.

Abb. 11.10 Erlaubtes und ver-
botenes diinnes Liniengeflecht

erlaubt:

, verboten:
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Abb. 11.11 Skelette 2. Objekt (grau unterlegt) mit Skelett

Es wird nicht gefordert, dass man R aus seinem Skelett Sk rekonstruieren kann. Ge-
wiinscht ist eine diinne Struktur mittig in R, die die Form von R widerspiegelt. Es existie-
ren zahlreiche Skelettierungsalgorithmen, die versuchen, diesem Skelettierungsziel nahe-
zukommen. Auch das Skelett des Buchstaben B in Abb. 11.11 erfiillt diese Kriterien nicht
alle, da in der Waagerechten und Senkrechten manche Linien die Breite 2 besitzen. Die
Veristelungen nach auflen beruhen auf kleinen Abweichungen am Rand von einer perfek-
ten B-Form und sind ungewollt. Eine allerseits anerkannte optimale Skelettierungstechnik
existiert nicht.

11.5.3 Maskenbasierte Skelettierung

Man kann das kontinuierliche Steppenbrandmodell auf diskrete Bilder iibertragen und mit
iterierter Verwendung von Masken den Brand simulieren. Vom Rand aus werden durch
Masken gesteuert einzelne Pixel entfernt. Dabei muss durch die Auswahl der Masken si-
chergestellt werden, dass das Skelett moglichst diinn wird, ohne dass der Zusammenhang
des resultierenden Skelettes verloren geht.

Wir betrachten eine Technik der morphologischen Ausdiinnung mit acht verschiedenen
terndren Hit-and-Miss-Masken, vgl. Abschn. 7.3.2. S| bis Sg seien die Masken:

0 00 1 0 1 11 0 1
S| = 1 , S3i=1 1 0|, Ss:= 1 , S7:=10 1 1],
111 1 0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 00
S,=11 1 0], S¢:=]1 1 0], Se:=]0 1 1], Sg:=|0 1 1
1 00 00 1

In der Reihenfolge 1 < i < 8 wird iterativ ein Ausdiinnen auf B so lange ausgefiihrt,
bis sich nichts mehr &ndert ( sieche Abschn. 7.3.2). Das erreicht der dort definierte Ope-
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Abb. 11.12 Objekte (grau unterlegt) mit ihren Skeletten

rator thin*(S) mit § = (S, ..., Sg). Die Maske S; entfernt obere Randpunkte, S, obere
rechte Eckpunkte in der 9er-Nachbarschaft. Fiir die Ser-Nachbarschaft muss in S, auch
links unten eine 1 gesetzt werden, ebenso in S4, S¢ und Sg entsprechend. Die ungeraden
Masken diinnen die waagerechten und senkrechten Rinder aus, die geraden die Ecken. Zu
beachten ist, dass zuerst die Maske S| auf das gesamte Bild angewendet werden muss.
Auf das Ergebnisbild wird dann die Maske S, komplett angewendet etc., bis schlieBlich
die letzte Maske Sg angewendet wird. Der gesamte Prozess wird anschlieBend iteriert, bis
das Resultat konstant bleibt.
Auf das Beispielbild B angewendet, erhalten wir das folgende Skelett Sk(B):

0 0 00 0 O0O0 000 0 O0O0TO0OTD O
0O ¢ ¢ ¢ 0 0 0 O 0O ¢ OO O O OO
0 o o @ 0 0O 0 0 e 0O O ODO
B— 0 O ¢ ¢ ¢ ¢ 0 O . SK(B) = 0 00« 0O OO
0 0O o ¢ ¢ o 0 O 0 00 «¢ 00O OO
0 0 e e o 0 O 0 00O e ¢ 0 O O
0 0 e e ¢ 0 O 0 0O ¢ 0O ¢ 0 O
0 0 0 0 0 0 000 0 O0O0O0OFD O

Abbildung 11.11 zeigt links eine grau unterlegte Region mit einem Skelett nach der
obigen Methode des morphologischen Ausdiinnens mit acht Masken. In der Mitte ist die-
ses Skelettbild um 90° gedreht. Rechts wurde zuerst die Ausgangsregion um 90° gedreht
und dann skelettiert. Beide Skelette sind deutlich unterschiedlich. Dieses Verfahren ist
nicht rotationsinvariant um Vielfache von 90°.

Nach der gleichen Methode sind die Skelette der Buchstaben A und B in Abb. 11.12
gebildet. Diese unnétigen Veridstelungen sind typisch und resultieren aus kleinen Aus-
oder Einbuchtungen am Rand, die zu viel zu vielen Mittelachsenpunkten fiihren. Derartig
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veristelte Skelette sind nicht wirklich fiir eine Formbeschreibung geeignet. Ublicherweise
miissen die Ergebnisse noch in Nachverarbeitungsschritten mit diversen Pruning-Techni-
ken geschont werden.

Man konnte versuchen eine Rotationsinvarianz mit den genannten acht Masken
S1,...,Ss wie folgt zu erzwingen.

Wiederhole
firi € {1,3,5,7} : B; := thin(B, S;);
B := B, N B3N B; N By;
firi € {2,4,6,8}: B; := thin(B, §,);
B = Bsz4mB6ﬂB3

bis sich B nicht weiter verédndert.

Beim Drehen des Ausgangsbildes um 90° wird auch das Ergebnis um 90° gedreht, da die
Reihenfolge der Anwendungen innerhalb der geraden bzw. ungeraden Masken keine Rolle
spielt. Nur, eine zwei Pixel breite horizontale Linie wiirde jetzt mit den Masken S} und S5
gleichzeitig oben und unten abgebaut, so dass nur die vier Endpunkte iibrig blieben.

Es existieren diverse Ausdiinnungstechniken mit unterschiedlichen Masken. Die Rei-
henfolge der Maskenanwendungen bestimmt meist auch das Ergebnis, das resultierende
Skelett ist nicht nur vom Vordergrund im Binérbild, sondern ebenso von der angewendeten
Methode abhingig. Dreht oder skaliert man die Ausgangsregion R, so wird in diesen mas-
kenbasierten Algorithmen das resultierende Skelett im Allgemeinen nicht ebenso gedreht
oder skaliert. Solche simplen iterierten maskenbasierten Algorithmen sind sehr ineffi-
zient. Bei diesen Masken betrifft die Verdiinnung nur die aktuellen Randelemente der
Vordergrundregionen im Bild B, innere Pixel einer Vordergrundregion R mit einer Di-
stanz grofer als 1 zum Rand konnen gar nicht verdndert werden. Dennoch werden in
jedem Schritt thin(B, S;) alle Pixel in B auf ein Hit-and-Miss mit der terndren Maske S;
untersucht. Hier muss man noch die Verdiinnung auf aktuelle Randpunkte einschrianken.

11.5.4 Randdistanzen

Die iterativen, maskenbasierten Techniken zur Skelettierung benutzen das Steppenfeuer-
modell und arbeiten sich vom Rand ins Innere vor. Alternativ kann man mit dem Mittel-
achsenmodell arbeiten und Mittelpunkte der maximalen Kreise in einer Region R suchen.
Diese Mittelpunkte werden mit sogenannten Randdistanzen berechnet. Diese Distanz-
funktionen werden nicht fiir eine einzelne Region berechnet, sondern gleich fiir das ge-
samte Bild B : Loc — {0, 1}. Die Pixel mit Wert O bilden den Hintergrund H := {p €
Loc| B(p) = 0}. B darf mehrere Regionen enthalten, zu denen die Randdistanzen simul-
tan berechnet werden. Randdistanzen werden nicht nur fiir die Regionen definiert, sondern
gleich fiir das gesamte Bild B. Es sei d : Loc x Loc — R eine Distanz (Metrik, vgl. Ab-
schn. 4.2.2) auf B. Die Randdistanz d, : Loc — R zu d ordnet jedem Ort p in Locp die
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kiirzeste Entfernung zu dem Hintergrund zu und ist definiert als

do(p) :==d(p,H) (= min{d(p, p")| p’ € Locund B(p') = 0}).

Insbesondere ist d(p) = O fiir Orte p des Hintergrundes selbst. Damit erhalten wir
eine Randdistanzkarte

By g :Loc — R, mit B, 4(p) = dy(p).

Diese Karte ist ein Hohenbild von B und stellt ein Gebirge dar. Hohenkidimme sind
Orte mit einer gleich weiten Entfernung zu verschiedenen Hintergrundorten, also Ap-
proximationen von Mittelpunkten maximaler in der Region enthaltene Kreise, und damit
Kandidaten fiir Skelettorte.

Die Randdistanz kann in verschiedenen Metriken d gemessen werden. Gebriuchlich
sind die Manhattan-Distanz und euklidische Distanz. Im diskreten Fall dienen die Langen
der kiirzesten Pfade in der Ser- (Manhattan-Distanz) oder 9er-Nachbarschaft (Maximum-
Distanz) als Distanzbegriff, wobei fiir Skelette die 9er-Nachbarschaft gebriduchlich ist. Die
Randdistanz bildet dann Orte in Locg auf N ab.

Numerische Berechnung von Distanzfunktionen

Wir betrachten die euklidische dZ, Manhattan- d™2" und Maximum-Distanz d™*. Es
seien B : [0, N[ x [0, M[ — {0, 1} ein Binérbild und p = (i, j) ein Ort in Locy. Damit
gilt fiir die Randdistanz d Qf( fiir die Distanz d ¥ an der Stelle p = (i, j):

df(p)=min{v/(i—u)?+(j —v)2|0<u<N.1<v<MundB(u,v) =0},
dY*™(p) =min{|i —u|+|j —v[[0<u <N.1<v< M und B(u,v) =0},
dy™(p) = min {max (i —u|.|j —v|) |0 <u < N,1 <v <M und B(u,v) = 0}.

d 34‘1“ ist die Randdistanz in der Ser-Nachbarschaft und d g"‘”‘ die in der 9er-Nachbarschaft,

wenn man pro Schritt in eine Diagonale auch 1 und nicht /2 rechnet. Fiir alle drei Rand-
distanzen muss man mit dieser trivialen Formel an allen Orten (7, j) € Loc simultan eine
Schleife iiber die Spalten und eine iiber die Zeilen durchlaufen und erhilt einen Aufwand
von O(| B|?) fiir die Erstellung der Randdistanzkarte.

Diese Berechnung lésst sich durch eine Separierung der N Zeilen und M Spalten auf
O(L - |B|) beschleunigen mit L = max(M, N). Dazu definiert man einen Hilfswert
A(u, j) an der Stelle (u, j) € Loc als

A(u, j):==min{|j —v||0 < v < M und B(u,v) = 0}.
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A(u, j) sucht entlang der Zeile u das erste Hintergrundpixel rechts oder links und
bestimmt dessen Entfernung zu (u, j). Die N x M -Matrix aller A(u, j)-Werte ldsst sich
in O(M - |B]) Schritten berechnen. Mit dieser Matrix A gilt nun

df(i.j)=min{v/(i —u)2+ A(.j)*|0 <u < N},
dY* (i, j) =min{li —u| + A, j) |0 <u < N},
d¥™(i, j) = min {max(|i —ul, A(u, j)) |0 <u < N},

und an jedem Ort in Loc wird eine weitere Schleife iiber alle Zeilen durchlaufen. Damit
ergibt sich als Aufwand O(L - |B|). Zum Auffinden der Kammpunkte in einer Randdi-
stanzkarte fiir eine Skelettierung braucht man fiir d f natiirlich keine Wurzel zu ziehen.

Es existiert ein recht anspruchsvoller Algorithmus von Meijster, Roerding und Hesse-
link [74], der dieses Verfahren auf O(|B|) beschleunigt.

Maskenbasierte Berechnung von Randdistanzen

Die Randdistanzkarten B, sman und B, 4mx kann man mittels einer einfachen maskenba-
sierten Technik in O(|B|) in Schritten berechnen. Es seien 7 : [0, N[ x [0, M| — N ein
Bild, F ein Fenster und M : F — Q eine Maske. Die Minimumoperation von M an
einem Ort p in Loc; ist definiert als

%i}l(p) :=min{I(p + 1)+ M()|l € Fund M(I) > 0}. (11.1)

I(p + [) an einer Stelle mit M (/) < 0 wird ignoriert. M(I) > 0 sagt, dass am Ort [ im
Fenster F' der Wert I(p + [) auf I(p + [) + M(/) gesetzt wird. Der minimale dieser
Werte wird fiir /(p) gewihlt. Es seien V und R Masken (fiir vorwirts und riickwiirts).
Wir betrachten nun den folgenden Algorithmus.

1. Fir p € Loc von oben links bis unten rechts in dieser Reihenfolge:
I(p) >0 = I(p):= rrvl_iln(p);
2. Fiir p € Loc von unten rechts bis oben links in der umgekehrten Reihenfolge:
I(p) >0 = I(p) := min(I(p), min(p)).

In diesem Algorithmus werden die neuen Bildwerte direkt weiterverwendet und nicht in
einem Zwischenergebnis abgespeichert, wie sonst in fast allen Filter- und Morphologie-
operationen.
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Dieser Algorithmus erzeugt aus einem Binéirbild B die Randdistanzkarte B, jma von
B in der Manhattan-Distanz (5er-Nachbarschaft), wenn man folgende Masken V und R
wihlt:

01 0 0 0 O
V=]1 0 0], R=|0 0 1
0 0 O 010

Um die Randdistanzkarte B, 4mx von B in der Maximum-Distanz (9er-Nachbarschaft)
zu erhalten, wihlt man die Masken:

<
Il
O =
S O =
S O =
=
Il
-0 O
_— 0 O
—_— = O

Wir wenden dieses Verfahren in der Ser-Nachbarschaft auf das Binérbild

Bo =

an und erhalten nach dem Vorwirts- (1) und Riickwértsschritt (2) die Resultate:

0000 O0OO0OO0OTO0OTODO 0 000 0 O0OO0OOUOO
01 11 00O0O0TO0O0 011 100O0O0TO0O0
0122101000 0122101000
1 001 22121T1F@0 5 001 22121T1F2@0
00123232220 0012323210
0 01 233 43320 0011222210
001 0123 440 0010111110
0010 0O0O0O0OTO0OTGO0 001 00 0O O0OO0OTO0OTO

Die Werte auf den Kammpunkten sind hier fett eingetragen. Dabei ist hier ein
Kammpunkt ein Ort, bei dem in zwei gegeniiberliegenden Richtungen die Werte der
Nachbarpunkte echt kleiner sind. Erlaubte Richtungen sind die acht Richtungen aus dem
Freeman-Code. Die Menge dieser Kammpunkte ist nicht notwendig in der 9er-Nachbar-
schaft zusammenhingend.
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Verwenden wir die Masken der 9er-Nachbarschaft, erhalten wir stattdessen:

0000 OOOTO0OTGODO 0 000 0 O0OO0OO0OUO0OO
01 11 00O0O0TO0O0 011 100O0O0TO0O0
0121101000 0121101000
1 001 21111T1F@90 5 001 211111@P0
001222221090 0012222210
0012333 21F@0 0011122210
001012321020 0010111110
001 0O0O0O0OO0OTO0OT® O 001 0O0O0O0O0OTO0OOQO

Man kann versuchen, die euklidische Distanz mit Masken zu approximieren. Dazu
betrachtet man Vor- und Riickwirtsmasken auf einem groBeren Fenster F2 vom Radius r.
Beispiele solcher Masken mit Radius 2 sind etwa

0O 0 2 0 O o o0 o0 0 O
0 14 1 14 0 0O 0 0 0 O
V=1]2 1 0 0 0], R=]0 0 0 1 2], oderetwas genauer
0O 0 0 0 O 0 14 1 14 O
O 0 0 0 O 0O 0 2 0 O
2,83 223 2 223 283 0 0 0 O 0
223 1,41 1 1,41 223 0 0O 0 O 0
V= 2 1 0 0 0 |. R= 0 0 O 1 2
0 0O 0 O 0 223 141 1 1,41 223
0 0o 0 O 0 283 223 2 223 283

In beiden obigen Beispielen sind die fett eingezeichneten Kammpunkte der Randdi-
stanzkarten nicht in der 9er-Nachbarschaft zusammenhéngend. Verbindet man sie iiber
die Hochflidchen mit einer diinnen Linie, ergeben sich mehrere Moglichkeiten fiir ein Ske-
lett. Eine Moglichkeit ist etwa

°
[ ] °
° ° [ ]
b
e o [ ] ° [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

in dem aber ebenfalls ein Skelettpunkt noch entfernt werden konnte.
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Es existiert eine Vielzahl von Skelettierungsalgorithmen. Die erzeugten Skelette erfiil-
len zumeist nicht die in Abschn. 11.5.2 genannten Kriterien iiber diinne Liniengeflechte.
Unter Skeletton Pruning versteht man diverse Techniken, diese Skelettierungsergebnisse
zu ,,sdubern”, etwa Zusammenhinge zu erzeugen, zu dicke Skelette weiter zu verdiinnen
etc.
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In den Kap. 9 und 11 haben wir recht einfache Merkmale wie Kanten, Ecken, Quat-
tuorvigintieck und Skelette vorgestellt. Die folgenden Merkmale sind deutlich komplexer.
Dennoch ist die Unterteilung in elementare und héhere Merkmale etwas willkiirlich. Wir
stellen zuerst die Merkmale Shape Context und SIFT vor und behandeln dann Textur-
merkmale, die mittels mehrdimensionaler Statistiken gewonnen werden.

12.1 Shape Context

Ein Objekt O sei wieder einfach eine Menge von Pixeln in einem Bild, die aus irgend-
einem Grund interessant sind. Gesucht ist ein Merkmal fiir O zur Klassifikation von
Objekten und zum Test der Ahnlichkeit zweier Objekte. Dieses Merkmal wird hier der
sogenannte Shape Context von O sein. Dazu werden Shape Contexts von Randpunkten
betrachtet, die in einen Kontext mit den anderen Randpunkten gestellt werden. Das Kon-
zept wurde von Belongie, Malik und Puzicha [7, 8] im Jahr 2000 eingefiihrt.

12.1.1 Grundbegriffe

Da fiir den Shape Context von O nur Randpunkte des Objekts O interessieren werden,
setzen wir alle Pixel in O auf den Wert 1 und alle auerhalb auf den Wert 0. Damit ist O
zum Vordergrund eines Binidrbildes B : Loc — {0, 1} geworden. O kann aus mehreren
disjunkten Regionen Ry, ..., R bestehen. {/,,...,[,} sei eine Unterabtastung der inneren
und duferen Randpunkte aller Regionen in O. Belongie, Malik und Puzicha empfehlen
eine Auswahl von circa 100 Randpunkten. Dazu miissen nicht besondere Randpunkte
wie etwa Eckpunkte betrachtet werden; die Punkte sollten vielmehr zufdllig ungefihr
gleichverteilt gewihlt sein. Den Rand kann man mit dem Algorithmus zur Bestimmung
des Freeman-Codes in Abschn. 11.1 pro beteiligte Region R; finden und /, .. .,/, sind
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Abb.12.1 Drei handschriftliche B unterschiedlicher Groe

aus dem Freeman-Code der duBleren und inneren Rinder unterabgetastete Randorte, de-
ren Reihenfolge dann zusitzlich der Laufrichtung der Freeman-Codes entspricht. Ebenso
konnte man [y, .. ., [, durch eine Anwendung des Canny-Kantendetektors auf das Bild B
finden. Die Reihenfolge der unterabgetasteten Punkte /; spielt keine Rolle. Wir identifizie-
ren nun das Ausgangsobjekt O mit einer solchen unterabgetasteten Menge {/1,...,[,} =:
O von Randpunkten.

Einem Punkt / € O = {ly,...,/,} wird als Merkmal die rdumliche Verteilung der
restlichen Punkte I’ € O um [/ zugeordnet. Punkte aus O, die nahe an / liegen, werden
stiarker gewichtet als entfernte Punkte. Dazu bieten sich Log-Polar-Histogramme aus Ab-
schn. 4.3.6 an. Als grofiten Durchmesser ry, fiir die Kreisscheiben der Bins wihlt man
den Durchmesser dp von O. Ein Durchmesser dp von O kann auf verschiedene Art leicht
definiert und berechnet werden. Mann kann etwa das Maximum der Breite und Hohe des
Quattuorvigintiecks um O dafiir wihlen, die ldngere Seite des O minimal umschlieen-
den Rechtecks, die Hauptachse der dquivalenten Ellipse, wenn man einzelne Ausreil3er
vermeiden will, oder Ahnliches. In der hier benutzten Implementierung ist d die lingere
Seite von MUR(O). Das Objekt und die Binstruktur sind also etwa gleich groB. Des Wei-
teren miissen die Anzahl k der Kreisscheiben, rp;, und die Anzahl s der Sektoren je nach
Anwendung festgelegt werden.

Die Bins S; ; € B seien in irgendeiner Reihenfolge als By, ..., By aufge-

K Fmin 'maxS

zahlt. Das Log-Polar-Histogramm Hy(l) von O am Ort [ ist nun die Abbildung

Ho(l) : 8°%°™ 5 N mit

k. Tmin,"maxS

Ho()(B,):=|{l' € O]l =I' € B,}| fir1 <t < N.

Ho(l)(B;) zdhlt, wie viele Orte I’ € O in das Bin B; fallen, wenn man den Nullpunkt
der Bins auf [ legt. Dieses Histogramm Hp(/) um [ heiit Shape Context von [. Ab-
bildung 12.1 zeigt drei handschriftliche Buchstaben B unterschiedlicher Grofle. In der
Abb. 12.2 sieht man zwei als gelb-rote Log-Polar-Histogramme visualisierte Shape Con-
texts eines dhnlichen Ortes im linken und im mittleren B aus Abb. 12.1. Die Farbe eines
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Abb. 12.2 Log-Polar-Hi-
stogramme 1 im linken und
mittleren B an dhnlicher Stelle

Abb. 12.3 Log-Polar-Hi-
stogramme 2 im linken und
rechten B an dhnlicher Stelle

Bins B visualsiert den Inhalt H(B) dieses Bins. Abbildung 12.3 vergleicht zwei dhnliche
Punkte im linken und rechten B.

12.1.2 Shape Context Matching

Es seien nun zwei Objekte Oy = {/,,...,[,} und O, = {I],...,1,,} von unterabgetaste-
ten Randpunkten gegeben. In Abb. 12.3 finden sich zwei Buchstaben B unterschiedlicher
GroBe. Hier sind jeweils im gleichen Abstand auf den Réindern Orte /;, / ]/ unterabgetas-
tet, obwohl beide Objekte eine sehr unterschiedliche Grofle besitzen. In einem solchen
Fall empfiehlt sich aber eine feinere Unterabtastung im kleineren Objekt, so dass n und
m etwa gleich gro werden. Zwei Orte /; in Oy und / ]’ in O, gelten nun als dhnlich,
wenn ihre Shape Contexts dhnlich sind, d.h. wenn die Log-Polar-Histogramme H(l;)

o C Togpol
von O um /; und H,(/}) von O, um [/ ihnlich sind. Die Binstrukturen B,
J J k2-,r2,mma’"2,maxax2

und B}  sollen bis auf die Skalierung identisch sein. Die Skalierung ergibt sich

k1,71 minsT'1,max»S
aus dem Verhiltnis von 7| max = do, ZU 72 max = do,. Beide Histogramme fiir O; und O,
benutzen also gleich viele Kreisscheiben und gleich viele gleich angeordnete Sektoren.
. .. ologpol . . N
N sei die Anzahl der Bins in By, 71 - In beiden Binstrukturen werden die Bins in

gleicher Weise zu By, ..., By durchgezihlt.
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Eine Ahnlichkeit zweier Histogramme kann man mit dem y2-Test messen. Dazu defi-
niert man folgende Kostenfunktion:

1§ﬂmmmm—m@wmf

Ciji=Clilj) =5 H(l)(B) + Hy()(B)

=1
Pro Bin B, geht die Differenz der Werte im ¢-ten Bin H1(/;)(B;) um /; in O; mit denen
um / // in O, quadratisch ein, relativiert durch die Anzahl der Punkte in beiden Bins.
Shape Context wurde explizit zum Vergleich verschiedener Objekte entwickelt. Wir
kennen die Kosten C; ; zwischen /; € O; und / // € 0,. 01 und O, konnen durch ver-
schieden viele Randpunkte beschrieben sein. Es gelte n < m. Es sei f : {l,...,n} —
{1,...,m} eine injektive Abbildung. Die Idee ist, dass /; in O; dem Randpunkt / }'(f ) in O,
zugeordnet werden soll. Die f-Kosten Cr (O, O,) zwischen O; und O, sind dann

Cr(01,00) ==Y Ci s
i=1

Die Kosten C (0O, O,) zwischen O; und O, sind dann die minimalen Kosten bei opti-
maler Zuordnung von Randpunkten aus O; zu denen aus O,, also

C(01, 0) := min{C; (0, 0y)| f : {1.....n} — {1,....m} injektiv}.

Dazu setzt man C; ; := Ofirn <i < m,1 < j < m und erhilt die quadratische
Matrix
Cip -+ Cinm
C = :
€1 -+ Coum
Gesucht ist nun eine Permutation 7 : {1,...,m} — {1, ..., m}, so dass die Summe

m
Z Cirzi
i=1

minimal wird. Dies lisst sich etwa mit der Ungarischen Methode 16sen. O und O, gelten
nun als dhnlich, wenn C (O, O,) unterhalb eines Schwellwertes liegt.

Die Ungarische Methode wird auch als Kuhn-Munkres-Algorithmus nach Kuhn [57]
und Munkres [77] bezeichnet. Sie 16st ein Zuordnungsproblem in bipartiten gewichteten
Graphen in kubischer Zeit. Man kann das Problem auch fiir quadratische Kostenmatrizen
wie oben formulieren: Gegeben sei eine quadratische m x m-Matrix mit Koeffizienten
in N. Gesucht ist eine Permutation der Spalten, so dass die Summe der Werte auf der
Diagonalen minimal wird. Da es m! Permutationen gibt, sieht dies nach einem O(2")
Problem aus, mittels linearer Programmierung durch die Ungarische Methode kann dieses
spezielle Problem aber in O (m?) Schritten gelost werden.
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Abb. 12.4 Shape-Context-
Matching. Zuordnung grofies
B zu den beiden kleinen

12.1.3 Beispiele, Invarianzen

Abbildung 12.4 zeigt die optimale Zuordnung der Randpunkte der beiden kleinen zu dem
groBen B aus Abb. 12.1. Dabei ist einmal das kleine B in das groBle gelegt und einmal
rechts daneben.

Das rechte und mittlere B in Abb. 12.1 sind kleiner als das linke. In diesen Beispiel-
bildern in Abb. 12.4 werden Unterpunkte im stets gleichen Abstand abgetastet. Damit
werden bei kleineren Objekten auch weniger Randpunkte abgetastet, was aber eigent-
lich ungiinstig ist. Jeder Randpunkt des kleineren Objekts erhilt eine Zuordnung. In den
beiden Zuordnungen in Abb. 12.4 werden grofle Teile (nicht zugeordnete, freie griine
Randpunkte) des groferen B gar nicht beriicksichtigt. Damit hétten wir die gleichen Zu-
ordnungskosten, wenn diese recht vielen freien griinen Randpunkte irgendwie anders
liegen wiirden, so dass das groBe B seine Ahnlichkeit zum kleinen verlieren wiirde. Hierin
liegt das Problem, falls n und m, die Anzahl der abgetasteten Orte in beiden Objekten,
recht unterschiedlich ist; ein eventuell nicht passender Teil des groBeren Objekts darf ein-
fach bei der Zuordnung ignoriert werden. Es ist bei Objekten unterschiedlicher Grof3e
daher vorteilhaft, den Abstand der Abtastung so zu dndern, dass beide Objekte mit etwa
gleich vielen Randpunkten beschrieben werden.

Offensichtlich ist diese Methode invariant gegen Lageverschiebung eines Objekts, da
die Histogramme direkt auf die Randpunkte gelegt werden. Da die Histogrammgrof3e au-
tomatisch proportional zur ObjektgroBe gewdhlt wird, konnte man auch eine Skalierungs-
invarianz erwarten. Das ist auch richtig, solange die Anzahl der abgetasteten Randpunkte
beider Objekte nicht zu unterschiedlich wird. Eine Rotationsinvarianz ldsst sich leicht er-
reichen, wenn man das Log-Polar-Histogramm an jedem Punkt /; € O etwa nach dessen
Tangentenwinkel ausrichtet.

In dieser einfachen Version wird gar nicht beriicksichtigt, ob die Ungarische Methode
auch phsyikalisch sinnvolle Zuordnungen zwischen den Randpunkten zweier Objekte er-
stellt. Manche Zuordnungen wiren bei einer physikalischen Verzerrung des einen in das
andere Objekt gar nicht moglich. In beiden Zuordnungen in Abb. 12.4 finden sich einige
solcher leicht erkennbaren AusreifSer, in den sich die Verbindungslinien der zugeordne-
ten Randpunkte tiberkreuzen. Es gibt verschiedene Techniken zur Bildregistrierung, die
dieses Problem l6sen. Generell versteht man unter Registrierung verschiedene Methoden
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und Techniken, um mehrere Bilder optimal zu iiberlagern. Sei es um Details aus verschie-
denen Aufnahmen des gleichen Objekts in Ubereinstimmung zu bringen, sei es um viele
Einzelaufnahmen zu einer Rundumaufnahme zu verbinden etc. In einem Thin-Plate-Spli-
ne-Modell stellt man sich beide Objekte als diinne Metallscheiben vor und beriicksichtigt
die benotigte Verbiegungsenergie, um eine Platte in die andere zu scheren. Solche Uber-
schneidungen wiirden bei Scherungen zu viel zu hohen Energiekosten fiihren.

12.2 SIFT

Manche Merkmale wie Kanten, Ecken und auch Shape Context haben eine ganz anschau-
liche Bedeutung. Es existieren jedoch weitere besonders markante Orte in Bildern ohne
eine solch einfache Interpretation. Ein Beispiel sind die SIFT-Merkmale. Die Technik
Scale Invariant Feature Transform (SIFT) identifiziert in einem Grauwertbild verschiede-
ne markante Orte. Sie erzeugt dabei eine Merkmalsbeschreibung, die als SIFT-Merkmal
bezeichnet wird. Ein SIFT-Merkmal kennzeichnet Extremwerte des Laplacian of Gaussi-
an des Bildes eingebettet in einen Skalenraum und ist im gewissen Grad invariant gegen
Skalierung, Orientierung, Kameraposition und Beleuchtung. Diese Technik wurde von
Lowe 1999 [66] eingefiihrt.

Ziel ist es, Merkmale zu finden, die gleiche Orte eines Bildes beschreiben, auch wenn
sich die Kameraposition dndert oder zwei verschiedene Aufnahmen hnlicher Objekte
vorliegen. Der folgende Algorithmus ordnet einem Bild von 1000 x 2000 Pixeln typi-
scherweise zwischen 10.000 und 20.000 SIFT-Merkmale zu. SIFT-Merkmale werden
auch zur Klassifikation von Objekten und zur Bildregistrierung verwendet. Wir werden
unterschiedliche SIFT-Merkmale in nur einer Aufnahme auch zur Gruppierung von Orten
gleicher Semantik heranziehen. Da ihrem Namen entsprechend SIFT-Merkmale invariant
unter Skalen sein sollen, brauchen wir zuerst einen kurzen Exkurs in Bildskalen.

12.2.1 Skalenraum

In einem Skalenraum (Scale Space) wird ein Bild in verschiedenen Skalen betrachtet. Die
grobe Idee einer Skala ist es, dass bei hoherer Skala das Bild von einer weiter entfern-
ten Warte betrachtet wird. Damit soll ein skaliertes Bild umso weniger Information und
Auflosung besitzen, je hoher die Skalierung ist. Wir werden hier nur die Prinzipien kurz
vorstellen. Zu Skalenrdumen existiert unter dem Stichwort ,,Scale Space Approach* eine
reiche Literatur mit einem ausfiihrlichen Buch von Lindeberg [64].

Der theoretische Ansatz von Skalenrdumen geht auf partielle Differentialgleichungen
zuriick. Ausgangspunkt ist ein stetiges Bild 7 : RY — R. Gesucht ist eine kontinuierliche
Menge SC; = {I,|t € R,t > 0} verschiedener Skalierungen I, von I, mit Iy = 1.
I, soll das Bild I auf der Skala t werden. In einem axiomatischen Ansatz wird gar nicht
gesagt, was I, sein soll, sondern es werden Forderungen an SC; gestellt, die sich an der
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Idee orientieren, dass I, weniger Informationen als /, fiir t' > ¢ enthilt. Solche Axiome
sind etwa

Iy =1,

I, = I % f,, fiir eine Funktion f; : R — R,

(I;)s = 1,45, die sogenannte Halbgruppen-Eigenschaft,

(a1} + ax 1), = a1(I); + a>(1,);, Linearitiit der Skalierung,

(I)>@p) = (Isap))e» Shiftinvarianz, vgl. die Verschiebung in Abschn. 8.2.7,

mit wachsender Skala nehmen die lokalen Maxima monoton ab,

mit wachsender Skala nehmen die Nulldurchginge von Laplace V?(I;) — vgl. Ab-
schn. 6.4.5 — monoton ab.

Das Interesse an den Nulldurchgéingen des Laplace-Operators erklirt sich damit, dass eine
Kantenextraktion statt mit dem Canny-Operator iiber diese Nulldurchgénge durchgefiihrt
werden kann. Im eindimensionalen Fall ist / ein eindimensionales Signal. Die einzige
Funktion f;, die jetzt alle obigen Axiome erfiillt, ist f; = N(0, ¢), die GauBverteilung mit
1 = 0und 0 = ¢. Als Skalenraum ergibt sich dann SC; = {I * N(0,0)|o > 0}.

Aber schon im zweidimensionalen Fall konnen die Axiome nicht alle sinnvoll erfiillt
werden. Natiirlich gelten sie fiir f; := id, aber hier findet gar keine Skalierung mehr statt.
Bei jeder nicht trivialen Skalierung konnen bei wachsender Skala neue lokale Maxima
entstehen.

Im diskreten Fall orthogonaler Bilder / : Loc — Q mit Loc C Z¢ sei G[(,d) ein
diskreter d-dimensionaler GauBlkern mit der Varianz ¢ in jeder Dimension (also eine d -
fache Konvolution eindimensionaler GauB3kerne G,, der Varianz o, vgl. Abschn. 6.2.6).

Man setzt hiufig

[ I() = ],
o I :=1x% fo?go

fiir ein initiales oy und einen Skalierungsfaktor . Es gelten dann die ersten fiinf Axiome.

In Abschn. 8.2.7 haben wir unter einer Skalierung eine Anderung des Ortsbereichs
mit anschlieBender Interpolation des Bildes in den neuen Ortsbereich verstanden. Es wur-
de gezeigt, wie man eine solche Anpassung in einen neuen Ortsbereich mittels Fourier-
Transformation erreichen kann. Eine Erhohung der Skala im Sinn dieses Abschnitts ent-
spricht jetzt einer Verkleinerung des Ortsbereichs, da das Bild aus einer groeren Warte
betrachtet werden muss, um insgesamt in den verkleinerten Ortsbereich zu passen.

Um eine Skalierung eines zweidimensionalen Bild 7 : [0, N[ x [0, M[ — [0, G[ um
einen Faktor 1/4 zu I’ zu erreichen, konnte man ganz einfach eine Unterabtastung ohne
weitere Interpolation wéhlen, die nur jedes zweite Pixel einer jeden zweiten Zeile be-
hilt. Dann kann I’ aber neue Kanten enthalten, die in / gar nicht existieren. In diesem
Sinn ist eine einfache Unterabtastung also eine schlechte Skalierungsmethode. Allerdings
iberzeugt eine Unterabtastung durch ihre Einfachheit und kann mit Vorsicht auch sinnvoll
eingesetzt werden, wie wir gleich sehen werden.
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Abb. 12,5 Skalenrdume 1. Skalierung auf 100 %, 75 %, 50 % und 25 % der Hohe und Breite mit
Canny-Operator auf die kleiner werdenden Bilder

In Abb. 12.5 sind mittels linearer Skalierung die Bildhohen und -breiten auf 75 %, 50 %
und 25 % verkleinert und anschlieend wurde der Canny-Operator angewendet. Dabei
fillt auf, dass Canny auf skalierten Bildern sogar zusitzliche Kanten finden kann. Bei der
75 % Skalierung tritt gegeniiber dem Originalbild eine neue obere Dachkante auf.

Abbildung 12.6 zeigt einen Gaul3’schen Skalenraum mit den Skalen o = 0, 2, 4 und
8 und daneben jeweils eine Anwendung des Canny-Operators. Bei 0 = 8 ist das Bild
bereits so verschwommen mit so vielen allmihlichen Gradienteniibergiingen, dass Canny
als Kantendetektor nicht mehr geeignet ist und Mehrfachkanten anstelle einer einzigen
findet.
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12.2.2 SIFT-Merkmale

Esseil : [0, N[x [0, M[ — [0, g[ ein Grauwertbild. / wird mittels eines Skalenraums zu
einem dreidimensionalen Bild, in dem Schliisselorte als Extrema des Laplacian of Gaussi-
an- (LoG-)Operators gesucht werden, denen anschlieBend Merkmale zugeordnet werden.

Der Skalenraum fiir SIFT

In einer ersten Grobskalierung wird I zu einer Folge I, . . ., I, von skalierten Versionen
von /. Dabei ist [y = I und I;; eine Skalierung von /; auf die halbe Hohe und Breite.
Der Wert max ist also abhingig von |Loc; | zu wihlen. In einer weiteren Feinskalierung
wird jedes Bild I; zu einer Folge I; i, ..., I; ,, skaliert mit

I = 1; * GPo; fiir j > 1,

wobei
0; = k' oy mitk = "V2firl <j <m

gesetzt wird. I; wird mit GauB3kernen geglittet, wobei der letzte Gau3kern einen Wert
om=k" 0, =20

benutzt. [;,, wird also mit einem doppelt so grolen o geglittet wie I; ;. Die Folge
I, ..., I; , wird eine Oktave genannt.

I; 4y wird nun aus I; gewonnen, indem das letzte Bild /; ,, der Oktave von /; einfach
auf 1/4 seiner Grofle unterabgetastet wird. Eine Interpolation wird hier durch die bereits
stattgefundene Glittung von [; ,, ersetzt.

Lowe empfiehlt in [67], vier Skalen pro Oktave zu betrachten, da seine Experimente
(zum Matchen verschiedener Aufnahmen) keine signifikanten Verbesserungen bei Ver-
wendung weiterer Skalen ergaben. Fiir den Startwert oy wird 1,6 vorgeschlagen. Eine
Oktave I; 1, I; 2, I; 3, 1;4, wird dann jeweils durch Gaufiglitten von /; mit den Werten
o1 = 1,6,00 = /21,6 ~ 2,016,053 = /2" - 1,6 ~ 2,540 und o4 = 3,2 gebildet.

Zusammengefasst wird der Skalenraum {/; ; [0 < i < i, 1 < j < 4} fiir ein Bild
I:]0,N[x [0, M[— [0, g[ wie folgt gebildet:

Iy := I, wihle iy,

I; 11 sei die Unterabtastung von /; 4 auf halbe Hohe und Breite, fiir 0 <i < ipay,
L= I % G mita, = 16,0, = 2,016,03 = 2,540 und o4 = 3.2,

{I;1,..., 14} istdie i-te Oktave von /.

Extrema im Orts- und Skalenraum

Gesucht werden in allen Skalen von I diejenigen Orte (12, m), in denen LoG(/; j)(n, m)
einen Extremwert annimmt. Hierbei wird LoG durch DoG approximiert. Da jedes I; ;
bereits gauBgefiltert ist, geniigt es dazu, die Differenzen aufeinanderfolgender Werte in
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einer Oktave zu bilden. D; ; := I; ; — I; j 4 fiir 1 < j < 3 ist das j-te DoG-Bild in der
i-ten Oktave.

Die drei DoG-Bilder D
dreidimensionales Bild

ij» 1 < Jj < 3, deri-ten Oktave konnen wir als ein diinnes

D; :[0,N[x[0,M[x[1,3] = ]—g,+g[ mit D;(n,m, j) = D; j(n,m)

auffassen.

Gesucht werden nun die lokalen Extremwerte in D;, wobei lokal in der dreidimensio-
nalen 27er-Nachbarschaft meint. Logisch (nicht fiir die praktische Berechnung) bedeutet
dies, dass eine Nicht-Maximum-Unterdriickung nmuz mit dem dreidimensionalen Fens-
ter F = F 13 vom Radius 1 auf D; und —D; angewendet die maximalen und minimalen
Orte in D; findet. Orte (n,m) € Loc; sind Extremaorte der Skala (i, j), falls gilt

nmuz(D;(n,m, j)) = 1 odernmug(—D;(n,m,j)) = 1.

Es konnen Extremaorte ausgeschlossen werden, etwa wenn sie auf Kanten liegen. Al-
le verbleibenden Extremaorte einer Skala (i, j) sind nun SIFT-Orte auf der Skala (i, j).
Jedem SIFT-Ort wird ein SIFT-Merkmal f zugeordnet. f erhilt als erste Attribute locy,
seinen Ort (n,m) € Loc;, und scr, seine Skala (i, j). An einem SIFT-Ort kénnen unter-
schiedliche SIFT-Merkmale liegen.

Merkmalsvektor

Es sei f ein SIFT-Merkmal am Ort locy = (n, m) auf der Skala (i, j). Neben den beiden
Attributen locy und scs erhilt f weitere Attribute, die aus der reduzierten Gradientenkar-
te von /; ; in einer Umgebung U um den Ort (n,m) gewonnen werden. Die reduzierte
Gradientenkarte wurde in Abschn. 9.2.2 vorgestellt. Sie betrachtet nur die acht Hauptrich-
tungen —, ', 1, \, <, /, | und (. Es sei VI,;] die Gradientenkarte von /; ;. Den
Gradientenbetrag und die Gradientenrichtung am Ort (n,m) € Locy, ; kann man wieder
approximieren als

VI”,g,(”vm) ~ |Ii%j(n +1,m) — Ii%j(n — 1,m)| + \Ii%j(n,m +1)— Ii%j(n,m — 1)\,
Vlfj (n,m) = atan,

: (—(Ifj(n +Lm) = 12,00 = 1om)), I (nom + 1) = 12, (n,m — 1)).

Die moglichen Gradientenrichtungen in [0, 360[ werden auf die 8 Richtungen O, . . ., 7 des
Freeman-Codes reduziert, indem man einen Winkel « durch seinen nachsten Winkel k-45°
ersetzt. Damit erhélt man die reduzierte Gradientenkarte

V;le‘/i :Locy,; — Q x{0,...,7},

mit V¢ = (VI yred-2),
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Reduzierte Gradientenkarte

von /; j im Fenster

F? auf dem SIFT-Ort (n,m)

ignoriere beide Mittelachsen

Quadrat Q in F42

n,/n |n |n |n |n |n|n Histogramm Hy in QO

Abb. 12.7 Ein Teil ny, ..., n7 des SIFT-Merkmalvektors

Als Umgebung U wihlt man das 9x9-Fenster ' = F, 42 vom Radius 4 mit dem Zentrum
auf (n, m) gelegt. Alle Orte (k,/) in U mit den Koordinaten & = n oder / = m werden
ignoriert. Da in x- und y-Richtung aufsummiert bereits Extrema der zweiten Ableitung
untersucht wurden, ist diese Ortsinformation als Merkmal von f unwichtig.

Die verbliebenen 64 Orte in Fjy¢ / werden in einer fester Reihenfolge in 16 Quadrate
01,..., Q1 der Grofle 2 x 2 partitioniert. In jedem dieser Quadrate wird die reduzierte
Gradientenkarte V;le‘/j betrachtet und ein Histogramm

Hy:[0,7] - Q

wie folgt erzeugt. Fiir jede Freeman-Richtung r € [0, 7] ist H (r) definiert als

Ho(r):= Y g(x,»)-Vixy),

(x.y)EIOCQ
vred.Z(x yy=r

mit einer Gewichtsfunktion g, die die Distanz von (x, y) zum SIFT-Ort (n,m) gewichtet.
H g (r) misst also die gewichtete Summe der Stirken der Freeman-Richtung 7 im Quadrat
Q. Damit haben wir jeweils 8 Eintrdge der Histogramme in den 16 Quadraten Q in F, 42.
Diese 8 Eintrige der 16 Histogramme werden in einer festen Reihenfolge zu einem 128-
dimensionalen Vektor ]7 = (f1,..., fi28) zusammengefasst. Abbildung 12.7 visualisiert
diese Situation. In Q kommen nur vier Orte vor.

Das Quadrat Q in dieser Abbildung erhilt kleinere Gewichte als das gleiche Quadrat
um den Ort (n + 2, m) betrachtet, da es ndher an (n + 2, m) als an (n, m) liegt.
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Damit erhilt man als eine erste Variante von SIFT das SIFT,,;-Merkmal

Jnoi = (locy, scr, f),
wobeli noi fiir no orientation invarianz steht.

Orientierungsinvarianz

Eine Orientierungsinvarianz kann leicht erreicht werden. max, sei der maximale Wert
im Vektor ]7 . Das Bin bzw. die Koordinate von ]7 , in dem der maximale Wert max,
liegt, bestimmt die Orientierung von f und wird als oy ein weiteres Merkmal von
f. f wird an der Orientierung oy neu ausgerichtet, also f = (f1,..., fig) wird
zu (f1, fis1s-- - f128s f1,--- f1—1) zyklisch vertauscht, falls f; = max gilt. Es sei
I, € [1,128] eine Koordinate mit f; > 0,8-max;. Dann wird auch zur Orientierung /, ein
neues SIFT-Merkmal f' gebildet mir locf/ locy,scyr = scy, 0 = I, und der Vektor
f " ist die zyklische Vertauschung von f die mit f; beginnt. Zu einem Ort (1, m) und
einer Skala (7, j) konnen also verschiedene SIFT-Merkmale gehoren, dann aber mit einer
jeweils anderen Orientierung und zyklischen Vertauschung der Merkmalsvektoren. Damit
besitzt ein SIFT-Merkmal f die Gestalt

f = (ocys,scr,or, f).

Eine Anwendung

In einer Standardanwendung wird ein Objekt O in unterschiedlicher Grofe und unter-
schiedlich gedreht in einem Bild / gesucht. Dazu bestimmt man SIFT-Merkmale von O
und versucht iiber Muster dieser Merkmale Vorkommen von O im Bild zu lokalisieren.

Wir wollen hier eine exotischere Anwendung vorstellen. In einem Bild sollen verschie-
dene Vorkommen gleicher Objekte gruppiert werden. Objekte sind hier lageverschoben,
aber unverindert in GroBe und Orientierung. Die Objekte sind aber nicht bekannt. Das
heiflt, generell sollen Gruppierungen, egal von was, in einem Bild gefunden werden.
Es bietet sich eine Beschreibung mit SIFT,,;-Merkmalen an. Gruppiert werden SIFT,;-
Merkmale einer dhnlichen Skalierung und mit dhnlichen Merkmalsvektoren. Die genaue
Gruppierungstechnik ist in [95] beschrieben.

Die Abb. 12.8 und 12.9 zeigen ein Gebdude. Die gefundenen SIFT-Orte sind mit ei-
nem kleinen weillen Kreis markiert. Mit einem groferen Kreis sind jeweils die Orte einer
automatisch gefundenen Gruppierung von SIFT,,;-Merkmalen markiert. Insgesamt sind
sechs gefundene Gruppierungen dargestellt. In den ersten vier Bildern werden tatséchlich
nur Orte einer gleichen Semantik gruppiert. In den letzten beiden sieht man aber, dass dies
nicht immer erreicht wird. Merkmale im Rasen und Bambus links sind zu Merkmalen im
Gebéude dhnlich. In solchen Fassadenbildern lassen sich Objekte einer gleichen Semantik
mittels Gruppierung der SIFT,,;-Merkmale finden. In generellen Umgebungen ist uns dies
aber nur schlecht oder gar nicht gelungen.



310 12 Hohere Merkmale

Abb.12.8 Gruppierung von SIFT,;-Merkmalen 1
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Abb.12.9 Gruppierung von SIFT,;-Merkmalen 2
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12.3 Texturmerkmale

Der Begriff der Textur kommt in verschiedenen Disziplinen vor, etwa in der Musik,
Geologie oder sogar Weinkunde. In der Computervisualistik tritt er in zwei sehr unter-
schiedlichen Aspekten in der Computergrafik und in der Bildverarbeitung auf. In der
Computergrafik werden etwa mittels Sketchup relativ einfache Bauklotze zur Erzeugung
von 3D-Modellen von Gebduden verwendet. Auf die Fliachen dieser Bauklotze werden
Bilder gelegt, die die Fassaden darstellen. Diese Fassadenbilder werden auch als Textur
bezeichnet. In der Bildverarbeitung ist eine Textur eine Region in einem Bild, die aus
weiteren Elementarbausteinen zusammengesetzt ist, die aber nicht individuell, sondern
nur in ihrer Gesamtheit als Textur wahrgenommen werden. Sind diese Elementarbausteine
noch klar unterscheidbar, so spricht man von einer Makrostruktur, im anderen Fall von
einer Mikrostruktur. Wir versuchen erst gar keine genauere Definition des Begriffs der
Textur, da die menschliche Wahrnehmung entscheidet, was eine Textur ist.

Abbildung 12.10 zeigt oben zwei Makro- und unten zwei Mikrostrukturen, wobei man
sich streiten kann, ob das letzte Bild eher eine Mikro- oder Makrotextur beinhaltet. Abbil-
dung 12.11 zeigt links eine deutlich erkennbare Texturkante und rechts, etwas schwieriger
zu sehen, eine kleine Textur in einer groBeren. Dabei wurde in beiden Bildern die Textur
jeweils etwas verdreht nochmals eingefiigt. Beide Texturen im linken und rechten Bild
besitzen also gleiche Farb- bzw. Grauwerthistogramme. Dennoch sind fiir uns Menschen
die beiden Texturen in ihren verdnderten Ausrichtungen klar unterscheidbar. Unsere bis-
herigen Merkmale reichen noch nicht einmal aus, die gedrehten Strukturen, die in diesen
Beispielen eine gemeinsame leicht sichtbare Strukturkante besitzen, zu unterscheiden und
diese Kante zu detektieren. Hierzu bedarf es hoherdimensionaler statistischer Merkmale.

Abb.12.10 Makro- (oben) und Mikrotexturen (unten)
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Abb. 12.11 Texturkanten. Links und rechts wurde eine Kopie eines Teils der Textur etwas verdreht
wieder eingefiigt

Wir werden einige Texturmerkmale vorstellen, wie etwa Co-Occurrence-Matrizen, Auto-
kovarianz-Matrizen, Farbtexturmerkmale, Haralick- und Unser-Merkmale.

12.3.1 Grauwert-Co-Occurrence-Matrizen

Wir betrachten hier zweidimensionale Grauwertbilder
I:[0,N[x[0,M][— Val =0, G,

die G verschiedene Grauwerte annehmen konnen. Da in den folgenden Formeln nie ein
Bildwert mit einer Ortskoordinate multipliziert wird, konnen wir den Ortsraum wieder mit
0 beginnen lassen. b € Z? sei ein Lagevektor. Die absolute Co-Occurrence-Matrix COy,
und relative Co-Occurrence-Matrix coy, von I zur Lagerelation b sind dann das absolute
bzw. relative zweidimensionale Histogramm

CO;p : [0, G[> = N, cosy : [0, G[* — [0, 1], mit

CO;p(u,v) 1= |{p € Locs|I(p) =unlI(p+b)=v}|,und

1
corp(u,v) := A—bCOI,b(u, v) , mit

Ay = |{p € Loc/|p + b € Loc;}

s

die angeben, wie hiufig der Grauwert v in der Lageverschiebung b neben dem Grauwert
u in I vorkommt, einmal absolut und einmal relativ zur Zahl der Pixelpaare in I in der
Lagerelation b. Co-Occurrence-Matrizen sind statistische Merkmale 2. Ordnung, da sie
Paare von Werten vergleichen, hier zwei Orte, die in der Lagerelation b liegen. Fiir un-
terschiedliche Lagerelationen erhélt man unterschiedliche Co-Occurrence-Matrizen. Die
Berechnung von CO; , bentigt O(|Loc; | - |Val;|?) Rechenzeit und O(|Val; |*) Speicher-
platz. Es sei B C [—k, +k] x [—/, 4] eine endliche Menge von Lagerelationen mit den



314 12 Hohere Merkmale

Tab.12.1 Beispiele von Haralick-Merkmalen zur Beschreibung von COy 5,

Energie Zu‘ve\;al cozp(u, v)?

Kontrast D wveva €015 (U, V) - (u — v)?
Homogenitiit > wveval €075 (1, V) - m
k-Cluster-Tendenz > veva €0rp (U, V) - (u 4+ v — wr)k
Korrelation ni1(corp)/ \/Mz,o (corp)ro,2(corp)

Grenzen k,/. Man kann die Co-Occurrence-Matrizen aller dieser Lagerelationen in B
exakt mittels einer (2k + 1) x (2] + 1) (Hyper-)Matrix
COy 5 := (CO; i j)

—k<i<+k—l<j<+l

oder tiber alle Lagerelationen gemittelt durch nur eine Matrix

1
COrp = — (6(0)
o= 7 2 €O

beschreiben.

Die Berechnung von CO; p oder CO; g bendtigt O(|Loc;| - |B| - G?) Schritte und
O(G?)-|B| bzw. O(G?) Speicher. Eine erhebliche Datenreduktion erhilt man, wenn man
als Texturmerkmal statt einer kompletten Co-Occurrence-Matrix COy j nur einige wenige
eindimensionale statistische Merkmale einer solchen Matrix verwendet. Haralick, Shan-
mugam und Dinstein [35] schlugen 14 statistische Merkmale aus COy  fiir jede betrachte
Lagerelation b vor. Ziel war es, pro Lagerelation b eine Textur nicht mehr durch eine
|Val| x | Val|-Matrix zu beschreiben, sondern nur noch durch einen Vektor aller oder eini-
ger dieser Merkmale. Tabelle 12.1 gibt einige solcher verwendeter Merkmale an, die nicht
alle mit denen aus [35] {ibereinstimmen.

Im Kontrast wird die Korrelation co; ;(, v) von u zu v um b verschoben mit einem
Faktor (u — v)? um so mehr belohnt, je weiter die Grauwerte  und v auseinander liegen.
In der Homogenitit werden benachbarte Grauwertpaare (1, v) belohnt.

12.3.2 Summen- und Differenzenhistogramme

Unser [121] schlug eine Vereinfachung der Co-Occurrence-Matrizen auf eindimensionale
lageabhingige Histogramme vor, in denen die Summen und Differenzen zweier Grauwer-
te in der vorgegebenen Lagerelation gezihlt werden. Es seien I, B wie zuvor ein Bild
und eine endliche Menge von Lagerelationen. Die Summen- und Differenzenhistogramme
H;'p :[0,2G —2] - Nund H; ; : |-G, +G|[ — N sind dann gegeben als

H; () :=|{p € Loc;|3b € B : I(p) + I(p + b) = u}, fir0 <u <2G -2,
H;p(u):=[{p € Loc;|3b € B:I(p)—I(p+b)=u}, fir -G <u<G.



123 Texturmerkmale 315

Tab.12.2 Beispiele von Unser-Merkmalen mit den Normierungsfaktoren
hip =1/ o Hi gu) und hy 5 =1/ > G<j<c Hip(j)

Energie 5l s Y ucrc 2 (H (w)* + hy g > Gej<c(H™())))

Kontrast hipd Gojec Hip(j)- j?

Homogenitét higd G<j<c Hip(j)- #

k-Cluster-Tendenz  hj 5 >, 56 o H p(u) - (u — pupg+)*

Korrelation 5(hf 5 Y ucrgs Hi g ) - (u—pau+ Y =hp > i Hip())-(—1u-)?)

H; p(—3) = 126 bedeutet also, dass 126 Differenzen von Werten von Pixelpaaren des
Bildes /, die in einer Lagerelation von B stehen, die Differenz —3 besitzen.

Die Haralick-Merkmale iibertragen sich nach Unser wie in Tab. 12.2 gezeigt auf eine
Kombination dieser Summen- und Differenzenhistogramme. Eine Klassifikation von Tex-
turen nach Unser-Merkmalen ist dhnlich gut wie nach Haralick-Merkmalen, dafiir lassen
sich Unser-Merkmale schneller berechnen.

12.3.3 Autokovarianz-Texturmodelle

In Abschn. 4.4.2 haben wir die Kovarianz cov(X, Y) und den Korrelationskoeffizienten
cc(X, Y) zweier Zufallsvariablen als

cov(X,Y) := E[(X — E[X])- (Y — E[Y])],

vorgestellt. Ist die zweite Zufallsvariable Y nur eine andere Ausprigung als X, etwa
in der Zeit verschoben, so spricht man von Autokorrelation oder Autokovarianz. In der
Signalverarbeitung wird oft ein Signal f(z) mit einer Zeitverschiebung f(t + ) des
gleichen Signals korreliert. Ubertragen in die Bildverarbeitung entspricht das einer Korre-
lation eines Bildes / mit einer Verschiebung /_,, des gleichen Bildes. Die Autokovarianz
(oder Autokorrelation) ist damit ein Mal}, wie dhnlich sich im Schnitt die Pixelpaare ei-
nes Bildes sind, die in bestimmten Lagerelationen zueinander stehen. Es seien wie zuvor
I :[0,N[x[0,M[ — [0, G][ ein Grauwertbild und b € Z? eine Lagerelation. Die Auto-
kovarianz acovy, von I und b ist dann der Wert

1 o
acov 1= o > (1) = wr) - (CT(p + b) — ).

peLlocy

In die Summe gehen also alle Pixelorte p € Loc; ein. Um einen Wert fiir /(p + b)
stets sicherzustellen, wihlen wir wie in der Fourier-Transformation die nicht gespiegelte
iterative Fortsetzung *°/, die ein Bild zu einem Torus werden ldsst. Falls das gesamte



316 12 Hohere Merkmale

Bild eine einzige Textur darstellt, sollte solch eine iterative Fortsetzung nicht zu Fehlern
flihren. Bei einer solchen iterativen Fortsetzung gilt

1
~ |Loc|

Z “I(p +b)

peLlocy

Hr

fiir jede Verschiebung b € Z2. Damit sind sowohl der Mittelwert als auch die Varianz in
I und I_,; gleich. Die Gleichungen 4.11 und 4.18 lassen sich iibertragen zu

> I(p)¥I(p +b)—ui.

peLlocy

acovy, = ILoc/|
1

Den Korrelationskoeffizienten cc(X,Y) fir X = I und Y = I_,, bezeichnen wir nun
als Autokovarianzkoeffizienten oder Autokorrelationskoeffizienten acy ;. Formal ist das nun
der Quotient der Autokovarianz mit der Varianz, da die Standardabweichungin / und 7,
identisch ist, also

. acovy Z,,eLOC, I(p)®I(p +b) — s ZpeLocl I(p)
b = =
012 ZpeLocI ](p)2 — M ZpeLocI I(p)

Ublicherweise werden die Autokovarianzkoeffizienten aller (oder fast aller) Bewegun-
gen b = (i, j) € Z* in einem Fenster F?; = [—k, +k] x [/, +I] im Z* betrachtet und
zu einer Matrix ACl;’l zusammengefasst mit

ACKH (i, j) = acy iy, fir —k <i <k,— <j <l

Etwas ungenau bezeichnen wir AC];’I nicht als Autokovarianzkoeffizienten-Matrix,
sondern kiirzer als Autokovarianz-Matrix. Sie unterscheidet sich deutlich von der vollig
anders aufgebaut Kovarianz-Matrix Cov; von [/ in Abschn. 11.4. Werden manche Lage-
relationen b € F, kz ; ignoriert, d. h. in ACl;’l nicht mit aufgenommen, so sprechen wir von
einer partiellen Autokovarianz-Matrix. Sind die Grenzen k,l aus dem Zusammenhang
bekannt oder unwichtig, so schreiben wir auch nur AC; fiir eine Autokovarianz-Matrix
von [.

Autokovarianz-Matrizen AC; besitzen die folgenden offensichtlichen Eigenschaften

AC;(0,0) = 1,
—1=|AG G )l =1
AC () = AC(=i.—)),
ACy = AC]ﬂb,
AC, = AC,.p,

wobei I_,;, das um b verschobene I (iterativ fortgesetzt) und a - [ : Loc; — a - Val; mit
a-I1(p) = I(P)-a das um den Faktor a aufgehellte bzw. abgedunkelte Bild ist. Damit
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Tab. 12.3 Einige Haralick-Merkmale fiir die Autokovarianz-Matrix AC; nach [60]. Es gelte k </

; 1 2
Energie aq > bep Aty

1
Kontrast TaC] * ZheB:ac,.g&O 1
Grobheit, Kornigkeit ﬁ > pep acrp - |b]

. 1 1
Homogenitiit aq > pen ACLp - T
<-Gerichtetheit m Y k<i<ik ACL(0.0)

. . 1
$-Gerichtetheit oI Z—l§j§+l acy (o, j)
/-Gerichtetheit m . Z_k§i§+k acy (i —i

N-Gerichtetheit ST Lo k<i< 4k ACL(0d)

geniigt es, fiir AC; nur die obere oder untere Diagonalmatrix zu speichern. Wir konnen
damit z. B. AC;” als

acr (—2,—2) aCy(-1,-2) aACr (0,—2) aC1,(1.—2) acr 2,-2)
acr (-1,—-1) aCr0.-1 aACra,-1) aCr(2-1)

2,2
AC] = acr (0,0 acy (1,0) acy (2,0
acr (1,1 acr (2,1
acr (2,2)

auffassen und eine partielle Autokovarianz-Matrix, in der Verschiebungen in die Richtun-
gen (—1, —-2), (—1, —1) und natiirlich (0, 0) nicht interessieren, wire dann

acr(—2.-2) — acr-2 Aacr(1.-2) aCr -2
— acr -1 acra,-1 acr(2,-1)

- acy (1,0 acr (2,0

acy (1,1) acr(2,1)

acr (2,2)

Auch fiir Autokovarianz-Matrizen lassen sich Variationen der Haralick-Merkmale de-
finieren. Tabelle 12.3 gibt einige in [60] vorgestellte Merkmale an. Dabei ist AC = AC/;’I
eine Autokovarianz-Matrix der Autokovarianzkoeffizienten ac;, fiir alle Lagerelationen
b=(,j)mit—k <i < +k, =1 < j < +I. ACbesitzt also |AC| = 2k + 1)(2] + 1)
Eintrige.

Man kann erwarten, dass eine Textur um so grobkorniger ist, je hoher die Werte fiir
Energie und Grobheit sind. Der Kontrast misst den Anteil der negativen Korrelationsko-
effizienten. Eine R-Gerichtetheit misst nur in R-Richtung alle vorkommenden Lagerela-
tionen, normiert durch die Zahl aller Lagerelationen in den genannten verwendeten vier
Richtungen.
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Autokovarianz auf Teilgebieten

Soll eine Textur einer Region R C [ in einem Bild gemessen werden, bietet sich eine
iterative Fortsetzung auf einem Torus nicht an, da der Rand von R nicht parallel zur x-
und y-Achse verlaufen muss. Hier bleibt nur eine Analyse aller Pixelpaare (P;, P,) in
einer Lagerelation b, die beide in G liegen. Dazu sei

G, :={p €loc(G)|p + b €loc(G)}.

Insbesondere miissen die Mittelwerte von G und G_,; eingeschrinkt auf G, nicht mehr
gleich sein und die Formeln werden komplizierter.
Es seien

1
MGl i= —— E I(p),
1€ Bow=
PGy

1
= 3 1(p+b),
HG.b2 Gl (p+D)

PeGy

1
0Gb1 = Gol Z 1*(p) = Ui
b PeGy

Y IP(p+b) — gy
PEG)

1

O0Gp2 = Gy
b

damit ergibt sich der Autokovarianzkoeffizient acg , beziiglich der Verschiebung b inner-
halb von G zu

1 1

06.b1 062 |G

acgp =

- > (1) = 16w1)(I(p +b) = 1tG2)-

PEGy

Ist G bereits eine hinreichend groBe und homogene Textur, die im b-weiten Randbe-
reich keine groflen AusreifSer besitzt, so kann man annehmen, dass etwa (g1 & UGr2 ~
We und oG =~ 0gpr =~ 0¢ gilt, und den Autokovarianzkoeffizienten approximieren

durch
1

1
~N—-| = I(p)I b) — nZ ).
acg p o (|Gb| E (p)I(p+Db) MG)

PEG)

Unterschiede zwischen Co-Occurrence- und Autokovarianz-Matrizen

Wir wollen eine Textur eines Bildes 7 : [0, N[ x [0, M[ — [0, G[ mittels Lagerelationen
b aus einer endlichen Menge B C Z? beschreiben. Dann benétigt man dazu | B| viele
Co-Occurrence-Matrizen je einer Dimension von G? fiir die Matrix CO. Diese groBe Da-
tenmenge kann man reduzieren, wenn man jede G? groBe Co-Occurrence-Matrix CO;
durch einige Haralick-Merkmale dieser Matrix ersetzt. Bei einer Beschreibung mittels
Autokovarianzkoeffizienten benétigt man fiir die Matrix AC; hingegen nur | B| Werte.
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Versucht man eine statistische Analyse in Farbbildern, benotigt man zusétzlich die Kor-
releationen zwischen den Kanélen. Hier bietet sich das Autokovarianz-Modell an, da im
Co-Occurrence-Modell die Datenflut noch weiter anwachsen muss.

12.3.4 Texturmerkmale in Farbbildern

Eine Verallgemeinerung der genannten Texturmerkmale mittels Co-Occurrence-Matrizen,
Differenzen- und Summenhistogrammen oder Autokovarianz-Matrizen auf d-dimensio-
nale Bilder ist offensichtlich. Schwieriger ist eine Verallgemeinerung auf mehrkanalige
Bilder.

Wir iibertragen hier das Autokovarianz-Modell auf k-kanalige Bilder

I:[0,N[x[0,M[— [0,G[".

Neben einer Korrelation verschiedener Pixelpaare einer gleichen Lagerelation kdnnen
wir zusitzlich die Kanile untereinander korrelieren. I ) sei die Projektion von / auf den
Kanal i, pcy) der Bildmittelwert im Kanal i und O'I(i) die Standardabweichung (also die
Waurzel der Varianz) im Kanal i und b € Z? eine Lagerelation. Wir gehen also von einem
Bildmodell aus, in dem die Mittelwert- und Varianzbildung pro Kanal iiberhaupt Sinn
macht. Dies ist etwa im HSV-Farbraummodell fiir den H -Kanal nicht der Fall, da der H -
Kanal einen Torus bildet mit 360° = 0°.

Der Farbkovarianzkoeffizient cc%7 von [ zur Lage b zwischen den Kanilen i und j,
wobei cc fiir color correlation stehen soll, ist dann definiert als

ij 1 ‘ i ' j
b= ) 2 (I(l)(p) - ni’) (1(“(” +0) =),
0y 0y |LOCI| peLocy

Offensichtlich gilt cc’li = cci’ih. Man kann diese Werte wieder in einem Scan durch /
bestimmen, indem man

i.j
cc) = ———
b
01(')01(/) [Locy |

1 ZpeLocl I(i)(p)l(j)(p +b) @, ()
— MMy

ausnutzt. Dies rechnet man genauso einfach wie fiir die Gleichung 4.11 in Abschn. 4.4.1
aus. Es sei B eine Menge interessierender Lagerelationen b. CC; p ist jetzt die Menge
alle Farbkoeffizienten cc%7 mit 1 <i,j <k, b € B, die man wieder als Hypermatrix
anordnen kann. Hier stellt sich natiirlich die Frage, wie viele dieser Koeffizienten man
fiir eine sinnvolle Beschreibung einer Farbtextur bendtigt. Man kann diese Frage in zwei
Ausrichtungen prizisieren:

e Mit wie vielen Koeffizienten lassen sich verschiedene Texturen unterscheiden?
e Mit wie vielen Koeffizienten lassen sich Texturen rekonstruieren?



320 12 Hohere Merkmale

El v . . X
- . ! -
= 4 | by & - g L 4

Abb. 12.12 Originaltexturen oben und Rekonstruktionen aus ausschlieflich je einem 202-dimen-
sionalen Texturvektor. Aus Lakmann [60], mit freundlicher Erlaubnis des Autors und des Verlags
Folbach

Man kann bereits mit nur 202 Werten Texturen so beschreiben, dass eine recht ordent-
liche visuelle Rekonstruktion moglich ist. Abbildung 12.12 zeigt 5 Mikrotexturen, die mit
dem gleichen Algorithmus auf jeweils 202 Werte komprimiert und aus dieser Kompressi-
on rekonstruiert sind.

Die Kompression auf 202 Werte ergibt sich wie folgt. Es werden zu einem RGB-Farb-
bild 7 : [0, N[ x [0, M[ — [0, G[® einer Mikrotextur jeweils die Koeffizienten ccf,Z’JR,

RG __RB _. .
cc;;, s ccp; mit den folgenden Lagerelationen

berechnet. Jeder gesetzte Punkt e in dieser 11 x 11-Matrix reprisentiert einen Wert » im
[—5, 45]*, der eine betrachtete Lagerelation b ist. Die Lagerelation (0, 0) liegt genau in
der Mitte. Es wird z. B. die Lagerelation b = (—4,—4) verwendet, b = (—4,—3) aber
nicht. Aus Symmetriegriinden (cc;}, = cc;”, ) werden von diesen 49 Lagerelationen fiir
die Rot-Rot-Korrelation nur 24 Werte benétigt. Die Verschiebung (0, 0) interessiert fiir die
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Korrelation zwischen Rot-Rot nicht, aber natiirlich zwischen den Kanilen Rot-Griin und
Rot-Blau. Damit verbleiben 49 + 49 + 24 = 122 Autokorrelationskoeffizienten.

Zusitzlich wird jedes Bild I noch durch ein dynamisches relatives Farbhistogramm
Hgyn,; im Luv-Farbraum beschrieben. Dieses dynamische Histogramm besteht aus k =
16 Bins, die fiir jedes Bild optimal dynamisch berechnet werden, vgl. Abschn. 4.3.7. Hier-
bei werden 16 Orte b;, 1 < i < 16, im Farbraum als Schwerpunkte von 16 Cluster C;
gefunden. Damit erhilt das dynamische Histogramm 16 Eintrige mit je 5 Werten: dreidi-
mensionaler Ort im Farbraum des betreffenden Bins b;, die Varianz oiz dessen Clusters C;
und die prozentuale Anzahl 4 (b;) der Pixel P in I mit val(P) € C;. Damit verwenden
wir hier nur 122 4- 80 = 202 Werte zur Beschreibung einer Mikrotextur. V; sei der Vektor
dieser 202 Daten in einer festen Anordnung.

Aus V; soll nun ein Bild /" : Loc’ — Val; rekonstruiert werden, das die gleiche (oder
eine recht dhnliche) Textur wie in I darstellen soll. Der Ortsraum Loc’ von I” darf vom
Ortsraum / verschieden sein. Da eine Textur dargestellt werden soll, muss es egal sein, wie
viel Fliache man fiir diese Textur bereitstellt. In der Abb. 12.12 sind die Ausgangsbilder
und rekonstruierten Bilder allerdings gleich gro3. Die Rekonstruktion zu einem Bild I”
wird mit einer trivialen Greedy-Suche erreicht.

In einem Startschritt wird ein initiales Bild I zufillig generiert, dessen relatives Hi-
stogramm mit Hgy, ; libereinstimmt. Da die Lage der Pixel nicht interessiert, ist dieses
Startbild 1 schnell erzeugt.

Im Schritt ; wird aus dem bereits erzeugten Bild I/ durch ein zufilliges Vertauschen
zweier Pixel ein neues Bild I/ erzeugt. Durch ein einfaches und sehr schnelles Update
kann V}; aus V;r gewonnen werden. Es wird verglichen, ob der euklidische Abstand von
VI/ oder VI[ zu V; Kleiner ist. Das Siegerbild wird als /7, gesetzt. Beim Austausch sollte
man zufillig ein auszutauschendes Pixel P und dazu eine zuféllige Menge von Austausch-
kandidaten Py, ..., P, auswihlen. P wird mit dem P; vertauscht, dessen aktualisierter V-
Vektor zu V; am édhnlichsten ist, falls beim Vertauschen iiberhaupt eine Verbesserung der
Ahnlichkeit zu V; eintritt. Ublicherweise konvergiert 1 / anfangs schnell in Richtung 7,
wohingegen spiter nur noch selten Verbesserungen durch zufélligen Austausch gefunden
werden. Das Abbruchkriterium in obigen Beispielen ist eine fixe Anzahl von Schritten.

Es ist erstaunlich, wie gut diese Rekonstruktion aus nur 202 Werten mit solch einem
trivialen Algorithmus gelingt. Die Rekonstruktion lédsst sich verbessern, wenn man mit
mehr als 204 Strukturwerten zur Texturbeschreibung arbeitet. Weitere Untersuchungen
und Details zur Rekonstruktion und Klassifikation mittels Autokovarianz-Matrizen finden
sich in der Dissertation von Raimund Lakmann [60] oder in [61].
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Median, 84
Merkmal
Farbtexturmerkmal, 319
Haralick-Merkmal, 314, 317
Texturmerkmal, 313
Unser-Merkmal, 314
metamere Farben, 34
Mexican-Hat-Operation, 138
Mikrotextur, 312
Minkowski-Addition, 157
Mittelwert, 50, 51
Moment, 87
monochromatisch, 33
Morphologie
Beucher-Gradient, 168
Dilatation, 157
Erosion, 157

Hit-and-Miss, 164, 165
Offnen, 159
SchlieBen, 159
strukturierendes Element, 155
Mosaikfilter, 59
MUR, 279
Myelin, 25
M-Zapfen, 21

N
Nachbarpixel, 67
Nachbarschaft, 67
Nervenzellen, 24
Netzhaut, 21
Neuron, 24
formales Neuron, 26
Nicht-Maximum-Unterdriickung, 129
NSSD, 71

(0]

Offnen, 159

Oktave, 306
Orientierungsinvarianz, 309
Ortsbereich, 63

P
Partition, 68
Phase, 172
Photomultiplier, 56
photopisches Sehen, 21
Pixel, 57, 63
benachbart, 67
Nachbarpixel, 67
plancksches Wirkumsquantum, 14
polychromatisch, 33
Prewitt-Operator, 130
Primires Sehfeld, 24
Primirvalenz, 4, 36
Projektion, 65

R

Radius, 109

Randdistanz, 290
Ranvier’scher Schniirring, 25
Reduktion, 73

reduzierte Gradientenkarte, 203
Region, 68
Regionenverschmelzung, 252
Regionenwachstum, 251
Registrierung, 301
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Restriktion, 64
Retina, 21
RGB, 41
Rotation, 193

S

Salz-und-Pfeffer-Rauschen, 95

Scale Space, 302
Scheibenmaske, 160
SchlieBen, 159
Schmetterlingsfilter, 216
Schwerpunkt, 88
Segment, 200, 235
Segmentierung, 237
Sehgrube, 21
Semi-Segmentierung, 237
separabel, 182, 193
Separabilitétssatz, 193
Shape Context, 298
SIFT, 309

SIFT i, 309
Skalenraum, 302
Skalierung, 195

Skelett, 166, 285, 286
Skelettierung, 286
skotopisches Sehen, 21
Sobel-Operator, 130
Soma, 24

Spektralfarbe, 33
Spektrometer, 33

SSD, 71

Stibchen, 21
Standardabweichung, 82
Streuung, 82

strukturierendes Element, 156
Synapse, 24

synaptischer Spalt, 25
S-Zapfen, 21

T
Textur, 312
Tristimulus, 39

U
Ubersegmentierung, 242

\%

Varianz, 82
Verschiebung, 190
Verschiebungssatz, 190
Voxel, 264

w
Wahrscheinlichkeitsverteilung, 92
Weg, 68
Wellenlédnge, 13

dominante Wellenldnge, 40
Wertebereich, 63

Y
YIQ, 44
YUV, 44

Z

Zapfen, 21
Zeilensenor, 57
Zellen, 264
Zentrum, 109
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