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  Über dieses Buch


  
     Der Zauberer bändigt das Chaos: Ein gut sortiertes Kartenblatt wird von einem Zuschauer scheinbar völlig beliebig durcheinandergebracht. Doch dann – Simsalabim! – ist die Ursprungsreihenfolge wiederhergestellt. Zaubertricks wie dieser sind nicht schwer, und sie haben einen interessanten mathematischen Hintergrund. Ehrhard Behrends hat viele solcher verblüffenden Kartentricks und Zahlenspiele zusammengetragen – und präsentiert sie in diesem farbig illustrierten Buch mit leichter Hand. Wer will, kann sich einfach auf die Zaubereien konzentrieren und die Tricks lernen. Behrends freilich erklärt auch die faszinierende Mathematik dahinter, die sich mit den Eigenschaften von Zahlen, mit Kodierungen und Wahrscheinlichkeiten beschäftigt. Spaß mit Mathe – und mit hohem Unterhaltungswert.


    


    «Die Popularisierung der Mathematik ist dem Professor der Freien Universität eine Herzensangelegenheit.»


    (Der Tagesspiegel)


    


    «Mathematik, das ist für Behrends keine Welt der staubtrockenen Zahlen und Formeln. Für ihn ist es eine Wissenschaft für die Sinne.»


    (Die Welt)

  


  Über Ehrhard Behrends


  
     Ehrhard Behrends, 69, ist Professor für Mathematik und Informatik an der FU Berlin. Unter anderem ist er Mitgründer der beliebten Webseite www.mathematik.de, analog dazu auf europäischer Ebene der Website www.mathematics-in-europe.eu und Verfasser der Kolumne «Fünf Minuten Mathematik» in der «Welt», die inzwischen als Buch erhältlich ist. Seit Anfang 2015 ist er zudem Mitglied im Magischen Zirkel von Deutschland (MZvD).
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     Du mußt verstehn!


    Aus Eins mach’ Zehn,


    Und Zwei laß gehn,


    Und Drei mach’ gleich,


    So bist Du reich.


    Verlier’ die Vier!


    Aus Fünf und Sechs,


    So sagt die Hex’,


    Mach’ Sieben und Acht,


    So ist’s vollbracht:


    Und Neun ist Eins,


    Und Zehn ist keins.


    Das ist das Hexen-Einmaleins!


    


    Aus Goethes Faust, Hexenküche,


    Zeile 2540 bis 2552

  


  Vorwort


  Haben Sie Lust, beim nächsten Treffen mit Freunden oder bei der nächsten Familienfeier einige überraschende Zaubertricks zu präsentieren? Tricks, für die Sie nicht lange üben müssen, die von niemandem im Publikum durchschaut werden und die garantiert funktionieren?


  Zauberei, die auf Mathematik beruht, vereinigt alle diese Vorteile. In diesem Buch finden Sie viele Vorschläge, wie der «zauberhafte» Aspekt dieses Faches eingesetzt werden kann.


  Falls Sie zu den Menschen gehören, die nicht nur bewährte Kochrezepte anwenden wollen, sondern auch verstehen möchten, warum die beschriebenen Tricks so funktionieren wie behauptet, werden Sie auch dazu alle wichtigen Informationen finden. Die zugehörige Mathematik wird in allen Fällen ausführlich erläutert.


  Ich würde mich freuen, wenn dieses Buch Ihr Interesse für die Zauberei oder für die Mathematik– vielleicht sogar für beides– wecken oder, falls schon vorhanden, vertiefen kann.


  


  Ehrhard Behrends


  Berlin, im Juli 2015


  Einleitung


  Die Zauberei ist eine eigene Welt. Tausende sind ihr verfallen. Sie sind in Vereinen organisiert (hierzulande zum Beispiel in vielen regionalen Vereinigungen unter dem Dachverband des Magischen Zirkels von Deutschland; http://www.mzvd.de/). Es gibt Meisterschaften und regelmäßig erscheinende Fachzeitschriften. Perfektion und Originalität der «Aficionados» haben naturgemäß eine große Variationsbreite.


  Da bekanntlich niemand wirklich zaubern kann, muss die Illusion, dass gerade etwas Unmögliches passiert, anders erzeugt werden. In der klassischen Zauberkunst spielen deshalb Fingerfertigkeit und vorbereitete Hilfsmittel eine große Rolle: Falsche Übergabe einer Münze (sie wandert in Wirklichkeit nicht in die andere Hand), Kästen mit versteckten Schubladen, unauffälliges Verbergen einer Münze oder einer Spielkarte in der Hand (sogenanntes Palmieren) und vieles mehr.


  In diesem Buch wird die Hauptarbeit von der Mathematik geleistet. Das ist möglich, weil mit dem richtigen mathematischen Hintergrund manchmal Strukturen und Informationen in Situationen aufgedeckt werden können, in denen nicht Eingeweihte Voraussagen gar nicht für möglich halten. Zum Beispiel:


  
     • Jemand denkt sich eine Zahl, mit der gewisse Manipulationen vorgenommen werden: Reihenfolge der Ziffern vertauschen, Additionen, Multiplikationen usw. Und unabhängig von der gedachten Zahl kann das Ergebnis vorausgesagt werden.


    • Ein Kartenspiel wird gemischt, scheinbar ist die Reihenfolge der Karten unvorhersehbar durcheinandergebracht. Trotzdem kann die Stelle bestimmt werden, an der sich eine vorher ausgewählte Karte befindet.

  


  Schon seit Jahren finde ich diesen Aspekt der Mathematik faszinierend. Natürlich versuche ich, nach und nach auch die «klassischen» Bereiche der Zauberei zu lernen, doch wird es sicher noch eine Weile dauern, bis ich– zum Beispiel– das Zerschneiden und Wiederzusammenfügen von Seilen oder das unvorhergesehene Umfärben von Seidentüchern in meine Programme aufnehmen möchte.


  Manche, die an die Mathematik ihrer Schulzeit nicht so positive Erinnerungen haben, werden vielleicht befürchten, dass sie sich hier durch viel Theorie hindurcharbeiten müssen, bevor richtig gezaubert wird. Für die gibt es eine Entwarnung: Man kann das vorliegende Buch auch als ganz gewöhnliche Zauberanleitung lesen. Es wird ausführlich beschrieben, was zu tun ist, damit der Trick funktioniert. Und wenn man den einfachen Anleitungen folgt, wird auch alles klappen.


  Ich hege allerdings die Hoffnung, dass es viele Leserinnen und Leser gibt, die wissen möchten, warum ein spezieller Trick eigentlich funktioniert. Für sie gibt es ausführliche mathematische Erläuterungen.


  Dabei wird es an keiner Stelle wirklich schwierig. Wer sich noch an einige wichtige Begriffe des Schulstoffs erinnert, sollte keine Probleme haben: Wie multipliziert man schriftlich zwei dreistellige Zahlen? Was sind Teiler einer Zahl? Was ist eine Primzahl?


  Deshalb kann man das Buch auch als Einladung verstehen, einige interessante und wichtige Aspekte der Mathematik kennenzulernen: Wie beherrschen Mathematiker die Unendlichkeit durch Induktion? Warum sind Reste beim Teilen wichtig? Was ist Codierung? Wie gehen Mathematiker mit Wahrscheinlichkeiten um?


  


  Das Buch beginnt mit einem vorbereitenden Abschnitt, in dem einige Grundbegriffe erklärt werden. Man kann ihn sofort lesen oder sich erst dann darum kümmern, wenn die entsprechenden Erläuterungen bei einem der Tricks erforderlich werden. Dann gibt es vier Kapitel, in denen Zaubertricks präsentiert werden. Ihr mathematischer Hintergrund ist sehr unterschiedlich:


  
     • In Kapitel1 («Zahlen, bitte») werden Tricks beschrieben, die auf Zahlen beruhen. Es gibt eine sehr einfache und eine etwas anspruchsvollere Abteilung. In der ersten wird bis auf wenige Ausnahmen nur an Kenntnisse aus der Grundschulzeit appelliert, bei der zweiten spielen Primzahlen und einige ihrer überraschenden Eigenschaften eine wichtige Rolle.


    • In Kapitel2 («Kombiniere!») kommen Zahlen nicht mehr vor. Es geht vielmehr darum zu analysieren, welche Informationen beim scheinbar hoffnungslosen Durcheinanderbringen von Objekten erhalten bleiben. Da man das mit verschiedenen Mischtechniken bei Karten sehr gut anwenden kann, wird es überwiegend um Kartentricks gehen.


    
       Je nachdem, welche Ausgangsinformation die Hauptrolle spielt, sind die Schwerpunkte der Unterkapitel verschieden: Invarianten (welche Eigenschaften bleiben beim Mischen unverändert?), Detektivarbeit (was lässt sich voraussagen, wenn man sich ein bisschen mehr anstrengt?) und Symmetrie (wie lässt es sich ausnutzen, dass das Kartenspiel vor dem Mischen eine gewisse Symmetrieeigenschaft hat?).

    


    • Die Grundidee von Kapitel3 («Codierung») besteht darin, Informationen so zu verschlüsseln, dass sie für die Zuschauer nicht erkennbar sind. Hier gibt es einige einfache Tricks, bei anderen wiederum ist der intellektuelle Aufwand für die Vorführenden (die Zauberer und die Helfer) aber nicht unerheblich.


    • Grundlage des letzten Kapitels, Kapitel4 («Der Zufall zaubert»), ist die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Es gibt in diesem Gebiet viele überraschende Phänomene (sogenannte Paradoxien). Das liegt daran, dass uns die Evolution recht schlecht darauf vorbereitet hat, mit Wahrscheinlichkeiten richtig umgehen zu können.


    
       Einige werden hier für Zaubertricks ausgenutzt. Es soll allerdings nicht verschwiegen werden, dass es dabei mitunter auch einmal schiefgehen kann, dass also der gewünschte Effekt nicht eintritt. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist minimal, aber es liegt nun einmal im Wesen des Zufalls, dass absolute Sicherheit nicht zu erreichen ist.

    

  


  Es gibt dann noch zwei Anhänge, in denen sich Interessenten um Einzelheiten von zwei Tricks mit einem etwas anspruchsvolleren mathematischen Hintergrund kümmern können, und am Schluss folgen dann ausgewählte Literaturempfehlungen. Da findet man Bücher, die für mich bei der Vorbereitung wichtig waren, allgemeine Empfehlungen und Links (mit QR-Code zum einfacheren Finden) zu eigenen Artikeln zum Thema «Zaubern».


  Wie bei allen etwas anspruchsvolleren menschlichen Beschäftigungen reicht es nicht, ein Buch zu lesen. Niemand lernt allein dadurch Klavier spielen, Judo oder Segeln, ja nicht einmal Schnürsenkel binden. Das gilt auch für die Zauberei. Wie so oft, macht auch hier die Übung den Meister. Probieren Sie die Tricks immer wieder, zunächst auch ganz allein, und treten Sie erst dann vor Ihr Publikum, wenn es wirklich flüssig klappt.


  Es gibt noch einen weiteren Aspekt, an dem man immer weiter feilen kann. Mit Zaubertricks ist es nämlich wie mit Geschenken: Die Verpackung spielt eine ganz wichtige Rolle. Im Buch findet man viele Hinweise dazu, es ist aber beliebig viel Platz für eigene Kreativität und eigene Variationen. Und man muss auch wissen, was man nicht machen sollte: Verraten Sie nie (wirklich nie!) nach der Vorführung, wie der gerade gezeigte Trick funktioniert. Das Publikum würde bestimmt eher enttäuscht als beeindruckt sein.


  Abschließend noch ein Wort an Sie, liebe Leserinnen. In vielen Bereichen wird es heute als notwendig erachtet, die Gleichberechtigung zwischen Männern und Frauen stets auch sprachlich umzusetzen. Ich habe davon Abstand genommen, da mir Formulierungen wie «Der Zauberer oder die Zauberin» oder «Der Zuschauer oder die Zuschauerin» (wahlweise auch «Der/die Zauberer/in» oder Der/die ZuschauerIn) sehr schwerfällig vorkommen. Meine Wertschätzung für weibliche Zauber-Interessierte ist genau so groß wie für männliche. Mehr noch: Zurzeit ist die Zauberei eher von Männern dominiert, es gibt nur verschwindend wenige Zauberinnen, Frauen findet man fast nur als «charmante Assistentinnen». Ich fände es sehr gut, wenn sich das durch dieses Buch ändern könnte.


  


  PS: Einige Danksagungen sind mir auch noch wichtig. Da sind zunächst die Studierenden meines Proseminars «Mathematik und Zaubern» an der Freien Universität Berlin. Grundlage dieser Veranstaltung war eine erste Rohfassung dieses Buches, und durch die Vorträge der Teilnehmer gab es viele Anregungen. Ich danke auch den Mitgliedern der «Berliner Zauberfreunde». In diesem Verein konnte ich viele meiner Tricks vorführen und Vorschläge für die Präsentation sammeln. Schließlich möchte ich auch Herrn Dr.Marco Sarich erwähnen, der mich dankenswerterweise bei der Zusammenstellung der Fotos unterstützt hat.


  Lies mich!


  Man kann dieses Buch quasi an jeder Stelle beginnen, denn die behandelten Themen bauen bis auf wenige Ausnahmen nicht aufeinander auf. Die wichtigsten Bezeichnungsweisen und Begriffe sollen aber nicht immer wieder neu erklärt werden, sie sind an einer Stelle– nämlich hier– gesammelt. Sie können sich diesen Abschnitt aber auch später vornehmen: erst dann, wenn die hier gesammelten Themen bei einem für Sie interessanten Trick eine Rolle spielen.


  Hier das Wichtigste über Spielkarten, die wir sehr oft verwenden werden[1]:


  Die Karten


  Es ist für so gut wie alle Tricks egal, welche Spielkarten verwendet werden: französisches Blatt, deutsches Blatt, das Werbekartenspiel eines großen Möbelhauses. Eine Ausnahme gibt es nur in Abschnitt2.3, da spielt die Symmetrie der verwendeten Karten eine wichtige Rolle, und das deutsche Blatt wird dafür ungeeignet sein.


  In Geschäften für Zauberzubehör kann man auch besonders große Karten kaufen. Diese Investition lohnt sich, besonders, wenn man öfter als Zauberer auftreten möchte.


  Meist ist es auch egal, ob Skatspiele mit 32Karten oder Bridgespiele mit 52Karten verwendet werden, ein vollständiges Spiel wird fast nie benötigt.


  Wie stellen wir Karten dar?


  Um Kartentricks zu erläutern, müssen die Spielkarten irgendwie bezeichnet werden. Wir verwenden im Text die Symbole [image: ], [image: ], [image: ] und [image: ] für Kreuz, Pik, Herz und Karo, und wenn wir uns auf eine spezielle Karte beziehen, wird das durch einen angehängten Buchstaben oder eine angehängte Zahl ausgedrückt: Nachstehend sehen wir Pik8, Herz Bube, Kreuz Dame, Karo König, Pik Ass:


  
     [image: ]8, [image: ]B, [image: ]D, [image: ]K, [image: ]A.

  


  Für die Erklärungen wird es auch wichtig sein, dass man ausdrücken kann, wie die Karten in einem Kartenstapel liegen. Wenn nichts anderes gesagt ist, zeigen alle Karten mit dem Rücken nach oben, und links liegt die oberste Karte des Stapels.


  Mischen1: Abheben


  Karten kann man auf viele verschiedene Weisen durcheinanderbringen. Hier wollen wir uns auf einige Vokabeln verständigen.


  Bei einigen Vorführungen habe ich die Erfahrung gemacht, dass es Zuschauer gibt, die sich unter dem Wort «Abheben» nichts vorstellen können. Deswegen hier eine Erinnerung:


  
     • Man hat einen Kartenstapel. Er kann auf dem Tisch liegen oder in der Hand gehalten werden, üblicherweise zeigen die Bildseiten nach unten.


    • Dann wird ein Teil des Stapels hochgehoben («abgehoben»). Liegt der Rest in der Hand, wird der abgehobene Stapel daruntergelegt. Lag der Stapel allerdings auf dem Tisch, werden die abgehobenen Karten danebengelegt und die restlichen werden darauf gepackt.


    
 [image: ]
    


    
 [image: ]
    


    
 [image: ]       
         Einige Karten abnehmen und danebenlegen.

      

    


    
       Wie viele Karten abgehoben werden, ist dem Zufall überlassen. In vielen Fällen ist es sinnvoll, in etwa die Hälfte des Stapels abzuheben.

    

  


  Beim Abheben bleiben überraschend viele Informationen über den Kartenstapel erhalten, darauf beruht zum Beispiel der erste Trick aus Abschnitt2.1. Doch zum Glück wissen das die meisten der Zuschauer nicht.


  In seltenen Fällen hat «abheben» eine etwas andere Bedeutung. Da bedeutet es nur, dass von einem Stapel einige Karten hochgenommen und daneben gelegt werden. (Sodass es also zwei Stapel gibt).


  Mischen2: Riffle Shuffle


  «Riffle Shuffle» ist das, was man sich als Laie als die Profi-Methode zum Mischen eines Kartenspiels vorstellt; man sieht sie oft in Filmen.


  Sie geht so:


  
     • Teile den Stapel ungefähr in der Mitte.


    • Lege die Teilstapel so, wie im nachstehenden Bild gezeigt, aneinander; die Daumen heben sie leicht an.


    • Lasse die Karten «ineinanderschnurren».


    
 [image: ]
    


    
 [image: ]       
         Riffle Shuffle.

      

    


    • Schiebe sie dann zu einem Kartenstapel zusammen.

  


  Mehrfache Anwendung des Riffle Shuffle bringt ein Kartenspiel wirklich perfekt durcheinander. Wenn man es aber nur einmal macht, weiß man immer noch eine Menge, und darauf beruht einer der interessantesten Tricks: Es ist eigentlich eine ganze Familie von Tricks, sie werden in Kapitel2 ausführlich besprochen.


  Es sollte erwähnt werden, dass manche Profi-Spieler und manche Profi-Zauberer in der Lage sind, dieses Mischen so durchzuführen, dass der Kartenstapel zuerst exakt in der Mitte geteilt wird und der anschließende Riffle Shuffle dazu führt, dass sich die Karten aus den Teilstapeln exakt abwechseln: je einer aus dem linken und dem rechten Teilstapel. Wenn man das kann, sind interessante Tricks möglich. Ich kann es nicht, und die allermeisten Leser werden diese Perfektion wahrscheinlich auch nie erreichen. Deswegen werden wir diese perfekte Variante des Riffle Shuffle auch nicht voraussetzen.


  Sehr gern hätte ich «Riffle Shuffle» durch eine deutsche Bezeichnung ersetzt. Wikipedia bietet «Bogenmischen» an, doch das scheint mir auch keine gut passende Bezeichnung zu sein. (Das zugehörige Verb wird in diesem Buch «Rifflemischen» sein.)


  Manchmal gibt es im Publikum niemanden, der diese Art des Mischens beherrscht. Dann kann man sich gleichwertig mit der folgenden Notlösung behelfen, die man als Fächermischen bezeichnen könnte:


  
     • Teile den Stapel in zwei Teilstapel.


    • Verbreitere beide Teilstapel durch Auffächern, und zwar beide nach vorne (oder beide nach hinten).


    • Drücke die aufgefächerten Teilstapel nach Belieben ineinander.


    
 [image: ]
    


    
 [image: ]       
         Fächermischen.

      

    


    • Schiebe alles wieder zu einem einzigen Stapel zusammen.

  


  Das ist genauso gut wie ein Riffle Shuffle, aber viel leichter durchzuführen.


  Weitere Mischmethoden werden im Text beschrieben.


  Einige technische Tipps


  Für manche Tricks ist es günstig, einige Methoden aus dem riesigen Reservoir der Zauberei zu kennen, um die auf Mathematik beruhenden Tricks wirkungsvoller vorführen zu können. Zwei Beispiele:


  
     • Sie haben ein Kartenspiel sehr sorgfältig vorbereitet, und für den Trick ist es auch wichtig, dass diese Reihenfolge erhalten bleibt. Damit die Zuschauer nicht misstrauisch werden, wäre es günstig, einen Mischvorgang zu kennen, der wie wirkliches Mischen aussieht, die Reihenfolge in Wirklichkeit aber nicht ändert.


    • Für Ihren Trick ist es wichtig, dass die unterste Karte eines Spiels nach oben kommt. Trotzdem soll es wie richtiges Mischen aussehen.

  


  Hier folgen einige Vorschläge, die einfach auszuführen sind.


  
     Die unterste Karte bleibt beim «Mischen» unten:


    Der zu mischende Stapel kommt in die linke Hand. Im ersten Schritt werden nun einige Karten von oben und von unten mit der rechten Hand abgezogen, sie bleiben in der rechten Hand. Wichtig ist dabei, dass mindestens eine von unten abgezogen wird. Und danach werden die in der linken Hand verbleibenden Karten in mehreren Schritten in die rechte Hand gegeben: ein kleiner Teilstapel von oben, dann noch einer usw., bis alle Karten in der rechten Hand sind.


    Das kann man mehrfach und quasi beiläufig machen, während man den Trick ankündigt.

  


  
     Die unterste Karte kommt nach oben:


    Das ist einfach. Man sagt: «Wie viele Karten sind es eigentlich?» Dann werden die Karten einzeln auf den Tisch geblättert.

  


  
     Falsches Abheben:


    Diese «Mischmethode» erweckt den Anschein, als ob die Karten danach durcheinandergebracht sind. In Wirklichkeit ist die Reihenfolge genau so wie vorher. Es geht so:


    
       • Der Stapel kommt in die linke Hand. Die rechte zerteilt ihn in drei etwa gleich große Teilstapel und legt sie von rechts nach links auf den Tisch.


      • Nun nimmt die linke den mittleren Stapel auf. Danach legt die rechte den rechten Teilstapel obendrauf, und zum Schluss platziert die linke beide auf den letzten (den linken) auf dem Tisch liegenden Teilstapel.

    


    Dadurch, dass sich linke und rechte Hand abwechseln, wird niemand merken, dass sich eigentlich nichts verändert hat.


    Die Idee lässt sich dadurch verfeinern, dass man mehr als drei Teilstapel auf den Tisch legt. Wichtig ist nur, dass beim Aufnehmen die ursprüngliche Reihenfolge wiederhergestellt wird und dass– zur Verschleierung– beide Hände beteiligt sind. Hat man etwa 4Teilstapel von rechts nach links ausgelegt, könnte es so gehen: linke Hand nimmt Stapel3 auf; rechte Hand legt Stapel2 obendrauf; linke Hand legt alles auf Stapel4; rechte Hand legt Stapel1 auf die bisher zusammengelegten Teilstapel.

  


  1 Zahlen, bitte


  
     Wir beginnen unseren Ausflug in den Grenzbereich zwischen Mathematik und Zauberei mit der Vorstellung einiger Tricks, bei denen Zahlen die Hauptrolle spielen.

  


  1.1 Aus Eins mach’ Zehn, und Zwei laß gehn


  Der Titel dieses Abschnitts ist ein Zitat aus den ersten Zeilen des «Hexeneinmaleins» aus Goethes Faust. Das passt ganz gut, denn hier geht es um «Hexerei» (= Zauberei), die auf sehr einfachen Eigenschaften von Zahlen beruht.


  Zunächst muss ich Ihnen aber ein Geständnis machen: Die allermeisten Tricks, die auf Zahlenmanipulationen beruhen und die in Zauberbüchern oder im Internet angeboten werden, gefallen mir nicht. Sie sind für das Publikum ein bisschen langweilig und leicht zu durchschauen. Hier ein typisches Beispiel:


  
     Denke dir eine Zahl zwischen 1 und 20. Multipliziere sie mit 3 und addiere 6. Subtrahiere von dem Ergebnis die gewählte Zahl. Sage mir das Ergebnis. Und dann kann der Zauberer die gewählte Zahl «erraten».

  


  Mit einfachster Schulmathematik ist schnell zu sehen, was zu tun ist: Wenn man die vom Zuschauer gewählte Zahl mit x bezeichnet, so wird dem Zauberer die Zahl (3x + 6)– x= 2x + 6 genannt. Daraus ist x leicht zu ermitteln: 6 abziehen und durch 2 teilen. Wird etwa 24 genannt, so wurde am Anfang die 9 gewählt.


  Hier habe ich einige Tricks ausgewählt, bei denen es auch um Zahlen geht, wo der mathematische Hintergrund aber sehr viel besser versteckt ist. Viel Spaß beim Nachmachen!


  
     Der 1001-Trick


    Das ist einer meiner Lieblingstricks: Die Mathematik ist gut versteckt, es kann nichts schiefgehen.


    Der Zaubertrick: Ein Zuschauer schlägt eine beliebige dreistellige Zahl vor. Man schreibt dieselbe Zahl noch einmal daneben, so entsteht eine sechsstellige Zahl: Aus 453 etwa wird 453453. Diese sechsstellige Zahl ist dann garantiert durch 7 teilbar:


    
 [image: ]
    


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Bei diesem Trick ist nichts vorzubereiten.


    Der mathematische Hintergrund: Natürlich könnte man durch eine systematische Rechnung nachprüfen, dass der Trick immer funktionieren wird: Es klappt, wenn der Zuschauer 100 wählt, wenn er 101 wählt,…, und so weiter bis 999. Das ist aber recht aufwendig und langweilig, und außerdem hat man damit noch nicht verstanden, woran es eigentlich liegt.


    Mathematiker gehen deswegen anders vor. Sie beginnen damit, dass sie ein allgemeines Symbol für eine dreistellige Zahl einführen, zum Beispiel xyz. Dabei steht x für eine der Ziffern von 1 bis 9, und y und z dürfen Werte von 0 bis 9 annehmen.


    Die erste wichtige Beobachtung ist nun, dass der Übergang von xyz zur sechsstelligen Zahl xyz xyz einerseits durch Nebeneinanderschreiben bewerkstelligt werden kann, andererseits aber auch durch Multiplikation von xyz mit 1001. Dazu muss man sich nur daran erinnern, wie man schriftlich mehrstellige Zahlen miteinander multipliziert.


    Hier ein Beispiel. Nach und nach werden die Ziffern des zweiten Faktors abgearbeitet[1]:


    
 [image: ]
    


    Wenn der zweite Faktor 1001 ist, wird es viel einfacher:


    
 [image: ]
    


    Zweitens stellt man durch eine kurze Rechnung schnell fest, dass die Zahl 1001 durch 7 teilbar ist (1001 ist das Produkt der Zahlen 7, 11, 13).


    Und drittens muss man das nun nur noch mit folgender Tatsache kombinieren: Ist bei einem Produkt A·B einer der Faktoren, etwa A, durch 7 teilbar, so ist auch A · B durch 7 teilbar. (Wenn nämlich A durch 7 teilbar ist, so gilt A= 7 · C für eine geeignete Zahl C. Dann ist A · B= 7 · C · B, d.h. auch A · B enthält 7 als Faktor[1].)


    Die Präsentation: Zu Beginn kündige ich an, dass es nun etwas zu gewinnen gibt, dabei halte ich einige Geldscheine hoch. Dann gibt es immer viele Freiwillige. Einer kommt nach vorne.


    Auf einem großen Blatt Papier rechnen wir ein bisschen «zur Übung». Ich erkläre, dass es nur um den Rest beim Teilen geht und dass dieser Rest dann in Zehn-Euro-Scheinen ausgezahlt werden wird.


    Zur Erläuterung– noch ohne Geldversprechen– teilen wir dann einige zweistellige Zahlen durch eine einstellige Zahl, um den Rest zu ermitteln.


    Dann kommt der eigentliche Trick: Der Zuschauer wählt seine dreistellige Zahl, muss sie noch einmal daneben schreiben («damit es nicht zu leicht ist»), und dann wird durch die «Glückszahl» 7 geteilt.


    Es geht– große Überraschung!– auf, der Zauberer hat noch einmal Glück gehabt.


    Das kann man gern mit einem anderen Freiwilligen wiederholen, alle hoffen natürlich, dass bei ihnen der Rest nicht null sein wird.


    Varianten: Wem Geld zu profan ist, kann auch anderes versprechen (Blumen, Süßigkeiten,…).


    Es sind auch noch zwei mathematische Varianten erwähnenswert. Erstens kann man statt 7 auch die Zahlen 11 und 13 verwenden, denn auch sie sind Teiler von 1001. Ich mache das nie, denn erstens bietet sich die 7 als Glückszahl an und zweitens könnte das Teilen durch 11 oder 13 für manche zu schwierig sein.


    Zweitens ist es, nachdem man die Begründung verstanden hat, im Prinzip möglich, auch zu Zahlen mit mehr als drei Stellen überzugehen:


    
       Schreibt man eine vierstellige Zahl zweimal nebeneinander, so entspricht das der Multiplikation dieser vierstelligen Zahl mit 10001. Folglich wird die neue– die achtstellige– Zahl durch alle Teiler von 10001 teilbar sein.

    


    Das ist zwar richtig, aber leider für Zaubertricks nicht gut zu nutzen, denn die Teiler von 10001 sind 73 und 137. Wer möchte während einer Zaubervorstellung schon durch 73 oder gar 137 teilen?


    Sieht es denn bei Zahlen mit noch mehr Stellen besser aus? In der nachstehenden Tabelle sind die Teiler der hier wichtigen Zahlen 1001, 10001, … zusammengestellt.


    
 [image: ]
    


    Einen geeigneten Teiler, die 7, gibt es erst wieder bei 1000000001. Im Prinzip könnte man also mit «Denken Sie sich eine neunstellige Zahl…» beginnen, die durch Nebeneinanderschreiben entstehende 18-stellige Zahl wird garantiert durch 7 teilbar sein. Die dann folgende Rechnung dürfte nicht wirklich spannend für das Publikum sein, man sollte doch lieber bei dreistelligen Zahlen bleiben.

  


  
     «Magische» Quadrate


    Der Zaubertrick: Man sieht ein quadratisches Zahlenschema. Ein Zuschauer wählt einige Zahlen auf die folgende Weise aus:


    
       • Die erste gewählte Zahl bekommt ein Sternchen «*», die restlichen Zahlen in dieser Zeile und dieser Spalte werden durchgestrichen.


      • Unter den noch nicht gewählten oder gelöschten Zahlen bekommt eine weitere ein «*», und die restlichen in der gleichen Zeile und Spalte werden wieder gestrichen.


      • Das wird so lange gemacht, bis alle Zahlen ein «*» haben oder gelöscht sind. (Im letzten Schritt bekommt nur noch eine Zahl ein «*».)

    


    Dann werden die gewählten– also die Zahlen mit «*» addiert. Hier ein Beispiel, da sieht man das quadratische Schema im Original und nach einer, zwei und drei Zuschaueraktionen:
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    Der Zuschauer hat 11, 17 und 7 gewählt, und die 15 bleibt übrig. Deswegen ist 11 + 17 + 7 + 15 auszurechnen, die Summe ist also gleich 50.


    Die Überraschung: Obwohl das Ergebnis aufgrund der verschiedenen möglichen Entscheidungen des Zuschauers völlig zufällig sein sollte, weiß es der Zauberer im Voraus.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Der Zauberer wählt sich eine beliebige Zahl, wir nennen sie die Zielzahl Z: Am Ende wird sich garantiert die Summe Z ergeben. Er arbeitet zunächst mit einem quadratischen Zahlenschema aus 4 mal 4Feldern (Varianten werden weiter unten besprochen):
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    Nun sucht er sich acht Zahlen, deren Summe gleich Z ist. Wenn er sich etwa bei einer Geburtstagsfeier für die Zahl50 entschieden hat, könnte er sich die Zahlen 2, 9, 3, 5, 10, 15, 2, 4 aussuchen.


    Diese Zahlen werden nun in einer beliebigen Reihenfolge an den Rand des Zahlenschemas geschrieben:
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    Und dann werden die 16 noch freien Felder gefüllt: In jedes Feld wird die Summe aus den zwei Randzahlen (oben und links) geschrieben. Zum Beispiel hat sich die 17 im nachstehenden Schema als Summe aus 15 (darüber) und 2 (links) ergeben.
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    Das alles wurde vor der Vorstellung gemacht. Für das Publikum wird das mit den eben berechneten Zahlen gefüllte Zahlenschema noch einmal abgeschrieben, die Randzahlen müssen auf jeden Fall geheim bleiben!


    Und dann kann es losgehen.


    Der mathematische Hintergrund: Durch das Verfahren, wie die Zahlen mit «*» ausgewählt wurden, wird sichergestellt, dass am Ende in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine Zahl ein «*» hat. Da die Zahlen im Schema als Summe der Randzahlen (oben und links) definiert wurden, sind damit alle der am Anfang gewählten Randzahlen genau einmal berücksichtigt worden. Und da die so gewählt waren, dass die Summe gleich der Zielzahl ist, wird man die garantiert als Endergebnis erhalten.


    Es ist hier noch auf eine besondere Eigenschaft von Zahlen hinzuweisen, ohne die der Trick nicht funktionieren würde. Betrachten wir das obige Beispiel noch einmal. Da hat sich doch die Zielzahl50 so ergeben:


    
       50= 17 + 11 + 7 + 15= (15 + 2) + (2 + 9) + (4 + 3) + (10 + 5).

    


    Es hätte doch aber sein können, dass ein Zuschauer ganz andere Zahlen gewählt hätte, etwa die Zahlen 19, 4, 18, 9.


    Und dann hätte man so rechnen müssen:


    
       50= 19 + 4 + 18 + 9= (10 + 9) + (2 + 2) + (15 + 3) + (4 + 5).

    


    Auch das ergibt 50, aber hier wird wichtig, dass man beim Addieren beliebig umsortieren kann und sich auch aussuchen darf, in welcher Reihenfolge man addiert. Die zugehörigen Fachausdrücke sind Kommutativität und Assoziativität:


    Kommutativität: Da für Zahlen stets a + b= b + a gilt, die Reihenfolge also keine Rolle spielt, sagt man, dass das Kommutativgesetz gilt.


    Assoziativität: Sind a, b, c Zahlen und möchte man die Summe ausrechnen, so gibt es dafür zwei Möglichkeiten: Zuerst a + b berechnen und dazu c addieren. Oder zuerst b + c ermitteln und dann diese Summe zu a addieren. Als Beispiel betrachten wir die Summe 3 + 4 + 5. Die kann man als (3 + 4) + 5, also als 7 + 5, aber auch als 3 + (4 + 5), d.h. als 3 + 9, ermitteln. In beiden Fällen kommt 12 heraus, deshalb ist es egal, wie man vorgeht. Wirklich gilt stets (a + b) + c= a + (b + c), diese Tatsache wird das Assoziativgesetz der Addition genannt.


    Beide Eigenschaften spielen eine wichtige Rolle in der Mathematik. Wenn Assoziativität und Kommutativität garantiert werden können, ist es egal, in welcher Reihenfolge die Rechnungen durchgeführt werden, und Klammern können beliebig gesetzt werden.


    Kurz: Für unseren Trick ist wichtig, dass «+» kommutativ und assoziativ ist[1].


    Der Vollständigkeit halber sei angemerkt, dass alles ganz anders ist, wenn man «+» durch «–» ersetzt: 3– 4 ist etwas anderes als 4– 3, und 9– 2– 5 könnte (9– 2)– 5= 2 oder 9– (2– 5)= 12 bedeuten.


    Die Präsentation: Wie schon bei den Vorbereitungen erwähnt, dürfen die acht Randzahlen für die Zuschauer nicht sichtbar sein. Viel mehr ist bei der Präsentation nicht zu beachten. Es wird vom Anlass und vom persönlichen Geschmack abhängen, ob die Zielzahl irgendeinen Bezug zur Veranstaltung hat oder ob man sie beliebig wählt und dann irgendwo in einem verschlossenen Umschlag deponiert, der dann– große Überraschung!– die richtige Voraussage enthält.


    Varianten: Wir haben in der mathematischen Begründung gesehen, dass es nur auf Kommutativität und Assoziativität ankam. Bisher haben wir immer mit natürlichen Zahlen (also den Zahlen 1, 2, 3,…) gearbeitet, man kann aber auch zu beliebigen Zahlen (etwa zu Brüchen) übergehen, denn da gelten diese Eigenschaften ebenfalls. Auch kann man die Addition durch die Multiplikation ersetzen, denn auch sie ist kommutativ und assoziativ.


    Übrigens kann dieser Trick mit beliebig großen quadratischen Rastern durchgeführt werden. Beliebige n×n-Raster sind möglich, wobei n irgendeine natürliche Zahl ist. (Diese Wahl von allgemeinen Buchstaben für Variable ist etwas gewöhnungsbedürftig. Das ist aber viel eleganter und ökonomischer, als «ein 2 × 2-Raster, oder ein 3 × 3-Raster, oder ein 4 × 4-Raster, oder…» zu sagen.) Diesmal brauchen wir n Zahlen für den linken und n Zahlen für den oberen Rand, insgesamt also 2n Zahlen. Die Summe soll wieder gleich einer Zielzahl Z sein. In die Felder werden dann die jeweiligen Summen eingetragen: Zahl links plus Zahl oben.


    Nachstehend sieht man ein 3 × 3-Quadrat, das mit den Zahlen 3, 1, 5 (linker Rand) und 2, 2, 3 (oberer Rand) erzeugt wurde. Man findet auch das Ergebnis einer Trickvorführung: Die gewählten Zahlen ergeben die vorher gewählte Zielzahl 16= 5 + 3 + 8= (3 + 2) + (1 + 2) + (5 + 3).
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    Der Phantasie sind keine Grenzen gesetzt, zwischen 2 × 2 und beliebig großen Rastern ist alles möglich. Zum Abschluss folgt noch ein Beispiel für alle, die wissen, was komplexe Zahlen sind (auch hier ist die Addition kommutativ und assoziativ). Das 5 × 5-Schema wurde bei der Vorführung dieses Zaubertricks zum 50.Geburtstag (eines Mathematikers) eingesetzt[1]:
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    2. Die folgende Variante entspricht eigentlich einem magischen Würfel. Da man damit nicht so gut arbeiten kann, wird die dritte Dimension durch Farben dargestellt. Genauer sieht es so aus:


    
       • Entscheiden Sie sich für eine Zahl r: Es wird um einen «Würfel» gehen, bei dem jede Kante r Einheiten lang ist. Bei den folgenden Illustrationen wird r= 4 sein.


      • Wählen Sie nun zunächst r verschiedene Farben: F1,…, Fr. Wir wählen F1= Rot, F2= Blau, F3= Grau und F4= Grün.


      • Nun sind Zahlen a1,…, ar, b1,…, br, c1,…, cr zu bestimmen. Für ein allgemeines Publikum sollten sie nicht zu groß sein, im Prinzip ist hier aber alles möglich: ganze Zahlen, gebrochene oder sogar komplexe Zahlen. Wichtig ist wieder nur, dass beim Addieren das Assoziativ- und das Kommutativgesetz gilt.


      
         Am Ende des Tricks wird die Summe über alle ai, bj, ck eine Rolle spielen. Wir nennen diese Zahl wieder die Zielzahl und bezeichnen sie mit Z. Meist wird es sich anbieten, die Zahlen so auszusuchen, dass Z eine für den Anlass besondere Zahl ist (Geburtstag, Jubiläum,…).


        Wir wollen alles für eine Vorführung bei einem vierzigsten Geburtstag vorbereiten und entscheiden uns deswegen für Z= 40. Die ai-bj-ck-Zahlen wählen wir so:

      

    


    
       a1= 4, a2= 1, a3= 3, a4= 2;


      b1= 5, b2= 1, b3= 4, b4= 2;


      c1= 8, c2= 0, c3= 3, c4= 7.

    


    
       • Der nächste Schritt besteht darin, eine r × r-Tabelle vorzubereiten. Dabei kommen in das Feld in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte r Zahlen, und zwar die Zahlen ai + bj + ck für k= 1,…, r. Dabei wird ai + bj + ck mit der Farbe Fk geschrieben. Damit stehen in diesem Feld r Zahlen in verschiedenen Farben. Sie sollten so positioniert sein, dass es etwas unregelmäßig aussieht: In manchen Feldern ist die Zahl oben links mit Farbe F1 geschrieben, in anderen mit Farbe F3 usw.


      
         Unsere Tabelle sieht so aus:
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         Die graue 11 im Feld in der ersten Zeile und der dritten Spalte kam zum Beispiel so zustande: Es ist i= 1 (erste Zeile) und j= 3 (dritte Spalte); «grau» ist unsere dritte Farbe (d.h. k= 3), es geht also um die Zahl a1+b3+c3= 4+4+3= 11, die in grau aufzuschreiben ist.

      


      Nun die Spielregel: Ein Zuschauer wählt irgendeine der r3 Zahlen in der Tabelle. (In unserem Fall sind es 4·4·4= 64Zahlen.) Die bekommt ein Sternchen «*», und ab sofort sind alle Zahlen in dieser Zeile, in dieser Spalte und in dieser Farbe nicht mehr wählbar. Man könnte sie sicherheitshalber durchstreichen.

    


    Im nächsten Schritt wird eine der verbleibenden Zahlen gewählt und mit einem Sternchen versehen. Danach sind die entsprechende Zeile, die Spalte und die Farbe nicht mehr wählbar. So geht das immer weiter, bis es keine Wahlmöglichkeiten mehr gibt. (Das ist im letzten, dem r-ten, Durchgang der Fall: Da gibt es nur eine Zahl, die ein «*» bekommen kann.)


    Wenn man jetzt die mit «*» gekennzeichneten Zahlen addiert, ergibt sich die Zielzahl Z. Das kann man als Prognose inszenieren (Z steht auf einem Zettel, der aus einem verschlossenen Umschlag hervorgeholt wird) oder als zauberhaften Beitrag zur Feier des Z-ten Geburtstags oder des Z-Jubiläums präsentieren.


    Die Begründung ist die gleiche wie im zweidimensionalen Fall zuvor: Jede der Zahlen a1,…, ar, b1,…, br, c1,…, cr tritt in der Summe der Zahlen mit «*» genau einmal– wenn auch in einer unvorhergesehenen Reihenfolge– auf, und deswegen ist die Summe ebenfalls gleich Z.


    In unserem Beispiel wurde übrigens so gewählt:
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    Zuerst die rote 15, dann die grüne 12, danach die graue 8; und an die blaue 5 war nur noch ein «*» anzubringen. Uns überrascht es nicht, dass die Summe 15 + 12 + 8 + 5= 40 ist.

  


  
     Die mysteriöse Zahl 1089


    Der Zaubertrick: Jemand denkt sich eine dreistellige Zahl. Die einzige Bedingung: Die letzte Ziffer soll kleiner als die erste sein. Dann werden die folgenden Rechnungen vorgenommen:


    
       • Die Zahl wird spiegelverkehrt noch einmal hingeschrieben. Hieß die ursprüngliche Zahl abc, so heißt die neue cba.


      • Aufgrund der Bedingung «letzte Ziffer kleiner als erste Ziffer» ist die gespiegelte Zahl kleiner als die Originalzahl. Die Differenz abc minus cba wird also eine positive, höchstens dreistellige Zahl sein. Wir nennen sie def.


      • Auch die wird gespiegelt (Ergebnis fed[1]), und diesmal werden Zahl und gespiegelte Zahl addiert; es wird also def plus fed gebildet.

    


    
       Hier ein Beispiel: Ist abc= 452, so ist def= 452– 254= 198. Es folgt def +fed= 198+891= 1089.

    


    Die große Überraschung: Der Zauberer kennt das Ergebnis! Er kann die Zahl zum Beispiel aus einem verschlossenen Umschlag präsentieren, oder– wenn er bei der Wahl der Zahl nicht zugesehen hat– durch scheinbar angestrengtes Nachdenken finden. Das Ergebnis ist– unabhängig von der Wahl der Ausgangszahl abc– immer die Zahl 1089.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Man muss nur Papier und Bleistift bereithalten.


    Der mathematische Hintergrund: Wie bei dem 1001-Trick könnte man alle Zahlen abc von 100 bis 999 durchprobieren, doch das ist weder elegant noch ökonomisch. Auch hätte man dann noch nicht verstanden, woran es liegt, dass immer 1089 herauskommt. Deswegen analysieren wir (mit Hilfe elementarer Schulmathematik), was bei den verschiedenen Zahlenmanipulationen eigentlich passiert.


    Die Zahl, um die es geht, hat die Ziffern abc, wobei a eine Ziffer zwischen 1 und 9 ist und für b und c alle Ziffern zwischen 0 und 9 möglich sind.


    Nun wollen wir abc minus cba ausrechnen. Laut Schulsubtraktions-Verfahren sind zunächst die jeweils letzten Ziffern zu betrachten, also c und a. Da c kleiner als a ist, müssen wir eine 1 auf die nächsthöhere Stelle übertragen und als Ergebnis für die letzte Ziffer der Differenz (10 + c)– a einsetzen.


    Nun zur mittleren Ziffer. Oben und unten steht die Ziffer b, aber da wir einen Übertrag haben, müssen wir b minus b + 1 rechnen. Dazu brauchen wir wieder einen Übertrag, diesmal auf die Hunderter, und die mittlere Ziffer der Differenz ist garantiert eine 9. Für die dritte Ziffer schließlich (von hinten gezählt) müssen wir a minus c + 1 rechnen: Die +1 ist durch den Übertrag dazugekommen. Das gibt auf jeden Fall eine Ziffer zwischen 0 und 9, denn es war ja c kleiner als a.


    
       Wir fassen zusammen: Die erste Ziffer von abc minus cba ist d= a– (c + 1), die zweite ist e= 9 und die letzte Ziffer ist f= (10 + c)– a.

    


    Diese Ziffern spiegeln wir nun, so entsteht eine Zahl fed mit den Ziffern f= (10 + c)– a, e= 9 und d= a– (c + 1). Und nun addieren wir fed zu def. Wie vor vielen Jahren in der Schule gelernt, geht auch das von rechts nach links. Zunächst werden die letzten Ziffern addiert: [(10 + c)– a] + [a– (c + 1)]. Da fällt vieles weg, es bleibt einfach eine 9 stehen; insbesondere ist das Ergebnis nicht größer als 9, und deswegen gibt es auch keinen Übertrag. Für die mittlere Ziffer– die Zehner– ist 9 + 9= 18 auszurechnen. Das ergibt eine 8 und einen Übertrag von 1 zu den Hundertern. Deswegen sind für die Berechnung der letzte Ziffer die Zahlen (10+c)–a und a–(c+1)+1 zu addieren («+1» im zweiten Summanden ist der Übertrag). Das ist exakt gleich 10, denn a und c haben sich weggehoben, da beide sowohl mit positivem als auch mit negativem Vorzeichen auftreten.


    Das Endergebnis ist also 1089, wie behauptet.


    Die Präsentation: Man geht kein großes Risiko ein, wenn man auf die Bedingung «letzte Ziffer kleiner als erste Ziffer» verzichtet. Wählt der Zuschauer eine Zahl mit a < c, so wird abc von cba abgezogen: abc und cba tauschen also die Rollen. Im Fall a= c würde die gespiegelte Zahl mit abc übereinstimmen und die Differenz wäre null. Deswegen muss man in diesem unwahrscheinlichen Fall noch einmal wählen lassen.


    Es gibt viele Möglichkeiten, die Tatsache auszunutzen, dass man das Endergebnis schon kennt. Eine wurde oben schon genannt: Die richtige Zahl steht auf einem Zettel und wird vom Zauberer nach der Rechnung aus einem verschlossenen Umschlag herausgeholt.


    Als Variante könnte man sich auch während der Rechnung umdrehen oder aus dem Zimmer gehen, um dann später die Zahl «durch Konzentration» zu finden: angestrengt grübeln, dem Zuschauer sehr tief in die Augen blicken oder ihn «zum Austausch der geistigen Schwingungen» an die Hand nehmen. Oder man präsentiert ein Blatt Papier, auf dem ziemlich viele drei- und vierstellige Zahlen notiert sind. Unter anderem steht dort auch irgendwo die 1089. Und der vom Zauberer geführte Zeigefinger des Zuschauers wird, nachdem er eine Weile ziellos über dem Blatt hin- und hergeführt wurde, geradezu magnetisch von der 1089 angezogen.


    Wenn ein Bücherregal in der Nähe ist und man den Raum vorher schon unauffällig betreten kann, könnte man auch im zehnten Buch auf Seite89 eine Nachricht deponieren, die dann mit Hilfe des Ergebnisses 1089 gefunden wird.


    Varianten: Man kann sich fragen, warum ausgerechnet dreistellige Zahlen verwendet wurden. Einstellige Zahlen sind sicher nicht spektakulär, denn schon nach dem ersten Schritt (spiegeln und die Differenz bilden) kommt null heraus. Wie sieht es mit zweistelligen Zahlen ab (mit a > b) aus? Schreibt man ab– ba als de, so ist die Ziffer e= 10 + b– a. Es gibt einen Übertrag zu den Zehnern, und folglich ist d= a– (b + 1). Für de + ed erhält man also als letzte Ziffer [10 + b– a] + [a– (b + 1)]= 9 (kein Übertrag!), die erste Ziffer ist ebenfalls gleich 9. Kurz: Mit de= ab– ab ist ed + de immer gleich 99.


    Die Situation bei mehr als drei Stellen ist komplizierter. Die Rechenvorschrift ist die gleiche: Zahl spiegeln, Differenz bilden, Ergebnis spiegeln und addieren. Als Beispiel untersuchen wir den Fall 4711:


    
       4711– 1174= 3537; 3537 + 7353= 10890.

    


    Es kann sich aber auch etwas anderes ergeben, die Situation ist verwickelter als bei dreistelligen Zahlen[1]. Hier die Hauptergebnisse:


    
       • Bei vier- und fünfstelligen Zahlen sind jeweils drei Endergebnisse möglich: Bei vierstelligen kommt eine der Zahlen 10890, 9999 oder 10989 heraus, und bei fünfstelligen sind 109890, 99099 oder 109989 zu erwarten. Genauer ist es so:


      
         – Ist die zweite Ziffer der gewählten Zahl größer als die vorletzte (wie etwa bei 4711), so kommt 10890 bei vierstelligen und 109890 bei fünfstelligen Zahlen heraus.


        – Ist die zweite Ziffer der gewählten Zahl kleiner als die vorletzte, so kommt 9999 bei vierstelligen und 99099 bei fünfstelligen Zahlen heraus.


        – Ist die zweite Ziffer der gewählten Zahl genauso groß wie die vorletzte, so kommt 10989 bei vierstelligen und 109989 bei fünfstelligen Zahlen heraus.

      


      • Schränkt man die zu Beginn wählbaren Zahlen ein, so kann man das Ergebnis wieder voraussagen. Der Zuschauer wählt n Ziffernpaare (x, y), die der Bedingung x > y genügen. Die werden zu einer 2n-stelligen Zahl zusammengefügt: Zuerst kommen die x-Ziffern und dann die y-Ziffern in umgekehrter Reihenfolge. Ist etwa n= 3 und wurden die Paare (5, 1), (7, 0) und (9, 8) gewählt, so entsteht die Zahl 579801. Führt man dann mit dieser langen Zahl die üblichen Rechenoperationen aus, so ergibt sich am Ende eine Zahl, die nur von n, nicht aber von den gewählten Paaren abhängt. Hier ist eine Tabelle dazu[1]:
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    Bei vier- und fünfstelligen Zahlen kann man das Auswählen der Paare auch durch eine modifizierte Regel ersetzen: Es muss nicht nur die erste Ziffer größer sein als die letzte, sondern auch die zweite größer als die vorletzte. Die «Zielzahl» ist dann bei vierstelligen Zahlen garantiert 10890 und bei fünfstelligen 109890.

  


  
     Ein Zwischenspiel: Tricks mit Karten


    Viele der in diesem Buch beschriebenen Tricks verwenden Karten. Es gibt mehrere gute Gründe dafür.


    
       • Erstens sind Karten fast allen vertraut, und man denkt dabei nicht gleich an Mathematik. (Mathematik steht ja nicht bei allen hoch im Kurs.)


      • Zweitens ist so ein Kartenspiel leicht zu transportieren. Im Prinzip könnte man immer eins bei sich haben.


      
         Der dritte Grund: Karten kann man vielfältig benutzen. Man kann sie zum Beispiel auf verschiedene Weisen in zwei oder mehr Gruppen teilen, etwa rot-schwarz, gerade-ungerade, Primzahl-zusammengesetzt, Kreuz-Pik-Herz-Karo,…

      

    


    
 [image: ]       
         Sortiert: Bei den Werten wechseln sich Primzahlen und zusammengesetzte Zahlen ab. Dabei ist vereinbart, dass Bilder als 10 zählen.

      

    


    
       
         Auch kann man sie einfach als Objekte in Situationen verwenden, wo es nur um das Zählen geht, wo man also statt Karten zum Beispiel auch Streichhölzer oder Smarties verwenden könnte. Sie repräsentieren auch Zahlen, jedenfalls wenn man sich vorher geeinigt hat, welcher Wert einem Ass und den Bildkarten Bube, Dame und König zugeordnet wird.

      


      • Viertens ist es wichtig, dass Karten leicht durch Mischen «auf völlig unvorhersehbare Weise» in eine neue Reihenfolge gebracht werden können. Diese Tatsache spielt beim Zaubern eine wichtige Rolle: Die Zuschauer werden glauben, dass der Zauberer nach dem Mischen ein «perfekt durcheinandergebrachtes» Kartenspiel vor sich hat. Unsere Zauberkunst wird darin bestehen, unter Ausnutzung mathematischer Tatsachen und Methoden genügend viele Informationen über den gemischten Stapel zu sammeln, um einen Trick damit vorführen zu können.

    

  


  
     Das Prinzip des bekannten Abstands


    Der Zaubertrick: Der Zauberer und ein Zuschauer bekommen jeweils einen Kartenstapel, vorher kann beliebig lange gemischt werden. Der Zauberer macht vor, was zu tun ist: einige Karten abheben, den Rest mischen, unterste Karte merken. Der Zauberer findet die vom Zuschauer gemerkte Karte.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Dieser Trick kann ohne Vorbereitung vorgeführt werden.


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Der Zauberer lässt den Zuschauer einen Stapel mischen. Dann werden für beide einige Karten auf den Tisch geblättert, für jeden etwa 10 bis 20Karten: n für den Zauberer und m für den Zuschauer. Dabei können die Anzahlen n und m vom Zuschauer frei gewählt werden. Der Zauberer fängt an: Einige Karten– es sind k Karten– abheben und den Rest (n– k Karten) zur Seite legen. (Dabei weiß der Zauberer nicht, wie groß k ist.) Den Stapel mit den k Karten mischen und die unterste Karte merken.


    Das macht der Zuschauer auch, bei ihm werden l Karten abgehoben und m– l beiseitegelegt. (Auch l ist unbekannt.) Er mischt seine l Karten und merkt sich die unterste: die soll gefunden werden!


    Man muss nun sorgfältig zusammenlegen: Ganz nach unten kommen die am Anfang beiseitegelegten Karten des Zauberers, darauf die gemischten Karten des Zuschauers, darauf die beiseite gelegten Karten des Zuschauers, und ganz oben liegen die gemischten Karten des Zauberers.


    Nun werden die Karten von oben nach unten einzeln aufgedeckt. Irgendwann sieht der Zauberer seine Karte (ohne dass er sich das anmerken lässt). Er zählt m Karten weiter: Das ist die vom Zuschauer gewählte Karte.


    Der mathematische Hintergrund: Durch das Zusammenlegen ist Folgendes erreicht worden:


    
       • Ganz oben liegen die k gemischten Karten des Zauberers, die von ihm gewählte Karte ist die letzte dieser k Karten.


      • Dann kommen m– l Karten (vom Zuschauer beiseite gelegt).


      • Es folgen l Karten (vom Zuschauer gemischt), die letzte dieser Karten soll gefunden werden.


      • Den Abschluss bilden die n–k Karten, die der Zauberer beiseite gelegt hat, doch das hat hier keine Bedeutung.

    


    Wichtig ist nur zu wissen, dass man von der dem Zauberer bekannten Karte (m– l) + l, also m Karten weiterzählen muss, um die Karte des Zuschauers zu erreichen.


    Die Präsentation: Ausnahmsweise kann wirklich mit einem beliebig sorgfältig gemischten Spiel gearbeitet werden. Wichtig ist nur, dass alle Karten verschieden sind: Skat- und Bridge-Spiele (ohne Joker) sind geeignet, Canasta-Spiele nicht. Nun kann sich der Zuschauer die Stapelgrößen n und m aussuchen, zum Beispiel dadurch, dass der Zauberer die Karten einzeln verdeckt auf den Tisch zählt und der Zuschauer zweimal «Stopp» sagt. Der Zauberer muss sich nur die Zahl m merken: Das ist leicht, dazu muss er nur (laut oder für sich) mitzählen.


    Beim ersten Schritt, wenn der Zauberer mit seinem Stapel die Prozedur vormacht, sollte das sehr beiläufig aussehen: Es wird nur gezeigt, was der Zuschauer zu tun hat, keiner sollte den Eindruck haben, dass sich der Zauberer die unterste Karte seines Stapels wirklich merkt.


    Danach gibt es mehrere Möglichkeiten. Man könnte, wenn man die m-te Karte nach der eigenen erreicht hat, triumphierend sagen: «Die wird es wohl sein!» Möglich ist es aber auch, bis zum Ende des Stapels alle Karten aufzudecken (und sich dabei natürlich die Zuschauerkarte zu merken) und ein ratloses Gesicht zu machen. Da liegen nun die Karten, man kennt die richtige und muss sie nur noch präsentieren. Der Phantasie sind keine Grenzen gesetzt: An den Karten riechen, sich vom Zeigefinger des Zuschauers «hinführen» lassen usw.


    Hier ein Beispiel. Der Zauberer hat n= 10Karten und der Zuschauer m= 8. Der Zauberer hatte als unterste Karte seines Teilstapels die Kreuz Dame [image: ]D. Nach Zusammenlegen in der beschriebenenen Reihenfolge wurden die 18Karten aufgedeckt, und es war Folgendes zu sehen:


    
 [image: ]       
         Die aufgedeckten Karten.

      

    


    Die achte Karte nach der [image: ]D ist die [image: ]10, das muss die Zuschauerkarte sein.


    Varianten: In der folgenden Variante wird eine besondere Form des Mischens eingesetzt. Sie geht so:


    Es ist wie beim Originaltrick, aber diesmal bekommen Zuschauer und Zauberer gleich viele Karten (jeweils n). Beide heben von ihren Stapeln einige ab und legen die zur Seite. Es geht mit dem jeweils kleineren Teilstapel weiter. Der Zauberer macht es mit seinem Teilstapel vor: Er enthält k Karten (wobei k höchstens so groß wie n/2 ist). Der wird gut gemischt, und die unterste Karte soll gemerkt werden. (Beim Zauberer soll das allerdings so aussehen, als wenn er das nur vormacht. Keiner soll denken, dass diese Karte für das Folgende wichtig ist.) Das macht der Zuschauer mit seinen l Karten nach (wobei l < n/2), er soll sich die unterste Karte aber wirklich gut merken.


    Nun legt der Zauberer seinen Stapel mit den k Karten auf den Reststapel des Zuschauers (mit den n– l Karten) und nimmt ihn an sich. Auch werden die l Karten des Zuschauers auf die n– k Restkarten des Zauberers gelegt, dieser Stapel ist für den Zuschauer bestimmt.


    Danach passiert etwas Neues: Beide Stapel werden durch «Melkmischen» (sicherheitshalber durch den Zauberer) umsortiert.


    Mit Melkmischen wird der folgende Vorgang bezeichnet:


    
       • Stapel in die linke Hand nehmen.


      • Mit der rechten Hand oberste und unterste Karte abziehen und auf den Tisch legen.


      
 [image: ]
      


      
 [image: ]         
           Beginn des Melkmischens.

        

      


      • Vom Rest wieder oberste und unterste Karte abziehen und auf die zwei Karten legen.


      • Und so weiter, bis in der linken Hand keine Karten mehr sind. (Sollte beim letzten Schritt nur eine einzige Karte übrig sein, wird sie einfach auf den Stapel auf dem Tisch gelegt.)

    


    Diese Art des Mischens sollte vorher ein bisschen geübt werden. Es darf von oben und unten nur genau eine Karte abgezogen werden. Wer kein Risiko eingehen will, kann sich so behelfen: Stapel in die eine Hand nehmen und dann immer abwechselnd mit der anderen von unten und oben eine Karte des Stapels abziehen und auf einen neuen Stapel blättern. Das sieht zwar nicht so elegant aus, erfüllt aber den gleichen Zweck.


    Die Besonderheit des Melkmischens: Hat der Stapel r Karten und ist eine spezielle Karte an der s-ten Positition (wobei s ≤ r/2), so ist sie nach dem Mischen an der (r– 2s + 1)-ten Position. Die Begründung: Wenn die s-te Karte abgezogen wird, sind 2s Karten «abgearbeitet». Die restlichen r– 2s Karten werden darüber liegen. (Probieren Sie das doch gleich einmal aus!)


    


    In unserem Fall bedeutet das:


    
       • Im Stapel des Zauberers sind r= k + n– l Karten, seine Karte ist an Position k. Nach dem Melkmischen ist sie also an Position r– 2k + 1= k + n– l– 2k + 1= n– (k + l) + 1.


      • Im Stapel des Zuschauers sind r= l + n– k Karten, seine Karte ist an Position l. Nach dem Melkmischen ist sie folglich an Position r– 2l + 1= l + n– k– 2l + 1= n– (k + l) + 1.

    


    (Als Beispiel mit Zahlen betrachten wir den Fall, dass beide zu Beginn n= 10Karten haben, und es soll k= 4 und l= 3 sein. Nach der Vorbereitung hat der Zauberer einen Stapel mit k+n–l= 11 und der Zuschauer einen mit n + l– k= 9Karten. In beiden Stapeln liegen die jeweils gemerkten Karten nach dem Melkmischen an Position n– (k + l) + 1= 4 von oben.)


    Die Karten von Zauberer und Zuschauer befinden sich also, obwohl k und l unbekannt sind, an der gleichen Position von oben gesehen. Wenn beide ihre Karten für den anderen verdeckt auffächern und der Zauberer seine Karte erkannt hat, weiß er folglich, an welcher Position sich die Zuschauerkarte befindet.


    Die einfachste Möglichkeit wäre nun, einfach auf die Karte des Zuschauers zu zeigen, nachdem er seine Karten verdeckt auf den Tisch gelegt hat. Man kann die Enthüllung aber auch etwas spektakulärer gestalten. (Ausbreiten und durch «spirituelle Anziehung» finden; langes Grübeln; sich durch den Zeigefinger des Zuschauers hinleiten lassen usw.)


    Hier noch ein Beispiel für die soeben beschriebene Situation (n= 10, k= 4, l= 3). Der Zauberer hat sich die Herz Sieben gemerkt, und nach Melkmischen und Aufdecken (Zauberer oben, Zuschauer unten) sieht es so aus:


    
 [image: ]       
         Nach Melkmischen und Aufdecken.

      

    


    Die [image: ]7 liegt im oberen aufgedeckten Stapel an der vierten Stelle. Deshalb ist die Zuschauerkarte die vierte im unteren Stapel, also der [image: ]K.

  


  
     Das Geheimnis der 9


    Der Zaubertrick: Ein Zuschauer sucht sich eine vierstellige Zahl aus und berechnet die Differenz: Zahl minus gespiegelte Zahl[1]. Das Ergebnis wird mit vier Karten präsentiert. Wenn der Zauberer drei der Karten kennt, kann er die vierte vorhersagen.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Man muss nur genügend viele Karten bereit halten, die für die Ziffern von 0 bis 9 verwendet werden sollen. Zum Beispiel könnten Ass und die Zahlenwerte 2, 3…, 9 für 1,…, 9 verwendet werden, und für die Null könnte eine der Karten Zehn, Bube, Dame, König eingesetzt werden.


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Die vier Karten– nach Differenzbildung und Übersetzung in Karten– sind auf dem Tisch und drei werden aufgedeckt.(Die berechnete Zahl muss immer mit vier Karten dargestellt werden: Ist sie nur dreistellig, muss sie durch eine führende Null ergänzt werden.) Nun rechnet der Zauberer: Er addiert die Werte der drei Karten (Ergebnis: A) und sucht die kleinste Zahl r, für die A + r durch 9 teilbar ist. Im Fall A= 14 etwa wählt er die Zahl4, denn 14 + 4= 18 ist durch 9 teilbar. Das ist seine Prognose, und nach Aufdecken der vierten Karte zeigt sich, dass er richtig vorausgesagt hat.


    Hier ein Beispiel: Der Zuschauer hatte die 8455 gewählt. Danach hat er 8455– 5548= 2907 ausgerechnet und das durch die Karten [image: ]2 [image: ]9 [image: ]10 [image: ]7 präsentiert. Für den Zauberer zeigt er allerdings nur drei dieser Karten, zum Beispiel:


    
 [image: ]       
         Diese Karten sieht der Zauberer.

      

    


    Die Summe der mit der Bildseite nach oben liegenden Karten ist 16. Durch Addition einer 2 erreicht man eine durch 9 teilbare Zahl, und deswegen muss die verdeckte Zahl eine 2 sein[1].


    Der mathematische Hintergrund: In diesem Fall spielen Teilbarkeitseigenschaften eine Rolle. a, b, c, d seien die Ziffern der gewählten Zahl, es ist also die Zahl a · 1000 + b · 100 + c · 10 + d. Die gespiegelte Zahl dcba repräsentiert also d · 1000 + c · 100 + b · 10 + a.


    Wenn wir die Differenz bilden, erhalten wir


    
       (a · 1000 + b · 100 + c · 10 + d)– (d · 1000 + c · 100 + b · 10 + a),

    


    also die Zahl 999 · a + 90 · b– 90 · c– 999 · d. Sie ist bestimmt durch 9 teilbar, denn sie ist das Neunfache von 111·a+10·b–10·c–111·d.


    Und nun erinnern wir uns an die Neunerprobe: Eine Zahl ist genau dann durch 9 teilbar, wenn die Summe ihrer Ziffern diese Eigenschaft hat. Wenn man also die eben berechnete Differenz als vierziffrige Zahl efgh schreibt, so muss e + f + g + h durch 9 teilbar sein. Wenn– zum Beispiel– e + f + g nach Aufdecken der ersten drei Karten bekannt ist, kann man das noch fehlende h in der Regel leicht ermitteln.


    Die Präsentation: Zunächst braucht man eine vierstellige Zahl. Die kann der Zuschauer frei wählen; man kann aber auch die ersten vier Ziffern der– dem Zauberer unbekannten– Telefonnummer des Zuschauers nehmen oder die Nummer auf einem Geldschein aus seiner Brieftasche verwenden. Nun wird die Zahl gespiegelt und die größere von der kleineren abgezogen. So sind vier Ziffern entstanden, die der Zauberer aber nicht kennt. Die kann man nun entweder in Spielkartenwerte verschlüsseln. Es ist aber auch möglich, sie einfach auf vier vorbereitete Zettel zu schreiben. Drei werden offen auf den Tisch gelegt, eine wird verdeckt. Der Zauberer kann ihren Wert finden, indem er die kleinste derjenigen Zahlen sucht, die man zur Summe der drei sichtbaren addieren muss, um etwas durch 9 Teilbares zu erhalten.


    Varianten: Der Trick funktioniert nicht nur mit vierstelligen Zahlen. Er geht genauso mit dreistelligen: Auch da ist das Ergebnis einer Subtraktion des Typs «Zahl minus gespiegelte Zahl» durch 9 teilbar, und deshalb ist aus zwei Ziffern der Differenz– das ist eine höchstens dreistellige Zahl– die dritte bestimmbar. Wenn etwa 4 und 6 nach Umdrehen sichtbar sind, muss die fehlende Karte eine 8 sein, denn 4 + 6 + 8 ist durch 9 teilbar.


    Der Grund: Ist die Ausgangszahl im Dezimalsystem als abc geschrieben, so ist die Differenz (Zahl minus gespiegelte Zahl) gleich 99 · a– 99 · c, also bestimmt durch 9 teilbar.


    Derselbe Trick funktioniert auch mit fünfstelligen Zahlen oder mit Zahlen mit noch mehr Stellen: Berechnet man für eine r-stellige Zahl die Differenz «Zahl minus gespiegelte Zahl», so ist das Ergebnis durch 9 teilbar, die Ziffernsumme ist also wegen der Neunerprobe ein Vielfaches von 9. Dann kann man wieder aus r– 1 bekannten Ziffern die letzte vorhersagen.


    Hier ein Beispiel für siebenstellige Zahlen. Wenn von den 7Ziffern der Differenz sechs bekannt sind und diese die Werte 3, 8, 0, 2, 0, 6 haben, so muss die noch fehlende Ziffer gleich 8 sein, denn 3 + 8 + 0 + 2 + 0 + 6 + 8= 27 ist durch 9 teilbar[1].


    
 [image: ]       
         Ein Beispiel, bei dem mit einer siebenstelligen Zahl begonnen wurde.

      

    


    Als Ergänzung zum mathematischen Hintergrund dieses Abschnitts wollen wir nun noch einmal auf die Neunerprobe zurückkommen. Wir erläutern das Prinzip an dreistelligen Zahlen, die Idee ist dieselbe bei Zahlen mit beliebig vielen Stellen. Mal angenommen, dass eine Zahl im Zehnersystem als abc geschrieben ist. Kann man sie durch 9 teilen? Wir stellen uns vor, dass es um abc Euro geht, die unter neun Leuten aufgeteilt werden. Da die Zahl im Zehnersystem dargestellt ist, geht es um a · 100 + b · 10 + c Euro. Nun lässt 100 beim Teilen durch 9 den Rest1, a·100 lässt also den Rest a. Entsprechend ergibt sich beim Teilen von b · 10 der Rest b, und insgesamt erhalten wir den Rest a + b + c. Das Geld wird also genau dann restlos aufgeteilt werden können, wenn a + b + c durch 9 teilbar ist. Um den Beweis auf Zahlen mit mehr als drei Ziffern zu übertragen, muss man nur beachten, dass alle Zehnerpotenzen beim Teilen durch 9 den Rest1 lassen.

  


  
     Der Zauberer als Schnellrechner


    Der Zaubertrick: Vor dem Zuschauer liegen viele Streifen, auf denen jeweils vier Zahlen untereinander stehen.


    
 [image: ]       
         Diese Streifen stehen zur Auswahl.

      

    


    Er soll sich, während der Zauberer wegsieht, vier der Streifen aussuchen und nebeneinanderlegen. Er hat– zum Beispiel– so gewählt:


    
 [image: ]       
         Die Wahl des Zuschauers.

      

    


    Der Zauberer wirft einen sehr kurzen Blick auf diese Auswahl und schreibt dann eine Prognose auf ein Blatt Papier, das in einen Umschlag kommt: Er behauptet, in Blitzesschnelle die Summe der vier vom Zuschauer gewählten vierstelligen Zahlen ausgerechnet zu haben. (Gemeint sind die vierstelligen Zahlen, die der ersten bis vierten Zeile des Zahlenschemas entsprechen, im Beispiel die Zahlen 2753, 6371, 9897 und 8459. Die Summe ist hier 27480.)


    Der Zuschauer rechnet nach, und es zeigt sich, dass die Summe wirklich mit der Prognose übereinstimmt.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Gebraucht werden möglichst viele Streifen, die übereinander vier einstellige Zahlen enthalten, wobei die folgenden Bedingungen erfüllt sein müssen:


    
       • Die zweite Zahl von oben ist völlig beliebig zwischen 1 und 8 gewählt.


      • Die Summe aus der ersten, dritten und vierten Zahl ist gleich 19. Dabei sind alle Ziffern von 0 bis 9 zugelassen. (Eine 0 wird allerdings nie vorkommen, denn damit eine Summe aus drei Ziffern gleich 19 ist, müssen alle von Null verschieden sein.)

    


    Am besten, Sie legen eine Tabelle an. Sie soll vier Zeilen und möglichst viele Spalten enthalten. Dann füllen Sie zunächst Zeile2 mit irgendwelchen Ziffern zwischen 1 und 8 und anschließend die noch freien Felder so, dass in jeder Spalte die Summe aus den Zahlen an den Stellen 1, 3 und 4 gleich 19 ist. Eine derartige Tabelle könnte etwa so aussehen:


    
 [image: ]
    


    Nachdem die Tabelle ausgedruckt wurde, zerschneiden Sie sie in Streifen, sodass jeder Streifen eine Spalte enthält. Und schon kann es losgehen. (Etwas attraktiver wird es allerdings, wenn Sie die Streifen noch laminieren.)


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Sagen Sie, dass Sie in letzter Zeit das Schnellrechnen geübt haben und das nun vorführen wollen. Zunächst zeigen Sie an einem Beispiel, was vom Zuschauer verlangt wird: vier der Streifen wählen, zu einem quadratischen Zahlenschema nebeneinanderlegen und das Ganze dann zudecken. Dann wird es ernst: Der Zauberer dreht sich um, der Zuschauer wählt, und die von ihm gewählten Zahlen werden verdeckt. Nun kommt der Zauberer wieder dazu, wirft einen sehr kurzen Blick auf die für einen Moment gezeigte Auswahl und schreibt quasi sofort seine Prognose. Zu der kommt er wie folgt:


    
       • Er schaut sich die zweite Zeile des Schemas an.


      • Seine Prognose ist dann eine fünfstellige Zahl: zuerst eine 2, danach die um Eins erhöhten Ziffern dieser Zeile an den Positionen1, 2 und 3, und zum Schluss die um Eins verminderte letzte Ziffer dieser Zeile.

    


    Im obigen Beispiel sieht er in Zeile2 die Ziffern 6371, und deshalb lautet seine Prognose 27480.


    Der mathematische Hintergrund: Ist xi die Ziffer an Position2 der i-ten Spalte, so ist die Summe über alle Spaltenzahlen gleich 19+xi.


    Das ist eine Zahl zwischen 20 und 27; die zweite Ziffer dieser Summe ist xi– 1, und der Übertrag ist 2. Nach den Regeln des schriftlichen Addierens heißt das: Die ganz rechts stehende Ziffer der Summe ist x4– 1, und für i= 1, 2, 3 findet man wegen des Übertrags in der Summe die Ziffer xi + 1 an der i-ten Stelle. Und ganz vorne gibt es– vom letzten Übertrag– noch eine 2. Damit ist das Verfahren begründet.


    Die Präsentation: Erklären Sie das, was beabsichtigt ist, ausführlich an einem Beispiel. Dabei können Sie durchblicken lassen, dass Sie seit Monaten intensiv das Schnellrechnen üben. (Oder dass Sie alle möglichen Ergebnisse auswendig gelernt haben. Das ist bei– zum Beispiel– 15 Streifen die beeindruckend große Zahl15 · 14 · 13 · 12= 32760.) Dann drehen Sie sich um, es wird gewählt und die Auswahl wird abgedeckt. Wenn Sie wieder dabei sind, werfen Sie einen kurzen Blick auf die für wenige Sekunden gezeigten Zahlen und tun dann sehr angestrengt. Es macht nichts, wenn sie das Ergebnis sofort notieren, dann brauchen Sie sich die Zahlen in der zweiten Zeile nicht einmal zu merken.


    Der Trick kann auch wiederholt werden, denn das Geheimnis ist so gut versteckt, dass niemand eine Idee haben wird, wie man die Summe so schnell berechnen kann. Bei der Wiederholung können Sie auch fünf Streifen legen lassen (siehe dazu weiter unten «Variante4»).


    Varianten: 1. Statt– wie in der Vorbereitung– die jeweils zweite Zahl der Spalte frei zu wählen, kann man natürlich auch die jeweils erste (oder dritte oder vierte) wählen.


    2. Wem der Übergang von Zeile2 zur Prognose zu unbequem ist, kann es auch einfacher haben: Die Ziffer an Position2 der Spalte wird frei im Bereich 2, 3,…, 8 gewählt, und die anderen summieren sich zu 18. Dann ist es etwas einfacher: Zeile2 ansehen, letzte Ziffer um 2 verkleinern, ganz vorne eine zwei davor schreiben. Sieht man etwa in Zeile2 die Zahl 3567, so lautet die Prognose 23565. (Zur Begründung muss man nur die Argumentation für die Standardvariante modifizieren.) Der Nachteil dieses Verfahrens ist natürlich, dass sehr aufmerksamen Zuschauern etwas auffallen könnte, mindestens dann, wenn man den Trick mehrfach vorführt.


    3. Statt vier Streifen kann der Zuschauer auch eine andere Anzahl von Streifen nebeneinander legen: drei oder fünf oder … Das Ergebnis der Summe kann immer leicht aus Zeile2 abgelesen werden: vorne eine 2, dann die um Eins erhöhten Ziffern der zweiten Zeile bis zur vorletzten, zum Schluss letzte Ziffer minus Eins. (Ein Beispiel: Im Fall von fünf Streifen ergibt sich die Summe 277893, wenn in Zeile2 die Zahl 66784 liegt.) Zu viele Streifen sollte man allerdings nicht wählen lassen. Erstens wird es dann schwierig, sich alle Ziffern der zweiten Zeile auf einen Blick zu merken, und zweitens würde das Publikum dann nicht an die Rechenkünste des Zauberers glauben, sondern eher einen Trick vermuten.


    4. Warum waren es vier Zahlen pro Spalte? Es können auch fünf oder noch mehr sein. Wichtig ist nur, dass sich die Zahlen, die nicht an der zweiten Stelle sind, zu 19 aufsummieren.

  


  1.2 … und nun zaubern Primzahlen


  Mathematiker sind seit über 2000 Jahren von Primzahlen fasziniert, viele der bedeutendsten Vertreter dieses Faches haben sich mit ihnen beschäftigt.


  Die meisten Leser werden sich daran erinnern, dass Primzahlen diejenigen Zahlen sind, die keine echten Teiler haben: 2, 3, 5, 7, 11, 13, … Hier einige wissenswerte Tatsachen zu diesen wirklich bemerkenswerten Zahlen:


  1. Die Reihe der Primzahlen bricht nicht ab, es gibt beliebig große Vertreter. Die Zahlen 2017 oder 312100031 etwa sind schon ziemlich große Beispiele, es gibt aber auch Primzahlen, für die alle jemals produzierte Druckerschwärze nicht ausreichen würde, um sie auszudrucken. Dass es beliebig große Primzahlen gibt, wussten die griechischen Mathematiker schon vor über 2000Jahren.


  2. Aufgrund der Definition weiß man bei einer Primzahl p etwas über die Teiler von p : Außer 1 und p gibt es keine. Aber auch umgekehrt, wenn p Teiler einer Zahl ist, gibt es eine bemerkenswerte Eigenschaft: Sind n und m beliebige Zahlen und ist p ein Teiler des Produkts n · m, so kann man daraus schließen, dass p Teiler einer dieser beiden Zahlen m, n war[1]. Wir werden diese Tatsache gleich beim nächsten Zaubertrick ausnutzen.


  3. Primzahlen sind so etwas wie die Atome im Zahlenreich, wenn man einmal beliebige Zahlen als Moleküle auffasst. Alle Zahlen sind nämlich aus Primzahlen zusammengesetzt. Genauer: Jede Zahl kann als Produkt von Primzahlen geschrieben werden, wobei das auch nur auf eine einzige Weise möglich ist. Zum Beispiel ist 12= 2 · 2 · 3 oder 1001= 7 · 11 · 13. (Diese Tatsache spielte schon beim 1001-Trick weiter vorn eine Rolle.)


  4. Die Primzahlen scheinen recht zufällig in der Reihe der Zahlen aufzutreten. In Wirklichkeit kann ihre Anzahl jedoch recht genau bestimmt werden: Im Bereich r-stelliger Zahlen ist der Anteil der Primzahlen gut durch 0.43/r zu approximieren. Für dreistellige Zahlen etwa ist der Anteil nahe bei 0.43/3, also etwa 0.14 oder 14Prozent. Das ist der berühmte Primzahlsatz, der vor etwas mehr als hundert Jahren bewiesen wurde. Die genaue Beschreibung der Verteilung der Primzahlen ist noch Gegenstand aktueller Forschung. Für die Beantwortung einer speziellen Frage in diesem Zusammenhang (dem Beweis der sogenannten Riemannschen Vermutung) wurde im Jahr 2000 ein Preisgeld von einer Million Dollar ausgelobt, das immer noch nicht ausgezahlt werden konnte.


  5.Jahrhundertelang waren Forschungen zu Primzahlen ein für Mathematiker faszinierender Forschungsgegenstand ohne einen erkennbaren Bezug zu irgendwelchen für die Gesellschaft nutzbringenden Anwendungen[1]. Ende des 19.Jahrhunderts stellte sich jedoch heraus, dass Primzahlen eine wichtige Rolle für die Kryptographie, die Wissenschaft vom Ver- und Entschlüsseln geheimer Nachrichten, spielen. So kann es sein, dass ein neues Ergebnis über Primzahlen es plötzlich ermöglicht, streng geheime Nachrichten zu lesen.
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       Primzahlen sind wichtig für die Kryptographie (hier sieht man eine «Enigma»).

    

  


  Es ist also nicht verwunderlich, dass Konferenzen zur Zahlentheorie diskret von Mitarbeitern der Nachrichtendienste beobachtet werden und sicher nicht alle Ergebnisse in öffentlich zugänglichen Quellen zu finden sind.


  6. Es gibt viele weitere noch ungelöste Rätsel zum Thema Primzahlen. Recht bekannt– wenigstens unter Mathematikern– ist die Goldbachvermutung: Ist es richtig, dass jede gerade Zahl, die größer als 3 ist, als Summe von zwei Primzahlen geschrieben werden kann? So ist zum Beipiel 18= 13 + 5, wobei 13 und 5Primzahlen sind. Tatsächlich sind die geraden Zahlen bis zu einer schwindelerregend hohen Größenordnung positiv getestet worden. Doch das reicht Mathematikern nicht. Sie sind erst dann zufrieden, wenn sie bewiesen haben, dass es immer geht.


  Ein sehr bescheidener Aspekt der Goldbach-Fragestellung wird gleich eine Rolle spielen.


  
     Wendekarten


    Der Zaubertrick: Ein Zuschauer mischt einen Kartenstapel (die Bildseiten zeigen nach unten) und sucht sich dann eine Zahl k aus, die kleiner ist als die Kartenanzahl. Er nimmt den Stapel in die Hand und wiederholt mehrfach die folgende Anweisung:


    
       • k Karten einzeln von oben unter den Stapel zählen.


      • Dann die oberste Karte umdrehen (also so, dass die Bildseite nach oben zeigt).

    


    Das wird so oft wiederholt, bis nur noch eine Karte nicht umgedreht ist. Die sagt der Zauberer voraus.
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         So sieht der Stapel nach drei Durchgängen aus (11Karten, k=4).

      

    


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Man muss einen Stapel so vorbereiten, dass die Anzahl der Karten eine Primzahl ist.


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Es ist wichtig, dass man nach dem Mischen in Erfahrung bringt, welches die erste Karte von oben ist.


    Das könnte so gehen: Man merkt sich die unterste Karte, wenn man den gemischten Stapel in Empfang nimmt, und zeigt ihn noch einmal dem Publikum: und zwar so, dass nur man selbst die unterste Karte sieht. Und danach blättert man die Karten einzeln zu einem neuen Stapel auf den Tisch. («Wir wollen sicherheitshalber noch einmal durchzählen.») Jetzt ist die bekannte Karte ganz oben. Das Übrige erledigt die Mathematik: Die nach den Aktionen des Zuschauers verbleibende, noch nicht umgedrehte Karte ist die gemerkte.


    Der mathematische Hintergrund: Hier spielt erstmals in diesem Buch das Thema Resteverwertung eine Rolle. Es ist auch für viele andere Tricks ein wichtiger Baustein:


    
       Das modulo-Rechnen


      Im Grunde ist es ganz einfach, jedes Grundschulkind kann es verstehen. Es geht um Reste, also die Zahlen, die beim Teilen als Rest übrig bleiben können. Wenn man zum Beispiel durch 4 teilt, kann es aufgehen (Rest null), oder es kann die Reste 1, 2, 3 geben. Man sagt: Die Reste modulo 4 sind die Zahlen 0, 1, 2, 3. Statt 4 kann man jede Zahl n nehmen, die Reste sind die Zahlen 0, 1,…, n– 1. Durch die Formel a= b mod n (gesprochen «a gleich b modulo n») soll nur ausgedrückt werden, dass a und b beim Teilen durch n den gleichen Rest lassen. So ist etwa 15= 1 mod 7 oder 2200022200= 0 mod 2. Reste kann man addieren und multiplizieren. Wenn a und b Reste modulo einer Zahl n sind, so soll (a + b) mod n (gesprochen «a plus b modulo n») der Rest modulo n von a + b sein. Entsprechend ist a·b mod n (gesprochen «a mal b modulo n») der Rest modulo n von a · b. So ist zum Beispiel (4 + 7) mod 8 gleich 3, da 4 + 7= 11 beim Teilen durch 8 den Rest3 lässt. Hier sind einige weitere Beispiele:


      
         3 · 5 mod 7= 1; (6 + 3 + 2) mod 9= 2; 10 · 5 mod 4= 2.

      


      Derartige Rechnungen spielen in der Mathematik eine wichtige Rolle, wir kennen sie auch aus dem Alltagsleben.


      
         
          	           Alle wissen, dass 6Tage nach Donnerstag ein Mittwoch kommen wird. Das ist nur die Rechnung 4 + 6= 3 mod 7: vierter Tag der Woche plus 6Tage gleich dritter Tag der Woche.





          	           Es ist jetzt 13Uhr. Wie spät wird es in 25Stunden sein? Das stellt niemanden vor ernsthafte Probleme, es ist natürlich 14Uhr. Und– ohne es zu wissen– haben wir 13+25 mod 24= 14 gerechnet.




        

      

    


    
 [image: ]
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         Modulo-Rechnen im Alltag: Kalender (modulo 7) und Uhrzeit (modulo 24).

      

    


    Wir bezeichnen mit p– eine Primzahl!– die Anzahl der Karten. Die Reste, die beim Teilen übrig bleiben, sind 0, 1,…, p– 1. Wir fixieren k, einen dieser Reste; es soll nicht der Rest null sein. Nun addieren wir, und zwar modulo p immer wieder k zu sich selber, berechnen also k, 2 · k,…, (p– 1) · k modulo p. Wenn wir das p Mal gemacht haben, kommt bestimmt 0 heraus, denn p · k ist natürlich durch p teilbar.


    
       Vorher aber nicht!

    


    Das kann man so einsehen: Ist n eine Zahl, die kleiner als p ist, so sind n und k nicht durch p teilbar (n und k sind zu klein!). Wegen des dritten der in der Einleitung genannten Punkte ist dann p auch kein Teiler von n · k.


    Eine interessante Konsequenz ist auch, dass die Zahlen k, 2 · k,…, (p– 1) · k modulo p alle verschieden sind, denn andernfalls– wenn also n · k den gleichen Rest wie m · k liefern würde– müsste (n– m) · k 0 modulo p sein. Doch das ist bei verschiedenen n, m, die beide zwischen 1 und p– 1 liegen, nicht möglich.


    Anders ausgedrückt: In der Reihe k, 2 · k,…, (p– 1) · k modulo p treten alle von 0 verschiedenen Reste auf, denn davon gibt es genau p– 1 Stück.


    
       Hier ein Beispiel. Wir betrachten die Primzahl11 und starten mit k= 4. Wenn wir dann k, 2 · k,…, 10 · k modulo 11 berechnen, so entsteht die Folge


      


      4, 8, 1, 5, 9, 2, 6, 10, 3, 7.


      


      Wirklich sind alle Zahlen verschieden, und alle Reste modulo 11 (die nicht 0 sind) kommen vor.

    


    Jetzt muss nur noch der Zusammenhang zum Zaubertrick hergestellt werden. Dazu stellen wir uns die p Karten mit den Resten modulo p durchnummeriert vor:


    
       K0, K1,…, Kp–1.

    


    Die Karten liegen mit dem Bild nach unten, und die oberste Karte (die wir kennen!) ist K0. Der Zuschauer hat sich die Zahl k gewünscht und zählt nun k Karten einzeln nach unten. Dadurch entsteht der Stapel


    
       Kk, Kk+1,…, Kp–1, K0,…, Kk–1.

    


    Die oberste wird umgedreht, wir drücken das durch ein Sternchen * aus:


    
       K*k, Kk+1,…, Kp–1, K0,…, Kk–1.

    


    Nach dem zweiten Durchgang sind Kk und K2k umgedreht, und so weiter. Die letzte noch nicht umgedrehte Karte wird nach p– 1 Runden oben liegen: Es ist die ehemals oberste Karte, darauf beruht der Zaubertrick.


    Wenn wir den gleichen Trick mit einer Zahl vorführen wollen, die keine Primzahl ist, wird es nicht unbedingt klappen. Wenn es zum Beispiel 12Karten sind und die Zahl8 gewählt wurde, sehen die Reste modulo 12 der Vielfachen von 8 so aus: 8, 4, 0, 8, 4, 0, 8, 4, 0, … Es werden nur drei Karten umgedreht, nämlich die, die in der Nummerierung durch die Reste (also als K0,…, K11) die Nummern 8, 4, 0 haben: Die oberste (also K0) wird schon nach drei Schritten gedreht!


    Trotzdem gibt es eine Variante, in der nicht nur Primzahlen vorkommen. Wir nennen zwei Zahlen m und k teilerfremd, wenn es außer der 1 keine Zahl gibt, die Teiler von k und m ist. Zum Beispiel sind 14 und 9 teilerfremd, 8 und 12 aber nicht (denn 4 ist ein gemeinsamer Teiler).


    Und dann gilt: Wenn k und m teilerfremd sind und das Spiel m Karten hat, so funktioniert der Trick genau so wie in der Originalversion: k Karten von oben unter den Stapel legen, dann die oberste umdrehen; diesen Vorgang insgesamt m– 1 Mal durchführen. Am Ende ist dann die einzige nicht umgedrehte Karte diejenige, die zu Beginn oben lag.


    Der Grund ist wieder, dass die Reste von k, 2 · k, 3 · k,…, (m– 1) · k modulo m alle verschieden und nicht 0 sind. Wieder werden also jeweils neue Karten umgedreht.


    Zur Begründung können wir zeigen, dass r · k modulo m niemals gleich 0 ist, d.h., dass der Bruch r · k/m niemals eine ganze Zahl ist.


    Zunächst kürzen wir dazu den Bruch r/m so weit wie möglich. Da r kleiner als m ist, ist der Nenner N des gekürzten Bruchs größer als 1. Wir wählen irgendeinen Primteiler p von N, das ist dann auch ein Primteiler von m. Die Primzahl p kann aus k nicht weggekürzt werden, denn m und k sind teilerfremd. Zusammen: Im Bruch r · k/m bleibt nach Kürzen im Nenner mindestens das p übrig, r · k/m ist also keine ganze Zahl.


    Als Beispiel betrachten wir die teilerfremden Zahlen 9 und 14. Hier sind die Reste modulo 14 der Vielfachen von 9:


    
       9, 4, 13, 8, 3, 12, 7, 2, 11, 6, 1, 10, 5, 0.

    


    Wirklich ist erst der 14te gleich 0.


    Die Präsentation: Das Publikum muss nicht unbedingt merken, dass die Anzahl der Karten eine Primzahl ist. Man kann ja einfach irgendeine Anzahl von einem Stapel herunterzählen lassen und dann so viele Karten einzeln von den Zuschauern herausziehen lassen, bis die nächstkleinere Primzahl erreicht ist. Sonst ist eigentlich nichts zu beachten.


    Varianten: 1. Wenn man irgendeine Primzahl p als p= k + m schreibt, so werden k und m bestimmt teilerfremd sein. Ein Teiler von beiden Zahlen wäre ja dann auch ein Teiler von p, und so etwas gibt es nicht. Man könnte also so vorgehen:


    
       • Beginne mit einem Stapel, bei dem die Anzahl p der Karten eine Primzahl ist. Der wird gemischt, und der Zauberer merkt sich heimlich die unterste Karte.


      • Ein Zuschauer soll einige (nicht zu viele) Karten von dem Stapel herunternehmen. Der Zauberer kann sie auch einzeln auf den Tisch zählen, bis «Stopp» gesagt wird. k Karten fehlen nun, der Reststapel hat m= p– k Karten, und wegen k + m= p sind k und m teilerfremd.


      • Die Karten des Reststapels werden noch einmal einzeln auf einen neuen Stapel heruntergezählt, dadurch ist die bekannte Karte ganz oben.


      • Und nun geht es weiter wie üblich: k Karten von oben nach unten, umdrehen, usw. Die letzte Karte, die umgedreht werden soll, kann richtig vorausgesagt werden.

    


    2. Wer seinem Gedächtnis etwas mehr zumuten möchte, kann den Trick parallel mit zwei Zuschauern vorführen. Man beginnt damit, dass man sich von einem Zuschauer eine gerade Anzahl von Karten– so etwa 20 bis 30– geben lässt. Dass kann dadurch unauffällig erreicht werden, dass dem Zauberer so lange je zwei Karten gegeben werden, bis «Stopp!» gesagt wird.


    Die so erhaltenen Karten kann man nun beliebig mischen lassen, danach werden sie in zwei Teilstapel aufgeteilt. Die Anzahl in jedem einzelnen soll eine Primzahl sein. Das kann man immer erreichen[1]. Es wäre dabei gut, wenn beide Anzahlen nicht zu klein wären. Zum Beispiel sollte man die Zahl24 eher als 13 + 11 statt als 19 + 5 schreiben.


    Nun werden diese Stapel an zwei Zuschauer übergeben, dabei muss sich der Zauberer bei der Übergabe die untersten Karten unauffällig ansehen und merken. Dann geht es weiter wie üblich:


    
       • Die Karten beider Stapel invertieren, also einzeln auf den Tisch zählen. Dadurch kommen die bekannten Karten jeweils nach oben.


      • Jetzt wird eine Zahl k ausgewürfelt; sie sollte kleiner sein als die Kartenanzahl in den Zuschauerstapeln.


      • Und danach beginnen beide mit der üblichen Aktion: k Karten von oben nach unten, oberste umdrehen. Und das immer wieder, bis jeweils nur noch eine nicht umgedreht ist.

    


    Beide Karten werden dann durch den Zauberer vorausgesagt.

  


  
     Das magische Dreieck


    Dieser Trick hat eine interessante Vorgeschichte, er wurde erst im Jahr 2012 entwickelt. Die Geschichte beginnt im Norden von England, in Newcastle. Diese Stadt hat eine berühmte Brücke, die Millenniumbrücke[1], und direkt daneben gibt es eine recht junge und sehr große Galerie für moderne Kunst, das Baltic.


    Sie feierte 2012 ihr zehnjähriges Jubiläum, und Steve Humble, ein Mathematiker der örtlichen Universität, wurde gebeten, etwas Neues und Interessantes aus dem Bereich Wissenschaft und Kunst zu den Feierlichkeiten beizutragen. Er ist in England recht bekannt, da er viele populäre Veranstaltungen zur Mathematik für die Öffentlichkeit anbietet[1].
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         Die Millenniumbrücke und das Baltic in Newcastle, Großbritannien.

      

    


    Sein Beitrag sollte aus naheliegenden Gründen etwas mit der Zahl10 zu tun haben, und er dachte sich eine Mitmachaktion für die Besucher aus, bei der mit farbigen Karten gearbeitet wird (die Beschreibung folgt gleich). Irgendwann fiel ihm eine Regelmäßigkeit auf, die man vielleicht für einen Zaubertrick nutzen könnte. Nachdem der mathematische Hintergrund durch Steve Humble und mich geklärt war, wurden die Ergebnisse für die Fachkollegen veröffentlicht (Interessenten finden einen Link im Literaturverzeichnis). Dort kommen auch Primzahlen vor, die beliebig groß sein können; für die Zauberei sind allerdings nur kleine Primzahlen von Interesse, denn das Publikum soll ja nicht durch lange Rechnungen ermüdet werden.


    Der Zaubertrick: Hier ist der Originaltrick von Steve Humble (der am Anfang allerdings kein Trick, sondern eher eine Kunst-Aktion in einer Galerie war). Man hat eine genügende Anzahl von farbigen Karten vorbereitet: rote, gelbe und blaue. Der Zauberer erklärt zunächst, was gleich passieren wird. Es beginnt mit einer Reihe von farbigen Karten, er verwendet 10Karten. Darunter wird eine Reihe von 9Karten nach folgender Vorschrift gelegt:


    
       • Wenn in der oberen Reihe zwei Karten der gleichen Farbe liegen, wird darunter die gleiche Farbe gelegt.


      • Wenn in der oberen Reihe zwei Karten unterschiedlicher Farbe liegen, kommt darunter die fehlende Farbe.

    


    Das macht man noch einmal, um eine Reihe mit 8Karten zu erhalten, dann 7Karten usw., bis am Ende ein Dreieck aus farbigen Karten ausgelegt ist.
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         Ein Beispiel aus der Galerie und eins, das am Computer erzeugt wurde.

      

    


    Um das als Zaubertrick vorzuführen, wird so verfahren: Ein Zuschauer sucht sich 10 der farbigen Karten ganz beliebig aus, sie werden in eine Reihe gelegt. Sofort danach schreibt der Zauberer eine Prognose auf, die kommt in einen verschlossenen Umschlag. Und jetzt wird das Kartendreieck nach der oben beschriebenen Vorschrift erzeugt: Es entstehen Reihen aus 9Karten, 8Karten usw., bis das Dreieck nach 9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1= 45Schritten vollständig bestimmt ist.


    Das Mysterium: Der Zauberer konnte blitzschnell und garantiert verlässlich voraussagen, welche Farbe die letzte Karte haben wird.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Man muss nur genügend viele– sicherheitshalber etwa 50 von jeder Farbe– bunte Karten bereit halten.


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Wie kommt der Zauberer zu seiner Prognose? Sicher nicht dadurch, dass er im Kopf die ausgelegte Kartenreihe zu einem Dreieck ergänzt. Das dürfte sogar dann schwierig sein, wenn man sehr viel Zeit zur Verfügung hätte.


    Es ist aber ganz einfach: Er schaut sich die erste und die letzte Karte der Startreihe an und bestimmt dafür in Gedanken die Kartenfarbe, die man darunter legen würde: Also die gleiche Farbe, wenn die Farben gleich sind, und sonst die fehlende. Sieht er zum Beispiel Gelb und Gelb (bzw. Gelb und Rot), so schreibt er Gelb (bzw. Blau) auf seinen Vorhersagezettel.


    Das kann man im rechten der oben abgebildeten Dreiecke gut sehen: Die Randkarten sind rot und blau, und deswegen muss die letzte Karte gelb sein.


    Der mathematische Hintergrund: Die hier verwendete Mathematik ist weit anspruchsvoller als bei den vorigen Tricks. Nachdem allerdings der mathematische Hintergrund geklärt ist, zeigt sich, dass es viele weitere Varianten des Tricks gibt, auf die man wohl nie– wie beim Originaltrick– durch Zufall gekommen wäre. Letztlich liegt es an der folgenden Tatsache:


    
       Angenommen, wir haben eine Menge mit p Elementen vor uns, wobei p eine Primzahl ist. Wir fragen uns, wie viele k-elementige Teilmengen es gibt, wobei k zwischen 0 und p liegt. Für k= 0 und k= p ist das klar, es gibt nur eine leere Menge und nur eine Teilmenge mit p Elementen (nämlich die Menge selbst). Das Bemerkenswerte: Für die anderen k, also die k zwischen 1 und p–1, ist die gesuchte Anzahl durch p teilbar.

    


    Ein Beispiel: Die 2-elementigen Teilmengen der 5-elementigen Menge {1, 2, 3, 4, 5} sind


    
       {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {2, 3},


      {2, 4}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5}.

    


    Es sind also 10Teilmengen, und 10 ist durch 5 teilbar. Etwas genauere Erläuterungen sind im Anhang auf Seite259 zu finden.


    Der Originaltrick beruht– auch wenn das gut versteckt ist– auf Eigenschaften der Primzahl3. Die Zahl10 taucht deswegen auf, weil sie als 32 + 1 geschrieben werden kann. Statt 10 kann man ebenso gut jede andere Zahl der Form 3s + 1 verwenden, neben 10 also auch 4= 31 + 1, 28= 33 + 1, 82= 33 + 1,…: Auch wenn man mit einer Anfangsreihe von 4 oder 28 oder 82Karten beginnt, kann die Farbe der untersten Karte des nach und nach entstehenden Dreiecks leicht mit Hilfe der Randkarten bestimmt werden.


    
 [image: ]       
         Die Variante mit 28Karten: Es ist von Anfang an klar, dass das letzte Quadrat gelb sein wird.

      

    


    Das ist fürs Zaubern allerdings nur bedingt verwertbar. Startet man zum Beispiel mit 28Karten, so kann zwar sofort gesagt werden, welche Farbe am Ende ganz unten liegen wird. Doch um sich davon zu überzeugen, sind noch 27 + 26 + · · · + 2 + 1= 378Karten zu legen. Das werden die Zuschauer nicht mögen…


    Die Präsentation: Man sollte das System, aus der ersten Reihe das Dreieck zu bilden, vorher an einem Beispiel ausführlich üben. Die Erfahrung zeigt, dass es sehr schnell verstanden wird. Dafür kann man auch mit einer Reihe aus wenigen Karten starten.


    Dann geht es richtig los: Ein Zuschauer legt 10Farben in eine Reihe und legt das Dreieck aus. Um die Prognose wirkungsvoll einsetzen zu können, gibt es verschiedene Möglichkeiten:


    
       • Wie oben beschrieben: Sobald die Karten liegen, wird die Farbe der letzten Karte auf einen Zettel geschrieben, der in einen Umschlag wandert. Man kennt sie ja, es ist ja nur die Regel auf die Randfarben anzuwenden.


      • Man kann auch irgendeine beliebige Prognose auf den Zettel schreiben, etwa «Blau». Das wird vielleicht nicht die richtige Voraussage sein: Das merkt man, wenn man die zehn gelegten Karten sieht.


      • Da muss man dem Glück ein bisschen nachhelfen! Man muss nur erreichen, dass die Randkarten zur Prognose passen, dass also entweder beide Karten blau sind oder dass die beiden anderen Farben dort liegen. Dazu fordert man den Zuschauer auf, in der Zehnerreihe noch einige Male zwei Kartenplätze zu vertauschen. Das macht man vor, dabei richtet man es so ein, dass die Randkarten die zur Prognose passende Farbe haben.

    


    Varianten: 1. Es wurde schon erwähnt, dass die Zahl10 eine wichtige Rolle spielt. Es klappt nur mit Zahlen der Form 3s + 1. Auch 4= 31 + 1 hat diese Form, und deswegen können auch vier Karten wirkungsvoll eingesetzt werden, wenn man die letzte der eben geschilderten Präsentationsmöglichkeiten nutzt: Die Prognose liegt schon fest, und durch eine kleine Manipulation wird die Ausgangssituation an die Prognose angepasst.


    2. Manchmal sind keine bunten Karten vorbereitet, dann kann man den Trick auch mit Spielkarten durchführen. Man legt zum Beispiel alle Karo-Karten zur Seite und arbeitet statt mit drei Farben mit Kreuz, Pik und Herz. Es werden 10 derartige Karten nebeneinandergelegt, und die Regel wird angepasst: Unter zwei Karten gleichen Typs kommt noch eine der gleichen Kartenfarbe, und unter zwei Karten verschiedenen Typs kommt die noch fehlende.


    
 [image: ]       
         So könnten die ersten beiden Reihen aussehen.

      

    


    Es gibt dabei ein kleines Problem: In vielen Fällen werden die Karten nicht ausreichen, um das Dreieck vollständig auszulegen. Das kann man allerdings in einen Vorteil verwandeln: Nachdem die zweite Reihe gelegt ist, wird die erste wieder eingesammelt («Sonst reichen die Karten nicht!»). Dann: dritte Reihe legen, zweite einsammeln usw. Am Ende liegt eine einzige Karte auf dem Tisch, und der Zauberer hat richtig vorausgesagt, ob es Kreuz, Pik oder Herz ist. Der positive Nebeneffekt dieser Variante ist, dass niemand auch bei mehrfacher Durchführung des Tricks auf die Idee kommen wird, wie er funktioniert.


    3. Man kann die 10Karten auch so legen lassen: erste, zehnte, zweite, neunte usw. Dazu müssen die Abstände vorher abgeschätzt werden. Wir illustrieren diese Variante mit Spielkarten:
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         Ein Teil der ersten Reihe ist schon gelegt, die Randfarben und damit die Farbe der unteren Karte sind also bekannt: Herz.

      

    


    Schon nach der zweiten gelegten Karte kann man dann seine Prognose abgeben und den Rest des Tricks als «Gedankenbeeinflussung» inszenieren: «Hier ist meine Prognose: Ich werde jetzt Ihre scheinbar freie Wahl der restlichen Karten so beeinflussen, dass meine Prognose eintritt.» Im vorstehenden Beispiel wird die letzte Karte garantiert eine Herzkarte sein.


    4. Der Originaltrick war mit der Primzahl3 verknüpft. Im Prinzip kann jede Primzahl p verwendet werden, und bei richtiger Definition der Regeln zur Bildung der neuen Reihen kann– wenn man mit n= ps+1 Karten beginnt–, das Ergebnis dadurch vorhergesagt werden, dass man die Regel auf die erste und letzte Karte anwendet[1].


    Als Variante betrachten wir hier noch den Fall der Primzahl p= 2. (Die Regeln für Primzahlen, die größer als 3 sind, sind etwas komplizierter.) Wenn man die Regeln durch die Spielkartenfarben Rot und Schwarz ausdrückt, lauten sie wie folgt:


    
       • Wir beginnen mit einer Reihe von roten und schwarzen Karten, insgesamt sollen es n Karten sein.


      • Daraus entsteht eine Reihe von n–1 Karten nach der folgenden Vorschrift: Unter zwei Karten wird eine farbige Karte so gelegt, dass die Anzahl der schwarzen Karten gerade ist. Ausführlich heißt das:


      
         – Unter Rot-Rot oder Schwarz-Schwarz kommt Rot.


        – In allen anderen Fällen wird eine schwarze Karte gelegt.

      

    


    Und dann weiß man wieder, falls n die Form 2s + 1 hat (also für n= 3, 5, 9, 17,…), dass in dem so entstehenden Dreieck die Farbe der letzten Karte dadurch bestimmt werden kann, dass man einfach die Regel auf die Randkarten der Ausgangsreihe anwendet.


    Hier ist ein Beispiel mit n= 5= 22 + 1:
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         Die Ausgangsreihe besteht aus 5Karten mit 2Farben (Rot und Schwarz).

      

    


    Dass die unterste Karte rot sein wird, ist schon klar, wenn man die erste Reihe ausgelegt hat: Die Randkarten sind beide rot, also muss die unterste Karte aufgrund der Regel auch diese Farbe haben.

  


  
     Fibonacci zaubert


    Die Fibonaccizahlen haben auch bei Nichtmathematikern einen hohen Bekanntheitsgrad. Sie sind dadurch definiert, dass man die ersten beiden Zahlen als 0 und 1 bestimmt und die jeweils nächste Zahl als die Summe aus den beiden vorhergehenden Zahlen berechnet. So entsteht die Folge


    
       0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,…

    


    Benannt sind sie nach dem Mathematiker Leonardo Fibonacci (etwa 1170 bis 1240), der das Wachstum dieser Folge durch das Wachstum einer Kaninchenpopulation illustrierte.


    Zwei Tatsachen sollten zu diesem Thema noch erwähnt werden:


    
       • Bildet man den Quotienten zweier aufeinander folgender Fibonaccizahlen, also


      
 [image: ]
      


      
         so nähern sich diese Zahlen immer mehr dem goldenen Schnitt 1.618… an. Das ist eine ganz besondere Zahl, die in Architektur und Kunst eine wichtige Rolle spielt.

      


      
 [image: ]
      


      
 [image: ]         
           Fibonacci und das Rathaus von Leipzig (der Turm teilt das Gebäude im goldenen Schnitt). [Rathaus Leipzig: Appaloosa/Wikipedia.de; Fibonacci: Andrew.Lorenzs/Wikipedia.it]

        

      


      • Man kann den Eindruck bekommen, dass die Natur die Fibonaccizahlen kennt: Es gibt viele Beispiele, bei denen sie in der Biologie zu finden sind. Zum Beispiel treten diese Zahlen bei der Anordnung der Kerne in der Blüte einer Sonnenblume auf.

    


    Bei dem nächsten Trick spielen– gut versteckt– Eigenschaften eine Rolle, die bei der Kombination von Fibonaccizahlen mit Primzahlen auftreten.


    Der Zaubertrick: Ein Raster für 16Zahlen ist vorbereitet:


    
 [image: ]
    


    Ein Zuschauer sucht sich 2Zahlen zwischen 1 und seiner Glückszahl7 aus und schreibt sie in die ersten beiden Felder. Fast alles ist erlaubt, nur die Wahl 7, 7 ist nicht zulässig («zu viel Glück auf einmal!»). Mal angenommen, er möchte mit 1 und 3 starten:


    
 [image: ]
    


    Nun wird die Regel erklärt: In das jeweils nächste Feld kommt die Summe der vorhergehenden Felder. Sollte die Summe allerdings größer als 7 sein, wird 7 abgezogen.


    Im hier betrachteten Fall geht es so weiter:


    
 [image: ]
    


    Nun soll der Zuschauer alle Zahlen addieren, es kommt 63 heraus. Und diese Zahl steht auch auf einem Zettel, den der Zauberer aus einem verschlossenen Umschlag zieht.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Man braucht nur das Zahlenraster. Es kann auch ein Raster aus 2Zeilen mit jeweils 8Feldern oder ein 4 × 4-Raster sein.


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Vor der Vorführung schreibt der Zauberer die Zahl63 auf einen Zettel: Der verschwindet im Vorhersageumschlag. Dann geht es weiter wie beschrieben: Es kann nichts passieren, bei jeder Wahl der ersten beiden Zahlen durch den Zuschauer kommt 63 heraus.


    Der mathematische Hintergrund: Wie immer, wenn es um vergleichsweise kleine Zahlen geht, kann man einfach alle Möglichkeiten durchprobieren: Wenn man systematisch alle 48Möglichkeiten behandelt, die ersten beiden Paare zu wählen, so ist die Summe immer 63 (Es gibt 7 · 7= 49Paare, die aus Elementen der Menge {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} gebildet werden, aber das Paar (7, 7) ist nicht zugelassen.)


    Etwas eleganter ist es schon, zu beobachten, dass unsere oben betrachtete Folge periodisch ist. Die nächsten beiden Zahlen wären nämlich 1 und 3 gewesen, es geht also wieder von vorne los. Und das bedeutet, dass 63 nicht nur beim Start mit 1, 3 herauskommt, sondern auch beim Start mit irgendwelchen benachbarten Zahlen in dieser Folge: beim Start mit 3, 4, mit 4, 7 usw. Das sind 16 mögliche Anfangspaare (das letzte ist 2, 1, das bei periodischer Fortsetzung der Folge entsteht), also schon ein Drittel der möglichen Kandidaten. Nun wird das Ganze mit einem Paar wiederholt, das noch nicht auftrat, etwa mit 6, 7:


    
 [image: ]
    


    Auch hier ist die Summe63. Das beweist die Aussage für weitere 18Paare. Und nun starten wir noch mit 2, 2:


    
 [image: ]
    


    Und auch hier ist die Summe so wie vorhergesagt. Damit sind wirklich alle Paare erfasst.


    Die ganze Wahrheit ist komplizierter: Dass die Primzahl7 hier verwendet werden kann, liegt an einer ganz besonderen Eigenschaft, die nicht alle Primzahlen haben. Es ginge– zum Beispiel auch mit 23: Starte mit zwei Zahlen zwischen 1 und 23. Erzeuge neue Zahlen nach der folgenden Vorschrift: Bilde die Summe, und wenn die größer als 23 ist, ziehe 23 ab. Wenn so insgesamt 48Zahlen entstanden sind, ist die Summe immer 575. Das dürfte für die meisten Zuschauer zu langweilig werden, deshalb bleiben wir bei der 7. Wer sich noch ausführlicher mit dem zahlentheoretischen Hintergrund des hier beschriebenen Phänomens beschäftigen möchte, findet dazu alle Einzelheiten in meiner Arbeit zu diesem Thema (vgl. das Literaturverzeichnis).


    Die Präsentation: Wie bei allen Vorhersagetricks hat man für den Abschluss mehrere Möglichkeiten:


    
       • Man kann die Zahl63 auf einen Zettel schreiben, ihn verstecken und dann im passenden Augenblick hervorzaubern.


      • Es ist auch möglich, zu Beginn die Regeln zu erklären und dann– noch vor der Wahl der beiden Startzahlen– den Raum zu verlassen[1]. Man wird erst wieder hereingerufen, wenn die Summe feststeht. Die wird dem Zauberer aber nicht verraten. Nun kann er natürlich seinen Zettel hervorholen, attraktiver ist es aber sicher, sein Wissen etwas spektakulärer einzusetzen. Zum Beispiel durch «Gedankenübertragung» nach intensivem Augenkontakt. Oder durch «magische Anziehung» des vom Zauberer geführten Zeigefingers zur 63 hin– auf einem Zettel, auf dem viele verschiedene Zahlen notiert sind.

    

  


  2 Kombiniere!


  
     Im ersten Kapitel spielten Eigenschaften von Zahlen die Hauptrolle. Hier im zweiten Kapitel wird es hauptsächlich um Kombinatorik gehen, also um Fragen, die mit dem Umordnen von Elementen einer Menge zu tun haben. Drei Unterkapitel erwarten Sie, liebe Leserinnen und Leser, sie beschäftigen sich mit den folgenden Themen:


    
       
        	         Invarianten: Für welche Eigenschaften– zum Beispiel eines Kartenstapels– kann man garantieren, dass sie auch nach beliebig vielen Umordnungsoperationen eines bestimmten Typs erhalten bleiben?





        	         Detektivarbeit: Elemente einer Menge werden auf eine spezielle Weise umsortiert. (Nur einige Male, nicht beliebig oft.) Welche Information bleibt bestimmt erhalten?





        	         Symmetrie: Angenommen, die Karten liegen symmetrisch. Zum Beispiel könnten die äußersten Karten zwei Könige sein, die zweite und die vorletzte Zehnen usw. Unter welchen Mischoperationen bleibt diese Symmetrie erhalten, und wie kann man das in einen Zaubertrick verwandeln?




      

    

  


  2.1 Invarianten: wie ein Fels in der Brandung


  Unser Thema sind jetzt «Invarianten in der Zauberei». Wenn man in irgendeinem mathematischen Gebiet versucht, die wesentlichen Aspekte herauszuarbeiten, so bekommt man es unweigerlich mit Invarianten zu tun.


  Nehmen wir zum Beispiel das Thema «Dreiecke». Man kann ein Dreieck beliebig verschieben und drehen: Wenn das Dreieck rechtwinklig ist, so wird es das auch nach diesen Operationen sein. Etwas formaler sagt man, dass Rechtwinkligkeit eine Invariante unter Verschiebungen und Drehungen ist.


  Der allgemeine Hintergrund kann so beschrieben werden:


  
     • Man betrachtet eine Menge von Objekten. (Im Beispiel: die Dreiecke in der Ebene.)


    • Manche dieser Objekte haben eine Eigenschaft E. (Im Beispiel: ein rechtwinkliges Dreieck zu sein.)


    • Weiter hat man eine Vorschrift T , die aus unseren Objekten neue Objekte erzeugt. (Hier etwa: Verschiebe das Dreieck um 3Einheiten nach rechts und drehe es dann um 42Grad gegen den Uhrzeigersinn.)


    • Wenn dann alle Objekte mit der Eigenschaft E auch nach Anwendung von T diese Eigenschaft haben, spricht man von einer Invariante. (Im Beispiel: Die Eigenschaft «rechtwinklig» ist eine Invariante bezüglich der Transformation, die um 3Einheiten nach rechts verschiebt und dann um 42 Grad gegen den Uhrzeigersinn dreht.)

  


  Invarianten gibt es wie Sand am Meer, hier interessieren nur solche, die irgendeinen Bezug zu Zaubertricks haben könnten. Die Transformationen, deren Invarianten wir untersuchen wollen, werden verschiedene Arten sein, wie man einen Kartenstapel durcheinanderbringen kann. Manche Tatsachen sind offensichtlich:


  
     Wenn ein aus n Karten bestehender Kartenstapel k rote Karten enthält, so wird das auch nach dem Mischen der Fall sein; das gilt für jede Art des Mischens.

  


  Das ist zwar richtig, allerdings auch nicht wirklich spektakulär. Hier interessieren wir uns für besser versteckte Invarianten. Die grundlegende Idee ist aber immer die gleiche:


  
     • Angenommen, wir haben eine Eigenschaft E eines Kartenstapels gefunden, die invariant unter einer speziellen Form des Mischens ist.


    • Wenn dann der Stapel am Anfang die Eigenschaft E hat, wird er sie auch dann noch haben, wenn ein Zuschauer beliebig oft auf diese Art gemischt hat.


    • Der Zauberer muss diese Kenntnis dann nur noch in einen Zaubertrick übersetzen.

  


  Diese Idee wollen wir im Folgenden an zwei Beispielen illustrieren. Erstens– noch sehr elementar– an dem Trick «Partnerschaftsvermittlung» und zweitens an dem Hummer-Trick[1].


  
     Invarianten beim Abheben: Partnerschaftsvermittlung


    Beim Kartenspielen und beim Zaubern wird oft abgehoben[1]. Die meisten Zuschauer werden meinen, dass man damit einen Kartenstapel beliebig durcheinanderbringen kann. Es gibt aber viele Informationen, die erhalten bleiben. Manche sind so offensichtlich, dass man sie für Zaubertricks nicht verwenden kann. Hier geht es um eine einfache, aber nicht ganz offensichtliche Invariante.


    Der Zaubertrick: Der Zauberer zeigt ein aus Damen und Königen bestehendes Blatt. Es sieht bei flüchtigem Hinsehen recht zufällig aus. Nun werden die Karten mit der Bildseite nach unten als Stapel auf den Tisch gelegt, und ein Zuschauer darf mehrfach abheben. Der Zauberer legt sein Zaubertuch über den Stapel, strengt sich offensichtlich sehr an und zaubert dann Kartenpärchen unter dem Tuch hervor: Immer Dame-König des gleichen Typs, zum Beispiel Dame und König Pik, dann Dame und König Herz usw. Das geht so lange, bis alle vier Pärchen auf dem Tisch liegen.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Man muss die vier Damen und Könige heraussuchen und sie dann so sortieren, dass es erstens halbwegs unauffällig aussieht und dass zweitens zwischen je zwei «Partnern» drei andere Karten liegen: der jeweilige Partner (bzw. die Partnerin) liegt also vier Karten weiter.


    Hier ein Beispiel:


    
 [image: ]       
         So sollte man das Spiel vorbereiten.

      

    


    Etwas auffälliger– und daher weniger empfehlenswert– wäre es, die Könige und die Damen zusammen zu legen:


    
 [image: ]       
         Das ist zu auffällig!

      

    


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Das Blatt wird kurz aufgefächert, mit der Bildseite zu den Zuschauern gezeigt und dann wieder zusammengeschoben und umgedreht.


    Ein Zuschauer kann nun beliebig oft abheben, dann kommt der Stapel unter das «Zaubertuch». Der schwierigste Teil ist es nun, sehr angestrengt auszusehen. In Wirklichkeit ist nur Folgendes zu tun:


    
       • Oberste und fünfte Karte von oben heraussuchen und als Pärchen präsentieren.


      • Vom Reststapel: Oberste und vierte Karte von oben heraussuchen, auch das ist ein Pärchen.


      • Von den verbleibenden Karten sind die oberste und die dritte von oben ein Pärchen.


      • Die letzten beiden ebenfalls.

    


    Der mathematische Hintergrund: Grundlage des Tricks ist die folgende Tatsache:


    
       Sind K1 und K2 bestimmte Karten in einem Blatt und muss man k Karten weiterzählen, um von K1 nach K2 zu kommen, so stimmt das auch noch, wenn einmal abgehoben wurde. Und da es einmal stimmt, ist es auch bei zweimaligem, dreimaligem usw. Abheben richtig.


      Dabei muss man allerdings eine zyklische Zählweise vereinbaren: Wenn zum Beispiel K1 die vorletzte Karte ist und sechs Karten weitergezählt werden soll, so muss man, wenn es hinten nicht weitergeht, vorne weitermachen. K2 wird also die fünfte Karte von oben sein.

    


    «Zyklisch» heißt es übrigens deshalb, weil man sich diese Art des Zählens auch wie das Weiterzählen von Stunden auf einer Uhr vorstellen kann; dazu muss man sich die Karten nur in einem Kreis angeordnet denken.


    Am einfachsten ist diese Tatsache einzusehen, wenn man sich die Karten wirklich in einem Kreis («zyklisch») angeordnet vorstellt. «K2 liegt k Karten weiter als K1» bedeutet dann einfach, dass man von K1 aus um k Karten im Uhrzeigersinn weiterzählen muss, um zu K2 zu kommen.


    
 [image: ]
    


    
 [image: ]       
         Auch nach dem Abheben liegt der [image: ]K vier Karten weiter als die [image: ]8.

      

    


    Wenn man abhebt, wird die zyklische Ordnung nicht verändert: Hebt man den Stapel vor dem kreisförmigen Auslegen einmal ab, so entsteht das gleiche Kartenschema, es ist evtl. nur gedreht worden. Und deswegen gilt auch nach dem Abheben: «K2 liegt k Karten weiter als K1».


    In unserem Fall ist k= 4, und das Ergebnis ist für die Paare Dame-König anzuwenden.


    Die Präsentation: Man kann sich eine kleine Geschichte ausdenken, warum man die getrennten Paare wieder zusammenbringen möchte. Bei der abschließenden Pärchen-Produktion kann man auch, statt ein «Zaubertuch» zu verwenden, den mehrfach abgehobenen Stapel unter dem Tisch «weiterbearbeiten».


    Varianten: 1. Für die abschließende Präsentation von «Paaren» ist es naheliegend, Damen und Könige zu verwenden. Man kann aber zusätzliche «Freundespaare» als Ergänzung hinzunehmen, etwa alle Siebener- und Achterkarten. Dann hat man schon 16Karten und acht Pärchen. Die Vorbereitung ist so zu modifizieren, dass der jeweilige Partner nun acht Karten weiterliegt, und nach mehrmaligem Abheben findet man das erste Pärchen an den Positionen 1 und 9, das zweite an den Positionen 2 und 10 usw.


    
 [image: ]       
         Hier sind 8Pärchen vorbereitet.

      

    


    2. Mal angenommen, man arbeitet mit acht Pärchen und der Stapel wurde von einem Zuschauer mehrfach abgehoben. Nun zählt man von dem Stapel 8Karten einzeln zu einem neuen Stapel herunter, und auch der Reststapel (mit ebenfalls 8Karten) wird noch einmal einzeln zu einem neuen Stapel auf den Tisch gezählt. Auf diese Weise wird erreicht, dass in beiden Stapeln an jeder Position nun Pärchen liegen: Die obersten bilden eins, die zweiten Karten von oben ebenfalls usw.


    Nun wird einer der Stapel einem Zuschauer übergeben, den anderen bekommt der Zauberer. Wenn beide nun die obersten Karten (dann die jeweils zweiten usw.) aufdecken, weiß der Zauberer, was der Zuschauer sieht. Das kann man sehr gut auf verschiedene Weise ausnutzen. Hier zwei Beispiele:


    
       • Als Lügendetektor: Der Zuschauer soll sagen, welche Karte er sieht. Er darf dabei lügen. Der Zauberer kann feststellen, wann die Wahrheit gesagt wird und wann nicht.


      • Als Prognose: Der Zuschauer soll die Karte ansehen und sich darauf konzentrieren. Der Zauberer schaut ihm oder ihr sehr tief in die Augen und sagt, welche Karte er da «sieht».

    


    Ähnliche Varianten wird es auch beim Gilbreath-Zaubertrick geben (s. Seite116). Da ist der mathematische Hintergrund allerdings anspruchsvoller.

  


  
     Der Hummer-Zaubertrick: die Standardversion


    Wir kommen nun zu einem Zaubertrick, der auf einer komplizierteren Invariante beruht als der vorhergehende. Er wurde von dem Zauberer Bob Hummer (1906–1981) erfunden.


    Der Zaubertrick: Der Zauberer zeigt ein aufgefächertes Kartenspiel, in dem sich schwarze und rote Karten abwechseln:


    
 [image: ]       
         Die Ausgangssituation.

      

    


    Dann werden– ganz offen– viele Mischoperationen an diesem Spiel vorgenommen, um ihn durcheinanderzubringen. Wirklich sieht alles recht chaotisch aus: von manchen Karten sieht man die Bildseite, von anderen die Rückseite; es ist kein System zu erkennen. Der Zauberer sortiert die Karten systematisch in zwei Teilstapel und legt sie zusammen. Die Überraschung: Nun zeigen die roten und schwarzen Karten in verschiedene Richtungen.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Anders als bei den meisten Tricks ist alles öffentlich. Man kann das Spiel sogar vor dem Publikum vorbereiten: Es sind einfach eine gewisse– natürlich gerade– Anzahl Karten immer abwechselnd Rot-Schwarz zu legen.


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Das Spiel wird umgedreht, die Bildseiten zeigen also nach unten. Dann kann man beliebig oft vom Publikum die folgenden Operationen durchführen lassen:


    
       • Abheben lassen: Ein Zuschauer zeigt auf eine Karte des aufgefächerten Spiels und dann wird abgehoben.


      • Umdrehen: Die oberen zwei (oder vier, oder sechs,…) Karten werden als «Paket» umgedreht. Es kann auch das ganze Blatt umgedreht werden.


      • Invertieren mit ungerader Anzahl: Eine ungerade Zahl von Karten wird einzeln auf den Tisch gezählt, der Rest wird draufgelegt.

    


    Danach wird, wie schon gesagt, das Spiel recht chaotisch aussehen:


    
 [image: ]
    


    
 [image: ]       
         Nach dem Hummermischen: das aufgefächerte Blatt von vorn und von hinten.

      

    


    Der Zauberer führt nun– öffentlich oder unter dem Tisch– die folgenden Manipulationen durch:


    
       • Die Karten werden einzeln zu zwei Teilstapeln auf den Tisch gezählt: eine Karte links, eine Karte rechts usw.


      • Wenn beide Teilstapel erzeugt sind, wird der erste als Ganzes gedreht und auf den anderen gelegt.

    


    Dieser Stapel wird nun aufgefächert: Es wird dann garantiert so sein, dass rote und schwarze Karten in verschiedene Richtungen zeigen:


    
 [image: ]
    


    
 [image: ]       
         Nach der letzten Manipulation: das aufgefächerte Blatt von vorn und von hinten.

      

    


    Alternativ kann man das Blatt auch (unter dem Tisch oder öffentlich) auffächern und jede zweite Karte einzeln umdrehen. Auch dann zeigen rote und schwarze Karten in verschiedene Richtungen.


    Der mathematische Hintergrund: Das ist die hier relevante Invariante:


    
       «Es liegt ein Blatt mit der folgenden Eigenschaft vor: Wenn man jede zweite Karte umdreht, so zeigen rote und schwarze Karten in verschiedene Richtungen.»

    


    Das Blatt, mit dem wir anfangen, erfüllt offensichtlich diese Bedingung. Dann muss man sich nur noch überlegen, dass die erlaubten Operationen diese Bedingung erhalten. Zum Beispiel: Angenommen, ein Blatt erfüllt diese Bedingung. Dann ist sie auch dann erfüllt, wenn man die obersten zwei Karten als «Paket» umgedreht hat oder wenn man irgendwo abgehoben hat. Das sollte man sich durch Ausprobieren klarmachen.


    Für uns ist nur interessant, dass wir– egal, wie oft abgehoben oder geradzahlig gedreht wurde– einen Stapel mit dieser Eigenschaft vor uns haben. Diese Information können wir nun zur abschließenden Präsentation nutzen: Karten in zwei Teilstapel aufteilen und den einen umgedreht auf den anderen legen. Dann werden rote und schwarze Karten in verschiedene Richtungen zeigen.


    Die Präsentation: Es bietet sich an, den Trick politisch einzuleiten: Rote und Schwarze sitzen in einer Koalition, die sie nicht wirklich zufrieden stellt. Wir wollen das System einmal richtig durcheinander bringen. Am Ende sind die beiden Partner wirklich getrennt.


    Varianten: 1. Man kann das Ganze auch genau andersherum aufziehen. Stichwort: Wir erzwingen eine große Koalition. Dabei wechseln sich am Anfang die roten und schwarzen Karten ab, zeigen aber in verschiedene Richtungen:


    
 [image: ]
    


    
 [image: ]       
         Das vorbereitete aufgefächerte Blatt von vorn und von hinten.

      

    


    Der Zauberer führt die gleichen Schritte wie vorher durch: beliebig oft abheben und geradzahlig umdrehen lassen. Das Ergebnis scheint völlig strukturlos zu sein:


    
 [image: ]
    


    
 [image: ]       
         Nach dem Hummermischen: das aufgefächerte Blatt von vorn und von hinten.

      

    


    Es wird dann wie oben durch Herunterzählen einzelner Karten in zwei Teilstapel aufgeteilt, und der eine wird umgedreht auf den anderen gelegt. Jetzt werden– große Fraternisierung!– alle Karten in die gleiche Richtung zeigen.


    2. Wenn man am Anfang von allen Karten die Bildseite sieht, wird am Ende jede zweite– von der Anfangsstellung aus gezählt– umgedreht sein. Dadurch kann man es so einrichten, dass man am Ende die Augensumme der gedrehten Karten kennt.


    
 [image: ]       
         Alle Karten zeigen nun in die gleiche Richtung!

      

    


    Genauer: Man wählt sich irgendeine Zahl aus: etwa 30, wenn eine Vorführung zu einem dreißigsten Geburtstag geplant ist. Dann sucht man sich zweimal n Karten aus dem Spiel, sodass die Summe der Kartenwerte jeweils 30 ist. Hier ein Beispiel mit n= 5:


    
 [image: ]       
         Die Summe der Werte ist jeweils 30 (Bilder zählen 10).

      

    


    Die legt man nun abwechselnd –immer eine aus jeder Gruppe– nebeneinander. Wenn man den Stapel auffächert, wird keiner merken, dass etwas vorbereitet ist:


    
 [image: ]       
         Die Karten werden immer abwechselnd zu einem Blatt zusammengelegt.

      

    


    Am Ende –nach beliebig vielen Hummer-Aktionen– sieht das Blatt sehr zufällig aus, aber nach der abschließenden Manipulation haben die sichtbaren Karten die Summe 30, und zwar unabhängig davon, von welcher Seite aus man das Spiel betrachtet.


    Wenn es keinen Grund gibt, am Ende eine spezielle Zahl als Summe zu erzielen, kann man das Ganze auch als Vorhersagetrick verpacken: Die Zielzahl steht auf einem Zettel, der aus einem geschlossenen Umschlag herausgeholt wird.


    
 [image: ]
    


    
 [image: ]       
         Das aufgefächerte abschließende Blatt von vorn und von hinten: Die Augensumme ist in beiden Fällen 30.

      

    

  


  
     Der Hummer-Zaubertrick: Karten finden


    Die Möglichkeiten, die der Hummertrick bietet, sind vielfältig. Charakteristisch ist, dass das Ergebnis beim Hummermischen regelmäßig und vorhersehbar ist: Jede zweite Karte wird am Ende gedreht sein. In diesem Abschnitt soll demonstriert werden, wie man Störungen der Regelmäßigkeit ausnutzen kann.


    Der Zaubertrick: Der Zuschauer bringt einen Kartenstapel durch Abheben ein bisschen durcheinander. Dann schaut er sich die oberste Karte an und legt sie wieder zurück. Danach wird mehrfach abgehoben, und einige Karten werden umgedreht. Der Zauberer findet die vom Zuschauer gewählte Karte.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Man muss sich für zwei Typen Karten entscheiden: Rot/Schwarz oder Zahl/Bild, oder Gerade/Ungerade, oder Primzahl/Nicht-Primzahl, oder Größer als Sieben/Kleiner als Sieben,…


    Dann sucht man von jedem der gewählen Typen n Karten aus dem Kartenspiel heraus und ordnet sie immer abwechselnd mit der Rückseite nach oben zu einem Stapel auf dem Tisch an. Es müssen mindestens sechs Karten sein. Wir werden den Trick hier mit der Wahl «Kleiner als Sieben/ Größer als Sieben» illustrieren.


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Zu Beginn kann man den Stapel mit der Bildseite nach vorn dem Publikum kurz präsentieren[1]. Wie bei der Vorbereitung angekündigt, liegen die Karten bei uns– von oben gesehen– in der Reihenfolge kleiner/größer/kleiner/größer … als Sieben.


    Nun lassen wir den wieder umgedrehten Stapel einige Male abheben. Danach müssen wir als Erstes den Typ der obersten Karte herausbekommen. Dazu schauen wir uns unauffällig die unterste Karte an: Ist die größer als Sieben, so ist die oberste kleiner als Sieben und umgekehrt. Wir nehmen einmal an, dass die unterste die [image: ]4 ist, sodass die oberste folglich größer als Sieben sein wird.


    Nun soll sich ein Zuschauer die oberste Karte ansehen. Er nimmt sie, und der Zauberer legt die zweite verdeckt auf den Tisch: Er sagt, dass das die «Zauberkarte» ist, die ihm helfen soll. Der Zuschauer legt seine Karte auf den Stapel, und ganz oben wird die Zauberkarte platziert.


    
 [image: ]       
         Die Karten in der Reihenfolge Kleiner/Größer als Sieben.

      

    


    Auf diese Weise wurde erreicht, dass die beiden obersten Karten nun «falsch» liegen: Unter den Karten an den Positionen 1, 3, 5, … ist die oberste die einzige, die kleiner als Sieben ist. Und die Zuschauerkarte an Position 2 ist die einzige unter den Karten mit geraden Positionen 2, 4, 6,…, die größer als Sieben ist.


    Nun wird ausführlich das übliche Hummermischen aus dem vorigen Abschnitt durchgeführt: zuerst abheben, eine gerade Anzahl von Karten umdrehen usw.


    Für die Fortsetzung gibt es zwei Möglichkeiten:


    
       • Entweder werden die Karten wie beim Originaltrick einzeln nach links und rechts auf zwei Stapel auf den Tisch sortiert. Einer der Stapel wird umgedreht und auf den anderen gelegt. Wenn man viele Karten sieht, deren Wert kleiner als Sieben ist, ist alles in Ordnung: Die einzige, die falsch liegt (deren Wert also größer als Sieben ist), ist die gesuchte. Andernfalls muss man den Stapel umdrehen und dort auf die einzige «falsche» achten.


      
 [image: ]
      


      
 [image: ]         
           Das Blatt nach dem Hummermischen, Sortieren und Zusammenlegen; Ansicht von vorne und von hinten.

        

      


      
         Die gesuchte Karte muss die [image: ]8 sein: Sie liegt in der oben gezeigten Ansicht «falsch» zwischen denjenigen, die kleiner als 7 sind.

      


      • Man kann das Blatt auch auffächern und jede zweite Karte umdrehen (siehe auf der folgenden Seite).


      • Das Ergebnis ist für unsere Zwecke gleichwertig zum eben beschriebenen Vorgehen, auch hier kann man die [image: ]8 finden. (Die Reihenfolge der Karten ist anders als beim ersten Verfahren, doch das hat hier keine Bedeutung.)

    


    
 [image: ]
    


    
 [image: ]       
         Eine Alternative: Hier wurde jede zweite Karte nach dem Hummermischen umgedreht. (Ansicht von vorn und von hinten.)

      

    


    Wenn man die Karte gefunden hat, kann man es sich natürlich leicht machen und sie triumphierend zeigen. Es ist aber auch möglich, die Karten mit einem Seufzer zusammenzulegen («Das wird wohl heute nichts mehr!») und sie dann doch noch mit Hilfe von «Telepathie» zu finden: Der Zuschauer soll intensiv dran denken, und durch Gedankenübertragung kommt das Ergebnis auch beim Zauberer an.


    Der mathematische Hintergrund: Der mathematische Hintergrund wurde schon im vorigen Abschnitt erläutert.

  


  2.2 Detektivarbeit: Welche Informationen bleiben erhalten?


  In Abschnitt1 ging es um Invarianten. Da gab es Informationen, die einen speziellen Mischvorgang unverändert überstehen, und zwar auch dann, wenn man zweimal, dreimal oder noch öfter mischen lässt.


  In diesem Abschnitt muss man etwas genauer hinsehen. Die hier beschriebenen Tricks nutzen Karten, und wieder werden sie– natürlich– von den Zuschauern durcheinandergebracht, oder es werden Karten zufällig gewählt. Alle können glauben, dass der Zauberer keinerlei Informationen hat. Doch das stimmt nicht: Nach einer sorgfältigen Analyse, bei der Mathematik eine wichtige Rolle spielt, weiß der Zauberer genug, um einen überraschenden Zaubertrick vorführen zu können. Die hier relevante Mathematik ist der Kombinatorik zuzuordnen.


  
     Perfektes Mischen


    Die Zuschauer sollen bei unseren Vorführungen die Illusion haben, dass der Zauberer nach dem Mischen keine verwertbaren Informationen über ein Kartenspiel hat. Doch was ist eigentlich «perfektes Mischen»?


    Das Thema hat zwei Aspekte: Was bedeutet es, und wie erreicht man es? Betrachten wir etwa einen Kartenstapel aus 5Karten. Wir nummerieren die Karten auf der Bildseite mit den Zahlen von 1 bis 5 durch, dann sind sie in der Reihenfolge 1, 2, 3, 4, 5. Wenn wir sie auf irgendeine spezielle Weise mischen, wird sich eine andere Reihenfolge ergeben, etwa 5, 1, 2, 4, 3. Insgesamt gibt es 5!= 120 verschiedene Reihenfolgen, und wir werden sagen, dass eine perfekte Mischung vorliegt, wenn alle 120Möglichkeiten die gleiche Chance haben, das Ergebnis dieses Mischverfahrens zu sein[1].


    Zur Illustration betrachten wir den Fall von nur drei Karten, etwa [image: ]8, [image: ]10, [image: ]K. Eine perfekte Mischung könnte man so erzielen:


    
       • Stelle systematisch alle Möglichkeiten zusammen, in welcher Reihenfolge die Karten liegen können:


      
         1: [image: ]8 [image: ]10 [image: ]K, 2: [image: ]8 [image: ]K [image: ]10, 3: [image: ]10 [image: ]8 [image: ]K,


        4: [image: ]10 [image: ]K [image: ]8, 5: [image: ]K [image: ]8 [image: ]10, 6: [image: ]K [image: ]10 [image: ]8.

      


      • Wähle davon eine durch Werfen eines fairen Würfels aus: Wenn er etwa eine 5 zeigt, wird mit dem Blatt [image: ]K [image: ]8 [image: ]10 weitergearbeitet.

    


    Wenn ein Kartenspiel perfekt gemischt ist, wird es für den Zauberer wirklich schwierig. Glücklicherweise wissen unter den potenziellen Zuschauern nur wenige, dass es sehr schwierig ist, eine perfekte Mischung zu erreichen. Zum Beispiel werden die meisten glauben, dass die Karten nach einem Riffle Shuffle stark durcheinander gebracht worden sind, obwohl das nicht stimmt.


    Ein theoretisches Ergebnis des amerikanischen Mathematikers (und Zauberers) Persi Diaconis besagt, dass ein Standard-Kartenspiel von 52Karten erst nach siebenmaligem Riffle-Shuffeln in guter Näherung perfekt gemischt ist. Es geht natürlich auch mit der recht uneleganten Methode, die Karten auf einem Tisch auszubreiten, sie eine Weile hin und her und ineinander zu schieben und sie dann wieder zu einem Stapel zusammenzulegen.

  


  
     Zwei Joker als Detektiv


    Der Zaubertrick: Der Zauberer präsentiert einen Kartenstapel und fächert ihn ein wenig auf: Von fast allen Karten sieht man nur die Rückseite, doch es sind auch zwei Joker mit der Bildseite nach oben zu sehen.


    Der Kartenstapel wird wieder zusammengeschoben, und es werden zwei Zuschauer nach vorne gebeten. Der erste hebt irgendwo zwischen den beiden Jokern ab und schaut sich, ohne dass der Zauberer es sieht, die unterste Karte des abgehobenen Stapels an: Die merkt er sich. Sein Stapel wird zur Seite gelegt.


    Der zweite Zuschauer hebt vom Reststapel ab, der obere Teilstapel sollte den zweiten Joker enthalten. Auch er merkt sich die unterste Karte und legt seinen Stapel auf den Tisch. Auf dem Tisch liegen nun drei Stapel.


    Der Zauberer sortiert diese drei Stapel mehrfach um, dabei spielen die beiden Joker eine wichtige Rolle. Und dann findet er die beiden Zuschauerkarten.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Zuerst sucht man sich drei Zahlen k, l und m aus. Sie können im Prinzip ganz beliebig sein. Später werden wir sehen, was man bei der Wahl beachten muss, wenn der Trick einen Bezug zum Anlass der Zaubervorführung haben soll.


    Dann bereiten wir die Karten so vor:


    
       • Nach unten kommen m Karten, Bildseite nach unten. Darauf wird ein Joker gelegt, Bild nach oben.


      • Als Nächstes werden l Karten hinzugefügt, Bildseite nach unten, und darauf wird der zweite Joker (Bild nach oben) platziert.


      • Den Abschluss bilden k weitere Karten (Bildseite nach unten).

    


    Es werden also k + l + m Karten und zwei Joker gebraucht. Hier ein Beispiel für den Fall k= 4, l= 7 und m= 12:


    
 [image: ]       
         Von unten: m Karten, Joker, l Karten, Joker, k Karten.

      

    


    Wir wollen die einzelnen Teilstapel (die mit m, l, k Karten) mit U, V, W und die beiden Joker mit J, J' bezeichnen. In Kurzfassung kann der Gesamtstapel damit als W J' V J U beschrieben werden. (Es wird von oben nach unten gezählt.)


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Der erste Zuschauer hebt irgendwo zwischen J' und J ab, V wird also in zwei kleinere Stapel geteilt, die wir V1 und V2 nennen wollen. Er hat damit W J' V1 abgehoben und sich die unterste Karte von V1 gemerkt. Auf dem Tisch liegt noch der Stapel V2 J U.


    Nun hebt Zuschauer2 ab. Aufgrund der Vorgabe, dass der Joker J mit abgehoben wird, ist nun U in Teilstapel U1, U2 geteilt. Zuschauer2 merkt sich die unterste Karte von U1. Wir haben es mit drei Stapeln auf dem Tisch zu tun: mit W J' V1, mit V2 J U1 und mit U2; wir wollen annehmen, dass sie von uns aus links, in der Mitte und rechts liegen.


    Das Problem: Wie können wir die untersten Karten von V1 und U1 herausbekommen?


    Das Geheimnis besteht darin, die Stapel geschickt umzusortieren. Wir machen es wie folgt:


    
 [image: ]       
         Die Stapel W J' V1 (links), V2 J U1 (Mitte), U2 (rechts).

      

    


    1. Schritt: Wir legen den linken Stapel auf den rechten, und ganz oben wird der mittlere Stapel draufgelegt. Es entsteht ein großer Stapel, der folgendermaßen aufgebaut ist:


    
       V2 J U1 W J' V1 U2.

    


    2. Schritt: Nun kommen die Joker zum Einsatz. Wir fächern den Stapel leicht auf und teilen ihn an den Jokern. Das erzeugt drei neue Teilstapel: links liegt V2, in der Mitte U1W , und rechts V1 U2.


    3. Schritt: Diese drei Teilstapel legen wir wieder übereinander: Mitte nach unten, rechts darüber, und ganz oben liegt der linke Teilstapel. Das Ergebnis:


    
       V2 V1 U2 U1 W.

    


    Damit sind wir am Ziel:


    
       Uns interessiert die unterste Karte von V1, und V1 und V2 bestehen zusammen aus k Karten. Wir kennen k und wissen daher, dass die k-te Karte von oben diejenige ist, die sich der erste Zuschauer gemerkt hat.


      Genau so ist es mit dem U-Stapel: U2 und U1 haben zusammen l Karten, und uns interessiert die unterste von U1 (die hatte sich Zuschauer2 gemerkt). Die Karte von Zuschauer2 ist also die (k + l)-te des Stapels.

    


    Anders ausgedrückt: Zähle k Karten vom Stapel herunter. Die letzte ist die Karte des ersten Zuschauers. Zähle noch l Karten weiter. Die letzte der dann heruntergezählten Karten ist die Karte des zweiten Zuschauers.


    Der mathematische Hintergrund: Alles, was zur Erläuterung zu sagen war, wurde schon im vorigen Teil ausführlich beschrieben.


    Die Präsentation: Im Grunde ist die Präsentation einfach: Drei Teilstapel in der richtigen Reihenfolge zusammenlegen, durch die Joker drei neue Teilstapel erzeugen, wieder richtig zusammenlegen. Und dann weiß man, dass an den Stellen k und k + l die gesuchten Karten liegen. Das sollte man vorher gut üben, damit alles ganz natürlich aussieht.


    Es bietet sich an, die Zahlen k und l so zu wählen, dass sie einen Bezug zum Anlass der Vorführung haben, etwa das Alter der Kinder des Gastgebers. Es könnte auch k das Alter des Sohnes und k + l das Alter des Vaters sein. Dann zählt man 1,…, k, deckt bei k die erste Karte auf und zählt dann weiter, bis das Alter des Vaters erreicht ist.


    Varianten: Wenn man k, l, m so wählt, dass k : l : m in etwa im Verhältnis 1 : 2 : 3 stehen (also z.B. k= 5, l= 10, m= 15), so kann man die Regeln ohne großes Risiko modifizieren. Die Regel «Hebe zwischen den Jokern ab» kann durch «Hebe etwa ein Drittel ab» ersetzt werden, und Zuschauer2 muss nicht gesagt werden: «Hebe nach dem zweiten Joker ab»; er soll einfach etwa die Hälfte des Reststapels abheben.

  


  
     Rot und Schwarz: die Standardvariante des Gilbreath-Tricks


    Wir kommen nun zu einem der überraschendsten Kartentricks. Die Idee geht auf den Zauberer NormanL. Gilbreath (geboren 1936) zurück, und inzwischen gibt es eine Vielzahl von Verfeinerungen. Wir beginnen mit einer typischen Variante.


    Der Zaubertrick: Der Zauberer lässt ein Kartenspiel durch die Zuschauer kräftig durcheinander bringen. Zuerst wird abgehoben, danach gibt es einen Riffle Shuffle. Die Karten kommen unter ein Zaubertuch, und der Zauberer ist in der Lage, unter Einsatz voller Konzentration Kartenpärchen hervorzuzaubern: Immer zwei Karten, von denen eine rot und eine schwarz ist.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Es ist eine gerade Anzahl von Karten so vorzubereiten, dass sich schwarze und rote Karten abwechseln.


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Wenn man ein bisschen geübt hat, kann man die Karten mit dem Bild zu den Zuschauern grob so auffächern, dass es aussieht, als wenn es ein unvorbereitetes Kartenspiel wäre.


    
 [image: ]       
         So sehen die Zuschauer das grob aufgeblätterte Spiel.

      

    


    Dann dreht man die Karten mit der Bildseite nach unten und legt sie als Stapel auf den Tisch. Es kann losgehen. Ein Zuschauer nimmt etwa die Hälfte des Stapels ab und legt diesen Teilstapel neben den Rest. Nun ist es wichtig, auf unauffällige Weise in Erfahrung zu bringen, ob unten Karten gleicher Farbe (beide rot oder beide schwarz) oder verschiedener Farbe liegen. Das kann man leicht bewerkstelligen, denn als Nächstes soll es einen Riffle Shuffle geben. Wenn man das erklärt, oder spätestens dann, wenn man die Karten übergibt, kann man sich die Information über die untersten Karten verschaffen.


    Jetzt also der Riffle Shuffle oder– wenn sich niemand findet, der sich das zutraut– alternativ das Fächermischen (vgl. Seite21).


    Alle werden nun glauben, dass der Stapel hoffnungslos durcheinandergebracht ist. Das stimmt aber nicht, die weiteren Schritte sind ganz einfach. Der Zauberer deckt sein Zaubertuch über den Stapel und muss nun– das ist schon der schwierigste Teil– sehr angestrengt tun. Es verhält sich nämlich so:


    
       • Mal angenommen, unten lagen Karten verschiedener Farbe. Dann liegen jetzt, nach dem Riffle Shuffle oder dem Fächermischen, die Karten von oben nach unten gesehen immer paarweise. Unter den Karten 1 und 2 ist garantiert eine rot und eine schwarz, unter den Karten 3 und 4 ebenfalls usw. (Welche der beiden rot und welche schwarz ist, weiß man allerdings nicht.) Der Zauberer braucht also nur nacheinander immer zwei Karten zu nehmen und zu präsentieren.


      • Wenn zwei gleichfarbige Karten unter den beiden Stapeln lagen, muss man vor der Präsentation einen kleinen Zusatzschritt einplanen: Die unterste Karte des Stapels ist ganz nach oben zu legen (oder die oberste ganz nach unten), und danach geht es weiter wie vorher.

    


    Als Beispiel sieht man hier zunächst einen Fall, bei dem nach dem Abheben die unteren Karten verschiedene Farben hatten. (In Wirklichkeit sieht man nichts, wir schauen uns aber alles von unten an.) Abgebildet sind die zwei Teilstapel und das Ergebnis nach dem Riffle Shuffle. Wirklich sind jeweils zwei Karten (erste und zweite, dritte und vierte usw.) ein Schwarz-Rot-Pärchen.


    
 [image: ]
    


    
 [image: ]       
         Die grob aufgefächerten zwei Teilstapel in Fall1 (verschiedene Farbe) und das Blatt nach dem Riffle Shuffle.

      

    


    Und nun ein Beispiel, in dem man den Zusatzschritt braucht: Nach dem Teilen in zwei Teilstapel haben die unteren Karten dieselbe Farbe, und nach dem Riffle Shuffle ist es nicht so wie eben: Zum Beispiel bilden die Karten an den Positionen 3 und 4 kein Pärchen.


    
 [image: ]
    


    
 [image: ]       
         Die zwei Teilstapel in Fall1 (gleiche Farbe) und das Blatt nach dem Riffle Shuffle.

      

    


    Aber nach dem Zusatzschritt «Obere Karte nach unten!» ist alles wieder in Ordnung:


    
 [image: ]       
         Nach dem Riffle Shuffle wurde eine Karte nach unten gelegt.

      

    


    Der mathematische Hintergrund: Wir müssen uns doch überzeugen, dass das folgende Ergebnis richtig ist:


    
       • Lege n schwarze und n rote Karten immer abwechselnd auf einen Stapel, etwa rsrsrs … rs; insgesamt sind es also 2n Karten. Nun wird abgehoben, darauf folgt ein Riffle Shuffle.


      • Dann liegen, von oben gezählt, paarweise immer je eine rote und eine schwarze Karte, wenn die in den Teilstapeln unten liegenden Karten verschiedene Farben hatten. Und wenn diese Karten dieselbe Farbe hatten, stimmt die Aussage auch noch, nachdem man eine Karte von ganz oben nach ganz unten gelegt hat.

    


    Schon für mäßig große n ließe sich das nicht durch systematisches Nachprüfen entscheiden, denn es gibt viel zu viele Möglichkeiten für den so entstehenden Stapel.


    Wir wählen einen anderen Weg, nämlich einen Beweis durch Induktion. Das ist ein in der Mathematik häufig verwendetes Verfahren, mit dem man eine unendliche Anzahl von Fällen durch einen wenige Zeilen umfassenden Beweis behandeln kann. Es soll hier kurz vorgestellt werden.


    
       Induktionsbeweise


      Mal angenommen, wir wollen eine Formel oder eine andere mathematische Aussage beweisen, in der eine natürliche Zahl n vorkommt. Als Beispiel betrachten wir die Aussage:


      Wenn man die ersten n natürlichenZahlen addiert, so kommt immer die Zahl n(n + 1)/2 heraus. In Formeln:


      
 [image: ]
      


      


      Ist n nicht zu groß, kann man das nachrechnen. Für n= 5 etwa ist 1 + 2 + 3 + 4 + 5= 15, und das stimmt wirklich mit 5 · (5 + 1)/2 überein. Es wird aber für alle n behauptet, auch für solche Zahlenriesen, bei denen man die Behauptung nicht einmal mit Computerhilfe nachprüfen könnte.


      Unter einem «Beweis durch Induktion» versteht man das folgende Verfahren:


      
         
          	           Induktionsanfang. Beweise, dass die Aussage für n= 1 richtig ist. Das ist eine Tatsachenbehauptung, die in aller Regel sehr leicht verifiziert werden kann.





          	           Induktionsschluss. Führe einen Beweis, der Folgendes garantiert: Wenn die Aussage für eine Zahl n richtig ist, so stimmt sie auch für die nächste Zahl, also für n + 1.





          	           Das ist eine Aussage des Typs «p folgt q». Auch für Mathematikstudenten ist es am Anfang gewöhnungsbedürftig, sich nur auf die Folgerung zu konzentrieren und nicht zu fragen, woher man denn weiß, dass p gilt. (Im täglichen Leben macht uns die Formulierung solcher logischen Zusammenhänge keine großen Schwierigkeiten. Jeder versteht den Satz «Wenn ich eine Million Euro gewinnen würde, würde ich ein Weltreise machen». Und keiner zieht aus diesem Satz den Schluss, dass ich wirklich eine Million Euro gewonnen habe.)




        

      


      Mal angenommen, beide Beweise sind geführt. Dann gilt die Aussage für n= 1, wegen des zweiten Teils auch für n= 2, dann für n= 3 usw. Nach und nach werden alle Zahlen erfasst, auch die Riesen mit vielen tausend Stellen.

    


    Zur Illustration wollen wir den Beweis der Summenformel führen: Induktionsanfang. Ja, die Formel gilt für n= 1. Denn die Summe über die erste Zahl ist 1, und das stimmt mit 1 · (1 + 1)/2 überein.


    Induktionsschluss. Mal angenommen, man weiß schon, dass die Summe der ersten n Zahlen n · (n + 1)/2 ist. Wir müssen zeigen, dass daraus folgt, dass die Summe der ersten n + 1 Zahlen mit


    
       (n + 1) · ((n + 1) + 1)/2

    


    übereinstimmt. Da die Summe der ersten n + 1 Zahlen dadurch entsteht, dass man n + 1 zur Summe der ersten n Zahlen addiert, läuft das auf den Nachweis von


    
 [image: ]
    


    hinaus. Das ist aber klar, denn nach Multiplikation mit 2 wird das in


    
       n · (n + 1) + 2 · (n + 1)= (n + 1) · (n + 2)

    


    transformiert, und wirklich sind beide Seiten der Gleichung gleich n2 + 3n + 2.


    Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zurück zum Gilbreath-Trick. Die uns hier interessierende Aussage, dass es immer klappt, soll durch Induktion nach n bewiesen werden.


    Induktionsanfang. Wir betrachten zunächst den Fall n= 1, es gibt also nur eine einzige rote und eine einzige schwarze Karte. Es ist klar, dass der aus zwei Karten bestehende Stapel nach Abheben und Riffle Shuffle ein schwarz-rotes Paar enthalten wird. (Das ist so offensichtlich, dass man darauf sicher keinen Zaubertrick aufbauen kann.)


    Induktionsschluss. Es soll nun n eine natürliche Zahl sein, und wir wollen annehmen, dass wir für dieses n die Aussage schon verifiziert haben: Am Ende gibt es nur Rot-Schwarz-Pärchen. Wir zeigen, dass es dann auch für n + 1 klappt.


    Dazu nehmen wir einen Kartenstapel mit 2(n + 1) Karten, bei dem sich rote und schwarze Karten abwechseln. Den lassen wir abheben und nehmen dabei erst einmal an, dass die nun unten liegenden Karten verschiedene Farben haben. Zum Beispiel liegt links unten Schwarz und rechts unten Rot. Nun gibt es einen Riffle Shuffle. Was passiert dabei mit der Karte rechts unten, der roten?


    Durch den Riffle Shuffle wird sie in den linken Stapel gemischt. Wir unterscheiden drei Fälle.


    Fall1: Sie liegt nun ganz unten. Über ihr liegt garantiert eine schwarze Karte. Entweder die ehemals unterste des linken Stapels oder die über ihr liegende des rechten Stapels. In Gedanken entfernen wir die untersten beiden Karten (es ist ein Rot-Schwarz-Pärchen!). Darüber liegen 2n Karten, die durch Abheben und Riffle Shuffle aus 2n abwechselnd gelegten roten und schwarzen Karten entstanden sein könnten. Und da wir annehmen, dass für 2n Karten schon alles klar ist, gibt es nur Pärchen. Kurz: Auch jetzt ist es so, wie es sein soll.


    Fall2: Sie liegt als zweite von unten. Dann sind die beiden untersten wieder ein Pärchen, und wir argumentieren wie eben.


    Fall3: Von unten gesehen liegt sie mindestens an der dritten Stelle. Dann hat das unterste Pärchen des linken Stapels das Riffle-Shuffeln überstanden. Wir denken es uns weg und nutzen für die restlichen 2n Karten wieder die Voraussetzung, dass nämlich dafür schon alles gezeigt ist.


    Für den Fall, dass die untersten Karten dieselbe Farbe haben, wird ganz ähnlich argumentiert.


    Die Präsentation: Es ist wichtig, dass alle Zuschauer den Eindruck haben, dass der Zauberer nach dem Mischen keine Informationen über den Stapel hat:


    
       • Erstens sieht das leicht aufgefächerte Spiel unverdächtig aus.


      • Zweitens wird an einer beliebigen Stelle abgehoben.


      • Und drittens gibt es einen Riffle Shuffle, für die meisten das Nonplusultra des perfekten Mischens.

    


    Die einzige Schwierigkeit bei der Präsentation besteht darin, auf unauffällige Weise in Erfahrung zu bringen, ob die untersten Karten dieselbe oder verschiedene Farben haben. Einen Vorschlag, wie man das erreichen kann, gab es weiter oben schon. (Und bei den Varianten findet man auch eine Möglichkeit, den Trick auch ohne dieses Wissen erfolgreich durchführen zu können.)


    Dann kann es losgehen: Finden Sie unter Vorspiegelung größter Anstrengung die Pärchen!


    Doch das ist nur der Anfang, im nächsten Abschnitt werden einige weitere Möglichkeiten beschrieben, die Information über den Stapel in einen Zaubertrick zu verwandeln.


    Varianten: 1. Wir haben hier immer mit Pärchen des Typs Rot/Schwarz gearbeitet. Wie schon bei anderen Gelegenheiten gibt es aber weitere Möglichkeiten. Man kann statt Rot-Schwarz auch Bild/Zahl, Gerade/Ungerade oder Primzahl/Nicht-Primzahl wählen.


    2. Am Anfang liegen die Karten doch immer abwechselnd, zum Beispiel Rot-Schwarz-Rot-Schwarz-… Wenn der Riffle Shuffle nach dem Abheben nur laienhaft durchgeführt wird, kann es sein, dass bei der großen Mehrzahl der hervorgezauberten Pärchen die erste Karte rot und die zweite schwarz ist. Das könnte ein bisschen auffällig sein! Deswegen empfiehlt es sich, bei einigen der Pärchen vor der Präsentation die Reihenfolge zu ändern.


    3. In manchen Büchern wird empfohlen, nach Abheben und Riffle Shuffle die Zuschauer noch einmal eingreifen zu lassen: Der Stapel soll– Bildseite nach oben– an einer Stelle abgehoben werden, wo zwei Karten gleicher Farbe zusammenkommen. Der Vorteil ist, dass die Karten dann wieder paarweise liegen. Es gibt allerdings den Nachteil, dass den Zuschauern die Regelmäßigkeit des Blattes auffallen könnte. Ich empfehle, bei dem von mir beschriebenen Ablauf zu bleiben.


    4. Hier folgt noch ein Vorschlag, durch den der Blick auf die untersten Karten überflüssig wird. Legen Sie den vorbereiteten Stapel auf den Tisch (Rot-Schwarz wechseln sich ab, Bildseite nach unten). Statt abheben zu lassen, zählen Sie nun einzeln die Karten auf einen neuen Stapel, und der Zuschauer soll irgendwann «Stopp» sagen, wenn ungefähr der halbe Stapel heruntergezählt worden ist.


    Bei den so entstehenden zwei Stapeln sind die Farben der untersten Karten garantiert verschieden: Am Anfang hatten oberste und unterste Karte verschiedene Farben, und die unterste des zweiten Stapels ist nun die ehemals oberste. Nach dem Riffle Shuffle liegen die Karten also schon perfekt, jedes Zweierpärchen enthält eine rote und eine schwarze Karte.

  


  
     GilbreathII: Information mit Fernwirkung


    Bei dem soeben beschriebenen Gilbreath-Trick entstehen Pärchen von je einer schwarzen und roten Karte. Wie man diese Tatsache noch viel spektakulärer ausnutzen kann, als einfach rot-schwarze Pärchen zu produzieren, soll nun beschrieben werden.


    Der Zaubertrick: Ein Kartenstapel wird durch einen Zuschauer gemischt. Danach werden die Karten zwischen Zauberer und Zuschauer aufgeteilt. Der Zuschauer soll nun seine Karten– eine nach der anderen– ansehen (er sollte sie auch dem Publikum, nicht aber dem Zauberer zeigen). Dann sagt er, ob sie rot oder schwarz ist, doch dabei muss er nicht die Wahrheit sagen. Der Zauberer scheint einen Lügendetektor mit Fernwirkung zu besitzen, denn er weiß jedes Mal, ob geschwindelt wurde oder nicht.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Das ist wieder ganz einfach: Man muss nur einen Stapel vorbereiten, in dem sich rote und schwarze Karten abwechseln.


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Es geht los wie bei dem im vorigen Abschnitt beschriebenen Gilbreathtrick: abheben, Shufflemischen, evtl. eine Karte von unten nach oben legen. (Oder: eine beliebige Anzahl von Karten– etwa den halben Kartenstapel– herunterzählen, dann Shufflemischen.) Irgendwann liegt jedenfalls ein Stapel aut dem Tisch, in dem jedes Zweierpärchen eine rote und eine schwarze Karte enthält.


    Die Karten werden (mit der Bildseite nach unten) abwechselnd zwischen Zuschauer und Zauberer aufgeteilt: eine Karte links, eine rechts, darauf wieder eine links, eine rechts usw. Dann werden die Spielregeln erläutert: Der Zuschauer soll von oben eine Karte nach der anderen nehmen, die Karte ansehen und dem Publikum– nicht dem Zauberer!– zeigen. Dann soll er die Farbe sagen, und dabei ist Lügen erlaubt.


    
 [image: ]       
         Die Karten des Zauberers und des Zuschauers, von unten gesehen.

      

    


    Der Zauberer nimmt von seinem Stapel auch jeweils eine Karte. Ist sie rot, weiß er, dass die entsprechende Zuschauerkarte garantiert schwarz ist (und umgekehrt). Deswegen ist für ihn in jedem Fall klar, ob die Wahrheit gesagt wurde oder nicht.


    


    Der mathematische Hintergrund: Die hier relevante Mathematik wurde schon im vorigen Abschnitt behandelt.


    Die Präsentation: Wenn der Stapel mit den Pärchen erzeugt ist, wird er in zwei Teilstapel aufgeteilt. Dabei kann schon erläutert werden, wie es weitergehen wird: «Wir wollen doch einmal sehen, ob Sie überzeugend schwindeln können.». Danach ist alles eigentlich ganz einfach, da der Zauberer ja in jedem Fall die wirkliche Kartenfarbe des Zuschauers kennt.


    Man könnte sich noch etwas einfallen lassen, um zu erklären, warum auch der Zauberer seine Karten nach und nach ansieht. Er könnte zum Beispiel beim ersten Mal murmeln: «Was würde ich denn sagen, wenn ich in Ihrer Situation wäre?» Man könnte das einzelne Aufdecken auch ganz vermeiden, wenn man die Karten auffächert und mit der Bildseite nach oben vor sich hinlegt. Dann muss man natürlich sorgfältig verfolgen, die wievielte Karte gerade relevant ist.


    Varianten: 1. Wie bei allen Gilbreath-Tricks kann man dem Trick statt Rot-Schwarz auch andere Paarungen zugrunde legen: Bild/Zahl, Primzahl/Nicht-Primzahl, Gerade/Ungerade,…


    2. Es wurde schon auf eine kleine Schwäche der Lügendetektor-Variante hingewiesen, dass nämlich der Zauberer auch die Karten in seinem Stapel nach und nach ansehen muss. Hier folgt eine Variante, bei der das Ansehen als natürlicher Teil des Tricks erscheint.


    Alles beginnt wie eben: Erzeugen des Stapels mit den Schwarz-Rot-Pärchen, aufteilen in zwei Teilstapel durch abwechselndes Herunterzählen. Auf dem Tisch liegen also zwei Stapel– einer für den Zauberer, einer für den Zuschauer– bei denen die k-ten Karten in den beiden Stapeln für alle k ein Paar bilden: die obersten Karten, die zweitobersten usw.


    Die neue Variante wird so eingeleitet: «Es ist nicht allgemein bekannt, dass rote und schwarze Karten unterschiedlich riechen. Das wollen wir uns nun zunutze machen.» Die beiden Stapel werden dicht nebeneinander gelegt, dann wird ein phantasievoller Geruchsübertragungs-Zauberspruch deklamiert. Durch ihn soll sich der Geruch der Zuschauerkarten auf die Zaubererkarten übertragen.


    Nun geht es los. Beide– Zauberer und Zuschauer– betrachten die jeweils oberste Karte ihres Stapels. Der Zauberer «riecht» die Zuschauerfarbe: Das ist ganz einfach, denn wenn er eine schwarze Karte hat, sagt er «Rot» und umgekehrt.


    Das lässt sich noch verfeinern, es folgen zwei Untervarianten.


    2a) Man kann die Geruchsvariante mit der Lügendetektorvariante kombinieren. Der Zuschauer darf beim Mitteilen seiner Kartenfarbe schwindeln, und der Zauberer findet dank seines außerordentlich entwickelten Geruchssinns heraus, ob die Wahrheit gesagt wurde oder nicht.


    2b) Es ist auch möglich, so zu tun, als ob man doch nicht so perfekt im Farbe-Erkennen-durch-Riechen ist. Genauer geht das so: Man bittet einen Helfer, die Erfolge beim Farbe-Erkennen zu dokumentieren. Bei Erfolg wird eine 1 aufgeschrieben, bei Misserfolg eine Null. Ist die Zuschauerkarte zum Beispiel schwarz und sagt der Zauberer «Rot», so ergibt das eine Null. Das Publikum wird sich wundern, warum es nicht immer klappt, und je nach Charakter mitleidig oder hämisch reagieren.


    Das ist aber beabsichtigt. Am Ende hat der Helfer eine Zahlenfolge aufgeschrieben, etwa 10011 (weil die Voraussagen wahr-falsch-falsch-wahr-wahr waren). Und da der Zauberer die volle Information über die Zuschauerkarten hat, kann er jede aus Einsen und Nullen bestehende Folge erzeugen. Nun kommt die überraschende Schlusspointe. Die 1-0-Folge soll als Darstellung einer Zahl im Zweiersystem interpretiert werden.


    
       Das Zweiersystem


      Das Zweiersystem (auch: Dualsystem) spielt eine große Rolle, wenn Zahlen im Computer verarbeitet werden sollen. Alle Zahlen können nämlich als Folgen von Nullen und Einsen dargestellt werden. Nehmen wir als Beispiel an, dass eine Zahl im Dualsystem als 1001012 geschrieben ist. (Die kleine Zwei am Ende dient dazu, dass wir die Zahldarstellung nicht mit der Darstellung im Zehnersystem verwechseln.) Die Umrechnung in das uns gewohnte System geht so: Von hinten nach vorne werden Zweierpotenzen 20, 21, 22, … ausgerechnet, und jede dieser Potenzen wird genau dann berücksichtigt, wenn in der Zweierdarstellung eine 1 steht. In unserem Beispiel stehen Einsen an den Stellen 1, 3 und 6 (von hinten gezählt!), und deswegen sind in der Folge der Zweierpotenzen 20= 1, 21= 2, 22= 4, 23= 8, 24= 16, 25= 32 die Potenzen an den Stellen 1, 3, 6 zu berücksichtigen, also die Zahlen 1, 4, 32. Die Summe 1 + 4 + 32= 37 ergibt die dargestellte Zahl. In Kurzfassung heißt das: 1001012= 37.


      Das klingt äußerst kompliziert. Es ist aber nichts weiter als die logische Übertragung des Zehnersystems: 706 heißt ja auch nichts anderes als: «6 Einer plus Null Zehner plus 7 Hunderter». Dort arbeitet man mit Zehnerpotenzen, beim Zweiersystem mit Zweierpotenzen.


      Hier noch zwei Beispiele zur Illustration dieser etwas ungewohnten Schreibweise: 11112= 31, und 10000000012= 513.

    


    Zur großen Überraschung der Zuschauer– und alle hämischen Bemerkungen werden nun schlagartig verstummen– ergibt sich eine für den Anlass der Aufführung relevante Zahl, zum Beispiel der Geburtstag, der gerade gefeiert wird[1].

  


  
     GilbreathIII: die Fortgeschrittenenvariante


    Die bisherigen Gilbreath-Varianten beruhten auf der folgenden Tatsache: Liegen die Karten am Anfang abwechselnd (z.B. Rot-Schwarz-Rot-Schwarz-…), zählt man dann einige bis etwa zur Hälfte herunter und bringt dann beide durch ein Riffle-Mischen wieder zusammen, so liegen die Karten immer noch paarweise. Unter den ersten beiden Karten ist eine rot und eine schwarz, ebenso unter den Karten drei und vier usw.


    Gilbreath selbst hat festgestellt, dass man das wesentlich verallgemeinern kann. Man betrachte irgendeine Möglichkeit, mit der man Karten nach gewissen Aspekten ordnen kann:


    
       • Eine besonders einfache Möglichkeit stellt die bisherige Wahl da: Rot-Schwarz, und das immer wieder.


      • Es könnte aber auch Kreuz-Pik-Herz-Karo sein.


      • Oder immer wieder 7–8–9–10-Bube-Dame-König-Ass.

    


    Man sortiert das Spiel so, dass sich diese Reihenfolge immer wiederholt. Im zweiten (bzw. dritten) Beispiel heißt das dann, dass die Anzahl der Karten im Stapel durch 4 (bzw. durch 8) teilbar sein wird. Allgemein: Wenn jeder Block aus m Karten besteht, so ist die Kartenanzahl durch m teilbar.


    
 [image: ]       
         Das Blatt mit mehreren [image: ] [image: ] [image: ] [image: ]-Folgen (von unten gesehen).

      

    


    Dann geht es weiter wie oben: etwa die Hälfte herunterzählen lassen, danach Riffle-Mischen. Es kann dann garantiert werden, dass die ersten m Karten alle Karten eines Blocks enthalten. Im zweiten Beispiel etwa enthalten die ersten vier Karten je eine Kreuz-, Pik-, Herz- und Karokarte. Das gilt auch für den zweiten Satz aus m Karten, den dritten usw. Diese Tatsache wird gleich begründet werden, und wir werden einige Möglichkeiten kennenlernen, sie in Zaubertricks zu transformieren.


    
 [image: ]       
         Das Blatt nach Herunterzählen und Riffle-Mischen.

      

    


    Der Zaubertrick: Ein Kartenspiel liegt mit dem Rücken nach oben. Es wird von den Zuschauern durch Herunterzählen und Riffle-Mischen durcheinandergebracht. Der Zauberer ist– allein durch Gedankenkraft– in der Lage, immer wieder vier Karten zu präsentieren, in denen alle vier Kartenfarben vorkommen.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Man muss ein Kartenblatt so legen, dass sich die vier Kartenfarben immer in der gleichen Reihenfolge abwechseln. Die Anzahl dieser Viererblöcke ist beliebig.


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Wie beim Original-Gilbreath-Trick kann man die Karten mit der Bildseite nach oben kurz leicht aufgefächert zeigen. Bei flüchtigem Hinsehen sieht es recht zufällig aus. Dann wird das Spiel mit der Bildseite nach unten auf den Tisch gelegt, Karten werden einzeln zu einem neuen Stapel bis etwa zur Hälfte heruntergezählt, und dann werden die beiden Stapel durch Riffle-Mischen (oder Fächermischen) ineinander gemischt.


    Jetzt muss man nur noch den Stapel verdecken (unter ein Tuch legen, unter den Tisch halten) und mit offensichtlicher mentaler Anstrengung Viererpakete hervorholen, in denen alle Kartenfarben enthalten sind. Das ist ganz einfach: Man nehme die obersten vier Karten, dann die nächsten vier und so weiter.


    Der mathematische Hintergrund: Man kann den Beweis aus dem Abschnitt über die Standardvariante des Gilbreath-Tricks (S.116ff.) übertragen: Die Aussage wird mit vollständiger Induktion nach der Anzahl der Blöcke von m Karten gezeigt.


    
       • Wenn es nur einen Block gibt, ist alles klar, denn die m Karten werden durch das Riffle-Mischen nur umsortiert.


      • Angenommen, die Aussage ist für Spiele mit k Blöcken von m Karten schon gezeigt.


      • Und nun betrachten wir ein Spiel, das einen Block mehr enthält. Etwa die Hälfte wird– zum Beispiel nach rechts– heruntergezählt. Links liegen dann, von unten gesehen, einige Blöcke in der ursprünglichen Reihenfolge, rechts einige in der gespiegelten Reihenfolge. Die entscheidende Beobachtung ist nun, dass beim Riffle-Mischen ganz unten ein Block aus m Karten entsteht, der alle Repräsentanten enthält. Das kann man beweisen, aber auch selbst ausprobieren. Platzieren Sie links und rechts Karten, und zwar: links Kreuz-Pik-Herz-Karo (mehrfach), rechts Karo-Herz-Pik-Kreuz (mehrfach). Egal, was beim Riffle-Mischen passiert, die untersten vier Karten enthalten Kreuz-Pik-Herz-Karo. Wenn wir uns die entfernt vorstellen, so muss es beim Rest aufgrund unserer Annahme (für k Blöcke ist alles schon gezeigt) auch so sein wie vorhergesagt.

    


    Die Präsentation: Ganz wichtig ist es, so zu tun, als sei alles ganz anstrengend. Sonst ist nichts zu beachten.

  


  
     GilbreathIV: maximale Information


    Der Zaubertrick: Der Zauberer blättert ein Skatspiel kurz mit der Bildseite nach oben auf: Es sieht recht zufällig aus. Dann wird kräftig durchgemischt. Trotzdem ist der Zauberer in der Lage, immer kompliziertere Kartensätze unter dem Tuch hervorzuzaubern: schwarz-rote Paare, Vierersätze, in denen alle vier Kartenfarben vorkommen, und zum Schluss sogar zweimal einen Satz Karten, der alle Kartenwerte enthält.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Wir nehmen ein vollständiges Skatspiel und entfernen zunächst die vier Karten irgendeines beliebigen Kartenwertes, zum Beispiel alle Asse. (Warum das gemacht werden muss, wird gleich klar werden.) Die restlichen 28Karten werden so gelegt, dass zwei Ziele gleichzeitig erreicht werden:


    
       • Erstens liegen die Karten recht regelmäßig, genauer:


      
         – Die Karten wechseln sich ab: Rot-Schwarz-Rot-Schwarz-…


        – Die ersten vier Karten enthalten alle Kartenfarben (Kreuz, Pik, Herz, Karo), die nächsten vier ebenfalls (in der gleichen Reihenfolge), usw.


        – Die ersten sieben Karten enthalten alle 7Kartenwerte: 7, 8, 9, 10, B, D, K. Die nächsten 7 ebenfalls, usw. Sie sollen jeweils in derselben Reihenfolge liegen.

      


      • Es soll bei flüchtigem Aufblättern unauffällig aussehen.

    


    Das kann man zum Beispiel so erreichen:


    
       • Man wählt eine Folge der Kartenfarben, in der sich Schwarz und Rot abwechseln, etwa Kreuz-Herz-Pik-Karo.


      • Danach wählt man sich eine Folge der sieben Kartenwerte, in der alle je einmal vorkommen. Wir werden mit 7, 10, K, 8, B, 9, D arbeiten.


      
 [image: ]         
           Das grob aufgefächerte Spiel…

        

      


      • Der Stapel wird dann wie folgt gelegt: Die Karten werden so aufgenommen, dass die gewählten Reihenfolgen von Farben und Werten immer eingehalten werden: [image: ]7, [image: ]10, [image: ]K, [image: ]8, [image: ]B, [image: ]9, [image: ]D, [image: ]7, [image: ]10, usw.

    


    Hier war wichtig, dass die Asse entfernt wurden. Sonst wären es nämlich 8Kartenwerte gewesen, und da 4 ein Teiler von 8 ist, hätten wir nach acht Karten keine 7 nach unserem Schema legen können (denn die [image: ]7 wurde ja schon verwendet).


    Das vollständige Spiel sieht bei unserer Wahl so aus:


    
 [image: ]       
         … und die genaue Anordnung.

      

    


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Man zeigt den Kartenstapel nur schwach aufgefächert, dann wird alles recht zufällig aussehen. Dann legt man ihn mit dem Rücken nach oben auf den Tisch. Die Karten werden einzeln zu einem neuen Stapel heruntergezählt, so lange, bis ein Zuschauer «Halt» sagt. Die beiden Stapel sollten in etwa gleich groß sein. Ein Riffle-Mischen (oder Fächermischen) schließt sich an, und danach wandern die Karten unter ein Zaubertuch oder unter den Tisch.


    Aufgrund des allgemeinen Gilbreath-Prinzips (das man auf Pärchen, Vierersätze und Siebenersätze anwendet) gilt nun:


    
       • Jedes Paar (entnommen an den Stellen 1 und 2, oder 3 und 4, oder…) enthält eine schwarze und eine rote Karte.


      • Je vier Karten, bei denen die erste Karte an Position 1 oder 5 oder 9 oder … liegt, enthalten alle vier Kartenfarben.


      • Je sieben Karten, bei denen die erste Karte an Position 1 oder 8 oder 15 oder … liegt, enthalten alle Kartenwerte von der 7 bis zum König.

    


    Man könnte also– sozusagen zum Warmwerden– erst einmal zwei Kartenpaare präsentieren, dann zwei Viererblöcke mit allen vier Kartenfarben, ein weiteres Kartenpaar und zum krönenden Abschluss zweimal sieben Karten, die alle Zahlenwerte von Sieben bis König enthalten.


    
 [image: ]       
         Der Stapel nach Herunterzählen und Riffle Shuffle: Pärchen, Viererblöcke und Siebenerblöcke (von unten gesehen).

      

    


    Der mathematische Hintergrund: Das im vorigen Abschnitt behandelte allgemeine Gilbreathprinzip wird gleichzeitig in drei Varianten angewendet: auf Paare (das ist noch der «übliche» Gilbreath-Trick), auf Viererblöcke und auf Siebenerblöcke.


    Die Präsentation: Man kann eine kleine Geschichte dazu erzählen: Wie anstrengend es doch ist, wieder Ordnung in ein vom Zuschauer verursachtes Chaos zu bringen.


    Varianten: Hier hatten die «Blöcke» die Längen 2, 4 und 7, und 28 ist durch diese Zahlen teilbar. Wenn man ein Bridgespiel verwenden möchte, kann man eine entsprechende Wirkung ebenfalls erreichen. Die 52Karten müssen nur so gelegt sein, dass gilt:


    
       • Rot-Schwarz wechseln sich ab;


      • jeder Viererblock enthält alle vier Kartenfarben in immer der gleichen Reihenfolge;


      • jeder 13-er Block enthält (in jeweils der gleichen Reihenfolge) die Werte 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, B, D, K, Ass.

    


    Diesmal sind keine Karten zu entfernen, denn 4 und 13 sind teilerfremd. Das Spiel kann dann wie oben vorbereitet werden:


    
       • Feste Reihenfolge der Farben wählen (Rot und Schwarz müssen sich abwechseln).


      • Feste Reihenfolge der Kartenwerte wählen.

    


    Und dann so legen, dass beide Reihenfolgen eingehalten werden.


    Dann kann man nach den üblichen Mischaktionen (etwa die Hälfte herunterzählen, Riffle-Mischen) die Karten zum Beispiel so präsentieren: vier Pärchen (stets Rot-Schwarz), vier Viererblöcke (stets sind alle Farben enthalten), noch einmal ein Rot-Schwarz-Pärchen, und dann zwei 13er Blöcke (die alle Kartenwerte enthalten).

  


  
     Sie haben die Wahl!


    Beim Gilbreath-Trick wurde der überraschende Umstand ausgenutzt, dass der Stapel trotz intensiver Mischaktionen (Abheben, Riffle Shuffle) immer noch aus Rot-Schwarz-Pärchen besteht. Und das gab Anlass zu einer Reihe von interessanten Zaubertricks. Hier soll ein Trick vorgestellt werden, bei dem Rot-Schwarz-Pärchen auf ganz andere und wesentlich einfachere Weise entstehen.


    Der Zaubertrick: Der Zauberer legt eine gerade Anzahl von Karten mit der Rückseite nach oben nebeneinander auf den Tisch. Ein Zuschauer darf die Hälfte der Karten zu sich herüberziehen. Dann werden die Karten zu zwei Stapeln zusammengelegt: die Karten des Zuschauers und die restlichen Karten.


    
 [image: ]       
         Der Zuschauer hat die Hälfte der Karten zu sich hinübergeschoben.

      

    


    Wenn man nun– von oben nach unten– je eine Karte von jedem Stapel nimmt, so stellt sich heraus, dass es gegen alle Wahrscheinlichkeit immer Rot-Schwarz-Pärchen sind.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Es ist nicht viel zu tun: Man legt einfach n rote Karten neben n schwarze Karten. Dabei sollte n nicht zu groß und nicht zu klein sein (etwa zwischen 5 und 10).


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Um das Publikum auf Wahrscheinlichkeiten einzustimmen, kann man erst einmal ein anderes gut gemischtes Standardkartenspiel (etwa ein Skatspiel) bereithalten und demonstrieren, dass bei der zufälligen Wahl zweier Karten in etwa der Hälfte der Fälle zwei verschiedene Farben (Schwarz und Rot) bzw. zwei gleiche Farben (Schwarz/Schwarz oder Rot/Rot) auftreten werden.


    Dann breitet man die Karten mit der Rückseite nach oben nebeneinander aus und lässt den Zuschauer seine n Karten zu sich herüberziehen. Jetzt kommt der wichtigste Teil des Tricks, nämlich das Zusammenlegen zu zwei Stapeln: Aus Sicht des Zauberers werden die Zuschauerkarten einzeln von links nach rechts, die restlichen von rechts nach links zu jeweils einem Stapel zusammengelegt.


    Hier ein Beispiel mit 12Karten (also mit n= 6). Mal angenommen, der Zuschauer wählt die mit * gekennzeichneten sechs Karten:


    
       1*, 2, 3*, 4*, 5, 6, 7, 8, 9*, 10, 11*, 12*

    


    
 [image: ]       
         Die Karten, von unten gesehen…

      

    


    Der Zuschauerstapel entsteht dann so (1* ist die unterste Karte): 1*, 3*, 4*, 9*, 11*, 12*. Und der Reststapel so (Karte Nummer10 ist die unterste Karte): 10, 8, 7, 6, 5, 2.


    
 [image: ]       
         … und die zugehörigen zwei Stapel.

      

    


    Dann ist sichergestellt, dass die jeweils ersten bzw. zweiten usw. Karten der beiden Stapel ein Rot-Schwarz-Pärchen bilden. (Im Bild: [image: ]8 und [image: ]6, dann [image: ]4 und [image: ]K, usw.) Wir erinnern an einige der Möglichkeiten, die sich aus dieser Tatsache ergeben:


    
       • Beide– Zauberer und Zuschauer– decken jeweils eine Karte auf: der Zuschauer von seinem Stapel, der Zauberer vom Reststapel. Und alle werden sich wundern, dass es immer verschiedene Farben sind.


      • Lügendetektor: Der Zuschauer darf schwindeln, wenn er die Farbe seiner Karte nennt, und der Zauberer weiß, ob das stimmt oder nicht (vgl. Abschnitt GilbreathII).


      • Zahlenfarben «riechen»: Der Zauberer hat die Stapel einige Sekunden nebeneinander gelegt und behauptet nun, dass sich der Geruch der Farben der Karten auf gleicher Position übertragen hat. Mit seiner guten Nase kann er feststellen, welche Farbe die Zuschauerkarte hat (vgl. Abschnitt GilbreathII).

    


    Der mathematische Hintergrund: Zu Beginn liegen n rote Karten neben n schwarzen Karten. (Oder umgekehrt; bei uns liegen die roten– vom Zauberer aus gesehen– links und die schwarzen rechts, und zwar mit der Bildseite nach unten.) Dann wählt der Zuschauer n Karten aus, etwa k Karten aus der linken (roten) und n– k Karten aus der rechten (schwarzen) Hälfte.


    Nun werden die Stapel gebildet. Wenn man das so macht wie weiter oben beschrieben, liegen beim Zuschauerstapel k rote Karten unten und darüber n– k schwarze. Beim Reststapel ist es so, dass unten die restlichen k schwarzen und darüber die n– k roten liegen.


    Von oben gesehen sind die i-ten Karten (für i= 1,…, n) in den beiden Stapeln also immer ein Schwarz-Rot-Pärchen.


    Die Präsentation: Anders als beim Gilbreathtrick ist es hier so, dass die Pärchen sehr regelmäßig liegen. Am Anfang sind sie von der Form Rot/Schwarz (aus Zaubererstapel/Zuschauerstapel) und danach vom Typ Schwarz/Rot. Das ist so regelmäßig, dass Zuschauer Verdacht schöpfen könnten.


    Dieser Nachteil lässt sich dadurch beheben, dass man von jedem Stapel jeweils eine Karte verdeckt nimmt und dann die beiden Karten vor der Präsentation– quasi in Gedanken oder unter Vorspiegelung großer Konzentration– einige Male vertauscht. Der Effekt, dass es ein Rot-Schwarz-Paar ist, bleibt erhalten, aber die Regelmäßigkeit ist verschwunden.


    Das gilt sinngemäß für alle empfohlenen Varianten (Pärchen zeigen, Lügendetektor, Farben riechen).


    Varianten: 1. Es ist an die gleichen Varianten wie bei den Hummer- und Gilbreath-Tricks zu erinnern: Statt Rot-Schwarz kann man auch Gerade/Ungerade oder Bild/Zahl oder Primzahl/Nicht-Primzahl nehmen.


    2. Die Regelmäßigkeit der Pärchen lässt sich auch anders verschleiern. In der Originalversion werden alle Zuschauerkarten von links nach rechts, die anderen von rechts nach links auf einen Stapel gelegt. Hier eine Variante:


    
       • Der Zauberer nimmt die am weitesten links liegende Karte des Zuschauers und die am weitesten rechts liegende des Restes in jeweils eine Hand und legt sie– als Anfang von zwei Stapeln– auf den Tisch.


      • Jetzt nimmt er wieder die von den verbleibenden am weitesten links liegende Karte des Zuschauers und die am weitesten rechts liegende Restkarte in jeweils eine Hand. Bevor er die beiden aber auf den beiden Stapeln ablegt, kann er die Arme kreuzen.


      • Das wird so lange gemacht, bis alle Karten verteilt sind.

    


    Auf diese Weise wird erreicht, dass an der k-ten Position in den Stapeln zwei verschiedene Farben liegen, aber es gibt nicht mehr die Regelmäßigkeit der Originalversion. Diese Modifikation ist besonders dann dringend zu empfehlen, wenn man mit der Lügendetektorversion abschließen möchte.

  


  
     Du musst es dreimal sagen!


    Wenn man die Reihenfolge irgendwelcher Objekte verändert, spricht man von einer Permutation. Startet man zum Beispiel mit 1, 2, 3, 4, 5, so wäre 2, 1, 4, 5, 3 eine Permutation dieser Zahlen.


    Alle Formen des Mischens eines Kartenstapels lassen sich als Permutation interpretieren. Als einfaches Beispiel betrachten wir die Vorschrift: «Hebe drei Karten von oben ab und lege sie unter den Stapel».


    Wenn der Stapel zum Beispiel 10Karten enthält und die mit den Zahlen von 1 (oben) bis 10 (unten) durchnummeriert sind, so entsteht durch diese Vorschrift aus 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 der Stapel 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 1, 2, 3. So eine Vorschrift kann man mehrfach anwenden. Im vorliegenden Fall würden wir im nächsten Schritt 7, 8, 9, 10, 1, 2, 3, 4, 5, 6 erhalten, danach 10, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 usw.


    Bemerkenswerterweise wird bei allen Permutationen nach endlich vielen Schritten die Ausgangsposition erreicht, die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft heißt die Periode der Permutation. Im vorstehenden Beispiel muss man 10-mal abheben. Zum Beweis verfolgen wir einfach die Position der ersten Karte: Nach und nach nimmt sie die folgenden Plätze im Kartenstapel ein: 1, 8, 5, 2, 9, 6, 3, 10, 7, 4, 1, und dann liegen die anderen Karten auch wieder richtig, da ihre gegenseitige Reihenfolge nicht verändert wurde. Damit sind die Karten beim zehnten Mal– aber nicht vorher– wieder in der Ausgangsposition, und deswegen ist die Periode 10.


    Grundlage des folgenden Tricks ist die Tatsache, dass die Periode für eine ganze Klasse von Permutationen gleich vier ist und dass man auch schon zwischendurch wichtige Informationen über die Verteilung der Karten im Stapel hat.


    Der Zaubertrick: Ein Kartenstapel liegt auf dem Tisch, Bildseite nach unten. Ein Zuschauer soll sich eine Zahl aussuchen, die irgendwo zwischen der halben und der ganzen Kartenanzahl liegt. So viele Karten soll er einzeln zu einem neuen Stapel herunterzählen und den Rest des Ausgangsstapels drauflegen. Das soll er insgesamt dreimal[1] machen. Der Zauberer sagt richtig voraus, welche Karte ganz oben liegt.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Hier ist nichts vorzubereiten, man muss nur die Karten bereithalten. Damit es nicht zu lange dauert und es auch nicht zu einfach aussieht, sollte die Kartenanzahl nicht zu groß und nicht zu klein sein (etwa 15 bis 20). Man kann die Anzahl auch von den Zuschauern wählen lassen.


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Nach den drei beschriebenen Herunterzähl-Aktionen liegt die zu Beginn der Vorführung unterste Karte oben auf dem Stapel. Es kommt also darauf an, die unterste Karte zu kennen. Das könnte so gehen:


    
       • Der Zauberer lässt den Stapel gut mischen und zeigt ihn dann kurz dem Publikum (etwas aufgefächert, Bildseite zu den Zuschauern): «Damit sich alle überzeugen können, dass der Stapel gut gemischt ist.» Bei dieser Gelegenheit merkt er sich die unterste Karte.

    


    Etwas raffinierter ist es, sich nach dem Mischen und beim Zeigen– zum Beispiel– die vierte Karte von oben zu merken. Dann zählt er drei Karten einzeln herunter und legt den Reststapel drauf, «um zu zeigen, was gleich von Ihnen erwartet wird». Die gemerkte Karte liegt nun ganz oben. Wenn dann der ganze Stapel einzeln zu einem neuen Stapel heruntergezählt wird, liegt die gemerkte Karte wirklich ganz unten.


    In jedem Fall ist die gemerkte Karte nun ganz unten, und es kann losgehen. Der Zuschauer sucht seine Zahl k (weniger als die Kartenanzahl n, mehr als die Hälfte), zählt k Karten einzeln herunter und legt den Reststapel drauf. Das macht er (mit dem gleichen k) noch zweimal.


    Jetzt ist die gemerkte Karte ganz oben. Warum man das so sicher weiß, wird gleich erläutert werden.


    Der mathematische Hintergrund: Angenommen, es gibt n Karten und der Zuschauer hat sich die Zahl k ausgesucht. Er sollte so wählen, dass k zwischen n/2 und n liegt. Welche Permutation der Karten wird durch die Vorschrift erzeugt? Nummeriert man die Karten von oben nach unten durch, so wird aus 1, 2,…, n– 1, n der Stapel


    
       k + 1, k + 2,…, n, k, k– 1,…, 2, 1.

    


    (Wenn zum Beispiel n= 10 und k= 6 ist, wird aus 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 nach Herunterzählen und Drauflegen 7, 8, 9, 10, 6, 5, 4, 3, 2, 1). Man kann diese Permutation nun mehrfach anwenden, und dabei wird man feststellen, dass gilt:


    
       • Nach drei Aktionen ist die Karte Nummer n (die ehemals unterste) ganz oben.


      • Nach vier Aktionen ist die Ausgangsreihenfolge wieder hergestellt.

    


    Dabei ist bemerkenswert, dass das unabhängig von k und n gilt. Darauf beruht die Wirkung des Zaubertricks, denn alle werden glauben, dass bei verschiedenen k am Ende auch ganz unterschiedlich gemischte Stapel entstehen. Und da der Zauberer das k nicht vorher weiß, sollte er keine Information über die oberste Karte haben.


    Es wäre nun sehr schwerfällig, wenn man die bei mehrfach durchgeführten Mischvorgängen entstehenden Permutationen für den Fall allgemeiner n und k aufschreiben würde. Deswegen wählen wir einen eleganteren Weg.


    Wir teilen den Stapel in Gedanken von oben nach unten in drei Teile auf: A, B, C.


    
       • Der erste Teil A enhält n– k Karten.


      • In B sind so viele Karten, dass die Summe aus den A- und B-Karten gleich k ist. Bezeichnet x diese Anzahl, so soll also n– k + x= k gelten, und es folgt, dass x= 2k– n sein muss. (Die Zahl x ist positiv: Es war ja k größer als n/2, deswegen ist 2k größer als n.)


      • Für C bleiben dann noch n– k Karten, die Anzahlen in A und C sind also gleich.

    


    Was passiert nun genau, wenn heruntergezählt und draufgelegt wird? Zuerst wird doch A einzeln auf den Tisch geblättert. Dabei kehrt sich die Reihenfolge um: Wir bezeichnen den A-Stapel in der umgekehrten Reihenfolge mit Au (gesprochen wird das «A u»). Es wird aber weiter einzeln heruntergezählt, bis k Karten auf dem Tisch liegen. So kommt Bu auf Au. Und der Rest, der C-Stapel, wird oben drauf gelegt. Kurz:


    
       Aus A B C wird C Bu Au.


      Oder in Worten: Der untere Teilstapel kommt nach oben, beim mittleren wird einfach die Reihenfolge vertauscht, und der obere kommt mit umgekehrter Reihenfolge nach unten.

    


    Wir wollen uns ein Beispiel mit n= 8 und k= 5 ansehen, und zwar– anders als bei der Vorführung– mit der Bildseite nach oben. Man sieht hier den Ausgangsstapel und danach das Ergebnis, wenn k Karten heruntergezählt und die restlichen Karten draufgelegt wurden. Teil B ist im zweiten Bild zur Verdeutlichung etwas nach oben geschoben.


    Damit ist leicht zu analysieren, was bei mehrfacher Anwendung dieses Verfahrens passiert, wenn immer mit dem gleichen k gearbeitet wird:


    
       • Der mittlere Bereich bleibt immer an der gleichen Stelle, er ändert aber bei jedem Durchgang die Reihenfolge. Insbesondere ist er nach jeder geraden Anzahl von Operationen in derselben Reihenfolge wie am Anfang.


      • Die Teilstapel A und C gehen sozusagen auf Rundreise. Verfolgen wir zum Beispiel Teilstapel A: Zunächst liegt er oben, dann unten (gedrehte Reihenfolge), dann wieder oben (immer noch gedreht), dann unten (doppelt gedreht, also Ausgangsreihenfolge), dann oben in Ausgangsreihenfolge.


      
 [image: ]
      


      
 [image: ]         
           Das Mischverfahren mit aufgedeckten Karten für den Fall n= 8 und k= 5 (die Ausgangssituation und das Blatt nach Herunterzählen und Drauflegen).

        

      


      
         Nach 4Aktionen liegt er also so wie vorher. Das Gleiche gilt für Teilstapel C, und das beweist schon, dass die Ausgangsreihenfolge nach 4Schritten wieder erreicht ist.

      


      • Und was ist nach 3Schritten passiert? Da wurde Stapel Cu Bu A erzeugt, und das bedeutet, dass die ehemals unterste Karte nun ganz oben liegt. Das entspricht der ersten Behauptung. Man hat noch viel mehr Informationen: Die unterste Karte ist nun die ursprünglich (n– k)-te Karte von oben, die ursprünglich oberste ist die (n– k)-te von unten usw.

    


    Die Präsentation: Man kann den Trick auf verschiedene Weise abschließen:


    
       • Der Zauberer sagt voraus, welche Karte oben liegt, und diese Prognose erweist sich als richtig.


      • Ein Zuschauer schaut sich die oberste Karte an, nachdem dreimal heruntergezählt und draufgelegt wurde. Der Zauberer soll sie dabei natürlich nicht sehen, doch er kennt sie schon. Die Zuschauerkarte wird zurückgelegt, und danach wird sorgfältig gemischt.


      • Nun werden die Karten mit dem Bild nach oben aufgedeckt, und der Zauberer findet wirklich die Zuschauerkarte. Dafür hat er, wie immer in solchen Situationen, mehrere Möglichkeiten: Konzentration, Gedankenlesen, Zauberstab einsetzen…

    


    Varianten: 1.Geburtstagszauberei. Mal angenommen, der Trick soll für einen speziellen Zuschauer vorgeführt werden, zum Beispiel, weil gerade sein Geburtstag gefeiert wird. Dann können Sie bei der Vorbereitung eine der gleich verwendeten Spielkarten «personalisieren», zum Beispiel dadurch, dass Sie eine nette Widmung draufschreiben oder ein Bild des Zuschauers aufkleben.


    Wie bekommt man diese Karte nun unauffällig nach unten? Das erreichen Sie so: Zunächst legen Sie die Karte nach oben auf den Stapel. Jetzt drehen Sie das Blatt um und fächern es ein bisschen auf: Alle sollen denken, dass nichts Besonderes vorbereitet ist. Das muss natürlich so gemacht werden, dass von der nun untersten Karte nichts Auffälliges zu sehen ist.


    Der Stapel wird wieder zusammengeschoben und umgedreht, die bewusste Karte ist immer noch ganz oben. Ab hier gibt es zwei Möglichkeiten. Man könnte gleich mit dem Trick beginnen. Der Zuschauer sucht sich eine Zahl k aus und bringt ihn durch einzelnes Herunterzählen von k Karten und anschließendes Drauflegen des Reststapels ein bisschen in Unordnung. Das muss er allerdings jetzt viermal machen: Im mathematischen Teil haben wir ja begründet, dass dann die Ausgangskonstellation wieder erreicht ist. Insbesondere liegt also die oberste Karte wieder oben. Die kann der Zuschauer nun aufdecken und so seinen ganz persönlichen Geburtstagsgruß in Empfang nehmen.


    Man kann aber auch zuerst die oberste Karte nach unten bringen. Man beginnt mit «Wir wollen doch einmal zählen, wie viele Karten es eigentlich sind».


    Dazu blättert man die Karten einzeln zu einem neuen Stapel auf den Tisch und zählt laut mit. Nun ist die richtige Karte unten und man kann mit der Standardvariante (d.h. drei Operationen) beginnen.


    2. Eine Karte finden. Ein bisschen mehr muss man sich bei der folgenden Variante anstrengen. Diesmal sollte der Stapel nicht zu groß sein, so etwa 10Karten werden genügen. Der Stapel wird gut gemischt, dann sucht sich ein Zuschauer eine Karte aus. Die schaut er sich an, ohne dass der Zauberer sie sieht. Danach wird sie wieder in den aufgefächerten Stapel (Bildseite nach unten) zurückgesteckt. Hier muss sich der Zauberer die Position merken, an der diese Karte nun ist.


    Deshalb sollte die Kartenanzahl nicht zu groß sein. Wenn sie zum Beispiel gleich 10 ist, ist der Abstand der Zuschauerkarte zur obersten oder untersten höchstens fünf, und Anzahlen bis 5 kann man sehr zuverlässig mit einem flüchtigen Blick schätzen.


    Man kennt also die Position, von oben gezählt. Nun wählt der Zuschauer wie im Standardtrick die Zahl k, und der Zauberer lässt ihn viermal die übliche Operation durchführen: k Karten herunterzählen, Rest drauflegen. Nun liegen die Karten genauso wie vorher, die gesuchte Karte ist also an derselben Stelle wie am Anfang. Und das kann man auf verschiedene Weise ausnutzen, um den Trick abzuschließen. Zum Beispiel könnte man, wenn sie sich an Position p befindet, p–1 Karten einzeln herunterzählen und den Reststapel auf diese Karten legen. Die gesuchte Karte ist nun ganz oben. Sie wird dann einfach umgedreht, nicht ohne vorher sehr angestrengt auszusehen und einen Zauberspruch zu murmeln.

  


  
     Die wiederhergestellte Ordnung


    Der Zaubertrick: Der Zauberer hat 9Karten vorbereitet: Die Karten von 1 (das Ass) bis 9 in irgendeiner Kartenfarbe. Die zeigt er dem Publikum offen vor:


    
 [image: ]       
         Neun Karten, von [image: ]Ass bis [image: ]9.

      

    


    Das Spiel wird umgedreht und mehrmals kräftig durcheinandergebracht. Wie durch Zauberei ist die Reihenfolge danach genau so wie vorher.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Es ist wirklich nicht mehr zu tun, als 9Karten in einer wiedererkennbaren Reihenfolge zusammenzulegen. Aus Gründen, die gleich klar werden, sind neun Karten in der Reihenfolge von Ass bis Neun aus einem Bridgespiel besonders geeignet.


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Das Kartenspiel wird offen aufgefächert gezeigt und dann umgedreht. Das Geheimnis liegt an der Art des «Durcheinanderbringens». Dreimal soll das folgende Mischverfahren angewendet werden:


    
       • Man blättere die Karten einzeln zu zwei neuen Stapeln auf den Tisch: links-rechts-links-rechts-… und lege diese beiden Stapel übereinander. Dabei ist es egal, welcher oben liegt. (Das kann man auch einen Zuschauer entscheiden lassen.)


      • Nun darf von irgendjemandem beliebig– auch mehrfach– abgehoben werden.

    


    Es ist dann ganz sicher so, dass die Karten am Ende (also nach drei Durchgängen des Mischverfahrens) wieder in der richtigen zyklischen Reihenfolge liegen. Eventuell liegen die Karten also nicht in der Reihenfolge [image: ]A, [image: ]2, [image: ]3, [image: ]4, [image: ]5, [image: ]6, [image: ]7, [image: ]8, [image: ]9, sondern «verschoben», etwa als [image: ]4, [image: ]5, [image: ]6, [image: ]7, [image: ]8, [image: ]9, [image: ]A, [image: ]2, [image: ]3.


    
 [image: ]       
         So könnte das Ergebnis des Mischens aussehen.

      

    


    Wenn man die exakte Ausgangsreihenfolge haben möchte, so kann man das dadurch erreichen, dass man sich heimlich die unterste Karte ansieht. Etwa dann, wenn man den dreimal durcheinandergebrachten Stapel mit der Rückseite zum Publikum präsentiert. Wenn man dabei– wie im Beispiel– die 3 sieht, zählt man einzeln noch sechs Karten von oben nach unten. Allgemein: so viele Karten einzeln von oben noch unten, bis die 9 erreicht ist.


    Das Spiel ist nun nur noch umzudrehen und aufzufächern, damit alle sehen, dass der Zauberer das Chaos gebändigt hat.


    Der mathematische Hintergrund: Jeder Mischvorgang entspricht doch– wie schon im vorigen Abschnitt betont wurde– einer Permutation. Wir wollen einmal verfolgen, was mit den Karten mit den Nummern 1 bis 9 (von oben gezählt) passiert. Durch das Herunterzählen in zwei Teilstapel und Aufeinanderlegen wird aus 123456789 die Reihenfolge 975318642; dabei haben wir erst einmal angenommen, dass der größere der Teilstapel nach oben gelegt wurde. Diese Permutation hat eine bemerkenswerte Eigenschaft: Lagen die Karten vorher direkt hintereinander, so liegt jetzt die mit der um eins höheren Nummer vier Karten weiter als die andere. Das ist zyklisch gemeint, d.h. wenn es hinten nicht mehr weitergeht, muss vorn weitergezählt werden. Das kann man sofort nachprüfen: Von der 1 aus muss man nun vier Karten weiterzählen, um zur 2 zu kommen; von der 2 vier Zahlen, um zur 3 zu kommen usw. Die 1 liegt auch vier Karten nach der 9.


    Nun wissen wir, dass Abheben die zyklische Reihenfolge nicht ändert, auch nach dem Abheben liegt die ehemals nächste Karte nun vier Karten weiter. Also ist es auch egal, ob wir den größeren auf den kleineren Teilstapel legen oder umgekehrt, denn die eine Version entsteht durch Abheben aus der anderen.


    Das war die Analyse der ersten Mischaktion. Bei der zweiten ist nachzuprüfen, was aus Kartenpaaren wird, bei denen die zweite vier Karten weiter liegt als die erste. Es stellt sich heraus, dass die zweite nun zwei Karten vor der ersten liegt: Ursprünglich lag die 5 vier Karten hinter der 1, nun liegt sie zwei davor. Das gilt für alle Paare mit Abstand vier, dabei ist «davor» ebenfalls zyklisch aufzufassen (zum Beispiel liegt die 7 nach dem ersten Durchgang zwei Karten vor der 2). Auch diese Eigenschaft wird durch beliebiges Abheben nicht beeinträchtigt.


    Nun zum dritten Durchgang. Was passiert mit der Karte, die zwei Karten vor der 1 liegt? Sie liegt danach direkt hinter der 1. Und so ist es mit allen andern auch: Die Karte, die eben noch zwei Karten davor lag, liegt nun direkt dahinter!


    Das kann man so zusammenfassen: Bei den drei Durchgängen wandern die Karten wie folgt:


    
       direkt danach → vier weiter → zwei davor → direkt danach.

    


    Das gilt für alle Karten, und es bedeutet, dass nach drei Mischdurchgängen die ursprüngliche Reihenfolge im Wesentlichen wiederhergestellt ist. Es kann nur nicht garantiert werden, dass die ehemals erste Karte auch wieder an der ersten Stelle liegt.


    Die Präsentation: Bei der Präsentation sollte klar werden, dass die Zuschauer wirkliche Zufallsentscheidungen treffen, da sie ja ganz beliebig abheben dürfen. Bevor die Karten abschließend gezeigt werden, kann man den Stapel auch unter einem Tuch verschwinden lassen, den Zauberstab einsetzen und dabei sehr angestrengt aussehen.


    Varianten: 1. Man kann auch mit 9 ganz beliebigen Karten beginnen und sie– Bildseite nach unten– kräftig durchmischen lassen. Jetzt muss man nur unauffällig den Wert der untersten Karte des Stapels in Erfahrung bringen, dann kann es losgehen.


    Ein Zuschauer zieht eine beliebige der neun Karten, schaut sie sich an (und zeigt sie evtl. dem Publikum) und legt sie oben auf den Stapel. Es wird einmal oder mehrfach abgehoben, dadurch liegt die Zuschauerkarte direkt hinter der dem Zauberer bekannten ehemals untersten Karte. Es geht dann weiter wie oben: dreimal austeilen und abheben.


    Der Zauberer weiß dann, dass die Originalreihenfolge im Wesentlichen wiederhergestellt ist, insbesondere liegt die Zuschauerkarte direkt hinter der Zaubererkarte. (Auch das ist zyklisch zu verstehen: Ist die Zaubererkarte ganz unten, wird die Zuschauerkarte ganz oben sein.) Der Zauberer braucht also das Spiel nur kurz mit der Bildseite nach oben aufzublättern («Puh, ist das ein Durcheinander!»), danach kennt er die Zuschauerkarte. Wie er dieses Wissen einsetzt, ist dann seiner Phantasie überlassen.


    
 [image: ]       
         Vor der Mischaktion lag unten der [image: ]B, deswegen hatte der Zuschauer die [image: ]9 gezogen.

      

    


    2. Warum sind es ausgerechnet 9Karten? Jede ungerade Anzahl kann genauso verwendet werden. Allerdings kann es sein, dass die «drei» in der Anweisung «dreimal wie angegeben mischen» durch eine andere Zahl ersetzt werden muss. Bei 5Karten muss man viermal, bei 7Karten sechsmal mischen. Für andere Werte kann man den richtigen Wert leicht «experimentell» finden.

  


  
     Down under: australisches Ausgeben


    In diesem Abschnitt wird eine spezielle Form des Kartenausteilens wichtig, die zum Abschluss eines Tricks sehr wirkungsvoll eingesetzt werden kann. Bei manchen Autoren heißt sie «australisches Mischen», aber da es sich um ein völlig deterministisches Verfahren handelt, sollte man eher «ausgeben» statt «mischen» sagen.


    Man hat einen Kartenstapel mit der Bildseite nach unten in der Hand, dann ist Folgendes zu tun: eine Karte nach unten unter den Stapel, eine auf den Tisch, wieder eine nach unten, wieder eine auf den Tisch usw. Das wird so lange gemacht, bis nur noch eine Karte in der Hand übrig ist. Das ist dann, wenn alles vorher richtig gemacht wurde, die gesuchte: die vom Zuschauer zu Beginn gewählte, oder die vom Zauberer vorhergesagte.


    Man kann vorher ausrechnen, welche Karte am Ende übrig bleiben wird, und deswegen lässt sich das australische Ausgeben gut für Zaubertricks ausnutzen. Die Formel ist ein bisschen kompliziert:


    
       • Angenommen, der Stapel enthält n Karten. Ziehe von n die größtmögliche Zweierpotenz 2s ab und schreibe dann n als n= 2s + k. (Ist zum Beispiel n= 24, so ist 24= 16 die fragliche Zweierpotenz. In diesem Fall ist also k= 8, denn 24= 24 + 8. Für ein Skatspiel ist n= 32. Das ist selbst eine Zweierpotenz, denn 32= 25, und deswegen ist k= 0.)


      • Die Karte, die übrig bleibt, lag im Originalstapel an der Stelle 2k +1. Im Fall n= 24 war k= 8, es bleibt also die 17te Karte übrig, und bei einem Skatspiel (da ist k= 0) die oberste.

    


    Ein Beweis ist weiter unten im Mathematikteil zu finden.


    Es ist noch auf eine Variante hinzuweisen. Was passiert, wenn man die Regel «Erste unter den Stapel, zweite unter den Tisch, nächste unter den Stapel, dann eine auf den Tisch, usw.» zu «Erste auf den Tisch, zweite unter den Stapel, usw.» modifiziert? Wenn man eine Karte nach der neuen Regel auf den Tisch gelegt hat, ist doch für den dann entstandenen Stapel die alte Regel anzuwenden. Wenn die Anzahl der Karten vorher 2s+k war, ist sie jetzt 2s+(k–1).


    Folglich wird die letzte Karte die Karte 2(k– 1) + 1 des neuen Stapels sein, und das ist die Karte 2(k– 1) + 2(= 2k) des alten Stapels.


    Zusammen: Karte 2k überlebt bei der modifizierten Regel[1].


    Die Ergebnisse für die verschiedenen Ausgebeverfahren sollen hier noch einmal zusammengefasst werden:


    
       • n Karten, n geschrieben als n= 2s+k mit dem größtmöglichen s. Angenommen, man gibt so aus: Eine unter den Stapel, eine auf den Tisch. Dann bleibt Karte 2k+1 übrig. Dieses Verfahren könnte man kurz als Under-down-Ausgeben bezeichnen.


      • n Karten, n geschrieben als n= 2s+k mit dem größtmöglichen s. Angenommen, man gibt so aus: Eine auf den Tisch, eine unter den Stapel. Dann bleibt Karte 2k übrig. Im Fall k= 0 ist das so zu lesen, dass die letzte Karte überlebt. Dieses Ausgebeverfahren könnte man suggestiv Down-under-Ausgeben nennen.

    


    Der Zaubertrick: Ein Zuschauer mischt einen Kartenstapel sehr sorgfältig. Er wird kurz mit der Bildseite nach oben gezeigt, er sieht völlig durcheinander aus. Der Stapel wird wieder umgedreht, der Zuschauer sucht sich eine Zahl: So viele Karten werden nun zu einem neuen Stapel heruntergezählt. Der Zauberer schreibt eine Prognose auf einen Zettel, der in einen Briefumschlag kommt. Dann wird auf komplizierte Weise ausgegeben, und die letzte Karte, die übrig bleibt, stimmt mit der Prognose überein.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Es ist hier überhaupt nichts vorzubereiten, man muss nur einige Karten aus einem Skat- oder Bridgespiel bereithalten.


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Man lässt das Spiel beliebig lange mischen. Wichtig ist nun, die oberste Karte zu kennen. Das kann zum Beispiel dadurch geschehen, dass man das Spiel mit der Bildseite nach oben kurz auffächert. Oder dadurch, dass man sich die unterste Karte bei der Entgegennahme des Spiels unauffällig ansieht (zum Beispiel, während man die Karten– mit der Bildseite sichtbar– noch einmal ordentlich zu einem Stapel zusammenschiebt) und dann den Stapel noch einmal Karte für Karte einzeln zu einem neuen Stapel auf den Tisch zählt. («Wie viele Karten sind es eigentlich?») Wenn man möchte, kann man noch einen Mischvorgang einbauen, der die oberste Karte an ihrer Stelle lässt (siehe dazu den Abschnitt «Lies mich!»).


    Das ist nun der richtige Zeitpunkt, um eine Prognose abzugeben: Man schreibt einfach auf einen Zettel, welche Karte man sich gemerkt hat, und der Zettel wird in einem Umschlag verwahrt. (Für Varianten siehe unten.)


    Nun soll der Zuschauer eine Zahl n nennen. Im Prinzip ist jede Zahl bis zur Kartenanzahl möglich, sie sollte aber nicht zu groß und nicht zu klein sein. Ist sie zu klein, ist der Trick nicht so überzeugend, und ist sie zu groß, dauert der Trick zu lange. «Zwischen 10 und 20» ist eine vernünftige Größenordnung. Die gewählte Zahl wollen wir n nennen.


    Jetzt muss ein bisschen gerechnet werden. n muss in Gedanken als 2s + k mit einer möglichst großen Zweierpotenz 2s geschrieben werden. Sagt der Zuschauer zum Beispiel «19», so muss man 19 als 24 + 3= 16 + 3 schreiben. Wichtig ist dabei die Zahl k (im Beispiel ist k= 3).


    Der Zauberer zählt, von oben beginnend, 2k + 1 Karten einzeln und laut zählend von der linken Hand– da liegt der Stapel– in die rechte (im Beispiel sind das 2 · 3 + 1= 7Karten); der linke Daumen kann sie einzeln hinüberschieben. Dadurch ist die bekannte Karte die unterste (und die (2k + 1)-te Karte von oben) im Stapel der rechten Hand. Jetzt stutzt er: «Welche Zahl hatten Sie noch gleich genannt?» Dann zählt er– immer noch laut mitzählend– bis zur Zahl n weiter. Jetzt kommen allerdings die Karten einzeln unter die schon vorhandenen Karten in der rechten Hand.


    Auf diese Weise wurde erreicht, dass die bekannte Karte an der Stelle 2k + 1 in einem Stapel aus n Karten liegt. Wenn man jetzt australisch under down ausgibt, bleibt sie als letzte übrig.


    Der mathematische Hintergrund: Wir wollen das Ergebnis durch vollständige Induktion beweisen (vgl. S.121). Der Anfang ist leicht, denn für «sehr kleine» n kann man das Ergebnis durch direktes Ausprobieren sofort nachprüfen:


    
       • Bei einer Karte ist nichts zu tun.


      • Bei zwei Karten bleibt die erste übrig. Und wirklich ist hier 2= 21 + 0, es ist also k= 1, und folglich stimmt die Voraussage, dass Karte Nummer2k + 1= 1 die letzte ist.


      • Im Fall n= 3 ist n= 21 + 1. Damit ist k= 1, was zur Vorhersage führt, dass Karte 2 · 1 + 1= 3 übrig bleibt. Das kann man sofort nachprüfen.

    


    Es wäre nun mühsam, das Ergebnis «experimentell» für alle interessierenden n zu verifizieren. Wir wollen es allgemein beweisen, es gilt dann auch für beliebig riesige Kartenstapel.


    Dazu nehmen wir an, dass wir die Aussage für irgendeine Zahl n schon kennen. Unsere Aufgabe: Es muss bewiesen werden, dass sie dann auch für die nächste Zahl, also für n + 1 stimmt. Die Zahl n soll als 2s + k mit einem größtmöglichen k geschrieben sein. Wir unterscheiden zwei Fälle:


    Fall1: Zu n + 1 gehört das gleiche s wie zu n. (n liegt also nicht direkt vor der nächstmöglichen Zweierpotenz.) Dann ist das neue k um eins größer als das alte: n + 1= 2s + (k + 1). Die Prognose ist also, dass Karte 2(k + 1) + 1= 2k + 3 übrig bleibt. Stimmt das? Dazu analysieren wir die ersten beiden Ausgabeschritte für einen Stapel mit n + 1 Karten: Oberste Karte nach unten, eine weg auf den Tisch. Der Stapel, der jetzt in der Hand verbleibt, hat n Karten. In diesem Stapel wird also die (2k + 1)-te Karte die letzte sein, da wir die Aussage für Stapel aus n Karten schon verifiziert haben. Das ist aber die (2k + 3)-te Karte im Originalstapel, von dem sind ja vorher von oben zwei Karten weggenommen worden.


    Fall2: Die Zahl s springt, das heißt, es war n direkt vor der nächsten Zweierpotenz (zum Beispiel im Fall n= 15). Es ist also n= 2s + (2s– 1) mit k= 2s– 1. Dann ist n + 1= 2s + 2s= 2s+1, das k für n + 1 ist also gleich 0. Die Prognose wäre also, dass die erste Karte übrig bleibt. Stimmt das? Wieder starten wir mit den ersten beiden Ausgabeschritten: eine nach unten, eine auf den Tisch. Das sind nun n Karten, dafür haben wir schon eine gesicherte Prognose: Karte 2(2s– 1) + 1 bleibt übrig. Das ist aber die Karte 2s+1– 1, also die letzte des neuen Stapels. Man muss nun nur noch beachten, dass das gerade die erste Karte des alten Stapels war.


    Und damit ist alles gezeigt.


    Die Präsentation: Der Trick besteht doch aus drei Teilen. Zunächst muss man die oberste Karte in einem gut gemischten Spiel in Erfahrung bringen. Dann muss man sie an die Stelle 2k+1 in einem Stapel aus n= 2s + k Karten unterbringen, und zum Abschluss muss man australisch under down ausgeben. Die Karte, die dabei als letzte übrig bleibt, ist dem Zauberer bekannt.


    Dieses Wissen kann auf verschiedene Weise ausgenutzt werden. Eine Möglichkeit besteht in der oben vorgeschlagenen Prognose. Man kann die Karte aber auch dem Publikum zeigen, ohne dass man sie selbst (noch einmal) sieht. Alle werden denken, nachdem so viele Zufälle im Spiel waren, dass es keine Chance für den Zauberer gibt, sie zu kennen. Danach kann sie auf beliebig originelle Weise gefunden werden. Zum Beispiel dadurch, dass man sie noch einmal in die vorhandenen Karten steckt und dann gut durchmischen lässt. Dann kann sie auf verschiedene Weise identifiziert werden.


    Varianten: 1. Suchen Sie sich irgendeine nicht zu große Zahl n aus und schreiben Sie sie als 2s + k mit einer möglichst großen Zweierpotenz 2s. Dann nehmen Sie aus Ihrem Kartenspiel n Karten und drehen die 2k-te Karte von unten um.


    Dieser Stapel wird mit der Bildseite nach unten– eine einzelne Karte zeigt allerdings nach oben– leicht aufgefächert, und der Zuschauer darf sich eine Karte aussuchen, ansehen und danach wieder auf den inzwischen zusammengeschobenen Stapel legen.


    
 [image: ]       
         Ein Beispiel für n= 10= 23 + 2. Es ist k= 2 und 2k= 4, also wird die vierte Karte von unten umgedreht.

      

    


    Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden:


    Fall1: Die Karte wurde oberhalb der umgedrehten Karte ausgesucht. Dann wird der Stapel mehrfach abgehoben, so lange, bis die umgedrehte Karte oben liegt. Wenn das zu lange auf sich warten lässt, kann der Zauberer ja an der entsprechenden Stelle selbst abheben. Auf diese Weise wurde erreicht, dass die Zuschauerkarte die (2k+1)-te von oben ist. Die oberste Karte wird noch umgedreht, sodass jetzt alle Karten mit der Bildseite nach unten zeigen.


    Fall2: Die Karte wurde unterhalb der umgedrehten Karte ausgesucht. Wir machen es zunächst so wie in Fall1: Es wird so lange abgehoben, bis die umgedrehte Karte oben liegt. Wir drehen sie um– nun zeigen alle Karten die Rückseite– und legen anschließend eine Karte von ganz unten nach oben. Auch jetzt ist die Zuschauerkarte die Karte Nummer2k + 1 von oben.


    Es folgt das australische Ausgeben, und die oben bewiesenen Ergebnisse garantieren, dass die vom Zuschauer gewählte Karte als letzte in der Hand bleibt.


    2. Es war doch bei der Hauptvariante wichtig, die oberste Karte zu kennen. Man kann dies auch dadurch erreichen, dass man sich diese Karte vor der Vorführung gemerkt hat und dann selber auf eine Weise mischt, dass die oberste Karte ihren Platz nicht verlässt. Vorschläge dazu findet man im Abschnitt «Lies mich!» zu Beginn des Buches.


    3. Die folgende attraktive Variante ist die Verallgemeinerung einer Idee, die ich im Buch «Super Light» von Roberto Giobbi kennengelernt habe. Wir beginnen mit einer Situation, die bei Giobbi der «Einsteintrick» heißt. Da sucht sich der Zuschauer aus einem Kartenspiel einige Karten aus. Die Anzahl– wir nennen sie n– soll zwischen 4 und 7 liegen. Er mischt sie und merkt sich die unterste Karte. Wie lässt sich erreichen, dass sie bei einem Down-under-Mischen als letzte übrig bleibt? Wir schreiben n als n= 22 +k, wobei k eine der Zahlen 0, 1, 2, 3 ist. Dann wissen wir, dass die 2k-te Karte von oben übrig bleiben wird. Das Problem lautet also: Wie erreichen wir es, dass die unterste Karte an die Position 2k kommt?


    Dazu muss man x Karten (mit einem noch unbekannten x) so einzeln von oben nach unten legen, dass n– x= 2k= 2(n– 22)= 2n– 23. Es ist also x= 23– n. Bemerkenswerterweise ist es nun so, dass die Vorschrift «Lege n Karten einzeln von oben unter den Stapel» bei einem Stapel aus n Karten den Stapel unverändert lässt. Und deswegen ist es egal, ob man 23– n oder 23 Karten einzeln von oben nach unten bugsiert.


    Kurz: Wenn man 23= 8Karten einzeln von oben nach unten bringt, so liegt die ehemals unterste Karte an der richtigen Stelle. Und dabei ist es egal, wie groß n ist! (Der Zauberer muss n nicht einmal kennen.)


    Das kann man dadurch umsetzen, indem man das achtbuchstabige Wort EINSTEIN buchstabieren lässt und für jeden Buchstaben eine Karte von oben unter den Stapel steckt. Ein anschließendes Down-under-Ausgeben wird als letzte Karte die vom Zuschauer gemerkte liefern. Das gilt übrigens auch für n= 8, denn da ist der Stapel nach der EINSTEIN-Aktion unverändert, und da hier wegen 8= 23 + 0 das zugehörige k gleich null ist, wird die letzte Karte beim Down-under-Ausgeben übrig bleiben.


    Die Idee lässt sich mit gleicher Begründung verallgemeinern. Ein Zuschauer wählt n Karten, wobei 2s–1 ≤ n ≤ 2s für irgendeinen Exponenten s gilt. Er mischt sie und merkt sich die unterste. Nun soll er von seinem Stapel einzeln 2s Karten von oben nach unten zählen. Dann kann man garantieren, dass seine gemerkte Karte bei einem Down-under-Ausgeben als letzte übrig bleibt.


    Für s= 3, also 4 ≤ n ≤ 8 hatten wir schon vorgeschlagen, dass man das achtbuchstabige Wort EINSTEIN zum Herunterzählen verwenden kann. Bei s= 4, also für 8 ≤ n ≤ 16, braucht man ein Zauberwort mit 16Buchstaben, zum Beispiel «HEXENEINMAL-EINS!»; dabei muss das «!» auch als Buchstabe berücksichtigt werden. Größere s sind übrigens nicht empfehlenswert. Erstens müsste es ein ellenlanges Wort zum Herunterzählen sein, und zweitens würde das Down-under-Ausgeben zu lange dauern.


    Zum Schluss noch ein Tipp. Man kann den Zuschauer 8Karten aus einem Spiel wählen lassen, die er dann ganz beliebig in zwei Teilstapel aufteilen soll. Mit dem größeren geht es dann weiter. So ergibt sich ein n zwischen 4 und 8, das völlig zufällig ist. Bei 16Karten kann man ganz analog vorgehen, doch dann muss ein Zauberwort mit 16Buchstaben zum Einsatz kommen.

  


  2.3 Symmetrie


  Symmetrien spielen in vielen Bereichen eine Rolle: Bildende Kunst, Musik, Physik, … Bei den Tricks, die wir gleich beschreiben werden, geht es nur um sehr einfache Aspekte des Themas. Im folgenden Abschnitt werden die unterschiedlichen Symmetrieeigenschaften der verschiedenen Spielkarten wichtig werden, und danach geht es um Kartenspiele, die von der Mitte aus in beiden Richtungen «gleich» aussehen.


  
     Drehen verboten!


    Der Zaubertrick: Ein Kartenstapel wird vom Zauberer und vom Zuschauer gemischt. Der Zuschauer zieht eine Karte, merkt sie sich und steckt sie wieder zurück. Dann wird wieder gemischt. Der Zauberer dreht die Karten mit der Bildseite nach oben und breitet sie auf dem Tisch aus. Er findet die Karte, die sich der Zuschauer gemerkt hat.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? In einem handelsüblichen Kartenspiel gibt es meistens zwei Typen von Karten:


    
       • Solche, die drehsymmetrisch sind. Wenn man sie um 180Grad dreht, sieht man exakt das gleiche Bild wie vorher. Dazu gehören in der Regel die Karten zu geradzahligen Kartenwerten und die Bildkarten:


      
 [image: ]         
           Symmetrische Karten.

        

      


      
         Bei diesen Karten kann man also nicht sagen, was «oben» oder «unten» ist.

      


      • Solche, bei denen das nicht der Fall ist: Man kann sehr wohl sagen, ob eine Karte gedreht wurde oder nicht.

    


    
 [image: ]       
         Karten, die nach einer 180-Grad-Drehung anders aussehen.

      

    


    Die Vorbereitung besteht darin, einige Karten des zweiten Typs aus dem Spiel herauszusuchen und sie so zu sortieren, dass sie alle «nach oben» zeigen. Beispiele sind im vorstehenden Bild zu sehen: «Nach oben» soll bedeuten, dass ein einzelnes Karo in der oberen Hälfte ist, ein einzelnes Kreuz oder Pik nach oben zeigt oder ein einzelnes Herz richtig herum zu sehen ist. Das setzt natürlich voraus, dass es solche Karten gibt: In einem französischen Blatt wird man schnell fündig, dagegen enthält ein deutsches Blatt keine einzige unsymmetrische Karte:


    
 [image: ]       
         Die Pik7 ist in einem deutschen Blatt– wie alle anderen Karten auch– symmetrisch.

      

    


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Man kann die Zuschauer durchaus einen flüchtigen Blick auf die Bildseite werfen lassen, die Karten sehen nicht besonders auffällig aus. Dann wird gemischt, dabei sind alle Mischarten erlaubt, bei denen keine Karte um 180Grad gedreht wird. Dazu gehören Abheben, Riffle Shuffle, Melkmischen usw. Am sichersten ist es, wenn der Zauberer das Mischen selbst übernimmt. Der Zuschauer kann aber– zum Beispiel– bestimmen, wo abgehoben werden soll, oder auch selbst einen Riffle Shuffle übernehmen, wenn der Zauberer dafür gesorgt hat, dass die Teilstapel, die gleich ineinanderschnurren werden, vorher nicht gedreht wurden.


    Nun fächert der Zauberer den Stapel mit den Bildseiten nach unten auf, und der Zuschauer wählt eine Karte. Wichtig ist, dass man nun die vollständige Kontrolle darüber hat, dass die Karte nicht gedreht wird.


    Der Zauberer dreht den Reststapel unauffällig um 180Grad, und der Zuschauer steckt seine– nicht gedrehte– Karte zurück. Es wird dann noch einmal gemischt. Die Zuschauerkarte als einzige Karte, die «verkehrt herum» liegt, kann nun leicht gefunden werden.


    Der mathematische Hintergrund: Wie schon gesagt, spielt die Mathematik hier nur als Lieferant des Begriffs «Symmetrie» eine Rolle.


    Die Präsentation: Dass am Ende die Karte des Zuschauers die einzige gedrehte im Stapel ist, kann man dadurch erreichen, dass der Stapel mit der Bildseite nach unten auf dem Tisch aufgefächert wird. Der Zuschauer zieht eine Karte heraus, die zum Ansehen nur ein bisschen hochgebogen wird.


    
 [image: ]       
         So betrachtet der Zuschauer seine gewählte Karte.

      

    


    Nun muss man den zusammengeschobenen Reststapel unauffällig um 180Grad drehen. Hier einige Vorschläge dazu:


    
       • Man kann, wenn man an einem Tisch sitzt, den Stapel unter dem Tisch drehen und dabei irgendetwas Ablenkendes erzählen.


      • Der Stapel wird zusammengeschoben und dann auf dem Tisch hin und her bewegt. Am Ende soll er um 180Grad gedreht sein.


      • Man nimmt den Stapel auf, zum Beispiel mit der linken Hand so, dass die Finger nach rechts zeigen. Das Publikum darf die unterste Karte des Stapels sehen (was im Folgenden völlig belanglos sein wird), dann wird der Stapel wieder auf den Tisch gelegt: Und zwar so, dass nun die Finger nach links zeigen.

    


    
 [image: ]
    


    
 [image: ]       
         Aufnehmen und Ablegen des Stapels.

      

    


    In jedem Fall ist jetzt der Stapel gedreht, und der Zuschauer soll seine– nicht gedrehte– Karte irgendwo hineinstecken. Es kann, wie oben beschrieben, beliebig gemischt werden, wobei keine Karte um 180Grad gedreht werden darf.


    Nun hat man einen Stapel, in dem eine einzige Karte– die Karte des Zuschauers– «falsch herum» liegt. Man kann sie leicht finden, indem man den Stapel mit der Bildseite nach oben aufblättert.


    Die Enthüllung kann man natürlich um des Effektes willen ein bisschen verzögern. (Noch einmal mischen lassen, angestrengt nachdenken…)


    
 [image: ]       
         Die einzige Karte, die falsch liegt, ist die Kreuz Sieben.

      

    


    Varianten: Aufmerksamen Zuschauern könnte auffallen, dass alle Karten «in eine Richtung» zeigen. Man könnte etwa zu Beginn alle verwendeten Kreuzkarten nach unten zeigen lassen. Wenn dann eine Kreuzkarte nach oben zeigt, ist es garantiert die gesuchte.

  


  
     «Ein Esel lese nie»: Kartenpalindrome


    Palindrome sind Worte oder Sätze, bei denen es egal ist, ob man sie von vorn oder von hinten liest:


    
       Otto; Radar; ein Esel lese nie; Regine, wette weniger;…

    


    Dabei nimmt man es mit der Groß-/Kleinschreibung und den Leerzeichen nicht so genau. Die Definition ist für alle Sprachen mit Alphabet sinnvoll («Red rum, Sir, is murder»), bei uns wird es um Kartenpalindrome gehen[1].


    Streng genommen gibt es gar keine aus Spielkarten gebildeten Palindrome, wenn man nur ein einziges Kartenspiel verwendet, denn da sind ja alle Karten verschieden. Deswegen wird bei uns der Begriff ein bisschen weiter gefasst:


    
       Ein Kartenpalindrom besteht aus einem Kartenstapel, bei dem die erste und die letzte, die zweite und die vorletzte, die dritte und die drittletzte, … Karte jeweils «Partner» sind. Dabei gibt es viele Möglichkeiten, was man hier unter «Partner» verstehen könnte: Dame und König der gleichen Kartenfarbe; zwei schwarze oder zwei rote Karten desselben Kartenwerts; zwei Karten, bei denen die Summe der Werte gleich 15 ist; … Die Kartenanzahl kann auch ungerade sein. Dann muss für die Karte, die genau in der Mitte liegt, keine Bedingung erfüllt sein.

    


    Im Zusammenhang mit Kartenpalindromen wird für uns die Antwort auf drei Fragen wichtig sein:


    
       • Wie erreicht man, dass ein Kartenpalindrom entsteht?


      • Wie kann man ein Kartenpalindrom so mischen, dass die Palindrom-Eigenschaft erhalten bleibt?


      • Und wie lässt sich die Kenntnis, dass ein Palindrom vorliegt, in wirkungsvolle Zaubertricks verwandeln?

    


    Karten werden hier deswegen verwendet, weil man dann nichts vorzubereiten braucht. Wer es etwas origineller haben möchte, hat viele Möglichkeiten:


    
       • Man kann zwei Kartenspiele verwenden, bei denen das Rückseitenmuster nicht notwendig gleich sein muss. Dann kann man «exakte» Palindrome erzeugen.

    


    
 [image: ]       
         Ein exaktes Kartenpalindrom.

      

    


    
       • Für Vorführungen bei einem großen Fest kann man Kartenpaare herstellen: Auf je zwei Karten sieht man die Namen (oder Fotos) von zwei Gästen, die als Paar zum Fest erwartet werden.


      • Auch Paare aus Geschichte oder Literatur eignen sich: Caesar und Kleopatra, Romeo und Julia,…

    


    Der Zaubertrick: Ein Kartenspiel wird mit der Bildseite nach oben kurz aufgeblättert: Es sieht unauffällig aus. Es wird umgedreht, und dann schließen sich viele Mischoperationen durch die Zuschauer an. Danach gelingt es dem Zauberer, die Karten pärchenweise zu präsentieren.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Wir brauchen zunächst ein als Kartenpalindrom gelegtes Spiel. Das geht natürlich am einfachsten, indem man es selber so vorbereitet. Dazu muss man sich nur entscheiden, was ein «Paar» sein soll und wie viele Karten man verwenden möchte.


    Es geht aber auch unter Mitwirkung der Zuschauer. Man zeigt ein Kartenspiel mit der Bildseite nach oben, und einige Zuschauer dürfen sich ein «Paar» aussuchen: zwei schwarze Buben, 7 und 8 derselben Farbe, Dame und König derselben Farbe, … alles ist erlaubt. Die Paare werden (Bildseite nach oben) übereinander gelegt, und dann wird der Stapel umgedreht.


    Das ist natürlich noch kein Palindromstapel. Um ihn zu einem Palindromstapel umzusortieren, kann man so verfahren:


    
       • Karten von oben nach unten auf zwei Stapel austeilen (links, rechts, links, rechts,…), dann die Teilstapel übereinanderlegen. (Es ist dabei egal, welcher der beiden Stapel nach oben kommt.) Auch das ist kein Palindromstapel: Bei r Paaren (also 2r Karten) liegt der jeweilige Partner r Karten weiter. Nun kann man einmal (oder auch mehrfach) abheben lassen: Immer noch liegen die jeweiligen Partner r Karten weiter.


      • Von diesem neuen Stapel zählt man exakt die Hälfte der Karten auf einen neuen Stapel einzeln herunter und legt dann den Reststapel und den neuen Stapel übereinander. Da durch das Herunterzählen die Reihenfolge umgedreht wurde, liegt nun ein Palindromstapel vor.

    


    Was ist bei der Durchführung zu beachten?


    Der Trick kann als «Die große Verbrüderung» angekündigt werden, egal, ob das Spiel schon vorbereitet war oder ob die Paare mit Hilfe der Zuschauer erzeugt wurden. Nun heißt es, die Karten tüchtig durcheinanderzubringen. Davon sollen jedenfalls die Zuschauer überzeugt sein. Wir brauchen dazu Mischmethoden, die scheinbar eine große Unordnung erzeugen, die die Palindromeigenschaft aber erhalten und die leicht durchzuführen sind. Hier sind einige Angebote (Vollständigkeit ist nicht angestrebt). Der Ausgangsstapel aus 10Karten soll so aussehen (wir betrachten ihn und die durch verschiedene Mischverfahren entstehenden Stapel von unten):


    
 [image: ]       
         Der Ausgangsstapel…

      

    


    Pärchen bedeutet hier: Beide rot oder beide schwarz, gleicher Kartenwert (aber verschiedene Kartenfarbe: [image: ] [image: ] ist erlaubt, [image: ] [image: ] aber nicht).


    1. Wir ändern einfach die Reihenfolge, indem wir die Karten einzeln zu einem neuen Stapel auf den Tisch blättern. Das kann man dadurch motivieren, dass man «sicherheitshalber» noch einmal nachzählen möchte. Es ist klar, dass dann wieder ein Palindromstapel entsteht.


    2. Angenommen, es sind n Karten, und m ist ein Teiler von n. Wir blättern dann unseren Kartenstapel in m neue Stapel um, indem wir– immer von links nach rechts– Karten einzeln herunterzählen. (Jeder Stapel enthält dann n/m Karten.) Diese Stapel nehmen wir nun einzeln auf: zunächst den linken, darauf den rechts daneben liegenden usw.; zuletzt wird der ganz rechts liegende Stapel obendrauf gelegt. Hier kann man die Zuschauer einbeziehen, sie können sich einen Teiler aussuchen: Bei 24Karten (12Pärchen) ist das Angebot besonders reichhaltig, da sie sich 2, 3, 4, 6, 8 oder 12Teilstapel wünschen dürfen.


    
 [image: ]       
         … nach Invertieren der Reihenfolge.

      

    


    Es ergibt sich wieder ein Palindromstapel, die Begründung wird im mathematischen Teil gegeben.


    
 [image: ]       
         Wir verteilen die Karten auf m= 5Teilstapel und legen sie wieder zusammen…

      

    


    
 [image: ]       
         … und hier ist das Ergebnis.

      

    


    3. Jetzt kommt ein Mischverfahren zum Einsatz, das wir schon kennen: Herunterzählen und drauflegen. Ein Zuschauer wählt eine Zahl k, die– bei n Karten– mindestens so groß ist wie n/2. Dann wird zweimal das folgende Mischverfahren angewendet: k Karten herunterzählen, Rest drauflegen. Wieder entsteht ein Palindromstapel. (Begründung im mathematischen Teil.)


    
 [image: ]       
         … zweimal: 6Karten einzeln herunterzählen, Rest drauflegen.

      

    


    4. Als Variante zu 3. kann man es bei einem Stapel aus n= 2r Karten auch so machen:


    
       • Die Hälfte der Karten (also r Karten) einzeln zu einem neuen Stapel auf den Tisch zählen, die andere Hälfte obendrauf legen.


      • Beliebig abheben lassen.


      • Dann noch einmal Schritt1: die Hälfte der Karten auf den Tisch, Rest drauf.

    


    (Auch hierzu findet man die Begründung im mathematischen Teil.)


    
 [image: ]       
         … nach: Herunterzählen von 5Karten, Rest drauflegen, beliebig abheben, herunterzählen von 5Karten, drauflegen des Restes.

      

    


    Es ist empfehlenswert, dass mindestens einmal Verfahren 2, 3 oder 4 verwendet wird, damit das Mischen einen wirklich zufälligen Anteil hat.


    


    Nun ist der Trick nur noch abzuschließen. Nur der Zauberer weiß, dass er einen Palindromstapel in der Hand hat, und dieses Wissen kann er nun für einen Trick ausnutzen. Am einfachsten wäre natürlich, das Kartenspiel unter dem Tisch zu verstecken, Zaubersprüche zu murmeln und nach und nach Pärchen dadurch hervorzuzaubern, dass einfach je eine Karte von unten und von oben abgezogen wird.


    Etwas origineller ist folgendes Verfahren, wobei wir davon ausgehen, dass mit 2r Karten gezaubert wird. Wir ziehen r– 1 Karten einzeln von oben unter den Kartenstapel und präsentieren die beiden obersten: Das ist ein Pärchen, denn es sind die ehemals mittleren Karten des Originalstapels. Bemerkenswerterweise ist der Rest wieder palindromisch, allerdings sind es jetzt zwei Karten weniger. Das kann man so lange fortführen, bis alle Pärchen erzeugt sind: r– 2 Karten herunterzählen, Pärchen präsentieren usw.


    Für diejenigen, die lieber mit konkreten Werten arbeiten wollen, illustrieren wir das Verfahren mit 12Karten, also 6Pärchen.


    Zunächst werden 5Karten einzeln von oben unter den Stapel geschoben, die beiden obersten werden aufgedeckt und daneben gelegt: ein Pärchen! Es sind 10Karten übrig, 4 werden heruntergezählt und die obersten beiden werden umgedreht und neben den Stapel gelegt: noch ein Pärchen! Und so weiter: 3 runter, aufdecken, 2 runter, aufdecken, 1 runter, aufdecken. Und auch die restlichen beiden Karten sind ein Pärchen.


    Der mathematische Hintergrund: Die Mathematik kommt ins Spiel, um zu begründen, dass die Palindromeigenschaft bei den oben beschriebenen Verfahren erhalten bleibt.


    Begründung zu Verfahren2: Wir schreiben n als m·k, es ist also k= n : m. Die Karten werden von unten nach oben durchnummeriert: Unten liegt Karte1, oben Karte n. Und die Palindrombedingung besagt, dass der «Partner» zu Karte1 (bzw. 2 bzw. 3 bzw.…) an der Stelle n (bzw. n– 1 bzw. n– 2 bzw.…) liegt. Allgemein: Der Partner von Karte j liegt an der Stelle n– j + 1.


    Nun wollen wir begründen, dass die Palindrombedingung auch nach Austeilen und Zusammenlegen erfüllt ist. Ganz einfach ist es für die unterste Karte, Karte1: Die wird als letzte ausgeteilt und wird folglich zur obersten Karte. Der Partner, Karte n, wurde zuerst ausgeteilt und liegt hinterher ganz unten. Kurz: Die Palindrombedingung ist für die Karten1 und n erfüllt. Was passiert mit Karte2? Sie wird als vorletzte ausgeteilt und ist folglich die oberste des vorletzten Stapels: Damit hat sie am Ende die Position n-k. Partner ist Karte n-1, die wurde schon als zweite– also als unterste des zweiten Stapels– ausgegeben. Am Ende liegt sie also an der Stelle k + 1. Das heißt, dass die Partner den gleichen Abstand von den Enden des Stapels haben, wieder gilt also die Palindrombedingung.


    Ganz analog lassen sich beliebige Karten im Stapel behandeln. Es wäre jedoch recht technisch, das exakt aufzuschreiben, und deswegen verzichten wir hier darauf.


    Begründung zu Verfahren3: In dem Abschnitt «Du musst es dreimal sagen!» in Kapitel2 haben wir schon gesehen, was mit einem Stapel aus n Karten passiert, wenn k Karten einzeln heruntergezählt werden (wobei k mindestens so groß wie n/2 ist) und der Rest draufgelegt wird: Der Stapel ist aus drei übereinanderliegenden Teilstapeln A (n– k Karten), B (2k– n Karten) und C (n– k Karten) aufgebaut (C unten, B darüber, ganz oben A), und nach der Aktion ist CBuAu entstanden; dabei bedeutet das hochgestellte u, dass die Reihenfolge umgedreht wurde.


    In unserem Fall liegt aber ein Palindromstapel vor, d.h. es ist C= Au, und B ist selbst ein Palindromstapel, d.h. es ist B= Bu (wobei wir Partnerkarten als gleich ansehen). Aus ABAu wird also bei der ersten Aktion AuBuAu und beim zweiten Mal AuBA, und das ist wieder ein Palindromstapel.


    Begründung zu Verfahren4: Im ersten Schritt wird aus dem Palindromstapel ein Stapel, bei dem die jeweilige Partnerkarte immer r Karten weiter liegt. Das gilt für alle Karten, wenn man «weiter» zyklisch interpretiert. (So ist zum Beispiel die fünfte Karte nach der vorletzten Karte die vierte Karte von oben.) Durch Abheben wird diese Eigenschaft nicht verändert, und der dritte Schritt stellt die Palindromeigenschaft wieder her.


    Die Präsentation: Wir beschreiben zunächst ausführlich einen Klassiker, man könnte ihn die «Heiratsvermittlung» nennen. Es geht um vier Pärchen, und zwar Dame und König einer Kartenfarbe. Die sind palindromisch vorbereitet, und zwar so, dass es bei flüchtigem Aufblättern unauffällig aussieht. Also nicht etwa alle Damen oben und dann in gespiegelter Farbreihenfolge die Könige, sondern Dame und Könige durcheinander unter Berücksichtigung der Palindrombedingung. Etwa so:


    
 [image: ]       
         Das vorbereitete Blatt, von unten gesehen.

      

    


    Nun kann man einige Zeit damit verbringen, das Spiel so wie in der Durchführung beschrieben «durcheinander» bringen zu lassen. Falls Variante3 dabei ist, kann man die fragliche Zahl k auch durch die Buchstabenanzahl des Vor- oder Nachnamens eines Zuschauers erzeugen lassen: wichtig ist nur, dass die Anzahl zwischen 5 und 8 liegt. Fällt etwa der Name «Martin», so werden– für jeden Buchstaben eine– die Karten zu einem neuen Stapel auf den Tisch gezählt und der Rest wird draufgepackt. (Wichtig: das muss zweimal gemacht werden.) Das kann man beliebig oft wiederholen.


    Man hat nun ein Palindromspiel vor sich, was allerdings die Zuschauer nicht ahnen. Wenn wir von den acht Karten drei einzeln unter den Stapel herunterzählen, wird oben ein Pärchen liegen. Das kann man entweder durch lautes Zählen begleiten («Eins-zwei-drei»), angemessener wäre jedoch, dabei (zum Beispiel) die drei Wörter «Sim Sala Bim» oder «König sucht Königin» zu sagen. Dann werden die obersten zwei Karten aufgedeckt: ein Pärchen!


    Bemerkenswerterweise ist das Herunterzählen von 3Karten (immer eine von oben unter den Stapel) gleichwertig mit dem Herunterzählen von 11Karten, denn nach 8Herunterzählschritten ist bei einem Stapel aus 8Karten derselbe Stapel entstanden wie zuvor. Das kann man sich zunutze machen, indem man sich ein 11-Buchstaben-Wort sucht und für jeden Buchstaben eine von oben nach unten legt: etwa A-B-R-A-K-A-D-A-B-R-A.


    Weiter geht es mit dem Reststapel aus 6Karten. Es sind nun zwei (oder 2 + 6= 8) Karten einzeln von oben unter den Stapel zu befördern, z.B. mit «H-E-I-R-A-T-E-N». Die beiden oberen Karten werden aufgedeckt, es ist garantiert ein Pärchen. Von den 4 restlichen Karten muss eine unter den Stapel (einfach laut «FINALE!» sagen) oder auch 5 («M-A-G-I-E»), oben liegt ein Pärchen, das aufgedeckt wird. Und dass die verbleibenden zwei Karten zusammenpassen, ist dann auch keine große Überraschung.


    Varianten: Der Stapel ist palindromisch, und keiner außer dem Zauberer weiß es! Das kann er auch auf viele andere Weisen ausnutzen.


    1. Palindromisch bedeutet ja auch, dass man die zweite Partnerkarte kennt, wenn man eine von beiden sieht. Zur Illustration wollen wir annehmen, dass Paare aus zwei Karten des gleichen Werts bestehen, die beide schwarz oder beide rot sind. Zu einem Herz König gehört ein Karo König, zu einer Pik Acht die Kreuz Acht. (Mit dieser «Paarung» hatten wir die obigen Mischverfahren schon illustriert.)


    
 [image: ]       
         «Paar» bedeutet: beide rot oder beide schwarz bei gleichem Kartenwert.

      

    


    Man kann es auch viel raffinierter machen: Die Summe der Zahlenwerte ergibt 14, beide Karten sind schwarz oder beide rot, aber nicht von der gleichen Kartenfarbe (also z.B. nicht beide Pik); zu einer [image: ]7 gehört also eine [image: ]7.


    Das Spiel ist also palindromisch gelegt, und es wird grob aufgeblättert: Auf den ersten Blick ist nichts Verdächtiges zu sehen. Dann wird mehrfach– so wie unter «Durchführung» beschrieben– ein scheinbares Durcheinander angerichtet. Am Ende gibt es jedenfalls einen Stapel, der garantiert palindromisch ist. Zum Weitermachen gibt es zwei Möglichkeiten:


    
 [image: ]       
         … die etwas raffiniertere Variante.

      

    


    Fortsetzung1: Die Karten werden mit der Bildseite nach unten auf dem Tisch von links nach rechts aufgefächert. Ein Zuschauer soll eine Karte ziehen, und die soll er sich ansehen (und dann behalten), ohne dass der Zauberer sie sieht. Der Zauberer zieht die Partnerkarte: Hatte der Zuschauer etwa die dritte von links gewählt, zieht der Zauberer die dritte von rechts. Damit das immer funktioniert, man also den Abstand sicher schätzen kann, sollte die Kartenanzahl nicht zu groß sein, also höchstens etwa zehn. Das kann er offen machen, er kann aber auch ein «Zaubertuch» über die Karten breiten und die richtige ertasten. Klar, dass er mit Hilfe seiner Karte die Zuschauerkarte identifizieren kann.


    Die Karten, die auf dem Tisch übrig geblieben sind, sind immer noch palindromisch. Man kann das Ganze also so lange wiederholen, bis alle Karten drangekommen sind.


    Fortsetzung2: Diesmal blättern wir die Hälfte der Karten einzeln bildunten auf den Tisch, diesen Teilstapel bekommt der Zuschauer. Der Zauberer behält den Rest. Die obersten Karten der beiden Sttapel bilden ein Pärchen, auch die jeweils zweiten, die jeweils dritten usw. Die Stapel werden nebeneinandergelegt, und durch Zauberkraft werden «Informationen zwischen den Karten übertragen».


    Ausgenutzt wird das so: Zauberer und Zuschauer nehmen die oberste Karte ihrer Stapel auf. Der Zauber strengt sich sehr an und ist dann in der Lage, die Karte des Zuschauers zu nennen. Mit den nächsten beiden Karten geht es genauso, usw. Hier könnte man die schon erwähnte Lügendetektorvariante einsetzen (Seite126ff.): Der Zuschauer sagt, was er hat, er darf aber lügen. Und der Zauberer weiß immer, ob das der Fall ist oder nicht.


    
 [image: ]       
         Die Stapel von Zauberer und Zuschauer, von unten gesehen.

      

    


    2. Bei dieser Variante kombinieren wir Palindrome mit dem australischen Mischen. Auf irgendeine Weise– selber vorbereitet oder mit Hilfe der Zuschauer– ist ein Stapel entstanden, der 6Pärchen enthält, zum Beispiel je zwei rote und je zwei schwarze Buben, Damen, Könige. Sie sollen palindromisch gelegt sein.


    Nun können einige der oben beschriebenen Mischmethoden angewandt werden: so lange, bis alle überzeugt sind, dass das Spiel völlig chaotisch aussieht. Nur der Zauberer weiß, dass der Stapel immer noch palindromisch ist. Er zählt 6Karten einzeln zu einem neuen Stapel herunter und legt die restlichen Karten drauf. Nun ist der jeweilige Partner immer 6Karten weiter. Legt man jetzt insbesondere die oberste Karte aufgedeckt auf den Tisch, so liegt die Partnerkarte an Position6– also genau in der Mitte– des Reststapels aus 11Karten. Nun ist 11= 23 + 3. Deshalb kann man diese Karte mit der zweiten Variante des australischen Ausgebens effektvoll präsentieren: eine Karte auf den Tisch, eine unter den Stapel, eine auf den Tisch, eine unter den Stapel, usw. Es wurde weiter oben begründet, dass die letzte Karte in der Hand die Karte mit der ursprünglichen Position6 sein wird. Und das ist dann– Finale!– die Partnerkarte zu der auf dem Tisch liegenden.


    3. Man kann das Pärchenfinden um ein weiteres Zufallsverfahren ergänzen, um die Wirkung noch zu steigern. Mal angenommen, wir haben einen Palindromstapel aus 2r Karten erzeugt. Wir teilen ihn genau in der Mitte und legen die beiden Teilstapel mit der Bildseite nach unten nebeneinander auf den Tisch. Wenn wir die Karten durchnummerieren, so liegen also links (von oben nach unten) die Karten 1, 2, 3, … r und rechts die Karten r*, (r– 1)*, 2*, 1*; dabei bezeichnet k* die Partnerkarte zu Karte k.


    Nun sollen r– 1 Karten in den beiden Stapeln einzeln von oben nach unten gelegt werden, wobei die Zuschauer jeweils entscheiden dürfen, ob das links oder rechts gemacht wird. Mal angenommen, die Zuschauer haben sich entschieden, dass im linken Stapel k und im rechten r– 1– k Karten bewegt wurden. Links sieht es dann so aus: k + 1, k + 2,…, r, 1, 2,…, k. Und wie ist es rechts? Wenn eine Karte von oben nach unten kommt, ist die oberste (r– 1)*, bei zweien (r– 2)*, allgemein (r– s)* bei s Karten. In unserem Fall ist s= r–1–k, die oberste Karte ist also (r–(r–1–k))*= (k+1)*. Auf beiden Stapeln liegen also oben Partnerkarten! Man kann sie gleich als Partner präsentieren oder erst einmal verdeckt ablegen, um sich die Überraschung für später aufzuheben.


    Bemerkenswerterweise sind die Reststapel aus jeweils r–1 Karten wieder bestens vorbereitet, sie liegen also so, als wenn sie aus einem Palindromstapel durch Aufteilen entstanden wären. Zur Begündung schauen wir uns einmal die s-te Karte von oben im linken Stapel an: Die erste Karte ist nun (nach Wegnehmen der obersten Karten von beiden Stapeln) Karte k + 2, die zweite k + 3 usw.; die s-te ist also die Karte k + s + 1 (wobei wir erst einmal annehmen, dass k + s + 1 nicht größer als r ist). Und was ist im rechten Stapel die s-te von unten? Die (mittlerweile entfernte) hatten wir schon als (k + 1)* identifiziert. Von unten liegen folglich die Karten in der Reihenfolge (k + 2)*, (k + 3)*, … Die s-te ist also (k + s + 1)*, und damit ist die Palindrombedingung erfüllt. (Für s mit k + s + 1 > r kann man ganz ähnlich argumentieren.)


    Das bedeutet, dass wir das Ganze mit den neuen Stapeln noch einmal machen können, dabei muss allerdings r durch r–1 ersetzt werden: Wir lassen r–2 Karten einzeln völlig beliebig in den Stapeln von oben nach unten legen. Dann wird oben ein Pärchen liegen, und wenn wir es wegnehmen, kann sofort die nächste Runde beginnen: r–3 Karten runter usw.


    Als konkretes Beispiel betrachten wir den Fall r= 4, und wir wollen annehmen, dass wir mit einem Palindromstapel aus Damen und Königen starten. Ein Wort mit drei Buchstaben würde nun reichen, den gleichen Zweck erfüllt ein siebenbuchstabiges: Bei einem der Stapel wurde dann mindestens viermal eine Karte nach unten gelegt, und dann sieht er haargenau so aus wie vorher. Wie wäre es also mit «KÖNIGIN»? Oben liegt dann ein Paar, das legen wir erst einmal zur Seite. Jetzt haben beide Reststapel drei Karten, also sind zwei (oder fünf, oder acht oder…) Karten zu bewegen, um den gewünschten Zweck zu erfüllen. Wir wollen das Wort «SUCHT» mit fünf Buchstaben verwenden. Damit ist noch ein Pärchen entstanden, wir legen die jeweils oberste Karte der Stapel als Pärchen beiseite.


    Die Reststapel sind auf je zwei Karten zusammengeschmolzen. Es würde reichen, eine einzige von oben nach unten zu legen. Es können aber auch drei oder fünf oder noch mehr sein, die Anzahl muss nur ungerade sein. Das Wort «KÖNIG» würde zum Abschluss gut passen.


    Die obersten werden zur Seite gelegt und die letzten beiden werden als Pärchen präsentiert. Das wäre schon sehr bemerkenswert, aber wirklich spektakulär wird es, wenn nun die bisher verdeckt liegenden Kartenpaare auch noch als Dame-König-Pärchen gezeigt werden.

  


  3 Optimal verpackte Information: Codierung


  
     Unter «Codierung» versteht man das Verpacken von Informationen. Je nach Situation möchte man einen oder mehrere der folgenden Gesichtspunkte berücksichtigen:


    
       
        	         Das Endergebnis benötigt möglichst wenig Speicherplatz.





        	         Die Ausgangsinformation ist schnell reproduzierbar.





        	         Für Unbefugte ist das Herauslesen der Information schwierig bis unmöglich.





        	         Wenn die «verpackte» Information übertragen wird (Internet, Glasfaserkabel,…) und sich dabei Übertragungsfehler eingeschlichen haben, so ist der Empfänger immer noch in der Lage, nach dem «Auspacken» alles Wichtige lesen zu können.




      

    


    Hier einige Beispiele, die uns fast täglich begegnen:


    
       
        	         Die Codierung von musikalischen Informationen auf einer CD, DVD oder einem MP3-Player.





        	         Die Produktinformation im Barcode, die Hersteller, Preis usw. enthält.




      

    


    
 [image: ]       
         Codierung im Alltag.

      

    


    
       
        	         Die Nummer in Ihrer Fernsehzeitschrift, durch die Sie Ihrem DVD-Recorder schnell mitteilen, welche Sendung Sie aufgenommen haben möchten («Show View»).





        	         Die Verschlüsselung von wichtigen Informationen (z.B. bei elektronisch getätigten Bankgeschäften oder bei E-Mails), bevor sie im Internet übertragen werden.





        	         Kompressionsprogramme für Bilder (JPEG, GIF), Musik (MP3) oder Filme (MP4).




      

    


    Die zugehörige Theorie, die Codierungstheorie, ist eine recht junge und sehr intensiv betriebene Wissenschaft. Die Grenzen zur Kryptographie, der Wissenschaft vom Ver- und Entschlüsseln, sind fließend.


    Für die in diesem Kapitel zu besprechenden Zaubertricks werden wir nur sehr einfache Methoden der Informationsverpackung verwenden.


    Bevor es losgeht, könnte man noch erwähnen, dass es Zaubertricks gibt, bei denen die Codierung ohne Mathematik auskommt. Hier folgen zwei Beispiele, die ich schon in sehr jungen Jahren kennengelernt habe:


    1. Der Zauberer geht aus dem Raum, das Publikum und ein Helfer bleiben zurück. Das Publikum einigt sich auf einen Gegenstand im Raum, den der Zauberer finden soll.


    Der kommt zurück, der Helfer zeigt nach und nach auf verschiedene Gegenstände und fragt: «War es das, was wir uns ausgesucht haben? Oder das?…» Und der Zauberer findet ganz sicher den richtigen Gegenstand.


    Die Lösung: Es gibt eine geheime Botschaft des Zauberers. Seine Antworten auf die Frage des Helfers sind von der Art «Nein, das glaube ich nicht», «Das wohl auch nicht». Das geht so eine Weile. Doch irgendwann kommt im Satz des Zauberers das Wort «Nee!» vor, etwa «Nee, das ganz bestimmt nicht!». Und dann weiß der Helfer, dass er als Nächstes auf den gesuchten Gegenstand zeigen soll.


    2. Auch hier verlässt der Zauberer den Raum, auch hier gibt es einen Helfer, der nicht hinausgeht. Das Publikum sucht sich eine Zahl aus, die nicht allzu groß– etwa zwischen 5 und 15– sein sollte. Der Helfer sitzt auf einem Stuhl, der Zauberer kommt herein und legt ihm von hinten die Hände an die Schläfen: Die geheime Zahl soll dem Zauberer durch Gedankenübertragung mitgeteilt werden. Und das klappt auch: Er kann wirklich die richtige Zahl nennen.


    Zauberei ist natürlich auch hier nicht im Spiel, die Lösung ist viel profaner. Es liegt an den menschlichen Muskeln: Wenn man nämlich die Zähne zusammenbeißt, ist das an den Schläfenmuskeln zu merken (probieren Sie es gleich aus!). Der Helfer beißt einfach so oft die Zähne aufeinander, bis die geheime Zahl übertragen ist.


    Solche Tricks sind nicht der Gegenstand dieses Buches. Ich konnte aber der Versuchung nicht widerstehen, sie hier zu nennen, weil ich sie schon auf vielen Kindergeburtstagen erfolgreich eingesetzt habe. In den nachstehenden Abschnitten werden wir Tricks besprechen, bei denen die Codierung eine mathematische Grundlage hat.

  


  3.1 Wir starten…


  Mal angenommen, Sie sehen n2 Karten, die mit der Bildseite nach oben quadratisch angeordnet sind:


  
 [image: ]     
       9Karten, in einem quadratischen Schema angeordnet.

    

  


  Jemand soll sich– in Gedanken– eine Karte aussuchen und der Zauberer soll sie «durch Gedankenkraft» finden. Wenn ihm gesagt würde, in welcher Zeile und in welcher Spalte die gesuchte Karte liegt, wäre alles klar, denn es gibt nur eine Karte an dieser Stelle. Allerdings wäre das Auffinden der Karte dann auch nicht besonders bemerkenswert, und deswegen muss man die Idee, die Karte durch die zwei Informationen «Zeile» und «Spalte» zu finden, ein bisschen besser verpacken. Hier ist ein Vorschlag.


  Der Zaubertrick: Ein Kartenstapel wird von einem Zuschauer gemischt. Dann sucht er sich eine Karte aus: Die merkt er sich, steckt sie in den Stapel zurück und mischt ihn noch einmal, bevor er ihn dem Zauberer übergibt.


  Der legt ihn zu einem quadratischen Kartenmuster aus. Der Zuschauer sagt, in welcher Spalte sich seine Karte befindet. Der Zauberer nimmt die Karten noch einmal auf und legt sie wieder quadratisch aus. Und wieder nennt der Zuschauer die Spalte, in der er seine Karte sieht.


  Wie ist der Trick vorzubereiten? Es ist nichts vorzubereiten. Der Zauberer muss nur eine Anzahl Karten bereithalten, die sich zu einem Quadrat auslegen lassen. Zum Beispiel 16Karten oder 25Karten.


  Was ist bei der Durchführung zu beachten? Wir gehen einmal von 25Karten aus. Die vom Zuschauer gemerkte Karte ist irgendwo gut versteckt im Stapel. Jetzt werden die Karten ausgelegt: fünf Reihen von links nach rechts zu je fünf Karten. Das soll so gemacht werden, dass sich die Karten aus der Sicht des Zauberers von oben nach unten überlappen: So lassen sie sich gleich leichter zusammenschieben.


  Der Zuschauer nennt die Spalte mit seiner Karte: Spalte4; er hat sich die [image: ]3 ausgesucht. Nun schiebt der Zauberer die Karten spaltenweise zusammen und legt sie übereinander. Zuerst die Karten aus Spalte1, darüber die aus Spalte2 usw.


  
 [image: ]     
       Das sieht der Zuschauer: Seine Karte ([image: ]3) ist in der vierten Spalte.

    

  


  Jetzt wird noch einmal ausgelegt: von links nach rechts je fünf Karten, danach beginnt eine neue Reihe. Die Spalten des ersten Durchgangs sind die Zeilen des zweiten Quadrats, man muss allerdings von unten zählen, weil Karten spaltenweise von links nach rechts aufgenommen wurden.


  Da sich die Zuschauerkarte im vierten Spaltenpäckchen von unten befindet, liegt sie nun in der zweiten Zeile. Wenn der Zuschauer wieder die Spalte nennt, in der seine Karte liegt, ist sie identifiziert.


  Es gibt viele Möglichkeiten für den Zauberer, dieses Wissen einzusetzen, um den Trick abzuschließen: einfach die Karte benennen; noch einmal die Karten zusammennehmen, mischen lassen und die Karte dann durch Gedankenübertragung finden;…


  
 [image: ]     
       Die Zuschauerkarte [image: ]3 liegt nun in der zweiten Spalte und ist damit identifiziert.

    

  


  Der mathematische Hintergrund: Das Benennen einer Spalte in einem Feld von n2 Karten reduziert die Anzahl der möglichen Kandidaten auf n Karten. Durch geschicktes Auslegen und das Benennen einer Spalte wird die Anzahl noch einmal durch n geteilt, sodass eine einzige Karte übrig bleibt.


  Allgemein gilt: Darf man k Fragen stellen und unterscheidet die Antwort jeweils zwischen r Möglichkeiten, so kann man ein Objekt unter rk Objekten durch diese Fragen ermitteln.


  Und besser geht es auch nicht.


  Die Präsentation: Wenn man den Trick mehrfach durchführt, sollte das Aufnehmen der Spalten variieren. Angenommen etwa, man nimmt die letzte Spalte zuerst, dann die vorletzte usw. auf. Dann wird aus der k-ten Spalte die k-te Zeile, es ist für den Zauberer dann sogar noch etwas einfacher.


  Varianten: 1. Wenn das Spiel vorbereitet ist, kann man die Grundidee noch weit besser verstecken. Legen Sie 16Karten eines Bridgespiels in ein 4 × 4-Quadrat so aus, dass gilt:


  
     • Übereinanderliegende Karten in Zeile1 und 3 bilden ein identifizierbares Pärchen: Wenn Sie eine sehen, wissen Sie, welches die andere ist. (Zum Beispiel Pik und Kreuz König; oder zwei schwarze (bzw. rote) Karten verschiedener Kartenfarbe (etwa [image: ] und [image: ] bzw. [image: ] und [image: ]), deren Summe 12 ist;…)


    • Das gleiche gilt für die Zeilen2 und 4.

  


  Auch hier sollen sich übereinanderliegende Karten leicht überlappen, damit die Spalten später leicht zusammengeschoben werden können. Hier ist ein Beispiel:


  
 [image: ]     
       Das vorbereitete Kartenspiel: Übereinanderliegende Pärchen haben die Summe12 und sind beide rot oder beide schwarz. (In den Zeilen 1 und 3 sowie in den Zeilen 2 und 4.)

    

  


  
 [image: ]     
       Die Fortgeschrittenenvariante: Die gesuchte Karte wird auch dann gefunden, wenn die entsprechende Spalte verdeckt ist.

    

  


  Der Zauberer dreht sich um, und ein Zuschauer soll auf eine Karte seiner Wahl zeigen. Jetzt kommt der Zauberer zurück, und er erfährt, in welcher Spalte die gesuchte Karte liegt. Wir nehmen einmal an, dass sich der Zuschauer für die [image: ]7 entschieden hat, er sagt also «Spalte3». Der Zauberer nimmt das Spiel wie eben auf und legt es wieder aus: Vier Karten von links nach rechts, darunter wieder vier; dann noch eine dritte und eine vierte Reihe. Er weiß jetzt, in welcher Zeile sich die gesuchte Karte befindet, in unserem Fall in der dritten von unten (in Zeile2). Aufgrund der Vorbereitung gilt: Zu jeder Karte an Position1 in irgendeiner Zeile liegt die Partnerkarte an Position3, und auch die Karten2 und 4 sind in allen Zeilen Partner.


  Wenn der Zuschauer nun wieder die Spalte mit der Karte nennen würde, wäre alles wie vorher (und die Vorbereitung wäre gar nicht erforderlich gewesen). Diesmal legt er aber einen bereitliegenden Papierstreifen über die entsprechende Spalte, der Zauberer dreht sich dabei um. Wenn er nun wieder auf den Tisch blickt, ist alles klar: Die Zeile kennt er schon (bei uns: Zeile2), er sieht sich noch in dieser Zeile die Partnerkarte ([image: ]5) zu der verdeckten Karte an, und damit ist ihm die Zuschauerkarte bekannt: Es muss die [image: ]7 sein.


  3. Man kann die Idee auch als «Gedankenlesen» verpacken. Als Vorbereitung denken wir uns 4 · 4= 16Objekte aus, die in einem quadratischen Schema angeordnet werden. Als Beispiel wählen wir hier einfach Buchstaben, es könnten aber auch Bilder von Tieren, zweistellige Zahlen, einprägsame Begriffe usw. sein. Das Schema muss noch einmal kopiert werden, dabei vertauschen Zeilen und Spalten ihre Rollen.


  


  Hier ist unser Schema: Die Zeilen der rechten Tabelle sind die Spalten der linken.


  
 [image: ]
  


  Nun werden vier Kärtchen vorbereitet. Das erste zeigt auf der Vorderseite die erste Zeile der ersten, auf der Rückseite die erste Zeile der zweiten Tabelle. Auf dem zweiten Kärtchen sieht man vorn bzw. hinten die zweite Zeile von Tabelle1 bzw. 2, usw.


  Der Gedankenlesetrick kann nun vorgeführt werden. Vier Zuschauer werden ausgesucht. Dem ersten wird die Vorderseite von Kärtchen1 gezeigt, er soll sich einen Buchstaben seiner Wahl merken. Zuschauer 2 (bzw. 3, bzw. 4) merkt sich etwas von der Vorderseite von Kärtchen 2 (bzw. 3, bzw. 4). Der Zauberer legt die 4Kärtchen zusammen und dreht sie unauffällig um. Er zeigt die Rückseiten nach und nach vor, und falls einer der vier Zuschauer seinen gemerkten Buchstaben sieht, soll er sich melden. Dadurch kann der Zauberer allen sagen, was sie gewählt haben.


  Das ist ganz einfach. Mal angenommen, Zuschauer 3 meldet sich, wenn das erste Kärtchen (Rückseite!) gezeigt wird. Dann weiß der Zauberer, dass er das «L» ausgesucht hat: Denn er hat etwas aus der dritten Zeile von Tabelle1 gewählt (da er als Dritter dran war), und jetzt ist bekannt, dass es die erste Spalte der ersten Tabelle (= Rückseite der ersten Karte) war. Der Zauberer muss nur aus dem Augenwinkel den dritten Buchstaben der gerade gezeigten Karte erkennen, und das ist seine einzige Leistung bei diesem «Gedankenlesen».


  Es kann auch sein, dass sich mehrere Zuschauer melden. Wenn etwa Zuschauer 1 und 2 beim dritten Kärtchen melden, dass ihr Buchstabe dabei ist, so hatten sie– bei gleicher Begründung– an das «R» (Zuschauer1) und das «J» (Zuschauer2) gedacht.


  Ich empfehle diese Variante, um nicht für zu viele Tricks immer nur Spielkarten einzusetzen. Wem nicht so viele Begriffe einfallen, kann sich auch mit 3·3= 9 Begriffen benügen; dann können allerdings nur die Gedanken von 3Zuschauern gelesen werden.


  3.2 Gut gelegt…


  Alle Zaubertricks, bei denen Karten verwendet werden, beruhen darauf, dass man gewisse Informationen über die Lage der Karten hat (und kontrollieren kann, was beim Mischen passiert). Jetzt wollen wir uns um Situationen kümmern, in denen sogar eine vollständige Information vorliegt: Zu Beginn des Spieles weiß der Zauberer genau, an welcher Stelle sich welche Karte befindet. Insbesondere ist immer klar, welche Karte als nächste kommen wird, wenn irgendeine aufgedeckt worden ist.


  Im Prinzip ist das leicht zu erreichen. Man kann zum Beispiel ein Skatspiel so legen: zuerst alle Karo-Karten, dann alle Herz-, Pik- und Kreuz-Karten, jeweils von 7 bis Ass. Dann kann man die Position jeder Karte schnell berechnen. Die [image: ]7 ist die 17. Karte, an der 14.Stelle muss die [image: ]D liegen usw. Es ist allerdings dann nicht empfehlenswert, die Zuschauer die Bildseite sehen zu lassen, denn es ist überdeutlich, dass da manipuliert wurde.


  Das andere Extrem wäre, die Karten, die man verwenden möchte, gut durchzumischen und dann die Reihenfolge auswendig zu lernen. Dann kann die Bildseite gezeigt werden, und keiner wird Verdacht schöpfen. Das Auswendiglernen dürfte für die meisten von uns aber recht anstrengend sein, und Spaß macht es auch nicht. Das muss auch nicht sein. Denn es ist möglich, die Karten nach einfachen Regeln so zu legen, dass das Ergebnis unauffällig aussieht, wenn die Bildseiten gezeigt werden.


  Hier ein Vorschlag, es ist eine Variante der unter Zauberern wohlbekannten SiStebbens-Ordnung. Bei der wird ein Bridgespiel verwendet, ich schlage hier eine Modifikation für die in Deutschland weiter verbreiteten Skatspiele vor:


  
     • Entfernen Sie aus einem Skatspiel alle Asse, es bleiben also 28Karten übrig.


    • Wählen Sie eine feste Reihenfolge der vier Kartenfarben, zum Beispiel die beim Skat übliche Reihenfolge [image: ], [image: ], [image: ], [image: ].


    • Legen Sie dann die Karten so, dass– beginnend mit der [image: ]7– erstens die Farbreihenfolge eingehalten wird und zweitens der Kartenwert der jeweils nächsten Karte um 3 höher ist als der vorhergehende. Das ist, wie schon früher, zyklisch zu interpretieren. Drei weiter als die 7 ist die 10, dann kommt der König, danach– das Ass fehlt ja, und es geht beim Zählen bei der 7 weiter– die 9 usw.

  


  Die Karten liegen also in der folgenden Reihenfolge:


  [image: ]7, [image: ]10, [image: ]K, [image: ]9, [image: ]D, [image: ]8, [image: ]B, [image: ]7, [image: ]10, [image: ]K, [image: ]9, [image: ]D, [image: ]8, [image: ]B, [image: ]7, [image: ]10, [image: ]K, [image: ]9, [image: ]D, [image: ]8, [image: ]B, [image: ]7, [image: ]10, [image: ]K, [image: ]9, [image: ]D, [image: ]8, [image: ]B.


  In dieser Anordnung kommen wirklich alle Karten vor, und jetzt kann man auch verstehen, warum die Asse entfernt wurden: Wenn sie drin geblieben wären, hätte man mit diesem Verfahren nicht alle Karten erfasst. Schon die neunte Karte hätte wieder die [image: ]7 sein müssen. Man beachte, dass die nächste Karte nach der letzten Karte, dem [image: ]B, die [image: ]7 (d.h. die erste Karte) ist. Die Ordnung ist also in der Tat zyklisch: Immer ist die nachfolgende Karte drei Werte weiter, und sie hat die nächste Farbe. Das ist deshalb wichtig, weil diese Eigenschaft beim Abheben erhalten bleibt.


  Man kann nun leicht jede beliebige Karte identifizieren. (Das muss man für unsere Varianten des Tricks aber nicht perfekt beherrschen.) Was ist zum Beispiel die 22ste Karte? Nach je vier Karten sind alle Farben einmal aufgetreten: Die erste, 5te,…, 21ste Karte sind Kreuz-Karten, die 22ste Karte muss also eine Pik-Karte sein. Und der Wert? Er geht jeweils um 3Schritte weiter, bis zur 22sten Karte wurde also 21Mal um drei weitergezählt. Und wenn um 7 weitergezählt wurde, ist man bei der gleichen Karte. Da 21 durch 7 teilbar ist, ist man beim gleichen Kartenwert wie am Anfang, also bei der 7. Zusammen: Die 22ste Karte ist die [image: ]7.


  Ein weiteres Beispiel: Was ist die 12te Karte? Die erste, 5te, 9te, 13te sind Kreuz, es ist also eine Karo-Karte. Und der Wert? Man muss 11Mal um 3 weiterzählen, also 33Mal. Nach je 7Schritten ist die Ausgangskarte (die 7) erreicht, man muss– da 28 durch 7 teilbar ist– von der 7 noch 33– 28= 5 Karten weiterzählen: eine Dame. Die 12te Karte ist also die [image: ]D.


  Der Zaubertrick: Ein Kartenspiel wird mehrfach abgehoben. Dann wird es– mit der Rückseite nach oben– aufgefächert, und ein Zuschauer zieht eine Karte. Danach wird das Spiel noch mehrfach abgehoben. Der Zauberer kann die Karte richtig benennen.


  Wie ist der Trick vorzubereiten? Das Spiel ist in der oben beschriebenen Ordnung vorbereitet.


  Was ist bei der Durchführung zu beachten? Das Spiel kann mit der Bildseite nach oben grob aufgefächert und gezeigt werden. Keiner sollte Verdacht schöpfen. Danach wird der Stapel mehrfach durch einige Zuschauer abgehoben. Dadurch wird die zyklische Ordnung der Karten nicht verändert: Die Farbe der jeweils nächsten Karte ist die nächste in der zyklischen Ordnung Kreuz-Pik-Herz-Karo, und ihr Wert ist drei weiter unter den Werten 7, 8, 9, 10, B, D, K.


  Das Spiel wird nun mit der Bildseite nach unten aufgefächert, ein Zuschauer zieht irgendeine Karte und sieht sie sich an (er behält sie). Der Zauberer legt den oberen Teil– also die Karten oberhalb der gezogenen Karte– nach unten unter den Stapel. Damit ist die unterste Karte diejenige, die direkt vor der gezogenen lag. Er muss sie sich nur unauffällig ansehen, dann kennt er aufgrund der Regelmäßigkeit der Ordnung die Zuschauerkarte. Sieht er zum Beispiel eine [image: ]D, so war die Zuschauerkarte eine [image: ]8. Der Zuschauer steckt seine Karte in den Stapel und kann beliebig lange mischen. Der Zauberer findet die Karte mit einem Abschluss seiner Wahl: hohe Konzentration, Hilfe durch den Zauberstab (der zur richtigen Karte der mit der Bildseite nach oben liegenden Karten führt),…


  Zur Vorbereitung gehört auch– und das gilt in diesem Fall ganz besonders–, dass man den Trick mehrfach übt, bevor man ihn vor einem Publikum vorführt.


  Der mathematische Hintergrund: Die Mathematik ist in der Codierung versteckt. Im Hintergrund spielte Zahlentheorie eine Rolle: Wenn man die Asse im Spiel lässt, gibt es 8Kartenwerte und 4Kartenfarben. Da 8 und 4 nicht teilerfremd sind, kann es keine einfache Regel des Typs «Gehe soundso viel Farben und soundso viel Kartenwerte weiter» geben, die alle Karten erfasst. Anders sieht es mit 7 (nach Entfernen der Asse) und 4 aus, diese beiden Zahlen sind teilerfremd.


  Verwendet man ein Bridgespiel mit 13Kartenwerten, ist alles einfacher. 13 ist eine Primzahl, insbesondere sind 13 und 4 teilerfremd. Deswegen führt die Ordnung «nächste Farbe, Kartenwert um drei erhöhen» hier zum Ziel.


  Die Präsentation: Man sollte betonen, dass der Zauberer eigentlich nichts über die gezogene Karte wissen kann. Immerhin wurde mehrfach abgehoben, die Karte wurde völlig beliebig gewählt, und dann wurde noch lange gemischt.


  Varianten: 1. Das Spiel wird wie im vorigen Trick vorbereitet, und es wird mehrfach abgehoben. Ein Zuschauer wird eingeladen, sich mit dem Zauberer zu messen. Er soll die oberste Karte erraten. Das tut er: Die Karte wird aufgedeckt, und mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit ist die Vorhersage falsch. Nun ist der Zauberer an der Reihe. Er sagt die nächste und die übernächste Karte richtig voraus, und im Grunde könnte er bis zum Ende des Spiels so weitermachen.


  
 [image: ]     
       Die nächsten beiden Karten sind die [image: ]8 und der [image: ]B.

    

  


  Er muss, nachdem er ja die oberste Karte kennt, in der Kartenordnung immer nur eine Karte weitergehen. Ist die oberste Karte etwa die [image: ]8, so geht es mit [image: ]B, [image: ]7, [image: ]10, … weiter. Man sollte nicht allzu viele Voraussagen machen, damit niemandem die Regelmäßigkeit auffällt.


  Möglich ist es auch, sich mit dem Zuschauer einen Prognosewettstreit zu liefern. Abwechselnd wird versucht, die nächste Karte vorherzusagen. Es ist klar, dass der Zauberer gewinnen wird.


  2. Das wie oben gelegte und mehrfach abgehobene Spiel wird mit der Rückseite nach oben aufgefächert. Ein Zuschauer zieht eine Karte, merkt sie sich und steckt sie an einer anderen Stelle wieder hinein. Danach wird wird mehrfach abgehoben. Nun sieht sich der Zauberer die Bildseiten an. Er erkennt die gezogene Karte daran, dass an dieser Stelle die Ordnung gestört ist. Wie man das dann abschließt, kann man sich aus den verschiedenen in vorigen Abschnitten besprochenen Möglichkeiten aussuchen.


  3. Die Originalversion kann auf zwei (oder sogar mehr) teilnehmende Zuschauer erweitert werden. Wie vorher wird das gelegte Spiel mehrfach abgehoben und mit der Bildseite nach unten leicht aufgefächert. Zwei Zuschauer suchen sich zwei benachbarte Karten, sehen sie sich heimlich an und behalten sie. Der Zauberer hebt an der entsprechenden Stelle ab, dadurch ist die Karte über den beiden gewählten ganz unten.


  Die muss er unauffällig in Erfahrung bringen, etwa dann, wenn er die Karten zum Mischen übergibt. Und dann kann es losgehen. Im Grunde kennt er die Zuschauerkarten schon, es wäre aber zu plump, dieses Wissen sofort auszuspielen. Er kann die Karten zum Beispiel noch einmal ins Spiel mischen lassen und sie dann durch «Zauberkraft» identifizieren.


  War zum Beispiel unten die [image: ]8 zu sehen, so sind die Zuschauerkarten der [image: ]B und die [image: ]7.


  3.3 Unmöglich!


  In diesem Abschnitt geht es um eine ganze Trickfamilie, von einfach bis anspruchsvoll. Die intellektuelle Herausforderung an Zauberer (und Helfer) ist deutlich höher als bei den anderen besprochenen Tricks. Deshalb ist der Aufbau etwas anders als sonst. Es sind einige Vorbereitungen nötig, und dann wird der Trick in den Versionen «sehr einfach» über «einfach» bis «Standard» vorgestellt. Die Überschrift erklärt sich damit, dass sich auch Zuschauer mit mathematischem Hintergrund beim besten Willen nicht vorstellen konnten, wie die relevante Information übertragen wird.


  Wir kommen nun zu den Vorbereitungen. Auch diejenigen, die sich für den mathematischen Hintergrund der Tricks eher weniger interessieren, sollten in diesem Fall eine Ausnahme machen. Denn sonst wird die Kommunikation zwischen Helfer und Zauberer nicht funktionieren.


  
     Vorbereitung1: zyklische Ordnungen


    Um zu verstehen, was hier gemeint ist, denken wir zunächst an das Zifferblatt einer Uhr.


    
 [image: ]       
         Das Zifferblatt einer Uhr: Der Maximalabstand beträgt sechs Stunden.

      

    


    Wenn man da zwei Stunden markiert, sind die höchstens um sechs Stunden auseinander:


    
       • Wenn 2 und 9 markiert sind, so ist 2 fünf Stunden später als 9.


      • Wenn 12 und 6 markiert sind, so ist 6 sechs Stunden später als 12.


      • …

    


    Das gilt immer, und es würde sogar richtig sein, wenn wir ein Zifferblatt mit 13Stunden vor uns hätten. Da es so etwas nicht gibt, modellieren wir es durch die 13Karten einer Kartenfarbe von Ass bis König, die wir in einen Kreis auslegen, etwa für Kreuz:


    
 [image: ]       
         13Karten: Bei zwei beliebigen Karten liegt eine immer höchstens um 6Karten in der zyklischen Ordnung weiter.

      

    


    Auch hier ist es richtig, dass bei der Wahl von zwei Karten der Abstand höchstens 6 ist:


    
       • Wenn [image: ]2 und [image: ]K markiert sind, so ist [image: ]2 drei Karten weiter als [image: ]K.


      • Wenn [image: ]6 und [image: ]D markiert sind, so ist [image: ]6 sechs Karten weiter als [image: ]D.

    


    Allgemein gilt:


    
       Wenn man höchstens 2n+1 Karten in einem Kreis anordnet und zwei kennzeichnet, so kann man eine der beiden so wählen, dass die andere höchstens n Karten weiter (im Uhrzeigersinn gerechnet) liegt.

    


    Das wird gleich sehr wichtig werden, deswegen gibt es hier noch zwei weitere Beispiele:


    
       Beispiel1: drei Karten


      Legt man die Karten Ass, 2 und 3 «kreisförmig» (also eigentlich als Dreieck) aus und wählt zwei davon aus, so kann man sich immer eine von beiden so aussuchen, dass die andere die nächste im Uhrzeigersinn ist.


      
 [image: ]         
           3Karten: Bei zwei beliebigen Karten liegt eine immer– in der zyklischen Ordnung– direkt hinter der anderen.

        

      


      Diese Erkenntnis ist nicht wirklich spektakulär, wird aber schon in der Variante «sehr leicht» des folgenden Zaubertricks eine Rolle spielen.


      Die Situation entspricht dem Fall n= 1 mit 2n + 1 Karten.


      


      Beispiel2: Fünf Karten


      Nun sind wir im Fall n= 2 bei 2n + 1= 5 kreisförmig angeordneten Karten. Wirklich ist es so, dass bei zwei beliebig gewählten Karten eine von beiden höchstens zwei weiter liegt als die andere. Zur Illustration haben wir die Herzkarten 2, 3, 4, 5, 6 gewählt:


      
 [image: ]         
           5Karten: Bei zwei beliebigen Karten liegt eine immer höchstens um 2Karten in der zyklischen Ordnung weiter.

        

      


      Sind etwa [image: ]3 und [image: ]6 ausgewählt, so liegt die [image: ]3 zwei Karten weiter als die [image: ]6.


      In der zweiten Vorbereitung wird klar werden, warum wir uns ausgerechnet um die Fälle n= 1 (drei Karten), n= 2 (fünf Karten) und n= 6 (13Karten) gekümmert haben:

    

  


  
     Vorbereitung2: Zahlen durch Sortieren verschlüsseln


    Zum Einstieg betrachten wir Buchstaben, etwa B, O und X. Wir schreiben je einen auf einen Zettel (oder borgen sie aus unserem Scrabble-Spiel) und können daraus sechs dreibuchstabige «Wörter» legen:


    
       BOX, BXO, OBX, OXB, XBO, XOB.

    


    So, wie sie hier aufgeführt sind, würden sie auch in dieser Reihenfolge in einem Wörterbuch stehen (wenn es sinnvolle Worte wären). Diese Beobachtung gestattet, Zahlen von 1 bis 6 durch unsere Buchstabenkärtchen (oder Scrabble-Steine) zu verschlüsseln. Wenn wir zum Beispiel die 4 verschlüsseln wollen, legen wir «OXB» auf den Tisch, denn dieses «Wort» ist das vierte in unserer Liste. Soll es die 1 sein, so legen wir «BOX», usw.


    Ganz entsprechend kann man es mit allen Objekten machen, bei denen für je zwei klar ist, welche das größere ist. Haben wir zum Beispiel drei Zettel, auf denen die Worte «HAUS», «APFEL» und «ZAUBERN» stehen, dann geht es genauso. Die Reihenfolge ist «APFEL, HAUS, ZAUBERN», denn so würde man sie in einem Lexikon finden.


    Folglich kann man wie eben Zahlen von 1 bis 6 durch Wortkärtchenlegen codieren. Die 6 zum Beispiel ist durch «ZAUBERN HAUS APFEL» verschlüssselt.


    Wer sich bis hierher durchgearbeitet hat, sollte auch keine Probleme mit der für unseren Zaubertrick wichtigsten Variante haben. Da geht es– natürlich– um Spielkarten. Man muss sich nur auf eine Reihenfolge einigen. Wir übernehmen hier die folgende:


    
       • Für die Kartenfarben gilt Karo vor Herz vor Pik vor Kreuz (es ist also– wie beim Skat– Kreuz die «größte» Farbe).


      • Für die Kartenwerte wird hier die Ordnung so vereinbart:


      


      2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, B, D, K, A.


      


      • Bis auf die Position des Asses (am kleinsten? am größten?) ist das die natürliche Wahl. Wir wollen es hier halten wie beim Skat: Das Ass ist die Karte mit dem höchsten Wert.

    


    Und dann gibt es wieder die gleiche Codierungsmöglichkeit. Wenn man mir drei verschiedene Spielkarten gibt, so kann ich sie so nebeneinanderlegen, dass Eingeweihte wissen, welche der Zahlen von 1 bis 6 gemeint ist. Gibt man mir etwa [image: ]A, [image: ]2, [image: ]D, so sollte die Zahl 2 übertragen werden.


    Bisher haben wir uns damit beschäftigt, was man mit drei geordneten Objekten machen kann. Wie sieht es denn mit anderen Anzahlen aus? Das soll mit Spielkarten erläutert werden:


    1. Eine Karte: Damit kann man leider nicht viel anfangen. Wenn man sie auslegt, verschlüsselt das nur die 1.


    2: Zwei Karten: Das ist schon besser. Man kann sie in der richtigen oder der verkehrten Reihenfolge legen, um zu übermitteln, ob man 1 oder 2 meint.


    3. Drei Karten: Das hatten wir schon, es gibt 6Möglichkeiten.


    Die Anzahl der Verschlüsselungsmöglichkeiten wächst rasant mit der Kartenanzahl. Bei vier Karten gibt es schon 24Möglichkeiten, dann 120 und so weiter: k Karten ermöglichen es, 1 · 2 · 3 · … · k Zahlen zu codieren. (Die Zahl 1 · 2 · 3 · … · k wird– wie früher schon erwähnt– «k Fakultät» genannt und mit k! bezeichnet. Schon für mäßig große k kann sie riesengroß werden.) Im nachstehenden Bild ist die Zahl 14 mit vier Karten gelegt:


    
 [image: ]       
         Die Zahl 14, durch vier Karten codiert.

      

    


    Zur Begründung betrachte man die Tabelle. Sie führt alle Möglichkeiten auf, Worte aus den Buchstaben A, B, C, D zu bilden:


    
 [image: ]
    


    An der 14ten Stelle steht CADB: Wenn das durch Karten codiert werden soll, muss man also die Reihenfolge «zweitgrößte– kleinste– größte– drittgrößte» legen.


    Damit sind alle Vorbereitungen zusammengestellt, um zu verstehen, wie der folgende Trick funktioniert.


    Der Zaubertrick: Ein Zuschauer bekommt einen Kartenstapel, den er so sorgfältig mischen darf, wie er möchte. Dann sucht er sich ein paar Karten heraus, die er dem Helfer übergibt. Der Zauberer hat sich dabei umgedreht.


    Der Helfer gibt dem Zauberer einige dieser Karten, und zwar alle bis auf eine. Die wird verdeckt auf den Tisch gelegt. Nun dreht sich der Zauberer um und kann die Karte benennen.


    Wie ist der Trick vorzubereiten? Wie schon erwähnt, werden mehrere Versionen besprochen werden, damit sich jeder nach und nach an die wesentlichen Punkte gewöhnen kann. Version1 und Version2 sind für eine Vorführung sicher nicht besonders gut geeignet, da zu wenige Karten im Spiel sind. Das Wesentliche kann aber schon erklärt werden.


    Vorbereitung für Version1 (sehr leicht). Man entscheidet sich für zwei Kartenfarben, etwa für Karo und Pik, und sucht dafür die Karten mit den Werten 2, 3, 4 heraus. Das ergibt einen «Stapel» von 6Karten.


    Vorbereitung für Version2 (leicht). Diesmal entscheidet man sich für drei Kartenfarben, etwa für Karo, Herz und Pik, und es werden jeweils die Karten mit den Werten 2, 3, 4, 5, 6 herausgesucht. Damit erhält man einen Stapel von 15Karten.


    Vorbereitung für Version3 (Standard). In dieser Version kann ein volles Skatspiel (32Karten) oder sogar ein Bridgespiel ohne Joker (52Karten) eingesetzt werden.


    In jedem Fall heißt es bei der Vorbereitung für Zauberer und Helfer: üben, üben, üben! Das, was zu tun ist, darf nicht nach intellektueller Schwerstarbeit aussehen, es muss quasi eher beiläufig geschehen. Es sollte bei Probedurchgängen mindestens ein Dutzend Mal problemlos geklappt haben, bevor Zauberer und Helfer den Trick vor einem Publikum vorführen.


    Was ist bei der Durchführung zu beachten? Wir werden sehen, dass nur die beiden Vorbereitungen zu kombinieren sind: Eigenschaften des zyklischen Abstandes und Codierung von Zahlen durch die Reihenfolge ausgelegter (hier: übergebener) Karten.


    Durchführung bei Version1 (sehr leicht). Der Zuschauer mischt die 6Karten und sucht sich in dieser Version drei Karten aus. Die werden dem Helfer übergeben. Da es drei Karten sind und es nur zwei Kartenfarben gibt (hier: Karo und Pik), kommt eine garantiert mindestens doppelt vor. Der Helfer hat also (mindestens) zwei Karten der gleichen Kartenfarbe in der Hand, und deren mögliche Kartenwerte sind 2, 3, 4. Er bestimmt jetzt in Gedanken zwei dieser Karten– nennen wir sie K1 und K2– so, dass K2 direkt hinter K1 liegt, wenn die Karten 2, 3, 4 dieser Farbe in dieser zyklischen Reihenfolge als Dreieck angeordnet sind.


    
       Ein Beispiel: Hat er unter seinen drei Karten [image: ]4 und [image: ]2 in der Hand, ist K1 die Karte [image: ]4 und K2 die Karte [image: ]2.


      Sollte er alle drei Karo-Karten übergeben bekommen haben, ist jede ein Kandidat für K1, die nächste ist dann K2.

    


    K1 wird dem Zauberer übergeben, K2 wird verdeckt auf den Tisch gelegt. Die dritte Karte hat in dieser Version keine Funktion, sie muss nicht übergeben werden. Es war nur deswegen wichtig, drei und nicht zwei Karten zu ziehen, damit garantiert werden kann, dass mindestens zwei mit der gleichen Kartenfarbe dabei sind.


    Und nun ist der Zauberer dran. Er schaut sich die übergebene Karte an. Die verdeckte Karte ist diejenige, die die gleiche Kartenfarbe hat und die in der zyklischen Ordnung der Werte 2, 3, 4 eins weiter liegt. Bekommt er zum Beispiel die [image: ]2, so ist die gesuchte Karte die [image: ]3, und im Fall der [image: ]4 ist es bestimmt die [image: ]2.


    Durchführung bei Version2 (leicht). Hier hat der Zuschauer schon 15Karten in seinem Stapel. Diesmal zieht er vier Karten, die er dem Helfer übergibt. Da nur drei Kartenfarben im Spiel sind, wird unter den vier Karten mindestens eine zweimal vorkommen. (Vielleicht kommt auch eine Farbe dreimal vor, und es ist auch möglich, dass alle die gleiche Farbe haben.)


    Auf die konzentrieren wir uns, zunächst legt der Helfer in Gedanken zwei dieser Karten mit gleicher Kartenfarbe fest, mit denen der Zaubertrick fortgesetzt wird. Sie sollen K1 und K2 heißen, und zwar sind die Bezeichnungen so gewählt, dass K2 höchstens zwei Karten weiterliegt, wenn wir uns die Karten 2, 3, 4, 5, 6 dieser Kartenfarbe zyklisch angeordnet denken.


    
       Ein Beispiel: Sind [image: ]4 und [image: ]2 unter den übergebenen Karten, so ist K1 die Karte [image: ]2 und K2 die Karte [image: ]4. Dagegen wird K1= [image: ]6 und K2= [image: ]3 sein, wenn [image: ]3 und [image: ]6 gefunden werden.

    


    Nun wird K1 dem Zauberer übergeben, K2 wird verdeckt auf den Tisch gelegt. K2 liegt i Schritte weiter, wobei i= 1 oder i= 2 gilt. Die beiden Fälle werden durch das Übergeben der noch übrigen zwei Karten an den Zauberer verschlüsselt. Übergibt der Helfer zuerst die kleinere, so heißt das i= 1, andernfalls ist i= 2 gemeint.


    Hier ein Beispiel aus Sicht des Zauberers. Angenommen, er erhält die drei Karten in der Reihenfolge [image: ]4, [image: ]2, [image: ]5. Die erste sagt ihm, dass die gesuchte Karte eine Herzkarte ist und dass er von [image: ]4 aus zyklisch weiterzählen muss: eine oder zwei Karten, das ist in den nächsten beiden Karten codiert. Da [image: ]2 und [image: ]5 so übergeben wurden, dass die Karte mit dem höheren Wert zuerst kam, sollte die Zahl2 übermittelt werden. Nun weiß der Zauberer, dass er von [image: ]4 aus zwei weiterzählen muss (in der zyklischen Ordnung der Karten 2, 3, 4, 5, 6). Damit ist klar, dass auf dem Tisch die [image: ]6 liegen wird.


    Durchführung bei Version3 (Standard). Nun wird es ernst, in dieser Version sollte der Trick präsentiert werden. Ein Zuschauer hat den ganzen Kartenstapel bekommen, der alle Karten eines vollständigen Spiels enthalten kann. Je nach Verfügbarkeit kann das ein Skatspiel (32Karten) oder ein Bridgespiel (ohne Joker, 52Karten) sein. Er mischt und übergibt dem Helfer fünf Karten. Es ist eigentlich egal, ob sie der Zuschauer sieht oder sie sogar dem Publikum gezeigt werden. Ich empfehle, sie verdeckt zu lassen. Dann kann niemandem auffallen, dass die zu bestimmende Karte eine Farbe hatte, die in den fünf Karten doppelt vorkam.


    Der Helfer schaut sich die Karten kurz an und legt dann eine auf den Tisch. Es muss eine sein, bei der die Kartenfarbe unter den fünf Karten mindestens zweimal auftrat, und die in der Hand verbleibende dieser Kartenfarbe muss die Eigenschaft haben, dass die auf dem Tisch liegende höchstens sechs Schritte in zyklischer Ordnung weiter liegt[1].


    Wenn nur zwei Karten der gleichen Farbe da sind, gibt es nur eine einzige Möglichkeit, das zu tun, bei drei oder mehr Karten hat er die Wahl. Etwas formaler: Nach diesem Schritt sind die Karten K1 und K2 so bestimmt, dass beide die gleiche Kartenfarbe haben und K2 höchstens sechs Schritte weiter liegt als K1, wenn man sich die Karten zyklisch angeordnet denkt[1].


    K2 kommt verdeckt auf den Tisch, und K1 wird als erste Karte an den Zauberer übergeben. Mit den restlichen drei Karten muss der Helfer nun die Zahl verschlüsseln, um die der Zauberer von der übergebenen Karte weiterzählen soll. Da wir uns auf eine Ordnung innerhalb aller Karten verständigt haben (zunächst Karo, Herz, Pik, Kreuz, dann 2, 3,…, K, A), gibt es eine kleinste, eine mittlere und eine größte. Wir bezeichnen sie mit k, m, g. Je nach zu codierender Zahl sind dann die Karten in der folgenden Reihenfolge an den Zauberer weiterzuleiten:


    
 [image: ]
    


    
       Das kann man entweder auswendig lernen oder es sich so merken:


      
         
          	           Stelle dir die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 in Zweierpäckchen vor: 1, 2 und 3, 4 und 5, 6. Je nachdem, in welchem Päckchen die zu verschlüsselnde Zahl liegt, ist die erste Karte die kleinste bzw. die mittlere bzw. die größte.





          	           Von den restlichen beiden ist dann zuerst die kleinere zu legen, wenn die Zahl am Anfang des Zweierpäckchens liegt, sonst die größere.




        

      


      


      Als Beispiel wollen wir einmal annehmen, dass der Helfer [image: ]D, [image: ]3 und [image: ]A übrig behält und die Zahl4 verschlüsseln möchte. Hier ist [image: ]D am kleinsten, [image: ]A liegt in der Mitte, und [image: ]3 ist am größten. Die 4 liegt im zweiten Zweierpäckchen, deswegen muss [image: ]A die erste Karte sein. Die 4 liegt als zweite in diesem Päckchen, und deswegen muss es mit [image: ]3, [image: ]D weitergehen. Zusammen: Der Zauberer erhält die noch zu übergebenden drei Karten vom Helfer in der Reihenfolge [image: ]A, [image: ]3, [image: ]D.

    


    Aus Sicht des Zauberers stellt sich das so dar: Die erste Karte übermittelt die Kartenfarbe, und von dieser Karte aus ist (zyklisch im Uhrzeigersinn) so viele Karten weiterzugehen, wie es mit den nächsten drei Karten codiert wurde.


    Hier noch einige weitere Beispiele zur Illustration:


    
       • Der Helfer erhält [image: ]4, [image: ]D, [image: ]3, [image: ]A, [image: ]9. Er legt dann [image: ]3 verdeckt auf den Tisch und gibt die Karten [image: ]D, [image: ]A, [image: ]4, [image: ]9 (in dieser Reihenfolge) an den Zauberer.


      • Diesmal hat sich der Zuschauer [image: ]A, [image: ]2, [image: ]4 [image: ]5, [image: ]K ausgesucht. Der Helfer hat viele Möglichkeiten für die Wahl von K1 und K2, zum Beipiel K1= [image: ]4, K2= [image: ]5, oder K1= [image: ]K, K2= [image: ]A (und weitere Möglichkeiten). Er entscheidet sich für die erste, legt [image: ]5 verdeckt auf den Tisch und übergibt [image: ]4, [image: ]2, [image: ]K, [image: ]A.


      • Dem Zauberer werden [image: ]A, [image: ]3, [image: ]B und [image: ]A geschickt. Es geht also um eine Kreuzkarte! Und da die drei nächsten Karten in der richtigen Größenreihenfolge liegen, wurde die Zahl1 verschlüsselt. Das bedeutet, dass die umgedrehte Karte «eins weiter als [image: ]A», also die [image: ]2 sein wird.

    


    Der mathematische Hintergrund: Welche Mathematik verwendet wurde, ist schon bei den Vorbereitungen erläutert worden. Sie kommt auf zwei Arten ins Spiel:


    Erstens durch das sogenannte Schubkastenprinzip. Das besagt Folgendes: Wenn man k Gegenstände auf beliebige Weise in l Schubladen verteilt und k größer als l ist, so muss es mindestens eine Schublade geben, in der sich mindestens zwei Gegenstände befinden.


    Das ist durchaus plausibel, aber auch mathematisch beweisbar. (Wäre immer nur höchstens ein Gegenstand in jeder der Schubladen, so würden höchstens l Gegenstände zusammenkommen; es sollen aber mehr sein.) Dieses Prinzip spielt bei vielen Existenzbeweisen eine wichtige Rolle, und es ist auch ein schönes Beispiel dafür, dass man weiß, dass irgendetwas passiert (mindestens zwei Gegenstände in einer Schublade), ohne aber etwas Genaueres sagen zu können (in welcher Schublade denn?).


    Hier wurde es auf folgende Weise ausgenutzt: Unter fünf Spielkarten, die vier verschiedene Kartenfarben haben können, sind immer mindestens zwei, die die gleiche Kartenfarbe haben.


    Zweitens war wichtig, dass man jede Zahl zwischen 1 und 6 durch die Reihenfolge von drei beliebigen Karten codieren kann. Allgemeiner: Die Zahlen von 1 bis k! können durch die Reihenfolge der Übergabe von k Karten mitgeteilt werden.


    Wir können mit den hier verwendeten Spielen ganz zufrieden sein. Zahlen von 1 bis 6 mit drei Karten zu verschlüsseln (für den Helfer) oder zu entschlüsseln (für den Zauberer) ist nach einiger Übung noch relativ einfach.


    Wenn man genauer über das Problem nachdenkt, wie viele Karten man durch geschickte Codierung verschlüsseln kann, so kann man noch bessere Ergebnisse erzielen als die hier beschriebenen, wo 5Karten ausreichen, um den Trick mit 52Karten vorzuführen. Genau genommen wurden nämlich Informationen verschenkt. Wenn zum Beispiel die erste Karte eine Karo-Karte ist und in den Verschlüsselungskarten auch Karo-Karten vorkommen, so kann man schon ausschließen, dass unter ihnen die gesuchte ist. Wenn man– mit ziemlich komplizierten Verfahren für Helfer und Zauberer– optimale Codierungsmöglichkeiten verwendet, so kann man den Trick bei 5 gezogenen Karten sogar mit 124Karten im Stapel erfolgreich durchführen. (Einzelheiten findet man in der Arbeit von Kleber, die am Ende des Buches im Abschnitt «Quellen» zitiert ist.)


    Die Präsentation: Der Zuschauer hat den Stapel gemischt und sich fünf Karten ausgesucht. Wie weiter oben schon begründet, sollte er sie nicht ansehen, sondern verdeckt dem Helfer übergeben. Der sieht sie sich an, dann überlegt er eine Weile, bis er eine Karte verdeckt auf den Tisch legt. Sein «magischer Finger» führt zu dieser Entscheidung, oder er zählt sie aus den fünf Karten mit einem Zauberspruch heraus (der natürlich so gewählt sein muss, dass er an der richtigen Stelle stoppt).


    Die restlichen vier Karten können nun aufgedeckt und hin und her geschoben werden, bis sie in der richtigen Reihenfolge liegen. Nun werden sie dem Zauberer übergeben, der bisher den Aktionen den Rücken zugedreht hat oder sogar in einem anderen Raum war.


    Das Publikum ist ja so misstrauisch! Es könnte der Verdacht aufkommen, dass bei der Übergabe geheime Informationen ausgetauscht werden. Um dem vorzubeugen, können sich Helfer und Zauberer beim Übergeben der Karten Rücken an Rücken stellen, oder der Helfer kann sich weitere Assistenten aus dem Publikum aussuchen, die die Karten– eine nach der anderen– dem Zauberer bringen.


    Varianten: 1. Bei der Durchführung hatten wir vereinbart, dass die Kartenfarbe der auf dem Tisch liegenden Karte als Erstes mitgeteilt wird. Das ist nicht notwendig so, es könnte auch– wenn das zwischen Zauberer und Helfer vorher abgesprochen wurde– zum Beispiel die zweite sein.


    2. Mal angenommen, wir wollen einen Stapel verwenden, der aus 32Karten (Skat) oder 52Karten (Bridge, ohne Joker) besteht. Statt mit 5Karten wie in der Standardvariante soll der Trick aber mit 4 vom Zuschauer gewählten Karten durchgeführt werden. Das kann klappen, wenn wir ein bisschen Glück haben und bei der Codierung die Mathematik ein bisschen «erweitern».


    Es geht los, der Helfer hat seine vier Karten bekommen. Wir brauchen dringend zwei, welche die gleiche Kartenfarbe haben. Das lässt sich nicht garantieren, wird aber mit hoher Wahrscheinlichkeit eintreten: Die Wahrscheinlichkeit, dass es schiefgeht (dass also die vier Karten verschiedene Kartenfarben haben), ist in guter Näherung gleich (3/4)(2/4)(1/4)= 3/32, also etwas weniger als 1/10. Anders ausgedrückt: Mit etwas mehr als 90Prozent Wahrscheinlichkeit erhält der Helfer vier Karten, von denen mindestens zwei dieselbe Kartenfarbe haben.


    Wenn er Pech hat (alle Kartenfarben verschieden!), muss er improvisieren: «Das war der Übungsdurchgang, wir machen es noch einmal!» oder etwas Ähnliches. Jetzt geht es weiter wie in der Standardversion: eine der beiden Karten mit gleicher Kartenfarbe verdeckt auf den Tisch, die andere bekommt gleich der Zauberer. Und zwar so, dass die Tischkarte höchstens sechs Karten weiter liegt als die Zaubererkarte und beide die gleiche Kartenfarbe haben.


    Nun sind leider nur noch zwei Karten übrig, um eine Zahl zwischen 1 und 6 zu codieren. Nur mit Mathematik geht das nicht, man könnte eine etwas längere Pause als «Hilfskarte» verwenden. Etwas genauer ist damit gemeint, dass Zauberer und Helfer vereinbart haben, dass «längere Pause» die Rolle der größten Karte spielt. Wo also vorher die größte Karte am Anfang, in der Mitte oder am Schluss übergeben wurde, gibt es jetzt bei der Übergabe am Anfang, in der Mitte oder am Schluss eine längere Pause.


    Es gibt viele Varianten dieser Idee. Man kann auch vorher festlegen, ob die Übergabe der jeweiligen Karte mit der linken oder der rechten Hand eine besondere Rolle spielen soll oder– wenn die Karten einzeln von Zuschauern überbracht werden– dass der Zauberer darauf achten muss, ob ihm die jeweilige Karte von einem männlichen oder einem weiblichen Zuschauer gebracht wurde. Liebe Helfer, liebe Zauberer: Seien Sie kreativ!

  


  3.4 Informationsnachbereitung: Codierung à la de Bruijn


  Die Grundidee in diesem Abschnitt besteht darin, durch die geeignete Vorbereitung eines Kartenspiels in der Lage zu sein, aus minimaler Information zu vollständiger Information zu kommen. Wir beschreiben sie in mehreren Schritten, wobei die ersten Schritte nur dazu dienen, das Prinzip deutlich herauszuarbeiten: Für Zaubertricks sind die dort behandelten Situationen noch zu einfach[1].


  Schritt1: Vier Karten. Wir bereiten vier Karten vor, bei denen die Kartenfarbe wie folgt sortiert ist (R=rot, S=schwarz): RRSS. Konkret könnte es etwa [image: ]D, [image: ]7, [image: ]8, [image: ]K sein:


  
 [image: ]     
       Vier Karten in der Farbreihenfolge RRSS.

    

  


  Sie werden in dieser Reihenfolge auf einen Stapel gelegt ([image: ]D ist oben), und der Zauberer wendet sich ab. Angenommen, ein Zuschauer entnimmt zwei benachbarte Karten. Wenn der Zauberer wüsste, wie in diesen beiden Karten rot und schwarz verteilt sind, würde er alles wissen:


  
     • Sind die Karten RR, so hat der Zuschauer [image: ]D und [image: ]7.


    • Sind die Karten RS, so hat der Zuschauer [image: ]7 und [image: ]8.


    • Sind die Karten SS, so hat der Zuschauer [image: ]8 und [image: ]K.

  


  
 [image: ]     
       Vier Karten, zyklisch ausgelegt.

    

  


  Viel anders sieht es auch nicht aus, wenn der Stapel vor der Wahl des Zuschauers– evtl. auch mehrfach– abgehoben worden wäre, da sich die zyklische Reihenfolge durch Abheben nicht ändert. Es könnte nun aber auch sein, dass die Farbverteilung SR ist. Dann sind die Karten [image: ]K und [image: ]D gewählt worden.


  Man kann es auch anders ausdrücken: Wenn man die vier Karten in einem «Kreis» auslegt und zwei Karten wegnimmt, so kann man aus der Farbverteilung auf diese Karten schließen:


  Schritt2: Acht Karten. Diesmal soll als Farbreihenfolge der Karten RRRSSSRS gewählt werden. Hier ist ein Beispiel:


  
 [image: ]     
       Acht Karten in der Farbreihenfolge RRRSSSRS.

    

  


  Wenn man diese Karten in einem Kreis auslegt, so gibt es ein ähnliches Phänomen wie im vorigen Beispiel:


  
 [image: ]     
       Acht Karten in der Farbreihenfolge RRRSSSRS, zyklisch ausgelegt.

    

  


  Beginnt man, an irgendeiner Stelle des Kreises drei Karten herauszuziehen (im Uhrzeigersinn), so ist die Farbreihenfolge (Rot bzw. Schwarz) von Stelle zu Stelle unterschiedlich. Das heißt umgekehrt: Kennt der Zauberer die Farbreihenfolge, so kann er ganz genau sagen, welche der drei Karten entfernt wurden. Zum Beispiel tritt RRS nur dann auf, wenn die Karten [image: ]A, [image: ]7, [image: ]8 gezogen wurden, und deswegen weiß der Zauberer, dass es genau die sind, wenn er irgendwie in Erfahrung gebracht hat, dass die Farbreihenfolge RRS ist.


  Statt drei Karten aus dem als Kreis ausgelegten Spiel zu ziehen, kann man das vorbereitete Spiel auch mehrfach abheben lassen und dann die drei obersten Karten an drei benachbarte Zuschauer ausgeben oder von drei benachbarten Zuschauern je eine Karte von oben nehmen lassen.


  Es ist Zeit für eine Definition. Ein achtbuchstabiges «Wort», das aus den «Buchstaben» 0 und 1 gebildet wurde, heißt eine De-Bruijn-Folge, wenn jedes dreibuchstabige Wort aus 0 und 1 genau einmal vorkommt[1]. Dabei ist das achtbuchstabige Wort zyklisch zu lesen, am hinteren Ende wird also vorne weitergelesen. Statt 0 und 1 haben wir mit den Farben R und S gearbeitet, die Idee ist aber dieselbe: Unsere De-Bruijn-Folge war 00011101.


  Es gibt 8 dreibuchstabige 0-1-Wörter: 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111. Und alle sind in der Folge wiederzufinden: 000 an Position1, die nächsten an den Positionen 2, 7, 3, 8, 6, 5, 4. (Bei den Positionen 7 und 8 ist zu beachten, dass das Wort vorne weitergelesen werden muss.)


  Jetzt sollte auch klar sein, warum bei 8Karten drei ausgesucht werden sollten: Es gibt 23= 8 dreibuchstabige 0-1-Wörter.


  Schritt3: Sechzehn Karten. Nun wird es für die Zauberei schon interessanter, und die Mathematik wird verwickelter. Jetzt sollen vier Karten aus 16 geschickt gelegten Karten gezogen werden, und aus der Rot-Schwarz-Verteilung soll der Zauberer wissen, um welche Karten es sich handelt.


  Klar, dass wir eine De-Bruijn-Folge der Länge 16 brauchen, die jedes vierbuchstabige 0–1-Wort genau einmal enthält. Hier ist ein Beispiel:


  
     0000111100101101.

  


  Für unsere Zwecke übersetzen wir sie in eine R-S-Folge:


  
     RRRRSSSSRRSRSSRS;

  


  in dieser Farbreihenfolge sollen die 16Karten liegen. (Mehr dazu gleich.)


  Schritt4: 32 Karten. Hier wird eine De-Bruijn-Folge der Länge 32 benötigt, die jedes der 32Wörter der Länge 5 aus den Buchstaben 0 und 1 genau einmal enthält.


  
     Ein Beispiel: 00000100101100111110001101110101.

  


  In Karten übersetzt sieht das so aus:


  
     RRRRRSRRSRSSRRSSSSSRRRSSRSSSRSRS.

  


  Für die Zauberei bedeutet das: Wenn 32Karten eines Skatspiels so angeordnet werden, dass die Farben (Rot und Schwarz) entsprechend der vorstehenden Reihenfolge gelegt sind, so kann man auch nach mehrfachem Abheben aus der Information, wie Rot und Schwarz in den obersten 5Karten verteilt sind, genau angeben, welches diese 5Karten sind.


  


  Nach diesen Vorbereitungen kann nun wirklich gezaubert werden. Wir beginnen mit 16Karten, es werden 4Karten ausgesucht. Die Version mit 32Karten wird weiter unten in den Varianten beschrieben.


  Der Zaubertrick: Der Zauberer zeigt einen Kartenstapel. Er wird kurz mit der Bildseite nach oben aufgefächert: Er sieht sehr unauffällig aus. Dann wird er von den Zuschauern– gern auch mehrfach– abgehoben, und danach fordert der Zauberer vier Zuschauer auf, von oben jeweils eine Karte zu nehmen.


  Anschließend beginnt so etwas wie ein Fragespiel. Die vier Zuschauer geben Auskunft zu verschiedenen persönlichen Daten, dabei rechnet der Zauberer geheimnisvoll mit. Danach ist er in der Lage, ganz genau zu sagen, welche Karte jeder der vier Zuschauer gezogen hat.


  Wie ist der Trick vorzubereiten? Der Stapel muss so vorbereitet sein, wie es unter «Schritt3» beschrieben wurde: 16Karten werden so gelegt, dass sich die Farben Rot und Schwarz in der folgenden Reihenfolge abwechseln: RRRRSSSSRRSRSSRS. Das werden natürlich konkrete Kartenwerte sein, im nächsten Bild findet man ein Beispiel.


  
 [image: ]     
       Sechzehn Karten in der Farbreihenfolge RRRRSSSSRRSRSSRS.

    

  


  Es fehlt noch etwas Wichtiges: Wie kann man aus einem aus den Buchstaben R und S gebildeten vierbuchstabigen Wort auf die Position im Kartenstapel und die zugehörigen vier Karten schließen? Man könnte die Kartenfolge natürlich auswendig lernen, und durch fleißiges Üben könnte man recht schnell sagen, welche Karten zum Beispiel zu RRRS oder zu SRSR gehören ([image: ]A [image: ]7 [image: ]B [image: ]8 bzw. [image: ]A [image: ]A [image: ]10 [image: ]9[1]). Etwas vereinfacht könnte es dadurch werden, dass die Kartenreihenfolge einer Regel folgt, nach der man für jede Karte die jeweils nächste «errechnen» kann. (Das wird im Buch von Diaconis und Graham in Kapitel3 beschrieben. Dort findet man auch viele weitere interessante Informationen zu De-Bruijn-Folgen.)


  Das alles ist allerdings recht anstrengend, ich favorisiere eine andere Lösung. Dazu braucht man das «Zauberbuch», das ist ein kleines Notizbuch, in dem die fraglichen Informationen leicht zu finden sind.


  Wie man es einsetzt, wird gleich beschrieben werden.


  Irgendwo ist in diesem Notizbuch eine Tabelle unterzubringen, aus der man ablesen kann, welche vier Karten zu welchem vierbuchstabigen R-S-Wort gehören. Für das hier gewählte Beispiel sähe die Tabelle (die Sie gern kopieren können) so aus:


  
 [image: ]
  


  


  Die vierbuchstabigen R-S-Wörter sind hier so sortiert, wie man sie in einem Lexikon finden würde: von RRRR bis SSSS.


  Wenn Sie andere Karten mit dieser Farbreihenfolge verwenden, müssen Sie die Tabelle natürlich entsprechend modifizieren.


  Was ist bei der Durchführung zu beachten? Der Zauberer holt den vorbereiteten Kartenstapel aus der Tasche. Er fächert ihn kurz mit der Bildseite nach oben auf: Er sieht unauffällig aus. Dann wird er umgedreht, und es wird mehrfach abgehoben.


  Nun nehmen sich vier Zuschauer je eine Karte von oben, der Zauberer darf sie nicht sehen. Für ihn sind zwei Probleme zu lösen: Wie erfährt er, welche dieser vier Karten rot bzw. schwarz sind, und wie bekommt er dann heraus, welche vier Karten dazu gehören?


  In beiden Fällen spielt das vorbereitete Notizbuch eine wichtige Rolle. Die Idee besteht darin, die einzig relevante Frage («Wer von Ihnen hat denn eine rote Karte?») zwischen anderen völlig belanglosen Fragen zu verstecken. Dazu wird das Notizbuch aufgeschlagen, es werden Zahlen notiert, es wird scheinbar angestrengt gerechnet usw. Phantasie und Schauspielerei können hier sehr freigiebig eingesetzt werden. Hier einige Beispiele:


  
     • «Wer hat denn im Dezember Geburtstag?»


    • «Wer war denn schon einmal in den USA?»

  


  Und irgendwo dazwischen die wirklich wichtige Frage nach den roten Karten (oder nach den schwarzen). Um alles noch weiter zu verschleiern, kann man so fragen: «Wer hat denn eine rote Karte? Bitte melden!» Man fragt also scheinbar nur nach der Anzahl (was für den Trick nicht reichen würde), hat aber nach Beantwortung die Information über die genauen Positionen.


  So, nun ist bekannt, wie die Farben verteilt sind. Inzwischen ist die Seite mit der Tabelle im Notizbuch sichtbar. Damit sind die vier Karten identifiziert, und dieses Wissen muss nur noch für einen wirkungsvollen Abschluss des Tricks eingesetzt werden.


  Der mathematische Hintergrund: Die hier wichtige Mathematik ist schon weiter oben beschrieben worden. Es wurde auch schon erwähnt, dass man, wenn k benachbarte Karten gezogen werden sollen, mit 2k Karten arbeiten kann. Es ist allerdings alles andere als einfach, für jedes k eine passende De-Bruijn-Folge zu finden. Ein mögliches Verfahren wird im Buch von Diaconis und Graham beschrieben.


  Die Präsentation: Wie schon erwähnt, muss hier kräftig geschauspielert werden, um zu verbergen, dass nur eine einzige Information wichtig ist. Murmeln Sie leise, aber für alle hörbar, so etwas wie «Geburtsmonat plus drei, mal letzte Ziffer der Telefonnummer, minus Anzahl der roten Karten,…».


  Nun zum Abschluss. Mal angenommen, Sie wissen, dass die Farben so sind: RRSR. Ein Blick in die Tabelle verrät, dass es um die Karten [image: ]8 [image: ]D [image: ]8 [image: ]K geht. Das kann entweder unauffällig während des Rechnens geschehen, oder auch ganz bewusst: Nach langer Rechnung wird eine Zahl genannt, und sie wollen einmal schnell nachsehen, welche dritte Potenz dazugehört.


  Merken Sie sich alle oder wenigstens die ersten zwei. Dann sollen die ersten beiden Zuschauer sehr konzentriert an ihre Karten denken. Und Sie finden sie durch Gedankenübertragung. Die beiden anderen Zuschauer können ihre Karten noch einmal unter das Spiel mischen, und auch da werden sie entdeckt. (Eventuell müssen Sie dazu noch einmal Ihre Tabelle konsultieren.)


  Varianten: 1. Es funktioniert mit jeder Kartenanzahl, die eine Zweierpotenz ist. Hier beschreiben wir jetzt die 32-Karten-Variante, bei der ein Skatspiel zum Einsatz kommt.


  Die Farbverteilung soll, wie oben schon angegeben, so sein:


  
     RRRRRSRRSRSSRRSSSSSRRRSSRSSSRSRS.

  


  Zum Beispiel können die Karten so gelegt werden:


  
 [image: ]     
       Ein Skatspiel in der Farbreihenfolge RRRRRSRRSRSSRRSSSSSRRRSSRSSSRSRS.

    

  


  Die zugehörige Tabelle muss jetzt alle fünfbuchstabigen R-S-Wörter berücksichtigen. Für unser Beispiel sähe sie, wieder in der Lexikonreihenfolge der fünfbuchstabigen Wörter, so aus:


  
 [image: ]
  


  Ansonsten ändert sich nichts Wesentliches, es sind allerdings jetzt fünf Zuschauer aktiv beteiligt.


  2. Bis jetzt war das für uns wesentliche Kartenmerkmal die Kartenfarbe: Rot oder Schwarz. Es sind aber auch andere Aspekte möglich: Bildkarte oder Zahlenkarte? Primzahl oder nicht? (Für das zweite Beispiel muss man ein Bridgespiel verwenden, da es bei einem Skatblatt zu wenige Primzahlen gibt.)


  3. Wer möchte, kann die verwendeten Karten auch noch «individualisieren», indem zum Beispiel eine Zahl oder der Name eines Schauspielers auf die Bildseite geschrieben wird. Diese Infomation muss dann natürlich auch aus der Tabelle schnell ablesbar sein.


  4 Der Zufall zaubert


  
     Nun kommt der Zufall ins Spiel, den mathematischen Hintergrund liefert das Gebiet «Wahrscheinlichkeitstheorie». Es gibt dort eine Reihe von Ergebnissen, die dem gesunden Menschenverstand zuwiderlaufen, man spricht von Paradoxien. Und dieses Missverhältnis zwischen der Einschätzung der Zuschauer und den wirklichen Wahrscheinlichkeiten kann man sich für Zaubertricks zunutze machen.


    Es gibt allerdings einen neuen Gesichtspunkt, der die hier aufgeführten Tricks von denen der vorigen Kapitel unterscheidet: Es wird nämlich– im Gegensatz zu den bisher besprochenen Tricks– keine hundertprozentige Garantie dafür gegeben, dass es auch wirklich klappt. In den allermeisten Fällen wird es zwar gutgehen, aber es kann auch vorkommen, dass der Zauberer eine überzeugende Begründung improvisieren muss, warum nicht alles so lief wie geplant und der Trick nun noch einmal vorgeführt werden soll.


    Manche werden deswegen zögern, den Zufall für sich zaubern zu lassen. Das wäre schade, ihnen würde ein interessanter Aspekt des Themas «Mathematik zaubert» entgehen.


    In diesem Kapitel präsentieren wir zwei Beispiele für den zaubernden Zufall:


    
       
        	         Der erste Trick geht auf den Physiker Martin Kruskal zurück. Er beruht darauf, dass Zufallswege eine überraschende Tendenz zeigen, sich zu vereinigen. Das kann mit einfachen Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung erklärt werden.





        	         Beim zweiten Trick geht es um eine Wette in einer scheinbar fairen Situation, in der der Zauberer in Wirklichkeit die wesentlich besseren Chancen hat. Grundlage ist das merkwürdige Verhalten des Begriffs «besser» in diesem Zusammenhang.




      

    


    Es bietet sich an, bei dieser Gelegenheit auf drei grundlegende Fragen im Zusammenhang mit unseren Tricks einzugehen: Wie gehen Mathematiker mit Wahrscheinlichkeiten um? Wie berechnet man Wahrscheinlichkeiten? Was sind «nichttransitive» Ordnungen? Informationen dazu finden Interessierte im nächsten Abschnitt und zu Beginn von Abschnitt4.3. Wer sich lieber gleich um die Tricks kümmern möchte, kann in Abschnitt4.2 weiterlesen und sich eventuell später einmal um die hier beschriebenen Grundlagen kümmern.

  


  4.1 Was ist das: Wahrscheinlichkeit?


  Der Zufall spielt für unser Leben eine wichtige Rolle. Werden wir den Jackpot gewinnen? Hat ausgerechnet unser Zug eine Stunde Verspätung? Treffen wir heute Abend den wichtigsten Menschen in unserem Leben? Hier werden wir nur solche Situationen betrachten, für die man etwas konkret ausrechnen kann. Das gilt jedenfalls für das erste der vorstehenden Beispiele. In vielen anderen Situationen muss man statistische Methoden zu Hilfe nehmen, um die dort relevanten Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen.


  Was ist das eigentlich, «Wahrscheinlichkeit»? Dazu denken wir an eine Situation, in der der Zufall eine Rolle spielt und in der so etwas wie ein «Experiment» gemacht wird, das sich im Prinzip beliebig oft wiederholen lässt. Hier einige Beispiele zur Illustration:


  
     • Wir werfen zwei Würfel gleichzeitig und interessieren uns für die Augensumme.

  


  
 [image: ]     
       Wird die Augensumme eine gerade Zahl sein?

    

  


  
     • Wir füllen einen Lottoschein aus. Wie viele Richtige werden wir wohl haben?


    • Es wird eine Reißzwecke in die Luft geworfen, sie landet irgendwo auf dem Tisch. Wird die Spitze nach unten oder nach oben zeigen?

  


  
 [image: ]     
       Wird die Spitze der Reißzwecke nach unten zeigen?

    

  


  Zu solchen Situationen gehören sinnvollerweise zu erwartende Ergebnisse:


  
     • Die Augensumme ist eine gerade Zahl. Oder: Die Augensumme ist größer als 10.


    • Bei der Ziehung wird es genau drei Richtige geben.


    • Die Reißzwecke landet mit der Spitze nach unten.

  


  Das wird eintreten oder auch nicht. Unter der Wahrscheinlichkeit eines derartigen Ergebnisses versteht man dann eine Zahl p zwischen 0 und 1 mit der folgenden Eigenschaft: Wenn man das «Experiment» sehr oft wiederholt, so wird der Anteil der Fälle, in denen das Ergebnis eingetreten ist, sehr nahe bei p liegen.


  Die philosophischen und erkenntnistheroretischen Probleme im Zusammenhang mit dieser Definition sollen nicht verschwiegen werden: Warum ist es gerechtfertigt, einem Ergebnis so ein p zuzuordnen (man kann es doch niemals exakt ermitteln)? Was genau soll «sehr oft» und «sehr nahe bei» in der Definition heißen? Mögliche Antworten sind von Philosophen und Mathematikern ausführlich diskutiert worden, ohne dass es eine für alle zufriedenstellende Lösung gegeben hätte. Die Fachleute beschäftigt das Problem auch nicht wirklich intensiv. Für sie ist die Annahme, dass man Ergebnissen eine Wahrscheinlichkeit zuordnen kann, Teil eines mathematischen Modells der Wirklichkeit. Es funktioniert ganz hervorragend, die Lottogesellschaft, die Casinobetrieber, die Versicherungsunternehmen und viele andere wissen die Zuverlässigkeit der theoretischen Voraussagen zu schätzen. Und irgendwann hat es nicht mehr höchste Priorität, wissen zu wollen, was Wahrscheinlichkeit «eigentlich» ist.


  Ganz ähnlich ist es in anderen Gebieten. Physiker zum Beispiel kommen ganz gut mit Massepunkten zurecht, obwohl alle wissen, dass es die «in Wirklichkeit» nicht gibt. Modelle, die auf idealisierten Annahmen beruhen, sind in den Naturwissenschaften allgegenwärtig, und der Erfolg gibt diesem Ansatz seit vielen Jahrhunderten recht.


  Hier sind einige Beispiele für Wahrscheinlichkeiten:


  
     • Die Wahrscheinlichkeit, dass sich beim Werfen von zwei fairen Würfeln eine gerade Zahl ergibt, ist 0.5. Das heißt also: Wirft man sehr oft, so wird sich ziemlich genau in der Hälfte der Fälle eine gerade Zahl ergeben.


    
       Und die Wahrscheinlichkeit, dass man ein Ergebnis größer als 10 (also 11 oder 12) erhält, ist 1/12. (Die Begründung folgt gleich.)

    


    • Die Wahrscheinlichkeit für drei Richtige im Lotto ist 0.018 … Der Vollständigkeit halber sind hier auch noch die– sicher interessanteren– Wahrscheinlichkeiten für 4, 5 und 6Richtige aufgeführt:


    
       – Wahrscheinlichkeit für vier Richtige: 0.001…


      – Wahrscheinlichkeit für fünf Richtige: ≈ 2 · 10–5


      – Wahrscheinlichkeit für sechs Richtige: 1/13983816.


      – Wahrscheinlichkeit für sechs Richtige mit Superzahl: 1/139838160.

    


    
       Die zugehörigen Begründungen können im Rahmen dieses Buches leider nicht gegeben werden (Mathematikstudenten lernen sie im dritten Semester kennen).

    


    
 [image: ]       
         Die Wahrscheinlichkeit beim Lotto für sechs Richtige ist etwa 1 zu 14Millionen.

      

    


    • Die zur Reißzwecke gehörige Wahrscheinlichkeit kann nur approximativ mit statistischen Methoden, nicht aber durch Rechnen ermittelt werden. Sie ist auch von der Oberflächenbeschaffenheit des Tisches abhängig.

  


  Bemerkenswerterweise haben wir keine wirkliche Vorstellung von sehr kleinen Wahrscheinlichkeiten, wie sie zum Beispiel beim Lotto auftreten. Meine Lieblingsillustration ist die folgende: Denken Sie an eine Person, die Sie heute im Bus gesehen haben, und tippen Sie dann ganz zufällig sieben Ziffern in Ihr Telefon oder Handy. Die Wahrscheinlichkeit, dass die entsprechende Person abhebt, ist 1/107 und damit deutlich größer als die Wahrscheinlichkeit, sechs Richtige im Lotto zu haben[1].


  Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten


  Um Wahrscheinlichkeiten zu ermitteln, gibt es prinzipiell zwei Möglichkeiten:


  
     • Man kann sie berechnen. Dazu kombiniert man zwei Ideen:


    
       Idee1: Wenn es keinen Grund gibt anzunehmen, dass eines der möglichen Ergebnisse eine besondere Rolle spielt– sie also nach Lage der Dinge «gleichberechtigt» sind–, sollten alle die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Und da sich Wahrscheinlichkeiten zu eins summieren müssen, bedeutet das: Gibt es n gleichberechtigte mögliche Ergebnisse, so wird jedes einzelne mit Wahrscheinlichkeit 1/n eintreten. So wird zum Beispiel bei einem fairen Würfel die Wahrscheinlichkeit für jede der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 gleich 1/6 sein, und für jeden speziellen Lottotipp ergibt sich die Wahrscheinlichkeit 1/13983816 ≈ 7·10–8, dass er ausgespielt wird (denn es gibt 13983816 mögliche Lottotipps, und alle sind gleichberechtigt).


      Idee2: Zählen! In den meisten Fällen ist man nicht an der Wahrscheinlichkeit interessiert, dass ein ganz spezielles Ergebnis herauskommt; man möchte vielmehr wissen, ob das Ergebnis in dem gerade interessierenden Zusammenhang «günstig» ist. Wie wahrscheinlich ist es zum Beispiel, dass der Würfel eine Zahl zeigt, die größer als 4 ist: Das könnte beim Mensch-ärgere-Dich-nicht interessant sein. Dazu muss man einfach die Wahrscheinlichkeiten für «5» und «6» addieren und gelangt zu 1/6 + 1/6= 1/3. Oder: Wie wahrscheinlich ist es, genau drei Richtige zu haben? Dazu muss man zählen, wie oft unter allen möglichen Lottotipps genau drei Richtige auftreten, und diese Anzahl mit 1/13983816 multiplizieren. Allgemein gelangt man so zu der Formel


      


      Wahrscheinlichkeit= Anzahl der günstigen Fälle geteilt durch Anzahl der möglichen Fälle.

    


    • Sie ist immer dann anwendbar, wenn das interessierende Ergebnis als Zusammenfassung von Einzelergebnissen mit gleicher Wahrscheinlichkeit entstanden ist. (So kommt übrigens heraus, dass die Wahrscheinlichkeit für drei Richtige gleich 0.018 … ist. Und so kann man sich auch klar machen, dass die Wahrscheinlichkeit, mit zwei Würfeln eine 11 oder eine 12 zu würfeln, gleich 3/36 ist: Genau die drei Ergebnisse (5, 6), (6, 5) und (6, 6) sind hier «günstig».)


    • Man kann sie durch statistische Verfahren ermitteln. «Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses» ist doch der Anteil der «Experimente» in einer langen Versuchsreihe, in denen genau dieses Ergebnis eintritt. Wenn man zum Beispiel nicht weiß, ob eine Münze fair ist und man die Wahrscheinlichkeit für «Kopf» ermitteln möchte, so könnte man das folgende Experiment machen: Man werfe die Münze 1000 Mal und protokolliere, wie oft Kopf erscheint. Wenn das 612Mal eintritt, so wird man die Wahrscheinlichkeit für Kopf mit 612/1000= 0.612 ansetzen. Wie verlässlich so ein Verfahren ist, wird in der Statistik näher untersucht.

  


  4.2 Die große Verbrüderung– der Kruskal-Zaubertrick


  Den folgenden Trick kann man mit Karten oder Würfeln vorführen. Wir beschreiben zunächst die Kartenversion.


  Der Zaubertrick: Ein Zuschauer mischt ein Kartenspiel und legt die Karten mit dem Bild nach oben in einer langen Reihe oder als Schlangenlinie aus (siehe das nachstehende Bild). Die Karten werden für Zufallsspaziergänge genutzt: Man startet auf einer der ersten Karten und geht dann so viele Schritte weiter, wie die Karte anzeigt (Bilder zählen als 5Einheiten, Asse als eine Einheit). Das wird so lange gemacht, bis es nicht mehr weitergeht (wenn man zum Beispiel auf eine 4 gekommen ist, aber nur noch zwei Karten in der Reihe übrig sind). Die Überraschung: Egal, auf welcher der ersten Karten man angefangen hat, am Ende landet man auf der [image: ]D. Und macht man das Ganze von hinten nach vorn, so hört der Spaziergang– nach Start auf einem der letzten Felder– beim [image: ]B auf. Hier einige Beispiele:


  
     • Start vorne bei der [image: ]4;


    
       [image: ]4 [image: ]B [image: ]2 [image: ]B [image: ]5 [image: ]A [image: ]D.

    


    • Start vorne bei der [image: ]4:


    
       [image: ]4 [image: ]6 [image: ]B [image: ]5 [image: ]A [image: ]D.

    


    • Start hinten bei [image: ]5:


    
       [image: ]5 [image: ]3 [image: ]6 [image: ]B [image: ]2 [image: ]B;

    


    • Start hinten bei [image: ]3:


    
       [image: ]3 [image: ]A [image: ]3 [image: ]6 [image: ]B [image: ]2 [image: ]B;

    

  


  
 [image: ]     
       Startet man bei einer der ersten (bzw. letzten) Karten, so ist das Endfeld die [image: ]D (bzw. der [image: ]B).

    

  


  Wie ist der Trick vorzubereiten? Das für diesen Trick verwendete Kartenspiel sollte keine Zahlen mit hohen Werten enthalten: Entfernen Sie alle Karten mit den Werten 6, 7, 8, 9, 10. Das verbessert die ohnehin schon sehr hohen Chancen, dass es klappt.


  Was ist bei der Durchführung zu beachten? Es sollten eher viele Karten sein, man sollte also eher ein Bridgespiel oder sogar ein Canastaspiel verwenden als ein Skatspiel. (Skatspiele sind nicht besonders gut geeignet, da die Kartenwerte recht hoch sind.) So an die 25 bis 50Karten sollten es schon sein.


  Nun wird von einem Zuschauer gemischt, danach werden die Karten mit dem Bild nach oben in einer langen Reihe mit mehreren Biegungen ausgelegt (s.o.).


  Die Spielregel für den Zufallsspaziergang, die schon weiter oben erläutert wurde, wird den Zuschauern mitgeteilt. Und dann kann es losgehen. Der Zauberer macht einen Probedurchlauf. Er startet den Spaziergang (zum Beispiel mit einem aus einem Mensch-ärgere-Dich-nicht-Spiel ausgeborgten Spielstein) auf der ersten Karte und macht den Spaziergang vor. Da, wo es nicht mehr weitergeht, bleibt der Spielstein stehen.


  Und nun machen das einige Zuschauer mit eigenen Spielsteinen nach. Sie starten auf den Karten Nummer2, 3, … (auf jeden Fall weit vorne), und ihr letztes Feld wird (mit überwältigender Wahrscheinlichkeit) das Endfeld des Zauberers sein. Man kann das einfach als überraschendes Phänomen zur Kenntnis nehmen, der Zauberer kann es aber auch durch Zaubersprüche vorbereiten: «Ich werde nun meine volle Konzentration dafür einsetzen, dass Sie auf demselben Feld ankommen!»


  Der mathematische Hintergrund: Um die zugrunde liegende Mathematik zu verstehen, muss zunächst eine weitere Tatsache aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung erläutert werden:


  
     Der Produktsatz für Wahrscheinlichkeiten:


    Mal angenommen, man interessiert sich für Ergebnisse A und B bei einem Zufallsexperiment. Als Beispiel denken wir an das Werfen von drei Würfeln, und A bzw. B sei durch «Der erste Würfel zeigt eine gerade Zahl» bzw. «Die Summe der zwei letzten Würfel ist größer als 10» erklärt. A und B haben dann eine Wahrscheinlichkeit: Die für A ist 0.5, und die für B haben wir schon als 3/36 bestimmt (siehe das Ende des vorigen Abschnitts).


    Nun wollen wir aber die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dass beides eintritt, also A und B: Der erste Würfel zeigt eine gerade Zahl und die Summe der letzten beiden ist größer als 10. Dann weiß man:


    
       Angenommen, A und B beeinflussen sich nicht gegenseitig. Im hier behandelten Beispiel ist das sicher der Fall, denn der erste Würfel «weiß nichts» von den Ergebnissen der beiden anderen. Dann ist die Wahrscheinlichkeit für «A und B treten gleichzeitig ein» das Produkt der Wahrscheinlichkeiten für A und B.

    

  


  In unserem Beispiel ist also die Wahrscheinlichkeit für «Erster Würfel gerade, und die Summe der beiden anderen ist größer als 10» gleich 0.5 · 3/36= 1/24 (also etwas mehr als 4Prozent).


  Allgemeiner gilt: Wenn sich Ergebnisse A1,…, An nicht gegenseitig beeinflussen, so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass alle gleichzeitig eintreten, das Produkt der Wahrscheinlichkeiten für A1, fürA2,…[1])


  Dieses Prinzip wollen wir nun für unsere Zufallsspaziergänge anwenden. Wir stellen uns zwei Zufallsspaziergänger vor, die auf den Karten Nummer eins und zwei starten: Wie wahrscheinlich ist es, dass sie am Ende auf demselben Feld stehen?


  Um das auszurechnen, kombinieren wir die folgenden beiden Beobachtungen:


  
     • Angenommen, die beiden Spaziergänger treffen sich irgendwann einmal, bevor sie ihren Spaziergang abgeschlossen haben. Dann bleiben sie ab da aufgrund der Spielregeln immer zusammen, insbesondere enden sie beide auf demselben Feld.


    
       Begründung: Das ist aufgrund der Spielregeln klar.

    


    • «Sie treffen sich» ist die Negation von «Sie treffen sich nicht», und deswegen ist die Wahrscheinlichkeit von «Sie treffen sich» gleich Eins minus die Wahrscheinlichkeit von «Sie treffen sich nicht».

  


  Für das Gelingen des Zaubertricks ist es also wünschenswert, zu wissen, dass die Wahrscheinlichkeit für «Sie treffen sich nicht» möglichst klein ist.


  Wie groß ist diese Wahrscheinlichkeit? Es geht doch um «Kein Treffen im ersten Schritt, und kein Treffen im zweiten Schritt,…». Insgesamt sind k Schritte zu berücksichtigen, wobei k von der Gesamtweglänge abhängt[1].


  Die Analyse für jeden Einzelschritt sieht so aus. Der bei Feld1 startende Spieler hat gewisse Felder berührt, die höchstens den Abstand5 haben (da 5 bei uns die maximale Schrittweite ist). Wenn der bei 2 startende Spieler noch nicht auf einem dieser Felder angekommen ist, ist vor ihm eines der von dem anderen Spieler besuchten Felder höchstens im Abstand4. Das heißt, dass er eine Chance hat, im nächsten Schritt den anderen Spieler zu treffen: Er wird 1, 2, 3, 4 oder 5Felder vorrücken, und unter diesen Zielfeldern ist mindestens eins, auf dem der andere Spieler schon war. Anders ausgedrückt: Die Chance für ein Treffen im nächsten Schritt ist mindestens 1/5. Oder: Die Chance für ein Nichttreffen ist höchstens 4/5.


  Wenn man das mit dem Produktsatz kombiniert, kommt man zu der folgenden Schlussfolgerung: Die Wahrscheinlichkeit, dass sich die bei 1 und 2 startenden Spaziergänger niemals treffen, ist höchstens gleich (4/5)k, wenn k Schritte zu erwarten sind. Diese Zahlen gehen mit wachsendem k sehr rasant gegen null[1].


  Damit ist gezeigt: Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass sich die beiden Spaziergänger auf demselben Endfeld wiederfinden, ist sehr hoch. Sie wird positiv beeinflusst von der Anzahl der Karten (höheres k) und der höchsten möglichen Schrittweite. (Ist h die höchste mögliche Schrittweite, so ist ((h– 1)/h)k eine obere Schranke für die Wahrscheinlichkeit von «Sie treffen sich nicht in k Schritten», und die ist umso kleiner, je kleiner h ist.)


  Es folgt hier am Ende noch das Geständnis, dass ein bisschen geschummelt wurde: Die Voraussetzungen des Produktsatzes sind– genau genommen– nicht erfüllt. Wenn man zum Beispiel in den ersten Karten schon alle Bildkarten gesehen hat, so weiß man, dass in den nächsten Schritten keine mehr kommen können. Der Unterschied für die sich ergebenden Wahrscheinlichkeiten ist allerdings minimal.


  Die Präsentation: Im Abschnitt «Durchführung» wurde schon ein Präsentationsvorschlag gemacht: Das letzte Feld des Zuschauers stimmt mit dem letzten Feld des Zauberers überein. Man kann auch mehrere Zuschauer auf den ersten Karten (etwa der ersten, zweiten und dritten Karte) starten lassen und «durch Magie» erzwingen, dass sie sich am Ende treffen.


  Eine spektakuläre Variante wurde von dem Mathematiker Steve Humble bei einer Aktion zur Popularisierung der Mathematik in Krakau im Jahr 2012 gezeigt. Er hatte sehr große Spielkarten vorbereitet, die auf den Boden gelegt wurden. Die Zufallsspaziergänge wurden von mehreren Personen wirklich durchgeführt, und alle fanden es sehr überraschend, dass das letzte Feld für alle dasselbe war. Es wurde recht eng dort: «We all are friends!»


  
 [image: ]     
       We all are friends!

    

  


  Varianten: 1. In dieser Variante legt der Zauberer die Karten aus einem gut gemischten Stapel selber in einer langen Reihe aus. Dabei macht er in Gedanken den auf dem ersten Feld startenden Spaziergang: Ist die erste Karte etwa eine Fünf, legt er, ohne weiter auf die Werte zu achten, weitere fünf Karten nebeneinander aus. Dann kommen so viele Karten, wie der Wert der letzten der fünf Karten angibt, und so weiter. Irgendwann kommt er zu einer Karte, bei der die noch übrigen Karten nicht ausreichen, um ihren Wert zu legen. Diese Karte merkt er sich und legt die letzten daneben. Das Ganze muss sehr beiläufig geschehen, so, als wenn die Karten einfach nur nebeneinander gelegt werden.


  Nun ist es Zeit für eine Prognose: Wo wird ein irgendwo auf einem der ersten Felder startender Zufallsspaziergänger sein letztes Feld erreichen? (Sein Startfeld kann zum Beispiel durch Werfen eines Würfels bestimmt werden.) Ein Zuschauer macht diesen Spaziergang, und die Prognose wird sich mit hoher Wahrscheinlichkeit erfüllen.


  2. Der Zauberer kann auch ein Spiel gut mischen lassen und behaupten, dass er sich die Reihenfolge der Karten merken kann. Das Spiel sollte recht viele Karten enthalten, umso größer ist der Eindruck und umso höher ist die Wahrscheinlichkeit, dass alles funktioniert. Er blättert die Karten mit dem Bild nach oben einzeln von der einen in die andere Hand (ohne die Reihenfolge zu verändern), angeblich, um sich die Karten zu merken. Er macht dabei in Gedanken den Zufallsspaziergang, ohne sich das anmerken zu lassen und ohne die Reihenfolge der Karten umzukehren. Die letzte Karte des Spaziergangs merkt er sich.


  Nun ist ein Zuschauer dran: Er würfelt und nimmt so viele Karten von oben weg, wie die Augenzahl angibt. Mit der jetzt obersten Karte als Startfeld macht er seinen Zufallsspaziergang, entweder nach Auslegen der Karten oder durch Blättern einzelner Karten auf den Tisch. Das Publikum passt auf, dass keine Fehler gemacht werden, der Zauberer hat sich abgewendet. Die Chancen stehen gut, dass das Endfeld des Zuschauers das vom Zauberer gemerkte ist.


  Es wird dem Zauberer nicht verraten. Er behauptet aber, den Spaziergang ganz in Gedanken nachmachen zu können, da er sich die Karten ja gemerkt hat. Er tut so, als wenn er sich die Reihenfolge ins Gedächtnis zurückruft und virtuell vom bekannten Startfeld aus «wandert». Stolz nennt er seine gemerkte Karte, die– mit hoher Wahrscheinlichkeit– genau diejenige ist, auf der der Spaziergang des Zuschauers aufhörte.


  3. Wenn man eine große Zahl– etwa dreißig– Würfel zur Verfügung hat, kann man den Kruskal-Trick auch damit durchführen. Man würfelt sie alle gleichzeitig und legt sie in irgendeiner Reihenfolge hintereinander aus. Dann geht es weiter wie oben: Starte bei einem Würfel und gehe so viel Würfel weiter, wie die von diesem Würfel gezeigte Augenzahl angibt. Auch in dieser Variante werden (mit überwältigender Wahrscheinlichkeit) alle, die auf einem der ersten Würfel starteten, beim selben Würfel ihren Spaziergang beenden (weil es nicht mehr weitergeht). In dieser Variante sind übrigens die Voraussetzungen des Produktsatzes streng erfüllt.


  4. Zur Not kann man auch mit einem einzigen Würfel arbeiten: Man würfelt ihn (zum Beipiel) dreißig Mal und notiert die Ergebnisse auf einem Blatt Papier. Dann geht es weiter wie in der vorstehenden Variante, allerdings wird nun nicht auf den Würfeln spaziert, sondern nur auf den auf dem Papier notierten Zahlen.


  Hier ist ein Beispiel, der Würfel hat die folgenden Zahlen ausgegeben: 2 4 3 1 4 6 4 5 2 3 1 4 6 2 3 1 4 3 5 3 2 4 3 1 4 5 2 1 4 2


  Spaziergänger, die auf einem der ersten Felder starten, finden sich auf der letzten 5 wieder. Beginnen sie zum Beispiel bei der 2 (bzw. der 4), so ergeben sich die folgenden Spaziergänge: 2 3 6 4 1 4 2 3 5 (bzw. 4 6 4 1 4 2 3 5).


  4.3 Ich gewinne immer!


  Es gibt im Leben viele Situationen, in denen man Vergleiche anstellt: Herr Schulze verdient mehr als Frau Müller; Klaus läuft schneller als Peter; das Leben in Stockholm ist teurer als in Berlin. Üblicherweise ist es so, dass sich zwei derartige Informationen zu einer dritten verknüpfen lassen:


  
     • Wenn man weiß, dass Herr Schulze mehr als Frau Müller verdient und Frau Müller mehr als Herr Kaiser, so darf man daraus schließen, dass Herr Schulze mehr als Herr Kaiser verdient.


    • Klaus läuft schneller als Peter, und Peter ist schneller als Hans. Dann ist Klaus schneller als Hans.


    • Stockholm ist teurer als Berlin, und Berlin sicher teurer als Zagreb: Daraus folgt, dass Stockholm teurer als Zagreb ist.

  


  In der Mathematik spricht man von transitiven Ordnungen, wenn solche Schlussweisen legitim sind. Musterbeispiel ist die gewöhnliche Ordnung für Zahlen: Aus x < y und y < z kann man immer schließen, dass x < z gilt.


  Dies ist uns so selbstverständlich, dass wir in allen Situationen, wo es irgendwie um «besser» geht, sofort annehmen, dass die Ordnung transitiv sein wird. Das stimmt aber überraschenderweise nicht. Ein Beispiel, das sicher alle kennen, ist das Spiel Schere– Stein– Papier, das zwei Kinder gerne spielen, wenn Entscheidungen getroffen werden sollen. Auf ein Kommando formen beide mit der Hand etwas, was wie Schere (Zeigefinger und Mittelfinger abgespreizt), Stein (Faust) oder Papier (flache Hand) aussieht, und der Gewinner wird nach folgenden Regeln festgesetzt:


  
     • Schere ist besser als Papier (denn Papier wird von der Schere geschnitten).


    • Papier ist besser als Stein (der wird eingewickelt).


    • Stein ist besser als Schere (denn die kann er schleifen).

  


  Das ist offensichtlich nicht transitiv, insbesondere gibt es keine beste Wahl: Egal, was man sich aussucht, es gibt etwas, das noch «besser» ist.


  Man könnte nun denken, dass so ein Phänomen in der Mathematik nicht vorkommt. Doch das stimmt nicht, gerade in der Wahrscheinlichkeitsrechnung gibt es an verschiedenen Stellen nichttransitive Ordnungen.


  Unter Mathematikern gut bekannt ist das folgende Beispiel:


  
     Die intransitiven Würfel


    Stellen Sie sich ganz gewöhnliche Würfel vor. Statt der üblichen Beschriftung mit den Zahlen von 1 bis 6 können aber andere Zahlen auf den Seiten stehen. Sie und ein Mitspieler haben so einen Würfel. Das Spiel, das nun gespielt wird, ist einfach: Beide würfeln gleichzeitig, und die höhere Zahl gewinnt. (Durch die Beschriftung ist ausgeschlossen, dass zwei gleiche Zahlen zu sehen sind. Es gibt also immer einen Gewinner.)


    Es ist naheliegend, einen Würfel W1 besser als den Würfel W2 zu nennen, wenn der Spieler, der mit W1 spielt, bei einer langen Spielreihe in mehr als 50Prozent aller Versuche gewinnt. Es gibt nun ein merkwürdiges Phänomen. Man kann nämlich drei Würfel W1, W2, W3 so beschriften, dass gilt:


    
       
        	         W2 ist besser als W1





        	         W3 ist besser als W2





        	         W1 ist besser als W3




      

    


    Die Relation «ist besser als» ist folglich in diesem Fall nicht transitiv. Insbesondere kann man einen Mitspieler wählen lassen, welchen Würfel er denn haben möchte. Bei jeder Wahl kann man sich einen besseren wählen.

  


  Wie kann man so etwas denn im konkreten Fall berechnen? Wir stellen uns vor, dass wir zwei Würfel W und W' vor uns haben. W soll mit den Zahlen a1,…, a6 und W' mit den Zahlen a'1,…, a'6 beschriftet sein. Wie sieht es dann mit den Gewinnchancen aus? Alle Ergebnisse (ai, a'j) sind möglich, wobei i und j die Zahlen von 1 bis 6 durchlaufen. Das sind 36Fälle, und wir müssen nur nachzählen, ob öfter ai > a'j oder öfter a'j > ai gilt. Im ersten Fall gewinnt W , im zweiten W'. (Sollte ai > a'j genauso oft auftreten wie a'j > ai, sind die Gewinnwahrscheinlichkeiten gleich.)


  Hier ist ein Beispiel: Würfel W ist mit den Zahlen 1, 2, 4, 10, 11, 12 nummeriert und Würfel W' mit 3, 5, 6, 7, 8, 9. Dann ist 19Mal ai größer als a'j und 17Mal a'j größer als ai. Also ist W besser als W'.


  Nach diesen Vorbereitungen können wir drei Würfel W1, W2, W3 angeben, bei denen das Paradoxon der intransitiven Würfel auftritt. Wir bereiten sie wie folgt vor:


  
     • W1 ist mit den Zahlen 7, 8, 9, 10, 11, 12 beschriftet.


    • Auf W2 stehen die Zahlen 1, 2, 13, 14, 15, 16.


    • W3 schließlich hat die Zahlen 3, 4, 5, 6, 17, 18.

  


  Mit der vorstehend beschriebenden Analysetechnik ist dann leicht zu sehen, dass wirklich W2 besser als W1, W3 besser als W2 und W1 besser als W3 ist.


  Nun wollen wir einen auf Intransitivität beruhenden Trick beschreiben.


  Der Zaubertrick: Ein Zuschauer und der Zauberer spielen gegeneinander. Gebraucht wird dazu ein gut durchgemischtes Kartenspiel[1].


  Hier die Spielregel:


  
     • Der Zuschauer sucht sich seine persönliche Lieblingsreihenfolge von Farben aus: Sein Muster soll drei Farben enthalten, wobei die Farben «Rot» und «Schwarz» verwendet werden dürfen. Er könnte sich zum Beispiel für «Rot-Schwarz-Rot» entscheiden.


    • Auch der Zauberer wählt ein Dreiermuster (ein anderes), etwa «Rot-Rot-Schwarz».


    • Und nun beginnt das Spiel. Die Karten werden nacheinander einzeln aufgedeckt und nebeneinander auf den Tisch gelegt, dabei sind nur die Farben (Rot oder Schwarz?) von Interesse. Erscheint zuerst das Muster des Zuschauers oder das des Zauberers? Für einen Erfolg gibt es jeweils einen Punkt. Die schon aufgedeckten Karten werden beiseitegelegt, und es geht von vorne los. (Wenn der Kartenstapel verbraucht ist, werden die beiseitegelegten Karten gemischt und weiterverwendet.)


    • Wer zuerst 5Punkte hat, gewinnt.

  


  Die große Überraschung: Die Chancen des Zauberers sind– bei richtiger Wahl seines Musters– immer besser als die des Zuschauers, und deshalb wird er in der Mehrzahl der Fälle gewinnen.


  Wie ist der Trick vorzubereiten? Es ist nur ein genügend großer Vorrat an Karten nötig.


  Was ist bei der Durchführung zu beachten? Es handelt sich wieder um eine intransitive Situation: Die Relation «Muster M2 hat höhere Gewinnchancen als Muster M1» ist nicht transitiv. Und wirklich kann der Zauberer jede Wahl des Zuschauers mit einer besseren Wahl beantworten.


  Um die Regel, wie zu wählen ist, übersichtlich beschreiben zu können, führen wir zunächst die Abkürzungen «R» und «S» für «Rot» und «Schwarz» ein. Hier ist die Regel:


  
     Wenn der Zuschauer ABC wählt, wobei A, B, C eine der Farben R, S bezeichnen kann, so sollte sich der Zauberer für B'AB entscheiden. Dabei ist B' «das Gegenteil» von B, also B'= R für B= S und B'= S für B= R. Zum Beispiel wählt der Zauberer SSR, wenn der Zuschauer SRS vorgegeben hat.

  


  Da das recht abstrakt ist, gibt es hier eine vollständige Tabelle der acht Möglichkeiten zusammen mit den Gewinnchancen für den Zauberer bei dieser Wahl (Interessierte finden die zugehörigen Berechnungen im Anhang):


  
 [image: ]
  


  Ein Beispiel, bei dem der Zauberer eine Gewinnchance von 3/4 (also 75Prozent) hat:


  
 [image: ]     
       Wählt der Zuschauer SSR, so entscheidet sich der Zauberer für RSS.

    

  


  Der mathematische Hintergrund: Ganz naiv könnte man meinen, dass es doch eigentlich egal ist, welches Muster man wählt, denn die Karten erscheinen ja in einer zufälligen Reihenfolge. Man kann sich aber leicht klar machen, dass das nicht der Fall ist. Mal angenommen, der Zuschauer hat RRR gewählt. Er wird also dann gewinnen, wenn irgendwann einmal drei rote Karten hintereinander gezogen werden und das Muster des Zauberers vorher nicht erschienen ist. Der hat sich entsprechend unserer Empfehlung SRR ausgesucht. Das Spiel geht los. Es könnten natürlich gleich drei rote Karten erscheinen, dann hat der Zuschauer gewonnen. Das ist allerdings sehr unwahrscheinlich, es passiert nur mit Wahrscheinlichkeit (1/2)(1/2)(1/2)= 1/8, also in 12.5Prozent der Fälle. Wenn es nicht drei rote Karten gab, kann sich der Zauberer beruhigt zurücklegen, diesen Durchgang wird er bestimmt gewinnen. Bevor nämlich erstmals drei rote Karten gezogen werden können, hat es vorher das Muster SRR gegeben[1].


  Zusammen heißt das, dass der Zauberer in diesem Fall eine Gewinnchance von 7/8, also von 87.5Prozent hat.


  Es ist wirklich so, dass der Zauberer bei jeder Wahl des Zuschauers die Möglichkeit hat, etwas Besseres zu wählen. Alle, die es genauer wissen wollen, finden die Einzelheiten auf Seite 264 im Anhang.


  Die Präsentation: Das Kartenspiel wird aufgefächert, und alle sehen, dass es erstens gut gemischt ist und zweitens etwa gleich viele rote und schwarze Karten im Spiel sind. Nun kann man es als Stapel mit dem Rücken nach oben auf den Tisch legen und die Karten einzeln aufdecken und mit dem Bild nach oben nebeneinander legen.


  
 [image: ]     
       So werden die Karten ausgelegt: Hier erscheint RSS vor SSR.

    

  


  Verschiedene Wetten lassen sich anschließen: Erscheint zuerst eine rote oder eine schwarze Karte? Zuerst die Reihenfolge Rot-Rot oder Rot-Schwarz? Das ist noch zu einfach, und deswegen soll auf Muster gewettet werden, die aus drei Farben bestehen. Weiter geht es dann wie oben beschrieben.


  Varianten: Im Prinzip lässt sich das Kartenspiel durch eine Münze oder einen Würfel ersetzen. Wenn wir etwa die Seiten der Münze mit Z («Zahl») und A («Adler») bezeichnen, so ergibt sich eine Folge aus Z und A, wenn wir die Münze immer und immer wieder werfen: ZAAZZZAZA … Der Zuschauer wählt sich ein Dreiermuster (etwa ZZA), und der Zauberer findet eins, bei dem er mit höherer Wahrscheinlichkeit gewinnt. (Hier: AZZ). Man muss die weiter oben beschriebene Strategie nur anpassen: Ersetze R durch A und S durch Z.


  Es geht auch mit einem Würfel, wenn man nicht auf den konkreten Zahlenwert achtet, sondern nur notiert, ob das Würfelergebnis gerade («G») oder ungerade («U») ist. Zuschauer und Zauberer wählen dann Dreiermuster aus G und U, und es dürfte klar sein, wie die optimale Strategie für den Zauberer an diese Situation anzupassen ist.


  Anhang


  
     Das magische Dreieck


    In Kapitel1 hatten wir uns ab Seite73 mit dem «magischen Dreieck» beschäftigt: Der Zauberer weiß im Voraus, welche Farbe herauskommen wird. In diesem Anhang soll das Phänomen, das dem Trick zugrunde liegt, etwas genauer analysiert werden. Wir benötigen einige Vorbereitungen. Einen wichtigen Baustein, das modulo-Rechnen, haben wir schon auf Seite67 kennengelernt.


    
       Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer m-elementigen Menge


      Das hört sich sehr abstrakt an, kann aber leicht durch Beispiele aus dem Alltag illustriert werden: Im Fall k= 6 und m= 49 zum Beispiel ist es die Anzahl der möglichen Lottotipps, und für n= 10 und k= 2 ist es die Frage, wie oft die Gläser klirren, wenn in einer Runde von 10Leuten zu Beginn der Feier angestoßen wird.


      Die richtige Zahl kommt so zustande. Man berechne einen Bruch:


      
         • Im Zähler stehen k Faktoren: m, dann m– 1, dann m– 2 usw., bis k Faktoren berücksichtigt sind. In Formeln:


        
           m · (m– 1) · … · (m– k + 1).


          


          Für das Lottobeispiel etwa ergibt sich


          


          49 · 48 · 47 · 46 · 45 · 44= 10068347520,


          


          also ungefähr 10Milliarden.

        


        • Im Nenner steht das Produkt 1 · 2 · … · k. Man nennt diese Zahl «k Fakultät» und schreibt k!. Zum Beispiel ist 5!= 1·2·3·4·5= 120.

      


      Es gilt dann: Die gesuchte Zahl ist


      
 [image: ]
      


      Dieser Ausdruck kommt so oft in der Mathematik vor, dass es ein eigenes Zeichen dafür gibt: Man schreibt dafür [image: ], gesprochen wird es als «m über k». Die Zahlen [image: ] heißen auch die Binomialkoeffizienten.


      Als Beispiel betrachten wir die Lottozahlen: Die Anzahl der möglichen Tipps ist


      
 [image: ]
      


      also knapp 14Millionen. Und bei 10Personen werden [image: ]= 45Mal die Gläser klingen.

    


    
       Was weiß man über [image: ] im Fall von Primzahlen m?


      [image: ] ist immer eine ganze Zahl, es ist ja die Anzahl der Möglichkeiten, etwas auszuwählen. (Das sieht man der Zahl allerdings nicht an, wenn sie als Bruch geschrieben wird). Wenn m dabei eine Primzahl ist, wird sich in diesem Bruch das erste m nicht wegkürzen. Dies hat die interessante Konsequenz, dass [image: ] in diesem Fall den Faktor m enthält[1]. Kurz (und unter Verwendung der in Kapitel1 eingeführten modulo-Schreibweise):


      
         [image: ]= 0 mod m im Fall einer Primzahl m.

      


      Mit der gleichen Begründung kann man sich klar machen, dass für Primzahlen m ein entsprechendes Ergebnis auch für Potenzen von m gilt: Es ist auch [image: ]= 0 mod m für alle k= 1,…, ms– 1.

    


    
       Der «eigentliche» Hintergrund des Tricks


      Wir fixieren nun eine Primzahl, wir wollen sie p nennen. (Für alle, die es konkret haben möchten: Es könnte p= 5 sein.)


      Nun beschreiben wir die abstrakte Version der Regeln, die in Kapitel1.2 («Das magische Dreieck») für Farben gegeben wurden[1].


      
         • Schreibe n Reste modulo p in eine Reihe. Dabei ist n irgendeine beliebige Zahl.


        • Darunter werden n– 1 Zahlen nach der folgenden Vorschrift geschrieben: Unter die Reste x, y kommt die Zahl (p– x) + (p– y) mod p.


        • Erzeuge danach eine Reihe von n– 2 Zahlen auf die gleiche Weise, darunter n– 3 Zahlen, usw., bis am Ende– also nach der Berechnung von n– 1 neuen, immer kürzeren Reihen– ein Dreieck aus Zahlen entstanden ist.

      


      Das hört sich sehr abstrakt an, deshalb gibt es hier ein konkretes Beispiel für p= 5 im Fall n= 6. Wir starten also mit 6 beliebigen Resten modulo 5, etwa mit


      
         4 4 1 1 3 1

      


      Die nächste Reihe sieht dann so aus:


      
         2 0 3 1 1

      


      Begründung: Zur Berechnung der ersten Zahl schauen wir uns die beiden ersten Zahlen der oberen Reihe an: 4 und 4. Wir sollen die Zahl (5–4)+(5–4)= 1+1= 2 modulo 5 ausrechnen, und das erklärt die erste 2. Und was steht, zum Beispiel, an der letzten Stelle unter der 3 und der 1? Man muss (5– 3) + (5– 1)= 2 + 4= 6 modulo 5 rechnen, es ergibt sich also eine 1. Und hier ist das vollständige Dreieck:


      
 [image: ]
      


      Das Hauptergebnis lautet dann wie folgt: Falls n von der Form ps +1 ist (wenn also ps neue Reihen berechnet wurden), so ist die Zahl an der unteren Spitze des Dreiecks diejenige, die sich durch Anwendung der Regel auf die erste und letzte Zahl der Ausgangsreihe ergeben hätte, also «(p minus erste Zahl) plus (p minus letzte Zahl) modulo p».


      Das kann man am vorigen Beipiel leicht testen: Wirklich ist das Endergebnis, die 0, auch als (5–4)+(5–1)= 1+4= 5 mod 5= 0 zu berechnen.


      Die Begründung besteht aus zwei Teilen:


      
         • Was passiert mit der ersten Zahl der ersten Reihe? Nennen wir sie a . Zuerst wird sie zu p–a, dann zu p–(p–a), also zu a. So springt sie immer zwischen a und p–a hin und her, zur letzten Zeile trägt sie mit p– a bei. (Denn sie hat ps Mal zwischen a und p– 1 gewechselt, und ps ist für ungerade p ungerade; im Fall der geraden Primzahl p= 2 muss man etwas anders argumentieren.)


        • Ganz analog findet sich p– b im Endergebnis wieder, wenn wir die letzte Zahl der ersten Reihe b nennen.


        • Und die Zahlen dazwischen, also die an den Positionen 2 bis n– 1, fallen alle weg. Nach der Reise von der ersten Reihe bis zur Spitze hat die k-te Zahl nämlich den Faktor [image: ] erhalten, und aufgrund der vor wenigen Zeilen beschriebenen Teilbarkeitseigenschaften der Binomialkoeffizienten im Fall von Primzahlen gibt es auf jeden Fall einen Faktor p. Modulo p kommt eine echte Null heraus. Anders ausgedrückt: Die Zahlen der ersten Reihe, die nicht am Rand (also ganz links oder ganz rechts) stehen, spielen für das Endergebnis, die Zahl ganz unten, überhaupt keine Rolle.


        • Zusammen heißt das, dass die letzte Zahl die Summe aus p– a und p– b ist, wobei diese Summe modulo p zu berechnen ist.

      

    


    
       Wie findet man den Originaltrick wieder?


      Der Originaltrick entsteht im Fall p= 3. In diesem Fall kann die Regel mit dem modulo-Rechnen auch unmathematisch ausgedrückt werden:


      
         • Was wird dem (1, 1) zugeordnet? Doch die Zahl (3– 1) + (3– 1) mod 3, also die 1. Genauso zeigt man, dass einem Paar gleicher Zahlen immer die gleiche Zahl zugeordnet wird.


        • Was wird dem Paar (1, 2) zugeordnet? Es ist doch (3–1)+(3–2) mod 3 auszurechnen, es ergibt sich die 0. Ganz allgemein ist es so, dass zu einem Paar verschiedener Reste der dritte noch fehlende gehört: Zu (1, 2) gehört (wie eben begründet) die 0, zu (1, 0) die 2 und zu (2, 0) die 1.

      


      Man muss also nur noch statt 0, 1, 2 für die Beschriftung der Karten irgendwelche Farben aussuchen, und dann ist man beim Originaltrick.

    

  


  Intransitivität: Wahrscheinlichkeiten


  Hier soll erklärt werden, wie die Gewinnwahrscheinlichkeiten in Kapitel4.3 bestimmt werden können.


  Eigentlich müssten nun acht Fälle unterschieden werden, denn so viele Wahlmöglichkeiten hat der Zuschauer. Da «Schwarz» und «Rot» aber eine völlig symmetrische Rolle spielen, sind nur vier Fälle zu untersuchen. (Weiß man zum Beispiel, dass die Antwort SRR auf die Wahl RRR zu einer Gewinnchance von 87.5 führt, so ergibt sich die gleiche Wahrscheinlichkeit, wenn der Zauberer auf die Zuschauerwahl SSS mit RSS antwortet: Es sind nur überall «S» und «R» zu vertauschen.)


  Fall1: Der Zuschauer wählt RRR. Wir haben schon begründet, dass der Zauberer bei der Wahl SRR eine Gewinnchance von 87.5Prozent hat: Unter den acht möglichen Ergebnissen für die ersten drei Farben führt nur eines zum Gewinn für den Zuschauer.


  Fall2: Der Zuschauer wählt RRS. Der Zauberer antwortet mit SRR, wie sind seine Gewinnchancen? Es wird praktisch sein, einige Abkürzungen einzuführen und dann zu begründen, warum gewisse Gleichungen erfüllt sein müssen. Aus denen kann dann die gesuchte Wahrscheinlichkeit leicht ermittelt werden.


  
     Definitionen


    
       • Mit PZ bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass der Zauberer gewinnt. Die interessiert uns. Die Gewinnwahrscheinlichkeit für den Zuschauer wird dann 1– PZ sein.


      • Mal angenommen, die erste gezogene Karte ist rot. Das ist gut für den Zuschauer und schlecht für den Zauberer. Unter pR verstehen wir die Wahrscheinlichkeit, dass der Zauberer trotz der ersten roten Karte noch gewinnen kann.


      • Ganz entsprechend steht pS für die Wahrscheinlichkeit, dass der Zauberer gewinnt, wenn sich die erste gezogene Karte als schwarz herausstellt.

    

  


  
     Gleichungen


    Angenommen, die erste Karte ist rot. Wir erwarten gespannt, was die zweite Karte sein wird. Sie kann rot oder schwarz sein, und beides tritt mit Wahrscheinlichkeit 0.5 ein. Wenn sie rot ist, sieht es schlecht für den Zauberer aus, denn der Zuschauer wird garantiert gewinnen: Er muss nur auf die nächste schwarze Karte warten. Für den Fall, dass die zweite Karte schwarz ist, ist es nicht ganz so schlimm. Dann sind wir nämlich in der gleichen Situation, als wenn die erste Karte schwarz gewesen wäre. In Formeln heißt das


    
 [image: ]
    


    Nun wollen wir voraussetzen, dass die erste Karte schwarz ist, um eine Gleichung für pS zu erhalten. Wir behaupten, dass der Zauberer dann garantiert gewinnen wird. Er braucht nur zu warten, bis zum ersten Mal RR kommt: Davor wird garantiert ein S gewesen sein. Und der Zuschauer könnte erst danach gewinnen, da in dem von ihm gewählten Muster RR ganz vorn steht.


    Jetzt können wir auch pR bestimmen: Wir wissen schon, dass pR= pS/2 ist, also ist pR= 1/2.

  


  
     Die Lösung


    Nun lassen wir das Spiel starten. Die erste Karte ist mit jeweils Wahrscheinlichkeit 1/2 rot oder schwarz, und was dann passiert, ist im vorigen Abschnitt schon berechnet worden. Wir erhalten


    
 [image: ]
    


    Die noch fehlenden Fälle (wenn also der Zuschauer RSR oder RSS wählt) werden analog behandelt.


    Ein kleines Geständnis. Es soll nicht verschwiegen werden, dass bei der Herleitung ein ganz kleines bisschen geschummelt wurde. Es wurde nämlich so getan, als wenn die jeweils nächste Karte mit gleicher Wahrscheinlichkeit rot oder schwarz sein müsste. Das stimmt aber nicht: Wenn– zum Beispiel– schon viele rote Karten gezeigt wurden, sind unter den restlichen mehr schwarze als rote, und deshalb ist die Wahrscheinlichkeit für «Schwarz» ein ganz kleines bisschen größer als für «Rot». Das macht für die Rechnungen aber so gut wie nichts aus.


    Auch wird der störende Effekt umso geringer, je mehr Karten für dieses Spiel verwendet werden. Bei der Variante, Münzen zu werfen statt Karten zu ziehen, tritt er überhaupt nicht auf.

  


  Quellen


  Es gibt eine Fülle von Büchern über Zauberei. Nachstehend findet man eine Zusammenstellung der Quellen, die bei der Vorbereitung dieses Buches eine wichtige Rolle gespielt haben.


  


  Alegria, Pedro: «Magia por Principios». Selbstverlag, 2008.


  Das Buch, das sich nur mit Zaubertricks mit mathematischem Hintergrund beschäftigt, ist leider nur auf Spanisch verfügbar. Es kann beim Autor bestellt werden. Die Internetseite findet man über Google durch die Schlüsselworte «Pedro Alegria Magia». Die mathematischen Erklärungen sind recht knapp. Wer sich für die Tricks in den Kapiteln1 und 2 interessiert, findet hier weitere Varianten.


  


  Diaconis, Persi und Graham, Ron: «Magical Mathematics». Princeton University Press, 2012.


  Auch dieses Buch ist dem Verhältnis Zauberei/Mathematik gewidmet. Die Erklärungen sind teilweise sehr ausführlich, die Autoren haben eine besondere Vorliebe für Themen aus dem Bereich diskrete Mathematik/Kombinatorik. Man findet interessante Varianten zu den Tricks, die in Kapitel2 und 3 beschrieben wurden.


  


  Gardner, Martin: «Mathematische Zaubereien». Dumont, 2004.


  Dieses Buch ist ein Klassiker, die Originalausgabe erschien schon 1956. Es hat mein Interesse für die Zauberei geweckt. Viele der im vorliegenden Buch beschriebenen Tricks wurden allerdings erst nach seinem Erscheinen entwickelt.


  


  Mulcahy, Colm: «Mathematical Card Magic».


  Der Autor ist ein kreativer Entwickler von vielen neuen Zaubertricks, er hat eine regelmäßige Kolumne im Internet. Für die Tricks in Kapitel1 und 2 habe ich von diesem Buch profitiert.


  


  Zmeck, Jochen: «Handbuch der Magie».


  Das ist in Deutschland der «Klassiker» unter den Büchern, die allgemein in die Zauberei einführen. Wer in irgendeinem Ortsverein die Aufnahmeprüfung erfolgreich absolvieren möchte, kommt an diesem Buch nicht vorbei. Tricks mit mathematischem Hintergrund kommen auch vor, die zugrunde liegende Theorie wird allerdings nicht erklärt. Dieses Buch ist empfehlenswert für alle, die ihr Programm mit Münztricks, Seiltricks usw. abrunden wollen oder ihre Kenntnisse um einige grundlegende Techniken der Zauberei ergänzen möchten (Palmieren von Karten oder Münzen, falsche Übergabe usw.)


  


  Es ist nicht wirklich überraschend, dass es zum Thema dieses Buches auch eine unüberschaubare Fülle von Material im Internet gibt:


  
     • Die Schlüsselworte «Mathematik Zaubern» ergeben 121000 Treffer.


    • Bei «mathematical magic» sind es schon über 6Millionen Links.


    • Und knapp 1.3Millionen Mal wird man bei «mathematical magic youtube» fündig: Da werden die Tricks gleich vorgeführt.

  


  Ich möchte noch auf eine Arbeit von Michael Kleber hinweisen: «The best Card Trick». Sie ist im Mathematical Intelligencer 24 (2002) erschienen und kann leicht im Netz durch Suchen nach «michael kleber best card trick» gefunden werden. Aus ihr habe ich den Codierungstrick aus Abschnitt 3.3 übernommen.


  Auch sollte nicht unerwähnt bleiben, dass ich der Zusammenarbeit mit Steve Humble aus Newcastle einige Ideen verdanke, die hier eingeflossen sind. Besonders möchte ich dabei auf Abschnitt3.3 hinweisen: Die Idee, Karten statt Münzen zu verwenden, um sich die Intransitivität der bei diesem Trick relevanten Ordnung zunutze zu machen, stammt von ihm.


  


  Was die «Credits» für die Tricks im Einzelnen angeht, so ist es mit Zaubertricks wie mit Küchenrezepten: Es ist in den meisten Fällen schwierig bis unmöglich, zweifelsfrei festzustellen, wer die entsprechende Idee zuerst hatte (Ausnahmen sind die Tricks, die mit den Namen Gilbreath, Hummer und Kruskal verknüpft sind). Immer wieder gibt es neue Varianten und neue Vorschläge für die Präsentation. Das gilt auch für dieses Buch.


  Wirklich gänzlich neu ist nur der Trick «Das magische Dreieck» aus Kapitel1.2, er wurde noch nie vorher in einem Zauberbuch vorgestellt. Weitere Arbeiten des Autors zum Thema aus der letzten Zeit sind nachstehend zu finden. Sie können für nichtkommerzielle Zwecke frei aus dem Netz heruntergeladen werden. Der mathematische Anspruch ist etwas höher als bei den in diesem Buch beschriebenen Tricks.


  
     • «Fibonacci goes Magic». Erschienen in Elemente der Mathematik 68, 2013, 1–9. Hier wird der zahlentheoretische Hintergrund des Tricks «Fibonacci zaubert» aus Kapitel1.2 beschrieben.

  


  
 [image: ]     
       http://page.mi.fu-berlin.de/bhrnds/publ_papers/fibonacci.pdf

    

  


  
     • «Magical Triangles». Erschienen im Mathematical Intelligencer 2013. Diese Arbeit liegt dem Trick «Das magische Dreieck» zugrunde.

  


  
 [image: ]     
       http://page.mi.fu-berlin.de/bhrnds/publ_papers/behrends_humble.pdf

    

  


  
     • «Magical Pyramids». Erschienen im Mathematical Intelligencer 2014. Nachdem die vorstehende Arbeit in der Knobelecke der New York Times im Mai 2013 besprochen wurde, gab es einige Anregungen. Das führte zu dieser Nachfolgearbeit.

  


  
 [image: ]     
       http://page.mi.fu-berlin.de/bhrnds/publ_papers/pyramidmysteries2.pdf

    

  


  
     • «Magic in Hyperspace». Das Manuskript ist zur Veröffentlichung eingereicht (2014). Hier wird eine weitere Verallgemeinerung untersucht, die den Trick in beliebig hohen Raumdimensionen verfügbar macht.

  


  
 [image: ]     
       http://page.mi.fu-berlin.de/bhrnds/publ_papers/magicinhyperspace_sw.pdf

    

  


  
     • «The Mystery of the number 1089». Hier wird so etwas wie die Fortgeschrittenenvariante des Tricks «Die mysteriöse Zahl 1089» aus Kapitel1.1 vorgestellt.

  


  
 [image: ]     
       http://page.mi.fu-berlin.de/bhrnds/publ_papers/1089.pdf

    

  


  Fußnoten


  
 1     
       Warum ausgerechnet Spielkarten in der Zauberei eine Rolle spielen, steht auf Seite46.

    

  


  
 1     
       In Deutschland nimmt man sich zuerst die erste Ziffer vor, in anderen Ländern fangen die Schüler mit den Einern– also der letzten Ziffer– an.

    

  


  
 1     
       Nach Umformulierung in eine Alltagssituation ist das Ergebnis auch ohne Einsatz von Mathematik plausibel: Jede Tüte Bonbons enthalte A Bonbons, und A soll durch 7 teilbar sein; beim Aufteilen der Bonbons unter 7Freunden geht es also auf. Dann wird es auch aufgehen, wenn man nicht eine Tüte, sondern B Tüten zum Verteilen hat.

    

  


  
 1     
       Diese Eigenschaften werden übrigens auch an einer anderen Stelle gebraucht. Wenn der Zuschauer nämlich am Ende aufgefordert wird, die Summe der Zahlen mit «*» zu bilden, so wäre das Ergebnis nicht eindeutig, wenn die Summe von der Reihenfolge der Summanden abhängen würde.

    

  


  
 1     
       Wem das «i» nichts sagt, kann jedesmal «Äpfel» einsetzen. Bei der endgültigen Summation sind dann Zahlen und Äpfel gesondert zu betrachten. In diesem Fall ergibt sich immer die Zahl50 plus null «Äpfel».

    

  


  
 1     
       Achtung: Die Zahl muss als dreistellige Zahl gespiegelt werden. Ist etwa def= 99, so ist das als 099 aufzufassen, und man müsste mit fed= 990 weitermachen.

    

  


  
 1     
       Die ganze Wahrheit finden Interessierte in meiner Arbeit zur Zahl 1089 (vgl. das Literaturverzeichnis am Ende des Buches).

    

  


  
 1     
       Das Ergebnis der ersten Zeile wurde im vorigen Absatz schon erwähnt.

    

  


  
 1     
       Wir wollen einmal annehmen, dass die gespiegelte Zahl die kleinere ist. Andernfalls muss man «gespiegelt minus Original» rechnen.

    

  


  
 1     
       An diesem Beispiel kann man auch verdeutlichen, dass es manchmal ein kleines Problem geben kann. (Das ist mir allerdings noch nie bei einer Vorführung passiert.) Wenn nämlich die zweite Karte verdeckt worden wäre, hätte sich als Summe der sichtbaren Bildwerte die Zahl9 ergeben. Die ist schon durch 9 teilbar, und es ist nicht klar, ob man die verdeckte Zahl als 0 oder als 9 voraussagen soll. So eine Situation ist allerdings nur sehr selten zu erwarten.


      Es folgen zwei Möglichkeiten, mit dieser Schwierigkeit umzugehen:


      
         
           
            	             Falls man wirklich in diese Situation kommt, könnte man nachfragen: «Das ist ein schwieriger Fall! War die umgedrehte Karte größer als 5?». Wenn dann «ja» geantwortet wird, war es eine 9, andernfalls die 0.





            	             Man könnte auch eine Zusatzregel einführen: «Eine 0 darf nicht umgedreht werden». Dann muss die zu bestimmende Karte, wenn die Summe der drei restlichen durch Neun teilbar ist, eine 9 sein.




          

        

      


      (Es gibt übrigens Beispiele, bei denen es wirklich mehrdeutig ist: Sowohl 0 als auch 9 könnten umgedreht sein.)

    

  


  
 1     
       Bei diesen Ergänzungen für Zahlen mit anderer Ziffernanzahl als 4 gibt es wieder ein Problem, wenn die Summe der sichtbaren Werte durch 9 teilbar ist. Es kann wie im Fall von drei Ziffern gelöst werden.

    

  


  
 1     
       Zum Beispiel teilt die Primzahl 3 das Produkt aus 4 und 6. Es ist keine Überraschung, dass sich die 3 in einer dieser beiden Zahlen– hier der 6– als Teiler wiederfindet. Für beliebige Zahlen gilt das nicht, wir testen es an der Nicht-Primzahl 4: Diese Zahl ist Teiler von 2 · 6, sie ist aber weder Teiler von 2 noch von 6.

    

  


  
 1     
       Es sollte hier einmal betont werden, dass die Suche nach der Erkenntnis im Reich mathematischer Abstraktionen– zum Beispiel in der Welt der Zahlen– eine der wichtigsten Motivationen mathematischer Forschungen ist. Mathematiker können sich jahrelang der Bearbeitung eines Problems widmen, ohne konkrete Anwendungen im Auge zu haben. Wenn es die gibt: umso besser.

    

  


  
 1     
       Vgl. dazu die Bemerkungen zur Goldbachvermutung am Ende der Einleitung zu diesem Kapitel.

    

  


  
 1     
       Es ist eine Brücke für Fußgänger, die in einem seitlichen Bogen über das Wasser laufen können. Und wenn ein Schiff kommt, wird dieser Bogen hydraulisch so weit nach oben gedreht, bis die passende Durchfahrtshöhe erreicht ist.

    

  


  
 1     
       Siehe auch seine Internetseite zu «Dr.Maths»: http://www.drmaths.co.uk/

    

  


  
 1     
       Eine etwas genauere Darstellung des mathematischen Hintergrunds ist im Anhang zu finden.

    

  


  
 1     
       Bei dieser Variante empfiehlt es sich, dass ein Helfer im Raum bleibt, der bei Bedarf dafür sorgt, dass die Regeln auch wirklich eingehalten werden.

    

  


  
 1     
       Eigentlich ist es eine ganze Trickfamilie. Namenspatron ist der Zauberer Bob Hummer (1906–1981), auf den diese Tricks zurückgehen.

    

  


  
 1     
       Im Abschnitt «Lies mich!» am Anfang des Buches habe ich– sicherheitshalber– präzisiert, was wir in diesem Buch unter «abheben» verstehen.

    

  


  
 1     
       Bei der Wahl Rot/Schwarz oder Zahl/Bild sollte man das Spiel nur sehr grob aufblättern, denn es sieht doch sehr regelmäßig aus.

    

  


  
 1     
       Das Zeichen 5! (gesprochen «5Fakultät») ist die Abkürzung für 1 · 2 · 3 · 4 · 5. Allgemeiner ist n! («n Fakultät») das Produkt der Zahlen von 1 bis n.

    

  


  
 1     
       Ich habe einmal den 21.9.48 zur Feier eines 65.Geburtstags «erzeugt». Ich als Zauberer und das Geburtstagskind hatten 15Karten, und meine Riech-Erfolgsbilanz führte zu 101011001110000: das sah nach einer schlimmen Erfolgsquote aus! Nach Einfügen von zwei Hilfslinien wurde daraus 10101|1001|110000, und die Transformation Zweiersystem– Zehnersystem führte zu 21|9|48, dem wirklichen Geburtstag des Jubilars.

    

  


  
 1     
       Das liefert das Motto dieses Abschnitts: «Du musst es dreimal sagen!» wird von Mephisto zu Faust in Goethes «Faust» in Kapitel7 gesagt.

    

  


  
 1     
       Wenn die Anzahl der Karten selbst schon eine Zweierpotenz ist, bleibt bei der neuen Ausgebemethode die letzte Karte des Originalstapels übrig. Begründung: Wenn eine auf den Tisch gelegt wurde, ist die Kartenanzahl von der Form 2s + (2s– 1), damit bleibt Karte 2(2s– 1) + 1= 2s + (2s– 1)– das ist die letzte Karte– übrig. Die war auch im Originalstapel die letzte Karte.

    

  


  
 1     
       Wer sich weiter über das Thema «Palindrome» informieren möchte, sollte http://de.wikipedia.org/wiki/Palindrom ansteuern.

    

  


  
 1     
       Diesmal ist die zyklische Ordnung aller Karten gemeint, also 7, 8,…, A bei einem Skatspiel und 2, 3,…, A bei einem Bridgespiel.

    

  


  
 1     
       Hier ist es übrigens egal, ob das Ass als die größte oder die kleinste Karte gezählt wird. Im nächsten Schritt, bei der Verschlüsselung der Zahl, um die weitergezählt werden soll, ist das nicht so. Also müssen sich Helfer und Zauberer vorher verständigt haben, wie sie das Ass werten wollen. Wir wollen sie als die größte Karte ansehen.

    

  


  
 1     
       Wer möchte, kann gleich zur Beschreibung des Tricks vorblättern.

    

  


  
 1     
       De Bruijn ist ein niederländischer Mathematiker. Der Name wird «De Broin» ausgesprochen.

    

  


  
 1     
       Beim zweiten Beispiel muss zyklisch– also vorn– weitergelesen werden.

    

  


  
 1     
       Hier wird vorausgesetzt, dass Sie in einer Großstadt leben. Üblicherweise haben dann die Telefonnummern sieben Ziffern.

    

  


  
 1     
       Der Fachausdruck für «sich nicht gegenseitig beeinflussen» ist übrigens «Unabhängigkeit». Auch für Studierende der Mathematik ist die präzise (recht technische) Definition ein bisschen gewöhnungsbedürftig. Um das, was gemeint ist, zu illustrieren, gibt es hier noch zwei Beispiele:


      
         
           
            	             Wenn mehrfach gewürfelt wird, beeinflussen sich die einzelnen Würfe nicht. Für Laien ist die folgende Tatsache schwer einsehbar: Auch wenn zehn Mal keine Sechs gewürfelt wurde, ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass im nächsten Wurf eine kommt, immer noch gleich 1/6.





            	             Jetzt schauen wir uns den Wurf von zwei Würfeln an und betrachten als A das Ergebnis «Der erste Würfel zeigt eine Sechs» und als B «Die Augensumme ist größer als 10». In diesem Fall liegt sicher eine gegenseitige Beeinflussung vor: Wenn ich weiß, dass der erste Wurf eine Sechs ist, sind die Chancen stark gestiegen, dass die Augensumme groß ist.




          

        

      

    

  


  
 1     
       Ist der höchste Kartenwert die 5 und gibt es 50Karten, so wird es mindestens 10Schritte geben: k ist dann also mindestens gleich 10.


      Damit wird auch klar, dass man möglichst viele Karten auslegen sollte, um sicher zu sein, dass die Schrittanzahl möglichst groß ist.

    

  


  
 1     
       Zum Beispiel ist (4/5)20= 0.011…, d.h. die Wahrscheinlichkeit, sich in zwanzig Schritten nicht zu treffen, ist höchstens knapp über ein Prozent. Bei 10Schritten liegt sie noch bei etwa 10Prozent.

    

  


  
 1     
       Ersatzweise kann auch eine Münze verwendet werden, das wird weiter unten beschrieben.

    

  


  
 1     
       Abstrakt: In jeder S-R-Folge, die nicht mit RRR beginnt, steht vor dem Muster RRR das Muster SRR. Zum Beispiel steht in RSSRSSRRR … das Muster RRR an der siebten Stelle, an der sechsten steht aber dann schon SRR. Es kann natürlich sein, dass der Zauberer schon viel früher gewonnen hat (wenn die Karten zum Beispiel in der Reihenfolge SRSSRSRRSSRRR … erscheinen würden).

    

  


  
 1     
       Das gilt allerdings nur, wenn k nicht 0 oder m ist, denn es gibt nur eine Möglichkeit, alles oder nichts zu wählen.

    

  


  
 1     
       Der Zusammenhang wird weiter unten erläutert werden.
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