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Vorwort

Lernen ist wie Rudern gegen den Strom; sobald
man damit aufhort, treibt man zurick.
Chinesische Weisheit

Auch wenn es sich bei diesem Text in gewissem Sinn um die Fortfithrung des
einfiihrenden Lehrbuchs [111], so ist sein Ziel doch ein ganz anderes. In dem
Vorgéngerbuch [111] geht es vor allem darum, dem Anfinger einen Einstieg
in das konkrete Programmieren mit existierenden Funktionalen Sprachen zu
geben. Dafiir werden drei Sprachen benutzt: OPAL, ML und HASKELL.

Das vorliegende Buch wendet sich an fortgeschrittene Leser, die mehr iiber
Funktionale Sprachen — und nicht nur diese — lernen wollen. Und das betrifft
nicht nur real existierende Sprachen, sondern — was noch wichtiger ist — Kon-
zepte, die heute untersucht, diskutiert und ausgearbeitet und in der einen oder
anderen Weise ihren Weg in kiinftige Sprachen finden werden.

Der Weg, den wir dazu wahlen, ist, eine fiktive Sprache zu behandeln,
die sich zwar sehr stark an bekannten Sprachen — vor allem wieder an OPAL,
ML und HASKELL — orientiert, aber in entscheidenden Punkten {iber sie hin-
aus geht und neue Ideen realisiert. Der Nachteil ist, dass es keinen Compiler
gibt, den man aus dem Internet herunterladen kénnte, um alles, was hier be-
schrieben ist, auszuprobieren. Dafiir kann man aber verschiedene Konzepte
nebeneinander sehen, die sich sonst nur in getrennten Sprachen jeweils fiir
sich alleine studieren lassen. Dariiber hinaus sieht man Konzepte im Kontext
einer Gesamtsprache, die sonst nur in losgelosten wissenschaftlichen Papieren
zu betrachten sind.

Aber natiirlich wére es sehr unbefriedigend, wenn es sich bei den von uns
diskutierten Themen nur um akademische Studien handeln wiirde. Vieles von
dem, was hier an Konzepten vorgestellt wird, ist in dieser Form Gegenstand
von experimentellen Implementierungen unserer Arbeitsgruppe an der Tech-
nischen Universitdt Berlin. Und es ist nicht ausgeschlossen, dass daraus eines
Tages auch eine reale Sprache OPAL-2 wird, mit einem Compiler, den man aus
dem Internet herunterladen kann . ..



VIII Vorwort

Ein solches Unterfangen wird nicht alleine von zwei Menschen geleistet.
Es tragen im Laufe der Jahre viele dazu bei. An erster Stelle sind hier die
ehemaligen und aktuellen Mitarbeiter unserer Arbeitsgruppe an der TU Ber-
lin zu nennen, insbesondere (in alphabetischer Reihenfolge) Michael Cebulla,
Klaus Didrich, Thomas Frauenstein, Wolfgang Grieskamp, Markus Lepper,
Christian Maeder, Thomas Nitsche, Wolfram Schulte, Mario Siidholt, Balta-
sar Trancon-y-Wideman, Stephan Weber und Jacob Wieland. Sie haben im
Rahmen von Projekten, Doktorarbeiten und Lehrveranstaltungen viel zur Ge-
staltung der hier diskutierten Konzepte beigetragen. Unserer besonderer Dank
gilt André Metzner fiir viele fruchtbare Diskussionen, sowie Dirk Reckmann
und Martin Grabmiiller, die Teile des Buches kritisch gelesen und durch viel-
faltige Kommentare verbessert haben. Vor allem aber schulden wir Stephan
Frank groflen Dank, der sowohl inhaltlich als auch technisch einen enormen
Beitrag geleistet hat.

Wir hatten aber auch das Vergniigen, mit vielen Kollegen innerhalb und
auerhalb der TU Berlin zahlreiche stimulierende Diskussionen zu fiihren, aus
denen wichtige Anregungen fiir dieses Buch hervorgingen. Besonders hervorzu-
heben sind hier Bernd Mahr von der TU Berlin sowie Doug Smith und Dusko
Pavlovic vom Kestrel Institute. Auch die Diskussionen mit den Kollegen der
IFIP Working Groups 2.1 und 1.3 haben uns viele Einsichten gebracht.

Die Mitarbeiter des Springer-Verlags haben durch ihre kompetente Unter-
stiitzung viel zu der jetzigen Gestalt des Buches beigetragen.

Berlin, im Mérz 2006 Peter Pepper
Petra Hofstedt
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Das Strittigste vorab: Notationen

Uber Geschmack lisst sich nicht
streiten.
(Sprichwort)

Natiirlich ldsst sich — entgegen anderslautenden Sprichwortern — {iber Ge-
schmack ganz trefflich streiten. Einer Anekdote zufolge sollen sich einst inter-
national hochreputierte Professoren wiitend iiber die Frage gezankt haben, ob
man eine Integervariable mittels int = oder z:int einfithren sollte. Die erste
Variante orientiert sich an der umgangssprachlichen Formulierung ,,die Inte-
gervariable x“ und hat von ALGOL aus ihren Weg z.B. in ¢, ¢++ und von da
aus weiter in JAVA gefunden. Die zweite Variante orientiert sich an der ma-
thematischen Notation z € Int und drang von PASCAL aus z.B. in MODULA
und ADA vor.

Die Erkenntnis, dass ein solcher Streit wohl miiflig ist, hat zu einer Gegen-
bewegung gefiihrt, die Notation fiir vollig belanglos erkléarte und ausschlieBlich
iiber Konzepte sprach. Doch beweist die Zahl der gescheiterten Sprachen, die
exzellente Konzepte mit vollig unlesbarer Syntax verbanden, dass Notation
eben doch nicht ganz vernachléssigbar ist.

In der Quintessenz hat sich die Erkenntnis durchgesetzt, dass eine Spra-
che zwar priméar an ihren Konzepten zu messen ist, dass sie diese aber in
brauchbaren Notationen vermitteln muss.

Ein Buch, das sich modernes Sprachdesign zum Thema gesetzt hat, darf
deshalb das Thema Notationen nicht ignorieren. Und modern heifit heu-
te auch, dass man die Standards tibernehmen muss, die von graphischen
Bildschirm- und Drucksystemen sowie von Setzwerkzeugen wie TEX und Post-
script vorgegeben wurden. Das fiihrt zu einer Sicht auf Notationen, die von
gingigen Mustern bei Programmiersprachen radikal abweicht.
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0.1 Jenseits von ASCII

Die Designer von Programmiersprachen scheinen eine merkwiirdige Affinitat
zu den guten alten AscIil-Terminals zu haben. Anders ist es kaum zu erkléren,
dass die grofite notationelle Revolution der letzten dreiflig Jahre das Zulassen
von UNICODE-Zeichen in JAVA war. Dabei gibt es spétestens seit den Zeiten
von TEX und MATHEMATICA keinen Grund mehr, an dieser Beschriankung
festzuhalten. Und wer jemals einen Kollegen in China beobachtet hat, wie er
seitenweise chinesischen Text aus einem AScCIl-Terminal zaubert, muss zuge-
ben, dass die Konformitit zwischen Input und lesbarem Output auch nur ein
vorgeschobenes Argument ist.

Mathematische Notation

Vor diesem Hintergrund machen sich einige Informatiker wie z. B. Guy Steele
von der Firma SUN inzwischen dafiir stark, die Schreibweisen von Program-
miersprachen radikal zu modernisieren. Es gibt schlieflich keinen Grund, wes-
halb Programme so viel altmodischer aussehen miissen als Mathematik. Ta-
belle 0.1 zeigt, dass derselbe Programmtext in ganz verschiedenen Notationen
dargestellt werden kann.

ASCII UNICODE TEX
rhoO = r DOT r po=7T-T po=71-T1
v norm = v / norm v v norm = v / ||v|| Unorm = |
SUM[k=1:n] alk] xAk ST [k=1:n] alk] xAk Sh_, arz®

Tab. 0.1: Verschiedene Schreibweisen eines Programmfragments (nach G. Steele)

Wir werden uns in diesem Buch weitestgehend an die dritte — also die
fortschrittlichste — dieser Varianten halten.

Fonts

Neben mathematischen Zeichen bieten moderne Textsysteme auch die Mog-
lichkeit, mit unterschiedlichen Fonts zu arbeiten. Allerdings besteht dabei die
Gefahr, zu viel des Guten zu tun und ein extrem unruhiges Satzbild zu er-
zeugen. Wir suchen hier einen Kompromiss und verwenden die Fonts und
Konventionen aus Tabelle 0.2.

Namen von Werten, Funktionen etc. schreiben wir (meist) klein und —
mathematischer Tradition folgend — kursiv. Wie auch bei allen anderen Sym-
bolen erlauben wir Indizierung ebenso wie Annotation mit Strichen. Typen
und Strukturen werden ebenfalls kursiv geschrieben, allerdings beginnend mit
einem Groflbuchstaben. Fiir Typklassen verwenden wir einen speziellen Font.
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Schliisselworter FUN, DEF, TYPE, ...

Konstanten, Parameter, Funktionen z, T, x, sin, sqrt, ...

Typen und Strukturen Int, Real, List(Int), Numbers, ...
Typklassen Ord, Interval, Monotd, Printable, ...

Tab. 0.2: Die Verwendung von Fonts

0.2 Jenseits von Infix: Mixfix

Die meisten Programmiersprachen kennen Infix-, Postfix und Prafix-Opera-
toren, so dass es problemlos moglich ist, einen Ausdruck wie ,,a *x —(b + ¢ / d)“
zu schreiben. Dabei werden sogar Prazedenzen wie die zwischen ,, * “ und ,, 4
richtig erkannt.

Allerdings gibt es diesen Komfort bei den meisten Sprachen nur fiir einige
ausgewahlte, vorgegebene Operatoren. Der Programmierer kann nur in den
seltensten Féllen seine eigenen Operatoren einfithren. Diese Restriktion gibt
es im Wesentlichen, weil Programmierer-definierte Operatoren die Compiler
komplizierter machen. Aber bei den heutigen leistungsfahigen Rechnern ist
das schon lange kein Argument mehr, so dass Techniken zur Analyse der
entsprechenden Programme verfiigbar sind [98, 145].

In einer modernen Sprache muss der Programmierer die Chance haben,
sehr flexibel eigene Notationen einzufithren.! Deshalb sehen einige Sprachen
(z.B. 1ISABELLE [110, 103], MAUDE [35] oder SDF [72]) entsprechende Mog-
lichkeiten vor, die wir hier i{ibernehmen. Wir erlauben also nicht nur die
klassischen Pré-, Post- und Infix-Operatoren, sondern ganz allgemeine Mix-
fix-Operatoren. Die folgenden Beispiele illustrieren die Notation, wobei der

Underscore ,, * die Positionen der Argumente représentiert.
FUN = : Bool — Bool —— Prafiz (Negation)
FUN !: Nat — Nat —— Postfiz (Fakultit)
FUN + : Real X Real — Real —— Infiz (Addition)
FUN with at : Vector x Real x Int — Vector —— Mizfix (Update)
FUN < < : Real x Real X Real — Bool —— Mizfix (Vergleich)

Der Gewinn an Eleganz und Lesbarkeit zeigt sich z. B. bei der Definition
des letzten der obigen Operatoren:

DEFa<b<c=(a<b)A(b<c)

Wenn wir eine solche Mixfix-Operation insgesamt ansprechen — z. B. wenn
sie als Argument einer Funktion hoherer Ordnung auftritt — dann diirfen wir
die duflersten ,, “ weglassen, z.B.:

! Allerdings besteht dann das Risiko, dass Programme durch eine zu grofe Fiille
von neuen Operatoren vollig unleserlich gemacht werden. Solchen Missbrauch zu
unterbinden kann aber nicht die Aufgabe des Compilers sein. Schliefllich ist ein
Compiler keine Instanz zur Bewahrung des guten Geschmacks.
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DEF sum(l) = reduce( + )(1)
DEF ascending(l) = sort( < )(I)
IMPORT  with at

DEF sum(l) = reduce(+)(1)
DEF ascending(l) = sort(<)(1)
IMPORT with at

11

Man kann sogar noch weiter gehen und Operatoren einfithren, die gar
keine sichtbaren Partikel mehr enthalten. Ein sehr niitzliches Beispiel ist

FUN : Int x Int — Int  —— Multiplikation (unsichtbarer Operator)

Damit lassen sich die iiblichen mathematischen Notationen wie 2 z + 3 y oder
auch 2 a b in Programmen schreiben. (Man beachte die Leerzeichen!) Solche
unsichtbaren Operatoren eignen sich besonders gut fiir Casting, etwa in der
Form

FUN : Real — Complex —— Casting (als unsichtbarer Operator)

Aber Vorsicht! Dabei bewegt man sich auf sehr diinnem Eis. Eine polymorphe
Funktion der Bauart FUN :a — [ wére iiberall und beliebig oft anwendbar
und wiirde damit den Compiler in eine unendliche Analyse treiben.

0.3 Overloading extrem

Eine Ascri-Tastatur hat nur sehr wenige Zeichen; deshalb erlauben viele Pro-
grammiersprachen, das gleiche Symbol fiir unterschiedliche Operationen zu
verwenden. Ein klassisches Beispiel ist das ,+“-Zeichen: Es dient nicht nur
dazu, alle Additionsoperationen auf Typen wie Int, Real etc. zu beschreiben,
sondern wird auch (z.B. in JAVA) fiir die String-Konkatenation benutzt. Die-
se Mehrfachverwendung — Overloading oder Uberlagerung (und manchmal
auch Ad-hoc-Polymorphie) genannt — wird allerdings in den meisten Fillen
nur auf eine kleine Auswahl vorgegebener Operatoren wie ,+“ | *“ etc. be-
schrankt.

Unserem generellen Ansatz entsprechend werden wir auch hier modernem
Sprachdesign folgen, das dem Programmierer die uneingeschriankte Moglich-
keit zum Overloading erlaubt. Man kann also die folgenden Definitionen alle
im gleichen Kontext haben:

FUN x : Int x Int — Int —— Integer- Multiplikation
FUN x : Real x Real — Real —— Real-Multiplikation
FUN x : (@ —a)xInt— (a— «) —— iterierte Funktion f"
FUN *: (o — () — Seq o — Seq 8 —— Apply-to-All (Map)

Fiir den Compiler bedeutet eine solche Uberlagerung natiirlich eine gewal-
tige Herausforderung, weil der Programmierer leicht Mehrdeutigkeiten erzeu-
gen kann. Aber erfahrungsgeméfl reichen im Bedarfsfall ein oder zwei Typ-
annotationen aus, um wieder alles eindeutig zu machen.

Wir werden die Idee des Overloadings sehr extrem ausbauen, indem wir
sogar ein zentrales Sprachkonstrukt tiberlagern: Der Doppelpunkt ,,:“ kann
bei uns in drei Rollen auftreten:
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...LET z: Nat = 5: Nat IN... —— Deklaration mit Typfestlegung
...8qrt(z: Real) . .. —— Casting
...IF z: Nat THEN... —— Typtest

Diese Idee ist sehr experimentell und es muss erst noch eruiert werden,
ob praktische Compiler dazu tatséchlich in der Lage sind (weil die Typen
selbst ein zentrales Mittel der Overload-Resolution sind). Aber in unserem
konzeptuell orientierten Buch schétzen wir die Leistungsfahigkeit von Compi-
lern grundsétzlich optimistisch ein.

0.4 Layout mit Bedeutung

In der Frithzeit der Programmierung (z.B. in frithen FORTRAN-Versionen)
hatte die Position der Symbole essenzielle Bedeutung (,alles ab Spalte 72
ist Kommentar®). Doch schon bald setzte sich das Prinzip durch, dass das
Layout keinerlei Bedeutung haben sollte. Aber diese rigorose Sicht wurde in
jlingerer Zeit wieder aufgegeben. In Sprachen wie OCCAM und spéter auch in
HASKELL wurde die so genannte Offside- Regel eingefithrt. Damit ist es moglich,
Trennzeichen wegzulassen, weil sie durch das Layout ,evident® sind.

Ein typisches Beispiel ist das WHERE-Konstrukt. Man betrachte das fol-
gende artifizielle Programmfragment; es ist zwar hésslich, aber aufgrund der
Einriickungen analysierbar.

f(g a,y) WHEREYy = ha
b+c
gr = hza

Wiirde man das Ganze in eine Zeile schreiben, miisste man Trennzeichen ver-
wenden:

f(g a,y) WHEREy=h ab+c,gz=hzx a

Ohne das Komma wire vollig unklar, welche Rolle z.B. g spielt; es konnte
auch ein weiteres Argument von h sein.

Wir werden davon z. B. bei Summentypen Gebrauch machen. Man schreibt
sie normalerweise mit dem Summenoperator ,, | .

TYPE Shape = Point | Line | Circle

Aber bei entsprechendenem Layout kénnen wir auf diesen Operator auch ver-
zichten:

TYPE Shape = Point
Line
Clircle
Da die Programmtexte in diesem Buch primér fiir menschliche Leser und
nicht fir maschinelle Compiler geschrieben sind, werden wir das Layout sehr
stark zur Unterstiitzung des Verstdndnisses einsetzen.
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0.5 Bindung von Variablen

In modernen funktionalen Sprachen spielen musterbasierte Definitionen eine
grofle Rolle. Dabei werden Variablen eingefiihrt, die iiber das Muster gebunden
werden (vgl. Kapitel 1 und Kapitel 8). Allerdings ist bei Notationen wie

DEF length(ft -:1t) = ...
oder
FUN gen: (n: Nat — Array (1..n) Real)

nicht ohne weiteres klar, dass z.B. length die zu definierende Funktion ist,
wahrend ft und rt neue, durch das Muster gebunden eingefiithrte Variablen
sind. (Mehr dazu in Abschnitt 1.1.7 und in Abschnitt 8.2.) Analog verhilt es
sich mit der Funktion gen und der gebundenen Variablen n.

Wir gehen in den meisten Féllen davon aus, dass die Natur der jeweiligen
Symbole durch den Kontext klar ist. Falls wir aber das Bediirfnis haben, die
Einfiihrung von gebundenen Variablen explizit auszuweisen, dann schreiben
wir das in folgender Form:?2

DEF length(ft -: 1) = 1 + length(rt)
bzw.
FUN gen: (n: Nat — Array (1..n) Real)

Man beachte, dass dabei nur die Bindungsstelle explizit gekennzeichnet wird.
An allen iibrigen Stellen wird der Variablenname normal geschrieben.

In eher typtheoretisch orientierten Biichern spricht man beim Typ der
Funktion gen von einem so genannten abhdingigen Typ (engl.: dependent type),
weil der Typ des Resultats vom Wert des Arguments abhéngt. Die dazu nétige
Variable wird dann oft in Anlehnung an die A-Notation mit dem Symbol IT
gebunden:

FUN gen: (ITn: Nat « Array (1..n) Real)

Die tibliche Schreibweise A — B ist dann nur eine Abkiirzung fiir den Typ-
term ITa: A« B, sofern die Variable a nicht im Typausdruck B vorkommt.
Genauer wird das in Kapitel 8 diskutiert.

Eine geschwitzige Notation

Wenn die Variablenbindungen etwas komplexer sind, werden die obigen Kom-
paktnotationen schnell unleserlich. Dann beginnen eher ldngliche Schreibwei-
sen besser lesbar zu sein. Betrachten wir zwei Beispiele. Das erste ist eine

2 Dazu gibt es eine hitbsche Anekdote zum Lambda-Kalkiil. Es heifit, dass Church
urspriinglich genau diese Notation benutzt hat (in Anlehnung an eine frithere
Schreibweise von Russell). Aber der Setzer konnte das Zeichen ™ nicht iiber einen
Buchstaben setzen, und davor sah es hésslich aus. Deshalb hat er schliefilich das
dhnlichste Zeichen vorangestellt, das er besafl — und das war das A.
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Operation, die wir in Kapitel 14 kennenlernen werden; mit ihr kann man ein
Element an einen Array anhéngen:

FUN - : [o: Type] — [i: Int,j: Int] —
Array (i..j)a x o — Array (i..j + 1) «
DEF a:- £ = Ak« 1F ¢ < k < j THEN a(k)
IF k=741 THEN £ FI WHERE (i,7) = dom a

Hier kommen mehrere gebundene Variablen vor: « ist ein so genannter poly-
morpher Typ, ¢ und j werden zur Beschreibung des abhdngigen Typs bendtigt,
und ¢ und z sind Variablen, die fiir die musterbasierte Definition gebraucht
werden.

Wenn wir die Bindungen der Variablen explizit auszeichnen wollen, schrei-
ben wir

FUN o : |&: Type| — [i: Int,j: Int] —

Array (i..j)a x o — Array (i..j + 1) «
DEF G:- T = Ak IF i < k <j THEN a(k)
IFk=j+1THEN z FI WHERE (4,j) = dom a

Wenn man sich eine Sprache wie z ansieht, dann wird dort fiir solche Situa-
tionen eine zweidimensionale Notation mit kleinen graphischen Verzierungen
benutzt. Ubertragen auf unsere Situation kénnte das dann etwa so aussehen:

FUNa:- 2 =a’

VAR a: Type

VAR 4,7: Int

VAR a: Array (i..5) «

VAR a’: Array (i..7 + 1) «

VAR Z: ¢

a’ =M ke1F i < k < j THEN a(k)
IFk=37+1THEN 2 FI
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Grundlagen der Funktionalen Programmierung

Durch das Einfache geht der Eingang zur
Wahrheit.
Lichtenberg (Vermischte Schriften)

Wir wollen als Erstes einen ganz knappen Uberblick iiber die fundamenta-
len Konzepte der Funktionalen Programmierung geben, namlich Funktionen
und Typen. Dazu gehort insbesondere ein kurzer Abriss zum Konzept der
Funktionen hoherer Ordnung, die ganz wesentlich zur Eleganz und zur Pro-
duktivitdt dieses Paradigmas beitragen. Dieses Kapitel dient vor allem der
Auffrischung von elementaren Konzepten der Funktionalen Programmierung,
wie sie in zahlreichen Lehrbiichern iiber ML, HASKELL, OPAL und andere Spra-
chen nachzulesen sind (z.B. [22, 50, 102, 138, 20, 81, 111, 32]).

1.1 Funktionen

Die Funktionale Programmierung basiert — nicht tiberraschend — auf dem
Funktionsbegriff der Mathematik. Eine Funktion bildet Eingabewerte, d. h.
Elemente aus dem Definitionsbereich, eindeutig auf Ausgabewerte, d.h. Ele-
mente aus dem Wertebereich, ab.

In erster Naherung liefert das eine ganz simple Sicht auf funktionale Pro-
gramme: Ein solches Programm besteht im Wesentlichen aus einer Sammlung
von Funktionsdefinitionen, und ein Aufruf des Programms erfolgt durch die
Applikation einer dieser Funktionen auf Eingabewerte.

Wir werden im Laufe dieses Buches natiirlich noch sehen, dass es eine
Fiille von Erweiterungen, Variationen und Spezialititen gibt, aber in letzter
Konsequenz wird sich zeigen, dass alles immer wieder auf diese elementare
Sichtweise hinausléduft. Deshalb wollen wir im Folgenden diese elementaren
Bausteine etwas genauer betrachten.
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1.1.1 Funktionsdefinition

Ein funktionales Programm ist letztlich eine Menge von Funktionsdefinitio-
nen. Fir diese Definitionen gibt es eine Reihe von Schreibweisen, die wir im
Folgenden kurz vergleichen wollen. Wir beginnen mit der heute beliebtesten
Notation, die vor allem durch HASKELL populdr gemacht wurde.

Definition (Funktionsdefinition)

Eine Funktionsdefinition erfolgt in der Form

DEF f z1...2, = €.

Hier wird eine Funktion mit Namen f eingefiihrt; die Namen 1, ..., x, sind
Parameter und der Ausdruck e wird als Rumpf bezeichnet. Ein oder meh-
rere der Parameter z; konnen auch Tupel (z;,, ..., ;) sein.

Als einfaches Beispiel einer solchen Funktionsdefinition betrachten wir die
Berechnung von Dreiecksflichen, und zwar bei einem gleichseitigen Dreieck
mit Seitenldnge a, bei einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a und
b sowie bei einem allgemeinen Dreieck mit den Seiten a, b und c.

DEF area a = “42 V3 —— gleichseitiges Dreieck
DEF area a b = “2b —— rechtwinkliges Dreieck
DEF area a b ¢ = +/s(s—a)(s —b)(s —c¢) —— allgemeines Dreieck

WHERE s = “T)+¢

Diese Art der Darstellung ist ein Spezialfall der so genannten musterba-
sierten Definition, auf die wir in Abschnitt 1.1.7 gleich noch genauer eingehen
werden. Auflerdem sei schon jetzt darauf hingewiesen, dass diese Form sich
auf subtile Weise von der Tupelform

DEF area(a,b) = °°

a+b+c
DEF area(a,b,c) = +/s(s—a)(s—b)(s —c) WHERE s = ot

unterscheidet. Mehr dazu in Abschnitt 1.1.5.

Man beachte auch, dass wir hier ganz im Sinne der syntaktischen Ver-
abredungen des vorigen Kapitels den Rumpfausdruck nicht in altmodischer
Ascii-Notation schreiben, sondern in eleganter mathematischer Notation.

Die Beispiele illustrieren auch das Prinzip des Overloading: Alle drei Funk-
tionen heilen area; welche jeweils gemeint ist, ldsst sich anhand der Parame-
terzahl erkennen.

Die obige Definition schliefit auch die notationelle Variante der Mixfixope-
ratoren (s. Abschnitt 0.2) ein. Dabei ergibt sich hochstens das compilertech-
nische Problem, zu erkennen, was Funktionsname ist und was Parameter.
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1.1.2 Ausdriicke

Das dritte der obigen area-Beispiele zeigt ein weiteres Sprachelement: Der
Rumpfausdruck léasst sich durch lokale Deklarationen strukturieren, indem
mittels WHERE-Klauseln abkiirzende Namen fiir Teilausdriicke eingefithrt wer-
den. Man kann Deklarationen auch in Form von LET-IN-Klauseln voranstellen:

DEF area a b ¢ = LET
__ a+b+ec
§= "9

IN
Vs(s—a)(s —b)(s —c)

Bei LET- und WHERE-Klauseln kénnen mehrere Namen deklariert werden,
die sich aufeinander beziehen diirfen. Die Regeln fiir die Reihenfolge der De-
klarationen unterscheiden sich in den einzelnen Sprachen. Sie ist z. B. in OPAL
beliebig, wahrend in ML das Prinzip ,,Deklaration vor Verwendung* eingehal-
ten werden muss. OPAL verbietet zyklische Abhéangigkeiten, wihrend HASKELL
sie erlaubt und ML dafiir das Schliisselwort letrec vorsieht.

Der Ausdruck im Rumpf kann neben der einfachen Komposition von Funk-
tionen und Operatoren auch noch Fallunterscheidungen enthalten. Ein typi-
sches Beispiel ist das Maximum zweier Zahlen:

DEF mazr a b =1IF a > b THEN a ELSE b FI

Durch Schachtelung solcher IF-THEN-ELSE-Ausdriicke lassen sich beliebig
viele Falle unterscheiden. Allerdings sieht z. B. OPAL eine Variante vor, die im
Stil von E. W. Dijkstras Guarded Commands gleichberechtigte Félle deutlicher
als solche charakterisiert:

DEF maz a b =1F a > b THEN a
IF b > a THEN b FI

Hier bleibt es dem Compiler iiberlassen, welchen der beiden Zweige er im
Fall a = b zur Berechnung auswahlt. Die Eleganz dieser Variante zeigt sich
deutlich, wenn wir z. B. das Maximum dreier Zahlen bestimmen wollen:

DEF max a b ¢ =1F a > bA a > ¢ THEN a
IFb>aAb>c THEN b
IF ¢ > a/Ac>b THEN c FI

1.1.3 A-Notation

Funktionale Sprachen erlauben neben der oben gezeigten gleichungsartigen
Funktionsdefinition, die an mathematische Gleichungen erinnert, {iblicherwei-
se auch die so genannte A\-Notation. Der Ursprung dieser Notation! ist der
A-Kalkiil [34, 17] von Church, der als theoretische Basis der funktionalen Spra-
chen betrachtet werden kann.

! Zur Entstehungsgeschichte des Zeichens ,A“ s. die FuBnote 2 auf Seite 8.
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Definition (Funktionsdefinition in A-Notation)

Eine Funktionsdefinition in A\-Notation erfolgt in der Form

DEF f = Ax1, ..., Ty €
Durch das Fragment Az, ..., ¥, werden die Variablen 1, ..., z, im Aus-
druck e gebunden. Den gesamten Ausdruck Azi, ..., x, ¢ e bezeichnet man

als A\-Ausdruck oder auch als A-Term.

Die beiden Formen der Funktionsdefinition — musterbasiert und als A-Term
— sind vollig gleichwertig; sie unterscheiden sich bestenfalls als Geschmacks-
frage.

Die obigen Beispiele der Dreiecksflache (in der Tupelvariante) sehen in
dieser Notation folgendermaflen aus (s. auch Abschnitt 1.1.5):

DEF area = \a e “42 V3 —— gleichseitiges Dreieck
DEF area = \a,b e ”2b —— rechtwinkliges Dreieck
DEF area = \a,b,ce +/s(s — a)(s — b)(s — ¢) —— allgemeines Dreieck

WHERE s = 2F5+e

Bei der Funktionsdefinition stellt die A-Notation nur eine alternative
Schreibweise dar. Aber sie hat einen anderen wichtigen Vorteil: Mit ihr kann
man Funktionen auch direkt aufschreiben und verwenden, ohne ihnen dazu
einen expliziten Namen geben zu miissen. Solche anonymen Funktionen kon-
nen z.B. dann genutzt werden, wenn man mit Funktionen als Argumenten
arbeitet. Ein typisches Beispiel ist die Funktion filter, die wir in Abschnitt 1.2
gleich noch genauer betrachten werden:

o filter (Ax ez <0) (3,5,-2,0,18,—12) ...

Diese Funktion behélt nur diejenigen Elemente einer Liste, die das Préadikat
(Az « z < 0) erfiillen, d. h. alle negativen Zahlen. Im Beispiel der obigen Liste
(3,5,—-2,0,18, —12) ist das Ergebnis also die Liste (-2, —12).

Als Kurzform verwendet z.B. die Sprache OPAL auch die Wildcard-
Notation, also ( ~2) als Kurzform fiir den A-Term (Az « 2 ~2). In anderen
Sprachen wird das iiber so genannte Sections formuliert, d.h. in der Form
(~2). Wir werden beide Versionen verwenden. Denn insbesondere das letzte-
re Beispiel entsteht auch durch die Konvention von Kapitel 0, dass man den
Platzhalter ,, ¢ am Anfang und Ende eines Mixfix-Symbols weglassen darf.
Die obige Anwendung der Funktion filter kann also in den folgenden drei
gleichwertigen Formen geschrieben werden:

.. filter (Axz ez <0) (3,5,-2,0,18,—12) ...
. filter (< 0) (3,5,-2,0,18, —12) ...
.. filter (< 0) (3,5,-2,0,18, —12) ...

Man beachte, dass diese Kurzform mittels ,, “ nur bei Funktionen mit einem
Parameter anwendbar ist; diese treten aber besonders haufig auf.
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1.1.4 Funktionalitdten: Die Typisierung von Funktionen

Typen beschreiben die Funktionalitdt von Funktionen (und Ausdriicken), d. h.
die Art (und Anzahl) der Eingabe- und Ausgabewerte.

Definition (Typ, Funktionalitéit)

Der Typ einer Funktion (ihre Funktionalitdt) wird im Allgemeinen folgen-
dermaflen geschrieben:

FUN f: A— B —— Funktion
VAL c: B —— Konstante

e Der Definitionsbereich der Funktion f ist A und der Wertebereich ist B.
Wie in der Mathematik iiblich werden beide durch einen Pfeil getrennt.

e Als Grenzfall von Funktionen haben wir auch Konstanten. Hier ist der
Definitionsbereich leer. Aus Griinden der Lesbarkeit lassen wir den Pfeil
weg und geben nur den Wertebereich B an. Als Schliisselwort schreiben
wir dann manchmal auch VAL anstelle von FUN.

e Definitions- und Wertebereich brauchen nicht nur aus elementaren Typen
zu bestehen, sondern kénnen auch Typausdriicke? sein, die aus Produkt-
typen (A1 x ... x A,) und Funktionstypen (A — B) aufgebaut sind. Im
letzteren Fall sprechen wir von Funktionen hdéherer Ordnung. Fir diese
potenziell sehr komplexen Typausdriicke gelten folgende Klammerregeln:
— Die Tupelbildung ,,x*“ bindet starker als die Funktionsbildung ,, — *.
— Die Funktionsbildung ,, — “ bindet nach rechts, d.h., A — B — C ist

gleichbedeutend zu A — (B — ().

e Sorten bilden die Basis fiir die Typbeschreibung. Das sind die Namen fiir
elementare Mengen (wie Nat, Int, Real, Char, String usw.)

Betrachten wir als Beispiel wieder die Berechnung des Flacheninhalts von
Dreiecken. Wir geben zu den Definitionen die jeweiligen Funktionalitdten mit
an. In der Tupelvariante ergibt sich:

FUN area: Real — Real —— gleichseitiges Dreieck
DEF area a = (f V3

FUN area: Real X Real — Real —— rechtwinkliges Dreieck
DEF area(a,b) = “217
FUN area: Real x Real x Real — Real —— allgemeines Dreieck
DEF area(a,b,c) = /s(s—a)(s — b)(s — ¢

WHERE s = “f)+e

Man kann das Gleiche auch in der Form von Funktionen héherer Ordnung
schreiben (s. Abschnitt 1.1.5):

2 Eine detaillierte Diskussion von Typen und Typausdriicken werden wir in den
Kapiteln 6-9 fiihren.
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FUN area: Real — Real — Real —— rechtwinkliges Dreieck
DEF area a b = a2b
FUN area: Real — Real — Real — Real —— allgemeines Dreieck

DEF area a b ¢ = \/s(s —a)(s — b)(s — c)
WHERE s = *tbte

Ubrigens: Die Funktionalititen zeigen das Overloading besonders deutlich.

1.1.5 Partielle Applikation und Currying

Funktionale Sprachen erlauben es, Funktionen auf weniger Argumente anzu-
wenden als nétig. Man nennt dies eine partielle Applikation. Durch die
partielle Applikation einer Funktion erh&lt man eine neue Funktion, die bei
Anwendung auf die restlichen Argumente das gleiche Ergebnis wie die ur-
spriingliche vollstandig applizierte Funktion liefert.

Um die partielle Applikation einer Funktion zu erlauben, miissen wir bei
der Definition der Funktionalitit anstelle des Produkts ,, x “ den Funktions-
pfeil ,, — “ schreiben. Diesen Ubergang von der Tupelbildung zum Funktions-
pfeil nennt man Currying, die dadurch entstehende neue Notation Curry-
Notation. Das haben wir in den obigen Beispielen der area-Funktionen ge-
rade gesehen:

FUN area: Real X Real — Real —— Tupelversion
DEF area(a,b) = "
FUN area: Real — Real — Real —— Curry-Version

DEF area a b = a2b

Generell wird aus dem n-stelligen Tupeltyp Ty X To X ... x T, — T die
Curry-Form Ty — (T2 — ... — (T, — T)...). Mathematisch sind beide Ty-
pen isomorph.

Wenn wir die Curry-Version von area partiell applizieren, z.B. area 1.0,
erhalten wir eine Funktion, die bei Eingabe der zweiten Kathete den Fléchen-
inhalt des rechtwinkligen Dreiecks berechnet. Das kann sogar in eine entspre-
chende Definition gefasst werden:

FUN partialArea: Real — Real —— braucht nur noch die zweite Kathete
DEF partialArea = area 1.0

Die Funktion partialArea erlaubt also die Flachenberechnung fiir rechtwink-
lige Dreiecke, bei denen eine Kathete die vorgegebene Lénge 1.0 hat. Die
Definition kénnte iibrigens auch in der Form

DEF partialArea b = area 1.0 b
oder in A-Form
DEF partialArea = Abe area 1.0 b

geschrieben werden. (Im A-Kalkiil spricht man hier von n-Reduktion.)
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1.1.6 Typen

Das Thema Typisierung ist ein besonders aktives Forschungsfeld bei den mo-
dernen Programmiersprachen. Deshalb diskutieren wir es intensiv in den Ka-
piteln 6 bis 9. Fiir diesen einfithrenden Abschnitt beschrianken wir uns auf ein
eher intuitives Verstédndnis der elementarsten Konstruktionen.

Produkttypen (Tupeltypen)

Mit Produkttypen (auch Tupeltypen genannt) kann man logisch zusammen-
gehorende Daten gleichen oder verschiedenen Typs in einem neuen Datentyp
zusammenfassen.

Beispiel: Ein Punkt im zweidimensionalen Raum ist durch seine Koordi-
naten z und y charakterisiert. Wir definieren den Tupeltyp Point:

TYPE Point = Real x Real —— ohne Konstruktoren und Selektoren

Will man auf die einzelnen Elemente des Tupeltyps direkt zugreifen, kann
man bei der Typdefinition auch Selektoren angeben. (Die Verwendung des
Gleichheitszeichens anstelle des Doppelpunkts, der hier in den meisten Spra-
chen steht, wird in Kapitel 6 eingehend erlautert werden.)

TYPE Point = (z = Real, y = Real) —— ... mit Selektoren ...

Dadurch erhalten wir die Selektionsfunktionen x und y, die wir auf einen
Punkt p anwenden kénnen. Mit z(p) greifen wir dann beispielsweise auf die
erste Komponente des Punktes p zu. (Wie wir gleich noch in Abschnitt 1.2
sehen werden, konnen wir das auch als p.x schreiben — was eher an Notationen
aus Sprachen wie JAVA erinnert.)

Schlielich kénnen wir auch noch eine Konstruktorfunktion, hier point,
angeben; in diesem Fall sprechen wir von Konstruktortypen:

TYPE Point = point(z = Real, y = Real) —— ... sowie mit Konstruktor

Das ist besonders im Zusammenhang mit dem so genannten Patternmatching
niitzlich, wie wir gleich noch sehen werden.

Summentypen

Neben Produkttypen braucht man auch Summentypen, um inhaltlich ver-
wandte Elemente, die aber strukturell unterschiedlich aufgebaut sein kénnen,
zusammenzufassen.

Betrachten wir neben Punkten weitere geometrische Elemente, die wir als
entsprechende Typen definiert haben, dann kénnen wir diese in einem Typ
Shape zusammenfassen:

TYPE Shape = Point | Line | Circle | Triangle | Rectangle

Dann kénnen wir immer da, wo ein Wert vom Typ Shape erwartet wird, Werte
der Typen Point, Line etc. benutzen (Néheres in Abschnitt 6.5).
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Ein besonders haufiger Spezialfall ist die Bildung von Summentypen, deren
Varianten direkt als Konstruktortypen angegeben sind. Zum Beispiel kénnen
wir fiir einen Punkt zwei Darstellungen vorsehen:

TYPE Point = koord(z = Real, y = Real)
| polar(dist = Real, angle = Real)

Die Konstruktoren kénnen sogar mittels Overloading gleich benannt wer-
den, wie das folgende Beispiel illustriert.

TYPE Line = line(py = Point, ps = Point)
| line(p = Point, angle = Real, length = Real)

Rekursive Typen

Héufig werden Produkt- und Summentypen kombiniert, insbesondere dann,
wenn die Definition der Typen rekursiv ist.

Beispiel: Eine Sequenz reeller Zahlen ist entweder leer, hier dargestellt
durch ¢, oder sie besteht aus einer reellen Zahl, die mit einer weiteren Sequenz
verkettet ist:

TYPE RealSeq = {0}
|  prepend(ft = Real, rt = RealSeq)

Diese Definition kombiniert einen Summentyp mit einem rekursiven Produkt-
typ. Den Konstruktor schreiben wir iibrigens meistens als Infixoperator:

TYPE RealSeq = {0}
| i (ft = Real, rt = RealSeq)

1.1.7 Musterbasierte Funktionsdefinition

Basierend auf der Definition von Datentypen mit Konstruktoren kann man in
einfacher Weise so genannte musterbasierte Funktionsdefinitionen (engl.:
pattern-based definitions) aufschreiben. Dies ist im Allgemeinen kiirzer und
eleganter als eine Definition, die auf einer Folge von 1r-Abfragen basiert.

Beispiel: Die Funktion length berechnet die Lénge einer Sequenz, indem
sie diese durchlduft und die Elemente zéhlt.

FUN length: Seq — Nat
DEF length ¢ =0
DEF length(prepend(first, rest)) = 1 + length(rest)

Bei einer musterbasierten Funktionsdefinition DEF f(c(z1,...,2,),...) =€
sind die Argumente der linken Seite Konstruktorterme c(zi,...,z,). Man
nennt sie auch Muster oder Pattern. Fir eine Funktion gibt man dabei (in
der Regel fiir ein Argument) so viele DEF-Deklarationen an wie der zugehori-
ge Summentyp Varianten aufweist. Die Variablen z, ..., z, kdnnen dann im
Rumpf so benutzt werden wie bisher die Variablen der linken Seite bzw. wie
die durch ein A-Konstrukt gebundenen Variablen.
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Bei der Auswertung wird der Ausdruck dann mit jedem der Pattern der
entsprechenden Funktion verglichen und die Regel mit passendem Muster aus-
gewéhlt. Dieses Vorgehen nennt man Patternmatching.

Das Konzept der musterbasierten Definitionen iibertrégt sich in analoger
Weise auch auf Infixoperatoren:

DEF length { =0
DEF length(first -: rest) = 1 4 length(rest)

Wenn man das Prinzip des best-fit Patternmatching verwendet, kann man
auch folgende Art von Definitionen schreiben:

FUN fac: Nat — Nat
DEF fac 0 =1
DEF fac n = n - fac(n — 1)

Hier wiirde das zweite Pattern — das ja nur eine Variable n ist — im Prinzip
immer passen. Aber das Pattern 0 — ein konstanter Konstruktor — ist spezifi-
scher und hat daher Vorrang. (In diesem Beispiel wiirde auch das so genannte
first-fit Patternmatching funktionieren, das aber den generellen Nachteil hat,
dass die Aufschreibungsreihenfolge der Definitionen relevant wird.)

1.1.8 Erweitertes Patternmatching

Die Eleganz des Programmierens lasst sich noch steigern, wenn man das Prin-
zip des Patternmatchings so verallgemeinert, dass nicht nur Konstruktorfunk-
tionen zugelassen werden.

Beispiel: Die folgende — ziemlich artifizielle — Funktion wurde von Dijkstra
benutzt, um Beweistechniken zu illustrieren.

FUN fusc: Nat — Nat

DEF fusc 0 =1

DEF fusc 1 =1

DEF fusc(2-n) = fusc n

DEF fusc(2-n + 1) = fuse(n) + fuse(n + 1)

Das ist im Grunde nicht korrekt, da ,, 1%, ,, + “ und ,, - “ keine Konstruktoren
sind. Deshalb miissen wir in die Sprache Mechanismen aufnehmen, die ein
solches erweitertes Patternmatching erméglichen. Dazu verwenden wir das
spezielle Schliisselwort MATCHES.

Im obigen Beispiel missen fiir einen Aufruf fusc(z) vom Compiler die vier
Félle erkennbar sein: (z MATCHES 0), (z MATCHES 1), (z MATCHES 2 - n) und
(z MATCHES 2 - n + 1). In den letzten beiden Féllen muss dabei noch die freie
Variable n an eine entsprechende Zahl gebunden werden. Die technischen De-
tails lassen wir hier offen, da sie eher in Bereiche wie Compilertechnik oder
Constraint-Solving fithren. Wir beschrédnken uns auf eine Skizze der notwen-
digen Mechanismen.
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e Man braucht ein Prddikat, das den Erfolg des Matchings anzeigt. Im obigen
Beispiel ist das

T MATCHES 2-n < even x
T MATCHES 2-n+1 <= odd z

e Auflerdem braucht man Funktionen, die den freien Variablen im Muster
ihre Instanzwerte zuordnen:

T MATCHES 2-n = n =
T MATCHES 2-n+1 — n=

2|08

—1
2

Die Pradikate werden vom Compiler benutzt, um die musterbasierte De-
finition in eine 1F-Kaskade umzuwandeln, und die Instanziierungsfunktionen
fithren dann in entsprechenden LET-Anweisungen die Patternvariablen ein.

Man beachte: Was wir hier fiir beliebige Muster sehr lédnglich aufschreiben
miissen, wird vom Mechanismus der Summen- und Produkttypen automatisch
geleistet, da der Compiler hier die entsprechenden Test- und Selektorfunktio-
nen intern generiert.

1.1.9 Polymorphie

Kann man eine Funktion fiir Elemente unterschiedlichen Typs in gleicher Wei-
se und unabhéngig von ihrem Typ definieren, so spricht man von (parametri-
scher) Polymorphie. Wir werden dieses Konzept in Kapitel 5 und Kapitel 8
ausfiihrlich diskutieren. Fiir unsere einfithrenden Beispiele brauchen wir aber
zumindest ein erstes intuitives Verstandnis der Grundidee.

Die einfachste polymorphe Funktion ist die Identitétsfunktion:

FUN id: o — «
DEF id z = x

Definition (polymorphe Funktion, polymorpher Datentyp, Typvariable)

Ein Datentyp ist polymorph, wenn seine Definition von einem Typparameter
abhéngt. Der Typparameter wird auch als Typwvariable bezeichnet, fiir die
wir im Folgenden meist griechische Buchstaben «, 3,7, ... verwenden.

Eine Funktion heif3t polymorph, wenn ihre Funktionalitéit einen polymor-
phen Typ enthélt.

Ein klassisches Beispiel sind Sequenzen iiber Elementen eines beliebigen
Typs. Sie werden als polymorpher Datentyp definiert:

TYPE Seq v = { ¢
| o (ft=a, rt = Seq )
Auf solchen Sequenzen kann man polymorphe Funktionen definieren, die vollig

unabhéngig vom Typ ihrer Elemente sind. Ein typisches Beispiel ist die frither
schon erwahnte Funktion length:
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FUN length: Seq o — Nat
DEF length(0) =0
DEF length(first -: rest) = 1 4 length(rest)

In Abschnitt 1.2 werden uns typische polymorphe Funktionen auf Sequen-
zen als Funktionen héherer Ordnung begegnen.
Anmerkung: Wie schon in Abschnitt 0.5 angesprochen, kann die Erkennung der
Typvariablen unter Umstdnden Probleme machen. Diese Probleme werden wir in
Kapitel 8 noch ausfihrlich diskutieren. Vorliufig umgehen wir das Problem, indem
wir Typvariablen als griechische Buchstaben schreiben.

1.1.10 Eigenschaften (Propertys)

Bisher haben wir bei Funktionen die beiden klassischen Sprachkonstrukte
skizziert: ihre Definition und ihre Typisierung. Und die meisten Sprachen be-
schranken sich auch auf diese beiden Features. Aber in vielen Fallen brauchte
man noch eine weitere Moglichkeit: Man md&chte ausdriicken, dass Funktio-
nen bestimmte Eigenschaften haben. Wir fithren dazu das Sprachmittel der
Propertys ein.

Beispiel: Die Sinus- und die Kosinusfunktion werden numerisch iiber ge-
eignete Reihendarstellungen berechnet. Aber sie haben auch diverse mathe-
matische Beziehungen zueinander:

DEF sin(z) = ... «Rethenentwicklung» . ..
DEF cos(z) = ... «Reihenentwicklung» . ..
PROP cos(z) = sin(z + 7))

Wiéhrend diese Property fiir einen Compiler nicht viel niitzen wird, gibt es
zahlreiche Félle, in denen das anders ist. Wichtige Eigenschaften von Funk-
tionen sind z.B. die Assoziativitit oder Kommutativitat, die Existenz einer
inversen Funktion oder eines neutralen Elements, die Idempotenz usw.

Manchmal ist es auch niitzlich, die Propertys zu benennen. Dann kann man
sich z. B. in Programmbeweisen oder -entwicklungen explizit auf sie beziechen:

PROP cosToSin 1S cos(z) = sin(z + 7))

Ubrigens: Die Typisierung einer Funktion ist natiirlich nichts anderes als
eine spezielle Property. Mit anderen Worten,

FUN sin: Real — Real
ist eigentlich nur eine syntaktische Variante folgender Property:
PROP sin: Real — Real

Wir werden von den Propertys sehr starken Gebrauch machen, wenn wir in
Kapitel 9 mit Spezifikationen und Typklassen arbeiten. In Kapitel 16 werden
wir sie zur Entwicklung von Algorithmen heranziehen.
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1.1.11 Sequenzen (Listen, Folgen)

Programmierparadigmen haben oft bestimmte Datenstrukturen, auf die sie
besonders zugeschnitten sind. Bei imperativen Sprachen wie ALGOL, PASCAL,
C oder JAVA — und ganz besonders bei FORTRAN — ist das der Array. Bei
funktionalen Sprachen ist es die Liste, oft auch Sequenz oder Folge genannt.
Weil auch wir diese Struktur oft in Beispielen verwenden, geben wir hier kurz
ihre wichtigsten Aspekte an.?

TYPE Empty = {0 }
TYPE Seq o = FEmpty
| o (ft=a, rt = Seq «)

Sequenzen sind iiblicherweise polymorph definiert mit den Konstruktoren
»O“ (empty) und ,, -: “ (prepend). Den Hilfstyp Empty fithren wir der besseren
Lesbarkeit halber ein.

Die Langenberechnung haben wir weiter oben schon als Beispiel program-
miert. Interessant sind aber auch die Operationen ,am falschen Ende®, also

front und last, sowie ,, :- “ (append).
FUN front: Seq o — Seq « —— Vorderteil der Sequenz
FUN last: Seq a — « —— letztes Element
FUN - : Seq a X a— Seq —— append
DEF front(z -: ¢) = O
DEF front(z -: rest) = x -: front(rest)

DEF last(z -: O) ==z

DEF last(z -: rest) = last(rest)

DEF Q:-x=x -:

DEF (a -:7est):- x = a -: (rest:. x)

Man beachte, dass diese Definitionen wesentlich Gebrauch vom best-fit
Patternmatching machen. Auflerdem sind front und last fiir die leere Sequenz
natiirlich nicht definiert.

Weitere niitzliche Funktionen sind die Konkatenation sowie eine schone
Mixfixnotation fiir die einelementige Sequenz:

FUN + : Seq a x Seq a — Seq a« —— Konkatenation
FUN ( ): o — Seq « —— einelementige Sequenz

DEF O Hs=3s

DEF (a -:rest) + s = a -: (rest + s)

DEF (z) =1z -: {

Wir werden uns oft die Freiheit nehmen, nicht nur die einelementige Se-
quenz, sondern auch liangere Sequenzen in der Mixfixnotation (1,7, 3,12,9) zu
schreiben.

3 Fiir die Benennung dieses Typs gibt es verschiedene Traditionen in der Literatur.
Wir werden hier sowohl Seq « als auch List o verwenden.
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Fiir Sequenzen hat man gerne eine multiple Konstruktorsicht, je nachdem,
ob man sie von links nach rechts oder von rechts nach links verarbeiten will.
Dabei driickt das Schliisselwort GENERATED aus, dass die jeweils angegebenen
Funktionen ausreichen, um alle Elemente des Typs zu erzeugen.*

PROP Seq GENERATED BY {, -: —— echter Konstruktor mit prepend
PROP Seq GENERATED BY ¢, :- —— Pseudokonstruktor mit append

Die zugehoérigen Matching-Propertys sehen dann so aus:

PROP § MATCHES (lead :- z) <= s# O
PROP § MATCHES (lead :- z) = lead = front(s) A z = last(s)

Man beachte, dass die Definitionen auf Basis dieser Pseudokonstruktoren
im Allgemeinen extrem ineffizient sind, weil bei einem Pattern der Bauart

DEF f(lead :- z)=...f(lead) ...z ...

das Element x nur mit dem Aufwand O(n) erreicht werden kann, was ins-
gesamt wegen der Rekursion zu einem Aufwand der GréfSenordnung O(n?)
fithrt. (In Kapitel 12 werden wir dazu allerdings noch Erfreuliches erfahren.)

In Abschnitt 1.2.2 werden wir gleich noch eine Reihe weiterer fundamen-
taler Operationen auf Listen kennen lernen, die unter dem Schlagwort Map-
Filter- Reduce bekannt geworden sind.

Einige Sprachen, z.B. HASKELL, fithren fiir den Listentyp spezielle No-
tationen ein: Mit [Nat] wird der Typ der Listen iiber Nat beschrieben, was
unserem Seq Nat entspricht. Aulerdem gibt es noch spezielle Schreibweisen
fir Listenkomprehension, endliche Listen etc.

1.2 Funktionale

Zum Kern der Funktionalen Programmierung gehort das Konzept der Funk-
tionen hoherer Ordnung oder der Funktionale. Durch sie kommt ein grofler
Teil der Eleganz, der Kompaktheit und damit der Produktivitit dieses Pro-
grammierparadigmas zustande.

Wiéhrend man in der Frithzeit der Programmierung noch die Befiirchtung
hatte, dass die Eleganz von Funktionalen mit hohen Effizienzverlusten bezahlt
werden muss, weifl man heute, dass die Compiler solche Funktionen nahezu
ohne Overhead implementieren kénnen. Es gibt also keinen Grund mehr, dar-
auf zu verzichten.

4 Dieses so genannte Erzeugungsprinzip ist eine fundamentale Eigenschaft sowohl
in der algebraischen Spezifikation von Datentypen als auch in Beweissystemen.
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Definition (Funktional, Funktion héherer Ordnung)

Funktionen, die als Parameter oder Resultate wieder Funktionen haben, be-
zeichnet man als Funktionen hoherer Ordnung bzw. Funktionale.

Ist z. B. eine reelle Funktion gegeben, so kann man sie verschieben, spiegeln
oder strecken (vgl. Abbildung 1.1). Das fiihrt zu folgenden Funktionen:

FUN shift: Real — (Real — Real) — (Real — Real)
DEF shift dz f x = f(x — dx)

FUN mirror: (Real — Real) — (Real — Real)

DEF mirror f z = f(—1)

FUN stretch: Real — (Real — Real) — (Real — Real)
DEF stretch r f © = f(7)

vy
/ [y 7

g = shift dx f g = mirror f g = stretch 2.5 f

\j

Abb. 1.1: Anwendung von Funktionalen auf eine Funktion f

Fiir Funktionen, die Resultate einer Berechnung sind, benutzt man auch
gerne die A-Notation:

FUN shift: Real — (Real — Real) — (Real — Real)
DEF shift do f = Az« f(x — dx)

Dies driickt deutlich aus, dass z.B. durch die Applikation shift(7}) cos eine
Funktion erzeugt wird, deren Verlauf der Cosinus-Funktion entspricht, die
aber um 7 auf der z-Achse nach rechts verschoben ist.

Wir setzen im Folgenden dieses Konzept als bekannt voraus und erinnern
hier nur an einige wichtige Funktionale, die wir im weiteren Verlauf immer

wieder verwenden werden.

1.2.1 Allgemeine Funktionale

Es gibt eine Vielzahl von Funktionen hoherer Ordnung, die aus der Mathe-
matik wohl bekannt sind und deren Verfligbarkeit viele Programme eleganter
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schreiben lasst. Einige représentative Vertreter dieser Funktionsfamilie haben
wir in einer so genannten Struktur (vgl. Kapitel 4) in Programm 1.1 zusam-
mengefasst. Man beachte, dass alle diese Funktionen polymorph sind.

Programm 1.1 Niitzliche Funktionen héherer Ordnung

STRUCTURE HigherOrder = {

FUN . :a—(a—0)—0 —— Applikation, invers
DEFz.f =fx

FUN o : (=)= (a—=p)—-a—xy —— Funktionskomposition
DEF (gof) z =g (f z)

FUN ; : (a—=f8)—=(B—-7)—a—7y —— Funktionskomposition
DEF (f;g)=ge°f

FUN id: o — « —— Identitdt

DEF id x = x

FUNK: a— 08—« —— Konstante Funktion
DEF K ab=a
FUN curry: (aXx B8 —7) — (a— 3 —7) —— Currying
DEF (curry f) a b= f(a,b)
FUN uncurry: (@ — B —7v) = (ax B —7) —— Uncurrying
DEF (uncurry g)(a,b) =g a b
FUN ~ (@ = a) x Nat — (o — «) —— Iterierte Applikation
DEF f0 = id —— geschrieben f"
DEF fn :fn—l Of
FUN while : (o — a) X (@ — Bool) — (a — «) —— Wiederholung
DEF (f while p) & = 1F p = THEN (f while p)(f z) ELSE z FI
}

Mit der invertierten Funktionsapplikation lasst sich eine Notation simu-
lieren, die in der objektorientierten Programmierung sehr beliebt ist (und
manchmal sogar als Konzept verkauft wird). Wir werden davon in Kapitel 4
extensiv Gebrauch machen, um unsere konzeptuelle Funktionssicht mit be-
kannten traditionellen Notationen in Einklang zu bringen.

Wir fithren noch eine Konvention ein, die in einigen Anwendungen zu
kompakten und eleganten Notationen fithrt. Sei eine Menge fi:a — (1, ...,
fa:a — B, von Funktionen iiber dem gleichen Definitionsbereich gegeben.
Dann lassen wir die Tupelapplikation zu:

(fiy ..oy fu)(a) = (fila), ..., fu(a)) —— Tupelapplikation

1.2.2 Catamorphismen (Map-Filter-Reduce)

Sehr viele elegante Algorithmen der Funktionalen Programmierung basieren
auf dem so genannten Map-Filter-Reduce-Prinzip. Dahinter steckt die Beob-
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achtung, dass die Algorithmen genau den Aufbau der zugrunde liegenden Da-
tenstruktur widerspiegeln. Man spricht daher auch vom Homomorphie- Prinzip
oder — wenn man Eindruck schinden will — von Catamorphismen. Diese Pro-
grammiertechnik ist in den letzten Jahren sehr stark von Richard Bird und
Lambert Meertens ausgebaut worden. Genaueres findet man z. B. in [20], wo
auch weitere Literaturhinweise stehen.
Anmerkung: Jeffrey Dean und Sanjay Ghemawat von der Firma Google beschrei-
ben in [40] ein so genanntes MapReduce-Pattern, das in ihrer Firma in Hunderten
von Programmen implementiert wurde, die tdglich in mehr als Tausend Jobs viele
Terabytes von Daten verarbeiten. Das ist ein deutliches Indiz fir die zentrale Bedeu-
tung dieses Paradigmas. Es stitzt auch die These, dass dieses Muster in ungezdhlten
PASCAL-, C- oder JAVA-Programmen steckt — wenn auch unerkannt.
Catamorphismen lassen sich im Prinzip auf allen moéglichen Datenstruk-
turen in analoger Weise definieren. Wir betrachten sie hier exemplarisch fiir
den Fall der endlichen Sequenzen (vgl. Abschnitt 1.1.11). In Kapitel 2 werden
wir das Konzept auf unendliche Listen erweitern.

Die Map-Operation

Die Map-Operation wendet eine Funktion f auf alle Elemente einer Sequenz
an.

FUN map: (o« — 3) — Seq a — Seq 3 —— Map-Funktion
DEF map f O = O
DEF map f (a -:rest) = (f a) -: (map f rest)

Statt map werden wir meist ,, x “ schreiben und dabei faktisch eine Infix-
Notation verwenden, die allerdings etwas trickreich realisiert ist, indem wir
die Operation ,, * “ als Postfix-Operation mit Currying definieren. Der Vorteil
ist, dass wir dann Terme wie (f*) von vornherein als legale Konstrukte haben
und Dinge wie (gx) o (f*) schreiben diirfen.

FUN #: (a— () — Seq o — Seq 8 —— alternative Schreibweise
DEF fxs=map f s

Die Map-Operation lasst sich naheliegend auf mehrstellige Funktionen ver-
allgemeinern. Wir erlauben also generell z. B. zu schreiben

oo Fx(a, b). ..

was bedeutet, dass die beiden Sequenzen a und b elementweise addiert werden.
Das lasst sich ebenso mit drei-, vier-, fiinf-stelligen Operationen etc. machen.
Wir verzichten darauf, das hier einzeln zu definieren.

Ein Problem muss allerdings geklart werden: Was geschieht bei verschie-
den langen Sequenzen? Um die Undefiniertheiten moglichst gering zu halten,
legen wir fest, dass in diesen Féllen das Ergebnis die Lange der kiirzesten
Argumentsequenz hat.
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FUN map: (a1 X ag — 3) — (Seq aq X Seq aa — Seq 3)

DEF map f (0, 0) =0
DEF map f (O, s2) = O
bEF map [ (51, 0) = 0
DEF map [ (a1 -: resty, ag -: reste) = f(a1, a2) -: map f (restq, resta)

Den ersten Fall hiatten wir weglassen konnen, weil er von den néchsten
beiden jeweils mit abgedeckt wird. Die vollstdndige Definition ist aber klarer
und deshalb besser.

Die Zip-Operation

Die Verallgemeinerung auf mehrstellige Funktionen macht die Map-Operation
sehr flexibel. Aber fiir den zweistelligen Fall mochte man gerne die Infix-
Schreibweise retten. Dafiir hat sich in der Literatur der Name Zip eingebiir-
gert, da die beiden Sequenzen ,reifiverschlussartig” zusammengefiigt werden.

FUN \ / :Seqax(axf—~v)xSeqf— Seqy —— Zip
DEF a \® /b= ®x* (a,b) —— geschrieben a /b

Man beachte, dass bei verschieden langen Sequenzen die langere abge-
schnitten wird; wir haben also insbesondere z. B. die Eigenschaft ¢ Vb= .

Die Filter-Operation

Die Filter-Operation extrahiert aus einer Sequenz die Teilsequenz derjenigen
Elemente, die ein gegebenes Pradikat p erfiillen.

FUN filter: (o« — Bool) — Seq o — Seq « —— Filter-Funktion

DEF filter p { = ¢
DEF filter p (a -: rest) = IF p a THEN a -: filter p rest
ELSE filter p rest F1

Aus Griinden der Flexibilitdt geben wir zwei notationelle Varianten an,
wobei wir bei der ersten wieder von Infix- auf Postfix-Notation tibergehen,
um z.B. Dinge wie (gx*) o (p<) o (f*) schreiben zu kénnen. Man beachte, dass
wir dabei trotzdem die Notation p < s beibehalten kénnen, die zumindest wie
eine Infix-Notation aussieht.

FUN d: (a0 — Bool) = Seq o — Seq o« —— Filter-Funktion
DEF p s = filter p s

FUN > : Seq ax (a0 — Bool) — Seq «
DEF s>p=p<s

Anmerkung: Diese Funktion ldsst sich nicht ohne weiteres auf Strukturen wie Bdume
oder Matrizen 1ibertragen, da sie die Gestalt der Datenstruktur zerstoren kann. Um
dieses Problem zu umgehen, fihrt man fir die dann fehlenden Elemente ,virtuelle“
Platzhalter ein, z. B. mit Hilfe der Datenstrukturen option in OPAL oder Maybe in
HASKELL (s. Kapitel 8).
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Fir gewisse Aufgaben brauchen wir weitere Varianten der Funktionsfamilie
Filter, die mit zwei- statt mit einstelligen Pradikaten arbeiten. Im Wesent-
lichen geht es darum, die Sequenzelemente relativ zu ihren Nachbarn zu be-
werten. Wihrend aber das Filtern mit einstelligen Préidikaten offensichtlich
ist, muss man sich bei zweistelligen Pradikaten zwischen mehreren moglichen
Festlegungen entscheiden. Wir kénnen z. B. bestimmen, dass (<) < s diejeni-
gen Elemente beibehalten soll, die jeweils kleiner als ihr Nachfolger sind:

(<) «€(2,5,1,1,6,6,4,7) = (2,1,4)
Diese Funktion kann folgendermafien definiert werden:

FUN <: (@ X a— Bool) — Seq a — Seq « —— Filter-Funktion
DEF p<a Q) = ¢
DEF p<{z) = {
DEF p<(z -1y -: rest) = IF p(z,y) THEN z -: (p<(y -: rest))
ELSE (p<(y -:rest)) FI
FUN » :Seq ax (axa— Bool) — Seq a
DEF sbp=pds

Die Reduce-Operation

SchlieBllich betrachten wir noch die Reduce-Funktion, die die Elemente einer
Sequenz mit Hilfe einer Operation ,,akkumuliert®. Klassische Beispiele sind die
Summe aller Elemente, das Produkt aller Elemente etc. Diese Funktion muss
allerdings in mehreren Varianten bereitgestellt werden, da die leere Sequenz
bzw. fehlende Assoziativitdt Probleme machen kénnen. Wir verwenden wieder
eine Postfix- anstelle der Infix-Notation.

FUN /: (axa—a)— Seqa—a —— Reduce
FUN <: (axa—«a)— Seqa — o —— alternative Notation
DEF + =/

DEF & /{(a) = a
DEF @ /(a -:71est) = a ® (B / rest)

Diese Funktion fihrt z.B. zu folgender Auswertung: + /{(a,b,c,d,e) =
a+ (b+ (c+ (d+e))). Deshalb verwenden wir, wenn wir die Richtung der
Auswertung verdeutlichen wollen, auch das Symbol < ; das heifit, @ /s
= @ + s. Das mag beim Minuszeichen anstelle von Plus nicht gewiinscht sein.
Deshalb gibt es auch einen Operator fiir die inverse Richtung.?

FUN #: (axa—a)— Seqa— «
DEF @ #(a) =a
DEF @ #(lead :- a) = (® # lead) ® a

® Man beachte, dass wir hierbei erweitertes Patternmatching mittels der Funktion
:- verwenden, die ein Element ,hinten“ an eine Sequenz anhéngt.
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Mit diesen Funktionen kann man schnell Algorithmen zusammensetzen.
Ein typisches Beispiel ist die Standardabweichung einer Verteilung, die de-
finiert ist als die Wurzel der Summe der Quadrate aller Abweichungen vom
Mittelwert m:

DEF abw s = \/+ /( ~“2)x|m— | s WHERE m = mittel(s)
DEF mittel s = le;}/t; .

Ein Problem bleibt: Die Reduce-Operatoren sind fiir die leere Sequenz
nicht definiert. Fiir dieses Problem bieten sich zwei Losungen an: eine kon-
ventionelle und eine fortschrittliche. Wir beginnen mit der fortschrittlichen.

Motiviert durch die klassischen mathematischen Definitionen, die z. B. die
Summe iiber der leeren Menge als 0 und das Produkt iiber der leeren Menge
als 1 festlegen, wéhlen wir als Standardwert fiir @ /¢ das neutrale Element
der Operation @ . Das heiflt, wir definieren die Reduce-Operation nicht iiber
beliebigen Typen « und Operationen &, sondern nur iiber solchen, die ein
neutrales Element besitzen. Dazu benétigen wir das Sprachmittel der Typklas-
sen, das in Kapitel 9 eingefiihrt wird. Mit den dort beschriebenen Notationen
konnen wir Reduce folgendermaflen definieren:

FUN /: (a X a— a) — Seq a — o« VAR a: Monotd —— Reduce
DEF & /O = unit —— neutrales Element
DEF & /(a -:71est) = a ® (@ / rest)

In der Typklasse Monoid wird ein neutrales Element unit eingefithrt. Und
die Struktur Nat kann als Monoid bzgl. (+,0) und auch bzgl. (-,1) charakte-
risiert werden. Entsprechendes gilt z. B. auch fir Sequenzen Seq bzgl. (+, ¢)
oder fiir Mengen Set bzgl. (U, D) etc. (Mehr dazu in Kapitel 9.)

Die konventionelle Lésung besteht darin, das fehlende Element als zuséatzli-
ches Argument bereitzustellen, und zwar entweder iber Parametertupel, iber
Currying oder iber Mixfix-Notationen. (Wir wéhlen letztere Variante.)

Als zusétzlichen Effekt kénnen wir jetzt die Operation etwas verallgemei-
nern: Das abschliefende Element braucht nicht das neutrale Element zu sein
und es kann sogar einen anderen Typ 8 haben (sofern & dazu passt).

FUN / | (axf—=08)xSeqaxpf—g
DEF @© /O |e=ce
DEF @ /a -:rest| e =a® (D / rest|e)

In der BIBLIOTHECA OPALICA [1], also der Bibliothek der Sprache OPAL, wird
das etwas anders geschrieben: (@, ¢€) / S.

Der generelle Hom-Operator

Alle in diesem Abschnitt eingefiihrten Funktionen kénnen iiber eine einzige
Funktion mit entsprechend vielen Parametern definiert werden:
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FUN hom: (y X0 — ) x 0 x (8 — ) x (8 — Bool) x (« — f3)
— (Seq o — 9)
DEF hom(&, €, g, p, [)(Q) = e
DEF hom(®, e, g, p, f)(a -: rest) =
IF p (f a) THEN (g (f a)) & hom(&, e, g, p, f)(rest)
ELSE hom(@, e, g, p, f)(rest) FI

Damit bestehen folgende Gleichungen (in denen wir einige der Funktionale
aus Programm 1.1 auf Seite 25 verwenden):

PROP f x s = hom(-:, O, id, K true, f)(s)
PROP p<s = hom(-:, ¢, id, p, id)(s)
PROP @ /s|e = hom(®, e, id, K true, id)(s)

Umgekehrt kann auch hom als Komposition der anderen Operatoren definiert
werden:
PROP hom(&, €, g, p, f)(s) =&/ gxpafxs]e

Mit der Funktion hom kann unser obiges Beispiel der mittleren Abwei-
chung so geschrieben werden:

DEF abw s = \/hom(+, 0, id, K true, ( ~2)o|m — |)(s) WHERE...
Dabei haben wir noch eine weitere der elementaren Gleichungen fir das Map-
Filter-Reduce-Paradigma benutzt:

PROP g fxs=(gof)xs

PROP pdfxs=(pof)ds

Beispiel 1.1

Zum Abschluss dieser einfithrenden Erinnerung soll noch das Standardbeispiel
quicksort zeigen, wie diese Funktionale eingesetzt werden kénnen:

FUN quicksort: Seq a — Seq «
DEF quicksort { = O

DEF quicksort s = LET x = arb s
small = (<z)<s
medium = (=z)<s
large = (>2)s

IN
(quicksort small) H medium + (quicksort large)
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1.3 Semantik und Auswertungsstrategien

Bei Sprachen unterscheidet man generell zwischen ihrer Syntax, also der
Schreibweise der einzelnen Sprachkonstrukte, und ihrer Semantik, also der
Bedeutung der einzelnen Sprachkonstrukte.

Bei funktionalen Sprachen sollte man erwarten, dass die Definition der
Semantik trivial ist, weil sie sich direkt auf den mathematischen Funktionsbe-
griff stiitzt. Im Prinzip ist das auch so, aber es gibt doch ein paar Subtilitdten,
die wir kurz ansprechen miissen. Wir kénnen diese grundlegenden Fragen der
Semantik hier nur skizzieren; fiir weitergehende Informationen verweisen wir
auf Spezialliteratur, z. B. [135, 60, 126, 63, 146]. Fiir die speziellen Aspekte,
die wir hier benétigen, sei auch auf den nach wie vor lesenswerten (und zum
Gliick wieder erhaltlichen) Klassiker von Zohar Manna [96] verwiesen; auch
in [50] findet man eine detaillierte Diskussion.

Im Rahmen dieses Buches sind vor allem zwei semantische Fragen von
Bedeutung, weil die verschiedenen Programmiersprachen und -techniken sich
in diesen beiden Punkten auf eine fiir das Programmieren relevante Weise
unterscheiden.

e Wie werden die Argumente von Funktionen behandelt?
e Wie wird Rekursion behandelt?

Diese beiden Aspekte wollen wir im Folgenden kurz betrachten. Wir tun
das im Rahmen der zwei wichtigsten Arten der Semantikdefinition von Spra-
chen, der so genannten denotationellen Semantik und der so genannten ope-
rationalen Semantik.

1.3.1 Denotationelle Semantik

Bei der denotationellen Semantik wird jedes Programm direkt als (,,De-
notation“ fiir) eine mathematische Funktion charakterisiert.

Der kritischste Punkt ist dabei der Umgang mit partiellen Funktionen.
In der traditionellen Mathematik werden solche Funktionen gerne schamhaft
ywegdefiniert”, aber in der Informatik kann man sich das nicht leisten. Feh-
lerhafte Operationen wie die Division Z flir y = 0 oder nichtterminierende
Programme wie

DEF f(0) =1

DEF f(z) =z - f(z +1)
sind Phanomene, die sich nicht ignorieren lassen.

Um solche Situationen auf der semantischen Ebene in den Griff zu be-
kommen, fiihrt man ein spezielles Element ,, L “ (genannt ,Bottom*) ein, das
fir ,undefiniert” steht. Statt zu sagen, ,die Funktion f ist an der Stelle a
undefiniert”, kann man dann einfach schreiben ,,f(a) = L%

Anmerkung: Man beachte, dass das nur eine bequeme Kurznotation ist, kein syntak-

tisches Konstrukt der Programmiersprache. Ausdricke wie IF x = 1 THEN... sind
in Programmen nicht zuldssig!
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In diesem Zusammenhang betrifft eine wesentliche Designentscheidung bei
Programmiersprachen die Frage, wie undefinierte Argumente von Funktionen
behandelt werden. Dabei unterscheidet man zwei Arten von Funktionen: strik-
te und nichtstrikte.

Definition (Strikte und nichtstrikte Funktionen)

e Strikte Funktionen sind undefiniert, sobald mindestens eines der Argu-
mente undefiniert ist. Kurz

fG..,L,..)=1
e Nichtstrikte Funktionen konnen auch dann noch definiert sein, wenn
eines ihrer Argumente undefiniert ist.

f(...,L,...)# L (abhéngig von den {ibrigen Argumenten)

Bei Bedarf verwendet man auch eine prézisere Terminologie und sagt, die
Funktion f ist strikt (bzw. nichtstrikt) im i-ten Argument.

Die grofle Mehrheit der Funktionen, die wir in der Programmierung
verwenden, sind strikt. Aber es gibt auch bedeutende Ausnahmen: Das
IF. THEN.ELSE.FI-Konstrukt kann als Funktion #f( , , ) mit drei Argu-
menten aufgefasst werden. Diese Funktion ist strikt im ersten und nichtstrikt
im zweiten und dritten Argument.©

In den meisten Programmiersprachen sind die benutzerdefinierten Funk-
tionen grundsétzlich strikt; das gilt in nahezu allen imperativen Sprachen,
aber auch in funktionalen Sprachen wie ML oder OPAL. In einigen wenigen
Sprachen sind diese Funktionen dagegen nichtstrikt; das prominenteste Bei-
spiel dafiir ist HASKELL. Es gibt aber auch nichtstrikte ML-Dialekte.

Fir die semantische Erklarung rekursiver Deklarationen wird dann eine
spezielle partielle Ordnung ,, C “ (,,less defined”) eingefiihrt, in der , 1 “ das
kleinste Element ist. Uber dieser Ordnung werden rekursive Deklarationen
als so genannte kleinste Fixpunkte der zugehorigen Gleichungen interpretiert.
Wir kommen auf diese Konstruktion in Kapitel 10 im Zusammenhang mit
Fixpunktprogrammierung noch ausgiebiger zuriick.

Die denotationelle Semantik ist vor allem dann relevant, wenn man ,,mit
Programmen rechnen® will (vgl. Abschnitt 1.4) und deshalb die giiltigen Re-
chenregeln kennen muss.

1.3.2 Operationale Semantik

Bei der operationalen Semantik definiert man, wie die Programme auf einer
geeignet konzipierten abstrakten Maschine ausgewertet werden. Die Menge

6 Man kann zeigen, dass jede Programmiersprache mit Rekursion oder Iteration
(also jede praktisch brauchbare Sprache) mindestens ein nichtstriktes Konstrukt
enthalten muss. Meistens ibernimmt das if diese Rolle.
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aller Auswertungen induziert dann eine Funktion (die mit der denotationellen
Semantik identisch sein sollte).

Auch in diesem Rahmen ist die Frage der Argumentauswertung ein zentra-
ler Aspekt der Semantik; denn strikte und nichtstrikte Funktionen miissen sich
unterscheiden. Allerdings zeigt sich, dass die operationale Semantik filigraner
ist: Bei den nichtstrikten Funktionen gibt es unterschiedliche Varianten.

Die Essenz einer operationalen Semantik manifestiert sich in den so ge-
nannten Auswertungsstrategien, also der Art, wie die Maschine Funktionsar-
gumente behandelt. In unserem Kontext sind vor allem drei Strategien von
Bedeutung: Call-by-value, Call-by-name und Call-by-need.

Definition (Call-by-value, Call-by-name und Call-by-need)

e Call-by-value (auch eager genannt). Bei dieser Strategie werden alle Ar-
gumentausdriicke vollstiandig ausgewertet, bevor die Funktion (mit diesen
Argumentwerten) aufgerufen wird. Das geschieht unabhéngig davon, ob
das Argument zur Berechnung des Funktionswerts iiberhaupt gebraucht
wird oder nicht. Funktionen, die mit Call-by-value ausgewertet werden,
sind strikt.

e Call-by-name. Hier werden beim Funktionsaufruf die Argumentausdriicke
selbst unausgewertet ibergeben und erst bei der Verwendung der entspre-
chenden Parameter im Rumpf berechnet.” Funktionen, die mit Call-by-
name ausgewertet werden, sind nichtstrikt.

e Call-by-need (auch lazy genannt). Das ist eine Variante der Call-by-
name-Strategie, bei der durch so genanntes Sharing verhindert wird, dass
die Argumentausdriicke unter Umsténden mehrfach ausgerechnet werden.
Funktionen, die mit Call-by-need ausgewertet werden, sind nichtstrikt.

Um die Unterschiede dieser Strategien zu illustrieren, verwenden wir ein
einfaches, wenn auch etwas artifizielles Beispiel.

DEF foo(z,y) =1IF x > 0 THEN z ELSE y FI

Betrachten wir folgenden Aufruf:

foo(cos(2m), .. %Qﬂ) )

Bei der Call-by-value-Strategie werden zuerst die Argumente ausgewertet,
was auf foo(1, ;) fiihrt. Weil | undefiniert ist, scheitert die Auswertung des
zweiten Arguments, wodurch der ganze Aufruf undefiniert ist. (Es wird ein
nZero-divide-Error“ gemeldet.) Das ist umso &drgerlicher, weil fir x = 1 der
Parameter y gar nicht gebraucht wird. Insgesamt haben wir also die folgende
Auswertung:

7 Manchmal unterscheidet man noch genauer zwischen Call-by-name und Call-by-
expression; aber in unserer Betrachtung geniigt diese etwas grobere Sichtweise.
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foo(cos(2m), Sm(l%)) ——call-by-value
~ foo(1, ;)

~ foo(1, 1)

~ L

Bei der Call-by-name-Strategie werden die beiden Argumentausdriicke vor-
laufig nicht ausgewertet. Erst wenn die entsprechenden Parameter im Rumpf
benétigt werden, erfolgt die Berechnung der Argumente. Das fithrt in unserem
Beispiel auf folgende Auswertung:

foo(cos(2m), Sm(l%)) —— call-by-name
~~ IF c08(27m) > 0 THEN cos(27) ELSE _ 1 . FI

sin(2m)
~>IF 1 > 0 THEN cos(27) ELSE FI

1
sin(2m)
~ cos(2m)

~ 1

WEeil fiir den gegebenen z-Wert der y-Wert nie gebraucht wird, hat die Un-
definiertheit von Sm(l%) keine negative Auswirkung. Aber man erkennt in
diesem Beispiel auch den gravierenden Nachteil der Call-by-name-Strategie:
Der Ausdruck cos(27) wird zweimal ausgewertet!

Die Call-by-need-Strategie will genau dieses Effizienzproblem beheben. In-
dem der Compiler intern geeignete Pointer setzt, erreicht man so genanntes
Sharing. Das heift, sobald der Argumentwert das erste Mal berechnet wurde,
steht er auch allen anderen Applikationsstellen zur Verfiigung. Damit sieht
unsere Auswertung folgendermafien aus:

00(cos(2m), .1 —— call-by-need (laz
Joo(cos(2m), i(om) Y (lazy)
~~ IF | cos(27) | > 0 THEN | cos(27) | ELSE sz%) FI

—
~1F [ 1> 0 THEN 1] ELSE win(2m) F1

~ 1

Die Call-by-need-Auswertung ist zwar effizienter als die Call-by-name-
Auswertung; aber mit der Call-by-value-Auswertung kann sie trotzdem nicht
mithalten. Deshalb werden Sprachendesigner, die auf Effizienz Wert legen,
immer eine Call-by-value-Semantik vorziehen.® In Kapitel 2 werden wir aller-
dings sehen, dass Laziness ein wichtiges Hilfsmittel ist, um unendliche Daten-
strukturen zu implementieren. Dort werden wir auch zeigen, wie sich , punk-
tuelle“ Laziness in eine Call-by-value-Sprache einbauen lasst.

Im Folgenden werden wir — wie bei funktionalen Sprachen iiblich — die
Begriffe Call-by-value und strikt sowie Call-by-need und lazy jeweils synonym
verwenden.

8 Im Compilerbau wird die Technik der so genannten Striktheitsanalyse eingesetzt,
um bei Call-by-name- oder Call-by-need-Sprachen den Overhead méglichst klein
zu halten. Aber diese Technik ist aufwendig und findet nicht alle Optimierungen.



1.4 Mit Programmen rechnen 35

Anmerkung 1: In manchen Bichern, z. B. [50], wird bei Laziness und Call-by-need
filigraner unterschieden. Laziness bedeutet dort, dass die Argumente von Konstruk-
torfunktionen nicht ausgewertet werden; das reicht aus, um unendliche Datenstruk-
turen zu implementieren.

Anmerkung 2: Die Auswertungsstrategien funktionaler Sprachen stehen in en-
gem Zusammenhang mit den Reduktionsstrategien von A-Ausdriicken im \-Kalkil.
So korrespondiert die Call-by-value-Strategie zur so gemannten Applicative-order-
reduction. Die Call-by-name-Strategie entspricht der Normal-order-reduction. Ge-
nauere Betrachtungen hierzu findet man in [50].

1.4 Mit Programmen rechnen

Funktionale Programme sind semantisch direkt im mathematischen Funkti-
onsbegriff verankert. Das hat einen auflerordentlich angenehmen Nebeneffekt:
Man kann mit den Programmen genauso rechnen, wie man es an anderen
Stellen in der Mathematik gelernt hat. Dabei gibt es durchaus Analogien zum
Vorgehen eines Ingenieurs, der eine Differenzialgleichung l6sen will: Er kennt
eine Reihe von Standardansédtzen, die er der Reihe nach probiert, bis einer
funktioniert. (Wenn keiner klappt, ist das Problem wirklich schwer.)
Anmerkung: Dieser Ansatz ist ein Zweig der Programmierung, der unter Begriffen
wie ,, Programmtransformation® oder ,,deduktive Programmierung“ bekannt geworden
ist. Eine umfassende Darstellung findet sich z. B. in [18, 109]. Besonders weit wurde
diese Methode von Bird und Meertens entwickelt, vor allem im Zusammenhang mit
Map-Filter- Reduce- Programmen [21].

Dabei gibt es zwei prinzipielle Vorgehensweisen. Man kann die Regeln sehr
rigoros und formal fassen (als so genannte Transformationsregeln), so dass sie
weitgehend automatisch von entsprechenden Werkzeugen — im Idealfall vom
Compiler — angewandt werden konnen. Oder man betrachtet das Ganze eher
als eine Methode, mit der man seine Programme selbst weiterentwickeln kann.
Dabei fangt man oft mit einer (nicht-ausfithrbaren) Spezifikation an, leitet
daraus eine elegante und korrekte aber nicht besonders effiziente erste Losung
ab und entwickelt diese schliellich weiter in ein weniger elegantes aber dafiir
effizientes Programm. Wir werden uns im Folgenden an diese zweite Sicht
halten.

Im Rahmen dieses Buches miissen wir uns auf eine exemplarische Skiz-
ze dieser Methodik beschranken. Dabei konzentrieren wir uns auf diejenigen
Aspekte, die in spateren Kapiteln noch benotigt werden.

1.4.1 Von linearer Rekursion zu Tail-Rekursion

Ein wichtiges Effizienzproblem bei funktionalen Sprachen betrifft die effiziente
Ausfithrung rekursiver Funktionen. In imperativen Sprachen ist das kein so
wichtiges Thema, weil man dort primér Schleifen programmiert, die a priori
effizient sind (dafiir aber weniger elegant und fehleranfilliger).
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Die einfachste Form von Rekursion ist die so genannte Tail- Rekursion.’

Bei dieser Form ist der rekursive Aufruf die &uflerste (,,letzte*) Operation im
jeweiligen Zweig der Fallunterscheidung. Ein typisches Beispiel ist die Berech-
nung des Rests bei der Division:

FUN mod: Nat x Nat — Nat
DEF mod(a,b) =1F a < b THEN a
ELSE mod(a — b, b) F1  ——Tail-Rekursion

Bei musterbasierten Definitionen ist das noch offensichtlicher: dort ist der
rekursive Aufruf ganz auflen.

Solche Tail-rekursiven Funktionen sind duflerst effizient. Jeder halbwegs
ordentliche Compiler erkennt heute diese spezielle Rekursionsform und setzt
sie im Maschinencode unmittelbar in Schleifen bzw. direkt in Gotos um.

Aus diesem Grund ist es interessant, funktionale Programme weitestge-
hend aus Tail-rekursiven Funktionen zusammenzusetzen. Leider ist diese Form
aber in vielen Situationen nicht die eleganteste oder ,natiirlichste” Formulie-
rung. Ein typisches Beispiel ist die Bildung der Summe einer Sequenz von
Zahlen (diesmal in musterbasierter Notation):

DEF sum ¢ =0
DEF sum(z -: rest) = z + sum(rest) —— lineare Rekursion

Hier finden nach dem rekursiven Aufruf noch weitere Berechnungen statt.
Man sagt auch, dass die Operation (z + ) ,nachklappert®. Diese Form
wird als lineare Rekursion bezeichnet. Man kann das optisch noch deutli-
cher hervorheben, indem man den Rumpf mit Hilfe von LET- oder WHERE-
Deklarationen strukturiert. Dann haben linear rekursive Funktionen folgendes
Muster:

DEF f(z) = z WHERE a = pre(z)
r=f(a) —— lineare Rekursion
z = post(z, )

Im obigen sum-Beispiel entspricht z = post(z, r) der Operation z = = + 7.

Weil das Argument z in der nachklappernden Operation post noch ge-
braucht wird, muss der Compiler einen Stack vorsehen, in dem dieses Argu-
ment zwischengespeichert wird. Dieser Stack macht Aufwand und fiihrt daher
zu einem Effizienzverlust.

Deshalb wird es zu einer interessanten Frage, wie man linear rekursive
Funktionen in Tail-rekursive Funktionen umwandeln kann.

Eine Standardtechnik besteht in einer Einbettung: Man definiert — ori-
entiert an der Form der gegebenen Funktion f — eine neue Funktion f, die
in geeignetem Sinne eine ,Verallgemeinerung* von f darstellt. Dann versucht
man, durch ein bisschen Rechnen diese neue Funktion in Tail-rekursive Form

9 Dieses deutsch-englische Mischwort ist zwar hésslich, hat sich aber in der Literatur
eingebiirgert, weshalb wir die Bezeichnung hier beibehalten.
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zu bringen. Bevor wir diese Methodik weiter erlautern, illustrieren wir sie an
dem konkreten Beispiel der obigen Funktion sum.

Wir fithren fiir den nachklappernden Teil einen weiteren Parameter z ein
und definieren folgende Einbettung:

DEF sum(seq,z) = z + sum(seq)

Weil die Addition das neutrale Element 0 besitzt, ist sum als Spezialfall
von sum darstellbar (was den Begriff  Verallgemeinerung® rechtfertigt):

sum(seq) = 0+ sum(seq) = sum(seq,0)

Der wesentliche Teil der Entwicklung besteht in dem Versuch, sum in
eine Tail-rekursive Form zu bringen. Dazu betrachten wir die gleichen mus-
terbasierten Félle wie in der Originalfunktion sum und wenden ein bisschen
Mathematik an:

sum(Q,z) =z+ sum(Q) —— Definition von sum
=240 —— Definition von sum
=z —— Mathematik
sum(z -:rest,z) =z + sum(zx -:rest)  —— Definition von sum
=z + (z + sum(rest)) —— Definition von sum
= (2 + z) + sum(rest) —— Mathematik
= sum(rest,z + x) —— Definition von sum

Das Ergebnis dieser Berechnungen lésst sich in ein neues Definitionssystem
umwandeln. Dieses System ist jetzt Tail-rekursiv!

DEF sum(seq) sum(seq, 0) —— Finbettung
DEF sum(9, z) =z
DEF sum(z -: rest,z) = sum(rest,z +x) —— Tail-Rekursion

Bei dieser Rechnung haben wir zwei Eigenschaften der Addition gebraucht:
sie ist assoziativ und hat das neutrale Element 0. Deshalb kénnen wir die
Essenz dieser Berechnung in eine allgemeine Regel fassen.

Regel (Tail-Rekursion modulo Assoziativitét)

Eine Funktion, die folgendem Schema geniigt (lineare Rekursion)

DEF F(A) =T
DEF F(B) =R ® F(P) —— lineare Rekursion
kann in ein Tail-rekursives Schema transformiert werden:
DEF F(X) = F(X,E) —— Einbettung (neutrales Element)

DEF F(A,Z) =ZaT
DEF F(B,Z) =F(P,Z®R) —— Tuail-Rekursion
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“

Voraussetzung dafiir ist, dass der Operator ,, & “ assoziativ ist und ein neu-

trales Element ,,£“ besitzt.

In dieser Regel stehen A und B fiir Konstruktorterme, 7, P und R fiir
Ausdriicke in den Variablen dieser Muster, sowie F, F , X und Z fiir Identifier.

Ubrigens: das neutrale Element ist nicht unbedingt nétig; es geht auch mit
Assoziativitat alleine, wenn man eine etwas aufwendigere Einbettung in Kauf
nimmt.

DEF F(A) =T —— sofortige Terminierung
DEF F(B) = F(P,R) —— FEinbettung

Die Definition der Funktion F bleibt unverindert.

Anmerkung: Neben der Assoziativitat der nachklappernden Operation gibt es noch
weitere algebraische Eigenschaften, mit deren Hilfe sich lineare Rekursion in Tail-
Rekursion umwandeln lisst (Details findet man z. B. in [18]). In Kapitel 18 werden
wir eine besonders wichtige Variante kennen lernen.

1.4.2 Ein ,,universeller Trick*: Continuations

Wenn Assoziativitat nicht gegeben ist und auch keine der anderen Transfor-
mationen anwendbar ist, dann bleibt noch ein Trick iibrig, der — zumindest
formal — immer klappt. Man verwendet eine so genannte Continuation, also
eine Funktion, die — intuitiv gesprochen — die , Fortsetzung“ der Berechnung
reprasentiert.

Warnung: Wir weisen schon jetzt darauf hin, dass dieser ,,universelle“ Trick
im Allgemeinen ein bisschen Augenwischerei ist. (Genaueres am Ende dieses
Abschnitts.)

Beispiel 1.2 (Anwendung von Continuations)

Wir betrachten die Auswertung eines Polynoms
ap + a1z + asax® + - + apz” (1.1)

Diese Auswertung geschieht normalerweise nach dem so genannten Horner-
schema:

ag+x-(ar+z-(ax+z-(--+2(an—1+2-(an))...))) (1.2)

Das lisst sich sofort in ein (linear rekursives) Programm umschreiben, bei
dem wir die Koeffizienten ag, ..., a, als Sequenz représentieren.

FUN horner: Seq Real X Real — Real
DEF horner(Q, ) =0
DEF horner(a -: rest, £) = a + x - horner(rest, x)

Da die nachklappernde Operation (a + - ) nicht assoziativ ist, kann
man die schematische Regel nicht anwenden. (Aber man kann versuchen, mit
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einer geschickten Einbettung zum Erfolg zu gelangen. Wir iiberlassen das dem
interessierten Leser.) Wir benutzen dieses Beispiel, um den universellen Trick
mit den Continuations zu illustrieren.

Wir nehmen eine Einbettung vor, die als zuséatzliches Argument die Con-
tinuation I" enthalt:

FUN h: Seq Real X Real x (Real — Real) — Real
DEF h(s, z, I') = I'(horner(s, x))

Jetzt treiben wir unser iibliches mathematisches Spiel:

h(¢, x, I) = I'(horner(9, z))
=1(0)

h(a -:rest,z,I') = I'(horner(a -: rest, x))
=I'(a+ x - horner(rest, z))
=To(a+z- ) (horner(rest,z))
= h(rest,z, [o(a+z- ))

Damit erhalten wir das neue Definitionssystem:

DEF horner(s, ) = h(s, z,id)
DEF h(Q,x, 1) =T1'(0)
DEF h(a -:rest,x,I’) = h(rest,z, ['o(a+z- ))

Warum klappt das immer? Der Grund ist ganz einfach: Die Funktionskom-
position ist assoziativ und hat die Identitdtsfunktion als neutrales Element.
Aber da ist ein Wermutstropfen: Zwar kann man mit Hilfe von Continuations
jede linear rekursive Funktion formal in eine Tail-rekusive Funktion verwan-
deln, aber damit ist im Allgemeinen kein Effizienzgewinn verbunden! Intern
ist immer noch die gleiche Arbeit zu verrichten. (Compilertechnisch gesehen
wird der Stack in den Heap verlagert, was den Aufwand sogar erhoht.)

Im obigen Beispiel der Funktion horner wird eine lange Continuation auf-
gebaut

ido(ap+z- )o(a+x- )o...o(ap+zx- ),

die am Schluss auf den Wert 0 angewandt wird. Der Aufbau dieser langen
Funktionskomposition kostet intern natiirlich sehr viel Zeit und Speicherplatz,
so dass der Gewinn durch die Tail-Rekursion mehr als aufgebraucht wird.

Beispiel 1.3 (Exkurs: Spielen mit Continuations)

Welch skurrile Spielereien man mit diesen Continuations treiben kann, zeigt
besonders deutlich folgendes kleine Beispiel. (Dieses Beispiel geht auf Oege de
Moor zurtick; wir préasentieren es hier in adaptierter Form.) Gegeben sei ein
Baum mit natiirlichen Zahlen an den Knoten. Er soll so umgeformt werden,
dass an allen Knoten der maximale Wert steht, der im Originalbaum vor-
kommt. Man erwartet, dass man dazu zwei Baumdurchlaufe braucht: einen,
um das Maximum zu suchen, und einen zweiten, um den neuen Baum zu bau-
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en. Aber es gibt ein Programm, das dieses Problem — zumindest scheinbar — in
einem Durchlauf 16st. Wir arbeiten uns in zwei Schritten zu diesem Programm
vor.

Zunéchst definieren wir den Baumtyp im Stil von HASKELL mit Hilfe von
Currying:

TYPE Tree = tree Tree Nat Tree —— innerer Knoten
| leaf Nat —— Blatt

Uber diesem Typ definieren wir dann eine Funktion convert, die zu einem
gegebenen Baum ein Paar von Werten liefert, bestehend aus dem maximalen
Knoten des Baumes und einer Funktion, die aus diesem maximalen Wert den
gewilinschten neuen Baum erzeugt.

FUN convert: Tree — Nat x (Nat — Tree)
DEF convert(leaf ©) = (z, Am o leaf m)
DEF convert(tree left « right) = LET (my, ¢;) = convert(left)
(ma, @r) = convert(right)
m = mazx(z, my, ms)
IN
(m, Am s tree o;(m) m @.(m))

Der Aufruf dieser Funktion fiir einen gegebenen Baum ¢ erfolgt dann in
der Form

. LET (m, ) = convert(t) IN ¢(m) ...

Als zweiten Schritt macht man im Wesentlichen das Ergebnis zu einem
weiteren Argument, wobei man allerdings die Funktionalitdt des Parameters
¢ noch adaptieren muss:

FUN conv: Tree — (Nat x (Nat — Tree — Tree)) — Nat x (Nat — Tree)
DEF conv(leaf z)(m, ) = (maz(z, m),A\m e p m (leaf m))
DEF conv(tree left x right)(m, ) =
LET mo = maz(m,x)
(mla (pl) = CO”U(left)(mOa (P)
(ma, @) = conv(right)(my, Am e Xt s tree p;(m) m t)
IN
(m27 Am e Pr m)

Der zweite Fall lasst sich etwas kompakter schreiben:

DEF conv(tree left © right)(m, ) =

LET (my, ;) = conv(left)(maz(m,z), p)
IN
conv(right)(my, Am « tree p;(m) m)

Der initiale Aufruf dieser Funktion muss als Argument im Wesentlichen
Null und die Identitét tibergeben:

. LET (m, @) = conv(t)(0,Am e At e t) IN p(m) ...
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Aber natiirlich ist das ein Taschenspielertrick. Denn das zweite Ergebnis
 ist eine riesige Funktionskomposition, die alle Konstruktoren des Original-
baums enthélt. Bei der Anwendung ¢(m) dieser Funktion auf das Maximum
m wird deshalb die gesamte Struktur des Originalbaums rekonstruiert — und
das ist natiirlich der zweite Durchlauf.

Diese kleinen Beispiele zeigen, dass die Verwendung von Continuations mit
Vorsicht erfolgen muss. Manchmal scheinen sie Probleme zu lésen, aber bei
genauerem Hinsehen ist das nur ein oberflichliches Vortduschen einer Losung.
Deshalb ist die Einfithrung von Continuations vor allem als Zwischenschritt
zur Vorbereitung weiterer Transformationen interessant.!”

1.4.3 Vereinfachung komplexerer Rekursionen

Lineare Rekursion ist immer noch eine recht einfache Rekursionsform. Richtig
interessant wird es, wenn man komplexere Arten von Rekursion betrachtet.
Ein beriihmtes Beispiel ist die Fibonacci-Funktion:

fib(0) =1
fib(1) =1
fib(n+1) = fib(n) + fib(n —1) —— Baum-Rekursion

Bei dieser Form spricht man von baumartiger Rekursion (kurz: Baum-
Rekursion), weil die Aufrufe baumartig verzweigen. Die Konsequenz ist in
der Praxis dramatisch: Die Ausfithrung hat exponentiellen Aufwand.**

Die Addition ist assoziativ und hat das neutrale Element 0. Deshalb kénn-
ten wir versuchen, die entsprechende Transformation anzuwenden. Das Er-
gebnis hitte folgende Form:

fib(n) = f(n,0)

f(0,2) =z+1

f(1,2) =z+1

fn+1,2) =f(n, 2+ f(n—1,0)) —— geschachtelte Rekursion

Dies ist eine weitere komplexe Rekursionsform, die so genannte geschach-
telte Rekursion, bei der ein rekursiver Aufruf als Argument einen weiteren
rekursiven Aufruf enthélt. Diese Form ist unter Effizienzgesichtspunkten ge-
nauso unginstig wie die baumartige Rekursion. Deshalb fiihrt dieser naive
Versuch in eine Sackgasse.

10 Fine ganz andere — und sehr wichtige — Verwendung von Continuations werden
wir in Kapitel 17 kennen lernen: Sie sind ein wesentlicher Bestandteil der so
genannten Monaden-basierten Ein-/Ausgabe.

11 Man kann sich den Spass machen, diese Funktion in irgendeiner beliebigen Pro-
grammiersprache aufzuschreiben und dann der Reihe nach fib(10), fib(20), fib(30),
fib(40), ...aufzurufen. Dabei lernt man iiberraschend schnell, was ,exponentiel-
ler Aufwand“ bedeutet. (Um das Experiment spannender zu machen, kann man
vorher schitzen, ab wann das Ganze nicht mehr machbar ist.)
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Trotzdem koénnen wir Funktionen wie fib unter geeigneten Randbedingun-
gen in einfachere Form verwandeln. Das soll im Folgenden gezeigt werden.

Allerdings nehmen wir dazu nicht fib, sondern eine andere Funktion, die
noch etwas kniffliger aussieht. Aber die Entwicklung lésst sich vollig analog
auf fib iibertragen (was wir dem interessierten Leser als Ubung iiberlassen).

Wir hatten weiter vorne schon die etwas artifizielle Funktion fusc kennen
gelernt, die hier interessant ist, weil sie ein recht komplexes Rekursionsmuster
aufweist: In einem Zweig hat sie Tail-Rekursion, im anderen Baum-Rekursion.

DEF fusc(0) =1
DEF fusc(1) =1
DEF fusc(2n) = fusc(n) —— Tail-Rekursion
DEF fusc(2n+1) = fusc(n) + fusc(n +1) —— Baum-Rekusion

Wir wollen zeigen, dass sich auch solche uneinheitlichen Formen sytema-
tisch behandeln lassen. Wir folgen hier einer besonders eleganten Darstellung,
die von David Gries prasentiert wurde. Anstatt wie iiblich mehrere Hilfspa-
rameter einzufithren, verwenden wir die Eleganz der mathematischen Vektor-
und Matrizenrechnung. (Letztlich ist ein Vektor v nichts anderes als eine fle-
xible Kurznotation fiir mehrere Variablen vy, ..., v,.)

Indem wir die beiden rekursiven Aufrufe in einen Vektor verwandeln, kon-
nen wir den letzten Rekursionszweig als Skalarprodukt schreiben. Und mit
dem kleinen Trick, dass Multiplikation mit 0 einen Wert annulliert, kénnen

wir auch den anderen Rekursionszweig in die gleiche Form bringen.'?
DEF fusc(0) =1
DEF fusc(1) =1
_ ( fusc(n) L .
DEF fusc(2n) =(10) ( use(n + 1) Baum-Rekursion
. fusc(n) L .
DEF fusc(2n+1) = (1 1) (fusc(n 1) Baum-Rekursion

Jetzt fihren wir eine Einbettung ein, indem wir (auf Verdacht) eine Hilfs-
funktion f definieren, die gerade der Vektorbildung entspricht.

oer () = () )

Diese neue Funktion f stiitzt sich nach wie vor auf fusc ab. Deshalb ver-
suchen wir als néchstes, direkte Rekursionsgleichungen fiir f abzuleiten, die
dem Muster der Definition von fusc folgen. Fiir die Terminierungszweige ist
das sehr einfach

2 Vorsicht! Diese Definition ist nicht ganz korrekt. Unter Call-by-value wiirde
fusc(2) nicht terminieren. Denn die Tatsache, dass der Wert durch die Multi-
plikation mit 0 annulliert wird, hilft unter dieser Auswertungsstrategie nichts.
Aber weil es sich nur um eine Zwischenform handelt, sind wir etwas grofiziigiger
und ignorieren dieses voriibergehende Phénomen.
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0 = () = (1)
s = () (1)

Bei den beiden Rekursionszweigen miissen wir etwas mehr rechnen. Wir
beginnen mit dem ersten Zweig f(2n):

f(2n) = (fufé(z;gi)l)) —— Definition von f

n) + fusc(n + 1)

= ( use Jusc(n) > —— Definition von fusc
(1 0 fuse(n) .
= (1 1) . (fusc(n ¥ 1)) —— Mathematik

= (1 ?) -f(n) —— Definition von f
Der andere Zweig f(2n + 1) lasst sich ganz analog durchrechen:
2 1

f@2n+1) = <§222E22 i 2%) —— Definition von f
= <fusc(;2;ct(£uic(l7)l + 1)) —— Definition von fusc
(1 1 fusc(n) .
= <O 1) . (fusc(n+ 1)> —— Mathematik

1 1 .

= <O 1) -f(n) —— Definition von f

Diese Gleichungen benutzen wir jetzt als Definitionssystem. Dazu miissen
wir uns prinzipiell noch davon iiberzeugen, dass die so eingefiihrten rekur-
siven Definitionen terminieren (hier trivial) und dass alle Operationen wohl
definiert sind. Der Wert von fusc(n) ist aufgrund der Einbettung gerade die
erste Komponente von f (n)

DEF fusc(n)

DEF f(0) ( )

1
oer f) = ()
DEF f(2n) = (1 ) —— lineare Rekursion
DEF f(2n+1) = ((1) ) —— lineare Rekursion
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Da die Matrixmultiplikation assoziativ ist und ein neutrales Element hat,
konnten wir die entsprechende Transformationregel anwenden. Allerdings wiir-
den wir dadurch 2 x 2-Matrizen als zusétzliche Argumente erhalten, was un-
notig aufwendig ist, weil wir uns ja nur fiir den Wert f(n).1, also die erste
Komponente des Resultatvektors, interessieren. Deshalb nehmen wir keine
Einbettung mit Matrizen vor, sondern nur eine Einbettung mit Vektoren:

DEF f(n, (21, 2)) = (21 ) f(n)

Es gibt zwar keinen Vektor (21 22), fiir den diese Multiplikation den Wert f(n)
unverandert liefert (dazu ist die Einheitsmatriz notwendig, nicht ein Vektor),
aber da uns ja ohnehin nur die erste Komponente interessiert, geniigt uns die
Einbettung

DEF fusc(n) = f(n).1 = (1 0)-f(n)

Fiir f(n) konnen wir unsere Standardrechnung durchfiihren (was wir dem

interessierten Leser als Ubung iiberlassen), so dass am Ende das folgende
System entsteht:

DEF fusc(n) = f(n,(1,0))

DEF ]7(0, (71, 22)) =22+ 2

DEF Z(l,(zl,zz)) =an+2

DEF £(2n, (71, 22)) :]i(n, (21 + 22, 2))

DEF f(2n+ 1, (21,22)) = f(n, (21, 21 + 2))

Natiirlich hétten wir diese weitere Einbettung auch gleich bei der ersten
Halfte der Entwicklung mit einbauen kénnen, so dass wir direkt von der Baum-
Rekursion zur Tail-Rekursion gekommen waren, ohne die lineare Rekursion
zwischenzuschalten. Aber das héitte die Prasentation wesentlich unleserlicher
gemacht.

Diese kleinen Beispiele sollten hinreichend illustrieren, wie gut man mit
funktionalen Programmen arbeiten kann. Dabei ist es prinzipiell egal, ob diese
Umformungen ,,von Hand“ erfolgen oder automatisch im Compiler.

1.5 OPAL, ML und HASKELL

Die meisten funktionalen Sprachen sind sich relativ &hnlich und lassen im
Allgemeinen alle hier diskutierten Formen der Notation zu. Meist wird die
gleichungsartige Definition von Funktionen gegeniiber der A-Notation als Nor-
malfall vorgezogen. Natiirlich gibt es aber syntaktische Unterschiede bzgl. der
Verwendung von Symbolen und Schliisselwortern.

Beispiel: Wie man in OPAL ein Filter-Funktional definiert und auf eine
anonyme Funktion und eine Liste anwendet, haben wir schon gesehen. In
HASKELL und ML sieht das bis auf kleine syntaktische Unterschiede im Prin-
zip genauso aus. In HASKELL schreibt man den Typ der Sequenzen von Ele-
menten eines Typs a als [a] und unsere Operation ,, -: “ einfach als ,: . Die

”e
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“

Typisierung wird mit ,, :: “ notiert. Damit sieht filter dann folgendermafien

aus:

filter :: (a — Bool) — [a] — [d] —— HASKELL-Notation

filter p [] =]
filter p (x:2s) = if p x then z: (filter p xs) else filter p xs

Eine Anwendung hat dann z. B. folgende Form:
filter(\z — = > 0) [3,5,-2,0,18, —12] —— HASKELL-Notation
In ML sieht das Ganze folgendermafien aus:

fun filter p []=1] | —— ML-Notation
filter p (x :: xs) = if p x then x :: (filter p xs) else filter p xs

Eine Anwendung hat dann z. B. folgende Form:
filter (fn x =>z > 0) [3,5,-2,0,18,—12] —— ML-Notation

Bestimmte Standardfunktionen und -typen, die sich wie in den meisten
Programmiersprachen in vordefinierten Strukturen (OPAL, ML) oder Modulen
(HASKELL) befinden, kénnen unterschiedliche Namen und Varianten haben,
auch wenn sich in vielen Féllen hierfiir feste Bezeichner eingebiirgert haben.
Beispielsweise wird das Reduce-Funktional <+ in HASKELL und ML als foldr
bezeichnet; die Reduce-Version fiir die inverse Richtung # heif3t dort foldl.
Der Datentyp option aus der OPAL-Struktur Option ermoglicht es, mit optio-
nalen Werten umzugehen und damit mit der Situation, dass eine Funktions-
auswertung auch fehlschlagen kann. HASKELL und ML haben entsprechende
Datentypen Maybe bzw. option mit gleicher Wirkung.

Wéhrend man in OPAL bei der Deklaration einer Funktion den Typ explizit
angeben muss und das System priift, ob der Rumpf typkorrekt ist, konnen in
HASKELL und ML Typangaben (in den meisten Fillen) weggelassen werden,
da das System diese inferiert.

Wie schon oben erwédhnt, kénnen in OPAL Strukturen polymorph sein, d. h.
polymorphe Datentypen und Funktionen enthalten. Diese kann man dann im
Programm mit geeigneten Datentypen instanziieren. Im Gegensatz dazu wird
in ML und HASKELL Polymorphie nicht global fiir ganze Strukturen festgelegt,
sondern individuell fiir jeden Typ und jede Funktion einzeln.

Auf einige dieser Unterschiede werden wir in spateren Kapiteln noch ge-
nauer eingehen.
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Faulheit wahrt unendlich

Faulheit ist die Furcht vor bevor-
stehender Arbeit.
Cicero
Blinder Eifer schadet nur.
Sprichwort

In Abschnitt 1.3 haben wir funktionale Sprachen entsprechend ihrer Auswer-
tungsstrategien in eager (bzw. strikte) und lazy (oder nichtstrikte) Sprachen
unterschieden. Strikte Sprachen werten alle Argumente vollstandig aus, be-
vor sie eine Funktion applizieren, wihrend lazy Sprachen ihre Argumente nur
bei Bedarf auswerten. Dadurch kénnen in strikten Sprachen nur Funktionen
rekursiv definiert werden, Datenstrukturen hingegen nicht, denn die strikte
Auswertung einer rekursiv definierten Datenstruktur wiirde nicht terminie-
ren. Im Gegensatz dazu lassen lazy Sprachen die Definition und Verwendung
unendlicher Datenstrukturen zu. Man aber auch in strikten Sprachen unendli-
che Datenstrukturen durch Funktionen simulieren, die ein solches unendliches
Objekt schrittweise expandieren. Diese Simulation kann allerdings den wich-
tigen Aspekt des Sharings (vgl. Abschnitt 1.3.2) nicht nachbilden.

In diesem Kapitel werden wir die Vorteile der Verwendung unendlicher
Datenstrukturen demonstrieren und zeigen, wie man auch in strikten Spra-
chen, d. h. in Sprachen mit einer eager Auswertung, mit unendlichen Objekten
umgehen kann.

2.1 Unendliche Objekte: die Idee

Wiéhrend bei Funktionen rekursive Definitionen gang und gébe sind, ist das
bei Objekten in strikten Sprachen wie OPAL oder ML nicht der Fall. Hier sind
Gleichungen wie die folgenden verboten:

FUN a b: List Nat —— (unendliche) Listen natirlicher Zahlen
DEFa=1.:a —— in OPAL oder ML so nicht maoglich
DEF b=1.:2.:b —— in OPAL oder ML so nicht maoglich
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Und das mit gutem Grund. Denn strikte Sprachen werten ihre Argumen-
te vollstdndig aus, bevor sie eine Funktion applizieren. Wiirden wir also die
Sequenzen a oder b als Argumente in einer Funktion verwenden, so wiirde
unsere Berechnung nicht terminieren. Dabei haben wir eigentlich eine ganz
gute Intuition fiir das, was diese beiden Gleichungen bewirken sollten:

a=(1,1,1,1,1,...) —— unendliche Liste
b=(1,2,1,2,1,...) —— unendliche Liste

Wenn wir annehmen, dass auch alle Operatoren wie Map, Filter, Reduce
etc. fiir unendlichen Sequenzen funktionieren, kénnen wir sogar schreiben:

DEF powers = x -: (f * powers)
Das ist nichts anderes als die unendliche Liste
powers = (z, fx, f2z, f3x, fAz,...)

Das sieht man sehr gut, wenn man die Folgen geeignet tibereinander legt:

x ot fx oo fPx o f3x o L. = powers
! ! ! !
v fa oo fPxoo f3r o0 L. = z - (f * powers)

Dass man mit so etwas schon arbeiten kann, zeigt Beispiel 2.1.

Beispiel 2.1 (Prafixsummen)

Wir wollen die so genannten Prafixsummen der Folge der natiirlichen Zahlen
ausrechnen, d.h. die Folge

((0), (041), (0+1+2), (04+14+2+3), (0+1+2+3+4),...)

Zunéchst erzeugen wir — analog zu powers oben — die unendliche Sequenz
(1, 2,3, 4,5, ...) aller natiirlichen Zahlen.

DEF allNats =1 -: (+1) x allNats
Darauf wenden wir dann den Zip-Operator geeignet an:
DEF sums = 0 -: (sums \/ allNats)

Das lasst sich ganz einfach veranschaulichen. Man legt die beiden Sequenzen
iibereinander und sieht sich ihre Summenbildung an:

allNats: 1 2 3 4 5 6
+ sums: 0 1 3 6 10 15
= 1 3 6 10 15

Ubrigens: Wenn man die Funktion inits(s) benutzt, die zu einer Se-
quenz s die Sequenz aller Anfangssequenzen liefert (also z. B. inits(allNats) =
(0, (1), (1,2),(1,2,3), ...)), kann man die obige Sequenz auch so erhalten:

DEF sums = (+/) * inits(allNats)
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Und um das Ganze noch amiisanter zu gestalten: Auch inits(allNats) kann
direkt durch eine rekursive Gleichung dargestellt werden:

FUN allNatInits: List (List Nat)
DEF allNatInits = ¢ -: (allNatInits \/ allNats)

Aber damit wollen wir unseren Spieltrieb ziigeln und uns den ernsteren
Fragen des zugehorigen Sprachdesigns zuwenden.

2.2 LAZY, QUOTE und UNQUOTE

Im Folgenden wollen wir erértern, wie sich diese Ideen in strikte Sprachen ein-
bauen lassen. Dabei nehmen wir zundchst eine echte Spracherweiterung vor
und diskutieren spéater, wie sich das wenigstens ndherungsweise im strikten
OPAL oder ML simulieren ldsst. Das Grundprinzip besteht einfach darin, dass
bei Funktionen fiir die nicht-strikten Parameter die Auswertung der Argu-
mente unterdriickt wird. (Dieses Prinzip dhnelt dem ,,quote“ von LISP.)

FUN A :Bool X LAZY Bool — Bool  —— sequenzielles Und
DEF a A b =1F a THEN b ELSE false FI

FUN V :Bool X LAZY Bool — Bool —— sequenzielles Oder
DEF a V b =1F a THEN true ELSE b FI

Ohne den Zusatz LAZY wirde das nicht funktionieren: In einem Ausdruck wie

IFy;éOAZ>1THEN

wirden in einer strikten Sprache beide Ausdriicke, also y # 0 ebenso wie
Z > 1, erst einmal vollstdndig zu Booleschen Werten reduziert, bevor der

Rumpf von A ausgefithrt wiirde. Damit wére fiir den Fall y =0 das Un-
gliick aber schon passiert.

Anmerkung: Spezielle Operatoren fir sequenzielles Und und Oder gibt es z. B. auch
in Sprachen wie C oder JAVA; dort werden sie als && bzw. || geschrieben. Dabei han-
delt es sich aber um zwei singuldre, vordefinierte Sprachfeatures. Im Gegensatz dazu
stellen wir einen generellen Mechanismus bereit, mit dem Programmierer beliebige
Operatoren dieser Art selbst definieren kénnen.

Um den Effekt von LAZY-Parametern zu verdeutlichen, fiihren wir die bei-
den Schliisselworter QUOTE und UNQUOTE ein, die wir an den passenden Stel-
len vor die entsprechenden Ausdriicke setzen. Mit QUOTE wird der Ausdruck
,geschiitzt“, d. h. seine Ausfilhrung erst einmal verhindert.

IF y #0 A QUOTE(} > 1) THEN ...

In der Definition der Funktion A muss fiir das Argument b die Ausfithrung
erzwungen werden, sobald sein Wert gebraucht wird. Dazu dient UNQUOTE:

DEF a A b =IF a THEN UNQUOTE b ELSE false FI
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Dieses Zusammenspiel von QUOTE und UNQUOTE erklart die Begriffsbil-
dung verzogerte Auswertung (engl.: lazy evaluation). Allerdings wollen wir
aus Griinden der Lesbarkeit verhindern, dass die Schliisselworter QUOTE und
UNQUOTE dauernd geschrieben werden miissen. Erfreulicherweise brauchen
wir dazu aber keinen speziellen Mechanismus zu erfinden, sondern kénnen die
bekannten Subtyp- und Casting-Prinzipien verwenden (s. Kapitel 7), die in
modernen Compilern ohnehin vorhanden sind.

2.2.1 LAzY als generischer Typ

Wir betrachten LAZY als generischen Typ. Das heif3t, wir betrachten die Kon-
struktion, als ob sie folgendermaflen definiert wére:

TYPE LAZY o = QUOTE (UNQUOTE: ) —— Vorsicht! Spezielles Feature!

Dies ist eine echte Spracherweiterung, denn in einer strikten Sprache wére
eine Anwendung wie QUOTE(; > 1) eben kein Schutz vor Undefiniertheit.

Deshalb ist QUOTE keine normale Funktion, sondern ein spezielles Konstrukt
(wie z. B. auch IF. THEN.ELSE.FI).

Wir gehen allerdings ab jetzt davon aus, dass — in Analogie zum Cas-
ting-Mechanismus bei Subtypen (s. Kapitel 7) — die Typanpassungen mittels
QUOTE und UNQUOTE automatisch erzeugt werden, so dass wir in der Tat
unsere Ausgangsnotation vom Anfang dieses Abschnitts beibehalten kénnen.

2.2.2 Simulation in strikten Sprachen wie OPAL oder ML

Wenn man das obige Zusammenspiel von QUOTE und UNQUOTE genauer
ansieht, erkennt man sofort, wie sich ihr Effekt in strikten Sprachen wie
OPAL oder ML zumindest teilweise simulieren ldsst: Man muss einfach nur
A-Abstraktionen schreiben: Bei der Deklaration sehen wir als Parameter eine
nullstellige Funktion vor, die dann im Rumpf zu applizieren ist:

FUN A :Bool x (() — Bool) — Bool
DEF a A b =1F a THEN b() ELSE false FI

Bei der Applikation von A miissen wir ein entsprechendes ,leeres A-Lifting*
vornehmen, um die Typkorrektheit zu erhalten:

IFy#0A(Ae >1) THEN ...
Die Simulation erfolgt also nach folgenden systematischen Substitutions-

regeln (,, Cut-Copy-Paste”):

LAZY « ist durch eine nullstellige Funktion (() — «) zu ersetzen.
QUOTE E ist durch das leere A-Lifting (A « E') zu ersetzen.
UNQUOTE F ist durch die Applikation E() zu ersetzen.

Wie schon erwdhnt, kann diese Simulation allerdings nicht den wichtigen
Aspekt des Sharings (vgl. Abschnitt 1.3.2) nachbilden.



2.3 LAZY Listen 51

2.3 LAZY Listen

Wir wollen an einigen Beispielen studieren, wie sich mit Hilfe der LAZY-
Konstruktion sehr elegante Programme schreiben lassen. Der wesentliche
Punkt ist, dass wir die unendlichen Datenstrukturen vom Anfang dieses Ka-
pitels jetzt tatsdchlich erhalten. Wir verwenden folgenden Typ der unendli-
chen Listen (manchmal auch lazy Listen genannt):

TYPE List a =  .: (ft = o, 1t = LAZY List &) —— unendliche Listen

Genauer heifit das eigentlich Folgendes: Die Typdeklaration induziert die
Konstruktoren und Selektoren (s. Kapitel 1 und 6):

FUN . : «a X LAZY List o« — List « —— Konstruktor
FUN ft: List « — « —— Selektor
FUN rt: List o« — LAZY List « —— Selektor

Insgesamt lassen sich drei Arten von Listen unterscheiden. Der Einfach-
heit halber verwenden wir in diesem Buch fiir alle drei den gleichen Namen
List a. Welche Version gemeint ist, ergibt sich jeweils aus dem Kontext. In
der Programmierung kann man diese Namensgleichheit ebenfalls realisieren,
indem man die drei Versionen in getrennten Strukturen deklariert (s. Kapi-
tel 4). Wir verwenden dabei den Hilfstyp Empty, der als einziges Element die
leere Liste, geschrieben als ,, O “, enthéilt:

TYPE Empty = {0 }

o FEndliche Listen werden ohne LAZY definiert, so dass der Empty-Fall zwin-
gend notwendig ist.

TYPE List « = -: (ft = «, rt = List «) —— endliche Listen
| Empty

e Potenziell unendliche Listen werden mit LAZY definiert, eréffnen aber
durch die Empty-Variante auch die Chance zur endlichen Terminierung.

TYPE List « = . (ft =«, rt = LAZY List &) —— pot. unendlich
| Empty

o Unendliche Listen werden mit LAZY definiert und bieten keine Alternative
zur endlichen Terminierung an.

TYPE List a = -1 (ft = a, 1t = LAZY List «) —— unendliche Listen

Die folgenden Uberlegungen gelten prinzipiell fiir unendliche und poten-
ziell unendliche Listen gleichermafien, auch wenn wir in den Beispielen nur
unendliche Listen verwenden.

Wir betrachten exemplarisch die Map-Funktion. Sie lasst sich folgender-
maflen definieren:

FUN % : (o — () — List « — List
DEF f * (a -:rest) = f a -: (f * rest)
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Wenn wir akkurater sind und die notwendigen Typanpassungen mittels
QUOTE und UNQUOTE explizit hinschreiben, dann entspricht das folgender
Definition (wobei wir jetzt, um der Klarheit willen, nicht mehr mit Pattern-
matching arbeiten):

DEF f* L= (f (ft L)) -: QUOTE (f * UNQUOTE (rt L))

Aus dieser vervollstandigten Form sieht man, dass wegen des Schutzes durch
QUOTE der Ausdruck (f * UNQUOTE (7t L)) zunéchst nicht ausgefithrt wird.
Was passiert, wenn wir jetzt einen Teilausdruck wie

Cfe(re(f = L)) ...
fiir irgendeine Liste L = (a -: QUOTE (b -: QUOTE (c -:...))) ausrechnen wol-
len? Zunéchst miissen wir natiirlich wegen der Typkorrektheit noch ein
UNQUOTE einfiigen. Dann sehen wir durch Einsetzen sofort, dass folgender
Ausdruck entsteht (wobei wir immer beachten miissen, dass bei Ausdriicken,
die nicht durch QUOTE geschiitzt sind, die Argumente von innen nach aufen
auszuwerten sind):

ft(UNQUOTE (rt( fxL)))
= ft(UNQUOTE (rt( (f (ft L)) -: QUOTE (f * (UNQUOTE (rt L))))))
= ft( UNQUOTE (QUOTE (f * (UNQUOTE (7t L)))) )
= ft(f * (UNQUOTE (rt L)) )

Jetzt miissen wir die tatsdchliche Liste L betrachten, um weiterrechnen zu
konnen:

= ft( f * (UNQUOTE (7t (a -: QUOTE(D -: QUOTE(c -:...))))) )
= ft( f * (UNQUOTE (QUOTE(b -: QUOTE(¢ -:...)))) )
= ft(f (b QUOTE((C .)))

b

= ft((f b) -: QUOTE (f = (UNQUOTE (rt (b -: QUOTE(c -:...))))))
=fb

Diese kleine Recheniibung zeigt zweierlei:

e Das Prinzip mit QUOTE und UNQUOTE funktioniert in der Tat. Ein Com-
piler kann also nach diesem Verfahren Code erzeugen.

e Lazy Konstrukte kosten Aufwand, weshalb Sprachen, die alles lazy erledi-
gen, ineffizienter sind als strikte Sprachen. (Deshalb wird in solchen Spra-
chen oft versucht, mittels einer so genannten Striktheitsanalyse diejenigen
Ausdriicke zu erkennen, die sich eager auswerten lassen.)

Deshalb arbeiten wir im Folgenden weiter mit strikten Sprachen, wobei
wir aber das Schliisselwort LAZY verwenden, um z. B. unendliche Datenstruk-
turen da verfiigbar zu machen, wo sie hilfreich sind. Da wir aulerdem QUOTE
und UNQUOTE nie explizit hinschreiben (sondern sie vom Compiler generieren
lassen), werden die entsprechenden Programme sehr elegant.
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2.4 Programmieren mit LAZY Listen

Zur Abrundung unserer Diskussion von lazy Datenstrukturen wollen wir noch
an einigen Beispielen vorfithren, wie elegant sich gewisse Programmieraufga-
ben damit losen lassen. Dabei betrachten wir drei Klassen von Programmier-
aufgaben:

e Erzeugung (potenziell) unendlicher Folgen,
e Approximationsaufgaben und
e Datenfluss (,Strome*; engl.: streams), insbesondere fiir Ein-/Ausgabe.

2.4.1 Unbeschriankte Folgen

In der Informatik gibt es eine Reihe von Aufgaben, bei denen man eine Folge
von Werten errechnen soll, die im Prinzip unbeschrdnkt lang sein kann. Der
Abbruch kann dann sehr flexibel gefordert sein, etwa ,,die ersten n Elemente®
oder ,,bis mindestens ein Element der Groflie x erreicht ist“ etc. Wir betrachten
zwei typische Vertreter dieser Klasse von Programmieraufgaben.

Beispiel 2.2 (Hammings Denksportaufgabe)

Von Hamming stammt eine hiibsche kleine Aufgabe: Man bestimme die geord-
nete Menge (also aufsteigende Folge ohne Mehrfachvorkommen) aller Zahlen,
die sich in die Primfaktoren 2, 3 und 5 zerlegen lassen, d.h. alle Zahlen der
Form 2% - 37 - 5% mit 7,5,k > 0.

So trivial diese Aufgabe auf den ersten Blick aussieht, so verzwickt erweist
sie sich im Detail — wenn man mit klassischen Variablen und Schleifen an die
Sache herangeht. Wir wollen zeigen, wie trivial die Lésung wird, wenn man
lazy Listen benutzt.

Sei also H die gewiinschte Folge. Dann gilt offensichtlich, dass die drei
Folgen H2, H3 und H5 Teilfolgen von H sind:

FUN H H2 H3 H5: List Nat

DEF H2 = (2- )« H

DEF H3 =(3- )« H

DEF H5 = (5- )« H

Umgekehrt sieht man auch sofort, dass (mit der offensichtlichen Funktion

merge — s. unten) gilt:

DEF H =1 .: merge(H2, H3, H5)
Die 1 muss in H sein. Und wenn wir annehmen, dass alle Zahlen bis zu einem
H; in H2 U H3 U H5 enthalten sind, dann folgt sofort, dass auch H;,; darin
enthalten ist. Denn H,, entsteht aus einem H; mit j < ¢ durch Multiplikation

mit 2, 3 oder 5.
Die Funktion merge ist einfach:
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FUN merge: List Nat x List Nat x List Nat — List Nat
DEF merge (a -2 A, b -: B, c-: C) =
LET m = min(a, b, ¢)
IN
m -: merge(IF m < a THEN a -: A ELSE A FI,
IF m < b THEN b -: B ELSE B FI,
IF m < ¢ THEN ¢ -: C ELSE C FI )

Beispiel 2.3 (Primzahlen)

Ein Klassiker der Programmierung sind die Primzahlen nach dem Sieb des
Eratosthenes. Mit lazy Listen geht auch das sehr schén. Die gesuchte Liste
primes der Primzahlen erhdlt man als

FUN primes: List Nat
DEF primes = sieve (1t allNats)

Dabei ist allNats die schon frither beschriebene Liste aller natiirlichen Zahlen,
so dass rt allNats alle Zahlen ab der 2 umfasst. Die Funktion sieve ist ganz
einfach, wobei wir den Test p t fiir ,p teilt nicht ...“ verwenden:

FUN sieve: List Nat — List Nat
DEF sieve (p -:rest) = p -: sieve ((p 1) < rest)

Um ihre Funktionsweise zu verstehen, sehen wir uns die ersten Schritte
an, wobei wir mit ,,[“ die Stellen kennzeichnen, die mit QUOTE geschiitzt sind:

sieve (2,[3,[4,[5,16,[7,[8,[9,...) =

2 -: sieve ((214)<([3,[4,[5,16,[7,[8,19,...) =

2 .:sieve (3 -:[(21) < (4,[5,[6,[7,[8,19,...) =

2 .:3 .:sieve ((31)<(21)<(4,[5,16,[7,[8,[9,...)) =

2 .:3 -:sieve ((31)<(21) <« (5,[6,[7,[8,[9,...)) =

2 .:3 -rsieve (1) <(5-:[(24)<(6,[7,[8,[9,...))) =
2.:3 -rsieve (5-:[(3Y)<[(21) < (6,[7,[8,[9,...)) =
2.:3.:5 sieve (5 <(31)«[(29)«(6,[7,[8,]9,...) =

Man sieht, dass sich die einzelnen Filter-Operationen ebenfalls in einer lazy
Manier aufsammeln und jeweils en bloc ausgefithrt werden, wenn das nachste
Element gewiinscht wird.

De facto baut sich also vor allNats die Liste der bisher gefundenen Prim-
zahlen auf, durch die alle folgenden Zahlen ,ausgesiebt“ werden. (In der Lite-
ratur wird der Algorithmus oft so geschrieben, dass diese Liste vom Program-
mierer explizit aufgebaut und verwaltet wird.)
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2.4.2 Approximationsaufgaben

Eine Klasse von Programmieraufgaben, bei denen lazy Listen besonders hand-
lich sind, betrifft Approximationsaufgaben. Bei dieser Art von Problemen hat
man im Allgemeinen einen Startwert, von dem aus man eine Folge von Wer-
ten generiert, die das gewiinschte Resultat immer besser approximieren. Man
bricht den N&herungsprozess ab, wenn die Werte sich ,stabilisiert haben.

Beispiel 2.4 (Quadratwurzel)

Die Berechnung der Quadratwurzel x = /a wird in der Numerischen Mathe-
matik nach dem Verfahren von Newton-Raphson folgendermaflen berechnet.
Man verwendet die Tatsache, dass die Zahlenfolge

def f(‘rz)

Loy L1y, L2, T3y ... mit Ti+1 — Ty — f’(x)
7

gegen eine Nullstelle der Funktion f konvergiert. Um das fir die Berechnung
von z = y/a auszunutzen, miissen wir also eine Nullstelle folgender Funktion
berechnen:

o 1 .
flz) € 2?2 —a, mit f'(z)=2¢ und z;4, = 5 (i + a) = ha()

X
Wir brauchen also wieder eine unendliche Folge:

<x07 ha(xo)a h?z(mo)v hi(mo)v .- >

Wir hatten weiter vorne (in Abschnitt 2.1) gesehen, dass das mit folgender
Definition zu erreichen ist:

FUN approx: Real — List Real

DEF approx a = xy -: (h a) x (approz a)
WHERE
x9 = «geeigneter Startwerty

Damit bleibt noch die Frage des Abbruchkriteriums. Aufgrund der mathe-
matischen Analyse wissen wir, dass die Folge konvergiert. Das heif3t, wir kon-
nen die Berechnung abbrechen, sobald eine hinreichende Genauigkeit erreicht
ist. Wir benutzen dazu die Variante der Funktion Filter, die mit zweistelligen
Pradikaten arbeitet.

FUN sqrt: Real — Real
DEF sqrt(a) = IF a > 0 THEN ft(~ <(approz a)) FI

Dabei verwenden wir z. B. den Test
FUN ~ :Real x Real — Bool
DEF a ~ b= |a—b| <1078

Ubrigens: Den <geeigneten Startwerts erhiilt man am besten, wenn man
den Exponenten der Zahl a halbiert. Denn nach dem IEEE-Standard ist eine
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Gleitpunktzahl im Wesentlichen dargestellt in der Form l.zzzx - 2°, und es
gilt (1.zzrz-2°) ~ (1.0-22)2. Die Extraktion und Halbierung des Exponenten
muss durch geeignete Shift-Operationen auf Bit-Ebene bewerkstelligt werden.
Leider stellt so gut wie keine Programmiersprache eine solche Operation , Ex-
ponent von ... bereit.

Beispiel 2.5 (Differenziation)

Ahnlich zur Berechnung der Quadratwurzel verlaufen auch andere Approxi-
mationsverfahren. Ein weiteres einfaches Beispiel ist die Berechnung des Wer-
tes der Ableitung einer beliebigen (,,gutartigen®) Funktion f an einer Stelle
9. Wir haben — fiir hinreichend kleines i — die N&herungsformel

) T ) = fa =)
HOE ”

Die Idee ist dann ganz einfach, eine Folge von immer kleineren h-Werten zu
nehmen, bis der obige Wert sich stabilisiert. Eine geeignete Folge ist

h h h h

<h’27478’16"'

)

Das lésst sich mit unseren Mitteln ganz einfach programmieren, wobei wir
die Hilfsfunktionen aus dem Wurzelbeispiel entsprechend wiederverwenden.

FUN diff: (Real — Real) — Real — Real
DEF (diff f) x = ft (=< (D f z) * hList)
Dabei verwenden wir die Hilfsfunktion
FUN D: (Real — Real) — Real — Real — Real
DEF D fz h= f(”h)z__{(”_h)
und die Liste
FUN hList: List Real
DEF hList = hg -:( /2)« hList
WHERE
ho = «geeigneter Startwert»

2.4.3 Animation (,,Strome*)

Es ist bekannt, dass in der Funktionalen Programmierung die Eleganz etwas
leidet, wenn man mit Ein-/Ausgabe arbeiten muss. Das ist besonders dann
kritisch, wenn der funktionale Algorithmus mit der Ein-/Ausgabe verschrinkt
werden soll. Ausfiihrlich werden wir dieses Thema erst im Kapitel 17 behan-
deln. Aber fiir eine gewisse Klasse von Aufgaben kann eine einfache Losung
mit Hilfe von lazy Listen erreicht werden. In dieser Anwendung — also bei
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Ein-/Ausgabe — wird insbesondere auch oft der andere Name fiir lazy Listen
verwendet: Strome (engl.: streams).

Beispiel 2.6 (8-Queens mit Animation)

Das 8-Queens-Problem ist wohlbekannt: Man setze 8 Damen so auf ein Schach-
brett, dass keine eine andere bedroht (s. Abbildung 20.1 auf Seite 421). Das ist
eine standardmaéfige Backtrack-Aufgabe, die sich funktional ganz kurz folgen-
dermafien schreiben lésst. (Wir arbeiten hier mit der Variante der potenziell
unendlichen Listen.)

FUN queens: Configuration — List Configuration

DEF queens(pConf) = —— pConf = "partial configuration”
IF | pConf| = 8 THEN (pConf)
IF | pConf| < 8 THEN H /(queens * (legal < (pConf:-) x (1..8)))
FI

Wir wollen die Liste aller Losungen ausgeben. Dazu bauen wir partielle
Konfigurationen auf, bei denen eine Anzahl von i < 8 Damen gesetzt sind.
Falls ¢ < 8 hidngen wir an die Konfiguration alle moglichen Positionen fiir die
(i + 1)te Dame an. Die so entstehende Liste neuer Konfigurationen wird dann
durch das Prédikat legal gefiltert. Dieses Préadikat priift eine Konfiguration
auf gegenseitige Bedrohungen der Damen durch gleiche Zeilen und Diagona-
len. Auf jede verbleibende legale (partielle) Konfiguration wird dann rekursiv
queens wieder angewendet. Dadurch entsteht eine Liste von Listen, die durch
Konkatenation wieder flach gemacht wird. (In Kapitel 16 werden wir diesen
Algorithmus intensiver studieren.)

Dabei verwenden wir einige Hilfsfunktionen, deren Programmierung wir
hier nicht explizit hinschreiben, etwa (1..8) = (1,2,3,4,5,6,7,8), das Pradi-
kat legal oder die Operation ,, :- “ zur Erweiterung von Konfigurationen.

Interessanter ist fir uns jetzt die Animation. Das heifit, jede Losung soll
grafisch ausgegeben werden. (Die tatsichliche grafische Aufbereitung interes-
siert uns hier nicht; das wird erst in Kapitel 20 diskutiert. Im Augenblick geht
es uns nur um die Interaktion zwischen Algorithmus und I/O-Komponente.)
Wir gehen also von einer Ausgabefunktion folgender Bauart aus, wobei der
Typ Action fir Ausgabeaktionen steht und der Operator & fiir deren se-
quenzielle Ausfithrung, was funktional eine Form der Funktionskomposition
ist (s. Kapitel 17 und 18):

FUN animate: List Configuration — Action
DEF animate ) = done
DEF animate(config -: rest) = show(config) & animate(rest)

Warum ist in diesem Beispiel — das nur ein paar Dutzend Losungen hat —
die Verwendung einer lazy Liste besser als die Verwendung von Sequenzen?
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e Bei Sequenzen wiirden zunéchst alle Losungen berechnet, bevor mit der
Ausgabe der ersten begonnen wiirde. Das macht sich fiir den Benutzer in
einer deutlichen Verzogerung der Startzeit bemerkbar.

Im obigen Design wird dagegen jeweils nur die nachste gewiinschte Losung
berechnet und sofort gezeigt.

e Mit entsprechenden Erweiterungen des obigen Programms kann man leicht
interaktive Modifikationen einbauen. Dann kann sich der Benutzer z. B.
auch partielle Konfigurationen zeigen lassen.

Was allerdings bei beiden Varianten vollig fehlt, ist eine parallele Verar-
beitung: Wahrend der Benutzer eine Losung ansieht, rechnet das System die
néchste aus. Dazu brauchen wir andere Programmiermittel (s. Kapitel 19).
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Parser als Funktionen hoherer Ordnung

Die Grammatik ist die Experimentalphysik
der Sprachen.
A. de Rivarol (Mazimen und Gedanken)

Es gehort zur Folklore der Functional-programming community, dass sich
durch Verwendung von Funktionen héherer Ordnung Scanner und Parser be-
sonders klar und konzise schreiben lassen. Diese Folklore ist auch in einer
ganzen Reihe von Publikationen aufbereitet (unter anderem [85, 86, 76, 108,
88, 136, 112]).

Man mag nun einwenden, dass das alles fruchtlose Fingeriibungen sind,
denn schliefflich gibt es Parser und sogar Parsergeneratoren in reichlicher An-
zahl. Und die sind auch meistens effizienter als die Parser, die wir als Funk-
tionale schreiben. Trotzdem lohnt es sich:

Zum einen sind Fingeriibungen etwas sehr Niitzliches. Zum anderen ist
die Moglichkeit, selbst schnell und einfach Parser schreiben zu kénnen, auch
ungeheuer praktisch:

e Solche Parser kénnen als Prototypen dienen, mit denen man Experimen-
te zur geplanten Sprache durchfiihrt, bevor man sich an die Arbeit zum
endgiiltigen Werkzeug macht.

e Man braucht nicht den Formalismus des jeweiligen Generators zu lernen,
sondern bleibt innerhalb der eigenen Programmiersprache.

e Da man in der Programmiersprache bleibt, kann man besonders leicht
und flexibel die so genannten semantischen Aktionen programmieren, die
zu jedem Parser gehoren. (Hier bieten viele Generatoren nur duflerst ein-
geschrinkte Moglichkeiten.)

e Viele Parser und Generatoren verlangen starke Restriktionen beim Sprach-
design, um Effizienz zu garantieren. Wenn eine Sprache diesen Restriktio-
nen nicht geniigt, muss man sich mithsam um die Klippen ,,herummogeln“.

e Ein neuerer Aspekt ist, dass man ,eingebettete” Sprachen hat, das heifit,
innerhalb eines Programms der Sprache X gibt es Fragmente, die zur Spra-
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che Y gehodren. Hier muss man flexibel zwischen unterschiedlichen Parsern
umschalten kénnen.

e Auflerdem sind die heutigen Rechner so schnell geworden, dass die Effi-
zienzvorteile der ,schnellen“ Parser praktisch gar nicht mehr feststellbar
sind. Der ,,Prototyp-Parser kann dann gleich als Produkt dienen.

Insgesamt erhalten wir die Architektur von Abbildung 3.1. Es gibt zwei
primére Strukturen MetaParser und MetaScanner, die als generelle Werkzeu-
ge in der Bibliothek hinterlegt werden. Auf diesen aufbauend werden dann fiir
spezielle Grammatiken die entsprechenden Parser und Scanner definiert.

Die Strukturen MetaParser und MetaScanner sind generisch program-
miert, so dass sie fiir spezielle Grammatiken mit den entsprechenden Typen
flir die so genannten Token und Syntaxbdume instanziiert werden kénnen. Wir
werden die Beispiele im Folgenden etwas vereinfachen, indem wir anstelle der
Token (die noch Attribute wie Position etc. enthalten) nur einfache Strings
verwenden.

MyParser

SyntaxTree

[

Token

MetaParser MetaScanner

Abb. 3.1: Verwendung der Kombinator-Bibliothek

In den folgenden Abschnitten beschéftigen wir uns mit der Programmie-
rung der beiden Strukturen MetaParser und MetaScanner.

Es gibt unzahlige Varianten von Parsern, mit und ohne Fehlerbehandlung,
mit vollem und mit partiellem Backtrack, mit und ohne Optimierung, in mo-
nadischer Form und im so genannten Arrow-Stil, fiir beliebige kontextfreie
Sprachen und fiir eingeschrankte Sprachklassen usw. Da wir hier nicht an
Compilerbau interessiert sind, sondern an Prinzipien der Funktionalen Pro-
grammierung, beschranken wir uns auf eine programmiertechnisch besonders
einfache Form von Parsern, die nur fiir gewisse eingeschrénkte Sprachklas-
sen anwendbar sind (im Wesentlichen auf so genannte LL(1)-Grammatiken).
Auf mogliche Verallgemeinerungen gehen wir am Ende des Kapitels in Ab-
schnitt 3.4 noch kurz ein.
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3.1 Vorbemerkung zu Grammatiken und Syntaxbdumen

Wir setzen hier elementares Grundwissen iiber Formale Sprachen und Gram-
matiken voraus, insbesondere die Begriffe Produktionsregel, Terminal- und
Nichtterminalzeichen (siehe etwa [80]). Wir werden im Folgenden grundsétz-
lich mit kontextfreien Grammatiken arbeiten, also Grammatiken, deren Pro-
duktionsregeln von folgender Form sind:

A—u

mit einem Nichtterminal A und einem String u € V*, wobei das Alphabet
V =T U N sich aus den Terminalzeichen T" und den Nichtterminalzeichen N
zusammensetzt.

Zur Illustration der folgenden Diskussionen verwenden wir ein moglichst
kurzes, aber illustratives Beispiel, das in Tabelle 3.1 angegeben ist. Diese
Grammatik erzeugt Zeichenreihen der Art "* x * xy", also Identifier, denen
ein oder mehrere Sterne vorausgehen.

S Ide [a1]
"+ s 5]

$2]

n =

Ll

Ide

Tab. 3.1: Eine Beispielgrammatik

Den Aufbau von Identifiern und die Behandlung von Leerzeichen zwischen
den Elementen ignorieren wir fir den Augenblick, um die Diskussion knapp
und konzise zu halten. Die Bedeutung der Symbole a7, s und s3 werden wir
weiter unten erldutern. Man beachte, dass die dritte Produktion eine leere
rechte Seite hat (weil das Symbol §3 keine Zeichen erzeugt).

Das Parsieren eines Strings der Bauart "* * * xy" nach dieser Grammatik
fiihrt dann auf einen so genannten Syntazbaum. Dabei gibt es zwei Varianten,
die in Abbildung 3.2 illustriert sind: konkrete und abstrakte Syntaxbiume. Bei
den ersteren bleiben auch konstante Terminalzeichen erhalten, wiahrend diese
bei den letzteren zur Steigerung der Speichereffizienz weggelassen werden. Im
Folgenden arbeiten wir mit konkreten Syntaxb&dumen.

Damit wird auch die Rolle der Symbole a1, s1 und ss in der Grammatik aus
Tabelle 3.1 klar: Sie sind die Konstruktoren der entsprechenden Syntaxbaume.
Die Varianten a; etc. binden diese Konstruktorfunktionen als so genannte
semantische Aktionen in die Grammatik ein.

Zunéchst definieren wir den Typ der Syntaxbdume. Auch hier miissen wir
eine Designentscheidung treffen: Am einfachsten ist es, einen einheitlichen Typ
Tree fiir alles zu verwenden; man kann aber auch fiir jedes Nichtterminal einen
eigenen Untertyp von Tree einfithren. Die zweite Variante macht zwar etwas
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ai
N “
S1 \ "Xy" 81/ \"Xy"
n * n 81 \ \81
" * " Sl \51
My n \ \
* S2 52
konkreter Syntaxbaum abstrakter Syntaxbaum

Abb. 3.2: Syntaxbidume

mehr Aufwand in der Programmierung, ist dafiir aber typsicherer, weshalb
wir sie als iiberlegen ansehen.

STRUCTURE SyntazTree = {

TYPE ATree = ay(STree x Ide) —— konkrete Syntazbiume zu A

TYPE STree = s1(String x STree) —— konkrete Syntazbiume zu S
>

TYPE Tree = ATree| STree —— alle konkreten Syntarbiume

TYPE Ide = ide(symbol: String) —— Identifier

}

Wie man beim Vergleich mit der Grammatik in Tabelle 3.1 sieht, ergibt sich
die Struktur der Baumtypen unmittelbar aus der zugehorigen Grammatik.

3.2 Parser

Ein Parser ist im Wesentlichen eine Funktion, die als Argument einen String
nimmt und als Ergebnis einen zugehorigen (abstrakten oder konkreten) Syn-
taxbaum abliefert. Da aber nicht auszuschlieflen ist, dass der String fehlerhaft
ist, muss auch die Moglichkeit des Scheiterns eingeplant werden. Deshalb ist
das Ergebnis nicht Tree, sondern Maybe Tree, wobei wir den folgenden Hilfs-
typ verwenden (s. Abschnitt 8.1.1):

TYPE Maybe o = o« | { fail }

Eine weitere Komplikation entsteht dadurch, dass nur beim Aufruf der
auersten Parsingfunktion der gesamte String ,verbraucht® wird; im Allge-
meinen verarbeiten die Parsingfunktionen nur einen gewissen Initialteil des
gegebenen Strings. Das sieht man sehr leicht an unserem Beispiel "* * * xy".
Die Funktion, die die drei Sterne parsiert, lasst als Rest den String "xy" iib-
rig. Diese Uberlegungen fithren dazu, folgenden polymorphen Typ fiir Parser
einzufiihren:

TYPE Parser a = (String — Maybe(a) X String)
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Dabei steht die Typvariable « fiir die verschiedenen Typen von Syntaxbéu-
men, in unserem Beispiel also fiir ATree und STree, die als erstes Ergebnis
abgeliefert werden. Das zweite Ergebnis ist der verbliebene Reststring.

Unser Ziel ist es jetzt, Operatoren einzufithren, mit deren Hilfe wir zu ei-
ner gegebenen Grammatik ganz leicht den zugehorigen Parser programmieren
konnen. Zur Motiven zeigen wir zundchst, wie — unter Verwendung der gleich
zu definierenden Operatoren — unsere Beispielgrammatik aus Tabelle 3.1 in
einen Parser umgesetzt werden kann.

STRUCTURE MyParser = {

IMPORT MetaParser —— die generellen Parserfunktionale
SyntaxTree —— die Syntazbiume (ATree, STree)
MyScanner —— Analyse von Identifiern (Ide)

FUN A: Parser(ATree)
FUN S: Parser(STree)
FUN Ide: Parser(String)
DEF A= 5;Ide; a1
DEF S = "x";5 ;5

| 5

}
Wie man sieht, ist der Parser eine direkte Eins-zu-Eins-Umsetzung der Gram-
matik. (Da wir unsichtbare Operatoren zulassen, kénnten wir sogar den Ope-
rator ,,; “ weglassen, sodass die Grammatik praktisch identisch zum Parser
wire.) Diese Anwendung illustriert die Verwendung der Parsing-Operatoren,
die in Programm 3.1 definiert sind.

Aufgrund der Typisierung der einzelnen Operatoren ergibt sich im obigen
Beispiel z. B. die Klammerung

DEF 5 = (("+";5);51) | &

wobei fiir s noch ein entsprechendes Lifting nach Parser(STree) ergénzt wird.

Die Typen und Funktionen zum Parsieren werden in einer Struktur
MetaParser zusammengefasst. Neben dem priméaren Typ Parser verwenden
wir noch einen Hilfstyp Action zur Darstellung der semantischen Aktionen.
Dieser Typ dient im Wesentlichen dazu, die verschiedenen Konstruktorfunk-
tionen der Baumtypen einheitlich einzupacken. (Dieser Typ wére nicht unbe-
dingt erforderlich; er verbessert aber die Lesbarkeit.)

Der erste Operator (A ; B) verbindet zwei Parserfunktionen sequenziell.
Bei der Anwendung wird zuerst A auf den gegebenen String s angewandt.
Im einfachsten Fall entsteht daraus ein Baum a und es bleibt ein Reststring
r. Auf diesen wird dann der Parser B angewandt, der im Erfolgsfall einen
Baum b und einen weiter verkiirzten Reststring r’ liefert. Das Gesamtergeb-
nis besteht dann aus dem Paar (a, b) und dem Reststring r’. Im Allgemeinen
konnen aber durch die Teilparser A und B nicht nur einzelne Baume, sondern
ganze Tupel von Baumen erzeugt werden. Deshalb brauchen wir die assoziati-
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Programm 3.1 Die Parsing-Operatoren

STRUCTURE MetaParser = {
TYPE Parser a = (String — Maybe(a) x String)
TYPE Action o = action(cons: «)

FUN ; : Parser(a) x Parser(8) — Parser(a® [3)

FUN ; : Parser(a ) x Action(a — ) — Parser(3)

FUN | : Parser(a) x Parser(a) — Parser(a)

FUN ~: a — Action(«)

FUN ~: a — Parser(a) —— Lifting
FUN : String — Parser(String) —— Scanner

DEF (4; B)(s) = LET (a,7) = A(s) IN
IF a # fail THEN LET (b,r’) = B(r) IN

IF b # fail THEN (a ® b, ') —— Erfolg
IF b = fail THEN (fail,s) F1 ~—— Backtrack
IF a = fail THEN (fail, s) —— Backtrack
FI
DEF (A ; action(f))(s) = LET (a,r) = A(s) IN
IF a # fail THEN (f(a), r) —— Erfolg
IF a = fail THEN (fail,s) FI —— Backtrack
DEF (A| B)(s) = LET (a,r) = A(s) IN
IF a # fail THEN (a,r) —— Erfolg
IF a = fail THEN B(s) FI —— Backtrack
DEF [: Action = action(f)
DEF a: Parser = As e (a,s) —— Lifting
DEF (terminal: String): Parser = shift(terminal) —— Lifting
FUN shift: String — Parser(String)
DEF shift(t)(s) = ... —— Scanner
}

ve Komposition von Tupeln, fir die z.B. (a,b) ® (¢, d, e) = (a, b, ¢, d, e) gilt
(s. Abschnitt 6.4.1).

Falls einer der beiden Parser A oder B scheitert, wird insgesamt das Ergeb-
nis fail abgeliefert und der Eingabestring s unveriandert durchgereicht. Damit
wird (zumindest partielles) Backtracking erreicht.

Am Ende jeder Produktion steht eine semantische Aktion f, die aus einem
Konstruktor f des entsprechenden Baumtyps abgeleitet ist. Diese Aktion wird

mit einem Parser in der Form (A4 ,f) zu einem neuen Parser verbunden. Bei
der Anwendung auf einen String s wird zunédchst A auf s angewandt. Das
liefert im Allgemeinen ein Tupel (ai, ..., a,) von Badumen, auf die dann der
Konstruktor f angewandt wird, um einen neuen Baum a = f(ay, ..., a,) zu
erzeugen. Dieser Baum und der Reststring r werden dann abgeliefert. Auch
hier wird beim Scheitern des Parsers A wieder fail abgeliefert und Backtrack
ermoglicht.
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Der Operator (A4 | B) erlaubt die Auswahl zwischen zwei Parsern. Idealer-
weise sollte diese Operation symmetrisch sein, was aber technisch nur schwer
machbar ware. Deshalb arbeitet unsere einfache Implementierung sequenziell:
Zuerst wird der Parser A versucht. Falls er erfolgreich ist, bestimmt er auch
das Gesamtergebnis. Ansonsten wird der Parser B genommen.

Der Operator ? dient nur dazu, einen Baumkonstruktor zu einer semanti-
schen Aktion zu machen, um so die Typisierung der anderen Operationen zu
erleichtern. Bei Bedarf — z. B. bei der leeren Produktion s; im obigen Beispiel
— muss gleich ein Lifting zu einem Parser stattfinden, der den Baum a und
den unverdnderten String s abliefert.

Um das Schreiben der Grammatiken besonders bequem zu machen, er-
lauben wir, Terminalzeichen direkt als Strings anzugeben. Deshalb brauchen
wir einen (unsichtbaren) Casting-Operator, der aus einem String einen Par-
ser macht. Die Funktion shift priift, ob das Terminaltoken ¢ in der Tat den
Anfang des Eingabestrings s bildet, also s = t + r gilt; falls ja, werden dieser
String ¢ und der verbleibende Reststring r abgeliefert, ansonsten fail und s
selbst. (Mehr zu Scannern diskutieren wir gleich in Abschnitt 3.3.)

Diese Art der Parserprogrammierung ist sehr einfach, hat aber auch starke
Einschrankungen bzgl. der Anwendbarkeit. Darauf gehen wir in Abschnitt 3.4
noch einmal kurz ein.

3.3 Scanner

In den Beispielen des vorigen Abschnitts haben wir das Erkennen von Identifi-
ern offen gelassen. Diese Art von Aufgaben wird traditionell nicht von Parsern,
sondern von Scannern erledigt. Diese basieren iiblicherweise nicht auf den kon-
textfreien Grammatiken, sondern auf den einfacheren reguldren Grammatiken.
Das ist heute aber aus mehreren Griinden veraltet:

e Angesichts der Geschwindigkeit und der Speicherkapazitat heutiger Rech-
ner ist der minimale Effizienzgewinn den zusétzlichen Programmierauf-
wand nicht wert.

e Viele Aspekte — z. B. geschachtelte Kommentare — iibersteigen die Méch-
tigkeit reguldrer Grammatiken, so dass sie von traditionellen Scannern
ohnehin nicht verarbeitet werden konnen.

e Moderne Programmiersysteme vermischen Dokumentationssprachen wie
ETEX mit Programmiersprachen, so dass man flexibel zwischen verschie-
denen Scannern umschalten muss.

Aus diesen Griinden fithren wir fiir Scanner keine gesonderten Parsing-
konzepte ein, sondern versuchen unsere bisherigen Mechanismen weitgehend
beizubehalten. Wir illustrieren das Vorgehen anhand der Grammatik in Ta-
belle 3.2, die die fehlenden Identifier zur Grammatik in Tabelle 3.1 beschreibt.

Zu dieser Grammatik assoziieren wir das folgende Programm (das auf den
Operatoren von Programm 3.2 basiert):
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Ide — Letter Ide [idei]
Ide — Letter [ides]
Letter — (("a".."z") | ("A".."Z")) [letter]

Tab. 3.2: Beispielgrammatik (Fortsetzung)

STRUCTURE MyScanner = {
IMPORT MetaScanner

FUN Ide: Scanner
FUN Letter: Scanner

DEF Ide = (Letter ; Ide) | Letter
DEF Letter = ("a".."2") | ("A".."Z")

}

Man beachte, dass die Reihenfolge bei der Definition von Ide essenziell ist;
denn die rekursive Regel muss vor der Abbruchregel ausgefiihrt werden. Dazu
betrachte man einen Identifier "abc", dem z.B. ein Leerzeichen folgt. Nach
mehreren Inkarnationen von Ide kommt das Leerzeichen; damit wird in dieser
Inkarnation der linke Zweig zu fail, sodass dann der rechte Zweig genommen
wird, was letztlich zur erfolgreichen Erkennung von "abc" fiithrt. Damit wird
das Prinzip des so genannten longest match realisiert. Allerdings funktioniert
das nicht generell so einfach wie in diesem Beispiel.

Auch der Scanner basiert auf vordefinierten Funktionen héherer Ordnung,
die in Programm 3.2 angegeben sind. Diese Funktionen folgen im Prinzip den
gleichen Konzeptionen wie die entsprechenden Parserfunktionen. Da wir je-
doch nicht unterschiedliche Arten von Bidumen erzeugen, sondern immer nur
Strings miteinander konkatenieren, konnen wir auf die Angabe unterschiedli-
cher semantischer Aktionen verzichten.

Unser Programm 3.2 zeigt nur das wesentliche Grundprinzip. Fiir einen
praktikablen Scanner wéren noch einige technische Details hinzuzufiigen, auf
die wir hier jedoch verzichten.

Das gilt insbesondere fiir die so genannten Token, auf die wir hier verzich-
ten; deshalb ist die Architektur unseres Programms gegeniiber Abbildung 3.1
etwas vereinfacht. Ublicherweise werden die von Scannern erkannten Strings
nicht direkt zuriickgeliefert, sondern zuvor noch mit weiteren Informationen
angereichert, z. B. mit der Position im Programmtext (fiir Fehlermeldungen).
Auflerdem werden die Strings oft noch mit Hilfe einer so genannten Symbolta-
belle durch Indizes ersetzt, wodurch die weiteren Phasen des Compilers etwas
effizienter werden.
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Programm 3.2 Die Scanner-Operatoren

STRUCTURE MetaScanner = {
TYPE Scanner = (String — Maybe(String) x String)

FUN ; : Scanner X Scanner — Scanner
FUN | : Scanner X Scanner — Scanner
FUN : Char — Scanner

FUN .. : Char x Char — Scanner

DEF (A4; B)(s) = LET (a,7) = A(s) IN
IF a # fail THEN LET (b,r’) = B(r) IN

IF b # fail THEN (a H b, r') —— Erfolg
IF b = fail THEN (fail,s) F1 =~ —— Backtrack
IF a = fail THEN (fail, s) —— Backtrack
FI
DEF (A | B)(s) = LET (a,7) = A(s) IN
IF a # fail THEN (a, ) —— Erfolg
IF a = fail THEN B(s) FI —— Backtrack
DEF ((c: Char): Scanner)(s) = 1IF ft(s) = ¢ THEN (ft(s), rt(s)) —— Erfolg
IF ft(s) # ¢ THEN (fail, s) FI —— Backtrack
DEF (c1..¢2)(s) =1F 1 < ft(s) < c2 THEN (ft(s), rt(s)) —— Erfolg
ELSE (fail,s) FI —— DBacktrack

3.4 Verallgemeinerungen

Die Parsingtechnik, die in Programm 3.1 in Abschnitt 3.2 beschrieben ist,
unterliegt starken Einschréankungen, die man auf unterschiedliche Art und
Weise beheben kann. Wir betrachten einige Beispiele.

Volles Backtracking

Als Erstes betrachten wir die folgende Grammatik:

A N (B I g) ngn [d"l]
B — "x" [b]
c N Nyt uyu [c"ﬂ

Tab. 3.3: Eine problematische Beispielgrammatik

Wenn wir den zugehorigen Parser auf die Eingabe "x y z" anwenden, dann
erhalten wir fail, weil zuerst der Parser B angewandt wird, der mit einem
Erfolg endet. Der verbliebene Parser "z" wird dann auf den restlichen Einga-
bestring "y z" angewandt, was scheitert.
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Diese Art von Problemen wird behoben, wenn man statt unserer partiel-
len Backtrack-Technik ein volles Backtracking vorsieht. Dazu muss der Typ
Parser entsprechend komplexer werden:

TYPE Parser(«a) = (String — Set(a x String))

Diese Art von Parsern berechnet jetzt nicht mehr einen Baum bzw. fail, son-
dern die Menge aller moglichen Badume und ihrer zugehorigen Reststrings.
Damit wird die Auswahl sehr einfach programmierbar als Mengenvereinigung:

DEF (A | B)(s) = A(s) U B(s)

Die sequenzielle Komposition von Parsern wird jetzt aber wesentlich kom-
plexer:

DEF (4; B)(s) = U /(p(B) * A(s))
WHERE
¢(B)(a,r) = ¢(a)* B(r)

WHERE
P(a)(b,r') = (a®b, 1)

Zuerst wird der Parser A angewandt, was eine (moglicherweise leere) Menge
von Ergebnissen — also Bdume oder Baumtupel zusammen mit ihren Rest-
strings — liefert. Fiir jedes dieser Paare (a, r) wird jetzt mittels der Hilfsfunk-
tion ¢ zunéchst der Parser B auf r angewandt und dann das Ergebnis mit
a konkateniert. Da aber auch B eine ganze Menge von Ergebnissen produ-
zieren kann, miissen wir dies elementweise tun. Insgesamt erhalten wir also
eine Menge von Mengen, die mittels U / wieder zu einer Menge verschmolzen
werden muss.

Mit einem solchen vollen Backtrack-Parser kann man zwar prinzipiell alle
kontextfreien Sprachen verarbeiten, aber es bleiben einige Probleme:

e Der Parser ist im Allgemeinen relativ ineffizient.
Wenn der Eingabestring Fehler enthélt, dann liefert der Parser nur die
leere Menge als Zeichen des Scheiterns. Er gibt keinen Hinweis, wo der
Fehler lag. (Dazu muss man zusétzlichen Programmieraufwand treiben.)
o Grammatiken mit linksrekursiven Produktionen sind nicht unmittelbar ver-
arbeitbar. Diesen Punkt betrachten wir gleich noch genauer.

Linksrekursion

Zur Illustration betrachten wir die Grammatik in Tabelle 3.4, die Funktions-
applikationen in Curry-Form beschreibt, also Terme der Art "f x y z", wobei
folgende implizite Klammerung erreicht werden muss: " (((f x) y) z)".

Wenn man zu dieser Grammatik ganz naiv den zugehéorigen Parser kon-
struieren wiirde, dann wiirde dieser nicht terminieren:

DEF A = (A ; Ide) | Ide —— nichtterminierender Parser
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A — A Ide [a1]
A — Ide [a3]

Tab. 3.4: Eine linksrekursive Beispielgrammatik

Die Rettung aus diesem Dilemma besteht in einer geeigneten Transforma-
tion der Grammatik. So ist z.B. die Grammatik in Tabelle 3.4 gleichwertig
zu der in Tabelle 3.5 (mit einem neuen Nichtterminal A”). Man beachte, dass
dabei eine Produktion mit leerer rechter Seite entsteht (was traditionell mit
dem Buchstaben ¢ geschrieben wird).

Tab. 3.5: Die transformierte Grammatik aus Tabelle 3.4

In dieser transformierten Grammatik treten allerdings einige Komplika-
tionen auf. Weil die semantischen Aktionen nicht mehr notwendigerweise am
Ende der Produktionen stehen, miissen wir unsere Operatoren anpassen. Au-
Berdem muss z.B. die Funktion A’ jetzt als Argument den bereits parsierten
Baum bekommen. Zur Grammatik in Tabelle 3.5 gehoren damit die folgenden
Funktionalitdten und Definitionen:

FUN A: Parser(ATree)

FUN A’: ATree — Parser(ATree)

DEF A=1Ide ; ap ; A’

DEF A'(a)=(a ; Ide ; a1 ; A') | a

Damit dies funktioniert, miissen wir noch eine weitere Variante der se-
quenziellen Komposition einfithren:

FUN ; : Parser(a) x (a — Parser(3)) — Parser(f)

Die Definition dieser Variante tiberlassen wir dem interessierten Leser als
Ubung.

Effizienzsteigerung

Mit weiteren Transformationen — vor allem mit der so genannten Linksfak-
torisierung — lasst sich die Effizienz der Parser steigern, weil Backtracking
seltener notig wird oder Sackgassen frither erkannt werden. Ein Beispiel zeigt
die Grammatik in Tabelle 3.6, die durch Linksfaktorisierung aus Tabelle 3.3
hervorgeht.
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A — ||§|| (B/ | C/) Al [d"l]

B —  [b]
¢ — 'y ]

Tab. 3.6: Die umgeformte Problemgrammatik aus Tabelle 3.3

Dies lasst sich noch mit der Idee der so genannten First- und Followmengen
verbinden (auf die wir hier nicht ndher eingehen kénnen). Diese Technik liefert
fiir jede Produktion ,Wachter®, das heifit Mengen von Terminalzeichen, die
am Anfang des Eingabestrings stehen miissen, wenn die Produktion anwend-
bar ist. Diese Wéchter liefern also eine notwendige (aber keine hinreichende)
Bedingung fiir die Anwendbarkeit der Produktion. (Wenn diese Wachter dis-
junkt sind, spricht man von LL(1)-Grammatiken.) Das folgende Programm
realisiert dieses Prinzip flir die Grammatik aus Tabelle 3.6, wobei wir einen
entsprechend definierten Operator

FUN = : Set Char x Parser(a) — Parser(c)
DEF (G = A)(s) =1IF ft(s) € G THEN A(s) ELSE (fail, s) FI

voraussetzen, der zur Struktur MetaParser hinzugefiigt werden miisste.

FUN A: Parser(ATree)

FUN B’: String — Parser(BTree)

FUN C': String — Parser(CTree)

DEF A= ({*o"} = "a® ; (B | C') ; "2 5 @)
DEF B'(z) = ({"2"} =z ; by )

pEe C'(0) = ({"y"} =25 "y" 5 @)

Ohne diese Wachter wiirde z. B. bei der Eingabe "xy z" der Parser B’ auf

den String "y z" angewandt und seine Aktion b~1 ausfithren. Danach wiirde
die Fortsetzung des Parsers A endgiiltig scheitern. Mit dem Wachter scheitert
B’ und die (korrekte) Alternative C' wird erfolgreich angewandt.

Mit diesen Erweiterungen funktioniert jetzt unser Parser mit partiellem
Backtrack auch fiir diese Grammatik.

Auch wenn man zeigen kann, dass mit solchen Transformationen ein méch-
tiges und gleichzeitig effizientes Parsingkonzept erreicht werden kann [112], so
bleibt doch ein wesentlicher Nachteil: Die Anwendung der Transformationen
ist im Allgemeinen so komplex, dass man bereits wieder entsprechende Werk-
zeuge zu Hilfe nehmen muss. Damit ist der Charme unserer urspriinglichen
Idee ,,Grammatik = Parser® weitgehend verloren. Deshalb sind unsere hier
skizzierten Prinzipien vor allem bei den einfacheren Grammatiken angebracht,
die keine weiteren Adaptionen brauchen.

! Erfreulicherweise sind viele wichtige Applikationsfelder so einfach, dass diese Art
von Grammatiken und Parsern ausreicht. Prominente Beispiele dafiir sind XML
und HTML.
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Gruppen: Die Basis der Modularisierung

Heil’ge Ordnung, segensreiche

Himmelstochter, die das Gleiche

Frei und leicht und freudig bindet
Schiller (Lied von der Glocke)

Eigentlich gibt es nur zwei fundamentale Konstruktionsprinzipien fiir (funk-
tionale) Programme. Das erste ist wohlbekannt und wurde in den letzten
Kapiteln schon behandelt: Funktionen. Das zweite ist etwas schwieriger zu
charakterisieren, denn es tritt in unterschiedlichen Spielarten auf. Deshalb
gibt es auch keinen einheitlichen Begriff dafiir. Letztlich geht es aber immer
darum, eine Reihe von Dingen — z. B. Werte, Funktionen, Typen — zu einem
grofleren Ganzen zusammenzufassen. Deshalb bieten sich Begriffe wie An-
sammlung, Kollektion, Gruppe oder Ahnliches an. Weil es das kiirzeste dieser
Worter ist, wihlen wir Gruppe.

Anmerkung 1: Viele Programmiersprachen leiden an einer Krankheit: Featuritis.
Sie umfassen ein Konglomerat von Konzepten und Notationen, die ihre Designer
aus dem einen oder anderem Grund fir nitzlich hielten. Nun ist nichts dagegen
einzuwenden, dass eine Sprache Ausdrucksmittel bereitstellt, die das Programmieren
erleichtern. Im Gegenteil, das Programmieren zu erleichtern ist eine der primdren
Daseinsberechtigungen von Sprachen. Aber es darf kein zufilliges Konglomerat von
individuellen Features entstehen; vielmehr muss ein homogenes Design erkennbar
sein. Fine wesentliche Vorbedingung dafiir ist, dass die einzelnen Features auf einem
gemeinsamen, wohl definierten Fundament basieren.

Anmerkung 2: Auch das elementarste Fundament braucht eine Pragmatik, auf der
die Begriffe aufsetzen. Wir benutzen dazu die grundlegenden Konzepte der Mathema-
tik, insbesondere Mengen, Funktionen, Relationen etc. (Wer auch diese Begriffe hin-
terfragen will, sei auf die entsprechenden Bemiihungen der Mathematik verwiesen,
wie sie z. B. von Bourbaki [24] ebenso aufwendig wie exzellent prasentiert werden.)
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4.1 Ttems

Die Gesamtheit aller Dinge, die eine Programmiersprache ausmachen — Zah-
len, Texte, Listen, Arrays, Funktionen, Typen, Spezifikationen, Module, Bi-
bliotheken usw. — bilden das semantische ,, Universum® U der Sprache (engl.:
universe of discourse). Fiir die Elemente dieses Universums brauchen wir einen
sehr allgemeinen, generischen Begriff, der so unspezifisch ist wie die Dinge, fiir
die er steht. Wir wihlen dazu den Begriff Itemn (der im Englischen genauso
nichtssagend ist, wie das deutsche Wort ,,Ding®, das wir oben verwendet ha-
ben).

Definition (Universum, Item)

Die Gesamtheit aller Dinge, die eine Programmiersprache ausmachen, bilden
das Universum U der Sprache. Die Elemente von U nennen wir Items.

Die naheliegende Frage ist jetzt: Wie ldsst sich das semantische Universum
U prazise definieren? Die vorlaufige Antwort ist: Wir werden es im Laufe des
Buches Stiick fiir Stiick erarbeiten.

Als Pragmatik legen wir hier vorldufig nur fest, dass U einige vordefinierte
Mengen einschlieft:

Wahrheitswerte (Bool).

Zahlen, insbesondere die natiirlichen Zahlen (Nat), die ganzen Zahlen (Int)
und die Gleitpunktzahlen (Real); dabei lassen wir offen, wie diese Zahlen
genau aussehen (32 Bit, 64 Bit, unbeschrinkt).

e Zeichen (Char); dabei lassen wir offen, ob wir uns auf das Asci-Alphabet
beschrénken oder das UNICODE-Alphabet wéhlen (wobei in beiden Féllen
weitere Diversifizierungen moglich sind).

o Texte (String), also Folgen von Zeichen.

Ebenfalls als Teil der Pragmatik setzen wir die {iblichen Operationen auf
den Elementen dieser Mengen voraus, also Addition, Multiplikation, Konka-
tenation etc.

4.2 Das allgemeine Konzept der Gruppen

Zur Motivation betrachten wir drei kleine Beispiele (in Ad-hoc-Notation), auf
die wir im Laufe des Kapitels immer wieder zuriickgreifen werden.

(1) Punkte im R? kénnen in der so genannten analytischen Darstellung
mit Betrag und Winkel definiert werden. Und Geraden lassen sich durch zwei
Punkte reprisentieren. Das ist in Programm 4.1 illustriert. Dabei nehmen
wir an, dass geeignete Typen Dist fiir die nicht-negativen reellen Zahlen und
Angle fiir die Winkel zwischen 0° und 360° verfiigbar sind.
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Programm 4.1 Eine Linie, gegeben durch zwei Punkte

l: Line = { p1: Point = { dist: Dist = 2.7, angle: Angle = 45 },
p2: Point = { dist: Dist = 1.3, angle: Angle =33} }

(2) Zur Modularisierung von Programmen verwenden wir Strukturen. Eine
Struktur, die die Typen und Operationen fiir Punkte im R? zusammenfasst,
konnte z. B. aussehen wie in Programm 4.2 (wiederum in Ad-hoc-Notation):
Hier wird ein Typ Point mit den entsprechenden Komponententypen Dist

Programm 4.2 Eine Struktur fiir Punkte im R?

STRUCTURE Point = {
TYPE Point = { dist: Type = Dist, angle: Type = Angle }
FUN z: (Point — Real) = Ap e« p.dist * cos(p.angle)
FUN y: (Point — Real) = Ap « p.dist * sin(p.angle)

}

und Angle sowie ihren Selektoren eingefiihrt. Auflerdem werden zwei Funk-
tionen z und y definiert, die die beiden kartesischen Koordinaten liefern. Die
Bedeutung des Identifiers Type werden wir in Kapitel 9 kennen lernen.

(3) Wenn wir uns auf das Niveau des Software-Engineerings grofier Pro-
grammpakete begeben, miissen wir eine Modularisierung in Bibliotheken und
Packages vornehmen. Das wird in Programm 4.3 angedeutet. Hier werden
einige logisch zusammengehorige Strukturen in einem gemeinsamen Package
definiert.

Programm 4.3 Modularisierung mittels Packages

PACKAGE Geometry = {
STRUCTURE Point = {...}
STRUCTURE Line = {...}
STRUCTURE Polygon = {...}
STRUCTURE Clircle = {...}

Die Ahnlichkeit der obigen Beispiele legt es nahe, das gemeinsame, allen
zugrunde liegende Konzept herauszuarbeiten. Bei der Schreibweise kénnen wir
eine minimalistische Form wahlen, wie sie z. B. von HASKELL angestrebt wird,
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oder eine mehr Schliisselwort-orientierte Form, wie sie z. B. in OPAL bevorzugt
wird.

Definition (Gruppe)

Eine Gruppe g besteht aus n Komponenten, genannt Items, die mit den
Selektoren ay, ..., a, angesprochen werden. Die Komponenten haben die
Typen Ty,..., T, und ihre Werte sind durch F, ..., E, definiert. Auch die
Gruppe selbst hat einen Typ Tj.

HASKELL-Stil OPAL-Stil
g:To =1 GROUP g: Ty ={
a: Ty = By ITEM a1: Th = By
a,: T, = E, ITEM a,: T, = E,

} }

Die einzelnen Komponenten — also einige der E; — kénnen wieder Gruppen
sein.

Die Begriffe ,,Typ“ und ,Wert“ missen hier in einem erweiterten Sinn
verstanden werden. Das werden wir in den Kapiteln 6 bis 9 noch ausgiebig
diskutieren. Fiir den Augenblick wollen wir intuitiv akzeptieren, dass es einen
solchen erweiterten Typ- und Wertbegriff gibt.

Anmerkung: Als konsequentere Variante des Schlisselwort-orientierten Stils konnte
man sogar die Klammern {..} weglassen und das Ende der Gruppe durch ENDGROUP
kennzeichnen.

4.2.1 Syntactic sugar: Schliisselworter

Der minimalistische Stil von HASKELL sieht bei kleinen Programmen elegant
aus, fihrt bei grofien Programmen aber schnell zu schlechter Lesbarkeit. Au-
Berdem lasst er sich nur bei wenigen Konzepten durchhalten; von einem be-
stimmten Punkt an werden Schliisselworter benotigt, um Mehrdeutigkeiten
zu vermeiden. Deshalb werden wir hier von Anfang an etwas spendabler mit
ihnen umgehen.

Schliisselworter verlangen etwas mehr Schreibarbeit, kompensieren das
aber durch eine ganzen Reihe von Vorteilen. Vor allem lassen sich Mehrdeu-
tigkeiten vermeiden, was nicht nur fiir den Compiler hilfreich ist, sondern —
wichtiger noch — fiir den menschlichen Leser. Auflerdem wird die Behandlung
von Tippfehlern wesentlich erleichtert, weil der Compiler viel schneller wieder
in Tritt kommt (ebenso wie der menschliche Leser).
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Damit erhalten wir aber das Problem, beim Sprachdesign geeignete Schliis-
selworter wahlen zu miissen. Dabei ist die Gefahr der oben erwéhnten Featu-
ritis besonders grofl. Unsere grundlegende Herangehensweise an Sprachkon-
zepte fihrt uns sehr schnell auch zu einem neuen Ansatz fiir Schliisselworter.
Wir brauchen — &hnlich wie bei Typen — eine Art von Vererbungshierarchie
flir Schliisselworter. Jedes Schliisselwort hat eine semantische Bedeutung und
hilft somit sowohl dem Compiler als auch dem menschlichen Leser.

Das hat sich schon in der obigen Definition gezeigt. Denn einige der Items
a; konnen wiederum Gruppen sein, was eigentlich das Schliisselwort GROUP
anstelle von ITEM erfordern wiirde.

Festlegung (Hierarchie von Schliisselwortern)

Die Schliisselwérter unserer Sprache sind hierarchisch organisiert. An der Spit-
ze steht das vollig unspezifische Schliisselwort ITEM. Wenn es sich bei dem Item
um eine Gruppe handelt, darf das Schliisselwort GROUP benutzt werden.

Weitere Spezialisierungen werden wir im Laufe der Zeit kennen lernen: VAL,
FUN, TYPE, STRUCTURE, PACKAGE etc. Aber es ist immer zuldssig, anstelle
eines spezifischen ein schwicheres Schliisselwort zu verwenden, im Extremfall
GROUP oder sogar nur ITEM.

Wenn wir iiber allgemeine Konzepte sprechen, dann verwenden wir meis-
tens die unspezifischen Schlisselworter wie ITEM oder GROUP (und manchmal
werden wir uns auch die Freiheit nehmen, in den Schliisselwort-freien HAS-
KELL-Stil zu verfallen). Aber es ist klar, dass die jeweiligen Aussagen auch fiir
die Spezialisierungen wie FUN, TYPE, PACKAGE etc. gelten.

Anmerkung 1: Die Hierarchie ist nicht einfach. Zum Beispiel kénnen Typen manch-
mal Gruppen sein, manchmal aber auch nicht. Deshalb kann TYPE manchmal durch
GROUP ersetzt werden, manchmal aber auch nur durch 1TEM.

Anmerkung 2: Da alle Schliisselworter letztlich nur Spezialisierungen von ITEM sind,
erhalten wir prinzipiell die Moglichkeit, unsere Programmiersprache stark zu flexi-
bilisieren. Denn es gibt keinen Grund, weshalb nicht einzelne Programmierer neue
Schliisselworter einfihren sollten. (Dies wdre ein dhnlicher Mechanismus wie die
»Stereotypes“ in UML; wir werden diese Maglichkeit hier aber nicht systematisch
ausarbeiten, sondern nur punktuell andeuten.)

Anmerkung 3: Manchmal stoflen wir auf einen Konflikt zwischen konzeptuell sau-
beren und traditionell gelaufigen Notationen. In diesen Fdllen kénnen wir spezielle
Schliisselworter benutzen, um einen Kompromiss zwischen beiden Wiinschen zu er-
lauben.

4.2.2 Selektoren und die Semantik von Gruppen

Es gibt zwei grundsétzliche Varianten fiir die Interpretation von Gruppen
und ihren Selektoren. Wir zeigen zunéchst die Variante, die wir tatséchlich
benutzen; die andere werden wir im Anschluss nur kurz skizzieren.
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Definition (Selektor)

In einer Gruppe der Art

GROUP g¢: Tp = {
ITEM a1: Th = By

ITEM a,: T, = E,

}

sind die Selektoren ai, ..., a, spezielle Funktionen, die definiert sind als
ai:{g}— T
a;(g) = E; bzw. g.a; = E; —— Funktions- bzw. Selektorschreibweise

Das heifit, der Definitionsbereich ist die einelementige Menge {g} und der
Wertebereich ist der angegebene Typ T;. Das semantische Objekt ¢g wird
dabei coalgebraisch definiert [49] als dasjenige Objekt, das implizit durch die
Beobachtungsfunktionen ay, ..., a, charakterisiert wird. Aus Griinden der bes-
seren Lesbarkeit schreiben wir die Selektion tiblicherweise mit Hilfe des ,,.“-
Operators aus Abschnitt 1.2.1.

Das ist eine sehr einfache semantische Konzeption, weil Gruppen nichts
anderes sind als Mengen von Funktionen, also wohl definierte und einfache
mathematische Konzepte. Wir werden im weiteren Verlauf dieses Kapitels
sehen, dass damit selbst grofile modularisierte Softwaresysteme eine klare und
einfache semantische Fundierung erhalten und dass sich viele Techniken des
Software-Engineerings klar und sauber definieren lassen.

Weil die Funktionsschreibweise a;(g) sehr unhandlich ist, vor allem bei
Selektionsketten der Bauart radius( Circle( Geometry(Mathematics))), verbin-
den wir sie meistens mit dem ,,.“-Operator aus Abschnitt 1.2.1. Zur Erinne-
rung, dieser Operator ist als polymorphe Funktion definiert:

FUN . :aX(a—f8)—p0
DEF z.f = f(z)

Damit lassen sich Selektionen in der traditionellen Form g.a; schreiben, al-
so z. B. Mathematics. Geometry. Circle . radius. Man beachte aber, dass damit
kein zuséatzliches Konzept eingefiihrt wird; der ,,.“-Operator ist eine normale
polymorphe Funktion héherer Ordnung.

Anmerkung 1: Wir kénnen hier nicht detaillierter auf die Methodik der coalge-
braischen Definition eingehen, merken aber an, dass wir in dieser Sichtweise einen
charmanten Nebeneffekt erhalten. Wenn compilerintern zu einer Gruppe weitere At-
tribute hinzugefiigt werden, verletzt das nicht ihre coalgebraische Semantik.

Anmerkung 2: FEs hdtlte auch eine alternative Interpretation gegeben, die eher den
Traditionen dlterer Programmiersprachen wie COBOL oder PASCAL entspricht und
die implizit auch in ML oder HASKELL enthalten ist. Bei dieser alternativen Sicht
fasst man die Gruppe g als Funktion auf:
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g{a,...,a}—>T1®... 0T, —— alternative Moglichkeit
g(am) = B o glan) = En
Der Definitionsbereich dieser Funktion ist die Menge der Selektoren ai, ..., an,

die dabei als neue primitive Werte eingefiihrt werden (und keine andere Eigenschaft
haben als die, verschieden zu sein). Der Wertebereich ist die ,,Summe* der Typen
Ti, ..., Tn. Das ist aber gerade das Problem dieser Sichtweise: Es ist nicht ohne
weiteres klar, wie der Begriff ,Summe® sauber definiert werden kann, da die T; —
wie wir in Kapitel 6 bis 9 noch sehen werden — sehr komplexe Gebilde sein konnen.

4.3 Environments und Namensraume

Im Folgenden soll die Idee der Gruppen weiter ausgebaut werden. Zu diesem
Zweck erweisen sich Begriffe aus der Welt des Compilerbaus und der Sprach-
semantik als hilfreich (was nicht iberraschen sollte). Die zentrale Frage, die
wir beantworten miissen, lautet: Welche Identifier sind wo bekannt und wie
diirfen sie verwendet werden?

Zur Ilustration der folgenden Uberlegungen betrachten wir das schemati-
sche Beispiel in Programm 4.4. Wir wollen hier iiber vollstdndige Programme

Programm 4.4 Ein schematisches Beispielprogramm

W=/ —— the "World"
PACKAGE P = {
STRUCTURE A ={ITEM a=...a...B.b...Q.S.a...}
STRUCTURE B={ITEM b=...b...A.a...Q.S.a...}
}
PACKAGE @ = {
STRUCTURE S = {ITEM a=...a...P.A.a...P.B.b...}
}
}

reden (einschliefllich aller Bibliotheken etc.), die letztlich eine in sich abge-
schlossene ,Welt“ darstellen. Deshalb verwenden wir den Identifier W zur
Charakterisierung des Gesamtprogramms. (Was genau ein ,Programm® ist,
werden wir in Abschnitt 4.7.1 noch genau kléren; im Augenblick beschréanken
wir uns auf die Feststellung, dass es im Wesentlichen eine Gruppe ist, und
zwar die duferste.)

In Tabelle 4.1 sind alle Items aus Programm 4.4 zusammen mit ihren
Namen aufgefiihrt.

Dabei benutzen wir den Begriff Namen fiir die eindeutige Kennzeichnung
der Ttems. Und das erfordert im Allgemeinen die Angabe der gesamten Se-
lektorkette. Die Selektoren selbst sind dabei Identifier im iiblichen Sinn von
Programmiersprachen, also meistens Zeichenfolgen, die aus Buchstaben und
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Item Name

als Funktion als Selektorkette
<world> W W
<package P> P(W) w.pP
<package Q> Q(W) W.Q
<structure A» A(P(W)) W.P.A
<structure B> B(P(W)) W.P.B
<structure S> S(Q(W)) W.Q.5
<item a> a(A(P(W))) W.P.A.a
<item b> b(B(P(W))) W.P.B.b
<item a» a(S(Q(W))) W.Q.5.a

Tab. 4.1: Die Items aus Programm 4.4 und ihre Namen

43
)

Ziffern zusammengesetzt sind; wir betrachten aber auch Grapheme wie ,, +
— “ etc. als Identifier.

Wie man sieht, werden mehrfach vorkommende Identifier wie a durch ihre
Erweiterung zu vollstdndigen Namen eindeutig gemacht — und zwar eindeutig
im gesamten Programm. Aus Griinden der leichten Benutzbarkeit und Les-
barkeit muss es natiirlich moglich sein, dass der Programmierer nur mit den
kurzen Identifieren arbeitet und der Compiler die Erweiterung zu den vollen
Namen automatisch vollzieht.! Darauf kommen wir gleich noch zuriick.

”

Definition (Name)

Ein Name ist ein Funktionsausdruck der Art A(P(W)) oder a(A( )), der
ein Item liefert oder eine Funktion, die bei Anwendung auf eine geeignete
Gruppe ein Item liefert. Im ersten Fall sprechen wir von einem wvollstdindigen
Namen, im zweiten von einem partiellen Namen.

Wir schreiben Namen meistens als Selektorketten der Art W.P.A oder
A.a; allerdings sind dann partielle und vollstdndige Namen nicht mehr gut
unterscheidbar.

Eine Menge von Namen bezeichnen wir auch als Namensraum.

Anmerkung: Im Zusammenhang mit Overloading (s. Abschnitt 4.4) muss man das
Konzept der Namen etwas erweitern, indem die Namen mit Typen annotiert werden.
Das grundsdtzliche Prinzip bleibt aber erhalten.

! Wie wichtig das ist, siecht man bei den Compilern fiir ¢. Hier gibt es diesen
Komfort nicht, was vielen Generationen von Programmierern das Leben schwer
gemacht und die Industrie viel Geld gekostet hat (und immer noch kostet).
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4.3.1 Environments

Wenn man ein (syntaktisch wohl definiertes) Programmfragment p betrachtet
wie z. B. eine Funktion oder eine Gruppe, dann zerfallt das Gesamtprogramm
in zwei Teile (vgl. Abbildung 4.1), und zwar in

e das betrachtete Fragment p selbst und
e den Kontext (also das ,Restprogramm®).

—» Environment Env
Kontext = | P

—» Scope Scope,,
|_+—» Namensraum NameSpacep

Fragment p -

Abb. 4.1: Fragment und Kontext

Der Kontext des Fragments p induziert einen speziellen Namensraum, das
so genannte Environment Env,.

Definition (Environment)

Jedes syntaktisch wohl definierte Programmfragment p besitzt ein Environ-
ment Env,. Dieses Environment ist die Menge aller Namen, die im Kontext
von p definiert werden (und somit in p benutzbar sind).

Man beachte, dass der Kontext im Allgemeinen riesig ist, weil er unter an-
derem alle verwendeten Bibliotheken mit umfasst. Deshalb werden im Com-
pilerbau effiziente Verfahren zur Représentation und Speicherung der Envi-
ronments verwendet.

4.3.2 Scopes und lokale Namensrdume

Einige syntaktische Konstrukte — z. B. Gruppen und Funktionen — definieren
lokale Namen. Im Beispiel des schematischen Programms 4.4 definiert z.B.
das Package P die Namen

{W.P.A,W.P.A.a,W.P.B,W.P.B.b}

Diese Menge stellt den lokalen Namensraum von P dar. Man beachte, dass es
sich dabei um die vollen Namen handelt.

Definition (lokaler Namensraum)

Gewisse syntaktische Konstrukte — z. B. Gruppen — definieren neue Namen.
Die Menge der lokalen Namen, die in einem solchen Programmfragment p
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eingefiihrt werden, bezeichnen wir als lokalen Namensraum NameSpace,,.
Den zugehorigen Programmbereich bezeichnen wir als Scope Scope,,.

Im Fall von Gruppen lassen sich der Scope und der lokale Namensraum
durch den Namen der Gruppe identifizieren. Im Programm 4.4 induziert das
Package P den Scope W.P; der zugehorige Namensraum ergibt sich, indem
die Selektoren der Items von P an den Scopenamen angehédngt werden.
Anmerkung: Bei Funktionen, LET-Ausdriicken etc. ist die Situation analog; allerdings
missen wir manchmal, z. B. bei LET-Ausdricken, anonyme Scopenamen benutzen,
was wir einfach durch Nummerierung darstellen kénnen. Betrachten wir das artifi-
zielle Programm

FUN f =Az,ye (LET a=xz %2 INa+1)*(LET b=y*xy IN b+ 1)
Wenn der umfassende Scope o ist, dann haben wir hier die Namen

o.f,o.f.x,o.f.y,0.f.1.a,0.f.2.b.

4.3.3 Namenserkennung im Scope

Wenn wir immer mit den vollen Namen arbeiten wiirden, hitten wir sofort
ein Problem mit den unlesbar langen Selektorketten. Das deutet sich schon
in dem kleinen Programm 4.4 und der zugehorigen Tabelle 4.1 an. Das Pro-
gramm zeigt auch schon das Lésungsprinzip. Innerhalb ihres Scopes miissen
Namen nur partiell angegeben werden. Zur Illustration wiederholen wir in Pro-
gramm 4.5 das Programm 4.4, wobei jetzt aber alle angewandten Namen voll
ausgeschrieben werden. Man sieht sofort: diese Notation ist vollig unlesbar.

Programm 4.5 Das Beispielprogramm 4.4 mit vollen Namen

W= {
PACKAGE P = {
STRUCTURE A ={ITEM ¢ =...W.P.A.a... W.P.B.b... W.Q.5.a...}
STRUCTURE B ={ITEM b=... W.P.B.b.. W.P.A.a.. W.Q.5.a...}
}
PACKAGE @ = {
STRUCTURE S = {ITEM a =...W.Q.S.a... W.P.A.a.. W.P.B.b...}
}
}

Auflerdem hétte das Einschieben einer neuen Modularisierungsebene — was
aus softwaretechnischen Griinden jederzeit moglich sein muss — katastrophale
Folgen.

Die Losung des Problems ist wohl bekannt und wurde im urspriinglichen
Programm 4.4 auch realisiert: Innerhalb des eigenen Scopes reicht der partielle
Name, denn er wird automatisch zum vollen Namen erweitert.
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Formal kénnen wir den Prozess der Namensauflosung einfach beschreiben.
Wir tun dies zunéchst in der Funktionsschreibweise. Um festzustellen, ob ein
gegebener Identifier ein Selektor sein kénnte, ergénzen wir ihn formal mittels
des Wildcard-Symbols zu einer Funktion. Im Originalprogramm 4.4 hétten
wir damit z. B. die Zeile

STRUCTURE A ={ITEM a =...a( )...b(B( ))...a(S(Q( )))...}

Die rechte Seite der Deklaration von a hat als Environment alle Namen in
Tabelle 4.1. Gegen diese Namen miissen wir die Funktionen matchen, was —
wenn wir keine weiteren Einschrankungen vornehmen — folgende Paarungen
liefert:

a( ) < a(A(P(W))), a(S(Q(W)))
b(B( ) < b(B(P(W)))
a(S(Q( ) < a(S(QW)))

Wenn bei diesem Matching mehr als ein Treffer erzielt wird, ist der partielle
Name mehrdeutig, was zu einer Fehlermeldung fiihrt.?

In unserem obigen Beispiel erwarten wir eigentlich, dass keine Fehlermel-
dung kommt; denn es ist klar, dass mit dem a( ) der Selektor von A gemeint
ist und nicht der von §. Deshalb wird der Matching-Prozess noch um eine
Bedingung erweitert: Die Ergénzungen zu vollen Namen miissen zum aktu-
ellen Scope ,passen“. In unserem Beispiel ist der aktuelle Scope die Struk-
tur A(P(W)), was bedeutet, dass folgende drei Namen auf dem Pfad liegen:
{A(P(W)), P(W), W}. Nur diese diirfen als Argumente herangezogen wer-
den, bevor das Matching gegen Tabelle 4.1 erfolgt. Damit wird die Auswahl
eindeutig:

A(P(W)), P(W), W F a( ) < a(A(P(W)))
A(P(W)), P(W), W = b(B( )) < b(B(P(W)))
A(P(W)), P(W), W = a(S(Q( ) < a(S(QW)))

Ubrigens: Wenn wir das Ganze auf der Basis der Selektorschreibweise be-
trachten, dann muss z. B. dem partiellen Selektorpfad .B.b der vollstdndige
Pfad W.P.B.b zugeordnet werden. Das heiflt, wir miissen volle Selektorpfade
finden, die mit dem gegebenen partiellen Selektorpfad enden.

4.3.4 Namenserkennung auflerhalb des Scopes (USE)

Aus pragmatischen Griinden méchte man manchmal auch partielle Namen
verwenden, die nicht zum aktuellen Scope passen. Die Losung dieses Problems
ist wohl bekannt, spatestens seit dem with-Konstrukt von PASCAL oder dem
open-Konstrukt von ML; in HASKELL wird dafiir das Schliisselwort import
benutzt. Wir verwenden das Schliisselwort USE, um den Matching-Prozess
entsprechend zu erweitern. Die folgenden beiden Programme sind dquivalent.

2 Im Allgemeinen nimmt man noch Typinformationen hinzu, um die Zahl der Mehr-
deutigkeiten zu reduzieren.
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A={a=... A= {a=...
B={ B= { USE 4
b=...b...A.a... b=...b.. a...

Das Prinzip funktioniert unverdndert iiber mehrere Stufen hinweg. Das
sieht man im Programm 4.6, das wieder unser schematisches Beispiel aufgreift,
jetzt aber mit entsprechenden USE-Klauseln.

Programm 4.6 Das schematische Beispielprogramm mit USE-Klauseln

W= {
PACKAGE P = {
STRUCTURE A = {USE B

ITEMa=...a...b...Q.5S.a...}
STRUCTURE B = {USE A
ITEM b=...b...a...Q.S.a...}
}
PACKACGE @ = {
USE P
STRUCTURE S = { USE B
ITEMa=...a...A.a...b...}
}

Der Prozess ldsst sich mit unseren Definitionen sehr leicht erkléren. Be-
trachten wir z.B. das USE B in der Struktur A. Der partielle Name B( )
selbst wird nach unseren obigen Regeln eindeutig zu B(P(W)) erweitert. Da-
mit wird die Menge der Elemente zur weiteren Auflosung von drei auf vier
Elemente erweitert: {A(P(W)), B(P(W)), P(W), W}. (Eigentlich generiert
B(P(W)) drei Namen, aber zwei davon sind bei A(P(W)) schon da, so dass
bei der Mengenvereinigung nur vier Elemente bleiben.) Bezogen auf diese
Menge wird jetzt auch b( ) als b(B(P(W))) erkannt.

Man rechnet schnell nach, dass ,verschriankte Rekursion®, bei der in A ein
USE B erfolgt und in B ein USE A, vollig problemlos ist. Es werden ja jeweils
nur einige Elemente fiir das Matching bereitgestellt.

Ubrigens: Wenn wir in S auch noch USE A schreiben wiirden, um im Rumpf
A.a zu a abzukiirzen, hiatten wir eine Mehrdeutigkeit erzeugt, weil dann so-
wohl A(P(W)) als auch S(Q(W)) in der Matching-Menge liegen wiirden.

Wenn man sich die Importe z. B. bei der Sprache JAVA ansieht, dann sollte
man noch ein paar pragmatische Spezialnotationen einfiihren. Man koénnte
z.B. in unserem obigen Beispiel im Package () sagen USE P.x. Das wére
dann dquivalent zu den beiden Termen USE P.A und USE P.B. Auch iterative
Wildcards sind moglich, also P. % .* usw. Eine nette Variante (die sich in
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JAVA nicht findet) wére auch P. * x, womit das gesamte Package P in seiner
ganzen Tiefe bereitgestellt wiirde.

Definition (Scope-Erweiterung, USE)

Mit der Notation USE s wird der Namensraum NameSpace, zum aktuellen
Scope hinzugefiigt und damit bei der Auflésung partieller Namen ebenfalls
herangezogen.

Als notationelle Erleichterung kénnen auch Wildcards verwendet werden
wie z.B. P.*x, P.*x.x, P.xx etc.

Man beachte: Die USE-Notation ist nur eine Schreibabkiirzung. Sie hat
keine weiteren semantischen Konsequenzen. Diese werden erst mit anderen
Mitteln erreicht, die wir in Kapitel 5 unter den Stichwortern Vererbung und
Import/ Exzport diskutieren werden.

4.4 Overloading

Dass die gleichen Namen in verschiedenen Scopes definiert werden diirfen, ist
eine grofle Hilfe fir das Schreiben lesbarer Programme. Aber es gibt auch
Situationen, in denen man gerne die gleichen Namen mehrfach im gleichen
Scope einfiihren wiirde. Ein typisches Beispiel ist etwa die Rotation einer
geometrischen Figur im R

FUN rotate: Shape — Shape
FUN rotate: Shape — Point — Shape

Im ersten Fall erfolgt die Rotation um den Nullpunkt, im zweiten Fall um
einen als Parameter angegebenen Punkt. Es wére offensichtlich kontraproduk-
tiv, wenn der Programmierer sich hier zwei verschiedene Namen ausdenken
miisste. Da sowohl Menschen als auch Compiler aus dem Kontext jeweils ab-
lesen konnen, welche der beiden Funktionen gemeint ist, gibt es auch keinen
Grund, hier verschiedene Namen zu erzwingen.

Definition (Overloading)

Wenn ein Name (im gleichen Scope) mehrfach eingefiihrt wird, spricht man
von Uberlagerung oder Overloading; dabei miissen die beiden Namen un-
terschiedliche Typen haben.

In der Literatur gibt es zwei primére Versionen von Overloading. In den
meisten Sprachen (sofern sie iiberhaupt Overloading haben) wird gefordert,
dass sich die Parametertypen unterscheiden miissen. Ein bekanntes Beispiel
einer solchen Sprache ist JAVA. In anderen Sprachen wird etwas mehr Komfort
geboten: Es miissen sich Parameter- oder Resultattypen unterscheiden, wie es
z.B. in OPAL der Fall ist.
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4.5 Beispiele fiir Strukturen und Packages

Unser flexibler Umgang mit Schliisselwortern ermoglicht eine klare softwa-
retechnische Strukturierung, ohne neue semantische oder sonstige Konzepte
einfithren zu miissen. Wir fithren einfach drei neue Schliisselworter als Synony-
me fiir GROUP ein, fiir die wir allerdings gewisse Rahmenbedingungen fordern,
um den Dokumentationswert zu erhéhen. Die drei Schliisselworter stehen in
folgender Hierarchie:

1. Auf der obersten Stufe steht LIBRARY.
2. Auf der zweiten Stufe steht PACKAGE.
3. Auf der dritten Stufe steht STRUCTURE.

Das heif3t z. B., dass Packages in Librarys enthalten sein kénnen, aber nicht
umgekehrt. Ansonsten kénnen wir aber liberal sein. So kann man zulassen,
dass Strukturen auch direkt in Librarys enthalten sein diirfen, ohne dass man
zwingend noch ein Package als Rahmen herumbaut.

Wir kénnen die Relation auch reflexiv gestalten, so dass Librarys Sublibra-
rys enthalten konnen, Packages Subpackages und Strukturen Substrukturen.

Da alle diese Schliisselworter nur Synonyme fiir GROUP sind, kénnen der-
artige Regelungen rein nach dokumentatorischen Gesichtspunkten gestaltet
werden, ohne semantischen Aufwand zu verursachen.

Die wichtigsten Ebenen fiir die softwaretechnische Modularisierung sind
Strukturen und Packages. Wir erlautern ihre Rolle anhand von typischen Bei-
spielen.

Definition (Struktur)

Eine Strukturist eine spezielle Gruppe, die gewissen Randbedingungen geniigt
(s. Abschnitt 9.2).

FEine wichtige Gruppe von Standardstrukturen gibt es — in mehr oder we-
niger reichhaltiger Form — in den meisten Programmiersprachen: die Zahlen.
Ein entsprechendes Package konnte dann etwa aussehen wie in Programm 4.7.

Dem Programmierer sollten prinzipiell die natiirlichen Zahlen N, die gan-
zen Zahlen Z, die rationalen Zahlen Q, die relleen Zahlen R und die komplexen
Zahlen C zur Verfiigung stehen. Dabei muss man pragmatisch unterscheiden
zwischen den schnellen Varianten der Maschinenzahlen, also z.B. Int, Long,
Float oder Double, und den langsamen Varianten der selbstdefinierten Zahlen.
Zu letzteren gehoren z. B.

e DBiglnt: unbeschrankt grofe Zahlen, die als Listen von Int-Werten repré-
sentiert werden; diese Werte fungieren als ,,Ziffern“ in einem Stellenwert-
system zur Basis B = 232

e Rat: rationale Zahlen, die als Paare von (unbeschrinkten) ganzen Zah-
len représentiert werden, wobei im Allgemeinen noch Normierungen wie
Teilerfremdheit und positive Nenner sichergestellt werden.
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Programm 4.7 Das Package der Zahl-Strukturen

PACKAGE Arithmetic = {
STRUCTURE Natural = {TYPE Nat
FUN + : Nat x Nat — Nat

e }
STRUCTURE Integer ={TYPE Int ...}
STRUCTURE LongInteger = { TYPE Long ...}
STRUCTURE Biglnteger = { TYPE Biglnt ...}
STRUCTURE Rational ={TYPE Rat ...}
STRUCTURE Float = {TYPE Real ...}
STRUCTURE Double = { TYPE Double ...}
STRUCTURE Complex = {TYPE Complez ...}

e Complex: komplexe Zahlen, die als Paare von reellen Zahlen dargestellt
werden, wobei man noch zwischen Float und Double unterscheiden kann.

Fiir alle diese Strukturen werden die iiblichen arithmetischen Operatio-
nen bereitgestellt. (In Kapitel 9 werden wir Techniken kennenlernen, mit
denen sich die Gemeinsamkeiten dieser Strukturen explizit charakterisieren
lassen.) Dabei empfiehlt es sich, im Interesse der Anwender von vornherein
eine ,grofle* Losung zu entwerfen, und nicht wie bei JAVA die Operationen
auf verschiedene Packages zu verteilen, aus denen sie vom Benutzer mithsam
zusammengestellt werden miissen.

Programm 4.8 Das Package der Geometrie-Strukturen

PACKAGE Geometry = {

STRUCTURE Point = {TYPE Point ... }
STRUCTURE Line = {TYPE Line ... }
STRUCTURE Triangle = {TYPE Trianige ... }
STRUCTURE Rectangle = { TYPE Rect ... }
STRUCTURE Polygon = {TYPE Poly ... }
STRUCTURE Oval ={TYPE Oval ...}
STRUCTURE Clircle = {TYPE Clrcle ... }

Analog zu den zahlartigen Strukturen kann man z.B. auch geometrische
Strukturen zu einem Package zusammenfassen. Programm 4.8 skizziert den
Aufbau eines entsprechenden Packages Geometry, in dem Punkte, Linien,
Dreicke, Polygone, Kreise etc. definiert werden. Dabei sollten sowohl Berech-
nungsalgorithmen, also Analytische Geometrie, als auch Graphikalgorithmen,
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also Darstellende Geometrie, enthalten sein. Auflerdem wird man das Package
in zwei Versionen brauchen, ndmlich als Geometry2D und Geometry3D.
Ahnliche Packages lassen sich fiir diverse Varianten der Numerischen Ma-
thematik aufbauen, z. B. fiir Lineare Algebra, Differentialgleichungen etc.
Dann kann man im strukturellen Aufbau noch einen Schritt weiter ge-
hen und ein {ibergeordnetes Package einfiihren, das die genannten Packages
enthélt. Das ist in Programm 4.9 skizziert.

Programm 4.9 Das Package der Mathematik-Packages

PACKAGE Mathematics = {
PACKAGE Arithmetic ={ ... }
PACKAGE Geometry ={ ...}
PACKAGE Numerics ={ ... }

Aus den Bibliotheken der moderneren Programmiersprachen kennt man
noch viele weitere derartige Standardpackages. Typische Beispiele wéren etwa
noch

PACKAGE Gui={...}
PACKAGE Text ={...}

Hier ist nicht der Platz, um diese Strukturierung im Detail zu entwerfen;
solche softwaretechnischen Designfragen sind auch nicht Gegenstand dieses
Buches. Fiir uns ist vor allem die Erkenntnis wichtig, dass dieser ganze Be-
reich letztlich auf einem einzigen programmiersprachlichen Konzept beruht,
nédmlich den Gruppen. Und die wiederum sind eigentlich nur spezielle Samm-
lungen von Funktionen.

4.6 Weitere syntaktische Spielereien

Es gibt erstaunlich viele syntaktische Spielereien rund um das elementare
Konzept von Gruppen. Im Folgenden wollen wir nur die zwei wichtigsten an-
sprechen.

4.6.1 Verteilte Definition von Items

In der HASKELL-artigen Notation werden die Einfithrung der Items, ihre Ty-
pisierung und ihre Definition in einem kompakten Konstrukt aufgeschrieben.
Das entspricht programmiersprachlichen Traditionen seit ALGOL, die sich auch
in ¢ und JAVA erhalten haben. Man kann aber auch die Beschreibung der Items
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in einzelne Bestandteile zerlegen (was es {ibrigens schon in ALGOL gab, aber
auch in LISP, FORTRAN und COBOL); das entspricht dann der Vorgehensweise
von OPAL. Das folgende schematische Beispiel illustriert die Situation:

GROUP G = {

ITEM f —— Finfihrung des Items f

FUN f:a — (3 —— Typisierung des Items f

DEF f(0) =... —— Definition des Items f (erstes Pattern,)
DEF f(n+1)=... —— Definition des Items [ (zweites Pattern)

}

Dies entspricht der kompakten Einfithrung (vgl. Abschnitt 1.1.8)

GROUP G = {
ITEM f:ax — (3 = Az « IF £ MATCHES 0 THEN ...
IF £ MATCHES n + 1 THEN ... FI

}

Ganz analog kann man z.B. die Einfithrung des Typs Point in verteil-
ter Form oder kompakt vornehmen. (Das Schliisselwort KIND wird in Ab-
schnitt 6.1.6 genauer erldutert.)

GROUP G = {
ITEM Point
KIND Point: Type
DEF Point = { dist = Dist, angle = Angle }

}

Der gleiche Effekt ldsst sich auch kompakt erzielen:

GROUP G = {
ITEM Point: Type = { dist = Dist, angle = Angle }

}

Wenn wir das Schliisselwort TYPE zur Abkiirzung verwenden — TYPE Point
steht dann kurz fiir ITEM Point: Type — konnen wir auch schreiben:

GROUP G = {
TYPE Point = { dist = Dist, angle = Angle }

}

Welche Form man vorzieht, ist weitgehend Geschmackssache. Ein kleines
Problem bei der verteilten Beschreibung kann im Zusammenhang mit tiberla-
gerten Funktionen entstehen. Weil dabei der gleiche Selektorname mehrfach
vergeben wird, kann man ihn nicht ohne irgendeine Form der Typannotation
hinschreiben.
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4.6.2 Tupel als spezielle Gruppen

Gruppen sind offensichtlich ein ganz elementares Sprachkonstrukt. Trotzdem
sind sie in Programmiersprachen nur selten explizit zu finden. (Die Records
von ML sind eine der wenigen Ausnahmen.) Implizit tauchen sie haufiger auf,
meist als Klassen, Module, Packages etc.

Das liegt daran, dass die meisten Sprachen sich auf einen Spezialfall der
Gruppen konzentrieren, ndmlich Tupel. Zumindest beim Programmieren-im-
Kleinen haben Tupel zwei unbestrittene Vorteile: Sie sind notationell knapper
und sie sind von der Mathematik her vertrauter. Betrachten wir ein schlichtes
Beispiel:

FUN pow: Real x Nat — Real
DEF pow = AZ,Me ...T...M...

Ein Aufruf dieser Funktion hat dann eine Form wie
...pow(3.7,3) ...

Compilertechnisch kann man das so auffassen, dass implizit ein anonymer
Typ eingefiihrt wird, so dass folgende Situation entsteht

TYPE Anonym = {z = Real, n = Nat} —— implizit generiert
FUN pow: Anonym — Real —— implizit adaptiert
DEF pow ¢ = ...Q.T...G.M ... —— implizit adaptiert

Der Aufruf entspricht dann der Einfiihrung einer entsprechenden Gruppe:
..pow{r=3.7,n=3}...

Mit anderen Worten, Tupel sind nichts anderes als Gruppen, bei denen
yunsichtbare“ Selektoren erzeugt werden, denen die Items abhéngig von der
Reihenfolge zugeordnet werden.

4.7 Programme und das Betriebssystem

Wir haben bisher eine rein konzeptuelle Sicht auf unsere Sprachkonstrukte
genommen. Aber wenn wir iiber Dinge wie Strukturen und gar Packages reden,
dann haben wir es mit groffien Programmsystemen zu tun. Und damit tritt das
pragmatische Problem der Speicherung und Verwaltung der entsprechenden
Programmteile in Dateien und Directorys auf.

Traditionell haben die Programmiersprachen diesen Bereich des Program-
mierens-im-ganz-Groflen ignoriert. Die Organisation wurde dem Dateisystem
iiberlassen oder speziellen Programmierumgebungen, den so genannten IDEs
(engl.: Integrated Development Environment). Spatestens mit JAVA und .NET
hat sich die Situation aber gedndert. Hier wird auch diese Ebene zumindest
partiell in die Programmiersprachen einbezogen.

Unser Ansatz geht diesen Schritt konsequent zu Ende. Bei unserer generel-
len Sichtweise werden alle Ebenen der Programmstrukturierung ganz natiirlich



4.7 Programme und das Betriebssystem 91

erfasst — und zwar unter einem einzigen semantischen Konzept. Das zeigt, dass
die traditionelle Herangehensweise sehr ad hoc war.

Was jetzt noch zu kléren bleibt, ist das Verhéltnis der Sprachstrukturen
zu den Elementen des Betriebssystems, also insbesondere zu Dateien und Di-
rectorys.

4.7.1 Was ist eigentlich ein Programm?

Diese Frage klingt trivial, ist aber in der Realitét gar nicht so einfach — und
sehr oft miserabel gelost. Man betrachte etwa die schlimme Festlegung in
JAVA, wo man in einer seiner Klassen, z. B. der Klasse MyProg, das Monstrum
,public static void main(String[] args) { ... }* hinschreiben muss,
nur damit das System beim Aufruf java MyProg weif}, wo es beginnen soll.

Bei funktionalen Programmiersprachen ist naheliegend, dass der Aufruf
eines Programms in der Anwendung einer Funktion liegt. Ein bisschen flexibler
ist es, wenn man das auf einen Ausdruck verallgemeinert. Ein Ausdruck alleine
héngt allerdings in der Luft, wenn man ihm nicht die Definitionen der Namen
mitgibt, die in ihm verwendet werden. Damit kommen wir dann ganz natiirlich
zu folgender Festlegung.

Definition (Programm)

Ein Programm ist eine Gruppe zusammen mit einem Ausdruck. Wir notieren
das in der Form

PROGRAM MyProgram = {1TEM a; = ...

ITEM a, = ...
EXEC e }

Dabei sind natiirlich alle Operatoren erlaubt, die wir fiir Gruppen einge-
fithrt haben bzw. in Kapitel 5 noch einfithren werden, insbesondere also USE,
EXTEND, IMPORT etc. Fiir den Ausdruck e gelten dann die {iblichen Scoping-
Regeln, das heifit, das Programm muss beziiglich der verwendeten Namen
abgeschlossen sein.

Anmerkung: Man sieht sofort, dass diese Notation im Prinzip genauso aussieht wie
LET @1 = ..., ..., Gp = ...IN e. Allerdings wirde die Verwendung dieser Notation
aus dem Bereich des Programmierens-im-Kleinen auf der Ebene von Packages und
Strukturen wohl eher verwirren als helfen. Trotzdem bleibt festzuhalten, dass beide
Notationen praktisch das Gleiche beschreiben.

Der Aufruf eines solchen Programms kann ganz einfach durch Angabe des
Namens geschehen:

>
> MyProgram



92 4 Gruppen: Die Basis der Modularisierung

Wir koénnen die Flexibilitdt erhohen, indem wir Programme ohne EXEC-
Ausdruck zulassen. Dann geben wir den Ausdruck e erst auf der Kommando-
zeile an:

>
> MyProgram "foo(3.1, 7.2) + 1"

Bedingung ist allerdings, dass der Compiler auch einen Interpretermodus
besitzt. Beide Features konnen auch verbunden werden, indem man Default-
Ausdriicke zulésst:

PROGRAM MyProgram = {ITEM a; = ...

ITEM a5 = ...
DEFAULT EXEC e }

Dieser Ansatz stellt einen guten Kompromiss zwischen zwei Wiinschen dar.
Einerseits mochte man nicht auf einen starren Namen fiir die Startfunktion
festgelegt sein, andererseits sollte man nicht bei jedem Aufruf des Programms
zeilenlange Auswahlangaben machen miissen.

4.7.2 ... und was ist mit den Programmdateien?

Ist das alles nicht Augenwischerei? Abgehobene akademische Fingeriibung?
SchlieBllich reden wir die ganze Zeit tiber Konzepte fiir das Programmieren-im-
Groflen, also iiber Programme mit einigen Hunderttausend oder gar Millionen
Zeilen Code. So hiibsch unsere Packages und Librarys auch konzeptuell sein
mogen, wenn ihr Verhéltnis zu den Dateien und Directorys des Betriebssys-
tems nicht klar ist, niitzt das Ganze tiberhaupt nichts.

Im klassischen OPAL gibt es eine strenge Korrelation zwischen den Struk-
turnamen und den Dateien, in denen sie gespeichert sind. In JAVA ist es nicht
viel anders, die Package-Namen spiegeln sogar direkt die Directory-Struktur
wider. Microsofts .NET-Ansatz ist hier schon flexibler: Mit Hilfe so genannter
,2Metadaten“, die in ,Manifesten“ enthalten sind, wird die Verbindung zum
Dateisystem relativ flexibel und robust hergestellt. Deshalb verfolgen wir bei
unseren entsprechenden Uberlegungen diesen Ansatz weiter.

Abbildung 4.2 skizziert die Situation. Die Programmwelt besteht im We-
sentlichen aus geschachtelten Gruppen. Im Betriebssystem werden diese in
Dateien gespeichert, die wiederum in Ordnerhierarchien eingebettet sind. Die
beiden Strukturierungen werden weitgehend entflochten und unabhéngig von-
einander gemacht, indem ein so genanntes Manifest im Stil von .NET zwischen-
geschaltet wird, also eine Datei, die die entsprechenden Zuordnungen enthélt.

In wesentlichen Grundziigen wurde dieses Prinzip in JAVA und .NET ein-
gefithrt. Allerdings weichen wir in zwei Punkten davon ab: Eine der etwas
merkwiirdigeren Designentscheidungen bei JAVA ist es, dass man eigentlich
nie genau weif}, was alles in einem Package ist. Denn man kann jederzeit ei-
ne weitere Datei mit einer neuen Klasse C schreiben und diese mittels der
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Abb. 4.2: Programmwelt und reale Welt

Anweisung package p nachtriaglich zum Bestandteil des Packages p machen.
Zur Philosophie der Gruppen gehért, dass sie gerade iiber die Menge der auf
ihnen definierten Selektionen charakterisiert sind. Also sollte diese auch klar
umrissen sein. Und bei .NET ist das Manifest auf die generierten Code-Dateien
bezogen. Wir wollen es aber zum Bestandteil der Programmtext-Dateien ma-
chen.

Das fithrt auf ein Design wie es in Abbildung 4.3 illustriert ist. Eine Bi-
bliothek L, enthalte zwei Packages P; und Ps, die ihrerseits vier Strukturen
A1, As, §1 und S5 enthalten. Wegen ihrer Grofle werden diese Gruppen auf
vier Programmdateien verteilt.

Jede Datei kann eine oder auch mehrere Gruppen enthalten, aber jede
Gruppe muss vollstindig in einer Datei enthalten sein. Dabei heifit vollstdn-
dig, dass alle Items aufgelistet sein miissen. Mit dem Schliisselwort EXTERNAL
kann ausgedriickt werden, dass die tatséchliche Definition des Items sich in
einer anderen Datei befindet. (Es ist allerdings nicht sinnvoll, hier auch zu
fixieren, welche Datei das ist; erfahrungsgeméafl wiirde das zu einem sehr star-
ren und unhandlichen System fithren.) In unserem Beispiel wird in der Datei
A festgelegt, dass die drei Items Ly.Py, L1.P5.51 und L;.P5.5; sich jeweils
in anderen Dateien befinden.

Bei der Definition solcher externer Items muss dann mit Hilfe des Schliis-
selworts INSIDE gesagt werden, zu welcher Gruppe sie gehoren. Der Compiler
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File A:  LIBRARY L1 ={
PACKAGE P1 EXTERNAL
PACKAGE P> = { STRUCTURE S1 EXTERNAL
STRUCTURE S2 EXTERNAL
TYPE t; = ... }

File B: INSIDE LIBRARY L1
PACKAGE Pi; = { STRUCTURE A1 EXTERNAL
STRUCTURE A2 EXTERNAL }

File C: INSIDE PACKAGE Ly. P,
STRUCTURE A1 = { TYPE t1 =
DEF fi ... }

STRUCTURE Az = { TYPE f = ...

File D: INSIDE PACKAGE L1.P»
STRUCTURE S1 ={ ... }
STRUCTURE S = { ... }

Abb. 4.3: Verteilung von Gruppen auf Programmdateien

kann dann priifen, ob dort entsprechende externe Items vorgesehen sind. Zu
diesem Zweck kann der Compiler ein Manifest im Stil von .NET erzeugen, in
dem die Zuordnungen von Dateien zu Gruppen und Items enthalten ist.

Dieses Design ist einerseits sicher und robust, weil man keine Items in
Gruppen hineinschmuggeln kann. Andererseits ist es aber auch sehr flexibel,
weil offen bleibt, in welcher Datei die externen Definitionen sich befinden. Auf
diese Weise kann man sehr leicht Implementierungen austauschen.
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Operatoren auf Gruppen (Morphismen)

Es kommt auf dieser Welt viel darauf an,
wie man heifit: der Name tut viel.
Heine (Reisebilder Italien)

Mit dem Konzept der Gruppen haben wir ein Sprachmittel geschaffen, das in
uniformer Weise Modularisierung auf allen Ebenen erlaubt. Aus dem Software-
Engineering weifl man aber, das die dadurch gegebenen Scopingregeln fiir
praktisches Arbeiten noch nicht ausreichen: Fiir das Programmieren-im-
Groflen braucht man noch weitere Moglichkeiten des flexiblen Umgangs mit
Gruppen.

Erfreulicherweise wurde das auch aus theoretischer Sicht untermauert: Im
Bereich der Algebraischen Spezifikation wurde das Konzept der so genannten
Signatur- und Spezifikationsmorphismen entwickelt, das genau den Bediirf-
nissen des Software-Engineerings gerecht wird.

5.1 Vererbung (EXTEND)

Die Notation USE... aus Kapitel 4 liefert nur eine Schreibabkiirzung fir die
Verwendung von Selektoren. Betrachten wir nochmals Programm 4.6 auf Sei-
te 84. In der Struktur S steht USE B; das erlaubt, innerhalb der Struktur S
den partiellen Namen b zu verwenden, weil er als der entsprechende Selektor
von B erkannt wird. Die Struktur B enthélt ihrerseits die Anweisung USE A;
das fithrt aber nicht dazu, dass S jetzt auf indirektem Weg auch die Selektoren
von A kennen wiirde. Mit der Notation USE A wird A nicht zum Bestandteil
von B.

Manchmal mochte man aber gerade diesen Effekt haben! Der wesentliche
Zweck bei der Bildung von Subklassen in objektorientierten Sprachen wie JAVA
liegt gerade in der Hinzunahme von weiteren Variablen und Methoden. Dieses
Feature hat unter dem Schlagwort Vererbung nahezu kulthaften Status in
der objektorientierten Programmierung erhalten. Da es sich um ein durchaus
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niitzliches Ausdrucksmittel handelt, das dazu noch sehr einfach realisierbar ist,
nehmen wir es auch hier auf. Das artifizielle Programm 5.1 zeigt den Effekt.

Programm 5.1 Vererbung

GROUP A = {ITEM a = ...}
GROUP B = { EXTEND A

ITEM b=...a...}
GROUP C = {USE B

ITEM c=...a...b...}

Durch EXTEND A wird tatséchlich die Gruppe A zum Teil von B. Formal
konnen wir das folgendermaflen definieren: Die Gruppe B erzeugt jetzt die
Selektionen a(B) und b(B). Dazu kommt die Definition DEF a(B) = a(A4).
Das heifit, die beiden Selektoren a( ) in B und C werden beide zu a(B)
aufgelost.

Natiirlich ist es nach wie vor moéglich, in B oder C' auch die volle Selektion
A.a — was ja a(A) bedeutet — zu schreiben. Damit wird dann das Item aus
A direkt angesprochen. Im Wesentlichen wird hier also das realisiert, was in
Sprachen wie JAVA mit dem Schliisselwort super erreicht wird, ndmlich der
direkte Zugriff auf eine Komponente der Superklasse.

Fiir das Programmieren-im-Groflen, also fiir Strukturen, Packages etc., ist
dieses Vorgehen vertraut und als niitzlich bekannt. Aber es funktioniert auch
beim Programmieren-im-Kleinen.

TYPE Point2 = { z = Real, y = Real }
TYPE Point3 = { EXTEND Point2, z = Real }

Sogar auf einzelne Punkte kénnen wir das Konzept herunterbrechen.
p: Point2 ={x=3.1,y=4.75}
q: Point3 = { EXTEND p, z =1.0}

Anmerkung: Es gibt noch einen zweiten Aspekt von Vererbung: die Bildung von Sub-
typen. Darauf gehen wir in Kapitel 7 ndher ein. In vielen objektorientierten Sprachen
werden beide Aspekte miteinander verschmolzen, was manchmal zu konzeptuellen Ir-
ritationen fihrt.

5.2 Signatur-Morphismen
Namensriaume sind Mengen von benannten Elementen. Damit bieten sich zwei
elementare Operationen an:

e Bildung von Teilmengen
e Umbenennung
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Beide Aktivitaten sind spezielle Félle des mathematischen Konzepts der so
genannten Signatur-Morphismen. Dieses Konzept ist insbesondere im Be-
reich der algebraischen Spezifikationssprachen intensiv untersucht worden. Die
Sprache SPECWARE [6] stellt sogar eine Reihe von expliziten Operatoren be-
reit, mit denen sich solche Morphismen konstruieren und anwenden lassen,
aber auch in cAsL sind dhnliche Konzepte eingebaut [19, 101].

Wir zeigen die Operatoren hier fiir USE; sie sind aber genauso auf EXTEND
anwendbar.

5.2.1 Restriktion (ONLY, WITHOUT)

Die Restriktion auf eine Teilmenge des Namensraums kann man ganz ein-
fach durch Notationen realisieren, wie sie im Programm 5.2 illustriert sind.
Man beachte, dass b immer noch in der langen Form S.b erreichbar ist. (Des-
halb kann man Restriktionen bei USE gut benutzen, um Namenskonflikte zu
vermeiden. )

Programm 5.2 Restriktions-Morphismus (positiv, ONLY)

GROUP S ={ITEMa=... ITEMb=... ITEMc=...}
GROUP T = {USE S ONLY a ¢ —— analog fiir EXTEND
ITEMz=...a...%...S.b...c}

Wenn man alle Komponenten bis auf wenige Ausnahmen importieren
mochte, kann eine Negativliste lesbarer sein. Das wird in Programm 5.3 illus-
triert. (In HASKELL wiirde dies in der Form IMPORT S HIDING b geschrieben.)

Programm 5.3 Restriktions-Morphismus (negativ, WITHOUT)

GROUP S ={ITEMa=... ITEMb=... ITEM c=...}
GROUP T = {USE S WITHOUT b —— analog fiir EXTEND
ITEMz=...a...%...S.b...c}

5.2.2 Renaming (RENAMING)

Oh, ich habe meinen guten Namen verloren!
Shakespeare (Othello)

Manchmal kommt man nicht ohne Renaming aus. Denn wenn man z.B.
eine Bibliotheksstruktur entwirft, lasst sich nicht vorhersehen, wo sie tiberall
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benutzt werden wird. Dann kann es geschehen, dass die gewéhlten Identifier
mit Namen an der Verwendungsstelle kollidieren. Dieser Konflikt lasst sich
nur an der Verwendungsstelle auflosen. Deshalb braucht man Notationen wie
in Programm 5.4 gezeigt.

Programm 5.4 Renaming-Morphismus (RENAMING)

GROUP S ={ITEMa=... ITEMb=... ITEMc=...}
GROUP T = { USE S RENAMING (a AS u) (b AS v) —— analog fiir EXTEND
ITEMz=...4...v...c... ... K...S.a...5.b}

Semantisch gesehen bedeutet dies, dass mit dem USE-Term die drei Selek-
tionen u(S), v(S) und ¢(9) bereitgestellt werden, wobei fiir « und v noch die
Definitionen DEF u(S) = a(S) und DEF v(S) = b(S) erfolgen. (Das ist not-
wendig, weil v und v ja sonst nirgends definiert sind.) Damit werden dann
die Muster u( ), v( ) und ¢( ) erkennbar. Die vollen Namen a(S) und b(S5)
sind natiirlich nach wie vor bekannt.

Héufig ist es lesbarer, die Umbenennungen in einer kompakten Liste zu
schreiben. Deshalb erlauben wir die gleichwertige Notation

GROUP T = {USE S RENAMING (a, b) AS (u,v) —— analog fir EXTEND

Anmerkung: Man kénnte auch versuchen, auf den RENAMING-Operator zu verzich-
ten und stattdessen den Parametermechanismus zu strapazieren. Im obigen Beispiel
von Programm 5.4 wiirde das bedeuten, die Struktur S parametrisiert zu schreiben
als GROUP S(a,b) ={...}; dann konnte man in T schreiben USE S(u,v). Dieses
Vorgehen hat aber mehrere Nachteile. Zum einen ist es intuitiv und auch von der
Theorie her merkwiirdig, etwas als Parameter anzugeben, was im Rumpf definiert
wird. Zum anderen ist der Parametermechanismus aber auch pragmatisch ungeeig-
net; denn man misste ja alle Komponenten, die man irgendwo vielleicht einmal
umbenennen mdchte, in die Parameterliste aufnehmen.

Mathematisch gesehen ist das Vorgehen mit Renaming tibrigens verwandt zu den
so genannten Fibrations in der Kategorientheorie. (Eine etwas genauere Diskussion
findet sich in [118].)

5.2.3 Kombination und Verwendung von Morphismen

Beide Arten von Morphismen — die Restriktion A ONLY a3 ... a, und die Um-
benennung A RENAMING (a; AS b1) ... (an AS by,) — induzieren jeweils eine
Funktion @, die auf die Gruppe A angewandt wird und eine neue Gruppe
liefert. Im ersten Fall ist #(A) eine Teilmenge von A, im zweiten Fall ist &(A)
eine systematische Umbenennung von A.

Wie alle Funktionen lassen sich auch diese Morphismen komponieren.
Ein Beispiel sehen wir in Programm 5.5. Das Ergebnis ist hier eine Grup-
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pe ¥(P(S)), wobei @ der Restriktions-Morphismus ist und ¥ der Renaming-
Morphismus.

Programm 5.5 Kombinierte Morphismen

GROUP S={ITEMa=... ITEMb=... ITEM c=...}
GROUP T = {USE S ONLY a ¢ RENAMING (a AS u) —— analog fiir EXTEND
ITEMz=...u...c...%... K...S.a...5.b}

Natiirlich lassen sich die Morphismen auch in der anderen Reihenfolge
kombinieren, wie das Programm 5.6 zeigt. Man beachte, dass sich die Restrik-
tion jetzt auf den bereits gednderten Namen u beziehen muss.

Programm 5.6 Kombinierte Morphismen

GROUP S={ITEM a=... ITEMb=... ITEM c=...}
GROUP T = {USE S RENAMING (a AS u) ONLY u ¢ —— analog fiir EXTEND
ITEMZ=...4...c..d.. K...S.a...5.b}

Aus Bequemlichkeit und wegen der besseren Lesbarkeit sollte man auch
eine verkiirzte Notation fiir kombinierte Morphismen anbieten, wie sie in Pro-
gramm 5.7 illustriert ist.

Programm 5.7 Kombinierte Morphismen (abgekiirzt)

GROUP S={ITEMa=... ITEMb=... ITEM c=...}
GROUP T = {USE S ONLY (a AS u) ¢ —— analog fiir EXTEND
ITEMz=...4...c.. d.. ¥...5.a...5.b}

5.2.4 Vererbung mit Modifikation

In der objektorientierten Programmierung wird es als ganz wichtig angesehen,
dass man bei der Vererbung kleinere Modifikationen vornehmen darf. Als ty-
pische Beispiele werden in solchen Diskussionen gerne Szenarien der folgenden
Bauart herangezogen: Die Klasse Tier hat eine Methode fliehen. Bei der Sub-
klasse Sdugetier wird das als rennen implementiert, bei der Subklasse Vogel
als fliegen. Das Ganze geht bei den Subklassen von Vogel noch weiter: Bei
Emu wird die Methode fliehen wieder zu rennen, und bei Pinguin wird sie zu
tauchen.
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Zwar wirkt dieser Vergleich — denn das ist das obige Szenario ja nur — auf
den ersten Blick bestechend, aber in der Praxis der Softwareentwicklung zeigen
sich doch Probleme. Vor allem geschieht es relativ oft, dass die Modifikation
nicht mit Absicht, sondern aus Versehen passiert. Das ist besonders héufig
der Fall, wenn Software im Rahmen der Maintenance oder Weiterentwicklung
fortgeschrieben wird — was wohl auf iiber achtzig Prozent der tatséchlichen
Programmierarbeit zutrifft. Damit die Vererbung nicht vom Segen zum Fluch
mutiert, muss man diese Schwierigkeiten in den Griff bekommen.

Das Hauptproblem scheint darin zu liegen, dass man nicht gewarnt wird,
wenn man eine bestehende Methode tiberschreibt. Dieser Schritt miisste also
explizit benannt werden, um gréfere Sicherheit zu bekommen. Erfreulicher-
weise — manche wiirden sagen: notwendigerweise — passt diese Forderung auch
besser zu einem konzeptuell sauberen Vorgehen. Denn eine solche saubere Lo-
sung besteht darin, modifizierende Vererbung als eine Kombination von harm-
loser Vererbung und Restriktion zu sehen. Das ist in Programm 5.8 illustriert.

Programm 5.8 Vererbung mit Modifikation

GROUP A ={ITEM a; =... ITEM az =... ITEM a3 =...}
GROUP B = { EXTEND A WITHOUT ay
ITEM a2 = ...}

Da diese sichere Losung ohne grofien Aufwand moglich ist, kann man das
implizite Uberschreiben von Operationen als Fehler (,duplicate definition*)
behandeln. Der — im Vergleich zum Gewinn an Sicherheit winzige — Preis
besteht darin, jeweils so etwas wie WITHOUT ay explizit hinzuschreiben.

Beispiel 5.1 (Gleichheitstest)

Die Verwendung des standardméfligen Gleicheitstests ,, = “ auf Real-Zahlen
ist im Allgemeinen aufgrund von Rundungsfehlern sinnlos. Deshalb sollte man
die Gleichheit entsprechend umdefinieren:

STRUCTURE MyNumbers = {
EXTEND Float WITHOUT =
ITEM = : (Real x Real — Real) = Az,y+ |z —y| <1078

}

Damit kénnen Algorithmen unverdndert in lesbarer Form mit Vergleichen
IF £ = y THEN... geschrieben werden.

Dieses Konzept ist auch beim Programmieren-im-Kleinen niitzlich. Uber-
raschend oft braucht man leicht modifizierte Tupel oder Gruppen. Das heifit,
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es ist ein Wert = gegeben und man braucht einen Wert y, der von x nur in ei-
ner oder zwei Komponenten abweicht. Als ein simples Beispiel betrachten wir
ein Datum (wobei wir annehmen, dass entsprechende Subtypen Day, Month
und Year von Int gegeben sind):

TYPE Date = { day = Day, month = Month, year = Year }

Wir kénnen eine Funktion schreiben, die ein Datum um ein Jahr verschiebt
(wobei wir das Problem der Schaltjahre ignorieren).

FUN nextYear: Date — Date

DEF nextYear(date) = {day = date.day,
month = date.month,
year = date.year + 1}

Wenig elegant ist dabei die langliche Auflistung der unverdnderten Kompo-
nenten — und zwar nicht nur wegen des Schreibens, sondern vor allem wegen
des schlechteren Lesens: die eigentliche Information wird hinter einer Fiille
von Banalitdten verborgen. Deshalb lohnt sich fiir solche Félle die Einfithrung
einer Spezialnotation:

DEF nextYear(date) = date BUT { year = date.year + 1}

Wie wir eben schon im Zusammenhang mit der modifizierenden Vererbung
gesehen haben, ist dies nur die Kombination der beiden Operatoren EXTEND
und WITHOUT:

DEF nextYear(date) = { EXTEND date WITHOUT year
year = date.year + 1 }

5.3 Geheimniskramerei: Import und Export

The vast magority of our imports
come from outside the country.
George W. Bush

Die bisher gezeigten Konzepte bestechen durch ihre Einfachheit. Das reicht
auch vollig aus fiir die Anforderungen des Programmierens-im-Kleinen. Aber
aus dem Software-Engineering ist bekannt, dass man fir das Programmieren-
im-Groflen eine filigranere Kontrolle braucht, insbesondere das so genannte
Geheimnisprinzip.

Erstaunlicherweise wird dieses Geheimnisprinzip in manchen Program-
miersprachen — z.B. JAVA — nicht symmetrisch gesehen, sondern einseitig.
Doch Abbildung 5.1 macht deutlich, dass die Schnittstelle zwischen einer
Gruppe (bzw. einem Fragment) und ihrem (seinem) Kontext in beiden Rich-
tungen gleichartig wirken sollte.
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Environment Env,

= Schnittstelle

Fragment p Scope, Namensraum NameSpace,

Abb. 5.1: Kontext und Schnittstelle eines Programmfragments

5.3.1 Schutzwall nach auflen — Export (PRIVATE, PUBLIC)

Bei unseren Tupeln, Strukturen, Packages etc. haben wir einen Interessenkon-
flikt. Einerseits sollten sie — es geht ja um grofle Programme — auf jeden Fall
Scoping-Mechanismen zum Schutz lokaler Namen bereitstellen. Andererseits
brauchen wir diese lokalen Namen aber als Selektoren.

Die Auflésung dieses Konflikts ist aus Sprachen wie JAVA bekannt: Man
spendiert weitere Schliisselworter, um die sichtbaren von den geschiitzten Na-
men zu unterscheiden. Damit kénnen wir dann z.B. eine Struktur folgender
Art schreiben.

STRUCTURE Map (e, 3) = {
TYPE Map = Seq (Pair(«, 3))
PRIVATE TYPE Seq 7= ...
PRIVATE TYPE Pair = ...

Hier wird im Endeffekt verborgen, dass es sich beim Typ Map um eine
Sequenz von Paaren handelt. Noch klarer wird das, wenn man das als verteilte
Deklaration schreibt:

STRUCTURE Map(a, 8) = {
ITEM Map: Type
PRIVATE DEF Map = Seq (Pair (o, 3))
PRIVATE ...

Damit kann sich von auflen niemand auf die ,,innere“ Struktur des Typs Map
beziehen und es ist gefahrlos moglich, spéter auf eine wesentlich effizientere
Implementierung umzusteigen. (Natiirlich muss es Funktionen geben, die es
erlauben, mit den Maps zu arbeiten, ohne die Sequenzen und Paare zu sehen.)

Aus Sprachen wie JAVA ist als Gegenstiick zu PRIVATE das Schliisselwort
PUBLIC bekannt. Das wird deshalb gebraucht, weil die Sichtbarkeitsregeln
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etwas anders sind als bei uns. Wenn dort z. B. zwei Strukturen A und B in
einem Package sind, dann kennen sie gegenseitig ihre Items, ohne dass USE A
bzw. USE B gesagt werden muss. Auflerhalb des Packages gilt das nicht mehr.
Unser systematischerer Ansatz, der gleichartige Scopingregeln tiber beliebige
Hierarchien hinweg etabliert, kommt ohne dieses Schliisselwort aus.

Es gibt allerdings einen anderen Aspekt, der ein solches Schliisselwort wie-
der niitzlich macht. Oft hat man grofle Teile eines Packages oder einer Struk-
tur, die alle mit PRIVATE zu annotieren wéren. Dies behindert die Lesbarkeit
empfindlich. Deshalb sollte man solche Items zusammenfassen kénnen. Und
dann braucht man auch eine Moglichkeit, die Annotation wieder autheben zu
kénnen. Schematisch sieht das dann so aus wie in Programm 5.9.

Programm 5.9 Export: Private und &ffentliche Items

GROUP A = { PUBLIC PART
ITEM a1 = ...
ITEM a2 = ...
PRIVATE PART
ITEM a3 = ...
ITEM a4 = ...
PUBLIC PART

Anmerkung: In manchen Sprachen, z. B. OPAL, wird diese Einteilung fest erzwun-
gen. Der PUBLIC PART wird durch das Schliisselwort SIGNATURE gekennzeichnet, der
PRIVATE PART durch das Schliisselwort IMPLEMENTATION. Beide missen sogar in ge-
trennten Dateien stehen. Diese letzte Restriktion entspricht aber heute nicht mehr
den Prinzipien modernen Software-FEngineerings. In HASKELL wird der sichtbare Teil
dadurch gekennzeichnet, dass er dem Modulnamen in einer so genannten Interface-
liste folgt: module (<Ezportlistes) where <Definitionens. Diese Art von Lis-
ten tendiert aber in der Praxis dazu, sehr lange und schwer lesbar zu werden, vor
allem wenn im Falle von Overloading noch Typannotationen nétig werden.
Semantisch bedeutet die Einfithrung von privaten Items, dass der Namens-
raum NameSpace, in zwei Versionen auftritt. Innerhalb des Scopes Scope,
enthélt er alle Namen, auflerhalb des Scopes enthilt er nur noch die expor-
tierten Namen, also diejenigen Items die nicht als privat gekennzeichnet sind.

5.3.2 Schutzwall nach innen — Import

Fir die Robustheit des Programmierprozesses braucht man eine Kontrolle
dariiber, was in einer Struktur, einem Package etc. tatsédchlich aus der Umge-
bung benutzt wird. Das wird von der USE-Notation nicht geleistet, weil man
innerhalb des Codes noch mit voll qualifizierten Selektionen der Art A.a auf
ein Item a zugreifen kann, selbst wenn USE A WITHOUT a gesagt wurde.
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Wir verwenden das Schliisselwort IMPORT um auszudriicken, dass die ent-
sprechende Gruppe gegen alles andere abgeschirmt ist. Die Situation l&sst sich
schematisch darstellen wie in Programm 5.10.

Programm 5.10 Import

GROUP A={ITEM a=... ITEM b= ... ITEM c=...}
GROUP G = {IMPORT A ONLY a ¢

ITEMZ=...a... % .. 2. ..c}

Semantisch bedeutet dies, dass innerhalb von G alles aus der Umgebung
verschattet wird, mit Ausnahme der beiden Selektionen A.a und A.c. Die
lokalen Namen von G bleiben natiirlich verfiigbar.

Aus pragmatischen Griinden verbindet man den Import automatisch mit
dem Effekt von USE; das heifit, die Items der importierten Struktur kénnen
auch gleich in abgekiirzter Form benutzt werden.

Formal lasst sich dieses Konzept ganz einfach beschreiben. Wir betrachten
wieder den Matching-Prozess zur Namensvervollstandigung aus Abschnitt 4.3.
Jetzt werden zuerst aus dem Environment alle Namen herausgefiltert, die nicht
zum Import gehoren (im obigen Beispielprogramm 5.10 also alles, was nicht zu
A gehort). Danach wird das Matching wie tiblich durchgefiithrt. Man beachte,
dass dabei auch volle Namen der Art P.S.z ausgeschlossen werden, wenn P
oder P.S nicht im Import liegen.

Man beachte weiterhin, dass der wesentliche Effekt beim Import also nicht
in dem liegt, was geholt wird, sondern in dem was nicht mehr geholt werden
darf (ndmlich alles andere).

Ein pragmatisches Problem mit der Typisierung

Mit unserem rigorosen Ansatz beim Import haben wir ein kleines, aber ldstiges
Problem geschaffen. Betrachten wir folgendes Beispiel:

STRUCTURE Foo = {
IMPORT Sequence ONLY Seq length

DEF f(s:Seq) = ...length(s)...

-

Die Funktion length hat als Ergebnistyp Nat. Dieser Typ ist hier aber
nirgends mit importiert worden. Hier muss der Compiler so gestaltet werden,
dass es zu keinen unnétigen Fehlermeldungen kommt. Auf keinen Fall darf
aber dem Programmierer zugemutet werden, hier zusétzliche Importe vorzu-
nehmen, nur damit die Typisierung aller benutzten Items ausdriickbar wird.
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5.4 Generizitat: Funktionen, die Gruppen liefern

Dass man Funktionen schreiben kann, bei denen als Ergebnis Gruppen ent-
stehen, ist nichts Neues. Bei Tupeln kennt man das gut, bei Records sieht es
fast genauso aus:

FUN shift: Real x Real — Point — Point
DEF shift(dz,dy)(p) ={z=p.c+de,y=p.y+dy}

Diese Anwendung erfolgt in Programmiersprachen derart standardmafig,
dass man nicht einmal einen besonderen Namen fiir diese Art von Funktionen
eingefiihrt hat.

Anders ist das bei ,hoheren“ Arten von Gruppen. Bei Strukturen, Packa-
ges oder gar Bibliotheken kommt man nicht so ohne weiteres auf die Idee, sie
mittels Funktionen zu generieren. Dabei gibt es ganz einfache und durchaus
bekannte Anwendungen.

STRUCTURE Sequence o = {
TYPE Seq = ...
FUN length: Seq — Nat = ...
FUN ft: Seq —»a=...

}

Offensichtlich ist Sequence hier eine Funktion, die als Argument einen Typ
nimmt und als Ergebnis eine Struktur abliefert. Konsequenterweise ist es dann
moglich, diese Funktion in vielfaltiger Weise zu applizieren.

STRUCTURE NatSeq = Seq Nat
STRUCTURE Word = { EXTEND Seq Char ... }

Die Parameter miissen nicht unbedingt Typen sein; auch Parametrisierung
mit Werten ist moglich, wie das Beispiel von (m, n)-Matrizen zeigt.

STRUCTURE Matriz (m,n) a ={...}

Mogen diese Beispiele gerade noch akzeptabel erscheinen, so bedarf es bei
den noch héheren Arten von Gruppen schon eines gewaltigen Mafles an Phan-
tasie. Dabei gibt es niitzliche Beispiele; sie sind nur — in Ermangelung geeig-
neter Sprachkonstrukte — ganz anders gelost worden. Compiler-Generatoren
kénnte man z. B. sehr elegant und kompakt folgendermaflen schreiben:

PACKAGE CompilerTools(Grammar) = {

STRUCTURE Lexic = {FUN scanner = ...

VAL symboltable = ... }
STRUCTURE Syntar = {FUN parser = ...

TYPE AbsTree = ... }
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So etwas liberfordert alle gingigen Programmiersprachen. Die pragmati-
sche Losung besteht darin, die Grammatik in einer Datei abzulegen, aus der
die verschiedenen Generator-Tools sie jeweils holen. Das ist nichts anderes, als
Parameteriibergabe ,von Hand“ auf dem Umweg iiber das Betriebssystem.

Anmerkung 1: Auch bei diesen generischen Records, Strukturen, Packages etc. sieht
man deutlich, dass ein wesentlicher Aspekt in unserer Diskussion moch fehlt: die
Typisierung. Wie schon mehrfach angekiindigt, wird uns das in den Kapiteln 6 bis 9
noch intensiv beschdftigen.

Anmerkung 2: Die naheliegende Erkenninis, dass sich der Funktionsgedanke auf
die Modularisierungsebene tibertragen lasst, hat interessanterweise kaum den Weg
in die Programmiersprachen gefunden. Wenn das Phdnomen dort anzutreffen ist,
dann unter Namen wie Templates oder generische Module, fir die dann jeweils sehr
spezifische semantische Beschreibungen gegeben werden. Dass es sich nur um eine
weitere Anwendung der Funktionsidee handelt, wird kaum einmal gesagt.

Eine bemerkenswerte Ausnahme ist die Sprache ML. Hier gibt es dieses Konzept
unter dem Begriff Functor:

FUNCTOR. «name» ( «parameter »: «signature
STRUCT «definitions» END

param ?): (SignaAture, . » =

Der Parameter ist eine ganze Struktur, die Gber ihre Signatur (s. Kapitel 9) typisiert
wird. Das Ergebnis ist ebenfalls eine Struktur, die tiber eine entsprechende Signatur
typisiert wird. In OPAL ist es dhnlich; allerdings werden die Parameter nicht als
Struktur, sondern als Liste einzelner Items angegeben. Aber sowohl ML als auch OPAL
schrinken das Konzept stark ein: Diese Art von Funktionen existieren nur auf der
obersten Ebene und es gibt keine weiteren Moglichkeiten als sie zu definieren und
zu instanziieren. Das heif$t, Strukturen und thre Signaturen sind keine First-class
citizens.

Nochmals: Schliisselworter

Bei den generischen Typen, Strukturen, Packages etc. gibt es ein kleines Pro-
blem mit der Wahl unserer spezifischen Schliisselworter. Betrachten wir das
obige Beispiel der generischen Sequenzen.

Eigentlich miisste es FUN Sequence oz = { ...} heiflen, weil es sich um eine
Funktion handelt. Aber aus pragmatischen und historischen Griinden ist es
verniinftig, hier im Schliisselwort das Resultat der Applikation hervorzuheben
und deshalb von STRUCTURE zu sprechen. (Hier bewihrt sich, dass unsere
Schliisselworter nur Abkiirzungen und damit sehr flexibel zu handhaben sind.)
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Das Wesen der Dinge ist schwerlich so flach
wie die Mehrzahl der Kopfe, die thm auf den
Grund gekommen zu sein glauben.

Otto Liebmann

Die zentrale Frage zum Typkonzept von Programmiersprachen lautet natiir-
lich: ,,Welche Typkonstrukte bietet die Sprache?“ Um das einschétzen zu kon-
nen, muss man aber eine zweite Frage mit stellen. ,In welchen allgemeinen
Rahmen ist das Typkonzept der Sprache eingebettet?“ Was sich hinter dieser
zweiten Frage verbirgt, soll im Folgenden als erstes skizziert werden. Danach
werden die géangigen Typkonzepte von (funktionalen) Programmiersprachen
im FEinzelnen behandelt. Weitergehende Fragen wie Subtypen, Polymorphie,
abhéngige Typen oder Typklassen werden erst in den darauf folgenden Kapi-
teln diskutiert werden.

6.1 Generelle Aspekte von Typen

Zuerst wenden wir uns der zweiten der obigen Fragen zu, also dem Rahmen,
in den die Typisierungskonzepte der Sprache eingebettet sind.

6.1.1 Die Pragmatik: Statische oder dynamische Typpriifung?

Als Erstes muss man klaren, wann die Typkorrektheit iberpriift wird. Grund-
satzlich gibt es zwei Moglichkeiten (vgl. Abbildung 6.1):

e Dynamische Prifung (run-time check). Bei der Ausfithrung des Pro-
gramms wird bei jedem Aufruf f(e) einer Funktion f: A — B tiberprift, ob
der Argumentwert e dem geforderten Typ A geniigt und ob das Resultat
dem Typ B geniigt.

Vorteil: Man kann ein sehr reiches und ausdrucksstarkes Typsystem ein-
fithren, das alle methodisch erwiinschten Konzepte enthélt.
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Nachteil: Das Verfahren ist sehr ineffizient, weil zur Laufzeit sehr viele
zusitzliche Tests ausgefithrt werden. Auflerdem konnen die Typprifun-
gen ihrerseits auf Fehler fiihren, z.B. Division durch Null, Zahliberlauf,
unendliche Berechnungen etc.

e Statische Prijfung (compile-time check). Der Compiler analysiert das Pro-
gramm um sicherzustellen, dass jeder Funktionsaufruf die Typisierung er-
fillt. Man kann das als den einfachsten Grenzfall einer Programmverifika-
tion auffassen.

Vorteil: Die Priifung findet nur einmal bei der Ubersetzung statt und be-
lastet die Ausfithrung des Programms nicht.

Nachteil: Da letztlich ein Beweis stattfindet, miissen die Typisierungskon-
zepte so einfach und eingeschrinkt sein, dass dieser Beweis tatséchlich
vollautomatisch und effizient durchgefiihrt werden kann. Auflerdem diir-
fen die Typpriifungen keinen Absturz des Compilers bewirken, selbst dann
nicht, wenn der Benutzer ein falsches System von Typen programmiert hat.

Input Output

\

Laufzeit

Compiler

Programm Code

statische dynamische

Typpriifung Typpriifung

Abb. 6.1: Statische und dynamische Typpriifung

In der Praxis wird aus Effizienzgriinden in fast allen Sprachen die stati-
sche Typpriifung gewéhlt — mit den entsprechenden Beschrénkungen fir die
Ausdrucksméchtigkeit der Sprache. Die dynamische Priifung ist seltener zu
finden, am ehesten noch bei Arrays, wenn die Einhaltung der Indexgrenzen
sichergestellt wird, und bei gewissen Aspekten von objektorientierten Spra-
chen. Zu den wenigen Sprachen mit dynamischer Typpriifung gehéren z. B.
ERLANG, SMALLTALK, PYTHON und — mit Einschrankungen — LISP und JAVA.

Wir interessieren uns vor allem fiir moderne Programmierparadigmen, al-
so fiir moglichst ausdrucksstarke und niitzliche Konzepte. Davon sollten wir
uns nicht durch Probleme der effizienten Implementierbarkeit ablenken las-
sen. Also gehen wir grundsétzlich von dynamischer Typprifung aus. Dabei
betrachten wir es als Optimierungsproblem, moglichst viele dieser Prifungen
in den Compiler zu verlagern. (Dies wird in der Literatur auch als Type era-
sure bezeichnet.) Auflerdem gibt es immer noch die Moglichkeit — wie beim
assert-Statement von JAVA—, die Priifung bei Bedarf auszuschalten.

Mit anderen Worten: Wir gehen davon aus, dass in einer modernen Spra-
che beides stattfindet: statische und dynamische Typprifung.
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6.1.2 Reflection: Typen als ,,First-class citizens“

Bei nahezu allen gangigen Programmiersprachen beschrankt sich die Rolle
der Typen darauf, gewisse Standardfehler in Programmen abzufangen, indem
Variablen, Konstanten, Prozeduren etc. ,typisiert* werden. Mit objektorien-
tierten Sprachen wie JAVA oder dem .NET-Framework von Microsoft ist aber
eine Erweiterung dieser Rolle erfolgt: Typen — dort Klassen genannt — konnen
im Programm selbst zur Laufzeit in Berechnungen einbezogen werden. Dazu
dienen Klassen wie Object oder Class, und das spiegelt sich im generellen
Konzept der so genannten Reflections wider [131, 132, 41]. Eine weitere Moti-
vation ergibt sich bei der Verwendung von Garbage Collection: hier wird zur
Laufzeit eine Menge an Typinformation benotigt.

Dabei geschieht eigentlich etwas ganz Einfaches. Wenn man einen Compi-
ler fiir eine Sprache wie z. B. OPAL schreibt, dann gibt es in diesem Compiler
Datenstrukturen, mit deren Hilfe die im jeweiligen Programm vorkommenden
Typen représentiert werden. Diese Datenstrukturen werden in traditionellen
Compilern nach der Ubersetzung weggeworfen. Das Reflection-Prinzip basiert
darauf, dass man sie nicht wegwirft, sondern dem Programm erlaubt, zur Lauf-
zeit auf sie zuzugreifen. Durch JAVA ist diese Idee inzwischen in der objektori-
entierten Welt verbreitet, in [42] wurde sie experimentell fiir die funktionale
Sprache OPAL realisiert.

Aber wir wollen diese Idee nicht nur als compilertechnisches Phidnomen
hinnehmen, sondern das Prinzip auf konzeptueller Ebene konsequent zu Ende
denken. Das heifit, wir betrachten Typen als , First-class citizens“. Das fiihrt
dazu, dass zwei Sichten auf Typen in unseren Programmen gleichberechtigt
nebeneinander stehen (vgl. Abbildung 6.2):

o Intensionale Sicht. Jeder Typ ist ein eigenstandiges ,,Ding“ und somit
im Programm benutzbar und verarbeitbar.
Wenn also im Compiler oder bei der Anwendung von Reflection der Typ
selbst als Datenstruktur codiert ist, dann spiegelt das seine intensionale
Sicht wider.

o FEaxtensionale Sicht. Jeder Typ charakterisiert eine gewisse Menge von
Werten.
Wenn wir also sagen, dass mit einer Schreibweise wie 5: Nat der Wert 5
als ein Element der natiirlichen Zahlen charakterisiert wird, dann haben
wir eine extensionale Sicht von Nat eingenommen.

Anmerkung: Dieses Begriffspaar wird in der Logik und Philosophie z. B. von Car-
nap und Wittgenstein betrachtet. Wir passen die Begriffe hier technisch auf unsere
programmiersprachlichen Konzepte an.

Betrachten wir z.B. den elementaren Typ Int. In intensionaler Sicht ist
damit genau ein Ding bezeichnet (das nur zwei Eigenschaften hat, ndmlich
Int zu heifilen und ein Typ zu sein). In extensionaler Sicht steht Int fiir die
Menge der ganzen Zahlen (bzw. fiir die Menge der 32-Bit-Zahlen). Das ist
ein bedeutender Unterschied zur klassischen Mathematik. Wenn dort z.B.
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von der Menge Prim = {z € N | prim z} die Rede ist, dann hat der Name
Prim keinerlei Relevanz und keinerlei eigenstédndige Bedeutung; er bezieht
seine Existenzberechtigung ausschliellich aus der Menge, fiir die er steht. In
einem Ausdruck wie 29 € Prim ist Prim deshalb auch nichts anderes als eine
Kurzschreibweise fir die entsprechende Menge.

-7 N
=) (3, true) Y
- ,’ ° (-2, false) \,
_--" ] ® ]
Int, Bool ,——/ ! !
( 7. <—) i (15, true) :
N S~a ' (7, true) b '
T~ 1 ° H
et (3, false) |
~\§\\\\___________.___/,/
Intension Extension

Abb. 6.2: Intensionale und extensionale Sicht

In Abbildung 6.2 wird dieser Zusammenhang illustriert. Ein Tupeltyp wie
z.B. (Int, Bool) ist in intensionaler Sicht einfach nur ein Paar bestehend aus
den beiden Symbolen Int und Bool. Genau dieses Paar wird vom Compiler
im Rahmen der Typpriifung bearbeitet, und dieses Paar wird bei Verwendung
von Reflection-Techniken auch in die Laufzeit {ibernommen. In extensionaler
Sicht steht dieser Tupeltyp dagegen fiir eine Menge von Werten, und zwar fiir
alle Paare, deren erste Komponente (extensional) ein Element von Int ist und
deren zweite Komponente (extensional) ein Wert von Bool ist.

Der Ubergang zwischen beiden Sichten erfolgt, wenn wir Typisierungen
angeben wie z.B. (=2, true): (Int, Bool). Links und rechts vom Doppelpunkt
stehen jeweils intensionale Elemente, einmal ein Tupel bestehend aus den
Symbolen — 2 und true und einmal ein Tupel bestehend aus den Symbolen
Int und Bool. Aber die Semantik des Ausdrucks basiert auf der extensionalen
Sicht: Die Elemente links sind in den Mengen rechts enthalten.

In einem modernen Ansatz, der auch Konzepte wie Reflection einbezieht,
muss man sich beim Arbeiten mit Typen also immer dariiber im Klaren sein,
dass sie zwei Seiten haben. Wenn wir so etwas schreiben wie

TYPE Prim = (x: Nat | prim )

(die Notation wird in Kapitel 7 im Zusammenhang mit Subtypen genauer er-
klart werden) dann hat der Typ Prim eine Doppelnatur. Zum einen kann er in
einem Ausdruck der Art 29: Prim verwendet werden, was dem 29 € Prim der
Mathematik entspricht. Zum anderen existiert Prim aber auch als ein eigen-
stdndiges Ding, das zwei Eigenschaften reprasentiert: , Nat sein“ und ,,prim
sein“. Die Représentation dieser beiden Fakten ist auBerdem in geeigneter
Weise programmiersprachlich codiert — iiblicherweise als Paar bestehend aus
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dem Basistyp Nat und der Funktion prim —, so dass man sie abfragen und
auch manipulieren kann.

6.1.3 Intensionalitit, Reflection und der Compiler

Compilertechnisch haben die obigen Beobachtungen eine einfache Konse-
quenz: Jeder Wert ist mit seinem Typ attributiert, d. h., er ist ein Paar beste-
hend aus dem Wert selbst und dem Typ.

Typen als Attribute sind ein Standardkonzept des Compilerbaus, das wah-
rend der Kontextanalyse eine zentrale Rolle spielt. Wenn diese Attribute — wie
z.B. in JAVA oder .NET — auch zur Laufzeit erhalten bleiben, werden einige
Fragen, die sonst nur Compilerbauer beschéftigen, auch fiir Programmierer
relevant:

o Wie stellt man Typen dar? JAVA macht es sich hier sehr einfach: alles wird
iiber Strings dargestellt; der Rest ist das Problem des Programmierers. In
einem systematischen Ansatz muss man hier bessere Losungen anbieten —
und die sind aus Compilern ja bekannt.

o Wie kann man méglichst hohe Effizienz erreichen? Dabei bedeutet Effizi-
enz zweierlei: Zum einen soll der Laufzeitcode moglichst wenig mit Typ-
priifungen belastet werden. Zum anderen weifl man, dass die Produktivitét
der Programmierer wesentlich steigt, wenn viele Fehler bereits im Com-
piler abgefangen werden. Beides lduft darauf hinaus, dass man moglichst
gute Optimierungstechniken fiir die Typpriifung braucht.

o Kann ein Wert mehr als einen Typ haben? Das ist eine subtile Frage, die
in der objektorientierten Programmierung unter dem Stichwort mehrfache
Vererbung heftig diskutiert wird.

Wir werden im Folgenden immer wieder iiber diese Beziehung zwischen
Werten und ihren Typen reden miissen. Deshalb fithren wir eine spezielle
Notation dafiir ein.

Definition (Wert mit annotiertem Typ)

Um auszudriicken, dass ein Wert a zur Laufzeit den Typ T hat, schreiben

wir alT?. (Im Zusammenhang mit Summentypen wird es auch Listen von
annotierten Typen geben; s. Abschnitt 6.5.)

Beispiele fiir diese Notation sind etwa 7{/") 3 2(Feal) —wprgijon{String)
(12’ true)(Real,BooD, (1’ 7, 4)<Array(0. .2)Real) USW.

Anmerkung: Wenn man alle Werte zur Laufzeit tatsdchlich in dieser Form mit ihren
Typen annotiert, geht sehr viel Effizienz verloren. Deshalb ist es eine wesentliche Op-
timierungsaufgabe, diese Annotationen wegzulassen, wo immer sie nicht gebraucht
werden. Technisch ldsst sich das so machen, dass die Paare (Wert, Typ) compiler-
intern jeweils in zwei getrennte Variablen aufgeteilt werden. Dann identifiziert eine
standardmapige Datenflussanalyse diejenigen Variablen, die nie gebraucht werden.
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6.1.4 Typen sind auch nur Terme

Im Gegensatz zur klassischen Typtheorie, wo Typen iiblicherweise semantisch
und kalkilorientiert betrachtet werden, nehmen wir eine mehr pragmatische,
compilerorientierte Sicht ein. Wir sehen Wertausdriicke ebenso wie Typaus-
driicke als Terme an (die compilerintern als Biaume realisiert sind); diese Ter-
me sind manchmal durch das Symbol , : “ miteinander verbunden, wodurch
jeweils noch groflere Terme entstehen. Zum Beispiel ist

(sin(z), cos(z)): (Real x Real)

ein Term mit zwei Subtermen, néamlich (sin(z), cos(z)) und (Real x Real),
die durch den Operator ,,: “ miteinander verbunden sind.

Terme dieser Bauart miissen — wie alle anderen Programmterme auch —
geeignet interpretiert werden; das kann zur Compilezeit geschehen oder erst
zur Laufzeit. Diese Interpretation muss mit der semantischen Sicht von Ty-
pen vertraglich sein, das heifit, sie muss den Regeln eines entsprechenden
Typkalkiils geniigen. Mit anderen Worten, wir nehmen hier eine intensionale
Sichtweise ein, die mit einer entsprechenden extensionalen semantischen Sicht
kompatibel sein muss.

Diese Betrachtungsweise fithrt uns direkt auf das Konzept der so genannten
Coercion Semantics, bei der Typisierung letztlich als Typanpassung verstan-
den wird; darauf gehen wir im Detail in Abschnitt 7.1.3 ein.

6.1.5 Typdeklarationen: Typsynonyme oder neue Typen?

Eine ebenso interessante wie subtile Frage ist, ob eine Typdeklaration nur
einen synonymen Namen einfiihrt (equi-recursive view [117]) oder ob ein ganz
neuer Typ entsteht (iso-recursive view [117]). Die erste Sichtweise erscheint auf
den ersten Blick intuitiver, sie erweist sich aber in der Praxis als komplizier-
ter. Wir beantworten diese Frage mit einem entschlossenen sowohl-als-auch:
Letztlich hangt es davon ab, was bei einer Typdeklaration auf der rechten
Seite steht. In einer Konstruktion der Bauart

TYPE A = «rhs»

ist der Typname A in der Tat synonym zu seiner rechten Seite «rhs». Die
Frage, ob ein neuer Typ entsteht, hingt damit von der rechten Seite ab. In
Féllen wie

TYPE Dollar = Int —— Typsynonym (dquivalente Namen)
ist Dollar wirklich nur ein anderer Name fiir Int. Wenn wir dagegen schreiben
TYPE Parser = (String — Tree)—— Typsynonym (Namen und Ausdruck)

ist Parser eine Kurzschreibweise fiir den Ausdruck (String — Tree). Noch
deutlicher wird der Effekt, wenn wir Konstruktoren hinzunehmen, also einen
so genannten ,,Sum-of-products“-Typ definieren (s. Abschnitte 6.4 und 6.5):
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TYPE Dollar = dollar(value: Int) —— neuer Typ
TYPE Parser = parser(String — Tree) —— neuer Typ

Hier haben wir auf der rechten Seite jeweils einen neuen Typ geschaffen, dessen
Werte mit Hilfe des angegebenen Konstruktors generiert werden miissen. Zu
diesen neuen (anonymen) Typen sind die Namen Dollar bzw. Parser dann
synonym.
Anmerkung: In den Sprachen ML und HASKELL ist das anders geldst. Dort benutzt
man unterschiedliche Schlisselworter. Sowohl in ML als auch in HASKELL verwendet
man fiir Typsynonyme das Schliisselwort type. Fiir neue Typen verwendet man in ML
das Schliisselwort datatype und in HASKELL die Schlisselworter data oder newtype.
OPAL kennt keine Typsynonyme.

type dollar = int (x Synonym in ML x)

type Dollar = Int —— Synonym in HASKELL

datatype dollar = Dollar of int (% neuer Typ in ML %)

data Dollar = Dlr Int —— neuer Typ in HASKELL

ML besitzt dariber hinaus noch ein weiteres Schlisselwort, mit dem man so ge-
nannte abstrakte Typen einfiihren kann:

abstype nat = Nat of int (x abstrakter Typ in ML %)
with «definitions »

Hier werden im Wesentlichen die Konstruktoren wverschattet, d.h., die interne Re-
prasentation der Werte verborgen.

6.1.6 Kinding: Typen hoherer Stufe

Wenn wir Typen nur als Terme behandeln, dann stellt sich die Frage nach
der Typisierung dieser Typterme. In der Typtheorie spricht man hier von
Kinding. Wir werden dieses Thema im Detail in Kapitel 9 behandeln; aber
zwei Aspekte miissen wir schon vorab ansprechen:

e Um Operatoren auf Typen selbst typisieren zu kénnen, brauchen wir die
Klasse Type aller Typen. Damit ist dann eine Spezialnotation wie
TYPE Point = ...
nur eine Abkiirzung und Lesehilfe fiir die elementarere Konstruktion
ITEM Point: Type = ...

e Wenn wir Operatoren auf Typen ihrerseits typisieren wollen, dann ist das
Schliisselwort TYPE offensichtlich nicht angebracht. Also verwenden wir
ein anderes Schliisselwort:

KIND Seq: Type — Type

Diese Zeile besagt, dass Seq eine Funktion ist, die Typen in Typen abbildet.
(Wir werden diese Sichtweise von polymorphen Funktionen in Kapitel 8
einfithren.)
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Definition (KIND, Type)

Das generelle Schliisselwort fiir die Annotation der Art eines Items ist KIND.
KIND «ltem» : «Art»

Das Schliisselwort TYPE ist nur der Spezialfall fiir die Annotation von Werten
mit ihren Typen.
Die Klasse aller Typen bezeichnen wir mit Type.

6.1.7 Mehrfachtypisierung (Mehrfachvererbung)

Kann ein Wert mehrere Typen haben? Diese Frage wird bei traditionellen
Programmiersprachen normalerweise nicht gestellt; dort hat ein Wert immer
genau einen Typ. Aber sobald man Subtypen zulésst (s. Kapitel 7) stellt sich
die Frage neu. Und weil die so genannte Vererbung bei objektorientierten Spra-
chen nur ein neues Wort fiir Subtypen ist, bekommt die Frage sogar eine hohe
praktische Relevanz: Man kennt sie unter dem Namen Mehrfachvererbung.
Spétestens bei der Betrachtung von so genannten Typklassen in Kapitel 9 (die
den Interfaces von JAVA entsprechen) wird die Mehrfachtypisierung sogar zu
einer zwingenden Notwendigkeit.

Aus diesen Griinden miissen wir Mehrfachtypisierung generell zulassen.
Das bedeutet, dass z.B. ein Wert z die drei Typen haben kann

PROP z: Nat
PROP z: Odd
PROP z: Prim

Was bei diesem Beispiel noch ziemlich artifiziell wirkt, kann bei Tupeltypen
durchaus praktischen Sinn haben (s. Abschnitt 7.3) und wird bei Typklassen
zu einem essenziellen Konzept (s. Kapitel 9). Deshalb sehen wir auch eine
Notation fir Mehrfachtypisierung vor:

TYPE z: Nat & Odd & Prim —— Mehrfachtypisierung
KIND Int: Numeric & Eq& Ord & Printable —— Mehrfachklassen

6.2 Elementare Typen

Jedes praktische Typisierungskonzept muss mit elementaren Grundtypen be-
ginnen, aus denen dann alle weiteren Typen aufgebaut werden. Diese elemen-
taren Grundtypen werden als gegeben vorausgesetzt. Im Bereich der Pro-
grammiersprachen hat sich ein Standardkanon herauskristallisiert, den wir in
Tabelle 6.1 zusammengefasst haben.

Dabei gibt es allerdings Variationen und Probleme. Die wichtigste Frage
ist, ob die zahlartigen Typen jeweils die mathematischen Mengen N, Z und
R meinen oder nur die entsprechenden beschrinkten Maschinenzahlen. Fiir
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Bool die Wahrheitswerte true, false

Nat die natiirlichen Zahlen

Int die ganzen Zahlen

Real die reellen Zahlen

Char  die ,,Zeichen“, meist das Alphabet der ASCII- oder Unicode-Zeichen
String  Texte, also Folgen von Zeichen

Tab. 6.1: Elementare Grundtypen

den letzteren Fall sehen einige Sprachen noch Varianten mit unterschiedlichen
Bitldngen vor (Byte, Short, Long, Float, Double). Wir werden uns hier den
Luxus leisten, diese Frage offen zu lassen.

Anmerkung: Im Bereich der so genannten Algebraischen Spezifikation wurden Tech-
niken entwickelt, mit denen man auch solche Basistypen vollstindig formal definie-

ren kann, ohne auf die Pragmatik der Maschinen zurickgreifen zu missen. (In den
Biichern [43, 44] und [19, 101] kann man Genaueres dazu finden.)

6.3 Aufziahlungstypen

Neben den vordefinierten Grundtypen braucht man manchmal auch selbst
definierte Basistypen; dazu dienen die Aufzdhlungstypen. Bei der Beschrei-
bung gewisser Filme wére z. B. der folgende Typ niitzlich:

TYPE Attitude = { good, bad, ugly }

Diese Deklaration fiihrt einen neuen Typ Attitude ein, der die drei Werte good,
bad und ugly umfasst. Diese Werte sind grundsétzlich linear geordnet,' und
zwar in der Reihenfolge ihrer Aufschreibung, also good < bad < ugly.

Definition (Aufzahlungstyp)

Ein Aufzdhlungstyp wird in folgender Form geschrieben:
TYPE T ={a1, ..., a }

Dabei werden sowohl der Typ T als auch seine Elemente a; eingefithrt. Die
Elemente sind in der Reihenfolge ihrer Aufschreibung geordnet und es gibt

! Das ist eine pragmatische Design-Entscheidung. Sie resultiert aus Erfahrungen
mit der Sprache OPAL. Dort hat sich das Konzept mit ungeordneten Werten als
unpraktikabel erwiesen, sobald die Zahl der Werte grofler wurde. HASKELL 16st
das Problem anders: Hier wird die Aufzdhlung zwar wie in OPAL als Summentyp
dargestellt, kann aber als Instanz der Typklasse Enum (s. Kapitel 9) gekennzeich-
net werden.
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neben den iiblichen Ordnungsrelationen noch die Operationen min, mazx, succ
und pred.

Mit der obigen Typdeklaration Attitude werden also automatisch einige
Konstanten und Funktionen eingefiihrt:

VAL min: Attitude —— min = good
VAL mazx: Attitude —— mazx = ugly
FUN succ: Attitude — Attitude —— Nachfolger (partiell)
FUN pred: Attitude — Attitude —— Vorganger (partiell)
FUN < : Attitude x Attitude — Bool —— Ordnung
Die drei Piinktchen stehen fir die iibrigen Ordnungsrelationen wie =, <
etc.

Interessanterweise haben weder OPAL noch ML oder HASKELL wirkliche
Aufzdhlungstypen. Alle drei Sprachen emulieren dieses Konzept iiber das Mit-
tel der Summentypen (s. Abschnitt 6.5 weiter unten). Allerdings hat die Er-
fahrung gezeigt, dass bei grofleren Aufzéhlungstypen — die z.B. in der lexi-
kalischen Analyse des Compilerbaus vorkommen — die lineare Ordnung un-
verzichtbar ist. Das wird von den Summentypen iiblicherweise nicht geleistet.
Auch JAVA hat in der Version 1.5 die Idee der Aufzéhlungstypen eingefiihrt,
allerdings — aufgrund der bestehenden Klassen- und Vererbungsregeln — auf
sehr komplexe und in den Details schwer durchschaubare Weise.

Im weiteren Verlauf des Buches werden wir drei spezielle (jeweils einele-
mentige) Aufzahlungstypen sehr haufig verwenden:

TYPE Empty ={ 0} —— leere Sequenz, leerer Baum, ...
TYPE Fail = {fail} —— Failure (bei Maybe oder Exception)
TYPE Void = {woid} —— der Wert "Nichts" (bei Fin-/Ausgabe)

Der Typ Empty spielt bei funktionalen Datenstrukturen eine &hnliche Rol-
le wie der Nullpointer bei imperativen Datenstrukturen; er hat allerdings den
groflen Vorteil, typisiert zu sein.

Den Typ Fail braucht man z. B., um bei Berechnungen das Auftreten von
Fehlersituationen zu signalisieren. (Fir die reellen Zahlen sieht der IEEE-
Standard dafiir den Wert NotA Number, kurz NaN, vor. Bei anderen Daten-
typen muss man ihn bei Bedarf individuell hinzuftigen.) Im Zusammenhang
mit Exceptions werden wir diesen Typ um spezifischere Angaben erweitern.

Insbesondere bei Ein-/Ausgabe hat man immer wieder Situationen, in de-
nen Operationen gar kein Ergebnis abliefern, sondern nur einen ,Effekt“ ha-
ben. Das signalisiert man mit dem Pseudotyp Void. (Dies ist analog zu JAVA;
in HASKELL wird dies durch das leere Klammerpaar () bezeichnet.)
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6.4 Tupel- und Gruppentyp

Eine der natiirlichsten Arten, neue Typen einzufithren, ist die Bildung von
geordneten Tupeln (aq, ..., a,). In der Mengenlehre spricht man hier vom
kartesischen Produkt. In Kapitel 4 haben wir zwar schon diskutiert, dass Tupel
nur ein Spezialfall des allgemeineren Konzepts der Gruppen sind; da sie in
der Programmierung aber haufiger benutzt werden, beginnen wir mit den
Tupeltypen.

6.4.1 Tupeltyp

Eines der elementarsten Beispiele fiir Tupel ist die Repréisentation von Punk-
ten im R?. Fiir die Notation von Tupeltypen findet man zwei dquivalente
Notationen, die eine mehr intensional im Stil von Programmiersprachen, die
andere eher extensional in der Tradition der Mathematik:

TYPE Point = (Dist, Angle) —— elementare Tupelnotation (intensional)
TYPE Point = Dist X Angle —— alternative Infiz-Notation (extensional)

Mit diesen Definitionen gelten z.B. fiir den Punkt p: Point = (1.4142, 45)
folgende Typaussagen:

p: Point —— gemdf$ Definition
(1.4142, 45): Point —— FEinsetzen
(1.4142, 45): (Dist, Angle) —— FEinsetzen
1.4142: Dist N 45: Angle —— Distribution

Dabei haben wir folgende Prinzipien benutzt: 1. Dinge, die gleich sind, kon-
nen fiireinander eingesetzt werden; das gilt fiir Typen ebenso wie fiir Werte.
2. Typisierung distribuiert tiber Tupel.

Definition (Tupel, Selektor, Konstruktor)

Ein Tupeltyp wird in einer der beiden gleichwertigen Formen geschrieben:

TYPE T = (T4, ..., Tn) —— intensionale Sicht
TYPE T =Ty x...x T, —— extensionale Sicht

Zusétzlich gibt es noch die Variante mit Selektoren
TYPE T =(s1=T1, ..., 8, = Ty)

und die Variante mit Konstruktor und Selektoren:
TYPE T = cons(s1=T1, ..., $n = Tn)

Die Werte von Tupeltypen werden entsprechend geschrieben (fiir die ersten
drei Formen gleich):

VAL : T = (21, ..., Tn)

Bei der Konstruktorvariante schreibt man
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VAL z: T = cons(z1, ..., Tn)
Die Typisierung distribuiert iiber die Tupelbildung:
(1, ooy zn): (Th, oo, Ty) <= apTiA Az Ty

Diese Typdeklarationen sind im Grunde genommen Abkiirzungen, die eine
Reihe von Funktionen induzieren:

TYPE T

FUN : Ty x...xT,—T —— unsichtbarer Konstruktor
FUN cons: Ty X ... x T, = T —— expliziter Konstruktor
FUN s1: T — T3 —— Selektor

FUN s,: T — T, —— Selektor

Dabei stellt die Version mit dem unsichtbaren Konstruktor den Compiler na-
tiirlich vor gréflere Probleme als die mit einem expliziten Konstruktor; deshalb
wird letztere in vielen Sprachen vorgeschrieben.

Mit Hilfe der Klasse Type aller Typen kénnen wir die Bildung von Pro-
dukttypen selbst auch als entsprechende Operatoren einfithren:

KIND ( ..., ): Typex ...x Type — Type
KIND ( X...x ): Typex ...x Type — Type

Genau genommen handelt es sich allerdings um eine ganze Familie von Ope-
ratoren, weil wir eine beliebige Stellenzahl zulassen. Aber man erkennt auch
sofort ein weiteres Problem: Zur Definition des Operators ,, x ¢ auf Typen
verwenden wir den Operator ,, x “ auf der Ebene der Klassen. Wir haben es
also mit einem gestuften System zu tun (mehr dazu in Kapitel 9).

Notation in ML, HASKELL und OPAL

In ML kénnte unser obiges Beispiel Point so aussehen:?

(* ML — Notation x)
datatype point = Point of dist x angle

In ML hat man also einen Konstruktor, aber keine Selektoren. Elemente von
Tupeltypen konnen daher dort nur mit Hilfe musterbasierter Funktionen (s.
Abschnitt 1.1.7) bearbeitet werden.

In HASKELL wird nahezu alles in Curry-Notation geschrieben. Das gilt
sogar fir Tupeltypen (ohne Selektoren).

—— HASKELL-Notation
data Point = Point Dist Angle —— ohne Selektoren
data Point = Point {dist :: Dist, angle :: Angle} —— mit Selektoren

2 Wir schlieBen uns hier der gingigen Konvention an, Konstruktoren in ML mit
Groflbuchstaben beginnen zu lassen; Typen schreibt man in ML meist klein.
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OPAL verwendet die in der obigen Definition angegebene Variante mit Kon-
struktor und Selektoren:

—— OPAL-Notation
DATA point == point(dst: dist, ang: angle)

Sind Tupel assoziativ?

Im Zusammenhang mit Tupeln gibt es noch eine weitere Designentscheidung:
Gilt die Assoziativitdt des Tupel-Operators?

(AxB)x C) £ (Ax Bx C)<(Ax (Bx ()
Falls ja, dann kann man z.B. in der folgenden Situation
FUN f:AXxBxC — ...

FUN g:... > AX B
FUN h:...— C

die Funktionsapplikation schreiben:

gD R

Das sieht auf den ersten Blick recht elegant aus und passt auch zur Tra-
dition der Mathematik. Deshalb wurde diese Entscheidung z.B. in OPAL so
getroffen. Inzwischen hat aber die Erfahrung gezeigt, dass die Assoziativitit
der Tupelbildung massive Einschréinkungen bei Polymorphie und generischen
Strukturen nach sich zieht, und dieser Verlust wiegt weit schwerer als der
Gewinn bei Funktionsapplikationen der obigen Art.

Festlegung (Tupelbildung ist nicht assoziativ)

Fiir Tupeltypen gilt
(AxB)x C)# (AxBx (C)# (Ax (Bx())

Damit man Applikationen der obigen Art trotzdem schreiben kann — was
selten genug gebraucht wird — kann man einen speziellen ,, Konkatenations*-
Operator ® einfithren, der Tupel flach macht, so dass man z. B. die Gleichheit
hat

(AxB)®(CxD) = (AxBxCxD)

Wir werden in Abschnitt 8.2 ein Beispiel sehen, in dem dieser Konkatenations-
Operator auf Tupeln tatséchlich notwendig ist.

6.4.2 Gruppentyp

In Kapitel 4 wurde das allgemeinere Konzept der Gruppen eingefiihrt, fir die
folgende Notation verwendet wird:
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TYPE Point = { dist = Dist, angle = Angle }
VAL p: Point = { dist = 1.4142, angle = 45}

Man beachte, dass die Notation konsequenterweise auf der Typebene die
gleiche sein muss wie auf der Wertebene. Im einen Fall stehen die Selektoren
fiir Typen, im anderen Fall fiir Werte. Damit beides zusammenpasst, miissen
die Selektoren gleich heifien. (Die Reihenfolge ist aber irrelevant.)

In Analogie zum Vorgehen bei den Tupeltypen distribuiert auch hier die
Typisierung tiber die Gruppenbildung:

p: Point
< {dist =1.4142, angle = 45 }:{ dist = Dist, angle = Angle }
<= 1.4142: Dist A 45: Angle

Diese Distributivitét ldsst sich auch iiber die Selektion ausdriicken. (Zur Er-
innerung: eine Selektionsfunktion wie dist(p) schreiben wir meistens mit Hilfe
des ,,.“-Operators in der Form p. dist.)

p: Point
< (p.dist): (Point.dist) A (p.angle): (Point.angle)
<= 1.4142: Dist A 45: Angle

Diese kurze Diskussion macht deutlich, dass man einen Tupeltyp wie Point
konsequenterweise mit Gleichheitszeichen schreiben muss.

Definition (Gruppentyp)

Ein Gruppentyp wird in folgender Form geschrieben:
TYPE T ={s1=T1, ..., 8, =Tn }

Die Werte des Typs T werden in analoger Form geschrieben:
VAL z: T ={s1 =a1,..., 8, = an }

Es gilt die Distributivitat der Typisierung
T <<= z.5:T.5; (<= a;:7T;) fir alle 4

Diese Gruppentypen gibt es in der Sprache ML, aber nicht in OPAL oder
HASKELL. Unser Beispiel Point wiirde in ML folgendermaflen aussehen:

type point = { Dist: dist, Angle: angle} ~(x ML — Notation x)

Anmerkung: Traditionell wird der Gruppentyp so wie in diesem ML-Beispiel geschrie-
ben: Der Selektorname und sein Typ werden mit einem Doppelpunkt verbunden.
Unsere homogene Sichtweise von Gruppen zusammen mit dem Prinzip der Distri-
butivitat der Typisierung tber die Gruppenbildung zeigt aber, dass aus konzeptuellen
Griinden ein ,, = “ richlig ist.
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6.5 Summentypen

Neben der Produktbildung (Tupel und Gruppen) ist die Summenbildung
die zweite Standardkonstruktion, um neue Typen aus gegebenen Typen zu
erhalten.? Dabei wird ein Typ eingefiihrt, der mehrere Varianten hat. Ein
klassisches Standardbeispiel sind geometrische Figuren:

TYPE Shape = Point | Line | Circle | Triangle | Rectangle

Hier sind Point, Line, ..., Rectangle Typen, die anderswo schon definiert
wurden. Die Grundidee ist ganz simpel: Wo immer man einen Wert vom Typ
Shape erwartet, konnen Werte der Typen Point, Line etc. angegeben werden:
Seien z. B. gegeben

VAL p: Point = ...
VAL c: Circle = . ..
FUN f: Shape — ...

Dann diirfen wir Aufrufe schreiben wie

Definition (Summentyp)

Ein Summentyp
TYPE T =Ty |...| Tn

fithrt einen Typ T ein, dessen Werte genau die Werte der Typen Ty, ..., T,
sind; das heif3t:

T <+<— x:T1VvV...Vo:T,

Unter Verwendung der Klasse Type aller Typen kann man diese Konstruk-
tion auch wieder als expliziten Operator einfithren:

KIND | : Type X Type — Type —— kommutativ und assoziativ

Notation in ML, HASKELL und OPAL

In den Sprachen ML, OPAL und HASKELL werden Summentypen jeweils nur
mit expliziten Konstruktorfunktionen eingefithrt. So wiirde man z.B. in ML
schreiben

3 Summentypen haben eine enge Beziehung zu Subtypen, die wir in Kapitel 7
ausgiebig behandeln werden. Da viele Sprachen aber keine Subtypen enthalten,
diskutieren wir Summentypen hier als unabhéngiges Konzept, auch wenn einige
Aspekte dadurch dupliziert werden.
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datatype shape = Line of point * point (*ML — Notationx)
|  Circle of point * real

| Triangle of point x point * point

|

Rectangle of point x real * real

In orAL sieht dieser Typ folgendermaflen aus. Man beachte, dass es in
OPAL kein Trennsymbol zwischen den einzelnen Varianten gibt.

DATA shape == line(p1: point, p2: point) —— OPAL-Notation
circle(center: point, radius: real)
triangle(p1: point, p2: point, p3: point)
rectangle(ref: point, wd: real, ht: real)

Auch in HASKELL werden Konstruktorfunktionen benotigt, wie tiblich in
Curry-Notation:

data Shape = Line Point Point —— HASKELL-Notation
|  Circle Point Float
| Triangle Point Point Point
|  Rectangle Point Float Float

Der Zwang, Konstruktorfunktionen zu verwenden, macht dem Compiler
das Leben leichter. Denn die jeweils zutreffende Variante ist immer sofort
zu erkennen, sei es iiber explizite Testoperationen wie in OPAL oder {iiber
musterbasierte Funktionen wie in ML und HASKELL (und auch in OPAL).

Aber dieser Zwang fithrt in der Praxis zu einer Fiille von so genannten
Wrapper-Funktionen, also Konstruktoren fiir einelementige Tupel, die nur ein-
gefiihrt werden, weil die Summentyp-Syntax sie fordert. (Ein optimierender
Compiler wie der von OPAL eliminiert diese Wrapper zwar auf Code-Ebene
wieder, aber die Lesbarkeit storen sie trotzdem.*)

6.5.1 Was fiir ein Typ bist du? Dieser Typ!

Wir brauchen eine Notation fiir den Test der Typmitgliedschaft. Das sieht
man sofort am Beispiel der folgenden Funktion area, die die Fléiche einer
geometrischen Figur berechnen soll.

FUN area: Shape — Real
DEF area(shape) =
IF shape 1S Point THEN 0
IF shape 1S Line THEN 0
IF shape 18 Circle THEN ((shape As Circle).radius)? x 7

Dieses Beispiel illustriert die Verwendung der zwei komplementéren Ope-
rationen Typtest und Typanpassung (engl.: Casting).

4 Diese Wrapper sind #hnlich listig wie die vielen instanceof- und Casting-
Anweisungen, die z.B. in JAVA (vor der Version 5) bei der Arbeit mit Daten-
strukturen notwendig sind.



6.5 Summentypen 125

Definition (Typtest, Typanpassung (Casting))

Sei ein Summentyp gegeben:
TYPE T =T1|...| Tn

Dann konnen wir fiir Werte z: T' die Zugehorigkeit zur Variante T; testen:
z 18 T; —— gehort x zur Variante T;?

Ebenso konnen wir Werte x: T' in eine Variante casten:
x AS T; —— mache x zum Wert der Variante T; (Downcast)

Diese Operation wird auch als Downward-Casting (kurz: Downcast) bezeich-
net. Sie ist nur definiert, wenn z tatsichlich zur Variante T; gehort, also der
Test z 18 T; true liefert. Andernfalls ist das Ergebnis undefiniert.

Aus Symmetriegriinden fithren wir fir z: T; auch das Upward-Casting (kurz:
Upcast) ein:

z AS T —— betrachtet x als Element von T (Upcast)

Wir diskutieren diese Test- und Anpassungsoperatoren hier nicht weiter,
weil wir sie in Kapitel 7 im allgemeineren Kontext der Subtypen genauer
erortern werden. Insbesondere die pragmatische Unterscheidung zwischen dem
harmlosen (und deshalb vom Compiler automatisch eingefithrten) Upcast und
dem kritischen Downcast wird dort genauer untersucht.

Vor allem eine Frage wird dabei zu behandeln sein: Wie weit lasst sich das
Casting vom Compiler automatisch ergénzen, und wo muss der Programmierer
es explizit codieren?

Die Existenz der Testoperationen hat auch Auswirkungen auf die Lauf-
zeitreprasentation der typannotierten Werte, die in Abschnitt 6.1.3 eingefiihrt
wurde. Beim Upcast muss der Originaltyp erhalten bleiben, weil sonst der
Testoperator nicht implementierbar wére. Sei beispielsweise der Wert p: Point
gegeben. Dann gilt

p<Point)AS Shape s p<P0int><Shape>
Hier ist p zwar zu einem Wert des Typs Shape geworden, aber Tests wie

p IS Point oder p 1S Line kdnnen nach wie vor effektiv durchgefiihrt werden.
Beim Downcast wird einfach der zusétzliche Summentyp wieder gestrichen.

Definition (Annotation bei Summentypen, Primértyp)

Beim Upcast fiir Summentypen wird bei der Annotation von Werten der Origi-
naltyp beibehalten und der Summentyp zusdtzlich annotiert. Der Originaltyp
wird als Primdartyp bezeichnet.
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6.5.2 Disjunkt oder nicht?

Der klassische Streitpunkt im Zusammenhang mit Summentypen ist die Frage,
ob die Varianten disjunkt sind oder nicht. Wir haben hier — unserer generel-
len Intention folgend — das allgemeinere Konzept gewéhlt, indem wir echte
Summenbildung verwenden. Das liegt auch ndher an den Arbeiten zur Typ-
theorie [117]. Das Problem ldsst sich am besten anhand von pathologischen
Grenzfallen illustrieren.

TYPE Strange,; = Dist | Angle
TYPE Strange, = Int | Int

Betrachten wir den ersten Fall. Nehmen wir an, wir haben einen Wert
phi: Angle = 180 und casten ihn nach Strange;; das heifit, wir betrachten den
Wert z: Strange; = phi AS Strange,. Danach fithren wir den Test z 1S Dist
aus. Wenn wir Summentypen als echte Vereinigung auffassen wiirden, liefe
das auf den Test x 1S Real A z > 0 hinaus, der true liefert. Damit hatten wir
den Winkel 180 Grad in die Distanz 180 verwandelt! Konnen wir mit dieser
Skurrilitdt leben? Sicher nicht.

Das fithrt uns ganz zwangslaufig auf die obige Festlegung: Wenn wir einen
Wert in einen Summentyp casten, dann wird er mit beiden Typen annotiert
(vgl. Abbildung 6.3).

AS Angle

180<Angle)
/ 1S Angle
AS Strange, /—> true(Bool)
180(Angle> > 180<Angle> (Strangeq) s Dist
N » Bool)
false
AS Dist
1

AS Int

AS Strange, > 42<
Int) (Stranges)

I »
42( o 42< 18 Int

Int)

true (Bool)

Abb. 6.3: Casting und Variantentest bei Summentypen (zur Laufzeit)

Der urspriingliche Typ muss erhalten bleiben, weil sonst der Typtest 1S
nicht durchfithrbar wére. Und der Summentyp wird z.B. gebraucht, wenn
der Wert in einen weiteren Summentyp eingebettet wiirde. Beim Downcast
wird — im definierten Fall — einfach die Annotation des Summentyps wieder
entfernt. Der undefinierte Fall fithrt auf einen Fehler, der wie tiblich mit dem
Pseudoelement L (Bottom) dargestellt wird. Man beachte, dass mit diesen
Definitionen alle Casting- und Testoperationen die richtigen Funktionalitdten
haben.
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Beim zweiten unserer pathologischen Beispiele zeigt die Rechnung in Ab-
bildung 6.3, dass hier faktisch Idempotenz besteht. Denn fiir den gecasteten
Wert gibt es nur die beiden Operationen IS Int und As Int.

Festlegung (Disjunktheit bei Summentypen)

Sei ein Summentyp gegeben
TYPE T'=T1|...| Ty

Dann gibt es fiir jedes Element z: T' genau eine Variante, zu der z gehort:
z:T <<= z1s T; fir genau ein T}

Die einzige Ausnahme sind identische Varianten; hier gilt Idempotenz:

(T|T)=T

6.5.3 Summen mit Typausdriicken

Insbesondere im Zusammenhang mit rekursiven Typen (s. Abschnitt 6.7) hat
man sehr oft die Situation, dass eine der Varianten nur einen Wert umfasst.
Das lasst sich zwar immer mit Hilfe neu eingefiihrter Hilfstypen umgehen, aber
einen derartigen Umweg zwingend zu fordern, ist keine elegante Losung. Ge-
nerell sollten wir also zulassen, dass Summen nicht nur aus benannten Typen
gebildet werden, sondern auch aus Typausdriicken. Der Compiler generiert
dann eben intern einen geeigneten anonymen Typ.

Betrachten wir z.B. einen Typ, der auf Real aufbaut und — entsprechend
dem IEEE Standard fiir Gleitpunktzahlen — noch drei Spezialwerte hinzufiigt:

TYPE Float = Real
| {>, nAn, «}

Diese drei Werte stehen fiir Negativ-Unendlich, Not-a-number und Positiv-
Unendlich. Damit kann man dann z.B. die Berechnung der Quadratwurzel
totalisieren:

FUN sqrt: Real — Float
DEF sqrt(z) =IF x < 0 THEN nAn ELSE ... FI

Durch die obige Typdeklaration wird implizit ein anonymer Typ einge-
fiihrt, so dass die Deklaration folgender Standardform entspricht

TYPE Anonym = {x, ndAn, «}
TYPE Float = Real
| Anonym

Die gleichen Prinzipien gelten auch fiir Summen, deren Varianten Tupel-
oder Gruppentypen sind. So kann man z.B. Punkte sowohl durch (x,y)-
Koordinaten als auch durch Polarkoordinaten darstellen:
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TYPE Point = Real x Real
| Dist x Angle

Hier werden implizit zwei anonyme Typen eingefiihrt, iiber denen dann die
standardméfige Summe gebildet wird.

6.5.4 Syntactic sugar: Overloading von ,,:

In der Gilde der funktionalen Programmierer gibt es einen Hang zu moglichst
knappen Notationen. Daher kann man auf die — sehr experimentelle — Idee
kommen, die beiden Operatoren 1S und AS beide durch : zu erset-
zen, was zu einer hochgradigen Uberlagerung des Doppelpunkts fithrt. Unser
obiges Beispiel erhielte dann folgendes Aussehen:

FUN area: Shape — Real
DEF area(shape) =
IF shape: Point THEN (
IF shape: Line THEN 0
IF  shape: Circle THEN ((shape: Circle).radius)? * m

Hier sieht man, dass der Doppelpunkt gleich in drei Bedeutungen verwen-
det wird:

e In einer Deklaration assoziiert der ,, : “ den Namen mit seinem Typ.
e In einer Bedingung bezeichnet der ., : “ einen Typtest.
e In den sonstigen Applikationen bezeichnet der ,, : “ eine Typanpassung.

Es ist zur Zeit nicht klar, ob Compiler in der Lage sein werden, diese
Art von extremer Uberlagerung zu verarbeiten. Noch wichtiger ist aber die
Frage, ob die Leser eines solchen Programms mit dieser Vieldeutigkeit zurecht
kommen. (Wir werden uns in diesem Buch die Freiheit nehmen, experimentell
mit dieser extremen Uberlagerung zu arbeiten.)

6.6 Funktionstypen

Jetzt fehlt uns nur noch die letzte der fundamentalen Typkonstruktionen,
nédmlich die Bildung von Funktionstypen. Sie werden gebraucht, wenn wir
Funktionalitdten angeben wie z. B.

FUN sin: Real — Real
FUN shift: Real x Real — Point — Point

Funktionstypen werden also — der Tradition der Mathematik folgend — mit
dem Infixsymbol ——  geschrieben. (In Abschnitt 8.2 werden wir sehen,
dass dies nur ein Spezialfall einer allgemeineren Konstruktion ist.)
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Definition (Funktionstyp)

Ein Funktionstyp wird in folgender Form geschrieben:
TYPE T = (A — B)

Dabei sind A und B beliebige Typen, also insbesondere Produkttypen, aber
auch wieder Funktionstypen. Die Werte dieses Typs sind alle Funktionen mit
Argumenten vom Typ A und Resultaten vom Typ B.

Mit Hilfe der Klasse Type lisst sich auch diese Konstruktion als expliziter
Operator einfiihren:

KIND — : Type x Type — Type

In der iiblichen extensionalen Sicht beschreibt der Typ T die Menge aller
Funktionen von A nach B. Wenn man mit Reflection arbeitet, dann braucht
man die intensionale Sicht, bei der T' zwar auch eine Abbildung ist, aber nur
noch eine einelementige Abbildung, die nur fiir das eine Element A definiert
ist und dann liefert T'(4) = B.

6.7 Rekursive Typen

Wie bei Funktionen ist auch bei Typen die Méglichkeit der Rekursion ein ent-
scheidendes Mittel, um hinreichend grofie Ausdrucksméchtigkeit zu erlangen.
Im Gegensatz zu den traditionellen imperativen Sprachen, bei denen Rekur-
sion nur ,unter der Hand“ auf dem Umweg iiber Pointer moglich ist, schreibt
man in funktionalen Sprachen die Rekursion direkt hin.

TYPE NatList = (ft = Nat, rt = NatList)
| Empty
TYPE Empty ={ O }
Diese rekursiven Typen werden allerdings nur selten in so konkreten For-
men wie ,Liste natiirlicher Zahlen“ hingeschrieben, sondern meistens gene-
risch fiir beliebige Elementtypen (s. Kapitel 8).

TYPE List « = (ft = «, rt = List «)
| Empty
Der Typ Empty kann auch fiir den Terminierungsfall anderer Datenstruk-
turen herangezogen werden.
TYPE Tree a = (left = Tree «, node = «, right = Tree «)
| Empty
Das heifit, der Typ Empty iibernimmt eine dhnliche Rolle wie der Null-

pointer in imperativen Sprachen — allerdings in einer sauberen Typisierung.
Auch indirekte Rekursion ist moglich, wie das folgende Beispiel zeigt.
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TYPE Tree a = (node = v, subtrees = Forest «)
TYPE Forest a = List (Tree )

Diese Definition entspricht ziemlich genau der iiblichen umgangssprachlichen
Beschreibung: Ein Baum ist ein Knoten zusammen mit einem Wald von Un-
terbaumen. Und ein Wald ist eine Liste von Béumen.

Notation in ML, HASKELL und OPAL

Die Schreibweisen fiir rekursive Typen ergeben sich unmittelbar aus den Re-
geln fir Produkt- und Summentypen. Wir illustrieren das am Beispiel der
allgemeinen Béume.

In ML werden zwei verschrankt rekursive Typen mit Hilfe des Schliissel-
worts withtype miteinander verwoben.

datatype 'a tree = Tree of 'a+'a forest (* ML — Notation )
withtype 'a forest ='a tree list

In HASKELL lassen sich rekursive Typen direkt auf Summen- und Produkt-
typen aufbauen, wobei die Konstruktoren iiblicherweise mit Currying notiert
werden.

data Tree a = Tree a (Forest a) —— HASKELL-Notation
data Forest a = Forest [Tree a

In orPAL gibt es keine polymorphen Typen; diese miissen auf dem Umweg
iiber generische Strukturen eingefithrt werden. Deshalb nehmen wir an, dass
die beiden folgenden Typdeklarationen in einer Struktur Tree[data] stehen:

DATA tree == tree(node: data, subtrees: forest) —— OPAL-Notation
DATA forest == forest(trees: seq|tree])

6.8 Wie geht’s weiter?

Die Typisierung von Programmiersprachen ist ein grofies Gebiet mit vielen
Facetten, Variationen und Spielarten. Es gibt die unterschiedlichsten Aspekte
von Programmen, die man jeweils als Typsystem darstellen kann. Aus diesen
Einzelaspekten lasst sich die Typisierung einer Sprache fast schon baukas-
tenartig zusammenstellen. Und jede Komposition birgt neue tiefe und subtile
mathematische Probleme. Der Artikel [30] und die Biicher [117, 118] zeigen
das in eindrucksvoller Weise.

Da wir das Typisierungsproblem nicht als theoretische Herausforderung
begreifen, sondern es aus der Pragmatik des konkreten Sprachdesigns heraus
behandeln wollen, werden wir uns in der Diskussion der folgenden Kapitel auf
drei zentrale Erweiterungen der Basiskonzepte konzentrieren:

e Subtypen (Kapitel 7);
e polymorphe und abhéngige Typen (Kapitel 8);
e Typklassen (Kapitel 9).
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Subtypen (Vererbung)

Der Spezialist ist in seinem winzigen Welt-
winkel vortrefflich zu Hause; aber er hat
keine Ahnung von dem Rest.

Ortega y Gasset

Die Teilmengen-Relation ist ein fundamentales Konzept der mathematischen
Mengenlehre. Bei der Programmierung gibt es ein entsprechendes Konzept:
Subtypen. Allerdings haben die objektorientierten Sprachen hier — wie bei
vielen Dingen — ein anderes Wort eingefithrt, nadmlich Vererbung.

Die grundlegende Idee ist intuitiv eingdngig. Die natiirlichen Zahlen sind
ein Subtyp der ganzen Zahlen und die Primzahlen sind ein Subtyp der natiirli-
chen Zahlen. Und so weiter. Leider ergeben sich bei der Umsetzung dieser Idee
in konkreten Programmiersprachen eine ganze Reihe von Schwierigkeiten, auf
die wir im Folgenden eingehen werden.

Generell gilt: Typsysteme werden wesentlich komplizierter, sobald Sub-
typen eingebaut werden. Aus der Typtheorie ist bekannt, dass die Komplexitat
der Inferenzalgorithmen steigt und unter Umstédnden sogar die Entscheidbar-
keit ganz verloren geht. Fiir genauere Informationen zu diesen theoretischen
Fragen verweisen wir wieder auf die entsprechende Literatur, z. B. [30, 117].

7.1 Ein genereller Rahmen fiir Subtypen

Bevor wir uns die einzelnen Konstruktionen ansehen, mit denen Subtypen
eingefiihrt und verwendet werden kénnen, wollen wir einige generelle Aspekte
betrachten.

Grundsétzlich gilt: Welche Arten von Subtyp-Bildung man in einer Spra-
che zulésst, ist eine Designentscheidung. Wie diese Entscheidung getroffen
wird, hat massiven Einfluss auf die Ausdrucksméchtigkeit der Sprache und
auf die Komplexitdt des Compilers. Auch wenn — wie fiir alle Designfragen
— die Beurteilung nicht nach richtig/falsch erfolgen kann, sondern eher nach
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Kriterien wie gelungen/verkorkst oder elegant/iiberfrachtet, so gibt es doch
Leitlinien, an denen man sich beim Entwurf orientieren kann. Von besonderer
Bedeutung ist hier das Kontextkriterium.

Definition (Kontextkriterium)

Das Kontextkriterium besagt: Der Subtyp kann tberall stehen, wo der Su-
pertyp erwartet wird. Genauer: Sei S ein Subtyp von 7. Dann kénnen in jedem
Kontezt c]...], in dem Elemente des Typs T erwartet werden, auch Elemente
des Subtyps S stehen.

Wie wir noch sehen werden, kann uns dieses Kriterium immer dann helfen,
wenn die ,richtige® Definition von Subtyp nicht sofort evident ist.

Eine zweite Leitlinie ist die Vertrdiglichkeit mit den anderen Typisierungs-
aspekten. Die Subtyp-Relation sollte sich méglichst ,,natiirlich“ in die Welt der
Typkonstruktionen einfiigen. Das wirkt sich insbesondere bei der Beziehung
zu Summentypen aus.

Als Konsequenz dieser Betrachtungsweise erhalten wir eine Antwort auf
eine alte Streitfrage: Sind Subtypen (im mathematischen Sinn) echte Teil-
mengen oder nur Teilmengen modulo einer homomorphen FEinbettung? Im
Zusammenspiel mit unseren anderen Typkonstruktionen lautet die Antwort:
Subtypen sind Teilmengen modulo homomorpher Einbettung.

Anmerkung: Um nicht missverstanden zu werden: Diese Aussage gilt im Rahmen
unserer generellen Behandlung der Typisierungsidee. Bei Sprachen, die eine andere
Typphilosophie verfolgen, kann die Antwort dementsprechend anders ausfallen.

7.1.1 Die Subtyp-Relation

Die Subtyp-Relation orientiert sich von der Idee her an der Teilmengenrelation
(gegebenenfalls ,modulo Isomorphie“). Deshalb verwenden wir das entspre-
chende mathematische Symbol:

Nat C Int, Dist C Real, Angle C Real

Definition (Subtyp-Relation)

Die Subtyp-Relation wird folgendermafien geschrieben
SCT

Der Typ S heifit Subtyp von T und umgekehrt heifit 7' Supertyp von S. Die
Relation bedeutet, dass fiir alle Element z gilt:

S = z:T

Die Subtyp-Relation ist eine partielle Ordnung, das heifit, sie ist reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv.
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7.1.2 Typanpassung (Casting)

Als zentrale Leitlinie haben wir weiter oben das Kontextkriterium eingefithrt.
Intuitiv — und auch mathematisch — ist das plausibel; wo immer z.B. gan-
ze Zahlen erwartet werden, sind auch natiirliche Zahlen willkommen. Aber
Programmiersprachen sind rigoroser als Mathematiker; deshalb wird der Zu-
sammenhang prazisiert, indem explizite Operatoren zum Typtest und zur Typ-
anpassung bereitgestellt werden. Beide haben wir (nicht ganz zufillig) schon
im Zusammenhang mit Summentypen kennengelernt (s. Abschnitt 6.5).

Definition (Typtest, Typanpassung (Casting))

Sei S ein Subtyp von T, also S C T. Der Typtest priift Werte ¢: T' des Su-
pertyps auf ihre Zugehorigkeit zum Subtyp.

t1s S —— gehort der Wert t: T zum Subtyp S?

Die Typanpassung, auch Casting genannt, passt den Typ eines gegebenen
Wertes an.

s AS T —— Anpassung von s: S an den Supertyp T (Upcast)
t AS S —— Anpassung von t: T an den Subtyp S (Downcast)

Die zweite dieser Anpassungen ist nur moglich, wenn (¢ 1S S) gilt. Damit
haben wir folgende Operatoren:

FUN 18 S: T — Bool —— Typtest
FUN AST: S—T —— Upcast
FUN AsS: T— S —— Downcast (partielle Funktion!)

Die Casting-Operatoren haben — sofern sie beide definiert sind — folgende
Eigenschaften:

( AST)o( ASS)=1id:(T —T)

( ASS)o( AST)=1id:(S—S)

Wegen der Reflexivitdt S C S gibt es rein formal auch die folgenden bei-
den Operationen, von denen die erste immer true liefert und die zweite die
Identitét ist:

FUN IS S: S — Bool —— immer true
FUN ASS: S — 8 —— Identitat

In nahezu allen Programmiersprachen (sofern sie tiberhaupt Subtypen
bzw. Vererbung kennen) gilt folgende Regel: Die Anpassung an den Super-
typ, also Upcast, wird vom Compiler automatisch vorgenommen. Sei z. B. eine
Funktion FUN f:Int — ... gegeben. Dann wird

...LET n: Nat = 2 IN f(n)
automatisch zu folgender Form ergénzt:

...LET n: Nat =2 IN f(n As Int)
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Da die umgekehrte Richtung, also Downcast, potenziell gefahrlich ist, be-
stehen manche Sprachen — z.B. JAVA — darauf, dass der Programmierer die
Anpassung selbst schreibt und somit die Verantwortung fiir das Risiko ex-
plizit iibernimmt. Wir sehen das allerdings etwas weniger verbissen, sondern
erwarten, dass der Compiler zumindest in den wichtigsten Standardsituatio-
nen auch die Abwértsrichtung selbst hinbekommt. Ein typisches Beispiel wére
etwa bei einer Funktion ¢g: Nat — ... der Aufruf

...IF z 1S Nat THEN ...g(z)...

Hier kann der Compiler die Anpassung g(z AS Nat) problemlos ergénzen.

7.1.3 Coercion Semantics

Wie schon erwéhnt, macht die Einfithrung von Subtypen die Typinferenz we-
sentlich komplexer. Insbesondere wird es durch die im Folgenden eingefiihrten
Konstruktionen unumgénglich, dass wir dynamische Typprifung verwenden.
Um ein moglichst einheitliches und durchgéngiges System zu erhalten, wéh-
len wir einen Ansatz, der unter dem Begriff Coercion Semantics [117] lauft.
Dieser Ansatz ist fiir funktionale Programmierung gut geeignet, weil er die Be-
handlung von Subtypen letztlich iiber Anpassungsfunktionen erledigt. Anders
ausgedriickt, wir transformieren eine Sprache mit Subtypen in eine einfachere
Sprache ohne Subtypen, indem wir an geeigneten Stellen entsprechende An-
passungsoperationen einfiigen.

Zur Erlduterung betrachten wir ein schematisches Beispiel. Seien zwei
Funktionen gegeben:

FUN f: Real — ...
FUN g: Angle — ...

wobei Angle = (Real |0 < < 360) unser bekannter Subtyp der Winkel ist.
(Die Notation wird in Abschnitt 7.2 eingefiihrt.) Seien auBerdem zwei Werte
gegeben

r: Real = 12.7
a: Angle = 43.7

Wenn wir jetzt die beiden Funktionen auf diese Werte anwenden, dann ent-
stehen folgende implizite Castings:

f(r) f(a) 9(r) g(a)
1 ! 1 !
f(r AS Real) f(a AS Real) g(r As Angle) g(a AS Angle)

Die erste und die letzte dieser Anpassungen sind die Identitadt und wer-
den deshalb im Rahmen der Optimierung vom Compiler entfernt. Die zweite
Anpassung f(a AS Real) ist ein harmloses Upcast, das — je nach Kontext —
auch problemlos entfernt werden kann, so dass nur der ,blanke* Wert 43.7
im Code iibrig bleibt. Das einzige Problem stellt g(r As Angle) dar, denn hier
muss tatséchlich getestet werden, ob r zwischen 0 und 360 liegt.
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Um das genauer beschreiben zu kénnen, bendtigen wir wieder unsere nota-
tionelle Konvention fiir die Laufzeitdarstellung von Werten und ihren Typen
(s. Abschnitt 6.1.3). In dieser Notation koénnen wir jetzt den Effekt der vier
Casting-Operationen beschreiben.

f(rifieal) As Real) = f(rifeaby

f(a<Angle>AS Real) _ f(a<Real))

g(r{Feal) as Angle) = g(r 0 < riReal) < 360 THEN 7{An9le) pr)
g(al4m9le)as Angle) = g(alAn9le))

Die beiden Identitéten sind trivial, und das Upcast besteht nur darin, dass
der annotierte Typ von a ausgewechselt wird. Nur beim Downcast muss mehr
geleistet werden.

Wir haben hier als Entwurfsentscheidung festgelegt, dass beim Casting von

Subtypen — anders als beim Summentyp — nicht beide Typen annotiert wer-
den. Das heif3t, das Casting bewirkt einen echten Informationsverlust. Damit
miisste z. B. bei den unmittelbar nacheinander ausgefithrten Up- und Down-
casts ((a@ AS Real) AS Angle) der Test 0 < < 360 wieder ausgefiithrt werden.
Diese Entscheidung opfert also Laufzeit fiir einen Gewinn an Speichereffizienz.
(Die umgekehrte Entscheidung wére aber ebenso moglich.)
Anmerkung: Compilertechnisch sind typannotierte Werte Paare, bestehend aus dem
Wert und seinem Typ (in einer geeigneten Codierung). Deshalb ist z. B. q{Angle)
ein anderes Objekt als oY und muss deshalb prinzipiell neu erzeugt und ge-
speichert werden. Da nach den Castings die verbliebenen Typannotationen aber fast
nirgends gebraucht werden, kann der Compiler sie im Rahmen einer Unused-value-
Optimierung meist ebenfalls entfernen.

7.2 Direkte Subtypen: Constraints

Die direkteste Form, Subtypen einzufithren, besteht darin, einen gegebenen
Typ mit einem einschrinkenden Pridikat zu versehen.!

TYPE Temperature = Real | > —273
TYPE Angle = Real |0 < < 360
TYPE Dist = Real| >0

Aufgrund des Kontextkriteriums gelten in diesen Beispielen offensichtlich die
Subtyp-Relationen Temperature C Real, Angle C Real und Dist C Real.

Das Constraint ist im Allgemeinen ein A-Ausdruck, den wir allerdings hau-
fig — wie in den obigen Beispielen — mit Hilfe der Wildcard-Notation schreiben
kénnen. In voller A-Notation sieht das z. B. folgendermaflen aus:

TYPE Angle = Real | Az + 0 < 2 < 360 —— Standardnotation
1 Wir verwenden den senkrechten Strich ,,|“ sowohl fiir die Bildung von direkten

Subtypen als auch fiir die Bildung von Summentypen. Aufgrund des jeweiligen
Kontexts ist aber immer klar, was gemeint ist.

‘“
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Auf den ersten Blick bietet sich noch eine weitere Kurzschreibweise an, die
an Schreibweisen der Mengenlehre angelehnt ist:

TYPE Angle = x: Real | 0 < 2 < 360 —— Kurznotation (gefihrlich)

Diese Notation birgt aber die Gefahr von Mehrdeutigkeiten. Spétestens in
Kapitel 8, wenn wir Typen mit ihren Typklassen annotieren kénnen, wére bei
der obigen Notation nicht a priori klar, was hier der Typ ist: z oder Real.
Man kann natiirlich auch optimistisch sein und dem Compiler zutrauen, dass
er anhand des Kontexts diese Mehrdeutigkeiten auflost.

Ein niitzlicher Spezialfall der Subtyp-Bildung sind Intervalle. Sie spielen
eine wichtige Rolle z. B. bei Indextypen fiir Vektoren und Matrizen. Erfreuli-
cherweise konnen wir hier eine sehr kompakte Darstellung angeben, ohne neue
syntaktische Konstrukte einfiihren zu miissen. Mit der Funktion

FUN .. :Int x Int — (Int — Bool)
DEF (a..b)(i) =a<i<b

lassen sich Intervalltypen sehr kompakt schreiben:

TYPE Index = Int|0..50 —— Kurzform
TYPE Index = Int | Ai« 0 <1i<50 —— gleichwertige Langform

Wir werden (im Zusammenhang mit Typklassen) Intervalltypen noch genauer
behandeln.

Definition (direkter Subtyp)

Ein direkter Subtyp S besteht aus einem Basistyp T und einem einschran-
kenden Préadikat — also einem Booleschen Ausdruck — p, das wir als Constraint
bezeichnen:

TYPE S = (T |p) —— direkter Subtyp, SC T

Die zu direkten Subtypen gehorigen Test- und Anpassungsoperationen ha-
ben wir bereits in Abschnitt 7.1.3 analysiert.

Wenn wir diese Konstruktion mit Hilfe der Klasse Type als expliziten
Operator einfithren wollen, dann miissen wir das folgendermafien schreiben:

KIND | : a: Type x (o — Bool) — Type

Dabei stoflen wir aber auf ein notationelles Problem, das wir erst in Kapitel 8
im Zusammenhang mit abhdngigen Typen genauer betrachten werden. Es gibt
hier eine Abhéngigkeit zwischen dem ersten und dem zweiten Argument: Das
erste Argument ist ein (beliebiger) Typ, und das zweite eine Funktion mit die-
sem Typ als Definitionsbereich. Mit der Notation & wird deshalb fiir das erste
Argument ein Name eingefithrt, mit dessen Hilfe man das zweite Argument
entsprechend prézisieren kann.
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Zu beachten ist, dass die direkten Subtypen keinen Schutz vor ungewollten
Anpassungen liefern. Betrachten wir dazu folgende Situation:

VAL a: Angle = 180
FUN f: Dist — ...

Ein Aufruf f(a) hat jetzt aufgrund der verfiigbaren Casting-Operatoren fol-
genden Effekt (wobei wir wieder die Notation fir die Laufzeitrepriasentation
verwenden):

f(at4n9le) as Dist) = f((a‘4"9)AS Real) AS Dist)
= f(a'Feal a5 Dist)
= f(1F a'feal) > 0 THEN (P! 1)

Damit haben wir den Winkel 180° in die Distanz 180 m verwandelt. Das ist
sicher nicht beabsichtigt. Aber hier eine Abschottung zu erreichen, ist nicht
Zweck des Subtyp-Mechanismus. Dazu dienen andere Mechanismen, die auf
Produkt und Summe basieren.

Bei den direkten Subtypen sieht man sehr klar die Unterschiede zwischen
intensionaler und extensionaler Sicht. Wenn wir den obigen Typ

TYPE Temperature = Real | > —273

betrachten, dann ist er in intensionaler Sicht ein Paar bestehend aus dem
Typ Real und dem Pradikat (Az e z > —273); diese Sicht kann zur Lauf-
zeit von den Reflection-Mechanismen der Sprache genutzt werden. In ex-
tensionaler Sicht dagegen steht der Typ fiir die (mathematische) Menge
{teR | t>-273}.

7.3 Gruppen/Tupel und Subtypen
Es ist plausibel, dass Gruppentypen in der Subtyp-Relation stehen, wenn diese

Beziehung komponentenweise gilt. Aber es mag iiberraschen, dass der Subtyp
mehr Komponenten haben kann als der Supertyp.

Definition (Subtyp-Relation fiir Gruppentypen)

Fiir Gruppentypen gilt die Subtyp-Relation S C T, wenn S und 7T folgende
Form haben:

TYPE S = {Il = Sl, e, T = Sk, Tp+1 = Sk+1, Ty = Sn} - Subtyp
TYPE T ={m=T1, ..., 2= Tk } —— Supertyp

Diese Festlegung ist kompatibel mit der generellen Idee der Subtypen, wie
sie im Kontextkriterium festgelegt ist. Denn in jedem Kontext ¢[...], in dem
ein Element ¢: T erwartet wird, kann ein Element s: S angeboten werden. Die
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einzigen Zugriffe auf ¢ kénnen namlich iiber Selektionen ¢.z; mit 0 < ¢ <k
erfolgen, und die sind auch fiir s definiert.

Auch mit der Festlegung, dass Subtypen Teilmengen modulo homomor-
pher Einbettung sind, ist diese Definition vertraglich. Wie Abbildung 7.1 (aus
extensionaler Sicht) veranschaulicht, umfasst T alle Gruppen ¢, die aus Funk-
tionen z;(t) = a1, ..., zx(t) = aj bestehen, und zwar fir alle moglichen Wer-
te a; (vgl. Kapitel 4). Dementsprechend steht S fiir alle Gruppen s, die aus

Abb. 7.1: Homomorphe Einbettung bei Gruppen- und Tupeltypen

Funktionen z1(s) = a1, ..., 2x(s) = ag, ..., ,(s) = a, bestehen. Damit las-
sen sich alle Elemente s, die in aq, ..., a; iibereinstimmen, jeweils auf das
entsprechende Element ¢ abbilden.

Der Upcast S — T ist ganz einfach: Man ignoriert die iiberfliissigen Kom-
ponenten und passt die verbliebenen an.

(sas T)={mx1 = (s.;1 AS T1), ..., x4 = (s.z AS Tx)}
Der Downcast T — S kann dagegen nicht automatisch erzeugt werden.

(tas S)={z1 = (t.z1 AS S1), ..., a = (t.2% AS Sk),
Tyl = 7, e, Ty =7 }
denn es ist im Allgemeinen unklar, mit welchen Werten die fehlenden Kompo-
nenten belegt werden sollen. Dieses Problem kann nur in folgenden Situationen
gelost werden:

e Beide Typen haben gleich viele Komponenten. Dann kann zumindest ein
komponentenweiser Downcast versucht werden.

e Die zusitzlichen Komponenten haben einelementige Typen (wie z.B.
Empty).

e Bei der Definition des Typs S wurden fiir die Komponenten Default-Werte
vorgesehen. (Ein solches Sprachkonstrukt haben wir hier aber nicht einge-
fithrt.)

e Der Benutzer definiert die Casting-Operation selbst und gibt dabei ent-
sprechende Werte an. Allerdings haben wir hier keine Notationen einge-
fithrt, mit denen sich der Operator AS umdefinieren liefle.

Anmerkung: Das Hinzufiigen zusdatzlicher Komponenten ist genau die Idee der Ver-
erbung in objektorientierten Sprachen. Dashalb hat Niklaus Wirth dieses Feature in
seiner Sprache OBERON genauso realisiert.
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7.3.1 Subtypen von Tupeltypen

Prinzipiell kann man dieses Design von den Gruppen- auf die Tupeltypen
iibertragen, denn auch hier kann man nur mit den Selektoren auf die Kom-
ponenten zugreifen. Trotzdem erscheint es pragmatisch ratsam, hier auf die
Erweiterung der Komponentenzahl zu verzichten. In einer Situation wie

FUN f: Real x String — ...
ist ein Aufruf wie
LSBT, " Volt, 2) ...

vermutlich kein erwiinschtes Subtyping, sondern schlicht ein Programmfehler.
Und derartige Fehler sollten nicht wegen eines exotischen Subtyp-Features
unerkannt bleiben.

Festlegung (Subtypen fiir Tupeltypen)

Bei Tupeltypen gilt die Subtyp-Relation S C T genau dann, wenn beide Ty-
pen die gleichen Selektoren haben und komponentenweise in Subtyp-Relation
stehen.

7.3.2 Produkttypen mit Constraints

Wenn man Subtypen von Gruppen- oder Tupeltypen bilden will, dann kann
man natiirlich die volle A-Notation verwenden. Aus Griinden der Lesbarkeit
bieten sich hier aber Kurznotationen an, die die ohnehin vorhandenen Selek-
toren einbeziehen. Wir betrachten als Beispiel wieder unseren bevorzugten
Typ Point. Unsere bisherigen Variationen haben namlich ein Problem igno-
riert: Alle Punkte im R? haben eine eindeutige Darstellung — bis auf den
Nullpunkt. Hier ist dist = 0, aber der Winkel kann beliebig sein. Folglich soll-
ten wir hier eine Standarddarstellung auszeichnen; dafiir bietet sich natiirlich
(0,0) an. Das lésst sich folgendermaflen definieren:

TYPE Point = {dist = Dist, angle = Angle} | Ap ¢ p.dist =0 =
p.angle =0
Um diese Notation etwas kompakter zu fassen, konnte man sich wieder an
mathematischen Gepflogenheiten orientieren und schreiben:
TYPE Point = { dist = Dist, angle = Angle | dist =0 = angle =0}

Allerdings fiihrt auch das wieder auf subtile notationelle Probleme und Mehr-
deutigkeiten. Wir werden diese Fragen grundsitzlicher in Kapitel 8 im Zu-
sammenhang mit abhdngigen Typen behandeln.
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7.4 Summentypen und Subtypen

Bei Summentypen erwartet man zu Recht, dass zwischen den einzelnen Va-
rianten und dem Summentyp eine Subtyp-Beziehung herrscht. Das folgt un-
mittelbar aus dem Kontextkriterium.

Festlegung (Varianten sind Subtypen)

Bei einem Summentyp
TYPE T'=T1|...| Tp
gilt fiir die Varianten die Subtyp-Relation T; C T.

Die zugehorigen Test- und Anpassungsoperationen wurden schon in Ab-
schnitt 6.5 eingefiihrt. Die dortige Diskussion zeigt auch, dass man Subtypen
als Teilmengen modulo homomorpher Einbettung ansehen muss.

Analog zu Gruppentypen hat man zwischen zwei Summentypen eine
Subtyp-Relationen, wenn das fiir alle Varianten gilt. Bei der Verallgemeine-
rung auf unterschiedliche Variantenzahl kehrt sich die Situation aber um.

Definition (Subtyp-Relation fiir Summentypen)

Fiir Summentypen gilt die Subtyp-Relation S C T, wenn S und 7 folgende
Form haben:

TYPE S = 51| ... | Sk —— Subtyp
TYPE T =T |...| Tx | Trt1|-.- | Tn —— Supertyp

mltSzQTlfurlgzgk

Im Gegensatz zu Gruppentypen hat der Subtyp jetzt weniger Varianten.
Das ist auch kompatibel mit unseren generellen Anforderungen an Subtypen:
In jedem Kontext ¢[...], in dem ein Element ¢: T erwartet wird, kann ein
Element s: S angeboten werden. Denn die moglichen Elemente s:.S; haben
die Eigenschaft s: T; und damit auch s: T'.

Der Upcast S — T ist wieder einfach: Sei s:5; ein Element der Variante
Si, also (s 15 5;), dann gilt auch

(s AS T)=(((s As ;) As T;) as T)
Der Downcast T — S kann dagegen problematisch werden. Sei ¢: T' gegeben
mit (¢ 18 7;). Dann gilt fiir 0 < i < k

(t As S) = (((t As T;) as S;) as S).
Dies verlangt, dass der Downcast T; — S; definiert ist. Fiir die Varianten
Tk41, ..., Ty ist der Downcast nach S dagegen generell nicht mdoglich.

Anmerkung: Falls eine Variante S; von S Subtyp von zwei Varianten T; und T}/
von T ist, dann ist der Upcast mehrdeutig. In diesem Fall muf der Compiler durch
etne Typannotation einen Hinweis bekommen, welche Variante gewdhlt werden soll.
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7.4.1 Varianten und ,,echte* Subtypen

Wir haben festgestellt, dass Varianten Subtypen ihres Summentyps sind. Das
wirft die interessante Frage auf, wie sie sich zu den entsprechenden ,ech-
ten“ Subtypen verhalten. Wir studieren diesen Zusammenhang anhand unse-
res Standardbeispiels

TYPE Shape = Point | Line | Circle | Triangle | Rectangle

Wie verhélt sich die Varianten-Relation Point C Shape zu folgendem direkten
Subtyp von Shape?

TYPE Point’ = Shape | 1S Point

Was passiert hier? Zuerst bilden wir aus den einzelnen Typen Point, ...,
Rectangle durch disjunkte Vereinigung den neuen Typ Shape. Dann extrahie-
ren wir aus diesem grofien Typ mittels des Pradikats ( 1S Point) denjenigen
Subtyp, der gerade dem urspriinglichen Typ Point entspricht.

Betrachten wir dazu folgende, leicht skurrile Situation:

FUN f: Point — ...

FUN f': Point’ — ...

DEF f'(z')=...f(z')...

Aufgrund der Typisierung miissen im Rumpf entsprechende Castings ein-
gebaut werden:

DEF f'(z') = ...f(z'As Shape As Point)...

Um die Komplikation noch zu erhoéhen, rufen wir die Funktion f’ mit ei-
nem Wert p: Point auf, also f’(p). Das erzwingt im Argumentausdruck die
weiteren Anpassungen f'(p As Shape As Point’). Die Auswertung dieses Auf-
rufs fithrt im Rumpf dann wegen der Kompositionseigenschaften der Casting-
Operationen insgesamt zu folgender Situation

...f(p As Shape As Point’ AS Shape As Point). ..

Da sowohl ( As Point’) o ( AS Shape) als auch ( AS Shape) o ( AS Point)
die Identitat sind, vereinfacht sich das zu

= ...f(p As Shape As Point) ...
= ...f(p)...

Es ist illustrativ, sich dieses Beispiel auch in der Laufzeitdarstellung der
annotierten Werte anzusehen. Der Aufruf hat die Form
f(ptPemt) as Shape AS Point')
— f/(p(Point> (Shape) AS Pomt’)
— f/(p(Point) (Point’))

Der Aufruf von f im Rumpf fiihrt damit auf folgende Situation:
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<. f(ptPomt) (Point’) A Shape As Point) ...
= ...f(ptPomnt)(Shape) A5 Point). ..
. .f<p<Point)) .

7.4.2 Summen + Tupel sind ein Schutzwall

Ein jahrzehntealter Disput im Zusammenhang mit Summentypen ist die Fra-
ge, ob sie hinreichend viel Schutz gegen fehlerhafte Programme bieten. Das
klassische Beispiel lésst sich folgendermafien skizzieren:

TYPE Furo = Int
TYPE Dollar = Int

Kann man hier versehentlich Euro in Dollar umwandeln oder Euro mit Dollar
addieren? Betrachten wir dazu die beiden Deklarationen e: Furo = 100 und
d: Dollar = e. Das fiihrt zu folgenden Anpassungen

VAL d: Dollar = e{Bv) A5 Dollar
= e(Buro) og Int AS Dollar
= eI Ag Dollar

—¢ Dollar)

In dieser naiven Form ist die falsche Konversion offensichtlich méglich. Das ist
auch kompatibel mit unseren Intentionen, denn Typsynonyme sollen gerade
keine Zwischenschichten einziehen.

Wenn wir einen echten Schutz vor falschen Castings etablieren wollen,
miissen wir beide Typen zu einelementigen Produkten machen, wobei wir die
Variante mit Konstruktor und Selektor wahlen.

TYPE Euro = euro( value = Int)
TYPE Dollar = dollar( value = Int)

Damit ist das naive Casting iiber Int, das wir oben benutzt haben, ausge-
schlossen. Und Tupel sind héchstens dann in Subtyp-Relation, wenn sie gleiche
Konstruktoren und Selektoren haben.

Aber es gibt noch eine potenziell gefahrliche Situation, die zu hinterfra-
gen ist. Nehmen wir an, wir betten die beiden Typen in einen gemeinsamen
Summentyp ein.

TYPE Currency = Euro | Dollar
Fir diesen Typ sei auflerdem eine Addition programmiert.

FUN add: Currency x Currency — Currency
DEF add(z,y) =
IF z 1S Euro Ay 1S Euro  THEN euro(z.value + y.value)
IF z 1S Dollar A y 18 Dollar THEN dollar(z.value 4+ y.value) FI

Hier beweisen wir schon grofies Vertrauen in die deduktiven Fahigkeiten
unseres Compilers. Denn er muss z. B. aus der Bedingung z 1S Euro schliefen,
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dass im entsprechenden THEN-Zweig der Downcast (z AS Furo) zu nehmen
ist, damit die Applikation z.value definiert ist. (Ein weniger cleverer Compi-
ler wird melden, dass er sich nicht zwischen (z AS Euro) und (z AS Dollar)
entscheiden kann, weil beide eine Operation value besitzen.)

Was geschieht, wenn wir versuchen, die beiden Werte e: Euro = 100 und
d: Dollar = 200 zu addieren?

add(efPure)  q(Potlar)y — qdd(efFurolas Currency, dPoUer)as Currency)
_ add(e(Euro> (C’urTency>, d(Dollar) (C’urTency))

Hier sind beide Bedingungen der Fallunterscheidung von add verletzt und die
Funktion ist daher undefiniert. Das heifit, die Einbettung in den Summentyp
Currency hebt die Absicherung iiber die einelementigen Tupel nicht auf.
Ubrigens sollte man als Ergebnistyp Maybe Currency (s. Abschnitt 8.1.1)
wéhlen und einen entsprechenden ELSE-Zweig hinzuzufiigen. Dann wird der
Programmabsturz durch eine geordnete Fehlerbehandlung ersetzt.

7.5 Funktionstypen und Subtypen

Beim Verhaltnis der Subtyp-Relation zu Funktionstypen zeigt sich ein unan-
genehmer, aber unvermeidbarer Effekt. Betrachten wir dazu die Funktionen

FUN f:Int — Real
FUN g: Nat — Complex

wobei wir die iblichen Subtyp-Beziehungen Nat C Int und Real C Complex
voraussetzen. Dann kénnen wir f iiberall verwenden, wo g erwartet wird.

FUN h: (Nat — Complex) — ...
DEF h(g) = ... c: Complex = g(n: Nat) ...

Dann kénnen wir problemlos h(f) aufrufen. Denn das fithrt bei der Auswer-
tung im Rumpf zu folgender Situation

h(f) ~ ...c: Complex = (f(n As Int)) As Complex . ..

Beide Anpassungen sind harmlose Upcasts. Damit liefert das Kontextkriteri-
um hier folgende Subtyp-Relation zwischen den beiden Funktionstypen:

(Int — Real) C (Nat — Complex)

Definition (Funktionstypen und Subtyp-Relation)

Die Subtyp-Relation fiir Funktionstypen ist contravariant im Argument und
covariant im Resultat: Sei S; C Tp und So C To; dann gilt

(Th — S2) C (S — Ta)
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Polymorphe und abhingige Typen

Was will meine Einfalt bei threr
Vielfalt!
Nietzsche (Zarathustra)

Viele Typkonstruktionen erfolgen vollig analog. So sind z.B. Sequenzen von
reellen Zahlen auch nicht anders aufgebaut als Sequenzen von Buchstaben
oder Sequenzen von Bankkunden. Und Arrays der Lénge 100 unterscheiden
sich nicht wesentlich von Arrays der Lange 200. Das ist die gleiche Erkenntnis,
die man von Funktionen kennt: Weil die Berechnung des Sinus von 32° auch
nicht anders erfolgt als die des Sinus von 49°, fithrt man eine Funktion sin(z)
ein, die ein generelles Verfahren fiir beliebige Werte z definiert.

Dieser Trick funktioniert nicht nur bei Werten, sondern auch bei Typen.
Allerdings hat es lange gedauert, bis man sich in den Programmiersprachen
dazu durchringen konnte, diese Analogie zu nutzen. Der Grund liegt in der
traditionellen Verwendung von Typen: Sie sollten zur Compilezeit Fehler er-
kennen lassen, und zwar effizient und ohne selbst neue Berechnungsprobleme
zu kreieren. Mit dieser Restriktion waren die Moglichkeiten ziemlich begrenzt.
Das Fortschrittlichste, was sich in der Praxis durchgesetzt hat, war die ML-
artige Polymorphie, die mit dem so genannten Hindley-Milner-Algorithmus
im Compiler iiberpriift werden konnte. In leichten Variationen findet sich das
Konzept unter Namen wie Templates (in C++) oder generische Typen, gene-
rische Klassen, parametrische Polymorphie etc. In der Sprache JAVA haben
die Designer bis zur Version 5.0 gebraucht, bevor sie sich zur Aufnahme der
Polymorphie durchringen konnten.

Die Komplexitét der Situation lasst sich noch steigern. In den so genannten
abhingigen Typen (engl.: dependent types) werden Typen in Abhéngigkeit von
Werten bestimmt. Damit werden die Grenzen zwischen der Welt der Werte
und der Welt der Typen diffus — mit den entsprechenden Komplikationen fiir
Analysealgorithmen.

Wir werden das Thema hier in zwei Schritten behandeln:
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e Zuerst betrachten wir die klassische Polymorphie, also Funktionen, die aus
Typen neue Typen generieren.

e Dann wenden wir uns den abhéngigen Typen zu, also Funktionen, die aus
Werten neue Typen generieren.

Das im Folgenden skizzierte Konzept basiert im Wesentlichen auf Techni-
ken, die dem so genannten ML-Polymorphismus zugrunde liegen und von dort
aus den Weg in viele Programmiersprachen gefunden haben. Wir wollen aber
in der Ausdrucksméchtigkeit weiter gehen und miissen deshalb diese ML-artige
Notation in ein allgemeineres Konzept einbetten. Im Gegensatz zur klassischen
Typtheorie, in der das Thema primér in der Form von Typtermen und deren
Manipulation betrachtet wird, werden wir eine stéarker funktional orientierte
Darstellungsform wihlen, die sich homogener in den Rest des Sprachdesigns
einfiigt.

In der Typtheorie gibt es natiirlich zahlreiche Untersuchungen zu diesem
Fragenkomplex. Diese bauen meist auf dem so genannten System F auf, das im
Wesentlichen von Girard [57] und &dhnlich auch von Reynolds [124] eingefiihrt
wurde. Genaueres kann man wieder in [117, 118] oder [30] nachlesen.

8.1 Typfunktionen (generische Typen, Polymorphie)

Wie in der Einleitung des Kapitels schon erwéhnt, gibt es keinen Grund,
die Idee der Funktionen nicht auch auf Typen auszudehnen. Wegen seiner
Komplexitdt ndhern wir uns dem Thema in mehreren Schritten.

8.1.1 Typvariablen

Die Erweiterung auf polymorphe und abhéngige Typen fithrt eine neue Kom-
plexitat in die Typterme ein: Typterme kénnen jetzt freie Variablen enthal-
ten. Das ist zwar kein grundséatzliches theoretisches Problem, aber es stellt
eine Herausforderung fiir das Sprachdesign dar, weil die Lesbarkeit nicht allzu
sehr leiden darf. Fiir den Augenblick 16sen wir dieses Problem ganz pragma-
tisch, indem die Typvariablen durch die Verwendung griechischer Buchstaben
kennzeichnen.

Beispiel 1. Paare iber Elementen beliebiger Typen lassen sich folgender-
maflen definieren:

TYPE Pair o = (Ist = a, 2nd = )

Anstelle der Notation mit Currying hétte man auch eine Definition in
Tupelschreibweise wahlen konnen:

TYPE Pair’(a, f) = (1st = o, 2nd = 3) —— Tupelnotation

Beispiel 2. Oft hat man es mit Funktionen zu tun, die normalerweise ein
Resultat von einem gewissen Typ liefern, aber unter Umsténden auch auf einen
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Fehler laufen konnen. Fiir die reellen Zahlen ist dafiir im IEEE-Standard ex-
plizit eine Vorkehrung getroffen worden, die wir in Abschnitt 6.5.3 vorgestellt
haben. Aber das gleiche Problem tritt bei allen moglichen Typen auf. Fir
diese Situationen ist folgender Typ niitzlich:

TYPE Maybe oo = « | Fail
TYPE Fail = { fail }

Beispiel 3. Am wichtigsten ist dieses Konzept im Zusammenhang mit re-
kursiven Typen. Das Standardbeispiel der Listen iiber beliebigen Element-
typen haben wir bereits kennen gelernt.

TYPE List « = (ft =«, rt = List «)
| Empty
TYPE Empty = {0 }

Die Instanziierung solcher Typterme mit freien Variablen erfolgt analog
zur Schreibweise bei normalen Funktionen: Anstelle der Typvariablen wird
ein konkreter Typ eingesetzt. Um der Klarheit willen sollten gegebenenfalls
Klammern benutzt werden.

List Nat bzw. List(Nat)
List (Pair Nat String) bzw. List( (Pair Nat) String)
List Pair’(Nat, String) bzw. List( Pair'(Nat, String))

Auch die Frage der Verwendung solcher Typterme muss gekldrt werden.
Denn das Einfithren eines generischen Typs ist kein Selbstzweck. Wie alle
Typen dient er vor allem dazu, die Definitions- und Wertebereiche von Funk-
tionen zu beschreiben. Betrachten wir ein klassisches Beispiel:

FUN length: List « — Nat —— problematische Notation
DEF length s = ...

Das Problem hier ist das freie Vorkommen der Typvariablen «, die ja nur
aufgrund unserer Konvention der Verwendung griechischer Buchstaben als
solche zu erkennen ist.

Wenn die Funktion length auf eine konkrete Liste angewandt wird, muss
der Compiler durch eine so genannte Unifikation analysieren, wofiir « steht
und ob die daraus resultierende konkrete Typisierung korrekt ist. Sei z. B. eine
Liste pl: List (Pair Nat Real) gegeben, dann wird beim Aufruf length(pl) die
Typvariable o mit dem konkreten Typ (Pair Nat Real) instanziiert.

Die Verwendung freier Variablen liefert sehr bequeme Schreibweisen, fithrt
aber auf eine Reihe subtiler technischer und notationeller Probleme.

e Das erste Problem ist die syntaktische Charakterisierung der Typvaria-
blen. In der Literatur findet man hierzu eine Vielzahl von Notationen,
insbesondere ITx, Vz, Az, Az oder auch 7.
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e Das néchste Problem ist der Bindungsbereich. Es muss syntaktisch klar
sein, auf welchen (Sub-)Term sich die Variable bezieht. Dies kann ins-
besondere im Zusammenhang mit Subtypen diffizil werden. Wir werden
auch auf notationelle Mehrdeutigkeiten stofien, sobald wir (in Kapitel 9)
das Konzept der Typklassen einfithren. (Eine detaillierte Analyse dieser
vielfaltigen Probleme kann man in [117] und [118] nachlesen.)

e Schliefilich muss man auch die addquate Instanziierung sicherstellen: So
muss z. B. bei mehreren Anwendungen von length auf Listen unterschied-
licher Typen die freie Variable « jeweils neu instanziiert werden.

Wir gehen auf die Fragen einer addquaten Notation erst am Ende die-
ses Kapitels in Abschnitt 8.3 ein. Bis dahin behelfen wir uns mit folgender
Verabredung:!

Festlegung (Variablen in Typtermen)

In einfachen Féllen kennzeichnen wir freie Typvariablen durch die Verwendung
griechischer Buchstaben (wie z. B. in Seq «).

Anmerkung: Die Verwendung von Spezialnotationen fiir Typvariablen hat Tradition.
So schreibt man z. B. in ML ’a list fir unser List a. In HASKELL ist man hier
moderner und erlaubt beliebige Identifier, die — wie alle Variablennamen in HASKELL
— klein geschrieben werden, also z. B. [a].

8.1.2 Typfunktionen

Jedes Konzept, das mit freien Variablen arbeitet, fiihrt frither oder spéater auf
subtile Probleme mit den Bindungsbereichen. Aus diesem Grund verwendet
man in normalen Programmtermen A-Ausdriicke. Denn dadurch gibt es keine
freien Variablen mehr und die Bindungsbereiche sind grundsétzlich wohl de-
finiert. Wenn wir dieses Prinzip auf polymorphe Funktionen anwenden, dann
ergeben sich Notationen der folgenden Bauart:

DEF id = Aave Az:ave &
DEF twice = Aacs A\f: (a0 — @) Az:ae f(f(x))
DEF length = Aave As: List ave IF s IS Empty THEN 0
ELSE 1+ length(a)(rt s) FI

Bei der Anwendung solcher Funktionen miissen wir sowohl die normalen
Argumentwerte als auch die Instanz des Typparameters angeben:

...id(Nat)(5) ...

... twice(Real)(sqrt)(3) . ..

... length(Char)(text) . ..

! Im Interesse der Lesbarkeit werden wir diese notationelle Verabredung im ganzen
Buch benutzen.
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Aber dabei bleibt eine Frage offen: Was sind die Typen dieser Funktionen?
Als Zwischenschritt betrachten wir die Definitionen nochmals, aber jetzt in
einer (teilweise) musterbasierten Form:

DEF id(a) = Az:as z
DEF twice(a) = A\f: (o — a) e Az:ae f(f(z))
DEF length(a) = As: List e IF s IS Emply THEN 0
ELSE 1+ length(a)(rt s) FI

Fiir die so teilinstanziierten Funktionen lassen sich die Typen ganz normal
angeben (was unser eigentliches Problem aber noch nicht 16st):

FUN id(a): a — «
FUN twice(a): (@ = a) - a — «
FUN length(«): List « — Nat

Wir wissen jetzt zwar, was der Typ von id(a) oder von length(«) ist, aber
noch immer nicht, was der Typ von ¢d bzw. length ist. Um dieses Problem
endgiiltig zu 16sen, brauchen wir wieder die Klasse Type aller Typen; aller-
dings reicht das alleine nicht aus, wie man an dem folgenden (unzureichenden)
Versuch sieht:

FUN id: Type —» o — « —— reicht nicht!

Hier wird zwar korrekt gesagt, dass die Funktion id als erstes Argument einen
Typ bekommt und als zweites Argument einen Wert (wegen unserer Verab-
redung, dass griechische Buchstaben fiir Typvariablen stehen); aber es fehlt
die Information, dass das zweite Argument denjenigen Typ haben soll, der
als erstes Argument tibergeben wird. Damit sind wir in dem Problemkreis
gelandet, der unter dem Stichwort abhdngige Typen diskutiert wird.

Bevor wir diesen Problemkreis in voller Allgemeinheit diskutieren, wollen
wir zumindest noch unser Beispiel zu Ende bringen. Wie wir im weiteren
Verlauf dieses Kapitels noch erlautern werden, brauchen wir eine zweite Art
von Pfeil, mit der dann folgende Notation moglich wird:?

FUN id: a: Type— a — «
FUN twice: «: Type — (@ — a) - a — «
FUN length: o: Type — List a — Nat

Mit dieser Notation kénnen wir jetzt auch Typdeklarationen sauber auf-
schreiben. Wir betrachten noch einmal die drei Beispiele des vorigen Ab-
schnitt 8.1.1.

2 Die Notation lehnt sich an die Tradition der Mengenlehre an, wo mit A — B die
Menge aller Abbildungen der Menge A in die Menge B bezeichnet wird. Demge-
gentiber bezeichnet a — b eine einzelne konkrete Abbildung, die dem Wert a den
Wert b zuordnet.
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TYPE Pair = «: Type — [3: Type — (1st = «, 2nd = f3)
TYPE Pair’ = a: Type x 3: Type — (1st = «, 2nd = f3)
TYPE Maybe = a: Type — (« | Fail)

TYPE List = a: Type — ( (ft = «, vt = List «) | Empty)

Damit kénnen wir jetzt auch unsere urspriingliche Notkonvention aufge-
ben, dass Typvariablen immer mit griechischen Buchstaben zu schreiben sind.
Jetzt konnen wir beliebige Identifier nehmen, denn ihre Rolle ist durch die Art
des Pfeils eindeutig festgelegt.

Weitere Erlduterungen zur Schreibweise werden wir gleich noch in Ab-
schnitt 8.3 geben. Zuvor wenden wir uns aber dem generellen Thema der
abhéngigen Typen zu.

8.2 Abhangige Typen

Im vorigen Abschnitt 8.1 haben wir klassische polymorphe Typen betrachtet,
also Funktionen, die Typen in Typen abbilden. Die néchste Stufe der Verall-
gemeinerung sind Funktionen, die Werte in Typen abbilden. Diese Situation
ist unter dem Namen abhdngige Typen bekannt (engl.: dependent types).
Zur Motivation beginnen wir mit illustrierenden Beispielen.

Beispiel 8.1 (Skalarprodukt)

Das klassische Beispiel sind Arrays. Wenn man z. B. das Skalarprodukt zweier
Vektoren berechnen will, dann miissen diese die gleiche Lange haben. Das lésst
sich folgendermaflen ausdriicken:

FUN skalProd: n: Nat — Vector(n) x Vector(n) — Real
DEF skalProd(k)(a,b) = ...

Dazu benétigt man eine Moglichkeit, entsprechende Subtypen des generellen
Typs Array zu definieren.

TYPE Vector = n: Nat — (Array Real | Aa « a.length = n)
Man beachte, dass man beides auch hétte musterbasiert schreiben dirfen:

FUN skalProd(n: Nat): Vector(n) x Vector(n) — Real
TYPE Vector(n: Nat) = (Array Real | Aa e« a.length = n)

Beispiel 8.2 (Die Funktion random)

Abhéngige Typen erhohen die Ausdrucksmaéchtigkeit des Typsystems und ma-
chen es damit niitzlicher. Das zeigt sich sehr schén am Beispiel der Funktion
random(a, b) die eine Zufallszahl aus dem Bereich [a. .. b] liefert. In klassi-
schen Programmiersprachen hat diese Funktion folgenden Typ:
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FUN random: Real X Real — Real —— korrekter, aber ungenauer Typ

Das ist aber nur eine schwache Approximation an den wirklichen Typ.
Wenn man exakter beschreiben will, welche Resultate bei dieser Funktion zu
erwarten sind, muss man einen entsprechenden Subtyp verwenden:

FUN random: a: Real x b: Real — (Real | a..b) —— genauer Typ

Bei aller Eleganz bringt dieses Konzept leider auch enorme Schwierigkeiten
mit sich. Das deutet sich in einem weiteren Beispiel noch klarer an.

Beispiel 8.3 (Listen fester Linge)

Wir betrachten Listen einer festen Lange.
TYPE FizedList = n: Nat — «: Type — (List(a) | Al l.length = n)

Dann hat eine Operation wie cons folgenden Typ (zur Abwechslung in
musterbasierter Form geschrieben):

FUN cons(n)(a): a x FizedList(n)(a) — FizedList(n 4+ 1)(«)

Das heif3t, die Feststellung des Typs verlangt eine explizite Berechnung.
Und prinzipiell kann niemand daran gehindert werden, anstelle einer simplen
Addition auch komplexe rekursive Funktionen in die Typbestimmung einzu-
bauen.

Wir wollen uns aber nicht nur auf diese kleinen Spielbeispiele zur Illustra-
tion beschranken, sondern auch eine praktische Anwendung zeigen.

Beispiel 8.4 (Die Funktion printf)

Ein bertihmtes Beispiel fiir die Verwendung abhéngiger Typen ist die Funktion
printf der Sprache C. Diese Funktion hat als erstes Argument einen String,
in dem eingestreute Formatzeichen als Platzhalter fiir die Werte fungieren,
die als weitere Argumente angegeben sein miissen. Beispiele:

printf (" Der %d. Name ist %s")(1," Meier")
printf ("Herr %s zahlt %d Furo an Herrn %s")(" Meier", 280, " Huber")

Der Typ der Funktion printf hangt also — in nichttrivialer Weise — vom
ersten Argument ab. In den beiden obigen Beispielen haben wir die Typen

FUN printf: String — (Int x String) — String
FUN printf: String — (String x Int x String) — String
Wenn wir die Typisierung von printf allgemein beschreiben wollen, brau-

chen wir relativ komplexe abhéngige Typen. Dazu nehmen wir an, dass wir
eine normale Funktion
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FUN format: String — List(Char)
DEF format(s) = ...

zur Verfliigung haben, die aus einem gegebenen String die Liste der For-
matzeichen extrahiert, im obigen Beispiel also die Listen ("d","s") bzw.
("s",rdm, s,

Mit Hilfe dieser Funktion kénnen wir jetzt die Typisierung der Funktion
printf angeben, wobei die wesentliche Arbeit von einem abhéngigen Typ Tuple
geleistet wird, also einer Funktion, die aus einer Liste von n Werten einen
Produkttyp mit n Komponenten macht.

FUN printf: s: String — Tuple(format(s)) — String

Die Typfunktion Tuple ist rekursiv definiert, wie das bei Funktionen auf
Listen iiblich ist. Der Unterschied zu normalen Funktionen ist jetzt aber, dass
das Ergebnis ein Typ ist.

KIND Tuple: List(Char) — Type
DEF Tuple($) = ()

DEF Tuple("d" -: rest) = Int ® Tuple(rest)
DEF Tuple("s" -: rest) = String @ Tuple(rest)

Man beachte, dass zur Bildung des Produkttyps der Operator ,, ® ¢ verwendet
wird, weil hier einer der seltenen Félle vorliegt, wo das assoziative Produkt
gebraucht wird.

Die letzten beiden Beispiele zeigen besonders deutlich, dass abhéangige Ty-
pen in dieser Allgemeinheit hochstens im Rahmen von dynamischer Typprii-
fung behandelbar sind. In den wenigen Sprachen, die sich {iberhaupt an das
Konzept der abhéngigen Typen wagen, werden deshalb auch starke Einschrén-
kungen vorgenommen, um eine statische Typpriifung zu erméglichen (wie z. B.
in RUSSEL oder DEPENDENT ML), oder es wird in Kauf genommen, dass der
Compiler unter Umstédnden nicht terminiert (wie in CAYENNE).

Die obigen Beispiele liefern eine intuitive Vorstellung vom Konzept der
abhéngigen Typen. Allerdings zeigen sie auch, dass die polymorphen Typen
und die abhéngigen Typen kaum voneinander abgrenzbar sind; insbesondere
ist es leicht, Mischfélle zu konstruieren. Deshalb fassen wir beides zusammen:

Definition (abhéingiger Typ)

Im allgemeinsten Fall ist ein abhdngiger Typ (engl.: dependent type) eine
Funktion, die Typen liefert. Das schliefit zwei Fille ein:

e Wenn das Argument ein Typ ist, spricht man von polymorphen Typen.
e Wenn das Argument ein Wert ist, spricht man von abhdingigen Typen (im
engeren Sinn).
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Als Notation verwenden wir Schreibweisen der Art
2:A— B

Dabei sind A und B der Definitions- bzw. Wertebereich der Funktion und
z die gebundene Variable, mit deren Hilfe die Abhéngigkeit formuliert wird.
Wenn z nicht in B vorkommt, ist das dquivalent zum normalen Funktionstyp:

(A — B) ist gleichwertig zu z: A+ B falls x nicht in B vorkommt

Der neue Pfeil ,, — ¢ bewirkt eine subtile Anderung der Rollen der be-
teiligten Symbole. Betrachten wir zur Illustration drei Beispiele, wobei die
Unterstreichung jeweils anzeigt, was den Definitions- bzw. Wertebereich an-
gibt.

FUN f: Int — Real —— normaler Typ

FUN f: Int: Type — Real: Type —— normaler Typ mit Annotationen
FUN ¢: a: Type — List « —— abhdngiger (polymorpher) Typ
FUN printf: s: String — Tuple(format(s)) — String —— abhdingiger Typ

In der ersten Zeile haben wir eine normale Funktion von Int nach Real.
In der zweiten Zeile haben wir genau die gleiche Funktion, wobei wir jetzt —
iiberfliissigerweise — Int und Real durch eine Annotation als Typen charakte-
risieren. (Das wird sich in Kapitel 9 &ndern; dort bekommen solche Annota-
tionen mit Typklassen eine relevante Bedeutung.) In der dritten und vierten
Zeile dndert sich die Situation: durch den Pfeil ,, — “ wird das Symbol vor
dem ,,:“ als gebundene Variable gekennzeichnet; der Definitionsbereich wird
jetzt durch das Symbol hinter dem ,,: “ angegeben.
Anmerkung: Mit den abhdngigen Typen haben wir ein neues Konzept mit neuen No-
tationen eingefiihrt. Die Frage ist, ob das zwingend notwendig ist oder nur bequem.
Betrachten wir dazu noch einmal das obige Beispiel der Funktion random. Wir hat-
ten sie mit Hilfe eines abhdngigen Typs charakterisiert:

FUN random: a: Real X b: Real — (Real | a..b)
Die gleiche Information kann mittels Subtypen angegeben werden:
FUN random: ((Real X Real — Real) | AfeVa, be a < f(a,b) <b)

Hier gehen wir von dem normalen Funktionstyp (Real X Real — Real) aus und
schrinken thn mit einem Prdidikat ein, das besagt, dass nur Funktionen zu dem
Subtyp gehéren, deren Resultat zwischen den beiden Argumenten liegt.

Wie man an diesem Beispiel sieht, ist der Aufwand aber ebenfalls relativ hoch
und die Lesbarkeit meistens schlechter. Deshalb werden wir im weiteren Verlauf des
Buches lieber mit abhangigen Typen (und spater auch Typklassen) arbeiten, als den
mihsamen Weg tiber Subtyp-Bildungen zu wdhlen.
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8.3 Notationen fiir Typterme mit Variablen

Wie wir in den vorangegangenen Abschnitten gesehen haben, stellen sich
durch die Einfithrung von Variablen in Typtermen drei Fragen:

e Wie kennzeichnet man die entsprechenden Identifier als Variablen?
Wie legt man den Bindungsbereich fest?
e Wie erhélt man eine akzeptable Lesbarkeit?

In der klassischen Typtheorie 16st man die ersten beiden Aspekte ganz ein-
fach, indem man Bindungsoperatoren einfiihrt, wobei man den dritten Aspekt
schlicht ignoriert. Wenn man sich mit Sprachdesign befasst, wird dieser dritte
Aspekt jedoch sehr relevant.

8.3.1 Bindung von Variablen

In der Typtheorie wird anstelle unserer Notation (z: A — B) oft die so ge-
nannte II-Notation verwendet: (I7z: A+ B). Dabei erfiillt das Symbol IT die
gleiche Funktion wie das Symbol A bei normalen Funktionen: es bindet die
Variable z. Wenn man — z. B. im System F — von universell quantifizierten Ty-
pen spricht, verwendet man konsequenterweise einen Allquantor. Damit sehen
einige unserer Beispieltypen dann folgendermaflen aus:

FUN id: Va: Typee o — « —— System F
FUN twice: Va: Types (¢ — o) - a — a —— System F
FUN length: VYa: Type« List « — Nat —— System F

Anmerkung: Das Typsystem F wird impredicative genannt, weil der Quantor in der
Definition sich tiber eine Menge erstreckt, zu der das definierte Element selbst ge-
hort. Um diesen reichlich mystischen Satz zu verstehen, betrachte man z. B. den Typ
TYPE T =Vae a — «, der zur Identititsfunktion gehort, d.h. id: T. Sei nun ein
Element t: T gegeben, dann konnen wir id(t) schreiben; diese Instanz von id hat
den konkreten Typ T — T. So etwas ist bei ML-artiger Polymorphie mit freien Typ-
variablen nicht moglich, weshalb man diese auch predicative (oder stratified) nennt
(vgl. [117]). (Beide Begriffe stammen aus der Logik.)

Wir haben uns entschlossen, anstelle eines expliziten Bindungsoperators
lieber ein anderes Infixsymbol zu verwenden, namlich ,, — “ statt ,, — “. Der
Effekt ist aber der gleiche.

FUN id: a: Type— a — «
FUN twice: «: Type — (@ — a) » a — «
FUN length: «: Type — List a — Nat

Hier wird « als gebundene Variable eingefiihrt, deren Bindungsbereich der
gesamte folgende Typterm ist. Durch die Annotation mit Type wird auch
festgelegt, welchen Definitionsbereich das entsprechende Argument hat. (Das
wird in Kapitel 9 im Zusammenhang mit den so genannten Typklassen wichtig
werden.)
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8.3.2 Syntactic sugar: Nachgestellte Variablen

In unseren bisherigen Beispielen waren die Anzahl und die Annotationen der
Variablen jeweils sehr einfach, typischerweise von der Art n: Int oder a: Type.
Das wird sich in spéateren Kapiteln dndern (z. B. in Kapitel 14 im Zusammen-
hang mit Arrays); dort werden wesentlich komplexere Bindungen auftreten,
was neue notationelle Herausforderungen mit sich bringt.

In normalen Wertausdriicken verwendet man LET- oder WHERE-Klauseln
dazu, lange Ausdriicke lesbarer zu machen. Deshalb bietet es sich an, auch
bei Typausdriicken eine Moglichkeit vorzusehen, die Charakterisierung der
beteiligten Typvariablen aus dem eigentlichen Ausdruck herauszuziehen. Das
folgende Beispiele illustriert drei gleichwertige Schreibweisen eines polymor-
phen Typs:

length: a: Type — List o — Nat —— normale Notation
length(c: Type): List o — Nat —— musterbasierte Notation
length: List &« — Nat VAR a: Type —— nachgestellte Notation

Die letzte Notation entspricht dem ... WHERE z = ... bei normalen Aus-

driicken. Aber weil wir jetzt keine Definitionsgleichungen haben, sondern nur
Typannotationen, verwenden wir ein anderes Schliisselwort.

Definition (nachgestellte Typvariablen)

Die beiden folgenden Typisierungen sind gleichwertig:
FUN f: T, VAR z: Type ist gleichwertig zu FUN f: x: Type — T,

Das Entsprechende gilt fiir alle Arten von Variablen in abhédngigen Typen.

8.3.3 Syntactic sugar: Optionale Parameter

Wir haben abhéingige Typen auf homogene Weise in unsere funktionale Welt
eingebaut, indem wir sie als Funktionen repréasentieren, die Typen oder Werte
in Typen abbilden. Allerdings miissen wir noch ein weiteres pragmatisches
Problem lésen, das im folgenden Beispiel illustriert wird:

FUN length: «a: Type — List a« — Nat
DEF length(a)(s) = IF s 1S Empty THEN 0
ELSE 1+ length(a)(rt s) FI

Wenn wir z.B. eine Liste von reellen Zahlen haben, also s: List Real, dann
miissen wir die Anwendung der length-Funktion folgendermafien schreiben:

... length(Real)(s) ...

Der Zwang, immer den Typ hinzufiigen zu miissen, macht die Notation re-
lativ hésslich, wie man an der Definition von length erkennen kann. Doch diese
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Angabe ist fast immer redundant, weil sich der Typ aus dem des Arguments
s ablesen lasst. Daher treffen wir folgende notationelle Verabredung.

Definition (optionale Typparameter)

Wenn die Typparameter in eckige Klammern eingeschlossen werden, also z. B.
FUN length: [a: Type] — List « — Nat

oder
FUN lenght|[o: Type]: List &« — Nat

dann dirfen die Argumente bei der Applikation weggelassen werden, also z. B.

... length(s)... ist Aquivalent zu ...length[Real](s)...

Die Moglichkeit, den Typparameter bei Bedarf auch angeben zu koénnen,
ist eine pragmatische Notwendigkeit. Denn die Erfahrung zeigt, dass der Com-
piler manchmal iiberfordert ist, wenn er den einschlégigen Typ deduzieren soll,
oder — noch schlimmer — dass die Applikation tatséchlich eine mehrdeutige
Typisierung hat. In solchen Féllen muss der Programmierer die Chance ha-
ben, durch entsprechende explizite Typannotationen den Konflikt auflésen zu
koénnen.

Die optionalen Parameter sind natiirlich nicht auf Typparameter be-
schréankt, sondern betreffen alle Arten von abhéingigen Typen. Als Beispiel
dandern wir die eingangs vorgefiihrte Funktion zur Berechnung des Skalarpro-
dukts entsprechend ab:

FUN skalProd[n: Nat]: Vector[n] x Vector[n] — Real
TYPE Vector[n: Nat] = (Array Real | Aa e« a.length = n)

Dann darf man bei der Applikation der Funktion skalProd das Langenargu-
ment auch weglassen:

... skalProd(u,v) ... ist gleichwertig zu ...skalProd[k](u,v)...

Voraussetzung ist natiirlich, dass die beiden Vektoren u und v den gleichen
Typ Vector[k] haben.

Anmerkung: In der Sprache CAYENNE gibt es die Idee der optionalen Typparameter
ebenfalls. Diese werden dort durch den Pfeil — gekennzeichnet (der in CAYENNE —
anders als bei uns — nicht zur Annotation abhdingiger Typen verwendet wird). Auch
andere Sprachen, etwa LEGO, QUEST oder RUSSELL haben dhnliche Mechanismen
entwickelt.
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Spezifikationen und Typklassen:
Wie Typen typisiert werden

Es gibt keine Ideen, die nicht den
Stempel einer Klasse trigen.
Mao Zedong (Uber die Praxis)

Wenn man ein gutes Argument hat, ergeben sich daraus Konsequenzen. Hat
man zwei gute Argumente, ergeben sich mehr Konsequenzen als nur die Sum-
me der beiden: man muss die Argumente in ihrem Zusammenspiel betrachten.
Wir haben gesehen, dass die Idee der Typisierung ein gutes Mittel ist, um die
korrekte Verwendung von Funktionen zu iiberpriifen. Wir haben auch gesehen,
dass polymorphe Typen letztlich Funktionen sind, die Typen in Typen abbil-
den. Beide Beobachtungen zusammen verlangen nach einer ,, Typisierung von
Typen“. In der Typtheorie werden solche Fragen auch untersucht; sie fithren
dort auf Begriffe wie , higher-order polymorphism* und ,kinding* [117].

Auch in anderen Sprachen ist der Bedarf an dieser Art von Ausdrucksmog-
lichkeiten erkannt worden. So gibt es z. B. in JAvA das Konzept der Interfaces,
die letztlich eine Typisierung von Klassen liefern.

In der Sprache HASKELL wurde ein dhnliches Konzept schon eingefiihrt:
Typklassen. Allerdings war die Motivation eine ganz andere. Weil HASKELL
keine ausgefeilten Mechanismen zur Einfithrung von iiberlagerten Mixfix-
Operatoren hat, brauchte man einen geeigneten Ersatz. Dass dies nur eine
partielle Losung ist, sieht man z. B. daran, dass schon bald die Verallgemeine-
rung auf so genannte Konstruktorklassen eingefithrt wurde, weil fiir bestimmte
Anwendungen die Typklassen zu schwach waren.

Da dieser Stil — immer wenn mehr Méchtigkeit gebraucht wird, fiihrt man
eine neue Verallgemeinerung oder Variation ein — doch unbefriedigend ist,
werden wir im Folgenden unserem durchgéngigen Prinzip folgen und die Si-
tuation von vornherein ganz allgemein betrachten. Dabei zeigt sich schnell,
dass Typklassen nur ein Spezialfall eines allgemeineren Konzepts sind, das
aus der universellen Algebra kommt. Allerdings hat diese Allgemeinheit auch
ihren Preis: Nicht alles, was man im Programm schreibt, kann der Compiler
auch nachpriifen.
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Algebraische Spezifikation

Zwei grundlegende Konzepte werden seit Jahrzehnten im Bereich der so ge-
nannten Algebraischen Spezifikationssprachen intensiv untersucht: Signaturen
und Spezifikationen. (In [19, 101] wird der Versuch gemacht, die wesentlichen
Aspekte dieses Themas im Rahmen eines umfassenden Sprachdesigns zu er-
fassen. Eine detaillierte Ausarbeitung des Themas aus stéarker theoretischer
Sicht findet sich z.B. in [43, 44].)

Aus der Typtheorie ist bekannt, dass sich diese algebraische Sichtweise
auch in eine mehr typorientierte iibertragen lasst; diese scheint sich auf den
ersten Blick sogar harmonischer in die Welt der Funktionalen Programmierung
einzufiigen. Aber bei genauerem Hinsehen zeigen sich auch Nachteile: Wenn
man den Einbau ganz systematisch und orthogonal zu den anderen Sprach-
konzepten vornimmt, dann werden die Notationen ziemlich unleserlich. Als
Konsequenz werden dann Ad-hoc-Notationen eingefiihrt, die schnell zu einer
Art , Featuritis® fithren.

Demgegeniiber hat der algebraische Ansatz den grofien Vorteil, auf ganz
natiirliche Weise das softwaretechnische Prinzip der Modularisierung umzu-
setzen. Und diese Modularisierung macht die Notationen wesentlich lesbarer.

Aus diesem Grund werden wir versuchen, beide Welten miteinander zu
verschmelzen. Das heif§t, wir fiihren die algebraischen Konzepte der Signatu-
ren und Spezifikationen explizit in die Sprache ein (was ganz leicht geht, weil
beides nur weitere Inkarnationen von Gruppen sind), schlagen aber gleich-
zeitig die Briicke zur Typtheorie, indem wir Signaturen und Spezifikationen
zur Typisierung von Strukturen verwenden. Als Nebenprodukt wird sich da-
bei auch klar zeigen, welche Rolle die Typklassen (die in HASKELL eingefiihrt
wurden) spielen.

Motivation: Die Typisierung von Typen

Etwas zu tun, nur weil es sich als ,natiirliche Verallgemeinerung“ von etwas
anderem ergibt, mag ein bewahrter und erfolgreicher Arbeitsstil der Mathema-
tik sein. In der Informatik reicht das als Begriindung nicht aus. Hier muss man
auch die Zusatzfrage stellen, ob es denn einen Bedarf fiir das verallgemeinerte
Konzept gibt. Um das zu sehen, betrachte man wohlbekannte Funktionen wie
das Sortieren von Sequenzen oder die Maximumsbildung von zwei Werten

FUN sort: [o: Type| — Seq o — Seq «  —— reicht nicht!
FUN maz: [a: Type] — a X @ — « —— reicht nicht!

Solche Funktionen werden polymorph formuliert, genauer: mit abhéngi-
gen Typen, weil z. B. das Sortieren von Sequenzen von reellen Zahlen genauso
programmiert wird wie das Sortieren von Sequenzen von Bankkunden. Aber
natirlich geht das so nicht. Denn wir kénnen nicht Sequenzen beliebiger Ele-
mente sortieren. Irgendwo im Programmecode wird ein Vergleich von Sequenz-
elementen stattfinden miissen. Folglich lésst sich die Funktion sort nur fir sol-
che Komponententypen a programmieren, die einen passenden ,,<“-Operator
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besitzen. Um diese Forderung prézise hinschreiben zu kénnen, nehmen wir an,
dass es eine ,, Typklasse®“ Ord gibt, die genau diejenigen Typen beschreibt, die
ein ,,<“ besitzen. Dann kénnen wir schreiben

FUN sort: [a: Ord] — Seq a — Seq «
FUN maz: [o: Ord] — a X o — «

Dabei verwenden wir fiir die Typklassen einen anderen Font, um die ver-
schiedenen Ebenen der Typisierung besser auseinander halten zu kénnen.

Subtypen oder Typklassen?

An dieser Stelle sieht sich der Sprachdesigner mit einer grundsétzlichen Ent-
wurfsentscheidung konfrontiert. Viele Anwendungsprobleme lassen sich mit
Hilfe von Subtypen ebenso l6sen wie mit Hilfe von Typklassen.! Damit stellt
sich die Frage, ob man das Konstrukt der Typklassen iiberhaupt einfiihren
sollte. (Die Sprache CAYENNE zum Beispiel hat sich dagegen entschieden; sie
16st alle Probleme mit abhdngigen Typen.) Beides hat Vor- und Nachteile.
In der ersten Variante braucht man nur ein einziges Konzept, namlich Ty-
pen, aber dafiir muss dieses Sprachmittel fiir ganz unterschiedliche Zwecke
herhalten; diese Uberfrachtung eines Konzepts ist manchmal eher verwirrend
als hilfreich. In der zweiten Variante muss man sich mit mehreren Konzepten
anfreunden; aber diese sind dann jeweils spezifischen Problemkreisen zugeord-
net.

Da dieses Buch keine konkrete Sprache vorstellt, sondern sich mit grundle-
genden Konzepten funktionaler Programmierung befasst, ergibt sich die Ant-
wort von selbst: Typklassen sind ein fundamentales Konzept und miissen des-
halb diskutiert werden.

Ein Stufenmodell der Typisierung

Damit ergibt sich die Situation, die in Abbildung 9.1 skizziert ist: Wir erhal-
ten ein gestuftes System der Typisierung (horizontal), verbunden mit einem
gestuften System der Modularisierung (vertikal).

e Der innerste Bereich betrifft die Werte. Dies sind atomare Werte wie Zah-
len, Buchstaben etc., zusammengesetzte Werte wie Tupel, Listen, Arrays
etc. und auch Funktionen.

e Die Welt der Werte wird durch Typen klassifiziert. Es gibt atomare Typen,
Tupeltypen, Funktionstypen etc.

e Die Welt der Typen wiederum wird durch Typklassen klassifiziert. Dazu
gehoren Konzepte wie Eq, Ord, Numeric etc., die wir in diesem Kapitel
genauer diskutieren werden.

! Man kann zu jeder Typklasse einen artifiziellen Typ assoziieren, der genau der
Supertyp aller in der Klasse enthaltenen Typen ist.
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Werte ] Typen ]Typklassen
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Strukturen Spezifik.
\. J

Abb. 9.1: Ein Stufensystem der Typisierung

e Auf der ersten Modularisierungsstufe erlauben Strukturen die Zusammen-
fassung von Werten und Typen zu neuen Einheiten.

e Diese Strukturen werden durch Spezifikationen typisiert.

e ...und so weiter.

Das Schichtenmodell aus Abbildung 9.1 lésst sich prinzipiell in beide Rich-
tungen beliebig fortsetzen. Allerdings gibt es jenseits der hier aufgefithrten
Begriffe heute keine gebrauchlichen Instanzen, so dass es miiflig wére, weitere
Namen zu erfinden.? Aus diesem Grund haben wir in Kapitel 4 den gene-
rischen Begriff der Gruppen eingefithrt, mit dem sich die Modularisierung
beliebig weiter fortsetzen lasst.

‘Werte Typen Typklassen
2, (7.5,12), "hallo", Int, (Real, Real), Egq, Ord, Numeric
sin, curry, Az e x+ 1| (Int — Real), Seq( ) Fun, Interval
C Wert gehort zum Typ Typ gehort zur Typklasse
2: Int Int: Ord
sin: (Real — Real) : Set: Eq — Type

Tab. 9.1: Werte, Typen und Typklassen

Unsere Welt wird jetzt etwas reichhaltiger: (s. Tabelle 9.1). Die Elemen-
te der verschiedenen Stufen sind durch die Typisierungsrelation miteinander
verbunden. Zwischen Werten und Typen kennen wir das bereits sehr gut.
Die entsprechende Relation zwischen Typen und Typklassen ist dagegen neu.
Auf dieser Grundlage kann man sich auf eine sehr einfache, aber auch sehr
allgemeine Sicht von Typklassen verstéandigen.

2 In der Sprache CAYENNE [15] wird — angelehnt an Konzepte der Typtheorie [139]
— unsere Klasse Type aller Typen als # geschrieben, genauer als #;1. Diese Klasse
wiederum ist von der Art #2, die selbst von der Art #3 ist. Und so weiter.
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Definition (Typklasse, Type)

Eine Typklasse C charakterisiert eine Menge von Typen (genauso wie ein
Typ eine Menge von Werten charakterisiert).
Die Klasse aller Typen bezeichnen wir mit Type.?

Hinweis zur Terminologie. Es gibt jetzt einen kleinen Konflikt zwischen
Umgangssprache und technischen Begriffen. Auf der einen Seite haben wir
das Sprachkonzept Typ, das z.B. in Abbildung 9.1 auf der zweiten Stufe der
Hierarchie steht; wir nennen dies Typ im engeren Sinn. Auf der anderen Seite
benutzen wir Formulierungen wie ,,Die Struktur A hat als Typ die Signatur
S.“ In diesen Féllen sprechen wir von Typ im weiteren Sinn. Wir gehen im
Folgenden davon aus, dass diese terminologische Uberlagerung keine Probleme
bereitet, weil im Kontext jeweils klar wird, welcher Typbegriff gemeint ist.

9.1 Operatoren auf Typklassen

Zweck und Idee der Typklassen sind ganz analog zu denen der Typen — nur
eine Stufe hoher. Deshalb ist es nicht iiberraschend, dass man zur Konstrukti-
on von Typklassen dieselben Mechanismen hat wie bei Typen. Dazu gehoéren
insbesondere (vgl. Kapitel 6)

Aufzghlung

Produkt (Tupel und Gruppen)
Summe

Funktion (Generische Klassen)
Rekursion

Wegen der Analogie zu Typen werden wir diese Mechanismen hier nicht
nochmals diskutieren; dazu kommt, dass sie in der Praxis eine eher unterge-
ordnete Rolle spielen.

Interessanter ist eine andere Frage: Wie kommt man zu den elementa-
ren Typklassen? Denn die obigen Operatoren konstruieren — mit Ausnah-
me der Aufzdhlung — jeweils nur neue Typklassen aus bereits existierenden.
Bei den Typen hat man als Basis traditionell die im Compiler vorgegebenen
»Maschinen-Typen* wie Char, Int, Real etc. (vgl. Abschnitt 6.2). Einen ver-
gleichbaren Ansatz gibt es auch bei Typklassen; so sind z. B. in HASKELL unter
anderem die folgenden Klassen vordefiniert (die der Benutzer allerdings auch
selbst definieren konnte):

e Eq: Typen mit Gleichheitsoperation
e 0Ord: Typen mit Ordnungsrelationen
e Number: Typen mit arithmetischen Operationen

3 Die Typklasse Type ist vergleichbar mit der universellen Klasse Class in JAVA.
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e Show/Read: Typen mit String-Représentationen

Das geniigt aber sicher nicht fiir praktische Anforderungen; man muss
dem Programmierer auch die Moglichkeit geben, eigene Typklassen einzufiih-
ren; die dazu notwendigen Mechanismen werden wir im Rest dieses Kapitels
diskutieren. Wie wir sehen werden, lassen sich damit auch die oben erwéahnten
vorgegebenen Typklassen definieren, was sie weniger zuféllig erscheinen lésst.

9.2 Signaturen: Die Typisierung von Strukturen

Signaturen sind ein zentrales Element der Algebraischen Spezifikationsspra-
chen [19]. In die funktionale Programmierung wurden sie als explizites Sprach-
konstrukt in ML und spéter auch in OPAL eingefiihrt. (Auch in JAVA gibt es
dieses Konzept; es wird dort Interface genannt.) Und sie sind — wie wir gleich
sehen werden — die Basis fiir die Typklassen von HASKELL. Signaturen dienen
im Wesentlichen dazu, Strukturen zu typisieren.

Strukturen sind ein wichtiges Modularisierungsmittel, das zusammengeho-
rige Typen und Funktionen zu einer Einheit zusammenfasst. (In der Mathe-
matik werden sie Algebren genannt.) In unserem Kontext sind sie als spezielle
Gruppen darstellbar. Zur Illustration der folgenden Konzepte verwenden wir
das vertraute Beispiel der ganzen Zahlen, die in der Struktur Integer in Pro-
gramm 9.1 beschrieben sind. Dabei driicken wir mit dem Schliisselwort GIVEN
aus, dass die Implementierung des Typs Int vom Compiler vorgegeben ist.

Programm 9.1 Die Struktur der ganzen Zahlen (Fragment)

STRUCTURE Integer = {

ITEM Int: Type = GIVEN —— Implementierung ist vordefiniert
ITEM  + : (Intx Int — Int) =... —— Addition
ITEM - : (Int X Int — Int) =... —— Multiplikation
ITEM = : (Int X Int — Bool) =... —— Gleichheitstest
ITEM # : (Int X Int — Bool) =... —— Ungleichheitstest
ITEM < : (Intx Int — Bool) = ... —— Kleinertest
}

Der Typ einer solchen Struktur wird als ihre Signatur bezeichnet (wobei
wir das Wort ,, Typ* jetzt in seiner allgemeineren Bedeutung verwenden). Fiir
das Beispiel der ganzen Zahlen von Programm 9.1 bezeichnen wir die entspre-
chende Signatur als IntegerSig. Sie ist in Programm 9.2 angegeben. Um die
Intuition zu unterstiitzen, verwenden wir die Schliisselworter TYPEOF bzw.
KINDOF anstelle des nichtssagenden ITEM.
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Programm 9.2 Die Signatur der ganzen Zahlen (Fragment)

SIGNATURE IntegerSig = {

KINDOF Int = Type —— Typklasse von Int
TYPEOF + = (Int x Int — Int) —— Typ der Addition
TYPEOF - = (Int X Int — Int) —— Typ der Multiplikation
TYPEOF = = (Int X Int — Bool) —— Typ des Gleichheitstests
TYPEOF # = (Int X Int — Bool) —— Typ des Ungleichheitstests
TYPEOF < = (Int X Int — Bool) —— Typ des Kleinertests

}

Wie man an diesem Beispiel sofort erkennen kann, erfasst die Signatur ge-
rade den Typisierungsanteil der Struktur. Das heifit, die Signatur ist ebenfalls
eine Gruppe und sie hat die gleichen Selektoren wie die Struktur. Die selek-
tierten Elemente sind jetzt allerdings nicht die Werte, sondern die zugehorigen
Typen.

Wir verwenden solche Signaturen, um die entsprechenden Strukturen zu
typisieren. Im obigen Beispiel der Programme 9.1 und 9.2 sieht diese Typisie-
rungsrelation folgendermafen aus:

Integer : IntegerSig —— Typisierung der Struktur Integer

Es gibt aber eine Komplikation! Wenn wir die Definition von Gruppen be-
trachten, dann erhalten wir ein Bindungsproblem: In Programm 9.2 bezieht
sich nach den {iblichen Bindungsregeln der Name Int in den Funktionalité-
ten der Operationen auf IntegerSig.Int — und das ist Type. Gemeint ist aber
ein konkreter Typ (und zwar der, der in Integer.Int definiert wird). Diese
Beobachtung zeigt, dass Signaturen nicht naiv als Gruppen aufgefasst wer-
den konnen, sondern eine etwas ausgefeiltere Erklarung brauchen. Wir stellen
diesen Punkt aber zuriick bis Abschnitt 9.4, weil er auch das Konzept der
Spezifikationen betrifft, die wir vorher noch einfithren wollen.

9.2.1 Syntactic sugar: Traditionelle Signatur-Notation

Wir hatten bei der Einfiihrung der Gruppen in Kapitel 4 als einheitliche Syn-
tax festgelegt, dass die Zuordnung zwischen den Selektoren und den Werten,
flir die sie stehen, mit einem Gleichheitszeichen geschrieben wird. Dieser Kon-
vention gentigen auch die Struktur und die Signatur in den obigen Program-
men 9.1 und 9.2.

Aber Signaturen werden traditionell meistens anders geschrieben: Die Ope-
rationssymbole werden ihren Funktionalitdten mit einem Doppelpunkt zuge-
ordnet. Um hier den Konflikt zwischen konzeptuell richtiger und traditionell
iiblicher Notation aufzulésen, kénnen wir spezielle Schliisselworter verwenden.
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Festlegung (Die Schliisselworter FUN und TYPE)

In einer Signatur sind die folgenden Notationen gleichwertig:
FUN «name»: « Typ» entspricht TYPEOF «name» = « Typ»

bzw. ITEM «name» = « Typ»
TYPE «name» entspricht KINDOF «name» = Type
bzw. ITEM «name» = Type

Die Schliisselworter TYPEOF und KINDOF sind nur mnemotechnisch aussage-
kréftigere Synonyme fiir ITEM.

Mit dieser notationellen Vereinbarung léasst sich die Signatur aus Pro-
gramm 9.2 in eher traditioneller Form schreiben:

SIGNATURE IntegerSig = {

TYPE Int

FUN + : IntxInt— Int —— Typ der Addition

FUN - : Int x Int — Int —— Typ der Multiplikation
FUN = : Int x Int — Bool —— Typ des Gleichheitstests

FUN # : Int x Int — Bool —— ...
FUN < : Int x Int — Bool

}

Wir werden im Folgenden die konzeptuelle und die traditionelle Notation
gleichrangig nebeneinander benutzen.

9.2.2 Syntactic sugar: Verschmelzen von Struktur und Signatur

Die Aufspaltung von Strukturen und ihren Signaturen in zwei getrennte
Gruppen ist aus softwaretechnischen Griinden nicht immer empfehlenswert.
Man sieht das Problem schon deutlich an den kleinen Beispielen Integer und
IntegerSig in Programm 9.1 und 9.2. (Diese Beobachtung wird auch durch die
schlechte Erfahrung mit der Sprache OPAL gestiitzt, die eine solche Trennung
zwingend fordert.) Aus Dokumentations- und Lesbarkeitsgriinden empfiehlt
es sich, die Typinformation auch in der Struktur explizit zu machen.

Deshalb sollte man grundsétzlich erlauben, die Struktur und die Signatur
miteinander zu verschmelzen, so dass man nicht gezwungen ist, die Typinfor-
mation immer an den Definitionen zu annotieren. Im Beispiel Integer sieht das
Ergebnis einer solchen Verschmelzung folgendermaflen aus (unter Verwendung
der traditionellen Notation):
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STRUCTURE Integer = {

TYPE Int

DEF Int = GIVEN

FUN + : Int x Int — Int —— Addition

DEF a+b=...

FUN - : Int x Int — Int —— Multiplikation
DEF a-b=...

FUN = : Int x Int — Bool —— Gleichheitstest
DEF (a=0)=...

FUN # : Int X Int — Bool —— ...

DEF (a #b) = ...

FUN < : Int x Int — Bool

DEF (a <b)=...

}

Wie man an diesen wenigen Beispielen schon erkennen kann, gibt es auf
der Ebene der Modularisierungskonzepte eine Fiille von Notationen. Aber
sie lassen sich alle als Syntactic sugar verstehen, hinter dem immer dasselbe
Konzept steht: Signaturen sind die Typisierung von Strukturen. (Diese grund-
sétzliche Sichtweise kann man schon in ML finden und sie wird z.B. in [118]
aus typtheoretischer Sicht genauer beleuchtet.)

9.3 Spezifikationen: Subtypen von Signaturen

Im Bereich der Algebraischen Spezifikation werden Strukturen (also Alge-
bren) axiomatisch iiber ihre Eigenschaften beschrieben. Im Kontext von Typi-
sierungskonzepten entspricht dieses Vorgehen der Einfithrung von Subtypen.
Wir koénnten z. B. folgende Spezifikation schreiben:

SPECIFICATION IntegerSpec = ( IntegerSig | «Properties» )

In den « Properties» wiirden dann Eigenschaften wie Kommutativitéit, As-
soziativitat etc. aufgelistet. Allerdings wiirde sich bei einer konkreten Umset-
zung dieser Idee schnell zeigen, dass die Notation sehr unleserlich wird. (Man
landet sofort bei notationellen Ungetiimen, die bei den Instanziierungen von
Interfaces in JAVA beriichtigt sind.) Aus diesem Grund wéhlt man besser les-
bare Notationen, wie sie im Programm 9.3 exemplarisch gezeigt sind.

Anstelle der Erweiterung mittels EXTEND IntegerSig hiatte man in Pro-
gramm 9.3 die Signatur auch explizit hinschreiben kénnen. Aber in dieser
modularisierten Form ist die Beschreibung softwaretechnisch besser.

Wir werden héufig auf die Angabe des expliziten Allquantors in den Pro-
pertys verzichten; das stellt zwar hohe Anforderungen an den Compiler, der
dann die Variablen in der Formel selbst erkennen muss, aber es erhoht im
Allgemeinen die Lesbarkeit fiir menschliche Nutzer.
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Programm 9.3 Die Spezifikation der ganzen Zahlen (Fragment)

SPECIFICATION IntegerSpec = {
EXTEND IntegerSig

PROP Va,bea+b=0b+a —— Kommutativitdt

PROP Va,b,ce (a+b)+c=a+ (b+c¢) —— Assoziativitit

PROP Va,b,ce (a+b)-c=(a-c+b-c) —— Distributivitit
}

In manchen Sprachen lassen sich die Propertys auch benennen, so dass
man sich z. B. in Beweisen oder in der Dokumentation besser auf sie beziehen
kann. (Wir werden in Kapitel 16 ausgiebig von dieser Moglichkeit Gebrauch
machen.) Ein typisches Beispiel wére etwa die Assoziativitit in Programm 9.3:

PROP Assoc 1S Va,b,ce (a+b)+c=a+ (b+c) —— Assoziativitit

Mit der Spezifikation in Programm 9.3 lasst sich die Typisierung der Struk-
tur Integer jetzt préziser fassen als nur mit der Signatur:

Integer: IntegerSpec —— genauere Typisierung der Struktur Integer

Definition (Spezifikation)

Eine Spezifikation ist eine Signatur, die um Propertys angereichert ist. Dies
entspricht einer — notationell eleganter dargestellten — Subtyp-Konstruktion.
(Signaturen sind damit Spezialfélle von Spezifikationen.)

Sperzifikationen dienen (wie Signaturen) dazu, Strukturen zu typisieren.

Die Welt der Spezifikationen ist so umfangreich, dass man ganze Biicher

mit ihnen fiillen kann (was auch getan wurde). Wir beschranken uns im wei-
teren Verlauf des Kapitels auf ein paar wichtige und typische Beispiele. Diese
Beispiele machen aber — trotz ihrer geringen Anzahl und Gréfie — einen ganz
wichtigen Aspekt deutlich. Auch (oder gerade) auf der Ebene der Signaturen
und Spezifikationen ist eine gut durchdachte Modularisierung zwingend er-
forderlich. Denn nur so lassen sich Konzepte, Ideen und Lésungen tatséchlich
wiederverwenden.*
Anmerkung: Die Sprache SPECWARE und das zugehorige Entwicklungssystem [6, 8],
die am Kestrel Institute entwickelt wurden, zeigen, dass man in dieser Richtung
sehr weit gehen kann. Dort werden Softwaresysteme als eine Vielzahl von (kleinen)
Spezifikationen entwickelt, die tber vielfiltige Morphismen und dhnliche Konzepte
miteinander verwoben sind und auseinander hervorgehen.

4 Diese Forderung wird bekanntlich im Software-Engineering gebetsmiihlenartig
wiederholt, aber — mangels geeigneter Sprachmittel — faktisch so gut wie nie
umgesetzt.
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Spezifikationen sind nicht testbar! Es gibt einen fundamentalen Un-
terschied zwischen den echten Subtypen aus Abschnitt 7.2 und den Spezifika-
tionen: Bei einem Subtyp (7T | p) ist das Constraint p im Allgemeinen zumin-
dest zur Laufzeit priifbar. Spezifikationen dagegen basieren im Allgemeinen
auf Propertys, die hochstens beweisbar sind, aber nicht testbar. Damit fiih-
ren sie streng genommen aus dem Rahmen der funktionalen Programmierung
hinaus.

9.4 Signaturen und Spezifikationen sind existenziell

Wir hatten schon in Abschnitt 9.2 darauf hingewiesen, dass Signaturen und
Spezifikationen nicht in naiver Weise als Gruppen aufgefasst werden kénnen,
weil dies zu falschen Bindungen fithren wiirde. Diese Problematik wollen wir
jetzt genauer studieren. Zur Illustration verallgemeinern wir dazu das Beispiel
der Zahlen aus den Programmen 9.1, 9.2 und 9.3.

9.4.1 Zahlen generell betrachtet

Was wir bei den ganzen Zahlen Z gemacht haben, funktioniert genauso bei
den natiirlichen Zahlen N, den reellen Zahlen R oder den komplexen Zahlen
C. Allerdings wére es sehr untkonomisch, wenn wir jeweils die Spezifikatio-
nen duplizieren wiirden, wobei immer nur der Typname ausgetauscht wiirde:
einmal Nat, einmal Int, einmal Real und einmal Complez. Ein solches Vorge-

Programm 9.4 Die Spezifikation von Zahlen (Fragment)

SPECIFICATION Number = {

TYPE Num
FUN + : Num X Num — Num —— Addition
FUN - : Num X Num — Num  —— ...
FUN = : Num X Num — Bool
FUN # : Num X Num — Bool
FUN < : Num x Num — Bool
PROPa+b=0b+a —— Kommutativitdt
PROP (a+b)+c=a+ (b+¢) —— Assoziativitat
}

hen widersprache allen Regeln modernen Software-Engineerings. Stattdessen
sollten wir die Spezifikation nur einmal aufschreiben und dabei den Typ , ge-
nerisch“ lassen. Dies ist in Programm 9.4 illustriert.
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Jetzt kénnen wir die entsprechenden Strukturen typisieren, zum Beispiel:®

STRUCTURE Natural :(Number RENAMING Num As Nat) ={...}
STRUCTURE Integer :(Number RENAMING Num AS Int) ={...}
STRUCTURE Real : (Number RENAMING Num AS Real) ={...}

STRUCTURE Complez : (Number RENAMING Num As Complex) ={...}

Die Vorteile dieses Vorgehens sind evident. Man muss die vielen Funktio-
nalitdten und Gesetze wie Kommutativitiat, Assoziativitdt etc. nicht immer
wieder hinschreiben, sondern hat sie ein fiir alle Mal fixiert. Das macht nicht
nur das Arbeiten mit den Strukturen einfacher und kompakter, sondern tragt
auch ganz wesentlich zur Erhéhung des Dokumentationswertes bei.

Vor allem kann man ein zentrales Qualitdtskriterium moderner Software
erfillen: Programme lassen sich auf einem adidquaten Abstraktionsniveau for-
mulieren. Denn viele Algorithmen funktionieren fiir alle moglichen Arten von
Zahlen. Ein typisches Beispiel ist das Skalarprodukt von Vektoren:

FUN skalProd: [n: Nat] — Vector[n][Num] x Vector[n][Num] — Num
DEF skalProd(u,v) =+ / (u\/ v)

Dieses Programm funktioniert bei allen Arten von Vektoren, sei es iiber gan-
zen, reellen oder komplexen Zahlen.

9.4.2 Existenzielle Typen

Wir hatten bereits erwahnt, dass es mit Namen wie Num in Programm 9.4
ein Bindungsproblem gibt, wenn wir eine naive Gruppensicht zugrunde legen.
Dahinter steckt aber mehr als nur ein oberflachliches syntaktisches Scoping-
problem, wie man aus der Typtheorie [117] lernen kann.

Es gibt einen fundamentalen Unterschied zwischen dem Namen Int in der
konkreten Struktur Integer und dem Namen Num in der abstrakten Spezifi-
kation Number : Der Name Int steht fiir einen ganz konkreten Typ, der Name
Num dagegen fiir viele mogliche Typen — unter anderem Nat, Int, Real,
Complex usw. Deshalb wird Num auch als abstrakter Typ bezeichnet.

Diese Beobachtung fithrt in der Typtheorie dazu, dass abstrakte Typen
wie Num existenziell quantifiziert werden. In einer Ad-hoc-Notation kénnten
wir dies folgendermaflen schreiben:

SPECIFICATION Number =

INum: Type« { —— Ad-hoc-Notation!
FUN + : Num x Num — Num
FUN - : Num x Num — Num

}

5 In HASKELL gibt es eine dhnliche Strukturierung der zahlartigen Datentypen, al-
lerdings mit Hilfe von so genannten Typklassen (s. Abschnitt 9.5.2). Diese Struk-
turierung ist wesentlich filigraner als unsere kleine Skizze.
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Die konkreten Typen Nat, Int, Real, Complez etc. sind dann so genannte

Witnesses® fiir die existenzielle Typvariable Num. Diese Interpretation miis-
sen wir einer Typisierungsaussage der Form

Integer : (Number RENAMING Num AS Int)

zugrunde legen. Sobald wir dies machen, stimmen auch alle Bindungen in den
Funktionalitdten, weil sich jetzt Int tatsdchlich auf Integer.Int bezieht.

Auch wenn die semantische Fundierung auf existenziellen Typen basiert,
wollen wir doch an den traditionellen Notationen wie z.B. in Programm 9.4
festhalten.

Festlegung (Schreibweise fiir Signaturen)

Wir schreiben Signaturen und Spezifikationen in der traditionellen Form, bei
der die abstrakten Typen innerhalb der Gruppe aufgefithrt werden. Seman-
tisch entspricht das aber einer existenziellen Quantifizierung.

9.5 Von Spezifikationen zu Typklassen

Bisher haben wir uns primér mit der Deklaration von Signaturen und Spe-
zifikationen befasst und die Frage ihrer Verwendung zuriickgestellt. Typische
Beispiele wéiren etwa die am Anfang des Kapitels erwidhnte Funktion sort, die
Sequenzen von beliebigen Elementen sortiert, vorausgesetzt auf dem Element-
typ existiert eine Ordnung, oder die Funktion skalProd, die fiir Vektoren mit
beliebigen numerischen Typen funktioniert.

Mit unseren bisherigen Sprachmitteln ist das nicht gut ausdriickbar. Des-
halb brauchen wir ein weiteres Konzept, ndmlich die Typklassen im Sinne von
HASKELL. Allerdings werden wir sie nicht als unabhéngiges Feature einfiihren,
sondern abgeleitet aus dem Begriff der Signaturen und Spezifikationen.

9.5.1 Typklassen a la HASKELL

Als Einstieg rekapitulieren wir kurz die Art und Weise, wie Typklassen in
HASKELL eingefiihrt werden. Dazu orientieren wir uns an den Beispielen der
wohl bekannten HASKELL-Klassen Fq und Ord. (Man beachte, dass in HAS-

KELL Typisierung mit ,, :: “ geschrieben wird.)
class Eq a where class Eq a = Ord a where
(==) it a — a — Bool (<) :: @ — a — Bool
(#) :: @ — a — Bool (>) :: @ = a — Bool
x #y=not (x ==uy)

5 Wir ziehen den englischen Fachterminus der Ubersetzung ,,Zeuge“ vor.
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Fiir die Operation # wird eine Default-Implementierung mit angegeben. Auf
der rechten Seite wird auflerdem noch das Prinzip der Vererbung demonstriert.
Die Klasse Ord erweitert die Klasse Eq um eine Reihe weiterer Operationen;
aber sie enthélt auch die beiden Operationen von Eq.

Damit bleibt noch das Problem zu klaren, wie ein Typ zum Mitglied einer
Klasse wird. Das geschieht in HASKELL mit der instance-Anweisung.

instance Eq Nat where
r==y=mnatkEqx vy

Schliellich werden diese Typklassen benutzt, um polymorphe Funktionen
adiquat einzuschrénken. (In HASKELL steht [a] fiir unser List «.)

sort :: (Ord a) = [a] — [a]

Wie dieses Beispiel zeigt, geht es bei den HASKELL-Typklassen priméar
um das Bereitstellen von Operationssymbolen, also — in unserem Sinne — um
Signaturen. Damit unterscheidet sich der Ansatz von HASKELL von unseren
bisherigen Konzepten in zwei Punkten:

o Der Begriff der Signatur wird nicht explizit verfiighar gemacht. Insbeson-
dere wird keine Beziehung zwischen Signaturen und Moduln hergestellt.

e Dalfiir wird etwas anderes explizit bereit gestellt, was bei uns noch fehlt,
némlich ein Begriff fiir die Menge aller Typen, die in den Strukturen einer
Signatur (bzw. Spezifikation) definiert werden.

9.5.2 Definition von Typklassen

Wie man an dem Vergleich zu HASKELL sehen kann, hangt die Idee der Typ-
klassen ganz eng mit dem Konzept der Signaturen zusammen; damit lésst sich
unsere erste Definition vom Anfang des Kapitels technisch prézisieren:

Definition (Typklasse)

Sei eine Signatur bzw. eine Spezifikation S gegeben, in der unter anderem
ein abstrakter (also existenzieller) Typ « definiert wird. Dann ist die von S
induzierte Typklasse die Menge aller Witness-Typen fir a.

Damit bleibt die Frage, wie diese semantische Definition in eine geeignete
Syntax gegossen werden kann. Programm 9.5 illustriert die Antwort anhand
unseres laufenden Beispiels der Zahlen.

Aufgrund der obigen semantischen Uberlegungen ist klar, dass die Typ-
klasse Numeric nicht innerhalb der Spezifikation Number definiert werden
kann, sondern gleichberechtigt neben ihr stehen muss. Die ,Definitionsglei-
chung®* Numeric = Number. Num ist zwar syntaktisch etwas gewagt, driickt
aber doch ganz gut die semantische Eigenschaft aus, dass Numeric fiir alle
konkreten Witnesstypen der existenziellen Typvariablen Num steht.
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Programm 9.5 Die Typklasse Numeric

TYPECLASS Numeric = Number. Num

SPECIFICATION Number = {
TYPE Num: Numeric

FUN + : Num X Num — Num —— Addition
FUN - : Num X Num — Num —_ ...
PROPa+b=b+a —— Kommutativitdt
PROP (a+b)+c=a+(b+c) —— Assoziativitat

}

Innerhalb der Spezifikation Number konnen wir jetzt den abstrakten Typ
Num sogar mit seiner Typklasse ,typisieren“. Man beachte jedoch, dass wir
in Ausdriicken der Art Number. Num oder (Number RENAMING Num AS Int)
ein bisschen mogeln, indem wir den Namen Num wie einen gewthnlichen
Gruppenselektor benutzen. Dabei ignorieren wir die semantische Eigenschaft,
dass Num eine existenziell quantifizierte Variable ist. (Fiir einen Compiler ist
es aber kein grundsétzliches Problem, mit dieser Dichotomie umzugehen.)

Diese Notation hat den kleinen Nachteil, dass Number und Numerzic nicht
zwingend beieinander stehen miissen, obwohl sie wechselseitig voneinander
abhingen. Aber dafir gibt es eine Reihe von Vorteilen:

Die Notation spiegelt die tatséchlichen semantischen Gegebenheiten wider.
Man kann Signaturen einfiithren, ohne ihnen Typklassen zuzuordnen.

Man kann Signaturen einfiihren, die mehrere Typen beschreiben und des-
halb auch mehrere Typklassen induzieren. (Ein bekanntes Beispiel sind
Béume: Ein Baum ist ein Knoten mit einem Wald von Unterb&dumen; und
ein Wald ist eine Sequenz von Béumen.) Ahnliche Konzepte werden in
HASKELL unter dem Stichwort ,Multi-Parameter-Typklassen* diskutiert.

Es ist instruktiv, nochmals die Notation von HASKELL mit der unseren zu
vergleichen. Tabelle 9.2 zeigt die wesentlichen Elemente anhand des Beispiels
der rationalen Zahlen. Um die Entsprechung moglichst deutlich zu machen,
lassen wir die Signatur anonym, indem wir den Selektor Num direkt auf die
entsprechende Gruppe anwenden (was allerdings unter softwaretechnischen
Strukturierungsgriinden schlechter Programmierstil ist).

Man sieht, dass — bis auf ein paar Schliisselworter — beide Ansétze von der
Aufschreibung her nahezu identisch sind. Der wesentliche Unterschied ist no-
tationell kaum sichtbar, hat aber gravierende konzeptuelle Auswirkungen: Bei
uns sind Typklassen ein abgeleitetes Konstrukt der Signaturen und Spezifika-
tionen. Diese wiederum sind zentrale Mittel zur Modularisierung von Software.
Und sie sind theoretisch gut in der Algebraischen Spezifikation untersucht.
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Definition
TYPECLASS Numeric = Number. Num  class Numeric num
SPECIFICATION Number = { where
TYPE Num: Numeric (4+) :: num — num — num

FUN + : Num X Num — Num

Instanziierung
STRUCTURE Rational: Number = { data Rat = Fraction Int Nat
TYPE Rat = (Int x Nat) instance Numeric Rat where
DEFa+b=... a+b=...
}
Buch HASKELL

Tab. 9.2: Typklassen im Vergleich mit HASKELL

Damit wird es leichter, die Idee der Typklassen auch auf andere Aspekte zu
verallgemeinern. Ein typisches Beispiel ist die ,,Vererbung® von Typklassen.
Hier brauchen wir kein neues Konzept, weil die Standardmechanismen der
Vererbung bei Gruppen und Subtypen auch auf Typklassen anwendbar sind.
(Beispiele werden wir im Folgenden gleich sehen.)

Auch die so genannten Konstruktorklassen von HASKELL sind in unserem
Ansatz bereits enthalten. Programm 9.6 enthélt ein entsprechendes Beispiel.
(In Kapitel 11 werden wir diese Beispiele genauer studieren.)

Programm 9.6 Die Typklasse Functor

TYPECLASS Functor = Functor.F

SPECIFICATION Functor = {

TYPE F': Type — Type
FUN * «: Type x 3: Type— (a —» 3) = (F o — F 3) —— Map

Anmerkung: Auch unser Ansatz hat Grenzen. Ein interessantes Beispiel ist das so
genannte Polytypic programming [87, 16]. Diesem Konzept liegt die Idee zugrunde,
dass z. B. die Instanziierung der Typklasse Functor fir Listen, Mengen, Bdume,
Arrays usw. tmmer dem gleichen Muster folgt: die Rekursionsstruktur der Typdekla-
ration spiegelt sich in der Rekursionsstruktur der Map-Funktion wider. Da hier die
syntaktische Struktur der Programmterme essenziell ist, ldsst sich das hochstens mit
Reflection- Techniken realisieren.



9.6 Beispiele fir Spezifikationen und ihre Typklassen 173

9.6 Beispiele fiir Spezifikationen und ihre Typklassen

Es gibt eine Reihe von wichtigen Typklassen, die bei der Programmierung
immer wieder gebraucht werden. Als typisches Beispiel haben wir bereits die
Typklasse Ord angesprochen, die z. B. beim Sortieren benotigt wird. Im Fol-
genden wollen wir einige dieser Typklassen und ihre zugehorigen Spezifikatio-
nen exemplarisch vorfiihren.

9.6.1 Gleichheit

Auf praktisch allen Typen stehen Gleichheitstests zur Verfiigung.” (Promi-
nenteste Ausnahme von dieser Regel sind die Funktionstypen.) Aufgrund die-
ser universellen Verfiigbarkeit lohnt es sich, die Gleichheit — und die mit ihr
untrennbar verbundene Ungleichheit — in eine Spezifikation zu fassen. In Pro-
gramm 9.7 geben wir die Typklasse und die Spezifikation an.

Programm 9.7 Die Spezifikation des Gleichheitstests

TYPECLASS Eq = Fquality.«
SPECIFICATION Equality = {

TYPE a: Hgq

FUN = : aXoa— Bool —— Gleichheitstest

FUN # : aXa— Bool —— Ungleichheitstest

PROP (a = a) —— reflexiv

PROP (a =b) = (b =a) —— kommutativ

PROP (a=b)A(b=¢c) = (a=c¢) —— transitiv

PROP (a = b) fla) = f(b) —— kongruent

DEF (a # b) = =(a = b) —— Default-Definition
}

Wir verwenden hier einige Konventionen, die kurz erlautert werden miis-
sen:

e Das Gleichheitszeichen ist hier {iberlagert. Zum einen ist es die ,Meta-
Gleichheit* der Sprache selbst, d.h. dasjenige Gleichheitszeichen, das wir
in Definitionen, Axiomen etc. verwenden. Zum anderen ist es der in der
Signatur eingefiithrte Testoperator, also eine von uns definierte Funktion. In
vielen Sprachen werden die beiden Gleichheiten unterschieden, indem man
die eine als ,, = “ schreibt und die andere als ,, == “ (wobei die jeweilige
Zuordnung in den verschiedenen Sprachen unterschiedlich ausfillt). Wir
denken, dass sowohl die Leser als auch die Compiler clever genug sein
sollten, beides trotz der Uberlagerung auseinander halten zu kénnen.

" In der Sprache ML hat man deshalb als spezielle Sprachfeatures egtypes und re-
stricted polymorphism eingefiihrt.
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e Wir gehen auch sehr freiziigig mit der Beziehung zwischen Werten vom
Typ Bool und der (Meta-)Wahrheit von Formeln um. Streng genommen
miissten wir an ein paar Stellen noch ein ,,... = true “ anfiigen.

e Schliefilich verwenden wir noch eine Idee von HASKELL: Wenn in einer
Spezifikation anstelle von PROP ein DEF geschrieben wird, liefert das eine
Default-Definition. Das heif3t, wenn in einer Struktur dieser Spezifikation
keine eigene Definition angegeben ist, wird die Default-Definition aus der
Spezifikation genommen.

Wie schon in Kapitel 7 ausgiebig diskutiert, erlaubt die Subtyp-Relation,
dass Subgruppen ,zu viele®* Komponenten haben. Deshalb gelten z.B. die
folgenden Typisierungen fiir Strukturen wie Integer oder Real.

Integer : Equality RENAMING « AS Int
Real : FEquality RENAMING « AS Real

In der Praxis gilt diese Typisierung mittels Equality fiir nahezu alle Struk-
turen. Deshalb hat z. B. HASKELL das Schliisselwort deriving eingefiihrt, mit
dem man derartige Standardfille automatisch vom Compiler erledigen lassen
kann. (Allerdings wird dieser Mechanismus in HASKELL nicht fiir Strukturen
oder Moduln benutzt, sondern fiir Typklassen.)

9.6.2 Ordnung

Nach der Gleichheit diirfte die zweithdufigste Eigenschaft von Daten die Ord-
nung sein. Dabei kann man meistens sogar eine lineare Ordnung erwarten.
Trotzdem bauen wir unsere Beispiele etwas filigraner auf, indem wir mit par-
tiellen Ordnungen beginnen.

Das Programm 9.8 zeigt bereits einige Moglichkeiten, Spezifikationen in
modularisierter Form aufzuschreiben:

o Beide Spezifikationen PartialOrder und Order haben die gleiche Signatur.
Man kénnte allerdings bei Order den Komfort erhohen und noch die Ope-
rationen min(a, b) und maz(a, b) hinzunehmen.

e Beide Spezifikationen schlieflen die Gleichheit Equality mit ein (wodurch
auch die (existenzielle) Typvariable « eingefiihrt wird.

e Die Spezifikation Order erweitert nur die Menge der Eigenschaften von
PartialOrder, fiigt aber keine neuen Operationen oder Typen hinzu. (Des-
halb haben beide die gleiche Signatur.)

Wie schon bei Equality gilt auch hier fiir die meisten Strukturen, dass sie
vom Typ Order sind, z.B.:

Integer : Order RENAMING (a, <, =, ...)As (Int, <, <, ...)
Real : Order RENAMING (o, <, =, ...)AS (Real, <, <, ...)
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Programm 9.8 Die Spezifikation der partiellen und totalen Ordnung

SIGNATURE OrderSig = {
EXTEND EqualitySig

FUN < : a X a— Bool

FUN = : a X a— Bool

FUN > : a X a— Bool

FUN > : a X a— Bool
}

TYPECLASS POrd = PartialOrder .«

SPECIFICATION PartialOrder = {
EXTEND OrderSig, Equality
PROP —(a < a)

PROP (a < b) A (b < a) = false —— asymmetrisch
PROP (a < b)A(b<¢) = (a<c¢) —— transitiv
DEF (a Xb)=(a<bV(a=0b) —— Default-Definition
DEF (a = b) = (b < a) —— Default-Definition
DEF (a = b) = (b X a) —— Default-Definition
}
TYPECLASS Ord = Order.«
SPECIFICATION Order = {
EXTEND PartialOrder
PROP (a < b))V (a=10b)V (a>b) —— alle Elemente sind vergleichbar

}

9.6.3 Halbgruppen, Monoide and all that

Bei den zahlartigen Strukturen hatten wir viele Gesetze wie Assoziativitéat,
Kommutativitit etc. Diese lassen sich auch modularisiert spezifizieren. Pro-
gramm 9.9 enthélt zwei einfache Beispiele.

Mit diesen Spezifikationen lassen sich die zahlartigen Strukturen typisie-
ren. Aber auch die Konkatenation von Sequenzen fallt unter diese Rubrik:

Integer : Monoid RENAMING (v, o, unit) AS (Int,+,0)
Integer : Monoid RENAMING (a0, unit) AS (Int,-, 1)

Real : Monoid RENAMING (a, o, unit) AS (Real,+,0)

Real : Monoid RENAMING (a, o, unit) AS (Real,-,1)
Sequence o : Monoid RENAMING (a, o, unit) As (Seq, +, Q)

Wie man hier sieht, kann dieselbe Struktur eine Spezifikation unter ver-
schiedenen Renaming-Morphismen erfiillen. (Darauf kommen wir gleich in
Abschnitt 9.8 unter dem Stichwort ,Views* noch einmal zurtick.)

Auf analoge Weise lielen sich weitere Standardstrukturen der Mathematik
spezifizieren: Gruppen, kommutative Gruppen, Ringe, Koérper, Vektorrdume,
Verbinde etc.
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Programm 9.9 Die Spezifikation von Halbgruppen und Monoiden

TYPECLASS Semigroup = Semigroup .«
SPECIFICATION Semigroup = {

TYPE «
FUN ©o :axa—«
PROP (acb)oc=ac(boc) —— assoziativ

}

TYPECLASS Monoid = Monoid.«o
SPECIFICATION Monoid = {

EXTEND Semigroup

FUN unit: o

PROP (unit o a = a) A (a o unit = a)

}

9.6.4 Druckbares, Speicherbares ...

Fiir nahezu alle Arten von Werten — wieder mit Ausnahme der Funktionen
— gibt es eine Repréasentation als Strings, so dass eine Ausgabe auf Druckern
oder Bildschirmen ermdglicht wird.® Der Tradition von HASKELL folgend be-
zeichnen wir diese Spezifikation als Show und die umgekehrte Richtung als
Read. (Allerdings ist die Definition in HASKELL etwas aufwendiger als unsere

vereinfachte Darstellung.)

Programm 9.10 Die Signatur von Show und Read

TYPECLASS Show = Show .«

SIGNATURE Show = {
TYPE «
FUN show: a — String

TYPECLASS Read = Read.«
SIGNATURE Read = {

TYPE «
FUN read: String — «

}

Wir kénnen uns hier mit den Signaturen begniigen, weil es keine allge-
meinen Eigenschaften gibt, die man fiir diese Konversionsfunktionen ange-

8 Auf der gleichen Linie liegt ibrigens das Interface Serializable in JAVA. Damit
werden alle Typen (d.h. Klassen) beschrieben, deren Werte (d.h. Objekte) sich

in Dateien speichern und wieder laden lassen.
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ben konnte. Es wére zwar schén, wenn gelten wiirde read o show = id und
show o read = id, aber z.B. bei Gleitpunktzahlen kénnen dem unter Umstan-
den Rundungsprobleme entgegenstehen. Man kann auch nicht fiir alle beliebi-
gen Datentypen fordern, dass die String-Représentation eindeutig parsierbar
ist; denn damit wiirde man sich manchmal die Chance verbauen, ,,schone®
Ausgaben zu erzeugen.

9.7 Subklassen

Wir verwenden hier Signaturen, Spezifikationen und Typklassen zur Typisie-
rung von Strukturen und Typen, also analog zu klassischen Typen — nur eine
Stufe hoher (vgl. Abbildung 9.1 am Anfang dieses Kapitels). Deshalb liegt es
nahe, auch die Idee der Subtypen auf diese Stufe zu heben.

Wir iibernehmen deshalb die Begriffe und Notationen von Kapitel 7 in
analoger Form auch fiir die néchsthéhere Ebene der Spezifikationen. Dies
induziert dann auch eine entsprechende Relation zwischen den Typklassen.
Beispiele:

Order C OrderSig

Equality C EqualitySig

Order C PartialOrder C Fquality Ord C POrd C Eq

Monoid C Semigroup Monoid C Semigroup
Number C Order RENAMING ... Numeric C Ord
Number C Monoid RENAMING ... Numeric C Monoid

Hier machen wir intensiven Gebrauch von der Feststellung in Abschnitt 7.3,
dass der Subtyp einer Gruppe mehr Komponenten haben darf. Das heift, die
obigen Beziehungen beruhen auf zwei Arten von Einschrankungen: zum Bei-
spiel bei (PartialOrder C Equality) sind es die zusétzlichen Komponenten, die
den Subtyp ausmachen, wéihrend es bei (Order C PartialOrder) die zusétzli-
chen Constraints sind.

Anmerkung: Im Ansatz der Algebraischen Spezifikation arbeitet man ausschliefs-
lich mit Spezifikationen, im Sinne der Formalen Logik also mit (Reprdsentationen
von) Theorien. Die Semantik dieser Theorien sind Mengen von Modellen, genauer:
Mengen von Algebren. Ein zentraler Begriff ist dann die so genannte Implementie-
rungsrelation. Eine Spezifikation A implementiert eine Spezifikation B, wenn alle
Modelle von A auch Modelle von B sind. Wenn wir das als (A REALIZES B) no-
tieren, dann kénnen wir z. B. sowohl (Integer REALIZES Order) schreiben als auch
(Order REALIZES Equality). Der Grund fir diese Homogenitdit ist, dass in dem alge-
braischen Ansatz eine Struktur wie Integer auch nur eine Spezifikation ist, allerdings
eine Spezifikation mit einelementiger Modellmenge (bis auf Isomorphie).

In unserer funktionalen Programmierwelt sind die Strukturen keine entarteten
Spezifikationen, sondern die Modelle selbst. Deshalb haben wir zwischen den Struk-
turen und den Spezifikationen eine Typisierungsrelation, wdahrend zwischen den Spe-
ziftkationen eine Subtyp-Relation besteht (die dem REALIZES der Algebra entspricht).
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Diese Skizze des algebraischen Ansatzes soll hier gentigen. Fir detaillierte Dar-
stellungen verweisen wir auf die Literatur, wobei [19, 101] einen sehr guten Zugang
liefern.

9.8 Views und Mehrfachtypisierung

Bei Signaturen und Spezifikationen tritt ein Phédnomen sehr haufig auf, das bei
klassischen Typen zwar auch denkbar ist, aber eher exotisch wirkt: mehrfache
Typisierung (vgl. Abschnitt 6.1.7).

9.8.1 Mehrfachtypisierung bei Typklassen

Schon in den wenigen und einfachen Beispielen dieses Kapitels haben wir
Situationen wie

Integer : Order RENAMING ...
Integer : Monoid RENAMING ...
Integer : Number RENAMING ...
Integer : Show RENAMING ...

Das heifit, die Struktur Integer ist eine Instanz von vielen Spezifikationen.
Dies ist aus softwaretechnischer Sicht wesentlich: Man braucht die Moglichkeit
der Mehrfachtypisierung. Das zeigt sich auch in objektorientierten Sprachen
wie JAVA, in denen eine Klasse viele Interfaces implementieren kann.

Damit stellt sich aber die Frage, wo und wie man diese Eigenschaften
aufschreibt. Die sauberste Losung, die auch keine weiteren Ad-hoc-Notationen
braucht, basiert auf dem generellen Gruppenmechanismus und Propertys und
ist im Programm 9.11 skizziert.

Programm 9.11 Package Arithmetic mit Typisierungen

PACKAGE Arithmetic = {
STRUCTURE Integer ={ ... }

PROP Integer : Order RENAMING ...
PROP Integer : Monoid RENAMING ...
PROP Integer : Number RENAMING ...
PROP Integer : Show RENAMING ...

STRUCTURE Real ={ ... }

PROP Real : Order RENAMING ...
PROP Real : Monoid RENAMING ...
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Wenn man allerdings Sprachen wie JAVA ansieht, dann gibt es eine Ten-
denz, solche Eigenschaften jeweils lokal zu der Struktur hinzuzufiigen. Das
geht nur {iber den Weg eines neuen Schliisselwortes wie REALIZES (oder
implements in JAVA) oder iiber einen Operator, der die Konjunktion von
Typen erlaubt. Wir skizzieren hier die letztere Variante.

STRUCTURE Integer : (Order RENAMING . . .)
& (Monoid RENAMING.. . .)
& (Number RENAMING .. .)
& (Show RENAMING...) ={
TYPE Int = GIVEN
FUN + =...

}

Man sieht deutlich, dass die Version in Programm 9.11 die klarere und
besser lesbare ist. Der Grund dafiir ist ganz einfach: Wir respektieren hier die
softwaretechnische Forderung, Programme aus wohl definierten und sauber
abgegrenzten Komponenten aufzubauen. Demgegeniiber nehmen funktiona-
le Programmiersprachen (ebenso objektorientierte Sprachen wie JAVA) gerne
einen etwas altbackenen Standpunkt ein, in dem man viele einzelne Deklara-
tionen einfach nebeneinander hinschreibt.

Dabei ist die Frage aus konzeptueller Sicht absolut klar: Eigenschaften wie
yInteger ist eine Instanz von Order® sind Aussagen tber die Struktur und
sollten deshalb nicht in die Struktur hineingeschrieben werden.

9.8.2 Views (Mehrfache Sichten)

Bisher haben wir den einfachen Fall betrachtet, dass eine Struktur Instanz
mehrerer Spezifikationen sein kann und damit der zugehdrige Typ Instanz
mehrerer Typklassen. Eine weitere Komplikation entsteht dadurch, dass eine
Struktur auf mehrere Weisen Instanz der gleichen Spezifikation sein kann.
Wir illustrieren dieses Phdnomen anhand eines einfachen Beispiels.

Eine wesentliche Motivation fiir Typklassen haben wir am Anfang dieses
Kapitels aus dem Problem des Sortierens bezogen. Denn wir mussten die Se-
quenzen auf Elementtypen beschrinken, die eine Vergleichsoperation besitzen.
Das 16st aber nur einen Teil der Probleme, wie wir in Szenarien folgender Bau-
art sehen konnen: Es sei eine Menge von Kunden als Sequenz gegeben. Man
sortiere sie zuerst nach Kundennummer, dann nach Namen und schliefSlich
nach Umsatz. Ahnliche Szenarien finden sich bei Algorithmen fiir Punktmen-
gen, bei denen die Punkte einmal nach der x-, ein anderes Mal nach der
y-Komponente und ein drittes Mal nach dem Winkel sortiert werden sollen.

Wir diskutieren diese Szenarien an einem besonders einfachen, aber den-
noch praktisch relevanten Beispiel: Wir wollen Zahlen sowohl auf- als auch
absteigend sortieren. Die Grundlage stellen die folgenden Propertys dar:
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PROP Integer: Order RENAMING (o, <, =<, ...) AS (Int, <, <, ...)
PROP Integer: Order RENAMING (o, <, =<, ...) AS (Int, >, >, ...)

Wie man hier sieht, wird die Struktur Integer auf zwei unterschiedliche Weisen
zur Instanz von Order.

Mit Hilfe dieser Funktionen soll jetzt eine Sequenz von Zahlen sowohl in
auf- als auch in absteigender Reihenfolge sortiert werden. Klassischerweise hat
man fiir diese Art von Aufgaben zwei Losungsansétze zur Verfiigung:

e Die Standardlésung besteht darin, der Sortierfunktion die Vergleichsope-
ratoren als zusétzliche Parameter mitzugeben:

FUN sort[a]: (a x a — Bool) x (o x o — Bool) X (a x e — Bool)
— Seq a — Seq «
DEF sort[a](<,=,>)(s) = ... sort[a](<,=,>)(s") ...

Diese Losung ist in hochstem Mafle unbefriedigend, weil sowohl in den
rekursiven Aufrufen als auch in den Applikationen von sort eine Fiille von
Argumenten anzugeben sind:

.osort[Int)(<, =, >)(list) ...
.osort[Int]) (>, =, <)(list) ...

e In Sprachen mit generischen Strukturen kann man diesen Overhead etwas
reduzieren, indem man die Vergleichsoperatoren nicht zu Parametern der
Funktion macht, sondern zu Parametern der umfassenden Struktur:

STRUCTURE Sorting[a: Ord]( <:a x oo — Bool,
=:a X a — Bool,
>:a X a— Bool ) ={
FUN sort: Seq o« — Seq «
DEF sort s = ...

}

Aber an der Anwendungsstelle muss noch viel Aufwand getrieben werden,
um die richtigen Instanzen der generischen Strukturen zu importieren:

IMPORT Sorty, = Sorting[Int](<,=,>)
IMPORT S07% down = Sorting[Int](>, =, <)

.. Sorty, . sort(list) . ..
oo S01t down - sort(list) . ..

Dieser Aufwand macht sich eigentlich nur bezahlt, wenn man an der An-
wendungsstelle viele Applikationen der Sortierfunktion hat — was eher sel-
ten der Fall sein diirfte.

Fazit: So richtig elegant ist keine dieser beiden Losungen.

Beide Losungen leiden am gleichen methodischen Defizit. Sie versuchen
zwar korrekterweise, der Struktur Integer zwei verschiedene Ordnungen auf-
zuprigen, aber sie tun das an der Applikationsstelle statt an der Definitions-
stelle. Und damit wird das Sortieren belastet.
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Eine bessere Losung entsteht, indem man die unterschiedlichen Ordnungen
fir Integer schon an der Definitionsstelle von Integer selbst angibt und nicht
erst an der Applikationsstelle, also beim Sortieren.

o FErster Schritt. Wir geben den beiden unterschiedlichen Instanzen explizite
Namen:

SPECIFICATION Ascending =

Order RENAMING (o, <, ...) AS (Int, <, ...)
SPECIFICATION Descending =

Order RENAMING (o, <, ...) AS (Int, >, ...)
TYPECLASS Asc = Ascending.Int
TYPECLASS Desc = Descending.Int

Man beachte, dass — rein formal gesehen — Int hier noch immer eine exis-
tenzielle Typvariable ist; aber sie hat fiir den Compiler schon den passen-
den Namen.

o Zweiter Schritt. Wir rufen die Sortierfunktion mit dem entsprechenden
Casting auf:

. sort[Int: Desc|(list) ...

Es bietet sich an, ein solches Konzept auch syntaktisch zu unterstiitzen.
Bevor wir uns aber mit der Frage des Sprachdesigns befassen, miissen wir
zeigen, dass diese Vorgehensweise tatséchlich den gewiinschten Effekt hat.
Dazu verwenden wir wieder unsere speziellen Annotationen, mit denen wir
die Laufzeittypen illustrieren. Als Erstes miissen wir sehen, dass sich eine
Definition wie

FUN sort: [a: Ord) — Seq o!OT® — Seq o(OTd)

DEF sort|a(list) = ... <(axa—Bool)

eigentlich nicht auf eine Typvariable o der Typklasse Ord bezieht, sondern
auf eine entsprechende Strukturvariable S der Spezifikation Order:

FUN sort: [S: Order] — Seq(S(Om") .a) — Seq(S{0mm) q)
DEF sort[S](list) = ... §{Order)  <(S.axS.a=Bool)

Bei der Applikation erfolgt dementsprechend eine Instanziierung mit der
ganzen Struktur. Das heifit, ein Aufruf der Art

. sort[Int: Descl|(list) ...
entspricht tatsdchlich einem Aufruf der Art
. sort[Integer: Descending](list) ...

Dies ist die lesbare Form, die vom Programmierer geschrieben wird. Fiir
unsere Diskussion miissen wir allerdings die diversen Castings explizit machen.
Damit ergibt sich insgesamt folgende Situation:

. sort[(Integer AS Descending) AS Order](list) ...
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Zur besseren Lesbarkeit kiirzen wir das aufwendige Casting ab:

ef

@ (Integer) = (Integer As Descending) AS Order

Jetzt miissen wir priifen, welchen Typ diese Instanz von sort hat und wie
die relevanten Operatoren im Rumpf erkannt werden. Der Typ ergibt sich
folgendermafien:

. sort[W(Integer)](Seal¥ (Integer).a]=Seq[...T)

Bei der Auswertung dieses Aufrufs wird im Rumpf der Vergleichsoperator
folgendermaflen annotiert:

y'/(lnteger) L= (¥ (Integer) . ax ¥ (Integer).a— Bool)

Damit hier die korrekten Interpretationen erfolgen, miissen folgende Gleich-
heiten gelten:

U (Integer).a < Integer.Int
U (Integer).< < Integer.>

Wenn wir fiir ¥ wieder die Definition einsetzen, ergibt sich daraus:

n g S scen an S raer).c = ]ntege? lnt
I 156 er A De (& d A O d
17’“&6967 AS Desceﬂdlng AS ()7 de? =< = 17’“&6967 >

Wenn wir den Ausdruck ((Integer As Descending) AS Order) genauer ana-
lysieren, dann ergibt sich als Erstes ein Casting von Integer zu Descending,
was wegen der passenden Selektornamen unproblematisch ist. Descending ist
seinerseits nur durch einen Renaming-Morphismus aus Order hervorgegangen,
ist also von der Form @(Order). Damit entsteht die Zwischenform

(®(Order)

Integer ) AS Order

Dieses Casting muss dazu fithren, dass unter den Selektornamen a und <
von Order die entsprechenden Elemente von Integer erreicht werden. Das
bedeutet, dass auf Integer das inverse Renaming @ anzuwenden ist.

Diese Rechnung zeigt, dass das Konzept in der Tat funkioniert, auch wenn
der Compiler einiges an Arbeit zu leisten hat.

Wir wollen fiir das hier geschilderte Konzept eine explizite syntaktische
Kennzeichnung einfiihren. Dies ist zwar nicht zwingend notwendig, weil unsere
bisherigen Schliisselworter (wie gerade gezeigt) ausreichen, aber es unterstiitzt
in den entsprechenden Applikationen die Intuition.
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Definition (View)

Wenn eine Struktur auf mehrere Weisen Instanz einer Signatur oder Spezifi-
kation sein kann, dann sprechen wir von Views. Dafiir benutzen wir folgende
syntaktische Darstellung:

VIEW View = Spec RENAMING ...

Sollte zu Spec eine Typklasse Class assoziiert sein, dann diirfen wir das
Renaming auch direkt auf die Typklasse anwenden:

VIEW View = Class RENAMING ...

Dies induziert dann das entsprechende Renaming auf der Spezifikation.

Wenn fiir einen gegebenen Typ bzw. fiir die zugehorige Struktur ein Cas-
ting in einen solchen View erfolgt, dann wird de facto das Renaming invertiert,
so dass die Items der Struktur unter den passenden Namen erreichbar sind.

Damit haben wir zwei gleichwertige Moglichkeiten, um solche Instanziie-
rungen anzugeben. Mit den ,normalen“ Schliisselwortern erhalten wir folgen-
des Programm:

STRUCTURE Integer ={ ... }

PROP Integer: Order RENAMING (a, <, ...) AS (Int, <, ...)

PROP Integer: Order RENAMING (a, <, ...) AS (Int, >, ...)

Mit dem Schliisselwort VIEW kénnen wir die beiden Instanzen — also im We-
sentlichen die Renaming-Morphismen — benennen:
STRUCTURE Integer ={ ... }

VIEW Ascending = Order RENAMING (o, <, ...) AS (Int, <, ...)
VIEW Descending = Order RENAMING («, <, ...) AS (Int, >, ...)
PROP Integer: Ascending
PROP Integer: Descending

Zusétzlich — oder alternativ dazu — kénnen wir das Renaming auch direkt fiir
die Typklassen angeben, sodass wir keinen eigene Namen fiir die umbenannten
Spezifikationen brauchen.

STRUCTURE Integer ={ ... }

VIEW Asc = Ord RENAMING (a, <, ...) AS (Int, <, ...)

VIEW Desc = Ord RENAMING (a, <, ...) AS (Int, >, ...)

PROP Int: Asc

PROP Int: Desc

Diese Losung hat gegeniiber unserem fritheren Versuch mit generischen
Strukturen zwei grofie Vorteile:

e Man kann an beliebigen Stellen im Programm eine Applikation der Art
. sort[Int: Desc|(list) ...
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schreiben, ohne das Sortierprogramm und seine Applikationen umstéand-
lich in eine generische Struktur und passend instanziierte Importe einpa-
cken zu miissen.

e Vor allem aber wird aus softwaretechnischer Sicht das Design klarer: Jetzt
steht die Information, dass die Struktur Integer auf verschiedene Weisen
eine Instanz von Order ist, dort, wo sie hingehort, ndmlich bei der Struktur
selbst.

Wir werden wichige Beispiele fiir dieses Konzept in Kapitel 10 sehen, wo
wir Fixpunktalgorithmen iiber so genannten CPOs entwickeln. Dabei wird
sich zeigen, dass Datenstrukturen auf sehr unterschiedliche Weise zu CPOs
werden kénnen.

9.9 Beispiel: Physikalische Dimensionen

Die mit den Typklassen gewonnene Ausdrucksméchtigkeit hat nicht nur theo-
retische, sondern auch praktische Relevanz. Das ldsst sich mit einem Beispiel
illustrieren, das ein altbekanntes Defizit nahezu aller Programmiersprachen
behebt.”

Physiker und Ingenieure rechnen aus gutem Grund mit dimensionsbehaf-
teten Groflen. Eine physikalische Notation wie 12.5_ ™, hat eben eine viel
groflere Aussagekraft als die blole reelle Zahl 12.5. Das gilt erst recht im
Kontext von Gleichungen wie 25 7 /2sec = 12.5 ™,. Diese Art von zusétzli-
cher Typsicherheit wére natiirlich auch in der Programmierung physikalisch-
technischer Applikationen ein gewaltiger Vorteil. Leider reichen aber die klas-
sischen Sprachmittel der géngigen Programmiersprachen dafiir nicht aus.

Aber mit dem Mittel der Typklassen wird es moglich, solche Konzepte
vollig flexibel in Programme — oder auch Bibliotheken — einzubauen. Wir
illustrieren das am einfachsten Beispiel dimensionierter Grolen: Weg — Ge-
schwindigkeit — Beschleunigung (s. Programm 9.12).

Man beachte, dass die Typklassen Base und Dim hier nicht tiber Signatu-
ren oder Spezifikationen induziert, sondern mittels der tiblichen Operatoren
Aufzéhlung und Tupelbildung eingefithrt werden (s. Abschnitt 9.1).

Wir diskutieren die Elemente, die in diesem Programm verwendet werden,
der Reihe nach, wobei wir zum leichteren Lesen jeweils die Zeilennummern
angeben.

1 Wir versuchen gar nicht erst, ein neues Schliisselwort fiir diese Kol-
lektion von Programmelementen zu erfinden; deshalb bleiben wir beim
generischen Begriff crROUP.

9 In ADA ist das Defizit zwar erkannt, aber nur partiell gelést worden. Denn es gibt
nur eine fixierte, fest in den Compiler eingebaute Liste von Dimensionstypen.
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Programm 9.12 Die Gruppe Dimension

GROUP Dimension = { 1
PRIVATE TYPECLASS Base = { Real } 2
TYPECLASS Dim = (base = Base, m = Int, s = Int) 3
TYPE M: Dim = ( Real, 1, 0) C ( Real) 4
TYPE S: Dim = ( Real, 0, 1) C ( Real) 5
TYPE - : Dim x Dim — Dwm 6
DEF (Real, m1, s1) - (Real, mz, s2) = ( Real, mi1 + mz, s1 + s2) 7
TYPE |/ : Dim x Dim — Dim 8
DEF (Real,mi,s1) / (Real, mz, s2) = (Real, mi — ma, s1 — s2) 9
TYPE ~ : Dim x Int — Dim 10
DEF (Real, m,s)~ ¢ = (Real, m -1, s-1) 11
FUN m: Real — M 12
DEF z m = (z) AS M 13
FUN s:Real — S 14
DEF z s = (z) AS S 15
FUN add: [6: Dim]|—d X — 0 16
DEF add[0](z,y) = ((z AS Real) + (y AS Real)) AS ¢ 17
FUN mult: [(51: D?;?’P’L7 d2: Dzm] — 01 X 02 — 01 - 02 18
DEF mult[d1,82](z,y) = ((z AS Real) - (y AS Real)) AS 61 - 02 19
FUN div: [(51: D?;?’P’L7 d2: Dzm] — 01 X 02 — 01 - 02 20
DEF div[d1,02](z,y) = ((z AS Real) - (y AS Real)) AS 61 /d2 21
FUN pow: [6: Dim] +— § X (i:Int) — 64 22
DEF pow[d](z,i) = ((x AS Real) " i) AS 6”1 23
} 24
2 Alle dimensionierten Typen sind , Dekorationen* des Typs Real. Des-
halb fiihren wir eine — einelementige — Typklasse Base ein, die genau
diesen Typ Real enthalt.
3 Der interessanteste Teil des Programms ist die Typklasse Dim selbst.
Die Elemente dieser Klasse sind Tripel, bestehend aus dem Basistyp
Real und den Exponenten der Meter-Komponente und der Sekunden-
Komponente. Wenn also ein Physiker schreibt 1277, dann ergibt sich
hier der Dimensionstyp (Real, 1, —2): Dim. Man beachte, dass wir ,,ge-
mischte Tupel haben, bestehend aus einem Typ und zwei Werten.
Ubrigens: Auch wenn der Basistyp immer der gleiche ist, ndmlich Real,
sollte man ihn aus Griinden der Klarheit nicht weglassen. Wir werden
sogar gleich sehen, dass wir ihn essenziell benétigen.
4-5  Wir flihren zwei spezielle Dimensionstypen ein, M fiir Meter und S fiir

Sekunden. Das geschieht, indem jeweils der betreffende Exponent auf
1 gesetzt wird, der andere auf 0.
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Wir merken explizit an, dass beide Typen Subtypen des Eintupels
(Real) sind (vgl. Kapitel 7). Das ist wichtig, um entsprechende Cas-
tings vornehmen zu koénnen.

Die physikalischen Konstruktionen sm oder "' brauchen Gegenstiicke
in unserem Design. Wir konnen das schreiben als S - M bzw. M / S.
Die Implementierung besteht einfach darin, dass die Indizes addiert
bzw. subtrahiert werden.

Auch eine Schreibweise wie m? braucht ein Gegenstiick in unserem
Design. Wir schreiben das als m ~ 2. Die Realisierung von = ¢ besteht
einfach darin, alle Exponenten mit i zu multiplizieren.

Es ist bequem, Konstanten wie etwa 1 m oder 2 s genau so schreiben
zu kénnen. Dazu werden zwei entsprechende Postfix-Operatoren einge-
flihrt. Die Implementierung ist ein bisschen trickreich; wir passen den
Wert (z) vom einelementigen Tupeltyp (Real) auf den Supertyp M
bzw. S an (geméf den Subtyp-Relationen aus Zeile 4-5).

Addieren ist nur moglich, wenn die Dimensionen identisch sind, also
z.B. 2m? + 3m?, aber nicht 2m + 4s. Genau das wird in der Funk-
tionalitdt von add ausgesagt. Die Funktion ist polymorph, wobei die
Typvariable § auf Typen der Klasse Dim beschrénkt wird.

Man beachte, dass auch in der Definition die Typvariable § vorkommt,
weil sie beim Casting bendtigt wird.

Multiplikation und Division sind polymorph in zwei Variablen ¢; und
62. Der Resultattyp ergibt sich dabei gerade aus den entsprechen-
den Typoperatoren aus Zeilen 6-9. So wird z.B. aus 2:6;‘11 5 der Wert
3 (M /S5°2).

Die Typisierung der Operation pow héangt nicht nur von der Typvaria-
blen § ab, sondern auch vom Parameterwert . Wir haben es hier also
mit einem abhéngigen Typ zu tun, wie wir ihn schon aus Abschnitt 8.2
von Beispielen wie FizedList[n][a] her kennen.

Man beachte, dass die Typen M und S Subtypen des Typs Real sind,
genauer, des Eintupels, das nur aus Real besteht. Damit sind Upcasts der Art
AS Real: M — Real problemlos moglich: 1.5(€ab1.0)ag Real ~» 1.5¢feal)
Bei Downcasts ist der Compiler stéarker gefordert, er muss nédmlich erkennen,
dass die beiden fehlenden Komponenten jeweils Konstanten sind und damit
automatisch erginzt werden konnen: 1.5 Ag M ~~ 1.5(Feal1,0)
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Beispiel: Berechnung von Fixpunkten

Wer einmal sich selbst gefunden, der kann
nichts auf dieser Welt mehr verlieren.
Stefan Zweig

In diesem Kapitel wollen wir die Verwendung von Typklassen an einer wich-
tigen Gruppe von Programmieraufgaben illustrieren. Hiufig muss man Glei-
chungssysteme folgender Bauart 16sen:

x = Elz] (10.1)

Damit eng verwandt ist das Problem, den transitiven Abschluss einer Rela-
tion zu bilden. Programme, die die Losung solcher Gleichungen konstruktiv
berechnen, basieren auf dem Prinzip der Fizpunktbildung. Dieses Prinzip léasst
sich — einschliellich vieler Optimierungen — sehr kompakt und allgemein an-
wendbar in Form funktionaler Programme realisieren.?

Wir beginnen mit einem Beispiel und stellen dann die Grundidee der Fix-
punktberechnung dar. Auf dieser Basis bauen wir weiter auf, um auch die
algorithmische Losung von Gleichungssystemen systematisch zu realisieren.

10.1 Beispiel: Erreichbarkeit in einem Graphen

Wenn man zu einem gegebenen Knoten in einem gerichteten Graphen wissen
will, welche Knoten von ihm aus zu erreichen sind, muss man den transitiven
Abschluss der Nachfolgerrelation bilden.

Wir betrachten also einen gerichteten Graphen G. Seine charakteristische
Funktion ordnet jedem Knoten seine Nachbarknoten bzw. ,,Nachfolger® zu:

FUN succ: Graph — Node — Set Node
! Unsere Darstellung orientiert sich stark an Arbeiten von R. Paige und J. Cai

[28, 29]. Wer mehr iiber die Mathematik nachlesen will, kann z. B. in [146] eine
gute Ubersicht finden.
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Mit Hilfe des ,,.“-Operators aus Abschnitt 1.2.1 schreiben wir G.succ(z) fir
die Menge der Nachfolgerkanten von z im Graphen G.

Auf der Basis dieser charakteristischen Funktion spezifiziert Programm 10.1
die Menge der in einem Graphen G von einem Knoten = aus erreichbaren Kno-
ten. (Wir miissen das Schliisselwort PROP anstelle von DEF verwenden, weil
die rechte Seite das nicht-ausfithrbare Sprachmittel LEAST benutzt.)

Programm 10.1 Spezifikation der erreichbaren Knoten

SPECIFICATION Reachability = {
FUN reachable: Graph — Node — Set Node
PROP reachable(G)(z) = LEAST S e z € S A suces(S) C S

WHERE succes(S) =, .o G.suce(z)

€S

Mit LEAST driicken wir aus, dass wir die kleinste Menge mit der betref-
fenden Eigenschaft suchen. Die Funktion succs(S) berechnet die ,Vereinigung
der Nachfolger aller Knoten in S “.2

Damit die Techniken, die wir im weiteren Verlauf erarbeiten werden, an-
wendbar sind, missen zwei kleine Adaptionen erfolgen:

1. Statt z € S werden wir {z} C S schreiben, damit die Typisierung stimmt.
2. Das Pradikat succs(S) C S schreiben wir in die (dquivalente) Form einer
Gleichung um: S = S U suces(S).

Nach diesen Anpassungen sind die Techniken der folgenden Abschnitte an-
wendbar. Das Ergebnis ist dann der konkrete Algorithmus in Programm 10.2.

Programm 10.2 Algorithmische Berechnung der erreichbaren Knoten

STRUCTURE Reachable = {
USE Fizpoint(Set Node)
DEF reachable(G)(z) = fizpoint(succs)({z})
WHERE succs(S) = S U, g G.succ(z)

In diesem Programm verwenden wir die — im weiteren Verlauf des Ka-
pitels zu entwickelnde — Struktur Fizpoint, die insbesondere eine Funktion
fixpoint bereitstellt. Diese Struktur ist generisch und wird hier mit unserem
gewiinschten Ergebnistyp Set Node instanziiert.

2 Wie in Kapitel 0 erldutert, bevorzugen wir den Lesekomfort mathematischer
Schreibweisen. In der Notation klassischer funktionaler Programmiersprachen
wird succs im Map-Reduce-Stil als suces(S) = U/ G.succ * S geschrieben.
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10.2 Ein bisschen Mathematik: CPOs und Fixpunkte

Fixpunkte sind in der Mathematik schon lange bekannt. Wir skizzieren hier
nur ganz kurz den minimalen Rahmen, den wir brauchen, um unsere Verfahren
beschreiben zu kénnen.

10.2.1 Vollstédndige partielle Ordnungen — CPOs

Wir arbeiten in der Programmierung an allen moglichen Stellen mit Glei-
chungen und Fizpunkten. Damit diese iiberhaupt sinnvoll sind, miissen sie
in geeigneten Strukturen ,leben“. Diese Strukturen wollen wir uns als erstes
ansehen.?

Grundlegend ist der Begriff der wvollstdndigen partiellen Ordnung, abge-
kiirzt: CPO (vom englischen Begriff complete partial order).

Definition (vollstandige partielle Ordnung (CPO))

Eine partielle Ordnung ist eine Menge A mit einer reflexiven, antisymme-
trischen und transitiven Relation ,, <.

Die Operation x Uy (im Englischen join genannt) liefert das kleinste Ele-
ment z mit * < z und y = 2z (sofern ein solches Element existiert). Die
Verallgemeinerung von ,l1“ von zwei Elementen auf ganze Mengen X ist evi-
dent. Man nennt UX (sofern es existiert) die kleinste obere Schranke oder
auch das Supremum von X.

Eine (aufsteigende) Kette in einer partiellen Ordnung (A, <) ist eine (end-
liche oder unendliche) Teilmenge K C A, die aus streng wachsenden Elemen-
ten besteht: K = {zg <21 <22 < ... }.

Eine partielle Ordnung (A, <) heiit vollstdndig, wenn jede aufsteigende
Kette K C A eine kleinste obere Schranke LUK in A besitzt.

Eine solche CPO hat insbesondere auch ein kleinstes Element, das tbli-
cherweise als L (,Bottom*) bezeichnet wird. Es ist eindeutig bestimmt als
das Supremum der leeren Kette: 1L = LI{).

Aus Terminierungsgriinden ist fiir uns auch der — weniger klassische —
Begriff der Kettenendlichkeit interessant: Eine partielle Ordnung (A4, <) ist
kettenendlich, wenn sie keine unendlichen Ketten besitzt.

Wir nennen ein Element a € A endlich, wenn die Menge {z € A | z < a}
keine unendliche Kette enthilt. Wir nennen a endlich relativ zu w € A, wenn
die Menge {z € A | w < 2 < a} keine unendliche Kette enthélt.

CPOs erlauben das Arbeiten mit Fixpunkten. Bevor wir dies im Detail
betrachten, wollen wir kurz die typischen Moglichkeiten erértern, mit denen
sich CPOs konstruieren lassen.

3 Urspriinglich wurden alle folgenden Begriffe und Resultate in der Mathematik im
Rahmen der Theorie der vollstdndigen Verbénde erarbeitet (s. z.B. [23, 39]). In
der Informatik hat man aber erkannt, dass sie sich auf die schwichere — und in
der Informatik addquatere — Theorie der CPOs iibertragen lassen.
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10.2.2 Standardkonstruktionen fiir CPOs

Die einfachste Form von CPOs sind die so genannten flachen CPOs: Zu einer
Menge assoziiert man noch ein 1 -Element hinzu. Alle anderen Elemente sind
miteinander unvergleichbar. Der polymorphe Typ Maybe o kann als flache
CPO aufgefasst werden, wobei fail die Rolle von L {ibernimmt.

Ein weiteres Beispiel liefert das direkte Produkt Ay x...x A, von CPOs A4;,
das auf einfache Weise wieder zur CPO wird. Wir kénnen dabei zwei Varian-
ten unterscheiden — und diese beiden Varianten liefern genau den Unterschied
zwischen strikten und nichtstrikten Funktionen (vgl. Abschnitt 1.3), und da-
mit auch die Basis fiir unendliche (lazy) Listen und #hnliche Datenstrukturen
(vgl. Kapitel 2).

o Nichtstriktes Produkt:
(al,...,an) =< (b1,...,bn) < Vi:a; 2

o Striktes Produkt (auch ,Smash Produkt®): Wie oben, aber speziell wird
gesetzt

(a1y...,ap) =1 <= Fita; =1

Analog kann man auch die direkte Summe bilden: A + B ist im Wesentli-
chen die disjunkte Vereinigung der beiden CPOs mit ihren jeweiligen Ordnun-

gen. Allerdings identifiziert man tblicherweise die beiden Bottom-Elemente:
def

la=1p = L.

Schlielich wird auch noch aus dem Funktionsraum eine CPO, sofern man
sich auf so genannte stetige Funktionen — s. Abschnitt 10.2.4 — beschrankt,
d.h. [A— B]={f:A— B fist stetig}. Die Ordnung wird punktweise in-
duziert: f < g <= Vz: f(z) < g(x).

Anmerkung: In der denotationellen Semantik (s. Abschnitt 1.3), die auf Dana Scott
und Christopher Strachey zuriickgeht, wird die Bedeutung von Programmen mit Hilfe
spezieller CPOs erklirt (die manchmal als Scott domains bezeichnet werden). Dabei
steht das L fiir ,undefiniert®, also fir nichtterminierende Programme. Tupelbildung
etc. werden definiert wie oben beschrieben, wobei man zwischen strikten und nicht-
strikten Sprachkonstrukten wdhlen kann. Dann ldsst sich zeigen, dass alle tiblichen
Sprachkonstrukte — if-then-else, Funktionsdefinition und -applikation, Schleifen, Va-

riablenzuweisungen usw. — stetige Funktionen sind. (Néheres dazu findet man z. B.
in [146, 126]).
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10.2.3 CPO-Konstruktion durch Idealvervollstandigung

In der Analysis erfahrt man, wie aus den rationalen Zahlen die reellen gebil-
det werden. Die Idee ist grob die folgende: Wir koénnen eine irrationale Zahl
nicht wirklich erzeugen. Aber wenn sie sich auf systematische Weise beliebig
anndhern ldsst, dann ,kennen wir sie gut genug“. Also identifizieren wir die
(fiktive) irrationale Zahl einfach mit der Menge aller ihrer Annéherungen —
und davon kénnen wir so viele konkret anfassen, wie wir wollen.

Genau so konnen wir es auch mit unendlichen Elementen machen. Sie
lassen sich nicht wirklich konstruieren, aber wir kénnen sie so genau annahern,
wie wir wollen. Diese Philosophie fiihrt auf das Konzept der so genannten
Idealvervollstindigunyg.

Definition (gerichtete Menge, Kegel, Ideal)

Wir betrachten partielle Ordnungen. Eine Menge D ist eine gerichtete Men-
ge (engl.: directed set), wenn jede endliche Teilmenge F C D ein Supremum
in D besitzt: 3¢ € D : é = UE. Beachte: Eine gerichtete Menge D kann nicht
leer sein; denn wegen ) C D gilt 1L & U0 e D.

Eine Menge K ist ein Kegel, wenn sie nach unten abgeschlossen ist; d. h.,
mit jedem Element x sind auch alle kleineren Elemente in K enthalten, d.h.
re KANyszr = ye K.

Ein Ideal ist ein gerichteter Kegel; d.h., es ist nach unten abgeschlossen
und jede endliche Teilmenge hat ein Supremum.

Ideale liefern eine weitere Mdoglichkeit, CPOs zu konstruieren. Denn es gilt
folgender Satz (hier ohne Beweis):

Theorem 10.1 (Idealvervollstindigung). Sei (P, <) eine partielle Ord-
nung; sei ferner Ip die Menge aller Ideale von P. Dann gilt: (Ip,C) ist eine
CPO, die P ,vervollstindigt*.

., Vervollstindigt“ heifft: Jedes Element x € P wird mit ,seinem® Ideal
I, 2 {y | y = x} identifiziert, was eine Einbettung P — Ip liefert. Insbeson-
dere gilt damit: x Xy <= I, C I,. AufSerdem lassen sich alle monotonen
Funktionen (s. Abschnitt 10.2.4) h : P — C wvon P in irgendeine CPO C

eindeutig zu stetigen Abbildungen h:lp — C erweitern.

Dieser Satz ist fiir uns riickblickend von grofler Bedeutung, denn er zeigt,
dass die lazy Listen aus Kapitel 2 tatséchlich eine CPO bilden und somit
rekursive Gleichungen und Funktionen tiber diesen Listen wohldefiniert sind,
also iiberhaupt einen Sinn haben. Denn auf Listen lasst sich sehr einfach die
partielle Ordnung ,,a ist Anfang von b definieren:

a=b<= dreatr==>%

Dann gehort zu jeder Liste das Ideal aller ihrer Anfinge. Die Menge dieser
Ideale ist nach Theorem 10.1 eine CPO und jede Kette von immer ldngeren
Listen repréasentiert die zugehorige unendliche Liste.
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Die Anwendung einer Funktion auf eine solche unendliche Liste darf auf-
grund des Theorems dadurch berechnet werden, dass man die Funktion auf die
endlichen Préfixe anwendet; denn das liefert eine Kette von Approximationen
an das unendliche Resultat.

Mit anderen Worten: Was wir in Kapitel 2 eher intuitiv gemacht haben,
gestiitzt auf Plausibilitdt und Anschauung, ist mathematisch wohlfundiert.

10.2.4 Fixpunkte

Wenn wir zu Funktionen f(x) = ... z ... die Gleichungen der Art z = f(z)
betrachten, dann gibt es dazu oft viele Losungen (die man auch als Fixpunkte
bezeichnet), z. B.:

Funktion Gleichung Fizpunkte

flz) =17 =17 1,1

f(z) = |V27] z = | V27 1,3

f(x) = 22 = x> 1,0,1
f(S)=5Su{1,7} S=Su{1,7} 1, {1,7}, {1,7,10}, ...
fL)y=1-L L=1-1 1, (1,1,1,...)

Bei diesen Beispielen sind wir davon ausgegangen, dass die einzelnen Opera-
tionen strikt sind, weshalb | immer zu den Losungen gehort. (Gerade das will
man in der Praxis in vielen Féallen verhindern, weshalb man andere Ordnun-
gen zugrunde legt — z. B. eine nichtstrikte Ordnung fiir lazy Konstruktionen.)
Eine Besonderheit zeigt die vierte Zeile; hier gibt es unendlich viele Fixpunkte,
némlich alle Mengen, die die Menge {1, 7} umfassen.

Spannender werden die Fixpunkte, wenn wir rekursive Funktionen be-
trachten; denn diese sind ja nichts anderes als Gleichungen der Bauart
f = «Rumpf(f)». Beispielsweise sind fiir die Gleichung

DEF f = Az,ye«IF £ =y THEN y + 1 ELSE f(z, f(z — 1, y + 1)) FI

folgende Funktionen Fixpunkte:

. z+1 ifx>
S mit  f1(z,y) = J y
y—1 otherwise
f2 mit  fa(z,y) = z+1
. z+1 ifz>yAeven(x—y
fmin mit fmzn(xv y) = . ( )
1 otherwise

Ein weiteres Beispiel ist
DEF g = Az« IF £ = 0 THEN 0 ELSE g(z + 1) FI

Fixpunkte gibt es hier sogar unendlich viele, darunter z. B.
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. 0 ifx=0
i mit  g;(z) = 9. .
1 otherwise
0 ifx=0

m Mt (T
Gmin Gruin() 1 otherwise
Diese Beispiele deuten iibrigens eine essenzielle Beobachtung an: Mehrere
Fixpunkte kann es nur bei solchen Funktionen geben, bei denen f,,;, nicht
terminiert (also L ist).

Definition (Fixpunkt)

Ein Element z ist ein Fixpunkt der Funktion f: A — A, wenn gilt f(z) = =.
Wir nennen Z den kleinsten Fixpunkt, wenn fiir alle anderen Fixpunkte
y gilt: £ < y.
Der bedingte kleinste Fixpunkt z,, ist definiert durch das kleinste T,
mit w X Ty A Ty = f(T); das heiit, Z,, ist von allen Fixpunkten von f der
kleinste, der w umfasst.

Kleinste Fixpunkte

Wenn man viele Fixpunkte hat, muss man versuchen, einen als ,die“ Lo-
sung auszuzeichnen. Hier kommen CPOs zum Tragen: Da in CPOs (monoto-
ne) Funktionen immer einen eindeutig bestimmten kleinsten Fixpunkt haben,
kann man diesen jeweils als Standardlosung auszeichnen.

Die monotonen Funktionen garantieren zwar die Existenz eines kleinsten
Fixpunktes, aber sie liefern kein konstruktives Verfahren zu seiner Bestim-
mung. Deshalb arbeitet man in der Praxis mit stetigen Funktionen.

Definition (monotone, stetige, inflationéire Funktionen)

Seien A und B CPOs. Dann gelten fiir Funktionen folgende Begriffe:

Eine Funktion f : A — B ist monoton, wenn sie die Ordnung der Argu-
mente erhilt: z <y = f(x) 2 f(y).

Eine Funktion f : A — B heiflit stetig, wenn sie die kleinsten oberen
Schranken erhalt: f(UK) = U(f * K). Jede stetige Funktion ist insbesondere
auch monoton.

Eine Funktion f: A — A heifit inflationdr, wenn gilt: x < f(z).

Der fiir unsere Zwecke entscheidende Satz ist der klassische Fixpunktsatz,
der auf Tarski (1942) und Kleene (1952) zuriickgeht:

Theorem 10.2 (Fixpunktsatz). Jede stetige Funktion f auf einer CPO hat
einen kleinsten Fixpunkt T; dieser Fizpunkt ergibt sich als die kleinste obere
Schranke der so genannten Kleene-Kette & = U{_L, f(L), f2(L), f3(L),...}.
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Beweis. Der Beweis ist relativ einfach; er besteht aus zwei Teilen:

a) Das Supremum der Kleene-Kette ist ein Fixpunkt: Denn wegen der Ste-
tigkeit von f gilt:
FO{FADD = u(f = {1} = u{f*(L)} =u{f (L}
b) Dieses Supremum ist kleiner als jeder Fixpunkt y, also U{f*(L)} < y:
Induktionsanfang: 1 <.
Wegen der Monotonie von f gilt dann: fi(1) <y = f(f4(L)) < f(y) =v.
Damit sind alle Elemente der Kleene-Kette kleiner als y, woraus folgt, dass
auch das Supremum (definitionsgeméfl) kleiner als y ist.
Anmerkung: Natirlich ldasst sich diese ganze Begrifflichkeit auch dual auf grofite
Fizpunkte tibertragen. In der Programmierung ldsst sich das aber ganz einfach da-
durch realisieren, dass wir die entsprechenden Strukturen und Theorien mit , > “
anstelle von ,, < “ instanziieren.

Endliche Fixpunkte

Fiir unsere Zwecke ist diese allgemeine Form des Fixpunktsatzes nicht immer
niitzlich, da die Kleene-Kette potenziell unendlich ist und ihre endlichen Ab-
schnitte den Fixpunkt deshalb im Allgemeinen nur approximieren. Wir sind
hier aber an terminierenden Programmen interessiert und miissen deshalb re-
striktivere Situationen betrachten. Offensichtlich gilt:

Korollar 10.1 (Endliche Fixpunkte).

1. Wenn in einer Kleene-Kette zwei aufeinanderfolgende Elemente gleich

sind, also f'(L) = f1(L), dann ist T = fiU(L) der kleinste Fizpunkt

(weil von da an auch alle folgenden Elemente gleich sind). In diesem Fall
reicht ubrigens Monotonie von f bereits aus.

2. Zur Berechnung des bedingten kleinsten Fixpunktes Z,, ldsst man die
Kleene-Kette nicht mit 1, sondern mit w beginnen; dann erhdlt man
Ty = UW{w, f(w), f2(w), f3(w),...}. Voraussetzung ist allerdings, dass f
inflationdr fir w ist: w < f(w).

Beweis. Die erste der beiden Beobachtungen ist trivial. Auch die zweite ist
leicht einzusehen: Die Teilmenge A’ = {z € A | w <X x} ist eine CPO mit
w als kleinstem Element. Da f als inflationdr vorausgesetzt wird, ist f eine
Abbildung von A’ in A’. (In [28] findet sich ein Beispiel dafiir, dass diese
Bedingung wirklich notwendig ist.)

Es gibt eine Reihe von offensichtlichen Kriterien, die die geforderte End-
lichkeit garantieren, zum Beispiel:

e Definitions- oder Wertebereich von f sind kettenendlich.

e Der kleinste Fixpunkt von f ist endlich.

e fist von der (in der Praxis hiufig anzutreffenden) Form f(x) = 2 U g(z),
wobei g monoton ist und einen kettenendlichen Wertebereich hat.
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Optimierung durch ,,Mikroschritte*

Eine wesentliche Erkenntnis zur Optimierung der Berechnung ist, dass wir
héufig in granulareren Schritten vorgehen kénnen. Ein typisches Beispiel dafir
ist die iterative Losung von Gleichungssystemen in der Numerischen Mathe-
matik. Eine Methode ist z. B. das Gauf}-Jordan-Verfahren, das in Hauptschrit-
ten vorgeht, bei denen jeweils die neue Matrix M +1) komplett aus der alten
Matrix M) abgeleitet wird. Demgegeniiber stellt das GauB-Seidel-Verfahren
eine deutliche Beschleunigung dar: Der Trick ist, dass fiir die Berechnung je-
des Wertes von M +1) schon moglichst viele vorhandene Werte aus der neuen
Matrix M *1 selbst genommen werden und nicht die alten aus M ().

Analog koénnen wir bei Gleichungssystemen vorgehen. Wenn wir fiir eine
Variable x; ihren neuen Approximationswert berechnet haben, dann sollten
wir fiir die Berechnung von x5 nicht den alten Wert von x; hernehmen, son-
dern schon den neuen Wert von x;. Das heifit, wir erhalten zum Beispiel die
Berechnung

33(27'“) = fz(x;wl) , x(;), IO

Ahnlich ist es auch bei den mengenbasierten Fixpunktberechnungen. Schau-
en wir uns noch einmal das Beispiel der Erreichbarkeit in Graphen an.

DEF reachable(G)(z) = fizpoint(suces)({z})

WHERE succs(S) = SU, ¢ G.suce(x)

z€eS
Die entscheidende Berechnung ist jeweils die Auswertung der lokalen Funk-
tion suces(S) = SUU,cg G-succ(r). Das Problem ist, dass wir von einem
Iterationsschritt zum néchsten fiir alle ,alten“ Knoten die Menge suces(. . .)
wieder und wieder ausrechnen. Dabei reicht es doch, wenn wir immer nur fir
die neu hinzugekommenen Knoten die Funktion succs berechnen.

Das in diesen Beispielen skizzierte Optimierungsprinzip wollen wir jetzt in
unserem Kontext realisieren. Erinnern wir uns: Die (verallgemeinerte) Kleene-
Folge hat die Form

{w, f(w), f2(w), fP(w), ..., fi(w), [T (w),...}

In der Praxis kann man die , Hauptschritte“ fi(w) — f+1(w) oft in , Mikro-
schritte“ zerlegen:

{"'afi(w)asilvsiza"'asinafi+1(w)7~"}

Die Verallgemeinerung geht sogar noch ein Stiick weiter: Wie man zum Bei-
spiel bei der Losung von Gleichungssystemen sieht, laufen die Mikroschritte
oft nicht einmal synchron zu den Hauptschritten. Damit betrachten wir also
(nahezu beliebige) Folgen der Bauart

{w = 80,51,82,+,8i,8i+1s--}

Das folgende Theorem beantwortet die Frage, wann eine solche Folge auf
einen Fixpunkt fiihrt.
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Theorem 10.3 (Verallgemeinerte Fixpunkt-Kette). Wenn fiir eine Fol-
ge {w = sg, s1, S2,. ..} und eine monotone Funktion f gilt:

si =< sip1 = f(si) Vo osi=sit1 = f(s1)
dann hat sie folgende Eigenschaften (siehe [28]):

1. Wenn s = f(sk), dann gilt sy = Ty, (und die Folge endet).
2. Wenn Z,, endlich berechenbar ist, dann gibt es auch ein Element sy, in der
Folge mit s = Ty

Beweis.

1. Durch Induktion iiber ¢ sieht man sofort, dass jedes Element s; von einem
f7(w) dominiert ist, d.h. Vi 3j : s; < f/(w). Daraus folgt: s, < Z,, und
somit auch si = Zy,.

2. 35 : fi(w) = fI*(w). Daraus folgt wegen (1): Vi : s; < f7(w). Daraus
folgt wiederum: Es gibt nur endlich viele s; < f7(w), da die Endlichkeit
des Fixpunkts keine unendlichen Ketten zulésst.

Man beachte, dass das Theorem fiir unendliche Fixpunkte nur sehr schwa-
che Aussagen liefert. Denn es ist nicht ausgeschlossen, dass es im Bereich
Si,..., f(s;) unendlich viele Mikroschritte s; gibt, so dass der Algorithmus
nie zum Fixpunkt konvergiert, sondern sich zwischen zwei sehr frithen Appro-
ximationen verliert.

Wichtig ist das Theorem aber fiir den praktisch relevanten Fall der Be-
rechnung endlicher Fixpunkte. Dabei ist fiir die spédtere algorithmische Be-
handlung von Gleichungssystemen folgender Spezialfall niitzlich, der gerade
die oben erwdhnte Optimierung des Gauf3-Seidel-Verfahrens widerspiegelt:

Korollar 10.2. Wenn f die spezielle Form hat
f(@) = fifz)U...U fu(2)

dann konnen wir die s; jeweils aus einem der speziellen , Worksets“ nehmen,
bei denen wir jeweils nur eine der Funktionen f; benutzen:

Aj(a, f) ={s | = <5 2 fi(2) }
Beweis. Es gilt: < s =< fij(z) 2 filz)U...U fo(z) = f(2).
Man beachte, dass dies bei der Wahl f; = id und fo = g den schon frither
erwahnten Spezialfall

f(z) =z Ug(x)

einschliefit. Das ist genau die Form unseres Reachability-Beispiels in Pro-
gramm 10.1 (nach den Adaptionen).

Damit haben wir die Rahmenbedingungen fixiert, unter denen wir nach
Algorithmen suchen koénnen, die den Fixpunkt in geeigneten Mikroschritten
berechnen.
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10.3 Die Programmierung von Fixpunkt-Algorithmen

Der Strebende ist Gottes Freund.
Scheich Dschelal Eddin Rumsi

Nach den mathematischen Voriibungen zur Klarung der theoretischen Grund-
lagen miissen wir jetzt die Idee der Fixpunktberechnung programmiersprach-
lich umsetzen. Dazu sind drei Dinge zu tun:

e Das Konzept der CPOs muss programmiersprachlich erfasst werden; dazu
dient das Mittel der Typklassen.

e Der Fixpunktalgorithmus muss programmiert werden; das geschieht in ei-
ner entsprechenden Struktur.

e Man muss die Datentypen identifizieren, die CPOs sind, weil nur fir diese
der Algorithmus funktioniert.

Diese Fragen werden in den folgenden Abschnitten der Reihe nach diskutiert.

10.3.1 CPOs als Typklasse

Das Prinzip der Fixpunktiteration ist nur anwendbar, wenn die zugrunde lie-
genden Daten eine CPO bilden. Deshalb miissen wir als Erstes das Konzept
der CPOs im Rahmen unserer Programmiersprache ausdriicken. Dazu dient
das Mittel der Typklassen.

In Programm 10.3 stellen wir eine Spezifikation Complete PartialOrder mit
Typklasse Cpo bereit. Dabei verwenden wir die bereits in Abschnitt 9.6 im
Programm 9.8 definierte Spezifikation PartialOrder und erweitern sie um ein
Bottom-Element und die Operation U (least upper bound). AuBerdem gel-
ten fiir diese Operatoren die Monoidgesetze, sowie Kommutativitéit etc. (Wir
verwenden die traditionelle Signatur-Notation.)

Programm 10.3 Die Spezifikation CPO

SPECIFICATION CompletePartialOrder = {
EXTEND PartialOrder, Monoid RENAMING (o, unit) As (L, L)

TYPE a: Cpo

FUN 1: « —— Bottom

FUN U raxXxa—a —— kleinste obere Schranke

PROP Vae 1. < a —— kleinstes Element

PROP Va,be a=<alb A b=<albd —— obere Schranke

PROP Va,b,ce a X cANb=c¢c = alUb=<c¢ —— kleinste obere Schranke
}

TYPECLASS Cpo = CompletePartialOrder .o
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10.3.2 Fixpunktberechnung: Der Basisalgorithmus

Der Fixpunktsatz liefert sofort einen simplen Algorithmus zur Berechnung des
Fixpunkts — sofern die Kleene-Kette endlich ist. Aus Griinden der Lesbarkeit
spezifizieren wir den (bedingten) kleinsten Fixpunkt (in Anlehnung an die
Notation in [28]) als

LEAST 2« = f(x) —— kleinster Fizpunkt von f
LEAST 2« w S Az = f(x) —— bedingter kleinster Fizpunkt von f

Wir teilen die Definition des Fixpunktalgorithmus in zwei Teile auf. In
Programm 10.4 wird zunéchst die Aufgabenstellung spezifiziert. Dabei sehen
wir zwei Funktionen vor, eine fiir den Fixpunkt und eine fiir den bedingten
Fixpunkt. Mit Hilfe von Overloading kann der gleiche Name fiir beide Funk-
tionen benutzt werden.

Auflerdem geben wir noch eine Variante an, die die Kleene-Kette selbst
als lazy Liste generiert; dazu verwenden wir einen Typ List, wie er in Ab-
schnitt 2.3 eingefithrt wurde. Diese Variante kann dann in Programmen be-
nutzt werden, die bei nicht-endlichen Fixpunkten wenigstens eine geeignete
Approximation suchen.

Programm 10.4 Die Spezifikation FixpointSpec

SPECIFICATION FizpointSpec = {

FUN fizpoint: [a: Cpo] — (o — a) — « —— kleinster Fizpunkt
PROP fizpoint(f) = LEAST z « z = f(z) A finite(z)
FUN fizpoint: [a: Cpo] — (o — @) — a — « —— bedingter kl. Fizpunkt
PROP fizpoint(f)(w) = LEAST z+ w 2 z Az = f(z) A finite(z)
FUN kleene: [a: Cpo] — (a — «) — List « —— Kleene-Kette
PROP kleene(f) = (L, f(L), (L), ... )
FUN kleene: [a: Cpo] — (o — ) — a — List a —— bed. Kleene-Kette
PROP kleene(f)(w) = (w, f(w), f*(w), ... )

}

Man beachte, dass wir hier ein bisschen mogeln: Das Pradikat finite(z)
soll ausdriicken, dass der Fixpunkt z endlich ist (weil sonst der Algorithmus
nicht terminiert). Aber dieses Pradikat ist nur informell durch seinen Namen
erklirt; wir haben es nirgends definiert.*

In Programm 10.5 werden diese Funktionen konstruktiv definiert. Das ge-
schieht im Rahmen einer Struktur Fizpoint, die die Spezifikation realisiert
(was durch die entsprechende Typisierung ausgedriickt wird).

4 Eine formale Definition fiir das Pradikat finite fithrt auf grundlegende theoretische
Probleme; sie wiirde aber praktisch auch nicht viel helfen. Denn was man wirklich
braucht, ist eine Aufwandsabschatzung.
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Programm 10.5 Die Struktur Fizpoint

STRUCTURE Fizpoint: FizpointSpec = {
DEF fizpoint(f) = fizpoint(f)(L)
DEF fizpoint(f)(w) = 1F f(w) = w THEN w ELSE fizpoint(f)(f(w)) FI
DEF kleene(f) = kleene(f)(L)

DEF kleene(f)(w) = chain WHERE chain = w -: (f * chain)

Die Implementierung ist eine unmittelbare Umsetzung des Fixpunktsatzes.
Man beachte, dass die Eigenschaft a: Cpo insbesondere auch a: Eq nach sich
zieht, der Vergleich f(z) = = also syntaktisch moglich ist.

Die Terminierung der Funktion fizpoint hingt davon ab, ob die Eigenschaft
finite(z) der Spezifikation tatséchlich erfillt ist.

10.3.3 Optimierung durch feinere Granularitit

Die Algorithmen in Programm 10.5 setzen das Prinzip der Kleene-Folge un-
mittelbar in Code um. Das ist zwar garantiert korrekt (unter Beachtung der
notwendigen Randbedingungen), aber im Allgemeinen nicht effizient. Deshalb
hatten wir in Abschnitt 10.2.4 ein Optimierungsprinzip studiert, das auf so ge-
nannten Mikroschritten basiert. Dass diese Optimierungen korrekt sind, folgt
aus dem Theorem 10.3.

Wie wir in Abschnitt 10.2.4 gesehen haben, basiert der Algorithmus ganz
zentral auf dem Konzept der Worksets, die in Korollar 10.2 verwendet werden.

Aj(a, ) ={s [ & <s =2 fi(2)}

Wir wollen diese Worksets allerdings noch etwas naher an die tatséchlichen
Gegebenheiten der praktischen Anwendungen heranbringen. Dort haben wir
es typischerweise mit Inkrementen zu tun, das sind z.B. die Elemente, die
neu zu einer Menge hinzukommen oder die Variablen, deren Wert verbessert
wurde. Das spiegelt sich in folgender Variation wider:

Aj(x, f) ={d |z <z d = fi(x)}

Die d haben hier die Rolle der Inkremente, und der Operator x & d liefert
die Vergroflerung von x um das Inkrement d.

Damit wir die entsprechende Variante der Fixpunktbildung programmie-
ren konnen, miissen wir als Voraussetzung die Generierung solcher Worksets
von Inkrementen verfiigbar haben. Mit anderen Worten, der Fixpunktalgo-
rithmus muss auf Typen a aufbauen, die nicht nur CPOs sind, sondern auch
noch Worksets besitzen. Das ist in Programm 10.6 spezifiziert.

Um auch diese Idee in ein konkretes Programm umzusetzen, betrachten
wir das verallgemeinerte Schema zur Fixpunktberechnung in Mikroschritten,
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Programm 10.6 Die Spezifikation Incremental

SPECIFICATION Incremental = {
EXTEND CompletePartialOrder
TYPE a: Incremental

FUN A: a X a — Set 8
FUN & :aXf—oa«a
PROP A(s, fs) ={d|s<s® d < fs}
PROP A(s, fs) =0 < fs<s
}

TYPECLASS Incremental = Incremental .«

das in der Struktur Fizpoint2 in Programm 10.7 definiert ist. Dabei sehen
wir wieder die beiden Varianten der Fixpunktbildung vor. Man beachte, dass
auch diese Struktur die Spezifikation FizpointSpec erfillt, weil die Typklasse
Incremental eine Spezialisierung von Cpo ist.

Programm 10.7 Fixpunktberechnung in Mikroschritten

STRUCTURE Fizpoint2: FizpointSpec = {

FUN fizpoint: [a: Incremental] — (o — ) — « —— kleinster Fizpunkt
DEF fizpoint(f) = fizpoint(f)(L)
FUN fizpoint: [a: Incremental] — (o — a) — a — « —— bed. kl. Fizpunkt

DEF fizpoint(f)(w) = iterate(f)(w, A(w, f(w)))
FUN iterate: (& — o) — a X Set B — «
DEF iterate(f)(s, workset) =
IF workset = () THEN s
ELSE LET d = arb(workset)
s'=sdd
IN
iterate(f)(s’, A(s’, f(s")) F1
FUN kleene: [a: Incremental] — (o — o) — List o —— Kleene-Kette
DEF kleene(f) = kleene(f)(L)

)=
FUN kleene: [a: Incremental] — (o — o) — a — List o
DEF kleene(f)(w) = chain WHERE chain = w -: (h * chain)

h(s) = s ® arb(A(s, f(s)))

Damit wird es allerdings wichtig, dass die Funktion A ,billig* ist. Dafiir
gibt es mehrere Moglichkeiten:



10.3 Die Programmierung von Fixpunkt-Algorithmen 201

e Es kann sein, dass die Menge M = A(s, f(s)) nur ,virtuell“ auftritt. Das
heiflt, wir haben ein effizientes Préidikat, das direkt aussagt, ob die Menge
M leer wire, und eine Funktion, die uns direkt d = arb(M) liefert.

e FKin haufig funktionierender Trick ist das so genannte Finite differencing.
Hier berechnet man den neuen Wert des Parameters workset nicht (wie in
Programm 10.7) durch den Aufruf von A, sondern durch eine ,billigere*
Funktion A’; fiir die gilt A'(s,d, A(s, f(s))) = A(s® d, f(s P d)).

Wir illustrieren diese abstrakten Entwicklungen an unserem einleitenden
Beispiel der Erreichbarkeit in Graphen.

Beispiel 10.1 (Nochmals: Erreichbarkeit in Graphen)

Wir betrachten nochmals das Problem der Erreichbarkeit in Graphen. Die
grundlegende Funktion, iiber der die Fixpunktbildung stattfindet, ist

suces(S)=SulY

die die Nachbarn aller Knoten in S bestimmt.

Wir wéhlen die beiden Funktionen A(S, f(S5)) = f(S) — S (also nur die
jeweils neu hinzugekommenen Elemente) und S @ d = S U {d}. Damit sieht
unser Programm folgendermaflen aus (wobei wir die Parameterbezeichnungen
so instanziieren, dass sie die Lesbarkeit erleichtern):

DEF reachable(G)(z) = fizpoint(G . suce)(0, {z})
DEF fizpoint(succs)(s, workset) =
IF workset = () THEN s
ELSE LET d = arb(workset)
s'=sU{d}
w’ = workset U suces(d) — s’

veg G .succ(x)

IN
fizpoint(suces)(s’, w’)
FI

Das entspricht A’(s, d, workset) = workset U G.succ(d) — (s U {d}).

Wenn man die Menge s als ,,schwarz®* und workset als ,grau“ bezeich-
net, hat man tbrigens genau den Algorithmus, der Knoten sukzessive von
weifl (noch nicht betrachtet) tiber grau (steht zur Bearbeitung an) in schwarz
(fertig) umférbt.

10.3.4 Verallgemeinerungen und Variationen

Die im Software-Engineering oft propagierte Idee der Design Patterns umfasst
unter anderem, dass man auch Variationen des Themas betrachtet, die sich
auf die angesprochene Lésung zuriickfiihren oder zumindest in analoger Weise
behandeln lassen. In [28] werden eine Reihe solcher Adaptionen diskutiert, auf
die wir hier kurz eingehen wollen.
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Unter sehr schwachen Annahmen (siehe [28]) kann man verschiedene Va-
rianten der Fixpunktbildung ineinander iiberfiihren. Das heif3t, die folgenden
drei Fixpunkte stimmen meistens {iberein:

LEAST 2« x = w U f(x) = fixpoint(Az « wl f(z))
LEAST 2w Sz Az =2 Uf(z) = fizpoint(Az+ z U f(x))(w)
LEAST 2o w Rz Az = f(x) = fizpoint(f)(w)

Hilfreich ist es oft auch, die beteiligten Préadikate umrechnen zu kénnen.
Die wichtigste dieser Umformungen ist wohl der bekannte Elementarzusam-
menhang zwischen Supremum und partieller Ordnung in CPOs (Verbédnden):

(f(z) 22) <= (z=zUf(2))

Doch es gibt weitere Umformungen, die oft helfen kdnnen, aus entspre-
chenden Spezifikationen gute Algorithmen abzuleiten:

(LEAST z o 2 = f(z) Az = g(z))
= LEAST z « ¢ = (fizpoint(f) U fizpoint(g))
= fizpoint(fizpoint(f) o fixpoint(g))
= fizpoint(fizpoint(g) o fizpoint(f))
(LEAST z o z = f(z) V z = g(z)) = min(fizpoint(f), firpoint(g))
(LEAST 2,y x = f(y) ANy = g(x)) = LEAST z » z = f(g(z))
= fizpoint(f o g)
(LEAST zeu Xz Av Xz Az = f(z)) = fizpoint(f)(u U v)

10.3.5 Fixpunkte als ,,Design Pattern*“

Zu Beginn dieses Kapitels hatten wir — als Einstieg und zur Motivation — eine
einfache Losung des Erreichbarkeitsproblems in Graphen formuliert. Dieser
Ansatz lasst sich auf alle moglichen Arten von transitiven Hiillen iibertragen,
so dass das obige Beispiel als Phanotyp (,Design Pattern®) fiir eine ganze
Klasse von Problemen gesehen werden kann. Dabei sind jeweils folgende Dinge
zu tun:

1. Bringe die Aufgabenstellung in die Form eines ,,Minimumproblems*, also
in eine Spezifikation der Bauart LEAST z+ w < z A p(z).

2. Wandle das Pradikat p so um, dass ein Fixpunktproblem entsteht, die
Spezifikation also lautet: LEAST z» w <z Az = f(x).

3. Priife, ob die Anwendbarkeitsbedingungen erfiillt sind (Monotonie, End-
lichkeit, ...).

4. Instanziiere die Struktur Fizpoint und wende die Funktion fizpoint an.
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10.4 Datentypen als CPOs

In der Programmierung treffen wir auf viele Strukturen, die CPOs darstellen.?
Im Folgenden wollen wir einige dieser Strukturen auflisten. Dabei machen wir
uns das Sprachmittel der Spezifikationen und Typklassen zunutze.

Boolesche Werte

Die Struktur Bool liefert auf zwei duale Weisen eine CPO. Dies wird in Pro-
gramm 10.8 explizit gemacht.

Programm 10.8 Die Struktur Boolean als CPO

STRUCTURE Boolean = {
TYPE Bool = { false, true }
FUN A :Bool x Bool — Bool
DEF (a Ab) =...

}
PROP Boolean: CompletePartialOrder

RENAMING (av, L, <, U)As (Bool, false, =, V)
PROP Boolean: CompletePartialOrder

RENAMING (v, L, <, L)AS (Bool, true, <=, A)

Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, ist es auch relevant, ob ei-
ne gegebene Funktion monoton und inflationar ist. Fiir selbstprogrammierte
Funktionen ist dies natiirlich jeweils zu beweisen. Fiir einige wichtige vordefi-
nierte Funktionen ist das in Tabelle 10.1 enthalten. Diese Tabelle bezieht sich
auf die erste CPO-Instanz mit false und V.

Operation monoton in ... inflationar in . ..
p = q q q

pVyq D, q p,q

PAgq D, q

Tab. 10.1: Eigenschaften wichtiger Boolescher Operationen

5 Dies darf nicht damit verwechselt werden, dass — wie in Abschnitt 10.2.2 erwihnt —
die ganze Semantiktheorie von Programmiersprachen ebenfalls auf CPOs basiert.
Die Ordnung dieser CPOs spiegelt den ,Informationszuwachs“ von Inkarnation
zu Inkarnation einer rekursiven Prozedur oder einer Schleife wider. Sie ist also
am Berechnungsablauf von Programmen orientiert, nicht an Relationen zwischen
Daten.
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Mengen

Aus der Mathematik ist wohl bekannt, dass die Teilmengen einer gegebenen
Menge M mit der Relation C eine CPO bilden, deren Bottom-Element die
leere Menge 0 ist. Die Rolle der Join-Operation L iibernimmt die Mengenver-
einigung U. Das iibertréagt sich natiirlich auf unsere Datenstruktur Set «, wie
in Programm 10.9 angegeben.

Programm 10.9 Die Struktur Set als CPO

STRUCTURE Set = {

TYPE Set o

FUN @: Set « —— leere Menge

FUN{ }: a — Set « —— einelementige Menge
FUN arb : Set a — « —— Auswahl eines bel. Elements
FUN U : Set a x Set a — Set —— Vereinigung

FUN C : Set a x Set a — Bool —— Teilmengen-Relation
FUN € : a— Set a — Bool —— Element-Beziehung
FUN | |+ Set @ — Nat —— Kardinalitit

FUN N : Set a x Set a — Set « —— Schnittmenge

FUN — : Set ax Set a — Set —— Differenzmenge

FUN X : Set ax Set a — Set (o X «) —— Mengenprodukt

FUN > : Set a x (o« — Bool) — Set o —— Mengenfilter

FUN has : Set a X (a — Bool) — Bool —— Ezistenztest

FUN ensures : Set a X (o — Bool) — Bool —— Giiltigkeitstest

}

PROP Set: CompletePartialOrder RENAMING (o, L, =X, U) As (Set a, (0, C, V)

Auch hier erhélt man eine duale CPO, die auf dem Durchschnitt N an-
stelle der Vereinigung aufbaut. Allerdings geht das nur, wenn der Typ « der
Mengenelemente endlich ist; dann tUbernimmt die Menge M aller Elemente
vom Typ « die Rolle von L.

Fir Standardoperationen auf Mengen haben wir wichtige Monotonie-

Eigenschaften in Tabelle 10.2 zusammengefasst. Dabei verwenden wir fiir die
Operationen >, has und ensures die geldufigeren mathematischen Notatio-
nen.
Anmerkung: Einen wichtigen Aspekt haben wir in Programm 10.9 weggelassen: Men-
gen lassen sich nicht iber beliebigen Elementtypen o definieren. Die Operation x € s
ist nur implementierbar, wenn auf « eine Gleichheit existiert. Und die Operation
arb(s) setzt sogar voraus, dass « geordnet ist; denn nur so ldsst sich garantieren,
dass arb in der Tat eine Funktion ist und nicht nur eine Relation. Mit anderen Wor-
ten, wir missen die Finschrankung a: Ord fordern. Da diese Ordnung aber nichts
mit der hier diskutierten CPO-FEigenschaft von Set zu tun hat, haben wir diesen
Aspekt weggelassen, um nicht unnotige Verwirrung zu stiften.
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Operation monoton in ... inflationér in ...
zeS S
1S| S
SNT S, T
SUT S, T S, T
S—-T S
SxT S, T
Sep {z €S |plx)} S,p
S has p Jz € S« p(x) S,p
S ensures p Vo € S p(x) D

Tab. 10.2: Eigenschaften wichtiger Mengenoperationen

Sequenzen

Sequenzen lassen sich auf sehr leicht als CPO auffassen, wenn man sich mit
einer stark eingeschrinkten Sichtweise zufrieden gibt. Diese reicht aber aus,
um den wichtigsten Anwendungsfall zu behandeln, ndmlich die Definition von
unendlichen Listen als Suprema von aufsteigenden Ketten von Sequenzen.
Diese Sicht haben wir in Programm 10.10 angegeben.

Programm 10.10 Die Struktur Sequence als CPO

STRUCTURE Sequence = {

TYPE Seq «
FUN ¢: Seq «
FUN L : Seq ax Seq a — Bool —— "ist-Anfang-von'-Relation
FUN L : Seq a X Seq v — Seq « —— kombinieren
FUN € : ax Seq a — Bool —— Element-Beziehung
FUN +H : Seq a X Seq a — Seq —— Konkatenation
FUN rest ~ : Nat x Seq o — Seq « —— Streichen der ersten i Elemente
DEF rest'S = ...
}

PROP Sequence: CompletePartialOrder RENAMING («, L, <X, U) AS (Seq «, O, C, L)

Die Operation (a U b) ist nur definiert, wenn eine der beiden Sequenzen
Anfang der anderen ist, also (a C b) V (b C a) gilt. Das Ergebnis ist dann die
langere der beiden Sequenzen.

Fir den Fall, dass der Elementtyp « selbst schon eine CPO ist, kann
man diese Definition etwas verallgemeinern: Dann braucht fiir ¢ £ b nicht
unbedingt ¢ Anfang von b zu sein, sondern es geniigt, dass die Elemente von
a jeweils kleiner sind als die entsprechenden Elemente von b. Darauf gehen
wir gleich im Zusammenhang mit Maps gleich noch genauer ein.
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Die Monotonie-Eigenschaften wichtiger Sequenzoperationen sind in Tabel-
le 10.3 aufgelistet.

Operation monoton in ... inflationér in . ..
reEs s
sCt t
s+H-t t s
rest’(s) s

Tab. 10.3: Eigenschaften wichtiger Sequenzoperationen

Anmerkung: Es ist erstaunlich kompliziert, eine weniger spezielle CPO-Sicht von
Sequenzen zu geben. Man konnte z. B. versuchen, eine allgemeinere Teilsequenz-
Relation a C b <= Ju,ve b =u+H a-H v zu definieren; das heifst, a tritt kompakt
irgendwo in b auf. (Es reicht nicht, wenn die Elemente von a nur verstreut in b
vorkommen.)

Die Operation a U b muss dann aber sehr aufwendig definiert werden, um tat-
sdchlich die kleinste obere Schranke von a und b zu bestimmen. Dies lduft im We-
sentlichen auf folgende Situation hinaus: (o’ +u) U (u+b') = (¢’ + u -+ b').
Mit anderen Worten, U ist definiert, wenn die beiden Argumentsequenzen teilweise
uberlappen. Das gilt natirlich auch fir die duale Situation, bei der der Anfang von
b mit dem Ende von a tdbereinstimmt. Falls beides gilt, ist die Funktion wegen der
resultierenden Mehrdeutigkeit undefiniert.

Diese Variante ist aber nicht nur sehr komplex, sondern verhindert auch weit-
gehend die Monotonieeigenschaften der anderen Operationen.

Maps und Arrays

In der Funktionalen Programmierung sind Abbildungen generell wichtig. Ein
wichtiger Spezialfall sind endliche Abbildungen, also Abbildungen mit end-
lichem Definitionsbereich; anstelle von Definitionsbereich spricht man dann
auch oft von der Indexmenge. Die haufigste Implementierungstechnik fiir die-
se Maps sind die so genannten Hash-Tabellen, die auch in Sprachen wie JAVA
zum Standardrepertoire gehoren. Ein Spezialfall der Maps sind die Arrays,
bei denen der Indexbereich ein Intervall der ganzen Zahlen ist. Genauer wird
das in den Kapiteln 14 und 15 betrachtet werden, wo insbesondere gezeigt
wird, dass sowohl Maps als auch Arrays nur Spezialfille von Funktionen sind.
Auch tiber Maps und Arrays lassen sich CPOs aufbauen, wobei man im
Wesentlichen zwei verschiedene Moglichkeiten (und ihre Kombination) hat:

1. Man kann Maps und Arrays iiber beliebigen Elementtypen zu CPOs ma-
chen, indem man inkrementell wachsende Indexbereiche nimmt.

2. Man kann auch Maps und Arrays mit festen Indexmengen zu CPOs ma-
chen, sofern der Elementtyp eine CPO ist.
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Anmerkung 1: Wir zeigen hier den Fall der Mappings aus Abschnitt 15.8 (Sei-
te 327). Die Prinzipien gelten aber auch fir den allgemeineren Fall der Functions
aus Abschnitt 15.2 und den Speziallfall der Arrays aus Kapitel 14.

Anmerkung 2: Da man Sequenzen als Spezialfall von Abbildungen tber dem Intervall
(1..n) auffassen kann, gelten die hier beschriebenen Variationen auch fir Sequenzen.
Die erste Variante haben wir oben explizit angegeben; sie entspricht der CPO-Sicht
der immer linger werdenden Sequenzen. Die zweite Variante entspricht Sequenzen
fester Lange mit wachsenden Elementen.

Programm 10.11 Die Spezifikation Mappings als CPO

SPECIFICATION Mappings = { —— (siehe Programm 15.3)

FUN C : Map a 8 X Map o B — Bool VAR «: Type, 3: Type

DEF m1 C ma = ... —— (siehe Programm 15.3)
FUN U : Map a X Map a f — Map a 3 VAR a: Type, 3: Type
DEF mi Umg = ... —— (siehe Programm 15.3)

FUN L : Map a 8 X Map o 8 — Bool VAR a: Type, (3: Cpo
DEF m1 C mp <= dom(mi) C dom(mz) AVx € dom(mi) e mi.z =X ma.x
FUN U : Map a 8 X Map a B8 — Map o 8 VAR a: Type, (3: Cpo
DEF m1 U mg = ml\u/mz
}
PROP Mappings C CompletePartial Order
RENAMING (o, L, <, U) AS (Map o 3,0,C,U)
PROP Mappings C CompletePartialOrder
RENAMING (o, L, <X, U) AS (Map o 3,0,C, L)

Die erste CPO-Variante basiert auf der Teilmap-Relation C und der zu-
gehorigen Map-Vereinigung U, die beide in Kapitel 15 diskutiert werden
(s. Programm 15.3). Diese Variante funktioniert fiir beliebige Elementtypen (.

Die zweite Variante ,erbt“ die CPO-Eigenschaft des Elementtyps 5. Al-
lerdings beschreiben wir hier gleich die verallgemeinerte Form, bei der diese
Vererbung mit der Moglichkeit wachsender Indexmengen (geméfl der ersten
Variante) verschmolzen wird. Die Ordnung m; T my basiert darauf, dass mq
mindestens so viele Eintrége (also definierte Stellen) haben muss wie my, und
dass my bei jedem gemeinsamen Index das gréBere Element hat.5

Bei der Operation V' miissen wir diejenige Version von Zip nehmen, die
den Wert der einen Map identisch iibernimmt, wenn die andere Map an dieser
Stelle undefiniert ist. (Schliefllich muss die Map ,wachsen®.)

5 Dies entspricht der iiblichen Ordnung auf Funktionen, wenn man die fehlenden
Elemente von m1 (also mi(z) mit z € dom(mz) — dom(m1)) als L interpretiert.
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In der zweiten CPO-Variante hat man fiir die Berechnung eines bedingten
kleinsten Fixpunktes oft eine konstante Indexmenge und als Startwert w eine
Funktion, die an allen Stellen den Wert L aus der CPO g hat.

Die beiden CPO-Varianten unterscheiden sich auch darin, welche Ope-
ratoren fiir sie jeweils monoton und inflationér sind. Dies ist in den Tabel-
len 10.4 und 10.5 aufgelistet. (Dabei stammen die Operationen aus den Pro-
grammen 10.11 sowie 15.3 und 15.4 in Kapitel 15.) Man beachte, dass sich die
beiden Tabellen nur in subtilen Details unterscheiden.

Operation monoton in ... inflationar in ...
m1 C mo me
mi I ma mi ma
m1 U mg (%) mi, M2 mi, m2
m— s m
dom m m
ran m m
aEm m

Tab. 10.4: CPO-Eigenschaften wichtiger Map-Operationen fiir C

Die Annotation (%) der Operation U in Tabelle 10.4 sagt aus, dass diese
Eigenschaften nur gelten, wenn die Operation wohl definiert ist (s. Kapitel 15).

Operation monoton in ... inflationar in ...
m1 C me ma
m1 T ma my ma
my U mae mi,m2 mi,ma2
m—s m
dom m m
a€Em m
a—b b

Tab. 10.5: CPO-Eigenschaften wichtiger Map-Operationen fiir T

Tupel und Gruppen

Tupel erben die CPO-Eigenschaft ihrer Komponenten. Wir betrachten als

phéanotypischen Fall Paare.
Man koénnte — angelehnt an die Idee der lexikographischen Ordnung bei

Strings — auch asymmetrische Ordnungen nehmen, bei denen eine Komponen-
te dominiert und die andere nur dann einen Einfluss hat, wenn die Werte der
dominierenden Komponente gleich sind.
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Programm 10.12 Die Struktur Pair

STRUCTURE Pair = {
TYPE Pair|a: Cpo, B: Cpo] = (1st: o, 2nd: 3)
FUN L : Pair|a, 8] X Pair|a, 8] — Bool
DEF (a,b) C (a’,b")=a=<a' Ab=V
FUN U : Pair|a, (] X Pairla, 8] — Pair|a, 5]
DEF (a,b)U (a’,b’) = (ala’, bUID)

}

PROP Pair: CompletePartialOrder RENAMING (o, L, X) As (Pair(a, 8], (L, 1), C)

Da Paare letztlich nur Abbildungen der (anonymen) Indexmenge {1, 2} in
(a| B) sind, entspricht dies genau der Ordnung bei Maps fiir den Fall kon-
stanter Indexmengen. Aus dem gleichen Grund lassen sich auch Gruppen nach
demselben Muster zu CPOs machen, indem sie die CPO-Eigenschaften ihrer
Komponententypen erben.

10.5 Beispiel: Losung von Gleichungssystemen

In vielen Applikationen miissen wir gegebene Gleichungssysteme 16sen. Solche
Gleichungssysteme haben iiblicherweise folgende Form”

1 = fl(xlv'“axn)
X9 = f2(x1,...,xn) (102)
Tn -:. fn(xla“-axn)

Wenn solchen Gleichungssystemen CPOs zugrunde liegen, kénnen wir sie
iiber Fixpunktbildung l6sen. Mit der technischen Umsetzung dieser Idee wol-
len wir uns im Folgenden auseinandersetzen.

Beispiel 10.2 (Fixpunktberechnung)

Zum Einstieg betrachten wir ein einfaches Beispiel. (Spater werden wir die-
ses Beispiel noch einmal aufgreifen und zeigen, aus welcher Anwendung es
entsteht.) Es sei ein System von drei Gleichungen tiber Mengen gegeben:

xr1 = x1Uxe
X2 = a9 Uuxs (103)

xz = {i}uU{o}

" Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf homogene Gleichungen, in denen
alle Variablen den gleichen Typ haben. Die Verallgemeinerung auf heterogene
Systeme ist nur technisch hésslicher.
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Um die Fixpunktbildung durchzufiihren, beginnen wir bei jeder Variablen mit
dem Bottom-Element, also der leeren Menge, und berechnen die Kleene-Kette
bis sie sich stabilisiert:

v =0 w =0 vy =0 vy = {i,o}

v =0 w =0 v, = {io} @ = {io} (104)
© 6 . ® ) ® .

T3 0 25 ={io} =z ={io} w5 = {i0}

Das illustriert, wie die Fixpunktiteration zur Losung von Gleichungssys-
temen benutzt werden kann — sofern die Gleichungssysteme iiber einer CPO
formuliert sind.

10.5.1 Repriasentation von Gleichungssystemen

Wie kénnen wir Gleichungssysteme in eine Form bringen, die der Program-
mierung zugdnglich ist? In traditionellen Programmiersprachen ist das mit
ziemlichen technischen , Klimmziigen“ verbunden. Aber unsere Entscheidung,
Gruppen als First-class-citizens zu behandeln, macht diese Aufgabe relativ
einfach.

Wir demonstrieren die Technik anhand des obigen Beispiels (10.3). Dieses
Gleichungssystem lasst sich einfach in die syntaktische Form einer Gruppe
bringen. Das ist in Programm 10.13 gezeigt.

Programm 10.13 Gleichungssystem als Gruppe (mit Rekursion)

GROUP tripleSet = {
DEF 21: Set = 11 U 22
DEF Z2: Set = 22 U 23
DEF 23: Set = {i} U {o}

}

Der Typ dieser Gruppe tripleSet ist
TYPE TripleSet = {x; = Set, x5 = Set, x3 = Set }

Damit bleibt aber immer noch die entscheidende Frage offen: Wie sind
diese rekursiven Definitionen zu erklaren? In traditionellen Programmierspra-
chen wie z.B. OPAL, ML oder HASKELL wéren alle drei Mengen undefiniert,
weil ihre Berechnung nicht terminieren wiirde. Deshalb miissen wir hier eine
neue Interpretation finden.

Als Erstes erinnern wir uns daran, dass eine Gruppe wie tripleSet ein
Element ist, das (coalgebraisch) iiber seine drei Zugriffsfunktionen =z, 22 und
23 (vgl. Kapitel 4) definiert ist. Auf dieser Basis definieren wir eine Funktion
f, die Gruppen dieser Art geméf Gleichung (10.3) in neue Gruppen abbildet:
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FUN f: TripleSet — TripleSet
DEF f(g) = ¢’ WHERE ¢’ = GROUP { @1 = g.11 U g.1o
To=¢g.22Ug.23
w3 = {i} U{o} }
Dabei benutzen wir wieder unser iibliche Konvention, diese Zugriffsfunktionen
mit Hilfe des ,,.“-Operators zu schreiben, also g.z; anstelle von z;(g).
Mit Hilfe dieser Funktion f kénnen wir unsere Ausgangsgruppe tripleSet
als rekursive Gleichung formulieren:

GROUP tripleSet = f(tripleSet)

Diese Rekursion berechnen wir jetzt in der iiblichen Weise als Fixpunkt
mittels einer entsprechenden Kleene-Kette. Ausgehend von der minimalen
Gruppe

GrOUP g0 = {2 =0, 2, =0, 25 = 0}
bilden wir die Kette

Diese Kette entspricht genau der Kette (10.4), die ab ¢®) stabil bleibt. Damit
ist die Losung insgesamt

GROUP tripleSet = f3(¢(0) = { = = {i, 0}
T2 = {ia 0}

3 ={i,0} }

Diese Uberlegungen fithren uns auf die programmiertechnische Losung des
Gleichungssystems (10.3), die in Programm 10.14 formuliert ist. Der entschei-
dende Punkt ist die Umsetzung der Gleichungen (10.3) in die Syntax der
Funktion ftr'épleSet .

Programm 10.14 Gleichungssystem als Fixpunktprogramm

IMPORT Fizpoint(TripleSet)

FUN firipieset: TripleSet — TripleSet

DEF firipieset(g) = g' WHERE ¢’ = GROUP { 1 = g.m1 U g.7»
T2 =g.12Ug. 13
zs = {i} U{o} }

FUN tripleSet: TripleSet

DEF tripleSet = fizpoint(firipieset)

Natiirlich wire es wiinschenswert, anstelle des Programms 10.14 einfach
das urspriingliche Programm 10.13 nehmen zu koénnen. Das ist moglich,
braucht aber einige grundsitzliche Uberlegungen, auf die wir im folgenden
Abschnitt 10.5.4 gleich eingehen werden.
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10.5.2 Optimierung

Wie wir weiter oben gezeigt haben, lassen sich Gleichungssysteme so um-
bauen, dass sie als Join mehrerer Basisfunktionen dargestellt werden. Wenn
eine Funktion f derart als Join von Funktionen gegeben ist, lasst sich die
Fixpunktbildung genauso berechnen. Sei also

f(l'):f1<.%‘)u...|_|fn<l‘) (105)

Dann konnen wir folgendes Programm benutzen (das wir hier sehr informell
notieren):

DEF iterate(fi, ..., fi)(s) =
LET worksety = Aq(s, f1(s))

worksety, = Ak(s, fr(s))
IN
IF Vi« workset; = () THEN s
IF 3% « workset; # () THEN LET d = arb(workset;)
N
iterate(f)(s ®; d)
FI

10.5.3 Nochmals: Grammatiken und Parser

Es gibt viele Anwendungsbereiche, in denen man Gleichungssysteme losen
oder transitive Hiillen berechnen muss. Ein Beispiel aus dem Bereich der Gra-
phentheorie haben wir am Anfang dieses Kapitels prasentiert. Ein anderes
Gebiet, aus dem interessante Aufgabenstellungen kommen, ist der Bereich
des Compilerbaus. Hier gibt es insbesondere im Bereich der so genannten
Kontroll- und Datenfluss-Analyse zahlreiche Situationen, in denen man Glei-
chungssysteme tiber CPOs l6sen muss, meistens iiber dem Typ Set a.

Wir betrachten hier ein Beispiel aus dem Parsing-Teil des Compilers, ndm-
lich einen Teilaspekt der Frage, ob eine Grammatik die so genannte LL(1)-
Eigenschaft besitzt. Da wir hier aber nicht Ubersetzerbau betreiben wollen,
sondern nur Ilustrationen fiir unsere Fixpunkt-Techniken suchen, nehmen wir
uns die Freiheit, das Problem etwas zu vereinfachen.

Beispiel 10.3 (First-Mengen)

Wir betrachten die Berechnung der so genannten First-Mengen, allerdings
eingeschrankt auf Epsilon-freie Grammatiken, also auf Grammatiken, deren
Produktionen keine leeren rechten Seiten haben. Ein klassisches Beispiel fiir
eine solche Grammatik ist die der arithmetischen Ausdriicke iiber ,,+“ und
. Zur besseren Lesbarkeit folgen wir hier der Konvention, Terminalzeichen
nicht in Apostrophe einzuschliefien, sondern durch Unterstreichung zu kenn-
zeichnen; das Terminalzeichen ide steht fiir beliebige Identifier.
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(10.6)

Q
|
MmN NEE

A
B!

Die First-Mengen ordnen jeder Produktion einer Grammatik die Men-
ge derjenigen Terminalzeichen zu, mit denen die zugehorigen Sitze anfangen
kénnen. Bei Epsilon-freien Grammatiken geniigt es, die First-Mengen nur fiir
Nichtterminalzeichen zu berechnen; wir suchen also die Mengen

first(N)={teT |3uecV*: NS>unrt= ft(u)} (10.7)

Diese First-Mengen ergeben sich in unserer Beispielgrammatik G aus (10.6)
als minimale Losungen des folgenden (Un)Gleichungssystems, wobei wir kurz
i fiir das Terminalzeichen ide und o fiir das Terminalzeichen ( schreiben:

JH(E) 2 fH(E)
D) 3 1)
t(T) D ft(T
FHT) 2 fH(F) (10.8)
FH(F) 2 {3}
ft(F) 2 {0}

Die Losung dieses Systems ist gleichwertig zu der Losung des folgenden,
einfacheren Systems.®

JUE) = fU(E)U fH(T)
JUT) = fH(T) U fi(F) (10.9)
JH(F) = fH(F) U{i} U {o}
Wie wir weiter vorne gesehen haben, fithren diese Gleichungen (bis auf Um-
benennung) direkt auf Programm 10.14.

Anmerkung: Wie wir in Kapitel 3 angesprochen haben, niitzen uns die First-Mengen
bei der Beispielgrammatik G aus (10.6) zundichst relativ wenig, weil die Gram-
matik linksrekursiv ist und deshalb a priori nicht LL(1) sein kann. Deshalb muss
man die Grammalik entsprechend transformieren. Aber die Berechnung der First-
Mengen kann — wenn auch mit leichten Adaptionen wegen der entstehenden Epsilon-
Produktionen — auch fir die transformierte Grammatik benutzt werden.

Der Weg von der Grammatik 10.6 zum Programm 10.14 braucht noch rela-
tiv viel mathematische Arbeit durch den Programmierer. In Kapitel 3.2 hatten

8 Das sind gerade die Gleichungen, die wir am Anfang des Abschnitts 10.5 zur
[llustration herangezogen haben.
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wir es dagegen bei Parsern geschafft, durch die Bereitstellung geeigneter Ope-
ratoren die Grammatik selbst nahezu unverandert als Parser zu nehmen. Lésst
sich etwas Ahnliches auch bei der Berechnung der First-Mengen erreichen?

Die Antwort wird in Programm 10.15 gegeben. Wir benutzen hier — genau
wie bei Parsern — Operatoren wie ,,; ¢ und ,, | “, um die Produktionen der
Grammatik direkt in programmiersprachliche Ausdriicke umzuschreiben. Al-
lerdings kommen ihre Definitionen jetzt aus einer anderen Struktur, ndmlich
aus der Struktur MetaFirst, die in Programm 10.16 definiert ist.

Programm 10.15 Grammatik als Gleichungssystem fiir First-Mengen

IMPORT Fizpoint( TripleSet)
IMPORT MetaFirst
TYPE FirstSet = { E = Set Terminal, F = Set Terminal, T = Set Terminal}
FUN fhirstser: FlirstSet — FirstSet
DEF ffirstset(9) = ¢’ WHERE g’ = GROUP { F = (9. F ;plus; 9.T) | g.T
T=(g9.T;star;g.F) | g.F
F =ide | (open;g.E;close)}
FUN firstset: FirstSet
DEF firstset = fizpoint(farstset)

“

Der Operator ,, | “ stellt bei einer Grammatik die Auswahl zwischen zwei
Teilsprachen dar; deshalb muss man die entsprechenden First-Mengen vereini-
gen. Der Operator ,, ; “ steht fiir die sequenzielle Komposition zweier Teilspra-
chen A und B; wegen unserer Annahme der Epsilon-Freiheit muss man des-
halb nur die First-Menge von A nehmen. Terminalzeichen sind offensichtlich
jeweils ihre eigene First-Menge. Der Vollstédndigkeit halber nehmen wir auch
semantische Aktionen hinzu (die wir zur Vereinfachung in Programm 10.15
weggelassen haben); diese generieren keine Zeichen und haben deshalb auch
leere First-Mengen.

Wenn die Grammatik Epsilon-Produktionen enthélt, werden diese Defini-
tionen etwas komplexer. Ublicherweise ordnet man solchen leeren Produktio-
nen ein Pseudo-Terminalzeichen ,&“ zu, sodass z. B. bei semantischen Aktio-
nen anstelle der leeren Menge dieses Pseudo-Terminal abgeliefert wird:

DEF a = {e}

Auch der Sequenz-Operator ,, ; “ muss jetzt angepasst werden: Falls A ein e
enthilt, muss auch die First-Menge von B betrachtet werden.

Diese Ansétze sehen erfreulich elegant aus, aber wir wollen nicht verschwei-
gen, dass es noch Probleme und Komplikationen gibt.

e DBeim Vorliegen von Epsilon-Produktionen braucht man neben den First-
Mengen auch die so genannten Follow-Mengen (auf die wir hier nicht né-
her eingehen). Diese lassen sich nach einem &hnlichen Fixpunktschema
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Programm 10.16 Operatoren fiir First-Mengen

STRUCTURE MetaFirst = {

FUN | : Set Terminal x Set Terminal — Set Terminal
DEF A|B=AUB

FUN ; : Set Terminal x Set Terminal — Set Terminal
DEF A;B=A

FUN : Terminal — Set Terminal

DEF (¢: Terminal): Set Terminal = {t}

FUN ~: Action — Set Terminal
DEF G = ()

aus der Grammatik ableiten. Allerdings sind dann die First- und Follow-
Mengen wechselseitig voneinander abhéngig, was eine gemeinsame Fix-
punktbildung notig macht. Auflerdem gibt es technische Probleme mit der
Benennung der jeweiligen Mengen (die jetzt ja Gruppenselektoren sind).

e Die meisten Programmiersprachen lassen Gruppen nicht als First-class
citizen zu. Dann kann man unsere obigen Techniken zwar immer noch
anwenden, aber man muss jetzt auf Maps iibergehen, die die Nichttermi-
nalsymbole als Indexmenge haben. Das fithrt im Beispiel der Grammatik
(10.6) auf folgendes Design:

l
TYPE Symbol ={E, T, F}
FUN fhirstset: Map Symbol (Set Terminal) — Map Symbol (Set Terminal)
DEF ffirstset(m) = m’ WHERE
m’ = GROUP { E — (m(E) ; plus; m(T)) | m(T)
T (m(T);star;m(F)) | m(F)
F —ide | (open; m(E); close)}

Hier benutzen wir die CPO-Variante fiir Maps, die auf konstanten Index-
mengen und der Vererbung der CPO-Eigenschaft des Elementtyps basiert.

10.5.4 Ein Gedankenexperiment: Anpassbare Rekursion

Wenn wir das Beispiel aus dem vorigen Abschnitt nochmals betrachten, dann
ldsst sich die Essenz eigentlich in folgender rekursiver Definition erfassen:

GROUP g ={ DEF E = (E;plus; T;e&a) | (T;é)
DEF T = (T ;star; F;ty) | (F;t2)
DEF F = (ide; f1) | (open; E; close; f2) }
Diese Gruppe liefert bei einer geeigneten Interpretation den Parser (wenn

wir von dem Problem seiner Nichtterminierung wegen der Linksrekursion ein-
mal grofziigig absehen). Dies wurde in Kapitel 3 demonstriert.
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In einer anderen Interpretation der Operatoren fiihrt die gleiche Gruppe
zur Berechnung der First-Mengen. Allerdings hatten wir dazu — wie in den
vorausgegangenen Abschnitten gezeigt — etwas technischen Uberbau hinzufii-
gen miissen.

Damit liegt die Spekulation nahe, ob sich diese Unterschiede nicht syste-
matisch so erfassen lassen, dass man die Gruppe tatséchlich identisch notieren
kann. Dazu miisste man in die Sprache einen expliziten Fixpunktoperator auf-
nehmen, der mit der Art der CPO parametrisiert werden kann:

GROUP firstset = FIX[Set] {...} —— fiir die First-Mengen
GROUP parser = FIX[LANGUAGE] {...} —— fir den Parser

Fiir Daten-CPOs wie Set wiirde die Fixpunkt-Berechnung genommen wer-
den, die in diesem Kapitel entwickelt wurde. Fiir die ,,Sprach-CPO* wiirde
der klassische Rekursionsmechanismus gewahlt werden, wie er in Compilern
standardmafig eingebaut ist. (Dabei sollte man die letztere Version als Default
nehmen, weil sie wesentlich héufiger auftritt; hier sollte man auch auf die ex-
plizite Angabe des Operators FIX verzichten diirfen.)

Man koénnte diese Idee noch etwas weiter treiben und bei der Sprach-CPO
Variationen fiir Call-by-value (eager) und Call-by-need (lazy) zulassen.

Aber das ist alles Spekulation ...
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Beispiel: Monaden

. dass man ... beginnend mit einer exakten ... Darlegung
der Monadenlehre, priife, ob entweder die Monaden durch un-
anfechtbare Argumente grindlich widerlegt und zerstort werden

konnen, oder ... die Monaden zu beweisen ... und daraus eine
verstindliche Erklirung der hauptsdchlichsten Phdnomene des
Universums ... abzuleiten.

Preisaufgabe der Berliner Akademie fiir das Jahr 1747

Zum Abschluss des Themenkomplexes , Typisierung® wollen wir uns noch an
ein besonders kniffliges Beispiel wagen. Der Hintergrund dafiir ist ein Konzept,
das seit einiger Zeit durch die Welt der Funktionalen Programmierung geistert:
Monaden. Obwohl es etwas sperrig ist, hat dieses Konzept in den letzten
Jahren eine immer gréflere Bedeutung in diversen Applikationen erlangt.

Eigentlich sind Monaden ein Begriff aus der Kategorientheorie [91, 45, 48],
einem besonders esoterischen Teil der Mathematik.! In die Welt der Informa-
tik geriet das Konzept erstmals im Rahmen von theoretischen Untersuchungen
zur Semantik von Programmiersprachen — und dort erfiillte es auch einen gu-
ten und seinem Wesen angemessenen Zweck.

Doch popular wurde das Wort in einem ganz anderen Kontext. Es gibt
eine Programmiertechnik, die in funktionalen Sprachen seit langem verwendet
wird, um Ein-/Ausgabe zu programmieren. (Im OPAL-Compiler wird diese
Technik z.B. als Commands seit Anfang der 80er Jahre standardméflig zur
Ein-/Ausgabe verwendet.) Irgendwann hat jemand die Beobachtung gemacht,
dass diese Technik zuféllig die Monadenaxiome erfillt — und dass ,Monade*
ein schickes Wort ist, das man vorziiglich als PR-Mafinahme (miss)brauchen
kann. Und jetzt wird eben alles, was in diesem Teil der Programmierung

! Noch frither wurde das Wort von Leibniz benutzt, der unter dem Begriff Monaden
(gr.: monas: Einheit) in die Philosophie das einfiihren wollte, was in der Physik
urspriinglich unter dem Namen Atom verstanden wurde: die kleinste, nicht weiter
teilbare Einheit. Diese Sicht geht letztlich bereits auf die Pythagoreer zuriick.
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passiert, mit dem Schlagwort Monaden bezeichet, auch wenn die zugehorige
Theorie nirgends wirklich benutzt wird.

Inzwischen haben sich noch einige weitere interessante Programmiertech-
niken rund um die Monadenidee etabliert, z. B. Variationen des Map-Filter-
Reduce-Ansatzes, monadische Parser, so genannte Arrow types [83] usw.

Wir werden die (ungemein niitzliche) Programmiertechnik, die unter dem
Schlagwort Monaden lauft, erst in den Kapiteln 17 bis 20 genauer einfiih-
ren und auf die Programmierung von Ein-/Ausgabe, GUIs, parallelen Agen-
ten etc. anwenden. Jetzt wollen wir ,nur“ ein Vorspiel zu ihrer theoretischen
Fundierung machen. Denn mit Hilfe der Typisierungshierarchie aus Kapitel 9
brauchen wir Monaden nicht mehr ad hoc einzufiihren (,,yet another feature®),
sondern kénnen sie ganz systematisch aufbauen — und zwar orientiert an ihren
mathematischen Grundlagen.

Um eines aber von Anfang an klar zu machen: Wir versuchen nicht, die
mathematische Kategorientheorie im Rahmen unserer Programmiersprache
nachzubauen. Vielmehr wollen wir zeigen, dass gewisse Teilaspekte unserer
Sprachkonstrukte ,,zufillig“ Monaden sind.

11.1 Kategorien, Funktoren und Monaden

Monaden sind ein ziemlich abstraktes Konzept. Deshalb werden wir uns bei
der formalen Beschreibung sehr kurz fassen und uns primér an illustrativen
und wichtigen Beispielen orientieren. Die zugrunde liegende Mathematik wer-
den wir nur in Form von Anmerkungen skizzieren.

Fiir die systematische Einfithrung des Begriffs Monade brauchen wir zwei
weitere Konzepte aus der Kategorientheorie: Monaden sind spezielle Funkto-
ren. Und beides baut auf dem Begriff der Kategorie auf.

11.1.1 Typklassen als Kategorien

Im Wesentlichen ist jede Typklasse eine Kategorie. Denn die mathemati-
sche Definition verlangt dafiir nur die Existenz der Identitétsfunktion und
der Funktionskomposition. Letztere muss allerdings bzgl. der Typklasse abge-
schlossen sein.

Fir unsere weitere Arbeit ist diese Sichtweise allerdings unnétig filigran

und damit zu aufwendig. Deshalb betrachten wir im Folgenden nur die gréfite
Typklasse, ndmlich die Klasse Type aller Typen. Dies wird in der Spezifikation
von Programm 11.1 festgelegt.
Anmerkung: In der Mathematik sind Kategorien eigentlich alles, was aus Objekten
und Pfeilen zwischen diesen Objekten besteht. Einzige Bedingungen sind die Ezistenz
eines Identitatspfeils auf jedem Objekt und die Ezistenz einer assoziativen Kompo-
sition von Pfeilen. Beides wird in funktionalen Sprachen von Typen (Objekten) und
Funktionen (Pfeilen) trivialerweise erfillt.
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Programm 11.1 Typklassen als Kategorien

SPECIFICATION TypesAsCategory = {
FUN id: [o: Type] — o — «
FUN o : [a: Type, 3: Type, v: Type] — (8 — ) X (@ — B) — (@ — )

PROP id(z) =z —— Identitit
PROP foid =idof = f —— Identitdt ist neutral
PROP ho(gof)=(hog)of —— Assoziativitit

}

11.1.2 Polymorphe Typen als Funktoren

In der Mathematik sind Funktoren generell Abbildungen von Kategorien in
Kategorien. In unserer programmiersprachlichen Verwendung sind es Abbil-
dungen von Typen auf Typen, also das, was wir als generische oder polymor-
phe Typen bezeichnet haben (wie z. B. Seg «). Dazu kommt ein Operator, der
Funktionen der einen Kategorie in Funktionen der anderen Kategorie abbil-
det; wir schreiben ihn (nicht zuféllig) als ,, * “. Das wird in der Spezifikation
von Programm 11.2 ausgedriickt.

Programm 11.2 Die Spezifikation von Funktoren

SPECIFICATION Functor = {

TYPE F': Type — Type —— generischer Typ
FUN *: [a: Type, 3: Type] — (@ — B) — (F a« — F 3) —— Map-Operator
PROP idx = id —— Qwerloading beachten!
PROP (g o f)x = (gx) o (f*)

}

In dieser Spezifikation werden die Eigenschaften von Funktoren festgelegt:
Der Operator ,, * “ iiberfiihrt die Identitéat der einen Kategorie in die Identitét
der anderen Kategorie und er distribuiert {iber die Funktionskomposition. (Es
ist kein Zufall, dass das genau die Eigenschaften z.B. des Map-Operators
sind.)

Anmerkung 1: In HASKELL werden Funktoren im Standard Prelude eingefihrt in
der (leicht an unseren Stil adaptierten) Form

class Functor F where

fmap : (a — B) = (F a— F f)
Die Applikation wird dann als entsprechende Instanz definiert, z. B.
instance Functor Seq where
fmap = *

Anmerkung 2: In der Mathematik wird ein Funktor tblicherweise in Form wvon
zwei Abbildungen dargestellt, einer Objektabbildung und einer Pfeilabbildung. Der
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Zusammenhang wird in einem Diagramm der folgenden Bauart dargestellt (wobei
der Pfeiloperator nicht als f = sondern als Ff geschrieben wird):

« Fa
F F
a —» Fa f l — l Ff
B FB
Objektabbildung Pfeilabbildung

11.1.3 Monaden

Kategorien und Funktoren sind — im Kontext funktionaler Sprachen — eigent-
lich sehr einfache Konzepte (wenn man von den etwas merkwiirdigen Namen
absieht). Das eine sind de facto Typklassen, das andere generische Datentypen
zusammen mit dem Map-Operator. Demgegeniiber sind die Monaden etwas
sperriger.

In der Mathematik sind Monaden spezielle Funktoren, fiir die gewisse na-
tiirliche Transformationen (s. unten) existieren. Diese Transformationen ma-
nifestieren sich im Wesentlichen in drei Funktionen (vgl. Programm 11.3): Die
erste — lift — ist einfach, sie stellt eine Einbettung des Basistyps in den ge-
nerischen Typ dar (z.B. die Bildung der einelementigen Sequenz aus einem
Element). Die beiden anderen — flatten und & - sind dagegen komplexer
und werden erst im Zusammenhang mit den folgenden Beispielen versténd-
lich werden.

Definition (Monade)

Generell lassen sich Monaden einfach charakterisieren: Eine Monade ist ein
polymorpher Typ M « zusammen mit vier speziellen Funktionen x, [lift,
flatten und & (s. Programm 11.3).

Wir haben in Programm 11.3 auch die relevanten Eigenschaften von Mo-
naden mit aufgelistet, obwohl die meisten davon im Augenblick eher mystisch
wirken.

Aber etwas kann man bereits sehen: Die letzten drei Eigenschaften zeigen,
dass die Operatoren nicht unabhingig voneinander sind. So lésst sich z.B.
& durch flatten und * ersetzen, flatten alleine durch & , und schliellich *
durch & wund Ilift. Deshalb haben wir die Eigenschaften auch in Form von
Default-Definitionen (vgl. Kapitel 9) angegeben.

Diese Abhéngigkeiten werden uns in den Beispielen helfen. In manchen
Fallen ist namlich flatten intuitiv sofort klar, aber & ratselhaft, und in an-
deren Fillen ist es genau umgekehrt.

Anmerkung: Wenn man Biicher der Kategorientheorie liest, dann ist der ndchste
Schritt nach der Einfihrung von Funktoren die Abbildung von Funktoren auf Funk-
toren. Eine solche Abbildung 7 : F —— G heifit natiirliche Transformation, wenn
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Programm 11.3 Die Spezifikation von Monaden

SPECIFICATION Monad = {
EXTEND Functor RENAMING F AS M —— TYPE M = (Type — Type)
FUN lift: [a: Type]l — o — M «
FUN flatten: [o: Typel — M (M a) - M «
FUN &: [o: Type, 3: Typel — M o« — (« — M ) — M 3
FUN &: [o: Type, B: Typel — M « — M 8 — M 3
PROP (fx*) o lift = lift o f
PROP flatten o lift = id
PROP flatten o (liftx) = id
PROP (fx) o flatten = flatten o ((f*)x*)
PROP lift a& f =f a
PROP m & lift = m
PROP (m& f)& g=m& (Naef akyg)

DEF (m1 & mg) = m1 & (Aa e m2) —— Default-Definition
DEF m & f = flatten(f * m) —— Default-Definition
DEF flatten(mm) = mm & id —— Default-Definition
DEF fxm =m& (lift o f) —— Default-Definition

sie mit der Funktor-Operation , x “ kompatibel ist. In entsprechenden Mathematik-
bilichern wird das gerne durch ein Diagramm folgender Bauart illustriert:

« Fa L Ga
fl ffl lgf
B FB — Gg

8

Das ist fiir Nicht-Mathematiker nicht allzu hilfreich, bekommt aber einen etwas
intuitiveren Zugang, wenn wir tber Beispiele nachdenken:

o T: Seq o — Set «
o 7: Array o —— Seq «
o T: Matriz o —— Array o

In allen diesen Beispielen — deren intuitives Verstdndnis wir hier voraussetzen
— gibt es eine natiirliche Strukturinderung, wobei der x -Operator mit diesen Ande-
rungen kompatibel ist.

In der Kategorientheorie werden Prdmonaden als spezielle Funktoren einge-
fihrt. Damit ein Funktor P eine Pramonade ist, muss es eine natirliche Transfor-
mation vom Identitdtsfunktor auf P geben. (Das ist einer der Fille, in denen es aus
technischen Grinden niitzlich ist, den Identitatsfunktor zu haben.) Wir haben diese
Operation lift genannt.

FEine Primonade M ist eine Monade, wenn es eine natirliche Transformation
von M o M nach M gibt. Ungliicklicherweise gibt es zwet gleichwertige Formen, in



222 11 Beispiel: Monaden

denen man dies realisieren kann. Die eine Variante ist ,natirlicher” im Falle von
Funktoren wie Seq und Maybe; wir haben sie flatten genannt. Die andere Variante
passt intuitiver zu Funktoren wie Machine; wir haben sie als & geschrieben.

11.2 Beispiele fiir Monaden

Die Spezifikationen der Funktoren und Monaden samt ihrer zugehorigen Funk-
tionen wirken reichlich abgehoben und mystisch. Sie lassen sich nur verstehen,
wenn man sie mit Hilfe einiger charakteristischer Beispiele illustriert. Dies soll
im Folgenden geschehen. Dabei wird sich zeigen, dass einige unserer bekannten
Datenstrukturen iiberraschenderweise auch Monaden sind. Wir werden aber
auch neue, sehr spezifische Strukturen sehen, die sich spéter als fundamental
fir einige Anwendungsgebiete erweisen werden.

11.2.1 Sequenzen als Monaden

Generische Datenstrukturen wie Sequenzen, Mengen, Badume etc. zusammen
mit der fundamentalen Operation Map (Apply-to-all) sind Funktoren. Wenn
dann noch die Bildung einelementiger Sequenzen und das Flattening von Se-
quenzen von Sequenzen hinzukommen, dann erhalten wir Monaden. Dieser
Aspekt wird in Programm 11.4 demonstriert. Dabei wiederholen wir aus Griin-
den der Lesbarkeit die Signaturen, obwohl sie sich aus der Typisierung bereits
ergeben.

Programm 11.4 Generische Sequenz als Monade

STRUCTURE Sequence: Monad RENAMING M As Seq = {

TYPE Seqla] = @ (ft = «, 1t = Seq «) | Empty —— monadischer Typ
FUN #: (a — f3) — (Seq o — Seq 3) —— Apply-to-all

DEF f * (a -: rest) = (f a) -: (f * rest)

DEF f % O = §

FUN lift: o — Seq « —— singleton

DEF lift a=a -:

FUN flatten: Seq (Seq o) — Seq « —— conc-reduce

DEF flatten = + /

FUN &: Seq a — (o — Seq 3) — Seq 3 —— apply-and-conc
DEF s& f=+H/fx*s

Interessant ist hier, dass der Apply-to-all-Operator ,, x “ eine so fundamen-
tale Rolle spielt; denn er macht den generischen Typ Seq a zum Funktor. Und
Funktoren sind das fundamentalste Konzept der Kategorientheorie.
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Mit lift haben wir eine weitere Standardfunktion, ndmlich die Einbettung
des Basistyps a in den Typ Seq a: Aus einem Element = wird die einelementige
Sequenz (z). Und flatten bildet so etwas wie das Gegenstiick dieser Einbet-
tung; es reduziert iterierte Anwendungen der Sequenzbildung auf eine einfache
Sequenzbildung: Eine Sequenz von Sequenzen wird durch Konkatenation zu
einer flachen Sequenz gemacht.

Mit diesen beiden zusétzlichen Operationen lift und flatten haben wir aus
dem Funktor eine Monade gemacht. Die Operation ,, & ¢ fallt etwas aus dem
Rahmen, weil sie intuitiv nicht naheliegend ist. Deshalb haben wir nur die
Default-Definition aus der Monadenspezifikation in Programm 11.3 instanzi-
iert. Anwendungen sind nicht allzu haufig, aber es gibt sie. Wenn eine Ope-
ration f aus einem Element des Typs « eine ganze Sequenz von (-Elementen
erzeugt, dann fithrt f % s auf eine Sequenz von Sequenzen. Diese muss an-
schliefend per flatten wieder zu einer flachen Sequenz gemacht werden.

Bei anderen generischen Datentypen ist die Situation dhnlich wie bei den
Sequenzen. Bei Mengen sieht alles analog aus, bei Arrays muss man dagegen
die Umindizierung bei flatten beriicksichtigen. Trickreicher ist das bei Bau-
men, denn hier ist der Effekt von flatten — die Umwandlung eines Baums von
Béumen in einen einzigen Baum — nicht ganz so offensichtlich. (Wir iiberlassen
die Definition dem interessierten Leser als Ubung.)

11.2.2 Maybe als Monade
Der generische Typ Maybe a kann ebenfalls als Monade dargestellt werden.

Seine Definition ist in Programm 11.5 angegeben. Die Operation f % ist im

Programm 11.5 Der generische Typ Maybe als Monade

STRUCTURE Maybe: Monad RENAMING M AS Maybe = {

TYPE Maybe o = a | {fail } —— generischer Typ

FUN #*: (o — ) — (Maybe o — Maybe 3) —— Map

DEF fxa=fa —— Clastings implizit!
DEF f * fail = fail

FUN lift: o« — Maybe « —— Up-Casting

DEF lift a = a AS Maybe «

FUN flatten: Maybe Maybe o — Maybe o —— einmal Down-Casting
DEF flatten (a:a) = (a: Maybe o) —— Castings implizit!

DEF flatten (fail: Maybe o) = (fail: Maybe «)

DEF flatten (fail: Maybe Maybe o) = (fail: Maybe o)

FUN &: Maybe a — (o — Maybe ) — Maybe (3

DEFa& f=fa —— Clastings implizit!
DEF fail & f = fail
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Wesentlichen f zusammen mit den entsprechenden Up- und Down-Castings.
Wenn man die Castings in der ersten Gleichung explizit macht, kann man die
Funktoreigenschaft direkt sehen:

DEF f * (a AS Maybe o) = ((f a) As Maybe 3)

Dass wir f % auf fail als Identitédt erkldren, hat nichts mit den Funktoreigen-
schaften zu tun, sondern ist eine (verniinftige) Design-Entscheidung.

Bei flatten miissen wir drei Félle unterscheiden. Wenn ein Element a: «
zweimal in ein Maybe gecastet wurde, wird dies zu einer einfachen Einbettung
reduziert. (Man beachte, dass auf der linken Seite zwei automatische Upcasts
erfolgen.) Wenn ein fail vom Typ Maybe o ein weiteres Mal in ein Maybe
eingebettet wurde, wird daraus durch flatten wieder das alte fail. (Auch hier
erfolgt links ein automatisches Upcast.) Und das fail von Maybe Maybe o
selbst wird durch flatten auf das fail von Maybe o heruntergedriickt.

Der Operator a & f ist sehr interessant: Er liefert im Wesentlichen eine
Postfix-Notation der Funktionsapplikation (analog zum Punkt-Operator z.f,
den wir in fritheren Kapiteln zur Simulation objektorientierter Notationen
benutzt haben). Aber der & -Operator schlieit noch eine Art von implizitem
Exception-Handling mit ein. Wenn das Argument fail war, dann wird der
Fehler propagiert; ansonsten wird f angewandt (was auf eine neue Exception
fithren kann).

11.2.3 Automaten als Monaden (,,Zustands-Monaden*)

Das Originalbeispiel, mit dem die Monaden-Euphorie in der funktionalen
Programmierung begann, ist die so genannte Zustands-Monade (engl.:
State-Monade). Wie so vieles in der Monadenbegeisterung der funktiona-
len Programmierer, ist aber auch dieser Begriff ein kleines bisschen missra-
ten. Denn eigentlich sollte man hier richtiger von Automaten-Monade oder
Maschinen-Monade sprechen. (Weshalb, werden wir gleich sehen.) Weil der
Begriff Zustands-Monade sich aber fest in der Literatur etabliert hat, werden
wir ihn beibehalten.

Ein wichtiges Charakteristikum funktionaler Programmiersprachen ist,
dass sie von Zeit und Zustand unabhéngig sind. Aber spétestens bei der In-
teraktion mit der Umwelt — insbesondere dem Benutzer — kommt der Aspekt
4Zeit* der realen Welt zum Tragen.? Um diesen Effekt so weit wie méglich
aus der heilen Welt der Funktionen herauszuhalten, wird der Zustand in einen
(verborgenen) Typ State gekapselt. Die Elemente von State nennen wir ,,Zu-
stande“. Um diesen Typ State herum wird eine parametrisierte Struktur ge-
baut, die ,zuféllig“ eine Instanz der Spezifikation Monad ist. Wichtiger ist
aber: Diese Struktur beschreibt letztlich nichts anderes als einen guten alten
Bekannten der Informatik: Automaten. Da wir aber nicht die ganze Automa-
tentheorie meinen, sprechen wir lieber von Maschinen.

2 Genauer wird das Phénomen ,Zeit“ bei der Funktionalen Programmierung in
Kapitel 17 analysiert werden; hier erfolgt nur eine theoretische Vorbereitung.
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Programm 11.6 Der generische Typ Machine als Monade

STRUCTURE Machine: Type — Monad RENAMING (M, lift) As (Com, yield)
DEF Machine(State) = {
TYPE Com « = (observe = State — «, evolve = State — State)

FUN * (a0 — () — (Com o — Com [3) —— Map
DEF [ * (obs, ev) = (f o obs, id o ev)
FUN yield: o — Com « —— lift
DEF yield a = (K a, id)
FUN flatten: Com Com a — Com « —— iterierte Ausfiihrung
DEF flatten cc = cc & id
FUN &: Com a — (a — Com 3) — Com [ —— sequ. Komposition
DEF (obs, ev) & f = (f o obs) S ev

WHERE

(f Sg)z=(f z)(g z) —— S-Kombinator
FUN &: Com a — Com B — Com 3 —— Variante (Kurzform)
DEF my & ma = my & (K mg) —— konstante Funktion
}

Die Arbeit von Maschinen besteht in der Ausfiihrung von Instruktionen.
Diese Instruktionen haben tiblicherweise zwei Effekte: Zum einen bewirken sie
einen internen Zustandsiibergang, zum anderen liefern sie nach auflen sicht-
bare Resultate. Diese Situation wird in dem Typ Com (fir Command) repra-
sentiert.

Definition (Kommando)

Ein (monadisches) Kommando ist ein Paar von Funktionen. Die erste ist eine
externe Beobachtungsfunktion observe, die aus dem inneren Zustand einen
extern sichtbaren Wert extrahiert. Die zweite ist eine interne Transformation
evolve, die den internen Zustand in einen neuen Zustand iiberfiithrt.

Programm 11.6 enthélt die Definition der Struktur Machine. Der Typ
Com ist generisch; sein Parameter ist der Typ der extern beobachtbaren Wer-
te. Insgesamt ist der Typ Com also zweifach parametrisiert: einmal mit dem
Strukturparameter State und ein zweites Mal mit seinem eigenen Parame-
ter a. Am besten sieht man das an einem Beispiel. In dem spéter noch zu
betrachtenden Spezialfall der Ein-/Ausgabe-Monade hat ein Kommando wie
readInt(file) zwei Aspekte. Zum einen dndert es den internen Zustand der
Datei, indem es den Lesezeiger weiter setzt, zum anderen liefert es aber einen
extern sichtbaren Wert von Typ Int.

Die Operation ,, * “ wendet wie iiblich die Funktion f auf ein Kommando
cmd an. Das heif3t hier: f wird auf den sichtbaren Wert angewandt. Sei also
s ein Zustand, dann gilt (f x emd)(s) = (f(emd.observe(s)), cmd. evolve(s)).
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Die Operation lift wird bei dieser Monade meistens als yield bezeichnet.
Sie generiert mit Hilfe des so genannten K-Kombinators (vgl. Programm 1.1 in
Abschnitt 1.2.1) ein Kommando, das als beobachtbaren Wert gerade a besitzt
und den internen Zustand unverandert lasst.

Die Operation ,, & “ ist hier intuitiv zugénglicher als flatten; deshalb dis-
kutieren wir sie zuerst. Sie liefert letztlich die sequenzielle Ausfithrung von
Kommados. In dem Fragment

.. readInt(file) & Az printin(z) ...

liest das Kommando readInt von der Datei (was den internen Zustand der
Datei éndert); der beobachtbare Wert ist die gelesene Zahl, die an die Folge-
funktion tibergeben (und dort an z gebunden) wird.

Durch die Verwendung des so genannten S-Kombinators wird die Defi-
nition zwar ungemein elegant, aber nicht unbedingt verstédndlicher. Deshalb
betrachten wir die Definition in langer Form. Sei s ein Zustand und c¢md ein
Kommando; dann gilt:

(emd & f)(s) = LET (a, s') = (cmd.observe(s), cmd.evolve(s))

emd’ = f(a )

(b, s"") = (emd’.observe(s’), emd’.evolve(s’))
IN

(b,5")

(Man sieht leicht, dass die Kurzform des Programms aus dieser Langform
durch schlichtes Einsetzen entsteht.) Mit dem Kommando ¢md wird zunéchst
der sichtbare Wert a aus dem Zustand s extrahiert und der Zustand in den Fol-
gezustand s’ transformiert. Die Funktion f berechnet dann aus a das nichste
Kommando, das auch gleich auf s’ angewandt wird und so den néchsten Wert
b und den weiteren Folgezustand s’/ liefert.

Wir geben auch eine Variante der Operation ,, & “ an, bei der das zweite
Argument direkt als Monade gegeben ist und nicht erst berechnet werden
muss (was sich sich gut mit dem K-Kombinator aus Programm 1.1 beschreiben
lasst). Dies ist gerade bei der wichtigen Ein-/Ausgabe-Monade eine haufige
Situation. Hier haben wir oft Ausdriicke der Bauart

. & write(z) & write(y) & write(z) & . ..

Die Operation flatten sieht bei der Zustands-Monade endgiiltig mystisch
aus, wird aber durch eine etwas ldngere Schreibung deutlicher.

flatten cc = cc & (Ace ¢)

Hier wird zunéchst cc auf den gegebenen Zustand s angewandt. Das Ergebnis
ist ein neues Kommando ¢ und ein Folgezustand s’. Auf dieses Kommando ¢
wird jetzt die Funktion id angewandt, was ¢ erhélt. Entsprechend der Defini-
tion von ,, & “ wird dieses ¢ auf s’ angewandt. Mit anderen Worten, flatten cc
wendet das von cc generierte Kommando sofort wieder an.
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Anmerkung 1: Diese Definition von Machine entspricht ziemlich genau den so ge-
nannten Moore-Automaten aus der Theoretischen Informatik. Diese werden ebenfalls
uber zwei Funktionen charakterisiert, einen internen Zustandsiibergang und eine ex-
terne Ausgabefunktion.

Anmerkung 2: In der Literatur wird eine leicht abweichende Definition fiir State
benutzt. An Stelle unserer beiden Funktionen observe und evolve gibt es nur eine
einzige Funktion mit der Funktionalitdt (State — o X State). Das ist isomorph zu
unserer Darstellung, aber in der Implementierung etwas effizienter. Trotzdem ziehen
wir die Trennung in separate Funktionen vor, weil dies konzeptuell klarer ist.

Anmerkung 3: FEs ist kein Zufall, dass auch ein weiterer vielbeachteter Ansatz zur
Integration von imperativer Programmierung in die funktionale Welt den Maschi-
nenbegriff bemiiht. Die so genannten Abstract State Machines von Yuri Gurevich
(die urspringlich FEvolving Algebras hieflen) realisieren in einem syntaktisch ande-
ren, aber konzeptuell verwandten Ansatz die Idee von Automaten als mit der Zeit
dnderbare Funktionen [65, 64, 82].

11.2.4 Spezielle Zustands-Monaden

Weil Machine eine generische Struktur ist, konnen wir sie mit verschiedenen
Typen fiir State instanziieren und erhalten so eine Reihe konkreter Zustands-
Monaden. Einige kleine Beispiele wollen wir im Folgenden betrachten. Eine
besonders interessantere Verwendung der Zustands-Monade wird sich spé-
ter (in Kapitel 13) ergeben, wenn wir Optimierungstechniken fiir den Heap-
Speicher diskutieren. Aber die wichtigsten Anwendungen werden wir erst in
den Kapiteln 17 bis 20 kennen lernen, wenn wir Ein-/Ausgabe fiir funktionale
Programme erdrtern.

Programm 11.6 liefert bestenfalls eine Art von Skelett fiir das Arbeiten
mit Zustands-Monaden. Denn es werden im Wesentlichen nur Operatoren zur
Komposition von monadische Kommandos bereitgestellt. Was noch fehlt, um
konkrete Zustands-Monaden zu kreieren, sind vier Dinge:

1. Elementare Basisoperationen, aus denen sich umfassendere Kommandos
zusammensetzen lassen.

2. Die Finbettung der monadischen Operationen in umgebende rein funktio-

nale Ausdriicke.

Eine menschlichere Notation, die nicht zu monstrésen A-Ausdriicken fithrt.

4. Kompositionstechniken, mit denen sich Monaden iiber verschiedenen Zu-
standsarten zusammenfiigen lassen.

w

(1) Basisoperationen

Die Kompositionsoperatoren aus Programm 11.6 sind universell fiir alle Arten
von Zustands-Monaden; sie stellen also eine Art generischer Rahmen-Automat
dar. Daraus lassen sich spezifische Automaten machen, indem der Parameter
fiir den verborgenen Zustand mit einem konkreten Typ instanziiert wird und



228 11 Beispiel: Monaden

iiber diesem geeignete Basisoperatoren bereit gestellt werden. So gibt es zum
Beispiel bei denEin-/Ausgabe-Monaden, die fiir die Interaktion mit dem Be-
triebssystem zusténdig sind, elementare Kommandos wie openFile, readFile,
readString, deleteDirectory usw. Diese elementaren Kommandos machen die
eigentliche Substanz jeder konkreten Zustands-Monade aus. Damit sieht eine
typische Definition folgendermaflen aus:

STRUCTURE MySpecialMonad = {
EXTEND Machine(MyState) RENAMING Com AS MyMonad

«spezifische Operationeny

}

(2) Einbettung in rein funktionale Ausdriicke

Wenn Monaden in funktionalen Programmen verwendet werden sollen, dann
braucht man Operationen zur Einbettung in die funktionale Umgebung. Diese
Operatoren haben typischerweise folgende Form:

STRUCTURE MySpecialMonad = {
EXTEND Machine(MyState) RENAMING Com AS MyMonad

FUN new: MyState — MyMonad Void
FUN ezec: MyMonad o — «

}

Damit kann die Einbettung dann folgendermaflen erfolgen:
. f(ezec(new(initial) & ... & yield(a))) ...

Der Ausdruck initial: MyState liefert den Anfangszustand, mit dem die mo-
nadische Berechnung startet. Der letzte monadische Wert — hier a — ist der
Wert des gesamten Ausdrucks exec(...).
Anmerkung: Diese Einbettung sieht bei der wichtigsten Monade — der Ein-/Ausgabe-
Monade — anders aus! Denn hier ist der Anfangszustand der Zustand des Rechners
beim Programmstart. Konsequenterweise kann ein Term der Ein-/Ausgabe-Monade
auch nicht in funktionale Ausdricke eingebaut werden. (Mehr dazu in Kapitel 17.)
Das ist ibrigens eine der hasslicheren Eigenschaften der Ein-/Ausgabe-Monade:
Sobald irgendwo eine ihrer Operationen benutzt wird, muss auch alles ,darum her-
um“ monadisch sein. Diese ,infektiose“ Natur der Ein-/Ausgabe-Monade macht sie
in den Augen vieler Leute nur bedingt tauglich fir elegante Programmierung.

(3) Notation

Notationelle Variationen, mit denen monadische Ausdriicke leserlich gemacht
werden sollen, werden wir am Ende dieses Kapitels (in Abschnitt 11.3) vor-
stellen.
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(4) Kompositionalitét

Ein besonders schwieriges Thema ist die Komposition von Monaden. Diese
Schwierigkeit gilt generell fiir die Monadentheorie. Aber wenn wir den theore-
tischen Purismus hintan stellen, dann kénnen wir fiir die praktisch relevanten
Félle durchaus brauchbare Losungen finden.

Das zentrale Problem liegt darin, dass der fundamentale Kompositionsope-
rator ,&: M a — (a — M §) - M §“ nur fir Monaden {iber der gleichen
Art von State definiert ist. Das fiihrt dazu, dass man alle monadischen Ak-
tivitdten unter einen einzigen Supermonaden packt — z.B. in OPAL die Com-
Monade, in anderen Sprachen die /O-Monade. Damit ist man aber letztlich
genau bei dem Problem gelandet, fiir das die imperativen Sprachen zurecht
kritisiert werden: Wenn alles — von einfachen Variablen bis hin zu Dateisystem
und Netzwerkumgebung — in einem einzigen Megazustand zusammengefasst
wird, dann sind alle Modularisierungsregeln des Software-Engineering a priori
verletzt.

Hier kann man — pragmatisch — Abhilfe schaffen, indem man den Operator
,, & ¢ allgemeiner definiert. Nehmen wir an, wir haben zwei konkrete Zustands-
Monaden:

STRUCTURE Monad, = { EXTEND Machine(S1) RENAMING Com AS M

}

STRUCTURE Monads = { EXTEND Machine(S2) RENAMING Com AS Ms

}

Betrachten wir jetzt die Komposition zweier monadischer Kommandos aus
den beiden unterschiedlichen Maschinen:

coompr My o & mo:Ms B ... —— Typfehler

Dieser Ausdruck ist falsch; ein Operator , & “ dieses Typs existiert nicht.
Aber in der Praxis ist diese Situation gang und gébe. Also miissen wir aus
pragmatischen Griinden das Konzept der Zustands-Monaden entsprechend
erweitern.

Festlegung (Komposition von Zustands-Monaden)

Wenn zwei monadische Kommandos der obigen Art mit , & “ komponiert
werden, dann wir implizit eine weitere monadische Struktur der folgenden
Bauart generiert:
STRUCTURE Mjx2 = {
EXTEND Machine(S; X S3) RENAMING Com AS Mjxo
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Die monadischen Operationen beider Maschinen werden implizit nach Mj o
gecastet. Die einzelnen Basisoperationen werden so erweitert, dass sie auf dem
jeweils anderen Teilzustand die Identitat sind.

11.2.5 Zahler als Zustands-Monaden

Eine der einfachsten Instanzen von Machine entsteht, wenn man den Para-
meter State mit Int instanziiert. Dann sind die Zusténde einfach nur Zahlen.
Dies ist in Programm 11.7 beschrieben. Man beachte, dass hier sowohl observe
als auch evolve den Typ Int — Int haben.

Programm 11.7 Die Counter-Monade

STRUCTURE Counter = {
EXTEND Machine(Int) RENAMING Com As Counter

FUN newCounter: Int — Counter Void —— kreiere Counter
DEF newCounter(i) = (K nil, K 1)

FUN tick: Counter Void —— hochzdhlen
DEF tick = (K nil, +1)

FUN current: Counter Int —— Zahlerstand liefern
DEF current = (id, id)

FUN ezxec: Counter a — « —— in Umgebung einbetten
DEF ezec ¢ = (c.observe)(0)

e Mit newCounter wird eine Zahler-Monade mit einem internen Startwert
erzeugt.
Mit tick wird der Zahler weitergeschaltet.
Mit current kann man den Zahlerstand abfragen.
Mit ezec ldsst sich die Zahler-Monade in eine umfassende Funktion einbet-
ten. Wenn current die letzte Aktion ist, dann wird der letzte Zédhlerstand
als Wert abgeliefert, ansonsten nil. Man beachte, dass bei c.observe das
Argument 0 beliebig ist; jeder andere Zustand liefert das gleiche Resultat,
weil newCounter ohnehin einen Startzustand setzt.

Typische Programmfragmente mit der Zahler-Monade haben folgende Form:

.. f( exec(newCounter(0) & ... & tick & ... & current & Az e ... ) )...
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11.2.6 Generatoren als Zustands-Monaden

H&aufig muss man in einem Algorithmus neue Symbole generieren, die alle
voneinander verschieden sein sollen. Dies lasst sich mit Hilfe einer Maschinen-
Monade realisieren, die eine Folge von Zahlen liefert. Letztlich ist diese Mona-
de eine Variante der Zéhler-Monade, bei der die Operationen tick und current
zur Operation next verschmolzen sind.

Programm 11.8 Die Counter-Monade

STRUCTURE Generator = {
EXTEND Counter
RENAMING (Counter, newCounter) AS (Generator, newGenerator)

PRIVATE tick, current

FUN next: Generator Int —— implizit hochzdhlen
DEF next = tick & current

}

Man sieht sofort, dass man die Definition von next auch direkt hétte hin-
schreiben kénnen:

DEF next = (id, +1)

Aber in der Form von Programm 11.8 ist der Dokumentationswert wesentlich
hoher.

11.2.7 Ein-/Ausgabe als Zustands-Monade

Die wichtigste Anwendung der Zustands-Monaden ist die so genannte Fin-
/Ausgabe-Monade, also die Behandlung von Ein-/Ausgabe in funktionalen
Sprachen. Hier ist der Parameter State nicht direkt angebbar, sondern nur
im Compiler intern verfiighbar. Denn de facto handelt es sich dabei um den
»,2Maschinenzustand“, also die Gesamtheit der Plattendateien, der Terminals,
der externen Gerate usw. — bis hin zum Internet. Dieser interne Zustand wird
praktisch vom Laufzeitsystem iiber Betriebssystem-Zugriffe realisiert. Wir ge-
hen in Kapitel 17 und 19 noch einmal néher auf diese Fragen ein.

11.3 Spezielle Notationen fiir Monaden

Die Basisnotation, die wir bisher fiir Monaden eingefiihrt haben, erzeugt in
der Praxis héssliche Ungetiime der Bauart

cocaskInt("z =) & Az e (askInt("y = ") & Ay o (write(z +y) ... ))
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Dieser Stil — der z. B. in OPAL notwendigerweise benutzt werden muss — wird
schnell unerfreulich, wenn man es mit gréfieren Ein-/Ausgabe-Programmen
zu tun hat. Das kann mit ein bisschen Syntactic sugar in eine wesentlich
leserlichere Form gebracht werden.

11.3.1 Die Operatoren ,,—* und ,,;“

Der M-Operator ist eines der wenigen Sprachkonstrukte, mit denen neue Na-
men erzeugt und (bei der Applikation) an Werte gebunden werden kénnen. Es
bietet sich an, fiir die Kombination aus diesem Bindungsoperator und seiner
unmittelbaren Applikation eine spezielle Notation einzufithren (dhnlich wie
auch LET und WHERE spezielle Notationen fiir die direkte Applikation von
A-Ausdriicken sind). Damit ldsst sich der obige Ausdruck sofort leserlicher
schreiben:

cooasknt("z =) - x; askInt("y =7") — y; write(z +y)...

Je nach Geschmack und Anwendung kann man auch vorziehen, den Pfeil in
der anderen Richtung zu haben (so wie auch die Verwendung von LET und
WHERE oft Geschmackssache ist):

vz —askInt("z =7"); y — askInt("y =7"); write(z +y)...

Das sieht (nicht zuféllig) einer Folge von Zuweisungen in imperativen Sprachen
wie PASCAL sehr dhnlich. Es gibt aber fundamentale Unterschiede:

e Das Mixfixsymbol ,, — ; “ ist ein typisierter Operator und bewirkt
deshalb eine wesentlich héhere Typsicherheit des Gesamtprogramms.
e Der Operator , — ; st ein Derivat von ,, & “, und der Operator

,, & ¢ ist selbstdefiniert. Deshalb kann man ihn in unterschiedlichen Varia-
tionen definieren. Solche Variationen konnen z.B. automatisches Excep-
tionhandling vorsehen. (Genaueres werden wir in Kapitel 17 sehen.)

Festlegung (Der ,, — “-Operator)

Wir verwenden die Notationen

m-—zI;... —— m ist ein monadischer Ausdruck
bzw.
T—m;... —— m ist ein monadischer Ausdruck

als notationelle Varianten der Basisnotation
mé&Aze ...
Damit ist diese Notation keine Abweichung vom rein funktionalen Paradigma.

11.3.2 Erweitertes LET

In der Sprache HASKELL wird die — -Notation mit dem Schliisselwort do
eingeleitet. Wir verwenden hier eine Verallgemeinerung, die interesanter ist.
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Im obigen Beispiel ist es irrelevant, in welcher Reihenfolge die beiden Werte
z und y beschafft werden. In der Sprache OPAL ist fiir solche Situationen das
LET-Konstrukt verfiighar. Damit konnte man den obigen Term folgendermaifle
schreiben:

. LET z « askInt("z =17")
y «— askInt("y =7")
IN  write(z + y)

Jetzt wihlt der Compiler eine beliebige Reihenfolge aus (die natiirlich mit
eventuell vorhandenen kausalen Abhéngigkeiten vertriglich sein muss).

Man sollte sich aber klar machen, dass das wesentlich von der Verwendung
des Gleichheitszeichens verschieden ist. Das sieht man an folgender etwas auf-
geblahten Variante des obigen Terms:

...LET ¢z = askInt("z =7?") —— Typ cx: Com Int
T <— cx —— Typ x: Int
cy = askInt("y =7") —— Typ cy: Com Int
Y — cy —— Typ y: Int

IN  write(z + y)

Hier sind cx und cy die monadischen Kommandos selbst, wahrend z und y
die Werte sind, die bei der Ausfiihrung der Kommandos abgeliefert werden.

11.3.3 Monaden-Casting

Mit dem erweiterten LET-Konstrukt hat man schon ein wesentliches Stiick an
Eleganz zuriickgewonnen. Aber es bleiben noch Wiinsche offen. Um dies zu
sehen, betrachten ein Fragment eines Beispiels, das uns in Kapitel 17 noch
beschéftigen wird. Nehmen wir an, wir haben einen Typ fiir arithmetische
Ausdriicke in der Form von abstrakten Syntaxbaumen (vgl. Abschnitt 3.1):

TYPE Tree = add(left: Tree, right: Tree)

Nehmen wir weiter an, dass bei der Auswertung Interaktionen mit dem Nutzer
stattfinden miissen. Also ist die zugehorige Operation eval monadisch:

FUN eval: Tree — 10 Int
DEF eval(add(l,r)) = LET z « eval(l)
y «— eval(r) IN yield(z + y)

Was hier besonders stort, ist der Verlust der schonen Rekursionsstruktur.
Denn eigentlich méchte man solche Funktionen in folgendem Stil schreiben:

DEF eval(add(l,r)) = eval(l) + eval(r) —— Wunschdenken

Diese Form reflektiert direkt den Aufbau der Daten. In der LET-Klausel geht
dies jedoch v6llig unter. Retten lasst sich die schéne Struktur nur, indem man
eine ,monadische Addition“ einfiihrt (mittels Overloading):
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FUN + : IO Int x 10 Int — IO Int
DEF a+b=LET z < a
y < b IN yield(z + y)

Dieser individuelle Ansatz ist natiirlich keine Losung des generellen Pro-
blems, denn er verlangt vom Programmierer, fiir jede benétigte Operation
ihr monadisches Gegenstiick zu definieren. (Paul Hudak zeigt in [81], wie sich
mit Hilfe von geeigneten polymorphen Lifting-Operationen entsprechende In-
stanzen der Typklassen Num, Fractional und Floating programmieren lassen;
dabei sieht man, dass der Aufwand lastig, aber beherrschbar ist.)

Aber das Lifting zu monadischen Formen geschieht auf so mechanische
Weise, dass sich eine Automatisierung anbietet: Eine moderne Programmier-
sprache sollte automatisches Monadenlifting vorsehen: Zu jeder Funktion
der Art

FUN f: o — 3
kann man entsprechende Gegenstiicke

FUN f: o — IO 8
FUN f: 10 o — 10 3

definieren. (Letztere ist ohnehin als f * generell verfiigbar.) Das funktioniert
entsprechend auch bei mehreren Argumenten und Resultaten. Dieses Lifting
wird dann bei Bedarf als Typanpassung (vgl. Abschnitt 7.1.2) automatisch
vom Compiler vorgenommen.

Voraussetzung fiir dieses Vorgehen ist allerdings, dass Monaden als spezi-
elles Sprachfeature behandelt werden und somit dem Compiler bekannt sind.
In Sprachen wie z.B. HASKELL sind Monaden aber als benutzerdefinierbar
vorgesehen.
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Netter Stack und bose Queue

Wie anfangs man geirrt, das findet man am Ende.
Oh, dass ich wenigstens auf halbem Wege finde!
Riickert (Weisheit des Brahmanen)

Neben einigen wenigen vordefinierten Datenstrukturen (meist Listen) bieten
die funktionalen Sprachen ein wesentliches Feature zur Definition eigener Da-
tenstrukturen an: rekursive Typdefinitionen wie z. B.

TYPE Tree o = tree (left = Tree «, right = Tree o) —— inner node
| () (val = «) —— leaf
| Empty —— empty
Aber auch verschrankt rekursive Definitionen sind moglich:
TYPE Tree o = tree (node = «, subtrees = Forest &) —— inner node
|  Empty —— empty
TYPE Forest a = List (Tree ) —— subtrees

Allerdings gibt es dabei teilweise gravierende Effizienzprobleme. Im Fol-
genden betrachten wir diese Probleme phénotypisch am Fall der listenartigen
Strukturen, nicht nur, weil diese am tiberschaubarsten sind, sondern auch, weil
Listen in der Funktionalen Programmierung eine dominante Rolle spielen.

Dabei werden wir sehen, dass nur beim Stack die Operationen (wegen ihrer
Strukturvertriglichkeit) in konstanter Zeit O(1) ausfithrbar sind. Die anderen
Operationen, also z.B. append ,am falschen Ende“, Konkatenation, Langen-
berechnung etc. brauchen meistens lineare Zeit O(n) — zumindest dann, wenn
man sie naiv implementiert. Deshalb werden wir ausgefeiltere Realisierungen
studieren, die einen ,amortisierten Aufwand“ O(1) haben, allerdings immer
noch mit einem hoheren konstanten Faktor als die Stack-Operationen. Das
Prinzip dieser Effizienzverbesserungen ist dabei immer das gleiche:

Man verzégere alle ,teuren® Operationen so lange,
bis ihre Ausfihrung unumgdnglich ist.
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Das ist im Grunde das gleiche Prinzip, das wir schon bei den lazy Struktu-
ren in Kapitel 2 angewendet haben. Dort ging es darum, die unnotige Ausfiih-
rung unendlich langer Prozesse zu verhindern; jetzt wollen wir nur endliche,
aber teure Prozesse verzogern, bis sie billiger werden. Trotzdem wird uns das
Prinzip der Laziness auch hier gute Dienste leisten. Deshalb brauchen wir fiir
den Rest dieses Kapitels die Listen in beiden Varianten.

Wenn wir von Prinzipien des Software-Engineering ausgehen, dann sollten
wir die Strukturen dieses Kapitels in einem Package zusammenfassen. Dieses
Package ist in Programm 12.1 skizziert. Die Spezifikationen LIFO und FIFO

Programm 12.1 Das Package fiir die Sequenz-artigen Strukturen

PACKAGE Sequences = {

SPECIFICATION LIFO]c: Type] ={...} —— last-in first-out
SPECIFICATION FIFOlo: Type] ={...} —— first-in first-out
STRUCTURE Stack: LIFO = {...} —— to be defined later
STRUCTURE Queue: FIFO = {...} —— to be defined later
PRIVATE STRUCTURE Lists[a: Type] = {
TYPE List = i (ft =a, rt = List) —— prepend
|  Empty —— empty
FUN| |: List — Nat —— Ldinge der Liste
FUN -+ : List x List — List —— Konkatenation
FUN revert: List — List —— Invertierung der Liste
}
PRIVATE STRUCTURE LazyLists[a: Type] = {
TYPE List = <+ (ft=a, 1t =LAZY List) —— prepend
|  Empty —— empty
FUN| |: List — Nat —— Linge der Liste
FUN -+ : List x List — List —— Konkatenation
FUN revert: List — List —— Invertierung der Liste
}

}

sowie ihre Implementierungen Stack und Queue sind der Gegenstand dieses
Kapitels. Zur Realisierung verwenden wir sowohl normale Listen als auch lazy
Listen; da es sich um Hilfsstrukturen handelt, verstecken wir sie nach aufien.

Man beachte, dass wir den Namen List sowohl fiir den Typ der normalen
Listen als auch fiir den Typ der lazy Listen verwenden. Der Konflikt wird
iiber den Strukturnamen aufgelost. Aulerdem verwenden wir hier keine poly-
morphen Typen, sondern machen die ganze Struktur parametrisch.

Wir benétigen ein paar Standardoperationen wie z. B. die Lange einer Lis-
te, die Konkatenation zweier Listen oder die Invertierung einer Liste. Wegen
ihrer Einfachheit verzichten wir aber darauf, diese Operationen hier explizit
Zu programiieren.
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12.1 Wenn Listen nur anders heif3len: Stack

Die in der Einleitung dieses Kapitels iiber einen rekursiven

Typ eingefithrten Listen haben gerade ein Stack-artiges

Verhalten: Hinzufiigen und Wegnehmen finden nur am gleichen Ende statt
(last-in first-out, LIFO). Dies ist in Programm 12.2 definiert, in dem einige
Komponenten des Packages Sequences aus Programm 12.1 im Detail ausfor-
muliert sind.

Programm 12.2 Die Struktur Stack

SPECIFICATION LIFO|a: Type] = {

TYPE Stack —— Stacks sind LIFO-Listen
FUN {: Stack —— leerer Stack

FUN ( ): o — Stack —— einelementiger Stack
FUN .. : a X Stack — Stack —— add, push, prepend

FUN ft: Stack — o —— first, get, top

FUN rt: Stack — Stack —— rest, remove, pop

PROP ft(a -:8) = a —— get ist last-in first-out
PROP 1t(a -:8) = s —— remove ist last-in first-out
}
STRUCTURE Stack[a] : LIFO[a] = {
USE Lists[c] —— verwende die Struktur der Listen
PRIVATE TYPE Stack = List o —— Stack = List (eager)
PRIVATE DEF (a) =a -: {
}

Die Sperzifikation LIFO fiihrt alle Stack-Funktionen ein und definiert die
zwei wesentlichen Propertys, die das Last-in first-out-Verhalten ausmachen.
Als Komfort haben wir noch den einelementigen Stack hinzugefiigt.

Die Typisierung Stack: LIFO macht die gesamte Signatur, die in LIFO
spezifiziert ist, fir die Struktur Stack verfligbar. In den Kommentaren sind die
héufigsten Namen angegeben, unter denen diese Operationen in der Literatur
(und in Programmbibliotheken) gefiihrt werden.

Man sieht, dass die Operationen der Struktur Stack im Wesentlichen die
induzierten Operationen des Typs List sind. (Zur Erinnerung: Durch die Ver-
wendung von USE Lists sind der Typ List und seine Operationen direkt ver-
fiigbar.) Die Einfiihrung einer solchen Struktur erfilllt daher hochstens den
Zweck, den Begriff , Stack“ — in Analogie zu anderen Programmiersprachen —
auch in der Bibliothek zu haben.

Die Stack-Operationen sind wegen ihrer Strukturvertriglichkeit mit der
rekursiven Typdefinition List alle in konstanter Zeit O(1) ausfiihrbar.
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12.2 Wenn Listen zum Problem werden: Queue

Bei Queue-artigem Verhalten finden das Anfiigen und

das Wegnehmen an den entgegengesetzten Enden der 4_
Liste statt (first-in first-out, FIFO) und damit entgegen dem ,natiirlichen*
Listenaufbau. Wir driicken dies dadurch aus, dass wir fiir push die Operation
»am anderen Ende“; also append, verwenden; die iibrigen Operationen bleiben
die gleichen wie vorher, weshalb wir auch die gleichen Identifier beibehalten.
Damit ergeben sich die Spezifikation und Struktur in Programm 12.3, womit
zwei weitere Komponenten aus Programm 12.1 ausformuliert werden.

Programm 12.3 Die Struktur Queue

SPECIFICATION FIFO|a: Type] = {

TYPE Queue —— FIFO-Listen
FUN O: Queue —— leere Queue
FUN ( ): a — Queue —— einelementige Queue
FUN - : Queue X o — Queue —— add, push, append
FUN ft: Queue — « —— first, get, top
FUN 7t: Queue — Queue —— rest, remove, pop
PROP ft(Q :- a) = a
PROP ft(q:- a) = ft(q) IF ¢ # O —— get ist first-in first-out
PROP 71t() - a) = O
PROP 1t(q:- a) =71t(q):- a IF ¢ # O —— remove ist first-in first-out
}
STRUCTURE Queue[a] : FIFO[a] = {
USE Lists[c] —— verwende die Struktur der Listen
PRIVATE TYPE Queue = List —— Queue = List
PRIVATE DEF ¢ ;- a =a : O
PRIVATE DEF (z -:q):- a =2z -:(q:- a) —— push (append)
}

Wie man sieht, sind die meisten Operationen noch die vom Typ List in-
duzierten Konstanten und Selektoren. Aber der Konstruktor -: (prepend)
ist jetzt verborgen. Dafir wird als push-Operation die append-Funktion :-
verfiigbar gemacht.

Man sieht sofort, dass die push-Operation :. hier den Aufwand O(n)
hat. Da Queues aber aulerordentlich hdufige und wichtige Datenstrukturen
sind, kann diese Ineffizienz nicht toleriert werden. Deshalb untersuchen wir im
Folgenden Wege zur Verbesserung des Aufwands. Wir orientieren uns dabei
an der Darstellung von Okasaki [107], wo auch weitere Details und Variatio-
nen nachzulesen sind. Allerdings adaptieren wir die Présentation an unseren
Kontext.
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12.2.1 Variante 1: Queue = Paar von Listen

Wir beginnen mit einer einfachen Idee (die spéter noch verbessert werden
wird). Die Queue besteht aus zwei Teillisten, von denen die hintere in in-
vertierter Form gespeichert ist (s. Abbildung 12.1). Die ,falsche“ Operation
append wird als normales prepend an der hinteren Teilliste ausgefiihrt, ft und
rt dagegen ganz normal an der vorderen Teilliste.

(1,2,3,4,5,6,7) :- 8

Abb. 12.1: Queue als Paar von Listen

Das einzige Problem entsteht, wenn die vordere Teilliste leer ist; spatestens
dann muss die hintere Liste revertiert und als vordere genommen werden. Um
spatere Optimierungen vorzubereiten werden wir diesen Umbau aber etwas
frither vornehmen, néamlich bereits dann, wenn die vordere Liste kiirzer wiirde
als die hintere. Das heifit, wir garantieren folgende Invariante:

(I) Die vordere Liste ist nie kiirzer als die hintere.

Diese Invariante wird in Programm 12.4 dadurch sichergestellt, dass bei den
beiden Operationen, die Resultate vom Typ Queue erzeugen — namlich :.
und 7t — jeweils eine Normalisierung mittels norm erfolgt.

Die neue Struktur Queue aus Programm 12.4 ist funktional vollig gleich-
wertig zu der alten Struktur Queue aus Programm 12.3. Im Package Sequences
konnen also beide alternativ zueinander verwendet werden.

Wenn man Programm 12.4 betrachtet, sieht man sofort, dass die Operation
norm tatséchlich die Invariante (I) garantiert. Und wegen dieser Invarianten
brauchen die Operationen ft und 7t nicht zu priifen, ob die linke Liste leer ist.
Denn sie kann nur leer sein, wenn auch die rechte Liste leer. Dann ist aber
die ganze Queue leer und die beiden Operationen sind zu Recht undefiniert.

Natiirlich sollte man das Programm noch optimieren, indem man die Lén-
gen der beiden Listen nicht ausrechnet (was ja wieder einen Aufwand O(n)
bedeuten wiirde), sondern in dem Tupel mitspeichert:

TYPE Queue = (List a, Nat, List a, Nat) —— Ldngen gespeichert
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Programm 12.4 Queue als Paar von Listen

STRUCTURE Queue[a] : FIFO[a] = {

USE Lists[c]
PRIVATE PART
TYPE Queue = (List, List) —— Queue = Paar von Listen
DEF ¢ = (0, 0) —— leere Queue
DEF (left, right) :- a = norm(left, a -: right) —— push (append)
DEF ft(left, right) = ft(left) —— top
DEF rt(left, right) = norm(rt(left), right) —— pop
FUN norm: Queue — Queue —— normalisieren

DEF norm/(left, right) = 1F | left| > |right | THEN (left, right)
IF | left| < |right | THEN (left H revert(right), ¢) FI
PROP V(left, right): Queue o | left] > |right | —— Invariante (1)

Konstanter Aufwand (amortisiert)

Die Implementierung von Programm 12.4 hat tatséchlich konstanten Auf-
wand, genauer: einen amortisierten Aufwand O(1). Wir kénnen hier diesen
Begriff und die zugehorigen Beweistechniken nicht detailliert behandeln, son-
dern miissen auf [107] verweisen. Doch die Grundidee ist relativ einfach: Jede
prepend-Operation auf der rechten Liste wird mit dem Aufwand 2 gezahlt
(statt mit dem korrekten Aufwand 1). Auf diese Weise sammelt man einen
,Kredit“ an, der dann bei der revert-Operation wieder aufgebraucht wird.

Diese Argumentation zeigt aber auch, dass wir etwa einen Faktor 2 ge-
geniiber der traditionellen imperativen Programmierung verlieren. Das ist der
Preis, den man fiir die gewonnene Programmiersicherheit zahlen muss."

Mit dem Design von Programm 12.4 haben wir noch ein Problem geschaf-
fen: Die Verwendung der Konkatenation +  braucht einen Aufwand in der
GroBenordnung der ersten Teilliste left. Dies kann man im Prinzip verbessern,
indem man das Konkatenieren nicht wirklich durchfiihrt, sondern stattdessen
eine Liste von Listen verwaltet. (Darauf kommen wir in Abschnitt 12.3 in
Abbildung 12.3 noch einmal zuriick.) Wir verzichten darauf, diese Variante
auszuprogrammieren, sondern verweisen wieder auf [107]. Denn der Zeitver-
lust durch die Konkatenation ist nicht unser schlimmstes Problem.

Schwerer wiegt die Tatsache, dass die Dauer der Queue-Operationen nicht
vorhersagbar ist. Meistens macht die Anwendung von 7t oder :- den Auf-
wand O(1), aber wenn die kritische Lange erreicht ist, dann ist der Aufwand
plotzlich O(n), weil revertiert und konkateniert wird. Diese zuféllige Zeitdau-

! Wenn man bedenkt, dass bei den modernen objektorientierten Sprachen JAVA
und .NET der Verlangsamungsfaktor — je nach Compiler — in der Gréfenordnung
10 — 20 liegen kann, dann ist unser Faktor 2 geradezu harmlos.
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er ist in Realzeitanwendungen nicht tolerierbar. Dort ist Vorhersagbarkeit des
worst-case Verhaltens wichtiger als Effizienz des average-case Verhaltens.?

Also sollten wir nach Losungen suchen, die den Aufwand immer in der
konstanten Gréfenordnung O(1) halten.

12.2.2 Variante 2: Faulheit macht kalkulierbar

Auf den ersten Blick mag es verbliiffend sein, aber bei genauerem Nachdenken
leuchtet es dann doch ein: Durch die Verwendung von lazy Listen kann man
die Queues realzeitfihig® machen. Das Problem besteht nédmlich darin, dass
die Funktion revert zu hektisch ist und gleich die ganze rechte Liste umdreht,
wodurch der Aufwand O(n) entsteht. Dabei reicht es, wenn sie die Elemente
eins nach dem anderen herausriickt. Wenn aber immer nur ein Element verar-
beitet wird, werden nur einige wenige Instruktionen ausgefithrt und wir haben
unseren gewiinschten konstanten Aufwand O(1).

Anmerkung: Man beachte, dass die folgenden Uberlequngen beide Eigenschaften von
Laziness bendtigen: (1) Die Auswertung von Argumenten wird verzogert, bis sie tat-
sdchlich gebraucht werden. (2) Argumente, die mehrfach vorkommen, werden trotz-
dem nur einmal ausgewertet (vgl. Abschnitt 1.8). Die Simulation von Laziness durch
A-Abstraktion (vgl. Kapitel 2) erfasst nur den ersten Aspekt; deshalb reicht sie fir
die folgenden Implementierungen nicht. Man braucht echte Laziness.

Wir stellen Queues so dar, dass wir die vordere (linke) Liste lazy machen.
Die hintere (rechte) Liste kann eine normale Liste bleiben. Das reicht aller-
dings nicht aus. Wir brauchen noch etwas, das Okasaki [107] einen Schedule
nennt. Dieser Schedule legt fest, wann verzogerte Operationen ausgefithrt wer-
den, also wann UNQUOTE (vgl. Kapitel 2) ausgefiihrt wird. Das Hiibsche an der
Geschichte ist, dass man diesen Schedule ganz einfach iiber eine weitere lazy
Liste realisieren kann (die auf der Implementierungsebene vom Compiler zu
einem schlichten Pointer degradiert wird und damit ganz billig ist; dazu wird
die oben erwihnte Eigenschaft (2) von lazy Listen gebraucht). Programm 12.5
enthélt die Implementierung.

Die wichtigste Anderung gegeniiber Programm 12.4 ist, dass Queues jetzt
Tripel sind, bestehend aus der vorderen Liste (lazy), dem Schedule (lazy)
und der hinteren Liste (eager). Im alten Programm 12.4 war die zeitkritische
Operation in der Funktion norm der Ausdruck left + revert(right). Diesen
ersetzen wir jetzt durch eine Funktion rotate mit drei Parametern. Der Effekt
dieser Operation lasst sich folgendermaflen spezifizieren:

2 Benutzer sind zufriedener, wenn eine interaktive Anwendung immer 1 Sekunde
Antwortzeit hat, als wenn sie 99 Mal schon nach i Sekunde antwortet und beim
hundertsten Mal 25 Sekunden braucht — obwohl Letzteres tiber alle Antworten
hinweg doppelt so schnell ist.

3 Wir meinen hier natiirlich die so genannte weiche Realzeit wie sie z. B. in inter-
aktiven Programmen benétigt wird. Harte Realzeit, die z. B. in Steuerprozessoren
gebraucht wird, wo man im Milli- oder Mikrosekundenbereich reagieren muss, ist
in der heutigen Funktionalen Programmierung (noch) kein Thema.
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Programm 12.5 Realzeit-Queues

STRUCTURE Queue[a] : FIFO[a] = {
USE Lists[c] —— strikte Listen
USE LazyLists|[a] —— lazy Listen
PRIVATE PART
TYPE Queue = (LazyLists.List, LazyLists.List, Lists.List)

DEF O = (0, 0, ¢) —— leere Queue
DEF (left, sched, right) :- a = norm(left, sched, a -: right) —— push (append)
DEF ft(left, sched, right) = ft(left) —— top

DEF rt(left, sched, right) = norm(rt(left), sched, right) —— pop

FUN norm: Queue — Queue —— normalize

DEF norm/(left, O, right) = (1,1, ) WHERE | = rotate(left, O, right)
DEF norm(left, sched, right) = (left, rt(sched), right)
FUN rotate: Queue — LazyLists. List
DEF rotate(Q, sched, right) = ft(right) -: sched ——s. Text!
DEF rotate(left, sched, right) =
ft(left) -: rotate(rt(left), ft(right) -: sched, rt(right))

PROP rotate(left, sched, right) = left H reverse(right) + sched
PROP rotate(left, ¢, right) = left + reverse(right) —— Folgerung

Der zusétzliche Parameter sched ist ein so genannter akkumulierender Pa-
rameter, der die partiellen Resultate der Invertierung von right aufsammelt.
Er ist anfangs leer.

Fiir die Korrektheit dieser Implementierung und fiir die Realzeitfahigkeit
ist wichtig, dass der Datentyp Queue folgende Invariante (I') einhalt:

(I') Fir das Tripel (left, sched, right) gilt: | left| = |sched | + | right | .

Damit wird automatisch auch die frithere Invariante (I) garantiert, denn aus
der neuen Bedingung (I') folgt insbesondere | left| > |right | .

Dass die Invariante (I') gilt, sieht man relativ leicht. Fiir die leere Queue

ist das trivialerweise der Fall. Wenn die Invariante verletzt wird, also bei
den Operationen :- und rt, wird norm aufgerufen. Bei diesem Aufruf gilt
| left] = |sched | + | right | —1. Wenn sched nicht leer ist, fihren wir 7t(sched)
aus, wodurch (I') wieder hergestellt wird. Wenn sched leer ist, liefert norm ein
Tripel, in dem left und sched identisch sind und right leer ist; die Invariante
gilt also ebenfalls wieder.

Die Korrektheit der Implementierung folgt aus der zweiten der oben ange-
gebene Propertys: Wenn sched leer ist, ruft norm die Hilfsfunktion rotate auf
und liefert damit den Wert left + reverse(right) als linke Liste und macht die
rechte Liste leer; ansonsten lasst norm die Listen left und right unveridndert.

Bleibt also zu zeigen, dass die beiden Propertys gelten. Dazu geniigt es,
die erste zu zeigen. Man sieht sofort, dass fiir die beiden Parameter sched und



12.2 Wenn Listen zum Problem werden: Queue 247

right der Wert reverse(right) H sched tber alle rekursiven Aufrufe hinweg
unverdandert bleibt, und dass der erste Parameter left im Laufe der rekursiven
Aufrufe einfach nach aufien kopiert wird. Wegen (I') wissen wir auflerdem, dass
beim Aufruf von rotate die linke Liste um ein Element kiirzer ist als die rechte
Liste; deshalb ist im Abbruchfall right einelementig, und es reicht anstelle von
reverse(right) +H sched einfach nur ft(right) -: sched zu schreiben.

Die Queue ist jetzt realzeitfahig

Nachdem wir uns vergewissert haben, dass die Implementierung von Pro-
gramm 12.5 korrekt ist, bleibt die Frage der Realzeitfahigkeit. Wahrend es
bei den Korrektheitsbetrachtungen egal ist, ob die einzelnen Listen lazy sind
oder nicht (sie haben ja gleiches funktionales Verhalten), muss man bei den
Zeitbetrachtungen die Laziness mit einbeziehen. Um eine intuitive Vorstellung
vom operationalen Ablauf zu bekommen, betrachten wir das Beispiel:

q: Queve = rt(Q - 1:42:.3:.4):. 5

Das Ergebnis dieser Auswertung sollte also ¢ = (2, 3,4, 5) sein.

In Abbildung 12.2 wird der Ablauf dieser Berechnung illustriert. Dabei
zeigen wir immer das Tripel (left, sched, right) der drei Listen an, aus denen
die Queue besteht. Einfache Késten repréasentieren Elemente in normalen Lis-
ten, doppelt gestrichene Késten reprasentieren die mit QUOTE gesperrten lazy
Listen. In der mittleren Spalte ist jeweils die Zwischenform vor der Normali-
sierung gezeigt, in der rechten Spalte die endgiiltige Form.

go Wir beginnen mit der leeren Queue, die aus drei leeren Listen besteht.

¢1 Beim Hinzufiigen des ersten Elements (an die rechte Liste) muss die Nor-
malisierung das Element nach links bringen. Man beachte, dass left und
sched die gleiche (einelementige) Liste bezeichnen.

g2 Das zweite Element wird wieder rechts angefiigt. Bei der Normalisierung
wird die Liste sched wegen des Aufrufs rt(sched) in norm leer.

g3 Beim Hinzufiigen des dritten Elements wird die rechte Liste zu lang. Jetzt
fiihrt norm auf rotate, was die gemeinsame Liste fiir left und sched erzeugt.
Wegen der Laziness wird der rekursive Aufruf von rotate aber suspendiert.

g4 Beim Hinzufligen des vierten Elements wird wieder norm aufgerufen. We-
gen des Aufrufs rt(sched) muss das suspendierte rotate einmal ausgefithrt
werden. (In diesem speziellen Fall gibt es keinen rekursiven Aufruf mehr;
ansonsten wiirde er wieder suspendiert werden.) sched ist jetzt identisch
mit der Restliste von left.

g Bei der Restbildung wird zunéchst die Liste left verkiirzt. Dadurch sind
(in diesem Beispiel) left und sched wieder identisch. Die Normalisierung
fithrt jetzt wieder rt(sched) aus.

gs Beim Hinzufiigen des fiinften Elements bleibt dieses zunéchst in der rech-
ten Liste. Die Normalisierung fithrt wieder r¢(sched) aus.
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Abb. 12.2: Berechnungsablauf fir 7¢(¢:- 1:-2:.3:.4):. 5

Wie man sieht, représentiert die Liste sched denjenigen Teil der Liste left,
der noch suspendiert ist, also noch auf die Auswertung wartet.

Man tberzeugt sich schnell, dass jede Queue-Funktion nur einige wenige
Operationen ausfihrt. Damit ist konstanter Aufwand O(1) garantiert.

Interessant ist hier die Beobachtung, dass die Korrektheit der Implemen-
tierung ganz einfach zu sehen ist. Etwas kniffliger ist nur die Analyse der
Effizienz. Dies ist eine relativ typische Situation fiir die Funktionale Program-
mierung.
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12.3 Wenn Komplikationen sich haufen: Deque und
Sequence

Trotz aller Komplikationen ist die Struktur Queue noch ziemlich harmlos.
Kritischer wird es bei Anwendungen, die sowohl die Operationen von Stack
als auch die von Queue brauchen; man spricht dann von double-ended Queues
oder kurz von Deques. Und richtig kompliziert wird es, wenn dann noch die
Konkatenation hinzukommt, also bei voll ausgebauten Sequenzen.

Wir konnen hier das Thema nicht in all seinen Facetten ausarbeiten, son-
dern miissen uns auf eine Skizze der wesentlichen Ideen beschrinken. Wir
verweisen deshalb auf das ausfiithrliche Buch von Okasaki [107].

12.3.1 Double-ended Queues (Degque)

Die double-ended Queue, kurz Deque, vereinigt die Fi-
<—

genschaften von Stack und Queue. Sie erlaubt also das

Hinzufiigen und Wegnehmen an beiden Enden. Allerdings wird dadurch eine
Umbenennung einiger Operationen nétig. Damit ergibt sich die Signatur in
Programm 12.6.

Programm 12.6 Die Spezifikation DEQUE

SPECIFICATION DEQUE]c: Type] = {

TYPE Deque —— FIFO+LIFO-Listen

FUN ¢: Deque —— leere Deque

FUN ( ): a — Deque —— einelementige Deque

FUN  .: : a X Deque — Deque —— addFirst, push, prepend

FUN :- : Deque X a — Deque —— addLast, append

FUN ft: Deque — « —— first, getFirst, top

FUN [t: Deque — « —— last, getLast, bot

FUN rt: Deque — Deque —— rest, removeFirst, pop

FUN hd: Deque — Deque —— head, removeLast, front
}

Man hétte die Spezifikation auch mittels EXTEND und RENAMING direkt
auf die Spezifikationen FIFO und LIFO abstiitzen konnen, aber das hétte die
Lesbarkeit nicht unbedingt erhoht.

Die Grundidee der Implementierung ist in Abbildung 12.3 skizziert. Man
geht von der Anfangsidee bei Queues aus, d.h. von zwei Listen, bei denen
die hintere bei Bedarf invertiert wird (s. Abbildung 12.1). Um die Symmetrie
zwischen vorne und hinten zu erhéhen, fiihrt man die revert-Operationen jetzt
allerdings nicht tatséchlich durch, sondern ,,merkt® sie sich in einer Liste von
Listen.
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[2]4]
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Abb. 12.3: Deque als Liste von Listen

Die Invariante (I) wird so angepasst, dass right nur leer sein kann, wenn

die innere Liste leer ist und left hochstens einelementig ist.
Damit sind dann [t und hd &hnlich wie ft und rt programmierbar.

12.3.2 Sequenzen (Catenable Lists)

In vielen Anwendungen hat man neben den Stack-, Queue- oder Deque-
Operationen vor allem noch die Konkatenation S; + S2. Wir sprechen dann

von Sequenzen oder Catenable Lists (s. Programm 12.7).

Programm 12.7 Die Spezifikation Sequence

SPECIFICATION Sequence[c: Type] = {

TYPE Seq

FUN {: Seq

FUN ( ): a — Seq

FUN :a X Seq — Seq
FUN : Seq X a — Seq
FUN ft: Seq — «

FUN [lt: Seq — «

FUN rt: Seq — Seq

FUN hd: Seq — Seq

FUN +H :Seq X Seq — Seq

—— Sequenzen

—— leere Sequenz

—— einelementige Sequenz
—— addFirst, push, prepend
—— addLast, append

—— first, getFirst, top

—— last, getLast, bot

—— rest, removeFirst, pop
—— head, removeLast, front
—— Konkatenation
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In einer naiven Implementierung hat die Konkatenation S; + S einen
Aufwand in der Groflenordnung | Sy | des linken Arguments.

Variante 1: Sequenzen als Bindrbdume

In einem ersten — ebenfalls recht naiven — Ansatz kann man die Konkatenation
zum Konstruktor machen. Man wiirde dann folgende Typdefinition erhalten:

TYPE Seq = Empty —— leere Sequenz
() (val: @) —— einelementige Sequenz
+  (left: Seq, right: Seq) —— Konkatenation

Das Hinzufiigen vorne und hinten lasst sich leicht realisieren:

DEF a -: S = (a) + S
DEF S:- a= S + (a)

Aber die Zugriffsoperationen ft, rt, It und hd werden ziemlich ineffizi-
ent. (Wir verzichten darauf, ihre — recht offensichtlichen — Implementierungen
anzugeben.) Eine gewisse Verbesserung kann man erreichen, indem man aus-
gefeiltere Baumimplementierungen nimmt wie z. B. Rot-Schwarz-Bdume.

Variante 2: Cat-Queues

Wenn wir nur die Zugriffsoperationen an einem Ende brauchen, also z. B. die
Operationen [t und hd aus der Signatur streichen, dann gibt es auch noch eine
einigermaflen effiziente Implementierung. Wir hatten bei Deques schon gese-
hen, dass wir die Ausfiihrung der -+ -Operationen einfach verzégern kénnen,
indem wir die Sequenzen in einer Liste zwischenspeichern. Aufgrund ihrer Ver-
wendung hat diese Liste das Verhalten einer Queue. Das fiithrt auf folgenden
Typ fiir ,linkslastige“ Sequenzen. (Man beachte, dass wir den Typ Queue aus
der entsprechend instanziierten Struktur Queue[Seq] brauchen.)

TYPE Seq = Empty
sq(ft = a, susp = Queue[Seq]. Queue)

Damit ergeben sich dann z.B. die folgenden Definitionen fiir die zentralen
Operationen (man beachte, dass ft schon ein Selektor ist):

DEF { +H seq = seq
DEF seq +H O = seq
DEF sq(a, queue) H seq = sq(a, queue :- seq)
DEF rt(sq(a, ¢)) = 0
DEF 1t(sq(a, (seq))) = seq
DEF 1t(sq(a, queue)) = +H / queue
(Dabei verwenden wir einen entsprechenden Reduce-Operator auf Queues.)

Man kann auch hier zeigen, dass der amortisierte Aufwand aller Opera-
tionen wieder O(1) ist.
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Variante 3: Sequenzen

Die Implementierung der vorigen Version ist asymmetrisch und bedeutet da-
her grofle Kosten bei den ,falschen“ Operationen [t und hd. Hier ist auch nur
schwer Abhilfe moglich.

Man erkennt das Problem schnell, wenn man sich z. B. an Abbildung 12.1
orientiert, wo eine Queue als Paar von Listen realisiert ist. Wenn man auf
dieser Basis eine , Konkatenation mit Verzogerung® implementieren wollte,
kdme man auf folgende Situation (wobei der Querstrich andeutet, dass die
Liste revertiert vorliegt):

(A,B)%(X, Y) - (Aa <B7 X>7 Y)

Allgemein erhalten wir in diesem Design eine Situation dhnlich der von
Abbildung 12.3, nur mit dem Unterschied, dass die Listen in der mittleren
Queue teilweise revertiert sind und teilweise nicht.

(A,BB,C)+ (X,YY,Z)= (A, BB+ C . X -1 YY, Z)

Zwar fithrt hier die Konkatenation der Sequenzen auf eine Konkatenation
von Queues (oder Deques), aber wir konnen argumentieren, dass die Queue
BB im Allgemeinen sehr kurz ist.

Fazit: Insgesamt zeigt sich aber, dass eine halbwegs effiziente Realisierung
von Sequenzen kaum moglich ist, wenn wirklich alle Operationen gleicherma-
Ben funktionieren sollen.

12.4 Arbeiten mit listenartigen Strukturen

Aus softwaretechnischer Sicht ist diese Fiille von dhnlichen Strukturen unan-
genehm, weil sie vom Programmierer verlangt, immer sehr detailliert iiber die
benotigten Operationen und damit iiber die jeweils benotigte Listenvariante
nachzudenken. Das sind aber rein implementierungstechnische Fragen. Und da
die funktionale Programmierung den Anspruch erhebt, die Softwareentwickler
von solchen Details zu befreien, muss man hier automatische Ubersetzungen
oder zumindest halbautomatische Hilfen anbieten. Das wird zwar im Moment
von keinem Compiler tatsédchlich gemacht, stellt aber keine grundséitzlichen
Probleme dar:

e Eine Sprache wie OPAL hat im Prinzip die notigen Features schon (im
Ansatz) verfiighar. Wir konnen z. B. schreiben

IMPORT Sequence o ONLY Seq ¢ :- ftrt

Daraus kann der Compiler erkennen, dass hier nur die Struktur Queue
gebraucht wird.

e Selbst wenn der Programmierer aus Bequemlichkeit einen kompletten Im-
port verlangt,

IMPORT Sequence o COMPLETELY
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kann der Compiler die Teilmenge der tatséchlich benétigten Operationen
ausrechnen und die Implementierung entsprechend auswéhlen.

e In einer komfortableren Programmierumgebung wird man Notationen be-
reitstellen, die zu einer Signatur unterschiedliche Implementierungen aus-
wéhlen lassen.

Neben diesen eher softwaretechnischen Mafinahmen muss allerdings noch
etwas Weiteres geschehen: Wir brauchen Konversionsroutinen zwischen den
einzelnen Strukturarten, weil man in verschiedenen Phasen eines Algorithmus
oft verschiedene Listenarten hat.

Betrachten wir z. B. das Zusammenspiel von Scanner und Parser im Com-
pilerbau. Dort haben wir eine Situation folgender Gestalt:

String Queue| Token) Stack[Token)| Absy
—| Scanner Parser ———»

Man sieht aber bei den obigen Implementierungen unschwer, dass derartige
Konversionsoperationen problemlos gestaltet werden kénnen.
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Compilertechniken fiir funktionale
Datenstrukturen

... dass ein roter Faden durch das Ganze
durchgeht.
Goethe (Die Wahlverwandtschaften)

Die im vorigen Abschnitt diskutierten Techniken bewegen sich alle im Rahmen
der klassischen funktionalen Datenstrukturen. Wir haben keinerlei Konstrukte
benutzt, die nicht in gingigen Sprachen verfiighbar wiren. Der Effekt ist, dass
die Datenstrukturen garantiert sicher sind, allerdings immer noch auf Kosten
der Effizienz. Denn wir haben zwar erheblich an Geschwindigkeit gewonnen,
aber von der Schnelligkeit imperativer Strukturen sind wir noch ein gutes
Stiick entfernt.

Um weitere Effizienzgewinne erreichen zu kénnen, miissen wir zumindest
etwas in den Compiler und seine Implementierungsmechanismen hineinsehen.
Allerdings hat sich die Situation in den letzten Jahren deutlich verbessert.
Die Techniken, die wir im Folgenden beschreiben werden, mussten noch An-
fang der 90er Jahre des vorigen Jahrhunderts in einer Doktorarbeit [128] sehr
aufwendig bewiesen werden, indem auf subtile Weise iiber funktionale Pro-
gramme und die Hoare-Logik ihrer imperativen Implementierungen simultan
argumentiert wurde. Heute konnen wir diesen Bruch der Sprachebenen weit-
gehend vermeiden, indem wir z. B. das Mittel der Monaden (vgl. Kapitel 11)
verwenden.

Zur Motivation der folgenden Diskussionen wollen wir noch einmal kurz
das Problem analysieren. Die hocheffiziente imperative Implementierung von
Datenstrukturen funktioniert normalerweise nur deshalb, weil man die Da-
tenstrukturen selektiv &ndert — also unsicher agiert. Das heift, man erkauft
sich Geschwindigkeit der Programmausfithrung mit fehleranfélligen und des-
halb oft langwierigen und teuren Entwicklungsprozessen. Wir betrachten zur
Illustration noch einmal Queues. Imperativ wird diese Datenstruktur oft so
implementiert wie in Abbildung 13.1.

Es gibt je einen Pointer auf den Anfang und das Ende der Liste. Hinzufi-
gen erfolgt am rechten Ende, Lesen und Wegnehmen am linken Ende. Damit
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left right

Abb. 13.1: Imperative Implementierung von Queues

haben alle interessanten Operationen den Aufwand O(1), aber in einem Pro-
grammfragment wie

... f(queue :- a, queue:- b)...

ist eine Verwendung dieser Implementierungstechnik nicht moglich, weil wir
am Ende eine Verzweigung brauchten. (Das ist unabhéngig davon, ob wir in
einer funktionalen oder einer imperativen Sprache programmieren.)

Wir werden im Laufe dieses Kapitels sehen, dass geeignete Implementie-
rungstechniken (wie sie z. B. im OPAL-Compiler realisiert sind) zusammen mit
der Queue-Darstellung aus Abschnitt 12.2 tatséchlich in der Lage sind, solche
Situationen ohne Kopieren der Liste zu 16sen. Trotzdem — dort, wo sie anwend-
bar ist — ist die Implementierungstechnik aus Abbildung 13.1 effizienter (wenn
auch nur um konstante Faktoren) als unsere rein funktionalen Techniken.

13.1 Die Bedeutung von Single- Threadedness

Wir verwenden eine Terminologie, die aus dem Englischen {ibertragen wurde
(sich allerdings in der deutschen Informatik nicht eingebiirgert hat).

Definition (single-threaded, ephemeral, multi-threaded, persistent)

Wir nennen eine Datenstruktur

e fliichtige Datenstruktur (engl.: ephemeral, single-threaded), wenn sie
nur einmal bendtigt wird und deshalb gedndert werden darf;

e bestdndige Datenstruktur (engl.: persistent, multi-threaded), wenn sie
noch mehrmals ben6tigt wird und daher unverletzt erhalten werden muss.

Festzustellen, welche Datenstrukturen fliichtig sind, ist somit eine wichti-
ge Compileraufgabe; denn fiir sie konnen die effizienten destruktiven Imple-
mentierungen eingesetzt werden, ohne dass die Sicherheit korrumpiert wird.
Grundsétzlich gibt es fiir dieses Problem drei Vorgehensweisen:

e Compilezeitanalysen: Im Compiler sind Analyseroutinen vorhanden, die
Single-Threadedness erkennen.

o Sprachrestriktionen: Die Programmiersprache enthélt Notationen, mit de-
nen der Programmierer Single-Threadedness ausdriicken kann.
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o Laufzeitanalysen: Das System rechnet zur Laufzeit genug Information mit,
um Single-Threadedness erkennen zu kénnen.

Wir werden den ersten Punkt nur kurz ansprechen, weil er eigentlich The-
ma fiir ein Compilerbau-Buch ware. Die beiden weiteren Punkte sind dagegen
interessanter, weil sie auch dann, wenn man bei der Programmierung keinen
direkten Einfluss nehmen kann, zum besseren Verstdndnis beitragen. Das ist
insbesondere deshalb wichtig, weil man so eine bessere Einsicht in die Funk-
tionsweise der Techniken des vorigen Kapitels erhélt.

13.1.1 Die Analyse von Single- Threadedness

Wir betrachten als Beispiel eine Datenstruktur Matriz (also eine Struktur bei
der Kopieren tunlichst vermieden werden sollte). Aulerdem sei eine Operation
upd(M, i, z) gegeben, die die Matrix M am Index ¢ (ein Paar, ein Tripel etc.,
je nach Dimension der Matrix) auf den Wert z #ndert, genauer: eine neue
Matrix erzeugt, die mit M iiberall auler an der Stelle ¢ iibereinstimmt. Die
Operation sel(M, i) erlaubt den Zugriff auf einzelne Matrixelemente.

TYPE Matrix o

FUN upd: Matriz a x Index X o — Matriz «

FUN sel: Matriz o X Index — «

Um die Probleme zu illustrieren, vergleichen wir zwei charakteristische
Situationen. Seien dazu Funktionen der folgenden Art gegeben:

FUN f: Matriz o x Matrix o« — Matriz o

FUN ]7: Matriz o x o — Matriz o
FUN g: Matriz o — Matriz o
FUN h: Matriz o« — Matrix o
FUN ¢: Matriz o — «

Der Datenfluss bei diesen Operationen ist in folgenden Graphen illustriert:

M M o

M, My M a # # f
\®/ \@/ & Ci)

' ' ' '

M’ M’ M’ M’

Betrachten wir jetzt drei Funktionen foo,, foo, und foos, deren Datenfluss
in Abbildung 13.2 illustriert ist. Dabei sind diejenigen Kanten, die neue Werte
vom Typ Matrix « reprasentieren, schwarz gezeichnet, die anderen grau.

FUN foo,: Matriz o — Matriz «
DEF foo (M) = f(g(M),h(M)) —— M st persistent

FUN fooy: Matric oo — Matriz «
DEF fooo(M) = f(g(M),i(h(M))) —— M ist persistent
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foo,

fooy

M

M
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@

Jfoog

M

/N

v

persistent

'

persistent

fliichtig (single-threaded)

Abb. 13.2: Datenflussgraphen

FUN foos: Matriz o — Matriz o

DEF foos(M) = f(g(M),i(M)) —— M ist flichtig (single-threaded)

Die Datenflussgraphen aus Abbildung 13.2 zeigen unmittelbar folgende
Eigenschaften:

e Bei foo, ist die Matrix persistent. Das lasst sich auch textuell deutlicher
machen, indem man LET-Klauseln benutzt:

DEF foo, (M) =LET M; = g(M) —— neue Matriz kreiert
My = h(M) —— alte Matriz noch einmal benutzt
IN f (M, M)

e Auch foo, ist persistent, wie ebenfalls in einer sequenzialisierten Textver-
sion zu sehen ist:

DEF foo,(M) = LET My = g(M) —— neue Matrix kreiert
My, = h(M) —— alte Matriz noch einmal benutzt
a = Z(Mg)
IN ?(Mla a)

e DBei foo, ist die Matrix dagegen flichtig:
DEF foos(M) = LET a = i(M)
M, = g(M) —— neue Matriz kreiert
IN f(Mlu (l)

Wenn M eingefithrt wird, wird M nicht mehr benoétigt; also kann (im
Compiler) der Speicherplatz von M fir M; wiederverwendet werden —
und das erlaubt natiirlich auch das effizientere selektive Andern.

Diese Beispiele illustrieren das generelle Prinzip: Im Datenflussgraphen
diirfen keine zwei schwarzen Kanten parallel zueinander liegen. Denn in diesen
Fallen ist es unméglich, eine Sequenzialisierung zu finden, bei der M nicht
noch benétigt wird.
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Man beachte aber, dass auch in Situationen, die an sich single-threaded
waren, durch ungeschickte Sequenzialisierung die Eigenschaft zerstort werden
kann. Zum Beispiel darf unser obiges Beispiel foo; nicht so sequenzialisiert
werden:

DEF foos(M) =LET M; = g(M) —— neue Matriz kreiert
a=1i(M) —— alte Matriz noch einmal benutzt
IN f(Mh a)

Jetzt wird M nach der Einfithrung von M; noch gebraucht.

Dieses Beispiel deutet das zentrale Problem der Single-threaded-Analyse
an: Man muss unter allen moglichen Sequenzialisierungen eines Programms
diejenige finden, die die Single-threaded-Eigenschaft besitzt (sofern eine solche
existiert). Man kann die Frage noch etwas verallgemeinern: Man finde eine
Sequenzialisierung, bei der die Single-threaded-Eigenschaft maximal héufig
erfiillt ist (bei der also am seltensten kopiert werden muss).

Der Aspekt ,unter allen moglichen Sequenzialisierungen* zeigt das Dilem-
ma: Die Analyse ist im Allgemeinen exponentiell! Deshalb werden wir diese
Analysetechniken hier nicht weiter verfolgen, sondern uns auf die zugehorigen
Sprach- und Implementierungstechniken konzentrieren.

13.1.2 Monaden garantieren Single-Threadedness

Wir hatten in Kapitel 11 das Konzept der Monaden eingefiihrt, allerdings eher
als theoretisches Phénomen, mit dem sich die Niitzlichkeit von Typklassen
illustrieren lie. Dabei sind Monaden urspriinglich aus ganz pragmatischen
Griinden in die Funktionale Programmierung eingefithrt worden: Sie sollten
die Briicke zwischen funktionaler und imperativer Welt schlagen. (Wir werden
darauf in Kapitel 17 noch einmal ausgiebig zuriickkommen.)

Die Niitzlichkeit der Monaden liegt darin, dass man mit ihren Operationen
gar nicht anders als single-threaded programmieren kann. Diese Eigenschaft
wird z. B. bei Ein-/Ausgabe essenziell gebraucht, um die Kommunikation mit
der realen Welt adédquat in den Griff zu bekommen. Aber auch bei den Effizi-
enzproblemen, die wir hier betrachten, ist Single-Threadedness ein entschei-
dender Aspekt.

Wir benutzen die Zustands-Monade aus Abschnitt 11.2.3 und zeigen, wie
sich unsere obigen Beispielprogramme mit ihrer Hilfe monadisch umformu-
lieren lassen. Die entsprechende Struktur ist in Programm 13.1 gezeigt. Da
wir die Matrix als single-threaded garantieren wollen, miissen wir sie zum
(versteckten) Zustand der Maschine machen. Mit Hilfe einer Funktion init
kénnen wir den Anfangszustand setzen. Die Funktion upd hat nur noch zwei
Argumente, den Index und den Wert, und verédndert den verborgenen Matrix-
zustand; sie hat kein sichtbares Resultat. Die Operation sel hat nur noch den
Index als Argument und greift auf den verborgenen Matrixzustand zu; sie hat
folglich einen sichtbaren Wert vom Typ .
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Programm 13.1 Die monadische ,Matrix-Maschine“

STRUCTURE MatrizMonad[a: Type] = { —— "Matriz Machine"
EXTEND Machine(Matriz a) RENAMING Com AS MaMa
FUN snit: Matrix — MaMa Void
FUN upd: Index x o« — MaMa Void
FUN sel: Index — MaMa «

}

Auf der Basis dieser Struktur kdnnen wir jetzt Matrix-basierte Programme
in monadische Form bringen. Dabei gelten folgende Ubersetzungsschemata:

f: Matriz — Matriz wird zu f: MaMa Void
f: B — Matrix — Matrix wird zu f: B — MaMa Void
f: B — Matrix — ~ wird zu f: B— MaMa ~

Auf diese phénotypischen Situationen lassen sich auch alle anderen Funk-
tionalitdten zuriickfilhren, indem man gegebenenfalls Tupel umordnet und
Currying anwendet. Wenn wir diese Schemata auf unsere obigen Funktionen
anwenden, entstehen folgende neue Funktionen:

FUN f: a — MaMa Void
FUN ¢g: MaMa Void

FUN h: MaMa Void

FUN i: MaMa «

Man beachte, dass die Funktion f: Matriz x Matrizc — Matriz nicht trans-
formiert werden kann — zumindest nicht, wenn Parameter vom Typ Matriz
generell versteckt werden sollen.

Auf dieser Basis lisst sich dann von den drei obigen Funktionen nur foo,
in monadische Form iibertragen. Aus der rein funktionalen Form

FUN foos: Matrix — Matriz —— Originalversion
DEF foog(M) = f(g(M),i(M))
wird die monadische Form

FUN foos: MaMa Void —— monadische Version
DEF foos = i& Aas g & f(a)

Da bei foo,; und foo, jeweils persistente Matrizen vorkommen, ist eine
monadische Version ausgeschlossen. Auflierdem kommt noch hinzu, dass zu-
mindest foo; die Funktion f benutzt, die monadisch nicht verfiigbar ist.

Mit dieser Skizze des prinzipiellen Vorgehens wollen wir uns hier begnii-
gen. Insbesondere lassen wir offen, ob diese Ubersetzung vom Programmierer
gemacht werden muss oder ob wir sie dem Compiler zutrauen kénnen. (Zur
Erinnerung: Die Analyse dariiber, wo die Ubersetzung erfolgen sollte, ist ez-
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ponentiell.) Wir kommen allerdings im weiteren Verlauf des Kapitels noch
einmal auf die Monadentechnik zuriick.

13.1.3 Lineare Typen garantieren Single- Threadedness

Die im letzten Abschnitt diskutierten Probleme, insbesondere der exponenti-
elle Analyseaufwand, legen nahe, einen Teil des Problems auf den Program-
mierer abzuwélzen. Denn dieser besitzt Wissen, das dem Compiler grund-
sétzlich fehlt: Oft folgt ndmlich aus der Applikation, dass gewisse Strukturen
unbedingt single-threaded sein miissen, wahrend sich der Analyseaufwand bei
anderen nicht lohnt, weil das Kopieren — selbst wenn es unnétig sein sollte —
fast nichts kostet.

Allerdings muss man dem Programmierer die Chance geben, dieses Wis-
sen auf bequeme Art dem Compiler mitzuteilen. Eine Moglichkeit dazu sind
lineare Typen. (In der Sprache CLEAN sind solche Typen als so genannte
Uniqueness types enthalten [119].)

Nehmen wir als Beispiel eine Funktion foo: T x T — T. Wenn der Pro-
grammierer die Typisierung dieser Funktion folgendermaflen notiert

FUN foo: T X LINEAR T — T

dann verlangt er, dass foo im zweiten Argument single-threaded ist. (Die An-
gabe fir das Resultat kann man sich hier ersparen, weil es nur ein Resultat
gibt.) Natiirlich kann man auch einen ganzen Typ grundsétzlich linear ma-
chen:

TYPE 17 = LINEAR T

Das bedeutet, dass der Typ an allen Anwendungsstellen single-threaded sein
muss, weshalb wir jetzt kurz schreiben kénnen.

FUN foo: T x Th — Ty

Wenn mehrere gleich typisierte Argumente und Resultate jeweils gekenn-
zeichnet werden sollen, brauchen wir sogar benannte lineare Typen:

TYPE T7 = LINEAR T
TYPE T = LINEAR T
FUN bar: T1 X To x T — Ty x T4

In der Literatur gibt es Kalkiile fiir solche linearen Typen, die vor allem auf
Arbeiten von Girard tiber lineare Logik zurtickgehen (z. B. [57, 58, 59]); weitere
Informationen findet man auch in [118]. Die Details gehen aber iiber den
Rahmen unseres Buches hinaus. Wir wollen hier nur einen groben Eindruck
von der prinzipiellen Vorgehensweise vermitteln.

Typkalkiile werden meistens in der Form so genannter Typisierungsregeln
beschrieben. Klassische Beispiele fiir diese Notation sind die folgenden beiden
Regeln, die die Typisierung des 1F-Ausrucks und der Funktionsapplikation
definieren:
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Al e;:Bool, Atey:T, Ales:T

¥ AW IF e THEN ey ELSE e3 FI1: T
AFf: (T —Ty) Ake:Ty
Apply AF f(e) : Ty

Diese Notation ist folgendermaflen zu lesen: Wenn in einem Kontext A
(d.h. in einer gegebenen Typisierung der vorkommenden Namen) e; den Typ
Bool hat und ey und e3 jeweils den Typ T haben, dann hat der gesamte I1F-
Ausdruck den Typ T'. Analog heifit die zweite Regel: Wenn im Kontext A die
Funktion f den Funktionstyp (71 — T2) hat und wenn der Argumentausdruck
e den Typ Ti hat, dann hat die Funktionsapplikation f(e) insgesamt den
Resultattyp Ts.

In dieser Form werden alle Konstrukte einer Sprache beschrieben. In klas-
sischen Sprachen, also Sprachen ohne lineare Typen, hat man insbesondere
die folgenden beiden Typregeln:

AFe:T Az Ty,y:Thke:T
Weakening Contraction
Ax:Tike:T A, z:TyFelzfz,z/y|: T

Die Weakening-Regel erlaubt es, Werte zu ignorieren (und ermoglicht da-
mit Lazy evaluation), und die Contraction-Regel erlaubt es, Werte zu dupli-
zieren.

Genau diese beiden Aktivitdten sind es aber, die der Linearitit entgegen-
laufen. Deshalb muss man neue Arten von Typen einfithren: Lineare Typen
— geschrieben als T' — erlauben kein Weakening oder Contraction, wahrend
beides fiir nichtlineare Typen erlaubt bleibt. Dafiir kommen zwei neue Regeln
hinzu: Promotion und Dereliction.

Abe:T .Z,x:Tl,y:lee:T\
Weakening =N Contraction  __ =R
Axz:Tike:T A z:Thkelz/x,z/y]: T
Abe:T A\,x:ﬁke:f
Promotion Dereliction IR
Abe: T Az :TikFe: T

Die Promotion-Regel besagt, dass ein linearer Typ immer auch als nicht-
linear betrachtet werden kann. Bedingung dafiir ist aber, dass keine seiner
freien Variablen linear ist. (In diesem Fall muss auch e linear bleiben.)

Die Dereliction-Regel besagt, dass eine Variable, die genau einmal in e vor-
kommt, auch nichtlinear sein darf. Entsprechendes sagt die Weakening-Regel
flir Variablen, die iiberhaupt nicht in e vorkommen, und die Contraction-Regel
flir Variablen, die mehrfach in e vorkommen.

Wir kénnen hier nicht weiter auf die Subtilitdten dieser Art von Typkalkii-
len eingehen und verweisen deshalb wieder auf die schon erwéhnte Literatur.
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Wir gehen davon aus, dass — analog zur Situation bei Laziness — dem
Programmierer mit dem Schliisselwort LINEAR die Moglichkeit eréffnet wird,
Single-Threadedness als Forderung auszudriicken. Es ist dann die Aufgabe des
Compilers — geméfl den oben skizzierten Typisierungsregeln — nachzupriifen,
ob die vom Programmierer behauptete Linearitdt in der Tat zutrifft. Das ist
wesentlich einfacher und effizienter zu realisieren als die Analyse, wo Linearitat
vorliegt.

13.2 A Dag For All Heaps (Reference-Counting)

Wenn zur Compilezeit — mit oder ohne Hilfe des Programmierers — keine be-
friedigende Losung des Single-Threadedness-Problems gefunden werden kann,
dann bleiben nur noch Laufzeitanalysen. Natiirlich bedeutet das a priori einen
gewissen Effizienzverlust, da diese Analysen kontinuierlich mitgerechnet wer-
den miissen. Aber der Zusatzaufwand ist im Allgemeinen um Gréflenordnun-
gen geringer, als es unnétige Kopieraktionen wéren. (Und er ist eben der Preis
dafiir, dass wir garantierte Sicherheit haben.)

13.2.1 Ein Dag-Modell fiir das Datenmanagement

Bekanntlich werden alle iiber rekursive Typen definierten Strukturen (also
Listen, Bdume etc.) im Speicher letztlich als verzeigerte Konglomerate von
Zellen représentiert. Daher ist eine Modellierung tiber Graphen adéquat:

e Die Knoten reprisentieren die Zellen.
e Die Kanten reprisentieren die Pointer zwischen den Zellen.

Zu jedem Zeitpunkt wahrend der Laufzeit eines Programms bilden alle seine
Datenstrukturen gemeinsam einen groflen Graphen, genauer: einen gerichte-
ten azyklischen Graphen (engl.: directed acyclic graph, kurz Dag). Denn Struk-
turen, die iiber Konstruktoren von (rekursiven) Typdeklarationen aufgebaut
sind, kénnen keine Zyklen enthalten. (Wenn man allerdings unendliche Struk-
turen zuldsst, dndert sich das; dann braucht man aufwendigere Techniken.)
Wir betrachten als einfaches Beispiel den Listentyp:

TYPE Seq a = ¢ (ft = «, 1t = Seq )
|  Empty

Elemente dieses Types stellen wir graphisch folgendermaflen dar:

LET s=1-.:2.:3-:Q IN ... °_s>®_>®_>@

In dieser graphischen Modellierung entspricht jedes Element vom Typ Seq
einer Kante; wir benutzen daher die Terminologie:

Der Wert s ist eine Kante (vom Typ Seq).
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Operation  vorher nachher Erlduterung

s'=a-:s o—p o—s>@—s> Es wird ein neuer Knoten kreiert, der mit
a belegt wird und an den die Kante s an-
gehangt wird.
Das Ergebnis der Operation ist eine Kante
s" auf den neuen Knoten.

a = ft(s) o—‘i@ a Da die Operation ft fertig ist, wird das
Argument (d.h. diese Kante) nicht mehr
gebraucht.

Resultat ist der Inhalt des Knotens, auf
den die Kante s zeigt.

s’ = rt(s) o—“;»@—8> (;?/—'S» Da die Operation rt fertig ist, wird das

’ Argument s nicht mehr gebraucht.
Ergebnis ist eine Kopie der Ausgangskante
s’ des Knotens.

Tab. 13.1: Regeln fiir das Speichermodell

In diesem Modell haben die Konstruktoren und Selektoren die tblichen
Realisierungen, die wir in Tabelle 13.1 skizzieren.
Einige Erlduterungen zu diesem Modell:

e Die Kanten modellieren die Zeiger der spéteren Maschinenebene. Sie
sind eigenstdndige Elemente im Graphen und besitzen insbesondere einen
Start- und einen Endknoten.

e In Programmtermen wie ft(s), rt(s) oder a -: s modelliert die Kante s den
Zeiger aus dem Execution stack in den Heapspeicher. Wenn Operationen
fertig verarbeitet sind, werden ihre Daten aus dem Stack entfernt. Deshalb
muss in unserem Modell am Ende jeder Operation die Argumentkante aus
dem Dag entfernt werden.

Wenn wir diese Uberlegungen in ein konkretes Programmiermodell fassen
wollen, miissen wir Folgendes tun:

1. Zunéchst brauchen wir eine Struktur mit einem Typ Dag fiir gerichte-
te azyklische Graphen. Ferner miissen Operationen fiir das Hinzufiligen,
Loschen und Andern von Knoten und Kanten verfiigbar sein.

2. Dann fiithren wir eine Zustands-Monade ein, bei der der Dag zum verbor-
genen Zustand wird. Wir nennen diese Monade Heap.

3. SchlieBlich iibersetzen wir die Seg-Operationen (genauer: ihre monadi-
schen Versionen) in entsprechende Heap-Operationen geméafi den Regeln
in Tabelle 13.1.
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(1) Gerichtete azyklische Graphen

Wir verwenden hier keine allgemeine Graph-Struktur, sondern eine sehr spezi-
elle Variante, die genau auf unsere Implementierungsbedirfnisse zugeschnitten
ist. Daher sehen einige Operationen etwas ungewohnlich aus (was gleich noch
niher begriindet wird). Wir beschrinken uns auf die Angabe der Signatur.

Programm 13.2 Der Typ Dag

SIGNATURE DirectedAcyclicGraph = {

TYPE Dag —— Graphen
TYPE Arc « —— Kanten
FUN attach: Arc a X Are 8 — Dag — (Dag X Arc o) —— Kante anfigen
FUN copy: Arc a — Dag — (Dag X Arc ) —— Kopie der Kante hinzufiigen
FUN delete: Arc a — Dag — Dag —— Kante loschen
FUN content: Arc a« — Dag — « —— Inhalt des Knotens
FUN new: o — Dag — (Dag X Arc o) —— neuen Knoten hinzufigen
FUN next: Arc a — Dag — Arc (3 —— ndchste Kante
}

Was hier etwas ungewohnlich erscheint, ist das Fehlen eines Typs Node.
Der Grund liegt darin, dass wir wirklich das Verhalten eines Heap-Speichers
modellieren wollen, wie man ihn im Compilerbau verwendet. Dabei wird ein
Knoten grundsétzlich nur iiber Referenzen (also Pointer) angesprochen — und
die entsprechen in unserem Modell den Kanten. Mit anderen Worten: wenn
wir einen Knoten brauchen, geben wir eine Kante an, die auf ihn fiihrt.

e Bei G.attach(a,b) wird im Dag G die Kante b an den Zielknoten von a
angefiigt. (Die Kante b hat im Allgemeinen also einen neuen Startknoten,
behélt aber ihren Zielknoten.) Das Ergebnis ist die Kante a.

e Bei G.copy(a) wird dem Dag eine Kopie der Kante a hinzugefiigt (also
eine weitere Verbindung vom Start- zum Zielknoten).

e Bei G.delete(a) wird die Kante a aus dem Dag geléscht. (Damit kann
unter Umstanden der Zielknoten unerreichbar werden.)

Mit G.content(a) wird der Inhalt des Zielknotens von a geliefert.

e Mit G.new(z) wird ein neuer Knoten mit Inhalt = erzeugt und eine neue
Kante a, die auf diesen Knoten zeigt. Als Ergebnis wird diese Kante ge-
liefert.

o Mit G.next(a) wird diejenige Kante geliefert, die vom Zielknoten von a
ausgeht. (Diese Operation ist ganz auf unser Beispiel der Sequenzimple-
mentierung abgestimmt, bei der es in jedem Knoten nur eine Ausgangs-
kante gibt. Fiir andere Strukturen wie Baume etc. brauchten wir hier etwas
aufwendigere Operationen.)
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Man beachte, dass wir bei diesem Modell die Kanten als eine eigenstan-
dige Menge betrachten. Sie haben im Allgemeinen einen Start- und einen
Zielknoten, aber das muss nicht sein. So wird z.B. bei new eine Kante ohne
Startknoten generiert! und bei attach der Startknoten einer Kante gesindert.

(2) Die Heap-Monade

Der oben eingefithrte Typ Dag wird als Basis einer geeigneten Zustands-
Monade genommen. In Abschnitt 11.2.3 haben wir Zustands-Monaden ein-
gefithrt, deren wesentliches Merkmal ein interner Zustand, der so genann-
te Hidden state, ist. Dieser interne Zustand ist jetzt vom Typ Dag. Pro-
gramm 13.3 enthalt die entsprechende Struktur. Zur Erinnerung: Der Mo-
nadentyp M « selbst wird bei der Zustands-Monade in Com « umbenannt
(vgl. Programm 11.6 in Abschnitt 11.2.3).

Programm 13.3 Die Heap-Monade

STRUCTURE Heap = { —— Der "Speicher”
EXTEND Machine(Dag)
FUN attach: Arc a x Arc 3 — Com(Arc o) —— Kante hinzufigen
FUN copy: Arc a — Com(Arc ) —— Kante kopieren
FUN delete: Arc o — Com Void —— Kante léschen
FUN content: Arc o« — Com « —— Inhalt des ref. Knotens
FUN new: a — Com(Arc «) —— neuen Knoten hinzufiigen
FUN next: Arc o — Com(Arc 3) —— ndchste Kante
}

Die spezifischen Operationen dieser Struktur sind Umschreibungen der
Dag-Operationen. Das geht ganz systematisch:

e Aus (a— Dag — f) wird  (a — Com f3).
e Aus (a— Dag — (Dag x §)) wird (o — Com ).
e Aus (a— Dag — Dayg) wird (o — Com Void).

(3) Implementierung der Seq-Operationen

Jetzt werden auch die elementaren Seq-Operationen in monadische Form ge-
bracht. Dies geschieht nach demselben Prinzip wie bei der Umwandlung der
Dag-Operationen. Programm 13.4 enthélt die entsprechenden Operationen.
Zur besseren Lesbarkeit benennen wir den Typ Arc in Seq um. Die Definitio-

! Da diese Kante im Programm verwendet wird, modelliert sie genau die Tatsache,
dass es jetzt einen Zeiger vom Programm (dem so genannten Ezecution stack) in
den Heap gibt. Wenn z. B. im Programm steht LET a = new(z), dann entspricht
der Wert a diesem Zeiger. Solche Zeiger miissen beim Reference counting genauso
mitgezédhlt werden wie die Heap-internen Zeiger.
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Programm 13.4 Monadische Form der Seg-Operationen

IMPORT Heap RENAMING Arc AS Seq
FUN - : ax Seq — Com Seq
FUN ft: Seq — Com «

FUN rt: Seq — Com Seq

DEF (z -: 8) = new(z) — Spew & attach(spew, s)
DEF ft s = content(s) — a & delete(s) & yield(a)
DEF 1t s = next(s) — snext & delete(s) & yield(spext)

nen dieser Operationen sind eine direkte Umsetzung der Regeln aus Tabel-
le 13.1 mit Hilfe der gegebenen Heap-Operatoren.

Bei z -: s wird zunéchst ein neuer Knoten mit Inhalt z erzeugt und eine
Kante s,eqy, die auf ihn zeigt. Dann wird die Kante s an diesen Knoten
angehéngt. (Sie erhélt ihn also als neuen Startknoten.) Man beachte, dass
aufgrund der Definition von attach die neue Kante $,¢, als Ergebnis ab-
geliefert wird; deshalb ist yield (Sney ) hier nicht nétig.

Bei (ft s) wird der Inhalt des entsprechenden Knotens beschafft und als
Ergebnis geliefert. Die Kante s wird gel6scht, weil sie einen Zugriff aus dem
Programm in den Heap reprasentiert, der nach dem Ende der Operation
ft nicht mehr existiert.

Bei (rt s) wird die Kante auf den Nachfolgerknoten als Ergebnis geliefert.
Die Kante s selbst wird auch hier geloscht.

Aus Griinden der Lesbarkeit werden wir im Folgenden nicht nur auf die-

ser — doch sehr technisch tberfrachteten — programmiersprachlichen Ebene
arbeiten, sondern uns darauf konzentrieren, die essenziellen Ideen graphisch
zu erldutern.

Stack versus Queue. Auf der Basis dieser Dag-Modellierung betrachten

wir jetzt noch einmal den Unterschied zwischen den push-Operationen bei

) _ Stacks und Queues. In den bei-
Hswz 520 y) den Beispielprogrammen liegt

flz s,y -:8)
tCrs ‘\) £ j 1 keine Single-Threadedness vor.
Die Diagramme illustrieren je-
/6’> weils die Situation nach Aus-

wertung der beiden Argument-
ausdriicke.

Im Fall (a) ist kein Kopieren
der Liste s notig; aber die Tat-
© sache, dass der Knoten (1) den

(a) Stack (b) Queue Indegree 2 hat, zeigt, dass die
Liste s ,,doppelt z&hlt*.
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Im Fall (b) dagegen ist eine Duplizierung der Liste notig, da die Verzweigung
erst am Ende stattfindet.

Dass die in der obigen Tabelle 13.1 skizzierten Regeln das Bild (a) ergeben,
sieht man sofort ein. Aber wie entsteht das Resultat von Bild (b)? Damit
beschiftigen sich die folgenden Abschnitte.

Man beachte iibrigens eine wichtige Asymmetrie:

e Der Outdegree eines Knotens, also die Zahl (und die Typen) der Kanten,
die aus ihm herausgehen, ist im Typ festgelegt.
e Der Indegree, also die Zahl der Kanten, die auf ihn zeigen, ist v6llig offen.

Warum ,,Reference-Counting“?

Wir haben diese Methode unter dem Schlagwort ,, Reference- Counting” einge-
fiihrt, obwohl in unserem Dag-Modell weder Referenzen noch Zahler explizit
auftauchen. Aber offensichtlich sind die Kanten nur eine unbedeutende Ab-
straktion der klassischen Pointer, durch die sie im Compiler dann natiirlich
dargestellt werden.

Und die Zéhler werden gebraucht, um das Problem der Indegrees zu losen.
Denn es ist im Modell leicht zu sagen, dass der Eingangsgrad eines Knotens 0
ist. Im Programm funktioniert das nur, wenn der Knoten kontinuierlich diese
Zahl mitrechnet. Das heifft, wenn im Modell eine Kante verschwindet, muss
im konkreten Code der Zahler reduziert werden, und wenn eine Kante erzeugt
wird, muss der Zéhler erhoht werden.

Diese Buchhaltung bewirkt natiirlich einen gewissen Effizienzverlust. Des-
halb versucht man ihn durch geeignete Analyse- und Optimierungstechniken
so weit wie moglich zu reduzieren. Zum Beispiel kann man bei der bekannten
length-Funktion auf Listen die Z&hler einfach ignorieren, weil ja keine neue
Liste erzeugt wird, sondern nur eine vorhandene traversiert wird.
Anmerkung: Es ist eine reizvolle Spekulation, ob man mit Hilfe von abhdngigen
Typen das Reference-Counting so in die Knotentypen integrieren kénnte, dass ei-
ne kombinierte Compilezeit- und Laufzeitoptimierung ermdglicht wird. Aber das ist
heute eine offene Forschungsfrage.

13.2.2 Sicheres Management persistenter Strukturen

Wir demonstrieren die Strategie der Datenimplementierung im Dag-Modell
anhand eines kleinen Beispiels. Dabei konzentrieren wir uns auf diejenige
Operation, die am meisten Arger macht, namlich die Append-Operation von
Queues, bei der das Anfiigen am falschen Ende der Liste erfolgt. Aus Griinden
der Lesbarkeit schreiben wir jetzt app(s, a) anstelle von ,s:- a“.

Programm 13.5 zeigt die iibliche funktionale Definition der Funktion app
und die zugehorige monadische Version. Diese monadische Form entsteht im
Wesentlichen dadurch, dass wir die monadischen Varianten von ft, rt und

: verwenden. Man beachte, dass bei new(a) die neue Kante als Ergebnis

abgeliefert wird.
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Programm 13.5 Die Append-Operation app funktional und monadisch

Append in funktionaler Form:

FUN app: Seq a X o — Seq « @
DEF app(Q, a) =a -1 O
DEF app(s, a) = ft(s) -: app(rt(s), a)
SN OO
s s a

Programmtext Programmgraphen

Append in monadischer Form:

FUN app: Seq a X a — Com(Seq «)
DEF app(¢Q,a) = new(a)
DEF app(s,a) = copy(s) — s’ &
ft(s) =z &
rt(s’) — s1 &
app(si,a) — s2 &
(z-:82) = s3 & wyield(s3)

Am Anfang der Funktion app(s, a) kreieren wir eine Kopie des Kanten-
parameters, so dass jede Kante nur einmal im Rumpf verwendet wird. (Das
modelliert letztlich das Reference counting.)

Auf der Basis dieser Definition studieren wir jetzt die Funktionsweise des
Dag-Modells anhand eines kleinen Beispiels, das aber trotz seiner Einfachheit
die entscheidenden Komplikationen zeigt.

Beispiel 13.1 (Funktionsweise des Dag-Speichermodells)

Wir betrachten ein kleines Programmfragment, in dem die app-Operation
zweimal benutzt wird, so dass keine Single-Threadedness vorliegt.

f(app(s, z), app(s,y)) WHERE s = (1,2,3)

In monadischer Form sieht das folgendermaflen aus:
copy(s) — 8" &
app(s,z) = s1 & app(s’,y) — 52 & [f(s1, %)

(1) Wir haben folgende Ausgangssituation: Der Programmgraph hat zwei
Kanten, die auf die Liste zeigen. Deshalb gibt es zu Beginn der Ausfiihrung
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unseres kleinen Programmfragments zwei s-Kanten im Dag. (Wir nehmen hier
an, dass s sonst nirgends mehr vorkommt.)

J(app(s, ), app(s,y))

2 N/ o

Programmgraph Dag-Speicher

(2) Jetzt muss eine der beiden app-Operationen ausgefithrt werden. Se-
mantisch ldsst sich der Aufruf einer Funktion bekanntlich so modellieren, dass
der Funktionsrumpf eingesetzt wird (,,Unfolding“). Wenn wir den Rumpf von
app (genauer: den Rekursionszweig) anstelle des linken Aufrufs app(s, ) ein-
setzen, ergibt sich:

f(ft(s) - app(ri(s), z), app(s, y))

s s T s Y

Programmgraph Dag-Speicher

Die drei Verwendungen von s im Programmgraphen fithren zu drei ent-
sprechenden Kanten im Dag. Das lasst sich auch operational nachvollziehen:
Sobald der Aufruf app(s, z) ausgefithrt wird, ist das Argument nicht mehr da
und eine der beiden s-Kanten aus (1) verschwindet. Da aber im Programm-
graph von app die Kante s zweimal gebraucht wird, entstehen zwei neue s-
Kanten im Dag; damit gibt es dort jetzt insgesamt drei Kanten.
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(3) Die Ausfithrung der primitiven Operationen ft und rt vereinfacht den
Programmgraphen entsprechend: Nach der Ausfiihrung von ft und r¢ sind

zwei der drei s-Kanten wieder verschwunden. Dafiir ist eine weitere s1-Kante
entstanden, mit der app jetzt rekursiv aufgerufen wird.

(1 - app(s1,z), app(s,y))

(D
3)
o D :

1 S1 x S Yy

Programmgraph Dag-Speicher

(4) Auf diese Weise arbeitet sich das Programm weiter in die Rekursion
hinein, bis das Ende der Liste s erreicht ist.

S 2223 - app(0, 2), app(s, y))

Programmgraph Dag-Speicher

Man beachte, dass aus dem linken Zweig von f keine einzige Kante mehr in
den Dag hineinfiihrt. (Alle benétigten Daten stehen jetzt im Rekursionskeller,
bzw. — aus semantischer Sicht — im Programmgraphen.)
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(5) In dieser Situation wird der Terminierungszweig von app ausgefiihrt.
Dieser besteht in der Ausfiihrung des Konstruktors z -: ¢. Das bedeutet nach
unseren Regeln, dass ein neuer Knoten kreiert wird und als Resultat eine
Kante auf diesen Knoten abgeliefert wird (die wir hier mit s3 bezeichnet ha-
ben). Eine Kante auf die leere Liste fithren wir nicht ein. (Das entspricht der
Verwendung von null-Pointern in imperativen Sprachen.)

f(L2:3 0220, app(s, y))

(5)
S%
Programmgraph Dag-Speicher
(6) Jetzt miissen der Reihe nach die Konstruktoren ,, -: ¢ ausgewertet wer-

den, wodurch jeweils neue Knoten erzeugt und entsprechend miteinander ver-
bunden werden. Am Ende ist das Ergebnis die Kante s4 und wir haben fol-

gende Konstellation:
S4 S
(1) ©)

S4 S Yy
Programmgraph Dag-Speicher

Damit ist die Verarbeitung des linken Aufrufs app(s, z) abgeschlossen.

Das Beispiel zeigt, dass bei persistenten Strukturen die Implementierung
sicher ist: Da die alte Struktur noch gebraucht wird, bleibt sie erhalten. Anders
ausgedriickt: Wenn Kopieren unvermeidlich ist, erfolgt es auch.
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13.2.3 Dynamische Erkennung von Single-Threadedness

Wenn im obigen Beispiel die Konfiguration (6) erreicht ist, erfolgt der rechte
Aufruf app(s,y). Jetzt liegt aber eine veranderte Situation vor:

Die Liste s ist jetzt single-threaded!

In einer naiven Implementierung wiirde trotzdem der gleiche Prozess wie
fiir den vorigen Aufruf ablaufen. Dabei wiirde eine weitere Kopie der Liste
erzeugt werden. Danach gébe es keinen Zeiger auf die Originalliste mehr, die
deshalb iiber kurz oder lang vom Garbage Collector eingesammelt wiirde.

Eine solche naive Implementierung wird aber in modernen Compilern ver-
mieden; stattdessen werden (z.B. im OPAL-Compiler) Techniken eingesetzt,
die zur Laufzeit erkennen, ob eine Struktur single-threaded ist. Wenn ja, wird
eine effizientere Methode fiir die Verwaltung des Speicherplatzes eingesetzt.

Das wollen wir jetzt studieren, indem wir unser obiges Beispiel fortsetzen.
Dabei betrachten wir zuerst den naiven Ansatz, der die Umsetzung ganz sche-
matisch macht und deshalb unnétig ineffizient wird. Auf diesen Beobachtun-
gen aufbauend werden wir anschliefend Optimierungsmoglichkeiten studieren.

Beispiel 13.2 (Laufzeitbehandlung von Single-Threadedness)

(7) In der Situation (6) wenden wir Unfolding auf den verbliebenen Aufruf
app(s,y) an. Wie auch schon frither entstehen so zwei s-Kanten in den Dag
hinein.

f(s4, ft(s) = app(rt(s), y))

Vil

Programmgraph Dag-Speicher

(8) Als Néchstes werden die primitiven Operationen ft und rt ausgefiihrt,
wodurch die s-Kanten verschwinden. Dadurch hat aber der Knoten (1) den
Indegree 0! Und das heifit, er ist Garbage.
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Hier ist nun ein erster entscheidender Punkt fir die Effizienzsteigerung:
Wenn ein Knoten Garbage ist, dann sollten von ihm auch keine Kanten mehr
ausgehen (weil er sonst unter Umstédnden andere Knoten daran hindert, auch

als Garbage erkannt zu werden.)
S4
¥
(8)

Programmgraph Dag-Speicher

f(s471 . (lpp(81, y))

S4 1 S1 Yy

(9) Wie schon beim vorigen Beispiel erhalten wir auf diese Weise am Ende
der Rekursion eine Situation, bei der keine einzige Kante mehr aus dem Pro-
grammgraphen in den Dag hinein zeigt. Im Unterschied zum letzten Beispiel
gibt es aber auch keine anderen Pfade mehr, auf denen die Knoten erreichbar
waren — sie sind allesamt Garbage.

f(s4,1:2 230y :0)

Q |
o
o
o

84 1 2 3 Y O

® OO

®

Programmgraph Dag-Speicher

(10) Jetzt werden die héngenden Inkarnationen der Rekursion abgearbei-
tet, d. h. die Konstruktoren ,, -: ¢ ausgefithrt. Im naiven Ansatz wiirden diese
jeweils neue Zellen generieren; aber eine bessere Losung besteht natiirlich
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darin, die gerade freigewordenen Zellen nicht wegzuwerfen, sondern fiir die
,heuen® Zellen gleich wieder zu recyceln.

541 S5
[ (54, 85) 1w
g S ONE
@ {3
S4 S5 h

Programmgraph Dag-Speicher

Damit ist das Beispiel abgeschlossen. (Die Funktion f betrachten wir nicht

mehr.)

Im Folgenden wollen wir noch kurz betrachten, wie dieses Recycling funk-

tioniert. Es gibt grundsétzlich zwei Moglichkeiten:

Man kann eine relative schematische Losung wéhlen, bei denen alle Kno-
ten, sobald sie als Garbage erkannt sind, in eine Freispeicherliste wandern
(dealloc). Von dieser Freispeicherliste werden bei Bedarf neu zu generie-
rende Knoten beschafft (alloc).

In unserem Beispiel fiihrt diese Taktik dazu, dass die gerade freigegebenen
Knoten — aufgrund des Stack-artigen Verhaltens der Freispeicherliste —
sofort wieder herangezogen werden.

Diese Situation kann man (sehr tief innen) im Compiler zu einer entschei-
denden Verbesserung nutzen. Mittels so genannter Peephole optimization
kann man versuchen, die Instruktionen so zu verschieben, dass jeweils Paa-
re von dealloc- und alloc-Operationen direkt nebeneinander stehen. Diese
heben sich dann gegenseitig auf und der Overhead des Umwegs tiber die
Freispeicherliste wird eingespart.

Eine zweite Losung betrachtet das Problem auf einem héheren Level und
ist somit nicht auf das Funktionieren der Peephole optimization angewie-
sen. Da sie methodisch interessanter ist, werden wir sie im Folgenden etwas
genauer betrachten.

13.2.4 ,,Tail-Rekursion modulo cons “

Wie wir gesehen haben, arbeitet man sich bei einer Operation wie app bei der
Ausfiihrung zunéchst in die Rekursion hinein, um dann beim ,,Zuriickklap-
pern® alle hingenden Konstruktoroperationen ,, -: “ auszufiithren. (Das ist das
iibliche Verhalten bei linear rekursiven Funktionen; vgl. Abschnitt 1.4.) Bei
langen Listen heifit das, dass alle Listenelemente im Rekursionkeller zwischen-
gespeichert sind, der damit sehr lang (und ineffizient) wird.
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Deshalb sollten wir versuchen, mit den Techniken aus Abschnitt 1.4 die
Funktion app in Tail-rekursive Form umzuwandeln. Leider ist aber der Ope-
rator ,, -: “ nicht assoziativ, so dass wir uns etwas anderes ausdenken miissen.

Versuch 1: Continuations

Wir koénnen den universellen Trick aus Abschnitt 1.4.2 verwenden und mit
Continuations arbeiten. Wenn wir diese Technik auf die funktionale Form von
app aus Programm 13.5 anwenden, entsteht folgendes System von Definitio-
nen:

FUN app: Seq a X @ — Seq «

FUN app: Seq o X aw X (Seq o — Seq o) — Seq

DEF app(s, a) = app(s, a, id)

DEF app(Q, a, I')=T(a -: Q)

DEF app(s, a, I') = app(rt(s), a, o (ft(s) -+ ))

Wie schon in Abschnitt 1.4.2 diskutiert, sollte man auf die erreichte Tail-
Rekursion nicht allzu grofie Hoffnung setzen; denn hier wird lediglich der Kel-
ler in Form einer grofien Funktionskomposition — einer so genannten Closure —
explizit aufgebaut. (Compilertechnisch wird der Keller in den Heap verlagert.)
Die Continuation bildet im Laufe der Zeit einen Funktionsterm der Bauart

ido(a; : )o(ag -1 )o...o(ap - )

der am Schluss auf die einelementige Liste (a,1) angewandt wird. Das heift,
Effizienz wird nicht gewonnen.

Versuch 2: Konkatenation

Der Operator ,, -: * ist nicht assoziativ. Aber er wird zum Spezialfall der Kon-
katenation, indem man z -:s durch (x) H s ersetzt. Damit sind die Asso-
ziativitatsregeln aus Abschnitt 1.4 anwendbar und man erhalt das folgende
Definitionssystem:

DEF app(s, a) = app(s, a, ¢)

DEF app(Q, a, z) = z H (a)

DEF app(s, a, z) = app(rt(s), a, z + (fi(s)))

Hier ist zwar Tail-Rekursion erreicht, aber dafiir haben wir die Konkate-
nationen z +- .. erhalten, die einen Aufwand von O(|z|) machen. Mit Hilfe
der Techniken aus Abschnitt 12.2 kann das unter Umstdnden auf den amorti-
sierten Aufwand O(2) reduziert werden, aber ein konstanter Overhead bleibt
damit immer noch verbunden. Und die Verallgemeinerung auf komplexere
Strukturen wie Bdume ist auch nicht offensichtlich.

Deshalb miissen wir nach einer weiteren Verbesserung suchen.
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Versuch 3: Ein bisschen Seiteneffekt muss sein ...

Nachdem die ersten beiden Standardtechniken nicht so richtig geklappt haben,
versuchen wir es mit einem allgemeinen Ansatz. Wie iiblich suchen wir dazu
nach einer geeigneten Einbettung. Deshalb betrachten wir die monadische
Version von app aus Programm 13.5. (Schliefflich miissen wir irgendwann auf
dem Weg vom rein funktionalen Programm zum Maschinencode Seiteneffekte
einfithren.) Da die letzte — die ,nachklappernde® — Operation (z -: s2) am
wichtigsten ist, setzen wir fiir sie ihre Definition aus Programm 13.4 ein.

FUN app: Seq X a — Com Seq

DEF app(0,a) = new(a)

DEF app(s,a) = copy(s) — s’
ft(s) — =z
rt(s’) — 1
app(si, a) — s
new () — Spew
attach(Snew, $2) —— T -1 8y
yield (Spew) _

Wie wir in Abschnitt 1.4 gesehen haben, liegt das Hauptproblem in den
nachklappernden Operationen. Deshalb versuchen wir davon moglichst weni-
ge zu haben. Der erste entscheidende Trick besteht also darin, dass wir die
Operation new nach oben verschieben, iiber den rekursiven Aufruf hinweg.
Das geht problemlos, solange die Scopes von z und s, beachtet werden.

e

FUN app: Seq X a — Com Seq

DEF app(0,a) = new(a)

DEF app(s,a) = copy(s) — s’
ft(s) — =
new(r) = Spew
rt(s’) — 1
app(si, a) — so
attach(Spew, $2)
yield (Spew)

—— wverschoben

e

Jetzt kommt der zweite entscheidende Trick: Wir betten die Funktion app
in eine neue Funktion app ein, die zwei weitere Parameter enthalt und den
Rumpf von app ab dem rekursiven Aufruf erfasst (also den Teil, der ,nach-
klappert®).

Anmerkung: Wie kommt man auf diese Finbettung? Diese Idee folgt einem generellen
Muster (s. auch Abschnitt 1.4): Wir betrachten eine Funktion folgender Bauart:

DEF f(z) = pre & f(arg) & post|[Z]

wobei z fir diejenigen Namen steht, die in pre eingefiihrt und in post benutzt wer-
den (wobei jede Applikation eigens zdhlt). Dann ist diese Funktion trivialerweise
gleichwertig zu folgender Finbettung:
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DEF f(z) = pre & f(arg, %)

DEF f(z,y) = f(z) & post[y]

Mit dieser Einbettung rechnet man dann weiter in der Hoffnung, eine Tail-rekursive
Form von f zu erzielen.

Wenn wir das auf app anwenden, dann hat s, die Eigenschaft, vor dem
rekursiven Aufruf (also im pre-Teil) definiert und nach dem rekursiven Aufruf
(also im post-Teil) benutzt zu werden. Und weil es zweimal benutzt wird,
brauchen wir zwei Parameter in der Einbettung. Wir nennen sie ¢ (fiir indtial)
und p (fiir previous):

FUN app: Seq x a X Seq x Seq — Com Seq

DEF Cflﬁ)(S, aai’p) = app(s, CL)H53 &
attach(p, s3) &
yield ()

Jetzt setzen wir die Definition von app ein, wobei wir bei der zweiten
Gleichung yield(Spew) — s3 weglassen konnen, indem wir im folgenden attach
direkt s, anstelle von ss setzen.

DEF app(<{, a,i,p) = new(a) — s3 & attach(p, s3) & yield(7)
DEF (T@/?(S, a‘ai,p) = COpy(S) — s &LE— ———

ft(s) — = &——
new(xr) = Spew &——
rt(s") — 1 & —— app(s,a) — s3 (bzw. Spew)

app(s1,a) — s2  &——
attach(Spew, $2) &—— ————
attach(p, Spew) &

yield (i)

Der Terminierungsfall fiir ¢ ist damit erledigt, weshalb wir nur den ande-
ren weiter betrachten. Hier verschieben wir auch attach(p, snew) weiter nach
oben.

DEF app(s, a,i,p) = copy(s) — s’
ft(s) — =
new(z) — Spew
attach(p, Snew)
rt(s") — 1
app(s1,a) — $2
attach(Snew, $2)
yield (i)

—— verschoben

e

Auf die letzten drei Zeilen passt jetzt wieder die Definition von app, so
dass wir folgende endgiiltige Definition erhalten:
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DEF app(s, a,i,p) = copy(s) — s’
fi(s) — a
new () — Spew
attach(p, Snew)
rt(s’) — 81
aﬁ)(slv a, ia snew)

Diese Funktion ist tatséchlich Tail-rekursiv!

Als Letztes miissen wir noch klaren, wie sich app zur urspriinglichen Funk-
tion app verhélt. Denn schliefllich wird im umgebenden Programm ja app
aufgerufen und nicht app. Aber das ist einfach, weil die letzten drei Zeilen
der Definition von app ja die Blaupause fiir die Definition von app lieferten.
Entsprechend der obigen Musterfunktion f muss im Wesentlichen der pre-Teil

e

erhalten werden gefolgt von einem Aufruf der neuen Funktion f Angewandt
auf app liefert diese Uberlegung folgende Form:
DEF app(¢, a) = new(a)
DEF app(s,a) = copy(s) — s’
fi(s) —
new(x) — Spew
rt(s’) — s
@—1/7(51, Ay Spew, Snew)
Das zeigt, dass wir einen kleinen ,Vorlauf® brauchen, um die initialen
Werte der neuen Parameter ¢ und p zu bestimmen.

Sl o

Anmerkung: Diese formale Rechnung sieht ja ganz interessant aus und es ist auch
gut zu wissen, dass das Programm app und sein initialer Aufruf aus der Funktion
app heraus garantiert korrekt sind, aber was ist eigentlich die Intuition hinter dieser
Umformung? Auf Maschinenebene passiert hier Folgendes: Bei new(z) wird im Heap
eine Zelle erzeugt, die bildlich meistens folgendermaflen dargestellt wird:

2 ]+

Das Problem ist der Pointer. Er muss auf die Folgeliste zeigen, die aber erst
wdhrend des rekursiven Aufrufs von app erzeugt wird. An dieser Stelle setzt der
S Irick“ an: Wir generieren die Zelle trotzdem mit dem null-Pointer. Dann geben
wir dem rekursiven Aufruf von app einen Zeiger auf die Zelle mit. (Das ist der
Parameter p von app.) Sobald im Rumpf die Nachfolgezelle generiert ist, wird ihr
Pointer in p nachgetragen. Bei genauerer Analyse zeigt sich aber, dass man ganz
am Schluss den Pointer auf die allererste Zelle abliefern muss; deshalb braucht man
den weiteren Parameter i.

Diese Idee direkt in korrekten Maschinencode wmzusetzen ist nichttrivial.? Des-
halb ist unsere obige Rechnung so wichtig: Sie stellt sicher, dass alle fummeligen
Details richtig sind — beweisbar!

2 Vor einigen Jahren war das noch schwer genug, um Teil einer Doktorarbeit zu
sein [128].
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13.2.5 Reference-Counting und Queues: Hilft Laziness?

Wir sollten noch priifen, ob die oben skizzierte Methode tatséchlich auch
bei unseren eingangs vorgestellten Queue-Implementierungen hilft, d.h., Si-
cherheit mit akzeptabler Effizienz verbindet. Dabei werden wir zwei Dinge
feststellen:

e Das Verfahren funktioniert auch in diesen Féllen einwandfrei.
e s gibt einen Rest von Ineffizienz. Diesen kann man theoretisch zwar durch
Laziness vermeiden, aber in der Praxis bringt das Nichts.

Betrachten wir dazu die einfachere Queue-Variante aus Abschnitt 12.2.1,
bei der eine Queue nur ein Paar von Listen ist (vgl. Abbildung 12.1).

Beispiel 13.3 (Dag-Modell bei Queues)

Wir betrachten das kleine Programmfragment
f(a-:s:-b,z-:s:-y) WHERE s = (1,2,3,4,5)

(1) Wir betrachten wieder die Situation in unserem Dag-Modell. Dieser
Ausdruck hat einen Programmgraphen, in dem zwei Referenzen auf s vor-
kommen. Folglich hat der Dag zwei s-Kanten. Diese Kanten fiihren bei unse-
rer Queue-Darstellung allerdings nicht direkt auf die Listen, sondern auf den
Knoten, der die beiden Listenteile kontrolliert.

Programmgraph Dag-Speicher

Jetzt wird z.B. zuerst das linke Argument ausgewertet. Dabei werden —
entsprechend unserer Implementierung in Abschnitt 12.2.1 — nur je eine Kon-
struktoroperation ,, -: ¢ auf die beiden Teillisten angewandt. Diese fiihren da-
zu, dass dann auch ein neuer Verwaltungsknoten entsteht. Der gleiche Prozess
findet dann beim rechten Argument statt. (Dabei wird tibrigens aufgrund der
Single-Threadedness von s der Verwaltungsknoten wiederverwendet, der Rest
der Liste aber nicht, weil dieser nach wie vor multi-threaded ist.)
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(2) Nachdem die Argumente ausgewertet sind, liegt somit folgende Situa-
tion vor:

S1 S92
C13 <,
f(s1,%)
(&) 5’9 ONON
/@\ 0 &)
S1 S2 @
Programmgraph Dag-Speicher

Man sieht, dass in der Tat auch bei Queues keine unnétigen Kopieraktionen
stattfinden — sogar dann, wenn die Queue multi-threaded ist.

Aber es gibt noch ein grofles Problem! Wenn die rechte Teilliste — wie
im obigen Beispiel — mehrfach benutzt wird, kann es zu Effizienzverlusten
kommen, wenn sie revertiert werden muss. Das wollen wir uns im Folgenden
genauer ansehen.

Beispiel 13.4 (Lazy Revert)

Wir setzen unser obiges Beispiel fort und nehmen an, dass wir uns ein Stiick
weit in die linke Liste s; hinabgearbeitet haben, so dass das Dag-Bild (a) auf
der linken Seite vorliegt.

(a) vor rt(s1) (b) nach rt(s1)

Wenn wir jetzt noch einmal 7t(s;) ausfiihren, wird die Operation revert
auf die Tail-Liste angewandt und es entsteht die Konfiguration (b) auf der
rechten Seite.
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Wenn wir jetzt auch die andere Liste s; hinabsteigen, muss nach eini-
ger Zeit ebenfalls ein revert erfolgen, was fiir die Teilliste (5,4) Doppelarbeit
bedeutet.

Aufgrund dieser Beobachtung liegt die Uberlegung nahe, das revert mittels
Laziness zu verzogern (wie es in Abschnitt 12.2.2 fir die Queue-Implementie-
rung bereits skizziert wurde). Dazu gibt es allerdings zwei Sichtweisen:

e Pessimistische Sicht: Theoretisch funktioniert das auch sehr schon, aber
in der Praxis geht es doch sehr langsam. Denn die Operation revert muss
ja auf jedem Element der Liste lazy sein. (Die Doppelarbeit beginnt z. B.
in unserem Fall erst beim Element (§).) Und Laziness bedingt so viel Over-
head, dass es billiger wird, die Liste ein zweites Mal zu revertieren.

o Optimistische Sicht: Etwas anders sieht die Sache dagegen aus, wenn man
nicht die Laziness der Sprache (so sie Laziness bereitstellt) benutzt, son-
dern das Prinzip direkt in das Dag-Modell einbaut. Dann wiirde — in unse-
rem obigen Beispiel — das revert bei multi-threaded Knoten wie () einen
wIndirektionsknoten* einbauen. Wenn dann die zweite revert-Operation
auf einen solchen Knoten stofit, iibernimmt sie die Restliste (d. h. nur noch
die Kante) unmittelbar.

Fazit

Der Aufwand dieser Implementierungen sieht recht gewaltig aus, und er er-
reicht nach wie vor nicht die Effizienz der imperativen Standardimplementie-
rung, die wir in Abbildung 13.1 am Anfang dieses Kapitels illustriert haben.
Aber dazu muss man sich zwei Dinge vor Augen halten:

1. Die hier sichtbare intellektuelle Komplexitdt muss nur einmal beherrscht
werden, und zwar vom Compilerbauer. Die Programmierer bleiben davon
unbehelligt.

2. Das Problem entsteht durch die Notwendigkeit, persistente Queues sicher
zu verwalten. Wenn eine Queue aber tatsachlich mehrfach gebraucht wird,
dann muss sich auch der imperative Programmierer etwas anderes als Ab-
bildung 13.1 einfallen lassen. (Und weil ihm das hier Diskutierte zu kom-
plex sein wird, wird er im Allgemeinen auf banales Kopieren ausweichen
— also schlechter sein als die standardmaéfige funktionale Lésung.)

Bei Situationen, die single-threaded sind, wird der funktionale Compiler
dagegen im Allgemeinen schlechter abschneiden, und zwar aus zwei Griinden:

e Fine Implementierung im Stil von Abbildung 13.1 kénnte man zwar in
funktionale Compiler einbauen, aber
— erstens macht es viel Aufwand, zwei verschiedene Implementierungs-
techniken fiir den single- und den multi-threaded Fall einzubauen und
konsistent miteinander in Einklang zu bringen;
— und zweitens kann die Single-threaded-Analyse nicht alle Situationen
erkennen.
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e Deshalb verwenden die meisten Compiler — wenn iiberhaupt — das von uns
hier skizzierte Verfahren (oder etwas Vergleichbares) sowohl fiir den single-
als auch fiir den multi-threaded Fall. Wie wir gesehen haben, bleibt dabei
ein Rest von Overhead erhalten (mit dem man aber gut leben kann, wie
z.B. die Erfahrung mit dem opPAL-Compiler zeigt).

13.3 Version Arrays

Es bleibt noch die Frage zu diskutieren, wie es mit anderen wichtigen Struk-
turen aussieht, insbesondere mit Array-artigen Strukturen (die wir im Detail
im folgenden Kapitel 14 studieren werden). In Abschnitt 13.1 hatten wir kurz
den Typ Matriz angesehen, der ein Spezialfall von Arrays ist:

TYPE Matriz «
FUN upd: Matriz o x Index X o — Matriz «
FUN sel: Matriz o X Index — «

Hier stellt sich natiirlich die gleiche Frage wie bei Listen. Wie gehen wir
z.B. mit einer Situation der Art

oo flupd(M, i, z), upd(M,5,9)) ...

um? Hier miissen wir zumindest eine der beiden Matrizen kopieren — also
im Allgemeinen einen riesigen Aufwand leisten —, obwohl sie sich nur an einer
Stelle von M unterscheidet. (Und bei der anderen kénnen wir das Kopieren nur
verhindern, wenn wir in unserem Compiler eine funktionierende und méchtige
Single-threaded-Analyse besitzen.)

Deshalb versucht man auch hier einen Kompromiss zwischen garantier-
ter Sicherheit, eingeschriankter Méchtigkeit von Single-threaded-Analysen und
dem Wunsch nach Effizienz zu finden. Die Losung folgt im Prinzip dem glei-
chen Ansatz wie das Reference Counting bei Listen, weshalb wir es im Fol-
genden auch dhnlich darstellen.

Beispiel 13.5

Wir betrachten den obigen Ausdruck f(upd(M,i,x), upd(M,j,y)).
(1) In der Ausgangssituation haben wir zwei Referenzen auf M im Pro-
grammgraph und deshalb auch zwei M-Kanten im Speicher. Man beachte,
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dass wir bei der Implementierung von Arrays einen Knoten als Indirektions-
stufe eingebaut haben.

fupd(M,i,z), upd(M,j,y))

(D 8

a
@ @ b
M i x M J Yy
Programmgraph Dag-Speicher

(2) Wenn jetzt z. B. der linke upd-Ausdruck ausgewertet wird, dann wird
der Array tatséachlich tiberschrieben. Auflerdem wird ein neuer Indirektions-
knoten auf den Array erzeugt und die Kante M; auf diesen Knoten als Ergeb-
nis abgeliefert.

Aber aulerdem wird auch noch der Inhalt des alten Indirektionsknotens
gedndert: Seine Ausgangskante zeigt jetzt auf eine neue Zelle, in der das Paar
(i, a) vermerkt wird, also der alte Inhalt des Arrays an der Stelle i. Damit
steht allen anderen Stellen im Programm noch die Ursprungsinformation zur
Verfiigung.

F(My, upd(M, . y)) M, (gw

b

My M J Y

Programmgraph Dag-Speicher

(3) Wenn jetzt der zweite upd-Ausdruck ausgewertet wird, dann zeigt sich,
dass die Matrix in der Tat in mehreren unterschiedlichen Varianten gebraucht
wird. Deshalb wird jetzt auch eine Kopie erzeugt.
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MIL le

F(My, My) ? i)
( )
o 11,

My M

Programmgraph Dag-Speicher

Man beachte, dass bei diesem Verfahren kein Reference counting stattfin-
det. Der gleiche Effekt wird hier durch das Einschieben des Zwischenknotens
ohnehin schon erreicht.

Natiirlich konnte man hier das Kopieren noch weiter verzégern, indem man
bei Bedarf weitere ,Memory-Zellen“ vorschaltet. Aber damit werden die Zu-
griffe auf den Array immer langsamer, was seiner Natur widerspricht. Deshalb
muss, sobald eine echte inkompatible Zweitverwendung auftritt, sofort kopiert
werden.

Das hier gezeigte Verfahren mit den so genannten Version Arrays garan-
tiert in jedem Fall Sicherheit und hinreichend schnelle Zugriffe, und vermeidet
bei Single-Threadedness sogar unniitzen Kopieraufwand. Deshalb finden sich
Implementierungen solcher Version Arrays in mehreren funktionale Sprachen.

Wenn man trotz allem mochte, kann man natiirlich auch weitere Memory-
Zellen verwenden (sogar ganze ,Memory-Arrays“). Aber dazu reichen dann
die Programmiermittel der funktionalen Sprache selbst wieder aus, ohne dass
man etwas am Compiler 4ndern muss.



14

Funktionale Arrays und Numerische
Mathematik

Vielleicht werden wir uns dessen
einmal mit Freuden erinnern.
Vergil (Aneis)

Traditionell sind Arrays vor allem ein Zugestdndnis an die Architektur der
von Neumann-Rechner: Sie représentieren einen konsekutiven Speicherbe-
reich, dessen Elemente sehr effizient und kompakt iiber Adressrechnung verar-
beitbar sind. Manche Prozessoren stellen dafiir sogar spezielle Instruktionen
bereit. Die programmiersprachliche Abstraktion kaschiert diese Hommage an
die Speicherarchitektur nur minimal.

Aber Arrays konnen wesentlich abstrakter gesehen werden. Auf semanti-
scher und methodischer Ebene sind sie nichts anderes als spezielle Funktionen.
Die effiziente Abbildung auf von Neumann-artige Speicher ist die Aufgabe des
Compilers. Der kann dies — mit ein bisschen Hilfe — ohnehin besser. Damit
nimmt man eine Sichtweise auf Arrays ein, die drei Charakteristika hat:

e Arrays sind spezielle Funktionen. Sie haben die beiden folgenden Beson-
derheiten, von denen die erste semantisch ist, die zweite pragmatisch.

e Der Definitionsbereich eines Arrays ist aus Intervallen der ganzen Zahlen
gebildet. (Der Wertebereich ist beliebig.)

e Arrays sind ,eingefrorene® Funktionen; d.h., sie liegen jeweils in einer
tabellarischen Auflistung ihrer Werte vor. (Man kann das als eine Art
genereller Memoization' auffassen.)

Man beachte: Der letzte Aspekt ist eine reine Erwartungshaltung an die
Optimierungsfahigkeiten des Compilers. Er betrifft nicht das Arbeiten mit
Arrays und vor allem nicht die Sicht von Arrays als speziellen Funktionen.

In den folgenden Abschnitten verfolgen wir noch ein wesentliches methodi-
sches Ziel: Wir wollen das Arbeiten mit Arrays auf ein hoheres und abstrak-
teres Niveau heben, als das mit der traditionellen Indexrechnung moglich ist.

! Der Begriff Memoization wird benutzt, wenn wiederholte Berechnungen von
Funktionswerten durch Speicherung vermieden werden (s. Abschnitt 14.2.1).
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Wir kénnen das in Analogie zur Numerischen Mathematik sehen: Dort werden
Matrixalgorithmen zuerst auf hohem Niveau prasentiert, bevor sie dann — im
Vorgriff auf FORTRAN-Bediirfnisse — in Indexalgorithmen umgeschrieben wer-
den. Auch bei den Programmiersprachen gibt es entsprechende Ansétze schon
seit langem; eine der ersten Sprachen mit kompakten Vektor- und Matrix-
Operatoren war APL. Aber auch moderne FORTRAN-Versionen bieten inzwi-
schen dhnliche Schreibweisen. Im Bereich der Funktionalen Programmierung
wurde das Problem z. B. in der Sprache SAC (,,Single-Assignment-C*) aufge-
griffen [5, 127]. Im Zusammenhang mit der Programmierung von Parallelrech-
nern wurde der Bedarf an kompakteren Schreibweisen besonders offensichtlich
(s. Kapitel 21).

Das alles passt gut zu einem generellen Grundprinzip der funktionalen
Programmierung: Es gibt keine selektiven Anderungen von Datenstrukturen.
Eine Funktion wie update(A,i,z) ist keine Anderung des Arrays A an der
Stelle 4, sondern liefert einen komplett neuen Array A’, der mit A {iberall,
auler an der Stelle 4 tibereinstimmt. Ob das auf Maschinenebene tatséchlich
zum Kopieren fithrt, oder ob es doch mit punktuellem Uberschreiben geht, ist
eine Entscheidung, die wir der Optimierungskunst des Compilers iiberlassen.
Wir kommen darauf im weiteren Verlauf des Kapitels nochmals zuriick.

14.1 Semantik von Arrays: Funktionen

Wir fassen Arrays als spezielle Funktionen auf, deren Definitionsbereiche je-
weils iiber Intervallen der ganzen Zahlen gebildet sind. Deshalb fiihren wir
zundchst eine entsprechende Typklasse fiir diese Intervalle ein, auf der wir
dann die Struktur der Arrays aufbauen.

14.1.1 Die Typklasse der Intervalle

Die Menge aller Intervalltypen wird in einer Typklasse zusammengefasst, die
in Programm 14.1 spezifiziert ist. Die Typklasse der Intervalle besteht aus
allen Subklassen von Int, die als Intervalle (a..b) definiert sind. Fir a > b
ist das Intervall leer; wir schreiben dafiir auch (). (Man beachte, dass wir
hier einen Typ in Mixfixnotation schreiben; das mag ungewohnt sein, ist aber
weder technisch noch semantisch ein Problem.)

Mit den (polymorphen) Funktionen first und last erhélt man jeweils An-
fang und Ende eines Intervalls. Man beachte, dass diese beiden Funktionen als
Argument einen Typ haben und als Resultat einen Wert dieses Typs. Deshalb
braucht man abhingige Typen, um die Funktionalitidt addquat auszudriicken.

Wir definieren auch die Vereinigung und den Durchschnitt zweier Intervall-
typen, wobei darauf zu achten ist, dass das Ergebnis wieder ein Intervalltyp
ist. Aus diesem Grund ist die Vereinigung nur definiert, wenn der Durchschnitt
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Programm 14.1 Die Typklasse der Intervalle

SPECIFICATION Intervals = {
TYPE .. : Int X Int — Interval —— Typ als Mizfix
DEF a..b=(Int|a< <b)
FUN first, last: I: Interval — I
DEF first(a..b) = a
DEF last(a..b) = b

FUN N : Interval x Interval — Interval —— Durchschnitt
DEF (a1..b1) N (az..b2) = (maz(a1, az)..min(b1, b2))
FUN U : Interval x Interval — Interval —— Vereinigung

DEF (a1..b1) U (a2..b2) = IF maz (a1, az) < min(bi, ba)
THEN (min(a1, az)..maz (b1, b2)) FI

FUN C : Interval X Interval — Bool —— Subtyp
DEF (al..bl) C (az..bz) = (az <a < bg) A (az <bh < bz)

FUN Grow: Int — Interval — Interval —— wergroflern
DEF Grow k (a..b) =1F k < 0 THEN (k + a..b) —— k negativ!

IF k =0 THEN (a..b)
IF k> 0 THEN (a..b+ k) FI

FUN Shift: Int — Interval — Interval —— werschieben
DEF Shift k (a..b) = (a+ k..b+ k) —— I bei positivem k
FUN left: T+— 1 VAR [: Interval —— Ik bei negativem k

FUN right: I +— [ VAR [I: Interval
DEF left 1 = (i — 1)
DEF right i = (1 + 1)
FUN left: I x J—1xJ VAR [: Interval, J: Interval
FUN right: I X J— I x J VAR I:Interval, J: Interval
FUN above: I X J+— I x J VAR I:Interval, J: Interval
FUN below: I X J— I x J VAR I:Interval, J: Interval
DEF left (4,7) = (i — 1,7)
DEF right (i,7) = (i +1,7)
DEF above (i,7) = (1,7 — 1)
DEF below (4,5) = (i,j + 1)

}

TYPECLASS Interval = Intervals.( .. )

nicht leer ist oder die beiden Intervalle unmittelbar aneinander grenzen. (An-
dernfalls liegt ein Typfehler im Programm vor, der vom Compiler oder vom
Laufzeitsystem gemeldet werden muss.)

Die Subtyp-Relation auf Intervallen lédsst sich auf einfache Groflenverglei-
che der Grenzen zuriickfiihren.

Mit der Operation Grow konnen wir Intervalle wachsen lassen. Ein nega-
tiver Wert von k verschiebt dabei die linke Grenze nach unten, ein positiver
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Wert die rechte Grenze nach oben. Man beachte, dass Grow einen Typ liefert
(weshalb wir es grof schreiben).

Mit Shift konnen wir das Intervall verschieben. Diese Operation ist sehr
niitzlich, weil viele mathematische Applikationen mit Indexshifts arbeiten. Als
mnemotechnische Lesehilfe verwenden wir abhéngig vom Vorzeichen von k die
Pfeile I'™F oder Iy,. Auch Shift liefert als Ergebnis einen Typ.

Auf den Intervalltypen definieren wir zur héheren Robustheit noch Ope-
ratoren left, right, above und below, die die Indexrechnung anschaulicher ma-
chen. Dabei unterscheiden wir — mittels Overloading — den eindimensionalen
Fall (fir Vektoren) und den zweidimensionalen Fall (fur Matrizen). Man be-
achte, dass aufgrund der Typisierung implizit noch Typanpassungen wie z. B.

DEF left[I] i = (i —1):1

erfolgen. Falls das Intervall iber- oder unterschritten wird, ist daher das Er-
gebnis undefiniert (genauer: ein Typfehler). Aber aus Griinden der Lesbarkeit
lassen wir moglichst oft die optionalen Parameter weg. Man beachte, dass alle
diese Operationen polymorph sind.

Anmerkung: Hier zeigt sich die Mdchtigkeit eines Systems, das Typen als ,First-
class citizens“ behandelt. Denn wir kénnen mit den Definitionsbereichen von Arrays
ganz normal rechnen, obwohl sie als Typen definiert sind.

14.1.2 Eindimensionale Arrays (Vektoren)

Eindimensionale Arrays sind Funktionen von Intervallen in beliebige Typen.
Wir verwenden fiir diese Arrays auch den Begriff Vektor, obwohl dieser ei-
gentlich nur auf Arrays mit numerischen Komponenten zutrifft.

Die Typklasse aller Arrays wird durch den Typkonstruktor Arrayl o ge-
neriert. Er hat zwei Argumente, den Definitionsbereich I: Interval, der ein
Intervalltyp ist, und den Wertebereich a: Type, der ein beliebiger Typ ist. Se-
mantisch sind Arrays letztlich Funktionen, die den Indizes aus I Werte aus «
zuordnen. Beispiel:

a: Array(0..2 - n)Real = Xi« sin( ] )

Mit dieser Deklaration wird ein Array definiert, der 2n + 1 Elemente umfasst,
die alle vom Typ Real sind. Die Zuordnung wird als A-Ausdruck geschrieben.

Anmerkung: Manche Leute finden es irritierend, einen Array durch einen A-Ausdruck
zu definieren. Wenn das Gleiche in einer Spezialnotation wie z. B.

a=[4(0..2-n) | sin(’m)]

geschrieben wird, fiihlen sie sich erstaunlicherweise sofort wohler. Notationen dieser
Bauart tragen — mathematischer Terminologie folgend — Namen wie Set Compre-
hension, List Comprehension oder Array Comprehension. Da fiir den Compiler sol-
cher syntaktischer Schnickschnack keine Rolle spielt, sollten wir auch nicht unnétig
Schreibweisen einfihren. (In OPAL gibt es einen Kompromiss: Arrays sind zwar spe-
zielle Datenstrukturen mit entsprechenden Konstruktoren, aber man kann bei ihrer
Generierung eine Funktion zur Initialisierung der Elemente angeben.)



14.1 Semantik von Arrays: Funktionen 291

Programm 14.2 enthélt die Definition der Typklasse der Arrays. Es spiegelt
die Sicht wider, dass Arrays die Subklasse derjenigen Funktionen bilden, die
als Definitionsbereich einen Intervalltyp haben. Damit ist insbesondere die
Selektion a(i) implizit verfugbar.

Programm 14.2 Die Typklasse der Arrays

SPECIFICATION Arrays = {
TYPE Array: Interval — Type — Array —— Typkonstruktor
DEF Array I a = (I — «)
—— die Selektion a(i) ist damit implizit verfigbar

FUN | : Array I o x J: Interval — Array (INJ) —— Restriktion
DEF a|J =Xk:(INJ)e a(k)

FUN Dom: Array — Interval —— Domaintyp
FUN Ran: Array — Type —— Rangetyp

DEF Dom(Array I ) =1

DEF Ran(Array I a) = «

FUN +— : &:Int X a— Array (i..i) a —— Singleton

DEF (i+— ) =Ak: (i..i) e x

FUN < : Array [ a X Array I a — Array L o —— Uberschreiben
VAR I1: Interval, I: Interval | I, C I

DEF (a < b) = Ak« IF k: (Dom b) THEN b(k) ELSE a(k) FI

FUN < Array Il axIxa— Array I « —— Uberschreiben

DEF (a i < z) = (a <= (i — z))

FUN W : Array [ a X Array I a — Array (LU L) o —— Vereinigung
VAR [1: Interval, I>: Interval, o: Type| L N1 =0

DEF a Wb = Ak e IF k: (Dom a) THEN a(k)

IF k: (Dom b) THEN b(k) FI

FUN = : aXxX Array I o — Array (Grow(—1)])a —— prepend

DEF z -: a = (k — z) W a WHERE k = first(Dom a) — 1

FUN = : Array I a X o — Array (Grow(+1)1)a —— append

DEF a:- ¢ = aW (k — x) WHERE k = last(Dom a) + 1

}

TYPECLASS Array = Arrays. Array

Man beachte, dass wir in den (polymorphen) Funktionalitdten die Typva-
riablen nur dann explizit auflisten, wenn wir zuséatzliche Restriktionen fiir sie
angeben miissen. Ansonsten wird ihre Art aus der Verwendung im Typkon-
struktor Array klar.

Wir tiberlagern hier den Namen Array der Typklasse und den Namen
Array ihres Konstruktors, der ein polymorpher Typ ist. Diese Uberlagerung
sollte keine Probleme machen, weil aus dem Kontext immer klar ist, was
jeweils gemeint ist; der unterschiedliche Font gibt noch eine weitere Lesehilfe.
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Bei der Restriktion eines Arrays wird nur der Definitionsbereich (also der
Typ) geindert; die Elemente bleiben unverdndert.

Den Definitionsbereich eines Arrays (der ein Intervalltyp ist), erhalten wir
iiber den Operator Dom. Analog liefert Ran den Wertebereich des Arrays.

Fir einelementige Arrays verwenden wir die an die Mathematik ange-
lehnte Schreibweise (i +— z). AuBerdem nehmen wir uns die Freiheit, die-
se Notation auch auf mehrelementige Arrays auszudehnen und zu schreiben
(il = X1, ..., Zn F—>{L’n)

Fiir Arrays erlauben wir Updating, das wir als Infixoperator schreiben. Die
allgemeine Form (a < b) {iberschreibt einen Array a partiell mit den Elemen-
ten eines Arrays b. Voraussetzung ist, dass der Indexbereich von b in dem von
a enthalten ist. Fiir den Update an einer einzelnen Stelle sehen wir die Kurz-
notation (a ¢ <= z) vor. Man beachte, dass diese Updates nicht eine selekti-
ve Anderung bedeuten (wie bei imperativen Programmiersprachen), sondern
neue Arrays generieren. Allerdings lassen die Update-Operationen die Grofle
des Arrays unverindert; wenn Single-Threadedness gilt (vgl. Kapitel 13) kann
der Compiler dies effizient durch Uberschreiben implementieren.

Aber in vielen Situationen muss man auch neue Arrays aus existierenden
ableiten, wobei die Grofle sich &ndert. Solche Operationen sind in imperativen
Sprachen unbeliebt, weil sie fast immer auf ineffizientes Kopieren fiithren.? In
funktionalen Sprachen sieht man das weniger problematisch, weil der Compiler
ohnehin eine Menge Optimierungsarbeit leisten muss.

Die Vereinigung von zwei Arrays ist nur moglich, wenn ihre Indexbereiche
passend sind: Sie miissen disjunkt sein und ihre Vereinigung muss wieder ein
Intervalltyp sein. (Die zweite dieser Bedingungen wird in der Klasse Interval
sichergestellt.)

Neben der Komposition ganzer Arrays brauchen wir auch spezielle Opera-
tionen fiir das Anhéngen eines einzelnen Elementes vorne bzw. hinten an den
Array. Diese Operationen sind das Gegenstiick zu den Operationen prepend
und append auf Sequenzen, weshalb wir die gleichen Symbole verwenden.

Man kann noch viele weitere niitzliche Operationen einfithren, z.B. die
Konversion von Arrays zu Listen und umgekehrt. Aber wir beschranken uns
auf die in Programm 14.2 angegebenen, mit denen wir alle folgenden Algo-
rithmen formulieren kénnen.

Zum Schluss sei noch ein Hinweis zur Notation gegeben. Wenn wir fiir die
Definition von Arrays schon die A-Notation

— i sin(i
a = X\issin(, -m)

verwenden, dann kénnen wir natiirlich auch die Eleganz der musterbasierten

Schreibweise iibernehmen:

a(i) = sin( ! - 7)

2 In JAVA muss man deshalb z.B. von der eingebauten Struktur der Arrays zu
der Bibliotheksklasse Vector iibergehen; dabei kann man zur Effizienzsteigerung
einen Schéatzwert fiir die erwartete Maximalgrofie angeben.
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14.1.3 Mehrdimensionale Arrays (Matrizen)

In der Mathematik verwendet man eindimensionale Arrays, um Vektoren dar-
zustellen. Aber es gibt auch Matrizen, fiir die man zweidimensionale Arrays
braucht; allgemein hat man es sogar mit Matrizen beliebiger Dimension zu
tun. Deshalb braucht man auch mehrdimensionale Arrays. Wir werden hier,
dhnlich wie schon bei Vektoren, den Begriff Matrix auch fiir Arrays mit nicht-
numerischen Elementen verwenden.

Da Arrays letztlich Funktionen sind, tibertrédgt sich der bekannte mathe-
matische Currying-Isomorphismus A x B — C ~ A — B — C auf Arrays:

Array (a1..b1) X (a2..b2) @« =~ Array (a1..b1) (Array (az..b2) «)

Aufgrund dieser Isomorphie verzichten manche Sprachen auf die Einfiih-
rung von speziellen Notationen fiir mehrdimensionale Arrays (z. B. JAVA— auch
wenn dort sicher nicht der Zusammenhang mit Currying die Motivation lie-
fert). Wir wollen aber — je nach Situation — beide Notationen verwenden und
fiihren deshalb eine entsprechende Variante des Typkonstruktors Array ein.

Programm 14.3 definiert die wesentlichen neuen Operatoren auf zwei-
dimensionalen Arrays. (Hoherdimensionale Arrays sind analog; wir beschran-
ken uns hier auf den zweidimensionalen Fall.) Zur besseren Lesbarkeit verzich-
ten wir wieder darauf, bei den polymorphen Funktionalititen die Typvariablen
explzit anzugeben.

Programm 14.3 Matrixformige Arrays

TYPE Array : (Interval — Type) | (Interval x Interval — Type)
DEF Array I a = (I — «)
DEF Array (I x J) a=(I x J — a)

Selektion, Update, Singleton analog zu eindimensionalen Arrays
FUN trans: Array (I x J) o — Array (J x I) « —— Transponieren
DEF trans a = A\j,i ¢ a(%,7)
FUN rows: Array (I X J) a = Array I (Array J o)  —— Currying (Zeilensicht)
DEF (rows a) = Xie (Aje a(i,j))
FUN cols: Array (I x J) a = Array J (Array I «) —— Currying (Spaltensicht)
DEF (cols a) = Aje (Aie a(i,j))
FUN row: Array (I X J) o — I — Array J o —— Zeile
DEF row a © = (rows a) 4

FUN col: Array (I x J) a« — J — Array I « —— Spalte

DEF col a j = (cols a) j

FUN glue: Array I (Array J o) — Array (I X J) « —— "Uncurrying"
DEF glue a = Ai,je a ij
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Die Operation trans transponiert Zeilen und Spalten. Mit rows bzw. cols
wird eine Matrix als Array von Zeilen bzw. als Array von Spalten aufgefasst.
(Ersteres entspricht einem Currying, letzteres einem Currying mit vorausge-
hendem Transponieren.) Die beiden Operationen row und col sind nur Abkiir-
zungen, die direkt eine Zeile bzw. Spalte auswahlen. Beide liefern als Ergebnis
also einen ganzen Vektor. Die Operation glue entspricht dem Uncurrying.

Wie sich zeigen wird, erlauben diese Operatoren einen sehr eleganten Pro-
grammierstil fiir Matrixprogramme. Dass sie auch effizient implementierbar
sind, werden wir gleich in Abschnitt 14.2 sehen.

14.1.4 Matrizen von besonderer Gestalt (Shapes)

Der Einfachheit halber haben wir im vorigen Abschnitt erst einmal ,,normale
Matrizen behandelt. Aber in der Mathematik treten an vielen Stellen Matrizen
von spezieller Gestalt auf, vor allem Diagonal-, Tridiagonal-, obere und untere
Dreiecksmatrizen usw. (s. Abbildung 14.1).

0 0 0

untere Dreiecksmatrix Diagonalmatrix Tridiagonalmatrix obere Dreiecksmatrix

Abb. 14.1: Diagonal- und Dreiecksmatrizen

Bei der unteren und oberen Dreiecksmatrix nehmen wir jeweils die ,ech-
te* Variante ohne die Diagonale. Varianten, die die Diagonale mit enthalten,
wéren ebenso leicht beschreibbar; wir erfassen sie aber lieber mit Hilfe des
,, & “-Operators.

In der Mathematik sind die Komponenten von Matrizen Zahlen. Deshalb
kann man diese Spezialmatrizen einfach dadurch ausdriicken, dass man den
Rest jeweils mit Nullen auffullt. Aber dies ist aus Effizienzgriinden uner-
wiinscht: Man will diese Nullen weder abspeichern noch verarbeiten. (Auch
die Berechnung von 3 - 0 ~» 0 kostet Rechenzeit.)

Deshalb brauchen wir ein zusédtzliches Konzept, namlich die Gestalt
(engl.: Shape) von Matrizen. Dies ist eine Erweiterung der Typinformation, die
spezifiziert, welcher Teil des Indexbereichs (I x J) tatséchlich besetzt ist. Un-
ser Ziel ist, dass Programme fiir solche Spezialmatrizen genauso geschrieben
werden konnen wie Programme fiir allgemeine Matrizen (was das Program-
mieren vereinfacht). Die erwiinschte Effizienz wird dann vom Compiler mit
Hilfe dieser Typinformation automatisch generiert.

Im Wesentlichen sind Shapes Subtypen von (I x J) fiir gewisse Interval-
le I und J. Wenn wir aber beliebige Subtypen zulassen, gelangen wir zum
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allgemeinen Fall der dinn besetzten Matrizen (engl.: sparse matrices). Diese
interessieren uns hier aber nicht; wir beschrinken uns auf solche Matrizen,
die immer noch eine kompakte Gestalt haben. Dazu fordern wir, dass die
besetzten Komponenten jeder Zeile bzw. Spalte einen Vektor bilden.

Deshalb représentieren wir Shapes als Viertupel (I, J, R, C), die aus den
beiden Grundintervallen und zwei Funktionen bestehen, die jeder Zeile bzw.
Spalte das entsprechende besetzte Teilintervall zuordnen. Dies ist in Pro-
gramm 14.4 skizziert.

Programm 14.4 Die Typklasse der Shapes

GROUP Shapes = {
TYPECLASS Shape = Shape(Interval, Interval, (Int — Interval), (Int — Interval))
TYPE Diag[I] = Shape(I, I, Xie (i..1), Aje (5..7))
TYPE TriDiag[I] = Shape(I,I, Xie (i—1..i+1)NI, Aje (j—1..54+1)N1I)
TYPE Lower[I] = Shape(I,I, Xie (first I..i —1), Aje (j+1..last I))
TYPE Upper([I] = Shape(I, 1, i (i+1..last I), Aje (first I..j — 1))
TYPE Rect[I, J] = Shape(I,J, Xie J, Xje I)
TYPE (I X J) = Rect(1,J)

Aus Griinden der Lesbarkeit haben wir eine notwendige Bedingung hier
nicht explizit aufgeschrieben: In einem Shape S = (I, J, R, C') miissen die bei-
den Funktionen R und C konsistent sein. Das heift, es muss gelten:3

Vil j:JeR(i)CJ
chycr
JiR(i) <= i:C(j)

Auf dieser Basis lassen sich dann die speziellen Gestalten von Diagonal-
matrizen, Dreiecksmatrizen etc. sehr leicht definieren. Der urspriingliche Fall
der ,normalen“ Matrizen lasst sich hier elegant durch den Shape Rect[I, J]
subsumieren. Wir definieren den Operator (I x J) entsprechend.

In Programm 14.5 redefinieren wir die wichtigsten Funktionen aus Pro-
gramm 14.3 fiir den allgemeineren Fall der Shapes.

Fiir spezielle Matrizen kann man auch noch spezielle Operatoren einfiih-
ren. So bieten sich z. B. flir Diagonal- oder Tridiagonalmatrizen Operationen
der folgenden Art an:

FUN : Array I a — Array (Diag I) o
FUN : Array I’ ax Array I a x Array I'"" o — Array (TriDiag I) o

3 Man konnte versuchen, nur eine der beiden Funktionen explizit anzugeben und die
andere mit Hilfe dieser Konsistenzbedingung vom Compiler generieren zu lassen.
Aber das geht im Allgemeinen selbst bei optimistischster Sicht tiber das hinaus,
was man von Compilern erwarten darf.
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Programm 14.5 Matrixférmige Arrays
TYPE Array Shape(I,J,R,C) a= (I x J — «)

Selektion, Update, Singleton analog zu eindimensionalen Arrays
FUN trans: Array (Shape(I,J, R, C)) oo — Array (Shape(J,I,C,R)) «
DEF trans a = A\j,i ¢ a(%,7)
FUN rows: Array Shape(I,J, R, C) o — Array i: I (Array (C i) o)
DEF (rows a) = Xie (Aje a(i,j))
FUN cols: Array Shape(I,J, R, C) a — Array j: J (Array (R j) @)
DEF (cols a) = Aje (Aie a(i,j))
FUN row: Array Shape(I,J, R, C) « — 01 — Array (C i) «
DEF row a i = (rows a) i
FUN col: Array Shape(I,J, R, C) a — j:J — Array (R j) o
DEF col a j = (cols a) j

Hier werden die Matrizen {iber ihre Diagonalen definiert, die als Vektoren
angegeben sind. (Bei Tridiagonalmatrizen miissen die beiden Nebendiagonalen
entsprechend verkiirzt sein.) Dabei schreiben wir die Generierung der Matrix
jeweils wie einen unsichtbaren Konversionsoperator. Bei Bedarf verwenden wir
auch entsprechende umgekehrte Typanpassungen, z. B. um Vektoroperationen
auf Diagonalmatrizen anwenden zu kénnen.

Die weiteren Funktionen wie z. B. die Vereinigung von Matrizen oder das
Anhéngen von Zeilen bzw. Spalten geben wir hier nicht explizit an. (Die not-
wendigen Priifungen, ob die Indexbereiche disjunkt und die Ergebnisse wieder
giiltige Shapes sind, sind etwas umsténdlich aufzuschreiben.)

14.1.5 Map-Reduce auf Arrays

Wie auf allen géngigen Datenstrukturen kann man auch auf Arrays die Ope-
ratoren Map und Reduce definieren. Filter macht dagegen Probleme, weil im
Allgemeinen keine Arrays mehr entstehen. Es wére blanker Zufall, wenn die
iibrig gebliebenen Elemente gerade wieder Intervalle bildeten.
Anmerkung: Man kann einen Workaround basteln, indem man als Ergebnistyp von
Filter Array I (Maybe o) nimmt. Dann kann man filtern, indem man die ver-
schwundenen Elemente durch fail reprasentiert. Wir verfolgen diesen Ansatz hier
nicht weiter.

Bei der Definition der Operatoren miissen wir allerdings eine schwierige
Designentscheidung treffen. Was ist uns wichtiger:

e hohe Typsicherheit
oder

e kompakte und elegante Notationen?
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Im ersten Fall miissen bei Matrixoperationen die Intervalle genau passen, wah-
rend im zweiten Fall die Intervalle vom Compiler durch Adaption passend
gemacht werden.

Wir entscheiden uns hier fiir die Eleganz. Es sei aber darauf hingewiesen,
dass alle folgenden Programme sich auf die typsichere Variante umschreiben
lielen; dabei miisste man nur immer wieder explizite Konversionsfunktionen
einbauen. Programm 14.6 enthélt Map und Reduce fiir eindimensionale Ar-
rays. Mehrdimensionale Arrays sind analog.

Programm 14.6 Map und Reduce auf Arrays

FUN s (a— fB) — Array I a — Array I 3 —— Map
DEF f*xa = Aie f(a(7))

FUN V cArray h ax(axB—v)x Array I, B — Array (LN L)y —— Zip
DEF aN/ b= i« a(i) ® b(i)

FUN / :(axa—a)xArray [ o — « —— Reduce

DEF @ /a =@ / (a asList)

«analog auf mehrdimensionalen Arrays»

Der Map-Operator ist letztlich nichts anderes als die Funktionskomposi-
tion (weil Arrays Funktionen sind). Fiir den Zip-Operator verwenden wir die
Mixfixnotation a7 b. Er ist so definiert, dass Arrays mit verschiedenen In-
dexbereichen verbunden werden konnen. Das Ergebnis ist dann nur auf dem
Durchschnitt der Indexbereiche definiert. Dieses Design ist entscheidend fiir
die Eleganz vieler Algorithmen, verliert dafiir aber etwas an Typsicherheit.
Anmerkung: Im Sinne von Kapitel 11 ist der Konstruktor Array I  ein Funktor
(analog zu Seq oder Set). Und der Map-Operator ist der Pfeil-Anteil dieses Funktors.

Den Reduce-Operator definiert man am besten iiber die Konversion in
eine Liste. Damit ist die Ordnung der Elemente durch das Programm 14.2
geklart. Wie tiblich sollte man den Reduce-Operator ohnehin nur fiir assozia-
tive und kommutative Operationen nehmen, da man sonst keinerlei Intuition
iiber seinen Effekt hat. Das gilt bei Matrizen in noch stédrkerem Mafle als bei
Vektoren.

14.2 Pragmatik von Arrays: , Eingefrorene“ Funktionen

Wenn Arrays einfach nur Funktionen wéren, brauchte man keine eigene Be-
grifflichkeit fiir sie. Es gibt aber eine zweite charakteristische Eigenschaft,
die sie zu etwas Besonderem macht: Arrays sind ,eingefrorene Funktionen.
Diese Eigenschaft lasst sich auf der funktional-semantischen Ebene nicht aus-
driicken; sie ist ein pragmatischer Aspekt, der im Compiler realisiert werden
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muss. Abbildung 14.2 illustriert das Prinzip: Fiir einen Array mit Definiti-
onsbereich (a..b) werden im Speicher b — a + 1 konsekutive Zellen reserviert,
in die die entsprechenden Arraywerte (also die Funktionswerte) eingetragen
werden.

Abb. 14.2: Array als Speicherblock

Das ist allerdings eine etwas vereinfachende Sicht, die wir gleich noch wei-
ter verfeinern miissen. Zuvor wollen wir uns aber mit der wichtigeren Frage
befassen, wie das Verhéltnis zwischen diesem implementierungstechnischen
Begriff von Speicherblécken und dem semantischen Funktionsbegriff aussieht.

14.2.1 Memoization

Das Prinzip ,,Speichern statt (neu) Berechnen® ist in optimierenden Compilern
unter dem Begriff Memoization bekannt: Sobald der Wert einer Funktion f
an der Stelle i berechnet ist, wird er abgespeichert. Bei jedem weiteren Aufruf
von f (%) wird dann anstelle der (teuren) Neuberechnung der gespeicherte Wert
genommen.

Bei der Verwendung von Memoization im Rahmen von Optimierung ist das
zentrale Problem die Entscheidung, welche Werte mehrfach benétigt werden,
sodass sich das Aufbewahren lohnt. Bei uns geht es darum, bei der Erzeugung
des Arrays eine addquate Berechnungsreihenfolge zu identifizieren. Betrachten
wir als Einstieg noch einmal den Array

a: Array (0..2 - n) Real = Xi« sin( ! )
Hier ist das Problem trivial: Die Werte a; konnen in beliebiger Reihenfolge
ausgerechnet und abgespeichert werden. Der Compiler hat also alle Freiheiten.
Kritischer ist es, wenn die Elemente des Arrays rekursiv definiert werden.

So kann z.B. der Array (1, 2, 4, ..., 1024) folgendermaflen definiert werden:

a: Array (0..10) Int = XAi« IF § = 0 THEN 1
IF ¢ >0 THEN 2- a(i — 1) FI

Aus semantischer Sicht ist diese Rekursion harmlos, da Arrays nur Funk-
tionen sind. Deshalb sieht dieser Array a auch nicht anders aus als z.B. die
Fakultatsfunktion. Das Problem liegt im ,effizienten Einfrieren“. Um das zu
verstehen betrachten wir die zwei ,,natiirlichen“ Ordnungen, in denen der Spei-
cher gefiillt werden kann.

o Aufsteigend. Der Compiler setzt der Reihe nach die Felder 0, 1, 2, ..., 10.
Betrachten wir einen Schnappschuss des Fiillprozesses:
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[1l2fafsfue] [ | [ | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Wenn in dieser Situation das Feld a(5) besetzt wird, dann muss der Com-
piler dazu laut Definition den Wert 2 - a(4) auswerten. Da das Feld a(4)
schon besetzt ist, erfordert das O(1) Zeit. Insgesamt wird der Array mit
linearem Aufwand O(n) gesetzt.

o Absteigend ohne Memoization. Der Compiler setzt der Reihe nach die Fel-
der 10, 9, 8, ..., 0. Betrachten wir einen entsprechenden Schnappschuss:

L | | | | [ [e4]128]256]512]1024]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Wenn in dieser Situation das Feld a(5) besetzt wird, dann muss der Compi-
ler dazu den Wert 2 - a(4) auswerten. Dazu wird rekursiv a(3) aufgerufen,
was wiederum den Aufruf a(2) triggert usw. Insgesamt ergibt sich fiir den
ganzen Array ein Aufwand in der Ordnung O(n?).

o Absteigend mit Memoization. Der Compiler setzt der Reihe nach die Fel-
der 10,9, 8, ..., 0. Aber jetzt passiert Folgendes: Beim Setzen von a(10)
wird a(9) aufgerufen, was a(8) aufruft usw. Am Ende der Kette wird
a(0) = 1 berechnet und gespeichert. Dann wird der Aufruf von a(1) abge-
schlossen und das Ergebnis 2 gespeichert. Und so weiter. Schliellich wird
der Aufruf a(9) beendet und das Ergebnis 512 gespeichert. Damit wird
dann a(10) = 1024 beendet und gespeichert.

Das heifit: Am Ende der ersten Setzung a(10) ist als ,Seiteneffekt* der
ganze Array gesetzt. Danach initiiert der Compiler die Setzung von a(9);
weil das aber schon gesetzt ist, ist nichts mehr zu tun. Und so weiter.

Dieses Beispiel illustriert, dass mittels Memoization der Aufwand immer in
der Ordnung O(n) liegt, allerdings wegen des hoheren Verwaltungsaufwands
mit einem grofleren konstanten Faktor als bei der optimalen Reihenfolge. Des-
halb wird die Entscheidung, in welcher Reihenfolge ein Array gefiillt wird, zu
einem wichtigen Effizienzkriterium.

Festlegung (Memoization)

Wir gehen davon aus, dass der Compiler beim ,Fiillen“ von Arrays (die als A-
Ausdriicke definiert sind) Memoization verwendet. In den meisten Féllen wird
der Optimierer sogar in der Lage sein, die optimale Fiillrichtung zu erkennen,
so dass auch die Priifung auf ,schon da?“ entfallen kann.

Anmerkung: Um allgemeines Memoization zu realisieren, gibt es im Wesentlichen
zwei Moglichkeiten. Entweder man geht compilerintern fiir die Arrayelemente auf
den Typ Maybe[a] tber. Oder man verwendet einen gleich grofen Bit-Array, der
angibt, welche Elemente im Hauptarray schon da sind.
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Falls wir das Optimierungsproblem als zu komplex fiir den Compiler er-
achten, konnen wir als Pragmatik auch noch entsprechende Operatoren auf
den Intervalltypen einfithren. Wir schreiben

e _a..b“ fiir einen Intervalltyp, bei dem wir dem Compiler keine Ordnungs-
hinweise geben,

e _a / b fiur einen Intervalltyp, bei dem wir dem Compiler eine aufsteigen-
de Ordnung empfehlen, und

e _a / b“fiir einen Intervalltyp, bei dem wir dem Compiler eine absteigende
Ordnung empfehlen.

Man beachte: Dies sind reine Hinweise an den Compiler; sie &ndern nichts
an der Semantik von Arrays als Funktionen.

Es gibt noch eine Komplikation, die wir beachten miissen. Wir stoflen
manchmal auf Arrays, die verschrankt rekursiv voneinander abhingen (ein
Beispiel werden wir bei der Gauf-Elimination antreffen):

A=XAke«...A...B...»
B=MXke«...A...B...»

Zur Berechnung der Werte A(k) brauchen wir Werte von B und umgekehrt.
Egal welchen Array wir zuerst besetzen, wir benétigen fiir den jeweils ande-
ren Memoization. Um das nach Moglichkeit zu vermeiden, besetzt man beide
Arrays simultan: Man wahlt eine Reihenfolge fir die Indizes k (aufsteigend
oder absteigend) und berechnet fir jeden Index sowohl das Element A(k)
als auch das Element B(k). Diese simultane Berechnung wird bei verschrankt
rekursiven Arrays vom Compiler grundsdtzlich benutzt.

14.2.2 Speicherblécke

Dies ist kein Buch tiber Compilerbau. Aber man sollte trotzdem eine Vorstel-
lung davon haben, wie die einzelnen Sprachkonzepte in der Maschine umge-
setzt werden. (Auch ein Architekt sollte zumindest grobe Vorstellungen von
Statik haben, um zu wissen, ob sein Haus stehen bleibt, und um zu ahnen,
was es ungefdhr kosten wird.)

Bei der Implementierung von Arrays miissen wir, wie iiblich, eine Abwa-

gung zwischen Effizienz und Sicherheit vornehmen. Dabei legen funktionale
Sprachen groflen Wert auf Sicherheit und spendieren dafiir etwas Rechenzeit
und Speicherplatz.
Anmerkung: Bei imperativen Sprachen ist es umgekehrt: Man legt grofien Wert auf
Effizienz und nimmt dafir eine gréfere Fehleranfdlligkeit in Kauf. Spétter behaup-
ten, dass Sprachen wie JAVA oder .NET Effizienz geopfert haben, ohne wesentlich an
Sicherheit zu gewinnen.
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14.2.3 Sicherheit und Single-Threadedness: Version Arrays

Die erhohte Sicherheit wird erreicht, indem versehentliches Uberschreiben
noch bendtigter Werte unterbunden wird. Die dazu notwendigen Techni-
ken wurden generell schon in Kapitel 12 im Zusammenhang mit Single-
Threadedness besprochen.

Wegen der Grofle von Arrays ist es dabei besonders wichtig, dass man
sie nicht unnétig kopiert. Die entsprechenden Techniken haben wir unter dem
Stichwort Version Arraysschon in Kapitel 13 in Abschnitt 13.3 kennen gelernt.

14.2.4 Von Arrays zu Speicherblécken

Wir wenden uns nun der generellen Frage der effizienten Speicherung von
Arrays zu. Die einschliagigen Techniken sind aus dem Compilerbau bekannt;
wir beschrédnken uns hier auf eine knappe Skizze der prinzipiellen Konzepte.

Fiir die effiziente Verarbeitung von Arrays der Art Array(a..b)a benutzt
der Compiler Speicherblécke mit n = b — a + 1 Elementen vom Typ «, die
von 0..n — 1 indiziert sind (s. Abbildung 14.3).%

Abb. 14.3: Array als Speicherblock

Dazu wird vom Compiler eine intern vorgegebene Struktur Block benutzt.
Diese dient — ahnlich wie der Dag bei den Heaps aus Kapitel 12 — als Hidden
state einer entsprechenden Monade.

STRUCTURE Blocks = { —— wvorgegeben vom Compiler
TYPE Block[n: Nat]«
FUN empty: Block[n]a
DEF empty = «n undefinierte Werte vom Typ a»
FUN get: Block[n]a x Nat — «
DEF get(block, i) = «i-tes Element»
FUN set: Block[n]a x Nat x o — Block[n]a
DEF set(block, i, a) = «i-tes Element auf den Wert a setzen»
FUN step: Nat — Nat —— Schrittfunktion fiir iterate
FUN iterate: ... —— monadisch

}

4 In Sprachen wie JAVA wird dem Programmierer iiberhaupt nur diese Primitivform
von Arrays zur Verfiigung gestellt. Alles andere muss man selbst implementieren.
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Dieser einfache Basistyp ist dann noch um weitere Typinformation tber
den jeweiligen Array zu ergénzen, die im Compilerbau tiblicherweise als
Array-Deskriptoren bezeichnet werden. (Da wir generell mit dynamischen
Typen arbeiten, kénnen wir sie als Teil der Typinformation behandeln.)

14.2.5 Implementierung eindimensionaler Arrays

Wir betrachten zunéchst den einfachen Fall eines eindimensionalen Arrays.
Tabelle 14.1 skizziert die wesentliche Essenz der Ubersetzung der Array-
Operationen in entsprechende Block-Operationen. Diese Operationen werden
im Compiler de facto monadisch realisiert, wobei der Block die Rolle des Hid-
den state iibernimmt. (Dies ist analog zu Kapitel 13.)

Das Array-Konstrukt ... ... wird iibersetzt in
Array(a..b)a Block(n)ae WHERE n =b —a +1
v(3) get(block,i — a)

vi&sg set(block,i — a, z)

step (+1), (—1) etc.

v=2>Aie f(v,1) iterate(. . .)

Tab. 14.1: Ubersetzung von Array-Operationen

e Der Typ Array(a..b)a wird in einen Block der Lénge b — a + 1 konver-
tiert.

e Die Array-Selektion v(7) wird auf die Blockselektion abgebildet, wobei ein
Indexshift in das Intervall 0..n — 1 vorgenommen wird. (Die Einhaltung
der Indexgrenzen a < ¢ < b ist Teil der Typpriifung, die vom Compiler
generell eingebaut wird und deshalb hier nicht noch einmal angegeben
werden muss.)

Der Array-Update wird entsprechend auf set abgebildet.
Die Operation step kodiert die Richtung und Schrittweite, in der der Array
verarbeitet werden soll (s. nichster Punkt).

e Die Erzeugung eines Arrays tliber einen Ausdruck, also v = Aie« f(v,1),
wird sequenziell iiber einen Iterator gelost, der mit Hilfe der Operation
step die Arrayelemente nacheinander mit den entsprechenden Werten von
f (v, i) besetzt. Dabei muss man fiir step drei Fille unterscheiden. (1) Wenn
alle Zugriffe v(j) im Ausdruck f Indizes j < ¢ haben, dann nimmt man
(4+1); (2) falls alle v(j) sich auf Indizes j > ¢ bezichen, dann nimmt man
(—1); (3) falls beides vorkommt, muss man Memoization verwenden. (Bei
Matrizen werden wir komplexere Formen von step erhalten.)
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Man kann noch eine effiziente Version des Restriktionsoperators vorsehen.
Denn bei einer Deklaration der Art

u=(vl|J)
kann man oft darauf verzichten, den entsprechenden Ausschnitt des Arrays
v zu kopieren. Stattdessen beschrankt man sich bei u auf eine Angabe des
Teilintervalls J zusammen mit einer Referenz auf u. (Das Kopieren kann dann
immer noch noétig werden, wenn die Bedingungen der Single-Threadedness
nicht erfiillt sind; s. dazu Abschnitt 13.3.)

Damit ergibt sich der Array-Deskriptor als ein Tupel mit folgenden Kom-
ponenten: eine Referenz auf den Block, die Grenzen a und b, die Schrittfunk-
tion step und gegebenenfalls das Teilintervall J.

14.2.6 Implementierung mehrdimensionaler Arrays

Bei mehrdimensionalen Arrays ergeben sich dhnliche Umsetzungen, die in
Tabelle 14.2 angegeben sind. Dabei beschrinken wir uns auf den Fall der
normalen (also rechteckigen) zweidimensionalen Matrizen.

Das Array-Konstrukt ... ... wird ibersetzt in

Array(ai..b1) X (az..b2) Block[n1 - n2]a
WHERE mzbl—al—i—l, ng =by —azx+1

m(i, ) get(block,i - np +7 — 5)
WHERE 8§ = a1 * N2 + a2

m (i,j) <=z set(block,i-n2 +7 — s, )
WHERE 8§ = a1 * N2 + a2

step (+1), (—1) etc.

v=Ai,je f(v,1,7) iterate(. ..)

Tab. 14.2: Ubersetzung von Matrixoperationen (einfache Variante)

Die Formel bei der Selektion und beim Update ergibt sich als leichte
Optimierung der eigentlichen Formel (i — ay) - na + (j — az): Weil der Term
s = (a1 - n2 + az) unabhéngig von ¢ und j ist, kann man ihn vorab berechnen.

Bei normalen Rechteckmatrizen kann man bei der Setzung mit einem ein-
zigen Iterator arbeiten, der mit Hilfe von step alle Komponenten aufsteigend
oder absteigend durchlduft. Aber sobald man allgemeinere Shapes zuldsst oder
Operatoren wie trans, rows oder cols effizient implementieren méchte, wird
die Umsetzung komplexer. Insbesondere wollen wir Matrizen auch in trans-
ponierter Form oder in Zeilen- bzw. Spaltensicht definieren kénnen. Damit
entstehen z. B. Definitionen der folgenden Bauart:
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. WHERE (trans a) = Aj,iecl...a(i’,j")...] ...
. WHERE (rows a) = MXie Ajec[...a(i,j")...] ...
. WHERE (cols a) =XjeXiec|[...a(i',j')...] ...

Hier wird z.B. in der ersten Zeile eine Matrix a definiert, aber nicht direkt,
sondern indem gesagt wird, wie ihre Transponierte aussieht. Diese Trans-
ponierte wird hier punktweise iiber einen geeigneten Ausdruck c[...] be-
stimmt. Dabei diirfen sogar (wie iiblich) rekursive Verwendungen von Ele-
menten a(i’,j") der gerade definierten Matrix a selbst vorkommen. Man be-
achte, dass diese Zugriffe sich auf die nicht-transponierte Form von a bezie-
hen. Deshalb muss der Array-Deskriptor hier die gesamte Shape-Information
Shape(I,J, R, C') enthalten, und zwar zusammen mit der Information, ob eine
transponierte Sicht, eine Zeilen- oder eine Spaltensicht eingenommen wird.

Wenn wir z.B. die dritte der obigen Definitionen betrachten, dann fiihrt
sie in optimierter Form auf einen geschachtelten Iterator der Bauart

iterate(step, ..., iterate(stepy, ... a(i,j) < c[...a(i’,j’)...])),

wobei step;(j) = j + 1 und stepy(i) = R(7). Das heifit, in der inneren Schleife
springt man immer um die Lange der aktuellen Zeile weiter. Auflerdem muss
man noch berechnen, an welcher Stelle die jeweilige Iteration anfdngt und wo
sie authéren muss.

Aber, wie schon gesagt, dies ist kein Buch iiber Compilerbau; deshalb
arbeiten wir diese Details hier nicht weiter aus.

Mit dieser kurzen Skizze sollte nur plausibel gemacht werden, dass auch
flir die Matrizen mit speziellen Gestalten alle in den Programmen 14.2 bis 14.6
aufgefithrten Operationen effizient implementierbar sind. Deshalb kénnen wir
im Folgenden bei der exemplarischen Entwicklung von Array-Algorithmen
problemlos auf diesem Abstraktionsniveau arbeiten.

14.3 Arrays in der Numerik: Vektoren und Matrizen

Nach den allgemeinen Einfithrungen in das Konzept der Arrays konzentrieren
wir uns jetzt auf die wichtigsten Spezialfille, ndmlich Vektoren und Matrizen.
In beiden Fallen sind die Elemente numerische Typen, aber Vektoren sind
eindimensionale und Matrizen zweidimensionale Arrays. (Matrizen hoherer
Dimension betrachten wir nicht; sie verhalten sich aber analog.)

Fiir diese Vektoren und Matrizen hat man in der Mathematik eine reichhal-
tige Palette von Operatoren, die wir auch fiir die Programmierung verfiighar
haben sollten. Zum Gliick lassen sie sich alle (effizient) auf unsere Basisope-
ratoren fiir Arrays zuriickfithren, insbesondere auf Map und Reduce.

14.3.1 Vektoren

Wir beginnen mit Vektoren, also eindimensionalen Arrays iiber Zahlen. Pro-
gramm 14.7 enthélt die Definition der entsprechenden Struktur. Um den
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Schreibaufwand zu reduzieren, parametrisieren wir die ganze Struktur mit
dem Typ der Arrayelemente. Wir konnen damit z. B. Vektoren iiber ganzen,
reellen aber auch komplexen Zahlen verwenden.

Programm 14.7 Vektoren

STRUCTURE Vectors(Number: Numeric) = {

TYPE Vector[I: Intervall = Array I Number
TYPE Vector|n: Nat] = Array (1..n) Number

FUN 4+ : Vector x Vector — Vector —— Addition
DEF u+v=1u \+/ v

FUN — : Vector x Vector — Vector —— Subtraktion
DEFu—v=u\Vv

FUN - : Vector x Vector — Number —— Skalarprodukt

DEF u-v =+ /(u\V )

FUN inv: Vector — Vector —— Inverse

DEF inv v = (Aze })*v —— geschrieben v™!

FUN - : Number x Vector — Vector —— Multiplikation mit Skalar
DEF z-u=(z- )*u

FUN - : Vector x Number — Vector —— Multiplikation mit Skalar
DEF u-z = (z- )*u

Wir sehen zwei (iiberlagerte) Versionen des Typkonstruktors vor. Im all-
gemeinen Fall haben Arrays als Indexbereich ein beliebiges Intervall (a..b).
Aber meistens ist der Indexbereich gerade (1..n); deshalb sehen wir fiir diesen
Standardfall eine abkiirzende Notation vor, bei der nur n anzugeben ist.

Fiir Vektoren definieren wir die Standardoperationen der (elementweisen)
Addition und Subtraktion sowie das Skalarprodukt. Da wir — der Mathematik
folgend — den Operator ,, - “ fiir das Skalarprodukt verwenden, miissen wir die

elementweise Multiplikation als ,, v/ * schreiben.

Man beachte, dass diese Operationen aufgrund der Definition des Zip-
Operators auf dem Durchschnitt der Indexbereiche der beiden Argumentvek-
toren arbeiten. (Das ist zwar weniger typsicher, wird sich aber als sehr niitzlich
in einigen der spateren Applikationen erweisen.)

Die Inverse eines Vektors wird durch komponentenweise Inversenbildung
realisiert.

Auflerdem sehen wir die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar
vor.
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14.3.2 Matrizen

Bei Matrizen haben wir in Analogie zu Vektoren die punktweise Addition und
Subtraktion sowie die Multiplikation mit einem Skalar. Dazu kommen dann
die Operationen des Matrixprodukts sowie der Multiplikation einer Matrix
mit einem Vektor.

Programm 14.8 Matrizen

STRUCTURE Matrices(Number: Numeric) = {
TYPE Matriz[S: Shape] = Array S Number

Addition, Subtraktion, Multiplikation mit Skalar analog zu Vektoren

FUN - : Matriz(I x K) x Matriz(K x J) — Matriz(I x J)—— Matrizprodukt
DEF a-b = Xi,je a.row(i) - b.col(y)

FUN - : Vector J X Matriz (I x J) — Vector I

DEF v - a = (v-) * (cols a)

FUN - : Matriz (I x J) x Vector I — Vector J

DEF a - v = (-v) * (rows a)

Bei der Matrixmultiplikation wird die tibliche ,,Zeile-mal-Spalte“-Definition
direkt umgesetzt. Bei den beiden Formen des Vektor-Matrix-Produkts wird
jeweils das Skalarprodukt mit allen Spalten bzw. allen Zeilen gebildet.

Aufgrund der Definitionen der Map- und Zip-Operationen auf Arrays sind
die obigen Definitionen auch fiir die speziellen Gestalten der Diagonalmatri-
zen, Dreiecksmatrizen etc. effizient realisiert. Allerdings ist die exakte Defi-
nition der Typkorrektheit bei allgemeinen Shapes etwas aufwendig. Deshalb
beschrinken wir uns hier auf die Angabe fiir den Spezialfall der normalen
Rechteckgestalt.

14.4 Beispiel: Gauf-Elimination

Ein klassisches Beispiel fiir Matrixrechnung ist die so genannte Gaujs-Elimi-
nation, mit der man lineare Gleichungssysteme 16sen kann, die in Matrixform
gegeben sind (mit einer gegebenen n x n-Matrix A und einem gegebenen
Vektor b):

Ax=hb (14.1)

Um das Gleichungssystem fiir verschiedene Eingabevektoren by, ..., b,
16sen zu konnen, fithrt man fiir die Matrix A eine so genannte LU-Zerlegung
durch.
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A=L-U (14.2)

In den iiblichen Darstellungen in der Literatur ist L eine untere und U
eine obere Dreiecksmatrix, wobei die Diagonale von L mit 1 besetzt ist (vgl.
Abbildung 14.4). Wir wéhlen hier eine etwas andere Form, bei der wir L und

Abb. 14.4: LU-Zerlegung

U als echte untere bzw. obere Dreiecksmatrix auffassen und zuséatzlich die
Diagonalmatrix D und die Einheitsmatrix I verwenden:

A=(LWI)-(DWU) (14.3)

Danach kann man jedes gegebene Gleichungssystem A - x; = b; in zwei
Schritten 16sen, namlich

(LYI)-y;=bh; und dann (DWU) - -x; =y; (14.4)

Im Folgenden diskutieren wir zuerst ganz kurz die Vorteile von Dreiecks-
matrizen. Danach wenden wir uns dem eigentlichen Problem zu, ndmlich der
Programmierung der LU-Zerlegung.

14.4.1 Lo6sung von Dreieckssystemen

Weshalb sind Dreiecksmatrizen so giinstig? Das macht man sich ganz schnell
an einem Beispiel klar. Man betrachte das System

1 0 0 Y1 2
3 1 0)-|y2] =16
-2 2 1 Y3 5
Hier beginnt man in der ersten Zeile und erhélt der Reihe nach die Rechnungen
1- Y1 =2 ~ Y1 =2
3-y1 + 1 -9 =6 ~ y2=6-3-2 =0

2y +2-y2+1-y3=50 ~ y3 :5—(—2)'2—2'0 =9

Die allgemeine Situation ist in Abbildung 14.5 illustriert. Damit ergibt sich
folgende Rechnung:



308 14 Funktionale Arrays und Numerische Mathematik

4

=

Abb. 14.5: Losung eines (unteren) Dreiecksystems

(LWI)-y=b (14.5)

Das lasst sich umformen in®

I-y=b-L-y (14.6)
Daraus folgt sofort

Diese Pseudo-Rekursion lasst sich aufgrund unserer Verabredungen iiber
den Map-, Zip- und Reduce-Operator fiir Vektoren und Matrizen tatséchlich
als Programm ausfithren. Der entsprechende Code ist in Programm 14.9 an-
gegeben (und wird weiter unten erldutert).

Vollig analog lasst sich das obere Dreieckssystem losen. Aus

(DWU) -x=y (14.8)
erhalt man sofort
x=D1-(y-U-x) (14.9)

Auch diese Gleichung ist in Programm 14.9 implementiert.

Programm 14.9 Losen eines (unteren) Dreieckssystems L-y = b

FUN solveLower: Lower[n] X Vector[n] — Vector|n]
DEF solveLower(L,b) = y WHERE
y=boVv(L-y)
FUN solveUpper: Diag[n] x Upper[n] x Vector[n] — Vector[n]
DEF solveUpper(D, U,y) = x WHERE
z=D"" (y\V (U 2))

5 Der ,w“-Operator erfiillt bzgl. ,-“ das gleiche Distributivgesetz wie der ,+%-
Operator bei mathematischen Matrizen, weil er letztlich das Auffiillen mit ,,0¢
reprasentiert.
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Dieses Programm verwendet nur die Operatoren, die wir in Abschnitt 14.3
eingefithrt haben. Die Effizienz héngt dabei ganz davon ab, wie gut der
Compiler mit den speziellen Matrizen und mit Rekursionen der Bauart
y=b\ (L-y) umgehen kann. Um das zu sehen, betrachten wir die Lang-
form dieser Definition (die der Compiler intern daraus macht):

y =0V (L-y)
~sy=MNie b(i) — (L.row 1) - y

Weil L eine untere Dreiecksmatrix ist, hat die i-te Zeile den Definitionsbereich
Dom(L.row i) = (1..1 — 1)

Aufgrund der Definition des Zip-Operators wird bei der Bildung des Skalar-
produkts y auf den gleichen Definitionsbereich eingegrenzt. Damit entsteht
intern der Ausdruck

~y=MXie b(i) — (L.row ) - (y | 1..4— 1)

Weil y(7) nur von Werten y(j) abhéngt, fur die j < ¢ gilt, kann der Compiler
erkennen, dass hier die aufsteigende Ordnung genommen werden muss. (An-
sonsten miisste man den Overhead des Memoization-Mechanismus in Kauf
nehmen.)

~y=Ai: (1, n)eb(i) — (Lorow ) - (y|1..i— 1)

14.4.2 LU-Zerlegung (Doolittle-Variante)

Bleibt also ,nur®“ noch das Problem, die Matrizen L und U zu finden. Wir
wéhlen hier eine Variante der Gauf3-Elimination, die auf Doolittle zuriickgeht
[121]. Die Grundidee ist in den Abbildungen 14.6 und 14.7 mit einem Schnapp-
schuss der Berechnung skizziert. Bei diesem Schnappschuss gehen wir davon
aus, dass die ersten k — 1 Spalten von L und die ersten k — 1 Zeilen von Dy U
schon berechnet sind.

k k k
S
0 —
k v i I 0. dy__u_ 1tk |k
et S n

Abb. 14.6: LU-Zerlegung: Berechnung von u

Gemé&B Abbildung 14.6 kénnen wir die k-te Zeile von D W U nach folgenden
Formeln bestimmen:
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d =a-1"-a

W —d 1T (14.10)

Ubrigens sieht man hier sofort, dass die erste Zeile von D & U identisch ist
mit der ersten Zeile von A, weil hier I’ der leere Vektor ist.

k k k
- o
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: 0 | _
k 1 d k k
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Abb. 14.7: LU-Zerlegung: Berechnung von [

Geméaf Abbildung 14.7 erhalten wir eine dhnliche Rechnung fiir die k-te Spalte
von L:

1
l= d(a—L’-a) (14.11)
Diese Berechnungen lassen sich (optimistisch) direkt in das Programm 14.10

umsetzen.

Programm 14.10 Die LU-Zerlegung nach Gaufl/Doolittle

FUN factor[n: Int]: Matriz[n,n] — Lower[n] X Diag[n] x Upper|n]
DEF factor(A) = (L, D, U)

WHERE

D =Xk o A(k, k) — L.row(k) - U.col(k)

(rows U) = Xke A.row(k) — L.row(k) - U.cols(k+1..n)

(cols L) =Xk Dzk) - (A.col(k) — L.rows(k +1..n) - U.col(k)

Damit diese naive Umsetzung funktioniert, brauchen wir die Konzepte
aus den vorangehenden Abschnitten, die uns erlauben, Matrizen in Spalten-
bzw. Zeilensicht zu definieren und mehrere Matrizen simultan (verschrinkt
rekursiv) zu definieren.

Ohne diese Konzepte wiirden die obigen Definitionen zu komplexer Me-
moization fithren: Wéhrend des schrittweisen Aufbaus von D wiirden die ent-
sprechenden Teile der Matrizen L und U peu a peu gesetzt werden. Am Ende
der Besetzung von D wéren auch L und U fertig — was der Compiler allerdings
nicht wiisste.
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Wenn man dem Compiler diese Fahigkeiten nicht zutraut, kann man den
Prozess der simultanen Setzung der drei Matrizen auch ,zu FuB3“ program-
mieren. Das sieht dann entsprechend hésslicher aus:

FUN iterate[n: Int]: Matriz[n,n] — Int — Triple — Triple
WHERE Triple = Lower[n] x Diag[n] x Upper|n]
DEF iterate[n]A k (L,D,U) =
IF k> n THEN (L, D, U)
ELSE
iterate[n]A k+1 (L', D', U")
WHERE
D'=D k< A(k,k) — L.row(k) - U.col(k)
U' = (rows U)k < A.row(k) — L.row(k) - (cols U) | (k+1..n)
L’ = (cols L)k < D(lk) - (A.col(k) — (rows L) | (k+1..n) - U.col(k)

14.4.3 Spezialfall: Gauf3-Elimination bei Tridiagonalmatrizen

In einigen Anwendungen trifft man auf den Spezialfall von Gleichungssyste-
men mit Tridiagonalmatrizen. Fin Beispiel werden wir in Abschnitt 14.6 bei
der Spline-Interpolation kennen lernen.

In Gleichung 14.10 sind !/, @ und U jeweils nur einelementig; Entspre-
chendes gilt fiir Gleichung 14.11. Damit vereinfacht sich das Programm 14.10
wesentlich. (Wir iiberlassen es dem interessierten Leser, die Details auszupro-
grammieren.)

14.5 Beispiel: Interpolation

Naturwissenschaftler und Ingenieure sind héufig mit einem unangenehmen
Problem konfrontiert: Man kennt nur ein paar Stichproben, also Messwerte
(0,Y0), - .- (Tn,yn), aber nicht die Funktion f, zu der diese Stichproben ge-
horen. Trotzdem muss man den Funktionswert § = f(Z) an einer gegebenen
Stelle Z ermitteln. Und diese Stelle Z ist im Allgemeinen nicht unter den
Stichproben enthalten. Diese Aufgabe der so genannten Interpolation ist in
Abbildung 14.8 veranschaulicht: Die Messwerte (2o, 40), - - -, (Tn,Yn) werden
als Stiitzstellen bezeichnet.

Wir gehen davon aus, dass der funktionale Zusammenhang , gutartig® ist,
d.h. durch eine moglichst ,,glatte“ Funktionskurve adaquat wiedergegeben
wird. Da wir die Funktion f selbst nicht kennen, ersetzen wir sie durch eine
andere Funktion p, die wir tatsichlich konstruieren konnen. Unter der Hypo-
these, dass f hinreichend , glatt® ist, konnen wir p so gestalten, dass es sehr
nahe an f liegt. Und dann berechnen wir die Approximation § = p(Z) =~ f(Z).

H&aufig nimmt man als Naherung p an die gesuchte Funktion f ein geeig-
netes Polynom. Ein Polynom vom Grad n ist ein Ausdruck der Form

p(x) =ao+ar-r+ay-2*+ ... +a, 2" (14.12)
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Abb. 14.8: Das Interpolationsproblem

mit gewissen Koeffizienten a;. Das fiir unsere Zwecke grundlegende Theorem
besagt, dass ein Polynom n-ten Grades durch (n + 1) Stiitzstellen eindeutig
bestimmt ist. Bleibt also ,nur* das Problem, das Polynom p zu berechnen. In
anderen Worten: Wir missen die Koeffizienten a; bestimmen.

Die Losungsidee

Newton hat ein cleveres Rechenverfahren fiir das Problem der Interpolation
entwickelt, das unter dem Namen dividierte Differenzen in die Literatur ein-
gegangen ist. Wir wollen hier nicht auf die mathematischen Details dieses
Verfahrens eingehen (man findet sie z.B. in [134]), sondern nur diejenigen
Aspekte zitieren, die fiir die Programmierung relevant sind. Man kann zeigen,
dass das Polynom p auf folgende Weise erhalten werden kann.

p(@) = an(z —zo)(x — 1)+ (z = 2n1) +

oot
az(x — xo)(x — x1) + (14.13)
a1 (z — o) +

ao

Bleibt das Problem, die Koeffizienten a; auszurechnen. Die Idee von New-
ton organisiert diese Berechnung besonders geschickt und schnell, indem Koef-
fizienten a; ; nach folgender Rekurrenz bestimmt werden und a; = ag ; gesetzt
wird:

P—

PR AT (14.14)
RV Tj—x;

Die Koeffizienten a; j werden traditionell in der Form f[z;,. .., ;] geschrieben

und als Newtonsche dividierte Differenzen bezeichnet. Die Rekurrenzbeziehun-
gen (14.14) fithren zu den Abhéngigkeiten, die in Abbildung 14.9 gezeigt sind.
Man erkennt, dass die Koeffizienten a; ; als Elemente einer oberen Dreiecks-
matrix gespeichert werden konnen. Die Diagonalelemente sind die Werte y;
und die erste Zeile enthélt die gesuchten Koeffizienten des Polynoms (14.13).
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ao al a2 as a4
I Il Il Il I

w= [we] =[] = [w2] = [ws] =[]
i t t |

g ) e |

e = [} |

Abb. 14.9: Berechnungsschema der dividierten Differenzen

y1:|a1,1|

Das Programm

Das Programm 14.11 ist eine nahezu triviale Umsetzung der Strategie aus
Abbildung 14.9 mit den Gleichungen (14.14).

Programm 14.11 Interpolation mit Newtonschen dividierten Differenzen

FUN interpolate[n: Nat]: Vector[0..n] x Vector[0..n] — (Number — Number)
DEF interpolate(z,y) = polynom
WHERE
A: (Diagl0..n] @ Upper|[l..n]) =
Ai,j e IF i = j THEN y(i)
IF i < j THEN (A.below(i,5) — A.left(i,7)) / (z(j) — (7)) FI
a = A.row(0)
polynom = Az » «Hornerschema mit Koeffizientenvektor a»

Die Funktion hat als Argumente die beiden Vektoren der z- und y-
Koordinaten der Stiitzstellen und liefert als Resultat ein Polynom, das heif}t
eine Funktion Number — Number. (Die Polynomauswertung wird aus Effizi-
enzgriinden meistens nach dem so genannten Hornerschema vorgenommen,
was wir hier nicht ausprogrammieren.) Ansonsten besteht das Programm nur
aus der Angabe der Rekurrenzbeziehung 14.14; den Rest uberlassen wir dem
Compiler.

Damit kann man die Interpolation an einer Stelle  ganz einfach folgen-
dermaflen schreiben:

p(Z) WHERE p = interpolate(z,y)

oder kurz
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interpolate(z, y)(Z)

Fiir die Berechnung der Matrix gibt es aufgrund der Abhangigkeiten aus
Abbildung 14.9 drei Moglichkeiten; diese kann der Compiler anhand der Ver-
wendung von below und left im Rumpf von Programm 14.11 erkennen:

Man kann Diagonale fiir Diagonale von unten nach oben berechnen.

e Man kann zeilenweise von unten nach oben und innerhalb jeder Zeile von
links nach rechts arbeiten.

e Man kann spaltenweise von links nach rechts und innerhalb jeder Spalte
von unten nach oben arbeiten.

Anmerkung 1: Vorsicht! Die Werte T, an denen man interpoliert, miissen innerhalb
der Stiitzstellen xo,...,xn liegen. An den Randern und vor allem auflerhalb beginnt
das Polynom im Allgemeinen stark zu oszillieren, so dass erratische Werte entstehen.

Anmerkung 2: Im Programm 14.11 haben wir eine Matrix A benutzt. In Biichern zur
Numerischen Mathematik findet man die Programme aber im Allgemeinen in einer
Form, die mit einem eindimensionalen Array auskommt. Denn die Abhdngigkeiten
der Matrizfelder sind so, dass man immer alle tatsdchlich noch bendtigten Werte in
einem Array halten kann. Angesichts der heutigen Speichergréfien spielen die paar
Zellen aber keine Rolle mehr. Deshalb wdre es fast schon ein Kunstfehler, fir diese
Minioptimierung das Risiko eines falschen Programms einzugehen.

14.6 Beispiel: Spline-Interpolation

Moderne Graphik-Systeme verwenden zum Zeichnen von Kurven oft so ge-
nannte (parametrisierte) Splines. Das sind spezielle Polynome, die eine Men-
ge gegebener Stiitzstellen besonders ,,glatt® interpolieren.
Wir beschrianken uns im Folgenden auf das Grundproblem
der normalen Spline-Interpolation, und zwar fiir den prak-
tisch wichtigsten Fall der kubischen Splines. Wie iiblich
konzentrieren wir uns hier auf die Programmieraspekte; fir die mathemati-
schen Details verweisen wir auf Spezialliteratur der Numerik, z. B. [121, 73].

Anmerkung: Wir wollen wenigstens kurz erwdhnen, wie die Grundform der Spline-
Interpolation zum Zeichnen von Kurven der obigen Art verwendet werden kann. Man

konstruiert aus der Punktemenge (x1,y1), - - -, (Tn,Yn) €inen parametrischen Spline,
indem man die Koordinaten als Funktionen einer Variablen t ansieht, also z(t) und
y(t). Damit hat man die Stitzstellen x(t1), ..., z(tn) und y(t1), ..., y(tn), fir

die man die Spline-Interpolation vornehmen kann. Fir die Wahl geeigneter Werte
t; bieten sich an to = 0 und tiy1 = t; + §; mit §; = <Abstand von (x:,y:) zu
(@it1,Yir1)>.

Die Aufgabe der Spline-Interpolation ist folgendermafien definiert: Ge-
geben ist eine Menge von n + 1 Stiitzstellen (z1,41), ... (Tn+1, Ynt1)- Im Ge-
gensatz zur Newton-Interpolation suchen wir diesmal aber nicht ein einziges
Polynom p(z) vom Grad n, das alle n + 1 Punkte erfasst, sondern eine Men-
ge von Polynomen s1(x), ..., sp(z) dritten Grades, die das Gesamtintervall
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stiickweise abdecken (s. Abbildung 14.10). Genauer: Jedes s;(x) ist ein Poly-
nom dritten Grades auf dem Intervall [x;..x;41].
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Abb. 14.10: Die Spline-Interpolation

Damit die Interpolation hinreichend , glatt® ist, miissen benachbarte Po-
lynome an ihrem Beriihrungspunkt sowohl im Wert als auch in der ersten und
zweiten Ableitung tibereinstimmen.

$i(®i) = yi, si(vir1) =viy1  (i=1,...n)
$i(Tiv1) = Siv1(Tit1) (i=1,...,n-1)
si(@it1) = 8i 1 (Tiv1) (i = 1> Sn—1)

; ’ 14.15
si (Tig1) = si4q (ig1) (i= ,n—1) ( )
s (xzq1) = (oder eine ahnhche Bedingung)

s (xp41) =0 (oder eine dhnliche Bedingung)

Die letzten beiden Bedingungen sind nétig, weil es sonst zu wenige Gleichun-
gen gibe, um die Losung eindeutig zu machen. Fiir diese Zusatzbedingungen
gibt es verschiedene Varianten; wir wahlen hier diejenigen, die auf so genannte
natirliche Splines fithren.

Da die s;(x) kubische Polynome auf den Intervallen [z;..z;41] sind, stellen
wir sie in folgender Form dar (firi =1,...,n):

5i(x) = a; + bi(x — ;) + ci(w — ;) + di(x — ;)3

Zur besseren Lesbarkeit schreiben wir dies in Form von Vektoren und Matri-
zen. Damit haben die Funktion s;(x) und ihre beiden Ableitungen folgende
Darstellung (fiir i = 1,...,n):

si(x) 1 (x—mx) (z — 2;)* (z —2)° (Zl
siz)yl =10 1 20 —x;) 3w —x;)? "1 (14.16)
s (x) 0 0 2 6(z — ;) Z



316 14 Funktionale Arrays und Numerische Mathematik

Die Auswertung der drei Funktionen am linken Rand z; liefert folgende
Gleichungen (fur i =1,...,n).

S (JJZ) 1 0 0 O b, a;

S'(xz) = 01 0 0 T = b; (14.17)
K3 Ci

s (x4) 0 0 20 dl- 2¢;

Die Auswertung der drei Funktionen am rechten Rand z; 1 liefert — wegen
14.17 — folgende Gleichungen (fiir ¢ = 1,...,n), wobei wir der Kiirze halber
h; = (zi41 — x;) verwenden.

Sz(xz+1) 1 hz h? h? b, Ai41
S;/(JJH_l) 0 0 2 Ghi dZ 201‘4_1
i

Damit dies auch fiir ¢ = n definiert ist, setzen wir an4+1 := Sn(Tnt1) = Yn+1,
b1 1= 8 (Tny1) und cppq = 580 (Tng1).
Aus 14.15 und 14.17 folgt a; = y;. Und 14.18 ldsst sich ausmultiplizieren

und vereinfachen. Damit erhalten wir folgende Gleichungen (fir ¢ =1,...,n):
a; . Yi
bi + hici + h%di Y (aiv1 —a;)
2¢; + 3hid,; | (b = by) (14.19)
3di hll (Ci—i-l — Ci)

Das sind 4n Gleichungen fiir die 4n 4 2 unbekannten Koeffizienten. (Denn wir
haben zwei zusétzliche Koeffizienten b,11 und ¢, 1 eingefithrt. Wegen dieser
Unterbestimmtheit brauchen wir die beiden Zusatzbedingungen aus 14.15.)

Dieses System koénnte man jetzt mit Hilfe der Gauf-Elimination losen.
Aber aus Effizienzgriinden rechnen wir noch ein bisschen symbolisch weiter, so
dass unser Programm letztlich nur ein Gleichungssystem mit n Unbekannten
16sen muss.

Wir setzen das a; und das d; in die zweite und dritte Zeile ein und l6sen
dann die zweite Zeile nach b; auf:

@i Yi
bi . Wisr — i) = " (cig1 + 263)
= | 1 (14.20)
Cit1 + ¢ ha (bit1 — bi)
di 3;11 (ci+1 —¢s)

Damit sind die a; direkt bekannt und die b; und d; hdngen nur noch von den ¢;
ab. Also geniigt es, die Koeffizienten ¢; zu berechnen. Aus Symmetriegriinden
machen wir allerdings einen Indexshift; das heift, wir betrachten fir ¢ =
2,...,n die Gleichungen
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1
C+ci—1 = (bz —bi_1) (14.21)
hi—1
In diese Gleichungen setzen wir jetzt unsere b; ein. Danach ordnen wir sie so
um, dass die Unbekannten ¢;_1, ¢; und ¢;+1 auf der linken Seite stehen:

3 3
hi—1¢i—14+2(hi—1 +hi)ci+hiciyr = b (Yit1—Yi) — n (yi —1yi—1)(14.22)
i i—1
Da diese Gleichungen nur fir die Indizes i = 2,...,n gelten, haben wir
n—1 Gleichungen fiir die n+1 Unbekannten ¢4, . .., ¢,41. Hier miissen wir die

beiden Zusatzbedingungen aus 14.15 verwenden, die wegen 14.17 und unserer
obigen Festlegung c¢,,41 = %S{ri(an’,l) die Werte ¢; = 0 und ¢,,41 = 0 haben.
Damit erhalten wir insgesamt das folgende Gleichungssystem:

1 0 C1
hy 2(]11 + hg) ho C2

hn— 1 2 (hn—l + hn) hn Cn

0 1 Cn+1
0
2 (ys—v2) = 2 (y2 — 1)
= : (14.23)
hgn (Yn+1— Yn) — hil (Yn — Yn—1)

0

Dies ist ein Gleichungssystem fiir eine Tridiagonalmatriz, fiir das die LU-
Zerlegung besonders einfach ist.

Das Programm 14.12 setzt die Gleichung 14.23 unmittelbar um. Zunéchst
wird die Matrix A als Tridiagonalmatrix aus den drei Diagonalvektoren auf-
gebaut. Die rechte Seite wird als Vektor z konstruiert.

Dann ergibt sich der Koeffizientenvektor als Ergebnis der Gauf-Elimination
fir A-c=z.

Die Koeflizientenvektoren b und d ergeben sich gemé&fl Gleichung 14.20.
Da a; = y; gilt, konnen wir die Splines dann direkt als Array von Funktionen
definieren.

Als Ergebnis miissen wir allerdings noch diese Splinepolynome mit den
Stiitzpunkten z1,...,T,4+1 zusammenfassen, weil wir bei einer Interpolation
an der Stelle T wissen miissen, welches der Splinepolynome zu verwenden ist.

Man beachte, dass wir im Programm 14.12 (zu Illustrationszwecken) zwei
Stile nebeneinander verwenden. Die oberen Zeilen sind im kompakten Map-
Filter-Reduce-Stil geschrieben (was manchmal Indexshifts erfordert), die un-
teren Zeilen sind punktuell mit expliziten Indizes formuliert.



318 14 Funktionale Arrays und Numerische Mathematik

Programm 14.12 Spline-Interpolation

TYPE Spline = (Real — Real) —— Hilfstyp

FUN spline[n: Int]: Array[n + 1]Point — Array[n]Spline x Array[In + 1]Real
DEF spline(points) = (splines, x)

WHERE
T = T * points —— x-Koord.
Yy = y * points —— y-Koord.
h=(z|2..n+1)-1 V (z]1..n) —— ~ 1.n
A: Tridiag[n + 1] = (upper, diagonal, lower)
WHERE
upper =0 -: (h|2..n) —— ~ 1l.n
diagonal =1 - (2- (A" 4+ (h]2..n))) - 1 —— ~ L.n+1
lower =(h|1l..n—1):- 0 —— ~ 1l.n
2= 0"V —y)=r"'"V(y —p)):0 —— ~ln+1
WHERE
R =3 }L [2..n) —— > 2.n
' =3-(,|1.n— 1)T+1 —— 2.
n =(y|3..n+1) - —— > 2.m
vy =(yl2..n) —— ~2.m
v = (y|l.n -1 —— ~2.n
¢ = gauss(A, z)
a=y

b=Nis hl) (y(i+1) = y(@) =" (i +1) + 2 (i)
d=Xie 5, (l) “(e(i+1) — (7))
splines = i o

(AZ + ai) + b(3) - (& — 2(D)) + c(i) - (2 — 2(i))? + d(i) - (2 — 2(i))°)

14.7 Beispiel: Schnelle Fourier-Transformation (FFT)

Wir hatten in Abschnitt 14.5 bereits festgestellt, dass ein Polynom vom Grad
n — 1 auf zwei gleichwertige Arten eindeutig beschrieben werden kann:

e als Ausdruck der Form p(x) = ap,_1-2" 1 +... +az- 2?4+ a; - + ag mit
gewissen Koeffizienten a;;
o durch n Stiitzstellen (1,91), ... (Tn, Yn)-

Oft muss man aber mit den Polynomen weiter arbeiten. Typische Auf-
gaben sind dabei die Bildung der Summe, der Differenz, des Produkts oder
des Quotienten zweier Polynome p und ¢. Dabei zeigt sich, dass die beiden
Formen der Polynomdarstellung nicht fiir alle Zwecke gleichermaflen geeignet
sind:
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Darstellung Auswertung Addition Multiplikation Konversion

Koeffizienten B ?
Stiitzstellen O ?

Die Auswertung von Polynomen ist in der Koeffizientendarstellung schnell
und einfach (und erfolgt tiblicherweise nach dem so genannten Horner-Schema),
wéahrend man bei der Stiitzstellenform ein aufwendiges Verfahren wie z.B.
Newtons dividierte Differenzen braucht (vgl. Abschnitt 14.5). Die Addition
(und Subtraktion) ist in beiden Représentationen einfach: In der Koeffizien-
tenform addiert man einfach die entsprechenden Koeffizienten, in der Stiitz-
stellenform addiert man die entsprechenden y-Werte — vorausgesetzt, beide
Polynome haben ihre Stitzstellen an den gleichen Postionen z1,...,x,. Die
Multiplikation (und Division) ist in der Koeffizientenform teuer; sie erfordert
O(N?) Operationen. In der Stiitzstellenform muss man dagegen wieder nur
die entsprechenden y-Werte miteinander multiplizieren, was mit linearem Auf-
wand O(N) moglich ist.

Da keine der beiden Darstellungen fir alle Aufgaben geeignet ist, wé-
re es gut, wenn man einigermaflen schnell zwischen beiden Formen hin und
her wechseln konnte. Eine Moglichkeit dazu liefert die so genannte schnelle
Fourier-Transformation (kurz: FFT) von Cooley und Tukey. Allerdings
geht das nur, wenn man die Freiheit hat, sehr spezielle Stiitzstellen zu wéhlen.

Die Mathematik: n-te Einheitswurzeln

Das wesentliche Konzept im Zusammenhang mit FFT sind die so genannten n-
ten Einheitswurzeln. Das sind komplexe Zahlen z mit der Eigenschaft z™ = 1.
Es ist bekannt, dass es zu jedem n € N genau n solche Einheitswurzeln gibt
(die alle verschieden sind). Eine davon ist die prinzipielle Einheitswurzel, die
wir als root(n) bezeichnen. Sie ist definiert durch

e e i27m 2 .. 2
r root(n) W = cos( 7T) + i sin( 7T) (14.24)
n n
Ausgehend von r erhalten wir alle n Einheitswurzeln durch die Potenzen
0.2, ..., r" L Fiir gerades n folgt aus der Definition 14.24 sofort:
r’m = -1 fiir n = 2m
rmtE =k firn=2m,0<k<m (14.25)
r? = s fiir n = 2m, s = root(m)

Von den Koeffizienten zu den Stiitzstellen

Generell gilt: Um ein Polynom p(x) = ag+ajz+---+a,_12"~* vom Grad n—1
an den n Stitzpunkten zy, ..., x,_1 auszurechnen, muss man im Allgemeinen
n Auswertungen vornehmen:
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Yo p(x0) 1z o U ag
- : - 5 : | (14.26)
Yn—1 p(Tn—1) 1 anq 22, .. 2"71] lana
In Kurzform:
y=Xa (14.27)
Die Matrix X der Potenzen der Stiitzpunkte xg, ..., x,_1 heilit Vandermonde-

Matriz.
Entscheidend bei der schnellen Fourier-Transformation ist, dass man die
n-ten Einheitswurzeln als Stitzstellen fiir das Polynom wéhlt. Zur besseren

Lesbarkeit verwenden wir die Exponenten als Indizes, d.h., wir setzen r; def
7. Die generelle Gleichung 14.26 erhilt damit die besondere Form

bo p(ro) 1 o r3 rgfl ao
- = : : o [(4.28)

2 n—1
bn,1 p(?"nfl) 1 Tn—1 Thn—1 ce Tn-1 Ap—1

In Kurzform:
b=F®™.a (14.29)

Die Vandermonde-Matrix F(™ der Potenzen der n-ten Einheitswurzeln 7o,
..., Tn_1 heilt Fouriermatriz.

Eine effiziente Berechnungsstrategie

Wenn man Programme effizienter machen will, sollte man priifen, ob man
Mehrfachberechnungen einsparen kann. Die speziellen Eigenschaften der Ein-
heitswurzeln, die in den Gleichungen 14.25 angegeben sind, bewirken solche
Mehrfachberechnungen. Dies ist in Abbildung 14.11 (fiir den Fall n = 8) skiz-
ziert.

be Fom oL pom a
b, Fm R _pm . R az
b F™ a shuffle(b) shuffle(F™) a

Abb. 14.11: Berechnungsmuster der FFT
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Zeilen mit geraden Indizes in b und F(™ sind grau unterlegt. Die Opera-
tion shuffle sortiert sie so um, dass diese Zeilen an die Stellen 0,...,m — 1
(fiir n = 2m) wandern (also gerade nach vorne, ungerade nach hinten).

Auflerdem splitten wir die Matrix in die linke Hélfte mit den Spalten
0,...,m — 1 und die rechte Hélfte mit den Spalten m,...,n — 1; der Vek-
tor a wird entsprechend halbiert.

Damit entstehen insgesamt vier Teilmatrizen F} 1, Fi2, Fo1 und Fio.
Diese haben aufgrund der Gleichungen 14.25 folgende Eigenschaften (mit n =
2m):

° F171 = F(m)
Das ergibt sich aus der Definition ; = 7/ und der Eigenschaft r? =s.
Denn die linke Hélfte einer geraden Zeile hat die Form

F"gk e rék e rg}ﬂl]l] = [’I‘2k'0 o2k r2k(m_1)] =
s .. sl L. s
.« Fo= 0 '

Dies folgt analog zur obigen Rechnung mit der zusétzlichen Eigenschaft

r2km = prk = 18 = 1. Damit ist dann 57 = s].
[ ] F2’1 = F(m) . R

Diese Rechnung ist ein kleines bisschen aufwendiger. Die linke Hélfte ei-

ner ungeraden Zeile hat die Form [rng . r;k_H . rg,;jrll] . Die

obigen Eigenschaften ergeben 3, = r2*J = s .rJ. Deshalb miissen wir

die Matrix F(") noch von rechts mit der Diagonalmatrix R multiplizieren,
die die Potenzen 70, ..., r™ ! enthilt.

[ ] F272 = —F(m) -R
Das folgt analog zur obigen Rechnung. Bei den Elementen 7’727@1]1 kommt
aber noch der Faktor »”* = —1 hinzu.

Insgesamt ergibt sich aus Abbildung 14.11 folgende Gleichung:

_ b, _ FOm). (al +a2)
shuffle(b) = |:bo:| = {F(m) ‘R- (a1 — as) (14.30)
Damit haben wir die Berechnung der FFT vom Grad n rekursiv zuriickge-
fithrt auf die Berechnung einer FF'T vom Grad m = 7. Das ist bekanntlich der
wesentliche Schritt, um zu einem Verfahren der Ordnung O(log n) zu kommen.
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Das Programm

Nach der mathematischen Vorarbeit ist die Programmierung jetzt sehr ein-
fach. Um den Wert fft(a) zu berechnen, bilden wir die zwei Teilvekto-
ren (a’,a"") = ((a1 + a2), R- (a1 — az)) und berechnen fft * (a’, a’’). Danach
muss noch die Inverse von shuffle, also unshuffie, ausgefiihrt werden.

Man beachte: Aufgrund unserer Konvention, dass Vektoren und Matrizen
mit 1..n nummeriert werden, ergeben sich hier gegeniiber den obigen For-
meln (die mit 0..n — 1 nummerieren) leichte Umindizierungen; insbesondere
vertauschen die Namen b, und b, leider ihre mnemotechnische Bedeutung.
(Aber Abbildung 14.11 gibt die richtige Intuition.)

Programm 14.13 Berechnung der FFT

STRUCTURE FastFourierTransformation = {
FUN fft[n: Nat]: Vector|[n] — Vector|[n]
DEF fft(a) = unshuffle(be, b,)
WHERE
be = fft(upper a + lower a)
bo = fft(R - (upper a — lower a))
m="
upper a = (a|1l..m)
lower a=(a|m+1..n)m
R: DiaMatriz[m] = Ak o rF I WHERE r = e n"
FUN unshuffle: Vector[m] x Vector[m] — Vektor[n]
DEF unshuffle(u, v) = Xi s IF odd(i) THEN u(‘5")
ELSE v(,) FI

Fiir die Berechnung von R kann man auch eine effizientere Form wihlen,
die jedes Element mit einer Multiplikation aus dem vorausgehenden ableitet
(im Stil vergleichbar mit den Programmen tiber lazy Listen):

R=1-:((r)*(R|1..m—1))1*!

Man sieht iibrigens auch, dass hier Vektoren gar nicht unbedingt nétig
wéren; man kénnte das Programm auch iiber Listen implementieren.
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Map: Wenn Funktionen zu Daten werden

Das Geddchtnis ist nach Gegenstinden
verteilt, und in niemand ist es fir alle
gleich gut.

W. von Humboldt

Funktionen sind das zentrale Konzept funktionaler Sprachen. Deshalb ist es
eigentlich {iberraschend, dass sie in fast allen Sprachen sehr engherzig betrach-
tet werden. Funktionen sind letztlich A-Ausdriicke (fiir Theorie-interessierte
Programmierer) bzw. Routinen in Maschinencode (fiir compilertechnisch ori-
entierte Programmierer). Diese grundlegende Sicht wird dann noch mit ein
bisschen syntaktischem Zuckerguss (engl.: syntactic sugar) iiberzogen wie z. B.
Infix- oder Mixfix-Notationen, Funktionen héherer Ordnung etc.

Davon losgel6st ist ein anderes Konzept, das unter Namen wie Tables oder
Maps firmiert und das dem Bereich der Datenstrukturen zugeordnet wird. Als
Implementierungen hat man tiblicherweise Suchbdume oder Hash-Tabellen, in
einfachen Fallen auch nur Listen von Paaren. Typische Anwendungen sind
z.B. die Zuordnung von Kundendaten zu Kundennummern in Geschéftsap-
plikationen oder die Zuordnung von Typinformationen zu Identifiern in Com-
pilern.

Aber bei genauerem Hinsehen stellt man fest, dass auf der konzeptuellen
Ebene zwischen den beiden Dingen kein Unterschied erkennbar ist. Die Dif-
ferenzierung existiert ,nur“ in der Implementierung. Deshalb liegt es nahe,
beide Konzepte auf der Ebene der Programmierung zu verschmelzen und die
Differenzierung dem Optimierungsteil des Compilers zu {iberlassen.

Das gleiche Phdnomen hatten wir schon bei den Arrays kennen gelernt (vgl.
Kapitel 14). Auch dort hatte sich eine klassische Datenstruktur der géngigen
Programmiersprachen letztlich nur als Variation der Funktionen entpuppt.
Deshalb ist es jetzt an der Zeit, dieses Phdnomen grundsétzlicher anzuge-
hen und die Gemeinsamkeiten und Unterschiede der verschiedenen Konzepte
herauszuarbeiten.
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15.1 Variationen iiber Funktionen

Wir haben bisher Funktionen als ein fundamentales mathematisches Phéa-
nomen akzeptiert, das als primitives Konzept in die Sprache eingebaut ist.
Notiert haben wir Funktionen ausschlieflich in der Form von A-Ausdriicken
bzw. dazu dquivalenten syntaktischen Spielarten. Aber in der Mathematik
werden Funktionen eigentlich als spezielle (ndmlich rechtseindeutige) Relatio-
nen eingefithrt. Das wiederum ist gleichwertig zu Mengen von Paaren. Und
dem entsprechen in der Informatik eher Datenstrukturen wie Tabellen oder
Suchbédume. Mit anderen Worten: Der Funktionsbegriff ist durchaus schillernd
und erlaubt unterschiedliche Sichtweisen.

Im Folgenden betrachten wir die verschiedenen Sichten auf Funktionen
etwas detaillierter, was zu folgenden Unterscheidungen fiithrt:

o \-Terme sind die klassische ,operationale“ Sicht von Funktionen in Pro-
grammiersprachen. Die Details des operationalen Verhaltens spiegeln sich
in den verschiedenen Auswertungsstrategien und der dadurch induzierten
Semantik wider (vgl. Abschnitt 1.3).

o Tabellarische Auflistungen sind eine Datenstruktur-orientierte Sicht auf
Funktionen. Wir verwenden dafiir auch die (schon in Kapitel 14 einge-
fithrte) Metapher der ,eingefrorenen“ Funktionen. Dabei muss man prag-
matisch zwei Situationen unterscheiden:

— Dichte Funktionen haben einen Definitionsbereich, der unmittelbar ei-
nem kompakten Intervall der natiirlichen Zahlen entspricht. Dies fithrt
auf die bekannten Arrays (vgl. Kapitel 14).

— Gestreute Funktionen haben einen Definitionsbereich, der nur einen
kleinen Teil einer im Allgemeinen riesigen Grundmenge ausmacht.
Ein typisches Beispiel ergibt sich, wenn eine Versicherung zwolfstellige
Schliissel als Kundennummern verwendet, obwohl die Zahl der Kunden
nicht einmal theoretisch die Billionengrenze erreichen kann. Dies fithrt
auf Konzepte wie Hash-Tabellen oder Rot-Schwarz-Béume [37, 129].

Diese Aspekte wollen wir jetzt auch in der Programmierung etwas deutli-
cher reflektieren. Deshalb fithren wir entsprechende Typklassen ein:

Fun D Map O Array —— Hierarchie von Typklassen fiir Funktionen
Diese Hierarchie spiegelt folgende Eigenschaften wider:

Die Typklasse Fun umfasst alle Funktionen.

Die Typklasse Map umfasst die ,eingefrorenen® Funktionen.

Die Typklasse Array umfasst die ,eingefrorenen“ Funktionen, die dicht
sind, d.h. deren Definitionsbereiche Intervalle sind.

Insgesamt erhalten wir ein Package, wie es in Programm 15.1 skizziert
ist. (Dabei sollte das Overloading des Namens Functions harmlos sein.) In
diesem Package sind alle ,,funktionsartigen“ Strukturen zusammengefasst. Da
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Programm 15.1 Das Package der funktionsartigen Strukturen

PACKAGE Functions = {
SPECIFICATION Functions = {...}
TYPECLASS Fun = Functions. Fun
SPECIFICATION Mappings = {...}
TYPECLASS Map = Mappings. Fun
PROP Map C Fun
SPECIFICATION Arrays = {...}
TYPECLASS Array = Arrays. Array
PROP Array C Map
SPECIFICATION Intervals = {...}
TYPECLASS Interval = Intervals. Interval

ihre Implementierungen aber im Compiler verborgen sind, geben wir hier nur
die entsprechenden Spezifikationen an.

Die Spezifikation Arrays und die zugehorige Spezifikation Intervals haben
wir schon in Kapitel 14 eingehend studiert. Deshalb konzentrieren wir uns
jetzt auf die Spezifikationen Mappings und Functions und ihre zugehorigen
Typklassen Fun und Map.

15.2 Die Typklasse der Funktionen

Grundsétzlich ist das Konzept der Funktionen in der Sprache und damit im
Compiler vorgegeben. Im Programm 15.2 geben wir deshalb nur eine (parti-
elle) Spezifikation der entsprechenden Typklasse und der wichtigsten Opera-
toren auf Funktionen an.! Die Liste in Programm 15.2 liee sich noch weiter
fortsetzen; aber wir verzichten auf die Angabe weiterer Operationen wie z. B.
Currying oder Uncurrying, weil diese bereits in Kapitel 1 in der Struktur
HigherOrder von Programm 1.1 definiert wurden.

Wir gehen davon aus, dass der Pfeil-Operator —  auf allen Ebenen
der Typisierung vom Compiler vorgegeben ist. Um die Typklasse Fun leichter
definieren zu kénnen, fiihren wir einen speziellen Typoperator Fun als Instanz
des Pfeil-Operators auf der Ebene der Typen ein. Aus Griinden der Lesbarkeit
bleiben wir aber bei allen Applikationen bei der Pfeil-Notation.

Bei der Definition der Restriktion ist die 1F-Abfrage eigentlich unnétig,
weil diese IF-Abfrage als Teil der (dynamischen) Typisierung ohnehin generiert
wird. Aber in dieser Form ist die Semantik klarer sichtbar. Bei der Typisierung
der Restriktion miissen wir das Prinzip der abhéngigen Typisierung auf die

1 Aus Griinden der Lesbarkeit kennzeichnen wir die polymorphen Typvariablen
wieder nur durch die Verwendung griechischer Buchstaben.
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Programm 15.2 Die Typklasse der Funktionen

SPECIFICATION Functions = {
TYPE Fun: Type — Type — Fun —— Typkonstruktor
DEF Fun a 8 = (o — )

TYPE Dom: Fun — Type —— Domain
TYPE Ran: Fun — Type —— Range
DEF Dom(a — f8) = «

DEF Ran(a — 8) =0

FUN t(a—=pB)—-a—p —— Applikation
FUN o : (B—=9)x(a—p)— (a—7) —— Komposition
FUN | : (a—B)x (7: Typee vy C a)+— (v — B) —— Restriktion
FUN id: o — « —— Identitat

(s. Programm 1.1)

DEF f(a) = GIVEN —— Applikation

DEF (g o f)(a) = g(f(a)) —— Komposition
DEF (f | v)(a) =IF a:7 THEN f(a) FI —— Restriktion

DEF id(a) = a —— Identitit

(s. Programm 1.1)

}

TYPECLASS Fun = Functions.Fun

Ebene der Klassen anheben, weil das zweite Argument « von f | v ein Typ ist,
der Subtyp des Definitionsbereichs Dom(f) sein muss.
Anmerkung: Die Typklasse Fun reprasentiert eine coalgebraische Sicht auf Funktio-
nen: Wir haben eine Reihe von Operationen, die Funktionen verwenden (,, Beobach-
ter®), aber es gibt keine Operationen zur Konstruktion von Funktionen. Diese sind
im Compiler verborgen; das gilt insbesondere fiir die konkrete Implementierung von
Funktionen tiber \-Ausdriicke (und dazu dquivalente syntaktische Konstruktionen).
Die Typklasse Fun umfasst alle Funktionen, ohne irgendwelche Restriktio-
nen. Das heif}t, sowohl Definitions- als auch Wertebereich sind beliebige Typen
(also von der Art Type). Im Folgenden werden wir uns mit speziellen Teil-
klassen von Funktionen befassen, bei denen der Definitionsbereich gewissen
Einschrankungen geniigen muss.

15.3 Die Typklasse der Mappings

Neben der klassischen Reprasentation iiber A-Ausdriicke (also iiber ,Code“)
gibt es auch den konstruktiven Aufbau von Funktionen durch schrittweises
Hinzufiigen von Wertepaaren, beginnend mit der ,leeren“ Funktion.

Fiir diese konstruktiv aufgebauten (und damit endlichen) Funktionen hat
sich der Begriff Map eingebiirgert. Solche Maps sind nicht mehr iiber be-
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liebigen Typen fiir den Definitionsbereich definierbar, sondern nur noch iiber
Typen der Klasse Eq, weil fiir die Implementierung der Applikation ein Gleich-
heitstest gebraucht wird.

Programm 15.3 zeigt die wichtigsten Operatoren fiir Maps; Programm 15.4
enthélt die wesentliche Eigenschaften dieser Operatoren. (Wegen der Lange
mussten wir die Spezifikation auf zwei Seiten verteilen.)

Wegen der Eigenschaft Map C Fun sind auf Map auch alle Operationen
verfiigbar, die auf Fun definiert wurden, also insbesondere die Applikation
m(a), die Komposition m;y o mg und die Restriktion m | .

Programm 15.3 Die Typklasse Map und der Datentyp Map

SPECIFICATION Mappings = {
TYPE Map: Eq — Type — Map —— Typkonstruktor
DEF Map o B = (a — )
PROP Map o 8 C Fun a 8

FUN O: Map a B — leere Map
FUN +— :axf— Mapap —— Singleton-Map
FUN $ : Map a 8x Map o 8 — Map o 3 —— Uberschreiben
FUN <  Mapafxaxf— Map ap —— Uberschreiben
FUN U : Map o 8 x Map a f — Map o 8 VAR B: BEq —— Vereinigung
FUN — : Map o B x Set a« — Map o f3 —— Ldschen
FUN — : Map a B Xa— Map a 8 — Loschen
FUN | : Map o B x Set o« — Map o 3 —— Restriktion
FUN dom : Map o B — Set o — Definitionsbereich
FUN ran : Map o B — Set —— Wertebereich
FUN € : ax Map a 8 — Bool —— definiert?
FUN = : Map a 8 X Map o 8 — Bool VAR (3: Eq —— gleich?
FUN # : Map a 3 x Map o 3 — Bool VAR (3: Eq —— ungleich?
FUN C : Map a 8 X Map o 8 — Bool VAR (3: Eq — Teilmap?
(Fortsetzung in Programm 15.4)
}

TYPECLASS Map = Mappings.Map
PROP Map C Fun

Man beachte, dass wir aus Griinden der Lesbarkeit in allen Operationen
die explizite Kennzeichnung der Typvariablen o und § weglassen. Streng ge-
nommen miissten wir z. B. die Singleton-Operation folgendermaflen schreiben:

FUN +— : axf— Map a3 VAR a: Eq, 3: Type

Da wir offen lassen wollen, wie Maps implementiert werden (Hash-Tabellen,
Rot-Schwarz-Béume etc.), charakterisieren wir (in Programm 15.4) die Ope-
rationen nur iiber Propertys und nicht iber konkrete Definitionen.
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Programm 15.4 Mappings (Fortsetzung)

SPECIFICATION Mappings = {
(Fortsetzung von Programm 15.3)

) =1F a = a’ THEN b FI
(a) =1F a € my THEN mg(a) ELSE my(a) FI

(
PROP (m1 F m2)
PROP (m a <= b) = (m F (a+— b))
PROP (m — s)(a) =1IF a ¢ s THEN m(a) FI
PROP (m — a) = m — {a}

PROP (m | s) = (m — (dom(m) — s))

PROP dom O =10

PROP ran 00 =0

PROP dom(a — b) = {a}

PROP ran(a — b) = {b}

PROP dom(m1 ¥ mg) = dom(m1) U dom(mz)

PROP ran(my F mg) = ran(mi — dom(mgz)) U ran(ma)

PROP dom(m — s) = dom(m) — s

PROP @ € m = a € dom m

PROP my = mp <= dom(m1) = dom(mg) AVz € dom my « mi(z) = ma(z)
PROP my C mp <= dom(m1) C dom(mgz) A (mz | dom(m1)) = my

PROP my U my REQUIRES my | d = mg | d WHERE d = dom(m1) N dom(msz)
PROP (m1 U ms) = (m1 F m2)

PROP (m1 F m2) = (m1 — dom(mz)) U ma

PROP (m1 F (m2 F m3)) = ((m1 F m2) F ma) —— assozz:atz:v

PROP m1 U (mz Umg) = (m1 Uma) U ms —— assoziativ .

PROP m1 U ma = ma U my —— kommutativ
}

Maps werden konstruktiv aufgebaut. Ausgehend von der leeren Map [J
und der einelementigen Map (a — b) baut man mit Hilfe des Kompositions-
operators (m; I mg) immer grofere Maps auf. Dabei ist & im Wesentlichen
die Vereinigung der beiden Maps; auf dem Durchschnitt ihrer Definitionsbe-
reiche dominiert allerdings my, weshalb der Name , Uberschreiben gerecht-
fertigt ist. Fiir den hiufigen Fall des Uberschreibens eines einzelnen Wertes
haben wir die spezielle Notation m a < b eingefithrt. Man beachte aber, dass
beim Uberschreiben — zumindest konzeptionell — eine komplette neue Map
generiert wird. (Ob der Compiler das intern durch echtes Uberschreiben oder
durch Kopieren implementiert, hingt von der Single-Threadedness ab.)

Da Map eine Subklasse von Fun ist, gibt es auf Maps die Operatoren Dom
und Ran, die den Argumenttyp o und den Wertetyp 3 liefern. Wenn wir aber
die tatsdchlichen Definitions- und Wertemengen brauchen, verwenden wir die
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Operatoren dom und ran. (Weil diese nicht Typen, sondern Werte liefern,
schreiben wir sie klein.)

Die Operatoren (m — s) und (m — a) erlauben es, Maps zu verkleinern,
indem man eine Teilmenge s bzw. ein Element a aus dem Definitionsbereich
entfernt. Die Restriktion m | s einer Map m auf eine Menge s l4sst nur dieje-
nige Teilmap tibrig, deren Definitionsbereich s N dom(m) ist.

Weil die Operationen dom und ran unter Umstdnden sehr grofle Men-
gen berechnen, ist ein Test x € dom m im Allgemeinen sehr aufwendig. Da
er aber haufig gebraucht wird, fiihren wir dafiir eine effizientere Operation
x € m ein, die den Test direkt implementiert (allerdings genau die Property
r € m <= = € dom m erfiillt).

In manchen Situationen muss man priifen, ob zwei Maps gleich sind oder
ob eine Map in einer anderen Map enthalten ist; dazu dienen die Operation
m1 = mg und my C mo.

Weil der Operator m; T me nur assoziativ ist, méchte man auch eine kom-
mutative Variante haben. Diese ist aber nur unter gewissen Einschrénkungen
wohl definiert: Die Vereinigung m; U ms ist nur dann sinnvoll, wenn m; und
meo auf ihrem Durchschnitt ibereinstimmen.

Man beachte, dass die Operation m; = mg und die davon abhéngigen Ope-
rationen my # mg, my; C me und my U mg nur definiert sind, wenn der Wer-
tebereich der beiden Maps ein Typ der Klasse Eq ist.

Zur Erinnerung: Wir hatten in Kapitel 10 auch noch weitere Operationen
auf Maps eingefithrt, durch die Maps zu CPOs wurden.

15.3.1 Implementierungen von Maps

Im Unterschied zu Arrays wollen wir bei Maps nahezu beliebige Definitions-
bereiche zulassen, was das Speichern komplexer macht. Véllig beliebig diirfen
wir allerdings nicht werden, denn einige Einschrénkungen sind — abhéngig
von der gewiinschten Implementierung — doch nétig. Wenn Map o ( als Liste
von Paaren dargestellt wird, muss «: Eg gelten; wenn Suchbdume (z.B. Rot-
Schwarz-Baume) verwendet werden, muss «: Ord gelten; und bei der effizien-
testen Variante, der Darstellung mittels Hash-Tabellen, muss «: Hash gelten,
mit einer geeigneten Typklasse Hash. (Die jeweiligen Implementierungstech-
niken findet man in der Standardliteratur zu Datentypen, z. B. [37, 129].)

15.3.2 Map-Filter-Reduce auf Maps

Wie bei allen Datenstrukturen sollte man auch bei Maps die elementaren
Funktionen hoéherer Ordnung bereitstellen, mit denen eine kompakte Pro-
grammierung nach dem Map-Filter- Reduce-Paradigma moglich ist. Die ent-
sprechenden Operationen sind in Programm 15.5 angegeben, wobei wir uns
allerdings auf die einfacheren Varianten beschrénken.
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Programm 15.5 Map-Filter-Reduce auf Maps

STRUCTURE MapHofs = {
FUN s (8—7)— Map a 8 — Map a v
DEF f*xm = fom
FUN *x (aXf—7v)— Map a 8 — Map o v
DEF [ * (a — b) = (a — f(a,b))
DEF f * (m1 Umg) = (f * m1) U (f * ma)
FUN »: Map a 3 — (o — Bool) — Map a 8
FUN »>: Map o 8 — (8 — Bool) — Map o 3
FUN »>: Map a 8 — (o x 3 — Bool) — Map o 8

DEF (a — b)>p =1IF p(a) THEN (a — b) ELSE O FI

DEF (a +— b)>p =1F p(b) THEN (a — b) ELSE O FI

DEF (a — b)>p =TF p(a, b) THEN (a +— b) ELSE [J FI

DEF (mi Umg)>p = (m1>p)U (ma2>p) —— zu simpel!

FUN /: (BxB— ) — Map a 8 — 3
DEF @ /(a— b) =10
DEF @ /(miUmz) = (& /m)® (& /) me)

Da Maps nur spezielle Funktionen sind, ist der einfache ,, x “~-Operator
nichts anderes als die Funktionskomposition. Im Zusammenhang mit effizien-
ter Speicherung ist diese Realisierung allerdings nicht empfehlenswert. Darauf
kommen wir in Abschnitt 15.5 unter dem Stichwort ,Memoization*“ noch ein-
mal zuriick. Man beachte, dass bei f x m natiirlich f auch wieder eine Map
sein kann.

Es gibt auch Applikationen, bei denen man eine Funktion auf alle Paa-
re (a,b) mit b = m a anwenden will. Diese Variante kann per Overloading
ebenfalls mit f * m geschrieben werden. (Wir geben die Definition nur fiir
den Operator U an, weil es bei J subtile technische Probleme wegen De-
finiertheitsfragen gibt; aber aus Programm 15.4 wissen wir, dass F auf U
zuriickgefiihrt werden kann.)

Die Filter-Operation geben wir in drei iiberlagerten Varianten an, je nach-
dem ob wir den Definitionsbereich, den Wertebereich oder beide gemeinsam
testen. Man beachte, dass wir es uns bei der letzten Definitionszeile von ,, >
allzu leicht machen. Wir miissten die drei iiberlagerten Varianten in drei iden-
tischen Definitionen hinschreiben, die aber fiir den Compiler durch geeignete
Typannotationen unterscheidbar gemacht werden.

Bei der Reduce-Operation geben wir nur die einfachste Variante an. Man
beachte, dass diese auch nur fiir assoziative und kommutative Operatoren ,,B“
sinnvoll ist, weil auf den Elementen einer Map keine Ordnung angenommen
wird. Streng genommen missten wir unsere Typisierung also durch die Angabe
einer entsprechenden Typklasse prézisieren:
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FUN /: (Bx B — B): Assoc& Comm — Map o § — (3

Man beachte, dass eine Definition von Reduce, die nicht auf dem Operator
U basiert, sondern auf dem Operator T , wesentlich schwieriger ist.

Fiir den Reduce-Operator bietet sich noch eine andere Moglichkeit an (die
in vergleichbarer Weise fiir alle moglichen Arten von Datenstrukturen gilt).
Wir fithren eine spezielle Funktion ein, die die Map in eine lazy Liste von
Paaren verwandelt:

FUN seq: Map o 8 — List(a x f3) —— List ist lazy
DEF seq O = ¢
DEF seq((a — b)Um) = (a,b) -: seq(m)

Dann kénnen wir alle Varianten von Reduce (und dhnlichen Operationen)
direkt von Listen auf Maps tibertragen. Durch die Laziness wird sichergestellt,
dass die Liste nicht wirklich erzeugt und gespeichert wird. (Damit hat man de
facto das realisiert, was z. B. in JAVA unter dem Stichwort [terator firmiert.)

15.3.3 Pradikate héherer Ordnung auf Maps

Im Zusammenhang mit der Spezifikation und Entwicklung von komplexen
Map-basierten Programmen (die wir gleich in Kapitel 16 diskutieren werden)
braucht man auch Préadikate hoherer Ordnung. Dann lassen sich Bedingungen
formulieren, die gelten miissen, damit eine Map eine Losung fiir ein gegebenes
Problem représentiert. Programm 15.6 fasst die notwendigen Préadikate und
deren Eigenschaften in einer Spezifikation MapPredicates zusammen.

Programm 15.6 Prédikate hoherer Ordnung auf dem Datentyp Map

SPECIFICATION MapPredicates = {

FUN [: (a x 8 — Bool) — Map a 3 — Bool —— pointwise

FUN [gom : (@ — Bool) — Map « 3 — Bool —— pointwise on domain
FUN Wpan : (8 — Bool) — Map « 8 — Bool —— pointwise on range
FUN X: (ax 8 — ax 8 — Bool) - Map a 3 — Bool —— mutually

FUN Ngom : (@ = o — Bool) — Map « 8 — Bool —— mutually on domain
FUN Wygn: (8 — 8 — Bool) — Map o 3 — Bool —— mutually on range

PROP [ p m =Va € dom me p(a, m a)

PROP Hgom p m =Va € dom m e p(a)

PROP [yun p m =Vb € ran m « p(b)

PROP X p m =Va1 € dom m, az € dom m, a1 # az » p(ar, m a1)(az, m az)

Das Pradikat [ p m priift, ob p(a, b) fir alle Elemente der Map m mit
m a = b gilt, ob p also ,elementweise“ (,,pointwise”) fir die Map m erfillt ist.
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Analog priifen g p m und g, p m die Giiltigkeit von p fiir alle Ele-
mente des Definitions- bzw. Wertebereichs. Diese Prédikate lassen sich direkt
oder indirekt durch den Map- und den Reduce-Operator implementieren:

Opm=A/p*xm

Das Priadikat X p m ist wesentlich komplexer und aufwendiger: Es tes-
tet die Giiltigkeit eines Préadikats p fiir je zwei Elemente (a1, m a1) und
(ag, m az) der Map, also ,pairwise* oder ,mutually“. Auch hier gibt es ana-
loge Varianten X g, und X,., , die nur die Elemente des Definitions- oder
des Wertebereichs betrachten.

Wir werden die Operatoren [ gom , Hran , Rgom und X,,, per Overloading
einfach als [] bzw. X schreiben, wenn die Typen der Pradikate eine eindeutige
Erkennung zulassen.

Wir illustrieren den Gebrauch dieser Pradikate anhand der wohl bekannten
Aufgabe des n-Damen-Problems. Dieses Problem lésst sich sehr kompakt mit
Hilfe der Operatoren aus Programm 15.6 spezifizieren.

Beispiel 15.1 (Das n-Damen-Problem)

Es sollen n Damen auf einem n x m-Schachbrett so platziert werden, dass
keine Dame im Einflussbereich einer anderen steht. Dabei gelten die {iblichen
Schachregeln, nach denen eine Dame horizontal, vertikal und diagonal bewegt
werden darf.

Das rechte Bild in Abbildung 15.1 zeigt eine Losung des 4-Damen-Problems.
Das linke Bild zeigt fiir eine der Damen, welche Felder aufgrund der Anforde-
rung friendly aus der Spezifikation in Programm 15.7 fiir die anderen Damen
blockiert werden.

W W
W

w

Abb. 15.1: Das 4-Damen-Problem

Programm 15.7 zeigt eine Spezifikation des n-Damen-Problems. Die Funk-
tion queens bildet Mengen von Damen auf Mengen von Losungen ab. Eine Lo-
sung m € queens(QS) ist eine Map m, die alle Damen der Menge QS auf dem
Schachbrett so platziert, dass sich deren Positionen in Zeilen, Spalten und
Diagonalen nicht iiberschneiden. Diese Uberschneidungsfreiheit wird durch
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Programm 15.7 Spezifikation des n-Damen-Problems

FUN queens: Set Queen — Set(Map Queen Position)
PROP m € queens(QS) <= dom m = QS N Wy, friendly m

FUN friendly: Position — Position — Bool

PROP friendly p1 p2 < row pi1 # row pz —— Zeilen
A col p1 # col p2 —— Spalten
A up p1 # up p2 —— Diagonalen
A down p1 # down ps —— Diagonalen

das Préadikat friendly gesichert, das mit Hilfe von X,,,, fiir je zwei Elemente
der Ergebnis-Map tberpriift wird.

Ein Algorithmus, der direkt aus dieser Spezifikation abgeleitet wiirde, wére
extrem ineffizient: Ausgehend von n Damen und p = n * n Positionen wiirden
zunéchst p™ Maps erzeugt, die alle moglichen Positionierungen der n Da-
men reprasentieren (also auch die, bei denen mehrere Damen auf der gleichen
Position stehen). Jede dieser Maps wiirde dann mit X friendly auf das ,fried-
liche Nebeneinander* der Damen tiberprift. Auf diese Weise probiert man alle
potenziellen Zuordnungen durch und erhélt die Menge der Losungen. Dazu
kommt, dass die Anwendung von X friendly auf eine einzelne Map auch noch
relativ aufwendig ist: Das Pradikat friendly muss auf je zwei Damen ange-
wendet werden, d.h. bei n Damen "("2_1) mal; und friendly besteht selbst
wiederum aus 4 Tests.

Dies zeigt, dass Programm 15.7 nur als Spezifikation der Aufgabenstellung
brauchbar ist. Als Implementierung benotigen wir ein wesentlich effizienteres
Programm. In Kapitel 16 werden wir zeigen, wie sich eine solche Implemen-
tierung aus unserer obigen Spezifikation formal gewinnen lésst.

15.4 Maps und Funktionen: Zwei Seiten einer Medaille

Wir wollen die Ahnlichkeit von Maps und Funktionen betonen, nicht ihre
Unterschiede. Das soll auch in den Notationen sichtbar werden. Deshalb fiih-
ren wir fiir den Aufbau von Maps neben den konstruktiven Operatoren aus
Programm 15.3 auch eine kompakte Schreibweise im Stil der A-Ausdriicke
von klassischen Funktionen ein. Dies geschieht analog zur Vorgehensweise bei
Arrays in Kapitel 14 und soll im Folgenden genauer betrachtet werden.
Trotz der Ahnlichkeit von Maps und Funktionen darf man die real exis-
tierenden Unterschiede nicht einfach ignorieren. Und der gréfite Unterschied
ist sicher der, dass Maps nur iiber endlichen Mengen gebildet werden kénnen.
(Es miissen sogar ,kleine“ Mengen sein, die im Speicher eines Rechners Platz
haben.) Deshalb wéhlen wir fir die grundlegende Beschreibung von Maps ei-
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ne Schreibweise, die sich subtil von den A-Termen der Funktionsdefinitionen
unterscheidet.

Definition (Map als A-Term)

Sei s: Set a eine gegebene Menge und f:«a — ( eine Funktion. Dann kdnnen
wir folgende Map bilden:

VAL m: Map o 8
DEF m = Aa € s« f(a)

Im Gegensatz zu den iiblichen A-Termen, bei denen nur eine Typisierung der
Art Aa: T » ... erfolgt, binden wir hier mittels Aa € s+ ... die Variable a an
die Elemente der Menge s. Dabei wird gleichzeitig s als Definitionsmenge der
Map m festgelegt.

Diese Notation entspricht der folgenden Map-Reduce-Konstruktion:
DEF m = U / singleton x s WHERE singleton = Aa « (a — f(a))

Hier wird zu jedem a € s die einelementige Map (a — f(a)) gebildet, und
diese Maps werden dann mittels U zu einer groflen Map verschmolzen.

Das zeigt, wie eng die kompakte Beschreibung von Maps mit dem Map-
Operator auf Set zusammenhéngt (der seinerseits wieder verwandt ist mit den
so genannten Iteratoren in Sprachen wie JAVA). Man kénnte sich auch noch
kompaktere Schreibweisen als Aa € s« f(a) vorstellen, die ganz ohne Bezug
zu den Individuen a € s auskommen. Naheliegend wére z. B.

FUN | : (a— () x Set a — Map o 8
DEF [ | s = U/ singleton * s WHERE singleton = Aa+ (a — f(a))

Allerdings werden wir im Zusammenhang mit rekursiven Definitionen und Me-
moization nicht immer ohne Beziige auf a € s auskommen. Deshalb behalten
wir beide Notationen nebeneinander bei.

Anmerkung 1: Wie wir schon bei den Arrays angemerkt haben, fihlen sich manche
Leute von einer solchen A-artigen Notation irritiert. Sie wdren entspannter, wenn
man anstelle von Aa € s« f(a) eine Spezialnotation wie [ a — f(a) | a € s] ver-
wenden wirde. Aber mit Spezialnotationen wollen wir lieber sparsam umgehen.

Anmerkung 2: Es wdre auch eine Variante von Maps denkbar, die beim Definitions-
bereich den Unterschied zwischen Mengen und Typen nivelliert. Sei s: Set o gegeben.
Dann fihren wir den Subtyp TYPE as = (a| € s) ein und bilden Map o, 3. Aller-
dings kann beim heutigen Stand der Compilertechnik nicht damit gerechnet werden,
dass die hohe Dynamik dieser Konstruktion effizient implementiert werden kann.

15.5 Maps, Funktionen und Memoization

Wie wir gesehen haben, sind Maps spezielle, ndmlich ,eingefrorene* Funktio-
nen. Andererseits sind aber viele der Operatoren aus Programm 15.3 auch fiir
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klassische Funktionen sinnvoll. So kann man z. B. einen Update-Operator fiir
Funktionen definieren (sofern der Wertebereich zur Typklasse Eq gehort):

FUN < (a—=P)xaxf—(ae— ) VAR a: Eq
DEF (f a < b)(a’) =1F a = o’ THEN b ELSE f(a’) FI

Wenn man das allerdings mehrfach iteriert, dann ergibt sich eine lange und
damit hochst ineffiziente 1F-Kaskade. In diesem Falle wére z.B. eine Hash-
Tabelle erheblich effizienter.

Diese Beobachtungen — die Ahnlichkeit von Maps und Funktionen, sowie
die Ineffizienz von naiven Update-Implementierungen — legen es nahe, beide
Konzepte zu verschmelzen. Damit wiirden intern durch den Compiler sowohl
Funktionen als auch Maps einheitlich dargestellt als Paare, bestehend aus
einer reinen Map und einer reinen Funktion (d.h., einem A-Term):

f=0 -+ o JAze...) -= Funktion als Paar (Map, \-Term)

Bei der Applikation f(a) einer so implementierten Funktion wird zunéchst
in der Map nachgesehen, ob das Element a dort eingetragen ist. Falls nein,
wird der A-Term aufgerufen.

Die beiden Spezialfélle der reinen Funktionen und der reinen Maps filigen
sich hier ganz einfach ein:

e  FEchte Funktionen“ haben einen leeren Map-Anteil.
e  FEchte Maps“ haben als Funktionsanteil die undefinierte Funktion Az« L.

Ein guter Compiler sollte in der Lage sein, das Vorliegen dieser Spezialfille in
den meisten Fallen zu erkennen und entsprechend zu optimieren.

Memoization

In der obigen integrierten Implementierung ist (bei Bedarf) das Prinzip der
Memoization besonders einfach zu realisieren. Wir betrachten dazu den be-
sonders anspruchsvollen Fall einer rekursiven Funktion. Diese hat eine Form
der folgenden Bauart (mit einem Ausdruck &, als Argument des rekursiven
Aufrufs von f):

DEFf=( -+ - [ dze ... f(&) ...) -- rekursive Funktion

Wenn bei einer Applikation f(a) das Argument a nicht im Map-Teil ein-
getragen ist, wird der A\-Term aufgerufen, was gegebenenfalls zu einem rekur-
siven Aufruf f(&,) fithrt, der seinerseits weitere rekursive Aufrufe auslésen
kann. Sobald bei einem dieser Aufrufe das Ergebnis ¢/, = f(&!) vorliegt, wird
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das Paar (€/,y)) in die Map eingetragen und steht von da an bei allen wei-
teren Aufrufen zur Verfiigung. Damit wird das Prinzip ,Speichern statt neu
Berechnen“ unmittelbar umgesetzt. Und weil diese rein interne Anderung se-
mantiktreu ist, werden auch die Prinzipien der Funktionalen Programmierung
nicht verletzt.

Es gibt nur eine Komplikation: Wann lohnt es sich, errechnete Ergebnisse
zu speichern? Wenn ein Wertepaar (£,y/,) nur ein einziges Mal gebraucht
wird, bedeutet das anschlieBende Speichern sowohl Zeit- als auch Platzver-
schwendung. Leider ist die Antwort auf diese Frage generell nicht entscheidbar
und auch in speziellen Fallen zwar entscheidbar, aber nur mit gewaltigem Auf-
wand. Was das Ganze noch schlimmer macht: Das Aufbldhen des Map-Teils
mit Mengen von unnétigen Eintrdgen fiihrt schlieflich zu massiven Effizienz-
verlusten (anstelle der erhofften Optimierung).

Die Losung dieses Dilemmas liegt letztlich wieder darin, die Entscheidung
an den Programmierer zu delegieren. Er kann im Allgemeinen wissen, ob sich
Memoization lohnt oder nicht. Alles, was er braucht, ist ein Sprachmittel,
um seine Entscheidung zu formulieren. Deshalb sollte man — in Analogie zu
Schliisselwortern wie LINEAR und LAZY — ein entsprechendes Schliisselwort
bereitstellen:

FUN f: A — B MEMOIZED

Man kann das weiter verfeinern, indem man noch ein Préadikat oder eine
Menge angibt, um diejenigen Argumente zu charakterisieren, fiir die Memoi-
zation erfolgen soll:

FUN f: A — B MEMOIZED ON p —— Pradikat p: A — Bool
FUN f: A — B MEMOIZED ON s —— Menge s: Set A

Man beachte aber, dass es in der Mengen-Variante noch immer zwei Mog-
lichkeiten gibt:

e Man kann das iibliche ,Memoization-on-the-fly“ anwenden; das heifit, so-
bald ein Wert f(a) mit a € s berechnet ist, wird er in die Map eingetragen.

e Man kann ,Pre-Memoization* anwenden; das heifit, beim ersten Aufruf
von [ wird die Map fiir die ganze Menge s bestimmt. (Dies entspricht der
obigen Kompaktnotation (f | s).)

Anmerkung: Die letzte dieser Varianten hat einen besonderen implementierungstech-
nischen Reiz. Weil die Menge s iiblicherweise in der gleichen Art gespeichert ist wie
die Map (normalerweise tiber Hash-Tabellen oder Rot-Schwarz-Bdaume), kann man
die Struktur beibehalten und nur an den Enden die Werte f(a) eintragen.
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Beispiel: Synthese von Programmen

Wir suchen niemals die Dinge, sondern
das Suchen nach ihnen.
Blaise Pascal

Zum Abschluss des Bereichs ,,Datenstrukturen® illustrieren wir die Verwen-
dung von Maps zur Darstellung von Aufgaben und ihren Losungsmengen.
Unser Beispiel betten wir ein in die Anwendung der Funktionalen Program-
mierung zur Programmsynthese. (Bei der automatischen Programmsynthese
leitet man Programme bzw. Algorithmen aus einer Spezifikation des Problems
und Axiomen iiber das Hintergrundwissen ab.)

Mit der Spezifikation beschreiben wir formal den Anwendungsbereich und
die Problemstellung. Wissen iiber algorithmische Grundlagen, mathematische
Gesetze und Datenstrukturen bilden die Aziome, mit denen wir aus einer
Spezifikation ein ausfithrbares Programm ableiten konnen. Wir kénnen hierfiir
genau unsere Propertys aus Abschnitt 1.1.10 verwenden.

Da es sich meist um kompliziertere und aufwendigere Probleme handelt,
geschieht die Programmableitung meistens halbautomatisch, also mit inter-
aktiver Unterstiitzung durch den Benutzer, der Strategien zum Algorithmen-
design anwendet und verfeinert.

Eine automatische oder wenigstens teilweise automatisierte Generierung
von Implementierungen aus Spezifikationen erhéht die Zuverléssigkeit der er-
zeugten Programme und verringert gleichzeitig die Entwicklungszeit und da-
mit die Herstellungskosten. Durch die Verwendung gezielter Strategien fiir die
Programmsynthese kann man auch aus allgemein formulierten Basisalgorith-
men effiziente Spezialalgorithmen ableiten.

Wir betrachten in diesem Kapitel ein besonders anspruchsvolles Beispiel:
die Ableitung von Algorithmen zur globalen Suche. Dabei wird ein Suchraum,
der eine Menge von Losungskandidaten fiir ein Problem enthélt, durch wieder-
holtes Aufteilen und Filtern eingeschriankt mit dem Ziel, konkrete Losungen
zu extrahieren. Wir werden sehen, dass sich Algorithmen fiir solche Probleme
systematisch erzeugen lassen.



338 16 Beispiel: Synthese von Programmen

16.1 Globale Suche

Ziel der globalen Suche ist das Finden von Lésungen zu einem Problem, wobei
von einer Menge von Loésungskandidaten, dem so genannten Suchraum ausge-
gangen wird. Dieser Suchraum wird durch Aufteilen und Filtern schrittweise
verkleinert, bis man zu tatséchlichen Losungen gelangt. Beim Verkleinern diir-
fen natiirlich keine Losungen verloren gehen.

Im Gegensatz dazu geht man bei Verfahren der lokalen Suche, wie Hill-
climbing, Tabu Search oder Simulated Annealing [27], von konkreten (Teil-)
Losungen aus und untersucht deren lokale Nachbarschaft auf Verbesserungen,
die dann wiederum den Ausgangspunkt fiir die weitere Suche darstellen.

Wenn wir Algorithmen zur globalen Suche beschreiben oder generieren
wollen, miissen wir zunéchst adaquate Mittel zur Darstellung von Suchraumen
und deren Einschrankung bereitstellen. Diese konnen wir dann verwenden, um
konkrete Probleme zu spezifizieren. Und aus diesen Spezifikationen leiten wir
schliefflich Programme ab.

16.1.1 Suchraume

Ein Suchraum fiir ein Problem ist eine Menge von Losungskandidaten, die
durch Bedingungen, die das Problem beschreiben, eingeschrankt wird.

Definition (Suchraum)

Wir représentieren einen Suchraum durch eine Basismenge S und ein Cons-
traint C, das die Menge beschriinkt bzw. filtert:!

S>C={zxeS|Cx)}

Diese Darstellung kann auf verschiedene Weise interpretiert werden:

o Semantische Sicht: S C = {x € S| C(z)} beschreibt die grofte Teilmen-
ge S’ von S, deren Elemente z das Constraint C erfiillen.

e Operationale Sicht: S > C bewirkt eine explizite Aufzdhlung aller Elemente
von S und deren nachfolgende Filterung durch C'.

e Reprdsentationssicht: Hier betrachten wir > als Typkonstruktor:
TYPE ConstrainedSet = > :(base: Set «, constraint: o — Bool)

Hinweis: Die leere Menge kann entweder durch > C' mit beliebigem Cons-
traint C' oder durch S © false mit beliebiger Basismenge S dargestellt werden.
In beiden Féllen schreiben wir vereinfachend ().

! Wir weichen in diesem Kapitel von unserer Konvention ab, Typen grofs und Werte
und Funktionen klein zu schreiben. Aus Griinden der besseren Lesbarkeit bezeich-
nen wir hier Datenstrukturen wie Maps und Sets mit Gro3buchstaben und ihre
Elemente mit Kleinbuchstaben.
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Wir brauchen uns im Folgenden nicht vorzeitig auf eine der drei obigen In-
terpretation festzulegen, da die vorgestellten Methoden mit jeder dieser Sicht-
weisen umgehen konnen. Erst am Ende unserer Programmentwicklung wird es
notwendig sein, sich fiir eine passende Représentation zu entscheiden. (Aller-
dings zielen manche Entwicklungsschritte schon in eine bestimmte Richtung.)

16.1.2 Einschriankung von Suchriaumen

Suchrdume kénnen sehr grofl und sogar unendlich sein. Wenn wir sie bei der
globalen Suche schrittweise einschranken, kann das auf zwei Weisen geschehen:

o Reduktion: Wir eliminieren Elemente aus der Basismenge S, von denen wir
wissen, dass sie C nicht erfiillen (s. Abbildung 16.1):

Finde eine (bzgl. S kleinere) Menge S', so dass S»> C =8> C gilt.
Hiufig kann man auch zu einem vereinfachten Constraint C’ iibergehen:

Finde eine Menge S’ und ein Constraint C' mit S C = 8" C’.

s (&9 59 G )

Abb. 16.1: Reduktion eines Suchraums

o Aufteilen (Splitting): Der Suchraum wird in Teilrdume zerlegt, die rekursiv
durchsucht werden (s. Abbildung 16.2):

Finde Mengen Sy, ..., Sk, so dass St C = (S1>C)U...U(Sp> C) gilt.

Héufig kann man auch hier zu vereinfachten Constraints Ci, ..., Cy Uber-
gehen:

Finde Mengen Si, ..., St und Constraints Cy,..., Cy mit
SDC:(Slbcl)U...U(SkDCk).

B OB

Abb. 16.2: Suchraumaufteilung
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Beim Aufteilen eines Suchraums miissen die entstehenden Teilrdume zwar
nicht zwingend disjunkt sein, allerdings ist dies aus Effizienzgriinden wiin-
schenswert. Anderenfalls konnen Memoization-Techniken helfen, hinreichend
schnelle Algorithmen zu erhalten.

Eine geschickte Aufteilung eines Suchraums erlaubt oft eine neue Reduk-
tion seiner Teilrdume. Im Extremfall kann man die Reduktion auch als Auf-
teilung des Suchraums in zwei Teilrdume ansehen, wobei ein Teilraum aus-
schliefllich ungiiltige Elemente enthélt.

Die Reduktion entspricht dem Hinzufiigen einer Constraint-Konjunktion
zu C, wodurch die Losungsmenge des Problems reduziert wird und eine wei-
tere Suche effizienter verlaufen kann. Die Aufteilung eines Suchraums kann
man hingegen als das Hinzufiligen einer Constraint-Disjunktion betrachten.
Die einzelnen Teilsuchrdume miissen nachfolgend rekursiv durchsucht wer-
den, wodurch der Berechnungsaufwand exponentiell anwéchst. Daher ist es
vorteilhaft, zunéchst so viele Reduktionsschritte wie moglich auszufithren, be-
vor man eine Aufteilung des Suchraums vornimmt und die Teilrdume rekur-
siv durchsucht. In der Literatur wird dieses Vorgehen, die deterministischen
den nichtdeterministischen Berechnungen vorzuziehen, auch Andorra-Prinzip
[144, 38] genannt.

16.1.3 Suchrdaume und partielle Losungen

Neben der abstrakten Reprisentation von Suchrdumen durch Mengen, wie
wir sie verwenden, kann man Suchrdume ebenso durch ihre partiellen Losun-
gen reprisentieren. Die partielle Konfiguration [¢1 — (1,2), g2 — (2,7)] des
8-Damen-Problems stellt so beispielsweise den Suchraum aller Losungen mit
der gegebenen Positionierung zweier Damen ¢; und ¢o dar. Fiigt man eine
dritte Dame [g3 — (3, 3)] hinzu, so stellt dies einerseits eine Erweiterung der
partiellen Losung dar und auf der anderen Seite eine Reduktion des verblei-
benden Suchraums. Gemafl dieser Dichotomie entspricht dann das Splitten
eines Suchraums der Enumeration von Teillosungen.

Auch wenn beide Versionen dquivalent sind, ziehen wir fiir unseren kon-
zeptuellen Ansatz die abstraktere Beschreibung mit Hilfe von Suchridumen
der stiickweisen Enumeration bzw. Vervollstindigung von partiellen Losun-
gen vor.

16.1.4 Basisregeln fiir Suchriume

Als Basis zur Transformation von Programmen {iber Suchrdumen, also be-
schrankten Mengen, stellen wir in Programm 16.1 eine Reihe von Regeln
bereit. Dabei stiitzen wir uns auf einen Typ Constraint, dessen Details wir
hier offen lassen, der aber im Wesentlichen Pradikaten (o« — Bool) entspricht.
Uber diesen Constraints gibt es die iiblichen Booleschen Operatoren wie z. B.
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FUN A : Constraint x Constraint — Constraint —— Konjunktion
FUN V : Constraint x Constraint — Constraint —— Disjunktion

Auflerdem verwenden wir den Typ Set o der Mengen {iber Elementen vom
Typ « mit den tiblichen Operationen Vereinigung, Durchschnitt etc. (vgl. Pro-
gramm 10.9) sowie den iiblichen Funktionen zur Programmierung nach dem
Map-Filter- Reduce-Paradigma, die analog zu denen bei Sequenzen definiert
sind (vgl. Abschnitt 1.2.2).

Programm 16.1 Basisregeln fiir Suchrdume

SPECIFICATION ConstraintRules = {
PROP C1 1S (S1U S2) > C = (S1>C)U (S22 C)
PROP Co IS S (Ch A Ca) = (S>> Ch) > Cs
PROP C3 1S S (C1 V C2) = (S> Ch) U (S> C2)
}

Wir verwenden die Notation ,,PROP Name 1S Property“, um Propertys, al-
so Eigenschaften von Operationen, Namen zu geben, auf die wir uns bei der
Programmableitung beziehen kénnen.

16.2 Problemlosungen als Maps

Probleme, wie wir sie hier mit globaler Suche behandeln wollen — kurz: Such-
probleme —, lassen sich im Allgemeinen durch eine Menge von Variablen be-
schreiben. Eine Lisung des Problems besteht dann aus einer Zuordnung von
Werten zu diesen Variablen, die gewissen Bedingungen, d.h. der Problembe-
schreibung geniigen. Solche Zuordnungen lassen sich sehr gut mit Hilfe von
Maps darstellen.

Eine zentrale Rolle bei der Beschreibung von Suchproblemen spielen die
Map-Pradikate der Spezifikation MapPredicates, die wir in Kapitel 15 in Pro-
gramm 15.6 eingefiithrt haben.

16.2.1 Beispiel: Das n-Damen-Problem

Um die Diskussion anschaulicher zu machen, verwenden wir zur Illustration
wieder das wohl bekannte n-Damen-Problem. Allerdings beginnen wir jetzt
nicht mit der Fassung von Programm 15.7 aus Abschnitt 15.3.3, sondern neh-
men gleich eine leichte Optimierung vor.

Wir wissen, dass eine konfliktfreie Anordnung von n Damen auf einem
n X n-Schachbrett nur moglich ist, wenn sich die Damen auf verschiedenen
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Zeilen befinden. Daher kénnen wir von vornherein Zeilen und Damen einan-
der zuordnen. Wir verlieren dadurch keine Losungen, da sich die Damen nicht
durch spezielle Eigenschaften auszeichnen und damit potenziell austausch-
bar sind. Programm 16.2 zeigt eine optimierte Spezifikation, die auf dieser
Idee beruht. Zur leichteren Lesbarkeit verwenden wir hier die (iiberlagerte)
Schreibweise X friendly m anstelle der Form X, friendly m.

Programm 16.2 Optimierte Spezifikation des n-Damen-Problems

FUN queens: Set Queen — Set(Map Queen Position)
PROP m € queens(Q) <= dom m = Q A I onRow m A K friendly m

FUN onRow: Queen X Position — Bool
DEF onRow(queen, pos) = (row(pos) = index(queen))

FUN friendly: Position — Position — Bool

DEF friendly pos,; posys =  col pos; # col pos, —— Spalten
A up pos; # up pos, —— Diagonalen
A down pos, # down pos, —— Diagonalen

Ein Algorithmus auf Basis dieser optimierten Spezifikation ist giinstiger
als die urspriingliche Form in Programm 15.7. Zwar wiirden auch jetzt noch
initial alle méglichen Zuordnungen der Damen auf dem Brett erzeugt, von
diesen aber sofort eine groflere Anzahl durch das ,,billige* Pradikat [ onRow
ausgeschlossen. Die Priifung mit dem ,teuren“ Prédikat X friendly erfolgt
erst ganz am Schluss fir die iibrig gebliebenen n™ Alternativen und damit fiir
eine deutlich geringere Anzahl von Losungskandidaten als zuvor.

Ziel: Ein effizienter Algorithmus

Aber auch dies 148t sich natiirlich noch optimieren. Statt einer einmaligen voll-
stdndigen Enumeration mit anschliefender Suchraumeinschréinkung kénnen
wir die Damen auch schrittweise platzieren und dabei jede neue Platzierung
zu einer erneuten Suchraumeinschréinkung nutzen. Abbildung 16.3 illustriert
dies fiir das 8-Damen-Problem.

w w ke

Abb. 16.3: Schrittweise Suchraumeinschréankung durch die Platzierung von Damen
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Ausgehend von der schon optimierten Spezifikation héitte man auf einem
leeren Schachbrett fiir jede Dame zunachst n=8 Moglichkeiten, sie zu platzie-
ren und damit fiir unser 8-Damen-Problem noch einen recht groflen Suchraum.
Haben wir — wie im ersten Bild von Abbildung 16.3 — hingegen schon eine Da-
me in die erste Zeile positioniert, dann sind dadurch die grau markierten Felder
flir die weiteren Damen blockiert und somit der Suchraum eingeschrénkt.

Dame Nummer 2 wird nun an eine der noch moglichen Positionen in Zeile
2 gesetzt und schrinkt dadurch den verbleibenden Suchraum erneut ein.?
Genauso reduziert jede weitere Dame den Suchraum und damit den Aufwand
zur Platzierung der restlichen Damen. Auch die Kompatibilitdt (X friendly)
der Positionierung muss immer nur fiir die jeweils neu gesetzte Dame gepriift
werden und nicht fiir die bereits vorhandenen Damen untereinander.

Unser finales Ziel ist daher ein Algorithmus, der den Suchraum wie skiz-
ziert schrittweise einschrankt und damit den Suchaufwand im Vergleich zu
den naiven Losungen deutlich verringert.

16.2.2 Suchrdume als Mengen von Maps

Bisher haben wir gezeigt, wie man mit Maps Losungen von Suchproblemen
darstellen kann. Wenn wir nicht nur einzelne Losungen, sondern Lésungsmen-
gen oder Suchrdume reprasentieren wollen, miissen wir von Maps zu Mengen
von Maps iibergehen. Das haben wir im Grunde auch schon am Typ der
Funktion queens in den Spezifikationen fiir das n-Damen-Problem gesehen.

Festlegung (Suchraum)

Im Folgenden verwenden wir den Begriff Suchraum speziell fiir Mengen von
Maps, also fir den Typ Set(Map « ().

Durch Pradikate auf Maps haben wir Bedingungen fiir Losungen formu-
liert. Wenn wir die Anwendung dieser Prédikate auf Suchrdume iibertragen,
dann kénnen wir damit die Einschrénkung der Suchrdume beschreiben. Und
das werden wir nutzen, um schliefllich aus unseren Spezifikationen konkrete
(und effiziente) Programme abzuleiten.

Wir beginnen mit der Représentation von Suchrdumen als Mengen von
Maps. Programm 16.3 gibt eine entsprechende Spezifikation MapSpaces an.
Mit [A— B] und [A — B] bezeichnen wir die Menge der totalen bzw.
partiellen Maps vom Definitionsbereich A in den Wertebereich B.

Die Komposition M; ® My von Suchrdumen definieren wir auf der Basis
der Komposition jeder Map der Menge M mit jeder Map der Menge M,
durch die Operation U (s. Programm 15.3). Entsprechend der Definition von

2 Man koénnte sich auch Strategien iiberlegen, bei denen man die Zeilen nicht in
der Reihenfolge 1,2, ...,n besetzt, sondern verteilter, weil so frither mehr Felder
blockiert werden.
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Programm 16.3 Mengen von Maps

SPECIFICATION MapSpaces|a, ] = {
FUN [ — ]: Set ax Set 8 — Set(Map o [3) —— partielle Maps
FUN [ — ]: Set ax Set 8 — Set(Map « f3) —— totale Maps
FUN ® : Set(Map a ) x Set(Map o ) — Set(Map o 3)
PROP M € [A — B] <= (dom M C A) A (ran M C B)
PROP M € [A— B] <= (dom M = A) A (ran M C B)
PROP M € M1 @ My <— IM; € My, AMs € Mo e M = My U My
THM Al 1S[A1 W A2 — B] = [A1— B] ® [ A2 — B]
THM A2 18[{a} — BiUBx]| = [{a} — B1] U [{a} — B2]
THM A3 18 M1 @ (M2 UM3) = (M1 Q@ Mz2) U (M1 ® Ma)

U werden nur ,kompatible* Maps vereint, also Maps, die auf dem Durchschnitt
ihrer Definitionsbereiche iibereinstimmen.

Zusétzlich zu den Propertys haben wir hier Theoreme angegeben. Diese
sind Folgerungen, die sich aus den Propertys ableiten lassen. (Unsere Proper-
tys entsprechen also dem, was man in der Logik Axiome nennt.) Die Theoreme
A1 bis A8 beschreiben Eigenschaften der Komposition und Vereinigung von
Suchrdumen. Die Theoreme sind fiir totale genauso wie fiir partielle Maps
anwendbar; wir zeigen hier jeweils die Variante fiir totale Maps.

Wir verwenden die Kurznotation A; W As um auszudriicken, dass zwei
disjunkte Mengen vereinigt werden.

16.2.3 Constraints auf Mengen von Maps

Wir iibertragen nun die Prédikate der Spezifikation MapPredicates aus Pro-
gramm 15.6 auf Mengen von Maps und kénnen so die Reduktion von Such-
rdumen beschreiben. Programm 16.4 gibt die Spezifikation von Constraints
zur Suchraumeinschrénkung an.

Theorem B1 gilt nur fir partielle Maps; denn bei totalen Maps werden
auf der linken Seite sdmtliche Maps eliminiert, sobald auch nur ein a € A
das Pradikat p verletzt. Die Theoreme B2 bis B5 sind dagegen jeweils fiir
partielle und totale Maps anwendbar. Der Kiirze halber haben wir sie nur in
den Versionen fiir totale Maps angegeben. Bei den Theoremen B6 und B7
muss der zweite Teilsuchraum genau die Singleton-Map (a — b) enthalten.
Das ist automatisch eine totale Map.

Die Theoreme B1 bis B3 treffen Aussagen iiber die Einschriankung von
Suchrdumen durch Pradikate iiber den Definitions- und Wertebereichen und
den Elementen von Maps.

Theorem BJ besagt, dass man Suchrdume genauso vor wie nach ihrer
Komposition filtern kann, solange dies ,lokale” Pradikate betrifft, also Eigen-
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Programm 16.4 Constraints auf Suchrdumen

SPECIFICATION Map Constraints|a, 3] = {

THM B1 1S [A — B] > (Bdomp) = [(A>p) — B] —— nur fir —
THM B21S [A— B] > (rang) = [A— (Brgq)] —— auch fir —
THM B3 15 [{a} — B] > (@p) = [{a} — (Brp(a, ))] —— auch fir —
THM B4 1S (M1 @ Ma) > (Mp) = (Mi> (Ep)) @ (Ma> (Mp)) —— auch fir —
THM B5 1S (M1 @ Ma) > (Kp) = (M1>(Bp)) @ M2) > (K p) —— auch fir —

THM B6 18
THM B7 18

Me{a—b})> (Mp) = ((M>(Rp))>(Hp(a,b))) ®@{a— b}
M@ {ab})> (Kinp)
= (M v (Hran p)) > (Dran p(b))) ® {a — b}

~ N~~~

schaften, die punktweise fiir jedes Element einer Map einzeln geprift werden
kénnen. Dieses Theorem kann analog auf [4,,, und [l,,, tibertragen werden.

Fiir X gilt das nicht, weshalb Theorem B5 komplexer ist: Wenn wir einen
Suchraum mit (X p) gefiltert haben und ihn durch Komposition erweitern,
dann konnen die neu entstandenen Maps wieder Punktekombinationen enthal-
ten, die p verletzen. Daher miissen wir das Ergebnis der Komposition erneut
mit (X p) filtern.

Bei Theorem B¢ filtern wir ebenfalls die Komposition zweier Suchrdume
mit einem Pradikat p, das auf je zwei Punkte der Maps angewendet wird.
Hierbei betrachten wir jetzt aber den Spezialfall, dass der zweite Suchraum
nur die Map (a — b) enthélt. Statt den kombinierten Suchraum mit p zu
filtern, kénnen wir nun genauso gut zunéchst den ersten Suchraum M bzgl.
(X p) filtern und danach die Maps aus M punktweise auf Kompatibilitdt mit
dem Paar (a, b) der einelementigen Map priifen. Das Ergebnis wird schliefflich
mit dem einelementigen Suchraum {a — b} komponiert (mit dem sich jetzt
alle verbliebenen Maps vertragen).

Theorem B7 ist eine Version von Theorem B6, bei der p nur auf den Wer-
tebereichen der Maps arbeitet. Entsprechend verwenden wir hier die Filter-
pradikate X4, und [y, .

Durch Anwendung der letzten beiden Theoreme lassen sich oft entscheiden-
de Effizienzgewinne erzielen: Die aufwendige Priifung mit (K p) oder (Kyqp p)
wird auf ein schrittweises Filtern mit den weniger aufwendigen Pradikaten
(@ p(a,bd)) und (Dran p(b)) zuriickgefithrt. Wir werden diese Idee gleich benut-
zen, um einen effizienten Algorithmus fiir das n-Damen-Problem aus unserem
einfachen Basisalgorithmus zu gewinnen.

16.3 Programmableitung

Jetzt wollen wir mit Hilfe unserer Theoreme und Propertys einen Algorith-
mus zur globalen Suche ableiten und optimieren. Wir arbeiten dabei zunéchst
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mit unserem Beispiel, dem n-Damen-Problem. Im zweiten Schritt verallge-
meinern wir dieses Vorgehen und erhalten so einen generischen Algorithmus
zur globalen Suche.

16.3.1 Das n-Damen-Problem — Von der Spezifikation zum
Algorithmus

Wir starten mit der optimierten Spezifikation aus Programm 16.2. Fiir die
gesuchte Funktion queens gilt offenbar (wobei wir mit Pos die Menge aller
Positionen pos: Position bezeichnen):

DEF queens(Q) = [ Q — Pos] > (D onRow) A (K friendly))

Wenn wir die operationale Sichtweise zugrunde legen, dann ist das sogar
schon eine primitive Definition der gesuchten Funktion: Alle Elemente des
Suchraums, also alle moglichen Konfigurationen, werden explizit aufgezahlt
und gefiltert.

Wir leiten jetzt aus dieser initialen Definition durch Induktion iiber die
Menge @ der Damen und passende Transformationen zunéchst eine rekursi-
ve Definition fir die Funktion queens her, die wir spéter weiter optimieren
werden. Abbildung 16.4 zeigt die einzelnen Transformationsschritte.

queens () = {0}
queens(Q w{q}) = [ QW {q} — Pos] > ((onRow) A (X friendly))

[ @ — Pos] & [{q} — Pos] ) (0 onRow) A (X friendly))

e

[@Q— Pos] ® [{q} — Pos])r (& onRow)) > (X friendly)

e

2
: (
( [ @ — Pos] > (donRow)) ® ([{q} — Pos] > (& onRow))) > (X friendly)
(

1]

o)
@

f

(
(
([ Q — Pos] > (B onRow)) ® [{q} — Posw> onRow(q, )])> (X friendly)
(([Q — Pos] > (B onRow)) ® [{q} — Posg. 1) > (R friendly)

(

(
2 (([Q — Pos] » ([ onRow)) > (R friendly)) ® [{q} — Pos(, 1)
> (X friendly)

(([ @ = Pos] » ((donRow) A (X friendly))) ® [{q} — Pos, 1)
> (X friendly)

e

I

~
&

T

= (queens(Q) ® [{q} — Pose, y])> (X friendly)

Abb. 16.4: Ableitung einer rekursiven Definition fiir das n-Damen-Problem

Haben wir eine leere Menge von Queens, so erhalten wir eine Menge, die
nur die leere Map enthalt.
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Im anderen Fall zerlegen wir unseren Suchraum in zwei Teil(such)rdume
(Theorem A1) und transformieren den entstehenden Ausdruck dann schritt-
weise, indem die Constraints jeweils auf die Teilrdume angewendet werden.

Mit Property C2 bilden wir aus der Konjunktion von Bedingungen zwei
nacheinander anzuwendende Filter. Den ersten, ,inneren* Filter ((J onRow)
konnen wir dann nach Theorem B/ in unabhéngigen Schritten auf die Teil-
rdume anwenden. Theorem B3 reduziert den Suchraum [{¢} — Pos] zum
Suchraum [{q} = Pos(,, )], der alle Abbildungen von ¢ auf Positionen
enthilt, deren Zeilen gleich dem Index der Dame ¢ sind:

Posq, et Pos> onRow(q, )= {p € Pos|row(p) = index(q)}

Mit Theorem B5 diirfen wir (X friendly) schliefllich zuerst auf den ersten
Teilraum anwenden, bevor das Ergebnis mit [{q} = Pos(,, )] komponiert
und erneut bzgl. (X friendly) gefiltert wird.

Per Induktion erhalten wir so eine rekursive Definition fiir die Funktion
queens, die in Programm 16.5 angegeben ist. Um eine Losung fiir n» + 1 Damen

Programm 16.5 Die Basislosung des n-Damen-Problems

DEF queens()) = {00}
DEF queens(Q W {q}) = (queens(Q) ® [{q} — Pos(,, 1) (K friendly)

@ W ¢ zu berechnen, ermitteln wir zunéchst die Losungen fiir queens(Q). Wir
yerweitern” diese um die Dame ¢, indem wir aus jeder Map der bisherigen
Losungsmenge | Pos(, ) | neue Maps bilden. Dazu erginzen wir jede einzelne
Map um je einen Eintrag, der q auf eine der Positionen aus Pos(,, ) abbildet.
Diesen neuen Suchraum miissen wir am Ende wieder auf die Kompatibilitat
aller Damen priifen und die Menge der potenziellen Losungen entsprechend
einschranken.

Man beachte: Wahrend wir die Damen schrittweise hinzunehmen, ist die
Menge der Positionen, d.h. die Grofie des Schachbretts, von Anfang an fest-
gelegt. Wenn wir also z.B. das 8-Damen-Problem 16sen, dann berechnen
wir unterwegs zwar queens fir 7, 6, ..., 0 Damen. Wir l6sen dabei aber
nicht das 7-Damen- oder 6-Damen-Problem, da die Damen jeweils auf einem
8 x 8-Schachbrett positioniert werden.

Von ,,X* zu ,,[1%

Die eben abgeleitete rekursive Definition zur Lésung des n-Damen-Problems
ist leider nicht besonders effizient. Ausgehend von einer Losung queens(Q)
wird eine weitere Dame ¢ hinzugefiigt und dann die Kompatibilitéit aller Da-
men jeder neuen potenziellen Losung untereinander gepriift.
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Die Damen in @ sind auf dem Schachbrett aber schon so platziert, dass
keine im Einflussbereich einer anderen steht; sonst wére queens(@Q) keine Lo-
sung. Es wiirde daher ausreichen, die Kompatibilitdt der Damen aus @) nur
jeweils bzgl. der Position der neuen Dame ¢ zu tberpriifen und nicht noch
einmal ihre Kompatibilitdt untereinander.

Der Schliissel zu einer solchen Losung ist das Theorem B7. Abbildung 16.5
zeigt die Ableitung des Programms. Wir beginnen mit der bisherigen rekur-
siven Definition der Funktion queens.

queens(Q W {q}) = (queens(Q) ® [{q} — Pos(y, )]) > (X friendly)

= (queens(Q) ® Uyepys, {4 p}) > (B friendly)

= (Uyeros,, , queens(Q) @ {q — p}) > (X friendiy)

S Uerus,, ,((queens(Q) @ {g — p}) > (B friendly))

E Uperos,. ,(((queens(Q) > (X friendly)) > (U friendly(p))) @ {q — p})

o Upepos(q, )((queens(Q) > (B friendly(p))) ® {q — p})

Il

Abb. 16.5: Optimierung: Von X zu [

Damit wir Theorem B7 anwenden koénnen, miissen wir unseren Aus-
druck zunéchst in eine entsprechende Form transformieren. Der Suchraum
[{q} = Pos(4, ] enthilt eine Menge von einelementigen Maps. Daher kon-
nen wir ihn gemédfl Theorem A2 aufspalten, indem wir den Wertebereich
Pos(,, ) in einelementige Mengen zerlegen. Mit Theorem A& verteilen wir
die Komposition iiber die Elemente der Vereinigung. Und nach Basisregel C1
kénnen wir statt des gesamten Suchraums auch seine Teilsuchraume filtern
und die Ergebnismengen vereinigen.

Jetzt hat unser Ausdruck eine Form, in der wir Theorem B7 anwen-
den konnen. Beachte, dass wir zur leichteren Lesbarkeit hier die (iiberlager-
te) Schreibweise (X friendly) anstelle der Form (X, friendly) verwenden.3
Ebenso schreiben wir beim Resultat jetzt auch (O friendly(p)) anstelle von
(Cran friendly(p)).

Das Ergebnis konnen wir weiter vereinfachen, da fiir queens( Q) bereits per
Definition (X friendly) gilt. Somit kénnen wir diesen Filterausdruck weglassen
und erhalten eine rekursive Definition, die statt auf dem aufwendigen Préidikat
X nun nur noch auf [J beruht. Programm 16.6 zeigt die optimierte queens-
Funktion.

% Hat man es tatsichlich mit (Kp) zu tun, dann kann man in analoger Weise
Theorem B6 nutzen.
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Programm 16.6 Eine effiziente Losung des n-Damen-Problems

FUN queens: Set Queen — Set(Map Queen Position)
DEF queens()) = {00}
DEF queens(Q W {q}) =

LET QS = queens(Q)

f(pos) = (QS > (U friendly(pos))) ® {q — pos}
IN U /(f*Posg, )

Die Menge der zuléssigen Positionierungen der Damen berechnen wir jetzt,
indem wir schrittweise zu einer bestehenden Teillosung jeweils eine neue Dame
auf dem Brett platzieren, deren Position mit denen der Damen der schon
bestehenden Teillosung kompatibel ist. Das setzt genau das Vorgehen aus
Abbildung 16.3 um.

Wie bisher bezeichnen W und U die Vereinigung von Mengen, wobei
im ersteren Fall die Argumentmengen disjunkt sind. Unsere Funktion queens
macht intensiven Gebrauch von Funktionen héherer Ordnung: Zunéchst wen-
den wir mit Hilfe der Map-Funktion % die Funktion f auf alle Elemente der
Menge Pos(,, ) an. Wir erhalten eine Menge von Suchrédumen, also eine Men-
ge von Mengen von Maps, die wir dann mit Reduce zusammenfassen. Durch
das Herausziehen (invariant code motion) von queens(Q) aus dem Reduce-
Ausdruck braucht dieser von p und ¢ unabhéngige Term nur einmal ausge-
wertet zu werden und wir erhalten einen effizienten Algorithmus fiir unser
n-Damen-Problem.

Von Mengenfiltern zu akkumulierten Pradikaten

Die Implementierung aus Programm 16.6 kénnen wir aber auch noch auf eine
andere Art und Weise verbessern. Statt den aktuellen Suchraum jeweils bei
Hinzunahme einer neuen Dame bzgl. seiner Kompatibilitidt mit jeder mogli-
chen Platzierung der Dame zu filtern, gehen wir einfach umgekehrt vor: Wir
sammeln die Kompatibilitdtsconstraints in einem Akkumulationsparameter
als Konjunktion auf und wenden diese Konjunktion dann jeweils nur auf die
Position der neuen Dame an.

Dazu definieren wir eine Funktion queens’ die einen zusétzlichen Akku-
mulationsparameter ¢ fiir die Constraints erhélt:

DEF queens’(Q, ¢) = queens(Q)> (D c¢)

Wir interpretieren , > jetzt als Typkonstruktor. Dann kénnen wir durch
eine einfache Transformation die Funktion queens’, die in Programm 16.7
angegeben ist, ableiten. Die Herleitung zeigt Abbildung 16.6.

Mit Programm 16.7 sind wir von einer abstrakten Beschreibung des Such-
raums zu einer implementierungsnahen Beschreibung iibergegangen und ha-
ben das Filtern des Suchraums durch das Aufsammeln von Constraints ersetzt,
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queens’ (0, ¢) = {O}
queens’ (Q W {q}, ¢)
= (Uperos,, ,((queens(Q) v ([ friendly(p))) @ {q — p})) > ([ e)

€ Uperon, ,(((queens(Q) > (1 friendly(p)))  {q — p}) > (D))
2 Uperan, ((queens(Q) v @ friendly(p))) > (B ¢) & ({g — p} > (Ec)))

S Uyerus, ,((queens(Q) v (B (friendly(p) A ) & ({g = p}> (F)))

Ind

2 Uperos,, (aueens’(Q. friendly(p) A c) @ ({g = p} > (D 0)))

Abb. 16.6: Von Mengenfiltern zu akkumulierten Pradikaten

so dass jede Erweiterung der Teillosungen bzgl. der akkumulierten Constraints
iiberprift wird.

Programm 16.7 Das n-Damen-Problem: Akkumulation von Constraints

DEF queens(Q) = queens’(Q, X s true)
FUN queens’: (Set Queen) X (Position — Bool) — Set(Map Queen Position)
DEF queens’ (0, ¢) = {0}

DEF queens’(Q W {q}, ¢) =
U /(f * Pos(q, )
WHERE
f(pos) = 1F c(pos) THEN queens’(Q, friendly(pos) A c¢) ® {q — pos}
ELSE 0 FI

Unsere neue Implementierung hat gegebeniiber der aus Programm 16.6
zwei Vorteile: Eine Dame wird iiberhaupt nur dann auf dem Schachbrett plat-
ziert, wenn ihre Position mit der der nachfolgend zu platzierenden kompa-
tibel ist. Und diese Priifung kénnen wir — indem wir sie als Bedingungsteil
eines IF-Konstrukts ausdriicken — sehr zeitig, schon wéhrend des Aufbaus der
Constraint-Konjunktion durchfiihren, so dass ungiiltige Konfigurationen gar
nicht erst erzeugt werden. Das Programm 16.7 hat aber gleichzeitig den Nach-
teil, dass wir keine invariant code motion wie in Programm 16.6 mehr durch-
fiihren kénnen und so wieder an Effizienz einbiiflen.

16.3.2 Ein allgemeines Schema fiir die globale Suche

Unser Ziel ist jetzt, ein allgemeines Schema bzw. eine generische Funktion
fiir die globale Suche anzugeben. Das kénnen wir durch Abstraktion des n-
Damen-Beispiels einfach erreichen.
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Wir stellen einen Suchraum als Menge von Abbildungen vom Definitions-
bereich A in den Wertebereich B dar. Zur Suchraumreduktion verwenden wir
die Pradikate [1,4, , [ und X aus Programm 15.6.

Programm 16.8 zeigt eine Spezifikation der allgemeinen Suchfunktion
globalSearch. Sie bekommt als Argumente den Pradikaten entsprechende
Constraints p,-, p und m sowie den Definitionsbereich A und den Wertebereich
B und filtert den von A und B aufgespannten Suchraum bzgl. der Constraints.

Da wir wie bisher von totalen Maps zur Bescheibung von Lésungen ausge-
hen, ist eine Filterung von Suchrdumen mit einem Pridikat py auf dem Defi-
nitionsbereich (also [gom pg) nicht sinnvoll: Entweder bliebe der Suchraum
unverdndert, weil das Pradikat pg fiir alle Elemente des Definitionsbereichs
gilt. Oder es gibt Elemente in A, fiir die pg nicht gilt. Da wir totale Maps
betrachten, gibt es diese dann in jeder Map des Suchraums und somit wére
der reduzierte Suchraum leer.

Programm 16.8 Die generische Suchfunktion globalSearch

FUN globalSearch:
(B — Bool) x (a x 3 — Bool) x
Set o x Set 3 — Set(Map o 3)

PROP globalSearch(p,,p, m)(A,B) = [A— B] > (ran pr) > (Hp) > (K m)
DEF globalSearch(pr, p, m)(A, B) = search(p, m)(4, B> pr)

((a x B) = (a x B) — Bool) —

FUN search: (a x 8 — Bool) x ((a x ) — (a x ) — Bool) —
Set o x Set 3 — Set(Map o 3)

PROP search(p,m)(A,B)=[A— B] > (dp)>(Km)

Mit Theorem B2 schrénken wir zunéchst den Wertebereich ein und kom-
men so zu einer Funktion search, deren Form der der queens-Funktion aus
Abschnitt 16.3.1 entspricht. Die Funktion search kénnen wir jetzt nahezu ana-
log zu queens aus dem vorherigen Abschnitt entwickeln, denn sie ist einfach
eine Verallgemeinerung von queens. Abbildung 16.7 zeigt die Ableitung einer
rekursiven Definition. Das Ergebnis der Transformation ist in Programm 16.9
angegeben.

Programm 16.9 Effiziente Suchraumeinschriankung mit [ und X

DEF search(p, m)(®, )= {0}
DEF search(p, m)(AW {a}, B) =
LET S = search(p, m)(A, B)
f(b) = (5> (Em(a,b))) ©{a— b}
IN U/f*(Brp(a, ))
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search(p, m)(0, )= {0}
search(p, m)(AwW{a}, B) = [AW{a} — B] > (Ep)>(Km)

Z (4~ B] @ [{a} —~ B])>(@p)>(®m)
([4~ B] > @p)®([{a} — B] >(Ep)) > (Rm)
S ([A— Bl >@p) @ [{a} —~ Bopla, )])>(®m
([A— Bl > (@pARmM)® [{a} — B>p(a, )]
2 (([A— Bl >(@p)> (®@m)® [{a} — B>p(a, )
! (search(p, m)(A, B)® [{a} — B p(a, )])>(&m)
search(p,m)(A, B) ® Upe popia, {0~ b}) > (B m)
Usesopta, ) search(p, m)(4, B) ® {a — b})> (B m)

L Uncsopa, ((scarch(p, m)(A, B) ® {a = b}) > (Rm))
L Usesopta, (((search(p,m)(4, B)> (®m)) > (Dm(a, b)) ® {a > b})

= Usepop(a, H((search(p, m)(A, B) > (Lm(a,b))) ® {a— b})

Mg mE me mE |

(
° (

M mz me wg

[1®

Abb. 16.7: Ableitung des allgemeinen Suchschemas

Ganz analog kénnen wir schliellich zu einer Akkumulation von Constraints
fiir eine effiziente Implementierung tibergehen. Wir lassen die Ableitung, die
vollig synchron zu der in Abbildung 16.6 verlauft, aus und geben stattdessen
nur das Ergebnis in Programm 16.10 an.

Programm 16.10 Suchraumeinschrénkung mit akkumulierten Prédikaten

DEF search(p, m)(A, B) = search’(p, m)(A, B,\ , s true)
FUN search’: (a x 8 — Bool) x ((a x 8) — (a x ) — Bool) —
Set a x Set 3 x (a x 3 — Bool) — Set(Map « f3)

DEF search’(p, m)(0, ,c)= {0}
DEF search’(p,m)(AW {a}, B, ¢) =

U /f=(Bepla, )

WHERE

f(b) =17 c(a, b) THEN search’(p,m)(A, B,m(a,b) A c) ® {a— b}

ELSE () FI

In Programm 16.11 ist eine Losung des n-Damen-Problems auf der Basis
der Funktion globalSearch angegeben. Wéhrend wir in der Spezifikation von
queens in Programm 16.2 und bei der Programmableitung in Abschnitt 16.3.1
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eine Prifung K,,, des Pradikats friendly: Position x Position — Bool vorge-
nommen haben, sind wir jetzt von dem allgemeineren Pradikat X ausgegangen
und iiberladen hier daher friendly mit einer entsprechenden Version.

Programm 16.11 Lésung des n-Damen-Problems mit globalSearch

FUN queens: Set Queen — Set Map(Queen, Position)
DEF queens(Q) = globalSearch(X o true, onRow, friendly)(Q, Pos(Q))

FUN friendly( ,p1)( ,p2) = friendly(p1)(p2)

Partielle Maps

Mit Hilfe von Maps haben wir Lésungen von Suchproblemen in Form von
Zuodnungen von Werten zu Variablen dargestellt. Eine Losung ordnete dabei
jeder Variablen einen Wert zu. Daher haben wir mit Mengen totaler Maps
gearbeitet.

Mochte man die Ideen und Vorgehensweise der vorhergehenden Abschnit-
te auf partielle Maps iibertragen, dann muss man sich dariiber im Klaren
sein, dass man nun eine andere Art von Problemen betrachtet. So enthélt
der Suchraum [A — B] im Gegensatz zur totalen Version [ A — B ] nicht
nur alle Maps mit Definitionsbereich A sondern auch jede Map, deren Defi-
nitionsbereich eine Teilmenge von A ist. Man sucht also erstens in einem im
Allgemeinen sehr viel grofleren Suchraum und lésst zweitens auch partielle
Zuordnungen zu.

Dadurch ist es nun auch sinnvoll, einen Suchraum mit g, zu filtern.
Das kann man per Theorem B1 einfach auf eine Filterung des Definitionsbe-
reichs iibertragen und kommt so zu einer zur totalen Version vergleichbaren
Spezifikation. Von hier an ist dann das Vorgehen bei der Programmableitung
weitgehend analog.

16.4 Beispiel: Scheduling

Unser allgemeines Suchschema ist auf vier Arten von Prédikaten beschrinkt,
namlich ,punktweise (,pointwise”) Bedingungen auf den Elementen des
Definitions-, des Wertebereichs und den Mapelementen, sowie Bedingungen
auf je einem Paar von Mapelementen (,,mutually®). Damit kann man Proble-
me mit lokalen Constraints auf einzelnen Objekten bzw. zwischen je zwei Ob-
jekten beschreiben. Die Constraints miissen dabei homogen sein, also gleich-
méBig fiir alle Objekte des Problems und somit fiir alle Punkte der Map
gelten.
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Trotz dieser Einschrankungen kann man mit unserem allgemeinen Such-
schema schon eine ganze Reihe von Problemen bequem beschreiben und effi-
zient 16sen.

Das globale Constraint alldifferent [78], das einer Menge von Variablen
Werte zuweist, so dass allen Variablen unterschiedliche Werte zugeordnet wer-
den, kann man z.B. in einfacher Weise auf eine Menge lokaler Constraints
abbilden. Das zeigt Programm 16.12.

Programm 16.12 Das Constraint alldifferent als globale Suche

FUN alldifferent: Set Var x Set Value — Set(Map Var Value)
DEF alldifferent (vars, values) =
globalSearch((XA o true), (A , o true), (Az1,y1 Az2,y2* Y1 # y2))
(vars, values)

Hat man anders gelagerte Probleme, die z. B. Constraints auf jeweils meh-
reren Punkten der Map notwendig machen, dann muss man entweder versu-
chen, durch geeignete Wahl von Definitions- und Wertebereich das Problem
an unsere Form anzupassen, oder man berechnet eine Teillosung und schrankt
diese im Nachhinein ein. Eine weitere Moglichkeit besteht darin, das Such-
schema entsprechend den in den vorherigen Abschnitten gezeigten Verfahren
fiir neue Anforderungen anzupassen.

Wir wollen im Folgenden noch eine weitere Anwendung unseres Such-
schemas auf ein eingeschrénktes Scheduling-Problem skizzieren. Unser Bei-
spiel geht auf Pepper und Smith [113] zurtick, die den Anwendungsbereich
Scheduling ausfiihrlich behandeln und zeigen, wie man durch geschickte Trans-
formationen auch mit komplizierteren Scheduling-Problemen umgehen kann.

Wir betrachten ein Transport-Planungsproblem. Eine Losung haben wir
in Programm 16.13 angegeben. Eine Menge von Frachteinheiten vom Typ
Cargo soll von einem Lager abgeholt und zu einer Verkaufsstelle oder einem
Markt transportiert werden. Jede Frachteinheit hat einen bestimmten Zeitbe-
reich, innerhalb dessen sie vom Lager abgeholt sein muss. Start- und Endzeit
start und final dieses Zeitbereichs seien hierbei durch den Zeitpunkt der An-
lieferung der Fracht im Lager, Verfallsdatum der Waren, Lagerkapazitét etc.
bestimmt. Jede Frachteinheit hat auflerdem eine bestimmte Groéfle size und
der Transporter hat eine begrenzte Kapazitéit, so dass er pro Fahrt nur eine
beschrankte Menge von Waren transportieren kann.

Unser Transportproblem ist stark vereinfacht. Gréflere Scheduling-Pro-
bleme umfassen normalerweise ganze Flotten von Transportfahrzeugen, Schif-
fen oder Flugzeugen und ebenso unterschiedliche Transportziele, -wege und
-zeiten. In [113] wird der Umgang mit einem solchen erweiterten Problem ge-
zeigt. Bei echten Anwendungen spielt haufig zusétzlich auch noch eine Schicht-
planung fiir das Personal eine Rolle.
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Programm 16.13 Ein eingeschrianktes Planungsproblem

TYPE Schedule = Map Cargo Trip
TYPE Cargo = cargo(id: String, start: Int, final: Int, size: Int)
TYPE Trip = trip(start: Int)
FUN fit: Cargo x Trip — Bool
DEF fit(cargo, trip) = start(cargo) < start(trip) A start(trip) < final(cargo)
FUN sep: Cargo x Trip — Cargo x Trip — Bool
DEF sep( ,tripl)( ,trip2) =
(start(tripl) = start(trip2)) V (|start(tripl) — start(trip2)| > time)
FUN schedules: Set Cargo x Set Trip — Set Schedule
DEF schedules(cargos, trips) = globalSearch(\ o true, fit, sep)(cargos, trips)

Wir wollen fiir unser Problem die zuléssigen Transportpldne berechnen,
so dass jeweils alle Waren innerhalb ihrer Start- und Endzeiten vom Lager
zum Markt transportiert werden. Einen Plan vom Typ Schedule représen-
tieren wir durch eine Abbildung aus der Menge der Frachteinheiten in die
Menge der Transporte. Da bei uns alle Transporte die gleiche Zeit brauchen,
ist ein Transport vom Typ Trip lediglich durch seinen Startzeitpunkt start
gekennzeichnet.

Ausgehend von der Menge der Frachteinheiten, diese reprasentiert den De-
finitionsbereich, und der Menge der moglichen Transporte, dem Wertebereich,
berechnet die Funktion schedules eine Menge von Transportpldnen. Dazu ver-
wenden wir die allgemeine Suchfunktion globalSearch mit den Scheduling-
Constraints fit und sep.

Das Pradikat fit prift, ob die Startzeit eines Transports innerhalb des
Zeitbereichs der Frachteinheit liegt, in dem diese vom Lager abgeholt wer-
den muss. Dieses Pradikat wird ,,pointwise®, d.h. auf jeden Punkt einer Map
angewendet, die einen Transportplan beschreibt.

Wenn wir annehmen, dass ein Transport immer genau time Zeiteinheiten
benotigt, dann kdnnen wir mit dem Pradikat sep festlegen, dass die Startzei-
ten von je zwei Transporten mindestens um diese time Zeiteinheiten differie-
ren miissen. Das Pradikat sep muss auf je zwei Punkten der Transportmap
(,mutually*) gelten.

Die Funktion schedules berechnet nun Transportpléine, die allerdings noch
nicht die Kapazitit capacity des Transporters und die Grole der jeweiligen
Fracht berticksichtigen. Ein solches Constraint enthélt Abhéngigkeiten von
Mengen von Frachteinheiten und keine unserer o.g. vier Priadikatarten ware
hierfir ausreichend.

Man kann ein solches Kapazitats-Constraint aber als ein (,pointwise®)
Pradikat angeben, wenn man eine andere Problem-Reprasentation wahlt und
statt einzelner Frachteinheiten Mengen von Frachteinheiten auf Transporte
abbildet:
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FUN cap: Set Cargo x Trip — Bool
DEF cap(cargos, )= (+ / ((Acargo.size(cargo)) * cargos)) < capacity

Dann miissten aber auch alle anderen Constraints, der Datentyp Schedule
und die Funktion schedules auf den neuen Definitionsbereich geliftet werden.

Hier zeigt sich die o.g. Einschrinkung unserer allgemeinen Suchfunktion
globalSearch: Eine Definition eines Kapazitéts-Constraints durch Anpassung
des Definitionsbereichs ist zwar prinzipiell wie eben beschrieben moglich. Da
wir im gezeigten Verfahren aber davon ausgehen, dass initial sdmtliche Ele-
mente von Definitions- und Wertebereich zur Verfiigung stehen, miissen wir
nun einen erheblichen Mehraufwand bei der Generierung der Elemente des
Definitionsbereichs in Kauf nehmen.
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Zeit und Zustand in der funktionalen Welt

The future will be better tomorrow.
George W. Bush

Die Zeit ist auch nicht mehr das, was

sie mal war. Albert Finstein

Zeit ist ein in jeder Hinsicht spannendes Phanomen; man kann ihre Geschichte
sowohl kurz als auch kiirzest erzahlen [70, 71]. Bei Schiller enteilet sie und bei
Chamisso naht sie, doch bei beiden tut sie’s unauthaltsam. Fir Gottfried
Keller dagegen steht sie still und wir ziehen durch sie hindurch. Fiir Joubert
schlieBlich ist sie alleine Bewegung im Raum und fiir Bloch gibt es sie nur, wo
etwas geschieht.

In der Funktionalen Programmierung mochte man die Zeit am liebsten
ganz los werden, denn Funktionen sind im wahrsten Sinn des Wortes Zeit-los:
Der Wert von sin( 7 ) sollte zu Weihnachten kein anderer sein als zu Ostern.
Aber spétestens, wenn Interaktionen mit der Umwelt notig werden — sei es
mit Benutzern am Bildschirm oder mit Sensoren und Aktuatoren in einer
Prozesssteuerung —, kann man die Zeit nicht mehr ignorieren. Denn die Welt
lebt in der Zeit.

Damit miissen, ob sie es wollen oder nicht, auch die funktionalen Program-
mierer irgendwie mit dem Ph&nomen Zeit umgehen. Dazu gibt es eine Reihe
von Vorschlagen, aber so ganz iiberzeugen kann keiner davon. Mit anderen
Worten: Die Frage ist noch immer ein offenes Forschungsthema. Wir werden
in diesem Kapitel den im Augenblick am weitesten akzeptierten Losungsan-
satz diskutieren (nédmliche Monaden) und in den folgenden Kapiteln darauf
aufbauende Erweiterungen prasentieren.

Wir werden allerdings versuchen, das Thema etwas grundsatzlicher anzu-
gehen, so dass sich die aktuell favorisierten konkreten Sprach- und Program-
mierkonzepte besser in die generelle wissenschaftliche Fragestellung einordnen
lassen und vielleicht sogar Optionen fiir bessere Losungsanséitze sichtbar wer-
den.
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17.1 Zeit und Zustand: Zwei Seiten einer Medaille

Aller Zustand ist gut, der natirlich ist
und verniinftig.
Goethe (Hermann und Dorothea)

In der Programmierung wird iiber Zeit eigentlich selten gesprochen;! meistens
geht es um den Begriff Zustand. Aber diese beiden Konzepte sind untrennbar
miteinander verbunden: Bei einem System lohnt es sich nur, iiber Zeit zu
reden, wenn das System sich mit dem Lauf der Zeit &ndert. Und das, was sich
da &ndern kann, wird {iblicherweise unter dem Begriff , Zustand des Systems*
subsumiert.

Was genau diese ,,Zusténde* sind, ist im Allgemeinen nicht einmal voll-
standig klar. Wenn Einstein sagt ,,Felder sind physikalische Zustdnde des Rau-
mes“, dann hat er damit weder Felder noch den Raum vollstdndig charakte-
risiert, aber es ist doch ein erster Schritt zum besseren Verstédndnis beider
Dinge getan. Das ist sogar typisch fiir zustandsorientierte Systembeschrei-
bungen: Die Zustdnde werden meistens nicht vollstindig angegeben (oft ist
das sogar unméglich); man beschriankt sich stattdessen auf die Beschreibung
ausgewdhlter Aspekte. (In der Mathematik fithrt das auf den Ubergang von
einer algebraischen zu einer coalgebraischen Sichtweise.)

——» f(i) at time t (in state st)

=~

(4) at time t' (in state s;1)

Zeit

——» f(i) at time t"’ (in state s;1)

Abb. 17.1: Systemzustéande und Programm

In Abbildung 17.1 wird das Zusammenspiel von Zustand und Zeit aus
Sicht eines Programms illustriert: Ein System entwickelt sich im Lauf der Zeit
durch eine Folge von Zustanden (hier als diskrete Folge skizziert, tatséchlich
aber meistens als kontinuierlicher Prozess). Aus Sicht des Programms gibt es
zwei relevante Aspekte:

e Unser Programm greift immer wieder iiber eine ,Funktion“ f auf den
Systemzustand zu, z.B. indem es den Wert des i-ten Sensors ausliest.

! Eine Ausnahme bilden die so genannten Realzeit- Applikationen; doch dabei geht
es eigentlich mehr um ,,Uhren“ als um Zeit.
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Das fiihrt aus Sicht der Funktionalen Programmierung auf ein Problem: f
ist im mathematischen Sinn keine Funktion, weil abhidngig vom Zeitpunkt
der Aufruf f(i) unterschiedliche Werte liefert. Wir verwenden daher im
Folgenden lieber den allgemeineren Begriff Operation als den spezielleren
Begriff Funktion.

Um echte Funktionen zu erhalten, miisste man den Zeitpunkt als weiteres
Argument hinzufiigen, so dass in Abbildung 17.1 stehen wiirde f(4)(¢) und
f()(t'"). Aber das fithrt auf eine Reihe weiterer Komplikationen, die wir
gleich noch diskutieren werden.

Zuvor miissen wir auf eine weitere Schwierigkeit eingehen, die sogar noch
unangenehmer ist als das Problem mit der Operation f(i). Solange das
System sich einfach nur (selbststéindig) andert und wir es mittels Opera-
tionen wie f(7) beobachten wollen, kann man das noch relativ leicht in das
funktionale Paradigma einbauen.

Schlimmer wird es jedoch, wenn wir den Systemzustand aus dem Pro-
gramm heraus aktiv dndern wollen, z. B. indem wir auf den j-ten Aktuator
ein Signal geben. Das wird in Abbildung 17.1 durch die ,Funktion“ ¢(j)
angedeutet. Ein solches g(j) hat im Allgemeinen iiberhaupt keinen Wert
mehr, sondern nur noch einen Effekt. Aber Dinge, die keinen Wert dar-
stellen, liegen vollig quer zu den Prinzipien funktionaler Programmierung.
Wir sprechen deshalb lieber von Aktionen als von Funktionen.

Schlielich gibt es aus pragmatischer Sicht auch noch den Wunsch, beide

Varianten zu verschmelzen, also Aktionen zu haben, die sowohl den Zustand
dndern als auch ein Resultat liefern. Ein typisches Beispiel ist die Operation
readNext(file), die als Ergebnis das néchste Element aus der angegebenen
Datei liefert und als Effekt den Lesezeiger in der Datei weiterschiebt.

Definition (Operation, Beobachtung, Aktion)

Insgesamt miissen wir uns mit vier Varianten von ,,Funktionen“ herumplagen:

1.

Echte Funktionen im mathematischen Sinn, deren Wert jeweils nur von
den angegebenen Argumenten abhéingt und nicht vom Zeitpunkt des Auf-
rufs.

. Reine Beobachtungen, deren jeweiliges Resultat nicht nur von den Argu-

menten, sondern auch vom Zeitpunkt des Aufrufs abhangt.

. Reine Aktionen, die nur einen Effekt haben (also eine Zustandsinderung

bewirken), aber kein Resultat liefern.

. Allgemeine Operationen mit Seiteneffekt (also Aktionen mit Ergebnis),

die sowohl einen Effekt auslosen als auch ein — zeitabhéngiges — Resultat
liefern.

Als Oberbegriff fiir alle diese Varianten verwenden wir das Wort Operation.
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17.1.1 Ein kleines Beispiel

Um die Diskussion nicht allzu abstrakt zu fithren, betrachten wir ein kleines
Beispiel. Dieses Beispiel hat den Charme, so weit abgespeckt zu sein, dass
man es leicht und knapp diskutieren kann. Aber es ist trotzdem reprasentativ
fiir eine Fille von praktisch relevanten Aufgaben, z.B. im Compilerbau, wo
abstrakte Syntaxbdume simultan mit Symboltabellen und Fehlermeldungen
behandelt werden miissen, oder in Spielen, in denen baumartige Spielstrate-
gien mit Benutzerinteraktionen gemischt werden.

Abbildung 17.2 illustriert die Situation in UML-artiger Notation: Wir ha-
ben einen Evaluator, der arithmetische Ausdriicke (die bereits in der Form von
abstrakten Syntaxbéumen vorliegen) auswerten kann. Die Ausdriicke kénnen
Variablen enthalten, deren aktuelle Werte jeweils vom Benutzer interaktiv
zu erfragen sind. Damit aber eine Variable nicht mehrfach angefordert wird,
sollen die Eingaben in einem Cache gespeichert werden.

<component>
Evaluator
Der Evaluator ruft die Operation
I cache auf.
cache

Der Cache stellt die Operation cache
bereit.

<component> E

Cache

S Der Cache ruft die Operation ask
i auf.
O ask

Der User (das Terminal) stellt die
Operation ask bereit.

<component:>

User

Abb. 17.2: Ein Evaluator mit Cache und Benutzereingabe

Im Folgenden wollen wir versuchen, uns dieser Programmieraufgabe unter
einer funktionalen Sichtweise Stiick fiir Stiick zu ndhern. Dabei nehmen wir
zunéchst eine ,naiv-optimistische® Sichtweise ein und schreiben die Dinge
so knapp und elegant hin, wie wir es am liebsten hétten. Dann werden wir
diskutieren, warum es ganz so schlicht und idealistisch nicht geht.

Wir beginnen mit den elementaren und unproblematischen Grundlagen.
Die Syntaxbdume werden durch einen klassischen Baumtyp definiert, der fiir
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jede Art von arithmetischer Operation eine Variante besitzt. An den Blattern
kénnen sowohl Konstanten als auch Variablen vorkommen:

TYPE Tree = add(left: Tree, right: Tree) —— Addition
| sub(left: Tree, right: Tree) —— Subtraktivon
| const(value: Int) —— Konstante
| wvar(name: String ) —— Variable

Die Auswertung eines solchen Baums wiirde man gern in klassischer mus-
terbasierter Form schreiben, angelehnt an die Baumstruktur:

FUN eval: Tree — Int
DEF eval(add(l,r)) = eval(l) + eval(r)
DEF eval(sub(l,r)) = eval(l) — eval(r)

DEF eval(const(n)) = n
DEF eval(var(z)) = cache(z) —— idealistisches Wunschdenken

Das Problem ist offensichtlich die letzte Zeile: Die Auswertung der Variablen
verlangt eine Interaktion mit dem Benutzer — und das ist funktional nicht so
einfach moéglich. Der obige Versuch stellt daher nur Wunschdenken dar.
Bevor wir weiter in die technischen und konzeptuellen Details einsteigen,
wollen wir den Rahmen festlegen, in dem das geschieht. Programm 17.1 defi-
niert ein entsprechendes ,,Package® mit drei ,Komponenten*, wobei wir erst
einmal offen lassen miissen, was solche ,Komponenten® eigentlich sind:

Programm 17.1 Interaktiver Evaluator mit Cache

PACKAGE System = {

COMPONENT Evaluator = {
USE Cache
TYPE Tree = ...
FUN eval: Tree — Int

DEF eval(var(z)) = cache(z) —— idealistischer Versuch

}
COMPONENT Cache = {

FUN cache: String — Int MEMOIZED —— idealistischer Versuch

DEF cache(z) = User.ask(x) —— idealistischer Versuch (Typfehler!)
}
COMPONENT User = {

FUN ask: String — 10 Int —— monadisch

DEF ask(z) =777 —— Interaktion mit dem Betriebssystem
}

}
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Das fundamentale Problem wird hier anhand eines Typfehlers deutlich
sichtbar. Die Operation ask(z) hat ein Ergebnis vom (monadischen) Typ
IO Int, wihrend cache(z) einen Wert vom Typ Int verlangt. Und unser Trick,
dieses fundamentale Problem iiber Memoization abzufangen, ist, gelinde ge-
sagt, etwas blaudugig.

Wenn wir diese Memoization nicht im Compiler verstecken, sondern ex-
plizit ausprogrammieren wollten, dann miisste die Komponente Cache etwa
folgendes Aussehen haben:

COMPONENT Cache(map: Map String Int) ={ - - ——————
DEF cache(z) = IF € map THEN map(z) —— Ad-hoc-Notation
IF ¢ map THEN k _—
EVOLVE Cache(map’)
WHERE k « User.ask(x)
map’ = (map z < k)

}

Diese Form 16st zwar noch immer nicht das Typproblem, zeigt aber zu-
mindest das elementare konzeptuelle Problem: Das Beschaffen des ndchsten
Wertes vom Benutzer bewirkt eine Anderung des Caches. Mit anderen Worten:
Der Cache erfihrt eine Evolution — und das ist genau das Charakteristikum
der Zustands-Monaden aus Abschnitt 11.2.3.

Diese Beobachtung hat dazu gefiihrt, dass die Zustands-Monaden zur Stan-
dardtechnik avancierten, mit der in funktionalen Sprachen das Problem der
Interaktion mit der Umwelt — kurz: Ein-/Ausgabe — gelost werden soll. Im Fol-
genden présentieren wir deshalb ganz kurz die géngigen Ansétze zur Monaden-
basierten Ein-/Ausgabe. Danach wenden wir uns wieder dem fundamentalen
Problem ihrer Integration in die ,echte“ Funktionale Programmierung zu.

17.2 Monaden: Ein schicker Name fiir Altbekanntes

Nach dem heutigen Stand der Kunst ist die Verwendung von Zustands-
Monaden das géngige Mittel, um das Ein-/Ausgabe-Problem fiir funktionale
Sprachen in den Griff zu bekommen [142]. Allerdings handelt es sich bei diesem
Losungsansatz nicht um eine ganz neue, geniale Erfindung, sondern eher um
das Zusammenbringen von Erkenntnissen und Entwicklungen aus mehreren
Bereichen? [75]. Diese Entstehungsgeschichte ist in Abbildung 17.3 skizziert.

Die eigentliche Geburtsstunde dieser Ideen liegt in der Entwicklung der
so genannten Denotationellen Semantik, die vor allem durch Dana Scott und
Christopher Strachey Anfang der 70er Jahre initiiert wurde. Bei dieser Form
der formalen Semantikdefinition werden Programme als Funktionen charakte-
risiert. Um das auch mit imperativen Programmen — einschliefilich des heute

2 Schon 1965 hat Peter Landin den Zusammenhang in dieser Form beschrieben, als
er eine Beziehung zwischen ALGOL 60 und dem A-Kalkiil diskutierte [90].
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Abb. 17.3: Genealogie der Monadenverwendung

A

Single-
Threadedness

verpdnten goto-Statements — tun zu kénnen, braucht man so genannte Con-
tinuations (s. Abschnitt 17.2.1 weiter unten).

Man erkannte schnell, dass mit diesen Continuations das Ein-/Ausgabe-
Problem funktionaler Programme lésbar war. Allerdings gibt es eine Schwie-
rigkeit: Man kann Dinge programmieren, die im Widerspruch zu den physi-
kalischen Gegebenheiten der realen Welt stehen. Was man zusétzlich noch
braucht ist die Garantie der Single-Threadedness (vgl. Abschnitt 13.1). Wie
wir schon in Kapitel 13 gesehen haben, ist diese Eigenschaft wesentlich fiir
die Effizienz vieler Algorithmen, die mit groffen Datenstrukturen arbeiten. Im
Zusammenhang mit der Ein-/Ausgabe wird sie noch bedeutender: Hier ist
Single-Threadness Voraussetzung, um Widerspriiche zur Realitdt der physi-
kalischen Welt zu vermeiden.

Ein dritter Aspekt kam aus dem Software-Engineering hinzu: Dort hatte
sich die Erkenntnis durchgesetzt, dass Modularisierung mit dem so genannten
Hiding-Prinzip ein essenzielles Kriterium guter Programmierung ist.

Wenn man alle drei Konzepte — Continuations, Single-Threadedness und
Hiding — zusammennimmt, entsteht eine Technik, mit der sich das Ein-/Aus-
gabe-Problem der Funktionalen Programmierung relativ gut und angemessen
behandeln lasst.

So richtig griffig wurde das Ganze aber erst durch einen Gliicksfall: Es
gab im Rahmen der Denotationellen Semantik eine Beobachtung, die im We-
sentlichen auf Arbeiten von Moggi [99] beruhte: Die Continuation-Techniken
zusammen mit der Single-Threadedness fithren auf eine Sammlung von Funk-
tionen, die ,zufallig® gerade die Axiome der Monaden aus der Kategorien-
theorie erfiillen (vgl. Kapitel 11). Und besonders gut traf es sich, dass diese
Monaden auch noch das Hiding-Prinzip respektieren.

Auch wenn man fiir die Programmierung von Ein-/Ausgabe nichts von
Moggis tiefschiirfender Mathematik benétigte, so lieferte seine Erkenntnis
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doch etwas, das man sehr gut gebrauchen konnte: einen schicken Namen, der
sich trefflich fiir PR eignete.

Damit hatte sich die Programmiertechnik der monadischen Ein-/Ausgabe
etabliert (in OPAL noch unter dem Namen Commands, in HASKELL bereits
unter dem Namen Monaden). Und seither hat es eine intensive Analyse und
Weiterentwicklung der Anwendungsméglichkeiten von Monaden in der Pro-
grammierung gegeben. In den folgenden Abschnitten werden wir — allerdings
nur kurz und exemplarisch — auf einige dieser Aspekte eingehen.

Anmerkung 1: Interessanterweise haben viele Ansdtze, darunter auch OPAL und HAS-
KELL, urspringlich versucht, das Ein-/Ausgabe-Problem mit einer anderen Technik
zu losen, namlich mit so genannten Stromen (engl.: Streams). Diese Stréme sind
nichts anderes als lazy Listen (vgl. Kapitel 2). Auf den ersten Blick erschienen Stro-
me als das ideale Bindeglied zwischen funktionaler und zeitbehafteter Welt, aber in
der praktischen Arbeit erwies sich schnell, dass die Programme — vor allem wenn es
um dialogartige Situationen ging — vollig gegen die Intuition verstieffen und damit
ziemlich mystisch und unverstindlich wurden. Deshalb wurde z. B. in OPAL schon
Mitte der 80er Jahre dber den Strémen der Typ Comla] implementiert, der genau
das realisierte, was heute Zustands-Monaden heifit. Die Erkenntnis, dass eine direk-
te Implementierung ohne den Umweg tber die Strome viel effizienter funktioniert,
hat dann zur endgiltigen Eliminierung der Stréme aus dem OPAL-System gefiihrt.
In HASKELL kam man unabhdngig davon kurze Zeit spdter zur gleichen Erkenntnis,
so dass auch dort die Strome durch Monaden ersetzt wurden.

Strome werden auch heute noch in einigen Ansdtzen im Software-Engineering
benutzt, aber auch hier zeigt sich, dass sie eigentlich nur dort brauchbar sind,
wo so genannte Datenfluss-Architekturen betrachtet werden. Bei allen Arten wvon
Interaktions-orientierten Architekturen — wie z. B. Client-Server-Systemen — stofSt
man auf die gleichen Probleme wie bei der Funktionalen Programmierung.

Anmerkung 2: Man hdtte die Single- Threadedness auch mit Hilfe von linearen Typen
(vgl. Abschnitt 13.1.3) erreichen kénnen (was in CLEAN im Wesentlichen gemacht
wird [119]). Aber diese erfordern eine relativ kompleze Typanalyse. Bei der Verwen-
dung von Monaden wird der gleiche Zweck erreicht, aber es gentigt das klassische
Hindley-Milner- Typsystem.

17.2.1 Programmieren mit Continuations

Die Idee der Continuations ist eigentlich ganz einfach, wie wir schon in Ab-
schnitt 1.4.2 gesehen haben. Man gibt einer Funktion ihre ,Fortsetzung“ als
Argument mit. Seien z. B. die folgenden Funktionen gegeben:

FUN f: a —
FUN g: B — 7

DEF h(.. ) = .. g(f(a)) ...

Hier kann man f so in eine Funktion f’ umdefinieren, dass es seine Fort-
setzung ¢ als zusétzliches Argument mitbekommt. Dementsprechend &dndert
sich die Applikation in h:
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FUN f" aa— (B — ) = v
DEF f'(z)(p) = ¢(f(z))

DEF h(...)=...f'(a)(g)...

Dies ist ganz offensichtlich ein kleiner, harmloser Programmiertrick, der
flir sich genommen noch wenig Effekt hat. Aber wenn man ihn systematisch
einsetzt, kann man einige recht nette Dinge damit tun. Das kann man z. B. in
der urspriinglichen Arbeit von Mitchell Wand [143] sehr schon nachlesen, aber
auch in einer Reihe von spéteren Arbeiten, vor allem im Umfeld der Sprachen
SCHEME und LISP (s. [3]).

Einige Anwendungen — niitzliche ebenso wie skurrile — haben wir bereits in
Abschnitt 1.4.2 gesehen. Aber neben ihrer Rolle in cleveren Programmiertricks
bieten Continuations auch eine Moglichkeit, die Ein-/Ausgabe in funktionalen
Programmen sauber zu definieren — sofern man diszipliniert mit ihnen umgeht.
Betrachten wir ein Minibeispiel. Seien die beiden folgenden Funktionen zum
Lesen und Schreiben gegeben:

FUN read: State — «
FUN write: String — State — State

Dabei stehe State fiir den ,Maschinenzustand“. Dann kénnen wir folgende
Funktion schreiben:

FUN ask: String — State — « x State
DEF ask(req)(s) = write(req)(s) & s’ o (read(s’), s’)

Die Hilfsfunktion & ist dabei folgendermafien definiert:3

FUN & : State x (State — « x State) — (a x State)

DEF (s & f) = f(s)

Damit hat man — oberflachlich betrachtet — eine relativ einfache und leicht
verstandliche Form gefunden, um aus dem funktionalen Programm heraus den
,Weltzustand“ abfragen und sogar &ndern zu kénnen: Man macht ihn zum
expliziten Parameter.

Aber das bringt auch gravierende Probleme mit sich: Man kann ganz leicht
die (physikalisch notwendige) Single-Threadedness verletzen:

FUN foo: State — State

FUN bar: State x State — State

DEF foo s = bar( write "z" s, write "y" s) —— Paradoxie!
DEF bar(s1, s2) = ...

Im Rumpf von foo arbeitet die Funktion bar mit zwei unterschiedlichen Kopien
des Weltzustands; bei der einen steht auf dem Terminal ein "z", bei der

3 Diese Funktion ist iibrigens nichts anderes als die ,invertierte Funktionsapplika-
tion“, die wir schon in Kapitel 1 in der Notation z.f benutzt haben.
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anderen steht auf dem Terminal ein "y". Das ist ein Widerspruch zu den
Gegebenheiten der realen Welt.

Daraus folgt, dass diese Technik nur mit groiter Sorgfalt eingesetzt werden
darf, wenn das Programm nicht unsinnig sein soll. Und natiirlich entspricht
es gutem Software-Engineering und damit auch gutem Sprachdesign, die pa-
thologischen Fehlersituationen bereits im Compiler abzufangen.

Die Konsequenzen hatten wir schon in Kapitel 13 diskutiert. Man muss
Single-Threadedness garantieren, sei es durch Verwendung Linearer Logik, sei
es durch Monaden. In der Praxis durchgesetzt hat sich die Losung mittels
Monaden.

17.2.2 Continuations + Hiding = Monaden

Die Continuation-Technik des vorigen Abschnitts 16st das Ein-/Ausgabe-
Problem ja eigentlich schon recht gut. Es fehlt nur noch die garantierte Single-
Threadedness, also eine Single-Threadeness, die nicht von der Selbstdisziplin
des Programmierers abhéngt. Die Losung ist im Software-Engineering unter
dem Stichwort Hiding bekannt: Was der Programmierer nicht unkontrolliert
manipulieren darf, muss man vor ihm verstecken. Genau das leisten die fol-
genden Typen und Operationen: Sie verstecken den Zustand.

TYPE M o = (State — a x State)

FUN yield: o — M «
FUN & :Max(a—-MpB)—M§p

DEF yield a = As+ (a,s)
DEF m& f =AseLET (a,s')=m s IN f a s’

Wenn man dies mit der Funktion &  aus dem vorigen Abschnitt ver-
gleicht, dann ist das Ganze etwas komplexer geworden; aber dafiir hat man
den State-Parameter versteckt. Auflerdem wird das gesamte Konzept etwas
uniformer und damit das Schreiben groferer Ein-/Ausgabe-Programme ein
bisschen einfacher.

Trotzdem bleibt klar erkennbar, dass der Kern dieser Vorgehensweise die
Continuation-Technik ist. Mit anderen Worten: Man hat ein Konzept aus der
Theorie der Semantik-Definition erfolgreich in die praktische Programmierung
iibertragen. Dass diese Typen und Funktionen dann auch noch die Monaden-
Axiome erfiillen, ist ein erfreuliches, aber eher zufilliges Geschenk.

Somit hat sich die Zustands-Monade aus Abschnitt 11.2.3 im Laufe der
letzten Jahre als geeignetes Instrument herauskristallisiert, um Ein-/Ausgabe
in funktionale Programme zu integrieren. Ein kleines Detail ist der Unter-
schied, dass in der Praxis aus Griinden der Effizienz eine einzige Funkti-
on (State — a x State) benutzt wird, wo wir aus Griinden der Eleganz zwei
Funktionen (State — «) und (State — State) verwenden.
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17.2.3 Die Ein-/Ausgabe ist eine Compiler-interne Monade

In einer Hinsicht ist die Ein-/Ausgabe-Monade allerdings doch etwas Beson-
deres: Thre Operationen lassen sich nicht in rein funktionale Ausdriicke ein-
betten. In Abschnitt 11.2.4 hatten wir uns mit der Einbettung monadischer
Ausdriicke in umgebende funktionale Ausdriicke beschéftigt, was folgender-
maflen geschrieben werden konnte:

.. f( exec(new(initialState) & ... & yield(a)) ) ...

Zur Erinnerung: Der Wert initialState liefert den Anfangszustand, mit dem
die monadische Berechnung startet. Der letzte monadische Wert — hier a —
ist der Wert des gesamten Ausdrucks ezec(...). Aber bei der Ein-/Ausgabe-
Monade funktioniert das micht! Denn initialState miisste hier den initialen
,Weltzustand“ liefern und damit wére die Single-Threadedness schon wieder
gefdhrdet.

Das ist der Hauptgrund, weshalb die Ein-/Ausgabe-Monade nicht vom
Benutzer eingefithrt wird, sondern vom Compiler vorgegeben ist. (In OPAL
ist das z. B. die Monade Com «, in HASKELL die Monade 10 «.) Konsequen-
terweise konnen Ausdriicke vom Typ Com « bzw. IO « nicht in umfassen-
de Ausdriicke eingebettet werden. Mit anderen Worten: Die Einbettung mit-
tels exec(new(initialState) & . ..) erfolgt hier genau einmal, und zwar implizit
durch den Compiler im Augenblick des Programmstarts.

Wir werden auf Fragen der funktionalen Ein-/Ausgabe in Abschnitt 18.2
noch genauer eingehen.

17.3 Zeit: Die elementarste aller Zustands-Monaden

Jetzt wollen wir uns der fundamentalen Frage nach dem Zusammenspiel zwi-
schen der Zeit-losen Welt der funktionalen Programme und der Zeit-basierten
Welt der Nutzer dieser Programme zuwenden.

Einen ersten Schritt dazu liefert die Beobachtung, dass ,,Zeit“ die elemen-
tarste aller Zustands-Monaden liefert.* Wir gehen von einem vorgegebenen
Typ TIME aus, der das intuitive Konzept der physikalischen Zeit reflektiert.

Definition (TIME)

Der vordefinierte Typ TIME ist ein gedankliches Modell der physikalischen
Zeit. Auf diesem Typ gibt es nur eine Funktion

FUN A: TIME — TIME —— "Fortschreiten" der Zeit
Diese Funktion modelliert das Fortschreiten der Zeit, also den Zeitverbrauch
der jeweiligen Operation.

Natiirlich ist dies nur ein konzeptuelles, gedankliches Modell. Der Typ
TIME existiert nirgends real, auch nicht im Compiler. Werte vom Typ TIME

4 Diese Sichtweise wurde uns von Dusko Pavlovic vorgeschlagen.
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kann man nicht anschauen und schon gar nicht manipulieren. Um es noch-
mals zu betonen: TIME hat nichts mit Uhren zu tun. Letztere existieren in
Computern und liefern bei Anfrage Zahlen, von denen man annimmt, dass sie
—im Rahmen einer gewissen Genauigkeit — etwas mit der physikalischen Zeit
TIME zu tun haben.

Der Spezialtyp TIME ist compilerintern vorgegeben (weshalb wir ihn auch
als Schliisselwort grof§ schreiben). Es gibt keine Funktion, die ein Ergebnis
vom Typ TIME liefert. Somit ist es fiir den Programmierer technisch unmog-
lich, Werte vom Typ TIME zu erhalten oder zu manipulieren. Es gibt nur eine
einzige — ebenfalls vorgegebene — Funktion auf dem Typ TIME, ndmlich die
Funktion A, mit der das Fortschreiten der Zeit modelliert wird. (Die Eigen-
schaften von A werden in Abschnitt 17.3.1 gleich noch genauer diskutiert.)

Auf dieser Basis konnen wir eine ,Zeit-Monade“ definieren, die eine In-
stanz Machine(TIME) der Zustands-Monade aus Programm 11.6 von Ab-
schnitt 11.2.3 ist. Wegen ihrer Bedeutung geben wir dieser Monade aber ei-
ne eigenstindige Definition, die im Wesentlichen durch Instanziierung von
Machine(TIME) entsteht. Das ist in Programm 17.2 angegeben (wobei wir die
hier tiberfliissige Operation flatten weglassen).

Programm 17.2 Die Zeit-Monade (1. Versuch)

STRUCTURE TimeMonad = {

PRIVATE TYPE Obs o = (TIME — «) —— Hilfstyp
PRIVATE TYPE Progress = (TIME — TIME) —— Hilfstyp
TYPE Beh a = (Obs a x Progress ) —— "Behaviour"
FUN #: (o — f3) — (Beh a — Beh [3) —— Map
DEF f % (obs, A) = (f o obs, A)
FUN yield: o — Beh « —— lift
DEF yield a = (K a, id)
FUN &: Beh o — (o« — Beh ) — Beh 8 —— sequ. Komposition
DEF (obs, A)& f = (feoobs) S A
WHERE
(f Sglz=(fz)(gz) —— S-Kombinator
FUN &: Beh a — Beh 3 — Beh 3 —— Variante (Kurzform)
DEF m1 & ma = m1 & (K mg)
}

Wir benutzen zur Schreibabkiirzung zwei Hilfstypen: Obs « steht fiir zeit-
abhingige Werte (,Beobachtungen®); Progress steht fiir den — nicht néher
spezifizierten — Zeitverbrauch einer Operation. Er ist grundsétzlich durch die
vorgegebene Funktion A spezifiziert.



17.3 Zeit: Die elementarste aller Zustands-Monaden 371

Der monadische Typ Beh « liefert — intuitiv gesprochen — einen zeitab-
héngigen Wert und den Zeitpunkt, zu dem er vorliegt. Er entspricht dem, was
z.B. in OPAL Com o« heifit und in HASKELL IO o.

Die Operation f * op wendet f auf den beobachteten Wert an, verbraucht
aber (in unserem konzeptuellen Modell) keine weitere Zeit.

Die Operation yield a macht den Wert a zwar zeitabhéngig, aber zu jedem
Zeitpunkt gleich. Zeit verbraucht dieses formale Lifting nicht. (Wir verwenden
zur Definition den K-Kombinator aus Programm 1.1 in Abschnitt 1.2.1.)

Die sequenzielle Komposition op & cont wendet zuerst die Operation op
an, wobei ein zeitabhangiger Wert a’ beobachtet wird und auch eine gewisse
Zeit verstreicht, so dass ein neuer Zeitpunkt ¢’ = A(¢) erreicht wird. Die An-
wendung cont(a’) der Fortsetzungsfunktion liefert eine neue Operation op’,
die im Zeitpunkt ¢’ ausgefithrt wird. Das Ergebnis ist ein Wert o’/ und ein
neuer Zeitpunkt ¢’/

Auch hier gibt es die Variante, bei der die zweite Operation direkt gegeben
ist und nicht erst aus dem Ergebnis der ersten berechnet werden muss (was wir
wieder gut mit dem K-Kombinator aus Programm 1.1 ausdriicken kénnen).
Anmerkung 1: Eigentlich missten wir die Funktion A in der Definition des Opera-
tors & etwas filigraner fassen. Betrachten wir z. B. ein Programmfragment der Art

. write(file)(text) & read(file) & .... Dann dauert das Schreiben bis zu einem ge-
wissen Zeitpunkt t' = A(t). Die folgende Leseoperation startet aber im Allgemeinen
etwas spéter als t' (z. B. weil das Betriebssystem den Prozess unterbrochen hat), also
zu einem Zeitpunkt t'" = A'(t) > t' = A(t). Dieser ,,Schlupf“ miisste eigentlich in
der Definition beriicksichtigt werden; aber aus Grinden der einfacheren Darstellung
verzichten wir auf diese Art von Purismus.

Anmerkung 2: Dieser soeben erwdihnte ,Schlupf“ hat in der realen Welt eine gravie-
rende Auswirkung. Denn es kann passieren, dass parallel laufende Prozesse weitere
Anderungen bewirken, so dass (im obigen Beispiel) zum Zeitpunkt des Lesens bereits
ein anderer Text in der Datei steht, als der gerade von write geschriebene. (Dieses
Problem existiert ibrigens auch bei der traditionellen Ein-/Ausgabe-Modellierung
mittels der Zustands-Monade; dort ist es aber noch etwas schwieriger zu behandeln
als bei unserer Zeit-Monade. Denn die Zeit selbst bleibt von parallelen Prozessen un-
beriihrt; wir kénnen allerdings nur noch schwéichere Annahmen fir die Werte obs(t)
machen.)

Anmerkung 3: Paul Hudak benutzt in [81] ebenfalls die Idee von ,Zeit*, um inter-
aktive Animationen zu programmieren. Dabei wird Time allerdings als Synonym fiir
Float benutzt und in einen Typ der Art TYPE Animation o = (Time — «) eingebaut.
Uber diesem Typ werden dann weitere monadische Typen wie Behavior o konstru-
iert, die als Basis fiir die Animationen dienen. Die Grundlage dafiir ist ein Konzept,
das andernorts auch unter dem Namen Time-tagged event streams firmiert.

17.3.1 Zeitabhingige Operationen und Evolution

Wie wir schon in Kapitel 11 gesehen haben, stellt die Definition der Basis-
operationen das grofite Problem bei den Zustands-Monaden dar. Deshalb miis-
sen wir uns mit diesem Problem auch bei der Zeit-Monade beschéftigen. Wir



372 17 Zeit und Zustand in der funktionalen Welt

illustrieren dies anhand von einfachen Ein-/Ausgabe-Operationen. (Die tat-
séchliche Diskussion der Ein-/Ausgabe-Operationen wird allerdings erst in
Abschnitt 18.2 erfolgen.)

Was geschieht, wenn wir die Ein-/Ausgabe, also die JO-Monade, nicht als
allgemeine Zustands-Monade, sondern iiber die Zeit-Monade modellieren?

TYPE IO oo = Beh a« —— Ein-/Ausgabe als Zeit-Monade

Der Einfachheit halber betrachten wir vorlaufig nur Textdateien und fiir
diese auch nur die beiden Operationen read und write, die den ganzen Inhalt
als String lesen bzw. schreiben. Dies reicht aus, um die wesentlichen Aspekte
zu diskutieren. Was ist dann eine Datei? Antwort: Etwas, was einen String
als Inhalt hat, allerdings zu verschiedenen Zeitpunkten verschiedene Strings.
Deshalb ist eine Datei eine Abbildung von Zeitpunkten auf Strings.

TYPE File = (TIME — String)

Die monadische Operation read(file) beschafft zu einem gegebenen Zeit-
punkt ¢ den aktuellen Inhalt der Datei. Der Beobachtungsteil ist also nichts
anderes als der aktuelle Wert der Funktion file selbst; dazu kommt ein Zeit-
verbrauch A.

FUN read: File — IO String
DEF read(file)(t) = (file(t), A(t))

Die Aktion write(file)(text) hat keinen Wert, aber einen Effekt: Sie ,4n-
dert“ den zeitlichen Wert von file. Nehmen wir an, write wird zu einem Zeit-
punkt ¢ ausgefithrt. Dann hat ab einem gewissen Zeitpunkt ¢’ = A(t) die
Funktion file(t’) den neuen Wert text, den sie bis zu einem Zeitpunkt ¢’’ be-
hélt, an dem das néchste write einen neuen Inhalt festlegt. Diesen Aspekt
driicken wir durch das Schliisselwort EVOLVE aus (von dem wir in Kapitel 18
ausgiebig Gebrauch machen werden).

FUN write: File — String — 10 Void
DEF write(file)(text)(t) = (void, A(t))
EVOLVE file(A(t)) = text

Den Zusammenhang zwischen dem Zeitverlauf A, den zeitabhédngigen
Funktionen wie file und dem EVOLVE-Konstrukt miissen wir noch genauer
diskutieren. Vielleicht hilft es dabei der Intuition, wenn wir Douglas Adams
ins Milliways begleiten. Dort, im Restaurant am Ende des Universums [12],
sind wir am Ende der Zeit und blicken zuriick auf den gesamten Lauf der
Geschichte. Und dann wiirde sich uns ein Bild wie in Abbildung 17.4 bieten.

Die horizontale Achse reprasentiert den Lauf der Zeit und die vertikale
Achse die (ungeordnete) Menge aller moglichen Dateiinhalte, in unserem Bei-
spiel also alle moglichen Texte. Die Zeit zerfallt — bezogen auf die Datei file —
in Intervalle, in denen die Datei jeweils einen gewissen Text als Inhalt hat.

Wie diese Intervalle liegen, hangt von den Zeitpunkten ab, an denen die
Operation write jeweils ausgefithrt wird. Weil wir auf diese Zeitpunkte keinen
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Abb. 17.4: Die ,Funktion“ file

direkten Einfluss haben, konnen wir den Zeitverbrauch in der Zeit-Monade
nur mittels einer impliziten Funktion A modellieren, iber die wir nichts wei-
ter wissen, als dass sie monoton wéchst. Das heifit, A ist eine feste, vorgege-
bene Funktion. Den tatsédchlichen Wertverlauf dieser Funktion kennt man nur
a posteriori, also nach Beendigung des jeweiligen Programmlaufs. (Man kann
A auch als eine Art von globalem ,,Orakel“ auffassen, das die jeweils nichsten
Zeitpunkte voraussagt.)
Damit bleibt die Rolle von EVOLVE zu kléren.

Definition (EVOLVE)

Fiir monadische Operationen, die auf zeitabhéngigen Funktionen der Art
FUN f: TIME — «
arbeiten, kann bei der Definition eine EVOLVE-Klausel angegeben werden:

FUN op: (TIME — «) — Beh 3
DEF op(f)(t) = ... EVOLVE f(A(t)) = « Wert»

Mit dieser Klausel werden Constraints fiir den Wertverlauf der Operation
f tber die Zeit hinweg festgelegt. Es gibt auch eine schonere syntaktische
Variante, bei der kein explizites Zeitargument gebraucht wird:

DEF 0p(f) = ... EVOLVE f ~» « Wert»

Was bedeutet dies konzeptuell? Eine zeitabhéngige Funktion wie das obige
Beispiel file wird im Laufe der Zeit (modelliert durch die globale Funktion A)
immer wieder in Operationen wie write benutzt. Damit liefern die zugehorigen
EVOLVE-Klauseln eine induktive Definition des Wertverlaufs von file. Es ist
die Aufgabe des Compilers sicherzustellen, dass die interne Implementierung
dieser induktiven Definition geniigt.
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17.3.2 Zeit-Monade oder Zustands-Monade?

Auf den ersten Blick sieht die Zeit-Monade nicht viel anders aus als die tib-
liche Zustands-Monade. Aber bei genauerem Hinsehen zeigen sich eine Reihe
konzeptueller Vorteile.

e Die ,Zeit* ist ein klares, einfaches und universelles Konzept. Es gibt keine
Notwendigkeit fiir einen ,Mega-State*, der ambivalent und nebul6s bleiben
muss, weil man bei Bedarf noch alles hineinpacken muss, was im Umfeld
eines Programms auftauchen kann.

e Die Alternative zu diesem allumfassenden Mega-State besteht darin, Mo-
naden mit unterschiedlichen Instanzen von State zu kombinieren. Aber
die Kompositionalitdt von Monaden mit unterschiedlichem State ist nicht
problemlos. (Sie werden in der Literatur unter dem Stichwort Monaden-
Transformer diskutiert.) In Abschnitt 11.2.4 hatten wir sie ziemlich ad
hoc mit einer sehr unbefriedigenden automatischen Produktbildung be-
handelt. Dieses Problem 16st sich jetzt von selbst: Es gibt nur noch TIME
als internen Zustand.

e Die Single-Threadness kann schon alleine deshalb nicht mehr verletzt wer-
den, weil wir mangels einer Operation initialTime Zeit-monadische Aus-
driicke nie in normale funktionale Ausdriicke einbetten kénnen.

e Das Konzept des automatischen Monaden-Liftings, das bereits in Ab-
schnitt 11.2.4 angesprochen und im Ewval-Beispiel in Abschnitt 17.1.1 noch-
mals stark motiviert wurde, ist bei einer einzigen Art von Monade (ndmlich
der im Compiler vordefinierten Zeit-Monade) viel einfacher zu realisieren,
als bei beliebigen benutzerdefinierten Monaden.

e Wir kénnen das Software-Engineering-Prinzip der Modularisierung beibe-
halten, weil wir alle bendtigten Strukturen und Objekte explizit im Pro-
gramm auflisten und in entsprechende Pakete und Bibliotheken einordnen
konnen.

e Die Verwendung der Zeit zumindest als konzeptuelles Modell erlaubt
es, Basisoperationen klarer zu spezifizieren (auch wenn ihre Implemen-
tierung nach wie vor im Compiler hdufig durch direkten Zugriff auf
Betriebssystem-Dienste realisiert werden muss). Mit dem Konzept der
EVOLVE-Klauseln kann man prézise festlegen, welche Zustandsdnderungen
zu erfolgen haben.

o Begriffe wie File sind als Abbildungen von Zeiten auf Inhalte wesentlich ab-
strakter als ominose Referenzen auf ;Handles“ in Betriebssystemen. Dieses
Konzept ist daher wesentlich adaquater fiir die Funktionale Programmie-
rung. (Wir werden gleich noch sehen, dass sich damit das ganze Para-
digma der objektorientierten Programmierung in unsere funktionale Welt
integrieren lasst.)

e Nicht zuletzt erdffnet ein solcher zeitbasierter Ansatz die Chance, auch
parallele Prozesse sauber in die Funktionale Programmierung zu integrie-
ren. (Darauf kommen wir — zumindest skizzenhaft — spéter noch einmal
zurtick.)
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17.4 Die erweiterte Zeit-Monade

Die Struktur TimeMonad in Programm 17.2 ist nur eine Instanz der Zustands-
Monade, die die elementaren Monaden-Operationen enthélt. Fiir das prakti-
sche Arbeiten sind aber noch weitere Konzepte und Operationen notwendig,
die wir im Folgenden vorstellen wollen. (Eine zusammenfassende Présenta-
tion der kompletten Struktur findet sich in Programm 17.3 am Ende dieses
Kapitels.)

17.4.1 Exceptions

Es liegt in der Natur der Sache, dass bei der Interaktion mit der Umgebung
Ausnahmesituationen (engl.: Exceptions) entstehen konnen, die sich nicht
durch vorherige 1F-Abfragen abfangen lassen. Ein typisches Beispiel ist das
Lesen von einer Datei. Theoretisch konnte man das Lesen in eine Abfrage
der folgenden Bauart einbetten (unter der Annahme, dass ein entsprechendes
monadisches TF existiert):

. TF exists(file) THEN ... read(file) ... —— klappt nicht!

Das Problem ist hier, dass zwischen dem Test exists(file) und dem Lesen
read(file) ein anderer Prozess die Datei geloscht haben kénnte. Deshalb ist das
potenzielle Scheitern bei Operationen wie read ein unvermeidbares, inhdrentes
Phénomen; denn diese Operationen interagieren mit der Umgebung, die sich
unserer Kontrolle vollstandig entzieht.

Um mit diesem Problem umzugehen, sind die Ein-/Ausgabe-Monaden in
Bibliotheken wie der BIBLIOTHECA OPALICA etwas aufwendiger implementiert,
als wir das bisher skizziert haben. Diese Erweiterungen miissen wir auch bei
uns vornehmen, wenn wir ein praktikables Konzept entwickeln wollen. Vor
allem miissen wir bei den beobachteten Werten die Moglichkeit des Scheiterns
vorsehen. Dazu gibt es den Typ Maybe (vgl. Abschnitt 8.1).

STRUCTURE TimeMonad = {

PRIVATE TYPE Obs o = (TIME — «) —— Hilfstyp
PRIVATE TYPE Progress = (TIME — TIME) —— Hilfstyp
TYPE Beh o = (Obs(Maybe o) x Progress)  —— "Behaviour"

DEF (op & f)(t) = LET (a,t’) = op(t)
IN
IF a: Fail THEN (a,t
ELSE f(a)(t') FI

/ —— Fehler durchreichen

}

Beobachtungen liefern jetzt entweder einen giiltigen Wert oder fail. Des-
halb miissen alle monadischen Operationen eine entsprechende Fallunterschei-
dung vorsehen (s. Programm 17.3 auf Seite 379). Die Operatoren * und yield
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sind trivial erweiterbar. Interessanter ist der Operator (op & f). Er wird so
adaptiert, dass er Fehler automatisch propagiert: Wenn die Ausfithrung des
ersten Kommandos op auf einen Fehler fiihrt, also den Wert fail liefert, dann
wird die folgende Operation f gar nicht mehr ausgefiihrt, sondern sofort das
fail durchgereicht; bei wohl definierten Werten wird f dagegen wie iiblich
ausgefiihrt.

Mit dem so adaptierten & -Operator hat ein Programm jetzt folgendes
Verhalten: Sobald irgendwo im Laufe der Ausfithrung ein Fehler auftritt, wird
er bis zum Programmende durchgereicht. Mit anderen Worten, ein Fehler
fihrt zum sofortigen Programmabbruch.

Eine solche Brute-force-Methode ist aber nicht generell akzeptabel. Also
muss man eine Moglichkeit schaffen, das vollstdndige Durchreichen der Fehler
zu unterbrechen. (In Sprachen wie JAVA lésst sich dies durch die try-catch-
Konstrukte bewerkstelligen.) Dazu fithren wir einen speziellen Operator ,, // “
ein:

FUN // : Beh a x (Fail — Beh ) — Beh «
DEF (try // catch)(t) =
LET (a,t’) = try(t)
IN
IF a: Fail THEN catch(a)(t’) —— Misserfolg retten
ELSE (a,t’) FI —— Erfolg durchreichen

Der Catch-Operator (try // (Ax » catch(z))) fithrt zuerst die Operation try
aus. Falls dies erfolgreich ist, wird catch ignoriert und das Ergebnis von try als
Ergebnis des ganzen Ausdrucks durchgereicht. Falls try jedoch auf einen Fehler
lauft, wird dieser an die Operation catch tibergeben, die dann gegebenenfalls
Reparaturversuche unternehmen kann.

In der Praxis muss man die Fehlersituationen allerdings filigraner erfassen,
als dies mit unserem einfachen Typ Maybe o moglich ist. Dazu geniigt es, die
Variante Fail dieses Typs entsprechend zu erweitern:

TYPE Fail = {fail} | Exception
TYPE Exception = String | ...

Der Typ FException beschreibt die Menge aller moglichen Exceptions. Er
ist rein technischer Natur und daher fiir uns hier nicht weiter interessant.
(Wer wissen mochte, wie so ein Typ in der Praxis aussieht, kann z. B. in der
Bibliothek von JAvA nachsehen.) Um einfache Félle bequem handhaben zu
konnen, nehmen wir allerdings schlichte Strings (,,Fehlermeldungen®) als eine
Moglichkeit der Exceptiondarstellung mit auf.

Im Interesse einer konzisen Notation fithren wir auch noch eine monadische
Operation ein, mit der Exceptions ausgelost werden konnen (also das Gegen-
stiick von throw <exceptions in JAVA). Wir tiberlagern dazu den Namen
fail, der im Typ Maybe o verwendet wird.

FUN fail[a]: Exception — Beh «
DEF fail[a](e)(t) = (e, t) —— "yield" Exception e
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Man beachte die etwas trickreiche Typisierung. Wenn der Aufruf fail(e) in
einem Kontext steht, in dem z.B. eine Operation der Art Beh Int erwartet
wird, dann wird « durch diesen Kontext zu Int instanziiert. Da der Beob-
achtungsteil von fail(e) den Typ Maybe Int hat, ist die Exception e hier
typkorrekt.

17.4.2 Choice

Wir wollen hier auch noch einen weiteren Operator vorstellen, der seine grofie
Niitzlichkeit erst im Zusammenhang mit den parallelen Agenten im Kapitel 19
entfalten wird. Aber es gibt auch ohne Parallelitéit einige Situationen, in denen
dieser Operator gut brauchbar ist.

Ein typisches Beispiel findet sich im Bereich von Kontrollsoftware. Hier
hat man oft ein zyklisches Abfragen von Sensoren, wobei nur bei Vorhanden-
sein eines Signals entsprechende Aktionen auszulésen sind. Das sieht dann
typischerwiese so aus wie in dem folgenden Programmfragment:

( (read sensory & actiony)
+ (read sensory & actions)
+ ...

+ (read sensory & actiony,) )

«“.

Dazu brauchen wir einen entsprechenden Auswahloperator ,, +

FUN + : Beh ax Beh oo — Beh
DEF (op; + ops)(t) = «wdhle erstes Kommando, das "bereit" ist»

Dabei gibt es allerdings ein subtiles Problem mit dem Begriff |, bereit“.5 Auf
der Implementierungsebene haben die atomaren Basisoperationen der Zeit-
Monade — also z.B. read, write, open etc. — zusétzlich noch die Eigenschaft
sbereit* zu sein (was wir auf unserer konzeptuellen Ebene bisher nicht mit-
modelliert haben). In einer Auswahl wird dasjenige Kommando genommen,
dessen erstes Basiskommando ,zuerst bereit“ ist.

Auf der Basis der Zeit-Monade ist das ein relativ naheliegendes und auch
einfach beschreibbares Konzept. Aber es gibt einen kleinen Fallstrick. Die
Kommandos einer Auswahl miissen in irgendeiner Reihenfolge auf ,Bereit-
schaft“ gepriift werden — und dieser Vorgang kostet selbst Zeit. Wenn dann
zwei Kommandos ,fast gleichzeitig® bereit werden, dann kann es passieren,
dass das spétere vor dem fritheren entdeckt wird. (Man spricht dann auch
von Race condition.) Um hier unnétige und ineffiziente Zusatztests zu vermei-
den, muss man den Begriff | gleichzeitig® so fassen, dass er Raum fiir diese
Unschérfe lasst.

® Diese Frage hat auch lange die Semantikdefinition von ADA belastet.
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17.4.3 Die Systemuhr und Timeouts

Im Zusammenhang mit dem Auswahloperator, spatestens aber mit der Ein-
fiihrung von parallelen Prozessen (s. Kapitel 19), entsteht manchmal das Be-
diirfnis, eine Rechnung fiir eine gewisse Zeit ruhen zu lassen. Dazu fiihren wir
eine entsprechende Operation timeout ein.

FUN timeout: Nat — Beh Void
DEF timeout(n)(t) = (void, A(t)) —— Prozess "schlift" n Millisekunden

Diese Operation liefert kein Ergebnis und hat auch keinen sichtbaren Ef-
fekt. Sie verbraucht nur Zeit.

Das sieht zwar sehr einfach und naheliegend aus, hat aber einen inter-
essanten philosophischen Aspekt. Hier taucht zum ersten (und einzigen) Mal
eine Beziehung zwischen unserer konzeptuellen Zeit TIME und der Zeit Time
der Systemuhren auf. Letztere ist ein beobachtbarer Wert, den wir der Ein-
fachheit halber als natiirliche Zahl auffassen, die als Dimension Millisekunden
reprasentiert. Mit der Operation timeout ist dann die Hoffnung verbunden,
dass die reale Zeitdifferenz A(t) — ¢ ungefdhr n Millisekunden entspricht. In-
wieweit diese Hoffnung berechtigt ist, hdngt von der Implementierung des
Compilers und der Hardware der zugrunde liegenden Maschine ab.6

17.4.4 Zusammenfassung: Die Zeit-Monade

Wegen der fundamentalen Rolle der Zeit-Monade lohnt es sich, ihre Definition
noch einmal vollstdndig zusammenzufassen. Das ist in Programm 17.3 gezeigt.
Gegeniiber der einfachen Variante von Programm 17.2, die im Wesentlichen
nur die klassischen Monaden-Operationen enthélt, umfasst diese Version von
TimeMonad noch eine Reihe von zusétzlichen Operationen, die in der Praxis
niitzlich sind.

e Der wichtigste Aspekt der Erweiterung ist die Umstellung der beobachte-
ten Werte auf den Typ Maybe «. Damit lassen sich Ausnahmesituationen
systematisch erfassen.

e Die Operation forever fithrt eine gegebene Operation immer wieder aus.
Dies ist bei ,,normalen“ monadischen Operationen nicht sehr wichtig, wird
sich aber im Zusammenhang mit parallelen Agenten in Kapitel 19 als
durchaus niitzlich erweisen.

e Die Operation done ist an den Stellen hilfreich, an denen man aus formalen
Grinden noch eine monadische Operation braucht, obwohl nichts mehr zu
tun ist.

e Der Auswahloperator +  wird seine Niitzlichkeit auch erst im Zusam-
menhang mit parallelen Agenten entfalten.

6 Aus dem Gebiet der Realzeitprogramme und der Betriebssysteme ist wohl be-
kannt, dass diese Hoffnung nicht immer berechtigt ist.
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Programm 17.3 Die vollstandige Zeit-Monade

STRUCTURE TimeMonad = {

PRIVATE TYPE Obs o = (TIME — «) —— Hilfstyp
PRIVATE TYPE Progress = (TIME — TIME) —— Hilfstyp
TYPE Beh a = (Obs(Maybe o) x Progress ) —— "Behaviour"
FUN x: (o — ) — (Beh oo — Beh [3) —— Map
DEF f % (0obs, A)(t) = LET a = obs(t) IN
IF a: Fail THEN (a, A(t)) —— Fehler durchreichen
ELSE (f(a), A(t)) FI

FUN yield: o — Beh « —— lift
DEF (yield a)(t) = (a, t)
FUN &: Beh o — (o« — Beh 3) — Beh 3 —— sequ. Komposition
DEF (op & f)(t) = LET (a,t’) = op(t) IN

IF a: Fail THEN (a,t") —— Fehler durchreichen

ELSE f(a)(t') FI

FUN &: Beh a — Beh 3 — Beh 3 —— Variante (Kurzform)

DEF m1 & ma = m1 & (K mg)

FUN forever: Beh o — Beh «

DEF forever(op) = op & forever(op) —— & st lazy!
FUN done: Beh Void

DEF done = yield void

FUN + : Beh a X Beh oo — Beh «

DEF (op; + op,)(t) = «wdhle erstes Kommando, das "bereit" ist»
FUN // : Beh a x (Fail — Beh o) — Beh o

DEF (try // catch)(t) = LET (a,t’) = try(t) IN

IF a: Fail THEN catch(a)(t') —— Misserfolg retten
ELSE (a,t') F1 —— Erfolg durchreichen
FUN fail[a]: Ezception — Beh «
DEF fail[a](e)(t) = (e, t) —— "yield" Exception e
FUN timeout: Nat — Beh Void
DEF timeout(n)(t) = (void, A(t)) —— "schldft” n Millisekunden
Das Abfangen von Exceptions gehort zum wesentlichen Repertoire jedes

Programms, das mit der Umgebung interagiert. Dabei ist es manchmal
angenehm, auf kompakte Weise selbst Exceptions auslésen zu konnen; dies
ermoglicht die Operation fail.

In einigen Situationen muss man die Mdoglichkeit haben, einen Prozess fiir
eine gewisse Zeit zu verzogern; das leistet die Operation timeout.



18
Objekte und Ein-/Ausgabe

Die ,Tiicke“ des Objekts ist ein dum-
mer Anthropomorphismus.
Wittgenstein

Wir haben bereits den Erfolg des objektorientierten Paradigmas angespro-
chen. Dieses Paradigma wird gemeinhin mit zwei Eigenschaften identifiziert:
Objektkonzept und Vererbung. Letzteres haben wir in den Kapiteln 5 und 7
schon detailliert im Zusamenhang mit Gruppenmorphismen und Subtypen
diskutiert. Mit anderen Worten: Vererbung ist bereits ein Bestandteil unserer
funktionalen Welt. Damit bleibt das Objektkonzept.

18.1 Objekte als zeitabhiangige Werte

Um die Diskussion etwas griffiger zu machen, betrachten wir ein kleines Bei-
spiel in einer traditionellen objektorientierten Sprache. Die Idee eines Punk-
tes im R? ldsst sich z.B. in JAVA (im Wesentlichen) schreiben wie in Abbil-
dung 18.1.

class Point { // JAVA!
float x;
float y;
Point (float x, float y) { this.x = x; this.y = y; }
float dist () { return sqrt(x*x + y*y); }
void shift (float dx, float dy) { x += dx; y += dy; }

Abb. 18.1: Eine JAvA-Klasse

Ein neuer Punkt wird durch einen Aufruf der Konstruktormethode erzeugt,
z.B. in der Form Point p = new Point(3,4). Die anderen Methoden lassen
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sich dann {iber die so genannte Punktnotation aufrufen, also z.B. p.dist ()
oder p.shift(1,-1).

Die Ubertragung der typischen Paradigmen der Objektorientierung — ins-
besondere die Sicht von Objekten als unabhéngig arbeitenden, persistenten
Entitéten, die mit anderen Objekten interagieren — in unsere funktionale Welt
stoft an einigen Stellen auf subtile technische Schwierigkeiten. Wir wollen
aber der Versuchung widerstehen, diese Probleme durch die sofortige Ein-
fihrung von Ad-hoc-Notationen ,wegzudefinieren“. Stattdessen werden wir
die Einbettung zunichst ganz puristisch vornehmen (und die dazu notwendi-
gen Komplikationen in Kauf nehmen). Danach werden wir lesefreundlichere
Schreibabkiirzungen einfithren — die dann aber fiir klar definierte funktionale
Konzepte stehen.

Da im Zentrum der folgenden Diskussionen der Objektbegriff steht, wollen
wir ihn als Erstes ganz formal fassen.

Definition (Objekt)

Da Objekte ihren Zustand &ndern kénnen, sind sie zeitabhéingige Werte. Des-
halb fithren wir einen entsprechenden polymorphen Typ als Schreibabkiirzung
ein.

TYPE Obj a = (TIME — «) —— Objekte sind zeitabhangige Werte

Von den typischen Paradigmen objektorientierter Sprachen wie JAVA lassen
sich zwei Aspekte in unserem Kontext trivial behandeln:

e JavA-Klassen dienen simultan der Modularisierung und der Einfiihrung
neuer Typen. Dazu gibt es bei uns die getrennten Konzepte von Strukturen
und Typen.

STRUCTURE Point = {
TYPE Point = ...

}

Das Overloading des Namens Point sollte dabei weder fiir den Program-
mierer noch fiir den Compiler ein Problem darstellen.

e Die Punktnotation ist ebenfalls kein Problem. Wir haben den entspre-
chenden Operator ., “ schon in Kapitel 1 kennengelernt. Die Aufrufe
der Art p.dist() und p.shift(dz, dy) entsprechen also Aufrufen der Form
dist(p) und shift(p)(dz, dy) — was tbrigens auch von JAVA-Compilern in-
tern so realisiert wird.

Ein anderer Aspekt stellt uns dagegen vor grofiere Probleme: Wenn wir
Objekte in Sprachen wie JAVA betrachten, dann gehoéren zu ihnen (zumindest
konzeptuell) nicht nur die Attribute, sondern auch die Methoden. Das wiirde
in unserer Welt bedeuten, dass im Beispiel aus Abbildung 18.1 der Typ Point
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nicht nur die x- und y-Komponente umfasst, sondern die ganze Struktur, ein-
schliefflich aller Operationen. Das ist bei uns auch prinzipiell méglich, weil wir
Strukturen ja als First-class citizens auffassen (s. Kapitel 4). Allerdings sto-
Ben wir dabei auf einige technische Schwierigkeiten, die das Programm etwas
aufwendig machen.

Im Programm 18.1 ist das Prinzip, dass Objekte ganze (zeitabhdngige)
Strukturen sind, umgesetzt. Die Einzelteile dieses Konzepts spielen auf subtile
Weise miteinander zusammen, weshalb wir sie im Folgenden Punkt fiir Punkt
diskutieren. (Auflerdem legt die relativ aufwendige — aber immer gleiche —
Konstruktion die Einfiithrung entsprechender notationeller Abkiirzungen nahe,
die wir gleich anschliefend in Abschnitt 18.1.1 présentieren werden.)

Programm 18.1 Punkte als Objekte

SIGNATURE PointSig = { —— Typ der Objekte
FUN z: Beh Real
FUN y: Beh Real
FUN dist: Beh Real
FUN shift: Real X Real — Beh Void

}

STRUCTURE Point = {

TYPE Point = Obj PointSig —— gleichwertig zu (TIME — PointSig)
FUN point: Real X Real — Beh Point —— Konstruktor
DEF point(zo, yo)(to) = (p, Ato)

WHERE

p(to) = { DEF z = yield zo
DEF y = yield yo
DEF dist = yield /73 + y2
DEF shift(dz, dy) = yield void
EVOLVE p ~» point(zo + dz, yo + dy)
}

FUN z: Point — Beh Real

DEF z(p)(t) = (p(t).2)(t)

FUN y: Point — Beh Real

DEF y(p)(t) = (p(t).y)(t)

FUN dist: Point — Beh Real

DEF dist(p)(t) = (p(¢).dist)(t)

FUN shift: Point — Real X Real — Beh Void
DEF shift(p)(dz, dy)(t) = (p(t).shift(dz, dy))(t)

Am auffallendsten ist hier, dass die meisten Operationen zweimal vor-
kommen, wenn auch in leicht unterschiedlicher Form. Der Grund fiir dieses
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Phénomen wird sich in der folgenden Diskussion zeigen. (Hier liegt aber auch
die Hauptmotivation fiir die spitere Einfiihrung von Spezialnotationen.)

e Um alle Teile des Konzepts sauber ausdriicken zu kénnen, miissen wir die
Struktur, fiir die das Objekt steht, typisieren kénnen. Deshalb brauchen
wir eine entsprechende Spezifikation oder zumindest Signatur, die hier
mit PointSig bezeichnet wird. (Dem entspricht in JAVA am ehesten das
Konzept der Interfaces.)

e Mit Hilfe dieser Signatur kénnen wir den Typ Point fiir Punkte einfiih-
ren: Punkte sind Objekte, die zu jedem Zeitpunkt eine Struktur der Art
PointSig représentieren.

e Punkte miissen erzeugt werden; dazu fithren wir eine Funktion point (o, yo)
ein. (Diese Funktion entspricht den Konstruktormethoden von JAVA.)

Da Punkte zeitabhéingige Werte sind, muss ihre Erzeugung durch eine
monadische Operation erfolgen. Deshalb hat point(...) den Resultattyp
Beh Point. Wenn z.B. der monadische Konstruktor point(3,4) zum Zeit-
punkt ¢y ausgefithrt wird, ist das Resultat p ein Objekt, also eine Funkti-
on der Art (TIME — PointSig). Diese Funktion p = point(3,4) wird durch
zwei Eigenschaften definiert:

1. Die erste Eigenschaft legt den Funktionswert zum Anfangszeitpunkt t,

fest. Zu diesem Zeitpunkt ist ihr Wert die folgende Struktur:

p(to) = { DEF z = yield 3
DEF y = yield 4

DEF dist = yield /3% + 42

DEF shift(dz, dy) = yield void
EVOLVE p ~ point(3 + dz,4 + dy)
¥

2. Die zweite Eigenschaft beschreibt, wie sich der Funktionswert induktiv
zu den weiteren Zeitpunkten ergibt. Dies wird — wie in Abschnitt 17.3.1
beschrieben — durch die EVOLVE-Klauseln festgelegt (von denen es hier
nur eine gibt, ndmlich bei shift). Wenn die Operation shift zu einem
Zeitpunkt ¢ ausgefiihrt wird, dann hat p zum Zeitpunkt ¢’ = At als
Wert die mittels point(...) generierte neue Struktur.

e Die Beobachtungsoperationen z(p), y(p) und dist(p) erlautern wir am
Beispiel dist(p) fiir den Punkt p = point(3,4). Wenn die monadische Ope-
ration dist(p) zum Zeitpunkt ¢ ausgefithrt wird, miissen wir zuerst den
Wert des Objekts p zum Zeitpunkt ¢ bestimmen; dies ist eine Struktur vom
Typ PointSig. Aus dieser Struktur wihlen wir jetzt die Operation dist aus.
(Man beachte das Overloading des Funktionsnamens!) Diese Operation ist
wieder monadisch, ndmlich vom Typ Beh Real. Also miissen wir sie zum
Zeitpunkt ¢ anwenden. Das Ergebnis ist das Paar (5, t') = (v/32 4 42, At).

e Fiir die Operation shift(p)(dz, dy) gilt das Analoge. Aber jetzt kommt
noch hinzu, dass das Verhalten des Objekts (also der zeitabhidngigen Funk-
tion) p weiter festgelegt wird: Zum ,néchsten Zeitpunkt At hat p(At)
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als Wert eine neue Struktur. Diese ist das Resultat des Konstruktors
point(p(t).x + dz, p(t).y + dy).

Zur lustration dieser Definition betrachten wir ihre Verwendung in einem
kleinen Programmfragment.

& point(3,4) & Ape

p.dist &Adye —— d;=5.0
p.shift(1,1) &
p.dist &ANdye —— dy=6.4

Der Name p steht fiir die schon mehrfach erwahnte zeitabhangige Struktur,
die zunéchst (zum Zeitpunkt ¢;) die Attributwerte 3 und 4 und die entspre-
chenden Operationen umfasst. Der Aufruf p.dist wertet (zu diesem Zeitpunkt
t1) die Operation dist aus dieser anfanglichen Struktur aus; das Ergebnis 5.0
wird an den Namen d; gebunden (und die Zeit schreitet zu to = At; fort). Die
Aktion p.shift(1,1) schreitet zum Zeitpunkt t5 = Aty fort und legt implizit
fest, dass die Funktion p zu diesem Zeitpunkt eine entsprechend geédnderte
Struktur représentiert. Wenn die Operation p.dist zu diesem Zeitpunkt 3
aufgerufen wird, ist das Ergebnis jetzt 6.4 (und die Zeit schreitet zu ty = Al
fort). Und so weiter.

Weshalb ist die aufwendige Programmierung im Stil von Programm 18.1
notwendig? Zunéchst sind die Operationen der Struktur Point in dieser Form
notig. Denn da wir Operationen wie p.dist oder p.shift(...) in Programmen
aufrufen, miissen sie den entsprechenden Punkt als explizites Argument ha-
ben. Andererseits konnen wir die Abhéngigkeiten aller Operationen von den
Attributwerten z und y (die im Konstruktor gesetzt werden) nur ausdriicken,
indem wir alle Operationen in einer gemeinsamen, entsprechend parametri-
sierten Struktur definieren.! In diesen Operationen darf dann allerdings der
Punkt nicht noch einmal als Argument erscheinen (weil er ja schon die ganze
Struktur selbst ist).

Im Ubrigen sei darauf hingewiesen, dass unser Ansatz extrem flexibel ist.
Wir haben zwar im Beispiel der Operation shift nur eine Anderung der At-
tribute vorgefithrt. Aber es wéire genauso gut moglich, dass bei der Evolution
eine génzlich andere Struktur entsteht, bei der die Operationen dist, shift etc.
vollig neue Definitionen erhalten. Die einzige Anforderung ist, dass der Typ
PointSig erhalten bleibt. Auch hier ist also die Flexibilitat objektorientierter
Sprachen wie SMALLTALK nachbildbar.

18.1.1 Spezielle Notationen fiir Objekte und Klassen

Der Ansatz, der im Beispiel von Programm 18.1 vorgefiihrt wird, ist relativ
komplex und verlangt subtil aufeinander abgestimmte Funktionen. Das ist fiir

! Compilertechnisch miissen solche Konstruktionen iiber so genannte Closures rea-
lisiert werden; in denen sind die Werte z und y dann implizit versteckt.
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die praktische Programmierung ein schwerwiegendes Defizit.? Deshalb liegt es
nahe, spezielle Notationen einzufithren, mit denen sich die Programmierung
kompakter und weniger fehleranféllig gestalten lasst. Wichtig ist dabei aber,
dass es sich tatsdchlich nur um notationelle Abkiirzungen handelt, so dass
nicht unter der Hand neuartige, nicht-funktionale Konzepte eingefithrt werden.

Programm 18.2 zeigt, wie sich das Beispiel aus Programm 18.1 kompakter
schreiben lédsst, wenn man geeignete neue Schliisselworter einfithrt.

Programm 18.2 Die Klasse Point

CLASS Point(zo: Real, yo: Real) = {
FUN z: Beh Real
DEF z = yield xo
FUN y: Beh Real
DEF y = yield yo
FUN dist: Beh Real
DEF dist = yield \/72 + y2
FUN shift: Real x Real — Beh Void
DEF shift(dz, dy) = yield void
EVOLVE Point(zo + dz, yo + dy)

Wenn wir diese ,,Klasse” mit der urspriinglichen Form vergleichen, dann
geben wir zum einen (implizit) die Signatur PointSig an. Andererseits iiber-
nehmen wir die JAVA-Konvention, dass die Klasse sowohl die Struktur als auch
den Typ einfithrt. Was wir komplett weglassen, ist das ,Lifting* der Operatio-
nen auf die Versionen, die den Punkt als expliziten Parameter haben. Dieses
Lifting erfolgt so mechanisch, dass es vom Compiler generiert werden kann.

Da dies kein Buch iiber Compilerbau ist, konnen wir den entsprechen-
den Ubersetzungsprozess hier nicht im Detail analysieren; aber eine kleine
Skizze soll zumindest andeuten, wie so etwas prinzipiell aussehen kénnte. Ab-
bildung 18.2 illustriert — in Anlehnung an entsprechende Konzepte aus UML—
die wesentlichen Aspekte des Ubergangs vom neuartigen Programm 18.2 zum
klassischen Programm 18.1.

Der Begriff Stereotype besagt, dass ein neues syntaktisches Konstrukt —
hier cLAss — eingefiihrt und auf bestehende Konzepte zuriickgefiihrt wird. In
unserem Fall haben solche Klassen einen Namen, eine Parameterliste, einen
Typ (eine Signatur) und einen Rumpf. Die Klasse ist Aquivalent zu einer Struk-
tur gleichen Namens, in der auch ein Typ gleichen Namens eingefiihrt wird.

2 Aber man darf nicht vergessen, dass es sich um die Simulation eines anderen
Paradigmas im Rahmen der funktionalen Welt handelt. Solche Fremdkorper fiigen
sich meistens nur etwas sperrig in die Umgebung ein.
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STEREOTYPE CLASS « Name» (« Parameter»): «Signature» = { « Body» }
IS
STRUCTURE « Name» = {
TYPE « Name» = Obj «Signature» —— Objekttyp
FUN «Name»: «Parameter» — Beh « Name» —— Konstruktor
DEF «Namey (« Parameter»)(to) = (z, Ato)
WHERE p(ty) = { «Body» }

LIFT * « Body»

}

LIFT(FUN «op»: «a») IS (FUN «op»: «Name» — «a»)

LIFT(DEF «op»(«z») = «body») 1S (DEF «op»(0)(«z»)(t) = (o(t).«op»(«z»))(t))

Abb. 18.2: Definition von Klassen als Strukturen

Dazu kommt dann noch ein Konstruktor. Auflerdem muss aus dem Rumpf
noch eine Sammlung von gelifteten Funktionen erzeugt werden.

Diese Skizze kann nur das prinzipielle Vorgehen andeuten. Man miisste
noch genauer sagen, wie z. B. die «Signature», die in der Klasse implizit iiber
die FUN-Klauseln angegeben ist, zum expliziten Typ gemacht werden kann.
Auflerdem muss man die Varianten fiir parameterlose Klassen beschreiben.
Auch der unschone Effekt, dass jetzt die Konstruktorfunktion (wie in JAVA)
grof3 geschrieben wird, sollte noch repariert werden. Auflerdem muss noch der
Bezug der EVOLVE-Klausel auf das jeweils aktuelle Objekt formuliert werden.
Diese und ahnliche Fragen fiihren in Bereiche des Compilerbaus, die heute
unter dem Begriff Reflection intensiv vorangetrieben werden.

18.1.2 ,,Globale“ Objekte

In der praktischen Programmierung gibt es einen Effekt, der aus puristischer
Sicht unvermeidlich ist, sich aber sehr stoérend auf die Lesbarkeit von Pro-
grammen auswirkt. Deshalb liegt es nahe, den Purismus zu opfern, um die
Eleganz zu erhohen.

Das Problem ist auch aus objektorientierten Programmen bekannt und
zeigt sich z.B. deutlich am so genannten Model-View-Control-Paradigma
(s. auch Kapitel 20). Hier hat man drei Objekte, die miteinander interagieren.
Das wiirde man gerne folgendermaflen schreiben:

LET m < model(v,¢) —— —————
v — view(m, c) —— FALSCH!
¢ < control(m,v) —— —————

IN

Alle drei Objekte sollten einander kennen. Da sie aber erst zur Laufzeit ge-
neriert werden, muss man sie miteinander bekannt machen. Das geht jedoch
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nicht in der oben beschriebenen Form, weil z.B. die Konstruktoroperation
model(v, ¢) zwei Objekte als Argumente hat, die es noch gar nicht gibt. Des-
halb muss man zu relativ hésslichen Techniken greifen, mit denen man zuerst
alle drei Objekte generiert und sie dann iiber spezielle Operationen mitein-
ander bekannt macht. Das ist aber nicht das einzige Defizit. Auch wenn man
die Objekte irgendwie miteinander bekannt gemacht hat, ist der jeweilige Be-
zug auf die Operationen der anderen nur relativ aufwendig und unleserlich
programmierbar.

Dabei méchte man das Ganze doch nur so hinschreiben, wie das bei klas-
sischen Strukturen aufgrund der Scopingregeln problemlos moglich ist:

OBJECT Model = {... View.paint(...)...}
OBJECT View = {... Model.access(...)...}
OBJECT Control = {... View.alert(...)... Model.set(...)...}

Eine ahnliche Situation findet sich z.B. im Compilerbau. Dort hat man
Strukturen, die einen gegebenen Text geméafl einer vorgegebenen Grammatik
analysieren. Diese Grammatik wird aber manchmal in einer Datei angegeben
(z.B. bei DDTs in XML). Dann bietet sich folgende Struktur des Packages

an:

STRUCTURE Grammar «— readFile(. . .)
STRUCTURE Compiler = MetaCompiler(Grammar)

Da praktisch alle Funktionen im (Meta)Compiler auf die Grammatik Be-
zug nehmen, miissten sie normalerweise die Grammatik als expliziten Para-
meter mitschleppen. Durch die obige Konstruktion wird die Grammatik aber
so zugreifbar, wie das bei gleichrangigen Strukturen in einer Gruppe {iiblich
ist.

Dazu ist allerdings eine Konvention nétig, die eine leichte Verletzung des
funktionalen Paradigmas darstellt. Zur Erinnerung: Die IO-Monade lésst sich
nicht in umgebende, rein funktionale Ausdriicke einbetten. Genau das tun
wir hier aber. Diese Verletzung grundlegender Prinzipien l4sst sich durch eine
Konvention mildern:

Festlegung (Initialisierung beim Programmstart)

Auf oberster Programmebene (also in Packages, Subpackages etc.) diirfen Ob-
jekte kreiert und Werte aus Dateien eingelesen werden. Eine addquate Seman-
tik dieser Konstruktionen wird durch folgende Compiler-Konvention sicherge-
stellt: Die entsprechenden Programmelemente werden beim Programmstart
initialisiert.

Der Compiler muss dabei sicherstellen, dass die Initialisierung keine zy-
klischen Abhéngigkeiten erzeugt. (Die obige gegenseitige Bekanntschaft von
Model, View und Control bedingt keine Abhéngigkeit der Initialisierungsrou-
tinen.) AuBerdem diirfen nur lesende Zugriffe auf die Umgebung stattfinden,
keine schreibenden.
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18.2 Laufzeitsystem und andere Objekte (Zeit-Monaden)

Auf der Basis der Zeit-Monade lasst sich die Anbindung funktionaler Program-
me an das Laufzeitsystem wohl strukturiert und semantisch wohl definiert
beschreiben. (Wir beschranken uns hier auf eine skizzenhafte Darstellung.)
Funktionale Sprachen wie OPAL oder HASKELL stellen grofie Bibliotheken
von Funktionen fir Ein-/Ausgabe und andere Systemdienste zur Verfiigung.
Tabelle 18.1 gibt einen kleinen Ausschnitt der notwendigen Strukturen an
(und orientiert sich dabei an der BIBLIOTHECA OPALICA von OPAL, die in
diesem Punkt etwas umfassender ist als die Standard Library von HASKELL).?

Struktur Zweck

File Zugriff auf Dateien

FileSystem Zugriff auf das Dateisystem

Process Elementare Prozesskontrolle des Betriebssystems
UserAndGroup  Zugriff auf die Benutzerverwaltung

Clock Zugriff auf die Uhr des Betriebssystems

Tab. 18.1: Typische Strukturen eines Ein-/Ausgabe-Systems

Wir wollen im Folgenden zeigen, wie sich eine solche Bibliothek mit den
hier erarbeiteten Konzepten sehr systematisch und wohl definiert konzipieren
lasst. Die gesamte Laufzeitumgebung kann in ein Package mit entsprechenden
Unterpackages organisiert werden. Das wird in Programm 18.3 angedeutet.

Programm 18.3 Das Package Runtime (Ausschnitt)

PACKAGE Runtime = {
TYPE IO a = Beh
PACKAGE ProcessMgmt = {...}
PACKAGE TimeMgmt = {...}
PACKAGE UserMgmt = {...}
PACKAGE FileMgmt = {...}

Wir greifen als Beispiel das Paket FileMgmt heraus. Es enthélt als zentra-
le Strukturen die Verwaltung des gesamten Dateisystems sowie die Verarbei-
tung einzelner Dateien. Dazu kommen noch Hilfsstrukturen, in denen weitere

3 Allerdings sind beide relativ klein, wenn man sie mit den Ein-/Ausgabe-
Bibliotheken z.B. von JAVA oder dem .NET-System vergleicht. (Wir lassen hier
offen, ob das gut oder schlecht ist.)
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Aspekte des Dateimanagements definiert werden. Dies ist in Programm 18.4
skizziert.

Programm 18.4 Das Package FileMgmt (Ausschnitt)

PACKAGE FileMgmt = {

OBJECT FileSystem = {...} —— Verwaltung des Dateisystems
CLASS File={...} —— Verwaltung einzelner Dateien
STRUCTURE Path ={...} —— Pfade
STRUCTURE Properties = {...} —— Figenschaften von Dateien
STRUCTURE Content = {...} —— Inhalt von Dateien

}

Das ganze Dateisystem ist ein — riesiger — zeitabhédngiger Wert und wird
deshalb als OBJECT FlileSystem eingefithrt (vgl. Abschnitt 18.1.2). Auch die
einzelnen Dateien sind zeitabhingige Werte und miissen daher als Objekte
beschrieben werden. Aber im Gegensatz zum Dateisystem, das es nur einmal
gibt, sind Dateien in grofler Zahl vorhanden. Deshalb definieren wir fiir sie
eine entsprechende Klasse.

Die anderen Aspekte des Packages sind klassische funktionale Strukturen.
In der Struktur Properties wird alles zusammengefasst, was zu den Eigenschaf-
ten von Dateien gehort, also z. B. Zugriffsrechte, Erstellungs- und Anderungs-
datum, assoziierte Icons etc. Die Struktur Content dient dazu, Dateiinhalte
abstrakter zu erfassen. So kann man z.B. sequenzielle Dateien und Direct-
Access-Dateien dadurch unterscheiden, dass Content o entweder Seq o oder
Array « ist. In beiden Fallen muss aber noch das Konzept eines , Lesezeigers*
hinzukommen. (Details lassen wir hier offen; sie sind ohnehin mehr technischer
als konzeptueller Natur.)

Das Objekt FileSystem enthélt all diejenigen Operationen, die man zur
Verwaltung von Dateien braucht. Ein kleiner Ausschnitt ist in Programm 18.5
gezeigt. Hier haben wir allerdings eine stark vereinfachte Sicht angegeben. Ein
kleiner Blick auf die entsprechende Struktur in der BIBLIOTHECA OPALICA
zeigt, dass in der Praxis ein Mehrfaches an Aufwand notig ist, wenn man die
géangigen Features von Betriebssystemen wie UNIX oder WINDOWS verfiighar
machen will (z.B. Dateiart, Zugriffsrechte, Erstellungs- und Anderungszeit
etc.).

Damit kommen wir auf der untersten Ebene zu den eigentlichen Datei-
en. Programm 18.6 zeigt einige typische Operationen der Klasse File. Wir
haben die ungewohnliche Entwurfsentscheidung getroffen, den Typ File poly-
morph zu machen. Das ist auch in den géngigen funktionalen Sprachen nicht
iiblich, obwohl es eigentlich naheliegend ist. Denn man sollte sich von der tra-
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Programm 18.5 Das Objekt FileSystem (Ausschnitt)

OBJECT FileSystem = {

FUN
FUN

FUN
FUN

FUN
FUN
FUN
FUN

create: Path — Access — IO File  —— FErzeugen einer Datei

delete: File — 10 Void —— Ldschen einer Datei

open: Path — Access — 10 File —— Offnen einer Datei

close: File — IO Void —— Schliefien der Datei

link: File — Path — 10 Void —— zweiten Namen (als Link) setzen
rename: File — String — IO Void —— Umbenennen

move: File — Path — IO File —— Datei verschieben

copy: File — Path — IO File —— Datei kopieren

Programm 18.6 Die Klasse File (Ausschnitt)

CLASS File = {
TYPE File[a] = Obj(Content|a] x Properties)

FUN stdIn stdOut stdErr: File

FUN eof ?: File — IO Bool —— Dateiende erreicht?

FUN length: File — IO Nat —— Gréfde der Datei

FUN name: File — IO String —— Dateiname

FUN path: File — IO Path —— Dateipfad

FUN read: File o« — I0 « —— ndchstes Element lesen

FUN read: File « — Nat — 10 (Seq «) —— die ndchsten n Elemente lesen
FUN readFile: File a — 10 (Seq ) —— ganze Datet lesen

FUN skip: File a — Nat — 10 Void —— n Elemente iberspringen

FUN write: File o« — a — 10 Void —— Element schreiben

FUN flush: File a — IO Void —— Puffer auf Datei schreiben
FUN rewind: File o — 10 Void —— Zuriicksetzen an Anfang

FUN read: File Char — Nat — IO String —— die ndchsten n Zeichen lesen
FUN readLines: File Char — I0(Seq String) —— restliche Zeilen lesen

FUN write: File Char — String — 10 Void —— String schreiben

FUN writeLn: File Char — String — 10 Void —— String und Newline schreiben
FUN writeLines: File Char — Seq String — 10 Void —— Zeilen schreiben

ditionellen, rein technisch orientierten Sichtweise 16sen und einen abstrakteren
Zugang zu Dateien suchen. In den alten maschinennahen Sprachen wie ¢ war
es akzeptabel, eine Datei im Wesentlichen als Byte-Array aufzufassen. Aber in
funktionalen Sprachen sollte man den Inhalt typisiert auffassen; die entspre-
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chenden Konvertierungsfunktionen einzufiigen, ist die Aufgabe des Compilers,
nicht des Programmierers.

Allerdings haben wir es uns in Programm 18.6 ein bisschen leicht gemacht,

denn der polymorphe Typ « miisste noch durch eine geeignete Typklasse
eingeschrankt werden.
Anmerkung: Die dafir notwendigen Techniken sind spdtestens durch JAVA bekannt
geworden. Dort kann man mittels Serialization nahezu beliebige Werte auf Dateien
schreiben und wieder einlesen. Das JAVA-Interface Serializable entspricht also im
Wesentlichen der Typklasse, die wir als Einschrinkung bei File o fordern miissen. In
JAVA sieht man tibrigens auch erste schiichterne Versuche in Richtung auf typisier-
te Dateien: Die Unterscheidung in Byte-orientierte Stream-Dateien und UNICODE-
orientierte Reader und Writer stellt eine erste rudimentdre Form von Typisierung
dar.

In der Praxis hat man in der Struktur File noch eine Fiille von weiteren
Operationen, mit denen man insbesondere die verschiedenen Attribute abfra-
gen und setzen kann. (Da auch dieser Aspekt wieder mehr technischer als
konzeptueller Natur ist, betrachten wir ihn hier nicht weiter.)

18.2.1 Dateioperationen hoherer Ordnung

Interessanter ist ein weiterer Aspekt, der im Rahmen von funktionaler Pro-
grammierung eigentlich auch bei Ein-/Ausgabe erwartet werden muss. Funk-
tionen hoherer Ordnung, insbesondere das Map-Filter- Reduce-Paradigma,
sollten auch fiir Dateien verfiigbar sein. In Programm 18.7 sind die entspre-
chenden Operationen angegeben.

Programm 18.7 Die Struktur HigherOrderFile (Ausschnitt)

CLASS HigherOrderFile = {

FUN = (a— ) — File a — 10 (File 8) —— Map
FUN < (o — Bool) — File a — 10 (File «) —— Filter
FUN /:(axa—a)— Filea— 10 a —— Reduce

Diese Operationen orientieren sich an den entsprechenden Funktionalen
auf Sequenzen, die in Abschnitt 1.2 angegeben sind. (Die dort aufgefithrten
Varianten lieflen sich auch hier hinzufiigen.) Wir verzichten darauf, die — of-
fensichtlichen — Implementierungen anzugeben. Als einzige Besonderheit sollte
erwahnt werden, dass bei Map und Filter jeweils eine neue (anonyme) Datei
kreiert wird, in die die Daten hineingeschrieben werden. Diese wird als Resul-
tat zuriickgeliefert und muss bei Bedarf noch (mittels rename) einen externen
Namen erhalten.
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18.2.2 Ein typisiertes Dateisystem?

In Betriebssystemen werden Dateien weitgehend uniform behandelt, obwohl es
zahlreiche Typaspekte gibt: Man unterscheidet z. B. normale Dateien, Pipes,
Directorys, symbolische Links etc. Ein schiichterner Versuch zur Typisierung
erfolgt {iber normierte Dateiendungen wie . txt, .exe, . jpg usw. Etwas weiter
gehen Versuche, mit so genannten MIME-Kennungen zu arbeiten. Auflerdem
lassen sich Dateien zum Lesen, Schreiben oder Ausfithren 6ffnen.

Auch wenn man sich JAVA oder das .NET-System ansieht, entdeckt man
eine reichhaltige Typisierung von Ein-/Ausgabe-Klassen (die sich in einer
relativ tiefen Vererbungshierarchie widerspiegelt). Allerdings erkennt man
an dem vollig tiberfrachteten und nur technisch motivierten Zusammen-
spiel von Klassen wie InputStream, FileInputStream, FilterInputStream,
BufferedInputStream, Reader, FileReader, BufferedReader usw. auch,
dass es ein nichttriviales Problem ist, hier eine addquate Typisierung zu ent-
wickeln. (Vor allem sieht man aber, wie wichtig es ist, technischen Ballast vom
Compiler erledigen zu lassen und nicht vom Programmierer.)

Wenn man in dieser Richtung weiter denkt, ergeben sich Subtyp-Relationen
der folgenden Art:

TYPE Dir C File —— (problematisch)
TYPE Link o C File
TYPE Pipe o C File «

Allerdings sieht man hier, dass bei Dir die passende Angabe der Generizitat
etwas Probleme macht: Man brauchte Polymorphie héherer Ordnung [117].
Als Alternative konnte man auch Directorys und normale Dateien als vollig
verschiedene Dinge auffassen, die Varianten eines gemeinsamen Summentyps
sind. Fiir Directorys hat man ohnehin ganz andere Operationen als fiir nor-
male Dateien. Insbesondere méchte man héufig Auflistungen der enthaltenen
Dateien haben, was auf spezielle Varianten des Map- Filter- Reduce-Paradigmas
hinausléauft.

Trotz dieser Schwierigkeiten wére es gerade bei funktionalen Sprachen an-
gemessen, ein solches Typsystem zu entwickeln. Dies muss allerdings heute
noch als offener Forschungsauftrag gelten.
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Agenten und Prozesse

Viele Kioche verderben den Brei.
(Sprichwort)

In vielen Situationen muss man die Arbeit verteilen, so dass Teilaufgaben
simultan erledigt werden. Dabei kann ,simultan“ heiflen, dass die verschie-
denen Aktivitdten tatséchlich gleichzeitig ablaufen; wir sprechen dann von
parallelen Prozessen. Aber in der Praxis geniigt es oft, mit so genannten
pseudo-parallelen Prozessen zu arbeiten. Das bedeutet, dass jeder einzelne
Prozess in kleine Zeitscheiben zerlegt wird und dass diese Fragmente miteinan-
der verschrankt (engl.: interleaved) abgearbeitet werden. Bei solchen pseudo-
parallelen Prozessen finden also alle Arbeiten nach wie vor sequenziell statt.
Aber wegen der immensen Geschwindigkeit heutiger Prozessoren wirkt das fir
die Umgebung — insbesondere fiir menschliche Nutzer — als ob alle Prozesse
gleichzeitig ablaufen wiirden.

Es gibt zwei grundsétzlich verschiedene Ziele fiir die Einfithrung von Paral-
lelverarbeitung. Die eine Variante dient dazu, Berechnungen zu beschleunigen,
indem man sie in Teilberechnungen zerlegt und auf mehrere Rechner verteilt.
Dazu braucht man also echte Parallelverarbeitung auf mehreren Prozessoren.
Die andere Variante wird bendtigt, wenn man es mit Prozessen zu tun hat,
die inhdrent nebenlédufig sind und miteinander kooperieren. Hier geniigt hau-
fig eine pseudo-parallele Verarbeitung auf einem Prozessor. Diese Situation
betrachten wir im Folgenden.

Ein typisches Szenario liegt bei Programmen mit interaktiven graphischen
Benutzerschnittstellen, kurz GUlIs, vor (s. Kapitel 20). Dem Benutzer stehen
mehrere Fensterelemente mit unterschiedlichen Optionen zur Verfiigung: Edi-
tieren in Textfenstern, Klicken auf Buttons, Verschieben von Scrollbars usw.
Auf jede dieser moglichen Benutzeraktivitidten muss das Programm entspre-
chend reagieren. Da vollig unvorhersehbar ist, wann der Benutzer was tun
wird, muss das Programm simultan auf alles vorbereitet sein.

Als beste Losung fiir diese Art von Szenarien hat sich herauskristallisiert,
das Programm in Form von (pseudo-)parallel laufenden Einheiten zu organi-



396 19 Agenten und Prozesse

sieren, die sich jeweils um eine der moglichen Benutzeraktivitdten kiimmern.
Man spricht dann von kooperierenden Systemen. Falls die einzelnen Prozesse
auf unterschiedlichen Rechnern laufen, spricht man auch von verteilten Sys-
temen. Zur programmiersprachlichen Reprasentation solcher Prozesse werden
wir Agenten einfithren.

Es gibt in der Informatik verschiedene Ansétze, um die Interaktion zwi-
schen den Prozessen eines kooperierenden Systems zu realisieren. (Eine nach
wie vor lesenswerte Ubersicht findet sich in [74]). Die wohl #lteste Technik ist
die der gemeinsamen Variablen (engl.: shared variables). Hier lesen und schrei-
ben mehrere Prozesse die gleichen Variablen. Damit dies konfliktfrei funktio-
niert, missen Techniken zur Synchronisation des Zugriffs eingefithrt werden
(Locks, Semaphore, Monitore etc.). Die heute wohl bekannteste Realisierung
dieser Technik findet sich in den Threads von JAVA.

Eine andere naheliegende Idee sind (synchrone oder asynchrone) Kandle.
Uber diese Kanile flieBen Datenstrome zwischen den Prozessen. Diese Tech-
nik ist aus Sicht guten Software-Engineerings besser als die der gemeinsamen
Variablen, weil sie robuster und weniger fehlertrichtig ist. (Das ist auch der
Grund, weshalb viel Kritik an den Java-Threads geduBert wird.) Allgemeiner
als Kanéle sind jedoch die so genannten Service-Access-Points, kurz: SAPs;
deshalb ziehen wir diese im Folgenden als Grundlage unseres Designs heran.

Die Integration von Parallelitit in funktionale Sprachen ist ein relativ jun-
ger Forschungsgegenstand und daher stark im Fluss. Am Ende dieses Kapitels
gehen wir deshalb kurz auf einige der aktuell diskutierten Sprachentwiirfe ein.

19.1 Service-orientierte Architekturen

Im Bereich des Software-Engineerings kooperierender und verteilter Syste-
me haben sich als zentrale Ideen Konzepte wie Agenten und Client-Server-
Architekturen etabliert. Neuerdings ist als weiteres beliebtes Schlagwort der
Begriff ,Service-orientierte Architekturen®, kurz SOA, hinzugekommen. Die
entsprechenden Prinzipien erleichtern nicht nur die Organisation grofler Soft-
ware-Systeme, sondern versprechen auch beim Design von individuellen Pro-
grammen einen Nutzen.

Erfreulicherweise treffen die Prinzipien des Service-orientierten Designs
ziemlich genau die Konzeption, die z.B. in der Sprache OPAL schon in den
90er Jahren fiir die Implementierung kooperierender Prozesse herangezogen
wurde. Deshalb werden wir uns im Folgenden an diesen Ideen orientieren,
wobei wir allerdings versuchen werden, sie auf der Basis unserer Sprachmittel
etwas abstrakter und eleganter zu fassen. Im Gegensatz zum Gebrauch im
Software-Engineering, wo der Begriff der Service-Orientierung meistens recht
allgemein und unscharf bleibt, werden wir das Konzept hier sehr genau und
technisch prézise fassen.

Abbildung 19.1 illustriert ein Service-orientiertes Design. Dabei haben wir
eine an UML angelehnte Darstellungsform gewahlt. Das kooperierende System
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besteht aus Komponenten, die wir als Agenten bezeichnen, und aus Konnek-
toren, die wir als Service-Access-Points, kurz SAPs, bezeichnen.

<agent>

<agent>

D

<agent>

A

<agent>

O B
iﬁ ap, sap,
<agent>
C

Abb. 19.1: Service-orientierte Architektur

Bevor wir (in den folgenden Abschnitten 19.2 und 19.3) im Detail auf die

programmiersprachliche Realisierung von Agenten und SAPs eingehen, wollen
wir erst noch die Grundidee ihres Zusammenspiels skizzieren.

Definition (Service-orientiertes System)

Ein Service-orientiertes System besteht aus Agenten und SAPs:

Die Agenten sind die aktiven Einheiten im System.

Agenten konnen Dienste nachfragen und anbieten.

Angebot und Nachfrage von Diensten werden an Service-Access-Points
(SAPs) koordiniert.

Man bezeichnet diejenigen Agenten, die eine Nachfrage nach Diensten stel-

len, als Clients und diejenigen Agenten, die die Dienste anbieten und erbrin-
gen, als Server. Dieses Client-Server-Modell besitzt einen hohen Grad an Fle-
xibilitdt, wie man an Abbildung 19.1 erkennen kann.

Es kénnen mehr als zwei Agenten iiber einen SAP miteinander interagie-
ren. So kommunizieren in Abbildung 19.1 an sap5 die drei Agenten A, D
und E miteinander.

Die Rollen von Clients und Servern sind nicht fest zugeordnet. Derselbe
Agent kann in einer Interaktion als Client und in einer anderen als Server
auftreten. Oft muss sogar ein Server, der einen Dienst erbringen will, zu
diesem Zweck bei einem anderen Agenten als Client auftreten. In Abbil-
dung 19.1 fungiert der Agent A am sap, als Server und am sap, als Client.
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Bei der Interaktion zwischen A und E hat sogar jeder der beiden Agen-
ten beide Rollen. (Vorsicht: Solche Situationen kénnen leicht zu Deadlocks
fithren!)

e Ein besonders wichtiger Aspekt ist in Abbildung 19.1 nicht zu sehen: Uber
SAPs konnen nicht nur Daten flieen, sondern komplexe Dienste ange-
fordert und ihre Ergebnisse zuriickgeliefert werden. Dies werden wir in
Abschnitt 19.3 im Detail studieren.

In den bildlichen Darstellungen (im Stil von Abbildung 19.1) werden wir
weitestgehend die Konvention einhalten, dass der volle Kreis fiir das Dienst-
angebot auf der Serverseite steht und der Halbkreis fiir die Dienstnachfrage
auf der Clientseite; es wird aber Situationen geben, in denen sich diese visuelle
Hilfe nicht durchhalten lasst.

19.2 Agenten als Monaden

Als ersten zentralen Bestandteil unseres Service-orientierten Designs betrach-
ten wir die aktiven Einheiten, also die Agenten.

Definition (Agent)

Ein Agent ist durch folgende Eigenschaften charakterisiert:
- Er ist eine autonome Programmeinheit.
- Er fithrt ein sequenzielles Programm — eine monadische Operation — aus.
- Er arbeitet (pseudo-)parallel zu anderen Agenten.
- Er kann bei seiner Terminierung ein Ergebnis abliefern.

Der letzte Punkt hat Vor- und Nachteile. Auf der einen Seite fiigt sich das
Abliefern von Ergebnissen gut in die funktionale Welt ein. Auf der anderen
Seite entsteht damit aber ein kritisches Programmkonstrukt: Ausdriicke mit
Seiteneffekt.

Diese Definition korrespondiert zum Verhalten von Monaden, mit denen
wir Agenten daher auch hervorragend darstellen konnen. Die Struktur Agent
in Programm 19.1 stellt Funktionen zur Kreation und Behandlung von neben-
laufigen Agenten bereit. Sie basiert auf der Zeit-Monade von Programm 17.3;
alle Operationen von Agenten sind vom Typ Beh «.

Die Operation agent kreiert einen neuen Agenten. (In HASKELL heifit
die entsprechende Operation forkIO.) Die Operation agent(op) erhilt als
Argument eine (monadische) Operation, die das ,Programm“ des Agen-
ten beschreibt. Diese Operation wird unmittelbar nach der Kreierung des
Agenten als eigenstdndiger Prozess (Thread) gestartet und lauft von da an
(pseudo-)parallel zu dem Prozess ab, der gerade die Operation agent(op) aus-
gefiihrt hat. Das Ergebnis von agent(op) ist der neu kreierte Agent. Damit
werden z. B. Anwendungen folgender Art moglich:
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Programm 19.1 Die Struktur Agent

STRUCTURE Agent = {

TYPE Agent[a] = «interne Reprdsentation von Agenteny

FUN agent: Beh o — Beh(Agent o)

DEF agent(op) = «erzeuge und starte Agent mit Verhalten op»
FUN await: Agent @ — Beh «

DEF await(a) = «warte auf die Terminierung des Agenten a»
FUN kill: Agent a — Beh Void

DEF kill(a) = «veranlasse die Terminierung des Agenten a»

FUN self: Beh(Agent )
DEF self = «die Identitdt des Agenten selbst»

... & agent(code) — a & ... & await(a) — z & . ..

Hier wird ein Agent kreiert, auf den man sich im weiteren Programmverlauf
unter dem Namen a beziehen kann. Dieser Agent fithrt seine Operation code
parallel zu den weiteren Aktivitaten ,,...“ des aktuellen Prozesses aus. Dann
wartet der aktuelle Prozess auf die Terminierung des Agenten a. Dabei wird
das Ergebnis der Operation code an den Namen z gebunden.

Normalerweise endet das ,,Leben“ eines Agenten, wenn er sein Programm
fertig abgearbeitet hat. Es ist aber auch moglich, Agenten mit roher Gewalt
abzubrechen. Dazu dient die Operation kill.

Anmerkung: Die Operation kill ist implementierungstechnisch mit Vorsicht zu ge-
nieflen, wie man z. B. aus der (sehr wechselhaften) Geschichte der entsprechenden
Operationen in JAVA ablesen kann. Das Problem ist, dass ein Prozess nicht abrupt
,abgeschossen® werden darf, wenn er gerade eine kritische Phase durchlduft. Man
muss thm eine Chance geben, noch ,ordentlich aufzurdumen®. Das hat in JAVA im
Laufe der Releases zu entsprechenden Redefinitionen gefiihrt.

Eine typische Anwendung der Operation self besteht darin, dass ein Agent
a einem anderen Agenten b mitteilt, wer er ist. (Dies geschieht iiber eine
entsprechende Interaktion an einem SAP.) Dann kann b z. B. auf a warten
oder — im Extremfall — auch a ,killen“.

Das folgende Beispiel illustriert eine einfache aber niitzliche Anwendung
von Agenten: Man kann fiir Berechnungen Zeitbeschrankungen vorgeben.

Beispiel 19.1 (watchdog)

Die Funktion watchdog tiberwacht die Ausfithrung eines (monadischen) Pro-

grammstiicks, um es abbrechen zu koénnen, wenn ein vorgegebenes Zeitlimit
iiberschritten ist. Dazu benétigen wir die Operationen + , timeout und
fail aus der Struktur TimeMonad von Programm 17.3 auf Seite 379.
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FUN watchdog: Beh a x Nat — Beh «
DEF watchdog(op, time) =
LET
worker — agent(op)
IN
await(worker)
+
timeout (time) & kill(worker) & fail("timed out")

Man beachte, dass der Typ Beh « implizit auf dem Typ Maybe o basiert.
Deshalb kann auch mittels fail eine Exception geliefert werden.

In diesem Beispiel gibt es bei der Auswahl zwei Moglichkeiten:

e FEntweder der Agent worker wird mit der Berechnung seines Programms
op rechtzeitig fertig; dann ,gewinnt* der Zweig await(worker) und die
gesamte Auswahl und damit auch die Funktion watchdog endet mit dem
Ergebnis von op.

e Oder der Agent braucht zu lange; dann ,,gewinnt“ der Zweig mit timeout
und der Agent worker wird abgebrochen. Dann endet die gesamte Auswahl
und damit auch die Funktion watchdog mit der Exception.

Aber es gibt eine schwerwiegende Komplikation: Damit das obige Pro-
gramm so funktioniert, wie wir das erwarten, muss der Compiler preemtive
Multitasking implementieren. Das heifit, zwischen den (pseudo-)parallelen
Prozessen muss in hinreichend kurzen Intervallen ein Wechsel stattfinden, so
dass es auch eine ,zeitnahe“ Chance des Unterbrechens gibt. Voraussetzung
dazu ist, dass auch das zugrunde liegende Betriebssystem diese Eigenschaft
hat.

Dieses preemtive Multitasking ist nicht in allen Sprachen gegeben. So ist
z.B. OPAL nicht preemptive, weil Prozesswechsel immer nur bei den monadi-
schen Operatoren moglich sind. Wenn in einer solchen Sprache in der Operati-
on op des obigen Agenten worker eine sehr lange, rein funktionale Berechnung
stattfindet, dann kann sie nicht durch das timeout abgebrochen werden.

19.3 Kommunikation: Service-Access-Points

Wie schon eingangs dieses Kapitels diskutiert, ist die eleganteste Moglichkeit
der Interaktion von Agenten das Konzept der so genannten Service-Access-
Points. Diese schlieflen als Spezialfall das bekanntere Konzept der Kandle mit
ein.

Definition (Service-Access-Point (SAP))

Im Client-Server-Modell kommunizieren die Agenten tber Service-Access-
Points, kurz: SAPs (vgl. Abbildung 19.1). Diese Interaktion geschieht nach
den folgenden Prinzipien:
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e Jeder Agent, der einen SAP kennt, kann dort Dienste anbieten und/oder
nachfragen.

Das Anbieten und Nachfragen sind monadische Operationen.

e Die tatsichliche Erledigung eines Dienstes findet in Form eines Rendezvous
statt: Ein passendes Angebot-Nachfrage-Paar fithrt dazu, dass die zugeho-
rige Operation ausgefithrt wird. Die Ausfiihrung obliegt dem Server; der
Client ,,ruht“ inzwischen.

e Am Ende des Rendezvous besitzen sowohl Client als auch Server das Fr-
gebnis des Dienstes und fahren (parallel) mit ihrer jeweiligen Arbeit fort.

Die technischen Details dieser Prinzipien werden im Folgenden genauer
ausgearbeitet. Dabei gibt es zwei Formen der programmiertechnischen Reali-
sierung.

e Man kann die Angebote und Nachfragen als Datentypen kodieren, iibli-
cherweise in Form von entsprechenden Summentypen. Diese Variante ist
z.B. in OPAL implementiert.

e Man kann aber auch Angebote und Nachfragen direkt als Operationen auf-
fassen, die dann in geeigneten Strukturen definiert werden miissen. Dieser
Ansatz ist abstrakter und eleganter, braucht aber einige der fortgeschrit-
tenen Sprachmittel, die wir in den fritheren Kapiteln eingefithrt haben.

Wir zeigen hier die modernere Variante, die Konzepte wie Typklassen
verwendet; die traditionelle Variante wird kurz in Abschnitt 19.7 angespro-
chen. Programm 19.2 enthilt die Struktur Service, die die Typklasse Sap
der Service-Access-Points definiert und die Operationen zur Service-Nachfrage
und zum Service-Angebot einfithrt. Diese Struktur — die ja nur einmal fiir die
Bibliothek vordefiniert wird — ist so gestaltet, dass die Verwendung von SAPs
in Anwendungsprogrammen moglichst einfach und intuitiv verstandlich erfol-
gen kann.

Leider ist unser Typsystem zu schwach, um eine essenzielle Zusatzbedin-
gung auszudriicken:! Bei Angebot und Nachfrage miissen fiir die entsprechen-
den Dienste — also die Funktionen vom Typ (o — Beh 3) etc. — im Sap-Typ
o geeignete Gegenstiicke vorhanden sein; das wird in einem Beispiel gleich
deutlicher illustriert werden. Zuvor wollen wir jedoch die einzelnen Funktio-
nen naher erldutern.

Dienstnachfrage durch den Client

An einem SAP kann ein Client eine Dienstnachfrage service(request) anmel-
den; ein solcher Dienst ist grundsétzlich eine monadische Operation. Ein Ser-
ver kann diesen Dienst erbringen und die Antwort iiber den SAP kommu-
nizieren. Diese Antwort wird der Continuation des Clients iibergeben. Wir

! Grundsitzlich wire dies schon machbar, aber der Aufwand ist sehr hoch. Wir
missten die Typklasse Sap als die Menge aller Gruppentypen charakterisieren,
deren Komponenten ausschliellich ,,Dienste® sind, also Funktionen mit Ergebnis-
typ Beh a.



402 19 Agenten und Prozesse

Programm 19.2 Die Struktur Service der Service-Access-Points

STRUCTURE Service = {
TYPECLASS Sap

FUN sap: o — Beh o VAR o: Sap

DEF sap = «erzeuge neuen Service Access Point»
FUN . : 0:5Sap X (¢ — Beh 3) X « — Beh (3
DEF sap.service(request) = « Nachfrage eines Dienstes am SAP»

FUN K : 0:Sap X (& — Beh 3) — Beh 3
FUN K : 0:8ap X (o« — Beh (8 x 7)) — Beh v

DEF sap K service = « Angebot eines Dienstes am SAP»
FUN K | : o0:S8ap x (o — Beh f3) x (o« — Bool) — Beh (3
FUN K | :0:8ap x (a— Beh (8 x 7)) x (& — Bool) — Beh ~

DEF (sap K service | cond) = «Angebot eines bedingten Dienstes am SAP»

haben also iiblicherweise Programmstiicke der folgenden Bauart, wobei (im
einfachen Standardfall) service den Typ (o« — Beh 3) hat, request den Typ «
und somit answer den Typ (.

... (sap.service(request)) — answer & continuation . . .

Man beachte, dass die Punktnotation so gewéhlt ist, dass sich der Operations-
aufruf an einem SAP genauso liest wie z. B. der Aufruf einer Operation eines
Objekts. Damit werden die Client-Programme durch die SAP-Kommunikation
notationell nicht belastet; sie lesen sich nahezu funktional, héchstens ,,normal“
monadisch.

Zu dieser (vorgespiegelten) notationellen Vertrautheit triagt auch ganz we-
sentlich der Trick bei, die Operation . mit drei Argumenten zu versehen,
so dass die beiden letzten sich optisch wie die zugehorige Funktionsapplikation
prasentieren. (Diese Applikation findet aber tatséchlich erst auf der Server-
Seite statt.)

Dienstbereitstellung durch den Server

Ein Server kann an einem SAP einen Dienst service anbieten. Wenn eine
Nachfrage von einem Client vorliegt, fithrt der Server seinen Dienst aus und
legt das Resultat am SAP ab, das der Client dann dort tibernehmen kann.
Als Besonderheit kann auch der Server selbst mit dem Resultat in seiner
Continuation weiterarbeiten. Auf Serverseite haben wir also (im einfachen
Standardfall) Programmstiicke folgender Bauart.

... (sap i service) — answer & continuation . . .
Es gibt auch eine bedingte Variante des Dienstangebots.

... (sapxiservice | cond) — answer & continuation . ..
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Hier wird der Dienst nur ausgefiihrt, wenn die Nachfrage(daten) die Be-
dingung cond erfiillen.

Natiirlich kann der Server nur solche Dienste anbieten, die er auch imple-
mentiert hat. Das heiflt, er muss eine Definition der folgenden Bauart enthal-
ten:

FUN service: o — Beh [3
DEF service(req) =

Man beachte, dass hier bzgl. der Typkorrektheit eine Besonderheit gilt. Bei
Diensten gehort der Name essenziell zum Typ. Es kann also nicht irgendeine
Funktion angeboten werden, die den Typ (o — Beh () hat. (Insofern sind
Dienste analog zu Konstruktorfunktionen in Produkt- und Summentypen.)

Dienstkoordination durch ein Rendezvous

Das Dienstangebot des Servers und die Dienstnachfrage des Clients werden
durch ein Rendezvous miteinander koordiniert. Der konkrete Ablauf dieses
Rendezvous wird durch das Sequence-Chart in Abbildung 19.2 beschrieben.

client server

(s.srv(req)) & conty (skisrv | cond) & conta

request: s.srv(req) e

] Synchronisation
v (falls cond(req) = true)
. »e offer: (s srv | cond)
- )
i req 3
el = ans «— srv(req)
S8 | [
S o}
s v Desynchronisation =
° - [ ]
continuation: conti(ans) l o ans l continuation: contz(ans)

Abb. 19.2: Ablauf eines Rendezvous

Wenn der Client seine Anfrage (s.srv(req)) & conty stellt, wird der Ser-
ver im Allgemeinen nicht bereit sein. Deshalb wird der Client blockiert, bis
der Server ein (passendes) Angebot (skisrv | cond) & conte macht. In diesem
Augenblick findet das Rendezvous statt.

Zunachst wird gepriift, ob die Anfrage req die im Serviceangebot geforder-
te Bedingung cond(req) erfiillt. Ist das nicht der Fall, so wird das Rendezvous
abgebrochen und weiter gewartet. Anderenfalls wird der Wert req vom Server
iibernommen, der damit die Funktion srv(req) auswertet. (Der Client muss
weiter warten.) Das Ergebnis ans der Berechnung wird schlieflich an den
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Client zuriickgeschickt, der jetzt weiterarbeiten kann und seine Continuati-
on conty auf ans anwendet. Auch der Server rechnet mit seiner Continuation
conts weiter, die er ebenfalls auf ans anwendet. (In der Praxis wird er aller-
dings ans meistens ignorieren.)

Es gibt natiirlich auch den dualen Fall, bei dem der Server auf den Client
wartet.

Fir die Konkurrenz mehrerer Server bzw. Clients an einem SAP treffen
wir die folgende Festlegung. Sie ist zwar nicht unstrittig, weil sie implementie-
rungstechnisch etwas mehr Aufwand verursacht, aber viele Programme werden
damit erheblich vereinfacht — und das ist unsere primére Motivation.

Festlegung (SAPs sind fair)

Wenn an einem SAP mehrere Server den gleichen Dienst anbieten, werden
sie in der Reihenfolge beriicksichtigt, in der sie sich angemeldet haben. Das
Entsprechende gilt fiir die Nachfragen von Clients.

Eine Verallgemeinerung

In der Praxis gibt es Situationen, fiir die erweiterte Formen der Typisierung
benétigt werden. Diese Varianten betreffen alle den Typ des Dienstes service,
weil hier beim Server komplexere Situationen vorliegen.?

e Als Erstes kann es vorkommen, dass der Server einen anderen Wert fiir
die Continuation braucht als der Client. Dann berechnet der Service beide
Werte und der Client benutzt den ersten, der Service selbst den zweiten.

FUN service: « — Beh (8 x 7y)
DEF service(req) = ... yield (b, c)

Man beachte, dass wegen der Nichtassoziativitdt der Produktbildung die
Typen B und v selbst wieder Tupel sein kénnen, so dass die jeweiligen
Continuations auch mit mehreren Werten versorgt werden kénnen.
Der eingangs behandelte einfache Typ (o — Beh 3) ist offensichtlich nur
eine Abkiirzung fir den allgemeinen Typ in der speziellen Situation
(o — Beh(8 x 3)) mit yield(b, b).

e Auflerdem kann es vorkommen, dass der Server zur Diensterbringung wei-
tere Parameter braucht, die der Client gar nicht kennt. Deshalb gibt es
auch Dienste folgender Form:

2 Diese Erweiterungen beruhen auf Erfahrungen mit OPAL. Hier treten immer wie-
der bestimmte Situationen auf, die auf der Anwendungsseite eine relativ aufwen-
dige und unleserliche Programmierung erfordern [53, 54]. Diese Situationen sind
im hier beschriebenen erweiterten Konzept auf der Bibliotheksseite eingebaut.
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FUN service: § — (a — Beh ()
FUN service: § — (o — Beh (8 x 7))
DEF service(data)(req) = ...

Diese Dienste werden dann in der folgenden Form angeboten:

... sapKi service(d) . ..

Wir haben mit diesem Design die Situation fiir den Programmierer opti-
miert und miissen deshalb hohe Anforderungen an die Fahigkeiten des Com-
pilers stellen:

e In den Signaturen der SAP-Typen wird nur die fir den Client sichtbare
Funktionalitat der Dienste angegeben. Dies respektiert das fundamentale
Hiding-Prinzip des Software-Engineerings.

e Beim Server priift der Compiler nach, ob die gegebene Implementierung
mit dieser Funktionalitdt ,kompatibel“ ist. Die zuléssigen Moglichkeiten
sind in Tabelle 19.1 zusammengefasst.

Service-Typ im Sap:
TYPE S: Sap=1{..., service: « — Beh 3, ...}
Maéglichkeiten im Server:

Implementierung Angebot
FUN service: (o — Beh (3) ...sapKiservice . ..
FUN service: 6 — (o — Beh [3) ... sapK service(d) . ..
FUN service: (a — Beh(8 x 7)) ... sapKiservice . ..
FUN service: 6 — (a — Beh(f X 7)) ... sapK service(d) . ..

Tab. 19.1: Variationen fiir Diensttypen

19.4 Ein Beispiel

Zur Tllustration der Agenten-Interaktion iiber SAPs betrachten wir ein kleines,
aber typisches Beispiel, bei dem vier Arten von Agenten {iber insgesamt vier
SAPs miteinander koordiniert werden.

Beispiel 19.2 (Beschrinkter Informationszugriff)

Wir betrachten das Szenario von Abbildung 19.3. Es gibt eine beliebige An-
zahl von Clients, die Informationen wollen, die von einem oder mehreren
Repository-Servern bereitgestellt werden. Aber nicht jeder Client darf auf
alle Informationen zugreifen. (Man kann z.B. an die Telefonauskunft einer
Firma denken, wo auch nicht jedermann alle internen Telefonnummern erfah-
ren darf.) Deshalb gehen die Anfragen nicht direkt an die Repository-Server,
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Abb. 19.3: Service-orientierte Architektur

sondern werden von einem Guard weitergeleitet, der vorher die Berechtigung
prift.

Die Berechtigungen werden von einem Authorization-Server verwaltet, bei
dem sich jeder Client anmelden muss, bevor er Anfragen an das Repository
stellt.

Der gesamte Ablauf verwendet eine Reihe von Hilfstypen, auf die wir hier
nicht ndher eingehen: Question, Answer, Identification, Challenge, Response
und Certificate.

Die SAPs

SAPs reprasentieren im Wesentlichen Signaturen, genauer: Sammlungen von
Funktionstypen. Diese Funktionen miissen die Zusatzbedingung erfiillen, dass
ihr Resultattyp jeweils Beh ... ist. Das ist das primére Charakterisitikum der
Typklasse Sap.

Programm 19.3 enthélt die Typen der SAPs aus Abbildung 19.3. Wie man
sieht, ist jeder konkrete SAP-Typ eine Signatur. Diese Signatur umfasst die-
jenigen Dienste, die an dem SAP zwischen Clients und Servern ausgetauscht
werden konnen.

Programm 19.3 enthélt nur die Typen der SAPs. Die konkreten SAPs
selbst miissen aber noch generiert werden. Deshalb stehen in einem Pro-
grammsystem, das das Szenario aus Abbildung 19.3 realisiert, iiblicherweise
die folgenden Konstruktoren:

LET query: Query < sap[Query]
registry: Registry < sap|Registry]
control: Control — sap|Control]
access: Access — sap|Access]

IN
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Programm 19.3 Die Saps zu Abbildung 19.3

TYPE Query: Sap = {
FUN request: Client x Certificate — Question — Beh Answer
}
TYPE Registry: Sap = {
FUN hello: Client x Identification — Beh Challenge
FUN certify: Client X Response — Beh Certificate
}
TYPE Control: Sap = {
FUN authenticate: Client x Certificate — Beh Bool
}
TYPE Access: Sap = {
FUN ask: Question — Beh Answer

}

Dabei hatten wir uns die doppelte Angabe der Typen jeweils sparen kénnen.
Aber in dieser Form wird deutlich, was der Konstruktor sap bewirkt: Er nimmt
als Argument einen Typ der Klasse Sap und kreiert einen SAP dieses Typs.

Die Clients

Die einfachsten Agenten in dem Szenario aus Abbildung 19.3 sind die Cli-
ents; denn sie fragen nur Dienste an ohne selbst welche bereitzustellen. Pro-
gramm 19.4 enthélt die Definition der Clients.

Programm 19.4 Der Agententyp Client

STRUCTURE Client = {
TYPE Client = Agent Void

FUN client: Beh Void — Beh Client
DEF client(op) = agent(op) —— kreiere neuen Agenten

FUN register: Client X Identification — Registry — Beh Certificate
DEF register (client, ident)(registry) =
LET challenge «— registry . hello(client, ident)
response = solve(challenge)
certificate — registry . certify(client, response)
IN
yield certificate

Das umfassende Programm enthélt typischerweise folgende Fragmente:
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client; «— client(«program;»)

Im Programm «program;» des Clients wird dann als Erstes die Registrie-
rung durchgefithrt; danach wird im Allgemeinen immer wieder der Service
request am SAP query angefordert:

«program;» =
LET client < self
certificate «— register(client, ident;)(registry)
IN ...
answer «— query.request(client, certificate)(question)

Allerdings ist noch ein Problem zu lésen: Damit dies so programmierbar
ist, miissen in «program,» die SAPs query und registry bekannt sein! Das
kann durch entsprechende Parametrisierung erfolgen. Der obige Konstruktor
muss deshalb etwas adaptiert werden:

LET client; < client(«program,»(registry, query))
und «program,;» ist eine Funktion der Form
«program;» = Aregistry: Registry, query: Query e ...

Diese umstéandliche Notation wird uns dazu motivieren — analog zur Situa-
tion bei Objekten und Klassen — entsprechende syntaktische Erweiterungen
einzufiihren (s. Abschnitt 19.5).

Der Guard

Der Guard ist der einzige Agent seiner Art und fungiert sowohl als Client als
auch als Server. Programm 19.5 enthélt die entsprechende Definition; dabei
wird die Operation fail aus der Struktur TimeMonad von Programm 17.3
benutzt.

Programm 19.5 Der Agent Guard

STRUCTURE Guard(query: Query, control: Control, access: Access) = {
TYPE Guard = Agent Void

FUN guard: Beh Guard
DEF guard = agent( forever(query K request)) )

FUN request: Client x Certificate — Question — Beh Answer
DEF request(client, certificate)(question) =
LET okay < control . authenticate(client, certificate)
IN
IF okay THEN answer «— access.ask(question) & yield answer
ELSE fail("not authorized") FI
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Das Programm, das der Guard bei seiner Erzeugung mitbekommt, besagt,
dass der Agent kontinuierlich am SAP query die Operation request anbietet.
Die Implementierung dieser Operation fordert zuerst am SAP control die Ope-
ration authenticate an. Im Erfolgsfall wird dann am SAP access die Operation
ask angefordert.

Das liest sich zwar einigermaflen elegant, versteckt aber ein héssliches tech-
nisches Problem: Die Funktion request bezieht sich auf die drei SAPs query,
control und request, die als Parameter der Struktur iibergeben werden. Da-
mit wird ein fundamentales Problem ,wegdefiniert“: Die drei SAPs werden
erst zur Laufzeit (monadisch) generiert! Also kann die Struktur Guard erst
danach erzeugt werden. Folglich muss es einen monadischen Konstruktor der
folgenden Art geben:

LET query «— ...

Guardian «— yield Guard(query, control, access)
guard «— Guardian. guard
IN

Dieses etwas umstdndliche Verfahren kennen wir schon von den Objek-
ten aus Kapitel 18. Deshalb werden wir auch hier entsprechende notationelle
Erleichterungen einfiithren (s. Abschnitt 19.5).

Der Agent Authorization

Der Agent Authorization bedient die beiden SAPs registry und control. Dies
ist in der Struktur Awthorization von Programm 19.6 gezeigt.

Die Registrierung erfolgt in zwei Schritten: Zuerst teilt der Client iiber den
SAP registry mit dem Dienst hello seine Identification mit. Der Authorization-
Server schickt daraufthin einen Challenge zuriick (z. B. einen Textstring), den
der Client 16sen muss (z. B. mittels einer Hash-Funktion oder sonstigen Signa-
turtechnik). Diese Losung wird iiber den SAP registry mit dem Dienst certify
zuriickgeschickt, worauf der Server ein Certificate ausstellt.

Dieses Programm enthélt eine Reihe von Komplikationen, die wir im Fol-
genden der Reihe nach diskutieren wollen.

e Zunéichst gilt dhnlich wie bei Guard, dass die Struktur erst zur Laufzeit
generiert werden kann, wenn die SAPs control und registry vorliegen.

e Die Map bildet vom Typ Client in den Summentyp (Challenge | Certificate)
ab. Dies erfordert einige Typtests und Typanpassungen, die wir hier um
der besseren Lesbarkeit willen weggelassen haben.

e Das Programm des Agenten fithrt die Operation run aus. Aufgrund der
Rekursion dieser Operation werden immer wieder die Dienste hello, certify
und authenticate an den entsprechenden SAPs angeboten. Der Parameter
Map enthilt die aktuellen Informationen iiber alle angemeldeten Clients.
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Programm 19.6 Der Agent Authorization

STRUCTURE Authorization(control: Control, registry: Registry) = {
TYPE Authorization = Agent Void

FUN authorization = Beh Authorization —— Konstruktor
DEF authorization = agent(run(0))

FUN run: Map — Beh Void —— das "Programm”
DEF run(map) =
registry K hello(map) — newMap & run(newMap)

+ registry K certify(map) — newMap & run(newMap)

+ control K authenticate (map) & run(map)
FUN hello: Map — Client x Identification — Beh(Challenge X Map) —— Service
DEF hello(map)(client, ident) =

LET challenge = riddle(ident)

newMap = map < (client — challenge)

IN

yield (challenge, newMap)
FUN certify: Map — Client x Response — Beh(Certificate x Map) —— Service
DEF certify(map)(client, response) =

LET challenge = map(client)

certificate = «suitable certificate»
newMap = map < (client — certificate)
IN
IF response fits challenge THEN yield (certificate, newMap)
ELSE fail("invalid response™)  FI

FUN authenticate: Map — Client x Certificate — Beh Bool —— Service
DEF authenticate(map)(client, certificate) =

yield (map(client) = certificate)

e Der wichtigste Aspekt dieses Programms ist aber, dass es die komplizierten
Variationen der Services benotigt, bei denen zusétzliche Parameter und
Resultate auftreten.

—  Beim Service hello wird das zusétzliche Argument map gebraucht, um
den Challenge fiir den neuen Client vermerken zu kénnen. Deshalb muss
dem Server auch fiir die Continuation als zweiter Wert die geédnderte
Map zur Verfligung gestellt werden.

— Beim Service certify gilt das Gleiche. Auch hier wird die Map sowohl
als Argument als auch als zusétzliches Resultat gebraucht.

— Bei authenticate wird die Map nur als Argument benotigt.

An diesem Programm sieht man auch den Effekt unserer etwas gewagten,
aber fiir die Lesbarkeit sehr niitzlichen Entwurfsentscheidung, fiir die Services
komplexere Funktionalititen zuzulassen. Um diesen Effekt noch einmal zu
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sehen, betrachten wir den Service hello. (Man vergleiche dazu auch Tabel-
le 19.1.)

e Im SAP-Typ Registry ist der Dienst mit folgender Signatur charakterisiert:
FUN hello: Client x Identification — Beh Challenge
e Im Client wird der Dienst dementsprechend in folgender Form nachgefragt:
. registry. hello(client, ident) — challenge & . . .
e Im Server ist der Dienst folgendermafien implementiert:

FUN hello: Map — Client x Identification — Beh(Challenge x Map)
DEF hello(map)(client, ident) = ...

e Im Server wird der Dienst in folgender Form am SAP angeboten:

. registry K hello(map) — newMap & . ..

19.5 ,,Globale* Agenten und SAPs

Bei Agenten und SAPs stoflen wir auf das gleiche notationelle Problem, das
wir auch bei Objekten schon hatten. Der Zwang, sie monadisch kreieren zu
miissen, fliihrt manchmal zu unleserlichen Programmen; das wurde im Bei-
spiel des vorigen Abschnitts 19.4 mehrmals deutlich. Dabei haben wir zwei
verschiedene Vorgehensweisen gesehen:

e Man kann — wie bei der Struktur Client in Programm 19.4 — die bendtigten
SAPs jeweils den einzelnen Funktionen als Parameter mitgeben.

e Man kann aber auch — wie bei den Strukturen Guard und Authorization in
den Programmen 19.5 und 19.6 — die gesamte Struktur mit den benétigten
SAPs parametrisieren.

Beide Varianten haben Nachteile: Im ersten Fall hat man eine grofle Menge
von Parametern, die einfach nur durchgereicht werden, was die Programme
mit viel | formal noise* aufbldht. Im zweiten Fall muss man mit dynamisch
generierten Strukturen arbeiten, was die Lesbarkeit durch viele Selektionen
belastet.

Waren die SAPs normale Werte, wiirden diese Probleme aufgrund der
normalen Scoping-Regeln fir Packages und Strukturen gar nicht entstehen.
Deshalb erlauben wir die gleiche syntaktische Variation, die wir schon fiir
Objekte benutzt haben. Da die entsprechenden Prinzipien der , globalen* Ob-
jekte und Klassen schon im Abschnitt 18.1.2 erlautert wurden, beschrénken
wir uns bei SAPs und Agenten auf ihre Illustration durch Beispiele. Der SAP
registry: Registry aus Programm 19.3 kann jetzt folgendermaflen definiert wer-
den:
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SAP registry = {
FUN hello: Client x Identification — Beh Challenge
FUN certify: Client x Response — Beh Certificate

}

Das subsumiert die entsprechende Typdeklaration sowie die Erzeugung
mittels registry < sap[Registry|. Diese Erzeugung erfolgt jetzt implizit beim
Programmstart durch den Compiler.

Bei den Agenten wihlen wir zur Hlustration den Guard von Programm 19.5.

AGENT Guard = {
EXEC forever(query K request)

FUN request: Client x Certificate — Question — Beh Answer
DEF request(client, certificate)(question) =
LET okay < control. authenticate(client, certificate)
IN
IF okay THEN answer < access.ask(question) & yield answer
ELSE fail("not authorized") FI

}

Wie man hier sieht, entféllt vor allen Dingen die komplexe Indirektion mit
der Laufzeit-Generierung der Struktur Guardian, die durch die Parametri-
sierung mit den SAPs erzwungen wurde. Diese sind jetzt nach den iiblichen
Scoping-Regeln bekannt.

Allerdings kommt ein neues Feature hinzu. Da wir jetzt die Operation
guard (die ja den Konstruktor agent realisiert) nicht mehr explizit hinschrei-
ben, miissen wir dem Agenten sein Programm anderweitig mitgeben. Dazu
dient das Schliisselwort EXEC.

19.6 Spezialfialle: Kanile und Gates

Die Service-Access-Points sind ein flexibles und méchtiges Werkzeug; aber in
den verschiedenen praktischen Anwendungen gibt es unterschiedliche Bed{irf-
nisse. Manchmal geniigt etwas Einfacheres als SAPs, z. B. ,Kanile*, manch-
mal braucht man etwas Méchtigeres, z. B. ,Gates“.

19.6.1 Kanaile

Kandle sind eine besonders einfache Form von SAPs, bei der es nicht moglich
ist, unterschiedliche Dienste anzufordern. Man kann nur auf der einen Seite
Daten senden und diese auf der anderen Seite empfangen. Dies wird in der
Literatur traditionell folgendermaflen notiert:

.cla... —— Senden des Wertes a auf Kanal ¢
..t —=zxz&... —— Empfangen eines Wertes von Kanal ¢
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Wir sehen aber neben diesen Mixfix-Symbolen noch &quivalente Funktions-
schreibweisen vor (die wir auch hier wieder mit dem ,,.“-Operator verbinden):

...c.put(a)... —— Senden des Wertes a auf Kanal c
...c.get =z & ... —— Empfangen eines Wertes von Kanal ¢

Wie in Programm 19.7 gezeigt wird, lassen sich diese Operationen sehr leicht
iiber SAPs implementieren. Ein Kanal ist ein SAP, der genau einen Dienst

Programm 19.7 Die Struktur der ,Kané&le“

STRUCTURE Channel = {
TYPE (Chan «a): Sap —— Typ

FUN channel: Beh[Chan «]

FUN get: Chan o — Beh «
FUN 7: Chan oo — Beh «

Konstruktor

empfangen
empfangen (Postfixnotation)

FUN put: Chan o — a — Beh « —— senden
FUN ! : Chan a X o — Beh « —— senden (Infiznotation)
PRIVATE PART

DEF Chan a = { FUN transmit: o — Beh o } —— Typdefinition

DEF channel = sap[Chan o] —— Konstruktor

DEF get(c) = cK transmit —— empfangen

DEF c? = get(c) ——  (als Server)

DEF put(c)(a) = c.transmit(a) —— senden

DEF ¢! a = put(c)(a) ——  (als Client)

FUN transmit: o — Beh « —— Service-Implementierung

DEF transmit(a) = yield a

anbietet, namlich transmit. Allerdings ist diese Tatsache im Private part der
Struktur verborgen. Von auflen kénnen Anwendungsprogramme fiir Kané-
le nur die beiden Operationen put und get ausfithren. Damit ist dort auch
vollig unsichtbar, was ein Dienstangebot ist und was eine Dienstnachfrage;
dadurch werden die Anwendungsprogramme einfacher zu schreiben und les-
barer. Trotzdem ist die Rollenverteilung hier interessant. Der Sender ist der
Client, der den Dienst transmit(a) anfordert. Der Empfinger bietet als Server
den Dienst transmit an (und erhélt so die ,,Zusatzinformation® a).

Was passiert, wenn mehrere Agenten auf einem Kanal chan senden und
empfangen wollen? Das heifit, wir betrachten ein Szenario der folgenden Form:

Agent A: ...chan'!a... Agent X: ...chan?...
Agent B: ...chan!b... Agent Y: ...chan?...
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In dieser Situation ist weitgehend offen, wer welchen Wert erhélt und in wel-
cher Reihenfolge. Aufgrund der Fairness-Annahme von Abschnitt 19.3 hangt
das ganz davon ab, wann die vier Agenten ihre jeweiligen Anfragen stellen.

19.6.2 Gates: SAPs + Agenten

Fiir viele Anwendungen — insbesondere fiir die graphischen Benutzerschnitt-
stellen, die wir im folgenden Kapitel 20 betrachten werden — bieten die ele-
mentaren Agenten und SAPs eine viel zu niedere Abstraktionsebene. (Man
konnte von einer ,Assemblersprache der Kommunikation® sprechen.) Es ist
ein zentrales Konzept moderner Programmiersprachen, dass man in ihnen
das Abstraktionsniveau auf héhere Stufen anheben kann — und fiir funktiona-
le Sprachen ist das sogar eines der priméaren Anliegen.

Eine trotz ihrer Einfachheit sehr niitzliche Abstraktion erhalten wir durch
das Konzept der Gates. Ein Gate ist im Wesentlichen die Kombination aus
einem Agenten und mehreren SAPs (s. Abbildung 19.4).

Angebot Nachfrage

I <agent>

mediator

Abb. 19.4: Konzept eines Gates

Von auflen betrachtet ist ein Gate also nichts anderes als eine Ansammlung
von Service-Access-Points. Aber es gibt einige besondere Aspekte, die das
Konzept sehr benutzerfreundlich machen:

e Die Agenten im Umfeld senden nur Dienstnachfragen an das Gate. Die
(programmiertechnisch aufwendigeren) Dienstangebote erbringt der lokale
Mediator.

e Mit Hilfe des lokalen Agenten sind komplexere Verarbeitungen mdoglich.
Das heiflt, in einem Gate kann sowohl eine Vorverarbeitung der Anfragen
als auch eine Nachbereitung der Antworten stattfinden, sowie eine komple-
xere Vermittlung zwischen Clients und Servern.

Programmiertechnisch lassen sich Gates in zwei Formen programmieren,
von denen die zweite softwaretechnisch gesehen die bessere ist.

e Man kann die einzelnen SAPs sichtbar lassen; dann kann allerdings auch
jeder externe Agent die Dienste anbieten (nicht nur nachfragen).
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e Man kann die Dienste der SAPs in eigene Operationen kapseln; dann kann
kein anderer Agent als der interne Mediator die Dienste anbieten.

Wir werden in den folgenden Beispielen beide Varianten prasentieren.

Beispiel: Cache

Als erstes Beispiel wollen wir einen Cache zwischen zwei SAPs platzieren wie
in Abbildung 19.5 skizziert.

______ 4 Cache R [

1 1

Requester | front <agents back \ Provider
1 1
<_E—C I store <_C !
1 1

Abb. 19.5: Ein Cache

Programm 19.8 zeigt eine mogliche Implementierung dieses Designs.

Programm 19.8 Ein Cache

STRUCTURE Cache(ca, 8) = {
TYPE Access: Sap = { FUN request: o — Beh 3 }
FUN cache: Beh(Access X Access)

DEF cache = LET front < sap[Access| —— kreiere SAP
back — sap[Access] —— kreiere SAP
store — agent(run(0)(front, back)) —— kreiere Agent

IN

yield(front, back)

PRIVATE PART
FUN run: Map(a, ) — Access X Access — Beh Void
DEF run(map)(front, back) =  front K request(map, back) — newMap
& run(newMap)(front, back)

DEF request: Map(a, 3) X Access — o — Beh(8 x Map(«, 3))
DEF request(map, back)(a) =
IF @ € map THEN yield(map(a), map)
IF a ¢ map THEN LET b « back.request(a)
newMap «— map & (a +— b)
IN
yield (b, newMap) FI

Der Typ beider SAPs ist Access; damit gibt es an beiden den Dienst
request. Bei der Erzeugung eines Caches werden sowohl die beiden SAPs front
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und back erzeugt (und als Ergebnis abgeliefert) als auch der Agent store, der
allerdings nach auflen verborgen bleibt. Dieser Agent bietet kontinuierlich am
SAP front den Dienst request an.

Wenn am SAP front eine Anfrage request(a) gestellt wird und @ schon
in der Map enthalten ist, wird der zugehorige Wert b sofort zuriickgegeben.
Ansonsten wird die Anfrage an den zweiten SAP back weitergereicht. Das
Paar (a — b) wird dann in der Map vermerkt und b wird zurtickgegeben.

Man beachte die Subtilitdt in dieser Implementierung. Der Cache imple-
mentiert den Dienst request als Angebot fiir den SAP front. Aber er benutzt
ihn auch am SAP back, wo er von einem anderen Agenten aus der Umgebung
bereitgestellt werden muss.

Natiirlich kénnte man dieses Design auch variieren, z. B. indem man die
beiden SAPs front und back nicht mit dem Cache zusammen generiert, son-
dern sie als Parameter an den Konstruktor cache tibergibt. In diesem Szenario
sind die SAPs auflen schon unabhéngig generiert worden und werden nur noch
mit dem Cache verbunden.

Generell gilt fiir dieses Design jedoch, dass keine Abschirmung erreicht
wird. Jeder Agent, der die SAPs kennt, kann dort ebenfalls die Dienste an-
bieten und nachfragen. Damit ist nicht sichergestellt (jedenfalls nicht ohne
weitere Mafinahmen), dass das erwartete Cacheverhalten tatsachlich stattfin-
det.

Beispiel: Buffer

Unsere SAPs realisieren im Wesentlichen synchrone Kommunikation; das
heif}t, Client und Server koordinieren sich in einem Rendezvous, was zu ent-
sprechendem Warten fithren kann. Bei den Kanélen ist das nicht anders.
Manchmal hétte man aber lieber asynchrone Kommunikation; das heif3t, der
Server schickt einen Wert und kann sofort weiterarbeiten. Und auch der Client
kann ohne Verzogerung Werte abholen, sofern der Server welche bereitgestellt
hat. In dieser Situation spricht man von einem Puffer.

put get
e
TR
buﬁeri
<agent>
store

Abb. 19.6: Ein Puffer

Die Implementierung ist relativ einfach; sie ist in Programm 19.9 gezeigt.
Das Gate stellt die beiden Operationen get und put bereit, die nichts anderes
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Programm 19.9 Ein Puffer
STRUCTURE Buffer = {

TYPE (Buffer «): Sap

FUN buffer[a]: Beh(Buffer «)

DEF buffer = buf «— sap[Buffer «] —— kreiere den Buffer
& store — agent(run(O)(buf)) —— kreiere den Agenten
& yield buf —— Resultat ist der Buffer

FUN get: Buffer — Beh «
DEF get(buf) = buf.rcv — a & yield a
FUN put: Buffer — a — Beh Void
DEF put(buf)(a) = buf.snd(a) & done
PRIVATE PART
DEF Buffer = { FUN rcv: Beh o
FUN snd: o — Beh a }
FUN run: Seq o — Buffer o — Beh Void
DEF run(list)(buf) = buf K snd(list) — newList & run(newList)(buf)
+
buf krev | (list # O ) — newList & run(newList)(buf)
FUN snd: Seq o — a — Beh(a x Seq o)
DEF snd(list)(a) = yield(a, list :- a)
FUN rcv: Seq o — Beh «
DEF rcv(list) = 1F list # { THEN yield(ft list, rt list)
ELSE fail("buffer is empty") FI

tun, als die beiden Dienste rcv und snd am SAP buffer nachzufragen.

Der Konstruktor buffer kreiert sowohl einen SAP als auch einen Agenten
store. Dieser Agent bietet kontinuierlich die Dienste rcv und snd am SAP an
und verwaltet die Daten in einer Queue.

Da der interne Agent als Server fiir beide Dienste fungiert, konnen sowohl
der schreibende als auch der lesende Agent als Client programmiert werden,
was im Allgemeinen leichter und lesbarer ist.

Bei der Implementierung von rcv hétten wir uns den ELSE-Zweig sparen
koénnen, weil der Dienst ohnehin nur angefordert werden kann, wenn die Liste
nicht leer ist. (Es ist also eine iiberfliissige — aber im Software-Engineering
manchmal doch empfehlenswerte — Vorsichtsmaflnahme zur Steigerung der
Robustheit des Codes.)

Durch dieses Design ist der SAP intern verborgen. Nachfragen kénnen
immer noch gestellt werden, indem die Operationen get und put aufgerufen
werden. Aber kein anderer Agent kann die Dienste am SAP buffer anbieten.
Wir haben also eine gute softwaretechnische Modularisierung und Abschir-
mung erreicht.
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Weitere Beispiele: Spezielle Gates fiir GUIs

In graphischen Benutzerschnittstellen treten typischerweise eine Reihe von
Gates auf, so dass wir folgende Architektur haben.

MafBgeschneiderte Funktionen Anwendung
E/A-System Emitter Regulator Scroller Editor ... Gates
Agenten und SAPs Basis

Dabei ist z. B. der Emitter nichts anderes als ein Kanal, auf dem als ,, Ticks*“
einfache Signale kommen, wihrend der Scroller in einem GUI-System die Ko-
ordination zwischen dem Fensterinhalt und dem Scrollbar an der Seite vor-
nimmt. Ein Editor-Gate stellt sogar eine ganze Editoren-Funktionalitét fiir ein
Fenster bereit. In Kapitel 20 werden wir einige dieser Beispiele detaillierter
studieren.

19.7 OPAL, CONCURRENT HASKELL, EDEN und ERLANG

Zum Abschluss wollen wir noch einen Blick auf die Integration von Agenten
oder Prozessen in verschiedenen funktionalen Programmiersprachen werfen.

In opPAL ist das Konzept der SAPs effektiv implementiert, allerdings in
einer élteren Variante. In dieser Variante ist ein SAP mit zwei Datentypen
verbunden, einem fiir die Anfragen und einem fiir die Antworten. Dies wird
(leicht an unsere Notationen adaptiert) in der folgenden Struktur Service be-
schrieben, die den Typ Sap der Service-Access-Points definiert und die Ope-
rationen zur Service-Nachfrage und zum Service-Angebot einfiihrt.

STRUCTURE Service = {
TYPE Sap[a, F]
FUN sap: Beh(Sap(a, ) —— a=queries, 3=answers
DEF sap = «erzeuge neuen Service Access Point»
FUN ? : Sap(a,fB) x o — Beh
DEF sap ? request = « Dienstnachfrage am SAP»

FUN ! : Sap(a,f) x (& — Beh [3) — Beh 8
DEF sap ! offer = «Dienstangebot am SAP»
FUN | ! : Sap(a,f) x (& — Bool) x (&« — Beh [3) — Beh 3

DEF (sap | cond ! service) = « Angebot eines bedingten Dienstes»
¥

Der Prozess erfolgt genauso Rendezvous-basiert wie wir ihn fiir unsere
SAPs beschrieben haben. Aber jetzt werden nur Daten ausgetauscht; diese
miissen in der Praxis fast immer als Elemente entsprechender Summentypen
definiert werden.
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Die bei uns direkt verwendeten Dienst-Operationen sind bei der OPAL-
Variante dann iiber entsprechende Konstruktoren des Summentyps kodiert.
Deshalb muss fast immer in der Continuation der SAP-Kommunikation eine
Operation folgen, die mittels einer geeigneten musterbasierten Definition diese
Dienste wieder einzeln betrachtet. Mit anderen Worten: Wéhrend bei uns die
Dienste direkt programmiert werden, gibt es in der OPAL-Version jeweils grofie
Funktionen, die die einzelnen Dienste per Fallunterscheidung extrahieren. Das
macht in der Praxis die Programme komplexer und unleserlicher als bei uns.

CONCURRENT HASKELL verfolgt einen &hnlichen Ansatz wie unsere Agen-
ten in Verbindung mit Kanélen. Auch hier werden Monaden zur Kapselung der
Nebenlaufigkeit verwendet. Die Agenten — hier Prozesse genannt — werden ex-
plizit durch eine Funktion forkIO gestartet. Die Interprozess-Kommunikation
und Synchronisation der Prozesse erfolgt iiber so genannte M Vars, gemeinsa-
me verdnderbare Sperrvariablen, die man als Channels dhnlich zu denen aus
Kapitel 19.6.1 betrachten kann.

type MVar o

newMVar :: 10 (MVar a)
takeMVar :: MVar a — 10 a
putMVar :: MVar a — a — IO ()

Ein Wert vom Typ MVar a ist der Name einer solchen veranderbaren
Variablen oder besser deren Lokation. Diese ist entweder leer oder sie enthélt
einen Wert vom Typ a. Mit Hilfe von drei primitiven Operationen kann man
auf einer MVar arbeiten:

newMVar erzeugt eine MVar.

take M Var muar realisiert blockierendes Lesen. Ist die MVar muvar leer,
blockiert die Operation, sonst wird ihr Wert ausgelesen und zuriickgelie-
fert, und mwvar wird leer hinterlassen.

o putMVar mvar value schreibt den Wert value in die MVar mwvar. Gibt
es durch takeM Var blockierte Prozesse, so wird einer von ihnen freigege-
ben und eine Kommunikation findet statt. Das Schreiben auf eine nicht-
leere MVar generiert einen Fehler, die Operation putM Var ist also nicht-
blockierend.

Bis auf den letzten Punkt verhalten sich die Funktionen takeMVar und
putMVar ahnlich zu unseren Kanal-Operationen ? und !.®> CONCURRENT
HASKELL verzichtet auflerdem ausdriicklich auf einen Choice-Operator; eine
nichtdeterministische Auswahl kann hier aber mit Hilfe der M Vars nachgebil-
det werden [116].

Im Gegensatz zu CONCURRENT HASKELL, das nebenldufige Prozesse auf ei-
nem Prozessor ausfithrt, unterstiitzt GLASGOW DISTRIBUTED HASKELL (GdH)

3 Um das erneute Beschreiben nicht-leerer MVars zu verhindern, kann man auf eine
zweite MVar zuriickgreifen, die alternierend gelesen und beschrieben wird. Dabei
nutzt man aus, dass takeM Var blockierend arbeitet.
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[120] deren explizite Verteilung auf verschiedene Prozessorelemente. GdH ist
eine Obermenge von CONCURRENT HASKELL und GLASGOW PARALLEL HAS-
KELL (GpH) [94] und erlaubt daher auch die verteilte Berechnung mit Threads
wie in GpH.

CONCURRENT HASKELL-Prozesse realisieren eine inhérent nebenldufige
Struktur von Anwendungen, wie man sie in reaktiven Systemen vorfindet. In
einem Texteditor méchte man z. B. neben Tastatureingaben auch Mouseclicks
erkennen konnen. Prozesse zur nebenlédufigen Steuerung solcher Teilaufgaben
werden im Programm explizit erzeugt und kommunizieren miteinander durch
den Austausch von Nachrichten. Im Unterschied dazu dienen GpH-Threads
der Erhoéhung der Geschwindigkeit bei der Programmauswertung. Im Pro-
gramm kann durch par-Annotationen die parallele Auswertung von Teilauf-
gaben durch Threads vorgeschlagen werden, die parallele Maschine erzeugt
solche Threads daraufhin in Abhéngigkeit ihres aktuellen Zustands.

EDEN [25, 94] ist ebenfalls eine Erweiterung von HASKELL und stellt ne-
ben der funktionalen Sprache als reiner Berechnungssprache fiir sequenzielle
Programme zusétzliche Konstrukte zur Spezifikation von Prozessen zur Ver-
fligung; damit trennt sich EDEN von einer rein funktionalen Sichtweise.

In EDEN kann man Prozessabstraktionen &hnlich wie Funktionsabstraktio-
nen definieren. Eine Prozessabstraktion bildet Eingabedaten der so genannten
Inports auf Ausgabedaten der so genannten Outports ab. Durch Instanziie-
rung einer Prozessabstraktion wird ein Prozess generiert, dabei bilden die In-
und Outports Kommunkiatonskanéle zwischen Prozessen. Fiir jedes Ausgabe-
datum wird ein Thread generiert, der den entprechenden Ausdruck auswertet
und das Ergebnis iiber den Outport versendet. Uber die Kanle kénnen nur
vollstandig ausgewertete Datenobjekte kommuniziert werden, mit Ausnahme
von Listen, die elementweise {ibertragen werden. Die Prozesse blockieren bis
ihre Eingabedaten in dieser Form vorliegen.

Andere Sprachen, wie beispielsweise ERLANG [14], lassen einfach Sei-
teneffekte zu. In ERLANG wird Nebenldufigkeit durch Sprachkonstrukte zur
Prozesserzeugung und zum Versenden und Empfangen von Nachrichten durch
asynchronen Nachrichtenaustausch ermoglicht, wobei auch hier Prozesse selbst
nebenléufig arbeiten kénnen, wihrend innerhalb eines Prozesses die Berech-
nungen sequenziell erfolgen. Bei der Generierung eines Prozesses kann man
zusétzlich auch den Rechner angeben, auf dem der Prozess arbeiten soll. Auf
diese Weise kann man in ERLANG Programme auch verteilt ablaufen lassen.

Weitere Sprachen, in denen man auf die eine oder andere Weise mit ne-
benléufigen oder verteilten Agenten arbeiten kann, findet man in [141, 66].
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Graphische Schnittstellen (GUIs)

Das ist alles so schon bunt hier!
Nina Hagen (TV-Glotzer)

Jedes interessante Programmiersystem muss heute die Moglichkeit bereitstel-
len, graphische Benutzerschnittstellen — kurz GUIs — zu gestalten. Niemand
ist mehr bereit, z. B. beim 8-Damen-Problem Ausgaben der Art

(4,8,1,5,7,2,6,3)

zu akzeptieren, obwohl das (bei richtiger Interpretation) die gleiche Informa-
tion enthélt wie die Illustration in Abbildung 20.1:

Abb. 20.1: Eine Losung des 8-Damen-Problems

In der Funktionalen Programmierung kommt noch der Ehrgeiz hinzu, auch
diesen Bereich so elegant wie moglich zu gestalten — wobei allerdings die inha-
rent monadische Natur des Problems diesem Bestreben gewisse Grenzen setzt.
Trotzdem ist es moglich, viel von den Designschwéchen klassischer imperativer
GUI-Beschreibungen (wie z. B. TCL/TK, JAVA oder .NET) zu iiberwinden.
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Anmerkung: In imperativen und objektorientierten Sprachen ist es tublich, die Ge-
staltung des Layouts durch eine Abfolge von Anweisungen zu bewirken, die Fenster
kreieren, in diesen Fenstern neue Unterfenster positionieren, Attribute setzen, zeich-
nen etc. Alle diese Aktivitdten lassen sich — wie bei imperativen Programmen 1iblich —
mit beliebigen anderen Operationen mischen. Und manchmal ist diese Vermischung
sogar unumgdnglich. Damit werden die Programme sehr leicht unibersichtlich (und
erinnern an den ,Spagetticode friherer, langst iberwunden geglaubter Zeiten). Fir
die Ablaufsteuerung werden vor allem folgende Prinzipien eingesetzt:

- Event dispatching (im urspringlichen XWINDOWS-System,).

- Objektorientiertes Message passing (z. B. in SMALLTALK, NEXTSTEP ).

- Callbacks (z. B. in MOTIF, TCL/TK)
Von diesen Verfahren entspricht die Idee der Callbacks am ehesten unserer Technik,
die auf Agenten und Gates basiert.

Aufgrund der Vielfalt von technischen Details ist es unméoglich, hier eine
umfassende Beschreibung eines GUI-Systems zu geben. (Allein die blofie Auf-
listung der GUI-Bibliotheksklassen von JAVA in [52] hat nahezu den doppelten
Umfang unseres gesamten Buches.) Deshalb beschranken wir uns darauf, die
grundlegende Konzeption anhand eines Beispiels zu vermitteln.

20.1 GUIs — ein Konzept mit drei Dimensionen

Bei der Definition von GUIs muss man drei Dimensionen miteinander in Be-
ziehung setzen:

e Das graphische Erscheinungsbild der einzelnen GUI-Elemente.

e Die geometrische und hierarchische Anordnung der GUI-Elemente.

o Die Interaktion zwischen den GUI-Elementen und den Programmaktivité-
ten.

In Abbildung 20.2 wird dies fiir das einfache Beispiel eines (auf dem Bildschirm
simulierten) Taschenrechners angedeutet.

Window Gates Application

i
G —+

Regulator

Emitter

Abb. 20.2: GUI und Programm
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Der Taschenrechner auf dem Bildschirm ist ein Bild, das aus graphischen
Elementen zusammengesetzt ist (Displayfeld, Tasten und Quit-Button). Diese
Elemente haben eine Gestalt (Farbe, Font etc.) Beim , Driicken“ der Tasten
— also beim Anklicken mit der Mouse (oder auch iiber Tastatureingaben) —
miissen entsprechende Effekte im Programm ausgelost werden, die ihrerseits
wiederum Anderungen im Bild hervorrufen.

Wir folgen hier im Wesentlichen dem Design des Systems OPALWIN [53, 54],
wenn auch in modifizierter Form. (Auf andere Systeme gehen wir kurz am
Ende des Kapitels ein.)

e Das ,Bild“ ist (mindestens) ein Agent, der die Interaktion mit dem Be-
nutzer tibernimmt (mit Hilfe von Routinen des Betriebssystems).

e Das Anwendungsprogramm ist ein Agent bzw. eine Sammlung von Agen-
ten.

e Die Interaktion zwischen diesen Agenten erfolgt {iber spezielle Gates.

In Programm 20.1 ist die Grundstruktur des Taschenrechners gezeigt. Sie
folgt dem inzwischen klassischen Model- View-Control-Design; allerdings kon-
nen aufgrund der extremen Einfachheit des Beispiels Model und Control mit-
einander verschmolzen werden; genauer: der Control-Anteil steckt implizit in
der Interaktion iiber die Gates.

Programm 20.1 Die Struktur des Taschenrechner-Programms

PACKAGE Calculator = {

AGENT Application ={...} —— Model
AGENT Window = {...} —— View
GATE Display = Regulator —— Control
GATE Keys = Emitter(Char) —— Control
GATE Quit = Emitter(Void) —— Control
}

Das Programm spiegelt genau das Design von Abbildung 20.2 wider: Es
gibt eine Applikation (das Model inklusive Control), ein Fenster (den View)
und die drei Gates Display, Keys und Quit zur Interaktion zwischen Fenster
und Applikation.

20.2 Die Applikation (Model)

Das ,Modell“ ist derjenige Teil des Systems, in dem die eigentlichen Berech-
nungen stattfinden. Der Zweck dieses separierten Designs ist es, die internen
Berechnungen und Daten so unabhangig wie moglich von der Interaktion mit
der Umwelt zu machen.
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Programm 20.2 beschreibt das Modell, also die Ausfithrungslogik des Ta-
schenrechners. Das Modell ist als globaler Agent definiert, der sofort beim

Programm 20.2 Das Modell

AGENT Model = {
EXEC run(0, id)
FUN run: Int X (Int — Int) — Action
DEF run(acc, op) =
key — Keys.receive & continue(acc, op)(key)

J’_
quit «— Quit.receive & EXIT

FUN continue: Int x (Int — Int) — Char — Action
DEF continue(acc, op)(key)
LET newAcc = IF digit(key)  THEN acc - 10 + asInt(key)
IF key =" =" THEN op(acc)
ELSE 0 FI
newOp = IF digit(key) THEN op
ELSE operation(key)(acc) FI

IN
Display. set(asString(newAcc)) & —— neuen Wert anzeigen
run(newAcc, newOp) —— bereit fiir nichste Eingabe

FUN operation: Char — Int — Int — Int

DEF operation (" + )( ) (z+ )
DEF operation(" —")(z) = (z — )
DEF operation(" *")(z) = (z - )
DEF operation(" /")(z) = (z + )
DEF operation("c")(z) = (id)

} DEF operation(" = ")(z) = (id)

Programmstart generiert wird und seine Aktion run ausfiihrt. Diese Aktion
ist rekursiv so programmiert, dass sie lduft, bis das Quit-Signal eintrifft. (Wir
verwenden das spezielle Schliisselwort EXIT, um das Beenden des Programms
zu charakterisieren.)

Die Operation run lauscht zunéchst an zwei Emittern: Falls von Keys ein
Wert kommt, wird die Arbeit mit der Operation continue fortgesetzt, falls
von Quit ein Signal kommt, endet das Programm.

Der ,Datenraum“ des Agenten umfasst nur zwei Elemente, ndmlich den
Akkumulator und die aktuell auszufiihrende Operation. Beide sind als Para-
meter der Funktion run (bzw. continue) realisiert.

Die eigentliche Ausfithrungslogik steckt in den beiden LET-Deklarationen.

e Wenn eine Ziffer eingegeben wird, dann wird sie an den Akkumulatorwert
angefiigt und die auszufithrende Operation bleibt unverdndert.
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e Wenn ein Operatorsymbol wie z. B. "+" eingegeben wird, dann wird der
Akkumulatorwert geloscht; die neue Operation entsteht durch partielle
Applikation der Addition auf den alten Akkumulatorwert.

e Bei der Eingabe von "c" (clear) wird der Akkumulator geloscht und als
Operation wird die Identitdt genommen.

e Bei der Eingabe von "=" wird die aktuelle Operation auf den Akkumulator-
wert angewandt, was den neuen Akkumulatorwert liefert. Die Operation
wird auf die Identitéit gesetzt.

Zuletzt wird der neue Akkumulatorwert auf dem Display ausgegeben (ge-
nauer: an den entsprechenden Regulator geschickt) und die Operation run
rekursiv aufgerufen.

Man sieht hier deutlich den gewiinschten Effekt: Die Applikation kann
die gesamte Kommunikation mit dem Benutzer ausschliellich {iber einige
Dienstnachfragen erledigen. Das (programmiertechnisch komplexere) Ange-
bot von Diensten ist nicht notwendig.

20.3 Graphische Gestaltung ( View)

Die — vom Schreibaufwand her — aufwendigste der drei Dimensionen betrifft
den Aspekt der graphischen Gestaltung. Jedes GUI-Element besitzt gewisse
Attribute, die das GUI-Element konfigurieren. Aus der Fiille der heute iiblichen
Mboglichkeiten seien nur einige der prominentesten Beispiele erwahnt:

e die Farben von Vordergrund und Hintergrund, wobei die Farbwahl in den
beiden Zusténden ,,passiv® und ,aktiv“ verschieden sein kann;

die Fonts, d.h. der Schriftsatz fur Texte;

das Relief, also ein 3-D-Effekt (flat, sunken, raised, ridge, groove);

der Tezxt, also die Beschriftung des GUI-Elements;

Bilder (aus einer Datei) ebenfalls zur ,Beschriftung” von GUI-Elementen;
die Grofie, wobei man im Allgemeinen zwischen flexibler und fester Grofie
wéhlen und die Angaben in verschiedenen Mafleinheiten machen kann;

e der Rand, d.h. zusitzlicher Platz, der das GUI-Element innen bzw. auflen
jeweils horizontal oder vertikal umhiillt (padX, padY, ipadX, ipadY, ...);

Neben diesen Attributen, die das graphische Erscheinungsbild betreffen,
gibt es noch Attribute, die im Zusammenhang mit dem geometrischen Layout
gebraucht werden. Dazu gehoren insbesondere

die Anordnung: nebeneinander, iibereinander, matrixartig etc.;

die Ausdehnung: natirliche Grofle, orientiert am umfassenden Element
und den benachbarten Elementen etc.;

die Positionierung: absolut, relativ zu anderen Elementen etc.;
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Bevor wir diese Konzepte anhand einiger reprasentativer Beispiele disku-
tieren, wollen wir ihre Benutzung am Beispiel unseres Taschenrechners de-
monstrieren; sein graphisches Erscheinungsbild ist in Programm 20.3 angege-
ben (das grofitenteils selbsterklarend ist).

Programm 20.3 Die graphische Gestaltung des Taschenrechners

AGENT Window = {
EXEC window (view) —— Konstruktor

FUN view: Compound
DEF view = (display B keys B quit) with background(azure) + —— tbereinander
foreground (black) +
font(times(12)) +
raised +
R
bindings
FUN display: Label
DEF display = label with background (white) +
foreground (blue) +

bind(Display)
FUN keys: View
DEF keys = B ( (keyx) = (("1", "2", "3, "4 "), —— matrizartig
("4"5 "5", e, " — ")7
(v7n, ngn, mgn wan ),
(rer, wom o =00 /)

FUN key: Char — Button
DEF key(c) = button with text(c) +
background (blue) +
foreground (white) +
activeBackground (darkblue) +
R
bind(Keys)(c)
FUN quit: Button
DEF quit = button with background (blue) +
R
bind ( Quit)

Der Konstruktor window bekommt als Argument ein GUI-Element, also
die graphische Beschreibung des Fensters. In unserem Fall handelt es sich um
ein zusammengesetztes Element (Compound), dessen geometrisches Layout
durch folgenden Ausdruck festgelegt wird:

(display B keys B quit)
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Der Operator H besagt, dass die entsprechenden Fensterelemente dberein-
ander angeordnet werden. (Es gibt auch den analogen Operator [, der die
Fenster nebeneinander anordnet.) Das so definierte zusammengesetzte Fens-
ter! erhilt durch die with-Klausel seine Attribute, also Farbe, Font, Rahmen,
Grofle etc. Diese Attribute werden an alle Unterfenster vererbt, sofern sie
dort nicht redefiniert werden. Die durch bindings reprasentierten Attribute
betrachten wir hier nicht weiter; sie betreffen z.B. die Aktionen zum Schlie-
Ben oder Iconisieren des Fensters.

Das Fenster display ist vom Typ Label und wird durch den Konstruktor
label definiert. Dabei legt die with-Klausel wieder die Attribute fest (durch die
die globalen Attribute tiberschrieben werden). Der Ausdruck bind(Display)
stellt die Verbindung zum Regulator-Gate Display her, {iber das das Fenster
manipuliert werden kann.

Die Méchtigkeit des funktionalen GUI-Paradigmas zeigt sich gut am Bei-
spiel der Funktion keys. Der Operator H definiert es als Fenster mit einem
Matrix-Layout. Das Argument ist eine 4 x 4-Matrix von Buttons. Diese wird
erzeugt, indem die Funktion key auf alle Elemente einer 4 x 4-Matrix von Zei-
chen angewandt wird. Die Funktion bind(Keys)(c) stellt dabei die Verbindung
der Buttons zum (gemeinsamen) Emitter-Gate Keys her.

Damit wollen wir das Beispiel verlassen und uns den einzelnen Aspekten
der GUI-Gestaltung zuwenden. Aber eines wird schon durch dieses winzige
Beispiel iiberdeutlich: Fiir die graphische GUI-Beschreibung ist im Allgemei-
nen viel Programmcode hinzuschreiben, ohne dass irgendetwas intellektuell
Spannendes passiert.

20.3.1 Arten von GUI-Elementen

Jedes GUI-System lebt davon, dass es dem Programmierer eine moglichst
reichhaltige Auswahl an vordefinierten Fensterarten anbietet. Typischerweise
gehoren dazu etwa folgende Elemente:

Canvas: eine ,blanke“ Zeichenflache;

Label: ein nicht editierbares Textfeld;

TextField: ein Feld zur Ein-/Ausgabe von einzeiligen Texten;

TextArea: ein Feld zur Ein-/Ausgabe von mehrzeiligen Texten;

Button: ein typischer ,Druckknopf*;

Checkbutton: ein Button, oft dargestellt als quadratische Box mit/ohne

Haken oder als gedriickter/nichtgedriickter Knopf, womit die Zusténde

aktiviert/nicht aktiviert symbolisiert werden;

e Radiobutton: ebenfalls ein Button; im Unterschied zu Checkbuttons kann
man in einer Liste von Radiobuttons genau einen aktivieren;

e Scrollbar: ein Balken zum Verschieben des aktuell sichtbaren Bereichs eines
Textes oder Bildes;

e [Frame: ein Rahmen;

! Solche zusammengesetzten Fenster werden z. B. in JAVA als Container bezeichnet.
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e Mendi: ein spezielles Window, das eine Auswahl von so genannten Menii-
elementen anbietet;
o und viele andere mehr . ..

Diese reichhaltige Fiille von Features — die durch Attribute wie Font, Farbe
etc. noch weiter anwéchst — stellt die Implementierer vor eine zentrale Ent-
wurfsentscheidung: Soll der ganze Bereich stark oder schwach typisiert wer-
den? In den meisten Systemen hat man sich fiir eine schwache Typisierung
entschieden, bei der vieles sogar erst zur Laufzeit gepriift wird. (Ein typi-
sches Beispiel sind Farben, die oft nur als Strings représentiert werden.) JAVA
und WINDOWS FORMS benutzen zumindest eine gewisse Vererbungshierarchie
zwischen den Klassen fiir die GUI-Elemente.

Als Gegenpol zu diesen traditionellen Entwiirfen werden wir hier zeigen,
wie sich die Verwendung moderner Sprachmittel wie z. B. Typklassen auf das
Design auswirken kann.?

Auf der obersten Ebene haben wir den Typ Window. Er steht fiir die
eigenstandigen Fenster, die auf dem Bildschirm angezeigt werden. Erzeugt
werden diese Fenster durch die Operation

FUN window: «: Form — Beh Window

Wir kommen auf diese Operation und den Typ Window in Abschnitt 20.4.1
nochmals zuriick. Jetzt interessieren wir uns fir den Aufbau des Layouts.
Wir sammeln hier alle Arten von GUI-Elementen — also Buttons, Labels,
Textfields usw. — in einer Typklasse Form, die in Programm 20.4 angegeben
ist. (Die Operation with wird in den Abschnitten 20.3.2 und 20.3.3 erldutert.)

Programm 20.4 Die Typklasse der Forms

STRUCTURE Form = {
TYPECLASS Form
FUN with : a X Gestalt — o VAR a: Form

-

STRUCTURE Button = { TYPE Button ...}
STRUCTURE Label = { TYPE Label ...}

Wir illustrieren die Definition von GUI-Elementen am Beispiel der But-
tons. Programm 20.5 zeigt die Essenz der Realisierung. Der Typ Button ist
ein Mitglied der Typklasse Form; er ist im Wesentlichen durch die Menge sei-
ner Attribute charakterisiert. Diese Menge — die ja Elemente unterschiedlicher

2 Aber trotzdem muss man sich iiber eines im Klaren sein: Die Art der Implemen-
tierung ist und bleibt eine Entwurfsentscheidung; man kann fast alles auch anders
machen.
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Programm 20.5 Die Struktur Button

STRUCTURE Button = {
TYPE Button: Form = { text = Maybe Text,
font = Maybe Font,
background = Maybe Color,
foreground = Maybe Color,
activeBackground = Maybe Color,
activeForeGround = Maybe Color,

padX = Maybe Real,
padY = Maybe Real,
bindings = Maybe(Set(Action)) }

FUN button: Button —— Konstruktor
DEF button = { text = fail, ..., bindings = fail }
FUN button: Text X Action — Button —— spezieller Konstruktor
DEF button(tzt, act) = button with text(tzt) + bind(act)
}

Typen umfasst — wird als Gruppe mit entsprechenden Selektoren dargestellt.
Die Attribute sind mittels Maybe optional gemacht; wenn ein Attribut nicht
vorhanden ist (fail), dann wird ein entsprechender Defaultwert genommen.
(Darauf kommen wir spéter noch einmal zuriick.)

Man beachte, dass die einzelnen Arten von GUI-Elementen — Buttons,
Labels, Textfields, Scrollbars etc. — sich in der Menge ihrer jeweiligen Attri-
bute unterscheiden. Zwar sind eine Reihe von Attributen allen gemeinsam,
z.B. background, foreground etc., aber einige sind doch spezifisch. Fiir dieses
Problem gibt es zwei grundsétzliche Vorgehensweisen:

e Man kann die Obermenge aller vorkommenden Attribute bilden und diese
fiir alle Typen der Klasse Form vorsehen. Die nicht passenden werden
dann einfach ignoriert.

e Man kann fiir jeden Typ genau die sinnvollen Attribute vorsehen.

Aus Griinden der stérkeren Typprifung wéhlen wir hier die zweite Varian-
te, auch wenn sie schreibaufwendiger ist. (Aber dieser Aufwand ist ohnehin nur
einmal beim Schreiben der Bibliothek zu leisten.) Bei dieser Variante konn-
te man die diversen Uberlappungen noch durch ein ausgefeiltes System von
Subklassen reprasentieren; das erscheint uns aber eher komplexitétssteigernd
als hilfreich.

Die meisten dieser Attribute sind selbsterkldrend. Die einzige Ausnahme
ist das Attribut bindings. Es legt fest, wie der Button auf Ereignisse wie
keyPress, mousePress, mouseRelease, mouseClick etc. reagiert. Darauf gehen
wir in Abschnitt 20.4 noch im Detail ein.

Der Konstruktor button generiert einen Wert des Typs Button; da keine
Attribute vorliegen, werden ihre Defaultwerte genommen (s. Abschnitt 20.3.4).
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Fiir den einfachsten Spezialfall gibt es einen Konstruktor button(tat, act), der
einen Text fiir die Beschriftung und eine Aktion fiir das Klicken vorsieht.

Die anderen Arten von GUI-Elementen werden ganz analog beschrieben,
weshalb wir hier auf ihre Angabe verzichten kénnen.

20.3.2 Stil-Information

Im Beispiel unseres Taschenrechners haben wir gesehen, dass die einzelnen
GUI-Elemente mit Hilfe der with-Klausel attributiert werden kénnen:

DEF key(c) = button with text(c) +
background (blue) +
foreground (white) +
activeBackground (darkblue) +
L.+
bind(Keys)(c)

Dazu verwenden wir die Funktion with, die in Programm 20.4 folgender-
mafen charakterisiert wurde:

FUN with : o X Gestalt — o VAR «: Form

Der Typ Gestalt dient also dazu, Attribute aufzusammeln, um diese dann
in das GUI-Element eintragen zu kénnen. Programm 20.6 zeigt die entspre-
chende Struktur. (Man kann dies effizienter implementieren, aber wir wollen
hier vor allem eine konzeptuell klare Beschreibung.)

Der Typ Gestalt reprasentiert in der Tat die Obermenge aller im GUI-
System vorkommenden Attribute. Diese werden wieder in Form einer grofien
Gruppe mit entsprechenden Selektoren dargestellt, wobei jedes Element mit-
tels Maybe optional gemacht wird.

Zu jedem Attribut gibt es eine entsprechende Funktion, die dieses Attribut
setzt. Das heifit z. B. bei foreground(green), dass die Komponente foreground
den Wert green hat, wihrend alle anderen Komponenten den Wert fail haben.
Bei der Operation s; + s werden die beiden Gruppen so verschmolzen, dass
jeweils der definierte Wert iiber fail dominiert. Wenn beide definiert sind, wird
der von sy genommen. (Die Operation ist also nicht kommutativ.)

Bei der Operation (form with style) aus Programm 20.4 werden alle At-
tribute des Elements form mit den entsprechenden Werten aus style iiber-
schrieben, sofern diese nicht fail sind. Damit ist auch geklart, dass in einer
Anwendung der Art

.. ((form with styley) with style,) ...

die Attributwerte aus style, diejenigen von style, iiberschreiben.

20.3.3 Geometrische Anordnung

Ein Fenster enthélt im Allgemeinen viele GUI-Elemente, die in geeigneter
Weise relativ zueinander positioniert werden miissen. In den géngigen Syste-
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Programm 20.6 Die Struktur Gestalt

STRUCTURE Gestalt = {
TYPE Gestalt = { text = Maybe Text,
font = Maybe Font,
background = Maybe Color,
activeBackground = Maybe Color,

width = Maybe Real,
height = Maybe Real,
padX = Maybe Real,
padY = Maybe Real,
bindings = Maybe(Set(Action)) }
FUN 0: Gestalt
FUN + : Gestalt x Gestalt — Gestalt
FUN text: Text — Gestalt
FUN font: Font — Gestalt
FUN background: Color — Gestalt

men besteht dieses Layout letztlich aus einer ,,Boxen-Welt* (wie sie auch dem
Textsystem TEX von Don Knuth zugrunde liegt).? Deswegen verwenden wir
als wesentliche Funktionen die Komposition von Boxen, die in Programm 20.7
beschrieben ist.

Programm 20.7 Die Struktur Layout

STRUCTURE Layout = {
TYPE Compound: Form

FUN @ : ax f — Compound VAR «: Form, 3: Form —— horizontal
FUN H : axpf— Compound VAR «:Form, 3: Form —— vertikal
FUN H : Matricr « — Compound VAR «: Form —— matrizartig
FUN expand: Weight — a — a VAR a: Form —— strecken

}

3 Hier unterscheidet sich unser funktionaler Ansatz deutlich von dem gingiger Sys-
teme wie JAVA AWT/SWING, WINDOWS FORMS, TCL/TK und &hnlichen. Bei diesen
muss man im Allgemeinen zuerst einen ,Container® kreieren, in den dann die
weiteren Komponenten eingefiigt werden. Dabei iiberraschen die teilweise recht
undurchschaubaren Regeln der automatischen Gréflen- und Positionsberechnung
den Programmierer immer wieder mit verbliiffenden Effekten.
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Mit diesen Operatoren kann z.B. das aus JAVA bekannte BorderLayout
(vgl. Abbildung 20.3(a)) durch folgenden Ausdruck beschrieben werden:

... north B (west @ center [ east) B south . ..

Dabei ergibt sich aber ein Problem mit den Groflen. In Abbildung 20.3 ist
dieses Problem illustriert.

north north | ............ north |

g center % ? center g g center % :
south south south

= R @

Abb. 20.3: Anordnung und Gréfle graphischer Elemente

Teilabbildung (a) entspricht dem, was man gerne sehen wiirde. Die Teilab-
bildungen (b) und (c) zeigen zwei verschiedene Szenarien, wenn die ,natiir-
lichen“ Groflen der fiinf Komponenten nicht zusammenpassen. Um in diesen
Féllen trotzdem das Erscheinungsbild von (a) zu erhalten, brauchen wir die
Operation expand. Mit den Notationen

© = expand(1,0)(e) —— horizontal strecken
le = expand(0,1)(e) —— vertikal strecken
Fe = expand(1,1)(e) —— beide strecken

lasst sich dann das Aussehen von Teilabbildung (a) in jedem Fall erzwingen:
_— —_—
...north B (lwest Mreenter D | east) B south . ..

Die Gewichte bei der expand-Operation bestimmen, wie der iiberschiissi-
ge horizontale und vertikale Platz auf die einzelnen GUI-Elemente aufgeteilt

wird. Man beachte iibrigens, dass das zusammengesetzte GUI-Element selbst
durch eine Klausel der Art

... (north B (lwest Mreenter @D | east) B south) with width(...) +
height(...) +

eine Grofle erhalten kann, an die dann die inneren Elemente angepasst werden
missen.

Aus pragmatischen Griinden gibt es fiir die Gestaltung zusammengesetzter
GUI-Elemente noch einige Aspekte, die man beriicksichtigen sollte:

e Man benétigt eine einfache Programmierung fiir hdufige Spezialfélle, z. B.
array- oder matrixféormige Anordnungen mit gleich grofien Komponenten

oder zumindest mit gréfenméfig passenden Komponenten (wie in Abbil-
dung 20.3 illustriert).
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e Man muss Alignments wie left, right, top, bottom oder centered angeben
konnen.

e Man muss — im anderen Extrem — auch in der Lage sein, Komponenten
nahezu beliebig positionieren zu kénnen.

e Man sollte auch in der Lage sein, in jeder beliebigen Komponente (nicht nur
in den dafiir prédestinierten Canvas-Elementen) frei zeichnen zu kénnen.

Hier ist nicht der Platz, um ein solches Szenario in allen Facetten pra-
sentieren zu konnen. Genau genommen handelt es sich sogar um ein offenes
Forschungsthema. Um einen guten Entwurf machen zu kénnen, miisste man
als Erstes bestehende Standardsysteme, insbesondere JAVA AWT /SWING, WIN-
DOWS FORMS, TCL/TK etc., analysieren und dabei die historischen Zuféllig-
keiten mancher Features durch ein systematisch bereinigtes Design ersetzen.
Dariiber hinaus sollte man sich auch die Erfahrungen aus weit entwickelten
Text- und Layoutsystemen wie z.B. TEX/IATEX oder POSTSCRIPT zunutze
machen, die viele Fragen wesentlich systematischer angegangen sind, als dies
in den GUI-Systemen gemacht wurde.

Aus einer solchen Analyse kann man ein geschlossenes, homogenes und
praktikables Design entwickeln, das dann ,nur“ noch in funktionale Syntax
gegossen werden muss. (Dass dies zu einem eleganteren Design fiihrt, als man
es aus den klassischen GUI-Systemen kennt, sollte an den obigen Beispielen
deutlich geworden sein.)

20.3.4 The Big Picture

Wie sollte eine GUI-Bibliothek beschaffen sein? Eine offensichtliche Antwort
ist, dass sie aus Packages und Subpackages bestehen sollte, die man gezielt
importieren kann. Wie man so etwas thematisch organisiert, lasst sich ganz gut
z.B. in JAVA SWING sehen (wenn man mit einigen historischen Zufélligkeiten
aufrdumt).

Eine weitere wichtige Frage betrifft die Defaultwerte. Dieser Aspekt tritt
gerade in funktionalen Programmen deutlich zutage. (In objektorientierten
Programmen kann man sich mit geeigneten Tricks, vor allem durch Redefini-
tionen, aus der Affdre ziehen — was allerdings nicht zur Qualitdt der Program-
me beitragt.)

In jedem Fenstersystem hat man ein gewisses Standarddesign, z. B. Vorder-
und Hintergrundfarbe, Font, Rahmen etc., das durch geeignete Defaultwerte
durchgéngig eingehalten werden sollte. Die Frage ist, wo und wie man diese
Defaultwerte vorgeben kann.

Die eleganteste und den funktionalen Prinzipien angemessenste Losung
besteht sicher darin, die Packages und Strukturen der Bibliothek in parame-
trisierter Form zu definieren. Damit wére es dann in Anwendungsprogrammen
moglich, folgenden Aufbau zu realisieren:
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STRUCTURE MyGeneralStyle = { ... «Defaultwerte» ... }
STRUCTURE MyButtonStyle = { ... «Defaultwerte» ... }

IMPORT Gui.Elements(MyGeneralStyle) WITHOUT Button
IMPORT Gui.Elements. Button(MyButtonStyle)

Natiirlich sollte auch die Bibliothek selbst einen Default vorsehen. Der
kann dann entsprechend in unparametrisierten Packages verflighar gemacht
werden (die — mittels Overloading — sogar genauso heifilen konnen wie ihre
parametrisierten Gegenstiicke):

PACKAGE Gui.FElements = Gui.FElements(DefaultStyle)
Dabei definiert DefaultStyle die in der Bibliothek vordefinierten Defaultwerte.

20.4 Interaktion mit der Applikation (Control)

Die Interaktion zwischen dem GUI und der Anwendungslogik realisieren wir —
wie in Abbildung 20.2 fiir das Beispiel des Taschenrechners illustriert — durch
Gates (s. Abschnitt 19.6). Dementsprechend miissen sowohl das Fenster als
auch die Applikation als Agenten realisiert werden.

Es gibt eine Reihe von Standard-Gates, die ausreichen, um fiir fast alle
Arten von GUI-Elementen die Interaktion mit dem Programm zu bewerkstel-
ligen. Dazu zéhlen vor allem Emitter, Requlator und Selektor, auf die wir gleich
in Abschnitt 20.4.2 bis 20.4.4 genauer eingehen werden. Zuvor betrachten wir
aber noch kurz das Fenster selbst.

20.4.1 Das Fenster als Agent

Jedes Top-level-Fenster auf dem Bildschirm korrespondiert zu einem ent-
sprechenden Agenten im Programm. Dieser Agent wird durch die Operation
window aus Programm 20.8 erzeugt.

Programm 20.8 Die Struktur Window

STRUCTURE Window = {
TYPE Window = Agent Void
FUN window: o — Beh Window VAR a: Form —— Konstruktor
DEF window(form) = «kreiere Agenten mit graphischer Erscheinung form»

}

Mit der Operation window (form) wird ein sehr spezieller Agent kreiert. Bei
seiner Erzeugung zeigt er sofort das GUI-Element form auf dem Bildschirm an
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(sofern dieses nicht gerade invisible oder iconized gesetzt ist). Danach durch-
lauft er eine Schleife, die typisch ist fiir alle modernen GUI-Treiber: Er lauscht
permanent auf zwei Arten von Ereignissen:

e Benutzeraktionen wie z. B. Mousebewegung oder Mouseclick, Driicken ei-
ner Taste oder Bewegungen an einem Joystick;
o Anfragen an den Gates, die aus dem Anwendungsprogramm kommen.

Diese Ereignisse werden den zugehdrigen GUI-Elementen zugeordnet. So
wird z.B. bei einem Mouseclick anhand der Position des Cursors auf dem
Bildschirm errechnet, welches GUI-Element gemeint ist; bei Tastatureingaben
ist dasjenige Element betroffen, das gerade den ,,Fokus® hat; usw.

Solche Ereignisse fiihren meistens dazu, dass der Window-Agent iiber die
Gates entsprechende Nachrichten an das Anwendungsprogramm schickt, das
seinerseits oft wieder mit Anforderungen an den Window-Agenten reagiert.
Dies wird detaillierter in den folgenden Abschnitten dargestellt.

20.4.2 Emitter als Kanaile

Ein Emitter (vgl. Abbildung 20.4) iibertragt Daten zwischen Agenten. In
unserer Anwendung sind das beispielsweise Button-Klicks oder auch Tasta-
turanschlédge, die so vom Window an die Anwendungslogik iibergeben werden.

Wir betrachten wieder unser Beispiel des Taschenrechners aus dem Pro-
gramm 20.1. Dort werden zwei Emitter eingefiihrt:

GATE Keys = Emitter(Char)
GATE Quit = Emitter(Void)
Im Applikationsprogramm 20.2 werden die beiden Emitter verwendet, um

die entsprechenden Aktionen abzufragen:

key «— Keys.receive & . . .
+
quit — Quit.receive & . . .

Schliefllich wird in Programm 20.3 mittels bind(...) die Verbindung zwi-
schen den Emittern und den zugehorigen GUI-Elementen hergestellt:

DEF key(c) = button with ...+ bind(Keys)(c)
DEF quit = button with ...+ bind(Quit)

Das Zusammenspiel dieser drei Aspekte soll im Folgenden erldutert wer-
den. Generell haben wir eine Situation wie Abbildung 20.4 skizziert.

Warum braucht man hier ein Gate mit einem weiteren Agenten? Hétte es
nicht auch ein reiner SAP getan? Dafiir gibt es mehrere Griinde:

e Zunéchst zur Erinnerung: Das gesamte Fenster ist selbst ein Agent. Wiirde
dieser Agent z.B. beim Klicken auf den Button nur auf einem Kanal chan
senden, dann ware er blockiert, bis die Applikation den Kanal ausliest.
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Abb. 20.4: Ein Emitter-Gate

Aber der Agent ,Fenster” muss stets bereit sein, auf Benutzeraktivitaten
zu reagieren. Also delegiert er die Aufgabe des Sendens an die Applikation
eines dazu geschaffenen parallel laufenden Hilfsagenten.

e Das Applikationsprogramm sollte moéglichst wenig durch die technischen
Kommunikationsdetails belastet werden. Und Gates sind — wie bereits er-
wahnt — notationell eleganter als reine SAPs, weil man sich bei ihnen auf
Anfragen beschrénken kann.

e Ein Gate bewirkt auch eine bessere softwaretechnische Kapselung der er-
laubten Interaktionen. (Allerdings ist das keine hundertprozentige Abschir-
mung. Es ist z. B. immer noch méglich, aus der Applikation heraus ein emit
auszulosen und damit einen Mouseclick vorzutduschen — was manchmal
durchaus gewollt sein kann.)

Programm 20.9 enthélt die Definition der Struktur Emitter. Emitter sind

Programm 20.9 Die Struktur Emitter

STRUCTURE Emitter = {

TYPE Emitter « —— Typ
FUN emitter|a]: Beh(Emitter o) —— Konstruktor
FUN emit: Emitter o — o — Beh Void —— senden
FUN receive: Emitter o — Beh « —— empfangen
PRIVATE PART
DEF Emitter = Chan —— Typdefinition
DEF emitter = channel —— Konstruktordefinition
DEF emit(e)(z) = agent(e ! z) —— senden
DEF receive(e) = e ? —— empfangen

im Wesentlichen asynchrone Kanéle. Diese Tatsache ist allerdings in der Im-
plementierung verborgen, so dass aus der Umgebung heraus nur die beiden
sichtbaren Operationen emit und receive benutzt werden kénnen. Denn es
kommt ein wichtiger Aspekt hinzu: Bei emit wird das Senden auf dem Kanal
an einen neu geschaffenen Agenten delegiert, so dass der aufrufende Agent
sofort weiterarbeiten kann. Der neue Agent verschwindet wieder, sobald das
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Senden stattgefunden hat.* Aufgrund der Fairnessannahme fiir SAPs bleibt
die Reihenfolge der Mouseclicks aus Sicht der Anwendung erhalten.

Ein Emitter kann an gewisse graphische Elemente wie z.B. Buttons als
Attribut gebunden werden. Jedesmal wenn der Button ,betétigt® wird — also
ein Mouseclick stattfindet wiahrend der Cursor iiber dem Button ist —, wird
der Emitter getriggert. Als Verallgemeinerung kann ein Emitter auch an ein
Event (s. Kapitel 20.4.5) eines Graphik-Elements gebunden werden.

FUN bind: Emitter Void — Gestalt
FUN bind: Emitter a X o« — Gestalt
FUN bind: Event x Emitter a X o« — Gestalt

Wenn wir also in unserem Taschenrechner einen Button mit folgendem Aus-
druck kreiert haben (fiir einen gegebenen Emitter Keys):

... button with ...+ bind(Keys)(c)

dann fithrt der Fensteragent jedesmal, wenn dieser Button angeklickt wird,
die folgende Operation aus:

emit(Keys)(c)

Das fiihrt — geméf der Definition in Programm 20.9 — dazu, dass ein anonymer
Agent kreiert wird, der den Wert ¢ an die Applikation sendet.

20.4.3 Regulator-Gates

Im Gegensatz zu Emittern, die eigentlich nur Kanéle sind, stellen Regulatoren
komplexere Formen von Gates dar. Ein Regulator-Gate représentiert im
Wesentlichen die Gestalt des zugehorigen GUI-Elements.

set/sync set/get
mmmmmmmmmmn ( Regulator Pogmmmmmmmms
L ol () !
Window ‘: A\ T Application

1
i i
H <agent> !
! 1
! |

_____________________

Abb. 20.5: Ein Regulator-Gate

Uber ein Regulator-Gate (vgl. Abbildung 20.5) erhilt die Applikation die
Moglichkeit, die Attribute des GUI-Elements abzufragen und zu setzen, und
das Fenster erhilt die Moglichkeit, die (vom Benutzer ausgeldste) Anderung
von Attributen mitzuteilen und seinerseits das Aussehen auf dem Bildschirm
an die (aus der Applikation heraus) gednderten Attribute anzugleichen.

1 Dieses Konzept verlangt, dass das Erzeugen und das Vernichten von Agenten
,billig* sein muss. Dies ist eine (heute durchaus erfiillbare) Herausforderung an
den Compiler.
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Auch hier orientieren wir uns wieder an unserem Taschenrechner-Beispiel.
In Programm 20.1 wird ein Regulator-Gate eingefiihrt:

GATE Display = Regulator

Im Applikationsprogramm 20.2 wird der Regulator verwendet, um den Text
fiir das Display zu setzen:

... Display.set(asString(newAcc)) ...

Schlielich wird in Programm 20.3 mittels bind(...) die Verbindung zwischen
dem Regulator und dem GUI-Elementen hergestellt:

DEF display = label with ...+ bind(Display)

Programm 20.10 definiert die Struktur Regulator. Angesichts der Komple-
xitdt der Aufgabe — schliellich geht es hier darum, die Bildschirmdarstellung
im Gleichklang mit der Applikation zu halten — ist es nicht iberraschend, dass
diese Struktur etwas komplizierter ist.

Von auflen ist ein Regulator mit den drei Operationen get, set und sync
ansprechbar. Mit den ersten beiden koénnen Agenten in der Umgebung die
Konfiguration auslesen oder neu setzen; die dritte Operation sync kann zur
Aktualisierung der Bildschirmdarstellung benutzt werden. (In JAVA wird dies
als repaint bezeichnet.) Diese drei Operationen dienen (wie bei Gates iib-
lich) dazu, die entsprechenden Dienste an dem zugehorigen internen SAP zu
verbergen.

Der Regulator selbst besteht aus einem SAP und einem anonymen Agen-
ten. Beide werden gemeinsam durch die Konstruktoroperation requlator kre-
iert, aber nur der SAP ist als Ergebnis sichtbar. Die einzelnen Operationen
werden folgendermaflen realisiert:

e get: Am internen SAP wird der Dienst query nachgefragt. (Aus formalen
Griinden wird dazu ein Argument benétigt; dafiir bietet sich wvoid an.)
Dieser Dienst wird durch den internen Agenten kontinuierlich angeboten,
der beim Rendezvous die aktuelle Gestalt tibergibt.

e set: Am internen SAP wird der Dienst change(newGestalt) nachgefragt.
Auch dieser Dienst wird kontinuierlich vom internen Agenten angeboten,
der beim Rendezvous das Argument newGestalt iibernimmt und zu seiner
aktuellen Version macht; dabei wird die Versionsnummer erhoht.

e sync: Am internen SAP wird der Dienst adjust nachgefragt, der ebenfalls
kontinuierlich vom internen Agenten am internen SAP angeboten wird.
Das Rendezvous findet allerdings nur statt, wenn der Regulator eine neuere
(= grofere) Version besitzt. In diesem Fall werden sowohl die aktuelle
Gestalt als auch ihre Versionsnummer zuriickgeliefert.

Um die Funktionsweise eines Regulator-Gates vollstdndig zu verstehen,
miissen wir seine Bindung an ein zugehoriges GUI-Element betrachten. In
unserem Taschenrechner hatten wir folgende Situation:

DEF display = label with ...+ bind(Display) + ...
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Programm 20.10 Die Struktur Regulator (vereinfacht)

STRUCTURE Regulator = {

TYPE Regulator: Sap —— Typ

TYPE Version = Int —— Hilfstyp

FUN regulator: Beh Regulator —— Konstruktor

FUN get: Regulator — Beh Gestalt —— Gestalt holen

FUN set: Regulator — Gestalt — Beh Void —— neue Gestalt setzen
FUN sync: Regulator — Version — Beh(Gestalt x Version) —— Bild zeigen

PRIVATE PART
DEF Regulator = { FUN query: Void — Beh Gestalt —— Typdefinition
FUN change: Gestalt — Beh Void
FUN adjust: Version — Beh(Gestalt x Version) }

DEF regulator = LET reg < sap|Regulator] —— Konstruktor
controller «— agent(run(reg, @, 1))
IN  yield reg
DEF get(reg) = reg. query(void)
DEF set(reg)(newGestalt) = reg.change(newGestalt)
DEF sync(reg)(version) = reg.adjust(version)

FUN run: Regulator x Gestalt x Version — Beh Void
DEF run(reg, gestalt, version) =

reg Kl query (gestalt) & run(reg, gestalt, version)

+

reg K change — newGestalt & run(reg, newGestalt, version + 1)
+

reg K adjust (gestalt) | (< version) & run(reg, gestalt, version)

FUN query: Gestalt — Void — Beh Gestalt

DEF query(gestalt)(void) = yield(gestalt)

FUN change: Gestalt — Beh(Void x Gestalt)

DEF change(newGestalt) = yield(void, newGestalt)

FUN adjust: Gestalt — Version — Beh((Gestalt x Version) x Void)
DEF adjust(gestalt)(version) = yield((gestalt, version), void)

Wenn der Fenster-Agent das GUI-Element display generiert, erzeugt er zu-
gleich einen Agenten, der von da an eine Kontrollschleife ausfithrt (bis das
GUI-Element verschwindet):

. agent(loop(Display, display, 1) ...

Diese Kontrollschleife sieht fiir alle Arten von GUI-Elementen gleich aus.
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FUN loop: Regulator x a: Form x Version — Beh Void
DEF loop(reg, form, version) =

(newGestalt, newVersion) «— sync(reg)(version) —— abgleichen
& «repaint(form, newGestalt)» —— zeichnen
& loop(reg, form, newVersion) —— wieder bereit

Im Endeffekt ist dieser Agent bei der Operation sync blockiert, bis die Ver-
sionsnummer am Regulator grofler geworden ist als die eigene. Das bedeutet,
dass irgendeine Anderung stattgefunden hat. In diesem Augenblick wird die
Blockierung aufgehoben, das repaint findet statt und der Agent wird wieder
blockiert.

20.4.4 Weitere Gates

Neben den oben diskutierten Standardgates gibt es noch weitere, teilweise sehr
spezialisierte Gates, die jeweils die Interaktion zwischen einer bestimmten Art
von GUI-Elementen und dem Programm iibernehmen:

e FKin Selektor entspricht einem einfachen Regulator. Er wird typischer-
weise bei Checkbuttons oder Radiobuttons eingesetzt, die abhéngig vom
Wert des Selektors automatisch z. B. zwischen den Zustédnden enabled und
disabled wechseln.

o FEin Tezteditor erlaubt die Steuerung von ein- und mehrzeiligen Textfens-
tern und stellt dem Nutzer die Funktionalitéit eines einfachen Texteditors
zur Verfligung.

e FEin Canvas-Editor wird zur Steuerung eines komplexen Zeichenfensters
genutzt.

e FEin Scroller wird als Mediator zwischen Scrollbar und Canvas- oder Text-
fenster genutzt und ermoglicht so eine Anpassung des sichtbaren Bereichs
von Texten und Bildern.

Man kann sich zahlreiche weitere Arten von Gates vorstellen. Wem es hier
an Phantasie mangelt, der mége sich in der SWING Bibliothek von JAVA oder
der WINDOWS FORMS Bibliothek von .NET Anregungen holen.

20.4.5 Ereignisse — Events

Wie wir schon beim Emitter gesehen haben, konnen Gates statt mit Graphik-
Elementen auch mit deren Events (Ereignissen) verbunden werden. Ein
Event ist dabei eine Interaktion mit dem Programm, die entweder durch den
Benutzer oder durch die Umgebung hervorgerufen werden kann.

Die Struktur Event in Programm 20.11 stellt die Ereignisse bereit. Wir
unterscheiden hier beispielsweise Tasten-Ereignisse wie someKeyPress oder
keyRelease, Mouse-Ereignisse wie focusIn und focusOut, Mousetasten-FEreig-
nisse wie buttonPress oder buttonRelease und Bewegungs-Ereignisse wie
motion.
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Programm 20.11 Die Struktur FEvent

STRUCTURE FEvent
TYPE Event = { configure, expose, destroy, enter, leave, ... }
TYPE Modifier = {control, shift, lock, meta, alt, button, double, ... }

FUN + : Modifier x Event — FEvent
FUN + : FEvent x Event — Fvent

FUN button: Nat — Event —— buttonPress
FUN key: Denotation — Event —— keyPress

Ereignisse werden aus Basisereignissen wie key("A") zu Sequenzen zu-
sammengesetzt, z. B. key(" /") + key("a"). Auf Basisereignisse kénnen so ge-
nannte Modifikatoren (Modifier) angewendet werden, wie z.B. meta + shift.
Bei Button-Events spezifiziert die Zahl die Tastennummer, bei Key-Events
spezifiziert der Text den Namen des Tastensymbols.

20.5 HAGGIS, FUDGETS, FRANTK und andere

Auf dem Gebiet der funktionalen GUI-Gestaltung sind verschiedenste Ideen
verfolgt worden. Wir wollen hier auf einige typische Systeme eingehen.

So wie OPALWIN auf dem Agenten-System von OPAL aufgebaut ist, nutzt
HAGGIS [51] das Prozess-System von CONCURRENT HASKELL (vgl. Kapi-
tel 19.7). Beide Systeme basieren grundsétzlich auf der Idee von nebenldu-
figen monadischen Agenten bzw. Prozessen. Wie beim OPALWIN-System wer-
den User-Interface und Anwendung bei HAGGIS weitgehend getrennt betrach-
tet und das User-Interface kann durch so genannte Layout-Kombinatoren aus
Interface-Komponenten zusammengesetzt werden.

FUDGETS [31] (,,Fudget” steht fiir ,,functional widget* bzw. fir ,functional
window gadget®) ist ebenfalls ein GUI-Toolkit fiir HASKELL; es basiert aller-
dings auf dem Prinzip der Strome. Ein Fudget stellt im Wesentlichen einen
Prozess dar, der durch Nachrichtenaustausch iiber Streams bzw. Kanéle mit
anderen Fudgets kommuniziert. Ein Fudget wird dabei von zwei Streams
ydurchlaufen“: So genannte ,,High level“-Nachrichten (z. B. vom User eingege-
bene Daten) werden zum Informationsaustausch zwischen den Programmtei-
len der eigentlichen Anwendung genutzt, wahrend ,Low level“-Nachrichten,
wie Events, nur durch das Fudget selbst verarbeitet werden. Fudgets lassen
sich wieder zu komplexeren Fudgets komponieren und somit komplexe User-
Interfaces aus einfachen GUI-Elementen zusammensetzen.

Das Graphik-System von CLEAN [10, 11] realisiert die Ein-/Ausgabe-
Effekte tiber ,, gesteuerte“ Seiteneffekte. Ein abstrakter Wert, der den Zustand
der Welt (oder Teile davon) représentiert, wird dabei single-threaded als zu-
satzlicher Parameter explizit durchs Programm gereicht. Diese Idee &hnelt
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damit dem monadischen Ansatz, verlangt aber die explizite Handhabung des
Zustands, wodurch die Programme weniger elegant werden.

Die HASKELL-Bibliothek FRANTK [125] benutzt die Konzepte Behaviour
und Event des FRAN-Modells (Functional Reactive Animation [46]) zur Mo-
dellierung von Systemen in Abhéngigkeit von der Zeit. Ein Event beschreibt
dabei einen diskret auftretenden Wert, wie z. B. einen Button-Klick, und ein
Behaviour ein kontinuierliches Verhalten. Die Interaktion dieser Konzepte er-
laubt dann die Anderung des Verhaltens eines Systems durch Events.

Beim GEC-System [9] werden aus Daten so genannte GECs (Graphical
Editor Component) gebildet. Eine GEC ordnet einem Datenelement anhand
des Aufbaus des entsprechenden Datentyps Darstellungseigenschaften zu (man
nutzt hier die so genannte generische Programmierung) und legt Abhéngig-
keiten zwischen Daten, und damit von anderen GECs, fest. Die Darstellung
kann vom Benutzer angepasst und die einzelnen Komponenten zu einer GUI
kombiniert werden. Uber die gegenseitigen Abhéingigkeiten der Daten wird
die GUI-Funktionalitit realisiert.

Alle bisher genannten Bibliotheken und Systeme beschreiben GUIs auf
recht abstraktem Niveau und versuchen, die GUI-Konstrukte deklarativ in
die funktionale Sprache einzubetten. Demgegeniiber stellen Bibliotheken wie
TCLHASKELL [7], WXHASKELL [92], GTK+HS [2], GTK2HS [4] Komponenten und
Funktionalitdt von TCL/TK, WXWIDGETS oder GTK+ meist iiber ein mona-
disches Interface, aber im Stil trotzdem héaufig eher imperativ, in HASKELL
bereit. Einige der Higher-Level-Systeme sind auf der Basis der Lower-Level-
Bibliotheken implementiert, beispielsweise beruht FRANTK auf TCLHASKELL.
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Massiv parallele Programme

Die Vielzahl ist ein Zaubermittel, das wir brauchen
diirfen, um den Rhythmus zu schaffen, das aber alles
verdirbt, wo wir sie gedankenlos wuchern lassen.
Hugo von Hofmannsthal
Wir konnten viel, wenn wir zusammenstinden.
Friedrich Schiller (Wilhelm Tell)

Die Parallelisierung von Programmen verspricht gegentiber der herkémmli-
chen sequenziellen Abarbeitung eine Leistungssteigerung und ermoglicht so
eine effizientere Behandlung von rechenintensiven Problemen, wie sie z.B. in
der Stromungsmechanik, der Bildverarbeitung, der Signalanalyse, bei der Wet-
tervorhersage und bei vielen anderen Simulations- und Modellberechnungen
auftreten.

Neben den bekannten parallelen Implementierungen fiir imperative Spra-
chen, wie HIGH PERFORMANCE FORTRAN (HPF) oder den Bibliotheken PVM
und MPI zur Programmierung nach dem Message Passing Modell in ¢, C++
und FORTRAN, gibt es auch fiir funktionale Sprachen verschiedene Ansétze
zur Parallelisierung.

Zunéchst ist in funktionalen Ausdriicken schon eine implizite Parallelitat
vorhanden, denn im Allgemeinen ist bei einem Funktionsaufruf f(eq, ..., e,) die
Reihenfolge, in der die Argumente e; bis e, ausgewertet werden, nicht fest-
gelegt. Man kann sogar versuchen, parallel zur Auswertung der Argumente
auch den Funktionsaufruf selbst auszuwerten. Zwar muss bei dieser Form der
Parallelitat, die man Ausdrucksparallelitat nennt, vom Benutzer keine intellek-
tuelle oder schreibtechnische Arbeit in die Parallelisierung investiert werden,
aber es bedeutet auch, dass wichtige Effizienzfaktoren nicht adédquat beriick-
sichtigt werden konnen; dazu gehoren insbesondere die Granularitit und die
Lastverteilung. Diese miissen dann durch Heuristiken bestimmt werden, durch
die aber deutliche Performance-Steigerungen kaum erreichbar sind (vgl. [89]).

Durch die Einfithrung von Metaanweisungen, die Daten- und Lastvertei-
lung sowie Kommunikation ezplizit regeln (wie in den meisten imperativen
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Sprachen), wird der Programmierer wieder mit diesen Aufgaben belastet, und
die Eleganz und Abstraktheit der funktionalen Programme leiden.

Daher wird seit einigen Jahren intensiv ein spezielles Konzept untersucht:
Algorithmische Skelette sind ein Kompromiss zwischen den Extremen der ex-
pliziten imperativen Parallelprogrammierung und der impliziten funktionalen
Ausdrucksparallelitat. In diesem Kapitel stellen wir die Programmierung mas-
siv paralleler Systeme mit Hilfe solcher Skelette vor.

Massiv parallele Systeme bestehen aus einer groflen Anzahl von Prozes-
soren, denen jeweils eigener lokaler Speicher zugeordnet ist und die durch
Nachrichten miteinander kommunizieren. Das heifit, wir gehen hier von einer
MIMD-Parallelrechnerarchitektur (Multiple Instruction Multiple Data) aus.
Dabei beschranken wir uns auf den SPMD-Programmierstil (Single Program
Multiple Data), bei dem das gleiche Programm auf allen Prozessoren gleich-
zeitig ausgefithrt wird.

21.1 Skeletons: Parallelitdt durch spezielle Funktionale

Algorithmische Skelette [36] ermoglichen parallele Programmierung auf einem
hohen Abstraktionsniveau. Skelette représentieren typische Parallelisierungs-
muster, wie Farm, Map, Reduce, Branch&Bound und andere Baumsuchver-
fahren sowie Divide&Conquer und kénnen vom Nutzer einfach fiir seine je-
weilige Anwendung instanziiert werden.

In funktionalen Sprachen wird diese Idee durch spezielle Funktionen héhe-
rer Ordnung realisiert, die eine effiziente parallele Implementierung besitzen.
Diese Skelette werden dabei in ansonsten sequenzielle Sprachen eingebettet
und sind dann meist die einzige Quelle von Parallelitdt im Programm. Paral-
lele Implementierungsdetails sind innerhalb der Skelette verborgen. Auf diese
Weise kann man die Eleganz der Funktionalen Programmierung mit der Effi-
zienz von Algorithmen fiir spezielle Anwendungsmuster verbinden.

Als Beispiel betrachten wir die Map-Funktion * auf Sequenzen. In der
sequenziellen Version durchlauft Map eine Liste schrittweise von vorn nach
hinten und wendet die Argumentfunktion jeweils auf das aktuelle Listenele-
ment an.

FUN % :(a— ) x Seqa— Seq 3
DEF [ % O = O
DEF f * (a -:rest) = (f a) -: (f * rest)

Da das Ergebnis der Anwendung von f auf ein Listenelement jeweils vollig
unabhéngig von allen anderen Listenelementen ist, kann man hier in einfa-
cher Weise parallelisieren: Man teilt die Liste einfach in Teillisten auf und
wendet auf diese parallel die urspriingliche sequenzielle Map-Funktion an
(s. Abbildung 21.1). Das entspricht dem Parallelisierungsmuster Farm. Die-
ses Vorgehen kann man entsprechend auf andere Datenstrukturen wie Arrays
oder Baume iibertragen.
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Abb. 21.1: Paralleles Map auf einer verteilten Liste

Fiir das parallele Map miissen die Listen nun aber auf eine andere Art
implementiert sein als bisher. Mit der herkémmlichen induktiven Listende-
finition wiirden wir eine Liste gleich drei Mal (zur Aufteilung, bei der Be-
rechnung und beim Zusammensetzen des Resultats) durchlaufen, statt nur
einmal wie beim sequenziellen Map. Das bedeutet, wir miissen dem Nutzer
neben den Skeletten passende Datenstrukturen zur Verfiigung stellen, die den
Verteilungsaspekt beriicksichtigen.

Skelette, die auf verteilten Datenstrukturen arbeiten, nennt man daten-
parallele Skelette. Hierbei geht man im Allgemeinen davon aus, dass die zu
verarbeitenden Daten von Anfang an auf mehrere Prozessoren verteilt vor-
liegen. Datenparallelitit ist in der Literatur vielfaltig untersucht worden und
auch wir werden uns im Folgenden damit beschiftigen.!

Die Implementierung der parallelen Map-Funktion als Skelett haben wir
hier ausgelassen. Fiir den Nutzer ist sie in vielen Sprachen tatsédchlich auch
verborgen (PMLS [94], DPFL [89]); ihm steht dann iiblicherweise eine Biblio-
thek vordefinierter Skelette zur Verfiigung. Einige Sprachen, z.B. Eden [25]
(vgl. Abschnitt 19.7), erlauben aber auch, parallele Skelette selbst zu imple-
mentieren.

Die Programmierung einer parallelen Anwendung mit algorithmischen Ske-
letten erfordert folgende Schritte:

Erkennung der dem Problem inhédrenten Parallelitét,
Auswahl adidquater Datenverteilungen (Granularitit),
Auswahl passender Skelette aus der Bibliothek und
problemspezifische Instanziierung der Skelette.

! Im Gegensatz dazu spricht man von Taskparallelitit (bzw. control-oriented paral-
lelism [140]), wenn die zu verteilenden Prozesse und Daten nicht von vornherein
bekannt sind und dynamisch erzeugt werden.
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Wir wollen uns im Folgenden mit der Strukturierung bzw. Verteilung der
Daten beschéftigen, denn sie ist ausschlaggebend fiir die gesamte Struktur
des Algorithmus.

21.2 Cover: Aufteilung des Datenraums

Beim Design eines parallelen Algorithmus spielt neben der Auswahl passen-
der Skelette die Verteilung der Daten auf die vorhandenen Prozessoren eine
entscheidende Rolle.

Einerseits méchte man den Datenaustausch zwischen den Prozessoren ge-
ring halten, andererseits will man aber von der moglichen Parallelitdt profi-
tieren. Wenn, wie beim Map-Skelett, die Operationen vollig unabhéngig auf
jedem Datenelement einzeln ausgefithrt werden, ist eine Verteilung der Daten
problemlos. Oft lassen sich auch Teilmengen von zusammenhingenden Daten-
elementen finden, so dass die einzelnen Elemente einer Teilmenge zwar unter-
einander abhéngig, die Teilmengen insgesamt jedoch weitgehend voneinander
unabhéngig sind. Wirklich kompliziert wird die Aufteilung der Daten, wenn
starke Abhéngigkeiten bestehen oder wenn in unterschiedlichen Teilschritten
der Berechnung unterschiedliche Aufteilungen von Vorteil wéren. Ein solches
Beispiel betrachten wir in Kapitel 21.3.

Wir stellen im Folgenden das Konzept der Cover [114, 137, 104, 105] vor,

die sowohl die Datenverteilung als auch die Kommunikation zwischen den
Prozessoren realisieren.
Anmerkung: Im Gegensatz zu unseren Covern trennt beispielsweise [89] diese Kon-
zepte in Datenverteilung zum Zeitpunkt der Erzeugung der verteilten Datenstruktu-
ren und explizite Kommunikationsoperationen, so genannte Kommunikationsskelet-
te. Beide Ansdtze verzichten bei der Kommunikation aber auf explizite send-/receive -
Anweisungen und entkoppeln die Datenaufteilung und Kommunikation von den ei-
gentlichen Berechnungsaufgaben.

Cover beschreiben die Zerlegung und die Kommunikationsmuster einer
Datenstruktur. Eine einfache Zerlegung einer Liste, wie sie das parallele Map
im vorangehenden Abschnitt verwendet, zeigt Abbildung 21.2. Die Liste wird
hier auf die drei parallel arbeitenden Prozessoren pg, p; und po verteilt.

Abb. 21.2: Ein einfaches Listen-Cover
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Partitionen verteilter Datenstrukturen kénnen sich dberlappen. Das bedeu-
tet, dass ein Prozessor zusétzlich zur eigenen Teildatenstruktur auch Elemente
der Nachbarpartitionen sieht. Auf diese Weise kénnen die Prozessoren mitein-
ander kommunizieren. Wahrend ein Prozessor die Elemente seines eigenen Be-
reichs aber &ndern kann, gilt das fiir die Kopien der Nachbarpartitionen nicht.
Diese sind fiir ihn lediglich sichtbar, um Lesezugriffe direkt zu erméglichen und
somit eine explizite Programmierung der Kommunikation zu vermeiden.

Abbildung 21.3 zeigt ein Listen-Cover mit Uberlappungen. Neben vier ei-
genen Elementen je Prozessor iiberlappen sich die Teildatenstrukturen um je
ein Element nach links bzw. rechts. Die inneren vier (dunklen) Elemente stel-
len die eigene Subliste des Prozessors p; dar, der lesend auflerdem auf je ein
Element der Prozessoren p;—1 und p;41 zugreifen kann. Bei einer realen Imple-
mentierung wird man natiirlich sehr viel grolere Teildatenstrukturen wahlen,
um ein sinnvolles Verhéltnis von Kommunikation und Berechnungaufwand
sicherzustellen.

Abb. 21.3: Ein Listen-Cover mit iiberlappenden Elementen

Bei Verdnderung sich iiberlappender Daten muss zu passender Zeit fiir ein
entsprechendes Update gesorgt werden. Diese Daten konnen dann meist als
Block iibertragen werden, was effizienter ist, als die Daten immer dann, wenn
sie gebraucht werden, einzeln zu iibertragen.

21.2.1 Spezifikation von Covern

Wenn wir konkrete Cover definieren, dann geben wir sie als eine Instanz des
allgemeinen Schemas in Programm 21.1 an.

Dabei bezeichnet S o den Typ des durch das Cover zerlegten Objekts, C' 3
den Typ des Covers und U  den Typ der Subobjekte. Die Funktionen split
und glue definieren die Beziehung zwischen Objekt und Cover: Mit split zerle-
gen wir das Originalobjekt entsprechend des Covers in Subobjekte, und glue
fiigt die Subobjekte wieder zusammen.

Je nachdem, wie wir S o, C' 8 und U ~ wéhlen, kénnen wir Listen, Ma-
trizen, Baume, Graphen und andere Datenstrukturen aufteilen. Und fiir jede
Datenstruktur kann man — je nach Algorithmendesign — auch verschiedene
Cover angeben (und diese sogar gemeinsam innerhalb eines Algorithmus nut-
zen).
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Programm 21.1 Allgemeine Cover-Struktur

COVER Cover = {

TYPE S « —— das Gesamtobjekt
Cpg —— das Cover
U~ —— die lokalen Subobjekte
FUN split: S « — C (U ) —— Zerlegen des Originalobjekts
FUN glue: C (U a) — S a —— Zusammenfiigen des Originalobjekts
PROP glue o split = id

}

Eine verteilte Liste wie in Abbildung 21.2 kénnen wir als Sequenz von
Listen (vgl. Programm 21.2) darstellen.

Programm 21.2 Definition eines einfachen Listen-Covers

COVER SeqBySeq[p] = {
EXTEND Cover RENAMING (S, C, U) As (Seq, Seq, Seq)
FUN p: nat —— Anzahl der Prozessoren/Subobjekte
FUN split: Seq o — Seq (Seq )
DEF split s = LET size = [(length s) / p] —— Grdfe der Teillisten
IN  split’ s size
FUN split’: Seq a — Nat — Seq (Seq )
DEF split’s size = IF length s = size
THEN (s)
ELSE take(size, s) -: split’ (drop(size, s))(size)
FI
FUN glue: Seq (Seq o) — Seq
DEF glue = H /

}

Wenn wir Uberlappungen wie in Abbildung 21.3 realisieren wollen, miis-
sen wir das ebenfalls in der Cover-Beschreibung beriicksichtigen. In Pro-
gramm 21.3 haben wir eine solche Cover-Definition angegeben. Die beiden
zusétzlichen Schliisselworter OWN und FOREIGN werden zur Beschreibung von
Uberlappungen verwendet. Der OwN-Teil des Datentyps SubSeq bezeichnet
die ,eigenen* Elemente des jeweiligen Prozessors, d.h. die Elemente, auf die
lesend und schreibend zugegriffen werden kann. Die mit FOREIGN gekennzeich-
neten Elemente sind Teildatenstrukturen anderer Prozessoren, die der lokale
Prozessor zwar lesen, aber nicht verdndern kann.

In unseren Cover-Definitionen sind die Funktionen split und glue ganz
gewohnliche Funktionen. Durch split zerlegen wir eine Datenstruktur in Teil-
datenstrukturen. In der unterliegenden Implementierung werden diese dann



21.2 Cover: Aufteilung des Datenraums 449

Programm 21.3 Definition eines Listen-Covers mit Uberlappungen

COVER SeqBySubSeq][l, r, p] = {
EXTEND Cover RENAMING (S, C, U) As (Seq, Seq, SubSeq)
FUN [, 7: nat —— Grdfle der FOREIGN-Anteile
FUN p: nat —— Anzahl der Prozessoren/Subobjekte
TYPE SubSeq = (FOREIGN left : Seg,
OWN inner : Seq,
FOREIGN right : Seq )
FUN glue: Seq (SubSeq o) — Seq
DEF glue s =+ /s| ¢
FUN +H-: SubSeq a X Seq a — Seq «
DEF (1,%,7) H seq = I H i H 7 H seq
PROP V(left, inner, right) € (split s) « (length left) = I A (length right) = r
PROP length(split s) = p

aber Teiltasks zugeordnet und tatséchlich parallel bearbeitet. Entsprechend
sammelt glue die Ergebnisse der Teilberechnungen wieder zusammen und bil-
det daraus die neue Gesamtdatenstruktur. Dies kann in vielen Féllen sogar
vom Compiler automatisch effizient umgesetzt werden [105].

Anmerkung 1: Cover-Definitionen kann man zu so genannten Data Distribution
Algebras [114, 187] geeignet zusammenfassen. Fine solche Algebra umfasst dann eine
Menge von Datenstruktur-Zerlegungen, die bzgl. der Transformation zwischen den
Verteilungen abgeschlossen ist und die Ableitung von parallelen Algorithmen durch
Programmtransformation erlaubt.

Anmerkung 2: Bei vielen Algorithmen werden die Datenstrukturen inkrementell
verdndert; diesen Effekt haben wir schon in Kapitel 10 im Zusammenhang mit den
so genannten Mikroschritten kennengelernt. In der parallelen Realisierung solcher
Programme heif§t dies, dass man z. B. bei Matrizalgorithmen teilweise noch auf Werte
der ,alten® und teilweise schon auf Werte der ,neuen® Matrixz zugreift. Das ldsst sich
mit einem speziellen Schlisselwort wie FUTURE kennzeichnen und systematisch in
das funktionale Konzept einfiigen [114, 137].

21.2.2 Skelette iiber Covern

Basierend auf Cover-Definitionen kann man fiir typische Parallelisierungsmus-
ter Skelette als Funktionen héherer Ordnung implementieren. Die wichtigsten
dieser Skelette werden sinnvollerweise vordefiniert und in Bibliotheken zu-
sammengefasst. Der Programmierer braucht aber auch die Moglichkeit, selbst
Skelette zu definieren. Beide Arten von Skelettdefinitionen kénnen sowohl fiir
spezielle Cover-Instanzen als auch fiir das allgemeine Cover-Schema erfolgen.
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Programm 21.4 zeigt die Definition von Skeletten {iber dem allgemeinen
Cover-Schema fiir das Map-Filter-Reduce-Paradigma.

Programm 21.4 Map-Reduce auf Covern

SKELETONS HigherOrder OVER Cover = {

FUN *x: (Ua—-UB) —Sa—8p4

DEF g* = glue o (gx) o split

FINV :(UaxUa—-UpB - S axSa—S8p)
DEF a\/ b = glue o (N/)(split a, split b)

FUN / | (UaxB—=08)xSaxf—=p
DEF g/s|e=(g/ |e)osplits

Die Map-Funktion * zerlegt eine gegebene Datenstruktur s, wendet dann
die Funktion g auf alle Subobjekte von s an und fligt die Ergebnisse wieder
zusammen. Dabei wird eine Map-Funktion * fiir den Cover-Typ C~ voraus-
gesetzt.

Ahnlich verhalten sich die Zip- und die Reduce-Funktion; auch hier setzten
wir die entsprechenden Funktionen hoherer Ordnung auf dem Cover-Datentyp
voraus. Bei Reduce (g muss hier assoziativ sein) werden die Einzelergebnisse
mit Hilfe der Reduce-Funktion auf dem Cover-Typ zusammengefasst, daher
entfillt hier die Anwendung von glue.

Eine Filter-Funktion haben wir nicht angegeben, da Filtern nicht nur die
Werte, sondern im Allgemeinen auch die Datenstruktur d&ndert. Ihre Anwen-
dung ware daher hier nur in bestimmten Féllen sinnvoll.

Anmerkung: Alternativ hdtte man tbrigens Map, Zip und Reduce auch fir Funk-
tionen, die direkt auf den Datenelementen der Gesamtstruktur arbeiten, definieren
kénnen. Fir die Map-Funktion sihe das beispielsweise so aus:

FUN x : (a—=fp)—=Sa—85p

DEF g = glue o ((gx)*) o split

Dabei setzen wir dann je eine Map-Funktion = fir den Cover-Typ und den Typ
der Cover-Elemente voraus.

Wie man an diesen Definitionen sieht, wiirde z.B. bei der Kompositi-
on mehrerer Map-Funktionen (hx)o (gx)o (f*) die Datenstruktur zwischen
je zwei Anwendungen mit glue zusammengebaut und sofort wieder mit dem
néchsten split zerlegt und verteilt werden. Solche Ineffizienten miissen durch
die Optimierung des Compilers gefunden werden [105]. Das ist offensichtlich
eine nichttriviale Aufgabe.
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21.2.3 Matrix-Cover

Eine in der datenparallelen Programmierung oft verwendete Datenstruktur
sind Matrizen (Arrays, vgl. Kapitel 14). Eine Matrix kann man z. B. als Folge
von Zeilen verteilt darstellen (s. Programm 21.5). Genausogut konnen wir eine

Programm 21.5 Matrix als Folge von Zeilen

COVER MByRows = {
EXTEND Cover RENAMING (S, C, U) As (Matriz, Seq, Seq)

PROP split m = «Matriz m als Sequenz von Zeilen»

Matrix durch eine Sequenz von Spalten oder als eine Matrix von Matrizen,
mit oder ohne Uberlagerungen wéhlen, wie es z. B. in Programm 21.6 gezeigt
ist.

Programm 21.6 Matrix als Matrix von Matrizen (mit Uberlagerung)

COVER MByM[m,n,p] =
EXTEND Cover RENAMING (S, C, U) AS
(Matriz[m, m], Matriz[p, p], SubMatriz[n, n])
FUN m, n, p: nat
TYPE SubMatriz[n, n] = (OWN left : Matriz[n, n],
FOREIGN right : Matriz[n,n])
PROP split mz = «m X m-Matriz mz als p X p-Matriz von n X n-tberlappenden
2n x n-Submatrizen, mit n = m / p»

Die Spezifikation MByM fixiert ein Cover auf m x m-Matrizen in Form
einer p x p-Matrix. Jedes der Subobjekte ist selbst eine 2n x n-Matrix (mit
n = m/p), die zur (linken) Hilfte dem eigenen Prozessor , gehért* und zur
(rechten) Hélfte einem Nachbarprozessor.

Abbildung 21.4 skizziert eine solche Zerlegung einer Matrix A. Die Pro-
zessoren, denen die Cover-Elemente an den Positionen A4;,, ¢ € {1,...,p},
d.h. am ,rechten“ Rand des Covers, zugeordnet sind, diirfen auflerdem lesend
auf das jeweilige Cover-Element A4; ; am ,linken* Rand zugreifen. Eine solche
Verteilung 14sst sich einfach auf eine Torusarchitektur (vgl. Abbildung 21.5)
mappen. Im folgenden Abschnitt betrachten wir ein Beispiel zur Programmie-
rung mit Skeletten und Covern iiber einer solchen Datenverteilung.
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Abb. 21.5: Torusarchitektur iiber Prozessoren

21.3 Beispiel: Matrixmultiplikation

Wir wollen ein Programm zur parallelen Multiplikation A - B zweier m X m-
Matrizen A und B auf einer Torusarchitektur von p X p Prozessoren nach
Gentleman [56] entwickeln. Wahrend dort auf jedem der Prozessoren jeweils
genau ein Element der Matrizen A und B gehalten werden, gehen wir — wie in
[89] gezeigt — davon aus, dass stattdessen auf jedem Prozessor je eine n X n-
Submatrix von A und B mit n = m/p verwaltet wird. Dabei nehmen wir an,
dass wir die m x m-Matrizen sauber aufteilen kénnen, d. h., es gilt m mod p =
0.

Zunéchst miissen wir also unsere m xm-Matrizen A und B in px p-Matrizen
iiber n X n-Submatrizen zerlegen, wie es Abbildung 21.6 fiir die Matrix A tber
den Elementen a; ; zeigt.

Diese Zerlegung gibt uns schon grob die notwendige Cover-Struktur vor.
Bevor wir aber eine passende Cover-Definition angeben koénnen, miissen wir
den Algorithmus hinsichtlich des Datenaustauschs zwischen den Prozessoren
analysieren, denn das Cover legt mit Hilfe der Uberlappungsbereiche auch die
Kommunikationsstruktur fest.
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a1 a2 ., Gln A1,(p—)n+1 ... A1,m

az,1 a2 .. G2n a2,(p—)n+1 . A2,m
Al,l Al,p

an,1 Gny2  ,  Gnn On,(p—)n+1 ., Gan,m
APJ Ap,p

am,1 Gm,2 Am,n Am,(p—1)n+1 ... Gm,m

Abb. 21.6: Zerlegung einer m x m-Matrix in p X p n X n-Submatrizen

Sehen wir uns also zunéchst den Algorithmus genauer an: Auf jedem der
Prozessoren ist je eine n x n-Submatrix von A und B lokal verfiighar. Daneben
verwaltet jeder Prozessor lokal eine n x n-Submatrix als Zwischenergebnis der
spateren m x m-Resultatmatrix C. Nach einer Initialisierung (die wir weiter
unten beschreiben werden) durchlduft der Algorithmus p-mal die folgenden
drei Schritte:

1. Auf jedem der p x p Prozessoren werden die jeweiligen Submatrizen von
A und B lokal zu einer neuen n x n-Matrix D multipliziert.

2. Dieses lokale Ergebnis D wird zum bisherigen lokalen Zwischenergebnis
C’ hinzuaddiert.

3. Damit alle notwendigen Multiplikationen von Submatrizen ausgefithrt
werden koénnen, miissen danach die Elemente der p x p-Matrizen tber
der Menge der Prozessoren rotieren. Dabei miissen die Submatrizen von
A schrittweise nach links und die Submatrizen von B schrittweise nach
oben verschoben werden.

Fiir Schritt (1) bendtigen wir eine Multiplikations-Funktion mul auf n x n-
Matrizen, die die Multiplikation lokal (und damit sequenziell) auf dem jewei-
ligen Prozessor durchfithrt. In Schritt (2) addieren wir, ebenfalls lokal, zwei
n X n-Matrizen. Beides wurde im Wesentlichen schon in Kapitel 14 behandelt,
ist aber zur besseren Lesbarkeit in Programm 21.7 noch einmal gezeigt.

Im Gegensatz zu add und mul, die lokal auf den einzelnen Prozessoren
durchgefiihrt werden, stellt die Verschiebung von Submatrizen in Schritt (3)
eine Kommunikation zwischen den Prozessoren dar.
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Programm 21.7 Lokale Matrizenmultiplikation und -addition

FUN mul: Matriz[n, n] X Matriz[n, n] — Matriz|n, n]

PROP mul (A, B) = D <= Vi,je D;; = skalProd (row(A4, 1), col(B,j))
FUN skalProd: Row x Column — Real

DEF skalProd (a,b) =+ /(- * (a, b))

FUN add: Matriz[n,n] x Matriz[n,n] — Matriz[n, n|

PROP add (C/,D) =C < Vi,je Cij = Clm + D;;

Da Kommunikationen hier indirekt iiber die Cover geregelt werden, miis-
sen wir unser Cover so wéhlen, dass wir die Rotationen lokal beschreiben
konnen. Das bedeutet, dass wir neben der lokalen n x n-Matrix (im OWN-
Part) zusétzlich die rechts (fiir Matrix A) bzw. die unten (fir Matrix B)
benachbarte n x n-Matrix als FOREIGN-Part bereithalten miissen. Eine solche
Cover-Definition MByM fiir Matrix A haben wir schon in Programm 21.6
angegeben. Fiir Matrix B gehen wir analog vor (vgl. Programm 21.8).

Programm 21.8 Matrix-Cover (mit Uberlagerung nach ,unten‘)

COVER MByM'[m,n,p] = {
EXTEND Cover RENAMING (S, C, U) As
(Matriz[m, m], Matriz[p, p], SubMatriz'[n, n))
FUN m, n, p: nat

TYPE SubMatriz'[n, n] = (OWN up : Matriz[n,n],
FOREIGN down : Matriz[n,n])
PROP split’ mz = «m x m-Matriz mz als n x 2n-Submatrizen»
}

Nun benétigen wir noch die Rotationsfunktionen. Diese arbeiten auf den
Subobjekten gemifl der Matrix-Cover MByM und MByM’ und verschieben
bzw. kopieren den jeweiligen FOREIGN-Part in den OwN-Bereich. Dies ist in
Programm 21.9 angegeben. Werden diese Funktionen (gleichzeitig fiir alle Pro-
zessoren) aufgerufen, 16sen sie eine Kommunikation zwischen den Prozessoren
aus.

Jetzt miissen wir noch die schon genannte Initialisierung der Matrizen
vorgeben. Diese beruht ebenfalls auf horizontaler bzw. vertikaler Rotation
von A und B mittels shiftRow und shiftCol. Dabei wird die i-te Zeile der
p x p-Matrix A um (i — 1) Schritte nach links und die j-te Spalte der p x p-
Matrix B um (j — 1) Schritte nach oben verschoben. Das fiihrt zu den in
Abbildung 21.7 angegebenen Matrizen A’ und B’.
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Programm 21.9 Rotation von Matrizen

FUN shiftRow: SubMatriz[n, n] — SubMatriz|n, n]
DEF shiftRow (L, R) = (R, R)
FUN shiftCol: SubMatriz' [n, n] — SubMatriz'[n, n]
DEF shiftCol (U, D) = (D, D)

Ain A1 o Aip Bi1 B2 e By
Az Az e Az Bs1 B3 e By
Ap,p Ap,l e Ap,p—l BPJ Bl,2 T Bp—lyp

Abb. 21.7: Rotierte Submatrizen A" und B’ nach der Initialisierung

Jetzt haben wir alle notwendigen Hilfsfunktionen definiert und kénnen die
parallele Multiplikation der m x m-Matrizen betrachten. In Programm 21.10
haben wir die Implementierung angegeben.

Programm 21.10 Parallele Matrix-Multiplikation nach Gentleman

FUN matrizMultiplication: Matriz[m, m] X Matriz[m, m| — Matriz[m, m|
DEF matrizMultiplication (A, B) =
LET Aagis = MByM .split(A)
Baiss = MByM'.split'(B)
Cauist = MByM'' .split’' (0m,m)
(A/dist7 B/dist) = initialize(Adisty Bdist)
IN  distMul (A’ gist, B' aist, Caist, D)
FUN initialize: Matriz[p, p] X Matriz[p, p] — Matriz[p, p] X Matriz[p, p]
PROP initialize(A, B) = (A’, B') +—
Viel ...,pe Alm‘ = shiftRow"’(Ai,j)
Viel,...,pe B/m‘ = shiftColj(B,»,j)
FUN distMul: Matriz[p, p] x Matriz[p, p] x Matriz[p, p] x Nat — Matriz[m, m]
DEF distMul(A, B, C,0) = MByM'' . glue'’ (C)

DEF distMul(A, B, C,p) =LET C' = (lefgd* A)T\yf}l(up * B) —— Schritt (1)
¢’ = c¥re —— Schritt (2)
A" = shiftRow x A —— Schritt (3)

B’ = shiftCol * B
IN  distMul (A',B',C"",(p — 1))
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Zuerst initialisieren wir die Matrizen A und B und legen eine verteilte
Matrix Cgis; als Null-Matrix an, in der die Zwischenergebnisse aufaddiert
werden. Die Cover-Definition MByM "’ fiir die Matrix C ist in Programm 21.11
angegeben. Es handelt sich hierbei um eine einfache Zerlegung einer Matrix
in Submatrizen ohne Uberlappungen.

Der Funktionaufruf distMul(A’ gist, B’ dist, Caist, p) fihrt nun p-mal die
Schritte (1), (2) und (3) des Algorithmus durch und fiigt am Ende die p x p
Submatrizen der Ergebnismatrix C zu einer m x m-Matrix zusammen.

Programm 21.11 Ein einfaches Matrix-Cover

COVER MByM''[m,n,p] = {
EXTEND Cover RENAMING (S, C, U) AS
(Matriz[m,m], Matriz(p, p], Matriz[n, n])
FUN m, n, p: nat
PROP split’’ = «m x m-Matriz als p X p n X n-Submatrizen»

DEF glue = ...

}

Betrachten wir unsere Losung genauer, dann sehen wir, dass wir die Funk-
tionen (abgesehen von den Cover-Funktionen split und glue) in vier Gruppen
einteilen kénnen:

e Die Funktionen mul und add arbeiten sequenziell und sind nur auf den
lokalen Daten der Prozessoren (also auf n x n-Matrizen) definiert.

e FEbenso sind die Funktionen shiftRow und shiftCol nur auf den jeweiligen
lokalen Daten der Prozessoren definiert, allerdings greifen sie (lesend) auf
die Datenkopien anderer Prozessoren zu und iiberschreiben eigene Daten,
die auf anderen Prozessoren als Kopien verfiigbar sind. Dadurch 16sen sie
Kommunikationen zwischen den Prozessoren aus.

e Zur dritten Gruppe zahlen wir die Funktionen matrizMultiplication, distMul
und initialize, die auf den globalen Matrizen zwar sequenziell arbeiten,
aber parallel implementierte Skelette der vierten Gruppe aufrufen.

e Die vierte Gruppe umfasst parallele Skelette wie z.B. Map (* ) und Zip

(V).

21.4 Von Skeletons zum Message passing

Damit der Nutzer einer Skelett-Bibliothek bequem auf der Basis von Cover-
Definitionen und vordefinierten (und eigenen) Skeletten effiziente parallele
Programme schreiben kann, miissen die eigentliche parallele Skelettimplemen-
tierung bzw. die Umsetzung der Funktionen shift und glue, die Datenver-
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teilung und die Kommunikation und Synchronisation sorgféltig auf unterer
Ebene umgesetzt werden [105].

Die Ubersetzung erfolgt auf der Basis einer Hierarchie von Skeletten, wobei
abstraktere, anwendungsorientierte Skelette durch weniger abstrakte ersetzt
werden, die das Programm mit Implementationsdetails wie z.B. speziellen
Architektureigenschaften der Zielarchitektur verfeinern. Die Funktionen auf
unterster Ebene kénnen direkt mit Hilfe von Message-Passing-Bibliotheken
wie PVM oder MPI fiir die parallele Zielarchitektur definiert werden.

Eine solche Skeletthierarchie erlaubt dabei unter Umsténden verschiedene
Transformationen, insbesondere da die (implizite) Spezifikation von Datenver-
teilung und Kommunikation basierend auf Cover-Definitionen (im Gegensatz
zu direkten Kommunikationsskeletten wie in [89]) gewisse Freiheitsgrade 14sst.
Die Auswahl geeigneter Transformationsschritte wird dann mit Hilfe von Kos-
tenfunktionen durchgefiihrt, die ebenfalls auf den Cover-Definitionen basieren
[115].
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Integration von Konzepten anderer
Programmierparadigmen

Es ist aber schwer, die Natur einem Paradigma
anzupassen.

Thomas S. Kuhn

(Die Struktur wissenschaftlicher Revolutionen)

In der Praxis hat man es haufig mit Aufgabenstellungen zu tun, bei denen
sich zwar bestimmte Teilaufgaben sehr gut funktional beschreiben und l6sen
lassen, fiir die Programmierung anderer Teile des Gesamtsystems aber Kon-
zepte anderer Programmierparadigmen geeigneter sind. Beispielsweise kann
neben reinen Berechnungsaufgaben ein Teilsystem eine Datenbank sein und
ein weiteres Modul die Benutzerinteraktion realisieren.

Durch die Integration von Konzepten unterschiedlicher Programmierpara-
digmen in einer Sprache ist es moglich, jeweils geeignete Sprachmittel zu ver-
wenden, sodass jede Teillosung moglichst genau der Spezifikation entspricht.
Dies unterstiitzt eine elegantere und klarere Programmierung, minimiert Feh-
lermoglichkeiten und erleichtert die Korrektheitsprifung des Programms.

In diesem Kapitel betrachten wir die Integration von Konzepten anderer
Programmierparadigmen in funktionale Sprachen.

22.1 Programmierparadigmen und deren Integration

Verschiedene Menschen haben unterschiedliche Sichtweisen bei der Beschrei-
bung und Losung von Problemen. Das hat sich auch in der Welt der Pro-
grammiersprachen durch verschiedene Programmierparadigmen manifestiert.
Ein Programmierparadigma ist eine Sichtweise, die zur Losung eines Problems
mittels einer Programmiersprache eingenommen wird.

Funktionale Sprachen bauen auf dem Funktionsbegriff aus der Mathema-
tik auf und eignen sich daher fiir Aufgaben, die sich direkt als Funktionen
darstellen lassen. Das klingt zwar zunéchst sehr eingeschrankt, aber wir ha-
ben schon gesehen, dass wir auf diese Weise eine ganze Reihe von Problemen,
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wie z.B. Parsing, Approximationsaufgaben, Lésung von Gleichungssystemen
und sogar Schedulingaufgaben, sehr elegant darstellen kénnen. Fiir Suchaufga-
ben, Scheduling- und Optimierungsprobleme sowie fiir Design- und Diagnose-
anwendungen eignen sich im Allgemeinen aber logische und constraint-basierte
Programmiersprachen deutlich besser. Gegentiber diesen deklarativen Spra-
chen sind imperative Sprachen zweckméfiger zur Modellierung von Abldufen
in der realen Welt.

Sprachen unterscheiden sich also nicht nur in der Syntax, sondern auch
in den Sprachmitteln und Konzepten, die sie zur Problemlésung bereitstellen.
Dabei sind die Sprachmittel und oft auch die Syntax innerhalb eines Para-
digmas wiederum (sehr) dhnlich. Zum Beispiel stehen in allen funktionalen
Sprachen Konstrukte zur Definition, Applikation und Komposition von Funk-
tionen sowie Funktionen héherer Ordnung zur Verfiigung.

Zur Darstellung von Konzepten, die in anderen als dem funktionalen Para-
digma typischer oder natiirlicher sind, wie z. B. die Darstellung von Ein- und
Ausgabe, gibt es oft verschiedene Ansétze zur Integration. Aber auch hier
haben sich meist bestimmte bevorzugte Losungen herauskristallisiert, wie fiir
Ein- und Ausgabeoperationen beispielsweise Monaden (vgl. Kapitel 17).

Was wir bereits in fritheren Kapiteln bei Objekten, Agenten und parallelen
Skeletten — also jeweils fiir spezielle Aspekte — angeschnitten haben, wollen wir
in diesem Kapitel genauer und allgemeiner betrachten. Es geht darum, mit-
tels Paradigmenintegration Programmiermittel anderer Paradigmen fiir eine
bequeme und effiziente Programmierung von komplexen Problemstellungen
auch in funktionalen Sprachen bereitzustellen.

Wenn es sich nicht nur um eine Integration ausgewéhlter, einzelner Aspek-
te handelt, sondern um eine echte und umfassende Paradigmenintegration, so
spricht man auch von Multiparadigmen-Programmiersprachen. Diese vereini-
gen die Ausdrucksmoglichkeiten mehrerer Programmierparadigmen, wie zum
Beispiel der logischen, funktionalen oder objektorientierten Programmierung,
in einer integrierten Programmiersprache. Eine ausfiihrliche Betrachtung dazu
findet man z. B. in [61].

Neben der klassischen Einteilung in deklarative und imperative Sprachen
sind hier vor allem die Paradigmen der objektorientierten, nebenldufigen und
verteilten Programmierung von Interesse. Hierbei klassifizieren wir nicht nach
der Sichtweise der Problembeschreibung, sondern z.B. danach, wie einzel-
ne Berechnungsschritte kombiniert werden, d.h. sequenziell oder nebenléufig
bzw. verteilt. Diese Klassifikation verhélt sich orthogonal zur vorher genann-
ten, d. h., es existieren praktisch von allen Sprachparadigmen sowohl sequenzi-
elle als auch nebenléufige Vertreter, oft auch verteilte. Und Ahnliches gilt auch
flir die objektorientierte Programmierung: Sowohl fiir imperative als auch fiir
deklarative Programmiersprachen existieren entsprechende Erweiterungen.
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22.2 Objektorientierte Erweiterungen funktionaler
Sprachen

Es ist unstrittig, dass die objektorientierte Programmierung nicht nur ein vor-
tibergehender Hype war (wie so vieles in der Informatik), sondern eine essen-
zielle Verbesserung der Programmierpraxis bewirkt hat. Zwar wiirden iiber-
zeugte funktionale Programmierer der objektorientierten Programmierung nie
das Potenzial an Eleganz, Sicherheit und Produktivitdt zusprechen, das die
Funktionale Programmierung auszeichnet, aber man muss doch zugeben, dass
gewisse Dinge sich objektorientiert sehr gut ausdriicken lassen.

Wiire es unter diesen Umstinden nicht schon, wenn man beide Paradigmen
miteinander verbinden kinnte?

Einen moglichen Losungsansatz haben wir in Kapitel 18 schon eingehend
diskutiert: Wenn man die Objekte von Sprachen wie C++, EIFFEL, JAVA oder C#
ansieht, dann stellen sie Zugriffe auf Attributwerte und Methoden bereit, die
sich im Lauf der Zeit &ndern kénnen. Deshalb haben wir sie iiber das Konzept
der Zeit-Monade modelliert.

Aber das ist nicht die einzige Moglichkeit der Integration. In anderen Spra-
chen ist man leicht unterschiedliche Wege gegangen. Einige davon wollen wir
im Folgenden wenigstens kurz skizzieren.

In Kapitel 9 haben wir das Konzept der Typklassen in funktionalen Spra-
chen betrachtet. Typklassen implementieren bereits Konzepte der objektori-
entierten Welt, wenn auch in sehr eingeschrankter Weise.

Typklassen systematisieren die Uberladung von Funktionen in polymor-
phen Typsystemen. Eine Typklasse ist eine Menge von Typen zusammen mit
zugehorigen Funktionen, die dabei fiir verschiedene konkrete Typen jeweils
verschieden implementiert sein konnen. Vererbung zwischen Typklassen er-
laubt es, Operationen, die schon in anderen Klassen definiert wurden, zu
iibernehmen (und diese neuen Klassen dann zu erweitern). Eine Klasse kann
dabei auch mehrere Oberklassen haben.

Ahnlich wie bei der objektorientierten Programmierung realisieren Typ-
klassen also Ideen wie das Zusammenfassen von Datenelementen bzw. Ob-
jekten mit &hnlichen Funktionen, deren Abstraktion sowie das Konzept der
Vererbung. Die Vorteile objektorientierter Sprachen bei der Modellierung rea-
ler Systeme, die aus der Betonung der Objektstruktur beim Systemdesign und
der Unterstiitzung von Interaktionen zwischen Komponenten entstehen, sind
davon aber noch nicht beriihrt. Insbesondere zwei Eigenschaften von Objekten
lassen sich in funktionalen Sprachen direkt zunéchst nicht darstellen: Die Ver-
anderbarkeit von Objekten, wie z. B. das Uberschreiben von Attributwerten,
und die Objektidentitat.

Es gibt aber durchaus Sprachen, die echte Objektorientierung in die Funk-
tionale Programmierung integrieren. Diese Sprachen unterscheiden sich dabei
sowohl in der Herangehensweise und Technik der Integration als auch in den
realisierten Konzepten.
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22.2.1 HASKELL++

Die Sprache HASKELL++ [84] ist eine minimale Erweiterung des Typklassen-
systems von HASKELL um so genannte Objektklassen, deren wesentliches Ziel
die Vererbung von Funktionen zwischen Instanzen derselben Objektklasse und
damit bessere Codewiederverwendbarkeit war. HASKELL++-Programme wer-
den nach HASKELL iibersetzt. Objekte sind hierbei Werte abstrakter Datenty-
pen; Funktionen (bzw. Methoden), die den Zustand eines Objekts verandern
sollen, erzeugen letztendlich stattdessen ein neues Objekt.

22.2.2 O’HASKELL

O’HASKELL [106] ist eine Erweiterung von HASKELL um reaktive Objekte fiir
nebenlaufige Anwendungen. Hierbei werden Monaden verwendet, um Objekte
mit Zustdnden zu implementieren.

Zur Implementierung von Templates (diese sind das Aquivalent fiir Klassen
in O’HASKELL) benutzt man Records. Das folgende Beispiel (angelehnt an
[106]) zeigt einen Recordtyp, der einen Punkt beschreibt

type Pos = (Int, Int)
struct Point =
position :: Pos
O’HASKELL fiihrt Subtyp-Polymorphie iiber Datentypen und Records ein.

Wir kénnen also z. B. einen Typ ColoredPoint als Subtyp von Point definieren.

data Color = Red | Green | Blue

struct ColoredPoint < Point =
color :: Color

Einen Punkt kénnen wir dann wie folgt erzeugen:

p = struct
pos: = (1,1)
color: = Red

Die Auswahl von Record-Elementen erfolgt iiber die fiir objektorientier-
te Sprachen typische Punktnotation. Die Funktion redpoints filtert aus einer
Liste pointlist von Punkten alle roten Punkte heraus:

redpoints = (\ ¢ — x.color = Red) < pointlist

Ein Selektor kann dabei auch als Funktion in Préfix-Notation verwendet wer-
den:

redpoints = (((=)Red) o (. color)) < pointlist

Objekte werden aus Templates, d.h. Klassen, instanziiert, die den initia-
len Zustand des Objekts und ein Kommunikationsinterface definieren. Das
folgende Codesegment zeigt ein Template point.
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point = template

pos:= (1,1)
color: = Red
n struct

move delta = action
pos: = add (pos, delta)
where add ((z,y), (dz, dy)) = (z + dz,y + dy)
newColor newcolor = action
color: = newcolor
readPosition = request
return pos
readColor = request
return color

Die Instanziierung des Templates erzeugt ein Objekt, dessen Zustand
durch seine Position und seine Farbe gekennzeichnet ist, und gibt einen Re-
cord mit den vier Methoden move, newColor, readPosition und readColor als
Interface zuriick. Eine Methode kann dabei entweder eine asynchrone Aktion
sein, sodass der Sender unmittelbar (und damit nebenldufig) fortfahrt, oder
ein synchroner Request. In diesem Fall wartet der Sender auf einen Antwort-
wert.

Aktionen, Requests und Templates sind Operationen einer Monade wie
Beh «, die in O’HASKELL Cmd « heifit. Wie wir in Kapitel 17 gesehen ha-
ben, berechnen solche Operationen einen extern sichtbaren Wert vom Typ
a — readPosition gibt beispielsweise die aktuelle Punktposition zuriick — und
vollziehen weiterhin einen Zustandsiibergang auf einem internen Typ. Die Me-
thode readPosition dndert in unserem Beispiel den internen Zustand, also die
Position, hier nicht, die monadische Operation move hingegen setzt die Po-
sition neu. Das Template point hat den Typ Cmd Point’, wobei Point’ als
Recordtyp definiert ist:

point :: Cmd Point’

struct Point’ =

move it Pos — Cmd()
newColor :: Color — Cmd()
readPosition :: Cmd Pos
readColor it Cmd Color

Wir kénnen nun HASKELLs do-Notation fiir Berechnungen mit Monaden
verwenden und auf diese Weise sequenzielle Folgen von monadischen Opera-
tionen darstellen.

do p < point
p.newColor Green
p.move (1,3)
p.readPosition
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Wir initialisieren zunéchst unser Template point, sodass wir nun mit dem
Objekt p und vier entsprechenden Methoden arbeiten kénnen. Die Ausfithrung
von p.newColor Green setzt die Farbe des Objekts p vom urspriinglichen
Wert Red nun neu auf Green, danach verschieben wir den Punkt um die
Distanz (1,3). Mit readPosition geben wir schliellich die aktuelle Position
(2,4) des Punktes als Ergebnis zuriick.

22.2.3 OCAML

Genau wie O’HASKELL unterstiitzt auch die Sprache ocaML [123], die ML
erweitert, die meisten objektorientierten Konzepte. Auch hier werden Objekte
durch Records implementiert, die Transformation von Objektzustanden nutzt
allerdings hier die imperativen Elemente von ML.

22.3 Funktional-logische Programmierung und dariiber
hinaus

Funktionale, logische und constraint-basierte Programmiersprachen fasst man
als zustandsfreie oder deklarative Sprachen zusammen. Die Integration ver-
schiedener deklarativer Sprachen ist erfolgreich durchgefithrt worden und
theoretisch gut begriindet.

Ziel bei der Integration funktionaler und logischer Sprachen wie PROLOG
war die Kombination ihrer jeweiligen Vorteile: Funktionale Sprachen werten
deterministisch aus und sind daher weitaus effizienter als logische Sprachen.
Weiterhin méchte man die Eleganz bei der Verwendung von Funktionen héhe-
rer Ordnung nutzen. Aber auch logische Sprachen haben spezifische Vorteile
und Anwendungsgebiete: Thre Eleganz und Ausdrucksstérke beruhen auf den
Moglichkeiten, mit Funktionsinvertierung und unvollstindigen Daten zu ar-
beiten sowie spezielle Suchstrategien anzuwenden.

In ihrer einfachsten Auspragung besteht der Hauptunterschied funktional-
logischer Sprachen zu funktionalen Sprachen darin, dass man in Termen lo-
gische, d.h. auch uninstanziierte Variablen als Parameter zulasst. Natiirlich
muss man den Auswertungsmechanismus entsprechend erweitern. Dabei wird
das in funktionalen Sprachen tibliche Patternmatching durch die aus der logi-
schen Programmierung bekannte Unifikation der formalen und aktuellen Pa-
rameter eines Funktionsaufrufs ersetzt. Der resultierende Mechanismus wird
Narrowing genannt.

Als Beispiel betrachten wir eine Additionsfunktion auf den natiirlichen
Zahlen, dargestellt mit Hilfe der Konstruktoren 0 und s (fiir succ):

add 0 x ==

add (s z) y=s (add = y)

Wir haben die Funktion hier in CURRY-Syntax [67, 69] angegeben. Die Spra-
che CURRY erweitert HASKELL und wurde entwickelt, um einen Standard im
Bereich der funktional-logischen Sprachen zu etablieren.
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In HASKELL héatten wir die add-Funktion genauso hinschreiben kénnen.
Bei der Auswertung eines Ausdrucks diirfen jetzt aber auch uninstanziierte
Variablen als Parameter auftreten.

Betrachten wir den Ausdruck add v (s 0), der die Addition der ungebun-
denen Variablen v und des Wertes s 0 beschreibt. Durch Unifikation dieses
Ausdrucks mit den linken Seiten der Regeln wird eine passende Regel ausge-
wahlt und unser Ausdruck durch die instanziierte rechte Regelseite ersetzt.

add v (8 0) ~1y/(s 2)} § (add z (5 0))

Wir héatten hier sowohl die erste als auch die zweite Regel wéhlen kénnen
und haben die zweite gew&hlt. Die berechnete Substitution {v / (s z)} haben
wir dann auf die rechte Regelseite angewendet. Genauso gehen wir jetzt fiir
den neu berechneten Ausdruck vor, der reduzierte Subterm ist unterstrichen:

s (add x (5 0)) ~ 1503 5 (50)

Wir berechnen neben einem Ergebnis s (s 0) auch eine Substitution. In
CURRY schreibt man das dann so (id bezeichnet die identische Substitution):
{id || add v (s 0)}
~{{v/ (s 2)} [ 's (add z (s 0))}
~{{v/(s0),2/0} s (s 0)}
Wir haben also berechnet, dass v + 1 = 2 gilt, wenn v mit 1 instanziiert wird.
Da die Variable v in unserem Ausdruck ungebunden ist, gibt es zu dessen
Ableitung hier unendlich viele Moglichkeiten, z. B.
{id || add v (s 0)} ~ {{v/ 0} || s O}
oder
{id || add v (s 0)}
> {{v/ (s 2)} || s (add z (s 0))}
> {v/ (s (sy),z/(sy)} s (s (add y (s 0)))}
~{{v/(s(50),2/(s0),y/0}[ s (s (s0))}

usw.

Da CURRY lazy auswertet, ist das aber kein Problem. Die Auswertung
erzeugt immer nur so viele Losungen, wie wir gerade brauchen.

Ein anderer Auswertungsmechanismus ist Residuation. Hierbei werden
Funktionsaufrufe mit uninstanziierten Variablen als Parameter so lange verzo-
gert, bis alle Variablen von laufenden Prozessen gebunden wurden bzw. bis die
Variablen so weit instanziiert sind, dass eine eindeutige Regelauswahl moglich
ist.

Werten wir unser Beispiel also mit Residuation aus, dann suspendiert der
Aufruf add v s(0), weil v ungebunden ist. (In rein funktionalen Sprachen be-
kédmen wir eine Fehlermeldung.):

{id || add v s(0)} ~ suspend
Wir brauchen hier einen weiteren Prozess, der uns eine Belegung von v erzeugt
und der mit der Berechnung des Ausdrucks add v s(0) interagiert. Das kann
wieder ein komplexer Funktionsaufruf bzw. Pradikat sein oder ein einfaches
Constraint wie im Fall (v =:= add 0 0). Dabei driickt =:= die Gleichheit
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zwischen zwei Ausdriicken aus und der Operator & ist die nebenléufige Kon-
junktion: Wenn die Auswertung des ersten Ausdrucks suspendiert, wird mit
der Auswertung des zweiten begonnen bzw. fortgefahren. Dieser kann den ers-
ten durch eine Bindung gemeinsamer Variabler reaktivieren. In unserem Fall
sieht das so aus:

{id || add v (s 0) == w & v =:= add 0 0}

~{id || add v (s 0) == w & v =:= 0}

Da die Auswertung der ersten Gleichung suspendiert, wird zunéchst die zweite
abgeleitet. Den reduzierten Term haben wir wieder unterstrichen. Auch im
néchsten Schritt ist eine Reduktion der ersten Gleichung noch nicht moglich,
wir fahren deshalb mit der zweiten fort, die die Bindung von v an den Wert 0
erzeugt und diese auf den Gesamtausdruck anwendet. Danach kann der erste
Teilausdruck ausgewertet werden:

{id || add v (s 0) == w & v =:= 0}

~ {{v/0} ] add 0 (s 0) =:= w}

~{{o/0} s 0==w}

Residuation wird z. B. in den Sprachen ESCHER [93], LIFE [13], MOZART/0OZ
[133] und GOFFIN [33] verwendet. Da hierbei Funktionsaufrufe durch determi-
nistische Reduktionsschritte ausgewertet werden, muss nichtdeterministische
Suche durch Pradikate (z.B. in LIFE) oder Disjunktionen (in ESCHER und MO-
ZART/0%z) dargestellt werden. Dieses Auswertungsprinzip ist allerdings unvoll-
standig, d. h., es kann unter Umstédnden keine Losungen berechnen, wenn die
Argumente von Funktionen nicht ausreichend instanziiert sind, selbst wenn
diese nicht zur Losung beitragen.

Ahnlich wie bei der Reduktion (vgl. Kapitel 1.3) unterscheidet man auch
Narrowing-Strategien, wie innermost, outermost oder lazy Narrowing. Fiir be-
stimmte Narrowing-Strategien lasst sich unter weiteren einschrinkenden Be-
dingungen Vollstandigkeit garantieren [68]. Sprachen mit vollstdndiger opera-
tionaler Semantik, wie BABEL [100] und SLOG [55], basieren auf entsprechenden
Narrowing-Strategien. CURRY implementiert beide Auswertungsmechanismen,
d.h. Residuation und die lazy Strategie needed Narrowing.

Regeln werden ausdrucksstérker, wenn sie auflerdem Bedingungen erlau-
ben. Hierbei iibertrédgt man die Idee der Implikation aus der logischen Pro-
grammierung in die funktional-logische Welt. Regeln haben dann die Form

ftltn|b:€

und die Anwendbarkeit einer Regel ist jetzt von der Erfullbarkeit des Bedin-
gungsteils b abhéingig. Man spricht hierbei von bedingtem Narrowing (condi-
tional Narrowing [68]). In den Bedingungsteil kann man nun geschickt z. B.
Suchvorgénge einbetten.

Haben wir wie tiblich eine Funktion append zur Verkniipfung von Listen
definiert, dann kann man in CURRY die Berechnung des letzten Elements einer
Liste wie folgt ausdriicken:

last 1| append zs[z] =:= 1| = z where z, xs free
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Ist [ eine Liste, die wir durch Anhéngen eines Elements z an eine Liste xs
erhalten konnen, dann ist x auch tatsdchlich das letzte Element der Liste I.
Die freien Variablen x und zs muss man dabei in CURRY explizit deklarieren.

Léasst man in den Bedingungen auch Constraints anderer Bereiche zu, so
spricht man von Constraint Functional Logic Programming [95]. Wéhrend die
urspriinglichen Bedingungen bzw. Gleichheitsconstraints der Form e; =: = e
in der Sprache selbst ausgewertet werden, werden diese zusétzlichen Cons-
traints nun durch externe Constraint-Loser behandelt.

Das folgende Programm berechnet Pythagoreische Tripel, d.h. Tripel von
natiirlichen Zahlen, die die Gleichung a® + b? = ¢? erfiillen. Das Argument ist
eine Kathete b; das Constraint a < b beschrankt die Menge der Losungen auf
eine endliche Anzahl.

Triple :: Nat — (Nat x Nat x Nat)

Triple b| a <pp b, (a*a)+ (bxb) =pp (c*c) = (a,b,c) where a, ¢ free

Die Coustraints a <pp b und (a* a) + (b * b) =pp (¢ * ¢) werden hierbei
von einem externen Losungsmechanismus, einem so genannten Finite-Domain-
Constraint-Loser (s. z. B. [97]) behandelt. Finite-Domain-Constraints sind da-
bei im Allgemeinen Gleichungen und Ungleichungen iiber Variablen, deren
Wertebereiche endliche Mengen (hier natiirlicher Zahlen) sind. Entsprechen-
de Losungsmechanismen nutzen diese Eigenschaft aus.

Alternativ zur hier skizzierten engen Integration von Konzepten funktiona-
ler und (constraint-)logischer Sprachen auf der Basis eines einheitlichen Aus-
wertungsmechanismus wird der Ansatz verfolgt, Constraint-Erweiterungen
und Suche explizit als Teilsprache der funktionalen Sprache hinzuzufiigen.
Hier handelt es sich meist um Bibliotheken, wie das SCREAMER Constraint
System [130], das COMMON LISP erweitert oder die 0CAML Constraint Biblio-
thek FACILE [26].

22.4 Fazit

Die Integration von verschiedenen Sprachparadigmen in ein gemeinsames Fra-
mework ist ein notwendiger und hochaktueller Forschungsgegenstand im Be-
reich der Programmiersprachen. Die Bedeutung dieser Frage wird noch ver-
starkt durch die an vielen Stellen erhobene Forderung, applikationsspezifische
Modellierungssprachen zu entwickeln.

In ganz pragmatischer Form wird dieses Thema z.B. in dem .NET-Ansatz
von Microsoft aufgegriffen. Dieser beschrankt sich aber letztlich nur auf die
Kombinierbarkeit von generiertem Code, sodass aus Programmiersicht keiner-
lei Integration auf der Paradigmenebene erfolgt.

Dass das Thema nach wie vor ein herausfordernder Forschungsgegenstand
ist, haben die kurzen Skizzen in den vorangegangenen Abschnitten dieses Ka-
pitels gezeigt. Die Vielfalt der Sprachen und Systeme, die jeweils Teilaspekte
des Problemkreises adressieren, ist ein Indiz fiir die Menge an Arbeit, die hier
noch zu leisten ist.
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