


Mathematik steckt tiberall dahinter:
CD-Spieler, Autos, Computer - kein
technisches Gerdt ist ohne sie denk-
bar. Dennoch erfreut sich das Fach
keiner groBen Beliebtheit. Im Gegen-
teil: Viele Menschen haben seit ihrer
Schulzeit einen regelrechten Horror davor. Sie
halten die Mathematik fiir staubtrocken, lebensfern
und von Normalsterblichen nicht zu begreifen. Dass diese Vorurteile
keineswegs zutreffen, zeigt der promovierte Mathematiker und Wissen-
schaftsjournalist Wolfgang Blum in diesem Buch. Sein Streifzug reicht
von der Erfindung der Zahlen vor vielen
tausend Jahren bis zu aktuellen
C Aufgaben der mathematischen
Forschung. Bei den Ausfligen in
die Welt der Zahlen, Raume,
Wahrscheinlichkeiten  und
Geheimschriften wird eines
immer wieder deutlich: Mathe-
matik muss nicht langweilig
sein, sondern kann einen so
fesseln, dass man alles um sich
herum vergisst.
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Vorwort

Mathematik ist eine der dltesten Wissenschaften.
Was griechische Mathematiker wie Thales, Archime-
des und Euklid vor mehr als 2000 Jahren bewiesen,
gilt noch heute. Welches andere Fach kann das
schon von sich behaupten?

Wir leben im Zeitalter der Mathematik. Denn im-
mer mehr bestimmt die Technik unseren Alltag -
und ohne Mathematik wére sie nicht denkbar. Com-
puter machen Mathematik nicht {iberfliissig, son-
demm verleihen ihr noch mehr Gewicht. Die Pro-
gramme, die sie steuern, sind nichts anderes als
angewandte Mathematik.

Neben den Zahlen stand von Anfang der Raum
im Mittelpunkt des Interesses. Man wollte Felder
vermessen und in der Seefahrt das Ziel finden. Und
noch heute befassen sich die Wissenschaftler mit
dem Raum. In jingster Zeit entdeckten sie sogar
ganzlich neue Methoden, ihn zu beschreiben. Die so
genannte fraktale Geometrie bietet eine bis vor
kurzem unbekannte Art, die Natur zu betrachten.

Auch den Zufall versuchen Mathematiker in den
Griff zu bekommen. Vor 300 Jahren bezahlten Ade-

lige Gelehrte fiir Berechnungen, die ihnen Vorteile
im Gliicksspiel verschaffen sollten. Heute sind viele
Computerberechnungen ohne Wahrscheinlickeits-
theorie undenkbar. Versicherungen waren langst
pleite, hatten Mathematiker nicht die angemessene
Hdhe fur die Beitrage ihrer Kunden ermittelt.

Geheimschriften nutzen Politiker und Militars
schon seit Menschengedenken. Inzwischen haben
sie Einzug ins zivile Leben gehalten. Die Mathema-
tik der Geheimschriften ermdglicht es, am Bank-
automaten Geld abzuheben und Waren iiber das
Internet zu bezahlen.

Dieses Buch kann nicht die gesamte Mathematik
darstellen, die sich wie alle Wissenschaften in den
vergangenen Jahrzehnten viel schneller entwickelte
als jemals zuvor in ihrer langen Geschichte. Viele
tausend Forschungsarbeiten erscheinen jahrlich.
Nicht einmal die Fachleute kénnen da den Fort-
schritt in allen Teilgebieten verfolgen. Doch bietet
dieser WAS IST WAS-Band erste Einblicke in eine
faszinierende Welt, die dem reinen Denken ver-
pflichtet ist.
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Mehr als nur rechnen

Um sich in einer fremden Stadt

zurechtzufinden,
nimmt man ei-
!ND;um gehtes nen  Stadtplan.
et . | Auf ihm sind alle
Mathematik? Shrafien;. daroes
stellt, die Einzel-

heiten fehlen aber. Ob der Fahrweg
gepflastert ist oder geteert, ob an
ihm Einfamilienhduser stehen oder
Blirohochhéuser, ldsst sich nicht
ausmachen. Verzeichnet ist nur das,
worauf es ankommt: Welche Stral3en
man einschlagen muss, um von ei-
nem Ort zum anderen zu gelangen.
In der Mathematik geht man dhnlich
vor wie beim Lesen eines Stadtplans:
Man lasst alles weg, was nicht zur
Losung einer Aufgabe notig ist, und
beschéaftigt sich nur mit dem We-
sentlichen. Mathematiker sprechen

von Abstraktion. Ein Beispiel dafir
sind die Zahlen. Die Zahl 3 bedeutet
eben nicht ,3 Apfel” oder .3 Bir-
nen”, sondern ,3 Stick von was
auch immer”. Genauso ist eine Kugel
in der Mathematik nicht eine be-
stimmte Billiardkugel, sondern die
Form an sich.

Wer einen Stadtplan liest, treibt
Mathematik, auch wenn er sich des-
sen nicht bewusst ist. Er sieht ab
von Hadusern, Autos, Fullgdangemrn
und findet die gesuchte Stral3e, ob-
wohl sie auf dem Plan nur als Strich
auftaucht.

In der Mathematik, die oft als
Konigin der Wissenschaften be-
zeichnet wird, geht es nicht darum
zu rechnen, sondern logische Zu-
sammenhdnge zu erkennen. (Rech-
nen zu konnen ist freilich eine Vor-

FUR IMMER WAHR
Mathematik ist eine der
dltesten Wissenschaften.
Sdmtliche antiken Kulturen,
zum Beispiel die chinesische,
die dgyptische, die babyloni-
sche und die griechische,
kannten sie bereits.

Anders als in jeder anderen
Wissenschaft sind bei ihr
einmal gefundene Tatsachen
fiirimmer wahr. 2 + 2 war bei
den alten Griechen genauso
gleich 4 wie es das heute ist
oder im iiberndchsten
Jahrhundert sein wird



MATHEMATISCHE SCHONHEIT
Der britische Mathematiker
Godfrey H. Hardy (1877-1947)
schrieb: ,,Die Werke des Mathe-
matikers miissen schon sein wie
die des Malers oder Dichters.
Die ldeen miissen harmonieren
wie die Farben oder Worte.”
Was Mathematiker unter Schién-
heit verstehen, ist fiir Nicht-
Fachleute nur schwer nachzu-
vollziehen. Als Prunkstiicke
gelten etwa Euklids Beweis der
Unendlichkeit der Primzahlen
(siehe Seite 15) und der Satz
des Pythagoras (siehe Seite 27)

Ohne Mathematik gabe es kein

Fernsehen, kei-
ne Autos, keine
Stromversor-
gung, keine
Kiihlschranke.
Hinter jeglicher

Was kann man
mit
Mathematik
anfangen?

Technik steckt Mathematik. Im ferti-

-gf.'ﬂ Produkt ist sie zwar haufig nicht

mehr sichtbar. Doch héatte es ohne
sie nicht hergestellt werden kénnen.

Viele Gerate funktionieren nur dank

der Mathematik. Komplizierte Be-

- rechnungen etwa steuern Motor

und Katalysator im Auto. Um einer

~ CD Téne zu entlocken, sind mathe-

; ~ matische Verfahren nétig. Und

Autos, Flugzeuge,
Computer, moderne Medizin —
liberall steckt Mathematik dahinter

aussetzung, um Mathematik zu trei-
ben). 876 mit 357 malzunehmen et-
wa gilt nicht als mathematische Leis-
tung, wohl aber zu entdecken, dass
es keine groB3te Zahl geben kann, da
man aus jeder Zahl eine gréBere bas-
teln kann, indem man 1 hinzuzahlt.

In erster Linie befasst sich Ma-
thematik mit Zahlen. Manche Teil-
gebiete haben indes zunadchst nichts
mit Zahlen zu tun. Die Geometrie
etwa untersucht Figuren wie Drei-
ecke, Kreise oder Kugeln und deren
Eigenschaften, die Wahrscheinlich-
keitstheorie zufallige Ereignisse wie
das Wurfeln einer Sechs. Auch fur
diese Gebiete fanden Mathematiker
Verbindungen zur Welt der Zahlen.
Dadurch lassen sich zum Beispiel
manche Eigenschaften geometri-
scher Figuren wie Geraden oder Ku-
geln einfach ausrechnen.

Computer gehen mit der gleichen
logischen Strenge vor wie die Ma-
thematik. Zu Recht nennt man sie
daher mathematische Maschinen.

Die Stiarke der Mathematik ist ge-
rade, dass sie so abstrakt ist und je-
des Problem auf seinen Kern
zuruckfihrt., So lassen sich Gemein-
samkeiten bei Aufgaben erkennen,
die auf den ersten Blick véllig ver-
schieden sind. Ob es um ein neues
Wasserkraftwerk, leisere Flugzeuge,

Wer einen Stadtplan liest,
treibt Mathematik



Babywindeln oder das GieBen von
Metall geht, immer stromt etwas. Ob
Wasser, Luft, Urin oder fliissiges Me-
tall, kimmert nicht. Die anstehen-
den Rechnungen sind die selben.
Einmal entwickelt, ist die Mathema-
tik fur alle vier Anwendungen ein-
satzbereit. Ebenso sind fiir den
Mathematiker Busfahrpline, Mull-
abfuhr und das Entwerfen von
Computerchips dhnliche Aufgaben:
Jedes Mal gilt es, Verbindungswege
moglichst kurz zu halten.

Nicht nur Ingenieure und Techni-
ker, auch Naturwissenschaften (und
zunehmend auch die Geisteswissen-
schaften) brauchen Mathematik. Ob
Physik, Chemie oder Biologie, alles
beruht auf ihren Formeln.

Viele Mathematiker sind da-

mit beschaftigt,
mathematische

Theorien in die
Wirklichkeit um-
zusetzen.  Das
geschieht heute

Was treiben
Mathematiker?

meist mit Hilfe von Computern. Eine
Minderheit unter den Mathemati-
kern, die so genannten reinen
Mathematiker, versucht, neue theo-
retische Erkenntnisse zu gewinnen.
Dazu stellen sie so genannte Theo-
reme oder Sdtze auf. Ein Beispiel flr
einen mathematischen Satz: ,Eine
Zahl ist genau dann ohne Rest durch
3 teilbar, wenn auch thre Quersum-
me es ist.” (Quersumme bezeichnet
dabei das Ergebnis, wenn man die
Stellen einer Zahl, also die Einer,
Zehner, Hunderter usw. zusammen-
zahlt. Die Quersumme von 84 etwa
ist 8 + 4 = 12).

Mit dem Aufstellen solcher Satze
geben sich Mathematiker nicht zu-
frieden. Sie versuchen, sie zu bewei-
sen, das heil3t, die Behauptung
streng logisch aus der Vorausset-

zung und bereits bekannten Satzen
abzuleiten. Um unseren Beispielsatz
als bewiesen anzusehen, genugt es
dem Mathematiker nicht, wenn er
eine Liste vorgesetzt bekommt:
1 + 2 =3 durch 3 teilbar;
12 =3 -4 durch 3 teilbar
4 + 5 =9 durch 3 teilbar,
45 = 3 - 15 durch 3 teilbar
8 + 1 = 9 durch 3 teilbar,
81 = 3 - 27 durch 3 teilbar
Selbst wenn die Liste aus dem
Computer stammt und viele hundert
Zeilen hat, Uberzeugt ihn das nicht.
SchlieBlich kénnte die nachste Zeile
die Behauptung zu Fall bringen.
Der Mathematiker gibt sich
nicht damit zufrieden, Behauptun-
gen mit ein paar Beispielen zu be-
legen oder sich darauf zu berufen,
dass kein Kollege sie anzweifeln
wurde. Das einzige, was fur ihn
zahlt, sind Beweise. Wie sich unser
Beispielsatz mathematisch ein-
wandfrei beweisen ladsst, werden
wir spater sehen (siehe Seite 13).

In Physik, Chemie oder Biologie

gilt eine Theo-
Was unterschei- | rie als wahr,
det Mathematik | wenn genug
von den Natur- Belege fiir sie
wissenschaften? | vorhanden

sind. Belege

konnen zum Beispiel die Ergebnisse
von Versuchen sein. Die Mathematik
verlasst sich nicht auf Experimente,
sondern auf unfehlbare Logik. Den
Unterschied macht ein Beispiel klar:
Ein Schachbrett hat 8 - 8 = 64 Fel-
der. Nehmen wir zwei gegentiiberlie-
gende Eckfelder weg, bleiben 62
Felder iibrig. Kann man 31 Domino-
steine, die jeweils die GréBe von
zweil Feldern haben, so legen, dass
sic das unvollstindige Schachbrett
ganz abdecken? (Siehe Abbildung
auf der gegeniiberliegenden Seite).
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GALILEO GALILEI
(1564-1642), der grofie ita-
lienische Gelehrte, schrieb
einmal: ,,Die Philosophie
steht in diesem grofien
Buch geschrieben, dem Uni-
versum, das unserem Blick
stindig offenliegt. Aber das
Buch ist nicht zu verstehen,
wenn man nicht zuvor die
Sprache erlernt hat, in der
es geschrieben ist. Es ist in
der Sprache der Mathematik
geschrieben, und deren
Buchstaben sind Kreise,
Dreiecke und andere geome-
trische Figuren, ohne die es
dem Menschen unmaglich
ist, ein einziges Wort davon
zu verstehen; ohne diese
irrt man in einem dunklen
Labyrinth umher.”



Mehr als 60 000 FOR-
SCHUNGSARBEITEN werden
Jahr fiir Jahr in der Mathematik
verdffentlicht. Jede einzelne
davon enthdlt mindestens
einen mathematischen Satz,
der zuvor unbekannt war.
Angesichts dieser Flut kann
heute kein Mathematiker mehr
den Uberblick iiber das ge-
samte Fach behalten. Er muss
seine Forschung auf wenige
Spezialgebiete beschrdnken.
Wie viele andere Wissenschaf-
ten zerfdllt die Mathematik
inzwischen in unzdhlige

Teilgebiete.

Die strenge LOGIK der
Mathematik schlagt sich in
zahlreichen Witzen nieder,
etwa in dem von der Bahn-
reise: Ein Ingenieur, ein Physi-
ker und ein Mathematiker
fahren mit dem Zug durch
Schottland. Als sie an einem
schwarzen Schaf vorbeikom-
men, sagt der Ingenieur: ,,0h,
in Schottland sind die Schafe
schwarz,” Der Physiker korri-
giert ihn: ,,In Schottland gibt
es mindestens ein schwarzes
Schaf.” Dem Mathematiker ist
auch diese Behauptung noch
zu gewagt: ,,In Schottland gibt
es mindestens ein Schaf, das
von mindestens einer Seite

schwarz ist.”

Kann man mit
Dominosteinen das
unvollstindige
Schachbrett liickenlos
liberdecken?

Der Naturwissenschaftler fangt
nun an, herumzuprobieren und die
Dominosteine in verschiedenen An-
ordnungen auszulegen. Nach ein
paar Minuten stellt er fest, dass es
nie aufgeht. Daraufhin beschlieBt er,
die Aufgabe sei unldsbar. Da es aber
Millionen verschiedene Maoglichkei-
ten gibt, die Steine zu verteilen,
kann der Naturwissenschaftler sich
nie ganz sicher sein. Vielleicht findet
ja doch irgendjemand einmal eine
Losung. Der Mathematiker hingegen

...........
< T

setzt bei der Losung der Aufgabe
auf die Kraft der Logik. Er uiberlegt:
Wir haben 30 weie und 32
schwarze Felder. Jeder Dominostein
bedeckt zwei benachbarte Felder.
Diese sind immer verschiedenfarbig.
Daher bedecken 30 Dominosteine
30 weile und 30 schwarze Felder.
Die restlichen zwei schwarzen Fel-
der kann der letzte Dominostein
nicht belegen, da sie wegen ihrer
Gleichfarbigkeit nicht nebeneinan-
der liegen kénnen.



Zahlen

Ein groBer Teil der Mathematik

handelt von Zah-
len. Die einfachs-

Was sind ' '
natiirliche ten sind die
Zahlen? naturlichen Zah-

len: 1, 2, 3. 4,
und so weiter.

Eine gréBte natirliche Zahl kann es
nicht geben. Denn zu jeder denkba-
ren Zahl ldasst sich ein Nachfolger
finden. Man braucht zu ihr nur eine
1 dazuzuzihlen. Es gibt also unend-
lich viele naturliche Zahlen. Die
kleinste natlirliche Zahl ist die 1.
Wenn wir zwei natirliche Zahlen
zusammenzahlen oder addieren,
heit das Ergebnis, das wieder eine
naturliche Zahl ist, Summe. Wenn

i
s L i,
PR
AT e R
o ; e
A o T
J o Lt ~
3 . ey
- R

wir zwel naturliche Zahlen mitein-
ander malnehmen oder multiplizie-
ren, ist das Ergebnis, das Produkt,
ebenfalls eine natiirliche Zahl. Ein
Beispiel: 6 -+ 7 = 42. Man sagt auch,
42 lasst sich ohne Rest durch 6 und
durch 7 tellen. Weil 42 . 1 = 42,
kann man 42 auBerdem wie jede
naturliche Zahl ohne Rest durch 1
und durch sich selbst teilen. Will
man 42 zum Beispiel durch 5 teilen,
bleibt hingegen ein Rest: 42 =
8-5+ 2.

Steht in einer Rechnung eine
Klammer, ist diese zuerst auszurech-
nen. Esgiltalso5-(4+3)=5.7 =
35. Beruicksichtigt man die Klammer
nicht und rechnet einfach der Reihe

GROSSE ZAHLEN
Eine MILLION ist tausend mal
tausend oder eine 1 mit sechs
Nullen: 1 ooo ooo. Eine MiL-
LIARDE ist tausend Millionen
oder eine 1 mit neun Nullen:
1 000 000 000. Eine BILLION
ist tausend Milliarden oder
eine 1 mit zwdlf Nullen. Eine
BILLIARDE ist tausend Billio-
nen oder eine 1 mit 15 Nullen.




NOCH GROSSERE ZAHLEN
Statt die vielen Nullen aus-
zuschreiben, driicken Mathe-
matiker die Zahlen als
Potenzen der Zahl 10 aus.
Eine Million ist 10°, eine Milli-
arde 10°, eine Billion 107, eine
Billiarde 10*, Weiter geht es
mit der Trillion (10*®), Trilliarde
(10™), Quadrillion (10™),
Quadrilliarde (107).

Im Laufe der Menschheitsge-
schichte wurden Zahlen immer
wichtiger, sei es, um Vieh zu
zdhlen, Bauwerke zu errichten
oder Handel zu treiben

nach von links nach rechts, kommt
etwas anderes heraus: 5+ 4 + 3 = 23.
Ein richtiges Ergebnis erhdlt man
hingegen, wenn man die Zahlen in
der Klammer beide mit 5 malnimmt
und die Ergebnisse zusammen-
zihlt:5-(4+3)=5-4+5:3=20
+ 15 = 35,

Eine Zahl heil3t gerade, wenn sie
sich ohne Rest durch 2 teilen lasst.
Geht das nicht, nennen wir sie un-
gerade. Die geraden Zahlen sind
also 2, 4, 6, 8, 10, 12, ..., die unge-
raden: 1, 3257 9. 11. 13, ..

Multipliziert man eine Zahl mit
sich selbst, nennt man das poten-
zieren. In Zeichen: 3 - 3 = 32 = 9,
gesprochen: 3 hoch 2 oder die zwei-
te Potenz von 3 oder 3 zum Qua-
drat, 4 - 4 - 4 = 4’ = 64, gesprochen:
4 hoch 3 oder die dritte Potenz von
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4,2-2.2-.2=2"= 16, gesprochen:
2 hoch 4 oder die vierte Potenz von 2.

Der Vollstandigkeit halber benut-
zen Mathematiker auch die erste Po-
tenz. Eine Zahl hoch 1 ergibt immer
die Zahl selbst, Beispiel: 5' = 5. So-
gar die nullte Potenz gibt es: Jede
Zahl hoch 0 ist 1, also etwa 6" = 1.

Wie vieles andere wurden die

Zahlen in der
Geschichte ver-

Wer hat die _
Zahlen mutlich mehr-
erfunden? mals erfunden.

Denn die Men-
schen brauch-

i

ten die Zahlen. Sei es, weil ein Jager
den Sidbelzahntiger, den er auf der
Jagd erlegt hatte, bei seinem Nach-
barn gegen drei Speere eintauschen
wollte, oder weil ein Hohlenbewoh-
ner seiner Horde von den vier Mam-
muts erzdhlen wollte, die er in der
Ndhe gesehen hatte.

Einer der erstaunlichsten Belege
fir den Gebrauch von Zahlen
stammt aus einer Fundstéatte in Zai-
re, Zentralafrika, deren Bewohner

. heute Ishango heiBBen. Archdologen

gruben dort einen Werkzeuggriff

“aus Knochen aus, der rund 11 000
_ Jahre alt ist (siehe Abbildung auf
.. Seite 10). In ihm sind zahlreiche in

Gruppen angeordnete Kerben ange-
bracht. An einer Stelle finden sich
etwa erst 11, dann 13, 17 und 19
Kerben. So schrieben die Ishango

5% Zahlen. Was fiir uns einfach klingt,

* i ist mitnichten selbstverstandlich.

Viele Stamme in entlegenen Gegen-

den der Welt kennen - genauso wie
kleine Kinder iibrigens — nur die ers-
ten paar Zahlen. Fir alles dariber
haben sie nur das Wort ,viele”.

Die Zahlen wurden fiir die Men-
schen immer wichtiger. Je mehr
Menschen an einem Ort lebten und

je mehr sie Arbeiten unter sich auf-



teilten, desto mehr brauchten sie
Zahlen. Der Hirte wollte wissen, wie
viele Tiere seine Herde hatte und wie
viele Kohlkopfe er gegen ein Schaf
eintauschen konnte. Auf den Mérk-
ten mussten die Handler und Kaufer
Preise vergleichen und zusammen-
zahlen. Wer {iber das Meer segeln
wollte, musste wissen, welche Rich-
tung er einschlagen sollte, um ans
Ziel zu kommen. Mit Hilfe der Zah-
len lernte der Mensch, Zeit, Entfer-
nungen, Flichen und Inhalte zu be-
rechnen. Um eine Pyramide zu
bauen, mussten die alten Agypter
abschédtzen, wie viele Steine sie da-
zu brauchten. Fir solch komplizier-
te Aufgaben war es nétig, die Zah-
len aufzuschreiben.

Unser heutiges Zahlensystem -
die ,arabischen

Was ist das CAVIET = i
Stellenwert- VOE T .?UD
system? Jahnjtn tber
Arabien aus In-

dien. Der groBe

Fortschritt bei ihm ist, dass eine Zif-
fer je nach Stellung einen anderen

10

Wer seine Schafe verkaufen will,
muss die Zahlen beherrschen

Wert bekommt. An der letzten Stel-
le bedeutet eine 1 etwa eins, an der
drittletzten hundert (etwa in der
Zahl 101). Dadurch lassen sich mit
den zehn Zeichen 0O, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9 alle denkbaren Zahlen aus-
driicken, seien sie auch noch so
groB. Wenn wir eine Zahl schreiben,
zerlegen wir sie in Einer, Zehner,
Hunderter, Tausender, Zehntausen-
der..., kurz, in so genannte Zehner-
potenzen:

10°=1,10' =10, 102 = 10 - 10 =
100, 10° = 10 - 10 - 10 = 1000.
10°=10-+10-10- 10 = 10 000...

263 ist nur eine abkiirzende
Schreibweise ftir 2 - 10 + 6 - 10" +
3.-10°% 5007 fir 5- 10° + 0 - 10* +
0-10"+ 7 - 10"

Die alten Agypter, Griechen und
Romer kannten das Prinzip des Stel-
lenwertes hingegen noch nicht. Bei
den Romern beispielsweise stand
1 fur 1, V fur 5, X fir 10, L far 50,
C fur 100, L fir 500, M fiir 1000.
Um Zahlen zwischen diesen Werten
auszudriicken, wurden die Zeichen
wiederholt: 111 bedeutete 3, XXXVII
37. Mit ihrem Zahlensystem brauch-

Ein RATSEL ist bis heute, ob
die Ishango zufillig oder
bewusst in einen Knochen
Gruppen von ausgerechnet 11,
13, 17 und 19 Kerben ritzten.
11, 13, 17 und 19 sind die einzi-
gen Zahlen zwischen 10 und
20, die sich ohne Rest nur
durch sich selbst und durch 1
teilen lassen. Zahlen mit die-
ser Eigenschaft nennt man
Primzahlen (siehe Seite 14).

i

I

bl

T

4

RN

Der Ishango-Knochen mit
Kerben, die Zahlen darstellen

ZAHLEN IM URWALD
Bei den Bakairi, einem
Volksstamm, der im brasi-
lianischen Regenwald lebt,
heifit eins ,,tokale”, zwei
~ahage”. Um weiterzu-
zihlen, setzen sie die bei-
den Worter hintereinander:
nahage tokale” bedeutet
drei. Das geht so weiter bis
sechs. Dariiber behelfen
sich die Bakairi mit Fingern
und Zehen. Bei Zahlen iiber
zwanzig raufen sie sich die
Haare und rufen ,,méra
méra”.




ZAHLZEICHEN
Das einfache Zahlensystem
der Ishango - jede Zahl wird
durch die entsprechende An-
zahl an Strichen dargestellt -
geniigte bald den Anforderun-
gen nicht mehr. Wer mochte
schon 100 Kerben nebenein-
ander ritzen? Oder gar 10007
Und wer wollte das lesen?
Viele alte Volker kannten
daher spezielle Zeichen fiir
grofie Zahlen.

Im altchinesischen Zah-
lensystem war das Zeichen
fiir 100 ﬁ , das fiir 1000
,k . Die Agypter schrieben
100 wie ¥ und 1000
wieg. Wollten die Mayas
grofie Zahlen schreiben, setz-
ten sie verschiedene Zeichen
untereinander. Diese Anord-
nung bedeutete Multiplika-
tion. lhr Zeichen fiir 100 war

e

@%), das heifit 5
20 @D.

Fiir das RECHNEN MIT DER
NULL sind die Regeln
einfach: Zdhlt man 0 zu

— mal

irgendeiner Zahl dazu oder
zieht 0 ab, bleibt die Zahl
unverdandert erhalten. Nimmt
man sie mit 0 mal, kommt O
heraus. Eines aber geht nicht:
durch 0 zu teilen.

ten die Romer nicht nur immer neue
Symbole, wenn sie groBere Zahlen
schreiben wollten. Auch das Multi-
plizieren oder Malnehmen ist ohne
Stellenwertsystem viel schwieriger.
10 mal 12 ladsst sich im Stellenwert-
system losen, indem an die 12 ein-
fach eine 0 angehdngt wird: 120.
X mal XIlI sieht man die Ldsung
(CXX) nicht so schnell an.

Die alten Babylonier kannten be-

Wer erfand die
Null?

reits vor 4000
Jahren ein Stel-
lenwertsystem.

Sie driickten ihre
Zeichen mit ei-
nem Keil in Ton-

tafeln (daher der Name Keilschrift),
die sie anschlieBend brannten. Als
Zeichen fir die 1 benutzten sie
einen senkrechten Keil: ¥, fur
die 10 einen Winkel: € . Die
Zeichengruppe, die am wei-
testen rechts stand, galt
bei ithnen als Einer, da-
neben kamen nicht wie
bei uns die Zehner, son-
dern Sechziger. Die Zahl
\AAS SARNAA/

ist zu lesen als 2 - 60* +

21 - 60 + 13 - 60° = 7200

+ 1260 + 13 = 8473. Das
Zahlensystem der Babylo-
nier lebt heute noch fort,
wenn wir die Stunde in 60 Mi-
nuten und die Minute in 60 Se-
kunden einteilen.

In Schwierigkeit kamen die Baby-
lonier bei Zahlen wie 3601: ¥ V.
Denn die Zahl 61 schreibt sich ge-
nauso. Was hier fehlt, ist ein Platz-
halter fur die zweite Stelle. Bei den
arabischen Zahlen lbernimmt diese
Rolle die 0. Niemand wird 101 und
11 verwechseln. Aber die Babylonier
kannten keine 0. Deshalb erfanden
sie im funften vorchristlichen Jahr-

hundert, gegen Ende ihrer Blitezeit,
ein spezielles Zeichen, um eine
fehlende Stelle zu kennzeichnen.
Allein stehen durfte dieses Zeichen
aber nicht.

Obwohl die alten Babylonier,
Agypter, Griechen und Chinesen viel
von Mathematik wussten, hatten sie
die 0 nicht entdeckt. Anscheinend
scheuten sie unwillktirlich davor
zuruck, ein Zeichen dafir zu schrei-
ben, dass nichts da ist.

Um 500 n. Chr. schrieb der Inder
Aryabhata erstmals eine Null. Er
nannte sie ,Kha”, was Loch und
Hdhle, aber auch Himmel bedeutete.
Um das Jahr 700 Gbernahmen die
Araber das Zeichen von dem indi-

Erst Adam Riese (1492-1559) setzte mit seinen
Lehrbiichern, die den Schulunterricht lange Zeit
bestimmten, die Null in Europa durch

schen Mathematiker Brahma-Gupta.
Dessen Mathematik-Buch wurde im
7. und 8. Jahrhundert mehrfach ins
Arabische Ubersetzt. Aus dem Vor-
deren Orient kam die Null ab dem
11. Jahrhundert nach Europa.
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Das Zidhlen fangt beim Kleinkind

{
i
|
[ |
i
i

wie auch bei den
alten Volkern mit

' Was sind den Fingern an.
' Dualzahlen? Deswegen (und
nur deswegen)

haben wir heute

zehn verschiedene Ziffern und rech-

nen im so genannten Zehner- oder
Dezimalsystem (von lateinisch deci-
mus = der zehnte).

Das Stellenwertsystem funktio-
niert auch mit jeder anderen Anzahl
von Symbolen. Computer etwa ken-
nen nur zwei Symbole: 0 bedeutet
Strom aus, 1 Strom an. Alle anderen
Zahlen werden mit diesen beiden

Ziffern gebildet. 10 (zu lesen nicht
als ,zehn”, sondern als ,eins null”)
steht in diesem Zahlensystem, dem

12

so genannten Dualsystem (nach
lateinisch duo = zwei) , fur 2, 11 fir
3, 100 fur 4, 101 fir 5 und so wei-
ter. Auch hier hat eine 1 unter-
schiedliche Werte, je nachdem wo
sie steht. An der letzten Stelle be-
deutet sie 1, an der vorletzten 2, an
der vorvorletzten 4, an der vorvor-
vorletzten 8.

Schreibt man eine Zahl im Zwei-
er- oder Dualsystem, zerlegt man sie
In Zweierpotenzen:

Pr= o2 = 2 =i} v Fomalfe 2
=2.-2.2=82"= 16,2 = 32, 2
w“ G407 = 128, 2 = 1256...

Die Dualzahl 11111 steht so fur
1-2°4+1-224+1-2241.2"+1.2°
=16 + 8 + 4 + 2 + 1 = 31,
100000111 bedeutet 1 - 2" + 1 - 2°+
1-2"+1-2°=263.

0 0

1 1
2 1 0
3 T 1
4 1 0 0
5 1 508 1
6 11 0
7 1 # 1
8 i 0 0 ©
9 f 0.0 1

10 i 01 o

11 3 0% 1

12 1 10 O

13 1 10 1

14 3 1:1 0

15 1 11 1

16 1 0 0 0 O

Mit nur zwei Zeichen lassen
sich alle Zahlen darstellen

Mit DUALZAHLEN kann
man rechnen wie mit Dezimal-
zahlen. Bei einer Addition
schreibt man zum Beispiel die
beiden Zahlen untereinander
und zdhlt die Stellen rechts
beginnend zusammen.
Einziger Unterschied: 1 + 1
ergibt eine 0 und einen Uber-
trag (dhnlich wie im Dezimal-
system bei 5 + 5). Ein Beispiel:

101
+ 101

1010

1+ 1 =0und Ubertrag 1

Mit Dualzahlen rechneten schon
die ersten Computer. Hier steht
der Erfinder des Computers,
Konrad Zuse, vor dem Nachbau
des von ihm 1938 entworfenen
Modells Zuse 1.



Mathematiker verwenden haufig

Wie rechnet
man mit
Buchstaben?

Buchstaben zum
Rechnen. Sie
konnen fir un-
bekannte GréBen

stehen oder als

Durch das RECHNEN MIT
BUCHSTABEN lassen sich
viele Behauptungen einfach
formulieren und beweisen.
Wollen Mathematiker den Zah-
lenwert fiir einen Buchstaben
berechnen, verwenden sie
gerne X, y und z, andere Buch-
staben wie a, b, ¢ benutzen sie
dagegen als Platzhalter.

MATHEMATISCHE
ZAUBERTRICKS
Bei manchen Zaubertricks
braucht der Vorfiihrende eine
grof3e Fingerfertigkeit und
muss sie lange iiben. Andere,
wie zum Beispiel das ,,Zer-
sagen lebender Menschen”,
erfordern eine ausgekliigelte
Technik. Mathematische Zau-
bertricks hingegen sind ganz
einfach, jeder kann sie vor-
fiilhren. Sie funktionieren, weil
die ihnen zugrunde liegenden
Berechnungen - einmal ausge-
flihrt — immer stimmen.

Platzhalter fir ir-
gendetwas. Wir kénnen zum Beispiel
sagen, a stehe fiir einen Sack Apfel.
Dann sind 5 Sicke mit Apfeln = 5 - a
oder 7 - a = 7 Sicke mit Apfeln.
Wollen wir nun wissen, wie viele
Sacke es insgesamt sind, kdnnen wir
rechnen5-a+7-a=(5+7)-a-=
12 - a. Das gilt natirlich auch, wenn
a fur einen Sack Birmnen steht oder
auch fur eine beliebige naturliche
Zahl. Denn welche Zahl wir auch fur
a einsetzen, die linke Seite ist immer
genauso groB3 wie die rechte.

Das Rechnen mit Buchstaben,
das auf den ersten Blick etwas selt-
sam wirkt, macht viele Aufgaben
leichter. Ein Beispiel ist die Frage:
~Wie heil3t die Zahl, deren um 1 ver-
mindertes Dreifaches zu threm Dop-
pelten addiert 9 ergibt?” Die kom-
plizierte Formulierung ldsst sich
einfach aufschreiben, wenn x fiir die
gesuchte Zahl steht. Fir sie soll
gelten:

2 -NEFr ¥l =9
In dieser Gleichung lieBe sich die
Losung schon erraten. Wir konnen
sie aber auch ausrechnen. Dazu
missen wir die Regeln zum Rech-
nen mit Gleichungen kennen. Bei
Gleichungen darf man etwas dazu-
zahlen oder sie malnehmen, wenn
man nur auf beiden Seiten dasselbe
tut. Unsere Gleichung lasst sich so
umformen:

22X+ 3+ X=1=b.X=-1T=9

Auf beiden Seiten 1 dazuzidhlen er-
gibt:

5-X=-1+1=9+1
also

By s =10

Nun werden beide Seiten durch 5
geteilt:
X =2

Mathematiker verwenden einen
Buchstaben nicht nur wie in diesem
Fall fiir eine GroBe, die sie aus-
rechnen wollen, sonderm auch als
Platzhalter fiir eine nicht nédher be-
stimmte Zahl. So konnen sie viele
allgemeine Aussagen beweisen, zum
Beispiel den Satz: ,Eine Zahl ist ge-
nau dann ohne Rest durch 3 teilbar,
wenn ihre Quersumme es ist’.

Der Einfachheit halber beweisen
wir das zunachst nur fir zweistellige
Zahlen. Jede zweistellige Zahl ldsst
sich schreiben als 10 - b + ¢, wobei
b fiir eine der Zahlen 1, 2, 3 ... 9
steht und c fiir eine der Zahlen 0, 1,
2 ... 9. Die Behauptung ist nun, dass
10 - b + ¢ genau dann durch 3 teil-
bar ist, wenn b + c es ist. Es gilt
10-b+c=9-b+b+c. Da9durch
3 teilbar ist, ist auch 9 - b durch 3
teilbar. Daraus folgt, dass 9 - b + b
+ ¢ genau dann durch 3 teilbar ist,
wenn b + ¢ es ist.

Fir dreistellige Zahlen sieht der
Beweis dhnlich aus: Jede dreistellige
Zahl ldsst sich schreiben als 100 - a +
10 - b + ¢, wobei a fiir eine der Zah-
len 1, 2, 3 ... 9 steht und b und c je
fuir eine der Zahlen 0, 1, 2 ... 9. Es gilt
00-a+10-b+¢c=99-a+9-b
+a+ b + c. Da 99 und 9 durch 3 teil-
bar sind, sind esauch 99 -aund 9 - b.

Es gibt eine Reihe mathemati-

scher Zauber-
Kann man rit triicks. Ein Bei-
Mathematik P ercca
s berer gibt ei-
nem Freiwilli-
gen aus dem

Publikum ein paar Miinzen und
sagt: ,Nimm einen Teil der Miinzen
in die linke Hand, den Rest in die
rechte. Mit mathekadabrischen Kraf-
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ten werde ich erspiiren, wie viele
Miinzen du in welche Hand genom-
men hast.” Dann fordert der Zaube-
rer den Freiwilligen auf, die Anzahl
der Miinzen der linken Hand mit
5 malzunehmen, die der rechten mit
4, die Ergebnisse zusammenzu-
zdhlen und das Endergebnis laut zu
sagen. Nun fuchtelt er geheimnisvoll
mit seinem Zauberstab, murmelt
Simsalabim und dreimal schwarzer

Kater” und verkiindet die richtige
Anzahl Miinzen.

Der Trick dabei ist ganz einfach:
Der Zauberer tut zwar so, als ob er
dem Freiwilligen irgendeine Anzahl
Miinzen tuberreicht. In Wirklichkeit
gibt er ihm genau neun Stick, Der

Rest ist eine leichte Recheniibung.

Die Anzahl der Miinzen in der linken
Hand bezeichnen wir mit x. Dann
liegen 9 - x Minzen in der rechten.
Ist nun a das Endergebnis der Rech-
nung, die der Freiwillige anstellen
sollte, dann gilt:
a=5-x+4-(9-x
=5.X+36-4-%
=X + 36

14

Nicht Magie, sondern
Mathematik steckt hinter
dem Zaubertrick mit
den Miinzen

Ziehen wir bei a = x + 36 auf bei-
den Seiten 36 ab, erhalten wir X
a — 36. Der Zauberer braucht also
nur vom Rechenergebnis seines Frei-
willigen 36 abzuziechen und weil,
wie viele Minzen dieser in der lin-
ken Hand halt. War das Ergebnis
etwa 40, hat der Freiwillige 40 - 36
= 4 Minzen in der linken Hand. Wir
rechnen nach: 5-4 + 4.5 =20 +
20 = 40.

2£) {i
__'jh y
Primzahlen sind die naturlichen
Zahlen, die man
ohne Rest nur
Was sind durch sich selbst
Primzahlen? und 1 teilen
kann. Beispiele
sind 7 oder 11.

Teilt man eine der beiden durch ei-
ne andere Zahl, bleibt ein Rest. Man
sagt auch, 7 und 11 sind prim.
8 hingegen ist nicht prim. Denn 8 =
2 - 4.

Die 1 gilt nicht als Primzahl. Die
ersten Primzahlen lauten daher:
2, 3,5 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
;4 G

Die Primzahlen sind die Baustei-

Der deutsche Mathematiker
CHRISTIAN GOLDBACH
(1690-1764) behauptete: Jede
gerade Zahl grofRer als 2 ldsst
sich als Summe zweier Prim-
zahlen darstellen. So gilt etwa
8=5+3,30=23+ 7und
166 = 83 + 83. Computer
haben die Goldbachsche Ver-
mutung zwar fiir mehr als die
ersten 4oo Billionen Zahlen
bestdtigt. Ein allgemeiner
Beweis steht aber noch aus.



Der EUKLIDSCHE
BEWEIS der Unendlichkeit
der Primzahlen gilt als
,Schmuckstiick’ der Mathe-
matik. Der amerikanische
Mathematiker William Dun-
ham sieht in ihm einen Test
dafiir, ob jemand mit dem
Fach Mathematik etwas
anfangen kann oder nicht:
wDiejenigen mit einem
natiirlichen Hang zur Ma-
thematik riihrt er zu Trénen,
diejenigen ohne einen sol-
chen Hang finden ihn zum
Heulen.” Wie ging dir es?

ne der naturlichen Zahlen. Man
kann jede natirliche Zahl als Pro-
dukt von Primzahlen darstellen. Der
so genannte Hauptsatz der Zahlen-
theorie besagt, dass man das auf ge-
nau eine Weise tun kann. Ein Bei-
spiel: 2002 = 2 - 7 - 11 - 13. Es
lassen sich keine anderen Primzah-
len als 2, 3, 11 und 13 finden, deren
Produkt 2002 ergébe.

Von Primzahlen waren schon die
alten Griechen fasziniert. Und noch
heute forschen Mathematiker an
thren Geheimnissen. Noch langst ha-
ben sie nicht alle ihre Eigenschaften
entratselt.

Diese Frage stellte sich schon der

griechische Ge-
lehrte Euklid im

Der grie-
chische Ma-
thematiker Euklid
bewies, dass es unend-

lich viele Primzahlen gibt

te dabei eine in der Mathematik
hdufig benutzte Methode an: Er

Wie viele : : \ ;

: dritten vorchrist- ging vom Gegenteil dessen aus, was
Primzahlen . +

£ lichen Jahrhun- er beweisen wollte, und rechnete
gibt es?

dert. Mit einer
genialen Uberle-
gung bewies er, dass es unendlich
viele Primzahlen gibt. Euklid wand-

damit, bis er auf einen Widerspruch
stieB. Wenn er dabel immer streng
logisch gefolgert hatte, musste die
Annahme falsch sein.

Euklid begann damit, anzuneh-
men, es gebe endlich viele Prim-
zahlen. Die musste man dann auf-
listen konnen als pi, pz, p3, o, Pr
(n steht dabei fiir eine natirliche
Zahl, die Anzahl der Primzahlen,
P1, P2, P3y ..., Po fUr die nicht naher
bestimmten Primzahlen). Dann
bildete der Grieche eine neue Zahl
p= pi-pPz-Ps-... - pn+ 1. Diese
Zahl p kann nun wegen der +1
hinten ohne Rest nicht durch ps,
nicht durch p., nicht durch ps, ..
und nicht durch p. geteilt werden.
Da aber jede Zahl als Produkt von
Primzahlen dargestellt werden
kann und p., pz p3 ... , Pn
alle Primzahlen sind, die es gibt,
fiihrt das zu einem Widerspruch.
Also muss die Annahme falsch
sein, und es muss unendlich viele
Primzahlen geben.

Das Muster der Primzahlen

(rot) unter den ersten hundert
Zahlen

COCOO0O000E6
COOCOCOCOCECC
CO00C0C0C0C0C
CO000COCOCC
©C600C0CCOOCC
COCOCOLOCOCOCPC
COCOCOLOOOOCPe
COOCOCOCOCOOCC
COOCOCOCOCCCC
60CE6CECCOCCCC
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Die Wissenschaftler jagen nach

iImmer neuen Re-
Was ist die | korden. Die groB-
grofite ten bekannten
bekannte Primzahlen ha-
Primzahl? ben mehrere

hunderttausend

Stellen. Das ist unvorstellbar grob.
Eine einzige von ihnen aufzuschrei-
ben wiirde mehrere Was-ist-was-
Biande fullen. Zum Vergleich: Die
Anzahl der Elementarteilchen im
Universum wird auf eine achtzigstel-
lige Zahl geschatzt.

Berechnet werden die Primzahl-
monster mit allerlei mathematischen
Tricks und ausgekliigelter Compu-
terprogrammierung. Nahezu alle be-
kannten riesig grofBlen Primzahlen
sind so genannte Mersennezahlen,
die nach dem franzdsischen Mathe-
matiker Marin Mersenne (1588-
1648) benannt sind. Fiir sie haben
die Forscher besonders schnelle Ver-
fahren ausgetiiftelt, um zu prufen,
ob sie prim sind. Mersennezahlen
sind von der Form 2" - 1, also 2"-
mal mit sich selbst malgenommen
minus 1 (n steht dabei fir irgendei-
ne nattirliche Zahl). Nicht alle Mer-
sennezahlen sind Primzahlen: 2°- 1
=3 und 2°- 1 = 7 sind zwar prim,
2 =1 =15 =3 .5 hingegen nicht.

Ein Mathe-Lehrer im 18. Jahr-

hundert wollte
einmal seine Ru-

Was sind
: he haben und
Dreiecks- ) ) )
lie seine Schiler
zahlen?

wihrend der
Stunde die Zah-

len von 1 bis 100 zusammenzdhlen.
Doch seine Rechnung ging nicht
auf. Nach wenigen Minuten war der
zehnjahrige Carl Friedrich fertig.
Statt stur eine Zahl zur anderen zu
addieren, fasste er sie geschickter
zusammen: Er zdhlte die erste und
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die letzte Zahl zusammen, die zwei-
te und die zweitletzte, die dritte und
die drittletzte und so weiter bis zur
50. und 50.letzten. Das Ergebnis bei
diesen Rechnungen war 1mmer
gleich: 101 =1+ 100 = 2 + 99 =
3+98=..=50+51.5tatt 1+ 2+
3+ 4+ ...+ 100 rechnete er 1 + 100
+2+99 +3 +98 + ...+ 50 + 51,
also 50 - 101 = 5050. Aus dem klei-
nen Carl Friedrich Gaul3 wurde Ubri-
gens ein groBer Mathematiker.

Auf die Formel zum Addieren der
Zahlen von 1 bis 100 kam der
Schiller Carl Friedrich zwar von
selbst. Bekannt war sie jedoch be-
reits den alten Griechen, die aus
aufeinander folgenden Zahlen Drei-
ecke bildeten. Die Zahlen 1, 2, 3, 4,
5, 6 lassen sich etwa so darstellen:

21 Kugeln lassen sich
zu einem Dreieck an-
ordnen. Die Zahl 21
ist deswegen eine
Dreieckszahl

ke e
B2 27 )

C AL AL AL
TATA A A
C AL AL AL Al

AL AL Al Al Al &

Wenn sich mit einer Anzahl von
Punkten ein Dreieck legen lieB,
nannten die Schiiler des Mathemati-
kers Pythagoras (um 570-480 v. Chr.)
diese Zahl Dreieckszahl. Sie fanden
eine allgemeine Formel fur Dreiecks-
zahlen: Eine Zahl ist Dreieckszahl,

wenn sie sich darstellen lasst
n-in+1 : 2 .
als [2 ], wobei n fiir eine

natiirliche Zahl steht.

Setzen wir n = 100, erhalten wir
100 - 101

2
101 = 5050. Fiir n = 6 ergibt sich die
Anzahl der Punkte in der Zeich-

= 50 -

Gaul3’ Rechnung:

2
eckszahl ist daher 21.

nung: = 21, die sechste Drei-

RATSEL UBER PRIMZAH~-
LEN sind noch ldngst nicht
alle geldst. Offen ist etwa die
Frage, wie viele Primzahlzwil-
linge es gibt. Primzahlzwillin-
ge sind zwei benachbarte un-
gerade Zahlen, die beide
Primzahlen sind. Beispiele
sind 5 und 7 oder 101 und 103.
Bisher weif3 niemand, ob die
Reihe der Primzahlzwillinge
abbricht oder sich - wie bei
den Primzahlen - beliebig
lang fortsetzt.

Primzahldrillinge nennt man
drei aufeinander folgende un-
gerade Zahlen, die alle Prim-
zahlen sind. Es gibt nur einen
einzigen Primzahldrilling: 3, 5,
7. Bei allen anderen Dreier-
packs ist immer eine Zahl
durch 3 teilbar und deshalb
keine Primzahl.



Die ersten sechs
Dreieckszahlen

Ahnlich wie Dreiecke lassen sich

mit Kieselsteinen

Was sind oder Murmeln
Quadrat- auch Quadrate -
Jahlen? Rechtecke, deren

Seiten alle gleich
lang sind -
legen. Die Anzahlen der Steine, die
ein Quadrat bilden, werden Quadrat-
zahlen genannt. Vier Steine bilden
z. B. ein Quadrat der Seitenlange 2
9 Steine eines der Seitenldnge 3 und
16 Steine eines der Seitenldnge 4.

—— —

CARL FRIEDRICH GAUSS

(1777-1855) war einer der Zwel aufein-
ander folgen-

bedeutendsten Mathematiker de Dreiocke

der Geschichte. Er leistete ergeben ein
Quadrat

nicht nur Bahnbrechendes
in zahlreichen Gebieten der
Mathematik, sondern befasste
sich auch mit Astronomie,
Wiahrend die Dreieckszahlen die
Summen der ersten Zahlen sind, er-
geben sich Quadratzahlen als Sum-
men der ersten ungeraden Zahlen:

Magnetismus, Mechanik
und Optik.

Die ersten flinf
Quadratzahlen
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g=3"=1% 3+5
16=4"=1+3+5+7
25 =5=14+73 4+ 5«4 T4 9

Die Anzahl der zu addierenden
ungeraden Zahlen ist dabei genau
die Zahl, die hoch zwei genommen
- man sagt auch quadriert - wird.

Eine der berihmtesten mathe-
matischen Be-

h t '
Was sagt der auptungen st
der Satz wvon

Satz von -

Fermat? Fermat. Der Ju-
: rist und Hobby-

Mathematiker

Pierre de Fermat (1601-1665) kra-
kelte sie vor iiber 350 Jahren an den
Rand einer Buchseite. Daneben
schrieb er: ,Fur diese Behauptung
habe ich einen wahrhaft wunderba-
ren Beweis gefunden, aber dieser
Rand ist zu schmal, ithn zu fassen.”
Seinen wahrhaft wunderbaren Be-
weis nahm Fermat mit ins Grab.
Fortan verzweifelten ganze Genera-
tionen von Mathematikern an der
Aufgabe. Erst 1994 gelang es dem

- Te TE TETE TS
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Wiirfelzahlen ergeben sich, wenn man kleine Wiirfel zu grofsen zusammenlegt. Die beiden
Wiirfel links bestehen aus 63 = 216 bzw. 83 = 512 Wiirfelchen. Allgemein braucht man fiir einen
Wiirfel der Seitenldnge m Wiirfelchen genau m3 Wiirfelchen. Aus den Wiirfelchen, die zwei Wiir-
fel bilden, ldsst sich nie ein dritter (gréfserer) bauen, ohne dass Wiirfelchen (ibrig blieben oder
fehiten. Das besagt der Satz von Fermat fiir n = 3. Beim rechten Wiirfel mit der Seitenlinge 9
fehlt genau ein Wiirfelchen. Denn 63 + 83 =216 + 512 = 728 = 729 -1 =93 — 1,

Briten Andrew Wiles, die Behaup-
tung zu beweisen. Seine Arbeit fillt
rund 160 Druckseiten und beruft
sich auf neueste Entwicklungen in
der Mathematik. Dass Fermat diesen
Beweis gefunden hatte, scheint aus-
geschlossen. Wahrscheinlich war er
wie viele seiner Nachfolger einem
Denkfehler aufgesessen.

Der Beweis 1st zwar auBerst ver-
trackt, die Behauptung aber nicht
schwer zu verstehen. Es geht um die
Losungen von Gleichungen. Die
Gleichung

X+y=2
zum Beispiel besitzt viele Losungen
in den natirlichen Zahlen, etwa x =
;%= 1.2 =2 oder = 12, v= 13,
z = 25. Ebenso gibt es Losungen fur
X* + ¥y = 2%

etwax =3,y=4,z =5, denn 3% +
4t = 9416 = 25 = B4 Gder'x = 5,
y = 12, z = 13, denn 5* + 12% =
25 + 144 = 169 = 13 Fermat frag-
te sich nun, ob es auch bei hoheren
Potenzen Losungen gebe, fiir die
Gleichung

X! g },.3 — Z?
etwa oder allgemein fir
-:{n _|_ }rnl'l e Zﬂ,

wobei n fir eine beliebige naturliche
Zahl steht, die groBer als 2 ist. Wie
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Fermat behauptete und Wiles be-
wies, gibt es fur diese Gleichungen
keine ganzzahligen Losungen.

Das Zusammenzdhlen zweier
Zahlen  rick-

Was sind ganglg Zu: ez
rafiohale chen heillt die
7ahlen? eine von der
anderen abzu-

= ziehen (zu sub-

trahieren). Dabei kann ein Problem
auftreten: Was passiert, wenn man 3
von 2 abziehen mochte? Dann rei-
chen die natiirlichen Zahlen nicht
mehr, negative Zahlen (kenntlich an
einem Minuszeichen] miissen her.
Zusammen mit den naturlichen bil-
den sie die ganzen Zahlen. Zwar stell-
te sich wohl kaum je ein Handler ein
negatives Kamel vor. Doch spatestens
bei Schulden bekommen negative
Zahlen praktische Bedeutung.

Doch auch die ganzen Zahlen
genltgen nicht. Will ein Bauer funf
Morgen Land an seine drei Sthne
vererben, muss er 5 durch 3 teilen
konnen. Da sich 5 nicht ohne Rest
durch 3 teilen ldsst, bildet man ei-
nen so genannten Bruch: %, in
Worten funf Drittel. Die oben ste-
hende Zahl heit Zihler, die unten

Als sich PAUL WOLFSKEHL
(1856-1906) von seiner Ange-
beteten einen Korb holte,
nahm ihn das so mit, dass er
beschloss, sich umzubringen.
Punkt Mitternacht wollte sich
der Darmstddter Industrielle,
studierte Mathematiker und
Arzt in den Kopf schiefen.
Nachdem er bereits vor diesem
Zeitpunkt alles geregelt hatte,
begann er zum Zeitvertreib in
der Bibliothek Arbeiten iiber
Fermats Satz zu studieren.
Dariiber vergaf} er die Zeit, der
Termin verstrich. Wolfskehl
verwarf daraufhin seinen Plan,
die Beschiftigung mit Mathe-
matik hatte seine Lebensgeis-
ter wieder geweckt. Zum Dank
schrieb er sein Testament um.
100 000 Mark - nach heutiger
Kaufkraft rund 2,5 Millionen
DM - von seinem Vermogen
sollte derjenige erhalten, der
das Rdtsel loste, das ihm das
Leben gerettet hatte.

1997 schlief3lich nahm
Andrew Wiles den Preis in
Gottingen enfgegen. Wegen
der zwischenzeitlichen
Inflation war dessen Héhe
allerdings auf 70 ooo Mark
geschrumpft.



MATHEMATIKER-WITZ
Der Matheprofessor verldsst
den Horsaal, in dem sich zwei
Studenten befinden. Wenig
spdter kommen drei Studenten
aus dem Saal heraus. Ein paar
Minuten spdter geht einer hin-
ein. Darauf der Professor:
»Gott sei Dank, jetzt ist der

Raum wieder leer.”

stehende Nenner. Ein Bruch ist um-
so groBer, je groBer sein Zdhler und

je kleiner sein Nenner ist.

Die Bruche nennt man auch
rationale Zahlen. Zu ithnen gehoren
auch die ganzen Zahlen, da man sie
als Briiche schreiben kann. 3 etwa ist
%, in Worten drei Eintel. Rationale
Zahlen konnen wir zusammen-
zahlen, abziehen, malnehmen und
teilen, das Ergebnis ist immer wieder
eine rationale Zahl.

Viele Briiche lassen sich kiirzen.
Um das zu tun, zerlegen wir Zdhler
und Nenner in ihre Primfaktoren.
Von diesen dirfen wir alle streichen,
die oben und unten gleichermalen

vorkommen. Zwei Beispiele:

2 _ s 3 B
16 ~ 22272 T 293 T4
84 2237 7
24 7328 2

Bruche werden haufig auch als
Kommazahlen, so genannte Dezi-
malbriiche, dargestellt. % ldsst sich-
schreiben als 0,5, %als 0,333... Die
erste Ziffer hinter dem Komma gibt
dabei an, wieviel Zehntel in dem
Bruch stecken, die zweite wieviel
Hundertstel, die dritte wieviel Tau-
sendstel und so weiter. 0,5 steht so-
mit fur 1%. Kiirzt man diesen Bruch,
erhalt man % 0,587 steht fur
die Zahl, die sich ergibt, wenn man

> 8 ’_ herechnet.

io T 700 * TOOO

In der Umgangssprache sagt
man, jemand habe ,,eine Menge
Geld®“, und meint damit, dass er
viel Geld hat. In der Mathematik
bedeutet der Begriff Menge et-
was anderes. Mengenlehre ist
der Versuch, eine Theorie aufzu-
stellen, ohne irgendetwas vor-
auszusetzen, worum es eigent-
lich geht. Von einer Menge wird
nur gefordert, dass sie so ge-
nannte Elemente hat. Was diese
sind, ist vollkommen offen. Eine
Menge stellt so etwas wie einen
Behilter dar, in dem alles Mig-
liche stecken kann. Am einfachs-
ten ist das.an Beispielen zu ver-
stehen. So kdnnen wir etwa die Menge
der Fu3ballvereine in der Bundesliga
betrachten, die der Buchstaben auf die-
ser Seite oder die der Zahlen 1, 2 und 3.
Die Vereine, Buchstaben und 1, 2 und 3
sind dann die Elemente der jeweiligen
Mengen. Mengen kdnnen auch unend-
lich viele Elemente haben, wie etwa die
Menge der Primzahlen.

Die Menge der Spielsachen, die Andreas
mit in den Urlaub nimmt,

Enthélt eine Menge nur Elemente, die
auch in einer anderen Menge sind, so
heif3t sie Teilmenge. Ein Beispiel: An-
dreas fahrt mit seinen Eltern ans Meer.
Er legt alle Spielsachen in den Koffer,
die er mitnehmen will: Eimer, Schaufel,
Ball, Schiff und Auto. Dann féllt ihm ein,
dass es regnen kidnnte, und er holt ein
Buch und seinen Malkasten. Die Menge

seines Urlaubspielzeugs, die
wir kurz mit U bezeichnen, setzt
sich aus zwei Teilmengen zu-
sammen, der Menge A der Sa-
chen fiir drau3en (Eimer, Schau-
fel, Ball, Schiff, Auto) und der
Menge B derjenigen fiir drinnen
(Buch, Malkasten, Schiff und
Auto). Schiff und Auto zédhlen zu
beiden Teilmengen, da er damit
drinnen und draufien spielen
kann. Natiirlich kénnen wir auch
andere Teilmengen von U bil-
den, etwa die Menge von An-
dreas’ blauweifien Spielsachen:
Ball, Auto und Buch.

Die Menge U besteht aus allen
Elementen, die entweder in A oder in B
(oder in beiden) enthalten sind. Man
sagt auch, U ist die Vereinigung von A
mit B. Die Menge der Spielsachen, mit
denen Andreas drinnen und draufien
spielen kann, ist die Schnittmenge von
A und B. Sie besteht aus allen Elemen-
ten, die sowohl zu A als auch zu B
gehiren, also aus Schiff und Auto.
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Aus der ,Kaninchenaufgabe’ entwickelte Fibonacci seine
Reihenlehre, bei der jedes Glied sich aus der Addition der
beiden vorhergehenden ergibt

Leonardo von Pisa, genannt Fi-

bonacci, fragte
sich, wie schnell
sich  Kaninchen
vermehren kon-
nen. Dabei nahm
er an, dass jedes

Was sind die
Fibonacci-
Zahlen?

Paar ein Kaninchenpaar der nichs-
ten Generation und eines der
Uberndchsten hervorbringt und
dann stirbt. Beginnt man mit einem
Kaninchenpaar, wird in der zweiten
Generation ein Paar geboren, in der
dritten zwei (eines vom ersten Ka-
ninchenpaar, eines von dessen
Nachwuchs), in der vierten sind es
drei (eines von dem Paar aus der
zweiten Generation und je eines von
den beiden Paaren der dritten Gene-
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ration). Dann nimmt die
Kaninchenplage ihren Lauf:
In der finften Generation
mit 5 Paaren, in der sechs-
ten mit 8, in der siebten
sind es schon 13, in der
achten 21.

Die Zahlen 1, 1, 2, 3, 5,
8, 13, 21, 34, 55, 89,144 ...
heiBen heute Fibonacci-
Zahlen. Bei ihnen ist jedes
Glied gleich der Summe
der beiden vorangehenden

Glieder. Auch wenn das
Kaninchenproblem  nicht
gerade sehr lebensnah

wirkt, kommen sie in der
Natur vor, zum Beispiel bei
Blumen: Schneeglockchen
haben 3 Bliitenblatter, But-
terblumen 5, Rittersporne 8,
Ringelblumen 13, Astern 21
und viele Géanseblimchen
34, 55 oder 89. Warum das
so ist, haben Wissenschaft-
ler erst 1993 herausgefun-
den. Es hat mit der Ent-
wicklung der Bliiten zu tun.
Fibonacci-Zahlen hdngen
eng mit dem Goldenen Schnitt zu-
sammen, der seit dem Altertum als
harmonisches Verhiltnis von Stre-
cken bekannt und in Kunst und Ar-
chitektur weit verbreitet ist.

Fiir die alten Griechen waren die

| rationalen Zah-
' len die einzigen
| zuldssigen Zah-
len. Insbeson-

dere der Mathe-
matiker Pytha-

Gibt es noch
andere Zahlen
als die ratio-
nalen Zahlen?

goras — der im 6. Jahrhundert v. Chr.
lebte - glaubte, die ganze Welt auf
sie zurtuckfithren zu konnen, nach-
dem er die schwingende Saiten einer
Leier untersucht hatte. Pythagoras
zupfte an einer Saite, die auf ganzer

Der GOLDENE SCHNITT
teilt eine Strecke so in zwei
Abschnitte, dass sich das
grofiere Teilstiick zur Gesamt-
strecke verhilt wie das kleine-
re Stiick zum grofieren. Hat die
Gesamtstrecke die Lange 1
und das grifiere Teilstiick die
Lange a, ist das kleinere 1-a
lang. Beim Goldenen Schnitt
giltdanna/1=(1-a)/a. Das
ist fiir a = 0,618... erfiillt.

Mit FIBONACCI (um 1200)
erlebte die Mathematik im
Mittelalter in Europa einen
Aufschwung. Das Fach war bei
den alten Griechen zwar
bereits weit entwickelt, doch
geriet das meiste davon in Ver-
gessenheit und wurde erst
mehr als tausend Jahre spdter
wieder entdeckt. Schuld daran
waren die Romer, die sich nur
fiir Anwendungen interessier-
ten. So bewunderten sie etwa
die Wurfmaschinen und Hebel-
krine des Archimedes (um
285-212 vor Christus). Die
zugrunde liegenden Berech-
nungen vernachldssigten sie.



(um 570 bis um 480 v. Chr.)

war iiberzeugt, die gesamte
Welt sei mit ganzen Zahlen
und deren Verhdltnissen zu-
einander, den Briichen also, zu
erkldren. Das machte fiir ihn
die Schinheit der Mathematik
aus. Doch sein Schiiler Hippa-
sus bewies ihm, dass die Wur-
zel aus 2 keine rationale Zahl
sein kann. Pythagoras griff
daraufhin angeblich lieber zu
Gewalt, als seine Weltsicht zu
andern und lie? Hippasus kur-
zerhand umbringen.

Der Ton klingt nur dann
harmonisch, wenn die Saite so
festgehalten wird, dass die
Ldngen der beiden Teilstiicke
in einem ganzzahligen Verhiilt-
nis zueinander stehen

Lange frei schwingen konnte. Dann
hielt er sie an bestimmten Punkten
fest, schlug sie an und notierte, ob
der entstehende Ton mit dem
Grundton der frei schwingenden
Saite harmonisch klang. Dies war der
Fall, wenn er die Saite in der Mitte
fixierte oder an einem Punkt, der die
Saite in zwei Stuicke teilte, deren
Lingen zum Beispiel im Verhaltnis
2 zu 3 oder 3 zu 4 standen. Miss-
klange ergaben sich, wenn Pythago-
ras die Saite so festhielt, dass die
beiden Teilstiicke nicht in einem
ganzzahligen Verhaltnis standen.
Nachdem Pythagoras ganze Zah-
len auch bei den Umlaufbahnen der
Planeten und anderen Naturereig-

nissen entdeckt hatte, rief er aus:
JAlles ist Zahl.,” Er meinte damit, die
gesamte Welt mit ganzen Zahlen
und deren Verhiltnissen zueinander
erklaren zu konnen. Vermutlich wi-
derlegte ihn da bereits sein Schiler
Hippasus.

200 Jahre spater schrieb der Grie-
che Euklid eine Abhandlung, in der
er bewies, dass die Zahl, die mit sich
selbst multipliziert 2 ergibt, keine
rationale Zahl sein kann. Die Zahl,
die 2 ergibt, wenn man sie mit sich
selbst malnimmt, hei3t Wurzel aus
2. in Zeichen V2. Es gilt also
V2. \2' = 2. Auch das Streckenver-
haltnis beim Goldenen Schnitt st

keine rationale Zahl.
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licht eine Denk-
aufgabe, die auf
den griechischen
Philosophen Ze-
non von Elea (um
490-430 v. Chr)
zuruckgeht: Achilles, der griechische
Held, tritt zu einem Wettlauf gegen
eine Schildkrote an. Das Tier be-
kommt hundert Meter Vorsprung.
Kann Achilles es jemals tiberholen?
Wenn er den Startpunkt der Schild-
krote erreicht, ist die immer schon
ein Stuck weiter. Und bis er dieses
Stiick rennt, hat die Schildkrote be-
reits wieder etwas Boden gutge-
macht. Diese Uberlequng lasst sich
beliebig oft wiederholen, also ge-

Kann Achilles
die Schildkrote

tiberholen?
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Klingt Giberzeugend, oder?
Die Beweisfiihrung ist zwar
in sich schliissig. Doch hat die
Sache mit der Schildkréte ei-
nen Haken. Das wird schnell
klar, bringt man Zahlen ins
Spiel. Ist Achilles etwa zehn-
mal so schnell wie sie,
schafft sie zehn Meter,
widhrend der Held zu
threm Start lauft; einen
weiteren Meter, bis er die-
se zehn Meter aufgeholt
hat; noch mal zehn Zenti-
meter, bis er diesen Meter
wettgemacht hat... Das
kann man zwar bis ins
Unendliche fortfiihren,

| Achilles im
Wettlauf mit
der Schildkriite
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doch die Gesamtlange der betrach-
teten Wegstiicke bleibt mit 111,111
Meter beschrankt. Nach dieser
Strecke uiberholt der strahlende Held
die Schildkrote und zieht davon.

GEOMETRIE heifit das
wichtigste mathematische
Gebiet, das sich mit dem
Raum beschiftigt. Das Wort
kommt aus dem Griechischen
und heif3t wortlich iibersetzt
»Landvermessung® . In der
Antike wie heute hat die
Geometrie hichst praktische

Schon die alten Agypter wussten,
wie sie die Hohen
ihrer riesigen Py-
ramiden bestim-
men konnten. Sie
schlugen dazu
einen Stab neben
der Pyramide in den Boden. Dann
maBen sie dessen Schatten und den
Schatten der Pyramide. War der
Stock drei Meter lang, sein Schatten
6 Meter und der der Pyramide
40 Meter, so musste das Bauwerk 20
Meter hoch sein. Denn das Langen-
verhiltnis von Schatten zu Objekt

Wie kann man

Hohen

o messen?
Bedeutung. Sie hilft zum

Beispiel, Felder zu vermes-
sen, Hauser mit geraden
Wénden und ebenem Boden
zu bauen, Schiffe zielsicher
iiber das Meer zu lenken und
Raumschiffe sicher zur Erde
zuriickzubringen.
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Den Raum mathematisch zu erfassen ist

beim Bau von Pyramiden ebenso
wichtig wie beim Flug von Raumschiffen

‘musste bei Pyramide und Stock

gleich sein. Fiir beide stand die Son-
ne schlieBlich gleich hoch.

Wer nicht immer einen Pflock in
den Boden rammen will, kann sich
ein einfaches Instrument aus Pappe
und einem Stiick Holz bauen: Auf
der unteren Kante eines 10 Zentime-
ter breiten und 11 Zentimeter lan-
gen Stiicks Pappe zeichnet man alle

So mafien die Agypter die Héhe einer Pyramide.
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Zentimeter einen Strich. Will man
genauere Ergebnisse erzielen, teilt
man die Zwischenrdume zwischen
den Zentimeterstrichen noch in
Zehntel, also in Millimeter. Dann
werden die Striche nummeriert und
die Pappe an einer etwa 1 Zentime-
ter dicken und 10 Zentimeter langen
Latte mit Leim oder ReiBnigeln be-
festigt. In das Holz schligt man
oben zwei kleine Négel ein und be-
festigt an dem Ende, an dem die
Nummerierung beginnt, eine 15
Zentimeter lange Schnur. An die
Schnur knotet man ein Gewicht, et-
wa das Senkblei einer Angel. Um mit
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Mit einem einfachen selbst gebastelten
Messinstrument kann man die Héhe von
Bdumen oder Hédusern bestimmen

diesem Instrument die Hohe eines
Baumes, Strommasten oder Hauses
zu messen, peilt man iber die bei-
den Nagelkopfe deren Spitze an. Die
Schnur kreuzt dann die aufgezeich-
nete Skala. Wir schreiben die Zahl
auf, deren Strich sie am nahesten
kommt. Dann messen wir die Ent-
fernung zu Baum, Strommast oder
Haus in Metern. Diese Entfernung
wird mit der notierten Zahl malge-
nommen und das Ergebnis durch 10
geteilt. Nun miissen wir nur noch
die Hohe des Messinstruments tber
dem Boden dazuzdhlen und erhal-
ten die Hohe des Gegenstands.

Der griechische Philosoph
PLATO (um 428-348 v. Chr.)
schrieb: ,,O0bwohl Geometer
bei ihren Untersuchungen zur
Unterstiitzung reale Figuren
zeichnen, denken sie nicht an
diese Figuren, sondern an die
Dinge, die diese Figuren dar-
stellen. So ist das ,Quadrat an
sich* oder der ,Durchmesser an
sich’ der Gegenstand ihrer
Argumente.”

Drei feste Punkte geniigen,
um Ort und Flugrichtung des
Space Shuttle zu bestimmen



Ein Beispiel: 40 Meter von einem
Baum entfernt, dessen Spitze wir
anpeilen, geht die Schnur auf der
Pappe durch die 3. Dann rechnen
wir 3 - 40 = 120. Halten wir den
Hohenmesser ein Meter tber dem
Boden, ist der Baum % +1=13
Meter hoch.

Ebene Geometrie beschéftigt sich

Was ist ebene
Geometrie?

mit den Eigen-
schaften der Hi-
guren, die in ei-
ner Ebene liegen.
Schon der grie-
chische Mathe-

THALES VON MILET
(um 625-547 v. Chr.) brachte

die dgyptische Pyramiden-
vermessung auf eine Formel
und wies nach, dass das
Verfahren in allen denkbaren
Féllen funktionierte. Er schuf
so einen der ersten mathema-
tischen Beweise, Wahrend
sich die Agypter mit prakti-
schen Anwendungen zufrieden
gaben, fragten Jahrhunderte
spdter die Griechen nach, wel-
che allgemeinen Regeln zu-
grunde lagen. Damit machten
sie den grofien Schritt von der
Praxis zur Theorie.

Die wichtigsten Figuren der
ebenen Geometrie

matiker Euklid hat sie beschrieben.
Um die Geometrie der alten Grie-
chen kommt heute noch kein
Schiiler herum.

Die wichtigsten Begriffe der Geo-
metrie sind Punkt, Linie, Gerade,
Kreis, Winkel und Dreieck. Ein Punkt
zeigt eine Stelle im Raum an. Er hat
keine Linge, Breite, Hohe oder
Tiefe. Einen mathematischen Punkt
kann es nur in Gedanken geben.
Denn kein noch so feiner Bleistift
vermag einen Punkt zu malen, der

¢ Punkt

Linie

———

e ——

T

\ Winkel

e

‘\ Rechter Winkel

keine Ausdehnung hat. Eine Linie
ist ein Strich, der keine Breite hat,
also unendlich diinn ist. Eine Ge-
rade ist eine gerade Linie, die in
beide Richtungen unendlich lang
ist. Ein Kreis besteht aus allen
Punkten, die zu einem vorgegebe-
nen Punkt, dem Mittelpunkt, den
gleichen Abstand haben. Dieser
Abstand wird Radius genannt. Die
doppelte Lange des Radius heilt
Durchmesser.

Winkel werden von zwei geraden
Linien gebildet, die von demselben
Punkt ausgehen. Zeichnet man um
den gemeinsamen Punkt der beiden
Linien einen Kreis und liegt zwi-
schen den beiden Linien genau ein
Viertel des Kreises, bilden diese ei-
nen rechten Winkel.

Ein Vieleck ist eine Figur in der
Ebene mit lauter geraden Seiten.
Ein Vieleck mit drei Seiten heil3t
Dreieck, mit vier Seiten heil3t es
Viereck. Ein Vieleck mit lauter
gleich langen Seiten und gleich
groBen Winkeln heilt regelmaBiges
Vieleck. Ein regelmaBiges Viereck ist
ein Quadrat.

Quadrat

Dreieck

Vieleck
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Um Figuren in der Ebene oder im

Raum zu berech-
Was sind nen, haben Ma-
kartesische thematiker eine
Koordinaten- Verbindung zwi-
systeme? schen der Geo-
metrie und der

Welt der Zahlen geschaffen. Eine
Zahlengerade ist eine Gerade, auf
der ein Punkt als Nullpunkt festge-
legt ist, und bei der alle anderen
Punkte durch ihren Abstand von
diesem Nullpunkt bestimmt wer-
den. 4 entspricht so zum Beispiel
dem Punkt, der 4 Einheiten (etwa
Millimeter, Zentimeter oder Kilome-
ter) von der Null nach rechts liegt.
-2 befindet sich 2 Einheiten links
vom Nullpunkt.

Bilden zwei Zahlengeraden einen
rechten Winkel und haben sie als

Kartesische Koordinatensysteme

ausgespannt wird, lasst sich durch
ein Paar von Zahlen beschreiben.
(4,1) etwa ist der Punkt, zu dem
man gelangt, wenn man vom
Schnittpunkt der Geraden 4 Einhei-
ten auf der ersten lduft und dann 1
Einheit in Richtung der zweiten.
(4,1) nennt man dann die Kordina-
ten des Punktes. Die beiden Zahlen-
geraden heiBen auch die Achsen des
Koordinatensystems.

Mit kartesischen Koordinaten-
systemen lassen sich nicht nur Ebe-
nen erfassen, sondern auch der
Raum. Dazu brauchen wir eine wei-
tere Zahlengerade, die die beiden
anderen im Nullpunkt schneidet und
mit jeder von beiden einen rechten
Winkel bildet. Dann lédsst sich jeder
Punkt mit drei Zahlen beschreiben.
(4,1,-3) ist der Punkt, den man

In der Ebene: (4,1) etwa ist der Punkt, zu dem man gelangt, wenn man vom Schnittpunkt der
beiden Achsen 4 Einheiten auf der ersten lduft und dann 1 Einheit in Richtung der zweiten.

Im Raum: (4,1,—3) ist der Punkt, den man erreicht, wenn man 4 Einheiten auf der ersten Achse,
1 auf der zweiten und —3 oder 3 Einheiten nach unten auf der dritten wandert

gemeinsamen Punkt ihre Nullpunk-
te, bilden sie ein so genanntes kar-
tesisches Koordinatensystem, das
nach dem franzosischen Philoso-
phen und Mathematiker René Des-
cartes - lateinisch: Renatius Cartesi-
us - benannt ist. Jeder Punkt der
Ebene, die durch die beiden Geraden
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erreicht, wenn man 4 Einheiten auf
der ersten Achse, 1 auf der zweiten
und -3 (das heiBt 3 Einheiten nach
h{ﬂten] auf der dritten wandert. Weil
wir drei Achsen brauchen, sprechen
wir vom dreidimensionalen Raum.
Ebenen haben hingegen die Dimen-
sion zwel.

RENE DESCARTES (1596-
1650) ist heute vor allem we-

gen seines beriihmten Aus-
spruches ,,Cogito ergo sum”
(lateinisch fiir: ich denke, also
bin ich) bekannt. Der franzdsi-
scher Philosoph, Naturwissen-
schaftler und Mathematiker
stellte die Aussagen anderer,
aber auch das, was er selbst
sah, horte und fiihlte, in Zwei-
fel. Stattdessen riickte er das
Denkeﬁ in den Mittelpunkt.



ARCHIMEDES (285-212
v. Chr.), griechischer Mathe-
matiker und Physiker, berech-
nete die Fldche eines Kreises,
indem er sie mit Vielecken
anndherte (siehe Abbildung

rechts) und dann deren

Flichen ermittelte. Uberdies
konstruierte er Flaschenziige,
Schrauben, Hebekrdane und

Wurfmaschinen.

DOSENMATHEMATIK

Mit Hilfe einer Konservendose
und eines Papierstreifens ldsst
sich die Kreiszahl TT ndhe-
rungsweise bestimmen. Wir
wickeln das Papier um die
Dose und markieren die Stelle,
an der es sich zu iiberlappen
beginnt. So bestimmen wir
den Umfang der Biichse. Dann
messen wir, wie dick sie ist.
Unser Radius r ist die halbe
Dosendicke. Bezeichnet U die
Linge des Papierstreifens bis

zur Markierung, gilt:

U=2-.r-m,

__U_
alsom= @D

Ein Quadrat der Seitenldnge a

Was ist die
Kreiszahl n?

hat die Flache a’
Die Fldche eines
Kreises ldsst sich
nicht so leicht
berechnen. Doch
schon die alten

Griechen konnten sie zumindest
naherungsweise bestimmen. Be-
zeichnet F die gesuchte Flache und
r den Radius des Kreises, gilt:

F=1r-1.

wobei m die Kreiszahl ist und den
Wert 3,14159... besitzt. w ist ein
Buchstabe aus dem griechischen Al-
phabet und wird Pi gesprochen. Fiir
den Umfang U eines Kreises, also die
Lange der Kreislinie, gilt

U=2-.-1r:.1.

Archimedes berechnete den Wert
von T, indem er in einen Kreis ein
regelméBiges Vieleck einbeschrieb
(siehe Zeichnung). Fir ein 96-Eck
fihrte er die Rechnung durch und
kam zu dem Wert 3,14084...

Der deutsche Mathematiker Lu-
dolph van Ceulen (1540-1610) wid-
mete einen GroBteil seines Lebens
der moglichst genauen Bestimmung
von 7. Er bestimmte die Flache von
Vielecken mit mehreren Billionen
Ecken. So tiiftelte er die ersten 35
Stellen nach dem Komma von 7 aus.

Mit Computern und anderen Re-
chenmethoden haben Wissenschaft-
ler T inzwischen auf viele Milliarden
Stellen hinter dem Komma ermittelt.
Bis auf die letzte Stelle wird man die
Kreiszahl aber nie berechnen kon-
nen. Denn 7 ist keine rationale Zahl.
Sie hat unendlich viele Stellen hinter
dem Komma. Anders als bei rationa-
len Zahlen wie zum Beispiel % =
0,333... wiederholen sich die Ziffern
bei m auch nicht in einem regel-
maBig wiederkehrenden Muster.

Eine der beriihmtesten mathema-

tischen Aussa-
gen ist der Satz

:?tsz f;ﬁt L des Pythagoras,
dem zufolge in
Pythagoras?

jedem Dreieck,
das einen rech-

ten Winkel hat, das Quadrat Uber
der lingsten Seite der Summe der
beiden Quadrate {iber den beiden
kiirzeren Seiten ist. Ublicherweise
werden die Seitenldngen mit den
Buchstaben a, b und ¢ bezeichnet,
wobei ¢ fiir die langste Seite steht.
In Kurzform lautet der Satz dann

sen den Satz schon lange vor Pytha-
goras. Bewiesen hatten sie ithn mit
einer Art Puzzle (siehe Seite 28): Ein
Quadrat der Seitenldnge a + b ldsst
sich einmal aus einem Quadrat der
Seitenldnge ¢ und vier Dreiecken mit
den Seiten a, b und ¢ zusammenset-
zen, einmal aus einem Quadrat der
Seitenldnge a, einem der Seitenlan-
ge b und ebenfalls vier Kopien des
Dreiecks. Bezeichnet F die Flache
des Dreiecks, gilt also:
4.F+ct=(a+b)=4-F+ a*+ b
Zieht man auf beiden Seiten 4 - F ab
ergibt sich ¢* = a*> + b’

Kaum ein mathematischer Satz
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SREESCRRIE SRR

Der Lehrsatz des Pythagoras

Links ein Dreieck der Seitenléingen a, b und ¢ mit den Quadraten (iber den Seiten. Rechts ist ein
Quadrat der Seitenlinge a + b auf zwei verschiedene Weisen zusammengesetzt. In beiden Fillen
taucht das Dreieck viermal auf. Demnach miissen die Restfldchen iibereinstimmen: a® + b> = ¢

wurde auf so viele verschiedene Ar-
ten bewiesen wie der ,Pythagoras”.
Bekannt sind mehrere hundert ver-
schiedene Beweise des a* + b* = ¢
Auf der Liste der Autoren finden sich
beriihmte Manner wie Leonardo da
Vinci (um 1693-1739), der frithere
Prasident der USA James Abram
Garfield (1831-1881) und Albert
Einstein (1879-1955). Der Marchen-
dichter Hans Christian Andersen
(1805-1875) fasste einen Beweis in
Reime. Anfang des 19. Jahrhunderts
sollten groBe Getreidefelder ange-
legt werden, die den Satz darstellen.
So wollte man AuBerirdischen zei-
gen, dass auf der Erde vernunft-
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begabte Bewohner wandelten. Of-
fensichtlich ging man davon aus,
jedes intelligente Wesen miisse den
Satz von Pythagoras kennen.

Die Linge der Diagonalen, die

. wir mit d be-
Wie lang ist zeichnen, ldsst
die Diagonale sich mit dem
in einem Satz von Py-
Quadrat der thagoras  be-
Seitenlange 1? | rechnen. Denn

die Diagonale

bildet zusammen mit zwei Seiten
des Quadrats ein rechtwinkliges
Dreieck. Es gilt daher: d*> = 17 + 17 =
2. Daraus folgt d = V2.

Wir konnen das aber auch an ne-
benstehender Zeichnung ablesen.
Das groBe auf der Spitze stehende
Quadrat ist doppelt so groB wie das
kleine, das die Fliche 1 hat. Denn es
setzt sich aus vier gleich groBen
Dreiecken zusammen, von denen
zwei genugen, um das kleinere Qua-
drat zu fillen. Also hat das groBe
Quadrat die Fliache 2. Eine seiner
Seiten ist die Diagonale des kleinen
Quadrats. Das groBe Quadrat hat

daher die Seitenlinge d. Somit gilt
d? = 2, und das bedeutet d = V2!

ALBERT EINSTEIN (1879-
1955), beriihmter Physiker,
bekam als 11-Jdhriger Privat-
unterricht in Geometrie von
einem Onkel. Grundlage des
Unterrichts waren die Schrif-
ten des griechischen Mathe-
matikers Euklid. Der kleine
Albert fand die Beweise teil-
weise unndtig umstédndlich,
vor allem den fiir den Satz des
Pythagoras. Also setzte er
sich kurzerhand hin und
tiiftelte einen neuen aus.

ﬁuninmw ""'"""”in.

Der Satz des Pythagoras wurde
sogar in der Schokoladen-
werbung benutzt

Links: Die Ldnge der Diagonale
eines Quadrats ldsst sich be-
stimmen, indem man sie als
Seite eines zweiten, doppelt so
grofien Quadrats ansieht



Die 4 ELEMENTE"’ von
Euklid markieren den Beginn
der modernen Mathematik.
Der Grieche formulierte in
den 13 Bianden Grundannah-
men, die er nicht weiter be-
wies, und folgerte aus ihnen
mathematische Sitze. Die
Biicher sind das am hdufigsten
gedruckte wissenschaftliche
Werk. Seit dem Altertum
werden sie immer wieder neu
herausgegeben.

KREIS UND GERADE
waren fiir die Griechen die
wichtigsten Figuren der Geo-
metrie. Deswegen versuchten
sie, alles mit Zirkel und Lineal
zu konstruieren. Markierungen
am Lineal durften dabei nicht
verwendet werden.

.....
______
2

Den alten Griechen schienen nur

und Zirkel
konstruieren?

Lineal und Zir-
Lasst sich jede | kel als Werkzeu-
Figur mit Lineal | ge in der Geo-
metrie zuléssig.
Viel spéter erst
stellte sich her-

aus, dass Gerade und Kreis nicht
genugen. Jahrhundertelang plagten
sich die Gelehrten etwa damit, einen
beliebigen Winkel nur mit Lineal
und Zirkel in drei gleiche Teile zu
zerlegen. Erst im 19. Jahrhundert
bewies der franzosische Mathemati-
ker Pierre Laurent Wantzel (1814-
1884), dass sich bestimmte Winkel
nicht mit diesen beiden Werkzeugen
teilen lassen.

Von den Aufgaben, welche die
Griechen mit Zirkel und Lineal be-
waltigen wollten, stellten sich noch
zwei andere als unlosbar heraus:
Mit den beiden Hilfsmitteln allein
|dsst sich weder aus einem Kreis ein
Quadrat gleicher Fliche konstru-
ieren (man nennt das die "Quadra-
tur des Kreises“) noch aus einem
gegebenen Wirfel ein zweiter ablei-
ten, der doppelten Inhalt hat. Auch
das ist Mathematik: Zu beweisen,
dass bestimmte Aufgaben nicht zu
schaffen sind.

Allein mit Zirkel und Lineal ist es
nicht maglich, aus einem Wiirfel
einen zweiten Wiirfel mit doppeltem
Inhalt zu konstruieren

Der deutsche Physiker Albert Einstein ent-
wickelte mit mathematischen Methoden die
Relativitditstheorie, die Anfang des 20. fahrhun-
derts die Physik umstiirzte

Fiir viele Mathematiker fing die

moderne Ma-
thematik  mit
dem Erscheinen
von Euklids 13-
bandigem Werk
+Elemente” um

Was ist das
Parallelen-
axiom?

das Jahr 300 v. Chr. an. Der griechi-
sche Gelehrte erklarte darin die Geo-
metrie nicht wie seine Vorganger
mit zahllosen Zeichnungen, sondern
rein logisch. Er beschrieb zundchst
eine Reihe von Tatsachen, die er
als giiltig oder gottgegeben voraus-
setzte. Eine solche Tatsache nennt
man Axiom (,Ursatz“). Eine davon
lautet zum Beispiel: Von jedem
Punkt ldsst sich eine Gerade zu je-
dem anderen beliebigen Punkt zie-
hen. Aus seiner Liste von Vorgaben
folgerte er dann alles Weitere. Damit
fuhrte Euklid erstmals modernes
mathematisches Denken vor: Aus-
gehend von bestimmten Grund-
annahmen, die man einmal macht
und dann nicht mehr weiter hinter-
fragt, gilt es, moglichst viele Aus-
sagen zu beweisen.
Jahrhundertelang war Euklids
fiinfte Annahme, das so genannte
Parallelenaxiom, umstritten: Zu je-
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der Gerade g und jedem Punkt P,
der nicht auf ihr liegt, gibt es genau
eine Gerade durch P, die g nicht
schneidet. Diese Gerade nennt man
Parallele zu g durch den Punkt P.
Viele Forscher hofften, diese Annah-
me nicht eigens treffen zu missen,
sondern aus den ersten vier ableiten
zu konnen. Doch stellte sich das als
unmoglich heraus. Mathematiker
konstruierten Geometrien, die auf
Euklids ersten vier Annahmen und
der Verneinung der flinften beru-
hen. Was zundchst wie eine mathe-
matische Spielerei aussah, fand An-
fang des 20. Jahrhunderts seine
Anwendung. Albert Einstein erkann-
te in einer dieser Geometrien die
Mathematik fiir seine Allgemeine
Relativitatstheorie.

P LAT O N

Platonische Kérper heiien Figuren im

Raum, deren Seiten alle regelmdfiige Viel-

ecke mit gleicher Eckenzahl
sind. Benannt sind sie
nach dem griechi-

Tetraeder
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LDer Ball ist rund”, weiB jeder

FuBballfan.

Genau betrach-
tet stimmt das
jedoch gar
nicht. FuBbélle
sind vielmehr

Sind FuBBbille
rund?

S CHE

aus verschiedenen Flachen zusam-
mengesetzt, genauer gesagt aus 12
Finf- und 20 Sechsecken. Zudem
sind die Finfecke regelméBig, das
heiBt ihre Seiten sind gleich lang
und je zwei benachbarte Seiten bil-
den den selben Winkel, ebenso die
Sechsecke. Die Fiinfecke sind dabei
von jeweils 5 Sechsecken umgeben,
die Sechsecke von 3 Finf- und
3 Sechsecken.

Eine Ecke ist nun jeder Punkt, an
dem mehr als zwei Seiten zusam-

K O RPER

schen Philosophen Plato. Es gibt genau
fiinf platonische Korper: Tetraeder haben

.. 4 Fldchen, Wiirfel 6, Okta-

eder 8, Dodekaeder 12
und lkosaeder 20.
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Ikosaeder

.....
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Dodekaeder

Oktaeder

Bei der HYPERBOLISCHEN
GEOMETRIE besteht die Welt
— im Gegensatz zur ebenen
Geometrie — aus einem Kreis.
Punkte sind alle Punkte im
Inneren des Kreises, Geraden
sind die Stiicke von herkémm-

. .
P

lichen Geraden, die sich im
Kreis befinden. Mit dieser
Definition gibt es zu jeder
Geraden viele Geraden, die sie
nicht schneiden und durch den
selben Punkt gehen. Die ande-
ren vier Grundannahmen des
Euklid sind hingegen erfiillt.




LEONHARD EULER
(1707-1783) ist der Meister der
Vermutungen. Kein anderer
Mathematiker stellte wohl so
viele Behauptungen auf wie
der Schweizer. Die meisten
davon erwiesen sich als rich-
tig, manche waren aber falsch.
Die Verdienste Eulers
schmdlert das jedoch nicht.
Denn auch das Widerlegen von
Vermutungen brachte die ma-
thematische Forschung voran.

BASTELBOGEN FUR EINEN FussBALL

menstoBen. Beim FuBball sind es je-
weils genau drei Seiten und nicht
mehr. Bei anderen aus Vielecken zu-
sammengesetzten Kdérpern konnen
freilich auch mehr als 3 Seiten in ei-
nem Punkt aneinanderstoBen. Wie
viele ,Ecken” hat der FuBball? Dazu
uberlegen wir uns, dass jede Ecke an
einem Funfeck hidngt, und keine
zwei Flinfecke eine Ecke gemeinsam
haben. Daher muss es fiinfmal so
viele Ecken wie Fiinfecke geben:
5 - 12 = 60. Wie viele ,Kanten” hat
der FuBball? Jedes Fiinfeck hat
5 Kanten, jedes Sechseck 6. Rechnen
wir nun finfmal die Anzahl der
Flnfecke plus sechsmal die Anzahl
der Sechsecke, also 5 - 12 + 6 - 20,
zdhlen wir jede Kante doppelt, da je-
de Kante genau zwei Flichen be-
grenzt. Die Anzahl der Kanten ist da-

Kopiere die Seite, schneide entlang der dicken Linien und falte
entlang der diinnen. Richtig gefaltet iiberdecken sich die Felder
gleicher Nummer. Klebe sie zusammen, und du hast einen
»Fupball”, bei dem die Fiinfeckseiten Locher sind

her die Hilfte dieses Werts:
2-1226:20 _ 150 _ 90, Fir die

Anzahl der Flachen mussen wir nur
die Anzahl der Finf- und Sechsecke
zusammenzahlen: 12 + 20 = 32.
Nun berechnen wir Anzahl der
Ecken minus Anzahl der Kanten plus
Anzahl der Flachen: 60 - 90 + 32 = 2.
Das Ergebnis ist kein Zufall, sondern
gilt fir alle Figuren, deren Seiten
Vielecke sind und die nirgendwo
nach innen gewolbt sind, das heif3t
keine Delle haben. Das hat als Erster
der Schweizer Mathematiker Leon-
hard Euler in 18. Jahrhundert bewie-
sen. Beispiele fiir Eulers Satz sind et-
wa der Wurfel: Er hat 8 Ecken, 12
Kanten und 6 Flichen: 8 - 12 + 6 =
2. Oder die Pyramide: Sie hat (den
Boden mitgezdhlt) 5 Ecken, 8 Kan-
ten und 5 Flachen: 5 -8 + 5 = 2.
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Die klassische Geometrie des
dreidimensionalen
Raumes  kennt
nur glatte Figu-
ren wie Kugeln
oder Wiurfel. Die
Wirklichkeit sieht
aber anders aus. Wolken sind keine
Kugeln, Berge keine Wiirfel, und
Rinde ist nicht glatt. Diese einfache
Erkenntnis brachte den in den USA
lebenden Mathematiker Benoit
Mandelbrot darauf, eine neue Geo-
metrie zu suchen. Als wichtigste Ei-
genschaft sah er die Selbstahnlich-
keit an, die er uberall in der Natur
beobachtete: Betrachtet man nur
die Form und nicht die GroBe,
ahnelt der Ast dem ganzen Baum,
der Zweig dem Ast, die Adern in ei-
nem Blatt dem Zweig. Berge haben
Ahnlichkeit mit Felsen, Felsen mit
Steinen, Steine mit Sandkdrnern.
Die Figuren von Mandelbrots frakta-
ler Geometrie zeichnen sich eber

Was ist
fraktale

Geometrie?

falls dadurch aus, dass sie sich selbs

ahnlich sind. Anders als die Figu
der klassischen Geometrie, die f

il
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vorgegeben sind, entstehen die so ge-
nannten Fraktale durch Wachstum.
Um sie zu konstruieren, geht
man schrittweise vor. Eine gerade
Linie etwa wird nach einer bestimm-
ten Vorschrift verandert. Auf das Er-
gebnis wird dieselbe Regel ange-
wandt, das Resultat davon wird
wiederum genauso behandelt. Bei
der Schneeflockenkurve (siche Ab-
bildung Seite 34) zum Beispiel ver-
wandelt sich im ersten Schritt das
mittlere Drittel einer geraden Linie
in einen Zacken. Im nachsten Schritt
werden jeweils die mittleren Drittel
aller geraden Linien durch einen

o
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Zacken ersetzt. Nach unendlicher
Wiederholung dieses Verfahrens er-
gibt sich eine Linie, die an den Rand
einer Schneeflocke erinnert.

Frither war es muhselig und zeit-
aufwendig, dieselbe Regel Tausende
von Malen anzuwenden. Die Starke
von Computern liegt hingegen
gerade darin, dieselbe Anweisung in
atemberaubendem Tempo immer
wieder durchzufiihren. Deswegen

erlebte die fraktale Geometrie, deren
Vorldufer hundert Jahre zuriickrei-
chen, erst mit der Entwicklung der
Elektronenrechner

bruch.

ihren Durch-

Mathematiker zaubern fraktale Landschaften und ganze Planeten auf dhnliche
Weise, wie die Schneeflockenkurve gebildet wurde. In manchen Science-Fiction-
Filmen und Video-Spielen sind derartige fraktale Gebilde zu bewundern

So lautet der Titel eines Artikels,

den Benoit Man-
Wie lang ist delbrot im US-
die Kiiste amerikanischen
Grof3britan- Wissenschafts-
niens? magazin Science

veroffentlichte.

Schneeflockenkurve: Das mittlere Drittel jeder
geraden Strecke wird jeweils durch einen
Zacken ersetzt
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Die Antwort des Begriinders der
fraktalen Mathematik: Das kommt
auf den MaBstab an. Je genauer ein
Vermesser die Kistenlinie betrach-
tet, desto mehr Buchten und Vor-
spriinge tauchen auf, deren Kanten
er zur Linge dazuzdhlen muss.
Biicher geben Werte zwischen 7200
und 8000 Kilometern an. ,Natir-

liche Formen und Muster zeichnen.

sich dadurch aus, dass sie praktisch
keine charakteristische Linge ha-
ben”, sagt Mandelbrot.

Heinz-Otto Peitgen von der Uni-
versitdit Bremen und seine Mitarbei-
ter haben die Kiiste GroBbritanniens
auf Karten mit einem Zirkel gemes-
sen. Bei einer Zirkeleinstellung von
umgerechnet 500 Kilometern kamen
sie auf 2600 Kilometer Umfang, bei
17 Kilometern Abstand zwischen

CHAOSTHEORIE
Fraktale Geometrie zdhlt zur
facheriibergreifenden Chaos-
forschung, die sich mit grofien
Auswirkungen kleiner Verdn-
derungen beschéftigt. Sprich-
wortlich geworden ist der so
genannte Schmetterlings-Ef-
fekt: Kleinste Luftbewegungen
kénnen sich zu ungeahnter
Grofie hochschaukeln. So kann
- zumindest theoretisch - der
Fliigelschlag eines Schmetter-
lings in der Karibik einen Wir-
belsturm iiber China auslosen.



COMPUTER haben inzwi-
schen auch bei anderen Be-
weisen als dem des Vierfar-
bensatzes eine Rolle gespielt.
Die Forscher verringern das
Fehlerrisiko, indem sie die
Rechnungen auf mehreren
Anlagen mit unterschiedlichen

den Zirkelbeinen dagegen auf 8640
Kilometer. Je feiner der MaBstab,
desto groBer wird die Lange. Darin
unterscheiden sich Kistenlinien von
Figuren wie Kreisen oder Dreiecken.
Peitgen hat einen Kreis mit einem
Durchmesser von 1000 Kilometern
mit den gleichen Methoden wie
GroBbritanniens Kiiste vermessen.
War der Zirkel auf 500 Kilometer
eingestellt, berechnete er einen Um-
fang von 3000 Kilometern, fasste er
17 Kilometer, ergaben sich 3141 Ki-
lometer. Selbst wenn die Zirkel-
beine auch noch so nahe zusam-
menstehen, mehr als 1000 - =
(= 3141,592...) Kilometer kann nie
herauskommen.

Fraktale Kurven haben wie Kii-
stenlinien keine endliche Liange. Bei
der Konstruktion der Schneeflocken-
kurve etwa wird die Zackenkurven in
jedem Schritt ein Drittel langer als in
der Vorstufe. Da das Verfahren un-
endlich oft ausgefiihrt wird, wichst
die Lange unbeschriankt.

Da kein Mensch, auch kein Ma-
thematiker, nachvollziehen kann,
was ein Computer in iiber tausend
Stunden rechnet, blieb der Beweis
des Vierfarbensatzes in der Fachwelt
zundchst umstritten. Zumal da in
den ersten Jahren nach seiner Verof-
fentlichung immer wieder Fehler
darin entdeckt wurden. Appel und
Haken konnten diese aber jedes Mal
ausbessern. Inzwischen ist ihre Ar-
beit weitgehend anerkannt. Zudem
haben Mathematiker andere, weni-
ger komplizierte Beweise des Vier-
farbensatzes ersonnen. Keiner von
thnen kommt aber ganz ohne Com-
puterhilfe aus.

Programmen durchfiihren. Im Jahre 1852 zeichnete der
Bis heute weif} indes nie- englische Mathe- g giese einfache Landkarte braucht man
mand, ob sich der Vierfar- Wie viele matiker Francis bereits vier verschiedene Farben

Guthrie eine Kar-
te der Grafschaf- Mathematiker helfen Fahrpldne
ten des Konig- zfi - erstéllen,

Farben braucht
man fiir eine
Landkarte?

bensatz - oder irgendeine
andere mathematische Be-

hauptung - nur mit Hilfe von

Computern beweisen ldsst.

reichs. Dabei kam

er auf die Frage, wie viele Farben
mindestens notig sind, um eine be-
liebige Landkarte zu malen. Be-
nachbarte Ldnder sollten natiirlich
verschiedenfarbig sein. Guthrie ver-
mutete, dass vier Farben geniigen.
Am Beweis scheiterte er jedoch ge-
nauso wie seine Kollegen im Lauf
der ndchsten 124 Jahre. Die Lésung
fanden 1976 Kenneth Appel und
Wolfgang Haken von der Universitét
Chicago nach vier Jahren harter Ar-
beit und 1200 Stunden Rechenzeit
auf ihrem Computer.

Konnen neue neue StraBen

Straf’en zu zu planen und
mehr Stau zu ergriinden,
fiihren? wie Staus ent-

stehen. Manch-

mal kommen sie dabei zu verbliif-
fenden Ergebnissen. Der Bochumer
Mathematiker Dietrich Braess etwa
bewies, dass der Bau einer neuen
StraBe zu mehr Staus fithren kann:
Von A-Dorf nach D-Stadt fiihren
zwei Verbindungen, eine tber B-
Hausen und eine {tber C-Burg.
Sechstausend Autos fahren jeden
Morgen von A-Dorf nach D-Stadt.

35



Die Autobahnen von A-Dorf nach C-
Burg und von B-Hausen nach D-
Stadt sind gut ausgebaut und in 50
Minuten hinter sich zu bringen, egal

wie viele Autos auf ihnen fahren.
Die StraBen von A-Dorf nach B-

Hausen und von C-Burg nach D-
Stadt sind zwar relativ kurz, aber

Mathematiker untersuchen, wann es zum Stau
kommt

Der Bau der Autobahn fiihrt zu Staus auf den
Strafien von A-Dorf nach B-Hausen und von
C-Burg nach D-Stadt

sehr eng. Rollen tausend Autos auf
ihnen, brauchen sie 10 Minuten.
Sind es zweitausend, bendtigen sie
20 Minuten. Bei dreitausend ist die
Reisezeit 30 Minuten, bei viertau-
send 40, bei funftausend 50 und bei
sechstausend 60 Minuten. Schldgt
die eine Halfte der Fahrer den Weg
tiiber B-Hausen ein, die andere den
uber C-Burg, braucht jeder 80 Mi-
nuten von A-Dorf nach D-Stadt.
Und keiner erreicht schneller sein
Ziel, wenn er den anderen Weg
nimmt.

Nun lasst der Verkehrsminister
eine neue Autobahn bauen, tiber die
die Autos in zehn Minuten von B-
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Hausen nach C-Burg brettern kon-
nen. Keine gute ldee: Die neue
schnelle StraBBe lockt Fahrer an. Der
Verkehr auf den Strecken von A-
Dorf nach B-Hausen und von C-
Burg nach D-Stadt wichst dadurch
an - was die Reisezeit verldngert.
Und zwar fir alle Fahrer, selbst fur
diejenigen, die weiter liber die alte
Strecke brausen. Die Entlastung der
Autobahnen bringt nichts, da fir sie
in jedem Fall 50 Minuten gebraucht
werden. Sucht sich jetzt jeder Fahrer
die fir ihn glinstigste Verbindung,
sind alle 90 Minuten, also zehn Mi-
nuten ldnger, unterwegs. Auf den
StraBen von A-Dorf nach B-Hausen
und von C-Burg nach D-Stadt dran-
geln sich nun viertausend Autos, die
fiir die Engpésse jeweils 40 Minuten
brauchen. Und kein Fahrer kann sei-
ne Reisezeit verkiirzen, indem er ei-
ne andere Strecke wahlt.

Eine endgtltige Antwort auf die-

se Frage fand
Wie lassen ein  US-ameri-
sich Kugeln kanischer Ma-
moglichst thematiker erst
Platz sparend 1998. Tom Ha-
lagern? les von der Uni-

versitat Ann Ar-

bor im US-Bundesstaat Michigan
bewies, dass man Kugeln nicht en-
ger stapeln kann, als Soldaten dies
schon vor Jahrhunderten mit ihren
Kanonenkugeln taten. Heute schich-
ten Obsthandler ihre Orangen nach
der gleichen Regel auf: An zwei ne-
beneinander liegende Apfelsinen
legt man eine dritte so, dass sie die
beiden anderen bertlihrt. Jede weite-
re Frucht der untersten Schicht wird
nun so hingelegt, dass sie jeweils an
zwei schon hingelegte anstoBt. Ist
so die Tischflaiche bedeckt, geht es
an die zweite Schicht, die genauso
aussieht wie die erste. Die Orangen

Ein VERKEHRSSTAU auf der
Autobahn entsteht an Baustel-
len oder nach Unféllen. Oft
kommt es aber auch zu einem
Stau aus dem Nichts. Wie sich
ohne Verkehrshindernis ein
Stau bilden kann, haben Ma-
thematiker herausgefunden.
Bremst ein Autofahrer ab, etwa
weil ein Lastwagen vor ihm auf
seine Spur ausgeschert ist,
bemerkt das der Hintermann
oft erst spdt und muss deswe-
gen etwas stdrker bremsen.
Steigt dessen Hintermann
dann noch etwas heftiger aufs
Bremspedal, kann die Bremse-
rei bis zum Stillstand fiihren.

JOHANNES KEPLER (1571-
1630) ist vor allem wegen der

Keplerschen Gesetze bekannt,
die der deutsche Astronom

und Mathematiker von Him-
melsbeobachtungen der Pla-
neten herleitete. Sie beschrei-
ben den Lauf der Planeten um
die Sonne. Daneben entwickel-
te Kepler die Theorie der
Linsen und des Fernrohrs.



DIFFERENTIALRECHNUNG

Als Student saf} der beriihmte Physiker
Isaac Newton (1643-1727) einmal unter
einem Apfelbaum. Als ein herunterfallen-
der Apfel ihm beinahe auf den Kopf
plumpste, begann er, die Kraft zu unter-
suchen, die den Apfel zu Boden zieht. Wir
nennen diese Kraft Schwerkraft oder Gra-
vitation. Um den Fall des Apfels zu ver-
stehen, musste Newton erst ein neues
mathematisches Teilgebiet entwickeln,
das noch heute iiberaus wichtig ist: Die
Differentialrechnung. Mit ihr ldsst sich
Bewegung erfassen.

Damit die Rechnung einfacher wird,
stellen wir uns einen 80 Meter hohen
Apfelbaum vor. Ein Apfel féllt in der ers-
ten Sekunde 5 Meter herunter, in der
zweiten — durch die Schwerkraft schon
etwas schneller geworden - verliert er 15
Meter Héhe, in der dritten 25, in der vier-
ten 35. Dann hat er 8o Meter zuriickge-
legt und knallt auf dem Boden auf. Seine
Hohe betrdgt daher in Sekundenschritten
gemessen 8o, 75, 60, 35, 0 Meter.

Was sagt uns nun die Hohenrechnung
fiir den Apfel? Ein Muster ist in den Zah-

len kaum zu erkennen. Versuchen wir es
mit der Geschwindigkeit, mit der sich der
Apfel bewegt. Am Anfang ruht er, nach
einer Sekunde ist er rund 10 Meter pro
Sekunde (das sind 36 Kilometer pro
Stunde) schnell, nach zwei Sekunden 20
Meter pro Sekunde, nach drei 30. Nach
vier Sekunden landet er mit 40 Meter pro
Sekunde im Gras. Die Geschwindigkeiten
ergeben also ein einfaches Bild: o, 10, 20,
30, 40. Pro Sekunde legt der Apfel um 10
Meter pro Sekunde zu. Der Physiker sagt,
der Apfel erfahrt eine gleich bleibende

Beschleunigung von 10 Meter pro Sekun-
de zum Quadrat.

Statt immer nur in Sekundenschritten
kdnnte man auch nach Hohe und Ge-
schwindigkeit des Apfels zu jedem belie-
bigen Zeitpunkt fragen. Dazu zeichnen
wir ein kartesisches Koordinatensystem
(siehe Seite 26). Eine seiner beiden Ach-
sen steht dabei fiir die Zeit, die andere
fiir die Hohe. Tragen wir nun die Héhe
des Apfels zu jeder Zeit ein, ergibt sich
eine gekriimmte Linie. In einem zweiten
Koordinatensystem stellt die eine Achse
wieder die Zeit dar, die andere die Ge-
schwindigkeit. Da der Apfel nach unten
fallt, nehmen wir fiir letztere negative
Zahlen. Hier ergibt sich eine Gerade.
Newton erkannte, dass das Muster fiir
die Geschwindigkeit einfacher ist als das
fiir die Hohe, und entwickelte ein Rechen-
verfahren, wie man von dem einen zum
anderen kommt: die Differentialrech-
nung. Mit ihr lassen sich Anderungsraten
bestimmen. In Zeichnungen entspricht
die Anderungsrate dem Grad der Stei-
gung oder des Abfallens einer Linie.

Ort

rutschen dabei von selbst an die
richtige Stelle, namlich in die
Lucken der unteren Lage. So lasst
sich Schicht auf Schicht fiigen. Der
Anteil Frucht am Raum, den der
Stapel einnimmt, betrdagt bei dieser

© 1t 2 3 &  Anordnung knapp drei Viertel.
o 2eN Dass es nicht dichter geht,

-10 4 behauptete der Astronom
=20 Johannes Kepler bereits
30 - 1609. Es zu beweisen,
"40 - stellte sich aller-
Geschwindigkeit dings als schwierig

Der Fall des Apfels ergibt heraus. Das Pro-

eine gebogene Linie, seine blem blieb 389

Geschwindigkeit eine

G Jahre offen -

langer als die
berihmte Fer-

matsche Vermutung (siehe Seite 17).
/Zwar behaupteten einige Mathema-
tiker, sie hatten es bewadltigt. Doch
jedes Mal fanden ihre Kollegen
Liicken in der Beweisfiihrung. ,Die-
ses Gebiet der Mathematik ist

bertichtigt fiir seine falschen Be-
weise”, erklart Tom Hales, der
1998 den Beweis geschafft
hat. ,Ich verbrachte meh-

rere Monate damit, die
~ Arbeit zu priifen.”

So lassen sich
Orangen am dich-
testen stapeln
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Wahrscheinlichkeit

Wirft man eine Miinze in die
| Luft, landet sie
entweder mit der

Wie oft hat Zahl oder mit
man Gliick? dem Wappen
nach oben. Fir
beides stehen die

Chancen gleich gut. Mathematiker
sagen, die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass der Kopf nach oben zeigt, be-
tragt % In der Mathematik ist die
Wahrscheinlichkeit fir ein Ereignis
immer eine Zahl zwischen 0 und 1.
Beim Wirfeln eine ,6" zu wiurfeln
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etwa hat die Wahrscheinlichkeit ¢ .
Denn der Wirfel fallt auf eine seiner
sechs Seiten, und die Chancen dafir,
dass die ,,6” nach oben zeigt, sind so
groB wie die fir jede andere Wirfel-
seite. Die Wahrscheinlichkeit, eine ,,4",
,5" oder ,6" zu wirfeln, betrigt
;,'; + % + % = % Die Wahrschein-
lichkeit 0 haben Ereignisse, die nie
auftreten, etwa eine 7”7 zu wiurfeln.
Die Wahrscheinlichkeit 1 ist fir Er-
eignisse reserviert, die mit Sicherheit
eintreten, etwa eine 1%, 2% .3%,

4% 6% oder .6 zu wirfeln. Ein-

Ob bei Gliicksspiel oder Part-
nerwahl, Zufdlle bestimmen
unser Leben. Mathematiker
versuchen, sie zu berechnen

WIE ALLES ANFING
Erstmals beschiftigten sich
Mathematiker im 17. Jahrhun-
dert in Frankreich mit Wahr-
scheinlichkeiten. Sie forschten
im Auftrag reicher Adliger, die
ihre Chancen beim Gliicksspiel
verbessern wollten. Heute
nutzen nahezu alle Wissen-
schaften die Wahrscheinlich-
keitstheorie.



fach zu berechnen sind auch so ge-
nannte Komplementarereignisse: Die
Wahrscheinlichkeit, keine ,6" zu
wirfeln, ist 1—% — %

Wie hoch ist die Wahrscheinlich-
keit, mit zwei Wirfeln mindestens
eine ,6" zu erzielen? %? Nein.
Zahlen wir aus. Mit zwei Wirfeln
gibt es 36 mdogliche Ergebnisse, die

alle gleich wahrscheinlich sind:

bl 12 1.3 400516
94 29 93 94 9B Ipg
Fdoagd 2 38 23 Fehor 3.6
41 42:43 44 4546
51 52 53 54 55 56
e7IFN6 263 6 d 1h5 166

Bei genau 11 von ihnen (die in
der letzten Zeile und der letzten
Spalte) kommt eine ,,6“ vor. Also be-
trdgt die Wahrscheinlichkeit %, was
etwas weniger als :],) ist.

Wer auf - ] - pro Wiirfel ﬁ und
dann addleren - getippt hat, hat den

Fall unten rechts zweimal

gezahlt LIE‘Qt bETEItS €in

oben da, erhoht es die
Gewinnwahrschein-

JAKoB BERNOULLI
(1654-1705), schweize-
rischer Mathemati-
ker und Physiker,
gilt als einer der Be-
griinder der Wahrscheinlich-
keitstheorie. Er fand das
Gesetz der grofien Zahlen.

lichkeit nicht mehr, wenn auch der
andere eine ,,6" zeigt.

Man kann sich die Siegeschance
auch uber Komplementarereignisse
herleiten: Fiur jeden Wirfel ist die

Wahrscheinlichkeit, keine ,,6" zu zei-
gen, gleich %. Dass keiner von bei-
den die ,6" bringt, hat die Wahr-
scheinlichkeit % : %. Die des Kom-
plementdrereignisses (mindestens

eine ,,6") berechnet sich zu

]_5,5 ]_E_E_E_E_
" 6 38 7 3 36 —
3¢ = 0,30555...

Nein. Wenn ein Wirfel zehnmal
nacheinander
auf die ,,6" fiel,

:i?lt B st die Wahr-
& > scheinlichkeit
Gedachtnis?

ftir dasselbe Er-

:

gebnis  beim
elften Wurf wieder genau ein Sechs-
tel. Es sei denn, der Wurfel ist ge-
falscht und zum Beispiel auf einer
Seite schwerer als auf den anderen.
Eigentlich sollte es einleuchtend
sein, dass Wirfel, Karten und Rou-
lettekugeln kein Geddchtnis haben.
Dennoch wollen viele Glucksspieler
es nicht wahrhaben und verspielen
ithr gesamtes Vermogen, weil sie auf
den Ausgleich des Schicksals warten.
Wer auf diesen Ausgleich setzt,
hat das so genannte ,Gesetz der
groBen Zahl” falsch verstanden, das
Jakob Bernoulli als Erster for-
mulierte und bewies. Die Aus-
sage dieses mathematischen
Satzes:
Wiirfeln wir viele Male
nacheinander  und
schreiben die Ergeb-
nisse auf, werden wir
in  ungefahr einem
Sechstel der Fille eine ,,6"
notieren.  Oder  anders
ausgedriickt: Teilt man die An-
zahl der 6er-Wiurfe durch die
Anzahl aller Wurfe, liegt das Ergeb-
nis, wurfelt man nur lange genug,
beliebig nahe an %. Wann sich die
Hauhgkeiten der Wiirfelergebnisse
angleichen, ldsst sich aber nicht be-
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stimmen. Immer wieder wird {ber
langere Zeit die ,,6" haufiger — oder
auch weniger oft - als in einem
Sechstel der Wiirfe auftreten. Es gibt
kein Spielsystem, das einem bei
Wirfeln, Munzwurf oder Roulette
einen Vorteil verschafft.

Das ,Gesetz der groBen Zahl* wird
heute noch laufend angewandt,
etwa wenn Lebensversicherungen
ermitteln, wie viel Beitrag ihre Kun-
den bezahlen missen, oder wenn
bei Umfragen von tausend Antwor-
ten auf die Meinung der gesamten
Bevolkerung hochgerechnet wird.

Die Wahrscheinlichkeit dafur,

dass zwei Kinder
Wie oft haben in einer Klasse
Klassen- am gleichen Tag
kameraden am | Geburtstag fei-
gleichen Tag ern, ist erstaun-
Geburtstag? lich hoch. Schon

bei 23 Kindern in

einer Klasse 1st sie grofBer als
1 . . .
5 . Nehmen wir an, jedes hatte an

einem anderen Tag Geburtstag.
Dann kann das erste an einem belie-
bigen Tag geboren sein. Fir das
zweite bleiben alle Tage auBer dem
Geburtstag von Nummer eins. Die
Wahrscheinlichkeit, dass es an einem
anderen Tag feiert, ist somit %.
Fiir den Jubeltag des dritten sind
dann noch 365 - 2 = 363 Tage mog-
lich, fir den des vierten 365 - 3 =
362 Tage und so weiter. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass von 23 Kindern
keine zwei am selben Tag feiern,
lasst sich nun mit dem Taschenrech-

ner ermitteln:

365 364 363 343 _

365 ' 365 ° 365 365~ 043U
Die Wahrscheinlichkeit, dass min-

destens zwei am selben Tag Ge-
burtstag haben, ist damit groBer
als % :

Sind 40 Kinder in der Klasse, ist
die Wahrscheinlichkeit fir lauter
verschiedene Geburtstage:

365 364 363 326 _
365 * 365 365 abs, =
0, 108...

Das ist weniger als ein Neuntel.

Dass zwei Kinder in einer Klasse am selben Tag Geburtstag feiern, ist gar nicht so selten.

40

o L [ o ==, 7 %,
SRR Sy v
N =F"" £ '-.

i .-.i?ﬁ-ﬁﬁ:#iﬂ{f -

UBERRASCHUNGEN
Haufig widerspricht die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung dem,
was wir erwarten. Ein Beispiel:
Nehmen wir an, ein Test auf
eine Viruserkrankung erkennt
jeden Infizierten, schldgt aber
durchschnittlich auch bei
einem von hundert Gesunden
an. Nun gebe es in Deutsch-
land 8000 Infizierte, Ist das
Testergebnis bei einem positiv,
rechnet wohl jeder damit zu
erkranken. Dabei besteht
hiéchstwahrscheinlich keine
Gefahr. Denn lieB3en sich alle
80 Millionen Deutschen prii-
fen, schliige der Test fdlsch-
licherweise bei jedem Hun-
dertsten an, also bei 800 ooo
Menschen. Dem stehen die
8000 Infizierten gegeniiber.
Die Wahrscheinlichkeit, Tréger
des Virus zu sein, wenn das
Testergebnis positiv war, be-
trdgt demnach 8000/800 000

1

= — = 0,01.
100 !



GOTTFRIED WILHELM
LEIBNIZ, (1646-1716), deut-
scher Gelehrter, der oft als

Universalgenie bezeichnet
wird, hielt es fiir gleich wahr-
scheinlich, mit zwei Wiirfeln
eine Augensumme von elf oder
zwdlf zu erzielen. Dabei ergibt
nur der Sechserpasch (beide
Wiirfel zeigen ,,6") in der Sum-
me zwolf. EIf hingegen kommt
auf zwei verschiedene Weisen
zusammen: Entweder zeigt der
erste Wiirfel ,,5” und der zwei-
te ,,6” oder andersherum der
erste ,,6" und der zweite ,,5“.
Daher tritt die Augensumme
elf doppelt so hdaufig auf wie
die zwdlf, die Wahrscheinlich-
keiten fiir die beiden Ereig-

: 2 1
nisse betragen 36 = 18

: 1
beziehungsweise 36"

Wahrscheinlichkeiten miteinan-

In einer amerikanischen Fernseh-

der malnehmen
Was sind ist nur bei so ge-
bedingte Wahr- | nannten unab-
scheinlich- hingigen Ereig-
keiten? nissen zuléssig:
Der Geburtstag

eines Kindes etwa hat mit dem sei-
nes Klassenkameraden nichts zu tun
(Ausnahme: Zwillinge).

Genauso wenig beeinflussen sich
aufeinander folgende Wirfe mit
einem Wirfel gegenseitig. In diesen
Fillen diirfen wir die auftretenden
Wahrscheinlichkeiten multiplizieren.
Die Wahrscheinlichkeit, zwei Sechser
nacheinander zu wiurfeln, betragt
zum Beispiel % : % = 315.

Anders verhalt es sich bei abhdn-
gigen Ereignissen. Die versuchen
Mathematiker mit so genannten be-
dingten Wahrscheinlichkeiten zu
bandigen. Das sind Wahrscheinlich-
keiten dafiir, dass ein bestimmtes
Ereignis eintritt, wenn vorher ein
anderes eingetreten ist. Ein Beispiel:
In einer Keksdose liegen zwei Scho-
koladenkekse und ein Vollkornkeks.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit
bei blindem Herausfischen die beiden
Schokoladenkekse zu erwischen?
Jetzt konnte man rechnen: Einen
Schokoladenkekse zu greifen ist die
Wahrscheinlichkeit % (zwei von drei
Maoglichkeiten), also ist die Wahr-
scheinlichkeit, beide Male Schokola-
denkekse zu greifen % : % = % =
0,444.... Doch das ist verkehrt. Denn
beim zweiten Griff in die Dose lie-
gen nur noch zwei Kekse drin, ein
Schoko und ein Vollkorn. Die be-
dingte Wahrscheinlichkeit, beim
zweiten Mal Schoko zu erwischen,
wenn man schon beim ersten Mal
dieses Gliick hatte, ist daher%;
die Wahrscheinlichkeit, zweimal
Schokoladenkekse herauszuziehen,
£ .2 =73=0333..

show konnte

Wie sind Bes. ey
die Gewinn- A -

Ende der Sen-
chancen?

dung zwischen
drei Tlren

wahlen. Hinter einer der Turen be-
fand sich als Hauptgewinn ein Auto,
hinter den beiden anderen als Niete
je eine Ziege. Nachdem der Kandidat
seine Wahl getroffen hatte, 6ffnete
der Showmaster eine der beiden an-
deren Turen, hinter der eine Ziege
meckerte. Der Kandidat hatte nun
die Moglichkeit, seine Wahl zu an-
dern und sich eine andere Tur aus-
zusuchen. Kann er seine Gewinn-
chance durch einen Wechsel
erhohen?

Die Antwort lautet: Ja, der Kan-
didat erhoht seine Gewinnchancen
auf das Doppelte, wenn er auf eine
andere Tir tippt. Denn der Show-
master offnet nicht eine beliebige
Tur. Er wahlt dazu vielmehr eine,
hinter der eine Ziege steht und auf
die der Spieler nicht getippt hat.
Bleibt der Kandidat bei der einmal
gewadhlten Tiur - nennen wir sie A -,
gewinnt er in einem Drittel der Fal-
le das Auto, namlich dann, wenn es
bei A steht. Andert er seinen Tipp,
betragt seine Gewinnwahrschein-
lichkeit zwei Drittel. In zwei von drei
maoglichen Fallen gewinnt er - wenn
sich das Auto hinter Tir B oder C
befindet:

e Steht es in Ausgang B, zeigt
ihm der Showmaster die Ziege bei C.
Der Kandidat wechselt von A auf B
und wird zum Autoeigentiimer.

e |st C die Tur zum Wagenbesitz,
offnet der Showmaster B. Der Kan-
didat revidiert A zugunsten von C
und gewinnt.

e Nur wenn A die Tir zum Gliick
war, verliert er.
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Die drei Mdglichkeiten, wenn der Kandidat nicht wechselt

verloren

Die drei Moglichkeiten, wenn der Kandidat wechselt

-
- -
-

iq

verloren

Das Beispiel zeigt, wie ein Kandidat seine Gewinnchancen bei einem Gliicksspiel erhéhen kann

Wer sich von der Aufgabe verwir-
ren lisst, befindet sich in bester Ge-
sellschaft. Vor einigen Jahren disku-
tierten Zeitungen in den USA und in
Deutschland das Ziegenproblem
heftig. Selbst gestandene Mathema-
tik-Professoren wollten die richtige
Losung zundchst nicht einsehen.

Mit so genannten Zufallszahlen,

Listen  zufillig
gewdhlter Zah-
len, versuchen
Wissenschaftler
ungewisse Ereig-
nisse abzuschat-

Was sind
Zufallszahlen?

zen, etwa ob es morgen regnet,
nach welcher Betriebsdauer ein
Gerat erstmals ausfallt oder wie oft
es zu Staus auf der Autobahn
kommt. Computer spielen mit Hilfe
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von Zufallszahlen in Sekunden nach,
was in der Wirklichkeit Wochen oder
Monate dauert. Und das nicht nur
einmal: Geflttert mit immer neuen
Zufallszahlen fihren sie die Rech-
nungen Tausende von Malen durch
und zahlen dabei, wie oft ein be-
stimmtes Ergebnis, zum Beispiel das
Durchbrennen einer Glihbirne oder
Regen am nachsten Tag, heraus-
kommt. So ldsst sich die Wahr-
scheinlichkeit  daftir ermitteln.
Zufallszahlen helfen auch bei Auf-
gaben, die gar nichts Zufélliges an
sich haben. So spiiren Geologen mit
ihnen Olvorkommen auf, Ingenieure
steuern Roboterarme.

Um Zufallszahlen fiir Berechnun-
gen zu ermitteln, bewahrt es sich
nicht, zu wiurfeln oder Roulette zu
spielen. Zu grofB3 ist der Bedarf an

verloren

MonNTE-CARLO-METHODEN
heiffen Verfahren, die sich
auf Zufallszahlen stiitzen.
Benannt sind sie nach dem
beriihmten Spielkasino am
Mittelmeer. Wissenschaftler
im amerikanischen Manhat-
tan-Projekt, das von von
1943-1945 zur Entwicklung
der Atombombe durchgefiihrt
wurde, setzten sie erstmals
ein, um die komplizierten
physikalischen Vorgdnge
berechnen zu kidnnen.



RiCHARD VON MISES,

osterreichischer Mathematiker

(1883-1953), versuchte in der
ersten Hélfte des 20. Jahrhun-
derts, Zufallszahlen mit feh-
lender Vorhersehbarkeit zu er-
kldren: Eine Folge von Nullen
und Einsen galt von Mises als
zuféllig, wenn es keine Regel
gibt, die an irgendeiner Stelle
das ndchste Glied aus den vor-
hergehenden mit einer Wahr-
scheinlichkeit grofier als ein
halb voraussagt. Ubertragen
auf Gliicksspiele bedeutet das:
Methoden, die einem Spieler
einen Vorteil versprechen,
existieren nicht. Doch die Be-
schreibung hat einen Haken:
Von Mises konnte mathema-
tisch nicht genau fassen, was
er unter einer Regel verstand.
Sein Ansatz blieb daher
Stiickwerk.

Zahlen. Lasst man Versuchspersonen
Zahlenreihen aufschreiben, ist das
Ergebnis in der Regel vollig un-
brauchbar. Denn die meisten Men-
schen trauen sich nur selten, diesel-
be Zahl zweimal oder noch ofter
hintereinander zu setzen. Dabei fallt
beim Wiirfeln zum Beispiel dieselbe
Augenzahl im ndchsten Wurf im
Schnitt immerhin jedes sechste Mal.
Bei einer Folge von 120 zufilligen
Zahlen zwischen Eins und Sechs sind
also immerhin rund 20 Paare glei-
cher Zahlen zu erwarten - und etwa
dreimal drei gleiche Ziffern nachein-
ander. Wer Zufallszahlen aufschrei-
ben soll, denkt hingegen unwillkur-

Moderne Supercomputer verschlingen Millionen
Zufallszahlen pro Sekunde

lich: ,Wenn es zufdllig aussehen
soll, kann ich doch unmdglich die
Zahl wieder nehmen, die ich gerade
erst geschrieben habe.”

Moderne Supercomputer ver-
schlingen in Sekundenschnelle Mil-
lionen Zufallszahlen. Sie mit Tabel-
len zu flttern ist aussichtslos.
Deshalb ermitteln sich Computer
selber mit einfachen Formeln Folgen
von Zahlen, die so aussehen, als sei-
en sie zufallig. So stehen jederzeit

ausreichend lange Listen zur  _

Verfligung. Allerdings sind die
Zahlen nicht wirklich zufallig,

sondern das Ergebnis von Rechnun-
gen. Fur die meisten Anwendungen
genugt es aber, wenn die Zahlenfol-
gen bestimmte Eigenschaften ha-
ben, etwa dass jede Ziffer gleich
haufig auftritt.

Mathematiker haben lange daru-

ber gegribelt,
was unter einer

Was verstehen | .
Matharatiiar idealen Zufalls-
unter Zufall? zahlenfolge zu

verstehen sei.
Wirft man eine

Munze mehrmals nachemander in

die Luft und verzeichnet jeweils eine
Eins fir ,Zahl” und eine Null fur
JAdler”, sollte das Ergebnis als
zufallig gelten konnen. Die
Schwierigkeit: Jede maogliche
Zahlenfolge taucht mit gleicher
Wahrscheinlichkeit auf. Die
Wahrscheinlichkeit fur 00000 ist
mit %%%%%= gl;; genauso
groB wie die fur 10011, auch
wenn Letzteres erheblich zufal-
liger wirkt. SchlieBlich hat die
Miinze kein Gedachtnis, das Er-
gebnis jedes Wurfes ist unab-
hidngig von den zuvor gemach-
ten Wiirfen.

Erst in den sechziger Jahren
des 20. Jahrhunderts fanden die
Forscher eine Losung. Seitdem gilt
eine Zahlenfolge als zufallig, wenn

sie sich nicht mit einer kiirzeren Zei-
Ob eine Miinze ,,Adler” oder ,,Zahl” zeigt,

entscheidet der : :
Zufall i




chensequenz beschreiben lasst. Die
Folge 11111... etwa kann man knapp
ausdriicken mit ,schreibe lauter Ein-
ser”, 01010101... mit ,wiederhole
01", Bei Zufallsfolgen darf es keine
solche Umschreibung in Kurzform
geben. Theoretiker mag diese Defi-
nition befriedigen, doch taugt sie
nur dazu, Folgen als nicht zufillig
zu erkennen. Woher soll man wis-
sen, ob sich eine Zahlenfolge nicht
auf irgendeine Art knapper darstel-
len ldsst? In der Tat stellte sich das
nicht nur als schwierig heraus, son-
dern sogar als unmdglich. Mathe-
matiker bewiesen, dass es kein Ver-

fahren gibt, mit dem sich die"

kiirzeste Beschreibung einer Zahlen-
folge ermitteln ladsst.

Das Wort Statistik wird fir zweier-

lei benutzt: Zum
einen nennt man
so die Darstellung
von Zahlen in
Tabellen oder
Zeichnungen. In

Was ist
Statistik?

der Mathematik bezeichnet Statistik
hingegen das Teilgebiet, das hilft,
Massenerscheinungen zu erfassen
und auszuwerten. Wenn Naturschiit-
zer etwa wissen wollen, wie viele Ele-
fanten in einem Nationalpark leben,
ist es oft zu aufwendig, jedes einzel-
ne Tier aufzustobern. Sie zdhlen da-
her zum Beispiel nur in einem Teil
des Parks und versuchen, mit Hilfe
dieses Ergebnisses die Gesamtzahl
abzuschitzen. Ein anderes Beispiel
sind Wahlvorhersagen. Vor jeder
Wahl befragen Forscher eine Anzahl
(in der Regel 1000 oder 2000) zufil-
lig ausgewdhlter Burger, bei welcher
Partei sie ihr Kreuz machen werden.
Mit den Antworten wagen sie eine
Vorhersage, wie die mehr als 60 Mil-
lionen Wahlberechtigten in Deutsch-
land abstimmen werden.
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In der Statistik ist Vorsicht ange-
bracht. Oft legen einem die Zahlen
einen Zusammenhang nahe, der gar
nicht da ist. So berichteten Zeitun-
gen zum Beispiel von einer Untersu-
chung, warum Piloten so friih ster-
ben. Mehr als die Halfte der
Kapitdne in der zivilen Luftfahrt
starben demnach vor dem 65. Le-
bensjahr. Was Besorgnis erregend
klingt, ist bei genauerem Hinsehen
vollig natiirlich. Da die zivile Luft-
fahrt in den wvergangenen Jahren

Sonstiges
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DURCHSCHNITT
Wenn Anton 3 Gummibarchen
hat und Berta 5, hat im Durch-
schnitt jeder 4. Um Durch-
schnitte zu berechnen, zdhlt
man die Werte zusammen und
teilt das Ergebnis durch ihre
Anzahl (bei den Gummibar-
chen also 3+5 geteilt durch 2).
So lassen sich uniibersichtli-
che Zahlentabellen zu einem
einzigen Wert zusammenfas-
sen. Doch ist Vorsicht geboten.
Hat etwa Anton als einziger in
seiner Klasse Gummibdrchen,
und zwar eine Megatiite mit
100 Stiick darin, kann sich bei
einer Klassenstarke von 25
Kindern jeder Schiiler im
Durchschnitt iiber vier Gum-
mibdrchen freuen. Dennoch
gehen fast alle leer aus. Dem
Durchschnitt sieht man nicht
an, wie weit sich die Werte um
ihn streuen. Eine Scherzfrage
macht das deutlich: Was sagt
ein Statistiker, der einen Fuf}
in die Tiefkiihltruhe steckt und
eine Hand auf die Herdplatte
legt? ,,im Durchschnitt ist die

Temperatur angenehm.”

Verschiedene Arten, Zahlen
darzustellen: So genannte
Tortendiagramme (oben)
fiihren einem Anteile vor Au-
gen. Mit einem Blick ldsst sich
abschitzen, wie viel der Haus-
miill vom Gesamtabfall aus-
macht. Statt niichterner Kurven
(Mitte) sind hdufig Bilder zu
sehen. Unten etwa verdeut-
lichen die kleinen Autos, wie
stark eine StrafSe in den ange-
gebenen Monaten befahren ist



ELISABETH NOELLE-NEU-

MANN, Deutschlands bekann-

teste Meinungsforscherin,
sagt liber ihr eigenes Fach:
»ES ist mir noch heute rétsel-
haft, dass man herausbringt,
was 60 Millionen Menschen
denken, wenn man 2000 Men-
schen befragt. Erkldren kann
ich das nicht. Es ist eben so.”

STATISTIK ist das Teilge-
biet der Mathematik mit dem
schlechtesten Ruf. Fachleute
scherzen: ,,Trau keiner Statis-
tik, die du nicht selbst ge-
falscht hast.” Der britische
Politiker Benjamin Disraeli
(1804-1881) sagte: ,,Es
gibt drei Arten von Liigen:
Liigen, grobe Liigen und
Statistik.*“

Mit Statistik kann
man ,,beweisen”,
dass doch der
Klapperstorch die
Kinder bringt
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sehr stark zugenommen hat, sind
die meisten Flugzeugfihrer - ob
noch im Dienst oder bereits in Ren-
te — junger als 65 Jahre. Kein Wun-
der, dass auch mehr als die Halfte
der Verstorbenen dieses Alter noch
nicht erreicht hat. Verlasst man sich
rein auf Zahlen, kann man sogar be-
weisen, dass der Klapperstorch die
Kinder bringt: Zwischen 1964 und
1978 gab es in
Deutschland  von
Jahr zu Jahr weniger
Geburten, gleichzei-
tig nahm die Anzahl
der Storche ab.
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Zeitungen und Fernsehen stellen
Zahlen gerne mit Zeichnungen dar.
So konnen Leser und Zuschauer mit
einem Blick die Information erfas-
sen. Doch geben Zeichnungen oft
die Zahlen verfalscht wieder. In un-
serer lllustration gehen alle vier Lini-
en auf dieselben Zahlen zuriick, die
zum Beispiel fir Aktienwerte oder
verkaufte Produkte in den Jahren
1995 bis 2000 stehen konnten.
Dennoch erwecken sie beim Be-
trachter vollig verschiedene Ein-
driicke: Die erste zeigt die Zahlen
unverfalscht. Bei der zweiten sind
die ersten beiden Jahre weggelas-
sen. Nur deshalb geht sie Jahr fur
Jahr nach oben. In der dritten Dar-
stellung fehlt der untere Teil. Da-
durch sieht die Entwicklung gleich
viel beeindruckender aus. Die vierte
schlieBlich fiihrt vollig in die
Irre. Aus den leicht schwanken-

den Zahlen wird eine steil
steigende Linie. Der Pfeil
rechts  verspricht weiteren
Anstieg in der Zukunft.
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Geheimschriften

Botschaften, die nicht jeder lesen

soll, werden hédufig

verschlisselt  ge-

ZHU NDQQ schrieben.  Schon
GDV OHVHQ? | Cidsar (100-44 .
Chr.) schickte sei-

s in — 1 nen Heerfiihrern

Nachrichten so, dass die Feinde sie
nicht entziffern konnten. Angeblich
ersetzte der romische Feldherr und
Staatsmann jeden Buchstaben eines
Textes durch den Buchstaben, der im
Alphabet drei Stellen danach kommt.
Fur ein A schrieb er also ein D, fiir ein
H ein K. Jeder Buchstabe wird durch

Nun konnen wir die Frage ent-
schliisseln. ,ZHU NDQQ GDV
OHVHQ?” heiBt ,WER KANN DAS
LESEN?”

Zumindest bei ldngeren Botschaf-
ten lasst sich die Verschlisselung
(auch Code, sprich ,Kood”) problem-
los knacken, denn die Buchstaben
kommen unterschiedlich oft vor. In
einem normalen deutschen Text etwa
sind knapp ein Flinftel der Buchsta-
ben E. Der zweithiufigste Buchstabe
ist N. Mit Computerhilfe kann eine
langere Nachricht in wenigen Sekun-
den entschliisselt werden: Der Buch-

den Buchstaben ersetzt, der hier stabe, der am hiufigsten auftaucht,

direkt unter ihm steht: muss fir das E stehen, der am zweit-
haufigsten fir das

ABCDEFGH! | KLMNOPQRSTUYWXYZ N, und so weiter

] | | ] | | 1 1

DEF

GHI)KLMNOPQRSTUVWXYZABC
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Maschine mit Buchstaben-
ringen zum Verschliisseln
von Botschaften

Neben Spionen und Agenten
benutzen auch Bankkunden
und Internet-Surfer verschliis-
selte Nachrichten
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um wie viele Buchstaben jeweils ver-
schoben wird. Und diese Liste muss,
will man kein Risiko eingehen, genau-
so lang sein wie der zu verschliisseln-
de Text. Im so genannten Kalten
Krieg, der nach dem Zweiten Welt-
krieg zwischen den USA und der Sow-
jetunion herrschte, benutzten beide

Mit der Enigma

verschliisselte die
deutsche Heereslei-
tung im 2. Weltkrieg
ihre Funkspriiche

ERSTE VER- 4 Seiten dhnliche Verfahren. Der so-
SCHLUSSELUNGS- 4 wjetische Geheimdienst setzte angeb-
MASCHINEN i lich dieselben Zahlenlisten mehrfach

ein. Die Amerikaner konnten dadurch
einige Nachrichten entschliisseln und
Agenten enttarnen.

Natiirlich muss man
die Buchstaben nicht im- x
mer wie bei Cdsars Code

um drei Stellen verschieben.
Heute setzen nicht nur Geheim-

Man kénnte sie beispielsweise Ist eine Geheimschrift denkbar, die

auch um fiinf oder zehn Stel- niemand ent- dienste  und
len verschieben. Um dazu Was ist ain schliisseln kann, Wer benutzt Militars auf das
nicht jedes Mal neue Listen weder jetzt noch heute Verschliisseln

_ 3 unknackbarer . - .
schreiben zu miissen, gab es Code? in zehn oder 1000 verschliisselte | von Nachrich-
bereits im 16. Jahrhundert : Jahren, nicht mit Nachrichten? ten. Codes wer-
kleine Apparate, die aus heutigen Compu- den inzwischen

zwei ineinander liegenden

Ringen bestanden, die sich ge-
geneinander verdrehen lief3en.

ENiGmA
Die Engldnder konnten im
Zweiten Weltkrieg (1939-1945)
viele Nachrichten, die die
deutsche Heeresleitung mit
der Maschine Enigma ver-
schliisselt an ihre Einheiten
versendet hatte, entziffern.
Nach der Meinung einiger
Historiker wurde dadurch der
Ausgang des Zweiten Welt-
krieges entscheidend mitbe-
stimmt. Das britische Ent-
schliisselungszentrum hatte
Erfolg, weil die Deutschen zu

sorglos mit der Enigma umgin-

gen. So wihlten sie etwa als
Schliisselbuchstaben hdufig
AAA, ABC oder dhnlich ein-

fallslose Kombinationen.

tern und nicht mit denen der Zu-
kunft? Ja, das geht, und es ist nicht
mal besonders schwierig.

Verschiebt man die Buchstaben bei
Césars Code nicht immer um diesel-
be Anzahl Buchstaben, sondern je-
desmal um eine andere, ist der
Code nicht mehr zu knacken. Ver-
schieben wir etwa den ersten Buch-
staben um 3 Buchstaben, den zwei-
ten um 5 und den dritten um 9,
schreibt sich ,WER” als ,ZJA”. Eine so
verschliisselte Nachricht kann nur in
Klartext tibersetzen, wer weil}, um wie
viel jeder Buchstabe verschoben wird.
Da ein Buchstabe, der mehrmals im
Text auftaucht, immer wieder mit ei-
nem anderen verschliisselt wird, hel-
fen einem unerwilinschten Mithorer
die Haufigkeiten der Buchstaben
nicht weiter, um die Botschaft zu ent-
ziffern.

Allerdings hat das Verfahren einen
entscheidenden Nachteil: Sender und
Empfianger benotigen dazu die glei-
che Liste von Zahlen, die angeben,

auch im zivilen Leben gebraucht, sei
es beim Geldabheben am Automaten
oder beim Einkauf im Internet, wenn
Informationen tiber die Kreditkarte
des Kaufers in verschlisselter Form
weitergegeben werden, damit sie nie-
mand abhoren kann. Mathematiker
haben in den vergangenen Jahren ei-
ne ganze Reihe von Verfahren fiir sol-
che Zwecke ersonnen. Hiufig wird
zur Zeit ein Verfahren namens DES
(abkiirzend fiir data encryption stan-
dard, englisch fir Datenverschliisse-
lungsstandard) eingesetzt. DES ver-
schliisselt eine Nachricht mit Hilfe
geheimer 56-stelliger Dualzahlen (sie-
he Seite 12). Diese Zahlen zu erraten
gilt als aussichtslos, da es viele Billiar-
den Médoglichkeiten gibt. Dennoch
entwickelten Mathematiker inzwi-
schen eine Abwandlung des Compu-
terprogramms, das sich auf 112-stelli-
ge Dualzahlen stiitzt.

Wenn wir eine Scheck- oder Kre-
ditkarte in den Geldautomaten
stecken, liest das Gerat auf dem Mag-
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netstreifen - oder kiinftig
dem eingebauten Com-
puterchip - Kontonum-
mer, Bankleitzahl und
Verfallsdatum der Karte
ab. Dann verschlisselt der
Apparat diese Zahlen und
ermittelt aus dem Ergeb-
nis zum Beispiel mittels
DES die personliche Ge-
heimzahl des Bankkun-
den. Tippt der Kunde
eine andere Zahl ein,
verweigert der Automat
die Geldausgabe. Die Ver-
schliisselung soll hier also
nicht eine Nachricht vor
dem Abhoren schiitzen,
sondern gewahrleisten,
dass tatsdchlich der
Kontoinhaber vor dem
Gerdt steht und nicht je-
mand, der die Karte ge-
stohlen hat.

Bei Cédsars Code oder der Enigma

konnen Sender
und Empfanger
beide einen Text
in Kauderwelsch
verwandeln und
den Zeichen-

Was ist der
RSA-Code?

salat wieder zuriickiibersetzen. Beim
so genannten RSA-Verfahren, das vor
allem beim Austausch von Daten im
Internet benutzt wird, kann der Ab-
sender zwar eine Botschaft verschlis-
seln, das Ergebnis wieder in Klartext
verwandeln kann er aber nicht. Dazu
musste er geheime Zahlen kennen,
uber die nur der Empfianger verfiigt.
Mit dem RSA-Code kann zum Beispiel
eine Bank offentlich Computerpro-
gramme verteilen, mit denen die Kun-
den WNachrichten so verschlisseln
konnen, dass nur die Bank sie entzif-
fern kann. Der Absender verschliisselt
bei dem Verfahren seine Botschaften

48

Durch Datenleitungen strémen verschliisselte Nachrichten

mit Hilfe einer groBen Zahl. Um den
Code lesen zu kénnen, muss man die
Zahl in ihre Faktoren zerlegen. Und
das ist, wenn die Zahl gro3 genug ist,
so gut wie unmoglich. Computer
kdnnen zwar vierzigstellige Zahlen in
Sekundenbruchteilen  miteinander
malnehmen. Andersherum das Ergeb-
nis in seine Faktoren zu zerlegen
Uiberfordert aber die schnellsten Elek-
tronenrechner.

Mit einem Risiko miissen die An-
wender des RSA-Verfahrens allerdings
leben: Sollten Mathematiker eines Ta-
ges eine Methode entwickeln, mit der
sich groBe Zahlen mit viel weniger
Rechenaufwand in Faktoren zerlegen
lassen, als das heute mdoglich ist,
konnten plotzlich alle so kodierten
Nachrichten von Unbefugten entzif-
fert werden. Da an dieser Aufgabe seit
Jahrzehnten ohne Erfolg geforscht
wird, rechnet damit aber niemand.

ELEKTRONISCHE UNTER-
SCHRIFT nennt man die Ver-
schliisselung eines Schriftsat-
zes, die dazu dient, ihn als
echt nachweisen zu kénnen,
Dabei wird der Text mit einem
geheimen Schliissel so
kodiert, dass der Empfanger
an den Daten ablesen kann,
ob sie von Unbefugten verdn-
dert wurden. So lassen sich
elektronische Leitungen fal-
schungssicher machen und
wichtige Briefe wie zum Bei-
spiel Zahlungsanweisungen
oder Gerichtsakten iiber sie

verschicken.

Die GEHEIMZAHLEN von
Euroscheckkarten sind vier-
stellig. Da die erste Stelle kei-
ne o sein darf, gibt es goo0
verschiedene Moglichkeiten
fiir sie, ndmlich die Zahlen von
1000 bis 9999. Bei rund 50
Millionen Scheckkarten in
Deutschland benutzen mehre-
re tausend Bankkunden je-
weils die gleiche Geheimzahl.
Ein Betrug ist dennoch ausge-
schlossen, da niemand weif3,
wer dieselbe Geheimzahl wie

er selbst hat.

Verfahren wie der RSA-
CODE werden nicht nur von
Banken genutzt. Sie helfen
auch, E-mails vor ungebetenen
Mitlesern zu schiitzen.
Elektronische Zahlsysteme
und der neue UMTS-Standard
fiir Handys stiitzen sich eben-
falls auf sie.
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