
Uwe Schöning 

Logik für Informatiker 

5. Auflage 

Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg . Berlin 



Autor: 
hf. Dr. Uwe Schöning 
Abteilung Theoretische Informatik 
Universitit UIm 
e-majl: schoenin @informatik.uni-ulm.de 

WoIfram Schwabkausep. 
(1  931 - 1985) 

in dankbarer Erinnenrng 

Die Deutsche Bibliothek - Cm-Einheitsaufnahme 

SchBning, Uwe: 
Logik für  Informatiker I von Uwe Schlining. - 5 .  Aufl. 
- Hcidclbeg ; Berlin : Spektrum, Akad Verl., 2000 

(Spektrum-HochschuItaschenbuch) 
ISBN 3-8274- 1005-3 

Die erste Auflage dieses Buches erschfcii 1987 irn B.1-Wisscnschaftsverlag 
(Bibliographisches Inslilul& F. A. Brockhaus AG, Mannhcim). 

O 2000 Spektrum Akademischer Verlag GmbH Heidelberg BerIin 

Der  Vcrlag und der Autor haben alle Sorgfall walten lassen, um vollstindige und akkuratc Infor- 
mationcn in diesem Buch zu publizieren. Der Verlag obernimmt weder Garantic noch dicjur i~t i -  
schl: Verantwortung oder igendeinc Haftung für die Nutzung dieser Informationen, flir deren 
Wirtschaftlichkeit uder fehlerfreie Funktion für einen besrimrnien Zweck. Der Verlag Uber- 
nimint kcinc Gewahr dafür, d a s  die bcschricbcncn Verlahren, Programme usw frei von Schuiz- 
rechten Dntter sind. 

Allc Rechte, insbesondere die der Uhcrsctzung in fremde Sprachen, sind vorbehalten. Kein Teil 
des Buches darf ohnc schriftliche Genehmigung des Verlages photokopiert odcr in irgendcincr 
anderen Form reproduziert oder in eine von Maschinen i~erwentlbarc Form uhcrtragcn ndcr 
ubcrsetn werden. 

Lektorat: Dr. Andreas Riidinger I Bianca Alton 
Umschlaggcstaltung: Eta Friedrich, Berlin 
Druck und Verarbeitung: Franz Spiegel Bucli GmbH, Ulm 



Vorwort 

Durch die Entwicklung neuerer Anwendungen wie Automatisches Beweisen 
und Logik-Programmierung hai die Logik einen neuen und wichtigen Stel- 
lenwert in der Informatik erhalten. Das vorliegende Buch ist aus Vorlesun- 
gen hervorgegangen, die im Somersemester 1986 und 1987 im Rahmen des 
Informatik-Diplornstudiengangs an der E W  Koblenz gehalten wurden. Ziel 
dieser Vorlesung für Studenten irn Grundstudium war es, diejenigen Teilge- 
biete der Logik, die für die Informatik eine besondere Relevanz haben, zu 
betonen, um so den Studenten einen fruhzeitigen und theoretisch fundierten 
Zugang zu modernen Anwendungen der Logik in der Informatik zu ermögli- 
chen. 

Vorausgesetzt wird ein gewisses MaR an mathematischem Grundverständnis, 
wie Umgang mit der mengentheoretischen Notation, Fuhren von (Induktions- 
)Beweisen etc. Dariiberhjnausgehende mathematische Spezialkenntnisse sind 
jedoch nicht erforderlich. Gleichfalls wird Vertrautheit mit einer konventio- 
nellen Programmiersprache, wie PASCAL, angenommen. 

Für die Erstellung des Manuskripts bedanke ich mich herzlich bei Eveline 
Schneiders und Rainer Schuler und für das KomekturIesen bei Johannes 
Köbler. 

Koblenz, September 1987 U. Schöning 





Einleitung 

In der f o m d e n  Logik wird untersucht, wie man Aussagen miteinander ver- 
knüpfen kann und auf welche Wetse man formal Schlüsse zieht und Beweise 
durchführt. Hierbei ist die Logik bestimmt durch eine konsequente Trennung 
von syntaktischen Begriffen (Formeln, Beweise) - dies sind im Wesentlichen 
Zerchenreihen, die nach gewissen Regeln aufgebaut sind - und semantischen 
Begriffen (Wahrheitswerte, ModeIle) - dies sind "Bewertungen" oder "Inter- 
pretationen" der syntaktischen Objekte. 
Nachdem sich die Logik aus der Philosophie cntwickelc hat, sind die ur- 
sprünglich untersuchten Fragestellungen mehr grundsätzlicher, philosophi- 
scher Natur: "Was ist Wahrheit?", "Welche (mathematischen) Theorien sind 
axiornatisierbar?", "Welches sind Modelle für gewisse Axiomensysteme?", 
usw. Allgemein lässt sich sagen, dass die Logik auf das Grurids6tzkiche, die 
Infom~atik mehr auf das (per Computer) Machbare ausgerichtet ist. 

Die Informatik hat sich mancher Teilgebiete der Logik bedient, z.B. bei der 
Prograrnmverifikation, der Semantik von Programmiersprachen, dem Auto- 
matischen Beweisen und in der Logik-Programrniemng. Dieses Buch konzen- 
triert sich auf diejenigen Aspekte der Logik, d ~ e  [ur die Informatik relevant 
sind. Die Informatik-Ausbildung umfasst von Anfang an den Umgang mit 
rekursiven Definitionen, Datenstnikturen und Algorithmen, ebenso wie die 
Trennung von Syntax und Semantik bei Programmiersprachen. Dieses Buch 
orientiert sich an diesem den Informatikern vertrauten Stil. Tnsbcsondere wer- 
den viele mehr auf das Prinzipielle ausgerichtete Resultate der formalen Lo- 
gik unter einem algorithmischen Gesichtspunkt behandelt. 
Im ersten Teil wird die Aussagenlogik eingeführt, wobei bereits ein Schwer- 
punkt auf den Resolutionskalkül gelegt wird. Dieses Vorgehen wird dann 
im zweiten Teil, in der die Wddikatenlogik behandelt wird, fortgesetzt. Der 
Schwerpunkt liegt hier auf der Herbrandschen Theorie und darauf aufbau- 
end, dem Resolutionskalkül in der Prädikatenlogrk, der Grundlage der mei- 
sten automatischen Beweisverfahren ist. In diesem Zusammenhang werden 
insbesondere Entscheidbarkeitsfragen diskutiert. 
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Der dritte Teil Ieitet in die spezielle Art der Resolution über, wie dc im Zusa- 
menhang mit Hornfonneln und Logik-Programmiersysternen, 2.B. reaIisiert 
in der Programmiersprache PROLOG (Programming in Logic), angewendet 
wird. Dieses Buch will jedoch kein Prograrnmierhandbuch fiir PROLOG er- 
setzen; Ziel ist es vielmehr, die logischen Grundlagen für das Verständnis der 
Logik-Programmierung zu legen. 

Übung 1: "Worin besteht das Geheimnis Ihres Iangen Lebens?" wurde ein 
100-jähriger gefragt. "Ich halte mich streng an die Diätregeln: Wenn ich kein 
Bier zu einer Mahlzeit trinke, dann habe ich immer Fisch. Immer wenn ich 
Fisch und Bier zur selben Mahlzeit habe, verzichte ich auf Eiscreme. Wenn 
ich Eiscreme habe oder Bier meide, dann rühre ich Fisch nicht an." Der Fra- 
gesteller fand diesen Ratschlag ziemlich verwirrend. Können Sie ihn verein- 
fachen? 

Überlegen Sie sich, welche formalen Schritte des Vorgehens (Diagramme, Ta- 
bellen, Graphen, etc.) Sie für sich selbst eingesetzt haben, um diese Aufgabe 
zu lösen. Hiermit haben Sie bereits ihre ersten eigenen Versuche unternom- 
men, eine formale Logik zu entwickeln! 

Kapitel 1 

Aussagenlogik 

1.1 Grundbegriffe 

In der AussagenIogik werden einfache Verknüpfungen - wie "und", "oder", 
"nicht" - zwischen atomaren sprachlichen Gebilden untersucht. Solche ato- 
maren Gebilde sind etwa: 

14 = "Paris ist die Hauptstadt von Frankreich" 

D = "Mäuse jagen Elefanten" 

Diese atomaren Bestandteile können wahr oder falsch sein (von der inhaltli- 
chen Interpretation wissen wir, dass A wahr und B falsch ist). Der Gegenstand 
der Aussagenlogik ist es nun festzulegen, wie sich solche "Wahrhei tswerte" 
der atomaren Bestandteile zu Wahrheitswerten von komplizierteren sprachli- 
chen Gebilden fortsetzen lassen, wie 2.B. 

A und B 

(Wir wissen, dass im obigen Beispiel A lind B eine fdsche Aussage ist, da 
bereits B falsch ist.) 
Wir interessieren uns hier also nur dafür, wie sich Wahrheitswerte in kompli- 
zierten Gebilden aus den Wahrheitswerten der einfacheren Gebilde ergeben. 
In diesen Untersuchungen wird letztlich ignoriert, was die zugrundeliegenden 
inhaltlichen Bedeutungen der atomaren Gebilde sind; unser ganzes Interesse 
wird auf ihre Wahrheitswerte reduzierz. 
Falls 2.B. 

A = "Otto wird krank" 

B = "Der Arzt verschreibt Otto eine Medizin", 
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so ist es in der Umgangssprache durchaus ein Unterschied, ob wir " A  und 
B" oder "B und A" sagen. Von solchen "Feinheiten" befreien wir uns in des 
folgenden Definition, in der Ale denkbaren atomaren Gebilde (jetzt atomare 
Formeln genannt) ohne eine inhaitliche Interpretation durchnummeriert sind, 
und mit Ar,  A2, A3, usw. bezeichnet werden. 

Definition (Syntax der AussagenIogik) 
Eine atomare Formel hat die Form Ai (wobei 1: = 1,2,3,. . . ). 
Formeln werden durch folgenden induktiven Prozess definiert: 

1. Alle atomaren Formeln sind Formeln. 

2. Für alle Formeln F und G sind (F A G) und (F V G) Formeln. 

3. Für jede Formel F ist 1 F  eine Formel. 

Eine Formel der Bauart 1 F heißt Negation von F, (F A G) heißt Konjunktion 
von F und G, (F V G) heißt Disjunktion von F und G. Eine Formel F, die 
als Teil einer Forrnel G auftritt, heißt Teilfomel von G. 

Beispiel: F = 1 ( ( A 5  A AG} Y +I3) ist eine Formel und sämtliche TeilformeIn 
von F sind: 

F, ( ( - 45hAs )  V y A 3 ) r  (-45AAs), A51 A6, 7A31 Aa 

Wir vereinbaren folgende abkiirzende Schreib weisen: 

A, B,C, . . . stact At;  A„ A43,.  . . 
(F ,  -+ G)  statt (7F1 V F2) 

(F1 +, F,) statt ( (F ,  r\ Fz) V ( l F l  A + ) )  
n 

( V  F%) statt (. . . ( (Fl  V F2} V F3} V + - + V F,) 
i= 1 
ll 

( F statt (. . . ( (F ,  A -F2) A F31 A - .  . A Fti) 
i= 1 

Hierbei können Fl , F2, . . . beliebige Formeln sein. Das heißt also, falls wir 
irn Folgenden 2.B. ( A  tt E) schreiben, so ist dies eine Abkürzung fiir die 
Formel : 

((AI A As) V ('AI 4 5 ) )  

Man beachte, dass zu diesem Zeitpunkt Formeln lediglich Zeichenreihen 
(syntaktische Objekte) sind. Sie haben keinen "Inhalt", keine Interpretation. 
Im Moment ist es nicht zulässig bzw. verfrüht, "A" als " u n d  bzw. "V" als 
"oder" zu lesen. Besser wäre etwa "Dach" bzw. "umgekehrtes Dach". 
Eine zugeordnete "Bedeutung" erhalten die Bestandteile von Formeln erst 
durch die folgende Definition. 

Definition (Semantik der Aussagenlogik) 
Die Elemente der Menge {O,l } heißen Wahrheitswe~e. Eine Relegung ist eine 
Funktion A : D -+ (0, I}, wobei D eine Teilmenge der atomaren Formeln 
ist. Wir erweitern A zu einer Funktion d : E + {0,1), wobei E 2 D die 
Menge aller Fomeln ist, die nur aus den atomaren Formeln in D aufgebaut 
sind. 

1. Für jede atomare Formel il E D ist 4-41 = A(,4). 

2. A((F A G ) )  = 1, falls A ( F )  = 1 und A(G) - 1 
0, sonst 

1, falls d ( ~ )  = 1 oder A(G) = 1 
3.  

V G ) )  = { 0, sonst 

4 .  d ( 1 ~ )  = 
1, falls A ( F )  = o 
0, sonst 

Da d eine Erweiterung von d ist (auf D stimmen A und A überein), lassen 
wir nun nachtrfiglich die Unterscheidung zwischen A und A wieder fallen 
und schreiben A statt d. (Diese temporäre Unterscheidung hatte lediglich 
den Zweck. die Definition von A formal korrekt durchführen zu können.) 

Beispiel: Es sei A(A) = 1, A(B) = 1 und A(C) = 0. Dann ergibt sich: 

1, falls A(((A A B)  V C ) )  = 0 
A ( - ( ( A A B ) V C ) )  = 

0, falls A(((A /\ B) V C)) = 1 
1, sonst 

= { 
0, falls A((A  A B)) = 1 oder A(C) = 1 
1, sonst 

0, falls A ( ( A  A B)) = 1 (da A(C) = 0) 
1, sonst 



U, falls J(A) = 1 und A(B)  = 1 

= I, sonst 
= 0 

Wir können die Wirkung der Operationen A, V, 7 durch Verknüpfungstafeln 
darstellen. 

Unter Zuhilfenahme dieser Verknüpfungstafeln lässt sich der Wahrheitswert 
jeder Formel F leicht bestimmen, wenn eine Belegung derjenigen atoma- 
ren Formeln gegeben ist, die in F enthalten sind. Wir betrachten wieder 
F = - ( ( A  /\ B) V C}, und stellen die Art und Weise, wie F aus ernfacheren 
Teilfonneln aufgebaut ist, durch eine Baumstruktur dar: 

Den Wahrheitswert von F erhalten wir, indem wir zunächst dre Blätter mit 
den durch die Belegung gegebenen Wahrheitswerten markieren und dann al- 
le Knoten anhand obiger Verknüpfungstafeln markieren. Die Markierung der 
Wurzel ergibt dann den Wahrheitswert der Formel unter der gegebenen Bele- 
gung. 

Übung 2: Man finde eine F o m l  F, die die drei atomaren Formeln A, B und 
G enthält mit folgender Eigenschaft: Für jede Belegung A : { A ,  B,  C) 4 

(0 , l )  gilt, dass das Ändern irgendeiner der Werte A(A), A(B) ,  A(C) auch 
A(F) ändert. 

Aus der Definition von A(F) lässt sich nun erkennen, dass das Symbol 
"A" das umgangssprachliche Wort "und,  "V" das "oder" und "7" das Wort 
"nicht" modelliert. Wenn wir noch die Symbole "+" und "H" hinzuneh- 
men, die wir als syntaktische Abkurzungen eingeführt haben, so steht "-+" 
für "impliziert", "daraus folgt" bzw. "wenn dann", während "H" für "genau 
dann wenn" steht. 
Um das Ausrechnen von Wahrheitswerten einfacher zu gestalten, wenn die 
Formel die (Abkürzungs-) Symbole "+" oder "++" enthalt, können wir hier 
ebenfalls Verknüpfungstafeln verwenden. 
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1. G ist eine Folgerung von Fl ,  . . . , Fk. 

2. ((AF~ Fi) + G) ist eine Tautologie. 

3. ((/$=, Fi) /\ -G) ist unerfüllbar. 

Übung 4: Was ist falsch an folgendem Schluss : 
"'Wenn ich lOOm unter 10,O Sekunden laufe, werde ich zur Olympiade zuge- 
lassen. Da ich die lOOm nicht unter 10,0 Sekunden laufe, werde ich folgIich 
nicht zur Olympiade zugeIassen." 

Der Wahrheitswert einer Formel F unter irgendeiner zu F passenden Bele- 
gung A hängt offensichtlich nur von den in F vorkommenden atomaren For- 
meln ab. Das heißt formaler ausgedrückt, dass A ( F )  = A1(F) für alle zu F 
passenden Belegungen A und At gilt, sofern A und A' auf den in F vorkorn- 
menden atomaren Formeln übereinstimmen. (Ein formaler Beweis müsste Per 
Induktion iiber den Formelaufbau von F geführt werden!). 
Das Fazit, das wir ziehen können, ist, dass es zum Feststellen der Erfüllbarkeit 
bzw. der Gültigkeit einer Formel F genügt, lediglich die endlich vielen Bele- 
gungen, die genau auf den in F vorkommenden atomaren Formeln definiert 
sind, zu testen. Falls F TL verschiedene atomare Fomeln enthält, so sind dies 
genau 2" viele zu testende Belegungen. Systematisch können wir dies mittels 
Wahrheitstafeln tun: 

Hierbei ist F offensichtlich etfüllbar, falls der Wahrheitwerteverlauf von F 
(die Spalte unter F} mindestens eine 1 enthält, und F ist eine Tautologie, fails 
der Wahrheitswerteverlauf von F nur aus Einsen besteht. 

BeispieI: Es sei F = ( -A -+ { A  + B)). 
Es ist praktikabler, für jede in F vorkommende Teilforme1 den jeweiligen 
Wahrheitswerteverlauf in einer Extra-Spalte zu ermitteln. 

Die zu F gehörende Spalte enthäIt nur Einsen, also ist F eine Tautologie. 

Bemerkung: Die Wahrheitstafelmethode gibt uns also ein algorithmisches 
Verfahren in die Hand, die Erfüllbarkeit einer Formel festzustellen. Jedoch 
beachte man, dass der Aufwand hierzu gewaltig ist: Für eine Formel mit n 
atomaren Fomeln müssen 2" Zeilen der Wahrheitstafel berechnet werden. 
Für eine Formel mit 2.B. 100 atomaren Formeln wäre auch des schnellste exi- 
stierende Rechner Tausende von Jahren beschäftigt. (Man rechne sich einmal 
aus, wie viel 210%Miosekunden sind - angenommen eine Zeile der Wahr- 
heitstafel kann in einer Mikrosekunde berechnet werden). Dieses sogenann- 
te Exponentialverhalten der Rechenzeit scheint auch durch raffiniertere Al- 
gorithmen nicht einzudämmen zu sein (höchstens in EinzeIfallen), denn das 
Erfüllbarkeitsproblem für FormeIn der Aussagenlogik ist "NP-vollständig". 
(Dieser Begriff kann hier nicht erläutert werden, dies ist Thema der Kom- 
plexi tätstheorie). 

Übung 5: Man zeige: Eine Formel F der Bauart 

ist erfüllbar, genau dann wenn die Menge M = {G1, - . . , G k ]  erfüIlbar ist. 
Gilt dies auch für Formeln der Bauart 

k 

F = ( ~ G , ) ?  
1=1 

Ubung 6: Wie viele verschiedene Formeln mit den atomaren Formeln Al: A2, 
. . . , An und verschiedenen Wahrheitswerteverlänfen gibt es ? 

Übung 7: Man gebe eine dreielementige Formelmenge M an, so dass jede 
zweielementige Teilmenge von M erfüllbar ist, M selbst jedoch nicht. 

Übung 8: Ist folgende unendliche Formelrnenge M erfüllbar? 
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Übung 9: Man konstruiere Wahrheitstafeln für jede der folgenden Formeln: 

( ( A  A B) A (-7BV C ) )  

l ( 7 A  Y l ( 7 B  V T A ) )  

IA * ( B  C)) 

Übung 10: Man beweise oder gebe ein Gegenbeispiel: 

(a} Falls (F -+ G) gültig ist und F gültig ist, so ist G gültig. 

(b) Falls (F -+ G) erfüllbar ist und F erfüllbar ist, so ist G erfüllbar. 

(C) Falls (F + G) gültig ist und F erfüllbar ist, so ist G erfüllbar. 

Übung 11: 

(a) Jeder, der ein gutes Gehör hat, kann richtig singen. 

(b) Niemand ist ein wahrhafter Musiker, wenn er nicht seine 
Zuhörerschaft begeistern kann. 

(C) Niemand, der kein gutes G e h ~ r  hat, kann seine Zuhörerschaft be- 
geistern. 

(d) Niemand, außer einem wahrhaften Musiker, kann eine Sinfonie 
schreiben. 

Frage: Welche Eigenschaften muss jemand notwendigerweise besitzen, wenn 
er eine Sinfonie geschrieben hat? 
Formalisieren Sie diese Sachverhalte und verwenden Sie Wahrheitstafeln! 

Übung 12: Sei (F t G) eine Tautologie, wobei F und G keine gemeinsamen 
atomaren Formeln haben. Man zeige: dann ist entweder F unerfüllbar oder G 
eine Tautologie oder beides. 

Übung 13: (Craigscher Interpolationssatz) 
Es gelte + (F + G) und es gibt mindestens eine atomare Formel, die sowohl 
in F als auch in G vorkommt. Man beweise, dass es eine Formet H gibt, 
die nur aus atomaren Formeln aufgebaut ist, die sowohl in F als auch in G 
vorkommen, mit (F + H) und t= (H -+ G).  
Hinweis: Induktion über die Anzahl der atomaren Formeln, die in F, aber 
nicht in G vorkommen. Andere Möglichkeit: Konstruieren einer Wahrheitsta- 
fel für H anhand der Wahrheitstafeln von F und G. 

1.2 Äquivalenz und Normalformen 

Aus der Art und Weise, wie wir Formeln interpretieren, wissen wir, dass 
(F A G) und (G A F) "dasselbe bedeuten" -obwohl sie syntaktisch gesehen 
verschiedene Objekte sind. Diese semantische Gleichheit oder Äquivalenz er- 
fassen wir mit folgender Definition. 

Definition 
Zwei Formeln F und G heißen (semantisch) äquivalent, faIIs für alle Bele- 
gungen A, die sowohl für F als auch für G passend sind, gilt A(FJ = ACG). 
Hierfür schreiben wir F Y G. 

Bemerkung: Auch Formeln mit verschiedenen Atomformeln können äquiva- 
lent sein (2.B. Tautologien). 

Satz (Ersetzbarkeitstheorem) 
Seien F und G äquivalente Formeln. Sei H eine Formel mit (mindestens) 
einem Vorkommen der Teilfomel F. Dann ist H äquivalent zu H', wobei H' 
aus H hervorgeht, indem (irgend) ein Vorkommen von F in H durch G ersetzt 
wird. 

Beweis (durch Induktion über den Formelaufbau von H): 

Induktionsanfung: Falls H eine atomare Formel ist, dann kann nur H = F 
sein. Und damit ist Mar, dass H äquivaIent zu H' ist, denn H' = G. 

Induiciionsschrirt: Falls F gerade H selbst ist, so tnfft dieselbe Argumentation 
wie im Induktionsanfang zu. Sei also angenommen, F ist eine Teilformel von 
H mit F # H. Dann müssen wir 3 Fälle unterscheiden. 
Fall I :  H hat die Bauart H = -Hl. 
Nach Induktionsvoraussetzung ist H j  äquivalent zu H:,  wobei H; aus Hl 
durch Ersetzung von F durch G hervorgeht. Nun ist aber H' = TH:. Aus der 
(semantischen) Definition von "7" folgt dann, dass H und H' qrtquivrtlent sind. 
Fall 2: H hat die Bauart H = (Hl V H z ) .  
Dann kommt F entweder in ]II oder H? vor. Nehmen wir den ersteren Fall an 
(der zweite ist völlig analog). Dann ist nach Induktionsannahme Hl wieder 
äquivalent zu H:, wobei H: aus HI durch Ersetzung von F durch G hervor- 
geht. Mit der Definition von "V" ist dann klar, dass H = ( H ;  V H2)  = H'. 
Fall 3: H hat die Bauart H = ( H 1  A Hz) .  
Diesen Fall beweist man völlig analog zu Fall 2. 
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Übung 14: Es gelte F G. Man zeige: 
Wenn F' bzw. G' aus F bzw. G hervorgehen, indem alle Vorkommen von A 
durch V und umgekehrt ersetzt werden, so gilt: F' G'. 

Satz 
Es gelten die folgenden Äquivalenzen 

( F A F )  F 
( F  V F )  = F 

( F A G )  ( G A F )  
( F v G )  = ( G v F )  

(Idernpatenz) 

(Kommutativität) 

(Assoziativität) 

(Absorption) 

( F A ( G v H ) )  r ( ( F A G ) v ( F A H ) )  
( F v C G A H ) )  r ( ( F v G ) A ( F v H ) )  (Distri butivität} 

7 lF  = F (Doppelnegation) 

- ( F A G )  r (YFvTG)  
l ( F V G )  E  FA-G) (dehlorgansche Regeln) 

( F  V G) F, falls F eine Tautologie 
(F A G) 5 G, falls F erne Tautologie (Tautologieregeln) 

(F  V G) G, falls F unerfüllbar 
( F  I\ G) = F, falls F unerfüllbar [Unerfüllbarkeitsregeln) 

Beweis: Alle Äquivalenzen können leicht mittels Wahrheitstafeln nachgeprüft 
werden. Wir zeigen dies exemplarisch nur für die erste Absorptionsregel: 

Beispiel: Mittels obiger Äquivalenzen und des Ersetzbarkeitstheorems (ET) 
können wir nachweisen, dass 

( ( A  V ( B V  C ) )  A (C V Y A ) )  E ((BA TA) V C }  

denn es gilt: ( ( A  V (B V C)) A (C V TA)) 
G (((,4 V B)  V C) A (C V T A ) )  (Assoziativität und ET) 

( ( C  V ( A  V B ) )  A (C V 4)) (Kommutativität und ET) 
(C V ((A V B) A T A ) )  (Distributivitat) 
(C V ( T A  A { A  V B))  (Kommutativität und ET) 

E (C V ((4 A A) V ( T A  A B) )  (Distributivität und ET) 
( C V  (4 A B)) (Unerfüllbarkeitsrege? und ET) 

E ( C V  ( B A - A l )  (Kommutativität und ET) 
( ( B  A 4) V C) (kmmutativität) 

Bemerkung: Das Assoziativgesetz im obigen Satz gibt uns die Rechtferti- 
gung, etwas freier beim Aufschreiben von FormeIn vorzugehen. So soll etwa 
die Schreibweise 

F = A A B A C A D  

eine beliebige Formel der folgenden Aufzählung bedeuten, 

( ( W B 1  ,@, D1 
(W A ß) ( C A D ) )  

(BAC)) 
(-4 A ((B A C) A D)) 

( A A ( B W J \ D ) ) )  

ohne dass festgelegt sein 3011, welche. Da alle diese Formeln semantisch äqui- 
valent sind, spieIt dies in vielen Fällen auch keine Rolle. 

Übung 15: Man zeige, dass es zu jeder Formel F eine äquivalente Formel G 
gibt, die nur die Operatoren 1 und --+ enthält. 
Man zeige, dass es nicht zu jeder Formel F eine iiqurvalente Formel gibt, die 
nur die Operatoren A,  V und + enthält. 

Übung 16: Man beweise die folgenden Verallgemeinerungen der deMorgan- 
schen Gesetze und der Distributivgesetze. 

Da die erste und die vierte Spalte übereinstimmen, folgt 



Übung 17: Man zeige sowohl durch Wahrheitstafeln als auch durch Anwen- 
dung obiger Urnfomungsregeln, dass ( ( A  V l ( B  A A) )  h (C V (D V C))) 
äquivalent ist zu (C V D).  

Übung 18: Man formalisiere die folgenden beiden Aussagen, und zeige dann, 
dass sie äquivalent sind: 

(a) "Wenn das G n d  fiebrig ist oder stark hustet und wir erreichen 
den Arzt, so rufen wir ihn." 

(b) "Wenn &s Kind fiebrig ist, so rufen wir den Arzt, falls wir ihn 
erreichen, und, wenn wir de~i Arzt erreichen, so werden wir ihn, 
wenn das Kind stark hustet. rufen." 

Im folgenden zeigen wir, dass jede - auch noch so kompliziert aussehende - 
Formel in eine gewisse Normalform überführt werden kann. Mehr noch, obige 
Urnfomungsregeln sind dafür ausreichend. 

Definition (Normalfomen) 
Ein Litera! ist eine atomare Formel oder die Negation einer atomaren For- 
mel. (Tm ersten Fall sprechen wir von einem posiriven, im zweiten von einem 
negativen Literal). 
Eine Forme1 F ist in  konjunktiver NomtaEfom (KNF), fails sie eine Konjunk- 
tion von Disjunktionen von Literalen ist: 

Eine Formel F ist in disjunktiver NormaEfom @W), falls sie eine Disjunk- 
tion von Konjunktionen von Literalen ist: 

wobei Lid E {Al, 42,. . .] U {-A1,-7A2, . . -} 

Satz 
Fur jede Fonnel F gibt es eine Quivalente Formel in KNF und eine äquiva- 
lente Formel in DNF. 

Beweis (durch Induktion über den Fomeiaiifbau von F): 

Indukti~nsanfang: FalIs F eine atomare Formel ist, so ist nichts zu zeigen, 
denn F liegt dann bereits in KNF und in DNF vor. 

Induktionsschrits: Wir unterscheiden wieder 3 Fälle. 
Fall I :  F hat die Form F = -G 
Dann gibt es nach Induktionsannahme zu G aquivalente Formeln GI in KNF 
und Gq in DNF. Sei 

n m, 

G1 = ( A ( V  J;„)). 
1=1 3=1 

Mehrfaches Anwenden der deMorganschen Regel (auf -.G1 ) liefert 

und schlie0lich n nat 

F E (V  ( A l L i , j ) l T  
i=l 3=1 

woraus wir mittels des Doppelnegationsgesetzes erhalten: 

Ak falls LiJ = 7 A k  
wobei ¿,j = 7 A k  f a l l s L i j = A k .  

Damit haben wir eine zu F äquivalente Formel in DNF erhalten. Analog 
erhält man aus Gq eine zu F äquivalente Formel in KNF. 
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Fall 2: F hat die Form F = (G Y H). 
Nach der Induktionsannahme gibt es zu G und H jeweils äquivalente Formeln 
in KNF und in DNF. 
Um eine zu F äquivalente Formel in DNF zu erhalten, verknüpfen wir die 
DNF-Formeln zu G und H mittels V. Mehrfaches Anwenden des Assoziativ- 
gesetzes liefert schließlich die gewünschte Linksklammerung. 
Umeine zu F äquivalente KNF-Formel zu erhalten, wähle man zunächst nach 
Induktionsannahme zu G und H äquivalente Formeln in KNF. 

Hierbei sind die G, und H1 Disjunktionen von Literalen. Mittels (verallgemei- 
nerter) Drstributivität (vgl. Übung 16) und Assoziativität erhalten wir dann: 

Durch weitere Anwendung des Assoziativgesetzes erhält diese Formel die 
gewünschte Bauart 

n-k 

F (S\ F;) 
a=1 

wobei die F, Disjunktionen von LiteraIen sind. Evtl. vorkommende identische 
Disjunktionen, oder identische Ljterale innerhalb einer Disjunktion können 
nun mittels der I&mpotenzgesetze eliminiert werden. 
Falls einige Disjunktionen Tautologien darstellen (2.B. CA, v~A,)),  so können 
diese noch mittels der Tautologieregel beseitigt werden. Damit erhalten wir 
eine zu F kquivalence Formel in KNF. 
Fall 3: F hat die Form F = (G A H). 
Der Beweis verläuft sinngemäß zu Fall 2. m 

Im Induktionsbeweis des vongen Satzes verbirgt sich ein rekursiver Algonth- 
mus zur Herstellung sowohl von KNF- wie auch DNF-Formeln. Eine etwas 
direktere Urnformungsmethode zur Herstellung der KNF ist die folgende: 

Gegeben: eine Formel F. 

1 .T. ÄQUTVALE~ UND N O R W O R M W  29 

1. Ersetze in F jedes Vorkommen einer Tei lfomel der Bauart 

11G durch G ,  
-$G A H) durch (1G V -.H) , 
T(G V H )  durch (-3 A T H ) ,  

bis keine derartige Teilformel mehr vorkommt. 

2. Ersetze jedes Vorkommen einer Teil fomel der Bauart 

( F  V (G J\ H ) )  durch ( ( F  V G) A ( F  V H ) )  , 

((F A G) V H) durch ((F V H )  A (G V W)) , 

bis keine derartige Teilfom~el mehr vorkommt. 

Die resultierende Formel ist nun in KNF (es kommen evtl. nwh übedlüsnge, 
aber zulässige Disjunktionen vor, die Tautologien sind). 

Eine weitere Methode zur Herstellung von KNF bzw. DNF bietet sich an, 
sofern von der Formel F eine Wahrheitstafel vorliegt. 
In diesem Fall kann eine DNF- oder KNF-Formel sozusagen direkt abgelesen 
werden. Um eine zu F aquivalente DNF-Fomel zu erhalten, gehe man wie 
folgt vor: Jede Zeile der Wahrheitstafel mit Wahrheitswert 1 tragt zu einem 
Konjunktionsglied bei. Die Literale dieser Konjunktion bestimmen sich wie 
folgt: Falls die Belegung von A, in der betreffenden Zeile 2 ist, so wird Ai als 
Uteral eingesetzt, sonst -A,. 
Um eine zu F aquivalente KNF-Formel zu erhalten, vertausche man in obiger 
Anleitung die Rollen von 0 und 1, sowie von Konjunktion und Disjunktion. 

Beispiel: Eine Formel F habe die Wahrheitstafel 
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dann lesen wir folgende zu F äquivalente DNF-Formel ab 

und folgende KNF-Formel 

Übung 19: Von der folgenden Fomel erzeuge man (mittels Umformung und 
rnitteIs Wahrheitstafel) eine äquivalente DNF- und KNF-Formel 

( ( T A  + B )  A ( ( A A  -C) +t B ) ) .  

Man beachte, dass die DNF- oder W-Formeln, die mit obigen Methoden 
erzeugt werden, nicht notwendigerweise die kürzestmöglichen sind. Dieses 
Problem, möglichst kurze konjunktive oder disjunktive Normalformen einer 
gegebenen Fomel herzustellen, ist vor altem für die Digitaltechnik interessant 
und soll hier nicht behandelt werden. 
Man beachte ferner, dass der Urnformungsprozess in eine KNF- oder DNF- 
Fomel diese exponentiell aufblahen kann. Aus einer Ausgangsfomel der 
Länge n kann bei diesem Umforrnungsprozess eine Formel entstehen, deren 
Länge in der Gr~ßenordnung von 2" liegt. Der Grund liegt in der Anwendung 
des Distributivgesetzes, welches die Formellänge in etwa verdoppelt. Eine 
Fonnel mit kurzer DNF-DarsteIlung hat i.a. eine lange KNF-Darstellung und 
umgekehrt. 

Übung 20: Man zeige, dass es zu jeder Formel F eine (effizient konstntierba- 
re) Femel G in KNF gibt, so dass jedes Konjunktionsglied von G höchstens 
3 Literale enthält, und es gilt: F ist erfüllbar genau dann, wenn G erfüllbar 
ist. (Es ist also nicht die Äquivalenz von F und G behauptet!). Ferner ist die 
Länge von G linear in der Länge von F. (Es liegt hier aIso kein exponentielles 
Aufblähen vor). 

Hinweis: Die atomaren FormeIn von G bestehen aus denjenigen von E und 
zusätzlichen atomaren Formeln, die jeweils den inneren Knoten des Stmktur- 
baums von F zugeordnet sind. 

In dieser Situation wurde G eine Teilfomel folgender Art (umgeformt in 
KNF) enthalten. 

h * A ( A ~ { L 3 A C ) ) A + . n  

Der Leser möge die Details vervollständigen. 

1.3 Hornformeln 

Einen in der Praxis wichtigen und haufig auftretenden Spezialfall stellen die 
Hornfomeln dar (benannt nach dem Logiker Alfred Horn). 

Definition (Hornfarmeln) 
Eine Formel F ist eine Homfomel, falls F ~n KNF ist, und jedes Disjunkti- 
onsglied in F höchstens ein positives Litera1 enthält. 

Beispiel: Eine Hornfomel ist: 

F =  ( A V T B )  h (-CY T A v D )  A ( 1 . 4 ~ - B )  A D A T B  

Keine Hornfomel ist: 

G = (-4V T B )  A ( C V  - r l V  D).  

Hornformeln können anschaulicher als Konjunktionen von ImpIikationen ge- 
schrieben werden (prozedurale Deutung). Im obigen Beispiel ist 

F (B + A) A ( C A A  i D) A  ( A A B  i O ) A  ( 1  i D ) A  ( E  -+ 0). 

Hierbei steht 0 für eine beliebige unerfüllbare Fomel und 1 für eine beliebige 
Tautologie. Man mache sich anhand von &ung 3 und der Definition von "+" 
klar, dass die obige Formel tatsächlich äquivalent zu F ist. 
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Ein Gmndthema dieses Buches ist die Frage nach einem algorithmischen Test 
fLir die Gültigkeit oder Erfullbarkei t einer gegebenen Formel. Es genügt, sich 
auf Unerfüllbarkeitstesis zu beschränken, da eine Formel F giiltig ist genau 
dann, wenn 1F unerfüllbar ist. (Um die Gültigkeit von F festzustellen, gebe 
man einfach 1 F  in einen Unerfüllbarkeitstest ein). 
Die Erfüllbarkeit oder UnerfüIlbarkeit von aussagenlogischen Formeln likst 
sich grundsätzlich immer, jedoch i.a. nur mit großem Aufwand, mittels Wahr- 
heitstafeln durchführen. 
Für Hornfomleln gibt es jedoch einen sehr effizienten Erfüllbarkeitstest, der 
wie folgt arbeitet: 

Eingabe: eine Homfomel F, 

1. Versehe jedes Vorkommen einer atomaren Formel A in F mit einer 
Markiening, falls es in F eine Teilformel der Form (1 -+ -4) gibt; 

2. whik es gibt in F eine Teilformel G der Form (AI ri - + . A An t B) 
oder (AI  A - - . A -4, + 0) ,  n 2 1, wobei A l ,  . . . , An bereits 
markiert sind (und B noch nicht markiert ist) do 
if G hat die erste Form then 

markiere jedes Vorkommen von B 
else gib "unerfullbar" aus und stoppe; 

3. Gib "erfidlbar" aus und stoppe. (Die erfullende Belegung wird hierbei 
durch die Markierung gegeben: A(Ae) = I gdw. A, hat eine Marke- 
mngl. 

Satz 
Obiger Markierungsalgorithmus ist (für Hornfometn als Eingabe) korrekt 
und stoppt immer nach spätestens n Markierungsschritten (n = Anzahl der 
atomaren Formeln in F). 

Beweis: Zunächst ist es klar, dass nicht mehr atomare Formeln markiert wer- 
den können als vorhanden sind, und deshalb nach spätestens n Markierungs- 
schritten entweder die Ausgabe "erfiillbar" oder "unerfüllbar" erreicht wird. 

Zur Korrektheit des Algorithmus' beobachten wir zunächst, dass für jedes 
Modell A für die Eingabeformel F (sofern überhaupt ein Modell für F exI- 
stiert) gilt, dass für die im Laufe des Verfahrens markierten atomaren Formeln 
A, d ( A , )  = 1 gelten muss . Dies ist unmittelbar einleuchtend im Schritt I des 
Algorithmus', da eine KNF-Formel nur dann den Wert 1 unter einer Belegung 
A erhalten kann, wenn alle ~is junk tknen  den Wert 1 unter A erhalten. Falls 

eine Disjunktion, wie im Schritt 1, nur aus einem positiven Litera1 besteht, so 
muss dieses notwendigerweise mit 1 belegt werden. Damit ergibt sich auch 
die Notwendigkeit, Ern Schritt 2 alle atomaren Formeln B mit 1 zu belegen, 
sofern (Al /\. . - A A, -+ B) in F vorkommt, und A i ,  . . . , An bereits markiert 
sind. Diese Uberlegung zeigt auch, dass im Schritt 2 korrekterweise "unerfüll- 
bar" ausgegeben wird, sofern (Al A 4 - . /\An t 0) vorkommt und Al, . . . , An 
markiert sind. 
Falls der Markierungsprozess in Schritt 2 erfolgreich zu Ende kommt, so lie- 
fert Schritt 3 korrekterweise die Ausgabe "erfüllbar" und die Markierung Iie- 
fert ein entsprechendes Modell .d für F. 
Dies sieht man wie folgt: Sei G ein beliebiges Disjunktionsglied in F. Falls G 
eine atomare Formel ist, so wird bereits in Schritt 1 A(G) = 1 gesetzt. Falls 
G die Form (Al A + + . A  An + B) hat, so sind entweder alle atomaren Formeln 
in G, insbesondere B, mit 1 belegt (wegen Schntt 2) und damit A(G) = 1, 
oder für mindestens ein j mit 1 5 j 5 n giIt A(A,) = 0. Auch in diesem 
Fall folgt A(G) = 1. Falls G die Form (Al A . . . A An + 0) hat, so muss 
für mindestens ein J' mit 1 5 j 5 TI, gelten A(A,) = O (da in Schritt 2 nicht 
"unerfüllbar" ausgegeben wurde), und damit folgt gleichfalls A(G) = 1. i 

Man beachte, dass aus dem obigen Beweis hervorgeht, dass der Markierungs- 
algorithmus das kleinste Modell A für F konstniiert (falls existent). Das heißt, 
dass für alle Modelle A' und alle atomaren Formeln B rn F gilt: A(B)  < 
d l ( B ) .  (Eherbei ist die Ordnung O < 1 vorausgesetzt). 
Weiterhin beobachten wir, dass jede H ~ r n f o m e l  erfüllbar ist, sofern sie keine 
Teilforme1 der Bauart (Al h . . . A A ,  + 0) enthält. Es sind genau diese 
Teilfomeln, die in Schritt 2 möglicherweise zu der Ausgabe "unerfüllbar" 
führen. (Wir werden diese Klauseln später Zielklausekn nennen). 
Gleichfalls ist jede Bornformel erfüllbar, sofern sie keine Teilfomel der Form 
(1 + A) enthält. In diesem Fall würde die while-Schleife nicht betreten wer- 
den. 

Übring 21: Man wende den Markierungsalgori thmus auf die Formel 

an. (Man beachte, dass die Wahrheitstafel für diese Formel 2% 64 Zeilen 
hat!) 

ijbung 22: Man gebe eine Formel an, zu der es keim gqiquivalente Hornfomel 
gibt und begninde, warum dies so ist. 
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Übung 23: Angenommen, uns stehen d ~ e  Apparaturen znr Verfügung, um die 
folgenden chemischen Reaktionen durchzuführen: 

Ferner sind in unserem Labor folgende Grundstoffe vorhanden: MgO, Hz, Oa 
und C. Man beweise (durch geeignete Anwendung des Hornformel-Algorith- 
mus), dass es unter diesen Voraussetzungen moglich ist, &Co3 herzustellen! 

1.4 Endlichkeitssatz 

Wir werden in diesem Abschnitt einen wichtigen Satz beweisen, dessen Be- 
deutsamkeit vielleicht im Moment noch nicht einleuchten wird. Ern zweiten 
Kapitel wird dieser Satz jedoch eine wichtige Rolle spielen. 

Satz (Endlichkeitssatz, compactness theorem) 
Eine Menge M von Formeln ist erfüllbar genau dann, wenn jede der endlichen 
Teilmengen von M erfüllbar ist. 

Beweis: Jedes Modell für M ist trivialesweise auch ein Modell für jede be- 
liebige Teilmenge von M, insbesondere auch für jede endliche. Die Richtung 
von links nach rechts ist also klar. 
Sei also umgekehrt angenommen, dass jede endliche TeiImenge von M erfüll- 
bar ist, also ein Modell besitzt. Unsere Aufgabe besteht nun darin, aus dieser 
Vielzahl von Modellen für die endlichen Teilmengen ein einziges Modell für 
M zu konstruieren. Für jedes n > 1 sei M, die Menge der Formeln in M, die 
nur die atomaren Formeln A l , .  . . , An enthalten. Obwohl M, im Allgemei- 
nen eine unendliche Menge sein kann, gibt es höchstens k 5 22n verschie- 
dene Formeln Fl,  . . . , Fk in M„ die paarweise zueinander nicht äquivalent 
sind, denn es gibt genau 22n verschiedene Wahrheitstafeln mit den atomaren 
Formeln Al,  . . . , An. 
Mit anderen Worten, für jede Formel F E M, gibt es ein i 5 k mit F = F%. 
Jedes Modell fdr (fi , . . . , Fk)  ist somit auch Modell für M,. Nach Voraus- 
setzung besitzt {F l , .  . . , Fk} ein Modell, denn diese Menge ist endlich. Wir 
nennen dieses Modell &. Wir bemerken ferner, dass An gleichfalls Modell 
für MI, Mz, . . . , M,-1 ist, denn MI C . . - M,-, C M,. Das gesuchte 

Modell A für M konstruieren wir nun stufenweise wie folgt: Wir starten mit 
d = $ und erweitern den Definitionsbereich von A in der n-ten Stufe um An. 
Hierbei verwenden wir die hier einfacher zu handhabende Mengennotation 
für Funktionen, und schreiben 2.B. (Am 1) E A anstelle von A(A,) = 1. 
In der Konstruktion kommt ferner eine Indexmenge I vor, die in jeder Stu- 
fe verändert wird. Die Konstruktion durchläuft nun die Stufen 0,1,2,3,. . . und 
am "Ende" ist A vollständig definiert. Um z.B. festzustellen, ob d(A,) = 0 
oder A(A,) = 1, muss man die Stufen O, l , .  . . ,n nachvollziehen. Es folgt die 
Konstmktion. 

Stufe 0: 

Stufe n > 0: 

if es gibt unendlich viele Indizes i E I 
mit A;(A,)  = 1 then 

begin 
d := A U {(A„ I)}; 
I := I - {i 1 &(An) # I} 

end 
else 

begin 
d := A U  {(Am 0)); 
I := I - {? 1 &(An) # (I} 

end. 

Da in jeder Stufe n die Belegung A entweder um (Am 0) oder (An: 1) (aber 
nie beides) erweitert wird, ist A eine wohldefinierte Funktion mit Definitions- 
bereich {.4,, A2, AB, . . .} und Wertebereich (0,l). 

Wir zeigen nun, dass A ein Modell für M ist. Sei also F eine beliebige Formel 
in M. In F können nur endlich viele atomare Formeln vorkommen, sagen wir 
bis zum Index I ,  also A l ,  A Z ,  . . . , Ai.  Das heißt also, F ist Element von MI C 
MI+, . . - und jede der Belegungen AI, AMI , .  . . ist Modell für F. Die 
Konstruktion von A ist nun so angelegt, dass in jeder Stufe die Indexmenge 
I zwar "ausgedfinnt" wird, dass aber I nie endlich werden kann. Das heißt, 
auch nach Stufe L verbleiben unendlich viele Indizes i in I, natürlich auch 
solche mit i 2 I. Für all diese i gilt: A,(Ai) = A(ill), - . . : A,(PII) = A(Al) ,  
und deshalb ist A Modell für F. m 
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Man beachte eine Besonderheit im obigen Beweis: er ist nicht-konstruktiv. 
Die Existenz des Modells A wird durch den Beweis zwar gezeigt, aber die 
if-Bedingung in der "Konstruktion" ist nicht algofithmisch in endlicher Zeit 
nachprüfbar. Das heißt, es gibt keinen Algorithmus, der A tatsächlich effektiv 
konsmiiert. Es ist lediglich eine gedankliche Konstruktion: entweder ist die 
if-Bedingung erfüllt oder ihr Gegenteil, und dementsprechend soll die "Kon- 
struktion" fortfahren; "programmieren" können wir dies allerdings nicht. 
Auf andere Weise formuliest besagt der EndIichkeltssatz, dass eine (evtl. un- 
endliche) Fomelmenge M unefilibar ist genau dann, wenn bereits eine end- 
liche Teilmenge M' von M unerfüllbar ist. In dieser Form werden wir den 
Endlichkeitssatz später anwenden (Kapitel 2.4). 
Diese Anwendung des Endlichkeitssatzes geschieht in folgendem Zusammen- 
hang: Nehmen wir an, die Formelmenge M kann durch einen algorithmischen 
Prozess aufgezählt werden (m.a.W., M ist rekursiv aufz'zrihlbar): 

Dann kann die Unerfüllbarkeit von M so getestet werden, dass immer größere 
endliche Anfangsabschnitte von M erzeugt werden und auf Unerfüllbarkeit 
getestet werden. Aufgmnd des Endlichkeitssatzes ist M unerfüllbar genau 
dann, wenn dieser so beschriebene Algorithmus irgendwann Erfolg hat. 
Man beachte, dass ein ähnlicher Test für die Erfii'llbarkeit nicht unbedingt 
existieren muss (und im Allgemeinen tatsächlich nicht existiert). 

Übung 24: Sei M eine unendliche Formelmenge, so dass jede endliche Teil- 
menge von M erfüllbar ist. In keiner Formel F E M komme die atomare 
Formel A723 vor, und daher sei angenommen, dass keines der Modelle & in 
der Konstruktion des Endlichkejtssatzes auf A723 definiert ist. Man gebe an, 
welchen Wert ATZ3 dann unter der imEndlichkeitssatz konstruierten Belegung 
A erhält. 

Übung 25: Man beweise (unter Verwendung des Endlichkeitssatzes), dass 
M = { F17 F*, F3, . . .} erfülIbar ist genau dann, wenn für unendlich viele n, 

F,) erfülIbar ist. 

Übung 26: Eine Formelmenge Mo heißt ein Axiornensystem für eine Formel- 
menge M, falls 

{Al A ist Modell für Mo} = {Al A ist Modell für M). 

M heißt endlich axiomatisierbar, fdls es ein eridliches Axiomensystem für M 
gibt. Es sei { F ! ,  .FJ7 F3, . . .} ein Axiomensystem für eine gewisse Menge M, 

wobei für n = 1,2,3, . . . gilt: (Fwi + F,) und F (F, + Man 
zeige: M ist nicht endlich axiomatisierbar. 

obmg 27: Sei L eine beliebige unendliche Menge von natürlichen Zahlen, 
dargestellt als Binärzahlen. (Zum Beispiel die Primzahlen: L = {10, 11, 101, 
I1 1, 10L1, . . .}). Man beweise, dass es eine unendIiche Folge W ,  wz7 w3, . . . 
von paarweise verschiedenen Binärzahlen gibt, so dass ru, Anfangsstück von 
w , + ~  und von mindestens einem Element aus L ist (i = 1 T 2 ,3 ,  . . .) . 

1.5 Resolution 

Die Resolution ist eine einfach anzuwendende syntaktische Umformungs- 
regel. Hierbei wird in einem Schritt aus zwei Formeln, sofern sie die Vor- 
aussetzungen für die Anwendungen der Resolutionsregel erfüllen, eine dritte 
Formel generiert, die dann als Eingabe in weitere Resolutionsschntte dienen 
kann, usw. 

Eine Kollektion solcher rein "mechanisch" anzuwendender syntaktischer 
Umfomungsregeln nennen wir einen Kulkül. Kalkule bieten sich wegen ihrer 
einfachen mechanistischen Arbeitsweise direkt für die algorithmische Tmple- 
mentiemng per Computer an. Im Falle des Resolutionskalkiils gibt es sogar 
nur eine einzige Umformungsregel, die wir weiter unten beschreiben werden. 
Die Definition eines Kalküls hat nur dann einen Sinn, wenn man dessen Kor- 
rektheit und Irollstir'ndigkeit (in Bezug auf die betrachtete Aufgabenstellung) 
nachweisen kann. 
Die zupndeliegende Aufgabenstellung soll hier darin liegen, die Une@ll- 
barkeit einer gegebenen Fomelmenge nachzuwe~sen. Korrektheit bedeutet 
dann, dass keine erfüllbare Formelmenge durch den Kalkül als vermeintlich 
werfüllbar nachgewiesen werden kann, und VoIlstSndigkeit bedeutet umge- 
kehrt, dass jede unerfüllbare Pomelmenge durch den Kalkül als solche nach- 
gewf esen werden kann. 
Wie schon enviihnt, können wir uns auf Unerfüllbarkeitstests beschränken, 
denn viele andere Aufgabenstellungen können auf einen Unerfüllbarkeitstest 
zurückgeführt werden: Um z.B. zu testen, ob eine Formel F eine Tautologie 
ist, genügt es T F  auf Unerfüllbarkeit zu testen. Eine noch häufiger vorkom- 
mende Fragestellung ist: Folgt die Formel G aus einer gegebenen Formelmen- 
ge {Fl, F2,. . . , Fk)? Wir wissen, dass dies gleichwertig ist O u n g  3) mit der 
Frage, ob Fl A F2 r\ . . - A Fk A 1G unerfüllbar ist, und damit haben wir obige 
Frage wieder auf einen Unerfüllbarkeitstest zurückgeführt. 
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Voraussetzung für die Anwendung der Resolution ist, dass die Formel (oder 
Formelmenge) in KNF vorliegt, d.h. dje Formel muss gegebenenfalls erst in 
KNF umgeformt werden (vgl. hierzu auch Ubung 20). Sei also 

wobei die L„ Literale sind, also L,, E {AI, A2, - . +) U {T&, l A Z ,  - . .). 
Für die Anwendung der Resolution ist es vorteilhaft, Formeln in KNF als 
Mengen von sog. Klauseln darzustellen: 

Jedes Element von F, welches wiederum eine Menge ist, heißt Klausel. Die 
Klauseln (deren Elemente die Literaie sind) entsprechen nun also den Dis- 
junktionsgliedern. 
Da die Elemente einer Menge keine Rangordnung haben, und mehrfach auf- 
tretende Elemente zu einem einzigen Element verschmelzen, sind Vereinfa- 
chungen, die sich durch Assoziativität, Kornmntativität oder Idernpotenz er- 
geben, sozusagen "automatisch" bereitgesteiit durch die Mengennotation. 
Die folgenden, äquivalenten KNF-Formeln besitzen alle dieselbe Mengen- 
darstellung, nämlich {{A3),  {Al,  lA2}}: 

(443 A ( 7 4 2  V A i ) )  

(A3 A ((742 V 4 2 )  V Ai) )  

USW. 

Wir werden im Folgenden die einer KNF-Formel F zugeordnete Klausel- 
menge auch mit F bezeichnen, um die Notation einfach zu halten. Der Zu- 
sammenhang zwischen Formeln und Mengen ist natürlich keine eindeutige 
Abbildung. Umgekehrt werden wir such Klauselmengen wie FormeIn behan- 
deln, und z.B. Begriffe wie Äquivalenz oder Erftil lbarkeit auf Klauselmengen 
anwenden. 

Definition 
Seien Kl ,  K2 und R Klauseln. Dann heißt R Resolvent von KI und I<2, falls 
es ein Litera1 L gibt mit L E K L  und ¿ E li2 und R die Form hat: 

= (I( ,  - { L } )  U (& - {L}) .  

1.5. RESOLUTION 

Hierbei ist definiert als 

i,4, falls L = Ai , 
Ai falls L = 7-4, 

Wir stellen diesen Sachverhalt durch folgendes Diagramm dar (Sprechweise: 
R wird aus K,, K2 nach L resolviert). 

Wir vereinbaren ferner, dass die leere Menge, die ebenfalls als Resolvent auf- 
treten kann (falls K1 = ( L )  und K2 = {¿} für ein Litera1 L) mit dem spe- 
ziellen Symbol bezeichnet wird. Dieses Symbol wird verwendet, um eine 
unerfüIlbare Formel zu bezeichnen. Eine Klauselmenge, die 17 als Element 
enthält, wird somit (per Definition) als unedüllbar erklärt. 
Es folgen einige Beispiele für Resolutionen. 

(A3, T A  , A i )  lA~)  V -41 7 4 1  

Übung 28: Man gebe samtliche Resolventen an, die aus den KlauscIn der 
Klauselmenge 

gewonnen werden können. 



Übung 29: Kann bei der Resolution zweier Hornformeln eine Formel entste- 
hen, die keine Hornfomel ist? 

Resolutions-Lemma 
Sei F eine Formel in KNF, dargestellt als Klauselrnenge. Ferner sei R ein 
Resolvent zweier Klauseln KI und I{2 in F. Dann sind F und F U ( R }  äqui- 
valent. 

Beweis: Sei A eine zu F (und damit auch zu F U (R}) passende Belegung. 
Falls A + F U {R}, dann gilt natürlich (erst recht) A F.  
Sei also umgekehrt angenommen, dass A F, d.h. also fiir alle Klauseln 
K E F gilt A K. Der Resolvent R habe die Form R = (K1 - { L ) )  U 
(K2 - {L})  mit K1, K2 E F und L E K I , ~  E K2. 

Fall 1: L. 
Dann folgt wegen A & und A E, dass A (K2 - {I)), und damit 
A R. 
Fall 2: A L. 
Dann folgt wegen A K,, dass A ( K ,  - {L)) und damit A + R. i 

Definition 
Sei F eine Klauselmenge. Dann ist Res(F) definiert als 

Res(Fj = F U {R ( R ist Resolvent zweier Klauseln in F) 

Außerdem setzen wir: 

R ~ s ' ( F )  = F 

( F )  = Res(Resn(F)) für n 2 0 

und schließlich sei 

Übung 30: Man bestimme für folgende Klauselmenge F die Mengen 
Resn(F), wobei n = 0,1,2. 

F = {{Al ~ ß ,  Cl, {B1  61, {TA ,  C), { B 1  -C11 {lC}} 

Übung 31: Man beweise, dass es fürjede endliche Klauselmenge F ein k 2 0 
gibt mit 

R ~ s ~ ( F )  = ~ e s ' " + ' ( F )  = . . . = ResS(F).  

Wovon hängt k ab? 

Übung 32: Sei F eine Klauselmenge mit rn Klauseln, in der höchstens die 
atomaren Formeln A I ,  A2, . . . I An vorkommen. Wie groB ist I Res* (F) I ma- 
ximal ? 

Wir kommen nun zum Beweis der Korrektheit und der Vollständigkeit des 
Resolutionskalktils (in Bezug auf die Frage, ob eine gegebene Formel um- 
etfiillbar ist). Man spricht deshalb auch von Widerlegungsvolls~ündigkeit. 

Resolutionssatz (der Aussagenlogik) 
Eine Klauselmenge F ist unerfüllbar genau dann, wenn E Res * ( F ) .  

Beweis: (Korrektheit) Sei angenommen, E Res* (F). Die teere Klausel U 
kann nur durch Resolution zweier Klauseln K1 und K2 mit Kl = {L) und 
Kz = {L} entstanden sein. Aus dem Resolutionslernma folgt, dass 

Da O in Res*(F) enthalten ist, ist für ein n 2 0, U E Resn(F), und damit 
auch K1, K2 E Resn(F). Da es kein Modell gibt, das sowohl K1 ah auch & 
erfüllt, ist Res" (F) unerfüllbar. Und da Resn (F) = F, ist F unerfüllbar. 

(Vollständigkeit) Angenommen, F ist unerfüllbar. Sollte F eine unendliche 
Formelmenge sein, so können wir uns im Folgenden a u f g m d  des Endlich- 
keitssatzes auf eine endliche unerfüllbare Teilmenge von F beschränken. Wir 
zeigen nun, dass D E Res*(F) durch Induktion über die Anzahl n der in F 
(bzw. dieser endlichen Teilmenge von F} vorkommenden atomaren Formeln. 

Indikktionsaafang: FaIls n = 0, so kann nur F = {U} sein, und somit ist 
O E  F Res*(F).  

Induktionssichritt: Sei n beliebig, aber fest. Es sei angenommen, dass für jede 
unerfiillbare Klauselmenge G, die nur die atomaren FormeIn AI,  Az, . . ., -4, 
enthält, gilt U E Res*(Gj. Sei nun F eine Klauselmenge mit den atomaren 
Formeln A l , .  . . ; Wir erhalten aus F zwei neue Klauselmengen F. und 
F, wie folgt. 
F. entsteht aus F ,  indem jedes Vorkommen von A,+1 in einer Klausel ge- 
strichen wird, und bei Vorkommen von in einer Klause? die gesamte 
Klausel gestrichen wird. (Fo entsteht also aus F, indem die Beltgung von 
AWI mit 0 fixiert wird.) 
Fl wird analog definiert, nur mit den Rollen von Anti und 1 A N 1  vertauscht. 



Wir zeigen nun, dass F0 und Fl unerfüllbar sein müssen. Angenommen, es 
gibt eine Belegung A : { A l ,  . . . : An) -+ 10.11, die F0 esfüllt, dann ist aber 
A' Modell für F, wobei 

A{B) falls B E { A b . .  . , A n }  
falls B = Ael. 

Dies steht im Widerspruch zur Unerfüllbarkeit von F. Analog zeigt man, dass 
Fl unerfüllbar ist. 
Somit ist auf Fo und auf F1 die Induktionsvoraussetzung anwendbar, und es 
gilt somit U E Res* (F,) und E Resa(F1). Dies heißt insbesondere, dass es 
Klauseln K1, Ih,. . . , Km geben muss mit: 

Km = 0, 

undfüri  = L,  . . . ,  mgilt: 
Ki E F. oder Ki ist  Resolvent zweier KlauseIn Km Kb mit U ,  b < 
i. 

Analog muss eine solche Folge Ki, K;, . . . , Kl für Fl existieren. 
Einige der Klauseln K, entstanden aus Klauseln in F, wobei das Vorkommen 
des Literals A,+l gestrichen wurde. Indem wir nun &e ursprünglichen Klau- 
seln K, U {A„1} wiederherstellen, und An+? bei den Resolutionsschritten 
mitführen, entsteht aus obiger Folge Kl ,  K 2 : .  . . , Km eine neue Folge, die be- 
zeugt, dass {A„I} E Res*(F).  (Oder es gilt nach wie vor U E Res*(F) - in 
diesem Fall ist nichts mehr zu zeigen.) 
Analog erhalten wir durch Wiedereinfugen von 1Aw1 in die Folge I{; ,  K:, 
- . . , K;, dass { ~ A „ I )  E ResS(F). Durch einen weiteren Resolutionsschritt 
erhalten wir 

und somit folgt E Resm(F). U 

Aus dem Resolutionssatz leitet sich folgender Algoriihmus ab, der von ei- 
ner Formel in KNF entscheidet, ob sie erfüllbar ist oder nicht (vgl. hierzu 
Übung 3 1). 

Eingabe: eine Fomel F in KNF 

Bilde aus F eine Klauselmenge (die wir ebenfalls mit 
F bezeichnen); 

repeat 
G := F ;  
F := Res(F); 

vntil (O E F) or ( F  = G);  

if U f F then "F ist unerfüllbar" 
else "F ist erfüllbar"; 

Dieser Algorithmus kann in manchen Fallen sehr schnell zu einer Entschei- 
dung führen, in anderen müssen erst (exponentiell) viele Klauseln erzeugt 
werden, bis die until-Bedingung erfiillt ist. 
Wir wollen im Folgenden unterscheiden zwischen den Klauseln, die der Algo- 
rithmus erzeugt, und denjen~gen KlauseIn hiervon, die für die Resolution von 

wirklich von Belang sind (dies könnten wesentlich weniger Klauseln sein}. 
Wir haben die folgende Definition im Beweis des Resolutionssatzes implizit 
schon verwendet. 

Definition 
Eine Deduktion (oder Herleitung oder Beweis) der leeren Klausel aus einer 
Klauselmenge F ist eine Folge K1,  Kz, . . . , Km von Klauseln mit folgenden 
Eigenschaften: 

Km ist die leere Klausel und für jedes i = 1, . . . , ni gilt, dass Ki 
entweder Element von F ist oder aus gewissen Klauseln Km Kb 
mit a,  b < i resolviert werden kann. 

Es ist aus dem bisher Gesagten nun klar, dass eine KFauselmenge unerfüllbar 
ist genau dann, wenn eine Deduktion der leeren Klausel aus F exrstiert. Um 
zu beweisen, dass eine Mauselmenge F unerfüllbar ist, genagt es also, eine 
Deduktion der leeren Klausel aus F anzugeben, es müssen nicht alle Klauseln 
aus Res*{F) aufgeschrieben werden. 

Beispiel: Es sei F = { {A ,  B ,  TC) ,  ( T A } ,  {A ,  B, C), { A ,  133). F ist un- 
erfullbar, denn eine mögliche Deduktion der leeren Klausel aus F ist die Fol- 
ge Kl, . .  . ,I& mit 
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K1 = (A,B,  -C) (Klausel aus F) 
K2 = {A ,B ,C)  (Klausel aus F) 
K3 = (Resol vent von K 1 ,  K2) 
K4 = { A , l B }  (Klausel aus F )  
& = {Al (Resolveni von G, K4) 
K6 = { T A )  [Klausel aus F) 
K7 = (Resolvent von K5, K6) 

Diese Situation kann durch einen Resolutionsgraphe~tpen veranschaulicht wer- 
den. 

Solche Resolutionsgraphen miissen nicht unbedingt Bäume sein, sofern Klau- 
seln vorkommen, die in mehreren Resolutionsschritten verwendet werden. 

Übung 33: Man zeige mittels der Resolutionsmethode, dass A A B h C eine 
Folgerung aus der Klauselmenge 

ist. 

Übung 34: Man zeige mit der Resolutionsmethode, dass 

eine Tautologie ist. 

Übung 35: Man zeige, dass folgende Einschränkung des Resolutionskalküls 
vollständig ist für die Klasse der Hornformeln (für beliebige KNF-Formeln 
jedoch nicht): 
Es darf nur dann ein Resolvent der Klauseln K1, Kz gebildet werden, sofern 
1 K I /  = 1 oder IKz[ = 1, also falls mindestens eine der beiden Klauseln nur 
aus einen einzigen Li teral besteht (sog. Einheitsresolution). 

Da bei solchen Resolutionen immer nur kürzere Klauseln entstehen können, 
lässt sich aus diesem Kalkul ein effizienter Algorithmus für die Klasse der 
Hornfomeln ableiten - ähnlich effizient wie der Markieningsalgorithmus aus 
Kapitel 1.3. 
Hinweis: Man zeige, dass der Ablauf des Markierungsalgorithmus' für Horn- 
formeln in gewisser Weise nachvollzogen werden kann durch Anwendung 
entsprechender Einheitsresotutionen. (Auf eine andere Weise wird diese 
Ubung in Kapitel 2.6 gelöst). 

hjbung 36: Sei F eine Klauselmenge mit den atomaren Formeln 
A l ,  .. . ,Am wobel für jede Klausel K E F gilt ( K (  5 2. Wie groß ist 
Res* (F) höchstens? (Für diese Klasse von Klauselmengen oder Formeln, sog. 
Kromfomeln, liefert der Resolutionskalkül also wiedemm einen effizienten 
Algorithmus). 

Übung 37: Man entwickle eine effizientere Implementierung des Resoluti- 
onsalgonthmus', die auf folgender Datenstruktur betuht: Die Klauseln 

werden 2.B. durch folgenden Klauselgraphen dargestellt, 

wobei jede Kante ein Paar von komplementären Literalen (und damit einen 
möglichen Resolventen) signalisiert. Jede Kante kann somit Anlass zu einem 
Resolutionsschritt geben. Nach Erzeugen eines Resolventen brauchen dann 
nur die zu den Elternklauseln fihrenden Kanten iibernommen werden. Ferner 
iiberlege man sich, dass unter bestimmten, lokal überpmfbaren Bedingungen 
ganze Klauseln aus dem Graphen entfernt werden können. (Es kann 2.B. dre 
erste Klausel entfernt werden). Außerdem können unter gewissen Bedingun- 
gen Kanten aus dem Graphen entfernt werden, d.h. die zugehorigen Resol- 
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venten brauchen nicht betrachtet werden. (Dies ist für die beiden Kanten zwi- 
schen der zweiten und dritten Klausel der Fall). 

mung 38: Gegeben sei folgender Resoluiionsgraph, wobei K1, 16, . . . , K7 
Homklauseln sind. 

Man zeige, dass dieser Resolutionsbaum "linearisiert" werden kann, und die 
Klausel K7 auch auf folgende Ari aus Ki, K2, K3, K4 resolviert werden kann, 

wobei {il, 22, i3, i d )  = { 1, 2 ,3 ,4 )  und K', K" geeignete Klauseln sind. 

Übung 39: Eine Klause! heißt positiv [negativ), falls sie nur positive (nega- 
tive) Literale enthält. Man zeige, dass jede Klauselmenge erfüllbar ist, wenn 
sie keine positive Klausel enthält. (Dasselbe gilt für eine Klauselmenge, die 
keine negative Klausel enthalt). 

Übung 40: Man zeige, dass folgende Einschränkung des Resolutionskalküls 
bereits volIständig ist: Es darf nur dann ein Resolvent aus den Klauseln K1 
und K2 gebildet werden, sofern eine der beiden Klauseln positiv ist. 
Hinweis: Diese Übung wird in Kapitel 2.6 gelöst. 

1.5. RESOLUTION 47 

echte Teilmenge von G ist erfüllbar), dann benötigt jede Resolutionsherlei- 
tung der leeren Klausel aus F mindestens [GI - 1 Resolutionsschritte. 

Bemerkung: Obwohl, wie wir gesehen haben, der Resolutionskalkül in vie- 
len Spezialfallen direkt zu einem effizienten algorithmischen Unerfüllbar- 
keitskst führt, muss dies nicht fürjede Formel so sein. Man kann unerfüllbare 
Formeln bzw. Klauselmengen angeben, wo jede Deduktion der leeren Klausel 
exponentiell viele Klauseln enthält. Das heißt, für diese Klauseln Ist der Auf- 
wand für den UnerfGllbarkeitstest per Resolutionskalkul mit dem der Wahr- 
heitstafelmethode vergleichbar. Wegen der "NP-Vollständigkeit" des Erfull- 
barkeitsproblems scheint hier auch keine prinzipielle Verbesserung möglich 
zu sein. 
Man beachte ferner die folgende interessante Besonderheit: Man kann sowohl 
die Erfüllbarkeit als auch die Unerfiiilbarkeit einer Formel F durch eine &i- 
stenmussuge ausdrücken: F ist (per Definition) erfüllbar, falls eine erfüllen- 
de Belegung existieaiert, und F ist unerfüllbar, falls eine Deduktion der leeren 
Klausel existiert. Eine "Asymmetrie" in dieser an sich symmetrisch aussehen- 
den Situation besteht jedoch darin, dass das Aufschreiben einer Deduktion 
evtl. mit wesentlich (d.h. exponentiell) mehr Aufwand verbunden sein kann 
als das Aufschreiben einer Belegung. (Diese Asymmetie hängt eng mit dem 
sog. N P  =? CO-NP Problem zusamen.) 

Übung 41: Man zeige: Wenn F eine unerfüllbare Klauselrnenge ist und G 
eine minimal unerfüllbare Tetlmenge von F (d.h. G ist unerfüllbar, aber jede 



Kapitel 2 

Prädikatenlogik 

2.1 Grundbegriffe 

Die Prädikatenlogik ist eine mei te rung  der Aussagenlogik. Was hinzu 
kommt sind Quantoren, Funktions- und Frädikatsymbole. Durch diese neuen 
Konzepte sind nun Sachverhalte beschreibbar, die im Rahmen der Aussagen- 
logik nicht formuliert werden konnten. Zn der Aussagenlogik war es z.B. nicht 
möglich auszudrücken, dass gewisse "Objekte" in gewissen Beziehungen ste- 
hen; dass eine Eigenschaftfiir alle Objekte gilt, oder dass ein Objekt mit einer 
gewissen Eigenschaft existiert. Ein bekanntes BeispieI aus der Analysis: 

Für alle E > 0 glbt es ein no, so dass für alle n. 2 no gilt, dass 
abs(f (n) - a) < E .  

Die wesentlichen Bestandteile hier sind die sprachlichen Konstmkte "für alle" 
und "es gibt", sowie die Verwendung von Funktionen (abs, f ,  -) und Rela- 
tionen (>, >, <). 
Wir beginnen wieder wie in der Aussagenlogik damit, dass wir den syntakti- 
schen Sprachrahmen abstecken, in dem wir uns in der Prädikatenlogik bewe- 
gen wollen. Der Definition von (prädikatenlogischen) Formel~t muss noch die 
Definition von Ternen vorangestellt werden, da sie Bestandteile der Formeln 
sind. 

Definition (Syntax der Prädikatenlogik) 
Eine lrariable hat die Form X, mit i = 1,2,3, . . .. Ein Prudikatsyrnbol hat 
die Form P: und ein Funktionssymbol hat die Form f! mit z = 1 ,2 ,3 . .  . . 
und k = 0, f ,2, . . .. Hierbei heißt i jeweils der U n t ~ r s c h e i d i n  und k 
die S~eilenzahl (oder Steiligkeit}. Wrr definieren nun die Terme durch einen 



induktiven Prozess: 

1. Jede Variable ist ein Term. 

2. Falls f ein Funktionssyrnbol ist mit Stellenzahl k ,  und faIIs ti, . . . , tk 
Terme sind, so ist auch f ( tl , . . . , t k )  ein Term. 

Hierbei sollen auch Funktionssymbole der Stellenzahl 0 eingeschlossen sein, 
und in diesem Fall soilen die Klammem wegfallen. Nullstellige Funktions- 
symbole heißen auch Konssanten. 
Nun können wir (wiederum induktiv) definieren, was Formeln (der Prädika- 
tenlogik) sind. 

1. Falls P ein Prädikatsyrnbol der Stelligkeit k ist, und falls tl, . . . , tk Ter- 
me sind, dann ist P(t,, . . . , t k )  eine Fomel. 

2. Für jede Formel F ist auch 1 F  eine Formel. 

3. F& alle Formeln F und G sind auch (F A G) und (F V G) Formeln. 

4. FalIs X eine Variable ist und F eine Formel, so sind auch 3xF und VxF  
Formeln. 

Atomare Fomela nennen wir genau die, die gemäß 1. aufgebaut sind. 

Falls F eine Formel ist und F als Teil einer Formel G auftritt, so heißt F 
Teilfomei von G.  

Alle Vorkommen von Variablen in einer Formel werden in freie und gebun- 
dene Vorkommen unterteilt. Dabei heißt ein Vorkommen der Variablen X in 
der Formel F gebunden, falls z in einer Teilformel von F der Form 3xG oder 
QxG vorkommt. Andernfalls heißt dieses Vorkommen von z frei. (Dieselbe 
Variable kann also in einer Fomel an verschiedenen Stellen sowohl frei aIs 
auch gebunden vorkommen). 
Eine Formel ohne Vorkommen einer freien Variablen heißt geschlossen oder 
eine Aussage. Das Symbol 3 wird Existenzquantor und V Allquantorgenannt. 
Die Matrix einer Formel F ist diejenige Formel, die man aus F erhält, in- 
dem jedes Vorkommen von 3 bzw. V, samt der dahinterstehenden Variablen 
gestrichen wird. Symbolisch bezeichnen wir die Matrix der Formel F mii F*. 

Beispiel: F = (3x1 P: (si, fz (33)) V -t/x2P4(~2; f7 (G, f: ( 5 3 ) ) ) )  ist eine 
Formel. Sämtliche Teilfomeln von F sind: 

F 
3xiP:(2,, f i ( 5 2 ) )  

p52(x~~ f i ( ~ 2 ) )  
-Q~2P,?(x2 ,  f ? 2 ( f 4 a i  f51(x3))) 

V ~ z P , 2 ( ~ 2 ,  fZf40, M . 3 ) ) )  

P42(52! f;(f;, f51(53))) 
AHe in F vorkommenden Terme sind: 

Alle Vorkommen von sl in F sind gebunden. Das erste Vorkommen von x2 ist 
frei, alle weiteren sind gebunden. Ferner kommt in F frei vor. Die Formel 
F ist also keine Aussage. Der Term ft stellt eine Konstante dar. 
Die Matrix von F ist die Formel 

F* = (p$(xr, f i ( x 2 ) )  V 7~421x2, f;(f;, fl(x3)))) 

Übung 42: Sei Frei(F) die Menge der in F frei vorkommenden Variablen. 
Man definiere Frei(F) formal (per Induktion über den Term- und Eomelauf- 
bau von F). 

Wir vereinbaren wieder &e vereinfachenden Schreibweisen wie in der Aus- 
sagenlogik. Knzu kommen noch die folgenden: 

U ,  V, W, X, Y, z stehen für Variablen 
U ,  h,  C stehen fur Konstanten 
f 1  s, 11 stehen für Funktionssymbole, wobei die zugehön- 

ge Stelligkeit immer aus dem Kontext hervorgeht. 
P? Q1 R stehen fLir PrädikatsyrnboIe. Die Stelligkeit geht 

aus dem Kontext hervor. 

Übung 43: Man gebe swtliche TeilformeIn und Terme an, die in der Formel 



enthalten sind. WeIche TeilformeIn sind Aussagen? Für jedes Vorkommen 
einer Variablen bestimme man, ob es frei oder gebunden ist. Wie lautet die 
Matrix von F ? 

Um Formeln der Prädikatenlogik zu interpretieren, müssen die Funktionssym- 
bole als gewisse Funktionen, die Wdikatsymbole als gewisse Radikate (je- 
weih auf einer gewissen Grundmenge) gedeutet werden. Hinzu kommt, dass 
evtl. vorkommende freie Variablen als Elemente der Gnindmenge interpretiert 
werden müssen. All dies wird in der folgenden Definition formal getan. 

Definition (Semantik der Prakatenlogik) 
Eine Struktur ist ein Paar d = (U;, Ia) wobei UA eine beliebige aber nicht 
leere Menge ist, die die Grundmenge von A (oder der Grundbe~ich, der In- 
dividuenhereicfi, das Univerxum) genannt wird. Ferner ist Ia eine Abbi I dung, 
die 

- jedem k-stelligen Prädikatsymbol P (das irn Definitionsbereich von TA 
liegt) ein k-stelliges Prädikat über UA zuordnet, 

- jedem k-stelligen Funktionssymbol f (das im Definitionsbereich von IA 
Iiegt) eine k-steIlige Funktion auf Ud zuordnet, 

- jeder Variablen X (sofern I* auf X definiert ist) ein Element der Grundmen- 
ge UA zuordnet. 

Mit anderen Worten, der Definitionsbereich von IA ist eine Teilmenge von 
>E k {Pt , fi , X ,  1 i = 1 , 2 , 3 , .  . . undk = 0 ,1 ,2 , .  . .), undder Wertebereich von 

IA ist eine Teilmenge aller Prädikate und Funktionen auf UA, sowie der Ele- 
mente von U*. Wir schreiben a b k h e n d  statt Ia(P) einfach P", statt JA( f) 
einfach f * und statt IA(x) einfach zA. 

Sei F eine Formel und A = (UAl I*) eine Struktur. A heißt zu F passend, 
falls IA für alle in F vorkommenden Prädikatsyrnbole, FunktionssymboIe und 
freien Variablen definiert ist. 

Beispiel: F = tlzP(xl f (X)) A Q(g(a, 2 ) )  ist eine Formel. Hierbei ist P ein 
zweistelliges und Q ein einstelliges Pridikatsymbol und f ein einstelliges, 
g ein zweistelliges und a ein nuIIsteIIiges Funktionssymbol. Die Variable z 
kommt in F frei vor. Eine zu F passende Struktur ist 2.B. A = (UA, IA) mit 

Ud = {0,1,2, ...} = INl 
IA(P)  = pA = { (m,  n) ) m, n E IjA undm < n),  

IA(Q)  = Q~ = {n  E UA I n ist Primzahl 1 
IA( f )  = f = die Nachfolgerfunktion auf UA, 

also f A(n) = n + 1, 

= g* = die Additionsfunktion auf UA, 

also gA(rn, n)  = m -i n, 

IA (a )  = aA = 2, 
IS1(z) = E* = 3. 

In dieser Struktur "gilt" F offensichtlich (was wir gleich formal definieren 
werden}, denn jede natürliche Zahl ist kleiner als ihr Nachfolger und die Sum- 
me von 2 und 3 ist eine Primzahl. 
Man kann sich natürlich auch für diese Beispielfomel F (zu F passende) 
Strukturen vorstellen, in denen F nicht gilt. F ist also nicht in jeder Struktur 
gültig. 
Um nicht den Eindruck aufkommen zu lassen, dass der Gmndbereich UA im- 
mer aus Zahlen bestehen muss, geben wir nun eine Struktur an, die auf den 
ersten Blick etwas künstlich wirken mag, aber im Kapitel 2.4 eine wichtige 
Rolle spielen wird. Sei A = (U*, I*), wobei UA die Menge der variablenfrei- 
en Terme ist, die aus den Bestandteilen von F (also den Funktionssymbolen) 
aufgebaut werden können. Fiir obige Beispielfomel wäre 

Für jeden Term t E UA sei f A(t) definiert als der Term f ( t )  E Ua, und für 
alle Terme t l l  t2 sei gA(t l  tS}  definiert ais der Term g ( t l ,  ts) E VA. Ferner sei 
U* = ., 
Der Leser sollte sich unbedingt klarmachen, was für eine Wechselwirkung 
zwischen syntaktischen Objekten (den Elementen von U*) und den semanti- 
schen Interpretationen ( f A l  gA und a*) hier stattfindet. Um A vollständig zu 
definieren, muss noch pA, QA und zA angegeben werden. Wir überlassen es 
dem Leser, diese Definition einmal so vorzunehmen, dass sZ Modell für F ist, 
und so, dass A kein Modell fiir F ist. 

Definition (Semantik der Prädikatenlogik - Fortsetzung) 
Sei F eine Formel und A eine zu F passende Struktur. Fiir jeden Term t,  den 
man aus den Bestandteilen von F bilden kann (also aus den Variablen und 
Funktionssy mbolen), definieren wir nun den Wert von t in der Stmktur A, 
den wir mit A(t) bezeichnen. Die Definition ist wieder induktiv. 



1 .  Falls t eine Variable ist (also t = X), s o  ist Alt} = sA. 

2. Falls t die Form hat t = f (tl ,  . . . , t k )  wobei t,, . . . , tk Tenne und f ein 
k-stelliges Funkhonssymbol ist, so ist 

4 t )  = fA(A(t,)  , - .  ,dltk)). 

Der Fall 2 schließt auch die Möglichkeit ein, dass f nullstellig ist, also i: die 
Form hat t = a. In diesem Fall ist also A(t) = aA. 

Auf analoge Weise definieren wir (induktiv) den (Wahrheits-) Wert der For- 
meln F unter der Struktur A, wobei wir ebenfalls die Bezeichnung d(F) 
verwenden. 

1. Falls F die Form hat F = P(t,, . . . , tk )  mit den Termen t l ,  . . . , tk und 
k-stelligem Prädikatsymbol P, so ist 

L, fdls (A(t l ) ,  . . . , A(tk)) E PA 
= O,  sonst 

2. Falls F die Form F = -G hat, so ist 

1, falls A(G) = 0 A(F) = 
0, sonst 

3. Falls F die Form F = (G A H) hat, so ist 

1, falls A(G) = 1 und A(H) = 1 
= O ,  sonst 

4. Falls F die Form E = (G V H) hat, so ist 

1, falls d(G)  = 1 oder A ( H )  = 1 
= 0, sonst 

5. Falls F die Form F = VxG hat, so ist 

1, falls für alle d E UA gilt: A[,/q(G) = 1 
= O, sonst 

6. Falls F die Form F = 3xG hat, so ist 

1, falls es ein d E UA gibt mit: A[.jqIG) = I 
d(F) = 0, sonst 

Kierbei bedeutet AIxJ4 diejenige Struktur At, die überall mit A identisch ist, 
bis auf die Definition von X*' : Es sei nämlich X*' = d, wobei d E UA = UAi 
- unabhängig davon, ob Id auf z definie~t isr oder nrcht. 

FaIIs für eine Formel F und eine zu F passende Struktur A gilt d(F) = 1, 
so schreikn wir wieder A F (Sprechweise: F gilt in A oder A ist Modell 
fW F) .  FaIls jede zu F passende Struktur ein Modell für F ist, so schreiben 
wir F (Sprechweise: F ist (allgemein-)gullig), andernfalls F. Falls es 
mindestens ein Modell für die Formel F gibt, so heih F efiilbar, andernfülls 
uae@EEbar. 

Übung 44: Gegeben sei folgende Formel: 

Man gebe eine Struktur A an, die Modell für F ist, und eine Struktur B, die 
kein Modell für F ist. 

Einige Begnffe aus der Aussagenlogik wie "Folgerung" und "Äquivalenz" 
können nun in offensichtlicher Weise direkt in die PrädikatenIogik übertragen 
werden. Wir verwenden diese Begriffe irn Folgenden, ohne sie noch einmal 
explizit zu definieren. 

Bemerkungen 
1. Völlig anaIog zum aussagenlogischen Fa11 Iässt sich zeigen, dass für jede 
Formel F gilt: 

F ist gültig genau dann, wenn 4' unerfüllbar ist. 

2. Die Prädikatenlogik ist irn folgenden Sinn eine Erweiterung der Aussa- 
genlogik: Falls alle Frädikatsymbole nullsteIIig sein müssen (dann erübrigen 
sich automatisch Terme, Variablen und Quantoren), erhalten wir im Pnnzip 
die Formeln der Aussagenlogik, wobei nun die nullstelligen Prädikatsymbole 
die Rolle der atomaren Formeln der Aussagenlogik übernehmen. Die Begrif- 
fe "erfüllbar", "güEtigthsw. aus der Aussagen- und der Prädikatenlogik sind 
dann identisch. 
Es genügt sogar, lediglich die Variablen {und damit die Quantoren) zu verbie- 
ten, damit die Prädikatenlogik zur Aussagenlogik "degeneriert". Sei z. B. 
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eine Formel ohne Variablen (aber mit mehr als 0-steiligen Prädikazensym- 
bolen!). Indem wir die vorkommenden atomaren Formeln mit entsprechenden 
atomaren Formeln der Aussagenlogik identifizieren 

erhalten wir die aussagenlogische Formel 

Offensichtlich ist (ein solcherart gewonnenes) F' erfüllbar (oder gültig) genau 
dann, wenn F erfüIlbar (oder gültig) ist. 

3. Man beachte, dass prädikatenlogische Formeln, sofern sie keine Quanto- 
sen enthalten (z.B. die Matrix einer gegebenen Formel), mit den Mineln der 
Aussagenlogik in KNF bzw. DNF umgeformt werden können. Der einzige 
Unterschied ist, dass die Rolle der aussagenlogischen atomaren Formeln (dies 
sind die A, j nun von den prädikatenlogischen atomaren Formeln übernommen 
wird (dies sind die Formeln der Form P(tl ,  . . . , t,)). 
4. Die Prädikatenlogik ist zwar "ausdnicksscärkeJ' als die Aussagenlogik, je- 
doch kann nicht jede mathematische Aussage im Rahmen der Prädikatenlogik 
formuliert werden. Wir erhalten eine noch größere "Ausdmcksstärke", falls 
wir auch Quantifizieningen über Prahkaten- und Funktionssymbole erlauben, 
2.B. 

F = VP3 fVxP(J(x)) . 
Dies ist der sog. Prüdikatealogik der zweiten Stufe vorbehalten (die wir 
hier nicht behandeln woIlen). Die oben definierte Prädikatenlogik heißt auch 
Prädikatenlogik der ersten Stufe. Priidikate und Funktionen werden also als 
zweitstufige Objekte verstanden, während die Elemente des Gmndbereichs 
erststufige Objekte sind. 

Übung 45: Gegeben seien die Formeln Fl, F? und Fa, die gerade die Reflexi- 
vität, Symmetrie und Transitivität von P "besagen". 

Man zeige, dass keine dieser Formeln Folgemng der anderen beiden ist, indem 
man für jedes Eomelpaar ein Modell angibt, das aber nicht Modell für die 
jeweils dritte Formel ist. 

Übung 46: In der Prüdihtenlogik mit Identifät ist auch dris Symbol = zuge- 
lassen, das Gleichheit zwischen Termen bedeuten soll. Wie muss die Syntm 
(Definition von Formeln) und Semantik (Definition von A ( F ) )  der Pradika- 
tenlogik erweitert werden, um die Prädikatenlogik mit Identität zu erhalten? 

Übung 47: Welche der folgenden Strukturen sind Modelle für die Formel 

(a} UA= W , P A =  { (m,n)  I m , n f  lN,m<n} 

(C) UA = pIN (die Potenzmenge von IN), 
PA = ( (Al  B)  1 A, B C IN, A C B} 

Übung 48: Sei F eine Formel und die in F frei vorkommenden Variablen 
seien 21, x2, . . . , x,~.  Man zeige: 

(a) F ist gültig genau dann, wenn QzlVxz . - .h,F giiltig ist, 

(b) F ist erfüllbar genau dann, wenn 32, 3x2 . + + 3x,F erfiillbar ist. 

Übung 49: Man formuliere eine erfüllbare Aussage F, so dass für alte Mo- 
delle A von F gilt: /UA] 2 3. 

Übung 50: Sei F eine erfüllbare Formel und A sei ein Modell für F mit 
[UAI = n. Man zeige: dann gibt es auch für jedes m 2 n ein Modell Bm für 
F mit 1 UB, I = m,. Außerdem gibt es ein Modell B, fur F mi 1 ) UBS 1 = cm. 

Übung 51: Man gebe eine erfüllbare prädikatenlogische Aussage F mit Iden- 
titiit an (vgl. Ubung 46), so dass für jedes Modell A von F gilt (UA( I 2. 

Diese Übung scheint der vorhergehenden zu widersprechen. Lösen Sie diesen 
anscheinenden Widerspruch auf! 

Übung 52: Man formuliere prädikatenlogische Aussagen mit Tdentität (vgl. 
Ubung 46), in denen das zweistellige Pradikatsyrnbol P (bzw. das einstellige 
Funktronssymbol f) vorkommt, die "besagen": 

(a) P ist eine anttsymmeirische Relahon, 



(b) f ist eine injektive Funktion, 

(C) f ist eine surjektive Funktion. 

Übung 53: Man formutiere eine Aussage F im Rahmen der Prädikatenlogik 
mit Identität (vgl. Übung 46), in der ein zweistelliges Funktionssymbol f vor- 
kommt, so dass für jedes Modell d von F gilt: 

(UAi f ') ist eine Gruppe. 

Übung 54: Ein Keller (engl. stack) ist eine aus der Informatik bekannte ab- 
strakte Datensmiktur, fur die bestimmte Prädikate und Funktionen (oder Ope- 
rationen) definiert sind. So ist IsEmpty ein einstelliges Prädikat und n.ullstack 
eine Konstante. Ferner sind top undpop einstellige Funktionen und push eine 
zweistellige Funktion. Man "axiomatisiere" diese Operationen, die auf einem 
Keller erlaubt sind, in solcher Weise durch eine Forme1 mit Identität, dass 
jedes Modell dieser Formel ein (abstraktes) Keller ist. 

Hinweis: Ein Bestandteil der Formel könnte z.B. 

sein. 

Der Aquivalenzbegnff der Aussagenlogik lässt sich in naheliegender Weise 
in die Prädikatenlogik übertragen: zwei prädikatenlogische FormeIn F und G 
sind äquivalent, falls für alle sowohl zu F als auch zu G passenden Strukturen 
d giit A(F)  = d(G). 
Wir beobachten zunächst, dass alle im aussagenlogischen Teil bewiesenen 
Äquivalenten auch in der Prädikatenlogik gelten. Z.B. gilt für alle prädika- 
tenlogischen Formeln F und G das deMorgansche Gesetz: 

Um prädikatenlogische Formeln in gewisse Normalformen umzuformen, 
benötigen wir jedoch auch Äquivalenzen, die Quantoren mit einbeziehen. 

Satz 
Seien F und G beliebige Formeln. 

2. Falls X in G nicht frei vorkomnzt, gilt: 
(VXFAG)  Y X ( F A G )  
(VxFVG) b'x(FVG) 
(3xF A G )  3x(F A G )  
(3xF V G) = 32(F V G j  

3. (QxF AVXG) = %(F AG) 
(3zF V 3sG) 3x(F V G) 

Beweis: Wir fuhren exemplarisch nur den Beweis für die erste Äquivalenz 
in 2. vor. Sei A = (UAi I A )  eine zu den beiden Seiten der zu beweisenden 
Äquivalenz passende Struktur. Es g~l t :  

A ~ V X F A G )  = I 

gdw. A(VxF) = 1 und A(G) = 1 

gdw. fur alle d E UA gilt A[,J4 (F) = 1 und d ( G )  = I 

gdw. für alle d f Ci' gilt A[r14 (F) = 1 und AlrIq (G) = 1 (da 3: 

in G nicht frei vorkommt, ist n k l i c h  A(G) = ApId(G) ) 

gdw. für alle d E UA gilt d[,14((F A G)) = 1 

gdw. A(Vx (F  A G ) )  = 1. 

Interessanter noch erscheint hier zu bemerken, welche ganz &ähnlich aussehen- 
den Fomelpaare nicht äquivalent sind: 

(VxFVVxG) $ 'dx(FVG) 

(3xF A 3xG) + 3x(F AG) 

Übung 55: Man bestätige dies durch Angabe von Gegenbeispielen. 

Übung 56: Man zeige, dass F = (3xP(2)  t P(y))  äquivalent ist zu G = 

Y x ( P ( x )  + P(y) ) .  

Übung 57: Man beweise, dass Vx3y P ( x ,  y) eine Folgerung von 3yVx P(z ,  
ist, aber nicht umgekehrt. 



Ferner bemerken wir, dass das Erselzbarkitstheorem der Aussagenlogik in 
analoger Weise auch fUr Formeln der Pradikatenlogik gilt. Der im Kapitel 
1.2 geführte Induktionsbeweis (iiber den Formelaufbau) muss Iediglich um 
die bei prädikatenlogischen Formeln zusätzlich vorkommenden Fälle ergiinzt 
werden. (Fd14: F hat die Form F = 3xG, Fall 5: F hat die Form F = VxG). 

Dies führt gleich iiber zu der nächsten Bemerkung. Induktionsbeweise über 
den Formelaufbau können - wie soeben bemerkt - auch bei prädikatenlo- 
gischen Formeln geführt werden (mit entsprechend mehr Fallunterscheidun- 
gen). Da jedoch der Definition von Formeln die Definition von Termen vor- 
ausgeht, muss bei dem Beweis einer Behauptung B, die für alle prädikaten- 
logischen Formel gelten soll, evtl. ein weiterer Induktionsbeweis über den 
Termaufbau vorausgehen. Hierzu muss die Behauptung B evtl. auf Terme an- 
gepasst bzw. umgeformt werden. 

Man beachte, dass die Äquivalenzurnfomungen 1-3 des obigen Satzes - von 
links nach rechts angewandt - die in einer Forme1 evtl. vorkommenden Quan- 
toren '"nach außen treiben". 

Beispiel: 

(7(3xP(2,  Y) V Qz&lz)) A 3 w P ( f  ( U ,  W ) ) )  

z ((-3xP(s, y} A +'.@(z}) A 3uiP(f (a ,  W))) (deMorgan) 

( (Qx7P(s1 y )  A 327Q(z)) r\ 3wP( f (a,  W ) )  (wegen 1 .) 

(3wP(f (a, W)) A (VX-.IP(X, Y) h 3z~Qtz ) ) )  (Komrnutativität) 

= 3w(P( f (U, W)) A Vx(lP(s ,  P) A 3 z l Q ( z ) ) )  (wegen 2.) - 3w(Vx(3zlQ(z) r\ l P ( s ,  3)) J\ P( f ( U ,  W ) ) )  (Kommutativität) 

= 3ui (Vx3x( lQ(z)  A + ( X ,  y)) /\ P( f (a ,  W)))  (wegen 2.) 

3wb'z32-(lQ(z) ri -iP(r: Y) i\ P( f (a, W ) ) )  (wegen 2.) 

Mehreres fällt hierbei auf. Die Quantorenreihenfolge, die sich arn Ende der 
Umformungskette ergibt, liegt nicht unbedingt eindeutig von vornherein fest. 
Sie hängt von der Art und Reihenfolge der Umformungsschritte ab. Im obi- 
gen Beispiel hätte sich jede mögliche Permutation von "3wW, "VT" und "3z" 
erreichen lassen. (Dies muss aber nicht immer so sein!). Nebeneinanderste- 
hende gleichartige Quantoren können jedoch immer verhuscht werden (vgl. 
Punkt 4 des Satzes). 

Um Punkt 2 des obigen Satzes immer anwenden zu können, müssen wir die 
Möglichkeit vorsehen Variablen umzubenennen. 

Definition 
Sei F eine Formel, X eine Variable und t ein Term. Dann bezeichnet F[x/t]  
diejenige Formel, die man aus F erhält, indem jedes freie Vorkommen der 
Variablen X in F durch den Tenn t ersetzt wird. Durch [x / t ]  wird eine Substi- 
tution beschrieben. 
Substitutionen (oder auch Folgen von Substitutionen} behandeln wir auch a ls  
selbständige Objekte. So soll z.B. 

diejenige Substitution bedeuten, die in einer Formel (oder auch in einem 
Term) jedes freie Vorkommen von X durch f l  und dann jedes freie Vorkom- 
men von y durch tz  ersetzt. (Man beachte hierbei, dass tl auch y enthalten 
darf). 

Bemerkung: Man unterscheide deutlich zwischen Ap14 und F[x/t]. Zum 
einen erhaiten wir eine neue Struktur, bei der X den Wert d erhalt (Semantik) 
und zum anderen erhalten wir eine neue Formel, bei der z durch t ersetzt ist 
(Syntax). 
In der fotgenden Übung soll der Zusammenhang zwischen beiden Notationen 
hergestellt werden. 

Übung 58: Man beweise (per Induktion über den Term- und Formetaufbau), 
dass das folgende ~ b e ~ h m n g s l e m m a  für jede Forme1 F, jede Variable X, 
und jeden Term .t, der keine in F gebundene Variable enthält, gilt: 

Der Beweis des folgenden Lemmas ist genauso einfach. 

Lemma (gebundene Umbenennung) 
Sei F = QxG eine Formel mit Q E (3,V). Es sei y eine Variable, die in G 
nicht vorkommt. Dann gilt F QyG[s/y]. 

Durch systematisches Ausführen von gebundenen Umbenennungen, wobei 
immer neue, noch nicht vorkommende Variablen verwendet werden, können 
wir das nächste Lemma beweisen. 



Lemma 
Zu jeder Formel F gibt es eine äquivalente Formel G in bereinigter Form. 
Hierbei heißt eine Formel bereinigt, sofern es keine Variable gibt, die in der 
Formel sowohl gebunden als auch frei vorkommt, und sofern hinter alten vor- 
kommenden Quantoren verschiedene Variablen stehen. 

Übung 59: Man gebe eine zu 

F = Yx3LP(x, f (Y)) ~ v ( Q l x ,  10 V R b ) )  

äquivaIente, bereinigte Formel an! 

Wie in obigem Beispiel bereits angedeutet, kann jede Formel durch Anwen- 
den der Äquivalenzumforrnungen des obigen Satzes und durch eventuelles 
gebundenes Umbenennen in eine äquivalente und bereinigte Formel überführt 
werden, in der alle Quantoren 'ganz vorne" stehen. Wir fassen diese Sachlage 
in einer Definition und einem Satz zusammen. 

Definition 
Eine Formel heißt pränex oder in Pränexfom, faIIs sie die Bauart hat 

wobei Qi f 13, V), n > 0, und die y* Variablen sind. Es kommt ferner kein 
Quantor in F vor. 

Satz 

Für jede Formel F gibt es eine aquivalente (und bereinigte) Formel G in 
Pränex form. 

Beweis: (Induktion über den Formelaufbau) 

Induktionsa~ifang: F ist atomare Formel. Dann liegt F bereits in der 
gewünschten Form vor. Wiihle also G = F. 

Induktionsschritf: Wir betrachten wieder die verschiedenen Fälle: 

1. F hat die Form -F1 und GI = G)l ylQzyz . - - QnynG' sei die nach 
Induktionsvoraussetzung existierende zu Fl äquivalente Formel. Dann 
gilt - 

F 5 Q I Y I Q ~ Y ~ ~ . + Q & ~ Y ~ ~ G '  
wobei = 3, falls Q, = V; und = V, falls Q, = 3. Diese Formel 
hat die gewünschte Form. 

2. F hat die Form (Fl o F2) mit o E {A, V). Dann gibt es zu Fl 
und F2 äquivalente Formeln GI und G2 in bereinigter Pränexform. 
Durch gebundenes Umbenennen können wir die gebundenen Varia- 
blen von G1 und G2 disjunkt machen. Dann habe GI die Form 
Q1v1Q2y2 + - QkykG{ und Gz die Form Q{ zl Q',z2 - + + QizlGb mit 
Q„ Qf E (3 ,  V). Damit folgt, dass F zu 

äquivalent ist. Diese Formel hat die gewünschte Fonn. 

3. F hat die Form QxFl mit Q E (3,V). Die nach Induktionsvoraus- 
setzung existierende bereinigte Pränexformel von F, habe die Bauart 
Q i ~ , Q z y z  . . - QltykF{. Durch gebundenes Umbenennen kann die Va- 
riable X verschieden gemacht werden von yl, Y?, . . . ! yk .  Dann ist F zu 

äquivalent. 

Übung 60: Im obigen Induktionsbeweis verbirgt sich ein Algorithmus zur 
Herstellung von äquivalenten Formeln in bereinigter Fränexfom. Man for- 
muliere einen entsprechenden Algorithmus. 

Übung 61: Formen Sie die Formel 

F = (Vx3yP(s,g(y, f (X))) V - Q ( z ) )  V ibS.R(z,~) 

um in bereinagte Pränexfom. 

Im folgenden verwenden wir die Abkürzung BPF für "bereinigt und in 
känexform". 

Definition (Skolemform) 
Für jede Fomel  F in BPF definieren wir i hre Skolernfom(-el) als das Resultat 
der Anwendung folgenden Algorithmus' auf F :  

while F enthält einen Existenzqnantor do 
begin 



F habe die Form F = Vy,Vyz + .  +Vyn32G f i r  eine Formel G 
in BPF und TL 2 0 (der Allquantorblock kann auch leer sein); 
Sei f ein neues bisher in F nicht vorkommendes n-stelliges 
FunktionssymboI; 

F := VYIVM~. - . v ~ ~ n c [ ~ / f  (91 1 ~ 2 3  . . . ~ n ) ] ;  

(d-h. der Existenzquantor in F wird gestrichen und jedes Vor- 
kommen der Variablen x in G durch f (?lili, y2: . . . - yn) ersetzt) 

end 

Beispiel: Betrachten wir die Forme1 

Der obige Skolem-Algorithmus erzeugt in den einzelnen 
whiIe-Schleifendurchläufen die folgenden Formeln: 

Hierbei sind a (0-stellig), f (1-stellig) und g (ZstelIig) die neu eingefuhrten 
Skolemfunktionen. 

Übung 62: Man gebe die Skolernforrn der Formel 

an. 

Satz 
Für jede Formel F in BPF gilt: F ist erfüllbar genau dann, wenn die Skolem- 
form von F erfüllbar ist. 

Beweis: Wir zeigen, dass in jedem einzelnen, in einem while-Schleifen- 
durchlauf durchgeführten Umformungsschritt eine Formel entsteht, die erfüll- 
bar ist, genau dann wenn die Ausgangsformel F erfüllbar ist. Sei also 

Die nach einem while-Schleifendurchlauf entstehende Formel hat dann die 
Form 

F' =~YT~~/~.+.VY~GIZ/~(YI~Y~>-.- + ~ n ) ]  - 
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Wir nehmen zunächst an, dass F' erfüllbar ist. Dann gibt es eine Struktur d, 
passend zu F', mit d ( F E )  = 1. Dann passt A auch zu F und es gilt: 

füralle U I , U ~ ~ .  . . ,U, E UA ist 

' A [ Y l / ? L 1 ~ [ Y 2 / U 2 ~ - [ B m ! U n ]  (G[z/f  (yi ~ 2 ~  ' + . Y ~ I  3 = I . 
Mit dem Uberf~hmngclemma folgt: 

füralle U ~ , T I , ~ ,  . . . , U ,  E Ud ist 

A[~l/~l][212/~2]~~~[YR/ZIn][Z/~] (G) = ' 

für alle ul ,  u2, . . . , U, E UA gibt es ein v E U* mit 

A[~l~llaia/~al~~~[~~~/~~lt~/~~ (G) = + 

Deshalb ist 
A ( Q ~ I Q ~ ,  . * .Vyn3xG) = 1 

D.h., A ist auch Modell für F. 
Sei nun umgekehrt angenommen, F besitze das Modell d. Wir kennen anneh- 
men, dass IA  auf keinen anderen als den in F vorkommenden Funktionssym- 
bolen, Prädikatsymbolen und freien Variablen definiert ist. Wegen A ( F )  = 1 
gilt: 

für alle ul , u2 , . . . U ,  E UA glbt es ein V E UA (*) 

f i t  Ai„/„]..~~yn/u,,][Z/v1 (G)  = 1 - 
Wir definieren nun eine neue Struktur K ,  die erne Erweiterung von ,4 ist 
derart, dass At überall mit A identisch ist, lediglich das Eunktionszeichen f 
in A' eine Interpretation f erhält. Es sei 

wobei v E IjA = .?YA, gemäß (*) gewählt wird. (An dieser Stelle des Be- 
weises wird das Auswahlm'om benötigt, welches gerade die Existenz einer 
derartigen Punktion garantiert). Mit dieser Definition von f '' ergibt sich: 

f i r  alle ul, . . . ,U, f Ua gilt 

A'IiijPIil...~y,/u,~~r/~~'[ul I . l . lun)~ (G)  = 

Mit dem ~berf i ihntn~slemma erhalten wir: 

fi alle ul, . . . , U, E UA gilt 

.A'[„/"I]...[„/zl,i(G[~/f(~1, 4 . I ~ n ) ] )  = l 1  
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und damit 

-a'(Vm - . - VynG[z Jf ( u ~ ,  . . . , yn)]) = 1 

Also ist A' Modell für F'. 

Man beachte, dass die Umformung in Skolemform keine Äquivalenzum- 
fomung ist in dem Sinne, dass die entstehende Formel äquivalent zur Aus- 
gangsformel ist. Es liegt lediglich Efiilbarkeits~quivalemz vor: die entste- 
hende Formel besitzt ein Modell genau dann, wenn die Ausgangsformel ein 
Model1 besitzt. 

Übung 63: Man wende alle in diesem Kapitel vorgestelIten Umformungs- 
schritte (bereinigen, Pränexfom, Skolemform} auf die Formel 

an! 

Übung 64: Wenn man im Algorithmus zur Erzeugung der Skolernform die 
Rollen von 3 und V vertauscht, so entsteht ein Algorithmus, der aus gegebe- 
ner Formel F in BPF eine Formel F' erzeugt, die keine Allquantoren mehr 
enthält. Man zeige: F ist genau dann giiltig, wenn F' gültig ist. 

Übung 65: Man gebe ein algorithmisches Verfahren an, das zu gegebener, be- 
reinigter Formel F direkt (also ohne vorheriges Erstellen einer Prinexfcimel) 
eine Skolemformel von F erzeugt. Hierzu überlege man sich, dass die Exi- 
stenzquantoren der Rinexformel genau von denjenigen Existenz- (bzw. All- 
}quantoren der Ausgangsformel herstammen, die sich im "Wirkungsbereich" 
einer geraden (bzw. ungeraden) Anzahl von Negatjonszeichen befinden. 

Es soIlen noch einmal alle behandelten Umfomungsschritte zusammenge- 
stellt werden, die eine Formel durchlaufen muss , um für die Anwendung der 
später zu betrachtenden Algorithmen in adaquater Form vorzuliegen. 

Gegeben: eine prädikatenlogi sche Formel F (mit eventuellen Vorkommen 
von freien Variablen). 

I. Bereinige F durch systematisches Umbenennen der gebunden Varia- 
blen. Es entsteht eine zu F aquivalente Formel F,. 

2. Seien y1, y2, . . . , pn die in F bzw. Fl vorkommenden freien Varia- 
blen. Ersetze F, durch F2 = 3y 13y2 . . - 3y, Ft . Dann ist F2 erfullbar- 
keitsaquivalent zu Fl und F (vgl. Übung 48) und enthält keine freien 
Variablen mehr. 

3. Stelle eine zu F? quivalente (und damit zu F erfüllbarkeitsäquivalente) 
Aussage F3 in Pränexform her. 

4. Eliminiere die vorkommenden Existenzquantoren durch Ubergang zur 
Skolemfom von F3. Diese sei F4 und ist dann crfüllbarkeitsüquivalent 
zu F3 und damit auch zu F. 

5. Forme die Matrix von F4 UM in KNF (und schreibe diese Formel F5 
dann als Klauselmenge auf). 

Wir führen dies an einem Beispiel vor. Gegeben sei 

Umbenennen von y zu W im zweiten Disjunktionsglied liefert die bereinigte 
Form 

Die Variable x kommt in F1 frei vor. Wir bilden deshalb 

Umformen in Pränexform liefert (z.B.) 

Wir gehen nun zur Skolemform über, wobei ein neues 0-stelliges Funktions- 
symbol a (eine Konstante) für z und h(x) für y substituiert wird. 

Umformen der Matrix von in KNF liefert 

Nun kann F5 in Klauselform geschrieben werden: 



Hierbei erübrigt sich das explizite Aufschreiben der Quantoren. Jede vorkom- 
mende Variable in dieser Klauseldarstellung ist aufzufassen als per AlIquantor 
gebunden. 
Diese Klauseldarstellung ist Ausgangspunkt verschiedener, auf Resolution 
basierender Algorithmen (vgl. Abschnitt 2.5). 
Es sei bemerkt, dass alle Urnformungsschntte rein "mechanisch" durch einen 
Algorithmus ausgeführt werden können. 

2.3 Unentscheidbarkeit 

Ein Leitthema unseres Vorgehens ist die Suche nach einem algorithmischen 
Test für die Erfüllbarkeit oder Gültigkeit von Formeln. wr werden in die- 
sem Abschnitt jedoch sehen, dass derartige Algorithmen für prädikatenlogi- 
sche Formeln aus prinzipiellen Grunden nicht existieren können. Kurz ge- 
sagt, die Prädikatenlogik ist unentscheidhar. (Genauer formuliert: sowohl 
das Erfüllbarkeitsproblem als auch das Gültigkeitsproblem für prädikatenlo- 
gische FormeIn ist unentschejdbar). Wir werden uns mit einem sog. Semi- 
Entscheidlangsverfahren für die Prädikatenlogik begnügen müssen. Ein sol- 
ches Semi-Entscheidungsverfahren wird dann im nächsten Abschnitt vorge- 
stellt. 
Die Wahrheitstafelmethde in der Aussagenlogjk konnte aus der Beobachtung 
abgeleitet werden, dass es zur Bestimmung der Erfüllbarkeit oder Gültigkeit 
einer Formel genügt, eine endliche (wenn auch exponentiell groBe) Anzahl 
von BeIegungen durchzuprobieren. In der Prädikatenlogik haben wir es mit 
den Strukturen zu tun statt mit den Belegungen. Kann man sich auch hier auf 
die Betrachtung von endlich vielen (und zwar auch endlich großen) Stnikturen 
beschränken? Die obige Diskussion deutet an, dass dies nicht so ist. 

Beobachtung: Es gibt prädikatenlogische Formeln, die zwar erfüllbar sind, 
Jedoch nur unendliche Modelle besitzen (also solche mit unendlicher Gmnd- 
menge). 
Man betrachte 2.B. die Formel 

Diese Formel F ist erfüllbar, denn sie besitzt 2.B. das folgende (unendliche) 

Modell A = (UA, IA) mit 

Diese Formel F besitzt jedoch kein endliches Modell. Nehmen wir an, B = 
{Uf l ,  IB)  sei ein Modell für F, wobei UB endlich ist. Sei m ein beBebiges 
Element aus WB.  Wir betrachten die Folge 

mo, m ~ ,  rnz, - . . E Ua mit mo = rn und mi+i = f ' ( ~ n i ) .  

Da L& endlich ist, muss es natürliche Zahlen i und j ,  .i < j, geben mit 
m, = m, . Wegen des ersten Konjunktionsglieds von F gilt: (rno, rnl ) E 
P", (ml,  m2) E P", (m2 , ms) 6 P ~ ,  . . .. Das dritte K~njun~ionsg l ied  von F 
besagt außerdem, dass pB eine transitive Relation sein muss. Dies impliziert 
insbesondere, dass (m*, m,) E F'? Da aber rn, = m„ haben wir also ein 
Element n des Universums Ua gefunden mit (n, n )  E P". Dies widerspricht 
jedoch dem zweiten Konjunktionsglied von F, das besagt, dass Pqrreflexiv 
ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass F lediglich unendliche Modelle besitzt. 

Es sei deutlich betont, dass obige Beobachtung noch kein Beweis für die Un- 
entscheidbarkeit der Prädikütenlogik ist. Die Existenz von erfüllbaren For- 
meln mit lediglich unendlichen Modellen zeigt nur, dass sich die Wahrheits- 
tafelrnethode nicht in die Priidikatenlogik übertragen lässt, um ein Entschei- 
dungsverfahren zu erhalten. Die mögliche Existenz von ganz anderen Ent- 
scheidungsverfahren ist durch obige Beobachtung allein zunächst nicht aus- 
geschlossen. 
Um einen Unentscheidbarkeitsbeweis zu führen, müsste zunächst der zu- 
grundeliegende Berechenbarkeitsbegriff geklärt bzw. definieri werden. Dies 
ist Thema der Berechenbarkeitsthcork und soll hier nicht behandelt werden. 
Dort wird eine Funktion für beredienbar (oder ein ProbIem für entscheidbar) 
erklärt, falls die Funktion durch eine gewisse abstrakte Maschine (Turing- 
Maschine) in endlich vielen Rechenschritten berechnet werden kann (bzw. 
die Fragestellung des Problems in endlicher Zeit entschieden werden kann). 
Wir wollen es bei folgender informaler "Definition" belassen: Ein (jalnein-) 
Problem heißt entscheidbar oder rekur.siv, falls es ein Rechenverfahren gibt 
(2.B. formuliert als PASCAL-Programm), das angesetzt auf Eingaben der 
zugrundeliegenden Problemsteliung, immer nach endlicher Zeit stoppt, und 
dann korrekt (in Bezug auf die Fragestellung) "'ja" oder "nein" ausgibt. An- 
dernfalls heiBt ein Problem u-nen~scheidbar. 
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Um es noch einmal zu verdeutlichen, wir zeigen also irn Folgenden, dass u.a. 
dieses Problem unentscheidbar ist: 

gegeben: Eine prädikatenlogi sche Formel F. 

gefragt: Ist F eine giiltige Formel? 

Hierzu verwenden wir ein bekanntes Resultat aus der Berechenbarkeitstheo- 
rie, das wir hier nicht beweisen wollen, nämIich dass das sog. Postsche Kor- 
respondenzproblem unentscheidbar ist. Dies ist das folgende Problem: 

gegeben: Eine endliche Folge von Wortpaaren (zl ,  yl):. . . , ( x k :  yk), 
wobei X„ y, f { O l l ) + .  

gefragt: Gibt es eine Folge von Indizes i l  , iL, . . . , in f {1,2, . . . , k}, 
n >  l,mitxilx , ? . . .  X,,, =?~„y„ ...Y, - ?  

Wir nennen ir, iz3 . . . , in dann eine Lösung des Komspondenzproblems 
~ l ) ,  ( ~ 2 3  ~ 2 ) ;  - .  . I ( X ~ I  ~ k ) .  

Beispiel: Das Korrespondenzproblem 

K = ((I,  IQl), (10, OO), (Oll7 l l)),  

also 
s1=1 sz=10  x 3 = 0 1 1  
Y1 = 101 y2 = o o  y3 = 11 

besitzt die Losung ( 1 , 3 , 2 , 3 ) ,  denn es gilt: 

h u n g  66: Man zeige, dass folgendes Korrespondenzproblem eine Lösung 
besitzt: 

X1 = 001 X2 = 01 23 = 01 X4 = 10 
YI = 0 ~2 = 011 = 101 y4 = 001. 

(Achtung: die kürzeste Lösung besteht aus 66 Indizes. Ohne Computerein- 
satz kann man dieses Problem jedoch auch "von Hand" lösen, wenn man die 
Lösung "von hinten nach vom" bestimmt). 

Wir benutzen die Beweisrnethode der Redubion und zeigen: wenn das obi- 
ge Gültigkeitsproblem der Prädikatenlogik entscherdbar ist, folgt dass auch 
das Postsche Korrespondenzproblem entsche~dbar ist - im Widerspruch zu 

den Resultaten der Berechenbarkeitstheorie. Aus einem fiktiven Entschei- 
dungsverfahren fur das Gültigkeitsproblern der Prädikatenlogik müssen wir 
ein fiktives Entscheidungsverfahren für das Postsche Korrespondenzproblem 
konstruieren. Viele Unentscheidbarkeitsresultatc in der Theorie der Formalen 
Sprachen werden mittels dieser Methode der Reduktion geführt - insbesonde- 
re auch unter Verwendung der Unentscheidbarkeit des Postschen Korrespon- 
denzproblems. 

Satz (Church) 
Das GuItigkeitsprobEem der Prädikatenlogik ist uncntscheidbar. 

Beweis: Wie oben bereits ausgeführt, besteht die Aufgabe darin, eine dgo- 
rithmische Vorschrift anzugeben, die jedes beliebige vorgelegte Postsche Kor- 
respondenzproblem K in endlicher Zeit in eine prädikatenlogische Formel 
F = FK überführt, so dass K eine Lösung besitzt, genau dann wenn FK 
gültig ist. Daraus ergibt sich dann, dass die fiktive Existenz eines Entschei- 
dungsverfahrens ffir die Prädikatenlogik che Existenz eines Entscheidungs- 
verfahrens für das Postsche Korrespondenzproblem nach sich zieht. Sei also 

ein Postsches Korrespondenzproblem. Die gesuchte Formel F = FK wird 
wie folgt konstruiert. F enthält ein nullstelliges Funktionssymbol a (also ei- 
ne Konstante), sowie zwei einstellige Funktionssyrnbole f o  und fl. Ferner 
kommt ein zweistelliges Priidrkatensymbol P vor. Wir verwenden zur Dar- 
stellung von F eine abkürzende Schreibweise: 
Statt 

fjl(ffi(..+.fa(~) . .+) )  mtjz E (01 1) 

schreiben wir 

f j [ , , , j ? j l  (T) 

(Die Indizes stehen nun also in umgekehrter Reihenfolge). Unsere Formel 
F = FK hat die Bauart 

und kann offensichtlich in endlicher Zeit aus IC algorithmisch konstruiert wer- 
den. Hierbei ist 



Wir müssen nun zeigen, dass diese Formel F gültig ist genau dann, wenn K 
eine Lösung besitzt. Nehmen wir zunächst an, F sei güitig. Dann gilt fürjede 
zu F passende Struktur d,  dass d F. Dies giIt dann auch fur folgende 
spezielle Struktur A = (UA, IA)  mit 

Ua = {0,1} * (die Menge aller endlichen Wörter, die 
sich mit dem Alphabet {O,l) bilden lassen), 

U* = E (das leere Wort), 
ft(a) = CVO (die Konkatenatron von a mit 01, 

f t (a )  = al (die Konkatenation von a mit l), 

= {(cT, P)  1 0, ß 6 {0,1}+ und es gibt Indi- 
zes i l , i 2 , .  . .,it mit a = z „ ~ „ .  . .X„ und ß = 

Yaizlia . . . ~ i t I .  

Ein Wortpaar (a,b') liegt also in PA, falls (II mittels derselben indexfolge 
il , iz, . . . , it aus den X, aufgebaut ist, wie ß aus den pT aufgebaut ist. 
Man stellt nun Ieicht fest, dass A zu F passend ist. Somit gilt A F. Ferner 
kann man nachprüfen, dass A + F, und A + F2 gelten. Da F die Bauafi 
einer Implikation ((Fi A F2) + F3) hat, folgt A F3. 
Inhaltlich bedeutet A F3 aber nichts anderes, als dass ein Wort y E 10, I )+  
existiert, das mittels derselben Indexfolge aus den xi, wie auch aus den y„ 
aufgebaut werden kann. Mit anderen Worten, das Korrespondenzproblem K 
besitzt eine Lösung. 
Sei nun umgekehrt angenommen, dass K die Lösung il, 22, . . . , in besitzt. 
Es gilt also X„ X „  . . . X,= = y„ ?lf, . . . yT,. Ferner sei A eine beliebige zu F 
passende Struktur. Wir müssen nun zeigen, dass A F gilt. FaIls A F, 
oder A Fz, so folgt wegen der Bauart von F sofort, dass A F.  Nehmen 
wir für das Folgende also an, dass A + F, und A F„ also A + (4 P, fi), 
gilt. 
Wir definieren nun eine Abbildung (oder Einbettung) p : (0, I}* -+ I jA durch 
folgende induktive Definition: 

Mit anderen Worten, p ( x )  = ft (uA) . Beispiel: 

A A A A A A  
~ ( 0 1 1 0 1 )  = fi (Ifi I f i  (fo ))))I. 

Wegen A F, gilt für e = 1 , 2 ,  . . . , k: (P(z*), P(Y,)) E P*. Wegen A Fz 
gilt für i = 1,2 ,  . . . , k, dass aus ( ~ ( u ) ,  p(v) )  E pA folgt (~(ux,), ~ ( v y , ) )  E 
PA. Durch Induktion folgt, dass insbesondere gilt: 

Mit anderen Werten, für u = p(xilx*, . . . xi,) = p(yZlziyap . . . yin) gilt ( ? J ,  21) E 
P*. D m u s  folgt A + 3rP(z, z ) ,  und somit A F3. Damit ist A F 
gezeigt. 

Folgerung: Das Erfüllbarkeitsproblem der Prädikatenlogik (gegeben: eine 
Formel F, gefragr: Ist F erfullbar?) ist unentscheidbar. 

Beweis: Da eine Formel F giiltig ist genau dann, wenn i F  unerfüllbar ist, 
würde die Existenz eines fiktiven Entscheidungsverfahrens fiir das Erfüllbar- 
keitsproblem zur Existenz eines Entscheidungsverfahrens für das Gültigkeits- 
problem führen. Da das Gültigkeitsproblem unentscheidbar ist, kann es ein 
solches Verfahren also nicht geben. m 

Der Leser wird sofort bemerkt haben, dass dieses Argument wiederum nichts 
anderes als die Methode der Reduktion ist. 

Übung 67: Man zeige, dass das Gültigkeitsproblem (und damit auch das 
Erfüllbarkeitsprobfem) bereits für Formeln ohne Funktionssymbole unent- 
scheidbar ist. 

Übung 68: Man zeige, dass folgende Variante des Postschen Korrespondenz- 
problems entscheidbar ist. 

gegeben: Eine endliche Folge von Wortpaaren ( X , ,  yl ), . . . , (xk, yk), 
wobei X,, y, E {0, I}+. 

gefragr: Gibt es Folgen von Indizes il , iZ, . . . in, n 2 1, und 
7 j1,j2~-..,3~,m> 1 , " t ~ „ x „ . . . x t ~ = ~ ~ ~ ~ ~ ~ . . . y j ~ .  

Übung 69: In der ntoncadischen Prädikatentogik dürfen die Formeln keine 
Funktionssymbole enthalten und alle Pradikatensymbole müssen einstellig 
(mon adisch) sein. 



Man zeige: Falls eine Aussage F der monadischen Prädikatenlogik mit den 
einstelligen Priidikatensyrnbolen PI, . . . , P, erfüllbar ist, dann gibt es be- 
reits ein Modell für F der Mächtigkeit 2". Hieraus folgere man, dass das 
Erfüllbarkeits- (und Gültigkeits-) problem für Formeln der monadischen Prä- 
dikatenlegik entscheidbar ist! 

Hinweis: Man zeige, dass der Grundbereich eines jeden Modells A für F in 2" 
Äquivalenzklassen unterteilt werden kann. Die Äquivalenz zweier Elemente 
U ,  U E UA ergibt sich aus ihrem gleichartigen Verhalten bzgl. P?, . . . , P:. 
Sodann kann man ein neues Modell B für F definieren, wobei die Elemente 
von UB gerade diese Äquivalenzklassen sind. 

Übung 70: Man zeige, dass folgendes Problem unentscheidbar ist. 

gegeben: Die Beschreibung eines Algorithmus' A. 

gefragt: Stoppt A nach endlicher Zeit, wenn A auf seiner eigenen 
Beschreibung als Eingabe gestartet wird? 

Exkurs (mathematische Theorien) 

Wir wollen an dieser Stelle auf einige in der mathematischen Logik wich- 
tige Begriffe und Resultate hinweisen, deren Bedeutung in der Informatik - 
zumindest in diesem Buch - in den Hintergrund tritt. 
Eine Theorie ist eine Menge von Formeln T - rnog1icherweise beschränkt 
auf solche Formeln, die nur aus bestimmten vorgegebenen Bestandteilen (d.h. 
Priidikatensymbolen, Funktionssymboten) aufgebaut sind -, die gegenüber 
Folgerbarkeit abgeschlossen ist. Das heißt genauer, T ist eine Theorie, wenn 
für alle Fr, F2! . . . , F, E T und alle Formeln G gilt: wenn G eine Folge- 
rung von (F, ,  Fz, . . . , F,l) ist, so ist G f T. Die Formeln, die Elemente einer 
Theorie T sind, heißen auch SUIZP der Theorie T. 
Jede Theorie T umfasst alle gültigen Formeln (evtl. mit der obigen syntakti- 
schen Einschränkung). Ferner gilt, dass T entweder lalle FormeIn enthält (dies 
ist der entartete Fall einer wider.~pruchkichen Theorie), oder dass T disjunkt ist 
zu der Menge der unerfüllbaren Formeln. Im nicht-entarteten Fall kann eine 
Theorie auch keine Aussage F zusammen mit ihrer Negation 1 F  enthalten. 
Das Diagramm zeigt ein njch t-entartetes Beispiel einer Theorie T. 

gültige erfüllbare, aber nicht unerfüllbare 
Formeln gültige Formeln Formeln 

Es gibt zwei grundsätzlich unterschiedliche Arten, Theorien zu definieren. 

Bei der modellrheomtischen Methode gibt man eine Smiktur A vor und nimmt 
als deren zugeordnete Theorie die Menge aller Formeln, evtl. mit Identität, die 
unter A gelten. Formal geschrieben: 

Es 1st klar, dass eine Formelmenge der Form Th(A) eine Theorie, also unter 
Folgerbarkeit abgeschlossen, ist. Ferner ist eine derartige Theorie T immer 
vollständig, d.h. f i i ~  jede Aussage F gilt entweder F E T oder -IF E T (aber 
nicht beides). 
Beispiele solcher Theorien sind Th(INl +) und Tlr(IN, *, +). Hierbei sind 
(W, +) bzw. (I-J, *, +) diejenigen Strukturen mit Gnindbereich IN und fixier- 
ter Interpretation von + als Additionsfunktion und * als Multiplikationsfunk- 
tion. (Dies ist die sog. Presburger-Arithmetik und die (volle) Arithmetik). 

Bei der uxiomatischen Methode gibt man ein Axiornensystem, also eine Men- 
ge von Formeln M vor, und detiniert die zu M gehörige Theorie a l s  den Ab- 
schluss von M unier dem Folgerbarkeitsbegriff (evtl. eingeschränkt auf solche 
Formeln, die nur aus den in M vorkommenden Bestandteilen aufgebaut sind). 
Formal ausgedrückt: 

Cons (M) = { G 1 es gibt Formeln F„. . . , F, 6 M, 
so dass G aus {Fll. . . , F,) folgt 1 .  

Ein Beispiel ist die Theorie des Gruppen. Dies ist Cons(M) , wobei 



Man fordert grundsätzlich von solch einem Axiomensystem M, dass es ent- 
scheidbar ist, d.h. von jeder Formel F soll in endlicher Zeit nachprüfbar sein, 
ob F E M gilt oder nicht. Dies liegt insbesondere dann vor, wenn M sogar 
endlich ist. Es gilt beispielsweise 

Cons (0) = { F I F ist gültig ). 

Elne Theorie T heißt (endlich) axiomatisierbar, fdls es ein (endliches) Axio- 
m e n ~  y stem M gibt mit T=Cuns(M). (Die Menge der gültigen priidikatenlogi- 
schen Formeln bildet somit eine endlich axiomatisierbare Theorie.) Man kann 
zeigen, dass jede axiomatisierbare Theorie semi-entscheidbar, also rekursiv 
aufzählbar ist (zu diesen Begriffen vgl. Kapitel 2.4). Ferner ist jede vollständi- 
ge und axiomatjsierbare Theorie entscheidbar. Nun gibt es zwei prinzipielle 
Fragestellungen, die untersucht werden können. 

1. Sind gewisse (axiomaiisierbare) Theorien sogar entscheidbar? Wir haben 
zum Beispiel gezeigt, dass die axiomatisierbare Theorie Cons ( ~ )  nicht ent- 
scheidbar ist (und deshalb nicht vollständig sein kann). 

2. Sind gewisse modelltheoretisch definierte Theorien axiomatisierbar, oder 
sogar entscheidbar? Als Beispielresultat mag dienen, dass Th(N,  a ,  +) nicht 
axiornatisierbar und damit auch nicht entscheidbar ist. Anders ausgednickt: 
jedes arithmetische Axjomensystem (2.B. die Peano-Arithmetik) führt auf ei- 
ne unvollständige Theorie. [Dies ist der sog. Gödelsche Unvollständigkeits- 
satz). Irn Unterschied hierzu gilt jedoch, dass Th(FY, +) entscheidbar ist. 

Übung 71: Wieso ist jede vollständige und axiomatisierbare Theorie ent- 
scheidbar? 

2.4 Herbrand-Theorie 

Ein Problem beim Umgang mit prädi katenlogischeri Formeln ist, dass die De- 
finition von Simkturen A = (UA,IA) zulässt, dass UA beliebige Mengen 
sein können. Insbesondere scheint es zunächst keine Möglichkeit zu geben, 
Aussagen uber deren Mächtigkeit, geschweige denn über den Aufbau von IA 
zu machen. Es scheint ein unmögliches Unterfangen zu sein, auf irgendeine 
systematische Art und Weise alle potenziellen Strukturen für eine gegebene 
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Formel aufiuziihlen, um sie daraufhin auf ihre Mdelleigenschaft zu untersu- 
chen. 
In der Tat, im letzten Abschnitt wurde gerade gezeigt, dass das Problem, 
festzustellen, ob eine gegebene Formel ein Modell besitzt oder nicht, un- 
entscheidbar ist. Dies zeigt die nicht überschreitbare Grenze an: ein Ent- 
scheidungsverfahren für die Erfullbarkeit von prädikatenlogischen Formeln 
können wir nicht erwarten. Trotzdem wollen wir uns in &esem Abschnitt mit 
den verbleibenden positiven Aspekten beschäftigen, insoweit sie nrcht in Wi- 
derspruch zu diesem negativen Resultat der Unentscheidbarkeit stehen. 
Die (algorithmische} Suche nach potenziellen Modellen für eine Formel kann 
auf eine gewisse kanonische Art erfolgen, beziehungsweise beschränkt blei- 
ben. Diese im Folgenden zu entwickelnde Theode geht im Wesentlichen auf 
Jacques Herbrand, Kurt Gödel und Thoralf Skolem zunick. Insbesondere wer- 
den die Arbeiten von Herbrand mit dieser Theorie verbunden. 
Ausgangspunkt für die folgenden Betrachtungen sind geschlossene Formeln, 
also Aussagen, in Skolemform (und damit auch in BPF). Tm Abschnitt 2.2 
wurde gezeigt, dass jede prädikatenlogische Wrmel in eine etfüllbarkeitsäqui- 
valente Formel dieser Art umgeformt werden kann. 

Definition (Herbrand-Universum) 
Das Herbrand- Universum C (F) elner geschlossenen Formel F in S koIem- 
form ist die Menge aller variablenfreien Terme, die aus den Bestandteilen 
von F gebiidet werden können. Im speziellen Fall, dass in F keine Konstan- 
te vorkommt, wählen wir zunächst eine beliebige Konstante, zum Beispiel U ,  

und bilden dann die variablenfrcien Terme. Formaler ausgedrückt, D ( F )  wird 
wie folgt induktiv definiert: 

1. Alle in F vorkommenden Konstanten sind in D ( F ) .  Faiis F keine Kon- 
stante enthält, so ist a in D ( F ) .  

2. Für jedes in F vorkommende n-stellige Funktionssymbol f und Terme 
t l ,  t S i .  . . , tn in D ( F )  ist der Term f ( t l ,  t 2 , .  . . ,tn) in D(F) .  

Beispiel: Gegeben seien die Formeln F und G: 

F = VxVyQxP(x, f {Y), dz, T)) 
G = VxVyQ(c, f (X), h(91 b ) )  

Für die Formel F liegt der Spezialfall vor (kein Vorkommen einer Konstan- 
ten). Deshalb ist 



und 

Es sei an dieser Stelle gIeich vorwegnehmend erwähnt, dass für eine gegebe- 
ne Aussage F in Skolemform D ( F )  als "Standard'-Grundbereich verwendet 
wird, um nach möglichen ModelIen für F zu suchen; und wir werden zeigen, 
dass dies ausreichend ist. 

Definition (Herbrand-Stniktnren) 
Sei F eine Aussage in Skolemform. Dann heißt jede zu F passende Struktur 
A = (UA, Id) eine Herbrund-Strukriar für F, falls folgendes gilt: 

2. für jedes in F vorkommende 1%-stellige Funktionssymbol f und 
C l ,  tz ,  . . . , t ,  E D ( F )  ist f A(t l ,  t,, . . . , t,) = f ( t l ,  t z ,  . . . , t,). 

Beispiel: Eine Herbrand-Struktur A = (U*, IA) für obige Beispiel forme1 F 
muss dso folgende Bedingungen u.a. erfüllen: 

und 

fAbj = f (a )  

f A ( f  (4) = f If Ia>> 

fA(s(fi, 4) = f(s(a, f i ) )  

USW. 

Die Wahl von PA ist noch offen. Zum Beispiel könnten wir festIegen: 

(tr , tZi t 3 )  6 P* gilt genau dann, wenn g ( t ~ ,  t z )  = g ( h ,  f ( t 3 ) ) .  

Die so definierte Herbrand-Struktur d w k  dann also kein Modell für F, 
da z.B. bereits für t r  = U ,  t2 = f (a), tg = g(a, U )  gilt, dass g(a, f ( U ) )  # 
s(f (4, f (s(a,n))).  
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a u n g  72: Man gebe eine Herbrand-Struktur an für diese Beispielformel F, 
die ein Modell für F is t .  

Bei Herbrand-S trukruren sind also der Grundbereich und die Interpretation 
der Funktionssymbole per Definition festgelegt. Was noch frei gewählt wer- 
den kann, ist die Interpretation der Prädikatsymbole. 
Man sollte an dieser Stelle nicht weiterlesen, bevor man nicht die subtile Be- 
deutung von Punkt 2 in obiger Definition verstanden hat. Hier werden S p -  
tax und Semantik von Tennen sozusagen "gleichgeschaltet". Teme werden 
"durch sich selbst" interpretiert. Das heißt, bei einer Herbrand-Struktur A gilt 
für jeden variablenfreien Term t ,  dass A(t) = t.  
Für Herbrand-Strukturen A erhalt damit das Uberführungslemma folgende 
vereinfachte Form 

d~./t] ( F )  = A(F[x/tl), 

die wir des öfteren verwenden werden. 

Wir nennen im Folgenden eine Herbrand-Struktur ein Herbrand-Modell für 
eine Forrnel F. falls sie ein Modell für F ist. 

Satz 
Sei F eine Aussage in Skolemfom. Dann ist F genau dann erfüllbar, wenn 
F ein Herbrand-Md11 besitzt. 

Beweis: Da ein Herbrand-Modell für F ein Modell für F ist, ist die Beweis- 
richtung von rechts nach links klar. 
Sei also JI = (UA? IA)  ein beliebiges Modell für F. Falls in F keine Konstante 
vorkommt (dies ist der Spezialfall in der Definition von D ( F ) ) ,  so erweitern 
wir A noch um die Festlegung 

wobei m ein willkürliches Element aus UA sein soll. Diese evtl. erforderliche 
Modifikation von A ändert nichts an der Modelleigenschaft. Wir geben nun 
eine Herbrand-Stniktur B = ( D t F ) ,  IBj für F an. Es bIeibt noch festzulegen, 
wie die PrädikatsymboIe zu interpretieren sind. Sei P ein n-stelliges Prä&- 
katsymliol in F und seien tl , t z ,  . . . ! t ,  E D(F) .  (Man beachte, dass wegen 
obiger MoIfikatlon von A, A(tl),. . . , A(t,) wohldefinierte Elemente aus 
UA sind). Wir legen nun fest: 



Die Definition von P' "imitiert" also die Definition von PA, indem die Ar- 
gumente t l ,  . . . , t, E D ( F )  = Ufi zunachst mittels A in den Gnindbereich 
von A transformiert werden. 
Wir behaupten nun, dass 13 ein Modell für F ist. Hierzu zeigen wir eine starke- 
re Behauptung: Für jede Aussage G in Skolemform, die aus den Bestandteilen 
von F aufgebaut ist, gilt: falls A G, so auch B G. Dann ergibt sich die 
erste Behauptung aIs SpezjalfaIl F = G aus der zweiten. 
Wir führen den Beweis per Induktion über die Anzahl n, der Allquantoren von 
G. 

Iadukfionsanfmg (n = 0). Falls G keine Allquantoren (also überhaupt keine 
Quantoren) enthält, so ist aus der Definition von B unmittelbar klar, ddss sogar 
gilt: A(G) = B(G). 

Indukh'onsschritt (n > 0). Sei G eine Formel m i t  n Allquantoren der Bau- 
art G = V x H ,  wobei H nur n - 1 Allquantoren enthält. Auf H selbst ist 
die Jnduktionsvoraussetzung zunächst nicht anwendbar, da H keine Aussage 
mehr ist (X kann in H frei vorkommen). Da nach Voraussetzung A G, gilt 
fur alle U E UA, dass A[,J,I(H) = 1. Dann gilt erst recht für alle u E & 
der speziellen Form U = A(t) mit t E D(G), dass dlTl,Ll ( H )  = 1. Anders 
ausgedrückt, für alle t E D(G) gilt Ai,lActjl (H) = A ( H [ x / ~ ] )  = 1 (wegen 
Uberfühmngslemma). Nach Induktionsvoraussetzung ist nun B ( H [ x / t ] )  = 1 
für alle t E D(G). Wieder mit dem Uberfiührungslemma folgt, dass für alle 
t E D(G) gilt .tilrzlL7(tjl(H) = B(H[x/t]) = I. Also ist B(VxH) = B(G) = I, 
was zu zeigen war. 

Der Leser möge nachvollziehen, dass für &esen Beweis wesentlich ist, dass 
die Formel F eine Aussage ist, und dass keine Existenzquantoren in F vor- 
kommen. 

Folgerung (Satz von Cöwenheim-Skolem) 
Jede erfüllbare Formel der Prädikatenlogik besitzt bereits ein abzahl bares Mo- 
dell (also eines mit abzählbarer Gmndmenge}. 

Beweis: Mit den Methoden aus Abschnitt 2.2 kann jede prähkatenlogische 
Formel F in eine erfüllbarkeits~quivalente Aussage G in Skolemform 
überführt werden. Diese Umformungen sind solcherart, dass jedes Modell 
für G auch Modell für F ist. Da F erfü3Ibar ist, ist G erfüllbar und G besitzt 
dann ein Herbrand-Modell (welches auch Modell für F ist). Dieses Herbrand- 
Modell besitzt die Grundmenge D(G),  welche abzählbar ist. 

Definition (Herbrand-Expansion} 
Sei F = Vy lV~z .  + -Vy,F* eine Aussage in Skolemform. Dann ist E ( F ) ,  die 
Herbrand-Expansion von F, definiert als 

Die Formeln in E(F)  entstehen also, indem die Terme in D ( F )  in jeder 
möglichen Weise für die Variablen in F* substituiert werden. 

Beispiel: Für die oben behandelte Beispielformel 

sind die einfachsten Formeln in E ( F )  die folgenden: 

Man beachte, dass die Formeln in E ( F )  letztlich wie aussagenlogische Eor- 
meln behandelt werden können, da sie keine Variablen enthalten. Anstelle von 
Al, A2,  A?, . . . wird sozusagen ein anderes Bezeichnungssystern für die ato- 
maren Formeln verwendet. Bei der Angabe einer Struktur für die Formeln in 
E ( F )  genügt es, die Wahrheitswerte der atomaren Formeln in E ( F )  anzu- 
geben. Die Angabe eines Gnindbereichs und der Interpretation der Terme ist 
überflüssig. 

Satz (Gödel-Herbrand-Skolem) 
Für jede Aussage F in Skolemfom gilt: F ist erfüllbar genau dann, wenn die 
Forrnelmenge E ( F )  (im aussagenlogischen Sinn) erfüllbar ist. 

Beweis: Es genügt zu zeigen, dass F ein Herbrand-Modell besitzt genau dann, 
wenn E ( F )  erfüllbar ist. 
Die Formel F habe die Form F = VylVy2. . . VyaF*. Nun gilt: 

d ist ein Herbrand-Modell für F 



gdw. für alle t l ,  f,. . . . , t ,  E D ( F )  gilt: 

dloli /til~v2/tzl [n im/ '~nl  = 1 
gdw. für alle t l ,  tS, . . . , tn E D ( F )  gilt: 

A(F"(YI / t l]  [ ~ 2 / t z 1 -  . - [ ~ n / t n ] )  = 1 (Uberf~hnrn~slernma) 
gdw. für alle G E E ( F )  gilt A(G) = I 

gdw. A ist ein Modell für E (F). 
W 

Der Satz von Gödel-Herbrand-SkoIem kann dahingehend interpretiert wer- 
den, dass es möglich i s t ,  prädikatenlogische Formeln durch i.a. unendlich vie- 
le aussagenlogische Formeln (dje Formeln in E ( F ) )  zu approximieren. Indem 
wir diesen Satz von Gödel-Herbrand-Skolem noch mit dem Endlichkeitssatz 
der Aussagenlogik kombinieren, erhalten wir den 

Satz (von Herbrand) 
Eine Aussage F in Skolemfom ist unerfüllbar genau dann, wenn es eine end- 
liche Teilmenge von E (F) gibt, die (im aussagenlogischen Sinn) unerfüllbar 
ist. 

Beweis: Eine direkte Kombination des Satzes von Gödel-Herbrand-Skolem 
mit dem Endlichkeitssatz der Aussageniogik. m 

Wir sind nun in der Lage, ein Serni-E~t.scheidungme$ah~n für (die Unerfüll- 
barkeit von) Formeln der Priidikatenlogik zu formulieren. Hierbei verstehen 
wir unter einem Semi-Entscheidungsverfahren für ein Entscheidungsproblern 
einen Algorithmus, der genau auf denjenigen Eingaben nach endlicher Zeit 
stoppt, für die die zugnindeliegende Fragestellung mit 'tja" zu beantworten 
ist. Die Korrektheit des Verfahrens ergibt sich unrnitteIbar aus dem Satz von 
Herbrand. Im folgenden fixieren wir eine beliebige Aufiahlung von E ( F )  = 
{F,: Fa F3.. . .J.  

Algorithmus von Gilrnore 

Eingabe: Eine prächkatenlogische Aussage: F in SkoIemform 
(Jede prädikatenlogische Formel kann in eine erfüllbür- 
keitsäquivalente Formel dieser Art überführt werden, vgl. 
Abschnitt 2.2). 
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repeat n := n + 1; 

until (Fl A Fz A . - . A F,) ist unerfLilIbar; (dies kann mit Mitteln 
der Aussagenlogik, 2.B. Wahrheitstafeln, getestet werden). 

Gib "unerfüllbar" aus und stoppe; 

Dieser Algorithmus hat die Eigenschaft, dass er auf unerfüllbaren Formeln 
nach endlicher Zeit stoppt mjt der Ausgabe "unerfüllbar"; auf crfüllbaren For- 
meln dagegen nicht stoppt. 
Diese Situation entspricht der sog. Semi-Eatscheidhurkeit; auf den ja- 
Instanzen des zugmndeliegenden Problems (hier: "Ist F unerfullb~?") stoppt 
das Verfahren, nicht jedoch auf den nein-Instanzen. 
Durch Eingabe von -F anstatt F in den Algorithmus wird aus dem Unerfüll- 
barkeitstest ein Gultigkeirstest. Somit können wir zusammenfassen: 

Satz 

(a) Das Unerfüllbarkeitsproblern für prädikatenlogische Formeln ist 
semi-entscheidbar. 

(b) Das Gültigkei tsproblem für prädikatenlogische Formeln ist semi- 
entscheidbar. 

a u n g  73: Milan zeige, dass der hier eingeführte Begriff der Semi- 
Entscheidbarkeit identisch ist mit dem Begriff der rekursiven Aufzählbar- 
keit. Hierbei heißt eine Menge M rekursiv aufzählbar, falls M = fl 
oder falls es eine algorithmisch berechenbare Funktion f gibt mit M = 
{f (1), f (21, f (31,. . .}. Die Menge M wäre irn obigen Beispiel die Menge 
aller unerfüllbaren pradi katenlogi schen Formeln. 

Übung 74: Man zeige: Ein ProbIern ist entscheidbat genau dann, wenn es re- 
kursiv aufiahlbrtr 1st (vgl. vorherige übung), wobei für die aufzählende Funk- 
tion f gilt: f (n) < f (n -+ 1) für alle TL. 

Übung 75: Man zeige, dass das Postsche Korrespondenzproblem (vgl. Ab- 
schnitt 2.3) semi-entscheidbx ist. 

Durch Kombination des Unerfüllbarkeitstests und des Gültigkeitstests können 
wir einen Algoithmus erhalten, der zumindest auf den unerfüllbaren und den 



gültigen Formeln stoppt (mit der Ausgabe "unerfüllbar" bzw. "gültig"). Man 
könnte noch ein dnttes Verfahren hinzunehmen, das Formeln auf ihre Erfüll- 
barkeit in endlichen Modellen testet, indem es systematisch die Modelle der 
Mächtigkeit n = 1 , 2 , 3 ,  . . . durchprobiert. 
Zusammengefasst ergibt dies ein Verfahren, das genau auf den Forrnein in den 
schraffierten Zonen nach endlicher Zeit stoppt - mit entsprechender Ausgabe. 

alle prädikatenlagischen Formeln 

I I 
erfüllbare, aber nicht 

gültige gültige Formeln unerfüllbare 
Formeln mit endlichen Modellen Formeln 

Die weiße Fliiche in diesem Diagramm könnte zwar noch etwas weiter ver- 
kleinert weden (2.B. für Formeln in Pränexform ohne Funktionssymbole, wo- 
bei nur bestimmte Anordnungen der Quantoren zugelassen sind), kann jedoch 
nie vollständig elirninieri werden. Dies würde in Widerspnich zum Unent- 
scheidbarkeitsergebnis von Kapitel 2.3 stehen. 
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entstehen, liegen dann auch alle Fomeln aus E ( F )  in KNF vor. Damit bie- 
tet sich die nachfolgende Modifikrttion des Gilmore-Algorithmus' an, deren 
Korrektheit sich unmittelbar aus der Korrektheit des Gilmore- Algorithmus' 
ergibt. 
Wir nennen diesen Algorithmus Grundre.soiurionsalgorithmus. Diese Be- 
zeichnung ergibt sich aus dem Verständnis, dass Substitutionen, die alle frei- 
en Variablen durch variablenfreie Terme ersetzen, Grcmdsubstitufionen sind. 
Die Substitutionen, die in der Definition von E ( F )  vorkommen, sind also 
Gnindsubszitutionen. Sofern alle Variablen in F" durch eine Grundsubstitu- 
tion ersetzt sind, so ist das Resultat eine sogenannte Grundinsranz von F*. 
Falls eine Formel G aus einer Formel F durch Substitution der Variablen in 
F durch (nicht notwendigeweise variablenfreie} Terme entsteht, so heißt G 
eine Instanz von F. 
Im folgenden sei Fl,  F2! F3, . . . wieder eine Aufzählung aller Formeln in 

Gnindresolutionsalgorithmus 

Eingabe: eine Aussage F in Skolemform mit der Matnx F* in 
KNF 

i := 0; 

:= 0; 
repeat 
i := i + 1; M := M U {Fi);  M := Res*(M) 

until E M ;  

Gib "unerfüllbar" aus und stoppe. 

Aus dem Satz von Herbrand und dem aussagenlogischen Resolutionssatz er- 
gibt sich zusammenfassend dann der foIgende Satz. 

2.5 Resolution 

Die Tests auf Unerfüllbarkeit der jeweiligen endlichen Teilmengen von E (F), 
die i m Gi lrnore-Algorithmus durchgeführt werden müssen, können im Prin- 
zip auch per (aussagenlogischer) Resolution erledigr werden. Voraussetzung 
hierzu ist, dass die Matnx der Ausgangsfonnel in KNF vorliegt. (Dies kann 
immer erreicht werden, vgl. Kapitel 1.2 und 2.2.) Da alle Fomeln in E (F) 
mittels Substitution der Variablen in F* durch variablenfreie Terme aus D ( F )  

Satz 
Bei Eingabe einer Aussage F in Skolemfom mit Matrix F* in KNF stoppt 
der Gmndresolutionsalgonthmus nach endlich vielen Schritten mit der Aus- 
gabe "unerfüllbar" genau dann, wenn F unerfüllbar ist. 

Wie auch beim aussagenlogischen Resolutionsalgorithms werden während 
des Ablaufs des Gnindresolutionsalgorithmus' evtl. wesentlich mehr Elemen- 



te in M erzeugt, als für die "Demonstration" der Unerfüllbarkeit von F wirk- 
lich von Belang sind (abgesehen von der Tatsache, dass bei einer erfüllbaren 
Formel F der Algorithmus nicht stoppt und dann i.a. unendlich vieIe Ele- 
mente in iV erzeugt). Von Belang sind nur diejenigen Grundinstanzen von 
Klauseln in F*, die für die Resoiutionsherleitung der leeren Klausel auch 
benötigt werden. Wir kännen uns somit bei d e ~  Darstellung eines "Bewei- 
ses" für die Unerfiillbarkeit einer prädikatenlogischen Formel F darauf be- 
schränken, zunächst geeignete Gmndinstanzen der Klauseln in F* anzuge- 
ben, und diese dann in einem Resolutionsgraphen, der auf die leere Klausel 
fuhrt, zu verknüpfen. 

Beispiel: Gegeben sei folgende unerfuIlbare Formel: 

Hierbei ist F* = (P (x )  A l P ( f  (X))), und in Klauselform geschrieben, 
F* = { { P ( x ) ) ,  { i P (  f (X)))}. Ferner ist D ( F )  = (U, f (a), f (f (a}}, . . .) 
und E(FJ = {(Pb) l P ( f  (a?)) ,  ( P ( f  (0)) A 1Plf (f ( a ) ) ) ) ,  . .  .I. 
Bereits die ersten beiden Substitutionen [s/a] und (X/ f (n)] liefern eine un- 
erfüllbare Klauselmenge, diese entspricht den ersten beiden Elementen von 
E (F), und enthält damit vier Klauseln. 

Bei diesem Beispiel werden jedoch schon zwei Klauseln generiert, die für 
die Herleitung der leeren KIausel nicht benötigt werden. Es genügt somit, für 
jede Wausel in F* individudl geeignete Substitutionen zu finden, die dann 
auf diese Klausel, nicht jedoch auf die gmze Klauselmenge F* angewandt 
werden. Schematisch können wir dies im obigen Beispiel folgendermaßen 
darstellen. 

Klauseln in F* (P(z)] {lPCf (X))) 

Grundsubstitutionen 

gewisse Grundrnstanzen j t 
der Klauseln in F* {PCf (4)) {lP(f (a))l 

Resolution der 
leeren Klausel U 

Betrachten wir nun ein komplizierteres Beispiel. Sei 

F = vxvy((-P(x} +lf ( n ) )  V Q(Y))  A P ( y j  h /+ (g (b ,  T)) V 7 Q ( b ) ) ) .  

Dann erhalten wir die Klauseldarstellung 

Die Formel F ist unerfüllbar. Ein Beweis für die Unerfüllbarkeit von F ist 
2.B. gegeben durch folgendes Diagramm. 

Linien mit einer Pfeilspitze bedeuten hierbei wieder Grundsubstitutionen. Es 
treten in diesem Beispiel zwei neue Aspekte auf. Zum einen kann es durch- 
aus notwendig sein, aus derselben prädikatenlogischen Klausel mehrere ver- 
schiedene Gmndinstanzen zu generieren, um eine Resolutionsherleitung der 
leeren Klausel zu ermöglichen. (Dies ist fur die Klausel {P(y)}  der Fall). 
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Zum anderen kann aus einer n-elernentigen prädikatenlogischen Klausel nach 
der Gnindsubstitution eine m-elementige (m 5 n) Klausel aus E (F) ent- 
stehen. Hierbei ist m < n, falls durch die Grundsubstituti~n gewisse Li- 
teraie der Ausgangsklausel identisch werden, und daher, wegen der Men- 
gendarstellung, zu einem Element verschmelzen. (Dies ist bei der Klausel 
{ ,P(x) ,  - P ( f  (U)), Q(y)) und der Substitution [X/ f (n) ]  der Fall). 
Wir fassen unsere Beobachtungen nochmals zusammen. 

Grundresolutionssatz 
Eine Aussage in Skolemform F = QyiVyz . . . VykF" mit der Matrix F* 
in KNF ist unerfüllbar genau dann, wenn es eine FoIge von Klauseln 
K1, Kz, . . . , K, gibt mit der Eigenschaft: 

K, ist die leere Klausel und für i = 1:. . . , n gilt: 

entweder ist K, eine Grundinstanz einer Klausel K E 
F*, d.h. K, hat die Form K, = K[yl / t l] 

+ [yk / t k ]  
mit t l ,  t 2 , .  . . , t k  f D ( F ) ,  

oder K, ist (aussagenlogischer) Resolvent zweier 
Klauseln K, und Kb mit a, b < i. 

Übung 76: Man formalisiere die Aussagen (a) und (b) als prädikatenlogischc 
Formeln. 

(a) Der Professor ist glücklich, wenn alle seine Studenten Logik 
mögen. 

(b) Der Professor ist glücklich, wenn er keine Studenten hat. 

Man zeige durch Grundresolution, dass (b) eine Folgerung aus (a) ist. 

Die algorithmische Suche nach Grundinstanzen, die schließlich zu einer Re- 
solutionsherleitung der leeren Klausel führt, scheint sich nur sehr ineffizient 
durch systematisches Durchprobieren aller Grundsubstitutionen realisieren zu 
lassen. Es müssen 2.B. die Entscheidungen fiir einige der Gmndsubstitutio- 
nen in "vorausschauender" Weise getroffen werden, um Resolutionen, die erst 
"'weiter unten" im Diagramm vorkommen, zu ermöglichen. Dies legt eine Mo- 
difikation nahe, nämlich die Substitutionen in einer "zuriickhaltenden" Weise 
auszuführen, und nur insoweit Substitutionen durchzuführen, wie es für den 
direkt nachfolgenden Resoluti onsschritt erforderIich ist. 

Wir führen nun eine prädikatenlogische Form der Resolution ein, die auf 
J.A. Robinson zurückgeht. Die Gnindjdee hierbei ist, dass prüdihtenlogische 
Resolvenren aus prädikatenlogischen Klauseln erzeugt werden können, wo- 
bei jeder Resolutionsschritt mit einer geeigneten Substitution einhergeht, 
die gewisse Literale in den beiden Ausgangsklauseln zueinander komple- 
mentär (d.h. bis auf die Negationszeichen identisch) macht. Diese Substr- 
tutionen müssen in einer möglichst "zurückhaltenden" Art und Weise aus- 
geführt werden. Es genügt 2.B. bei den beiden Klauseln (P(rc), -Q(g(z) )) 
und { l P (  f (y))}, die Substitution [X/ f (?{)I durchzufuhren, um den (pradika- 
tenlogischen) Resolventen {lQ(g(  f (3))) zu erhalten. Es besteht keine Not- 
wendigkeit, an dieser Stelle bereits eine Substitution für die Variable ?, vorzu- 
sehen. 
Zentral für die folgenden Betrachtungen ist das Finden von Substitutionen, 
die eine Menge von Literalen (evtl. mehr als zwei Literale) unifiziert, d.h. 
identisch macht. Irn obigen Beispiel unifiziert [X/ f (Y)] die beiden Literale 
P ( x )  und P(f (y)). Ebenso würde die Substitution [X/ f (n , ) ] [y /a ]  diese bei- 
den Literale unifizieren, jedoch mit dem Unterschied, dass hier sozusagen 
mehr substituiert wird als notwendig. Diese Substitution erfüllt dann nicht 
dre Definition eines allgemeinsten Uaifzkators. 

Definition (Unifikator, allgemeinster Unifikator) 
Eine Substitution sub (also eine Ersetzung von evtl. mehreren Variablen 
durch Terme) ist ein UaiJikator einer (endlichen) Menge von Literalen L = 
{L1 ,  L 2 , .  . . , L k ) ,  faI1s Llsub = Lzsekb = . . . = L k ~ u b .  D.h., durch An- 
wenden der Substitution sub auf jedes Literal in L entsteht ein und dasselbe 
Literal. 
Wir schreiben für diesen Sachverhalt auch JLsubl = 1, und sagen L ist an#- 
zierbar. Ein Unifikator sub einer Literalmenge L heißt allgemeinster Unijika- 
tor von L, falls für jeden Unifikator sub' von L gilt, dass es eine Substitution 
s gibt mit si~b'=subs. 
(Hierbei bedeutet die Gleichung sub' = subs, dass für jede Formel F Fsub' = 
Fsubs gilt). 

Das folgende Diagramm beschreibt diese Situation. 
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sub 

Unifikationssatz (Robinson) 
Jede unifizierbare Menge von Literalen besitzt auch einen allgemeinsten Uni- 
fikator. 

Beweis: Wir beweisen diesen Sau konstruktiv, indem wir einen Algorithmus 
angeben, der bei Eingabe einer Literalmenge L entweder mit der Ausgabe 
"unifizierbar" oder "nicht unifizierbar" terminiert, und im Falle der Unifizier- 
barkeit sogar einen allgemeinsten Unifikator ausgibt. Ein Beweis der Kor- 
rektheit eines derartigen Algorithmus' ist dann gleichzeitig ein Beweis der 
Aussage des Satzes. Wir geben nun diesen UniJikationsalgori~hmus an. 

Eingabe: eine nicht-leere Literalmenge L. 

sub := [ 1 ;  (dies ist die leere Substitution) 
while ILsubl > 1 do 

begin 
Durchsuche die Literale in Lsub von links nach rechts, bis die 
erste Position gefunden ist, wo sich mindestens zwei Literale 
(sagen wir L1 und L2) in den vorkommenden Zeichen unter- 
scheiden; 
if keines der beiden Zeichen ist eine Variable then 

stoppe mit der Ausgak "'nicht unifizierbar'' 
else 

begin 
Sei X die Variable und t sei der im anderen Litera1 be- 
ginnende Term (dies kann auch eine Variable sein); 
if X kommt in t vor then 

stoppe mit der Ausgabe "nicht unifizierbar" 
else sub := szab[z/t]; 

(dies bedeutet die Hintereinanderausf üh- 
ning von sub und [xlt]) 

end; 
end; 

Gib sub als allgemeinsten Unifikator von L aus; 

Zur Korrektheit des Unifikationsalgorithmus' beobachten wir zunächst, dass 
er immer terminiert, da in jedem while-Schleifendurchlauf eine Variable X 
durch einen Term t (in dem X nicht selbst vorkommt), ersetzt wird. Nach 
Ausführung dieser Substitution kommt X in L ~ u b  also nicht mehr vor. Die 
Anzahl der verschiedenen Variablen in Lsub wurde um 1 vermindert. Es 
können also höchstens so viele Schleifendurchläufe auftreten, wie zu Beginn 
verschiedene Variablen in L vorhanden sind. 
Wenn der Algorithmus erfolgreich zu Ende kommt und eine Substitution sub 
ausgibt, so muss diese notwendigeweise ein Unifikator sein, da die while- 
Schleife nur dann verlassen werden kann, wenn ILsuhl = 1. Da, wie soeben 
bewiesen, der Algorithmus immer terminiert, muss der Algorithmus bei Ein- 
gabe einer nicht-unifizierbaren Literalmenge L zwangsläufig nach endlicher 
Zeit innerhalb der while-Schleife zur Ausgabe von "nicht unifizierbür" kom- 
men. 

Es verbleibt noch zu beweisen, dass im Falle einer unifizierbaren Literalmen- 
ge L als Eingabe arn Ende tatsächlich ein allgemeinster Unifikator von L aus- 
gegeben wird. Sei subi die nach dem 2-len Schleifendurchlauf erreichte Sub- 
stitution. Dann ist sub, = [ ]. Wir zeigen nun durch Induktion über i, dass fur 
jeden Unifikator sah' von L eine geeignete Substitutron s, gefunden werden 
kann mit sub" s&s„ und dass die while-Schleife entweder im 2-ten Schritt 
erfolgreich beendet wird oder die beiden else-Zweige in der while-Schleife 
betreten werden. Da nach dem letzten, (sagen wir: n-ten) Schleifendurchlauf 
sub = sub, ein Unifikator von L ist, ist silb dann ein allgemeinster Unifikator. 
Für i = 0 und gegebenes s l d f  setzen wir so = sah'. Dann ist sub" ssn = 

[ ]so = szsboso 
Sei nun im Induktionsschritt 2 > 0 und ein Unifikator sub' von L gege- 
ben. Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Substitution s , - ~  mit sub' = 
suhi-, s,- Nun gilt entweder IL~tih,-~ 1 = 1 und die while-Schleife wird er- 
folgreich beendet, oder es ist ILsub,-, I > 1 und die Schleife wird zum i-ten 
Mal betreten. Da l L ~ u b , - ~  1 > 1 und da sub,-, mittels zu einem Unifi ka- 
tor von L fortgesetzt werden kann, muss es eine Variable z und einen Tenn 
t geben (an einer Stelle, wo sich zwei Literale L , ,  Lq in L unterscheiden), so 
dass z in t nicht vorkommt. (Die beiden else-Zweige werden also betreten). 
Dann muss stLl auch X und t unifizieren, also X S , _ ~  = ; t ~ , - ~ .  Außerdem ist 
sub, = ~ u b , - ~ [ x / t ] .  Wir restringieren s , - ~  nun so, dass z nicht ersetzt wird 
(und halten alle anderen Substitutionen bei). Das Resultat dieser Restriktion 
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sei s,. Wir behaupten, dass s, die gewünschte Eigenschaft hat. Es gilt 

sub,si = s u b , - l [ ~ / t ] ~ ,  
= S U ~ , - ~ S , [ X / ~ S , ]  da X in s, nicht ersetzt wird 
= s ~ b , - ~ s , [ x / t s , - ~ ]  da X in t nicht vorkommt 
= S U ~ , - ~ S , - ~  wegen xsi-1 = ts,-l 

und Definition von s, 
= sub' nach ~nduktionsvoraucsetzung 

Damit ist der Unifikationssatz bewiesen. 

Beispiel: Wir wenden den Unifikationsalgonthmus auf die Literalmenge 

L = {+(f (2, d a ,  Y)), W ] ,  1PIf (f (U: W ) ,  W), hIf Ia, b ) ) ) }  

an und erhalten irn ersten Schritt 

was die Substitution sub = [ J /  f (U, V)] ergibt. Irn zweiten Schritt ergibt sich 
dann, nach Einsetzen von [ z /  f ( ? L ,  V)]: 

Nun wird die Substitution erweitert um [W Jg  ( r z ,  y)]. Im dritten Schritt erhalten 
wir: 

1 

Nun wird stih erweitert um [u /a] .  Im vierten Schritt 

ergibt sich schliel3lich sub = [ X /  f (18, T I ) ]  [w/g(a, y ) ] [ . i ~ / a ]  [ z i /b] .  Dies ist dann 
ein allgemeinster Unifikator von L, und es ist 

M;ui hachte, dass sub keine Gmndsubstitution für L ist, da nach wie vor die 
VariabIe y in Lsub vorkommt. 

Oft ist es günstiger, Substitutionen zu "entflechten", so dass alle Teilsubstitu- 
tionen voneinander unabhängig in jeder beliebigen Reihenfolge, bzw. parailel, 
ausgeführt werden können, ohne das Resultat zu ändern. Eine "entflochtene" 
Version obiger Substitution sub wäre 

Übung 77: Man zeige, wie man nach Konklitenieren (Hintereinander schrei- 
ben) zweier "entflochtenen", also parallel ausführbaren, Substitutionen diese 
wieder entflechten kann. 

Übung 78: Man wende den Unifikationsalgorithmus an auf die Literalmenge 

L = {P(& Y), P ( f  (a) ,  s15)l. P(f ( 2 1 ,  gIf ( 2 ) ) ) ) .  

Übung 79: Zeigen Sie, dass der Uni fikati onsalgorithmus (naiv implementiert) 
exponentielle Laufzeit haben kann. 
Hinweis: Man betrachte das Beispiel 

Man ÜberIege sich eine geeignete Datenstmktur für LiteraIe bzw. Literalmen- 
gen, so dass das Unifizieren effizienter durchgefuhrt werden kann. 

fJbung 80: In manchen Implementierungen des Unifikationsalgorithmus' 
(z.B. bei Interpretern der Programmiersprache PROLOG) wird aus Effizienz- 
gründen auf den Test "kommt s i n  t vor?" verzichtet (der occur check). 

Man gebe ein Beispiel einer zweielementigen, nicht unifizierbaren Literal- 
menge {L1,  L2)  an, so dass LI und Lq keine gemeinsamen Variablen enthal- 
ten, und ein Unifikationsalgorithmus ohne occur check - je nach Implementie- 
rung - in eine unendliche Schleife gerät oder fülschlicherweise "unifizierbar" 
konstatiert. 

Unter wesentlicher Ausnutzung des Unifikationsprinzips sind wir nun in der 
Lage, die weiter oben diskutierten Ideen zu realisieren und eine prädikatenlo- 
gjsche Version der ResoIurion anzugeben. 
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Definition (prädikatenlogische Resolution) 
Seien K1, K2 und R pr;idi katenlogische Klauseln. Dann i s t  R ein prüdi- 
kutenlogischer Resolvent von Kr und K2, falls folgendes gilt: 

I .  Es gibt gewisse Substitutionen SI und s2, die Variablenumbenennungen 
sind, so dass K1sl und K2sz keine gemeinsamen Variablen enthalten. 

2. Es gibt eine Menge von Li teralen L,, . . . , L, E Kl s ,  (.ni, > I ) und -- - 
L i , .  . . , Ln E K2s2 (n 2 l),sodass L = {L1,&, .. . . L,. Li, Li, . . . :  
L;} unifizjerbar ist. Es sei sub aIlgemeinster Unifikator von L. 

3. R hat dieForm 

R = ( ( K ~ s ,  - (LI,. . . , L,)) U (K2s2 - (L i , .  . . , L:,)))sub . 

Wir notieren diesen Sachverhalt durch das Diagramm 

wobei möglicherweise die Literale L\, . . . , L„„ L;, . . . , L:, der Deutlichkeit 
halber unterstrichen werden und die verwendeten Substitutionen rechts neben 
dem Diagramm notiert werden. 

Beispiel: 

Bemerkung: Die aussagenlogische Resolution ist ein Spezial fall der prädi- 
katenlogicchen Resolution, wobei sl = s 2  = sub = [ ] und rn = 11 = 1 
ist. 
Dü die prädikatenlogische Resolution eine Erweiterung der aussagenlogi- 
schen Resolution ist, übernehmen wir die in der Aussagenlogjk eingefühfle 

Notation und erweitern die Bedeutung nun auch auf die Prädikatenlogik. Ins- 
besondere sei für eine prädikatenlogische Klauselmenge F definiert 

&es(F) = F U ( R 1 R ist ein prädikatenlogischer Resolvent 

zweier Klauseln K1,  K p  E F ) ,  

R ~ s ' ( F )  = F 

1tf3"'' ( F )  = Rcs ( f iesn(F))  für n 2 0 

und 

Res*(F) = U Resn(F). 
n>O 

Nun ist klar, dass U E Xes*(F) genau dann gilt, wenn es eine Folge 
Kl , K2, . . . , K, von Klauseln gibt, so dass I{,L = 0,  und für z = 1,2, . . . , n 
ist K, entweder Element von F oder X, ist prädikatenlogischer Resolvent 
zweier Klauseln K, und Kb mit a,  B < i. 

Übung 81: Geben Sie (bis auf Variabienumbenennungen) alle Resolventen 
der beiden folgenden Klauseln KI und K2 an. 

Als Vorbereitung für den anschließend zu beweisenden prädikatenl ogischen 
Resolutionssatz, zeigen wir nun, dass aussagenlogische Resolutionen von 
Grundinstanzen gewisser prädikatenlogischer Klauseln "geliftet" werden 
können in pAdikatenlogische Resolutionen. Dieses 'Ti fting-Lemma'' er1 aubt 
uns dann, die pr2dikatenlogische Resolution auf die aussagenlagische bzw. 
die Grundresolution zurückzuführen. 

Lifting-Lemma 
Seien Ki, K2 zwei prädikatenlogische Klauseln und Ki ,  Ki seien beliebige 
Grundnstanzen hiervon, die resolvierbar sind (im aussagenlogischen Sinn), 
so dass R' ein Resolvent von K,', K; ist. Dann gibt es einen priidikatenlogi- 
schen Resolventen B von K1 und K2, so dass R' eine Grundinstanz von R 
ist. 

Die folgenden beiden Di agramrne veranschaulichen den Sachverhalt. 
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Voraussetzung des Lifting-Lemmas 

t 
R' 

Behauptung des Lifting-Lemmas 

Beweis: Seien zunächst sl und s2 Variablen-Umbenennungen, so dass Klsl 
und K2sZ keine gemeinsamen Variable enthalten. Da K;, Ki Grundinstan- 
zen von K1 und I& sind, sind sie auch Grundinstanzen von Klsl und Kzsz- 
Seien subr und subz Grundsubsututionen, so dass Ki = Klslsubl und 

= K2s2subz. Da es keine Variable gibt, die sowohl in subl als auch in 
subz ersetzt wird, setzen wir sub = subl sub2 und es gilt K{ = pl, sl sub und 

= Kzsasub. X{ und G sind nach Voraussetzung (aussagenlogisch) re- 
solrierbar und R' ist ein Resolvent von Ki. KJ.  Deshalb muss es ein Literal 
L E Ki mit E K; geben, so dass Rt = (Ki - {L)) U (Kk - { E } ) .  Das 
Literal L entstammt aus einem oder mehreren Literalen aus K1sl durch die 
Gmndsubstitution sub. Ähnliches gilt für und K2s2. ES gilt also für gewisse 
Literale L I , .  . . , L, E KlsT (nz 2 1) und L:, . . . , L: E K2sz (n  2 I),  dass 
L = Ll sub = . . . = L,sub und = Lisub = . . . = LLsub. Deshalb sind 
Klsl  und Kzsz resolvierbar, denn svb ist ein Unifikator für die Literalmenge 
L = ( L 1 ,  . . . , L„ z, . . . , L;). Es sei subo der vom Unifikationsalgori thmus 
bestimmte allgemeinste Unifikator von L. Dann ist 

ein prädikatenlogischer Resolvent von Kl und K2. 
Da subo allgemeinster Unifikator und sub Unifikator von L ist, gibt es eine 
Substitution s mit subOs = .v?~b.  Damit erhalten wir 

R' = ( K ;  - { L ) )  U (I{; - ( E } )  
= (Kls1sub - { L } )  v (K2s2sub - {L}) 

Damit ist gezeigt, dass R' eine Grundinstanz von R (mittels Substitution s}  
ist. I 

n u n g  82: Gegeben sei folgende Grundresolution 

Vollziehen Sie im Beweis des Lifting-Lemmas nach, welche prädikatenlo- 
gische Resolution hieraus entsteht. 

Resolutionssatz (der Priidikatenlogi k) 
Sei F eine Aussage in Skolemfom mit der Matnx F* in KNF. Dann gilt: F 
ist unerfüllbar genau dann, wenn E Rex" ( F * )  

Beweis: (Korrektheit) Wir zeigen zunächst, dass aus U E Bes*(F*) 
folgt, dass F unerfüllbar ist. Für eine Formel H mit den freien Variablen 
XI, 22, . . . ,X, bezeichne V H  ihren Aliabschluss. Dieses i s t  die Formel V H  = 
VxlVxz . . . V t , H .  Man beachte, dass F AG,. VK.  Wir zeigen nun, dass 
für jeden Resolventen R zweier Klauseln K, , K2 gilt, dass V R  erne Folgerung 
von VK1 und VK2 ist. Dann ist die Ieere KLausel Folgerung von F, und damit 
ist die Unerfüllbarkeit von F gezeigt. 
Sei also A eine Stniktur mit A(VKl) = A(VK2) = 1. Dann  ist auch 
A ( K l  sl ) = A(K2s2) = I). Der Resolvent R habe die Form 

R = ((Klsl - ( L I , .  . . ,L,]) U ( K ~ s P  - ( L : ,  . . . , ~ i 1 ) ) s . u . b  
= (Krsl sub - {L)) U (IGQ sub - ( E } )  
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wobei sub der alIgemeinste Unifikator der 
LiteraImenge L = (L1, . . . , L„ C. . . . , L:,} ist. Es sei L = LI sub = . . . = - - 
L,sub = L',s.uh = . . . = L k . i ~ ~ b .  
Nehmen wir nun an, A(VR) = 0. Dann gibt es eine Struktur A' mit A'(R) = 

0, wobei A' identisch ist mit A und zusätzlich geeignete Interpretationen der 
vorkommenden Variablen enthäIt. Es gilt dann A1(KI s ,  sub - {L)) = 0 und 
d1(K2s2sub - { E } )  = 0. Wegen 1 = A1(Klslsub) = A1(&s~sub) folgt, 
dass A'(L) = A'(L) = 1, was ein Widerspruch ist. 

(Vollständigkeit) Sei F unerfüllbar. Mit dem Gnindresolutionssatz gibt es 
dann eine FoIge von KIauseln (K: ,  Ki, . . . , Kk) so, dass Kn = und für 
.i = 1 , 2 ,  . . . , n gilt: K,' ist entweder Grundinstanz einer Klausel in F* oder 
K,' ist (aussagenlogischer) Resolvent zweier Klauseln K,: und Kb mit n, h < z. 
Für z = 1,2, . . . , n geben wir nun eine (pradikatenlogische) KIausel K, an, 
so dass K," eine Grundinstanz von K, ist und so dass (K1: I<?, . . . , KTa) eine 
prädikatenlogische Resolutionsherleitung der leeren Klausel IC, ist. Falls K: 
eine Grundinstanz einer Klausel K E F" ist, so wähIen wir cinhch Kt = K. 
Falls K: ein Resolvent von Kk und Kf, mit U: b < i ist, so haben wir be- 
reits prädikatenIogische Klauseln & und Kb ZU KA und Kl, emiltelt. Mit 
dem Lifting-Lemma erhalten wir dann einen prädikatenlogischen Resolven- 
ten K, von K, und Ich, so dass K,' Gmndinstanz von K, ist. Damit ist ge- 
zeigt, dass (K1, 16,. . . , Ir',) eine ResolutionsherEeitung von ist. Also ist 

E Res*{F*). W 

Beispiel: Die Klauselmenge 

ist unerfüllbar. Eine Deduktion der leeren Klausel aus F ist gegeben durch 

(1) (T(.)) Klausel in F 

(2) {7T(x), i Q ( x ) l  Klausel in F 

(3) b Q ( 4 1  Resolvcnt von (1 ) und ( 2 )  

(4) { ~ P ( : ~ ) l Q ( ~ ) l S ( f ( ~ ) ) )  Klausel in F 

(5)  m a ) )  Klausel in F 

(6) {8(~),s(f (411 Resolvent von (4) und (5) 

(7) {S(f ( 4 ) )  Resolvent von (3) und (6) 
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@i {7P(5), Q(x),R(x,f(4)) Klausel in F 

(91 {@(a) ,  Rla, f (4) 1 Resolvent von (5) und (8) 

r 10) {Rb1 f ( U ) )  1 ResoIvent von (3) und (9) 

(11) {-R(u. z), T{z)} Klausel in F 

(12) (T(f (4) 1 Resolvent von (10) und (11) 

Klausel in F 

Resolvent von (12) und (13) 

Resolvent von (7) und (14) 

Übung 83: Bei endlichen aussagenlogischen Klauselmengen F ist 
Res* (F) immer eine endliche Menge. Man gebe eine endliche przdikaten- 
logische KlauseImenge F an, so dass für alle n gilt: 

Beispiel: Den Einsatz des Resolutionskalküls in automatischen Bewei ssy ste- 
men illustriert das folgende Beispiel. Wir betrachten den mathematischen Be- 
griff der Gruppe mit einer zweistelligen Operation 0. Mit P(z ,  y ,  x) drücken 
wir aus, dass X o = z gilt. Dann können die Gruppenaxiome durch folgende 
prädikatenlogische Formeln dargestellt werden. 

2. VxV:g3zP(,'~, y, 2) 
(Abgeschl ossenheit) 

2.  b"uv.crv?il~z~yb'~((P(x, y, U) A P ( y ,  L, V))  + ( P ( z :  V: W) H P(u, z ,  W)))  

(Assoziativi tät) 

3. 3a(VyP(x, y, y j  r\ Vp3zP(zl y, X)) 
(Existenz eines links-neutralen Elementes 
und Existenz von Links-Inversen) 

Nun wollen wir beweisen, dass aus (I), (2) und (3) auch die Existenz von 
Rechts-Tnversen folgt. Dies wird ausgedrückt durch Formel (4). 
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Indem wir nun (1) A (2) A (3) A ~ ( 4 )  in KIauselfom bringen, erhalten wir: 

Hierbei sind m (Zstellig), e (0-stellig), i (1-stellig) und k ( I  -stellig) neu ein- 
geführte Skolemfunktionen. Eine Resolution~herleitun~ der leeren Klausel 
und damit einen Beweis der Unerfüllbarkeit der Klauselmenge (a)-(f) stellt 
folgendes Diagramm dar. 

Übung 84: Aus den oben angegebenen (prädikatenlogisch formulierten) 

Gruppenaxiornen folgere man mittels ResoZutionskalkül: 

(a) Es gibt ein rechts-neutrales Element. 

(b) FalIs G eine abelsche Gruppe ist (d.h. es gilt zusätzlich das Kom- 
mutativgesetz), dann gilt für alle z, y in G, dass X o y o z-' = y. 

Übung 85: Man drücke folgende Tatsachen aus als prädikatenlogische For- 
meln. 

(a} Jeder Drache ist glücklich, wenn alle seine Kinder fliegen 
kirnnen. 

(b) Gnine Drachen können fi iegen. 

(C) Ein Drache ist @n, wenn er Kind mindestens eines grünen Dra- 
chen ist. 

Man zeige durch Resolution, dass aus (a), (b) und (C) folgt, dass alle gmnen 
Drachen glücklich sind. 

Übung 86: Gegeben seien folgende Fakten. 

(a} Jeder Barbier rasiert alle Personen, die sich nicht selbst rasieren. 

(b) Kein Barbier rasiert jemanden, der sich selbst rasiert. 

Man formalisiere (a) und (b) als prädikatenIogische Formeln. Man verwende 
B(x)  für "X ist Barbier'' und R(xl ?J) für "X rasiert y". Formen Sie um in 
Klauselfom und zeigen Sie per Resolution, dass aus (a) und (b) folgt: 

(C) Es gibt keine Barbiere. 

2.6 Verfeinerung der Resolution 

Nach wie vor erschwert eine ungeheuere kombinatorische Explosion das ef- 
fiziente Finden von Resolutionsherleitungen. Das Problem ist, dass es j.a. 
viele Möglichkeiten gibt, zwei Klauseln zu finden, die resolvierbar sind, 
um so neue Resolventen zu erzeugen. Es gibt also eine große Anzahl von 
Wahlmöglichkeiten, von denen eventuell nur sehr wenige für die Resolution 



102 KAPITEL 2. PRÄDIKATENLOGIK 

der leeren Klausel eine Rolle spielen. Erschwerend kommt hinzu, dass Resol- 
venten durchaus länger werden können als die Ausgangsklauseln, und damit 
die Anzahl der Resolutionsmöglichkeiten im Laufe einer Resolutionsherlei- 
tung noch zunehmen kann. 
Wir stellen nun einige Möglichkeiten der Verfeinerung der Resolution vor, die 
diese kombinatorische Explosion bis zu einem gewissen Grad einschriinken 
können. Bei diesen Verfeinerungen unterscheiden wir zwischen Resolutions- 
Strategien und Resolutions-Restriktionen. 
Strategien sind ledigIich heuristische Regeln, die die Reihenfolge, in 
der die Resolurionsschritte vorzunehmen sind, vorschreiben. Die vielen 
Wahlmöglichkeiten, die in jedem Schritt existieren, werden hierbei auf ei- 
ne bestimmte Art aufgelöst, mit dem Gedanken bzw. der Hoffnung, dass die 
jeweilige Strategie möglichst wenige überflüssige Resolventen erzeugt. Im 
ungünstigsten Fdl müssen jedoch schließlich auch alle Alternativen durch- 
gespielt werden. Ein Beispiel ist h e  Einheiten- Pru~erenz-Strategie, bei der 
wo immer möglich Resolutionen durchgeführt werden, bei denen mindestens 
eine der Elternklauseln eine Einheit, also einelementig, ist. 
Diese Strategien scheinen bei den getestetcn Beispielen ganz gut zu funk- 
tionieren, jedoch ist aus theoretischer Sicht unklar und nahezu unerforscht, 
ob und inwieweit solche Strategien wirklich und immer zu besseren Resulta- 
ten führen. Diesen Strategien soll hier nicht weiter nachgegangen werden. Es 
sei nur erwähnt, dass sie sich m ~ t  den nachfolgend diskutierten Restriktionen 
kombinieren lassen. 
Bei den Resotutionsrestriktionen wird die Wahlfreiheit bei der Auswahl der 
zu resolvierenden Klauseln dadurch cingeschrdnkt, dass gewisse Resolutions- 
schritte schlicht verboten sind, weil die Klauseln nicht die der jeweiligen Re- 
striktion entsprechende Form haben. Diese nun zu diskutierenden Rcsoluti- 
onsrestriktionen schränken also den Resolutionskdkül echt ein, und verklei- 
nern damit i.a. den Suchraum. Es stellt sich natürlich sofort die Frage, ob 
solche Restriktionen nicht auch "zu weit" gehen können, so dass der entstün- 
dene Kalkül die Vollständigkeitseigenschsift verliert. (Dies wäre dann der Fall, 
wenn bei einer unerfüllbaren KIauselmenge F die leere Klausel nicht unter 
Einhaltung der Restriktionsbedingung herzuleiten ist). Dies wird im Folgen- 
den zu diskutieren sein. Wir stellen nun diese Resolutionsrestriktioncn vor. 

Bei der P-Restriktion (oder P-Resolution) darf nur dann ein Resolvent zwei- 
er Klauseln K1: K2 gebildet werden, sofern eine der beiden Klauseln positiv 
ist, also nur aus positrven Literalen besteht. Analog darf bei der N-Rrstriktion 
(oder N-Resolution) nur resolviert werden, wenn eine der beiden Eltemklau- 
seln nur aus negativen Lrteralen besteht. Wir werden zeigen, dass P- und N- 
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Resolution vellständig sind. 

Die leere Klausel ist aus einer Klauselmenge F linear res»lvierbar; basierend 
auf einer Klausel K E F, falls CS eine Folge von Klauseln (Ko, K I ,  . . . , I L )  
gibt mit Ka = K, K, = und für i = 1 ,2 , .  . . , n gilt 

wobei die Klausel [eine sogenannte Sei~enklausel) entweder ein Element 
von F ist oder = K, für ein j < i .  
Wir werden zeigen, dass die lineare Resolution vollständig ist, das heißt, für 
jede unerfüllbare Kauselrnenge F gibt es eine Klause1 K (die Basiskiausel), 
so dass die leere Klausel aus F linear resolvierbar ist, basierend auf K. 

Beispiel: Gegeben sei die unerfullbare Klauselmenge 

Eine (übliche) Resolutionsherleilung der leeren Klausel ohne Einhaltung ei- 
ner dieser Restriktionen benötigt 3 Resolutionsschritte. 

Eine lineare Resolution dcr Ieeren Klausel aus P, basierend auf ( A ,  B}, ist 
2.B. gegeben durch das folgende Diagramm (dies i s t  gleichzeitig auch Bei- 
spiel für eine P-Resolution). 
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Man beachte, dass dieser Resolutionsbeweis 4 Schritte benötigt. Man kann 
erahnen, dass der Preis, der für die Einschränkung der Wahlmöglichkeiten 
bei den ResoIutionsrestriktionen bezahlt werden muss, in einer Zunahme der 
Beweislänge liegt. Diesen Effekt genau zu quantifizieren ist aktuelles Thema 
der Forschung (vgl. hierzu Ubung 87). 

Bei der Stiitzmengenresta'ktiun der Resolution muss zu der gegebenen Klau- 
selmenge F erne Teilmenge T bekannt sein, so dass F - T erfüllbar ist. Ein 
Resolutionsbeweis der leeren Klausel aus F, relativ zur Stiitzmenge T, muss 
die Bedingung erfüllen, dass niemals zwei Klauseln aus F - T miteinander 
resolviert werden. Diese Einschränkung bringt vor ailem dann Vorteile, wenn 
T besonders klein und damit F - T besonders groß ist, z.B. bei IT I = 1. 
Dadurch wird eine große Zahl von potenziellen RcsoIutionsschritten (zwi- 
schen Klauseln in F - T) vermieden. Ein typisches Anwendungsbeispiel ist, 
dass festgestellt werden soll, ob eine Formel G eine Folgerung der "Daten- 
bank" {F l ,  &, . . . , Fk} ist. Dies ist bekanntermasen genau dann der Fall, 
wenn { F I ,  Fz, . . . , Fk, 1G) unerfüllbar ist. Falls aus dem Kontext bekannt 
ist, dass {Fl,  F2,. . . , Fk} ftir sich allein noch nicht unefiüllbar, also erfüllbar, 
ist; oder falIs diese sog. Konsistenz der Datenbank einfach postuliert wird, sa 
kann man als Stützmenge T = {G,, . . . , G I )  wählen, wobei { G I ,  . . . , G I )  die 
Klauselfonn von 1G ist. 
Wir werden später sehen, dass die Stützmengenresolution vollständig ist. 

Bei der Input-Restriktion muss bei jedem Resolutionsschritt eine der beiden 
Elternklauseln ein "Input", also Element der Ausgüngsklauselmenge F sein. 
Man sieht leicht ein, dass jeder Resolutionsbeweis, der die Tnput-Restriktion 

einhalt, auch ein linemer Resolutionsbeweis ist. Aber im Unterschied zur li- 
nearen Resolution ist die Input-Resolution nicht vollständig. Ein einfaches 
Gegenbeispiel ist die unerfüllbare Klauselmenge 

F = { { A ,  B ) ,  1-4, TB) ,  {TA,  B ) ,  {TA,  -B ) } .  

Bei einer Inputresolution entsteht im ersten Schritt immer ein Resolvent mit 
mindestens einem Literal. Bei jedem weiteren Resolutionsschritt können wie- 
der nur Resolventen mit mindestens einem Literal entstehen. Die leere Klau- 
sel ist bei diesem Beispiel per Input-Resolution also nrcht herleitbar. Wir wer- 
den aber später zeigen, dass die Input-Resolution vollstiindig für die Klasse 
der Hornfomeln ist. 

Eine weitere unvolIständige Resolutionsrestriktion, die aber vollständig für 
die Klasse der Hornfomeln ist, ist die Einheitsresolution (vgl. Ubung 35). 
Es darf nur dann ein Resolvent gebildet werden, wenn mindestens eine EI- 
ternklausel einelementig ist. Diese Resolution srestriktion hat den Vorteil, 
dass die Anzahl der Literale bei jedem Resolutionsschritt abnimmt. Die Un- 
vollständigkeit der Einheitsresolution ist durch das gleiche Gegenbeispiel 
wie bei der Input-Restriktion einzusehen. (Diese Ähnlichkeit mit der Input- 
Restriktion ist kein Zufall: Es kann gezeigt werden, dass eine Klauselmenge F 
einen Einheitsresolutionsbeweis der leeren Klausel besitzt genafi dann, wenn 
F einen Input-Resolutions'beweis der leeren Klausel besitzt, vgl. Ubung 91). 

Schließlich kommen wir zur Sm-Resolution. Diese Restriktion ist nur für 
Hornformeln definiert (bzw. wir betrachten ihre Verallgemeinerung auf be- 
liebige Klauselmengen, die SL-Resolution hier nicht). Diese Resolutionsre- 
striktion spielt eine entscheidende Rolle bei der Logik-hgrammierung, die 
wir im nächsten Kapitel diskutieren wollen. SLD-Resolutionen sind Input- 
(und damit auch lineare) Resolutionen, die eine spezielle Form haben. Und 
zwar muss die Resolutionsherleitung auf einer negativen Klausel (crner sog. 
Zielklausel} basieren, und bei jedem Resoluti onsschritt ist eine E1 ternkl ausel 
eine nicht-negative Inputklausel. (Nicht-negative Hornklauseln heißen auch 
definite Khuseln oder Pmgrnmmkla~seln}. 
Sei z.B. F = {Kl, Kz,  . . . ,Km iV1:. . . , ;Vm), wobei Kl ,  I&, . . . , K, die de- 
finiten und &, . . . , n', die negativen Klauseln sind. Eine SLD-Resolutions- 
herleitung der leeren Klausel hat dann die folgende Form (fur ein geeignetes 
3 E (1, . . . : m)  und eine geeignete Folge i I ,  i,, . . . , z l  f {I ,  . . . , n)). 
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Die hierbei durch Punkte dargestellten Klauseln, also die "Zwischen- 
resultate", können nur negative Klauseln sein, da sie durch Resolu- 
tion einer negativen mit einer definiten Hornklausel entstehen. Das 
heißt, SLD-Resolutionen sind immer auch N-Resolutionen. Gleichfalls 
sind SLD-Resolutionen auch immer Stützmengenresolutionen, wobei die 
Stützmenge { N I , .  . . , Nm) ist. 

Bemerkung: Die Abkürzung SLD steht für "Iinear resolution with selection 
function for definite clauses". In unserer Betrachtung ignorieren wir zunächst 
diesen zusätzlichen Aspekt einer Auswuhlfunktion, die in jedem Resolutions- 
schritt dasjenige Litera1 angibt, nach dem als nächstes zu resolvieren ist. Wjr 
kommen jedoch auf diesen Punkt in  Kapitel 3.3 zurück. Für den Moment be- 
trachten wir die SLD-Resolution als identisch mit der sog. LUSH-Resrilution 
(LUSH = linear resolution with unrestricted selection for Hornclauses). 

AIle VolIständigkeitsbeweise der Resolutionsrestriktionen werden zunächst 
für den aussagenlogischen Fa11 (also für die Gnindinstanzen der prädikaten- 
logischen Klauseln) gezeigt. Wie irn Beweis des allgemeinen Vollständig- 
keitssatzes für die prädikatenlogische Resolution verwenden wir das Lifting- 
Lemma, um aussageniogische Resolutionsbcweise, die der entsprechenden 
Restriktion genügen, in die Pradikatenlogik zu "liften". Man beachte, dass 
durch das Lifting-Lemma die Struktur einer Resolutionsherleitung nicht 
geändert wird, so dass eine P-,N-, lineare, usw. -Resolution nach Anwendung 
des Lifting-Lemmas immer noch eine solche ist. Um die Vollständigkeit einer 
Restriktion in der Aussagenlogik zu zeigen, muss der Vollständigkeitssatz für 
den aussagentogischen Resolutionskalkül entsprechend modifiziert werden. 
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Als Vorbereitung für diese Beweise führen wir folgende Notation ein. Für 
eine (aussagenlogische) Klauselmenge F und ein in F vorkommendes Litera1 
L sei FL=* die Klauselmenge, die man aus F erhält, indem jedes Vorkommen 
von L und ferner jede Klausel, in der ¿ vorkommt, gestrichen wird. Analog 
sei FL=l definiert, wobei die Rollen von L und ¿ vertauscht sind. Inhaltlich 
gesprochen ist FL=ai (L E { O , l ) ,  diejenige Klauselmenge, die aus F entsteht, 
wenn die Belegung von L mit a fixiert wird. Deshalb gilt, dass sowohl FL=" 
als auch FLZI unerfiillbar sind, sofern F unerfüllbar ist. 

Satz 
Die P-Restriktion der Resolution ist vollständig. 

Beweis: Wie oben bemerkt, genügt es, den aussagenlogischen Fall zu betrach- 
ten. Sei F eine unerfüllbare aussügenlogi sche Klauselmengc. Wegen des End- 
lichkeitssatzes dürfen wir wieder annehmen, dass F endlich ist. Wir zeigen 
durch Induktion über die Anzahl der atomaren Formeln in F, dass die leere 
Klausel per P-Resolution aus F herleitbar ist. 
Induktiunsanfang (n = 0): FalIs n = 0, so kann nm F = {U)  sein, und wir 
srnd fertig. 
Induktionsschritt (n > 0): Die Klauselmenge F besitze n > 0 Atomfomeln. 
Sei A eine beliebige Atomforrnel in F. Da und FAXO unerfullbar sind 
und höchstens n - 1 Atornformeln enthalten, folgt mit der Indukrionsvor- 
aussetzung, dass die leere Klausel per P-Resolution sowohl aus FA=0 als auch 
aus FA=1 herleitbar ist. Wiederherstellen der ursprünglichen Klauseln in FA=* 
(d.h. Wiederei nfügen von A) liefert dann eine Resoluti onsherleitung von { A} 
aus den Klauseln in F. Diese Herleitung von { A }  stellt immer noch eine P- 
Resolution dar, da A ein positives Litera1 ist. Nun fügen wir weitere Resoluti- 
onsschntte hinzu, die die so erhaltene Klausel { A )  mit jeder Klausel in F, die 
T A  enthält, resolviert. Man beachte, dass dieses wiederum P-Resolutionen 
sind. Damit haben wir gerade die Klauseln in FA=l bereitgestellt. Sodann 
fügen wir den nach Induktionsvoraussetzung existierenden P-Resolutionsbe- 
weis der leeren Klausel an, der die Klauseln in als Ausgangspunkt hat. 
Das Ergebnis ist nun eine P-Resolutionsherleitung der leeren Klausel aus F. 

Satz 
Die N-Reskiktion der Resolution ist vollständig. 

Beweis: Man vertausche im vorigen Beweis die Rollen von "positiv" und 
"negativ", von "A" und "TA", und von "FA=o" und "FA=l". I 



Satz 
Die lineare Resolutionsrestriktion ist vollstandig. (Genauer: Für jede unerfüll- 
bare Klauselmenge F gibt es eine Klausel K E F, so dass die Icere Klausel 
durch lineare Resolution aus F, basierend auf K, herIeitbar ist). 

Beweis: Sei F unerfüllbar und F' C F sei eine minimal unerfüllbare Teil- 
menge von F (d.h. F' ist unerfüllbar, aber für jede Klausel IC E F' gilt, dass 
F' - {K) erfüllbar ist. F' kann aus F konstruiert werden, indem sukzessive 
Klauseln aus F entfernt werden, bis nur noch Klauseln übrig bleiben, deren 
Entfernen zur Erfüllbarkeit führt). Wir zeigen nun, dass sogar für jede Klau- 
sel K in F' gilt, dass es eine lineare Resolutionsherleitung der leeren Klausel 
aus F gibt, die auf K basiert. Sei K eine beliebige Klausel in F'. Wir fuhren 
den Beweis nun durch Induktion über die Anzahl der in F' vorkommenden 
atomaren Formeln. 
Induktionsanfang (n = 0) : In diesem Fall ist F' = {D} und K = . Hier ist 
nichts zu zeigen. 
Induktionsschritt (n > 0): F' enthaIie n > 0 Atomfomeln. 
FalEI: IKJ = 1 
Dann ist K = {L} für ein Literal L. Für eine Atomfomel A ist dann L = A 
oder L = TA. Die Klauselmenge F;=, ist dann unerfüIlbar und enthält nur 
höchstens n - 1 Atomfomeln, denn A kommt nicht mehr vor. Sei F" eine mi- 
nimal unerfüIlbare Teilmenge von FA=, . In F" muss eine Klausel K' vorkom- 
men, so dass K'u(E} 6 F', d.h. K' ist gerade durch Streichen von aus einer 
Klausel in F' entstanden. Eine solche Klause1 K' muss deshalb in F" existie- 
ren, weil sonst F" eine Teilmenge von F' - { K }  und damit erfüllbar wäre 
(da F' minimal unerfüllbar ist). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es nun ei- 
ne lineare ResoIutionsherleitung der leeren Klausel aus F", basierend auf der 
Klausel K'. Hieraus konstruieren wir die gesuchte lineare Resolutionsherlei- 
tung von 0, basierend auf K = {L}, wie folgt: Der erste ResoIutionsschritt 
resolviert die Basisklausel K = {L} mit K' U { E ) .  Der Resolvent hierbei 
ist K< Sodann übernehmen wir obige, auf K' basierende ResoIuiionsherlei- 
tung der Ieeren Klausel, wobei wir nun die wiederhergestellten, ursprüngli- 
chen Klauseln aus F (also evtI. mit dem Literal E )  hernehmen. Hierdurch 
entsteht eine lineare Resolutionsherleitung von { E ) ,  basierend auf I< = {L}. 
Im letzten Resolutionsschritt schließIich resolvieren wir die Basisklausel K 
mit { E )  und erhalten che leere Klausel. 
Fall 2: 1KI > 1 
In diesem Fall whhihlen wir ein beIiebiges Literal L 6 K und setzen K' = 
K- {L). Nun ist unerfüllbar und X' ist eine Klausel in F;=, . WFT zeigen 
nun, dass F;=, - { K ' }  erfuI1bar ist. Hierzu sei zunächst A ein Modell von 
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F' - {K). Dann gilt A ( K )  = 0, denn es gilt A ( F t )  = 0, weil F' unefillbar 
ist. Somit folgt A(L) = 0, da L E K. Damit ergibt sich A(FL=, - { K ' ) )  = 1. 
Sei F" eine minimal unerfüllbare Teilmenge von FA=,. Wie soeben gezeigt, 
muss F" die Klausel K' enthalten (denn Weglassen von K' wurde Erfüll- 
barkeit nach sich ziehen). Auf F" trifft die Induktionsvoraussetzung zu und 
deshalb gibt es eine lineare Resolutionsherleitung der leeren Klausel aus F", 
basierend auf K'. In diesem Resolutionsbeweis fugen wir nun das Litera1 L 
überall wieder hinzu, wo es zuvor weggelassen wurde (und damit auch in den 
Resolventen). Dies ergibt eine lineare Resolutionsherleitung von {L) aus F', 
basierend auf K. 
Nun ist aber (F' - {K)) U {{L)) unerfüllbar und F' - {K) erfüllbar. Unter 
Verwendung von Fall I wissen wir, dass eine lineare Resolutionsherleitung 
von aus (F' - ( K } )  U ({L)) exisnert, basierend auf {L). Wir fügen nun 
diesen Resolutionsbeweis an den oben erhaItenen Resolutionsbeweis, der (L) 
liefert, hinten an und erhalten so die gewünschte Resolutionsherleitung von 
aus F', basierend auf K. 

Übung 87: Sei F diejenige unerfüllbare Wauselmenge mit den Atomfor- 
meln A l , .  . . , Am die alle m = 2" Klauseln der Form {B1, B„. . . , B,) mit 
B, E {A„ TA,) enthdt. Die übliche Resolutionsherleitung der leeren Klausel 
aus F enthält 7n - 1 Resolutionsschritte. Man ermjttle aus den Vollständig- 
keitsbeweisen der P-Resolution und der linearen Resolution Rekursionsglei- 
chungen für die Länge der konstruierten Resolutionsherlei tungen unter diesen 
Restriktionen. Lösen Sie diese Rekursionsgleichungen und vergleichen Sie 
diese Formeln mit m - 1. 

Satz 

Die Stützmengen-Restriktion der Resolution ist vollständig. 

Beweis: Dies folgt aus der Vollständigkeit der linearen Resolution. Sei F ei- 
ne unerfüllbare Klauselmenge und T C. F eine Stützmenge, d.h. F - T ist 
erfüllbar. Eine minimal unerfüllbare Teilmenge T' von F muss mindestens 
eine Klausel K aus T enthalten, denn F - T ist erfiillbar. Mit dem vori- 
gen Beweis folgt, dass es eine lineare Resolutionsherleitung gibt, basierend 
auf K. Dies ist gleichzeitig eine Stützmengenresolution mit Stützmenge ( K )  
und damit auch mit Stützmenge T. m 

Übung 88: Man zeige, dass die Kombination zweier vollständiger Restrik- 
tionen i.a. nicht mehr voItständig ist. Hierzu betrachte man zwei vollständige 
Resolutionsrestriktionen (z.B. P-Resolution und N-Resoludon) und gebe ein 
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Beispiel einer unerfüllbaren Klüuselmenge an, so dass die leere Klausel unter 
Einhaltung beider Restriktionen nicht herleitbar ist. 

Wir wenden uns nun den im Allgemeinen Fall unvollständigen Resolutions- 
restriktionen zu und erhalten sofort den folgenden Satz (vgl. Übung 35). 

Satz 
Die Einheitsresolution ist vollständig für die Klasse der Hornformeln. 

Beweis: Da die P-Resolution für den allgemeinen Fall vollständig ist, ist sie es 
auch für den speziellen Fall der Hornfomeln. Positive Hornfomeln kiinnen 
jedoch nur einelementig sein. Damit folgt sofort, dass die Einheitsresolution 
für Hornformeln volFständig ist. I 

Satz 
Die SLD-Resolution ist vollständig für die Klasse der Hornfomeln. 

Beweis: Sei F eine unerfüllbare HornklauseImenge. Eine KlauseIrnenge ist 
erfüllbar, wenn sie keine negativen Klauseln enthält (man setze A(A)  = I 
für aIIe Atomformeln -4, dann ist A ein Modell). Deshalb muss in F minde- 
stens eine negative Klausel enthalten sein. Mehr noch, beim Ubergang von F 
zu einer minimal unerfüllbaren TeiImenge F' von F, muss mindestens eine 
negative KIausel K in F' verbleiben. Wegen der Vollständigkeit der linearen 
Resolution gibt es dann einen linearen Resolutionsbeweis der leeren Klausel 
aus F' (also auch aus F), basierend auf K. Diese lineare Resolutronsherlei- 
tung muss ferner die Form einer Input-Resolutron haben, denn alle Resolven- 
ten obiger Herleitung sind negative Klauseln (Resolventen von Aornklauseln 
mit negativen KIauseln sind negative Klauseln), und negative Klauseln sind 
nicht mit negativen Klauseln resolvierbar. Dieses Argument beweist, dass die- 
se lineare Resolution sogar die spezielle Form einer SLD-Resolution hat. W 

Übung 89: Beweisen Sie die Vollständigkeit der SLD-Resolution für Horn- 
forrneln direkt, also ohne Zuhilfenahme der Vollständikeit der linearen Reso- 
lution. 
Hinweis: Orientieren Sie sich an dem Ablauf des Marluerungsalgorithrnus' 
für Hornfomeln von Kaprtel 1.3. Eine andere Möglichkeit besteht darin, 
Ubung 38 (in verallgemeinerter Form) zu verwenden. 
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Satz 
Die Input-Resolution ist vollständig für die Klasse der Hornformeln. 

Beweis: SLD-Resolutionen sind auch Input-Resolutionen. 

Übung 90: Man zeige, dass die Vollständigke~t der Input-Resolution für 
Hornformeln ebenso einfach aus der Vollstindigkeit der N-Resolution folgt. 

Übung 91: Man zeige, dass für jede Klauselmenge F gilt: Es gibt einen Ein- 
heitsresolutionsbeweis der leeren Kiausel aus F g e m u  dann, wenn es einen 
Input-Resolutjonsbeweis gibt. 

Übung 92: Man zeige, dass die Vollständigkeit des Resolutionskalküls nicht 
verloren geht, wenn man solche Resolutionsschritte verbietet, bei denen eine 
Elternklausel eine Tautologie ist. Eine Klause1 ist genau dann eine Tautologie, 
falls sie eine Atomfomel und ihr Komplement enthält. 

Übung 93: Falls bei einem Resolutionsschritt in den Elternklauseln jeweils 
nur ein Litera1 zur Unifikation herangezogen wird, so spricht man von binärer 
Resolution. (Mit anderen Worten, in der Definition der priidikatenlogischen 
Resolution ist m = n = I gesetzt}. 
Man zeige durch Angabe eines Gegenbeispiels, dass die Beschränkung auf 
binäre Resolutionen nicht vollständig ist. Man zeige ferner, dass binike Reso- 
lution für Hornformeln vollständig ist. Mehr noch, jede der bei Hornfomeln 
vollständigen Restriktionen bleibt vollständig, wenn man sie mit der binärcn 
Resolution kombiniert. (Tatsächlich ist es genau diese Kombination von binä- 
rer und Sm-Resolution, die im nächsten Kapitel intensiver betrachtet wird). 

Bemerkung: Wir haben einen groAen Aufwand betrieben, um die Möglich- 
keiten, die die Semi-Entscheidbarkeit der Prädrkatenlogik bietet, also die Aus- 
sicht, automatische Theorembeweiser zu konstruieren, auszuschöpfen. Trotz 
alledem zeigt die praktische Erfahrung, dass selbst Theorembeweisprogram- 
me, die diese vorgestellten Resolutionsrestriktionen (und evtl. andere Metho- 
den) verwenden, nicht in der Lage sind, mit vertretbarem Aufwand kompli- 
ziertere Theoreme zu beweisen -oder gar die Mathematiker zu ersetzen. 
Dies mag daran liegen, dass der Ansatz noch zu aIlgemein ist. Sei M = 
{Fl, F2, . . . , Fk) ein beliebiges Axjomensystem. Der Resolutionskalkül ist 
grundsätzlich in der Lage, nachzuweisen, ob eine Formel G ein Satz der 
Theorie Cons(M), also eine Folgerung von M, ist. Man muss nur testen, 



ob (F l ,  Fz, . . . , Fk, 1 G )  unerfüllbar ist. Oftmals ist man aber nur an ganz 
bestimmten (axiomatischen) Theorien interessiert, etwa der Gmppentheorie. 
Deshalb wird versucht, Kalküle zu entwickeln, die auf diese speziellen Theo- 
rien zugeschnitten sind, und die dann effizienter (aber nur für Sätze dieser 
Theorie) verwendet werden können. Solche Kalküle verkörpern sozusagen 
mehr Wissen über die zugrundeIiegende Theoie. Kapitel 3 

Logik-Programmierung 

3.1 Erzeugen von Antworten 

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass das Ausführen eines Programms 
aufgefasst werden kann als das (automatische) Herleiten der leeren Klausel 
aus einer gegebenen Klauselmenge (evtl. unter Ausnutzen der Resolutionsver- 
feinerungen von Abschnitt 2.61, zusammen mit einem neuen Konzept: einer 
Antworberzeugungskomponente~ Die aus dem Resolutionsbeweis extrahierte 
Antwort kann dann als Rechenergebnis des (Logik-) Programms aufgefasst 
werden. Diese Ideen der Antwortgenerierung aus Resolutionsbeweisen bzw. 
des Verwendens der Prädikatenlogi k (speziell der Klauseldarstellung) als Pro- 
grammiersprache gehen zurück auf Green und Kowalski. 
Sei eine Klauselmenge F gegeben (wobei wir i.a. von einer erfiillbaren Men- 
ge ausgehen). Dieses F kennen wir als ein (Logik-) Programm auffassen: In 
F kommen gewisse Prädikate und Funktionen vor, und es werden durch die 
Klauseln in F gewisse Aussagen über deren Beziehung zueinander gemacht, 
es wird sozusagen der allgemeine Problernkontext formal spezifiziert. Wir be- 
trachten folgendes sehr simple Beispiel (wobei wir der Deutlichkeit halber 
suggestivere Bezeichnungen als P, f, a usw. verwenden). 

F = { {liebt(Eva, Essen)), 
{ l iebt  {Eva, Wein)}, 
{liebt(Admrn, X ) ,  -liebt (X, Wein)} ) 

Hierbei ist liebt ein zweistelliges Prädikatsymbol, und Eva, E.v.sen, Wein, 
Adam stellen Konstanten dar. Inhaltlich konnten die Klauseln in F folgendes 
bedeuten: 
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"Eva liebt zu essen" 
"Eva liebt Wein" 
'Adam liebt jeden, der Wein liebt" 

Hiermit ist der aiigemeine (zugegebenermaßen nicht sehr tiefsinnige) Pro- 
blemkontext beschrieben. Ein Aufiuf dieses Programms könnte nun die For- 
mel 

G = 3p laebt(Ada~n, y) 

sein. InhaItlich bedeutet dies: "Gibt es jemanden, den Adam liebt?" und 
zusätzIich - dies ist der Antworterzeugungsaspekt - "Wer ist dies?'. Typisch 
für eine solche als Frage aufgefasste FormeI, wie G, sind die vorkommenden 
Existenzquantoren. Es so11 hierbei nicht nur die Fragc, ob die Existenz eines 
(oder mehrerer) Objekte mit gewissen Eigenschaften aus dern Programm F 
folgt, vom Auswertungsmechanjsmus (dem Logik-Progmmminteyreter) mit 
ja oder nein beantwortet werden. Es soll vielmehr im ja-Fall ein entsprechcn- 
des Objekt (oder mdglicherweise alte) ausgegeben werden. 
In der Terminologie vom Ende des Abschnitts 2.3 kann der Sachverhalt auch 
so gedeutet werden, dass F ein Axiomensystem für eine gewisse Theorie, 
nämlich Cons(F), darstellt, und es so11 die Frage beantwortet werden, ob G 
ein Satz dieser Theorie ist. 
Mit anderen Worten, wir wollen wissen, ob G aus F folgt. Wir testen dso 
mittels Resolution, ob F A 1G unerfülIbar ist. Es gilt 

F A  1G { (liebt(E?ie, Essen)), 
{lzebt(Eva, Wein)],  
(liebt (Adam, X), daelit(z, Wezn)}: 
{-liebt(Adam, y ) }  }. 

Eine Herleitung der leeren Klausel ist dann gegeben durch folgendes Dia- 
gramm. 
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Da die leere Klausel herleitbar ist, ist G tatsächlich eine Folgerung von F. 
Es gibt also jemanden, den Adam liebt. Aber wen'? Nun, dies kann an den 
Substitutionen abgelesen werden, denen die fragliche Variable I /  im Verlauf 
der Resoluitionsherleitung der leeren Klausel unterworfen ist. In unserem Fall 
wird y durch Eva im 2. Resolutionsschri tt ersetzt und dies ergibt die Antwort: 
''Adam liebt Eva". 

Eine Möglichkeit, den Substitutionsprozess transparent zu machen, ist 
das Einfügen eines Antwor~prüdikats. Anstelle der ursprünglichen (von 
G stammenden) Arafrufklausel {~Eiebt (Adam, g )  ) wählen wir nun (-hebt 
(Adam, y); Antwort (y]}. Ziel ist nun nicht mehr die Resolution der lee- 
ren Klausel, sondern die Resolution einer Klausel, die nur noch aus emem 
(oder cvtl. mehreren) Antworiprädrkat(en) besteht. Bei unserem Beispiel er- 
gibt sich: 

X), ~ l a e b t { z ,  Wein)) 

Ein Beispiel, in dem die Antwort etwas komplexer ausfällt, ist folgendes. 

{ {laebt(Eva, Essen)), 
{Iiebt(Eua, Weir~),  liebt(Anna, Wein,)), 
{lieht(Adrzm.z),~lzebt(z, Ween)}, 
{ l l zebt  (Adam, y) , Antwort(y)) } 

Dies bedeutet inhaltlich: 

"Eva liebt zu essen". 
"Eva oder Anna (oder beide) lieben Wein". 
"Adam liebt jeden, der Wein liebt". 

und die Aufrufklausel mit dem Antwortprädikat bedeutet 

"Wen liebt Adam ?" 





Variable(n) des Logik-Programms und die Ausgabeparameterübergabe durch 
die Substitutionen für die Variable(n) des Antwortprädikates. 
Nun beachte man, dass ein und dasselbe Logik-Programm F auch verwendet 
werden kann miic einer anderen Aufrufkiausel, etwa 

wobei nun die Rollen von Eingabe- und Ausgabeparameter vertsiuscht sind. 
Man kann also sowohl feststellen, wen oder was Eva liebt (Essen und Wein), 
als auch, wer Eva Liebt (Adam). Man spricht von Invertibilitiis des Parame- 
terübergabemechanismus'. 

Tm nächsten Beispiel, dem bekannten Affe-und-Bananen-Problem, kommen 
Funktionssymbole vor, die hier die Rolle von Operatoren auf einem "Zu- 
standsraum" (dem Herbrand-Universum) übernehmen, wobei das Ziel darin 
liegt, einen Anfangszustand so mittels dieser Operatoren zu verändern, bis 
ein gewünschter Endzustand erreicht wird. Gegeben seien folgende Klauseln 

Interpretation: "In der Startsituation d befindet sich der Affe bei 
Position a, die Banane hängt unter Position 8, und der Stuhl steht 
bei Position C." werbei sind n, I i ,  c,  d Konstan tcn). 

(2) { l P ( x I  Y, 2,  s ) ,  P ( w ,  Y, Z ,  walk(x; U ] ,  s))} 

"Wenn sich der Affe in der Situation s bei Position s befindet, 
so bewirkt die Anwendung der Funktion wa&k(x ,  ui, s) ,  dass der 
Affe nachher bei Position ru ist. M.a.W., der Affe kann zu jeder 
Position hinlaufen." (Hierbei sind X; ?I, z ,  s, w Variablen). 

"Wenn der Affe beim Stuhl ist, so kann cr den Stuhl zu jeder 
Position ui schieben". 

"Wenn der Affe beim StuhI steht, so kann er jederzeit darauf stei- 
gen". 

(5 )  { yP(a ;  2, X, climb(s)), Reach~rnsp(clirnb(s)))}  

'Wenn der Affe auf den Stuhl gestiegen ist, und die Position von 
Stuhl, Affe und Banane übereinstimmen, so kann der Affe durch 
Greifen nach der Banane diese erreichen." 
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Diese das Logik-Programm darstellenden Klauseln beschreiben die Problem- 
situazion. Zur Beantwortung der Frage 

also "gibt es einen Zustand, in dem der Affe die Banane erreicht hat - und wie 
ist dieser Zustand herzustellen?" wird die Frage negiert und in Klauselform 
überfuhrt. Dies ergibt zusammen mit dem Antwortpriidikat 

Eine Resolutionsherleitung der reinen Antwortklausel ist dann gegeben durch 
die Folge K1, K2,  K3,  K4, Kr; mit 

K1 = (+(X, ;C, 2, climb(s) j, Antwort (grasp(climb(s)))} 
(Resolvent von ( 5 )  und (6)) 

Kz = {~P(x,z,z,s),Ant~~~~~t(~rasp(climb(s)))) 

(Resolvent von (4) und K I }  

K3 = { ~ P ( x ;  y , X ,  s) , Aratwort(grccp(clirnb(p~csh(x~ y, s))))) 

(Resolveni von (3) und K2) 
Kq = { i P ( x ,  Y) J ,  s ) ,  Antwort(grasp(cli~nh(push(x. y, walk(x, 2, s)))))} 

(Resolvent von (2) und K 3 )  
K5 = ( ~ n t w o r t ( g m s ~ ( c 1 i m b ~ u s h ~  b, walk(n, C, d ) ) ) ) ) }  

(Resolvent von (1) und K4) 

Interpretation der Antwort: ''Ausgehend von der Situation d gehe von CL nach 
C, schiebe den Stuhl von C nach b, ersteige den Stuhl und ergreife die Banane". 

Übung 95: Sechs Münzen, die auf der Vorderseite eine Zahl und auf der 
Rückseite einen Kopf zeigen, liegen in folgender Anordnung: 

Kopf Kopf Kog( Zahl a h l  Zahi 

In einem Zug dürfen je zwei nebeneinanderliegende Münzen umgedreht wer- 
den. Gesucht ist eine Folge von Zügen, die die Münzen in h e  Anordnung 

Zahl Kopf Zahl Kopf Zahl Kopf 



bringt. Fomuiieren Sie ein entsprechendes Logik-Programm. 

Übung 96: Drei junge Frauen und ihre drei eifersüchtigen Freunde möchten 
an den Strand fahren. Als Transportmittel steht ihnen nur ein Sportwagen mit 
zwei Sitzgelegenheiten zur Verfügung. Wie stellen sie es an, die Fahrten so 
zu arrangieren, dass zu keinem Zeitpunkt eine Frau mit einem anderen Mann 
beisammen ist - außer der eigene Freund ist dabei? Man formuliere ein Logik- 
Programm mit Antwortprädikat. 

Übung 97: Man formuliere das folgende Rätsel in der Prädikatcnlogik und 
verwende die Antwortprädikatmethode, um es zu lösen. 
Tom, Mike und John gehören dem Alpenverein an. Jedes Mitglied des Alpen- 
vereins ist entweder Skifahrer oder Bergsteiger oder beides. Kein Bergsteiger 
liebt den Regen und alle Skifahrer lieben den Schnee. Mike liebt alles, was 
Torn nicht liebt und umgekehrt. Mike und John lieben den Schnee. Gibt es 
ein Mitglied des Alpenvereins, das Bergsteiger ist und kein ShFhrer? Wer ist 
dies? 

Übung 98: Man finde mit der Antwortprädikatmethode nachtriiglich heraus, 
wie die rechtsinversen Gruppenelemente bei dem Beispiel in Abschnitt 2.5 zu 
wählen sind. 

und deren Semantik 

Es gibt verschiedene Gfinde, Logik-Programme auf Homklauseln zu be- 
schränken, wie dies in der Frogrammi ersprache PROLOG realisiert 1st. 

Erstens scheinen die meisten mathematischen Theorien (wenn überhaupt 
axiomatisierbar) per Homklauseln axiomatisierbar zu sein. Die meisten Bei- 
spiele in diesem Buch (2.B. das Affe-und-Bananen-Problem) stellen sich 
nachträglich als Homklauseln heraus. Somit scheint die Beschränkung auf 
Homklauseln keine echte Beschränkung zu sein. 

Zweitens fuhren Klauseln, die nicht die Hornfom haben, auf komprexere 
Antwortkonstellationen. Wir haben dies Irn letzten Abschnitt diskutiert. Dies 
ist ein Gmnd dafür, warum bisher keine rigorose Theorie der Antwortgenerie- 
rung (sprich: Logik-Programmierung) für Kl auselprogramme, die nicht Horn 
sind, existiert. (Man beachte, dass wir es vermieden haben, im letzten Ab- 

schnitt formale Sätze über Korrektheit und Vollständigkeit des Antworterzeu- 
gungsprozesses TU beweisen). 

Der dritte Grund für die Beschrrinkung auf Hornklauseln ist die Effizienz. Tm 
aussagenlogischen Fall haben wir sehr effiziente Algorithmen auf der Klasse 
der Hornformeln kennengelernt - ganz irn Gegensatz zu den exponentiellen 
Algorithmen im allgemeinen Fall. Eine gewisse Form der Effizienz bei Horn- 
iormeln schlägt auch nmh im prSdikatenlogischen Fall durch (wenngleich 
die Gültigkeit und Erfüllbarkeit auf der Klasse der pddikatenlogischen Horn- 
klauseln gleichfalIs unentscheidbar ist). 

Insbesondere ist es die Vollständigkeit der SLD-Resolution für die Klasse der 
Hornformeln, die hier attraktiv i s t ,  denn SLD-Resolutionsherleitungen haben 
bereits den Charakter von sequentiell ablaufenden Berechnungen und sind 
deshalb für eine prozedurale Interpretation von Hornklauselprogrammen be- 
sonders geeignet. Tm Hinblick auf diese pmzedurale Tntepretation unterschei- 
den wir folgende Q p e n  von Hornklauseln. 

Tatsachenklauseln sind einelementige positive Klauseln, diese bestehen also 
nur aus einer positiven Atomfomel. Diese Klauseln steilen die Behauptung 
eines Faktums dar. 

Prozedurklauseln haben die Form {P, 7QI,. . . ,Y&), wobei P, C),, . . . , Q k  

prädikatenlogische Atomfomeln sind. Die Notation in PROLOG, nämlich 

macht den Charakter einer Implikation augenfillig ( : - ist ein symbolisier- 
ter Pfeil nach links). Hierbei heißt P der Prozedurkopf oder Prozedumume 
und Q1, . . . , Qk ist der Prozedurkörper. Die einzelnen Q, stellen Proxedu- 
raufrufe dar. Die intendierte Bedeutung hierbei ist, dass P aus den Q1, . . . , Qk 

folgt, oder in top-down Betrachtungsweise: Um den Prozedurkopf P erfolg- 
reich auszuführen, genügt es, die Prozeduren Q1, . . . . Qk aufzurufen, um die- 
se dann erfolgreich auszuführen. Man beachte, dass Tatsachenklauseln als 
spezielle Pmzedurkl auseln ohne Prozedurkörper aufgefasst werden können. 

Ein Ilomklauselprogramm oder schlicht I~gik-Programm besteht aus einer 
endlichen Menge von Tatsachen- und Prozedurklauseln. Die Elemente eines 
Logik-Programms heißen ProgrammkIauselri oder definire Klauseln. 

Schließlich wird ein Logik-Programm ciufgencferi durch eine Ziejklarc- 
sei (oder auch Aufmfilausel oder Frageklausel). Diese hat die Form 
{ i Q l ,  -Qz, . . . , lQk), oder in der PROLOG-Schreibweise: 
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Eine Zielklausel besteht also aus einer Folge von Prozedurüufrufen. Sie stellt 
das Berechnungsziel dar; jede der Prozeduren Q,, . . . , Qk soll erfolgreich 
ausgeführt werden. 

Die Ieere Klause1 U wird in diesem Zusammenhang Halteklaiasel genannt. Sie 
stclIt eine erfolgreich abgearbeitete Zieiklausel dar. 

Die prozedurale Interpretation eines Hornklauselprogramms F bci gegebener 
Zielklausel G voIlzieht sich nun irn Sinne einer SLD-Resolutionsherleitung 
wie folgt. Es wird eine Prograrnmk?ausel aus F beliebig (d.h. nichtderemi- 
nistisch) ausgesucht, die mit G resolvierbar ist. Der Resolvent sei dann G'. 
Dieser kann wieder nur eine ZielMause1 sein. Mit dieser neuen Zielklausel 
wird der Prozess wiederholt, bis evtl. die aktuelle Zielklausel gerade die Hal- 
teklausel ist. Das Abarbeiten der Zielklausel wird also aufgefasst wie eine 
Folge von Prozeduraufmfen, die erfolgreich abgearbeitet werden muss. 

Bei den Resolutionsschntten müssen jeweils Vwiablenumbencnnungcn (dies 
sind die Substitutionen SI und ~ 2 ,  vgl. KapiteI 2.5) und allgemeinste Unifika- 
toren bestimmt werden. Es genügt offensichtlich, die Variablenumbenennung 
nur in einer der beiden EIternklauseln durchzuführen, um Vari ablendi s j  unkt- 
heit herzustellen. Wir gehen hier davon aus, dass diese Umbenennungsmaß- 
nahmen immer nur bei den Programmklauseln, also den Seitenklauseln in 
der SLD-Resolution, nicht bei den ZielklauseIn, durchgeführt werden. Dieses 
nennen wir dann eine standardisierte SLD-Rcsoluti on. 

Beispiel: Betrachten wir die rekursive Definition der Addition (wobei y' den 
Nachfolger von y bedeutet): 

In prä&katenlogische KlauseIn gebracht, lauten diese beiden Zeilen: 

Hierbei bedeutet A ( x ,  y, L), dass X + y = z, und s stellt die Nachfolger- 
funktion dar. Die Klauseln ( I )  und (2) sind das Logik-Programm und eine 
LielkIausel könnte 2.B. sein: 

also "berechne 3+2, und liefere das Resultat in u ab". Eine standardisierte 
SLD-Herleitung der leeren Klause1 ist gegeben durch das folgende Diagramm 
(hierbei ist z' eine durch Umbenennung entstandene Variable). 

Eine Antwort, also ein Rechenresultar, erhalten wir durch Anwenden der be- 
rechneten allgemeinsten Unifi katoren sub l l  subz, subs auf die ursprüngliche 
Zielklausel. Es ist 

Um es deutlicher zu machen, können wir die Substitution subl suh2sttb3 auch 
direkt auf die in der ZielHause1 vorkommende Vüriable u anwenden und wir 
erhalten: 

M.a.W., das Resultat ist 5. Diese Art der Bestimmung des Rechenresultats 1st 

in der Wirkung identisch mit der Antwortpriidikatmethode des vorigen Ab- 
schnitts. An diesem Beispiel kann man erkennen, dass in der reinen Form der 
Logik-Programmiening keine arithmetischen Berechnungen ausgeführt wer- 
den können, lediglich Symbolmanipul;itionen. (Wir haben "s(s(s(s(s(0)))))" 



als Resultat erhalten und nicht "Y.) Die Möglichkeit, Funktionen oder Priidi- 
kate zu evaluieren, muss in einer konkreten Programmiersprache (wie PRO- 
LOG) natürlich zusätzlich vorgesehen sein. Auf diese nicht-logischen Aspek- 
te einer Logik-Programmiersprache gehen wir hier jedoch nicht ein. 

Übung 99: Das oben beschiebene Logik-Programm für die Addition kann 
auch zum Subtrahieren verwendet werden. Wie? 

Übung 100: Man füge zu dem Logik-Programm für die Addition weitere Pro- 
grammklauseln hinzu, die es erlauben, die Fibonaccifunktion zu berechnen. 
Diese ist die Funktionfib mit 

Übung 101: Man formuliere ein Logik-Programm für die Addition, das auf 
folgender rekursiver Darstellung beruht: 

Man berechne wieder. was 3+2 ist. 

Übung 102: Die Ackermannfunktion wird durch folgende rekursive Definiti- 
on eingeführt. 

a(O, y) = y t 1 
a(x,O) = u(x - 1, l )  fiirx>O 
a ( x ,  y) = a(s - 1, a(z, y - 1)) für T, y > 0 

So gilt 2.B. 

während a(4,2) bereits mehr als 19 000 Dezimalstellen hat! Beweisen Sie 
diese Behauptung und weisen Sie ferner nach, dass diese Darstellung von a 

wohldefiniert ist, d.h. jedes Berechnen von a(x, mit X ,  y E IN führt nach 

endlich vielen Schritten zum Ziel. 
Formulieren Sie ein entsprechendes Logik-Programm fiir die Ackermann- 
funktion! 

Wir wollen diese beispielhaft eingeführten Konzepte nun formalisieren irn 
Hinblick auf eine rigorose Definition der prozeduralen Semantik eines Logik- 
Programms. In der folgenden Definition wird insbesondere hervorgehoben, 
dass in der Folge der berechneten allgemeinsten Unifikatoren das Rechener- 
gebnis einer SLD-Resolution entsteht. 

Definition (prozedurale Interpretation) 

Die prozedurale Interpretation von Wornklauselprogrammen ist gegeben 
durch die Angabe eines abstrakten Interpreters für diese Programme. Hierzu 
definieren wir als Konfiglcrationen des Interpreters alle Paare (G, sub), wobei 
G eine Zielklausel und sub eine Substitution ist. 
Sei F ein Logik-Programm. Kunafigürationsübergänge (in Bezug auf F) wer- 
den wie folgt definiert: Es gilt (G1, s u b l ) k  (Gz, subz j ,  falls G1 die Form 
hat 

G1 = ( l A i ,  TA?,  . . . , l A k )  ( k  2 1) 

und es eine Programmklausel 

in F gibt, deren Variablen so umbenannt sind, dass Gi und K keine gemein- 
samen Variablen enthalten, und so dass B und A, für ein z f {I,. . . , k) 
unifizierbar sind. Der allgemeinste Uni fikator hierbei sei die Substitution s. 
Dann hat G2 die Form 

und sub2 die Form 
subz = subls. 

Eine Rechnung von F bei Eingabe von G = (-Al, . . . , -Ak) ist jede (endti- 
che oder unendliche) Folge der Form 

Falls es sich um eine endliche Rechnung handelt, und die letzte Konfiguration 
hierbei die Bauart (n, sub) hat, SO heißt diese Rechnung erfolgreich und die 
Formel (Al A . . . $i Ak)sub ist dann das Reclienergebnis. 
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Man erkennt, dass Rechnungen (in Bezug auf die ersten Komponenten der 
Konfigurationen) nichts anderes ds  standardisierte SLD-Resoiutionen dar- 
stellen. Es kommt lediglich in der zweiten Komponente der Konfigurationen 
hinzu, dass über die jeweils berechneten allgemeinsten Unifikatoren buch- 
geführt wird - ahnlich der Antwortprädikatmethode von Abschnitt 3.1. 
Man beachte ferner, dass d~ese  Rechnungen von Hornklauselprogrammen 
nichldetenninistisch sind, d.h. jede Konfiguration kann evtl. mehrere Nach- 
folgekonfigurationen besitzen. Die möglichen Rechnungen eines Log~k-  
Programms F bei gegebener Eingabe G kann man sich somit als Baum vor- 
stellen. 

(G3 S?E b 3 )  

F (Gd1 ~ u b d )  
(G1 [ I )  USW. (G5; S T E ~ ~ )  

Wenn man von Nachfolgekonfigurationen absieht, die sich nur durch Varia- 
blenumbenennungen von anderen unterscheiden, so ist dieser Baum endlich 
verzweigt, kann jedoch unendiiche Pfade enthalten. 

Beispiel: Das Logik-Programm 

oder in der PROLOG-Notation 

hat bei Eingabe der Zielklausel G = {1P(v ,  b ) }  bzw. ?- P(v,  B) eine nicht 
erfolgreiche Rechnung 

die nicht weiter fortgesetzt werden kann. Hierbei wurde zur Resolution die 
l., 3., 1. und 2. Programmklausel herangezogen. Es gibt jedoch auch zwei 
erfolgreiche Rechnungen mit jeweils unterschiedlichen Rechenergebnissen. 
Dieses sind 

(i+(.: bS1, [ I )  
(mit 1. 

k ((lQ(v,  Y), ~P(Y, b)}. [ ~ / v ] [ ~ / ~ ] )  Programmklausel) ' r 
(mit 3. 

( I l P ( 4  6) 1, IJ/~:I [+dh1 L u / u ]  kdbj) Prngrxnmklausel) 
{mit 2. 

und 

({-p(vl 1: [ 1 )  
(mit 2. 

Programmklausel) 

Die erste Rechnung liefert das Rechenergebnis 

und die zweite 
P(., b )  [v/bl = P(&, b) 

Übung 103: Man beschreibe alle Rechnungen, die unter dem Logik- 
Programm 

P(., y) :- P(g l  X). 

bei Eingabe der Zielklausel ?- P(b, x )  möglich sind. 

Übung 104: Welche Art von Programmklauseln kann man auffassen wie E- 

kursive Prozeduren (im Sinne konventioneller Programmiersprachen)? 

Beispiel: Gegeben sei folgendes Logik-Programm, das Teil eines größeren 
Programms zum symbolischen Differenzieren sein könnte. Wir verwenden 
dieses Mal die PROLOG-Notation. Außerdem bezeichnen irn folgenden s 
und 1 (unkonventionellenveise) Konstanten; F,DF,G,DG,H Variablen, Diff 
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ein zweistelliges Prädikatsymbol und sin, coii, +, * Funktionssymbole. Wir 
verwenden der besseren Lesbarkeit wegen die Infixnotation bei + und * (also 
z + y anstelle +(X, y)). 

Diff (X, 1). 
Di#(F + G,  DF + DG) :- Di f f  ( F ,  DF) ,  Dif f  (G,  DG). 
Di#(F*G, F*DGtG* D F )  : -Daf l (F,DF) ,Di f f (G,DG}.  
Difl(sin(F), cos(F) * D F )  :- D#(F, DF) .  

Dieses Logik-Programm symbolisiert dre Tatsache, dass die Ableitung von X 
1 ist, ferner die Summen- und Produktrcgel, sowie die Kettenregel (in Bezug 
auf die Sinusfinktion). Gegeben sei nun die Zielklausel 

also: bestimme die Ableitung von z * sin(x). Die folgende Rechnung ist er- 
folgreich und liefert das gewünschte Resultat s t cos(xj + sin(x) (allerdings 
in der Form z x (cos(x) * 1) + sin(xj * I). 

(?- Dzfl(x * sin(x),  H ) ,  [ I )  
( Y- D z f ( x ,  DF):  Dxfl(sin(x): DG),  s u b l )  

( ?- D i ~  (sin(z),  DG), s%bl duliZ) 

( ?- D2#(x, D F ) ,  sub1 suhzsuhs) 

(0; sd1~sub2sub3suA~) 

Hierbei ist 

s?4bl = [ F J z ]  [G/sin(x)][H/z * DG + s2n (X) r DF] 
sub2 = [DFJI]  
sub3 = [FIX]  [DG/ c o s ( 2 )  s D F ]  
sub4 = [ D F / l ]  

Somit ergibt sich 

Übung 105: Schreiben Sie ein Logik-Programm, das Formeln weitgehend 
vereinfacht - durch Eliminieren von überflüssigen Summanden, die 0 sind, 
und Faktoren, die 1 sind. (Dieses Programm konnte dann mit dem Differen- 
zierprogramrn kombiniert werden). Das gesuchte Programm sollte folgendes 
leisten können: 

Die Eingabe der Zielklausel 

?- Einfnch(1 * F +  (G+ (U+x)) * 1,Ii). 

führt auf das Rechenergebnis 

Übung 106: Beweisen Sie folgende auf Hornklauselberechnungen zuge- 
schnittene Form des Lifting-Lemmas. Falls 

IGsub', [ 1)k . - + (U, sub) 

eine Rechnung des Logik-Programms F bei Eingabe Gsub' ist, dann gibt es 
eine Rechnung (der gleichen Länge) von F bei Eingabe G der Form 

{G, I1)k . . ' k ( n I ~ ~ b t t j ,  
wobei für eine geeignete Substitution s gilt: subtsv,b = subUs. 

Mit den Resultaten von Kaprtel 2.6 folgt sofort, c k s  F U {G} unerfüIIbar ist 
genau dann, wenn es eine erfolgreiche Rechnung von F mit Eingabe G gibt. 
Dies ist der logische Aspekt von Homklauselberechnungen. Was die ermittel- 
ten Rechenergebnisse betrifft, so können wir im Moment noch keine Aussage 
über deren Korrektheit und über das Spektrum der berechneten Rechener- 
gebnisse machen. Dieses regelt der folgende Satz, der als Verschirfung des 
Korrektheits- und Vollständigkeitssatzes für die SLD-Resolution verstanden 
werden kann. Man erkennt an der Aussage des Satzes, dass die ermittelten 
Rechenergebnisse immer so allgemein wie möglich sind, also so viele Varia- 
blen wie möglich enthaiten. 

Satz {Clark) 
Sei F ein Logik-Programm und G = ?- A l ,  . . . , AI, eine Zielklausel. 

1. (Korrektheitsaussage) Falls es eine erfolgreiche Rechnung von F bei 
Eingabe G gibt, so ist jede Gnindinstanz des Rechenergebnisses (Al  A 
. . . A Ak)suh Folgerung von F. 

2. (Vollständigkeitsaussage) Falls jede Grundinstanz von (AI A . . . A 
Ak).qubr Folgerung von F ist, so gibt es eine erfolgreiche Rechnung 
von F bei Eingabe G mit dem Rechenergebnis (Al A . . . A Ak) wb, so 
dass für eine geeignete Substitution s gilt 
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Beweis: 1. Wir fuhren den Beweis per Induktion über die Länge n der Rech- 
nung. 
Falls TL = 0, so ist G = I7 und sub = [ I  und es ist nichts zu zeigen. 

Eine typische Rechnung der Länge T a  > O sei nun 

Hierbei sind sub,, . . . , sub, die berechneten allgemeinsten Unifikatoren. Die 
Zielklauseln G und G, haben die Form 

und 
GI = ?- (Al ,  . . . , P l i - r ,  C l ,  . . . , Ci, Ai+, , . . . , Ak)suhl, 

wobei es eine Programmklausel in F der Form 

gibt, so dass ( B :  A,) unifizierbar ist mittels allgemeinstem Uni fikator subl. 
Betrachten wir nun folgende Rechnung der Länge n - 1: 

(G,, [I) . . . (U, . ~ ~ b 2  . . . sub,). 

Nach Induktionsvoraussetzung ist jede Gnindinstanz von 

Folgerung von F. Insbesondere ist dann jede Gmndinstanz von 

(Cl A - + - A C E ) ~ u b 1  . . . S U ~ ,  
Folgerung von F. Da B :- C,,  . . . : C, eine Progsammklausel in F ist und da 

ist jede Gmndinstanz von Aisulil . . . sub, und damit auch von 

Folgerung von F. 

2. Seien X I ,  . . . , X, die in Gsuhf vorkommenden Variablen und al. . . . . um 
seien beliebige bisher nicht verwendete Konstanten. Sei 

Nach Voraussetzung ist dann F U {Gf) unerfüllbar, und wegen der Voilstän- 
digkeit der SLD-ResoIution (siehe auch Übung 93) gibt es eine erfolgreiche 
Rechnung von F der Form 

(G', [])b * * .  k ( D ,  . w b l  . . . s?~b„). 

Da in G' kelne Variablen vorkommen, gilt G' = G'siib, . . . sub,. (D.h. die Er- 
setzungen in subl . . . sub, beziehen sich nur auf die Variablen der Programm- 
klauseln.) Indem wir nun die Variablen X„ . . . , X„ textueIl für nl:. . . , n, 
wieder einsetzen, erhalten wir eine Rechnung der Form 

Hierbei sind s7ib',; . . . , sub: bis auf die textuelle Änderung identisch mit 
subl, . . . , sub,. Insbesondere gilt 

Mit dem Lifting-Lemma (vgl. Ubung 106) kann diese Rechnung überführt 
werden in eine Rechnung (desselben Länge) der Form 

Hierbei seien sub;, . . . , sah: die neuen, vom Lifting-Lemma gelieferten, all- 
gemeinsten Unifikatoren. Nun gilt 

für eine geeignete Substitution 3. Also folgt für die Substitution sub = 
sub','. . . ssbn, dass 

was zu zeigen war. W 

Wir wo1 len nun klären, was unter der Semantik eines Logik-Programms zu 
verstehen ist. Wie bei konventionellen Programmiersprachen gibt es auch hier 
verschiedene Ansätze. Zunächst geben wir die Definition einer infegwta-  
tivea bzw. prozeditralen Semantik von Logik-Programmen. Dahinter steckt 
die Vorstellung, dass durch ein Logik-Programm ein (paralleler, nichtdetcmi- 
nistischer) Prozess dcfinicri wird. Das durch das Logik-Programm Bezeich- 
nete, die Semantik, ist dann die Menge der potenziellen Rechenergebnisse 
dieses Prozesses. Aus Normierungsgründen beschränken wir uns im Folgen- 
den auf Grundinstunzea der Rechenergebnisse (in Bezug auf das Herbrand- 
Universum von F U {G}) .  
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Definition (prozedurale Semantik) 
Sei F ein Logik-Programm und G eine Zielklausel. Als die (F, G) zugeordne- 
te prozedurale Semantik verstehen wir die Menge der Grundinstanzen der Re- 
chenergebnisse, die der abstrakte Logik-Programminterpreter für F bei Ein- 
gabe von G liefern kann. Symbolisch: 

S„„(F, G) ={ H 1 es gibt eine erfolgreiche Rechnung von F 
bei Eingabe G, so dass H eine Gnindinstanz des 
Rechenergebnisses ist ) 

Übung 107: Man gebe in allen Einzelheiten an, was die pmzedurale Semantik 
des Logi k-Programms 

bei gegebener Ziel klausel 

ist. 

Ein zweiter, ganz anderer Ansatz geht von der Vorstellung aus, dass die 
Semantik (bzw. die Denotation) eines Logik-Programms F und einer Ziel- 
klausel G = ?- Al ,  . . . , A h  durch die Menge der Grundinstanzen H von 
(Al  A - . .  h Ak)  gegeben ist, die aus F folgen. Dieser modelltheore~ische An- 
satz ähnelt der Zuordnung der Theorie Cons(F) zu einem gegebenen Axjo- 
mensystem F (vgl. Kapitel 2-41. Die dem Axiomensystem F zugeordnete 
Theorie Cons(Fj kann als (modelltheoretische) Semantik von F aufgefasst 
werden. 
Im Unterschied zu der obigen Auffassung, dass durch das Logik-Programm 
ein dynamischer Prozess definiert wird, liegt hier die Vorstellung einer stati- 
schen Da~eahunk zugrunde. Die Semantik des Logik-Programms wird erklärt 
als Zusammenfassung aller explizit und implizit (über den Folgerßarkeitsbe- 
griff) erfassten Daten (sprich: Grundinstanzen). 

Definition (modelltheoretische Semantik) 
Die modelltheoretische Semantik eines Logik-Programms F bei gegebener 
Zielklausel G = ?- Al, . . . ; Ak ist die Menge der Gnindinstanzen von (Al A 

- A Ak) ,  die Folgerungen von F sind. Symbolisch: 

S„,&(F1 G) ={H 1 H ist eine Grundinstanz von ( A L  A - . . A Ak) und 
folgt aus F). 

ljbung 108: Man ermittle die rnodelltheoretische Semantik für das Beispiel 
in Ubung 107. 

Der folgende Satz besagt, dass prozedurale und modelltheoretische Semantik 
äquivalent sind. Diese Äquivalenz ist nichts anderes als eine Umformulierung 
des Satzes von Clark. 

Satz 
Für alle Homklauselprogramme F und ZieIklauseIn G gilt 

Sv, (F ,  G) = Srnd (F ,  G) .  

Beweis: (C) Sei H E S„„(F, G). Dann gibt es eine erfolgreiche Rechnung 
von F der Form 

(G1 [l)b . . '  k P , s a b ) ,  

so dass H eine Grundinstanz von (Al A + .  + A Ak)sub ist. Mit dem Satz von 
Clark (Teil 1) ergibt sich, dass H aus F folgt. Somit ist H E &&(F, G) .  

( 2 )  Sei H E Smod(F, G). Dann ist H eine Grundinstanz von (Al A - . A Ak) ,  
die aus F folgt. Mit dem Satz von Clark (Teil 2) folgt, dass es eine Rechnung 
von F der Form 

(G1 [ l}b ' . . (0, $ab), 

gibt, so dass H eine Instanz (und in hesem Fall Grundinstanz) von (Al A . - . A  
Ak)sub ist. Somit gilt H E S„„(F1 G). R 

Übung 109: Jedem Logik-Programm F kann eine Abbildung O ~ F  zugeord- 
net werden, die Mengen von Grund-Atomformeln in Mengen von Gnind- 
Atemformeln überführt. 

OpF(h l )  ={At  1 es gibt eine Programmklausel K in F 
der Form {Al TB,, . . . , l B k ) ,  k: > 0, so dass 
{At .  1Bf:. . . , -Bi') Gnindinstanz von K ist und 
Bi , . .  .,Bk in M sind). 

Es sei Up",M) = M und O p F 1 ( ~ )  = Op~(CIpF(M) )  für n 2 0. 
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Man zeige, dass 

FPF' = IJ OpF(fl) 
n-0 

der kleinste Firpunkt (in Bezug auf C) des Operators OpF ist. 
Die Fixpunktsemaatik von F bei Eingabe G = 7- A l ,  . . . , Ak sei definiert als 

Sfhpernkt (F,  G}  ={H I H ist eine Grundinstanz von (A l  S\ . - . A Ak) 
und fGr alle Atomfomeln A in H gilt A E Fpp  }. 

Man zeige: Slixpunki (F, G) = (F, G ) .  

Übung 110: Für das Beispiel in Ubung 107 ermittle man Opp(0), FPF und 
Sltrpirnht (F7 G) - 

3.3 Auswertungsstrategien 

Logik-Programme sind nihtdetetministisch, d.h. nach jedem Rcchen- 
schrict gibt es evtl. mehr als eine Möglichkeit, die Rechnung fortzuset- 
zen. Zu jeder gegebenen Konfiguration (G, sub) kann es (nicht-trivial) ver- 
schiedene Konfigurationen (G,, sub l ) ,  (Gz,  subp); . . . , (Gkr subk) geben mit 
{ G , s u B ) ~ ( G , , s u b , ) f ü r i =  1 , 2  , . . .  ,k. 
Wenn nichtdeterministische Programme auf einem (deterministischen) Com- 
puter ausgefiihrt werden soIlen, so muss dieser Nichtdetemiinismus auf ir- 
gendeine (möglichst effiziente) Art aufgelöst werden. Was ben~tigt wird ist 
eine Auswefluagsstrategie, die vorschreibt, in welcher Reihenfolge die nicht- 
deterministischen Rechenschritte auszuführen sind. 
Der Nichtdeteminismus bei Logik-Programmen hat zweierlei Ursprünge. 
Wir unterscheiden zwischen Nichtdeterminismus 1. Art und Nichtdeterminis- 
mus 2. Art. Falls nach einem bestimmten Litera1 in der Zielklausel (dso einem 
Prozeduraufmf) resolviert werden soll, so kann es evtl. mehrere Programm- 
klauseln geben, deren Prozedurkopf mit dem ausgewiihIten Prozeduraufmf 
der Zielklausel unifizierbar ist. Damit kann es mehrere potenzielle Resolven- 
ten geben. 

Beispiel: Gegeben sei die Zielklüusel ?- A, B, C. Es sei B üusgewhlt als 
nächster auszuführender Prozeduraufnif. Das Logik-Programm enthalte die 
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Klauseln 

Dann ergibt dies drei mögliche SLD-Resolventen und damit neue Zielklau- 
seln: 

?- A, D, C. 
?- A, C. 
?- A, E ,  F, C. 

Von diesen drei Fortsetzungsmöglichkeiten kann evtl. nur eine zu einer erfolg- 
reichen Rechnung führen. Selbst wenn es verschiedene erfolgreiche Rech- 
nungen gibt, so können diese, je nach Auswahl der Programmklauseln, zu 
verschiedenen Rechenergebnissen führen. Diese Wahlfreiheit in der Auswahl 
der nächsten Programmklausel nennen wir Niclttdeteminisrnus 1. Art. 

Wenn die Zielklausel aus n Literalen (also Prozeduraufmfen) besteht, so kann 
im nächsten Schntt nach jedem dieser n Literale resolv~ert werden. Dies es- 
gibt n! mögliche Reihenfolgen der Auswertung. Diese Wahlfreiheit macht den 
Nichtdetermi~isrnus 2. Art aus. 

Wir betrachten wieder das obige Beispiel und skizzieren die Situation durch 
einen Baum, der die beiden Arten des Nichtdeteminismus beschreibt. 

A R C  aktuelle Zielklausel 

Nichtdeterminismus 

\ 2. Art 

Auswahl des 
Prozedurauhfs 

Nichtdeterminismus 
I .  Art 

neue Ziclklausel 
nach Auswahl einer 
Programmklausel 

Wir zeigen nun, dass der Nichtdeterminismus 2. Art irrelevant ist und auf 
jede beliebige Art ausgewertet werden kann. Jede Auswertungsstrategie in 
bezug auf den Nichtdeterminismus 2. Art führt auf dieselben Rechenergeb- 
nisse (sogenannter "don't care"-Nichtdeteminismus). Man kann Aso die ver- 
schiedenen Prozeduraufmfe in einer Zielklausel auf eine beliebige, aber feste 
Art auswerten, z.B. von links nach rechts. (fI.h., im oben dargestellten Baum 



wurde man bei den Verzweigungen für den Nichtdeteminismus 2. Art immer 
den linken Ast wählen und die anderen nicht berücksichtigen). Hieau zeigen 
wir in einem Lemma, dass die Reihenfolge der Auswahl der Prozeduraufrufe 
immer vertauscht werden kann, ohne das Rechenergebnis zu verändern. 

Vertauschungslemma 
Gegeben seien zwei aufeinanderfolgende SLD-Resolutionsschritte 

wobei C für Cl,. . . , Ck und E für E,, . . . : Ei steht. Dann kann man die Rei- 
henfolge der Literale, nach denen resolviert wird, vertauschen: 

Ferner ist sub, sub2 (bis auf eventuelle Viablenumbenennungen) ide~itisch 
mit sub:subi. 

Beweis: Wir müssen zunächst zeigen, dass die SLD-Resolutionsschritte in 
vertauschter Reihenfolge möglich sind. 
Es gilt zunächst A , ~ ~ h ~ s u i i ~  = D J U ~ Z  = D s ~ b ~ s u b ? ,  da sub, keine Variablen 
in D ersetzt. Deshalb sind A, und D unifizierbar, und der erste Resolutions- 
schritt kann ausgeführt werden. Es sei s?~bi der allgemeinste Unifikator von 
Aj und D. Da sublsub2 Unifikator von A, und D ist, gibt es eine Substitution 
s mit subI~7~ba = sub: s. 
Weiterhin gilt Bs = Bsubis = Bsub,suh2 = Aisulilsub2 = A,aubis. (Das 
erste Gleichheitszeichen gilt, da sub; keine VariabIen in B ersetzt). Somit sind 
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B und Aisub: (mittels s) unifizierbar. Also kann der zweite Resolutionsschritt 
ausgeführt werden. Hierbei sei sub', der allgemeinste Unifikator von B und 
Al.~ubl.  
Es verbleibt noch zu zeigen, dass sublsub2 und sub', sub; (im Wesentlichen) 
identisch sind. Hierzu zeigen wir, dass es Substitutionen s' und s" gibt mit 
~ 7 ~ h ~ s u b ~  = sub~sub~s' und suhisubl, = sub1sub2s1'. 
Da sub; allgemeinster Unifikator von B und Aisub\ ist, und da Es = A,subi s 
gilt, gibt es eine Substitution s' mit s = subis'. Also ist s?ih, subz = sub',s = 

subisub2~'. 
Als nkhstes beobachten wir, dass A,stibisubL = Bsubisubk gilt, und da 
sub, ein allgemeinster Unifikator von A, und B ist, gibt es eine Substitu- 
tion so mit sub\subk = sublso. Ferner gilt Ajsublso = A,szkb~sub~ = 

Dstlb: sub; = Dsublso = Dso. (Hierbei gilt das lewe Gleichheitszeichen, 
da subl keine Variablen in D ersetzt). Dies bedeutet, dass so ein Unifikator 
von D und A, r u h l  ist. Da sub2 alIgemeinster Unifikator von D und A,subl 
ist, gibt es eine Substitution s" mit so = sub2s". Zusammengesetzt ergibt dies 
sub~5116~ = S T L ~ ~ S ~  = ~ u b ~ s u b ~ s ~ ~ ,  was zu zeigen war. 

Definition 
Eine Rechnung eines Logik-Programms heißt kanonisch, falls bei jedem Kon- 
figurationsübergang nach dem ersten (also am weitesten links stehenden} Li- 
teral der Zielklauseln resolviert wird. (Hierbei werden Klauseln also als Fol- 
gen, nicht als Mengen, aufgefasst). 

Satz 

Sei (G, [ 1) . V (0,  sub) eine erfolgrerche Rechnung des Logik-Pro- 
gramms F. Dann gibt es eine erfolgreiche und kanonische Rechnung von F 
bei Eingabe G d e r s e h n  Lange und mit demselben Rechenergebnis. 

Beweis: Nehmen wir an, dass obige Rechnung bis zum 1:-ten Rechenschntt 
kanonisch ist ( i  2 0). Wir zeigen nun, wie man diese Rechnung in eine Rech- 
nung mit gleichem Rechenergebnis überführen kann, die bis zum ( i  + 1)-ten 
Rechenschritt kanonisch ist. 
Angenommen, im i-ten Rechenschritt wird eine gewisse Konfiguration (H, s) 
erreicht. Sei H = : I -  A l , .  . . , Ak. Dader ( 2  + 1)-te Rechenschritt nicht kano- 
nisch ist, wird nach einem Literal Al mit 1 > 1 resolviert, wahrend nach dem 
Literal Al (bzw. einer Instanz von A,) erst in einem späteren Rechenschtitt, 
sagen wir 3 ( j  > z + 1), resolviert wird. Wir wenden nun das Vertauschungs- 
lemmaaufdiepaare vonRechenschritten j-1 u n d j , j - 2  und j -1 , .  . . ,i+l 
und z f 2 an und erhalten auf diese Weise eine Rechnung, die im (i + 1)-ten 
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Schritt nach dem am weitesten links stehenden Litera1 Al  resolviert. (Es 1st 
nicht falsch, sich an dieser Stelle an Bubble-Sort zu erinnern). Damit haben 
wir eine bis zum (i + 1)-ten Rechenschritt kanonische Rechnung mit dem 
gIeichen Rechenergebnis erhalten. Sukzessives Anwenden dieses Verfahrens 
macht die gesamte Rechnung kanonisch. M 

Wir können uns irn Folgenden auf die Betrachtung von kanonischen Rechnun- 
gen beschrinken. Diese Rechnungen sind nach wie vor nichtdeterministisch, 
aber es verbleibt nur noch der Nichtdetermiriismus 1. Art. Dies erklärt nun irn 
Nachhineln den Buchstaben S (für selectioa function), der in der Abkürzung 
SLD vorkommt. Unter jeder Auswahlregel fur die Wahl des nächsten zu re- 
solvierenden Literals in der Zielklausel (2.B. von links nach rechts) bleibt die 
SLD-ResoIution vollständig. 

Man beachte, dass kanonische Rechnungen ähnlich wie aichtdereminisrische 
KelIerautoazaten operieren: Als KeIlerinhalt fassen wir hier die aktueI1e Ziel- 
klausel ?- Al, Az, . . . , Ak auf, wobei Al das oberste Kellerelement ist. Dieses 
oberste KelIereIernent wird bei jedem Rechenschritt nach Unifizieren mit dem 
Prozedurkopf B einer Programmklausel B :- C,. . . . , C, durch Cl: .  . . , C, 
ersetzt. Gegenüber Kellerautomaten kommt jedoch hinzu, dass der hierbei er- 
mittelte allgemeinste Unifikator sub dann auf den gesamten Kellerinhalt an- 
gewandt wird, und die nächste Zielklauscl die Form 

hat. Als weiterer Aspekt kommt hinzu, dass wir in der zweiten Komponente 
der Konfiguration buchführen über die berechneten alIgemeinsten Unifikato- 
ren, um so das Rechenergebnis zu erhalten. 

Wir stellen die kanonischen Rechnungen eines Logik-Programms F bei Ein- 
gabe von G durch einen Baum dar, wobei die Wurzel des Baumes mit der 
Startkonfiguration (G, [ I )  beschriftet ist. Die Nachfolgerknoten eines mit 
(G', sub)  beschrifteten Knotens entsprechen dann genau den in einem kanoni- 
schen Re~henschntt von (G', ~ 2 1 6 )  aus erreichbaren Konfigurationen. Der bes- 
seren h r s i c h t  wegen lassen wir jedoch bei der Beschriftung clieser Bäume 
oft die zweite Komponente der Konfigurationen weg, in denen das Rcchener- 
gebnis berechnet wird. 

Beispiel: Betrachten wir das Logik-Programm 
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und die Zielklausel> Q (X, C ) .  Dann erhalten wir den folgenden Baum (wobei 
zusätzlich die Kanten mit den Nummern der ausgewählten Pmgramnklauseln 
beschriftet sind). 

/ 
7- Q(pi C), R ( 5 ,  Y) 
f i  Rechenergebni s: 

I Rechenergebnis: 

unendliche 
Rechnung 

nicht-erfolgreiche 
Rechnung 

Dieser Baum enthält zwei erfolgreiche Rechnungen mrt den unterschiedli- 
chen Rechenergebnissen &(b. C) und @(C, C). Ferner kommt eine endliche, 
jedoch nicht-erfolgreiche und nicht weiter fortsetzbare Rechnung vor. Falls in 
jedem Rechenschritt mit der 1. Programmklausel resolviert wird, so erhalten 
wir eine unendliche Rechnung, wobe~ in jedem Schntt die Zielklausel um 
einen Prozeduraufmf länger wird. 

Übung 112: Da Klauseln in unserer jetzigen Betrachtungsweise als Folgen 
von Literalen und nicht mehr als Mengen von Literalen aufgefasst werden, 
kann es sogar bei Logik-Programmen, die nur aussage~tlogiscl1e Klauseln (al- 
so keine Variablen) enthalten, zu unendlichen Rechnungen kommen. Man fin- 
de hierfür ein Beispiel ! 

Wenden wir uns nun den Möglichkeiten der deterministischen Auswertung 
von kanonischen Berechnungsbäumen zu. Gesucht ist also eine Swdtegie, die 
die Reihenfolge der zu erzeugenden Knoten des Berechnungsbaums festlegt. 
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Wie im Fa11 des Nichtdeterminismus 2. Art kann man sicherlich nicht vor- 
gehen und Teile des Baumes unberücksichtigt lassen, wie die obigen Bei- 
spiele zeigen. Die jeweilige Auswahl der niichsten Programmklausel, wie sie 
im Nichtdeterminisrnus 1. AL? vorkommt, ist sehr kritisch und entscheidet 
darüber, ob eine erfolgreiche oder nicht-erfolgreiche (evtl. unendliche) Rech- 
nung zu Slande kommt. Im Fall einer erfolgreichen Rechnung entscheidet 
die Auswahl der ProgrammkFauseln auch noch iiber das erhaltene Rechener- 
gebnis. Da es (anscheinend) keine Möglichkeit gibt, den Nichtdetern~inisrnus 
1. Art wie den der 2. Art zu eliminieren, muss eine deterministische Aus- 
wertungsstrategie systematisch den gesamten Berechnungsbaum eines Logik- 
Programms (bei gegebener Eingabe) durchlaufen - zumindest bis eine erfolg- 
reiche Rechnung gefunden wird. Kienu gibt es zwei gnindsiitzliche Möglich- 
keiten: die breadth-jrst und die depth-first Strategie. 
Bei der breadth-first Strategie (Breitensuche) werden zunächst alle Kno- 
ten der Tiefe t besucht, bevor die Knoten der Tiefe t + 1 besucht werden 
(t = 0 , 1 , 2 , .  . .). Es ist klar, dass hierbei jede erfolgreiche Rechnung nach 
endlich vielen Suchschritten gefunden wird. Mit anderen Worten, die breadth- 
firnt Auswemingsstrategie ist vollstindig. Diese Vollständigkeit wird jedoch 
erkauft durch einen großen Aufwand an Speicherplatz und Rechenzeit: Um 
bis zu den Knoten auf der Tiefe t des Baumes vorzudringen, benötigt die 
breadth-first Strategie exponentiell (in t )  viele Rechenschritte (vorausgesetzt, 
der Berechnungsbaum besteht nicht nur aus einem einzigen Pfad). 

Bei (Standard-) Interpretern für die Programmiersprache PROLOG wird da- 
gegen die depth-first Auswertungsstrategie (Tiefensuche) eingesetzt. Hierbei 
werden, von der Wurzel des Baumes ausgehend, die Teilbäume in einer fe- 
sten Reihenfolge (von links nach rechts) rekursiv durchsucht. Es  wird also 
im Unterschied zur Breitensuche zunächst in die Tiefe des Baumes gegangen. 
Bei VorfEnden einer nicht-erfolgreichen Rechnung, die nicht weiter fortgesetzt 
werden kann, kehrt die Suche an den Elternknoten zurück (backtrachng). hbn 
dort aus wird versucht, mit einer anderen Folgekonfiguration fortzufahren. 
Sn wird 2.B. der Baum 

bei der breadth-first Auswertung in der Reihenfolge 
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und bei depth-first Auswertung in der Reihenfolge 

durchlaufen. 

Der folgende Algorithmus realisiert die depth-first (bücktracki ng) Strategie. 

Eingabe: Logik-Programm F = (K1, K2, . . . , I<*), wobei 
I< = Bi :- C,,J, . . . , C,,„ und Zielklausel G = ?- A i ,  . . . , An. 

Das Hauptprogtamm besteht aus 

success := false; 
auswerte(G, [ ] ); 
if success then write('ja') else write('nein'); 

wobei die rekursive Prozedur 'auswerte' folgendermaßen arbeitet. 

procedure auswerte(G : Zieiklausel; sub : Substitution); 
var z : integer; 
begin 

if G = U then 
begin 

H := (Al A .  . "  A Ak)suEi; 
write('Ergebnis: ',H); 
success := true 

end 
else {G habe h e  Form G = ?- Di, . . . : Dk) 

begin 
!L := 0; 
while (i < n) and not success do  

begin 
z : = i f  1; 
if {D,. B,) ist unifizierbar mittels allgemeinstem 

Unifikator s (wobei h e  Variablen in B, evtl. zu- 
vor umbenannt wurden) then 

auswerte(?- (C,,i,.. . , Cx,n,,Da,. . .: Dk)s, suks) 
end 

end 
end 
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dass vom System gewisse Prädikate (wie read, write, . . . ) bereitgestellt wer- 
den, die vom Benutzer nicht rnodifizieri werden können, und die vom Iogi- 
schen Gesichtspunkt betrachtet keine Bedeutung haben. SIe werden bei Bear- 
beitung durch den PROLOG Auswertungsmechanismus einfach übergangen, 
erzeugen jedoch (erwünschte) Seiteneflekte, wie 2.13. das Schreiben auf den 
Bildschirm oder in eine Datei. 
Dies setzt aber auch voraus, dass dem Programmierer die Abfolge der Aus- 
wertung seines PROLOG-Programms bewusst ist. Eine Zielklausel wie 

?- read ( X ) ,  compute(X, Y ) ,  write(Y) 

kann sinnvoll nur von Iinks nach rechts ausgewertet werden - im Gegensatz 
zu den theoretischen Betrachtungen des letzten Abschnitts, wo gezeigt wurde, 
dass eine derartige Klausel (wenn keine Seiteneffekte vorhanden sind) genau- 
so gut von rechts nach Iinks ausgewertet werden kann. 
Bei anderen Prädikaten, die das PROLOG-System bereitstellt, werden ab- 
weichend vom Unifikationsalgorithmus Varjableninstantiierungen enwun- 
gen. Ein Beispiel ist das Prädikat ix .  Wenn das PROLOG-System z.B. auf 
i s (X ,  Y * 5 )  (oder in Infixnotation: X is  Y * 5) trifft und Y bereits mit der 
Konstanten 7 instantiiert ist, so wird X mit 35 instantiiert. Hierdurch können 
dann arithmetische Rechnungen in PROLOG realrsiert werden. 

Beispiel (vgl. Übung 100): 

Übung 114: Berechnen Sie mit Hilfe des is-Prädikats die Fakultätsfunktion. 

Durch dieses Konzept geht allerdings die Investibilität von Logik-Pro- 
grammen verloren. Obiges Programm für die Fibonacci-Funktion kann sinn- 
voll nur so aufgerufen werden, indem der erste Parameter als Eingabeparame- 
ter und der zweite als Ausgabeparameter aufgefasst wird. 

Ein weiterer Aspekt ist, dass Funktionen und Pradikate entweder in der 
Prafrxnotation (z.B. +(5,7)) oder in der Infixnotation (5 + 7) geschrieben 
werden können. 
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Ein Merkmal von PROLOG ist, nicht besonders zwischen Funktionen und 
Priidikaten zu unterscheiden; mehr noch, das (logische) Symbol : -, das 
fiir den Implikationspfeil steht, wird aufgefasst wie ein zweistelliges Prädikat 
oder auch eine zweistellige Funktion (geschrieben in Infixnotation), das als 
System-Prädikat/Funktion einzustufen ist und eine besondere Auswertung er- 
fordert. So werden dann konsequenterweise auch Klauseln wie Terme aufge- 
fasst und können vom Programm aus modifiziert werden. Es ist die Möglich- 
keit vorgesehen, dass das PROLOG-Programm selbst neue Klauseln generiert 
und an seine eigene "Datenbank" anfilgt - oder umgekehrt - Klauseln wieder 
streicht. 

Komplexere Datenstmkturen können in PROLOG durch die Terme bzw. deren 
Art der Verschachtelung dargestellt werden. So soll etwa 

die Liste bestehend aus den 3 Elementen a, b und e darstellen. Hierbei be- 
zeichnet die Konstante nil die leere Liste. Das Funktionssymbol cons ist der 
Listenkonstmkior. In dem Term c o n s ( ~ ,  y) bezeichnet s das erste Element der 
Liste und y den Rest der Liste. Es ist bequemer, eine atikücürzende Schreibweise 
zu verwenden. So bezeichnet 

den Term 
c o w  ( a l ,  cons(a2, . . . cons(ak, nil) . . .)) 

Außerdem ist 
[zlyl 

eine abkurzende Notation für 

und [ I  steht für die leere Liste nil. 

Beispiel: [ [ U ,  [b,  C]] 1 [d, e]] ist eine abkürzende Bezeichnung für 

Das folgende Diagramm macht die Struktur dieses Terms deutlich, wobei je- 
der Punkt für eine Anwendung von cons steht. 
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Die häufigste Operation auf Listen ist deren Verknüpfung. Folgendes Logik- 
Programm beschreibt die Verknüpfung (Konkatenation) zweier Listen. 

w e n d ( [ ] ,  L, L ) .  
append([X/Lt] ,  L2, [XIL3]E - w ~ e n d ( L l ,  Lz, L s ) .  

Hierbei sind X, L, L,, L?, LS Variablen und uppend(L1. LLl LB) drückt aus, 
dass L3 die Konkatenation der Listen L,  und L2 ist. 

Übung 115: Man gebe eine erfolgreiche Rechnung obigen Programms bei 
Eingabe der Ziel klausel 

an. Welche erfolgreichen Rechnungen ergeben sich bei der Zielklsiusel 

Hierbei sind X, Y Variablen. 

Übung 116: Man gebe ein PROLOG-Programm zum Umdrehen einer Liste 
an. So soll wverse(L1, L2) genau dann gelten, wenn L2 die gespiegelte Ver- 
sion der Liste L, ist. 
Man formuliere ein weiteres PROLOG-Programm, so dass L, und jede Teil- 
liste von LI gespiegelt wird. 

Übung 117: In PROLOG gibt es ein eingebautes Prädikat atomic(,Y), das 
genau dann erfolgreich abgearbeitet wird, wenn die Variable X zum Zeit- 
punkt der Auswertung mit einer Konstanten instantiiert ist. Schreiben Sie 
ein PROLOG-Programm unter Zuhilfenahme von ufomic und udd (für die 
Addition), das die Anzahl der Blätter in dem durch eine Liste dargestellten 
Binärbaum bestimmt. So soll 2.B. 

3.4. PROLOG 

auf die Antwort N = 5 führen. 

Beispiel: Folgendes Programm kann Listen permutieren 

permut([j, [I).  
pcrmut([XJY] ,  2) :-perrnut(Y, W). anser-t(X, W , Z ) .  
insed(A, B. [AIB]). 
insert(A, [ B ] C ] ,  [EID])  :- inse.rt(A, C, D). 

So führt 2.B. die Zielkiausel 

?- p e m u  t ([viele, kriche, verderben,den,brei] ; 2) 

auf die Resultate 

Z = [viele, Eche, verderben, den,brei] 
Z = [köche, viele, verderben, den, brei] 
Z = [köche,verderben,vieie, den,brei] 

Z = [köcite,verderben,den,vieie,brei] 

Übung 118: Das folgende Programm kann Listen sortieren - allerdings in 
äuBerst ineffizienter Weise. 

sort (Ll,  .L2) :- pernrtit ( L I ,  L2), o r d ( L ~ ) .  
01.4[1). 
o 4 l X l ) .  
or.d(IXl[YlZ]]) :-X 5 Y, o~.d([Y1Z]). 

Schreiben sie ein Sortierprogrmm, das Quicksort realisiert. 

Beispiel: Das unten angegebene PROLOG-Progrümm compiliert arithmeti- 
sche Ausdrücke bzw. Werizuweisungen, wie etwa 

in Assemblercode. In diesem Füll ergibt sich 

?- anxahI([n: [e,  f 1 ,  b. C] ; N )  [[lorad, U], [load, Ii], mul, [load, C], add, [store, L ] ]  
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Hierbei bezeichnet load das Laden eines Elements auf einen Keller, und nsul 
bzw. udd verarbeiten die obersten zwei Kellerelemente und legen das Resultat 
wieder auf den Keller. Das Kommando sture legt das oberste Kellerelement 
jm Speicher ab. 

comioibe(X := Y, 2) :- compile(Y, W ) ,  
append (W, [[stop-e, X ] ] ,  2). 

comptEe(X * Y ,  2) :- compile(X, U), 
compile (Y, V ) ,  
apgiend (U, V, W ) ,  
append (!Vl [muIt], 2). 

compile(X + Y, 2) :- comprle(X, U), 
eompile(Y, V ) ,  
append (U, V, W ) ,  
acppend (W. [add] , 2) . 

compile(X, [[load, X]]) :- atomic(X) 

Übung 119: Definieren Sie sich formal die Syntax einer Programmiersprache 
ASCA (eine geeignet einfache Teilmenge von PASCAL) und schreiben Sie 
dann einen Compiler für ASCA-Programme in PROLOG. 

Übung 120: Implementieren Sie einen PROLOG-Interpreter in PASCAL, bei 
dem neben dem Lösungssuchalgorithmus auch einige der bei PROLOG vor- 
gesehenen Standardprädikate realisiert sind. 

Die logische Unvollständigkeit der depth-first Auswertungsstrategie in PRO- 
LOG wurde bereits erwiihnt. Mehr noch, diese Unvollständigkeit ist i.a. nicht 
einmal zu beheben durch eine geeignete Anordnung der Programmklauseln 
(vgl. Übung 113). Dies ist offensichtlich ein großes DiIemma und stellt den 
ganzen depth-first Ansatz in Frage. In der Programmiersprache PROLOG ist 
nun ein etwas eigenwilliger Ausweg aus diesem Dilemma eingebaut worden 
(sofern dieser überhaupt ein Ausweg ist), niimlich der Gur. 

Syntaktisch gesehen ist der cut eine Atomformel, die durch ein Ausrufezei- 
chen (!) bezeichnet wird. Diese cut-Atomformel darf auf der rechten Seite 
von Programmklauseln vorkommen. Solche cut-Atomfomeln beeinffussen 
die Logik (sprich: Semantik) eines Programms nicht, jedoch den Ablauf der 

depth-first Auswertungsstrategie. Ein Teil des Suchbaums wird durch den cut 
abgeschnitten, und dadurch können Teilbäume, die keine erfolgreichen Rech- 
nungen oder. schlimmer noch, unendliche Berechnungspfade enthalten, bei 
der Lösungssuche ausgelassen werden. Eine weniger vorteilhafte Wirkung 
des cut ist allerdings, dass genauso gut Teilbäume, d ~ e  erfolgreiche Rech- 
nungen enthalten, abgeschnitten werden können. 
Hier gehen nun die Meinungen über den cut auseinander. Die "Cut-Befürwor- 
ter" wollen gerade solche Effekte wie das bewusste Uberspringen von (an 
sich vorhandenen) Lösungen programmieriechniscti einsetzen (vgl. die nach- 
folgende Diskussion über die Negation). 
Die andere Auffassung ist, dass der cut der Idealvorstellung der Logik- 
Programmierung entgegenläuft, wo der Programmierer eigentlich nur das zu 
lösende Problem spezifizieren soll, nicht jedoch - oder nur indirekt - wie 
dieses zu lösen ist. Ein solches Konzept wie der cut gehort sicherlich in die 
wie-Kategorie. 
Was bewirkt nun der cut im Einzelnen? Sobald eine cut-Atomformel, wie 2.3. 
in folgender Zielklausel 

zum ersten Mal abgearbeitet wird, führt dies unmittelbar zum Erfolg (als 
ob eine Tatsachenklausel, bestehend aus "!", im Logik-Progrümm vorhanden 
wäre). Damit ist die nächste abzuarbeitende ZielMause1 

Sobald aber der depth-first Suchprozess (wegen des backtraclungs) zu der 
aktuellen Zielklausel 

L !, U ,  b, C.  

zurückkehrt (weil im Suchbaum unterhalb des Knotens ?-  a, b, C. keine 
Losung gefunden wurde), wird ein 'Sprung' ausgelöst, der bis zu der letzten 
Eltern-Zielklausel zulückführt, die diese cut-Atomformel noch nicht enthielt. 
Diese Zielklausel wird dann ais 'nicht erfolgreich abgearbeitet' (success = 
false) zurückgemeldet. Hierbei werden also Teilbäume rechts des Knotens, 
der mit +L !, U ,  b, C. beschriftet ist, bei der Suche übersprungen - unabhhgig 
davon, ob diese nun erfolgreiche Rechnungen enthalten oder nicht. 

Beispiel: Gegeben sei das Logik-Programm 
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und die Zielklausel ?- a. Das folgende Diagramm zeigt den (implizit vorhan- 
denen) Suchbüum und die depth-first Suchabfolge - und wie diese durch den 
cut veründeri wird. 

Suchabfolge 

nicht 
besuchte 
Tei lbäume 

des 

keine erfolgreiche 
Rechnung hier vorhanden 

Übung 121: Modifizieren Sie den PROLOG-AuswertungsaIgorithmus aus 
Abschnitt 3.2 so, dass er den cut korrekt ausführt. 

Übung 122: Das Programmstück 

(1 : - / ~ , ! ~ c .  
n :- d. 

wird in konkreten PROLOG-Programmen verwendet, um das aus konventio- 
nellen Programmiersprachen bekannte if-then-else, irn Sinne von 

a :- if b then c else d.  
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zu simulieren, das es in dieser Form üblrcherweise bei PROLOG nicht gibt. 
Vollziehen Sie die Wirkung des cut im obigen Programmstück anhand von 
SLD-Suchbäumen nach. 

Übung 123: Gegeben sei das PROLOG-Programm 

spaJ :- witz, lustig. 
spap :- lustig. 
spap. 
witz :- unsian. 
lustig :- unsinn. 
lustig :- lustig. 

(a} Konstruieren Sie den SLD-Suchbaum für die Zielklausel '.L spaj. 
Was würde PROLOG auf diese Frage antworten? 

(b) Stellen Sie die Klauseln des Programms so um, dass die Anfrage 
T spaJ in endlicher Zeit beantwortet werden kann. 

(C) Fügen Sie einen cut in obiges Programm ein, so dass der von 
PROLOG durchlaufene Teil des Suchbaums endlich, aber so groR 
wie möglich ist. 

(d) Beschreiben Sie den Effekt, den das Einfügen eines cut an je- 
der der drei möglichen Positionen in der ersten Programmklausel 
hervorruft. 

Wir fassen nun die möglichen und typischen Einsatzmoglichkeiten des cut 
zusammen. 

1. Nach Finden einer ersten Läsung erlaubt der Einsatz des cut jede wei- 
tere Lösungssuche zu verbieten - entweder weil der Programmierer an 
keiner anderen als der zuerst gefundenen Lösung interessiert ist, oder 
weil aus dem Problemkontext bekannt ist, dass keine weiteren Lösun- 
gen (oder höchstens nur noch unendliche Berechnungspfade) exrstic- 
ren. Bei dem Additionsprogramm aus Abschnitt 3.2 kann dusch Einsatz 
des cut jede weitere Rekursion vermieden werden, sobald der Suchpro- 
zess auf die Klausel, die den Rekursionsanfang symbolisiert, stößt: 
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2. Der cut erIaubt Konsiruktionen, die dem aus den herkömmli- 
chen Programmiersprachen bekannten if-then-else entsprechen (siehe 
Übung 122). Ähnliches gilt auch für die Negation (vgl. die nachfolgen- 
de Diskussion). 

3. Der cut erlaubt die Steigerung der Effizienz von Programmen, indem 
Teilbäume bei der Losungssuche übersprungen werden können, von de- 
nen aus dem PToblemkontext klar ist, dass sie keine Lösungen enthalten 
kfinnen. 

4. Der cut kann - bei überlegtem Gebrauch - der logischen Unvoll- 
stiindigkeit der dcpth-first Auswertungsstrategie entgegenwirken, in- 
dem er es erlaubt, Tei lbäume mit unendlichen Berechnungspfaden bei 
der Lösungssuche zu überspringen. 

Aus verschiedenen zu Beginn von Abschitt 3.2 diskutierten Gründen sind die 
Klauseln in PROLOG auf die Homfom eingeschränkt. Diese Beschränkung 
ermöglichte erst die prozedurale Interpretation von Logik-Programmen und 
die recht weit entwickelte Theorie, wre sie insoweit dargestellt wurde. Nun 
kann es jedoch Fälle geben, wo Hornformeln zur Problem-Beschreibung nicht 
mehr ausreichend bzw. nicht adäquat sind. Diese "Ausdmcksschwäche" von 
Hornfomeln kann in manchen Koblemkontexten ein großes Hindernis dar- 
stellen. Hierbei spielt die Negation eine besondere Rolle. Man denke daran, 
dass die Negation einer Hornformel im allgemeinen zu keiner Aomfonnel 
mehr äquivalent ist. In manchem Kontext mag es wichtig sein zu erfahren, ob 
ein negatives Literal (z.B. TA) aus einem Logik-Programm folgt. Dies würde 
dann formal betrachtet einer Zielklausel der Form ?- T A  bzw. ?- not(.A) 
entsprechen. Die logische Antwort auf eine derart gestellte Frage ist e r s t a k  
lichenveise ganz einfach, nämlich immer "nein". 

Übung 124: Man zeige, dass es kein Hornklauselprogramm F gibt und kein 
negatives Literal, 2.B. YA, so dass TA aus F folgt. M.a.W., aus Hornklausel- 
Programmen k ~ n n e n  keine negativen Schlüsse gezogen werden. 

Dieser erste Versuch ist also fehlgeschlagen. Anstelle die Frage zu stellen, ob 
die Negation von A aus F folgt, fragen wir nun danach, ob das Literal A aus 
F nicht folgt. Dieses macht natürlich mehr Sinn, ist jedoch nicht dasselbe wie 
die Negation im logischen Sinn. Diese beiden Begriffe gleichzusetzen bedeu- 
tet nichts anderes als die Vollständigkeit des Logik-Programmes F zu postu- 
lieren, d.h. für alle Aussagen A anzunehmen, dass entweder A E Coras(F) 

oder 1 A  E Cons(F). Wenn also eine Aussage -4 aus F nicht folgt, so gilt 
A auch nicht. Man spricht in diesem Zusammenhang von closed world as- 
surnption. Da A aus F genau dann nicht folgt, wenn F A  1'4 erfullbar ist, also 
genau dann, wenn die leere Klausel per SLD-Resolution aus F U ((TA)} 
nicht herleitbar ist, spricht man auch von negution by fuilure. 
Es wäre wünschenswert, zumindest dieses 'negatien by failure' in den 
PROLOG-Auswertungsmechanismus aufzunehmen; also wenn nicht beweis- 
bar ist, dass A aus F folgt, so nimm an, dass IA aus F folgt. Aber auch dies 
lässt sich (aus prinzipiellen Grirnden) nicht ganz realisieren: Falts für jedes A 
nach endlicher Zeit entschieden werden könnte, ob A aus F folgt oder nicht, 
so würde dies die Entscheidbarkeit der Prädikatenlogik nach sich ziehen, und 
das ist ein Widerspmch zu den Resultaten von Abschnitt 2.3. (Dies gilt auch, 
wenn man sich auf HornformeIn beschränkt!) 
Die nächstschwiichere Form der Negation ist aegation hy jnite failure. Dies 
bedeutet, dass nur von solchen Aussagen A angenommen wird, dass TA aus 
F folgt, bei denen der (nicht-erfolgreiche) SLD-Berechnungsbaurn bei Ein- 
gabe A endlich ist. Diese Form der Negation ist nun bei PROLOG realisiert: 
Die Eingabe der Zielklausel ?- not (p) veranIasst den PROLOG-Interpreter, 
nach erfolgreichen Rechnungen der Form 

zu suchen. Nur wenn der Suchbaum hierzu endlich ist und keine erfolgreiche 
Rechnung enthiilt, so gibt der PROLOG-Interpreter schlreElich 'ja' aus. Falls 
eine erfolgreiche Rechnung gefunden wird, wird 'nein' ausgegeben. Diese 
Form der Negation birgt die Gefahr in sich, dass der Suchprozess in einen 
unendlichen Berechnungspfad gerät. 
Diese Form des 'negation by finite failureVässt sich auch in PROLOG seIbst 
einfach realisieren - und zwar durch eine "missbräuchliche" Verwendung des 
cut (es werden hier existierende Lösungen durch den cut abgeschnitten). 

not (P) :- P, !)fall. 
not (P). 

Hierbei ist fail ein (Standard-) Prädikat, das nie zu erfolgreichen Rechnungen 
führt (d.h. es ist einfach keine Programmkiausel mit dem Prozedurkopf fail 
vorhanden). Man beachte, dass die Variable P hier unkonventionellerweise 
ein Platzhalter für eine Atomformel ist. 

Übung 125: Vollziehen sie den Ablauf des obigen Programms nach bei Ein- 
gabe der Zielklausel ?- not(not(not(a))).  Führen Sie dies unter der An- 
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nahme durch, dass n als Tatsachenklausel vorkommt, und dann, dass a nicht 
vorkommt. 

Übung 126: Gegeben sei das Logik-Programm 

Vollziehen Sie nach, was PROLOG auf jede der folgenden Fragen antwortet: 

(4 ?- PP). 
(b) ?- not(p(b)).  
( C )  ? - 4 t d .  
(d) ?- not (q(a) ). 
(e) ?- 4 ( X ) ,  not (p (X)  1. 
(f) ?- no f (p IX) ) ,  q ( W .  

Ein weiteres Problem mit der Negation besteht darin, dass bei einer Zielklau- 
sel der Form 

in dem Term (bzw. der Atomformel) t keine zum Zeitpunkt der Ausweming 
uninstantiierten Variablen vorkommen sollten. Dies kann zu einer inkorrekten 
Auswertung fuhren. So führt etwa das Programm 

bei der Zielldausel 

?- n o t ( p ( X ) ) , q ( X , X ) -  

nicht zur gewünschten Antwort. Anders sieht es mit der ZieIklausel 

?- q ( X ,  X ) ,  no t (p (X ) ) .  

aus, die auf die Antwort X = b führt. 
In diesem Abschnitt sollte klar geworden sein, dass PROLOG eine Möglich- 
keit ist, Ideen der bgik-Programmierung irn Rahmen ciner konkret einsetz- 
baren Programmiersprache zu realisieren. Es sollte jedoch gesehen werden, 
dass auch andere Konzepte denkbar sind, und dass die Forschungen in dieser 
Richtung durchaus noch nicht abgeschlossen sind. 

Lösungshinweise 

1. "Zu jeder Mahlzeit trinke ich Bier und esse nie gemeinsam Fisch und Eis- 
creme''. 

2. ( ( A  H B)  # C )  

3. Sei A eine beliebige, zu F l ,  . . . , Fk und G passende Belegung. 
(1 + 2) Falls A((A~=,  F,)) = 0, so ist d(((l\f=, F,) + G)) = 1 und wir 
sind fertig. Sei also A((A;=, F,)) = 1 angenommen. Dann ist A Modell für 
{ F l ,  . . . , Fk) .  Nach Voraussetzung ist dann A(G) = 1, also A(((A~=, F,) + 
G))  = 1. 
( 2  t 3) FaIts A((& F, A 1G)) = 1, so ist A ( ( A ~ = ~  F,)) = 1 und 
A(1G) = 1, also A(G) = 0. Dies ergibt A(((A:=, F,) + G)) = 0, und 
steht in Widerspruch zu 2. 
(3 + 1) Sei d Modell von { F l , .  . . , Fk) ,  d.h. A((r\:=, F,)) = 1. Nach 
Voraussetzung gilt A(((A~=, F?) r\ 1G)) = 0, also muss A(7G) = 0 bzw. 
A(G) = 1 sein. 

4. Sei A = "ich laufe lOOm unter 10,O Sekunden" und sei B = "ich werde 
zur Olympiade zugelassen". (-4 + B) ist nicht äquivalent zu ( T A  + T B ) .  

5. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition der ErfülIbürkeit; 
die zweite Behauptung gilt nicht. 

7. M = {A; B, -l(A A B ) }  

8. M ist erfüllbar. Eine erfüllende Belegung ist z.B. A : {AI: Az, . . .) + 
{O,l} mit 

1, falls i ungerade 
0, falls i gerade 



10. (a) Sei A eine passende Belegung. Dann gilt A((F + G)) = 1 und 
A(F)  = 1 nach Voraussetzung. Also muss auch A(G) = 1 sein. Da A belie- 
big gewahlt war, ist G eine gültige Formel. 
(b) Gegenbei spiel: F = A und G = ( B  A 1 B). 
(C) Sei A eine Belegung mit A(F) = I. Für diese Belegung muss nach Vor- 
aussetzung AI (F + G)) = 1 gelten. Somit ist auch A(G) = 1. Also ist G 
erfüllbar. 

A B C 
0 0 0 

11. Wir führen die folgenden Abkürzungen ein: G = "gutes Gehör haben", 
R = "richtig singen können", M = "wahrhafter Mus~ker sein", Z = "seine 
Zuhörerschaft begeistern können" und S = "eine Sinfonie schreiben können". 
Dann können die angegebenen Aussagen in folgende Formeln umgesetzt wer- 
den: (G + R), ( M  + Z), (2 + G) und (S + M). Ferner ist in der Frage- 
stellung die Angabe des Faktums S enthalten. Eheraus ergibt sich dann, dass 
M, 2, G, und R gelten müssen. 

( A  +t ( B  H C ) )  
0 

12. F enthalte nur Atomformein der Menge und G enthalte nur Atom- 
formeIn der Menge M2, ;zlI1 r l  M, = 0. Angenommen, F ist erfüllbar und 
G ist keine Tautologie. Dann gibt es Belegungen Al : iVl + {0,1) und 
Az : M2 -+ ( 0 , 1 }  mit A l ( F )  = 1 und A2(G) = 0. Dann ist A = AI U Az 
eine passende Belegung für ( F  + G) und es gilt A({F + G)) = 0. Also ist 
(F + G) keine Tautologie. Widerspruch. 

13. Induktion über die Anzahl n der Atomformeln, die in F, aber nicht in G, 
vorkommen. 
Falls n = 0, so w a l e  H = F. 
Sei nun n > 0 und sei A eine Atomfomel, die in F, aber nicht in G, 
vorkommt. Wir eliminieren A aus F, indem wir jedes Vorkommen von A 
in F durch 0 (bzw. durch 1) ersetzen (und elementare Vereinfachungen 
durchführen, z.B. (0 V B) B). Die resultierende Formel helße F. (bzw. 
Fl). Es muss nun (Fo + G) und (Fl + G) gelten. Somit existie- 
ren nach Induktionsvoraussetzung Formeln Ho und Hl mit (Fo + H o ) ,  

(Ho + G),  t= (Fl + Hl), ( H 1  + G). Die Formel H = (Ho v H l )  
leistet dann das Gewiinschte. 

Alternativ zu dem eben gegebenen Beweis kännte man auch direkt eine Wahr- 
heitstafel für H konstruieren. Seien Al;  . . . , Ak die gemeinsamen Atomfor- 
meln von F und G. Eine solche Wahrheitstafel sei im folgenden skizziert: 

Hierbei tragen wir in der Spalte für F bzw. G eine 0 bzw. 1 ein, falls bei 
der betrachteten Belegung der Atome A l , .  . . , Ak - und jeder Belegung der 
restIichen Atome - F (bzw. G) den Wert 0 (bzw. 1) erhält. Wir tragen ? ein, 
falls die Formel F bzw. G bei manchen Belegungen der restlichen Atomfor- 
mein den Wert 0 und bei anderen den Wert 1 erhält. Da nach Voraussetzung + (F -t G) gilt, sind nur die oben angegebenen Kombinationen für F und G 
mögljch. (Z.B. ist die Kombination ? ? nicht möglich, da es dann eine Bele- 
gung A gäbe mit A ( F }  = 1 und A(G) = 0). Für jede dieser Möglichkeiten ist 
in obiger Tabelle auch gleich angegeben, wie H definiert werden muss (wobei 
an einer Stelle beide Alternativen 0 oder 1 möglich sind), so dass (F 4 H) 
und (H -i G) gilt. 



14. Falls F E G gilt, so Iassen sich die beiden Formein allein durch die irn 
Satz angegebenen Äquivalenzumfomungen ineinander überführen (da beide 
Formeln in dieselbe Normalform umgeformt werden können). Alle in dem 
Satz angegebenen Umformungen treten paarweise auf, so dass in der jeweils 
zweiten Version nur "An und "V" vertauscht auftreten. Dies bedeutet, dass 
die oben angesprochene Äquivalenzumformungskette von F nach G in eine 
entsprechende, duale, von F' nach G' umgeformt werden kann. 

15. Man kann jede Teilfomel von F der Form (G V H )  und (G A H) durch 
eine äquivalente Formel, die nur die Operatoren 1 und + enthält, ersetzen 
(und dann das Ersetzbarkeitstheorem verwenden), und zwar wie folgt: 

Man kann keine unerfüllbare Formel (2.B. (A A TA)) formulieren, wenn nur 
die Operatoren V, A und + zugelassen sind. 

16. Beweis von T ( V ~ = ~  FF,) 1Fxj durch Induktion nach n: Die Fälle 
n, = 1 und n = 2 sind klar. Sei nun n > 2. Dann gilt unter Verwendung der 
Jnduktionsvoraussetzung 7 = - ( f i~(Vr="=,~) )  = ( ~ F I  Al(V,"=, F,)) 
5 (-4 (A;=2 +J 1 = (AY=llFZ). 

Um das verallgemeinerte Distnbutivgesetz zu beweisen, zeigen wir zunkhst 
die folgende Behauptung durch Induktion nach n: 

Der Tnduktionsanfang ist Har. lm Tnduktionsschritt ergibt sich: (F A 
(Vr=l G,)) = ( F  (G, V (V:1=2Gt))) ( ( F  Gi) V ( F  A (Vr=&G,) 
( ( F  G11 V (V?="=,F A G,))) = Ir\:=, ( F  V G,)). 
Das verallgemeinerte Distributivitätsgesetz beweisen wir nun wieder durch 
Induktion nach ra, wobei der Induktionsanfang klar ist. Irn Induktions- 
schrjtt werden der Reihe nach dic Distri butivität, die Induktionsvorausset- 
zung und die obige Behauptung verwendet: FF,) A G,)) = ( I  F1 V 

(V:="=,F,)) (VyLlG,)) - ((F1 A (V,"=, G J ) )  V ((V:="=,*) (V,",, GJ))) 
((Fr A (VyLIGJ)) V (VF2(VyLl(& A G,)}) )  E ((V;tdFi G j ) )  V 

Iv,"=,(Vy=l(F, GJj))) = IV,"„CV,"=l(F, f, G,))). 

1 I .  

(('4 V -(B A A ) )  A (C V (D V C ) ) )  
E ( ( A  V ( 1 D  V -Al) /\ (C V (D V C))) deMorgan 
E ( ( A  V ( T A  V TB)) A (C V (D V C))) Kommut. 
E ( ( ( A  V T A )  V TB) r\ (C V (D C))) Assoz. 

( ( A  V 1 A )  n (C V (D Y C))) Taut. 
E (C V ( D v  C)) Taut. 
= (C V (C vD)) Komrnut. 
E ((CV C) V D) Assoz. 

(CV  D) Edern. 

18. (a) (((Fiebrig V Hustet) A Erreichen) + Rufen) 
(b) (Erreichen +J (Fiebrig --+ Rufen)) A (Erreichen + (Hustet + Rufen)) 

19. DNF: (,4 A T B  A C) V (-4 A B  A TC) 
KNF: A r\ ( B  V C)  A (-B V -5') 

20. Man ordne jedem inneren Knoten des Strukturbaums eine noch nicht vor- 
kommende Atomfomcl zu. Angenommen der Wurzel des Baumes sei hierbei 
die Atomfomel D zugeordnet. Wir betrachten ferner eine typische Verzwei- 
gung irn Tnnern des Baumes: 

Dann bilde man zunächst die folgende, erfüllbarkejtsäquivalente Formel 

F ' = D n  . . .  A [ A H  ( B o p C ) ]  A . . .  

Die Teilfomeln in eckigen Klammern können nun separat in äquivalente 
KNF umgefomt werden. Hierbei entstehen aus einer Teilformel in eckigen 
Klammern im Allgemeinen - In Abhängigkeit von op - 3 bzw. 4 Klauseln. 

21. Irn ersten Schritt werden die Atome C, B und G markiert. Daraufhin 
werden irn zweiten Schritt -4 und D markiert. Dies führt dann irn nächsten 



Schleifendurchlauf auf die Ausgabe “unerfüllbar", denn es wird die Klausel 
( A  I\ ß A D + 0) vorgefunden, wobei A,  B, D markiert sind. 

22. Es gibt - bis auf Aquivalenz - nur endlich viele Homformeln, die aus 
den Atomen A und B aufgebaut sind; diese sind alle inäquivalent zur Formel 
(A V B). 

23. Die AtomfomeI A(S)  stehe für die Aussage "der Stoff S ist herstell- 
bar oder verfügbar". Die chemischen Gleichungen können dann in folgende 
Hornfomel umgeschrieben werden: F = ( A ( M g 0 )  A A(H2) + i l ( M g ) )  A 
(A(MgO)AA(H,) 4 A(I-lzo)) (A(C) / \A(O2) + - 4 ( c & ) ) ~  (A(H20)A 
A(C02)  + A(H2C0,)) A A ( M g 0 )  A A(H2} A A ( 0 , )  A A(C) .  Die Aufgabe 
verlangt nun zu zeigen, dass A(H2C03)  eine Folgerung von F ist. Wir fügen 
deshalb -A(H2C03) zu F hinzu (vgl. Ubung 31, und stellen durch Anwenden 
des Markieningsalgorithnius' fest, dass diese Formel unerfüllbar ist. 

24. Da alle sl, auf A723 undefiniert sind, tritt in der Konstruktion in Stufe 
723 der else-Fall ein. Daraus ergibt sich, dass d(A7„) = 0 gesetzt wird. (Die 
Konstruktion wäre jedoch ebenso korrekt, falls in diesem Fall der then-Teil 
ausgeführt und A(A72.3) = 1 gesetzt würde). 

25. Wenn M erfüllbar ist, existiert eine Belegung A mit A(F,) = 1 für z = 
1,2, . . .. Damit gilt sogar für jedes n,, dass ~I(l\r="=,~) = 1, insbesondere dass 

F*) erfüllbar ist. 

Sei umgekehrt angenommen, dass für unendlich viele n erfüllbar ist. 
Sei Mn = { Fi, , F„, . . F„} eine beliebige endliche Teilmenge von M. Dann 
gibt es nach Voraussetzung ein n > max{il, a z ,  . . . , xk}, so dass (Ar!,  FR) 
erfüllbar is t .  Also ist auch Mo erfüllbar. Da Mo beliebig gewählt war, ist jede 
endliche Teilmenge von M erfüllbar. Mit dem Endlichkeitssatz folgt, dass 
damit auch M erfüllbar ist. 

26. Falls M endlich axiomatisierbar ist, so gibt es ein endliches Axiomensy- 
stem Mo für M. In Mo können nur endlich viele verschiedene Atomfomeln, 
z.B. Al, . . . , Al vorkommen. Da nach Voraussetzung (Fw1 + F,) und 

(F ,  t F,+1) fiir alle n gilt, muss die Menge { F l ,  F2, F3, . . .) unendlich 
viele Atomformeln enthalten. Insbesondere muss für ein k > E gelten: es gibt 
Belegungen A und Ar, die sich nur in Ak unterscheiden, so dass A Modell für 
M ist, A' dagegen nicht. Da Ak in Mo nicht vorkommt, sind entweder bei- 
de Belegungen Modell für Mo oder beide sind es nicht. Also kann Mo kein 
Axiomensystem für M sein. 

27. Die gesuchte Folge 7r i1 ,  wq, . . . kann in Stufen wie folgt konstruiert wer- 
den: 

Stufe O: 7rio : = E ;  (das leere Wort) 
Stufe k + l :  

If wkO ist Anfangsstück von unendlich 
vielen EIementen aus L 
then ,u~k+~ := wkO 
else w k + ~  := wt 1 ; 

28. { A , C , E ) ,  { 7 B 1 1 D , E ) ,  {B,C,+,E},  {A ,B) ,  {A1C,7D,E} ,  
(-C, 7D. E) ,  { B :  4, E ) ,  {A ,  E ) ,  {.;L, 7D;  E} ,  (.4, B,  l D ,  E} ,  {TD, E} .  

29. Nein. 

M. h ' e s O ( ~ )  = F ;  R e s l ( ~ )  = Res0(F) U {{A.C},  { l B , C ) ,  { A , l B ,  B): 
(A,C,-C},  { A , l B ) ,  { B ) ,  ( i A , B ) ,  ( T A ) ] ;  R e s 2 ( ~ )  = Resl (F)  U 
{ {B ,TB ,C) ,  {-4,7A,C), {C) ,  ( A , B , c } ,  ( C : l C ) ,  {-4,C}, ( A ,  B ) ,  
{A ,  B ,  TC), { A l ,  { T B ) ,  ( A l  -C)}.  

31. Sei F eine Klauselrnenge mit den AtomfomeIn A l ,  . . . , An. Dann können 
h~chstens 4" viele verschiedene Klauseln in Res* ( F )  vorkommen. (Jede der 
n Atomfomeln kann in einer KIausel: positiv vorkommen, negativ vorkom- 
men, positiv und negativ vorkommen, überhaupt nicht vorkommen. Dies sind 
4 Möglichkeiten). In jedem Schritt von ResYF) nach ResEt1 (F) könnte ge- 
rade nur eine weitere Klausel hinzu kommen. Als (grobe) obere Schranke für 
k erhalten wir deshalb: k 5 4". 

32. Dasselbe Argument wie in Übung 3 1 zeigt, dass I Res" ( F )  I 5 4". 

33. -4 A B A C ist eine Folgerung von F gdw. G := F U { {TA ,  -B, 1C)) 
unerfüIlbar ist. Dieses zeigt der folgende Resolutionsbeweis: 





&. Die Homformelbedingung garantiert nun, dass weder in K1 noch in K2 
zwei positive Literale vorkommen können, und damit ist gewährleistet, dass 
der eben drskutierte Fall nicht eintreten kann. Es gilt also K"' = K7. 

39. Falls F keine positive Klause1 enthält, so kommt in jeder Klausel minde- 
stens ein negatives Litera1 vor. Indem wir nun alle Atomfonneln mit 0 belegen 
(und dadurch diese negativen Literale den Wert 1 erhalten), erhalten wir eine 
erfüllende Belegung f i r  F. 

40. Diese Aufgabe wird in Abschnitt 2.6 gelöst. 

41. Angenommen, es gibt eine Resolutionsherleitung der Ieeren Klausel aus 
F, die mit weniger als [ G ]  - 1 Schritten auskommt. In diesem Resolutions- 
beweis können höchstens IGI - 1 Klauseln aus F vorkommen. Diese IGI - 1 
Klauseln bilden eine unerfüllbare Teilmenge von F. Dies widerspricht der 
Minimalitat von G. 

42. Wir definieren zunächst Frei(t) induktiv über den Temaufbau von t.  
Falls t = rc für eine Variable X, so ist Frez(t) = {X). 
Falls f die Form hat t = f ( t l , .  . . , t k ) ,  SO ist Fre i ( t )  = Frei( t , )  U - + + U 
Frei( tk) .  
Wir fahren nun mit den Formeln fort. 
Falls F eine atomare Formel ist, also die Form F = P(t l ,  . . . , t k )  hat, so ist 
Frei(F) = Frei( t l )  U - + - U Fre?:(tk). 
Falls F = lG, so ist Frei(F) = Frez(G). 
Falls F = (Gv H )  oder F = (G AH), so ist Frc i (F )  = Frez(G) U Fre i (H) .  
Falls F = 3xG oder F = QxG, so 1st FreiCF) = Frei(G) - {T}. 

Terme: 

Die folgenden Vorkommen von Variablen sind frei (dic anderen sind somit 
gebunden): 

44. d = (UA, I*) wobei UA = { U ) ,  f A ( a )  = u, pA = u. 
B = (Uh ISS, wobei UE = { G ) ,  fB(a) = a, P" = {(U, a,  a)} .  

45. Wir geben drei Strukturen an, so dass A, gerade nicht Modell für F, ist, 
aber für die anderen beiden Formeln. Der Grundbereich sei jedes Mal die 
Menge {1,2,3) .  

PA1 = Q 

PA= = { ( I ,  I), ( 2 , 2 j ;  (3: 31, (1 ,2) )  
PA = {(I,  I ) ,  (2,2), (3,31,(1,2), (2,1),(2,3), (3 ,2))  

46. Syntax: Falls tl und t2 Terme sind, so ist (tl = t 2 )  eine Formel. 
Semantik: Falls F die Form ( tr  = t 2 )  hat, so gilt: 

1, falls A(tl) = A(tz) 
0, sonst. 

47. (a) Ja. (b) Nein. (C) Ja. 

48. Flir (a) genügt es offensichtlich zu zeigen: F ist gültig g n a u  dann, wenn 
VxF gültig ist. Es gilt: 

F ist gültig gdw für alle (zu F passenden) A ist A ( F )  = I gdw für alle (zu 
F passenden) A und für alle a E UA ist AITI f i1 (F)  = 1 gdw für alle (zu F 
passenden) A ist A ( V z F )  = 1 gdw Q z F  ist gültig. 

(b) zeigt man analog. 

50. Sei a ein beliebiges Element aus FA. wr definieren nun B = (u~, I~ij mit 
Uo = U { h l ,  . . . , b,-, 1. Ferner ist IB eine Erweiterung von I J ,  SO dass fiir 



jedes Prädikatsymbol P, für das IA definiert ist, gilt: (. . . , b„. . . . b,, . . .) E 
PB gdw. (. . . , n, . . . , a, .  . .) E PA. Ähnlich wird mit den Funkhonen ver- 
fahren: f "(. . . , b„ . . . , b j ,  . . .) = f A ( .  . . , U ,  . . . , U! . . .). Mit dieser Definiti- 
on von B gilt Bl,/,l(F) = AI,I,l(Fj für alle Variablen X, FormeIn F und 
U E { b l ,  . . . , h,-,).  Nun kann durch Induktion über den Formelaufbau ge- 
zeigt werden, dass A ( F )  = BIF). Wenn also A ein Modell für F ist, dann 
auch B. Der interessanteste Fall bei deser Induktion entsteht, wenn F die 
Bauart VTG hat. Dann gilt: A(F) = 1 gdw. für alle u E U* gilt ALTIM] (F) = 1 
gdw. für alle ?J, 6 UB gilt B[,/,](F) = 1 gdw. B(VxG) = 1. 

Ein entsprechender Beweis zeigt die Existenz von B,. 

51. F = VxbVx((x = y) V (y = z j  V (T = z )  j .  WesentIich ist hier das Vor- 
handensein der IdentitM. Die vorige Ubung ist nur für Formeln ohne Identität 
korrekt. 

53. F = VzVyVz( f (T, f (P, 4) = f (f (X, y) , z )  ) (Assoziativität) 
A 3 x ( b ( f  ( X ,  Y) = Y) (neutrales Element) 

P, V y 3 4 f  (Y, J )  = 2)) (Inverse) 

54. F = IsEmpty(nul1stack) 

~VzVplIsErnpty(psh(x ,  y ) )  

~V~cV?/I to~i(push(s ,  Y ) )  = Y )  
A ~ X ~ Y ( P * ( P . ~ ~ ( X :  Y)) = 2) 
~ V x ( l I s E m p t y ( x )  + ( p s h ( p o p ( x ) ,  top(xj)  = X)) 

55. Gegenbeispiel für beide Inäquivalenzen: Sei die Grundmenge von A die 
Menge der natürlichen Zahlen. Die Interpretationen von F und von G seien 
so beschaffen, dass AkJnl(F) genau dann = 1 ist, wenn n geradzahlig ist, und 
bei G entsprechend mit ungeradzahlrgern n. 

56. Sei A eine beliebige, zu F und G passende Struktur. Es gilt: A(F) = I 
genau dann, wenn aus A(3xP(s) j = 1 folgt A ( P ( y ) )  = L. Dies gilt genau 
dann, wenn folgendes gilt: Wenn es ein Element u E lj'A mit PA(u) gibt, dann 
muss auch PA(yA) gelten. Nochmals anders ausgedrückt: für alle u E UA 
folgt aus PA(u),  dass PA(yA) gilt" Diese letzte Formulierung entspricht aber 
gerade A(G) = 1. 

57. A(Vz3yP(x, y)) = 1 gilt genau dann, wenn es für jedes ,IL E U> ein 
11 E L> gibt mit pA(u ,  V).  

Ferner ist A(3yVxP(s, Y)) = 1 genau dann, wenn es ein u f UA gibt, so dass 
für alle v E UA gilt: pA(u,  V ) .  

Die erste Aussage folgt offensichtlich aus der zwerten. 
Die Umkehrung gilt jedoch nicht, wie das Gegenbeispiel 

zeigt. 

58. Wir zeigen zunächst eine Variante des Überf~hnin~slernmmas für Terme 
t ,  t' und Variablen X 

A(t'[x/tl) = drZ~~(t) l ( t ' l  
durch Induktion über den Aufbau von t'. 
Für t' = y - also eine andere Variable als X - gilt: 

Fiir t' = X gilt: 
A ( t 1 [ x / t l )  = Alt) = A[z/~(t)](t ')  

Falls t' die Form hat t' = f ( t l ,  . . . , t,), n, > 0, so gilt - unter Verwenden der 
tnduktionsvoraussetzung f ik  die t,: 

Wrr zeigen nun das Überführungslernma durch Induktion über den Formel- 
aufbüu von F. 
Falls F eine atomare Formel ist, also F = P(t , ,  . . . : t,), so geht der Beweis 
analog zu dem oben gegebenen (ersetze f durch P). 
Falls F die Form F = (G V H) hat, so gilt 

A ( F [ x / t ] )  = 1 gdw. A(G[s/t] V H[rc/t]) = 1 
gdw. A(G[z/t]) = a oderA(H[x/t]) = 1 

gdw- A[x~~(t )J(G)  = 1 oder A[T/A(~)] (H)  = 1 
gdw. A[,JA(~)] (G V H )  = 1 



Die Fälle F = (G A H )  und F = 1 G  gehen analog. 
Habe nun F die Form F = 39G, dann gilt: 

A(F[x / t ] )  = 1 gdw. e s g i b t e i n ~ ~  E U ~ m i t A [ ~ ~ , ~ ( G [ x / t ] )  = I 

gdw. es gibt ein 71 E U* mit .Alyl'ul[zlA(i)l (G) = 1 
gdw. esgibt ein u E U ~ r n i t d ~ ~ ~ ~ ( + ) ~ ~ ~ ~ ~ ~ ( G )  = 1 

gdw. A[x/a(t)l (3vG) = 1 

(Bei dieser Umformung wird die Voraussetzung verwendet, dass I, in -t nicht 
vorkommt). 
Der Fall F = VyG geht analog. 

60. pmcedure umform(F: Formel; var G: Formel); 
begin 
if F Atomformel then G := F 

else if F = 7Fl then begin 
umform(Fl, GI); 
G := reverse(G1); 
( reverse dreht die Quantoren um ) 

end 
eIse if F = (F1 o F,) then begin 

umfom(F1, G1); 
umform(&, 452); 
G := merge(G1, Gz, 0) ;  

{ merge vereinigt die Quantorenfolgen und 
verknüpft die Matnzen von GI, G2 mittels o } 

end 
else if F = QTFI then begin 

umform(FI, G,); 
G := add(Gl. Q); 
{ add fugt zu GI den Quantor Q hinzu } 

end; 
end 

61. Vx3.ir37i(P(z, g(u, f (X))) V 7Ql.z)  V -R(v, y)) 

62. VxVz(+(a, h(x,  21) V Q(f (23, d n , ) ) ) .  
fierbei sind q und k neu eingeführte Skolemfunktionen. 

63. Bereinigen: 

Vz3y(P(x, g(y), z )  V +tQ(t)) /1 -Vu3viR(f (V, U): U )  

(Eine mögliche) Pränexform: 

VzEi7,3u3tVv((P(a, g(y), z )  V lQ(t)) A R(f ( V ,  U ) ,  u) 

Skolemfonn hierzu: 

vzvv(lP(x, g(hIz)), 2 )  V i Q ( i ( ~ ) ) )  h R ( f  ( v , j I ~ ) ) ~  j(2)) 

64. WEr führen dies auf den bereits bewiesenen Fall zurück: Zu gegebener 
Formel F bezeichne F' die bzw. eine Skolemfonn von T F  und bezeichne 
die in der Übung eingeführte Formel, die keine Allquantoren mehr enthalt, 
wenn man den Algorithmus auf F anwendet. 
Es gilt: F ist gültig gdw. 1F i s t  unerfwllbar gdw. F' ist unerfüllbar gdw. 
1F' E F ist gültig. 

65. Wie im Lösungshnweis bereits angedeutet, muss der Algorithmus die 
Formel von links nach rechts abarbeiten und umformen. Hierbei wird bei je- 
dem Vorkommen eines Quantors festgestellt, ob sich dieser im W~rkungsbe- 
reich einer geraden oder ungeraden Anzahl von Negationen befindet. Die zu 
eliminierenden Quantoren (und dazugehörigen Variablen) sind dann gerade 
die Existenzquantoren mit einer geraden Anzahl von Negationen und die All- 
quantoren mit einer ungeraden Anzahl. Für jede zu eliminierende Variable 
wird - wie bekannt - ein neues Skolem-Funktionssymbol eingeführt und ein- 
gesetzt. Die Stelligkeit (und die Art der Variablen-Argumente der Funktion) 
ergibt sich aus den zuvor nicht eliminierten Quantoren bzw. Variablen. 

66. Die kurzeste Losung ist folgende: (2,4, 3 ,4 ,4 ,2 ,  1 ,2 ,4 ,  3 , 4 , 3 , 4 , 4 , 3 ,  
4,4,2,1,4,4,2,1,3,4,1,1,3,4,4,4,2,1,2,1,1,1,3,4,3,4,1,2,1,4,4, 
2 , 1 , 4 , 1 , 1 , 3 , 4 , 1 , 1 , 3 , ~ , 1 , 3 , 1 , 2 , 1 , 4 , 1 , 1 . 3 ~ -  

67. Wir zeigen dies zunächst für die Prädikatenlogik mit Identität und für 
das Erfüllbarkeitsproblem. (Für das Gultigkeitspmblem fo lg  die Behauptung 
dann unmittelbar). 
Zunächst wird die gegebene Formel so erfüllbarkeitsäquivalent umgeformt, 
dass keine ineinander verschachtelten Funktionen mehr vorkommen. Dies 
kann durch Einführen neuer Variablen erreicht werden. Beispiel: Aus 
QxPIf (g(x))) wird VX~Y((Y = Y(x)) + P(f (Y))). 
Für jedes vorkommende V,-stellige Eunktianssymbol f führen wir dann ein 
neues (n -f- 1) -stell iges Pradi kat Pf ein und verknüpfen cEie ursprüngliche For- 
mel konjunktiv mit folgenden LLAxiomen": 



. . .  A V X ~ + + . V ~ ~ ~ Y P ~ ( ~ J ~ , + . ~ ~ X ~ I / )  
(Funktionali tät) 

A vx I . n .  v ~ ~ t J l b v ~ ( ( P ~ ( ~ 1  , . . . ,  x m ~ ) A P f ( ~ 1  , . . . , ~ , , ' l ~ ) j t ( ~ = ~ ~ ) )  

(Rechtseindeutigkeit) 

Dann ersetzen wir schrittweise jedes Vorkommen von in der ursprünglichen 
Formel F, also 

F = . . . f { t l l . .  . t n ) .  . . 
durch 

h ( P f  ( f l ,  . . . , trl> 2) + (. . . 2 . . .)) 
Die neue Formel enthält keine Funktionssymbole mehr und ist erfüllbar genau 
dann, wenn es die ursprüngliche war. 
In ähnlicher Weise kann man die Gleichheitszeichen eliminieren. Wir führen 
ein neues zweistelliges Prädikat E ein, ersetzen jedes Vorkommen von = 
durch E und fügen weitere "Gleichheitsaxiorne" an die Forme1 an. Dies sind 
zuniichst die drei Axiome für Äquivalenzrelationen und schließlich noch für 
jedes vorkommende k-stellige Pridikatsymbol P: 

(Alle vorkommenden Variablen sind universell quantifiziert). 

Eine andere Beweismäglichkeit besteht darin, eine Reduktion von einem be- 
kannten unentscheidbaren Problem auf das Erfullbarkeitsproblem der Prädi - 
katenlogik so anzugeben, dass eine Formel entsteht, die eine Skolemfonn ist. 
Das hei Bt, in diesem Fall ist der Skolemsiemngsalgo~thmus umkehrbar, und 
wir erhalten eine erftillbarkeitsäquivalente Formel ohne Funktionssymbole. 
Diese Vorgehensweise gelingt 2.B. bei einer Reduktion vom "Dominopro- 
blem" aus (vgl. Lewis und Papadimitriou). 

68. Das Problem ist gleichwertig mit dem Problem festzusteIIen, ob die beiden 
regulären Sprachen 

{xi, . . . 5iR I n > 1, i ,  f ( I , .  . . , k}} 
und 

{PU .-.Yzm l m 2  I? iJ E { l , . . . , k } }  

einen nicht-leeren Schnitt hüben. Dieses Problem ist entscheidbar (vgl. das 
Buch von Hopcroft und Ullman). (Da die regulären Sprachen effektiv untcr 
Schnitt abgeschlossen sind, ist das Problem auch gleichwertig mit der Frage, 
ob eine gegebene reguläre Sprache leer oder nicht-leer ist). 

69. Definiere eine ~~uivalenzrelation R auf U* wie folgt: Es gilt uR71 genau 
dann, wenn für z = 1, . . . , ?L gilt: P ~ ( u )  gdw. Pt(v). Seien [ul], . . . , [T&] 

die von R erzeugten Äquivalenzklassen. Es gilt nun k 5 Zn, und folgende 
Struktur B = (Ua, I B )  ist Modell für F: WB = ([.,L,], . . . ; Luk]) und PF([uj])  ist 
definiert wie P:'(TL,). 
Hieraus folgt, dass die monadische Prädikatenlogik entscheidbar ist, denn 
man kann systematisch alle Strukturen mit einem Gmndbereich bis zur 
Mächtigkeit 2" durchprobieren, und dies sind nur endlich viele. 

70. Wenn das beschriebene Problem entscheidbar ist, dann gibt es einen AI- 
gorithmus B, der bei Eingabe von (beliebigen) A (Ä ist die Beschreibung 
des AIgorithmus' A) immer nach endlicher Zeit stoppt und "ja" oder "nein" 
ausgibt, je nachdem ob Pi, angesetzt auf stoppen würde oder nicht. Aus 
diesem fiktiven Algotithmus B ließe sich dann ein Algorithmus C gewinnen 
(C benutzt B als "Unterprograrnm"), der folgendes Verhalten hat: Angesetzt 
auf eine Eingabe stoppt C genau dann, wenn B bei derselben Eingabe "nein" 
ausgeben würde, ansonsten steppt C nicht (vgl. Skizze). 

Nun gilt: C angesetzt auf C stoppt genau dann, wenn B angesetzt auf 
"nein" ausgibt. Dies wiederum ist (wegen B's hypothetischen Verhaltens) ge- 
nau dann der Fall, wenn C angesetzt auf seine eigene Beschreibung C nicht 
stoppt. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Eingangsannahme der Entscheid- 
barkeit falsch war. 

71. Axiomatisierbare Theorien sind rekursiv aufzahlbar (vgl. Übung 731, d.h. 
es gibt ein algorithmisches Verfahren, das dle Sätze der Theorie der Reihe 
nach ausgibt (ohne je zu stoppen). Soll nun von einer Aussage F entschie- 
den werden, ob F ein Satz der Theorie ist oder nicht, so lasse man dieses 
Aufzählungsverfahren solange laufen, bis entweder F oder 1F ausgegeben 
wird, dies liefert dann die entsprechende Entscheidung. Dass entweder F oder 
1 F  ein Satz der Theorie sein muss (und damit irgendwann aufgezählt wird), 
wird durch die Vollständigkeit garantiert. 

72. Es ist nur noch PA zu spezifizieren. Am einfüchsten erhält man in chesem 
Fall ein Modell durch PA = {(@,@:T) ( 0, P ,  "y f ( F ) } .  

73. Die Richtung von rechts nach links ist einfach: Anzenommen M # B ist 



rekursiv aufzählbar mittels der Funktion f .  Dann ist das Folgende ein Semi- 
Entscheidungsverfahren f i r  M: 

input (X) ; 
for n := 0,1,2,3,. .. do 

if f (n) = X then stop; 

Für die Umkehrung benötigen wir einen Trick, der oft dove-tailing genannt 
wird. Wir müssen zunächst daran erinnern, dass es eine berechenbare Bijekti- 
on C : IN X IN + lN gibt, etwa durch c(z, y) = ((X + y) . (X + y + 1)) J 2  +X. 
Die folgende Tabelle zeigt den Werteverlauf von C. 

Die Umkehrabbildungen n = e ( x ,  y) H X und n = c(x, y) t, y sind offen- 
sichtlich berechenbar. 
Angenommen M # 0 ist serni-entscheidbar mittels Algorithmus A. Sei a 
ein festgehaltenes Element aus M. Wir müssen eine totale und berechenbare 
Funktion f angeben, so dass M der Wertebereich von f ist. Der folgende 
Algorithmus berechnet f:  

input (n) ; 
Interpretiere n als Codierung eines Paars von natürlichen Zahlen, 
als0 R = c ( x , ~ ) .  

if A angesetzt auf z stoppt in y Schritten 
then output(x) else output(a); 

Der Algorithmus stoppt offensichtlich immer und kann nur Wörter ausgeben, 
die in M liegen. Daher ist f eine totale und berechenbare Funktion und der 
Wertebereich von f ist eine Teilmenge von M. Sei nun umgekehrt z E M 
beliebig. Dann stoppt A, angesetzt auf z innerhalb einer gewissen Schrittzahl 

.s. Sei n = c(z ,  s). Dann gilt aufgmnd der Konstruktion des AIgorithmus' für 
f, dass f (n) = z. Also ist M eine Teilmenge des Wertebereichs von f .  Somit 
hat f die gewünschten Eigenschaften. 

74. Angenommen, eine Menge M # 0 wird durch eine berechenbare Funkti- 
on f aufgeziihlt mit f (n) 5 f (n-t I) für alle n. Wenn M eine endliche Menge 
ist, so ist M trivialerweise entscheidbar. Für das Folgende sei M also eine un- 
endliche Menge. Das bedeutet, dass für unendlich viele n, f (n)  < f (n + 1) 
gilt Diese Beobachtung garantiert, dass der folgende Entscheidungsalgorith- 
mus für M immer in endlicher Zeit mit einer Ausgabe stoppt. 

input (X); 

forn := 0,1 ,2 , .  . . dobegin 
if f (n) = z then output (1); 
if f (n) > X then output (0); 

end 

75. Eingabe: (xl, yl), . . . , (xk, yk). 

for n := 1 , 2 , 3 , .  . . do 
for alle Indexfolgen ( i T l  . . . , in) f (1, . . . : k)" do 

if xii . . . zi, = ui, . . . yin then stop 

76, Sei p eine Konstante, nämlich der Professor. Ferner benötigen wir die 
Prädikate: S(s, y) ( X  ist Student von y), Q(x )  (T ist glücklich), L(x)  ( X  mag 
Logik). 
Die Aussagen lauten: 

Umformen in KIauseldarstellung von (a) und ~ ( b )  ergibt: 

Der Beweis ist erbracht durch 



77. Nehmen wir an, zu "entflechten" sei s7 i l i l  sub2. Teste für jede Einselsub- 
stitution [x / t ]  in Y T L ~ ~ ,  ob t eine (oder mehrere) Vanable enthält - sagen wir ?I 
- die in subz ersetzt wird, 2.B. durch [y/s] . Ersetze in diesem Fall [.r/t] durch 
[x/tI~/sll- 

79. Bei dem angegebenen Beispiel wächst bei jedem Unifikationsschritt Lsub 
etwa auf die doppette Lmge an. Daher hat jeder Algorithmus, der Lsu6 expli- 
zit - etwa als String - intern reprhentiert, exponentielle Laufzeit. Hier hilft 
das Verwenden von Zeigern weiter: Sobald in einem Literal eine Variable X 
durch einen Term t im "gegenüberliegenden" Literal crsetzt werden muss, 
wird lediglich ein Zeiger von X nach t eingerichtet. Diese Zeiger sind in einer 
"Variablenbindungsliste" zusammengefasst. Hierdurch wird vermieden, dass 
t (evtl. mehrfach) dupliziert werden muss, um für (alle Vorkommen von) X 
einkopiert werden zu können. 

84. (a) Die Existenz eines rechts-neutralen Elements wird ausgedrückt durch: 

Negieren dieser Aussage und Umformen in Kiauseldarstellung ergibt: 

Gesucht ist nun ein Resolutionsbeweis, der auf den Klauseln (a j ( f )  basiert. 
Die folgenden Beweise wurden per Computer gefunden. Der kompakteren 
Darstellung wegen verkürzen wir mehrere, drekt aufeinanderfolgende Reso- 
lutionsschritte graphisch in einen einzigen Schritt (sog. Hypemsolirtion): 

(b) Wir müssen zuniichst das Kommutativgesetz formulieren: 

Dies ergibt die Klausel 

(6) {'P(x: Y1 SI ,  p ( ~ 1 ~ : z ) )  



Die Behauptung formulieren wir als 

Umformen der Negation in Klauseldarstellung ergibt zwei Klauseln: 

Hierbei sind U ,  6, c Skolemkonstanten. Eine Herleitung der leeren Klausel aus 
(a)-(e) und (g)-(i) ergibt sich wie folgt: 

85. Da nur von Drachen die Rede ist, verzichten wir auf ein explizites Prädikat 
''Drache sein". Wir führen die felgenden Prädikate ein: 

Ki(x,  y) . . . X ist Kind von y.  

Fl(xj . . . z kann fliegen. 
Gl(x)  . . . X ist glücklich. 
Gr(x )  ... xistgrün. 

Die gegebenen Fakten übersetzen wir zunächst in folgende prädikatenlogi- 
sche Formeln. 

Wir formen um i n  Klauselform und erhalten: 

Die zu beweisende Behauptung lautet 

Vw (Gr (W) 3 GI (W)) .  

Umformen der Negation der Behauptung in Klauselform ergibt die beiden 
Klauseln 

Ein Beweis der Behauptung ist gegeben durch das folgende Diagramm: 

86. Wir übersetzen in prädikatenlogische Formeln. Als Grundrnengc wird die 
Menge aller Personen (einschließlich Barbiere) verstanden: 

(a) Vx(B(x) + Qy(lR(y, Y) 4 R b ,  Y))) 
(b) -3a(B(z)  r\ 3u(R(h,u) i\ R(z,  U ) ) )  

Dies ergibt fotgende Klauseln: 



Die zu beweisende Formel ist 73vB(v) .  Umformen der Negation dieser For- 
mel in Klauselfonn (dabei muss eine Skolem-Konstante a eingeführt werden) 
ergibt: 

Ein Beweis der Behauptung ist gcgeben durch folgendes Diagramm. 

87. Sei n die Anzahl der Atomformeln. Seien P(n)  bzw. L(n) die im Beweis 
der Vollstiindigkeit der P-Resolution bzw. linearen Resolution erzeugten Be- 
weislängen (bezogen auf das Beispiel des Aufgabenstellung). Dünn ergeben 
sich die Rekursionsgleichungen: 

Diese Gleichungen haben die Lösungen: 

88. Bei dem Beispiel 

{A, B ) ,  (4 + I 1  {TA: B} ,  (TA: TB) 

einer unerfüllbaren Klauselmenge kann bei Einhaltung sowohl der P- als auch 
der N-Restriktion im ersten Schritt nur {A, B) und {TA:  T B }  resolviert wer- 
den (was die beiden Resolventen (B, T B )  und { A ,  1,-2} ergibt). Weitere Re- 
solventenbildungen sind dann nicht mehr möglich. 

89. Sei (XI, K 2 , .  . . , &) die Folge derjenigen Klauseln, die in Schritt 1 
bzw. 2 des Markiemngsalgorithmus' aus Abschnitt 1.3 Anlass zu Marhe- 
rungen geben. (Dies srnd in Schritt 1 die einelementigen, positiven Klau- 
seln und in Schritt 2 alle Klauseln der Form K, = {-.41, . . . . lrl„ B )  bzw. 

K, = { -A l , .  . . , TA,) (wobei A I , .  . . , An bereits markiert sind). Bei einer 
unerfülIbaren Formel ist dann die letzte Klausel h'„ eine negative Klausel. 
Wir streichen noch aus dieser Folge alle "übe~üssigen" Klauseln heraus, al- 
so solche Klauseln, deren positives Litera1 in keiner späteren Klausel mehr 
negativ vorkommt. Die entstehende Folge kann in umgekehrter Reihenfolge 
zu ernem SLD-Resolutionsbeweis zusammengesetzt werden, der auf der ne- 
gativen Klausel K„ basiert: 

90. Da die N-Restriktion vollständig ist, gibt es für jede unerfüllbare Horn- 
klauselmenge einen Resolutionsbeweis, in dem immer mindestens eine El- 
ternklausel negativ ist. Die Hornklauseleigenschaft garantiert, dass alle Re- 
solventen in einer solchen Resolutionsherleitung negativ sind. Zwei negüti- 
ve Klauseln können jedoch nicht miteinander resolviert werden. Somit ergibt 
sich, dass eine Elternklausei immer aus dem Input stammen muss. Dieser N- 
Resolutionsbeweis ist also gleichzeitig ein Input-Resolutionsbeweis. 

91. Wir zeigen durch Induktion über die Anzahl der vorkommenden Atomfor- 
meln, dass jeder Einheitsresolutronsbeweis in einen Input-Resolutionsbeweis 
überführt werden kann. Der Induktionsanfang n = 0 ist klar, Angenom- 
men, wir haben einen Einheitsresolutionsbeweis für eine Klauselmenge F 
mit n > O Atomformeln gegeben. Dann muss in der Ausgangskfauselmen- 
ge mindestens eine ernelementige Klausel vorhanden sein, z.B. {L). Wir be- 
trachten nun FLeI. Diese Klauselrnenge besitzt gleichfalls einen Einheitsreso- 
lutionsbeweis (der sich abzüglich von Resolutionen nach L aus der Struktur 
des ursprünglichen Beweises ergibt). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es 
einen Input-Resolutionsbeweis für FL=l.  Wicdereinführen von ¿ in dicsen 
Beweis liefert eine Input-Resolutionsherleitung von von { E ) .  Diese Klausel 
kann dann im letzten Schritt gegen {L) resolviert werden. Dieser letzte Schritt 
ist ebenfalls eine Input-Resolution. 

Die Umkehrung zeigen wir auch durch eine Induktion über die Anzahl der 
vorkommenden Atomformeln. Der Induktionsanfang n = 0 ist klar. Ange- 
nommen, wir haben einen Input-Resolutionsbeweis für eine Klauselmenge F 



mit n, > 0 Atornfomeln gegeben. Dann muss in der AusgangsklauseImen- 
ge mindestens eine einelementige Klausel vorhanden sein, z.B. {L}, denn im 
letzten Resoluiionssch~tt werden zwei einelementige Klauseln resolviert, und 
eine davon muss aus dem Input stammen. Dieser Input-Resolutions'beweis 
kann zu einem Input-Beweis von FfAXl verkürzt werden. Nach Induktions- 
voraussetzung gibt es einen Einheitsresolutionsbeweis für FL=i. Ferner kann 

mittels Einheitsresolutionen aus F erzeugt werden. Zusammengesetzt 
ergibt dies dann einen Einheitsresolutionsbeweis für F. 

92. Wir argumentieren semantisch: Sei F eine unerfüllbare Klauselmenge, sei 
I< eine Tautologieklausel in F und sei F' eine minimal unerfüllbare Teilmen- 
ge  von F. (Wir wissen, dass jeder potenzielle Resolutionsbeweis schon auf F' 
basieren kann). Dann gilt: K $! F' (und dies beweist dann die Behauptung). 
Begründung: Angenommen, K E F', d.h. F' - K ist erfullbar. Dann ist aber 
auch F' erfüllbar (mit derselben Belegung), da K eine Tautologie ist. 

Ein syntaktischer Beweis müsste aufzeigen, wie ein Resolutionsbeweis, so- 
fern er eine Tautologieklausel verwendet, umstrukturiert werden kann, so dass 
er ohne diese Klausel auskommt. 

93. Gegenbeispiel: 

Da Hornformeln höchstens ein positives Literal enthalten, wird in mindestens 
einer der Elternklauseln in einem Resolutionsschritt immer nur ein Literal 
zur Unifikation herangezogen. Es kann also höchstens in der anderen Eltem- 
Hause1 passieren, dass mehrere Literale durch den Unifikationsprozess ver- 
schmelzen. In diesem Fa1 1 kann dieser eine Resolutionsschritt immer durch 
mehrere aufeinander folgende binäre Resolutionsschritte ersetzt werden. Die- 
ser Umfomungsschritt zerstört nicht die bei Hornfomeln vollständigen Re- 
striktionen. 

94. Die genau eine-Bedingung ergibt zwei Klauseln: 

{ i l i e b t  (Eva,  Wezn),  -liebt(Anna, Wem)} 
{liebt(E?in, Wein), lieht(Anna, Wezn)} 

Zusammen mit der Aufrufklausel {~Eicbt(Eua,  z )  , Antwort (2)) ergibt sich 
nur ein möglicher Resolvent: {Eiebt(Anna, Wem) , Antwort(Wezn,)}. Die- 
ser könnte in Worten so interpretiert werden, dass die Antwort Wein i s t ,  wenn 
bewiesen wäre, dass Anna nicht Wein liebt. 

{ P ( k o p  f ,  k o p f ,  kop f ,  zahl, zahl, zahl ,  so)], 

{1P(X~,X2y X3, xd ,x5 i  x6, S),7R(X11 X), 1 R ( x 2 ,  ' 2 ) i  

p(ylr & 1  X3rX4i X5iX6i tl2(S))}i 

{ y P ( X I :  X2, X3, X4, AG, Xe ,  S ) .  l R ( X 2 ,  Y,},  l R ( X 3 ,  Y3), 
P(X1,  hi hrX41X5iX61t23(S))]l 

{ l p ( X l :  X?,X3.1%1 X5,X6. S):-'R(X3, y3)i'R(X4: Y i ) i  

p ( X l , X ? :  Yb X i  X 5 i X ~ i ~  f34(S)))i 
{lP(X1,X2,X3:X~lX5iX6:S)g~R(X4rh).~R(X~:%), 

P(X1, x2, Y4, Y5, X ~ i  t&(S)))l 
{ ~ P ( X I ,  X2,X3,X4, X5, X61 S ) ,  l f l ( X 5 ,  I$): 7R(Xsl & I l  

P(X11 X2i X3tX4i Y5: hrt56(S)?}i 
C R ( k 0 ~ f i  zahl) 1 ,  
IR(zahE7 kopf 11, 
{ ~ P ( z a h l ,  kop f ,  A l ,  knp f ,  zahl, kopf,  S ) ,  An,tuiort(S)} 

Hierbei sind Variablen durch Großschreibung zu erkennen. 

96. Diese Aufgabe lässt sich grundsätzlich nach dem gleichen Rezept wie die 
vorige (und die Affe-und-Bananen Aufgabe) lösen. Es entstehen so jedoch 
unangemessen viele Klauseln. 

97. (a) {mitjlied(tom)) 
(b) {mitglied ( m i k e ) }  
(C)  {mitglied(johra)} 
(d) {lmitgl ied(x) ,  skz(x), berg(z)) 
(e) {-berg(z),  liebt ( X ,  regen)) 
(0 {ysk i ( x )  , liebt ( X ,  schnee)) 
( g )  {yliebt (mrke, schnee), lIiebt(tom, schnee)} 
(h) {liebt ( t u rn ,  scknee j, liebt (mike, schnee)) 
(i) { l l ieb~(mike ,  regen), i l iebt(tom, regen)} 
(j) {lzebt(tom, regen), lieht(mike, regrrt)) 
(k) {Iiebt(rnike, schnee)) 
(1) {liebt(john, schnee)} 
(m) {lmitglied(a), lberg (X), s k i ( x ) ,  Antworf (x) }  

Der Gesuchte ist Tom: 



v- 
{~rn~t,~lied(x), ski (X), Antwort (X)} ( f j  

V 
{-.rnitglied (X), liebt (X, schnee), Ant~i)ort(x))  (a) 

V 
(liebt (tom, sch,nee), Antwort (tom)} (g) 

V 
{ilkieht (mike, schnee) , Anteriart(tom)} (k) 

V 
{Antworf(tom)} 

98. Antwort ( i ( k ( e ) ) )  . Mit anderen Worten: Links-Inverse sind auch Rechts- 
Inverse. 

99. Indern man den zweiten und dritten Parameter als Eingabeparameter ver- 
steht und den ersten Parameter als Airsgabeparametec 

Die Berechnung von 3+2 verläuft nun wie 
add(s(s(3(0))), ~ ( ~ ( 0 ) ) ;  Z,  add(~(~(~(3(0))))? ~ ( 0 1 ,  2) 

udd(s (s (s (~ (s (O) ) ) ) ) ,  0: 2) a, wobei sich im letzten Schritt die Substi- 
tution [Z/s(s(s(~(s(O)))))] ergibt. 

102. Mit Induktion nach y weist man leicht nach, dass n(1, y) = y + 2, 
u(2, y) = 2y+3, (I@. y) = 2Y+3 -3. Damit erhalten wir: a (4,2) = 4 3 :  ~ ( 4 1 ~ 1 ) )  
= a(3, a(3, a(4 ,O)) )  = a ( 3 ,  a(3,a(3, l j ) )  = a(3, ~ ( 3 ~ 1 3 ) )  = 4 3 , 6 5 5 3 3 )  = 
265533 3 > 1019728- 

Wir zeigen, dass n(x,  y) wohldefiniert ist durch Induktion nach X. Für X = 0 
und beliebiges ist a wohldefiniert als y + 1.  Für z > 0 und y = 0 ist a(x,  y) 

nach Induktionsvoraussetzung wohldefiniert als a(rc - 1: 1). Für X > 0 und 
y > 0 ist 

Daher wird a ( x ,  y) auf mehrfaches Auswerten von a(z- I, . . .) zurückgeführt, 
welches nach Induktionsvoraussetzung wohldefiniert ist. 
Logik-Programm: 

Ack(0, I', s (Y) ) .  
A c k ( s ( X ) ,  0 , Z )  :- Ack(X, s(O), 2). 

A c k ( s ( X ) ,  s (Y) ,  2) :- Ack( s (X) ,  Y, W ) ,  Ack(X,  W, 2). 

?- P(b, 2 )  

Antwort: 
X = a I 

104. Jede Programmklausel, wo dasselbe Prädikatsymbol sowohl vor als auch 
hinter dem Symbol :- vorkommt. 

105. Ein f nch(G * F, 0) :- Ein f ach(G, 0). 

Ein f uch(F * G ,  U) :- Ein jnch(G, 0). 

Ein f arh(F + G, H):- Ein f nch(G, 0), Einfach ( F ,  H ) .  
EPn f aeh(G + F, H ) : -  Ein f adl(G, U ) ,  Ein f ach(F, H ) .  
Ezn f ach(F * G,  H )  :- Ein f nch(G, l ) ,  Ein f ach(F, I-I). 
Ezn f ach(G * F H )  :- Etn f ach(G, 1) Ein f ach(F H). 
Ein f ach(F, F ) .  

(Hier wird die Beweis-Suchstrategie von Prolog vorausgesetzt). 



106. Wir betrachten zunächst den Fall, dass die Ableitung aus nur einem 
Schritt besteht. Genauer, wir zeigen, wenn Gsuh' mit einer Progrmmklau- 
sel K E F resolvierbar ist zu einem Resolventen K' (wobei der allgemeinste 
Unifikator sub angewandt wurde), 

Gsub' V:, 
dann sind auch G und K direkt resolvierbar zu einem Resolventen I<", so 
dass bei dieser Resolution ein allgemeinster Unifikator sub" angewandt wird 
und für eine geeignete Substitution s gilt: K' = Kt's. 

G K 

Die Behauptung beweisen wir wie folgt: K' ist Resolvent von Gsub' und K 
und hat deshalb die Form 

K' = ((Gsub' - L)  ( K  - Li))suh 

wobei L und L' unjfizierbx sind mittels sub.  Deshalb existiert in G ein Litera1 
L,,, so dass Losubl = L. Da sich subr und sub gegenseitig nicht beeinflussen 
(G und K sind variablendisjunki umbenannt), gilt Lgsub'~ub = Ltsub's~b. 
Das heißt, LU und L' sind unifiüerbar und damit G und K resolvierbar. Sei 
sub" allgemeinster Unifikator von Ln und L'. Dann gilt für eine geeignete 
Substitution s: sub'sub = subl's und ferner, dass 

K" = ((G - L,) U (K - Fjjsuh'' 

Resolvent von G und K ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Die allgemeine Form des Lifting-Lemmas erhält man nun durch iteratrves 
Anwenden der Behauptung (also durch Induktion). 

107. Die einzig mögliche erfolgreiche Rechnung liefert die Substitution [e/u]. 
Daher ist 

= {(P(a,  U) A P(a, 0))) 

309. Es gilt (durch Induktion nach n): UpF(0) C 0 ~ ? ' ( 8 )  für alle r i  2 0. 
Deshalb folgt F ~ F  OpF(Fp=). Sei umgekehri G E OpF(FpF) .  Dies ist 
der Fall, weil es aufgrund der Definition von OpF( ) entsprechende Formeln 
G I ,  . . . , Gk E FpF gibt. Es gibt einen Index n, so dass GI, . . . , GI, E 0~x0). 
Daher ist G E Op",+' (fl) FpF Damit ist die Fixpunkteigenschaft von F ~ F  
gezeigt. 
Sei nun M ein beliebiger Fixpunkt, also M = O p F ( M ) .  Dann gilt 0 C hf 
und wegen der Monotonie des OpF ( } Operatms: &)F(@) C O p p  (M) = M. 
Und weiter, für beliebige n, D$(@) OpF(M) = M. Deshalb ist F p F  = 
u,OpF(@) C M. Daher ist FpF der kleinste Fixpunkt. 
Als nächstes zeigen wir S„, (F, G) Sfixpunkt (Fi  G) .  Wenn H = (.41 A .  . . A 
ilk) sub E Sv„ (F, G), dann gibt es eine SLD-Heslei tung des Form 

Hierbei seien subl, . . . , sub, die verwendeten allgemeinsten Unifikatoren. 
Dann ist (AL A . . . A Ak)subl. .  . sub, das Rechenresultat und für eine ge- 
eignete Substitution s ist H = (Al  h . . . S\ Ak).9ubl . . .  sub,^. 
Indem wir die verwendeten Programmklauseln Kl, . . . , K, - also die Seiten- 
klauseln bei der Resolution - in umgekehrter Reihenfolge verwenden, und 
zwar in der mittels sub1 . . . S U ~ ~ S  grund-substituierten Version, erhalten wir 
die entsprechenden Formeln in Opk(@),  . . . , Oien,(@), die 'bezeugen", dass H 
in Sfixpunkt (F ,  G) liegt- 
Für die umgekehrte Inklusion sei H E Sfi,,,unkt (F, G). Hierki ist H = (Ai A 
. . . /\ AL) eine Gnindinstanz von (Al /\ . . . h Akj, wobei G = ?-Al, . . . , Ak. 
Es ist H E Fpp. Daher ist H für ein n in OpF(0). Aufgrund der Definition 
von OpF( ) können wir für i = 1,. . . , k gewisse Grundinstanzen K: = Ai 
:- B , .  . . , B i 3 ,  von Programmklauseln K, E F identifizieren, die für die 
Mitgliedschaft von A, in OpF(0) verantwortlich sind. Hierbei sind die BI, in 
OpF1 (fl). Aus diesen Angaben setzen wir den Anfang einer SLD-Resolution 
wie folgt zusammen: 



Diese Ableitungsfolge können wir nun nach dem gleichen Schema für n - 
1, n - 2 , .  . . ,1 fortsetzen. Tm Fa11 n = 1 können nur einelementige Fak- 
tenklauseln Ki angewandt worden sein. Daher ergibt sich am Ende die Ieere 
Klausel. (Bem: Da wir bei dieser Ableitung nicht immer nach dem am weite- 
sten links stehenden Litera1 in der Zielklausel resolviert haben, müssen wir - 
irn Vorgriff - eigentlich das Vertauschungslemma verwenden). 
Aus dem RechenresuItat dieser Resolutionsherleitung I ässt sich nun durch 
Grundsubstitution H gewinnen (Lifting-Lemma), also ist H in S„„ (F, G). 

111. Beispiel: a :- a.  

112. Nach der Ergebnisausgabe wird der Benutzer gefragt, ob er weitere 
Lösungen sehen will. Wenn ja, so wird success auf false gesetzt und einfach 
die Prozedur auswerte fortgesetzt. 

113. Wir drücken Symmetrie und Transitivität einer zweistelligen Relation P 
aus und geben einige Fakten über P-Beziehungen an: 

(a) 6). 
(b) P(c,B). 
(C} P ( X , Y )  :- P ( X , Z ) , P ( Z , Y ) .  
(d) P ( X ,  T) :- P(Y ,X) .  

Die Anfrage ?-PIc. U )  könnte beantwortet werden dusch Anwenden der Pro- 
grammklauseln (C), (b), (d), (a) - in dieser Rcihenfolge. Da jedoch die Regeln 
(C), (d) immer anwendbar sind, gerat der Frolog-Interpreter bei jeder Anord- 
nung der Klauseln in eine Endlosschleife. 

115. Der Prolog-Interpreter lieferk X = [rl ,  [d, e], b; C, n, C, f P. Irn zweiten Fa11 
ergeben sich die möglichen Antworten: 

,Y = [ I  Y = [U. b, C, a] 

X = [U] Y = [b, C .  U] 

X = [ u . b ]  Y = [ c , a ]  
X = [ a , b , c ]  Y = [ a ]  
X =  [a,b,c,a] Y = [ I  

116. Die "naive" Programmierung von recersc wäre folgende: 

reverse([ 1, [ 1). 
reverse([AIB], C) :- reverse(B, D), uppti.r~d(D, [Al, C), 

Diese hat jedoch den Nachteil, dass zum Umdrehen einer n-elemenligen Li- 
ste etwa n2 viele Rechenschritte auszuführen sind. (Dies ergibt sich dusch 
die fortgesetzten Anwendungen von a.ppend). Eine raffinierte Lösung ist die 
folgende: 

re.iierse(A, B )  :- rev(A,  [ I ,  B). 
rev(I I, z,z1. 
.r.ev([XIY], U, V )  :- rcv(Y, [Xllij, V ) .  

Diese Lösung hat nur einen Aufwand, der linear in n ist. 
Soll jede Teilliste gespiegelt werden, so ginge das etwa mittels 

deepreverse(X, X )  :- atomic(?l). 
deepreverse([ 1: [ 1). 
deepreverse([+4 131, C) :- deeprevcrsr(A, D); 

deepreverse(ß, E) ; 
append(B, [D], C). 

117. anzahl ( [ I ,  0). 
anzahl(X, 1) :- atornir(X).  
anzahl([X I Y], N) :- anzahl(X, 1Vlj, 

anzahl(Y, N 2 ) ,  
ihr is 1Y1 + 11-2. 



q.uort(Y2; 22), 
append(Z1: [X 1221,Z). 

pfirtition(X, [ J ,  [ I ,  [ 11. 
pnrtztion(X, [AIB], [AIYI], Y2) :- X 5 A,pnri2tion(X, B, Y1, Y2). 
pa~tz t ion(X,  [AIB], Y l ,  [AIY2]) :- X > A,partition(X, B ,  Y1, Y2).  

119. Eine vollständige Losung dieser Aufgabe würde den Rahmen dieses Bu- 
ches sprengen. Der LRser sei stattdessen auf che Bücher von Arnble und von 
Sterling, Shapiro hingewiesen. 

120. Für diese Aufgabe sei auf das Buch von Kluiniak und Szpakowicz ver- 
wiesen. 

121, Der Prolog-Auswertealgorithmus muss an zwei Stellen modifiziert wer- 
den: Als erstes muss (zwischen else und begin) ein Test eingebaut werden, 
der feststellt, ob D1 = !. Im positiven FA1 wird die Prozedur rekursiv mit 
auswerte.(?-Dz, . . . , Dk. sub) aufgerufen. Falls dieser rekursive Aufruf mit 
success=false zurückkehrt, wird eine globale Boolesche Variable cut auf true 
gesetzt (die mit false initialisiert wurde). 
Nach dem rekursiven Aufruf von auswerte innerhalb der while-Schleife muss 
eingefügt werden: 

if cut then 
begin 

if C*,1,. . . , Ci,„ enthält den cut then 
cut := false; 

return {Rückkehr aus der Prozedur) 
end 

Diese Modifikation ist nur für ein Vorkommen eines einzigen cuts korrekt. Im 
allgemeinen Fall müssen die cuts "markiert" bzw. nummeriert werden, um 
diejenige Prograrnmklausel, die für einen bestimmten cut verantwortlich war, 
feststellen zu können. 
Dieser allgemeine Fa11 tritt 2.B. in Ubung 125 auf. 

Wenn in diesem Fall C nicht beweisbar ist, wird wegen des cuts dre Regel a:-d 
(wie gewünscht) nicht mehr berücksichtigt. 

Fall 2: b ist nicht beweisbar: 

- b !  ?Lfj 

123. (a) Endlosschleife: 

(b) Die Klausel spaß an die erste Position bringen. 
(C) Die Klausel lustig :- unsinn ersetzen durch lustig :- !,unsinn. 
(d) spaß :- !,W&, lustig fuhrt dazu, dass Prolog mit der Antwort nein stoppt. 
spaJ3 :- witz, !,lustig und spaJ :- witz, lustig, ! führen auf Endlosschleifen. 

124. Ein Hornkl auselprogramm F besteht bekanntermaßen aus positiven Fak- 
ten und aus Regeln. Wenn T A  eine Folgerung aus F ist, dann ist F -+ T A  
eine gültige Formel und F A A unerfüllbar. Dies ist ein Widerspnich, denn 
F A A ist sicher dadurch erfüllbar, dass alle Atomformeln mit 1 belegt wer- 
den. 

122. Fall I: b ist beweisbar: 



a als Fakt vorhanden: 

?-nof(nut(not{a))) 
1 

?-not(not(a)), !, f nil 
1 [neinl 

?-not(n), !, fa i l ,  !, fnzl 
1 

? - U , ! ,  fad, !, fa i l , ! , fa i  
1 

I b 3-!, f ail, !, f ail ,  !, f ail 

?-fail,!, ja i l , ! ,  fail 

1 
?-!, S c l i l  

Icut] 

a nicht als Fakt vorhanden: 
1r-7 

?-!, f a d ,  !, f azl 
t 

?-fnr l , ! ,  fuil 

126. (a) ja. (b) ja. (C) Endlosschleife (d) Endlosschleife (e) ja, X = b. (f) 
ja, X = h. 
(Verschiedene PROLOG-Implementierungen können hier zu verschiedenen 
Antworten führen). 
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