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VYorwort

Durch die Entwicklung neuerer Anwendungen wie Automatisches Beweisen
und Logik-Programmierung hat die Logik einen neuen und wichtigen Stel-
lenwert in der Informatik erhalten. Das vorliegende Buch ist aus Vorlesun-
gen hervorgegangen, die im Sommersemester 1986 und 1987 im Rahmen des
Informatik-Diplomstudiengangs an der EWH Koblenz gehalten wurden. Ziel
dieser Vorlesung fiir Studenten im Grundstudium war es, diejenigen Teilge-
biete der Logik, die fiir die Informatik eine besondere Relevanz haben, zu
betonen, um so den Studenten einen frithzeitigen und theoretisch fundierten
Zugang zu modernen Anwendungen der Logik in der Informatik zu ermégli-
chen.

Vorausgesetzt wird ein gewisses Mall an mathematischem Grundverstiindnis,
wie Umgang mit der mengentheoretischen Notation, Flihren von (Induktions-
)Beweisen etc. Dariiberhinausgehende mathematische Spezialkenntnisse sind
jedoch nicht erforderlich. Gleichfalls wird Vertrautheit mit einer konventio-
nellen Programmiersprache, wie PASCAL, angenommen.

Fiir die Erstellung des Manuskripts bedanke ich mich herzlich bei Eveline
Schneiders und Rainer Schuler und fiir das Korrekturlesen bei Johannes
Kdobler.

Koblenz, September 1987 U. Schoning



Vorwort zur zweiten Auflage

In der zweiten Auflage wurden eine Reihe von Fehlern und Unstimmigkeiten
beseitigt, einige erginzende Kommentare hinzugefiigt, sowie das Literatur-
verzeichnis mit aktuellen Zitaten erweitert.

Vorwort zur dritten Auflage

Die wesentliche Anderung in der dritten Auflage ist, dass Losungshinweise
zu den Ubungsaufgaben gegeben werden. Viele Studenten und Kollegen sind
mit diesem Wunsch an mich herangetreten.

Vorwort zur vierten Auflage

Aufgrund verschiedener Leserzuschriften — fiir die ich mich herzlich bedanke
— habe ich einige Textpassagen liberarbeitet und Tippfehler beseitigt.

Vorwort zur flinften Auflage

Einige wenige Passagen wurden nochmals iiberarbeitet. Die wesentlichen
Anderungen sind, dass das Layout des Buches modernisiert und der Text an
die neue Rechtschreibung angepasst wurde.
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Einleitung

In der formalen Logik wird untersucht, wie man Aussagen miteinander ver-
kniipfen kann und auf welche Weise man formal Schliisse zieht und Beweise
durchfiihrt. Hierbei ist die Logik bestimmt durch eine konsequente Trennung
von syntaktischen Begriffen (Formeln, Beweise) — dies sind im Wesentlichen
Zeichenreihen, die nach gewissen Regeln aufgebaut sind — und semantischen
Begriffen (Wahrheitswerte, Modelle) — dies sind “Bewertungen” oder “Inter-
pretationen” der syntaktischen Objekte.

Nachdem sich die Logik aus der Philosophic entwickelt hat, sind die ur-
spriinglich untersuchten Fragestellungen mehr grundsttzlicher, philosophi-
scher Natur: “Was ist Wahrheit?”, “Welche (mathematischen) Theorien sind
axiomatisierbar?”, “Welches sind Modelle fiir gewisse Axiomensysteme?”,
usw. Allgemein ldsst sich sagen, dass die Logik auf das Grundsdtzliche, die
Informatik mehr auf das (per Computer) Machbare ausgerichtet ist.

Die Informatik hat sich mancher Teilgebiete der Logik bedient, z.B. bei der
Programmverifikation, der Semantik von Programmiersprachen, dem Auto-
matischen Beweisen und in der Logik-Programmierung. Dieses Buch konzen-
triert sich auf diejenigen Aspekte der Logik, die fiir die Informatik relevant
sind. Die Informatik-Ausbildung umfasst von Anfang an den Umgang mit
rekursiven Definitionen, Datenstrukturen und Algorithmen, ebenso wie die
Trennung von Syntax und Semantik bei Programmiersprachen. Dieses Buch
orientiert sich an diesem den Informatikern vertrauten Stil, Insbesondere wer-
den viele mehr auf das Prinzipielle ausgerichtete Resultate der formalen Lo-
gik unter einem algorithmischen Gesichtspunkt behandelt,

Im ersten Teil wird die Aussagenlogik cingefiihrt, wobei bereits ein Schwer-
punkt auf den Resolutionskalkiil gelegt wird. Dieses Vorgehen wird dann
im zweiten Teil, in der die Priidikatenlogik behandelt wird, fortgesetzt. Der
Schwerpunkt liegt hier auf der Herbrandschen Theorie und darauf aufbau-
end, dem Resolutionskalkiil in der Priidikatenlogik, der Grundlage der mei-
sten automatischen Beweisverfahren ist. In diesem Zusammenhang werden
insbesondere Entscheidbarkeitsfragen diskutiert.
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Der dritte Teil leitet in die spezielle Art der Resolution iiber, wie sie im Zusa-
menhang mit Hornformeln und Logik-Programmiersystemen, z.B. realisiert
in der Programmiersprache PROLOG (Programming in Legic), angewendet
wird. Dieses Buch will jedoch kein Programmierhandbuch fiir PROLOG er-
setzen; Ziel ist es vielmehr, die logischen Grundlagen fiir das Verstiindnis der
Logik-Programmierung zu legen.

Ubung 1: “Worin besteht das Geheimnis Thres langen Lebens?” wurde ein
100-jdhriger gefragt. “Ich halte mich streng an die Diitregeln: Wenn ich kein
Bier zu einer Mahlzeit trinke, dann habe ich immer Fisch. Immer wenn ich
Fisch und Bier zur selben Mahlzeit habe, verzichte ich auf Eiscreme. Wenn
ich Eiscreme habe oder Bier meide, dann rithre ich Fisch nicht an.” Der Fra-
gesteller fand diesen Ratschlag ziemlich verwirrend. Konnen Sie ihn verein-
fachen?

Uberlegen Sie sich, welche formalen Schritte des Vorgehens (Diagramme, Ta-
bellen, Graphen, etc.) Sie fiir sich selbst eingesetzt haben, um diese Aufgabe
zu losen. Hiermit haben Sie bereits Ihre ersten eigenen Versuche unternom-
men, eine formale Logik zu entwickeln!

Kapitel 1

Aussagenlogik

1.1 Grundbegriffe

In der Aussagenlogik werden einfache Verkniipfungen — wie “und”, “oder”,
“nicht” — zwischen atomaren sprachlichen Gebilden untersucht. Solche ato-

maren Gebilde sind etwa:

A = “Paris ist die Hauptstadt von Frankreich”
B = “Méuse jagen Elefanten”

Diese atomaren Bestandteile kénnen wahr oder falsch sein (von der inhaltli-
chen Interpretation wissen wir, dass A wahr und B falsch ist). Der Gegenstand
der Aussagenlogik ist es nun festzulegen, wie sich solche “Wahrheitswerte”
der atomaren Bestandteile zu Wahrheitswerten von komplizierteren sprachli-
chen Gebilden fortsetzen lassen, wie z.B.

Aund B

(Wir wissen, dass im obigen Beispiel A und B eine falsche Aussage ist, da
bereits B falsch ist.)

Wir interessieren uns hier also nur dafiir, wie sich Wahrheitswerte in kompli-
zierten Gebilden aus den Wahrheitswerten der einfacheren Gebilde ergeben.
In diesen Untersuchungen wird letztlich ignoriert, was die zugrundeliegenden
inhaltlichen Bedeutungen der atomaren Gebilde sind; unser ganzes Interesse
wird auf ihre Wahrheitswerte reduziert.

Falls z.B.

A =“Otto wird krank”
B = “Der Arzt verschreibt Otto eine Medizin”,
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so ist es in der Umgangssprache durchaus ein Unterschied, ob wir “A und
B” oder “B und A" sagen. Von solchen “Feinheiten” befreien wir uns in der
folgenden Definition, in der alle denkbaren atomaren Gebilde (jetzt atomare
Formeln genannt) ohne eine inhaltliche Interpretation durchnummeriert sind,
und mit A, A, A3, usw. bezeichnet werden,

Definition (Syntax der Aussagenlogik)
Eine atomare Formel hat die Form A; (wobei i =1,2,3,...).
Formeln werden durch folgenden induktiven Prozess definiert:

1. Alle atomaren Formeln sind Formeln.
2. Fiir alle Formeln F und G sind (F A G) und (F' v G) Formeln.
3. Fiir jede Formel F' ist =F' eine Formel.

Eine Formel der Bauart — F" heilBt Negation von F', (F' A G) heiBt Konjunktion
von F'und G, (F'V G) heit Disjunktion von F und G. Eine Formel F, die
als Teil einer Formel G auftritt, heift Teilformel von G.

Beispiel: ' = —((A; A Ag) V —A3) ist eine Formel und simtliche Teilformeln
von F' sind:

F, ((‘4.5 A Ab} Y _‘4“13), (,45 N ,45), “’15, AG: _'A.;;: “13

Wir vereinbaren folgende abkiirzende Schreibweisen:

A B, C,... stat A, Ay As, ...
(Fy = Fp) statt (—F) v F)
(F1 < Fy) statt ((F} A Fy) V (=F A—F))

(_\H/F,;) statt (... (FLVE)VF)V--VE,)

(_/“\ F) sttt (..(FFAFR)AF)A---AFE,)

Hierbei konnen F, F, ... beliebige Formeln sein. Das heiBt also, falls wir
im Folgenden z.B. (4 ++ E) schreiben, so ist dies eine Abkiirzung fiir die
Formel:

{(Al N A5) V (_‘.-"‘].1 M _|f‘15))

1.1. GRUNDBEGRIFFE 15

Man beachte, dass zu diesem Zeitpunkt Formeln lediglich Zeichenreihen
(syntaktische Objekte) sind. Sie haben keinen “Inhalt”, keine Interpretation.
Im Moment ist es nicht zuldssig bzw, verfriiht, “A” als “und™ bzw. “V" als
“oder” zu lesen. Besser wiire etwa “Dach” bzw. “umgekehrtes Dach”.

Eine zugeordnete “Bedeutung” erhalten die Bestandteile von Formeln erst
durch die folgende Definition.

Definition (Semantik der Aussagenlogik)

Die Elemente der Menge {0,1} heiBen Wahrheitswerte. Eine Belegung ist eine
Funktion A : D — {0,1}, wobei D eine Teilmenge der atomaren Formeln
ist. Wir erweitern A zu einer Funktion A : E — {0,1}, wobei E D D die
Menge aller Formeln ist, die nur aus den atomaren Formeln in D aufgebaut
sind.

1. Fiir jede atomare Formel A € D ist A(A4) = A(A).

R 1, falls A(F) = 1 und A(G) =
2] A((FAGJ):{O: ::mzt ( ) un -A( )

poms 1, falls A(F) = 1 |(G) =
. 1, falls A(F) =
4 AF) = { 0, sonst

Da A eine Erweiterung von A ist (auf D stimmen .4 und A iiberein), lassen
wir nun nachtréiglich die Unterscheidung zwischen A und A wieder fallen
und schreiben A statt A. (Diese tempordre Unterscheidung hatte lediglich
den Zweck, die Definition von .4 formal korrekt durchfiihren zu kénnen.)

Beispiel: Es sei A(A) =1, A(B) = 1 und A(C) = 0. Dann ergibt sich:

falls A(((AAB)VC)) =0
sonst

,falls A(((AAB)vC)) =1

1;
A(=((AAB) v C)) 0.
0
1, sonst
0,
i)
0
1

B falls A((A A B)) = 1 oder A(C) =
sonst
falls A((A A B)) = 1 (da A(C) = 0)
, sonst
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0, falls A(A) = 1 und A(B) = 1
1. sonst
0

Wir konnen die Wirkung der Operationen A, V, — durch Verkniipfungstafeln
darstellen.

A(F) AG) | A((F AG))
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
A(F) A(G) | A((FVG))
0 0 0
0 1 1
1 0 |
1 1 1
A(F) | A(=F)
0 |
1 0

Unter Zuhilfenahme dieser Verkniipfungstafeln lisst sich der Wahrheitswert
jeder Formel F' leicht bestimmen, wenn eine Belegung derjenigen atoma-
ren Formeln gegeben ist, die in F' enthalten sind. Wir betrachten wieder
F = =((A A B) Vv C), und stellen die Art und Weise, wie F aus einfacheren
Teilformeln aufgebaut ist, durch eine Baumstruktur dar:

1.1. GRUNDBEGRIFFE 17

Den Wahrheitswert von F erhalten wir, indem wir zuniichst die Blitter mit
den durch die Belegung gegebenen Wahrheitswerten markieren und dann al-
le Knoten anhand obiger Verkniipfungstafeln markieren. Die Markierung der
Waurzel ergibt dann den Wahrheitswert der Formel unter der gegebenen Bele-

gung.

Ubung 2: Man finde cine Formel F, die die drei atomaren Formeln A, B und
C enthiilt mit folgender Eigenschaft: Fiir jede Belegung A : {A,B,C} —
{0,1} gilt, dass das Andern irgendeiner der Werte A(A), A(B), A(C) auch
A(F) iindert.

Aus der Definition von A(F') lisst sich nun erkennen, dass das Symbol
“A" das umgangssprachliche Wort “und”, “v” das “oder” und “~”" das Wort
“nicht” modelliert. Wenn wir noch die Symbole “—" und “+" hinzuneh-
men, die wir als syntaktische Abkiirzungen eingefiihrt haben, so steht “—"
fiir “impliziert”, “daraus folgt” bzw. “wenn dann”, wihrend “<” fiir “genau
dann wenn” steht.

Um das Ausrechnen von Wahrheitswerten einfacher zu gestalten, wenn die
Formel die (Abkiirzungs-) Symbole “—"" oder “+” enthélt, kbnnen wir hier
ebenfalls Verkniipfungstafeln verwenden.

A(F) A(G) | A((F = G))
0 0 1
0
1
1

1 1
0 0
1 1
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A(F) AG) | A((F & G))
0 0 I
0 1 0
1 0 0
1 1| [

Bemerkung (Induktion iiber den Formelaufbau)

Die Definition von Formeln ist eine induktive Definition: es werden zunichst
die einfachsten Formeln definiert (die atomaren Formeln), sodann wird er-
klirt, wie aus einfachen Formeln kompliziertere Formeln aufgebaut werden
konnen. Die ebenfalls induktive Definition von .A(F) orientiert sich ebenso
an der Art und Weise des induktiven Formelaufbaus. Dieses Induktionsprin-
zip kann auch in Beweisen verwendet werden. Um zu beweisen, dass eine
Behauptung B(F) fiir jede Formel F gilt, geniigt es, folgende Schritte durch-
zufiihren:

1. Man zeige, es gilt B(A;) fiir jede atomare Formel A;.

2. Man zeige unter der (Induktions-) Annahme, dass B(F') und B(G) gel-
ten, folgt dass B(—F), B((F A G)) und B((F v G)) gelten.

Definition (Modell, giiltig, erfiillbar)

Sei F' eine Formel und A eine Belegung. Falls A fiir alle in £ vorkommenden
atomaren Formeln definiert ist, so heift A zu F' passend.

Falls A zu F' passend ist und A(F) = 1 gilt, so schreiben wir auch: A =
F. Als Sprechweise fiir diesen Sachverhalt vereinbaren wir: F' gilt unter der
Belegung A, oder A ist ein Modell fiir F. Falls A(F) = 0, so schreiben wir:
A & F (Sprechweise: Unter A gilt F nicht; oder A ist kein Modell fiir F).
Sei F eine Menge von Formeln (die auch unendlich groB sein kann). Dann ist
A ein Modell fiir F, falls fiir alle F € F gilt A |= F.

Eine Formel (oder eine Formelmenge F) F' heiBt erfiillbar, falls F' (bzw. F)
mindestens ein Modell besitzt, andernfalls heiBt F' (bzw. F) unerfiillbar.
Eine Menge von Formeln M heiBt erfiillbar, falls es eine Belegung A gibt,
die fiir jede Formel in M ein Modell ist (also muss diese eine Belegung auch
fiir jede Formel in M passend sein!).

Eine Formel F' heifit giiltig (oder Tautologie), falls jede zu F passende Bele-
gung ein Modell fiir F ist.

Wir schreiben |= F, falls /" eine Tautologie ist und £ F, falls F' keine Tauto-
logie ist.
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Satz
Eine Formel F' ist eine Tautologie genau dann, wenn —~F unerfiillbar ist.

Beweis: Es gilt:

F ist eine Tautologie
gdw. jede zu F passende Belegung ist ein Modell fiir '

gdw. jede zu F' (und damit auch zu —~F") passende Belegung ist
kein Modell fiir ~F

gdw. —F besitzt kein Modell

gdw. —F' ist unerfiillbar

Der Ubergang von ¥ zu = F (bzw. von —F zu F') kann durch folgendes “Spie-
gelungsprinzip” veranschaulicht werden:

|

|

alle aussagenlog. Formeln

giiltige | erfiillbare, aber | unerfiill-
Formeln | nicht giiltige | bare
Formeln Formeln

|
F | -F
-G | G
|

|
|

Anwendung der Negation bedeutet Spiegelung an der gestrichelten Achse;
so wird also aus einer giiltigen Formel eine unerfiillbare Formel (oder umge-
kehrt), withrend aus einer erfiillbaren, aber nicht giiltigen Formel wieder eine
erfiillbare, aber nicht giiltige Formel wird.

ﬂbung 3: Eine Formel G heifle eine Folgerung der Formeln Fi, . .., Fy,, falls
fiir jede Belegung A, die sowohl zu Fi, .. ., F} als auch zu G passend ist, gilt:
Wenn .4 Modell von {Fy, ..., Fi} ist, dann ist .4 auch Modell von G.

Man zeige, dass die folgenden drei Behauptungen dquivalent sind.
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1

1. G ist eine Folgerung von Fi, ..., Fj.
2. (AL, F;) — G) ist eine Tautologie.

3. (AL, F}) A =G) ist unerfiillbar.

Ubung 4: Was ist falsch an folgendem Schluss :

“Wenn ich 100m unter 10,0 Sekunden laufe, werde ich zur Olympiade zuge-
lassen. Da ich die 100m nicht unter 10,0 Sekunden laufe, werde ich folglich
nicht zur Olympiade zugelassen.”

Der Wahrheitswert einer Formel F' unter irgendeiner zu F' passenden Bele-
gung A hingt offensichtlich nur von den in F' vorkommenden atomaren For-
meln ab. Das heiBt formaler ausgedriickt, dass A(F) = A'(F) fiir alle zu F'
passenden Belegungen A und A’ gilt, sofern A und A" auf den in F' vorkom-
menden atomaren Formeln iibereinstimmen. (Ein formaler Beweis miisste per
Induktion iiber den Formelaufbau von F' gefiihrt werden!).

Das Fazit, das wir zichen konnen, ist, dass es zum Feststellen der Erfiillbarkeit
bzw. der Giiltigkeit einer Formel F' geniigt, lediglich die endlich vielen Bele-
gungen, die genau auf den in F' vorkommenden atomaren Formeln definiert
sind, zu testen. Falls F' n verschiedene atomare Formeln enthélt, so sind dies
genau 2" viele zu testende Belegungen. Systematisch kénnen wir dies mittels
Wahrheitstafeln tun:

AI ‘42 e An.—[ An | F
A 0 0 0 1 | A (F)
A 11 1 1 | Ag(F)

Hierbei ist F' offensichtlich erfiillbar, falls der Wahrheitswerteverlauf von F
(die Spalte unter F) mindestens eine 1 enthiilt, und F ist eine Tautologie, falls
der Wahrheitswerteverlauf von F' nur aus Einsen besteht.

Beispiel: Es sei F' = (-4 — (A — B)).
Es ist praktikabler, fiir jede in F' vorkommende Teilformel den jeweiligen
Wabhrheitswerteverlauf in einer Extra-Spalte zu ermitteln.
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)i
|

~A|(A> B

A
0
0
1
|

- o — ol

—y
1
1
0
1

—_— = = =]

1
1
0
0

Die zu I gehdrende Spalte enthiilt nur Einsen, also ist F' eine Tautologie.

Bemerkung: Die Wahrheitstafelmethode gibt uns also ein algorithmisches
Verfahren in die Hand, die Erfiillbarkeit einer Formel festzustellen. Jedoch
beachte man, dass der Aufwand hierzu gewaltig ist: Fiir eine Formel mit n
atomaren Formeln miissen 2" Zeilen der Wahrheitstafel berechnet werden.
Fiir eine Formel mit z.B. 100 atomaren Formeln wiire auch der schnellste exi-
stiecrende Rechner Tausende von Jahren beschiftigt. (Man rechne sich einmal
aus, wie viel 2!% Mikrosekunden sind — angenommen eine Zeile der Wahr-
heitstafel kann in einer Mikrosekunde berechnet werden). Dieses sogenann-
te Exponentialverhalten der Rechenzeit scheint auch durch raffiniertere Al-
gorithmen nicht einzuddmmen zu sein (héchstens in Einzelfillen), denn das
Erfiillbarkeitsproblem fiir Formeln der Aussagenlogik ist “NP-vollstidndig”.
(Dieser Begriff kann hier nicht erldutert werden, dies ist Thema der Kom-
plexititstheorie).

I':]bung 5: Man zeige: Eine Formel F' der Bauart
k
F={(A\G)
§=1

ist erfiillbar, genau dann wenn die Menge M = {G,, -, Gy} erfiillbar ist.
Gilt dies auch fiir Formeln der Bauart

Ubung 6: Wie viele verschiedene Formeln mit den atomaren Formeln A;, 4,
..., A, und verschiedenen Wahrheitswerteverliufen gibt es ?

Ubung 7: Man gebe eine dreiclementige Formelmenge M an, so dass jede
zweielementige Teilmenge von M erfiillbar ist, M selbst jedoch nicht.

Ubung 8: Ist folgende unendliche Formelmenge M erfiillbar?
M = {A] V Ay, mAy V Az, A3V Ay, ALV -4, L }
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Ubung 9: Man konstruiere Wahrheitstafeln fiir jede der folgenden Formeln:
((ANB)A(=Bv ()
~(mA vV (=B Vv —-A4))
(A (Be0))

Ubung 10: Man beweise oder gebe ein Gegenbeispiel:
(a) Falls (F' — G) giiltig ist und F giiltig ist, so ist & giiltig.
(b) Falls (F' — G) erfiillbar ist und F erfiillbar ist, so ist G erfiillbar.
(c) Falls (F' — ) giiltig ist und F erfiillbar ist, so ist ( erfiillbar.

Ubung 11:

(a) Jeder, der ein gutes Gehor hat, kann richtig singen.

(b) Niemand ist ein wahrhafter Musiker, wenn er nicht seine
Zuhorerschaft begeistern kann.

(c) Niemand, der kein gutes Gehor hat, kann seine Zuhorerschaft be-
geistern.

(d) Niemand, auBer einem wahrhaften Musiker, kann eine Sinfonie
schreiben.

Frage: Welche Eigenschaften muss jemand notwendigerweise besitzen, wenn
er eine Sinfonie geschrieben hat?
Formalisieren Sie diese Sachverhalte und verwenden Sie Wahrheitstafeln!

Ubung 12: Sei (F — @) eine Tautologie, wobei F' und G keine gemeinsamen
atomaren Formeln haben. Man zeige: dann ist entweder F' unerfiillbar oder G
eine Tautologie oder beides.

ﬂbung 13: (Craigscher Interpolationssatz)

Es gelte |= (F' — G) und es gibt mindestens eine atomare Formel, die sowohl
in F als auch in G vorkommt. Man beweise, dass es eine Formel H gibt,
die nur aus atomaren Formeln aufgebaut ist, die sowohl in F' als auch in G
vorkommen, mit = (F' — H)und = (H — G).

Hinweis: Induktion iiber die Anzahl der atomaren Formeln, die in F, aber
nicht in G vorkommen. Andere Mdglichkeit: Konstruieren einer Wahrheitsta-
fel fiir H anhand der Wahrheitstafeln von /' und G.
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1.2 Aquivalenz und Normalformen

Aus der Art und Weise, wie wir Formeln interpretieren, wissen wir, dass
(F AG)und (G A F) “dasselbe bedeuten” — obwohl sie syntaktisch gesehen
verschiedene Objekte sind. Diese semantische Gleichheit oder Aquivalenz er-
fassen wir mit folgender Definition.

Definition

Zwei Formeln F und G heiBen (semantisch) dquivalent, falls fiir alle Bele-
gungen A, die sowohl fiir " als auch fiir G passend sind, gilt A(F') = A(G).
Hierfiir schreiben wir F' = G

Bemerkung: Auch Formeln mit verschiedenen Atomformeln kénnen #quiva-
lent sein (z.B. Tautologien).

Satz (Ersetzbarkeitstheorem)

Seien F' und G #quivalente Formeln. Sei H eine Formel mit (mindestens)
einem Vorkommen der Teilformel F'. Dann ist H dquivalent zu H’, wobei H'
aus H hervorgeht, indem (irgend) ein Vorkommen von F'in H durch G ersetzt
wird.

Beweis (durch Induktion iiber den Formelaufbau von H);

Induktionsanfang: Falls H eine atomare Formel ist, dann kann nur H = F'
sein. Und damit ist klar, dass H dquivalent zu H' ist, denn H' = G.

Induktionsschrirnt: Falls F' gerade H selbst ist, so trifft dieselbe Argumentation
wie im Induktionsanfang zu. Sei also angenommen, F ist eine Teilformel von
H mit F' £ H. Dann miissen wir 3 Fille unterscheiden.

Fall I: H hat die Bavart H = —H;.

Nach Induktionsvoraussetzung ist H; aquivalent zu H{, wobei H| aus H,
durch Ersetzung von F' durch G hervorgeht. Nun ist aber H' = —~H|. Aus der
(semantischen) Definition von “—" folgt dann, dass H und H' dquivalent sind.
Fall 2: H hat die Bauart H = (H, V H,).

Dann kommt F' entweder in FH, oder H, vor. Nehmen wir den ersteren Fall an
(der zweite ist vOllig analog). Dann ist nach Induktionsannahme H, wieder
dquivalent zu H;, wobei H| aus [, durch Ersetzung von F' durch G hervor-
geht. Mit der Definition von “V” ist dann klar, dass H = (H| V Hy) = H'.
Fall 3: H hat die Bauart H = (H, A H;).

Diesen Fall beweist man véllig analog zu Fall 2. [
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Ubung 14: Es gelte ' = (. Man zeige:
Wenn F' bzw. G' aus F' bzw. G hervorgehen, indem alle Vorkommen von A
durch V und umgekehrt ersetzt werden, so gilt: F' = G'.

Satz
Es gelten die folgenden Aquivalenzen :
(FAF) = F
(FVF) = F (Idempotenz)
(FAG) = (GAF)
(FVG) = (GVF) (Kommutativitiit)
((FAG)AH) = (FA(GAH))
(FVvG)vH) = (FV(GVH)) (Assoziativitit)
(FA(FV@) = F
(FV(FAG) = F (Absorption)
(FA(GVH)) = ((FAG)V(FAH))
(FV(GAH)) = ((FVG)A(FVH)) (Distributivitit)
-—F = F (Doppelnegation)
A(FAG) = (-FV-G)
~(FVG) = (~FA-G) (deMorgansche Regeln)
(FVG) = F,falls F eine Tautologie
(FAG) = G, falls F eine Tautologie (Tautologieregeln)
(FVG) = G, falls F unerfiillbar
(FAG) = F,falls F unerfiillbar (Unerfiillbarkeitsregein)

Beweis: Alle Aquivalenzen konnen leicht mittels Wahrheitstafeln nachgepriift
werden. Wir zeigen dies exemplarisch nur fiir die erste Absorptionsregel:

A(F) A(G) | AI(FVG) | A((FA(FVG))
0
0
1
1

P e D

0 0
0 1
1 0
1 1

Da dic erste und die vierte Spalte iibereinstimmen, folgt

(FA(FVG)=F. =
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Beispiel: Mittels obiger Aquivalenzen und des Ersetzbarkeitstheorems (ET)
konnen wir nachweisen, dass

((AV(BVC)A(CV=-A)) = ((BA-A) V)
dennes gilt: ((AV (BV C)) A(CV~A4))

= ((AVB)VC)A(CV-A)) (Assoziativitiit und ET)
= ((C V(AV B))A(C v -A4)) (Kommutativitiit und ET)
= (CV((AVB)A—-A4)) (Distributivitit)
= (CV(-AA(AVB)) (Kommutativitit und ET)
= (CV((~AANA)V(-AAB)) (Distributivitiit und ET)
= (CV(-AAB)) (Unerfiillbarkeitsregel und ET)
= (CV(BA-A) (Kommutativitiit und ET)

(Kommutativitit)

S o Y

(BA-A)VC

Bemerkung: Das Assoziativgesetz im obigen Satz gibt uns die Rechtferti-
gung, etwas freier beim Aufschreiben von Formeln vorzugehen. So soll etwa
die Schreibweise

F=AABACAD

eine beliebige Formel der folgenden Aufzihlung bedeuten,

((AAB)AC) A D)
((AAB)YN(CAD))
((AA(BAC))AD)
(AA((BAC)A D))
(AA(BA(CAD)))

ohne dass festgelegt sein soll, welche. Da alle diese Formeln semantisch dqui-
valent sind, spielt dies in vielen Fillen auch keine Rolle.

Ubung 15: Man zeige, dass es zu jeder Formel F eine dquivalente Formel G
gibt, die nur die Operatoren — und — enthilt.

Man zeige, dass es nicht zu jeder Formel F eine iiquivalente Formel gibt, die
nur die Operatoren A, V und — enthilt.

Ubung 16: Man beweise die folgenden Verallgemeinerungen der deMorgan-
schen Gesetze und der Distributivgesetze.

~\VR) = (\-F)
i=1
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“(AR) = (V-F)

1= i=1
(VRIANVG) = (V(VEAG))
i=1 J=1 =1 j=1
(ARIVIAG) = (AAEVGE))
=1 j=1

=] j=1

]

Ubung !7 : Man zeige sowohl durch Wahrheitstafeln als auch durch Anwen-
dung obiger Umformungsregeln, dass ((4 vV ~(B A A)) A (C v (D Vv C)))
dquivalent ist zu (C' v D).

Ubung 18: Man formalisiere die folgenden beiden Aussagen, und zeige dann,
dass sie dquivalent sind:

(a) “Wenn das Kind fiebrig ist oder stark hustet und wir erreichen
den Arzt, so rufen wir ihn”

(b) “Wej'nn das Kind fiebrig ist, so rufen wir den Arzt, falls wir ihn
erreichen, und, wenn wir den Arzt erreichen, so werden wir ihn,
wenn das Kind stark hustet, rufen.”

Im folgf:ndfen zeigen wir, dass jede — auch noch so kompliziert aussehende —~
Formel in eine gewisse Normalform iiberfiihrt werden kann. Mehr noch, obige
Umformungsregeln sind dafiir ausreichend.

Definition (Normalformen)

Ein Literal ist eine atomare Formel oder die Negation einer atomaren For-
mel. (Im ersten Fall sprechen wir von einem positiven, im zweiten von einem
negativen Literal).

]'_Ei ne Formel F ist in konjunktiver Normalform (KNF), falls sie eine Konjunk-
tion von Disjunktionen von Literalen ist:

n my

F=(A(V L),

i=1 j=1

wobei L,‘J € {.‘l], As, .. } U {_'.41, -A,,.. }
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Eine Formel F' ist in disjunktiver Normalform (DNF), falls sie eine Disjunk-
tion von Konjunktionen von Literalen ist:

n m;

F= (V(A Lt’u’)) ,

i=1"y=1

wobei Li,j = {.‘l],fl-;g, i } u {ﬂ:“ih - A, .. }

Satz
Fiir jede Formel F gibt es eine dquivalente Formel in KNF und eine dquiva-

lente Formel in DNF.

Beweis (durch Induktion {iber den Formelaufbau von f):

Induktionsanfang: Falls F' eine atomare Formel ist, so ist nichts zu zeigen,
denn F liegt dann bereits in KNF und in DNF vor.

Induktionsschritt: Wir unterscheiden wieder 3 Fiille.

Fall I: F hat die Form F' = -G

Dann gibt es nach Induktionsannahme zu G équivalente Formeln G, in KNF
und (i, in DNF. Sei

FE(\E/{\“_}LM)),

und schlieBlich

woraus wir mittels des Doppelnegationsgesetzes erhalten:

n m;

F=(V(ALy).
1

=1 j=
g :"ik falls 1.,'.) = "‘.-'l.k
Wobel Ly = { ~Ax falls L = Ag .

Damit haben wir eine zu F #quivalente Formel in DNF erhalten. Analog
erhilt man aus G, eine zu F iquivalente Formel in KNF.
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Fall 2: F hat die Form F = (G V H).

Nach der Induktionsannahme gibt es zu G und H jeweils idiquivalente Formeln
in KNF und in DNF.

Um eine zu F iquivalente Formel in DNF zu erhalten, verkniipfen wir die
DNF-Formeln zu G und H mittels V. Mehrfaches Anwenden des Assoziativ-
gesetzes liefert schlieBlich die gewiinschte Linksklammerung.

Um eine zu F dquivalente KNF-Formel zu erhalten, wihle man zuniichst nach
Induktionsannahme zu G und #{ dquivalente Formeln in KNF.

G = (;\G,)
=1
k

H = (/\ H}J
=1

Hierbei s!nd_die .G", und H,; Disjunktionen von Literalen. Mittels (verallgemei-
nerter) Distributivitdt (vgl. Ubung 16) und Assoziativitit erhalten wir dann:

F= (NG H)

=1

Durch weitere Anwendung des Assoziativgesetzes erhiilt diese Formel die
gewiinschte Bauart
n-k

F=(\F)

wgt?ei dif.: F; Disjunktionen von Literalen sind. Evtl. vorkommende identische
Dls_]un.ktmncn, oder identische Literale innerhalb einer Disjunktion kénnen
nun mittels der Idempotenzgesetze eliminiert werden.

F_alls einige Disjunktionen Tautologien darstellen (z.B. (A, V—A4,)), so kénnen
d}cse noch mittels der Tautologieregel beseitigt werden. Damit erhalten wir
eine zu F dquivalente Formel in KNF.,

Fall 3: F hat die Form F = (G A H).

Der Beweis verliduft sinngemiif zu Fall 2. [

Im Induktionsbeweis des vorigen Satzes verbirgt sich ein rekursiver Algorith-
mus zur Herstellung sowohl von KNF- wie auch DNF-Formeln. Eine etwas

direkiere Umformungsmethode zur Herstellung der KNF ist die folgende:

Gegeben: eine Formel F'.
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1. Ersetze in F jedes Vorkommen einer Teilformel der Bauart

-=G  durch @,
~(GAH) durch (-GV-H),
~(GV H) duch (=GA-H),

bis keine derartige Teilformel mehr vorkommt.

2. Ersetze jedes Vorkommen einer Teilformel der Bauart

(FV(GAH)) duch ((FVG)A(FVH)),
(FAG)VH) durch ((FVH)A(GVH)),

bis keine derartige Teilformel mehr vorkommt.

Die resultierende Formel ist nun in KNF (es kommen evtl. noch iiberfliissige,
aber zuliissige Disjunktionen vor, die Tautologien sind).

Eine weitere Methode zur Herstellung von KNF bzw. DNF bietet sich an,
sofern von der Formel F eine Wahrheitstafel vorliegt.

In diesem Fall kann eine DNF- oder KNF-Formel sozusagen direkt abgelesen
werden. Um eine zu F iiquivalente DNF-Formel zu erhalten, gehe man wie
folgt vor: Jede Zeile der Wahrheitstafel mit Wahrheitswert 1 trigt zu einem
Konjunktionsglied bei. Die Literale dieser Konjunktion bestimmen sich wie
folgt: Falls die Belegung von A; in der betreffenden Zeile 1 ist, so wird A4; als
Literal eingesetzt, sonst —A,.

Um eine zu F iquivalente KNF-Formel zu erhalten, vertausche man in obiger
Anleitung die Rollen von 0 und 1, sowie von Konjunktion und Disjunktion.

Beispiel: Eine Formel F habe die Wahrheitstafel

—_———0 00O
—_——_o 0o ——o ol
-0 =0 =0 =00
ccb—'—occwlﬁj
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dann lesen wir folgende zu F' dquivalente DNF-Formel ab
(FAA-BA-C)V(AAN-BA-C)V(AA-BAC),
und folgende KNF-Formel

(AVBV-C)A(AV-BVC)A
(AV=BV-C)A(-AV-BVC)A(~AV=-BvV-C).

Ubung 19: Von der folgenden Formel erzeuge man (mittels Umformung und
mittels Wahrheitstafel) eine équivalente DNF- und KNF-Formel

(A= B)A((AA-C) + B)).

Man beachte, dass die DNF- oder KNF-Formeln, die mit obigen Methoden
erzeugt werden, nicht notwendigerweise die kiirzestmiglichen sind. Dieses
Problem, méglichst kurze konjunktive oder disjunktive Normalformen einer
gegebenen Formel herzustellen, ist vor allem fiir die Digitaltechnik interessant
und soll hier nicht behandelt werden.

Man beachte ferner, dass der Umformungsprozess in eine KNF- oder DNF-
Formel diese exponentiell aufblihen kann. Aus einer Ausgangsformel der
Liinge n kann bei diesem Umformungsprozess eine Formel entstehen, deren
Linge in der GréBenordnung von 2" liegt. Der Grund liegt in der Anwendung
des Distributivgesetzes, welches die Formellinge in etwa verdoppelt. Eine
Formel mit kurzer DNF-Darstellung hat i.a. eine lange KNF-Darstellung und
umgekehrt.

Ubung 20: Man zeige, dass es zu jeder Formel /' eine (effizient konstruierba-
re) Formel G in KNF gibt, so dass jedes Konjunktionsglied von G hachstens
3 Literale enthilt, und es gilt: F ist erfiillbar genau dann, wenn G erfiillbar
ist. (Es ist also nicht die Aquivalenz von F und G behauptet!). Ferner ist die
Linge von G linear in der Liinge von F. (Es liegt hier also kein exponentielles
Aufblihen vor).

Hinweis: Die atomaren Formeln von (7 bestehen aus denjenigen von ¥ und
zusitzlichen atomaren Formeln, die jeweils den inneren Knoten des Struktur-
baums von F' zugeordnet sind.

1.3. HORNFORMELN

In dieser Situation wiirde G eine Teilformel folgender Art (umgeformt in

KNF) enthalten.
o A(A (BAC) A

Der Leser moge die Details vervollstindigen.

1.3 Hornformeln

Einen in der Praxis wichtigen und hiiufig auftretenden Spezialfall stellen die
Hornformeln dar (benannt nach dem Logiker Alfred Horn).

Definition (Hornformeln) . . B ‘
Eine Formel F ist eine Hornformel, falls F' in KNF ist, und jedes Disjunkti-

onsglied in F' hischstens ein positives Literal enthalt.

Beispiel: Eine Hornformel ist:

F:(Av—‘B)/\(ﬂCvﬂAvD)/\(ﬂAvﬂB)/\D/\ﬁE

Keine Hormnformel ist:

G =(AV-B)A(CV-AVD).

Hornformeln knnen anschaulicher als Konjunktionen v.un‘[m‘pli kationen ge-
schrieben werden (prozedurale Deutung). Im obigen Beispiel ist

F=(B—AACAA—D)A(AAB—0)A(1—D)A(E—0).

Hierbei steht 0 fiir eine beliebige unerfilllbare Formel und 1 fiir f:ine belic:l‘)igg
Tautologie. Man mache sich anhand von Ubung 3 und dgr Definition von “—
klar, dass die obige Formel tatsichlich dquivalent zu F* ist.
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Ein Grundthema dieses Buches ist die Frage nach einem algorithmischen Test
fiir die Gilltigkeit oder Erfiillbarkeit einer gegebenen Formel. Es geniigt, sich
auf Unerfiillbarkeitstests zu beschrinken, da eine Formel F' giiltig ist genau
dann, wenn —F unerfiillbar ist. (Um die Giiltigkeit von F festzustellen, gebe
man einfach = F in einen Unerfiillbarkeitstest ein).

Die Erfiillbarkeit oder Unerfiillbarkeit von aussagenlogischen Formeln Liisst
sich grundsitzlich immer, jedoch i.a. nur mit groBem Aufwand, mittels Wahr-
heitstafeln durchfiihren.

Fiir Hornformeln gibt es jedoch einen sehr effizienten Erfiillbarkeitstest, der
wie folgt arbeitet:

Eingabe: eine Hornformel F,

1 Versehe jedes Vorkommen einer atomaren Formel A in F mit einer
Markierung, falls es in F' eine Teilformel der Form (1 — A) gibt;

2. while es gibtin F eine Teilformel G der Form (4; A+ A A, — B)
oder (Ay A+ ANA;, = 0),n > 1, wobei 4,,..., A, bereits
markiert sind (und B noch nicht markiert ist) do
if G’ hat die erste Form then

markiere jedes Vorkommen von B
else gib “unerfiillbar” aus und stoppe;

3. Gib “crl_:ﬁllbar" aus und stoppe. (Die erfiillende Belegung wird hierbei
durch die Markierung gegeben: A(A;) = | gdw. A; hat eine Markie-
rung).

Satz

Obiger Maljkjerungsalgorilhmus ist (fiir Hornformeln als Eingabe) korrekt
und stoppt immer nach spiitestens n Markierungsschritten (n = Anzahl der
atomaren Formeln in F).

Beweis: Zunichst ist es klar, dass nicht mehr atomare Formeln markiert wer-
den kénnen als vorhanden sind, und deshalb nach spitestens n Markierungs-
schritten entweder die Ausgabe “erfiillbar” oder “unerfiillbar” erreicht wird.

Zur Korrektheit des Algorithmus’ beobachten wir zunichst, dass fiir jedes
Modell A fiir die Eingabeformel F (sofern iiberhaupt ein Modell fiir F' exi-
stiert) gilt, dass fiir die im Laufe des Verfahrens markierten atomaren Formeln
A; A(A;) = 1 gelten muss . Dies ist unmittelbar einleuchtend im Schritt 1 des
Algorithmus’, da eine KNF-Formel nur dann den Wert 1 unter einer Belegung
A erhalten kann, wenn alle Disjunktionen den Wert 1 unter A erhalten. Falls
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eine Disjunktion, wie im Schritt 1, nur aus einem positiven Literal besteht, so
muss dieses notwendigerweise mit 1 belegt werden. Damit ergibt sich auch
die Notwendigkeit, im Schritt 2 alle atomaren Formeln B mit 1 zu belegen,
sofern (A, A---A A, — B)in F vorkommt, und A,, . . ., A, bereits markiert
sind. Diese Uberlegung zeigt auch, dass im Schritt 2 korrekterweise “unerfiill-
bar” ausgegeben wird, sofern (A; A---A A, — 0) vorkommt und 4, ..., A,
markiert sind.

Falls der Markierungsprozess in Schritt 2 erfolgreich zu Ende kommt, so lie-
fert Schritt 3 korrekterweise die Ausgabe “erfiillbar” und die Markierung lie-
fert ein entsprechendes Modell A fiir .

Dies sieht man wie folgt: Sei G ein beliebiges Disjunktionsglied in F'. Falls G
eine atomare Formel ist, so wird bereits in Schritt 1 A(G) = 1 gesetzt. Falls
G die Form (A; A+ A A, — B) hat, so sind entweder alle atomaren Formeln
in G, insbesondere B, mit | belegt (wegen Schritt 2) und damit A(G) = 1,
oder fiir mindestens ein j mit 1 < j < n gilt A(4;) = 0. Auch in diesem
Fall folgt A(G) = 1. Falls G die Form (A; A --- A A, — 0) hat, so muss
fiir mindestens ein j mit 1 < j < n gelten A(A;) = 0 (da in Schritt 2 nicht
“unerfiillbar” ausgegeben wurde), und damit folgt gleichfalls A(G) =1. =

Man beachte, dass aus dem obigen Beweis hervorgeht, dass der Markierungs-
algorithmus das kleinste Modell A fiir F' konstruiert (falls existent). Das heilt,
dass fiir alle Modelle A’ und alle atomaren Formeln B in F' gilt: A(B) <
A'(B). (Hierbei ist die Ordnung 0 < 1 vorausgesetzt).

Weiterhin beobachten wir, dass jede Hornformel erfiillbar ist, sofern sie keine
Teilformel der Bauart (A; A -+ A 4, — () enthilt. Es sind genau diese
Teilformeln, die in Schritt 2 moglicherweise zu der Ausgabe “unerfiillbar”
fiihren. (Wir werden diese Klauseln spiiter Zielklauseln nennen),

Gleichfalls ist jede Hornformel erfiillbar, sofern sie keine Teilformel der Form
(1 — A) enthilt. In diesem Fall wiirde die while-Schleife nicht betreten wer-
den.

Ubung 21: Man wende den Markierungsalgorithmus auf die Formel
F=(~AV-BV-D)A-EAN(-CVA)ACABA(-GVD)AG

an. (Man beachte, dass die Wahrheitstafel fiir diese Formel 2° = 64 Zeilen
hat!)

Ubung 22: Man gebe eine Formel an, zu der es keine éiquivalente Hornformel
gibt und begriinde, warum dies so ist.
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Ubung 23: An genommen, uns stehen die Apparaturen zur Verfiigung, um die
folgenden chemischen Reaktionen durchzufiihren:

MgO+H; — Mg+ H,0
C+0, — COy
HgO + C()z — HQC();;

Ferner sind in unserem Labor folgende Grundstoffe vorhanden: MgO, H,, O,
und C. Man beweise (durch geeignete Anwendung des Homformel-Algorith-
mus), dass es unter diesen Voraussetzungen méglich ist, H;COjy herzustellen!

1.4 Endlichkeitssatz

Wir werden in diesem Abschnitt einen wichtigen Satz beweisen, dessen Be-
deutsamkeit vielleicht im Moment noch nicht einleuchten wird. Im zweiten
Kapitel wird dieser Satz jedoch eine wichtige Rolle spiclen.

Satz (Endlichkeitssatz, compactness theorem)
Eine Menge M von Formeln ist erfiillbar genau dann, wenn jede der endlichen
Teilmengen von M erfiillbar ist.

Beweis: Jedes Modell fiir M ist trivialerweise auch ein Modell fiir jede be-
liebige Teilmenge von M, insbesondere auch fiir jede endliche. Die Richtung
von links nach rechts ist also klar.

Sei also umgekehrt angenommen, dass jede endliche Teilmenge von M erfiill-
bar ist, also ein Modell besitzt. Unsere Aufgabe besteht nun darin, aus dieser
Vielzahl von Modellen fiir die endlichen Teilmengen ein einziges Modell fiir
M zu konstruieren, Fiir jedes n > 1 sei M,, die Menge der Formeln in M, die
nur die atomaren Formeln A;,..., A, enthalten. Obwohl M, im Allgemei-
nen eine unendliche Menge sein kann, gibt es hichstens k& < 22" verschie-
dene Formeln Fy, ..., F; in M, die paarweise zueinander nicht dquivalent
sind, denn es gibt genau 22" verschiedene Wahrheitstafeln mit den atomaren
Formeln A4,,..., A,.

Mit anderen Worten, fiir jede Formel I € M, gibt es ein i < k mit F' = F}.
Jedes Modell fiir {Fy,.. ., Fi.} ist somit auch Modell fiir M,,. Nach Voraus-
setzung besitzt {F}, .. ., F.} ein Modell, denn diese Menge ist endlich. Wir
nennen dieses Modell A,,. Wir bemerken ferner, dass A,, gleichfalls Modell
fir My, Mg,... ,My_y ist,denn M; C --- € M,,_; € M,,. Das gesuchte
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Modell A fiir M konstruieren wir nun stufenweise wie folgt: Wir starten mit
A = 0 und erweitern den Definitionsbereich von A in der n-ten Stufe um A,.
Hierbei verwenden wir die hier einfacher zu handhabende Mengennotation
fiir Funktionen, und schreiben z.B. (4,,1) € A anstelle von A(A,) = L.
In der Konstruktion kommt ferner eine Indexmenge / vor, die in jeder Stu-
fe veridndert wird. Die Konstruktion durchliuft nun die Stufen 0,1.2,3....und
am “Ende” ist A vollstindig definiert. Um z.B. festzustellen, ob A(4,) = 0
oder A(A,) = 1, muss man die Stufen 0,1....,n nachvollziehen. Es folgt die

Konstruktion.

Stufe 0:
A:=0;
I=41,23,.. .}
Stufe n > 0:

if es gibt unendlich viele Indizes i € [
mit A;(A,) = 1 then

begin
A= AU {(As,1)};
I:=1—{i| A(A,) #1}
end
else
begin

A= AU {(4,,0)};
I:=T—{i| Ai(A,) #0}
end.

Da in jeder Stufe n die Belegung A entweder um (A, 0) oder (Ay, 1) (aber
nie beides) erweitert wird, ist .A eine wohldefinierte Funktion mit Definitions-

bereich {A,, A,, As, ...} und Wertebereich {0,1}.

Wir zeigen nun, dass A ein Modell fiir M ist. Sei also F’ eine beliebige Formel
in M. In F' konnen nur endlich vicle atomare Formeln vorkommen, sagen wir
bis zum Index {, also A, As, ..., A;. Das heiBt also, ' ist Element von M; C
My C -+ und jede der Belegungen A;, Ay, ... ist Modell fiir F. Die
Konstruktion von A ist nun so angelegt, dass in jeder Stufe die Indexmenge
I zwar “ausgediinnt” wird, dass aber I nie endlich werden kann. Das heifit,
auch nach Stufe [ verbleiben unendlich viele Indizes ¢ in I, natiirlich auch
solche mit i > [. Fiir all diese 7 gilt: A;(A,) = A(Ay),---, Ai(4;)) = A(A4y),
und deshalb ist A Modell fiir F'. ]



36 KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK

Man beachte eine Besonderheit im obigen Beweis: er ist nicht-konstruktiv.
Die Existenz des Modells A wird durch den Beweis zwar gezeigt, aber die
if-Bedingung in der “Konstruktion” ist nicht algorithmisch in endlicher Zeit
nachpriifbar, Das heiBt, es gibt keinen Algorithmus, der A tatséichlich effektiv
konstruiert. Es ist lediglich eine gedankliche Konstruktion: entweder ist die
if-Bedingung erfiillt oder ihr Gegenteil, und dementsprechend soll die “Kon-
struktion™ fortfahren; “programmieren” kénnen wir dies allerdings nicht.
Auf andere Weise formuliert besagt der Endlichkeitssatz, dass eine (evtl. un-
endliche) Formelmenge M unerfiillbar ist genau dann, wenn bereits eine end-
liche Teilmenge M* von M unerfiillbar ist. In dieser Form werden wir den
Endlichkeitssatz spiiter anwenden (Kapitel 2.4).

Diese Anwendung des Endlichkeitssatzes geschieht in folgendem Zusammen-
hang: Nehmen wir an, die Formelmenge M kann durch einen algorithmischen
Prozess aufgezihlt werden (m.a.W., M ist rekursiv aufzihlbar):

M:{FI:FZ!FB:'-'}

Dann kann die Unerfiillbarkeit von M so getestet werden, dass immer griBere
endliche Anfangsabschnitte von M erzeugt werden und auf Unerfiillbarkeit
getestet werden. Aufgrund des Endlichkeitssatzes ist M unerfiillbar genau
dann, wenn dieser so beschriebene Algorithmus irgendwann Erfolg hat.

Man beachte, dass ein dhnlicher Test fiir die Erfiillbarkeit nicht unbedingt
existieren muss (und im Allgemeinen tatsiichlich nicht existiert).

Ubung 24: Sei M eine unendliche Formelmenge, so dass Jjede endliche Teil-
menge von M erfiillbar ist. In keiner Formel F' € M komme die atomare
Formel Azs3 vor, und daher sei angenommen, dass keines der Modelle A,, in
der Konstruktion des Endlichkeitssatzes auf A7,y definiert ist. Man gebe an,
welchen Wert A7y3 dann unter der im Endlichkeitssatz konstruierten Belegung
A erhiilt.

Ubung 25: Man beweise (unter Verwendung des Endlichkeitssatzes), dass
M = {F,, F,, Fy, ...} erfiillbar ist genau dann, wenn fiir unendlich viele n
(AL, Fy) erfiillbar ist.

Ubung 26: Eine Formelmenge M, heiBt ein Axiomensystem fiir eine Formel-
menge M, falls

{A| A ist Modell fiir Mo} = {.A|.4 ist Modell fiir M}.

M heiBt endlich axiomatisierbar, falls es cin endliches Axiomensystem fiir M
gibt. Es sei { F|, F;, F3, ...} ein Axiomensystem fiir eine gewisse Menge M,
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wobei fiirn = 1,2,3,... gilt: | (Fus1 — F,) und £ (F, = Fuyq). Man
zeige: M ist nicht endlich axiomatisierbar.

Ubung 27: Sei L eine beliebige unendliche Menge von natiirlichen Zahlen,
dargestellt als Biniirzahlen. (Zum Beispiel die Primzahlen: L = {10, 11, 101,
111, 1011,...}). Man beweise, dass es eine unendliche Folge w;, w, wy, . ..
von paarweise verschiedenen Binirzahlen gibt, so dass w; Anfangsstiick von
w41 und von mindestens einem Element aus L ist (i = 1,2,3,...).

1.5 Resolution

Die Resolution ist eine einfach anzuwendende syntaktische Umformungs-
regel. Hierbei wird in einem Schritt aus zwei Formeln, sofern sie die Vor-
aussetzungen fiir die Anwendungen der Resolutionsregel erfiillen, eine dritte
Formel generiert, die dann als Eingabe in weitere Resolutionsschritte dienen
kann, usw.

Eine Kollektion solcher rein “mechanisch” anzuwendender syntaktischer
Umformungsregeln nennen wir einen Kalkiil. Kalkiile bieten sich wegen ihrer
einfachen mechanistischen Arbeitsweise direkt fiir die algorithmische Imple-
mentierung per Computer an. Im Falle des Resolutionskalkiils gibt es sogar
nur eine einzige Umformungsregel, die wir weiter unten beschreiben werden.
Die Definition eines Kalkiils hat nur dann einen Sinn, wenn man dessen Kor-
rektheit und Vollstindigkeit (in Bezug auf die betrachtete Aufgabenstellung)
nachweisen kann.

Die zugrundeliegende Aufgabenstellung soll hier darin liegen, die Unerfiill-
barkeit einer gegebenen Formelmenge nachzuweisen. Korrektheit bedeutet
dann, dass keine erfiillbare Formelmenge durch den Kalkiil als vermeintlich
unerfiillbar nachgewiesen werden kann, und Vollstindigkeit bedeutet umge-
kehrt, dass jede unerfiillbare Formelmenge durch den Kalkiil als solche nach-
gewiesen werden kann.

Wie schon erwiihnt, kénnen wir uns auf Unerfiillbarkeitstests beschriinken,
denn viele andere Aufgabenstellungen konnen auf einen Unerfiillbarkeitstest
zuriickgefiihrt werden: Um z.B. zu testen, ob eine Formel F' eine Tautologie
ist, geniigt es —F auf Unerfiillbarkeit zu testen. Eine noch hiufiger vorkom-
mende Fragestellung ist: Folgt die Formel GG aus einer gegebenen Formelmen-
ge {Fy, Fy, ..., Fi}? Wir wissen, dass dies gleichwertig ist (Uhung 3) mit der
Frage, ob Fy A Fy A - - A Fi A =G unerfiillbar ist, und damit haben wir obige
Frage wieder auf einen Unerfiillbarkeitstest zuriickgefiihrt.
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Voraussetzung fiir die Anwendung der Resolution ist, dass die Formel (oder
Formelmenge) in KNF vorliegt, d.h. die Formel muss gegebenenfalls erst in
KNF umgeformt werden (vgl. hierzu auch Ubung 20). Sei also

F=(LigV:-VLg)A-ALga V-V Lgy,),

wobei die L,‘J Literale sind, also L"d' € '{A[,AQ, ve } U {"Al, "'A;g, bk }
Fiir diec Anwendung der Resolution ist es vorteilhaft, Formeln in KNF als
Mengen von sog. Klauseln darzustellen:

F={{Liy,..-.»Lin}s s {Lk1s . s Lin,}}

Jedes Element von F', welches wiederum eine Menge ist, heiBt Klausel. Die
Klauseln (deren Elemente die Literale sind) entsprechen nun also den Dis-
junktionsgliedem.

Da die Elemente einer Menge keine Rangordnung haben, und mehrfach auf-
tretende Elemente zu einem einzigen Element verschmelzen, sind Vereinfa-
chungen, die sich durch Assoziativitit, Kommutativitiit oder Idempotenz er-
geben, sozusagen “automatisch™ bereitgestellt durch die Mengennotation.
Die folgenden, dquivalenten KNF-Formeln besitzen alle dieselbe Mengen-
darstellung, nimlich {{A4;}, {41, ~A4,}}:

((A; v —=Ax) A (A3 V 43))
(/13 A (ﬁflg Vv .4]})
(A3 A ((mA2V A4,) V A)))

usw,

Wir werden im Folgenden die einer KNF-Formel ' zugeordnete Klausel-
menge auch mit F' bezeichnen, um die Notation einfach zu halten. Der Zu-
sammenhang zwischen Formeln und Mengen ist natiirlich keine eindeutige
Abbildung. Umgekehrt werden wir auch Klauselmengen wie Formeln behan-
deln, und z.B. Begriffe wie Aquivalenz oder Erfiillbarkeit auf Klauselmengen
anwenden.

Definition

Seien K, K, und R Klauseln. Dann EeiBl R Resolvent von K und K, falls
es ein Literal L gibt mit L. € K, und L € K5 und R die Form hat;

R = (K, - {L}) U (K2 — {L}).
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Hierbei ist L definiert als

7_ [ A fallsL=A4,
- Ag falls L = "f.-‘-l,' ¥

Wir stellen diesen Sachverhalt durch folgendes Diagramm dar (Sprechweise:

It wird aus K, K nach L resolviert).

K 1 K \’2

Wir vereinbaren ferner, dass die leere Menge, die ebenfalls als Resolvent auf-
treten kann (falls K; = {L} und K, = {L} fiir ein Literal L) mit dem spe-
ziellen Symbol O bezeichnet wird. Dieses Symbol wird verwendet, um eine
unerfiillbare Formel zu bezeichnen. Eine Klauselmenge, die O als Element
enthilt, wird somit (per Definition) als unerfiillbar erklart.

Es folgen einige Beispiele fiir Resolutionen.

{As, 44, A} {Ag, AL}
{.’137 _-"11, "."l| }
{As,~Ay, A1} {Ay, 0 A1)

{As, -4y, As}

{ AVM}

Ubung 28: Man gebe samtliche Resolventen an, die aus den Klauseln der
Klauselmenge

{{A, ~B, E},{A, B,C},{~A,~D,E}, {A,~C}}

gewonnen werden konnen.
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Ubung 29: Kann bei der Resolution zweier Hornformeln eine Formel entste-
hen, die keine Hornformel ist?

Resolutions-Lemma

Sei F' eine Formel in KNF, dargestellt als Klauselmenge. Ferner sei R ein
Resolvent zweier Klauseln K| und K in F. Dann sind F und F' U { R} dqui-
valent.

Beweis: Sei A eine zu F' (und damit auch zu F'U { R}) passende Belegung.
Falls A |= F'U {R}, dann gilt natiirlich (erst recht) A |= F.

Sei also umgekehrt angenommen, dass A |= F, d.h. also fiir alle Klauseln
K € F gilt A = K. Der Resolvent R habe die Form R = (K; — {L}) U
(Ko — {L}) mit K\, K, € Fund L € Ky, T € K.

Fall1: AE L.

Dann folgt wegen A = K, und A £ L, dass A = (K, — {L}), und damit
AER.

Fall2: A} L.

Dann folgt wegen A |= K7, dass A = (K; — {L}) und damit A |= R. ¥

Definition
Sei F' eine Klauselmenge. Dann ist Res(F) definiert als
Res(F) = FU{R | R istResolvent zweier Klauseln in F'}.
AuBerdem setzen wir:
Res(F) = F
Res™™'(F) = Res(Res™(F)) fiirn > 0.
und schlieBlich sei
Res*(F) = | Res™(F).

n=0

Ubung 30: Man bestimme fiir folgende Klauselmenge F' die Mengen
Res"(F), wobein =0, 1, 2.

F={{A,-B,C},{B,C},{-A,C},{B,~C}, {-C}}

I"Jbung 31: Man beweise, dass es fiir jede endliche Klausel menge Fleink > 0
gibt mit
Res*(F) = Res**'(F) = ... = Res™(F).
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Wovon hingt k£ ab?

Ubung 32: Sei F eine Klauselmenge mit m Klauseln, in der hchstens die
atomaren Formeln A;, A,, ..., A, vorkommen. Wie gro8 ist |Res*(F')| ma-
ximal ?

Wir kommen nun zum Beweis der Korrektheit und der Vollstindigkeit des
Resolutionskalkiils (in Bezug auf die Frage, ob eine gegebene Formel un-
erfiillbar ist). Man spricht deshalb auch von Widerlegungsvolistindigkeir.

Resolutionssatz (der Aussagenlogik)
Eine Klauselmenge F ist unerfiillbar genau dann, wenn O € Res*(F).

Beweis: (Korrektheit) Sei angenommen, O € Res*(F). Die leere Klausel O
kann nur durch Resolution zweier Klauseln K und K, mit K, = {L} und
K, = {L} entstanden sein. Aus dem Resolutionslemma folgt, dass

F = Res'(F)=Res*(F) == Res"(F) = -+~

Da O in Res*(F) enthalten ist, ist fiir ein n > 0, 0 € Res™(F), und damit
auch K, K, € Res"(F). Da es kein Modell gibt, das sowohl K als auch K,
erfiillt, ist Res™ (F') unerfiillbar. Und da Res™ (F') = F', ist F unerfiillbar.

(Vollstindigkeit) Angenommen, F' ist unerfiillbar. Sollte /' eine unendliche
Formelmenge sein, so konnen wir uns im Folgenden aufgrund des Endlich-
keitssatzes auf eine endliche unerfiillbare Teilmenge von F' beschrinken. Wir
zeigen nun, dass O € Res"(F') durch Induktion iiber die Anzahl n der in F
(bzw. dieser endlichen Teillmenge von F) vorkommenden atomaren Formeln.

Induktionsanfang: Falls n = 0, so kann nur F' = {(} sein, und somit ist
O€ F C Res*(F).

Induktionsschritt: Sei n beliebig, aber fest. Es sei angenommen, dass fiir jede
unerfiillbare Klauselmenge &, die nur die atomaren Formeln 4, 4,, ..., 4,
enthilt, gilt O € Res™(G). Sei nun I eine Klauselmenge mit den atomaren
Formeln Ay, ..., A, ;. Wir erhalten aus F' zwei neue Klauselmengen Fj und
Fy wie folgt.

F, entsteht aus F', indem jedes Vorkommen von A, in einer Klausel ge-
strichen wird, und bei Vorkommen von —A,, ., in einer Klausel die gesamte
Klausel gestrichen wird. (Fy entsteht also aus F', indem die Belegung von
A, 1 mit O fixiert wird.)

Fy wird analog definiert, nur mit den Rollen von 4,,;; und =4, ., vertauscht.
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Wir zeigen nun, dass F, und F; unerfiillbar sein miissen. Angenommen, es
gibt eine Belegung A : {4,,...,4,} — {0,1}, die F} erfiillt, dann ist aber
A’ Modell fiir F', wobei

A(B) falls Be {A.,...,A,}

A(B) = { 0 falls B = A,..

Dies steht im Widerspruch zur Unerfiillbarkeit von F. Analog zeigt man, dass
F unerfiillbar ist.

S_omit is.t auf Fy und auf F die Induktionsvoraussetzung anwendbar, und cs
gilt somit O € Res®(Fy) und O € Res®(F}). Dies heiBt insbesondere, dass es
Klauseln K, K5, ..., K,, geben muss mit:

Km =0,

und fiiri = 1,...,m gilt:

K; € F; oder K; ist Resolvent zweier Klauseln K,, K, mita,b <
[ A

Analog muss eine solche Folge K7, K}, ..., K] fiir F} existieren.

Einige der Klauseln K; entstanden aus Klauseln in £, wobei das Vorkommen
des Literals A, gestrichen wurde. Indem wir nun die urspriinglichen Klau-
seln K; U {A,+,} wiederherstellen, und A,,., bei den Resolutionsschritten
mitfiihren, entsteht aus obiger Folge K, K3, . . ., K, eine neue Folge, die be-
zeugt, dass {A,11} € Res"(F). (Oder es gilt nach wie vor O € Res*(F) —in
diesem Fall ist nichts mehr zu zeigen.)

Analog erhalten wir durch Wiedereinfiigen von -4, in die Folge K}, K},
..., K], dass {—A,;,} € Res*(F). Durch einen weiteren Resolutionsschritt
erhalten wir

{Anﬂ} {_'An+l}

und somit folgt O € Res*(F'). [

Aus dem Resolutionssatz leitet sich folgender Algorithmus ab, der von ei-
ner Formel in KNF entscheidet, ob sie erfiillbar ist oder nicht (vgl. hierzu
Ubung 31).

Eingabe: eine Formel [’ in KNF
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Bilde aus F* eine Klauselmenge (die wir ebenfalls mit
F bezeichnen);

repeat
G =F;
F := Res(F);
until (O € F)or (F =G);
if 0 € F then "'F ist unerfiillbar”
else “F ist erfiillbar™;

Dieser Algorithmus kann in manchen Fiillen sehr schnell zu einer Entschei-
dung fiihren, in anderen miissen erst (exponentiell) viele Klauseln erzeugt
werden, bis die until-Bedingung erfiillt ist.

Wir wollen im Folgenden unterscheiden zwischen den Klauseln, die der Algo-
rithmus erzeugt, und denjenigen Klauseln hiervon, die fiir die Resolution von
O wirklich von Belang sind (dies konnten wesentlich weniger Klauseln sein).
Wir haben die folgende Definition im Beweis des Resolutionssatzes implizit

schon verwendet.

Definition

Eine Deduktion (oder Herleitung oder Beweis) der leeren Klausel aus einer
Klauselmenge F ist eine Folge K, K5, ..., Ky, von Klauseln mit folgenden
Eigenschaften:

K, ist die leere Klausel und fiir jedes 7 = 1,...,mn gilt, dass K
entweder Element von F ist oder aus gewissen Klauseln K, K
mit a, b < i resolviert werden kann,

Es ist aus dem bisher Gesagten nun Klar, dass eine Klauselmenge unerfiillbar
ist genau dann, wenn eine Deduktion der leeren Klausel aus F* existiert. Um
zu beweisen, dass eine Klauselmenge F' unerfiillbar ist, geniigt es also, eine
Deduktion der leeren Klausel aus F' anzugeben, es miissen nicht alle Klauseln
aus Res”(F') aufgeschriecben werden.

Beispiel: Es sei F = {{A, B,~C},{~4},{4, B,C},{A,~B}}. F ist un-
erfiillbar, denn eine mégliche Deduktion der leeren Klausel aus £ ist die Fol-
ge Ky, ..., K7 mit
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K, = {A,B,~C} (Klausel aus F)
K, = {A B,C} (Klausel aus F)
K; = {A B} (Resolvent von K, K3)
K, = {A B} (Klausel aus F)
K; = {z‘l} (Resolvent von K4, Ky)
Ks = {4} (Klausel aus F)
Ky = @ (Resolvent von K5, Kg)

Diese Situation kann durch einen Resolutionsgraphen veranschaulicht wer-
den.

Solche Resolutionsgraphen miissen nicht unbedingt Biume sein, sofern Klau-
seln vorkommen, die in mehreren Resolutionsschritten verwendet werden.

Ubung 33: Man zeige mittels der Resolutionsmethode, dass A A B A C eine
Folgerung aus der Klauselmenge
F = {{-A,B},{-B,C},{A,-C}, {4, B,C}}

ist.

Ubung 34: Man zeige mit der Resolutionsmethode, dass
F=(-BA-CAD)V(=BA-D)V(CAD)VB

eine Tautologie ist.

Ubung 35: Man zeige, dass folgende Einschriinkung des Resolutionskalkiils
vollsténdig ist fiir die Klasse der Hornformeln (fiir beliebige KNF-Formeln
jedoch nicht):

Es darf nur dann ein Resolvent der Klauseln K, K, gebildet werden, sofern
|Ki| = 1 oder |K,| = 1, also falls mindestens eine der beiden Klauseln nur
aus einem einzigen Literal besteht (sog. Einheitsresolution).
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Da bei solchen Resolutionen immer nur kiirzere Klauseln entstehen konnen,
ldsst sich aus diesem Kalkiil ein effizienter Algorithmus fiir die Klasse der
Hornformeln ableiten — idhnlich effizient wie der Markierungsalgorithmus aus
Kapitel 1.3.

Hinweis: Man zeige, dass der Ablauf des Markierungsalgorithmus’ fiir Horn-
formeln in gewisser Weise nachvollzogen werden kann durch Anwendung
entsprechender Einheitsresolutionen. (Auf eine andere Weise wird diese
Ubung in Kapitel 2.6 gelost).

Ubung 36: Sei F eine Klauselmenge mit den atomaren Formeln

Ay, ..., A, wobei fiir jede Klausel K € F gilt |[K| < 2. Wie groB ist
Res* (F') hdchstens? (Fiir diese Klasse von Klauselmengen oder Formeln, sog.
Kromformeln, liefert der Resolutionskalkiil also wiederum einen effizienten

Algorithmus).

Ubung 37: Man entwickle eine effizientere Implementierung des Resoluti-
onsalgorithmus’, die auf folgender Datenstruktur beruht: Die Klauseln

{4,-B,C, D} {4, B},{-4,~B,~C},{-B}

werden z.B. durch folgenden Klauselgraphen dargestellt,

wobei jede Kante ein Paar von komplementiiren Literalen (und damit einen
maglichen Resolventen) signalisiert. Jede Kante kann somit Anlass zu einem
Resolutionsschritt geben. Nach Erzeugen eines Resolventen brauchen dann
nur die zu den Elternklauseln fithrenden Kanten ibernommen werden. Ferner
iiberlege man sich, dass unter bestimmten, lokal iiberpriifbaren Bedingungen
ganze Klauseln aus dem Graphen entfernt werden konnen. (Es kann z.B. die
erste Klausel entfernt werden). Aulerdem kdnnen unter gewissen Bedingun-
gen Kanten aus dem Graphen entfernt werden, d.h. die zugehorigen Resol-
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venten brauchen nicht betrachtet werden. (Dies ist fiir die beiden Kanten zwi-
schen der zweiten und dritten Klausel der Fall).

Ubung 38: Gegeben sei folgender Resolutionsgraph, wobei K, Ky, ..., K;
Hornklauseln sind.

K, K, Kj K,

Man zeige, dass dieser Resolutionsbaum “linearisiert” werden kann, und die
Klausel K77 auch auf folgende Art aus K, Ky, K3, Ky resolviert werden kann,

K 1 R'tg I ‘Pl';; -K,H

ay

wobei {i,1y,13,74} = {1,2, 3,4} und K', K" geeignete Klauseln sind.

fJbung 39: Eine Klausel heifit positiv (negativ), falls sie nur positive (nega-
tive) Literale enthilt. Man zeige, dass jede Klauselmenge erfiillbar ist, wenn
sie keine positive Klausel enthilt. (Dasselbe gilt fiir eine Klauselmenge, die
keine negative Klausel enthilt).

Ubung 40: Man zeige, dass folgende Einschriinkung des Resolutionskalkiils
bereits vollstindig ist: Es darf nur dann ein Resolvent aus den Klauseln K,
und K, gebildet werden, sofern eine der beiden Klauseln positiv ist.

Hinweis: Diese Ubung wird in Kapitel 2.6 gelost.

Ubung 41: Man zeige: Wenn F eine unerfiillbare Klauselmenge ist und G
eine minimal unerfiillbare Teilmenge von F' (d.h. ' ist unerfiillbar, aber jede
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echte Teilmenge von G ist erfiillbar), dann bendtigt jede Resolutionsherlei-
tung der leeren Klausel aus F mindestens |G| — 1 Resolutionsschritte.

Bemerkung: Obwohl, wie wir gesehen haben, der Resolutionskalkiil in vie-
len Spezialfiillen direkt zu einem effizienten algorithmischen Unerfiillbar-
keitstest fiithrt, muss dies nicht fiir jede Formel so sein. Man kann unerfiillbare
Formeln bzw. Klauselmengen angeben, wo jede Deduktion der leeren Klausel
exponentiell viele Klauseln enthilt. Das heiBt, fiir diese Klauseln ist der Auf-
wand fiir den Unerfiillbarkeitstest per Resolutionskalkiil mit dem der Wahr-
heitstafelmethode vergleichbar. Wegen der “NP-Vollstindigkeit” des Erfiill-
barkeitsproblems scheint hier auch keine prinzipielle Verbesserung moglich
Zu sein.

Man beachte ferner die folgende interessante Besonderheit: Man kann sowohl
die Erfiillbarkeit als auch die Unerfiillbarkeit einer Formel F' durch eine Exi-
stenzaussage ausdriicken: F' ist (per Definition) erfiillbar, falls eine erfiillen-
de Belegung existiert, und F' ist unerfiillbar, falls eine Deduktion der leeren
Klausel existiert. Eine “*Asymmetrie” in dieser an sich symmetrisch aussehen-
den Situation besteht jedoch darin, dass das Aufschreiben einer Deduktion
evil. mit wesentlich (d.h. exponentiell) mehr Aufwand verbunden sein kann
als das Aufschreiben einer Belegung. (Diese Asymmetrie hiingt eng mit dem
sog. VP =7 co-N P Problem zusammen.)



Kapitel 2

Pradikatenlogik

2.1 Grundbegriffe

Die Priidikatenlogik ist eine Erweiterung der Aussagenlogik. Was hinzu
kommt sind Quantoren, Funktions- und Pridikatsymbole. Durch diese neuen
Konzepte sind nun Sachverhalte beschreibbar, die im Rahmen der Aussagen-
logik nicht formuliert werden konnten. In der Aussagenlogik war es z.B. nicht
moglich auszudriicken, dass gewisse “Objekte” in gewissen Beziehungen ste-
hen; dass eine Eigenschaft fiir alle Objekte gilt, oder dass ein Objekt mit einer
gewissen Eigenschaft existiert. Ein bekanntes Beispiel aus der Analysis:

Fiir alle £ > 0 gibt es ein ng, so dass fiir alle n > ny gilt, dass
abs(f(n) —a) <e.

Die wesentlichen Bestandteile hier sind die sprachlichen Konstrukte “fiir alle”
und “es gibt”, sowie die Verwendung von Funktionen (abs, f, —) und Rela-
tionen (>, >, <).

Wir beginnen wieder wie in der Aussagenlogik damit, dass wir den syntakii-
schen Sprachrahmen abstecken, in dem wir uns in der Priidikatenlogik bewe-
gen wollen. Der Definition von (prédikatenlogischen) Formeln muss noch die
Definition von Termen vorangestellt werden, da sie Bestandteile der Formeln
sind.

Definition (Syntax der Pridikatenlogik)
Eine Variable hat die Form z; mit i = 1,2, 3,.... Ein Prddikatsymbol hat
die Form P} und ein Funktionssymbol hat die Form ff miti = 1,2,3,...

und k£ = 0,1,2,.... Hierbei heift i jeweils der Unterscheidungsindex und k
die Stellenzahl (oder Stelligkeir). Wir definieren nun die Terme durch einen



50 KAPITEL 2. PRADIKATENLOGIK
induktiven Prozess:
1. Jede Variable ist ein Term.

2. Falls f ein Funktionssymbol ist mit Stellenzahl k, und falls ¢,. ..t
Terme sind, so ist auch f(¢),...,#) ein Term.

Hierbei sollen auch Funktionssymbole der Stellenzahl 0 eingeschlossen sein,
und in diesem Fall sollen die Klammern wegfallen. Nullstellige Funktions-
symbole heiBen auch Konstanten.

Nun konnen wir (wiederum induktiv) definieren, was Formeln (der Pridika-
tenlogik) sind.

1. Falls P ein Pridikatsymbol der Stelligkeit k ist, und falls 1, .. ., #; Ter-
me sind, dann ist P(t,,. .., ) eine Formel.

2. Fiir jede Formel F ist auch —F eine Formel.
3. Fiir alle Formeln F' und G sind auch (¥ A G) und (F V G) Formeln.

4. Falls z eine Variable ist und F eine Formel, so sind auch 3z F und Yz £
Formeln.

Atomare Formeln nennen wir genau die, die geméB 1. aufgebaut sind.
Falls F eine Formel ist und F als Teil einer Formel G auftritt, so heift F
Teilformel von G,

Alle Vorkommen von Variablen in einer Formel werden in freie und gebun-
dene Vorkommen unterteilt. Dabei heiBt ein Vorkommen der Variablen z in
der Formel /' gebunden, falls z in einer Teilformel von F' der Form 32G oder
VeG vorkommt. Andernfalls heiBt dieses Vorkommen von z frei. (Dieselbe
Variable kann also in einer Formel an verschiedenen Stellen sowohl frei als
auch gebunden vorkommen),

Eine Formel ohne Vorkommen einer freien Variablen heiBt geschlossen oder
eine Aussage. Das Symbol 3 wird Existenzquantor und V Allquantor genannt.
Die Matrix einer Formel F ist diejenige Formel, die man aus F erhilt, in-
dem jedes Vorkommen von 3 bzw. V, samt der dahinterstehenden Variablen
gestrichen wird. Symbolisch bezeichnen wir die Matrix der Formel /' mit /™.

2.1. GRUNDBEGRIFFE 51

Beispiel: F' = (321 P2(x1, f1(22)) V ~Vxa P (zs, f7 (3, fi(xs)))) ist eine
Formel, Siamtliche Teilformeln von £ sind:
P
3z, P} (x4, f3(22))
Py, f3(2))
_'V:r'.?pflz(m% f‘?(ff? f;(zi)))
VIR'D?(I-L f?(ffe fslffa)))
ng(IZs f'?(fx?r f'}{-rii)))
Alle in F' vorkommenden Terme sind:
Iy
T2
f3(x2)
FR(f2, £ (w3))
13
fsl (z3)
Z3
Alle Vorkommen von z, in F' sind gebunden. Das erste Vorkommen von 3 ist
frei, alle weiteren sind gebunden. Ferner kommt z; in F' frei vor. Die Formel
F ist also keine Aussage. Der Term f} stellt eine Konstante dar.

Die Matrix von F ist die Formel
F* = (PX(z1, f3(22)) V ~Pi(2, f1(1, 3 (23))))

Ubung 42: Sei Frei(F) die Menge der in F frei vorkommenden Variablen.
Man definiere Frei( F') formal (per Induktion iiber den Term- und Formelauf-

bau von F).

Wir vereinbaren wieder die vereinfachenden Schreibweisen wie in der Aus-
sagenlogik. Hinzu kommen noch die folgenden:

u,v,w,x,y,z stehen fiir Variablen

a,b,c stehen fiir Konstanten

f , g, h stehen fiir Funktionssymbole, wobei die zugehori-
ge Stelligkeit immer aus dem Kontext hervorgeht.

P,Q:R stehen fiir Priidikatsymbole. Die Stelligkeit geht

aus dem Kontext hervor.

Ubung 43: Man gebe simtliche Teilformeln und Terme an, die in der Formel
F = ((Q(z) v 3zvy(P(f(z), 2) A Q(a))) V VzR(z, 2, g(x)))
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enthalten sind. Welche Teilformeln sind Aussagen? Fiir jedes Vorkommen
einer Variablen bestimme man, ob es frei oder gebunden ist. Wie lautet die
Matrix von F' ?

Um Formeln der Priidikatenlogik zu interpretieren, miissen die Funktionssym-
bole als gewisse Funktionen, die Pridikatsymbole als gewisse Pridikate (je-
weils auf einer gewissen Grundmenge) gedeutet werden. Hinzu kommt, dass
evtl. vorkommende freie Variablen als Elemente der Grundmenge interpretiert
werden miissen. All dies wird in der folgenden Definition formal getan.

Definition (Semantik der Priidikatenlogik)
Eine Struktur ist ein Paar A = (U, I 4) wobei U, eine beliebige aber nicht
leere Menge ist, die die Grundmenge von A (oder der Grundbereich, der In-

dividuenbereich, das Universum) genannt wird. Ferner ist / 4 eine Abbildung,
die

- jedem k-stelligen Pridikatsymbol P (das im Definitionsbereich von I,
liegt) ein k-stelliges Priidikat iiber I/ 4 zuordnet,

- jedem k-stelligen Funktionssymbol f (das im Definitionsbereich von 14
liegt) eine k-stellige Funktion auf [/ 4 zuordnet,

- jeder Variablen x (sofern /4 auf z definiert ist) ein Element der Grundmen-
ge U 4 zuordnet.

Mit anderen Worten, der Definitionsbereich von /4 ist eine Teilmenge von
{PE, fl 2 |1=1,2,3,... undk =0,1,2,...}, und der Wertebereich von
14 ist eine Teilmenge aller Priidikate und Funktionen auf U 4, sowie der Ele-
mente von U4. Wir schreiben abkiirzend statt I4(P) einfach P4, statt 1 4( f)
einfach f* und statt 14(z) einfach z*,

Sei F' eine Formel und A = (U4, 14) eine Struktur. A heiBt zu F' passend,
falls I 4 fiir alle in F' vorkommenden Priidikatsymbole, Funktionssymbole und
freien Variablen definiert ist.

Beispiel: ' = VzP(z, f(2)) A Q(g(a, 2)) ist eine Formel. Hierbei ist P ein
zweistelliges und () ein einstelliges Priidikatsymbol und f ein einstelliges,
g ein zweistelliges und a ein nullstelliges Funktionssymbol. Die Variable z
kommt in F frei vor. Eine zu F' passende Struktur ist z.B. A = ([/4, I 4) mit

Usr = {0,1,2,...} = N,
I4(P) PA = {(m,n) | m,n€Usundm < n},
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14(Q) = Q*={neUy|nistPrimzahl }

T4(f) fA = die Nachfolgerfunktion auf U4,
also fA(n) =n+1,

I4(g) = g¢*= die Additionsfunktion auf Uy,
also g'(m,n) = m + n,

IA(G.) = ﬂA = 2,

Ii(z) = z2*=38.

In dieser Struktur “gilt” F offensichtlich (was wir gleich formal definieren
werden), denn jede natiirliche Zahl ist kleiner als ihr Nachfolger und die Sum-
me von 2 und 3 ist eine Primzahl.

Man kann sich natiirlich auch fiir diese Beispielformel F' (zu F' passende)
Strukturen vorstellen, in denen ' nicht gilt. F' ist also nicht in jeder Struktur
gliltig.

Um nicht den Eindruck aufkommen zu lassen, dass der Grundbereich U 4 im-
mer aus Zahlen bestehen muss, geben wir nun eine Struktur an, die auf den
ersten Blick etwas kiinstlich wirken mag, aber im Kapitel 2.4 eine wichtige
Rolle spielen wird. Sei A = (U, 1 1), wobei U 4 die Menge der variablenfrei-
en Terme ist, die aus den Bestandteilen von F' (also den Funktionssymbolen)
aufgebaut werden konnen. Fiir obige Beispielformel wiire

Ua = {a, f(a), g(a,a), f(g(a,a)), g(f(a),a),- - .}.

Fiir jeden Term t € U, sei f4(t) definiert als der Term f(t) € Uy, und fiir
alle Terme t,, t2 sei g™ (1, ) definiert als der Term g(t;, ;) € U 4. Ferner sei
at =a.

Der Leser sollte sich unbedingt klarmachen, was fiir eine Wechselwirkung
zwischen syntaktischen Objekten (den Elementen von U4) und den semanti-
schen Interpretationen (f*, g** und a*) hier stattfindet. Um A vollstindig zu
definieren, muss noch P#, Q* und z** angegeben werden. Wir {iberlassen es
dem Leser, diese Definition einmal so vorzunehmen, dass .4 Modell fiir F ist,
und so, dass A kein Modell fiir F" ist.

Definition (Semantik der Pridikatenlogik — Fortsetzung)

Sei F eine Formel und A eine zu [ passende Struktur, Fiir jeden Term £, den
man aus den Bestandteilen von ' bilden kann (also aus den Variablen und
Funktionssymbolen), definieren wir nun den Wert von ¢ in der Struktur A,
den wir mit .A(#) bezeichnen. Die Definition ist wieder induktiv.
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1. Falls ¢ eine Variable ist (also t = z), soist A(¢) = 2.

2. Falls t die Form hat t = f(t;,...,1x) wobei t;,. .., t; Terme und f ein
k-stelliges Funktionssymbol ist, so ist

A(t) = fAA), - Alt)-

Der Fall 2 schlieBt auch die Moglichkeit ein, dass f nullstellig ist, also ¢ die
Form hat ¢ = a. In diesem Fall ist also A(t) = a*.

Auf analoge Weise definieren wir (induktiv) den (Wahrheits-) Wert der For-
meln F' unter der Struktur 4, wobei wir ebenfalls die Bezeichnung A(F)

verwenden.

1. Falls F die Form hat F = P(t,,...,t;) mit den Termen ?,, ..., ¢ und
k-stelligem Priidikatsymbol P, so ist

A
A(f.‘-) — { é} falls ('A(tl)§ renn :A(tk)) € P
, sonst
2. Falls F die Form F = =G hat, so ist
| 1, falls A(G) =0
AF) = { 0, sonst

3. Falls F die Form F' = (G A H) hat, so ist

1, falls A(G) =1und A(H) =1
0, sonst

A(F) = {

4. Falls F die Form F' = (G Vv H) hat, so ist

1, falls A(G) = 1 oder A(H) =1
0, sonst

A =

5. Falls F die Form F' = ¥zG hat, so ist

1, falls fiir alle d € Uy gilt: A (G) = 1
0, sonst

Ar) = {

6. Falls F' die Form F = 3zG hat, so ist

1, fallses ein d € U4 gibt mit: Ajz/(G) = 1
(), sonst

A(F) = {
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Hierbei bedeutet A, diejenige Struktur A’, die iiberall mit A identisch ist,
bis auf die Definition von z*" : Es sei namlich 2 = d, wobeid € Uy = Uy
— unabhiingig davon, ob 74 auf z definiert ist oder nicht.

Falls fiir eine Formel F' und eine zu F' passende Struktur A gilt A(F) = 1,
so schreiben wir wieder A |= F (Sprechweise: F' gilt in A oder A ist Modell
fiir /). Falls jede zu F passende Struktur ein Modell fiir £ ist, so schreiben
wir |= F (Sprechweise: F ist (allgemein-)giiltig), andernfalls (%~ F'. Falls es
mindestens ein Modell fiir die Formel F gibt, so heift F erfiillbar, andernfalls
unerfiillbar.

Ubung 44: Gegeben sei folgende Formel:
F = Va3yP(s,y, £(2))

Man gebe eine Struktur 4 an, die Modell fiir /' ist, und eine Struktur B, die
kein Modell fiir F' ist.

Einige Begriffe aus der Aussagenlogik wie “Folgerung” und “Aquivalenz”
kénnen nun in offensichtlicher Weise direkt in die Pridikatenlogik {ibertragen
werden. Wir verwenden diese Begriffe im Folgenden, ohne sie noch einmal
explizit zu definieren.

Bemerkungen
1. Villig analog zum aussagenlogischen Fall lisst sich zeigen, dass fiir jede
Formel F' gilt:

F'ist giiltig genau dann, wenn —F" unerfiillbar ist.

2. Die Priidikatenlogik ist im folgenden Sinn eine Erweiterung der Aussa-
genlogik: Falls alle Pridikatsymbole nullstellig sein miissen (dann eriibrigen
sich automatisch Terme, Variablen und Quantoren), erhalten wir im Prinzip
die Formeln der Aussagenlogik, wobei nun die nullstelligen Pradikatsymbole
die Rolle der atomaren Formeln der Aussagenlogik iibernehmen. Die Begrif-
fe “erfiillbar”, “giiltig" usw. aus der Aussagen- und der Pridikatenlogik sind
dann identisch.

Es geniigt sogar, lediglich die Variablen (und damit die Quantoren) zu verbie-
ten, damit die Pridikatenlogik zur Aussagenlogik “degeneriert”. Sei z.B.

F = (Q(a) V~R(f(b),c) A P(a,b)
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eine Formel ohne Variablen (aber mit mehr als O-stelligen Priidikatensym-
bolen!). Indem wir die vorkommenden atomaren Formeln mit entsprechenden
atomaren Formeln der Aussagenlogik identifizieren

Qa) +— A
H(I(b), C) —F ."'lg
Pa,b) +— A

erhalten wir die aussagenlogische Formel
F’ = (Al VﬁAg) /\A;; .

Offensichtlich ist (ein solcherart gewonnenes) F erfiillbar (oder giiltig) genau
dann, wenn F erfiillbar (oder giiltig) ist.

3. Man beachte, dass pridikatenlogische Formeln, sofern sie keine Quanto-
ren enthalten (z.B. die Matrix einer gegebenen Formel), mit den Mitteln der
Aussagenlogik in KNF bzw. DNF umgeformt werden konnen. Der einzige
Unterschied ist, dass die Rolle der aussagenlogischen atomaren Formeln (dies
sind die A;) nun von den pridikatenlogischen atomaren Formeln iibernommen
wird (dies sind die Formeln der Form P(#,,...,1,)).

4. Die Pridikatenlogik ist zwar “ausdrucksstirker” als die Aussagenlogik, je-
doch kann nicht jede mathematische Aussage im Rahmen der Pridikatenlogik
formuliert werden. Wir erhalten eine noch gréere “Ausdrucksstiirke”, falls
wir auch Quantifizierungen iiber Priidikaten- und Funktionssymbole erlauben,
z.B.
F =VP3fvxP(f(x)).

Dies ist der sog. Prddikatenlogik der zweiten Stufe vorbehalten (die wir
hier nicht behandeln wollen). Die oben definierte Pridikatenlogik heift auch
Pridikatenlogik der ersten Stufe. Pridikate und Funktionen werden also als
zweitstufige Objekte verstanden, wiihrend die Elemente des Grundbereichs
erststufige Objekte sind.

Ubung 45: Gegeben seien die Formeln £y, 5 und F, die gerade die Reflexi-
vitit, Symmetrie und Transitivitiit von P “besagen”.

B = VaP(zx)
F, = Vavy(P(z,y) = P(y,z))
Fy = Vovyva((P(z,5) A P(y,2)) = P(z,7))

Man zeige, dass keine dieser Formeln Folgerung der anderen beiden ist, indem
man fiir jedes Formelpaar ein Modell angibt, das aber nicht Modell fiir die
jeweils dritte Formel ist.
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Ubung 46: In der Priidikatenlogik mit Identitdt ist auch das Symbol = zuge-
lassen, das Gleichheit zwischen Termen bedeuten soll. Wie muss die Synrax
(Definition von Formeln) und Semantik (Definition von A(F)) der Pridika-
tenlogik erweitert werden, um die Pridikatenlogik mit Identitdt zu erhalten?
Ubung 47: Welche der folgenden Strukturen sind Modelle fiir die Formel
F = 3z3y32(P(z,y) A P(z,y) A P(z,z) A ~P(z,z)) ?
(@) Uy =N, PA={(m,n) |mn e IN,m<n}
(b) Uy =N, PA= {(m,m+1)|me N}

(c) Uy = PN (die Potenzmenge von IN),
PA={(A,B)|A,BCN,AC B}

Ubung 48: Sei F eine Formel und die in F frei vorkommenden Variablen
seien x1, T9, ..., T,. Man zeige:

(a) F ist giiltig genau dann, wenn Yz, Vo - - -V, F' gliltig ist,

(b) F ist erfiillbar genau dann, wenn Jz;3x; - - - 3, I erfiillbar ist.

Ubung 49: Man formuliere eine erfilllbare Aussage F', so dass fiir alle Mo-
delle A von F gilt: |U 4| > 3.

Ubung 50: Sei F eine erfiillbare Formel und A sei ein Modell fiir F' mit
|U4| = n. Man zeige: dann gibt es auch fiir jedes m > n ein Modell By, fiir
F mit |Ug,, | = m. AuBerdem gibt es ein Modell B, fiir F' mit [Ug_ | = ox.

Ubung 51: Man gebe eine erfiillbare priidikatenlogische Aussage F' mit Iden-
titit an (vgl. Ubung 46), so dass fiir jedes Modell A von I gilt [U4| < 2.
Diese Ubung scheint der vorhergehenden zu widersprechen. Losen Sie diesen

anscheinenden Widerspruch auf!

Ubung 52: Man formuliere pridikatenlogische Aussagen mit Identitiit (vgl.
Ubung 46), in denen das zweistellige Pridikatsymbol P (bzw. das einstellige
Funktionssymbol f) vorkommt, die “besagen™:

(a) P ist eine antisymmetrische Relation,
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(b) f ist eine injektive Funktion,

(c) f isteine surjektive Funktion.

Ubung 53: Man formuliere eine Aussage F' im Rahmen der Pridikatenlogik
mit Identitiit (vgl. Ubung 46), in der ein zweistelliges Funktionssymbol f vor-
kommt, so dass fiir jedes Modell A von F gilt:

(U, f) ist eine Gruppe.

Ubung 54: Ein Keller (engl. stack) ist eine aus der Informatik bekannte ab-
strakte Datenstruktur, fiir die bestimmte Pridikate und Funktionen (oder Ope-
rationen) definiert sind. So ist IsEmpty ein einstelliges Priidikat und nullstack
eine Konstante. Ferner sind zop und pop einstellige Funktionen und push eine
zweistellige Funktion. Man “axiomatisiere” diese Operationen, die auf einem
Keller erlaubt sind, in solcher Weise durch eine Formel mit Identitit, dass
jedes Modell dieser Formel ein (abstrakter) Keller ist.

Hinweis: Ein Bestandteil der Formel kénnte z.B.
VaVy(top(push(z, y)) = z)

sein.

2.2 Normalformen

Der Aquivalenzbegriff der Aussagenlogik lisst sich in naheliegender Weise
in die Pridikatenlogik iibertragen: zwei priidikatenlogische Formeln F und G
sind dquivalent, falls fiir alle sowohl zu F" als auch zu G' passenden Strukturen
A gilt A(F) = A(G).

Wir beobachten zunichst, dass alle im aussagenlogischen Teil bewiesenen
Aquivalenzen auch in der Pridikatenlogik gelten. Z.B. gilt fiir alle pradika-
tenlogischen Formeln F' und G das deMorgansche Gesetz:

~(FAG) = (~FV-G)

Um pridikatenlogische Formeln in gewisse Normalformen umzuformen,
bendtigen wir jedoch auch Aquivalenzen, die Quantoren mit einbeziehen.

Satz
Seien F' und G beliebige Formeln.
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1. =¥z F = dz-F

-3z F =Vz-F
2. Falls z in G nicht frei vorkommt, gilt:
(VeFAG) = Vz(FAG)
(VzFVG) = Yz(FVG)
(FzFAG) = Fz(FAQG)
(BzFv@G) = F2(FVAQ)

i

3. (VoF AVzG) =Vz(F AG)
(FzF Vv 32G) = 3x(F V G)

4. VaVyF = VyVaoF
JxIyF = JydzF

Beweis: Wir fithren exemplarisch nur den Beweis fiir die erste Aquivalenz
in 2. vor. Sei A = (U, I4) eine zu den beiden Seiten der zu beweisenden
Aquivalenz passende Struktur. Es gilt:
AVzF AG) =1
gdw. A(VzF)=1und A(G) =1
gdw. fiir alle d € Uy gilt Az (F) = 1und A(G) =1

gdw. fiiralle d € Uy gilt A yq)(F) = Lund Ay, g(G) =1 (dax
in G nicht frei vorkommt, ist ndmlich A(G) = Ajz;4(G) )

gdw. firalled € Uy gilt A q((FAG)) =1
gdw. AVz(F AG)) = 1. "

Interessanter noch erscheint hier zu bemerken, welche ganz #hnlich aussehen-
den Formelpaare nicht dquivalent sind:

(VeFVVe@) # Ya(FVG)
(3xF A 3JzG) # 3Fz(F AG)

fjbung 55: Man bestiitige dies durch Angabe von Gegenbeispielen.

Ubung 56: Man zeige, dass F' = (3zP(z) — P(y)) dquivalent ist zu G =
Yz(P(z) = P(y)).

Ubung 57: Man beweise, dass Vo 3y P(z, y) eine Folgerung von 3yvz P(x,y)
ist, aber nicht umgekehrt.
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Ferner bemerken wir, dass das Ersetzbarkeitstheorem der Aussagenlogik in
analoger Weise auch fiir Formeln der Pridikatenlogik gilt. Der im Kapitel
1.2 gefiihrte Induktionsbeweis (iiber den Formelaufbau) muss lediglich um
die bei pridikatenlogischen Formeln zusiitzlich vorkommenden Fiille ergiinzt
werden. (Fall 4: F hat die Form F = 326, Fall 5: F hat die Form F' = V2G).

Dies fiihrt gleich tiber zu der nidchsten Bemerkung. Induktionsbeweise iiber
den Formelaufbau konnen — wie soeben bemerkt — auch bei pridikatenlo-
gischen Formeln gefiihrt werden (mit entsprechend mehr Fallunterscheidun-
gen). Da jedoch der Definition von Formeln die Definition von Termen vor-
ausgeht, muss bei dem Beweis einer Behauptung B, die fiir alle pridikaten-
logischen Formel gelten soll, evtl. ein weiterer Induktionsbeweis iiber den
Termaufbau vorausgehen. Hierzu muss die Behauptung B evtl. auf Terme an-
gepasst bzw. umgeformt werden.

Man beachte, dass die Aquivalenzumformungen 1-3 des obigen Satzes — von
links nach rechts angewandt — die in einer Formel evtl. vorkommenden Quan-
toren “nach auBen treiben”.

Beispiel:

(~(32P(z, 1) V ¥2Q(2)) A JwP(f (e, w)))
((m3aP(z,y) A ~V2Q(2)) A JwP(f(a,w))) (deMorgan)
((Vz-P(z,y) A 32-Q(2)) A JwP(f(a,w)) (wegen 1.)
{EI:L:P(f(a,w)) (Vo=P(z,y) A I2-Q(z))) (Kommutativitiit)
= Jw(P(f(a,w)) AVz(=P(z,y) A Iz-Q(2))) (wegen 2.)
Jw(Vz(32-Q(2) A -P(z,y)) A P(f(a w))) (Kommutativitit)
Jw(VzI2(~Q(z) A =P(z,y)) A P(f(a,w))) (wegen 2.)
JwVz32(-Q(z) A =P(z,y) A P(f(a w))) (wegen 2.)

1]

il

I

Mehreres fillt hierbei auf. Die Quantorenreihenfolge, die sich am Ende der
Umformungskette ergibt, liegt nicht unbedingt eindeutig von vornherein fest.
Sie hiingt von der Art und Reihenfolge der Umformungsschritte ab. Im obi-
gen Beispiel hiitte sich jede mégliche Permutation von “Jw”, “Vz" und “32”
erreichen lassen. (Dies muss aber nicht immer so sein!). Nebeneinanderste-
hende gleichartige Quantoren konnen jedoch immer vertauscht werden (vgl.
Punkt 4 des Satzes).

Um Punkt 2 des obigen Satzes immer anwenden zu konnen, miissen wir die
Méglichkeit vorsehen Variablen umzubenennen.
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Definition

Sei F eine Formel, z eine Variable und ¢ ein Term. Dann bezeichnet Fz/1]
diejenige Formel, die man aus F erhilt, indem jedes freie Vorkommen der
Variablen z in F' durch den Term ¢ ersetzt wird. Durch [z/t] wird eine Substi-

tution beschrieben.
Substitutionen (oder auch Folgen von Substitutionen) behandeln wir auch als

selbstiindige Objekte. So soll z.B.
sub = [z/t1][y/ta]

diejenige Substitution bedeuten, die in einer Formel (oder auch in einem
Term) jedes freie Vorkommen von z durch ¢, und dann jedes freie Vorkom-
men von y durch ¢, ersetzt. (Man beachte hierbei, dass ¢; auch y enthalten

darf).

Bemerkung: Man unterscheide deutlich zwischen Az /q und Flz/t]. Zum
einen erhalten wir eine neue Struktur, bei der = den Wert d erhiilt (Semantik)
und zum anderen erhalten wir eine neue Formel, bei der = durch t ersetzt ist
(Syntax).

In der folgenden Ubung soll der Zusammenhang zwischen beiden Notationen
hergestellt werden.

Ubung 58: Man beweise (per Induktion tiber den Term- und Formelaufbau),
dass das folgende Uberfiihrungslemma fiir jede Formel F, jede Variable z,
und jeden Term ¢, der keine in F' gebundene Variable enthilt, gilt:

A(Flx/t]) = Apjaey (F)

Der Beweis des folgenden Lemmas ist genauso einfach.

Lemma (gebundene Umbenennung)
Sei F = Qz(G eine Formel mit Q € {3, V}. Es sei y eine Variable, die in G
nicht vorkommt. Dann gilt F = QyG[z/y].

Durch systematisches Ausfilhren von gebundenen Umbenennungen, wobei
immer neue, noch nicht vorkommende Variablen verwendet werden, kénnen

wir das niichste Lemma beweisen.
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Lemma

Zu jeder Formel F' gibt es eine dquivalente Formel G in bereinigter Form.
Hierbei heiBt eine Formel bereinigt, sofern es keine Variable gibt, die in der
Formel sowohl gebunden als auch frei vorkommt, und sofern hinter allen vor-
kommenden Quantoren verschiedene Variablen stehen.

Ubung 59: Man gebe eine zu
F =VadyP(z, f(y)) AVy(Q(z,y) V R(z))

dquivalente, bereinigte Formel an!

Wie in obigem Beispiel bereits angedeutet, kann jede Formel durch Anwen-
den der Aquivalenzumformungen des obigen Satzes und durch eventuelles
gebundenes Umbenennen in eine dquivalente und bereinigte Formel iiberfiihrt
werden, in der alle Quantoren “ganz vorne” stehen. Wir fassen diese Sachlage
in einer Definition und einem Satz zusammen.

Definition
Eine Formel heiBt prinex oder in Prinexform, falls sie die Bauart hat

Qi Qayz .. . QnynF,

wobei Q; € {3,V},n > 0, und die y; Variablen sind. Es kommt ferner kein
Quantor in F vor.

Satz
Fiir jede Formel F' gibt es eine dquivalente (und bereinigte) Formel (7 in
Prinexform.

Beweis: (Induktion iiber den Formelaufbau)

Induktionsanfang: F ist atomare Formel. Dann liegt F bereits in der
gewiinschten Form vor. Wiihle also G = F.

Induktionsschritr: Wir betrachten wieder die verschiedenen Fiille:

1. F hat die Form —=F; und G| = Q11Q2v2 - -- Quy.G' sei die nach
Induktionsvoraussetzung existierende zu F dquivalente Formel. Dann
gilt

F = QuQays - Qryn—G'
wobei Q; = 3, falls Q; = ¥; und @; = V, falls Q; = 3. Diese Formel
hat die gewiinschte Form.
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2. F hat die Form (F} o [) mit o € {A,V}. Dann gibt es zu F}
und F, #quivalente Formeln G, und G in bereinigter Priinexform.
Durch gebundenes Umbenennen konnen wir die gebundenen Varia-
blen von G; und G, disjunkt machen. Dann habe (5, die Form
Qlyl Q2y2 Az ij‘}kGr[ und G:g die Form Q'; 2 Q;Zz L QEZEGFQ mit
Q:, Q; € {3,V}. Damit folgt, dass F zu

Qo - Quin@121Qh22 - Qiz1(G 0 Gy)
dquivalent ist. Diese Formel hat die gewiinschte Form.
3. F hat die Form QzF; mit Q@ € {3,V}. Die nach Induktionsvoraus-
setzung existierende bereinigte Prinexformel von F habe dic Bauart

Q1 Qay2 - - - Qryr F|. Durch gebundenes Umbenennen kann die Va-
riable & verschieden gemacht werden von g, 12, .. ., ¥%. Dann ist F' zu

QzQy1Q2ys - - - Quuyk Fy

dquivalent. "

Ubung 60: Im obigen Induktionsbeweis verbirgt sich ein Algorithmus zur
Herstellung von dquivalenten Formeln in bereinigter Prinexform. Man for-
muliere einen entsprechenden Algorithmus.

Ubung 61: Formen Sie die Formel
F= (Vﬂ’:ayp(ﬂ:, g(y: f(i“])) V=Q(2))V _‘VIR(Is y)
um in bereinigte Prinexform.

Im folgenden verwenden wir die Abkiirzung BPF fiir “bereinigt und in
Prinexform”,

Definition (Skolemform)
Fiir jede Formel /' in BPF definieren wir ihre Skolemform(-el) als das Resultat
der Anwendung folgenden Algorithmus’ auf F':

while I enthiilt einen Existenzquantor do
begin
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F habe die Form F' = Yy, Yy, -+ - Yy, 32 fiir eine Formel G
in BPF und n > 0 (der Allquantorblock kann auch leer sein);

Sei f ein neues bisher in F' nicht vorkommendes n-stelliges
Funktionssymbol;

F =Yy Yy - Y5 Glz/ fy1, v, - 00));
(d.h. der Existenzquantor in F’ wird gestrichen und jedes Vor-

'l;ommcn der Variablen z in G durch f(y,,us. ..., y,) ersetzt)
en

Beispiel: Betrachten wir die Formel
JzVy3IzVudvP(z,y, z,u,v)

Der  obige  Skolem-Algorithmus erzeugt in den einzelnen
while-Schleifendurchldufen die folgenden Formeln:

Vy3zYu3dvP(a,y, 2, u, v)

YyVudvP(a,y, f(y), u,v)

VyVuP(a,y, f(y), u, 9y, u))
Hierbei sind a (0-stellig), f (1-stellig) und g (2-stellig) die neu eingefiihrten
Skolemfunktionen,

Ubung 62: Man gebe die Skolemform der Formel
Va3yvz3w(—Pla,w) V Q(f(z),y))

Satz

Fiir jede Formel F in BPF gilt: I ist erfiillbar genau dann, wenn die Skolem-
form von F' erfiillbar ist.

Beweis: Wir zeigen, dass in jedem einzelnen, in einem while-Schieifen-
durc?hlauf durchgefiihrten Umformungsschritt eine Formel entsteht, die erfiill-
bar ist, genau dann wenn die Ausgangsformel F erfiillbar ist. Sei also

F =Yy Vy - -Vy,32G .

Die nach einem while-Schleifendurchlauf entstehende Formel hat dann die
Form

F' =Yy, - VyuGlz/ f(ya, y2e - yn)] -
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Wir nehmen zunichst an, dass F” erfiillbar ist. Dann gibt es eine Struktur A,
passend zu F’, mit A(F") = 1. Dann passt A auch zu F und es gilt:

fir alle uy, ua, - - ., 1, € Ugist
A[!Jl;‘lu][yz!uz}---[yn f'u,.!(G[sz(.'ll' Ya,~ - yn)]) =1.

Mit dem Uberfiihrungslemma folgt:

fiir alle u,, us,. .., u, € Uqist
Ay puslluafual-lom funliz sl (G) = 1,

wobei v = f""(ul, g, -+, Uy ). Damit folgt:

fiir alle wy, ug,...,uy € U4 gibtesein v € U4 mit
Ay, pu |z fuo)lyn funiz /1 (G) = 1+
Deshalb ist
A(ViVys Vo 326) = 1.

D.h., A ist auch Modell fiir F'.

Sei nun umgekehrt angenommen, F besitze das Modell .A. Wir kdnnen annch-
men, dass / 4 auf keinen anderen als den in F* vorkommenden Funktionssym-
bolen, Prédikatsymbolen und freien Variablen definiert ist. Wegen A(F) = 1

gilt:
fiir alle u;, ug, ..., u, € Uy gibteseinv € Uy (*)
mit "4[91e’uﬂ“‘[yn,f!-‘nﬁﬁ”l(G) =1.

Wir definieren nun eine neue Struktur A’, die eine Erweiterung von A ist
derart, dass A’ {iberall mit A identisch ist, lediglich das Funktionszeichen f
in A’ eine Interpretation f*" erhilt. Es sei

fAr (u'h rera un) = 'U!

wobei v € Uy = Uy gemiB (x) gewihlt wird. (An dieser Stelle des Be-
weises wird das Auswahlaxiom bendtigt, welches gerade die Existenz einer
derartigen Funktion garantiert). Mit dieser Definition von f#' ergibt sich:
fir alle wy, ..., un € Ug gilt
A?[&’J;’m]"'lyufunIlz/f-“’(u-l ..... u,,)]{G) =1

Mit dem Uberfiihrungslemma erhalten wir:

fiir alle wy, ..., u, € Uy gilt
Ay ol fun) (G2 (15 10)]) = 1,
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und damit

A!(VI}[ oo VQHG[Z/JF(Uh 1iace -yn)]} =1L

Also ist A’ Modell fiir F”. l

Man beachte, dass die Umformung in Skolemform keine Aquivalenzum—
formung ist in dem Sinne, dass dic entstehende Formel dquivalent zur Aus-
gangsformel ist. Es liegt lediglich Erfiillbarkeitsdquivalenz vor: die entste-
hende Formel besitzt ein Modell genau dann, wenn die Ausgangsformel ein
Modell besitzt,

Ubung 63: Man wende alle in diesem Kapitel vorgestellten Umformungs-
schritte (bereinigen, Prinexform, Skolemform) auf die Formel

Vz3y(P(z, g(y), 2) V V2Q(z)) A ~Vz3z—R(f(z,2), 2)
an!

Ubung 64: Wenn man im Algorithmus zur Erzeugung der Skolemform die
Rollen von J und V vertauscht, so entsteht ein Algorithmus, der aus gegebe-
ner Formel F' in BPF eine Formel F' erzeugt, die keine Allguantoren mehr
enthillt. Man zeige: I ist genau dann giiltig, wenn F' giiltig ist.

Ubung 65: Man gebe ein algorithmisches Verfahren an, das zu gegebener, be-
reinigter Formel F* direkt (also ohne vorheriges Erstellen einer Prinexformel)
eine Skolemformel von F' erzeugt. Hierzu iiberlege man sich, dass die Exi-
stenzquantoren der Priinexformel genau von denjenigen Existenz- (bzw. All-
)quantoren der Ausgangsformel herstammen, die sich im “Wirkungsbereich”
einer geraden (bzw. ungeraden) Anzahl von Negationszeichen befinden.

Es sollen noch einmal alle behandelten Umformungsschritte zusammenge-
stellt werden, die eine Formel durchlaufen muss , um fiir die Anwendun g der
spiiter zu betrachtenden Algorithmen in adéiquater Form vorzuliegen.

Gegeben: eine pridikatenlogische Formel F' (mit eventuellen Vorkommen
von freien Variablen).

1. Bereinige I durch systematisches Umbenennen der gebunden Varia-
blen. Es entsteht eine zu F iquivalente Formel F.
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2. Seien ¥y, Y2, .., Y, die in F' bzw. F; vorkommenden freien Varia-
blen. Ersetze Fy durch Fy = 3y, 3y, - - - Iy, F1. Dann ist F; erfiillbar-
keitsiquivalent zu F; und F (vgl. Ubung 48) und enthiilt keine freien

Variablen mehr.

3. Stelle eine zu F; dquivalente (und damit zu F erfiillbarkeitsiiquivalente)
Aussage F} in Prinexform her.

4. Eliminiere die vorkommenden Existenzquantoren durch Ubergang zur
Skolemform von Fj. Diese sei Fy und ist dann erfiillbarkeitsiquivalent
zu F3 und damit auch zu F.

5. Forme die Matrix von F; um in KNF (und schreibe diese Formel F;
dann als Klauselmenge auf).

Wir fiihren dies an einem Beispiel vor. Gegeben sei
F = (-3x(P(z,2) vV VyQ(z, f (1)) V VuP(9(2,y), 2))

Umbenennen von y zu w im zweiten Disjunktionsglied liefert die bereinigte
Form

Fy = (=32(P(z,2) V VyQ(z, ] (4))) V VuP(g(z, w), 2))
Die Variable z kommt in F; frei vor. Wir bilden deshalb
Fy = 32(~3(P(z, 2) V VyQ(z, (4)) V YuPlg(z. w), 2)).
Umformen in Prianexform liefert (z.B.)
Fy = 32¥a3yVu((+P(z, 2) A -Q(e, (1) V Pg(z,w), 2).

Wir gehen nun zur Skolemform iiber, wobei ein neues O-stelliges Funktions-
symbol a (eine Konstante) fiir z und h(z) fiir y substituiert wird.

Fy = YaVuw(~(P(z,a) A—Q(z, f (h(2)))) V P(g(a, w), a)).
Umformen der Matrix von Fy in KNF liefert
Fy = Vavu((-P(z, @)V P(g(a, w), a)) A(=Q(x, f(h(x)))V P(g(x, w), a))).
Nun kann F5 in Klauselform geschrieben werden:

{{-P(z,a), P(g(a, w),a)}, {~Qz, f(h(z))), P(g(a, w), a)} }.
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Hierbei erlibrigt sich das explizite Aufschreiben der Quantoren. Jede vorkom-
mende Variable in dieser Klauseldarstellung ist aufzufassen als per Allquantor
gebunden,

Diese Klauseldarstellung ist Ausgangspunkt verschiedener, auf Resolution
basierender Algorithmen (vgl. Abschnitt 2.5).

Es sei bemerkt, dass alle Umformungsschritte rein “mechanisch™ durch einen
Algorithmus ausgefiihrt werden kénnen.

2.3 Unentscheidbarkeit

Ein Leitthema unseres Vorgehens ist die Suche nach einem algorithmischen
Test fiir die Erfiillbarkeit oder Giiltigkeit von Formeln. Wir werden in die-
sem Abschnitt jedoch sehen, dass derartige Algorithmen fiir pridikatenlogi-
sche Formeln aus prinzipiellen Griinden nicht existieren konnen. Kurz ge-
sagt, die Priidikatenlogik ist unentscheidbar. (Genauer formuliert: sowohl
das Erfillbarkeitsproblem als auch das Giiltigkeitsproblem fiir pridikatenlo-
gische Formeln ist unentscheidbar). Wir werden uns mit einem sog. Semi-
Entscheidungsverfahren fiir die Pridikatenlogik begniigen miissen. Ein sol-
ches Semi-Entscheidungsverfahren wird dann im nichsten Abschnitt vorge-
stellt.

Die Wahrheitstafelmethode in der Aussagenlogik konnte aus der Beobachtung
abgeleitet werden, dass es zur Bestimmung der Erfiillbarkeit oder Giiltigkeit
einer Formel geniigt, eine endliche (wenn auch exponentiell groBe) Anzahl
von Belegungen durchzuprobieren. In der Priidikatenlogik haben wir es mit
den Strukturen zu tun statt mit den Belegungen. Kann man sich auch hier auf
die Betrachtung von endlich vielen (und zwar auch endlich groBen) Strukturen
beschriinken? Die obige Diskussion deutet an, dass dies nicht so ist.

Beobachtung: Es gibt pridikatenlogische Formeln, die zwar erfiillbar sind,
jedoch nur unendliche Modelle besitzen (also solche mit unendlicher Grund-
menge).

Man betrachte z.B. die Formel

F = VzP(z, f(2))
AVy-P(y,y)
AVuvoVw((Plu,v) A P(v,w)) — P(u,w)).

Diese Formel F' ist erfiillbar, denn sie besitzt z.B. das folgende (unendliche)
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Modell A = (U, L) mit

i = 40,1,2,.:3
P4 = {(m,n)|m <n},
fAn) = n+1.

Diese Formel F besitzt jedoch kein endliches Modell. Nehmen wir an, B =
(Ug, Is) sei ein Modell fiir F, wobei Uy endlich ist. Sei m ein beliebiges
Element aus Uy. Wir betrachten die Folge

. B
mo, My, My, . .. € Ug mitmy = mund myy, = f~ (m;).

Da Uy endlich ist, muss es natiirliche Zahlen i und j, i < j, geben mit
m; = my;. Wegen des ersten Konjunktionsglieds von F' gilt: (g, ;) €
PB_(my,my) € PB,(mg,ms) € P¥,....Das dritte Konjunktionsglied von
besagt auBerdem, dass PP eine transitive Relation sein muss. Dies impliziert
insbesondere, dass (m;,m;) € P®. Da aber m; = m;, haben wir also ein
Element n des Universums Uz gefunden mit (n,n) € PB. Dies widerspricht
jedoch dem zweiten Konjunktionsglied von F', das besagt, dass PB irreflexiv
ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass F' lediglich unendliche Modelle besitzt.

Es sei deutlich betont, dass obige Beobachtung noch kein Beweis fiir die Un-
entscheidbarkeit der Pridikatenlogik ist. Die Existenz von erfiillbaren For-
meln mit lediglich unendlichen Modellen zeigt nur, dass sich die Wahrheits-
tafelmethode nicht in die Pridikatenlogik iibertragen lisst, um ein Entschei-
dungsverfahren zu erhalten. Die mogliche Existenz von ganz anderen Ent-
scheidungsverfahren ist durch obige Beobachtung allein zunichst nicht aus-
geschlossen.

Um einen Unentscheidbarkeitsbeweis zu fithren, miisste zuniichst der zu-
grundeliegende Berechenbarkeitsbegriff geklirt bzw. definiert werden. Dies
ist Thema der Berechenbarkeitstheorie und soll hier nicht behandelt werden.
Dort wird eine Funktion fiir berechenbar (oder ein Problem fiir entscheidbar)
erklirt, falls die Funktion durch eine gewisse abstrakte Maschine (Turing-
Maschine) in endlich vielen Rechenschritten berechnet werden kann (bzw.
die Fragestellung des Problems in endlicher Zeit entschieden werden kann).
Wir wollen es bei folgender informaler “Definition” belassen: Ein (ja/nein-)
Problem heiBt entscheidbar oder rekursiv, falls es ein Rechenverfahren gibt
(z.B. formuliert als PASCAL-Programm), das angesetzt auf Eingaben der
zugrundeliegenden Problemstellung, immer nach endlicher Zeit stoppt, und
dann korrekt (in Bezug auf die Fragestellung) “ja” oder “nein” ausgibt. An-
dernfalls heiBt ein Problem unentscheidbar.
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Um es noch einmal zu verdeutlichen, wir zeigen also im Folgenden, dass u.a.
dieses Problem unentscheidbar ist:

gegeben: Eine pridikatenlogische Formel F.
gefragt: Ist F eine giiltige Formel?

Hierzu verwenden wir ein bekanntes Resultat aus der Berechenbarkeitstheo-
rie, das wir hier nicht beweisen wollen, nidmlich dass das sog. Postsche Kor-
respondenzproblem unentscheidbar ist. Dies ist das folgende Problem:

gegeben: Eine endliche Folge von Wortpaaren (z1,v1), - . ., (4, %),
wobei z,, y; € {0,1}7.

gefragt: Gibt es eine Folge von Indizes t1, 45, . . ., 4, € {1,2,..., k},
n2 1, mitT, Ty, ... T, =Y, Yy e Vi ?

Wir nennen iy,4s,...,%, dann eine Lisung des Korrespondenzproblems
('Tl'.! !}l): (.'1:2, 1’2): ey (-I:k: yk)

Beispiel: Das Korrespondenzproblem
K = ((1,101), (10, 00), (011,11)),

also
il?l:]. .’52210 .'173:01]_
Y= 101 Yo = 00 i3 = 1

besitzt die Losung (1, 3, 2, 3), denn es gilt:

1237223 = 101110011 = y1ya10ys

Ubung 66: Man zeige, dass folgendes Korrespondenzproblem eine Lisung
besitzt:
T3 =001 zo=01 23=01 z4=10

(Achtung: die kiirzeste Losung besteht aus 66 Indizes. Ohne Computerein-
satz kann man dieses Problem jedoch auch “von Hand” 16sen, wenn man die
Lésung “von hinten nach vorn” bestimmt).

Wir benutzen die Beweismethode der Reduktion und zeigen: wenn das obi-
ge Gilltigkeitsproblem der Priidikatenlogik entscheidbar ist, folgt dass auch
das Postsche Korrespondenzproblem entscheidbar ist — im Widerspruch zu
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den Resultaten der Berechenbarkeitstheorie. Aus einem fiktiven Entschei-
dungsverfahren fiir das Giiltigkeitsproblem der Priidikatenlogik miissen wir
ein fiktives Entscheidungsverfahren fiir das Postsche Korrespondenzproblem
konstruieren. Viele Unentscheidbarkeitsresultate in der Theorie der Formalen
Sprachen werden mittels dieser Methode der Reduktion gefiihrt — insbesonde-
re auch unter Verwendung der Unentscheidbarkeit des Postschen Korrespon-

denzproblems.

Satz (Church)
Das Giiltigkeitsproblem der Priidikatenlogik ist unentscheidbar.

Beweis: Wie oben bereits ausgefiihrt, besteht die Aufgabe darin, eine algo-
rithmische Vorschrift anzugeben, die jedes beliebige vorgelegte Postsche Kor-
respondenzproblem K in endlicher Zeit in eine priidikatenlogische Formel
F = Fy iiberfiihrt, so dass K eine Losung besitzt, genau dann wenn Fj
giiltig ist. Daraus ergibt sich dann, dass die fiktive Existenz eines Entschei-
dungsverfahrens fiir die Pridikatenlogik die Existenz eines Entscheidungs-
verfahrens fiir das Postsche Korrespondenzproblem nach sich zieht. Sei also

e ((.’L'l, yl)u (5’32,y2)1 vy (:fk:yk))

ein Postsches Korrespondenzproblem. Die gesuchte Formel F' = Fy wird
wie folgt konstruiert. F' enthiilt ein nullstelliges Funktionssymbol a (also ei-
ne Konstante), sowie zwei einstellige Funktionssymbole f; und f;. Ferner
kommt ein zweistelliges Priidikatensymbol P vor. Wir verwenden zur Dar-
stellung von F' eine abkiirzende Schreibweise:

Statt

fjl{fj2(’ ’ ‘fjf(;r') < )) mit j; € {0! 1}

schreiben wir
it dais (%)

(Die Indizes stehen nun also in umgekehrter Reihenfolge). Unsere Formel
F = Fy hat die Bauart

F=(FRAF)—>F)

und kann offensichtlich in endlicher Zeit aus K algorithmisch konstruiert wer-

den. Hierbei ist
k

Fi = /\ P(fz,(a), fy(a))

i=1
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k
Fy =VYu¥u(P(u,v) = A P(fs(u), f,.(v)))

i=l
Fy = 32P(z, 2).
Wir miissen nun zeigen, dass diese Formel F' giiltig ist genau dann, wenn K
eine Losung besitzt. Nehmen wir zunichst an, F sei giiltig. Dann gilt fiir jede

zu F passende Struktur A, dass A = F. Dies gilt dann auch fiir folgende
spezielle Struktur A = (U4, 14) mit

Us = {0,1}" (die Menge aller endlichen Wrter, die
sich mit dem Alphabet {0,1} bilden lassen),
a* = & (das leere Wort),
(@) = a0 (die Konkatenation von o mit 0),
a1 (die Konkatenation von « mit 1),
PA = {(a,8) | a,8 € {0,1}" und es gibt Indi-
ZeS 11,1, ...,p Mt @ = 2;, Ty, ... 2; und § =
YirYag o+ Yy }

B
[

Ein Wortpaar (a, 3) liegt also in P#, falls « mittels derselben Indexfolge
i),12,...,1% aus den z; aufgebaut ist, wie 3 aus den y; aufgebaut ist.

Man stellt nun leicht fest, dass A4 zu F passend ist. Somit gilt A = F. Ferner
kann man nachpriifen, dass A = F} und A |= F, gelten. Da F die Bauart
einer Implikation ((F; A F;) — Fj) hat, folgt A |= F3.

Inhaltlich bedeutet A |= Fj aber nichts anderes, als dass ein Wort y € {0,1}*
existiert, das mittels derselben Indexfolge aus den z;, wie auch aus den y;,
aufgebaut werden kann. Mit anderen Worten, das Korrespondenzproblem A
besitzt eine Losung.

Sei nun umgekehrt angenommen, dass K die Losung iy, 4,. .., %, besitzt.
Es gilt also @, 2, ... 2, = Y, ¥, ... ¥:,. Ferner sei A eine beliebige zu F
passende Struktur. Wir miissen nun zeigen, dass A |= F gilt. Falls A £ F,
oder A [~ F;, so folgt wegen der Bauart von F sofort, dass A |= F. Nehmen
\»{ilr fiir das Folgende also an, dass A = Fy und A | Fy, also A |= (Fy A F),
gilt.

Wir definieren nun eine Abbildung (oder Einbettung) 1 : {0, 1}* — U durch
folgende induktive Definition:

ule) = at,
pa0) = ftu),
u(xl) = fi(u(e).
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Mit anderen Worten, u(z) = f7*(a?). Beispiel:

w(01101) = AR SAS ™))

Wegen A |= F) gilt fiiri = 1,2,..., k: (u(z:), n(w:)) € P Wegen A |= Fy
gilt fiir i = 1,2,..., k, dass aus (p(u), p(v)) € P folgt (pu(uz:), p(vy:)) €
PA. Durch Induktion folgt, dass insbesondere gilt:

(J“(xii:ri: i xin): !'J'(yhyh R yi'n)) € PA,
Mit anderen Worten, fiir u = p(z;, 24, ... 25 ) = (Vs Uiy - - - ¥, ) gilt (u,2) €
PA. Daraus folgt A = 32P(z,z), und somit A = F3. Damitist A | F
gezeigt. [ ]

Folgerung: Das Erfiillbarkeitsproblem der Pridikatenlogik (gegeben: eine
Formel F', gefragr: Ist I erfiillbar?) ist unentscheidbar.

Beweis: Da eine Formel F giiltig ist genau dann, wenn —F unerfiillbar ist,
wiirde die Existenz eines fiktiven Entscheidungsverfahrens fiir das Erfiillbar-
keitsproblem zur Existenz eines Entscheidungsverfahrens fiir das Giiltigkeits-
problem fiihren. Da das Giiltigkeitsproblem unentscheidbar ist, kann es ein
solches Verfahren also nicht geben. g

Der Leser wird sofort bemerkt haben, dass dieses Argument wiederum nichts
anderes als die Methode der Reduktion ist.

Ubung 67: Man zeige, dass das Giiltigkeitsproblem (und damit auch das
Erfiillbarkeitsproblem) bereits fiir Formeln ohne Funktionssymbole unent-

scheidbar ist.

Ubung 68: Man zeige, dass folgende Variante des Postschen Korrespondenz-
problems entscheidbar ist.

gegeben: Eine endliche Folge von Wortpaaren (z1,41), - - -, (Zk, U),
wobei z;, 4 € {0,1}7.

gefragt: Gibt es Folgen von Indizes i1,42,... 00, 0 2 1, und
jl!j2= ks '!jm' m 2 1‘ mth'lIlz A 'Iin =yJIyJ: o 'y.iim?

Ubung 69: In der monadischen Pridikatenlogik diirfen die Formeln keine
Funktionssymbole enthalten und alle Priidikatensymbole miissen einstellig

(monadisch) sein.
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Man zeige: Falls eine Aussage F' der monadischen Priidikatenlogik mit den
einstelligen Pridikatensymbolen Py, ..., P, erfiillbar ist, dann gibt es be-
reits ein Modell fiir ' der Miichtigkeit 2", Hieraus folgere man, dass das
Erfiillbarkeits- (und Giiltigkeits-) problem fiir Formeln der monadischen Prii-
dikatenlogik entscheidbar ist!

Hinweis: Man zeige, dass der Grundbereich eines jeden Modells A fiir /" in 2*
Aquivalenzklassen unterteilt werden kann. Die Aquivalenz zweier Elemente
u,v € Uy ergibt sich aus ihrem gleichartigen Verhalten bzgl. PA, .. .. PA,
Sodann kann man ein neues Modell B fiir F' definieren, wobei die Elemente
von Uy gerade diese Aquivalenzklassen sind.

Ubung 70: Man zeige, dass fol gendes Problem unentscheidbar ist.

gegeben: Die Beschreibung eines Algorithmus’ A.

gefragt: Stoppt A nach endlicher Zeit, wenn A auf seiner eigenen
Beschreibung als Eingabe gestartet wird?

Exkurs (mathematische Theorien)

Wir wollen an dieser Stelle auf einige in der mathematischen Logik wich-
tige Begriffe und Resultate hinweisen, deren Bedeutung in der Informatik —
zumindest in diesem Buch — in den Hintergrund tritt.

Eine Theorie ist eine Menge von Formeln T - moglicherweise beschriinkt
auf solche Formeln, die nur aus bestimmten vorgegebenen Bestandteilen (d.h.
Pridikatensymbolen, Funktionssymbolen) aufgebaut sind —, die gegeniiber
Folgerbarkeit abgeschlossen ist. Das heift genauer, T ist eine Theorie, wenn
fiir alle Fy, F3,...,F, € T und alle Formeln G gilt: wenn G eine Folge-
rung von {Fy, Fy,..., F,} ist, s0 ist G € T. Die Formeln, die Elemente ciner
Theorie T sind, heifen auch Sétze der Theorie T.

Jede Theorie T umfasst alle giiltigen Formeln (evtl. mit der obigen syntakti-
schen Einschrénkung). Ferner gilt, dass T entweder alle Formeln enthiilt (dies
ist der entartete Fall einer widerspriichlichen Theorie), oder dass T disjunkt ist
zu der Menge der unerfiillbaren Formeln, Im nicht-entarteten Fall kann eine
Theorie auch keine Aussage F' zusammen mit ihrer Negation —F enthalten.
Das Diagramm zeigt ein nicht-entartetes Beispiel einer Theorie T.
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7

»”/”1 |

giiltige erfiillbare, aber nicht unerfiillbare
Formeln giiltige Formeln Formeln

>/

MR

Es gibt zwei grundsitzlich unterschiedliche Arten, Theorien zu definieren.
Bei der modelltheoretischen Methode gibt man eine Struktur A vor unq “.im"f“
als deren zugeordnete Theorie die Menge aller Formeln, evtl. mit Identitiit, die
unter A gelten. Formal geschrieben:

Th(A) = (F| A & F}.

Es ist klar, dass eine Formelmenge der Form Th(A) eine Theorie, also unter
Folgerbarkeit abgeschlossen, ist. Ferner ist eine derartige Theorie T immer
vollstindig, d.h. fiir jede Aussage F gilt entweder F' € T oder ~F € T (aber
nicht beides). o
Beispicle solcher Theorien sind Th(IN, +) und Th(IN, , ?q-). l—?ierbel S}nd
(IN, +) bzw. (IN, *, +) diejenigen Strukturen mitGrundbereu?h [N upd fixier-
ter Interpretation von + als Additionsfunktion und * als Muluplfkaum?sfunk-
tion. (Dies ist die sog. Presburger-Arithmetik und die (volle) Arithmetik),

Bei der axiomatischen Methode gibt man ein Axiomensystem, also eine Men-
ge von Formeln M vor, und definiert die zu M gehdrige Theorie als den Ab-
schluss von M unter dem Folgerbarkeitsbegriff (evtl. eingeschriinkt auf solche
Formeln, die nur aus den in M vorkommenden Bestandteilen aufgebaut sind).

Formal ausgedriickt:
Cons(M) = {G|esgibtFormeln F\,..., F, € M,
sodass G aus { F,,..., F,} folgt }.
Ein Beispiel ist die Theorie der Gruppen. Dies ist Cons(M), wobei

M = {Va¥y¥e(f(f(z.y).2) = f(z. f(y,2))),
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Vz(f(z,e) = z),
Vz3y(f(z,y) = €)}.

Man fordert grundsiitzlich von solch einem Axiomensystem M, dass es ent-
scheidbar ist, d.h. von jeder Formel F soll in endlicher Zeit nachpriifbar sein,
ob F' € M gilt oder nicht. Dies liegt insbesondere dann vor, wenn M sogar
endlich ist. Es gilt beispielsweise

Cons(0) = { F | F ist giiltig }.

Eine Theorie T heiBt (endlich) axiomatisierbar, falls es ein (endliches) Axio-
mensystem M gibt mit T=Cons(M). (Die Menge der giiltigen pridikatenlogi-
schen Formeln bildet somit eine endlich axiomatisierbare Theorie.) Man kann
zeigen, dass jede axiomatisierbare Theorie semi-entscheidbar, also rekursiv
aufzihlbar ist (zu diesen Begriffen vgl. Kapitel 2.4). Ferner ist jede vollstiindi-
ge und axiomatisierbare Theorie entscheidbar. Nun gibt es zwei prinzipielle
Fragestellungen, die untersucht werden kinnen.

1. Sind .ge\‘vissc (axiomatisierbare) Theorien sogar entscheidbar? Wir haben
zum Beispiel gezeigt, dass die axiomatisierbare Theorie Cons({) nicht ent-
scheidbar ist (und deshalb nicht vollstindig sein kann).

2. Sind gewisse modelltheoretisch definierte Theorien axiomatisierbar, oder
sogar entscheidbar? Als Beispielresultat mag dienen, dass Th(IN, , +) nicht
axiomatisierbar und damit auch nicht entscheidbar ist. Anders ausgedriickt:
jedes arithmetische Axiomensystem (z.B. die Peano-Arithmetik) fiihrt auf ei-
ne unvollstindige Theorie. (Dies ist der sog. Gidelsche Unvollstindigkeits-
satz). Im Unterschied hierzu gilt jedoch, dass Th(IN, +) entscheidbar ist.

Ubung 71: Wieso ist jede vollstindige und axiomatisierbare Theorie ent-
scheidbar?

2.4 Herbrand-Theorie

Eirl1 Problem beim Umgang mit priidikatenlogischen Formeln ist, dass die De-
ﬁn.ilion von Strukturen A = (U, I4) zuldsst, dass U4 beliebige Mengen
sein konnen. Insbesondere scheint es zuniichst keine Méglichkeit zu geben,
Aussagen lber deren Miichtigkeit, geschweige denn iiber den Aufbau von I 4
zu machen. Es scheint ein unmégliches Unterfangen zu sein, auf irgendeine
systematische Art und Weise alle potenziellen Strukturen fiir eine gegebene
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Formel aufzuzihlen, um sie daraufhin auf ihre Modelleigenschaft zu untersu-
chen.

In der Tat, im letzten Abschnitt wurde gerade gezeigt, dass das Problem,
festzustellen, ob eine gegebene Formel ein Modell besitzt oder nicht, un-
entscheidbar ist. Dies zeigt die nicht iiberschreitbare Grenze an: ein Ent-
scheidungsverfahren fiir die Erfiillbarkeit von pridikatenlogischen Formeln
kénnen wir nicht erwarten. Trotzdem wollen wir uns in diesem Abschnitt mit
den verbleibenden positiven Aspekten beschiiftigen, insoweit sie nicht in Wi-
derspruch zu diesem negativen Resultat der Unentscheidbarkeit stehen.

Die (algorithmische) Suche nach potenziellen Modellen fiir eine Formel kann
auf eine gewisse kanonische Art erfolgen, beziehungsweise beschriinkt blei-
ben. Diese im Folgenden zu entwickelnde Theorie geht im Wesentlichen auf
Jacques Herbrand, Kurt Godel und Thoralf Skolem zuriick. Insbesondere wer-
den die Arbeiten von Herbrand mit dieser Theorie verbunden.
Ausgangspunkt fiir die folgenden Betrachtungen sind geschlossene Formeln,
also Aussagen, in Skolemform (und damit auch in BPF). Im Abschnitt 2.2
wurde gezeigt, dass jede pridikatenlogische Formel in eine erfiillbarkeitsiqui-
valente Formel dieser Art umgeformt werden kann.

Definition (Herbrand-Universum)

Das Herbrand-Universum D(F') einer geschlossenen Formel F' in Skolem-
form ist die Menge aller variablenfreien Terme, die aus den Bestandteilen
von F gebildet werden konnen. Im speziellen Fall, dass in F keine Konstan-
te vorkommt, wihlen wir zuniichst eine beliebige Konstante, zum Beispiel a,
und bilden dann die variablenfreien Terme. Formaler ausgedriickt, D(F) wird

wie folgt induktiv definiert:
1. Alle in F vorkommenden Konstanten sind in D(F'). Falls F keine Kon-
stante enthilt, so ist a in D(F).

2. Fiir jedes in F' vorkommende n-stellige Funktionssymbol f und Terme
t1, 82, ... tn in D(F) istder Term f(t1,25,...,t,) in D(F).

Beispiel: Gegeben seien die Formeln I und G:
¥ VaVyVzP(z, f(y), 9(z,))
G = Vav¥yQ(e, f(2). h(y,b)
Fiir die Formel F liegt der Spezialfall vor (kein Yorkommen einer Konstan-
ten). Deshalb ist
D(F) = {a,f(a),9(a,a), f(g(a,a)), f(f(a)) g(a, f(a)),9(f(a),a),

Il
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9(f(a), f(a)),...}

und

D(G) = {eb, f(c), F(b), h(c,c), hlc,b), h(b, c), h(b,b),
F(£(e), F(£(6)), f(h(e, €)), f(h(c, b)), f(h(b,c)),...}

Es sei an dieser Stelle gleich vorwegnehmend erwiihnt, dass fiir eine gegebe-
ne Aussage I in Skolemform D(F) als “Standard”-Grundbereich verwendet
wird, um nach méglichen Modellen fiir F zu suchen; und wir werden zeigen,
dass dies ausreichend ist.

Definition (Herbrand-Strukturen)

Sei F eine Aussage in Skolemform. Dann heiBt jede zu F' passende Struktur
A = (U, 14) eine Herbrand-Struktur fiir F, falls folgendes gilt:

1. Uy = D(F),

2

. fir jedes in F vorkommende n-stellige Funktionssymbol f und
ti,to,... tn € D(F)ist fA(t1, ty,... . 1) = f(t1, ta, .. ., t).

Beispiel: Eine Herbrand-Struktur A = (U, I4) fiir obige Beispielformel /'
muss also folgende Bedingungen u.a. erfiillen:

Us= D(F) = {a, f(a),9(a,a),...}

und

fAa) = f(a)

fAf(@) = f(f(a)
fA(9(a,a)) = f(g(a,a))
usw.

Die Wahl von P4 ist noch offen. Zum Beispiel kénnten wir festlegen:
(t1,t2,t3) € PA gilt genau dann, wenn g(ty, t2) = g(ta, f(t3)).

Die so definierte Herbrand-Struktur 4 wire dann also kein Modell fiir F,
da z.B. bereits fiir t;, = a,t, = f(a), t3 = g(a,a) gilt, dass g(a, f(a)) #
9(f(a), f(g(a,a))).
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Ubung 72: Man gebe eine Herbrand-Struktur an fiir diese Beispiclformel F,
die ein Modell fiir F ist.

Bei Herbrand-Strukturen sind also der Grundbereich und die Interpretation
der Funktionssymbole per Definition festgelegt. Was noch frei gewiihlt wer-
den kann, ist die Interpretation der Pridikatsymbole.
Man sollte an dieser Stelle nicht weiterlesen, bevor man nicht die subtile Be-
deutung von Punkt 2 in obiger Definition verstanden hat. Hier werden Syn-
tax und Semantik von Termen sozusagen “gleichgeschaltet”. Terme werden
“durch sich selbst” interpretiert. Das heiBt, bei einer Herbrand-Struktur A gilt
fiir jeden variablenfreien Term ¢, dass A(t) = t.
Fiir Herbrand-Strukturen A erhilt damit das Uberfithrungslemma folgende
vereinfachte Form

Ay (F) = A(F[z/1]),

die wir des 6fteren verwenden werden.

Wir nennen im Folgenden eine Herbrand-Struktur ein Herbrand-Modell fiit
eine Formel F, falls sie ein Modell fiir F ist.

Satz
Sei F' eine Aussage in Skolemform, Dann ist F' genau dann erfiillbar, wenn
F ein Herbrand-Modell besitzt.

Beweis: Da ein Herbrand-Modell fiir F ein Modell fiir F ist, ist die Beweis-
richtung von rechts nach links klar.

Seialso A = (U 4, [ 4) ein beliebiges Modell fiir F°. Falls in F keine Konstante
vorkommt (dies ist der Spezialfall in der Definition von D(F)), so erweitern
wir A noch um die Festlegung

at =m,

wobei m ein willkiirliches Element aus U 4 sein soll. Diese evtl. erforderliche
Modifikation von A indert nichts an der Modelleigenschaft. Wir geben nun
eine Herbrand-Struktur B = (D(F), I) fiir F an. Es bleibt noch festzulegen,
wie die Priidikatsymbole zu interpretieren sind. Sei P ein n-stelliges Priidi-
katsymbol in F’ und seien #,,1,,...,t, € D(F). (Man beachte, dass wegen
obiger Modifikation von A, A(t,),...,A(t,) wohldefinierte Elemente aus
U 4 sind). Wir legen nun fest:

{thf,"}, 2 ,t.n) = PB gdw. (.A(Ifl)., A(ﬂz), Vi A(fn)) c P'A



80 KAPITEL 2. PRADIKATENLOGIK

Die Definition von P® “imitiert” also die Definition von P#, indem die Ar-
gumente ty,....t, € D(F) = Ug zunichst mittels A in den Grundbereich
von A transformiert werden.

Wir behaupten nun, dass B ein Modell fiir F ist. Hierzu zeigen wir eine stirke-
re Behauptung: Fiir jede Aussage G in Skolemform, die aus den Bestandteilen
von F' aufgebaut ist, gilt: falls A = G, so auch B = G. Dann ergibt sich die
erste Behauptung als Spezialfall F = G aus der zweiten.

Wir fiihren den Beweis per Induktion iiber die Anzahl n der Allquantoren von
G.

Induktionsanfang (n = 0). Falls G keine Allquantoren (also iiberhaupt keine
Quantoren) enthiilt, so ist aus der Definition von 3 unmittelbar klar, dass sogar
gilt: A(G) = B(G).

Induktionsschritt (n > 0). Sei G eine Formel mit n Allguantoren der Bau-
art G = VzH, wobei H nur n — 1 Allquantoren enthilt. Auf H selbst ist
die Induktionsvoraussetzung zunéchst nicht anwendbar, da H keine Aussage
mehr ist (z kann in H frei vorkommen). Da nach Voraussetzung A & G, gilt
fir alle u € Uy, dass Apz/q)(H) = 1. Dann gilt erst recht fiir alle © € U4
der speziellen Form u = A(t) mit ¢t € D(G), dass A/ (H) = 1. Anders
ausgedriickt, fir alle t € D(G) gilt Ay 4y (H) = A(H[2/t]) = 1 (wegen
Uberfithrungslemma). Nach Induktionsvoraussetzung ist nun B(H[z/t]) = 1
fir alle t € D(G). Wieder mit dem Uberfiihrungslemma folgt, dass fiir alle
t € D(G) gilt Bypy(H) = B(H[z/t]) = 1. Also ist B(VzH) = B(G) = 1,
was zu zeigen war. L

Der Leser moge nachvollziehen, dass fiir diesen Beweis wesentlich ist, dass
die Formel F’ eine Aussage ist, und dass keine Existenzquantoren in F' vor-
kommen.

Folgerung (Satz von Léwenheim-Skolem)
Jede erfiillbare Formel der Priidikatenlogik besitzt bereits ein abzihlbares Mo-
dell (also eines mit abzihlbarer Grundmenge).

Beweis: Mit den Methoden aus Abschnitt 2.2 kann jede pridikatenlogische
Formel F' in eine erfiillbarkeitsiquivalente Aussage G in Skolemform
iiberfiihrt werden. Diese Umformungen sind solcherart, dass jedes Modell
fiir G auch Modell fiir F" ist. Da F erfiillbar ist, ist G erfiillbar und G besitzt
dann ein Herbrand-Modell (welches auch Modell fiir /7 ist). Dieses Herbrand-
Modell besitzt die Grundmenge D(G), welche abziihlbar ist. [
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Definition (Herbrand-Expansion)
Sei F' = Yy, Vya - - Yy, F* eine Aussage in Skolemform. Dann ist E(F), die
Herbrand-Expansion von F, definiert als

E(F) = {F*[y:/t]lyz2/t2) *+ [yn/tn] | trsta, s tn € D(F)}

Die Formeln in E(F) entstehen also, indem die Terme in D(F) in jeder
méglichen Weise fiir die Variablen in F* substituiert werden.

Beispiel: Fiir die oben behandelte Beispielformel
F = VIV!)'VZP(Ie f[y)a g(‘zv I))
sind die einfachsten Formeln in E(F) die folgenden:
it [z/a][y/a] [2/a],
it [z/f(a)] [y/a] [2/a],
t [z/a]ly/f(a)] [z/al,
it [2/a] [y/a] [/ f(a)),
it [z/g(a,a)][y/a](z/al,

P(a, f(a), 9(a,a)) m

P(f(a), f(a),g(a, f(a))) m
P(a, f(f(a),g(a,a)) m

P(a, f(a),9(f(a),a)) m
P(g(a,a), f(a), g(a, g(e,a))) m

USW,

Man beachte, dass die Formeln in £(F) letztlich wie aussagenlogische For-
meln behandelt werden konnen, da sie keine Variablen enthalten. Anstelle von
Ay, Ay, Ag, ... wird sozusagen ein anderes Bezeichnungssystem fiir die ato-
maren Formeln verwendet. Bei der Angabe einer Struktur fiir die Formeln in
E(F) geniigt es, die Wahrheitswerte der atomaren Formeln in E(F) anzu-
geben, Die Angabe eines Grundbereichs und der Interpretation der Terme ist

tiberfliissig.

Satz (Godel-Herbrand-Skolem)
Fiir jede Aussage F' in Skolemform gilt: F" ist erfiillbar genau dann, wenn die
Formelmenge E(F) (im aussagenlogischen Sinn) erfiillbar ist.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass F' ein Herbrand-Modell besitzt genau dann,
wenn E(F) erfullbar ist,
Die Formel I habe die Form F' = Vy; Vi . .. Yy F". Nun gilt:

A ist ein Herbrand-Modell fiir '
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gdw. fiiralle t),4,,... ¢, € D(F) gilt:

Al /tillyafta) -Lyn /1) (F*) = 1
gdw. fiirallet, ty,...,t, € D(F) gilt:
A(F* [y /t][y2/t2) - - - [ya/ta]) = 1 (Uberfithrungslemma)
gdw. fiiralle G € E(F) gilt A(G) =1
gdw. A ist ein Modell fiir £(F). -

Der Satz von Godel-Herbrand-Skolem kann dahingehend interpretiert wer-
den, dass es moglich ist, pridikatenlogische Formeln durch i.a. unendlich vie-
le‘aus.sagcnlogische Formeln (die Formeln in £(F)) zu approximieren. Indem
wir diesen Satz von Godel-Herbrand-Skolem noch mit dem Endlichkeitssatz
der Aussagenlogik kombinieren, erhalten wir den

Satz (von Herbrand)

Eine Au_ssagc F’in Skolemform ist unerfiillbar genau dann, wenn es eine end-
?Iche Teilmenge von E(F') gibt, die (im aussagenlogischen Sinn) unerfiillbar
ist.

ngeis: Eine direkte Kombination des Satzes von Gédel-Herbrand-Skolem
mit dem Endlichkeitssatz der Aussagenlogik. [}

Wir sind nun in der Lage, ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir (die Unerfiil]-
bgrkcit von) Formeln der Pridikatenlogik zu formulieren. Hierbei verstehen
wir unter einem Semi-Entscheidungsverfahren fiir ein Entscheidungsproblem
einen Algorithmus, der genau auf denjenigen Eingaben nach endlicher Zeit
stoppt, fiir die die zugrundeliegende Fragestellung mit “ja” zu beantworten
ist. Die Korrektheit des Verfahrens ergibt sich unmittelbar aus dem Satz von
Herbrand. Im folgenden fixieren wir cine beliebige Aufziihlung von E(F) =
{FJ’_‘ Fz., FS: s .}.

Algorithmus von Gilmore

Eingabe: Eine pridikatenlogische Aussage F in Skolemform
(Jgde pridikatenlogische Formel kann in eine erfiillbar-
keitsiquivalente Formel dieser Art iiberfithrt werden, vgl.
Abschnitt 2.2).

ni=Ii0;
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repeat n :=n+ 1;
until (Fy A Fy A--- A Fy) ist unerfiillbar; (dies kann mit Mitteln
der Aussagenlogik, z.B. Wahrheitstafeln, getestet werden).

Gib “unerfiillbar” aus und stoppe;

Dieser Algorithmus hat die Eigenschaft, dass er auf unerfiillbaren Formeln
nach endlicher Zeit stoppt mit der Ausgabe “unerfiillbar”; auf erfiillbaren For-
meln dagegen nicht stoppt.

Diese Situation entspricht der sog. Semi-Entscheidbarkeit; auf den ja-
Instanzen des zugrundeliegenden Problems (hier: “Ist ' unerfiillbar?”) stoppt
das Verfahren, nicht jedoch auf den nein-Instanzen.

Durch Eingabe von = F" anstatt F in den Algorithmus wird aus dem Unerfiill-
barkeitstest ein Giiltigkeitstest. Somit kénnen wir zusammenfassen:

Satz

(a) Das Unerfiillbarkeitsproblem fiir pridikatenlogische Formeln ist
semi-entscheidbar,

(b) Das Giiltigkeitsproblem fiir pridikatenlogische Formeln ist semi-
entscheidbar.

Ubung 73: Man zeige, dass der hier eingefiihrte Begriff der Semi-
Entscheidbarkeit identisch ist mit dem Begriff der rekursiven Aufzihlbar-
keit. Hierbei heiBt eine Menge M rekursiv aufzihlbar, falls M = §
oder falls es eine algorithmisch berechenbare Funktion f gibt mit M =
{£(1), f(2), f(3),...}. Die Menge M wiire im obigen Beispiel die Menge
aller unerfiillbaren priidikatenlogischen Formeln.

Ubung 74: Man zeige: Ein Problem ist entscheidbar genau dann, wenn es re-
kursiv aufzihlbar ist (vgl. vorherige Ubung), wobei fiir die aufziihlende Funk-

tion f gilt: f(n) € f(n+ 1) firalle n.

Ubung 75: Man zeige, dass das Postsche Korrespondenzproblem (vgl. Ab-
schnitt 2.3) semi-entscheidbar ist.

Durch Kombination des Unerfiillbarkeitstests und des Giiltigkeitstests konnen
wir einen Algorithmus erhalten, der zumindest auf den unerfiillbaren und den
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giiltigen Formeln stoppt (mit der Ausgabe “unerfiillbar” bzw. “giiltig"). Man
kénnte noch ein drittes Verfahren hinzunehmen, das Formeln auf ihre Erfiill-
barkeit in endlichen Modellen testet, indem es systematisch die Modelle der
Michtigkeit n = 1,2, 3, ... durchprobiert.

Zusammengefasst ergibt dies ein Verfahren, das genau auf den Formeln in den
schraffierten Zonen nach endlicher Zeit stoppt - mit entsprechender Ausgabe.

alle priidikatenlogischen Formeln

erfiillbare, aber nicht

&

‘ giiltige Formeln //
mit unendlichen Modellen
// // / /

I
NN

. erfiillbare, aber nicht
giiltige giiltige Formeln unerfiillbare
Formeln mit endlichen Modellen Formeln

D1t=j weifle Fliche in diesem Diagramm konnte zwar noch etwas weiter ver-
klglnen weden (z.B. fiir Formeln in Priinexform ohne Funktionssymbole, wo-
bf:l nur bestimmte Anordnungen der Quantoren zugelassen sind), kann jedoch
nie vollstindig eliminiert werden, Dies wiirde in Widerspruch zum Unent-
scheidbarkeitsergebnis von Kapitel 2.3 stehen.

2.5 Resolution

Qic Tesls auf Unerfiillbarkeit der jeweiligen endlichen Teilmengen von E(F)
d}e im Gilmore-Algorithmus durchgefithrt werden miissen, kdnnen im Pnn
zip auc‘h per (aussagenlogischer) Resolution erledigt werden. Voraussetzung
h:erzu ist, dass die Matrix der Ausgangsformel in KNF vorliegt. (Dies kann
immer erreicht werden, vgl. Kapitel 1.2 und 2.2.) Da alle Formeln in E(F)
mittels Substitution der Variablen in #* durch variablenfreie Terme aus D(F)
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entstehen, liegen dann auch alle Formeln aus E(F) in KNF vor. Damit bie-
tet sich die nachfolgende Modifikation des Gilmore-Algorithmus” an, deren
Korrektheit sich unmittelbar aus der Korrektheit des Gilmore-Algorithmus’
ergibt.

Wir nennen diesen Algorithmus Grundresolutionsalgorithmus. Diese Be-
zeichnung ergibt sich aus dem Verstindnis, dass Substitutionen, die alle frei-
en Variablen durch variablenfreie Terme ersetzen, Grundsubstitutionen sind.
Die Substitutionen, die in der Definition von E(F) vorkommen, sind also
Grundsubstitutionen. Sofern alle Variablen in F'* durch eine Grundsubstitu-
tion ersetzt sind, so ist das Resultat eine sogenannte Grundinstanz von F*.
Falls eine Formel G aus einer Formel F' durch Substitution der Variablen in
F durch (nicht notwendigerweise variablenfreie) Terme entsteht, so heilit G
eine Instanz von F',

Im folgenden sei Fy, 3, F3, ... wieder eine Aufzihlung aller Formeln in

E(F).

Grundresolutionsalgorithmus

Eingabe: eine Aussage F in Skolemform mit der Matrix F* in
KNF

1.=0:
M= @;
repeat
i=i4+1;, M:=MU{F)}); M:=Res*'(M)
until O € M;

Gib “unerfiillbar” aus und stoppe.

Aus dem Satz von Herbrand und dem aussagenlogischen Resolutionssatz er-
gibt sich zusammenfassend dann der folgende Satz.

Satz

Bei Eingabe einer Aussage F in Skolemform mit Matrix F* in KNF stoppt
der Grundresolutionsalgorithmus nach endlich vielen Schritten mit der Aus-
gabe “unerfiillbar” genau dann, wenn F unerfiillbar ist.

Wie auch beim aussagenlogischen Resolutionsalgorithmus werden wihrend
des Ablaufs des Grundresolutionsalgorithmus’ evtl. wesentlich mehr Elemen-
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te in M erzeugt, als fiir die “Demonstration™ der Unerfiillbarkeit von F wirk-
lich von Belang sind (abgeschen von der Tatsache, dass bei einer erfiillbaren
Formel F' der Algorithmus nicht stoppt und dann i.a. unendlich viele Ele-
mente in M erzeugt). Von Belang sind nur diejenigen Grundinstanzen von
Klauseln in F*, die fiir die Resolutionsherleitung der leeren Klausel auch
bendtigt werden. Wir kénnen uns somit bei der Darstellung eines “Bewei-
ses” fiir die Unerfiillbarkeit einer priidikatenlogischen Formel F' darauf be-
schriinken, zuniichst geeignete Grundinstanzen der Klauseln in F'* anzuge-
ben, und diese dann in einem Resolutionsgraphen, der auf die leere Klausel
fiihrt, zu verkniipfen.

Beispiel: Gegeben sei folgende unerfiillbare Formel;
F = Va(P(x) A ~P(f(z))).

Hierbei ist F* = (P(x) A =P(f(z))), und in Klauselform geschrieben,
F* = {{P(2)}, {-P(f(z))}}. Ferner ist D(F) = {a, f(a), f(f(a)),...}
und E(F) = {(P(a) A ~P(£(a))), (P(f(2)) A~P(f(f(a)))).. ..}

Bereits die ersten beiden Substitutionen [z/a] und [z/f(a)] liefern cine un-
erfiillbare Klauselmenge, diese entspricht den ersten beiden Elementen von
E(F), und enthilt damit vier Klauseln.

{P(a)} {=P(fla))}  {P(fla))} {=P(f(f(a)))}

Bei diesem Beispiel werden jedoch schon zwei Klauseln generiert, die fiir
die Herleitung der leeren Klausel nicht benétigt werden. Es geniigt somit, fiir
jede Klausel in F* individuell geeignete Substitutionen zu finden, die dann
auf diese Klausel, nicht jedoch auf die ganze Klauselmenge F™* angewandt
werden. Schematisch kdnnen wir dies im obigen Beispiel folgendermaBen
darstellen.
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Klauseln in £* {P(I)} {—\P(f{:n))}

Grundsubstitutionen [z/f(a)] [x/a]
wisse Grundinstanzen

der Klauseln in F* (P}  {~P(f(a))}

Resolution der

leeren Klausel

Betrachten wir nun ein komplizierteres Beispiel. Sei
F =VazVy((~P(z) v ~P(f(a)) vV Q(y)) A P(y) A (=P(g(b, 2)) V ~Q(b))).
Dann erhalten wir die Klauseldarstellung

F* = {{-P(z),~P(f(a)), QW)}. {P()}, {-P(g(b, z), ~Q(b) }}.

Die Formel F' ist unerfiillbar. Ein Beweis fiir die Unerfiillbarkeit von F' ist
z.B. gegeben durch folgendes Diagramm.

{=P(z),~P(f(a)), Q¥)} {P(y)} (=P(g(b,x)), ~Q(b)}
e /5@ /56,0 ”»

{-P(f(a)),Q(0)} {P(f(a))} {P(g(ba))} {~P(g(b;a)),~Q(b)}

{=Q(b)}

0

Linien mit einer Pfeilspitze bedeuten hierbei wieder Grundsubstitutionen. Es
treten in diesem Beispiel zwei neue Aspekte auf. Zum cinen kann es durch-
aus notwendig sein, aus derselben priidikatenlogischen Klausel mehrere ver-
schiedene Grundinstanzen zu generieren, um eine Resolutionsherleitung der
Jeeren Klausel zu ermdglichen. (Dies ist fiir die Klausel {P(y)} der Fall).
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Zum anderen kann aus einer n-elementigen pridikatenlogischen Klausel nach
der Grundsubstitution eine m-elementige (m < n) Klausel aus E(F) ent-
stehen. Hierbei ist m < n, falls durch die Grundsubstitution gewisse Li-
terale der Ausgangsklausel identisch werden, und daher, wegen der Men-
gendarstellung, zu einem Element verschmelzen. (Dies ist bei der Klausel
{=P(zx),~P(f(a)),Q(y)} und der Substitution [z/ f(a)][y/b] der Fall).

Wir fassen unsere Beobachtungen nochmals zusammen.

Grundresolutionssatz

Eine Aussage in Skolemform F' = Vy Vi ... Vy F* mit der Matrix F*
in KNF ist unerfiillbar genau dann, wenn es eine Folge von Klauseln
K, K, ..., K, gibt mit der Eigenschaft:

K, ist die leere Klausel und fiirz = 1, ..., n gilt:

entweder ist K; eine Grundinstanz einer Klausel K €
F*, d.h. K; hat die Form K; = Ky; /t1] - - [ye/tx]
mittl,fg, HA ._,tk & D(F),

oder K, ist (aussagenlogischer) Resolvent zweier
Klauseln K, und K, mita, b < i.

Ubung 76: Man formalisiere die Aussagen (a) und (b) als pridikatenlogische
Formeln.

(a) Der Professor ist gliicklich, wenn alle seine Studenten Logik
mogen.

(b) Der Professor ist gliicklich, wenn er keine Studenten hat.

Man zeige durch Grundresolution, dass (b) eine Folgerung aus (a) ist.

Die algorithmische Suche nach Grundinstanzen, die schlieBlich zu einer Re-
solutionsherleitung der leeren Klausel fiihrt, scheint sich nur sehr ineffizient
durch systematisches Durchprobieren aller Grundsubstitutionen realisieren zu
lassen. Es miissen z.B. die Entscheidungen fiir einige der Grundsubstitutio-
nen in “vorausschauender” Weise getroffen werden, um Resolutionen, die erst
“weiter unten” im Diagramm vorkommen, zu ermdglichen. Dies legt eine Mo-
difikation nahe, nimlich die Substitutionen in einer “zuriickhaltenden’ Weise
auszufiihren, und nur insoweit Substitutionen durchzufiihren, wie es fiir den
direkt nachfolgenden Resolutionsschritt erforderlich ist.
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Wir fithren nun eine pridikatenlogische Form der Resolution ein, die auf
J.A. Robinson zuriickgeht. Die Grundidee hierbei ist, dass pradikatenlogische
Resolventen aus pridikatenlogischen Klauseln erzeugt werden konnen, wo-
bei jeder Resolutionsschritt mit einer geeigneten Substitution einhergeht,
die gewisse Literale in den beiden Ausgangsklauseln zueinander komple-
mentir (d.h. bis auf die Negationszeichen identisch) macht. Diese Substi-
tutionen miissen in einer moglichst “zuriickhaltenden” Art und Weise aus-
gefiihrt werden. Es geniigt z.B. bei den beiden Klauseln {P(z), ~Q(g(x))}
und {=P(f(y))}, die Substitution [z/ f(y)] durchzufiihren, um den (pridika-
tenlogischen) Resolventen {—Q)(g(f(y))} zu erhalten. Es besteht keine Not-
wendigkeit, an dieser Stelle bereits eine Substitution fiir die Variable y vorzu-
sehen.

Zentral fiir die folgenden Betrachtungen ist das Finden von Substitutionen,
die eine Menge von Literalen (evtl. mehr als zwei Literale) unifiziert, d.h.
identisch macht. Im obigen Beispiel unifiziert [z/f(y)] die beiden Literale
P(z) und P(f(y)). Ebenso wiirde die Substitution [/ f(a)][y/a] diese bei-
den Literale unifizieren, jedoch mit dem Unterschied, dass hier sozusagen
mehr substituiert wird als notwendig. Diese Substitution erfiillt dann nicht
die Definition eines allgemeinsien Unifikators.

Definition (Unifikator, allgemeinster Unifikator)

Eine Substitution sub (also eine Ersetzung von evtl. mehreren Variablen
durch Terme) ist ein Unifikator einer (endlichen) Menge von Literalen L =
{L, Ly, ..., Ly}, falls Lysub = Lysub = ... = Lysub. D.h., durch An-
wenden der Substitution sub auf jedes Literal in L entsteht ein und dasselbe
Literal.

Wir schreiben fiir diesen Sachverhalt auch |Lsub| = 1, und sagen L ist unifi-
zierbar. Ein Unifikator sub einer Literalmenge L heilt allgemeinster Unifika-
tor von L, falls fiir jeden Unifikator sub’ von L gilt, dass es eine Substitution
s gibt mit sub’=subs.

(Hierbei bedeutet die Gleichung sub' = subs, dass fiir jede Formel F' Fsub’ =
Fsubs gilt).

Das folgende Diagramm beschreibt diese Situation.
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sub

sub’

Unifikationssatz (Robinson)
Jede unifizierbare Menge von Literalen besitzt auch einen allgemeinsten Uni-

fikator.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz konstruktiv, indem wir einen Algorithmus
angeben, der bei Eingabe einer Literalmenge L entweder mit der Ausgabe
“unifizierbar” oder “nicht unifizierbar” terminiert, und im Falle der Unifizier-
barkeit sogar einen allgemeinsten Unifikator ausgibt. Ein Beweis der Kor-
rektheit eines derartigen Algorithmus’ ist dann gleichzeitig ein Beweis der
Aussage des Satzes. Wir geben nun diesen Unifikationsalgorithmus an.

Unifikationsalgorithmus

Eingabe: eine nicht-leere Literalmenge L.

sub := [ ]; (dies ist die leere Substitution)
while |Lsub| > 1 do
begin
Durchsuche die Literale in Lsub von links nach rechts, bis die
erste Position gefunden ist, wo sich mindestens zwei Literale
(sagen wir Ly und L) in den vorkommenden Zeichen unter-

scheiden; _ _
if keines der beiden Zeichen ist eine Variable then

stoppe mit der Ausgabe “nicht unifizierbar”
else
begin
Sei z die Variable und ¢ sei der im anderen Literal be-
ginnende Term (dies kann auch eine Variable sein);
if z kommt in ¢ vor then
stoppe mit der Ausgabe “nicht unifizierbar”
else sub := sub[z/t];
(dies bedeutet die Hintereinanderausfiih-
rung von sub und [z/t])
end;
end;
Gib sub als allgemeinsten Unifikator von L aus;
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Zur Korrektheit des Unifikationsalgorithmus® beobachten wir zunéchst, dass
er immer terminiert, da in jedem while-Schleifendurchlauf eine Variable x
durch einen Term ¢ (in dem z nicht selbst vorkommt), ersetzt wird. Nach
Ausfiihrung dieser Substitution kommt z in Lsub also nicht mehr vor. Die
Anzahl der verschiedenen Variablen in Lsub wurde um 1 vermindert. Es
konnen also hochstens so viele Schleifendurchliufe auftreten, wie zu Beginn
verschiedene Variablen in L vorhanden sind.

Wenn der Algorithmus erfolgreich zu Ende kommt und eine Substitution sub
ausgibt, so muss diese notwendigerweise ein Unifikator sein, da die while-
Schleife nur dann verlassen werden kann, wenn |Lsub| = 1. Da, wie soeben
bewiesen, der Algorithmus immer terminiert, muss der Algorithmus bei Ein-
gabe einer nicht-unifizierbaren Literalmenge L zwangslidufig nach endlicher
Zeit innerhalb der while-Schleife zur Ausgabe von “nicht unifizierbar” kom-
men.

Es verbleibt noch zu beweisen, dass im Falle einer unifizierbaren Literalmen-
ge L als Eingabe am Ende tatsichlich ein allgemeinster Unifikator von L aus-
gegeben wird. Sei sub; die nach dem i-ten Schleifendurchlauf erreichte Sub-
stitution. Dann ist sub, = [ ]. Wir zeigen nun durch Induktion iiber i, dass fiir
jeden Unifikator sub’ von L eine geeignete Substitution s; gefunden werden
kann mit sub’ = sub;s;, und dass die while-Schleife entweder im i-ten Schritt
erfolgreich beendet wird oder die beiden else-Zweige in der while-Schieife
betreten werden. Da nach dem letzten, (sagen wir: n-ten) Schleifendurchlauf
sub = suby, ein Unifikator von L ist, ist sub dann ein allgemeinster Unifikator.
Fiir i = 0 und gegebenes sub’ setzen wir s; = sub’. Dann ist sub’ = sy =
[ ]so = subgso

Sei nun im Induktionsschritt + > 0 und ein Unifikator sub’ von L gege-
ben. Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Substitution s;_; mit sub’ =
sub;_;8;—1. Nun gilt entweder |Lsub; || = 1 und die while-Schleife wird er-
folgreich beendet, oder es ist |Lsub;_;| > 1 und die Schleife wird zum i-ten
Mal betreten. Da |Lsub;_,| > 1 und da sub;_, mittels s;_; zu einem Unifika-
tor von L fortgesetzt werden kann, muss es eine Variable 2 und einen Term
t geben (an einer Stelle, wo sich zwei Literale L, L, in L unterscheiden), so
dass z in ¢ nicht vorkommt. (Die beiden else-Zweige werden also betreten),
Dann muss s;_y auch z und ¢ unifizieren, also zs;_; = ts,_,. AuBerdem ist
sub; = sub;_;[z/t]. Wir restringieren s;_; nun so, dass z nicht ersetzt wird
(und halten alle anderen Substitutionen bei). Das Resultat dieser Restriktion
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sei s;. Wir behaupten, dass s; die gewiinschte Eigenschaft hat. Es gilt

sub;s; = sub;_q]z/t]s;
= sub;_s;[z/tsi] da z in s; nicht ersetzt wird
= sub;_;si[z/ts;—1] da z in ¢ nicht vorkommt
= subi_wi_] wegen rs;_; = ts;i_1
und Definition von s;
= sub’ nach Induktionsvoraussetzung
Damit ist der Unifikationssatz bewiesen. [

Beispiel: Wir wenden den Unifikationsalgorithmus auf die Literalmenge
L = {=P(f(z,9(a,y)), h(2)), ~P(f ( (v, v), w), h(f(a, b))}

an und erhalten im ersten Schritt

=P(f(2 9(a,y)), h(2))
=P(f(f(u, 1,) w), h(f(a,b)))
i

was die Substitution sub = [z/ f(u, v)] ergibt. Im zweiten Schritt ergibt sich
dann, nach Einsetzen von [z/ f(u, v)]:

~P(f(f (u, (a, y)), h(f(u,v)))
~P(f(f(u, ) > ), h(F(a,5))

Nun wird die Substitution erweitert um [w/g(a, y)]. Im dritten Schritt erhalten

" PP (F (), ol ), A(F ()
LP(F(f(u.v). 9le. ), h(F(a.5)))
T.

Nun wird sub erweitert um [u/a). Im vierten Schritt

=P(f(f(a,v), 9(a,y)). h(f(a,v)))
~P(f(f(a,v),9(a,y)), ,( (a, )))

ergibt sich schlieBlich sub = [z/ f(u,v)][w/g(a, y)][u/a][v/b]. Dies ist dann
ein allgemeinster Unifikator von L, und es ist

Lsub = {=P(f(f(a,b)), 9(a,y)), h{f(a,)))}.
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Man beachte, dass sub keine Grundsubstitution fiir L ist, da nach wie vor die
Variable y in Lsub vorkommt.

Oft ist es giinstiger, Substitutionen zu “entflechten”, so dass alle Teilsubstitu-
tionen voneinander unabhiingig in jeder beliebigen Reihenfolge, bzw. parallel,
ausgefiihrt werden kénnen, ohne das Resultat zu iindern. Eine “entflochtene”
Version obiger Substitution sub wire

sub = [z/f(a, b)][w/g(a, y)][u/a][v/b].

ﬂbung 77: Man zeige, wie man nach Konkatenieren (Hintereinander schrei-
ben) zweier “entflochtenen”, also parallel ausfiihrbaren, Substitutionen diese
wieder entflechten kann.

Ubung 78: Man wende den Unifikationsalgorithmus an auf die Literalmenge

L = {P(z,y), P(f(a), 9(x)), P(f(2), 9(f(2)))}-

Ubung 79: Zeigen Sie, dass der Unifikationsalgorithmus (naiv implementiert)
exponentielle Laufzeit haben kann.

Hinweis: Man betrachte das Beispiel

L= P (81 05 o B ) B (00 ), P EB s 81 Y ooy TS0 B D B

Man iiberlege sich eine geeignete Datenstruktur fiir Literale bzw. Literalmen-
gen, so dass das Unifizieren effizienter durchgefiihrt werden kann,

Ubung 80: In manchen Implementierungen des Unifikationsalgorithmus’
(z.B. bei Interpretern der Programmiersprache PROLOG) wird aus Effizienz-
griinden auf den Test “kommt x in ¢ vor?” verzichtet (der occur check).

Man gebe ein Beispiel einer zweielementigen, nicht unifizierbaren Literal-
menge {L;, L,} an, so dass L; und L; keine gemeinsamen Variablen enthal-
ten, und ein Unifikationsalgorithmus ohne occur check — je nach Implementie-
rung — in eine unendliche Schleife geriit oder filschlicherweise “unifizierbar”
konstatiert.

Unter wesentlicher Ausnutzung des Unifikationsprinzips sind wir nun in der
Lage, die weiter oben diskutierten Ideen zu realisieren und eine pridikatenlo-
gische Version der Resolution anzugeben.
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Definition (pridikatenlogische Resolution)
Seien K, K, und R pridikatenlogische Klauseln. Dann ist R ein prddi-
katenlogischer Resolvent von K und K, falls folgendes gilt:

1. Es gibt gewisse Substitutionen s; und sy, die Variablenumbenennungen
sind, so dass A ¢, und K)s, keine gemeinsamen Variablen enthalten.

2. Es gibt eine Menge von Literalen L,,..., L, € K;s; (m > 1) und
1!"'11':; € 1{'23'2 (n 2 l),SﬂdﬂSS L — {EI:IL_Q!“ 'e-f‘r‘.r;'. Lrl! :z!l"':
L} unifizierbar ist. Es sei sub allgemeinster Unifikator von L,

3. R hat die Form

R= ((}-{151 == {Ll, g Lm}) @] (KgSg = '{Li, ST ,L:l}))ﬂifrb f
Wir notieren diesen Sachverhalt durch das Diagramm

!\,1 K. 2

N

i

wobei moglicherweise die Literale L,,. .., L,.LY, ..., L, der Deutlichkeit
halber unterstrichen werden und die verwendeten Substitutionen rechts neben
dem Diagramm notiert werden.

Beispiel:

{P(f(2), ~Q(z2), P(z)} {=P(x), R(g(x),a)}

1 =]
sy = [2/u]

sub = [z/ f(z)][u/ f(z)]
{=Qf(2)), R(g(f(x)),a)}

Bemerkung: Die aussagenlogische Resolution ist ein Spezialfall der pridi-
katenlogischen Resolution, wobei s; = 5, = sub = [ |und m = n = 1
ist,

Da die pridikatenlogische Resolution eine Erweiterung der aussagenlogi-
schen Resolution ist, iibernehmen wir die in der Aussagenlogik cingefiihrte
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Notation und erweitern die Bedeutung nun auch auf die Priidikatenlogik. Ins-
besondere sei fiir eine priidikatenlogische Klauselmenge /' definiert

Res(F) = FU{R| Ristein pridikatenlogischer Resolvent
zweier Klauseln K|, K € F},
Res®(F) = F
Res" (F) = Res(Res™(F))firn>0
und
Res*(F) = |J Res"(F).

n=0

Nun ist klar, dass O € Res®(F) genau dann gilt, wenn es eine Folge
Ky, Ky,..., K, von Klauseln gibt, so dass &, = O, und fiirs = 1,2,...,n
ist K entweder Element von F' oder K; ist pridikatenlogischer Resolvent
zweier Klauseln K, und K, mite, b < 1.

Ubung 81: Geben Sie (bis auf Variablenumbenennungen) alle Resolventen
der beiden folgenden Klauseln K und K, an.

{=P(z,y),~P(f(a), 9(u, b)), Q(z,u)}
{P(f(2),9(a,b)), ~Q(f(a),b), ~Q(a, b)}

Il

K,
Ko

1l

Als Vorbereitung fiir den anschliefiend zu beweisenden pridikatenlogischen
Resolutionssatz, zeigen wir nun, dass aussagenlogische Resolutionen von
Grundinstanzen gewisser pridikatenlogischer Klauseln “geliftet” werden
kénnen in priidikatenlogische Resolutionen. Dieses “Lifting-Lemma” erlaubt
uns dann, die priidikatenlogische Resolution auf die aussagenlogische bzw.
die Grundresolution zuriickzufiihren.

Lifting-Lemma

Seien K, K, zwei priidikatenlogische Klauseln und K7, K}, seien belicbige
Grundinstanzen hiervon, die resolvierbar sind (im aussagenlogischen Sinn),
so dass R’ ein Resolvent von K|, K7 ist. Dann gibt es einen pridikatenlogi-
schen Resolventen I von K; und K, so dass R’ eine Grundinstanz von R
ist.

Die folgenden beiden Diagramme veranschaulichen den Sachverhalt.
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K; K,
1!'; 1\1’.5
)+

Voraussetzung des Lifting-Lemmas

Kl\/m
B
Behauptung des Lifting-Lemmas

Beweis: Seien zuniichst s; und s, Variablen-Umbenennungen, so dass i s,
und Kjs, keine gemeinsamen Variable enthalten. Da K7, K3 Grundinstan-
zen von K, und K, sind, sind sie auch Grundinstanzen von K5, und Kjs,.
Seien sub, und suby Grundsubstitutionen, so dass K{ = Ksysub, und

(}, = Kysysuby. Da es keine Variable gibt, die sowohl in sub; als auch in
sub, ersetzt wird, setzen wir sub = sub,sub, und es gilt K| = K,s sub und
K} = Kysysub. K| und K7, sind nach Voraussetzung (aussagenlogisch) re-
solvierbar und R’ ist ein Resolvent von K7, K. Deshalb muss es ein Literal
L € K| mit L € K} geben, so dass R = (K| — {L}) U (K3 — {L}). Das
Literal L entstammt aus einem oder mehreren Literalen aus Kys, durch die
Grundsubstitution sub. Ahnliches gilt fiir L und K, 5,. Es gilt also fiir gewisse
Literale Ly,...,L,, € K15, (m > 1)und L}, ..., L, € K383 (n > 1), dass
L=Lsub=...=Lysubund L = Lisub = ... = L} sub. Deshalb sind
K5, und K,s, resolvierbar, denn sub ist ein Unifikator fiir die Literalmenge
L={L,...,LyL},...,L}. Essei suby der vom Unifikationsalgorithmus
bestimmte allgemeinste Unifikator von L. Dann ist

R= ((I{:.‘ﬂ == {Llr' .Lm}) §) (K‘ZSQ = {L’,. =3 .L;}))wb.,

ein priidikatenlogischer Resolvent von K und K.
Da subg allgemeinster Unifikator und sub Unifikator von L ist, gibt es eine
Substitution s mit subgs = sub. Damit erhalten wir

R = (K- {L})u(K;—{T})

(Kysysub — {L}) U (Kasysub — {L})

I
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(K1t = {Ly,. .., Lm}) U (Kasz — {L},-.., L.}))sub
((Kl.‘j[ — {Ll!' . ,Lm}’}u (R—QS‘Z B {L‘Il,. i ,L;}))Subob‘
Rs

Il

Damit ist gezeigt, dass R’ eine Grundinstanz von R (mittels Substitution s)
ist. ]

Ubung 82: Gegeben sei folgende Grundresolution

{p(.'.f:, y): P(f(ﬂ.), Z)} {ﬁp(f(x)v.("{y)L Q('L'\ y)}

s

]

[2/9(6) i

{P(f(a), Q(WL g(h)),Q(a,b)}
{Q(a,b)}

Vollziehen Sie im Beweis des Lifting-Lemmas nach, welche pridikatenlo-
gische Resolution hieraus entsteht.

Resolutionssatz (der Pridikatenlogik)
Sei F' eine Aussage in Skolemform mit der Matrix F* in KNF. Dann gilt: I
ist unerfiillbar genau dann, wenn O € Res™(F*)

Beweis: (Korrektheit) Wir zeigen zuniichst, dass aus O € Res™(F"*)
folgt, dass F' unerfiillbar ist. Fiir eine Formel # mit den freien Variablen
Ty, Ty, ..., T, bezeichne VH ihren Allabschluss. Dieses ist die Formel VH =
VoV, .. . Va, H. Man beachte, dass F' = A g cp- VK. Wir zeigen nun, dass
fiir jeden Resolventen R zweier Klauseln K, K gilt, dass V12 eine Folgerung
von YK, und VK ist. Dann ist die leere Klausel Folgerung von F, und damit
ist die Unerfiillbarkeit von F' gezeigl.

Sei also A eine Struktur mit A(VH,) = A(VR;) = 1. (Dann ist auch
A(K,s1) = A(K,sy) = 1). Der Resolvent /? habe die Form

R = ((Kisy = {L1,...,L}) U (K82 —{L{,... L}}))sub
Kooy sub = {EVU (Kgsaub~{T3)
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wobei sub der _ allgemeinste Unifikator der
Literalmenge L = {Ly,..., Ly, L}, ..., L'}ist. Essei L =Lisub=...=
L, sub=Lisub=...=L! sub.

Nehmen wir nun an, A(VR) = 0. Dann gibt es eine Struktur A’ mit A'(R) =
0, wobei A’ identisch ist mit A und zusiitzlich geeignete Interpretationen der
vorkommenden Variablen enthilt. Es gilt dann A'(K;s,sub— {L}) = 0 und
A'(Kysysub — {L}) = 0. Wegen 1 = A'(K,s,sub) = A'(Kjsysub) folgt,
dass A’(L) = A'(L) = 1, was ein Widerspruch ist.

(Vollstiindigkeit) Sei F' unerfiillbar. Mit dem Grundresolutionssatz gibt es
dann eine Folge von Klauseln (K7, K),..., K} ) so, dass K], = O und fiir
i =1,2,...,n gilt: K] ist entweder Grundinstanz einer Klausel in F* oder
K ist (aussagenlogischer) Resolvent zweier Klauseln K, und K mita. b < i.
Fiir: = 1,2,...,n geben wir nun eine (pridikatenlogische) Klausel K an,
so dass K eine Grundinstanz von K| ist und so dass (K, K5, . ... K, ) eine
pridikatenlogische Resolutionsherleitung der leeren Klausel K, ist. Falls K
eine Grundinstanz einer Klausel i € F™* ist, so withlen wir cinfach /K; = K.
Falls K7 ein Resolvent von K und /K mit a,b < ¢ ist, so haben wir be-
reits pridikatenlogische Klauseln K, und K; zu K und K} ermittelt. Mit
dem Lifting-Lemma erhalten wir dann einen pridikatenlogischen Resolven-
ten K; von K, und K, so dass K| Grundinstanz von K; ist. Damit ist ge-
zeigt, dass (K, Ky, ..., K,) eine Resolutionsherleitung von [ ist. Also ist
O € Res*(F™). n

Beispiel: Die Klauselmenge

F = {{-P(x),Q(z), Rz, f(z))}, {~P(z),Q(x), 5(f(z))}: {T(a)},
{P(a)}, {~B(a, 2), T(2)}, {-T(z), ~Q(2)}, {-T(¥), ~S(y)}}

ist unerfiillbar. Eine Deduktion der leeren Klausel aus F' ist gegeben durch

(1) {T(a)} Klausel in F
2) {-T(z),~Q(x)} Klausel in F
(3) {—Q(a)} Resolvent von (1) und (2)
@) {~P(z),Q(z), S(f(z))} Klausel in F
) {P(a)} Klausel in F

Resolvent von (4) und (5)

6) {Q(a), S(f(a))}
(7) {S(fla))} Resolvent von (3) und (6)
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(8) {~P(z),Q(z), R(z. f(z))} Klausel in F
©) {Q(a), R(a, f(a))} Resolvent von (5) und (8)
(10) {R(a, f(a))} Resolvent von (3) und (9)
(1)) {-R(a,z),T(z)} Klausel in F
(12) {T(f(a))} Resolvent von (10) und (11)
(13) {~T(y), ~S(w)} Klausel in F
(14) {~S(f(a))} Resolvent von (12) und (13)
(15) O Resolvent von (7) und (14)

Ubung 83: Bei endlichen aussagenlogischen Klauselmengen F ist
Res*(F) immer eine endliche Menge. Man gebe eine endliche priidikaten-
logische Klauselmenge F' an, so dass fiir alle n gilt:

Res™ (F) # Res™(F).

Beispiel: Den Einsatz des Resolutionskalkiils in automatischen Beweissyste-
men illustriert das folgende Beispiel. Wir betrachten den mathematischen Be-
griff der Gruppe mit einer zweistelligen Operation o. Mit P(x, y, z) driicken
wir aus, dass z o y = z gilt. Dann kénnen die Gruppenaxiome durch folgende
priidikatenlogische Formeln dargestellt werden.

1. VaVy3zP(z, v, z)
(Abgeschlossenheit)

2. YuVovuVeVyVz((P(z. y, w)AP(y, z,v)) = (P(z, v, w) ¢ P(u, z,w)))
(Assoziativitit)

3. Ja(VyP(z,y,y) AVyIzP(z,y, 1))
(Existenz eines links-neutralen Elementes
und Existenz von Links-Inversen)

Nun wollen wir beweisen, dass aus (1), (2) und (3) auch die Existenz von
Rechts-Inversen folgt. Dies wird ausgedriickt durch Formel (4).

4. 3z(VyP(z,y,y) AVyIzP(y, 2, 7))
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Indem wir nun (1) A (2) A (3) A =(4) in Klauselform bringen, erhalten wir:
@ {P(z,y,m(z,y)}
() {-P(z,y,u),~Ply,z,v), "P(z,v,w), P(u,z,w)}
(©) {-P(z,y,u),~Ply,z,v),~P(u, z,w), P(z,v,w)}
(@ {Ple,y,y)}
@ {P(i(y),y.e)}

O {-P(z,i(z),5(z)), ~P(k(z),2,7)}

Hierbei sind m (2-stellig), e (0-stellig), ¢ (1-stellig) und & (1-stellig) neu ein-
gefiihrte Skolemfunktionen. Eine Resolutionsherleitung der leeren Klausel
und damit einen Beweis der Unerfiillbarkeit der Klauselmen ge (a)—(f) stellt
folgendes Diagramm dar.

M (@

—_
J

P(k(e), z,€)}

/(b)
P(z,y, k(e)),~Ply, z,v),~P(x,v,e)}

/ (e)

P(i(v), w, k(e)), ~P(w, z,v)}

/(d)
P(i(v), e, k(e))}
()

——
4

——
J

e
J

{_'P(i(t)!yvu)s_'P{%z:e)aﬂp(uaz:k(e))}
(d)

{=P(i(t),y,e), ~P(y,k(e),e)}
(e)

{~P(i(t),i(k(e)),e)}
(e)

Ubung 84: Aus den oben angegebenen (pridikatenlogisch formulierten)
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Gruppenaxiomen folgere man mittels Resolutionskalkiil:

(a) Es gibt ein rechts-neutrales Element.

(b) Falls G eine abelsche Gruppe ist (d.h. es gilt zusitzlich das Kom-
mutativgesetz), dann gilt fiir alle 7,y in G, dassroy oz~ ! = w.

Ubung 85: Man driicke folgende Tatsachen aus als pradikatenlogische For-
meln.

(a) Jeder Drache ist gliicklich, wenn alle seine Kinder fliegen
kénnen.

(b) Griine Drachen konnen fliegen.

(c) Ein Drache ist griin, wenn er Kind mindestens eines griinen Dra-
chen ist.

Man zeige durch Resolution, dass aus (a), (b) und (c) folgt, dass alle griinen
Drachen gliicklich sind.

Ubung 86: Gegeben seien folgende Fakten.
(a) Jeder Barbier rasiert alle Personen, die sich nicht selbst rasieren.
(b) Kein Barbier rasiert jemanden, der sich selbst rasiert,

Man formalisiere (a) und (b) als priidikatenlogische Formeln. Man verwende
B(z) fiir “z ist Barbier” und R(x,y) fiir “z rasiert 3”. Formen Sie um in
Klauselform und zeigen Sie per Resolution, dass aus (a) und (b) folgt:

(c) Es gibt keine Barbiere.

2.6 Verfeinerung der Resolution

Nach wie vor erschwert eine ungeheuere kombinatorische Explosion das ef-
fiziente Finden von Resolutionsherleitungen. Das Problem ist, dass es i.a.
viele Moglichkeiten gibt, zwei Klauseln zu finden, die resolvierbar sind,
um so neue Resolventen zu erzeugen. Es gibt also eine groBe Anzahl von
Wahlméglichkeiten, von denen eventuell nur sehr wenige fiir die Resolution
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der leeren Klausel eine Rolle spielen. Erschwerend kommt hinzu, dass Resol-
venten durchaus linger werden konnen als die Ausgangsklauseln, und damit
die Anzahl der Resolutionsmdglichkeiten im Laufe einer Resolutionsherlei-
tung noch zunehmen kann,

Wir stellen nun einige Moglichkeiten der Verfeinerung der Resolution vor, die
diese kombinatorische Explosion bis zu einem gewissen Grad einschrinken
konnen. Bei diesen Verfeinerungen unterscheiden wir zwischen Resolutions-
Strategien und Resolutions-Restriktionen.

Strategien sind lediglich heuristische Regeln, die die Reihenfolge, in
der die Resolutionsschritte vorzunehmen sind, vorschreiben. Die vielen
Wahlmoglichkeiten, die in jedem Schritt existieren, werden hierbei auf ei-
ne bestimmte Art aufgeldst, mit dem Gedanken bzw. der Hoffnung, dass die
Jeweilige Strategie moglichst wenige tiberfliissige Resolventen erzeugt. Im
ungiinstigsten Fall miissen jedoch schlieBlich auch alle Alternativen durch-
gespielt werden. Ein Beispiel ist die Einheiten- Priiferenz-Strategie, bei der
wo immer moglich Resolutionen durchgefiihrt werden, bei denen mindestens
eine der Elternklauseln eine Einheit, also einelementig, ist.

Diese Strategien scheinen bei den getesteten Beispielen ganz gut zu funk-
tionieren, jedoch ist aus theoretischer Sicht unklar und nahezu unerforscht,
ob und inwieweit solche Strategien wirklich und immer zu besseren Resulta-
ten fithren. Diesen Strategien soll hier nicht weiter nachgegangen werden. Es
sei nur erwiihnt, dass sie sich mit den nachfolgend diskutierten Restriktionen
kombinieren lassen.

Bei den Resolutionsrestriktionen wird die Wahlfreiheit bei der Auswahl der
zu resolvierenden Klauseln dadurch eingeschriinkt, dass gewisse Resolutions-
schritte schlicht verboten sind, weil die Klauseln nicht die der jeweiligen Re-
striktion entsprechende Form haben. Diese nun zu diskutierenden Resoluti-
onsrestriktionen schriinken also den Resolutionskalkiil echt ein, und verklei-
nern damit i.a. den Suchraum. Es stellt sich natiirlich sofort die Frage, ob
solche Restriktionen nicht auch “zu weit” gehen konnen, so dass der entstan-
dene Kalkiil die Vollstindigkeitseigenschaft verliert. (Dies wiire dann der Fall,
wenn bei einer unerfiillbaren Klauselmenge F' die leere Klausel nicht unter
Einhaltung der Restriktionsbedingung herzuleiten ist). Dies wird im Folgen-
den zu diskutieren sein. Wir stellen nun diese Resolutionsrestriktionen vor.

Bei der P-Restriktion (oder P-Resolution) darf nur dann ein Resolvent zwei-
er Klauseln K, K, gebildet werden, sofern eine der beiden Klauseln positiv
ist, also nur aus positiven Literalen besteht. Analog darf bei der N-Restriktion
(oder N-Resolution) nur resolviert werden, wenn eine der beiden Elternklau-
seln nur aus negativen Literalen besteht. Wir werden zeigen, dass P- und N-
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Resolution vollstindig sind.

Die leere Klausel ist aus einer Klauselmenge F linear resolvierbar, basierend
auf einer Klausel K € F, falls es eine Folge von Klauseln (K, K, ..., K,)
gibtmit Ky = K, K,, = 0undfiiri = 1,2, ..., ngilt

Ky By

f’\rt'

wobei die Klausel B;_ (eine sogenannte Seitenklausel) entweder ein Element
von F'ist oder B;_; = K fiirein j < 4.

Wir werden zeigen, dass die lineare Resolution vollstindig ist, das heifit, fiir
jede unerfiillbare Kauselmenge F' gibt es eine Klausel K (die Basisklausel),
so dass die leere Klausel aus F' linear resolvierbar ist, basierend auf K.

Beispiel: Gegeben sei die unerfiillbare Klauselmenge
F = {{A, B},{A,-B},{-4, B}, {4, -B}}.

Eine (iibliche) Resolutionsherleitung der leeren Klausel ohne Einhaltung ei-
ner dieser Restriktionen bendétigt 3 Resolutionsschritte.

{A,B} {A-B} {-A B} {-4,-B}

{4} {-A}

O

Eine lineare Resolution der leeren Klausel aus F', basierend auf {4, B}, ist
z.B. gegeben durch das folgende Diagramm (dies ist gleichzeitig auch Bei-
spiel fiir eine P-Resolution).
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{A.B}  {A,-~B} {-A,B} {-4,-B)

Man beachte, dass dieser Resolutionsbeweis 4 Schritte bendtigt. Man kann
erahnen, dass der Preis, der fiir die Einschrinkung der Wahlmiglichkeiten
bei den Resolutionsrestriktionen bezahlt werden muss, in einer Zunahme der
Beweislinge liegt. Diesen Effekt genau zu quantifizieren ist aktuelles Thema
der Forschung (vgl. hierzu Ubung 87).

Bei der Sriitzmengenrestriktion der Resolution muss zu der gegebenen Klau-
selmenge F' eine Teilmenge 7' bekannt sein, so dass F' — T erfiillbar ist. Ein
Resolutionsbeweis der leeren Klausel aus /', relativ zur Stiitzmenge 7', muss
die Bedingung erfiillen, dass niemals zwei Klauseln aus F — T miteinander
resolviert werden. Diese Einschriinkung bringt vor allem dann Vorteile, wenn
T besonders klein und damit F' — T besonders groB ist, z.B. bei [T'| = 1.
Dadurch wird eine groBe Zahl von potenziellen Resolutionsschritten (zwi-
schen Klauseln in F' — T') vermieden. Ein typisches Anwendungsbeispiel ist,
dass festgestellt werden soll, ob eine Formel G eine Folgerung der “Daten-
bank” {F, F3,..., F}} ist. Dies ist bekanntermaBen genau dann der Fall,
wenn {Fy, Fy,..., Fy, 7G} unerfiillbar ist. Falls aus dem Kontext bekannt
ist, dass { F1, F>, . .., F}.} fiir sich allein noch nicht unerfiillbar, also erfiillbar,
ist; oder falls diese sog. Konsistenz der Datenbank einfach postuliert wird, so
kann man als Stiitzmenge T' = {G\, ..., G,} wihlen, wobei {G1, ..., G,} die
Klauselform von =G ist.

Wir werden spiiter sehen, dass die Stiitzmengenresolution vollstindig ist.

Bei der Input-Restriktion muss bei jedem Resolutionsschritt eine der beiden
Elternl_clauseln ein “Input”, also Element der Ausgangsklauselmenge F sein.
Man sieht leicht ein, dass jeder Resolutionsbeweis, der die Input-Restriktion
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einhilt, auch ein linearer Resolutionsbeweis ist. Aber im Unterschied zur li-
nearen Resolution ist die Input-Resolution nicht vollstindig. Ein einfaches
Gegenbeispiel ist die unerfiillbare Klauselmenge

F = {{A, B},{A,-B},{-A, B},{~4,-B}}.

Bei einer Inputresolution entsteht im ersten Schritt immer ein Resolvent mit
mindestens einem Literal. Bei jedem weiteren Resolutionsschritt kénnen wie-
der nur Resolventen mit mindestens einem Literal entstehen. Die leere Klau-
sel ist bei diesem Beispiel per Input-Resolution also nicht herleitbar. Wir wer-
den aber spiter zeigen, dass die Input-Resolution vollstindig fiir die Klasse

der Hornformeln ist.

Eine weitere unvollstindige Resolutionsrestriktion, die aber vollstiindig fiir
die Klasse der Hornformeln ist, ist die Einheitsresolution (vgl. Ubung 35).
Es darf nur dann ein Resolvent gebildet werden, wenn mindestens eine El-
ternklausel einelementig ist. Diese Resolutionsrestriktion hat den Vorteil,
dass die Anzahl der Literale bei jedem Resolutionsschritt abnimmt. Die Un-
vollstéindigkeit der Einheitsresolution ist durch das gleiche Gegenbeispicl
wie bei der Input-Restriktion einzusehen. (Diese Ahnlichkeit mit der Input-
Restriktion ist kein Zufall: Es kann gezeigt werden, dass eine Klauselmenge F'
einen Einheitsresolutionsbeweis der leeren Klausel besitzt genau dann, wenn
F einen Input-Resolutionsbeweis der leeren Klausel besitzt, vgl. Ubung 91).

SchlieBlich kommen wir zur SLD-Resolution. Diese Restriktion ist nur fiir
Hornformeln definiert (bzw. wir betrachten ihre Verallgemeinerung auf be-
liebige Klauselmengen, die SL-Resolution hier nicht). Diese Resolutionsre-
striktion spielt eine entscheidende Rolle bei der Logik-Programmierung, die
wir im néchsten Kapitel diskutieren wollen. SLD-Resolutionen sind Input-
(und damit auch lineare) Resolutionen, die eine spezielle Form haben. Und
zwar muss die Resolutionsherleitung auf einer negativen Klausel (einer sog.
Zielklausel) basieren, und bei jedem Resolutionsschritt ist eine Elternklausel
eine nicht-negative Inputklausel. (Nicht-negative Homklauseln heifen auch
definite Klauseln oder Programmklauseln).

SeizB. F = {Ki, K>, ..., Ky, N1,..., N}, wobei Ky, K, ... ., K, die de-
finiten und Ny, . .., N,, die negativen Klauseln sind. Eine SLD-Resolutions-
herleitung der leeren Klausel hat dann die folgende Form (fiir ein geeignetes
j € {1,...,m} und eine geeignete Folge i1, 23,...,4 € {1,...,n}).
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K, N;
]‘(,‘2 L)

/

~

Die hierbei durch Punkte dargestellten Klauseln, also die “Zwischen-
resultate”, kénnen nur negative Klauseln sein, da sie durch Resolu-
tion einer negativen mit einer definiten Hornklausel entstehen. Das
heifit, SLD-Resolutionen sind immer auch N-Resolutionen. Gleichfalls
sind SLD-Resolutionen auch immer Stiitzmengenresolutionen, wobei die
Stiitzmenge {N,, ..., Ny, } ist.

Bemerkung: Die Abkiirzung SLD steht fiir “linear resolution with selection
function for definite clauses”. In unserer Betrachtung ignorieren wir zunéchst
diesen zusitzlichen Aspekt einer Auswahlfunktion, die in jedem Resolutions-
schritt dasjenige Literal angibt, nach dem als niichstes zu resolvieren ist. Wir
kommen jedoch auf diesen Punkt in Kapitel 3.3 zuriick. Fiir den Moment be-
trachten wir die SLD-Resolution als identisch mit der sog. LUSH-Resolution
(LUSH = linear resolution with unrestricted selection for Hornclauses).

Alle Vollstandigkeitsbeweise der Resolutionsrestriktionen werden zunichst
fiir‘den aussagenlogischen Fall (also fiir die Grundinstanzen der pridikaten-
logischen Klauseln) gezeigt. Wie im Beweis des allgemeinen Vollstiindig-
keitssatzes fiir die pridikatenlogische Resolution verwenden wir das Liftin g-
Lemma, um aussagenlogische Resolutionsbeweise, die der entsprechenden
Restriktion geniigen, in die Pridikatenlogik zu “liften”. Man beachte, dass
durch das Lifting-Lemma die Struktur einer Resolutionsherleitung nicht
geidndert wird, so dass eine P-,N-, lincare, usw. -Resolution nach Anwendung
des Lifting-Lemmas immer noch eine solche ist. Um die Vollstiindigkeit einer
Restriktion in der Aussagenlogik zu zeigen, muss der Vollstindigkeitssatz fiir
den aussagenlogischen Resolutionskalkiil entsprechend modifiziert werden.
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Als Vorbereitung fiir diese Beweise fithren wir folgende Notation ein. Fiir
eine (aussagenlogische) Klauselmenge F und ein in F' vorkommendes Literal
L sei Fy_, die Klauselmenge, die man aus F' erhilt, indem jedes Vorkommen
von L und ferner jede Klausel, in der L vorkommt, gestrichen wird. Analog
sei F';_, definiert, wobei die Rollen von L und L vertauscht sind. Inhaltlich
gesprochen ist Fi—,, a € {0, 1}, diejenige Klauselmenge, die aus F entsteht,
wenn die Belegung von L mit a fixiert wird. Deshalb gilt, dass sowohl Fy_
als auch Fy_, unerfiillbar sind, sofern F' unerfiillbar ist.

Satz
Die P-Restriktion der Resolution ist vollstindig.

Beweis: Wie oben bemerkt, geniigt es, den aussagenlogischen Fall zu betrach-
ten. Sei F eine unerfiillbare aussagenlogische Klauselmenge. Wegen des End-
lichkeitssatzes diirfen wir wieder annehmen, dass I endlich ist. Wir zeigen
durch Induktion iiber die Anzahl der atomaren Formeln in F, dass die leere
Klausel per P-Resolution aus F' herleitbar ist.

Induktionsanfang (n = 0): Falls n = 0, so kann nur F' = {0} sein, und wir
sind fertig.

Induktionsschritt (n > 0): Die Klauselmenge F besitze n > 0 Atomformeln.
Sei A eine beliebige Atomformel in F. Da F4_; und Fsy— unerfiillbar sind
und héchstens n — 1 Atomformeln enthalten, folgt mit der Induktionsvor-
aussetzung, dass die leere Klausel per P-Resolution sowohl aus F4—g als auch
aus F4_ herleitbar ist. Wiederherstellen der urspriinglichen Klauseln in Fiq—g
(d.h. Wiedereinfiigen von A) liefert dann eine Resolutionsherleitung von {A}
aus den Klauseln in F. Diese Herleitung von {A} stellt immer noch eine P-
Resolution dar, da A ein positives Literal ist. Nun fiigen wir weitere Resoluti-
onsschritte hinzu, die die so erhaltene Klausel { A} mit jeder Klausel in F', die
—A enthilt, resolviert. Man beachte, dass dieses wiederum P-Resolutionen
sind. Damit haben wir gerade die Klauseln in F4—; bereitgestellt. Sodann
fiigen wir den nach Induktionsvoraussetzung existierenden P-Resolutionsbe-
weis der leeren Klausel an, der die Klauseln in F4-; als Ausgangspunkt hat.

Das Ergebnis ist nun eine P-Resolutionsherleitung der leeren Klausel aus F'.
[

Satz
Die N-Restriktion der Resolution ist vollstindig.

Beweis: Man vertausche im vorigen Beweis die Rollen von “positiv” und
“negativ”, von “A” und “—=A”, und von “F4—o" und “Fia—1". ™
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Satz

Die lineare Resolutionsrestriktion ist vollstiindig. (Genauer: Fiir jede unerfiill-
bare Klauselmenge F' gibt es eine Klausel K € F, so dass die leere Klausel
durch lineare Resolution aus F', basierend auf K, herleitbar ist).

Beweis: Sei F unerfiillbar und ' C F sei eine minimal unerfiillbare Teil-
menge von F' (d.h. F" ist unerfiillbar, aber fiir jede Klausel K € F" gilt, dass
F' — {K} erfiillbar ist. ' kann aus F konstruiert werden, indem sukzessive
Klauseln aus F' entfernt werden, bis nur noch Klauseln iibrig bleiben, deren
Entfernen zur Erfiillbarkeit fiihrt). Wir zeigen nun, dass sogar fiir jede Klau-
sel K in F" gilt, dass es eine lineare Resolutionsherleitung der leeren Klausel
aus F gibt, die auf K basiert. Sei K eine beliebige Klausel in F'. Wir fiihren
den Beweis nun durch Induktion iiber die Anzahl der in F’ vorkommenden
atomaren Formeln.

Induktionsanfang (n = 0): In diesem Fall ist ' = {0} und K = O. Hier ist
nichts zu zeigen.

Induktionsschritt (n > 0): F' enthalte n > 0 Atomformeln.

Fall1: |K|=1

Dann ist K’ = {L} fiir ein Literal L. Fiir eine Atomformel A ist dann L = A
oder L = —A. Die Klauselmenge F;_, ist dann unerfiillbar und enthélt nur
héchstens 7 — 1 Atomformeln, denn A kommt nicht mehr vor. Sei F" eine mi-
nimal unerfiillbare Teilmenge von F}_,. In F” muss eine Klausel X” vorkom-
men, so dass K'U{L} € F',d.h. K" ist gerade durch Streichen von T, aus einer
Klausel in F” entstanden. Eine solche Klausel X' muss deshalb in " existie-
ren, weil sonst " eine Teilmenge von F' — {K} und damit erfiillbar wiire
(da F' minimal unerfiillbar ist). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es nun ei-
ne lineare Resolutionsherleitung der leeren Klausel aus F”, basierend auf der
Klausel K'. Hieraus konstruieren wir die gesuchte lineare Resolutionsherlei-
tung von O, basierend auf K* = {L}, wie folgt: Der erste Resolutionsschritt
resolviert die Basisklausel X' = {L} mit K’ U {L}. Der Resolvent hierbei
ist K'. Sodann iibernehmen wir obige, auf K"’ basierende Resolutionsherlei-
tung der leeren Klausel, wobei wir nun die wiederhergestellten, urspriing]i-
chen Klauseln aus F' (also evtl. mit dem Literal ) hernehmen. Hierdurch
entsteht eine lineare Resolutionsherleitung von {L}, basierend auf K = {L}.
Im letzten Resolutionsschritt schlieBlich resolvieren wir die Basisklausel K
mit {L} und erhalten die leere Klausel.

Fall2: |[K| > 1

In diesem Fall wiihlen wir ein beliebiges Literal L € K und setzen K' =
K—{L}.Nunist F}_, unerfiillbar und K" ist eine Klausel in Fi_,. Wir zeigen
nun, dass Fy_, — {K'} erfiillbar ist. Hierzu sei zuniichst A ein Modell von
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F' — {K}. Dann gilt A(K) = 0, denn es gilt A(F') = 0, weil F" unerfiillbar
ist. Somit folgt A(L) = 0,da L € K. Damitergibt sich A(F;_,—{K'}) = 1.

Sei F" eine minimal unerfiillbare Teilmenge von F]_,. Wie soeben gezeigt,
muss F" die Klausel K’ enthalten (denn Weglassen von K' wiirde Erfiill-
barkeit nach sich ziehen). Auf F" trifft die Induktionsvoraussetzung zu und
deshalb gibt es eine lineare Resolutionsherleitung der leeren Klausel aus F”,
basierend auf K'. In diesem Resolutionsheweis fiigen wir nun das Literal L
iiberall wieder hinzu, wo es zuvor weggelassen wurde (und damit auch in den
Resolventen). Dies ergibt eine lineare Resolutionsherleitung von {L} aus F",
basierend auf K.

Nunist aber (F' — {K'}) U{{L}} unerfiillbar und F' — { K} erfiillbar. Unter
Verwendung von Fall I wissen wir, dass eine lineare Resolutionsherleitung
von O aus (F' — {K}) U {{L}} existiert, basierend auf {L}. Wir fiigen nun
diesen Resolutionsbeweis an den oben erhaltenen Resolutionsbeweis, der { L}
liefert, hinten an und erhalten so die gewiinschte Resolutionsherleitung von O
aus F', basierend auf K. ™

Ubung 87: Sei F' diejenige unerfiillbare Klauselmenge mit den Atomfor-
meln A,,. .., A,, die alle m = 2" Klauseln der Form {Bi, By, ..., Bn} mit
B; € {A;, ~A; } enthilt. Die iibliche Resolutionsherleitung der leeren Klausel
aus F' enthilt m — 1 Resolutionsschritte. Man ermittle aus den Vollstiindig-
keitsbeweisen der P-Resolution und der linearen Resolution Rekursionsglei-
chungen fiir die Linge der konstruierten Resolutionsherleitungen unter diesen
Restriktionen. Losen Sie diese Rekursionsgleichungen und vergleichen Sie

diese Formeln mitm — 1.

Satz
Die Stiitzmengen-Restriktion der Resolution ist vollstindig.

Beweis: Dies folgt aus der Vollsténdigkeit der linearen Resolution. Sei F ei-
ne unerfiillbare Klauselmenge und T' C F eine Stiitzmenge, d.h. F' — T ist
erfiillbar, Eine minimal unerfiillbare Teilmenge 7" von F' muss mindestens
eine Klausel K aus T enthalten, denn F — T ist erfiillbar. Mit dem vori-
gen Beweis folgt, dass es eine lineare Resolutionsherleitung gibt, basierend
auf K. Dies ist gleichzeitig eine Stiitzmengenresolution mit Stiitzmenge { K’}
und damit auch mit Stiitzmenge T'. [

I'.'Tbung 88: Man zeige, dass die Kombination zweier vollstindiger Restrik-
tionen i.a. nicht mehr vollstindig ist. Hierzu betrachte man zwei vollstindige
Resolutionsrestriktionen (z.B. P-Resolution und N-Resolution) und gebe ein
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Beispiel einer unerfiillbaren Klauselmenge an, so dass die leere Klausel unter
Einhaltung beider Restriktionen nicht herleitbar ist.

Wir wenden uns nun den im Allgemeinen Fall unvollstindigen Resolutions-
restriktionen zu und erhalten sofort den folgenden Satz (vgl. Ubung 35).

Satz
Die Einheitsresolution ist vollstindig fiir die Klasse der Hornformeln.

Beweis: Da die P-Resolution fiir den allgemeinen Fall vollstindig ist, ist sie es
auch fiir den speziellen Fall der Hornformeln. Positive Hornformeln kiénnen
jedoch nur einelementig sein. Damit folgt sofort, dass die Einheitsresolution
fiir Hornformeln vollstindig ist. [

Satz
Die SLD-Resolution ist vollstiindig fiir die Klasse der Hornformeln.

Beweis: Sei F eine unerfiillbare Hornklauselmenge. Eine Klauselmenge ist
erfiillbar, wenn sie keine negativen Klauseln enthilt (man setze A(A) = 1
fiir alle Atomformeln A, dann ist A ein Modell). Deshalb muss in F' minde-
stens eine negative Klausel enthalten sein. Mehr noch, beim Ubergang von F
zu einer minimal unerfiillbaren Teilmenge F’ von F', muss mindestens eine
negative Klausel K in F' verbleiben. Wegen der Vollstindigkeit der linearen
Resolution gibt es dann einen linearen Resolutionsbeweis der leeren Klausel
aus I (also auch aus F), basierend auf K. Diese lineare Resolutionsherlei-
tung muss ferner die Form einer Input-Resolution haben, denn alle Resolven-
ten obiger Herleitung sind negative Klauseln (Resolventen von Hornklauseln
mit negativen Klauseln sind negative Klauseln), und negative Klauseln sind
nicht mit negativen Klauseln resolvierbar. Dieses Argument beweist, dass die-
se lineare Resolution sogar die spezielle Form einer SLD-Resolution hat,. m

Ubung 89: Beweisen Sie die Vollstindigkeit der SLD-Resolution fiir Horn-
formeln direkt, also ohne Zuhilfenahme der Vollstindikeit der linearen Reso-
lution.

Hinweis: Orientieren Sie sich an dem Ablauf des Markierungsalgorithmus’
fir Hornformeln von Kapitel 1.3. Eine andere Moglichkeit besteht darin,
Ubung 38 (in verallgemeinerter Form) zu verwenden.
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Satz
Die Input-Resolution ist vollstindig fiir die Klasse der Hornformeln.

Beweis: SLD-Resolutionen sind auch Input-Resolutionen. =

Ubung 90: Man zeige, dass die Vollstindigkeit der Input-Resolution fiir
Hornformeln ebenso einfach aus der Vollstindigkeit der N-Resolution folgt.

Ubung 91: Man zeige, dass fiir jede Klauselmenge F' gilt: Es gibt einen Ein-
heitsresolutionsbeweis der leeren Klausel aus F' genau dann, wenn es einen
Input-Resolutionsbeweis gibt.

Ubung 92: Man zeige, dass die Vollstindigkeit des Resolutionskalkiils nicht
verloren geht, wenn man solche Resolutionsschritte verbietet, bei denen eine
Elternklausel eine Tautologie ist. Eine Klausel ist genau dann eine Tautologie,
falls sie eine Atomformel und ihr Komplement enthilt.

Ubung 93: Falls bei einem Resolutionsschritt in den Elternklauseln jeweils
nur ein Literal zur Unifikation herangezogen wird, so spricht man von bindrer
Resolution. (Mit anderen Worten, in der Definition der pridikatenlogischen
Resolution ist i = n = 1 gesetzt).

Man zeige durch Angabe eines Gegenbeispiels, dass die Beschriinkung auf
binire Resolutionen nicht vollstindig ist. Man zeige ferner, dass binire Reso-
lution fiir Hornformeln vollstiindig ist. Mehr noch, jede der bei Hornformeln
vollstandigen Restriktionen bleibt vollstindig, wenn man sie mit der biniiren
Resolution kombiniert. (Tatsiéichlich ist es genau diese Kombination von biné-
rer und SLD-Resolution, die im nidchsten Kapitel intensiver betrachtet wird).

Bemerkung: Wir haben einen groBen Aufwand betrieben, um die Moglich-
keiten, die die Semi-Entscheidbarkeit der Pridikatenlogik bietet, also die Aus-
sicht, automatische Theorembeweiser zu konstruieren, auszuschopfen. Trotz
alledem zeigt die praktische Erfahrung, dass selbst Theorembeweisprogram-
me, die diese vorgestellten Resolutionsrestriktionen (und evtl. andere Metho-
den) verwenden, nicht in der Lage sind, mit vertretbarem Aufwand kompli-
ziertere Theoreme zu beweisen — oder gar die Mathematiker zu ersetzen.

Dies mag daran liegen, dass der Ansatz noch zu allgemein ist. Sei M =
{F\,F;,..., Fi} ein beliebiges Axiomensystem. Der Resolutionskalkiil ist
grundsitzlich in der Lage, nachzuweisen, ob eine Formel G ein Satz der
Theorie Cons(M), also eine Folgerung von M, ist. Man muss nur testen,



112 KAPITEL 2. PRADIKATENLOGIK

ob {Fy, Fy,..., Fi.,~G} unerfiillbar ist. Oftmals ist man aber nur an ganz
bestimmten (axiomatischen) Theorien interessiert, etwa der Gruppentheorie.
Deshalb wird versucht, Kalkiile zu entwickeln, die auf diese speziellen Theo-
rien zugeschnitten sind, und die dann effizienter (aber nur fiir Sitze dieser
Theorie) verwendet werden kénnen. Solche Kalkiile verkorpern sozusagen
mehr Wissen liber die zugrundeliegende Theorie.

Kapitel 3

Logik-Programmierung

3.1 Erzeugen von Antworten

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass das Ausfiihren eines Programms
aufgefasst werden kann als das (automatische) Herleiten der leeren Klausel
aus einer gegebenen Klauselmenge (evtl. unter Ausnutzen der Resolutionsver-
feinerungen von Abschnitt 2.6), zusammen mit einem neuen Konzept: einer
Antworterzeugungskomponente. Die aus dem Resolutionsbeweis extrahierte
Antwort kann dann als Rechenergebnis des (Logik-) Programms aufgefasst
werden. Diese Ideen der Antwortgenerierung aus Resolutionsbeweisen bzw.
des Verwendens der Pradikatenlogik (speziell der Klauseldarstellung) als Pro-
grammiersprache gehen zuriick auf Green und Kowalski.

Sei eine Klauselmenge F' gegeben (wobei wir i.a. von einer erfiillbaren Men-
ge ausgehen). Dieses F' kinnen wir als ein (Logik-) Programm auffassen: In
I kommen gewisse Pridikate und Funktionen vor, und es werden durch die
Klauseln in F' gewisse Aussagen iiber deren Beziehung zueinander gemacht,
es wird sozusagen der allgemeine Problemkontext formal spezifiziert. Wir be-
trachten folgendes sehr simple Beispiel (wobei wir der Deutlichkeit halber
suggestivere Bezeichnungen als P, f, a usw. verwenden).

F = {{liebt(Eva, Essen)},
{liebt( Eva, Wein)},
{liebt(Adam, z), ~liebt(z, Wein)} }

Hierbei ist liebt ein zweistelliges Pradikatsymbol, und Eva, Essen, Wein,
Adam stellen Konstanten dar. Inhaltlich konnten die Klauseln in F' folgendes

bedeuten:
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“Eva liebt zu essen”
“Eva licbt Wein”
“Adam liebt jeden, der Wein liebt”

Hiermit ist der allgemeine (zugegebenermaBen nicht sehr tiefsinnige) Pro-
blemkontext beschrieben. Ein Aufruf dieses Programms kénnte nun die For-
mel

G = Ty liebt(Adam, y)

sein. Inhaltlich bedeutet dies: “Gibt es jemanden, den Adam licht?” und
zusitzlich — dies ist der Antworterzeugungsaspekt — “Wer ist dies?”, Typisch
fiir eine solche als Frage aufgefasste Formel, wie G, sind die vorkommenden
Existenzquantoren. Es soll hierbei nicht nur die Frage, ob die Existenz eines
(oder mehrerer) Objekte mit gewissen Eigenschaften aus dem Programm F
folgt, vom Auswertungsmechanismus (dem Logik-Programminterpreter) mit
Ja oder nein beantwortet werden. Es soll vielmehr im ja-Fall ein entsprechen-
des Objekt (oder moglicherweise alle) ausgegeben werden.

In der Terminologie vom Ende des Abschnitts 2.3 kann der Sachverhalt auch
so gedeutet werden, dass I' ein Axiomensystem fiir eine gewisse Theorie,
nimlich Cons(F'), darstellt, und es soll die Frage beantwortet werden, ob G
ein Satz dieser Theorie ist.

Mit anderen Worten, wir wollen wissen, ob G aus F folgt. Wir testen also
mittels Resolution, ob F' A =G’ unerfiillbar ist. Es gilt

FA-G = {{liebt(Fva, Essen)},
{liebt(Bva, Wein)},
{liebt(Adam, z), ~liebt(x, Wein)},
{~liebt(Adam,y)} }.

Eine Herleitung der leeren Klausel ist dann gegeben durch folgendes Dia-
gramm.

{—liebt(Adam,y)} {liebt(Adam, x), —Lebt(z, Wein)}
sub = [z/y]
{—liebt(y, Wein)} {liebi( Eva, Wein)}

sub = [y/ Eva)
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Da die leere Klausel herleitbar ist, ist G tatsichlich eine Folgerung von F.
Es gibt also jemanden, den Adam liebt. Aber wen? Nun, dies kann an den
Substitutionen abgelesen werden, denen die fragliche Variable y im Verlauf
der Resolutionsherleitung der leeren Klausel unterworfen ist. In unserem Fall
wird y durch Eva im 2. Resolutionsschritt ersetzt und dies ergibt die Antwort:

“Adam liebt Eva”.

Eine Moglichkeit, den Substitutionsprozess transparent zu machen, ist
das FEinfiigen eines Antwortpriidikats. Anstelle der urspriinglichen (von
G stammenden) Aufrufklausel {—liebt(Adam,y)} wihlen wir nun {—/liebt
(Adam,y). Antwort(y)}. Ziel ist nun nicht mehr die Resolution der lee-
ren Klausel, sondern die Resolution einer Klausel, die nur noch aus einem
(oder evtl. mehreren) Antwortpriidikat(en) besteht. Bei unserem Beispiel er-

gibt sich:

{~Liebt(Adam,y), Antwori(y)} {liebt(Adam, x), ~liebt(z, Wein)}

{—liebt(y, Wein), Antwort(y)} {liebt(Eva, Wein)}

{ Antwort(Eva)}

Ein Beispiel, in dem die Antwort etwas komplexer ausfillt, ist folgendes.

{ {liebt(Eva, Essen)},
{liebt( Eva, Wein), liebt( Anna, Wein)},
{tiebt(Adam, ), ~liebt(z, Wein)},
{~liebt(Adam, y), Antwort(y)} }

Dies bedeutet inhaltlich:

“Eva liebt zu essen”.
“Eva oder Anna (oder beide) lieben Wein™.
“Adam liebt jeden, der Wein liebt”.

und die Aufrufklausel mit dem Antwortpridikat bedeutet

“Wen liebt Adam ?7”
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Die Resolutionsdeduktion einer Antwort sieht nun so aus:

{~liebt(Adam, y), Antwort(y)} {liebt(Adam, x), —liebt(z, Wein)}

{ﬁhebt(?, Wein), Antwort(y)} {liebt(Eva, Wein), liebt(Anna, Wein)}

{liebt(Anna, Wein), Antwort(Eva)}

{Antwort(Eva), Antwort(Anna)}

Dies bedeutet, dass Adam Eva oder Anna liebt (oder beide). Man beachte
hierbei auch, dass die Resolutionsherleitungen immer als lineare Resolutio-
nen, basierend auf der Aufrufklausel, angelegt werden kdnnen (vgl. Abschnitt
2.6).

Dieser komplexere Fall einer Antwort mit einer oder-Verkniipfung konn-
te nur dadurch entstehen, dass das Logik-Programm die Klausel {Ja’ebt
(Bva, Wein), liebt(Anna, Wein)} enthielt. Allgemein kann diese Situation
immer dann entstehen, wenn das Logik-Programm eine Klausel mit mehr als
einem positiven Literal, also eine Klausel, die keine Hornklausel ist, enthiilt.
Eine andere Moglichkeit besteht darin, dass die zu beantwortende Frage nach
Umformung in Klauselform in mehrere Klauseln zerfillt. Jede dieser Klau-
seln enthélt dann das Antwortpridikat. Auch diese Situation kann auf eine
oder-Antwort fiihren. Dies ist einer der Griinde, warum bei PROLOG von
vorneherein nur Hormklauseln und nur eine Aufrufklausel gestattet sind, Wir
werden den speziellen Fall von Hornklauseln wie bei PROLOG, und damit
zusammenhiingend, die sich anbietenden speziellen Auswertemechanismen
zur Antworterzeugung in den nichsten Abschnitten diskutieren.

Betrachten wir nun die Aufrufklause]
{—liebt(Eva, z), Antwort(z)}
nimlich:

“Gibt es jemanden oder etwas, das Eva liebt und gib dieses gege-
benenfalls in z aus™.
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Wir erhalten hier zwei mdgliche Deduktionen der leeren Klausel (bzw. der
Antwortklausel) und damit zwei mogliche Antworten.

{—liebt(Eva, z), Antwort(z)}  {liebt(Eva, Essen)}

{ Antwort( Essen)}

und

{—liebt(Eva, z), Antwort(2)}  {liebt(Eva, Wein)}

{ Antwort( Wein)}

Das heiflt also, sowohl z = Essen als auch z = Wein sind mogliche Antwor-
ten. Die und-Verkniipfung von Antworten ergibt sich hierbei also durch die
verschiedenen moglichen Resolutionsherleitungen.

Ubung 94: Andern Sie obiges Beispiel so ab, dass genau eine von Eva und
Anna Wein liebt, und fiihren Sie dann wieder die Antwortpridikatmethode
durch.

Bemerkung: Sei /' eine Klauselmenge (also ein Logik-Programm gemiiB un-
serer neuen Auffassung) und P sei ein in F' vorkommendes Pridikatensymbol
(wie etwa liebt im obigen Beispiel). Nehmen wir der Einfachheit halber an, P
sei zweistellig. Dann hat die Frage G im ersten Beispiel oben die Form

3z P(t, 2)

fiir einen variablenfreien Term ¢ (z.B. ¢ = Adam). Das ergab die zu GG
gehorige Aufrufklausel {—P(t, z)} bzw. {-P(t, z), Antwort(z)}. Die Situa-
tion kann so aufgefasst werden, dass ¢ der aktuelle Eingabeparameter ist und
z der Ausgabeparameter, iiber den wir das Resultat nach Auswerten des Pro-
gramms F' zuriickerwarten (etwa z = FEwva). Unser Formalismus gestattet
also sowohl eine Eingabeparameteriibergabe als auch eine Ausgabeparame-
teriibergabe. Beides wird bewerkstelligt durch die jeweiligen allgemeinsten
Unifikatoren, die bei den Resolutionsschritten angewandt werden. Und zwar
wird die Eingabeparameteriibergabe erreicht durch die Substitutionen fiir die
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Variable(n) des Logik-Programms und die Ausgabeparameteriibergabe durch
die Substitutionen fiir die Variable(n) des Antwortpradikates.

Nun beachte man, dass ein und dasselbe Logik-Programm F' auch verwendet
werden kann mit einer anderen Aufrufklausel, etwa

{__J)(y’, ,{']_ A ntw(lff(y')}s

waobei nun die Rollen von Eingabe- und Ausgabeparameter vertauscht sind.
Man kann also sowohl feststellen, wen oder was Eva liebt (Essen und Wein),
als auch, wer Eva liebt (Adam). Man spricht von Invertibilitiit des Parame-
teriibergabemechanismus’,

Im niichsten Beispiel, dem bekannten Affe-und-Bananen-Problem, kommen
Funktionssymbole vor, die hier die Rolle von Operatoren auf einem “Zu-
standsraum” (dem Herbrand-Universum) iibernehmen, wobei das Ziel darin
liegt, einen Anfangszustand so mittels dieser Operatoren zu veriindern, bis
ein gewiinschter Endzustand erreicht wird, Gegeben seien folgende Klauseln

m  {P(a,b,c,d)}

Interpretation: “In der Startsituation d befindet sich der Affe bei
Position «, die Banane hiingt unter Position 4, und der Stuhl steht
bei Position ¢.” (Hierbei sind a. b, ¢, d Konstanten).

(2) {—P(z,y,2,8), P(w,y, 2, walk(z,w, 5))}

“Wenn sich der Affe in der Situation s bei Position = befindet,
so bewirkt die Anwendung der Funktion walk(z, w, s), dass der
Affe nachher bei Position w ist. M.a.W., der Affe kann zu jeder
Position hinlaufen.” (Hierbei sind =, y, 2, s, w Variablen).

3) {=P(x,y,x,s), Pw,y,w,push(z,w, s))}

“Wenn der Affe beim Stuhl ist, so kann er den Stuhl zu jeder
Position w schieben™.

4) {—P(z,y,x,8), P(z,y,z,climb(s))}

“Wenn der Affe beim Stuhl steht, so kann er jederzeit darauf stei-
gen”.

5 {=P(z,z, z, climb(s)), Reach(grasp(climb(s))) }
“Wenn der Affe auf den Stuhl gestiegen ist, und die Position von

Stuhl, Affe und Banane iibereinstimmen, so kann der Affe durch
Greifen nach der Banane diese erreichen.”
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Diese das Logik-Programm darstellenden Klauseln beschreiben die Problem-
situation. Zur Beantwortung der Frage

3z Reach(z),

also “gibt es einen Zustand, in dem der Affe die Banane erreicht hat — und wie
ist dieser Zustand herzustellen?” wird die Frage negiert und in Klauselform
tiberfiihrt. Dies ergibt zusammen mit dem Antwortpridikat

(6) {=Reach(z),Antwort(z)}.

Eine Resolutionsherleitung der reinen Antwortklausel ist dann gegeben durch
die FU]EC I(l‘ Kg, Kg., Kq, h’_r, mit

K, = {-P(z,z,z,climb(s)), Antwort(grasp(climb(s)))}
(Resolvent von (5) und (6))

Ky = {-P(z,z,z,5), Antwort(grasp(climb(s)))}
(Resolvent von (4) und i)

K; = {-P(z.y,z,s), Antwort(grasp(climb(push(z,y, s)))) }
(Resolvent von (3) und A3)

Ky = {~P(z,y,z8), Antwort(grasp(climb(push(x,y, walk(z, z, 5))))) }
(Resolvent von (2) und K3)

Ks = {Amwort(grasp(climb(push(c,b, walk(a.c,d)))))}
(Resolvent von (1) und K)

Interpretation der Antwort: “Ausgehend von der Situation d gehe von « nach
¢, schiebe den Stuhl von ¢ nach b, ersteige den Stuhl und ergreife die Banane™.

Ubung 95: Sechs Miinzen, die auf der Vorderseite eine Zahl und auf der
Riickseite einen Kopf zeigen, liegen in folgender Anordnung:

Kopf Kopf Kopf Zahl Zahl Zahl

In einem Zug diirfen je zwei nebeneinanderliegende Miinzen umgedreht wer-
den. Gesucht ist eine Folge von Ziigen, die die Miinzen in die Anordnung

Zahl Kopf Zahl Kopf Zah! Kopf
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bringt. Formulieren Sie ein entsprechendes Logik-Programm.

Ubung 96: Drei junge Frauen und ihre drei cifersiichtigen Freunde méchten
an den Strand fahren. Als Transportmittel steht ihnen nur ein Sportwagen mit
zwei Sitzgelegenheiten zur Verfligung. Wie stellen sie es an, die Fahrten so
zu arrangieren, dass zu keinem Zeitpunkt eine Frau mit einem anderen Mann
beisammen ist—aufler der eigene Freund ist dabei? Man formuliere ein Logik-
Programm mit Antwortpridikat.

Ubung 97: Man formuliere das folgende Riitsel in der Priidikatenlogik und
verwende die Antwortpridikatmethode, um es zu losen.

Tom, Mike und John gehoren dem Alpenverein an. Jedes Mitglied des Alpen-
vereins ist entweder Skifahrer oder Bergsteiger oder beides. Kein Bergsteiger
liebt den Regen und alle Skifahrer licben den Schnee. Mike liebt alles, was
Tom nicht liebt und umgekehrt. Mike und John lieben den Schnee. Gibt es
ein Mitglied des Alpenvereins, das Bergsteiger ist und kein Skifahrer? Wer ist
dies?

Ubung 98: Man finde mit der Antwortpridikatmethode nachtriiglich heraus,
wie die rechtsinversen Gruppenelemente bei dem Beispiel in Abschnitt 2.5 zu
wiihlen sind.

3.2 Hornklauselprogramme
und deren Semantik

Es gibt verschiedene Griinde, Logik-Programme auf Hornklauseln zu be-
schriinken, wie dies in der Programmiersprache PROLOG realisiert ist.

Erstens scheinen die meisten mathematischen Theorien (wenn iiberhaupt
axiomatisierbar) per Hornklauseln axiomatisierbar zu sein. Die meisten Bei-
spiele in diesem Buch (z.B. das Affe-und-Bananen-Problem) stellen sich
nachtriglich als Hornklauseln heraus. Somit scheint die Beschriinkung auf
Hornklauseln keine echte Beschriinkung zu sein.

Zweitens fiihren Klauseln, die nicht die Hornform haben, auf komplexere
Antwortkonstellationen. Wir haben dies im letzten Abschnitt diskutiert. Dies
ist ein Grund dafiir, warum bisher keine rigorose Theorie der Antwortgenerie-
rung (sprich: Logik-Programmierung) fiir Klauselprogramme, die nicht Horn
sind, existiert. (Man beachte, dass wir es vermieden haben, im letzten Ab-
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schnitt formale Sitze iiber Korrektheit und Vollstindigkeit des Antworterzeu-
gungsprozesses zu beweisen).

Der dritte Grund fiir die Beschrinkung auf Hornklauseln ist die Effizienz. Im
aussagenlogischen Fall haben wir sehr effiziente Algorithmen auf der Klasse
der Hornformeln kennengelernt — ganz im Gegensatz zu den exponentiellen
Algorithmen im allgemeinen Fall. Eine gewisse Form der Effizienz bei Horn-
formeln schliigt auch noch im priidikatenlogischen Fall durch (wenngleich
die Giiltigkeit und Erfiillbarkeit auf der Klasse der priidikatenlogischen Horn-
klauseln gleichfalls unentscheidbar ist).

Insbesondere ist es die Vollstindigkeit der SLD-Resolution fiir die Klasse der
Hornformeln, die hier attraktiv ist, denn SLD-Resolutionsherleitungen haben
bereits den Charakter von sequentiell ablaufenden Berechnungen und sind
deshalb fiir eine prozedurale Interpretation von Hornklauselprogrammen be-
sonders geeignet. Im Hinblick auf diese prozedurale Interpretation unterschei-
den wir folgende Typen von Hornklauseln.

Tatsachenklauseln sind einelementige positive Klauseln, diese bestehen also
nur aus einer positiven Atomformel. Diese Klauseln stellen die Behauptung

eines Faktums dar.

Prozedurklauseln haben die Form {P, =Q,...,—~Qx}, wobei P, Qy, ..., Q
pridikatenlogische Atomformeln sind. Die Notation in PROLOG, nimlich

£ :—Qth,...,Qk.

macht den Charakter einer Implikation augenfillig ( : — ist ein symbolisier-
ter Pfeil nach links). Hierbei heibt P der Prozedurkopf oder Prozedurname
und Q4,...,Qy ist der Prozedurkérper. Die einzelnen (); stellen Prozedu-
raufrufe dar. Die intendierte Bedeutung hierbei ist, dass P aus den @y, . .. , Uk
folgt, oder in top-down Betrachtungsweise: Um den Prozedurkopf P erfolg-
reich auszufiihren, geniigt es, die Prozeduren @), . ... Q) aufzurufen, um die-
se dann erfolgreich auszufiihren. Man beachte, dass Tatsachenklauseln als
spezielle Prozedurklauseln ohne Prozedurkérper aufgefasst werden kdonnen.

Ein Hornklauselprogramm oder schlicht Logik-Programm besteht aus einer
endlichen Menge von Tatsachen- und Prozedurklauseln. Die Elemente eines
Logik-Programms heiBen Programmklauseln oder definite Klauseln.

SchlieBlich wird ein Logik-Programm aufgerufen durch eine Zielklau-
sel (oder auch Aufrufklausel oder Frageklausel). Diese hat die Form
{=Q1, ~Qs, . .., —Qx}, oder in der PROLOG-Schreibweise:

e le Q?.\ e 1(Jk-
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Eine Zielklausel besteht also aus einer Folge von Prozeduraufrufen. Sie stellt
das Berechnungsziel dar; jede der Prozeduren (Jy,..., Q) soll erfolgreich
ausgefiihrt werden.

Die leere Klausel O wird in diesem Zusammenhang Halteklausel genannt. Sie
stellt eine erfolgreich abgearbeitete Zielklause] dar.

Die prozedurale Interpretation eines Homklauselprogramms F* bei gegebener
Zielklausel G vollzieht sich nun im Sinne einer SLD-Resolutionsherleitung
wie folgt. Es wird eine Programmklausel aus F beliebig (d.h. nichidetermi-
nistisch) ausgesucht, die mit G resolvierbar ist. Der Resolvent sci dann G,
Dieser kann wieder nur eine Zielklausel sein. Mit dieser neuen Zielklausel
wird der Prozess wiederholt, bis evtl. die aktuelle Zielklausel gerade die Hal-
teklausel ist. Das Abarbeiten der Zielklausel wird also aufgefasst wie eine
Folge von Prozeduraufrufen, die erfolgreich abgearbeitet werden muss.

Bei den Resolutionsschritten miissen jeweils Variablenumbenennungen (dies
sind die Substitutionen s; und s,, vgl. Kapitel 2.5) und allgemeinste Unifika-
toren bestimmt werden. Es geniigt offensichtlich, die Variablenumbenennung
nur in einer der beiden Elternklauseln durchzufithren, um Variablendisjunkt-
heit herzustellen. Wir gehen hier davon aus, dass diese Umbenennungsma0-
nahmen immer nur bei den Programmklauseln, also den Seitenklauseln in
der SLD-Resolution, nicht bei den Zielklauseln, durchgefiihrt werden. Dieses
nennen wir dann eine standardisierte SLD-Resolution.

Beispiel: Betrachten wir die rekursive Definition der Addition (wobei ¥ den
Nachfolger von y bedeutet):

z4 0 = =
z+y = (z+y)

In priidikatenlogische Klauseln gebracht, lauten diese beiden Zeilen:

(1) {A(z,0,2)}
(2)  {Alz,s(y),s(2)), ~A(z.y,2)}

Hierbei bedeutet A(z,y,2), dass z + y = z, und s stellt die Nachfolger-
funktion dar. Die Klauseln (1) und (2) sind das Logik-Programm und cine
Zielklausel kénnte z.B. sein:

{~A(5(s(5(0))), 5(s(0)), w)},
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also “berechne 3+2, und liefere das Resultat in u ab”. Eine standardisierte

SLD-Herleitung der leeren Klausel ist gegeben durch das folgende Diagramm
(hierbei ist z’ eine durch Umbenennung entstandene Variable).

[~ A(s(s(s(0))), s(s(0)), u)}

(2)
////1;==hNNHWDMWﬂWWHNﬂ

{~A(s(s(s(0))), 5(0). 2)}

(2)
/,//?$z=hnuww»mwmphum

{~A(s(s(s(0))), 0,2')}

(1)
/,/’1;3=hhwuwHthuumnn

0

Eine Antwort, also ein Rechenresultat, erhalten wir durch Anwenden der be-
rechneten allgemeinsten Unifikatoren sub,, suby, subs auf die urspriingliche

Zielklausel. Es ist

{~A(s(s(s(0))), 5(5(0)), u} suby subysubs =
{~A(s(s(s(0))), s(s(0)), s(s(s(s(s(0))))))}-

Um es deutlicher zu machen, kdnnen wir die Substitution sub, sub,subs auch
direkt auf die in der Zielklausel vorkommende Variable w anwenden und wir

erhalten:
s(2)subysuby
s(s(z'))subs

s(s(s(s(s(0)))))-

u suby subysuby

M.a.W.. das Resultat ist 5. Diese Art der Bestimmung des Rechenresultats ist
in der Wirkung identisch mit der Antwortprédikatmethode des vorigen Ab-
schnitts. An diesem Beispiel kann man erkennen, dass in der reinen Form der
Logik-Programmierung keine arithmetischen Berechnungen ausgefiihrt wer-
den konnen, lediglich Symbolmanipulationen. (Wir haben “s(s(s(s(s(0)))))"
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als Resultat erhalten und nicht “5”.) Die Moglichkeit, Funktionen oder Priidi-
kate zu evaluieren, muss in einer konkreten Programmiersprache (wie PRO-
LOQ) natiirlich zusitzlich vorgesehen sein. Auf diese nicht-logischen Aspek-
te einer Logik-Programmiersprache gehen wir hier jedoch nicht ein.

Ubung 99: Das oben beschriebene Logik-Programm fiir die Addition kann
auch zum Subtrahieren verwendet werden. Wie?

Ubung 100: Man_ﬂige zu dem Logik-Programm fiir die Addition weitere Pro-
grammklauseln hinzu, die es erlauben, die Fibonaccifunktion zu berechnen.
Diese ist die Funktion fib mit

fib(0) = 1
{1 = 1
fib(n) = fib(n—1)+ fib(n — 2) fiirn > 2.

Ubung 101: Man formuliere ein Logik-Programm fiir die Addition, das auf
folgender rekursiver Darstellung beruht:

r+0 = =z
z+y = ' +y.
Man berechne wieder, was 3+2 ist.

Ubung 102: Die Ackermannfunktion wird durch folgende rekursive Definiti-
on eingefiihrt,

all,y) = y+1
a(z,0) = a(z—-1,1) firz >0
alz,y) = a(z—1,a(z,y—1)) firz,y>0

So gilt z.B.

a(l,2)

a(0,a(1,1)) = a(0,a(0,a(1,0)))
a(0, a(0, n({] 1))) = a(0,a(0,2)) = a(0,3)
— 4'

uiﬁhrend a(4,2) bereits mehr als 19000 Dezimalstellen hat! Beweisen Sie
diese Behauptung und weisen Sie ferner nach, dass diese Darstellung von a

3.2. HORNKLAUSELPROGRAMME 125

wohldefiniert ist, d.h. jedes Berechnen von a(z,y) mit 2,y € IN fiihrt nach
endlich vielen Schritten zum Ziel.

Formulieren Sie ein entsprechendes Logik-Programm fiir die Ackermann-
funktion!

Wir wollen diese beispielhaft eingefiihrten Konzepte nun formalisieren im
Hinblick auf eine rigorose Definition der prozeduralen Semantik eines Logik-
Programms. In der folgenden Definition wird insbesondere hervorgehoben,
dass in der Folge der berechneten allgemeinsten Unifikatoren das Rechener-
gebnis einer SLD-Resolution entsteht.

Definition (prozedurale Interpretation)
Die prozedurale Interpretation von Hornklauselprogrammen ist gegeben
durch die Angabe eines abstrakten Interpreters fiir diese Programme. Hierzu
definieren wir als Konfigurationen des Interpreters alle Paare (G, sub), wobei
G eine Zielklausel und sub eine Substitution ist.
Sei F ein Logik-Programm. Konfigurationsiibergdnge (in Bezug auf F) wer-
den wie folgt definiert: Es gilt (G, suby ) (Gu, suby), falls Gy die Form
hat

Gi = {~A1, A, ..., Ak} (k=>1)
und es eine Programmbklausel

K ={B,~Cy;~Cs;:.:;Cx} (n>0)

in F gibt, deren Variablen so umbenannt sind, dass Gy und K keine gemein-
samen Variablen enthalten, und so dass B und A; fiir ein ¢ € {1,.. k)
unifizierbar sind. Der allgemeinste Unifikator hierbei sei die Substz'tutmn 8.

Dann hat G, die Form
GQ’ = {_“Fll’ A _"41_1‘ '_'C.l‘ R | _'Cl'h -'1‘4i'r]| LR | _-"4'"}3
und sub, die Form
suby = subs.
Eine Rechnung von F bei Eingabe von G = {=A,,..., A} ist jede (endli-
che oder unendliche) Folge der Form

(G, [) (G, suby) (G2, subg) b=+ -

Falls es sich um eine endliche Rechnung handelt, und die letzte Konfiguration
hierbei die Bauart (O, sub) hat, so heift diese Rechnung erfolgreich und die
Formel (A, A« -+ A Ag)sub ist dann das Rechenergebnis.
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Man erkennt, dass Rechnungen (in Bezug auf die ersten Komponenten der
Konfigurationen) nichts anderes als standardisierte SLD-Resolutionen dar-
stellen. Es kommt lediglich in der zweiten Komponente der Konfigurationen
hinzu, dass iiber dic jeweils berechneten allgemeinsten Unifikatoren buch-
gefiihrt wird — dhnlich der Antwortpriidikatmethode von Abschnitt 3.1.

Man beachte ferner, dass diese Rechnungen von Hornklauselprogrammen
nichtdeterministisch sind, d.h. jede Konfiguration kann evtl. mehrere Nach-
folgekonfigurationen besitzen. Die méglichen Rechnungen eines Logik-
Programms F* bei gegebener Eingabe G' kann man sich somit als Baum vor-
stellen.

(GQ SHbQJ

(G4, subs)
\/
(G, suby)
K\ (G, suby)
(G.[]) ¥ (G, subs) SW.
F )r/—'
/\

(G, subg)

Wenn man von Nachfolgekonfigurationen absieht, die sich nur durch Varia-
blenumbenennungen von anderen unterscheiden, so ist dieser Baum endlich
verzweigt, kann jedoch unendliche Pfade enthalten.

Beispiel: Das Logik-Programm
{{P(z,2),Q(z,y),~P(y,2) },
{P(”v 'L!-)},
{Qa,0)}}

oder in der PROLOG-Notation

P(z,2) -~ Q(z,y), Py, 2).

Plu, u).

Q(a, b).
hat bei Eingabe der Zielklausel G = {=P(v,b)} bzw. 7— P(v, b) eine nicht
erfolgreiche Rechnung

({_'P(“b)}[])
H ({(-Q(v, ), ~P(y,b)}, [z/v][2/8])
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= ({~P(b,0), }, [z/v][2/b][v/ally/b])
H- ({(-Q(by J): ﬂP (y: 0)}, [a/v][z/b][v/ ][y /bl [z/b][z/b])
b ({(=Q(b, )}, [o/v][2/bl[v/ally/b]l=/b][=/Hlly/b),
die nicht weiter fortgesetzt werden kann. Hierbei wurde zur Resolution dic

1., 3., 1. und 2. Programmklausel herangezogen. Es gibt jedoch auchlzwei
erfolgreiche Rechnungen mit jeweils unterschiedlichen Rechenergebnissen.

Dieses sind

({=P(v, )}, [])

(mit 1.
b= ({=Q(v,y), ~P(y,b)}, [z/v][z/b]) Progr;imlzn;;lausel)
I—F— {—|P (b, b} [ / ][z/ b] [1; /a][y/b] Pr()gr(am_mzklausel)
b= (5, [x/v][z/b)v/ally/b][u/b) Programmklausel)
und
({~P(v,0)}.[]) o
= (O,[v/b]). Programmklausel)

Die erste Rechnung liefert das Rechenergebnis
P(v, b)[z/v][z/bl[v/ally/b][u/b] = Pla,b)

und die zweite
P(v,b)[v/b] = P(b,b).

Ubung 103: Man beschreibe alle Rechnungen, die unter dem Logik-
Programm

Pla,b).

Plz,y) — Py, z).

bei Eingabe der Zielklausel 7— P(b, z) moglich sind.

Ubung 104: Welche Art von Programmklauseln kann man auffassen wie re-
kursive Prozeduren (im Sinne konventioneller Programmiersprachen)?

Beispiel: Gegeben sei folgendes Logik-Programm, das Teil eipes groBeren
Programms zum symbolischen Differenzieren sein konnte. .W1r verwenden
dieses Mal die PROLOG-Notation. AuBerdem bezeichnen im folgenden
und | (unkonventionellerweise) Konstanten; F.DF G,DG,H Variablen, Diff
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ein zweistelliges Pridikatsymbol und sin, cos, +, * Funktionssymbole. Wir
verwenden der besseren Lesbarkeit wegen die Infixnotation bei + und * (also
z + y anstelle +(z, y)).

Diff (x, 1).

Diff (F+ G, DF + DG) — Diff(F, DF), Diff (G, DG).

Diff (F+ G, F DG+ G« DF) — Diff (F, DF), Diff (G, DG).
Diff (sin(F'), cos(F) x DF') :— Diff (F, DF).

Dieses Logik-Programm symbolisiert die Tatsache, dass die Ableitung von x
1 ist, ferner die Summen- und Produktregel, sowie die Kettenregel (in Bezug
auf die Sinusfunktion). Gegeben sei nun die Zielklausel

"— Diff (x * sin(z), H).

also: bestimme die Ableitung von z * sin(z). Die folgende Rechnung ist er-
folgreich und liefert das gewiinschte Resultat z + cos(z) + sin(z) (allerdings
in der Form 1 % (cos(z) * 1) + sin(z) * 1).

(7= Diff (z + sin(z), H), [])
? f(z, DF), Diff (sin(z), DG), sub,)
(sin(z), DG), sub,sub,)
Diff (z, DF), sub subsysubs)
O, subysubysubysuby)

JT(D
b= (- Diff
b K-
B

Hierbei ist
suby = [F/z]|G/sin(z)][H/x * DG + sin(z)  DF]
suby = [DF/1]
suby = [F/z|[DG/cos(x) x DF)
suby = [DF/1]

Somit ergibt sich

H suby ... suby = x x (cos(z) * 1) + sin(x) * 1.

Ubung 105: Schreiben Sie ein Logik-Programm, das Formeln weitgehend
vereinfacht — durch Eliminieren von iiberfliissigen Summanden, die 0 sind,
und Faktoren, die 1 sind. (Dieses Programm konnte dann mit dem Differen-
zierprogramm kombiniert werden). Das gesuchte Programm sollte folgendes
leisten konnen:

3.2. HORNKLAUSELPROGRAMME 129

Die Eingabe der Zielklausel
?7— Einfach(1x F+ (G+ (0+x)) + 1, H).
fiihrt auf das Rechenergebnis
Einfach(1x F 4+ (G+ (0+z)) 1, F + (G + 1)).

Ubung 106: Beweisen Sie folgende auf Hornklauselberechnungen zuge-
schnittene Form des Lifting-Lemmas. Falls

(Gsub’, [ )b+ - = (O, sub)

eine Rechnung des Logik-Programms F' bei Eingabe Gsub’ ist, dann gibt es
eine Rechnung (der gleichen Linge) von F' bei Eingabe G der Form

(G, [ - (O, sub”),

wobei fiir eine geeignete Substitution s gilt: sub’sub = sub”s.

Mit den Resultaten von Kapitel 2.6 folgt sofort, dass /" U {G'} unerfiillbar ist
genau dann, wenn es eine erfolgreiche Rechnung von F' mit Eingabe G gibt.
Dies ist der logische Aspekt von Hornklauselberechnungen. Was die ermittel-
ten Rechenergebnisse betrifft, so kénnen wir im Moment noch keine Aussage
{iber deren Korrektheit und iiber das Spektrum der berechneten Rechener-
gebnisse machen. Dieses regelt der folgende Satz, der als Verschirfung des
Korrektheits- und Vollstindigkeitssatzes fiir die SLD-Resolution verstanden
werden kann. Man erkennt an der Aussage des Satzes, dass die ermittelten
Rechenergebnisse immer so allgemein wie moglich sind, also so viele Varia-
blen wie mdéglich enthalten.

Satz (Clark)
Sei F ein Logik-Programm und G = 7— A,, ..., A; eine Zielklausel.

1. (Korrektheitsaussage) Falls es eine erfolgreiche Rechnung von F' bei
Eingabe G gibt, so ist jede Grundinstanz des Rechenergebnisses (A; A
.. A\ Ap)sub Folgerung von F',

2. (Vollstindigkeitsaussage) Falls jede Grundinstanz von (A; A ... A
A,)sub’ Folgerung von F ist, so gibt es eine erfolgreiche Rechnung
von F bei Eingabe G mit dem Rechenergebnis (A, A ... A Ag)sub, so
dass fiir eine geeignete Substitution s gilt

(Ay AL A Ag)sub’ = (Ag AL A Ag)subs.
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Beweis: 1. Wir fiihren den Beweis per Induktion iiber die Liinge n der Rech-
nung.
Falls n = 0, soist G = O und sub = [ ] und es ist nichts zu zeigen.

Eine typische Rechnung der Linge n > () sei nun

(G, [D'T(Gl: Wbl)fT ny IT(D,Subl oo suby).

Hierbei sind sub, ..., sub, die berechneten allgemeinsten Unifikatoren. Die
Zielklauseln G und G, haben die Form

G="7A,..., A, A Ainys. . Ay (B21)

und
G; == (Al, ve ..,Af__L,Cl, ey Gg_,;'-‘l%-+;|, oo Ak)subl,

wobei es eine Programmklausel in F' der Form
B —Cy,...,C ({>0)

gibt, so dass {B, A;} unifizierbar ist mittels allgemeinstem Unifikator sub;.
Betrachten wir nun folgende Rechnung der Liinge n — 1:

(G, [N = (8, suby ... suby,).

Nach Induktionsvoraussetzung ist jede Grundinstanz von
(AL A AAZANCIA - AC AN Ay Ao A Ag)suby ... sub,
Folgerung von F'. Insbesondere ist dann jede Grundinstanz von
(Ci Ao AC))suby ... sub,
Folgerung von F. Da B :— (), ..., C| eine Programmklausel in F ist und da
Bsub, ... sub, = A;sub; ...sub,,

ist jede Grundinstanz von A;sub . .. sub, und damit auch von

(AL A= AA A A Ag)suby ... suby,
Folgerung von F'.

2. Seien x1,..., &, die in Gsub’ vorkommenden Variablen und ay, ..., an
seien beliebige bisher nicht verwendete Konstanten. Sei

G' = Gsub'[z1/ai] ... [zm/am)-
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Nach Voraussetzung ist dann F' U {G'} unerfiillbar, und wegen der Vollstin-
digkeit der SLD-Resolution (siehe auch Ubung 93) gibt es eine erfolgreiche
Rechnung von F' der Form

(G [ (O, suby ... suby).

Dain G’ keine Variablen vorkommen, gilt G' = G'sub, . .. sub,,. (D.h. die Er-
setzungen in suby ... sub, beziehen sich nur auf die Variablen der Programm-
klauseln.) Indem wir nun die Variablen xq,...,x, textuell fiir @y, ... an,
wieder einsetzen, erhalten wir eine Rechnung der Form

(Gsub’, [ )= - (T, subd] ... subl,).

Hierbei sind sub), ..., sub, bis auf die textuelle Anderung identisch mit
suby, ..., sub,. Insbesondere gilt

Gsub’ = Gsub'sub) ... sub).

Mit dem Lifting-Lemma (vgl. Ubung 106) kann diese Rechnung iberfiihrt
werden in eine Rechnung (derselben Linge) der Form

(G, [N+ (O, subf . .. suby,).

Hierbei seien suby, ..., sub! die neuen, vom Lifting-Lemma gelieferten, all-
gemeinsten Unifikatoren. Nun gilt

s I i f . b o " 4 " 1
sub'sub| ... subl = subl ... subls

fiir eine geeignete Substitution s. Also folgt fiir die Substitution sub =
suby ... subll, dass

(Ap A AAg)sub’ = (Ap A+ A Ag)subs,

was zu zeigen war. L

Wir wollen nun kldren, was unter der Semantik eines Logik-Programms zu
verstehen ist. Wie bei konventionellen Programmiersprachen gibt es auch hier
verschiedene Ansiitze. Zuniichst geben wir die Definition einer interpreta-
tiven bzw. prozeduralen Semantik von Logik-Programmen. Dahinter steckt
die Vorstellung, dass durch ein Logik-Programm ein (paralleler, nichtdetermi-
nistischer) Prozess definiert wird. Das durch das Logik-Programm Bezeich-
nete, die Semantik, ist dann die Menge der potenziellen Rechenergebnisse
dieses Prozesses. Aus Normierungsgriinden beschriinken wir uns im Folgen-
den auf Grundinstanzen der Rechenergebnisse (in Bezug auf das Herbrand-
Universum von F' U {G}).
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Definition (prozedurale Semantik)

Sei F ein Logik-Programm und G eine Zielklausel. Als die (F, () zugeordne-
te prozedurale Semantik verstehen wir die Menge der Grundinstanzen der Re-
chenergebnisse, die der abstrakte Logik-Programminterpreter flir /' bei Ein-
gabe von G liefern kann. Symbolisch:

Sproz(F, G) ={ H | es gibt eine erfolgreiche Rechnung von F
bei Eingabe (7, so dass H eine Grundinstanz des
Rechenergebnisses ist }

Ubung 107: Man gebe in allen Einzelheiten an, was die prozedurale Semantik
des Logik-Programms

P(a,a).
P(a,b).
P(z,y) — Ply,x).

bei gegebener Zielklausel
?7- P(a, 2), P(z,a).

ist.

Ein zweiter, ganz anderer Ansatz geht von der Vorstellung aus, dass die
Semantik (bzw. die Denotation) eines Logik-Programms F' und einer Ziel-
klausel G = 7— A;,..., A, durch die Menge der Grundinstanzen H von
(Ay A--- A Ay ) gegeben ist, die aus £ folgen. Dieser modelltheoretische An-
satz dhnelt der Zuordnung der Theorie Cons(F’) zu einem gegebenen Axio-
mensystem I (vgl. Kapitel 2.4). Die dem Axiomensystem F' zugeordnete
Theorie Cons(F) kann als (modelitheoretische) Semantik von F' aufgefasst
werden.

Im Unterschied zu der obigen Auffassung, dass durch das Logik-Programm
ein dynamischer Prozess definiert wird, liegt hier die Vorstellung einer stati-
schen Datenbank zugrunde. Die Semantik des Logik-Programms wird erklirt
als Zusammenfassung aller explizit und implizit (iiber den Folgerbarkeitsbe-
griff) erfassten Daten (sprich: Grundinstanzen).

Definition (modelltheoretische Semantik)

Die modelltheoretische Semantik eines Logik-Programms F bei gegebener
Zielklausel G =7— Ay, ....: A; ist die Menge der Grundinstanzen von (A; A
-+« A Ay), die Folgerungen von F sind. Symbolisch:
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Smoa(F, G) ={H | H ist eine Grundinstanz von (A; A --- A Ag) und
folgt aus F'}.

l“Jb_t_lng 108: Man ermittle die modelltheoretische Semantik fiir das Beispiel
in Ubung 107.

Der folgende Satz besagt, dass prozedurale und modelltheoretische Semantik
dquivalent sind. Diese Aquivalenz ist nichts anderes als eine Umformulierung
des Satzes von Clark.

Satz
Fiir alle Hornklauselprogramme F* und Zielklauseln G gilt

Spmz(F» G) = Smud(Fa G)

Beweis: (C) Sei H € S, (F, (). Dann gibt es eine erfolgreiche Rechnung
von F der Form

(G.[ D= (O, sub),

so dass H eine Grundinstanz von (A, A - -+ A Ag)sub ist. Mit dem Satz von
Clark (Teil 1) ergibt sich, dass H aus F folgt. Somit ist H € 8,,04(F, G).

(2) Sei H € §,,0,4(F,G). Dann ist H eine Grundinstanz von (A; A---A Ay),
die aus F folgt. Mit dem Satz von Clark (Teil 2) folgt, dass es eine Rechnung
von [’ der Form

(G:[]”T "'IT(D,.mb),

gibt, so dass H eine Instanz (und in diesem Fal] Grundinstanz) von (A A+ -+ A
Ay)sub ist. Somit gilt H € S,,,,.(F,G). =

Ubung 109: Jedem Logik-Programm F kann eine Abbildung Opy zugeord-
net werden, die Mengen von Grund-Atomformeln in Mengen von Grund-
Atomformeln iiberfiihrt.

Opr(M) ={A" | es gibt eine Programmklausel K in F
der Form {A4,-B,,...,—Bx}, k > 0, so dass
{A',=B{,...,~B,} Grundinstanz von K ist und
B v Bj. in M sind }.

Es sei Op%(M) = M und Opi*' (M) = Opp(Opi(M)) fiirn > 0.
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Man zeige, dass
Fpp = |J Opf(0)
nz=0
der kleinste Fixpunkt (in Bezug auf C) des Operators Opy ist.
Die Fixpunktsemantik von F bei Eingabe G =7— A,, ..., A sei definiert als

Stizpunkt(F, G) ={H | H ist eine Grundinstanz von (A A --- A Ay)
und fiir alle Atomformeln A in H gilt A € Fpyp }.

Man zeige: Spizpunit(F, G) = Sproa(F, G).

Ubung 110: Fiir das Beispiel in Ubung 107 ermittle man Opg(@), Fpp und
Sf:'::punkt(Fi G)

3.3 Auswertungsstrategien

Logik-Programme sind nichideterministisch, d.h. nach jedem Rechen-
schritt gibt es evtl. mehr als eine Maoglichkeit, die Rechnung fortzuset-
zen. Zu jeder gegebenen Konfiguration (G, sub) kann es (nicht-trivial) ver-
schiedene Konfigurationen (G, sub,), (G, suby), . .., (G, suby) geben mit
(G, sub) b (G, sub;) fiiri = 1,2,... k.

Wenn nichtdeterministische Programme auf einem (deterministischen) Com-
puter ausgefiihrt werden sollen, so muss dieser Nichtdeterminismus auf ir-
gendeine (moglichst effiziente) Art aufgeldst werden. Was benétigt wird ist
eine Auswertungsstrategie, die vorschreibt, in welcher Reihenfolge die nicht-
deterministischen Rechenschritte auszufiihren sind.

Der Nichtdeterminismus bei Logik-Programmen hat zweierlei Urspriinge.
Wir unterscheiden zwischen Nichtdeterminismus 1. Art und Nichtdeterminis-
mus 2. Art. Falls nach einem bestimmten Literal in der Zielklausel (also einem
Prozeduraufruf) resolviert werden soll, so kann es evtl. mehrere Programm-
klauseln geben, deren Prozedurkopf mit dem ausgewiihlten Prozeduraufruf
der Zielklausel unifizierbar ist. Damit kann es mehrere potenzielle Resolven-
ten geben.

Beispiel: Gegeben sei die Zielklausel 7~ A, B,C. Es sei B ausgewihlt als
nichster auszufiihrender Prozeduraufruf, Das Logik-Programm enthalte die

3.3. AUSWERTUNGSSTRATEGIEN 135

Klauseln
B —D.
B.
B -—E,F.

Dann ergibt dies drei migliche SLD-Resolventen und damit neue Zielklau-
seln:

— A D,C.
7— A,C.
— A E F,C.

Von diesen drei Fortsetzungsmoglichkeiten kann evtl. nur eine zu einer erfolg-
reichen Rechnung fiihren. Selbst wenn es verschiedene erfolgreiche Rech-
nungen gibt, so konnen diese, je nach Auswahl der Programmklauseln, zu
verschiedenen Rechenergebnissen fiihren. Diese Wahlfreiheit in der Auswahl
der niichsten Programmklausel nennen wir Nichtdeterminismus 1. Art.

Wenn die Zielklausel aus n Literalen (also Prozeduraufrufen) besteht, so kann
im nichsten Schritt nach jedem dieser n Literale resolviert werden. Dies er-
gibt n! mogliche Reihenfolgen der Auswertung. Diese Wahlfreiheit macht den

Nichtdeterminismus 2. Art aus.

Wir betrachten wieder das obige Beispiel und skizzieren die Situation durch
einen Baum, der die beiden Arten des Nichtdeterminismus beschreibt.

7—A.B.C aktuelle Zielklausel

Nichtdeterminismus
2. Art

Auswahl des
.C  Prozeduraufrufs

Nichtdeterminismus
1. Art

neue Zielklausel

Bl e 2T nach Auswahl einer

K ‘
Programmklausel

—A/D,C 7T-AC 7-A,

Wir zeigen nun, dass der Nichtdeterminismus 2. Art irrelevant ist und auf
jede beliebige Art ausgewertet werden kann. Jede Auswertungsstrategie in
bezug auf den Nichtdeterminismus 2. Art fiihrt auf dieselben Rechenergeb-
nisse (sogenannter “don’t care”-Nichtdeterminismus). Man kann also die ver-
schiedenen Prozeduraufrufe in einer Zielklausel auf eine beliebige, aber feste
Art auswerten, z.B. von links nach rechts. (D.h., im oben dargestellten Baum
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wiirde man bei den Verzweigungen fiir den Nichtdeterminismus 2. Art immer
den linken Ast wiihlen und die anderen nicht beriicksichtigen). Hierzu zeigen
wir in einem Lemma, dass die Reihenfolge der Auswahl der Prozeduraufrufe
immer vertauscht werden kann, ohne das Rechenergebnis zu verindern.

Vertauschungslemma
Gegeben seien zwei aufeinanderfolgende SLD-Resolutionsschritte

= Aiye Aien i, Ay A,

B :—Ch‘..:Ck
"~ (Ay...,C,.. LAy, Ay suby

= (Ay,...,C,..., B, ..., A;)sub;sub,

wobei C fiir Cy, ..., Cy und E fiir E, . .. . Ey steht. Dann kann man die Rei-
henfolge der Literale, nach denen resolviert wird, vertauschen:

T AiyersAiy o Ay A,

D —FE, .. E
7— (_»'11,....,/-h,....,E,...,Anjsubi

B i~y ey G

C S e N Ay, ) sub’ subly

Ferner ist sub;sub, (bis auf eventuelle Variablenumbenennungen) identisch
mit sub) sub).

Beweis: Wir miissen zunichst zeigen, dass die SLD-Resolutionsschritte in
vertauschter Reihenfolge méglich sind.

Es gilt zundichst Ajsubysuby = Dsub, = Dsub)suby, da sub, keine Variablen
in D ersetzt. Deshalb sind 4; und D unifizierbar, und der erste Resolutions-
schritt kann ausgefiihrt werden. Es sei sub) der allgemeinste Unifikator von
Aj; und D. Da sub,sub, Unifikator von Aj und D ist, gibt es eine Substitution
s mit subysub, = sub!s.

Weiterhin gilt Bs = Bsub|s = Bsub,sub, = A;subysuby = A;subls. (Das
erste Gleichheitszeichen gilt, da sub’l keine Variablenin B ersetzt). Somit sind
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B und A;sub) (mittels s) unifizierbar. Also kann der zweite Resolutionsschritt
ausgefiihrt werden, Hierbei sei sub; der allgemeinste Unifikator von B und
Ai.‘mb'].

Es verbleibt noch zu zeigen, dass subj suby und sub;sub; (im Wesentlichen)
identisch sind. Hierzu zeigen wir, dass es Substitutionen s’ und s” gibt mit
subysuby = subl subls’ und subjsuby = subysubys”.

Da sub, allgemeinster Unifikator von B und A;sub! ist,und da Bs = ‘L‘li-sfxb'] s
gilt, gibt es eine Substitution s’ mit s = subjys’. Also ist sub;suby, = sub|s =
sub) subys’.

Als niichstes beobachten wir, dass A;sub)sub, = Bsubjsub) gilt, und da
suby ein allgemeinster Unifikator von A; und B ist, gibt es eine ,Subs?titu-
tion so mit sub)jsub, = sub;sp. Ferner gilt A;subisy = Ajsublfs"u'bz 3
Dsubysubl, = Dsubyisy = Dsq. (Hierbei gilt das letzte Gleichheitszlcichcn,
da sub; keine Variablen in D ersetzt). Dies bedeutet, dass sg ein Unifikator
von D und Aj;sub, ist. Da suby allgemeinster Unifikator von D und 74,-;5?{51
ist, gibt es eine Substitution s mit sy = subys”. Zusammengesetzt ergibt dies
sub)suby = subysy = subysubys”, was zu zeigen war. m

Definition

Eine Rechnung eines Logik-Programms heiBt kanonisch, falls bei jedem Kmy-
figurationsiibergang nach dem ersten (also am weitesten links stehenden) Li-
teral der Zielklauseln resolviert wird. (Hierbei werden Klauseln also als Fol-
gen, nicht als Mengen, aufgefasst).

Satz

Sei (G,[])l -+ (0, sub) eine erfolgreiche Rechnung des Logik-Pro-
gramms F'. Dann gibt es eine erfolgreiche und kanonische Rechn.un gvon I
bei Eingabe G derselben Linge und mit demselben Rechenergebnis.

Beweis: Nehmen wir an, dass obige Rechnung bis zum i-ten Rechenschritt
kanonisch ist (¢ > 0). Wir zeigen nun, wie man diese Rechnung in cfne Rech-
nung mit gleichem Rechenergebnis iiberfiihren kann, die bis zum (i + 1)-ten
Rechenschritt kanonisch ist.

Angenommen, im i-ten Rechenschritt wird eine gewisse Konfi g‘urat?on (H,s)
erreicht. Sei H =7— A,,..., Ay. Dader (i + 1)-te Rechenschritt nicht kano-
nisch ist, wird nach einem Literal A, mit [ > 1 resolviert, wiihrend nach dem
Literal A; (bzw. einer Instanz von A,;) erst in einem spéteren Rechenschritt,
sagen wir j (j > ¢+ 1), resolviert wird. Wir wenden nun das Vertauschur;gs-
lemma auf die Paare von Rechenschritten j—1lund j, j—2und j—1,...,i+1
und i + 2 an und erhalten auf diese Weise eine Rechnung, die im (z + 1)-ten
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Schritt nach dem am weitesten links stehenden Literal A, resolviert. (Es ist
nicht falsch, sich an dieser Stelle an Bubble-Sort zu erinnern). Damit haben
wir eine bis zum (i + 1)-ten Rechenschritt kanonische Rechnung mit dem
gleichen Rechenergebnis erhalten. Sukzessives Anwenden dieses Verfahrens
macht die gesamte Rechnung kanonisch. u

Wir kénnen uns im Folgenden auf die Betrachtung von kanonischen Rechnun-
gen beschriinken. Diese Rechnungen sind nach wie vor nichtdeterministisch,
aber es verbleibt nur noch der Nichtdeterminismus 1. Art. Dies erkliirt nun im
Nachhinein den Buchstaben S (fiir selection function), der in der Abkiirzung
SLD vorkommt. Unter jeder Auswahlregel fiir die Wahl des niichsten zu re-
solvierenden Literals in der Zielklausel (z.B. von links nach rechts) bleibt die
SLD-Resolution vollstandig.

Man beachte, dass kanonische Rechnungen dhnlich wie nichtdeterministische
Kellerautomaten operieren: Als Kellerinhalt fassen wir hier die aktuelle Ziel-
klausel 2= Ay, Ay, . .., Ay auf, wobei A; das oberste Kellerelement ist. Dieses
oberste Kellerelement wird bei jedem Rechenschritt nach Unifizieren mit dem
Prozedurkopf B einer Programmklausel B :—C,,...,C, durch C},...,C,
ersetzt. Gegeniiber Kellerautomaten kommt jedoch hinzu, dass der hierbei er-
mittelte allgemeinste Unifikator sub dann auf den gesamten Kellerinhalt an-
gewandt wird, und die niichste Zielklausel die Form

?— (C1,-..,Cha, Az, .. ., Ag)sub

hat. Als weiterer Aspekt kommt hinzu, dass wir in der zweiten Komponente
der Konfiguration buchfiihren iiber die berechneten allgemeinsten Unifikato-
ren, um so das Rechenergebnis zu erhalten.

Wir stellen die kanonischen Rechnungen eines Logik-Programms F bei Ein-
gabe von G' durch einen Baum dar, wobei die Wurzel des Baumes mit der
Startkonfiguration (G, [ ]) beschriftet ist. Die Nachfolgerknoten eines mit
(G, sub) beschrifteten Knotens entsprechen dann genau den in einem kanoni-
schen Rechenschritt von (G, sub) aus erreichbaren Konfigurationen. Der bes-
seren Ubersicht wegen lassen wir jedoch bei der Beschriftung dieser Biume
oft die zweite Komponente der Konfigurationen weg, in denen das Rechener-
gebnis berechnet wird.

Beispiel: Betrachten wir das Logik-Programm

L. Q(z,2) = Q(y,2),R(z.y).
2. Qlx; ),
3. R(b.c).
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und die Zielklausel 2- Q(z, ¢). Dann erhalten wir den folgenden Baum (waobei
zusiitzlich die Kanten mit den Nummern der ausgewihlten Programmklauseln

beschriftet sind).

7~ Q(y,¢), R(z,y)

Rechenergebnis:

Qle,c)

7— Q(‘U, C), ﬂ(‘y! v)l R(Lﬂ, y)
1 2 3

= R{yt C): R(Ir y)
Rechenergebnis:

b,e
unendliche 3 Q(bc)
Rechnung
7— R(z,b)
nicht-erfolgreiche
Rechnung

Dieser Baum enthiilt zwei erfolgreiche Rechnungen mit den unterschi.edli-
chen Rechenergebnissen Q(b, c) und Q(c, ¢). Ferner kommt cine Gﬂdllchff.
jedoch nicht-erfolgreiche und nicht weiter fortsetzbare Rechnu}ng vor. Falls in
jedem Rechenschritt mit der 1. Programmkl ausel resolviert wird, so erhalten
wir eine unendliche Rechnung, wobei in jedem Schritt die Zielklausel um

einen Prozeduraufruf linger wird.

Ubung 111: Da Klauseln in unserer jetzigen Betrachtungsweise als Folgen
von Literalen und nicht mehr als Mengen von Literalen aufgefasst werden,
kann es sogar bei Logik-Programmen, die nur aussagenlogische Klauseln (al-
so keine Variablen) enthalten, zu unendlichen Rechnungen kommen. Man fin-

de hierfiir ein Beispiel!
Wenden wir uns nun den Mdglichkeiten der deterministischen Auswertung

von kanonischen Berechnungsbiumen zu. Gesucht ist also eine Strategie, die
die Reihenfolge der zu erzeugenden Knoten des Berechnungsbaums festlegt.
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Wie im Fall des Nichtdeterminismus 2. Art kann man sicherlich nicht vor-
gehen und Teile des Baumes unberiicksichtigt lassen, wie die obigen Bei-
spiele zeigen. Die jeweilige Auswahl der niichsten Programmbklausel, wie sie
im Nichtdeterminismus 1. Art vorkommt, ist sehr kritisch und entscheidet
dartiber, ob eine erfolgreiche oder nicht-erfolgreiche (evtl. unendliche) Rech-
nung zu Stande kommt. Im Fall einer erfolgreichen Rechnung entscheidet
die Auswahl der Programmklauseln auch noch iiber das erhaltene Rechener-
gebnis. Da es (anscheinend) keine Mdglichkeit gibt, den Nichtdeterminismus
1. Art wie den der 2. Art zu eliminieren, muss eine deterministische Aus-
wertungsstrategie systematisch den gesamten Berechnungsbaum eines Logik-
Programms (bei gegebener Eingabe) durchlaufen — zumindest bis eine erfolg-
reiche Rechnung gefunden wird. Hierzu gibt es zwei grundsiitzliche Maglich-
keiten: die breadth-first und die depth-first Strategie.

Bei der breadth-first Strategie (Breitensuche) werden zunichst alle Kno-
ten der Tiefe ¢ besucht, bevor die Knoten der Tiefe ¢ + 1 besucht werden
(t = 0,1,2,...). Es ist Klar, dass hierbei jede erfolgreiche Rechnung nach
endlich vielen Suchschritten gefunden wird. Mit anderen Worten, die breadth-
first Auswertungsstrategie ist vollstindig. Diese Vollstindigkeit wird jedoch
erkauft durch einen groBen Aufwand an Speicherplatz und Rechenzeit: Um
bis zu den Knoten auf der Tiefe ¢ des Baumes vorzudringen, benétigt die
breadth-first Strategie exponentiell (in t) viele Rechenschritte (vorausgeselzt,
der Berechnungsbaum besteht nicht nur aus ecinem einzigen Pfad).

Bei (Standard-) Interpretern fiir die Programmiersprache PROLOG wird da-
gegen die depth-first Auswertungsstrategic (Tiefensuche) eingesetzt. Hierbei
werden, von der Wurzel des Baumes ausgehend, die Teilbidiume in einer fe-
sten Reihenfolge (von links nach rechts) rekursiv durchsucht. Es wird also
im Unterschied zur Breitensuche zuniichst in die Tiefe des Baumes gegangen.
Bei Vorfinden einer nicht-erfolgreichen Rechnung, die nicht weiter fortgesetzt
werden kann, kehrt die Suche an den Elternknoten zuriick (backtracking). Von
dort aus wird versucht, mit einer anderen Folgekonfiguration fortzufahren.

So wird z.B. der Baum

W
/]\
a b ¢
AN AN
r Y z i g

bei der breadth-first Auswertung in der Reihenfolge

w,a, b, e, z,y,2,7,8
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und bei depth-first Auswertung in der Reihenfolge

w, e, %,Y, 2,b,¢0r,8

durchlaufen.
Der folgende Algorithmus realisiert die depth-first (backtracking) Strategie.

PROLOG-Auswertungsstrategie

Eingabe: Logik-Programm F = (K, Ky, ..., K,), wobei
K;= B; :=Ci1,...,Cin, und Zielklausel G = 7— A, ..., Ay

Das Hauptprogramm besteht aus

success := false;
auswerte(G, [ ])
if success then write('ja’) else write('nein’);

wobei die rekursive Prozedur ‘auswerte’ folgendermafien arbeitet.

procedure auswerte(G : Zielklausel; sub : Substitution);
var : ; infeger;

begin
if G = O then
begin
H := (A; A -+ A Ag)sub;
write( Ergebnis:’ H);
success ;= true
end
else {G habe die Form G = 7— Dy, ..., Dy}
begin
1 =10
while (¢ < n) and not success do
begin
ST R S By
if {D,, B;} ist unifizierbar mittels allgemeinstem
Unifikator s (wobei die Variablen in B; evtl. zu-
vor umbenannt wurden) then
auswerte( *— (Ci1y .-+, Cingy Doy -+ - Di)s, subs)
end
end
end
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Ubung 112: In konkreten PROLOG-Systemen kann der Benutzer nach Aus-
gabe eines Rechenergebnisses den Interpreter auffordern, noch weitere er-
folgreiche Rechnungen zu finden, um dann gegebenenfalls ein neues Rechen-
ergebnis zu erhalten. Man modifiziere den obigen Algorithmus dementspre-

chend.

Man beachte nun, dass die depth-first Strategie, die bei PROLOG implemen-
tiert ist, wesentlich effizienter sein kann als die breadth-first Strategie. Wenn
sich eine erfolgreiche Rechnung ganz links im Berechnungsbaum befindet, so
benotigt der PROLOG-Interpreter groBenordnungsmiBig lediglich ¢ Schritte,
sofern diese Rechnung die Linge ¢ hat.

Befindet sich dagegen die erfolgreiche Rechnung ganz rechts im Berech-
nungsbaum, so ist die depth-first Strategie mindestens so ineffizient wie die
breadth-first Strategie. Schlimmer noch, da Berechnungsbiume unendliche
Pfade enthalten konnen (siehe obiges Beispiel), kann es vorkommen, dass der
PROLOG-Interpreter in eine unendliche Schleife geriit und die evtl. weiter
rechts existierende Losung nicht findet. Mit anderen Worten, die depth-first
Strategie ist, obwohl sie effizienter sein kann als die breadth-first Strategie,
nicht vollstindig!

Wir fassen diese Diskussion nochmals zusammen.

Satz
Die breadth-first Auswertestrategie fiir Logik-Programme ist vollstindig. Die
depth-first Strategie ist nicht vollstindig.

Ubung 113: Man konnte geneigt sein, folgende Losungsmoglichkeit zu Gun-
sten der depth-first Strategie anzustreben. Nachdem Logik-Programm F' und
Zielklausel G gegeben sind, werden die Programmklauseln in F' “geeignet”
umgeordnet. Nach diesem Vorverarbeitungsschritt startet die depth-first Such-
strategie. Man zeige, dass auch dieser Ansatz scheitert, denn man kann ein
Beispiel eines Logik-Programms F' und einer Zielklausel G angeben, so dass
FU{G} unerfiillbar ist und damit eine erfolgreiche Rechnung von F bei Ein-
gabe G zwar existiert, die depth-first Strategie jedoch bei jeder Anordnung
der Programmklauseln in einen unendlichen Berechnungspfad gerit.

Wegen der Effizienzvorteile, die die depth-first Strategie bringen kann,
halten die meisten PROLOG-Implementierungen an dieser unvollstin-
digen Auswertungsstrategie fest. Das Problem wird sozusagen dem
PROLOG-Programmierer tiberlassen. Er muss sich iiber den PROLOG-Aus-
wertemechanismus im klaren sein und daher sorgfiltig die Reihenfolge sei-
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ner Programmklauseln planen. Dies steht jedoch der Idealvorstellung der
Logik-Programmierung als lediglich formales Spezifizieren der Problemstel-
lung entgegen. Im Idealfall sollte der “Programmierer” dem System nur mit-
teilen “Was ist das Problem”, nicht jedoch “Wie ist das Problem zu 16sen”.

Kowalski fiihrte die Gleichung
Algorithm = Logic + Control

ein in dem Sinne, dass Algorithmen immer zwei Komponenten implizit ent-
halten: eine Logik-Komponente, die das Wissen tiber das zu l6sende Pro-
blem spezifiziert, und eine Kontroll-Komponente, die die Losungsstrategie
fiir das Problem darstellt. Wihrend bei konventionellen Programmiersprachen
diese beiden Komponenten stark vermischt und kaum zu trennen sind, soll-
ten Logik-Programme — zumindest im Idealfall — nur die Logikkomponente
verkérpern, wihrend die Kontrollkomponente dem System, also dem Aus-
wertemechanismus fiir das Logik-Programm, iiberlassen bleibt.

Dieser Idealfall ist bei den existierenden PROLOG-Systemen mit der depth-
first Auswertungsstrategie sicher nicht erreicht. Die breadth-first Strategie da-
gegen ist zwar vollstiindig, jedoch hoffnungslos ineffizient. Man muss al-
so einen Kompromiss zwischen dem Erreichen des Idealfalls der Logik-
Programmierung (vollstindige Trennung von Logik- und Kontrollkomponen-
te) und Effizienz schlieBen.

3.4 PROLOG

Dieser Abschnitt will und kann kein Handbuch fiir die Programmiersprache
PROLOG ersetzen. Es sollen lediglich ein paar der Aspekte aufgeziihlt wer-
den, die bei dem Schritt von der puren Logik-Programmierung — wie in den
letzten Abschnitten besprochen — zu einer konkret verwendbaren Program-
miersprache, wie PROLOG, hinzu kommen. PROLOG wurde in den 70er Jah-
ren von einer Marseiller Forschergruppe um A. Colmerauer entwickelt.

Zuniichst muss es syntaktische Konventionen geben, um die verschiedenen im
Programm vorkommenden Bestandteile (Klauseln, Variablen, Funktions- und
Pridikatsymbole) zu unterscheiden. Z.B. schreibt man Variablen groB und
Pridikat- und Funktionssymbole klein und schliefit jede Klausel mit einem
Punkt ab. Wir werden diese Konventionen in diesem Abschnitt {ibernehmen.
In einer konkret einsetzbaren Programmiersprache miissen Konzepte hinzu
kommen, die es erméglichen, Daten in das Programm einzulesen und auszu-
geben, Dateien zu bearbeiten, etc. Diese Aufgaben werden dadurch realisiert,
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dass vom System gewisse Pridikate (wie read, write, ...) bereitgestellt wer-
den, die vom Benutzer nicht modifiziert werden kénnen, und die vom logi-
schen Gesichtspunkt betrachtet keine Bedeutung haben. Sie werden bei Bear-
beitung durch den PROLOG Auswertungsmechanismus einfach iibergangen,
erzeugen jedoch (erwiinschte) Seiteneffekre, wie z.B. das Schreiben auf den
Bildschirm oder in eine Datei.

Dies setzt aber auch voraus, dass dem Programmierer die Abfolge der Aus-
wertung seines PROLOG-Programms bewusst ist. Eine Zielklausel wie

7~ read(X), compute(X,Y), write(Y).

kann sinnvoll nur von links nach rechts ausgewertet werden — im Gegensatz
zu den theoretischen Betrachtungen des letzten Abschnitts, wo gezeigt wurde,
dass eine derartige Klausel (wenn keine Seiteneffekte vorhanden sind) genau-
so gut von rechts nach links ausgewertet werden kann.

Bei anderen Priidikaten, die das PROLOG-System bereitstellt, werden ab-
weichend vom Unifikationsalgorithmus Variableninstantiierungen erzwun-
gen. Ein Beispiel ist das Pridikat is. Wenn das PROLOG-System z.B. auf
is(X,Y % 5) (oder in Infixnotation: X is Y « 5) trifft und Y bereits mit der
Konstanten 7 instantiiert ist, so wird X mit 35 instantiiert. Hierdurch kénnen
dann arithmetische Rechnungen in PROLOG realisiert werden.

Beispiel (vgl. Ubung 100):

£ib(0,1).

fib(1,1).

(X,Y) = is(Xy, X —1),is(Xa, X — 2),
fb(Xq, 1), fib(Xs, Va), is(Y, Y1 + 1)

Ubung 114: Berechnen Sie mit Hilfe des is-Pradikats die Fakultitsfunktion.

Durch dieses Konzept geht allerdings die Invertibilitit von Logik-Pro-
grammen verloren. Obiges Programm fiir die Fibonacci-Funktion kann sinn-
voll nur so aufgerufen werden, indem der erste Parameter als Eingabeparame-
ter und der zweite als Ausgabeparameter aufgefasst wird.

Ein weiterer Aspekt ist, dass Funktionen und Priidikate entweder in der
Prifixnotation (z.B. +(5,7)) oder in der Infixnotation (5 + 7) geschrieben
werden kénnen.
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Ein Merkmal von PROLOG ist, nicht besonders zwischen Funktionen und
Pridikaten zu unterscheiden; mehr noch, das (logische) Symbol : —, das
fiir den Implikationspfeil steht, wird aufgefasst wie ein zweistelliges Pradikat
oder auch eine zweistellige Funktion (geschrieben in Infixnotation), das als
System-Pridikat/Funktion einzustufen ist und eine besondere Auswertung er-
fordert. So werden dann konsequenterweise auch Klauseln wie Terme aufge-
fasst und kénnen vom Programm aus modifiziert werden. Es ist die Moglich-
keit vorgesehen, dass das PROLOG-Programm selbst neue Klauseln generiert
und an seine eigene “Datenbank” anfiigt — oder umgekehrt — Klauseln wieder

streicht.

Komplexere Datenstrukturen konnen in PROLOG durch die Terme bzw. deren
Art der Verschachtelung dargestellt werden. So soll etwa

cons(a, cons(b, cons(c, nil)))

die Liste bestehend aus den 3 Elementen a, b und ¢ darstellen. Hierbei be-
zeichnet die Konstante nil die leere Liste. Das Funktionssymbol cons ist der
Listenkonstruktor. In dem Term cons(r, y) bezeichnet x das erste Element der
Liste und y den Rest der Liste. Es ist bequemer, eine abkiirzende Schreibweise

zu verwenden. So bezeichnet
(a1, ag, . .., ay]

den Term
cons(ay, cons(as, ... cons(ay, nil) ...)).

Aulerdem ist
[z]y]

eine abkiirzende Notation fiir

cons(x, y)
und [ ] steht fiir die leere Liste nil.
Beispiel: [[a, [, c]] | [d, e]] ist eine abkiirzende Bezeichnung fiir

cons(cons(a, cons(cons(b, cons(c, nil)), nil)), cons(d, cons(e, nil)))

Das folgende Diagramm macht die Struktur dieses Terms deutlich, wobei je-
der Punkt fiir eine Anwendung von cons steht.
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1 »—T—T—m]’
o €
nil

a ‘>—T——m’(

b c

Die hiufigste Operation auf Listen ist deren Verkniipfung. Folgendes Logik-
Programm beschreibt die Verkniipfung (Konkatenation) zweier Listen.

append([], L, L).
append([X|L,], L2, [X|L3]) :— append(L.. Ly, Ls).

Hierbei sind X, L, L,, Ly, Ly Vanablen und append(L,, L;, L;) driickt aus,
dass Lj die Konkatenation der Listen L und L, ist.

Ubung 115: Man gebe eine erfolgreiche Rechnung obigen Programms bei
Eingabe der Zielklausel

?— append(|a, [d, €], b, c], [a, e, f]. X).
an. Welche erfolgreichen Rechnungen ergeben sich bei der Zielklausel
7 append(X,Y, [a,b, ¢, al).

Hierbei sind X, Y Variablen.

Ubung 116: Man gebe ein PROLOG-Programm zum Umdrehen einer Liste
an. So soll reverse(L,, Ly) genau dann gelten, wenn L, die gespiegelte Ver-
sion der Liste L, ist.

Man formuliere ein weiteres PROLOG-Programm, so dass L; und jede Teil-
liste von L, gespiegelt wird.

Ubung 117: In PROLOG gibt es ein eingebautes Pradikat aromic(X), das
genau dann erfolgreich abgearbeitet wird, wenn die Variable X zum Zeit-
punkt der Auswertung mit einer Konstanten instantiiert ist. Schreiben Sie
ein PROLOG-Programm unter Zuhilfenahme von atomic und add (fiir die
Addition), das die Anzahl der Blitter in dem durch eine Liste dargestellten
Binidrbaum bestimmt. So soll z.B.

?— anzahl([a, [e, f], b, ], N).
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auf die Antwort N = 5 fiihren.

Beispiel: Folgendes Programm kann Listen permutieren

permut ([ ],[]).

permut([X|Y), Z) — permut(Y, W), insert(X, W, Z).
insert(A, B, [A|B]).

insert(A, [B|C],[B|D]) :— insert(A,C, D).

So fithrt z.B. die Zielklausel

7— permut([viele,koche,verderben,den,brei, Z)
auf die Resultate

[viele,kéche,verderben,den, breil
[kiiche,viele,verderben,den, brei]
[kéche,verderben,viele,den,brei]
[kéiche,verderben,den,viele,brei)

Z =
Z
Z =
Z=

Ubung 118: Das folgende Programm kann Listen sortieren — allerdings in
duBerst ineffizienter Weise.

sort(Ly, L2) — permut(Ly, L), ord(Ls).
ord([]).

ord([X])-

) =X <Y, ord([Y]Z]).

Schreiben sie ein Sortierprogramm, das Quicksort realisiert.

Beispiel: Das unten angegebene PROLOG-Programm compiliert arithmeti-
sche Ausdriicke bzw. Wertzuweisungen, wie etwa

z:=(axb)+c
in Assemblercode. In diesem Fall ergibt sich

[[load, a), [load, b], mul, [load, c], add, [store, 2]]
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Hierbei bezeichnet load das Laden eines Elements auf einen Keller, und mul
bzw. add verarbeiten die obersten zwei Kellerelemente und legen das Resultat
wieder auf den Keller. Das Kommando store legt das oberste Kellerelement
im Speicher ab.

compile(X :=Y,Z) i— compile(Y,W),
append (W, [[store, X]], Z).

compile(X * Y, Z) — compile(X,U),
compile(Y, V),
append (U, V, W),
append(W, [mult], Z).

compile(X + Y, Z) :— compile(X,U),
compile(Y, V),
append (U, V, W),
append(W, [add], Z).

compile(X, [[load, X]]) \— atomic(X).

Ubung 119: Definieren Sie sich formal die Syntax einer Programmiersprache
ASCA (eine geeignet einfache Teilmenge von PASCAL) und schreiben Sie
dann einen Compiler fiir ASCA-Programme in PROLOG.

Ubung 120: Implementieren Sie einen PROLOG-Interpreter in PASCAL, bei
dem neben dem Losungssuchalgorithmus auch einige der bei PROLOG vor-
gesehenen Standardpridikate realisiert sind.

Die logische Unvollstiindigkeit der depth-first Auswertungsstrategie in PRO-
LOG wurde bereits erwiihnt. Mehr noch, diese Unvollstidndigkeit ist i.a. nicht
einmal zu beheben durch eine geeignete Anordnung der Programmklauseln
(vgl. Ubung 113). Dies ist offensichtlich ein grofes Dilemma und stellt den
ganzen depth-first Ansatz in Frage. In der Programmiersprache PROLOG ist
nun ein etwas eigenwilliger Ausweg aus diesem Dilemma eingebaut worden
(sofern dieser iiberhaupt ein Ausweg ist), ndmlich der cut.

Syntaktisch gesehen ist der cut eine Atomformel, die durch ein Ausrufezei-
chen (!) bezeichnet wird. Diese cut-Atomformel darf auf der rechten Seite
von Programmklauseln vorkommen. Solche cut-Atomformeln beeinflussen
die Logik (sprich: Semantik) eines Programms nicht, jedoch den Ablauf der
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depth-first Auswertungsstrategie. Ein Teil des Suchbaums wird durch den cut
abgeschnitten, und dadurch kénnen Teilbdume, die keine erfolgreichen Rech-
nungen oder. schlimmer noch, unendliche Berechnungspfade enthalten, bei
der Lésungssuche ausgelassen werden. Eine weniger vorteilhafte Wirkung
des cut ist allerdings, dass genauso gut Teilbdume, die erfolgreiche Rech-
nungen enthalten, abgeschnitten werden konnen.

Hier gehen nun die Meinungen tiber den cut auseinander. Die “cut-Befiirwor-
ter” wollen gerade solche Effekte wie das bewusste Uberspringen von (an
sich vorhandenen) Lisungen programmiertechnisch einsetzen (vgl. die nach-
folgende Diskussion {iber die Negation).

Die andere Auffassung ist, dass der cut der Idealvorstellung der Logik-
Programmierung entgegenliuft, wo der Programmierer eigentlich nur das zu
l6sende Problem spezifizieren soll, nicht jedoch — oder nur indirekt — wie
dieses zu losen ist. Ein solches Konzept wie der cut gehort sicherlich in die
wie-Kategorie.

Was bewirkt nun der cut im Einzelnen? Sobald eine cut-Atomformel, wie z.B.
in folgender Zielklausel

Tl ab,ec

zum ersten Mal abgearbeitet wird, fiihrt dies unmittelbar zum Erfolg (als
ob eine Tatsachenklausel, bestehend aus “!”, im Logik-Programm vorhanden
wire). Damit ist die niichste abzuarbeitende Zielklausel

— a,b,c

Sobald aber der depth-first Suchprozess (wegen des backtrackings) zu der
aktuellen Zielklausel

21.a,b,c.

zuriickkehrt (weil im Suchbaum unterhalb des Knotens 7— a,b, ¢. keine
Losung gefunden wurde), wird ein ‘Sprung’ ausgeldst, der bis zu der letzten
Eltern-Zielklausel zuriickfiihrt, die diese cut-Atomformel noch nicht enthielt.
Diese Zielklausel wird dann als ‘nicht erfolgreich abgearbeitet’ (success =
false) zuriickgemeldet. Hierbei werden also Teilbiume rechts des Knotens,
der mit 2!, a, b, c. beschriftet ist, bei der Suche iibersprungen — unabhiingig
davon, ob diese nun erfolgreiche Rechnungen enthalten oder nicht.

Beispiel: Gegeben sei das Logik-Programm
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a —b e
b i—d ! e

und die Zielklausel 7— a. Das folgende Diagramm zeigt den (implizit vorhan-
denen) Suchbaum und die depth-first Suchabfolge — und wie diese durch den

cut veriindert wird.
Suchabfolge

nicht
besuchte
Teilbidume

‘ > Wirkung des cut
|
1—e

keine erfolgreiche
Rechnung hier vorhanden

Ubung 121: Modifizieren Sie den PROLOG-Auswertungsalgorithmus aus
Abschnitt 3.2 so, dass er den cut korrekt ausfiihrt.

Ubung 122: Das Programmstiick
a —b! c
a —d.

wird in konkreten PROLOG-Programmen verwendet, um das aus konventio-
nellen Programmiersprachen bekannte if-then-else, im Sinne von

a :— if b then c else d.
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zu simulieren, das es in dieser Form iiblicherweise bei PROLOG nicht gibt.
Vollziehen Sie die Wirkung des cut im obigen Programmstlick anhand von
SLD-Suchbiumen nach.

Ubung 123: Gegeben sei das PROLOG-Programm

spaf — witz,lustig.
spaf} :— lustig.
spap.

Witz — unsinn.
lustig :— unsinn.
lustig — lustig.

(a) Konstruieren Sie den SLD-Suchbaum fiir die Zielklausel - spaf.
Was wiirde PROLOG auf diese Frage antworten?

(b) Stellen Sie die Klauseln des Programms so um, dass die Anfrage
2- spaf in endlicher Zeit beantwortet werden kann.

(c) Fiigen Sie einen cut in obiges Programm ein, so dass der von
PROLOG durchlaufene Teil des Suchbaums endlich, aber so grof3
wie moglich ist.

(d) Beschreiben Sie den Effekt, den das Einfiigen eines cut an je-
der der drei moglichen Positionen in der ersten Programmklausel

hervorruft.

Wir fassen nun die moglichen und typischen Einsatzmoglichkeiten des cut
Zusamimen.

1. Nach Finden einer ersten Losung erlaubt der Einsatz des cut jede wei-
tere Losungssuche zu verbieten — entweder weil der Programmierer an
keiner anderen als der zuerst gefundenen Lisung interessiert ist, oder
weil aus dem Problemkontext bekannt ist, dass keine weiteren Lsun-
gen (oder hochstens nur noch unendliche Berechnungspfade) existie-
ren. Bei dem Additionsprogramm aus Abschnitt 3.2 kann durch Einsatz
des cut jede weitere Rekursion vermieden werden, sobald der Suchpro-
zess auf die Klausel, die den Rekursionsanfang symbolisiert, stoBt:
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2. Der cut erlaubt Konstruktionen, die dem aus den herkdmmli-
chen Programmiersprachen bekannten if-then-else entsprechen (siehe
Ubung 122). Ahnliches gilt auch fiir die Negation (vgl. die nachfolgen-
de Diskussion).

3. Der cut erlaubt die Steigerung der Effizienz von Programmen, indem
Teilbdume bei der Losungssuche iibersprungen werden konnen, von de-
nen aus dem Problemkontext klar ist, dass sie keine Losungen enthalten
konnen,

4. Der cut kann — bei iberlegtem Gebrauch — der logischen Unvoll-
stindigkeit der depth-first Auswertungsstrategie entgegenwirken, in-
dem er es erlaubt, Teilbdume mit unendlichen Berechnungspfaden bei
der Lésungssuche zu iiberspringen.

Aus verschiedenen zu Beginn von Abschitt 3.2 diskutierten Griinden sind die
Klauseln in PROLOG auf die Hornform eingeschriinkt. Diese Beschrinkung
ermdglichte erst die prozedurale Interpretation von Logik-Programmen und
die recht weit entwickelte Theorie, wie sie insoweit dargestellt wurde. Nun
kann es jedoch Fille geben, wo Hornformeln zur Problem-Beschreibung nicht
mehr ausreichend bzw. nicht adidquat sind. Diese “Ausdrucksschwiiche™ von
Hornformeln kann in manchen Problemkontexten ein groes Hindernis dar-
stellen. Hierbei spielt die Negation eine besondere Rolle. Man denke daran,
dass die Negation einer Hornformel im allgemeinen zu keiner Hornformel
mehr dquivalent ist. In manchem Kontext mag es wichtig sein zu erfahren, ob
ein negatives Literal (z.B. = A) aus einem Logik-Programm folgt. Dies wiirde
dann formal betrachtet einer Zielklausel der Form 7— —A bzw. 7— not(A)
entsprechen. Die logische Antwort auf eine derart gestellte Frage ist erstaun-
licherweise ganz einfach, nimlich immer “nein”.

Ubung 124: Man zeige, dass es kein Homnklauselprogramm F gibt und kein
negatives Literal, z.B. =4, so dass —A aus F folgt. M.a.W., aus Hornklausel-
programmen konnen keine negativen Schliisse gezogen werden.

Dieser erste Versuch ist also fehlgeschlagen. Anstelle die Frage zu stellen, ob
die Negation von A aus F folgt, fragen wir nun danach, ob das Literal A aus
F nicht folgt. Dieses macht natiirlich mehr Sinn, ist jedoch nicht dasselbe wie
die Negation im logischen Sinn. Diese beiden Begriffe gleichzusetzen bedeu-
tet nichts anderes als die Vollstindigkeit des Logik-Programmes I zu postu-
lieren, d.h. fiir alle Aussagen A anzunechmen, dass entweder A € Cons(F')

3.4. PROLOG 153

oder =A € Cons(F). Wenn also eine Aussage A aus F' nicht folgt, so gilt
A auch nicht. Man spricht in diesem Zusammenhang von closed world as-
sumption. Da A aus F genau dann nicht folgt, wenn F' A — A erfiillbar ist, also
genau dann, wenn die leere Klausel per SLD-Resolution aus F' U {{—A}}
nicht herleitbar ist, spricht man auch von negation by failure.

Es wiire wiinschenswert, zumindest dieses ‘negation by failure’ in den
PROLOG-Auswertungsmechanismus aufzunehmen; also wenn nicht beweis-
bar ist, dass A4 aus F' folgt, so nimm an, dass —A aus I folgt. Aber auch dies
ldsst sich (aus prinzipiellen Griinden) nicht ganz realisieren: Falls fiir jedes 4
nach endlicher Zeit entschieden werden konnte, ob A aus F' folgt oder nicht,
so wiirde dies die Entscheidbarkeit der Pridikatenlogik nach sich ziehen, und
das ist ein Widerspruch zu den Resultaten von Abschnitt 2.3. (Dies gilt auch,
wenn man sich auf Hornformeln beschriinkt!)

Die niichstschwiichere Form der Negation ist negation by finite failure. Dies
bedeutet, dass nur von solchen Aussagen A angenommen wird, dass —A aus
I folgt, bei denen der (nicht-erfolgreiche) SLD-Berechnungsbaum bei Ein-
gabe A endlich ist. Diese Form der Negation ist nun bei PROLOG realisiert:
Die Eingabe der Zielklausel 7— not(p) veranlasst den PROLOG-Interpreter,
nach erfolgreichen Rechnungen der Form

(= p D (0, sub)

zu suchen. Nur wenn der Suchbaum hierzu endlich ist und keine erfolgreiche
Rechnung enthiilt, so gibt der PROLOG-Interpreter schlieBlich ‘ja’ aus, Falls
eine erfolgreiche Rechnung gefunden wird, wird ‘nein’ ausgegeben. Diese
Form der Negation birgt die Gefahr in sich, dass der Suchprozess in einen
unendlichen Berechnungspfad geriit.

Diese Form des ‘negation by finite failure’ ldsst sich auch in PROLOG selbst
einfach realisieren — und zwar durch eine “missbriuchliche” Verwendung des
cut {(es werden hier existierende Lésungen durch den cut abgeschnitten).

not (P) -— P, fail.
not (P).

Hierbei ist fail ein (Standard-) Priidikat, das nie zu erfolgreichen Rechnungen
fithrt (d.h. es ist einfach keine Programmklausel mit dem Prozedurkopf fail
vorhanden). Man beachte, dass die Variable P hier unkonventionellerweise
ein Platzhalter fiir eine Atomformel ist.

Ubung 125: Vollziehen sie den Ablauf des obigen Programms nach bei Ein-
gabe der Zielklausel ?— not(not(not(a))). Fithren Sie dies unter der An-
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nahme durch, dass a als Tatsachenklausel vorkommt, und dann, dass a nicht
vorkommt.

Ubung 126: Gegeben sei das Logik-Programm

p(X) =1, q(X).
pla).

q(b).

g(a) —q(a).

Vollziehen Sie nach, was PROLOG auf jede der folgenden Fragen antwortet:

(@) 7 p(b).

® - not(pb))-

© 7 qla).

(d) 7- not(g(a)).

(&) 7= g(X),not(p(X)).
0 7 not(p(X)), g(X).

Ein weiteres Problem mit der Negation besteht darin, dass bei einer Zielklau-
sel der Form

— ...not(t) ...

in dem Term (bzw. der Atomformel) ¢ keine zum Zeitpunkt der Auswertung
uninstantiierten Variablen vorkommen sollten. Dies kann zu einer inkorrekten
Auswertung fiihren. So fiihrt etwa das Programm

pla).
q(b, b).

bei der Zielklausel
7— not(p(X)), ¢(X, X).
nicht zur gewiinschten Antwort. Anders sieht es mit der Zielklausel
— ¢(X, X), not(p(X)).

aus, die auf die Antwort X = b fiihrt.

In diesem Abschnitt sollte klar geworden sein, dass PROLOG eine Moglich-
keit ist, Ideen der Logik-Programmierung im Rahmen ciner konkret einsetz-
baren Programmiersprache zu realisieren. Es sollte jedoch gesehen werden,
dass auch andere Konzepte denkbar sind, und dass die Forschungen in dieser
Richtung durchaus noch nicht abgeschlossen sind.

Losungshinweise

1. “Zu jeder Mahlzeit trinke ich Bier und esse nie gemeinsam Fisch und Eis-
creme”.

2.(A+ B) & C)

3. Sei A eine beheb}%e Zu Fl , . und G passende Belegung.

(1 — 2) Falls A(( = 0, so st A(((AL, F) — G)) = 1 und wir

sind fertig. Sei a]so A((;\,_L F})) = 1 angenommen. Dann ist A Modell fiir

g;i, ..., Fx}. Nach Voraussetzung ist dann A(G) = 1, also A(((AX, F}) —
=, )

(2 — 3) Falls A((A*, F; A =G)) = 1, so 151 A((AL,F)) = 1 und

A(-G) = 1, also A(GJ = 0. Dies ergibt A(((AL, F}) — G)) = 0, und

steht in Widerspruch zu 2,

(3 — 1) Sei A Modell von {Fi,...,F.}, dh. A((A%, F)) = 1. Nach

Voraussetzung gilt A(((A%, F}) A =G)) = 0, also muss A(~G) = 0 bzw.

A(G) = 1 sein.

4. Sei A = “ich laufe 100m unter 10,0 Sekunden” und sei B = “ich werde
zur Olympiade zugelassen”. (A — B) ist nicht dquivalent zu (=4 — —B).

57 Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition der Erfiillbarkeit;
die zweite Behauptung gilt nicht.

6. 22"
M = {A, B,~(AA B)}

8. M ist erfiillbar. Eine erfiillende Belegung ist z.B. A : {4, A3, .. }—
{0,1} mit

: , falls ¢ ungerade
Ald;) = { 0, falls i gerade
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9. A B C|((AAB)A(-BVC))
0 0 O 0
0 0 1 0
01 0 0
g & 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
t A 3 1
A B ‘ —|(—|4V—|(—|B\/—|-’1))
0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0
A B C|(A+ (B+Q))
0 0 0 0
0 0 1 1
01 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
X & 1 1

10. (a) Sei A eine passende Belegung. Dann gilt A((F — G)) = 1 und
A(F') = 1 nach Voraussetzung. Also muss auch A(G) = 1 sein. Da A belie-
big gewihlt war, ist G eine giiltige Formel.

(b) Gegenbeispiel: F' = Aund G = (B A ~B).

(c) Sei A eine Belegung mit A(F) = 1. Fiir diese Belegung muss nach Vor-
aussetzung A((F — G)) = 1 gelten. Somit ist auch A(G) = 1. Also ist G
erfiillbar.

11. Wir fithren die folgenden Abkiirzungen ein: G = “gutes Gehér haben”,
R = “richtig singen kénnen”, M = “wahrhafter Musiker sein”, Z = “seine
Zuhorerschaft begeistern konnen” und .S = “eine Sinfonie schreiben kénnen™.
Dann konnen die angegebenen Aussagen in folgende Formeln umgesetzt wer-
den: (G = R), (M — Z), (Z — G) und (S — M). Ferner ist in der Frage-
stellung die Angabe des Faktums S enthalten. Hieraus ergibt sich dann, dass
M, Z, G, und R gelten miissen.
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12. F enthalte nur Atomformeln der Menge M; und G enthalte nur Atom-
formein der Menge M, M, N M, = (. Angenommen, F ist erfiillbar und
G ist keine Tautologie. Dann gibt es Belegungen A; : M; — {0,1} und
Ay : My — {0,1} mit A;(F) = 1 und A>(G) = 0. Dannist A = A; U Ay
eine passende Belegung fiir (F' — G) und es gilt A((F — G)) = 0. Also ist
(F — G) keine Tautologie. Widerspruch.

13. Induktion iiber die Anzahl n der Atomformeln, die in F', aber nicht in G,
vorkommen.

Falls n = 0, so wiihle H = F.

Sei nun n > 0 und sei A eine Atomformel, die in F, aber nicht in G,
vorkommt. Wir eliminieren A aus F, indem wir jedes Vorkommen von A
in F durch 0 (bzw. durch 1) ersetzen (und elementare Vereinfachungen
durchfiihren, z.B. (0 V B) = B). Die resultierende Formel heiBe Fy (bzw.
Fy). Bs muss nun = (Fy = G) und = (£} — G) gelten. Somit existie-
ren nach Induktionsvoraussetzung Formeln Hy und Hy mit = (Fy — Hp),
E(Hy — G), E (FL —» Hy), E (Hi = G). Die Formel H = (Hy V H)
leistet dann das Gewiinschte.

Alternativ zu dem eben gegebenen Beweis konnte man auch direkt eine Wahr-

heitstafel fiir H konstruieren. Seien 4, ..., A; die gemeinsamen Atomfor-
meln von F' und G. Eine solche Wahrheitstafel sei im folgenden skizziert:

Al Ag Ak F G H
00 0
0] 1|0 oder 1
3 K [ 1
| |
01?7 0

Hierbei tragen wir in der Spalte fiir F' bzw. G eine 0 bzw. 1 ein, falls bei
der betrachteten Belegung der Atome Ay, ..., A; — und jeder Belegung der
restlichen Atome — F' (bzw. G) den Wert 0 (bzw. 1) erhilt. Wir tragen ? ein,
falls die Formel I bzw. GG bei manchen Belegungen der restlichen Atomfor-
meln den Wert 0 und bei anderen den Wert 1 erhilt. Da nach Voraussetzung
= (F — @) gilt, sind nur die oben angegebenen Kombinationen fiir /" und G
moglich. (Z.B. ist die Kombination ? ? nicht moglich, da es dann eine Bele-
gung A giibe mit A(F') = 1 und A(G) = 0). Fiir jede dieser Moglichkeiten ist
in obiger Tabelle auch gleich angegeben, wie H definiert werden muss (wobei
an einer Stelle beide Alternativen 0 oder 1 moglich sind), so dass = (F' — H)
und = (H — G) gilt.
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14. Falls F = G gilt, so lassen sich die beiden Formeln allein durch die im
Satz angegebenen Aquivalenzumformungen ineinander tiberfiihren (da beide
Formeln in dieselbe Normalform umgeformt werden konnen). Alle in dem
Satz angegebenen Umformungen treten paarweise auf, so dass in der jeweils
zweiten Version nur “A” und “V" vertauscht auftreten. Dies bedeutet, dass
die oben angesprochene Aquivalenzumformungskette von F' nach G in eine
entsprechende, duale, von F' nach G' umgeformt werden kann.

15. Man kann jede Teilformel von F der Form (G vV H) und (G A H) durch
eine iiquivalente Formel, die nur die Operatoren — und — enthilt, ersetzen
(und dann das Ersetzbarkeitstheorem verwenden), und zwar wie folgt:

(GVH) = (-G — H)
(GAH) -(G = -H)

Man kann keine unerfiillbare Formel (z.B. (A A ~A)) formulieren, wenn nur
die Operatoren V, A und — zugelassen sind.

16. Beweis von ~(ViL, ;) = (AL, ~F;) durch Induktion nach n: Die Fille
n = 1 und n = 2 sind klar. Sei nun n > 2, Dann gilt unter Verwendung der
Induktionsvoraussetzung - (VI , F;) =—~(FiVv(VIL, Fi)) = (P A (Vi Fi))
= (=F A (N=2 ~F)) = (N2 F)-

Um das verallgemeinerte Distributivgesetz zu beweisen, zeigen wir zunichst
die folgende Behauptung durch Induktion nach n:

n T

(FAV @) =(VEVGE))

i=1 i=l

Der Induktionsanfang ist klar. Im Induktionsschritt ergibt sich: (F A
(Vie1 Gi) = (F A (G V (Vi Gi)) = ((FAGY) V (F A (VIS GY)) =
(FAGYV (ViLa(F AG))) = (AL (F'V Gy)).

Das verallgemeinerte Distributivitiitsgesetz beweisen wir nun wieder durch
Induktion nach n, wobei der Induktionsanfang klar ist. Im Induktions-
schritt werden der Reihe nach die Distributivitiit, die Induktionsvorausset-
zung und die obige Behauptung verwendet: ((ViL, F;) A (VL G;)) = ((F1 V
(VL F)) A (VI Gy)) = (B A (VIS Gy)) V (Ve F) A (VI Gy))
= ((FI A (V;“:lc"})) v (V:‘:_.!(V;“—[{!'l A GJ))” = {(V;ﬂcl(Fl A GJ)] v
(VI (VI (B A G)))) = (Vimy (VI (F A G))).
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17.

((AVv=(BAA)A(CV(DV(D)))
((Av(-BVv-A4))A(CV(DVC(C))) deMorgan
(AV(-AV-B))A(CV(DVC))) Kommut.
((AV=A)V=B)A(CV(DVC(C))) Assoz.

= ((Av-4)A(CVv(DVQ))) Taut.

= (Cv(DvQ)) Taut.

= (Cv(CvD)) Kommut.
= ((CvC)vD) Assoz.
= (CvD) Idem.

18. (a) (((Fiebrig v Hustet) A Erreichen) — Rufen)
(b) (Erreichen — (Fiebrig — Rufen)) A (Erreichen — (Hustet — Rufen))

19.DNF: (AA-BAC)V(AABA-C)
KNF: AA(BVC)A(=BV-C)

20. Man ordne jedem inneren Knoten des Strukturbaums eine noch nicht vor-
kommende Atomformel zu. Angenommen der Wurzel des Baumes sei hierbei
die Atomformel D zugeordnet. Wir betrachten ferner eine typische Verzwei-

gung im Innern des Baumes:
A
) A
(VB (e

Dann bilde man zunichst die folgende, erfiillbarkeitsidquivalente Formel
F'=DA,..A[A& (BopC)]A...

Die Teilformeln in eckigen Klammern kénnen nun separat in #quivalente
KNF umgeformt werden. Hierbei entstehen aus einer Teilformel in eckigen
Klammem im Allgemeinen — in Abhiingigkeit von op — 3 bzw. 4 Klauseln.

21. Im ersten Schritt werden die Atome €, B und ' markiert. Daraufhin
werden im zweiten Schritt A und 12 markiert. Dies fiihrt dann im niichsten
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Schleifendurchlauf auf die Ausgabe “unerfiillbar”, denn es wird die Klausel
(AA B A D — 0) vorgefunden, wobei A, B, D markiert sind.

22. Es gibt — bis auf Aquivalenz — nur endlich viele Hornformeln, die aus
den Atomen A und B aufgebaut sind; diese sind alle iniquivalent zur Formel

(AV B).

23. Die Atomformel A(S) stehe fiir die Aussage “der Stoff S ist herstell-
bar oder verfiighar”. Die chemischen Gleichungen kénnen dann in folgende
Hornformel umgeschrieben werden: F' = (A(MgO) A A(Hy) — A(Mg)) A
(A(MgO)AA(Hy) — A(H20))A(A(C)AA(Oz) = A(COs))A(A(H0) N
A(CO,) — A(HyCO3)) AA(MgO) A A(Hy) A A(O2) A A(C). Die Aufgabe
verlangt nun zu zeigen, dass A(H,COj) eine Folgerung von F ist. Wir fiigen
deshalb —A(H,CO3) zu F hinzu (vgl. Ubung 3), und stellen durch Anwenden
des Markierungsalgorithmus’ fest, dass diese Formel unerfiillbar ist.

24. Da alle A,, auf A7 undefiniert sind, tritt in der Konstruktion in Stufe
723 der else-Fall ein. Daraus ergibt sich, dass A(A73) = 0 gesetzt wird. (Die
Konstruktion wire jedoch ebenso korrekt, falls in diesem Fall der then-Teil
ausgefiihrt und A(A7,3) = 1 gesetzt wiirde).

25. Wenn M erfiillbar ist, existiert eine Belegung A mit A(F;) = 1 fiir i =
1,2,.... Damit gilt sogar fiir jedes n, dass A(AjL, Fj) = 1, insbesondere dass
(AL, F;) erfiillbar ist.

Sei umgekehrt angenommen, dass (A, F;) fiir unendlich viele n erfiillbar ist.
Sei My = {F},, Fi,, ... F;, } eine beliebige endliche Teilmenge von M. Dann
gibt es nach Voraussetzung ein n > max{i, 4, ...,%}, 50 dass (AL, F;)
erfiillbar ist. Also ist auch M, erfiillbar. Da M beliebig gewihlt war, ist jede
endliche Teilmenge von M erfiillbar. Mit dem Endlichkeitssatz folgt, dass
damit auch M erfiillbar ist.

26. Falls M endlich axiomatisierbar ist, so gibt es ein endliches Axiomensy-
stem M fiir M. In My kénnen nur endlich viele verschiedene Atomformeln,
z.B. Ay, ..., A; vorkommen. Da nach Voraussetzung = (F,.1 — Fy,) und
¥ (F, — F,..) fir alle n gilt, muss die Menge {F1, Fy, Fs, .. .} unendlich
viele Atomformeln enthalten. Insbesondere muss fiir ein & > [ gelten: es gibt
Belegungen A und A’, die sich nur in A unterscheiden, so dass .A Modell fiir
M ist, A’ dagegen nicht. Da Ay in My nicht vorkommt, sind entweder bei-
de Belegungen Modell fiir M, oder beide sind es nicht. Also kann M, kein
Axiomensystem fiir M sein.
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27. Die gesuchte Folge w, ws, ... kann in Stufen wie folgt konstruiert wer-
den:

Stufe 0: wy 1= e; (das leere Wort)
Stufe k+1:
If w0 ist Anfangsstiick von unendlich
vielen Elementen aus L
then wy | := w0
else wi1 = wyl;

28. {A,C,E}, {-B,-D,E}, {B,C,~D,E}, {A,B}, {A,C,-D,E},
{~C,=D,E},{B,-D,E},{A,E},{A,~D, E},{A, B,~D, E}, {-D, E}.

29, Nein.

30. Res"(F) = F; Res'(F) = Res"(F)U {{A,C}. {-B,C}, {A,—B, B},
{A,C,-C}, {A,-B}, {B}, {-4,B}, {-A}}; Res*(F) = Res'(F)U
{{B!_'B=C}1 {A:_'A!O}: {C} {A!B:C}v {C'-_'C}r {A!C}= {A?B}v
{A:B:_'C}'- {A}! {_'B}: {A!_'O}}

31. Sei F' eine Klauselmenge mit den Atomformeln A4, ..., 4,,. Dann kénnen
hochstens 4™ viele verschiedene Klauseln in Res™(F) vorkommen. (Jede der
n Atomformeln kann in einer Klausel: positiv vorkommen, negativ vorkom-
men, positiv und negativ vorkommen, iiberhaupt nicht vorkommen. Dies sind
4 Miglichkeiten). In jedem Schritt von Res'(F) nach Res*™!(F) konnte ge-
rade nur eine weitere Klausel hinzu kommen. Als (grobe) obere Schranke fiir
k erhalten wir deshalb: k < 4",

32. Dasselbe Argument wie in Ubung 31 zeigt, dass |Res*(F)| < 4™,

33. AA B AC ist eine Folgerung von F gdw. G := F U {{~A,-B,~C}}
unerfiillbar ist. Dieses zeigt der folgende Resolutionsbeweis:
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{A,~C} {A, B,C}{~A,~B,~C}{~4,B} {-B.C}

{A,B} {-B,~C}

{B} {-B}

34. Es geniigt zu zeigen, dass
G = {{B,C,-D},{B,D},{-C,~D}, {-B}}

unerfiillbar ist. Eine Resolutionsherleitung der leeren Klausel aus G ist z.B.
gegeben durch:

{B:C:_'D} {B:D} {-_'Cv_'D} {_'B}

{BaﬁD}

{B

35. Der Ablauf des Markierungsalgorithmus’ kann auf folgende Weise ver-
wendet werden, eine Resolutionsherleitung der leeren Klausel zu erhalten:
Jede positive, einelementige Klausel, deren Atom in Schritt 1 markiert wird,
wird in die Deduktionsfolge aufgenommen.

Sofern in Schritt 2 bei einer Klausel der Form (A4; A ... A A, — B) das
Atom B markiert wird (weil A, ..., A, bereits markiert sind), so wird diese
Klausel in die Deduktionsfolge aufgenommen, und als niichstes die hieraus
erzeugbaren Resolventen: {—A4y, .. .,—An, B}, ..., {—A,, B}, {B}. Diese
Resolventen entstehen jeweils durch Einheitsresolutionen mit den (bereits in
der Deduktionsfolge vorhandenen) Einheitsklauseln {A}, {42}, {An}
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(Man beachte, dass auf diese Weise wieder eine Einheitsklausel { B} bereit
gestellt wird, die dann in spiitere Resolventenbildungen eingehen kann).
Falls F' unerfiillbar ist, so wird der Markierungsalgorithmus irgendwann auf
eine Klausel der Form {—A4,,...,~A,} stoBen, wobei alle 4; (1 < i < n)
bereits markiert sind (was hier bedeutet, dass { 4 }, { 42}...., {4, } bereits als
Einheitsklauseln vorliegen). Die letzten Glieder der Deduktionsfolge lauten
somit: {‘!Al, —Ag, . —-A.n]-, {‘!/—‘12, A "xr’in}, s {—uiln}, 0O,

36. Fiir jede der zwei Positionen, die in einer Kromklausel zur Verfiigung
stehen, gibt es 2n + 1 Moglichkeiten, diesen Platz zu fiillen. Dieses sind
Ay, An, —Ay, o, 1Ay, und die weitere Moglichkeit, die Position frei zu
lassen. Somit bildet (2n + 1)? eine obere Schranke fiir | Res*(F)|.

37. Die erste Klausel kann aus dem Graphen entfernt werden, da sie das Lite-
ral D enthilt. Da in keiner anderen Klausel =D vorkommt, kann diese Klausel
in einem potenziellen Resolutionsbeweis nicht verwendet werden.

Die beiden Kanten zwischen der zweiten und dritten Klausel kénnen entfernt
werden. Dies gilt gerade weil zwei Kanten (und somit zwei verschiedene Re-
solutionsmoglichkeiten) zwischen den beiden Klauseln existieren. Die Resol-
venten sind dann ndmlich Tautologien. Solche Tautologien kénnen grundsitz-
lich aus jedem Resolutionsbeweis entfernt werden, brauchen also nicht in Be-
tracht gezogen werden (vgl. Ubung 92).

Eine weitere Vereinfachungsmaglichkeit ergibt sich dann, wenn eine Klausel
eine andere “subsumiert”, also als Teilmenge enthilt. Die groBere Klausel
kann dann entfernt werden.

38. Sei angenommen, dass K7 = (K5 — {A}) U (K — {—A}) fiir eine Atom-
formel A. Wir setzen hier also voraus, dass A in positiver Form in K und
in negativer Form in K vorkommt. Andernfalls miissten in der nachfolgen-
den Diskussion die Rollen von { K, K5} und { K, K4} vertauscht werden. In
dem hier angenommenen Fall konnen wir K;, = K3, K;, = K, und K' = K;
wihlen. Da A € K5, muss 4 in K; oder K3 (oder beiden) enthalten sein. Wir
withlen fiir K;,, iy € {1,2}, diejenige Klausel, in der A vorkommt. Dann
konnen K;, und K’ (= Kj, das A enthilt) resolviert werden. Der Resol-
vent sei K”. Nun kinnen K;, und K" resolviert werden, und zwar nach dem
gleichen Literal L, nach dem K und K; zu K resolviert wurden. Der Re-
solvent sei K. Wir haben nun gezeigt, dass die Resolventenbildungen in der
angegebenen Weise moglich sind. Es bleibt noch zu zeigen, dass K" = K
gilt. Es ist Klar, dass K7 C K" gilt. Bis zu diesem Punkt wurde die Horn-
klauseleigenschaft nicht verwendet. Im allgemeinen Fall gilt nun aber nicht
unbedingt K" C K7, und zwar genau dann, wenn Kj;, (auch) das Atom 4
enthilt und {4, -A} # {L,L}. Dann ist A in K" enthalten, aber nicht in
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K-. Die Hornformelbedingung garantiert nun, dass weder in K noch in K>
zwei positive Literale vorkommen kénnen, und damit ist gewihrleistet, dass
der eben diskutierte Fall nicht eintreten kann. Es gilt also K" = Kj.

39, Falls F keine positive Klausel enthiilt, so kommt in jeder Klausel minde-
stens ein negatives Literal vor. Indem wir nun alle Atomformeln mit 0 belegen
(und dadurch diese negativen Literale den Wert 1 erhalten), erhalten wir eine
erfiillende Belegung fiir F'.

40. Diese Aufgabe wird in Abschnitt 2.6 geldst.

41. Angenommen, es gibt eine Resolutionsherleitung der leeren Klausel aus
F, die mit weniger als |G| — 1 Schritten auskommt. In diesem Resolutions-
beweis konnen hochstens |G| — 1 Klauseln aus ¥ vorkommen. Diese |G| — 1
Klauseln bilden eine unerfiillbare Teilmenge von F'. Dies widerspricht der
Minimalitiit von G.

42. Wir definieren zundchst Frei(t) mduktw tiber den Termaufbau von .

Falls ¢ = z fiir eine Variable z, so ist Freu(t) = {z}.

Falls ¢ die Form hat t = f(t;,...,t), so 1sL Frei(t) = Frei(t;)) U .-+ U
Frei(ty).

Wir fahren nun mit den Formeln fort.

Falls F' eine atomare Formel ist, also die Form F' = P(ty,..., ) hat, so ist

Frei(F) = Frei(t;) U+ U Frei(ty).

Falls F' = =G, so ist Frei(F') = Frei(G).

Falls F = (GVH)oder F' = (GAH),soist Frei( F) = Frei(G)UFrei( H).
Falls F = 3zG oder F' = YxG, so ist Frei(F) = Frei(G) — {z}.

43. Teilformeln:

((Q(x) v Iy (P(f(
(Q(z) vV IzVy(P(f(z
VzR(x,z,9(z))

Q(z)

1), 2) A Q(a))) V VzR(z, 2, g(2)))
), 2) A Q(a)))

P(f(z),2)
Q(a)
R(z,2,9(z))

LOSUNGSHINWEISE 165

Terme:
z, ¥, 2, a, f(x), 9(z)

Die folgenden Vorkommen von Variablen sind frei (die anderen sind somit
gebunden):

(Q(z) v vy (P(f(x),2) A Q(a))) VVzR(z, 2, 9(x)))
i i i T

44. A = (U4, I4) wobei Uy = {a}, fA(a) = a, PA=0.
B = (Ug, Ig), wobei Ug = {a}, f8(a) = a, P® = {(a,a,a)}.

45. Wir geben drei Strukturen an, so dass A; gerade nicht Modell fr F; ist,
aber fiir die anderen beiden Formeln. Der Grundbereich sei jedes Mal die

Menge {1, 2, 3}.

pA =
PA = {(1,1),(2,2),(3,3), (1,2)}
P4 ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(2:3),(3,2)}

46. Syntax: Falls ¢, und ¢, Terme sind, so ist (¢; = £,) eine Formel.
Semantik: Falls F' die Form (f; = t») hat, so gilt:

1, falls A(y) = Alty)
A _{ 0, sonst. l

47. (a) Ja. (b) Nein. (c) Ja.

48. Fiir (a) geniigt es offensichtlich zu zeigen: F ist giiltig genau dann, wenn
YaF giiltig ist. Es gilt:

F ist giiltig gdw fiir alle (zu F' passenden) A ist A(F') = 1 gdw fiir alle (zu
F passenden) A und fiir alle a € Uy ist Ap, /g (F) = 1 gdw fiir alle (zu F'
passenden) A ist A(VzF) = 1 gdw Vo F ist giiltig.

(b) zeigt man analog.
49. F =Yz E(z,x) A 3x3y32(-E(z,y) A ~E(z,2) A—E(y, 2))

50. Sei a.ein beheblgcs Element aus U 4. Wir definieren nun B = (Ug, I) mit
Ug = U U{by, ... bm_n}. Fernerist Is eine Erweiterung von 14, s0 dass fiir
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jedes Pridikatsymbol P, fiir das I, definiert ist, gilt: (... b;,...,b;,...) €
PB gdw. (...,a,...,a,...) € PA. Ahnlich wird mit den Funktionen ver-
fahren: fB(...,b;,.. S I fA(...,a,...,a,...). Mit dieser Definiti-
on von B gilt By (F) = Ap/q(F) fiir alle Variablen z, Formeln F' und
u € {by,...,bn-n}. Nun kann durch Induktion iiber den Formelaufbau ge-
zeigt werden, dass A(F') = B(F). Wenn also A ein Modell fiir F ist, dann
auch B. Der interessanteste Fall bei dieser Induktion entsteht, wenn F' die
Bauart V2G hat. Dann gilt: A(F) = 1 gdw. fiiralle v € U, gilt Ag,)(F) = 1
gdw. fiir alle u € Ug gilt By (F) = 1 gdw. B(V2G) = 1.

Ein entsprechender Beweis zeigt die Existenz von B,.

51 F = VaVyVz((z = y) V (y = 2) V (z = z)). Wesentlich ist hier das Vor-
handensein der Identitit. Die vorige Ubung ist nur fiir Formeln ohne Identitéit
korrekt.

52. (a) VaVy—~(P(z,y) A P(y, z))
(b) VaVy((f(z )Zf y)) = (z=1y))
(©) VyIz(f(z) =y)

53. F = VavyVz(f(z, fly,z)) = f(f(z,¥),2)) (Assoziativitit)
Adze(Vy(f(z,y) =y) (neutrales Element)
AVYy3Iz(f(y, z) = ) (Inverse)

5. F = IsEmpty(nullstack)
AVzVy—IsEmpty(push(z,y))
AVz¥y(top(push(z,y)) = y)
AVx¥y(pop(push(z,y)) = x)

NVz(=I1sEmpty(z) — (push(pop(z), top(z)) = z))

55. Gegenbeispiel fiir beide Inidquivalenzen: Sei die Grundmenge von A die
Menge der natiirlichen Zahlen. Die Interpretationen von /' und von G seien
so beschaffen, dass A (F') genau dann = 1 ist, wenn n geradzahlig ist, und
bei G entsprechend mit ungeradzahligem n.

56. Sei A eine beliebige, zu F' und G passende Struktur. Es gilt: A(F) =
genau dann, wenn aus A(JzP(z)) = 1 folgt A(P(y)) = 1. Dies gilt genau
dann, wenn folgendcs gilt: Wenn es ein Element u € U4 mit P*(u) gibt, dann
muss auch P4(y*) gelten. Nochmals anders ausgedriickt: fiir alle v € Uy
folgt aus P*(u), dass PA(y*) gilt. Diese letzte Formulierung entspricht aber
gerade A(G) =
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57. A(Vz3yP(z,y)) = 1 gilt genau dann, wenn es fiir jedes u € Uy ein
v € U,y gibt mit P"‘(u v)

Ferner ist A(JyVz P(z, y)) = 1 genau dann, wenn es ein u € U4 gibt, so dass
fiir alle v € Uy gilt: PA(u, v).

Die erste Aussage folgt offensichtlich aus der zweiten.

Die Umkehrung gilt jedoch nicht, wie das Gegenbeispiel

Us = {a,b}
P = {(a,b), (b,a)}

zeigt,

58. Wir zeigen zuniichst eine Variante des Uberfithrungslemmmas fiir Terme
t,t" und Variablen z
At [z/t]) = Ay aep(t))
durch Induktion iiber den Aufbau von ¢'.
Fiir # = y — also eine andere Variable als z — gilt:

A(t'lz/t]) = At) = Agraw ()
Fir t' = z gilt:
At'[z/t]) = A(t) = Azyap(t)

Falls t' die Form hat t' = f(t;,...,%,), n > 0, so gilt — unter Verwenden der
Induktionsvoraussetzung fiir die ¢;:

A(f(tr, .. t)[z/t]) = Alf(tlz/t],. .. talz/t]))

A(At /1), ..., Altalz /1)

= [N Apsag(t),-- A[J;A{r}(n))
fA[zM“”(A[Js’A ( )i A[Js{A ( )

= A[zm(t},!(.f(h,---st ))

Wir zeigen nun das Uberfiihrungslemma durch Induktion tiber den Formel-

aufbau von F'.
Falls F' eine atomare Formel ist, also F = P(t;,...,t,), so geht der Beweis
analog zu dem oben gegebenen (ersetze f durch P).

Falls F die Form F = (G Vv H) hat, so gilt

A(Fz/t]) =1 gdw. A(Gz/t]V Hl[z/t]) =1
gdw. A(G[z/t]) = 1 oder A(H[z/t]) =
gdw. Ay a0(G) = 1 oder Az 1(H )
gdw. Ap GV H)=1
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Die Fille F' = (G A H) und F = —G gehen analog.
Habe nun F' die Form F = 3yG, dann gilt:

A(F[z/t])) =1 gdw. esgibteinu € Uy mit Ay, (Glz/t]) =1
gdw. esgibtein u € U mit Ay yjz/40(G) =1
gdw. es gibtein u € U4 mit Afr/A(ﬂ)]lw’u](G) = ]
gdw. Ap/a(FyG) =1

(Be1 dieser Umformung wird die Voraussetzung verwendet, dass y in ¢ nicht
vorkommt).

Der Fall F = VyG geht analog.

59. YudvP(u, f(v)) AVy(Q(z,y) vV R(z))

60. procedure umform(F': Formel; var GG: Formel);
begin
if /' Atomformel then G := F'
else if F' = —F then begin
umform(Fy, GG;);

G = reverse(G) );
{ reverse dreht die Quantoren um }
end

else if ' = (F o F3) then begin
umform(Fy, Gy );
umform(F,, Gy);
G = merge(Gy, Gy, 0);
{ merge vereinigt die Quantorenfolgen und
verkniipft die Matrizen von G, G mittels o }
end
else if /' = Qux F; then begin
umform(F, G1);
G = add(G]_, Q);
{ add fiigt zu G, den Quantor () hinzu }
end,
end

61. Vrdudv(P(z, g(u, f(x))) V-Q(z) V ~R(v,y))

62. YzVz(—=P(a, h(z,z2)) vV Q(f(z), g(z))).
Hierbei sind g und / neu eingefiihrte Skolemfunktionen.
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63. Bereinigen:
Vz3y(P(z, 9(v), z) V -VtQ(t)) A =-Vudv-R(f(v,u), u)
(Eine mdgliche) Prinexform:
V23y3udtvo((P(z, g(v), 2) V ~Q(t) A R(f (v, u), u)
Skolemform hierzu:
VY (P, 9(h(2)), 2) V ~Q(i()) A R([(v,(2)), 4(2))

64. Wir fiihren dies auf den bereits bewiesenen Fall zuriick: Zu gegebener
Formel F bezeichne F’ die bzw. eine Skolemform von —F und F' bezeichne
die in der Ubung eingefiihrte Formel, die keine Allquantoren mehr enthiilt,
wenn man den Algorithmus auf F’ anwendet.

Es gilt: F' ist giiltig gdw. ~F' ist unerfiillbar gdw. F’ ist unerfiillbar gdw.
—F' = Fist giltig.

65. Wie im Losungshinweis bereits angedeutet, muss der Algorithmus die
Formel von links nach rechts abarbeiten und umformen. Hierbei wird bei je-
dem Vorkommen eines Quantors festgestellt, ob sich dieser im Wirkungsbe-
reich einer geraden oder ungeraden Anzahl von Negationen befindet. Die zu
climinierenden Quantoren (und dazugehérigen Variablen) sind dann gerade
die Existenzquantoren mit einer geraden Anzahl von Negationen und die All-
quantoren mit einer ungeraden Anzahl. Fiir jede zu eliminierende Variable
wird — wie bekannt — ein neues Skolem-Funktionssymbol eingefiihrt und ein-
gesetzt. Die Stelligkeit (und die Art der Variablen-Argumente der Funktion)
ergibt sich aus den zuvor nicht eliminierten Quantoren bzw. Variablen.

66. Die kiirzeste Losung ist folgende: (2,4,3,4,4,2,1,2,4,3,4,3,4,4,3,
4,4,2,1,4,4,2,1,3,4,1,1,3,4,4,4,2,1,2,1,1,1,3,4,3,4, 1,2, 1,4,4,
2:1,4,1,1,3,4,1,:1,3,1,1,3, 1,2, 14,1, 1,3).

67. Wir zeigen dies zuniichst fiir die Priidikatenlogik mir Identitit und fiir
das Erfiillbarkeitsproblem. (Fiir das Giiltigkeitsproblem folgt die Behauptung
dann unmittelbar).

Zunichst wird die gegebene Formel so erfiillbarkeitsiquivalent umgeformt,
dass keine ineinander verschachtelten Funktionen mehr vorkommen. Dies
kann durch Einfilhren neuer Variablen erreicht werden. Beispiel: Aus
vzP(f(g(z))) wird VzVy((y = g(x)) = P(f(¥)))-

Fiir jedes vorkommende n-stellige Funktionssymbol f fiihren wir dann ein
neues (n + 1)-stelliges Priidikat P°; ein und verkniipfen die urspriingliche For-
mel konjunktiv mit folgenden “Axiomen™:
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iy Nz o Nea 3P ey La0)
(Funktionalitit)

A Yoy . Ve VUV ((Pr(ze, ooy Tny ) A Pp(z1, .00y 20, 0)) = (uw=v))

(Rechtseindeutigkeit)

Dann ersetzen wir schrittweise jedes Vorkommen von [ in der urspriinglichen

Formel F, also
Pl Py la)aws

durch
Vz(Pr(ty, .o tn, 2)) = (o.z...)

Die neue Formel enthiilt keine Funktionssymbole mehr und ist erfiillbar genau
dann, wenn es die urspriingliche war.

In dhnlicher Weise kann man die Gleichheitszeichen eliminieren. Wir fiihren
ein neues zweistelliges Priidikat F' ein, ersetzen jedes Vorkommen von =
durch £ und filigen weitere “Gleichheitsaxiome” an die Formel an. Dies sind
zunichst die drei Axiome fiir Aquivalenzrelationen und schlieBlich noch fiir
Jjedes vorkommende k-stellige Priidikatsymbol P:

(E(@1, ) A AN Elze,we) = (Pley, .. xe) < Py, .. 06)

(Alle vorkommenden Variablen sind universell quantifiziert).

Eine andere Beweismdglichkeit besteht darin, eine Reduktion von einem be-
kannten unentscheidbaren Problem auf das Erfiillbarkeitsproblem der Priidi-
katenlogik so anzugeben, dass eine Formel entsteht, die eine Skolemform ist.
Das heift, in diesem Fall ist der Skolemisierungsalgorithmus umkehrbar, und
wir erhalten eine erfiillbarkeitsiiquivalente Formel ohne Funktionssymbole.
Diese Vorgehensweise gelingt z.B. bei einer Reduktion vom “Dominopro-
blem” aus (vgl. Lewis und Papadimitriou).

68. Das Problem ist gleichwertig mit dem Problem festzustellen, ob die beiden
regulidren Sprachen

{Iil-wzin |ﬂ_>_ 1., ‘f’J & {],,k’}}

und
fui=te, il 2L b € {1aus b))

einen nicht-leeren Schnitt haben. Dieses Problem ist entscheidbar (vgl. das
Buch von Hopcroft und Ullman). (Da die reguliiren Sprachen effektiv unter
Schnitt abgeschlossen sind, ist das Problem auch gleichwertig mit der Frage,
ob eine gegebene reguliire Sprache leer oder nicht-leer ist).
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69. Definiere eine Aquivalenzrelation R auf U/, wie folgt: Es gilt uRv genau
dann, wenn fiir i = 1,...,n gilt: PA(u) gdw. PA(v). Seien [u1],.. ., [u]
die von R erzeugten Aquivalenzklassen. Es gilt nun k < 2%, und folgende
Struktur B = (Ug, I) ist Modell fiir F': Ug = {[wy], . . ., [ux]} und P2([u;]) ist
definiert wie P (u;).

Hieraus folgt, dass die monadische Pridikatenlogik entscheidbar ist, denn
man kann systematisch alle Strukturen mit einem Grundbereich bis zur
Miichtigkeit 2" durchprobieren, und dies sind nur endlich viele.

70. Wenn das beschriebene Problem entscheidbar ist, dann gibt es einen Al-
gorithmus B, der bei Eingabe von (beliebigen) A (4 ist die Beschreibung
des Algorithmus’ A) immer nach endlicher Zeit stoppt und “ja” oder “nein”
ausgibt, je nachdem ob A, angesetzt auf A stoppen wiirde oder nicht. Aus
diesem fiktiven Algorithmus B lieBe sich dann ein Algorithmus C' gewinnen
(C benutzt B als “Unterprogramm”), der folgendes Verhalten hat: Angesetzt
auf eine Eingabe stoppt C' genau dann, wenn B bei derselben Eingabe “nein”

ausgeben wiirde, ansonsten stoppt C' nicht (vgl. Skizze).

74.{ ja
B nein

C (stoppt)

(Endlosschleife)

Nun gilt: C' angesetzt auf C' stoppt genau dann, wenn B angesetzt auf C
“nein” ausgibt. Dies wiederum ist (wegen B’s hypothetischen Verhaltens) ge-
nau dann der Fall, wenn C' angesetzt auf seine eigene Beschreibung C nicht
stoppt. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Eingangsannahme der Entscheid-
barkeit falsch war.

71. Axiomatisierbare Theorien sind rekursiv aufzihlbar (vgl. Ubung 73), d.h.
es gibt ein algorithmisches Verfahren, das alle Siitze der Theorie der Reihe
nach ausgibt (ohne je zu stoppen). Soll nun von einer Aussage F' entschie-
den werden, ob F' ein Satz der Theorie ist oder nicht, so lasse man dieses
Aufzihlungsverfahren solange laufen, bis entweder ' oder —F' ausgegeben
wird, dies liefert dann die entsprechende Entscheidung. Dass entweder £ oder
—F ein Satz der Theorie sein muss (und damit irgendwann aufgezihlt wird),
wird durch die Vollstindigkeit garantiert.

72. Es ist nur noch P4 zu spezifizieren. Am einfachsten erhilt man in diesem
Fall ein Modell durch P4 = {(a, 8,7) | a, 3,7 € D(F)}.

73. Die Richtung von rechts nach links ist einfach: Angenommen M =  ist
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rekursiv aufzihlbar mittels der Funktion f. Dann ist das Folgende ein Semi-
Entscheidungsverfahren fiir M:

input (z);
forn:=0,1,2,3,...do

b

if f(n) = z then stop;

Fiir die Umkehrung benétigen wir einen Trick, der oft dove-tailing genannt
wird. Wir miissen zunichst daran erinnern, dass es eine berechenbare Bijekti-
onc:INxIN — IN gibt, etwadurch ¢(z,y) = ((z+y) - (z+y+1))/2+x.
Die folgende Tabelle zeigt den Werteverlauf von c.

Tr —

0 1 2 3 4

Yy 0]0|2|5]|9]|14
l 1) 1|48 (1319
3|7 [12|18]25

10| 16|23 | 31|40

Die Umkehrabbildungen n = ¢(z,y) — 2 und n = ¢(z,y) — y sind offen-
sichtlich berechenbar.

Angenommen M # 0 ist semi-entscheidbar mittels Algorithmus A. Sei a
ein festgehaltenes Element aus M. Wir miissen eine totale und berechenbare
Funktion f angeben, so dass M der Wertebereich von f ist. Der folgende
Algorithmus berechnet f:

input (n);
Interpretiere n als Codierung eines Paars von natiirlichen Zahlen,
alson = ¢(z, y).

if A angesetzt auf z stoppt in y Schritten
then output(x) else output(a);

Der Algorithmus stoppt offensichtlich immer und kann nur Worter ausgeben,
die in M liegen. Daher ist f eine totale und berechenbare Funktion und der
Wertebereich von f ist eine Teilmenge von M. Sei nun umgekehrt z € M
beliebig. Dann stoppt A, angesetzt auf z innerhalb einer gewissen Schrittzahl
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s. Sei n = ¢(z, ). Dann gilt aufgrund der Konstruktion des Algorithmus’ fiir
f, dass f(n) = z. Also ist M eine Teilmenge des Wertebereichs von f. Somit
hat f die gewiinschten Eigenschaften.

74. Angenommen, eine Menge M # () wird durch eine berechenbare Funkii-
on f aufgezahlt mit f(n) < f(n+1) fiir alle n. Wenn M eine endliche Menge
ist, so ist M trivialerweise entscheidbar. Fiir das Folgende sei M also eine un-
endliche Menge. Das bedeutet, dass fiir unendlich viele n, f(n) < f(n+1)
gilt. Diese Beobachtung garantiert, dass der folgende Entscheidungsalgorith-
mus fiir M immer in endlicher Zeit mit einer Ausgabe stoppt.

input (x);
for n:=0,1,2,... do begin
if f(n) = z then output (1);
if f(n) > z then output (0);
end

75. Eingabe: (z1,11), ..., (Tk, Yx)-

forn:=1,2,3,...do
for alle Indexfolgen (i1, ...,i,) € {1,....k}" do
if z;, ...z, =i ...y, thenstop

76. Sei p eine Konstante, ndmlich der Professor. Ferner benttigen wir die
Pridikate: S(z,y) (z ist Student von y), G(z) (x ist gliicklich), L(z) (z mag
Logik).

Die Aussagen lauten:

(a) Va(S(z,p) — L(z)) — G(p)
(b) —3zS(x,p) = Glp)

Umformen in Klauseldarstellung von (a) und —(b) ergibt:

(al) {S(z,p),G(p)}
(a2) {-L(z),G(p)}
(b1) {=S(z,p)}
(b2) {~G(p)}

Der Beweis ist erbracht durch
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(al) (bl) (b2)
| lz/2) | le/p] [0
{S(p.p).G(p)} {-S(p.p)} {-G(p)}

{G(p)}
[

77. Nehmen wir an, zu “entflechten” sei sub; sub,. Teste fiir jede Einzelsub-
stitution [z/£] in suby, ob ¢ eine (oder mehrere) Variable enthiilt — sagen wir y
— die in sub, ersetzt wird, z.B. durch [y/s]. Ersetze in diesem Fall [x/{] durch

[z/t[y/s]].

78.  sub = [z/f(a)][z/a] [y/9(f(a))]
Lsub = {P(f(a), g(f(a)))}

79. Bei dem angegebenen Beispiel wiichst bei jedem Unifikationsschritt Lisud
etwa auf die doppelte Liinge an. Daher hat jeder Algorithmus, der Lsub expli-
zit — etwa als String — intern repriisentiert, exponentielle Laufzeit. Hier hilft
das Verwenden von Zeigern weiter: Sobald in einem Literal eine Variable =
durch einen Term ¢ im “gegeniiberliegenden™ Literal ersetzt werden muss,
wird lediglich ein Zeiger von x nach ¢ eingerichtet. Diese Zeiger sind in einer
“Variablenbindungsliste” zusammengefasst. Hierdurch wird vermieden, dass
t (evtl. mehrfach) dupliziert werden muss, um fiir (alle Vorkommen von)
einkopiert werden zu knnen.

80. {P(u,u), P(f(z),2)}.

81. {-P(f(a), 9(u, b)), Q(f(x), u), ~Q(f(a),b),~Q(a,b)}.
{Q(f(a),a), ~Q(f(a), )-.“Q('? b)}
A F v), Q‘(fﬂ a), "‘Q(f( ), 6), ~Q(a, b)},
{_'P(f() ( ):qbb) (()![f(ﬁ)) '—'Q b}'
{=P(a,y),~P(f(a), 9(b, b)), P(f(z), 9(a,)), ~Q(f(a), b} }.
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82.
{P(z.y), P(f(a), zK~P(f(z), 9(»)), Q(x, ¥) }

N

{Qla,y)}
] w/b]
{Q(a,b)}

83. F = {{P(2),Q(f(2))}. {~P(f(¥)).~P(y)}}

84. (a) Die Existenz eines rechts-neutralen Elements wird ausgedriickt durch:
JaVy Py, x,y)
Negieren dieser Aussage und Umformen in Klauseldarstellung ergibt:
() {=P(f(x), @, fa))}

Gesucht ist nun ein Resolutionsbeweis, der auf den Klauseln (a)(f) basiert.
Die folgenden Beweise wurden per Computer gefunden. Der kompakieren
Darstellung wegen verkiirzen wir mehrere, direkt aufeinanderfolgende Reso-
lutionsschritte graphisch in einen einzigen Schritt (sog. Hyperresolution):

(c) (e) (e) (d)
{P(i(i(r)), e.2)}
(b) (d)
{P(z,eyx)}

/f)

(

(b) Wir miissen zuniichst das Kommutativgesetz formulieren:
VzVyVz(P(z,y.2) = Ply,z,z2))
Dies ergibt die Klausel
(g) {~P(z,y,2), Py, 2)}
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Die Behauptung formulieren wir als
VaVyYz(P(z,y, 2) — P(z,i(x),y))
Umformen der Negation in Klauseldarstellung ergibt zwei Klauseln:

(h) {P(a,b,c)}
(i) {=P(c i(a),b)}

Hierbei sind a, b, ¢ Skolemkonstanten. Eine Herleitung der leeren Klausel aus
(a)—(e) und (g)—(i) ergibt sich wie folgt:

(e) (h) (g) (d)

1Pz dlehe) H{PBa.e)} {Pleexn}

(b)

(Ple a0}

85. Da nur von Drachen die Rede ist, verzichten wir auf ein explizites Priidikat
“Drache sein”. Wir fiihren die folgenden Pridikate ein:

y¥) ... xistKind von .
(z) ... xkann fliegen.

Gl(z) ... =z istglicklich.
(z) ... xistgrin.

Die gegebenen Fakten iibersetzen wir zunichst in folgende pridikatenlogi-
sche Formeln.

(@) Vz(Vy(Ki(y,z) = Fl(y)) = Gl(z))
(b) Vz(Gr(z) = Fi(2))
(c) Yu(Ju(Ki(u,v) AGr(v)) = Gr(u))

Wir formen um in Klauselform und erhalten:
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(al) {Ki(k(z),z), Gl(z)}

(@2) {~Fi(k(x)),Gl(z)}

(b)  {~Gr(2), Fi(2)}

() {-Ki(u,v),~Gr(v),Gr(u)}
Die zu beweisende Behauptung lautet

Y (Gr(w) = Gl(w)).

Umformen der Negation der Behauptung in Klauselform ergibt die beiden
Klauseln

(1) {Gr(a)}
() {~Gl(a)}

Ein Beweis der Behauptung ist gegeben durch das folgende Diagramm:

(a2) (*%) (al)

{~Fi(k(a))} {Ki(k(a),a)}

o

{~Gr(

(b)

86. Wir iibersetzen in pridikatenlogische Formeln, Als Grundmenge wird die
Menge aller Personen (einschlieflich Barbiere) verstanden:

(a) Va(B(z) = Yy(-R(y.y) = R(z,9)))
(b) =32(B(2) A Ju(R(u,u) A R(z,u)))

Dies ergibt folgende Klauseln:
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(@) {-B(z),R(y,y), R(z,y)}
(b) {—B(z).~R(u,u), " R(z,u)}

Die zu beweisende Formel ist =3vB(v). Umformen der Negation dieser For-
mel in Klauselform (dabei muss eine Skolem-Konstante @ eingefiihrt werden)
ergibt:

(© {B(a)}
Ein Beweis der Behauptung ist gegeben durch folgendes Diagramm.
(a) (c) (b)

NN

{R(y|y)!R(a!y)} {=R(u, u), ~R(a,u)}

S

o

87. Sei n die Anzahl der Atomformeln. Seien P(n) bzw. L(n) die im Beweis
der Vollsténdigkeit der P-Resolution bzw. linearen Resolution erzeugten Be-
weislingen (bezogen auf das Beispiel der Aufgabenstellung). Dann ergeben
sich die Rekursionsgleichungen:

P(n) = 2P(n—1)+2"1, P(1) = 1
Ln) = 2Ln—-1)+2, El) = 1

Diese Gleichungen haben die Losungen:

Pin) = gt
Ln) = 3»—2

88. Bei dem Beispiel
{4, B}, {A,—B},{-A4, B}, {-A,-B}

einer unerfiillbaren Klauselmenge kann bei Einhaltung sowohl der P- als auch
der N-Restriktion im ersten Schritt nur {4, B} und {—~A, =B} resolviert wer-
den (was die beiden Resolventen { B, ~B} und {4, ~A} ergibt). Weitere Re-
solventenbildungen sind dann nicht mehr méglich.

89. Sei (K, Ky,...,K,) die Folge derjenigen Klauseln, die in Schritt 1
bzw. 2 des Markierungsalgorithmus’ aus Abschnitt 1.3 Anlass zu Markie-
rungen geben. (Dies sind in Schritt 1 die einelementigen, positiven Klau-
seln und in Schritt 2 alle Klauseln der Form K; = {=4,,...,—4,, B} bzw.
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K; = {=A,...,~A,} (wobei A;,..., A, bereits markiert sind). Bei einer
unerfiillbaren Formel ist dann die letzte Klausel K,, eine negative Klausel.
Wir streichen noch aus dieser Folge alle “iiberfliissigen” Klauseln heraus, al-
so solche Klauseln, deren positives Literal in keiner spiteren Klausel mehr
negativ vorkommt. Die entstehende Folge kann in umgekehrter Reihenfolge
zu einem SLD-Resolutionsbeweis zusammengesetzt werden, der auf der ne-
gativen Klausel K, basiert:

Kn I{n—}

K,

Ky

e

90. Da die N-Restriktion vollstindig ist, gibt es fiir jede unerfiillbare Horn-
klauselmenge einen Resolutionsbeweis, in dem immer mindestens eine El-
ternklausel negativ ist. Die Hornklauseleigenschaft garantiert, dass alle Re-
solventen in einer solchen Resolutionsherleitung negativ sind. Zwei negati-
ve Klauseln kinnen jedoch nicht miteinander resolviert werden. Somit ergibt
sich, dass eine Elternklausel immer aus dem Input stammen muss. Dieser N-
Resolutionsbeweis ist also gleichzeitig ein Input-Resolutionsbeweis.

91. Wir zeigen durch Induktion iiber die Anzahl der vorkommenden Atomfor-
meln, dass jeder Einheitsresolutionsbeweis in einen Input-Resolutionsbeweis
liberfiihrt werden kann. Der Induktionsanfang n = 0 ist klar. Angenom-
men, wir haben einen Einheitsresolutionsbeweis fiir eine Klauselmenge F
mit n > (0 Atomformeln gegeben. Dann muss in der Ausgangsklauselmen-
ge mindestens eine einelementige Klausel vorhanden sein, z.B. {L}. Wir be-
trachten nun F} _,. Diese Klauselmenge besitzt gleichfalls einen Einheitsreso-
lutionsbeweis (der sich abziiglich von Resolutionen nach L aus der Struktur
des urspriinglichen Beweises ergibt). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
einen Input-Resolutionsbeweis fiir Fy—;. Wiedereinfiihren von L in diesen
Beweis liefert eine Input-Resolutionsherleitung von von {L}. Diese Klausel
kann dann im letzten Schritt gegen { L} resolviert werden. Dieser letzte Schritt
ist ebenfalls eine Input-Resolution.

Die Umkehrung zeigen wir auch durch eine Induktion (iber die Anzahl der

vorkommenden Atomformeln. Der Induktionsanfang n = 0 ist klar. Ange-
nommen, wir haben einen Input-Resolutionsbeweis fiir eine Klauselmenge F'
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mit n > 0 Atomformeln gegeben. Dann muss in der Ausgangsklauselmen-
ge mindestens eine einelementige Klausel vorhanden sein, z.B. {L}, denn im
letzten Resolutionsschritt werden zwei einelementige Klauseln resolviert, und
eine davon muss aus dem Input stammen. Dieser Input-Resolutionsbeweis
kann zu einem Input-Beweis von Fj_; verkiirzt werden. Nach Induktions-
voraussetzung gibt es einen Einheitsresolutionsbeweis fiir Fy—;. Ferner kann
F;_, mittels Einheitsresolutionen aus F' erzeugt werden. Zusammengesetzt
ergibt dies dann einen Einheitsresolutionsbeweis fiir £,

92. Wir argumentieren semantisch: Sei F' eine unerfiillbare Klauselmenge, sei
K eine Tautologieklausel in F und sei F"' eine minimal unerfiillbare Teilmen-
ge von F. (Wir wissen, dass jeder potenzielle Resolutionsbeweis schon auf F
basieren kann). Dann gilt: K ¢ F’ (und dies beweist dann die Behauptung).
Begriindung: Angenommen, K € F', d.h. F' — K ist erfiillbar. Dann ist aber
auch F' erfiillbar (mit derselben Belegung), da K eine Tautologie ist.

Ein syntaktischer Beweis miisste aufzeigen, wie ein Resolutionsbeweis, so-
fern er eine Tautologieklausel verwendet, umstrukturiert werden kann, so dass
er ohne diese Klausel auskommt.

93. Gegenbeispiel:
F = {{P(z), P(y)},{~P(u), ~P(v)}}

Da Hornformeln héchstens ein positives Literal enthalten, wird in mindestens
einer der Elternklauseln in einem Resolutionsschritt immer nur ein Literal
zur Unifikation herangezogen. Es kann also hochstens in der anderen Eltern-
klausel passieren, dass mehrere Literale durch den Unifikationsprozess ver-
schmelzen. In diesem Fall kann dieser eine Resolutionsschritt immer durch
mehrere aufeinander folgende binire Resolutionsschritte ersetzt werden. Die-
ser Umformungsschritt zerstort nicht die bei Hornformeln vollstindigen Re-
striktionen.

94. Die genau eine-Bedingung ergibt zwei Klauseln:

{—liebt(Eva, Wein), —liebt( Anna, Wein) }
{liebt( Eva, Wein), liebt( Anna, Wein) }

Zusammen mit der Aufrufklausel {—liebt(Eva, z), Antwort(z)} ergibt sich
nur ein moglicher Resolvent: {liebt(Anna, Wein), Antwort(Wein)}. Die-
ser konnte in Worten so interpretiert werden, dass die Antwort Wein ist, wenn
bewiesen wire, dass Anna nicht Wein liebt.
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95.

{P(kopf, kopf, kopf, zahl, zahl, zahl, 5)},

{=P(X1, X2, X3, X4, X5, X5, S), ~R(X1, 1), "R(X2, 12),
PV}, Ya, X3, X4, X5, X, t12(9)) },

P, Xs, X, X, X, X5, S), <R 0K V)i~ B Y
P(X4,Ys, Y3, Xy, X5, Xg, £23(5)) },

{_|P(X1, 13('2? X37J¥4, ‘Yﬁ':Xﬁ'. S) _|R(X;}, Y:g), _'R{X4: }Ti),
P(X1, X0, Y, Yy, X5, X, t34(S5)) },

{_'P(Xl ' Xﬁ!: -XB: r*is Xﬁ} Xﬂ: S)] _'R()(,;._. Y:i) _'R{-X’S: }/5):
P(X1, X0, Xs,Y4, Ys, Xs, 145(9)) },

[—~P(Xy, Xa, X3, X4, X5, Xe, S), ~R(Xs, Vi), ~R(Xe, Ye),
P(Xl ’ -Xﬁs X3!I ){4: YEH }/61 tﬁf)'(s)) }:

{R(kopf,zahl)},

{R(zahl, kopf)},

{=P(zahl, kopf, zahl, kopf, zahl, kopf, S), Antwort(S)}

Hierbei sind Variablen durch GroBschreibung zu erkennen.

96. Diese Aufgabe lisst sich grundsitzlich nach dem gleichen Rezept wie die
vorige (und die Affe-und-Bananen Aufgabe) losen. Es entstehen so jedoch
unangemessen viele Klauseln.

97. (a) {miiglied(tom)}
(b) {mitglied(mike)}
(c) {mitglied(john)}
(d) {—~mitglied(z), ski(z), berg(z)}
(e) {—berg(x), ~liebt(x, regen)}
(f) {—ski(z), liebt(z, schnee)}
(g) {—liebt(mike, schnee), ~liebt(tom, schnee)}
(h) {liebt(tom, schnee), liebt(mike, schnee)}
() {—liebt(mike, regen), ~liebt(tom, regen)}
(G) {liebt(tom, regen), liebt(mike, regen)}
(k) {liebt(mike, schnee)}
(1) {liebt(john, schnee)}
(m) {—mitglied(z), —berg(x), ski(z), Antwort(z)}

Der Gesuchte ist Tom:
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{—mitglied(z), ski(z), Antwort(z)} (f)
{—~mitglied(z), liebt(z, schnee), Antwort(z)} (a)

{liebt (tom, schnee), Antwort(tom)} (g)

N

{—liebt(mike, schnee), Antwort(tom)} (k)

{Antwort(tom)}

98. Antwort(i(k(e))). Mit anderen Worten: Links-Inverse sind auch Rechts-
Inverse.

99. Indem man den zweiten und dritten Parameter als Eingabeparameter ver-
steht und den ersten Parameter als Ausgabeparameter.

100. £ib(0, 1)
Fib(5(0), 1),
fib(s(s(N)), M) :— fib(s(N), M1), fib(N, M2), add(M1, M2, M).

101. add(X, 0, X).
add(X,s(Y), Z) - add(s(X),Y, Z).

Die Berechnung von 342 verliuft nun wie
folgt: ?— add(s(s(s(0))), 5(5(0)), 2) | add(s(s(s(5(0)))), 5(0), Z) =~
add(s(s(s(s(s(0))))),0, Z) b= 0, wobei sich im letzten Schritt die Substi-
tution [Z/s(s(s(s(5(0)))))] ergibt.

102. Mit Induktion nach y weist man leicht nach, dass a(ly) = y + 2,
a(2,y) = 2y+3,a(3,y) = 2¥T3—3. Damit erhalten wir: a(4,2) =a(3,a(4,1)
= a(3,a(3,a(4,0))) = a(3,a(3,a(3,1))) = a(3,a(3,13)) = a(3,65533) =

965536 _ 3 ~, 1(l9728
Wir zeigen, dass a(z, y) wohldefiniert ist durch Induktion nach z. Fiir = = 0
und beliebiges y ist a wohldefiniert als y + 1. Fiir # > 0 und y = 0ista(xz,y)
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nach Induktionsvoraussetzung wohldefiniert als a(z — 1,1). Fiir z > 0 und
y > 0ist

a(z,y) =a(z —Lo(my—1)=...=afz - 1,...,{1‘.’(:;: —1,1)...)
-y-l'ﬂal

Daher wird a(x, i) auf mehrfaches Auswerten vonla(;r"— 1,...) zuriickgefiihrt,
welches nach Induktionsvoraussetzung wohldefiniert ist.

Logik-Programm:

Ack(0,Y, s(Y)).
Ack(5(X),0,2) — Ack(X.s(0),Z).
Ack(s(X),8(Y), Z) = Ack(s(X),Y, W), Ack(X, W, 2).

103.
~P(b,z)

- P(z,b)

o - P(b, z)

Antwort: \
Z =1

104. Jede Programmklausel, wo dasselbe Pradikatsymbol sowohl vor als auch
hinter dem Symbol :— vorkommt.

105. Einfach(G + F,0) :— Einfach(G,0)
Einfach(F * G,0) — FEinfach(G,0)
Einfach(F + G, H)— FEinfach(G,0), Einfach(F, H).
Einfach(G+ F,H):— Einfach(G,0), Einfach(F, H).
Einfach(F « G, H):— Einfach(G,1), Einfach(F, H).
Einfach(G * F, H) = Einfach(G,1), Einfach(F, H).
Finfach(F, F).

(Hier wird die Beweis-Suchstrategie von Prolog vorausgesetzt).
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106. Wir betrachten zuniichst den Fall, dass die Ableitung aus nur einem
Schritt besteht. Genauer, wir zeigen, wenn G'sub' mit einer Programmklau-
sel K € F' resolvierbar ist zu einem Resolventen K’ (wobei der allgemeinste
Unifikator sub angewandt wurde),

G

Jsub’

Gsub' K

sub
K!

dann sind auch G und K direkt resolvierbar zu einem Resolventen K" so
dass bei dieser Resolution ein allgemeinster Unifikator sub” angewandt wird
und fiir eine geeignete Substitution s gilt: K* = K"s.

G K

\Ab”

KH

|s

K'=K'"s

Die Behauptung beweisen wir wie folgt: K" ist Resolvent von Gsub' und K
und hat deshalb die Form

K' = ((Gsubl — L) U (K — 7)) sub

wobei L und L' unifizierbar sind mittels sub. Deshalb existiert in G ein Literal
Ly, so dass Lysub' = L. Da sich sub’ und sub gegenseitig nicht beeinflussen
(G und K sind variablendisjunkt umbenannt), gilt Lysub'sub = L'sub'sub.
Das heiBt, Ly und L' sind unifizierbar und damit G und X resolvierbar. Sei
sub’ allgemeinster Unifikator von Ly und L'. Dann gilt fiir eine geeignete
Substitution s: sud'sub = sub”s und ferner, dass

K" = ((G — Ly) U (K — T")) sub”

Resolvent von G und K ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Die allgemeine Form des Lifting-Lemmas erhilt man nun durch iteratives
Anwenden der Behauptung (also durch Induktion).

107. Die einzig mogliche erfolgreiche Rechnung liefert die Substitution [z/a].
Daher ist

Sprox = {(P(a,a) A P(e, a))}
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108.
Smod = {(P(ﬂ‘,, G’) A P({I-: ‘{1))}

109. Es gilt (durch Induktion nach n): Op (@) C OpE+(0) iur alle n > 0.
Deshalb folgt Fpr C Opr(Fpr). Sei umgekehrt G € Opp(Fpr). Dies ist
der Fall, weil es aufgrund der Definition von Opp( ) entsprechende Fox;rpeln
G\,...,Gk € Fpp gibt. Es gibt einen Index n, so dass Gy, Gy € Op’(0).
Daher ist G € Op}™' () C Fpp. Damit ist die Fixpunkteigenschaft von Fpr
ezeigt.

gei nﬁn M ein beliebiger Fixpunkt, also M = Opp(M). Dann gilt 0 C M
und wegen der Monotonie des Opy( ) Operators: Opr() C Opr(M ) = M.
Und weiter, fiir beliebige n, Op} (@) C Opi(M) = M. Deshalb ist Fipp =
U,Op(@) € M. Daher ist Fipp der kleinste Fixpunkt.

Als niichstes zeigen wir Spro; (F, G) C Stxpunkt (F G_). Wenn H = (A;A. . A
Ag)sub € Sproz(F, G), dann gibt es eine SLD-Herleitung der Form

Hierbei seien subi,...,sub, die verwendeten allgemeinsten quﬁk_atoren
Dann ist (A} A ... A Ag)sub; ... sub, das Rechenresultat und fiir eine ge-
cignete Substitution s ist H = (A; A ... A Ag)subs ... suby,s. o
Indem wir die verwendeten Programmklauseln K3, .. ., K, — also die Seiten-
Klauseln bei der Resolution — in umgekehrter Reihenfolge verwenden, un'd
zwar in der mittels sub . .. sub,s gmnd-substituiertenl Version, crhfllten wir
die entsprechenden Formeln in Opk(0), ..., Op(0), die “bezeugen”, dass H
in Sgxpunks (F, G) liegt. . -

Fiir diz umgekehrte Inklusion sei H € Stxpunkt (F) G). H_lerbel f( H= (_411/\
... A A}) eine Grundinstanz von (A; A ... A Ay), wobei G = 7-Ay, . .. Ak
Esist H € Fpg. Daher ist H fiir ein n in O-p:é.(@). Aufgrund der Defin_umr:
von Opp( ) kbnnen wir fiir i = 1,..., k& gewisse Qrundln;tanzen _Kf-f“_ cialx
~ B!,,..., B!, von Programmklauseln K; € F 1denF1ﬁ21§re.n, dlf: LR
Mitgliedschaft von A; in Oplk(0) verantwortlich sind. HJ'CI‘]}SI sind die Bi,;: in
Op~'(0). Aus diesen Angaben setzen wir den Anfang einer SLD-Resolution
wie folgt zusammen:
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Diese Ableitungsfolge knnen wir nun nach dem gleichen Schema fiir n —
1,n — 2,...,1 fortsetzen. Im Fall n = 1 konnen nur einelementige Fak-
tenklauseln K; angewandt worden sein. Daher ergibt sich am Ende die leere
Klausel. (Bem: Da wir bei dieser Ableitung nicht immer nach dem am weite-
sten links stehenden Literal in der Zielklausel resolviert haben, miissen wir —
im Vorgriff — eigentlich das Vertauschungslemma verwenden).

Aus dem Rechenresultat dieser Resolutionsherleitung ldsst sich nun durch
Grundsubstitution H gewinnen (Lifting-Lemma), also ist H in Spro(F, G).

110.  Opp(0) =
Fpp )
Sﬁwmakl = {(P a, a) A P(a:a}}}

T
——
33
=2 B
28
pacia)
2 2

111. Beispiel: a :— a.

112, Nach der Ergebnisausgabe wird der Benutzer gefragt, ob er weitere
Lasungen sehen will. Wenn ja, so wird success auf false gesetzt und einfach
die Prozedur auswerte fortgesetzt.

113. Wir driicken Symmetrie und Transitivitit einer zweistelligen Relation P
aus und geben einige Fakten iiber P-Beziehungen an:

(@) P(e,b).

(b) P(c,b).

€ P(X,Y) — P(X, Z),P(ZY).
(@ P(X,Y) =~ P(Y,X).

Die Anfrage ?-P(c, a) kinnte beantwortet werden durch Anwenden der Pro-
grammbklauseln (c), (b), (d), (a) — in dieser Reihenfolge. Da jedoch die Regeln
(c), (d) immer anwendbar sind, geriit der Prolog-Interpreter bei jeder Anord-
nung der Klauseln in eine Endlosschleife.

114. fak(0,1).
Fak(N, M) == N1is N —1,
fak(N1, M1),
Mis N1 N,
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115. Der Prolog-Interpreter liefert X = [a, [d, €], b, ¢, a, ¢, f]. Im zweiten Fall
ergeben sich die moglichen Antworten:

(] Y =[a,b,c,qa]
[a] Y = [b,¢c, 4]
= [a, b] Y = [c,a
[ =
[

116. Die “naive” Programmierung von reverse wire folgende:

reverse([].[])-
reverse([A|B],C) — reverse(B, D), append(D, [A], C).

Diese hat jedoch den Nachteil, dass zum Umdrehen einer n-elementigen Li-
ste etwa n? viele Rechenschritte auszufiihren sind. (Dies ergibt sich durch
die fortgesetzten Anwendungen von append). Eine raffinierte Losung ist die
folgende:

reverse(A, B) —rev(A,[], B).

rev([], Z, Z).

rev([X|Y], U, V) —rev(Y,[X|U],V)
Diese Losung hat nur einen Aufwand, der linear in n ist.
Soll jede Teilliste gespiegelt werden, so ginge das etwa mittels

deepreverse(X, X) — atomic(X).

deepreverse([],[]).

deepreverse([A|B],C) :— deepreverse(A, D),
deepreverse(B, E),

append(B, D], C).

117. anzahl([ ], 0).
anzahl(X,1) — atomic(X).
anzahl([X|Y],N) :— anzahl(X, N1),
anzahl(Y, N2),
Nis N1+ N2.

118. gsort([],[])-
qsort([X|Y], Z) = partition(X,Y,Y1,Y2),
gsort(Y'1, Z1),
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gsort(Y2, Z2),

append(Z1,[X|22], Z).
partition(X,[],[],[]).
partition(X, [A|B],[A]Y1],Y2) :— X < A, partition(X, B,Y1,Y2).
partition(X, [A|B],Y1,[A]Y2]) :— X > A, partition(X, B,Y1,Y2).

119. Eine vollstindige Losung dieser Aufgabe wiirde den Rahmen dieses Bu-
ches sprengen. Der Leser sei stattdessen auf die Biicher von Amble und von

Sterling, Shapiro hingewiesen.

120. Fiir diese Aufgabe sei auf das Buch von Kluzniak und Szpakowicz ver-
wiesen,

121. Der Prolog-Auswertealgorithmus muss an zwei Stellen modifiziert wer-
den: Als erstes muss (zwischen else und begin) ein Test eingebaut werden,
der feststellt, ob D; = !. Im positiven Fall wird die Prozedur rekursiv mit
auswerte(?-D,, . . ., Dy, sub) aufgerufen. Falls dieser rekursive Aufruf mit
success=false zuriickkehrt, wird eine globale Boolesche Variable cur auf true
gesetzt (die mit false initialisiert wurde).

Nach dem rekursiven Aufruf von auswerte innerhalb der while-Schleife muss
eingefiigt werden:

if cut then
begin
if C; 1, ..., Cip, enthilt den cut then
cut ;= false;
return {Riickkehr aus der Prozedur}
end

Diese Modifikation ist nur fiir ein Vorkommen eines einzigen cuts korrekt. Im
allgemeinen Fall miissen die cuts “markiert” bzw. nummeriert werden, um
diejenige Programmklausel, die fiir einen bestimmten cut verantwortlich war,
feststellen zu kdnnen.

Dieser allgemeine Fall tritt z.B. in Ubung 125 auf.

122. Fall I: b ist beweisbar:
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Wenn in diesem Fall ¢ nicht beweisbar ist, wird wegen des cuts die Regel a:—d
(wie gewiinscht) nicht mehr beriicksichtigt.

Fall 2: bist nicht beweisbar:

=

-b e 7—d
123. (a) Endlosschleife:
?—spafs
T—witz, lustig "lustig

Y—unsinn lustig  —unsinn lustig

T—unsinn -lustig

(b} Die Klausel spaff an die erste Position bringen.

(c) Die Klausel lustig :— unsinn ersetzen durch lustig -— ! ,unsinn.

(d) spaf :— |witz,lustig fiihrt dazu, dass Prolog mit der Antwort nein stoppt.
spafy .- witz, ! lustig und spafs :— wirz,lustig,! fithren auf Endlosschleifen.

124. Ein Hornklauselprogramm £ besteht bekanntermafen aus positiven Fak-
ten und aus Regeln. Wenn —A eine Folgerung aus F' ist, dann ist F' — —A
eine giiltige Formel und F' A A unerfiillbar. Dies ist ein Widerspruch, denn
F A A ist sicher dadurch erfiillbar, dass alle Atomformeln mit 1 belegt wer-
den,
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125. a als Fakt vorhanden:

nein

?—not(not(not(a)))

1—not(not(a)),!, fail

i nein

?—not(a),!, fail, ], fail
?—a,!, fail,!, fail,!, fai

-1, fail,!, fail,!, faal

- fail, !, fail, ﬂf//’/

e

7—fail

« nicht als Fakt vorhanden:

?—not(not(not(a))
?—not(not(a)),!, fail

?—not(a),!, fail,!, fail

?—la, |, fail,\, fail, !, flz

21, fail, !, fail

1—fail,), fail

126. (a) ja. (b)ja. (c) Endlosschleife (d) Endlosschleife (e)ja, X = b. (f)
ja, X =b

(Verschiedene PROLOG-Implementierungen kénnen hier zu verschiedenen
Antworten fiihren).
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