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Einheiten, Abkiirzungen, Symbole

Nicht dezimale Einheiten - international

Lingenmall  Zahl-

Raum-
malfld

Massenmald

L

mal

Einheit/
Kurzzeichen

Dutzend
Schock
Gros

Seemeile/sm
inch/in (auch: ")
foot/ft (auch:')

yard/yd

Registertonne/
RT (reg tn)

barrel

petrol gallon/gal

Pfund/Pfd.
Zentner/ Ztr.
Obolus

ounce (Unze)/oz
pound/Ib (libra)
stone

Karat/k
(Juwelenhandel)

Umrechnungen

1 Dutzend =12 Stiick
1Schock = 5 Dutzend
1Gros = 12 Dutzend

1sm=1852m
1lin=1" =254 mm
1ft=1 =30,48cm

=12 inches
Tyd = 91,44 cm = 3 feet

1RT=2,8317Tm?

1barrel = 158,758 |
1gal=3,7851|

1Pfd.=500¢g
12Ztr. =50 kg =100 Pfd.
10bolus=0,72 g
loz=2835¢g
1lb=453,59g =160z
1stone = 6,35 kg

=14 |bs
1k=200mg=02¢g

A

Grundsymbole
| % £ M
: 1 10 100 1000
~ Hilfssymbole
"V L D
| 5 50 500

Beispiele

XLI CML CVlI
4 950 107
Beispiele

Vil XV XCVIN
i} 14 98




Vorsatze bei Einheiten

Zahlenwert, mit dem Vorsatz Vorsatz- Bedeutung

die Einheit multipliziert wird zeichen

A 1000 000 000 000 000 =10"  Peta P Billiarde
1000 000 000 000 =10" Tera i Billion
1000 000 000 = 10° Giga G Milliarde
1000 000 = 10° Mega M Million
1000 =10° Kilo k tausend
100 = 10? Hekto h hundert
10 =10 Deka da zehn
1=10°
0,1=10" Dezi d Zehntel
0,01 =10" Zenti € Hundertstel
0,001 =107 Milli m Tausendstel
0,000 001 =10¢ Mikro L Millionstel
0,000 000 001 =10"* Nano n Milliardstel
0,000 000 000 001 =10" Piko p Billionstel

. ¥ 0,000 000 000 000001=10" Femto f Billiardstel |

A o Alpha I 1 Jota P p Rho

B p Beta K k Kappa L o Sigma

r vy Gamma A A  Lambda T t Tau

A &  Delta M p My Y v  Ypsilon

E & Epsilon N v Ny ® ¢ Phi

Z { Zeta = & X X x Chi

H n Eta O o  Omikron ¥ oy Pl

\ ® 6 Theta MM n Pi Q ® Omega '
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1 Grundbegriffe und Symbolz

Mathematische Zeichen und Symbole

Verkniipfungen
gleich

ungleich

rund, angendhert
entspricht
kleiner als

FAl = O S |

Zeichen/Operatoren
+  plus
- minus

mal, multipliziert mit
a:b;§ ageteilt durch b
a"  ahochb (Potenz)
V' Quadratwurzel aus
V" n-te Wurzel aus
Ix|  Betrag von x
%  Prozent
%o Promille

alb aist Teiler von b

atb aist nicht Teiler von b

grofler als

kleiner oder gleich
grofler oder gleich
= wenn...,dann ...

<> genau dann, wenn

IV AV

n! n Fakultit

(1) niber k (Binomial-
koetfizient)

(x;y) geordnetes Paar x, v
~  proportional
> Zuordnung

f(x) fvonx (Wertder
Funktion f an der
Stelle x)

T Kreiszahl Pi
(®=3,14159...)

e eulersche Zahl
(e =2.71828...)

¢ unendlich




Mengen

A, B, M, Mengen

{a;b} Menge mit den Ele-
menten a und b

{xIx=...} Menge aller x, fiir

diegilt: x= ..,
{ } oder @ leere Menge
= Element von
& nicht Element von
C  Teilmenge von
- echte Teilmenge von
A U B Vereinigungsmenge
von A und B
Logarithmen
log,x Logarithmus x zur
Basis a
Inx Logarithmus x zur
Basis ¢

Winkelfunktionen

sin  Sinus
tan Tangens
Geometrie

!

proportional, dhnlich
kongruent, deckungsgleich
senkrecht auf

parallel zu

Winkel

= I

*

Intervalle

[a; b] abgeschlossenes Inter-
vall von a bis b

A M B Schnittmenge von
Aund B

Menge der natiir-
lichen Zahlen

Menge der ganzen
Zahlen

Menge der rationalen
Zahlen

Menge der reellen
Zahlen

Losungsmenge

= O N =

I._|

Logarithmus x zur
Basis 10
Logarithmus x zur
Basis 2

lg x

Ib x

Kosinus
Kotangens

COSs
cot

rechter Winkel
Dreieck A, B, C
Strecke AB
Vektoren

|a; b| oftenes Intervall
[a; b| halboffenes Intervall




1 Grundbegriffe und Symbole

Mengen

Eine Menge ist die
Zusammenfassung von
verschiedenen Objekten
zu einer Einheit. Die
Objekte sind Elemente A=(1;2;3;4; 56 7; 8]

) 3 A 3ist Element von A

der Menge. 9& A 9 ist nicht Element von A

Mengengleichheit

Zwei Mengen A und B sind
gleich, wenn sie dieselben
Elemente besitzen.

A ist eine Teilmenge von B, ACB
wenn jedes Element von A
auch Element von B ist.
Gibt es ein Element in B,
das nicht zu A gehort, ist A
echte Teilmenge von B.
Die Menge aller Elemente,
die in A oderin B oder in
beiden Mengen enthalten
sind, bildet die Vereini-
gungsmenge A LU B.

Die Menge aller Elemente,
die zu A und zu B gleich-
zeitig gehoren, bildet die
Schnittmenge A N B (auch
Durchschnittsmenge).

AMB



Zahlenmengen

Zahlen-  Beschreibung uneingeschrankt

menge ausfiihrbare
Rechen-
operationen

natiirliche N ={0;1;2;3;...} Addition,

Zahlen W*=NV{0}=1{1;2:3:...} Multiplikation

(15.10)  (natiirliche Zahlen ohne die

Null)

ganze L=f.;-3-5-1:0;1;2:3:...} Addition,

Zahlen Multiplikation,

(15.22) Subtraktion

gebroche- Q.= {tmitp,qENundq#0} Addition,

ne Zahlen Multiplikation,

(15.16) Division (nicht 0)

rationale Q= {tmitp,qE Zundq+#0} Addition,

Zahlen Multiplikation,

(15.23) Subtraktion,
Division (nicht 0)

reelle R=QUI lirrationale Zahlen Addition,

Zahlen (unendliche nicht- Multiplikation,

(15.24) periodische Dezi-  Subtraktion,

malbriiche) Division (nicht

0), Wurzelziehen

Beziehungen zwischen den Zahlenmengen




Zahlensysteme und Zahlzeichen

Zum Darstellen naturlicher Zahlen verwendet man Ziffern.

Die Zahl Zwolf wurde in den verschiedenen Jahrhunderten und in
verschiedenen Lindern unterschiedlich dargestellt:

M vor 5000 Jahren in Agypten MI1
W vor 3500 Jahren in China ~11
M vor 2000 Jahren im Rémischen Reich XII
M mit arabischen Ziffern 12

® im Dualsystem Jle]e

Anstelle der 10 kann man auch jede andere Zahl als Basis
eines solchen Positionssystems wahlen.
Wahlt man 2 als Basis, erhalt man das Dualsystem mit den

beiden Ziffern O und | (O steht fiir 0, | steht fiir 1). il
2 2 > 2 2 Dual
Wert 16 8 4 2 1
12 | | 0 0 100
2% | ! 0 | 0 1010
29 | | | 0 1 mor

Romische Zahlzeichen

Eine andere Art der Darstellung naturlicher Zahlen als
Positionssysteme sind romische Zahlzeichen. Folgen

kleinere Ziffern auf groRere, werden sie addiert. Steht eine -
kleinere vor einer groReren Ziffer, wird sie subtrahiert.

| V X L C D M
1 5 10 50 100 500 1000

CXI=111 XL=40 XCV=95 CMLII=952 VIII=28



Stellenwertschreibweise

Heute werden meist die zehn Ziffern 0,1, 2, 3,4,5,6,7, 8 und
9 (auch Grundziffern genannt) verwendet.

Dabei kommt auch der Stelle, an der eine Ziffer steht, eine
grofRe Bedeutung zu.

Hunderttausender Tausender Zehner
\ Zehntausender/ Hunderter / Einer
/ \ | /
HT ZT T H Z E
345762 8 4 5 7 6 2

—— Bei der Darstellung der natiirlichen Zahlen bilden die Zahl 10

und deren Potenzen die Grundlage. Man spricht deshalb vom
dekadischen Positionssystem oder vom Dezimalsystem.

Hexadezimalsystem

Mit 16 als Basis erhdlt man das Hexadezimalsystem.

¥ Die Grundziffern hierbeisind:0,1,2,3,4,5,6,7.8,9, A, B, C,

D, E, F. Der Zusatz h kennzeichnet die hexadezimale
Schreibweise.

16° 16° 16' 16° Hex
Wert 4096 256 16 1
25 1 9 15h
696 2 B 8 2B8h
6991 1 B 4 F 1B4Fh



Zahlen und Rechnen

Naturliche Zahlen

Die Zahlen 0:1: 2; 3: ... usw.

bilden die Menge N der
natirlichen Zahlen.

Auf jede naturliche Zahl
folgt ihr Nachfolger.

Zu jeder naturlichen Zahl
(auBer der ersten) gibt es
eine vorangehende Zahl,
ihren Vorganger.

Dabei wird bestimmt, wie
oft die MaReinheit in der
Grolie enthalten ist.

Linge

lkm = 1000m

lm = 10dm

ldm = 10cm

lem = 10mm

Masse

1t = 10dt=1000kg
1dt = 100kg

lkg = 0,001t

lkg = 0,01dt

10

IN* =N\ {0}: Menge der
natiirlichen Zahlen ohne
die Zahl 0

| | P N O [
| | FH EO G S 5 FRE
012345678910
8 ist der Nachfolger von 7.
1 ist der Vorginger von 2.

Vorginger Zahl Nachfolger
3256 3257 3258

Lingenangabe: 7 m
Mafieinheit: m

Mafizahl: 7
Im = 0,001 km
ldm = 0,1m
lcm = 0,01 m
lmm = 0,1 cm
lkg = 1000¢g
lg = 1000mg
lg = 0,001kg
Ilmg = 0,001g



Dies ist das Ersetzen eines
Zahlenwertes durch einen
Naherungswert. Ist die
rechts neben der Run-
dungsstelle stehende
Ziffer eine 0,1, 2, 3, 4, wird
abgerundet. Bei den
Ziffern 5,6, 7, 8, 9 wird
aufgerundet.

Addieren ist z.B. das Zu-

sammenfassen, Dazuge-
ben, Hinzufligen, Vermeh-
ren und Verlangern.
Summanden konnen ver-
tauscht werden (Kommu-
tativgesetz). Klammern
konnen umgesetzt wer-
den (Assoziativgesetz).

Subtrahieren ist z. B. das
Wegnehmen, Vermindern,
Abziehen oder Verringern.
Die Subtraktion ist die
Umkehrung der Addition.
a+b = c ist gleichwertig
mitb=c-a.

Rundungsstelle

3647 auf Zehner runden

3647 = 3650
3 647 auf Hunderter runden
3647 = 3600

3647 auf Tausender runden
3647 = 4000

1. Summand

%’ +2=9 (7 plus 2 gleich 9)
2. Summand

7 + 2 heifst Summe.

a+b=Db+a
8+7 =15 7+8=15

at+(b+ci=(a+b)+c
6+(44+9)=(6+4)+9
6+13=10+9=19

Minuend
8— % =5 (8 minus 3 gleich 5)
Subtrahend

8 — 3 heifdt Differenz.
3+5=8 5=8-3

n




2 Zahlen und Rechnen

Rechnen mit natiirlichen
Zahlen

Multiplikation ist die
mehrfache Addition
gleicher Summanden.

w Die Multiplikation von
natirlichen Zahlen ist
immer ausfihrbar und
eindeutig.

m Ein Produkt ist O, wenn
(mindestens) ein Faktor
0 ist.

m Ein Produkt naturlicher
Zahlen, in dem kein Faktor
0 ist, ist nie kleiner als ein
einzelner Faktor.

Faktoren kdnnen
vertauscht werden
(Kommutativgesetz).
Faktoren darf man
beliebig zusammenfassen
(Assoziativgesetz).

Eine Summe oder
Differenz wird mit einem
Faktor multipliziert,indem
man jede Zahl mit diesem
Faktor multipliziert und
die entstehenden Produkte
addiert oder subtrahiert
(Distributivgesetz).

12

12+12+12=3-12=36

1. Faktor

4.8 =32 (4 mal 8 gleich 32)
L Faktor

4 - 8 heifst Produkt.

a-0=0-a=20
a‘b=c 1+9:=49
c=a 9=1]
c=b Q=9
a-b=b-a

Ly o = U PR it 15

a*(b-¢c) =(a-b)-c
3:(4-2) =3:-8=24
(3-4)-2=12-2=24



Die Umkehrung der Multi-
plikation ist die Division.
a-q=cist gleichwertig
mitg=c:a(a=#0).Im
Bereich der naturlichen
Zahlen ist die Division nur
dann uneingeschrankt
ausfihrbar, wenn der
Dividend ein Vielfaches

(1 S.15) des Divisors ist.

m Die Division durch 0 ist
nicht definiert (n.d.).
ma:l=aunda:a=1,
weila-1=a

m Eine Summe oder
Differenz kann gliedweise
dividiert werden
(Distributivgesetz).

Quadrieren ist die
Multiplikation einer Zahl
mit sich selbst.
a‘=a-a=c

Potenzieren ist die
n-fache Multiplikation
einer Zahl mit sich selbst.

=g g=gi. g
= n-mal Faktor a
mal=1

ma'=2a

I]iividand
3d: ? =4 (32 durch 8 gleich 4)
Divisor

32 : 8 heifst Quotient.

55+ 1'=55
55:55=1,weil 55+ 1 =55
AEh)ie=a:cEhsc
321:3=(300+21):3

=300:3+21:3

=100+ 7 = 107
Exponent
EE = 4T9 (7 zum Quadrat gleich 49)
' Quadrat
Basis
Exponent

a’-‘lﬂ = ?4 (4 hoch 3 gleich 64)

Potenz
Basis

2°=2:2:2-2:2=32

26'=1
327' =327

9= 1
7l=7

13



2 Zahlen und Rechnen

Rechenregeln
m Was in Klammern steht, (8—4)-3+2=
wird zuerst berechnet. 4 .342=
® Punktrechnung geht vor —
12 +2=14

Strichrechnung.

Teilbarkeitsregeln

Teiler Regel (n EN) Beispiel
n Null ist durch jede Zahl n teilbar,aber 0:12=0
nicht durch sich selbst. Q:f=

nicht definiert
n Jede Zahl n ist durch sich selbst teilbar. 13:13=1

1 Jede Zahl n ist durch 1teilbar. 1Sty
2 Eine Zahl n ist durch 2 teilbar, wenn 208:2 =104
die letzte Ziffer 0; 2; 4; 6 oder 8 ist. 312 =
nicht teilbar

3;9 Eine Zahl nist durch 3 bzw. 9 teilbar, 96:3 =32
wenn ihre Quersumme (Summeder  Quersumme;
einzelnen Ziffern) durch 3 bzw. 9+6=15
9 teilbar ist. 15:9=5

4 Eine Zahl n ist durch 4 teilbar, wenn 716:4=179
die letzten beiden Ziffern eine durch 16:4=4
4 teilbare Zahl bilden.

5 Eine Zahl n ist durch 5 teilbar, wenn 845:5 =169

die letzte Ziffer O oder 5 ist. 1020 : 5 = 204
6 Eine Zahl n ist durch 6 teilbar, wenn 558:6 =93
sie sowohl durch 2 als auch durch 558:2=279
3 teilbar ist. 558:3 =186
8 Eine Zahl n ist durch 8 teilbar, wenn 11368 =142
die letzten drei Ziffern eine durch 136 :8=17

8 teilbare Zahl bilden.

14



Primzahlen sind nur durch

1 und sich selbst teilbar.
1ist keine Primzahl.

Die Zerlegung einer Zahl
als Produkt aus Primzah-
len heilt Primfaktor-
zerlegung.

Zahlen, die nur die 1als

gemeinsamen Teiler
haben, sind teilerfremd.

Teiler und Vielfaches

248 5 W Wl ke 1923
29 31 37 41 43 47 53 59

61 67 71
101 103

6=2-2-3-5
140 =2+2+3+7

22.3.5
2% 5+7

9 und 10 sind teilerfremd
Tg= “5 9 9}
Tio= ‘“? g 1{]}

73 79 83 897
107 109 113 127

aist Teilervon b (a | b),
wenn es ein n (n € N*)
gibt,sodassa-n=b.

gT (a, b) ist gemeinsamer
Teiler von a und b, wenn
gT (a, b) sowohl a als
auch b teilt.

Zur Bestimmung des
grofRten gemeinsamen
Teilers, ggT, multipliziert
man die hochsten Poten-
zen aller Primfaktoren,
die sowohl in der Zerle-
gung von a als auch von
b vorkommen.

ggT(28,42)=2-7=14,da
28=2:27;42=2:3+7

b heil3t Vielfaches von a,
wenn a ein Teilervon b
ist.

gV (a, b) ist gemeinsames
Vielfaches von a und b,
wenn sowohl a als auch b
Teiler von gV (a, b) ist.

Zur Bestimmung des
kleinsten gemeinsamen
Vielfachen, kgV, multi-
pliziert man die hochs-
ten Potenzen aller Prim-
faktoren beider
Zerlegungen.

kgV(12,15)=2%-3-5=60
dalz=2%- % J5=9-5

¥

15



2 Zahlen und Rechnen

Bruchzahlen

Ein Bruch - wird durch den
Zahler a und den Nenner
b gebildet (a,b € N; b # 0).
Briiche mit dem Zahler 1
heillen Stammbriiche.

Jeder Bruchzahl ist genau
ein Punkt auf dem
Zahlenstrahl zugeordnet.

Bei einem echten Bruch ist
der Zahler kleiner als der
Nenner, bei einem unech-
ten Bruch grolSer oder
gleich.

Briiche mit gleichem
Nenner heil3en gleich-
namig, ansonsten un-
gleichnamig.

Echte Brliche geben den
Anteil an einem Ganzen
an. Der Nenner gibt die
Zahl der Teile an, der
Zahler gibt an, wie viele
dieser Teile den Wert des
Bruchs ausmachen.

2ist der Kehrwert (das

Reziproke) von .

16

17 Bruchstrich
-1 Zihler &

MNenner
I 1 I 3 ]

T R R e —

1 3 11

5 5 2
A

0 & 1 1,51

110 5

TV ® l _E_ 2_5

echte Briiche: D 33 5

s he: 8 25 78

unechte Briiche: 2 i

gleichnamige 1 4 18

Briiche: 85 B




Zum Erweitern werden
Zahler und Nenner mit der-
selben Zahl multipliziert.
Beim Kurzen werden

Zahler und Nenner durch
dieselbe Zahl dividiert.

Der Wert eines Bruches
andert sich durch Erwei-
tern und Kiirzen nicht.
Zwei Briiche lassen sich
stets gleichnamig machen
und so vergleichen.
Derjenige Bruch ist groRer,
der auf dem Zahlenstrahl
weiter rechts liegt.

Gleichnamige Briiche
werden addiert bzw.
subtrahiert, indem man
die Zahler addiert bzw.

subtrahiert und den Nen-
ner beibehalt. Ungleich-
namige Bruche mussen
erst gleichnamig gemacht
werden.

Beim Multiplizieren
werden jeweils die Zahler
und Nenner miteinander
multipliziert.

B Lo I
b b (c#0) 5 5-3° 15
Boaie 12 laie 2
b~ b:c 18~ 18:6 3
c#0und claundclb

L
2040~ 5 100
Vergleich:

12 417 36 34

7 UNd 33 o~ 56

bt —folef—— o
0 1 2

2 11 5 12

= o R &
0 5 | 3 5
! % 24D (4 b,cEN; ¢ # 0)
13,12 _13+13 25
T 2F T AT -
a_b_a-b
o = A -

3 12 13-13 1
27 23T 7 T 27

i g (abcdeEN)
3.5, 306 8.9

3§ TRTT RTIE

4. 12_4a-¥_8

6 237 F-23 23

17



2 Zahlen und Rechnen

Rechnen mit Bruchzahlen

Beim Dividieren wird mit
dem Kehrwert dieses
Bruches multipliziert.

Bruche mit einer Potenz
von 10 im Nenner heilRen
Dezimalbriiche. Alle Bri-
che ¢ lassen sich durch Di-
vision von a durch b in De-
zimalbriiche umwandeln.

Prozentrechnung

Ein Prozent ist ein Hun-
dertstel einer Bezugs-
groRe G, des Grundwerts.
Die Angabe p % heil3t Pro-
zentsatz, die Zahl p heif3t
Prozentzahl (Prozent-
punkt). Der Wert W, der

dem Prozentsatz entspricht,

heilst Prozentwert.

Grundgleichung der
Pruzentrechnung
p%w 2 oder £ 60 %"-’
Prozentwert:

W =p%- G oder W=E2

18

—2'd 3 b e, dEN)

ow ol -1

e
i S ;

i |
:
[t
o
i

o
1600 =0,032

1% vonG=G-—=

Prozentsatz

259 von 600 € sind

Grundwert
15{} €

Prdzenhvert

mu-ﬁﬂﬂ €=

Von 30 Schiilern treiben
18 in der Freizeit Sport.

Das smd 60 % der Schiiler.

56 % der 75 Vereinsmit-
glieder sind anwesend.
r__ o6=75 _5b-3
W="5 = ¢ =42
Das sind 42 Mitglieder.




Grundwert:

6= S ader = YW
p% P

Vermindert sich der Grund-
wert um einen Prozent-
satz, so ist das ein prozen-
tualer Abschlag.
Vermehrt sich der Grund-
wert um einen Prozent-
satz, so ist das ein prozen-
tualer Zuschlag.
Ursprunglicher Grundwert:

G:L
100% +p %

Zinsrechnung

Die Grundbegriffe und die
Grundgleichung der Zins-

rechnung entsprechen de-
nen der Prozentrechnung.

Bei der Zinsrechnung
spielt die Zeit eine Rolle.
Allgemein bezieht sich der
Zinssatz auf ein Jahr.

Ein Zinsjahr entspricht
360 Tagen.

Von vier Kindern zahlt jedes
(0,90 € und damit 25 % fir
das Popcorn im Kino.

G=220€10_ngpe.4=-360€

25
Das Popcorn kostet 3,60 €.

prozentualer Abschlag:

G . =G-(100% — p%) bzw.
g P

E=G )

prozentualer Zuschlag:
G, =G-(100% + p %) bzw.

L p
G.=G {l+ﬁ}}

Nettopreis: 3,75 €
Mehrwertsteuer: 16 %

o) 16
G, =375€: (1+~

G, =3,75€-1,16=4,35€
Bruttopreis: 4,35 €

Grundwert G = Kapital K
Prozentsatz p%= Zinssatz p%
Prozentwert W = Zinsen 7

P _W _ P 7
100 G 100 K

Monatszinsen:

7w B g, m
Zo=100"K'12
Tageszinsen:

k —— _P - # t—
Zv=155" K 360

19



ATV Dreisatzrechnung

Aufgabencheck

Direkt proportionale
Zuordnung

i Was ist gesucht? der 1. GrolRe —sdie 2. GroRe
dem Doppelten— das Doppelte
Was ist gegeben? dem 5-Fachen —das 5-Fache
Welche Grélen ,Je mehr — desto mehr"
€) sind einander zu- (im gleichen Verhiltnis) I
geordnet (1S.52)?
Ein Brotchen kostet 20 ct,

sieben Briotchen kosten 1,40 €,
Ist es eine direkt Der Zug benaotigt fiir 80 km 1 h

. Fahrzeit, fiir 120 km 1.5 h.
roportionale > 2 !
gu nl:r’:nun g? Ein Werkstiick wiegt 875 g,

drei Werkstiicke 2625 g.

Indirekt proportionale
Zuordnung

der1.GroRe  —die 2.GrolRe
dem Doppelten— die Hilfte
Ist es eine indirekt dem 5-Fachen —der 5.Teil
proportionale
(eine umgekehrt
proportionale)
Zuordnung? Ein Maler bendétigt einen Tag fiir
den Anstrich der Wand, zwei Maler
bendtigen nur 0,5 Tage.

Fihrt der Zug mit 120 km/h,

benatigt er 30 min, bei 180 km/h
nur 20 min fiir dieselbe Strecke.

Je mehr — desto weniger”
(im umgekehrten Verhaltnis) —
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Beispielrechnung fiir den direkten Dreisatz

Die Grolenpaare haben den gleichen Quotienten (1 S. 35).

Es gilt: <=2
5 kg einer Ware kosten 45€. Wie viel kosten 15 kg dieser Ware? 2
> 1. Grofie 2. Grofle Allgemein
Wir wollen wissen: 15 kg kosten x€ adx
Wir wissen: 5kgkosten 45€ AAB
Wir dividieren: L kgkostet € =9¢€ -
Wir berechnen x:  15kg kosten 15-9€=135€ %ﬁzx

Beispielrechnung fiir den indirekten Dreisatz
Die GroRenpaare bilden das gleiche Produkt (1 S. 35).

Esgilt: a-x=A-B

> 1. Grafle
Wir wollen wissen: 30 “T“
€ Wir wissen: 45
2 ool lkm
€) Wir multiplizieren: 5

km

ﬁ) Wir berechnen x: EDT

Bei einer Geschwindigkeit von 45 *% benotigt man 2 Stun-
den. Wie lange braucht man, wenn man mit 30 '% fahrt?

2. Groe

x h

2h
45-2h=90h
% ~3h

Allgemein

adx

ALB

A-B
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2 Zahlen und Rechnen

Ganze Zahlen

Setzt man die Folge der
naturlichen Zahlen auf
dem Zahlenstrahl nach
links fort, dann erhdlt man
die negativen Zahlen. Aus
dem Zahlenstrahl wird eine
Zahlengerade. Die Null ist
weder positiv noch negativ.

Im Bereich der ganzen
Zahlen ist die Subtraktion
uneingeschrankt
ausfuhrbar.

Zahlen, die auf der Zahlen-
geraden den gleichen Ab-
stand von O haben, heilden
zueinander entgegenge-
setzte Zahlen.

Der Abstand einer ganzen
Zahl g vom Nullpunkt ist
ihr absoluter Betrag | g|
(oder Betrag von g).

Bei der Multiplikation und
Division ganzer Zahlen gilt

fiir die Vorzeichen:

++=+ +:+=+
ek e
+—=- +:—=—

22

ganze Zahlen

o T e e I
R =

|
| [
—f =8 =4 =F3=2=1 0 +1+2+3+d+5+hH
natiirliche Zahlen

negatiw: Fahlen

5=12=-7
23-45=-122

Zahl entgegengesetzte Zahl
1 —4
—-35 35

g| = g, wenn g positiv oder
0 1st

g| =—g, wenn g negativ ist
=4d=x=—4%Xx=4

e

2+ Y= 45 10: 2= 35

—5.-9= 45 =10:-2= 5
—5+ 9=-45 =10: 2=-5
5.-9=-45 10:-2= -5



Rationale Zahlen

Aus den Bruchzahlen, den
zu ihnen entgegengesetz-
ten Zahlen und der Null
ergibt sich die Menge der
rationalen Zahlen QQ.

Im Bereich der rationalen

Zahlen sind alle vier Grund-

rechenoperationen (auRer
Division durch 0) uneinge-
schrankt ausfuhrbar.

Addition zweier Zahlen
mit gleichen Vorzeichen:
m Betrage bilden und diese
addieren,

m Summe erhalt das Vor-

zeichen der Summanden.
Addition zweier Zahlen
mit unterschiedlichen
Vorzeichen:

m Betrage bilden,

w kleineren Betrag vom
groReren subtrahieren,

®m Summe erhalt das Vor-
zeichen der Zahl mit dem
grofleren Betrag.

Losung
2 5 3
5 0 =2
(9):2 £ keine
Losung
(=9):2 QO -4,5
Z 3. 4
TR 7
-3,2+ (=5,9) =-9,1
4.9+ 2,3 =-12,6
4,9+ (-2,3)=2,6
I Tz B
g TEg)=-3
L EE R
“ETE &
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2 Zahlen und Rechnen

Rechnen mit rationalen
Zahlen

Multiplikation:

w Betrag vom Produkt
bilden,

w Vorzeichen: Das Produkt
ist positiv bei gerader An-
zahl der negativen Fakto-
ren; null, wenn mindes-
tens ein Faktor Null ist;
negativ bei ungerader
Anzahl negativer Faktoren.
Division:

m Betragvonadurchb
bilden,

m Vorzeichen: Der Quotient
ist positiv bei gleichen
Vorzeichen; negativ bei
verschiedenen Vorzeichen.

Reelle Zahlen

Zahlen, die nicht in der
Form £ (a,bEZ;b # 0)
dargestellt werden kon-
nen, heilRen irrationale
Zahlen. Als Dezimalbruch
sind sie unendlich und
nicht periodisch.

Zur Menge der reellen Zah-
len gehoren die rationalen

und die irrationalen Zahlen.

3,5-(-2,3)+ 5,6 (-2,1)
= 94,668

3:5 ) {_213) i 535 * [} =10

-3,5-(-2,3) - 5,6 - (-2,1)
= —94,668

1,44:1,2=1,2
(-1,44) : (-1,2) = 1,2
(_2}8] :{:]T? =—4
2,8:(=0,7)=-4

nt=23,141592...
e=72718281...
V3 =1,73205...

rational: V121=11
irrational: V5 = 2,236067. ..



Potenzen

Die Potenz a’ (a € N) heilt
Quadratzahl. Die Potenz a’
(a € N) heiRt Kubikzahl.

Es gelten folgende Fest-

legungen:

ma'l=a3 %=1 a?

la‘"=%{aElﬁ;aa&D}

m0"=0

(0° ist nicht definiert.)

® Der Wert einer Potenz
mit negativer Basis ist
positiv, wenn der Betrag
des Exponenten eine gera-
de Zahl ist. Er ist negativ,
wenn der Betrag des Expo-
nenten eine ungerade

Zahl ist.

Il

a®=asa 12°=12.12=144
a’=a-a-a 4°=4-4-4=64

o 0 P —

6 = 14"=1 16 =
3 1 1

B ==

0*=0
_4__]__

(-2)" =

(-2)*=-8

2% 28 =2""=2" =256
0,5"- 0,5 = 0,5 = 0,03125

-

Pigtegi-toghp
(-2)': (-2)' = (-2)'"* = (-2)"

PP =34 =1 =1728
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2 Zahlen und Rechnen

a _ (@
o~ s
(an}m=an-m

] ben
&= ®
Aufgepasst: Potenzieren
geht vor Punktrechnung.

Wurzeln

Das Radizieren (Wurzel-
ziehen) ist eine Umkeh-
rung des Potenzierens.

a" = cist gleichbedeutend
mit a = Vc.

Man kann Wurzeln in
Potenzen uberfihren.

I'.'lv"'.-iﬁ=a%

(@az0;mneEN;m=1%1nz2)

e B =55

26

Wurzelexponent

‘“ﬂ-\.\___ I:‘If_
a= E\\
Radikand

Wurzelwert

a gleich n-te Wurzel aus c
(aER;a=nEN;n=2;
c=0)

V57 =53

V12-V3=v36=6



va: Vb =Ys

(Va)" =
Via ="Va - V¥a

Esgilt: Vi=1 V0=0
Va"=a (a>0)

Logarithmen

Das Logarithmieren ist
die zweite Umkehrung
des Potenzierens.
a" = cist gleichbedeutend
mit

=log.c(aER;a>0;
NEMN:nz0;n=#1c=0).

Iuga '::I"I ; ITI} =

log. () = log. n - log, m
log, (n™) =m - log. n

g 1
log.Vn =< -log,n

log, n+log, m

T
i

Vel : v3=3%={27=3
(V8): = V8i= V6d = 4

Vet =" Vot = Y6a = 2

P=3F=lap, 32=35
10° =100 => log,, 100 =2

n gleich Logarithmus von ¢
zur Basis a

log,(4-8) =log, 4 +log, 8

=Z+3=5

l(}g;[ }—1053 27 —log, 9
=3 - 2—1

I'D'gj (254}=4'lﬂ'g§ 25
=4.2=8

log, Wzi—- log, 8

_1.3._3
i
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3

Terme und Variablen

Eine Variable ist ein Zei-
chen fiir ein Objekt aus
einer Menge gleichartiger
Objekte. Diese Menge ist

der Variablengrundbereich

(oder Grundbereich) G.

Ein Term ist eine sinnvolle
mathematische Zeichen-
reihe ohne Relations-
zeichen.

Terme mit gleichem Wert
heillen gleichwertig
(dquivalent) in ihrem
Grundbereich.

Gleiche Variablen mit
unterschiedlichen Koeffi-
zienten werden in algeb-
raischen Summen zu-
sammengefasst, indem
die Koeffizienten addiert
(subtrahiert) werden.

28

Gleichungen und
Ungleichungen

Variablen werden oft durch
Buchstaben dargestellt:
yabgAM

nEMN nisteine beliebige
natiirliche Zahl

Relationszeichen:
{:I }fl =:I :l'é E‘.I E

Terme: 3 + ;'4-; n+ 2b; sin x

kein Term: 7 < 9;3x =15

gleichwertig:
126 :3und 6-7
a’=b’und (a+b)(a-b)

Koeffizient

“u
X+X+Xx+x=4-x=4x

ab+ab+ab=3-ab=3ab
2x +4y + 6x—y =8x + 3y
5a+b+4a'=9%" +b



Auflosen von Klammern

in algebraischen Summen:

m bei ,+" vor der Klammer:
Klammer weglassen;

® bei ,—" vor der Klammer:
Klammer und Minus-
zeichen weglassen und
bei allen Gliedern die
Vorzeichen umkehren.

Ein zweigliedriger Term
heil’t Binom, ein drei-
gliedriger Trinom, ein
mehrgliedriger Polynom.

Ausmultiplizieren eines
Polynoms: Jedes Glied des
Polynoms in der Klammer
wird mit der Variablen
(oder Zahl) multipliziert.

Beim Ausklammern wird
jedes Glied des Polynoms
durch die ausgeklammerte
Variable (Zahl) dividiert.

Zwei Polynome werden
multipliziert, indem man
jedes Glied des einen
Polynoms mit jedem des
anderen multipliziert.

T,+T;

(3a+5y) + (4da-vy)
=3a+dyt+da-y=7a+4dy
L~

(3a + 5y) — (4a-y)
=3a+diy—4a+y=
=6y —a

—-a + E}f

Binom: |

x+vy; 3a°—4b; %HEU

Trinom:
a+b’+¢ Ix—4y+z

a{x—;r-l-z}zﬂx—a}r-l-az

| J'-_. v ¥

2(b"+4c-3x) =
2b" + 8c—6x

6x + 8y —4z
=2:3x+2-4y-2-2z2
= 2(3x + 4y - 2z)

{¢1+4 J(2a—=3b+¢)
= pa” — 9ab + 3ac
+ 8ab — 12b* + 4bc
= 6a’ — ab + 3ac — 12b’ + 4bc
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3 Gleichungen und Ungleichungen

Bei der Division von
Polynomen kann man oft
nach dem Ausklammern
kurzen.

Einige Binome treten
haufig auf und nehmen so
eine Sonderstellung ein.

m(a+b)=a’+2ab+b’
m(a-b)=a’-2ab+b’

m(@+b)a-b)=a’-b?

1
15xy =3y _ 3(5x-1) _ 5x-1

byz I}Ff?z} T 2z
(y,z# 0)

=|9] a-b

d

a+b

(2x + 3y)* = 4x* + 12xy + 9y*
(3z — 4u)’
=9z° - 24zu + 16u°

a+bhb

(5n + 6m)(5n — 6m)
= 25n - 36m°

Hohere Potenzen von Binomen

(a+b)’=a’+3a’b +3ab’+ b’
(a +b)'=a*+4a’b +6a’b’ + 4ab’ + b*
(a + b)* = a° + 5a*b + 10a’°b? + 10a’b’ + 5ab* + b’
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Jede Zeile beginnt und
endet mit 1. In die Lucken
wird immer die Summe
der beiden dariiberstehen-
den Zahlen geschrieben.
Die Summe einer Zahlen-
reihe ergibt 2".

Begriffe der Gleichungslehre

Eine Gleichung ist ein ma-
thematischer Ausdruck fur
zwei Terme, die durch ,,="
verbunden sind.

Bei einer Ungleichung
sind zwei Terme durch

eines der Zeichen ,#",, <",

i

2 ees ez verbunden.

Gleichungen und Unglei-
chungen ohne Variablen
sind wahre oder falsche
Aussagen.

Gleichungen und Unglei-
chungen mit mindestens
einer Variablen werden zu
Aussagen, wenn fur alle
Variablen Werte aus dem
jeweiligen Grundbereich
eingesetzt werden.

4a+ 8 =34
3x—4y=>5z+38
0,8a—-6=2a-12

43 <414+ 8

4n + 3n # 5n
2a—3b=36+7a
X +7>3x

wahre Aussage:
3:25=758-6>45
falsche Aussage:
4+12=412;3-33 <98

4x—-6=2
flir x = 2: wahre Aussage
fiir x = 7: falsche Aussage
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3 Gleichungen und Ungleichungen

Jede Zahl oder Grol3e aus
dem Grundbereich, die die
Gleichung/Ungleichung
erfillt, heilRt Losung. Alle
Losungen zusammen bil-
den die Losungsmenge L.
Aufgepasst: Die Losungs-
menge ist abhangig vom
Grundbereich.

Nach Ermittlung einer
Losung kann man durch
Einsetzen in die Aus-
gangsgleichung eine
Probe durchfiihren.

Inhaltliche Losungs-
strategien:

m einfache Uberlegungen
ohne Anwendung formaler
Regeln

m Einsetzen verschiedener
Zahlen und systematisches
Probieren

m RiickwartsschlieRen
durch schrittweise An-
wendung der Umkehr-
operationen

m Veranschaulichen durch
Skizzen und Symbole etc.

32

/kein Element: L= {} =&
/-genau ein Element
~endlich viele Elemente

‘\unendlich viele Elemente

L

x+8=17

G=NT=d% 2100}

Go= L= 3 2 Lo Qodz o}
G=R;L={zcR;x=3}
12x+ 14 =15x+5
I;=43%

12:3+14=36+ 14 =50
1534+ =45+5=

Vergleich: 50 = 50

Sx—-10=6x+2(xEN)

X Aussage

1 -2 =8 falsch
10 70 = 62 falsch
6 38 =38 wahr



Aquivalentes Umformen

Gleichungen bzw. Unglei-
chungen mit demselben
Grundbereich und gleicher
Losungsmenge heilRen
zueinander dquivalent.
Aquivalente Umformun-
gen fiihren zu dquivalen-
ten Gleichungen.

Umformungen auf beiden
Seiten einer Gleichung:

m Seiten vertauschen

m Addition bzw. Subtrak-
tion der gleichen Zahl
(Term)

m Division mit der gleichen
Zahl (ungleich 0)

® Multiplikation mit der
gleichen (von O verschie-
denen) Zahl (Term)

Umformungen auf beiden
Seiten einer Ungleichung:
m Seiten vertauschen (mit
Umkehrung des Relations-
zeichens)

5x—3 =x+7(G=R)
x+0,5=3(G=R)

Fiir beide Gleichungen gilt:

L={2,5}.
FF =
dx+ 3=27
4x =24
4x =24
W=

£ =45

i ]

c=115
17 = X
X = 17
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3 Gleichungen und Ungleichungen

Umformungsregeln

m Addition bzw. Subtrak-
tion der gleichen Zahl
(Term)

® Multiplikation mit der
gleichen positiven (von 0
verschiedenen) Zahl (Term)
m Division mit der glei-
chen positiven (von O ver-
schiedenen) Zahl (Term)

m Multiplikation bzw. Divi-
sion mit der gleichen ne-
gativen Zahl (Term) (mit
Umkehrung des Relations-
zeichens)

Aufgepasst: Quadrieren,
Potenzieren und Radizie-
ren sind keine aquivalen-
ten Umformungen.

Umformungen nur auf
einer Seite einer Gleichung
bzw. Ungleichung:

m Auflosen von Klammern
® Ordnen

W Zusammenfassen

m Kiirzen von Briichen

m Erweitern von Briichen
m Ausklammern

34

2x — 8 = 16x | —2x
-8 > 14x

-3

d
T —-4.,2
a<-12,6

Fxar 357
X<2

:‘"gzb-?|-{-5}
c =45

3(x—5)+4(3—-x)=-7
Ix—-15+12—-4x —7
x—4x—-15+12 =-7
-x-3

X+ 8x+16 =3x+12
(x + 4)° = 3(x + 4)



Lineare Gleichungen

Das sind Gleichungen in
der Formax+b=0(a # 0).
Losungsmoglichkeiten
sind:

® Anwenden der Umfor-
mungsregeln (kalkiil-
maRiges Losen) (1)

®m Durchfihren von Fall-
unterscheidungen (2)

m Grafisches Losen, indem
eine lineare Gleichung
ax+b =0in eine Funktion
y=ax+b(fS.54) umge-
wandelt wird (3)

Eine Gleichung in der Form
£=75 (a,b,c,d # 0) heifft
Verhaltnisgleichung oder
Proportion (1 S. 21).

In jeder Verhaltnisglei-
chunga:b=c:distdas
Produkt der Innenglieder
gleich dem Produkt der
AuBenglieder.

(1) 14x—(-3 + 3x)
=2(9+4x)-3

l4x+3-3x=18+8x-3

l1x+3 =8x+15 |-8x;-3

3x =12 |23
X =4
(2)|2x+ 3| =4
1. Fall: 2. Fall:
2x+3=4 2x+3=-44
x=10,5 X=-3,5
(3)
_',I' F Y
y=ax+b
(a=0)
-
b X
)
b
Aufienglied Innenglied
-"\-\._\_\_\-‘H\-R
a:b=c:d
Innenglied Auflenglied
LR
b d
I
&=l
ard=b-c
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Losen von Sachaufgaben

Tom macht Urlaub auf dem Bauernhof. Dort gibt es viermal
so viele Enten wie Pferde, aber nur halb so viele Schafe wie
Pferde. Insgesamt sind es 66 Tiere.

Wie viele Tiere jeder Art leben auf dem Bauernhof?

Aufgabenanalyse Losung

Was ist gegeben?

Was ist gesucht?

In welcher Beziehung stehen
die GroRen zueinander?

v

e: Zahl der Enten

p: Zahl der Pferde

s: Zahl der Schafe

t: Summe aller Tiere

Gegeben:t=e+p+s=66
e=4p

1
5—1]'3

Gesucht: e;p;s

v

Auf dem Bauernhof leben
48 Enten, 12 Pferde und
6 Schafe.

A

e+p+s=48+12+6=66
t =66
66 = 66

A

t=e+p+s=66
Einsetzen:
t=4p+p+%p=66

1

p=12

p=12
e=4p =4-12=148
=1p=05-12=6

A
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Tipps zum richtigen Lesen von Textaufgaben

m Umschreibungen fur addieren: zusammenfassen, dazu-
geben, hinzufugen, vermehren, verlangern, einnehmen

®m Umschreibungen fur subtrahieren: wegnehmen,
vermindern, abziehen, verringern, verkleinern, ausgeben,
weniger als

m Umschreibungen fiir multiplizieren: x-Faches, x-mal so
viel, Doppeltes, Dreifaches, Vielfaches, malnehmen

m Umschreibungen fiir dividieren: x-te Teil, teilen, geteilt
durch, halbieren, vierteln

Beispiele
Das 7-Fache einer natiirlichen Zahl vermehrt um 11 ergibt 46.

! . bl

A n + 11 =46
n+11=46
iN=33==1=5

Das 3-Fache einer Zahl vermindert um 8 soll kleiner sein als 7.

. | l l l l

3 X — 8 = 74
x—-8<7
Probieren: 3-8-8 <7 —— 16 < 7 falsche Aussage
3-4-8<7 —— 4 <7 wahre Aussage
Berechnen: 3-x-8<7 — 3x<15 —— x<5
Alle Zahlen, die kleiner sind als 5, erfiillen die Ungleichung.

Maria ist doppelt so alt wie Jenny. M=2-]
Chris ist 4 cm kleiner als Paul. C=P-4
Der Umfang eines Rechtecks ist 18 cm. 18=2a+2b

Der Flicheninhalt des Quadratsist16cm?. 16=a-a=a’

Eric bekommt den 3. Teil gegentber Jan. E=]J:3
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3 Gleichungen und Ungleichungen

Das sind Gleichungen in
der Formax+by+c=0
(a,b = 0).

Die Losungsmengen
solcher Gleichungen
bestehen aus Mengen
von Zahlenpaaren.

Die grafische Veranschau-
lichung findet man, wenn
man die Gleichung als
lineare Funktion auffasst.

_mit uhm'\ﬂriablnn

Das sind Ungleichungen

der Formax+b <0 (a#0).

In Abhangigkeit vom
Grundbereich G ist die
Losungsmenge unter-
schiedlich. Die Losungs-
mengen lassen sich auf
der Zahlengeraden
veranschaulichen.

ox + 10y = 30
(X, YEN;x,y=0)

y:—%x+3

={(0; 3),(2; 2), (4; 1), (65 0)}

b 's 0 s 4 6
¥ 5 2 | 0

.2 I I P

| |

-+ e

|3 e || ¥ -1 X +3
_i;|_ % A S ___,;:_

. it
0l 12345678 [

13x-7<8x+8

Sx<15 5x=15<10
kg,

G=N;L=1{2;1;0}
e
g 1 2 3 4
G Ll =12 =125, 3
+—4 |
2 =1 0 ] 2 & 4
G=R:L={xER;x< 3}
— -
-2-1 0 1 2 3 4



Das sind Ungleichungen
der Formax+by+c<0
(a,b # 0).

Die Losungsmengen
solcher Ungleichungen
bestehen aus Mengen
von Zahlenpaaren.

Lassen sich die Paare nicht
durch eine Aufzahlung
angeben, kann eine Un-
gleichung grafisch gelost
werden.

m Dazu wird die Unglei-
chung nach einer oder bei-
den Variablen aufgelost.
m Die Zahlen fiir eine der
Variablen werden durch
Einsetzen von Zahlen

flr die andere Variable er-
mittelt.

m Die Darstellung der
Funktion im Koordinaten-
system ergibt eine
Gerade.

m Alle oberhalb oder
unterhalb der Geraden
liegenden Punkte haben
Koordinaten, die als Paare
die Ungleichung erfiillen.

2x+y=3 (X, yEN)
2X+y=3=0

L =1{(0;0), (0; 1), (0; 2),
(0;3),(1;0);(1; 1)}

4x-2y<6 (x,yER)

y > 2x-3

Hir x=2:

| N o |

Die Gerade gehort nicht zur
Losung der Ungleichung.
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Losen linearer Gleichungssysteme

| ax+by=q¢
Il axx+by=c
a, by, ¢, a3, by, ¢; konstant e R

Einsetzungsverfahren

Beim Einsetzungsverfahren (Substitutionsverfahren) lost
man eine der beiden Gleichungen nach einer der beiden
Variablen auf und setzt den so erhaltenen Term fur diese
Variable in die andere Gleichung ein. Das Einsetzungsverfah-
ren ist dann vorteilhaft, wenn (wenigstens) eine der beiden
Gleichungen nach einer der beiden Variablen aufgeldst ist.

Gleichsetzungsverfahren

Das Gleichsetzungsverfahren ist ein Spezialfall des Ein-
setzungsverfahrens. Man lost beide Gleichungen nach
derselben Variablen auf und setzt die beiden erhaltenen
Terme gleich. Das Gleichsetzungsverfahren ist immer dann
sinnvoll, wenn beide Gleichungen nach einer Variablen
aufgelost vorliegen.

Additionsverfahren

Beim Additionsverfahren formt man eine oder beide
Gleichungen so um, dass bei der Addition der beiden —
Gleichungen eine der beiden Variablen wegfallt. Das
Additionsverfahren ist immer dann zweckmaRig, wenn
die Koeffizienten einer Variablen in beiden Gleichungen
zu einander entgegengesetzte Zahlen sind.
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Losungsverfahren

Ziel: Eliminieren einer der beiden Variablen. Damit wird
aus dem System ,,zwei Gleichungen mit zwei Variablen®
ein System mit ,einer Gleichung und einer Variablen®“.

I y=—x+2 einsetzen
II 4x+3y=2 |
I in II einsetzen: dx+3y=1 y=—x+2
dx+3(-x+2)=2
4x-3x+6=2 y=—(—4)+2
x=-4 y=6
L={(-4;6)}
I 3x=10-5y
II 3x=-2y+13
I und II gleichsetzen: y = —1 in I einsetzen:
10 -5y = -2y + 13 |42y  3x=10-5-(-1)
10-3y=13 |-10 x5 |:3
—3y=3 |:(=3) x=5
i L={(5;-1)}

I 8x + 5y = 51

I 3x -5y =26
I+1L 11x = 77 |:11

X =7
In I einsetzen:
8-7+5y =51
Fre=
L = {(7;-1)}
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3 Gleichungen und Ungleichungen

Lineare Gleichungssysteme

Dies sind Systeme aus zwei
linearen Gleichungen mit
zwei Variablen (1 S.40).

Losungen dieses Systems
sind Zahlenpaare, die jede
dieser Gleichungen
erfullen. Die Gesamtheit
aller Losungen bildet die
Losungsmenge.

Losbarkeitsbedingungen
fiir ein Gleichungssystem:
® genau eine Losung, wenn
a; by

a,” b,

w unendlich viele Losungen,
wenn

® keine Losung, wenn
a3y b G

31_ b:" o
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I ax+by=c
II axx+by=c,
(a;, by cpanbyn g, ER)

I ==X+ 2
II 4x+3y=2
x=—-4;y=6
L={(-4;6)}

I 2x+4y=20
II 3x-4y=50
L ={(14;-2)}

Es gilt:% # _i4

I 2x+4y=20
I 3x+ 6y=30
L={(xy):y=—3x+5}

-2 =-1_20
stz =2=%

I 2x+4y=20
I 3x+ 6y = 40
L=1}

s
Esgllt:§=%¢

]

0
0

o



Quadratische Gleichungen

Die Gleichung
ax’+bx+c=0 (a+0)
heilst allgemeine Form der
quadratischen Gleichung.
Nach der Division durch a
(a # 0) folgt:

b
X% +

C
EIx+a—{}

Koeffizienten vereinfachen:

b-pund<=q
Die Gleichung

x*+px+q=0
heilst Normalform der
quadratischen Gleichung.

Die Losungsformel fiir die
Normalform lautet:

w Die Gleichung x* = 0 hat

die Doppellosungx;=x,=0.
m Die Gleichung x* + px =0
hat die Losungsmenge

L ={0;-p}.

5%+ 20x—15=0
X+4x-3=0

{quadratisches Glied

by

d
a

lineares
Glied

X+=x+==0

‘"‘ahsnlutes Glied

X +4x-3=0 p=4;q=-3
3x°=24x+15=0

X¥-6x+5=0 p=-6;q=>5
:':.]|3:3i ".9__—5

=3 X2
K=l =5 E—als5]

X =8x=10 x(x-8)=0
x=0oderx-8=10
n=0undx,=8 L={0;8]}
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3 Gleichungen und Ungleichungen

m Die Gleichung x*+q=0
(g < 0) hat die Losungs-
menge L = {-(q| [a]}

Sie gibt Aufschluss tiber
die Losungen einer
quadratischen Gleichung.
Diskriminante der

m allgemeinen Form:

D = b*-4ac

m Normalform:
- 2
D= 'E--* q :(5) - q
Es sind drei Losungsfalle

zu unterscheiden (x € R):
(1) D> 0 =L={x;x}

(2)D=0=L={x}={x;}

(3)D<0 =L={}

Xi+X;=—P und x; - x; = 4

Anwendungen: u.a. Probe
bei bekannten Losungen
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x’—25 =
(x+5)(x=5)=0
X, ==5 X5 =D
L = {-5; 5}

Die Lésung einer quadrati-
schen Gleichung hingt vom
Radikanden in der Losungs-
formel, (£)° - q, ab.

2 —4x+6=0
D=4"—4-2-6=16—24
=B

X'-2x+3=0
D={-1F~3=-2

(1)x +8x+15=0
D=1;x=-3;%x,=-5
L ={-3; -5}

2)x¥*+2x+1=0
D=0;x,=—1

L={-1}

B+ 2x+2=0

D = keine reelle Zahl

L ={ }; keine reelle Lésung

x*=12x+32=0

¥ =4 ¥ =8
X1°X;=q

-9 _3
12_}5'.,_4 — 8



Bruchgleichungen und Bruchungleichungen

Bruchterm: Term, dessen
Nenner eine Variable
enthalt.

Bruchgleichungen bzw.
Bruchungleichungen ent-
halten mindestens einen
Bruchterm.

In Bruchterme dirfen nur
solche Zahlen oder
GrolRen fur die Variablen
eingesetzt werden, fur die
der Wert des Terms im
Nenner ungleich O ist.
Diese Einsetzungen sind
die Definitionsmenge D
des Bruchterms.

Schrittweises Losen:

® beide Seiten der Glei-
chung mit dem Haupt-
nenner multiplizieren,

m auf beiden Seiten die
Briiche kiirzen,

L3 —Aa
2-x"6(b+3)

36 :'ﬁ'ﬂ+5_4

4+ x * M
18 coxded

2 —x <9 X —2 >0
3

g (xe Q)

Fiir x = 6 wird der Nenner
gleich null, also gilt:

D = Q\{6}.
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3 Gleichungen und Ungleichungen

Bruchgleichungen

® Neue Gleichung mit den
bekannten Umformungs-
schritten losen,

m priifen, ob die Losung
der neuen Gleichung auch
zur Definitionsmenge der
Bruchgleichung gehort.

7=7x |:7

l1=x

L=1{1}

Der Wert fiir x gehort zur
Definitionsmenge.

Algebraische Gleichungen hoheren Grades

Eine Gleichung der Form

a X"+ a X"+ .. +aX+3ag
= 0 mit a, # 0 heilst algeb-
raische Gleichung n-ten
Grades.

Der Grad der Gleichung ist
gleich dem gréfiten Expo-
nenten der Variablen.

Kiblsche Gldichungen

Eine Gleichung der Form
Ax'+Bx*+Cx+D=0

(A # 0) hei’t kubische
Gleichung oder Gleichung
dritten Grades.

Nach Division durch A hat
sie die Form
X*+ax‘+bx+c=0.

46

a, = konstantes Glied
a;x = lineares Glied

a,x’ = quadratisches Glied
a;x* = kubisches Glied

6x' -3 +x°-2=0
Gleichung vierten Grades

“;i+ 2% —6x+10=0

4" =24x*+12x-32=0 |:4
-6+ 3x-8 =0



“ st e o = . g =

Fal1khTd -"Ii'-:-{-k.:;l!lll:li.'-'f..l §
Feiynivinuiviaian

Ein quadratisches Polynom
der Form x* + px + q kann
bei Kenntnis der reellen
Nullstellen x; und x; in

der Form eines Produkts
geschrieben werden.

Ein Polynom n-ten Grades
mit a,, = 1, das die Null-
stelle x, besitzt, |asst sich
ohne Rest durch (x — x,)
teilen. Der Quotient ist
vom Grad n-1.

X +px+g=(x—-x)(x-x,)

(x*

(x"+a. ,x" +...
+ax+aix—-x)=
b, X" + b x"+ ...
+bx + by

Wourzel-, Exponential- und
Logarithmengleichungen

Eine Gleichung mit Variab-
le im Radikanten heifRt
Waurzelgleichung.

Eine Gleichung mit Variab-
le im Exponenten heilSt
Exponentialgleichung.

Eine Gleichung heif3t
Logarithmengleichung,
wenn die Variable im
Argument der Logarith-
musfunktion auftritt.

Vx+8=1
Vx+2=2
Vi +vVx+1=5
2*=16

LI =3
].85=
2lgx=16
lc&gn_;(%}=5

+px+qlilx—x)=x—
(X +px+q)x—x) =x—

X7
X1
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3 Gleichungen und Ungleichungen

Rechnerisch lassen sich
Wourzeln durch Quadrieren/
Potenzieren beseitigen.

Bei der grafischen Losung
werden beide Seiten der
Wurzelgleichung als Funk-
tionsgleichungen y,und y,
geschrieben. Die Abszisse
des Schnittpunktes der
entsprechenden Funktions-
graphen liefert dann nahe-
rungsweise eine Losung
der Wurzelgleichung.

Losen von Exponential-
gleichungen

Rechnerisch lassen sich
Exponentialgleichungen
unter Anwendung der
Potenzgesetze oder durch
Logarithmieren losen.

Beim Exponentenvergleich
werden Exponentialglei-
chungen auf einen Ver-
gleich von Potenzen mit
gleicher Basis zurtickge-
flhrt.
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Vx+1=4 hoch 3
x+1=464 -1

X =63

'-.fx— +x-2=0 |—x;+2
1."_1——:!{+2

y | |
5 .
Y2 . G

."“..1{

|fn:"]-r1
Losung x = 1,4

Vergleich: ,
(1) 64 =4° (2) 5*=V52
["—1-3):{: 4r-i Sx i 5%
£ =40 >x=2
=3Ix=05
Xx=12



Allgemeine Schrittfolge
beim Logarithmieren:

at=h 2 =18
lga*=Ighb lg2* =1g 18
x-lga=Igb x-lg2 =1g 18
_lgb _ lg18
X=rr X= %7
X =417
X 2 - i
Das grafische Lésen bietet Ex Sl 2 | x5 +2
: - 2 =—x"+2
sich dann an, wenn die |
Variable nicht nur im n=2" i Sl
Exponenten vorkommt, X =-L25 x,=0,6
also keine reine Exponen- 1 yA
tialgleichung vorliegt. 2 “
/K0
¢ LY T
BB
_ HANER
242" 11 X TR

Trigonometrische Gleichungen

Das sind Gleichungen, in siny = 0,75
denen die Variable im tanx = 1,24
Argument von Winkelfunk- ~ cosz =0,5
tionen (1 S. 64) vorkommt.

Bei der Losung trigonomet- Ay

rischer Gleichungen wird s
der Winkel x im Grad- oder .= [~ el
BogenmaR bestimmt, der ~ — °fs7 -

die Gleichung erfullt.
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Funktionen

(i

Grundbegriffe und Eigenschaften

Eine Funktion f ist eine ein-
deutige Zuordnung (Abbil-
dung), die jedem Element x
aus einer Menge D, Defini-
tionsbereich, eindeutig ein
Element y aus einer Menge
W, Wertebereich, zuordnet.
Die Elemente x, y sind eine
Menge geordneter Paare,

x nennt man Argument,
das zugeordnete Element y
aus W heifst Funktionswert
von x und wird mit f(x)
bezeichnet.

Funktionen werden durch
eine Zuordnungsvorschrift
und die Angabe des Defini-
tions- bzw. Wertebereichs
beschrieben. Schreibweisen:
f:x—=y;xED;yeEW
mf:x—=f(x);xeD;yeWw
m y = f(x) (Funktions-
gleichung)

m{(x;y): xEDundyEW}

5O

y ==

x = D (Definitionsbereich)

y E W (Wertebereich)

Ergehnis emer Klassenarbeit:

Zensurl 1121314156
Anzahl| 3|7 1121431

Jeder reellen Zahl wird ihr
Quadrat zugeordnet.
Es gilt: D=R; W= [0, + =[.

fix—=xalsoy=x’
Dies ist eine eindeutige Zu-
ordnung, also eine Funktion.

gesprochen: Menge der ge-
ordneten Paare x, y mit x
aus D und y aus W



Darstellung mithilfe einer
Wortvorschrift

Darstellung mithilfe einer
Funktionsgleichung

Darstellung mithilfe einer
Wertetabelle

Grafische Darstellung:
Funktionsgraphen werden
meist im kartesischen
Koordinatensystem dar-
gestellt.

Ein Punkt ist darin durch
seine Koordinaten (Ab-
stande zu den Achsen)
eindeutig festgelegt.

Die Abstande heilRen
Abszisse (x-Wert) und
Ordinate (y-Wert). Die
Achsen bezeichnet man
als x-Achse (Abszissen-
achse, Rechtsachse) bzw.
y-Achse (Ordinatenachse,
Hochachse). Die Achsen
schneiden einander im
Koordinatenursprung O,
mit den Koordinaten (0; 0).

Jeder positiven Zahl wird ihr
doppelter Wert zugeordnet.

f(x) = 2x
D = [0, + o]
W= [ﬂa + ’I-[
X | 0|1 | 2 ] 3 | 4 |
fxy lol2lalels]
4k | =
4 N I
i = .
L5 : |
1
a 'l_- .: & - a
JEEEREN AN
| I
A
d P(2;3)
Il. Quadrant __mi_;:_lll;adrant

Ordinate —=

lll. Quadrant

e T "
[
e o O
b4

Abszisse
IV. Quadrant

g1



Proportionalitat

Zuordnung

Werden zwei GrolRenbereiche in Beziehung gesetzt, so ent-
stehen Zuordnungen (T S. 20).

Name Frank Maria Sophie Olaf  Peter  Paul
Grofle 1,70m 1,64m 1,68m 1,70m 1,68m 1,72m

Proportionale Zuordnungen

Eine Zuordnung heil3t direkte Proportionalitdt, wenn zwei
veranderliche Groen x und y immer den gleichen Quotien-
ten k haben, also gilt:

§= k, d.h., y =k - x. Man schreibt dann:
y~X (gE5prnchen: y ist proportional zu X).

Ein Wasserhahn tropft. Mit zunehmender Zeit steigt der
Wasserverlust,

Zeitxinh 1 2 3 4 2 6
Wasser y in ml 250 500 Y30 1000 1250 1500

A Wasserverlust in ml
2000 + et

f./-"

1000 +

0 | : : -

0 2 4 6 Zeitinh

Direkte Proportionalitat
Faustregel:,Je mehr — desto mehr" (im gleichen Verhaltnis)

Vier Schiiler wollen von der Schule ins Kino fahren:

Nehmen sie den Bus, zahlt jeder Schiiler 2 €. Insgesamt
kostet die Fahrt 8 €.

Je mehr mitfahren, desto héher wird der Gesamtpreis.
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Indirekt proportionale Zuordnungen

Eine Zuordnung heil’t indirekte Proportionalitat (umge-
kehrte Prnportinnalitﬁt},wenn zwei veranderliche GrolRen x
und y immer das gleiche Produkt k haben, also gilt:

1
y-x=k dh,y=k-~.
Man schreibt dann:
y ~ ’; (gesprochen:y ist indirekt proportional zu x).

Je mehr Lottospieler in einer Tippgemeinschaft zusammen
spielen, desto kleiner ist der Gewinn fiir jeden.

Zahl der Spieler 1 2 4 5 6
Gewinn in € 24000 12000 6000 4800 4000
Gewinn i
in€
25000 +
*H
20000 + \
15000 +
5000 + HH.,____._
0 f I i i -
0 2 4 6 8 Anzahl

Indirekte Proportionalitat

Faustregel:,Je mehr—desto weniger” (im umgekehrten
Verhaltnis)

Vier Schiiler wollen von der Schule ins Kino fahren:

Nehmen sie das Taxi, zahlen sie zusammen 10 €, Der
Einzelpreis betriagt 2,50 €.

Je mehr mitfahren, desto geringer der Einzelfahrpreis.
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Lineare Funktionen

Dies sind Funktionen mit
einer Gleichung der Form
y=m-x+n (m;n€ER).

m und n sind Parameter.

Funktionen der Formy = n,
d.h,y=mx+nmitm =0,
heillen konstante Funk-
tionen. Der Graph ist eine
Parallele zur x-Achse im
Abstand n.

Firy=m-x(m = 0) gilt:

m Der Graph ist eine
Gerade durch den Koordi-
natenursprung (1).

m m gibt den Anstieg, die
Steigung der Funktion, an.

Firy =mx+n (m,n = 0)
gilt:

m Der Graph ist eine
Gerade (2).

m n (absolutes Glied) gibt
den Schnittpunkt mit der
y-Achse an.

w Bei gleichem Anstieg m
und unterschiedlichen n
sind die Graphen zuein-
ander parallele Geraden

(2),3).
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Wertetabelle:

| x |=2]9 | 2 |4 |
ly]O0 ] 1 ]2]3]
| 1 l

| |

| v4 | .

|

I i {YEN
| -
| | ! x
I | |
(1})y=0,5-x

(2} y=05x4+2
(3)y=05-x-2
EEEEN NN
; ! e L T {2}
EREEMEN g NE
I si0:2) , y=05} 5+ (1)
:,I = H H : “;:0.5;:1.{3]
~ a4 -4 ) fwr' | 4 | x

| A5 1. .

! (©:—2) |

. ad T l| ]

|
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y=m:x(m=0):

m Der erste Punkt ist der
Koordinatenursprung.

m Fur den zweiten Punkt
wird die Funktionsglei-
chung fiir einen Wert be-
rechnet oder der Anstieg
m genutzt.

Das eingezeichnete recht-
winklige Dreieck nennt
man Anstiegs- oder Stei-
gungsdreieck.

y=mx+n(m;n=0):

® Unter Verwendung des
Steigungsdreiecks und des
Schnittpunkts mit der
y-Achse P(0; n) kann der
Graph gezeichnet werden.
Nullstelle der Funktion:

y = 0 einsetzen

® Anderer Weg: Erstellen
einer Wertetabelle und
Zeichnen des Graphen
mittels zweier Werte

Die Funktionsgleichung
|dsst sich aus zwei bekann-
ten Punkten durch Losung
eines Gleichungssystems
(1 S.40) bestimmen.

y=2x P(0;0) m=-

Wenn x um 4 wichst,
wichst y um 3.

P’:{"Jf;f‘-'}
wd | 1] i':f.‘tf.}'
Iz | | | Py 1443
| | | | -r/#
Ll 1] /
mEED”
f | 48 | | E
; v/! | - |
o 11 1 1 s ] 8 | 3

y=-3x-1 P(0;-1)

| |
{ = Té'-ﬂ\wﬂ i x|

Geg.: P,(2; 5); P»(-2;-1)

Funktion y=mx+n
I 5=m-2+n
IT -1=m(-2)+n

Gleichung vy = %—x 22
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Quadratische Funktionen

Dies sind Funktionen mit
einer Gleichung der Form
y=ax’+bx+c (a=0).

ax® hei3t quadratisches
Glied, bx heilt lineares
Glied, c heifst konstantes
Glied (Absolutglied).

Der Graph ist eine Parabel.

Stauchung und Streckung:
Der Parameter a > O be-
wirkt eine Stauchung oder
Streckung der Parabel.

0 <a<1 Parabel gestaucht
a>l Parabel gestreckt
Ist a < O, wird der Graph an
der x-Achse gespiegelt.

Der Graph der Funktion

y = x* + c entsteht durch

Verschiebung der Normal-

parabel entlang der

y-Achse. Die Gestalt der

Normalparabel andert

sich nicht.

c >0 Verschiebung auf
y-Achse nach oben

c<0 Verschiebung auf
y-Achse nach unten

Die Normalparabel ist ein
Sonderfall (a=1,b=0,c=0).

| _\\: Izu | }/"‘f‘
| \\1 s

T
y-'_\: T,'l" by =;;}{£;. 1.1
NV
TN T
ORI RERR RS

'F'b.'_-" s _1:.. .

|
=
o
4 L_h-
£l |
|




il
Bei einer Verschiebung M 7

der Normalparabel y = x* i j’i [T 1 2 (=)
auf der x-Achse um den IHANAEA AN ANEE
Wert d hat der Scheitel- 1 —\—\— -—-/-—r— &
punkt S die Koordinaten T TX f [/ / i
S(-d; 0) und die Parabel DAANLNA L

die Gleichungy = (x + d)". BEE

d <0 Verschiebung auf |
x-Achse nach rechts

d >0 Verschiebung auf
x-Achse nach links

Nullstellen der Funktiony=x*+px +q

Sie werden berechnet mit der Formel x;; = ~§ i"“‘{-g-}l -q
Fur die Koordinaten des Scheitelpunkts gilt:

S(xs; ys) = 5[—% —i[%'p2 +q). Der Term {%}1— q wird als
Diskriminante D bezeichnet, also S(- %; -D).

Diskrimi- D>0 D=0 D<O

nante D

Anzahl 2 ~ 1(doppelte) keine

Nullstellen

Graph o
|

.\ / H\\ y /”
.ﬂ?b\'j/l:zx O x+x, x|0©

Belspiele  fv=x*-0y -3 wv=x-Oxi] y=x-Jxi3
D=4 D=0 D=-2

\ /
\
K
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Allgemeine Form

Fiir die allgemeine Form der quadratischen Funktion
y = ax’ + bx + c gilt:
Funktions- y=ax’+bx+c y=2x+8x—4
gleichung
Definitions- -co < X< oo s
bereich
Werte- %;blsy{m —12=y=%®
bereich fiira > 0:
4ac - b’

—co Y < T

flra<0;
Scheitel- e 0. Sacely) §(=2; —12)

2a’ 4a
punkt der
Parabel
Nullstellen . - 21_{.|;, +Vbi—4ac) X =045 x, = —4,45
; d

Potenzfunktionen

Dies sind Funktionen mit Die Graphen der Funktio-
Gleichungen der Form nen sind Parabeln n-ten
y=x" (xER,n€E 1). Grades.

Ist der Exponent niny = x"
eine gerade Zahl (n = 2k;
k& Z),so liegen gerade y=x
Funktionen vor.

Die y-Achse ist die Sym-
metrieachse fur diese -1~ k>0
Graphen. ! |
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Ist der Exponent niny = x"
eine ungerade Zahl
(n=2k+1; ke Z),s0liegen
ungerade Funktionen vor.
Die Funktionsgraphen
sind punktsymmetrisch
(zentralsymmetrisch) zum
Koordinatenursprung O.

n=2m;mé& N* (1)
D=R,W-=[0,+ oo
Nullstelle: x, = 0;
gemeinsame Punkte aller
Graphen: (-1;1),(0; 0),(1; 1)

n=2m+1,me& N*(2)
D=R,W=R
Nullstelle: x, = 0;

gemeinsame Punkte aller
Graphen: (-1;-1), (0; 0), (1; 1)

n=-2m,me N* (3)
D=R\{0},W=]0,+ oo
Nullstelle: keine;
gemeinsame Punkte aller
Graphen: (-1;1),(1; 1)

n=-(2m-1),m& N* (4)
D = R\{0},W = R\{0O}
Nullstelle: keine;
gemeinsame Punkte aller
Graphen: (-1;-1), (1; 1)

@Y=’

59



Wurzelfunktionen

Dies sind Funktionen mit
Gleichungen der Form
f(x) = Vx™

(x20;m,nEN;m21;n22).

Sie ist die Umkehrfunk-
tion zu g(x) = x*, jedoch
nur flir den Bereich nicht
negativer x-Werte, da

g(x) = x* nicht eineindeu-
tig ist.

Gemeinsame Punkte

der beiden Funktionen
sind (0; 0) und (1;1). Da
g(x) = x* fuir x > 0 monoton

steigend ist, ist es auch
f(x) = Vx = Vx.

f(x) = Vx ist nicht dquiva-
lent zu [f(x)]* = x.

Nach dem Wurzelziehen
folgt: |f(x)| = vx mit der
Fallunterscheidung

(1) f(x) 2 0 = f,(x) = VX
(2) f(x) < 0 = f,(x) =-Vx
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fix)=x"(nEN;n22)und
f'(x) = Vx sind zueinander
inverse Funktionen, aber
nur firx > 0.
Definitionsbereich:
D<x<oo

Wertebereich:0 <y < eo
Nullstelle: x = 0;

gemeinsame Punkte aller
Graphen: (0;0), (1;1)
Monotonie: monoton
steigend

Logarithmusfunktionen

Dies sind Funktionen mit
Gleichungen der Form
f(x) = log,x

(a,xER;a,x>0;a=1).

y = log,x ist Umkehr-
funktion von g(x) = a*.
D=]0,+c=[W=R
Nullstelle: x, = 1;
gemeinsamer Punkt aller

Y|
glx) = log,x
L g(x) = log,x
X
01 /1 glx) = logyx
glx) = logysx

Funktionsgraphen: (1; 0)
Spezialfalle (1 S. 64):

y = logox = Ig x
y=log.x =Inx
y =log,x = |b x
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Exponentialfunktionen und Wachstum

Exponentialfunktionen

y=a"(@aeR,a>0,a#1)

D=R W=]0,+00]

Nullstellen: keine;

gemeinsamer Punkt aller Funktionsgraphen: (0; 1);
Spezialfall: y = e*;

e = 2,718282 (eulersche Zahl)

In Abhangigkeit von a L U
spricht man von einer y=a* {a 'Qaﬁ

m exponentiellen Zunahme WSS EN /

a>l

® exponentiellen Abnahme il =
0<a<l o X

Lineares Wachstum

Ein Wachstum heiRRt lineares Wachstum, wenn die Ande-
rungsrate m konstant ist. Mit dem Anfangsbestand c = B(0)
gilt fir den Bestand B(t) nach t (t € N) Zeitintervallen:
Blt)=m-t+c

Tim und seine Freunde ma- 4 Weg in km
chen eine Fahrradtour. Sie 1
schaffen 15 km Weg in jeder
Stunde. Nach den 3 Stunden 307
Fahrt haben sie eine Strecke
von3-15km+0km =45km
bewaltigt.

-

1
1 ) 3 Zeitinh
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Exponentielles Wachstum

Ein Wachstum heilét exponentielles Wachstum, wenn fur
jeden Zeitschritt Bestand,,., = a - Bestand,; gilt. Fur alle

Zeitintervalle ist der Wachstumsfaktor a gleich. Fiir den
Bestand B(t) gilt nach t (t € N) Zeitintervallen: B(t) = B(0) - a*

Wenn man sein Geld
bei einer Bank anlegt
und die Zinsen nicht
abhebt, sondern auf
dem Konto belasst,
so steigt der Konto-
stand exponentiell.
Aus 1000 € Start-
kapital werden nach
100 Jahren und 5%
Zinsen sagenhafte
131501,26 €

€140000,00
€120 000,00

€100000,00

m

e
'
o
o

€60000,00
€40000,00

€ 20000,00

€ 8000000

€0.,00

Exponentielles Wachstum

1 1019 28 37 456 55 64 73 82 M

felt

Wachstumsfaktor a:1+ 35 = 1,05
Nach 100 Jahren gilt: 1000 €- 1,05'%° = 131501,26 €

Die Weltbevolke-
rung ist nahezu ex-
ponentiell gewach-
sen. Gab es Mitte
des 17.Jahrhunderts
etwa 500 Millionen
Menschen, waren es
1960 3 Milliarden.
1987 waren es

5 Milliarden, 2010
werden 7 Milliarden
erwartet.

100

- == Welt
-

s Entwicklungs-

im Millionen
10000 =
L 7/ linder
8000 |- ;ff
7000 b= 2010: 7 Milllarden [/
&0 =
5000 1987 5 Milliarden I|'
|
4000 -
s 1960: 3 Milliarden
Mitte des
2000 — 17 lahrhunderts
etwa 500 Mio
1000 =
S0 —
| | i [ 1 I | 1 [ ] 1

700 1800 1900 2000 2100

lahr
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Die Funktionen f(x) = Ig x und f(x) = In x

Basis
Symbol
Bezeichnung

Beziehung

f(x) =g x f(x) = In x
10 e=2,718282...
lg In
dekadischer Loga- natiirlicher Loga-
rithmus, briggsscher rithmus, neperscher
Logarithmus Logarithmus (nach
John Napier)
105 = otk

Trigonometrische Funktionen

(Winkelfunktionen)
Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck
Bezeichnung Léngen-
verhaltnis
. Gegenkathete | | i
Sinus - sin oL ==
Hypotenuse
r | Ankathete
it Ankathete b |vona
H}'pﬁtenuse COS (L = = "'x_ C i E;finkathete
\ L
- -\_\_\__-\--C:,-"
Tanoene Gegenkathete O b;-i To~
— i .
& Ankathete ¢h b () | B
Hypotenuse c
Ankathete
Kotangens m * |cota=2
(Gegenkathete d




Die Sinusfunktion ist die

Menge aller geordneten
Paare (x; %}.
Funktionsgleichung:
f(x) = sin x

Die Kosinusfunktion ist die
Menge aller geordneten
Paare (x; ¥).
Funktionsgleichung:

f(x) = cos x

Die Tangensfunktion ist die
Menge aller geordneten
Paare (x; %}.
Funktionsgleichung:

f(x) =tan x

Die Kotangensfunktion ist
die Menge aller geordne-
ten Paare (x;=).
Funktionsgleichung:

f(x) = cot x

Wahlt man als Radius 1
(Einheitskreis), entspre-
chen die Malizahlen der
Abszisse bzw. Ordinate den
Funktionswerten der Sinus-
bzw. Kosinusfunktion.

NZANZ

—
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BogenmaR

Dies ist das Verhaltnis aus
dem zu einem Winkel «
gehorenden Kreisbogen b
und dem Radius. Es wird
mit Arkus (arc) bezeichnet.

_bowmEM _n
arc o= =180 — 180"

L

Graphen und
Eigenschaften

Sinusfunktion

f(x) = sin x
Definitionsbereich:

-0 { X ¢ &o

Wertebereich: -1<y <1
kleinste Periodenlange: 2n
Nullstellen: 0 + kn (k € 7)

Y

Die Graphen der Winkel-
funktionen lassen sich
unmittelbar aus der Dar-
stellung am Einheitskreis
(1 5.65) entwickeln.

1

Ysin X

I
Ped|
el

Kosinusfunktion

f(x) = cos x
Definitionsbereich:

-0 { X { o0

Wertebereich: 1<y <1
kleinste Periodenlange: 2nt
Nullstellen: 3+ kx (k € Z)
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Tangensfunktion

f(x) = tan x
Definitionsbereich:

—00 (X € oo

x#(2k+1)5F (kEZ)
Wertebereich:—co <y < o0
kleinste Periodenlange:
Nullstellen: 0 +kn (ke 7)

Kotangensfunktion

f(x) = cot x
Definitionsbereich:
~co¢x<oo Xx2kn (k1)
Wertebereich:-eo <y < oo
kleinste Periodenlange: n

Nullstellen:% +kn (ke Z)

Die wichtigsten Werte trigonometrischer Funktionen
GradmalR 0" 30" 45" 60" 90" 120
L | I | n

BogenmalR 0 § 3

. vl
y = sin x 0 5 V2

150° 180°
)

Pod | =2

y = €0S X 1 |3Vv3 ]

y=tanx o 1331 3

y=cot x '.}’;:f':t i 1

niert




5 Geometrie

Grundbegriffe

Ein Punkt hat keine Aus-
dehnung. Seine Lage im
Koordinatensystem wird
durch seine Koordinaten
eindeutig angegeben.

Jede Linie ist eine unend-
liche Punktmenge. Gerade
Linien ohne Anfangs- und
Endpunkt heiRen Geraden.

Zwei Punkte legen eine
Gerade eindeutig fest.

Parallele Geraden haben
keinen Punkt gemeinsam
oder sie sind identisch.
Senkrechte Geraden
schneiden sich unter
einem rechten Winkel.

Wenn zwei Geraden ein-
ander schneiden, haben
sie genau einen Punkt
gemeinsam.
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Eine Gerade wird durch
einen Punkt in zwei Halb-
geraden (Strahlen) zerlegt.

Alle Strahlen der Ebene
mit gemeinsamem An-
fangspunkt bilden ein
Strahlenbiischel.

Eine Strecke wird durch
ihre zwei Randpunkte
festgelegt. Sie ist die
kiirzeste Verbindung
zwischen zwei Punkten.

Die Strecke PL (LE g), die
auf der Senkrechtenzu g
durch P liegt, heilt das
Lot (1 5.75) von P auf g.

Eine Ebene ist eine nach
allen Richtungen unbe-
grenzte unendliche Punkt-
menge, die festgelegt
wird durch:

m drei Punkte, die nicht auf
einer Geraden liegen (1),

m eine Gerade und einen
Punkt, der nicht auf der
Geraden liegt (2),

m zwei verschiedene, sich
schneidende oder
parallele Geraden (3).

b D
A
g F

4
B
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Lingen

B
Konnen zwei Strecken mit /
einer Bewegung (1 S.76f.) /
aufeinander abgebildet
werden, so sind sie A S
deckungsgleich und &
haben die gleiche Lange. P F

Als Abstand eines Punktes
P von einer Geraden g
wird die Lange des Lots
von P auf g bezeichnet

(15.69).

Die Lange der Strecke AB
(= AB) ist der Abstand der

Parallelen g und h (g| h,
kLhkdLlg).

Eine geschlossene Linie in .
der Ebene erzeugt eine

ebene Figur. Ihre Flache

umfasst alle Punkte im

Innern und auf dem Rand.

Zwei Figuren haben den | _
gleichen Flicheninhalt, J ‘E Z
wenn sie so in Teilflachen 1

zerlegt werden konnen,
dass jede der Teilflichen in
jeder Figur enthalten ist.

Jo



Zwei Strahlen mit einem
gemeinsamen Anfangs-
punkt S bilden einen
Winkel. Der gemeinsame
Anfangspunkt ist der
Scheitelpunkt des Win-
kels. Die zwei Strahlen sind
die Schenkel des Winkels.

Einen Winkel der Grol3e
1Grad (1°) erhélt man,
indem man einen Kreis
durch Radien in 360
deckungsgleiche Teile
(Kreisausschnitte) zerlegt.

Das BogenmaR b ist die
Lange des zugeharigen
Kreisbogens auf dem
Einheitskreis (1 S. 65).

Wird ein Strahl um seinen
Anfangspunkt S gedreht,
so entsteht ein orientier-
ter Winkel. Der Drehpunkt
S heil’t Scheitelpunkt des
Winkels. Erfolgt die Dre-
hung entgegen dem Uhr-
zeigersinn, so ist der Win-
kel positiv orientiert.

Scheitelpunkt
Schenkel

Winkel «

=< {Prq}
= <[ B5A

FiL



5 Geometrie

spitzer Winkel a:
a < 90°

rechter Winkel f3:
p=90°

stumpfer Winkel v:
90° <y < 180°

gestreckter Winkel o:
d=180°

uberstumpfer Winkel p:
180" < u < 360°

Vollwinkel &:
e =360°

Nullwinkel o
Die Strahlen p und g sind
identisch.a=0°

Winkel an Geraden

Schneiden zwei Geraden
einander, so heilRen die
gegentiberliegenden Winkel
Scheitelwinkel. Sie sind
gleich groR.

Die nebeneinanderliegen-
den Winkel heiRen Neben-
winkel. lhre Summe
betragt 180°.

72

In der Abbildung gilt:
a+B=p+y=y+6=06+a
= 1807



Stufenwinkel an geschnit-
tenen Parallelen sind
gleich groR.

Wechselwinkel an
geschnittenen Parallelen
sind gleich groR.

Entgegengesetzt liegende
Winkel an geschnittenen
Parallelen erganzen einan-

derzu 180°.

Konstruktionen

(1) Kreisbogen um P mit

r = AB zeichnen == Punkte
QundRaufg

Die Strecken PQ und PR
auf g haben die gleiche
Lange wie AB.

a+d=pf+y =y+p

3
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Antragen eines Winkels
an einen Strahl

(1) Kreisbogen um S zeich-
nen => Punkte P und Q

(2) Kreisbogen um A mit
Radius r = SP zeichnen =
Punkt B auf dem Strahl s
(3) Kreisbogen um B mit

r = PQ zeichnen = Punkte
CundD

(4) Strahlen AD und AC
zeichnen. Es gilt:

4 BAD = < CAB = < OSP.

Strecke halbieren —
die Mittelsenkrechte

(1) Kreisbogen um A und B
zeichnen; Radius beheblg,
gleich groR und r >+ AB
= Punkte Cund D

(2) Die Gerade CD schnei-
det die Strecke AB in M.
Sie ist die Mittelsenk-
rechte der Strecke AB.

‘Winkelhalbierende

(1) Kreisbogen um den
Scheitelpunkt A zeichnen
= Punkt B auf h und
Punkt C aufk
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(2) Zwei Kreisbogen um B
und C zeichnen, r >+ BC
= Punkte D und E als
Schnittpunkte der beiden
II(_reishi:igen

AD ist die Winkelhalbie-
rende von < (h, k).

(1) Kreisbogen um A zeich-

nen= B und Caufh

(2) Kreisbogen um B und C
zeichnen; Radius beliebig,

aber gleich groR3, r > AB

=> Punkte D und E

Die Gerade durch A, D, E ist
die Senkrechte zu hin A.

(1) Kreisbogen um A zeich-
nen=>Bund Caufh

(2) Kreisbogen um B und C
zeichnen; r >+ BC aber
gleich grolR = Punkt D

(3) Gerade durch A und D
zeichnen = Punkt Laufh
AL ist das Lot von A auf die
Gerade h.

A DL’E} LotfuBpunkt

15
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Kongruenz und Bewegung

Zwei Figuren sind zuein-
ander kongruent, wenn
es eine Bewegung gibt,
welche die eine Figur auf
die andere abbildet.

Des

"
S e '.-.*f.-
2 s 2

Eine Verschiebu ngIﬁ ist
eine eineindeutige Abbil-
dung der Ebene auf sich
selbst. Fur das Bild P' von P
gilt:

PP'|| AB und AP || BP'.

Eine Drehung um einen
Punkt Z mit dem Dreh-
winkel ct ist eine einein-
deutige Abbildung der
Ebene auf sich selbst. Flr
das Bild P von P gilt:

m P' liegt auf dem Kreis
um Z durch P,

m < (PZP') = o




P TNy e e
.E.

Eine Punktspiegelung am
Punkt Z ist eine einein-
deutige Abbildung der
Ebene auf sich selbst. Fiir
das Bild P' von P gilt:

m P' liegt auf dem Kreis
um Z durch P,

m P' liegt auf der Geraden
durch Pund Z.

Eine Geradenspiegelung
an g ist eine eineindeutige
Abbildung der Ebene auf
sich selbst. Fiir das Bild P’
von P gilt:

m P' liegt auf der Senkrech-
ten zu g durch P,

® g halbiert PP".

Eine Figur heil3t symme-
trisch, wenn sie bei einer
Bewegung auf sich selbst
abgebildet werden kann,
Wird die Figur bei einer
Geradenspiegelung an der
Symmetrieachse (Spiegel-
achse) auf sich selbst
abgebildet, ist sie achsen-
bzw. axialsymmetrisch.

D [ C

AR

gleichschenkliges C

Trapez
gleichseitiges g
Dreieck _

A
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Wird die Figur bei der
Spiegelung an einem
Punkt Z, dem Symmetrie-
zentrum, auf sich selbst
abgebildet, ist sie punkt-
bzw. zentralsymmetrisch.

Wird die Figur bei Drehung
um einen Punkt D mit Dreh-
winkel o auf sich selbst
abgebildet, ist sie dreh-
bzw. radialsymmetrisch.

Dreiecke

Abgeschlossene Strecken-
ziige aus drei Strecken
werden Dreiecke genannt.
Die drei Strecken sind die
Seiten des Dreiecks.

Je zwei Seiten haben einen
Eckpunkt gemeinsam.

el

sich schneidende Geraden

D __c
/_::«Z:/
AT B

Parallelogramm

D C E D
F C
A B
A B
Quadrat regelmaliges
o =90° Sechseck
o = 60°

A g =C B
Umfang:u=a+b+c
Flicheninhalt: A = % gh

Einteilung der Dreiecke nach Seitenlangen

unregelmaliges gleichschenkliges  gleichseitiges
Dreieck Dreieck Dreieck
a=ba=cb=c a=b a=b=¢
C
AN
A C B




Einteilung der Dreiecke nach WinkelgroRRe

stumpfwinkliges  rechtwinkliges spitzwinkliges
Dreieck Dreieck Dreieck
EinInnenwinkel | EinlInnenwinkel | Alle Innenwinkel
ist ein stumpfer. ist ein rechter. sind spitze.
C & C
AT | X
B
" i
A
vy >90° v=90° a < 90° < 90°,
Y < 90°

Innenwinkelsatz:

Die Summe der Innen-
winkel eines Dreiecks ABC
betragt 180°. A

AuBRenwinkelsatz:

Jeder Aulienwinkel eines
Dreiecks ist so grof wie
die Summe der beiden

: : A B
nicht anliegenden Innen- -
winkel. =Py
Aufgepasst: In jedem C
Dreieck sind zwei Seiten a+b> IE :
zusammen immer lénger : ‘;‘Z ; )
als die dritte Seite (Drei- | : "
ecksungleichungen). c G

719
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R e
Punkte im Dreieck

Die Mittelsenkrechten
der drei Dreiecksseiten
schneiden einander stets
im Umkreismittelpunkt M
des Dreiecks.

Die drei Winkelhalbie-
renden der Innenwinkel
eines Dreiecks schneiden
einander stets im Mittel-
punkt W des Inkreises.

Die Seitenhalbierenden
verbinden den Mittelpunkt
einer Seite mit dem gegen-
uberliegenden Eckpunkt.
Die Seitenhalbierenden
aller Dreiecksseiten
schneiden einander im
Schwerpunkt S des
Dreiecks.

In jedem Dreieck schnei-
den die Hohen einander
in einem Hohenschnitt-
punkt H.

8o

Umkreis

AS =2 5M,, BS = 2 5M,,
CS=23M,




Kongruenzsatze fir Dreiecke

S$5S: Dreiecke sind c

zueinander kongruent, F

wenn sie in allen y\
drei Seiten uberein- 5 E
stimmen. A

SWS: Dreiecke sind

zueinander kongruent, S

wenn sie in zwei Seiten

und dem eingeschlos- B F
senen Winkel iiber- C E

einstimmen.
WSW: Dreiecke sind

: C
zueinander kongruent,
wenn sie in zwei
Winkeln und der ein- F

geschlossenen Seite . D
ubereinstimmen.

SSW: Dreiecke sind

zueinander kongruent, ; A F
wenn sie in zwei D
Seiten und dem der

grofSeren Seite gegen- ¢
tiberliegenden Winkel r
ubereinstimmen.

Der Flacheninhalt Aistdas 5 _1,. _ 1.y
halbe Produkt aus einer - :
Seite und der dazugehori- =2c-h.=1g-h,

gen Hohe.
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Satzgruppe des Pythagoras

Satz des Pythagoras

Im rechtwinkligen Dreieck ist der Flacheninhalt des Qua-
drats Uber der Hypotenuse gleich der Summe der Flachen-
inhalte der Quadrate tber den Katheten: ¢’ = a’ + b’

Katheten

Hypotenuse c=(a+b)-4(La-b)=a’+b’

Anwendung: Linge der Diagonale im Rechteck

Die Lange der Diagonale er- D c C
gibt sich aus den Seitenlan-
gen durch Anwendung des

Satzes des Pythagoras: 4 b
AC’=a’+b?
AC =va'+b? A a :

Anwendung: Lange der Raumdiagonale im Quader

Die Lange der Raumdiagona- G F
le ergibt sich aus den Seiten-

langen durch zweimalige H i E
Anwendung des Satzes des e N 8
Pythagoras: b

AC’ =a’+b’ e A

AG'=AC+c?=a’+b*+¢

AG =Va*+b*+¢?

82




Gilt zwischen den Seiten a, b und c eines Dreiecks die Bezie-
hung a®+ b* = ¢*,dann ist das Dreieck rechtwinklig und hat

die Hypotenuse c.
C L&
B
A B
c c

Umkehrung des Satzes des Euklid

Satz des Euklid (Kathetensatz)

Im rechtwinkligen Dreieck ist
das Quadrat liber einer Kathete
flacheninhaltsgleich mit dem
Rechteck aus der Hypotenuse
und dem zur Kathete gehoren-
den Hypotenusenabschnitt:
a’=c-pbzw.b’=c-q

Gelten fur ein Dreieck mit den
Seiten a, b und ¢, dessen Seite c C
durch die Hohe h. in die Ab- *

schnitte p und g geteilt wird, \ _
die Beziehungen a’=c- p und

b* = c- q,dann ist das Dreieck 1 5
rechtwinklig.

Im rechtwinkligen Dreieck ist
das Quadrat Uber der Hohe auf
der Hypotenuse flachenin-
haltsgleich mit dem Rechteck
aus den Hypotenusenab-
schnitten: h’=p-q
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Vierecke

Eine ebene, von vier
Strecken eingeschlossene
Figur heif3t Viereck.

Der Umfang u ist die
Summe der Seitenlangen:
u=a+b+c+d

Die Summe der Innen-
winkel betrdgt 360°.
a+p+y+6=360

Ein Viereck mit vier
rechten Winkeln heifRt
Rechteck.

Die Diagonalen e und f
halbieren einander.
Gegenuberliegende Seiten
sind parallel und gleich 4
lang.

Flacheninhalt: A=a-b

Ein Viereck heifst Quadrat, D_. ¢

wenn alle Seiten gleich XX
lang sind und alle Innen- i Rl "
winkel 90° betragen. X e
Flacheninhalt: A = a’ = 3¢’ x —

a=b=¢=d: =L
elftalb:cld;:blcald



Ein Viereck mit vier gleich
langen Seiten heil3t Raute
(Rhombus).
Flacheninhalt: A = 1Ef:f

Ein Viereck mit mindes-
tens zwei parallelen
Seiten heil3t Trapez (1).
Wenn (mindestens) zwei
benachbarte Seiten zu-
einander senkrecht sind,
ist es ein rechtwinkliges
Trapez (2).

Wenn die anderen beiden
Seiten gleich lang sind,
heil’t es gleichschenkliges
Trapez (3).

Flacheninhalt fiir Trapeze:
A=3(a+c)-h=m-h

Ein Viereck mit zwei
Paaren paralleler Seiten
heilst Parallelogramm.
Die jeweils gegenuber-
liegenden Seiten und
Innenwinkel sind gleich
lang bzw. grof3.
Flacheninhalt:
A=a-h,=a-b-sina

=)
w
m

a=gb=dallcb|l d;
a=vB=56a+p=180
2(a’ +bY) =e* + f°
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Arten von Vierecken

Ein Viereck mit zwei
Paaren gleich langer be-
nachbarter Seiten heilst
Drachenviereck.

Flacheninhalt: A = %e - f

Ein Viereck, bei dem die
Summe der gegeniiber-
liegenden Winkel stets
180° betragt, heifRt
Sehnenviereck.

Alle Eckpunkte liegen auf

einem Kreis. 5
.. : a+y=p+0=180°
Flacheninhalt: L:’r p

A=V(s-a)(s-b)(s-c)(s—-d) $=35 ac+bd=ef

Vielecke

Vielecke (Polygone) sind

abgeschlossene ebene

Streckenzlige aus endlich

vielen Strecken. unregelmiRig regelmaRig

konkav konvex

Fiir die Innenwinkelsum-
me S, eines beliebigen
n-Ecks gilt:
S,=(n-2)-180".
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Alle regelmalSigen n-Ecke
besitzen gleich lange Sei-
ten und gleich grolie
Innenwinkel. Fir die
Innenwinkel gilt:

(n—2)-180° 360°

b= - =180"—==.,

r: Inkreisradius
ry: Umkreisradius
_ 360

Ubersicht iiber regelmiRige n-Ecke

Anzahl Innen- Anzahl der
der  winkel Diagonalen
Ecken

(n=2)-180° 1
n s E-n-{n-?.}
3 6l0)° ]
4 90° £
5 108" 5
6 120° 9

Seitenlange Flachen-
inhalt
Yo n :
2r;-sin 5 3 n’sina
ﬁ o 5 %Vﬁ x 1'12
?Irz_' I 2 . rzz

TVI0-2-V5 210-2+5-1

I'_E % 3’1:::3




5 Geometrie

Kreis

Der Kreis (Kreislinie) ist
die Menge der Punkte, die
von einem festen Mittel-
punkt M aus den gleichen

Abstand r haben.r heifdt R
Radius des Kreises.

Q: innerer Punkt; OM <

P: Randpunkt; PM=r

R: duBerer Punkt; RM > r 3

" o Passante Tangente
Zur Kreisflache gehoren ; °

alle Randpunkte und alle
inneren Punkte.
Flacheninhalt:

Jf‘ul::at-r’:fi:ﬂ:-r:l:It

Der Umfang des Kreises
ist die Lange der Kreislinie.
u=2-m-r=mx-d d=2-7
Tangente und Beriihrungs-
radius stehen senkrecht
aufeinander.

a: Sehnentangentenwinkel
f: Zentriwinkel

v, 7" Peripheriewinkel uber
dem Bogen b

Am Kreisausschnitt A, und
dem Kreisbogen b gilt:

- o L
= Aﬂ—zb r



Eine zentrische Streckung
Z mit dem Punkt S als
Streckungszentrum und
dem Faktor k (k > 0) als
Streckungsfaktor ist eine
Abbildung der Ebene auf
sich selbst. Fiir das Bild P’
jedes Punktes P (P = S) gilt:
m P liegt auf dem Strahl Sp
mSP'=k-SP

m S' (Bildpunkt von S) ist S

Wenn es eine Ahnlich-
keitsabbildung ¢ gibt, die
die Figur F auf die Figur F'
abbildet, sind beide Figu-
ren zueinander dhnlich.

Bei zueinander ahnlichen
Figuren sind entsprechen-
de Winkel gleich grof?
(Winkeltreue).

Bei zueinander ahnlichen
Dreiecken gilt:
e I

. P
ot

A_
=

Der MaRstab zeigt das
Verhaltnis vom Original
zum Bild.

Original
Streckungs-

la— zentrum

SI

Landkarte 1:200000:

1 em auf der Karte ent-
spricht 200000 cm = 2 km
in der Wirklichkeit.
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5 Geometrie

Werden Strahlenbiischel
(s;; 52;55) von Parallelen
(g; h) geschnitten, entste-
hen Strahlenabschnitte
und Parallelenabschnitte.

1. Strahlensatz

Die Langen der Abschnitte
auf einem Strahl verhalten
sich zueinander wie die
Langen der gleich liegen-
den Abschnitte auf einem
anderen Strahl.

2. Strahlensatz

Die Langen der zwischen
zwei Strahlen liegenden
Parallelenabschnitte ver-
halten sich zueinander
wie die Langen der vom
Scheitelpunkt aus ge-
messenen zugehorigen
Strahlenabschnitte.

3. Strahlensatz

Die Langen gleich liegen-
der Parallelenabschnitte
zZwischen zwei Strahlen
verhalten sich zueinander
wie die Langen gleich
liegender Parallelenab-
schnitte zwischen zwei
anderen Strahlen.

9o

Strahlenabschnitte: SA,£

Parallelenabschnitte: BC, DF

S g|lh
A/ENC




Der goldene Schnitt ist
eine Form der geometri-
schen Teilung einer Stre-
cke. Es werden Strecken

so geteilt, dass gilt:
AB:AT =AT:BT

Dreiecke sind zueinander
ahnlich, wenn sie in zwei
Innenwinkeln Gberein-
stimmen.

Oberfliacheninhalt Ag:
Summe der Flacheninhalte
aller Begrenzungsflachen
Volumen V: GroRe des
Rauminhaltes innerhalb
der Begrenzungsflachen
Es gibt Korper mit einer
Grundfldche A.

Die Ubrigen Flachen
heil3en Seitenflachen, sie
bilden zusammen die
Mantelflache A,,.

Dec%ﬁﬁche

Grundflache

Mantel-

flache

a1




5 Geometrie

Ein Quader (1) wird von
drei Paaren zueinander
kongruenter Rechtecke
(die paarweise parallel
liegen) begrenzt.
V=a-b-c Au=2(ac+bcq)
Ag = 2(ab +ac+ bc)

Beim Wiirfel (2) (Hexaeder)
sind die Flachen sechs
kongruente Quadrate.
V=a® A,=4a’ A,=6a’

Ein gerades n-seitiges
Prisma (3) wird begrenzt
von:

m zwei kongruenten
zueinander parallelen
n-Eckflachen,

® n Rechteckflachen.
V=Ac-h Ag=2A.+A,
Dreiseitiges Prisma (4):
V=2hv3 Ay=3ah
A, =% (aV3 + 6h)

Sie wird begrenzt von:
m einer n-Eckflache,

m n Dreiecksflachen mit
gemeinsamem Punkt S.
V=1Ach Ag=Ac+Ay

g2

(1) Deckflache

(3) Deckffléche
/

Fd

Mantel-
flache

(4) ccntil
hi

Grundflache

sechsseitige //
Pyramide



Fur eine gerade quadrati-
sche Pyramide gilt:

V=%a‘h Ay = 2ah,
Ao =ala + 2h,)

e

Ein gerader Kreiszylinder
wird begrenzt von:

m zwei kongruenten
zueinander parallelen
Kreisflachen,

m einer gekrimmten
Flache, die abgewickelt
ein Rechteck ergibt.
V=nrh=3d’h d=2r
Ay = 2nirh = ndh

Ao = 2sr(r + h) = nd(§+ h)

Ein gerader Kreiskegel
wird begrenzt von:

m einer Kreisflache,

m einer gekrummten Fla-
che, die abgewickelt einen
Kreisausschnitt ergibt.

V=1Ach s’=h’+¢

Seiten-
kante

Deckflache

Grundflache

Spitze S
Mantellinie s

Mantelflache A,

— Grundflache Ag
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5 Geometrie

Ag= A+ Ay

V:%rzh =%d1h d=12r
Ap =1trs =3 ds

Ao = mtr(r +s) =5 d(d + 2s)

FET _[
R yin R

Die Kugel ist ein geometri-
scher Korper, der von einer
gleichmalig gekrimmten
Flache (Kugeloberflache)
begrenzt wird. Alle Punkte
der Kugeloberflache
haben von einem festen
Punkt im Raum (Kugel-
mittelpunkt) den gleichen
Abstand (Radius r).

L 2 G L B
‘u"—g:n:r—E:md d=2r

Ao = 4nr’ = nd?

Beim ebenen Schnitt einer
Kugel entstehen zwei
Kugelabschnitte (Kugel-
segmente). Der jeweils
abgetrennte Teil der Kugel-
oberflache heil3t Kugelkap-
pe (Kugelhaube, Kalotte).

v=§h-{3rﬁ+h1}
Ao =7 (2rf + h?)
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Ein Korper kann mithilfe
von Projektionsstrahlen in
eine Ebene (Bildebene)
abgebildet werden. Jedem
Punkt des Korpers wird
dabei genau ein Bildpunkt
in der Ebene zugeordnet.

Gehen alle Projektions-
strahlen von einem Punkt
aus, so nennt man diese
Abbildung Zentral-
projektion.

Verlaufen die Projektions-
strahlen zueinander
parallel, so heil’t eine
solche Abbildung Parallel-
projektion.

Bei einer Parallelprojektion
konnen Strecken, Winkel
oder Flachen des Originals
in wahrer GrofRe und
Gestalt oder auch verkurzt,
verlangert oder verzerrt
abgebildet werden. Die
auf den drei Dimensionen
jedes Korpers verlaufenden
Linien (Breite, Tiefe, Hohe)
heiRen entsprechend.

Hohen

(Hohenlinien)
Tiefe

..... 1T (Tiefenlinien)

Breiten (Breitenlinien)
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5 Geometrie

Bei einer senkrechten
Zweitafelprojektion
erfolgt eine Abbildung
(Zweitafelbild) gleichzei-
tig in zwei Ebenen. Die
Grundrissebene befindet
sich unter dem Korper
(Grundriss). Hinter dem
Korper befindet sich die

Aufrissebene (Aufriss).
Dem Grundriss entspricht Aufriss TN
die Ansicht von oben
(Draufsicht) und dem Auf- ”
riss die Ansicht von vorn Ordnungs- X
(Vorderansicht). linien S~
Rissachse
p
Grundriss

Trigonometrie

In jedem Dreieck verhal-

ten sich die Langen zweier b a
Seiten wie die Sinuswerte

der gegeniuberliegenden o B
Winkel:

a:b:c=sina:sinP:siny

a b C
oder sinac~ sinfd ~ siny
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m Spitzwinkliges Dreieck:

5in|3='f'?‘; sin::z=ﬂg

h.=a-sinf=b-sina

m Rechtwinkliges Dreieck:
h.=b(sina=sin90°=1)
b=h,=a:sinf

m Stumpfwinkliges
Dreieck:

8 =sin(180°-«)
sinae=h.:b
sinfi=h.:a

In jedem Dreieck gilt:

a’=b’+c’-2bc-cos a
b?=a’+c’-2ac-cos P
c’=a’+b’-2ab-cosy

Aufgepasst: Der Satz des

Pythagoras (1 S.82) ist ein
Spezialfall des Kosinussat-
zes fliry = 90° (cos 90° = 0).
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Kombinatorik

Jede mogliche Anordnung
von allen n Elementen ei-
ner Menge heilt Permuta-
tion P,. Flir n verschiedene
Elemente gibt es n! Anord-
nungsmoglichkeiten.
P.=nl

n! (sprich:,,n Fakultat®)

ist das Produkt aller natiir-
lichen Zahlen von 1 bis n.
nt=n:{n-1-..-3:2-1,
(Nn+N=(n+1)-n!l(nEN)

Der Ausdruck (7) (gespro-
chen: n tber k) wird als
Binomialkoeffizient be-
zeichnet. (k,n EN; k = n)

(2) = k![n"!- k)i

Rechenregeln fiir
Binomialkoeffizienten:

(?) - (r:1) (nEN)
(:) = (r:k)

i * (i) = (2

g8

Wahrscheinlichkeits-
rechnung und Stochastik

iir drei Elemente gibt es
- 2+ 1 =6 Moglichkeiten.
Pj = 31 = Er

M=21-3=1-2-3=6
41=24 5!=120 6!=720
71=5040 B8!=40320

L i

=il Tl

o) =(3) =1

L
il

i LN

i [l
il
m—
—




Jede mogliche Anordnung
von je k Elementen aus n
Elementen, bei der die

Reihenfolge berucksichtigt

wird, heildt Variation V"
(Variation von n Elemen-
ten zur k-ten Klasse).

m Fiir Variationen ohne
Wiederhulung gilt:

= (1) !

® Fir die Anzahl der Varia-
tmnen mit Wlederhnlung
gilt: ‘U’ =

n {n - k}]

Jede mogliche Anordnung
ohne Berlicksichtigung der
Reihenfolge aus jeweils k

von n Elementen einer

Menge heilst Kombination.

m Flr die Anzahl der Kom-
binationen ochne Wieder-
holung gilt-

k _
C CETET k}l k! (k)
w Fur die Anzahl der Kom-
binationen mit Wieder-
holung gilt:

oy

2 aus 3 Elementen ABC:
Vi=i=6
AB BA CA AC BC CB

2 aus 3 Elementen ABC:
V;=3=9
AA BA CA AB BB CB
AC BC CC

2 aus 3 Elementen ABC:
2 3y

Cfi a (2) =D

AB BC AC

Kombination der Elemente
ABC zur zweiten Klasse:

G =(+34) = (4) =¢
AA BB CCAB BC AC

Aufgepasst: AB und BA stellen
die gleiche Kombination dar.
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6 Wahrscheinlichkeitsrechnung und Stochastik

Wahrscheinlichkeitsrechnung

Zufillige Ergebnisse

Ein Zufallsexperiment

ist die mehrfache Wieder-
holung eines zufalligen
Vorgangs unter gleichen
Bedingungen. Die Menge
aller moglichen Ergebnisse
heil’t Ergebnismenge Q.

Jede Teilmenge der Ergeb-
nismenge €2 nennt man
Ereignis E.

® Ein sicheres Ereignis tritt
bei jeder Versuchsdurch-
fihrung ein.

® Ein unmaogliches

Ereignis (J ist ein Ereignis,
das bei keiner Versuchs-
durchfihrung eintritt.

m Ein Elementarereignis {a}
ist ein Ereignis mit genau
einem Element.

w Ein Gegenereignis E
(Komplementarmenge
von E) ist ein Ereignis, das
genau dann eintritt,

wenn E nicht eintritt.
EUE=Q

100

Werfen eines Wiirfels:
Ergebnisse: 1525 3;4; 5; 6

£2=11: 2: 3:4: 5;: 6}

Eine 6 gewiirfelt. E, = {6]
Eine ungerade Zahl
gewiirfelt, E.=4F: 3:54
Keine 6 gewiirfelt.

Ei=:{1:2 3:4:5]

Mit einem Wiirfel wird eine
Zahl von 1 bis 6 gewiirfelt.

Mit einem Wiirfel wird eine
15 gewiirfelt.

Eine 3 wird gewiirfelt.
Es= {?'}

E. ist das Gegenereignis zu
E, (siehe oben).



Wahrscheinlichkeiten

Unter der absoluten Hau-
figkeit H,(E) versteht man
die Anzahl des Eintretens
von E bei n Versuchen.

Die relative Haufigkeit
h,(E) ist die absolute Hau-
figkeit H, geteilt durch
die Gesamtanzahl der
Versuche.

ho(E) =4

Das empirische Gesetz
der groRen Zahlen:

Je haufiger ein Versuch
durchgefiihrt wird, desto
mehr nahert sich h,(E)
einem festen Wert an,
der Wahrscheinlichkeit
P(E) genannt wird.

Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung ordnet jedem
einzelnen Ergebnis genau

eine Zahl (Wahrscheinlich-

keit) so zu, dass diese Zahl
zwischen 0 und 1 liegt. Die
Summe aller Wahrschein-
lichkeiten ist 1.

Note 1|23 | 4]2]6

Anzahl |2|7|19|6]3]1
Schiilerzahl n = 28

has(,2) = =1

Bl Pl
ST

has(5%) =

Werfen einer Miinze:

Versuche| 10 | 400 [6000
Kopf Fi 181 |2958
Zahl 3 | 219 [3042
Kopf  |70% |45% |49%
Zahl 30% [ 35% |31 %

Die relativen Hiuhgkeiten

ndhern sich jeweils 50 %. _

Bei gentigend vielen Ver-
suchen liegt die Wahrschein-
lichkeit fiir das Wiirfeln
einer 2 bei + = 0,16666 und
beim Werfen einer Miinze
fiir ,Kopf™ bei+=0,5.
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6 Wahrscheinlichkeitsrechnung und Stochastik

Wahrscheinlichkeiten

Laplace-Experiment: Alle
Ergebnisse eines Zufalls-
experiments haben die
gleiche Wahrscheinlichkeit
(Gleichverteilung). Fiir ein
beliebiges Ereignis E gilt:

Anzahl der fir E

P(E) = B _ gunstigen Ergebnisse
“m  Anzahl aller
moglichen Ergebnisse

Regeln fiir Wahrschein-
lichkeiten sind:
1.0=P(E) =1

2. Summenregel

{x1, X2, 0y i} € Q

P{{x1, %3, ..., xi) = P({x:})

+ P({}) + ..+ P({xi})

3. Wahrscheinlichkeit des

sicheren Ereignisses

P(Q2) =1

4. Wahrscheinlichkeit des
unmaoglichen Ereignisses
P(Z)=0

5. Wahrscheinlichkeit des
Gegenereignisses

P(E) =1-P(E)

6.E,CE; P(E) =P(E,)

7. Additionssatz fiir zwei

Ereignisse

P(E; U E;)

= P(E;) + P(E;) - P(E; N E,)
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Bei geniigend vielen Ver-
suchen liegt die Wahrschein-
lichkeit fiir das Wiirfeln
jeder einzelnen Zahl bei

% = 0,16666 und beim

Werfen einer Miinze fiir
jedes der zwei Ereignisse
~Kopt™ oder ,,Zahl” bei

1 _
5= 0,0.

Werfen eines Wiirfels:
1. 0=P({2h) =1

3.0 RAC 0
P({1; 2: 3}
= P({ 1}}+Pf
s 1

1_3
+++3=2

]
3. P({1; 23455}}4
4. P({}) =
P({1;
=1-

21) + P({3})



Der Additionssatz flir

einander ausschlieffende
Ereignisse lautet:

P(E, UE,) = P(E,) + P(E,)
(Wahrscheinlichkeit flir
»entweder E; oder E,“).

Vorgange mit zufalligem
Ergebnis konnen aus
mehreren Teilvorgdangen
bestehen, die sowohl
gleichzeitig als auch nach-
einander ablaufen konnen.
Solche Vorgange werden
mehrstufige Zufalls-
experimente genannt.
Ein Baumdiagramm ist
eine gute Moglichkeit zur
Beschreibung mehrstufi-
ger Zufallsexperimente.

b o

1. Pfadregel (Produktregel):
Die Wahrscheinlichkeit
eines Ergebnisses in einem
mehrstufigen Vorgang ist
gleich dem Produkt der
Wahrscheinlichkeiten
langs des Pfades im Baum-
diagramm, der diesem
Ergebnis entspricht.

Wahrscheinlichkeit dafiir,
beim Wiirfeln eine 1 oder
eine 5 zu erreichen:

P(E, U E;) = P(E;) + P(E;)

S e |
_ﬁ+ﬁ_3

Ziehen von 2 Kugeln ohne
Zurticklegen aus einer Urne
mit 3 unterschiedlichen

Kugeln:

erste Ziehung

\ 7
b/
¥
00

zweite Zichung

Ergebnisse:

E.{1;3} Ey{2;3} Es{3;1}

Geburt zweier Miidchen:

1. Kind 2. Kind
0,5
0,5
0,5
: 0,5
0,5

Wahrscheinlichkeit:
O.2-0.5=025=25%
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6 Wahrscheinlichkeitsrechnung und Stochastik

Pfadregein

2. Pfadregel
(Summenregel):

Die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses in einem
mehrstufigen Vorgang ist
gleich der Summe der
Wahrscheinlichkeiten

der fiir dieses Ereignis
glnstigen Pfade.

Abhingigkeit von
Ereignissen

Zwei Ereignisse heilRen
voneinander unabhangig,
wenn das Eintreten des
einen Ereignisses keinen
Einfluss auf die Wahr-
scheinlichkeit des anderen
Ereignisses hat.
Ansonsten heillen sie
voneinander abhangig.

104

Mindestens oder genau zwei-
mal ,,Zahl® (Z) beim dreima-
ligen Werfen einer Miinze

g B
ﬂy N 05 / QS

®
fe \K X D; ;\DS fi
O OOEDO

P(E) = P({ZZK}) + P({ZKZ})
+P({KZZ})=1+1+1=2
=0,375=37.5%

Voneinander unabhingige
Ereignisse sind:

das Werfen einer Miinze,
das Ziehen einer Kugel aus
einer Urne mit Zuriicklegen.

Voneinander abhingige
Ereignisse sind:

das Ziehen eines Loses aus
der Lostrommel,

das Ziehen einer Kugel aus
einer Urne ohne Zuriick-
legen.



Die bedingte Wahrschein-
lichkeit P5(A) ist die
Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses A unter der
Voraussetzung, dass B mit
einer bestimmten Wahr-
scheinlichkeit bereits
eingetreten ist.

P.(A) =ﬂ$, falls P(B) > 0

Ein Zufallsversuch, bei
dem genau zwei Ergeb-
nisse (,,Erfolg" und ,,Miss-
erfolg”) moglich sind,
heiflst Bernoulli-Versuch.
Wird ein Bernoulli-Versuch
(mit der Erfolgswahr-
scheinlichkeit p) n-mal
durchgefiihrt, ist die
Wahrscheinlichkeit fiir k
Erfolge (0 <k < n):

P(k) = () - p*- (1~ p)"*

Die Anzahl dieser Erfolge
bei n-maliger Durchfiih-
rung eines Bernoulli-Ver-
suchs ist eine ZufallsgroRe.
Die Verteilung dieser Zu-
fallsgroRRe heilst Binomial-
verteilung.

Vierfacher Miinzwurf:

Q24—

Ereignisse | Wahrschein-
lichkeiten
= 1.t =1L
7 oy doa
dxZahl | p=dia=—
= 6=
Y ix Za]'ll P]. - 6 i 3
. =
I xZahl |py=4-z=
: =1 idi=l
keine Zahl| ps =1 ==
Wahrscheinlichkeit
03+

Anzahl
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Vierfeldertafel

Bedingte Wahrscheinlichkeit und Vierfeldertafel

Mit Vierfeldtafeln lassen sich Fragen der bedingten Wahr-
scheinlichkeit Pg(A) und der Abhangigkeit von Ereignissen
besonders ubersichtlich darstellen. Eine Vierfeldtafel ist eine
Tabelle, die Haufigkeiten von Ereignissen (E) und deren Gegen-
ereignissen (E) enthalt.

64 Midchen und 56 Jungen besuchen eine Klassenstufe. An
einem Projekttag werden ein Kunst- und ein Sportprojekt an-
geboten. Am Kunstprojekt nehmen 48 Mddchen und 21 Jun-
gen, also insgesamt 69 Schiiler teil.

A: Kunst A: Sport Summe
B: Mddchen 48 16 en
B: Jungen 21 3 =
summe 69 51 5
Beispiele fiir Schlussfolgerungen

Die Wahrscheinlichkeit, dass Handelt es sich bei dem aus-
ein zufillig ausgewdhlter gewdihlten Schiiler um emn
Schiiler der Klassenstufe am  Midchen, so betriigt die
Kunstprojekt teilnimmt, be-  bedingte Wahrscheinlichkeit,
trigt dass sie am Kunstprojekt teil-

P(A) =2 = 57,5%. nimmt
Py(A) = & = 75%.

Die bedingte Wahrschein- 75% der Miidr:hﬁn wihlen
lichkeit, dass ein zufilligaus  Kunst, aber nur % = 37,5%

dem Kunstprojekt ausge- der Jungen. Die Projektwahl
wahlter Schiiler ein Junge ist, ist daher vermutlich ein vom
betrigt Geschlecht abhingiges

Merkmal.

P.(B) = & = 30,4%.
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Beschreibende Statistik

Untersuchungen beziehen
sich im Allgemeinen auf
eine Grundgesamtheit
mit einem bestimmten
Merkmal. Aus dieser
wahlt man fiir die 