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1 Funktionen

Eine Abbildung ordnet den Ele-
menten einer Menge D durch
eine Vorschrift Elemente einer
Menge W zu. Eine solche Ab-
bildung (Zuordnung) nennt
man

~ mehrdeutig, wenn mindes-
tens einem x € D mehr als ein
y € W zugeordnet wird,

~ eindeutig, wenn jedem

xe D genaueinye W zuge-
ordnet wird,

~ eineindeutig, wenn aufer-
dem noch zu jedem ye W
genau ein xe D gehort.

Eine Abbildung ist beschreibbar
als Teilmenge der Produktmen-
ge D x W,

Die Produktmenge D x W ist
die Menge aller geordneten
Paare, deren erste Komponen-
te ein Element aus D und deren
zweite Komponente ein Ele-
ment aus W ist.
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Wichtige Definitionen

Mehrdeutige Abbildung f,; :
Jeder ganzen Zahl wird die Zahl
zugeordnet, fiir die sie Teiler ist,
alsol = 1;1 = 2;2— 2: ..,
Eindeutige Abbildung f :

Jeder ganzen Zahl wird ihr
Quadrat zugeordnet, also
C=tl— 1:32— 4
+3— 9; ...

Eineindeutige Abbildung f;:
Jeder reellen Zahl wird ihr
Doppeltes zugeordnet, also
00— 01— 2;05— 1;

n— 21 usw. Zu jeder reellen
Zahl gehort auch genau eine re-
elle Zahl, die halb so grof? ist.

D=Z;W=N

D¢ W =4(0; 10}, (0; 1), .5

(-150), (-1 1), (=15 2), ...,

(1200, (15 LEAL 20, 0

(=25 0), (=25 1), (=25 2),...}.

Abbildung f, von oben ist eine

Teilmenge von Dx W.

fy = {{0; 0), (-1; 1), (15 1),
(_2; 4}1 {2: 4}1 +H}



Eine Funktion f ist eine eindeu-

tige Zuordnung (Abbildung)
der Elemente zweier Mengen.
Jedem Element x aus der
Definitionsmenge D; (dem
Definitionsbereich) wird dabei
genau ein Element y aus einer
Wertemenge W (dem Werte-
bereich) zugeordnet.
Kurzform:

f::.'tr-—r}" oder f: x — f{x)
Die Elemente x € D; heilRen Ar-
gumente von f, die zugeordne-
ten Elemente y € W;bzw. f(x)
e Wy heilRen Funktionswerte.
Die Gleichung y = f(x) heil3t
Funktionsgleichung der Funk-
tion t.

Sind Definitions- und Werte-
bereich Mengen reeller Zahlen,
so spricht man von reellen
Funktionen.

Eine Funktion kann auch zwei
oder mehr unabhangige Variab-
len besitzen.

Bei zwei unabhangigen Variab-
len besteht der Definitionsbe-
reich aus geordneten Paaren
reeller Zahlen und der Wer-
tebereich ist R oder eine Teil-
menge von R. Man schreibt
dannz.B.z=f{x, v).

Messung der Lufttemperatur T
zu bestimmten Uhrzeiten

Uhrzeit | 4 [ 6 | 8 | 20| 22|24

Tin®C |-3|-2| 0|0 |-1|=2

Hier gilt:

De= {4; 6; 8; 20; 22; 24} Wy =1
(bei ganzzahliger Messung)

f = {(4;-3), (6;-2), (8; 0),
(20;0), {12;_1 ), (245 =2}

Jeder reellen Zahl wird ihre
dritte Potenz zugeordnet.
Hier gilt:

Df= H; Wf —_— [R
f={(x;y)]y=x"undx e R},
also f = {(0; 0), (=2; —-8),
(0.5:0:125)....E; fcRx R

Fiir den Flicheninhalt A eines
Rechtecks mitden Seitenlingen
a und b (jeweils auf Mafizahlen
bezogen) gilt:

Afa,b)=a-b.

Der Definitionsbereich von A
ist die Menge {(a;b)|a,be R},
der Wertebereich ist R*. Jedem
Paar von Seitenlingen wird
eindeutig ein Flicheninhalt zu-
geordnet.
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1.1 Darstellung und Beschreibung

Fiir die Darstellung und Beschreibung reeller Funktionen

kommen vor allem folgende Varianten in Frage:

2 Angabe der (geordneten) Paare einander zugeordneter Ele-
mente aus Definitions- und Wertebereich (nur moglich bei
endlicher Paaranzahl);

% Beschreibung der Zuordnungsvorschrift in Worten (Wort-
vorschrift; verbale Beschreibung);

¥ Angabe einer die Zuordnung vermittelnden Funktionsglei-
chung y = f(x) (f(x) heifst dann Funktionsterm);

W Darstellung der einander zugeordneten Elemente in einer
Wertetabelle (bei endlicher Paarzahl);

¥ Beschreibung durch grafische Darstellungen, z.B. durch
ein Pfeildiagramm oder durch Deuten der Zahlenpaare als
die Koordinaten von Punkten in einem Koordinatensystem,
wodurch man einen Graphen der Funktion erhilt.

R e

Variante Beispiel Temperaturmessung
Paarangabe (45 =3), (65 =2), (8; 0), (205 0}, (22; =1), (24; =2)

Wortvorschrift | ledem Messzeitpunkt wird die gemessene Luft-
temperatur zugeordnet

Funktions- (Angabe ist in diesem Falle nicht moglich)

gleichung

Wertetabelle Uhrzeit 4 6 8 20 | 22 | 24
Tin°C 3 =21 &l @ [ =] =2




grafische B Tem per;tur
Darstellung

Pfeildiagramm

Parameterdarstellung

Bei der Parameterdarstellung von Funktionen wird sowohl die
Variable x als auch die Variable y jeweils durch eine Gleichung
beschrieben, die einen (gemeinsamen) Parameter t als unab-
hingige Variable enthilt. Es gilt also: x = f(t) und y = £;(t).

Beispiel: Es sei x = f;(t) = % und y = f5(t) = 6t mit
D¢ = Dy, = |03 0] bzw. —eo < t <o, Dann erhilt man fol-

gende Wertetabellen:

t -9 -6 —3 0 3 6
x=£(t)= ';1 =3 i3 = 0 | 2
y =£6(t) =6t -54 | -36 | -18 0 18 36
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1.2 Eigenschaften

Monotonie

»  Definition
Eine Funktion f heif3t in einem Intervall I von Dy
monoton fallend, meonoton wachsend,

wenn fiir beliebige x, x, e [ gilt:

Xy {]{2::" f{xi}zf{}:l} Xy "'::KE::" f{:q}i ﬂ::{z}
Gilt sogar
X < X = f(x;) > fix,;) X <X = f(x;) < fix;)
so heilst f
streng monoton fallend. streng monoton wachsend.
| v | | f
| | |
| | "
8] X
N i | |
monoton |streng monoton streng monoton | monoton
fallend fallend wachsend wachsend
Beschrianktheit
» Definition
Eine Funktion f heifst
nach oben beschriankt, nach unten beschrinkt,
wenn es eine Zahls, £ R gibt, | wenn es eine Zahls, € R gibt,

sodass fiir alle x e D;gilt:
fix)=s, f(x) = s,
Man nennt dann

5, obere Schranke von f. s, untere Schranke von f.

10



Symmetrie

b Geradeundungerade Funktionen

Eine Funktion f heifit
gerade Funktion, | ungerade Funktion,

wenn mit der Zahl x stets auch —x
zum Definitionsbereich Dyvon f gehort und wenn gilt:

f(—x) = f(x) | f(—x) = —f(x)

W Der Graph einer geraden Funktion ist achsensymmetrisch
zur y-Achse,

W Der Graph einer ungeraden Funktion ist punktsymmet-
risch zum Koordinatenursprung.

Y | v
= f
f{—xJ | | f{H] o /N-H"' f
X | I " os! IL “a ’f =
=ik : : )
fl—x) = fix) fl—x) = —fix)

Beispiele: f;(x) = x* ist eine gerade Funktion, denn

fi (%)= (=) =%* = fx).

f,(x) = x” ist eine ungerade Funktion, denn

fo(—x) = (=x)” = ==£5(x).

f3(x) = x* — x ist weder gerade noch ungerade, denn
f3(—x) = (=x)? — (—x) = x* + ¥, also verschieden von f3(x)

und —f3(x).
Periodizitat

> [Definitlon

Eine Funktion f heift periodisch, wenn es eine Zahl b > 0 gibt,
sodass fur jedes x e D¢gilt: fix + b) = fix) (x + be Dy). Die kleinste
derartige Zahl b wird Periode von f genannt.

L
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Fiir eine periodische Funktion f mit f(x + b) = f(x) gilt also:

» Im Abstand b wiederholen sich die Funktionswerte.

W Die Abschnitte des Graphen von f iiber den Intervallen
[%; x + b}, [x + by x + 2b], [x — 3b; x — 2b], ... aus Dy sind
kongruent.

Eine Funktion y = f(x) heifft umkehrbar, wenn die durch sie vermit-
telte Zuordnung f umkehrbar eindeutig ist.

Zu jedem Element y € Wy gehort also auch genau ein x € Dy,
Das heifit: Fiir alle x; € Dy folgt aus x; #x, stets f{x;) # f{x;).
Die Umkehrfunktion von f (auch inverse Funktion genannt)
wird mit f ' bezeichnet. Es ist Dg.1 = Wyund Wy = Dy.
Die Gleichung der Umkehrfunktion von f gewinnt man,
indem man die Gleichung v = f(x) nach x auflost (so dies mog-

lich ist) und die Bezeichnungen y und x vertauscht, Die Gra-
phen einer Funktion y = f(x) und ihrer Umkehrfunktion

vi=f —1{};] liegen spiegelbildlich zur Geraden y = x.

Beispiel: Die Funktion g mit der Glﬂthl.lIlg = Sx 5, D, =R
ist umkehrbar und hat die Gleichung g™: y = 5 x + <De hmk—
tion f(x) = x* vermittelt hingegen keine emem-:]eutlge Zuord-
nung: Jedem y-Wert (Ausnahme: 0) sind zwei x-Werte

zugeordnet. Zerlegt man jedoch fin die beiden Funktionen
fl1y=x% Dfl = J0;0],und f, : y =%, sz =[05 00,

12



dann existieren deren Umkeh-
rungen. Aus y = x° folgt | x|
= ./y, woraus man —x = .y
bzw. x = ./y erhilt. Vertau-
schen von x und y liefert die
Gleichungen der Umkehr-
funktionen

£ y=aix, 671 y=ux.

Nullstellen

Eine Zahl x, € Dy heifft Nullstelle von f, wenn f(x;) = 0 gilt.

In der grafischen Darstellung ist eine Nullstelle einer Funktion
die Abszisse eines Schnittpunkts des Funktionsgraphen mit
der x-Achse. Eine Funktion kann genau eine, mehrere oder
keine Nullstelle bzw. Schnittpunkte mit der x-Achse besitzen.

Abschnittsweise definierte Funktionen

Abschnittsweise definierte Funktionen werden in den Abschnitten
ihres Definitionsbereiches durch unterschiedliche Zuordnungs-
vorschriften bzw. Funktionsterme definiert.

Betspiel: Die Zuordnung ,,Briefgewicht (m in g) — Beférde-
rungsgebiihr (p in Euro)® stellt eine Funktion p = f{m) dar:
0,55ftlir O0<m< 20

090 fiir 20<m< 50

1,45 ftir 50<m< 500

2,20 fiir 500 < m < 1 000

p({m) =

13
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1.3 Verknupfen und Verketten

Verkniipfen

Aus bekannten Funktionen kinnen durch Verkniipfen der
entsprechenden Funktionsgleichungen (kurz: der Funktio-
nen) mithilfe der Grundrechenoperationen Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division neue Funktionen gebil-
det werden.

Rt n s il e bt gt sl Peothar Bon bt By e cten e iy

Die Funktionen f mit y = f(x) und g mit y = g(x) auf den Definitions-
mengen D; und D, bilden folgende Verkniipfungen:

Summe  s=f+gmit s(x)=f(x)+ g(x), D5=Dfr"u[}g

Differenz  d =f-gmit d(x) = f(x) - glx), Dg=D¢n D,

Produkt  p=f-gmit p(x) =f(x)-g(x), D, =Dy D,

Quotient q=§ mit q(x) = %%.qunfn D, \ [x]g(x) =0}

Der Definitionsbereich einer durch Verkniipfung entstande-
nen Funktion ist in Abhingigkeit von den Definitionsberei-
chen der Ausgangsfunktion und der Verkniipfungsart zu be-
stimmen.,

Beispiel: Fur die Funktionen f(x) = x> und g(x) =x-1mit
D¢= ]:Il'g = R wird das Produkt f- g beschrieben durch
p(x) = x*-(x-1), x€ R. Fiir den Quatiﬂntcng erhilt man

q(x) = 5,1-’5 R\{1}.

Verketten

Eine weitere Moglichkeit, aus gegebenen Funktionen neue
Funktionen zu bilden, stellt das Nacheinanderausfiihren bzw.
Verketten zweier Zuordnungsvorschriften dar.

14



Die Funktion v mit v(x) = f(g(x)) heiit Verkettung von fund g. Man
schreibt v = fo g (gesprochen: fnach g). Die Funktion f nennt man
dufere Funktion, die Funktion g innere Funktion der verketteten
Funktion v. Die Verkettung v ist definiert fiir alle x, fiir welche die
Funktionswerte von g (also g(x)) zum Definitionsbereich von {
gehoren.

Eine Verkettung der dufleren Funktion f mit der inneren
Funktion g zur Funktion v = f= g bedeutet demnach, dass man
Funktionswerte g(x) der inneren Funktion g zu Argumenten
der dufleren Funktion f macht. Fine Verkettung ist nur dann
mdoglich, wenn die Schnittmenge aus dem Definitionsbereich
von f und dem Wertebereich von g nicht leer ist.

X i E{ﬂ E{]{] y= vix)
innere INANM aulere
\ Funktion / Funktion
u=gix) v = flu)
w
D, Wg

o

[

D, = {x|x€ D, und g(x) € D¢}

Beispiel: Betrachtet werden die Funktionen f(x) = sinx und
g(x) = 2x. Um die Verkniipfung t ¢ g zu erhalten, wendet man
in einem ersten Schritt auf einen Wert x aus dem Definitions-
bereich von g die Zuordnungsvorschrift g ,,Verdopple!” an
und erhilt so den Funktionswert g(x) = 2x.

In einem zweiten Schritt wird auf den Wert g(x) die Zuord-
nungsvorschrift f ,Sinuswert bilden!” angewendet. Man er-
halt: £(2x) = sin 2x.

Durch die Verkniipfung f ¢ g ist somit die neue Funktion v
mit v(x) = sin 2x entstanden.

15



Funktionenscharen

Werden reelle Zahlen additiv oder multiplikativ mit Funktions-
termen f(x) oder mit der Funktionsvariablen x verkniipft, so erhalt
man die Gleichungen neuer Funktionen.

Diese Gleichungen beschreiben jeweils eine Menge von Funktio-
nen, eine Funktionenschar. Die Gleichungen der einzelnen Funk-
tionen (der Scharelemente) hiangen von der Wahl der Scharpara-
meter ¢, d, k bzw. m ab. Das Bild einer Funktionenschar ist eine
Graphenschar.

Gleichungen der Funktionsscharen

Aus einer Funktionsgleichung y = f(x) entstehen so z.B. die
Gleichungen (¢, d, k, me R}

v=1{ix} =f{x) +c,

¢ y=f3(x) = fix +d},

Die Graphen der Schar f_ erhdlt man durch
Verschiebung des Graphen von f in Rich-
tung der y-Achse um || Einheiten, und
zwar firc > 0in Richtung des positiven und
flrc < 0inRichtung des negativen Teils der
y-Achse.

> ©

16



Die Graphen der Schar fyerhalt man durch
Verschiebung des Graphen von f in Rich-
tung der x-Achse um |d| Einheiten, und

>0 zwar furd > 0in Richtung des negativen

undfiird < 0in Richtung des positiven Teils
der x-Achse.

>0

Die Graphen der Schar f, erhdlt man durch
sssssssns Oeresssseens des Graphen
von f senkrecht zur x-Achse mit dem
Faktor [k

k= 1:5treckung, 0<k<1:5tauchung
Fur k = -1 geht der Graph von f) aus dem
Graphen von fdurch sssssesses ander
x-Achse hervor.

-1 <k <0 oderk < -1: Spiegelung an der
x-Achse und anschliefend Stauchung
bzw. Streckung senkrecht zur x-Achse.

> ¢

Die Graphen der Schar f, erhalt man
durch Streckung oder Stauchung des Gra-
phen von f senkrecht zur y-Achse mit dem
Faktor —

m>1:  5Streckung

D<m<1: Stauchung

 Fiirm =1 geht der Graph von {_, aus dem
Graphen von fdurch Spiegelung an der
y-Achse hervor.

-1 <m <0 oderm < —1: Spiegelung an der

Stauchung senkrecht zur y-Achse.

y-Achse und anschliefend Streckung bzw.

17



1.5 Funktionsklassen

Einteilung reeller Funktionen

Je nachdem, ob bei der Verkniipfung der Funktionsvariablen
im Funktionsterm nur rationale Rechenoperationen (also die
Grundrechenarten und ihre Umkehrungen) oder dariiber hi-
naus noch weitere Rechenoperationen vorkommen, unter-
scheidet man rationale und nichtrationale Funktionen. Die
rationalen Funktionen werden noch einmal unterteilt in ganz-
rationale und gebrochenrationale Funktionen.

&=

Funktionen mit einer Gleichung der Form
fix)=ax"+a, (X" '+... +ax+a,

(;€R,a, =0, nelN, Dy=R)

nennt man ganzrationale Funktionen n-ten Grades.

Gebrochenrationale Funktionen

Eine Funktion f, die sich durch den Quotienten zweier ganzrationa-
ler Funktionsterme beschreiben lasst, heilt gebrochenrationale
Funktion. Sie hat die Form

-1 I
'Fh':. = uf_xj = Enxn+ﬂﬂ_|1n +-..+H.t}|'. +ﬂﬂ

\"'::x.} bkxk+ht_|}ik'i+...+b!}i] +b“ :

Eine solche gebrochenrationale Funktion ist nur fir reelle Zahlen
definiert, fur die v(x) # 0 gilt.

reelle Funktionen

//\

rationale nichtrationale
Funktionen Funktionen
ganzrationale gebrochenrationale
Funktionen Funktionen

18



Lineare Funktionen

> Definition

Funktionen mit einer Gleichung der Form f(x) =m x + n
(%, m, n R) heifen lineare Funktionen.

In der Gleichung f(x) = m x + n ist m x das lineare Glied und
n das absolute Glied.
Die Graphen linearer Funktionen sind Geraden. Diese wer-

den durch zwei zur Funktion gehorende Zahlenpaare eindeu-
tig bestimmt.
Fiir eine lineare Funktion mit der

Gleichung f(x) = mx + n gilt f 1‘;"‘ f
R i sy st sy e S

Fix 1_] - ﬂ::"tl} ]

W‘ =m=tandc [1{1;&:{2] f{xit-— | :

m heifst der Anstieg, o der Steigungs- l [

winkel der Geraden. Ol x, X X

m > 0: steigende Gerade
m < 0: fallende Gerade

Lineare Funktionen mit einer Gleichung der Form f(x) = mx
beschreiben einen proportionalen Zusammenhang. Eine
Vervielfachung des Arguments x bewirkt eine ebensolche Ver-
vieltachung des Funktionswertes f(x).

Fiir m = 0 hat die Gleichung der linearen Funktion die Gestalt
f(x) = n. Die Funktionswerte stimmen fiir alle xe R iiberein.
f ist in diesem Falle eine konstante Funktion. Ihr Graph ist
eine Parallele zur x-Achse durch den Punkt P(0; n).

Die Nullstelle einer linearen Funktion vy = f(x) = mx + n (mit m # 0)
istxg=——.

m

19
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Quadratische Funktionen

Funktmnen mit einer Gleichung der Form fix) = ax® + bx + ¢
(x,a, b, c € R, a#0) heiken quadratische Funktionen.

In f(x) = ax® + bx + c ist ax®
das quadratische Glied, b-x "t
das lineare Glied und c das ' |, , , 1
absolute Glied. Die Graphen
quadratischer ~ Funktionen : 4
sind (quadratische) Parabeln. Il

[hre Symmetrieachsen verlau-

i "icheiie]punkr
10 ~11
fen parallel zur y-Achse und '

i Scheitelpunkt \
schneiden den Graphen der

Funktion im Scheitelpunkt fli) = =D
(Scheitel) der Parabel. _

Fiira = 1 geht die Gleichung der quadratischen Funktion in die
Normalform f{x) = x* + bx + c (iber, meist geschrieben in der Form
f(x) =x* + px + q.

Normalparabel
Aus f(x) = x* + px + q erhilt man mit p = q = 0 die einfachste
quadratische Funktion y = f(x)

— x? D= R, We= [0; oo[. Der flx)=x

2 wird

Graph von y = f(x) =x
Normalparabel genannt.
Symmetrieachse: y-Achse
Scheitelpunkt: S(0; 0)
Spiegelung der Normalpara-
bel an der x-Achse ergibt eine
Parabel, die der Graph der

Funktion y = f;(x) = —x* ist.

20



Verschiebt man die Normalparabel so, dass der Scheitelpunkt
die Koordinaten (—d; e) hat, dann wird die zugehorige Funkti-
ondurchy=f(x) = (x+ d)* + e (Scheitelform) beschrieben.

Nulistellen von Funktionen
Der Scheitelpunkt der Parabel mit f(x) = x* + px + q besitzt
wegen x* + px Hq={x+ P )2~ (2)? + q die Koordinaten

“2;-(2) +q). :

Der Term ( g 3 - q wird Diskriminante der quadratischen Funktion
f genannt und mit D bezeichnet. Es gilt S [-g ;=D).

Diskrimi- D >0 D=0 D<0
nante D
Mullstel-  zwei genaueine (dop- keine
lenanzahl  Nullstellen pelte) Nullstelle  Nullstelle
Graph v A v vi
i i i
X1 D X3 X D X I___ :'52 .; ] :{F

Fiir die Nullstellen der Funktion fmit f(x) = x> + px + g gilt:
2

.T‘:-irz =—E:I:-u'lﬁ =—§i'||%_q {DE[}}

Beispiel:

fi(x) = x2— 8x +16; D= {—4}3— 16 = 0; eine Nullstelle: x;= 4
f(x) =x> +x-20; D=(}"+20=2025>0;

zwel Nullstellen x;= 4, x, = -5
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Potenz- und Wurzelfunktionen

Funktionen mit einer Gleichung der Form fix) = x" (ne Z\{0})
heifRen Potenzfunktionen. n ist der Grad der Potenzfunktion.

nelinzl ned: ns-1
D¢ R Ri{0}
Wi @ n gerade: Wy= [0; o0] @ n gerade: Wy=R"

@ nungerade: Wy=R @ n ungerade: W= R\[0]
Nullst. Xg=0 keine
gemein- | @ (0;0),(1; 1), (-1; 1) @ (131); (~151)
same @ (0; 0), (15 1), (-15-1) @ (1;1), (-1;-1)
Punkte Die Graphen dieser Funk-

tionen heifien Hyperbeln.

Symme- | @ symmetrisch zur y-Achse | @ symmetrisch zur y-Achse
triever- | @ zentralsymmetrisch zu @ zentralsymmetrisch zu
halten O(0; 0) O(0; 0)

> Wurzelfunktion
Funktionen mit einer Gleichung der
Form f(x) = 'L’?" (x 20; m, nsN;
m=1,n22:n+m) heien
Wurzelfunktionen.
D= [0;00[; Wi=[0; o= ;
Nullstelle x, = 0; gemeinsame Punkte: ———
(0;0), (1; 1) & 1 *

Von Wurzeltunktionen spricht man auch, wenn zum Funkti-
onsterm einer Wurzelfunktion eine Zahl addiert, dieser mit ei-
ner Zahl a # 0 multipliziert oder die Variable x durch andere
Terme ersetzt wird.
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Gebrochenrationale Funktionen n
Bei einer gebrochenrationalen Funktion f mit
n-1y +axl+
f(x) = W& = = 11T 770 bezeichnet man u
vix}  bak+b oL+l +hy

als Zihlerfunktion und v als Nennerfunktion.

> Nulstellenbestimmung

Nullstellen einer gebrochenrationalen Funktion fix) = —Ex—;
sind alle Nullstellen der Zahlerfunktion u, die nicht auch’
Nullstellen der Nennerfunktion v sind.

Fiir eine Nullstelle x, von f muss also gelten: uix;) = 0, v(x,) 20

'+
a.x"+a,

Beispiel: Die Zihlerfunktion u(x) = x — 1 der Funktion
f{ } X —2%—3

die Nennerfunktion v(x) = x* — 2x — 3 hat die Nullstellen
x; =—lund x, = 3. Da v(1) #0, ist x; = 1 auch Nullstelle von f.

> Definitionslicken
Hat die Nennerfunktion v der Funktion f(x) = % an der Stelle

x = x, eine Nullstelle, ist f hier also nicht definiert, so bezeichnet
man eine solche Stelle als Definitionsliicke von f.

besitzt die Nullstelle x; = 1,

Dabei werden zwei Fille unterschieden:

(1) Gilt v(xy) = 0 und u(xy) # 0, so heifdt x; Polstelle (oder Pol)
der Funktion f.

(2) Gilt sowohl v(xg) = 0 als auch u(xg) = 0, so kann man die
ufxy _ GE—%p) 1y

vix) (X-Xg)-v
Durch Kiirzen des Linearfaktors erhiilt man eine neue Funk-

Gleichung von fin der Form f(x) = schreiben.

tion g mit g(x) = : :
fache Nullstelle von v ist) definiert ist. Man sagt auch: Die
Stelle x = x, ist eine hebbare Definitionsliicke der Funktion f.
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Winkelfunktionen
Die Ordinate v des zum Winkel a geho- vi

Plu:v)

renden Punktes P(u; v) aut dem Ein- e et o

heitskr&@eiﬂt Sinus des Winkels ¢

|
: M | o /d -
singt= 2 =Y =y
" OP| [ -IQ Q /1 u
Die Abszisse u des zum Winkel o geho-
=

renden Punktes P auf dem Einheitskreis U = COs

heifdt Kosinus des Winkels o

Fiir beliebige Winkel x, x € R mit Vi
xi%+ km(ke ) gilt:
Der Quotient aus dem Sinus und dem

1
Kosinus eines Winkels x heifit Tangens —1/&—““" i
des Winkels x. &_/
-1

Z: tanct

Die eindeutige Zuordnung x — sinx (x in Bogenmal, x € R) nennt
man Sinusfunktion, die eindeutige Zuordnung x —» cosx entspre-
chend Kosinusfunktion, die eindeutige Zuordnung x — tan x nennt
man Tangensfunktion.

Ausgehend von den Definitionen der Winkelfunktionen las-
sen sich deren Graphen erzeugen.

"l" v

'}
e 1B |
—=s o) = sino
150° 30°
180° L _
¥ 0 Jo- 0 120° 180 o
210° 330°
240 e -4
370 I
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150°%

1&n”

21n°

150°

1&0°

o

flot) = cosct

Das Bogenmal eines Winkels ccist das Verhaltnis aus der zu diesem

Winkel gehorenden Kreisbogenldnge b und der Linge r des Radius
des Kreises, also eine reelle Zahl.

Es wird mit arc o (lies: arkus alpha) oder o bezeichnet.

b

R-T-0L
TR s S e e i
r 180°

180°

L2

o bzw. o=

arco - 180°

Am Einheitskreis gilt wegenr = 1 LE: o =arco=b.

Einheit des Bogenmafles: I Radiant (1 rad) (kurz: rad)

1 rad ist die Grofle des Winkels o, fiir den am Einheitskreis

arco. = 1 gilt. Wegen ot = 1-
57,29578° im Gradmafd also das Bogenmafd 1 rad.

180°

I

Auf die Angabe der Einheit rad wird haufig verzichtet.
Beispiel: BogenmafSe von Winkeln:

= 57,29578° hat der Winkel

L

ﬂl:l

30°

arc ot

0

I
]

45°

+1 A

60° | 90° | 120° | 150° | 180° | 270° | 360°
L L s g B
3 7 3 3 " 3 e
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f(x) =sinx 'ff,x} = COS X ﬂ’:-:} =tanx

Dy e —co < X < oo —oo < X < oo,
mr;zlwng

Wy ~1=¥=1 == y=1 —oo X < oo
Periode 2n n n
Nullstellen |0+ kr (ke Z) g +kr (keZ) |0+kn (kel)

Symmetrie | ungerade Fkt, .gemde Funktion ungerade Fkt.
fixj=1flf |x= g+2|m x = 0+2kn X g+kn
fix)==1fir | x= 32_E+31.;;-|; x = m+2km X= '%n+ km

Zusammenhange zwischen Winkelfunktionen
Fiir alle Winkel x gilt: an
sinlx T CﬂSE}E =1 1 4 P(cosx;sinx)
(»trigonometrischer Pythagoras®)
Komplementwinkelbeziehung:

5inx=cﬂs[g - X); EﬂSK=Sil‘1{g -x)

§in X

o! csx @ i :
Quadrantenbeziehungen

Zwischen den Werten einer Winkelfunktion fiir Argumente
aus dem 1. und aus dem II. bis IV. Quadranten bestehen fol-
gende Beziehungen:

sinfm—x)=sinx sin(T+x)=-sinx sin(2w—x) =—sin x
COS(M—X) =—Cos X cos(M+x)=—cosx cos(2m—x)=cosx
tan(w—x) =-tanx tan(® +a) = tanx tan (27 — x) = —tanx

Allgemeine Sinusfunktion

Die Graphen der allgemeinen Sinusfunktion
f(x) = a sin(bx + c¢) + d gehen aus dem von f(x) = sin x durch
Verschiebung, Streckung/Stauchung oder Spiegelung hervor.
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Der Faktoraing,(x) =a sinx
bewirkt eine Streckung (a > 1)
oder Stauchung (0 < a < 1)
des Graphen von f(x) = sin x
in y-Richtung bzw. eine Spie-
gelung (a < 0) an der x-Achse.
Der maximale Ordinatenwert
a wird auch Amplitude der
Sinusfunktion g,(x) genannt.

Der Faktor b in g (x) = sin bx
bewirkt eine Streckung
(0<b<l) oder Stauchung
(b>1) des Graphen von
f(x) = sin x in x-Richtung so-
wie flir b < 0 zusitzlich eine
Spiegelung an der x-Achse.

Nullstellen von g;,: x; = ETE

. ; 2R
Periodenlinge: =
Der Summand ¢ in v -

é & e
g.(x) = sin (x + ¢) bewirkt ;4 3
eine Verschiebung (,,Phasen-
verschiebung”) des Graphen X
L I
von f(x)=sinx in x-Richtung -
; n 2 4 a7t 8

nach links fiir ¢ > 0 bzw. nach 3 3 3y 3
rechts fiir c < 0. 4
Nullstellen von g.: x; =k T —c c=3 =0

Periodenlinge: 21t

Bei Graphen von Funktionen f(x) = a sin(bx + ¢) verkniipfen
sich die 0. g. Streckungen/Stauchungen in x- und y-Richtung
sowie die Verschiebung.
Nullstellen: xj = x E_c )

Periodenlinge: Eb—’_[ i
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Der Summand d in gy(x) = sin x + d bewirkt eine Verschie-
bung des Graphen von f(x) = sin x in Richtung der positiven
(fiir d > 0) bzw. der negativen (fiir d < 0) y-Achse. Entspre-
chendes gilt fiir die Graphen von f(x) = a sin(bx + ¢) + d und
f(x) = a sin bx + d.

Arkusfunktionen

Uber ihre gesamten (maximalen) Definitionsbereiche be-
trachtet, beschreiben trigonometrische Funktionen keine
eineindeutigen Abbildungen. Sie sind nur iiber bestimmten
Abschnitten dieser Bereiche umkehrbar — allein dort besitzen
siec Umkehrfunktionen.

b Definition

Funktionen mit einer Gleichung der Form
y=fj(x)=arcsinx sowie Dfl = [-1; 1]; W, = Ee

I;

-
¥

e |
e e |

y=f(x)=arccosx sowie D, = [-1; 1]; We = [0; ];
: TN
y=fix) =arctanx sowie D, = R; Wip=l-5i3 [

heiffen Arkusfunktionen oder zyklometrische Funktionen.

Die Arkussinus-, Arkuskosinus- bzw. Arkustangensfunktion
ist jeweils die Umkehrfunktion der Sinus-, Kosinus- bzw.
Tangenfunktion im angegebenen Definitionsbereich.

Arkusfunktionen ordnen jeweils einem Winkelfunktions-
wert x eindeutig den zugehorigen Winkel y (im Bogenmaf3)
Z11.

¥ = arcsinx

V=arccosx

y=arctanx
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Beispiel: yy = arcsin 0,5 ist derjenige Winkel (aus dem Defini- n
tionsbereich der Arkussinusfunktion), der den Sinuswert 0,5
besitzt. Also: y; = E :

y, = arctan(—1) ist derjenige Winkel (aus dem Definitions-
bereich der Arkustangensfunktion), der den Tangenswert —1

besitzt: y, = — g :

Exponentialfunktionen

Funktionen mit einer Gleichung der Form fix)=a*{ae R, a>0,a#1)
heiRen Exponentialfunktionen. |hr Definitionsbereich ist die
Menge R der reellen Zahlen, ihr Wertebereich die Menge R* der
positiven reellen Zahlen.

Eigenschaften: Wegen f(x) > 0 fiir alle x € D¢ besitzen Expo-
nentialfunktionen keine Nullstellen. Jede Exponentialfunkti-
on ist eineindeutig, d. h., fiir x; # x, gilt stets auch f(x;) # f{x,).
Die Umkehrfunktion von f(x) = a* ist die Logarithmusfunk-
tion g(x) = log, x.

a > 1: f ist streng monoton wachsend,

0 < a < 1: fist streng monoton fallend.

Die Graphen aller Expo-
nentialfunktionen verlaufen
wegen 2" = 1 (fiir a#0) durch
den Punkt (0; 1) und haben
die x-Achse zur Asymptote,
Die Graphen von f(x) =a" und
h(x) = (:)¥ sind bez der y-
Achse symmetrisch zueinan-
der.

< 1 kin=10
h[:x}:ﬂ',ﬁ g{x]=3x

i
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Exponentialfunktionen mit
f(x) = ¢-a* haben den Schnitt-
punkt (0; ¢) mit der y-Achse
und besitzen ansonsten die-
selben Eigenschaften wie die
Funktionen f(x) = a”.

Von besonderer Bedeutung
in Natur, Wissenschaft und
Technik ist die Exponentialfunktion mit der eulerschen Zahl
e=2,7182818284... als Basis. Man schreibt dafiir auch

exp(x) = e* (eulersche e-Funktion).

Logarithmusfunktionen

Funktionen mit einer Gleichung der Form f(x) = log,x (a €R,a > 0,
a# 1) heiRen Logarithmusfunktionen. lhr Definitionsbereich ist
die Menge R* der positiven reellen Zahlen, ihr Wertebereich die
Menge R der reellen Zahlen.

Eigenschaften: Wegen log, 1= 0 besitzen alle Logarithmusfunkti-
onen genau eine Nullstelle x;, = 1; ihre Graphen verlaufen durch
den Punkt (1; 0). Jede Logarithmusfunktion ist eineindeutig, d.h.,
fiir x; # X, gilt stets auch f(x,) # f(x,). Die Umkehrfunktion von
f(x) = log,x ist die Exponentialfunktion g(x) = a* . Die zugehiri-

gen Graphen liegen folglich spiegelbildlich zur Geraden y = x.

a »1: f streng mon. wachsend [, 1 > )
-\. ! al :F' LHP= &

O<a<1: f streng mon. fallend
Die Graphen aller Logarithmus-
funktionen haben die y-Achse zur
Asymptote. Die Graphen von
f(x) = log,x und ki(x) = logx
sind beziiglich der x-Achse sym-
metrisch zueinander.
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Von praktischer Bedeutung sind insbesondere die Logarithmus-
funktionen mit den Basen e und 10:

f(x)=log.x=Inx natiirliche Logarithmusfunktion

f(x) =log;,x =lgx dekadische Logarithmusfunktion

> logarithmengesetre

Sind a, x und y positive reelle Zahlen mita # 1, so gilt:

a) log,(a*) = x b} a'o8af = ¥

c) log,(x+y) = logx + log,y d) log, () = logx — log,y
1 1

e)log.x*=k-log,x (keR) ﬂ'lﬂgnx=1§—:=ﬁ

Weitere spezielle reelle Funktionen

> Betragsfunktion
Die Funktion f, die jedem x € R den Betrag von x zuordnet, heil3t
Betragsfunktion.

fix) = |x|, Dp=R; Wy=R*u {0}

Mithilfe der Definition des
absoluten Betrags einer reel-
len Zahl x kann man auch
schreiben:

f[K}Z{ x fiirx=20

X fiir x < 0

3T flx) = Ix]

Allgemein bezeichnet man
jede Funktion als Betrags-
funktion, in deren Funktionsgleichung die unabhingige Vari-
able innerhalb von Betragsstrichen steht.

=
x

-2 -1 0O 1 2

Beispiel: Die Betragsfunktionen f;(x) = |:{ + 3[ und f;(x) =
|x—2| sind tber ganz R definiert; Wertebereich: R* w {0}
Auflosen der Betragszeichen fiihrt zu
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x+3 flirx=-3;
f,{xj={

-x—-3 firx<-3

x—=2 Hhirxz2:
fi{x}: -x+2 firx<?2.

Aufgrund der ,Wirkungsweise™ des Betrages (es werden stets
nichtnegative Zahlen erzeugt) erhilt man bei den betrachteten
Betragsfunktionen die zugehorigen Graphen aus den entspre-
chenden Graphen der linearen Funktionen f;" (x) = x + 3 bzw.
fy (x) = x — 2, indem man jeweils den unterhalb der x-Achse
liegenden Teil der Geraden an der x-Achse spiegelt.

> Vorzeichenfunktion (signumfunktion)

| fiirx>0 v _
i sen (X))
fix)=sgnx=+ 0 fiirx=0, Di=R; We={-1;0; 1} 1 -
=1 Hirx<0.

Diese Funktion ordnet gewissermaRen jeder
reellen Zahl ihr Vorzeichen zu. !

Die Funktion, die jeder reellen Zahl x die grof3te ganze Zahl k € £ zu-
ordnet, die kleiner oder gleich x ist, bezeichnet man als Ganzteil-
funktion f(x) = [x] (auch gauBsche Klammerfunktion oder Integer-
funktion genannt). ve
x, falls x ganzzahlig ist; .
f{x) =INT(x) = [x] =/ die zu x niichstkleinere

ganze Zahl, falls x
De=R;We=1 nicht ganzzahlig ist.

1
8
—e

Aufgrund der Ahnlichkeit des Graphen mit einer Treppe
spricht man gelegentlich auch von einer Treppenfunktion.
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1.6 Zahlenfolgen

Grundbegriffe

v

Eine Funktion, deren Definitionsbereich die Menge N der natdirli-
chen Zahlen (oder eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen) ist und
die eine Teilmenge der reellen Zahlen als Wertebereich besitzt,
heilt relle Zahlenfolge.

Beispiel: Die ganze Zahl 4 wird fortlaufend halbiert und der sich
nach n Halbierungen jeweils ergebende Wert H(n) notiert.

1

n 1 2 3 4 5 6 7
1 | ™
H(n) 2 1 3 3 z T 5

Als Funktion ldsst sich eine Zahlenfolge als Menge geordneter
Zahlenpaare beschreiben, hier also als {(1; 2), (2; 1), (3; %},
(4; %), ...t Da die erste Komponente der Zahlenpaare jeweils

eine natiirliche Zahl ist, gibt man als Beschreibung in der Regel
L

nur die zweite Komponente an: 2; 1; %  ER

(a,) = a3 a5 .3 8 .. Dabei bedeutet
n die Platznummer (den Index), a; das i-te Glied der Zahlenfolge.

Zur Charakterisierung der Eigenschaften von Zahlenfolgen
lassen sich dieselben Begriffe wie allgemein fiir Funktionen
verwenden, z. B. Monotonie, Beschrinktheit. Der Graph einer
Zahlenfolge besteht nur aus isolierten Punkten.

Angabe des allgemeinen Glieds a,, der Zahlenfolge, mithilfe dessen
sich aus dem Index n jedes Glied ermitteln lasst.
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Angabe des (der) Anfangsglieds(glieder) der Folge sowie einer Vor-
schrift, wie man ein beliebiges Glied ay ., aus seinem Vorganger
ay (k= 1) erhalt.

Beispiel:

¥ Das allgemeine Glied a, = ::—f,-[r ist eine explizite Bildungs-
vorschrift fur die Zahlenfolge (a,,) = [%} =0; %;%; ;;

W a; =3,a, = 2a, + 1 ist eine rekursive Bildungsvorschrift
fir die Folge (a,) = 3: 7; 15; 31; ...

Wa =1;a,=1;a, =a,_+ay_-ist eine rekursive Bildungs-
vorschrift der Fibonacci-Folge 1; 1; 2; 35 5; 8; 13; 21; 34; . ...

Fiir eine Zahlenfolge (a, ) =a,; a;; a3; .. bezeichnet man

§; = a5 sy =ay +ay, ...} 8, = a; + a3 + ... + a, als erste, zweite, ..., n-te
Partialsumme von (a,,). Die Folge (s,) = s,; 5; 54; ... wird Partialsum-
menfolge von (a,) genannt.

Arithmetische Zahlenfolgen

jede natiirliche Zahl n = 1 die Differenz zweier aufeinanderfolgen-

der Glieder stets dieselbe reelle Zahl d ergibt:

a,+1—a,=d firalleneN

Explizite Bildungsvorschrift einer arithmetischen Zahlenfolge:
a=a;+(n-1)-d (neN,nz1,deR)

Fine arithmetische Zahlenfolge mit

W d >0 ist eine streng monoton wachsende Folge,
W d <0 ist eine streng monoton fallende Folge,

W d =0 ergibt die konstante Folge a;;a;;a;s...

34



Ist (a,) =ay; a5 a3 ... einearithmetische Zahlenfolge mit der Diffe-
renz d, so gilt fiir deren n-te Partialsumme

n
> f(ay+(k-1)-d)=nay+ i D

5[1:
K 2

=1

Geometrische Zahlenfolgen

> Definiion

Eine Zahlenfolge (a,) mit a, # 0 heilt geometrische Zahlenfolge,
wenn fiir jede natiirliche Zahln = 1 der Quotient zweier aufeinan-
derfolgender Glieder stets gleich derselben reellen Zahl q#0 ist:

a
:*1 =q (nelN* a,#0,g=£0)
0

Explizite Bildungsvorschrift einer arithmetischen Zahlenfolge:
a,=2;-¢" ! (neN,n21,qeR,q#0)

Jede geometrische Zahlenfolge (a,,) ist genau dann

W streng monoton wachsend, wenn a; > 0 und q > 1 oder
a;<0und0<q<l;

W streng monoton fallend, wenn a; > 0 und 0 < q < 1 oder
a;<0undq>1;

W alternierend (d.h. das Vorzeichen von Glied zu Glied
wechselnd), wenn g < 0.

Ist (a,) =a;a,; a3 a, .. eine geometrische Zahlenfolge mit dem
Quotienten g, so gilt flr deren n-te Partialsumme
5 k-1, =1

S8, = kz—lalq SR (g#1).
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Gleichungen und
Gleichungssysteme

chhtlge Definitionen

Als Term bezeichnet man eine
sinnvolle mathematische Zei-
chenreihe, die kein Relations-
zeichen enthalt.

Terme ohne Variablen besit-
zen einen Termwert. Wird in
Terme mit (freien) Variablen
fur die Variablen ein Element
aus dem jeweiligen Grundbe-
reich eingesetzt, so nimmt der
Term einen Wert an.

Eine Gleichung ist ein mathe-
matischer Ausdruck, in dem
zwei Terme durch das Zeichen
= verbunden sind. Steht zwi-
schen zwei Termen eines der
Zeichen ,,<", =", .=", .=" oder
%", 50 handelt es sich um eine
Ungleichung.

Gleichungen oder Ungleichun-
genohneVariablen sind wahre
oder falsche Aussagen.
Gleichungen oder Ungleichun-
gen mit (freien) Variablen wer-
den zu Aussagen, wenn man
fiir alle Variablen Elemente
aus dem jeweiligen Grundbe-
reich einsetzt.

36

Terme sind z.B.:
T;:14-3 Ty:2a+b
Ts:axb Ty 144 :7,2

T, hat den Wert 11, T, den
Wert 20.

T; nimmtfira=3undb=5
den Wert 11 an.

T; hat fir die orthogonalen
Einheitsvektoren a=e¢e, und b
— ez den Wert E_:,

34+ 5=2028 3_;.;+-:;:9
elxe1~93 X —16=0
52 2X+4>7
<X x' #y*

3 + 5= 8 ist eine wahre (Gleich-
heits- ) Aussage.
5 < 2 ist eine falsche (Ungleich-
heits-JAussage.

Aus a® + b? = ¢? wird fiir
a=1,b=2und ¢ =4 die falsche
Aussage 1 +4 =16,
fiira=3,b=4 und ¢ = 5 die
wahre Aussage 9 + 16 = 25.



Eine Gleichung oder Unglei-
chung mit Variablen zu losen
bedeutet, alle Elemente aus
dem Grundbereich zu ermit-
teln, durch deren Einsetzen die
Gleichung oder Ungleichung
zu einer wahren Aussage wird.
Die Elemente, welche die Glei-
chung bzw. Ungleichung liber
dem Grundbereich erfiillen,
bilden deren Lésungsmenge.

Werden mehrere Gleichungen
konjunktiv (durch ,und*) mit-
einander verbunden, so erhalt
man ein Gleichungssystem.
Ein Gleichungssystem zu |o-
sen bedeutet, alle diejenigen
Elemente aus dem jeweiligen
Grundbereich zu ermitteln,
durch deren Einsetzen alle
Gleichungen des Systems
gleichzeitig zu wahren Aussa-
gen werden.

Zwei lineare Gleichungssyste-
me sind genau dann aquiva-
lent, wenn sie die gleiche
Losungsmenge besitzen.

Ein lineares Gleichungssys-
tem hat entweder keine Lo-
sung, genau eine Losung oder
unendlich viele Losungen.

Die Losungsmenge der Glei-
chung x* - 16 = 0 besteht aus
den Elementen x; = 4 und

X7 =—4, da 4 und —4 diese Glei-
chung erfiillen: 4~ 16=0und
1[—-51]IE — 16 = 0 sind wahre Aus-
sagen.

Die Lésungsmenge von X’ <x
ist fiir den Grundbereich

G = N die Menge {0; 1}, fiir

G = R die Menge aller x mit
xe [0;1].

Die Gleichungen
(I) 2x;+3x,=9
(I1) 5%, —4x, =11
bilden ein Gleichungssystem
mit der Losung
(x15x2) = (35 1).
Die Gleichungen

D x2+x°=16
(IT) —x; + x5, =10
bilden ein Gleichungssystem,
dessen Losungsmenge leer ist.

und

und

Die Gleichungen

(I) x;+ x3-3x3=1und
{II} X+ ?_.}{2 "5:{3 =-1
bilden ein Gleichungssystem
mit unendlich vielen Lisun-
gen.
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2 Gleichungen und Gleichungssysteme

2.1 Lineare und quadratische
Gleichungen

Eine Gleichung der Form ajx+ap=0mita,a,eR, a; 20 heilft
lineare Gleichung oder Gleichung ersten Grades.

Die Gleichung a;x + a, = 0 ist eindeutig losbar. Die Losung ist
Ay
X=-2,

Eine Gleichung der Form a,x” + a;x + ay=0mita,, aj, age R und
a, #0 heilit quadratische Gleichung oder Gleichung zweiten Grades.

Dividiert man die allgemeine Form a,x* + a;x + ay = 0 einer
quadratischen Gleichung durch a, (a; # 0) und fiihrt zur Ver-
kiirzung der Schreibweise die Koeffizienten p = :—2' und q = E
ein, so erhilt man die Normalform einer quadratischen
Gleichung: x* + px+q=0(p,qR).

Maogliche Losungsverfahren einer in Normalform gegebe-
nen quadratischen Gleichung hingen von den Koeffizienten p

und q ab:

Koeffizienten | Gleichung Losung

P:D,q?'-'ﬂ ;.;2+q={] Ii=+~f——ﬂl=13=—~f—_ti ‘q.:\:.[]
p#£0,q=0 x*+px=0bzw. | x; =0,x;=—p

x(x+p)=0

p. q beliebig x2+pt+q:ﬂ Xi0= —L+ (E):_q (E’]E_q}u
' ' L2 =T lA2 biD =




> WurzelsatzvonVieta

%y und x, sind genau dann Losungen der Gleichung
X2+ px+q=0,wennx; +x=-pundx,-x;=q.

Biquadratische Gleichungen

Eine Gleichung 4. Grades der Form a,;f‘ + alxz +ag=0,a,+0,
heifit biquadratische Gleichung,

Biquadratische Gleichungen lassen sich durch die Substitu-
tion x* = t in eine quadratische Gleichung iiberfithren und

dann losen.

Beispiel: Wird in x*—3x2 —4 =0 der Term x* durch t ersetzt, so
erhilt man t*—3t—4=0. Diese transformierte Gleichung hat
die Losungen t; = 4 und t, = —1. x> = —1 ist in R nicht lésbar.
Damit sind x; = 2 und x; =-2 die einzigen beiden reellen
Losungen der gegebenen Gleichung.

2.2 Gleichungen hoheren Grades

Eine Gleichung der Form

P =a,"+a, " l+a, x" %+, +axtag=0
mitne N, ag ap,...,a,eRunda, #0

heilit algebraische Gleichung n-ten Grades.

n=2

Losungsverfahren

Fiir Gleichungen hoheren Grades steht in der Regel keine Lo-
sungsformel zur Verfiigung., Man versucht daher, eine erste
Losung x; z. B. durch Probieren zu finden. Weitere Losungen
ergeben sich mithilfe der Polynomdivision.
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2 Gleichungen und Gleichungssysteme

Ist x, eine Losung der Gleichung
Pix)=a.x" +a,. lx"_! + 3“_23{11—1 + ...+ a;x +ap =0 mit

ne N,aga,....,ape Runda, #0, so kann P, in ein Produkt
P,(x) = (x—x;) - Ppl(x) aus dem Linearfaktor (x—x;) und dem
Restpolynom Py vom Grade (n — 1) zerlegt werden. Ist auch die
Gleichung Pp(x) = 0 mit bekannten Losungsformeln nicht los-
bar, kann man versuchen, Py(x) in ein Produkt mit dem Faktor
(x—x5) zu zerlegen. Dieses Verfahren kann so lange fortgesetzt
werden, bis eine vollstindige Zerlegung in Faktoren vorliegt.

= Linearfaktorenzerlegung
Besitzt eine algebraische Gleichung n-ten Grades im Bereich der
reellen Zahlen genau=rneLisungen, so |asst sie sich ausschlieflich als
Produkt von Linearfaktoren schreiben:
ax"+a,_ X" l4a,_x" 24 +ax+a,

=g (x=x) (x=x5)-... " (x=x;)=0

Fundamentalsatz der Algebra

Wihrend quadratische Gleichungen und Gleichungen héhe-
ren Grades in R nicht immer oder nicht vollstindig lésbar
sind, erhilt man die Lésung im Bereich € vollstindig.

Im Bereich € der komplexen Zahlen besitzt jede Gleichung
a2 +a, 12" ' +...+az+2;=0(a,ze C,nelN,a,#0)
genau n Losungen, wobei Mehrfachlosungen entsprechend ihrer
Vielfachheit gezahlt werden.

Beispiel: Die Gleichung x° — x* + 4x — 4 = 0 besitzt die Losung
x; = 1. Man erhilt die Faktorzerlegung x° — x*> + 4x — 4 =
(x—1)(x* + 4) = 0. Die Gleichung x* + 4 = 0 hat im Bereich C
die Lésungen x; = 2i und x5 = -21. Damit gilt:

X7 —x? 4+ dx—4 = (x - 1) (x - 2i) (x + 2i).
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Komplexe Zahlen

Algebraische Darstellung
Im Bereich R der reellen Zahlen sind die Rechenoperationen 1.
und 2. Stufe (Addition/Subtraktion und Multiplikation/Divi-
sion) unbeschrankt ausfithrbar, nicht jedoch die dritter Stufe
(Potenzieren): Die Gleichung b" = a lisst sich in R fiir negati-
ves a und gerades n nicht losen. Zu einer reellen Zahla < 0 und
geradem n gibt es keine reelle Zahl b, fiir die b" = a ist.

Um diese Liicke zu schliefSen, wurde der Bereich der reellen
Zahlen durch die imagindren Zahlen J-d (deR,d>0)zum
Bereich € der komplexen Zahlen erweitert,

> Komplexezahlen

Der Bereich C der komplexen Zahlen ist die Menge der geordneten
Zahlenpaare (a; b) (mit a, b € R), fiir die eine Addition und eine
Multiplikation in folgender Weise definiert sind:
(a:b)+(c;d)=(a+c:b+d), (a;b):(c;d) =(ac—-bd;ad + bec)

Die Zahl (0; 1) heiflt imaginére Einheit und wird mit dem

Symbol i bezeichnet. Es gilt: i = i-i=—1

Komplexe Zahlen z = (a; b) kann man in Form einer Summe
aus einer reellen und einer imagindren Zahl darstellen:
z=(a;b) =(a;0)+ (0; b)

=(a;0)+(b; 0)-(0;1)=a+b-(0;1)=a+b-i

Fiir jede komplexe Zahl z = (a; b) mita, b R gilt:
z=(a;b) =a+bi mit ¥ =-L
a heil}t Realteil und b Imaginarteil der Zahl z.

Geometrische Veranschaulichung
Komplexe Zahlen werden in einer gauf3schen Zahlenebene
abgebildet, die von zwei zueinander senkrecht stehenden Zah-
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2 Gleichungen und Gleichungssysteme

lengeraden aufgespannt wird — der reellen Achse R fiir den
Realteil, der imaginidren Achse I fiir den Imagindrteil einer
komplexen Zahl. Jeder komplexen Zahl entspricht genau ein
Punkt der Zahlenebene bzw. ein vom Ursprung der gaufs-

schen Zahlenebene ausgehen- rd
der Pfeil. =% 4)

Komplexe Zahlen, die sich
nur im Vorzeichen ihres Ima-
gindrteils unterscheiden, nennt
man konjugiert komplexe
Zahlen,

Die Linge eines Pleiles gibt
den Betrag der komplexen
Zahlz=a+b-1an.

Es gilt: | 2] = Ja?+b® Fiirkon- = (-2=2)
jugiert komplexe Zahlen zund Z gilt: z- 2 = a* + b” = PAE

1 fiir die algebraische Darstellung

Fiir das Eechnen mit knmpfexen Zahlen in algebraischer Darstel-
lung gelten dieselben Regeln wie fiir Binome reeller Zahlen, wobei
die Beziehung i* = i-i = -1 zu beachten ist:

Addition: (@a+b-i)+l{c+d-i)=(a+c)+(b+d)-i
Subtraktion: (fa+b-i)—(c+d-i)=(a-c)+(b-d)-i
Multiplikation: (a+b-i) - (c+d-i)=(a-c-b-d)+(a-d+b-cj-i

In geometrischer Interpreta- (3. )+ (14 2i) =2 + 3i
tion erfolgt die Addition

komplexer Zahlen analog der Al
Addition von Vektoren: Die
den Summanden zugehorigen
Pfeile werden aneinander ge-
setzt — der Summe entspricht
der Pfeil vom Ursprung zum
Endpunkt der Konstruktion.
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fi=h.02=actbdibead)i 7 20+0iz=a+ib,

L a o 2 +d’ zy=¢+id

Jede komplexe Zahl z lasst sich durch die Lange r und den Drehwin-
kel @ des ihr zugeordneten Pfeiles darstellen:

Ausa=r-cospundb =r-sing (a, b, p € R) folgt

z=a+b-i=r-(cos@ + i-sing),

(rist der Betrag der komplexen Zahl z.)

Der Drehwinkel ¢ wird auch als Phasen- 1§
winkel oder Phase der komplexen Zahl
bezeichnet.

Umrechnungen: a =rcos ¢; b =rsin ¢;

z=a+ b-i

COs ( = ?;sinq}= -8

(peR); r* =a? + b’
Beispiel: Fiir die komplexe Zahlz=1 + 2i gilt wegena=1,b=2
= ,4'|2+f = ,ﬁ ; COS= J-Ezﬂ, 447 und damait

=
®; = 63,4° + k- 360°, @, =296,6°+k-360° (ke Z).

Da sin @ = —E,; >0, scheidet ¢, aus.
),

Demnach gilt: z = J5 +(c0s63,4° + i-5in63,4°)

Rechenregeln fur die trigonometrische Darstellung

Um komplexe Zahlen in trigonometrischer Darstellung addie-
ren oder subtrahieren zu kénnen, muss man sie in ihre alge-
braische Form iiberfiihren.

Fiir z;= ry (cosg, + i+sin®) und z, = r; (cos @, + i-sinj,) gilt:
212 =Tp*T; [cos(@ + @) + isin{ @, + @,)]
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2 Gleichungen und Gleichungssysteme

Fiir z, = z, =z ergibt sich z* = r>[cos2 + i-sin 2] und allgemein:

> satzvonMoive

Istz =r-[cos @ + i sing] eine komplexe Zahl und n eine natiirliche
Zahl, dann gilt: z"=r" [cos(n-¢) +i'sin(n-@)].

Fﬁrzl =T {1:05 @y + i+ sin ;) und 2, = 13 (cos @, + 1-sin @) (r; = 0)

gilt: _z = = [mﬁ{cpl— ;) +i-sin{ @, — ©4)].

> Exponentiaform
Durch Anwenden der eulerschen Formel cosg +i-sinp=¢'~? ent-

steht aus der trigonometrischen Form die Expnﬂentlalfurm einer
komplexen Zahl. Es gilt: z=z(r; @) =r(cos @ +i-sing) =r g ?

Rechenregeln fiir die Exponentialform
Komplexe Zahlen in Exponentialform miissen vor dem Addie-
ren in die algebraische Form umgewandelt werden.

21222 = 21 (13 @) 22(125 @3) = et -rgei'q’z =ry-ry "9 i

= rl -rztk{{p] +[pz:]=3(rl .1-2; I:Pl + (pz]
z1:2y =2y (1 @ }.: 39(1';; Py) = 1'|*‘-'Mﬁ =I'|:l‘1¢i+q:2)

=(rir)-e = R =(r o) el _m}_ﬂh' 3 () — @)
2" = [2(r; @)™ = [re" P17 = [e PP = e P P = 2 (r% n-g) (ne R)

Beispiel: Fiir die komplexen Zahlen

2;=142i= A5 (cos(63,4°) +i-sin(63,4%)) = /5 &' %>* und
2= 1 =2i = /5 (cos(=63,4°) + i -5in(=63,4°)) = /5 e 634" gilt:
2y 2y= of5 a5 -l O L O 5 63470634 5.0 _ 5
712y = ﬁ . m‘@ : El-ﬁﬂl,d‘:’: E—l-ﬁld“: 1 _El-ﬁlii" + 1-53,4":.& 1-126,8°

= co05126,8% + 1 -sin 126,8° = -0,6 + 0,81
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2.3 Wurzelgleichungen

Gleichungen, bei denen die Variable im Argument von Wur-
zelfunktionen auftritt, heiffen Wurzelgleichungen.

Wurzelgleichungen lassen sich in einfachen Fillen durch
Isolieren der Wurzel und (ggf. mehrfaches) Quadrieren in
lineare oder quadratische Gleichungen umformen und dann
mit den dafiir bekannten Methoden losen. Da durch das
Quadrieren u. U. ,,Scheinlésungen™ dazugewonnen werden,
ist beim Losen von Wurzelgleichungen immer eine Probe
durchzufithren.

Beispiel: Es ist die Gleichung 1 + ./x + 5 =x (x=-5) zu lésen.
Isolieren der Wurzel: J/x +5=x-1

Quadrieren der Gleichung: (./x + 5)* = (x—1)*

Man erhiltaus x + 5 = x* — 2x + 1 die quadratische Gleichung
x? — 3x — 4 = 0 mit den Losungen x; = 4 und x, = —1.

Probe linke Seite rechte Seite Vergleich
flrx, =4 1+ J4+5=4 4 4=4
flirx, = -1 1+./~1+5=3 -1 3#-1

Demnach ist nur x; = 4 eine Losung der Gleichung.

2.4 Goniometrische Gleichungen

Gleichungen, bei denen die Variable im Argument von Win-
kelfunktionen auftritt, heifsen goniometrische Gleichungen.
Goniometrische Gleichungen kiénnen genau eine oder meh-
rere Winkeltunktionen mit genau einem oder mehreren ver-
schiedenen Argumenten enthalten.

2

Betspiel: cos x=0,57; 2sinx+3cosx=2,5 sin“x=cos 2x
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2 Gleichungen und Gleichungssysteme

Goniometrische Gleichungen kénnen aufgrund der Periodizi-
tit trigonometrischer Funktionen unendlich viele Losungen
besitzen. Hat man eine Losung ermittelt, so folgen weitere
Losungen dann aus den Symmetrieeigenschaften bzw. Qua-
drantenbeziehungen.

Losungsbeispiele
Beispiel 1: Die Gleichung sinx = —0,5 hat die erste Losung
X :_E . Wegensin (T—x) =sinxistx, =7 - {HE ) = %E.
x, und x, werden Basislosungen genannt.
Weitere Losungen erhilt man durch Addition eines Vielfa-

chen der Periode 27. So ergeben sich als Gesamtlosung;

Xy =—F +2km x, = I 1+ 2kn, ke Z

Goniometrische Gleichungen lassen sich hidufig mithilfe einer
Doppelwinkelformel, der Beziehungen sin®x + cos’x = 1 bzw.
tan x = 3% oder einem Additionstheorem erfolgreich umfor-
men.

COSX

Beispiel 2: Umformen auf ein ibereinstimmendes Argument
Aus cos 2x + cos x = 0 (0 £ x £ 2m) erhilt man wegen

cos 2x = 2cos’x — 1 die Gleichung 2cos’x + cos x — 1= 0.
Durch Suhstitutinn cos x = z ergibt sich die quadratische Glei-
chung g o ]- z— = = (), die die Lésungen z; = ] 3
Z,=-1 hC‘ilt?t ‘Nﬂgen Z= me erhilt man darau*r.
(1) cosx = % und damit x, = i y Xy = gﬂ:und

(2) cosx =—1 und damit x; = 7.

Beispiel 3: Umformen auf die gleiche Winkelfunktion
Aus 3sinx = /3 cosx (0 < x < 21) erhilt man nach Division

durch cosx (xi s 1“ ) die Gleichung ﬁ's'“‘ =./3.

Wegen % = tan:{fﬂ}gt tanx = L J3;alsox, = :,f Xy = =TI

z
6
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2.5 Exponential- und
Logarithmengleichungen

% Gleichungen, bei denen die Variable als Exponent einer
Potenz auftritt, heiffen Exponentialgleichungen.

W Gleichungen, bei denen die Variable im Argument einer Loga-
rithmusfunktion auftritt, heilen Logarithmengleichungen.

W Exponential- und Logarithmengleichungen sind keine alge-
braischen, sondern transzendente Gleichungen.

Logarithmieren der Gleich- | 4*=8,also In4*=In8
ung; Isolieren der Variablen | xn4=In8 = x= Ing _ 3In2 _ 1,5
Ind 2In2

Umformen der Gleichung zu | 4" =8, also (3=

Potenzen mit gleicher Basis | 2**=2° = 2x=3= x=15
Anwenden der Potenzgeset- | 2* "%+ 5.2 =144

ze: Isolieren der Variablen X291 5.0%.21 = 144

2523+ 10) = 144, also 2* =8 = x =3

Anwenden: é™"*=x, x>0 |Inx=10 = x=¢"=22026,5

Gleichungsseiten auf loga- | 2lg(x—1)-lg(2x+1)=10
rithmenausdricke zur glei-

chen Basis umformen g X L)

2x+ 1

(x=1)?
2x + 1

=lg 1, also

(k=1 =2x+1=x=4

Gleichung ggf:.-:_n umfmr— T e
men, dass nur ein Logarith- , X

mus auftritt, und Logarith- ; (Inx)*-0+Inx=2
mus substituieren F+t=2=0 =t=1 t,==2

=

ti=Ilnx;=1 =x=e=e

L |
tz=lnx2:—2 jK2=E3=—2
[+
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2 Gleichungen und Gleichungssysteme

2.6 Lineare Gleichungssysteme

Fin lineares Gleichungssystem ist eine konjunktive (und)
Verkniipfung von zwei oder mehreren linearen Gleichungen.
Das S}"Stﬂm E"l] 1&] + dy2X7 + T &ln:{" = bl

azlx] + 311}[2 5 o azn.'.'{" = bz

ap1X1 T ApaXy t+ et Ao X = Dy
heifdt lineares Gleichungssystem aus m Gleichungen und mit

n Variablen. Es ist homogen, wenn alle b; = 0, ansonsten in-
homogen.

Regel von Cramer

Zum Losen von Systemen aus zwel Gleichungen nutzt man das
Einsetzungs-, das Gleichsetzungs- oder das Additionsver-
fahren. Angewandt auf das Gleichungssystem

B e, fihrt das zu der Losung
)X+ azX; = by

biay, —aj;b,

_ 2 _ a;by~ba,
Xy = und x, = :

o8 § Ko g b o § d11823 — 81585

Die beiden Quotienten ergeben sich jeweils aus dem Koeffizi-
By Ay

] und den Absolutgliedern [:j des

entenschema [

B Axy

Gleichungssystems.

A e

Die Zahl D = a; a,, — a;;a, heifft die Determinante des

a i
Koeffizientenschemas [” 'j oder kurz die

dy; @5
Koeffizientendeterminante.

Fi | d i | Fi |
Man schreihtI}:dﬂ[ ! ;jc-der[hl i

a4, 4 gy Ay

Die Elemente a;; und a,, stehen auf der so genannten Haupt-
diagonalen, a,, und a,; auf der Nebendiagonalen des Schemas.
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Auch die Zidhler von x; und x, kénnen als Determinanten
notiert werden:

hlazl_ﬂlzhz Edﬂt[zl HI:] ;alihz_hlﬂzg :dﬂt[all hl]

2 8 ;) by

Man erhiilt diese Zihlerdeterminanten, indem man im Koef-
fizientenschema die erste bzw. zweite Spalte durch die Abso-
lutglieder by, b, des Gleichungssystems ersetzt und dann die
Determinanten bildet.

Das Gleichungssystem ay Xt apx; = by

ist eindeutig losbar,
1%+ a2%; = by

a a
falls det [ H ‘j # 0. Seine Losung ist dann (x; x,) mit

dyp 43
det | iz det " hﬂ
- b, ay - ay b,
1{1 = 3 Iz = :
det[ﬁl 1 au] i t[“ 1 42
H31 @2 A3 &g/

axyFapXy tax = by
Das Gleichungssystem a3 x; + ax3%; + 2,353 = b, mit
d31X) + 830Xy + 833X3 = b3

151 B 8y

det | a,, a,, a,, | # 0 hat die eindeutige Losung

831 A3 83
(b A Ay fay; by A fa;; a; b))
det| by a3, ay det|ay; b, ay detja; a5 by
ME X= BT T \
ay a3 dyp dpp Ay dyp B3 a3
det| 85y 857 85 det] 85 855 853 det| 8y 857 853
Vg A3 a33,1' \f3; f3p 835) \dy; 83y 833/
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Gauldsches Eliminierungsverfahren

Fiir das Lésen von Systemen aus drei oder mehr linearen Gleichun-
gen kann das gaulRsche Eliminierungsverfahren angewendet wer-
den. Der Grundgedanke dieses Verfahrens besteht darin, durch
dquivalente Umformungen die Anzahlder Variablen des Systems
schrittweise zu verkleinern.

Aquivalenzumformungen

Zwei lineare Gleichungssysteme sind genau dann dquivalent,
wenn sie beide die gleiche Losungsmenge besitzen.

Beim Ubergang von einem linearen Gleichungssystem zu einem
neuen bewirken folgende Operationen Aquivalenzumformungen:
W Vertauschen von zwei Gleichungen;

@ Multiplizieren einer Gleichung mit einer von 0 verschiedenen
Zahl:

" Addieren einer anderen Gleichung oder eines Vielfachen einer
anderen Gleichung zu einer Gleichung. Dabei ist wesentlich,
dass man die ,,andere Gleichung” in das neue System lber-
nimmt.

Schrittfolge des GauB-Verfahrens

Gegebenenfalls Gleichungen so vertauschen, dass in der ersten
Gleichung die erste Variable vorkommt.

é Mithilfe der ersten Gleichung die erste Variable in allen folgen-

den Gleichungen eliminieren. Dazu die erste Gleichung nachein-
ander geeignet vervielfachen und zu den folgenden Gleichungen
addieren,

) Dieersten beiden Gleichungen des letzten Systems unverandert

ubernehmen. Mithilfe der zweiten Gleichung in den folgenden
Gleichungen die zweite Variable eliminieren.

¢y Die ersten drei Gleichungen des letzten Systems unverandert

ubernehmen. Die dritte Gleichung ist jetzt Eliminationsglei-
chung fur die dritte Variable.
£ DasVerfahren so lange fortsetzen, bis ein lineares Gleichungssys-

tem entstanden ist, in dem jede Gleichung mindestens eine Va-
riable weniger erhalt als die Gleichung dariiber. Bei eindeutig
lsbaren Gleichungssystemen entsteht eine Dreiecksform.
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Zu losen ist das Gleichungssystem

X2— X3+ 2x4= 8

X+ 2%—- X3+ x4= 6
=X+ N+ Igt Iy= -1
X+ 5}{.1 - 42‘13 T EJL| = 1>

Ordnen (I) x+2x—- %3+ x4= 6 1 Eliminationszeile
des (I1) —xp =+ X+ 3x3+ 2x4= -1
Systems: (111} x, + 5x; — 4x3 + 2x4 = 15
(IV) Xy — X3+ 2xy= 8
Eliminie- (I) x;+2x,- x3+ x =6 (1) Ubernommen
ren (11') 3x,+ 2x3+ 3x4=5 (D) + (1)
von xy: (111") 3%, — Ix3+ xg=9 (=1-(D)+ (D)
(IV) X, — X3+ 2x4=8 (TV) Glbernommen
Eliminie- (I) x;4+2x,- x34+¢ x4= 6 (1) ibernommen
ren (I')  3x+ 2x3+ 3xg= 5 (II') Gbernommen
VOn x;: (T =Sy=On,= i (—1) « (IT') + (III)
(IV") 5x;— 3x,=—-19 (1) +(=3)-(IV)
Eliminie- (I) x;+2x,- x3+ x= 6 (1) Ubernommen
ren (11’ I, + 2x3+ 3x,= 5  (II') ubernommen
von xs: (11" —5x3— 2x, = 4 (') ubernommen
{Ivl:l' - 53(4 =-15 (TIT") + {IU'}

Durch riicklaufige Eliminierung der Variablen erhalt man aus der
Dreiecksform die Losung des Gleichungssystems:

—Sxy=-15, also x4 = 3
—5x3 —2xy= 4, mitxy= 3 folgtx;=-2
3xa+ 2x3 +3x= 5 mitxy= 3, x3=-2folgtx, =0
Xp+2% - X3+ xy= 6, mitxg= 3,x;=-2,x%=0folgtx; = 1.

Die Losung des Gleichungssystems ist also das 4-Tupel
(1;0;-2; 3).
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GauBsches Eliminierungsverfahren (Fortsetzung)

Diese Eliminierung kann durch Fortfihrung des gaufischen Algo-
rithmus auch ausfihrlich dargestellt werden. Das Ergebnis ist ein
Gleichungssystem in Diagonalform:

(1) Xi+ 2% - X3+ X4= 6
(1) 3%+ 2%+ Ig= 5
(I11) —3X3 — 2xy4= 4
(IV) xy= 3 1 Eliminationszeile
(1" X1+ 2% — X3 = 3 —(IV)+(I)
(11" 3%+ 2xy = —4 (=3} (IV) +(II)
(111"} —5x3 = 10 2-(IV)+(III)
(IV) X4= 3 (IV) Ubernommen
(I") -5x; —10x, = =5 (III') + (=5} - (I")
(I1") 15x, = 0 2-(II')+5- (I
(111"} ~5X3 = 10 (III') ubernommen
(IV) x4= 3 (IV) lUbernommen
(I") —15x, ==fa 2. (1N +3. (I
(11"} 15x, = 0 ([ ubernommen
(II1") —5%3 = 10 (II'}) ubernommen
(IV) Xg= 3 (IV) ubernommen
X1 = 1
X7 = 0
X3 = =3
X4= 3

Eine Losung aus n Zahlen heifst n-Tupel, eine Losung aus drei Zah-
len heilst Tripel.

Bei einem Gleichungssystem mit mehr Variablen als Gleichungen
entsteht durch Anwendung des gauRschen Algorithmus eine
Trapezform.
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Losbarkeit eines Gleichungssystems

Fiihren die Aquivalenzumformungen des gauBschen Eliminie-
rungsverfahrens auf eine Trapez- oder Dreiecksform des Systems
zu keinem Widerspruch, so ist das System lésbar.

Ergibt sich ein Widerspruch (am Ende 0 = b mit b # 0), so ist das
Gleichungssystem nicht lésbar.

Anzahl der Losungen

0 Das Gleichungssystem hat genau eine Losung, falls mithilfe des
gaulischen Algorithmus eine Dreiecksform erreichbar ist.

W Das Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen, falls
Aquivalenzumformungen zu einer Trapezform des Systems
fihren,

Die Umformung des Gleichungssystems aus zwei Gleichungen mit
drei Variablen

X ta—-3x3=1

X; + 2%3 = 5% =-1

fithrt zu der Trapezform
Xp+X- 3.'!{3 =1
=42 + 22{3 = 2.

[ieses System hat unendlich viele Losungen: Jede Zahl x; bedingt
tiber die zweite Gleichung eine bestimmte reelle Zahl x,. Mithilfe
der ersten Gleichung ergibt sich dann zu jedem Paar (x,; x5) reeller
Zahlen eine bestimmte reelle Zahl x,. Da x; frei wihlbar ist, erhilt
man auf diese Weise unendlich viele Tripel (x; x5; x3).

53



3 Differenzialrechnung

Wichtige Definitionen

oLy e |-l" e

R ETETEF T
T = e
g { Y. X

Es gibt Zahlenfolgen (a,) ), de-
ren Glieder mit wachsendem
Index n einem Grenzwert im-
mer naher kommen.

Die ,Ndhe” eines Folgenglie-
des a, zum Grenzwert g wird
dabei durch den Abstand

la, — g| =& bestimmt. Wie klein
man eine positive Zahl € auch
wahlt: Stets gibt es unendlich
viele Folgenglieder, deren Ab-
stand von g kleiner als dieses ¢
ist. Nur endlich viele Folgen-
glieder haben von g einen gro-
Beren Abstand alse. Man sagt:
In jeder (noch so kleinen) e-
Umgebung von g liegen fast
alle Glieder der Zahlenfolge.
wFast alle” bedeutet: alle Glie-
der der Folge bis auf endlich
viele Ausnahmen.

Eine Zahlenfolge mit dem
Grenzwert 0 heilt Nullfolge.

Eine Folge, die nicht konver-
giert, nennt man divergent.
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Lk
a, 0

Die Anfangsglieder der Folge
(a,) = (%J lassen vermuten,
dass die Zahl g = 1 Grenzwert
der Folge (a,,) ist:

| S
o)~ oo

ol O

LA on |

fu i tal uh |

L] X |

bd | |

Abstand von a, und g = 1:
= |_1| o

L]

|ﬂn_g| -

Betrachtet man die ,0,01-Um-
gebung von 1%, so ist

la,— g| < 0,01 fiir alle n > 100
erfiillt. Das heifdt: Alle Folgen-
glieder a,, abn =101 haben von
g =1 einen Abstand, der kleiner
als 0,01 ist. Nur die Folgenglie-
dera, bis a;, liegen auferhalb
der 0,01-Umgebung von g = 1.

i 1]

n—l_l‘

Die Folge (a,,) = [n_kj hat den
Grenzwert 0.

Die Folge (a,) = (n?) ist diver-
gent.



Ist g eine beliebige reelle Zahl
und € eine beliebige (kleine)
positive reelle Zahl, so nennt
man das offene Intervall

Uglg) = ]g—&; g + [ die e-Um-
gebung der Zahl g.

Die Zahl g heil3t Grenzwert der
Zahlenfolge (a, ), wenn fir jede
positive Zahl £ fast alle Zahlen-
folgenglieder a, in U.(g) lie-
gen, wenn also die Unglei-
chung |a, — g| <€ ab einem be-
stimmten n erfullt ist.

Folgen mit einem Grenzwert
nennt man konvergent (wenn
nicht, dann divergent).

Schreibweise: lim a, =g
n— ==

fsei eine in einer Umgebung
von x; definierte Funktion.
Die Zahl g heiRt Grenzwert
der Funktion fan der Stelle x,,
wenn flr jede Folge (x,) mit
X, € Dyund x,, # x, die den
Grenzwert x; hat, die Folge
der zugehdorigen Funktions-
werte (f(x,)) gegen den Wert
g konvergiert.

Schreibweise: Hm:-; fix)=g
Nahern sich die Funlgtinnswer-
te bei Annaherung von links
(rechts) anx,dem Wert g; (gg),
so spricht man von einem
linksseitigen (rechtsseitigen)

Grenzwert.

U.(g)

E

/—Aﬂﬁ
—t —

|
(g—g) b4 B bs (g +E)

; fn +3 )
Die Zahlenfﬁlg? = )h.}t den
Grenzwert g = 5.
n+3 1‘= 3l i
2n i E_ﬁ 2n

(dennn=1)

3 ; i -
s-< st also erfiillt fiir n > ~3—
n 2

Damit lisst sich fiir jedes

€ > 0 eine Zahl n angeben, so-
dass ab dem Glied a_ ., alle
Glieder der Folge ndher als €
an % liegen.

Die Funktion fmit f(x) = 211,

D¢= R\{2}, ist in der Uméﬁ'_:
bung von x; = 2 definiert, an
der Stelle x;; selbst jedoch
nicht. Nihert man sich von
links an xp, so gehen die Funk-
tionswerte gegen —ee, nihert
man sich Xy von rechts, so geht
f{x) gegen +e=. Es existieren
somit ein linksseitiger und ein
rechtsseitiger Grenzwert.
X ]-inxuf{x} ~ 8L
X<Xp

lim f(x) = g

.'-"l_:".'-"ln
X=Xy
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3.1 Grenzwertsatze

Grenzwertkriterien fiir Zahlenfolgen

Eine Zahlenfolge, die den Grenzwert g = 0 besitzt, heifst Null-
folge. Nullfolgen sind beispielsweise [5 ( j oder {{ 2] ]

Eine Zahlenfolge (a,) hat genau dann den Grenzwert g, wenn die

Zahlenfolge (a, — g) eine Nullfolge ist.
lim a,=g& |lITI (a,—g) =10

n— ==

Beispiel: Die Anfangsglieder der Zahlenfolge ( }lauten :, i,

6 7. 103 1003
B 30 -5 T560” sodass die Folge vErmuthch gegen 3 kc-n—

vergiert, Zur Uberprufung wird die Zahlenfolge

(-8 = (52-1) = (35)

untersucht Wegen lim ( ) 0 hat die gegebene Folge tat-

n—es
s.ichh-:h als Grenzwert.

Die Zahlenfolge (a,) konvergiere gegen g,, die Zahlenfolge (b,,) ge-
gen g, (d.h. ]im a, =B Eim b, = g;). Dann gilt:

lim (a ,xb ] lim a, :I: Eunb =g tgn

n— oo N — oo
Jim (3, b,) = lim a, lg}nﬁb., =818

& hm a, E:
IE’] - “I;;-l“h 2 (sofern b, = 0 und g, #0).
n—se= S 2

Grenzwertsatze fuir Funktionen

Hat die Funktion f an der Stelle x; den Grenzwert g, stimmen
dort also links- und rechtsseitiger Grenzwert tiberein, so be-
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deutet das anschaulich: Der Graph von f ,miindet” sowohl von
links als auch von rechts in den Punkt (x,; g) ein, ganz unab-
hingig davon, ob f an der Stelle x;, definiert ist oder nicht.

Besitzen die Funktionen f und g an der Stelle x;, einen Grenzwert, so gilt
lim (f(x)+g(x))= lim f(x)+ lim g(x);
X =¥ X %=Xy X=Xy

lim (fix) - g{x}] = lim f(x)+ lim g(x), H
X=X, x— Ay X — Xy
g :
xl-lﬂn g{I}: _ILm T mit Hllhmxﬂg(x] #0 wund gix)=0.
X = Xy

Viele Funktionen haben als Definitionsbereich die Menge R
bzw. halboffene Intervalle |—<; a] oder [a; +¢o[. Um solche
Funktionen fiir unbeschrinkt wachsendes oder fallendes x un-
tersuchen zu kénnen, wird folgende Erweiterung der Grenz-
wertdefinition fiir Funktionen vorgenommen:

P Grenzwerteinerfunktion
Eine Zahl ¢ hei3t Grenzwert von f fiir unbeschrankt wachsendes
oder fallendes x (x — +== bzw. x — —==}, wenn fur jede Folge (x,,) mit
dem Grenzwert + bzw. —= die Folge der zugehdrigen Funktions-
werte (f(x,)) gegen den Wert g konvergiert. Man schreibt:

lim f(x) =g bzw. lim f(x) = g

X — toe X—¥—
Beispiel: Zu untersuchen ist die Funktion f: f(x) = "j - : sxe R;
X

fiir x = Loo. x?{|_l1] it
Aus f(x) = ”;: folgt f(x) = Kl = "I und damit:

X : xz(l +1J 1 + F |

1- X -
lim f(x)= Ilim o=, lim f{x)= lim R I

X — teo x—}+mi+l X —3 —80 }i—}—m]+L

2 2

X X
Fiir x — +eo ndhert sich der Graph also immer mehr der Ge-
raden y = 1. Eine Gerade, an die sich der Graph einer Funktion

f immer mehr ,,anschmiegt”, nennt man Asymptote von f.
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Reihen

Ist (a,) = a3 a;; a3 a4 ... eine Zahlenfolge, so heifit
a; +a, +as+ay+ ... unendliche Reihe oder kurz Reihe.

Man schreibt dafiir Z Ak und versteht darunter die Folge
der Partialsummen
n

(s,) = (kE_ ]3k): a3 a;t+ay; a;t+a, +as;...
Fiir den Fall der Konvergenz der Partialsummenfolge (s,)
heifdt thr Grenzwert g der Wert oder die Summe der Reihe.

Eine Reihe nennt man konvergent bzw. divergent, wenn die
entsprechende Partialsummenfolge konvergiert bzw. diver-
giert.

Beisprel: Die Partialsummenfolge zur Nullfolge
C 1Y Ly
(F)=b333553

: o I ] I L
lautet: (sp,) =151+ 1+‘+‘1+E+E+§""
SRR Ul o |y D I,
_l!i 4 E. I_EI] ﬁ,....jz—zn_lg.'.
Die Partialsummenfolge (2 - 1%) 1st konvergent, denn
lim (2- )= lim 2 lim - =2.
n— oa ' n— e o 20

Die geometrische Reihe kE S q“! konvergiert genau dann,
= A

wenn |g| < 1 ist. Sie hat in diesem Fall die Summe s = =

Beispiel: Fur den reinperiodischen unendlichen Dezimalbruch

= a7 5 _ s AT Nk
0,27 gilt: 0,27 = + SR e El |m(|m)

100 " 10000 .
2z oz
g 1 0} [ 00 27 3
027=T"T =® =% =1
100 [ 00



3.2 Stetigkeit von Funktionen

> stetighet

Die Funktion f heilit an der Stelle x, € Dy stetig, wenn der Grenzwert
von f an der Stelle x; existiert und mit dem Funktionswert an der
Stelle x;; Gibereinstimmt.

Die Funktion f heil3t stetig, wenn sie an jeder Stelle ihres Definiti-
onsbereiches stetig ist.

Diese Definition prizisiert die anschauliche Vorstellung von
»stetig”, wonach sich der Graph einer solchen Funktion ge-
wissermafien ,in einem Zuge” (ohne den Stift abzusetzen)
zeichnen ldsst.

> Unstetigkeitsstellen

Existiert an einer Stelle x; € Deiner Funktion kein endlicher Grenz-
wert bzw. stimmen Grenzwert und Funktionswert von fin x; nicht
uberein, so ist f an der Stelle x; unstetig.

Hauptfille von Unstetigkeitsstellen

(1) f besitzt an der Stelle x, einen Grenz-
wert; Grenzwert fiir x — x5 und Funkti- v
onswert f(x,) stimmen nicht iiberein. T

Beispiel: Die Funktion f sei definiert
durch

ﬂ:x}={x2, X2
3 x=12

=
X

!
i
|
|
!
!
|
|
!
|
2

Esist lim x*=4#f(2)=3
X =2

(2) fbesitzt an der Stelle x;, einen Grenzwert, ist aber selbst in
x nicht definiert,
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3 Differenzialrechnung

Beispiel: Die Funktion f mit f(x) = x;__—ll 1st v A

tir x = 1 nicht definiert, besitzt aber den
Grenzwert limlﬂfx] = 2, An der Stelle
X —

Xy = 1 hat f eine Liicke. 2+ A
Nun liefie sich eine neue Funktion g I
: o K= s -
»konstruieren” mit g(x) =4 *-! ; 40y x
2; x=1

Fiir diese Funktion g wiirde x]igllg{x} =g(1) = 2 gelten. g wire
an der Stelle x5 = 1 also stetig. Eine solche Funktion g ist dann
stetige Fortsetzung der Funktion { an der Stelle x. Die Defi-
nitionsliicke von f ist stetig hebbar oder stetig erginzbar.

(3) f hat an der Stelle x; keinen Grenz-
wert, es existiert jedoch der Funktions-
wert an der Stelle x,.

Beispiel: An der Stelle xy = 0 mit f(0) =0
ist der linksseitige Grenzwert von sgn(x)
gleich -1, der rechtsseitige +1. Die

[{x) = sgn(x)

——
X

Funktion weist an dieser Stelle einen
endlichen Sprung auf.

(4) f(x) hat an der Stelle x;, den linkssei-
tigen Grenzwert +eo und den rechtsseiti-
gen Grenzwert —ee (oder umgekehrt).
hat hier einen unendlichen Sprung.
Beispiel: Funktion f mit f(x) =x™'; x4 =0
(5) f besitzt an der Stelle x; einen Funk- .

tionswert, aber der Grenzwert von f(x) i
an dieser Stelle existiert nicht. '

Beispiel: Fir f mit f(x) = 0,5x +1 fir 2 /
x < 3 und 0,5x + 2 fiir x 2 3 gilt

f(3) = 3,5, aber der Grenzwert fiirx — 3 o
existiert nicht. f ist hier unstetig,
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Satze uiber stetige Funktionen

Stetigkeitssatze fiir Funktionen

Besitzen die Funktionen f und g einen gemeinsamen Definiti-
onsbereich D und sind sie in x; €D stetig, so sind auch die
Funktionen ¢-f (ceR), f+ g, f—gund f- g in x; stetig.

Ist ferner f(xg) #0, so sind aufSerdem die Funktionen h = % und

k=2 mit Dy, = Dy = D\ {x|f(x) = 0} in x,, stetig.

Nullstellensatz von Bolzano

Ist f eine in einem abgeschlossenen Intervall [a; b] stetige
Funktion und gilt f(a) - f(b) < 0 (haben also f(a) und f(b) un-
terschiedliche Vorzeichen), so gibt es wenigstens eine Stelle
Xy € |a; b[ mit f(x,) = 0.

Satz uber die Annahme von

Zwischenwerten

Wenn f eine tiber dem abgeschlossenen ~ Y 4

Intervall [a; b] stetige Funktion mit P :

f(a) # f (b) ist, dann nimmt f jeden Wert _/-i
|

Z, der zwischen den Funktionswerten |

|
f(a) und f(b) in den Endpunkten des In- o, b X
tervalls liegt, mindestens einmal an.
Satz vom Maximum und Minimum
(Satz von Weierstral}) Bk
. a 2 dxiumum
Wenn f eine in einem abgeschlossenen fix,)
Intervall [a; b] stetige Funktion ist, dann  f{b)+———— =
hat fin [a; b] ein Maximum und ein Mi- ¢ : :
nimum. Das Maximum (Minimum) ist  fa) ‘\ . o
die grofite (kleinste) Zahl unter den B G -
. . - — Xy b X
Funktionswerten von f in einem Inter- fix,) | 2
vall. Minimum
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3 Differenzialrechnung

3.3 Ableitung einer Funktion

Fiir die Untersuchung von Funktionen und ihren Graphen
spielt die Analyse von Grenzwertprozessen eine besondere
Rolle. Der Anstieg eines Funktionsgraphen, das Verhalten ei-
ner Kurve in einer ,unendlich kleinen® Umgebung eines
Punktes oder Ubergiinge von Sekanten zu Tangenten gehéren
dabei zu den typischen Problemkreisen.

» Differenzenquotient

Es sei y = f{x) eine auf Dy definierte Funktion und xg, x, + he D¢
Die Funktion

fi{xy +h) - f(x,) 3 fix) - f(x;)

d“l}: {mith?‘—'{]} hIWd[:K:I = T{mitx ;txn:]
heifst Differenzenquotient von f an der Stelle x;,. '
Y | i |
'Efli']'l'l'l]' £ %) Fix) LLxi
J'Ifx“jl ['hﬂ:]
0 : 0 X X :

Der Differenzenquotient ist ein Maf8 fiir die mittlere Ande-
rungsrate der betrachteten Funktion iiber dem entsprechen-
den Intervall. Er kennzeichnet den Anstieg der Sekante des
Graphen durch die Punkte Py(xg; f(x,)) und P(x; f(x)). Kon-
vergiert die Differenz x — x;, gegen null, so wird die Sekante zur
Tangente im Punkt P, an den Graphen.

Man nennt f an der Stelle x, = D; differenzierbar, wenn der Grenz-
wert des Differenzenquotienten
; fix,+h)-f : fix)—f
lim V70 b lim 2T i R existiert.

h— 0 - x—=x, %
Dieser Grenzwert heilft Ableitung oder Differenzialquotient der

Funktion f an der Stelle x;,. Man schreibt:
Yl fix, + h}—f(x,)

h— 0 h

= {'(xy) (gesprochen fStrich von x_)
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Der Differenzialquotient (die i |
Ablertung) kennzeichnet “n:flie fix,) - j
momentane (punktuelle) An-

derungsrate der Funktionf. Er gy )-
ist ein Mafd fiir den Anstieg
der Tangente an den Graphen
von f im Punkt Py. Fiir den
Steigungswinkel o der Tan-
gente im Punkt P, gilt f'(x,) = tan o

Andere Schreib- und Sprechweisen fiir die Ableitung einer
Funktion f an der Stelle x:

; df
Fi(x5) = d{:J = dftx) nach dx an der Stelle x,,
= j—iixn dy nach dx an der Stelle x;,
=y y Strich an der Stelle x,,.
Hohere Ableitungen

Ist die Ableitungsfunktion ' mit y' = {'(x) einer Funktion f
wiederum differenzierbar, so heif$t die Funktion f (an einer
Stelle x oder im gesamten Definitionsbereich) zweimal diffe-
renzierbar; man erhilt die zweite Ableitung von f.
Man schreibt: y' =1"(x) (lies: y zwei Strich gleich f zwei Strich
d7y

von x) oder =5 (lies: d zwei y nach dx Quadrat). Ab der vierten

Ableitung schreibt man y* = f#(x), ..., y™ = fM(x).

3.4 Differenziationsregeln

Konstantenregel

Eine konstante Funktion f(x) = ¢ (c e R, aber fest) besitzt fiir
alle x € R die Ableitung f'(x) = 0.
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Potenzregel

Die Funktion f(x) = x", ne N, n = 1, ist differenzierbar und es
aile P ) =na

Die Potenzregel gilt unter bestimmten Bedingungen auch
fiir ganzzahlig negative, fiir rationale und fiir reelle Exponen-
ten.

Faktorregel

Ist g eine differenzierbare Funktion, so ist auch die Funktion f
mit f(x) = k-g(x) (k € R) differenzierbar, und es gilt
f'(x) = k-g'(x).

Beispiel: Als Ableitung von f(x) = 8 - x erhilt man nach der
Faktor- und nach der Potenzregel f'(x) =8 - (5 - x) =40 - x4,

Summenregel

Sind zwei Funktionen u und v in x; differenzierbar, so ist an
dieser Stelle auch die Summenfunktion s mit

s(x) = u(x) + v(x) differenzierbar. Es gilt:

5(Xg) =u'(xp) +v'(x5) (Kurzform:s=u + v=as=u +v)
Das heifst: Eine Summenfunktion wird summandenweise dif-
ferenziert.

Beispiel: Zu ermitteln st die Ableitung der Funktion f(x) =
8x> + 50x°. Setzt man u(x) = 8x” und v(x) = 50x* und diffe-
renziert summandenweise, so erhilt man u'(x) = 24x* und
v'(x) = 100x. Nach der Summenregel folgt {'(x) = 24x* + 100x.

Ist eine der Summandenfunktionen eine konstante Funk-
tion, so folgt mit v(x) = ¢ (c R, aber fest) als Sonderfall der
Summenregel: s(x) = u(x) + ¢ und s'(xy) = u'(xy). Funktio-
nen, deren Terme sich nur durch eine additive Konstante un-
terscheiden, haben also die gleiche Ableitung,
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Produktregel

Sind zwei Funktionen u und v in x;, differenzierbar, so ist auch
die Funktion p mit p(x) = u(x)-v(x) an dieser Stelle differen-
zierbar. Es gilt:

p'(Xg) = u'(xg) - v(Xp) + V'(xp) -u(xg)
(Kurzform:p=u-v=p =u-v+v-u)

Die Produktregel ldsst sich auf endlich viele Faktoren erwei-
tern. In Kurzform: u'»v-w+u- v -w+u- v.-w

Quotientenregel

Sind zwei Funktionen u und v in x; differenzierbar und ist
v(x) # 0, dann ist auch die Funktion g mit q(x) = % an der
Stelle x;, differenzierbar. Es gilt:

u'(xg) - vixg) —v'(xg) - u(x,)

q'(xp) = e
il
(Kurzf{‘.rrm: q=! =q'= uru—zwuj

W

Kettenregel

Es sei die Funktion u an der Stelle x, und die Funktion v an der
Stelle u(xy) differenzierbar. Dann ist auch die verkettete Funk-
tion f = v ° u (gesprochen: v nach u) m x; differenzierbar und
es gilt £ '(xg) = v'(u(xgy)) -u'(xg).

Das heiflt: Die Ableitung einer verketteten Funktion ist
gleich dem Produkt der Ableitungen von dufferer und innerer
Funktion (] S. 15). Leibnizsche Schreibweise der Kettenregel:

Ist y=f(x)=v(z) mit z=u(x) und f'(x)= gﬂi,v'{z}= dy.

dz
_ dz

u'(x) = =,

Beispiel: Die Funktion f(x) = (x*=x> 4+ 2x> = 1)% ist die Ver-
kettung f mit f(x) = v(u(x)) aus der inneren Funktion
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z=u(x]=:{4-x3+2x3—]

und der dufSeren Funktion v(z) = 225, kurz:

f = v o u. Demzufolge ist u'(x) = & e  —3x% + 4x und
v(z)—j—}' =25.2%% Dann gilt

' — d 24 2
F(}:}—-;—d-g d‘[ =25.7 2% (4x° - 3x% + 4x)

=25(x*—x + 2x* — 1)* (4%° — 3x* + 4x).

Umkehrregel

Es sei f eine in ihrem Definitionsintervall Ja; b| umkehrbare
und differenzierbare Funktion mit f'(xy) # 0 (x5 ]a; b[).
Dann ist die zu f inverse Funktion f~' an der Stelle y, = f(x,)
ebenfalls differenzierbar und es gilt:

-1 dx
(F'(y0))' = ;s oder &

y=ro

| =

X=X

=
=

Beispiel: Es sei die Ableitung der Funktion y = f(x) = ./x -2
(x = 2) an einer Stelle x; € Dy zu ermitteln.
Wt ist eine fiir x5 =2 2 umkehrbare Funktion. Die Umkehr-
funktion von fist f ' mit x=f"!(y) =y* + 2,y, 0.
® £ ist fiir alle vp > 0 differenzierbar.
Es gilt (f 7 (yo))' = 2y, Fiir yg > 0 ist (£ 7 (y,))'# 0.

¥ Dann ist auch f differenzierbar und es folgt

] |
= = el | S
txﬂ] (f 'fl'r )] 3}'1: 2- ."'I.U—E { 0 )

i

Ableitung von Funktionen in
Parameterdarstellung

Fine in Parameterdarstellung gegebene Funktion (S. 9)
= f{x) mit x = @(t) und y = p(t) ist differenzierbar, wenn @(t)
und y(t) nach t differenzierbar sind und @'(t) # 0 ist.

Die Ableitungsfunktion lautet dann f'(x) = ¥ m
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3.5 Ableitungen elementarer

Funktionen
f(x) f'(x) f(x)
c ce R, const. 0 (0
x neM,n>0 nx® 1 n{n-1)x"?
ne £,x#0
nelR, x>0 | x
Jx xeR,x=20 E[x}ﬂ] i (x = 0)
sinx xe R COS X —§in X
COS X Xe [H —5in X =05 X
tanx xe€ R, Ej = 14+ tan’x | 2tanx (1 + tan®x)
x:ﬁiikﬂjg.kei cos X
. 1 X
arcsinx xe [-1; 1] | #El | ——— ]
J1-x%° (1-x" )1 —x°
arccosx x€ [=1;1] - #1 . x| 1
| —x" {l—nzl g
arctanx x€R | —2:-:’ -
1+ x° (1+x°)
a* aeR,a>0,a#1; a*Ina a*(Ina)?
xeR
e* xeR e™ et
logx aeR,a>0,a%1; 1 —1
xRt %+ Ina x - Ina
+ 1 |
Inx xR - — =
X
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3.6 Satze uber differenzierbare
Funktionen

Ist eine Funktion f im abgeschlossenen Intervall [a; b] stetig, im
offenen Intervall ]a; b| differenzierbar und gilt f{a) = f(b), dann
existiert mindestens eine Stelle ¢ zwischen a und b (also c e |a; b[),
sodass f'(c) = 0ist.

Geometrische Deutung: Wenn die
Randpunkte A, B des abgeschlossenen

Intervalls [a; b] gleiche y-Werte besit- |
zen, dann gibt es zwischen A und B '_%E

mindestens einen Punkt C des Gra-

|
|
|
phen der Funktion f, in dem die Tan- © a ¢
gente parallel zur x-Achse verlduft.

Ist eine Funktion fim abgeschlossenen Intervall [a; b] stetig und im
offenen Intervall ]a; b differenzierbar, dann existiert mindestens
eine Stelle c zwischen a und b, sodass w =f{c) (cela;bl).

Geometrische Deutung: Ist
die durch einen Graphen dar- i)
gestellte Funktion fiir a < x
< b differenzierbar, so muss
es mindestens einen Punkt
C(c; f(c)) geben, in dem die f(a) +=
Tangente parallel zur Sekante =
durch die Punkte A(a; f(a))
und B(b; f(b)) verliuft. 0

fib)
flc) 1
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> RegelvondePHospital

Es seien die Funktionen uund v in einer Umgebung von x,, differen-
zierbar und ihre Ableitungsfunktionen in x; stetig. Ist nun
u(xy) = v(xy) = 0 sowie v'(x) # 0 in einer Umgebung von x, so gilt

lim %% - lim "% fas lim “2) existiert.
X )y VEX) % — xy (X

Diese Regel kann dann von Nutzen sein, wenn die formale An-
wendung der Grenzwertsitze auf unbestimmte Ausdriicke wie
g oder = fiihrt.

Beispiel: Die Grenzwertsitze ergeben fiir lim 22X den unbe-

x—+ 10
stimmten Ausdruck g. Mithilfe der Regel von de I'Hospital

erhilt man: lim 3% = Jim

x a0 = x—0 (%) x—0

{sinx)' COSX

Ergibt sich beim Anwenden der Regeln von de I'Hospital er-
neut ein unbestimmter Ausdruck der Form g bzw. =, so
kann man diese Regeln mehrfach nutzen. Unbestimmte Aus-
driicke der Form (- oo, 00 — oo, 0%, 1™ oder =" lassen sich hiu-
fig auf die Form % oder = bringen, sodass man die Regel von
de I'Hospital anwenden kann.

Berspiel: Der Grenzwert lim [i—;) fithrt auf den unbe-

: Xx—0 X sinx _
stimmten Ausdruck ee — ee. Die mehrmalige Anwendung der

Regel von de I'Hospital ergibt:
SINX — X . cosx — | . —S8inX —0
2eosx —x - sinx

lim [ = lim sin:r.+:t.-::us:-;= lim

— 0 x— 0

X BInX

x—0

Es seien die Funktionen uund vfiir alle x > a (a e R") differenzierbar.
Ist nun lim u(x) = lim v(x) = 0 sowie v'(x) # 0, so gilt

X —p o= X — e

im Y%~ jm Y falls im Y existiert.
x—to= V(X) x5 VIX] x — = VIX])



3 Differenzialrechnung

3.7 Funktionseigenschaften

Monotonieverhalten

Ist eine Funktion f an einer Stelle x;, differenzierbar und

monoton wachsend, | monoton fallend,

so gilt f'(xg) 20 | so gilt £'(xy) 0.

f ist monton wachsend — ihr Graph hat also folgendes Aussehen:

=Y

8]

Dann gilt: Der Anstieg m, der Tangente an den Graphen von fim
Punkt Py(xg; f(x) 1st positiv oder mindestens null. Ist f monton
fallend, dann ist der Anstieg m, der Tangente an den Graphen
von fim Punkt Py(xg; f(xp) negativ oder héchstens null.

P Eine im offenen Intervall I differenzierbare Funktion fist in diesem
Intervall genau dann monoton wachsend bzw. monton fallend,
wenn firallexe [ gilt f'{x) = 0 bzw. f'(x) 0.

Extrema

Maximum und Minimum einer Funktion (T S. 61) werden
auch als Extremwerte bezeichnet. Man unterscheidet globale
Extrema, die den jeweils absolut grofsten bzw. kleinsten Funk-
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tionswert tn einem Intervall [a; b] kennzeichnen, und lokale
Extrema f(xg), die den jeweils gréfSten bzw. kleinsten Funkti-
onswert in etner Umgebung von xg angeben.

lokales

Y Maximum {

globales

» / Maximum

i

X4 \b X

globales Minimum lokales
und Minimum

lokales Minimum

Ist eine Funktion f in einem offenen Intervall I definiert und x;: ein
innerer Punkt von 1, dann heilt f(x;) ein

lokales Maximum lokales Minimum
der Funktion f, wenn es ein £ = 0 gibt, sodass fiir jedes x < I gilt:

Xp-f<x<xap+e = x)<f{xg) | sp-E<x<xp+e = Hx)>i(xp)

xg nennt man lokale Extremstelle (Maximum- bzw. Minimum-
stelle) von f, den Punkt
E(xg; f(xg)) lokalen Ex-
trempunkt (Maximum-
bzw. Minimumpunkt) des
Graphen von f. Mitunter
unterscheidet man zwi-
schen lokalen Extrema im

Hochpunkt

engeren Sinne  (ohne
Gleichheitszeichen) und
im weilteren Sinne (mit
Gleichheitszeichen).
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Charakteristisches Merk-
mal eines lokalen Extre-
mums ist die Anderung
des Monotonieverhaltens
der Funktion von ,,mono-

]."j, Fnux F{KEI? ={)

|
|
|
|
|
ton wachsend” in ,mono- 5 ¥ ) :
ton fallend® (beim lokalen i :
Maximum) bzw. umgekehrt (beim lokalen Minimum). An
den lokalen Extremstellen selbst gilt demzufolge f'(x,) = 0, die
Tangenten an den Graphen von f verlaufen hier parallel zur
x-Achse.

Ist die Funktion fin ihrem Definitionsbereich Ddifferenzierbar und
xg € D¢ eine lokale Extremstelle von f, so gilt f'(xz) = 0.

Die Bedingung f '(xg) = 0 1st notwendig, aber nicht hinreichend
— sie kann an einer Stelle xg erfiillt sein, ofine dass dort ein
Extremum vorliegt. Zum Beispiel gilt fiir die Funktion f mit
f(x) =x> zwar f'(0) = 0, aber die Funktion besitzt an der Stelle
0 kein lokales Extremum. Damit an einer Stelle xg mit f'(xg) =0
ein Extremum vorliegt, miissen weitere Bedingungen erfiillt
sein.

Gilt fur eine Funktion {'(x) = 0 und liegt an der Stelle x; fur '(x) ein
o (+/-)-VZW vor, so hat f an der Stelle x, ein lokales Maximum,
© (—/+)-VZW vor, so hat f an der Stelle x; ein lokales Minimum.

Mg PR

Diese Bedingung ist fiir das Vorhandensein eines Extremums
sowohl notwendig als auch hinreichend.

Rechnerisch meist einfacher zu handhaben ist das folgende
Kriterium:
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Die Funktion f sei in Dy n-mal differenzierbar. Gilt fur xz € Dyund
ngerade, n 22, f'(xg) = f"(xg) = f"(xg) = ... = {2~ Y(xp) =0 und
f{“]'{xﬂj # 0, so hat die Funktion an der Stelle x; ein lokales Extre-
mum, und zwar fiir f{“]':xp_} =0 ein lokales Minimum, fur f‘:“}{xE} <0
ein lokales Maximum.

Die erste von null verschiedene Ableitung an der Stelle xg
muss also eine geradzahlige Ableitung sein. Im einfachsten Fall
ist somit f'(xg) = 0 und f"(xp) # 0 notwendig und hinrei-
chend fiir die Existenz eines Extremums an der Stelle x.

Beispiel: f(x) = % e % x% - 2x

W Es wird die 1. und die 2. Ableitung von f gebildet:
f'(x) =x* + x—2; f'"(x)=2x+1

W Man ermittelt die Stellen, fiir welche die notwendige Bedin-
gung f'(x) = 0 erfiillt ist. Die sich so ergebende quadratische
Gleichung x* + x— 2 = 0 hat die Lésungen x; = 1 und x, = 2.
An diesen Stellen kann also eine Extremstelle vorliegen.

W Man tberpriift, ob an diesen Stellen tatsidchlich Extremstel-
len sind, ob dort also die hinreichende Bedingung fiir eine
Extremstelle erfiillt ist. Unter Verwendung von
f "(x)=2x+ 1 erhilt man
£"(1)=3>0,d. h., x; = 1ist eine Minimumstelle von f;
f"(-2) =-3<0,d.h., x, =-2 ist eine Maximumstelle von f.

Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

Ist feine im Intervall I differenzierbare Funktion und ist f'in I
streng monoton fallend, streng monoton wachsend,
dann bezeichnet man den Graphen von f in1als

rechtsgekriimmt. linksgekriimmt.

3




3 Differenzialrechnung

Bei einem rechtsgekriimmten Graphen liegen die Tangenten
oberhalb des Graphen und die Tangentenanstiege werden mit
wachsendem x immer kleiner. Bei einem linksgekriimmten
Graphen liegen die Tangenten unterhalb des Graphen und die
Tangentenanstiege werden mit wachsendem x immer grifer.

Ya YA

rechis rechls
gekrimmt gekrammt
- o
Q Xg X Q Xy X
1 _ Y i
links ! links
gekritmmt gekriimmi
t
O X : O Xg -_1:
> Hinreichendes Kriterium fiir Kriimmungsverhalten
Gilt fir alle x eines Intervalls 1
f'{x) < 0,ist f' alsofallend, | f"(x) >0, ist f'also wachsend,

dann ist der Graph von fin I

rechtsgekriimmt. linksgekriimmt.

Wendestellen

Stellen, an denen ein Funktionsgraph sein Kriimmungsverhal-
ten von rechtsgekriimmt in linksgekrtiimmt (oder umgekehrt)
dndert, nennt man Wendestellen und die zugehorigen Punkte

Wendepunkte.

Ist die Funktion f in Dy zweimal differenzierbar und x,,= Dy eine
Wendestelle von £, so gilt {"(xy,) = 0.
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Die Bedingung {"(xy) = 0 ist notwendig, aber nicht hinrei-
chend. Zum Beispiel gilt fir f(x) = x* zwar f (0} = 0, aber die
Funktion f hat an der Stelle 0 keinen Wendepunkt.

Die Funktion f sei in Dyn-mal differenzierbar.
Gilt fir xy, € Dy, n ungerade und n = 3,

£'(x,,) = F"(x,) = ... = P~ V(x ) =0 und f™(x,) # 0, so hat die H
Funktion an der Stelle x,, einen Wendepunkt.

Die erste von null verschiedene Ableitung an der Stelle x,, muss
also eine ungeradzahlige Ableitung sein. Im einfachsten Fall ist
somit {"(x,,) =0 und {"(x,) # 0 notwendig und hinreichend
fiir die Existenz eines Wendepunktes an der Stelle x,,.

Beispiel: Die Funktion f(x) = x*—6x? + 12 x* — 8x + 1 ist auf
Wendepunkte zu untersuchen.
¥ Man bildet die ersten drei Ableitungen: ¥
f'(x) = 4x° — 18x% + 24x - 8;
£"(x) = 125" — 36x + 24; "'(x) = 24x— 36
% Die Nullstellen der 2. Ableitung sind
die vermutlichen Wendestellen:
12x% — 36x + 24 = 0,
alsox*—3x+2=0 = x;=1,x,=2
¥ Man priift, ob die 3. Ableitung an den
Stellen x; und x; ungleich 0 ist:
f'(1)=—12%0,f"(2) =120

Das heifft: x; = 1 und x; = 2 sind Wendestellen von f.

Der Graph obiger Funktion zeigt (und die Rechnung
f'(2) = 0 bestitigt dies), dass es Wendestellen x; gibt, fiir die
auflerdem f'(x,,) = 0 gilt. Die (Wende-)Tangente an den Gra-
phen von f verlduft in diesem Falle also parallel zur x-Achse.
Man nennt solche Wendepunkte Sattelpunkte, Terrassen-
punkte oder Horizontalwendepunkte.
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Verhalten im Unendlichen

Ist der Definitionsbereich einer Funktion wenigstens nach ei-
ner Seite unbeschrinkt, so kann man den Grenzwert des Funk-
tionsterms fiir x — * o ermitteln, um das Verhalten der Funk-
tion bzw. dessen Graphen im Unendlichen zu bestimmen.

Ganzrationale Funktionen

lim f(x)= lim (a,x"+a,_;x""!

... axt +ayx+ag),

X —»toe X =t
(neN, a, #0)
= lim xYa +2! 4. .2 Moy =5 . lim X"
BE s n X A -2 = | i B B
X —rtoee ] X X X A e

Aufler dem ersten Glied besitzen alle anderen Klammersum-
manden den Grenzwert 0. Flir das Verhalten im Unendlichen
sind also der Grenzwert lim x" und das Vorzeichen von a,,

. X —» Zoe
entscheidend.

neN gerade gerade ungerade | ungerade

a,€R an >0 ap <0 a, >0 a, <0
liII'l ﬂ:}[} T oo — g —= + o

X — -2
lim fix) +oo —oa +oa —ea

X —3 oo

Gebrochenrationale Funktionen

2
+--_+a2x +a]x+aﬂ

fl) = B} = i (a, #0; b, #0)

VIX} b x™+b, X"+t byx +byx+by
n<m lirr;lh f(x) = 0. Der Graph der Funktion nihert sich
) _i::lg:q Geraden y = 0, die x-Achse ist Asymptote.
SR lim f(x)= ;:—" . Die Gerade y = z—“ ist Asymptote.
X —»tea m m
n>m lim  f(x) = T oder +s oder +e oder —os.

X—3tee

Der Funktionsterm kann durch Division in einen ganzra-
tionalen Anteil g(x) (die Grenzkurve) und in einen echt
gebrochenrationalen Anteil e(x) zerlegt werden.




3.8 Kurvendiskussion

Das Ermitteln charakteristischer Stellen und das Auffinden
typischer Eigenschaften emner durch eine Gleichung gegebe-
nen Funktion und ihres Graphen wird auch als Kurvendis-
kussion bezeichnet.

Grundsdtzliche Vorgehensweise

W Bestimmen des (grofitmdaglichen) Definitionsbereichs;

W Untersuchen auf Symmetrieeigenschaften (1 S.11);

W Untersuchen des Verhaltens im Unendlichen; Bestimmen
eventueller Asymptoten (1 S.76);

% Untersuchen auf Stetigkeit/ Unstetigkeit (1 5.59);

¥ Bestimmen der Nullstellen bzw. der Schnittpunkte mit der
x-Achse (T S.13 und Kapitel 2);

® Ermitteln der Schnittpunkte mit der y-Achse;

W Untersuchen des Monotonieverhaltens (1 5.70);

W Berechnen der lokalen Extrema bzw. der lokalen Extrem-
punkte (1 S.71);

® Untersuchen des Kriimmungsverhaltens des Graphen
(1 8.73); Ermitteln der Wendestellen bzw. Wendepunkte,
gef, auch der Wendetangenten (] S.74);

W Zeichnen des Graphen.

Ein vollstindiges Bearbeiten aller zehn Gesichtspunkte ist
nicht immer erforderlich. Die Auswahl muss unter Beachtung
der Funktionsart und des jeweiligen Untersuchungsproblems
getroffen werden.
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Extremwertprobleme

Beim Bearbeiten von Extremwertproblemen geht es um das Er-
mitteln derjenigen Losung aus der Menge aller Losungen fur ein
bestimmtes Problem, die unter Berlicksichtigung vorgegebener
Bedingungen die optimale Variante darstellt.

Es sollen zylinderformige Blechdosen mit einem Volumen von
1000 cm® hergestellt werden. Wie grof miissen Durchmesser
und Hohe der Dosen gewihlt werden, damit der Blechver-
brauch moglichst gering ist? (Die Blechstirke und der Bedarf
fiir Falze u. A. bleiben hier unberiicksichtigt.)

Grundsatzliche Losungsstr

Analyse und
Mathematisierung
des Problems

@

Aufstellen der Zielfunktion
(alsoeiner Funktionsgleichung
mit derjenigen Groe als ab-
hangige Variable, die einen Ex-
tremwert annehmen soll)

Angabe von
Nebenbedingungen

(die Beziehungen zwischen
abhangiger und unabhangi-
gen Variablen in der Zielfunk-
tion herstellen)

tegie

Es sind Durchmesser d und Héhe h
eines Zylinders mit dem Volumen

V = 1000 cm? so zu ermitteln, dass
die Oberfliche O des Zylinders mi-

nimal wird.

Fir den Oberflacheninhalt eines
Zylinders mit dem Durchmesser
d und der Hohe h gilt

D:n% + drth.

Die Zielfunktion ist abhangig
von den zwei Variablen d und h.
d}!

Of{d,h)=n = +drh

Fiir das Zylindervolumen gilt:

_?Idzh
v_ T ]

im vorliegenden Fall also

zd h

1000 = 27 2000

, woraus h = ———
wd

folgt.




Einsetzen der Neben-
bedingungen in die
Zielfunktion

(um eine Zielfunktion mit
genau einer unabhangi-
gen Variablen zu erhalten)

Festlegen des
Definitionsbereichs
und Berechnen der
Ableitungen

Bestimmen des lokalen
Extremums

Ermitteln des globalen
Extremums

Bestimmen der Werte
deranderen Variablenim
Extremfall und Interpre-
tieren des Resultats der
Berechnung

Aus O(d, h) = IE?; + drth und

o 000
*.n:d'
S 4000
Old)=n3 + —

Da der Durchmesser eine positive
Zahl sein muss, wirdd € R* festge-

legt.
0'(d)=nd- 2%, 0"(d) = + 222
d d
Aus mtd - qﬂ = () folgt d? = sl
d
ETT

und damit d = 3*.,IT = 10,84 (cm).

DaQ'(d) > 0furalled, istd= 10,84 eine
lokale Minimumstelle von O{d).

Die einzige lokale Extremstelle derim
Definitionsbereich stetigen Funktion
Oid) ist eine Minimumstelle, die da-
mit auch globale Minimumstelle ist.
Erst bei Existenz einer zweiten Ex-
tremstelle (hier einer Maximumstelle)
im Definitionsbereich konnten die
Funktionswerte an den Intervallgren-
zen u. U. kleiner als das ermittelte
lokale Minimum sein.

mnﬂ 4000
Ausd—al folgt h = .
T )
....... |.~
alsoh= 1|.4{]ﬂﬂ i
WO

Durchmesser und Hihe miissen also
gleich groff (= 10,84 cm) sein, wenn die
Oberfliiche des Zylinders bei gegebe-
nem Volumen maglichst klein sein
soll.

79




4 Integralrechnung

Wichtige Definitionen

Die Funktion F heiRRt eine
Stammfunktion der Funktion f,
wenn die Funktionen fund Fei-
nen gemeinsamen Definitions-
bereich D; besitzen und furalle
x e Dygilt:

F'(x) = f(x)

Der Vorgang des Aufsuchens
einer Stammfunktion zu einer
gegebenen Funktion wird als
Integration oder Integrieren
bezeichnet. Das Integrieren ist
die Umkehrung des Differen-
zierens.

Die Menge aller Stammfunk-
tionen einer Funktion f heildt
unbestimmtes Integral von .

Man schreibt:
[f(x)dx = {F(x)| F'(x) = f(x)}
oder

[f(x)dx = F(x) + C.

fix): Integrandenfunktion
(Integrand);
Integrationsvariable,
Integrationskonstante,
Differenzial

ok

8o

F(x)= 2x? ist eine Stammfunk-
tion von f(x) = 4x, denn
Fix)=2Z=dx=Hx);

Df = D‘p

F(x) = sin x ist eine Stammfunk-
tion von f(x) = cosx, denn

F'(x} = cosx = f(x); D¢= Dy

Ist F; eine Stammfunktion von
f, so gilt dies genau dann auch
fiir F5, wenn
Fo(x)=F(x)+C,Ce R.

Da F,(x)= 2x* Stammfunktion
von f(x) = 4x, sind auch
F,(x)=2x*+3, Fa(x)=2x"-2,
Fy(x) =2x°— 1, ... Stammfunk-
tionen von f(x) = 4x.

Die Funktion F(x)= 2%? + Cist
das unbestimmte Integral der
Funktion f(x) = 4x:
f4xdx=2x*+C

F(x) = sin x + C ist das unbe-
stimmte Intergral von

f(x) = cos x;
jcﬂsxdxzsinx+ﬂ

F(x) = e¢* + C ist das unbe-
stimmte Intergral von

fix) = e*;

Je¥dx=e*+C



4.1 Integrale und
Integrationsregeln

Grundintegrale und weitere spezielle Integrale

[odx=C [dx=x+C

Jadx=ax+C (a#0) | [xdx=3x*+C

[Pdx=zx+C [ dx=—2 +C (x#0)
it =

Iiﬁ=h|x|+-{;‘ (x=0) f%ﬁ:{ﬂf{ﬂ“c{f{ﬂ:ﬂ]

[Vx dx=2 %7 +C  (x20) '%dx=2‘ﬁ; +C (x>0
‘X
Isinxdx=—cusx+{: _'cu51d1=&in]:+ﬂ
j'a"'dx— : at+ e*dx=e*+C
Hﬂ o

Integrationsregeln

4.

[ dx = e D+l 4 Cmitne?, n2-1
n+1

(und zusatzlichx=0,fallsn<-1),Ce R.

> ErweitertePotenzregel
Fiir die Potenzfunktion f(x) = x® mit ge R, g # -1 und x > 0 gilt:

= +1
jqux-mx'% +C (CeR)

Beispiel:

|
-l o]
G o R I s LT

+
)
I
P f e
]
<+
O
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4 Integralrechnung

> Faktoegel

Es sei f eine stetige Funktion. Dann gilt:
[k-f(x)dx =k- [f(x)dx (keR)

Es seien fund g stetige Funktionen. Dann gilt:
I[f{x} +g(x)]dx = [f(x)dx+ [g(x)dx

Beispiel: Es ist das unbestimmte Integral der Funktion
f(x) = 3sinx — 2cosx zu ermitteln. Unter Anwendung der
Summen- und der Faktorregel erhilt man:
J(3sinx — 2cosx) dx =3 [sinx dx -2 Jcos x dx

=-3cos x—2sinx + C
(Die Integrationskonstante C 1st hierbei als Summe der Integ-
rationskonstanten der einzelnen Integrale aufzufassen.)

4.2 Bestimmtes Integral

Es sei f eine im Intervall [a; b] definierte Funktion, die in je-
dem abgeschlossenen Teilintervall von [a; b] einen kleinsten
und einen grofiten Funktionswert besitzt. Haben die beiden

Folgen v i

(52) = (T f(x,)AX)

und ) fix;) f
Sp)=(2 f(x,)-Ax) o
einen gemeinsamen ;"'

Grenzwert, so heildt die- e

ser gemeinsame Grenz-

wert das bestimmte In- .
tegral der Funktion f im 0 Xiq X 5% X
Intervall [a; b]. _‘;;
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h
Kurzfmrm:nllnmsn = HIEELS“ = ;[f{:c} dx

(gelesen: Integral iiber f(x) dx von a bis b)

b
In dem bestimmten Integral [f(x) dx bezeichnet man

a und b als Integrationsgrenzen, f(x) als Integrand,
[a; b] als Integrationsintervall, x als Integrationsvariable,
und dx als Differenzial.

b
Das bestimmte Integral [f(x)dx ist eine eindeutig festgelegte

Zahl, die nur von der Funktion f und den Integrationsgrenzen

abhingt.

Es sei feine im Intervall [a; b] definierte und dort nichtnegative
Funktion, die in jedem abgeschlossenen Teilintervall von [a; b]
einen kleinsten und einen grEEtEL‘I Funktionswert besitzt.

Dann ist das bestimmte Integral [f(x)dx Ya

diejenige positive Zahl, die den Inhalt A der
Flache angibt, welche vom Graphen der

Funktion f, der x-Achse und den Geraden L

x =a und x = b begrenzt wird. Es gilt: % A
b 1 :

A= I ﬂ.:'.'.] d}[ } . -
1 3 T 2 x

Eigenschaften bestimmter Integrale

Existenz des bestimmten Integrals
Ist f eine 1im Intervall [a; b] stetige oder monotone Funktion,

b
so existiert das bestimmte Integral [f(x)dx.



4 Integralrechnung

Existlert firdie Funktiun t' im Intenrall [a; 1:-] das bestimmte Integral
[f{x} dx, so wird festgelegt: jf x)dx = — ]’ f(x) dx.
AuRerdem gilt: ]f (x}dx=10 '

Es seidie Funktion fim Intervall [a; b] integ- ¢

rierbar und ceine beliebige Zahl aus dem In- E
tervall (a; b]. Dann gilt: @:‘
_[F[x}dx fGdx + _ff{x}dx L T <
a i =

Beispiel:

3 () | f) f)
[(5x=1)dx+ [(5x—1)dx+ [(5x-1}dx= [(5x-1)dx— [(5x-1)dx=0

i 3 Fs | 1

Ist f eine im Intervall [a; b] stetige Funktion, dann gibt es mindes-
1I:}en5 eine Zahl x, mit a < x, < b, fiir deren Funktionswert f(x,) gilt:
j't" (x)dx = f(x;) - (b—a). Die Zahl f(x;) heilit Integralmittelwert.

Geometrische Deutung: Die n}jarkierte

v ; Y f

Figur hat den Flicheninhalt A = [f(x)dx. -
a Hxa-—

Dann gibt es eine solche Stelle x,€ [a; b], i ..-ﬂ"'ml"-.“T
dass das Rechteck tiber [a; b] und mit der :
Ordinate f(x,) als zweiter Seite den Fli- o Lu b &
cheninhalt A hat.
Integralfunktion

Gegeben sei eine Funktion f. Die Funktion F, die jedem x den
Wert des Integrals [f(t)dt zuordnet, heifdt Integralfunktion
von f mit der unteren Grenze a.
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4.3 Hauptsatz der Differenzial-
und Integralrechnung

> Hawpa

Ist f eine im Intervall [a; b] stetige Funktion und Feine zu f
b

gehdrende Stammfunktion, so gilt [f(x)dx = F(b) - F(a).
a

Dieser Hauptsatz (oder Formel nach Newton-Leibniz) stellt
den Zusammenhang zwischen der Differenzialrechnung und
der Integralrechnung her. Er erméglicht eine effektive Berech-
nung bestimmter Integrale mithilfe von Stammfunktionen.

Schrittfolge zur Berechnung eines
bestimmten Integrals

(1) Ermittle eine Stammfunktion F zu f!

(2) Setze die obere und die untere Integrationsgrenze fiir x in
diese Stammfunktion ein, bilde also F(b) und F(a)!
(3) Berechne die Differenz F(b) — F(a)!

b
Ublicherweise schreibt man: [f(x)dx = [F[x}]: = F(b) — F(a)
Beispiel: Das bestimmte Integral 5]'}:3 dx 1st zu berechnen.
1
(1) Eine Stammfunktion ist F(x) = -

DG =1E)=2 =52 Haj=H1j=L =]

4 ? 4 4
(3) F(b) - F(a) = £2 - 2 =156
5 s
Man schreibt auch kiirzer: J'x3dx = KT] = % i & =156

I —




4 Integralrechnung

4.4 Integrationsmethoden

Viele integrierbare Funktionen miissen zundchst umgeformt
werden, damit man eine Stammfunktion ermitteln kann.
Hierfiir stehen verschiedene Methoden zur Verfiigung.

Integration durch Substitution

Es sei f eine verkettete Funktion mit f(x) = viu{x)) und
z = ulx) = mx + n sowie F eine Stammfunktion der auReren
Funktion v. Dann gilt [f(x)dx= [v(mx+ n)dx = % F(mx + n) + C.

Beispiel: f(x) = (3}{ 5)7. MltderSubstltutmnzmSK 5 erhilt
man: [(3x-5) d:{u— jo' dz= 2% = - (3x-5)°+C

> Nichtlineare Substitution

Es sei fix) = viulx)) - u'(x) und V eine Stammfunktion von v. Dann ist
F mit Fi{x) = Viu(x)) eine Stammfunktion von f:
If{I]dI = Iﬂu{ﬂ} u'(x)dx = Viu(x)) + C=F(x) + C

Beispiel: Zu berechnen ist das unbestimmte Integral

[2x /%2 - 3-::[1; Man substituiertz u(x)=x>-3;4 ==u (%) = 2%,
also dx = e Ersetzt man nun x> - 3 durch z uncl dx durch "i
folgt

[2x A/x? - 3dx = [2x z—:jfdz
_ifju{::%ﬁf[x-?—?,]?‘ﬂl

Sind uund vim Intervall [a; b| differenzierbare Funktionen sowie
u und v'im Intervall [a; b] stetig, so gilt
Iu{x}-v‘[x}dx =u(x)-vix)— _[u'l[x}-v[x}lix.
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Dieses Verfahren ergibt sich unmittelbar aus der Produktregel
der Differenzialrechnung (7 S. 65).

Beispiel: [x- cos x dx: Man setzt u(x) = x und v'(x) = cosx

= u'(x) = 1 und v(x) = sin x. Durch Anwenden der partiellen
Integration erhilt man: [x-cosxdx =x-sinx— [sinxdx

= x'sinX—(—cosx) +C=x-smnx+ cosx + C

Integration durch Partialbruchzerlegung

Integrale gebrochenrationaler Funktionen f koénnen durch
Zerlegung der Funktionsterme f(x) in einfachere Partialbri- n
che auf bekannte Integrale zuriickgefiihrt werden (Partial-
bruchzerlegung).

3x—-17

T3x—35) dx

Beispiel fiir eine mogliche Schrittfolge: [

(1) Finden eines Ansatzes fiir die Partialbruchzerlegung:
Besteht die Funktion im Nenner aus einem Produkt von Li-
nearfaktoren bzw. lisst sich der Nenner in ein solches Produkt

zerlegen (1 S. 40), so wihlt man folgenden Ansatz:
=17 _ A 2 B
(x-3)(x-3)  x-3  x-5
(2) Bestimmen der Koeffizienten A und B:
A B A(x—35)+B(x—3) _(A+B)x+(~5A—3B)

x—3+x—5_ x-3(x-5 (x=3){x-5)
Koeffizientenvergleich mit {xf;;{iﬂ ergibt das Gleichungs-
system
A+ B= 5 , "
mit den Losungen A =1 und B = 4.
S5 =3B <17 8
Es ist also ik L

Ex—?s}h'.—ﬂ}: x—3  x-=-5%
(3) Berechnen des Integrals:

5x-17 o ] 4
e dx = [fmdxt [ dx

=1n|x—3| +4ln|1-—5| + C, denn
{ln':-:—3|}'=mund(4ln|x—5|)'=:E{TS.ﬁ?,TS.SI}
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4 Integralrechnung

4.5 Berechnen bestimmter Integrale

Berechnungsregeln

> Faktoegd

Sind fund g in [a; b] stetige Funktionen, so gilt:
b b

[k-flx)dx =k [f(x)dx (ke R)

L

a

Die Faktorregel fiir unbestimmte Integrale (T S. 82) gilt also
auch fiir bestimmte Integrale.

> [Summenregel

Sbind fund gin [a; bg stetige thktinn'en, so gilt:
[[f(x) £ glx)]dx = [f(x)dx £ [g(x)dx

Betspiel:
]I{-xl +4x + JX)dx= [—% +2x% + % JE}

1 |

(3 120 1) a1 )

“—1*—9+18+3:45—(‘—% +2+ %]:’1{]113

3

Berechnen von Flacheninhalten

Die Anwendung der Integralrechnung zur Flicheninhaltsbe-
rechnung (vorrangig krummlinig begrenzter Flichen) resul-
tiert aus der Deutung des bestimmten Integrals als Inhalt ei-
ner Fliche. Unterschiede in Form und Lage der jeweiligen
Flichen im Koordinatensystem erfordern spezifische Vorge-
hensweisen.



Bei der Berechnung des Inhalts von Flachen, die von Funkti-
onsgraphen und der x-Achse vollstindig oder in gegebenen
Grenzen eingeschlossen werden, sind zunichst die Nullstellen
dieser Funktionen zu berechnen. So erhilt man Aussagen
tiber die Lage der Flichen beziiglich der x-Achse.

f sei eine liber dem Intervall [a; b] stetige Funktion mit entweder
f{x) = D oder f(x) < 0 fur alle x € [a; b]. Der Betrag des bestimmten
Integrals der Funktion f tiber dem Intervall [a; b] ist dann gleich
der MaRzahl des Inhalts der Fldche zwischen dem Graphen der
Funktion f, der x-Achse sowie den Geraden x = a und x = b. Es gilt:

b
A= [fx)dx

vk /
f VA e

L~ -~ —
/|
A 0| a By
A
e {
— ~'""“"-----..._...---'"""
O'a b X

Wechselt f(x) in [a; b] das Vorzeichen, sind die Nullstellen von fzu
bestimmen und die Teilflicheninhalte einzeln zu berechnen.

Beispiel: Es ist die Fliche zwi-

schen dem Graphen der Funk- 4 1
tion f(x) = x* + 2x und der i fix)=x"+ 2x
x-Achse iiber [-1; 1] zu be-
rechnen.

Die Funktion f hat im Inter- 14
vall [-1; 1] bei x, = 0 eine Null-
stelle, Die zu berechnende Fli-
che besteht aus einer Teilfliche
unterhalb und aus einer Teil-
fliche oberhalb der x-Achse.




4 Integralrechnung

1] I
A= (63 +20dx] + | [P+ 2x)dx|
= ]

_ | 210 X 211 | _
=5+ [+l 5+ | = |-3 [ +§ =2(B)

4
3

| [l

Es seien f und g zwei stetige
Funktionen mit f(x) > g(x) fur
alle x zwischen x, und x, sowie
fix;) 2 glx;), Hx;) 2 glx;).

Dann gilt fur die InhaltsmaB- y : ;L:: : :
zahl dervon den Graphen beider f
Funktionen im Intervall [x; x| /g
eingeschlossenen Fla-::he 8 /
A zh-ﬂ;— j'f{x}d:-.- jg ds T
[f(x) - {:{}ldx s : : —
!'i.J|l ¢ O X1 X3 X

Schneiden die Graphen von f und g einander in [x;; x;], so miissen
die Teilflachen einzeln berechnet werden.

Beispiel: Es ist die Fliche zu be- ¥
stimmen, die die Graphen der
Funktionen f(x) = (x - 4}3 + 1
und g(x) = -x + 7 einschlieffen.
(1) Bestimmen der Integrati-
onsgrenzen als Schnittpunkts-
abzissen der Graphenvonfund |
g: Aus (x—4)*+1=—x+7er- 1l
hilt manx; =2 und x, =5. R [
(2) Dafund g fiiralle x; <x<x, 00 1 x %) 2
nichtnegative Funktionen mit g(x) = f(x) sind, gilt:

A= flg(x) - fx)]dx = [[(=x +7) - ((x—4)? + 1)]dx und da-
mit '1
A= [(-x*+7x-10)dx = [-X +

~H}:{] FF}

Iw-i'l =1
b b

9o



4.7 Uneigentliche Integrale

Ist feinein jedem Intervall [a;b] (b< m} stiickweise stetige Funktion

und existiert der Grenzwert llm jf{x} dx, so bezeichnet man die-
sen Grenzwert als l..Ir'IElgEI"IﬂIEhES Integral von fim Intervall [a; =],

b
Man schreibt: J'f (x}dx= lim J'f (%) dx.
: b— e

Analog kann man mit den Integralen j f{x)dx und j f(x)dx

verfahren.
Beispiel: . Y4
[9X = lim [

NI bores | P

= lim [21°=lim (-2 +2) &
b — e X I hbose

el }

=—04+2=2 a i

Ist die Funktion f aulBer an der Polstelle x = c in den Teilintervallen
[a;c—€] suwm [c + 0; b] stlickweise stetlg und existieren die Grenz-
werte [im j' fix)dx und Lim ]’ fix)dx,

£E=+0 a 0 =+0..4+5
so bezeichnet man die Summe dieser Grenzwerte als

unelgent!iches Integralvnn f. Man schreiht

IfI[I:JdI = lim .'F f(x)dx + hm I fix) dx.
E=3 & d—+0 .45

Beispiel: Im uneigentlichen Integral J'

q_
i
bei der oberen Integrationsgrenze x = 1 nicht definiert. Es gilt:

! | =&
d e / Les E_
.-L — 111]] [—2 I—J{] 2.

2= lim
Jl=x g 4+0 g Jl-x g 40

—
L

o1



Berechnung von Rotationskorpern

Durch Rotation eines Flachenstiickes unter einer Kurve um eine
Achse entstehen sogenannte Rotationskorper. Das Kurvenstuck
selbst erzeugt dabei den Mantel dieses Korpers. Die jeweilige Kur-
ve bezeichnet man als erzeugende Kurve, die Achse als Rotations-
achse.

Das Volumen eines Rotationskarpers kann analog zur Flachenin-
haltsberechnung mithilfe der Integralrechnung ermittelt werden.

Man zerlegt das Inter-
vall [a; b] in n gleich
lange Teilintervalle der g3

v A

Linge Ax = b—‘“ ; f(x:)
Legt man durch die In- :
tervallendpunkte O

Schnitte senkrecht zur
x-Achse, so wird der Ro-
tationskorper auf diese *
Weisein ,Scheiben” der ‘
Hohe Ax zerlegt.

Im k-ten Teilintervall sei f( Xy ) der kleinste und f{ X}, ) der grofite
Funktionswert. Jeder der entstandenen ,5cheiben” kann dann ein
(Kreis-)Zylinder mit der Hohe Ax und dem Grundkreisradius

ﬂ:-: } (Grundflacheninhalt n[f{‘:x 11%) einbeschrieben und ein
E}rlmder mit der Hohe Ax und dem Grundkreisradius f( X, )
(Grundflacheninhalt m[f( X X )]*) umbeschrieben werden.

Setzt man die Zylinder jeweils zusammen, so liegt das Volumen
des Rotationskorpers zwischen den Volumina der beiden zusam-
mengesetzten Korper, die sich als Summe der Zylindervolumina
ergeben (Untersumme und Obersumme). Es gilt:

= %n-[f[:-_[]—jlllzwﬁx und 5, = iﬂ'(f{f{i )} Ax mit s, SV=S,.
i=1 i=1

Mach der Definition des bestimmten Integrals (1 Seite 82) folgt dann
b
V= lim s, = lim S = [r-(f(x))*dx.

n— oo n— e :

g2

Ergebnis




Ist f eine Uber dem Intervall [a; b] stetige Funktion, dann besitzt
der Korper, der durch Rotation der Flache unter dem Graphen von
fuber dem Intervall [a; b] um die x-Achse entsteht, das Volumen

b b
V =mnx- j{f{:-:J‘Jltlx =T- J}f‘z dx,
Erfuig’(udie Rotation um die y-Achse und ist fim Intervall [a; b] ein-
d
eindeutig, so gilt: V = - [x*dy mit c=f(a) und d = f(b).

&

Die Fliche unter dem Graphen Y4 fix) =/
der Funktion f(x) = Jf;i rotiert
im Intervall [0; 5] um die

x-Achse. Fiir das Volumen des

entstehenden Rotationskérpers 4
5 Ol 1

erhilt man: ~

=) 3
Vi j(ﬁ]zdx:n:- jxdx S

] L1

4

1. 35

Die Fliche zwischen dem Graphen YA
: 1 2
der Funktion fix) = 3X und \ =

der y-Achse rotiere im Intervall
[f(1); £(4)] um die y-Achse. \
Weil f eine im Intervall [1; 4] ein- \
eindeutige Funktion ist, existiert 1
dort die Umkehrfunktion. Sie hat \
die Gleichung x = g(y) = ,JE_}" : \
Integrationsgrenzen fiir die Berech-
nung des Rotationskérpers: “ il
c=f(1)=05 und d=f(4)=8.Fiir {1} M=
AR

das Volumen des Rotationskorpers

gilt dann:

8 b
V=g IZ}' dy = m-[v*] | =T (64 - %} =n-g§i = 200,3 (VE)
| 1

7

2

93



5 Vektoren und Vektorraume

Wicht

o e --_.l!:-"l.':l:.:_- L

Zur Beschreibung vektorieller
GroRen ist neben einer MaR3-
zahl zusatzlich noch die Anga-
be einer Richtung (im Sinn von
parallel zu einer Geraden) und
eines Richtungssinns (Orien-
tierung) erforderlich. Zur Ver-
anschaulichung vektorieller
Grolen werden gerichtete
Strecken (auch Pfeile genannt)
verwendet. Uber die zur Be-
zeichnung verwendeten Buch-
staben wird ein Pfeil gesetzt:
P A

Unter einem Vektor versteht
man die Menge aller Pfeile, die
gleich lang, zueinander parallel
und gleich orientiert sind. Ein
einzelner Pfeil aus dieser Men-
ge heillt ein Reprasentant des
Vektors.

94

ige Definitionen

Beispiele fiir vektorielle Grifien
sind etwa Kraft (F), Weg (s),
Geschwindigkeit (v), Beschleu-
nigung (a).

Verschiebungen in der Ebene
oder im Raum stellen ein be-
sonders anschauliches Beispiel
fiir vektorielle Gréfien dar,

W :Tal:hlehung_s-p'fti'l

Jede Verschiebung ist bereits
durch einen ihrer Verschie-
bungspfeile eindeutig be-
stimmt. Die Menge aller Ver-
schiebungspfeile, die gleich
lang sind, parallel zueinander
verlaufen und in dieselbe Rich-
tung zeigen, ist ein Vektor. Der
Vektor a beschreibt also die
Verschiebung, die A in A’, B in
B’, ... tiberfiihrt.

Man schreibt

"

—
'a': AP‘II - BB‘I’: LI E N}



5.1 Rechnen mit Vektoren

Zwei Vektoren sind genau dann gleich, wenn sie durch ein und
denselben Pfeil beschrieben werden kdnnen. Genau dann stimmen
die zugehdrigen Pfeilmengen lberein.

Beispiel: Fir die durch nebenstehende
Figur reprasentierten Vektoren gilt:

—a.

=c=d

:.:é:]_'i

ml B
I
== O

Um mit Vektoren rechnen zu kénnen, miissen die erforder-
lichen Operationen definiert und dafiir Rechengesetze ange-
geben werden.

Die Addition zweier Vektoren bedeutet die Nacheinanderausfiih-
rung der sie beschreibenden Verschiebungen. Das Resultat ist stets
wieder durch eine Verschiebung beschreibbar und unabhdngig von
der Wahl der Reprasentanten der Vektoren.

In der angegebenen Figur ist der Vektor ¢ E Sumnﬂicr Vek-

torenaundb, alsoa+ b =c,und mita= AB,b= CD gilt fiir
L= = —

den Summenvektor: ¢ = AP mit BP = CD
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5 Vektoren und Vektorraume

Die Addition zweier Vektoren kann mithilfe der Dreiecks-
regel (Aneimnanderlegen der Vektoren, siehe unten links) oder
mithilfe der Parallelogrammregel (a und b spannen ein Pa-
rallelogramm auf, sieche unten rechts) erfolgen.

Fiir alle Vektoren a und b gilt: a+b=b+a
Fiir alle Vektorena,bundcgilt: (a+b)+c=a+(b+c)

Wegen der Assoziativitit der Vektoraddition ist die Summe
dreier Vektoren von der Reihenfolge der schrittweisen Additi-
on unabhingig. Deshalb setzt man kurz
(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+g

lasst also gegebenenfalls Klammern weg (bzw. fiigt diese
zwecks einer Strukturierung sinnvoll ein).

Nullvektor o nennt man denjenigen Vektor, der durch die identi-
sche Abbildung in der Menge der Verschiebungen beschrieben
wird. Fiir jeden Vektoragilt:a+o=o0+a=a.

Der Nullvektor ist ebenfalls eine Menge von Pfeilen, die hier
aber die Linge 0 besitzen. Die ,,Pfeile” entarten zu Punkten —
die durch sie bewirkte ,Verschiebung” tiberfiihrt jeden Punkt
in sich selbst.
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B EntgegengesetsterVektor

Unter dem entgegengesetzten Vektor —a eines Vektors a versteht
man denjenigen Vektor, dessen Pfeile im Vergleich zu denen von a
gleich lang, parallel, aber entgegengesetzt orientiert sind.

L — : 3 3
Wenna= AB,dannist—a= BA = AB’, wobei B und B' sym-
metrisch zu A liegen.

Ein Vektor b wird von einem Vektor a subtrahiert, indem man den
zu b entgegengesetzten Vektor -b zu a addiert: a—b=a + (-b).

Die Differenz zweier Vektoren a und b ist gleichbedeutend mit
der Losung der Gleichung b + x = a. Nachfolgende Figur zeigt
die Vektoren a + b und a — b in einem von a und b aufge-
spannten Parallelogramm.

Ist die Summe von (drei oder mehr) Vektoren gleich dem Nullvektor
0, 5o ldsst diese sich als eine (geschlossene) Vektorkette darstellen.

Fiir die nebenstehend abgebildete Vek-
torkette gilt: a + b + ¢ + (-d) = o.

Aus der Vektorkette heraus kann man
jeden Summanden darstellen, indem
man vom Anfangspunkt des zugehdri-
gen Vektors (Pfeils) die Vektorkette bis
zum Endpunkt des Vektors durchliuft
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5 Vektoren und Vektorriaume

und dabei die Vorzeichen beachtet. Hier beispielsweise gilt
a=d+ (=¢) + (-b) = d — ¢ — b. Zu demselben Resultat gelangt
man, wenn man die Gleichung a + b + ¢ + (—d) = o nach den
Regeln fiir Gleichungen Giber Zahlenbereichen umformt.

Vervielfachung von Vektoren

Die Vervielfachung ra eines Vektors

a mit einer reellen Zahl rist ein Vek- | _ 3

tor mit folgenden (in Bezug auf a i /,55’
formulierten) Eigenschatten:
r>0 gleich gerichtet, r-fache Linge /

r< 0 entgegengesetzt gerichtet, ~fa=-a /f-la

| r | -fache Linge
r=0 0a=o (Firr=1erhilt man la = a.)

Fiir alle reellen Zahlen r und s sowie fiir alle Vektoren a und b gilt:
r(sa) ={rs)a (r+sla=ra+sa r(a+b)=ra+rb
Ergdnzende Regeln sind: ® Aus ra=o folgt r=0 oder a=o0

W r(-a)=(-r)a=—(ra)

Betrag eines Vektors

Der Betrag |a| eines Vektors a ist gleich der Linge der
Strecke AB fiir einen beliebigen Reprisentanten AB von a.
Giltalsoa= AB, soist |a|= [AB|.ImFall |a| = I nennt man
a einen Einheitsvektor.

Fir beliebige Vektoren a und b gilt (re R):
|al z0 |ral = |r |-|al la+b| < [al + [B]
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5.2 Lagebeziehungen

b parallel (a || b), wenn es eine reelle Zahl ¢
oder eine reelle Zahl s gibt, sodass - =
a=rboderb =sagilt.

Durch Bilden aller Vielfachen von a # o wer- i Tia
den alle zum Vektor a parallelen Vektoren x ‘_\
L

erzeugt:x=ra, reR.

Ein Vektor aist genau dann zu einem Vektor /

Kollinearitat und Komplanaritat

Vektoren, deren Pfeile (Reprisentanten) auf einer Geraden
liegen konnen, heifSen kollineare Vektoren. Solche Vektoren
sind somit paarweise parallel (Fig. @ und @).

Vektoren, die durch Pfeile ein und derselben Ebene be-
schrieben werden, heiffen komplanare Vektoren. Kompla-
nare Vektoren sind also Vektoren ein und derselben Ebene

(Fig. © bis @).

@ @ @ @

W

Vektoren sind genau dann nicht kollinear, wenn es keine Ge-
rade gibt, die von jedem dieser Vektoren einen Pfeil enthalt.
Vektoren sind genau dann nicht komplanar, wenn ihre be-
schreibenden (reprisentierenden) Pfeile mit einem gemeinsa-
men Anfangspunkt nicht in einer Ebene liegen.

99



5 Vektoren und Vektorriaume

Linearkombination von Vektoren

Der Vektor b heifit Linearkombination der Vektoren a,, a,,
— an, wenn es reelle Zahlen ry, ry, ..., r, gibt, sodass

b=rja;+nr, ;12 + ...+ rya, gt ry,ry, ..., r, nennt man die
Koeffizienten der Lmearknmhmatmn.

Lineare Abhdngigkeit und Unabhangigkeit

Vektoren 5[* 52, s 5,1 heifsen linear unabhingig, falls sich
kein Vektor von ihnen als Linearkombination der tbrigen
Vektoren darstellen ldsst.

Kann man wenigstens einen der Vektoren a,, a,, ..., a, als
Linearkombination der tibrigen Vektoren darstellen, so hei-
Ben die Vektoren linear abhiingig.

Zwei Vektoren der Ebene sind genau dann linear abhingig,
wenn sie kollinear sind.

Drei Vektoren des Raumes sind genau dann linear abhin-
gig, wenn sie komplanar sind, also in einer gemeinsamen
Ebene liegen.

Vektoren aj, as, ... , a, sind linear unabhangig, wenn aus

rja traas+ ...+ a,=ostetsry=r,=... =r, =0 folgt.

Gibt es dagegen reelle Zahlen ry, rs, ... , r,,, die nicht alle gleich 0
sind, sodassrya; + rya; + ... + r,a,= ogilt, sosind die Vektoren a,
ay ... ,a, linear abhdngig.

In der Ebene konnen maximal jeweils zwei Vektoren, im
Raum maximal jeweils drei Vektoren linear unabhingig sein —
jeder hinzukommende Vektor ldsst sich aus diesen zwei bzw.
drei Vektoren linear kombinieren.
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5.3 Komponenten und
Koordinaten von Vektoren

Darstellungssatz fiir Vektoren in der Ebene

Sind a, und a, nicht parallele Vektoren
in der Ebene, so gibt es fiir jeden Vektor “27‘]3
b der Ebene eindeutﬂig bgﬁtimmj:e reclle [a; b .
Zahlen x und y mit b = xa, + ya,. o = =
Die Menge {a;, a,} heiflt eine Basis
fiir die Vektoren der Ebene. Die reellen Zahlen x und y be-

zeichnet man als die Koordinaten und die Vektoren xa; und
ya, als die Komponenten von b beziiglich der Basis {a;, a,}.

Darstellungssatz fur Vektoren im Raum

Sind a,, a, und a5 nicht kom-
planare Vektoren des Raumes,
so gibt es fiir jeden Vektor b
eindeutig bestimmte reelle
Zahlen x, y und z mit
b=xa;+ya,+za..

Die Menge {a;, a,, a3} heifst
eine Basis fiir die Vek-
toren des Raumes. Die reellen Zahlen x, vy und z bezeichnet
man als die Koordinaten und die Vektoren x 51, y 52 und 153
als die Komponenten von b beziiglich {a;,a,, a3}.

Ist mit {a;, a,} in der Ebene bzw. mit {a,, a,, a3} im Raum je-
weils eine feste Basis vorgegeben, so kann man jeden Vektor
der Ebene bzw. des Raumes durch seine Koordinaten be-
schreiben. Sie stellen fiir einen ebenen Vektor ein geordnetes
Paar und fiir einen rdumlichen Vektor ein geordnetes Tripel
dar. Man notiert diese Koordinaten in Spaltenform.
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5 Vektoren und Vektorriaume

Zwei Vektoren

der Ebene des Raumes

sind genau dann gleich, wenn sie jeweils in ihren Koordinaten
ubereinstimmen:

—

§=bﬁax=bx;a},=h}, IE=Eﬁax=bx;aY=b}.;az=bz

Beispiel: Es ist zu untersuchen, ob es Zahlen u, t € R gibt, sodass
die beiden Vektoren a = (f " I] ndb = (_4"_ ' J gleich sind.

Koordinatenvergleich ergibt das Gleichungssystem

(I} 2t—1=4u-1

(II) 4u+ 1 =-2t + 5, das die Losung t=1,u=0,5 besﬂ::-:t

Fiir diese Werte von u und t sind also die Vektoren a und b
gleich.

5.4 Koordinatensysteme

Ein Koordinatensystem der Ebene besteht aus einem fest ge-
wihlten Punkt O als Ursprung und einer Basis {a;, a,} fiir die
Vektoren der Ebene. Es wird mit (O; a}, a,) bezeichnet.

Im Raum liegt mit (O; a,, a,, a;) ein Koordinatensystem
vor, falls {a,, a,, a;} eine Basis fiir die Vektoren des Raumes
bildet, d.h., falls diese drei Vektoren nicht komplanar sind.

Ein Koordinatensystem der Ebene (O; eiI, A'EJ bzw. des Rau-
mes (O; a;, a,, a;} cnr-:inet jedem Punkt umkehrbar eindeutig
den Ortsvektor p = OP und 3

| (fiir die Ebene) ein Zahlenpaar (x; y) mit OP = p = xa; + ya,

Efur den Raum) ein Zahientnpel X; V3 Z) mit

(JF' P = Xa; + ya, + za3 zu.

102



Ein Koordinatensystem
(O5 ay, a,) der Ebene heifldt (O a,, a5, a3) des Raumes heift
kartesisches Koordinatensystem,

falls die Basisvektoren a;,a, | falls die Basisvektoren a,, a,, a;
orthogonal (a; L a,) paarweise orthogonal

und wie in nachstehenden Figuren (a; = ¢;) angeordnete
Einheitsvektoren ( | Eil =1) sind:

Pixiy)

Beispiel: Beispiel:
a = 2ey-3e, a =e;—1,5¢;+e;

= .
e *
= L]

i

In der Ebene sind die Vektoren e; und e, so angeordnet, dass
e, entgegen dem Uhrzeigersinn (mathematisch positiv) ,auf
kiirzestem Weg“ in e, gedreht werden kann. Im Raum soll die
gleiche Uberfithrung von e, in e, bei einer gedachten Rechts-
schraube ein Herausdrehen in die e;-Richtung bewirken.
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Skalar- und Vektorprodukt

Auler durch Addition und Subtraktion sowie Vervielfachung las-
sen sich Vektoren auch multiplikativ verknupfen. Im Unterschied
zur Multiplikation von reellen Zahlen gibt es fiir Vektoren jedoch
zwei multiplikative Verkniipfungen — die skalare Multiplikation
und die vektorielle Multiplikation. Dabei ist das Skalarprodukt
zweier Vektoren eine reelle Zahl, das Vektorprodukt jedoch wieder
ein Vektor. Die Skalarproduktbildung fuhrt also aus der Menge der
Vektoren hinaus, die Vektorproduktbildung hingegen nicht.

Skalarprodukt

Lastkihne auf Kandlen _— P
: S s B 5
werden gelegentlich A 51
e

von Pferdegespannen
mit einem Seil parallel
zum Kanal gezogen.

Fr N\
B

Die Zugkraft Fy des Gespanns kann jedoch nicht vollstindig
zur Fortbewegung des Kahns genutzt werden. Nur der Teil ?5
der Zugkraft Fy wird wirksam, der in Richtung des Weges s
zeigt. Der Zahlenwert der Zugkraft ist der Betrag des Vektors
FT_., also | FT | !

Fiir die mechanische Arbeit W, die vom Gespann an dem Kahn
verrichtet wird, gilt W = | F, | - | s | . Weil F‘T und F_ den Winkel
ot einschlieffen, erhiilt man daraus W = | FT | - | 5 | - cos of. Fiir
dieses Produkt schreibt man auch kurz Fp ¢sund nennt es das
Skalarprodukt der Vektoren F und s.

Sind a und b zwei Vektoren, so nennt man die reelle Zahl
aob=|al-Ib| cosadas Skalarprodukt der Vektoren a und b,
wobei ot den von a und b eingeschlossenen Winkel bezeichnet.

(1) ab=Db -a(Kommutativitat),
(2) ao(b+c)=acb + a o c(Distributivitit),
(3) (ta)eb=t(a=b)

] Fy |} C ]
(4) a 2> (), wobei a=0 genau dann, wenna = o,
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Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist genau dann 0, wenn die
beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen.

Dabei wird vorausgesetzt, dass der Nullvektor o zu jedem anderen
Vektor senkrecht ist. Im Unterschied zum Produkt zweier reeller
Zahlen kann das Skalarprodukt zweier Vektoren auch dann gleich
0 sein, wenn beide Vektoren vom Nullvektor verschieden sind.

Sind a und b zwei Vektoren
und bezeichnet b' die vorzei-
chenbehaftete Lange der 0 =

Projektion von b aufa, so gilt N‘F.
acb=|al-b. b’

C

B.':I.
T & A

Sind bezuglich eines kartesischen Koordinatensystems
die beiden Vektoren der Ebene | die beiden Vektoren des Raumes

ﬂ'!l'. X

N a, . b, N B
a= undb = a=|a, undb=|b,
a b
a b

k.

gegeben, dann ist:

-

ash = ay by, +a, by, _ ash = a, by +a,b,+ab,

Unter Berticksichtigung der Aussagen zur Orthogonalitit von
Vektoren gilt damit a L b genau dann, wenn

a, b, +a,b,=0 bzw. ayby+a,by+a,b,=0
(in der Ebene) (im Raum).

Fiir den Spezialfall a = b ergibt sich:

aca=|al-lal-cos0°= [a|2 also |al= /a2
in der Ebeneaca= a2 + a&,a]m |a]= fa§+a$,

2, 22
e

im R,auma'*-‘*a'=a%+a$+a§,alsa]ﬁ|=\/a§+a
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Skalar- und Vektorprodukt (Fortsetzung)

= ~] = -2
Der Winkel zwischen den Vektorena = [ 7 ] und b = [ 4 ] 15t
-1 ]
“1y -2
=1 L0 24+ 8+0

JE1P+ 22+ (12 22+ 42+ 00 61 420
also o = 24,09°,

CoOs QL = = (},9129,

Vektorprodukt

Unter dem Vektorprodukt a x b zweier
Vektoren a und b versteht man den im
Raum durch die folgenden drei Bedingun-
gen charakterisierten Vektor v:

(1) |vl=lal-[6] |sin<(a, b)|

(2) vLaund vL1b.

(3) Sind a und b linear unabhangig, so
bildet (a, b, v) ein Rechtssystem.

Fiir den Vektor v = a x b gilt somit:

W Der Betrag des Vektors vist gleich der InhaltsmaRzahl des von a
und b gebildeten Parallelogramms.

W vverlauft senkrecht zu der durch a und b (a & b) bestimmten
Ebene.

u Das Vektorsystem {a, b, v} bildet fiira 4 b ein Rechtssystem.
Das bedeutet: Dreht man a um O auf kiirzestem Weg in b, so
muss sich eine entsprechend gedrehte Rechtsschraube in Rich-
tung von v bewegen.

® v=axb=o0genaudann, wennaund b linear abhingig.
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Alternativgesetz axb=-(bxa) bzw. axb=-bxa

Distributivgesetz (a+b)xc=axc+bxc

Vervielfachung Alaxbi=(La)xb=ax(Ab) (AeR)

Fur die Einheitsvektoren in Achsenrichtung gilt:

élx'IEl:éEKEz:E}}{Ej:E‘; ElK.ll;z:'E:s, 623{53:{:.11.

E-3KE1=£:2, EEKEI=_E3’ 53;{62:—5!, EIKE3=—E2

H:ﬂ. th.
Sind a = a}.l und b= |b | zweiVektoren im Raum, so gilt

axb=|a, a, a,
by by b a,b,—a,b,

= (a,b, - azl:r!,]é, +(a,b, —ab, e, + (axb}. —aybx}éﬁ =|ab, -ab,

'axE:-y—:alzr‘tn}i
2 = == =
= e | AEeym
Fﬁra=[|]und B=[3Jgi]taxb= R

5 —1
=—16e; - 8e, + 8es.

Da der Vektor a x b senkrecht zu den Vektoren a und b steht,
ist er ein Normalenvektor der von diesen Vektoren aufge-
spannten Ebene.
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5 Vektoren und Vektorriaume

5.5 Spatprodukt

Das Produkt (a x E] o ¢ dreier Vektoren a, b, ¢ im Raum heif3t
Spatprodukt dieser Vektoren.

In Abhiingigkeit davon, ob a, b und ¢ ein Rechtssystem bil-
den (oder nicht), ist das Spatprodukt positiv (oder negativ).

Daim Spatprodukt skalare und vektorielle Multiplikation miteinan-
der vertauscht werden konnen, schreibt man das Spatprodukt
auch in der Kurzform [a b c]. Zyklische Vertauschung der Faktoren
|asst das Spatprodukt unverdndert.

Anwendungen des Spatprodukts

' Sind a, b und c drei Vektoren, die ein Parallelepiped (Spat)
bestimmen, so gilt fiir die Mafizahl des Volumens dieses
Korpers V(a,b,c) = | (axb)ec | ;

% Sind A, B, C und D vier Punkte im Raum, so liegen diese
vier Punkte genau dann in einer gemeinsamen Ebene (sind

also komplanar), wenn gilt: (ABx AC)e AD=0

Weitere multiplikative Verkntipfungen von Vektoren:
! Doppeltes Vektorprodukt — das Resultat ist ein Vektor:

ax(bxc)=(@ec)b—(aob) g (axb)xc=(ac )b-(bec)a
W Vierfaches Produkt — das Resultat ist ein Skalar:
(axb)e (cxd)=(aec)(bod)—(aed)(boc)
' Sonderfall: (axb)?=a’b?—(aeb)?
Da ] axb I gleich der InhaltsmafSzahl A des von aundb gebil-

deten Parallelogramms ist, gilt auch A = /a2 b2 - (acb)?
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5.6 Vektorraume

=k A LS
1 at UaktTarra

Eine nichtleere Menge V, fur deren Elemente eine Addition + und
eine Vervielfachung - mit reellen Zahlen definiert sind (Symbol:
(V,+, -)}, nennt man Vektorraum und ihre Elemente Vektoren ge-
nau dann, wenn fiirallea, b und ¢ aus V sowie fiir alle reellen Zahlen

rund s gilt:
(a+b=b+a (Kommutativgesetz)
(2 (a+BY+c=a+(b+0c) (Assoziativgesetz)
(3) Es gibt ein solches ElementoinV, (Existenz eines
dass furalleaeV gilt:a+ 0 =a. Nullelements)
(4) Zu jedem Elementae V gibtesinV (Existenz eines entgegen-
ein Element -amita + (-a) = o. gesetzten Elements)
(5) r-(s-a)=(rs)-a
(6) (r+s)-a=r-a+s-a (Rechenregeln fir die
(Z)r-(a+b)=r-a+r-b Vielfachenbildung) H
(8) 1-a=a

Beispiele fiar Vektorrdume sind

W die Mengen der Verschiebungen der Ebene bzw. des Rau-
mes;

® die Mengen R* und R? der Paare bzw. Tripel reeller Zahlen,

W die Mengen der auf ganz R bzw. auf dem Intervall [a; b] dif-
ferenzierbaren Funktionen;

W die Menge P der Polynome hochstens dritten Grades.

Kein Vektorraum ist hingegen die Menge Z der ganzen Zah-
len. (Z, +) erfiillt die Bedingungen (1) bis (4) der Vektor-
raumdefinition, aber Z ist beziiglich der Vervielfachung mit
reellen Zahlen nicht abgeschlossen, denn diese tiithrt aus dem
Bereich der ganzen Zahlen heraus.
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5 Vektoren und Vektorriaume

Unterrdume und Erzeugendensysteme

Eine Teilmenge U eines Vektorraumes V, die selbst beziiglich der
Addition und der Vervielfachung in V ein Vektorraum ist, heifgt
Unterraum U des Vektorraumes V.

Eine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraumes V ist genau dann
ein Unterraum von V, wenn fiir alle Vektoren a, b aus U und fir alle
reellen Zahlen r gilt:

a,beU=a+belU,acU,reR=r-acl

Beispiel: Der Vektorraum R Lisst sich geometrisch durch alle

Ortsvektoren des Raumes beziiglich eines festen Punktes O

(Koordinatenursprung) veranschaulichen.

Unterriume des R (und zwar alle moglichen) sind dann

® der Vektorraum, der nur aus dem Nullvektor o besteht;

% alle Ortsvektoren, die Punkte einer festen Geraden g durch
O beschreiben;

W alle Ortsvektoren, die Punkte in einer festen Ebene € durch
O beschreiben;

w der ganze Vektorraum R¥ selbst.

Lineare Hiille und Erzeugendensystem

Der durch alle Linearkombinationen der Vektoren a,, as, ...,
a,, (1S. 100) gebildete Unterraum U heif3t

 die lineare Hiille U der Vektoren a;, a,, ... , a,,, bzw.

W der von ay, ay, ... , a,, erzeugte Unterraum U bzw.

® der von ay, a, ... , a,, aufgespannte Unterraum U.

Die Menge {a;, ay, ... , a,,} wird ein Erzeugendensystem des
Unterraumes U genannt.
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Basis und Dimension

Es sei U ein Unterraum des Vektorraumes V mit V # {5}.

Ein Erzeugendensystem [a, a,, ..., a,,,} von U heiRt genau dann
eine Basis von U, wenn die Vektoren aj, a,, ... , a, linear unabhan-
gig (1 S.100) sind.

Die Anzahl der Vektoren einer Basis von U nennt man die
Dimension von U.

Da V Unterraum von sich selbst ist, sind durch obige Formu-
lierung auch die Begriffe Basis von V und Dimension von V mit
erfasst.

Beispiel:

W Je zwei nicht parallele Vektoren (also zwei linear unabhin-
gige Vektoren) bilden eine Basis des Vektorraumes R%. R?
hat demzufolge die Dimension 2.

® Im Vektorraum R’ dessen Vektoren durch Tripel reeller
Zahlen beschrieben werden, stellen je drei nicht kompla-
nare, d.h. je drei linear unabhingige Vektoren, eine Basis
dar. Die Dimension von R” ist 3.

1] 1 ]

B={ep €y ...neimite;=| 0, e;={0| ..., e,=| ! | heift
: : .
\ 0 \0, 1)

die matiirliche Basis des n-dimensionalen Vektorraumes R". Je n
linear unabhangige Vektoren des R" bilden eine Basis von R"™.
Die natiirliche Basis von R” und R” ist {e,, e,] bzw. {e}, &5, e3}.
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6 Matrizen

Wichtige Definitionen

Eine rechteckige Anordnung
von m - n Zahlen a; in m Zeilen
und n Spalten wird Matrix
(Pl.: Matrizen) vom Typ (m; n)-
oder (m x n)-Matrix genannt.
Man schreibt:

Ay Ay 8y e g,

EEI. EH EE [} H.I.n

Afm;n) =

Al Am2 Imy - amn},
Die Zahlen a;_heiffen Elemente
(oder Komponenten) der
Matrix A.
Der Doppelindex beim Element
a; gibt an, dass das betreffende
Element in der i-ten Zeile und
der k-ten Spalte der Matrix
steht.

Matrizenvom Typ (1; nj heilRen
Zeilenvektoren und (m; 1)-Ma-
trizen Spaltenvektoren.
Matrizen und Vektoren kon-
nen als Bausteine linearer Glei-
chungssysteme angesehen
werden.

Dabei enthalt die Koeffizien-
tenmatrix A die Koeffizienten
der Variablen und der Spalten-
vektor b die Absolutglieder.

n2

Zu beschreibendes Gleichungs-
system:
2x +3y —-z=1
X +3 +z= 12
-2 =2y +4z= 4

Koeffizientenmatrix A des
Gleichungssystems:

§ 3 .
A=|1 3 1
iy R R

Spaltenvektor b der Absolut-

I

glieder: b = [E ((3; 1)-Matrix)
4

Die aus Koeffizienten und Ab-

solutgliedern bestehende Ma-

trix heifst erweiterte

Koeffizientenmatrix (A, b)

2 ¥ =
(Aby=|{1 3 ] 2
2 -2 4 4



6.1 Spezielle Matrizen

Stimmen die Anzahl der Zeilen und
Spalten einer Matrix A = A(m; n) Uber-

ein, ist also m = n, so heiflt diese Matrix m;n} =
quadratische Matrix vom Typ (n; n)

oder n-reihige Matrix.

ﬂll ﬂ]z e ﬂ-ln

HEI ﬂzz ok a!n

A1 g2 - Ay

Die Elementea;;, a;, ..., a,, bilden die Hauptdiagonale der Matrix.

Diagonalmatrix
Bei einer Diagonalmatrix D gilta;, =0 i
fiir i # k, d.h., alle Elemente aufierhalb 0 B A
der Hauptdiagonalen sind gleich 0.

Einheitsmatrix

Bei einer Einheitsmatrix E gilt a;, = X D 0
firi=kunday =0firi#k dh,alle p_| 0 1.0
Elemente in der Hauptdiagonalen sind ' b
gleich 1 und alle Elemente auflerhalb
von dieser gleich 0.

Obere und untere Dreiecksmatrix
Bei einer oberen Dreiecksmatrix A, T T
gilt ay. = 0 fiir i > k, d. h., alle Elemente - il
unterhalb der Hauptdiagonalen sind B0 s o
gleich 0. 0 0 ..oy,
Bei einer unteren Dreiecksmatrix iy T i
A, gilt ay = 0 fir i <k, d.h,, alle Ele-
mente oberhalb der Hauptdiagonalen y
sind gleich 0. By By e By
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Ohne Beschrinkung auf einen bestimmten Typ von Matrizen
treten auflerdem folgende Spezialformen auf:

Nullmatrix

Bei einer Nullmatrix O gilt a;, = 0 fir 00 .0

alle i, k, d. h., alle Elemente sind gleich 0. ¢ _ 0 0..0
a0 0 .. 0

Transponierte Matrix zu einer Matrix

Schreibt man die Zeilen einer Matrix A vom Typ (m; n) als
Spalten einer Matrix AT, so nennt man AT die zu A transpo-
nierte Matrix.

TR TPIR T RLITIE YRRIE WO

o i P L b A |
A= a5 ay .. a Al = A3 #33 ... @

ﬂ'm] il

i, 11 R

Eine quadratische Matrix heif$t symmetrisch, wenn sie mit ih-
rer transponierten {ibereinstimmt; sie heifst schiefsymmet-
risch, wenn die Elemente ihrer transponierten entgegenge-
setzte Vorzeichen haben.

6.2 Rechnen mit Matrizen

HE -_.: _-'___-__E;:._-_- '__-_... _.1 I-.'- ;!I;; 'T::.'&;_-. .-' T .' .F____;:- I
i i TriT I

(aj)
und B = (b, ) (m x n)-Matrizen, dann versteht man unter ihrer

(a +by aptby A tby)

: . Ay thy  apthy L Ay thy

Summe A + B eine Matrix C= o o
ga'ml +hml am1+hm1 g amn+hmm

Die Summe A + B = C = (¢ ) ist eine Matrix vom Typ (m, n) mit
Cik = 3j + by
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BL‘."SPEEF.'
, 20 -1
M“‘A“[l e
] G =TTy
A+B"[l+n g 3+3;|"l1 0 6

(3 12 —2]

steht man eine Matrix C mit der Eigenschaft

Unter dem Vielfachen r A (re R) einer (m x n)-Matrix A =

lund B = |I; j _;] gilt fiir die Summe

(a  ap Ain (ray rap oA
C=r | ™ 2 fn| | ™a Tz .. 2|
Vol fm2 0 A T8ny Mgz o Tagg
Das Vielfache r A = C = (¢} ist eine Matrix vom Typ (m, n) mit
Cik = Taj)-
Beispiel:

Die Vervielfachung der Matrix M =

(—2) ergibt:

(-2)M = {—2][—3 1

0 2

10

4
[IJ
-2

2[—2-{—3; -2-1

2.4
=20
S <Faely

-2-0 -2.2

-2+ 1

1

0o 2 4
[-3 1 0 ] mit der Zahl
I 0 -2

0 -4 -8
6 -2 0
-2 0 4

(a;.) ver-

]

Rechenregeln fiir Addition und Vervielfachung

Fiir beliebige (m x n)-Matrizen A, B und C sowier, s R gilt:
(1) A+B=B+A
(2) {A+B)+C=A+(B+C)

(3) Es gibt eine Matrix O mit A+ O = A.
(4) Zu A gibt es eine Matrix —A mit A + (-A) = O.

(5)
(6)
(7)
(8)

r(sA)=1(rs)A
(r+s)A=rA+sA
r(A+B)=rA+rB
1A=A
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A = (a;,) sei eine (m x n)-Matrix und ¢ ein Vektor aus n Koordinaten.
Das Produkt A - c ist dann ein Vektor B mit der Eigenschaft

B ... Ay, < apcptaca+ L. Tape
A-c=B=|: . = : ;
Anmy - By & S S R S

ml mn

Um die Elemente von B zu erhalten, werden also die Zeilen-
vektoren von A mit dem Spaltenvektor ¢ skalar multipliziert.

Betspiel: (2 3 1 2:-2+3-1+1-4 1)
2 ﬂ_[q: 2:2+1:1+0:4 |_| 5|
S o 1-2+1-1+1-4 7|
0 -4 1 0:-2+(—4)-1+1-4 0.

Die Multiplikation zweier Matrizen A(p,. ) und By, . ist aus-
fithrbar, wenn n = p. A und B heiflen dann (in dieser Reihen-
folge!) verkettet.

Die Produktmatrix C zweier Matrizen A, ;) und B, , ist vom Typ
(m; q). Man erhalt die Elemente ¢;, von C jeweils als Skalarprodukt
des i-ten Zeilenvektors von A mit dem k-ten Spaltenvektor von B.

Beis pic.’." '

L2y vy 4 1-2+%:3
Z 1|y 4J— o BRI M
1 3.0 .

3

+
Lad
b bd —
i S A
F +
i |
_— e
e B =
e
+ + +
e
e i o
oo o
Il
P S
=R [ =]
e o
=1 on WD
N P

Rechenregeln fiir Matrizenmultiplikation

A, A}, A, seien (m X n)-Matrizen, B, B, B, seien (n x q)-Mat-
rizen und C sei eine (q x t)-Matrix. Dann gilt:

(1) (A, +A,)'B=A,-B+A,-B; A-(B,+B,)=A-B;+A-B,
(2)r(A-B)=(rA)'B=A-(rB) (reR) (3) A-(B-C)=(A-B)-C
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6.3 Inverse Matrizen

> [Dleinverseatse

Sind A und A™' quadratische Matrizen und gilt
A-A7l = A1 A = E (E Einheitsmatrix),
so heift A~ die zu A inverse Matrix.

Beispiel:

1
A1=[ﬂl

W

|
0

| 0 L) 1 =1y (1 o
]z[n |]:E“"':l [{} ﬂ'[u z]: o 1)=E

b —

S ; -1 ;
] 1st die inverse Matrix zu A = [ ; ‘, denn es gilt

=11

= Bd|

ha

6.4 Lineare Abbildungen
Dielineare Abbildung

Eine Abbildung f vom Vektorraum R" in den Vektorraum R™ heifst
genau dann linear, wenn fiir alle a, be R" und r R gilt:

(1) fla+b) =fla) + fib), d.h., f istadditiv,

(2) fira) = rf(a), d.h., f ist homogen.

Abbildungsmatrix

Ist f eine lineare Abbildung vom Vektorraum R" in den Vek-
torraum R™, dann gibt es eine (m x n)-Matrix A, die Abbil-
dungsmatrix der linearen Abbildung, sodass f(x) = A - x.

Beispiel: Durch Anwenden der Abbildungsgleichungen

x' = 2x—v, y = —xauf die Punkte A(-3; -2) und B(4; 3) erhilt
man die Bildpunkte A'(—4; 3) und B'(5; —4). Unter Verwen-
dung der aus dem Gleichungssystem abzulesenden Abbil-
dungsmatrix M = [_I] ‘[}]) erhilt man die Koordinaten der
Bildpunkte auch durch Multiplikation der Matrix mit dem

Ortsvektor von A bzw. B.
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Lineare Abbildungen im R? und R’

Spiegelung

-"T ¢ Xixiy) X' =x=1x+ Oy |f] :
an der ' y=—y=0x+(-1)y |0 U
x-Achse ”’| } *
&Y

Spiegelung Y X=—=x=(x+oy [ {71 O
an der xb1|{° 0l Yy =y=0x+1y S
y-Achse B -
SPEEgEiur‘lg 1;% ¥, =y = (—1)x + Oy |—l EI]
am Koordina- - o 0 |y =—y=0x+ (-y |0 -V
tenursprung i

A | =K1
90° Drehung x'=—y=0x+ (-1)y ['] -1y
um den Koor- |, v =x=lx+0y d D
dinatenur- -
Sprung
Drehung um x' = xcostl—ysino [cﬂsu -since
einen beliebi- y' = Xsino + ycoso | \sina coso
gen Winkel o
um O
identische . v =x=1x+ 0v ' |‘1 U'|
Ahhlldung - B }.’r =y= Ox + i}r 1

0 x
zentrische ¥ ; x'=kx=kx + 0y (k. 0)
Streckung mit y' =ky = 0x + ky 0 k)
Streckungs- P T
zentrum O ol :

und Faktor k




Ein Dreieck ABC soll um 270° um
den Koordinatenursprung ge-
dreht werden. Die Abbildungs-

200"

matrix lautet dann:
—ﬂnl?ﬂj (L
=1 O

‘208 270°
.5in270°

cos 270°)

Y

Az ol

Spiegelung | /1 0 0 Spiegelung | /-1 0 03
an der tﬂ -1 0 anQ(0;0;0) [ﬂ -1 UJ
x-Achse 0 0 -l 0 0 -l
Spiegelung 10 0 Spiegelung I 0 0
an der xy- [U 1 t}] an der xz- [u -1 t}]
Ebene 00 - Ebene 0 0 1 -
Spiegelung | /=1 © o Drehung cose 0 —sing
an der yz- [l] 1 UJ um ¢ um ]
Ebene 0 01 die y-Achse | ‘sina 0 coso
Drehung (1 0 0 Drehung cosee —sing 0
um o um 0 cosor —s'muJ um o um [sm(x coso. 0
diex-Achse | 0 sina cosa) | diez-Achse 1/
| 1

Der Punkt P(3; 2; 3) soll zuerst an der z A
xz—E!:H:ne und danach an der x-Achse P'(% —2: 3) / B(3: 5. 3)
gespiegelt werden. e o

1) Ergebnis der ersten Spiegelung (P'): | *, 1l <

X 10 0y (3 3 i o

%

z 0 o0 1 3 3 N 1 :

2) Ergebnis der zweiten Spiegelung (P"): *\
X
M
» P(3: 2. -3)
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7 Analytische Geometrie

ichtige Definitionen

i 1 b il
L mali

Sind in der Ebene oder im Raum Py g
ein Punkt P, und ein Vektor 7
a# o gegeben, so ist dadurch Py
eine Gerade g durch P, mit o =
der Richtung von a eindeutig
bestimmt.

Der Vektor a heilRt dement-
sprechend Richtungsvektor
der Geraden g.

Den Punkt P, nennt man Stiitz-
punkt (oder Tragerpunkt) von g
und den zugehorigen Ortsvek-
tor p, dann Stiitzvektor der Py Stiitzpunkt

Geraden g, a: Richtungsvektor
po: Ortsvektor

Besitzt eine Gerade g den Rich- i Ansieg

tungsvektora = [::) , SO dreieck
l - o
ist ihr Anstieg m = Z—"' : T M——
ot 1 I e ]
Eine Gerade gist in der Ebene ‘/I/"‘fml
oder im Raum auch durch zwei O a_ %

ihrer Punkte eindeutig be-
stimmt. Die zugehorigen Orts-
vektoren p, und p, lassen sich
ebenfalls zur analytischen Be-
schreibung von g verwenden.
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7.1 Geraden in Ebene und Raum

Punktrichtungsgleichung einer Geraden

Die 'Ge_mge g, die durch den Punkt P; mit dem Ortsvektor
po = OP und den Richtungsvektor a (a # o) bestimmt ist, kann
durch die Gleichung x = p, + ta (te R) beschrieben werden.

EL‘ESPE&‘F.‘
M Die Gerade g des Raumes, die durch den Punkt Py(-1; 3; 2)

2

und den Richtungsvektor a = [— i] bestimmt ist, hat die Glei-
-1 2 -2

chung x = ( 3] + t[—t].

L2 =3
W Fiir t; =-0,7 erhilt man

- 2 5 1,4 2.4

X = [3] —0,7 [—i] - [ 3 ]—[—u,‘?}, also x; = [ 3;].
2 = 2/ \-14 34

Somit ist X;(— 2,4; 3,7; 3,4) ein Punkt von g.

W Wenn der gegebene Punkt X,(1; 2; 1) auf g liegt, muss es ein

(- 2 2 2,
t, geben, so dasst ]= [ 3] + 1, [-1] bzw. [-1] = [—hi] gilt.
1 2 ¥ S S O,

Das sich hieraus durch Koetfizientenvergleich (7 S. 102)
ergebende Gleichungssystem (1) 2 =2+1t,, (II) -1 =—1-t;,
(III) =1 = =2 -t, besitzt keine Losung. X, ist demzufolge
kein Punkt von g.
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1 Analytische Geometrie

»  Punktrichtungsgleichung einer Geraden der Ebene
(Koordinatenschreibweise)

Die Gerade g der Ebene, die durch den Punkt Py(x; v,) und den Rich-
tungsvektor a= [Z;) bestimmt ist, |asst sich durch die parameter-
freie Gleichung (x —x)a, — (y - vy) a, = 0 beschreiben.

Diese Gleichung nimmt fir a, 20 die Formy -y, = ;I (x—x5) baw.

y =¥y = m(x - xg) an. m ist dabei der Anstieg der Geraden.

»  Allgemeine parameterfreie Gleichung
einer Geraden der Ebene; Richtungsvektor
Hat eine Gerade g der Ebene die allgemeine parameterfreie Glei-
chungax + by +d=0,s0ist a= (‘;’J ein Richtungsvektor von g.

Zweipunktegleichung einer Geraden

» Zweipunktegleichung (Vektorform/Parameterform)

Die Gerade g, die durch die beiden Punkte P, und P, (P, # P,) mit
den Ortsvektoren p, und p, bestimmt ist, kann durch die Gleichung
Xx=p, +t(p;—p;) (teR) beschrieben werden.

»  Zweipunktegleichung einer Geraden der Ebene
(Koordinatenschreibweise)
Die Gerade g der Ebene, die durch die zwei verschiedenen Punkte
P, (x; vy) und Pylx,; v5) bestimmit ist, |dsst sich durch die parameter-
freie Gleichung
(X=x Y2 =y1) = (y -y xp = %) =0
beschreiben.
Diese Gleichung nimmt fiir x; — x; 20 dieForm

Y —¥1 = ==t - (x—x,) an. 2= ist dabei der |
2 I : S | :
Anstieg der Geraden g. 0 X, X, X
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Beispiel: Die Gleichung der Geraden durch P(3; 2; 0) und

oLl =g

P,(0; 0; 5) lautet: x =

Eine besondere Form der parameterfreien Zweipunkteglei-
chung einer Geraden g in der Ebene erhilt man, wenn man die
Schnittpunkte von g mit den Koordinatenachsen zugrunde legt.

In der Ebene |5t + l =1 I[sx?t 0 um:l s, #0)

die Achsena hschnlttsgleli:h ung einer Gera- 8

den mit den Achsenschnittpunkten S,(s,; 0)

und S,(0; s,). ol S %

Umwandlung von Parameterform
in Koordinatenschreibweise (und umgekehrt)

Gegeben: Parametergleichung einer Geraden der Ebene
: ;: ’ . N o R i . K
¥ Gleichung ausfiihrlich schreiben: x = (J} = [},u) + l(arj
W Prinzip des Koordinatenvergleichs anwenden:
X =Xg + ta, bzw. x - xp =ta; y =y + ta, bzw. y -y =ta
X=Xy = Y—¥,

a, a,

}r

W Parameter t elimimeren, z.B.
% Gleichung umformen.

Oder: .
- a

M Ausa= (ﬂ:) ablesen: m =

W Koordinaten (xg; vq) eines Punktes Py, von g bestimmen

¥ m, x5 Yy In parameterfreie Punktrichtungsgleichung ein-

setzen.

Gegeben: Parameterfreie Gleichung einer Geraden der Ebene

W Koordinaten zweier Punkte von g berechnen

W In die Zweipunktform der Geradengleichung (Parameter-
form) einsetzen.
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1 Analytische Geometrie

Normalform der Gleichung einer
Geraden der Ebene

Normalenvektor

Einen zum Richtungsvektor a einer Ge-
raden g orthogonalen Vektor n (n # o)
nennt man Normalenvektor dieser Ge- s
raden. Der zugehorige Einheitsvektor JP,.Q.- i

heifst Normaleneinheitsvektor und wird 0

mit n” bezeichnet. Mit n ist auch jedes Vielfache rn (r # 0) Nor-
malenvektor von g.

Ist ax + by + d = 0 die allgemeine parameterfreie Gleichung
einer Geraden g in der Ebene, so ist n = (;) ein Normalen-
vektor von g.

=Y

Eine Gerade g der Ebene, die durch den
Punkt P, und einen Normaleneinheitsvek-
tor n" bestimmt ist, kann durch die Vektor-
gleichung (x — py) e n” = 0 beschrieben
werden.

Ist eine Gerade der Ebene durch eine Glei-
chung der Form ax + by + d = 0 gegeben, so
lautet deren hessesche Normalform in
Koordinatenschreibweise LA

Jal+b?

e
-

0.

Beispiel: Die Gerade g mit der Gleichung 3x —y—2 = 0 hat den
o4 L I ) \ - .
Normalenvektor n = 1_3 JoMitn® = —[ 3|; und py = ﬁ] ergibt

= [
sich als hessesche Normalform fiir g:

' [i-i - |:3ﬂ o (3) = 0. Wegen +a?+b? = /10 erhdlt man

—
J10 ]
als hessesche Normalform 1n Koordinatenschreibweise:
ix—-y-2

e = (],

10

124



Lagebeziehungen von
Geraden

Zwel Geraden des Raums konnen

W parallel zueinander (oder im Spezial-

fall gleich) sein (h, hy, h,,...),
W einander schneiden (g, k) oder

# windschief zueinander sein (h/k, h/g).

Zwei Geraden g, und g, der Ebene oder des Raumes sind genau

dann parallel zueinander, wenn die zugehorigen Richtungsvekto-
ren a; und a, linear abhangig (also parallel) sind.

Rechnerische Untersuchung der Lagebeziehung
Untersuchung durch Losen des Gleichungssystem:

{I]‘i=ﬁ1 = ['51 “H i=ﬁ1+ tal

keine Losung genau eine Losung t*, r*

Das Gleichungssystem mit den Gleichungen (I) und (ll) hat firt, r

unendlich viele Ldsungen

—_— —

s =p+tra,

¥ * *‘
g, und g, haben || Es gibt genau einen .
keine gemeinsa- || Schnittpunkt S von g; und Bl lf“d g sind
men Punkte: g0 g Mg = {5} gleich:
i = - - - g1= 82
8108 =0 § = p;+rtabzw.

S5ind die Richtungsvektoren El

nein

—
und a, parallel zueinander?
Ist a,=ka,, keR?

e

g, und g, sind ,echt” parallel zueinander
81| 85 81782

g; und g, sind wind-
schief zueinander
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7 Analytische Geometrie

7.2 Ebenen

Gleichungen einer Ebene in Vektorform

e R e e e v Ll o e e e e e e e el R s T
e .r.: el .1.. ,..:.: .-- 11 | s ..a.:_T.: P . g | ‘I o --:Il_.._ _.lal_r'._l r.:_: f Ease ":"'-'_.
- 8 E —

Ist P ein Punkt des Raumes mit dem zuge-
horigen Ortsvektor p, und sind uund v
zwei nicht parallele Vektoren, so wird die
dadurch eindeutig bestimmte Ebene ¢
durch die Gleichung x = py+ ru + sv

(r, s€ R) beschrieben. Der Punkt P, heifit
Tragerpunkt, die Vektoren u und v nennt
man Spann- oder Richtungsvektoren von &.

Sind Py, P, und P, drei Punkte des Raumes, die nicht auf derselben
Geraden liegen, und bezeichnen py, p; und p, die zugehdrigen Orts-
vektoren, so wird die dadurch eindeutig bestimmte Ebene € durch
die Gleichung x = py + r(p; =pg) + (P> = pu) (r,s€ R) beschrieben.

Beispiel: Gegeben sind P,(0; 1; 2), P5(0; 2; 1), P5(1; 2; 0) der
Ebene €. Bei Verwendung von P, als Triagerpunkt ergibt sich

mit
[0 1 i 0 1
-~ — - S " b ]
u=PP3=5]],v= |P3=[!]ﬁJI'E:I=[lI+I'[IJ+S :
=1 -2/ \2) 21 )

Um zu priifen, ob P4(2; 1; 0) in € liegt, setzt man den Ortsvek-
tor py fiir x in die Gleichung ein. Durch Koordinatenvergleich
erhdlt man ein Gleichungssystem aus drei Gleichungen mit
den zwei Unbekannten r und s. Lassen sich fiir r, s reelle Zah-
len finden, die alle drei Gleichungen erfiillen, so gilt P, € €.
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Gleichungen einer Ebene in Koordinaten-
schreibweise

Aus der vektoriellen Gleichung einer Ebene €

X Xg
y| = || +I
i In

Koordinatenvergleich ein Gleichungssystem, in dem die Ko-
ordinaten x, y und z mittels der Parameter r und s beschrieben
sind. Schrittweise Elimination dieser Parameter fithrt zu einer
parameterfreien Gleichung von €.

1"!:‘;.
x-'f] (r, s€ R) erhilt man durch

¥

+ 5

K

Allgemeine parameterfreie Gleichung einer Ebene:

Eine Ebene £ wird beschrieben durch die Gleichung

ax + by + ¢z + d = 0, wobei die drei Koeffizienten a, b und ¢
nicht gleichzeitig 0 sein diirfen.

Schneidet eine Ebene & die Achsen eines
Koordinatensystems in den Punkten
5,(xg 05 0), 5,(0; y; 0) und 5,(0; 0; z,)

(mit x,# 0, y; 20,2, #0),

so besitzt sie die Koordinatengleichung

= +_lr.+_?;:1*

e o 8

Hessesche Normalform der Ebenengleichung

Normalenvektor einer Ebene

Einen zu den Spannvektoren u und v einer Ebene € orthogo-
nalen Vektor n (n # o) nennt man Normalenvektor von €. Der
zugehorige Einheitsvektor heifst Normaleneinheitsvektor
und wird mit n” bezeichnet.
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1 Analytische Geometrie

Eine Ebene ¢, die durch den Punkt P, und ih-
ren Normaleneinheitsvektor n” bestimmt
ist, kann in Vektorform durch die Gleichung
(x - pg) e n" = 0 beschrieben werden.

In Koordinatenschreibweise lautet die hes-
sesche Normalform der allgemeinen Glei-

chung einer Ebene £:
ax+by+cz+d

wat+bi+c?

Beschreibung des Normalenvektors einer Ebene

Ist ax + by + cz+d =0 die allgemeine parameterfreie Glei-
a
h] ein Normalenvektor von &.

4]

chung einer Ebene €, so ist n =

Beispiel: Eine Ebene € sei durch die Gleichung 3x - 2y + 5z + 2
= () gegeben. Es ist die hessesche Normalform dieser Gleichung
in Vektor- und in Koordinatenschreibweise anzugeben.

FE
® Aus 3x -2y + 5z + 2 = 0 liest man n = | -2| ab. Mit
{3 ‘-l # . 5 J
nl=— t—z} und (z. B.) py =1 2 1 als Ortsvektor eines belie-
r ks -2/

bigen Punktes P, von € ergibt sich daraus als hessesche Nor-

malform dieser Gleichung in Vektorschreibweise:

= 8,
E*,L—{I—[E }05_4:{}

3 |
W38 =2/ LA

w Wegen JJa2 + b2 + ¢2 = /38 erhilt man als hessesche Normal-
form dieser Gleichung in
3n—2y+52—E:U

Koordinatenschreibweise: =
af o
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Lagebeziehungen von Gerade und Ebene

g; und € haben kei- g, liegting; auchin  g; und € haben ge-

nen Punkt gemein-  diesem Fall ist g, pa- nau einen Punkt ge-
sam; g, ist ,echt” rallel zu &. meinsam; sie schnei-
parallel zu e. den einander.

A E \\

Rechnerische Untersuchung
Es wird angenommen, dass g: X = p, + ta und
£: X = qp + ru + sv einen Punkt S gemeinsam haben. In diesem
Fall muss es drei reelle Zahlen t{, r; und s; so geben, dass
pg + tia= qg + ryu + syv gilt.

Nach dem Prinzip des Koordinatenvergleichs erhilt man
aus dieser Vektorgleichung ein Gleichungssystem aus drei
Gleichungen und mit den drei Unbekannten t}, r; und s,.

Das Gleichungssystem hat fiir | Interpretation

die unbekannten Parameter t,,

ryund s;

 keine Lésung ghat mit e keinen gemeinsamen

Punkt; gist echt parallel zu e

unendlich viele Losungen gliegtine

genau eine Ldsung g hat mite genau einen Punkt

- gemeinsam; es existiert ein

Schnittpunkt von g mit ¢
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1 Analytische Geometrie

Lagebeziehungen von zwei Ebenen

=

=

e und 14 haben kei- ¢ fallt mit 1N, zusam- £ und 1; haben ge-
nen Punkt gemein-  men;auchindiesem nau eine Gerade ge-
sam; € ist ,echt” Fall ist e parallel zu  meinsam; sie schnei-
parallel zu 1. Ma- den einander.

I

Rechnerische Untersuchung
Es wird angenommen, dass die Ebenen € und 1 gemeinsame

Punkte besitzen.

% Sind die beiden Ebenen durch vektorielle Gleichungen

€ X=7py+ru+svbzw N:x =qy+rc+ sd gegeben, so
miisste es in diesem Fall reelle Zahlen ry, s, r; und s, so ge-
ben, dass py + rju + s;v= qg + r5¢ + s, d gilt. Nach dem
Prinzip des Kﬂﬂrdmatenverglﬂchs erhiilt man aus dieser
Vektorgleichung ein Gleichungssystem aus drei Gleichun-
gen und mit den vier Unbekannten ry, s;, r; und s-.

Sind die beiden Ebenen durch parameterfreie Gleichungen
eax+by+cz+d;=0bzw. mrax+byy+cz+d; =0,
also in Koordinatenschreibweise gegeben, so miisste es re-

U

elle Zahlen x, y, und z_ geben, die das Gleichungssystem

(D axg+byys+ezg+di =0 fillen.
(I1) ayxs + byy, + cozg +dy =0

]

Ist die Gleichung einer der beiden Ebenen in Vektorform,
die der zweiten in Koordinatenschreibweise gegeben, so
kann man das Gleichungssystem durch Einsetzen der sich
flir die drei Koordinaten aus der Vektorgleichung ergeben-
den Ausdriicke in die Gleichung in Koordinatenschreib-
weise losen (s. Beispiel).
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Interpretation der Losung des Gleichungssystems
X=pp+Triu+s;v bzw. X+ by, +cz.+d; =0
X=qg+ryc+s,d a,x, + byy, + ¢z, +dy = O

Das Gleichungssystem hat fiir | Interpretation:
die Unbekannten r;, s; r; und s,
bzw. x, v, und z,

keine Losung ‘1 hat mit e keinen gemeinsamen
Punkt; 1 ist echt parallel zu e

hat eine Losung mit genau zwei | nund e fallen zusammen

Parametern
' hat eine Lésung mit genau ‘nund &schneiden einander in

einem Parameter; einer Geraden.

Beispiel: Gegeben sind die Ebenen € und T mit den Gleichungen

3 2 (0,
E:i=[4]+r[—i]+5[—l% und T: 11x + 1y + 4z-29=0.
=31 3 L4
£ und T mogen einen Punkt S(s; Syd s,) gemeinsam haben.
Aus der Vektorgleichung von € erhilt man die folgenden
drei Gleichungen fiir die Koordinaten von S:

X, =3=1r=0,5s
yo=4=1r-=2,5s
Z.==2+3r+2s

Durch Einsetzen in die Gleichung fiir die Ebene T ergibt sich
die Gleichung
11(3=1r—05s)+1(4—1r—2,55) + 4 (<2 + 3r +25) =29 =0
mit den Unbekannten r und s.

Durch Umformen der linken Seite dieser Gleichung erhalt
man () = 0. Folglich erfiillen alle reellen Zahlen r und s diese
Gleichung, das heifdt, € und 1 fallen zusammen.
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Ebenen in spezieller Lage

Ausgehend von der allgemeinen parameterfreien Gleichung einer
Ebenee:ax+by+cz+d=0 mit a’+b*+c* >0ergeben sich fir
Sonderfille der Koeffizienten a, b, c spezielle Lagen der entspre-
chenden Ebenen im Raum.

® Fiir d = 0 verlduft die Ebene & durch den Koordinatenur-
sprung. In diesem Fall wird die zugehérige Gleichung
ax + by + ¢z = 0 ndmlich von den Koordinaten des Koordi-
natenursprungs O(0; 0; 0) erfullt.

®m Fiir c = 0 und a, b # 0 besitzt die zu betrachtende Ebene die
Gleichung ax + by + d = (. Diese Gleichung wird von allen
Punkten X (x'; y'; z') des Raumes erfiillt, fiir die ax' + by' + d
= () gilt, wobei z' jeden beliebigen Wert annehmen kann.

Das heifdt: € ist eine Ebene, die auf der xy-Ebene senkrecht

steht, Fiir z = 0 beschreibt ax + by + d = 0 eine Gerade in der

xy-Ebene.

a b C d0 d=1

0 | #0 | #0 ax+by+cz=0

£ enthiilt nicht den Koordi- | & enthilt den Koor-
natenursprung dinatenursprung
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a b C d#0 d=0
#0 | #0 | =0 | ax+by+d=0

¢ enthilt nicht die z-Achse | £enthilt die z-Achse
#0 | =0 | 20 | ax+cz+d=0 ax+cz=10

-'-'.D )
1
| # ! g
_‘%f&--_—,ﬁ £ 1 xz-Ebene

~ x

¢ enthilt nicht die y-Achse | €enthilt die y-Achse
=0 | #0 | 20 | by+c+d=0 by+cz=0

g€ enthdlt nicht die x-Achse | € enthilt die x-Achse
=0 | =0 | £0 | cz+d=0 cz=9 1z=0)

z T/ ey |
7% . e 1l z-Achse
: /*‘—' s
X X

£ ist parallel zur xy-Ebene | & ist die xy-Ebene
=0 | #0 | =0 | gist parallel zur xz-Ebene | € ist die xz-Ebene
#0 | =0 | =0 | gist parallel zur yz-Ebene | & ist die yz-Ebene
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7 Analytische Geometrie

7.3 Schnittwinkel

Geraden in der Ebene

Schneiden zwei Geraden g; und g, ei-

nander in einem Punkt S, so entstehen &) 52
zwel Paare jeweils kongruenter Scheitel- W 2
winkel y bzw. y'. Der kleinere der bei- 11

den Winkel heifit Schnittwinkel von g, Jl.-r*\‘j‘:." pa -
und g,. A *

Ist w der Schnittwinkel der Geraden g, und g, mit den Gleichungen
y=mx+ny bzw. y = mux + n; (m; #ms, m;-m; #-1),
so gilt tany=| 2™

1 +m, -m,

Fiir Geraden g; und g, mit den Gleichungen y = mx + n; baw.
v =myx +n,; (my, m; 20} gilt g, L g, genau dann, wenn m;-m;=—1.

Geraden im Raum

Ist w der Schnittwinkel der Geraden g, und g, mit den Gleichungen
a-b
al - [b]

g x=p;+ra baw. g x=p, +th, s0 gilt cosy =

Beispiel: Fir den Schnittwinkel y der beiden Geraden

| | | I
g X = [1] + t[_z] und gy x = [1] + t(z] gilt:
3 2 3 2
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Biel

= R und damit y = 83,62°,

Cos Y =

Gerade und Ebene

Unter dem Schnittwinkel einer Ebene € mit einer Geraden g
versteht man den Winkel ¢ zwischen g und der senkrechten
Projektion von g in die Ebene €.

Der Schnittwinkel ¢ wird unter Verwen-
dung eines Normalenvektors n von € und
eines Richtungswinkels o von g ermit-
telt. Es gilt: ¢ =90° —q.

Hat ¢ die Gleichung x = p,+ ru + sv, soist
n=uxv ein Normalenvektor von ¢

(1 S.107). Mit g: x = p, + ta gilt dann:

cos 0 = |]_1 : ﬂ= HEKE} q_a| =sin ¢ (sofern 0° < ¢ < 90°)
|+ [al  Juxv]-|al

Zwei Ebenen

Der Schnittwinkel ¢ zweier Ebenen £, und &, ist gleich dem
Winkel zwischen zwei Normalenvektoren n; und n, von g,
bzw. £
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7 Analytische Geometrie

Beispiel: Es soll der Schnittwinkel ¢ der beiden Ebenen

) i -4 ] ) | " I.-'ﬂ..l
By = ﬂ+u nJ+v 3] und ﬂ:x:[3J+r| +s5f 2
2 2 - 3 -1/

berechnet werden.
% Man ermittelt einen Normalenvektor n; von € sowie ein
Normalenvektor n, von 1:

) — -6 e - 2 0 -7
I'”Z[EJK[E]Z -4 Llnd l‘I;,_.Z[I]}{[E]:[EJ
2 ~12 % -1 4

% Dann gilt:

'l.z- L
cos<(ny, Ny} = 2L T2 = —L = =22 ~—0,1204
0y |n| 14 |

Der (spitze) Winkel zwischen den Normalenvektoren n; und
n, ist der gesuchte Schnittwinkel @ der Ebenen € und n:
¢ = 180°-96,91° = 83,09°

7.4 Abstande

Abstand eines Punktes von einer Geraden
und einer Ebene

o S e o -
14 - e F G et gy g T e e I e I e o iy

Tals Pu ¥ L _IJ;.._._I_l = Tl 1__.rI iy - I v i i
| % & LF]
e =l

l 1 aer coeneg
e v Ry 1 TEL N e T e

P ein Punkt der Ebene bzw. des Raumes, so gibt

h={p;-po)° E[ den Abstand des Punktes P, von g an.

n
Ist ax + by + d = 0 die Gleichung einer Geraden g in der Ebene und
b d
P,(x;; y;) ein Punkt dieser Ebene, so gibth = — +E £ : den
Abstand des Punktes P, von g an. ya el

h ist immer ein vorzeichenbehafteter Abstand, wobei das
Vorzeichen von h davon abhingt, wie P, beziiglich der Rich-
tung von n liegt.
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Beispiel: Es sind die Abstinde der Punkte P(4; 6), Q(6; —-3)
und R(2; 1,5) von der Geraden g: x = @ + ‘(-43} zu bestimmen.
Der Normalenvektor der Geraden g ist

n= G:l Verwendet man Py(4; 0), dann Yi‘ Pl4: 6)
gilt fiir die Abstinde h; bzw. h;:

N _(M[3) oy (3
i — 4.8
J32 + 42 w25 5
Betrigt die Koordinateneinheit 1 cm, so
ist P von g 4,8 cm entfernt.
Analog erhilt man fiir Q: h, =-1,2,
d.h.: Qist von g 1,2 cm entfernt.

Die unterschiedlichen Vorzeichen von hy; und h, besagen,
dass P und Q auf verschiedenen Seiten der Geraden g liegen.

Ist (x—pg)en=0 die Gleichung einer Ebene £ im Raum und P,

-

ein Punkt des Raumes, so gibt h = (p, —py) © — den vorzeichen-
behafteten Abstand des Punktes P, von e an./|

Ist ax + by + cz + d = 0 die Gleichung einer Ebene £ im Raum und
ax;+by, +cz, +d
P (xy: vi; 1) ein Punkt, so gibt h= den Abstand
Ja*+h?+c?
des Punktes P, von der Ebene £ an.

Beispiel: Es ist der Abstand h des Punktes P(3; 1; 2) von der
Ebene €: 3x — 2y + z -9 = 0 zu bestimmen.

Mit der hesseschen Normalform —2-2¥.22-7

- === 0 von € erhilt
S J3T+(-2)2+1

o BBET D, B
J3EF (2R 12 Y4
Q liegt folglich in .

137



1 Analytische Geometrie

st g,: x = p; + ra, eine Gerade im Raum, so gilt fiir deren

-  —
3 ige o L LB
Abstand d von einem Punkte P, des Raumes: d = %
d
Abstand zweier Geraden im Raum
Unter dem Abstand zweier Geraden g, L, .
und g, im Raum versteht man die Linge : / B

der kiirzesten Verbindungsstrecke L, L, LS
unter allen Strecken, die einen beliebi-
gen Punkt P, € g, mit einem beliebigen
Punkt P, € g, verbinden.

and zweier paralleler Geraden im Raum

paralleler Geraden g, und g, im Raum, soist d =
der Abstand dieser beiden Geraden. a,|

Sind g, und g, zwel wind-
schiefe Geraden, so gibt es ge-
nau einen Punkt L, € g, und
genau einen Punkt L, € g, mit
der Eigenschaft, dass L,L, so-
wohl senkrecht zu g; als auch
zu gy ist. |L L,/ ist dann der
Abstand von g; und g,.
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Sindg;: x=p;+ra; und g x=p,+ta, die Gleichungen
zweier windschiefer Geraden g, und g, so ist

— — wm—
q= @1 xay)°P P

der Abstand von g, und g,.

t51 "‘551|

Abstand von Ebenen

Unter dem Abstand zweier Ebenen £, und &, im Raum ver-
steht man die Lange der kiirzesten Verbindungsstrecke L, L,
unter allen Strecken, die einen beliebigen Punkt P, € £, mit ei-
nem beliebigen Punkt P, € €, verbinden.

Zwei Ebenen haben keinen Punkt gemeinsam (sind ,.echt”
parallel) oder sie fallen zusammen oder sie schneiden einander
in einer Geraden, haben also den Abstand 0.

Sind zwei Ebenen £, und &, (echt) parallel zueinander, so
stimmt ihr Abstand mit dem Abstand eines beliebigen Punk-
tes Py € £, von der Ebene g, (1 S. 137) iiberein.

Beispiel: Es ist der Abstand d der parallelen Ebenen €, und ¢,

B 3 =0, B 3 3 =2
E]: J{:[ill]"‘rl +51[—2.§];E2:}{=[4J+r2[2 +52[—]ﬂ
- 2 5 —f 8

Zzu ermitteln 3 3 AT
Fiir einen Normalenvektor n, von €, gilt: n, :[ 2 ] X [_ [ r}] = 4[ -1 ]
-6/ \ 8 —4

-1
1
3

Damit lautet die Gleichung von &, in hessescher Normalform

3 14
o] ] |
£y (x— [4]] e 4 t\—!] 0. Fiir den Abstand d gilt somit:

([
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1 Analytische Geometrie

1.5 Kreise und Kugeln

Gleichungen von Kreis und Kugel

' Die Menge der Punkte P der Ebene, die von einem gegebe-
nen Punkt M denselben Abstand r haben, heifd3t Kreis mit
dem Mittelpunkt M und dem Radius .

Die Menge der Punkte P des Raumes, die von einem gege-
benen Punkt M denselben Abstand r haben, heifst Kugel
mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r.

Man spricht von einem inneren oder dufleren Punkt eines
Kreises (einer Kugel), wenn sein Abstand vom Mittelpunkt
kleiner bzw. grofier als der Radius ist.

Kreis- und Kugelgleichung in Vektorsch

Es seien m der Ortsvektor des Mlttelpunlrtes M und x der Ortsvektor
zu einem beliebigen Punkt X eines Kreises in der Ebene bzw. einer
Kugel im Raum mit dem Radius r. Dann ist (x — m)? = ¢ eine vekto-
rielle Gleichung dieses Kreises bzw. dieser Kugel.

»  Koordinatengleichung eines Kreises
In einem ebenen kartesischen Koordinatensystem wird der Kreis k

mit dem Mittelpunkt M(c; d} und dem Radius r durch die Gleichung
(x—c)? + (y—d)? = r* beschrieben.
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In einem raumlichen kartesischen Koordinatensystem wird die
Kugel k mit dem Mittelpunkt M(c; d; ¢) und dem Radius r durch die
Gleichung (x—c)? + (y—d)® + (z—e)? = r* beschrieben.

Beispiel: Um zu untersuchen, ob die quadratische Gleichung
x> +y>—4x—2y—20=0 einen Kreis in der Ebene beschreibt,
versucht man, die Gleichung auf die oben angegebene allgemei-
ne Form zu bringen. Durch Umformung unter Verwendung der
quadratischer Erginzung ergibt sich: (x — 2)* + (y - 1) = 25.
Das heifdt: Die Gleichung beschreibt den Kreis mit dem Mittel-
punkt M(2; 1) und dem Radius 5 in der Ebene.

Lage eines Punktes beziiglich eines Kreises

Ein Punkt Py (x,; y,) gehort genau dann zum Kreis k mit der
Gleichung (x - cY + (y— d)? = %, wenn die Koordinaten des
Punktes P, die Kreisgleichung erfiillen, d. h.,

wenn (X — )+ (y] — d)? =12 ist.

Gilt dagegen (x; — P (y; — d)? < % oder

(x; — ¢)* + (y; — d)? > 1%, so liegt Py (xy; v;) innerhalb bzw.
aufierhalb des betrachteten Kreises.

Beispiel: Gegeben ist der Kreis ky: x* + (v + 3)? = 1. Der Punkt
P;(0; 1) liegt auflerhalb dieses Kreises, denn Ok (1+ 3]1 =
0+16=16 und 16> 1=r2

Lage eines Punktes beziiglich einer Kugel

Ein Punkt P (x; y5 z;) gehort genau dann zur Kugel k mit
der Gleichung (x —¢)* + (y —d)* + (z—e)* = r’, wenn die Ko-
ordinaten des Punktes die Kugelgleichung erfiillen, d.h., wenn
(x; — )% + (y; —d)* + (2, — e)* = r* ist. Gilt dagegen

(x; — o)+ (v - d)? + (z; - e)? < 1 oder

(x; —)? + (y; = d)* + (2, — e)° > 12 so liegt P (45 v45 2¢)
innerhalb bzw. auf8erhalb der betrachteten Kugel.
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1 Analytische Geometrie

Lagebeziehungen von Geraden und Kreisen

Haben eine Gerade t und ein Kreis k ge-
nau einen Punkt P gemeinsam, dann
heifdt die Gerade t die Tangente an k im
Punkt P.

Eine Gerade g, die mit k genau zwei
verschiedene Punkte gemeinsam hat,
nennt man Sekante von k; eine Gerade
h, die mit k keinen Punkt gemeinsam
hat, heifst Passante von k.

Gleichung der Tangente im Punkt P, an
einen Kreis mit dem Mittelpunkt M (Vektor-
form):
t (X—Pg) ® (Pg—m) =0
Gleichung der Tangente im Punkt Py(x;; vy
an einen Kreis mit dem Mittelpunkt M(c; d)
und dem Radius r (Koordinatenschreib-
weise):

(xg—cHx—c) + (yg—d)y—d) =r.

Beispiel: Es sind die Gleichungen der Tangenten an den Kreis
k mit der Gleichung (x — 3)* + (y —2)* = 6,25 in den Punkten
A(5;3,5), B(3;-0,5) und C(5,5; 2) von k aufzustellen.

tar (5=-3)(x=3)+(3,5-2){y-2) =625 nder}r=m§1+ ‘%
tg (3-3)(x=3) +(=0,5-2)(y-2)=6,25 odery =

(eine Parallele zur x-Achse im Abstand 0,5)
tes (5,5-3)(x=3) + (2-2) (y=2) =6,250der x= 1+

-

(eine Parallele zur y-Achse im Abstand 5,5)
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Lagebeziehungen von Kreisen

Zweil voneinander verschiedene Kreise haben keinen gemein-
samen Punkt oder genau einen gemeinsamen Punkt oder ge-
nau zwei gemeinsame Punkte, Welche der drei Lagemoglich-
keiten vorliegt, kann man rechnerisch untersuchen, indem
man die zugehorigen Kreisgleichungen als ein (hier nichtline-
ares) Gleichungssystem mit zwei Unbekannten auffasst und
dieses lost.

Beispiel: Es werden die Lagebeziehungen der Kreise
ki + (y=3)°=1Lk;: ¥ +y* =4 und
kst (x— 3)% + }’2 = 7 untersucht.

W Kreise k; und k,: Haben diese beiden Kreise einen Punkt
P(x;y,) gemeinsam, so miissen die Koordinaten dieses
Punktes die beiden Kreisgleichungen erfiillen. Man erhilt
das Gllcichungssysztﬂm
Ei] EI I ;? —3) ;lﬁlit genau einer Losung x, = 0, y, = 2
Die beiden Kreise k; und k, haben folglich genau einen
Punkt P gemeinsam; k; und k, beriihren einander in P(0; 2).

W Kreise k; und kj:

Das Gleichungssystem (1) xf + }?f =4, (II) (x,— 3)%+ }rf =7
hat die Losungen x;, = 13y, =+ /3 sowie Xy, = Iy, =—/3.
Da Py (15 4/3) und Py, (1;-/3) beide Kreisgleichungen er-
fiillen, schneiden die Kreise k; und k; einander in diesen
Punkten.

W Das Gleichungssystem

() x2 + (y. - 3)* =1,
(IT) (x,— 3}2 + },FSI = 7 hat keine reellen
Losungen. Die Kreise k; und k; be-
sitzen folglich keine gemeinsamen
Punkte.
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1 Analytische Geometrie

Fiir zwei Kreise k, und k;, mit den Mittelpunkten M, bzw. M, und
den Radien r, bzw. r, gilt: Wenn
9 IM{M, | 51y + 15 oder 0< [M M, | < [r;-1,], s0 besitzenk,
und k; keinen gemeinsamen Punkt;
]M]hflzl =r;+r; oder 0 < IMIM2| = |r|—r3|,5uherﬁhren
k, und k; einander;
|:r1 —~r2| < |M1M2 | <1, + 13, 50 schneiden k; und k; einanderin
zwei Punkten;
0= |M1M2 | =r,—r4,50 haben k, und k; alle Punkte gemeinsam
- sie sind identisch.

Lagebeziehungen von Kugeln, Geraden und
Ebenen

Kugel und Gerade
Wenn eine Gerade t und eine Kugel k
genau einen Punkt P gemeinsam ha-
ben, denn heifst die Gerade t eine
Tangente an k in P.

Eine Gerade g, die mit k genau zwei
verschiedene Punkte gemeinsam hat,
nennt man Sekante von k; eine Ge-
rade h, die mit k keinen Punkt ge-
meinsam hat, heifst Passante.

Im Unterschied zum Kreis in der
Ebene gibt es im Raum in jedem Ku-
gelpunkt unendlich viele Tangenten
an die Kugel. Diese Tangenten in ei-
nem Kugelpunkt P bilden die Tangen-
tialebene an kin P (s. w.).
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Kugel und Ebene
Eine Kugel und eine Ebene haben keinen Punkt oder genau
einen Punkt oder einen Kreis gemeinsam.

Tangentialebene

Haben eine Ebene 1 und eine Kugel k genau einen Punkt P ge-
meinsam, dann heifSt die Ebene 1 Tangentialebene an die Ku-
gel k in P. Die Tangentialebene in jedem Punkt einer Kugel ist
eindeutig bestimmt.

Ist k eine Kugel mit dem Mittel-
punkt M(c; d; e) und dem Radius
r sowie Py(xq; i ) €in Punkt
von k, dann ist
(x=pp)e (pp=m) =0
die vektorielle Gleichung und
(Xg—c)x—c) + (yg—d)y-d) +
+{zy—e)(z—e)=r1
die Koordinatengleichung der
Tangentialebene an k im Punkt
P,
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Wahrscheinlichkeits-

rechnung

Wichtige Definitionen

o "_I'E

AL
e

Einen Vorgang nennt man Zu-
fallsexperiment, wenn dabei
mindestens zwei Ergebnisse
moglich sind und es vor Ablauf
des Vorgangs nicht vorhersag-
bar ist, welches der moglichen
Ergebnisse eintreten wird. Ein
Zufallsexperiment ist unter
bestimmten gleich bleibenden
Bedingungen beliebig oft
wiederholbar.

Eine Menge Q heilst Ergebnis-
menge eines Zufallsexperi-
ments, wenn jedem fur die
Beobachtung moglichen Er-
gebnis genau ein Element aus
Q zugeordnet wird. Bei der
Konstruktion einer geeigneten
Ergebnismenge (2 ist darauf zu
achten, dass sie einerseits
mdaglichst klein ist, also keine
unnotigen Elemente enthalt,
und dass sie andererseits hin-
reichend groR ist, also alle dem
Beobachtungsziel entspre-
chenden Ergebnisse umfasst.
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Zufallsexperimente sind

— das Werfen einer Miinze bei
Beobachtung der sichtbaren
Seite;

— das Werfen zweier Wiirfel bei
Ermittlung der Augensum-
me;

— Lottoziehungen bei Notieren
der Gewinnzahlen.

Fiir das Zufallsexperiment ,ein-
maliges Werfen eines Tetraeders
mit den Augenzahlen 1 bis 4"
sind geeignete Ergebnismen-
gen:

— Augenzahl
,=11;2;3;4}

— Werfen einer 4
€2, = {4; keine 4}

— Werfen einer 1 oder einer 3
€23 = {1; 3; weder eine 1 noch
eine 3/}

Ungeeignete:

- €, = {1; gerade Zahl]

— Q: = {1; 3; keine 3]



8.1 Beschreibung von
Zufallsexperimenten

Besteht ein zufalliger Vorgang aus mehreren, nacheinander ablau-
fenden Teilvorgangen (oder aus Teilvorgangen, die als nacheinan-
der ablaufend interpretiert werden kéinnen), so spricht man von
einem mehrstufigen Zufallsexperiment, bei k Teilvorgangen

(ke N\ {0}) von einem k-stufigen Zufallsexperiment. |

Die Ergebnisse eines k-stufigen Zufallsexperiments lassen sich
in einem Baumdiagramm der Ergebnisse erfassen, woraus
man ihre Darstellung als k-Tupel ablesen kann.

Beispiel: Axel und Bernd spie- A (A; A)
P P =

lcn‘ ge.gcneinandﬂr. Sieger is? A (ABA
derjenige, der zuerst zwei B (A B:B)

Spiele gewonnen hat. Von je- A

i p N '-.;,..-__.;:.:... _IﬂL p Ay &

dem Spiel wird der Gewinner \ N < TS~B (B:A:B)
(B; B

(1. 5tufe)  (2.5tufe} (3, Stufe)

notiert; ein Remis gibt es
nicht.

Q={(A; A), (A; B; A), (A; B; B), (B; A; A), (B; A; B), (B; B)}

Fur ein k-stufiges Zufallsexperiment stellt jedes Ergebnis genau ei-
nen Pfad durch das zugehorige Baumdiagramm vom Anfangs- bis
zum Endpunkt dar.

Jedes Ergebnis besteht aus den k Einzelergebnissen der Teilexperi-
mente (sofern sich das Teilexperiment tiber k Stufen erstreckt) und
wird als k-Tupel (w; w,;...; wy) geschrieben.
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Ereignisse und Ereignisverknupfungen

Jede Teilmenge A der endlichen Ergebnismenge £2 heifRt Ereignis A.
Stellt sich das Ergebnis ¢ ein und gilt e e A, so sagt man, das Ereignis
A ist eingetreten. Die Menge aller Teilmengen von £ nennt man Er-
eignisraum und bezeichnet sie mit 2** (oder in Anlehnung an Po-
tenzmenge mit §2(£2)). Besitzt £ genau n Elemente (|| = n, ne N\
{0; 1), so gibt es 2" unterschiedliche Ereignisse in 94

Ereignisverkniipfungen

Die n einelementigen Teilmengen der n-elementigen Ergebnis-
menge £ heiRen Elementarereignisse oder atomare Ereignisse.
A nennt man unmégliches Ereignis, wenn A = () gilt, und
sicheres Ereignis, wenn A = L) gilt.

Es seien A, Be 22 Mithilfe von Ergebnisverkniipfungen kann
man zwei Ereignisse in Beziehung zueinander setzen:

- Sprechweise: - Mengenbild:

A Das Gegenereignis (kom-

B B
p!emantares ErEfgnls} Al
(lies: A quer) tritt genau 7
dann ein, wenn A nicht
eintritt.

B A Das Ereignis B zieht das Er-
eignis A nach sich. Das A L9
heilt: Immer wenn B ein-
tritt, tritt auch A ein.

AnB Das Ereignis A und B

(A geschnitten [mit] B) tritt =
genau dann ein, wenn so- _H_ miﬂ
wohl A als auch B eintritt. | A

e
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Symbol:

Sprechweise:

Mengenbild:

AUB

Das Ereignis A oder B

(A vereinigt [mit] B) tritt
genau dann ein, wenn
mindestens eines der Er-
eignisse A bzw. B eintritt,

B B

A
A

A\B

Das Ereignis A und nicht B
(A ohne B) tritt genau dann
ein, wenn A eintritt und
gleichzeitig B nicht ein-
tritt. A\B=ANB

. .I.-.Il::'id';sf.éns Eiﬁes iler .E-r.e.i“g-m

nisse A, B tritt ein, wenn
entweder A oder B oder
keines von beiden eintritt.
AnB=AuB

| Das Ereignis Weder A noch |

B tritt genau dann ein,
wenn keines der beiden Er-
eignisse A, B eintritt.
AUB=ANB

B

‘s

e b

(AnBlwu
{AmB)

Das Ereignis Entweder A
oder B tritt genau dann
ein, wenn genau eines der
Ereignisse A, B eintritt.

ANB=0

Die Ereignisse A und B sind
unvereinbar. Das heildt: A
und B kdnnen nicht gleich-
zeitig eintreten,
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8 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Haufigkeiten

Zu verlisslicheren Aussagen tiber den Grad der Zufilligkeit
des Eintretens eines Ereignisses kann man gelangen, wenn
man entsprechende Zufallsexperimente vielfach beobachtet
und analysiert.

Die absolute Haufigkeit H,(A) von A gibt an, wie oft bei n-
maligem Realisieren eines Zufallsexperiments das Ereignis A
eingetreten ist.

Ist H,(A) die absolute Hidufigkeit eines Ereignisses A bei
n-maligem Realisieren eines Zufallsexperiments, so heifst

H (A
h,(A) = i die relative Hauhigkeit des Ereignisses A.
Fiir die relativen Haufigkeiten von A, Be 2 gilt:
% 0<h,(A)
h,(A U B) = h,(A) + h,(B)
firAmB= El
h muﬂ h.(A)+h.(B) ~h. (ANB)
h,(A) = l —h nlA)
h, (A ]l
h,(Q
h II'E*} =
Ac E:‘;-h +(A) <h, (B)
Die Erfahrung besagt, dass die relativen Haufigkeiten mit zu-
nehmender Anzahl der Realisierungen des zufdlligen Vorgangs
in der Tendenz immer weniger schwanken.
> Empirisch

Ist A ein Ereignis, das bei einem zufilligen Vorgang beobachtet
werden kann, dann stabilisieren sich die relativen Haufigkeiten
h, (A) mit wachsender Anzahl n von Vorgangsrealisierungen je-
weils gegen einen bestimmten Wert.
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Der Begriff ,,Wahrscheinlichkeit“

Eine Funktion P, die jeder Teilmenge A einer endlichen (Ergebnis-)
Menge L eine reelle Zahl P(A) zuordnet, heiRt Wahrscheinlichkeits-
verteilung, wenn sie folgenden drei Bedingungen genugt:

Axiom1 (Nichtnegativitat): P(A) =0,

Axiom 2 (Normiertheit): P(Q2) =1,

Axiom 3 (Additivitat); P(AUB)=P(A) +P(B), fallsANB=0
P(A) nennt man Wahrscheinlichkeit von A.

Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten

" Regel 1:
Die Wahrscheinlichkeit des unmaoglichen Ereignisses ist 0:
P(@) =0

B Regel 2:
Die Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses ist 1:
P(£)) =:1

% Regel 3:
Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich der Sum-
me der Wahrscheinlichkeiten all seiner Elementarereignis-
se: P(A) = P({e;}) + P({e;}) + ... + P({e,,}) und stets
0<P(A) <1

W Regel 4:
Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses: P(A) = 1 - P(A)

" Regel 5:
Additionssatz fiir zwei Ereignisse:
P(A UB) =P(A) + P(B) = P(A N B)

% Regel 6:
Additionssatz fiir zwei unvereinbare Ereignisse:
P(AUB)=P(A)+P(B) firAnB= (D)
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3 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Zerlegungen und Vierfeldertafeln

R o R e Moy Bl e e

Tarleoune einer Ereebnicmence
T il .l s ililklid J [
- b~ habbd - _-1._:Ir,-l. Nl T R R Y d i

Ereignisse A, Ay, ..., A, aus 2** mit den folgenden drei Eigenschaf-

ten bilden eine Zerlegung der Ergebnismenge (}:

~ ledes der Ereignisse besitzt eine positive Wahrscheinlichkeit,
d.h. P(A;)>0flrallei={1;2;... ; m}

© Die Ereignisse sind paarweise unvereinbar, A; M Aj=0 firi#].

~ Die Vereinigung aller Ereignisse ist das sichere Ereignis, d.h.

J‘!'Ll Uﬁzu '-..-'ﬁmz 8 5

Sind E und F zwei Ereignisse aus 22 50 lasst sich Q grob zerle-
genin = EUE bzw. Q =FUF. Eine feinere Zerlegung wiire:
Q=(EnFU(EnFIU(ENnFIVI(ENF)

Vierfeldertafel
Als Vierfeldertafel bezeichnet man die Anordnung einer
Ergebnismengenzerlegung von der Art
Q=EnF)U(EnFIUE N F)\(E M F) in folgender Weise:
E E
F | P(EnE)=p; | PB(EnF)=p; | P(F)=p;+py
F | P(EnF)=p3s | P(EnF)=py |[P(F)=p;+p4

P(E)=p,+p3s P(E)=py+py 1=p;+pa+ps+py

Beispiel: Bauteil A B B

fallt mit P(A) = 0,07 A 0,022 0,07 - 0,022

und Bauteill B mit = (0,048 B0z
P(B) =0,10 aus. Dass A 0,10 - 0,022 0,93-0,078 1-0,07
A und B ausfallen, — 0,078 ~ (0,852 = 0,93

tritt Tt P(AnB) =
0,022 ein. Mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit fillt wenigstens eines der Bauteile aus?
P(AWB)=0,078 + 0,022 + 0,048 = 0,148 oder
P(AwB)=1-0,852=0,148.

0,10 1-0,10=0,90
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8.2 Gleichverteilung

Laplace-Experimente

Grundbegriffe

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Zufallsexperiments
(mit endlicher Ergebnismenge) heifit Gleichverteilung, wenn
alle zugehorigen atomaren Ereignisse die gleiche Wahrschein-
lichkeit besitzen, also gleichwahrscheinlich sind. Diese Bedin-
gung nennt man Laplace-Annahme. Kann man bei einem Zu-
fallsexperiment von der Giiltigkeit der Laplace-Annahme
ausgehen, so spricht man von einem Laplace-Experiment.

Beispiel: Zufallsexperiment ,einmaliges Werfen eines norma-
len (nicht gezinkten) Wiirfels™: Ergebnismenge Q = {1; 2; 3; 4;
56 p= é fiir das Werfen jeder Augenzahl.

Fur jedes Laplace-Experiment gilt: Besteht Q2 = {e;; e5; .5 e} aus n

Ergebnissen, so tritt jedes Ergebnise; (ie{1;2;...; n}) mit der Wahr-
: 0 T |

scheinlichkeit P({e;}) = T ein.

> bplcehege

Fiir jedes Ereignis A € 2? eines Laplace-Experiments gilt :

| Al _ Anzahl der fiir A giinstigen Ergcbnisse
PAl=m beee Bl = o e

P(A) wird in diesem Fall auch Laplace-Wahrscheinlichkeit oder
klassische Wahrscheinlichkeit von A genannt.

Beis ‘md Fiir das einmalige Werfen eines idealen Wurfe Is gilt

|Q| =6 sowie P({1}) =P({2}) = ... =P({6}) =+ Daraus folgt
beispielsweise: )

P({ Augenzahl ist 2 oder 3}) = P({2; 3}) = %z ?,3

P({ Augenzahl ist ungerade}) = P({1; 3;5}) =z =0,5
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8 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Pfadregeln fiir Baumdiagramme

Die Wahrscheinlichkeit eines Elementarereignisses in einem mehr-
stufigen Zufallsexperiment ist gleich seiner Pfadwahrscheinlich-
keit (d.h. gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten entlang des
Pfades, der dem zugehdrigen Ergebnis entspricht).

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich der Summe aller
Pfadwahrscheinlichkeiten seiner zugehdrigen Elementarereignisse.

Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten an den Asten, die von ein
und demselben Verzweigungspunkt ausgehen, ist stets 1.

Beispiel: Zufallsexperiment

Aus einer Urne mit genau drei Kugeln (zwei blauen und einer
weillen) werden nacheinander, ohne Zuriicklegen und ,auf
gut Gliick™ zwei Kugeln entnommen.

% Die Pfadwahrscheinlichkeit

betrigt in jedem Fall
L F

- -

32 6 1 (by; wl
W Fiir die Wahrscheinlichkeit :

P(A) = P({die weifle Kugel = ib, (bys by)
wird als zweite Kugel \ i by; W)
entnommen}) gilt nach 3 - ‘

! _E—b;  (wiby)
dET i&umm!ﬂll‘ﬂgﬂl: " -T'"""- bz (w h!:l
P{M__ FE{]ﬂithL . Q mit |Q |=6

6 6 3
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8.3 Zahlprinzipien

Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten erfordert hiuhig
mehr oder weniger komphizierte Anzahlbestimmungen. Hier-
fiir werden Hilfsmittel der Kombinatorik genutzt.

Zahlprinzip fiir k-Tupel (Produktregel)

Wenn ein Ereignis A aus den k-Tupeln (a;; ...; ap) besteht,
wobei

W fiir das 1. Tupelelement a; genau n; Auswahlmoglichkeiten,
W fiir das 2. Tupelelement a, genau n, Auswahlmoglichkeiten,

W fiir das k-te Tupelelement a;, genau ny, Auswahlmaoglichkei-
ten existieren,

so gibt es ny-n,- ... -n verschiedene solcher k-Tupel, d.h.

ny-0n,- ... 0 verschiedene Ergebnisse in A.

Beispiel: Bel einem Fufiball-Toto mit 11 Spielen stehen fiir je-
des Spiel jeweils die drei Auswahlmaoglichkeiten 1 (Heimsieg),
0 (Unentschieden) und 2 (Gistesieg) zur Verfiigung. Mit
k=11 und n; =n, = ... = nj = 3 umfasst die gesamte Ergebnis-
menge daher 3'' = 177 147 Elemente.

Wenn ein Ereignis A aus den k-Tupeln {a;; a,; ... ; a,) besteht, wobei
sich die einzelnen k-Tupel nur durch die Anordnung der zur Verfu-
gung stehenden k Elemente unterscheiden und keine Wiederholun-
gen von Elementen auftreten, so betrigt die Gesamtzahl der
Anordnungsmaoglichkeiten oder Permutationen Py =k!=1.2-3... - k.
Treten Wiederholungen auf, sind also Elemente mehrfach vorhan-
den, und zwar das Element a, genau n;-mal, so betragt die Gesamt-
zahl der Permutationen mit Wiederholung

I
“p, = - (0 + iy + oo + 1y = k).

n]] - I]l[ Y mea ‘]'ll._]
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8 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Kombinationen und Variationen

Kombinationen: Jede Auswahl von k Elementen ohne Beriick-
sichtigung ihrer Reihenfolge aus einer n-elementigen Menge
heifst Kombination (von n Elementen zur k-ten Klasse).

> Anzahl der Kombinationen (Zahlprinzip fiir Mengen)
Die Anzahl der Moglichkeiten, k Elemente aus einer n-elementigen
Menge herauszugreifen (k-elementige Teilmengen zu bilden),
also die Anzahl der Kombinationen ochne Wiederholung von
n Elementen :ur k-ten Klasse ist
k_ (m) _
Cy = (k] m (firn, keN,k<n)

Fiir die Anzahl der Kombinationen mit Wiederholung von n Ele-

menten zur k-ten Klasse gilt:
wek - k—1)!
k! (n=1)!

Beispiel: Die mogliche Anzahl der Tipps beim Lotto ,,6 aus 49
ist g]m-::h der Anzahl der Moglichkeiten, 6 Elemente ohne Wie-
derholung aus der Menge {1, 2, 3, ..., 49} herauszugreifen:;
Cip = (§) = o = 13983816

Variationen: Jede Auswahl von k Elementen mit Berticksich-
tigung threr Rethenfolge aus einer n-elementigen Menge heifSt
Variation (von n Elementen zur k-ten Klasse).

»  Anzahl der Variationen

Die Anzahl der Méglichkeiten, k-mal ein Element aus einer n-ele-
mentigen Menge mit Beachtung der Reihenfolge herauszugreifen
(ohne es zuriickzulegen), also die Anzahl der Variationen ohne
Wlederhnlung von n Elementen zur k-ten Klasse ist

k
Vo= o7 1-;}1 (fiirn, keN, k<n).

Fur die Anzahl der Variationen mit Wiederholung von n Elementen
zur k-ten Klasse gilt:
"’V,Ef _— (fiirn, ke N*)
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nein

ja

Konnen Elem-
mente mehrfach

vorhanden sein?

ﬂﬁiﬂ/\jﬂ

[st es ein Auswahlproblem? —]

Kombination oder Variation

Ist die Anordnung
ausgewdhlter Elemente
zu beriicksichtigen?

nemn

Kombination

\a

Variation

Konnen Elemente
mehrfach vor-
handen sein?

Konnen Elemen-
te mehrfach vor-
handen sein?

nein /\ja

nein /\ja

Permuta- Permuta- Kombina- Kombina- Vanati- Varnati-
tion chne tion mit  tion chne  tion mit on ohne on mit
Wieder- Wieder-  Wieder- Wieder- Wieder- Wieder-
holung holung holung holung holung holung
i | I |
P, =Kk! “’pk=Ti_l wek _ (n+k-=1)! k _ _ n!
L™ "kl (n—1)! " (n-k}!
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3 Wahrscheinlichkeitsrechnung

8.4 Urnenmodelle

Simulation mit Urnenmodellen

Besteht die Maglichkeit, zu einem praktischen zufilligen Vor-
gang ein Urnenmodell mit derselben Struktur (also z.B. mit
einem vollig analogen Baumdiagramm beschreibbar) zu kons-
truieren, so konnen solche realen Vorginge simuliert und
interessierende Wahrscheinlichkeiten mit hinreichender Ge-
nauigkeit experimentell ermittelt werden.

Hiufig sind Urnenmodelle dadurch gekennzeichnet, dass
die entsprechenden Urnen nur Kugeln zweier Farben enthal-
ten, aus denen mit einem Griff (ohne Beachtung der Reihenfolge
und ohne Zuriicklegen) Kugeln entnommen werden.

Werden einer Urne mit genau N Kugeln (M weiBe, N — M schwarze)
genau m Kugeln ,.auf gut Gliick” und ohne Zuriicklegen entnom-

men, dann gilt (MJ (N—M)
m n-=m
P({genau m weile Kugeln entnommen}) = [N) :
|

(N,M,n,me N,0Zm=nmEM,n-mEN-M,M<N,n<N).
Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Anzahl der weifRen ge-
zogenen Kugeln nennt man hypergeometrische Verteilung.

Beispiel: Zufallsexperiment: Lottoziehung .6 aus 49 (ohne Zu-
satzzahl) Urnenmodell: Aus einer Urne mit genau 49 Kugeln
(sechs weilden fiir die Gewinnzahlen und 43 schwarzen fiir die
Nichtgewinnzahlen) werden gleichzeitig ,auf gut Gliick™ genau
sechs Kugeln entnommen. Dann ist beispielsweise die Wahr-
scheinlichkeit

(6] (49-6) (6] (43
@) \e-2) _ o) \a -0

TR, O - W
P({genau zwei Richtige}) = [ﬂ\l = (491 J3
6/ G/
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8.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Sind A und B zwei Ereignisse mit A — € und B < £2 sowie
P(B) > 0, so nennt man Py(A) = P[:}[E}m die bedingte Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses A unter der Bedingung B. Die
hierdurch definierte Funktion Py heifit bedingte Wahrschein-
lichkeitsverteilung unter der Bedingung B.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit Pg(A) ist also als das Ver-
hiltnis der Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von A und B
zur Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von B zu verstehen.
Jede bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung Pg ist wie P
selbst auch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Insbesondere
gilt also: PR(@) =0,

Pg(A ) =1-Pg(A),

Pg(A U C) = Pg(A) + Pg(C) — Pg(A N C)

" Erste Pfadregel (auch allgemeiner Pro- Pp (A} a

duktsatz genannt): B ——_ i
P(A N B,) = P(B,) Py (A) Pp,(A)

-~ Zweite Pfadregei {auch Satz von der to- P (AL A
talen Wahrscheinlichkeit genannt): B, SR
P(A)=P(By) Py (A)+P(B,) Py (A)+... \_PB) ~ Pp(A) 4

+P[Bn}-PBn[ﬂ} :

Ll anﬁscll':?hﬁnrgl}el (Satz von Bayes) Py (A) »

Eay
Po(B)=— % (Definition) B, P (A
P(B)- Py (A)

F{B} PH (A)+..+P(B,)- Pg (A]
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8 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Beispiel: Fin Wanderer gehe vom Ort O aus und schlage an den
Weggabelungen jeweils ,auf gut Glick™ eine der méglichen
Richtungen ein. Die Wahrscheinlichkeit, dass er zum Punkt A
gelangt, ergibt sich aus dem Wegeschema:

=
o II-.-AU |

==
et
e |.-A:_. —

e

/]

=
=

HIAA#"U:‘A
e = R = e R

A = {Wanderer kommt zum Punkt A}

B; = {Wanderer kommt zum Punkt B;} fiirie {1; 2; 3; 4}

Die Ereignisse By, B,, B3 und B, bilden eine Zerlegung der zu-
gehorigen Ergebnismenge 2. Somit gilt nach dem Satz von
der totalen Wahrscheinlichkeit fiir P(A):

P(A) =7 3 : 2 =8 ~056

| | 1 2
sttty YT m

Unabhangigkeit von Ereignissen

Zwel Ereignisse A und B des Ereignisraumes 2% mit P(B) > 0
heiffen genau dann voneinander (stochastisch) unabhingig,
wenn Pg(A) = P(A) gilt.

II.“"\-. T e ety e | .,Iq--l - = = perie i ) -
Zwei Ereignisse A und B mit P(A) > 0 und P(B) > 0 sind genau dann
voneinander unabhangig, wenn P(A ~ B) = P(A} - P(B) gilt.

Beispiel: Ein ,Wetterprophet®, der sich in 20 % aller Fille irrt,
moge fiir morgen schiones Wetter voraussagen. Ein zweiter
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» Wetterprophet® sagt dasselbe voraus und die Wahrscheinlich-
keit seines Irrtums sei ebenfalls 0,20, Schlief3t man nun daraus,
dass die Wahrscheinlichkeit fir einen Irrtum beider 0,20 - 0,20
= 0,040 betrage, so ist genau das im Allgemeinen falsch. Man
muss nidmlich davon ausgehen, dass die beiden iibereinstim-
menden Wetterprognosen auf denselben Beobachtungsdaten
basieren und deshalb nicht voneinander (stochastisch) unabhiin-
gig, sondern im Extremfall identisch sind. Gibe namlich der
zweite Wetterprophet statt einer eigenen Wetterprognose nur
das Zitat des ersten Wetterpropheten bekannt, so bliebe die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Irrtum gleich 0,20,

8.6 ZufallsgrofRen

Eine Funktion X: £2 — R, die jedem Ergebnis e € £ eines Zufallsexpe-
riments eine reelle Zahl x zuordnet, heil3t ZufallsgréBe X. Die Ele-
mente des Wertebereichs von X nennt man Werte der ZufallsgroRe
X. ZufallsgroBen mit nur endlich vielen Werten x,, x,, ..., x,, werden
als endliche ZufallsgroBen bezeichnet. Eine Zufallsgrofie X, die
hochstens abzahlbar unendlich viele verschiedene (Funktions-)
Werte x, X3, ..., X,, ... besitzt, heillt diskrete ZufallsgréRe.

Beispiel: Eine Miinze mit den Seiten , Wappen (W)" und ,,Zahl
(Z)" wird dreimal geworfen. Ergebnismenge: £2 = {{W; W; W),
oder (W; Wi Z); (W; Z: W), (£ We W), (W] £ Z), {2 W; Z);
(Z; Z; W), (Z; Z; 7))

Die Zufallsgrofle X moge jedem Ergebnis die Zahl zuord-
nen, die angibt, wie oft darin ,,Wappen" gefallen ist. Dann gilt:

€

€1

€

€3

€4

€5

Ca

e7

€

};(Ej}

3

2

2

2

1

1

1

0
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3 Wahrscheinlichkeitsrechnung

In der Stochastik verwendet man fiir Funktionswerte wie z.B.
X (e)) = 3 meist nur die Kurzschreibweise X = 3. In obigem Bei-
spiel gilt X = 3 genau dann, wenn das Ereignis A = {{(W; W; W)}
eintritt. Dies EIﬂJligt —z. B. nach den Pfadregeln — mit der Wahr-
scheinlichkeit % e lz = % Die Zufallsgréfie X nimmt also den

Wert 3 mit der Wahrscheinlichkeit % an — kurz: P(X =3) = %.

Auf diese Weise wird jedem Wert x; der Zufallsgrofle X die
Wahrscheinlichkeit P(X = x;) zugeordnet.

Eine Funktion, die jedem Wert x; einer diskreten Zufallsgrofe X eine
Wabhrscheinlichkeit P(X = x;) zuordnet, heiRt Wahrscheinlichkeits-
verteilung der ZufallsgroRe X.

Die Funktion F mit F(x) = P(X < x) nennt man Verteilungsfunktion
der Zufallsgrofie X. Ihre Funktionswerte sind die kumulierten (sum-
mierten) Wahrscheinlichkeiten fiir X < x.

Beispiel: Bezogen auf das Bei-

_ . . ) Xi g Mz Il 2 NS
spiel von Seite 161 gilt fir die | =T :
Wahrscheinlichkeitsvertei- P(X =x;) g 1 = | = | 3
lung von X und die Vertei- |px <x,) % % % g =

lungsfunktion:

Als Darstellungsméglichkeiten der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung einer endlichen Zufallsgrofie werden neben Wertetabel-
len auch Stab- oder Siulendiagramme und insbesondere
zweizeilige Matrizen genutzt. Im vorliegenden Fall ergibe sich
bei Verwendung der Matrizenschreibweise:

1 A i
X4 [l 3 3 l]

8 8 8 8
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> Ewartungswet

X sei eine endliche ZufallsgroRe, die genau die Werte x;

(ie{l;2; ... ; n}) annehmen kann, und zwar jeweils mit der Wahr-
scheinlichkeit P(X = x;). Dann nennt man die KenngriRRe
EX=xP(X=x;}) + % PIX=%;)+... +x,-P(X=x)

den Erwartungswert der endlichen Zufallsgrofe X.

Der Erwartungswert einer endlichen Zufallsgrofie X ist das
mit thren Wahrscheinlichkeiten gewichtete arithmetische
Mittel der Werte von X. Der Erwartungswert EX ermoglicht
somit eine Prognose fiir das arithmetische Mittel von vielen
Beobachtungswerten der Zufallsgrofie X.

Beispiel: Zufallsexperiment: Zweimaliges Werfen eines idealen
Wiirfels mit den Augenzahlen 1,2, 3,4,5,6

Zufallsgrofie X: Summe der zwei gewiirfelten Augenzahlen
Erwartungswert EX:

X kann als Augensumme die elf Werte 2, 3, ... , 12 annehmen.
el E2EiET $ 302 2) (5 1)
5:(1;4),(2;3),(3;2), (45 1) 6:(1;5),(2;4),(3;3), (4;2),(5: 1)
7:(1;6),(2;5), (3:4), (4; 3), (5; 2), (65 1)

8:(2;6), (3; 5), (4;4), (5; 3), (6; 2) 9: (3;6), (4; 5), (5; 4), (6; 3)
10: (4; 6), (5; 5), (6; 4) 115631 6::5] 12: (6; 6)
Daraus ergibt sich:

EX =25 +3 5+ 4 +5 5 +65+7 0+ 80+ 9

+10- &+ 11-52 4 12- 5, also EX = 7.

Xp X3 - X

IstX & [ ] eine endliche ZufallsgréfRe mit dem Erwar-

Py P2 o P,
tungswert EX, so heifSt

E(X— EX)2= (x;— EX)?- p + (%, ~EX)2- pyt ... + (x,—EX)?-py,

die Streuung D’X oder auch Varianz Var X von X.

Die Quadratwurzel aus der Streuung wird Standardabweichung
genannt und mit DX bzw. ./ Var X oder auch mit 6 symbolisiert.
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8 Wahrscheinlichkeitsrechnung

der Streuung einer endlichen 2\

Fiirdie StrEung einer endllche ZufallsgroRe X, die genau die
Werte x; mit ie{l;2; ... ; n} annehmen kann und die den Erwar-
tungswert EX besitzt, gilt o

DX = E(X?) - (EX)? = E. x2-P(X = x;) - (EX)%

Eigenschaften der Streuung

| Ist X eine endliche Zufallsgrifie, so gilt fiir allea, b e R:
D%(aX + b) = a%- D*X.
Fiir beliebige voneinander unabhingige endliche Zufalls-
groflen X und Y gilt: D*(X + Y) = D*X + D?Y.

Es sei X eine endliche Zufallsgrofe mit dem Erwartungswert EX
und der Streuung D*X. Dann betrégt die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass X einen Wert annimmt, der um mindestens « (o= 0) von EX

abweicht, hochstens Dﬂ}{

Fur jeden positiven Wert von o gilt also die Ungleichung
P(|X-EX| 2e) < L -D’X.
o

Die tschebyschowsche Ungleichung ermaglicht es, diejenige
Wahrscheinlichkeit abzuschitzen, mit der eine Zufallsgrofie X
einen Wert annimmt, der um mehr als eine fest vorgegebene
Zahl oo vom Erwartungswert EX abweicht.

Beispiel: Nach einer Pressenotiz ist das Lebensalter, welches
eine 18-Jdhrige erreicht, eine Zufallsgréfse mit dem Erwar-
tungswert von 75 und einer Standardabweichung von 5 Jah-
ren. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine 18-Jihrige ein Alter von
mehr als 65 und weniger als 85 Jahren erreicht, betriigt

P(65 <X <85) =P(-10<X-75<10)= P(IX-EX| <10)=
1-P(|X-EX| 2 X=0,75
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> SoReget

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine endliche Zufallsgrofie X

mit dem Erwartungswert EX = i und der Streuung DX = ¢~
Werte im

= 20-Intervall [u-20; pu + 26] annimmt, betragt mindestens 0,75,
© 3o-Intervall [p - 30; p + 36| annimmt, betragt mindestens (0.8,

Die mit der tschebyschowschen Ungleichung gewonnenen
Abschitzungen sind in vielen praktischen Fillen zu grob. Sie
gestattet es aber, Wahrscheinlichkeitsabschitzungen fiir alle
Zufallsgrofien vorzunehmen, wenn nur deren Erwartungs-
wert und Streuung bekannt sind.

Beispiel: Es 1st eine Aussage iiber den Wert der Wahrschein-
lichkeit P(| X — EX|> 2 - DX) fiir die Zufallsgrofe
Xa (u,_f?zs i {}.EIES} zu treffen.
EX=(-2)-0,125+0-0,750 + 3-0,125=0,125
D?X = E(X?) - (EX)?
=4-0,125+ 0 0,750 + 9+ 0,125% - 0,125% = 1,609375

Lasung 1 (exakte Berechnung):

P(1X-0,125=2-./1,609375)
=1-P(|X-0,125|<2-./1,609375)(wegen P(A) = 1 — P(A))
=1-P(=2 ./1,609375+ 0,125 < X < 2 - ,/1,609375 + 0,125) E
=1 =P 241 <X <2.66.:)

=1 -~ P(X =)= P(X=0)

=1-0,125-0,750 = 0,125

Lasung 2 (Abschitzung nach Tschebyschow):

: 2y =
P(|X-EX|=2 DX) < — - D*X=0,25



8 Wahrscheinlichkeitsrechnung

8.7 Binomialverteilung

Bernoulli-Experimente

Eine Zufallsgrofe X & G] | *ﬂ“Pj heifst Bernoulli-GréRe und das
zugehorige (einstufige) Zufallsexperiment Bernoulli-Experiment.

Die Zufallsgrofie eines Bernoulli-Experiments besitzt nur zwei
(interessierende) Ergebnisse — genannt ,,Erfolg® und ,,Misser-
folg“ bzw. , Treffer und ,Niete®. Man ordnet bei einer sol-
chen Zufallsgroffe X dem Ergebnis ,Erfolg™ die Zahl 1 und
dem Ergebnis ,Misserfolg” die Zahl 0 zu und bezeichnet
P(X = 1) als ,Erfolgswahrscheinlichkeit p“ oder ,,Treffer-
wahrscheinlichkeit p“. Demzufolge wird P(X = 0) die Wahr-
scheinlichkeit 1 — p = q zugeordnet.

Eine Bernoulli-Grofie X 2 (; | Ep) besitzt den Erwartungswert
EX = p und die Streuung D*X =p- (1 - p).

Beispiel.:
W Zufallsexperiment: Einmaliges Werfen eines Kronenver-
schlusses
X — ( 10 j 1 — ,fillt nach oben geoffnet™
072 028/ 0 — ,fillt nach unten geoffnet”
EX=0,72 D’X=0,72-0,28 = 0,20
W Zufallsexperiment: Einmaliges Werfen eines (idealen) Tet-
raeders
X A (: “J 1 — ,Augenzahl 4"
~— | = =| 0—,Augenzahl ist nicht 4"

Lo, B
1 E_E_G’ISFS



Bernoulli-Ketten

Wird ein Bernoulli-Experiment n-mal durchgefiihrt, ochne dass sich
die Erfolgswahrscheinlichkeit p andert, so spricht man von einer

Bernoulli-Kette der Lange n und mit der Erfolgswahrscheinlichkeit
p oder kurz von einer Bernoulli-Kette mit den Parametern n und p.

Beispiel:

W n-maliges Werfen einer Miinze mit Erfolg ,,Wappen® und
Misserfolg ,,.Zahl”; p = %

¥ n-maliges Werfen eines regulidren Wiirfels mit Erfolg ,,Au-
genzahl 1* und Misserfolg ,,nicht Augenzahl 1%; p = 15

Eine Bernoulli-Kette der Linge n wird beschrieben durch eine
Zufallsgrofie X, welche die n + 1 Werte 0, 1, 2, ..., nannehmen
kann. X = k wire dann zu interpretieren als das Ereignis, dass
in der Bernoulli-Kette k ,,Erfolge” und n - k ,Misserfolge” re-
gistriert werden,

> Bsmoslformel
Bei einer Bernoulli-Kette der Linge n und mit der Erfolgswahr-
scheinlichkeit p betragt die Wahrscheinlichkeit

=~ fur genau k-mal ,Erfolg”
By, p(kh =P(X=K) = () -p*-(1-p)"~%  und
" flir héchstens k-mal ,Erfolg”
BmP[_{l}; 1; ... ;k}) =P(Xsk)=P(X=0)+P(X=1)+... +P(X=k)

> () o' -p-i

i=0

Beispiel: Sechsmaliges Werfen eines Wiirfels (n = 6);
Zufallsgrofie X: Anzahl der gewiirfelten Einsen; p = é

W Wahrscheinlichkeit fiir ,genau einmal ,1° geworfen™:
b 5
Bg, 11611} =P(X=1)= (E) - (%jl (3)5 =(),402



8 Wahrscheinlichkeitsrechnung

| Wahrscheinlichkeit fiir ,héchstens einmal ,1° geworfen™:
P(X<=1) =P(X=0)+P(X=1)
=(o)- (&) @)+ ()- (&) (F =037
! Wahrscheinlichkeit fiir ,mindestens dreimal ,1° geworfen™:
P(X=23)=1-P(X<2)
=1-(P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)) =0,062

Binomialverteilung

e L

Eine ZufallsgroRe X, welche die Werte 0; 1; 2; ... ; n mit den Wahr-
scheinlichkeiten

e . | e k. n—k g T
P(X=k) =B, , (k= (RJ pX(1-p)" % firke §0;1;2; ... ;n}

annimmt, heifkt binomialverteilt mit den Parametern n und p oder
auch kurz B,,, ,-verteilt (geschrieben: X ~ B, ). Die zu X gehdrende
Wabhrscheinlichkeitsverteilung nennt man Binomialverteilung mit
den Parametern n und p.

Jede Binomialverteilung B,,, , wird durch die beiden Parame-
ter n und p charakterisiert. n ist als Linge der zugehdorigen
Bernoulli-Kette, d.h. als Anzahl der Realisierungen des zuge-
horigen Bernoulli-Experiments, und p als Wahrscheinlichkeit
des , Erfolges” beim Bernoulli-Experiment zu interpretieren.

Grafische Veranschaulichung
Die B,,. ,-Verteilung und ihre Abhédngigkeit von n und p ldsst
sich anhand von Histogrammen veranschaulichen, in denen
jeweils einer der beiden Parameter konstant gehalten wird.

I Das Histogramm ist nur fir

p = 0,5 axialsymmetrisch. [ i “k.]]
' Die Histogramme von B, , ** |

uvm:l 1H“; 1-p liregen spiegel- . i |

bildlich beziiglich der Gera- _ A | [ 1 1 1 s

den k = 0,5n. 0 12345678 910k
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W Bein = const. wandert die Lage des hochstens Rechtecks mit
wachsendem p nach rechts.
» Mit wachsendem n werden die Histogramme breiter und flacher.

Eigenschaften der Binomialverteilung

Fur ein Bernoulli-Experiment mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p
betragt die Wahrscheinlichkeit fiir den ersten Erfolg

! bei der n-ten Durchfithrung (1-p)"~'ep
. frithestens bei der n-ten Durchfilhrung (1 -p)" !
| spatestens bei der n-ten Durchfithrung 1—-(1-p)"

Beispiel: Beim ,Mensch-drgere-dich-nicht™-Spiel kann eine
Figur eingesetzt werden, wenn eine ,,6* gewiirfelt wurde. Die
Wahrscheinlichkeit, dass dies erstmals z. B.

¥ beim vierten Versuch gelingt, ist (I - i{f S 0,096,
W frithestens beim vierten Versuch gelingt, ist (} - 9 = 0, 579,

W spitestens beim vierten Versuch eintritt, ist 1 — [] £ é]d =0,518

Eine binomialverteilte ZufallsgroRe X ~ B,,. , besitzt
© den Erwartungswert EX = n-p,

* die Streuung (Varianz) D°X = VarX = n-p- (1 - p) sowie

* die Standardabweichung DX = ./VarX = ./n-p-(1-p).

Beispiel: Ein ideales Tetraeder mit den Seitenbeschriftungen 1, 2,
3 und 4 wird 200-mal geworfen. Es ist die dabei zu erwartende
Anzahl an Vieren und deren Standardabweichung zu ermitteln.
Zufallsgrofie X sei die zufillige Anzahl der dabei gefallenen Vie-
ren; X ~ By, P mit n = 200 und p = 0,25. Erwartungswert:
EX=n-p=200-0,25= 50 Vieren. Standardabweichung:
c=.n-p-(1-p)=4200-0,25-0,75=6,12
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8 Wahrscheinlichkeitsrechnung

GauB-Funktion und gauf3sche Integralfunktion

P

|
WJ2T
(xeR) heifit Gaufl-Funk-

tion. IThren Graphen nennt

man gauflsche Glockenkurve g

(1. 174). i °

(@ ist eine gerade Funktion,da -3 -2 x,-1

0(x) = @(-x). t

Fiir die gauﬁsche Integralfunktion ®(x) = [¢(t) dt mit
o)=L o7 gilf Bk} =1-Dx)

-\.\,.-

Es sei X eine binomialverteilte Zufallsgrofe mit X ~ B, ,. Dann gilt:
i e : P ey

nlE}lmEm plikl) = = q}I{T ) HIE}HWBT'FF“E‘ 1;...;k}) = IIJ{T )

und damit die

lokale Naherungsformel (fiir n-p-(1-p) = 9)

L 1 gko ~
P(X=k) = B, p({k}) = = Pl - ) und die
globale Naherungsformel (firn-p-(1-p) > 9)
PX k) = By, ({03 15 ... s kD) = @ (R222by,

¥
wobeip=EX=n-pundo=DX= ,Jrn pr(l-p).

Beispiel: n = 1000, p= 0,1, k =115
Dann folgt:n-p-(1-p)=90>9%u=EX=n-p=100;6 = /90
I.-i-,l.l

J l s :'\..\,.'r"iu.l. | ” [}‘[]12{}43
J27 - 90

F[K~115}~ - (f‘m

Der Tabellenwert lautet P(X = 115) = 0,01192.
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8.8 Weitere Verteilungen

Poisson-Verteilung

> [Polsson-Vertellung
Eine diskrete ZufallsgroRe X heilkt poissonverteilt mit dem Parame-
k
teru, wenn P(X =k) = %f eH(kelN,pe R").

[st die Faustregel n - p- (1 —p) > 9 nicht erfiillt, so ist es mitun-
ter moglich, die gesuchte Binomialwahrscheinlichkeit mit der
poissonschen Niherung zu berechnen. Fiir n = 100 und

p < 0,1 (Faustregel) gilt niherungsweise

Hn: p{.{k” = {Hk—F}k e 'Plkef{l;1;...;n})

Stetige ZufallsgréBen und Gleichverteilung

Die Gaufs-Funktion und die gaussche Integralfunktion wur-
den auf der Menge R der reellen Zahlen als Definitionsbereich

erklart (TS. 170). Aufgefasst als Naherungsfunktionen fuir die
Binomialverteilung, wurde damit der Rahmen der diskreten

Zufallsgrofien (T S. 161) gesprengt.

> StetigeZufallsgréBen

Eine ZufallsgroRe X heifRt stetig, wenn es eine nichtnegative Funk-
tion f gibt, sodass P(X = x) = F(x) = ? fit)dt fur alle xe R gilt. Die
Funktion fnennt man Dichtefunktion und F Verteilungsfunktion
von X. Ihr Erwartungswert ist EX = q“[x.- flx)dx.
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3 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Eine stetige Zufallsgrofie X heifit gleichverteilt iiber dem Intervall
[a;b] (a < b), wenn fiir ihre Dichtefunktion gilt:

1
s o
fx)=< bog Mrasxsb o iqpx=24tb Py 14 o2

2 12
0 sonst

Geometrische Wahrscheinlichkeitsverteilung

> Geometrische Wahrscheinlichkeitsverteilung
Ist die Ergebnismenge £ ein endliches Flachenstiick mit dem Inhalt
Aq, 50 heilt die Funktion P, die jeder Teilflache E von €2 (unabhangig

von ihrer Form) mit dem Inhalt Ay die Wahrscheinlichkeit P(E) = ik
zuordnet, geometrische Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beispiel: Monte-Carlo-Methode
i

Das bestimmte Integral J = [f(x)dx mit 0 £ f(x) < 1 kann man
0

interpretieren als geometrische Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nisses E, dass ein ,rein zufillig® auf das Einheitsquadrat
[0; 1] % [0; 1] geworfener Punkt auf die unterhalb des Graphen
von f liegende Fliche fillt. Die anhand von n Paaren von Pseu-
dozufallszahlen aus [0; 1] auszdhlbare relative Hiufigkeit
h,(E) dient als Schiatzwert und damit Ndherungswert des In-
tegrals | bzw. des Inhalts der markierten Fliche. Eine derartige
Vorgehensweise wird als Monte-Carlo-Methode bezeichnet.
Speziell mit einem Viertelkreisbogen als Graphen von f lisst
sich T ndherungsweise ermitteln: Die Wahrscheinlichkeit, dass
ein zufillig ausgewdhlter Punkt obigen Einheitsquadrats auch
im Viertelkreisbogen liegt, ist einerseits der Quotient aus = =
und 17, also E, und andererseits niherungsweise der Quotient
aus der Anzahl m der Zufallszahlenpaare (x; y) mit x> + y*> <1
und der Anzahl g aller aufgetretenen Zufal]szahlen&aare (x;¥)

des Einheitsquadrats. Damit gilt: g = % bzw. Tt = "
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Normalverteilung

Eine stetige ZufallsgrofRe X heifft normalverteilt mit den Parame-
tern 1L und o” oder (; 6°)-normalverteilt oder kurz N(; o%)-verteilt,
wenn (t-p)?

F(x)=P(X$x)= [f(t)dt mitf()=——¢ 207 .

2ol

Graphen der Dichtefunktion

Jede (1; 6%)-normalverteilte ZufallsgréBe X besitzt den Erwartungs-
wert EX = 11 und die Streuung DX = ¢°.

30-Regel fiir normalverteilte ZufallsgrofRen

Eine N(u; o*)-verteilte Zufallsgréfle X nimmt Werte

W im lo-Intervall [U - 1o; U + 16| mit einer Wahrscheinlich-
keit von rund 0,68,

W im 2o-Intervall [p = 2o0; p + 20] mit einer Wahrscheinlich-
keit von rund 0,95 und

¥ im 3o-Intervall [p - 30: u + 30] mit einer Wahrscheinlich-
keit von mehr als 0,99 an.

Diese Regel verschirft die aus der tschebyschowschen Unglei-
chung gewonnene 36-Regel (T S. 165).
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3 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Standardnormalverteilung

Eine stetige ZufallsgroRe X heifft standardnormalverteilt oder
(0; 1)-normalverteilt oder kurz N(0; 1)-verteilt, wenn

B(x) = P(X<x) = ®(x) = [@(t)dt mit {p[t}=:,.;——-nre z,

=

Dichtefunktion

% Der Graph der durch @(x) = :é=n +e < definierten Dichte-

funktion ¢ der Standardnormalverteilung heifdt gauflsche
Glockenkurve.

W ist gerade, d.h., fiir alle x € R gilt ©(x) = @(—x).

" Diese Glockenkurve hat genau einen Maximumpunkt
H(0; _] = H({0; =0,4) sowie die Wendepunkte

l\,_l.i..-n-

Wi (41

I
J2re

) = W (£1; = 0,24)

Verteilungsfunktion

% Die Verteilungsfunktion ® einer N(0; 1)-verteilten Zufalls-
grofle wird gauflsche Summen- oder Integralfunktion ge-
nannt.

B Es gilt: ®(—x) = 1 - O(x). .

W Die Wahrscheinlichkeit P(X <a) = F(a) = j x)dx kann

als der Inhalt der Fliche gedeutet werden, die durch den
Graphen von @, die x-Achse und die Gerade mit der Glei-
chung x = a begrenzt wird.

W Fiir grofle Werte von n ist eine binomialverteilte Zufalls-
grofle niherungsweise normalverteilt (T S. 169).

% Die Funktionen @ und @ kénnen zur Approximation bino-
mialverteilter Zufallsgroflen verwendet werden.
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o(x) 4 Dix) 4

Sty

DIE =

Eine N(0;1)-verteilte ZufallsgrofRe X besitzt den Erwartungswert
EX = 0 und die Streuung D°X = 1,

Ist X eine N(u;c”%)-verteilte ZufallsgriRe, so ist die standardisierte
ZufallsgroBe Y = = dann N(0s1)-verteilt.
Es gilt: P(X < x) = & 124}

Durch diese Standardisierung wird es moglich, fiir die Berech-
nung von Wahrscheinlichkeiten normalverteilter Zufallsgro-
f3en auf die Tabellen der Standardnormalverteilung zurtickzu-
greifen.

Beispiel: Fiir die Zufallsgrofie X ~ N(5; 2%) ist P(X € 6) und E
P(X > 5,5) zu berechnen.

® P(X < 6) = D52 )= D(0,5) = 0,691
B P(X>55 =1 -P(X<5,5)

=1 - ®(2=)=1 - ®(0,25) = 0,401
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Beschreibende und
beurteilende Statistik

- "- , -"l— k.

Basis einer statistischen Unter-
suchung ist eine Menge von
Objekten und Individuen, die zu
einem klar gekennzeichneten
gemeinsamen Merkmal (oder
einer Merkmalsgruppe) gebil-
det werden kann, bzw. die
Menge aller Versuche oder Be-
obachtungen, die unter glei-
chen Bedingungen ablaufen.
Eine solche Menge heilst
Grundgesamtheit (bei Indivi-
duen auch Population) der sta-
tistischen Erhebung.

Erhalt man die Merkmalsaus-
pragungen durch Auszahlen
oder Messen, so handelt es sich
um ein quantitatives Merkmal;
lassen sich die Auspragungen
lediglich bezuglich ihrer Art be-
schreiben, so liegt ein qualita-
tives Merkmal vor.

Man unterscheidet auRerdem
quantitative stetige und diskre-
te Merkmale sowie qualitative
nominale und ordinale Merk-
male.

176

Wichtige Definitionen

— Menge G, aller Schiiler der
Klassenstufe 11 einer be-
stimmten Schule,

— Menge G, G aller Mad-
chen der betreffenden Klas-
senstufe,

— Menge Gj aller Korpergro-
Ben der Madchen aus G,

~ Menge G, der Noten, die von
den einzelnen Schiilern aus
G, bei der letzten Mathear-
beit erzielt wurden.

Zu den quantitativen Merk-
malen (ermittelt durch Zihlen
oder Messen) geharen bei-
spiclsweise Bevilkerungszahl
(diskret), Korpergrofie, Halb-
wertszeit (stetig).

Qualitative Merkmale (ermit-
telt durch Vergleichen) sind
z.B. Augenfarbe, Autotyp,
Tierart (nominal) oder Anzahl
der Ferienjobs (ordinal).



9.1 Beschreibende Statistik

Die Ausprigungen der untersuchten Merkmale ener Grund-
gesamtheit werden mit verschiedenen Skalen gemessen.

Skalenart mogliche Aussage | Beispiele, Anwendungen

Nominalskala Gleichheit, Augentarbe, Geschlecht,

(Auspragungen | Verschiedenheit Familienstand, Telefon-

ermoglichen nummer

Klassifizierung)

Ordinalskala GrolRer-kleiner-, militdrischer Rang,

(Rangskala) Vorher-nachher- | Windstiirke, Platzierung bei
Relation Wettbewerben

Intervallskala Gleichheit oder Kalenderzeit, Intelligenz-

(aufeinanderfol- | Verschiedenheit quotient, Zeitzonen

gende Skalenwer- | von Differenzen

te haben

zusatzlich gleiche

Abstande)

Verhaltnisskala | Gleichheit oder Kisrpergewicht, Kirper-
(Auspragungen | Verschiedenheit grofie, Hohe ii. NN
beziehen sich zu- | von Verhaltnissen
satzlich auf Ska-
lennullpunkt)

Liste, Haufigkeiten, Diagramme

Werden die Untersuchungsergebnisse in der Rethenfolge ihrer
Ermittlung (ansonsten aber ungeordnet) aufgeschrieben, so er-
hilt man eine Urliste. Diese Urliste kann weiter aufbereitet wer-
den, indem man die in ihr enthaltenen Daten in eine Strichliste
tiberfiihrt, in Tabellen- oder in Diagrammform darstellt.

Eine Strichliste enthilt die einzelnen Merkmalsausprigun-
gen a;, mit der absoluten Hiufigkeit H, ({a,}) (T S. 150) ihres
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9 Beschreibende und beurteilende Statistik

Auftretens. Liegen mehrere Messreithen zur gleichen Merk-
malsauspriagung vor und ist die Anzahl der Messwerte unter-
schiedlich, dann liefert die relative Haufigkeit —2-- (1 8. 150)
bessere Vergleichsmaéglichkeiten.

Wird jeder Merkmalsauspragung die absolute oder relative Haufig-
keit ihres Auftretens in der betreffenden Grundgesamtheit (oder ei-
ner Stichprobe daraus) zugeordnet, so nennt man diese Zuordnung
Haufigkeitsverteilung des Merkmals.

Grafische Darstellungen
Histogramme (Sdulendiagramme): Auf der horizontalen
Achse markiert man die Klassen von Merkmalsauspriagungen
und triigt die Klassenmitten ein. Uber jeder Klasse wird dann
ein Rechteck (eine Sdule) gezeichnet, das bei gleicher Breite 1
aller Klassenintervalle die Hohe H,({K; }) bzw. h, (1K } ) besitzt
und jeweils unmittelbar an i At i Uinsate s aE)

das Nachbarrechteck an- SUpss=s-s======s=======-
schlief3t. Werden fiir die ein-
zelnen Klassen unterschied-
liche Breiten gewiihlt, so hat 19} = e
das Rechteck die Hohe | |

Eﬂ .........

Pmduktgmppfe
Hn'['“ii}}I b W h,,HKiH

B(K.) LW, BK . Der Flicheminhalt des Rechtecks ent-

spricht dann der jeweiligen absoluten bzw. relativen Hiufigkeit.

Polygonziige: Vom Histogramm kann man zu einem Polygon-
zug tibergehen, indem man die Mittelpunkte der oberen Recht-
eckseiten durch Strecken wverbindet. Dies ist nur dann
sinnvoll, wenn sich dem Abszissenwert jedes Punktes des Poly-
gonzuges auch eine Merkmalsausprigung zuordnen ldsst, wenn
es sich also um ein stetiges quantitatives Merkmal handelt.
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Hsy({K;H)

15
f’f\“‘\\

10 |~ \\

> ?""‘:: | \

——ay -
ol K, K, K, K, K, K, K,
KorpergroBfen K;
Lageparameter

> (Arthmetischesmitel
Treten in einer Stichprobe mit dem Umfang n die Messwerte

x|+x1+...+xn=l ixidas
n

X1y X2, ..., X, aUF, dann heift x,, = - z

arithmetische Mittel dieser Stichprobe.

> [Medantentatwery

Der Median X n einer aus n nach der Gréfie geordneten Folge x;, x,,
.., X, von Messwerten ist derjenige Wert, der die Folge halbiert.

Sind x(1) < X2y < ... < Xy, die nach GroRe geordneten Messwerte,

dann ist der Median

bei ungerader Anzahl der Messwerte X

i
_B7 6

und bei gerader Anzahl der Messwerte x, = =

gl
Der Modalwert X (oder auch das Dichtemittel) ist der in einer
Messreihe mit graliter Haufigkeit auftretende Messwert.

Der Modalwert ist nicht eindeutig bestimmt — in einer Urliste
konnen mehrere Modalwerte auftreten.
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9 Beschreibende und beurteilende Statistik

Streuungsparameter

Lageparameter beschreiben die Verteilung von Messwerten
tiiber einer Skala nur grob. So kinnen sich beispielsweise zwei
Messreihen mit (fast) gleichem arithmetischem Mittel und
(fast) gleichem Median dadurch betrichtlich unterscheiden,
dass die einzelnen Messwerte unterschiedlich weit um den
Mittelwert bzw. den Median ,,streuen”. Zur niheren Charak-
terisierung der Streuung dienen Streuungsparameter.

Die Differenz zwischen dem maximalen und dem minimalen Wert
einer Urliste (einer Messreihe) nennt man die Spannweite (Varia-
tionsbreite, -weite) dieser Urliste: R, = %, — X,in-

Als mittlere absolute (lineare) Abweichung einer Urliste (Mess-
reihe) x,, x5, ... , x,, bezeichnet man den Wert

S |x]_i"|+le_i"|+'"+|ix“_i“}l (neM; x, arithmetisches Mittel),

n

Als empirische Streuung (empirische Varianz; mittlere quadrati-
sche Abweichung) einer Urliste (Messreihe) x, x,, ... , x,, bezeichnet

man den Wert i
{I!-}Ln}1+[x1-x“]=+ i 6. ‘xn}z

5
Sn-17 n-l n-1 (- =%, )*

1=

Als empirische Standardabweichung einer Urliste (Messreihe)
X1, X3, ... » X, Dezeichnet man den Wert
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9.2 Beurteilende Statistik

Die beurteilende Statistik oder Priifstatistik beschiftigt sich
mit Verfahren zum wissenschaftlichen Beurteilen, Priifen und
Testen von Vermutungen bzw. Hypothesen, um ausgehend
von einer Stichprobe zu Aussagen tiber Merkmalsausprigun-
gen in der Grundgesamtheit zu gelangen.

Stichproben

> [stichprobe

Eine aus einer Grundgesamtheit (i. Allg. zufallig — ,auf gut Gliick")
ausgewahlte (Teil-)Menge mit n Elementen heifft Stichprobe.

Die Elemente X, X, ..., X,, der Stichprobe sind Zahlenwerte der die
Grundgesamtheit beschreibenden Zufallsgrofe X. Die Anzahl n der
Elemente gibt den Stichprobenumfang an.

Jedes einzelne Element der Stichprobe heift Stichprobenwert.

Reprasentativitat einer Stichprobe

Eine Stichprobe gilt als reprisentativ fiir eine Grundgesamt-
heit, wenn sie annihernd so wie diese zusammengesetzt und
der Stichprobenumfang hinreichend grof ist. Dartiber hinaus
miissen die interessierenden Eigenschaften der Elemente der
Stichprobe quantifizierbar, also zahlenmifiig erfassbar und
beschreibbar sein.

Beispiel: Schiilerinnen und Schiiler an Gymnasien eines Bun-
deslandes sollen nach ihrer durchschnittlichen wochentlichen
Arbeitszeit am Computer befragt werden.

Eine reprisentative Stichprobe miisste (prozentual anteilig)
zufillig ausgewihlte Miadchen und Jungen aus den Klassen ei- E
ner bestimmten Anzahl Gymnasien aus Grofistidten, Stidten
mittlerer Grofie und Kleinstidten sowie landlichen Gegenden
des Landes umfassen.

181



9 Beschreibende und beurteilende Statistik

Hypothesen

Als Hypothesen bezeichnet man begriindete Vermutungen
iiber eine bestimmte Eigenschaft einer Grundgesamtheit
(bzw. tiber die Wahrscheinlichkeit ihres Vorhandenseins oder
Eintretens), die sich aus der Untersuchung einer Stichprobe
ableiten lassen. Einfache Hypothesen sind durch genau einen
Wert (p = pg) festgelegt — im Unterschied zu Hypothesen der
Form p # py (bzw. p < pg; p > py)» die als zusammengesetzte
Hypothesen bezeichnet werden.

Die zu Uberpriifende bzw. zu beurteilende Hypothese heilft Null-
hypothese H,,. Die Verneinung (das Gegenteil) der Nullhypothese
wird Alternativhypothese oder Gegenhypothese genannt und mit
H, oder auch H bezeichnet. Nullhypothese und Alternativhypo-
these sind einander ausschlieBende Hypothesen.

Die Menge der Werte der ZufallsgroRe X, fir die die Nullhypothese
abgelehnt wird, heift Ablehnungsbereich A von Hy (kritischer
Bereich). Die Menge der verbleibenden X-Werte bildet den
Annahmebereich A von H,

Hypothese H, ist in Wirklichkeit

wahr falsch

H, wird abgelehnt | Entscheidung falsch Entscheidung richtig
Fehler 1. Art (-Fehler)

H;, wird nicht Entscheidung richtig Entscheidung falsch
abgelehnt Fehler 2. Art (3-Fehler)

Die Wahrscheinlichkeit, eine in Wirklichkeit wahre Nullhypo-
these irrtiimlich als falsch abzulehnen, nennt man Irrtums-
wahrscheinlichkeit o,
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Alternativtests

Hypothesen zu unbekannten Wahrscheinlichkeiten {iber
Merkmale einer zu untersuchenden Grundgesamtheit werden
anhand konkreter Stichproben mithilfe statistischer Tests
iiberpriift. Basis der Uberpriifungen ist die Nullhypothese.

Ein statistischer Test auf signifikante Unterschiede, bei dem zwi-
schen zwei einfachen Hypothesen alternativ (fiirden einen oderden
anderen konkreten Wert) entschieden wird, heif3t Alternativtest,

Beispiel: Ein Unternehmen stellt Fahrradcomputer her. Es ist
bekannt, dass 30 % der Fahrradcomputer nicht zuverlissig ar-
beiten, weshalb die Fertigungstechnologie verbessert wird.
Uber einen lingeren Zeitraum entnimmt man der Produktion
Stichproben von jeweils 20 nach verbesserter Technologie ge-
fertigten Computern und stellt dabei jeweils hochstens zwei
nicht zuverldssig arbeitende Computer fest. Man vermutet da-
her, dass jetzt nur noch 10 % nicht zuverlissig arbeiten.

Mit welcher Sicherheit kann dieser Schluss gezogen werden?
Testkonstruktion: Die Erfahrungen mit alter Fertigungstech-
nologie sprechen fiir einen Ausschuss von 30 % (p = 0,30). Bei
verbesserter Technologie wird der Ausschuss im ungiinstig-
sten Fall weiterhin 30 % betragen. Aus dem Ergebnis der Stich-
probe kann im giinstigsten Fall p = 0,1 geschlossen werden.

Man formuliert (genau) zwei einander ausschlieffende
Hypothesen: Nullhypothese Hy: py = 0,1; Gegenhypothese
H:p; =0,3.

Im Test wird versucht, ,aus Sicherheitsgriinden” die Null-
hypothese abzulehnen und somit die Alternativhypothese an-
zunehmen.

Entscheidungsregel: Man legt geeignet fest, ab welcher
Anzahl nicht zuverlissig arbeitender Fahrradcomputer in
der Stichprobe die Nullhypothese abgelehnt werden soll (Kenn-
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zeichnung ihres Ablehnungs- bzw. Annahmebereiches) und
ermittelt daraus das zugehorige Signifikanzniveau (Fehler 1.
Art) sowie den Fehler 2. Art,

Der ,kritische Wert™ X se1 2, also:

Ablehnungsbereich A = {2; 3; ... ; 20}. H; ist abzulehnen,
wenn X = 2 gilt.

Aus diesen Festlegungen ist zu schlussfolgern: Da X = 2
(siehe Stichprobe) und 2 € A, ist die Nullhypothese abzuleh-
nen. Die Frage nach einer (signifikanten) Qualititsverbesse-
rung miisste demnach bei einer derartigen Testkonstruktion
verneint werden. Allerdings kénnen bei dieser Entscheidung
Fehler auftreten:

s e ) ol = BT T T =
keit fiir den F 1. Art
L] T St i O e, g B S e -\.'.--' e . L R e L I e S H e s

=

Die summierte Wahrscheinlichkeit des Ablehnungsbereiches einer
Nullhypothese (H;: p = py) unter der Bedingung X ~ B, pp ISt als
Mal dafiir anzusehen, wie wahrscheinlich es ist, die in Wirklichkeit
wahre Nullhypothese irrtimlich abzulehnen (Fehler 1. Art).

Es gilt: 0= P(A,, ) =By, ,,(A) = 1= By, (A)

Im obigen Beispiel wiirde fiir py = 0,1 bei Tabellenverwendung
gelten: o0 = 1-Byg. o1 (10; 11) = 0,61. Das heifst: Man begeht mit
der Wahrscheinlichkeit 0,61 einen Fehler, wenn man die
Hypothese py = 0,1 irrttimlich ablehnt.

Die summierte Wahrscheinlichkeit des Annahmebereiches einer
Nullhypothese (H: p = py) unter der Bedingung X ~ By pg 15t als
MaR dafir anzusehen, wie wahrscheinlich es ist, die in Wirklichkeit
falsche Nullhypothese irrtiimlich nicht abzulehnen (Fehler 2. Art).

Es gilt: B = P(A,,) =By, (A) = 1- B, (A)

n; Py

Im obigen Beispiel ergibe sich B = By, 3(10; 1}) = 0,01.
Man begeht mit der Wahrscheinlichkeit 0,01 einen Fehler,
wenn man die Hypothese py = 0,3 irrtiimlich nicht ablehnt,
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(Einseitiger) rechtsseitiger Alternativtest:
Bei vorgegebenem o-Wert ist k als diejenige kleinste ganze Zahl zu
ermitteln, fir die gilt: ol Ipﬂ}= P(X2k) =By, , ({ksk+1;...5n})

= I-Bmpu[{ﬂ; L ..osk=1}=w

(Meist wird die Beziehung Bmpﬂ[{ﬂ; I;...;k=1}) =1 -verwendet.)

(Einseitiger) linksseitiger Alternativtest:
Bei vorgegebenem a-Wert ist k als diejenige grolRte ganze Zahl zu
ermitteln, fiir die gilt: P{Kpu} =P(X<k) =By, ({0: 1;....;k}) s

Signifikanztests

Ein statistischer Test auf signifikante Unterschiede, bei dem
auf Stichprobenbasis iiber die Beibehaltung der (einfachen
oder zusammengesetzten) Nullhypothese Hy, oder deren Ab-
lehnung entschieden wird, heif3t (normaler) Signifikanztest.

Somit ist ein Alternativtest lediglich ein Sonderfall des Sig-
nifikanztests.

Bei einem Signifikanztest wahlt man diejenige Hypothese als Null-
hypothese, bei der der Fehler 1. Art —in Abhangigkeit vom konkre-
ten Sachverhalt — von groferer Bedeutung ist als der (i. Allg. nicht
eindeutig zu berechnende) Fehler 2. Art.

Der kritische Wert fiir einen einseitigen Signifikanztest bei
gegebenem Signifikanzniveau ist wie beim einseitigen Alterna-
tivtest zu ermitteln.

Bei einem zweiseitigen Signifikanztest ist

A={0;1; soad bep b fleps Repoogpaas 1

der zweiseitige Ablehnungsbereich mit k; als die linke und kg
als die rechte Signifikanzgrenze im Ablehnungsbereich.
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Bei einem zweiseitigen Signifikanztest ist der vorgegebene a-Wert
zu halbieren.

Die ,linke" Signifikanzgrenze k; ist die grofite ganze Zahl mit
P(Rp,) = P(X k) =By p ({015 ... sk }) < 3
Die ,rechte” Signifikanzgrenze ky, ist die kleinste ganze Zahl mit
P[EPE} =P(X 2kg) =B, pu“kﬂ? kp+ 1;...;n})

=1-Byp (10: 15 ... s kg~ 1}) < %

(Im Allgemeinen wird B,,. pﬂ{{[}; L...;kp—1D 21 —%‘ verwendet.)

Beispiel: Da beim Werfen eines Wiirfels autfillig hiuhg die ,,6™
fiel, soll gepriift werden, ob der Wiirfel beztiglich dieser Au-
genzahl wirklich reguldr ist.
Nullhypothese Hy: pp = é

Als Stichprobe wird 25-mal gewiirfelt. Die Zufallsgréfie X be-
schreibe dabei die zufillige Anzahl der Sechsen; X ~ B,s. /4
(bei wahrer Hy). Das Signifikanzniveau (fiir die Ablehnung
von Hy) wird mit o = 0,05 festgelegt. Wegen o = 0,05 als
Hachstwert fiir die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art ist
Bys. 1/6 = 0,05 zu setzen. Hy, wird abgelehnt, wenn die Anzahl
der sich bei 25 Wiirfen ergebenden Augenzahl ,,6* ,,zu gro®®
oder ,,zu klein“ ist, d.h. A={0; 1; ...; Ky} U tkgs kg + 15 ... ;
25}. Der Test 1st also als zweiseitiger Signifikanztest zu fithren.

| Gegenhypothese H: p; # é |

Das Signifikanzniveau o ist zu halbieren. Man erhilt die zwei
Ungleichungen Bys. 16105 15 ... s kp}) = 0,025 und Bys. 146
(105 15... s kg —1}) 2 0,975. Daraus folgt It. Tabelle der summier-
ten Binomialverteilung k; = 0 sowie ky — 1 = 8, also ky =9 und
hat somit den Ablehnungsbereich A = {0} U {9; 10; ...; 25}.

Fiihrt man das Zufallsexperiment 25-mal durch und erhilt
eine Anzahl der Augenzahl ,,6%, die im zweiseitigen Ableh-
nungsbereich A liegt, dann ist die Nullhypothese, dass der
Wiirfel beziiglich der ,,6” regulir ist, mit einer Irrtumswahr-
scheinlichkeit von hochstens 0,05 abzulehnen.
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Testkonstruktion und -durchfiihrung

Alternativtest:

6 Aufstellen von zwei alternativen einfachen Hypothesen zur
vorliegenden Grundgesamtheit, der Nullhypothese H, und der
Alternativhypothese H, mit dem Ziel, H, abzulehnen

€) Wahl einer ZufallsgroBe (TestgroRe) X, deren Wahrscheinlich-
keitsverteilung bekannt ist, und des Stichprobenumfangs

] I

ENTWEDER ODER
@I) Festlegung einer J) Festlegung eines
Entscheidungsregel Signifikanzniveaus
Ermitteln der Wahrschein- Ermitteln des kritischen
0 lichkeit fiir den Fehler 1. O Werts und des Annahme-
und 2. Art bzw. Ablehnungsbereichs
fiir Hy,

Y Y

Ziehen der Stichprobe, Ermittlung des konkreten Wertes x der
Zufallsgrofe und Entscheidung

Aufstellen der Nullhypothese H, mit dem Ziel, H, mit einer
kleinen Irrtumswahrscheinlichkeit (Wahrscheinlichkeit fur den
Fehler 1. Art) abzulehnen
Wahl einer geeigneten Zufallsgréole (Testgroe) X, deren Wahr-
scheinlichkeitsverteilung bekannt ist.
Entscheidung fur ein- oder zweiseitigen Signifikanztest
Wahl eines Signifikanzniveaus «, des Stichprobenumfangs n;
Bestimmung des Ablehnungsbereichs A
Ziehen der Stichprobe, Ermittiung des konkreten Wertes x der
Zufallsgrofie und Entscheidung:
W H, wird abgelehnt auf dem Signifikanzniveau o,

fallsxe A
B H, wird nicht abgelehnt, falls x ¢ A
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Prifungsratgeber und Prufungswissen

1 Der Prufungsstoff

Beurteilende Statistik
Beschreibende Statistik « Stichproben 15181
m Diagramme [5.178 = Hypothesen ' 5.182
» Mittelwert, Median, Modal- u Alternativtests 15,183
wert 5.179 u Signifikanztests 7 5.185
» Varianz, Standardabweichung S o
| 5.180

beurteilende Statistik

Beschreibende und }

3inomialverteilung | 5.166
zufallsgroBen ' s.161

redingte Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeits- \
5. 159 re:hnung

Jrnenmodelle © 5158
Nahrscheinlichkeit ' 5146

m Kreis und Kugel 7 5.140ff.
w Schnittwinkel und Abstande
[ 5.134 1. \/
Lageheziehungen | A"aiyﬁﬂ;he /
w Gerade — Ebene 5121 ff, Geometrie
m Ebene —~ Ebene 15.126fF /
w Ebenen mit speziellen Lagen |
| 5.132 1%
w Geraden- und Ebenen-
gleichungen 7 5.130f. Vektoren und
| Vektorrdume

w Skalarprodukt 15104
« Vektorprodukt | 5106 ( Integralrechnung ]

m Spatprodukt 15.108 /’r
= Vektorrdume 15.109 w Rotationskorper 15. g2
» Rechnen mit Vektoren ' 5.g5 m uneigentliches Integral ' 5. o

m bestimmtes Integral | s. 8z

m Hauptsatz der Differenzial-
und Integralrechnung 15.85

w Integrationsregeln | 5. &

m Integrationsmethoden 15.86




m Zahlenfolgen 15.33

m Funktionsklassen 15.18

w Darstellung und Eigenschaften
von Funktionen [5.8,10

( Funktionen

» Exponential- und Logarithmus-
gleichungen 15 47

= goniometrische Gleichungen | 5. 45
m Wurzelgleichungen 15 45
Gleichungen und ' Gleichungssysteme: Losungs-
Gleichungssysteme verfahren 1548

m lineare Gleichungen 15.38
' mquadratische Gleichungen ' 5. 38
' m Gleichungen hiheren Grades

I'S.39

Was kann drankommen?

Differenzial-
rechnung

w Funktionen untersuchen:
Grenzwert, Stetigkeit, Ableitung
I 559 ff.
[ Matrizen ) = Differenziationsregeln | 5. 67
J m Extremwertprobleme 578
» Kurvendiskussion 5 77

w lineare Abbildungen 5.1y
w Diagonalmatrix " 5.13

m Dreiecksmatrix " 5.m3

= transponierte Matrix 15114
» inverse Matrix 15 17

» Rechnen mit Matrizen 15 14
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2 Die Prufungsklausur

2.1 Inhalt und Aufbau einer Klausur

Im Fach Mathematik bezieht sich die schriftliche Abiturklau-
sur auf rechnerische Losungsverfahren, Anwendungsauf-
gaben, grafische Darstellungen und Datenvorgaben, wobei
untersucht, modelliert, berechnet und interpretiert werden
muss. Die Aufgaben lassen sich den folgenden drei Bereichen
zuordnen:

B Analysis,

® Lineare Algebra / Analytische Geometrie,

B Stochastik.

Die Priifungsaufgaben

m greifen unterschiedliche Themen aus den obligatorischen
inhaltlichen Vorgaben auf, wobei sich diese Vorgaben je
nach Bundesland unterscheiden kénnen;

® unterscheiden sich grundsitzlich danach, ob sie mithilfe
eines wissenschaftlichen (grafikfihigen) Taschenrechners
gelost werden oder ob ein im Unterricht eingefithrtes Com-
puteralgebrasystem (CAS) eingesetzt wird;

m sind problemorientiert und haufig offen formuliert, sodass
allgemeine Losungsstrategien zu allen drei Themenberei-
chen beherrscht werden miissen;

® kénnen auffordern, nicht nur innermathematische, son-
dern auch auflermathematische Beziige herzustellen;

® verlangen nicht nur eine rechnerische Darstellung und Lo-
sung, sondern ebenso angemessen sprachlich formulierte
Kommentierungen und Interpretationen von Losungsschrit-
ten oder Ergebnissen, die als Darstellungsleistung beriick-
sichtigt werden. Gehdufte Verstofie gegen die sprachliche
Richtigkeit kann zu einer Absenkung der Bewertung fithren.
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Die Aufgabenstellung einer Klausur setzt sich aus mehreren
Teilaufgaben zusammen, die unterschiedliche Schwierigkeits-
grade aufweisen und drei Anforderungsbereichen (AFB)
zugeordnet werden kénnen, die aufeinander autbauen. Sie un-
terscheiden sich hinsichtlich der erzielbaren Punkte.

Anforderungs- Bedeutung Anteil an
bereich Bewertung
AFB I: Daten, Fakten, Regeln, Formeln, 20-30%

Reproduktion Aussagen wiedergeben: gelibte
Arbeitstechniken und Verfahren
beschreiben und verwenden

AFB Il: Sachverhalte und vorgegebene 40-60%
Reorganisation Aspekte auswihlen, anordnen,
und Transfer verarbeiten, darstellen:
selbststindiges Ubertragen der
Sachverhalte auf vergleichbare
neue Zusammenhange

AFB IlI: Planmaliges Verarbeiten kom- 20-30%
Reflexionund  plexer Gegebenheiten mit dem
Problemldsung Ziel, zu selbststandigen Losun-

gen, Begrundungen, Folgerun-

gen, Wertungen zu gelangen

2.2 Die Operatoren

Zur Formulierung der Aufgabenstellungen werden bestimmte
Arbeitsanweisungen, sog. Operatoren, verwendet. Sie liefern
wichtige Hinweise auf die Tidtigkeiten, die beim Bearbeiten
der Aufgabe von IThnen erwartet werden. Mit den Operatoren
sind unterschiedliche Schwierigkeitsgrade verkniiptt. Viele
Operatoren lassen sich je drei unterschiedlichen Anforde-
rungsbereichen zuordnen. Andere kénnen nicht eindeutig auf
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einen Anforderungsbereich bezogen werden, sondern stellen
eine Mischform dar. Man sollte daher auf den genauen Wort-
laut der Operatoren achten.

Anforderungsbereich I: Reproduktion

Operatoren Bedeutung

Nennen Sie ... Sachverhalte, Begriffe und Daten ohne

Geben Sie an ... genauere Begriindungen, Losungs-
ansatze und -wege auffuhren

Berechnen Sie ... Ausgehend von einem Ansatz
Ergebnisse durch Rechenoperationen
erzielen

Beschreiben Sie ... Strukturen, Sachverhalte oder Metho-

den in eigenen Worten und angemes-
sener Fachsprache in tbersichtlicher
Darstellung beschreiben

Erstellen Sie ... Sachverhalte, Beziehungen, Vor-
Stellen Sie dar ... gehensweisen, Methoden in fachlich
sachgerechter Form darstellen

Skizzieren Sie ... Wesentliche Merkmale oder Eigen-
schaften von Sachverhalten oder
Objekten grafisch darstellen; auch
Freihandskizzen sind hier moglich

Zeichnen Sie ... Hinreichend genaue grafische
Stellen Sie grafisch Abbildung von Objekten oder Daten
dar ... erstellen

Anforderungsbereich Il: Reorganisation und Transfer
Operatoren Bedeutung

Begritinden Sie ... Sachverhalte auf Gesetzmaligkeiten
auf der Grundlage von mathemati-
schen Regeln oder kausalen Beziehun-
gen zurlickfihren
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Beschreiben Sie ...

Bestimmen Sie ...
Ermitteln Sie ...

Erkldren Sie ...
Erldutern Sie ...

Leiten Sie her ...

Interpretieren Sie ...

Untersuchen Sie ...
Uberpriifen Sie ...

Vergleichen Sie ...

Zeichnen Sie ...
Stellen Sie grafisch
dar...

Zeigen Sie ...
Weisen Sie nach ..,

Baduiulun"g
Strukturen, komplexere Sachverhalte

oder Methoden in angemessener
Fachsprache wiedergeben

Losungswege und Zusammenhange
finden und anwenden, um Ergebnisse
anzugeben

Sachverhalte mithilfe eigenen Wissens
und eigener Kenntnisse verstandlich
und nachvollziehbar in Zusammen-
hange einordnen

Entstehung oder Ableitung angege-
bener Sachverhalte oder Gleichungen
aus anderen Zusammenhangen dar-
stellen

Zusammenhange oder Ergebnisse
begriindet auf gegebene Fragestellun-
gen beziehen

Sachverhalte, Probleme, Fragestel-
lungen nach bestimmten fachlich
blichen oder sinnvollen Kriterien
bearbeiten

Gemeinsamkeiten, Ahnlichkeiten,
Unterschiede ermitteln

Hinreichend exakte grafische Darstel-
lungen von komplexeren Objekten
oder Daten erstellen

Aussagen, Sachverhalte, Fragestel-
lungen mithilfe von Berechnungen,
Herleitungen, gultigen Schlussfolge-
rungen oder logischen Begriindungen
bestatigen
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Anforderungsbereich lll: Reflexion und Problemlosung

Operatoren

Begrunden Sie ...

Bestimmen Sie ...
Ermitteln Sie ...

Beurteilen Sie ...

Beweisen 5ie ...
Widerlegen Sie ...

Interpretieren Sie ...

Vergleichen Sie ...

Zeigen Sie ...
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Bedeutung

Mithilfe von Regeln und mathema-
tischen Beziehungen komplexere
Sachverhalte auf GesetzmaRigkeiten
zuriickfuhren

Komplexere Losungswege und Zusam-
menhange finden und anwenden, um
Ergebnisse angeben zu konnen

Zu Sachverhalten ein selbststandiges
Urteil unter Verwendung von Fachwis-
sen und Fachmethoden formulieren
und begrunden

Mathematische Satze, Aquivalenz-
umformungen und logische Schluss-
folgerungen verwenden, um Aussagen
zu bestatigen oder gegebenenfalls
durch ein Gegenbeispiel zu wider-
legen

Komplexere Beziehungen, Zusammen-
hange, Ergebnisse begriindet auf eine
gegebene Fragestellung beziehen und
deuten

Gemeinsamkeiten, Ahnlichkeiten,
Unterschiede in komplexeren Zusam-
menhf&ingen ermitteln

Umfangreichere Aussagen oder kom-
plexere Sachverhalte unter Nutzung
von gultigen Schlussregeln, Berech-
nungen, Herleitungen oder logischen
Begriindungen bestatigen



3 Thematische Prufungsaufgaben

Im folgenden Kapitel sind zu den verschiedenen Unterrichts-
themen unterschiedlich schwierige Prifungsaufgaben (15. 1901.)
zusammengestellt. Sie dienen der gezielten Vorbereitung und
insbesondere dem Umgang mit fachtypischen Klausurformulie-
rungen, den Operatoren (18S. 191ff.).

Seitenverweise geben, sofern méglich, Hinweise zu den Lé-
sungen, die hier nicht dargestellt werden. Vollstindige Mus-
terlosungen von Aufgaben sind bei den Online-Klausuren zu
finden. Aufgaben, die mit dem grafikfihigen Taschenrechner
oder einem Computeralgebrasystem zu bearbeiten sind, sind mit

gekennzeichnet.

3.1 Prufungsaufgaben zu Funktionen

Anforderungsbereich |
m Zeichnen Sie die Parabel mit der Gleichung

f(x) = —%{x ~4)° +3 (1S.20f)

m Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen G, der Funktion

fix)= %:&:4 — 3x* +% aufgrund des Funktionsterms. (185. 18)

m Skizzieren Sie den Graphen der Funktion
f(th=t"—13t" +40t;,0<t <9,

m Gegeben sind die Funktionen f und g durch f(x) = Jx und
g(x)=169 - x". Bilden Sie die Funktion h mit h(x) = f(g(x)).
Geben Sie D, an und beschreiben Sie den Graphen von h.
(TS. 14f)

® Bestimmen Sie die Nullstellen der ganzrationalen Funktion
f(x)=x" —6x" +11x" — 6x mithilfe einer Polynomdivision
oder mittels Horner-Schema. (18§. 13)
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Prufungsratgeber und Prufungswissen

e Skizzieren Sie die Graphen der Funktion
f (x)=(2x+a)-e * mit R fiir T W o

2 Zeichnen Sie die einhiillende Geradenschar einer
Parabel mithilfe der Gleichung x, =t* +2t(x, —t), wobei
—3,5<x <35gilt. (15.16 1)

Anforderungsbereich I
m Erkliren Sie die Beziehung sin(2ot)= 2sin(ot)cos(o)

(1S.24ff) 4
® Untersuchen Sie die Zahlenfolge (a, } = <E+E> auf

Monotonie und Beschrianktheit. (7S. 10)

® Beim Durchdringen einer Glasplatte verliert Licht 6 % sei-
ner Intensitdt. Der Lichtstrahl durchdringe 8 Platten dieser
Art. Wie viel Prozent seiner urspriinglichen Intensitit hat
er verloren? Wie viele Platten muss man aufstellen, damit
die Intensitdt des Lichtstrahls auf 10% der urspriinglichen
Intensitit absinkt? (185. 35)

B Das Erdbeben in der Tirkei am 17.8.1999 hatte die Stirke
7.4 auf der Richterskala. Das Erdbeben am 26.1,2001 war
mit 7,9 noch etwas starker. Vergleichen Sie diese Beben mit
dem Erdbeben in Los Angeles am 10.2.2001, das eine Stir-
ke von 4,2 hatte. (1S. 30f.)

i Bestimmen Sie die Definitionsliicken der gebro-
chenrationalen Funktion R

X' —2x" +x°
4 3 2 2 X

X =5x"+x"+21x—-18
Sie anhand des Graphen, ob es sich jeweils um eine hebbare
Definitionsliicke, eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel oder
eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel handelt. (15. 23)

® Bestimmen Sie anhand des Graphen die vollstindige Lo-
sungsmenge der folgenden Gleichungen:

a) sin(x) = 1 b) cos(x) =—0,5 /3 (1S.24ff)

i) =

e D _und berpriifen
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= Das Pharmaunternehmen ,Medibo® bietet ein
pflanzliches Priparat mit konzentrationssteigernder Wir-
kung an. Die Wirkung f, (in Prozent) kann in Abhingigkeit
von der Dosierung d und der Zeit x durch folgende Funktio-
nenschar beschrieben werden:

g

f,(x)= ﬁ d-x -e_ﬂ; X, d =0 (x in Minuten, d in mg).

Skizzieren Sie die Graphen von ﬁ 1 fir x < 240 fir die Dosis-
menge d = 100 und d = 300. Erlautern Sie den Verlauf des
Graphen und den Einfluss des Parameters d.

Anforderungsbereich Il

m Beweisen Sie, dass fiir zwei beliebige Winkel & und P gilt:
sin(ct — ) = sino.cosp— cos oLsin B
(1S, 24ff)

® In einer Wischeschleuder wird das Wasser durch die Zen-
trifugalkraft F mit F=m:r-®" aus der Wische gepresst;
m bezeichnet die Masse des Wassers in der Wische, r den
Radius der Trommel. Fiir die Winkelgeschwindigkeit o gilt

M =27mn [l]
s
Vergleichen Sie die Schleuderleistungen bei 500 bzw. 1000

Umdrehungen pro Minute. (8. 22)
® Ermitteln Sie fiir die Funktionenschar

£ of(x) = —e

—— mitaeR’
ax” +
Definitionsmenge, Schnittpunkte mit den Koordinaten-
achsen, Polstellen und Asymptoten. (TS, 16 f.)
] Bestimmen Sie eine ganzrationale Funktion f. Die
Stiitzstellen konnen der folgenden Tabelle entnommen wer-

den (75. 18):

X 0 1 4 10
¥ -3 1,95 1,8 -39
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Prufungsratgeber und Prufungswissen

1 Berechnen Sie die Nullstelle der Funktion

5 I =
f(x)= ;+ x'4+x° =2 durch Anwenden des Newton-Ver-

fahrens und mithilfe einer Tabellenkalkulation auf die vierte
Dezimale genau. (18. 21)

3.2 Prufungsaufgaben zu Gleichungen
und Gleichungssystemen

Anforderungsbereich |
® Berechnen Sie mithilfe des Gaufi-Verfahrens das folgende
lineare Gleichungssystem:

4x + 3y + 32 = 6
X + 3y - z = 4
4x + 2y + 3z = 1 (18.50)

m Geben Sie die Losungsmenge der biquadratischen Glei-
chung (6x* — 11)}(6x* + 11) = 5(101x* — 181) an. (1S. 39)

5 Zeichnen Sie zwei beliebige Geraden g und g,, die
sich im Punkt S(x, /y,) schneiden. Wihlen Sie einen Start-
punkt P (x,/y ) mit P, ¢ g und P, ¢ g. Zeichnen Sie nun
Parallelen zur x- Achse bzw. y- A-::hse durch P.(x,/y,) Die
Schnittpunkte mit den beiden Geraden g, und g, fuhren
zu den Koordinaten des neuen Punktes P (x /y ). Diese
[teration liefert eine schrittweise Anndherung an die Lo-
sung eines Gleichungssystems, bekannt als Jacobi-Verfah-

ren. Beschreiben Sie die Lage der entstehenden Punkte
PR . B (083301

& L-I::useil Sie das folgende Gleichungssystem mithilfe der cra-
merschen Regel: 25 + 3t =9 A 35 -2t =7. (18. 481

B Bestimmen Sie die Losungen zu folgenden Exponential-
bzw. Logarithmengleichungen:

a)2*¥=5-31 bh) lg( . J=U,5 (1S. 47)
X+1
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Anforderungsbereich Il

® Berechnen Sie die Losungen der Gleichung z* = 8i und
tragen Sie die Losungen in die gaufische Zahlenebene ein.
(TS.411t)

® Begriinden Sie mithilfe von Determinanten, dass das lineare
lineare Gleichungssystem

ax + by = 1
bx + ay = 0

genau eine Losung hat, sobald mindestens einer der Para-
meter a und b von Null verschieden ist. (15. 48f.)

= Uber die Leistungsabhingigkeit bei Motorridern
an der Kupplung von der Motordrehzahl besteht der ta-
bellarisch notierte Zusammenhang. Bestimmen Sie eine
ganzrationale Funktion 4. Grades, die mit dem gegebenen
Graphen in diesen Punkten iibereinstimmt, und iiberprii-
fen Sie die Qualitit der Anpassung an den Stellen 5; 7; 8,5;
9,5. (1S. 48¢%.)

lhmuﬂﬂMmeﬂmM:4 6 8 g 10
Leistung in kW 16 29 55 60 57

Anforderungsbereich llI

m Fiir die Interpolation einer Funktion f mithilfe von ganzra-
tionalen Funktionen gilt der folgende Satz: Hat man (n+1)
Paare von Zahlen (a,:f(a,)).(a,:f(a,)),....(a :f(a )), dann
kann man fiir a <z<a ndherungsweise f(z) berechnen
durch f(z)=L,(z)-f(a,)+L, (z)-f(a))+..+L (z)-f(a,),
wobei f(z) den Funktionsterm von f annéhern soll. Die zu-
gehorige Interpolationsformel von Lagrange fiir die Poly-
nome L (z) lautet:

(2=8 ). (2-3,)(z-2,) . (2—2,)

L(z)= '
(8. 8, Y8 —a g -l — i o) (i — i)
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Prufungsratgeber und Prufungswissen

Zeigen Sie, dass der Satz fiir den linearen Fall n=1 der
iiblichen linearen Interpolation

£(2) ~ f(a, )+ f(a,)— F{a[,}_(z_ 8

a, —a,

entspricht und bestimmen Sie anschlieffend das Interpo-
lationspolynom fiir die Zahlenpaare (2; -1), (4; 5), (1;0),
(-3; 8), (-1; 2). (1S. 481.)

2 Ein Hersteller von Miisliriegeln verwendet drei ver-
schiedenen Zutaten X, Y, Z. Fiir verschiedene Misliriegel
miissen die Zutaten entsprechend der Tabelle aut unter-
schiedliche Weise zusammengestellt werden. Ein Abnehmer
benotigt eine Mischung mit 32t Kohlenhydrate, 8t Eiweif$
und 4t Fett. Ermitteln Sie, wie die Zutaten zu mischen sind.

X Y z

Kohlenhydrate 60% 20% 10%
Eiweil 20% 20% 40%
Fett = 50 % 30%

3.3 Priifungsaufgaben zur Differenzialrechnung

Anforderungsbereich |

B Berechnen Sie |im (rf 3“-2) und lim Aot )= ,

x— =10 x° —2'4;—2 h—si h
(1S.56f.)
® Gegeben ist fiirae R\ {0} die Funktionenschar f durch

fixl=x" .e *:xe R. Bestimmen Sie die 1. Ableitung von

f (x) und die Koordinaten der Punkte mit waagerechter
Tangente aller Scharkurven K . (1S. 16)
® Geben Sie die erste Ableitung an:
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1
f(x)=+1=-2x g(x)= (4x —2x) h(x) = §/sin(2x)

(1S.67)

Klassifizieren Sie die gegebene Funktionenschar

f :f(x)=x" +ax,a= R mithilfe ihrer Graphen und be-
schreiben Sie die Lage der Extrempunkte. (15. 70f.)

Anforderungsbereich II

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion
f(x)=(1-2x)(2+5x%) im Unendlichen. (18S. 76)

Ein quaderformiger Swimmingpool mit 8 m Linge, 5 m
Breite und 3 m Hohe wird mit Wasser gefiillt. Zu Beginn
betrigt die Wasserhohe 0,1 m. Der Zu- bzw. Ablauf des Was-
sers wird modellhaft beschrieben durch die Funktion f mit
f()=t"—132 +40t; 0<t <9 (t in Stunden, f(t) in m?).
Geben Sie die Zeitpunkte an, zu denen Wasser weder zu-
noch ablduft, und berechnen Sie die Zeitpunkte maximalen
Zu- bzw. Abflusses. (15. 62)

Diskutieren Sie die Funktion f{x)=x—x*—x+1. (1S. 77)
Stellen Sie die Graphen der beiden Funktionen

f(x)=x"—66x"+800x und g{x}=x—%sin{x] so auf

dem Display dar, dass alle typischen Merkmale erkennbar
sind, und begriinden Sie Ihre Entscheidungen. (7S. 18)

Das Unternehmen ,Focus™ stellt Digitalkameras
her. Der Verkaufspreis betriagt 200 €. Die Gesamtkosten K

fir die Produktion von x Kameras in einem Monat kann
modellhaft durch die Kostenfunktion

kix)= %x” — 5% 4+125x 4900 erfasst werden. Berechnen

Sie das Gewinnmaximuim.
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Anforderungsbereich Il

m Zeigen Sie, dass jede Funktion der beiden Funktionen-
scharen f :f (x)= - ! und g :g (x)=— 1I mit
- $X” +1 - SX"+8

s > 1 genau zwei Wendepunkte hat und fiir jedes s diese vier
Punkte die Ecken eines gleichschenkligen Trapezes sind.
Bestimmen Sie anschlieffend s so, dass der Flicheninhalt
des Trapezes maximal wird. (18. 70 ff.)

® Gegeben ist die Funktionenschar f mit

Be .t « R*". Fiihren Sie eine vollstindige Kurven-
e +1
diskussion durch, stellen Sie eine Wertetafel auf fir
X ¢ [1; 2; 4; 8] und zeichnen Sie den Graphen zu f, im In-
tervall [-8; 8]. (1S. 77)
B Betrachten Sie die beiden Funktionenscharen:

f(x)=

X —1X

— mitte R und
(x+2)°

ff(x)=

2

mitae [R

. ) — L X

g g (X)=arc an[x_l_z}
Bestimmen Sie a so, dass die Graphen zu f und g_fiir
t = 8 in O(0/0) einander rechtwinklig schneiden. (18S. 67t.)

® [n einem Kélner Gymnasium loggen sich zu Beginn
der Mittagspause besonders viele Schiiler in das Netzwerk
der Schule ein. Die unten stehende Tabelle gibt hierzu eine
Ubersicht. Modellieren Sie die Situation.

Zeit 13.20 13.2 B34 132 1329
AnzahlPC 0O 12 34 82 68
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3.4 Prufungsaufgaben zur Integralrechnung

Anforderungsbereich |
® Berechnen Sie die folgenden Integrale:

cos xdx

3x* +4x3—|—8x1+4x—|—ﬁdx dx

2
X" +1 s NX:+3

| A —
!:‘l.l-—-.—

(1S.861.)

B Bestimmen Sie eine Stammfunktion F von f mithilfe der
Integration durch Substitution fiir f(x)=4x-e " .

B Berechnen Sie den Flicheninhalt der Fliche zwischen
den Graphen der Funktion f mit f(x)=2vx und g mit

o(x)= m%f -+ %x. (T5.90)

B Losen Sie die Gleichung e’¥ — 1, (1S.47)

Anforderungsbereich I
B Zujedem t > 0 ist die Funktion f gegeben durch

f(x)= L ;x # (. Thr Schaubild sei K. Die Gerade x =z

2 A

X
schneidet K im ersten Quadranten und schlieffit mit K,

den beiden Koordinatenachsen und der Gerade y = t eine
Fliche mit dem Inhalt A (z) ein. Ermitteln Sie A (z) und
limA (z). (7S.88f)

o d

® Gegeben seien die beiden Funktionen f und g mit

i3 =13 | |
= 2 }Z und g(x)= 1}(2 +5 . Die beiden Gra-
X

phen von f und g stellen iiber dem Intervall [,.5; 6%} auf der

y-Achse den Querschnitt eines Weinglases ohne Fuf} dar.
Berechnen Sie das Fassungsvermdgen des Weinglases,
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indem Sie den Graphen der Umkehrfunktion von g tiber
einem geeigneten Intervall um die x-Achse rotieren lassen.
(1S.92)

@ Das Langenwachstum eines Tannensetzlings, der
zum Zeitpunkt der Pflanzung 0,3 m misst, wird durch die
Funktion f mit f(t)=1,5-¢ ™" (t in Jahren, f(t) in m
pro Jahr) beschrieben. Bestimmen Sie das durchschnittliche
Langenwachstum pro Jahr in den ersten 30 Jahren.

Anforderungsbereich Il

® Eine Firma stellt Stehaufminnchen her, indem Halbku-
gel und Kegel mit gleicher Kreisfliche zusammengeklebt
werden. Ein Stehaufmiannchen richtet sich besonders gut
auf, wenn bei gleichem Material das Volumen des Kegels
gleich dem Volumen der Halbkugel ist. Der Schwerpunkt
liegt dann im Mittelpunkt der Grundkreisfliche von Kegel
und Halbkugel. Berechnen Sie den Schwerpunkt des Mann-
chens. Benutzen Sie hierzu: Liegt das Mannchen symme-
trisch zur x-Achse und hat das Volumen V, so gilt fiir die
x-Koordinate x_des Schwerpunkts:

b 2
TL'JE v[qH(x]] dx

X, = . ‘A< X <b, wobei

qi,{x}=i¢az—f:ae N, x = 0.

d

® Gegeben ist die Funktionenschar f mit

f.(x) o

R

e+
Funktionsterm fiir die Schar der Integralfunktionen mit der

Gleichung F (x)= _[f.(u}dm

: t e R Bestimmen Sie einen integralfreien
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=) Fiir ein neues Automodell soll ein Konstrukteur fiir
das hintere Seitenfenster neuartige Gummidichtungen an-
fertigen. Um die Kosten tiir die Produktion hochrechnen zu
kénnen, muss er wissen, wie lang die Gummidichtung pro
Seitenfenster ist. Berechnen Sie den Gesamtumfang mit-
hilfe der Bogenlinge fiir das abgebildete Fenster, wenn fiir
den oberen Bogen b(x)= —0,0625x"+6 und fir die Seiten
I(x)=-8x+06 gilt.

3.5 Prufungsaufgaben zu Vektoren und
Vektorraumen

Anforderungsbereich |

B Berechnen Sie in dem ebenen Viereck ABCD mit den
Punkten A(0/2/-3), B(8/2/2), C(20/6/15) und D(12/6/10)
die Léngen der vier Seiten, die Lingen der Diagonalen und
die Innenwinkel des Vierecks. Um welches Viereck handelt
es sich? (18S. 98, 106)

®m Welches ist die Hochstzahl komplanarer Vektoren im
a) Tetraeder, b) Wiirfel, ¢c) Oktaeder? (78S, 99)

= Konstruieren Sie vektoriell zwei parallele Geraden
und geben Sie den Abstand an. (1S. 99)

Anforderungsbereich I
B Die Funktionen fl mit f (x) = 2xX und {, mit { (x) = -1 sind
Basis des Vektorraums
Vi={gi g(x)=Af(x)+Af(x) mitA, AR}
Weisen Sie nach, dass die Funktionen
g, g, mitg (x)=-—x+4 bzw. g,(x)=3x-1
Elemente von V* und linear unabhéngig sind.
(TS. 100, 1091f.)
® Ermitteln Sie, welche Winkel die Raumdiagonale eines
Wiirfels mit den Wiirfelkanten bildet. (18S. 104)
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B Berechnen Sie den Flicheninhalt des Dreiecks ABC mit

1 2 4
a=| 2 b b=| 3 |und b=| 0 | (1S. 106)
=3 ~1 ]

® Untersuchen Sie, bei welchen Parallelogrammen die Dia-

gonalen gleich lang sind, und formulieren Sie einen Satz.
(TS.1041.)

Anforderungsbereich Il

W Zeigen Sie, dass das Fiinfeck A(0/0/0), B(1/1/1), C(2/3/3),
D(2/5/5) und E(1/4/4) eben ist und bestimmen Sie anschlie-
lend das Volumen der Pyramide mit der Spitze S(0/0/8)
liber dem gegebenen Fiinfeck als Grundfliche. (1§. 108)

B Deuten Sie genmetnsch axb= (— h) % A

W Zeigen Sie, dass fiir alle a und b gilt:

{a}{b) =2 b —(a-b). (18. 105, 107)

= Gegeben ist die Ebene

E. :%-x+3y+ﬁl-z=]{]; A#0.

Unter allen positiven reellen Werten fiir t existiert genau
ein t* so, dass die Ebene E, den maximalen Abstand aller

Ebenen E, vom Koordinatenursprung besitzt. Begriinden

Sie, dass es fiir die Berechnung von A ausreicht, den Term
16
e +9+ 36A° zu minimieren. Ermitteln Sie diesen Wert . .

(TS. 1361.)
B Beweisen Sie vektoriell, dass im gleichschenkligen Drei-

eck mit H a ‘El die Seitenhalbierende s_senkrecht auf der
Grundseite AB steht. (15.97f.)
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3.6 Prufungsaufgaben zu Matrizen
Anforderungsbereich |

® Gegeben sind die folgenden Matrizen:

(3 3 1) (2 1 =)

0 1 2 0 3 1
A= und B=

2 0 -1 1 -2 1

4 5 6] 7 90 =8

Berechnen Sie die Terme A+ B, A—B und 3-A-2 - B.
(1S.104f)

2 4
B Gegeben ist A = —

Berechne die Matrizenpotenzen A* und A°.
(1S.116)
® Geben Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren der

-2 1

an: (15:112)
-1 -4
B Bestimmen Sie das Bild der Geraden

E:EZ(Z]”[“;]

unter der affinen Abbildung ¢:x'= {2 -1]- X +(2J.
(1S. 117) 2 0

® Geben Sie an, welche der folgenden Abbildungsmatrizen
eine zentrische Streckung, welche eine Stauchung, welche
eine Scherung darstellen:

L 25 10 0,5 0
A= 5B= 'rC: 5
0 1 0 —4 0 0,5

(TS.118)

Matrix A= (
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e Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden

(2 4 =1 5 | 93
3
Matrix; E : 2= =
3 0 =3 1 I
el 8 I 9 B 13

& Gegeben ist eine Pyramide mit quadratischer
Grundfliche mit der Kantenlinge 4 und der Hohe h = 3,5.
Die Koordinaten des Eckpunktes sind A=(6/3/1). Drehen
Sie die Pyramide mithilfe der Abbildungsmatrix

( cn::lsitx} sm(u}] um die z-Achse.

—sin(ot) cos(o)

Anforderungsbereich Il

m Eine Firma stellt Konserven in drei verschiedenen Grifien
und fiinf unterschiedlichen Sorten her. Die Zahlen der Pro-
duktion im Februar werden in einer Produktionsmatrix P
dargestellt. Die Firma steigert im Mirz die Produktion um
7 %. Erldutern Sie, wie man die neue Produktionsmatrix QQ
fiir den Monat Mirz aus der Matrix P erhilt. Erkldren Sie,
welche Bedeutung die Matrixsumme P + Q und welche Be-
deutung die Matrixdifferenz () - P haben. Denken Sie sich
zur Konkretisierung ein Zahlenbeispiel aus! (7S. 116)

® Zu einer Drehung um den Koordinatenursprung gehore

1 3

Bestimmen Sie das Drehmafl . (1S. 118)

® Bestimmen Sie die Abbildungsgleichung einer Scherung an
der z-Achse mit dem Scherungswinkel 30°. (1S. 117)

= Im R? ist eine Pyramide mit quadratischer Grundfla-

che bei einer Kantenlinge von 6 LE gegeben. Die Hohe der

J3 -
die Abbildungsmatrix M = %( :
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Pyramide ist h = 4,5 LE. Der Eckpunkt A hat die Koordinaten
A(6/3/1). Zeichnen Sie die Pyramide und bestimmen Sie zu
allen Eckpunkten der Pyramide die zugehorigen Punkte im

R2.

Anforderungsbereich llI
® Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix beziiglich einer

2

Parallelprojektion parallel zur Geraden g : v=A:| 1| und
2

der x-z-Ebene als Projektionsebene. (185. 118)
B Gegeben sind die affine Abbildung

DL:E'Z{_Z f})i und die GEI‘ﬂdEgZEIZ t'[ I]}te R.
Die Gerade g wird durch o auf die Gerade g' abgebildet. Er-
mitteln Sie eine Gleichung der Bildgeraden g'. Anschlieffend
wird die Gerade g' durch Punktspiegelung am Ursprung auf
g" abgebildet. Bestimmen Sie eine Gleichung von g". Geben
Sie nun die Matrixdarstellung der Abbildung an, die die Ge-
rade g auf g" abbildet. (1S. 117)

5 Bestimmen Sie die Projektionsmatrizen fiir eine
Militarprojektion, eine isometrische und eine dimetrische
Projektion und stellen Sie den Turm bestehend aus Wiirfel
und Pyramide mit quadratischer Grundfliche in den ver-
schiedenen Projektionen dar.

& Stellen Sie einen archimedischen Kérper auf dem
Bildschirm dar, indem Sie eine Transformationsgleichung
mit entsprechender Projektionsmatrix ermitteln. (7S. 118f.)
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3.7 Prufungsaufgaben zur analytischen
Geometrie

Anforderungsbereich |
® Berechnen Sie fiir die beiden Geradengleichungen
X,=2x,—~7und iz'— +22 =1 die Parameterform. (15.123)

—

B Gegeben seien die drei Punkte A(1/1/1), B(3/2/-2) und
C(-1/0/3). Geben 5Sie eine Normalenform der Ebene E an,
die durch diese drei Punkte festgelegt ist. Berechnen Sie die
Hessesche Normalenform und berechnen Sie den Abstand
der Ebene vom Koordinatenursprung. (1S. 128)

@ Die Strecke AB mit A(3/3) und B(5/3) soll am Ur-
sprung und an der y-Achse gespiegelt werden. Erldutern
Sie ein grafisches Verfahren und geben Sie an, wie man die

Losung auch durch ein analytisch-rechnerisches Vorgehen
finden kann. (15. 121 f)

Anforderungsbereich I
B Gegeben sind zwei zueinander windschiefe Geraden g und

0 2 3 0
hdurchg:x=|4 |[+A| =1 |undh:x=|0|+pn| 5 |
2 0 3 =]

Ermitteln Sie eine Gerade |, die die beiden Geraden g und
h orthogonal schneidet, und berechnen Sie den Abstand
der Schnittpunkte der Geraden | mit den Geraden g und h.
(1S.121, 125)

® Gegeben sei eine Ebenenschar E in Normalenform durch
E :t-x,+(t—2)-x,+x,=4,te R. Bestimmen Sie die
Schnittgerade von E, und E, und untersuchen Sie die Eigen-
schaft der Gerade g aus der Aufgabe vorher beziiglich jeder
Ebene E. (15. 130)
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= Die Ecken A(5/5/0), B(-5/5/0), C(-5/-5/0) und
D(5/-5/0) bilden die Grundfliche eines Wiirfels. Verbindet
man die Kantenmitten der Deckfliche des Wiirfels mit den
Ecken der Grundtlache, so entsteht ein Wiirfelstumpf. Stel-
len Sie zwei angrenzende Seitenflichen des Wiirfelstumpfes
grafisch dar und zeigen Sie, dass fir deren Schnittwinkel
y=131,8°gilt. (1S. 135)

Anforderungsbereich Il

® Im Rahmen einer Flughafenerweiterung muss eine neue
Startbahn gebaut werden, fiir die eine Schar von geradlini-
gen Flugrouten durch die Gleichung

~10 5
g :x=| 2 |+A| 5-k [;keN,15k<9,reR®
0 I

zur Verfligung steht. Ein Turm und ein Sendemast mit
A(-10/2/0) und B(-6/-3,5/0) miissen in der Einflugschnei-
se beriicksichtigt werden. Zeigen Sie, dass alle Geraden der
Schar g _in einer Ebene E liegen, und bestimmen Sie deren
Gleichung. Berechnen Sie den Winkel zwischen der Ebene
E und der Erdoberfliche, die als x -x,-Ebene anzusetzen ist.
Interpretieren Sie die Aufstiegswinkel der einzelnen Flug-
routen. (TS. 135)

B Gegeben seien im R* der Punkt P(3/1/-1) sowie die Ebene

1 10
E:x-[1|=4 und die Kugel K:x —|10[x+23=0.
l 6

Berechnen Sie die Gleichung der Tangentialebene T, die K
in P bertihrt. (TS. 145)

2 Zwei Lautsprecher, die als bauidentisch angenom-
men werden, erzeugen in der x-y-Ebene zwei Felder von
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Prufungsratgeber und Prufungswissen

Kreiswellen, die sich tiberlagern und deren Erregerpunkte
F, und F, sind. Mit 1, = PF,, r, = PF, und der Wellenlinge A
gilt fiir die Zonen der Wellenausloschung

r, — rl| =(2n+ I]E :n e N, fiir die maximalen Wellenampli-
9

tuden gilt |rt =1 | =nA; ne N. Veranschaulichen Sie die Hy-
perbeln und ermittlen Sie die Hyperbelgleichungen in kar-
tesischen Koordinaten fiir die maximalen Wellenamplitu-
den. (1S. 136 ff)

3.8 Priufungsaufgaben zur Wahrscheinlichkeits-
rechnung

Anforderungsbereich |

® Ein Gliickskreisel mit 12 gleich grofien Sektoren wird um
die eigene Achse gedreht und bleibt genau auf einer Sektor-
kante stehen. Benennen Sie die Art des Zutallsexperiments,
geben Sie die Ereignismenge £2 an und geben Sie die Wahr-
scheinlichkeit der Ergebnisse an. (18. 146, 153)

® In einem Lager wird die Ware stichprobenartig {iberpriift.
Mit einem Lieferanten besteht der Vertrag, dass die Ware
ohne weitere Untersuchung zuriickgeschickt werden kann,
wenn bei der Kontrolle von 8 beliebig ausgewihlten Stiicken
3 oder mehr nicht in Ordnung sind. Geben Sie an, auf wie
viele Weisen Priifstiicke entnommen werden konnen, wenn
65 Produkte geliefert werden. (18. 156)

id Zeichnen Sie die Graphen der gauldschen Integral-
funktion @ im Intervall [-3;3] und die Punkte der standar-
disierten kumulierten Binomialverteilung mit n= 1000 und
p=0,4.(1S. 174)

® Was versteht man unter einer ,,Zufallsgréf3e“? (18S. 161)

® Bestimmen Sie den Erwartungswert der Augenzahl beim
einfachen Wiirfeln mit einem Hexaeder. (185. 163)
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Anforderungsbereich Il

® Drei Lokalzeitungen A, B, C haben insgesamt einen Markt-
anteil von 35 %, 20 % und 45 %, der Abonnementanteil liegt
bei Zeitung A bei 15%. Zeitung B mit 55 % und Zeitung C
mit 65 % sind hier allerdings viel stiarker. Ermitteln Sie den
Anteil der Abonnenten unter den Zeitungslesern. (1S. 154)

E Bei einem Fufiballspiel sind 60% der Zuschauer
im Stadion Fans der Heimmannschaft. Unter diesen Fans
werden etwa 4 % als gewaltbereit eingeschitzt, bei den Fans
der gegnerischen Mannschaft gilt der Anteil als doppelt so
hoch. Ermitteln Sie die Erwartungswerte und den Graphen
der Wahrscheinlichkeitsverteilung, wenn die Zufallsvariab-
le die Zugehorigkeit zu einer Fufiballmannschaft bei einer
Kontrollgruppengrofie von 70 Fans beschreibt. (1S, 162f1.)

Anforderungsbereich Ill

® In einer Untersuchung soll festgestellt werden, ob Personen,
die sich an Wahlen nicht beteiligt haben, dies auch zugeben.
Die Wahlbeteiligung bei der letzten Wahl betrug 87 %. Es
wird eine Stichprobe vom Umfang 1350 durchgefiihrt. Er-
mitteln Sie, mit welchem Stichprobenergebnis Sie rechnen
kénnen. (1S. 168)

® Begriinden Sie, dass standardisierte Binomialverteilungen
naherungsweise standard-normalverteilt sind. (75. 174)

-] Interpretieren Sie zur Fragestellung ,Wie grof! ist die
Wahrscheinlichkeit, dass unter 28 Schiilern in einer Klasse
mindestens zwei denselben Geburtstag haben?” das Ergeb-
nis Threr Simulation und der theoretischen Wahrschein-
lichkeit. (T5. 171 ft.)

B Beweisen Sie mithilfe der Ungleichung

P(Xza)< )

(TS. 164)

: a >0 die Ungleichung von Tschebyscheff.
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Prufungsratgeber und Prufungswissen

3.9 Prufungsaufgaben zu beschreibender
und beurteilender Statistik

Anforderungsbereich |

® Bei einer Warenkontrolle konnen Fehler unterlaufen: Die
produzierte Ware kann den verlangten Qualititsbedin-
gungen geniigen oder nicht. Beschreiben Sie Fehler
1.und 2. Art. (15. 182)

B Bei einem verdeckt laufenden Gliicksrad sind entweder
8 Sektoren weifl und 12 schwarz oder umgekehrt. Nennen
Sie geeignete Entscheidungsregeln fiir p = 0,4 und n = 100
und geben Sie ¢ und J an.

" Erfassen Sie die Daten des Reaktionstests ,,Fallendes
Lineal® in einer Matrix, beschreiben Sie die Ausginge des
Versuchs mithilfe von Lageparametern und nutzen Sie ein
Histogramm zur grafischen Veranschaulichung. (1S. 178f))

Anforderungsbereich Il

B Bestimmen Sie den Annahmebereich der Nullhypothese

1
H. 5= 3 mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit oo = 0,02 bei

einem Stichprobenumfang n=100. (18. 182)

m Ein Autohersteller wirbt fiir seine Fahrzeuge damit, dass
mehr als die Hilfte auf den Strafien von dieser Marke pro-
duziert wiirden. Wihrend einer Testfahrt werden 102 Autos
gezihlt, von denen 87 von der betreffenden Firma produ-
ziert wurden. Erldutern Sie, ob dieses Testergebnis die Fir-
menwerbung unterstiitzt. (1S. 185)

& Ein Liebespaar steht in stockdunkler Nacht vor einer
Waldhiitte. Die Verliebten wiahlen blindlings Schlissel an
ihrem Schliisselbund aus, um die Hiitte autzuschliefSen, da
sie abgelenkt sind, und merken sich nicht, welche Schliissel
sie bereits ausprobiert haben. Ermitteln Sie, wie oft das Paar
im Mittel probieren muss, bis es den passenden Schliissel
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gefunden hat, indem Sie ein entsprechendes Programm
schreiben. (18. 179)

Anforderungsbereich Il

® Eine reprasentative Umfrage ergab fiir einen Politiker einen
Sympathiewert von 42 %. Kann man mit der Irrtumswahr-
scheinlichkeit a=0,05 damit rechnen, dass unter 100 zu-
fillig befragten anderen Personen der Sympathieanteil auf
25% sinkt? (TS. 185)

B Bei einem Wiirfel bestehen Zweifel, ob es sich um einen
Laplace-Wiirfel handelt. Es wird ein Test mit 250 Wiirfen
durchgefiihrt, bei dem 49-mal die Zahl 1 fallt. Kann man
daraus mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% schlie-
f3en, dass der Wiirfel kein Laplace-Wiirfel ist? (1S. 185)

e Schreiben Sie ein Programm, dass zu einer Zufalls-
stichprobe vom Urnfang n einer Population die empirische

Varianz s° = —Z[K —x)* berechnet und die Treff-
e

sicherheit von s* untersucht. (15. 180)
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Zeichen, Symbole und Abkiirzungen

IN Menge der natiirlichen Zahlen {0; 1; 2; 3; ...}

IN* Menge der naturlichen Zahlen ohne Null

L | Menge der ganzen Zahlen

Q Menge der rationalen Zahlen

IR Menge der reellen Zahlen

C ' Menge der komplexen Zahlen

{a; b;...} Menge mit den Elementen a, b, ...

{a_, iy ) - geordnetes n-Tupel

x| x=..} Menge aller x, fir die gilt ...

-[a; b] ' abgeschlossenes Intervall von a bis b

la; b[ | offenes Intervall von a bis b

"]a; h]- linksoffenes Intervall von a bis b
_ (ohne a, mit b)

[a; b rechtsoffenes Intervall von a bis b
' (mit a, ohne b)

@.{} leere Menge

= Element von

¢ ' nicht Element von

= Teilmenge von

- "echte _Tei.l-}nEnge von

AuUB A vereinigt mit B (Vereinigungsmenge)

A~B A geschnitten B {Durchs&hnittgmenge}

A\B A ohne B (Differenzmenge)

AxB A kreuz B (Produktmenge)

A Komplementirmenge zu A

P(A) Potenzmenge von A
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Zeichen Bedeutung

Spezielle Zahlen
i imaginare Einheit (i* =-1)
| eulersche Zahl e = 2,71828...
T Kreiszahl T = 3,14159...
Analysis
Fo Funktionssymbol
D, Definitionsbereich von f
w, Wertebereich von f
f(x), g(a) Funﬁinngwertgymbn[
(a,) Zahlenfolge (mit dem allgemeinen Glied a )
AX A, ,Delta x“,, Delta y“, ... (Differenz zweier Werte)
dy Differenzial
dy »dy nach dx"” (Differenzialquotient von f)
dx
dz‘.‘r’ »d Zwei y nach dx Quadrat” (zweiter Differenzi-
I alquotient von f)
f'{x), f"(x),..., |.fStrich®, .f zwei Strich”, ..., .f vier Strich von x*
flal(x) (Ableitungen 1., .., 4. Ordnung)
lim Limes von ... fiir x gegen ... (Grenzwert)
X
iak Summe aller a_fir k gleich 1bis n
k=]
[ f(x)dx (unbestimmtes) Integral (tiber) f(x) dx
b (bestimmtes) Integral von a bis b (liber) f(x) dx
_ f(x)dx
F(x)]: | sStammfunktion F{;} von a bis b
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Zeichen, Symbole und Abkiirzungen

I'|;|:l

Zeichen  Bedeutung

Lineare Algebra
A,B, .. Matrix A, Matrix B, ..

A ' inverse Matrix zu A
A | tra nsponierte Matrix zu A ]
det A |A| Determinante von A

a. AB Vektoren

la Betrag von a

acb ' Skalarprodukt von aund b

a b Vektorprodukt von aund b
K (a: b) | Winkel zwischen Eihlu_nd b

ﬁu Einheitsvektor von a

Stochastik

n! n Fakultat

n n tber p (Binomialkoeffizient)

"

Q Ergebnismenge

A Gegenereignis (komplementares Ereignis) zu A
24 Ereignisraum von Q

H_(A) absolute Haufigkeit von A

h (A) ' relative Haufigkeit von A

P{A} ' Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A

'P;[ji} bediﬂgte Wahrscheinlichkeit von A unter der

Bedingung B

EX Erwartungswert der ZufallsgroRe X

DX Streuung der ZufallsgrofRe X

B Binomialverteilung mit den Parametern nund p
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