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Kapitel 1

Automatentheorie und
Formale Sprachen

1.1 Allgemeines

Sei X ein Alphabet, Eine (formale) Sprache (idber %) ist die beliebige
Teilmenge voh %™ . (Im Anhang sind die mathetnatischen Notatiohen
zusammengefal3t).

8¢i z.B. £ = {(,),+,—,* /,a}, 30 kdnnten wir die Sprache der korrckt
geklammerten arithmetischen Ausdriicke X PR C 2* defimeren, wo-
hei a als Plutzhalter fiir beliebige Konstanter oder Vamablen dienm
soll:

(a—a)*a+af(eata)—a € EAPK
{{(a}))) € EXPR
((a+)—a( € EXPR

Um mit solchen Sprachen, die 1 aligemeinen vnendliche Objekte sind,
nlgorithmisch umgehen zu kounen, bendtigen wir jedoch endfiche Be-
nehreibungandglichkeiten fiir Sprachen, Dazu dienen sowohl die: Gram-
molsken ol wnch dic Automaten.

Deispsei fir vine Grammatik!:

1l inguisten mogen mir verzeilien
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<Satz>

< Subjekt>

< Artikel=

< Artikel>
<Artikel >

< Artikel>

< Attribut>

< Attribut>
<Attribut>
<Adjektiv>
< Adjektive

< Adjektiv>
<5Substantiv>
<Substantiv>
<Pridikat>
<Objeki>

L O T A A A A T A A A

<Subjeckt> <Pradikat> < Objekt>>

< Artikel>> <Attribut> <Substantiv>
e

der

die

das

g

< Adjektiv>

<Adjektiv> <Attribut>

kleine

hissige

grofe

Hund

Kutu:

Jagt

< Artikel> <Attribut> <Substantiv>

Hierbet sind die sog. Varteblen, die Platzlalter fiir syntaktische Einhei-
ten sind, durch spitze Klammerr kenntlich gemacht,

Durch die obigen Grammatik-Regeln kann z.B. der Satz

der kleine bissige Hund jagt die grofe Katze

ubgeleitet werden, Besonders anschaulich kann dies durch einen Syn-
tazbaum dargestellt werden, Hierbei ist der Vaterknoten jeweils mit der
linken Seite einer Regel beschniftet wit seine Sohne sind die Objokte,
dic auf der rechten Seite der Regel stehen.

< Satx>
<Sub[jekt:>
r (Ob;ekt-}
<Attr.> <Pridikat>
< Artikel> {ﬁttr-‘}s b < Attr,>>
<Adi> | SRR el <Subst.>
<Adj.> ) T < Ady> '
der Kleine  bissige Hund jagt  dic grobe  Katze
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Man beachte, daff durch diese endliche Grammatik bereits cine unend-
liche Sprache darateltbar ¢, denn o5 sind 2.B. alle Satze der Formn

der Hund jagt dic kleme kleine kleine .. Katze

erzeughbar.

1.1.1 Grammatiken

Wie sieht nun im Hinblick auf eine allgemeire Definition eine Gram-
matik aus? Zunichst mufl angegeben werden, welches Variablen und
welches “eigenthiche” Symbole sind (sog, Terminalsymbole), Sodann
miissen die Regeln angegeben werden, die allgemein die Formn

linke Seile — rechile Seite

haben, Das obige Beispiel ist insofern ein Spezialfall, da die linken Sei-
ten immer nur aus einer einzelnen Yariablen bestehen. (Es handelt sich
wm eine sog. konterifreie Grammatik}. Allgemeiner kdnnte man zulas-
sen, dafd die linken Seiten aus Wortern bestehen, die sowoh! (evt]l, meh-
rere) Vatiablen, als auch Terminalsymbole enthalten. Die Anwendung
einer Regel bedentet dann, dafl in dem insoweit erzeughen Wort ein
Teilwort, das cieer Tinken Regelaeite entspricht, dirch die rechte Seite
ersetzt wird. Solche Ableitungpschritte werden solange durchgefibct,
bis das entstandene Wort nur noch aus Tenmunelzyrinbolen begteht, Ji-
des solcherart erzeugbure Wort gelbort danm zu der von der Grammatik
arzeuglen (oder definierten) Sprache. Eine solche Ableitung, die mit ei-
nem Terminalwort endet, beginnt gut <iner ausgezcichueten Yarinhlen,
der Starfvariahlen (im obigen Beispiel ist es <Satz>).

Definition. Eine Grammefit ist ein 4-Tupel G =
(V,I,P,S), das folgende Bedingungen erfiilll. V' ist emne
endliche Menge, die Menge der Variablen. I ist eine endliche
Menge, das Terminalelphebet, Es muf gelten: VNI = 0. P
ist die endliche Menge der Regeln oder Produkitonen. For-
mal ist. P eine endliche Teilmenge von (VUZ)T x (VU L),
S €V ist die Starfveriable.

Seien #,v € (V U I)". Wir definieren die Relation u =¢ v
(in Worten: u geht unter & unmittelbar iiber in v), falls «
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und v die Form haben .

¥ = zyz
v = zy'z mitz,ze{(VUID)

und y — y’ eice Regel in P ist, Falls klar ist, welche Gram-
matik G gemeint ist, 20 schreiben wir einfach u +» v anstatt
U =a V.

Die von G dargestellte (erzengte, definlerte) Sprache ist
LG)={weX' |5 = w)

Hierbei ist =4 die refiexive und transitive Halle von =¢
(vgl. den mathematisehen Anhang).

Eine Folge von Wortern (wy, ..., %) mit wy = 5, w, €
I und wy = w; = ... = w, helBt Ableitung von .. Fin
Wort w € (V U 2)*, day also noch Variablen enthalt - wie
es typischerweise in Verlauf einer Ableitung auftritt — heifit
auch Setzform,

Betapiel: G=({E,T,F}, {(.}ha,+.%}, P, E) wobai

P = {E-T,
E->E4T,
T — F,
T > TskF,
F—aq,
F—(£)}

Mit dieser Gramunatik lassen sich die korrekt geklamimerter arithnieti-
achen Ausdricke darstellen. Es gilt 2.8,

arax({ata)yt+a € L(G)

denn!

E=>EB4+T AT+ T3 T« F4T=2T+F3F+T=

" FaF+F4T>axF+F4+T2a+aerF4T=
daxa*(E})t T a*ra+(E4+TI+ T S axaxs(T+T)+T=
a*a+{F+IT)+T s axas(a4+T)+Tarax(a+ F)+T =
arar(eta)+T Daxas(ata)+ F=>arav(ata)ta
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[Hierbel wurde in jedemn Ableitungsschritt immer die ain weitesten links
lstehende Varinble ersetzt ( Linksableiturg). Ein mutsprechender Syntax-
ibawn sicht folgendermaBen aus:

=~ —

E

\ )
T

]
T

a

d
a

B —hy —H3

[Ein weiteres Betspiel:

G = (V,I,P,5), wobei
v = {S5,B,C}

% = {a,b.c}

P

= {9 —aSBC,5 -+ aBC,CB — BC,
aB - «b, BB — b, 8C — be,cC — ce}

lEﬁ gilt zum Beispiel:

S = aSBC = «uSBCBC = aaa’ICBCBC =
aeaBBCCBC = aanBBCBCC = aaaBBBCCC =
aaahBBCCGC = aaabbBCCC = aaubbbCCC =
naabbbeCC = aaabbbecC = anabbbeee = a° e’
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Wir vermuten, dafl allgemein gilt:

L(G) = {a™"¥"c" | n > 1}

Tatsachlich 143t sich dies beweisen:

(2) Der oben angegebene Fall n = 3 14}t sich leicht fiir beliebige n > 1
verallgemeinern.

(€) Wir beobachten zunachst, daf8 alle Regeln die “Balance” erhalten,
in dem Sinne, dafl in jedem Ableitungsschritt die Anzahl der a’s (bzw.
A’s) gleich der Anzahl der b’s (bzw. B’s) gleich der Anzahl der ¢’s {bzw.
C’s) ist. Deshalb muB fir jedes Wort w € L{G) gelten: Anzahl der a’s
= Anzahl der b’s = Anzahl der c’s.

Als nachstes inspizieren wir dic Regeln 1im einzelnen, und zwar im Hin-
blick darauf, in welcher Reihenfolge diese Terminalsymbole erzeugt wer-
den konnen. Wir wollen zeigen, daB fiir jedes z in L(G) gilt: die @’sin z
kommen vor den ¥’s, und diese vor den ¢’s. Die a’s kénnen nur durch die
ersten beiden Regeln erzeugt werden und stehen dann, wie gewiinscht,
ganz links, Betrachten wir nun die s und ¢’s: Ein nur aus den Ter-
minalzeichen b und ¢ bestehendes Teilwort von z kann nur durch die
Regeln aB — ab, bB — bb, bC — be, cC — cc erzeugt werden. Diese
Regeln sind so aufgebaut, dafl die b’s sich an die a’s anschlieen miissen,

und dann die ¢’s an die b’s.

Beide Beobachtungen zusammengenommen ergeben, dafl jedes Wort in
L(G) nur die Form a"b"c*, n > 1, haben kann. b

Bemerkung: Man beachte, dafl das Ableiten kein eindeutiger, determi-
nistischer Prozef ist, sondern ein nichideterministischer. Mit anderen
Worten: Die Relation =>¢ ist i.a. keine Funktion. Fiir ein gegebenes
Wort = aus (V UX)* kann es mehrere Worter ' (aber nur endlich viele)
geben mit: £ = z’. Zum einen kann es in z mehrere Teilwérter ge-
ben, die linke Seite einer Regel sind. Zum anderen kann es fir dasselbe
Tellwort von = mehrere Regeln mit dieser linken Seite geben.

Graphisch dargestellt kann man sich diese Situation wie einen {endlich
verzweigten, aber i.a. unendlich groflen) Baum vorstellen mit S an der
Waurzel (nicht zu verwechseln mit einem Syntaxbaum):
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S
¢ N

E:n Blattern dieses Baumes sind dann die Worter der erzeugten Spra-
ghe zugeordnet, es kann jedoch auch unendlich lange Pfade geben.

Notation: Wir werden im folgenden Grammatiken i.a. nicht so ausfiihr-
lich angeben, wie es die Definition eigentlich erfordert, sondern uns
oft auf die Angabe der Regeln P beschrinken. Hierbei gehen wir von
folgenden Konventionen aus. GroSbuchstaben (oder Worter in spitzen
Klammern) bezeichnen Vatiablen; Terminalzeichen sind im allgemeinen
an der Kleinschreibung zu erkennen.

1.1.2 Chomsky-Hierarchie

VYon Noam Chomsky, einem Pionier der Sprach-Theorie, stammt fol-
gende Eintellung von Grammatiken in Typen, namlich Typ 0 - 3
(manchmal auch Chomsky 0 - 3 genannt).

Definition. Jede Grammatik ist zunadchst automatisch
vom Typ 0. Das heifit, bei Typ 0 sind den Regeln keinerlei
Einschrinkungen auferlegt. (Man spricht auch von allgemei-
nen Phrasensirukiurgrammatiken).

Eine Graminatik ist vom Typ I oder konieztsens:ity, falls
fiir alle Regeln w; — w, in P gilt: |wy| < lw,).

Eine Typ 1-Grammatik ist vom Typ £ oder kontezifres, falls
fiir alle Regeln wy, — w, in P gilt, dal w, eine einzelne
Variable 1st, d.h. w, € V.

Eine Typ 2-Grammatik ist vom Typ 3 oder regquldr, falls
zusatzlich gilt: wy € X UXV, d.h. die rechten Seiten von Re-
geln sind entweder einzelne Terminalzeichen oder ein Ter-
minalzeichen gefolgt von einer Variablen.

Eine Sprache L C 3* heifit vom Typ 0 (Typ 1, Typ 2,

Typ 3), falls es eine Typ 0 (Typ 1, Typ 2, Typ 3)-
Grammatik G gibt mit L(G) = L.
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Die obige Beispielgrammatik fiir a®b"c" ist kontextsensitiv (Typ 1), die
Grammatik fiir die arithmetischen Ausdriicke ist kontextirei (Typ 2).

Die Bezeichnungen “kontextfrei” und “kontextsensitiv” haben folgende
Begriindung: Bei Vorliegen einer kontextfreien Regel A — z kann die
Variable A — unabhingig vom Kontext, in dem A steht — bedingungslos
durch z ersetzt werden. Bei einer kontextsensitiven Grammatik dagegen
ist es moglich, Regeln der Form uAv — uzv anzugeben, Das bedeutet,
daBl A nur dann durch z ersetzt werden kann, wenn die Variable A 1m
“Kontext” zwischen u und v steht.

e-Sonderregelung: Wegen der Forderung |uy| £ |w,| kann das leere
Wort € bei Typ 1,2,3 Grammatiken nicht abgeleitet werden, d.h. es
gilt immer € ¢ L(G). Das ist eigentlich nicht wiinschenswert. Deshalb
soll Gber die obige Definition hinaus folgende Sonderregelung gelten:
Ist € € L(G) erwiinscht, so sei die Regel S — € zugelassen (S ist die
Startvariable). In diesem Fall ist es dann aber unzulaBig, dafl .S auf der
rechten Seite einer Produktion vorkommt. Dies ist keine Beschrinkung
der Allgemeinheit: Kommt S auf einer rechten Seite vor, so ersetzen
wir die alten Regeln durch folgende (hierbei ist S’ eine neue Variable):

1. S — die rechten Seiten der S-Regeln, mit S ersetzt durch S
2. alle Regeln mit S ersetat durch S’
3. S—c¢

Man beachte, dafl hierdurch der Typ der Grammatik nicht verindert
wird (abgesehen von der nun neu zugelassenen Regel S — ¢).

Bei konteztfreien Grammatiken ist es oftmals wiinschenswert und be-
quem, auch Regeln der Form A — ¢ zuzulassen, wobei A nicht unbe-
dingt die Startvariable ist (vgl. das allererste, einfithrende Beispiel). Fiir
den Typ der kontextfreien Grammatik (und nur fiir diesen!) ist nichts
dagegen einzuwenden, denn man kann jeder kontextfreien Grammatik
G mit € ¢ L{G) eine kontextfreie Grammatik G’ ohne &-Regeln zuord-
nen, die dieselbe Sprache erzeugt. (Falls € € L(G), so kommt noch die
obige Sonderregelung hinzu).

Hierzu zerlegen wir die Menge der Variablen V zunéchst so in V; und V5,
daB fiir alle A € V] (und nur fiir diese) gilt A =* €. Die Variablenmenge
V1 findet man wie folgt: Sofern A — ¢ eine Regel in P ist, soist A € V4.
Weitere Variablen A in V] findet man sukzessive dadurch, daf} es in P
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gine Regel A — A4,4,... 4y, k > 1, gibt mit A; € V. Nach endlich
vielen Schritten hat man alle Variablen in V] gefunden.

Als niichstes entfernen wir alle e-Regeln aus P und fiigen fiir jede Regel
der Form B — zAy mit B€ V, A € V}, zy € (VU E)* eine weitere
Regel der Form B — zy zu P hinzu. (Hierdurch wird sozusagen die
Mobglichkeit, daBl A auf das leere Wort abgeleitet werden kann, vorweg-
genommen). Die resultierende Grammatik ist dann G

Dle Typ 3-Sprachen sind echt in der Menge der Typ 2-Sprachen ent-
|halten Ebenso sind die Typ 2-Sprachen echt in den Typ 1-Sprachen
enthalten, und die Typ 1-Sprachen sind echt in den Typ 0-Sprachen

é__anthalten. Beispiele fiir Sprachen in der jeweiligen Differenzmenge sind:
L={a"t"|n > 1}
st vom Typ 2, aber nicht vom Typ 3 (vgl. Seite 40).
L'={a"bt"¢"|n>1}
{st vom Typ 1, aber nicht vom Typ 2 (vgl. Seite 58).
Efe= H

Ist vom Typ 0, aber nicht vom Typ 1. (Hierbei ist H das “Haltepro-
'blem”, vgl. Seite 121). Ferner gibt es entscheidbare Sprachen, die nicht
}Typ 1 sind. Wir nennen diese aus 4 Sprachklassen bestehende Hierar-
chie (Typ 3 C Typ 2 ¢ Typ 1 C Typ 0) die Chomsky-Hierarchie.

Ferner gilt, dafl alle Sprachen vom Typ 1,2,3 entscheidbar sind, d.h.
/08 gibt einen Algorithmus, der ber Eingabe von G und w in endlicher
Zeit feststellt, ob w € L(G) oder nicht (der Beweis findet sich weiter
unten). Die Typ 0-Sprachen sind identisch mit den semi-entschesdbaren
oder rekursiv aufzdkibaren Sprachen (vgl. Kapitel iiber Berechenbarkeit,
8. 117). Daher gibt es Typ 0-Sprachen, die nicht entscheidbar sind.
‘(Oblge Sprache L” ist ein solches Beispiel).

Da Typ 0-Grammatiken per Definition endliche Objekte sind, ist die
Menge aller Typ 0-Grammatiken eine abzdhlbare Menge, hat also die-
selbe Kardinalitdt wie IV, die Menge der natiirlichen Zahlen. Da jeder
Typ 0-Sprache mindestens eine Typ 0-Grammatik zugeordnet ist, ist
die Menge der Typ 0-Sprachen gleichfalls abzihlbar., Die Menge al-
ler Sprachen aber, sogar schon die Menge aller Teillmengen von {0,1}*
ist {iberabziihlbar, sie hat dieselbe Kardinalitit wie IR, die Menge der
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reellen Zahlen. Daher mufl es Sprachen geben, die nicht durch Gram-
matiken beschreibbar sind. Mehr noch: mafitheoretisch gesehen hat die
Menge der Typ 0-Sprachen das Maf} 0. Dafl diese Nullmenge trotzdem

viel interessante Theorie hergibt, werden wir noch sehen.

Das folgende Bild gibt einen Uberblick.

-

Menge aller Sprachen \

/ Typ 0-Sprachen oder \
rek. aufz. Sprachen

/ entscheidbare Sprachen \

kontextsensitive
oder Typ 1-Sprachen

/kontextfreie oder\

Typ 2-Sprachen

regulire oder]
Typ 3-Sprachen
NS =),

Fiir die praktische Umsetzung in der Informatik (Syntaxanalyse, Com-
pilerbau) sind vor allem die reguldren (Typ 3) und kontextfreien (Typ 2)
Sprachen von Interesse, Deshalb sind diese Sprach-Typen auch be-
sonders intensiv untersucht worden, und es wurden zwischen Typ 3
und Typ 2 noch weitere Sprachklassen eingebettet (linear kontextfreie
Sprachen, deterministisch kontextfreie Sprachen, LL(k)- und LR(k)-

Sprachen, etc.).

Allerdings sind die konkreten Fragestellungen, mit denen man es in der
Praxis zu tun hat, im allgemeinen eher kontextsensitiv {Typ 1) oder so-
gar Typ 0. Wegen der schwierigeren algorithmischen Handhabung von
Typ 0,1-Sprachen, wird trotzdem oft versucht, mit kontextfreien Gram-
matiken zu arbeiten, und die unterschiedlichen “Kontextbedingungen”
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und “Sonderfille” dann durch nicht-grammatikalische Zusatzalgorith-
men zu behandeln.

Zum Beispiel ist die Menge aller korrekten MODULA-Programme ei-
gentlich nicht kontextfrei (denn Bedingungen wie Typvertréglichkeiten,
korrekte Anzahl von Parametern in Prozeduraufrufen, ausschlieB8liches
!Verwenden von vorher deklarierten Objekten, etc. lassen sich micht
durch kontextfreie Grammatiken ausdriicken — wie schon fast der Name
“kontextfrei” suggeriert). Trotzdem werden zur Beschreibung der Syn-
tax von MODULA kontextfreie Grammatiken (bzw. Syntaxdiagramme,
BNF) verwendet ~ mit dem Versténdnis, daf3 iiber die durch die Synta-
xdiagramme festgelegte Syntax hinaus noch Typiiberpriifungen etc. zu
orfolgen haben.

1.1.3 Wortproblem

Bei S = z; = ... = i = z eine Herleitung des Wortes z der Linge n in
olner kontext-sensitiven Grammatik. Durch die Bedingung |w,| < |wy
bei kontext-sensitiven Grammatiken ergibt sich, daf alle “Zwischener-
gebnisse”, die im Verlauf dieser Herleitung entstehen, hochstens die
Lénge n haben. Da es nur endlich viele Worter tiber (VU X)* der Linge
€ n gibt, ist es einsichtig, dafl man durch systematisches Durchprobie-
ten in der Lage ist, in endlicher Zeit zu entscheiden, ob ein gegebenes
@ in L{G) liegt oder nicht.

Der folgende Satz fiihrt dies prizise aus:

{Satz.
DAs Wortproblemn FUR TYP 1-SPRACHEN (UND DAMIT AUCH FUR

TyP 2, TYP 3-SPRACHEN) IST ENTSCHEIDBAR.

GENAUER:

ES GIBT EINEN ALGORITHMUS, DER BEI EINGABE EINER
KONTEXT-SENSITIVEN GRAMMATIK G = (V,%,P,S) UND EINES
WORTES = € L* IN ENDLICHER ZEIT ENTSCHEIDET, OB z € L(G)
ODER z € L{G).

—

Beweis: Fiir m,n € IN definiere Mengen T, wie folgt:

Th = {we(VUI)||w] €£n und w laft sich aus §
in hochstens m Schritten ableiten}
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Die Mengen Tn, n > 1, lassen sich induktiv {iber m definieren:

I = {5}
Th,, = Abl,(T%), wobel

Abl(X) = XU{we(VUI)||w €£n und
w = w fiir ein w’ € X}

Diese Darstellung ist nur fiir Typ 1-Grammatiken korrekt. (Bei einer
Typ 0-Grammatik kdnnte es ja sein, dafl aus einem Wort der Lange > n
ein Wort der Linge < n ableitbar ist).

Da. es nur endlich (nimlich exponentiell in n) viele Worter der Linge
<nin(VUZI)* gibt, ist
U T

m >0

fiir jedes n eine endliche Menge (der Michtigkeit 2°(). Daraus ergibt
sich, dafl es ein m gibt mit

Falls nun z, |z| = n, in L{G) liegt, so muB z in U5 T und damit in
I fiir ein m liegen. Damit ergibt sich der folgende Algorithmus:

IKPUT (G, z); (* |z|] =n *)
T:= {5}
REPEAT
Tl = T;
T := Abl,(Th)
UNTIL (z € T) OR (T =T));
IF z €T
THEN WriteString (’x liegt in L(G)’)
ELSE WriteString (’x liegt nicht in L{G)’)
EKD

Bemerkung: Der Algorithmus hat exponentielle Laufzeit. Dieses ist
durch andere Programmierung auch kaum zu vermeiden, denn das
Wortproblem fiir kontext-sensitive Sprachen ist NP-kart (vgl. Kapitel
tiber Komplexitatstheorie, S. 168).
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Beispiel: Betrachten wir die obige Beispielgrammatik fiir a"b"c® mit
den Regeln:

S—>aSBC, S —aBC,CB = BC,aB —ab,bB —=bb,bC - bc,cC — cc
Sein=4. Dann erhalten wir:

T, = {8}

T¢ = {S,aSBC,aBC}
{8,aSBC,aBC,abC}

T3 = {8,aSBC,aBC,abC,abc)

T¢ = {5,a8BC,aBC,abC,abc} = T;

o1
[

Das heil}t, das einzige Wort der Sprache L{G) der Linge < 4 ist abec
(Wie wir bereits wissen).

1.1.4 Syntaxbiume

Wir haben die Syntaxbiume informell an den Beispielen schon ein-
gefiihrt. Wir wollen dies nun etwas formaler machen.

Einer Ableitung eines Wortes z in einer Typ 2 (oder 3) Grammatik
(i kann man einen Syntaxbaum oder Ableitungsbaum zuordnen. Sei
S e L(G) undsei § = 20 = 2y = 23 = ... = T, = T elne Ableitung des
Wortesz. Dann wird der Wurzel des Syntaxbaumes die Startvariable
S zugeordnet. Fiir s = 1,2,...,n gehe man nun wie folgt vor: Falls im
i-ten Ableitungsschritt (also beim Ubergang von z;_; nach z;) gerade
die Wﬂriable A durch ein Wort 2 ersetzt wird (wegen A — 2 € P), dann
sehe {m Syntaxbaum |z| viele Sohne von A vor und beschrifte diese mit
den einzelnen Zeichen von z. Auf diese Weise entsteht ein Baum, dessen
Blétter gerade mit den Symbolen in z beschriftet sind.

Man beachte, dafi Ableitungsbdume bei reguliren Grammatiken immer
die "entartete” Form einer nach rechts geneigten linearen Kette haben:
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S
AN
Qyq Al
AN
a2 AQ
N\
a3 - .
An-2
N
An-1 An—l
Qp

Verschiedenen Ableitungen kann derselbe Syntaxbaum zugeordnet sein:
Die folgenden beiden Ableitungen von a * a (vgl. obige Beispielgram-
matik)

E=oaTasT«Fa3FxF3axF=2axa

und
EaoaT=a2TxsF=2>Tsa=>Frxa=2>axa

besitzen denselben Syntaxbaum:

E
/T
T

|
II?‘ F
a

Die erste der beiden Ableitungen zeichnet sich dadurch aus, da8 in je-
dem Schnitt immer die erste vorkommende — also am weitesten links
stehende — Variable durch eine Regelanwendung ersetzt wird. Dies ist
eine sog. Linksablestung. Man kann umgekehrt offensichthich jedem ge-
gebenen Syntaxbaum eindeutig eine Linksableitung zuordnen. Daher
erhalten wir:

t € L(G) < es gibt (irgend)eine Ableitung von z
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& es gibt einen Syntaxbaum mit z an den Blittern
& es gibt eine Linksableitung von z

Bntsprechendes gilt natiirlich auch fiir die Rechisableitung.

tig strukturierte Syntaxbdume gibt. Man sagt dann, daf§ die Gram-

Ebtzdem kann es vorkommen, daf} es fiir dasselbe Wort 2 verschieden-
atik mehrdeutig ist. In der Grammadtik

S — aB
5 — Ac
A — ab
B — b

!“)t es zwei unterschiedliche Syntaxbéume fiir das Wort abc:

A\ /X

In diesem Fall kann natiirlich die Mehrdeutigkeit beseitigt werden: man
kann eine andere, eindeutige Grammatik angeben, die dieselbe Sprache
dofiniert (2.B.: § — abc). Es gibt aber Fille, wo die Mehrdeutigkeit
unvermeidbar i1st. Eine Sprache A heifit snkdrent mehrdeutig, wenn jede
Grammatik G mit L(G) = A mehrdeutig ist. Wir zeigen spiter, daB es
lin allgemeinen algorithmisch unméglich ist festzustellen, ob eine Gram-
matik mehrdeutig (bzw. eine Sprache inhérent mehrdeutig) ist oder
plcht (vgl. Seite 131).

Bin Beispiel fiir eine inhirent mehrdeutige, kontextfreie Sprache ist

L= {a'¥c* |i=7 oder j =k}

1.1.5 Backus-Naur-Form

Von Backus und Naur stammt ein Formalismnus zum kompakten Nie-
derschreiben von kontexfreien, also Typ 2, Grammatiken, kurz BNF
gonannt. (Diese Notation wurde im Zusammenhang mit der Konstruk-
tlon der Programmiersprache ALGOL 60 eingefiihrt).
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Und zwar schreiben wir bel mehreren Regeln, die alle dieselbe linke
Seite haben

A-—-}ﬂl
A—)ﬂz

A — S
kiirzer nur eine einzige “Metaregel” (unter Verwenden des “Metasym-
bols” |):
A = BBl ... |Bn
(Backus und Naur verwenden statt — allerdings ::=).
Wir werden im folgenden auch diese abkiirzende Notation verwenden.

Der von Backus und Naur verwendete Formalismus geht allerdings noch
weiter (man spricht dann von erweiterter BNF, kurz: EBNF).

So steht z.B.
A — aofly
fir die Regeln

A - ay
A — afy

Bedeutung: Das Wort S kann ~ mufl aber nicht — zwischen o und 7

eingefiigt werden.

Ferner steht

A — offly
fir die Regeln

A -5 ay

A — aBxy

B - 8

B - 8B

Bedeutung: Das Wort 8 kann zwischen « und 7 beliebig oft (auch null-
mal) wiederholt werden.

Da (E)BNF und kontextfreie Graminatiken gleichwertig sind, heifit das
also, dal durch (E)}BNF exakt die kontextfreien, also Typ 2 Sprachen

dargestellt werden.
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1.2 Regulidre Sprachen

'In diesem Abschnitt wollen wir die regulidren {also Typ 3) Spra.chen
‘naher untersuchen. Wir werden verschiedene dquivalente Charakterisie-
rungen beweisen (z.B. mittels (mcht)detenmmstlscher endlicher Auto-
maten, mittels regulirer Ausdriicke und mittels gewisser Aquivalenzre-

lationen) und Eigenschaften der reguliren Sprachen angeben (Pumping
Lemma, Abschlufleigenschaften).

1.2.1 Endliche Automaten

Ein (determjnistischer, endlicher) Automat wird — bildhaft gesprochen
- auf ein Eingabewort angesetzt und dieser “erkennt” (oder “akzep-
'tlert”) dieses "‘Wort schlieBlich - oder auch nicht. Die Menge der ak-

geptierten Worter bildet dann die durch den Automaten dargestellte
|oder definierte Sprache. Bei den Grammatiken war der Mechanismus
in gewisser Weise umgekehrt: Die Grammatik “erzeugt” durch entspre-
chende Regelanwendungen ein Wort. Das Wort der Sprache entsteht
also erst am Ende des Erzeugungsprozesses.

Wir beginnen mit der Definition der endlichen Automaien (englisch:
deterministic finite automaton, kurz: DFA).

Definition. Ein (deterministischer) endlicher Automat M
wird spezifiziert durch ein 5-Tupel

A<
M =(Z2,%,6,2,E).

Hierbei bezeichnet Z die Menge der Zustande und X 1ist
das Fingabealphabel, ZNY = 0. Z und ¥ miissen — wie
schon der Name sagt — endliche Mengen sein. 2o € Z ist der
Startzustand, E C Z ist die Menge der Endzusiande und
§:Z x ¥ — Z heilt die Uberfihrungsfunktion.

'Wir veranschaulichen uns endliche Automaten durch ihren Zustands-
I'mph en, der ein gerichteter, beschrifteter Graph ist, wobei die Zusténde
dle Knoten sind. Der Knoten, der dem Startzustand entspricht, wird
\tlurch einen hineingehenden Pfeil besonders markiert und alle End-
pustinde werden durch doppelte Kreise gekennzeichnet. Die Kanten in
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dem Graphen sind folgendermaflen definiert: Von z; nach z; geht eine
mit a € ¥ beschniftete Kante, falls §(z1,a) = 2.

Beispiel: Set M = (Z,%,6, 29, E), wobei

z = {2’0, 21y 22y Zs}

L = {a,b}

E = {z}
8(zg9,a) = =
8(zp,0) = =23
0(=zn1,8) = 2z,
6(#1,0) = =
0(z9,0) = =3
0(z2,0) = =
0(z3,0) = 2o
6(2z3,b) *= =

Der zustindige Graph sieht folgendermaflen aus:

a
) -
[ b i 1
a b b a
Ny b ;
—in ()
a

Ein endlicher Automat beschreibt (erkennt, akzeptiert) eine Sprache
L C ¥* wie folgt. Ein einzelnes Wort, a;a;. - . a, wird von dem Automa-
ten dadurch “erkannt”, dafl der Automat beim “Lesen” dieses Einga-
beworts eine Folge von Zustinden zg, 23, ..., 2, durchlauft. Hierbei ist
zp der Startzustand und es gilt 6(2;_1,0;) = 2; fir 2 = 1,...,n. Und
schlieflich muf} z, in E liegen, also ein Endzustand sein.
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Mildhafte Deutung:

Eingabeband
1| DP |ujt
- Lesekopt
endlicher l Signal fur
Automat Endzustand

Der obige Beispielautomat erkennt somit die Sprache
L = {z € ¥*| ((Anzahl a’s in z) — (Anzahl ¥s in z)) =3 (mod 4)}

Die folgende Definition fiihrt diese informale Erklirung formal aus.

Definition. Zu einem gegebenen DFA M = (Z, %, §, %, £)
definieren wir eine Funktion 6 : Z x £* — Z durch eine
induktive Defimtion wie folgt:

§(z,€) = z
§(z,0z) = 6(8(z,a),z)

Hierbeiist z € Z, z € ¥* und ¢ € ¥.
Die von M akzeptserte Sprache ist

T(M) = {z € * | é(zp, ) € E}

Die Definition von 6 erweitert offensichtlich die Definition von é von
Binzelzeichen zu Wortern. Fiir ein einzelnes Zeichen a gilt: §(z,a) =
§(z, a). Es gilt ferner:

g(z, a1ag...a,) = 8(...6(6(2z,@1),02)...,ay,)

Satz.
JEDE DURCH ENDLICHE AUTOMATEN ERKENNBARE SPRACHE IST

REGULAR (ALsO TYyP 3).
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Beweis: Sei A C £* eine Sprache und M = (Z, L, 4, 2, E) ein DFA
mit T(M) = A.

Wir definieren nun eine Typ 3 Grammatik &G mit L(G) = A. Es ist
G=(V,L,P,S), wobei V = Z und S = 2p. Sofern ¢ € T(M) (d.h. falls
Zo € E), so enthalt P die Regel z; — ¢ (was evtl. weitere Umstrukturie-
rungen nach sich zieht, vgl. 8. 18), Ferner besteht P aus den folgenden
Regeln: Jeder §-“Anweisung”

(z1,0) = 7
ordnen wir folgende Regel(n) in P zu:
7y —>azg € P

und zusdtzlich, falls z, € E,

»

2y —a € P
Nun gilt fiir alle z = g1a;...a, € 1%

z € T(M)

genan dann wenn es gibt eine Folge von Zusténden 2z, z1,. . . , z, mit:
. zp ist Startzustand, z, e Eund far¢i =1,...,m: 8(z1,0) = %

genau dann wenn es gibt eine Folge von Variablen 2y, z1,. .., 2, mit:
zo 1st Startvariable und es gilt: zp = ayz) = aq1a229 = ... =
A1dg...Qu_1Zn-1 = Q1A ... An_10y

genau dann wenn z € L{G)

1.2.2 Nichtdeterministische Automat:

Tatsachlich gilt auch die Umkehrung des Satzes, so dafl also eine Spra
che regular ist geneu dann, wenn sie von einem endlichen Automatern
erkannt wird. Um diese Richtung (regulire Grammatik -— DFA) zu
beweisen, benotigen wir ein beweistechnisches Hilfsmittel, sozusagen al:
Zwischenschritt, den nichideterminsstischen Automaten (engl: nonde
terministic finite automaton, kurz: NFA).



!_g REGULARE SPRACHEN 31

Wir erlautern den NFA zunichst informal. Bei einem NFA ist es zu-
gelassen, dafl vom selben Zustand z € Z aus mehrere (oder auch gar
keine) Pfeile ausgehen, die mit a € T beschriftet sind.

Wie soll nun ein derartiger Automat “funktionieren”? Wenn im Zu-
stand z das Zeichen a gelesen wird, so kann der Automat sowohl in
¥ als auch in z” ibergehen. Beide Moglichkeiten werden gleichwertig
behandelt. Ein Wort z € £* gilt dann schon vom Automaten akzep-
tlert, wenn er bei Lesen von z eine Zustandsfolge durchlaufen kenn, die
auf einen Endzustand fithrt. Andere mogliche Zustandsfolgen kénnen
durchaus auf Nicht-Endzusténde filhren. Wichtig ist, daf es minde-
slens emne akzeptierende Zustandsfolge gibt. Konsequenterweise lassen
wir nun auch eine Menge von Startzustéinden, anstatt eines einzigen,
gu.

Die folgende Definition formalisiert dies.

Definition: Ein nichtdeterministischer, endlicher Automat
(kurz: NFA) wird spezifiziert durch ein 5-Tupel

M=(2,%,5,5,FE)
Hierbei sind:
¢ Z eine endliche Menge, die Zustinde

o X eine endliche Menge, das Eingabealphabel, ZNYL = §

¢ 6 eine Funktion von Z x % nach P(Z), die
Uberfihrungsfunkiion

o S C Z die Menge der Startzustinde
o E C 7 die Menge der Endzustande

Die Funktion é kann wieder verallgemeinert werden zu b
P(Z) x £* —s P(Z) wie folgt:

§(2',e) = Z' firalle Z'CZ
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§(2',az) = | 6(6(2,a),2)
262

Die von einem NFA gkzeptierte Sprache ist
T(M)={z € £* | §S,z) N E # 8}

Beispiel: Der folgende NFA akzeptiert genau die Wérter z iiber {0,1},
die mit 00 enden, oder falls z = 0 ist.

0,1 l

~_,@(90=@ 0=@

Satz. (RABIN, SCOTT)
JEDE VON EINEM NFA AKZEPTIERBARE SPRACHE IST AUCH
DURCH EINEN DFA AKZEPTIERBAR.

Beweis: Set M =(Z,%,4,5, E) ein gegebener NFA. Wir konstruieren
einen DFA M’, der ebenfalls T'(M) akzeptiert, dadurch da8 wir in M’
jede mogliche Teilmenge der Zustéinde von M (also die Elemente der
Potenzmenge von Z) als Einzelzustend von M’ vorsehen. Die resth-
chen Teile der Definition von M’ ergeben sich dann mehr oder weniger
zwangslaufig.

Wir setzen also
M =(2,%§, 2,E)

wobei
Z = P(2)
§(Z2'a) = | 6(2,0) = 8(Z',0), Z'€ Z
zeZ!
% = §

E = {Z'CZ|Z NE # @}
Es ist klar, dal nun fir alle z = a; ... a, € T* gilt:

t€T(M)
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genau dann wenn 4(S,z)NE £ §

gonau dann wenn es gibt eine Folge von Teilmengen Z,, Z;,...,2Z,
von Z mit §(S,a1) = 2y, §'(Z1,a3) = Zy, ..., §'(Zu-1,04) = Z,
und Z, N E #£ 0.

genau dann wenn (S, z) € Ef

genau dann wenn z € T(M’).

Baoispiel: Fiir obigen nichtdeterministischen Automaten ergibt sich
nus dem Beweis der folgende deterministische Automat mit den 8
fiustinden @3 {zﬂ}r {Z]}, {zi}! {ZO, Z]}, {20,2'2}, {2'1,2'2}, {20,2'1,2'2}.
[dor Startzustand ist {25, z1} (da z und z; die Startzustinde des NFAs
sind). Die Endzustinde des neuen Automaten sind alle Zustinde, die
iindestens einen urspriinglichen Endzustand enthalten.

Im allgemeinen enthélt der so entstandene deterministische Automat
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viele iiberfliissige Zustande. Wenn wir alle Zustande entfernen, die vom
Startzustand (hier: zpz;) nicht erreichbar sind, erhalten wir:

Auch dieser Automat mufl noch nicht minimal sein. (In diesem Fall ist
er es allerdings).

Bemerkung: Man kann Beispiele angeben, wo der entstandene DFA bei
der Konstruktion NFA — DFA nicht weiter minimiert werden kann. Da
die Potenzmenge einer n-elementigen Menge 2" Elemente hat, kann im
schlimmsten Fall also aus einetn NFA mit n Zusténden ein DFA mit 2"
Zustdnden entstehen. Dies bedeutet, dafl der Umformungsschritt NFA
— DFA (im schlechtesten Fall) exponentielle Laufzeit hat.

Mit dem nachsten Satz zeigen wir schlieBlich, dafl die durch (determs-
nistische oder nichtdeterministische) endliche Automaten erkennbaren
Sprachen genau die reguldren Sprachen sind. Der Satz schliefit noch die
letzte Liicke in folgendem Ringschlufl:
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regulare
Grammatik

DFA - NFA

Satz.
FUR JEDE REGULARE (GRAMMATIK G GIBT ES EINEN NFA M MIT

L(G) = T(M).

Beweis: Se1 die regulare Grammatik G = (V, L, P, S) gegeben. Wir
geben einen geforderten NFA wie folgt an: M = (Z,%, 6,5, E) wobei

Z = VU{X)
§ = {8)

_ {5,X}, S—=¢c €P
b= {{X}, S—e ¢P

6(A,a) > B fallsA—aB € P
6(A,a) > X fallsA—a € P

Nun gilt (flirn > 1):
@103 ...04 € L(G)

genau dann wenn es gibt eine Folge von Variablen A,,..., A, mit:
S = 01A1 = alagAg = "t = aAyg. .. an_lA,,_l = A109...0,.10y

genau dann wenn es gibt eine Folge von Zustdnden A4,,..., A,
mit: 5(3, al) = Al, 5(A1,32) =) Az, “eay 5(1‘1“—1,&“) 3 X

genau dann wenn aia;z...a. € T(M).
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1.2.3 Regulire Ausdriicke

Regulare Ausdriicke sind spezielle Formeln, mit denen Sprachen defi-
niert werden kénnen. (Wie wir spater sehen werden, sind dies wieder
genau die reguldren Sprachen). Diese Ausdriicke werden wie folgt in-

duktiv definiert:

o {) ist ein regularer Ausdruck.
o €15t ein regularer Ausdruck.
e Fir jedes a € X ist a ist ein reguldrer Ausdruck.

o Wenn a und J reguldre Ausdriicke sind, dann auch a1, (a|8),
sowie (a)”.

Einem reguliren Ausdruck v wird in eindeutiger Weise induktiv iber
den Aufbau von v — eine Sprache zugeordnet, die wir mit L(v) bezeich-
nen.

Es gilt:
o Falls y =9, so ist L(y) = 0.
o Falls vy = ¢, so ist L(y) = {e}.
o Fulls v — g, so ist L{y) = {a}.

o Falls y = af, soist L(y) = L(a)L(8) (das Produkt von L{a) und
L()).

Falls v = (a|B), so ist L(v) = L{a) U L{3).
o Falls vy = (a)*, so ist L(y) = L{a)*.

Beispiel: Durch den reguldren Ausdruck
(0](0[1)00)

wird die weiter oben diskutierte Beispielsprache beschrieben. (Entweder
z = 0 oder z endet mit 00).

Bemerkung: Alle endlichen Sprachen sind durch reguléire Ausdricke
beschreibbar, denn sei A = {zy,24,...,2x} gegeben, so ist a =
(...((z1]lz2)|z3) - - - |zk) €in regularer Ausdruck fiir A, also L(a) = A.
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Satz. (KLEENE)

DIE MENGE DER DURCH REGULARE AUSDRUCKE BESCHREIBBA-
REN SPRACHEN IST GENAU DIE MENGE DER REGULAREN SPRA-
CHEN.

Beweis: (=) Wir zeigen zunéchst: Wenn L durch einen reguldren
Ausdruck beschreibbar ist, dann gibt es auch einen NFA fiir L. Sei also
L = L(~), wobei v ein reguldrer Ausdruck ist. Inden Félleny = @8,y = ¢
und v = a ist es klar, dafl L durch einen DFA oder NFA beschreibbar

1st.

Habe nun 4 die Form v = af und seien M,;, M, die nach Indukti-
onsvoraussetzung existierenden NFAs fiir L(a) und L(§). Wir schalten
nun die beiden Automaten “in Serie” wie folgt und erhalten einen NFA
M fiir L. Dieser Automat M hat dieselben Startzustinde wie M; und
genau die Endzustinde von M;. (Falls € € L(a) = T(M,), so sind auch
die Startzustande von M, Startzustinde von M). Alle Zustiande in M,,
die einen Pfeil zu einem Endzustand von M; haben, erhalten zusatzlich
genauso beschriftete Pfeile zu den Startzustanden von M,;. Es ist klar,
dafl T(M) = T(My)T(My) = L(af).

Wenn v die Form hat v = (a|8) und My = (Z4, %, 61, $1, Eh), Mz =
(Z4, %, 62, S2, Ey), Zy N Zy = @, entsprechende NFAs fiir L(a) und L(S)

sind, so bilden wir einfach den “Vereinigungsautomaten”
M=(Z,UZ,%,6 Ué;, S US,, E U Ey)
der offensichtlich die Sprache L akzeptiert.

Falls ¥ = (a)*, so bilden wir aus dem NFA M fir @ einen Automaten
M’ fiir v wie folgt.
Falls € ¢ T(M), so sehe zunichst einen zusétzlichen Zustand vor, der

zugleich Start- und Endzustand ist, der keine weitere Verbindung mit
dem Rest des Automaten hat. Dieser modifizierte Automat erkennt nun

{e} U L(a). ;

M’ entsteht aus (dem evtl. modifizierten) M wie folgt: M’ hat diesel-
ben Startzustidnde, sowie dieselben Endzusténde. Ferner erhilt jeder
Zustandsknoten, der eine (mit a beschriftete) Verbindung zu einem der
urspriinglichen Endzustande hat, zusitzlich einen mit ¢ beschrifteten
Pfeil zu jedem Startzustand.

Durch diese “Riickkopplung” und das Hinzufiigen von € ist klar,
daB gilt: T(M") =T(M)* = L{(a)*).
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(<=) Wir gehen nun von einem DFA M aus und geben einen reguléren
Ausdruck v an mit L(y) = T(M). Wir nehmen hierzu an, die Zustédnde
von M sind von 1 an durchnumenert: Z = {z;,...,2,}, so da z; der
Startzustand ist. Fir i,7 € {1,...,n} und k£ € {0,1,...,n} definieren
wir nun Sprachen Rf{j und zeigen, dafl diese durch regulére Ausdriicke
beschreibbar sind.

Es 1st

Rf, = {z € * | die Eingabe z iiberfiihrt den Automaten,

gestartet im Zustand z; in den Zustand z; (also §(z;, =) =
z;), so daBl keiner der “Zwischenzusténde” — aufler z; und

z; selbst ~ einen Index gréfler als k hat }
Fir £ =0 und : # ;7 gilt:

R?J = {a € & | 8(z;,0) = z;}
Fir £ =0 und &t = ;5 gilt:
R};={e}U{a € T |é(z,a) =z}
In diesen Fallen ist RE‘J endlich und lif8t sich daher durch einen re-

guldren Ausdruck beschreiben. Wir fahren nun mit einer Induktion tiber
k fort. Wir beobachten zunéchst, dafl gilt:

k41 _ pk k = Dk
RiT =R, UR (B p1) Bigr g

(Erldarung: Um vom Zustand z; aus den Zustand z; zu erreichen, wird
entweder der Zwischenzustand zj4; nicht bendtigt, dann reicht Rf; zur
Beschreibung aus; oder der Zustand zp; wird ein oder mehrfach (in

Schleifen) durchlaufen. Dies kann beschrieben werden durch den Aus-
druck Rﬁk+1 (R£+1,k+1)*R§+1,j')

Falls af-‘ﬂ- ein regularer Ausdruck fiir Rf'j 1st, so l1aflt sich die obige in-
duktive Formel wie folgt schreiben:

k k
af.j"l = (aﬁi|a£k+1(ak+1,k+1)*ak+1.j)

Mittels dieser reguliren Ausdriicke 1Bt sich die von M akzeptierte Spra-
che leicht beschreiben, denn es gilt:

T(M)= | Ri;

zZ€E
Seien also 73,12, ...,3, die Indizes der Endzustinde, so ist ein regularer
Ausdruck fiir T(M) gegeben durch:
(of;log s, o)
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1.2.4 Das Pumping Lemma

Wir zeigen nun einen wichtigen Satz, der das Haupthilfsmittel darstellt,
um von einer Sprache nachzuweisen, dafl sie nicht regulir ist.

Satz. (PUMPING LEMMA, SCHLEIFENLEMMA, ITERATIONS-
LEMMA, LEMMA VON BAR-HILLEL, uvw-THEOREM)

SEI L EINE REGULARE SPRACHE. DANN GIBT ES EINE ZAHL n, SO
DASS SICH ALLE WORTER z € L MIT |z| > n ZERLEGEN LASSEN
IN £ = uvw, SO DASS FOLGENDE EIGENSCHAFTEN ERFULLT SIND:

1. |v| =1,

2. |uv| < n,

3. FURALLE+=0,1,2,... GILT: uv'w € L.

Beweis: Da L regulir ist, gibt es einen DFA M, der L akzeptiert.

Wir wiihlen fiir n die Zahl der Zustinde von M: n = |Z|. Sei nun z ein
beliebiges Wort der Linge > n, das der Automat akzeptiert. Beim Abar-
beiten von z durchlauft der Automat |z|+1 Zusténde (den Startzustand
mitgezihlt). Da |z| > n konnen diese Zustidnde nicht alle verschieden
sein (Schubfachschlufl). Mit anderen Worten, der DFA muf} beim Abaz-
beiten von z eine Schleife durchlaufen haben. Wir wihlen die Zerlegung
z = uvw $o, dafl der Zustand nach Lesen von # und von uv derselbe 1st.
Es ist klar, dafl die Zerlegung so gewdhlt werden kann, dafl die Bedin-
gungen 1 und 2 erfillt sind. Da die Zusténde gleich sind, erreicht der
Automat bei Eingabe von uw denselben Endzustand wie bei Lesen von
¢ = uvw. Das heiffit uw = uv’w € L. Dasselbe gilt fiir uvvw = uviw,
uvvvw = uvw, usw. Daher ist auch die Bedingung 3 erfiillt. |

Man beachte, dafl durch das Pumping Lemma nicht eine dquivalente
Charakterisierung der reguliren Sprachen erreicht wird. Es stellt ledig-
lich eine einseitige Implikation dar. Die logische Struktur ist

(L regulir) = (3n)(Vz € L, |z| > n)(Fu,v,w)[(z = uvw) AT A2 A J]

Daher ist die typische Anwendung des Pumping Leminas der Nachweis,
dafl gewisse Sprachen nichi reguldr sind. Dies muf} allerdings nicht bel

jeder nicht-reguliren Sprache gelingen!
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Graphische Darsiellung:

Menge aller Sprachen

- “

regulare Sprachen, die nicht
Sprachen \-\\ regulir sind

Pumping Lemmas

aufgrund des
o

Besspiel 1: Die Sprache
L={a"0"|n>1}

ist nicht regular (aber kontextfrei). Dies beweist man mit dem Pumping
Lemma so: Angenommen L sei reguléir. Dann gibt es eine Zahl n, so
dafl sich alle Worter z € L der Linge > n wie im Pumping Lemma
beschrieben zerlegen lassen. Betrachten wir speziell das Wort a™5"* der
Lénge 2n. Die entsprechende Zerlegung uvw dieses Wortes ist aufgrund
Bedingung 1 so, dafl v nicht leer ist, und aufgrund Bedingung 2 kann v
nur aus a’s bestehen. Aufgrund von Bedingung 3 wire dann auch das
Wort uw = "I p" in der Sprache, was im Widerspruch zur Definition
von L steht. Daher ist L nicht regulir.

Beisptel 2: Die Sprache
L = {0™ | m ist Quadratzahl}

ist nicht reguldr: Angenommen doch, dann gibt es gemaf# Pumping
Lemma eine entsprechende Zahl n, so daf sich jedes Wort der Form
0™, m > n, m Quadratzahl, zerlegen 148t in uvw mit den Eigenschaften
1,2,3. Wihle speziell z = 0%'. Betrachte eine beliebige Zerlegung r =
uvw, die die Bedingungen 1,2,3 erfiillt. Wegen Bedingung 1 und 2 gilt:

1< v| L |uv| €n
Mit Bedingung 3, : = 2, gilt dann:

uvrlw e L
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Andererseits gilt die Abschatzung:
n® = |z} = Juvw] < juw'w| <n'+tn<n®’ + 20+ 1=(n+1)

Somit kann die Zahl juv?w| keine Quadratzahl sein, da sie echt zwischen
zwel aufeinanderfoigenden Quadratzahlen hegt. Widerspruch! Also ist
gezeigt, dafl L nicht regulér ist.

Beispiel §: Die Sprache
L = {0 | p ist Primzahl}

ist nicht reguldr. Sei wieder angenominen, L ist regulir und sei n die
entsprechende Pumping-Lemma-Zahl. Da es unendlich viele Primzahlen
gibt, gibt es auch solche > n+ 2. Sei also p > n + 2 eine Primzahl, also
0 € L. 0 miiBte sich nun in Yvw zerlegen lassen mit den Bedingungen
1, 2 und 3. Aufgrund Bedingung 3 miifiten alle Worter der Form uviw =
Olvwl+ilvl in I liegen. Das heiBit, alle Zahlen der Form |uw|+i- || miiBten
Primzahlen sein. (Man beachte, dafl wegen der Bedingung 1 |v| > 1
gilt). Wahle nun speziell 1 = |uw|. Dann erhalten wir: |uw|+ |uw|-|v| =
|uw| - (1 + |v]). Diese Zahl 148t sich also in zwei nicht-triviale Faktoren
zerlegen, kann also keine Primzahl sein. (Man beachte, daff wegen der
Lange von z und wegen Bedingung 2 gilt |uw| > |w| = |z| — |uv| > 2.)
Widerspruch! Also kann L nicht regular sein.

1.2.5 Agquivalenzrelationen
und Minimalautomaten

Man kann jeder Sprache L eine Aquivalenzrelation Ry, auf £* zuordnen.
(Zu Aquivalenzrelationen siehe den mathematischen Anhang).

Definition. Es gilt 2Ry genau dann, wenn fiir alle Worter
z € X* gilt:
zze L& yze L

Man verifiziert sofort, daB R; die Axiome einer Aquivalenzrelation
erfiillt. Intuitiv sind zwei Wérter z und y dann #quivalent, wenn sich
bei Anfligen von beliebigen z die Worter £z und yz bzgl. Mitgliedschaft
in L gleich verhalten. Da der Fall 2 = £ mit eingeschlossen ist, muf also
insbesondere auch ¢ € L & y € L gelten. Entscheidend ist fiir das



Folgende, ob der Index (die Anzahl der erzeugten Aquivalenzklassen)

von f; endlich oder unendhch ist.

Satz. (MYHILL, NERODE)
EINE SPRACHE L IST GENAU DANN REGULAR, WENN DER INDEX
VON R; ENDLICH IST.

Beweis: (=) Sei L regulér und sei M = (Z,%, 6, 29, E) ein DFA mit
L = T(M). Dann kann man M eine ﬁ.clu.ivalenzrela,tion Ry wie folgt
zuordnen: Es gilt 2 Ryy, falls 6(20,2) = 6(20,¥), d.h. falls die Eingaben
z und y den Automaten in denselben Zustand iiberfithren. Wir zeigen
Ry € Ry, d.h. Rz ist eine Verfeinerung von Rp. Es gelte 2 Ry, also
8(z0,2) = 8(20,y). Sei nun z € £* beliebig. Dann gilt

zz€ L & b8(z0,22)€ E

& 6(8(20,2),2) € E
& b(6(z0,y),2) €EE
& 6(z0,yz) € E

&

yz € L
Somit gilt:
Index(Ry) < Index(Rpy)
= Anzahl der Zusténde, die von zp aus erreichbar sind
< |Z]
< o0

(<=) Wenn der Index von Ry endlich ist, so gibt es endlich viele Worter
1, %2, .0, &4 Mit T* = [z;)U[z4] U - U[z,]. Definiere nun einen DFA,
dessen Zustdnde gerade durch diese Aquivalenzklassen identifiziert wer-
den:

M = (Z, E, 5, 20, E)

wobel



Beispiel: Betrachten wir noch einmal die nicht-reguldre Sprache
L={a"bV"|n 2> 1}

und sehen wir uns einige der Aquivalenzklassen von Ry an:

lab] = L

[@?b] {a*b, a°b*, a*P°,. ..}

[a3b] = {ab,a’b? ab°,...}

[a* 8] {a* T 10t | 1 > 1)

I

Man erkennt, da8 fiir i # j die Worter a'd und a’b nicht dquivalent
sind, denn mit z = ¥~ ! gilt: a'bz € L und a’bz ¢ L. Somit sind
[ab], [a?8],{a%}],... paarweise verschiedene (damit disjunkte) Aquiva-
lenzklassen. Somit ist Indez(Ry) = oo und L ist nicht regular.

Man beachte, dal es fur einen Beweis der Nicht-Regularitat nicht unbe-
dingt notwendig ist, die Aquivalenzklassenstruktur von Ry vollstindig
aufzuklaren. Es genligt, unendlich viele nicht-aquivalente Worter aus
3:* zu identifizieren, um auf Index(R;) = oo zu schlieflen.

Beispiel: Betrachte die Sprache
L={zxe€{0,1}*| z endet mit 00}
Es gilt:

z endet nicht mit 0}
z endet mit 0, aber nicht mit 00}
z endet mit 00}

I
—~—
3

[e]

=
|

——
&

(00]

|
i
B3
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Dies sind alle Aquivalenzklassen von Ry, also
©* = [¢] U [0} U [00]

Der “Aquivalenzklassenautomat”, der im obigen Beweis konstruiert
wird, hat die drei Zusténde [¢], [0], [00]. Es gilt:

6([e],0) = [0]
§(e],1) = [1] = [¢]
é([0],0) = [o0]
&([0),1) = [01] = [¢]
6([00],0) = [000] = [00]
6([00],1) = [001] = [€]
0 = [e]
E = {[o0]}

Bildlich dargestellt ist dies der folgende Automat:

Bemerkung: Der Aquivalenzklassenautomat ist der Automat mit der
kleinsten Anzahl von Zustdnden, der sog. Minimalattomat, denn aus
obigem Beweis ergibt sich, dafl fiir jeden beliebigen Automaten M fiir
die gegebene Sprache L gilt: Rye € Ry, = Rypy,, wobei M, der Aquva-
lenzklassenautomat ist. Das bedeutet, daBl die Zahl der Zustinde von M
grofler oder gleich der von Mj i1st. Auflerdem erkennt man, dafl es keine
zwel strukturell unterschiedlichen Automaten fir L mit minimaler Zu-
standszahl geben kann. Der Minimalautomat 1st also bis auf Isomorphie
(d.h. Umbenennen der Zusténde) eindeutig bestimmt.

Wie kann man von einem gegebenen DFA feststellen, ob er bereits
minimal 1st? Aufgrund des obigen Beweises ist ein Automat M mit
T(M) = L offensichtlich daun nicht minimal, wenn es zwei verschie-
dene Zustinde z, 2’ gibt, so daB fiir alle = gilt:

§(z,z) € E & b(',z) € E.
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In diesem Fall kdnnen die Zustinde z und 2z’ zu einem einzigen Zustand
“verschmolzen” werden. Ferner liberlegt man sich, dal es beir diesen
Tests genligt, Worter z zu betrachten, deren Lénge durch die Anzahl
der Zustdnde von M beschrankt ist.

Der folgende Algorithmus macht von diesen Uberlegungen in effizienter
Weise Gebrauch. Wir verzichten auf seine Analyse, die sich aber im
wesentlichen leicht aus dem obigen Beweis ergibt.

Algorithmus Minimalautomat

Eingabe: ein DFA M (Zustéinde, die vom Startzustand aus nicht er-
reichbar sind, sind bereits entfernt).

Ausgabe: Angabe, welche Zustande von M noch zu verschmelzen sind,
um den Minimalautomaten zu erhalten.

1. Stelle eine Tabelle aller Zustandspaare {z,2z'} mit z # 2’ von M
auf.

2. Markiere alle Paare {z,2'} mit z € FE und 2’ ¢ E (oder umge-
kehrt).

3. Fiir jedes noch unmarkierte Paar {z, z'} und jedes a € ¥ teste,
ob

{6(2,a),6(7',a)}

bereits markiert ist. Wenn ja: markiere auch {z, z'}.

4. Wiederhole den letzten Schritt, bis sich keine Anderung in der
Tabelle mehr ergibt.

5. Alle jetzt noch unmarkierten Paare kénnen zu einem Zustand
verschmolzen werden.

Bemerkung: Der oben beschriebene Algorithmus hat — geeignet imple-
mentiert {siehe Hopcroft /Ullman) — die Zeitkomplexitit O(n?).

Beispiel: Gegeben sei folgender DFA:
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Wir fithren nun die Schritte durch: Zunachst eine Tabelle der Zustand-

spaare anfertigen:

20 21 %3 <3

Nichster Schritt: Paare von Endzustanden und Nicht-Endzustanden
markieren.

zs | %| Y| k[ K

20 %1 %2 23

Weiter markieren ...

zy | %
Zg *
zz | % *
Zg | Kl kidk K

Z0 %1 22 <3

Es kdonnen also die Zustinde zg,2; und z;, 23 1n jeweils einen Zustand
verschmolzen werden. Der resultierende Minimalautomat:
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0
1

Dieser Automat beschreibt offensichtlich die Sprache
L={ze€{0,1}*| in 2 kommt 00 vor}

Die drei Zustiinde__ ZoZ2, 2123 und z4 entsprechen den Aquivalenzklassen

l€], [0] und [00].

1.2.6 Abschlufleigenschaften

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Operationen die reguldren
Sprachen abgeschlossen sind (vgl. hierzu den mathematischen Anhang).
Einige der folgenden Abschluleigenschaften sind eine triviale Konse-
quenz dessen, dal die regularen Ausdriicke gerade die reguliren Spra-
chen beschreiben.

Satz.
DIE REGULAREN SPRACHEN SIND ABGESCHLOSSEN UNTER:

o VEREINIGUNG
o SCHNITT
o KOMPLEMENT

® PRODUKT

® STERN

Beweis: Der Abschlu unter Vereinmigung, Produkt und Stern-
Operation folgt unmittelbar daraus, dafl mit zwei durch die reguliren
Ausdriicke & und § gegebenen-regularen Sprachen auch die durch {e|g),

af und (a)* bezeichneten Sprachen regulér sind (vgl. Satz von Kleene,
S. 37).
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Als nichstes betrachten wir den Abschlufl unter Komplementbildung.
Sei eine regulére Sprache A durch ihren DFA M = (Z, %, 6, 20, E) ge-
geben. Indem wir Endzustinde mit Nicht-Endzustinden vertauschen,
erhalten wir M* =(Z,L, 8, 29, Z — E). Es ist klar, dal T(M') = A, und
damit die reguléaren Sprachen unter Komplement abgeschlossen sind.

Mit dem AbschluB unter Vereinigung und unter Komplement sind
die reguliren Sprachen auch “automatisch” unter Schnitt abgeschlos-
sen (vgl. den mathematischen Anhang). Wir geben jedoch trotzdem
eine direkte — weill interessante - Komstruktion an: Seien M, =
(Z1, 5,61, 201, Bn ) und My = (23, X, 62, 203, E2) DFAs, Wir konstruieren
den “Kreuzproduktautomaten™ M aus M; und M,. Dieser akzeptiert
gerade die Sprache T(M,) N T(M3).

M= (Zl X Za,33, b, (301,202), E; x Ez)

wobei
6((z,2"),a) = (61(z,a), 62(2, a))
|

Bemerkung: Da die reguldren Ausdriicke gerade die reguliren Sprachen
beschreiben, muf es zu jedem reguldren Ausdruck o einen Ausdruck 5
geben, der die Komplementsprache darstellt: L(8) = L(a). Das heifit,
die Komplementbildung ist mittels Vereinigung, Produkt und Sterno-
peration darstellbar. Die entsprechende Konstruktion ist jedoch sehr
aufwendig, da sie die Stufen regularer Ausdruck — NFA — DFA —
komplemenidrer DFA — reqularer Ausdruck durchlaufen miifite.

1.2.7 Entscheidbarkeit

Wir wollen einige Fragen bzgl. Entscheidbarkeit bei reguliren Sprachen
diskutieren.

Das Wortproblem (gegeben: z ; gefragt: liegt z in L(G) bzw. T(M)) ist,
wie bereits gezeigt, fiir Typ 1,2,3 Grammatiken entscheidbar. Sollte die
zu entscheidende regulire Sprache durch emmen DFA gegeben sein, so
ist das Wortproblem sogar in hinearer Zeit l6sbar: Verfolge Zeichen fiir
Zeichen die Zustandslibergénge im Automaten, die durch die Eingabe
z hervorgerufen werden. Falls ein Endzustand erreicht wird, liegt z in
der Sprache.
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Das Leerkeitsproblem stellt bei gegebenem G (bzw. M) die Frage, ob
L(G) = 0 (bzw. T(M) = B). Auch dies ist entscheidbar: Se1 M ein
gegebener DFA (oder NFA) fiir die Sprache. T'(M) ist offensichtlich
genau dann leer, wenn es keinen Pfad vom Startzustand (von einem
Startzustand) zu einem Endzustand gibt.

Eine dhnliche Methode verwendet das Pumping Lemma.: Sei n die Pum-
ping Lemma Zahl von L (d.h. n ist die Anzahl der Zustinde eines DFAs
fir L). Dann gilt:

L#£8 < esgibt ein Wort der Lange < n in L

Begriindung: (<) Klar.

(=>) Sei L # @ und sei z ein Wort in L mit minimaler Linge. An-
genommen |z| > n, dann gibt es aufgrund des Pumping Lemmas eine
Zerlegung von  in uvw, so dafl auch uw ein Element von L ist. Dies
widerspricht der Minimalitat von z. Deshalb mul z Linge < » haben.

Der Entscheidungsalgorithmus fir L = # verliuft also so, da8 alle
Weorter z der Lange < n auf Mitgliedschaft in L (—Wortproblem)
gepriift werden miissen.

Das Endlichkestsproblem stellt bei gegebenem G (bzw. M) die Frage, ob
|L(G)| < oo (bzw. |T(M)| < o), also ob die definierte Sprache endlich

oder unendlich ist.

Sei wieder n die Pumping Lemnma Zahl zu L. Es gilt:
|IL} =00 4 es gibt ein Wort der Lénge > nund < 2n in L

Begriindung: (¢=) Sei z € L mit n < |z| < 2n. Aufgrund des Pumping
Lemmas a8t sich z zerlegen in uvw, so daB {uv'w | ¢ > 0} Teilmenge
von L ist. Also ist |L| unendlich.

(=>) Sei |L| = oo und sei angenommen, das kiirzeste Wort £ € L mit
Liange > n habe Linge > 2n. Aufgrund des Pumping Lemmas 1afit
sich z zerlegen in uvw, so dafl auch uv®w = uw Element von L ist. Da
|v] £ |uv| < n, hat dieses Wort eine Linge > n. Dies widerspricht der
Minimalitdt von z. Daher gibt es ein Wort mit Lange zwischen n und
2n.

Der Entscheidungsalgorithmus fir |I| < oo verliuft also so, daB alle
Worter z der Lénge > n und < 2n auf Mitgliedschaft in L
(—Wortproblem) gepriift werden miissen.
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Das Schnitiproblem stellt bei gegebenen Gy, G, (bzw. My, M;) die Frage
ob L{G,) N L(G;) (bzw. T(M;) N T(M;)) leer ist oder nicht.

Da die reguliren Sprachen effekfiv unter Schnitt abgeschlossen sind
(d.h. zu gegebenen reguldren Grammatiken G,, G, ist algorithmisch
eine regulire Grammatik G erzeugbar mit L(G) = L(G;) N L(G,)),
148t sich die Frage auf das Leerheitsproblem reduzieren und ist damit
entscheidbar,

Beim Aquivalenzproblem sind zwei regulire Grammatiken bzw. endli-
che Automaten gegeben und es ist gefragt, ob diese dieselbe Sprache
definieren.

Falls 2wei DFAs vorliegen, 138t sich die Frage dadurch beantworten,
daB zu jedem der Automaten der Minimalautomat konstruiert wird
und diese dann auf Isomorphie verglichen werden.

Eine andere Loésung geht von der Tatsache aus, dafl die reguliren Spra-
chen effektiv unter Schnitt, Vereinigung und Komplementbildung ab-
geschlossen sind. Es gilt

Li=L, & (LiNnL)U(LyNL) =9

Daher 1aBt sich das Problem auf die Entscheidbarkeit des Leerheitspro-
blems zuriickfihren.

Was die Effizienz des Verfahrens betrifft, so macht es einen grofien
Unterschied, in welcher Form die regulare Sprache reprisentiert wird.
Der oben angesprochene, auf DFAs basierende Algorithmus kommt
mit Komplexitit O(n?*) aus. Wenn die regularen Sprachen jedoch als
Grammatiken, NFAs oder regulare Ausdriicke gegeben sind, so ist das
Aquivalenzproblem NP-hart (vgl. Kapitel iiber Komplexititstheorie,
Seite 169). Dies bedeutet, dafl in diesen Féllen nur Algorithmen ex-
ponentieller Laufzeit zur Verfligung stehen.

1.3 Kontextfreie Sprachen

Die reguldren Sprachen und die zugehorigen Formalismen, wie endliche
Automaten, sind - wie sich gezeigt hat — sehr nitzlich. Jedoch sind
die Grenzen dieses einfachen Formalismus auch schnell erreicht. Die
nichstgroflere Klasse der Chomsky-Hierarchie bilden die kontextfreien
Sprachen. Diese sind besonders niitzlich, um geklammerte Sprachstruk-
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turen, wie sie insbesondere bei Programmiersprachen auftreten, zu be-

schreiben.

Typische Beispiele hierzu sind die Grammatiken fiir die (beliebig ge-
klammerten) arithmetischen Ausdriicke

E-T|E+T, T F|TxF, Foal(E)
sowie fiir die Anweisungen (etwa in Modula):

< Anw > — < While-Anw > | < If-Anw >
< While-Anw > — WHILE < Bedingung > DO < Anw > END
< H-Anw > — IF < Bedingung > THEN < Anw > EKD
< Bedingung > —»

Die 6ffnenden und schlieBenden Klammerpaare, die hier erkennbar sind,
sind ( und }, DD und E¥D, sowie THEN und END.

Die nicht-regulire Beispielsprache
L={a"0"|n>1}
ist, wie man leicht sieht, kontextfrei:
S — ablaSh

Dies beweist, wie bereits angekiindigt, dafl die Typ 3 Sprachen echt in
der Klasse der Typ 2 Sprachen enthalten sind.

1.3.1 Normalformen

Wir untersuchen nun, auf welche mdglichst einfachen Formen bei den
Regeln von kontextfreien Grammatiken man sich beschranken kann.
Das heifit, es geht darum, nachzuweisen, dafl jede kontextfreie Gram-
matik in eine Aquivalente solche umgeformt werden kann, so dafl alle
Regeln eine sog. Normalform besitzen.

Wir erinnern zunachst daran, daB jede kontextfreie Grammatik “e-frei”
gemacht werden kann (vgl. S. 18). Wir betrachten nun eine weitere
allgemeine Umformung, die zum Ziel hat, alle Regeln der Form A — B
zu eliminieren, wobei 4, B Variablen sind. Zun&chst ist algorithmisch
einfach feststellbar, ob es eine Menge von Variablen By, ..., B; gibt mit
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Bl — Bg, . 5wy Bk-—l — B, und Bk — B;. In diesem Fall ersetzen wir
die Variablen Bi,...,B; durch eine einzige Variable B.

Als nichstes kénnen die Variablen so durchnumeriert werden, V =
{A),As,..., A}, daB aus 4; —» A; € P folgt i < 3. Wir gehen nun von
hinten nach vorne vor und eliminieren fiir £ =n — 1,...,1 alle Regeln
der Form A; — Ay, ¥ > k. Seien die Regeln mit Ay auf der linken

Seite gegeben durch
Ap = zylzg]. .. |28e

Wir fiigen dann die Regeln
A — 2|z, .. |2k

hinzu. Diese Umformung leistet offenbar das Gewiinschte.

Nach diesen Vorbemerkungen definieren wir nun die wichtigste Normal-
form, die Chomsky Normalform (kurz: CNF).

Deflnition. Eine kontextfreie Grammatik G mit € ¢ L(G)
heiflt in Chomsky Normalform, falls alle Regeln eine der
beiden Formen haben:

A — BC
bzw.
A—a
Hierbei stehen A, B, C fir Vanablen und a fiir ein Term-
nalsymbol.

Offensichtlich bedeutet dies eine starke Einschrankung fiir eine kon-
textfrele Grammatik: Ableitungsbaume fiir solche Grammatiken sind -
bis auf den letzten Ableitungsschritt — Bindrbdume. Man Gberlegt sich
ferner, dafl ein Wort w € L(G) 1n genau 2}w| — 1 Ableitungsschritten
erzeugt wird.

Satz.
ZU JEDER KONTEXTFREIEN GRAMMATIK G MIT £ ¢ L(G) GIBT |
ES EINE CHOMSKY NORMALFORM GRAMMATIK G’ MiT L(G) =

L(G).
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Beweis: Nach der oben diskutierten Vorverarbeitung hat jede Regel
der gegebenen kontextfreien Grammatik G = (V, I, P, §) eine der For-
men:

A—oa (AeV,ael)

bzw.
A—oz (AeV,ze(VUI), |z|22)

Fir jedes Terminalzeichen a € ¥ fiigen wir eine neue Variable B zu V
hinzu, sowie zu P die Regel

B—oa
hinzu.
Als nachstes ersetzen wir jedes Terminalzeichen a auf der rechten Seite

einer Regel durch die zugehorige, gerade eingefithrte Variable B (auBer
die Regel hat bereits die Form 4 — a).

Nun haben alle Regeln die Form

A—>oa

oder
A—-BB,..B,, k>2

Nicht in Chomsky Normalform sind jetzt nur noch Regeln der Form
A—BB,...B,, k>3. |

Fir jede solche Regel fiihren wir weitere neue Variablen Cj,...,Ci_
ein und ersetzen solche Regeln durch

A — BIC2
CQ —p Bng

Cpy = BBy
|

Ein Beispiel fiir die Umformung in CNF findet sich - im Zusammenhang
mit dem CYK-Algorithmus - auf Seite 63,

Wir erwahnen noch eine weitere Normalform, die sog. Greiback Nor-
malform (kurz: GNF).
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Definition. Eine kontextfreie Grammatik G mit € ¢ L(G)
heiBt in Gresbach Normelform, falls alle Regeln die Form

haben:

A-—?aBle...Bk (kEO)
Hierbei stehen A, B,,...,Bj fiir Variablen und ¢ fiir emn
Terminalsymbol.

Die Greibach Normalform ist eine natiirliche Erweiterung der reguléren
Grammatik, dort wire nur der Fall ¥ = 0 und k£ = 1 zugelassen.

Satz. (OHNE BEWEIS)

ZU JEDER KONTEXTFREIEN GRAMMATIK G MIT ¢ € L(G) GIBT
LS EINE GREIBACH NORMALFORM GRAMMATIK G’ MIT LI{G) =
L(@).

Wir erwihnen nur, dafl die Konstruktion G — G’ komplizierter ist, und
dafl der entsprechende Algorithmus exponentielle Laufzeit hat.

Wir erwihnen ferner, dal es sogar moglich ist, sich auf 0 < k¥ < 2 zu
beschrianken.

1.3.2 Das Pumping Lemma

Wir beweisen nun in volliger Analogie zum Pumping Lemma fiir re-
gulire Sprachen eine entsprechende Version fiir kontextfreie Sprachen.
Das Pumping Lemma stellt das Haupthilfsmittel dar, um von einer
Sprache nachzuweisen, dafl sie nicht kontextfrei ist.

Satz. (PUMPING LEMMA, uvwzy-THEOREM)

SEI L EINE KONTEXTFREIE SPRACHE. DANN GIBT ES EINE ZAHL
n € IV, SO DASS SICH ALLE WORTER 2z € L MIT |z| > n ZERLEGEN
LASSEN IN 2z = yvwzy MIT FOLGENDEN EIGENSCHAFTEN:

1. Jvz| 21

2. lvwz|<n

3. FUR ALLE § > 0 GILT: uv'wz'y € L
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Beweis: Sei G eine Grammatik fir L — {¢} in Chomsky Normalform.
Sei k die Anzahl der Variablen in G. Wahle n = 2%, Betrachte nun den
Ableitungsbaum eines beliebigen Wortes 2 € L{G) mit |z| > n. Dieser
1st — bis auf den letzten Ableitungsschritt - ein Bindrbaum:

S

-+— Binarbauin

) — letzter Ableitungsschritt

b4

Dieser Binirbaum hat > 2F Bliatter. Daher muf mindestens ein Pfad
der Lange > k existieren (siehe separates, nachstes Lemma).

Halte einen solchen Pfad maximaler Linge fest:

S

pomy
o

z

EinschlieBlich der Startvariablen befinden sich auf diesem Pfad > k41
Variablen. Da die Grammatik nur & Vaniablen besitzt, mufl mindestens
eine Variable doppelt vorkommen (Schubfachschluf):
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o)

§

Z

Um ein solches Doppelvorkommen einer Variablen A zu bestimmen, ge-
hen wir hier unmer von unten nach oben vor, bis eine Variable zum zwei-
ten Mal auf dem Pfad erscheint. Dieses Vorgehen garantiert, dafl das
obere der beiden A’s hochstens & Schritte von der Blattebene entfernt

1st.

Betrachten wir nun die Teilworter, die aus den beiden A’s abgeleitet
werden koénnen. Diese induzieren eine Zerlegung von 2z in Teilwérter
uvwzy wie folgt:

Aus der Tatsache, dal das obere A wegen der Chomsky Normalform
zundchst mittels einer Regel der Form A — BC weiter abgeleitet wird,
folgt daBl v oder z (oder beide) nicht leer ist. Damit ist Eigenschaft 1
der uvwzy-Zerlegung von z bestatigt.

Die Eigenschaft 2 ergibt sich daraus, dafl der Abstand des oberen A’s
von der Blattebene hochstens k ist (siehe oben). Deshalb kann das vom
oberen A abgeleitete Wort vwz hichstens die Lange 2F = n haben (vgl.
nachfolgendes Lemma).

Die Ableitungsfolge (bzw. der Ableitungsbaum) fir z kann aufgrund
des Doppelvorkommens der Variablen A auf verschiedene Arten modi-
fiziert werden, Zum Beispiel kann an das obere A der Ableitungsbaum



1.3. KONTEXTFREIE SPRACHEN Y

des unteren A gehdngt werden. Wir erhalten damit eine Ableitung von
uwy = uv®wz’y. Das heilt, uv®wazly € L(G).

Man kann auch an das untere A den Teilbaum, der am oberen A be-
ginnt, hangen:

i 1 1
’ /fk\y
1 | S |
v w2

Dies ergibt eine Ableipung von uvvwzzry = uviwz’y. Allgemein gilt,
daB fiir jedes i > 0 uv*wz'y in L(G) lLiegt. Damit ist die Eigenschaft 3
bewiesen. | H

Das folgende Lemma wird im Beweis des Pumping Lemmas benotigt:

Lemma. Sei B ein Binarbaum (gemeint ist: jeder Knoten
in B hat entweder 0 oder 2 S6hne) mit > 2* Blattern.

Dann hat B mindestens einen Pfad der Linge > k.

Beweis: Induktion iiber k: Jeder Binirbaum mit mindestens 2° = 1
Blattern hat trivialerweise mindestens einen Pfad der Lange 0.
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Gelte nun die Behauptung fiir ein (beliebiges, aber festes) k. Betrachte
nun einen Bindrbaum mit > 2¥+! Blittern. Mindestens einer seiner zwei
Tcilbiume hat > 25+ /2 = 2* Blatter.

> 2% Blatter

Somit existiert in diesem Unterbaum ein Pfad der Lange > k. Dieser
Pfad kann zur Wurzel des Gesamtbaumes um 1 verlangert werden und
liefert somit einen Piad der gewiinschten Lange > &£ + 1. [ |

Es gelten sinngemafl dieselben Bemerkungen iiber die einseitige Impli-
kation des Pumping Lemmas wie bei den reguldren Sprachen:

(L kontextfrei) = (Ine N)Vz € L, |z| > n)(3u,v,w,z,y)
[(z = uvwzy) ATA2AJ]

Beispiel: Die Sprache
L={a"t"c" | m>1}

1st nicht kontextfrei (aber kontextsensitiv).

Angenommen L se1 kontextfrei. Dann liefert uns das Pumping Lemma
eine Zahl n, so dafl sich alle Worter 2z = a™b6™c™ mit |z| > n zerlegen
lassen in uvwzy mit den Eigenschaften 1,2,3. Wihle etwa z = a"b"c".
Dann ist |z| = 3n > n. Wegen Eigenschaft 2 kann vz nicht aus a’s, &’s
und ¢’s bestehen. (Wegen der Langenbeschrankung von vwz kann sich
dieses Wort nicht {iber den gesamten Bereich der #’s hinweg erstrecken).

Wegen Eigenschaft 1 ist vz nicht leer, und wegen Eigenschaft 3 (mit 1 =
0) mul uv°wz%y = uwy in L liegen. Wegen der obigen Diskussion kann
uwy also nicht die Form a™6™c¢™ haben. Dieser Widerspruch beweist,
da I nicht kontextfrei ist.

Dafl L kontextsensitiv ist, wurde schon im einfithrenden Kapitel gezeigt
(Seite 15). Damit sind die kontextfreien Sprachen tatsidchlich echfin den
kontextsensitiven Sprachen enthalten.
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Weitere Beispiele: Die Sprachen

{07 | p ist Primzahl}

und

{0" | n ist Quadratzahl})

sind micht kontextfrei. Da hier nur Worter iiber dem einelementigen
Alphabet {0} vorkommen, spielt es in der Aussage des Pumping Lem-
mas keine Rolle, an welcher Position im Wort z die Teilworter v und =z
vorkomimen. Daher konnen diese zusammengefafit werden und in die-
sem Fall sind die Behauptungen des Pumping Lemmas fiir kontextfreie
Sprachen und des Pumping Lemmas fiir regulire Sprachen identisch.
Wir haben bereits den Nachweis gefiihrt, dal die obigen Sprachen auf-
grund des Pumping Lemmas fiir regulire Sprachen nicht reguldr sind.
Daher konnen diese Sprachen auch nicht kontextfrei sein.

Bemerkung: Tatsdchlich gilt sogar der folgende (nicht leicht zu bewei-
sende) Satz:

Satz. (OHNE BEWEIS)
JEDE KONTEXTFREIE SPRACHE UBER FEINEM EINELEMENTIGEN
ALPHABET IST BEREITS REGULAR.

Im speziellen Kontext des Pumping Lemmas haben wir diesen Satz
bereits verifiziert.

1.3.3 AbschluBBeigenschaften

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Operationen die kontext-
freien Sprachen abgeschlossen sind (vgl. hierzu den mathematischen
Anhang).
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Satz.
DIE KONTEXTFREIEN SPRACHEN SIND ABGESCHLOSSEN UNTER:

¢ VEREINIGUNG
¢ PRODUKT
e STERN

DIE KONTEXTFREIEN SPRACHEN SIND NICHT ABGESCHLOSSEN
UNTER:

® SCHNITT

o KOMPLEMENT

Beweis: Der AbschluB unter Vereinigung ist trivial: Falls G; =
(V1,X,6,,5) und G, = (V,, %, 82, S3), ViNV; = B kontexfreie Gramma-
tiken sind, so ist G = ([, UV, U {58},%,6, U 8 U {S — 51|5:},5) eine
kontextfreie Grammatik fiir die Vereinigungsmenge.

Abschluf unter Produkt: Falls Gy = (,X%,6,,51) und G; =
(Va, L, 82, 52), Vi N Vo = B kontexfreie Grammatiken sind, so ist G =
(ViuWV,U{S},%,86, U8 U{S — 515;:}, 5) eine kontextfreie Grammatik
fiir das Produkt.

Abschluf$ unter Sternoperation: Falls G, = (¥3,%,8,5;) eine kon-
texfreie Grammatik ist, so ist

G=(VU{S}L5,6U{S —¢€|S, S — 55}-{5 —¢} 9
eine kontextfreie Grammatik fiir die reflexive und transitive Hiille von
L{Gy).

Die kontextfreien Sprachen sind nicht unter Schnitt abgeschlossen. Die
Sprachen o

Ly ={a'¥c | 1,7 > 0}
und o

L, = {a'd'd | 1,7 > 0}
sind beide kontextfrei. (Zum Beispiel kann L; durch die Grammatik
S — AB, A — a|aA, B — bc|bBe dargestellt werden). Der Schnitt von
Ly und L, ist jedoch die Sprache

{a'b'c’ | i > 0}
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die bekanntermaflen nicht kontextfrei ist.

Deshalb kénnen die kontextfreien Sprachen auch nicht unter Komple-
ment abgeschlossen sein. Wenn sie es doch wiren, so liele sich der
Schnitt (unter Zuhilfenahme des Vereinigungsabschlusses) schreiben
als:

LlﬂLzZLIUE

1.3.4 Der CYK-Algorithmus

Wir wissen, dafl das Wortproblem fiir Typ 1,2,3 Grammatiken ent-
scheidbar ist. Der entsprechende Algorithmus (vgl. Seite 21) hat aller-
dings — wegen seiner Allgemeinheit — exponentiellen Aufwand.

Wir werden nun einen wesentlich effizienteren Algorithmus fiir kon-
textfreie Sprachen kennenlernen - sofern diese durch Grammatiken in
Chomaky Normalform gegeben sind. Dieser Algorithmus ist nach den
Anfangsbuchstaben seiner drei Erfinder Cocke, Younger und Kasama
benannt.

Wenn ein Wort z = a der Lange 1 abgeleitet werden kann, so ist dies nur
aufgrund einer Regel der Form A — a méglich. Gilt aber z = a,@a,... ¢,
mit n > 2, dann kann z aus einer Variablen A nur deshalb ableitbar
sein, weil zunéchst eine Regel der Form A — BC angewandt worden
i1st. Von B aus wird dann ein gewisses Anfangsstiick von z abgeleitet
und von C aus das Endstick. Es muf} also ein &£ mit 1 < & < n geben,
so dafl gilt:

/A\
B C
anlaQ...ak ak+1"'aﬂ

Damit ist es moglich, das Wortproblem fiir £ mit Lange n auf zwei ent-
sprechende Entscheidungen fiir Worter der Linge k und nn — & zurtick-
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zufiihren. Hierbei steht & jedoch nicht fest; es miissen alle Werte von 1
bis n — 1 in Betracht gezogen werden. Dies legt die Methode des dyna-
mischen Programmierens nahe: Beginnend mit der Linge 1 untersuchen
wir systematisch alle Teilworter von z auf ihre eventuelle Ableitbarkeit
aus einer Variablen der Grammatik. Alle diese Informationen legen wir
in einer Tabelle ab. Wenn nun ein Teilwort der Linge m < n untersucht
werden soll, so stehen die Informationen iiber alle kiirzeren Teilworter
bereits vollstandig zur Verfiigung.

Die folgende Notation erweist sich als ntitzlich: Fir ein Wort x bezeich-
net z;; dasjenige Teilwort von z, das an Position ¢ beginnt und Lange
7 hat. Mit dieser Notation sieht das obige Bild folgendermaflen aus:

A

B/\C

i1k Thkeln-k

Der folgende Algorithmus verwendet eine Tabelle T{1..n,1..n], wo-
bei aber nicht alle Matrixelemente benétigt werden, sondern nur eine
Dreiecksmatrix: Fiir j = 1,...,nund fiir: =1,...,n+ 1 -7 wird in
T(i,j] notiert, aus welchen Variablen das Wort z;; abgeleitet werden
kann.

Das Eingabewort z = a1...a, ist in L{G), falls sich schlieflich S €
T[1,n] ergibt.

CYK-Algorithmus
Eingabe: z = a1a2...a,

FOR i := 1 TO n DO (* Fall y =1 %)
T[i,1] := {A|A—-+a,- EP}
END;
FOR j:= 2 TO n DO (% Fall j > 1 )
FOR i := 1 TO n+1-j DO |
T[i,j] 1= 0
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FOR k :=1 TO j-1 DO
T{i,j] = T[i,j]U{4A|A—> BC € P A
BeTli,k]| A CE€T[i+Kk,j—k|}
ERD;
EXD;
END;
IF S € T[1,n] THEN
WriteString( * x liegt in L(G) ?)
ELSE
WriteString( ’ x liegt nicht in L{G) )
END

Es ist offensichtlich, dafl dieser Algorithmus die Komplexitit O(n>) hat,
Beispzel: Die Sprache

L= {a"b"c™ | n,m > 1}
ist kontextfrei:

S5 —- AB
A — ablaAb
B — c|aB

Umformen in CNF ergibt:

MU QW R W
L A A A
=

Sei z = aaabbbec. Dann erzeugt der Algorithmus die folgende Tabelle:
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i —
z= a & a b b b ¢ c
J c|c|C|D|D|DI|BEB
l A B
F
A
F
A
S

Da S im untersten Kastchen vorkommt, liegt = in der Sprache.

1.3.5 Kellerautomaten

Wir wollen nun das Modell des endlichen Automaten so erweitern,
dafl dieses neue Automatenmodell genau die kontextfreien Sprachen
erkennt. Den endlichen Automaten mmangelte es an irgendeiner Form
eines Speichers. Intuitiv kann ein endlicher Automat eine Sprache wie

L ={a10z...a.8an... 120y | a; € T}

deshalb nicht erkennen, weil er zum Zeitpunkt, wenn er das Fingabe-
zeichen § erreicht, nicht mehr “wissen” kann, was a;a;...qa, war. Die
einzige “gespeicherte Information”, die ihm zur Verfligung steht, ist der
Zustand, in dem er sich befindet.

Beim Kellerautomaten wird das NFA-Modell um einen Speicher erwei-
tert, auf den jedoch nur in der Art eines Stacks, eines Kellers, zugegrif-
fen werden kann. (Man beachte, ein Kellerautomat ist nach Definition

zunichst nichidetermintstisch).

Die moglichen Aktionen eines Kellerautomaten hingen jetzt nicht nur
vom Zustand und gelesenen Eingabezeichen ab, sondern auch vom Kel-
lerinhalt (bzw. dem zur Zeit obersten Kellerzeichen). In jeden “Rechen-
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schritt” kann sich nicht nur der Zustand, sondern auch der Inhalt des
Kellers verdndern.

Skizze:
Eingabeband

1| P j{u|t

Lesekopf

Kellerautomat ——1

Keller

= Qo | o

Definition. Ein (nichideterministischer) Kellerautomet

(engl.: pushdown automaton, kurz: PDA) wird angegeben
durch ein 6-Tupel

M= (Zr E!I"J 5: 20 #)
Hierbei sind:

e Z die endliche Menge der Zustinde

e X das Eingabealphabet

e I das Kelleralphabet

o §:Zx(BU{e}}xI' — P(Z xI™) die Uberfiihrungs-
funktion
(Hierbei bedeutet P, die Menge aller endhchen Teil-
mengen)

® 29 € Z der Startzustand

o # €T das untersie Kellerzeichen

Intuitiv bedeutet
6(z,a,A) > (#,B,...By)
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folgendes: Wenn sich M im Zustand z befindet, das Eingabezeichen a
liest, und A das oberste Kellerzeichen ist, so kann M im nichsten Schritt
in den Zustand z’ tibergehen und das oberste Kellerzeichen A durch die
Zeichen B, ... B, ersetzen. (Danach 1st B, das oberste Kellerzeichen).

Man beachte, daB dies den Fall miteinschlieft, dafl A entfernt wird (die
POP-Operation), wenn k = ) gewihlt wird. Es ist zum Beispiel auch
moglich, dal, ohne A zu verndern, ein weiteres Zeichen B in den Keller
“gePUSHt” wird (B, ... By = BA).

In der Definition von § ist auch zugelassen, dal an der Stelle eines
Eingabezeichens a € ¥ das leere Wort ¢ steht. In diesem Fall findet ein

sog. spontaner Ubergang, ohne Lesen eines Eingabezeichens, statt.

Intuitiv bedeutet

5(Z,€,A) = (Z’,Bl...Bk)

folgendes: Wenn sich M im Zustand z befindet und A das oberste Kel-
lerzeichen ist, so kann M im nichsten Schritt — ohne Lesen eines Einga-
bezeichens - in den Zustand 2z’ ibergehen und das oberste Kellerzeichen
A durch die Zeichen B, ... By ersetzen. (Danach ist B, das oberste Kel-
lerzeichen).

Was das Akzeptieren eines Eingabewortes betrifft, so weichen wir beim
PDA insofern vom endlichen Automaten ab, dafl es keine Endzustinde
gibt. Stattdessen werden akzeptierte Worter dadurch charakterisiert,
dafl der Keller nach Abarbeiten eines solchen Wortes leer ist. (Zu Beginn
Jeder Rechnung steht immer das Zeichen # im Keller).

Tatséchlich kann man zeigen, dal diese Form des Akzepiterens durch
leeren Keller mit der des Akzepiierens durch Endzustand gleichwertig
sind. Fiir das Folgende ist das Akzeptieren durch leeren Keller jedoch
die praktischere Version. .

Wir haben — im Unterschied zu NFAs - aus Einfachheitsgriinden nur
einen einzigen Startzustand in der Definition zugelassen. Dies ist keine
echte Einschriinkung, da mittels spontaner Ubergiinge von z, aus jeder
mogliche “eigentliche” Startzustand, ohne Lesen eines Eingabezeichens,
erreichbar ist.

Definition. Eine Konfiguration k eines Kellerautomaten ist
gegeben durch ein Tripel & € Z x &% x T™,

(Die Idee hierbei ist, dafl durch ein Konfigurationstripel ein-
deutig eine “Momentaufnahme” des Kellerautomaten be-
schrieben wird; und zwar durch Angabe des momentanen
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Zustands, des noch zu lesenden Teils der Eingabe und des
aktuellen Kellerinhalts — das oberste Kellerzeichen hierbei

ganz links stehend).

Auf der Menge aller Konfigurationen definieren wir eine
zweistellige Relation — wie folgt. Informal gesprochen soll
E — k' genau dann gelten, wenn die Konfiguration k'
aus k in einem “Rechenschritt” (=eine Anwendung der é-
Funktion) hervorgeht.

Formal ausgedriickt:

(z,a1...8n, Ay ... Ap)
( (z’)a2-**a’n1B1"*BkAZ'-*Am))
falls 6(z, a1, A1) 3 (2", B,...By)
(,a1a3...an,By...BtA; ... Ap)
X falls 5(Z,E,A1) ) (Z’, B, .. 'Bk)

Sei —* die reflexive und transitive Hiille von |— (siehe ma-
thematischen Anhang). Die durch einen Kellerautomaten M
(durch leeren Keller) akzepiierte Sprache ist

N(M)={z €L | (20,z,#) " (z,¢,¢) fiirein z € Z}

Besspsel: Wir wollen einen Kellerautomaten fiir die obige Beispielspra-
che
L = {ajay...a,%a,...a2a; | a; € {a,b}}

angeben. Sei

M = ({z,2},{e,b,8}, {#, A, B}, 6,20, #)
Um Schreibarbeit zu sparen, schreiben wir statt 6(z,a, A) 3 (2/, z) ein-

fach zaA — Z'z:
Zoa#t — 29 A#, z06A — z9AA, zpaB — 2 AB
zob# — zgB#, zbA — z20BA, zbB — z,BB
z0$# —> Z]#, 20$A — ZIA, ZosB — ZlB
z1a@A — z4€, z:0B — 7€, Z1EH — nE

Es gilt zum Beispiel da$ab € N(A{}), denn:

(20, ba$ab, #)— (2o, aSab, B#)— (%o, $ab, AB#)I—
(zl ’ abu AB#)I_ (2'1, b? B#)}“—' (zls 83 #)}_ (zh £, 5)
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Man erkennt, dafl bei diesem Kellerautomaten jede Konfiguration nur
eine Folgekonfiguration besitzt: der Automat ist sogar deterministisch.

Ersetzt man die 3. Zeile der Definition von § durch die Uberginge
206A — 216, zbdB — 216, zZeH — %€
so erhilt man einen Kellerautomaten M’, fiir den
N(M')={a1a2...8n0x ... aza; | a; € {a,b}}
ist. M’ hat die moglichen Uberginge

ZoaA ~— L. Z0bB ~—___ e
1 1

Beim Abarbeiten von aabbaa sind folgende Konfigurationsfolgen
moglich:

Eingabezeichen: Konfigurationen:

£ : (20, aabbaa, #) — (21, aabbaa, €)

|
a: (20, abbaa, A#)

T
a: (20, bbaa, AA#) (2, bbaa, #) |— (21, bbaa, €)

i
b (29, baa, BAA#)

A
b (20, aa, BBAAH##) )}aa, AAH#)
i |

a: (20,0, ABBAA#) (z1,a, A#)

7N 1

a: (20,6, AABBAA#)(z,e,BBAA#) (z1,6,#) — (2,¢,¢€)
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Hier wird der Nichtdeterminismus benétigt, um die Wortmitte zu “er-
raten”. Man kann zeigen, daf es fiir die von M’ akzeptierte Sprache
keinen dquivalenten deterministischen Kellerautomaten gibt.

Satz.
EINE SPRACHE L IST KONTEXTFREI GENAU DANN, WENN L VON
- |EINEM NICHTDETERMINISTISCHEN KELLERAUTOMATEN ERKANNT
WIRD.

Beweis: (=) Sei G = (V, %, P, S) eine kontextfreie Grammatik fiir L.
Wir geben einen Kellerautomaten M an, der Ableitungen von G mit
seinem Kellerinhalt simuliert. Hierbei wéihlen wir als Kelleralphabet
[ = VUZ und die Startvariable S als das unterste Kellerzeichen.
Sobald dieses gePOPt wird, bedeutet das, da.B eine Ableitung fiir das

Eingabewort gefunden wurde.
M=({z},5, VUL, z.S5)

Mit Hilfe von P definieren wir é§ wie folgt. Fiir jede Regel A - o« € P
mit o € (V U )" setze:

5z,e,4)3 (z,a)

Ferner setze: |
5(z,a,a) 3 (2,€)

Das heifit: immer wenn das oberste Kellerzeichen eine Vanable der
Grammatik ist, wird ohne Lesen eines Eingabezeichens eine P-Regel
angewandt; immer wenn das oberste Kellerzeichen ein Terminalzeichen
ist und mit dem Eingabezeichen iibereinstimmt, wird dieses einfach vom

Keller gePOPt.
Es gilt nun fiir alle z € *:
z € L(G)
genau dann wenn es gibt eine Ableitung in G der Form S = <+« = z

genau dann wenn es gibt eine Folge von Konfigurationen von M der

Form (z,z,8) b— -« b (z,¢,¢)

genau dann wenn z € N(M)
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(<) Sei L = N(M) fiir einen Kellerautomaten M = (Z, X, T, §, zo, #).
Wir kénnen annehmen, daf8 fiir jede §-Regel zaA — 2'B;... By gilt:
k < 2. Denn komme etwa zaA — 2z'B,... By in § vor mit ¥ > 2,
so konnen wir neue Zustdnde zj,...,zr_o wihlen und diese é-Regel

ersetzen durch;
zald — z1B, 1B,

21€B_y — 29B; By,

Z_r:_gEBg — Z’BIBQ

Wir konstruieren nun eine Grammatik (7, die Rechenschritte von M
durch Linksableitungsschritte simuliert. Die “Variablen” dieser Gram-
matik setzen sich aus mehreren Bestandteilen zusammen (Kreuzpro-
dukt), ndmlich dem Zustand vor einer Folge von Rechenschritten des
Kellerautomaten, dem verarbeiteten Kellersymbol und dem Zustand,
der durchlaufen wird, wenn dieses Kellerzeichen wieder gePOPt wird.

Sel
G=(V,5,P,0S)

wobel .
V={S} U ZxTxZ
und
P = {5 (oo #,7) | € Z)

U {(z,4,7) > a|8(z,a,4)3 (,¢€)}

U {(z,A,2") = a(1,B,2") | é(z,a,A) 3 (z1,B), ' € Z}

U {(z,A,z7) = a(z1,B,2,)(22,C,7') | 6(z,a, A) 3 (z;, BC),

Z, 2 € T}

Diese Grammatik kann auch e-Produktionen enthalten (denn a i(ann
auch € sein). Diese kénnen nach dem Verfahren auf Seite 18 noch eli-
miniert werden.

Wir beweisen nun fiir alle z € * die folgende Behauptung:

(z,A,2') * z genau dann wenn (z,z,A) I (2',¢,¢)

Fiir a € £ U {e} beobachten wir zun#chst:
(2,4, Y=>a gdw (z,A,2')—>a €P
gdw 8(z,a,A) 3 (#,¢)
gdw (z,a,A) I—(',¢,€)
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Wir zeigen nun die Richtung von rechts nach links durch Induktion tiber
die Anzahl n der Rechenschritte von M. Der kiirzest-mdgliche Fall ist
n = 1. Dieser wird durch obige Beobachtung abgehandelt.

Sei nun n > 1, dann hat z die Form z = ay, a € £ U {¢}, so daB gilt:
(z,ay, A) — (z1, ¥, @) " (Z',¢,¢€) fiir einen gewissen Zustand z; und
Kellerinhalt o. Wir unterscheiden nun die drei denkbaren Félle o = ¢,
« = B und a = BC.

Der Fall & = € ist nicht mdglich, da (2;,¥,€) keine Folgekonfiguration
besitzt.

Fall « = B : Dann gilt (2, B, 2’) =" y nach Induktionsvoraussetzung.
AuBerdem muB es in P eine Regel der Form (z, A,z') — a(z;, B, 2)
geben (dies ergibt sich aus der Form des ersten Rechenschritts). Damit
erhalten wir insgesamt: (z, 4, 2') = a(z, B, z') =* ay = z.

Fall « = BC : Die Konfigurationsfolge (z,y,BC) " (z,¢,¢)
kann in zwei Teile zerlegt werden: (z;,y, BC) —* (22,%2,C) und
(22,42, C) " (Z',€,€), so daB y, ein gewisses Endstiick von y
ist, dh. ¥ = 31y Fir 3, den vorderen Teill von y, gilt ferner:
(z1, 1, B) H* (#,¢,€). Nach Induktionsvoraussetzung gilt sowohl
(21, B,2z) =* y; als auch (2;,C,7') =" y;. Ferner muBl es in P eine
Regel der Form (z, A4, z') — a(z, B, z2)(z2,C, 2’) geben (dies ergibt sich
aus der Form des ersten Rechenschritts). Zusammengefafit erhalten wir:

(2, A,7') = a(z1, B, 23)(22,C, 2') =" ap1(23,C, ') =" apyya = =

Die Richtung von links nach rechts zeigen wir durch Induktion nach k,
der Lange der Linksableitung von z.

Der Induktionsanfang (k = 1) ergibt sich wieder aus der obigen Beob-
achtung,.

Betrachten wir nun eine Ableitung mit £ > 1.

Fall 1: (2,4,7') = a =* z. Dann ist z = a. Dies ist bei £ > 1 nicht
moglich.

Fall 2 (2,A,7") = a(x1,B,7') =" ay = z. Dann ist §(z,a,4) 3 (2, B)
und nach Induktionsvoraussetzung gilt (z,y, B) —* (#/,¢,¢). Daraus
folgt (z,ay, A) — (=z1,y, B) " (Z,¢,¢).

Fall 3: (2,A,7) = a(z,B,2)(%,C,z') =" ay = z. Dann
ist §(z,a,A) 3 (2z1,BC) und nach Induktionsvoraussetzung gilt
(21,41, B) H* (22,€,€) und (z2,42,C) " (#',€,€) wobei ¥y = y1¥2.
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Daraus folgt
(Z, aylyZ)A) F— (zhyly2,BC) I_* (32! yZ)C) }“—"* (z",g,g)

Mit dieser Behauptung ergibt sich N(M) = L((G) wie folgt:

t€ N(M) gdw (zg,z,#) " (2,6,¢) fireinz € Z
gdw S =(z,#,2z)=>"z fireinz€ Z
gdw =z € L(G)

Bemerkung: Der Beweis des vorigen Satzes zeigt, dafl man jeden Kel-
lerautomaten so umkonstruieren kann, dafl er nur einen Zustand hat:
Denn sei M ein beliebiger Kellerautomat. Dann gilt aufgrund des Sat-
zes N(M) = L{@) fiir eine kontextfreie Grammatik G. Wenn wir den
Satz nun wieder auf ¢ anwenden, so erhalten wir einen dquivalenten
Kellerautomaten, der mit einem Zustand auskommt.

1.3.6 Deterministisch kontextfreie Sprachen

Kellerautomaten wurden zun#chst als nichtdeterministisches Konzept
eingefithrt — und nur in dieser Form sind die von ihnen erkannten Spra-
chen genau die kontextfreien Sprachen.

Nun sollen auch deterministische Kellerautomaten eingefiihrt werden.
Wir werden sehen, da diese nur eine echte Teslmenge der kontextfreien
Sprachen definieren — allerdings auch nach wie vor eine echie Obermenge
der reguldren Sprachen. Wir wollen bei der Defimition von deterministi-
schen Kellerautomaten (engl. kurz: DPDA) das Konzept des spontanen
e-Ubergangs beibehalten. Deshalb mufi man bei der folgenden Defini-

tion dies mitberiicksichtigen.

Definition. Ein Kellerautomat M heifit determinisiisch,
falls fiir alle z € Z, a € ¥ und 4 €T gilt:

|6(z,a,A)| + |6(z,¢,A)| £1

Es kommt hinzu, dafl deterministisch kontextfreie Kellerau-
tomaten per End:zustend akzeptieren und nicht per leerem
Keller?

2Tatsachlich ist dies fiir deterministische Kellerautomaten ein Unterschied; fiir
nichtdeterministische sind beide Akzeptiermechanismen Aquivalent.
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Eine Sprache heifit deterministisch kontezifres, falls sie von
einem deterministischen Kellerautomaten erkannt wird.

Beispiel: Die Sprache
L={ay...an8a,...a1 | a; € L}
1st deterministisch kontextfrei, nicht jedoch

L'={a,...ana,...a; |a; € L}

Aus der Definition der deterministisch kontextfreien Sprachen ergibt
sich, dafl Konfigurationsbdume zu linearen Ketten “degenerieren”. Das
heilt, die Relation +— wird hier zu einer Funktion, d. h. fiir jede Kon-
figuration k gibt es hochstens eine Konfiguration k' mit & t+— k"

(zﬂa:cs#) — &y I—kzl'— o Ry b— -

Wir erwihnen ohne Beweis den folgenden

Satz.
Di1£ DETERMINISTISCH KONTEXTFREIEN SPRACHEN SIND UNTER

KOMPLEMENTBILDUNG ABGESCHLOSSEN,

Die kontextfreien Sprachen sind - wie bekannt — nicht Schnitt-
abgeschlossen. Das angegebene Gegenbeispiel waren die Sprachen

Ly = {a"t"c" | n,m > 1}
und
L, = {a"b"c™ | n,m > 1}

Man stellt fest, daBl diese Sprachen sogar determinsiisch kontextfrei
sind. Daher sind die deterministisch kontextfreien Sprachen gleichfalls
nicht unter Schnitt abgeschlossen.

Dann kénnen sie aber auch nicht unter Vereinigung abgeschlossen sein:
Wenn dies der Fall wire, lieBe sich der Schnitt mittels Vereinigung und
Komplement nach der deMorgan’schen Regel

L;ﬂLg =f1UE
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darstellen.

Wir fassen zusammen:

Satz.
DIE DETERMINISTISCH KONTEXTFREIEN SPRACHEN SIND nschi

UNTER SCHNITT UND VEREINIGUNG ABGESCHLOSSEN.

Bemerkung: Die deterministisch kontextfreien Sprachen stimmen mt
den sog. LR(k)-Sprachen iiberein. Diese spielen im Compilerbau eine
wichtige Rolle (— Vorlesung iiber Compilerbau oder Syntaxanalyse).

Fiir deterministisch kontextfreie Sprachen ist das Wortproblem in -
nearer Zeil losbar.

1.4 Kontextsensitive und Typ 0-Sprachen

Es sollen nun die Typ 1 und Typ 0 Sprachen gemeinsam behandelt
werden. Gesucht ist ein Automatenmodell, das diese Sprachtypen be-
schreiben kann. Es mufl offensichtlich allgemeiner sein als der Keller-
automat. Die wesentliche Beschrinkung des Kellerautomaten ist die
Zugriffsmoglichkeit auf seinen Speicher. Er darf eben nur nach dem
Kellerprinzip (Last-in, First-out) angesprochen werden.

A M. Turing® schlégt ein Automatenmodell vor, das {(nur ein wenig)
“berechnungsstirker” ist als der Kellerautomat und heute Turingma-
schine genannt wird. Turings Intention war noch viel weitreichender,
némlich eine mathematisch klar beschreibbare Maschine anzugeben, die
allgemein genug ist, um stellvertretend fir jeden beliebigen algorithmi-
schen Berechnungsprozef zu stehen.

Das heiit, Turings Vorstellung ist es, mit der Turingmaschine den
(zundchst nur intuitiv gegebenen) Begriff der Berechenbarkeit, des ef-
fekisven Verfahrens exakt beschrieben zu haben. Man ist heute davon
tiberzeugt, dafl ihm dieses gegliickt ist {siche Churchsche These, nich-
stes Kapitel).

3Alan M. Turing, 1912-1954, englischer Mathematiker, Kryptoanalytiker und
Computerkonstrukteur. Seine 1937 erschienene Arbeit “On computable numbers, with
an apphcation to the Entscheidungsproblem” hat die Berechenbarkeitstheorie, und
damit die Theorie der Informatik, begriindet. |




1.4. TYP 1} UND TYP 0 SPRACHEN 75

Anschaulich beschrieben besteht eine Turingmaschine aus einem (po-
tentiell} unendlichen Band, das in Felder eingeteilt ist. Jedes Feld kann
ein einzelnes Zeichen des sog. Arbeitsalphabets der Maschine enthal-
ten. Auf dem Band kann sich ein Schreib-Lesekopf bewegen. Nur solche
Zeichen, auf denen sich dieser Kopf gerade befindet, konnen in dem
momentanen Rechenschritt verandert werden. Der Kopf kann in einem
Rechenschritt dann wn maximal eine Position nach links oder nach
rechts bewegt werden.

unendliches Band
DjCi0jalbfc!#F|[O0|11j1]0]|0|0O

Schreib-Lesekopf

endliche

Kontrolleinheit

Bandfelder, die von dem Schreib-Lesekopf noch nie besucht und
verindert wurden, enthalten das “Blank”-Zeichen O.

Definition. Eine Turingmaschine (kurz: TM) ist gegeben
durch ein 7-Tupel

M= (Za %, T, 8,2,0, E)
Hierbei sind:
e Z die endliche Zustandsmenge,
e X das Fingabealphabet,

o I' D ¥ das Arbeitsalphabet,

¢ §:ZxI — Z xT x{L,R, N} im deterministischen
Fall (bzw. § : Z xT — P(Z x T x {L,R,N}) im
nichtdeterministischen Fall) die Uberfikrungsfunktion,

® 2p € Z der Startzu.stcind,
e O¢T -3 das Blank,
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o E C Z die Menge der Endzustinde.

Informal erklirt bedeutet
8(z,a) = (2, b,z) baw. é(z,a) 3 (¢, b, z)

folgendes:

Wenn sich M 1m Zustand z befindet und unter dem Schreib-Lesekopf
das Zeichen a steht, so geht M im néchsten Schritt in den Zustand 2’
tiber, schreibt (auf den Platz von a) b auf das Band und fiihrt danach
die Kopfbewegung z € {L,R, N} aus. (Hierbei steht L fiir links, R fiir
rechts und N fiir neutral, also Stehenbleiben).

Definition. FEine Konfiguration einer Turingmaschine ist
ein Wort k € I ZT™.

Inhaltlich bedeutet eine Konfiguration eine “Momentaufnahme” der
TM. Hierbel wird & = azf so interpretiert, daf# «f der nicht-leere,
bzw. schon besuchte Teil des Bandes ist. z ist der Zustand, in dem sich
die Maschine gerade befindet, und der Schreib-Lesekopf steht auf dem
ersten Zeichen von S.

Gestartet werden Turingmaschinen dadurch, daB die Eingabe z € ¥*
schon auf dem Band steht und der Schreib-Lesekopf auf dem ersten
Zeichen von z. Dies wird dargestellt durch die Startkonfiguration zoz.

Definition. Wir definieren auf der Menge der Konfigu-
rationen einer gegebenen Turingmaschine eine zweistellige

Relation |—.
Es gilt:

( ay...a,2'chy. .. b,,

z,0)=(2y,e,N)y m=>20,n>1

b 2 ¢ {11.“0,“62"!)2---!’“1
@ ...GpZ0) ... 0y 6(z,b)) = (#",¢,R), m 20, n > 2

!
Ay -..0;5 12 @mchy ... by,

6(z,5)=(2',e, L)y, m21, n>1

\
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Zwel Sonderfalle miissen separat definiert werden: Wenn
n = 1 und die Maschine nach rechts lduft, so trifft sie auf

ein Blank:

@ --.0mzb — ay ... ane2'0 falls §(z,8) = (7/,¢, R)

Wenn m = 0 und die Maschine nach links 1auft, so trifft sie

gleichfalls auf ein Blank:

zby .. .by — 2z'Oc¢hy . .. b, falls §(z,b;) = (2',¢, L)

Diese Definition ist so gestaltet, dal Konfigurationsbeschreibungen bei
Bedarf verlangert werden, wenn die Maschine links oder rechts ein
neues, bisher noch nicht besuchtes, Zeichen liest. (IDieses Zeichen kann

dann nur ein Blank sein).

Beispiel: Gegeben sei folgende Turingmaschine, die eine Eingabe z €
{0,1}* als Binédrzahl interpretiert und 1 hinzuaddiert:

M= ({Z[], L1y %2y zc}, {03 1}, {0) 13 I:I},5, 20, D) {Ze})

wobel

5(2’0,0)
8(zo, 1)
8(zp, 0)

8(#,,0)
8(z1,1)
6(z,,0) =
6(z2,0) =
8(z2,1) =
(73, Q) =

i

(zO) 03 R)
(ZO) laR)
(zh DaL)

(Zg, 1, L)
(2'1, 0, L)
(ze, 1, V)

(Zz, 0, L)
(Zg, 13 L)
(2,0, R)

Wenn diese Maschine mit der Eingabe 101 gestartet wird, so stoppt
sie schliefllich mit 110 auf dem Band, wobei sich der Schreib-Lesekopf
wieder auf das erste nicht-leere Zeichen zuriickbewegt hat.

zo101 — 12001 — 10201 — 10120 — 10210

— 12,000 |- 221100 — 2,01100 — 0Ogz,1100
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Beim 3. und 7. Konfigurationsiibergang trat der Sonderfall in der Defi-

nition von — auf.

Definition. Die von einer Turingmaschine M akzeptierte
Sprache ist wie folgt definiert:

T(M) = {z € 5 | 202 —" a2f; a,f € T"; z € E}

Wir wollen im folgenden noch spezielle Turingmaschinen betrachten,
die den Teil des Bandes, auf dem die Eingabe steht, niemals verlassen.
Diese nennen wir hnear beschrankte Turingmaschiner (engl. linear bo-
unded automaton, kurz: LBA). Fir eine solche Maschine ist es jedoch
sinnvoll und notwendig, daf sie es erkennen kann, wenn sie sich auf ei-
nem Randfeld befindet. Das “Erkennen” des linken Randfeldes ist kein
Problem, da gerade auf diesem Feld am Anfang der Schreib-Lesekopf
steht. Somit kann sich die Maschine im ersten Rechenschritt dieses Feld
“markieren”, um spéter nicht iiber diesen linken Rand hinauszulaufen.

Der rechte Rand allerdings, also das letzte Zeichen der Fingabe, wird
bei der folgenden Definition jedoch schon in der Startkonfiguration be-
sonders markiert. Hierzu verdoppeln wir das Eingabealphabet ¥ zu
¥'=3XuU{a|ae€ I} Die “cigentliche” Eingabe a,a;...a,-16, wird
auf dem Band reprisentiert durch aja;...an_1d,.

Definition. Eine nichtdeterministische Turingmaschine
heiBt linear beschrinkt, wenn fiir alle aya;...an_ja, € T
und alle Konfigurationen az 8 mit zga1a;3 - ..a, 14, —* azf

gilt: |af| = n.
Die von einer linear beschrinkten Turingmaschine M ak-
zeptierte Sprache ist wie folgt definiert:

T(M) = {a1a3...6,10, € T* | 204103 ... Gn—14n " azf,
o, €T z € E}

Satz.

DIE VON LINEAR BESCHRANKTEN, NICHTDETERMINISTISCHEN
TURINGMASCHINEN (LBAS) AKZEPTIERBAREN SPRACHEN SIND |
GENAU DIE KONTEXTSENSITIVEN (TYP 1) SPRACHEN,
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Beweis: (<) Sei A eine Typ 1 Sprache, also A = L(G),G =
(V.%, P, 5).
Wir beschreiben informal eine TM M, die A akzeptiert: Bei Eingabe von

r = ay...a, Wahlt M zunichst nichtdeterministisch eine Produktion
u — v € P aus. Dann sucht M ein beliebiges Vorkommen von v auf dem
Band auf. Falls ein solches gefunden werden kann, so ersetzt M dieses
Teilwort durch u. (Falls u kiirzer ist als v, so werden alle Bandsymbole
rechts von u entsprechend nach links verschoben). Falls der nicht-leere
Teil des Bandes nur noch die Startvariable S enthilt, so stoppt M
in einem FEndzustand. Ansonsten werden diese nichtdeterministischen
Ersetzungsvorginge wiederholt,

Nun gilt:

z € L{G) gdw es gibt eine Ableitung S = - =z
gdw es gibt eine Rechnung von M, die diese Ableitung
in umgekehrter Richtungl simuliert
gdw z € T(M)

Da. fiir die Regeln u — v € P gilt |u| < |v], ist M linear beschrankt.
(=) Sei umgekehrt A = T(M) fiir eine linear beschrankte Turingma-

schine M. Im folgenden beschreiben wir eine kontextsensitive Gram-
matik, die auf Wortern, die Konfigurationen von M darstellen, ope-
riert. Hierzu miissen wir Konfigurationen so beschreiben, dafl sie aus
nicht mehr Zeichen bestehen als die Eingabe, also der nicht-leere Teil
des Bandes zu Beginn. Wir wihlen zu diesem Zweck das Alphabet
A=TU(Z xT).

Die Konfiguration

wird beispielweise dargestellt durch az, b)cd. Dieses Wort hat nur die
Linge 4 = |abed| (bezogen auf das zugrundeliegende, erweiterte Alpha-
bet A).
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6-Uberginge von M, etwa
§(z,a) 3 (2',b, L)
konnen durch (kontextsensitive) Produktionen beschrieben werden:
c(z,a) = (z',c)b fiir alle c€ T

Die so entstehende Produktionenmenge nennen wir P’ Falls also
k +—* k' unter M gilt, so gilt mittels P": ¥ =* ¥’ (und umgekehrt),
wobei k die oben angegebene Darstellung der Konfiguration % ist.

Die gesuchte kontextsensitive Grammatik G = (V, X, P, S) sieht nun
wie folgt aus:

V = {S,AJU(AxX)

P = {S— Ada)|acT) (1)
U{A — A(a,a) |a € X} (2)
U{A = ({z0,a),a) | a € T} (3)
U{(ay,a)(ag,d) — (ﬂhﬂ)(ﬂg» b) | yag — BBy € P,
a,b € T} (4)
U{({(z,a),b) > b|z€ E, a€T, be X} (8)
U{(a,b) > bla €T, be X} (6)

Die Idee hierbei ist die folgende: Zunéchst sind mittels (1),(2),(3) Ab-

leitungen moglich der Form

S =" ((z0,61),61){a3,8z2) - . . (@n-1, Gn_1)(Gn, ar)

Die ersten Komponenten stellen eine Startkonfiguration (reprisentiert
tiber A) dar, die zweiten Komponenten das zugehdrige Eingabewort.

Nun wird auf den ersten Komponenten mittels P’ (Regelart (4)) eine
Rechnung von M simuliert, bis ein Endzustand erreicht wird:

o2 (1,61) - (Y1 k1) ((2, Ya)s @) (Ye4 1, Bg1) -+ - (s G)
mit z€ E,;€l,a;, €%

Danach konnen mittels (5),(6) alle ersten Komponenten weggelGscht
werden. Es bleibt a, ... a, dbng:

o
.Dl# alblba“
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Man priift leicht nach, daf alle Regeln vom Typ 1 sind. |

Unter Weglassen der linearen Beschranktheit von M bzw. der Typ 1-
Bedingung von G erhalten wir aus obigem Beweis sofort einen Beweis
fiir den folgenden

Satz.
DIE DURCH ALLGEMEINE TURINGMASCHINEN AKZEPTIERBAREN

SPRACHEN SIND GENAU DIE TYP O-SPRACHEN.

Bemerkungen: Der Berechnungsbaum einer nichtdetermimstischen TM
kann von einer deterministischen Turingmaschine systematisch durch-
sucht werden (nach einer Konfiguration mit Endzusta.nd) - allerdings
ist nicht klar, ob die simulierende Maschine Hernach immer noch hnear
beschrénkt ist, wenn es die urspriingliche war.

Das bedeutet: im allgemeinen (Typ 0) Fall spielt es keine Rolle, ob wir
von nichtdeterministischen oder von deterministischen Turingmaschi-
nen reden, denn nichtdeterministische Turingmaschinen konnen durch
deterministische simuliert werden. In der Typ 1-Situation allerdings war
fiir den Aquivalenzbeweis eine nichideterministische TM notwendig. Ob
man in diesem Fall auch mit einer deterministischen auskommen kann,
ist ein bis heute ungelostes Problem, das sog. LBA-Problem. Auf ei-
nen kurzen, formelhaften Nenner gebracht, lautet also die Frage, ob
LBA = DLBA.

1.5 Tabellarischer Uberblick

Wir stellen nun in Tabellenform die wichtigsten Resultate zusammen.
Um die Tabellen jedoch vollstandig zu machen, sind an der einen oder
anderen Stelle auch Ergebnisse eingefiigt, die im Text nicht behandelt
wurden.

Beschreibungsmittel. Mit welchen Mitteln der Beschreibung kann
welcher Sprachtyp dargestellt werden? Meist haben wir zumindest eine
Grammatikart und einen dquivalenten Automaten kennengelernt.
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regulire Grammatik
DFA
P3| Npa
reguldrer Ausdruck
Det. kf L R(k)-Grammatik
© 1 deterministischer Kellerautomat (DPDA)
Tvp 9 kontextfreie Grammatik
P Kellerautomat (PDA)
Typ 1 kontextsensitive Grammatik
P linear beschrinkter Automat (LBA)
Typ 0 - Grammatik
P | Dyringmaschine (TM)

Determinismus und Nichtdeterminismus. Wir stellen zusammen,
inwiewelt beil den verschiedenen Automatenmodellen die deterministi-
sche und die nichtdeterministische Version dquivalent sind.

Nichtdet. Automat | Determ. Automat | dquivalent?
NFA DFA ja
PDA DPDA nein
LBA DLBA ?
™ DTM ja

Die Frage, ob sich nichtdeterministische LBAs &quivalent in determini-
stische umnformen lassen, ist ungeldst. Diese Frage ist als LZBA-Problem
bekannt.

AbschluBleigenschaften. Die betrachteten Sprachklassen sind (sind
nicht) abgeschlossen unter den folgenden Operationen.

Schnitt | Vereinigung | Komplement | Produkt | Stern
Typ 3 ja )a ja Ja ja
Det. kf. { nein nein ja nein nein
Typ 2 nein ja nein ja ja
Typ 1 ja ja ja ja ja
Typ 0 ja ja nein ja ja

Der Abschlul der kontextsensitiven Sprachen unter Komplementbil-
dung wurde erst 1987 von Immerman und Szelepczényi gezeigt, nach-
dem das Problem 1964 von Kuroda gestellt wurde.
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Entscheidbarkeit. Die folgenden Fragestellungen sind (sind nicht)
entscheidbar. Einige der Unentscheidbarkeitsergebnisse konnen erst im
nichsten Kapitel bewiesen werden.

Wort- | Leerheits- | Schnitt- | Aquivalenz-
problem | problem | problem | problem
Typ 3 ja ja ja ja
Det. kf. ja ja nein ?
Typ 2 ja- ja. nein nein
Typ 1 ja nein nein nein
Typ 0 nein nein nein nein

Fir die deterministisch kontextfreien Sprachen ist bisher ungeldst, ob
das Aquivalenzproblem entscheidbar ist (vgl. S. 130).

Wortproblem. Wir greifen noch speziell das Wortproblem heraus
und stellen zusammen, welche Komplexitit entsprechende Algonthmen

haben.

Typ 3 (DFA gegeben)

lineare Komplexitét, S. 48

Det. k.

lineare Komplexitat, S. 74

Typ 2 (CNF gegeben)

Komplexitit: O(n°), S. 63

Typ 1

exponentielle Komplexitat, S. 22

Typ 0

unlosbar, vgl. 5. 19 und S. 117







Kapitel 2

Berechenbarkeitstheorie

2.1 Intuitiver Berechenbarkeitsbegriff
und Churchsche These

Jeder, der programmieren gelernt hat, weifl dafl es so etwas wie einen in-
tuitiven Berechenbarkeitsbegriff gibt. Man hat eine Vorstellung davon,
welche Funktionen (auf den natirlichen Zahlen) berechenbar sind. Al-
lerdings alleine auf dieser Intuition basierend den Nachweis zu fiihren,
dafl eine Funktion nicht berechenbar ist, erweist sich als schwierig bzw.

unmoglich.,

Es ist deshalb notwendig, den intuitiven Begriff in die Form einer ma-
thematischen Defimtion zu bringen. Dann kann es auch gelingen, von

einer Funktion den Nachweis zu fiihren, dafl sie der Definition nichi
entspricht.

Man handelt sich jedoch das neue Problem ein, dafl begriindet werden
muf}, daf} die formale Definition wirklich den intuitiven Begriff erfaft.
Fine solche Begriindung kann immer nur ein Plausibel-machen sein,
jedoch kein mathematischer Bewels, da ja eben der intuitive Berechen-
barkeitsbegriff (noch) nicht formal gefafit ist.

Wir beginnen mit einer Diskussion des intuitiven Berechenbarkeitsbe-
griffs und einigen Beispielen.

Eine (evtl. partielle) Funktion f : IN* — IV soll als berechenber angese-
hen werden, falls es ein Rechenverfahren, einen Algorithmus, gibt (z.B.
in Form eines MODULA-Programms), das f berechnet, d.h. gestartet
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mit (n,,...,nx) € IN* als Eingabe (z.B. so da8 n,,...,n; die Start-
werte der Variablen z,,...,z, sind) soll der Algorithmus nach endlich
vielen Schritten mit der Ausgabe von f(n,,...,n;) stoppen.

Im Fall einer partiellen Funktion (also einer Funktion, die an manchen
Stellen undefimiert ist ) soll der Algorithmus bei der entsprechenden Ein-
gabe nicht stoppen (unendliche Schleife).

Jedem Algorithmus ist also eine Funktion, die durch ihn berechnet wird,

zZugeordnet.
Beispiel 1: Der Algorithmus

INPUT( n );
REPEAT UNTIL FALSE;

“berechnet” die total undefinierte Funktion 2 : n -+ undef.

Bewspiel 2: Die Funktion

(1 falls n ein Anfangsabschnitt der
f(n) = ¢ Dezimalbruchentwicklung von = ist

| 0 sonst

(Bsp. £(314) = 1, f(5) = 0) ist berechenbar, denn es gibt Niherungsver-
fahren fiir die Zahl 7. (Es gibt z.B. Zahlenfolgen, die auf 7 konvergieren
— zusammen mit einer Abschatzung des Fehlers). Diese brauchen nur

bis die entsprechende Genauigkeit erreicht ist, berechnet werden.

Beispiel 8: Die Funktion

(1 fallsn irgendwo in der
g(n) = ¢ Dezimalbruchentwicklung von 7 vorkommt

| 0 sonst

1st moglicherweise nicht Ib‘?grechenbar. Unser bisheriges Wissen uber die
Zabl 7 reicht nicht aus, um eine Entscheidung tiber Berechenbarkeit
oder Nicht-Berechenbarkeit zu treffen.

Interessanterweise konnte die Funktion g aus folgendem Grund bere-
chenbar sein: Die Ziffernfolge von 7 ist anscheinend so “zuféllig”, also
kann es doch sein, daBl jede Ziffernfolge irgendwann mal vorkommt. In
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diesem Fall wére g(n) = 1 fiir alle n. Eine solche konstante Funktion
ist sicher berechenbar.

Beispiel 4: Die Funktion

mindestens n-mal hintereinander eine 7 vorkommt

1 falls in der Dezimalbruchentwicklung von w irgendwo
h(n) =
0 sonst

hat anscheinend einen #hnlich unsicheren Status wie ¢, was ihre Bere-
chenbarkeit betnifft. Dies scheint jedoch nur so zu sein: A 13t berechen-
bar! Der Grund ist folgender: Entweder kommen beliebig lange 7-er
Folgen in 7 vor. Dann gilt: h(n) = 1 fiir alle n. In diesem Fall ist &
sicher berechenbar. Oder aber, es gibt eine Zahl ny, so dal es in 7 7-er
Folgen bis zur Lange n,, aber nicht ng+1 gibt. Auch in diesem Fall 1st A
einfach berechenbar: Es ist A(n) = 1, falls n < ny, und h(n) = 0, sonst.
In jedem dieser Falle gibt es einen Algorithmus zur Berechnung von
h, und genau einer dieser Falle mufl vorliegen. Man beachte, dafi die
obige Berechenbarkeitsdefinition nicht konstruktiv ist: Fir die Bere-
chenbarkeit genligt es, daBl ein Algorithmus existiert, wir miissen nicht
unbedingt in der Lage sein, diesen existierenden Algorithmus auch ex-
plizit anzugeben (wie es bei diesem Beispiel der Fall ist: Wir wissen
nicht, welcher der beiden Falle vorliegt, und im zweiten Fall kennen wir

auch n, nicht).

Ein ahnliches Beispiel ist

. 1 falls das LBA-Problem eine positive Losung hat
Hn) = 0 sonst.

Unsere momentane Unwissenheit iiber den Status des LBA-Problems
(vgl. S. 81) andert nichts daran, daB ¢ berechenbar ist, denn ¢ ist ent-
weder die kopsta.nte 1-Funktion oder konstante 0-Funktion.

Im obigen Beispiel 2 wurde der reellen Zahl 7 eine Funktion f, die wir
der Deutlichkeit halber jetzt f. nenmen, zugeordnet. Diese Funktion
fx 18t berechenbar, da es Naherungsverfahren fiir 7 gibt. Ahnlich ist

auch die Funktion f. berechenbar, die der Eulerschen Konstanten e
zugeordnet ist.

Frage: Gilt, dafl fur jede reelle Zahl r die zugeordnete Funktion f, be-
rechenbar ist? Antwort: Nein, denn es gibt iberabzdhlbar viele reelle
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Zahlen, aber nur abzéhlbar viele Rechenverfahren. Je zwei verschiede-
nen reellen Zahlen mifiten ja auch zwe verschiedene Rechenverfahren
zugeordnet werden. Die Abzdhlbarkeit der Menge der Rechenverfahren
ergibt sich daraus, dal Rechenverfahren notwendigerweise durch einen
endlichen Text beschrieben werden miissen. In diesem Sinne gibt es also
berechenbare reelle Zahlen und nicht-berechenbare reelle Zahlen. (Diese
Unterscheidung hat nichts mit rational/irrational zu tun, nur insoweit,
dafl rationale Zahlen immer berechenbar sind). .

Wir werden im folgenden verschiedene Vorschlage kennenlernen, den
intuitiven Berechenbarkeitsbegriff formal zu definieren: Turingmaschi-
nen, WHILE-Programme, GOTQO-Programme, u-rekursive Funktionen.
Die historisch ersten dieser Definitionen (von Turing und Church) ge-
hen auf 1936 zuriick. Erstaunlicherweise hat sich gezeigt, daf alle diese
Definitionen — so unterschiedlich ihre Konstruktion ist — untereinan-
der #quivalent sind. Verschiedene dieser Aquivalenzen werden wir im
folgenden nachvollziehen.

Aufgrund dessen, daB all diese Aquivalenzen gelten und daB sich nie-
mand in der Lage sah, einen noch umfassenderen Berechenbarkeitsbe-
griff zu erfinden, ist man heute davon tberzeugt, mit den angegebe-
nen Definitionen genau den Berechenbarkeitsbegriff erfafit zu haben.
Das heifit, wenn von einer Funktion nachgewiesen ist, dafl sie nicht
Turingmaschinen-berechenbar ist, dann folgt aus dieser Uberzeugung,
daf} die Funktion #berhaupt nicht berechenbar ist.

Diese Uberzeugung oder Hypothese faft man unter dem Namen
Churchsche These zusammen, die — wie bereits diskutiert — nicht be-
weisbar, aber allgemein akzeptiert, ist.

Churchsche These.

DIE DURCH DIE FORMALE DEFINITION DER Turing-Berechen-
barkeit (AQUIVALENT: WHILE-Berechenbarkest, GOTO-Berechen-
barkest, u-Rekursivitét) ERFASSTE KLASSE VON FUNKTIONEN

STIMMT GENAU MIT DER KLASSE DER IM INTUITIVEN SINNE BE-
RECHENBAREN FUNKTIONEN UBEREIN.

Gelegentlich findet sich in der Literatur die Formulierung, dafl ein Be-
wels die Churchsche These benutzt. Dies bedeutet dann, dal im Ver-
lauf des Beweises entweder in Umgangssprache oder in einer Program-
miersprache ein Algorithmus formuliert wird und dann argumentiert
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wird: Da ein intuitiver Algorithmus existiert, existiert auch eine entspre-
chende Turingmaschine. Mit einer solchen Turingmaschine wird dann
weitergearbeitet, ohne diese Turingmaschine je direkt angegeben zu ha-
ben.

2.2 Turing-Berechenbarkeit

Turings Vorschlag zu einer formalen Definition des Berechenbarkeits-
begriffs basiert auf der - nach ihm benannten - Turingmaschine. Er
ging hierbel von der Idee aus nachzuempfinden, wie ein Mensch eine
systematische Berechnung, wie etwa eine Multiplikation nach der Schul-
methode, durchfiihrt. Er verwendet hierzu ein Rechenblatt — in Felder
eingeteilt — auf dem die Rechnung, samt aller Zwischenergebnisse, no-
tiert wird, Zur Verfiigung stehen ihm hierbel ein Schreibwerkzeug und
evtl. ein Radierer, um Zeichen auf Felder zu notieren bzw. wieder zu
l6schen. |

Die jeweilige Aktion héngt nur von wenigen (endlich vielen) Symbolen
ab, die sich im Umfeld der aktuellen Position des Schreibwerkzeugs
befinden. Die Rechnung wird hierbei gesteuert von einem endlichen
Programm.

Die formale Definition der Turingmaschine wurde bereits gegeben.
Sie stellt noch eine gewisse Vereinfachung obiger Ideen dar: das 2-
dimensionale Rechenblatt wird reduziert zu einem 1-dimensionalen
Rechenband, das Schreibwerkzeug und der Radierer verschmelzen zu
einem einzigen Schreib-Lesekopf, wie bei einem Tonbandgerdt. Man
kann jedoch nachweisen, daB auch anscheinend allgemeinere Definitio-
nen (mehrere Bénder, 2- bzw. n-dimensionales Band, mehrere Schreib-
Lesekopfe, getrennter Schreib- und Lesekopf, etc.) durch das einfache
Modell simuliert werden konnen.

Bisher verwendeten wir Turingmaschinen fir das Akzeptieren von Spre-
chen, nun mussen wir die Definition modifizieren, um das Berechren von
Funkiionen zu erfassen. Wir geben gleich zwei Definitionen von Turing-
Berechenbarkeit an, eine fiir Funktionen auf natiirlichen Zahlen, eine
fiir Funktionen auf Wortern.

Definition. Eine Funktion f : IN* — IV heiit Turing-
berechenbar, falls es eine (deterministische) Turingmaschine
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M gibt, so daB fiir alle n;,...,ns, m € IV gilt:

f(ni,...,ng) =m

genau dann wenn
zobin(n))#n(n)# ... fbin(ny) +—" 0...0z,lin(m)0D... 0O
wobel 2. € E.

Hierbei bezeichnet bin(n) die Binidrdarstellung der Zahl n €
IN (ohne fiihrende Nullen).

Definition. Eine Funktion f : £* — ¥* heifit Turing-
berechenbar, falls es eine (deterministische) Turingmaschine
M gibt, so daB fiir alle z,y € X* gilt:

Hz)=y
genaun dann wenn
oz " 0...0240.,..0
wobel 2z, € F.

Man beachte, da bei beiden Definmitionen indirekt ausgedriickt wird,
dafl im Falle von f(z) = undefiniert die Maschine M 1n eine unendliche
Schleife gehen kann.

Besspiel: Die Nachfolgerfunktion n + n + 1 ist Turing-berechenbar.
Eine entsprechende Turingmaschine wurde im vorigen Kapitel angege-
ben (Seite 77), denn diese Maschine transformiert bin(n) in bin(n +1).

Besspiel: Die iiberall undefinierte Funktion 2 ist Turing-berechenbar,
etwa durch die Maschine:

6(zg,a) = (29,a,R) Hirallea €T

Beispiel: BekanntermaBen ist eine Sprache vom Typ 0, wenn sie von
einer Turingmaschine akzeptiert wird. Das heifit, fiir genau diejenigen
Worter w stoppt die Maschine nach endlich vielen Schritten in einem
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Endzustand, fiir die w € A gilt. Fiir Worter w ¢ A braucht die Maschine
nicht einmal zu stoppen — jedenfalls nicht in einem Fndzustand. Dies
entspricht genau derselben Situation wie bel einer Turingmaschine, die

die folgende Funktion x/, : ¥* — {0, 1} berechnet:

' (w) = 1, we€E A
XA =Y undefiniert, wd A

Die oben angegebene Turingmaschine, die fiir die Typ 0-Eigenschaft
von A verantwortlich ist, kann leicht so umkonstruiert werden, dafl sie
die Funktion x/, berechnet (und umgekehrt). Daher stimmen die Typ 0-

Sprachen genau mit den sem:-entschesdbaren Sprachen {iberein (vgl. die

ausfithrlichere Diskussion, Seite 114).

Eine Mehrband- Turingmaschine kann auf £ > 1 vielen Béandern un-
abhéngig voneinander operieren, d.h. sie hat k Schreib-Lesekopfe, die
in jvdem Schritt lesen, schreiben und sich unabhangig voneinander be-
wegen kdnnen. Formal kann eine solche Maschine erfaBt werden, indem
wir 6 als eine Funktion von Z x I'* nach Z x I'* x {L, R, N}* ansetzen.
Der Begriff der Konfiguration, der von der Turingmaschine akzeptierten
Sprache bzw. berechneten Funktion kann entsprechend verallgemeinert

werden.

Wir zeigen nun, daf eine Mehrband-Turingmaschine nicht mehr “Be-
rechnungskraft” besitzt als das Einfach-Modell mit einem Band. Das
bedeutet, wenn es darum geht, irgendeine Turingmaschine mit be-
stimmten Berechnungsféhigkeiten anzugeben, dafl wir zunéchst auch
eine Mehrband-Turingmaschine angeben kdnnen — was oft wesentlich
einfacher ist — und uns dann auf den folgenden Satz berufen kénnen.

Satz.

ZU JEDER MEHRBAND-TURINGMASCHINE M GIBT ES EINE
(EINBAND-) TURINGMASCHINE M’ MIT T(M) = T(M') BZW. SO,
DASs M' DIESELBE FUNKTION BERECHNET WIE M.

Beweis: Sel k die Anzahl der Bander von M und sei I' das Arbeitsal-
phabet von M. Die Idee ist, daB wir das Band von M’ in 2k “Spuren”
unterteilen, so dafl eine Konfiguration von M, wie etwa
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[ r———

~ 1Q11aA133 (B¢ {85 (8¢ | A7 |a8 09!010

)

by [ b2 b | by )b bejb'rjbsbobw

simuliert wird durch

a3|Q4|G5(3¢|G7)ag |Gg
*
by libz | b3 {ba|bs|bg|br}bs|bo
*
Cl{lC2|€C3lCa|Cs(Ca{C?(Ca|Co

M"I *

Das heifit zunachst, da8 das Arbeitsalphabet von M’ als I =T U(T'U
{#})* gewshlt wird, um diese Darstellung in Spuren zu ermdglichen.

M' simuliert M wie folgt: Gestartet mit der Eingabe z,27...2, € T*
erzeugt M’ zundchst die Darstellung der Startkonfiguration von M in
der angegebenen Spuren-Darstellung. Sodann simuliert M’ jeweils ei-
nen Schritt von M durch mehrere Schritte, und zwar folgendermaflen.
M startet die Simulation so, dai der Schreib-Lesekopf links von allen
*-Markierungen steht. M’ geht nach rechts, bis alle ¥ Markierungen
iberschritten wurden. M’ “wei” mun, welche Zeile der §-Funktion von
M anzuwenden ist (d.h. M’ ist in einen entsprechenden Zustand iiber-
gegangen — hierzu muf gelten: {Z'| > |Z x I'*|). Dann geht M’ wieder
nach links {iber alle £ w-Marken hinweg und fiihrt alle entsprechenden
Anderungen aus. |

Wir vereinbaren nun folgende Notation: Wenn M eine 1-Band-
Turingmaschine ist, so bezeichnet M(3,k), ¢ < k, diejenige k-Band-
Turingmaschine, die wir aus M dadurch erhalten, dafl die Aktionen
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von M nun auf Band : ablaufen und alle anderen Bander unverandert
bleiben. Etwas konkreter: Sei 6(z,a) = (2',b,y), ¥y € {L,R, N}, eine
typische Zeile der é-Funktion von M. In M(3,5) etwa sieht dies dann

folgendermaflen aus:
6(z,c1,c3,ayC3,€4) = (2', 01,2, 0,63, ¢4, N, N,y, N,N)

fiir alle Cy,C2,C3,Cq €I

Falls die Gesamtzahl der Bander £ der Mehrband-Turingmaschine
eine untergeordnete Rolle spielt (k ist eben einfach “geniigend grofi”
gewihlt), so schreiben wir nur M(t) anstatt M(z, k).

Die +1 - Addiermaschine von Seite 77 bezeichnen wir mit
“Band:=Band+1” und anstelle von “Band:=Band-1"(?) schreiben wir
“Band s:=Band ¢ + 1”. In #hnlicher Weise kénnen wir auch Mehrband-
maschinen erhalten, die die Operationen “Band ¢ := Band 1 - 1”7, “Band
? := 0” und “Band ¢t == Band 3” ausfiihren.

Als néchstes wollen wir (1-Band- oder Mehrband-) Turingmaschinen
“hinter¢inanderschalten”. Seien etwa M; = (Z;, %, I, 6;, 25,0, E;), ¢ =
1,2, zwei Turingmaschinen, so bezeichnen wir durch (Fluldiagramm-

notation)

start —— M, ——— M; ———— stop

oder durch (Programmiersprachen-Notation)

Ml;Mg

eine neue Turingmaschine
M=(2,U2Z3,%,T'1 Ul 6,2,0, E)
wobei {ohne Bescbrii:nkung der Allgemeinheit) Z, N Z; = § und

' 6=61U62U{(zc)a)z21a'1N) 'ze EEI)GEPI}




94 KAPITEL 2. BERECHENBARKEITSTHEORIE

Beispiel:

start

|

“Band:=Band+1”

|

“Band:=Band+1”

|

“Band:=Band+1”

stop

ist eine Turingmaschine, die 3 hinzuaddiert.

In #dhnlicher Weise bezeichnen wir mit .

start —— M -——z-'—s-l-—-Ml —W stop

M,

|

stop

eine Turingmaschine, wobel vom Endzustand z., von M aus nach M,
ubergegangen wird, und von z., aus nach M,.

Betrachten wir noch eine spezielle Turingmaschine, die wir mit
“Band=0?7" bezeichnen: Es ist Z = {zp, z1, ja,nein}; Startzustand ist
zo; Endzustdnde sind je und nein. Es ist

6(z0,@) = (nein,a,N) fiura#90

6(z0,0) = (z1,0,R)
6(z1,a) = (nein,a,L) fira#0O
§z,0) = (7a,0,1)

Anstatt “Band=07"() schreiben wir: “Band 1 = 0?”

Sei M eine beliebige Turingmaschine. Dann nennen wir die Maschine




2.3. LOOP, WHILE, GOTO-BERECHENBARKEIT 95

start

|

“Band i = 077 42— stop

Y
l nein

M
L

fortan “WHILE Band 7 # 0 DO M™.

Man erkennt, da} wir nun schon verschiedene einfache Programmier-
sprachen-dhnliche Konzepte mit einer Mehrband-Turingmaschine si-
mulieren konnen: Die Bandinhalte kénnen als die Variablenwerte an-
gesehen werden, es gibt einfache Wertzuweisungen, die Hintereinan-
derreihung von Programmen ist mdglich, eine einfache Abfrage und
eine While-Schleife kénnen programmiert werden. AuBerdem 148t
sich jede solche Mehrband-Turingmaschine wieder durch eine 1-Band-

Turingmaschine simulieren. Wir greifen dies im néchsten Kapitel wieder
auf.

2.3 LOOP-, WHILE- und
GOTO-Berechenbarkeit

Wir betrachten eine einfache Programmiersprache, genannt LOOQOP.
LOQP-Programme sind aus folgenden syntaktischen Komponenten auf-
gebaut.

Variablen: zo 2y z5 ...
Konstanten: 0 1 2 ...
Trennsymbole: ; =

Operationszeschen: + —

Schlisselworter: LOOP DO END

Die (induktive) Definition der Syntaz von LOOP-Programmen ist wie
folgt erklart.
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Jede Wertzuwelsung der Form

z; '= r;tc

bzw.

T; 1= T;—¢
ist ein LOOP-Programm (wobel ¢ eine Konstante 1st).
Falls P, und P; bereits LOOP-Programme sind, dann auch

by P,

Falls P ein LOOP-Programm ist und z; eine Variable, dann ist auch
LOOP z; DO P END

ein LLOOP-Programm.

Die Semantik von LOOP-Programmen ist wie folgt definiert.

Bei einem LOOP-Programm, das eine k-stellige Funktion berechnen
soll, gehen wir davon aus, daB dieses mit den Startwerten n;,...,n; €
IN in den Varnablen z,,...,z; gestartet wird und alle anderen vorkom-
menden Variablen den Anfangswert 0 haben.

Die Wertzuweisung z; := z;+ ¢ wird wie Gblich interpretiert: der neue
Wert der Variablen z; berechnet sich zu z; + ¢, wobel ¢ eine Konstante
ist. Bel z; := z; — ¢ wird die modifizserte Subirakiton verwendet, also
falls ¢ > z;, so wird das Resultat auf 0 gesetzt. (Die Variablen kénnen
also nur Werte € IN annehmen).

Ein LOOP-Programm der Form P;; P, wird so interpretiert, dal zuerst
P, und dann P, auszufiihren ist.

Ein LOOP-Programm der Form LOOP z; DO P END wird so interpretiert,
daB das Programm P sooft ausgefithrt wird, wie der Wert der Variablen

z; zu Beginn angibt. (Andem des Variablenwerts von z; im Innern von
P hat also keinen Einflul auf die Anzahl der Wiederholungen).

Das Resuliat der Berechnung eines LOOP-Programms (nach
Ausfithrung des LOOP-Programms) ergibt sich als Wert der Variablen

Zo.

Definition. Eine Funktion f : IN* — IV heifit LOOP-
berechenbar, falls es ein LOOP-Programm P gibt, das f
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in dem Sinne berechnet, daB P, gestartet mit n;,...,n; In
den Variablen z,,...,2; {und 0 in den restlichen Variablen)
stoppt mit dem Wert f(n;,...,nx) in der Variablen z,.

Es ist klar, dafi alle LOOP-berechenbaren Funktionen totale Funktionen
sind, denn jedes LOOP-Programm stoppt zwangsldufig nach endlicher
Zeit. (Mit LOOP-Programmen ist es nicht moglich, eine unendliche
Schleife zu programmieren). Es stellt sich sofort die Frage, ob alle tota-
len und intuitiv berechenbaren Funktionen bereits LOQOP-berechenbar
sind. Wir werden sehen, daBl dies nicht der Fall ist: Die Ackermann-
funktion ist ein Beispiel fiir eine totale und berechenbare Funktion, die
nicht ,OOP-berechenbar ist (siehe Abschnitt 2.5).

Die allgemeine Form der Wertzuweisung gestattet auch die Simulation
von spezielleren der Form z; := z; (man setze ¢ = 0) und z; := ¢
(man verwende fiir z; eine weiter nicht benutzte Variable, die noch den
Anfangswert 0 hat).

Ebenso ist es einfach, das Konstrukt IF-THEN-ELSE nachzuahmen, etwa
wie folgt. Es soll

IF z =0 TREN A EXD
simuliert werden. Dies wird erreicht durch

y =1
LOOP x DO y:=0 END;
LOOP y DO A END

Kompliziertere IF-Bedingungen kann man dementsprechend formulie-
ren. Bei der Angabe von speziellen LOOP-Programmen verwenden wir
im folgenden solche simulierbare Konstrukte wie IF, um Schreibarbeit
7U Sparen.

Besspiel: Die Additionsfunktion ist LOOP-berechenbar mittels

To 1= Ty;

LOOP Iy DO To = Zo + 1 END

Wir nennen dieses Programmstiick kurz zo := z; + z2 und verallgemei-
nern dies auch auf beliebige andere Variablen-Indizes, etwa z; := z;+zk.
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Die Multiplikationsfunktion ist — basierend auf der Addition — LOOP-
berechenbar durch:

g . — 0,

1.0oP T3 DO To ‘= Zo + Z; END

Man beachte, dafl dies implizit zwel ineinander verschachtelte LOOP-
Schleifen sind.

Analog kann man die Operationen MQOD und DIV definieren. Wir er-
lauben uns im folgenden, LOOP-Programme mit komplizierteren Wert-
zuweisungen aufzuschreiben, etwa

z := (y DIV z) + (2 MOD 5) »y

mit dem Versténdnis, dal diese Wertzuweisungen in die elementare
Form, wie sie von der Definition her vorgesehen ist, umgeschrieben wer-
den kénnen.

Wir erweitern nun die LOOP-Programme noch um ein weiteres
Konzept: die WHILE-Schleife, und erhalten dadurch die WHILE-

Programme.

Die Syntaz von WHILE-Programmen enthalt alle Konzepte, wie sie bei
LOOP-Programmen vorkommen, mit folgendem Zusatz:

Falls P ein WHILE-Programm ist und z; eine Variable, dann ist auch
WHILE z; # 0 DO P END

ein WHILE-Programm.

Die Semantsk dieses neuen Konstrukts ist so definiert, dafl das Pro-
gramm P solange wiederholt auszufiihren ist, wie der Wert von z; un-
gleich Null ist.

Es ist klar, daB8 wir nun nachtrﬁglicl-l das Konzept der LOOP-Schleife
wieder fallenlassen konnten, denn

LOOP z DO P END

kann simuliert werden durch
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y = ;

WHILEy #0D0 y:=y—1; P END

Deflnition. Eine Funktion f : IN¥ — IV heifit WHILE-
berechenbar, falls es ein WHILE-Programm P gibt, das f
in dem Sinne berechnet, da P, gestartet mit ny,...,n; in
den Variablen 2y,...,z; (und 0 in den restlichen Variablen)
stoppt mit dem Wert f(ny,...,n;) in der Variablen 24 -
sofern f(nj,...,nx) definiert ist, ansonsten stoppt P nicht.

Im Kapitel tiber Turingmaschinen wurde angedeutet, dal Wertzuwei-
sungen, Sequenzenbildung (Hintereinanderschalten) von Turingmaschi-
nen und WHILE-Schleifen auf einer Mehrband-Turingmaschine simu-
lierbar sind. Hierbei entspricht dem i-ten Band der Turingmaschine
gerade die Vanable z; des WHILE-Programms, wober der Wert einer
Variablen auf dem Band in Binardarstellung dargestellt wird.

Schlieflich kann noch jede Mehrband-Turingmaschine wieder durch eine
(1-Band-) Turingmaschine simuliert werden.

Mit dieser Diskussion erhalten wir:

Satz.

L
TURINGMASCHINEN KONNEN WHILE-PROGRAMME SIMULIEREN.
DAs HEISST, JEDE WHILE-BERECHENBARE FUNKTION IST AUCH
TURING-BERECHENBAR.

Wir werden gleich sehen, daB8 auch die Umkehrung gilt. Hierzu betrach-
ten wir noch einen Zwischenschritt: die GOTO-Programme.

GOTO-Programme bestehen aus Sequenzen von Anweisungen A;, die
jeweils durch eine Marke M; eingeleitet werden:

My Ay My: Ag; ..y My Ay

Als mogliche Anweisungen A; sind zugelassen:
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Wertzuwessungen: z;:=2z;% ¢
unbedingter Sprung: GOTO M;
bedingter Sprung: IF z; = ¢ THEN GOTO M;

Stopanwessung: HALT

Beim Niederschreiben von GOTO-Programmen lassen wir Marken, die
niemals angesprungen werden konnen (da sie hinter keinem GOTO vor-
kommen), oft auch weg.

Die Semantik solcher Programme sollte klar sein. (RALT-Anweisungen
beenden ein GOTO-Programm -~ die letzte Anweisung eines GOTO-
Programms sollte, wenn es kein GOTO ist, ein HALT sein). GOTO-
Berechenbarkeit definiert man dann entsprechend der Definition von
WHILE-Berechenbarkeit. Es ist klar, dal GOTO-Programme auch in
unendliche Schleifen geraten kénnen (M, : GOTO M,).

Jedes WHILE-Programm kann durch ein GOTO-Programm simuliert
werden, denn eine WHILE-Schleife

WHILE z; 3 0 DO P END
kann simuliert werden durch:

M,: IF z; = 0 THEN GOTO M,;
P
GOTO M, ;

M,: ...

Wir fassen zusammen:

Satz.

JEDES WHILE-PROGRAMM KANN DURCH EIN GOTO-PRro-
GRAMM SIMULIERT WERDEN. DAS HEISST, JEDE WHILE-
BERECHENBARE FUNKTION IST AUCH GOTO-BERECHENBAR.

Wir werden nun auch die Umkehrung zeigen, die auf den ersten Blick
nicht ganz offensichtlich ist. Wie simuliert man ein GOTO-Programm
durch ein WHILE-Programm?
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Gegeben sei ein GOTO-Programm
M, - Ay My Ag; ... s Myt A

Wir simulieren dies durch ein WHILE-Programm mit nur efner
WHILE-Schleife wie folgt:

count := 1;

WHILE count # 0 DO
IF count = 1 THEN Aj END ;
IF count = 2 THEN A} ERD;

IF count = k THEN A} END ;
END

Hierbei ist A! folgendermaflen definiert:

[ z; =z X ¢; count := count+1 falls A; = z;:=2z;+¢

count :=n falls A; = GOTO M,
Al =
1IF z; = ¢ THEN count :=n folls A: = IF z; = ¢
ELSE count := count 4+ 1 END 4= THEN GOTO M,

. count =0 falls A; = HALT

Wir fassen zusammen:

Satz.
JEDES GOTO-PROGRAMM KANN DURCH EIN WHILE-PRO-

GRAMM (MIT NUR EINER WHILE-SCHLEIFE) SIMULIERT WER-
DEN. ALSO IST JEDE GOTQO-BERECHENBARE FUNKTION AUCH

WHILE-BERECHENBAR.

Wir heben den Aspekt, dafl die Simulation mit nur einer WHILE-
Schleife auskommt, im folgenden Satz besonders hervor.
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Satz. (KLEENESCHE NORMALFORM FirR WHILE-PRoO-
GRAMME)

JEDE WHILE-BERECHENBARE FUNKTION KANN DURCH EIN
WHILE-PROGRAMM MIT NUR EINER WHILE-SCHLEIFE BE-
RECHNET WERDEN.

Beweis: Sei ein beliebiges WHILE-Programm P zur Berechnung ei-
ner Funktion f gegeben. Wir formen P zunéchst um in ein dquivalen-
tes GOTO-Programm P’ und dann wieder zuriick in ein aquivalentes
WHILE-Programm P”. Dieses hat nur noch eine WHILE-Schleife. W

Als ni#chstes zeigen wir noch, daB Turingmaschinen durch GOTO-
Programme simuliert werden konnen und haben damit dann alle im
folgenden Diagramm eingetragenen Pfeile bewiesen.

4 N

GOTO =X WHILE — TM

LOQOP

Es gilt also durch einen Ringschluf}, daf Turing-Berechenbarkeit,
WHILE-Berechenbarkeit und GOTO-Berechenbarkeit ein und das-
selbe sind, wihrend die LOOP-berechenbaren Funktionen eine echte
Teilmenge der WHILE-berechenbaren Funktionen (sogar der totalen
WHILE-berechenbaren Funktionen) ausmachen.

Sei M = (Z,%2,T,8,2,0,FE) eine Turingmaschine zur Berechnung ei-
ner Funktion f. Wir simulieren M durch ein GOTO-Programm, das
folgendermaflen aufgebaut ist:

Ml:Pl; MQ:PQ; M3:P3

Hierbel transformiert P, die eingegebenen Anfangswerte der Varia-
blen in Bindrdarstellung und erzeugt eine Darstellung der Startkon-
figuration von M, die sich in den Variablenwerten dreier Variablen
z,y, z widerspiegelt. Wir geben diese Codierung von Turingmaschinen-
Konfigurationen in 3 natiirliche Zahlen gleich im Detail an.
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P, fiithrt eine Schritt-fiir-Schritt-Simulation der Rechnung von M durch
— durch entsprechendes Verandern der Variablenwerte von z,y, z.

Ps schlieflich erzeugt aus der codierten Form der Endkonfiguration in
z,y, z die eigentliche Ausgabe in der Ausgabevariablen z;.

Man beachte, dafi P, und P; gar nicht von M’s Uberfiihrungsfunktion
6 abhéngen, sondern nur Ps.

Seien die Mengen Z und I' durchnumeriert:

Z = {Zl,...,zk}
und
= {ay,..-,6m}
Sel auflerdem & eine Zahl mit & > |I'|. Dann reprisentieren wir eine

Turingmaschinen-Konfiguration

L7 YRR a,-pzmjl aan aj.-q

dadurch, da die drei Programmvariablen z,y, z die Werte

Ir = (3'1 . .ip)b

Yy (jq'--.fl)b
z = 1

annehmen. Hierbei bedeutet (z;...1,)s die Zahl ¢;...t, in b-nérer Dar-

stellung, also:
4
p=1

Analoges gilt fir y (die Ziffern stehen hier jedoch in umgekehrter Rei-
henfolge).

Das GOTO-Programmstiick M; : P, hat nun folgende Form:

My: a:=y MOD b,
IF (z = 1) AND (@ = 1) THEN GOTC M;, ;
IF (z = 1) ARD {(a = 2) THEN GOTO M, ;

IF (z = k) AND (a = m) THEN GOTO M, ;
M11: @
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GOTO M2 s
M: ®
GOTO M, )

Wir beschreiben nun, was an den durch & bezeichneten Stellen passiert.
Greifen wir reprisentativ das Programmstiick, das mit der Marke M;;
beginnt, heraus. Nehmen wir an, da8# die entsprechende é-Anweisung
lautet:

6(zi,a;) = (zir, a5, L)
Dies kann durch folgende Anweisungen simuliert werden:

z:=1
y:=y DIV ¥
y:=b*y+
y :=b*y+ (z MOD b);
z:=z DIV &

Entsprechend kann man sich die anderen Félle vorstellen. Falls z; End-
zustand ist, so beenden wir & einfach durch

Die Konstruktionen von P; und P; sind einfach und werden hier nicht
ausgefithrt,

Wir fassen zusammen:

Satz.

| GOTO-PROGRAMME KONNEN TURINGMASCHINEN SIMULIEREN.
ALSO 1IST JEDE TURING-BERECHENBARE FUNKTION AUCH
GOTO-BERECHENBAR.
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2.4 Primitiv rekursive und y-rekursive
Funktionen

Einer der historisch ersten Ansitze, den Berechenbarkeitsbegriff zu fas-
sen - zeitlich parallel zu Turings Ansatz — definiert induktiv eine Klasse
von Funktionen, indem zunachst verschiedene Anfangsfunktionen ange-
geben werden, die per Definition in der Klasse enthalten sind. Sodann
werden verschiedene Prinzipien angegeben, wie aus Funktionen, die in
der Klasse liegen, neue Funktionen gewonnen werden kénnen.

Definition. Die Klasse der primstiv rekursiven Funkiionen
(auf den natiirlichen Zahlen) ist induktiv wie folgt definiert:

1. Alle konstanten Funktionen sind primitiv rekursiv.
2. Alle identischen Abbildungen (Projektionen) sind pri-

mitiv rekursiv. (Hierunter fillt beispielsweise auch eine

dreistellige Funktion, die auf die zweite Komponente
abbildet).

3. Die Nachfolgerfunktion auf den natiirlichen Zahlen ist
primitiv rekursiv.
4. Jede Funktion, die durch Einsetzung (Komposition)

von primitiv rekursiven Funktionen entsteht, ist selber
auch primitiv rekursiv.

5. Jede Funktion, die durch sog. primitive Rekursion aus
primitiv rekursiven Funktionen entsteht, 1st primitiv

rekursiv. Primitive Rekursion bedeutet, dafl die Defi-
nition von f(n+1,...) zuriickgefiihrt wird auf f(%,...).
Formaler, f mufl ein Gleichungssystem der folgenden
Form erfiillen:

F0,..) = g(.)
f(n+1,..0) = h(f(n,...),...)

wobel g, h bereits primitiv rekursive Funktionen sind.

Beispsel: Die Additionsfunktion add : IN? — IV ist primitiv rekursiv,
denn sie kann dargestellt werden als
add{0,z) = =z (identische Abbildung)
add(n +1,2) = s(add(n,z)) (s ist die Nachfolgerfunktion)
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Das heiflt, die Additionsfunktion 1laBt sich mittels primitiver Rekursion
definieren, basierend auf einer identischen Abbildung und der Nachfol-
gerfunktion.

Ahnlich 188t sich die Multiplikation definieren, basierend auf einer kon-
stanten Funktion und der Additionsfunktion.

mult(0,z) = 0 (konstante Funktion)
mult(n+1,z) = add(mult(n,z),z)

Es ist emnsichtig, dafl alle primitiv rekursiven Funktionen intuitiv be-
rechenbare Funktionen sind, denn die Basisfunktionen (gemif 1., 2.
und 3.) sind berechenbar und sowohl die Einsetzung (gemifl 4.) als
auch die primitive Rekursion (gemifl 5.) erzeugen aus berechenbaren
Funktionen wieder solche, Auflerdem ist klar, dafl pnmitiv rekursive
Funktionen immer totale {d.h. iiberall definierte) Funktionen sind. Die
Frage, ob primifiv rekursiv = foial und berechenbar ist jedoch negativ
zu beantworten, wie wir bald sehen werden.

Es gilt der folgende Satz.

Satz. (OHNE BEWEIS)

DIE KLASSE DER PRIMITIV REKURSIVEN FUNKTIONEN STIMMT
MIT DER KLASSE DER LOQOP-BERECHENBAREN FUNKTIONEN
UBEREIN.

Die Grundidee des Beweises ist, daB bei der Darstellung einer LOOP-
berechenbaren Funktion durch die Prinzipien der primitiven Rekursion
folgende Korrespondenzen gelten:

Wertzuweisung | Basisfunktion
PQ Komposition
LOOP-Schleife | prim. Rekursion

Das heifit zum Beispiel, zumn Nachempfinden einer Wertzuweisung
geniigen die Ausgangsfunktionen - und umgekehrt. Zur Simulation ei-
nes zusammengesetzten Programms der Form P; @ bendtigt man im
wesentlich das Einsetzungsprinzip, usw.
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Eine Erweiterung der Klasse der primitiv rekursiven Funktionen wird
durch Hinzunahme des u-Qperetors erreicht. Sei f eine gegebene k 4 1-
stellige Funktion. Die durch Anwendung des g-Operators auf f entste-
hende Funktion ist ¢ : IN* — IV mit

. f(n,zy,...,z;) =0 und fiir alle m < n
9(21,- .-, k) = min {n | ist f(m,z,,...,z;) definiert }
Hierbel wird min§ = undefintert gesetzt. Das heifit, durch Anwenden
des p-Operators konnen wirklich partielle Funktionen entstehen. Bei-
spielsweise entsteht durch Anwendung des u-Operators auf die zwet-
stellige, konstante Funktion f(z,y) = 1 die vollstindig undefinierte
Funktion 2.

Definition. Die Klasse der u-rekursiven Funktionen ist
die kleinste Klasse von Funktionen, die die Basisfunktionen
(konstante Funktionen, identische Abbildungen, Nachfolger-
funktion) enthdlt und abgeschlossen ist unter Einsetzung,
primitiver Rekursion und Anwendung des u-Operators.

Es gilt der folgende Satz:

Satz. (OHNE BEWEIS)

DIE KLASSE DER 4-REKURSIVEN FUNKTIONEN STIMMT GENAU
MIT DER KLASSE DER WHILE- (GOTO-, TURING-) BERECHEN-
BAREN FUNKTIONEN UBEREIN,

Da bei der Simulation von WHILE-Programmen durch u-rekursive
Funktionen im obigen Satz jeder WHILE-Schleife ein u-Operator zu-
geordnet wird, 188t sich der Kleene’sche Normalformsatz fiir WHILE-
Programme (vgl. S. 102) in folgenden Normalformsatz fiir g-rekursive
Funktionen iibersetzen:
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Satz. (KLEENE)

FUR JEDE n-STELLIGE u-REKURSIVE FUNKTIONEN f GIBT ES
ZWEI n + 1 STELLIGE, PRIMITIV REKURSIVE FUNKTIONEN p UND
g, SO DASS SICH f DARSTELLEN LASST ALS

f(zryeeeszn) = (21,00 ) To, pg(T1, <« <, Tn))

HIERBEI IST ug DIE DURCH ANWENDUNG DES u-OPERATORS AUF
¢ ENTSTEHENDE FUNKTION.

2.5 Die Ackermannfunktion

Ackermann gab 1928 eine Funktion an, die zwar intuitiv berechen-
bar (also auch WHILE-berechenbar, vgl. Churchsche These) ist, jedoch
nicht LOOP-berechenbar (bzw. primitiv rekursiv) ist.

In der spéater von Hermes noch vereinfachten Version ist diese Funktion
wie folgt definiert:

ack(0,y) = y+1
ack(z,0) = ack(z —1,1)
ack(z,y) = ack(z —1,ack(z,y—1))

Wenn wir nach der dritten Zeile entwickeln, erhalten wir

ack(z,y) = gck(:c —l,ack(z —1,...ack(z - 1,1).. )l
y-x:lal

Wir betrachten nun eine etwas veranderte Version, die zwar nach einem
dhnlichen Rekursionsprinzip aufgebaut ist, jedoch nicht mit der oben
angegebenen Funktion ack identisch ist. Wir nennen diese Funktion der
Einfachheit halber Ackermannfunktion im folgenden.

a(0,y) = a(z,0) =1

a(1,y) 3y +1

a(z,y) = i;(:g—l,a(:c—1,...a(:c—1,y)...)l
y-mal
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Durch Induktion nach dem ersten Argument dieser Funktion iiberzeugt
man sich davon, dafl diese fiir alle Werte von z, ¥ definiert ist, dafl also
a eine totele Funktion von IN? nach IV ist. (Fiir z = 0 und 2 = 1 und
beliebiges y ist a(z,y) direkt definiert, und fiir z > 1 wird die Definition
von a(z,y) auf die Kombination verschiedener Werte von a(z — 1,...)
zuriickgefiihrt, welche nach Induktionsvoraussetzung definiert sind.)

Dafl a im intuitiven Sinne berechenbar ist, ist klar. Zum Beispiel kann
a mittels folgender rekursiver MODULA -Prozedur berechnet werden,
die sich unmittelbar an der rekursiven Definition orientiert;

PROCEDURE a ( x , y : CARDINAL ) : CARDINAL ;
VAR i,s : CARDINAL ;
BEGIN
IF (x=0) OR (y=0) THEN RETURN 1
ELSIF x=1 THEN RETURN 3x%y+1
ELSE s:=y; '
FOR 1:=1 to y DO
8 := a( x-1, 8 )
END;
RETURN s
END; (% IF %)
END a

Man kénnte nun sagen: aufgrund der Churchschen These ist @ auch
WHILE-berechenbar. Ein formaler Beweis hierzu folgt jedoch etwas

welter unten.

Es ist klar, daB a in beiden Argumenten eine monoton wachsende Funk-
tion ist. Dies wird bei den folgenden Abschitzungen immer wieder
bendtigt. |

Als nichstes ordnen wir jedem LOQOP-Programm P eine Funktion
fp : N — IN zu. Seien hierzu z¢,zy...,z; die in P vorkommen-
den Variablen. In der folgenden Definition bezeichnet n; den Startwert
der Variablen z; und n} den zugehdrigen Endwert nach Ablauf des Pro-
gramms P.

Wir setzen nun:

| k k
fr{n) = max{) n}|) n; <n}

1=0 =0
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In Worten gibt also fp(n) die gréBtmogliche Summe aller Variablenend-
werte an, wenn P mit Anfangswerten gestartet wird, die in der Summe
n nicht ibersteigen.

Lemma. Fir jedes LOOP-Programm P gibt es eine Kon-
stante k, so daB fir alle n > k gilt: fp(n) < a(k,n).

Beweis: Durch Induktion iiber den Aufbau des LOOP-Programms P.

Falls P die Form hat z; :=z; £ ¢, sogilt fp(n) <n+4+n+c=2n+ec.
Dann ist fp(n) < 3n+ 1 =a(l,n) < a(k,n) fiiralle £ > Lund n > ¢,
Wihle alsoz.B. k=¢+ 1.

Falls P die Form hat P;; P, so gibt es nach Induktionsvoraussetzung
Konstanten k;, k;, so dafi fiir alle n > k&, gilt:

fp,(n) < a(ky,n),
und fiir alle n > &, gilt:

fp,(n) < G(kz, n).

Fir n > k3 := max{k;, k2} gilt nun die Abschétzung:

fe(n) < fr(fa(n))

fr,(a(kr,n))

a( kg, a(ky,n))

a( ks, a(ks,n))

a(ks,a(ks,...a(ks,n)...)) fallsn>2
n-mal

a(ks +1,n)

IA A AN TA

Wahle also k = max{k; + 1,2}.

Falls P die Form hat LOOP z; D0 P/ END, so gibt es nach Induktions-
voraussetzung eine Konstante ¥’ so, dafl fiir alle n > &’ gilt:

fri(n) < a(k',n)
Nun gilt (hierbei ist n; der Startwert der Variablen z;):

fe(n) < fe(fp(..-fe(n)...))
n,?ma.]
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< a(k,a(¥,...a(k',n)...))
n,-—;n_al
a(k',a(k,...a(k',n)...))

n-mal

a(k’'+1,n)

A

|

Wahle also £ = k' + 1. N

Satz.
DIE ACKERMANNFUNKTION a IST NICHT LOOP-BERECHENBAR.

Beweis: Angenommen, a ist LOOP-berechenbar, dann 1st auch
die Funktion g(n} = a(n,n) LOOP-berechenbar. Sei P ein LOOP-
Programm fiir g. Es gilt g¢(n)} < fp(n). Zu P wihlen wir gemifl des
obigen Lemmas eine Konstante k, so da$ fiir alle n > k gilt:

fe(n) < a(ka n)

Fir n = k speziell ergibt sich

g(k) < fr(k) < a(k, k) = g(k)

was ein Widerspruch ist. Damit folgt, daf# a nicht LOOP-berechenbar
18t N

Als nichstes zeigen wir, dafl ¢ nicht nur im intuitiven Sinn berechenbar
ist, sondern auch im formalen Sinn der WHILE-Berechenbarkeit.

Als Zwischenschritt geben wir zunichst ein Programm fur a an, das mit
den Stackoperationen PUSH und POP operiert. Als nichstes zeigen
wir dann, wie man diese Operationen durch em WHILE-Programm
simulieren kann.

INPUT(x,y);
INIT(stack);

PUSK(x, stack);

PUSH(y, stack);

WHILE size(stack)#1 DO
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y:=POP(stack);
x:=POP(stack);
IF (x=0) OR (y=0) THEN PUSH(1, stack)
ELSIF x=1 THEN PUSH(3+y-+1, stack)
ELSE LOOP y DO
PUSH(x—1, stack)
EKD;
PUSH(y, stack)
END
END;
result:=POP(stack);
OUTPUT{result)

Wir skizzieren nun, wie die Stackoperationen durch ein WHILE-
Programm simuliert werden kénnen. Als erstes ben6tigen wir eine injek-
tive, WHILE-berechenbare Funktion ¢ : IN? — IN. Ein solche injektive
Abbildung kann zum Beispiel durch ¢(z,y) = 2%+ 4+ z erreicht werden.
Die folgende Tabelle deutet den Funktionsverlauf von ¢ an.

T —=
0 1 2 3 4
vy 011361120
J 112195]10{19|36
4 | 918 35|68

8 |17{34 |67 (132
16 { 33 | 66 |131{260

W

Aus einer Zahl n, die im Wertebereich von ¢ liegt, kénnen auf folgende
Weise die Zahlen z und y mit ¢{z,y) = n wieder zuriickgewonnen wer-
den:

Bestimme die groBte Zahl k mit 2F < n.
z:=n-—2%
y:=k—zx
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Es ist klar, dafl sowohl die Funktion ¢, als auch die beiden Umkehr-
funktionen, die wir im folgenden ¢,, ¢; nennen, WHILE- (sogar LOOP-)
berechenbar sind. (Es ist unerheblich, wie ¢;,¢; auf Werten, die nicht
im Wertebereich von ¢ liegen, defimert sind).

Sei (ni, ng,...,ng) der Inhalt eines Stacks, wobei n, das oberste Stack-
element ist. Mit Hilfe der Funktion c stellen wir eine solche Zahlenfolge
durch eine einzige Zahl n wie folgt dar:

n =¢(ny, e{ng, ..., c(ng,0)...))

Die Stackoperationen sind nun leicht programmierbar:
INIT(stack) wird simuliert durch: n:=0

PUSH(a, stack) wird simuliert durch: n := ¢(a,n)
POP(stack) wird simuliert durch:

result := ¢;(n) ;
n:= ca(n);
RETURN result

Die Abfrage “size(stack)#1” kann simuliert werden durch: ¢o(n)#0
Durch diese Hinweise ist klar, daff a WHILE-berechenbar ist.

Wir fassen zusammen:

Satz.
Es GIBT TOTALE, WHILE-BERECHENBARE FUNKTIONEN, DIE
NICHT LOQOP-BERECHENBAR SIND.

2.6 Halteproblem, Unentscheidbarkeit,
Reduzierbarkeit

Der Berechenbarkeitsbegriff ist auf Funktionen zugeschnitten. Wir wol-
len nun einen entsprechenden Begnff fiir Sprachen (bzw. Teilmengen
von IV) einfiihren.
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Definition. Eine Menge A C ¥* heifit entscheidbar, falls
die charakieristische Funkiion von A, namlich y4 : &* —
{0, 1}, berechenbar ist. Hierbei ist fiir alle w € *:

1, weA
’“(“’)z{o, w¢ A

Eine Menge A C X* heiflt semi-entscheidbar, falls die
“halbe” charakteristische Funktion von A, nédmlich x/; :
x* — {0, 1}, berechenbar ist. Es gilt fiir alle w € £*:

! () = 1, weA
XA\ =\ undefiniert, w¢ A

Die Definitionen lassen sich bei Bedarf natiirlich sinn-
gemaf auch auf Mengen A C IV iibertragen.

Im Zusammenhang mit der Frage der Entacheidbarkeit werden Spra-
chen auch oft (Entscheidungs-) Probleme genannt. Die Darstellung von
Sprachen geschieht dann oft in der Form von gegeben - gefragt Angaben
(vgl. z.B. Seite 154).

Bildhaft gesprochen besagen die beiden Definitionen, dal im ersten Fall
ein immer stoppender Algorithmus zur Verfiigung steht, der das Ent-
scheidungsproblem fiir A 16st:

__,® “«Ja
__—® “Nein”

Im Fall der Semi-Entscheidbarkeit sieht das Bild so aus, dafl der Algo-
rithmus nur etnen definitiven Ausgang hat. Falls der Algorithmus also
fiir lange Zeit nicht gestoppt hat, so ist es nicht klar, ob der “Nein”-Fall
(w ¢ A) vorliegt, oder ob er doch noch mit der Ausgabe “Ja” stoppt.

.( g ) ﬂJaﬂ
w
‘ 299
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In diesem Fall 1st die Situation also etwas unbefriedigend, aber bei vielen
algorithmischen Problemen ist es das Beste, was erreichbar ist (2.B. bei
Entscheidungsverfahren fiir die Pridikatenlogik, “Theorembeweisern”).

Der folgende Satz ist offensichtlich.

Satz.
EINE SPRACHE A 1ST ENTSCHEIDBAR GENAU DANN WENN SO-
WOHL A ALS AUCH A SEMI-ENTSCHEIDBAR SIND.

Beweis: Die Richtung von hinks nach rechts ist klar. Fiir die Um-
kehrung betrachten wir einen Semi-Entscheidungsalgorithmus M, fir
A und einen entsprechenden M; fiir A. Dann liefert folgender Algorith-
mus ein Entscheidungsverfahren:

INPUT (z);
FOR s:=1,2,3,...D0
IF M, bei Eingabe z stoppt in s Schritten
THEK OUTPUT(1) EKD;
IF M, bei Eingabe z stoppt in s Schritten
THEN OUTPUT(0) END;
END

Im folgenden vergleichen wir den Begriff der Semi-Entscheidbarkeit mit,
dem der rekursiven Aufzihlbarkeit.

Definition. Eine Sprache A C X* heillt rekursiv aufzéhi-
bar, falls A = @ oder falls es eine totale und berechenbare
Funktion f : IN — I* gibt, so da8

A = {£(0), f(1), £(2),.. .}

Sprechweise: f zdhlt A auf. (Man beachte, dafl f(¢) = f(j)
zulassig ist). |
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Satz.
EINE SPRACHE IST REKURSIV AUFZKHLBAR GENAU DANN WENN

SIE SEMI-ENTSCHEIDBAR IST,

Beweis: Die Richtung von links nach rechts ist einfach: Angenommen
A 18t rekursiv aufzahlbar mittels der Funktion f. Dann ist das Folgende
ein Semi-Entscheidungsverfahren fir A:

INPUT (z);
FOR n:=0,1,2,3,...D0

IF f(n) = z THEN OUTPUT (1) END;
EXD

Fiir die Umkebhrung benétigen wir einen Trick, der oft dove-tailing ge-
nannt wird. Angenommen A # @ ist semi-entscheidbar mittels Algorith-
mus M. a sei ein festgehaltenes Element aus A. Wir miissen eine {otale
und berechenbare Funktion f angeben, so dal A der Wertebereich von
f 1st. Der folgende Algorithmus berechnet f:

INPUT (n);

Interpretiere n als Codierung eines Paars von natiirlichen
Zahlen — etwa gem#fl des Schemas auf Seite 112 — also n =
c(z,y). Seien z und y die zugeordneten Zahlen, also z =
c1(n), y = ey(n) (falls » nicht Codierung eines Paars (z,y)
ist, so setze £ = 0 und y = 0);

IF M angesetzt auf z stoppt in ¥y Schritten
(und gibt 1 aus)

THEN OUTPUT (x) ELSE QUTPUT (a) END;

Der Algorithmus stoppt offensichtlich immer und kann nur Wérter aus-
geben, die in A liegen. Daher ist f eine totale und berechenbare Funk-
tion und der Wertebereich von f ist eine Teilmenge von A. Sei nun
umgekehrt z € A beliebig. Dann stoppt M, angesetzt auf z innerhalb
einer gewissen Schrittzahl s. Sei n = ¢(z,s). Dann gilt aufgrund der
Konstruktion des Algorithmus’ fiir f, da f(n) = z. Also ist A eine
Teilmenge des Wertebereichs von f. Somit hat f die gewiinschten Ei-
genschaften. N
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Bemerkung: Die letzten beiden Sidtze zusammengenommen ergeben,
daBl eine Sprache genau dann entscheidbar ist, wenn diese Sprache und
ihr Komplement rekursiv aufzdhlbar sind.

Bemerkung: Zusammen mit der Diskusssion auf Seite 90 ergibt sich,
dafl die folgenden Aussagen alle &quivalent sind:

A 1st rekursiv aufzihlbar.

A 1st semi-entscheidbar.

A 1st vom Typ 0.

A = T(M) fir eine Turingmaschine M.

x'y 18t berechenbar.

A 15t Definitionsbereich einer berechenbaren Funktion.
A 1st Wertebereich einer berechenbaren Funktion.

Bemerkung: Der Begriff der Abzéhlbarkest (vgl. Anhang) kann so defi-
niert werden, daf} er dem der rekursiven Aufzéhlbarkeit — bis auf einen

kleinen, aber wichtigen Unterschied - &hnlich sieht:

Eine Menge A heifit ebzdhlbar, falls A = 0 oder falls es eine totale
Funktion f gibt, so dafl

A = {£(0), f(1), £(2),---}

Der Unterschied 1st der, da8 hier nicht die Berechenbarkeit von f ver-
langt wird. Im Englischen lauten die beiden Begriffe auch enumerable
und recursively enumerable. Manche deutschsprachigen Autoren lassen
das “rekursiv” weg und unterscheiden nur noch zwischen abzghibar und
aufzihlbar. Da der Unterschied zwischen beiden Definitionen {iberhaupt
nichts mit euf versus ab zu tun hat, bleiben wir lieber bei der ausfiihr-
lichen Sprechweise.

Der Unterschied zwischen rekursiver Aufzihlbarkeit und Abzahlbarkeit
wird bei folgendem Beispiel klar: Jede Teilmenge A’ einer abzahlbaren
Menge

ist wieder abzdhlbar. Sei etwa a € A’ # @ en festgehaltenes Element.

Wenn wir "
o) ={ 10 TO)E

1S
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setzen, so 15t ¢ sicher eine wohl-definierte (aber nicht notwendigerweise
berechenbare) Funktion. Es gilt nun

A= {9(0)3 9(1)1 9(2)7 .- }

Nicht jede Teilmenge einer rekursiv aufzihlbaren Menge mufl dagegen
wieder rekursiv aufzidhlbar sein.

Wir wollen nun ein paar nicht-entscheidbare Probleme kennenlernen.
Bei den ersten dieser Probleme sollen Turingmaschinen selbst (in ge-
eignet codierter Form) als Eingaben vorkommen. Wir miissen uns also
kurz darum kiimmern, wie man eine Turingmaschine als Wort iber
{0,1} schreiben kann.

Zunachst nehmen wir an, dafl die Elemente von I und Z durchnumeriert
sind, also
I'= {aﬂaala“'aak}

und
Z={20,21,...,2n}

wobel festgelegt sein soll, welche Nummern die Symbole O, 0, 1, # und
die Start- und Endzustinde erhalten. Jeder é-Regel der Form

5(z,', a.i') = (zt'" a;, y)

ordnen wir das Wort

Wige gty = FHON()Fbn(5)#bin( )#bin(5 ) #bin(m)

zu, wobel
0, y=1L
m:{l, y=R
2, y=N

Alle diese zu é gehorenden Worter schreiben wir mm in beliebiger Rei-
henfolge hintereinander und erhalten — als Zwischenschritt — einen Code
der zugrundeliegenden Turingmaschine tiber dem Alphabet {0, 1, #}.

Jedem solchen Wort kénnen wir schliefllich ein Wort {iber {0,1} zuord-
nen, indem wir noch folgende Codierung vornehmen:

0 ~ 00
1 —» 01
# o 11
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Es ist klar, dafl auf diese Weise nicht jedes Wort in {0,1}* ein sinn-
voller Code einer Turingmaschine ist. Sei aber A irgendeine beliebige,
feste Turingmaschine, dann konnen wir fiir jedes w € {0,1}* festlegen,
dafl M, eine bestimmte Turingmaschine bezeichnet, namlich:

{ M, falls w Codewort von M ist
M,=4¢ =
M, sonst

Definition. Unter dem speziellen Halteproblemn oder Selbst-
enwendbarkesisproblem verstehen wir die Sprache

K ={we {0,1}* | M, angesetzt auf w hilt}

Satz.
DAS SPEZIELLE HALTEPROBLEM IST NICHT ENTSCHEIDBAR.

Beweis: Angenommen, K ist entscheidbar, Dann ist yx berechenbar
mittels einer Turingmaschine M. Diese fiktive Maschine M kénnte nun
leicht zu einer Maschine M’ umgebaut werden, die durch folgendes Bild
definiert 1st:

start

|

M

—
“Bmd — O?”

nein| ja

+ stop

Das heiit, M’ stoppt genau dann, wenn M 0 ausgeben wiirde. Falls
M 1 ausgibt, gerdt M’ in eine Endlosschleife. Sei w' ein Codewort der
Maschine M’. Nun gilt: "

M' angesetzt auf ' hilt & M angesetzt auf w' gibt 0 aus
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xx(w') =0

w g K

M, angesetzt auf w' halt nicht
M’ angesetzt auf w' hilt nicht

t ¢ ¢ ¢

Dieser Widerspruch beweist, da die Eingangsannahme falsch war: K
1st nicht entscheidbar. H

Wir werden noch eine ganze Reihe weiterer unentscheidbarer Probleme
kennenlernen. Jedoch kénnen wir uns fiir diese neuen Probleme direkte,
und damit oft aufwendigen Beweise der Unentscheidbarkeit ersparen.
Wir gehen nun anders vor. Wir fiibhren neue Unentscheidbarkeitsbeweise
dadurch, dafl wir sie auf bereits bekannte unentscheidbare Sprachen

zuriuckfiihren.

Wenn es uns gelingt, das Problem K als Spezialfall in ein neues,
noch unbekanntes Problem sozusagen einzubetten (zu reduzieren), dann
muB das neue Problem (erst recht) unentscheidbar sein. Diese Gedanken
werden 1n der folgenden Definition und dem folgenden Lemma formal

gefalit.

Definition. Seien A C £* und B C I'™ Sprachen. Dann
heilt A auf B reduzierbar — symbolisch mit 4 < B be-
zeichnet — falls es eine totale und berechenbare Funktion
f: % — I gibt, so daB fiir alle £ € X" gilt:

T e A< f(z) € B.

Lemma. Falls A £ B und B entscheidbar (bzw. semi-
entscheidbar) ist, so ist auch A entscheidbar (bzw. semi-
entscheidbar).

Beweis: Es gelte A < B mittels Funktion f. Ferner sei xg bere-
chenbar. Dann ist auch die Komposition beider Funktionen xz o f eine
berechenbare Funktion, Es gilt

xA(z)={(1,: ;;j}={3: ;g;g;g }=x.e(f(m))

Sormit ist auch y4 berechenbar, also A entscheidbar.

Fir den Fall der Semi-Entscheidbarkeit ersetze man y durch x’ und 0
durch undefiniert. |
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Wir werden das Lemma immer in der logisch dquivalenten Form der
Kontraposition anwenden: Sei A ein Problem, dessen Unentscheidbar-
keit bereits nachgewiesen ist. Indem wir (lediglich) A < B zeigen, haben
wir — mit Hilfe des Lemmas —~ schon den Nachweis gefiihrt, dal B unent-
scheidbar ist. (Wire B entscheidbar, so wire es aufgrund des Lemmas
auch A, Widerspruch).

Definition. Das (allgemeine) Halieproblem ist die Sprache
H = {w#z | M,, angesetzt auf z hilt}

Satz.
DAS HALTEPROBLEM H IST NICHT ENTSCHEIDBAR.

Beweis: Es geniigt, K < H nachzuweisen (inhaltlich: K als Spezialfall
in das Problem H einzubetten). Das ist hier vollig offensichtlich: Wihle
f(w) = wH#w. Dann gilt: w € K & f(w) € H. H

Definition. Das Halteproblem auf leerem Band 1st die
Sprache

Hy = {w | M,, angesetzt auf leerem Band halt}.

Satz.

DAs HALTEPROBLEM AUF LEEREM BAND A, IST NICHT ENT-
SCHEIDBAR.

Beweis: Es geniigt, H < Hj nachzuweisen.

Man kann jedem Wort w#z eine Turingmaschine M zuordnen, die wie
folgt verbal beschrieben ist.

Auf leerem Band gestartet schreibt M zunéchst z aufs
Band. Danach verhdlt sich M wie M, (angesetzt auf z).
Es ist unerheblich, wie sich M verhilt, wenn das Band zu
Beginn nicht leer ist.
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Die Funktion f, die Worter der Form w#z auf den Code der oben
verbal beschriebenen Turingmaschine M abbildet, ist eine berechenbare
Funktion und kann beliebig zu einer totalen Funktion ergiénzt werden.

Nun gilt:

wHzr € H < M, angesetzt auf z halt
4&=> M angesetzt auf leeremn Band halt,
<= f(w#z) € Hy

Also vermittelt f die gewiinschte Reduktion von H nach Hj. |

Wir zeigen nun als niichstes ein sehr allgemeines Unentscheidbarkeit.sre-
sultat, das besagt, daBt es hoffnungslos ist, einer Turingmaschine irgend-
einen Aspekt, ihres funktionalen Verhaltens algorithmisch bestimmen zu

wollen.

Satz. (RICE)

SEI R DIE KLASSE ALLER TURING-BERECHENBAREN FUNKTIO-
NEN. SEI S EINE beliedige TEILMENGE HIERVON (MIT AUSNAHME
[VON S =@ UND & = R). DANN IST DIE SPRACHE

C(S8) = {w| DIE VON M,, BERECENETE FUNKTION LIEGT IN S}

UNENTSCHEIDBAR.

Beweis: Se {1 € R die iiberall undefinierte Funktion. Es ist entweder
Q in & oder nicht.

Fall 1: Q€ S.
Da § # R, gibt es eine Funktion ¢ € R— 8. Sei @ eine Turingmaschine,
die ¢ berechnet.

Jedem Wort w € {0,1}* ordnen wir nun ein Turingmaschine M zu, die
wir verbal wie folgt beschreiben.

Angesetzt auf eine Eingabe y ignoriert M diese zunichst
und verhélt sich wie M,, angesetzt auf leerem Band. Falls
diese Rechnung zu Ende kommt, so verhilt sich M danach

wie ( angesetzt auf y.
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Fir die von dieser Turingmaschine A berechnete Funktion ¢ gilt nun:

| 8, falls M,, auf leerem Band nicht stoppt
g= g, sonst

Die Abbildung f, die w die Codierung von M zuordnet, ist total und
berechenbar. Es gilt:

we Hy = M, auf leerem Band stoppt
== M berechnet die Funktion g
= die von Mj(,) berechnete Funktion liegt nicht in §
= f(w) € C(5)
Umgekehrt gilt:
wg Hh = M, auf leerem Band stoppt nicht,
=3 M berechnet die Funktion §2
=5 die von Mj(y) berechnete Funktion liegt in S
= f(w) € C(S)
Mit anderen Worten, die Funktion f vermittelt eine Reduktion von Hy

nach C(8). Da H, unentscheidbar ist, ist es auch Hp, und damit auch
C(S).

Fall 2: Q &S.
In diesem Fall zeigt man analog Hy < C(S). H

Beispiel: Es folgt beispielsweise aus dem Satz von Rice, daB es nicht
moglich ist, einer Turingmaschine anzusehen, ob sie eine konstante
Funktion berechnet. Man wihle

S ={f € R| fist eine konstante Funktion}.
Dann 1st
C(S) = {w | M,, berechnet, eine konstante Funktion}

unentscheidbar.

Bemerkung: Es gibt durchaus algorithmische Probleme, die noch
“unldsbarer” sind als das Halteproblem, etwa das Agquivelenzproblem
fiir Turingmaschinen:

A = {u#v | M, berechnet dieselbe Funktion wie M, }
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Es gilt: H < A, aber nicht A < H.

Tatséichlich kann man sogar unendliche Folgen von Problemen
A;, Az, Aa, ... angeben, so daf} fiir alle ¢, A; < Ay gilt, aber nicht
Ai+1 £ A;. Man spricht vom (zunehmenden) Grad der Unlasbarkeit,

2.7 Das Postsche Korrespondenzproblem

Das Postsche Korrespondenzproblem (engl. Post’s correspondence pro-
blem, abgekiirzt: PCP) ist die folgende algorithmische Aufgabenstel-

lung:

gegeben: Eine endliche Folge von Wortpaaren (z,,¥:), (z2,%2),
cv oy (T, Y ), Wobel z4,y; € . (T ist ein beliebiges Alphabet).

gefragt: Gibt es eine Folge von Indizes ¢,12,...,1, € {1,2,...,k},
n21,mit o7, . .05, =y Yiy o Yin!

Wir nennen i1y, 1s,...,3, dann eine Lisung des Korrespondenzproblems
(.'171, yl)! (‘T2a y2)a e ’(-Tks yk)v

Bewspiel: Das Korrespondenzproblem
K = ((1,101),(10,00),(011,11)),
also

z, =1 2 =10 z3 =011
y1 =101 y, =00 y3 =11

besitzt die Léosung (1, 3, 2, 3), denn es gilt:

z,2329z3 = 101110011 = y, 431213

Dafl das PCP eine hohes Mafl an “Komplexitit” besitat, zeigt das fol-
gende harmlos aussehende Beispiel:

2y =001 z2z,=01 z3=01 =z4=10
1 =0 y2 = 011 g3 =101 g4 = 001.

Dieses Problem besitzt eine Lésung, aber die kiirzeste Lésung besteht
aus 66 Indizes: 2, 4, 3,4,4,2,1,2,4,3,4,3,4,4,3,4, 4, 2,1, 4, 4, 2,
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1,3, 4,1, 1,3,
1,3,4,1,1, 3

—

4 4,2,1,2,1,1,1,3,4,3,4,1,2,1,4,4, 2,1, 4, 1,
, ,1,3,1,1,31,2,1,4,1, 1, 3.

» »

Bemerkung: Der naive Algorithmus, der bei gegebener FEingabe
(z1,1n), (T2,42), <. (Tk,yx) systematisch immer lingere Indexfolgen
t1,%2,...,in daraufhin untersucht, ob sie eine Ldsung darstellen und
im positiven Fall stoppt, demonstriert, dafl das PCP semi-entscheidbar
(oder rekursiv eufzéhlbar) ist: Es gibt ein Verfahren (das gerade Be-
schriebene), das bei Eingaben, die eine Losung besitzen, diese nach end-
lich vielen Schritten findet und stoppt. Bei Eingaben, die keine Losung
besitzen, stoppt das Verfahren jedoch nicht.

Wir zeigen im folgenden, dafl es ein immer stoppendes Verfahren nicht
gibt, d.h. daB das PCP unentscheidbar ist. Dies fiihren wir zurtick auf
die Unentscheidbarkeit des Halteproblems H fiir Turingmaschinen. Ge-
nauer: Wir reduzieren zunichst H auf ein anderes Problem, genannt,

MPCP (“modifiziertes PCP”), und dann MPCP auf PCP.
Das Problem MPCP ist das folgende:

gegeben: wie beim PCP.

gefragt: Gibt es eine Losung i,,72,...,8, mit ¢, =1 ?

Lemma. MPCP < PCP .

Beweis: Zunichst einige Notationen: Seien $§ und # neue Symbole,
die im Alphabet ¥ des MPCPs nicht vorkommen. Fur ein Wort w =

0183 . ..0,, € I sei

W #afarf .. FHonH
w = #HayFHaF...#an
W = ayHas#...#an#

Jeder Eingabe K = ((zy, 1), (22, ¥2), - - ., (Tk, &) fiir das MPCP wird
nun folgendes zugeordnet:

f(K) — ((fla gl)s (‘T’ls !}1)1 (‘f% !}2); JOR !(‘T'ks E;k)-; ($1 #$))

Diese Abbildung f ist offensichtlich berechenbar. Wir zeigen nun,
daf} diese Funktion f eine Reduktion von MPCP nach PCP vermit-
telt, ndmlich daB gilt:
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K besitzt eine Losung mit ¢y = 1 genau dann wenn f(K)
(irgend)eine Losung besitzt.

Angenommen, K besitze die Losung (%;,%2,...,8,) mit §; = 1, dann ist
offensichtlich (1,33 +1,...,¢, + 1,k 4+ 2) eine Losung fiir f(K).

Andererseits, falls f(K) eine Losung :;,...,%, besitzt, so kann wegen
der Bauart der Wortpaare nur iy = 1,4, = k+2und i; € {2,...,k+1}
fiir 2 < 7 < n—1 sein. In diesem Fall ist (1,32 — 1,...,2,_1 — 1) eine
Losung fur K. |

Lemma. H < MPCP .

Beweis: Gegeben sei eine Turingmaschine M = (Z,%,T,§, zp, 33, E)
(genauer gesagt: deren Codierung) und ein Eingabewort w € L*. Unsere
Aufgabe besteht nun darin, eine algorithmische Vorschrift anzugeben,
die jedes solche Paar (M, w) tiberfiihrt in eine Folge (z1,%1),. . -, (Z#, ¥&),
so dafl gilt:

M angesetzt auf w stoppt
genau dann wenn
(z1,%1)y- -+ (Tk, y&) €ine Lésung mit i; = 1 besitzt.

Das Alphabet fiir das zu konstruierende MPCP wird T' U Z U {#}
sein, und das erste Wortpaar lautet: (#, #2ow#). Die uns interessieren-
den Ldsungsworte miissen also mit diesem Paar beginnen. Die weiteren
Paare kénnen in folgende Gruppen unterteilt werden:

1. Kopierregeln:
(a,a) fiir alle a € ' U {#}

2. Uberfihrungsregeln:

(za, Z'c) falls 6(z,a) = (2, ¢, N)

(za,cz') falls §(z,a) = (#',c, R)

(bza, 2'bc) falls 6(2,a) = (/,c, L), fiiralleb €T
(#za,#7'0c) falls §(z,a) = (2',¢c, L)

(24, 2'c#t) falls 6(2,0) = (2',¢, N)

(24, c2*#) falls §(2,0) = (2, ¢, R)

(bz#,2'bc#) falls 8(2,0) =(2',¢,L), fiirallebe T
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3. Loschregeln:
(az., 2,) und (z.a,2.) flirallea € T und z, € E

4. Abschlufiregeln:
(z.##,#) fiir alle 2, € E.

Falls die Turingmaschine M bei Eingabe w stoppt, so gibt es eine Folge
von Konfigurationen (kg, k,,..., k), so daB gilt: ky = 2w, k; ist eine
Endkonfiguration (also k; = uz.v mit u,v € £* und 2, € E), und
ki — ki fir £ =0,1,...,t — 1. Die oben angegebene Eingabe fiir das
MPCP besitzt dann eine Losung mit einem Lésungswort der Form

#ko#kl# “ns #kz#k;#kf# o HLHFH

Hierbei entstehen &}, %}, ... aus k; = uz,v durch Loschen von Nachbar-
symbolen von z..

Der erste Teil der Losung baut sich so auf, daf} die Folge der z;; eine
Konfiguration hinter der Folge der y;; “nachhinkt”. Der “Uberhang”
hat also immer die Linge einer Konfiguration.

Falls umgekehrt die obige Eingabe fiir das MPCP eine Losung (mit
i3 = 1) besitzt, so laflt sich aus dieser Losung in &hnlicher Weise eine
stoppende Rechnung von M ber Eingabe w ablesen.

Damit ist gezeigt, da8 die Abbildung, die jedem Paar (M, w), wie oben
angegeben, eine Eingabe fir das MPCP zuordnet, eine Reduktion von
H nach MPCP vermittelt. H

Mit diesen beiden Lemmata und unter Ausniitzen der Tatsache, dafl H
unentscheidbar ist, ergibt sich nun der folgende Satz.

Satz.
DAs POSTSCHE KORRESPONDENZPROBLEM PCP 1ST UNENT-
SCHEIDBAR.

Sogar der folgende spezielle Fall ist unentscheidbar:

Satz.
DAs PCP 1ST BEREITS UNENTSCHEIDBAR, WENN MAN SICH AUF
DAS ALPHABET {0,1} BESCHRANKT.
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Beweis: Wir nennen diese Variante des PCPs das 01-PCP und zei-
gen, daB gilt: PCP < 01-PCP. Sei ¥ = {ai,...,a,} das Alphabet
des gegebenen PCPs. Jedem Symbol a; € £ ordnen wir das Wort
@; = 017 € {0,1}* 2u und verallgemeinern dies auf beliebige Worter
w=a...a, €LY zu W =ay...a,. Dann gilt offensichtlich:

(z1,%1),-..,{Z&, yi) hat eine Losung
genau dann wenn
(£1,%1),...,(Z%, &) eine Losung hat.

Bemerkung: Sei PCP; die Variante des PCPs, wobei die Eingabe aus
genau k Wortpaaren bestehen mufl. Man kann zeigen, dafl bereits PCP;
fiir £ > 9 unentscheidbar ist. Dagegen ist PCP;, fiir & < 2 entscheidbar.,
Der Status von PCP; fiir £ € {3,4,5,6,7,8} ist bis heute ein offenes
Problem.

Bemerkung: Wie zu Beginn dieses Abschnitts (S. 125) argumentiert, ist
das PCP semi-entscheidbar. Da wir nun H < PCP gezeigt haben, folgt
mit dem Lemma auf Seite 120, dal auch das Halteproblem H semi-
entscheidbar ist. Das heifit inhaltlich folgendes: Es gibt eine Turingma-
schine U, die bei Eingabe von w#z sich verhalt wie M,, bei Eingabe
z — zumindest, was das Halten bzw. Nicht-Halten betrifft. Man konnte
leicht U auch so angeben, dafl U bei Eingabe von w#z gerade die von
M., berechnete Funktion an der Stelle z — sofern definiert — berechnet.

Mit anderen Worten, U verhilt sich wie ein Tursngmaschinen-
Interpreter, selber programmiert als Turingmaschine. U kann sozusagen
durch Angabe des ersten Teils des Eingabe universell “programmiert”
werden. Das heifit, w kann als das Programm und z als die “eigentliche”
Eingabe aufgefaBt werden. Wir nennen U eine untverselle Turingma-
schine.

Die Existenz von universellen Turingmaschinen wird als weiteres Indiz
zugunsten der Churchschen These aufgefafit.

Wir verwenden nun das PCP, um den Bogen zur Theorie der formalen
Sprachen zu spannen.
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Satz.
DAS SCHNITTPROBLEM FUR KONTEXTFREIE SPRACHEN {VGL.
SEITE 50, 83) IST UNENTSCHEIDBAR.

Beweis: Wir zeigen: PCP < Schnittproblem. Jedem Postschen Korre-
spondenzproblem K = {((z1,¥1),-..,(zk, yz)) (iber irgendeinem Alpha-
bet ¥}) miissen effektiv zwei Grammatiken G, G, zugeordnet werden,
so dafl gilt:

K hat Losung
genau dann wenn
es gibt ein Wort in L(G,) N L(G,).

Es liegt nahe, daB die Konstruktion so angelegt sein mufl, da§ mittels
G, Folgen von z;-Wortern erzeugt werden kénnen und mittels G, Fol-
gen von y;-Wortern. Es mufl jedoch auch sichergestellt sein, dafl die
Indizes der z; mit denen der y; in jedem potentiellen (Lésungs-) Wort,
das von beiden Grammatiken erzeugt werden kann, Gbereinstimmt. Um
diese Indexiibereinstimmung sicherzustellen, fiigen wir dem Alphabet
der Grammatiken die Symbole a,, ... a; hinzu.

Sei G,'= ({S,}, ZU{a;,...,ak}, P;, S,'), i=1,2,

wobe;
P = {5 —az,]...| axzs}
U{S) — a151z; | ... | ax Sz}
und
Py, = {S;—=ayn]... | akyx}
U{S2 — @151, | | axSayx }
Nun gilt:
K besitzt die Losung 21,...,12,
genau dann wenn
Qi oo s Big O Ty Ty o0 o Tiy = Qg o0 A QL Y Yy 0 L Y4y, S L(G1) N L(Gg)

Wir stellen fest, daB die Grammatiken G;, G, sogar deterministisch kon-
textfrei sind. Deshalb haben wir sogar ein stirkeres Resultat bewiesen:
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Satz.
DAS SCHNITTPROBLEM FUR DETERMINISTISCH KONTEXTFREIE

SPRACHEN IST UNENTSCHEIDBAR.

Ferner erhalten wnr:

Satz.
DAS AQUIVALENZPROBLEM FUR KONTEXTFREIE SPRACHEN IST

UNENTSCHEIDBAR.

Beweis: Wir zeigen, dafl das Schnittproblem fiir determinisiisch kon-
textfreie Sprachen auf das A quivalenzproblem fiir kontextfreie Sprachen
reduzierbar ist. Hierzu nutzen wir aus, dafl die deterministisch kon-
textfreien Sprachen effektiv unter Komplementbildung abgeschlossen
und die kontextfreien Sprachen effektiv unter Vereinigung abgeschlos-
sen sind.

Es gilt:
(G1,G3) € Schnittproblem < L(G))NL(G;)=10
& L(G)) € L(Gy)
L(G,) C L(GY)
L(G)) U L(G)) = L(GY)
L(Gs) = L(G3)
(Gs, G%) € Aquivalenzproblem

£ ¢ ¢ ¢

Hierbei bedeutet G2 + G den Ubergang zur Komplementgramma-
tik {bei deterministisch kontextfrelen Grammatiken), und G,,G; —

Gs den Ubergang zur Vereinigungsgrammatik (bei kontextfreien
Grammatiken). [

Bemerkung: Aus dem Beweis geht nicht hervor, ob das Aquivalenz-
problem fiir deterministisch kontextfreie Sprachen auch unentscheidbar
ist. Tatsdchlich ist dieses bis heute ein offenes Problem.

Bemerkung: Es folgt natiirlich auch sofort die Unentscheidbarkeit des
Aquvalenzproblems fiir jeden Formalismus, in den kontextfreie Gram-
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matiken effektiv tibersetzbar sind: nichtdeterministische Kellerautoma-
ten, BNI', EBNF, Syntaxdiagramime, LBAs, kontextsensitive Gramma-
tiken, Turingmaschinen, LOOP-, WHILE-, GOTO-Programme, usw.

Satz.
DAS PROBLEM, VON EINER KONTEXTFREIEN GRAMMATIK FEST-
ZUSTELLEN, OB SIE MEHRDEUTIG IST {VGL. S. 25), IST UNENT-

SCHEIDBAR.

Beweis: Wir zeigen; PCP < Mehrdeutigkeitsproblem. Jedem Post-

schen Korrespondenzproblem K = ((21,y1),...,(Z%, yx)) (liber einem
Alphabet ¥) muB} effektiv eine kontextfreie Grammmatik G zugeordnet
werden, so dafl gilt:

K hat Losung genau dann wenn es ein Wort in L(G) gibt, das zwei
strukturell unterschiedliche Ableitungen besitzt.

Die gesuchte Grammatik G ist ganz dhnlich wie die beiden Grammati-
ken G,, G2 beim Schnittproblem konstruiert.

Das Alphabet der Grammatik besteht aus ¥ und zusitzlichen neuen
Symbolen a,, ... a;.

Sei G =({5,5,,5;}, TU{a1,-..,a;}, P, 5)

wobei
P = {5— 5|85}

U{S1 — a1z1 | ... | arzy}

U{S, = a15121 | ... | axS1zx}

U{S; = ayy1 | ... | akys }

U{S; = @152y | ... | azSays}
Nun gilt:
K besitzt die Losung t,...,:, genau dann wenn das Wort
Qi oo o Qi Qiy Tiy Tig - -+ Tipy = @iy oo Qi @iy Uiy Yiy « - Yi, durch eine Ablei-
tung, die mit S = S beginnt, und eine zweite, die mit S = S, beginnt,
hergeleitet werden kann. |

Satz.

DAS LEERHEITSPROBLEM FUR TYP 1 SPRACHEN IST NICHT ENT-
SCHEIDBAR.
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Beweis: Wir reduzieren das obige Schnittproblem fiir kontextfreie
Sprachen auf dieses Problem. Da die Typ 1 Sprachen effektiv un-
ter Schnitt abgeschlossen sind, gibt es eine berechenbare Abbildung
(G1, Gy) v G3 mit L(G3) = L(Gy) N L(G,). Diese Abbildung vermit-
telt also die gewlinschte Reduktion. H

2.8 Der Godelsche Satz

In diesem Abschnitt soll ein beriihmter Satz bewiesen werden, der all-
gemein als “der Godelsche Satz” bekannt ist (vgl. Hofstadter). Es wird
im Kontext der Arithmetik, der Zahlentheorie, nachgewiesen, dafl die
Mittel der Mathematik, das Finden von Beweisen, seine Grenzen hat:
jedes Beweissystem fiir die wahren arithmetischen Formeln ist notwen-
digerweise unvollsténdig. Das heiflt, es bleiben immer Formeln {ibrig,
die zwar wahr, aber nicht als solche beweisbar sind.

Wir betrachten zunéchst arithmetische Formeln; dies sind Formeln, die
mittels Quantoren, Vanablen, Konstanten, der Relation = und den
Operatoren 4+ und * aufgebaut sind.

Definition. Der syntaktische Aufbau eines (arithmeti-
schen) Terms ist induktiv wie folgt definiert:
e Jede Zahl n € IV ist ein Term.
¢ Jede Variable z;, 3+ € IN, ist ein Term.
® Wenn ¢, und {; Terme sind, dann auch (¢; + t;) und
(3 *+12).

Der syntaktische Aufbau einer (arithmetischen) Formel ist
induktiv wie folgt definiert:

¢ Wenn ¢, und ¢; Terme sind, dann ist (¢; = ¢;) eine
Formel.

¢ Wenn F, G Formeln sind, dann sind auch —F, (F A G)
und (F V G) Formeln.

¢ Wenn z eine Vanable und F' eine Formel ist, dann sind
auch 32 F und Vz F' Formeln.

Freie und gebundene Variablen sind wie tblich definiert. (Gebundene
Variablen sind solche, die im Wirkungsbereich eines Quantors stehen).
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Beispiel einer Formel der Anthmetik:
Vo 3y Ve (o % y) = 2) A (1 +2) = (& 1))

Wir geben solchen Formeln nun eine semantische Interpretation iber
den natiirlichen Zahlen wie folgt:

Sei ¢ : V — IN eine sogenannte Belegung (hierbei ist V' die Menge der
Varieblen). Wir erweitern die Anwendung von ¢ auch auf Terme der
Arithmetik wie folgt:

¢(n) n
¢((t + t2)) o(t1) + $(t2)
¢((t1x12)) = ¢(t)- 4(t2)

Auf der rechten Seite der Gleichungen sind die Additions- bzw. Multi-
plikationsfunktion auf den natirlichen Zahlen gemeint.

il

Beispiel: Sei ¢ eine Belegung, die z auf 10 und y auf 8 abbildet. Dann
ist
#((z +(5*y))) =10+ 5-8 = 50.

Wir verabreden aulerdem folgende Notationen: Mit F(z/n) bezeichnen
wir diejenige Formel, die aus F entsteht, indem alle freien Vorkommen
von z durch die Konstante n ersetzt werden. Wenn aus dem Kontext
klar ist, welche Variable ersetzt werden soll (weil z.B. nur eine Varia-
ble frei vorkommt), so schreiben wir auch F(n). Ferner driicken wir
durch die Schreibweise F(z,,...,2,) aus, daf in der Formel F' genau
die Variablen z,,...,z, frei vorkommen.

Defilmition. Fiir arithmetische Formeln F definieren wir
den Begriff “F ist wahr” wie folgt:

(t; = t3) ist wahr, falls ¢(f,) = &(t;) fiir alle Belegungen ¢
gilt.

~F' ist wahr, falls F nicht wahr ist.

(F A G) ist wahr, falls F' wahr ist und G wahr ist.

(F V G) iat wahr, falls F' wahr ist oder G wahr ist.

3z F ist wahr, falls es ein n € IV gibt, so daBl F(z/n) wahr

ist.
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Yz F ist wahr, falls fir alle n € IV gilt, dafl F(z/n) wahr
1st.

Betspiele: Die Formel Vz 3y ((z +y) = (z *{z + 1))) ist wahr, denn
fiir jede natiirliche Zahl z gibt es ein y mit z +y =z : (z + 1), wihle
namlich y = z - z.

Die Formel

Vz Iy (2 = ) V((z *y) = 1))

1st nicht wahr, da wir uns auf den Grundbereich der natiirlichen Zahlen
festgelegt haben. (Die Formel ware dagegen fiir reelle Zahlen wahr).

Definition. Eine Funktion f : IN* — IV ist arith-
metisch reprdsentierbar, falls es eine arithmetische Formel
F(z3,...,2zx,y) gibt, so daB fiir alle n,,...,n;, m € IV gilt;

f(nh'”,nk} =m
genau dann wenn
F(ny,...,ng,m) wahr ist.

Besspiele: Die Additionsfunktion ist arithmetisch représentierbar mit-
tels:
(v = (21 + 23))

Analog ist es mit der Multiplikation. Die Funktionen DIV und MQOD
sind arithmetisch représentierbar durch:

dr((r<z))A{zy =y*29+71)) |

und
Jk((y<z)A(zi=k*z3+y))

In den obigen beiden Formeln kommt die {zunichst nicht zulissige)
Teilformel {a < b) vor, Diese 128t sich wie folgt definieren:

dz{a+z4+1=104)

Analog lassen sich die Relationen >, <, > definieren.
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Wir haben bei obigen Beispielen der besseren Lesbarkeit wegen einige
Klammern weggelassen und verabreden fir das Folgende auch noch die
Schreibweisen

Ve<k(...)bzw. Iz < k{...)

fiir

Vz (~(z<k)Vv(...)bzw. Jz ((z < k)A(...))

Als Vorbereitung fiir den nachfolgenden Beweis wollen wir uns mit der
Codierung von beliebigen Zahlenfolgen beschaftigen. Eine Zahlenfolge
(ng,...,nx) kénnen wir aus einer einzelnen (geeignet gewéhlten) Zahl
a wie folgt zuriickerhalten:

ni =a MOD (1+(:+1)-b)
Hierbei ist b gleichfalls geeignet zu wihlen. Es ist klar, dafl auf diese
Weise jedem q, b,2 genau ein n; zugeordnet wird.
Die obige Formel kann arithmetisiert werden. Es gilt néimlich, dafl

G(a,b,s,y) == y<(1+(E+1D*b0) A Jk(a=y+5x(1+ (G +1}%b))

eine wahre Formel ist, genau dann wenn y = a MOD (1 4+ (2 + 1) - b).
Das folgende Lemma basiert auf dem Chinesischen Restsatz.

Lemma. Fir jede Zahlenfolge (ng,...,n:) gibt es a und b,
so daf} fiir1 =0, 1,..., % gilt:

n;=aMOD (1+(i+1)-b)
(gleichwertig: G(a, b,,n;) 1st wahr).

Beweis: Wir setzen 8 = max(k,ng,...,n;) und wahlen b = sl. Wir
zeigen zundchst, daB die Zahlen b; = 14 (3 +1) - b paarweise teilerfremd
sind. Angenommen, es gibt eine Primzahl p, die sowohl b; als auch b;
teilt (1 < 7). Dann teilt pauch b; —b;=(j —¢)-b. Da(j—:) <k < s,
gilt: (7 —£) teilt &. Somit folgt: p teilt b. Zusammen mit p teilt b; ergibt
sich: p teilt 1, ein Widerspruch.

Als n#chstes zeigen wir, daBl zu je zwel verschiedenen Zahlen @ und o
mit0<a<a <by-b-...-b auch die Losungen der Restsysteme

n; = aMOD & (i=0,...,k)
nl = ¢ MOD b (i=0,...,k)
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verschieden sind. Angenommen, (ng,...,nx) = (ng,...,n;). Hieraus
folgt, daB jedes &; die Zahl a’ — a teilt. Wegen der Teilerfremdheit der
b; folgt, daBB by - by -... b auch a’ —a teilt. Daad’' —a < bp-b; - ... - b,
ist dies ein Widerspruch.

Die Zahlen a € {0,...,by-b; - ...- by — 1} liefern somit insgesamt b, -
by -...- b viele verschiedene Restsysteme und somit by- by - ... - b viele
Lésungsfolgen (no,. .., n;) mit der Eigenschaft n; < b;. Somit tritt jede
dieser Zahlenfolgen einmal als Losung eines Restsystems auf.

Zu der vorgelegten Zahlenfolge (ny, . .., n;) wihle man daher b wie oben
angegeben und a so, daB die Folge Loésung des zu a gehdrenden Rest-

systems 1st. |

Satz.
JEDE WHILE-BERECHENBARE FUNKTION IST ARITHMETISCH
REPRASENTIERBAR.

Beweis: Wir zeigen, daB es fiir jedes WHILE-Programm P, das die
Programmvariablen zy,...,z; enthilt, eine Formel Fp gibt mit den
freien Variablen z,,...,z; und y, ..., Y&, so daf fur alle m; und n; aus

IV gilt:

Fp(my,...,miyng,...,ng) 18t wahr genau dann wenn P, gestartet
mit den Variablenwerten muy, . . ., mi stoppt und die Programmvariablen
dann die Werte ny, ..., n; besitzen.

Der Satz ergibt sich dann folgendermaflen: Angenommen, das WHILE-
Programm P berechnet eine n-stellige Funktion f mit n < k. Dann
wird f durch folgende Formel F arithmetisch reprisentiert:

F(zy,...y2q,y) = Jw, ... 3w Fpl0,2,,...,2,,0,...,0,y,wq,...,ws)

k-n

Wir zeigen die Behauptung nun durch Induktion iiber den Aufbau des
WHILE-Programms P.

P habe die Form P = z;:=z; + ¢.

Dann ist Fp = (y; = z; + ¢) A Agei(ye = Zi).
P habe die Form P = z;:=z; —c.

Dann ist

Fp=[(z;<e)V(z;=yi+ ) A[(z; 2 ¢)V (yi=0)] A k/\(yk = )
£
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P habe die Form P = Q; R.

Dann existieren nach Induktionsvoraussetzung Formeln Fi und Fp. Wir
setzen:

Fp =3zg...32 (Fg(Zoy.« .y ThyZ0y-+92k) A Fr{Zoy -y Zhy Y0y e~ -2 Uk))

Den Fall der LOOP-Schleife brauchen wir nicht behandeln, da diese
durch eine WHILE-Schleife simuliert werden kann. Habe also P die
Form P = WHILE z; # 0 DO Q END.

Nach Induktionsvoraussetzung existiert Fg. Unter Verwenden der For-
mel G des vorigen Lemmas setzen wir:

Fp = 3ag3by...3a;3b0;3t (1)
[ G(ao, b9, 0,z0) A <+ - A G(ag, bi, 0, zx)A (2)
G(ag,bo,t,%0) A <« A G(ag, by &, yr)A (3)
Vi <t 3w (G(a;, by j, w) A -(w =0))A (4)
G(a;, b, t, 0)A (5)
Vi <t 3wg... 3w 3w)...w} (6)

[ Fo(woy ...y WryWhy o .., WEA

G(aO) h])}-) w[l) A---A G(akrbkajs wk)"ﬂ"
G(Go, boa.?- + 1, wl(')) ARRRRA G(ﬂk, bk:j + lyw;c) ] ]

Wir besprechen die einzelnen Zeilen dieser Formel. In Zeile (1) wird die
Existenz von Zahlenfolgen, jeweils repriisentiert durch ein Paar von Zah-
len a,, b, gemaB vorigen Lemmas, behauptet. Die Zahlenfolge, die sich
hinter a,, b, (n =0,...,k&) verbirgt, soll die Zahlenwerte darstellen, die
die Programmvariable z,, im Verlauf von { WHILE-Schleifendurchliufen
erhilt. Das heifit, ¢ ist die (behauptete) Gesamtanzahl der WHILE-
Schleifendurchliufe, bis z; den Wert 0 erreicht. Diese intendierte Be-
deutung der Zahlen a,, b, und ¢ muf in den folgenden Zeilen im Detail
verifiziert werden. In Zeile (2) wird ausgedriickt, dafl die Startwerte der
Programmvariablen gerade zy, ..., z; sind; und entsprechend in Zeile
(3), daB die Endwerte der Programmvariablen gerade yq,. ..,y sind.
Zeile (4) drickt aus, daB wihrend aller Schleifendurchlaufe die Pro-
grammvariable z; einen Wert ungleich Null hat, und der Wert Null dann
im #-ten Schritt erreicht wird (Zeile (5)). Ab Zeile (6) kommt zum Aus-
druck, dafl wihrend aller Schleifendurchléufe gewihrleistet ist, dafl die
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Variablenwerte vor und nach Ausfiihrung von @ gemafl der Formel F
miteinander verkniipft sind. |

Satz.
DI1E MENGE DER WAHREN ARITHMETISCHEN FORMELN IST NICHT
REKURSIV AUFZAHLBAR.

Beweis: Fiir jede Formel F gilt, daf entweder ¥ oder —F wahr ist
(aber nicht beide). Wenn die Menge

WA = {F | F ist wahre arithmetische Formel}

rekursiv aufzahlbar wire, dann wire sie auch entscheidbar. (Entschei-
dungsverfahren: Bei Eingabe F, zihle WA auf: WA = {F,, [, F,...},
bis fiir ein ¢ F = F; oder ¥ = —F; ist).

Wir zeigen nun, da8 WA nicht entscheidbar (und damit nicht rekur
siv aufzdhlbar) ist. Hierzu sei A eine rekursiv aufzdhlbare, aber nicht
entscheidbare Sprache (etwa A = K, H, H,, PCP,...). Da A rekursiv
aufzahlbar (also semi-entscheidbar) ist, ist die Funktion

' (n) = 1, ne A
XA\") =Y undefiniert, n¢ A

WHILE-berechenbar und mit dem vorigen Satz arithmetisch représen-
tierbar mittels einer Formel F{(z,y).

Nun gilt:

n€EA & Xyn)=1
& F(n,1) ist wahr
& F(n,1)e WA

Mit anderen Worten, die berechenbare Abbildung n — F(n,1) vermit-
telt eine Reduktion von A nach WA. Da A nicht entscheidbar ist, ist
WA auch nicht entscheidbar und mit der obigen Diskussion auch nicht
rekursiv aufzahlbar. _

Bemerkung: Die Menge WA der wahren arithmetischen Formeln heifit in
anderen Darstellungen auch die “Arithmetik”, die (elementare) “Zah-
lentheorie”, die “Theorne der natiirlichen Zahlen mit Addition und Mul-
tiplikation”, symbolisch auch bezeichnet mit Th(IV) oder Th( IV, *, +).
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Mathematiker waren ummer schon an der Aziomatisierung (Kalkiili-
sierung) derartiger Theorien interessiert. Ohne auf den “syntaktischen
Zuckergufl” spezieller Axiomensysteme oder Kalkiile eingehen zu wol-
len, nehmen wir eine ganz abstrakte Sicht ein: Ein Beweis in einem
gegebenen Beweissystem mufl nach gewissen syntaktischen Regeln auf-
gebaut sein. Eine Minimalforderung ist es zu verlangen, dafl die Menge
aller zulassigen Beweise B C ¥* entscheidber ist. T ist hier das “Beweis-
alphabet”. Ferner mufl eine berechenbare “Interpretationsfunktion” F
mit Definitionsbereich B existieren, so daf8 F(b) fiir 4 € B angibt, was
(also welche Formel) durch den Beweis b bewiesen wird.

Be1 vielen logischen Beweissystemen sieht dies konkret so aus, daf8 die
Beweise b aus Folgen von Formeln bestehen, so dafi diese entweder —
vorher festgelegte — Aziome sind, oder aus vorherigen Formeln der Folge
durch Anwenden einer Schlufiregel (etwa modus ponens) zustande kom-
men. Die Abbildung F' ist dann nichts anderes als eine Projektion auf
die letzte Formel der Folge.

Definition. Ein Beweissystem fiir eine Menge A C I'* ist
ein Paar (B, F') mit folgenden beiden Eigenschaften:

e B C ¥* ist entscheidbar.

e F: B — Aist eine totale und berechenbare Funktion.

Mit Bew(B,F') bezeichnen wir die Gesamtheit des durch
(B, F) Beweisbaren:

Bew(B,F)={y €I | esgibt ein b € B mit F(b) =y }

Ein Beweissystem (B,F) fiir A heiBt vollstindig, falls
Bew(B,F) 2 A (also Bew(B,F) = A) gilt (mit anderen
Worten: falls F' surjektiv ist).

Man beachte, dafl die sogenannte Korrektheit des Beweissystems,
ndmlich Bew(B, F) C A, in der obigen Definition schon “eingebaut”
ist.

Satz. (GODELSCHER UNVOLLSTANDIGKEITSSATZ)

JEDES BEWEISSYSTEM FUR DIE MENGE DER WAHREN ARITHMETI-
SCHEN FORMELN, WA, IST NOTWENDIGERWEISE UNVOLLSTANDIG
(D.H. ES BLEIBEN IMMER WAHRE ARITHMETISCHE FORMELN
UBRIG, DIE NICHT BEWEISBAR SIND).
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Skizze:

WA WA
/ Bew(B, F) \
\. /

Menge der arithm. Formeln

Beweis: Angenommen WA = Bew(B, F) fiir ein Beweissystem (B, F).
Dann ist WA rekursiv aufzéhlbar, indem man alle € B durchléduft und
F(b) ausgibt. Dies widerspricht jedoch dem vorigen Satz. |




Kapitel 3

Komplexitatstheorie

Die Komplexitatstheorie versucht, algorithmische Probleme {formali-
siert als Sprachen) gemé# ihres Bedarfs an “Berechnungsressourcen” (=
Rechenzeit, Speicherplatz — als Funktion der Eingabeléinge n) zu klas-
sifizieren. Hierbei gibt es zweierlei Aspekte. Einerseits versucht man,
fiir konkrete Aufgabenstellungen moglichst effiziente Verfahren anzuge-
ben und diese gemif ihres Rechenaufwands zu analysieren. Dies liefert
sowohl (evtl. praktisch verwertbare) Algorsthmen zur Losung des Pro-
blems, als auch eine prinzipelle obere Schranke fiir die Komplexitit
des Problems. Aus der Tatsache, dafi es O(n’)-Algorithmen fiir das
Wortproblem bei kontextfreien Sprachen gibt (— CYK-Algorithmus),
schlieflen wir, dafl die dem Wortproblem “inneliegende” Komplexitit
héchstens O(n?) ist - sie kdnnte aber natiirlich auch wesentlich kleiner
sein.

Hierzu dienen andererseits Beweise von unteren Schranken, die meist
viel schwieriger zu filhren sind. Eine trivialerweise immer geltende un-
tere Schranke fiir die Zeitkomplexitit ist n. Dies liegt daran, dafl jeder
Algorithmus, der ein gewisses gegebenes Problem korrekt 16st, zumin-
dest die Eingabe vollstindig lesen mufl — und dies erfordert n Schritte.

Nachweise von (nicht-trivialen) unteren Schranken sind deshalb so
schwierig, weil das Beweisargument jeden Algorithmus ~ auch bisher
noch gar nicht erfundene - in Betracht ziehen muf.
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3.1 Komplexitatsklassen
und P-NP-Problem

Man teilt in der Komplexititstheorie die entscheidbaren Sprachen in
Komplezstaisklassen ein.

Definition. Sel f : IN — IN eine Funktion. Die Klasse
TIME(f(n)) besteht aus allen Sprachen A, fiir die es
eine deterministische Mehrband-Turingmaschine M gibt
mit A = T(M) und timep(2z) < f(l2]).

Hierbei bedeutet timeps : £* — IV die Anzahl der Rechen-
schritte von M be1 Eingabe z.

Dadurch, da wir hier Mehrband-Turingmaschinen zulassen, ergeben
sich realistischere Komplexititsfunktionen f als z.B. bei der Einband-
Turingmaschine. Bei der Einbandmaschine wiirde viel Rechenzeit anfal-
len fiir das Hin-und-herlaufen auf dem Band, um irgendwelche Informa-
tionen zu finden, die bel einem einzigen Band nur in sequentieller Form
abgelegt sein kénnen. Diese Rechenzeitanteile sind lediglich dem einge-
schrinkten Berechnungsmodell zuzuschreiben, haben aber mit dem zu
16senden Problem nichts zu tun.

Andererseits wissen wir, dal Mehrbandmaschinen durch Einband-
maschinen simuliert werden konnen (vgl. Seite 91). Wenn man
diese Simulation analysiert, erkennt man, dafl eine f(n) rechenzeit-
beschrinkte Mehrbandmaschine immerhin durch eine O(f*(n))
rechenzeit-beschrinkte Einbandmaschine simuliert werden kann.,

Wir wollen nun eine Klasse von Funktionen betrachten, wo die Opera-
tion des Quadrierens nicht aus der Klasse herausfiihrt. Daber spielt es
fiir diese Funktionenklasse keine Rolle, ob wir In der Definition der
entsprechenden Komplexititsklasse Einband- oder Mehrbandmaschi-
nen verwenden. Dies ist die Klasse der Polynome und die zugehérige
Komplexititsklasse heifit P.

Definition. Ein Polynom ist eine Funktion p : IN —s IV
der Form

p(n)=am* + gz +--tanta, ase N ke N




3.1. P-NP-PROBLEM 143

Die Komplexititsklasse P ist wie folgt definiert:
P = {A] es gibt eine Turingmaschine M
und ein Polynom p mit

T(M)= A und timep(z) < p(|z|)}
U TIME(p(n))

p Polynom

Bemerkungen: Fir den Nachweis, dafl ein Algorithmus polynomale
Komplexitat hat, gentigt es offensichtlich zu zeigen, dal seine Komple-
xitat O(n*) fiir eine Konstante k ist.

Ein Algorithmus mit der Komplexitat nlogn ist auch als polynomsial
anzusehen {obwohl n logn kein Polynom ist), denn nlogn = O(n?).

Funktionen wie n'°6" oder 2" kénnen dagegen durch kein Polynom nach
oben beschrankt werden.

Man kann argumentieren, dafl die Klasse P genau diejenigen Probleme
urnfaflt, fiir die effizzente Algorithmen existieren. Ein Algorithmus z.B.
der Komplexitit 2" ist dagegen nicht effizient.

Bemerkung: Die Klasse P, ebenso wie noch weit groflere Komplexitats-
klassen, etwa TIME(2") oder gar TIM E( 22"'22} n-mal) sind immer

noch in der Klasse der primitiv rekursiven bzw. LOOP-berechenbaren
Sprachen enthalten.

Beweis: Wir inspizieren nochmals die Aquivalenzbe-
weise von TM-Berechenbarkeit, GOTQO-Berechenbarkeit und WHILE-
Berechenbarkeit. Sei eine Turingmaschine M mit timep(z) < f(|z|})
gegeben. Diese kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden (vgl.
Seite 102), wobei fiir jeden Turingmaschinen-Schritt eine endliche Zahl
von Wertzuweisungen bzw. GOTOs zu durchlaufen ist. Dieses GOTO-
Programm kann schheflich in ein aquivalentes WHILE-Programm mit
nur einer WHILE-Schleife umgeformt werden (vgl. Seite 101). Die An-
zahl der WHILE-Schleifendurchlaufe ist durch die Komplexitit f(n) der
Turingmaschine beschrankt. Daher kann die Zeile “WHILE count = 0 DO”
ersetzt werden durch “y := f(n) ; LOOP y DO”. Hierdurch degeneriert das
WHILE-Programm zu einem LOOP-Programm. Man erkennt, daf alle
mit Komplexitdt f(n) berechenbaren Funktionen LOOP-berechenbar
sind, sofern f selbst eine LOOP-berechenbare Funktion ist (bzw. nach
oben durch eine solche beschriankt werden kann).
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Diese Klasse P ist nun relativ unabhéngig von der betrachteten Ma-
schine oder Programmiersprache, relativ zu der tsme definiert wird. Wir
konnten auch den Rechenzeitbegriff bezogen auf WHILE-Programme
definieren und wiirden dieselbe Klasse P erhalten. Dies mufl jedoch
in folgender Weise geschehen: Der Zeitaufwand fiir z.B. eine Wertzu-
weisung z; := z; muBl so grol angesetzt werden, wie die Anzahl der
Bits, die bei dieser Aktion iibertragen werden. (Also etwa log z;). Man
spricht vom logarsthmischen Kostenmaf. Wenn wir dagegen die Kosten
fiir eine solche elementare Anweisung mit 1 ansetzen, so spricht man
vom unsformen Kostenmapf. Solange die in den Variablen gespeicherten
Zahlenwerte eine Konstante nicht iiberschreiten, sind beide Kostenmafle
(bis auf einen konstanten Faktor) Aquivalent —~ und man kann sich vor-
stellen, daB es von einem Programm viel einfacher ist, die uniformen
Rechenzeitkosten festzustellen als die logarithmischen.

Betrachten wir folgendes Beispiel.

INPUT (n);

T = 2;

LOOP n DO z := z * = END;
OUTPUT (z)

Unter uniformem KostenmaB ist dies ein Algorithmus mit polynomialer
Komplexitidt'. Der Algorithmus berechnet jedoch die Zahl 22", Allein
fiir das Hinschreiben der Bin#irdarstellung dieser Zahl bendtigt eine
Turingmaschine 2™ Schritte. Daher kann ihre Komplexitiat nicht poly-
nomial beschrinkt sein (genausowenig wie die Komplexitit des obigen
Programms unter dem logarithmischen Kostenmafl). Hier tritt also ge-
rade der Fall ein, dal unter dem uniformen Kostenmafi Rechenopera-
tionen mit 1 gewichtet werden, die ungeheuer grofie Zahlen beinhalten.
Hier ist es nicht realistisch, das uniforme Mafl anzuwenden.

Von diesen Extrembeispielen aber abgesehen ist es weit verbreitet,
die Komplexitit eines Algorithmus — formuliert in einer WHILE-
Programm-8hnlichen Sprache — unter dem uniformen Kostenmafl an-
zugeben,

Man kann die gerade gegebenen Definitionen auch auf nichidetermin:-
stische Turingmaschinen ausdehnen. Unter einer akzeptierenden Rech-

1Wir nehmen bei dieser Diskussion an, daB8 die Multiplikation unter dem uniformen
KostenmaB nur eine Zeiteinheit kostet.
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nung verstehen wir im folgenden eine mit der Startkonfiguration begin-
nende Folge von Konfigurationen, die sukzessive mit — verkniipft sind,
so daB die Folge mit einer Konfiguration mit Endzustand endet.

Definition. Fiir nichtdeterministische Turingmaschinen M
gel

[ min [Linge einer akzeptierenden
ntimey(z) = { Rechnung von M auf T, z € T(M)
0 z & T(M)

\ b

Sei f : IN — IN eine Funktion. Die Klasse NTIM E(f(n))
besteht aus allen Sprachen A, fiir die es eine nickideiermsi-
nistische Mehrband-Turingmaschine M gibt mit A = T'(M)
und nttmey(z) £ f(|z})-

Ferner definieren wir;

NP= ] NTIME(p(n)
p Polynom

Es ist klar, dafl P C NP gilt; aber ob die beiden Komplexititsklassen
gleich oder echt ineinander enthalten sind, ist unbekannt. Diese Fra-
gestellung ist seit ca. 1970 bekannt und wird P-NP-Problem genannt.
Dies wird oft als die wichtigste Frage der Theoretischen Informatik
tiberhaupt angesehen.

Die Bedeutung dieser Fragestellung erklart sich daraus, dafl es viele
fiir die Praxis wichtige Aufgabenstellungen gibt, von denen man leicht
nachweist, dal sie in NP liegen (z.B. Traveling Salesman Problem, ge-
wisse Reihenfolgeprobleme, das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlo-
gik u.v.a.m.). Polynomiale Algorithmen fiir diese Probleme sind aber
nicht bekannt. Daher kénnte es sich um mégliche Kandidaten fiir die
Mitgliedschaft in NP — P handeln (und damit wéren P und NP verschie-
den), Andererseits ist vielleicht noch niemandem der richtige Algonth-
mus mit polynomialer Komplexitit eingefallen — obwohl er existiert.

Fin zweiter Grund fiir die Bedeutung und das Interesse an dem P-NP-
Problem ist, daB es — insbesondere aufgrund der Arbeiten von S. Cook
(1971) und R. Karp (1972) — gelungen ist, eine sehr schéne “Struktur-
theorie” fiir das P-NP-Problem aufzubauen, Zentral ist hierbei der Be-
griff der NP-Vollstindigkeit. Es konnte namlich gezeigt werden, da8 alle

(bis auf wenige Ausnahmen) der oben angesprochenen NP-Probleme,
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fiir die kein polynomialer Algorithmus bekannt ist, in einer Weise mit-
einander verkniipft sind, so dafl entweder alle diese Probleme polyno-
miale Algorithmen besitzen (namlich falls P == NP) — oder keines (falls
P # NP).

Da (z.T. seit Jahrhunderten) von verschiedenen Forschern unabhingig
voneinander erfolglos versucht wurde, polynomiale Algorithmen fiir NP-
vollstéiindige Probleme zu finden, wird dies allgemein fiir ein starkes In-
diz (aber natiirlich nicht als Beweis) zugunsten von P # NP angesehen.

Tberblick:

/ semi-entscheidba.r\
/ entscheidbar \

LOOP~berechenba.r\

/!

©.

o,

3.2 NP-Vollstindigkeit

Wir definieren nun Reduzierbarkeit im Kontext von polynomial zeitbe-
schrinkten Berechnungen. Man vergleiche die folgende Definition und
das anschlieende Lemma mit denen auf Seite 120.

Definition. Seien A C ¥* und B C I'" Sprachen. Dann
heiflit A auf B polynomial reduzierbar — symbolisch mit A <,
B bezeichnet ~ falls es eine totale und mit polynomialer
Komplexitat berechenbare Funktion f : X* — I'™ gibt, so
daf fiir alle z € £* gilt:

T € A < f(z) € B.
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Lemma. Falls A <, B und B € P (bzw. B € NP), so ist
auch A € P (bzw. A € NP).

Beweis: Es gelte A <, B mittels Funktion f, die durch Turingma-
schine M berechnet wird. Das Polynom p begrenze die Rechenzeit von
M;. Ferner se1 B € P mittels Turingmaschine M. Die Rechenzeit von
M werde durch ein Polynom ¢ begrenzt. Dann ist auch die Hinterein-
anderschaltung M;; M beider Turingmaschinen ein polynomial zeitbe-
schrinkter Algorithmus: Die Rechenzeit dieser Maschine bei Eingabe x
kann durch

plz]) +q(lf(=)]) < p(l=i) + alp(|z]))

begrenzt werden. Auch diese Funktion ist ein Polynom,
Es ist klar, daf§ M;; M gerade A berechnet.

Analog geht der Fall B € NP mit einer nichtdeterministischen Maschine
M. ‘ N

Wir kommen nun zu der entscheidenden Definition der NP-Vollstandig-
keit. Intuitiv ist eine Sprache A NP-vollstandig, falls A mindestens so
schwierig ist wie jedes Problem in NP.

Definition. Eine Sprache A heifit NP-keart, falls fiir alle
Sprachen L € NP gilt: L <, A.

Fine Sprache A heifit NP-vollstindig, falls A NP-hart ist
und A € NP gilt.

Mit dem gleichen Beweisargument wie im vorigen Lemma zeigt man,
dafl <, eine transitive Relation auf Sprachen ist. Wenn wir also schon
ein NP-hartes Problem A kennen, dann gestaltet sich der Nachweis der
NP-Hirte fiir ein anderes Problem B evtl. viel einfacher: Man zeige
lediglich A <, B. (Denn aus L <, A fiir alle NP-Probleme L und aus
A £, B folgt mit der Transitivitit, dal L <, B gilt). Genauso werden
wir gleich vorgehen — wir miissen allerdings ein erstes NP-hartes bzw.
NP-vollstandiges Problem bereitstellen.

Satz.
SEI A NP-vOLLSTANDIG. DANN GILT:

AeP & P=NP
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Beweis: Sei A € P und sei L eine beliebige Sprache in NP. Da A
insbesondere NP-hart ist, gilt L <, A. Mit dem vorigen Lemma folgt:
L € P. Da L beliebig aus NP gewahlt war, folgt P = NP.

Sei umgekehrt P = NP angenommen. Da A € NP, ist auch A € P, was
7u zeigen war. |

Der Satz besagt also, dafl es zum Nachweis von P = NP oder von
P # NP geniigt, von srgendeinem NP-vollstindigen Problem A entweder
den Nachweis A € P oder A ¢ P zu fiihren.

In gewissem Sinn sind die NP-vollstdndigen Probleme die “schwierig-
sten” Probleme in NP. Man glaubt allgemein nicht daran, dafl es ge-
lingen wird, polynomiale Algorithmen fiir NP-vollstindige Sprachen zu
finden. Mit anderen Worten, man glaubt, dafl P # NP gilt.

Der Nachweis der NP-Vollstandigkeit fiir ein gewisses Problem bedeu-
tet also, dafl die Existenz von effizienten Algorithmen fiir das Problem
(wahrscheinlich) ausgeschlossen ist.

Skizze:

G\M“"“‘ NP-vollstindige Sprachen

NP

)

Es stellt sich die Frage, ob es Sprachen mit dieser universellen NP-
Vollstandigkeitseigenschaft iberhaupt gibt. Wir lernen nun die erste
kennen.

Defnition. Das Erfillbarkestsproblem der Aussegenlogik,
kurz SAT, ist das folgende:

gegeben: eine Formel F' der Aussagenlogik

gefragt: Ist F' erfillbar, d.h. gibt es eine Bele-
gung der Variablen mit Konstanten € {0, 1},
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so dafl ' den Wert 1 erhalt?

Wir haben das Problem S AT hier in der gegeben — gefragt Notation an-
gegeben. Zur eigentlichen Sprache SAT gelangen wir, indem {in diesem
Fulle) Formeln geeignet iiber einem Alphabet ¥ codiert werden:

SAT = {code(F)€X" | F ist eine erfiillbare Formel der Aussagenlogik}

Satz., (CoOK)
DAs ERFULLBARKEITSPROBLEM DER AUSSAGENLOGIK, SAT, IST
NP-VOLLSTANDIG.

Beweis: Wir zeigen zunichst SAT € NP. Eine nichtdeterministische
Maschine M kann erfiillbare Formeln F wie folgt erkennen. Zunichst
wird in einem Durchlauf iiber die Eingabe festgestellt, welche Varia-
blen in der Formel F' vorkommen. Nehmen wir an, dies seien z,,..., ;.
In der eigentlichen nichtdeterministischen Phase “rat” M nun Werte
a,...,a, a; € {0,1}, fir die Variablen und setzt diese in F ein. (Das
heiBt, zu diesem Zeitpunkt existieren 2¥ mogliche nichtdeterministische
unabhéngige Rechnungen - fiir jede Belegung eine). Als nachstes rech-
net M den Wert von F in deterministischer Art aus und geht in einen
akzeptierenden Endzustand iiber genau dann, wenn der Wert =1 ist.

Nun gilt: F € SAT genau dann, wenn es eine nichtdeterministische
Rechnung von M gibt, die F' akzeptiert. Da aulerdem & < |F| ist,
1st die (nichtdeterministische!) Rechenzeit von M polynomial. Also ist
SAT € NP.

Der Hauptteil der Beweises besteht in dem Nachweis der NP-Hirte von
SAT. Hierzu sei L ein beliebiges NP-Problem. Dann ist L = T(M)

fiir eine nichtdeterministische, polynomial zeitbeschrinkte Turingma-
schine M. (Wir konnen annehmen, dal M’s é-Funktion die Zeile
6(ze,a) O (ze,a,N) enthilt, so daB ein einmal erreichter Endzustand

nie mehr verlassen wird). Sei p ein Polynom, das die Rechenzeit von M
beschrankt. Set ¢ = z,z,...z, € £* eine Eingabe fiir M.

Wir geben nun eine Boolesche Formel F' an, so dafi gilt:

zcl & F isterfillbar
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Se1 I = {aj,...,a} das Arbeitsalphabet von M und Z = {z,..., 2}
die Zustandsmenge. Die gesuchte Formel F’ enthilt folgende Boolesche
Variablen, die wir im folgenden auflisten. Wir geben hierbei gleich die
intendierte Bedeutung der Variablen an.

Varnable | Indizes intendierte Bedeutung
zust,, =1 &
zust, , tzz %1’ -2 P(n) nach ¢ Schritten befindet sich
M im Zustand z
pos;i=1 &
t=0,1,...,p(n) M’s Schreib-Lesekopf befindet
POSti i=—p(n),...,p(n) | sich nach ¢ Schritten
auf Position 1
t=0,1,...,p(n) band ;o =1 &
band,; i = —p(n),...,p(n) { nacht Schritten befindet sich
a€Tl auf Bandposition ¢ das Zeichen a

Die Formel F besteht aus mehreren Bestandteilen. Insbesondere kommt
mehrfach eine Teilformel G vor, die folgende Eigenschaft hat.

G(zy,...,zm)=1 & flir geneu esn1ist z; =1

Die Grofle dieser Formel G is O(m?). Dieses wird im nachfolgenden
Lemma gezeigt.
F hat die Bauart:

F=RANAAUAU,AE

Hierbei beschreibt R gewisse Randbedingungen, A die Anfangsbedin-
gung, U; und Uj; beschreiben gewisse Ubergengsbedingungen und E be-
schreibt die Endbedingung.

In R wird ausgedriickt, daf zu jedem Zeitpunkt ¢ fiir genau ein 2 gilt:
zust, , = 1. Ferner gibt es zu jedem Zeitpunkt ¢ genau eine Bandposition
i, 5o dal pos;; = 1 gilt. Weiterhin muf zu jedem Zeitpunkt ¢ und jeder
Bandposition : fiir genau ein a gelten: pos;; , = 1.

R = /\ [ Gzusts zy ..oy zusty ) A G(POS: _p(n)s - -+ » POSEp(n))

t

A /\ G(bandt,f,al 1Ty bandt:ﬂﬂl) ]
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A beschreibt den Status der Variablen fir den Fall £ = 0.

n 0 ?(n)
A = zusto », A p0ospy A /\ baridg ;z; A /\ bandg ;o A /\ bandy ; o

7=1 3=—p(n) J=n+l

U, beschreibt den Ubergang vom Zeitpunkt ¢ nach t + 1 an denjenigen
Bandpositionen, wo sich der Kopf befindet (hierbei wird y € {~1,0,+1}
angenommen),

U, = /\ [ (zust, ; A posy; A band, ;)
t,z,4,0
—_ V (Z‘U&tH_l,zl Ap03t+1';‘+y A bandt.}.l,;,an) ]
z',a',y mit

6(2,0-) 2 (z",a',y) '

U, besagt, da$§ auf Bandfeldern, auf denen der Kopf nicht steht, sich
der Bandinhalt nicht &ndern darf.

fj2 = /\ (('1})033"' A bandt,i,a) — bandt+l,i,a)

11,0

E priift nach, ob ein Endzustand erreicht wird. (Insbesondere wird die-
ser dann im Zeitpunkt p(n) erreicht).

E = V zustp(n),2
el

Nehmen wir zunéchst an, z sei in L. Dann gibt es eine nichtdetermi-
nistische Rechnung der Lénge < p(n), die in einen Endzustand fiihrt.
Wenn alle Booleschen Variablen gema8 der angegebenen Intention — be-
zogen auf diese akzeptierende Rechnung — mit Wahrheitswerten belegt
werden, so erhalten alle Teilformeln von # den Wert 1, also auch F.
Also ist F erfiillbar.

Nehmen wir umgekehrt an, F' sei erfilllbar durch eine gewisse Belegung
der Variablen. Da durch diese Belegung insbesondere auch R erfiillt
wird, hat diese Belegung die Eigenschaft, da8 fiir jedes ¢ die Vanablen-
werte von zust; ;, pos;; und band,;, sinnvoll als Konfiguration von M
interpretiert werden konnen.

Da die Belegung auch A erfiillt, entspricht die fiir ¢ = 0 aus den Va-
riablenwerten abzulesende Konfiguration gerade der Startkonfiguration
von M bei Eingabe z.
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Da die Belegung auch U, und Uj erfiillt, ist zwischen ¢ und ¢ + 1 immer
die Nachfolgekonfigurationsbedingung erfiillt. Das heifit, es wird durch
die Variablenbelegung fiir ¢ = 0,1, 2,... eine mogliche nichtdetermini-
stische Rechnung beschrieben.

Da die Belegung auch E erfiillt, kommt in dieser Rechnung eine End-
konfiguration vor. Das heiflt, die Eingabe z liegt in T(M) = L.

Als nachstes beobachten wir noch, da die Formel F in polynomialer
Zeit berechnet werden kann. Da die Formel nach den obigen Anga-
ben von einer Turingmaschine bei Eingabe z unmittelbar “hingeschrie-
ben” werden kann, ist die Rechenzeit linear mit der Liange der Formel
verkniipft. Wir rechnen nach, da alle Teilformeln von F' polynomiale
Lénge (in n = |z|) haben:?

iRl = 0O(n?
4] = O(n)
G} = O(n?
[Oa] = O(n?)
|E] = 0OQ1)

Um den Beweis des Satzes noch zum AbschluBl zu bringen, mufi noch
das folgende Lemma bewiesen werden.

Lemma. Fir jedes k gibt es eine Formel G mit den Varia-
blen z,,...,Z;, so da G genau dann den Wahrheitswert 1
erhiilt, wenn genau esne der Variablen mit 1 belegt wird.

Die Formel G hat die Grofie O(k?).

Bewels: Man wihle

G = (\i/1 :z:;) A (kf\]I ;\ ﬂ(msf\wz))

=1 I=35+1

2Die eigentliche Linge einer Formel hangt natiirlich von der verwendeten Codie-
rung (vgl. Seite 149) ab. Was wir hier abachitzen, ist die Anzahl der Variablenpositio-
nen in der Formel. Diese hingt sicher polynomial mit der eigentlichen Codierungsléange
zusammen.
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Die erste Teilformel wird genau dann wahr, wenn mindestens eine Va-
riable wahr ist. Die zweite Teilformel wird genau dann wahr, wenn
héchstens etne Variable wahr ist (d.h. wenn es keine zwei verschiedenen
Variablen gibt, die wahr werden),

Die Grofle der Formel ist offensichtlich O(k?). N

Der erste Teil des Beweises, in dem gezeigt wird, daf SAT in NP liegt,
ist typisch fiir fast alle NP-Probleme: Der Nichtdeterminismus wird ver-
wendet, um die fragliche Struktur (hier: erfillende Belegung) zu “erra-
ten”. Danach wird nur iberprift, ob die nichtdeterministisch generierte
Struktur tatséchlich eine Lésung darstellt (“guess and check” ). Fiir die
meisten NP-vollstindigen Probleme gestaltet sich der Nachwels fiir die
Zugehorigkeit in NP auf diese einfache Art.

Bemerkung: Die bekannten deterministischen Algorithmen zur Berech-
nung von SAT haben die Komplexitat 2%(") - etwa indem man alle Bele-
gungen der Eingabeformel systematisch durchprobiert. Da jede Sprache
L € NP auf SAT reduzierbar ist, kann die deterministische Komplexitit
von L nach oben mit 2°("), p ein geeignetes Polynom, abgeschitzt wer-
den (vgl. auch das Beweisargument im Lemma, Seite 147). Formelhaft
ausgedriickt:
NPC |J TIME(@2"™)

p Polynom

3.3 Weitere NP-vollstandige Probleme

Wir wollen noch ein paar weitere bekannte NP-vollstandige Probleme
vorstellen. Der Nachweis der NP-Vollstandigkeit gestaltet sich von jetzt
ab einfacher als bei SAT. Wir brauchen nur eine polynomiale Reduktion
von SAT zu dem fraghichen Problem angeben.

Im einzelnen werden wir folgende Reduktionen von SAT aus nachwei-
sen:
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SAT

3SAT

I

CLIQUE |  GER. HAM. KREIS
RUCKSACK

1r

t UNGER. HAM. KRFEIS
PARTITION

+ TRAVELING SALESMAN
BIN PACKING

all-

Wir stellen diese algorithmischen Probleme nun vor.

Definition.
3SAT

gegeben: FEine Boolesche Formel F' in konjunkti-
ver Normalform (Klauselform) mt hochstens
3 Literalen pro Klausel.

gefragi: Ist F' erfiillbar?
CLIQUE

gegeben: Ein (ungerichteter) Graph G = (V, E)
und eine Zahi k € IV,

gefragt: Besitzt G eine “Clique” der Grofle k7
(Dies ist eine Teilmenge V' der Knotenmenge
mit |V’| = k und fiir alle u,v € V' mit u # v
gilt: {u,v} € E).

RUCKSACK (oder SUBSET SUM)

gegeben: Natiirliche Zahlen ay,aq,...,ax € IV
und b € IV,

gefragt: Gibt es eine Teilmenge I C {1,2,...,k}
Illit. EiEI ay = b?
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PARTITION

gegeben: Natirliche Zahlen @y, a3,...,a; € IV.
gefragt: Gibt es eine Teilmenge J C {1,2,...,k}
mit 3 ey @ = Yigyai?

BIN PACKING

gegeben: Eine “Behidltergrofle” b € IV, die
Anzahl der Behilter ¥ € IV, “Objekte”
G1,G3,...,0, < b,
gefragi: Konnen die Objekte so auf die k¥ Behilter
| verteilt werden, daB kein Behélter tiberlauft?
(Das heifit: gefragt ist, ob eine Abbildung f :
{1,...,n} — {1,..., k} existiert, so daB fiir
alle j =1,...,k gilt: 3" ,p—; a: < b).

GERICHTETER HAMILTON-KREIS

gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V, E).

gefragt: Besitzt G einen Hamilton-Kreis? (Dies
ist eine Permutation m der Knotenindizes
(vﬂm, Ur(2)y - -+ 9 v,[n]), sodaB fir1=1,...,n—
1 gilt: (vr(),ve641)) € E und auflerdem
(v.,(,,], v,{l]) (S E)

UNGERICHTETER HAMILTON-KREIS

gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E),

gefragt: Besitzt G einen Hamilton-Kreis? (Dies
ist eine Permutation 7 der Knotenindizes
(v.,(n, Up(2))+ -+ » ,v.,{ﬂ)), sodaBfiiri=1,...,n—
1 gilt: {ve),Ve(i41)} € E und anBerdem
{vr(n]avr(l)} € E)

TRAVELING SALESMAN

gegeben: Eine n X n Matrix (M; ;) von “Entfer-
nungen” zwischen n “Stddten” und eine Zahl

k.

gefragt: Gibt es eine Permutation 7 (eine “Rund-
reise” ), so dafl 325 Moy s(iv1) + Ma(n)rt) <
k?
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Man iiberzeugt sich leicht davon, daB alle diese Probleme mit dem
“ruess and check” Argument in NP liegen. Fir den Nachweis der NP-
Vollstdndigkeit konnen wir uns im folgenden auf den Nachweis der NP-
Hirte konzentrieren.

Satz.
3SAT 1sT NP-VOLLSTANDIG.

Beweis: Es gentgt, SAT <, 3SAT zu zeigen. Das heifit, wir miissen
ein polynomiales Verfahren angeben, das beliebige Boolesche Formeln
F in solche in konjunktiver Normalform mit héchstens 3 Literalen pro
Klausel, ¥’, umformt, so dafl gilt;

F ist erfiillbar < FY 1st erfiillbar

Das heifit, es ist lediglich Erfillbarkests@quivalenz zwischen F' und F'
verlangt, nicht jedoch Aquivalenz im strengen Sinne. (Man erinnere
sich daran, dafl zwar grundsatzlich jede Formel &quivalent in konjunk-
tive Normalform umformbar ist, dafl das Verfahren aber exponentiellen
Aufwand hat — auerdem werden nicht notwendigerweise nur 3 Literale
pro Klausel erzeugt).

Wir formen F in mehreren Schritten (erfiillbarkeitséiquivalent ) um. Dies
stellen wir am besten an einem Beispiel dar.

Sei F' = —~(~(z; V ~z3) V z3). Es ist anschaulicher, sich die Formel in

einer Baumstruktur vorzustellen:

-

V
|
V

|

I3
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1. Schritt: Wir wenden nun deMorgan’s Regeln an und bringen alle
Negationszeichen zu den Blattern. Hierbei #indern sich evtl. V zu A
und umgekehrt. Das heifit, nach diesem Schritt sind die Blétter nur
mit negierten oder unnegierten Vanablen beschriftet und im Innern
des Baumes kommt nur V und A vor. Dieser Umformungsschritt erfor-
dert nur einen Durchlauf iiber die Formel und kann daher mit linearer
Komplexitit realisiert werden.

A
Vv T9
I I3

2. Schritt: Wir ordnen jedem inneren Knoten eine neue Variable €
{y6,y1,- ..} 2u. Hierbei wird der Baumwurzel gerade yo zugeordnet.

A Yo

V 1 x2
| T3

3.Schritt: Wir fassen jede Verzweigung (gedanklich) zu einer Dreier-

Gruppe zusammen:
A Yo
w N \"T2

Iy I

Jeder Verzweigung der Bauart
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mit o € {V,A} ordnen wir eine Teilformel der Form

(v (yo2))

zu. Alle diese Teillformeln werden mit A verkniipft — und zusitzlich
kommt die Teilformel yg hinzu, Dies ergibt eine neue Formel Fi:

F, = [yo] A [yo A (!h A ‘1582)] A [;'h N (-’81 v ‘1-'63)]

Die Formeln F' und F; sind erfiillbarkeitsdquivalent. Man erhilt aus
einer erfiillenden Belegung fiir F' eine fiir F}, indem man die Belegung
der z-Variablen bernimmt und die y-Variablen entsprechend den an
den zugeordneten Baumknoten sich ergebenden Wahrheitswerten be-
legt. Umgekehrt 1st jede erfiillende Belegung fir F; (restringiert auf die
z-Variablen) auch eine erfiillende Belegung fiir F. |

4. Schritt: Jede der Teilformeln in eckigen Klammern wird separat
in konjunktive Normalform umgeformt. Da in jeder solchen Teilformel
nur 3 Variablen vorkommen, entsteht auf diese Weise die gewiinschte
konjunktive Normalform mit hdchstens 3 Literalen pro Klausel.,

Man beachte, dal in diesem Fall der exponentielle Aufwand fiir das
Umformen in konjunktive Normalform keine Rolle spielt, da wir den
Umformungsalgorithmus nur auf gewisse Teilformeln konstanter Groe
anwenden. Das heift, jede Teilformel in eckigen Klammern kann mit
konstantem Aufwand umgeformt werden — und zwar nach folgendem
“Rezept”:

[a=(BVec) — (aV-b)A(-maVbdVec)A(aV ¢)
@ (bAc)] = (maVBA(maVe)A(aV -bV ~c)

Wir erhalten also:
F\=yo A (Vi) A(PwV-z) A (yoV-omVzs)
AllhVoz) A (-t Vi V=) A (nn Ves)

Alle Umformungsschntte konnen mt polynormialen Aufwand durch-
gefiihrt werden, daher 1st SAT <, 3SAT gezeigt. H
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Es ist interessant zu bemerken, dal das entsprechend definierte Pro-
blem 25AT bereits in P liegt: Zunichst beobachten wir, dal es nur
polynomial viele verschiedene Klauseln mit 2 Literalen tiber der Va-
riablenmenge z,,...,z, gibt. Mit der Methode. der Resolution kann
die (Un)Erfiillbarkeit emer Klauselmenge festgestellt werden. Die Re-
solvente zweler 2-elementigen Klauseln ist selbst wieder nur héchstens
2-elementig. Daher ist die Menge der potentiellen Resolventen — und da-
mit die Rechenzeit fiir den Erfiillbarkeitstest — polynomial beschrinkt.

Satz.
CLIQUE 1sST NP-VOLLSTANDIG.

Beweis: Wir zeigen 3SAT <, CLIQUE. Sei F eine Formel in kon-
junktiver Normalform mit genau 3 Literalen pro Klausel. (Wir konnen
der Einfachheit halber genau 3 Literale annehmen, indem wir Literale
in der Klausel verdoppeln). Sei also

Fe={(23V213V213) A A(Zma V 22 V Zn3)

wobel
2; € {z1,22,...} U {2y, 29,...}

Der Formel F wird nun ein Graph G = (V, E) und eine Zahl k¥ € IV
zugeordnet: Setze

vV o= {(1,1),(1,2),(1,3),...,(m,1),(m,2),(m,3)}

E = {{(3,7),(r,9)} |i#pund z; #-z,}
k= m |
Es gilt nun:

F 18t erfiillbar durch eine Belegung B

genau dann wenn es gbt in jeder Klausel ein Literal, das unter B
den Wert 1 erhalt, z.B. 21,;,,224,,-«» Zm ..

genau dann wenn es gibt Literale 21 j, 22,45+ . - » Zm g+ dl€ paarweise
nicht komplementar sind

genau dann wenn es gibt Knoten (1, 71),(2,73),...,(m, j) In G, die
paarweise verbunden sind.
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éenau dann wenn G hat eine Clique der Gréfle &

Satz.
RUCKSACK 1sT NP-VOLLSTANDIG.

Beweis: Wir reduzieren 3SAT auf RUCKSACK. Sei
F=(znVziaVas) Ao AZg1 V 22 V 23)

wobel
Zi5 € {"1711:1721 . '1$n} U {"1271,'1272,.. ‘1-1:1:11}

eine Formel in 3-konjunktiver Normalform. Es ist also m die Anzahi der
Klauseln und n die Anzahl der vorkommenden Variablen. Wir miissen
nun, dem RUCKSACK-Problem gemi88, Zahlen a,,...,a; und b ange-

ben.

Die Zahl b ist gegeben durch:

b=444., .4411...11

m "

also, etwa im Dezimalsystem, m mal die Ziffer 4, dann n mal die Zaffer
1. | o

Im folgenden fixieren wir der einfacheren Darstellung wegen Werte fiir
m und n. Sagen wir, wir haben 3 Klauseln und 5 vorkommende Varia-
blen. Dann lautet b also:

b= 44411111

Auflerdem fixieren wir ein konkretes Beispiel und beziehen uns im fol-
genden auf das Beispiel. Sei also

F=(zyVozzVas) A (2 VezsVay) A (-T2 V2V Hazs)

Die Zahlen a; unterteilen wir in verschiedene Klassen.

Die Zahlen vy,...,v, sind folgendermaflen definiert. An der ¢-ten Posi-
tion in v; steht eine 1, falls die Variable z; in Klausel ¢ — in positiver
Form - vorkommt (eine 2 falls die Variable zweimal vorkommt, eine 3
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falls sie dreimal vorkommt). Im hinteren Ziffernblock steht an Position
1 eine 1. Analog ist v, bezogen auf die Vorkommen von z,, definiert.
Ferner steht im hinteren Ziffernblock die 1 an Position 2, etc.

Konkret fiir das obige Beispiel lauten die Zahlen:
v, = 100 10000

v = 000 01600
vz = 000 00100
vy = 01000010

vs = 110 00001

Die Zahlen v! sind vollig analog definiert, nur auf die negativen Vor-
kommen der Variablen bezogen.

Am konkreten Beispiel ergibt dies:

v, = 01010000 -
v5 002 01000
v, = 100 00100
! 000 60010
v, = 00100001

|

s
Il

Schlieflich haben wir noch Zahlen ¢; und d; fir j = 1,...,m, die so
aufgebaut sind, dafl im ersten Ziffernblock an Position j eine 1 {(bei ¢;),
bzw. eine 2 (bei d;) steht.

Konkret:

¢, = 100 00000
c; = 010 00000
¢z = 001 00000

020 00000
ds = 002 00000

S
I

Nun ergibt sich folgendes: Wenn die Formel F eine erfiillende Belegung
besitzt, so lifit sich eine Auswahl] aus den Zahlen treffen, die sich zu
b aufsumnmiert: Fir jedes ¢ = 1,...,n nehme man v; bzw. v} in die
Auswahl auf, falls die Belegung die Variable z; auf 1 bzw. auf 0 setzt.
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Konkretes Beispiel: Eine erfiillende Belegung wire etwa

Iy F= 1
z9 — 0
Iz 0
T4 — 1
Ty 0

Dies ergibt die Auswahl v, v}, v5,v4, v5. Diese Zahlen summieren sich
auf zu 21311111. Indem wir nun noch geeignet c; und/oder d; hinzu-
nehmen, in diesem Fall d,, ¢;, d3, c3, erhalten wir die gewiinschte Summe
b (= 444 11111).

Sei umgekehrt eine Auswahl von Zahlen gegeben, die sich exakt zu b
aufsummiert. Da die Konstruktion der Zahlen so angelegt ist, daf} keine
Ubertrige zwischen den einzelnen Ziffern moghich sind, muf§ diese Aus-
wahl derart sein, da8 fir jedes s gernau eine der beiden Zahlen v; und v!
ausgewahlt wurde. Wir behaupten, daBl die Belegung, die man umge-
kehrt dieser Auswahl von v;, v} zuordnen kann, eine erfiillende Belegung
fiir F' ist, also in jeder Klausel mindestens ein Literal wahr macht. Neh-
men wir an, dies ist nicht so, dann bleibt fiir irgendein ; die 7-te Ziffer
(die der Klausel 7 zugeordnet ist) beim Aufsummieren gleich 0. Dann
kann aber durch Hinzuaddieren von c¢; und d; micht mehr die in b ge-
forderte Ziffer 4 erreicht werden. |

Satz.
PARTITION 1sT NP-VOLLSTANDIG.

Beweis: Sei (a,,a,...,a;, b) ein gegebenes RUCKSACK-Problem.
Wir setzen M = Y25, a;, und definieren folgende Abbildung

(1,89, ...,85,0) — (ay,aq,...,a,, M —b+1,0+1)

und zeigen, dafl sie eine Reduktion von RUCKSACK nach PARTITION

vermittelt,

Wenn I C {1,...,k} eine Losung des RUCKSACK-Problems darstellt,
dann ist JU {k + 1} eine Losung des Partitionsproblems, wie man leicht
nachrechnet.
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Wenn J eine Lésung des Partitionsproblems ist, dann kénnen die Zahlen
M —b+1 und b+1 nicht beide in J oder beide nicht in J liegen, da ihre
Summe zu grof ist. Nehmen wir 0.B.d.A. an, M — b+ 1 liegt in J, dann
{st J — ohne die Zahl M — b+1 eine Lésung des RUCKSACK-Problems,

denn die Summe ist gerade b, wie man leicht nachrechnet. N

Satz.
BIN PACKING 1sT NP-VOLLSTANDIG.

Bewets. Wir zeigen PARTITION <, BIN PACKING. Die Reduktion
wird bewerkstelligt durch:

Behiltergrofe: b=Y% a;/2
(ar,...,ax) +* Zahl der Behilter: &k =2
Objekte:  @yy..., 0k

Satz.
GERICHTETER HAMILTON-KREIS 1IST NP-VOLLSTANDIG.

Beweis: Wir reduzieren 3SAT auf dieses Problem, Sei F eine Formel
in konjunktiver Normalform mit genau 3 Literalen pro Klausel. Sei also

F= (Zn V215V 313) Acee A (zml V 2y V zmS)

wobei

Ziy € {31732: s :-Tn} ) {ﬂ-’ﬂla"‘-’ﬂm . -""mn}
Es ist also m die Anzahl der Klauseln und n die Anzahl der vorkom-
menden Variablen.

Wir konstruieren nun den gesuchten Graphen. Dieser hat zunéchst ein-
mal die Knoten 1,2,...,n.

Cﬁﬁﬁ OSEIN-O SN L )
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Von jedem Knoten i gehen jeweils zwe1 Kanten aus; die entsprechenden
Pfade fiihren dann durch weitere Teillgraphen, die wir als nichstes be-
schreibern, und enden dann im Knoten 1 + 1. (Vom Knoten n aus fithren
die Pfade zuriick zum Knoten 1).

Die beiden von einem Knoten 1 ausgehenden Wege filhren durch gewisse
Graphen K, von denen m Kopien K;,..., K,, bereitstehen:

o
)

3
$ %ﬁ.

Im folgenden stellen wir diese Graphen K durch folgendes Symbol dar:

—d —
— K _—
— —

Der obere vom Knoten i ausgehende Weg orientiert sich an den Vor-
kommen von z; in den Klauseln; der untere an denen von -z;. Nehmen
wir ein konkretes Beispiel: Angenommen, z; kommt in Klausel 1 an
Position 2 und in Klausel 4 an Position 3 vor; ferner komme ~z; in
Klausel 2 an Position 1, in Klausel 5 an Position 3 und in Klausel 6 an
Position 2 vor. Dann sehen die beiden Verbindungen zwischen Knoten
: und Knoten : 4+ 1 wie folgt aus:
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— —r i
— 1 - \ .| 4
(&)
—" el “—nd Bt
— - i el

Da von allen Knoten 1,2,.,.,n jeweils derartige Pfade durch die Teil-
graphen Kj,..., K,, ausgehen, sind schlieflich alle 3 Eingange und
Ausgiinge der K; “angeschlossen”, und es gibt also keine “fre; hangen-
den” Kanten mehr.

Damit ist der Graph G beschrieben, Bevor wir zum Beweis von
F ist erfillbar < G hat Hamilton-Kreis

kommen, beweisen wir noch eine bemerkenswerte Eigenschaft des Gra-
phen K:

Wenn der K umgebende Graph G einen Hamilton-Kreis be-
sitzt, so verlauft dieser, immer wenn er den Teilgraphen K
passiert, folgendermaflen: Wenn der Hamilton-Pfad bei a
(bzw. & bzw, ¢) in K hineinlduft, so verliit er K bei 4
(bzw. B bzw. C).

Bewess der Behauptung: Nehmen wir an, der Hamilton-Kreis betritt X
beim Knoten a, verlait K jedoch nicht beim Knoten A, Es ist einfacher
zu argumentieren, wenn wir uns vorstellen, dafl der Hamilton-Kreis mit
der Kante zum Knoten a beginnt. Wir diskutieren die verschiedenen
Moglichkeiten:

Der Pfad verlduft danach durch die Knoten a, A, B und verla$t K bei
B: Dann ist der Knoten & in eine “Sackgasse” geraten, man kann b zwar
noch erreichen, kann den Hamilton-Kreis jedoch nicht mehr schiiefen.

Fallia — A — B — C: wieder Sackgasse bei b,

Fall a — ¢ — C: Knoten A ist nicht mehr erreichbar.

Falla — ¢ — b — B; Knoten A und C nicht mehr erreichbar,
Falla—¢—b— B — C: Knoten A nicht mehr erreichbar.
Falla — c — C — A — B: Sackgasse bei b.
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Damit sind alle Fdlle erschopft. Falls der Hamilton-Kreis bei b oder bei
¢ nach K eintritt, so ist das Argument analog, da der Graph in a,b,¢

symimetrisch ist.

Das heiBit also, daf} ein bei a eintretender Hamilton-Kreis nur folgende
Wege durch K nehmen kann: a— A, a—¢c—C—A odera—c—b—~B—-C—-A.

Wir fahren fort mit dem Beweis des Satzes:

Wenn die Formel F' eine erfiillende Belegung besitzt, so kann man,
beginnend bei Knoten 1, auf folgende Art einen Hamilton-Kreis durch-
laufen. Wenn die Variable z; die Belegung 1 hat, so folge man von
Knoten i aus dem oberen Pfad, sonst dem unteren, Danach durchlauft
der Pfad die entsprechenden “Klauselgraphen™ K, in denen z; (bzw,
—z; vorkommt). Die Klauselgraphen mtissen nun auf eine der drei o.a.
Mbglichkeiten durchlaufen werden (die Wahl hingt davon ab, wieviele
weiltere Literale in der Klausel 7 den Wert 1 erhalten). Dies kann immer
so arrangiert werden, dafl bei Riickkehr zum Knoten 1 alle Knoten der
Klauselgraphen Kj, j = 1,...,m, durchlaufen wurden, Diese Methode
liefert also einen Hamilton-Kreis,

Sei umgekehrt angenommen, G besitze einen Hamilton-Kreis. Dieser
Kreis durchlduft Knoten 1, dann gewisse K, Knoten 2, dann gewisse
K, usw., bis er zum Knoten 1 zuriickkehrt. An dieser Stelle brauchen
wir die obige Behauptung {iber die Graphen K;: es 1st dem Hamilton-
Kreis nimlich nicht moglich, anders als vorgesehen durch die Graphen
K, zu passieren. Wir definieren nun eine Variablen-Belegung fiir ; an-
hand dessen, ob der Hamilton-Kreis den Knoten ¢ nach oben (=1) oder
nach unten (=0) verldfit. Diese Belegung erfiillt F, denn jeder Klau-
selgraph wird mindestens einmal passiert — die entsprechende Klausel
erhilt also den Wert, 1, H

Satz.
UNGERICHTETER HAMILTON-KREIS 1ST NP-VOLLSTANDIG,

Beweis: Wir zeigen, dafl man den gerichteten Fall auf den ungerichte-
ten reduzieren kann. Dazu mufl angegeben werden, wie man gerichtete
Graphen in ungerichtete transformiert, so dafl die Hamilton-Kreis Ei-
genschaft erhalten bleibt. Jeder Knoten (mit gewissen hereinkommen-
den und herausgehenden) Kanten
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‘\\

B o
- Lad

wird lokal ersetzt durch drei Knoten:

N

\ﬁ /
N

Nun gilt: Wenn der gerichtete Graph einen Hamilton-Kreis besitzt, hat
der ungerichtete auch emen entsprechenden. Wenn umgekehrt, der unge-
richtete Graph einen Hamilton-Kreis besitzt, dann ist es nicht moglich,
dafl der Kreis, nachdem er in den linken Knoten einer Dreier-Gruppe
hereinkommt, diese wieder nach links verlifit. In diesem Fall wiirde
der Kreis, wenn er den mittleren Knoten irgendwann erreicht, in einer
“Sackgasse” landen, Daher muf} jeder Hamilton-Kreis, der von links in
eine solche Dreier-Knotengruppe hineinléuft, diese nach rechts wieder
verlassen. Mit anderen Worten, es wird genau die Pfeilrichtung im ge-
richteten Graphen eingehalten. Deshalb 148t sich aus dem ungerichteten
Hamilton-Kreis auch wieder ein entsprechender im gerichteten Graphen
gewinnen. |

Es ist interessant zu bemerken, daf} einerseits — wie gerade gezeigt -
das Hamilton-Kreis Problem NP-vollstandig ist, andererseits das Euler-
Kreis Problem in P liegt, also effizient, losbar ist. Wéahrend bei einem
Hamilton-Kreis nach einem Durchlauf durch den Graphen gefragt, wird,
auf dem jeder Knoten genau einmal vorkommt, muB bei einem Euler-
Kreis jede Kante genau einmal vorkommen. Euler hat diese Frage an-
hand des “Konigsberger Briickenproblems” analysiert und gelost (und
damit die Graphentheorie ins Leben gerufen): Ein Graph besitzt einen
Euler-Kreis genau dann, wenn jeder Knoten eine gerade Anzahl von
Nachbarn hat. Und dies ist sicher in polynomisler Zeit, itberpriifbar.

Satz.
TRAVELING SALESMAN 1ST NP-VOLLSTANDIG.

Beweis: Wir zeigen UNGERICHTETER HAMILTON-KREIS <,
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TRAVELING SALESMAN. Dies wird bewerkstelligt durch folgende
Abbildung:

1, {j}€E

s M= (107

G={1,....,n},E)
Rundreiselinge: n

Wir erwiahnen noch ein weiteres Resultat. Das Wortproblem fiir Typ
1 Sprachen ist bekanntermaflen entscheidbar (vgl. Seite 21), aber der
angegebene Algonthmus hat exponentielle Komplexitit. Das ist kein
Zufall, denn es gilt der folgende Satz.

Satz.
DAS WORTPROBLEM FUR TYP 1 SPRACHEN I1ST NP-HART.

Beweis: Sei L € NP beliebig. Dann 18t L = T(M) fiir eine nichtdeter-
ministische, polynomial zeitbeschriankte Turingmaschine M. Sei p ein
Polynom, das die Rechenzeit von M beschrankt. Sei ¢ = zyz3...2, €
%* eine Eingabe fur M. (Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, daf§ M im
Falle des Akzeptierens alle verwendeten Bandfelder wieder mit Leer-
zeichen beschrieben hat, und mit dem Schreib-Lesekopf auf dem “Ur-
sprung” stoppt).

Auf Seite 80 wurde eine kontextsensitive Grammatik angegeben (ge-
nauer; die Produktionenmenge P'), die Konfigurationsiiberginge von
Turingmaschinen simulieren kann, sofern sich diese wie ein LBA ver-
halten, also den Bereich der Startkonfiguration nicht {iberschreiten.

Wir fiigen dieser Grammatik noch eine weitere Produktion hinzu,
ndmlich

S = TPz, 2)zs... D"
Somit kann aus der Startvariablen S das (Start-)Konfigurationswort
generiert werden (das links und rechts mit genligend Leerzeichen auf-
geflillt wurde, damit der linke oder rechte Rand in der Rechnung von
M auf z nicht iberschritten wird).

Wir nennen diese Typ 1 Grammatik Gys.

Die Abbildung, die z die kontextsensitive Grammatik G und das Wort
D*(")}(z,, D)0 zuordnet, ist polynomial berechenbar und vermit-
telt gerade eine polynomiale Reduktion von L auf das kontextsensitive
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Wortproblem, denn es gilt:

z€L & DMz 2)2,, ., 2,00 (= 00 (5, D)o@
& S = 0M(z,z,)z,...2,0/07" =3¢ OF)(5,, O)OFM?
& 0z, 0)07 Mt € L(Gu)

Man beachte, daB wir nicht in der Lage waren, zu zeigen, dafl das Typ 1
Wortproblem in NP liegt. Tatséchlich konnte dieses Problem “noch
schwieriger” als die NP-vollstindigen sein. (Genauer: das Problem ist
“PSPACE-vollsténdig”).

‘EVir erwihnen weiterhin noch, da# auch das auf Seite 83 diskutierte
Aquivalenzproblem fiir NFAs, reguldre Grammatiken und fir regulére
Ausdriicke NP-hart ist:

1Satz.
DAs PROBLEM, FUR ZWEI GEGEBENE REGULARE AUSDRUCKE
FESTZUSTELLEN, OB DIESE INAQUIVALENT SIND, IST NP-HART,

Beweis: Wir zeigen, dal $5AT auf dieses Problem polynomial redu-
zierbar ist, Sei F' eine Formel in konjunktiver Normalform mit genau 3
Literalen pro Klausel. Sei also

F = (zu V 232 Vzla) A A (zml VzZzm2z V Zm3)

wobel |
Z.',' G {:81, o TR ,:B,l,} UJ {‘1:81, L2y .0 vy "127;;}
Es ist also & die Anzahl der Variablen und m die Anzahl der Klauseln.
Wir konstiuieren nun zwei regulare Ausdriicke a und 8 {iber dem Al-
phabet {0,1}.
a=(v|{NNrl7%) (7| %)
Die Ausdriicke v4; und 4{ haben die folgende Bauart:

Ti = Gi1Qiz < .« Qi
wobei

~ _J 1, Variable z; kommt in Klausel j vor
@i = 0, sonst
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Der Ausdruck «/ ist entsprechend definiert, jedoch fiir die Vorkommen
von —z; anstatt ;.

Jede Belegung der Variablen spiegelt sich nun in einem 0-1-Wort der
Lange k- m in L{a) wider, Eine erfiillende Belegung 1st dadurch cha-
rakterisiert, dafl fiir j = 1,...,m eine Zahl z € {1,..., &} existiert, so
dafi dieses 0-1-Wort an der Position (z —1) - m + 7 eine 1 hat.

In 8 beschreiben wir nun alle moglichen 0-1-Worter der Lange &-m - bis
auf diejenigen, die {potentiellen) erfiillenden Belegungen entsprechen.
Fiir mindestens ein j muf also die oben angegebene Bedingung verletzt
seln.

B=(B|B]...|Bn)

Mit §; beschreiben wir also gerade diejenigen Worter, fiir die an jeder
Position (z — 1)-m + 7 eine 0 steht. Sei o der reguldre Ausdruck (0 | 1).
Dann setzen wir;

)6; — (o.j—l 0 am—j)k

Hierbei steht 6 fiir §5...6 (n-mal).
Nun gmlt;

F ist erfiillbar
genau dann wenn

L{e) € L(B)

genau dann wenn

L{(e | 8)) # L(8)

Deshalb stellt die (polynomial berechenbare) Abbildung F — ({(a ]
B), B) eine Reduktion von $5AT auf das Indquivalenzproblem dar. B

Anstelle von reguldren Ausdriicken lassen sich mit polynomialen Auf-
wand ebenso NFAs bzw. regulére Grammatiken angeben, die dieselben
Sprachen L{{a | ) bzw. L(8) definieren, Daher ist NFA-Indquivalenz
bzw. regulire Grammatik-Indquivalenz gleichfalls NP-hart (tatséchlich
sogar “PSPACE-vollstandig”). Andererseits ist das Aquivalenzproblem
fiir DFAs in polynomialer Zeit 16sbar (vgl. Seite 50).

Bemerkung: Man kann ferner feststellen, dafi die oben angegebe-
nen reguliren Ausdriicke a, § sogar ohne die Sternoperation auskom-
men. Deshalb haben wir sogar ein starkeres Resultat gezeigt, ndmlich
dafl die Indquivalenz von sternfreien reguliren Ausdriicken NP-hart 1st.
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(Tatsachlich ist dieses eingeschrinkte Problem sogar NP-volistindig,
siehe Borger (1985), S. 251).

Am Ende wollen wir noch erwihnen, daf es verschiedenartige Moglich-
keiten gibt, doch mit NP-vollstandigen Problemen fertig zu werden,
zumindest den naiven “Probier-alle-Moglichkeiten” Algorithmus zu ver-
bessern. Dieser hiatte zum Beispiel beim Traveling Salesman Problem
die Komplexitat O(n!), da es n! viele mogliche Anordnungen der n
Reisepunkte gibt. Ein Ansatz, der auf der Methode des dynamischen
Programmierens beruht, hat “nur” Komplexitét O(n?2"). Weitere Ver-
besserungen sind méglich, z.B. mit gewissen branch-and-bound Verfah-
ren,

Fiir manche der NP-vollstéindigen Probleme sind probabslisissche Ver-
fahren bekannt (z.B. fiir Hamilton-Kreis), die sogar im Mittel nur poly-
nomiale Laufzeit erfordern. Problematisch bei einer Aussage tiber den
Mittelwert ist 1mmer, daB eine gewisse Wahrscheinlichkeitsvertellung
auf der Menge der Eingaben angesetzt werden mufl. Wie realistisch ist
gerade diese Verteilung?

Umgekehrt kann auch eingeworfen werden, daB gerade die in “der Na-
tur” vorkommenden Verteilungen bei der Anwendung eines Algorith-
mus normalerweise so “gutartig” sind, dafl die exponentielle Laufzeit,
die ja nur far den schlechiesten Fall zutrifft, vernachlassighar ist.

Schliefllich wollen wir noch erwihnen, daBl es oftmals nicht notwen-
dig ist, ein Problem exakt zu 16sen, Beim Traveling Salesman Problem
etwa konnten wir auch zufrieden sein, wenn der Algorithmus statt der
kiirzesten Rundreise eine Rundreise liefert, die garantiertermafien héch-
stens 50% langer ist. Wenn uns noch weitere Zusatzinformationen zur
Verfiigung stehen, z.B. dal die Entfernungsmatrix die Dretecksunglei-
chung M;; < My + My, erfillt, so stehen schnelle derartige Approxi-
mationsalgorithmen durchaus zur Verfiigung.







Anhang: Mathematische
Grundlagen

Mit IV bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen einschliefilich
der Null, NV = {0,1,2,3,...}.
Eine endliche, nicht-leere Menge wird in diesem Zusammenhang oft Al-

phabet genannt. Die Elemente einer solchen Menge heiflen dann Zeschen
oder Symbole. ‘

Fiir ein gegebenes Alphabet ¥ bezeichne X* die Menge aller Waorter,
die sich durch Hintereinanderschreiben {Konkatenation) von Symbolen
aus X bilden lassen, Dies ist nichits anderes als die Menge aller endlichen
Folgen von Elementen aus Y. Dies schlieBt auch die leere Folge, bzw.
das leere Wort ein, welches wir mit € beschreiben. Falls beispielsweise

¥ = {a, b}, so ist
£* = {¢,a,b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab,. . .}.

Mit £t bezeichnen wir £* — {¢}.

Se1 o eine Bezeichnung fiir die zweistellige Operation der Konkatena-
tion, dann ist die algebraische Struktur (X*, o) eice Halbgruppe mit neu-
tralem Element, ein sog, Monoid Mit anderen Worten, diese Struktur
erfiillt die folgenden Axiome:

TE€EXL* Ay €X® => zoy=azy €L* (Abgeschlossenheit)
(zoyloz=zo0(yoz)=zyz (Assoziativitit)
EorT=z0€E==x (neutrales Element)

Da die Konkatenation assoziativ ist, 138t sich die Notation w", wobei

w ein Wort und n eine natiirliche Zahl ist, im Gblichen Sinne interpre-
tieren: w" = ww...w(n-mal). Es ist w? = ¢.
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Fir ein Wort w bezeichnet jw| seine Lange und fiir eine Menge M be-
zeichnet |M | seine Machtigkeit. Die Langenfunktion fiir Woérter hat -
formal betrachtet — dhnliche Eigenschaften wie die Logarithmusfunk-

tion: |
el =0, luv|=lu[+v], [w"[=n-|v]

Seien A, B Teilmengen von ¥*, also sog, Sprachen. Dann definieren wir:
AUB = {z|z€ A oder z € B}
ANB = {z|z€ Aundz € B}
A= 3-A
AB = {zy|z € Aundy€ B}

Sei C eine Klasse von Mengen (Sprachen). Dann heifit C Schnsii-
( Vereinigungs-, Komplement-, Produkt-) abgeschlossen, falls aus A € C
und B € C folgt AUB (baw. AN B, A, AB) €C.

Man beachte, daBl sich die Veremnigung iber Schnitt- und Komple-
mentbildung ausdriicken 188t (und analog, die Schnittbildung iiber
Vereinigungs- und Komplementbildung):

AUB = ANB
ANB = AUB

Deshalb ist jede Klasse, die gegen Komplement und Schnitt abgeschlos-
sen ist, immer auch unter Vereinigung abgeschlossen (bzw. jede gegen
Komplement und Vereinigung abgeschlossene Klasse ist immer auch
gegen Schnitt abgeschlossen).

Fir eine Sprache A setzen wir A° = {¢} und ferner:
At = 44",
Speziell erhalten wir dann A! = A. Auflerdem gilt:
AA =AY und (A = 49
Mit dieser Notation definieren wir ferner:

A# — J An
n>0

%

n>l

A"'

li
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Dies verallgemeinert die oben angegebenen Definitionen von £° el
X1, Es gilt beispielsweise:

{a™|n>1}={a"}* und {a™"|n20}={a"}{c’}

Seien R, S zweistellige Relationen auf ¥*, also B, S C £* x £*. In Ana
logie zu der obigen Definition setzen wir:

RS = {(z,y) | es gibt ein z mit zRz und zSy}

Fiir eine Relation R definieren wir R® = {(z,z) | z € £*} (die identische
Abbildung) und schlieBlich:

Rn-i—l —_ RRn

Damit konnen wir dann definieren:

Rt — L Rn
n2>0

R = R
n>l

Anders ausgedriickt heifit dies, daBl zR*y gilt, falls £ = y oder falls es
21,22, -..,2n, nn 2 1, gibt mit 2Rz, 21 Rz,, ..., 2, Ry.

Eine Relation R heifit reflezsv, falls fiir alle z gilt: zRz. Sie heifit tran-
stisv, falls aus z Ry und yHz folgt: zRz.

Lemma. R* 1st die kleinste reflexive und transitive Rela-
tion, die B umfaflt (die reflexive und transitive Hille von
R).

Beweis: R* ist reflexiv, denn R° C R*.

R* ist transitiv, denn seien z,y,z mit zR*y und yR*z gegeben. Dann
gibt es Zahlen ¢ und j mit zR'y und yR’2. Dann gilt Rz und damit
zR*z.

R* umfafit R, denn R = R' C R*.

Sel R’ eine beliebige refiexive und transitive Relation, die R umfafit.
Dann muf gelten: B° C R’ und R = R! C R'. Da R’ auch transitiv
ist, folgt mit Induktion, da R?, R3,... in R’ enthalten sind. Also gilt
R* C R'. Damit ist gezeigt, dafl R* die klesnste solche Relation ist. W
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Analog zeigt man, da# R* die kleinste transitive Relation ist, die R
umfafit.

Eine Relation R heilt symmeirisch, falls mit z Ry immer auch yRz
gilt. Eine Relation, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, heifit
auch Aguivalenzrelation. Jedem Element z des Grundbereichs (hier: *)
kann die Menge der Elemente zugeordnet werden, die zu z dquivalent
sind; diese bezeichnen wir mit [z]x:

[z]nf {y | yRz} = {y | z Ry}

(Wenn R aus dem Kontext hervorgeht, schreiben wir auch einfach [z]).
Diese Mengen heiflen Aguivalenzkiassen. Hierbei ist = ein Reprdsen-
tant der Aquwalenzklasse Die Grundmenge X* wird in {endlich oder
unendlich viele) Aquivalenzklassen dJSJunkt zerlegt:

= [z,] U 2] U u [z U.

Mit Indez(R) bezeichnen wir die Anzahl der verschiedenen Aquiva-
lenzklassen, die R hat. D.h. Indez(R) ist die maximale Anzahl von
Elementen z;,z3,...,Zn,... mit »z;Rz; (i # 7). Falls Indez(R) < oo
gilt, so sagen wir: R hat endlichen Indez.

Zwei Mengen M; und M, heiflen gleichmachtig oder von glescher Kards-
nalitat, falls es eine bijektive Abbildung zwischen M, und M, gibt. Falls
eine Menge M gleichméchtig ist wie IV, die Menge der natiirlichen Zah-
len, so heiflt sie abzahibar unendlich. Eine Menge M heilt (hdchsiens)
abzdhlbar, falls sie endlich ist oder abzihlbar unendlich. Dies kann (fiir
M # 0) auch so charakterisiert werden, da8 es eine surjektive Abbildung
f von IN nach M gibt, also:

M = {£(0), £(1), £(2),-..}

Intuitiv: die Elemente von M konnen “durchnumeriert” werden. Zu
gegebenem Alphabet ¥ ist £* immer eine abzihlbare Menge, denn man
kann gemifl zunehmender Linge und innerhalb derselben Wortldnge

lexikographisch die Elemente durchnumerieren.

Die Menge aller Sprachen {iber einem gegebenen Alphabet ¥ ist gerade
die Potenzmenge von ¥*:

P(Z)={4]AC ")
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Die Potenzmenge einer abzéhlbar unendlichen Menge M (hier: M = ¥7)
ist nicht mehr abzéhlbar (man sagt, sie ist tberabzéhibar).

Bewets: Sei f eine Abzéhlung (ohne Wiederholungen) von M, d.L.

M = {£(0), f(1), £(2),..-}, FG)# F(5) fiir i # j.

Angenommen, P(M) ist abzihibar, dann gilt fiir eine geeignete Funk-
tion g:

P(M) = {4(0),9(1),9(2); - -}
Definiere nun eine “Diagonalmenge” D wie folgt:

D={f(4)1f(5) ¢ 9(3),7 € N}

Da D C M, gilt D € P(M). Somit ist D = g(n) fir ein n. Nun gilt
aber:

f(n)€D & f(n) ¢ g(n) & f(n) ¢ D,
ein Widerspruch. |

Komplexitatsfunktionen werden meist mit Hilfe der O-Notation angege-
ben. Hierdurch ist es moglich, sich auf die wesentlichen Charakteristika
einer Funktion zu beschrinken (genauer: unter Ignorieren konstanter
Faktoren wird eine asymptotische obere Schranke angegeben).

Fir eme Funktion f : IN — IV ist

O(f(n)) = {9 : IN — IV | es gibt Konstanten ¢ und ng, so
daB fir alle n 2 ng gilt: g(n) < c- f(n)}

Anstelle von € bzw. C wird in diesem Zusammenhang oft = geschrieben.
Diese “Gleichungen” sind nattirlich nur von links nach rechts zu lesen.

Beispiel: Es gilt: 3nt + 2Tndlogn — 5 = 3nt + O(n®logn) = O(n*).




