 ——

—
i '
I ‘
i I -
N OO
N C
™
X "‘7 =
4
5 ::H‘Al
| ‘|

Ay

Karsten Weicker
Nicole Weicker




Algorithmen und Datenstrukturen



Karsten Weicker ¢ Nicole Weicker

Algorithmen
und Datenstrukturen

@ Springer Vieweg



Karsten Weicker
Nicole Weicker

Leipzig, Deutschland

ISBN 978-3-8348-1238-4 ISBN 978-3-8348-2074-7 (eBook)
DOI110.1007/978-3-8348-2074-7

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen Nationalbibliografie;
detaillierte bibliografische Daten sind im Internet tiber http://dnb.d-nb.de abrufbar.

Springer Vieweg

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2013

Das Werk einschlief3lich aller seiner Teile ist urheberrechtlich geschiitzt. Jede Verwertung, die nicht aus-
driicklich vom Urheberrechtsgesetz zugelassen ist, bedarf der vorherigen Zustimmung des Verlags. Das
gilt insbesondere fiir Vervielfiltigungen, Bearbeitungen, Ubersetzungen, Mikroverfilmungen und die Ein-
speicherung und Verarbeitung in elektronischen Systemen.

Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in diesem Werk be-
rechtigt auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu der Annahme, dass solche Namen im Sinne der
Warenzeichen- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten wéren und daher von jedermann
benutzt werden diirften.

Gedruckt auf siurefreiem und chlorfrei gebleichtem Papier
Springer Vieweg ist eine Marke von Springer DE. Springer DE ist Teil der Fachverlagsgruppe Springer

Science+Business Media.
www.springer-vieweg.de



Vorwort

Es gibt bereits zahlreiche (gefiihlte 100) Lehrbiicher zu Algorithmen und
Datenstrukturen. Vor diesem Hintergrund sollte man als Autor sehr gu-
te Griinde haben, ein 101-stes Werk zu schreiben. »Ich hatte ein Skript
zu meiner Vorlesung und da war es ein Leichtes. ..« N6oot. Falsche Ant-
wort. »Ruhm, Geld, Gold, Lindereien. .. ?« Noo6t. Auch falsch. Der einzi-
ge Grund den wir hier zulassen, ist der Spafl an der Vermittlung von Wissen
gepaart mit einer anderen Perspektive der didaktischen Aufbereitung, die es
so bisher nicht gab. Was ist also das Besondere an dem vorliegenden Buch?

1. Der Inhalt wurde konsequent nach algorithmischen Ideen gegliedert,
wodurch die Idee hinter dem Algorithmus oder der Datenstruktur stér-
ker fokussiert wird. An einigen Stellen ergeben sich dabei Kapitel, die
ganz dhnlich auch in anderen Lehrbiichern stehen konnten; bestimm-
te Inhalte wie die zahlreichen Sortieralgorithmen sind iiber insgesamt
neun Kapitel verteilt und werden dort im Kontext der algorithmischen
Idee prisentiert. Konkret werden am Anfang fiinf Problemstellungen
eingefiihrt, die durch alle Kapitel hinweg immer wieder aufgegriften
werden. Dieser spiralartige Ansatz ist in einem Bild auf der niachsten
Seite veranschaulicht.

2. Dartiber hinaus soll ein hoher Anwendungsbezug immer wieder im
Lehrbuch prisent sein. So werden immer wieder praktische Konse-
quenzen aufgezeigt und die gesamten Inhalte werden in den Rahmen
einer groflen fiktiven Anwendung eingebettet.

3. Viele Konzepte der Algorithmik sind abstrakter Natur und zahlreichen
Lernenden fehlt der Zugang zu den Ideen — sie konnen sich diese nicht
auf mathematisch-formaler Ebene oder auch nur bedingt durch die
reine Betrachtung eines Beispiels erarbeiten. Um gerade diese Leser
auf einer weiteren Ebene zu unterstiitzen, werden in allen Kapiteln
Beziige zu wirklichkeitsnahen Analogien prisentiert. Dies soll dabei
helfen, den Stoff aus anderen Perspektiven zu durchdringen.

Um die letzten beiden Punkte in einem Lehrbuch adidquat einzupassen,
wurde eine fiktive Hauptperson, Algatha, eingefiihrt, die den Leser auf sei-
ner Reise durch die wunderbare Welt der Algorithmik begleitet (bzw. der
Leser begleitet Algatha.)

Der inhaltliche Aufbau ist inzwischen seit vielen Jahren auch im Vor-
lesungsalltag (2. Fachsemester der Bachelorstudienginge Informatik und
Medieninformatik an der HTWK Leipzig) bewihrt, was uns bestérkt hat,
dieses Buch zu schreiben.



VI

Alle Algorithmen liegen auch in einer Java-Implementation vor. Sie kon-
nen ebenso wie die Losungen zu den Ubungsaufgaben der Web-Seite des
Verlags oder http://ads.weicker.info entnommen werden.

Besonders danken wir unserer Grafikerin Wera Stein, zahlreichen Stu-
dierenden, die frithe Versionen einzelner Kapitel gelesen haben, und dem
sehr geduldigen Lektorat des Verlags — insbesondere auch Herrn Sandten,
der uns als erster zustindiger Lektor zu diesem Buch ermutigt hat.

Leipzig, Februar 2013 Karsten Weicker und Nicole Weicker
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Guten Tag! Mein Name ist Algatha Data Strukt und ich arbeite bei einer grof3en aufstrebenden
Firma als Programmiererin. Ich bin eine Praktikerin und habe recht wenig Informatikkenntnisse
in den Beruf mitgebracht. Dennoch meinen meine Kollegen, dass ich eine gute Auffassungsgabe
besitze und auch sonst ganz clever bin. Nichtzuletzt diese Eigenschaften haben wohl zu dem
Abenteuer gefiihrt, von dem dieses Buch handelt: einen Auftrag fiir eine Software zur Verwaltung
aller Filialdaten unseres stark expandierenden Unternehmens — letztes Jahr waren es noch 50
Filialen, in den kommenden Monaten wird die Niederlassung Nummer 120 eroffnet und die
Geschiftsfiihrer sprechen bereits von einer fiinfstelligen Zahl in zehn Jahren.

Wir arbeiten in der Computerspielbranche. Aber in unseren Filialen werden nicht nur handelsiib-
liche Spiele verkauft. Vielmehr haben wir eine aufwindige Hardware installiert, die Rollenspiele
mit virtueller Realitit fiir einen sehr giinstigen Preis erlaubt. Das ist wohl gerade angesagt, wo-
durch sich unsere starke Expansion erkldren ldsst.



Doch zuriick zu meinem Auftrag: Was soll die Verwaltungssoftware konnen? Einerseits geht es
um typische Verwaltungsfunktionen wie Einfiigen neuer und Aktualisieren vorhandener Filialda-
ten, andererseits sind auch unterschiedliche Rankings der Filialen gefragt. Durch die aufwéndige
Hardware ist eine ganze Reihe von mobilen Servicemitarbeitern im stéindigen Einsatz. Die Soft-
ware soll nicht nur die Routinewartungen aller Filialen planen, sondern auch im Notfall in einer
Filiale den nédchsten mobilen Servicemann finden. Und ein ganz zentraler Teil unseres Erfolgs-
konzepts ist natiirlich das firmeneigene Netzwerk das ebenfalls im Rahmen der Filialveranderun-
gen verwaltet werden muss — hier stehen auch bestindig Kapazititsfragen des Netzwerks fiir den
reibungslosen Spielbetrieb im Mittelpunkt.

Zunichst hatte ich mich schulterzuckend an die Arbeit gemacht — ein bisschen Suchen und Sor-
tieren kann ja jeder. .. Aber ich durfte bald feststellen, dass die Anforderungen doch wesentlich
komplexer sind. .. Und mein personliches Abenteuer der Algorithmen und Datenstrukturen be-
gann.



1 Ein Anwendungsbeispiel

Irv: The brake drums are shot and you need a new transmission.
Stanley: What? All I wanted was an oil change!

Burt: Well, you’re lucky we found these problems now

before they cause you some serious trouble.

(The Mask, 1994)

Aufbau des Kapitels
1.1 Dieinvolvierten Daten . . . . . . . ... ... ... ... ... 3
1.2 Das Mengenproblem . . . . . . . . . ... ... 4
1.3 Das Sortierproblem . . . . . . . . ... L 5
1.4 Das Kiirzeste-Wege-Problem . . . . . . .. ... ... ... ... ..... 7
1.5 DasRundreiseproblem . . . . . . ... ... 10
1.6 DasFlussproblem . . . . . . . ... ... ... ... 11
Ubungsaufgaben . . . . . .. ... ... ... .. 13
1.1 Die involvierten Daten P _~30

Die Verarbeitung der Filialdaten der Firma von Algatha Data Strukt steht
als durchgingiges Leitbeispiel im Zentrum dieses Buches. Zwar kann die
relativ komplexe Anwendung in den folgenden Abschnitten auf iiberschau-
bare Teilprobleme reduziert werden. Umso wichtiger ist es, zu Beginn die
zentrale Rolle der Daten in ihrer vollen Komplexitit zu betonen. Schnell
entsteht sonst ein zu einfaches Bild und die Einbettung der Algorithmen
und Datenstrukturen in eine grolere Anwendungssoftware geht verloren.

Konkret werden fiir jede Filiale unter anderem folgende (immer aktuel-
le) Daten gespeichert:

e Postleitzahl e Erdffnungsdatum

e Strale mit Nummer e monatliche Personalkosten

e Name des Filialleiters e monatliche Mietkosten

o letzter Jahresumsatz o aktuell eingesetzte mobile Service-Krifte

Wenn wir im Weiteren also etwa nach einer Postleitzahl in den Daten su-
chen oder die Jahresumsitze sortieren, werden immer die Filialen als Ein-
heit angesprochen.

Zusitzlich werden alle Filialen durch ein Stra3ennetz verbunden, um die
Fahrtzeiten zwischen Filialen zu ermitteln. Fiir die Speicherung des Stra-

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7_1, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013

Beispiel fiir die Menge der zu
verwaltenden Firmenfilialen

WwWw

IElement.java
Filiale.java




Operationen des
Suchproblems
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‘ IMenge.java

»Mengenproblem

» EINFUGEN
»SUCHEN
» LOSCHEN

» ALLE-ELEMENTE

Kapitel 1. Ein Anwendungsbeispiel

Bennetzes sind die Informationen notwendig, welche StraBen iiber Kreuzun-
gen direkt miteinander verbunden sind und wie viel Zeit fiir das vollstiandi-
ge Durchfahren einer Strale bendtigt wird. In unserer Anwendung wiirde
man sich auf ein grobes Stralennetz mit Autobahnen, Bundesstraen und
den Zufahrtswegen zu den Filialen beschrénken.

Ganz analog werden die Filialen auch in das firmeneigene Netz der
»Datenautobahn« eingeordnet. Hier sind ebenfalls die Verbindungsleitun-
gen zwischen den zentralen Servern, den Routern im Netzwerk und den
Rechnern der Filialen von Interesse. Da die Anwendung einen bestdndigen
Datenstrom impliziert, sind fiir jede Verbindung die Durchlaufzeit und die
Kapazitit der Leitung wichtige Informationen.

1.2 Das Mengenproblem

Zunichst steht die Manipulation der Basisdaten — in unserer Anwendung
der Filialen — im Vordergrund, da sie der Ausgangspunkt fiir alle weiter-
fiihrenden Betrachtungen sind. Dabei miissen die folgenden Operationen
unterstiitzt werden:

Neue Filialen miissen in den Datenstamm aufgenommen werden.

Die Daten jeder Filiale miissen schnell zugreifbar sein, um sie auszu-
lesen, zu modifizieren oder anderweitig zu verarbeiten.

Existierende Filialen konnen geschlossen werden, sind dann also zu
16schen.

Fiir einen Uberblick sollen alle Filialen aufgelistet werden.

Dabei gehen wir davon aus, dass sich die einzelnen Filialen iiber ein ein-
deutiges Kriterium wie die Postleitzahl eindeutig identifizieren lassen. Es
ergibt sich die folgende formale Definition des Mengenproblems.

Definition 1.1: Mengenproblem

Gegeben sei eine geordnete Basismenge an moglichen Schliisselwerten (A
zur Identifikation von Datensitzen. Sei ferner A ={ay, ..., a,} C A die Men-
ge der in einer Datenstruktur gespeicherten Elemente. Dann miissen zur Be-
wiltigung des Mengenproblems die folgenden Operationen effizient auf der
Menge A durchfiihrbar sein:

e LinriGen: Fiige den neuen Schliissel b € A in A ein,
e Sucuen: Entscheide fiir ein b € A, ob b € A (und gib ggf. an, wo),

e [.0oscuen: Entferne b € A aus A und

Avie-Erevente: Alle Elemente in A werden in einer nicht genauer
spezifizierten Reihenfolge ausgegeben.



1.3. Das Sortierproblem

Beispiel 1.2:

Sei A die Menge aller fiinfstelligen Zahlen und A = {30159, 71679, 04105}
die Postleitzahlen als Schliissel dreier Firmenfilialen. Dann liefert die An-
frage Sucue(71679) die Daten der zugehorigen Filiale. Sucue(81671) wiirde
zu einer Meldung fiihren, dass das gesuchte Element nicht enthalten ist.
Nach Loscuen(30159) und Enriicen(65189) enthilt die Menge die Filialen
mit den Schliisseln 71679, 04105 und 65189. a

Solange es nicht anders vermerkt ist, werden wir im Weiteren davon ausge-
hen, dass A — wie oben beschrieben — eine echte Menge ist, d.h. Elemente
mit identischem Schliissel sind nicht zuléssig.

Liasst man hingegen mehrfach vergebene Schliissel zu, gibt es grundsétz-
lich zwei Ansitze zum Umgang mit den Daten:

1. Sucuen liefert die Menge mit allen zugehorigen Elementen zuriick.
Dann miisste jedoch auch die obige Problemstellung anders formuliert
werden.

2. Es wird lediglich ein Vertreter beim SucHen geliefert — i.d.R. ohne
Kontrolle von AufBlen, um welches Element es sich handelt. Dieser
Ansatz ist oft aus Anwendungssicht nicht erwiinscht. Allerdings hat er
auch Vorteile, da sich die zugehorigen Algorithmen hiufig einfacher
formulieren lassen (was wir beispielsweise in Kapitel 3 auch ausnut-
zen werden).

1.3 Das Sortierproblem

Die Filialen miissen gemif} unterschiedlicher Kriterien in einer sortierten
Reihenfolge angezeigt werden, z.B. geordnet nach Umsatz oder Zeitpunkt
der Eroffnung, aber auch nach abgeleiteten Werten wie der Summe aus
Personal- und Mietkosten. Ahnlich zum Mengenproblem werden auch hier
die Werte als Schliissel bezeichnet, wobei sie nicht der eindeutigen Identifi-
kation einer Filiale sondern der Einordnung in eine Rangliste dienen.

Definition 1.3: Sortierproblem

Eine Folge von n Objekten mit den Schliisseln ay, . .., a, ist so zu sortieren,
dass die Schliissel gemélB einer Vergleichsrelation < in aufsteigender Rei-
henfolge stehen. Die Anordnung von Elementen mit gleichem Schliissel ist
beliebig. Eine Operation SorTiErEN realisiert also eine bijektive Abbildung
m: {l,...,n} = {l,...,n} (eine sog. Permutation), sodass gilt:

An(1) < An2) < - .- < dn(n).-

In den folgenden Beispielen werden zur Vereinfachung meist ein- oder
zweistellige Zahlen betrachtet. Fiir Algathas Anwendung sind diese durch
ganzzahlige Umsatz-, Datumsangaben o. 4. zu ersetzen.

WWW

‘ ISortieren.java

» SORTIEREN

»Permutation
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Kapitel 1. Ein Anwendungsbeispiel

Beispiel 1.4:

Wird SorTiereN auf die Folge mit den Schliisseln (7, 3, 1,4) (bzgl. der Rela-
tion < auf den natiirlichen Zahlen) angewandt, dann miissen die Elemente
gemil 7 wie folgt umsortiert werden:

n(l)=3 n(2)=2 n(3)=4 n4)=1

Dies bedeutet, dass an die erste Stelle der sortierten Folge das dritte
Element der unsortierten Folge geschrieben wird etc. O

Beim Sortieren konnen durch das Anwendungsproblem noch zusétzliche
Anforderungen wie Stabilitit oder Ordnungsvertriglichkeit verlangt wer-
den.

Definition 1.5:  Stabiles Sortieren
SoRTIEREN heil3t genau dann, wenn die Reihenfolge von Elementen
mit gleichem Schliissel unverédndert bleibt, d.h.

V1 <i<n:an) = ani+1) = 7@0) <n(i+1).

IO\ Das ist ein wenig verwirrend mit den Indizes. Wie war das
nochmal? i und i + 1 sind benachbarte Elemente in der fertig
sortierten Folge. 71(7) und (i + 1) gibt an, welche Indizes diese
Elemente in der urspriinglichen Folge hatten. Sind jetzt zwei
Elemente gleich, so werden sie in der sortierten Folge so aufge-
nommen, dass das Element aus der urspriinglichen Folge mit
dem kleineren Index zuerst genommen wird.

Beispiel 1.6:
Ein Algorithmus, der die Schliisselfolge (1,2,2, 1) durch
n(l)y=4 n2)=1 n(3)=3 n4)=2

sortiert, ist nicht stabil, da die Reihenfolge der gleichen Schliissel vertauscht
wird. Stabil ist hingegen ein Algorithmus, der wie folgt sortiert:

a(l)=1 n(2)=4 n(3)=2 n(4) =3. O
Definition 1.7: Ordnungsvertrigliches Sortieren
SORTIEREN heif3t genau dann, wenn diese Operation

im paarweisen Vergleich von moglichen Eingaben fiir die A = (a1, ..., a,)
schneller beendet ist, die eine kleinere Unordnung gemessen durch die

Inversionszahl(A) = #{(i, )y mit 1 <i< j<n|a; > a;}



1.4. Das Kiirzeste-Wege-Problem

aufweisen, wobei # die Anzahl der Elemente der nachfolgenden Menge
bezeichnet.

P, oY
# (% Wenn ich es richtig verstehe, gibt die Inversionszahl an, wie
unordentlich eine Folge ist — je groB3er desto mehr muss sortiert

werden.

Beispiel 1.8:

Ein ordnungsvertraglicher Sortieralgorithmus (z.B. Insertionsorr in Algo-
rithmus 4.8) sortiert beispielsweise die Folge (7,4, 3, 1) mit Inversionszahl
6 in 6 Zeiteinheiten, wihrend die Folge (7, 3, 1, 4) mit Inversionszahl 4 in 5
Zeiteinheiten sortiert wird. Ein nicht-ordnungsvertriglicher Sortieralgorith-
mus (z.B. SeLectionsort in Algorithmus 5.1) kann beide Male 6 Zeiteinhei-
ten bendtigen. O

Interessant ist, dass die Inversionszahl auch leicht aus den Bildern mit der
Abbildung 7 abgeleitet werden kann: Es handelt sich um die Anzahl der
Uberkreuzungen. Voraussetzung ist dabei natiirlich, dass keine gleichen
Schliissel vorkommen bzw. 7 zu einem stabilen Sortierverfahren gehort.

Knuth (1998b) liefert in seinem Buch einen sehr umfangreichen his-
torischen Riickblick auf Sortierprobleme und -algorithmen.

14 Das Kiirzeste-Wege-Problem

Wenn in einer Filiale ein mobiler Service-Mitarbeiter fiir eine dringende
Reparatur bendtigt wird, muss anhand der gespeicherten Fahrtzeiten im ab-
gelegten Straflennetz die nichstgelegene Filiale ermittelt werden, bei der
sich ein derartiger Mitarbeiter aufhalt.

Die grundlegende Fragestellung wird in der Problemdefinition in diesem
Abschnitt so abstrahiert, dass fiir eine Filiale der kiirzeste Weg zu allen an-
deren Filialen gesucht wird. Zur Beschreibung dieses und der zwei noch
verbleibenden Problemen werden wir uns der Notation der Graphen bedie-
nen.

Definition 1.9: Graph

Ein Graph G = (V, E) ist definiert durch eine endliche Knotenmenge V und
die Menge der Kanten £ C V XV, die direkte Verbindungen zwischen je-
weils zwei Knoten herstellen. Der Graph heifit gerichtet, wenn jede Kante
nur in eine Richtung weist. Dann schreiben wir fiir eine Kante (u, v) € E mit
u,v € V und stellen sie bildlich als Pfeil von u nach v dar. Der Graph heif3t
ungerichtet, wenn die Knoten jeder seiner Kanten vertauschbar sind und

n.h
3

1 2 4

Inversionszahl 4 im Beispiel
-
1 2 3 4
W”

1 2 3 4
a

Zusammenhang der
Inversionszahl mit 7.
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damit die Kanten in beide Richtungen durchlaufbar sind. Dann schreiben
wir {u, v} € E und stellen die Kante als einen Strich dar.

Beispiel 1.10:
Der gerichtete Graph G| = (V, E) besteht aus

den Knoten Vi = {v{,v2, v3} und

den Kanten Ey = {(vq,v2), (v1,V3), (v2,V2), (v2,v3), (v3, v}
Der ungerichtete Graph G, = (V», E») besteht aus

den Knoten V, = {v{,v2, v3, v4, vs} und

den Kanten E> = {{vy,v2}, {v1, v3}, {v2, 3}, {v3,vs}}.

]

K
@ (% Aha! In einem Straennetz ohne Einbahnstralen konnen wir
ungerichtete Graphen verwenden. Sonst brauchen wir gerich-
tete.

Definition 1.11:  Einfache Grapheneigenschaften

Sei ein Graph G = (V, E) gegeben. Fiir G ungerichtet kann zu jedem Kno-
ten v die Anzahl der zugehorigen Kanten grad(v) = #{u € V|{u,v} € E} als
Grad des Knotens angegeben werden. Im gerichteten Graphen G wird in
den Ausgangsgrad grad*(v) = #{u € U|(v,u) € E} und den Eingangsgrad
grad (v) = #{u € Ul|(u,v) € E} unterschieden.

Beispiel 1.12:
Im ungerichteten Graph G, gilt

grad(vs) =1 grad(vq) =0
grad(vz) =3 grad(vy) = grad(vy) = 2.

Im gerichteten Graph G gilt

grad*(vi) =2 grad®(vy) =2 grad*t(vz) =1
grad (vi) =1 grad (vy) =2 grad (v3)=2. O

Definition 1.13: Zusammenhang und Wege

Ein Graph G = (V, E) heifit zusammenhingend, wenn es fiir alle Knotenpaa-
re v,w € V mit v # w einen Weg in G von v nach w gibt. Die Knotenfolge
uop, ..., ur € V heiflit dabei ein Weg (der Lédnge k) von ug nach uy, wenn fiir
alle 0 <i <k gilt (4;, ui+1) € E (bzw. im ungerichteten Fall {u;, u;1} € E).
Ein Weg uy,...,u; € V heiflit knotendisjunkt, wenn alle Knoten paarwei-
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se verschieden sind (u; # u; fiir alle 0 < i < j < k), und kantendisjunkt,
wenn jede Kante nur einmal durchlaufen wird ((u;, ujy1) # (1, uj41) fiir alle
0 <i< j<kbzw. im ungerichteten Fall {u;, ujs1} # {uj, uji1}).

Beispiel 1.14:

Im Graphen G aus Beispiel 1.10 existiert beispielsweise ein Weg von v,
nach v; mit der Knotenfolge 1y = v, #; = v3 und uy = v;. Da sich fiir alle
Knotenpaare ein solcher Weg finden lésst, ist G| zusammenhédngend. Der
Graph G, hingegen ist nicht zusammenhéngend, da es keinen Weg von vy4
zu den anderen Knoten gibt.

Im Graph G ist der Weg durch die Knoten vy, v2, v3 knotendisjunkt und
kantendisjunkt. Der Weg vy, v3, v, v2 hingegen ist zwar kantendisjunkt aber
nicht knotendisjunkt. Im Graph G ist vy, v3, v, ebenfall kanten- und kno-
tendisjunkt, wihrend vs, v3, vi, v2, v3, vs weder knoten- noch kantendisjunkt
ist. ]

Definition 1.15:  Zyklen und Schleifen

Ein Graph G = (V, E) heifit zyklenfrei, wenn es fiir keinen Knoten v € V
einen kantendisjunkten Weg der Lidnge k£ > 1 von v nach v gibt. Als Sonder-
fall heif3t ein ungerichteter Graph G schleifenfrei, wenn die Menge E keine
Kante (v, v) mit v € V enthilt.

Beispiel 1.16:

Die Graphen G und G; aus Beispiel 1.10 enthalten beide Zyklen — G,
sogar eine Schleife. Der ungerichtete Graph G3 hingegen ist ein Beispiel
fiir einen zyklenfreien, zusammenhéngenden Graphen. O

Graphentheoretische Grundlagen konnen hier nur oberflichlich ange-
rissen werden. Daher sei auf Standardwerke wie das Buch von Diestel
(2006) oder das eher algorithmisch ausgerichtete Buch von Krumke
& Noltemeier (2005) verwiesen.

Die Daten fiir die Suche nach dem néchstgelegenen Service-Mitarbeiter
kann nun in einem Graph abgespeichert werden. Die Knoten ergeben sich
dabei als Kreuzungen (wie z.B. Autobahnkreuze) und Filialen, die Kanten
als verbindende Straf3en. Da uns die Fahrtzeit zwischen Filialen interessiert,
speichern wir fiir jede Kante eine geschétzte Fahrtzeit ab.

Die Suche nach dem nichsten Service-Mann reduziert sich damit auf
des Problem, fiir die Filiale mit Bedarf den kiirzesten Weg zu allen anderen
Filialen zu bestimmen, diese in aufsteigender Reihenfolge durchzugehen
und bei der ersten mit einem Service-Mitarbeiter abzubrechen.

P, Y
» (% Ich muss mich korrigieren: Auch ohne Einbahnstraflen brau-

chen wir gerichtete Graphen, falls die Fahrtzeiten fiir Hin- und
Riickweg unterschiedlich sind.

»zyklenfrei

»schleifenfrei

Beispiel eines zyklenfreien
Graphen G3
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Definition 1.17:  Das Kiirzeste-Wege-Problem

Gegeben sei ein zusammenhéngender, schleifenfreier Graph G = (V, E), die
Kostenfunktion y : E — R* und ein Startpunkt s € V. Dann berechnet die
Operation Kirzester-WEG fiir jeden Zielpunkt £ € V'\ {s} einen Weg (s =)uo,
..., (= 1t) beliebiger Linge m > 0, aber mit minimalen Kosten

m—1

Z y(uj, uji1).

Jj=0

Beispiel 1.18:

Im nebenstehenden Graphen ergeben sich die kiirzesten Wege fiir den Aus-
gangsknoten v; als direkter Weg zu den Knoten v,, v3 und v4 sowie als
Weg iiber v4 zum Knoten vs. Die entsprechenden Wege sind orange mar-
kiert. Die Kosten der jeweiligen kiirzesten Wege betragen damit 4, 6, 2 und
8(=2+6). O

1.5 Das Rundreiseproblem

Ein Mitarbeiter, der »technische Inspektor«, besucht nacheinander alle Fi-
lialen. Um seine Reisekosten moglichst gering zu halten, miissen die Fi-
lialen in eine Reihenfolge gebracht werden, die unnétige lange Wege zwi-
schen den einzelnen besuchten Filialen vermeidet. Am Ende muss jede Fi-
liale genau einmal besucht und der Inspektor wieder an seinem Ausgangs-
punkt angekommen sein. Formal lésst sich dieses Problem wie folgt defi-
nieren.

Definition 1.19: Rundreiseproblem

Gegeben sei ein zusammenhédngender Graph G = (V, E) mit V={v1,...,v,}
und die Kostenfunktion y : E — R*. Die Operation Runpreise soll die Kno-
ten so als Weg durch eine Permutation 7 : {1,...,n} — {1,...,n} anordnen,

dass die Summe der Kosten fiir die Rundreise

n—1
( Z YV Vlr(j+l))) +Y(Vrn)» Va(1))

J=1

minimal ist.

Beispiel 1.20:

Im nebenstehenden Graphen ergibt sich die kiirzeste Rundreise durch die
Permutation (1, 2, 3, 5, 4), was bedeutet, dass der Reihe nach die Knoten
V1, V2, V3, Vs, v4 und wieder v; besucht werden. Die Kosten dieser Rundreise
betragen 4+3+5+6+2 =20. O



1.6. Das Flussproblem

Abgesehen vom identischen Start- und Zielknoten ist jede Rundreise ein
knotendisjunkter Weg, d.h. jede Stadt wird genau einmal besucht.

1.6 Das Flussproblem

Die Tatsache, dass in den Liden der Firma von Algatha Online-Rollenspiele
mit virtueller Realitidt gespielt werden, erfordert eine enorme Bandbreite
des firmeneigenen Netzwerks, mit dem alle Filialen untereinander verbun-
den werden. Daher interessiert die Firmeneigner natiirlich, ob mit wachsen-
der Zahl der Filialen noch alle Spielplitze in den Filialen bedient werden
konnen, oder ob das firmeninterne Netzwerk weiter auszubauen ist.

Daher wird das Firmennetzwerk ebenfalls als Graph modelliert. Die
Knoten werden durch die Filialen, den zentralen Server und die Router und
Switches im Netzwerk bestimmt. Die Kanten entsprechen den Leitungen.
Um den Fluss der Daten durch das Netzwerk berechnen zu konnen, werden
fiir jede Leitung zwei Angaben benoétigt: die Kapazitit als Datenmenge, die
pro Zeiteinheit in die Leitung eingespeist werden kann, und die Dauer, die
ein Datenpaket bendtigt, um am Ende der Kante anzukommen.

P TN
@ (% Auweia! Das klingt schon umgangssprachlich kompliziert und

wird in der Definition vermutlich nicht leichter. .. Klar, wenn
viele Spieler gleichzeitig unsere Online-Spiele verwenden,
kann es zu Engpdssen kommen — und die sollten wir durch
gute Planung vermeiden. Deshalb berechnen wir vorher, wie
viel maximal iiber unser internes Datennetz flieBen kann. An-
genommen am zentralen Server stehen permanent Datenpake-
te zum Verschicken bereit. Dann ist die Frage, wie viele Daten-
pakete zum Beispiel innerhalb von einer Stunde an den Filialen
ankommen konnen.

Definition 1.21:  Dynamischer Maximaler Fluss
Sei ein schleifenfreier Graph G = (V, E) mit der Kapazitit pro Kante kap :
E — Ny und der Dauer pro Kante 7: E — Ny gegeben. Weiterhin seien S C
V die Startknoten (S # @) und 7' C V die Zielknoten (T # @) zwei disjunkte
Mengen (S N T = 0). Der Zeithorizont tmax € N bestimmt die Anzahl der
betrachteten Zeitschritte.

Dann berechnet die Operation Dyn-Max-Fruss fiir jeden Zeitschritt die
Datenmenge

[ Ex{0,...,tmax} — Ny,

die maximal auf jeder Kante transportiert werden kann. Hierfiir miissen die
folgenden Bedingungen gelten:

11
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e Die Kapazitiit der Kanten wird nicht iiberschritten.
Yee EVte{0,...,tmax}: f(e,t) < kap(e)

e Von jedem inneren Knoten, also nicht Start- oder Zielknoten, ist hochs-
tens so viel abgeflossen, wie angekommen ist.

Vxe VNS UT)Vte{0,...,tmax—1}: aktuell(x,t) >0,

wobel aktuell die in einem Zeitschritt an einem Knoten verbliebenen
Datenmenge bezeichnet:

t—1(e)

aktuell(x, ) = Z Z fle,i) — Z Zl: Fle,i).

e=(v,x)eE =0 e=(x,w)eE i=0

Die linke Doppelsumme misst die Datenmenge, die bis zum Zeitpunkt
t am Knoten x angekommen ist, und die rechte Doppelsumme misst
die bis zum Zeitpunkt  vom Knoten x abgeflossene Datenmenge. Bei
den ankommenden Daten werden, abhéingig von der Durchlaufzeit
7(e) jeder Kante e Daten nicht beriicksichtigt, die noch unterwegs
sind.

o Alle losgeschickten Daten sind am Ende bei den Zielknoten.

Z aktuell(x, tmax) = — Z aktuell(x, tmax)

xeT xeS
e Der Gesamtfluss ist maximal.

Z aktuell(x, tmax) ist maximal
xeT

3 (@ Das habe ich jetzt verstanden — das Umgangssprachliche ist
ja nur immer in eine Formel gegossen. Und die Gleichung mit
den beiden Doppelsummen ist natiirlich auch notwendig, sonst
miisste man sich ja fragen »Wenn drei Leute aus einem leeren
Zimmer kommen, wie viele miissen dann wieder hineingehen,
dass keiner drin ist?«

Beispiel 1.22:

Das auf der néchsten Seite am Rand abgebildete Flussproblem mit dem
Startknoten S = {v;}, den Zielknoten T = {v4,vs} und dem Zeithorizont
tmax = 4 besitzt den maximalen Fluss von 10 Einheiten. Ein moglicher Ab-
lauf ist in der Abbildung dargestellt. Interessant ist dabei die Verbindung



1.6. Das Flussproblem

zwischen v und v3 — dort sind zum Zeitpunkt t = 2 zwei »Ladungen« hin-
tereinander unterwegs. Obwohl die Gesamtmenge auf der Verbindung die
zuldssige Kapazitit iiberschreitet, ist dies korrekt, da sich die Kapazitit in
der Definition immer auf einen (beliebigen) Schnitt durch die Verbindung
bezieht: Es darf also in jedem Zeitschritt die maximal erlaubte Menge los-
geschickt werden. O

Die vermutlich erste »offizielle« Erwéhnung eines Maximaler-Fluss-
Problems war von Ford & Fulkerson (1956). Eine lesenswerte Erldu-
terung der Hintergriinde findet man bei Schrijver (2002). Eine unserer
Definition dhnliche Problemstellung wurde auch bereits von Ford &
Fulkerson (1962) formuliert.

Fiir die algorithmische Losung unseres recht diffusen Anwendungsszena-
rios wurde in diesem Kapitel die wichtigste Grundlage gelegt: Wir konn-
ten die einzelnen Aspekte der Anwendung isolieren und formal als Pro-
blemstellungen beschreiben. Diese mathematisch exakten Beschreibun-
gen ermoglicht die spitere Konstruktion der Algorithmen.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1: Mengenproblem
Angenommen die Menge {3,5,6,7,9} ist bereits gespeichert und es wer-
den die folgenden Operationen nacheinander auf der Menge ausgefiihrt:
Einfiigen(8), Loschen(5), Einfiigen(6), Loschen(8), Einfiigen(4), Ein-
fiigen(3), Loschen(6), Einfiigen(5), Loschen(8). Geben Sie die Menge
nach den Operationen an. Bei welchen Operationen wiirden Sie ein Feh-
lermeldung erwarten?

Aufgabe 1.2: Sortierproblem

Geben Sie die Permutation : {1,...,6} — {1,...,6} an, welche die Fol-
ge (4,2,7,1,8,5) sortiert.

Aufgabe 1.3: Stabiles Sortieren

Wie viele Permutationen sortieren eine Folge mit » identischen Zahlen
stabil und wie viele sind nicht stabil?

Aufgabe 1.4: Ordnungsvertragliches Sortieren
Bestimmen Sie die Inversionszahl der Folge (4,2,7, 1,8, 5).

13
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Aufgabe 1.5: Wege und Zyklen
Betrachten Sie den nebenstehenden ungerichteten Graphen.
a) Bestimmen Sie alle enthaltenen knotendisjunkten Zyklen.

b) Bestimmen Sie alle knotendisjunkten Wege, die von v nach vg
fiihren.

Aufgabe 1.6: Kiirzeste Wege
Bestimmen Sie im nebenstehenden gerichteten Graphen die kiirzesten
Wege von Knoten v; zu allen anderen Knoten.

Aufgabe 1.7: Rundreise

Bestimmen Sie im nebenstehenden ungerichteten Graphen die kiirzeste
Rundreise, die alle Knoten genau einmal besucht.

Aufgabe 1.8: Dynamischer maximaler Fluss
Betrachten Sie das nebenstehende Problem fiir den dynamischen maxi-
malen Fluss. Der Zeithorizont sei tmax = 6. Versuchen Sie, moglichst

viele Einheiten von v; zu vs5 zu bringen.

Aufgabe 1.9: Liegenbleibende Daten im Flussproblem
Betrachten Sie das nebenstehende Problem fiir den dynamischen maxi-
malen Fluss. Bestimmen Sie fiir tmax = 10 wie viel Daten am Knoten
@ 1/3 /N 12 @ V2 héchst.ens zwisc.hengespeichert werden m.iis§en und zu \.;velchem Zeit-
punkt 7 dies geschieht (aktuell(v,,t)). Was gilt im allgemeinen Fall?




Frohen Mutes macht sich Algatha an die neue Aufgabe. Und da Software-Entwicklung fiir
sie bisher in erster Linie ein Handwerk war, spricht eigentlich nichts dagegen, die groe Auf-
gabe einfach langsam Schritt fiir Schritt anzugehen und die ersten paar Zeilen Quelltext im-
mer mehr zu erweitern. Ob eine Aufgabe gelost wird, hdngt am personlichen Engagement und
Durchhaltevermogen!

In bester »Geht nicht? Gibt’s nicht!«-Stimmung fllt Algathas Blick auf dem Nachhauseweg auf
eine mit Graffiti verzierte Mauer. Ein provokantes »Dieser Satz ist falsch.« bringt einen kleinen
Stein in’s Rollen. Die schnelle bejahende Antwort wird sofort im néchsten Augenblick negiert
— doch auch das ist nicht richtig. Welche Aussage macht dieser Satz also eigentlich? Die blofle
Erkenntnis, dass es noch etwas anderes als wahr und falsch gibt, verwandelt den kleinen Stein
in einen ausgewachsenen Erdrutsch beziiglich Algathas Zuversicht. Wenn schon so ein mickri-
ger Satz nicht verniinftig aufgelost werden kann, dann ist es vielleicht in noch groerem Aus-
mal moglich, dass die im vorigen Kapitel identifizierten Teilprobleme gar nicht gelost werden
konnen!

Von leichter Panik ergriffen fallt Algathas Blick auf eine andere Stelle der Wand, an der ein »Time
is on my side« fiir bessere Laune wirbt. Eine noch groere Unruhe ergreift Algatha: Selbst wenn
die Probleme 16sbar sind, ist die Zeit leider nicht auf ihrer Seite. Die in der Zukunft anfallende
Datenmenge wirft die Frage auf, ob diese Probleme iiberhaupt in akzeptabler Zeit gelost werden
konnen.



Nach diesem kurzen Dampfer gewinnt Algatha schnell ihre Selbstbeherrschung zuriick und
nimmt sich fiir den nichsten Tag vor, die grundsitzliche Losbarkeit von Problemen und Fragen
der Laufzeiteffizienz genauer anzuschauen.
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Machbarkeit und Effizienz

Nikola Tesla: Nothing is impossible, Mr. Angier.
What you want is simply expensive.
(The Prestige, 2006)
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2.1 Der Algorithmusbegriff

Der Algorithmusbegriff ist ein zentrales Thema dieses Buches. Aus diesem

Grund sind die folgenden klaren Definitionen und Notationen notwendig.

Definition 2.1: Algorithmus

Ein Algorithmus ist eine Vorschrift zur Bewiltigung einer Aufgabe als Fol- »Algorithmus

ge von Aktionen, wobei die folgenden Bedingungen gelten:

e Der Algorithmus ldsst sich in endlicher Form beschreiben und ist aus
Elementen von endlich vielen, durch die ausfithrende Maschine defi-
nierten Kommandobefehlen aufgebaut.

e Der Algorithmus hat genau ein Startaktion und nach der Ausfiihrung
eines jeden Befehls ist die Menge der Folgeaktionen klar durch die
Beschreibung und die bisher durchgefiihrten Aktionen definiert.

e Die Eingabe des Algorithmus ist eine Folge von Daten, die auch leer
oder unendlich sein kann. Aber zu jedem Zeitpunkt wihrend der Aus-
fiihrung ist die bisher betrachtete Datenmenge endlich.

Diese Definition ist noch sehr allgemein und wird erst konkret, wenn ein
Maschinenmodell betrachtet wird, auf dem der Algorithmus ausgefiihrt
wird. Das Maschinenmodell definiert die zur Verfiigung stehenden Opera-
tionen und Kontrollkonstrukte. Die iiblichen Maschinenmodelle in diesem
Zusammenhang sind:

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7_2, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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Kapitel 2. Machbarkeit und Effizienz

o Turing-Maschine: Als Speicher stehen endlich viele Zustinde eines
endlichen Automatens sowie ein potentiell unendlich langes Speicher-
band zur Verfiigung. Als Operationen kann der Lesekopf bewegt so-
wie der Inhalt des Speicherbands gelesen und beschrieben werden.
Die Kontrolle ist in einem endlichen Automaten abgelegt — dieser
stellt quasi den implementierten Algorithmus dar. Grundsitzlich ist
dieses Modell genauso michtig wie gingige Computer. Als theoreti-
sches Maschinenmodell konnen wir es sogar mit potentiell beliebig
grof3er Parallelitdt ausstatten — d.h. nach einer Operation konnen viele
Folgeoperationen gleichzeitig durchgefiihrt werden. Wir werden ganz
kurz auf die Bedeutung der Turing-Maschine fiir den Algorithmus-
begriff noch am Ende von Abschnitt 2.3 eingehen.

e Konkretes Hardware-nahes Maschinenmodell (Registermaschine): In
einer Assemblersprache werden die konkreten Anweisungen fiir den
Prozessor beschrieben. Ahnlich wie bei der Turing-Maschine sind die
technischen Beschrinkungen wie Anzahl der verfiigbaren Register of-
fensichtlicher Teil des Modells und jedes algorithmische Detail muss
darauf abgebildet werden. Dadurch ist einerseits die Beschreibung des
Algorithmus mit allen weiterfiilhrenden Betrachtungen in jedem Fall
exakt — es kann kein aufwendiger Teil eines Algorithmus in hoch-
sprachlichen Anweisungen »versteckt« werden —, andererseits ist die
oft leicht kryptische Schreibweise schlecht lesbar und der fehlende
Zwang zur strukturierten Programmierung deckt sich nicht mit heute
aktuellen Programmiersprachen.

e Virtuelle Maschine einer Hochsprache (z.B. Java): Eine konkrete Pro-
grammiersprache mit all ihren Konstrukten zur Ablaufkontrolle und
ihren Basisbefehlen wird benutzt. Speicher wird in der iiblichen Form
als Variable deklariert und man macht sich an dieser Stelle kaum Ge-
danken dariiber, wie viel Speicher letztendlich die CPU zur Verfiigung
stellt, da die virtuelle Maschine diese Details verbirgt. Weiterfithrende
Uberlegungen der Effizienz und des Ressourcenbedarfs miissen aller-
dings teilweise sehr sorgfiltig durchgefiihrt werden, was ein Nachteil
der hochsprachlichen virtuellen Maschine ist.

Ein Vergleich der Maschinenmodelle mit den Anforderungen der Algorith-
musdefinition zeigt, dass alle drei Maschinen als Grundlage fiir die Be-
schreibung eines Algorithmus benutzt werden konnen (vgl. Tabelle 2.1.)
Letztlich muss man sich bei der Beschreibung von Algorithmen fiir ei-
nes der Maschinenmodelle entscheiden. Im vorliegenden Buch ist dies die
hochsprachliche virtuelle Maschine, die einerseits die Vorteile der struk-
turierten Programmierung mit sich bringt und anderseits sehr nah an den
aktuellen Programmiersprachen ist. Dies zwingt uns allerdings nicht, alle
Algorithmen tatsichlich in einer Programmiersprache wie Java zu présen-
tieren. Vielmehr halten wir eine etwas abstraktere Beschreibung in Java-
nahem Pseudo-Code fiir besser geeignet fiir das grundlegende Verstdndnis
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Tabelle 2.1: Vergleich der Maschinenmodelle mit der Algorithmusdefinition

Definition

Turing-Maschine

Registermaschine MIX

Java-VM

endliche Programmgrofie
endliche Kommandozahl

eine Startoperation
Folgeoperationen definiert

Eingabe: Datenfolge

Anzahl der Zustinde im
endlichen Automaten
Lesen, Schreiben, Lese-
kopf bewegen
Anfangszustand

durch Ubergangsrelation
bestimmt, bei Nichtdeter-
minismus sogar mehrere
parallel

auf dem Band

Assemblerprogramm be-
stimmter Grofie

LDA, LDX, STA, ADD,
SUB, MUL, D1V, ...
Beginn des Programms
sequentieller Ablauf und
Spriinge

Folge von Interaktionen
mit Speicher/peripheren
Geriiten

Java-Programm bestimm-
ter Grofle
Java-Grundbefehle

Beginn des Programms
sequentieller Ablauf und
Strukturkommandos
while, if-then-else,

Folge von Interaktionen
mit Speicher/peripheren
Geriiten

von Abldufen, da wir uns auf das Wesentliche konzentrieren und Details
der Java-Syntax ausblenden konnen. Die Notation des Pseudo-Codes ist
kompakt im Anhang A dargestellt. Die ausprogrammierte Umsetzung als
Java-Quelltext kann dem Online-Begleitmaterial entnommen werden.

Wihrend die Turing-Maschine eher fiir theoretische Uberlegungen
herangezogen wird (Hopcroft et al., 2003), sind die anderen beiden

Maschinenmodelle durchaus gebrduchlich in Lehrbiichern. Knuth

(1997, 1998a,b) verfolgt beispielsweise mit dem Prozessormodell

MIX einen Assembler-nahen Ansatz, wihrend Sedgewick (2003) oder
Weiss (2007) ihre Algorithmen in Java prisentieren.

Beispiel 2.2:

Algorithmus 2.1 zeigt ein Beispiel fiir den benutzten Pseudo-Code. Links
sind die Einzelschritte detailliert beschrieben, wihrend rechts die logischen
Schritte und Phasen in Orange auf einer hoheren Abstraktionsebene erlidu-
tert werden. Fiir eine Beschreibung der Notation siehe: Anhang A. O

Definition 2.3:

Determiniert und deterministisch

Ein Algorithmus heifit genau dann determiniert, wenn er fiir dieselbe Ein-
gabe immer dasselbe Ergebnis liefert. Ein Algorithmus heif3t ferner deter-
ministisch, wenn sein innerer Ablauf immer identisch ist, es also zu jedem
Zeitpunkt immer nur eine Folgeoperation gibt. Gilt dies nicht, so kann der

Algorithmus

e randomisiert sein, falls (Pseudo-)Zufallszahlen benutzt werden und
diese den Ablauf unabhingig von den Eingaben beeinflussen,

»determiniert

»deterministisch

»randomisiert
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Algorithmus 2.1 Ineffizienter Algorithmus zur Textsuche als Beispiel fiir die Pseudo-
Code-Notation

EmracHE-TEXTSUCHE(Gesamttext T[], Suchtext S[])
Riickgabewert: Startpositionen index
anzahl < 0
for startpos < 0, ..., T.linge — S .linge
do"i<1
while i < S.linge und S[i] = T[startpos +i]
dolie—i+1
if i =S.ldnge+1
then " anzahl « anzahl + 1 } Ausgabe im Erfolgsfall
L L index[anzahl] < startpos
return index

N

Test, ob S ab Zeichen
J startpos in T steht

Neolie IEN Be Y N N S R

e nicht-deterministisch sein, falls durch eine Anweisung »rate richtig«
parallel alle Moglichkeiten durchprobiert werden, oder

e asynchron sein, falls in parallelen Berechnungen unterschiedliche Be-
arbeitungs- oder Kommunikationszeiten den Ablauf und das Ergebnis
beeinflussen.

Im Rahmen dieses Buches ist Nicht-Determinismus nur von marginalem In-
teresse und Asynchronitit kommt iiberhaupt nicht vor. Die anderen Begriffe
werden uns noch genauer beschiftigen.

Definition 2.4: Terminiert

Ein Algorithmus terminiert auf eine Eingabe x genau dann, wenn er nach
endlich vielen Schritten anhélt. Er terminiert stets, wenn er auf alle mogli-
chen Eingaben terminiert.

Definition 2.5:  Korrektheit
Ein Algorithmus heifit partiell korrekt, wenn in allen Fillen, in denen der
Algorithmus terminiert, seine Ausgabe der Spezifikation (in der Problem-
beschreibung) geniigt. Falls der Algorithmus zusitzlich fiir alle Eingaben
terminiert, heilt er total korrekt.

Mit diesen Eigenschaften lassen sich die Algorithmen in verschiedene Klas-
sen einteilen. Klassische Algorithmen sind immer korrekt, determiniert und
terminieren stets. Randomisierte Algorithmen diirfen zusitzliche Zufalls-
zahlen benutzen, sind aber trotzdem korrekt und terminieren stets. Appro-
ximationsalgorithmen zeichnen sich dadurch aus, dass sie eine garantiert
gute Néherung der Losung liefern — meist gibt es einen Beweis fiir den ma-
ximalen Fehler. Probabilistische Algorithmen besitzen keine Garantie fiir
die Losungsqualitit, sondern konnen sich mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit »irren«. Und schlieBlich zeichnet sich die Heuristik dadurch aus,
dass sie genau dann gute Ergebnisse liefert, wenn die Eingaben zu einer
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Tabelle 2.2: Klassifikation von Algorithmen (nach Rawlins, 1992)

korrekt ‘ terminiert ‘ Zufallszahlen
klassischer Algorithmus ja ja nein
randomisierter Algorithmus ja ja ja
Approximationsalgorithmus nah dran ja manchmal
probabilistischer Algorithmus || meist ja manchmal
Heuristik nicht sicher | nicht sicher | manchmal

Grundannahme der Heuristik passen. Die verschiedenen Algorithmen sind
im Vergleich in Tabelle 2.2 dargestellt.

In den weiteren Kapiteln werden Beispiele fiir die verschiedenen Al-
gorithmenarten vorgestellt. Eine Quicksortvariante (Abschnitt 7.3) und die
Skipliste aus Abschnitt 4.2 stehen fiir randomisierte Algorithmen. Als Ap-
proximationsalgorithmus lernen wir die Rundreise-Approximation in Ab-
schnitt 5.4 kennen. Beispiel fiir die probabilistischen Algorithmen ist der
evolutiondre Ansatz zur Losung des Rundreiseproblems in Abschnitt 12.2.
Ein Beispiel fiir eine Heuristik wird ebenfalls fiir das Rundreiseproblem
(Abschnitt 5.4) vorgestellt, aber auch fiir ein anderes Problem in der Ubungs-
aufgabe 5.8.

TON Das ist ja soweit alles ganz nett, doch was bedeutet das jetzt
fiir meine Frage, ob unsere Probleme 16sbar sind?

Definition 2.6: Losbarkeit eines Problems
Ein Problem wird als losbar bezeichnet, wenn es einen Algorithmus gibt,
der fiir jede Instanz des Problems in endlicher Zeit eine Losung berechnet.

Eng verwandt mit unserem Begrift der »Losbarkeit« ist der Begriff
der »Berechenbarkeit« aus der theoretischen Informatik. Dort geht es
zunidchst um die Berechnung mathematischer Funktionen auf abstrak-
ten Maschinenmodellen. Auch hier sei auf entsprechende Lehrbiicher
verwiesen (Schoning, 2008; Davis, 1982).

2.2 Grenzen der Algorithmik

In den folgenden Kapiteln wird eine Vielfalt an algorithmischen Techniken
»aus dem Armel geschiittelt«, die dem Leser vermeintlich Unmogliches na-
he bringt. Es konnte also leicht der Eindruck entstehen, dass grundsitzlich
alles algorithmisch gelost werden kann. Daher wollen wir uns an dieser
Stelle kurz den Grenzen der Algorithmik ndhern und mit dem sog. Halte-
problem ein unlésbares Problem betrachten.

21

»16sbares Problem

»Halteproblem



22

B

P

Erster Schritt des
Widerspruchbeweises.

"
B_|4 -
— Schleife]
1

Zweiter Schritt des
Widerspruchbeweises.

Kapitel 2. Machbarkeit und Effizienz

Satz 2.7:

Es existiert kein Algorithmus, der fiir einen beliebigen Algorithmus und
eine beliebige Eingabe entscheiden kann, ob der Algorithmus auf der Ein-
gabe terminiert.

Beweis 2.8:

Wir beweisen den Satz per Widerspruch, indem wir annehmen, dass es
einen solchen Algorithmus A gébe, der fiir alle Algorithmen B und belie-
bige Eingabe w entscheidet, ob B auf w hilt oder nicht.

_B L 0, falls B auf w hilt
A —
_w 1, sonst

Gehen wir ferner davon aus, dass der zu testende Algorithmus B in einer
geeigneten Kodierung vorliegt — z.B. als Java-Bytecode, der dann von der
virtuellen Maschine auch ausgefiihrt werden konnte. Zur Vereinfachung
konnen wir also davon ausgehen, dass sowohl B als auch die Eingabe w
in bindrer Form vorliegen. Dann konnen wir einen Algorithmus A’ kon-
struieren, der eine einzelne bindre Eingabe B erhilt und diese sowohl als
Algorithmus B als auch als Eingabe w = B interpretiert. Das ist so machbar,
da w beliebig war und somit auch fiir das spezielle w = B gilt.

In der Variante A” fithren wir einfach A” wie oben aus und gehen genau
dann in eine unendliche Schleife, wenn A’ die Ausgabe true erzeugt. Damit
haben wir den folgenden Algorithmus konstruiert:

halt nicht, falls B auf B halt

1, sonst

B

A/I

Wenn man nun allerdings A” auf sich selbst als Eingabe anwendet, dann
geht A” mit der Eingabe A” genau dann in eine unendliche Schleife, wenn
A” in endlich vielen Schritten auf A”” hilt. Dies ist ein logischer Wider-
spruch und die Annahme zu Beginn des Beweises war falsch. ]

Der Kern des Beweises ist ganz analog gefiihrt zu den bekannten Parado-
xien wie dem einfithrenden »Dieser Satz ist falsch.«, der in einer streng
logischen Welt nicht existieren diirfte. Genau dasselbe gilt fiir einen Algo-
rithmus, der das Halteproblem 16st.

Der Beweis fiir das Halteproblem wurde zum ersten Mal von Turing
(1936) fiir die Turing-Maschine als Maschinenmodell gefiihrt. Tat-
sdchlich gilt diese Unentscheidbarkeit noch fiir wesentlich mehr Ei-
genschaften von Algorithmen, wie Rice (1953) gezeigt hat. Eng da-
mit verkniipft ist auch der Unvollstindigkeitssatz von Godel (1931),
der die zwingende Unvollstindigkeit bzw. Widerspriichlichkeit von
hinreichend michtigen formalen Systemen bewiesen hat.
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Obiger Satz steht allerdings nicht im Konflikt mit einer Untersuchung
eines fest gegebenen Algorithmus, in welcher bewiesen wird, dass dieser
Algorithmus terminiert. Der Satz bedeutet lediglich, dass es kein automati-
sierbares Verfahren fiir einen solchen Beweis gibt und fiir bestimmte Algo-
rithmen die Termination auch (noch) nicht bekannt ist.

P, I
# (% So weit, so gut. Aber hat dies irgendetwas mit den fiinf Basis-

problemen meiner Anwendung zu tun? Wenn ich es mir recht
tiberlege, sollten die alle 16sbar sein, denn zu jedem dieser Pro-
bleme gibt es nur eine endliche Anzahl moglicher Kandidaten
als Losung. Ein Algorithmus, der diese alle der Reihe nach
durchprobiert, findet sicher die gesuchte Losung.

Neben der Tatsache, dass manche Probleme sich iiberhaupt nicht durch
einen Algorithmus 16sen lassen, birgt allein die Problemgrof3e eine weitere
Grenze der Algorithmik: Sind wir immer in der Lage, durch Aufzihlen aller
Moglichkeiten, ein Problem zu losen?

Beispiel 2.9:

Fiir das Rundreiseproblem (Definition 1.19) erhalten wir alle méglichen
Rundreisen, wenn wir alle Permutationen erzeugen. Fiir n Stadte sind dies
n!'=1-2-3---n Stiick. Also bei n = 101 Stidten rund 9,426 - 10'> Permuta-
tionen — wenn wir Symmetrien und zyklische Verschiebungen jeder Rund-
reise vermeiden, bleiben es immer noch % 100! = 4,666 - 1037 Rundreisen.
Unter der Annahme, wir konnten 10® Rundreisen pro Sekunde testen, folgt
eine Laufzeit von etwa 8,878 - 1013 Jahren. a

Das bedeutet einerseits, dass die im Weiteren vorgestellten Algorithmen
grundsitzlich sehr geschickt vorgehen miissen, aber andererseits auch, dass
den Laufzeitbetrachtungen der Algorithmen eine besondere Bedeutung als
beschrinkender Faktor in der Algorithmik zuféllt.

23 Laufzeitiiberlegungen

Mochte man die Laufzeit eines Algorithmus angeben, gibt es drei verschie-
dene Ansitze mit zunehmendem Abstraktionsgrad:

e Echtzeitmessungen — diese sind nur bedingt fiir grundsitzliche Ver-
gleiche und Einordnungen von Algorithmen geeignet, da sie abhiingig
von der genutzten Hardware unterschiedlich ausfallen konnen,

e exakte Anzahl der Rechenschritte/Schliisselvergleiche/... — konnen
sowohl fiir Beispiele berechnet als auch experimentell ermittelt wer-
den, oder

23
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fori<1,...,n
do [ something

U2

schritt am Anfang
ein Schritt

ein

N

i1
while i <n

-
do " something
Lii+1
AN N

drei Schritte pro Iteration

am Ende
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e die sog. asymptotische Laufzeitkomplexitit, die ausgehend von der ex-

akten Anzahl lediglich eine Einordnung bzgl. einer wachsenden Pro-
blemgrofle n vornimmt.

Zunichst schauen wir uns an, wie die exakte Anzahl der Schritte mithilfe

der folgenden Basisregeln ermittelt werden kann:

e eine Sequenz von Anweisungen resultiert in der Summe der Laufzei-

ten der Anweisungen,

e bei einer Verzweigung kann man zunichst mit dem aufwindigeren

Teil rechnen und

e in Schleifen wird der Aufwand der Anweisungen fiir einen Schleifen-

durchlauf mit der Anzahl der Durchldufe multipliziert.

Bei einer For-Schleife zihlt zusitzlich fiir die Zdhlvariable bei jeder
Iteration eine Zuweisung und das Inkrementieren des Werts sowie der
Vergleich, ob das Ende der Schleife erreicht ist (d.h. allein fiir die Zihl-
variable 3 Operationen in jedem Schleifendurchlauf) — ferner wird die
Zihlvariable initialisiert und der Vergleich wird auch beim Abbruch
der Schleife durchgefiihrt (d.h. 2 Operationen auflerhalb der Schlei-
fe).

Beispiel 2.10:

Fiir den Beispielalgorithmus 2.2 werden alle Schritte gezihlt — dabei zihlt
jede Zuweisung, jede Rechenoperation und jeder Vergleich. Vereinfachend
wird hier auch angenommen, dass jeder dieser Schritte den gleichen Auf-
wand besitzt, also gleich lange dauert. Damit erhalten wir 1 Operation fiir
die Initialisierung von s, 2 Operationen fiir die Initialisierung und die Ab-
bruchiiberpriifung von k, in jedem Schleifendurchlauf der For-Schleife 3
Operationen fiir die Zédhlvariable (2 fiir das Inkrementieren von k und 1 fiir
den Vergleich auf das Schleifenende) sowie 2 Operationen fiir s+ k bzw.
die Zuweisung dieses Wertes zu s. Insgesamt ergibt sich:

T(n) = 1+(2+Z(3+2))=5-n+3

k=1
~———
=n-5 O

Algorithmus 2.2 Erster Algorithmus fiir die Laufzeitanalyse

EIN-LAUFZEITBEISPIEL(71)

1

3

Riickgabewert: —
s« 0
fork<1,..., n

wird n Mal durchlaufen
dols«—s+k
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Beispiel 2.11:

Im Beispielalgorithmus 2.3 ist die Schrittanzahl im Korper der duferen
Schleife nicht mehr jedes Mal gleich. Daher kann man entweder grob ab-
schitzen, indem man mit dem Maximum fiir jeden Schleifendurchlauf rech-
net, oder — wie folgt — die Schrittzahl genau ausrechnen:

T =1+2+) B+Q2+ ) (3+2)))
k=1 m=k

——
=(n—k+1)-5

=3+Z(5+(n—k+1)-5)
k=1

=3+ iS +5~i(n—k+l)
k=1 k=1

S~ —
=5n =n+(n-1)+..+1

=3+5-n+5- ij

=
——
_ n:(n+l)
-T2

15 5
=3+7-n+—- 2

)
O

Beispiel 2.12:
Fiir den Beispielalgorithmus 2.4 lésst sich die exakte Schrittanzahl nicht
mehr so einfach bestimmen, da die Anzahl der Schleifendurchldufe unklar

Algorithmus 2.3 Zweiter Algorithmus fiir die Laufzeitanalyse

'WEITERES-LAUFZEITBEISPIEL(7)
Riickgabewert: —
1 5«0
2 fork«<1,...,n N
3 do"forme«k,...,n | Durchliufe hingen
4 cdols—s+m | vonkab

wird n Mal durchlaufen

Algorithmus 2.4 Dritter Algorithmus fiir die Laufzeitanalyse

LETZTES-LAUFZEITBEISPIEL(11)
Riickgabewert: — .
while n >0 ] 1 Vergleich (pro Iteration und beim Abbruch)

L . . hochstens
do"™ s« s-n |1 Operation und I Zuweisung

1

2 g C n+1

3 if n ist gerade | | Vergleich Iterationen
4 thenCn«<n-3

5

1 Operation und 1 Zuweisung
celse [nen+1

25



26

»Best-Case

»Worst-Case

»Average-Case
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ist. Leicht sieht man jedoch ein, dass durch die Anweisung in Zeilen 4 und
5 n wechselweise gerade und ungerade ist. Dadurch wird n maximal auf
n+ 1 erhoht und nach jeweils zwei Iterationen wird n in der Summe um 2
verringert. Dadurch lésst sich die Anzahl der Iterationen nach oben durch
n+ 1 abschitzen. Und wie im vorherigen Beispiel ldsst sich zumindest fiir
die obere Grenze die Schrittzahl ermitteln.

n+l
T(n) <1+ 26 =6-n+7

k=1
——
=6-(n+1) o

P T
@ (% Das ist ja klasse, dass ich die Schrittanzahl so direkt ausrech-
nen kann. Das macht Spal}! Allerdings funktioniert das wohl

nur bei kleinen Algorithmen. ..

Fiir die Laufzeitbestimmung sind zwei Dimensionen eines Problems in-
teressant: einerseits die Groe des Problems — also z. B. die Anzahl n der
Schliissel beim Sortierproblem — und andererseits die konkret moglichen
Probleminstanzen fiir diese GroBe — beispielsweise die moglichen Permu-
tationen der Schliisselmenge {1, ...,n} (liegt die Schliisselmenge sortiert,
umgekehrt sortiert oder vollig unsortiert vor?).

In der Regel hingt die Schwierigkeit fiir die Losung eines Problems
nicht nur von der GroBe n ab. Vielmehr gibt es einfache und schwierige Pro-
bleminstanzen gleicher Grofle. Um zu asymptotischen Aussagen zu kom-
men, miissen wir in der folgenden Definition den Laufzeitbegriff fiir eine
Problemgrofle genauer fassen.

Definition 2.13:  Best-, Worst- und Average-Case

Betrachtet man fiir ein Problem immer diejenige Probleminstanz einer Gro-
Be, die die geringste Laufzeit hat, spricht man vom Best-Case (oder giins-
tigsten Fall). Betrachtet man die langste Laufzeit, handelt es sich um den
Worst-Case (oder ungiinstigsten Fall). Untersucht man alle Probleminstan-
zen derselben Grofle und ermittelt die durchschnittliche Laufzeit, bezeich-
net man dies als Average-Case.

Beispiel 2.14:

In Bild 2.1 werden verschiedene Laufzeiten dreier Algorithmen fiir mehrere
Probleminstanzen angezeigt. Es sind mit drei Linien jeweils der Best-Case,
der Average-Case und der Worst-Case markiert. Je nachdem welchen der
drei Fille wir als Entscheidungsgrundlage heranziehen, wiirden wir jeweils
einen anderen Algorithmus wihlen. O
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Bild 2.1: Die Laufzeit von drei Algorithmen wird fiir mehrere Probleminstanzen angezeigt. Die drei farbigen
Linien markieren den Worst-Case (oben), Average-Case (mittig) und Best-Case (unten). Beim Vergleich
der Best-Case Ergebnisse schneidet Algorithmus A am besten ab. Fiir den besten Average-Case wihlen
wir Algorithmus C. Algorithmus B wird verwendet, wenn der Worst-Case moglichst kleine Laufzeit
liefern soll.

P Y
@ (< Das ist ja spannend. Je nachdem, was wir betrachten, sind je-
weils andere Algorithmen gut!

Fiir einen konkreten Algorithmus lésst sich die Best-Case, Average-Case
und Worst-Case Laufzeit als Funktion 7 : N — R* darstellen, wobei n € N
die Problemgrofe ist. Dabei soll im Weiteren nur die »Stéirke« des Wachs-
tums mit zunehmender Problemgrofle interessieren. Typische Funktionen
mit unterschiedlich starkem Wachstum sind in Bild 2.2 dargestellt. Ebenso
gibt Tabelle 2.3 einen Einblick in das Wachstum der Funktionen, indem die
Anzahl der benotigten Dezimalziffern angegeben wird — hier sogar fiir noch
stirker wachsende Funktionen.

Da uns hiufig lediglich die Zuordnung zu diesen Funktionen ausreicht,
fiithren wir die sogenannten [andau-Symbole O (GroB-0), Q (Omega) und »Landau-Symbole
O (Theta) ein, welche eine grobe Einordnung in Funktionsklassen bzgl. des
asymptotischen Wachstums erlauben.

Definition 2.15: Landau-Notation
Fiir f: N — N werden die folgenden Funktionsklassen definiert.

O(f)={g:N—>N|dceR*AngeNVYn>ny: gn)<c-f(n)}
Q(f)={g: N> N|JdceR*AIngeNVYn>ny: gn)>c- f(n)}
O(f) = O(f) NQ(f).
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400
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Bild 2.2: Bei der Laufzeitanalyse von Algorithmen treten héufig die hier angefiihrten Funktionen auf, die verglei-
chend dargestellt sind.

g9(n) € O(f(n)) P, TN
@ (% Also nochmal in Worte gefasst: Ein Algorithmus ist beispiels-

weise in O(n?), wenn sich seine Laufzeit unter bestimmten
Bedingungen nach oben durch n? beschrinken lisst. Aber da
brauche ich erstmal ein paar Beispiele, um das vollstindig zu
verstehen. ..

Laufzeit

e Beispiel 2.16:
Problemergte Auf dem nebenstehenden Bild sind fiir kleine Werte n die Funktionen f(n)

gz%i?:folg des no in der und g(n) wechselseitig kleiner. Ab der ProblemgroBe ng allerdings bleibt

Tabelle 2.3: Anzahl der Dezimalziffern fiir die ersten Werte unterschiedlich stark
wachsender Funktionen.

Wert n

1 2 3 4 5 6 7 8 9  10...1023
Ign 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
n 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 4
n-lgn 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 5
n? 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 7
on 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 308
n! 1 1 1 2 3 3 4 5 6 7 2636
o 1 2 3 5 8§ 11 15 20 25 31 ?
27" 1 2 3 5 10 20 39 78 155 309 ?

2

2 }n 1 1 2 5 19728 2?2 2 2 ? ? ?
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die Funktion f(n) oberhalb der Funktion g(n) — fiir alle Werte n — oo (hier
nur sichtbar bis n = 50). Damit gilt g(n) € O(f(n)), da obige Bedingung fiir
¢ = 1 erfiillt ist. Man sagt: g(n) wichst hochstens so stark wie f(n). |

Beispiel 2.17:

Im zweiten nebenstehenden Bild ist die Funktion g(n) im sichtbaren Be-
reich im Wesentlichen deutlich langsamer, hat also eine hohere Laufzeit,
als die Funktion f(n). Da aber nur das asymptotische Wachstum ohne kon-
stante Faktoren interessant ist, kann durch einen geeigneten Wert ¢ = 2 die
Funktion f(n) in die Situation des ersten Bilds tibertragen werden, womit
wieder g(n) € O(f(n)) gezeigt werden kann. |

Beispiel 2.18:

Im dritten Bild ist eine Funktion zu sehen, deren Minimal- und Maximal-
werte sich durch die angezeigten linearen Funktionen beschrinken lassen.
Da die Steigung der linearen Funktionen als konstanter Faktor irrelevant
ist und auch die Verschiebung der Funktionen am Nullpunkt das asympto-
tische Wachstum nicht beeinflusst, gilt g(n) € O(n) durch die obere Grenze
und g(n) € Q(n) durch die untere Grenze. Daraus folgt direkt laut Definition
g(n) € O(n). m|

fiithrt. Die Bezeichnung »Landau-Notation« geht auf das Buch von
Landau (1909) zuriick, welches der Verbreitung der Notation Vor-
schub geleistet hat. In der Informatik wurde die Notation durch Knuth

@ Das Symbol O wurde vom Mathematiker Bachmann (1894) einge-

(1976) um die anderen Symbole erweitert und durchgesetzt.

Bei der asymptotischen Laufzeitanalyse mochte man einen einfachen
Ausdruck fiir das Laufzeitverhalten haben, der eng an den exakten Werten
ist. Es gelten die folgenden Regeln.

Lemma 2.19: Komplementire Symbole
O und Q sind komplementdr zueinander:

f(n) € O(g(n)) & g(n) € Q(f(n)).

Beweis 2.20:

Wir zeigen zunichst die Richtung »=«. Gilt f(n) € O(g(n)), dann existieren
Werte ¢ > 0 und ng, sodass fiir alle n > ng gilt: f(n) < c-g(n). Dann ldsst
sich die Gleichung umstellen, sodass (ebenfalls fiir alle n > ng) gilt: g(n) >
% - f(n). Das bedeutet: Wir konnen ¢’ = % und n;, = no wihlen, wofiir dann
g(n) > ¢’ - f(n) (n > np) gilt. Damit sind die Bedingungen der Definition
von g(n) € Q(f(n)) direkt erfiillt. Die Riickrichtung » <« ldsst sich analog
zeigen. |

Laufzeit

Laufzeit
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Korollar 2.21: Reflexivitit

f(n) € B(g(n) & gn) € O(f(n)).

Das Korollar folgt direkt aus Lemma 2.19.
Lemma 2.22: Transitivitit

Es gilt: f(n) € O(g(n)) und g(n) € O(h(n)) = f(n) € O(h(n))
J(n) € Q(g(n)) und g(n) € Q(h(n)) = f(n) € Q(h(n))
J(n) € ©(g(n)) und g(n) € O(h(n)) = f(n) € Oh(n)).

Beispiel 2.23:

Sei f(n) =5-n+17-logn eine exakte Laufzeit. Dann gilt fiir g(n) = n?
und h(n) = n® die Voraussetzung der ersten Gleichung aus Lemma 2.22:
5-n+17-logn € O(n*) und n?> € O(n?). Dann folgt aus Lemma 2.22, dass
auch 5-n+17-logn € O(n®) gilt. O

Beweis 2.24: (der ersten Gleichung des Lemmas)
Sei ¢’ € R* und nj, € N so gewihlt, dass f(n) < ¢’ -g(n) fiir n > nj. Ebenso

0
gilt g(n) < ¢” - h(n) fir n > n{ mit Werten ¢’ € R* und n(] € N. Dann kénnen

7 "7,

wir ng” = max{n(, n;'} wihlen und es gilt fiir n > n{":
f(n)<c -gn)<c’ - hn).
Mit ¢””" = ¢’ - ¢”” ist also die Definition von f(n) € O(h(n)) erfiillt. [ ]

Auf die weiteren Beweise der anderen Teile des Lemmas und der folgenden
Lemmata verzichten wir.

Lemma 2.25: Vereinfachung von Ausdriicken

f(n) € O(g(n) = O((f + g)(n)) = O(g(n))
f(n) € Qg(n) = Q(f +g)(n)) = Q(f(n))
g(n) € O(f(n) = O(f +¢) = B(g) = O).

Beispiel 2.26:

In einer Abschidtzung nach oben konnen wir in einer Summe die schwé-
cher wachsenden Summanden entfallen lassen, z.B. bei f(n) =nund g(n) =
n-logn gilt O(n +n-logn) = O(n-log n) wegen f(n) € O(g(n)). Analog kon-
nen die stiarker wachsenden Summanden bei einer Abschédtzung nach unten
entfallen. O
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Beispiel 2.27:

In Beispiel 2.11 wurde die exakte Laufzeit T'(n) = 3 + 277 ‘n+ % -n? fiir
Algorithmus 2.3 ermittelt. Da 3+ 3 -n € O(5 - n?) gilt, folgt T(n) € O(% -
n?). Und damit folgt letztendlich: T'(n) € o). O

Lemma 2.28: Berechnungsregel

lim o) eR* = f(n) € O(g(n))

im 2% Z 0= f(n) € O(g(n)).

n—co g(n)

Beispiel 2.29:
Betrachten wir f(n) = logn und g(n) = Vn.
logn . %

lim im (Regel von I’Hoptial)

n—oo n n—00

Daraus folgt logn € O(+/n). i
Korollar 2.30: Hierarchie der Polynome

meN = On™) c On™).

Zum Abschluss dieses Abschnitts zu Laufzeitanalysen, wollen wir noch
kurz untersuchen, welche Aussagen bei der Kombination von Landau-Sym-
bolen mit Betrachtungen zum Worst-Case, Average-Case etc. entstehen.
Wie Tabelle 2.4 zeigt muss man dabei insbesondere unterscheiden, ob man
iiber die exakte Laufzeit oder bereits einen Extremfall spricht. Aussagen
wie »der Worst-Case wird groBziigig nach oben abgeschitzt« konnen ins-
besondere dann sinnvoll sein, wenn bestimmte Eigenschaften, wie etwa die
Struktur der gespeicherten Daten beim Mengenproblem, offen gelassen wer-
den.

%
@ (% Prima: jetzt kann ich verschiedene Algorithmen tatsdchlich
sinnvoll vergleichen. Besonders die Vereinfachungen von der
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Tabelle 2.4: Mogliche Aussagen mit der Landau-Notation

o)

()

Q)

exakte Zeit

Worst-Case

Average-Case

Best-Case

obere Schranke, d.h. Be-
schriankung des Worst-Case

obere Schranke als eventuell
grofziigige Abschitzung,
d.h. der Worst-Case kann
auch besser sein
Average-Case ist asympto-
tisch nicht langsamer

obere Schranke, d.h. der
Best-Case kann noch besser
sein

asymptotisch fallen Worst-
Case und Best-Case zusam-
men

asymptotisch exakte Analy-
se des Worst-Case

asymptotisch exakte Be-
schreibung des Average-
Case

asymptotisch exakte Analy-
se des Best-Case

untere Schranke, d.h. Be-
schriankung des Best-Case

untere Schranke, d.h. der
Worst-Case kann noch
schlechter sein

Average-Case ist asympto-
tisch nicht schneller

untere Schranke als eventu-
ell grofziigige Abschitzung,
d.h. der Best-Case kann

auch schlechter sein

exakten Zihlung der Operationen zu einer grundsitzlichen
Aussage gefillt mir gut!

Jetzt frage ich mich nur noch, ob meine Probleme alle gleich
schwierig sind?

24 Schwierigkeit von Problemen

Im letzten Unterkapitel wurde das Handwerkszeug fiir theoretische Lauf-
zeitvergleiche von Algorithmen vorgestellt. Dies ist ein sinnvolles Mittel
fuir die Bewertung verschiedener Algorithmen als Losung fiir dasselbe Pro-
blem. Man kann daraus allerdings kaum Aussagen iiber die Schwierigkeit
von Problemen ableiten.

Stellen wir uns zum Beispiel vor, wir wollen eine Aussage dartiber tref-
fen, ob das Sortierproblem schwieriger oder leichter als das Rundreisepro-
blem ist. Dann konnten wir die besten uns bekannten Algorithmen fiir beide
Probleme heranziehen und diese vergleichen. Da uns bisher nur die Aufzih-
lung aller Moglichkeiten eingefallen ist, wiren dies beim Sortierproblem
mit n Zahlen insgesamt n! mogliche Anordnungen — ebenso wie beim Rund-
reiseproblem der GroBe n. Mit einem jeweils ganz naiven Algorithmus wé-
ren also die Problem etwa gleich schwer. Allerdings kénnen wir uns hier
nicht sicher sein, ob es nicht noch schnellere Algorithmen gibt, die uns zu
einem anderen Ergebnis des Vergleichs fiithren.

Letztendlich bleibt diese Unsicherheit, ob es keinen schnelleren Algo-
rithmus geben kann, ohne genauere mathematische Beweise bestehen. Da-
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her eignet sich eine derartige Betrachtung der Laufzeit nicht fiir eine Ein-
ordnung der Probleme beziiglich ihrer Schwierigkeit.

Im Weiteren wird die Grundidee eines besser geeigneten Ansatzes vorge-
stellt, bei dem tatsdchlich die Probleme algorithmisch zueinander in Bezug
gesetzt werden. Dieses Thema gehort in das Gebiet der Komplexititstheorie
und wird hier nur knapp und anschaulich angerissen. Fiir die Einordnung
von Problemen vereinfachen wir zunédchst von der Berechnung der Losung
zu sog. Entscheidungsproblemen.

Definition 2.31: Entscheidungsproblem

Bei einem Entscheidungsproblem wird zu einer Probleminstanz und einer
Eigenschaft durch einen Algorithmus entschieden, ob eine entsprechende
Losung mit der Eigenschaft existiert.

Beispiel 2.32:

Das Rundreiseproblem lésst sich als Entscheidungsproblem formulieren, in-
dem eine maximal zuldssige Lange maxL der Rundreise vorgeben wird. Ein
Algorithmus zur Losung dieses Problems muss genau dann wahr zuriickge-
ben, falls eine Rundreise existiert, die nicht ldnger als maxL ist. O

TN Ein Entscheidungsproblem liefert uns zwar nicht die Losung,
die wir eigentlich haben wollen. Doch fiir die Einordnung un-
serer Probleme in Klassen bzgl. ihrer Schwierigkeit ldsst sich
sicher sagen, dass das Finden der Losung nicht leichter sein
kann als das dazugehorige Entscheidungsproblem.

Definition 2.33:  Klasse P

Ein Entscheidungsproblem ist genau dann in der Klasse P enthalten, wenn
es einen klassischen Algorithmus gibt, der die Antwort in polynomieller
Zeit berechnet. Dabei bedeutet polynomielle Zeit, dass es ein k € N gibt, so
dass der Algorithmus in O(n*) ist.

Innerhalb der Klasse P ist es irrelevant, ob ein Algorithmus die Laufzeit
On?), O(n?) oder O(n®) aufweist.

Definition 2.34:  Klasse NP

Ein Entscheidungsproblem ist genau dann in der Klasse NP, wenn es fiir
sie einen Algorithmus mit Polynomialzeit gibt, der zusétzlich einen Teil der
Losung »raten« darf und dann gleichzeitig fiir alle geratenen Teillosungen
die Eigenschaft tiberpriift.

Trivialerweise ist jedes Problem aus P auch in NP enthalten — es gilt also
PCNP, da zusitzlich zur geforderten Polynomialzeit noch geraten werden
darf aber nicht muss.

33
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Ublicherweise werden die Klassen P und NP mit Turing-Maschinen
definiert. Fiir die Klasse NP wird dabei der Ratevorgang iiber nicht-
deterministische Ubergiinge im Zustandsautomaten realisiert. Das N
steht dabei fiir »nicht-deterministisch«, das P fiir »polynomiell«. De-
tails konnen Standardlehrbiichern wie dem von Reischuk (1990) ent-
nommen werden.

Derzeit ist nicht bekannt, ob die Klasse NP tatsichlich mehr Probleme
als die Klasse P enthilt. Es fehlt also ein Beweis, der fiir ein Problem aus
NP zeigt, dass dieses nicht in P sein kann — oder dass P = NP gilt. Fiir
einen entsprechenden Beweis wurde im Jahr 2000 vom Clay-Mathematics-
Institute ein Preis tiber 1 Million US-$ ausgesetzt. Derzeit sind fiir die
schwierigen Probleme in NP nur klassische Algorithmen mit exponentieller
Laufzeit bekannt.

Die Klasse NP ist dabei noch nicht die schwierigste Klasse —
so gibt es etwa Probleme, die tatsdchlich nicht mit einer nicht-
deterministischen Turingmaschine in polynomieller Zeit 1osbar sind.
Ein Beispiel wire die Klasse PSPACE, welche diejenigen Probleme
zusammenfasst, die polynomiell viel Speicherplatz benotigen. Bei-
spiele hierfiir wéren Spiele wie Gobang oder eine Schachvariante, bei
der ein Bauer nach einer bestimmten Anzahl an Ziigen bewegt werden
muss (siehe ebenfalls Reischuk, 1990).

Beispiel 2.35:

Ganz offensichtlich ist das SucHen des Mengenproblems — d.h. ist ein Ele-
ment enthalten oder nicht — in P, da wir nur alle n Elemente kontrollieren
miissen und damit eine Laufzeit O(n) erreichen. Offensichtlich ist SucHEN
auch in NP, da wir das Element raten konnen und anschliefend in ®(1)
iberpriifen, ob es das gesuchte ist.

Analog kann man auch argumentieren, dass KURzESTER-WEG und Runp-
REISE in NP sind, da wir den Weg oder die Rundreise raten und anschlieend
in O(n) tiberpriifen, ob sie kurz genug sind. Tatséchlich werden wir in den
weiteren Kapiteln sehen, dass KUrzeSTER-WEG sogar in P ist, was nicht fiir
RuUNDREISE gilt. ]

3
# (% Ok! Alles, was man raten und dann in verniinftiger Zeit iiber-
priifen kann, ist in NP.

Da PCNP gilt, stellt sich nun die Frage, wie wir denn nun die richtig
schwierigen Probleme in NP charakterisieren konnen. Dies geschieht in
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der folgenden Definition mit einem wichtigen Konzept der Algorithmik —
namlich der Technik, ein Problem auf ein anderes Problem abzubilden.

Definition 2.36:  NP-Vollstéindigkeit

Ein Problem p heifit NP-vollstindig, wenn es in NP enthalten ist und sich
fiir jedes Problem p’ € NP jede Probleminstanz aus p’ durch einen Algo-
rithmus in polynomieller Zeit auf eine Probleminstanz aus p abbilden lasst,
sodass man von der Losung fiir p auf die Losung fiir p” schliefen kann.

Die Abbildung eines Problems auf ein anderes in polynomieller Zeit be-
deutet, dass wir aus der Schwierigkeit des ersten Problems auf die Schwie-
rigkeit des zweiten Problems schliefen konnen. Das zweite Problem kann
damit nicht grundsitzlich leichter sein als das erste.

Beispiel 2.37:
An einem Beispiel soll kurz erldutert werden, wie eine solche Abbildung
von einem in ein anderes Problem funktioniert. Hierfiir soll das Problem
KURrzESTER-WEG (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit mit nur einem Ziel-
knoten) auf das Problem RunprEise abgebildet werden.

Hierfiir doppeln wir die Knoten (auer dem Start- und dem Zielknoten)
und fiihren die rechts orange abgebildeten Kanten mit dem Gewicht O ein.

Offensichtlich ergibt sich eine Rundreise, wenn man den kiirzesten Weg
vom Start zum Ziel nimmt und anschliefend iiber die orangefarbigen Kan-
ten die restlichen Knoten »abholt«. Wie man auch leicht einsieht, konnen
orangefarbige Knoten nicht auf dem Weg zum Zielknoten vorkommen, da
diese nur dann, wenn sie in der vorgegebenen Reihenfolge durchlaufen wer-
den, zuriick zum Startknoten fithren. Wird ein orangefarbiger Knoten schon
frither besucht, kann derjenige Knoten, der auf dem Riickweg direkt davor
liegt, nicht mehr besucht werden, da es keine Kante mehr gibt, die von dem
Knoten wieder zu einem noch freien Knoten weg fiihrt. Folglich enthilt die
kiirzeste Rundreise auch den kiirzesten Weg. O

Damit ist RUNDREISE mindestens so schwierig wie KURZESTER-WEG. Da die
andere Richtung allerdings nicht gezeigt werden kann, liegen die Proble-
me nicht in derselben Problemklasse — das Problem Runprerse fillt in die
Klasse der NP-vollstindigen Probleme, wihrend KUrzesTER-WEG in P liegt.
Alle anderen hier betrachteten Problem liegen ebenfalls in P.

Die NP-Vollstindigkeit wurde als erstes fiir die Erfiillbarkeit logi-
scher Formeln gezeigt. Fiir andere Probleme reicht es, zu zeigen, dass
sich ein NP-vollstindiges Problem darauf reduzieren ldsst und dass es
in NP ist. Eine umfassende Ubersicht liefert das Buch von Garey &
Johnson (1979).
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25 Zutaten fiir effiziente Algorithmen

Der Entwurf eines effizienten Algorithmus steht in einer starken Wechsel-
beziehung zur benutzten Datenstruktur. Zudem wird der Algorithmus stark
von der »genialen« algorithmischen Idee sowie von Annahmen und Rand-
bedingungen beeinflusst. Das Ziel ist dabei in der Regel nicht nur ein kor-
rekter Algorithmus, sondern auch ein moglichst sparsamer Umgang mit den
Ressourcen Zeit und Speicherplatz.

Die unterschiedlichen Aspekte werden im Weiteren fiir das folgende
dem Sortierproblem verwandten Problem beispielhaft illustriert.

Definition 2.38: Medianproblem

Fiir eine unsortierte Folge von n Objekten mit den Schliisseln ay, ..., a, ist
der Mepian als dasjenige Element a(,) gesucht, das nach einer Sortierung
n genau in der Mitte m = [5] der Folge az(1) < ... < @y stiinde.

Das Medianproblem ldsst sich einfach dadurch 16sen, dass wir das Sortier-
problem 16sen (vgl. Algorithmus 2.5). Der Sortieralgorithmus bestimmt die
benotigte Datenstruktur. Wie wir in den folgenden Kapiteln sehen werden,
ist damit die Mediansuche mit Laufzeit O(n?) oder O(n - log n) moglich.

Nehmen wir im Gegenzug an, dass die Datenstruktur fest ist — z.B. eine
Liste, in der nur sequentiell von vorn nach hinten lesend auf die Elemente
zugegriffen wird (oder gar ein Datenstrom, bei dem jedes Element nur ein-
mal gelesen wird). Dann muss ein zur Datenstruktur passender Algorithmus
gesucht werden — der Ansatz iiber das Sortieren funktioniert hier nicht.

Wenn wir allerdings zusétzliches Wissen iiber Randbedingungen und
Annahmen iiber Eigenschaften der vorliegenden Daten besitzen, ldsst sich
dieses Wissen natiirlich auch beim Algorithmenentwurf beriicksichtigen.
Gehen wir etwa bei der Mediansuche davon aus, dass nur k € N verschie-
dene Werte vorkommen konnen, lisst sich der Median durch reines Abzih-
len der verschiedenen Werte bestimmen. Algorithmus 2.6 (MEepIAN-ZAHLEN)
bestimmt zu jedem Schliisselwert die Hiufigkeit des Vorkommens und er-
rechnet daraus den Median. Unter der stark einschrinkenden Randbedin-
gung der endlichen Werte, kann man hier eine lineare Laufzeit ®(n + k)
erreichen. Sind diese Randbedingungen erfiillt, konnen wir auch bei einem
Nur-Lesen-Zugriff auf die Daten den Median schnell (sogar schneller als
bei normalem Zugriff durch Sortieren) bestimmen.

Algorithmus 2.5 Medianbestimmung durch Sortieren und Riickgabe des mitt-
leren Elements der sortierten Folge

Mepian-SorTierT(Feld A)
Riickgabewert: Wert des mittleren Elements
I SortERE(A)
2 return A[[%ﬂ
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Algorithmus 2.6 Medianbestimmung durch Zihlen bei endlichen Wertemen-
gen
Mepian-ZAaHLEN(Feld A, grofiter Schliissel k)

Riickgabewert: Wert des mittleren Elements
fori—1,...,k

! Zihler initialisieren
2 doCanzahlli] <0 | ‘ o
3 for j«—1,...,Alinge | Anzahl fiir jeden
4 do Canzahl[A[j]] < anzahl[A[j]]+1 | Schliissel bestimmen
5 anzahlKleiner <0 | den Median
6 i—0 . aus den
7 while anzahiKleiner < A48 Zihlern
8 doTi—i+l ableiten
9 v anzahlKleiner «— anzahlKleiner + anzahl[i] |
10 returni
Beispiel 2.39:

Das nebenstehende Bild zeigt ein Feld der Linge n = 8, dessen Eintriige
k = 4 unterschiedliche Schliissel ({1,2,3,4}) sind. Der Algorithmus bestimmt
fiir jeden Schliissel die Anzahl seines Vorkommens. In der While-Schleife
werden diese Anzahlen nacheinander addiert und tiberpriift, ob das jewei-
lige Ergebnis kleiner 7 ist. Bei der Schliisselmenge {1,2,3} wird die Hilfte
der Feldlidnge erreicht. Das bedeutet, dass der letzte zur Menge hinzugefiig-
te Schliissel, hier die 3, der Median sein muss. m]

Dass die lineare Laufzeit grundsitzlich auch im allgemeinen Fall moglich
ist, werden wir im weiteren Verlauf des Buchs (in Abschnitt 7.4) sehen.
Dem dort beschriebenen Algorithmus liegt der letzte der Faktoren des Al-
gorithmenentwurfs zugrunde: eine geniale Idee, wie auf besonders raffinier-
te Art und Weise die gesuchte Information berechnet werden kann. Solche
Ideen fuflen hidufig auf den sogenannte Entwurfsparadigmen, die einen ge-
nerischen Ansatz fiir die Entwicklung von Algorithmen beschreiben, oder
auch auf mathematisch/theoretischen Uberlegungen.

Da jedes Kapitel in diesem Lehrbuch einem speziellen Entwurfsgedan-
ken gewidmet ist, konnte man an dieser Stelle die Kapitel zu den verschie-
denen Faktoren des Algorithmenentwurfs wie folgt zuordnen:

Datenstrukturen: Grundsitzliche Datenstrukturen werden in Kapitel 3 und
Kapitel 4 vorgestellt. Die spezielle Datenstruktur der Prioritdtswarte-
schlange wird in Kapitel 10 entwickelt.

Annahmen und Randbedingungen: In Kapitel 6 sind Laufzeiterwédgun-
gen die treibende Kraft. Die Menge der zu speichernden Daten ist in
Kapitel 11 thematisiert. In beiden Kapiteln werden aus den betrachte-
ten Aspekten heraus auch neue Datenstrukturen entwickelt.

Ideen: Grofie Ideen in Form von Entwurfsparadigmen ziehen sich durch
die Algorithmik und sind explizit in den Kapiteln 5, 7 und 8 dargestellt.
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Weitere Ideen, wie Algorithmen arbeiten konnen, werden in den Kapi-
teln 9 und 12 betrachtet.

Wir haben gesehen, dass alle Probleme aus Kapitel 1 grundsatzlich al-
gorithmisch 16sbar sind — es bleibt jedoch die Frage offen, ob dies mit
effizienter Laufzeit moglich ist. Als Grundlage fiir die kommenden Kapi-
tel wurden Begriffe und Notationen zur Beschreibung der Algorithmen
und ihrer Laufzeit eingefiihrt. Am Beispiel des Medianproblems haben
wir auch die Faktoren und Wechselwirkungen beim Entwurf eines Algo-
rithmus beleuchtet.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1: Textsuche
Fiithren Sie EINracHE-TEXTSUCHE (Algorithmus 2.1) auf den folgenden
Eingaben durch: T' = aababbaaaab und S = aaab. Dokumentieren Sie
alle Teilschritte. Wie oft wird der Vergleich von zwei Zeichen in Zeile 4
erfolgreich bzw. erfolglos durchgefiihrt?

Aufgabe 2.2: Exakte Laufzeit
Betrachten Sie die folgenden beiden Algorithmen.

LINkERALG(n) RECHTERALG(n)
Riickgabewert: Wert sum Riickgabewert: Wert sum

1 sum«0 1 sum«0

2 fori—1,...,n 2 fork<1,....n

3 dofforke«i,...,n 3 doLl sum«— sum+k-k

4 cdo L sum «— sum+k 4 return sum

5 return sum

a) Bestimmen Sie die exakte Anzahl der Zuweisungen sum « . .. fiir
beide Algorithmen in Abhéngigkeit von 7.

b) Zeigen Sie, dass beide Algorithmen dasselbe Ergebnis berechnen.
Betrachten Sie hierfiir zunéchst fiir einen kleinen Wert von n, wel-
che Terme addiert werden.

¢) Bestimmen Sie die exakte Schrittzahl der beiden Algorithmen,
wobei jede Wertzuweisung, jede Addition und jede Multiplikati-
on als ein Schritt zidhlen — beriicksichtigen Sie dabei auch die ver-
steckten Operationen der Schleifen. Zur Vereinfachung der Terme
konnen Sie Satz B.1 (Seite 339) benutzen.

Aufgabe 2.3: Konstante Faktoren
Gegeben seien fiinf Algorithmen mit der jeweiligen Worst-Case Lauf-
zeit (in Mikrosekunden): 5000 -log, n, 500-n, 50-n-log, n, 5-n% und
21,



2.5. Zutaten fiir effiziente Algorithmen

a) Falls eine Stunde Rechenzeit zur Verfiigung steht, welche Pro-
blemgroBe n wire fiir die einzelnen Algorithmen noch berechen-
bar?

b) Geben Sie fiir jeden Algorithmus das Intervall der Werte fiir n an,
fiir die der Algorithmus eine bessere Worst-Case Laufzeit als die
anderen Algorithmen besitzt.

Es reicht, wenn Sie die Aufgaben durch »Probieren« 16sen.

Aufgabe 2.4: Beweis der Lemmata

Beweisen Sie die zweite und dritte Aussage von Lemma 2.22 und Lem-
ma 2.25, indem sie die Definition der Landau-Notation benutzen.

Aufgabe 2.5: Asymptotische Komplexitit
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
a)ne€0(20-n-logn) b) 40-n-logn € O(n?)
¢) V20-neQ(7-logn)  d)5-n*+37-ne@m?).

Aufgabe 2.6: Asymptotische Komplexitit und Logarithmen

Zeigen Sie unter Nutzung der Logarithmengesetze (Abschnitt B.3), dass
O(log, n) = O(In n) gilt.

Aufgabe 2.7: Vergleich von Laufzeiten
Algorithmus A habe polynomielle Laufzeit T4(n) = 200 - n. Algorith-
mus B habe exponentielle Laufzeit Tp(n) = 2". Fiir welche Werte von
n sind Algorithmus A bzw. Algorithmus B jeweils schneller? Zeigen
und beweisen Sie, wie sich die Algorithmen asymptotisch zueinander
verhalten.
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Nachdem Algatha nun sicher ist, dass sie sich keine »unlosbaren« Probleme eingehandelt hat,
beginnt die grofe Diskussion in ihrer Abteilung: Wie gehen wir vor? Wie speichern wir die Daten
im Computer? Wenn Algatha fiinf Kollegen um ihre Meinung bittet, bekommt Sie wenigstens
sieben Losungsideen an den Kopf geworfen.

Also entschlieBt sie sich, nach dem Motto »Erst tun, dann denken!« zu handeln. Sie beginnt
einfach mit den einfachsten Ansitzen fiir die Losung der Probleme.






3 Einfache Ansitze

Joe Turner: These things are really pretty simple
— they just look complicated.
(Three Days of the Condor, 1975)

Aufbau des Kapitels
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3.4 Bedeutung fiir das Anwendungsszenario . . . . . . . . ... ... 62
Ubungsaufgaben . . . . . . .. ... ... 64
3.1 Datenstrukturen fiir das Mengenproblem

Bei dem Mengenproblem miissen verschiedene Datenelemente so gespei-
chert werden, dass die Menge leicht verwaltbar ist. In Definition 1.1 wurde
dieses Problem so eingefiihrt, dass doppelte Schliissel nicht erlaubt sind.
Zur Vereinfachung wollen wir in diesem Kapitel diese Forderung nicht be-
achten. Andernfalls miisste bei jedem Einfiigen gepriift werden, dass das
Element noch nicht enthalten ist — was gerade bei den einfachen Verfahren
den Blick auf die wesentliche Vorgehensweise der Algorithmen verstellt.
Stattdessen nehmen wir einfach an, dass der Nutzer die vorgestellten Da-
tenstrukturen korrekt benutzt und doppelte Schliissel vermeidet.

3.1.1 Unsortierte Ablage in einem Feld

Zunichst betrachten wir die in den meisten Sprachen schon vorgesehene
Datenstruktur des Felds (engl. Array). Um den Ansatz zundchst moglichst
einfach zu halten, legen wir die gespeicherten Elemente in einer beliebigen,
unsortierten Reihenfolge ab — fiillen unser Feld aber immer liickenlos von
vorn.

Neben dem eigentlichen Feld A wird die Anzahl der gespeicherten Ein-
trdge in einer Variablen belegteFelder abgelegt. Fiir einen Feldeintrag A[i]
bezeichnen ferner A[i].wert den Schliissel des Elements und A[i].daten das
zugehorige Datenobjekt.

Die Suche nach einem bestimmten Element gestaltet sich so, dass nach-
einander von vorn nach hinten jedes Element betrachtet wird (Algorith-
mus 3.1). Sobald das Element gefunden ist, bricht die Suche ab. Falls es

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7_3, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013

1 23 45 6 7 8
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Von vorn gefiilltes Feld.
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Suche nach der 5.
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12345678
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Einfiige

belegteFelder = 5
5

1 2345
Lalolslalal [ ]
Ablauf von Algorithmus 3.2.
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Kapitel 3. Einfache Ansétze

nicht vorhanden ist, werden alle belegteFelder Elemente betrachtet und ei-
ne entsprechende Fehlermeldung zuriickgegeben.

Beispiel 3.1:

Der Ablauf von Algorithmus 3.1 ist beispielhaft fiir die Suche nach dem
Element mit dem Schliissel 5 rechts dargestellt. O
Satz 3.2:

Die Laufzeit fiir Sucnen-FeLp betrdgt im Worst-Case und im Average-Case
A(n).

Beweis 3.3:

Im ungiinstigsten Fall ist das gesuchte Element ganz rechts (oder gar nicht
enthalten). Dann miissen alle n Elemente der Reihe nach tiberpriift werden.
Fiir den Average-Case bilden wir den Mittelwert der Laufzeit iiber alle ent-
haltenen Elemente:

n

1 1 n-(n+1
T(n):Z-;i=Z-$e®(n) .

In Envriigen-Ferp (Algorithmus 3.2) wird das neue Element an die erste freie
Stelle im Feld eingefiigt — sofern das Feld nicht voll ist. Diese Stelle kann
man direkt mittels der Variablen belegteFelder identifizieren. Die Laufzeit
betriagt O(1).

Beispiel 3.4:
Im nebenstehenden Beispiel fiigen wir das Element mit dem Schliissel 7
ein. O

Beim Loschen (Loscuen-Fewp in Algorithmus 3.3) muss zunichst das zu 16-
schende Element gesucht werden, welches dann durch das ganz rechts ste-
hende Element ersetzt wird. Die Laufzeit ergibt sich wie bei der Suche als
O(n).

Algorithmus 3.1 Suchen in der Datenstruktur Feld

SucHen-FeLp(Schliissel gesucht)
Riickgabewert: gesuchte Daten bzw. Fehler falls nicht enthalten

index 1 y Priife Elemente
while index < belegteFelder und gesucht # Alindex].wert | von links nach
do Cindex « index+1 | rechts

if index > belegteFelder
then [ error “Element nicht gefunden”
else [ return Alindex].daten

Ausgabe

AN N R W N =




3.1. Datenstrukturen fiir das Mengenproblem

Algorithmus 3.2 Einfiigen in die Datenstruktur Feld

ENrUGEN-FELD(Schliissel neuerWert, Daten neueDaten)
Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst
if belegteFelder = A.ldnge
then [ error “Feld ist voll”
else " AlbelegteFelder + 1].wert < neuerWert
AlbelegteFelder + 1].daten < neueDaten
L belegteFelder « belegteFelder + 1

hinten anfiigen

W AW =

Algorithmus 3.3 Loschen in der Datenstruktur Feld

LoscHEN-FELD(Schliissel loschWert)
Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst
index « 1
while index < belegteFelder und loschWert # Alindex].wert
do L index < index+ 1
if index > belegteFelder
then [ error “ Element nicht gefunden
else " Alindex] < A[belegteFelder]

L belegteFelder « belegteFelder — 1

schon
enthalten?

Element entfernen

~N NN R WD =

Beispiel 3.5:
Im nebenstehenden Beispiel 16schen wir das Element mit dem Schliissel 9
ein. Das letzte Element wird an die frei gewordene Stelle kopiert. O

Sollen alle Elemente des Felds ausgegeben werden, kann dies wie in Algo-
rithmus 3.4 ebenfalls durch sequentielle Ausgabe der Elemente von links
nach rechts geschehen. Die Laufzeit ist ebenfalls ®(n).

3.1.2 Unsortierte Ablage in einer verketteten Liste

Wihrend die Anzahl der speicherbaren Elemente beim Feld anfangs einmal
festgelegt wird, kdnnen in den meisten Programmiersprachen iiber sog. Zei-
ger dynamische Datenstrukturen fiir theoretisch unbegrenzt viele Elemente
definiert werden.

Algorithmus 3.4 Alle Elemente der Datenstruktur Feld ausgeben

ALLE-FELD()
Riickgabewert: nichts, da direkte Ausgabe
1 index <1
2 while index < belegteFelder
3 do "drucke: A[index].daten
4 Lindex « index+ 1
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»dynamische Datenstruktur

»verkettete Liste

Schliisse

el

nichstes Element
Aufbau einer verketteten Liste.

»Zeiger

Kapitel 3. Einfache Ansétze

Definition 3.6: Dynamische Datenstruktur

Eine dynamische Datenstruktur ist dadurch charakterisiert, dass der Spei-
cher fiir jedes Element wenn benétigt einmal angelegt wird und zusitzlich
die Anordnung/Struktur der Elemente durch Verweise (oder Zeiger) jeder-
zeit dnderbar ist.

Wir betrachten in diesem Abschnitt die verkettete Liste als ein Beispiel fiir
eine dynamische Datenstruktur.

Definition 3.7: Verkettete Liste

Eine verkettete Liste ist eine dynamische Datenstruktur, in der die Elemen-
te linear angeordnet sind. Jedes Element e der Liste enthilt einen Schliis-
sel el.wert, die zugehorigen Daten el.daten sowie einen Verweis, den sog.
Zeiger, auf das nédchste Element el.ndchstes. Eine Liste besteht dann aus
dem Verweis anker auf das erste Element der Liste und allen Elemente, die
durch die Verweise erreichbar sind.

Um die Operationen der verketteten Liste vorzustellen, betrachten wir eini-
ge Besonderheiten der Zeiger. Wihrend »normale« Variablen einen in sich
abgeschlossenen Wert, z.B. eine ganze Zahl, aufnehmen konnen, verwei-
sen Zeiger auf eine Information, die an einer anderen Stelle im Speicher
liegt. Da dies in den Algorithmen, insbesondere bei Zuweisungen, immer
wieder zu Verstindnisproblemen fithren kann, mochten wir in der Notation
des Pseudo-Codes die Art der Zuweisung reflektieren. So wird eine norma-
le Wertzuweisung wie in den bereits vorgestellten Algorithmen durch den
Pfeil nach links dargestellt.

wert «— 127

summe «— wert+42

Der links stehenden Variable wird der Wert zugewiesen, der sich bei der
Auswertung des rechts stehenden Ausdrucks ergibt. Bekommt wert spiter
einen anderen Wert zugewiesen, dndert sich der Inhalt von summe nicht.
Bei Variablen, die einen Zeiger enthalten, ist dies nicht so einfach: Da
es sich nur um Verweise handelt, konnen verschiedene Zeigervariablen auf
dieselben Speicherstellen zeigen und es kann passieren, dass sich durch
einen Zeiger die Speicherstelle dndert, ohne dass der andere Zeiger ange-
fasst wird. Als Konsequenz kann sich der durch die andere Zeigervariable
erreichbare »Wert« dndern. Daher wird in diesem Buch im Weiteren eine
Zuweisung an eine Zeigervariable durch einen Pfeil nach rechts dargestellt.

anker — allokiere Element(5, daten, null )
anker — allokiere Element(7, daten’, anker)
el — anker

el.ndchstes — null
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Algorithmus 3.5 Suchen eines Elements in einer verketteten Liste

SucHEe-Liste(Schliissel gesucht)
Riickgabewert: gesuchte Daten bzw. Fehler falls nicht enthalten
el — anker
while e/ # NuLL
do " if el.wert = gesucht
then C return el.daten 1 gefundenes Element zuriickgeben

Lelse [ el — el.nichstes | nichstes Element untersuchen

error “Element nicht gefunden”

| Ende der Liste erreicht?

(@)W, TN SN O I NS R

Nach der Zuweisung zeigt die links stehende Variable auf die Speicherstelle,
die sich aus der Auswertung des rechts stehenden Ausdrucks ergibt. In der
ersten Zeile wird eine neue Speicherstelle fiir ein Listenelement angefordert
und mit dem Wert 5, den daten und der Zeigervariable null belegt, wobei
der spezielle Wert null bedeutet, dass diese Variable im Moment auf keine
Speicherstelle verweist. anker zeigt auf dieses Listenelement. Der Ablauf
des kleinen Beispiels wird in vier Bildern auf dem Rand veranschaulicht.

In der zweiten Zeile wird ein weiteres Listenelement mit dem Wert 7,
den daten’ und dem Zeiger auf den alten anker angelegt. anker zeigt jetzt
auf dieses Element. In diesem Fall ist sofort deutlich, dass sich das Element,
auf das anker zeigt, gedndert hat.

In der dritten Zeile jedoch wird eine weitere Zeigervariable e eingefiihrt,
die auf dasselbe Element zeigt wie anker. In der vierten Zeile wird iiber
den Zeiger el der Zeiger des Elements mit dem Wert 7 auf null gesetzt.
Hierdurch dndert sich das Element, auf das anker verweist, ohne dass es
direkt fiir anker deutlich wird.

P TN

@ (% Das kenne ich aus dem echten Leben! Wenn ich ein Textdoku-
ment per E-Mail an meinen Chef schicke, dann ist das wie eine
»Zuweisung« — ich kann seine Anderungen nicht direkt sehen.
Aber als ich in der Firma zum Projektleiter beférdert wurde,
wurde wie bei einer Zeigervariablen nur ein neuer Alias »Pro-
jektleiterin Algatha« eingefiihrt — und wenn ich mir die Haare
schneide, dndert sich der Zustand sowohl aus der Sicht »Pro-
jektleiterin Algatha« als auch aus der Sicht meines Freundes

(und wie er mich nennt, werde ich hier nicht verraten!)

Das Suchen eines Elements in einer verketteten Liste wird hier in zwei

Versionen behandelt. Wir betrachten zunédchst Algorithmus 3.5 (Suchge-LisTE).

Dieser geht iterativ vor, d.h. in einer Schleife wird eine Variable ef immer
so weiter gesetzt, dass sie nacheinander auf die einzelnen Elemente zeigt.

Beispiel 3.8:
Im nebenstehenden Beispiel wird bei einer Suche nach dem Element 9 die
Variable el auf die angezeigten Elemente gesetzt. O
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Beispiel nach Zeile 3.
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Ablauf von Algorithmus 3.5.
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Die Laufzeit ist in O(n) bei einer Liste mit n Elementen, da die Zahl der
Iterationen der While-Schleife durch die Lénge der Liste begrenzt ist.

Der zweite Ansatz zum Suchen in einer Liste arbeitet rekursiv. Da dies
ein sehr wichtiges Konzept der Informatik und auch insbesondere der Algo-
rithmik ist, wollen wir uns genauer damit beschiftigen. Im weiteren Verlauf
des Buchs viele der Algorithmen sind rekursiv formuliert.

Definition 3.9: Rekursive Algorithmen

Ein Algorithmus heiflt rekursiv, wenn er sich (direkt oder indirekt) selbst
aufruft.

Die zwei wichtigen Bestandteile eines rekursiven Algorithmus sind

o die eigentliche Berechnung, die insbesondere auch den rekursiven Auf-
ruf enthilt, — diese Berechnung entspricht inhaltlich einer Iteration im
dquivalenten iterativen Algorithmus — und

e die Abbruchbedingung, die priift, ob iiberhaupt noch eine Berechnung
notwendig ist, und ggf. die Rekursion beendet.

Soll also das Suchen in einer Liste rekursiv umgesetzt werden, entspricht
der Aufruf der Funktion dem Uberpriifen eines einzelnen Elements in der
Liste. Die Abbruchbedingung beriicksichtigt zwei verschiedene Situatio-
nen: Falls erstens das Ende der Liste erreicht ist, kann der gesuchte Schliis-
sel gar nicht mehr tiberpriift werden — die Suche bricht mit einer entspre-
chenden Misserfolgsmeldung ab. Falls zweitens das betrachtete Element
den gesuchten Schliissel aufweist, kann die Suche ebenfalls beendet wer-
den — allerdings jetzt mit einer Erfolgsmeldung. Stimmt der Schliissel nicht
iberein, kommt die Rekursion zum Tragen, die in diesem Algorithmus
denkbar einfach ist: Durch den rekursiven Aufruf wird die Suche beim
nidchsten Element fortgesetzt.

Suche-Liste-Rex (Algorithmus 3.6) zeigt die rekursive Beschreibung im
Detail. Die eigentlich Rekursion steckt dabei im Algorithmus SucHe-Liste-
R, der den Verweis auf das nichste zu betrachtende Element als Parameter
tibergeben bekommt. Der Algorithmus Sucre-Liste-Rex stellt lediglich die
einheitliche Schnittstelle wie bei den anderen Such-Algorithmen zur Verfii-
gung, in dem die Daten des in Suche-Liste-R gefundenen Elements ausgege-
ben werden.

Es schwieriger ist, einen rekursiven als einen iterativen Algorithmus
nachzuvollziehen, da man den Uberblick iiber mehrere Aufrufe des Algo-
rithmus behalten muss. Wir mochten daher in den Erkldrungen des nach-
folgenden Beispiels darauf zurtickgreifen, wie der Computer selbst die ver-
schiedenen Aufrufe verwaltet. Jeder Aufruf wird auf einem sog. Laufzeit-
stapel abgelegt — einschlieBlich der iibergebenen Parameterwerte, der Werte
der lokalen Variablen und der Information, welche Anweisung zuletzt be-
arbeitet wurde. Wird aus einem Algorithmus A ein anderer Algorithmus B
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Algorithmus 3.6 Rekursives Suchen eines Elements in einer verketteten Liste

SucHe-Liste-Rek (Schliissel gesucht)
Riickgabewert: gesuchte Daten bzw. Fehler falls nicht enthalten
1 return SucHe-Liste-R(gesucht, anker).daten

SucHe-Liste-R(Schliissel gesucht, Element ef)
Riickgabewert: Element mit gesuchten Daten bzw. Fehler

1 ifef#n~uLL | Ende der Liste erreicht?

2 then " if el.wert = gesucht

3 then Creturn e/ | gefundenes Element zuriickgeben

4 Lelse [return SucHe-Liste-R(gesucht, el.nichstes) \ nichstes
5 else [error “Element nicht gefunden” Element untersuchen

aufgerufen, liegen die Informationen iibereinander, wie bei einem Papier-
stapel (vgl. nebenstehende Abbildung). Wird der Algorithmus B beendet,
setzt Algorithmus A seine Ablauf nach dem Aufruf von B fort. Bei einem
rekursiven Algorithmus befinden sich also mehrere Aufrufinstanzen des Al-
gorithmus mit unterschiedlichem Status der Variablen etc. auf dem Lauf-
zeitstapel.

Beispiel 3.10:

Wir setzen das Beispiel 3.8 fort und betrachten die rekursive Suche nach
dem Element 9. Bild 3.1 zeigt von links nach rechts, welche Aufrufe auf
dem Laufzeitstapel abgelegt werden: Der Aufruf Sucue-Liste-Rek reicht den
Verweis auf das erste Element als Parameter des ersten Aufrufs von Suche-
Liste-R weiter. Da das Element nicht iibereinstimmt, folgt ein zweiter Auf-
ruf von Sucue-Liste-R, der das Nachfolgeelement mit dem Schliissel 9 iiber-
geben bekommt. Da der Schliissel mit dem gesuchten Schliissel iiberein-
stimmt, bricht die Rekursion ab. Der Verweis auf das gesuchte Element

" [5O3

7

S-L-R 7
=
S-L-R 1 S-L-R S-L-R
{4
S-L 7] S-L S-L S-L S-L

Bild 3.1: Fiir Suche-LisTe-Rek (Algorithmus 3.6) werden die Verdnderungen auf
dem Laufzeitstapel dargestellt. Die Zeit schreitet von links nach rechts
voran und S-L steht fiir Suche-Liste-Rek wihrend S-L-R eine Abkiir-
zung fiir SucHe-LisTe-R ist. Der Aufrufparameter wird jeweils direkt mit
angegeben, die Riickgabewerte in den orangefarbigen Késtchen.
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Algorithmus 3.7 Einfiigen in eine verkettete Liste

EmrUGeN-LisTeE(Schliissel neuerWert, Daten neueDaten)

Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst : .
5 neues Element mit

1 el — allokiere Element(neuerWert, neueDaten, anker) | 7cioer auf Restliste
2 anker — ef ) vorn einfiigen -

wird als Riickgabewert iiber die Return-Anweisung an den vorherigen Al-
gorithmusaufruf auf dem Laufzeitstapel zuriickgegeben. m

3
(% Auch das kenne ich! Wenn ich ein Kochrezept nicht finde, rufe
ich bei meiner Mutti an — die dann bei meiner Tante fragt, die
wiederum bei ihrer Nachbarin. . .

Da die Elemente bei der rekursiven Variante in genau der gleichen Rei-
henfolge wie beim iterativen Algorithmus besucht werden, ergibt sich auch
hier eine Laufzeit in O(n). Im Worst-Case muss bis zum Ende der Liste
gesucht werden, wodurch sich Laufzeit O(n) ergibt.

Als technologische Grundlage fiir rekursive Programmierung wurde
der Laufzeitstapel — auch als Keller, Kellerspeicher oder Stack be-
zeichnet — von Samelson & Bauer (1959) erfunden. Darauf basiert
auch die Datenstruktur des Stacks, die in den Ubungsaufgaben 3.6
und 3.7 behandelt wird und in den weiteren Kapiteln immer wieder
als Hilfsdatenstruktur benutzt wird.

Auch beim Einfiigen in die Liste lassen wir in diesem Kapitel zundchst
doppelte Schliissel zu. Dadurch kénnen wir ein neues Element ungeachtet
des Rests der Liste vorn einhéingen. Eriicen-Liste in Algorithmus 3.7 zeigt,
wie dies umgesetzt wird. Die Laufzeit ist ©(1).

Beispiel 3.11:
Im nebenstehenden Beispiel fiir den Algorithmus 3.7 wird das Element 8
in die Liste eingefiigt. O

Beim Loschen muss zunichst das zu entfernende Element gesucht wer-
den. AnschlieBend kann es aus der Liste entfernt werden, indem der Zeiger
ndchstes des Vorgiangerelements auf das Nachfolgerelement gesetzt wird.

Beispiel 3.12:
Dies ist im nebenstehenden Beispiel fiir das Loschen des Elements 9 gut zu
erkennen. O

Hierfiir betrachten wir eine iterative und eine rekursive Variante des Algo-
rithmus, um beide im Vergleich sehen zu konnen. Insbesondere soll ein



3.1. Datenstrukturen fiir das Mengenproblem

Gefiihl fiir die rekursive Vorgehensweise entstehen, da im weiteren Verlauf
des Buches viele Algorithmen rekursiv formuliert sind.

Der iterative Algorithmus 3.8 behandelt zunichst zwei Sonderfille: ei-
nerseits den Fall, dass die Liste leer ist, und andererseits das Loschen des
ersten Elements, wodurch sich der Verweis in der Variablen anker dndert.
AnschlieBend wird der Zeiger ef durch die Liste geschoben und sucht den
Vorginger des zu 16schenden Elements.

Die Behandlung von Sonderfillen ist immer drgerlich. Wie wir im nach-
folgenden Kapitel bei der sortierten Liste sehen werden, kann die gesonder-
te Behandlung des ersten Elements entfallen, wenn wir ein leeres Blindele-
ment am Anfang einfiigen.

Der rekursive Algorithmus 3.9 ist etwas eleganter als obige iterative Vari-
ante, da er den Sonderfall des ersten Elements durch den Aufruf in LoscHeN-
Liste-Rex abdeckt und der Fall der leeren Liste durch dieselbe Anweisung
wie der Abbruch der Suche behandelt wird.

Beide Algorithmen besitzen die Laufzeit O(n).

Algorithmus 3.8 Loschen in einer verketteten Liste

LoscHeN-LisTe(Schliissel loschWert) Ww
Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst | Liste.java
switch , Sonderfall:
case anker = NULL : error “Element nicht enthalten” | Jcere iste
case anker # NuLL und anker.wert = l6schWert : | Sonderfall:

anker — anker.ndichstes J erstes Element
case anker # NULL und anker.wert # loschWert : .

el — anker Element suchen

while el.ndchstes # NuLL und el.ndchstes.wert # loschWert

do C el — el.nichstes

if el.niichstes # NULL

then [ ef.niichstes — el.niichstes.niichstes | Element entfernen

else [Cerror “Element nicht gefunden”

— O 0 00NN N AW =

—_—

Algorithmus 3.9 Rekursives Loschen in einer verketteten Liste

Lo6scHeN-Liste-Rex (Schliissel loschWert) www
Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst | Liste.java

1 anker — LoscHeN-Liste-R(loschWert, anker) | erster Aufruf der

rekursiven Funktion

setzt ggf. den Anker neu

LoscHEN-LisTe-R(Schliissel loschWert, Element ef)
Riickgabewert: neues erstes Element bzw. Fehler sonst
1 if el #NuLL

2 then "if ef.wert = loschWert X

3 then C return ef.néichstes | Element entfernen

4 else " el.nichstes — LoscHEN-LISTE-R (loschWert, el.néichstes) \\

5 L L return el rekursiv im Rest der Liste
6 else [error “Element nicht gefunden”
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Algorithmus 3.10 Ausgabe aller Elemente einer verketteten Liste

ALLE-LISTE()
Riickgabewert: nichts, da direkte Ausgabe
1 el — anker
2 while el # NuLL
3 do " drucke: ef.daten
4 L el — el.ndchstes

Algorithmus 3.10 zur Ausgabe aller Elemente ist der Vollstindigkeit hal-
ber ebenfalls mit angefiihrt.

3.1.3 Unsortierte Ablage in einem dynamischen Feld

Felder haben gegeniiber Listen den groflen Vorteil, dass man direkt mit
konstantem Aufwand ®(1) auf jedes beliebige Element A[i] mit seinem
Index i zugreifen kann. Einzig die vorgegebene Feldgrofle wurde im Ab-
schnitt 3.1.1 als nachteilig erkannt. Daher soll in diesem Abschnitt das Stan-
dardfeld so modifiziert werden, dass sich die Grofle dynamisch anpasst.

Dabei dndert sich am Aufbau der Datenstruktur zunichst nichts — wir
machen uns lediglich die in der Programmiersprache Java typische Eigen-
schaft der Felder zu nutzen, welche dort als Objekte behandelt werden. Das
bedeutet, ein Feld A ist eigentlich ein Zeiger auf einen dynamisch angeleg-
ten Speicherbereich. Dieser kann folglich auch gegen einen grof3eren oder
kleineren Speicherbereich ausgetauscht werden.

Das Einfiigen ist in Algorithmus 3.11 beschrieben: Wenn fiir ein neues
Element kein Platz vorhanden ist, wird ein groeres Feld angelegt, die alten
Werte umkopiert und das neue Element hinten angehéngt. In der Version
des Algorithmus in diesem Buchs wird das Feld um 50% vergroBert.

Beispiel 3.13:

Im nebenstehenden Beispiel ist das Feld der Linge 6 voll, sodass das Ele-
ment mit dem Schliissel 2 nicht eingefiigt werden kann. Daher wird ein
neues Feld der Linge 9 angelegt und alle Elemente umkopiert. Anschlie-
Bend kann das neue Element problemlos eingefiigt werden. O

Algorithmus 3.11 Einfiigen in ein dynamisches Feld

EiNrUGEN-DYNFELD(Schliissel neuerWert, Daten neueDaten)
Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst

1 if belegteFelder = A.linge Lege ein

2 then " B — allokiere Feld der L'einge r% Alange'l ‘ g[(‘)]}c]‘cg Feld an
3 for index « 1,. .., belegteFelder

4 do " Blindex].wert < Alindex].wert Kopieren der

5 v Blindex].daten < Alindex].daten | bisherigen Werte

6 LA—B \ neues Feld ersetzt altes

7 EINFUGEN-FELD(neuerWert, neueDaten)




3.1. Datenstrukturen fiir das Mengenproblem

Moment mal, der Name »dynamisches Feld« ist aber schlecht
gewdhlt: Da meint man ja gleich, dass es eine dynamische Da-
tenstruktur ist! Aber das gilt ja gar nicht, weil immer wieder
alle Werte umkopiert werden.

Es bleibt hier die Frage, inwieweit das Umkopieren in ein groferes Feld,
die Laufzeit fiir das Einfiigen verdndert.

Satz 3.14:
Werden n Elemente in ein dynamisches Feld eingefiigt, so ist der Gesamt-
aufwand fiir das Umkopieren in O(n).

Beweis 3.15:

Nehmen wir zunéchst an, dass beim letzten Element das Feld vergroBert
und n — 1 Elemente umkopiert wurden. Vorausgesetzt, dass zuvor des Feld
auch schon vergrofiert wurde, so wurden beim Mal davor L% -(n—1)] Ele-
mente kopiert. Damit konnen wir die gesamten umkopierten Elemente wie
folgt nach oben abschitzen.

(o) 2 i I 2 i
TWSZL(g) “(n-1)] s(n—nZ(g)
i=0 i=0

———
geometrische Reihe

1
2
1-3

=(n-1)- =3-(n—-1)€On).

Das benutzte Ergebnis der geometrischen Reihen kann Satz B.3 (Seite 339)
entnommen werden. (]

Der Faktor 3 vor dem n—1 (bei n Elementen) zeigt an, dass sich die Laufzeit
im Durchschnitt fiir jedes Einfiigen eines Elements nur um einen konstan-
ten Faktor erhoht.

Beim Loschen in Algorithmus 3.12 verfahren wir genau umgekehrt: Wird
der Fiillgrad des Felds zu gering, wird es verkleinert, um den belegten Spei-
cherplatz wieder frei zu geben. In dem hier prisentierten Algorithmus wird
das Feld um % verkleinert, wenn es weniger als 50% gefiillt ist.

Beispiel 3.16:

Wird im nebenstehenden Feld das Element mit dem Schliissel 4 geloscht,
fallt der Fillgrad auf g. Dadurch wird das Feld von der Linge 9 auf ein
Feld der Léange 6 verkleinert. O

Beziiglich der Laufzeit gelten dhnliche Uberlegungen wie beim VergroBern
des Felds. Zusitzlich sieht man leicht ein, dass die Konstanten fiir das Ver-
kleinern so gewihlt wurden, dass nach einem Verkleinern des Felds erst
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Algorithmus 3.12 Loschen im dynamischen Feld

LoscHEN-DYNFELD(Schliissel loschWert)
Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst
LoscheN-FeLp(loschWert) Fiillgrad zu gering?
if belegteFelder < % -A.linge und A.ldnge > 5 ) Lege ein
then " B — allokiere Feld der Linge I_% -A.léir%gej } l\lctincrcx Feld an
for index «— 1,...,belegteFelder
do " Blindex].wert < Alindex].wert Kopieren der
L Blindex].daten < Alindex].daten J bisherigen Werte

LA—B W neues Feld ersetzt altes

~N NN R W N

é -n Elemente eingefiigt werden miissen, bis das Feld wieder vergroBert
wird. Daher kann der mittlere Aufwand auch bei beliebiger Anordnung von
Einfiige- und Loschvorgéngen auf einen konstanten Faktor pro Operation
beschrinkt werden.

Die Algorithmen 3.1 (Sucuen-Fewp) fiir die Suche eines Elements und 3.4
(Avie-Fewp) fiir die Ausgabe aller Elemente werden unverdndert aus Ab-
schnitt 3.1.1 iibernommen.

» (= \ So wie die Firma expandiert, wissen wir oft nicht im Voraus,
wie viele Daten anfallen. Dann sind natiirlich Datenstrukturen
mit variabler Grofe eine tolle Sache! Das bietet sowohl die
verkettete Liste (als dynamische Datenstruktur) als auch das
dynamische Feld.

3.14 Laufzeitvergleich von Feld und Liste

Bisher ldsst sich aus den Beschreibungen der Datenstrukturen keine verglei-
chende, qualitative Aussage ableiten. Daher wollen wir in diesem Abschnitt
ein kleines Laufzeitexperiment durchfithren, um die Stirken und Schwé-
chen der verschiedenen Verfahren auszuloten.

Hierzu benutzen wir einen Prozessor mit 1,6 GHz und eine Java-Runtime-
Umgebung mit 512MB Heap-Speicher — das ist der frei verfiigbare Spei-
cher, aus dem Blocke (nahezu) beliebiger GroBe durch eine Speicherverwal-
tung fiir neue Datenobjekte wie Felder oder Listenelemente zur Verfiigung
gestellt werden.

In dem Experiment speichern wir eine grole Anzahl an ganzen Zahlen
vom Typ long, d.h. mit 8 Bytes darstellbare Zahlen.

Betrachten wir zunichst Datenstrukturen, die bereits mit 21 500 000 Ele-
menten befiillt wurden. Im letzten Element des Feldes bzw. der Liste befin-
det sich derjenige Schliisselwert, der gesucht wird. Wir messen die Zeit, die
bendtigt wird, um alle Elemente mit dem gesuchten Wert zu vergleichen.
Die gemessenen Laufzeiten sind in Tabelle 3.1 dargestellt. Man erkennt,
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dass das Feld mit 164,8 ms die deutlich schnellste Variante darstellt. Bei
der Liste unterscheiden wir zwei Fille:

1. Die einzelnen Datenobjekte wurden so allokiert, dass die Verkettung
der Elemente linear wie eine Perlenkette im Speicher liegt. Dann be-
tragt die Laufzeit 243,2 ms. Der Unterschied zum Feld riihrt daher,
dass man neben dem Zugriff auf die eigentliche Speicherstelle jedes-
mal noch den Zeiger zum néchsten Element auswerten muss.

2. Die Datenobjekte der Liste sind so verzeigert, dass aufeinanderfol-
gende Elemente der Liste in unterschiedlichen Bereichen des Heap-
Speichers liegen und nur durch groflere Spriinge erreicht werden. Da
dann héufiger neue Speicherblocke in den Hauptspeicher des Compu-
ters geladen werden miissen, erhoht sich die Laufzeit auf 2,151 Sekun-
den.

Wir halten fest: Die Liste ist von der Laufzeit her teurer und die konkrete
Laufzeit hingt maBgeblich davon ab, an welchen Stellen die Objekte im
Speicher liegen.

Ferner hat uns interessiert, wie es sich mit den Laufzeiten beim Einfii-
gen von 15000000 Elementen verhilt. Die gemessenen Werte sind in der
oberen Zeile von Tabelle 3.2 dargestellt. Bei den Laufzeiten zeigt erneut
das Feld die beste Laufzeit mit 380,6 ms, da dort nur einmal ein Feld ent-
sprechender Grofle im Speicher allokiert wird. Beim dynamischen Feld ver-
fiinffacht sich in unserem Beispiel der Laufzeitaufwand durch die mehrfa-
che Allokation von Speicher und das Umkopieren der bereits gespeicherten

Tabelle 3.1: Laufzeiten beim kompletten Durchsuchen der Datenstruktur mit

21500000 Elementen.
Datenstruktur || Feld Liste Liste
(linear (anders

allokiert) | verzeigert)

Laufzeit | 1648 ms | 2432ms | 2,151 sec

Tabelle 3.2: Laufzeiten beim Einfiigen von 15 000 000 Elementen und die GroBen-
ordnung der im Heap-Speicher speicherbaren Elemente.

Datenstruktur Feld Liste dynamisches
Feld

Laufzeit beim Einfiigen 380,6 ms | 14,881 sec 1,819 sec

von 15000000 Elemen-

ten

insgesamt speicherbare || 43000000 | 21619000 20767725

Anzahl an Elementen
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Elemente. Bei der Liste jedoch wird mit 14,881 Sekunden eine fast nicht
mehr akzeptierbare GroBenordnung erreicht, die durch den Aufwand fiir
die Speicherallokation fiir jedes einzelne Element erkldrbar ist. Hierbei ist
es im Wesentlichen egal, wie die Speicherallokation der Liste strukturiert
1st.

Die untere Zeile von Tabelle 3.2 zeigt, wie viele Elemente mit der jewei-
ligen Datenstruktur tiberhaupt im Speicher abgelegt werden konnten. Da-
bei gehen wir von einem noch vollig unbenutzten Speicher aus. Dann kann
ein Feld fiir 43 000000 Elemente allokiert werden. Bei der Liste sinkt die
Anzahl auf 21 619 000, da fiir jedes Element durch die Verzeigerung mehr
Platz benétigt wird. Beim dynamischen Feld, kann ein Feld fiir 20 767 725
Elemente allokiert werden, da fiir die nichste Feldvergroferung zwischen-
zeitlich dieses und ein um 50% groBeres Feld im Speicher Platz finden
miissten, wozu der Speicherplatz nicht ausreicht.

A
@ (< Das sieht ja, wie eine Bankrotterklarung fiir die Liste aus. In
jeder Hinsicht ist das Feld iiberlegen! Eine lineare Liste werde
ich nur fiir wenige Elemente benutzen.

Der wesentliche Vorteil der verketteten Liste ist die Flexibilitét. Die Rei-
henfolge der Elemente in einer Liste ldsst sich mit wenig Aufwand dndern,
solange die Stellen durch Zeiger direkt erreicht werden. Solche Anderun-
gen bendtigen in einem Feld oft mehr Zeit, da dann Elemente umkopiert
werden miissen.

Ein zweiter Vorteil der Liste ist der kleinteilige Speicherbedarf. Ist in
einer laufenden Anwendung der Speicher bereits stark fragmentiert, dann
kann oft nur durch groen Aufwand ein passender zusammenhéingender
Speicherbereich fiir ein grofles Feld bereit gestellt werden. Die Liste hat
den Vorteil, dass sie sich aus vielen einzelnen verteilt im Speicher liegenden
Datenobjekten zusammensetzt und damit weniger haufig Probleme mit der
Speicherverwaltung hat.

Letztendlich muss ein Programmierer entscheiden, ob er fiir die Vorteile
der Liste mit der erhohten Laufzeit bezahlen mochte oder ob er die mogli-
chen Nachteile des Felds fiir die Laufzeitvorteile in Kauf nimmt.

3.2 Ein einfaches Sortierverfahren: Bubblesort

Eines der einfachsten Sortierverfahren, das sowohl auf Feldern als auch
auf Listen mit gleichem Aufwand arbeitet, ist Bubblesort (Sortieren durch
Vertauschen von Nachbarn). Im Folgenden ist es fiir ein Feld formuliert.
Im Algorithmus 3.13 wird in den Zeilen 2-5 das Feld von links nach
rechts nach benachbarten Feldern durchsucht, deren Inhalt falsch sortiert
ist. Diese Inhalte werden durch Aufruf von Algorithmus 3.14 vertauscht.
Die Repeat-Until-Schleife wiederholt dies solange, bis das Feld sortiert ist.
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Algorithmus 3.13 Sortieren durch Vertauschen von Nachbarn

BussLesort(Feld A)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A ist sortiert
1 repeat”™ warSortiert < true
2 fori—1,...,Alinge—1
3 do "if A[i].wert > Ali + 1].wert
4 then " warSortiert — false unsortierte Nachbarn tauschen
5
6

LoL L VERTAUSCHE(A, [,i+ 1)
until warSortiers | Ende, wenn keine Vertauschung mehr

Algorithmus 3.14 Vertauschen zweier Eintridge im Feld

VERTAUSCHE(A[], i, j)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A ist verdndert
1 h« Al
2 A[i] « A[j]
3 Aljl«h

Beispiel 3.17:

Bild 3.2 zeigt den Ablauf fiir zehn Elemente. Jede Zeile stellt das Feld nach
einem Durchlauf durch die Zeilen 2-5 dar. In diesem Beispiel wird die
Repeat-Until-Schleife 9 Mal durchlaufen, wodurch sich 9-9 = 81 Schliis-
selvergleiche ergeben. Zudem wird 60 Mal schreibend auf das Feld zuge-
griffen. O

Beispiel 3.18:

Bild 3.3 zeigt mehrere Momentaufnahmen beim Sortieren von 80 Zahlen.
Deutlich erkennt man, wie die groeren Elemente nach rechts »durchge-
schoben« werden. O

Trotz der Einfachheit des Algorithmus ist ein Korrektheitsbeweis von Bus-
sLesort nicht ginzlich trivial. Bei iterativen Algorithmen, d.h. Ablaufen, die
durch eine oder mehrere Schleifen organisiert sind, bietet sich der Beweis
tiber sog. [nvarianten an.

Definition 3.19:  Schleifeninvariante
Eine Schleifeninvariante ist eine logische Aussage, die vor dem Betreten
der Schleife und nach jedem Durchlauf des Schleifenkorpers wahr ist.

Aus einer geeignet gewihlten Schleifeninvariante und der Abbruchbedin-
gung der Schleife kann i.d.R. die Korrektheit bewiesen werden. Dies wird
im folgenden Satz fiir BussLesort beispielhaft gezeigt.

Satz 3.20: Korrektheit
BussLesort (Algorithmus 3.13) sortiert die Elemente in A aufsteigend.
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8

9

10

Schliissel- Schreib-
20 | 54| 28| 31| 5|24 |39 14| 1|15 vergleiche zugriffe
= e SR <E T < A = <0
20| 28|31 5| 24(39 |14 |1 | 15|54 16
> > <
20| 28| 5| 24| 31|14 |1 [15] 39|54 10
> > I
20| 5| 24| 28| 14| 1 [15 |31 ] 39|54 10
< > <
5 |20 24| 14| 1|15 |28 |31 ] 39|54 8
> > 44>
5 (20 14 11524 |28 |31 39]54 6
== == =
5 14 1152024 [28 |31 39]54 6
=
5 | 1] 14152024 [28 |31 39]54 2
==
1| 5] 14| 15| 20|24 [28 |31 | 3954 2
1| 5] 14| 15| 2024 [28 |31 | 3954 0

Bild 3.2: Der Ablauf von Algorithmus 3.13 wird an einem Beispiel demonstriert.

Die farbigen Doppelpfeile markieren die Vertauschungsoperationen, die
von links nach rechts durchgefiihrt werden.

I . o . -

~

e ‘. .
" >

Vergleiche: 0
Schreibops.: 0

Vergleiche: 1580

Vergleiche: 4740
Schreibops.: 3552

Vergleiche: 3160
Schreibops.: 3152

Vergleiche: 6241

Schreibops.: 2146 Schreibops.: 3626

Bild 3.3: BussLEsorT (Algorithmus 3.13) wird auf ein Feld mit 80 Elementen angewandt. Die einzelnen Bilder
zeigen von links nach rechts das Feld vor dem Sortieren, nach 20, nach 40 und nach 60 Iterationen sowie
nach dem Sortieren. Die X-Achse entspricht den Feldindizes und die Y-Achse dem gespeicherten Wert.

Beweis 3.21:

Betrachten wir zunichst die For-Schleife in den Zeilen 2-5: Die Invariante
lautet »Das grofite Element aus A[1], ..., A[i + 1] befindet sich in A[i + 1]«.
Dies gilt trivialerweise vor Beginn der Schleife fiir i = 0, da es sich nur um
ein Element handelt. Fiir jeden beliebigen Durchlauf durch den Schleifen-
korper mit dem Index i gilt nun: Wenn beim Eintritt die Invariante galt, steht
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das grofte Element aus A[1],...,A[i] in A[{]. Dann wird A[i] mit A[i + 1]
verglichen. Ist das Element A[i + 1] groBer, wird nichts weiter durchgefiihrt
und die Invariante gilt auch nach diesem Schleifendurchlauf. Ist A[i + 1]
kleiner, werden beide Elemente vertauscht und das groere Element steht
jetzt ebenfalls in A[i + 1].

Die duBlere (Repeat-Until-)Schleife besitzt nun die Invariante »nach dem
k-ten Durchlauf stehen die k& groften Elemente in A[n —k+1],...,A[n]«.
Dies gilt wieder trivialerweise fiir k£ = 0 vor dem ersten Schleifendurchlauf.
Im allgemein k-ten Durchlauf, wissen wir wegen der Invariante aus dem
vorhergehenden Schleifendurchlauf, dass die k—1 groBten Elemente hinten
im Feld stehen. Nun gilt mit der Invariante des (n — k)-ten Durchlaufs der
inneren Schleife, dass das grofite Element der n —k + 1 ersten Feldeintrige
nach A[n—k] geschoben wurde. Da auf den hinteren Plidtzen keine kleineren
Elemente folgen kénnen, muss dies auch noch am Ende des Schleifendurch-
laufs in Zeile 6 gelten. Es folgt damit die duflere Schleifeninvariante.

Aus der Schleifeninvariante folgt sofort, dass spétestens nach dem (n —
1)-ten Durchlauf das Feld sortiert ist. Dann ist die Variable warSortiert
wahr und der Algorithmus terminiert. ]

Die Laufzeit von Sortierverfahren wird héaufig mit der Anzahl der Schliis-
selvergleiche angegeben. Aus obigem Beweis der Korrektheit ergeben sich
maximal n Durchliufe durch die duBere Schleife, woraus die Laufzeit O(n?)
folgt.

Da gleiche Element sich beim nach rechts Schieben nicht iiberholen, ist
BussLesort ein stabiles Sortierverfahren. Allerdings ist es nicht ordnungs-
vertriglich, weil die Folge (2, 3,4, ...,n, 1) die Inversionszahl n—1 hat, der
Algorithmus aber Laufzeit @(n?) benétigt.

Algorithmus 3.13 kann noch verbessert werden, was in Ubungsaufga-
be 3.2 thematisiert wird.

Die Geschichte von BusBLEsorT wird in der Arbeit von Astrachan
(2003) sehr ausfiihrlich »rekonstruiert«. Die erste bekannte Referenz

stammt demnach von Friend (1956).

P, KN

¥ (< Das ist zwar nicht unbedingt das Verfahren, nach dem ich
selbst etwas sortieren wiirde, doch fiir den Computer, dem der
Uberblick fehlt, ist dies sehr einfach umzusetzen.

33 Backtracking als allgemeine Losungsstrategie

Fiir die Graphenprobleme Rundreise, kiirzester Weg und maximaler Fluss
verfallen wir hier zunichst auf den sogenannten Backtracking-Ansatz, der
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alle moglichen Rundreisen, Wege und Fliisse erzeugt, sodass die beste Al-
ternative gewihlt werden kann.

Um allgemein einen Backtracking-Algorithmus umsetzen zu konnen,
muss sich ein Losungskandidat Schritt fiir Schritt konstruieren lassen. Falls
durch alle moglichen Entscheidungen die Gesamtheit aller Losungskandi-
daten aufgespannt wird, kann man wie folgt, am Beispiel des Rundreise-
problems gezeigt, vorgehen: Ausgehend von einer fest gewéhlten Startstadt
trifft man fiir den ersten Konstruktionsschritt eine Entscheidung (z.B. die
erste zu besuchende Stadt) und konstruiert rekursiv alle Losungskandida-
ten, die auf diese Entscheidung aufbauen. Danach nimmt man diese Ent-
scheidung zuriick und versucht es mit einer Alternative. Algorithmus 3.15
(BackTrACKING-TSP) setzt dies fiir das Handlungsreisendenproblem um.

Dabei wird in der global sichtbaren Variable rundreise eine Rundreise
aufgebaut. Der Aufrufparameter i fiir die Tiefe in Backrtracking-TSP-R be-
zeichnet den Index der nichsten zu wihlenden Stadt. Daher ist immer (wie
nebenstehend dargestellt) der linke Teil von rundreise bereits gewihlt, ab
dem Index i stehen die noch frei verfiigbaren Stédte.

Beispiel 3.22:

Im nebenstehenden Graphen soll die kiirzeste Rundreise gesucht werden —
die auch schon farbig gekennzeichnet ist. Dann ergibt sich der in Bild 3.4
dargestellte Entscheidungsbaum. Jeder Knoten entspricht einem Funktions-
aufrufe von Backtracking-TSP-R und jeder Weg von der Wurzel zu einem
Blatt konstruiert eine Rundreise. Der Algorithmus erzeugt die moglichen
Wege von links nach rechts. Die farbig markierten Ldangen der Rundreisen

Algorithmus 3.15 Vollstindige Aufzidhlung aller Rundreisen

BackTRACKING-TSP(Graph G mit n Knoten)

Riickgabewert: Reihenfolge der Knoten in kiirzesteRundreise
minLiinge < oo
fork—1,....n

do [ rundreise(k] < k |
BAckTRACKING-TSP-R(1,2) \ suche ab 2. Stadt
return kiirzesteRundreise

initialisiere erste Rundreise

[ N O R N

BackTrRACKING-TSP-R(Anzahl n, Tiefe i)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: Anderung in kiirzesteRundreise

1 ifi<n ] Rundreise noch nicht komplett?
2 then " for q — i n ) probiere alle noch
3 do " VerTAUSCHE(rundreise, i, a) | freien Stidte
4 BACKTRACKING-TSP-R(n,i+ 1)
5 L L VERTAUSCHE(rundreise, i,a) | setze Stadt zuriick
6 else "if (Kosten von rundreise) < minLiinge )
o . y speichere neu
7 then " minLinge « Kosten von rundreise )
3 for i — 1 n gefundene
vt nrzeqte s 1Qe
9 L L do C kiirzesteRundreise[i] « rundreiseli] kiirzeste Reise
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92 91 94 25 23 0 92 91 95 24 22 I 2’3 L9 92 92 21 18 21 20 21 19

Bild 3.4: Entscheidungsbaum von Algorithmus 3.15. Rechts ist jeweils farbig die Anzahl der Funktionsaufrufe
pro Ebene eingetragen und zu jedem Blatt wird die resultierende Linge der Rundreise unten angezeigt.

entsprechen den von links nach rechts jeweils als aktuell kiirzeste bekannte
Rundreise tibernommenen Routen. ]

L'
R

Backtracking ist damit das systematische Durchsuchen aller
Moglichkeiten. Das kenne ich auch, wenn mein Freund mal
wieder etwas »verlegt« hat und das dann irgendwo wieder auf-
taucht. Die Suche danach ist in aller Regel sehr aufwendig.

Satz 3.23:
Die Laufzeit von BackTRACKING-TSP ist in @((n—1)!).

Beweis 3.24:

Wir schitzen die Laufzeit tiber die Anzahl der Aufrufe von BACKTRACKING-
TSP-R ab, da der Aufwand jedes Aufrufs (bei geschickter Implementierung)
in @(1) ist. Damit ergibt sich:

n-1 . n-1 (I’l—l)'
T=14 Y (=1 i)= ) =
i=1 i=1 '

Im Weiteren schitzen wir T'(n) nach oben und nach unten ab. Durch das
grofite Summenglied gilt nach unten 7'(n) > (n —1)! und damit: 7'(n) €
Q((n—1)!). Fiir die Abschitzung nach oben, schreiben wir die Summe zu-
néchst als
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(n— )+(n—1)!+(n—1)!+ +(n—1)!

T = 2! 3! T (=1

I 1 1
—(n—l)'( +—+§+ +(n_1)!)

und schitzen jeden Summanden nach oben ab, indem wir nur durch die
beiden jeweils grof3ten Faktoren teilen.

o1 1
<(-Dh ({34530 (n-2)-(n-1))'

Jeder Term wird dann als Subtraktion formuliert

11 1y 101 1 1
z("_1)!'(T+(T_§)+(§_§)+“'+<n—2_n—l))

und durch eine geschickte andere Klammerung fallen die meisten Terme
weg (eine sog. Teleskopsumme).

=<n_1>z.(1+1+(_%+;) (_§+%)+..._n11)
=0 =0
<2-(n-1)!

Damit gilt fiir 7(n) € O((n—1)!), woraus mit obiger Abschitzung nach un-
ten sofort die Aussage folgt (gemif} der Definition von ©). ]

Die Laufzeit kann z.T. drastisch verkiirzt werden, wenn friihzeitig in
einem Teil des Entscheidungsbaums zu erkennen ist, dass kein Weg
zu einem Blatt des Baums zu einer Verbesserung des aktuell besten
bekannten Losungskandidaten fithren kann. Dann werden ganze Teile
des Entscheidungsbaums abgeschnitten und das Verfahren in der Li-
teratur entsprechend auch als Branch-and-Bound bezeichnet. Friithe
Veroftentlichungen zu Backtracking gibt es von Walker (1960) und
Golomb & Baumert (1965). Die Namensgebung »Backtrack« wird
dabei immer wieder Derrick H. Lehmer aus Berkley zugesprochen.

34 Bedeutung fiir das Anwendungsszenario

Da es fiir einen Einsteiger auf dem Gebiet der »Algorithmen und Daten-
strukturen« sehr schwierig ist, diese hier vorgestellten Losungen einzuord-
nen und zu bewerten, wollen wir uns hierfiir an dieser Stelle die Zeit und
den Platz nehmen.

Dabei soll es nicht auf einen exakten Vergleich der verschiedenen Tech-
niken untereinander (dynamisches Feld vs. verkettete Liste) ankommen als
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auf die Frage, wie sich die Laufzeiten bei zunehmender Problemgrofe dn-
dern. Dabei gehen wir vereinfachend davon aus, dass die Dauer der Ein-
zelschritte der Algorithmen jeweils genau 0,01 Millisekunden betrigt. Die
betrachteten Einzelschritte sind:

e Vergleich eines Schliisselwerts mit einem Element in einer verketteten
Liste,

e Vergleich und ggf. Vertauschen zweier Elemente in BussLesorr und
und

e der lokale Berechnungsaufwand fiir einen Aufruf von BACKTRACKING-
TSP-R ohne die Zeit der rekursiven Aufrufe.

Ferner rufen wir uns die Anzahl der Filialen in’s Gedéchtnis zuriick, die
ja die betrachtete Problemgrole bestimmt: letztes Jahr 50, heute 120, in
eine paar Jahren 10 000. Und zusitzlich schauen wir uns noch 1 Million an.

Dann ergeben sich die geschitzten Laufzeiten in Tabelle 3.3.

Beim Mengenproblem sehen wir, dass fiir kleine Problemgrofien eine
verkettete Liste mit Laufzeiten im Millisekundenbereich vollig ausreichend
ist. Auch die Laufzeit von einer Sekunde mag noch akzeptabel sein, aber
erfahrungsgemiB regt sich schon ab einigen wenigen Sekunden der Unmut
beim potentiellen Nutzer einer Software.

Das Sortierproblem ist ebenfalls fiir kleine Problemgroien durch Bus-
BLEsORT leicht bewiltigbar. Durch die quadratische Laufzeit benotigt der Al-
gorithmus allerdings fiir wenig mehr als n» = 10000 Elemente iiber eine
Stunde. Dies ist fiir einen praktischen Einsatz nicht geeignet.

Und beim Rundreiseproblem erweist sich Backtracking-TSP als génzlich
ungeeignet: Selbst ein kleines Problem mit n = 50 Stidten wire nicht in der
seit dem Urknall verstrichenen Zeit gelost worden — dies ergibt sich auch
bereits aus den Uberlegungen in Beispiel 2.9.

P T
@ (% Auweia! Dann bin ich ja tatsidchlich mit der Losung meiner

Probleme noch gar nicht weiter gekommen!

Tabelle 3.3: Geschitzte Laufzeiten der einfachen Algorithmen.

| n=50 | n=120| n=10"| n=10°
Operation auf der verketteten 0,5 ms 1,2 ms 100 ms 10s
Liste (Worst-Case)
Bubblesort (Worst-Case) H 24,5 ms ‘ 142,8 ms ‘ 16 min 39 s ‘ ca. 57 Tage
Rundreiseproblem mit Back- || >10°° Jahre ? ? ?

tracking
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Eine Reihe an eher intuitiven bzw. in ihrer Herangehensweise sehr ein-
fach gehaltenen Algorithmen wurde présentiert und beziiglich ihrer Lauf-
zeit analysiert. Besonders sei hier nochmals auf das Prinzip des Back-
trackings verwiesen, welches fiir nahezu alle Probleme geeignet ist — eine
Aufzihlbarkeit der moglichen Losungen vorausgesetzt. In den weiteren
Kapiteln werden wir uns bemiihen, durch algorithmische Ideen die hier
vorgelegten, fiir grole Anwendungen inakzeptablen Laufzeiten zu schla-
gen.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1: Verkettete Listen vereinigen
Beschreiben Sie einen Algorithmus im Pseudo-Code der Vorlesung, der
zwei Listen in eine Liste iiberfiihrt. Welche asymptotische Laufzeit er-
gibt sich?

Aufgabe 3.2: Bubblesort anwenden
Sortieren Sie das folgende Feld mit BusBLESORT (Algorithmus 3.13) auf-
steigend. Dokumentieren Sie alle Teilschritte. Wie viele Schliisselver-
gleiche und Schreibzugriffe auf das Feld werden durchgefiihrt?

lafo[n]2]s]2]1]15]

Aufgabe 3.3: Bubblesort verbessern
Formulieren Sie BussLEsorT (Algorithmus 3.13) so um, dass in jeder
Iteration diejenigen Elemente, die sicher an ihrem Platz stehen, nicht
mehr verglichen werden.

Wie viele Vergleiche resultieren fiir das Beispiel aus Aufgabe 3.2.
Bestimmen Sie die exakte Anzahl an Vergleichen fiir n Elemente im
Worst-Case, d.h. einer absteigend sortierten Liste, und vergleichen Sie
diese mit dem urspriinglichen Algorithmus.

Aufgabe 3.4: Dynamische Felder

Betrachten Sie ein dynamisches Feld, das Anfangs mit der GroBe 8 an-

gelegt wurde und das immer auf die Linge [% -alteLdnge] »vergrofert«

wird (d.h. neuen Speicher anlegen und vollstindigen Inhalt — einschlief3-

lich leerer Eintrige — kopieren), wenn der Zugriffsindex zu grof ist.
Vollziehen Sie nach, was in den folgenden Algorithmen passiert —

wie grof3 ist jeweils die Laufzeit, d.h. die Anzahl der Speicherzugrifte

auf das Feld einschlieBlich des Umkopierens?
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VARIANTEL() ‘VARIANTEZ()
Riickgabewert: — Riickgabewert: —
1 A[] = neues dynamisches Feld 1 A[] = neues dynamisches Feld
2 fori<1,...,20 2 fori<1,...,10
3 dolA[i] i 3 dolCA[i*i]«i
Aufgabe 3.5: Programmierung: Liste implementieren

Programmieren Sie eine verkettete Liste mit einer Einfiigeoperation und
je einer Methode fiir das rekursive und das iterative Suchen eines Ele-
ments. Erzeugen Sie eine Liste mit n Elementen und messen Sie die
Laufzeiten der beiden Suchvarianten. Was beobachten Sie fiir unter-
schiedlich grofes n?

Aufgabe 3.6: Stack mit verketteter Liste
Die Datenstruktur Stack bzw. Kellerspeicher ist eine sog. Liro-Schlange: »Stack
Mit der Operation Push konnen neue Elemente addiert werden, mit der
Operation Pop werden Elemente in der umgekehrten Reihenfolge des
Einfiigens wieder entfernt. Dabei steht LiFo fiir »Last in, first out«. Uber-
legen Sie, wie Sie den Stack iiber eine einfach verkettete Liste realisie-
ren konnen, sodass die Operationen konstante Zeit benotigen.

Aufgabe 3.7: Stack mit dynamischem Feld
Realisieren Sie den Stack aus Aufgabe 3.6 mit einem dynamischen Feld.
Argumentieren Sie, ob im Durchschnitt ebenfalls konstante Zeit mog-
lich ist.

Aufgabe 3.8: Warteschlange mit verketteter Liste

Die Datenstruktur Warteschlange ist eine sog. Firo-Schlange. Mit der »Warteschlange
Operation Enqueue werden neue Elemente in der Warteschlange hinten

»angestellt« und mit der Operation Dequeue konnen Elemente wieder

herausgenommen werden — sofern die Warteschlange nicht leer ist. Aus

der Bezeichnung Firo (»first in, first out«) folgt, dass die Elemente in ge-

nau derselben Reihenfolge entfernt werden, mit der sie eingestellt wur-

den. Skizzieren Sie, wie eine Warteschlange iiber eine einfach verkettete

Liste realisiert wird. Auch hier sollen die Operationen in konstanter Zeit

ablaufen.

Aufgabe 3.9: Warteschlange mit dynamischem Feld
Realisieren Sie die Warteschlange aus Aufgabe 3.6 mit einem dynami-
schen Feld. Erneut soll die Laufzeit im Durchschnitt konstant sein und
der Platzbedarf nur um einen multiplikativen konstanten Faktor vom
Platzbedarf der verketteten Liste abweichen.



66

Kapitel 3. Einfache Ansétze

Aufgabe 3.10: Backtracking fiir Graphfirbung

Betrachten Sie das folgende Problem der Zweifdrbbarkeit eines Gra-
phen. Jedem Knoten soll eine der Farben {rot, blau} zugeordnet werden,
sodass keine Kante zwei Knoten der gleichen Farbe verbindet. Passen
Sie den Backtracking-Algorithmus aus der Vorlesung fiir dieses Pro-
blem an, wobei der erste Rekursionsaufruf eine Farbentscheidung fiir
Knoten 1, der zweite fiir Knoten 2 etc. trifft. Wenden Sie den Algorith-
mus auf den folgenden Graphen an und brechen Sie die Rekursion dann
ab, wenn eine Firbung gegen obige Regel der Firbbarkeit verstofit oder
eine giiltige Farbung gefunden wurde. Die Reihenfolge, in der die zwei
Farben ausprobiert werden, ist dabei immer gleich.

Aufgabe 3.11: Entwurf eines rekursiven Algorithmus
Durch einen rekursiven Algorithmus soll eine Liste umgedreht werden,
sodass das bisher letzte Element vorn steht etc. Uberlegen Sie, wie beim
rekursiven Abstieg die Zeiger verdndert werden konnen.

Aufgabe 3.12: Alle Permutationen aufzihlen
Als alternative Losung zum Backtracking gibt es zahlreiche Algorith-
men, die alle Permutationen aufzihlen. So konnen ebenfalls z.B. alle
Rundreisen gepriift werden. Vollziehen Sie folgenden Algorithmus von
Heap (1963) fiir n = 3 auf dem Startfeld A = (1,2,3) nach.

ERZEUGE-ALLE-PERMUTATIONEN(72)

Riickgabewert: —

ifn=1

then [ drucke: Inhalt von A
else "forindex—1,...,n

do " ERZEUGE-ALLE-PERMUTATIONEN(n — 1)
if n ist gerade
then C VERTAUSCHE(A, index, n)

N OB W N =

L velse [ VErTAUSCHE(A,L, n)



Nach einer harten Arbeitswoche und der Erniichterung, dass die einfachste Losung nicht immer
akzeptabel ist, erholt sich Algatha bei einem Wochenendausflug nach New York. Da sie hiufig
schon in ihrer heimischen Kleinstadt unter massiven Orientierungsproblemen leidet, begegnet
Algatha der fremden Millionenstadt mit grolem Respekt. Nach gewissen Anfangsschwierigkei-
ten hat unsere Programmiererin den Dreh jedoch schnell heraus: In Manhatten sind die Straen
nummeriert und sogar in sortierter Reihenfolge angeordnet! Dadurch eriibrigt sich mithsames
Suchen von Straennamen auf dem Stadtplan und auch die Ermittlung eines kiirzesten Wegs ist
in strikt rechtwinklig angeordneten Straf3en ein Kinderspiel.

Auf dem Riickflug beschliefit sie, die gerade gewonnene Erfahrung in ihrem Softwareprojekt
umzusetzen. Offensichtlich erleichtert Struktur das Leben. Also miissen passende Strukturen fiir
die Speicherung der relevanten Daten gefunden werden.






4 Verbesserung durch mehr Struktur

Sally: I'm difficult.
Harry: You're challenging.
Sally: I'm too structured, I'm completely closed off.
Harry: But in a good way.
(When Harry Met Sally..., 1989)
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4.1 Sortiertes Ablegen der Daten

Als ersten Schritt, um mehr Struktur in die aus dem vorherigen Kapitel
bekannten Datenstrukturen zu bekommen, legen wir die Daten sortiert ab.

4.1.1 Sortiert in einem Feld (Array)

Wie bereits bei der unsortierten Variante bezeichnet belegteFelder die An-
zahl der Elemente und fiir jedes Elements an der Position i sei A[i].wert der
Schliissel und A[i].daten die zugehorigen Daten. Zusitzlich gilt in jedem
Fall fiir 2 < i < belegteFelder die Bedingung A[i — 1].wert < A[i].wert.

Die Sortierung kénnen wir nun vor allem beim Suchen eines Elements
geschickt benutzen: Wo bisher jedes Element der Reihe nach untersucht
werden musste, konnen wir nun einfach zunichst das Element in der Mitte
des belegten Teils des Feldes anschauen. Handelt es sich um das gesuchte
Element sind wir fertig. Im anderen Fall miissen wir nur in der Hilfte wei-
tersuchen, in der das Element von der Sortierung her zu liegen hat. Dies ist
in Algorithmus 4.1 (BivAre-Suchg) dargestellt.

Beispiel 4.1:
Der Ablauf von Algorithmus 4.1 (BiNAre-Suchg) ist beispielhaft fiir die Su-
che nach dem Element mit dem Schliissel 7 nebenstehend dargestellt. In der

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7_4, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013

345 6 78
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[1]3]

4l6]7]8]9] |

Sortiertes Feld.

1 2 3 45 6 7 8
[113]4[6]7[8]9]10]

1

Vi

S
3. Versuch| =~

uch
). Versuch

Suche nach der 7.



70

www
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Kapitel 4. Verbesserung durch mehr Struktur

Algorithmus 4.1 Binére Suche im Feld

BiNARE-SucHE(Schliissel gesucht)
Riickgabewert: gesuchte Daten bzw. Fehler falls nicht enthalten

1 links <1 o
Initialisierung des Suchbereichs

2 rechts < belegteFelder

3 while links < rechts

4 do " mitte — LMJ ) nichste Stichprobe bestimmen

5 switch

6 case A[mitte].wert = gesucht : .

. gefunden

7 return A[mitte].daten J

8 case A[mllle].we.rl > gesucht : links von Stichprobe weitersuchen

9 rechts « mitte — 1 J
10 case A.[mztte].w.ert < gesucht : rechts von Stichprobe weitersuchen
11 L links < mitte + 1

12 error “Element nicht gefunden”

ersten Iteration wird das Element am Index L%J = 4 untersucht. Danach
sind nur noch die Indizes 5, 6, 7 und 8 fiir die Suche interessant. In zwei
weiteren Iterationen wird der gesuchte Schliissel gefunden. O

Satz 4.2: Korrektheit
BvARe-SucHE liefert das gesuchte Element und terminiert in jedem Fall.

Beweis 4.3:
‘Wir betrachten eine Invariante der While-Schleife:

»Ali] < gesucht fiir alle i mit 1 < i < links und

gesucht < A[i] fur alle i mit rechts < i < n«.

Dies gilt trivialerweise vor dem Betreten der While-Schleife, da es keine
entsprechenden Indizes i gibt. Aus der Sortierung der Elemente und den
beiden Fillen in den Zeilen 8—11 folgt die Invariante auch am Ende der ein-
zelnen Schleifendurchlidufe. Da die als Losung mogliche Menge innerhalb
der Indizes links und rechts mit jedem Durchlauf kleiner wird, muss irgend-
wann entweder das Element in den Zeilen 6-7 gefunden werden oder es
wird der Zustand rechts + 1 = links erreicht — dies ist laut Invariante gleich-
bedeutend damit, dass das Element nicht enthalten ist. [

Satz 4.4: Laufzeit
Die Laufzeit fiir Binire-Suche betrdgt im Worst-Case ®(log n).

Beweis 4.5:

Der Algorithmus iteriert im Worst-Case bis nur noch ein Element im noch
zu durchsuchenden Bereich ist. Nach jeder Iteration wird dieser Bereich
etwa halbiert. Genauer bei k Elementen: Die rechte Hilfte enthalt mit I_IE‘J
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immer grofler oder gleich viele Elemente als die linke Hilfte. Damit kon-
nen die Kosten rekursiv formuliert werden als Kosten fiir die verbleibende
Halfte plus den einen Vergleich in dieser Iteration:

T(5D+1  fallsk>1
1 sonst.

T(k) = {

k
Unter Nutzung der leicht beweisbaren Gleichung L% = Lﬁ] gilt:

To)=T(5)+!1

=T({%JJ)+2=T(L2J)+2

=T({@J)+3=T(ng)+3 - =

2
n .
= T(LEJ) +J.
Damit ist spétestens bei j =log, n der interessante Bereich auf —5— =1 =1
geschrumpft und die Gesamtkosten betragen 7'(n) = |log, n| + 1. ]

Die Algorithmen zum Einfiigen und Loschen bieten nichts wesentlich Neu-
es: Die richtige Stelle kann ebenfalls mit bindrer Suche angesteuert wer-
den und dann werden die gro3eren Elemente entsprechend verschoben, um
Platz fiir ein neues Element zu schaffen bzw. die Liicke nach dem Loschen
zu schlieBen. Das Einfiigen wird als iterative Variante (Algorithmus 4.2)
und das Loschen als rekursiver Algorithmus (Algorithmus 4.3) prisentiert.
Dabei gehen wir davon aus, dass beim Einfiigen hinreichend viel Platz vor-
handen ist bzw. durch die Mechanismen aus Abschnitt 3.1.3 geschaffen
wird (ohne diese im Pseudo-Code auszufiihren).

Auch ohne einen exakten Beweis sieht man sehr schnell, dass bei beiden
Algorithmen die Laufzeit durch das Verschieben der Elemente dominiert
wird, was zu einer Worst-Case und Average-Case Laufzeit von O(n) fiihrt.

Zur Ausgabe aller Elemente kann wieder Algorithmus 3.4 unveridndert
iibernommen werden.

4.1.2 Sortiert in einer Liste

In einer verketteten Liste hat man im Gegensatz zu den Feldern keinen
beliebigen Zugriff auf die Elemente — daher @ndert sich an den Algorithmen
durch die Sortierung nur wenig. Da wir sie der Vollstandigkeit halber hier
dennoch prisentieren, kombinieren wir die sortierte Liste mit dem bereits
auf Seite 51 angesprochenen Konzept des Blindelements.

Ein Blindelement ist ein inhaltsloses Element am Beginn jeder Liste. Je-
de neue, leere Liste wird direkt mit dem Blindelement erzeugt. Dadurch ent-

71
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Algorithmus 4.2 Iteratives Einfiigen im sortierten Feld

www i ENFUGEN-SoRTFELD(Schliissel neuerWert, Daten neueDaten)
| SortFeld. java Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst
1 links 1
2 rechts « belegteFelder
3 while links < rechts
4 do " mitte — LlinkerZrechtsJ analog zum Suchen
5 switch Finden der passenden
6 case A[mitte].wert = neuerWert : Einfiigestelle
7 error “Element schon enthalten”
8 case A[mitte].wert > neuerWert :
9 rechts < mitte — 1
10 case A[mitte].wert < neuerWert :
11 L links <« mitte + 1
12 for index < belegteFelder, ..., links )
13 do " Alindex + 1].wert — Alindex].wert | Elemente hinter der
14 L Alindex + 1].daten — Alindex).daten Einfiigestelle um 1 verschieben
15 Allinks].wert < neuerWert BRI
. neues Element speichern
16 Allinks].daten < neueDaten )
17  belegteFelder « belegteFelder+1 | Anzahl der Elemente erhdhen

Algorithmus 4.3 Rekursives Loschen im sortierten Feld

wWWw

‘ SortFeld. java

1

LoscHEN-SorTFELD(Schliissel loschWert)

Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst
LOscHEN-SoRTFELD-R(loschWert,1, belegteFelder)

L6scHEN-SorTFELD-R(Schliissel loschWert, Index links, Index rechts)
Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst

1
2
3
4
5
6
7
8

9
10
11
12
13

if links < rechts
then ™ mitte — I.Imks-i-zrechtSJ
switch
case A[mitte].wert = loschWert :

Elemente hinter der
Loschstelle nach
vorn schieben

for index «— mitte + 1, . .., belegteFelder ]
do " Alindex — 1].wert < Alindex].wert
Blindex — 1].daten « Alindex).daten Suchbereich
L belegteFelder « belegteFelder — 1 cingrcn\zcn

case A[mitte].wert > loschWert :

return LOscHEN-SORTFELD-R (loschWert, links, mitte — 1)

case A[mitte].wert < loschWert -

L return LOscHEN-SORTFELD-R (l6schWert, mitte + 1, rechts) |

else [error “Element nicht gefunden”

fallen in den Algorithmen die Sonderfille fiir das erste Element und die lee-
re Liste. Alternative Bezeichnungen sind Dummy-Element oder Wichter.

Fiir jedes Element e der Liste bezeichnen analog zum vorherigen Kapi-
tel ef.wert den Schliissel, ef.daten die Daten sowie el.néichstes den Verweis



4.1. Sortiertes Ablegen der Daten

auf das nachfolgende Element. Der Anfang der Liste (hier: das Blindele-
ment) wird durch den Verweis anker markiert.

Zunichst beschreiben wir in Algorithmus 4.4 Inr-SortListe die Initiali-
sierung einer leeren Liste. Das Symbol L (genannt »bottom«) bezeichne
dabei einen leeren Eintrag.

Wird ein nicht enthaltener Schliisselwert gesucht, hat die sortierte Anord-
nung den Vorteil, dass die Suche frither als in der unsortierten Liste abgebro-
chen wird: Sobald ein zu grofler Schliisselwert gefunden wird, kann danach
das gesuchte Element nicht mehr vorkommen. Algorithmus 4.5 (SucHen-
SortListE) folgt direkt.

Damit dndert sich die asymptotische Laufzeit des Algorithmus nicht. Al-
lerdings ldsst sich zeigen, dass die Suche nach einem nicht enthaltenen Ele-
ment im Durchschnitt nur 50% der Laufzeit des unsortierten Falls benotigt —
dabei wird jedoch eine Gleichverteilung der Schliisselwerte vorausgesetzt.

Fiir das Einfiigen eines Elements wird in Algorithmus 4.6 die richtige Po-
sition fiir das neue Element analog zum Sucuen-SortListe (Algorithmus 4.5)
gesucht. Dabei wird fiir die richtige Verzeigerung allerdings (wie beim Lo-
schen in der unsortierten Liste) das Vorgéingerelement ef benotigt.

Beispiel 4.6:

Im nebenstehenden Beispiel wird ein neues Element mit dem Schliissel 8
in eine Liste eingefiigt. Der Verweis ef zeigt auf das Vorgiingerelement und
die Verzeigerung wird entsprechend umgesetzt. O

Das Loschen lduft analog zum Loschen in einer unsortierten Liste ab (Algo-
rithmus 3.8) — lediglich der Abbruch beim erfolglosen Loschversuch kann
frither geschehen. Der Vollstindigkeit halber wird der Ablauf in Algorith-
mus 4.7 dargestellt.

Algorithmus 4.4 Initialisieren einer sortierten verketteten Liste

INrT-SorTLISTE()
Riickgabewert: nichts ;
1 anker — allokiere Element(L, 1,NuLL) | Blindelement anlegen

Algorithmus 4.5 Suchen in einer sortierten Liste mit Blindelement

SucHEN-SorTLISTE(Schliissel gesuchr)
Riickgabewert: gesuchte Daten bzw. Fehler falls nicht enthalten

L case el.wert > gesucht : error “Element nicht gefunden” ]
error “Element nicht gefunden”

1 el — anker.nichstes

2 while ef # ~nuLL | Ende der Liste noch nicht erreicht?

3 do " switch groflere Werte
4 case el.wert = gesucht : return el.daten als der gesuchte
5 case el.wert < gesucht : el — el.niichstes wurden erreicht
6

7
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Algorithmus 4.6 Einfiigen in eine sortierte Liste mit Blindelement

EINFUGEN-SORTLISTE(Schliissel neuerWert, Daten neueDaten)
Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst

Suche

1 el — anker . nach dem

2 while el.ndchstes # NULL und el.ndchstes.wert < neuerWert Vorgéinger-

3 do Cel — el.niichstes J element

4 if ef.nichstes = NULL oder el.nichstes.wert > neuerWert

5 then [ el.néiichstes — allokiere Element(neuerWert, neueDaten, el .néichstes)}

6 else [ error “Element schon enthalten” neues Element nach dem
Vorgénger einhdngen

Algorithmus 4.7

L6scHEN-SorTLISTE(Schliissel loschWert)
Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst

Suche
1 el — anker . hach dem
2 while ef.ndchstes # NULL und el.néichstes.wert < loschWert Vorginger-
3 do Cel — el.niichstes J element
4 if el.niichstes # NuLL und el.néichstes.wert = l6schWert
5 then L el.nichstes — el.niichstes.niichstes ] Element aushingen
6 else L[ error “nicht enthalten”
; ‘¢ S o o o o o o
Naja, insgesamt scheint die sortierte Speicherung der Ele-

mente fiir das Mengenproblem noch nicht den gewiinschten
»groflen« Effekt gebracht zu haben. Die bindre Suche in den
Feldern wurde asymptotisch verbessert. Bei den anderen Algo-
rithmen kann man bestenfalls von einem Faktor 2 ausgehen.

4.1.3 Sortieren durch sortiertes Einfiigen

Auch wenn die sortierte Ablage der Element in den beiden vorherigen Ab-
schnitten zu keinem wesentlichen Durchbruch beim Mengenproblem ge-
fihrt hat, impliziert sie zumindest einen sehr simplen neuen Sortieralgo-
rithmus: Die Elemente werden mit Algorithmus 4.2 (EinrUGeN-SorTreELD) der
Reihe nach in die Datenstruktur eingefiigt und es liegt die gewiinschte sor-
tierte Liste vor. Dieser erste Ansatz ist einfach, jedoch zeit- und platzinten-
siv (vgl. Ubungsaufgabe 4.4).

In einer Abwandlung dieser Grundidee machen wir uns die Tatsache
zunutze, dass die Elemente bereits in einem Feld vorliegen und vertauschen
daher die Elemente direkt im Feld selbst. Wir gehen dabei die Elemente
von links nach rechts durch und fiigen sie in eine sortierte Teilfolge links
von dem jeweils betrachteten Element ein. Hierfiir suchen wir die Einfiige-
position immer von rechts nach links und schaffen auch gleichzeitig die
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benotigte Liicke in der sortierten Teilfolge, indem die zu groen Elemente
jeweils um ein Feld nach rechts geschoben werden.
Der Ablauf ist in Algorithmus 4.8 (Insertionsort) dargestellt.

Beispiel 4.7:

In Bild 4.1 ist das Sortieren eines 10-elementigen Felds mittels Algorith-
mus 4.8 (Insertionsort) dargestellt. Der Algorithmus benétigt auf diesem
Beispiel 37 Vergleiche und 39 Schreibzugriffe. O

Algorithmus 4.8 Sortieren durch Einfiigen

InserTIONSORT(Feld A)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A ist sortiert

1 fori=2,...,A.linge

2 do "neu «— Ali]

3 ki

4 while k > 1 und A[k — 1].wert > neu.wert

5 do "A[k] — A[k—1]

6 Lke—k-1

7 LA[k] « neu

! 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Schliissel- Schreib-
20 | 54| 28| 31| 5|24 39 [14 | 1|15 | vergleiche  zugriffe
20 | 54| 28| 31| 5|24 |39 |14 | 1|15 1 1
20 28| 54| 31| 5|24 [39|14] 115 2 2
20 | 28 31| 54| 5|24 [39 (14| 115 2 2
5|20|28|31|54 24 |39 |14 | 1|15 4 5
5 | 20 24| 28| 31 | 54 |39 |14 | 1|15 4 4
5 | 20| 2428|3139 |54 |14 115 2 2
5 14|20|24|28|31|39|54 1|15 7 7
1|5 14|20|24|28|31|39|54 15 8 9
15|14 15|20|24|28|31|39|54 7 7

Bild 4.1: Der Ablauf von Algorithmus 4.8 wird an einem Beispiel demonstriert.
Die Doppelpfeile markieren die Vergleiche von rechts nach links und
die dicken Pfeile die daraus resultierenden Verschiebungen. Das jeweils
eingefiigte Element ist orange hinterlegt. Bis zum aktuell betrachteten
Element ist der Anfang der Folge jeweils sortiert.
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Satz 4.8: Korrektheit
InserTIONSORT sortiert das Feld A aufsteigend.

Beweis 4.9:

Wir betrachten die Schleifeninvariante der For-Schleife nach dem Durch-
lauf mit i: »A[1] < A[2] < ... < Ali]«. Vor dem Eintritt in die Schleife gilt
die Invariante trivialerweise fiir i = 1. In der inneren While-Schleife wird
jeweils das nichste Element mit Index i + 1 richtig einsortiert, sodass die
Invariante auch fiir i + 1 wieder gilt. Beim Verlassen der Schleife ist das
komplette Feld laut Schleifeninvariante sortiert. |

Satz 4.10: Ordnungsvertriglichkeit
Beim Sortieren eines Felds A der Linge n werden genau

Inversionszahl(A)+ (n—1)

Schreiboperationen durchgefiihrt. Die Zahl der Schliisselvergleiche ist eben-
falls durch obige Formel nach oben beschrdnkt.

Damit gilt die Ordnungsvertriglichkeit von Insertionsort, da die Laufzeit di-
rekt von der Inversionszahl (bis auf einen kleinen Faktor in O(n)) bestimmt
wird: Vorsortierte Felder werden also schneller sortiert als unsortierte Fel-
der.

Beweis 4.11:

Wie wir bereits im Beispiel 1.8 auf Seite 7 gesehen haben, tragen genau
diejenigen Elemente zur Inversionszahl bei, die links stehen und einen gro-
Beren Schliissel haben. Wenn ein neues Element in die sortierte Teilliste
eingefiigt wird, stehen all diejenigen Elemente links davon, die auch im
Ausgangsfeld dort waren — allerdings stehen die fiir die Inversionszahl rele-
vanten Elemente durch die Sortierung direkt beim einzufiigenden Element.
D.h. diese werden alle in jeweils einem Schreibzugriff umkopiert, was in
der Summe Inversionszahl(A) Operationen macht. Fiir die n — 1 einzufii-
genden Elemente selbst ist ebenfall jeweils ein Schreibzugriff notwendig.
Hinsichtlich der Vergleiche kann neben den zu grofen Elementen jeweils
noch ein Vergleich mit dem ersten kleineren Element dazukommen. ]

Aus den moglichen Inversionszahlen folgen damit sofort die Laufzeitschran-
ken:

e im Best-Case ist die Folge bereits sortiert: @(n) und
e im Worst-Case ist die Folge umgekehrt sortiert: @(1?).

Genauere Untersuchungen (Knuth, 1998b) zeigen, dass die Laufzeit
auch im Average-Case bei O(n?) bleibt.
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Ohne Beweis halten wir hier ebenfalls fest, dass InserTionsorT €in stabiles
Sortierverfahren ist. Wie auch schon bei Bubblesort werden Elemente mit
gleichem Schliissel nicht in ihrer Reihenfolge vertauscht.

Beispiel 4.12:
Bild 4.2 zeigt noch mehrere Momentaufnahmen beim Sortieren von 80 Zah-
len mit Insertionsort (Algorithmus 4.8). |

4.2 Skiplisten (Listen mit Abkiirzungen)

Wihrend die sortierten Felder durch den direkten Zugriff auf Elemente die
binidre Suche ermdglichen, hat die verkettete Liste den groen Vorteil, dass
das Einfiigen und Léschen von Elementen sehr einfach ist — wenn man sich
bereits an der richtigen Stelle in der Liste befindet. Diese beiden Vorteile
werden in diesem Abschnitt in einer gemeinsamen Datenstruktur fiir das
Mengenproblem miteinander vereint.

Die Grundidee ist in Bild 4.3 dargestellt: Wir versehen die Liste mit
einer mehrschichtigen Zugriffsstruktur, in der durch Abkiirzungen ein der
bindren Suche dhnlicher Suchpfad in der Liste erreicht wird. Die dabei ent-
stehende Gesamtstruktur bezeichnen wir als Skipliste.
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Vergleiche: 503
Schreibops.: 507

Vergleiche: 124
Schreibops.: 127

Vergleiche: 0 Vergleiche: 1070

Schreibops.: 0

Schreibops.: 1075

Vergleiche: 1886
Schreibops.: 1892

Bild 4.2: InserTioNsORT (Algorithmus 4.8) wird auf ein Feld mit 80 Elementen angewandt. Die einzelnen Bilder
zeigen von links nach rechts das Feld vor dem Sortieren, nach 20, nach 40 und nach 60 Iterationen sowie
nach dem Sortieren. Die X-Achse entspricht den Feldindizes und die Y-Achse dem gespeicherten Wert.
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Bild 4.3: Die Skipliste stiilpt eine Zugriffsstruktur in Form von Abkiirzungen iiber
die verkettete Liste.
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P T
@ (% Wir bendtigen zwar mehr Platz fiir die zusitzliche Zugriffs-
struktur. Doch auf der anderen Seite konnen wir so mit grofie-
ren Spriingen suchen. Das klingt recht vielversprechend.

Die Skipliste ist unter dem Einstiegszeiger anker gespeichert. Die An-
zahl der Ebenen der Verzeigerung sind unter anzEbenen gespeichert. Je-
des Element e der Liste speichert unter ef.wert den Schliissel sowie unter
el.ndchstes ein Feld mit den Zeigern der Folgeelemente der verschiedenen
Ebenen. Die Grofle des Felds ist fiir die Elemente individuell — es kann
ein Element nur auf der untersten Ebene verzeigert sein, wihrend ein ande-
res die untersten drei Ebenen nutzt. Das erste Element in der Liste ist ein
Blindelement, das als Einstiegspunkt fiir alle anzEbenen Verzeigerungsebe-
nen dient.

Beispiel 4.13:

Die Skipliste in Bild 4.3 hat anzEbenen = 3. Das Element e{ mit dem
Schliissel 3 hat ein zweielementiges Feld el.ndchstes, wobei el.nichstes[1]
auf das Element mit dem Schliissel 4 und ef.ndchstes[2] auf das Element
mit dem Schliissel 8 zeigt. O

Soll nun in der Skipliste gesucht werden, beginnt man auf der obersten
Ebene der Verzeigerung und sucht in dieser Ebene das grof3te Element, das
kleiner dem gesuchten Element ist. Dies ist in Algorithmus 4.9 (Suchen-
Skieuiste) in der While-Schleife realisiert. Ausgehend von diesem Element
wird die Suche durch die For-Schleife in der jeweils ndchsten Ebene ver-
feinert. Das Verfahren endet, sobald auf der untersten Ebene kein Element
mehr kleiner als das gesuchte Elemente gefunden wird. Gibt es kein Folge-
element oder ist das nichste Element groler dem gesuchten, wird ein Feh-
ler zuriickgemeldet. Gilt dies beides nicht, so muss das nichste Element das
gesuchte sein und es wird zuriickgegeben.

Algorithmus 4.9 Suchen in der Skipliste

SucHEN-SKIPLISTE(Schliissel gesuchr)

Riickgabewert: gesuchte Daten bzw. Fehler falls nicht enthalten

el — anker suche in jeder Ebene bis zu weit oder Treffer

for ebene «— anzEbenen, . ..,1

do " while el.ndchstes[ebene] # NuLL und el.niichstes[ebene].wert < gesucht
Ldo L el — el.niichstes[ebene]

if el.ndchstes[1] = NuLL oder el.ndichstes[1].wert # gesucht

then [ error “Element nicht gefunden”

else [ return gf.nachstgs[l]j gesuchtes Element zuriickgeben

~N NN AW
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Beispiel 4.14:

Wird mit Sucren-SkreListe das Element mit dem Schliissel 9 in der Skipliste
aus Bild 4.3 gesucht, dann wird im ersten Schritt das Element mit dem
Schliissel 8 gepriift. Da es kleiner als 9 ist, wird der Knoten zum aktuellen
Knoten ef. Anschliefend werden die Nachfolgeelemente der Ebenen 3 und
2 gepriift: Sie sind jeweils zu grof3, was zur nichstniedrigeren Ebene fiihrt.
Auf Ebene 1 wird schlielich das gesuchte Element gefunden. O

Wie man leicht einsieht, entspricht bei geeigneter Anordnung der Ebenen
der Ablauf etwa der bindren Suche, was einer Laufzeit von O(logn) ent-
spricht. Ist allerdings nur die unterste Zugriffsebene vorhanden, entspricht
die Skipliste der normalen verketteten Liste und es folgt ein Aufwand von
O(n).

Insbesondere beim Einfiigen eines Elements ist es also wichtig, dass die
Anzahl der Knoten einer Ebene zu den unteren Ebenen hin zunimmt — von
der bindren Suche konnen wir sogar lernen, dass sie sich etwa verdoppeln
sollte — und dass die Knoten einer Ebene moglichst gleichmifig verteilt
sind. Gilt dies, dann ldsst sich ein Aufwand von O(log n) im Average-Case
zeigen. Dies erreichen wir durch einen Trick: Jedem Element wird zufillig
seine »Hohe« (sprich: die Anzahl der Ebenen) zugewiesen — und zwar ent-
sprechend der nebenstehenden Wahrscheinlichkeitsverteilung: Ein Knoten
hat mit Wahrscheinlichkeit % die Ebene i. Die maximal mogliche Anzahl
der Ebenen wird im Voraus als maxEbenen festgelegt.

Da ein neues Element auf allen betroffenen Ebenen in die Verzeigerung
eingehingt werden muss, wird zundchst mit Algorithmus 4.10 (VOrRGANGER-
IN-Skrruiste) der Vorgidnger auf allen Ebenen ermittelt. Das eigentliche Um-
hingen der Zeiger sowie die Bestimmung der Hohe des Knotens ist in Al-
gorithmus 4.11 (Ericen-SkipListe) beschrieben.

Beispiel 4.15:
Im nebenstehenden Beispiel wird das neue Element mit dem Schliissel 6 in
den unteren beiden Ebenen der Verkettung eingehingt. O

Algorithmus 4.10 Die Vorginger eines vorhandenen oder (noch) fehlenden Ele-
ments in der Skipliste werden auf allen Ebenen ermittelt.

'VORGANGER-IN-SKIPLISTE(Schliissel gesuchr)
Riickgabewert: Feld mit den Verweisen auf die Vorgéinger auf allen Ebenen
el — anker
vorgdnger — allokiere Feld vom Typ Knoten der Linge maxEbenen
for ebene — anzEbenen, ...l analog zum Suchen
do " while el.nichstes[ebene] # NULL und el.niichstes[ebene].wert < gesucht 1
do L el — el.niichstes|ebene]
L vorgiinger[ebene] — el \ Vorgingerelement der Ebene speichern
return vorgdnger

J
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Algorithmus 4.11 Einfiigen eines Elements in die Skipliste mit zufélliger Zuwei-
sung der Ebene

R — i EINFUGEN-SKIPLISTE(Schliissel neuerWert, Daten neueDaten)
| SkipListe.java Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst
1 vorgidnger — VORGANGER-IN-SKIPLISTE(neuerWert)
2 el — vorginger[1]
3 if el.ndchstes[1] # NULL und el.ndichstes|1].wert = neuerWert
4 then [ error “Element schon enthalten”
5 else " knotenEbene « 1 Ebene des neuen Knotens bestimmen
6 while random(0...1) < % und knotenEbene < maxEbenen |
7 do C knotenEbene < knotenEbene + 1
8 if knotenEbene > anzEbenen
9 then " for ebene «— anzEbenen+1,. .., knotenEbene k
10 do " vorganger|ebene] — anker Anzahl
11 L anker.néchstes[ebene] — NULL der Ebenen
12 v anzEbenen «— knotenEbene | erhdhen
13 neuesElem — allokiere Element(neuerWert, neueDaten)
14 neuesElem.ndchstes — allokiere Feld der Linge knotenEbene
15 for ebene «— 1, ..., knotenEbene Element auf allen Ebenen einhingen |
16 do " neuesElem.ndchstes|ebene] — vorganger|ebene].ndchstes[ebene]
17 L vvorganger|ebene].nichstes[ebene] — neuesElem
Beispiel 4.16:

Die Wirkung der zufilligen Zuweisung der Ebenen wird an einem grofSen
Beispiel in Bild 4.4 illustriert. 200 Elemente wurden in die Skipliste einge-
fuigt. Die Obergrenze fiir die Ebenen ist maxEbenen = 10. Wie man deutlich
erkennt, wurden bei der zufilligen Zuweisung nur lediglich Elemente mit
maximal 7 Ebenen erzeugt und eingehingt. Die entstehende Struktur ist
nicht regelmifBig. Doch man kann sich aber leicht verdeutlichen, wie nach
wenigen Vergleichen in den oberen 4 Ebenen nur noch in den hell unter-
legten Teillisten gesucht werden muss. Die Liangste solche Teilliste hat 29
Elemente. O

Der Loschalgorithmus birgt keine weiteren Uberraschungen und ist der
Vollstdandigkeit halber in Algorithmus 4.12 angefiihrt: In der For-Schleife
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Bild 4.4: Die entstehende Struktur einer Skipliste ist hier beispielhaft nach 200-maligem Durchfiihren von
EINFUGEN-SKIPLISTE (Algorithmus 4.11) gezeigt. Fiir die oberen 4 Ebenen wird die Verzeigerung ange-
zeigt und die dadurch gefundenen Teilliste sind unten farbig markiert.
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Algorithmus 4.12 Loschen eines Elements in der Skipliste.

LoscHEN-SkipLISTE(Schliissel loschWert)
Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst
vorgdnger — VORGANGER-IN-SKIPLISTE(ldschWert)
el — vorgdnger|[1]
if el .niichstes[1] = NuLL oder el.ndichstes[1].wert # loschWert
then [ error “ Element nicht gefunden ” Element auf _
else " for ebene — 1,...,el.ndchstes[1].lange ullcn“libcncn
do Cvorganger|ebene].niichstes[ebene] — aushdngen
vorganger|ebene].nichstes|ebene].nichstes|ebene] |
while anzEbenen > 1 und anker.néiichstes[anzEbenen] = NULL l
Ldo C anzEbenen «— anzEbenen — 1 Ebenenzahl verringern

[0S T R S

[N}

wird das Element auf allen Ebenen herausgenommen und gegebenenfalls
am Ende in der While-Schleife leere Ebenen komplett entfernt.

Ein Beweis fiir die logarithmische Laufzeit im Average-Case kann
in der Originalpublikation von Pugh (1990) nachgelesen werden. Bei
einer spiter von Munro et al. (1992) entwickelten deterministischen
Variante kommen &dhnliche Techniken wie bei den in Kapitel 11 be-
handelten B-Bdumen zum Einsatz.

4.3 Abkiirzungen beim Sortieren (Shellsort)

Nachdem wir Abkiirzungen sinnvoll in die sortierte Liste integrieren und

damit das Mengenproblem besser angehen konnten, stellt sich die Frage,

ob wir nicht mit einem dhnlichen Trick Sortieren mit Inserrionsort (Algo-
rithmus 4.8) beschleunigen konnen.

Da Insertionsort auf einem Feld eingefiihrt wurde, kénnen Abkiirzun-
gen sehr einfach eingefiihrt werden. Zu diesem Zweck werden Teilfolgen
erstellt, die das Feld in festgelegten Schrittweiten »durchschreiten« — wie
im nebenstehenden Bild fiir die Schrittweite 3 dargestellt. Die wesentliche
Idee ist nun, dass zunéchst die Elemente entlang von Teilfolgen mit lan-
geren Abkiirzungen mittels Insertionsort vorsortiert werden; anschliefend
werden die Abkiirzungen kleiner und das Verfahren iteriert, bis wir bei In-
sertionsort auf dem gesamten Feld ankommen.

2O\ Hier ist die Feldstruktur wirklich notwendig. Auf den verkette-
ten Listen wire es nicht so einfach zu realisieren, da wir nicht
direkt auf ein Folgeelement in festem Schrittweitenabstand zu-
greifen konnen.

Der Ablauf dieses Sortierverfahrens ist in Suetisort (Algorithmus 4.13)
dargestellt. In den Zeilen 1-3 wird zunéchst die groBte Schrittweite mit
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Algorithmus 4.13 Shellsort mit der Folge Ay =3 - hy_1 + 1

SHeLLsorT(Feld A)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A ist sortiert

1 schrittweite « 1 i
2 while 3 schrittweite +1 < A.lange Anfangsschrittweite bestimmen
3 do L schrittweite < 3 - schrittweite +1 |
4 while schrittweite > 0
5 do "for i « schrittweite+1,...,A.linge .
- . nichstes Element -

6 do " neu — Ali] wie bei Insertion-
7 ki sort einsortieren
8 while k > schrittweite und Alk — schrittweite].wert > neu.wert
9 do " A[k] < A[k — schrittweite]

10 Lk « k— schrittweite

11 LA[k] « neu

12 L schrittweite « ij ) Schrittweite verkleinern

s1 = 1 und der Regel s;+1 = 3-s;+ 1 bestimmt. So ergeben sich die Wer-
te: 1,4, 13,40, 121, ... Mit der groiten Schrittweite kleiner der Lange des
Felds wird begonnen. Zunéchst wird fiir den Bereich des Feldes ab dem Ele-
ment mit Index Schrittweite +1 verglichen, ob das jeweiligen Element ggf.
um die akutelle Schrittweite nach links getauscht wird (For-Schleife). An-
schliefend wird die Schrittweite verkleinert (While-Schleife). Durch diese
Vorgehensweise werden die Unterlisten, die durch die aktuelle Schrittfolge
entstehen, wie bei Insertionsort sortiert. Allerdings passiert dies nicht fiir
jede Unterliste isoliert. Vielmehr werden alle sortierten Unterlisten einer
Schrittweite quasi »parallel« bis zum aktuell betrachteten Element aufge-
baut.

Beispiel 4.17:

Ein Beispiel fiir die Sortierung mit Suerrsorr (Algorithmus 4.13) auf einem
Feld der Lédnge 10 ist in Bild 4.5 dargestellt. Als erstes wird die Schrittweite
4 benutzt, die Verfeinerung ist dann bereits die Sortierung mit Schrittweite
1 (wie in Insertionsort). Besonders deutlich wird die quasi parallele Sortie-
rung der Unterliste durch die Schrittweite 4: Es werden zunéachst fiir alle
Unterlisten die ersten beiden Elemente verglichen und gegebenenfalls ver-
tauscht. Ab dem Element mit Index 9 wird bzgl. der bereits zweielementi-
gen Unterliste der jeweils richtige Platz gefunden. Obwohl mehr Iterationen
durchgefiihrt werden als in Beispiel 4.7 mit Insertionsort, benotigt der Algo-
rithmus in der Summe weniger Vergleiche (28 statt 37) und Schreibzugriffe
(33 statt 39). O

Satz 4.18: Laufzeit im Worst-Case

SueLLsort hat in der Version von Algorithmus 4.13 eine Laufzeit von O( \/1?)
im Worst-Case.
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! 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Schliissel- Schreib-
20 | 54| 28| 31| 5 |24 [39 |14 | 1|15 vergleiche zugriffe
5|54|28|31|20 24 [39 |14 | 1|15 1 2
5 24|28|31|20|54 30 |14 | 1|15 1 2
P
E 5 [ 24| 28| 31| 20[54 [39 |14 1|15 1 1
';5 5 | 24| 28 14|20|54|39|31 1|15 1 2
wn
1|24|28|14|5|54|39|31|20 15 2 3
1 15|28|14|5|24|39|31|20|54 2 3
1 | 15] 28] 14| 524 (39|31 20]54 1 1
1 | 15] 28] 14| 524 (39|31 ] 20]54 1 1
1 14| 15| 28] 5|24 |39 [31 | 20|54 3 3
-1 5|14|15|28 24 [39 |31 | 20|54 4 4
ﬁé
§ 1] 5] 14|15 24|28 39 |31 | 20|54 2 2
A1 | 5| 14]15] 24|28 |39 [31]20]54 1 1
1| 5] 14| 15] 24|28 |31 |39 20 | 54 2 2
1] 5] 14|15 20|24|28|31|39 54 5 5
1| 5] 14| 15| 20|24 |28 |31 39]54 1 1

Bild 4.5: Der Ablauf von Algorithmus 4.13 wird an einem Beispiel demonstriert.
Die Doppelpfeile markieren die Vergleiche von rechts nach links und die
dicken Pfeile die daraus resultierenden Verschiebungen. Das jeweils in
die aktuelle Unterliste eingefiigte Element ist orange hinterlegt.

Beweis 4.19:
Das Feld wird iterativ mit immer kleineren Schrittweiten s; sortiert. Die
erste [teration nutze dabei die grofite Schrittweite s¢, die letzte Iteration die
Schrittweite s; = 1. Im Folgenden soll k so gewihlt sein, dass s; < 4/ und
Sk+1 > Vn. Fiir die Iterationen mit i > k + 1 ist offensichtlich, dass jedes
Element maximal um :—” Schritte weit verschoben werden kann. Fiir die n
Elemente ergibt sich also pro Iteration ein Aufwand von <#- %

Fiir die spiteren Iterationen reicht diese einfache obere Schranke fiir
die Verschiebungen nicht aus. Hier benutzen wir zwei interessante Eigen-
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schaften (beide ohne Beweis): Wurde ndmlich ein Feld mit der Schrittweite
si+1 sortiert, so bleibt diese Sortierung nach einer Iteration mit kleinerer
Schrittweite erhalten. Dariiberhinaus ldsst sich dank der Teilerfremdheit
der Schrittweiten s;+; und s;.» zeigen, dass vor dem Sortieren mit s; der
Abstand von unsortierten Elementen maximal

(sit1 =1 (52 =1)=(3-5)-(9-5:+3)
=27- 51+9 S;
<36-57

betrigt. Das bedeutet bei der Schrittweite s;, dass jedes Element um maxi-
mal 36 s; Schritte geschoben wird.

Daraus lisst sich die Gesamtlaufzeit im Worst-Case als Summe iiber alle
Iterationen beschreiben:

4

T(n):Zk:n~(36-si)+ > nsﬁ
i=1

i=k+1 !

— skl
=36-n- Zs,+n Z— *wegenT<3und

lk+1 x+3 + 24 +1<2-x
\,./

<*2. Sk <*). 1

€ O(n- Vn) wegen s; < yn und
Sk+q > \nfirgeN m

TN Das war jetzt ja gar nicht so einfach! Besonders die Abschit-
zungen der Summen haben es in sich. Dabei wird die Eigen-
schaft s;+1 = 3s; + 1 mehrfach genutzt. Die erste Summe wird
mit der groften Schrittweite s; abgeschitzt und die zweite mit
der kleinsten Schrittweite siy;, da hier die Schrittweiten im
Nenner stehen.

Satz 4.20: Laufzeit im Best-Case
SueLLsorT (Algorithmus 4.13) hat im Best-Case eine Laufzeit in Q(n -log n).

Beweis 4.21:
Wir betrachten die vollstidndig sortierte Folge. Dort werden ab Zeile 4 die
‘While-Schleife und ab Zeile 5 die For-Schleife so durchlaufen, wie bei allen
anderen Eingaben auch. Lediglich die Zeilen 9 und 10 werden iiberhaupt
nicht ausgefiihrt.

Die Schrittweiten lassen sich mit s; < 4’ nach oben abschitzen. Daraus
folgt, dass mit mindestens k = |log, n] unterschiedlichen Schrittweiten das
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Feld sortiert wird. Da das Feld sortiert ist, wird jedes Element genau einmal
mit dem nichsten links stehenden Element verglichen. Bei Schrittweite s;
sind das n —s; Vergleiche. Es ergibt sich die untere Grenze fiir die Anzahl
der Vergleiche als

k k k k
T(n)> ) (n=s)= ) n- i zkon- ) &
n>;n s ;n I_ZI\S/> n l:Zl

o4 N _
w ak+1_g
=
1
= Llogyn]-n—3 -(4llozan*1 _ 1y e Q(n-log n).

—,——
<2-n

Dabei kommt in der dritten Zeile bei * die geometrische Reihe (Satz B.2)
zur Anwendung. ]

Im Gegensatz zu Insertionsort hat SueLisort die Stabilitédt verloren: Wie im
nebenstehenden Beispiel gezeigt wird, kann durch die groeren Schrittwei-
ten die Reihenfolge von Elementen mit gleichem Schliissel verdandert wer-
den.

Auch ist Suerisort nicht mehr ordnungsvertriglich. Dazu betrachten wir
die Eingaben, in denen die erste Stelle mit der letzten bzw. vorletzten Stelle
vertauscht sind. Im nebenstehenden Bild werden durch die orangenen Pfei-
le jeweils die durchgefiihrten Verschiebungen angezeigt: Obwohl im obere
Beispiel nur dreimal ein Element verschoben wird, weiflit es mit der Inver-
sionszahl 15 eine gréBere Unordnung auf als das untere Beispiel, bei dem
13 Verschiebungen und Inversionszahl 13 zu Buche schlagen.

Beispiel 4.22:

Bild 4.6 zeigt mehrere Momentaufnahmen beim Sortieren von 80 Zahlen.
Durch die unterschiedlichen, kleiner werdenden Schrittweiten verengen sich
die Punktwolken um die sortierte Diagonale immer mehr. Im Vergleich mit
Insertionsort (Beispiel 4.12) zeigt sich, dass SueLsort deutlich weniger Ver-
gleiche (594 statt 1886) und auch weniger Schreiboperationen (639 statt

1892) benotigt. O

Shellsort wurde von Shell (1959) entwickelt — allerdings mit den ur-
spriinglichen Schrittweiten 1, 2, 4, 8, 16, ... Das hier vorgestellte
Schema geht auf Knuth (1973) zuriick. Weitere Vorschldge fiir die
Schrittweite sind in Tabelle 4.1 zusammengetragen. Diese sind im-
mer das Ergebnis eines mathematischen Beweises fiir die Laufzeit.
Ein umfassender Uberblick — auch iiber die theoretischen Grenzen
von Shellsort — kann der Arbeit von Sedgewick (1996) entnommen
werden.
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Ausgangssituation:
AN\

Nach sy = 2:

Beispiel fiir fehlende Stabilitit
bei Shellsort.

r——~
[s]2]s[afsT6 7 [a]o]
hh?h

N\ AN L)
51213 1|8|6[7[4]9
Zwei Beispiele demonstrieren

die fehlende Ordnungs-
vertriaglichkeit bei Shellsort.
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Vergleiche: 0
Schreibops.: 0

Vergleiche: 40
Schreibops.: 61

Vergleiche: 168
Schreibops.: 207

Vergleiche: 364
Schreibops.: 409

Vergleiche: 594
Schreibops.: 639

Bild 4.6: SHELLsORT (Algorithmus 4.13) wird auf ein Feld mit 80 Elementen angewandt. Die einzelnen Bilder
zeigen von links nach rechts das Feld vor dem Sortieren und nach den Schrittweiten 40, 13, 4 und 1. Die

X-Achse entspricht den Feldindizes und die Y-Achse dem gespeicherten Wert.

Tabelle 4.1: Schrittweitenvariationen fiir Shellsort

Urheber

Formel ‘ Zahlenfolge ‘ Worst-Case

Shell (1959)
Hibbard (1963)
Knuth (1973)
Pratt (1971)

Sedgewick (1986)

s,‘=2i71
si=20—1

sy=lunds;=3-s5;1+1(>1)
aufsteigend sortierte Werte

sie{2k-37 1 k>0)

si=lunds;=4"14+3.2241(G> 1)

1,2,4,8,16,32,64,128, ...
1,3,7,15,31, 63,127, ...

1,4, 13,40, 121, 364, ...

1,2,3,4,6,8,9,12, 18, ...
1,8,23,77,281, 1073, ...

on?)
O(Vn3)
O(Vn3)

O(n- (logn)?)
o(Vn®)

4.4

Binire Suchbiume

Wenden wir uns nochmals dem Mengenproblem zu: Listen und Felder wie-
sen fiir irgendeine Operation immer eine Laufzeit von O(n) auf. Daher war
die Skipliste ein Schritt in die richtige Richtung — alle Operationen sind in
O(log n) (Average-Case) durchfiihrbar. Allerdings ist die Datenstruktur der
Skipliste unhandlich und verbraucht viel Speicherplatz.

Nehmen wir zur Motivation fiir eine giinstigere Datenstruktur einfach
eine »ideale« Skipliste an, bei der immer nur ein Knoten der nichsttiefe-
ren Ebene zwischen zwei Knoten derselben Ebene steht (siehe oberer Teil
von Bild 4.7). Da jetzt bei einer Suche nur das eine passende Element der
ndchsten Ebene betrachtet werden muss, kann die horizontale Verkettung
der Elemente entfallen. Diese wird durch eine Verzeigerung zwischen den
Ebenen ersetzt, die den unterschiedlichen Alternativen der bindren Suche
entsprechen. Die dabei entstehende Struktur wird in der Informatik Baum
genannt. Dies ist im unteren Teil von Bild 4.7 veranschaulicht.

»Baum
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e e

ey

Bild 4.7: Aus der Skipliste im oberen Teil der Abbildung wird die Struktur des
bindren Baums abgeleitet.

» (% \ Soso, das ist also ein Baum!?! Und ich dachte immer die vielen
Zweige und Astgabeln wiren bei einem Baum oben. . . Dieser
Baum ist ein umgedrehter Baum. Ich bin gespannt, wie weit
die Parallelen zur Natur noch getrieben werden.

Definition 4.23:  Binérer Baum
Ein binirer Baum ist ein gerichteter Graph, der entweder

e leer ist oder

e aus einem Knoten mit Verweisen auf zwei bindre Bdume als rechten
Unterbaum bzw. linken Unterbaum besteht (wobei immer nur ein Ver-
weis auf jeden Knoten zeigt).

Knoten, die auf zwei leere Unterbdume verweisen (bzw. Ausgangsgrad 0
besitzen), werden Blatt genannt. Der eine ausgezeichnete Knoten mit Ein-
gangsgrad 0 wird als Wurzel des Baums bezeichnet.

Die Tiefe eines Knotens ef im Baum b ist definiert als

Tiefe(b, ef) = 1 +#Kanten zwischen ef und der Wurzel von b.
Die Tiefe eines Baums ist die maximale Tiefe seiner Knoten:

Baumtiefe(b) = max{Tiefe(b, el) | alle Knoten ef in b}.

# (% \ Also nicht nur Baum sondern auch Blatt und Wurzel, wobei
die Wurzel oben hingt.
Doch weg von der Parallele zur Natur: die Definition ist fiir
einen bindren Baum. .. Das liegt vermutlich daran, dass es stets
zwei eventuell auch leere Unterbdume gibt.

&7

»bindrer Baum

»Blatt
»Waurzel

»Tiefe eines Knotens

»Tiefe eines Baums
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»Hohe eines Baums
Schliisse
linke rechte

Unterbaun Unterbaum

Graphische Notation eines
Knotens im Baum.

»binédrer Suchbaum

(a) anker

@

Kapitel 4. Verbesserung durch mehr Struktur

Die Bezeichnungen der Baumeigenschaften konnen manchmal sehr ver-
wirrend sein. So spricht man statt der Tiefe auch hdufig von der Hohe eines
Baums oder Unterbaums (wie beim natiirlichen Vorbild). Wir benutzen im
Weiteren Hohe und Tiefe synonym. Dagegen meint man bei der Tiefe eines
Knotens immer, wie tief er im Baum von der Wurzel aus verborgen ist.

Der Verweis in der Variablen anker zeigt im Weiteren stets auf den Wur-
zelknoten des Baums. Fiir jeden Knoten el bezeichnen ef.wert den Schliis-
sel, el.daten die Daten, el.links den linken und ef.rechts den rechten Unter-
baum der dynamischen Datenstruktur.

Beispiel 4.24:

Bild 4.8 zeigt drei Beispiele fiir bindre Baume. Der Baum in (a) hat die Wur-
zel mit dem Schliissel 8 — er wird von auerhalb des Baums iiber die Varia-
ble Anker erreicht, hat aber im Baum den Eingangsgrad 0. Denkt man sich
den linken Unterbaum aus dem Gesamtbaum herausgelost, dann spricht
man auch hier von der Wurzel 5 des Unterbaums. Beim Baum in (b) sind
hier die Ebenen fiir die Tiefe der Knoten dargestellt — der gesamte Baum
hat die Tiefe 3. In (c) ist ein leerer Baum dargestellt, bei dem der Nullzeiger
direkt im Anker gespeichert ist. Der leere Baum hat die Tiefe 0. O

Diese Definition der Baume ist eng an der Darstellung in Datenstruk-
turen ausgerichtet. In der Graphentheorie (vgl. Diestel, 2006) werden
Bédume meist als ungerichtete Graphen mit bestimmten Eigenschaf-
ten definiert — z.B. als zusammenhéngender und zyklenfreier Graph
oder als zusammenhéngender Graph G = (V, E) mit #V — 1 = #E.

In den weiteren Abbildungen von Biumen werden wir den Bezeichner
der Ankervariablen im Regelfall weglassen. Ferner sind wir hier zunichst
an speziellen Bdumen interessiert, die eine sortierte Ablage der Elemente
erlauben, was die folgende Definition reflektiert.

Definition 4.25:  Binidrer Suchbaum
Ein bindrer Baum ist ein bindrer Suchbaum, wenn fiir jeden Knoten im
Baum gilt, dass alle Knoten im linken Unterbaum einen kleineren Schliissel

(b) anker (C)

o
%'@@

['efe anker

Bild 4.8: Beispiele fiir (a) einen bindren Baum, (b) einen bindren Suchbaum der Tiefe 3 und (c) einen leeren

Baum.
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und alle Knoten im rechten Unterbaum einen Schliissel groBergleich dem
Waurzelknoten besitzen.

Beispiel 4.26:

Bild 4.8 (a) zeigt einen Baum, der die Suchbaumeigenschaft nicht erfiillt:
Der Knoten mit dem Schliissel 9 darf nicht im linken Unterbaum vom Wur-
zelknoten mit dem Schliissel 8 vorkommen. Im Unterbaum mit der Wurzel
5 wiederum ist die Suchbaumeigenschaft erfiillt. Beim Baum in (b) ist die
Suchbaumeigenschaft an allen Knoten erfiillt. Im leeren Baum (c) ist die
Suchbaumeigenschaft trivialerweise erfiillt. O

Der Algorithmus fiir die Suche eines Elements ergibt sich ganz analog
zu den Algorithmen BinAre-Suche und Suchen-SkipListe und ist in Algorith-
mus 4.14 (Suchen-Baum) in einer iterativen Version dargestellt.

Beispiel 4.27:

Im nebenstehenden Suchbaum wird nach dem Knoten mit Schliissel 13 ge-
sucht. Abhingig von den Schliisselvergleichen folgt die Suche dem linken
bzw. rechten Verweis auf den entsprechenden Unterbaum. Wie man leicht
sieht, sind hier nur maximal drei Vergleiche in eine Menge von 5 Elemen-
te notwendig, um das gesuchte Element auf jeden Fall zu finden oder die
Suche erfolglos abzubrechen. O

Auch das Einfiigen von Elementen gestaltet sich in einem binédren Such-
baum recht einfach: Wir fithren den Suchalgorithmus durch und sobald ein
leerer Verweis gefunden wird, kann der neue Knoten dort eingefiigt werden
(wie nebenstehend dargestellt). Da die Fallunterscheidungen im Suchpfad
genau der Suchbaumeigenschaft entspricht, erfiillt der Baum nach dem Ein-
fiigen des Knotens selbige. Der Ablauf Einriien-Baum ist in einer rekursiven
Version in Algorithmus 4.15 dargestellt.

Beispiel 4.28:
Im nebenstehenden Suchbaum wird der Knoten mit Schliissel 14 einge-
fuigt. Im Suchpfad sto3t der Algorithmus auf den Nullzeiger im rechten

Algorithmus 4.14 Suchen nach einem Element im binidren Suchbaum

SucHeN-Baum(Schliissel gesucht)
Riickgabewert: gesuchte Daten bzw. Fehler falls nicht enthalten

then C error “Element nicht gefunden”
else [return ef.daten

1 el — anker

2 while el # NuLL und gesucht # el.wert

3 do "if gesucht < el.wert '

4 then [ el — el.links beim richtigen Unterbaum fortfahren
5 celse Cel — el.rechts

6 if ef = NULL \ erst durch Nullzeiger gestoppt?

7

8

&9

(13 > 12)

® ¥

Suche nach dem Knoten mit
Schliissel 13.
\ \

w

Ein neuer Knoten wird beim
ersten Nullzeiger im Suchpfad
eingefiigt.

Einfiigen des Knotens mit dem
Schliissel 14.

(14 -
(14

WWww

‘ Baum. java




90

“B

Zur Liste degradierter Baum.

WWw

‘ Baum. java

Kapitel 4. Verbesserung durch mehr Struktur

O E— T~ s
> vl w | B B
@@@@@@

S/ VA%

Bild 4.9: EINFUGEN-BauM (Algorithmus 4.15) wird iterativ auf einem anfangs lee-
ren Baum mit den orange hinterlegten Schliisselwerten aufgerufen.

Verweis des Knotens mit dem Schliissel 13. Dort wird der neue Knoten
eingehingt. O

Beispiel 4.29:

In Bild 4.9 wird nochmals in einem ausfiihrlicheren Beispiel gezeigt, wie
ein Baum durch iteratives Einfiigen der Knoten mit den Schliisselwerten 2,
1, 8, 5 und 7 aufgebaut wird. O

Diese Technik garantiert allerdings keine schon ausgeglichenen Biume —
wenn beispielsweise nacheinander die Schliissel 1, 2, 3, 4,...1in einen an-
fangs leeren Baum eingefiigt werden, entsteht der nebenstehend gezeigte
Baum. Da solche extremen, quasi zur Liste degradierten Biume unvermeid-

Algorithmus 4.15 Rekursives Einfiigen im bindren Suchbaum

EINFUGEN-Baum(Schliissel neuerWert, Daten neueDaten)
Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst
1 anker — EINFUGEN-BauM-R(neuerWert, neueDaten, anker)

EINrFUGEN-BAuM-R (Schliissel neuerWert, Daten neueDaten, Element ef)
Riickgabewert: neues erstes Element bzw. Fehler sonst
1 switch ;
2 case el =NULL: neues Blatt
3 return allokiere Element(neuerWert, NuLL, NULL) | CT7Z€UEEN
4 case neuerWert = el.wert :
5 error “Element schon enthalten”
6 case neuerWert < el.wert :
7 el.links — EINFUGEN-BauM-R(neuerWert, neueDaten, el links) |
8 return ef modifizierten linken Unterbaum iibernehmen
9 case neuerWert > el.wert (dieser hat evtl. eine neue Wurzel)
0 el.rechts — EINFUGEN-BauM-R (neuerWert, neueDaten, e€.rechts) |
1

1
1 return el analog fiir rechten Unterbaum
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bar entstehen konnen, ergibt sich daraus fiir den Worst-Case die folgende
Laufzeit fiir die Hauptoperationen beim Mengenproblem.

Satz 4.30: Laufzeit fiir binire Baume
Das Suchen, Einfiigen (und Loschen) im bindiren Suchbaum hat die Laufzeit

T(n) € O(n).

Obige Laufzeit im Worst-Case wird durch eine ganze Reihe an theo-
retischen Ergebnissen relativiert, die zeigen, dass »zufillige« Bdume
(Average-Case) tatsdchlich im Durchschnitt in O(log n) durchsuchbar
sind (z.B. Knuth, 1998b, S. 430). Nichtsdestotrotz kann der Worst-
Case im Einzelfall eintreten.

Im Vergleich zum Einfiigen erfordert das Loschen einige zusitzliche
Uberlegungen, da immer die Suchbaumeigenschaft erfiillt bleiben muss.
Dies ist noch relativ einfach, wenn der zu 16schende Knoten einen Null-
zeiger als Unterbaum besitzt. Dann kann der Knoten einfach durch den
anderen Unterbaum ersetzt werden.

Beispiel 4.31:

Im nebenstehenden Baum wird beim Loschen des Knotens mit dem Schliis-
sel 13 der Knoten durch die Wurzel seines nichtleeren Unterbaums ersetzt.
Hierfiir muss im dariiberliegenden Knoten (mit Schliissel 16) der Verweis
neu gesetzt werden. a

Der Fall, dass ein Blatt geloscht wird, ist letztendlich ein Sonderfall des
bisher Beschriebenen: Der zu 16schende Knoten wird im dariiber liegenden
Knoten durch einen Nullzeiger ersetzt.

Soll jedoch ein Knoten mit zwei nichtleeren Unterbdumen im Baum ge-
16scht werden, muss sein Platz durch einen anderen Knoten eingenommen
werden, damit beide Unterbaume wieder richtig verankert werden konnen.
Da die Suchbaumeigenschaft erhalten bleiben muss, kommt hierfiir nur der
Knoten mit dem néchstgroferen (oder nichstkleineren) Schliissel in Fra-
ge — wird etwa der tiberndchstgrofiere genommen, wire der niachstgrof3ere
Schliissel als kleinerer Wert im rechten Unterbaum falsch platziert.

Wir benutzen im Weiteren stets den Knoten mit dem néchstgroferen
Schliissel, den sog. Inorder-Nachfolger. Diesen erhélt man, indem man im
rechten Unterbaum immer dem linken Verweis folgt, bis ein Nullzeiger er-
reicht ist. Dies ist schematisch in der nebenstehenden Abbildung dargestellt.
Der letzte passierte Knoten, in der Skizze der weifle Knoten mit orangefar-
bigem Rand, ist der Inorder-Nachfolger. Er wird aus dem Baum entfernt
und ersetzt den geloschten Knoten.

A
» (% Inorder-Nachfolger? Moment mal: Inorder heifit wohl so viel
wie »in Ordnung, sprich: in der sortierten Reihenfolge. Das
war bei der Skipliste die unterste Reihe. ..
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Loschen des Knotens mit dem
Schliissel 13.

»Inorder-Nachfolger

Suche nach dem
Inorder-Nachfolger.
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Resultierender Baum.
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Beispiel 4.32:

Im nebenstehenden Baum wird der orangefarben hinterlegte Knoten mit
dem Schliissel 12 geloscht. Der Inorder-Nachfolger ist der markierte Kno-
ten mit dem Schliissel 13. Dieser Knoten ersetzt den Knoten 12 und wird
entsprechend von seiner bisherigen Position entfernt. Es resultiert der eben-
falls am Rand dargestellte Baum. O

In Loscuen-Baum (Algorithmus 4.16) ist der Ablauf beim Loschen eines Kno-
tens dargestellt: Dort werden sowohl die Suche nach dem zu l6schenden
Knoten als auch die einfachen Fille mit leeren Unterbdumen realisiert. Die
Suche nach dem Inorder-Nachfolger ist in den Algorithmus 4.17 (Sucue-
NAcHFOLGER) ausgelagert.

Beispiel 4.33:

Das Bild 4.10 verdeutlicht, wie mit Loscuen-Baum (Algorithmus 4.16) ver-
schiedene Knoten geloscht werden. In den Fillen (a) und (b) wird der Kno-
ten jeweils durch den Inorder-Nachfolger ersetzt. In (c) wird das Blatt mit
dem Schliissel 5 direkt geloscht. Und in (d) hat der zu 16schende Knoten
einen leeren Unterbaum. O

Algorithmus 4.16 Rekursives Loschen eines Elements in einem bindren Suchbaum

Loscuen-Baum(Schliissel loschWert)
Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst
1 anker — LoscHEN-BauM-R(loschWert, anker)

LoscHEN-Baum-R(Schliissel ldschWert, Element ef)
Riickgabewert: neues erstes Element bzw. Fehler sonst

1 switch
2 case e{ = NULL :
3 error “Element nicht gefunden”
4 case [oschWert < el.wert : )
5 el.links — LoscHEN-Baum-R(loschWert, el .links) lgillllll::l\t
6 return el nach dem
7 case [oschWert > el.wert : Element
8 el.rechts — LOscHEN-BAUM-R (loschWert, el .rechts)
9 return ef
10 case loschWert = ef.wert :
11 if el .links = NULL ]
12 then C return el.rechts . . . :
13 else T if el rechis = NULL einfache Fille mit leerem Unterbaum
14 then [ return el.links |
15 else " ersatz — SucHE-NACHFOLGER(el) ) Knoten durch
16 ersatz.links — el .links den Inorder-
17 ersatz.rechts — el.rechts nachfolger
18 L L return ersarz | ersetzen
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Bild 4.10: Es werden mit LoscHEN-BauMm (Algorithmus 4.16) in einem Baum die Knoten 3, 7, 5 und 2 geloscht.
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Algorithmus 4.17 Ermittelung des Inorder-Nachfolgers im bindren Suchbaum

SucHe-NacHroLGer (Element ef)
Riickgabewert: Verweis auf Ersatzknoten
1 if el.rechts.links = NULL )
2 then " ersatz — el.rechts
3 v el.rechts — el.rechts.rechts |
4 else "el — el.rechts k
5 while ef.links.links # nuLL | im Unterbaum ganz nach links gehen
6 do L et — el.links
7 ersatz — el links
8
9

Wurzel des Unterbaums ist Nachfolger

. . Inorder-Nachfolger aushingen
L el.links — el.links.rechts

return ersatz

Sollen alle im Baum gespeicherten Daten ausgegeben werden, muss ein
Algorithmus jeden Knoten des Baums einmal besuchen. Hierfiir wird in
der Regel ein rekursiver Ansatz benutzt, der die folgenden drei Teilschritte
durchfiihrt: die (rekursive) Ausgabe des linken Unterbaums, den Wert des
Knotens selbst ausgegeben sowie die (rekursive) Ausgabe des rechten Un-
terbaums. So wird die sortierte Reihenfolge, auch Inorder-Ausgabe genannt,
der Schliisselwerte erzeugt. Der zugehorige Ablauf AvLLe-Baum-INORDER ist in
Algorithmus 4.18 angegeben.

Beispiel 4.34:
Arre-Baum-INorper (Algorithmus 4.18) erzeugt fiir den nebenstehenden Such-
baum die Ausgabe 5, 8, 11, 13, 16, 17, 19, 24. O

Da jeder Knoten und jede Kante genau einmal bearbeitet wird und bei n
Knoten genau n— 1 Kanten existieren, ist die Laufzeit der Ausgabe in ®(n).

Eine andere Reihenfolge der Teilschritte fiihrt zu einer anderen unsor-
tierten Ausgabe. Wird etwa wie in ArLe-Baum-PrEorper (Algorithmus 4.19)
zunichst der Knoten selbst und dann die Unterbdume von links nach rechts
ausgegeben, erhilt man die sog. Priorder-Ausgabe. Eine Anwendung der
Priorder-Ausgabe besteht darin, dass sich daraus das genaue Aussehen ei-
nes bindren Suchbaums rekonstruieren lasst.

Beispiel 4.35:
ArLe-Baum-PrAorpEr (Algorithmus 4.19) fithrt beim Baum aus Beispiel 4.34
zur Reihenfolge 11, 5, 8, 19, 16, 13, 17, 24. O

Algorithmus 4.18 Inorder-Ausgabe aller Knoten im binidren Suchbaum

ALLE-Baum-INorRDER(Element ef)
Riickgabewert: nichts, da direkte Ausgabe

1 if el #NuLL )

r ) | . .
2 then " ArLe-Baum-INORDER (e(.links) Wurzel zwischen linkem und
3 drucke: el.daten rechtem Unterbaum ausgeben
4 L ALLE-BAUM-INORDER(ef.rechts)
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Algorithmus 4.19 Pridorder-Ausgabe aller Knoten im bindren Suchbaum

ALLE-Baum-PrAoRDER(Element ef)
Riickgabewert: nichts, da direkte Ausgabe

1 ifel #NuLL ‘

2 then " drucke: el.daten Unterbidume nach der
3 ALLE-BAUM-PRAORDER (e links) “ ur@l ausgeben

4 L ALLE-BAUM-PRAORDER (el rechts) | (erst links, dann rechts)

Die Laufzeit ist analog zur Inorder-Ausgabe in @(n).

XA

@ (% Die Idee von diesen Bdumen ist ja recht nett und einfach.
Doch die Algorithmen haben es zum Teil schon ganz schon
in sich! Wenn ich allerdings diese Strukturen programmieren
will, komme ich ohne die Algorithmen nicht aus.

4.5 Strukturierte Verarbeitung von Graphen

Neben dem Mengen- und dem Sortierproblem gab es noch Graphenproble-
me, bei denen Struktur ebenfalls hilfreich ist.

Um Algorithmen auf Graphen effizient formulieren zu konnen, muss in
einer passenden Datenstruktur die Strukturinformation der Graphen gespei-
chert werden. Im Weiteren werden drei unterschiedliche Moglichkeiten vor-
gestellt.

4.5.1 Datenstrukturen fiir Graphen

Mit unserem bildlichen Vorstellungsvermdgen konnen wir Menschen Gra-
phen in einer bildlichen Form schnell erfassen und Zusammenhénge erken-
nen. Fiir den Computer ist eine andere, maschinell leicht verarbeitbare Dar-
stellung notwendig.

Die einfachste Datenstruktur hierfiir ist die Adjazenzmatrix, die fiir jede
mogliche Kante speichert, ob sie vorhanden ist.

Definition 4.36: Adjazenzmatrix
Eine Adjazenzmatrix fiir einen Graphen G = (V, E) mit V = {1,...,n} ist
eine n X n-Matrix A, in der

Ali,jl=1e(, j)€eE.

Beispiel 4.37:

Nebenstehend ist die Adjazenzmatrix fiir den auf der vorherigen Seite ste-
henden Graphen G abgebildet. Ein Eintrag in der Diagonalen entspricht
einer Schleife, wie hier im Beispiel (4,4) € E. O

WWwW
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TON Aus so einer Adjazenzmatrix kann man einiges schnell able-
sen: Sind A[i, j] = A[j,i] = 1, so gibt es eine Doppelkante zwi-
schen den Knoten i und j. Ist A[i, j] = A[}, i] = 0, sind die Kno-
ten nicht direkt miteinander verbunden.

Fiir ungerichtete Graphen werden entweder die Eintriage doppelt, d.h. an
der Diagonalen gespiegelt, abgelegt — oder es wird nur die linke untere Hilf-
te genutzt, wobei fiir eine Kante (i, j) mit j > i der Eintrag A[j, i/] benutzt
wird.

Zum besseren Vergleich der Datenstrukturen betrachten wir jeweils einen
Algorithmus, der alle Kanten eines Graphen ausgibt — fiir die Adjazenz-
matrix ist ALLe-KanTen-Apsazenzmarrix in Algorithmus 4.20 dargestellt. Die
Laufzeit ist @((#V)?), da beide ineinander geschachtelte Schleifen #V-mal
durchlaufen werden und der Zugriff auf eine Kante in konstanter Zeit er-
folgt.

Andere typische Operationen auf Graphen sind:

e der Test, ob eine Kante existiert, bzw. das Setzen oder Loschen einer
Kante (in ©(1)),

e die Ausgabe aller ausgehenden Kanten eines Knotens (in ®(#V), da
auch alle ungesetzten Kanten in der Matrix gepriift werden miissen)
und

e das Hinzufiigen oder das Loschen eines Knotens zu der Menge V (in
O((#V)?), da dann eine neue Matrix angelegt wird und die Werte um-
kopiert werden).

Der Speicherbedarf ist bei der Adjazenzmatrix fiir jeden Graphen mit
#V Knoten gleich grof3 — unabhingig von der Anzahl der Kanten. Dies ist
insbesondere bei sog. diinnen Graphen mit wenigen Kanten drgerlich, da
sich der Aufwand vieler Operationen aus der Gré3e und nicht dem Fiillgrad
der Adjazenzmatrix ergibt. Die Datenstruktur der Adjazenzliste bietet hier
eine Verbesserung.

Definition 4.38: Adjazenzliste

Eine Adjazenzliste fiir einen Graphen G = (V, E) mit V = {1, ..., n} besteht
aus einem Feld mit einem Eintrag fiir jeden Knoten, welcher auf eine Liste
der beim jeweiligen Knoten startenden Kanten verweist.

Algorithmus 4.20 Ausgabe aller Kanten bei der Adjazenzmatrix

ALLE-KANTEN-ADJAZENZMATRIX(Graph G mit n Knoten und Adjazenzmatrix A)
Riickgabewert: keiner

1 fori—1,...,n ) L ) n
’ alle moglichen Kanten durchgehen
2 do"forj«1,....,n
3 do "if A[i, j]=1 \ Test, ob Kante vorhanden
4 L . then [ drucke »Kante (i,j)«
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Beispiel 4.39:

Nebenstehend ist die Adjazenzliste fiir den Graphen G von Seite 95 abge-

bildet. Abhidngig vom Ausgangsgrad jedes Knotens sind die Listen unter-

schiedlich lang — von Knoten 2 beispielsweise fiihrt keine Kante zu einem

anderen Knoten, d.h. die entsprechende Liste ist leer. m]

P, I

# (% Aber ist diese Adjazenzliste nun wirklich sinnvoll? Dort kann
ich ja zum Beispiel gar nicht so direkt Ablesen, welche Kanten
alle in einen Knoten miinden — das stand bei der Adjazenzma-
trix einfach in jeder Spalte.

Die Ausgabe aller Knoten ArLe-Kanten-Apiazenzuste ist fiir die Adjazenz-
liste in Algorithmus 4.21 dargestellt. Die Laufzeit ldsst sich wie folgt ab-
schitzen: Die For-Schleife wird genau n mal durchlaufen. Die darin enthal-
tene While-Schleife wird nun iiber alle Iterationen der For-Schleife hinweg
fiir jede Kante des Graphen genau einmal durchlaufen. Daraus folgt ein
Gesamtaufwand von O(#V + #E). Der erste Teil der Summe (#V) ist not-
wendig, falls der Graph gar keine Kanten besitzt — dann bestimmt die For-
Schleife die Laufzeit. Der zweite Teil (#E) gibt an, wie oft die Zeilen 3-5
insgesamt durchlaufen werden. Sobald #E > #V iiberwiegt dieser Anteil der
Laufzeit.

Fiir andere Operationen, wie das Einfligen/Loschen einer Kante oder die
Ausgabe aller Kanten eines Knotens, hingt die Laufzeit von der jeweiligen
Liange der Liste ab. Das Einfiigen oder Loschen von Knoten wiederum geht
in O(#V), da ggf. ein Feld mit verdnderter Grofie angelegt wird und die
Verweise auf die Listen umkopiert werden — die Listen selbst konnen unver-
dndert iibernommen werden.

Da auf jede einzelne Kanten nicht mehr in konstanter Zeit zugegriffen
werden kann, bietet es sich an, Kanten {i, j} eines ungerichtete Graphen als
zwei Kanten (i, j) und (j, ) einzutragen — nur dann konnen alle Kanten ei-
nes Knotens in O(d) (mit dem maximalen Ausgangsgrad d eines Knotens)
ausgegeben werden.

Adjazenzmatrix und Adjazenzliste haben den groen Nachteil, dass auf
einen Knoten iiber seine Nummer zugegriffen wird. Das ist kritisch, wenn

Algorithmus 4.21 Ausgabe aller Kanten bei der Adjazenzliste

ALLE-KANTEN-ADJAZENZLISTE(Graph G mit n Knoten und Adjazenzliste A)
Riickgabewert: keiner
fori—1,...,n ) alle Knoten durchgehen
do " el — Ali] |

1
2
3 while el # NULL
4
5

Liste der ausgehenden

do " drucke »Kante (i,el.wert)« Kanten durchlaufen

L vel — el.ndchster
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Algorithmus 4.22 Ausgabe aller Kanten bei der doppelt verketteten Pfeilliste

ALLE-KANTEN-PFEILLISTE(Graph G mit n Knoten und dopp.v. Pfeilliste A)
Riickgabewert: keiner

1 knoten — anker

2 while knoten # NnuLL | Liste der Knoten durchlaufen

3 do " et — knoten.kanten
4 while ef # NULL Kantenliste durchlaufen |
5 do " drucke »Kante (knoten.nummer el .zielknoten.nummer)«

6 L el — el.niichster

7 L knoten — knoten.ndchster

sich die Knotenmenge wihrend der Lebenszeit eines Graphen stark éndert
— beim Loschen muss entweder ein Index unbesetzt bleiben oder alle Kno-
tennummern miissen (auch in den Kanteninformationen) angepasst werden.
Fiir solche Einsatzszenarien ist die dritte Datenstruktur fiir Graphen, die
doppelt verkettete Pfeilliste, besser geeignet.

Definition 4.40: Doppelt verkettete Pfeilliste

Bei einer doppelt verketteten Pfeilliste sind die Knoten in einer doppelt ver-
ketteten Liste organisiert. Fiir jeden Knoten gibt es eine doppelt verkettete
Liste der Knoten, zu denen dieser Ausgangsknoten eine Kante besitzt. Die-
se zweite Liste bezeichnen wir als Kantenliste des Knotens. Jeder Knoten
der Kantenliste enthilt einen Verweis auf seine Entsprechung in der Kno-
tenliste.

Beispiel 4.41:

Nebenstehend ist die doppelt verkettete Pfeilliste fiir Graph G von Seite 95
dargestellt. Die Verweise aus den Kantenlisten in die Knotenliste sind oran-
ge gedruckt. O

Anders als bei der Adjazenzmatrix oder -liste kann bei der doppelt verket-
teten Pfeilliste nicht mehr in konstanter Zeit auf einen beliebigen Knoten
zugegriffen werden — stattdessen muss die Knotenliste durchlaufen werden,
bis der Knoten gefunden wird. Durch die Verweise von jeder Kanteliste in
die Knotenliste wird dieses Manko wettgemacht, da bei den meisten Algo-
rithmen ein Knoten v genau dann bearbeitet wird, nachdem er iiber eine
Kante (u, v) erreicht wurde.

Die Operationen haben weitestgehend die gleiche Laufzeit wie die Ope-
rationen der Adjazenzliste — nur in dem Fall, dass ein Knoten nicht direkt
durch einen Zeiger erreicht wird, sondern erst in der Liste gesucht wer-
den muss, fillt ein zusitzlicher Aufwand von O(#V) an. Ein Vergleich der
Laufzeiten ist in Tabelle 4.2 fiir die drei Datenstrukturen dargestellt. Die
Ausgabe aller Knoten Avce-Kanten-Prenuste ist fiir die doppelt verkettete
Pfeilliste in Algorithmus 4.22 dargestellt.
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Tabelle 4.2: Laufzeitenvergleich der Basisoperationen fiir Graphen. d bezeichnet den maximalen Ausgangsgrad
der Knoten im Graphen. Bei der doppelt verketteten Pfeilliste wird unterschieden zwischen dem Fall,
dass man direkt iiber einen Zeiger zum Knoten gelangt, und den Fall, dass der Knoten erst noch ge-

sucht werden muss.

Operation Adjazenzmatrix | Adjazenzliste

doppelt verkettete

Pfeilliste

Kante priifen/einfiigen/l6schen (1) o)

alle ausgehenden Kanten eines Knotens ausgeben | O(#V) o)

alle Kanten ausgeben O((#V)?) O#V +#E)
Knoten einfiigen/l6schen O(#V)?) O#V)

O(d) bzw. O#V +d)
O(d) bzw. O#V +d)

OHV +#E)
O#V)

3 (@ Also nochmal zusammengefasst: Die Adjazenzliste ist ideal
fiir »diinne« Graphen und kann meistens verwendet werden.
Die Adjazenzmatrix geht bei kleinen Graphen oder solchen
mit sehr vielen Kanten. Und die doppelt verkettete Pfeilliste
nehme ich, wenn sich die Grofle des Graphen immer wieder
dndert.

4.5.2 Kiirzeste Wege — ein vereinfachter Versuch

Nachdem die verschiedenen Datenstrukturen im vorigen Abschnitt zunéchst

»trocken« vorgestellt wurden, wollen wir uns nun den Einsatz in einem kon-

kreten Algorithmus anschauen. Hierfiir dient uns eine vereinfachte Version

des Kiirzeste-Wege-Problems. Anstatt »echte« Kosten y an den Kanten zu

beriicksichtigen, interessiert uns momentan nur die Anzahl der Kanten vom

Start- zum Zielknoten.

P, I

» (% Klar, wenn ich an den Stadtplan von Manhatten denke, dann
ist die Anzahl der »Blocks«, die ich auf einem Weg entlang
laufe, auch eine ganz gute Niherung fiir die echte Entfernung.
Und: Vielleicht lisst sich dieses Problem ja einfacher 16sen als
die urspriingliche Fragestellung.

Diese Fragestellung 16st direkt die sog. Breitensuche im Graphen. Aus-
gehend vom Startknoten werden zunéchst die direkt benachbarten Knoten
beriicksichtigt. AnschlieBend werden die von diesen Knoten direkt erreich-
baren Knoten angeschaut, danach die mit drei Schritten erreichbaren etc.
Damit dieser Prozess effizient ablduft, miissen die neu entdeckten Knoten
so gespeichert werden, dass in der nidchsten Runde (nachdem alle Knoten
mit der aktuell betrachteten Entfernung abgearbeitet sind) ihre ausgehenden

»Breitensuche
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Kanten direkt gepriift werden konnen — ohne dass diese Knoten nochmals
gesucht werden miissen. Dies lédsst sich leicht durch eine Warteschlange
(vgl. Ubungsaufgaben 3.8 und 3.9) als Hilfsdatenstruktur realisieren: Je-
der iiber eine Kante neu entdeckte Knoten wird hinten angefiigt und der
nichste zu bearbeitende Knoten wird vorn entnommen. Wie man im neben-
stehenden Bild beispielhaft sieht, garantiert diese Vorgehensweise, dass die
Knoten mit Abstand &k + 1 erst nach dem letzten Knoten mit Abstand k in
der Warteliste stehen.

In Brerrexsucte (Algorithmus 4.23) wird dies ohne Bezug auf eine kon-
krete Datenstruktur umgesetzt. AnschlieBend werden wir fiir die vorher vor-
gestellten Graphdatenstrukturen die Laufzeiten abschitzen.

Beispiel 4.42:

Wird die Brerrensucte auf den nebenstehenden ungerichteten Graphen mit
Startknoten s angewandt, ergibt sich der in Bild 4.11 protokollierte Verlauf.
Es fehlen die letzten beiden Schritte, in der die Knoten u und x abgearbeitet,
d.h. grau gefirbt, werden. Dabei werden weder neue Knoten entdeckt, noch
kann sich die bereits gesetzte kiirzeste Entfernung in den bekannten Knoten
dndern. O

Satz 4.43: Korrektheit

Brerrensuche berechnet den Abstand jedes Knotens vom Startknoten gemes-
sen an der Anzahl der minimal zu beschreitenden Kanten.

Algorithmus 4.23 Berechnung der kiirzesten Wege (Anzahl der Kanten) vom Start-
knoten

BrerrensucHe(Knoten V, Kanten E, Knoten start)
Riickgabewert: Distanzen abstand, Weg vorginger

1 for alle Knoten u € V'\ {start}

2 do " istBekannt[u] « false die noch unbekannten

3 abstand[u] « oo Knoten initialisieren

4 L vorgdnger[u] — NULL

5 abstand[start] <0 Startknoten ist als

6 istBekannt[start] < true einziger bekannter Knoten

7 Q — allokiere Warteschlange | in der Warteschlange

8  Q.EINFUGEN(start)

9 while =Q.IsTLEER
10 do " u — Q.NACHSTESELEMENT 1. .

nichsten Knoten bearbeiten

11 (Q.ENTFERNEN
12 for alle ve V mit (u,v) € E J alle erreichbaren Knoten betrachten
13 do " if —istBekannt[v]
14 then " abstand|v] <« abstand|[u] + 1 1
15 vorginger[v] — u neu entdeckten Knoten in
16 istBekannt[v] < true Warteschlange einfiigen
17 Lo L Q.EINFUGEN(V)
18 return (abstand, vorginger)
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Bild 4.11: BrerrensucHE (Algorithmus 4.23) wird auf einen Graphen angewandt.
Abgearbeitete Knoten sind grau, bekannte Knoten in der Warteschlange
orange. Die Vorgidngerkante des kiirzesten Wegs ist ebenfalls orange
markiert. Unterhalb der Graphen ist die aktuelle Warteschlange gezeigt,
in der die orange markierten Knoten in der Reihenfolge ihrer anstehen-
den Abarbeitung eingetragen sind.

Beweis 4.44:

Die Korrektheit ldsst sich in zwei Schritten beweisen. Als Invariante ergibt
sich zu jedem Zeitpunkt der While-Schleife, dass fiir die in der Warteschlan-
ge O enthaltenen Knoten uj, .. ., u; gilt:

abstand[uy] < ... < abstand|[uy].

Da der Wert abstand gemill der Anzahl der benutzten Kanten gesetzt wur-
de, bedeutet dies jedoch zunichst nur, dass es zu den Knoten in der resul-
tierenden Reihenfolge Wege im Graphen mit groBer werdender Linge gibt
— es heift nicht, dass diese Wege zwangsldufig die kiirzesten Wege sind.
Wenn wir also annehmen, es gibe zu einem Knoten v mit abstand[v] =
einen kiirzeren Weg mit m — 1 Kanten. Dann muss der direkte Vorgénger u
auf diesem Weg mit abstand[u] = m —2 vor dem bisherigen Vorginger von
v aus der Warteschlange Q entfernt worden sein. Gemi8 der Aktualisierung
von Q in den Zeilen 12—17 hitte dann aber bereits v frither in Q mit dem
Abstand m — 1 eingefiigt werden miissen. Dies ist ein Widerspruch, woraus
folgt, dass es keinen kiirzeren Weg zu v geben kann. ]

Satz 4.45: Laufzeit
Die Laufzeit fiir Brerrensucee wird bestimmt durch die Anzahl der Knoten
#V sowie fiir jeden Knoten die Zeit, alle ausgehenden Kanten zu priifen.

Beweis 4.46:

Die Initialisierung liegt offensichtlich in ®(#V). Die While-Schleife wird
hochstens #V mal durchlaufen, da jedes Mal ein Knoten entfernt wird und
jeder Knoten nur einmal aufgenommen wird — wenn istBekannt[v] = false,
welches sofort auf true gesetzt wird. Die innere For-Schleife wiederum
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priift fiir den betrachteten Knoten alle Kanten; der Aufwand in jeder Iterati-
on durch die For-Schleife ist konstant. |

Daraus ergibt sich fiir die Breitensuche mit der Adjazenzmatrix ein Auf-
wand von O#V + (#V)?) = O((#V)?). Fiir die Adjazenzliste und die doppelt
verkettete Pfeilliste ist der Aufwand O(#V +#E). Dabei ist bei der Pfeilliste
zu beachten, dass in der Warteschlange Q die Zeiger auf den jeweiligen
Knoten im Speicher verwaltet werden — dadurch kann in der inneren For-
Schleife direkt mit der verketteten Liste der Kanten begonnen werden und
es muss nicht erst der betroffene Knoten in der Knotenliste gesucht werden.

Die BrerrensucHe wurde von Moore (1959) entwickelt und zunéchst
auf die kiirzeste Wegesuche in Labyrinthen angewandt.

4.5.3 Ableiten von Strukturinformation

Bisher lag der Fokus auf der Speicherung des Graphen (mit effizienten Zu-
griffsoperationen). In diesem Abschnitt wollen wir uns jetzt darum kiim-
mern, wie ein Computerprogramm erkennen kann, ob der Graph bestimmte
Eigenschaften wie »zusammenhingend« oder »zyklenfrei« hat.

Hierfiir fithren wir im Weiteren eine spezielle Variante der Tiefensuche
ein. Im Gegensatz zur Breitensuche aus dem vorherigen Abschnitt werden
nicht sofort alle direkt benachbarten Knoten besucht. Vielmehr konzentriert
sich die Suche zuerst auf alle Knoten, die vom ersten besuchten Nachbar-
knoten aus erreichbar sind, anschlieBend wird mit dem nichsten direkt be-
nachbarten Knoten weiter gemacht. Da dies rekursiv an jedem Knoten ge-
macht wird, verfolgt der Algorithmus zunichst einen Weg in die Tiefe (des-
halb: Tiefensuche), bis dieser nicht mehr verldngert werden kann. Erst dann
werden andere Abzweigungen auf diesem Weg betrachtet.

Beispiel 4.47:

Der Unterschied zwischen Breiten- und Tiefensuche ist nebenstehend an-
hand eines kleinen Beispiels dargestellt. Die Zahlen in den Knoten zeigen
die Reihenfolge, in der sie besucht werden. Die Kanten, iiber die ein Knoten
zum ersten Mal erreicht wird, sind orange dargestellt. O

(£ \ Breitensuche und Tiefensuche. .. Tiefensuche scheint mir das
Gegenteil der Breitensuche zu sein. Es erinnert mich an die
Gegensitzlichkeit von Warteschlange und Stack. Wihrend bei
der Breitensuche stets der Knoten als nichstes behandelt wird,
der als erstes gefunden wurde, wird bei der Tiefensuche der
letzte gefundene und noch nicht bearbeitete Knoten betrach-
tet.
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Die hier vorgestellte Tierensuce (Algorithmus 4.24) arbeitet rekursiv
durch Aufruf der Operation Expanpiere. Dadurch dass Exeanpiere sich selbst
rekursiv der Reihe nach fiir alle durch eine Kante erreichbaren Knoten auf-
ruft, werden erst in der Tiefe alle erreichbaren Knoten abgesucht, bevor der
nichste Nachbarknoten dran ist. Dabei werden fiir alle Knoten die Zeitpunk-
te registriert, wann der jeweilige Knoten entdeckt bzw. fertig abgearbeitet
wurde. Aus Effizienzgriinden werden diese Informationen in zwei Feldern
abgelegt, die jeweils mit der Knotennummer indiziert sind. Zusitzlich ent-
hilt ein weiteres ebenso indiziertes Feld die Information, von welchem Kno-
ten aus der jeweilige Knoten entdeckt wurde. Aus der letztgenannten Infor-
mation kann der Tiefensuchbaum — bestehend aus den benutzten Wegen zu » Tiefensuchbaum
jedem Knoten — rekonstruiert werden. Die gespeicherten Zeitstempel wer-
den verwendet, um andere Strukturinformationen iiber den Baum ablesen
zu konnen.

Beispiel 4.48:

Ein beispielhafter Ablauf der Tierensuche (Algorithmus 4.24) istin Bild 4.12
dargestellt. Fiir zwolf Zeitschritte ist jeweils in den Knoten der Zustand der
Felder entdeckt und fertig dargestellt. Der Laufzeitstapel gibt an, fiir wel-

Algorithmus 4.24 Ableitung von Information bzgl. der Struktur des Graphen

TierensucHE(Knoten V, Kanten E) WWw
Riickgabewert: Zeiten entdeckt, fertig, Kanten des Tiefensuchbaums vorginger | Tiefensuche. java
for alle Knoten u € V ]
do " istBekannt[u] < false
entdeckt[u] < 0 Knoten initialisieren
fertiglu] « 0
L vorginger[u] — NULL |
zeit «— 0
for alle Knoten u € V
do " if —istBekannt|u]
L then [ EXPANDIERE(14)
return (entdeckt, fertig, vorginger)

von allen Knoten aus werden die
erreichbaren noch unbekannten Knoten entdeckt

S O 0NN W~

—

Expanpiere(Knoten u)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekte in entdeckt, fertig, vorginger
istBekannt[u] < true
zeit « zeit+ 1 ‘
entdeckt[u] « zeit |
for alle v € V mit (u,v) € E 1 alle ausgehenden Kanten betrachten
do " if —istBekannt|v]

then " vorgdnger[v] — u

L L EXPANDIERE(V)

zeit « zeit+1
fertiglu] « zeit

ersten Zeitstempel setzen

unbekannte Knoten rekursiv bearbeiten

zweiten Zeitstempel setzen

O 0 1N N AW
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Bild 4.12: TierensucHE (Algorithmus 4.24) wird auf einen Graphen angewandt. Der aktuell betrachtete Knoten
ist orange umrandet, entdeckte Knoten sind orange hinterlegt — bis sie als fertig abgearbeitete Knoten
grau hinterlegt werden. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind die Informationen aus den Feldern
entdeckt und bearbeitet direkt bei den Knoten notiert: links die Entdeckungszeit, sowie rechts die Zeit,
wann der Knoten fertig bearbeitet wurde. Kanten im Tiefensuchbaum sind orange, betrachtete und
unberiicksichtigte Kanten sind grau.

che Knoten die Funktionsaufrufe noch offen sind und erst in den spiteren
Schritten vollends abgearbeitet werden. Der Tiefensuchbaum besteht aus
den orange markierten Kanten. O

5 (@

Also wird die Tiefensuche hier tatsichlich mit einem Stack —
einem Laufzeitstapel realisiert.

Werden die Knoten in einer anderen Reihenfolge als Startknoten heran-
gezogen, sieht auch der Tiefensuchbaum entsprechend anders aus.
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Satz 4.49: Laufzeit der Tiefensuche
Die Laufzeit der Tierensuche ist O(#V + #E), wenn der Graph als Adjazenz-
liste gespeichert ist.

Beweis 4.50:

Die Initialisierung in Zeilen 1-6 der Tierensuce ist in @(#V). Der Teilal-
gorithmus Expanpiere wird sowohl in Tierensuce als auch rekursiv in Ex-
panDIERE Selbst aufgerufen. Da dies jedoch nur geschieht, wenn der Knoten
noch nicht bekannt ist (—istBekannt[u]) und in Expanpiere in Zeile 1 der
entsprechende Eintrag in istBekannt auf true gesetzt wird, kann Expanpie-
re hochstens #V Mal aufgerufen werden — fiir jeden Knoten genau einmal.
Dadurch wird insgesamt in Zeile 4 von Exeanpiere jede ausgehende Kante
genau einmal gepriift. Wegen der Speicherung als Adjazenzliste entsteht
kein zusitzlicher Aufwand. Es folgt direkt die angegebene asymptotische
Laufzeit. ]

Wenn der Graph als Adjazenzmatrix gespeichert ist, betrdgt der Aufwand
O((#V)?), da fiir jeden Knoten auch die leeren Felder als mogliche ausge-
hende Kanten gepriift werden miissen.

Mittels der an den Knoten gespeicherten Zeiten lassen sich nun verschie-
dene Informationen iiber einen Graphen ableiten. So kann man diese bei-
spielsweise benutzen, um die Kanten in vier verschiedene Kategorien ein-
zuteilen. Dabei schauen wir den Zustand des Graphen in dem Augenblick
an, wenn die Kante im Algorithmus beriicksichtigt wird.

Am einfachsten ist der Fall mit den Kanten (u, v), die zum Tiefensuch-
baum gehoren: Zum Bearbeitungszeitpunkt ist der Knoten v noch nicht be-
kannt, sprich es ist noch keine Zeit entdeckt[v] gesetzt. Diese Kanten wer-
den auch als Baumkanten bezeichnet.

Beispiel 4.51:

In Beispiel 4.48 ist die Kante («, v) eine Baumkante. Wie nebenstehend ge-
zeigt, ist der Knoten v im ersten Schritt noch weif3, also noch nicht entdeckt.
Im nichsten Schritt ist diese Kante (u, v) orange geférbt. O

Fiihrt eine Kante (u, v) zu einem bereits entdeckten, aber noch nicht fertig
abgearbeiteten Knoten v, so handelt es sich um eine sog. Riickwiirtskante.

Beispiel 4.52:

In Beispiel 4.48 ist die Kante (x, «) eine Riickwirtskante. Wie nebenstehend
in einem Ausschnitt aus dem dritten Schritt der Tiefensuche gezeigt, ist der
Knoten u bereits orange hinterlegt, wenn die Kante das erste Mal betrachtet
wird. |

Bei den Kanten (u, v), die zu einem bereits fertig abgearbeiteten Knoten v
fithren, miissen wir zwei Fille unterscheiden. Gilt entdeckt[u] < entdeckt[v],
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»Baumkanten
D—O

Entdeckung einer Baumkante.

»Riickwirtskante
@,

X
Entdeckung einer Riickkante.
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» Vorwirtskante

x

Entdeckung einer
Vorwirtskante.

»Querkante

.
/

Entdeckung einer Querkante

zwischen Tiefensuchbiumen.

o
o,

Entdeckung einer Querkante
als alternativer Weg.
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dann ist die Kante eine direkte Abkiirzung fiir einen ldngeren Weg im Tie-
fensuchbaum. Man spricht von einer Vorwirtskante.

Beispiel 4.53:

In Beispiel 4.48 ist die Kante (u, x) eine Vorwirtskante. Wie nebenstehend
in einem Ausschnitt aus Schritt 8 gezeigt, ist der Knoten x bei Betrach-
tung der Kante (u, x) grau hinterlegt und wurde nach dem Knoten u ent-
deckt. O

Gilt wiederum entdeckt[v] < entdeckt[u] fiir (u,v), wenn eine Kante zu
einem bereits abgearbeiteten Knoten v betrachtet wird, dann handelt es
sich um eine Querkante. Das ist genau dann der Fall, wenn entweder ein
Querverbindung zwischen Tiefensuchbaumen unterschiedlicher Startkno-
ten oder ein alternativer Weg (iiber mehrere Knoten) im Tiefensuchbaum
eines Startknotens gefunden wurde.

Beispiel 4.54:

In Beispiel 4.48 ist die Kante (y, x) eine Querkante zwischen den beiden
Tiefensuchbiumen mit den Startknoten u und y. Wie nebenstehend gezeigt,
ist der Knoten x grau hinterlegt und wurde vor dem Knoten y entdeckt. Die
Kante (w, v) ist ein Beispiel fiir eine Querkante als Teil des Wegs u, w, v als
Alternative zum Weg bestehend aus der Kante (u, v). ]

AbschlieBend wollen wir zur Motivation dieses Abschnitts zuriickkommen,
dass Strukturinformation aus der Tiefensuche abgeleitet werden kann. Die
folgenden zwei Lemmata ergeben sich direkt aus den obigen Ausfiithrun-
gen.

Lemma 4.55: Zyklen detektieren (ohne Beweis)
Ein Graph enthdlt genau dann wenigstens einen Zyklus, wenn die Tiefen-
suche eine oder mehrere Riickwdrtskanten findet.

Lemma 4.56: Zusammenhang ungerichteter Graphen (ohne Beweis)

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) ist genau dann zusammenhdngend, wenn
im Tiefensuchbaum vom ersten Startknoten #V — 1 Baumkanten gefunden

werden.

4.6 Riickfiihrung auf ein einfacheres Problem

Bei der in Abschnitt 4.5.2 vorgestellten Breitensuche hatten wir bereits mit
der Vereinfachung des Kiirzeste-Wege-Problems argumentiert. In diesem
Abschnitt mochten wir einen Schritt weiter gehen. Wir vereinfachen das
Problem des dynamischen maximalen Flusses (Def. 1.21) zu einem stati-
schen maximalen Fluss. Wir 16sen das originale Problem, indem wir es auf
das einfachere Problem zuriickfiihren.
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Das bisher behandelte Flussproblem ist insbesondere wegen des Zeitfak-
tors relativ kompliziert und lédsst sich daher auch nur schwer algorithmisch
bearbeiten. Daher fithren wir eine einfachere Variante ein und betrachten
im Weiteren, was die beiden Probleme miteinander zu tun haben.

Definition 4.57: Maximaler Fluss
Sei ein schleifenfreier Graph G = (V, E) mit der Kapazitit pro Kante kap : o

IMaxFluss.java
E — Ny gegeben. Weiterhin seien s € V der Startknoten und ¢ € V der Ziel- | ’
knoten mit s # 7.
Dann berechnet die Operation Max-Fruss die Datenmenge »Max-FLuss
f 1 E— N,
die maximal auf jeder Kante transportiert werden kann. Hierfiir miissen die
folgenden Bedingungen gelten:
e Die Kapazitit der Kanten wird nicht iiberschritten.
VYee E: f(e) <kap(e)
e An jedem inneren Knoten flieit gleich viel ab, wie ankommt.
VxeViis: Y flo= > fle)
e=(v,x)eE e=(x,v)eEE
e Der Gesamtfluss ist maximal.
Z f(e) ist maximal
e=(x,1)eE
2 @\
3 4]
Beispiel 4.58: y \: 2
Nebenstehend ist ein Graph mit Startknoten v; und Zielknoten vs fiir das 3 @ B @
maximale Flussproblem dargestellt — die Zahlen an den Kanten entsprechen Ausgangsgraph.
der Kapazitit. Darunter ist eine mogliche Losung mit einem maximalen 2
Fluss von 6 Einheiten dargestellt — die Zahlen an den Kanten entsprechen . )
dem Fluss iiber die Kante. | 3 2
C>/—>3 Cﬁ2 (%)
~ wa Losung mit maximalem Fluss.
(% Das Bild von Fahrzeugen, die sich im Stralennetz bewegen,

funktioniert hier nicht mehr. Aber ich kann mir so einen Gra-
phen als mit Wasser gefiilltes Rohrensystem vorstellen.

Soll nun eine Instanz des dynamischen maximalen Flussproblems (G =
(V,E),kap, 1, S, T, tmas) mit einem Algorithmus fiir das maximale Fluss-
problem gelost werden, muss zunichst die Probleminstanz in eine Instanz
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des einfacheren Problems (G’ = (V', E’), kap’, s’, ') iiberfiihrt werden. Dies

s U/ S geschieht mit den folgenden fiinf Schritten.

0/
0/ Q 1. Bei mehreren Quellen (#S > 1) wird V um einen neuen Startknoten s
Q erweitert. Es wird eine Kante e = (s, x) fiir jeden Knoten x € S einge-
fiihrt und es gilt kap(e) = co und 7(e) = 0.

Schritt 1.
0/0c 2. Analog wird fiir mehrere Zielorte (#7 > 1) die Menge V um einen
O\*Q neuen Zielknoten ¢ erweitert. Die Kanten e = (x,1) (x € T) besitzen
T Q{\' t kap(e) = oo und 7(e) = 0.
Schritt 2. 3. Fiir den so gebildeten Graphen werden jetzt die Knoten vervielfacht —
o Q Q Q v einmal fiir jeden Zeittakt 0, . . ., tmax: Damit erhalten wir die Menge

V = {v(t)|v eVAtelo,... ,tmax}}

4. Fir jede Kante e = (u,v) € E mit Fahrtzeit 7(e) wird eine Menge an
Kanten konstruiert:

neuki,y) = {(M(t), VT 10 < ¢ < tmax — ‘r(e)}

Dann ergibt sich E” = | J,cf neuE,, wobei fiir jede Kante (u®, v))
gilt: kap’ (u® vy = kap(u, v).

O

Schritt 4. 5. Zum Abschluss miissen wir noch das Liegenlassen von Waren fiir
CP einen spiteren Takt erlauben, indem wir E” wie folgt erweitern:
Q\ E' = E"0|0" v D)lve VArefo,. .. max— 1)}

Schritt 5. Die Kapazitit dieser Kanten sei kap’ (v, v*1) = co.

Damit wurde eine Probleminstanz des maximalen Flusses mit s’ = s und
¢ = (M) konstruiert.

Beispiel 4.59:
()

] Das nebenstehende Beispiel eines dynamischen maximalen Flussproblems

@D< 13 ist identisch zu dem in Beispiel 1.22 betrachteten Problem. Wenden wir
2/3 1/5 @ die Konstruktion darauf an, erhalten wir den Graphen in Bild 4.13. Wenn

Instanz des dynamischen man in diesem Graphen nun den maximalen Fluss sucht, gelangt man bei-
maximalen Flussproblems spielsweise bei der Losung in Bild 4.14 an. Dies ist dieselbe Losung wie in
Beispiel 1.22. O

Wie man am Beispiel leicht erkennt, kann man sowohl die dynamische Lo-
sung leicht im konstruierten Graphen darstellen als auch anders herum. Tat-
sichlich bietet eine Darstellung wie in Bild 4.14 eine groBere Ubersichtlich-
keit als die Visualisierung in Kapitel 1. Auf einen formalen Beweis fiir die
Transformation der jeweiligen Losungen ineinander verzichten wir hier.
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Bild 4.13: Dieser Graph entsteht gemif} der angegebenen Konstruktion aus dem Graphen in Beispiel 4.59.
Zur besseren Ubersichtlichkeit wurden die Kanten mit unendlicher Kapazitit grau bzw. hellorange
gezeichnet.

Bild 4.14: Ein moglicher maximaler Fluss des in Bild 4.13 gezeigten Graphen.
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Die Abbildung des dynamischen maximalen Flussproblems auf ein
statisches Flussproblem durch Vervielfachung der Knoten entspre-
chend der Zeitebenen stammt von Ford & Fulkerson (1958).

Mit der Strukturierung wurde ein méachtiges Instrument zur Gestaltung
von Datenstrukturen eingefiihrt. Wihrend die Sortierung beim Mengen-
problem zunéchst nur kleine Vorteile gebracht hat, konnten darauf aufbau-
end bereits eher komplexe Strukturen wie die Skipliste oder die bindren
Bédume eingefiihrt werden. Besonders interessant ist auch die algorithmi-
sche Nutzung, die in diesem Kapitel mit Suerisorr sicher ihren Hohepunkt
erreicht hat, da dort durch Kombination von Sortierung und Abkiirzungen
ein hochgradig wettbewerbsfihiger Algorithmus entstanden ist. Zum Ab-
schluss wurde noch auf die kreative Macht des Erkennens von einfachen
Strukturen in komplexen Problemen verwiesen: Die Abbildung schwieri-
ger Probleme auf einfachere stellt ein ausgesprochen wichtiges Konzept
des informatischen Problemlosens dar.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1: Binéire Suche
Wenden Sie die BINARE-SucHE (Algorithmus 4.1) auf das Feld

(147831516 17]22]2]

an und suchen Sie die Eintrige mit den Schliisseln 4, 8 und 22. Doku-
mentieren Sie alle Schritte.

Aufgabe 4.2: Suchen in Feld und Liste
Wir betrachten die Datenstrukturen sortierte verkettete Liste und sortier-
tes Feld. Es seien jeweils 8 Elemente, z.B. die Werte {1,2,...,8}, darin
gespeichert. Mit wie vielen Schliisselvergleichen werden die einzelnen
Elemente jeweils gefunden? Welche Datenstruktur ist bei welchen Ele-
menten schneller? Wiederholen Sie die Uberlegung fiir 16 Elemente.

Aufgabe 4.3: Rekursive biniire Suche
Formulieren Sie den Algorithmus BINARE-SucHE (Algorithmus 4.1) in
einer rekursiven Variante in der Pseudo-Code-Notation des Lehrbuchs.

Aufgabe 4.4: Intuitives Insertionsort
Formulieren Sie einen Algorithmus, der mit EINFUGEN-SORTFELD (Algo-
rithmus 4.2) aus einem unsortierten Feld ein sortiertes erzeugt.
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Schitzen Sie den Aufwand fiir die Sortierung mit diesem Algorith-
mus bei Eingabe eines bereits sortierten Feldes.

Aufgabe 4.5: Insertionsort
Sortieren Sie das folgende Feld mit INSERTIONSORT (Algorithmus 4.8).
Dokumentieren Sie alle Teilschritte, die Anzahl der Schliisselvergleiche
und die Schreibzugriffe.

[slwoft]20]2]]13]4]3]11]

Aufgabe 4.6: Skipliste
Fiigen Sie in eine anfangs leere Skipliste die folgenden Elemente ein:
10, 13, 11, 5, 24, 17. Als Ebenen fiir diese Elemente werden der Reihe
nach die folgenden Werte per Zufall bestimmt: 1, 1, 2, 1, 2, 3. Dokumen-
tieren Sie alle Teilschritte. AnschlieBend werden die Elemente 10 und
24 entfernt.

Aufgabe 4.7: Shellsort

Fiihren Sie SHELLsORT (Algorithmus 4.13) auf dem Feld aus Aufgabe 4.5
durch. Dabei sollen die folgenden Schrittweiten benutzt werden: zu-
nachst 7, dann 3 und zuletzt 1. Dokumentieren Sie alle Teilschritte und
die Anzahl der Schliisselvergleiche.

Aufgabe 4.8: Shellsort mit anderen Schrittweiten

Fiir Shellsort sollen verschiedene Schrittweiten-Varianten auf dem fol-
genden Feld verglichen werden.

o fsf4fef7s]ofr]s]2]

Wenden Sie zunichst die Schrittweiten 7 und 3 an und notieren Sie alle
paarweisen Schliisselvergleiche. Wenden Sie anschlieend die Schritt-
weiten 8 und 4 (als erste beide Phasen der urspriinglichen Folge von
Shell) auf demselben Ausgangsfeld an. Notieren Sie auch hier die paar-
weisen Schliisselvergleiche. Was fillt Ihnen auf, was auch die schlechte
Laufzeit der Schrittweitenfolge 2! erklrt?

Aufgabe 4.9: Binére Suchbiume
a) Zeigen Sie schrittweise, wie ein Suchbaum aus den Zahlen 6, 1, 4,
5,2,9, 3,7, 8 aufgebaut wird. Loschen Sie dann schrittweise die
Zahlen in der Reihenfolge: 6,9, 1,7, 4,8, 5, 2, 3.
b) Der auf der néchsten Seite links dargestellte Baum soll durch die
Operationen in der Mitte in den rechts stehenden Baum iiberfiihrt

111
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1. Loschen(:)
2. Einfiigen(:)
3. Loschen()
4. Einfiigen(-)
5. Loschen(-)

N
e

L
i
e
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werden. Erginzen Sie die Schliisselwerte der am Rand angefiihr-
- n Operationen.
Q) (20) )
N N &
R, &
&

Aufgabe 4.10: Ersatzknoten beim Loschen im Baum
Fiir das Loschen eines Knotens im bindren Baum (mit zwei nichtleeren
Unterbdumen) wurde in diesem Kapitel das Element mit dem néchstgro-
Beren Schliissel (SucHE-NACHFOLGER bzw. Algorithmus 4.17) als Ersatz-
knoten bestimmt. Schreiben Sie einen alternativen Algorithmus, der das
Element mit dem néchstkleineren Schliissel wihlt. Demonstrieren Sie
die Arbeitsweise mit dem Beispiel aus der Aufgabe 4.9 a).

Aufgabe 4.11: Breitensuche
Wenden Sie die BReITENsUCHE (Algorithmus 4.23) beginnend beim Kno-
ten 1 auf den nebenstehenden Graphen an. Beriicksichtigen Sie die Kno-
ten in der Reihenfolge ihrer Nummerierung und geben Sie alle Teil-
schritte an.

Aufgabe 4.12: Modifizierte Breitensuche
Ersetzen Sie in der BREITENSUCHE (Algorithmus 4.23) die Warteschlange
durch einen Stack. Testen Sie den Algorithmus auf dem Beispiel aus
Aufgabe 4.11. In welcher Reihenfolge werden jetzt die Knoten besucht?

Aufgabe 4.13: Tiefensuche

Wenden Sie die TierensucHE (Algorithmus 4.24) auf den nebenstehen-
den Graphen an. Beriicksichtigen Sie die Knoten in der Reihenfolge
ihrer Nummerierung und geben Sie alle Teilschritte an. Klassifizieren
Sie die Kanten.

Aufgabe 4.14: Kantenkategorien

Geben Sie jeweils einen Graph an, bei dem eine Kante abhiingig vom
Startknoten einer TiereENSUCHE (Algorithmus 4.24) als

a) Baumkante bzw. Riickwirtskante
b) Baumkante bzw. Vorwirtskante
¢) Baumkante bzw. Querkante
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klassifiziert wird. Dabei soll die Reihenfolge, in der die ausgehenden
Kanten eines Knotens bei der Tiefensuche beriicksichtigt werden, im-
mer gleich sein.

Aufgabe 4.15: Durchmesser eines Graphen
Der Abstand von zwei Knoten ist durch die Linge (d.h. Anzahl der
Kanten) des kiirzesten Wegs im Graphen definiert. Dann kann man den
Durchmesser eines Graphen als den maximal vorkommenden Abstand
zweier Knoten definieren. Geben Sie einen Algorithmus an, der den
Durchmesser eines Graphen berechnet. Kénnen Sie auf einem Algorith-
mus dieses Kapitels aufbauen?

Aufgabe 4.16: Topologische Sortierung
In einem Graphen ohne Zyklen konnen die Knoten topologisch sortiert
werden — d.h. es ist eine Reihenfolge der Knoten mit der folgenden Ei-

genschaft gesucht: Gilt (x,y) € E dann steht x vor y. Geben Sie einen Al-

gorithmus zur Berechnung einer topologischen Sortierung an. Betrach- ° o e
ten Sie hierfiir die TierensucHE (Algorithmus 4.24) und leiten Sie aus N‘

den Bearbeitungszeiten die gewiinschte Information ab. Testen Sie Th- e e G

ren Algorithmus anhand des nebenstehenden Graphen.
Aufgabe 4.17: Level-Order-Baumausgabe

Neben den in diesem Kapitel eingefiihrten Ausgabereihenfolgen fiir die @

Knoten eines Baums kann der nebenstehende Baum auch in der Reihen- g@‘ @

folge 11, 5,19, 8, 16, 24, 13, 17 ausgegeben werden, die als Level-Order

bezeichnet wird. Geben Sie einen Algorithmus an, der diese Reihenfol- @ @
ge erzeugt.

Aufgabe 4.18: Maximales Flussproblem umwandeln

Uberfiihren Sie das nebenstehende dynamische Maximalfluss-Problem 1/4 4/3
(mit Startknoten s und Zielknoten ¢) in ein Maximalfluss-Problem mit 1/2 @
T =5 und l6sen Sie dieses Problem. Zur Vereinfachung kénnen Sie da-

von ausgehen, dass bei den inneren Knoten v und w keine Ware liegen %

bleiben darf — d.h. dort konnen die senkrechten Pfeile vernachlissigt 2/4
werden.

Aufgabe 4.19: Programmierung: Speicherung von Graphen
a) Schreiben Sie je eine Java-Klasse, die einen ungerichteten Gra-
phen als Adjazenzmatrix bzw. als Adjazenzliste speichern. Dabei
sollen die offentlichen Methoden die folgenden Operationen an-
bieten:

e Hinzufiigen einer Kante,
e Loschen einer Kante,

e Abfragen, ob eine Kante existiert, und
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o die Moglichkeit, alle ausgehenden Kanten eines Knotens der
Reihe nachdurchzugehen (z.B. in Form eines Iterators — oder
als Methoden
initAusgabeDerKantenVonKnoten(v),
existiertEineWeitereKante() und
zielknotenDerNaechstenKante()).

b) Fiihren Sie fiir Graphen mit unterschiedlich vielen Knoten Zeit-
messungen durch, wie lange jeweils die folgenden beiden Szena-
rien dauern:

e Es werden alle Kanten eines vollstindigen Graphen in einer
zufilligen Reihenfolge abgefragt.

e Es werden alle Kanten eines Graphen, bei dem jeder Knoten
den Grad 3 hat, mit dem Iterator besucht.



Gliicklich iiber die Errungenschaften des letzten Kapitels kommt Algatha zur Uberzeugung, dass
der Abschluss ihres Projekts nur noch eine Frage der Zeit ist — denn durch die groBere Struktu-
rierung der Probleme scheint alles viel einfacher zu werden. Aber konkrete Losungsideen stehen
noch aus. Zur Anregung der eigenen Kreativitit ldsst sich Algatha bei einer Bergwanderung viel
frische Luft um die Ohren pusten. Doch Algatha z&hlt nicht unbedingt zur Klasse der geduldigen
Menschen und ist daher recht schnell von Serpentinen genervt, die sich scheinbar unendlich die
unterschiedlichsten Berghinge hinaufwinden — nur um dann wieder in einem neuen Tal zu lan-
den. Unsere Heldin will den Blick vom Gipfel genielen! Und so triftt sie rasch die Entscheidung,
dass der Weg, der am steilsten nach oben fiihrt, auch derjenige sein muss, der am schnellsten
an einem Gipfel ankommt. Wihrend sie den Weg auf das erhoffte Ziel zusteuert, hat sie einen
Gedankenblitz: Das ist jetzt wie Tiefensuche im echten Geldnde — naja, eigentlich Hohensuche
—, nur geht sie an einer Kreuzung nicht irgendwohin, sondern trifft immer eine ganz gezielte
Entscheidung. Und langsam reift der Gedanke, dass sich so vielleicht auch ihre algorithmischen
Probleme auf der Arbeit 16sen lassen. Schneller als erwartet kommt sie auf einem Gipfel an und
erfreut sich am phantastischen Panorama. Da sie anschlieend auch wieder rasch in ihr Biiro
zuriick mochte, um die neue Idee umzusetzen, stort sich Algatha kaum daran, dass so mancher
der Berge um sie herum noch viel hoher ist. . .






5 Gierige Algorithmen

Monsieur Hood: I steal from the rich and give to the needy. . .
Merry Man: He takes a wee percentage. . .

Monsieur Hood: But I'm not greedy —

1 rescue pretty damsels, man I’'m good!

(Shrek, 2001)

Aufbau des Kapitels

5.1 Idee der gierigen Algorithmen . . . . ... ... ... ......
5.2 Sortieren durch Auswéhlen . . . . . ... ... ...
5.3 Kiirzeste Wege: Dijkstra-Algorithmus . . . . . . ... ... ...
5.4 Minimale Spannbdume zur Approximation von Rundreisen . . . .
5.5 Flussproblem: Ford-Fulkerson-Algorithmus . . . . . .. ... ..
Ubungsaufgaben . . . . . .. ... ... ... ... ...

5.1 Idee der gierigen Algorithmen

Wie wir bereits im Abschnitt 3.3 diskutiert haben, lassen sich viele Proble-
me durch Aufzéhlen aller moglichen Elemente eines Losungsraums bewil-
tigen. Dies wurde dort mit dem sog. Backtracking fiir das Rundreisepro-
blem gezeigt, funktioniert allerdings genauso fiir die beiden anderen auf
Graphen definierten Probleme oder — wenn auch sehr ineffizient — fiir das
Sortieren.

Konkret wurde dazu ein Entscheidungsbaum durchlaufen (wie beispiel-
haft in Bild 3.4 auf Seite 61 dargestellt). Dort werden der Reihe nach tiber
eine Menge an Entscheidungen alle Punkte des Losungsraums konstruiert —
jedes Blatt im Entscheidungsbaum entspricht einem Element des Losungs-
raums. Indem alle moglichen Kombinationen an Entscheidungen abgedeckt
werden, betrachtet das Backtracking tatsidchlich den vollstindigen Losungs-
raum.

Die gierigen Algorithmen (engl. greedy algorithm) konstruieren eben-
falls ein Element des Losungsraums anhand einer Reihe sukzessiver Ent-
scheidungen. Allerdings wird jede Entscheidung nur einmal getroffen —
namlich fiir diejenige Alternative, die auf Basis der vorhandenen Informa-
tionen das beste End- (oder zumindest Zwischen-)ergebnis verspricht — der
Algorithmus versucht gierig bei jeder Entscheidung den maximalen Fort-
schritt zu erreichen. Da insbesondere zu Anfang nur lokale Informationen

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7_5, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013

»gieriger Algorithmus
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tiber die Entscheidungsalternativen vorhanden sind, konnen deren Auswir-
kungen auf spitere Entscheidungen und damit auch auf die Qualitit des
konstruierten Endergebnis nicht beriicksichtigt werden.

Beispiel 5.1:

Im nebenstehend abgebildeten Bild wird angelehnt an den Entscheidungs-
baum aus Bild 3.4 auf Seite 61 die Arbeitsweise eines gierigen Algorithmus
im Entscheidungsbaum gezeigt. Bei der ersten Entscheidung wird die zwei-
te von vier Alternativen gewéhlt — die Teilbdume unter den drei anderen
Alternativen werden dabei und im Weiteren nicht beriicksichtigt. Die Suche
konzentriert sich auf den ausgewihlten Teil des Entscheidungsbaums. O

Wie man sich leicht vorstellen kann, hdngt es vom jeweiligen Problem ab,
ob dieser Ansatz tatsdchlich zum gesuchten Optimum fiihrt.
P T

P (< Das ist wie bei meiner Wanderung neulich: meine Strategie im-
mer den steilsten Anstieg zu nehmen, kann zum hochsten Gip-
fel fithren, muss es jedoch nicht. Falls fiir einige meiner Pro-
bleme eine Greedy-Strategie stets zum Optimum fiihren sollte,
wire das natiirlich toll.

5.2 Sortieren durch Auswihlen

Der gierige Ansatz kann fiir das Sortieren sehr schnell und einfach umge-
setzt werden: Der hintere Teil des Felds ist sortiert und wird bei jeder Ent-
scheidung (bzw. jedem Konstruktionsschritt) um ein Element vergrofert,
indem gierig aus dem unsortierten Teil das grof3te Element gesucht und mit
dem auf der letzten unsortierten Position vertauscht wird. SeLectionsort (Al-
gorithmus 5.1) zeigt den Ablauf in Pseudo-Code.

Beispiel 5.2:
Bild 5.1 zeigt den Ablauf fiir zehn Elemente. Jede Zeile stellt das Feld nach
einem Durchlauf durch die Zeilen 2—7 des Algorithmus 5.1 dar. Es wurden

Algorithmus 5.1 Sortieren durch Auswihlen

SeLectionsorT(Feld A)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A ist sortiert

1 fori« A.linge,...2 I alle ausgehenden Kanten betrachten
2 do"pos<—i

3 for j—1,...,i—-1

4 do Tif A[j] > A[pos] | grobtes Element suchen

5 Lthen Cpos « j

6 if pos # i ggf. nach hinten tauschen
7 L then [ VERTAUSCHE(A, pos, i) |




5.2. Sortieren durch Auswihlen

Schliissel- Schreib-

20 | 54| 28| 31| 524 (39|14 | 1]15 vergleiche zugriffe

20 | 15 28| 31| 5 24 (39 (14 | 1 |54 9 2
20 | 15 28 31| 5 |24 |1 |14 | 39|54 8 2
20 | 15 28 14| 5 |24 |1 |31 [ 39|54 7 2
20| 15 1 (14| 5 |24 |28 |31 | 39|54 6 2
20 | 15 1 (14| 5 124 |28 |31 [ 39|54 5 0
5 | 15 1| 1412024 |28 [31 | 39|54 4 2
5 [ 14 1 ] 15] 20|24 |28 |31 | 39|54 3 2
5 1 14 15] 20(24 |28 |31 | 39|54 2 2
1 5| 14| 15| 2024 (28 [31 | 39|54 1 2

Bild 5.1: Der Ablauf von SeLeEcTIONSORT (Algorithmus 5.1) wird an einem Beispiel
demonstriert. Die orange hinterlegten Felder zeigen an, welche Elemente
miteinander vertauscht wurden. Die farbige Treppenlinie markiert den
bereits sortierten Bereich.

insgesamt 45 Schliisselvergleiche sowie 16 Schreibzugriffe auf dem Feld
durchgefiihrt. O

Beispiel 5.3:

Bild 5.2 zeigt mehrere Momentaufnahmen beim Sortieren von 80 Zahlen.
Im rechten Teil der Bilder sieht man die sortierte Folge wachsen, wihrend
viele Elemente im unsortierten Teil unverdndert bleiben. Im Gegensatz zu
Bubblesort (Bild 3.3 auf Seite 58) bildet sich auch keine Vorsortierung im
linken unsortierten Teil heraus. Im Gegenzug sieht man, dass deutlich we-
niger Schreibzugriffe als bei Bubblesort anfallen. O

Satz 5.4: Korrektheit
SELECTIONSORT Sortiert das Feld A aufsteigend.

Beweis 5.5:
Die innere For-Schleife in den Zeilen 3-5 wihlt den Index des groften
Elements aus. Damit ergibt sich fiir die duflere For-Schleife die Invariante
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Vergleiche: 0 Vergleiche: 1390 Vergleiche: 2380 Vergleiche: 2970 Vergleiche: 3160
Schreibops.: 0 Schreibops.: 40 Schreibops.: 76 Schreibops.: 116 Schreibops.: 150

Bild 5.2: SeLecTIONSORT (Algorithmus 5.1) wird auf ein Feld mit 80 Elementen angewandt. Die einzelnen Bilder
zeigen von links nach rechts das Feld vor dem Sortieren, nach 20, nach 40 und nach 60 Iterationen sowie
nach dem Sortieren. Die X-Achse entspricht den Feldindizes und die Y-Achse dem gespeicherten Wert.

1 2 3
2\ 1 1
~——

1 1 2

Beispiel fiir die fehlende
Stabilitit von Selectionsort.

»Die n—i+ 1 grofiten Elemente stehen sortiert in A[7], ..., A[n]« nach dem
Schleifendurchlauf mit Index i. Die Invariante gilt vor der For-Schleife fiir
den Wert i = n+ 1, da dort eine Aussage liber eine leere Elementmenge
getroffen wird. Innerhalb der Schleife wird das grof3te Element ausgewdahlt
und an die nichste Stelle getauscht, sodass die Invariante fiir den um 1
verkleinerten Wert i wieder gilt. ]

Satz 5.6: Laufzeit
SeLecTIONsORT (Algorithmus 5.1) hat eine Laufzeit in @(n?).

Beweis 5.7:

In Secectionsort wird die Zeile 4 am hiufigsten ausgefiihrt und bestimmt
damit die asymptotische Laufzeit des Algorithmus. Im i-ten Durchlauf der
duleren For-Schleife werden i — 1 Vergleiche in Zeile 4 durchgefiihrt. Mit
Satz B.1 folgt die Gesamtanzahl der Schliisselvergleiche:

Aus der garantiert quadratischen Laufzeit folgt direkt, dass SELEcTIONSORT
nicht ordnungsvertriglich ist, da die Laufzeit nicht von einer Vorsortierung
beeinflusst wird.

Auch die Stabilitit ist nicht gegeben, wie man dem nebenstehenden Bei-
spiel direkt entnehmen kann. Im ersten Durchgang wird das Element mit
dem Schliissel 2 nach hinten getauscht, wodurch die beiden Elemente mit
Schliissel 1 ihre Reihenfolge vertauschen. Da im Weiteren nicht mehr ge-
tauscht wird, kann der Algorithmus nicht stabil sein.



5.3. Kiirzeste Wege: Dijkstra-Algorithmus

Wie bei allen einfachen Sortierverfahren ist die Zuordnung des Algo-
rithmus zu seinem Erfinder schwierig. Die erste bekannte Referenz
stammt hier von Friend (1956), der in seiner Arbeit sogar eine verbes-
serte Auswahl mit der resultierenden Gesamtlaufzeit O(n - vn) pri-
sentiert.

Im Vergleich zu Inserrionsorr stellt SeLectionsorr eher einen Riickschritt
dar — wird aber spéter durch einen anderen Auswahlmechanismus in Kapi-
tel 10 zu einem wettbewerbsfihigen Sortieralgorithmus weiter entwickelt.

53 Kiirzeste Wege: Dijkstra-Algorithmus

Im Abschnitt 4.5.2 hatten wir die Breitensuche als Algorithmus fiir den
Spezialfall der Kiirzeste-Wege-Suche kennengelernt, in dem jede Kante e €
E die Kosten y(e) = 1 besitzt. Zur Erinnerung: Wihrend des Ablaufs des
Algorithmus konnte zu jedem Zeitpunkt jeder Knoten einer der folgenden
Klassen zugeordnet werden:

e der kiirzeste Weg ist bereits bekannt und alle ausgehenden Kanten
wurden beriicksichtigt (graue Knoten),

e die Knoten sind entdeckt, aber sie wurden noch nicht abgearbeitet
(orange Knoten) oder

e die Knoten sind noch nicht entdeckt (weifie Knoten).

Welcher der orangefarbenen Knoten als néchster grau wird, wurde iiber ei-
ne Warteschlange organisiert: Der élteste Knoten wird gewéhlt. An dieser
Stelle machen wir den Algorithmus gierig, sodass er auch das allgemeine
Kiirzeste-Wege-Problem 16st. Dafiir speichern wir fiir jeden Knoten seinen
aktuell bekannten kiirzesten Weg (vom Startknoten aus) und wihlen denje-
nigen orangefarbenen Knoten mit der kiirzesten Distanz zum Startknoten.

Beispiel 5.8:

In der nebenstehenden Bild sind die kiirzesten Wege der grauen Knoten so-
wie die kiirzesten Wege der orangefarbenen Knoten (iiber die grauen Kno-
ten) eingetragen. Die Knoten enthalten die entsprechenden Distanzwerte.
Als nichsten Knoten wiirde der Knoten mit Distanz 5 bearbeitet und zum
grauen Knoten werden. O

Der resultierende Ablauf Dukstra ist in Algorithmus 5.2 dargestellt. Im Ver-
gleich zur Brerrensucue wird der néchste Knoten nicht gemil3 einer War-
teschlange gewdhlt. Vielmehr wird iiber die Operation NAicHsTER-KNOTEN-
Dukstra (Algorithmus 5.4) derjenigen Knoten mit dem kleinsten Abstand
geliefert. Hierfiir wird die Distanz der Knoten im Feld abstand sowie der
Status, ob der endgiiltige Abstand des Knotens bereits berechnet ist, im Feld

121
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Algorithmus 5.2 Dijkstra-Algorithmus zur Bestimmung der kiirzesten Wege

Dukstra(Knoten V, Kanten E ¢ V x V, Kosten y : E — R, Startknoten s € V)
Riickgabewert: Distanzen abstand, Wege vorgdnger

1 for alle Knoten u € V Knoten initialisieren
2 do " abstand[u] « oo L fiir die direkt
3 vorginger[u] — NULL chn‘]cmgcn Knotcn iiber eine
4 ListFertiglu] « false n;;l tlcm1 l\'llcmslen szAle
Abstand als ‘reichbar

5 abs.tand[s] <0 J nichsten Knoten T‘(Ill]f)]:elzlhalsg
6  while KNOTEN-VORHANDEN-DUKSTRA() viilylen ) der minimale
7 do " nichster « NACHSTER-KNOTEN-DUKSTRA() | Abstand
8 istFertig|nachster] « true aktualisiert
9 for alle v € V mit (ndchster,v) € E ]

10 do " if abstand|v] > abstand|ndchster] + y[ndchster, v]

11 then " abstand|v] < abstand|[niichster] + y|ndchster, v]

12 LooL L vorgdnger[v] — niichster

13 return abstand, vorganger

istFertig gespeichert. Die noch nicht entdeckten, weilen Knoten haben eine
Distanz abstand[u] = co. Der Abstand eines Knotens wird dann aktualisiert,
wenn ein neuer kiirzerer Weg zu diesem Knoten gefunden wurde.

Die Abfrage, ob entdeckte und noch nicht fertig bearbeitete Knoten vor-
handen sind, Knoten-VorHaNDEN-DukstrA (Algorithmus 5.3) wie die Opera-
tionen zur Auswahl des nidchsten Knotens Nicuster-KnoTen-Duokstra (Al-
gorithmus 5.4) ermitteln diese Information aus den Feldern abstand und
istFertig.

Algorithmus 5.3 Test, ob noch Knoten im Dijkstra-Algorithmus zu bearbeiten sind.

KNOTEN-VORHANDEN-DIKSTRA()

Riickgabewert: Info, ob noch Knoten auswihlbar sind

forveV | suche Knoten, der

do " if abstand[v] < oo und istFertig[v] = false | crreichbar und noch
. then [ return true nicht bearbeitet ist

return false

J

N O R S

Algorithmus 5.4 Liefert den Knoten mit minimalem Abstand.

NACHSTER-KNOTEN-DIKSTRA()

Riickgabewert: nichster Knoten oder Nullzeiger

minimumWert < oo

néichster — NULL

for alle veV hat der Knoten einen

do " if —istFertig[v] und abstand[v] < minimumWert ] kleineren Abstand?
then " minimumWert «— abstand|v]

L L ndchster — v
return ndchster

merke den Knoten

~N NN R WD
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Beispiel 5.9:

Fiir den nebenstehenden Graphen mit Startknoten v; wird der Dijkstra-
Algorithmus durchgefiihrt. Der Ablauf ist in Tabelle 5.1 und in Bild 5.3
dargestellt: Nach dem Knoten v; wird v4 mit dem kiirzesten Abstand 5 ge-
wihlt. Es folgen die Knoten vs, v, und schlieBlich v3. |

i

Beispielgraph fiir den
Dijkstra-Algorithmus.

S u

TON Fiir dieses Problem ist die gierige Vorgehensweise ja richtig
gut geeignet. Hier scheint es keine unterschiedlichen Gipfel
zu geben, bei denen die Gefahr besteht, dass die lokal optimale
Verbesserung in eine Sackgasse fiihrt.

Satz 5.10: Korrektheit des Dijkstra-Algorithmus

Falls fiir alle Kanten e € E die Kosten positiv sind (y(e) > 0), berechnet der
Algorithmus Dukstra korrekt die kiirzesten Wege.

Beweis 5.11:

Aus den in der nebenstehenden Abbildung orange markierten und damit
auswihlbaren Knoten habe der in kriftigem Orange dargestellte Knoten
u den kleinsten Distanzwert zum Startknoten. Es gilt also insbesondere
abstand[u] < abstand|v]. Damit wird u als niachster Knoten bearbeitet und
grau geférbt. Wir wollen den Satz per Widerspruch beweisen, d.h. wir neh- Korrektheit des
men zundchst an, dass es einen kiirzeren Weg zu u gibt. Da die grauen Dijkstra-Algorithmus.
Knoten mit all ihren Kanten bereits berticksichtigt wurden, kann der kiirze-

re Weg nicht ausschlielich durch die grauen Knoten fiithren. Also muss er

liber einen der anderen orangefarbigen Knoten (und eventuell noch weitere

weille Knoten) gehen, z.B. den Knoten v. Der Weg kann direkt von v nach

u oder tiber einige der unbekannten weiflen Knoten fithren. Im Fall einer

direkten Kante e = (v, u) gilt dann

abstand[v] +y(e) < abstand[u].
Da aber laut Voraussetzung y(e) > 0 gilt, muss bereits
abstand|[v] < abstand|u]

gegolten haben, was zu einem Widerspruch mit der Voraussetzung fiihrt,
dass u den kleinsten Distanzwert der orangefarbenen Knoten hatte. Falls
der Weg iiber einige der unbekannten weilen Knoten fiihrt, werden statt
e = (v, u) mehrere andere Kanten durchlaufen, die ebenfalls alle positiv sein
miissen. Damit folgt, dass unsere Annahme falsch gewesen ist und damit
der Satz gilt. ]
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Tabelle 5.1: Ablauf aus Bild 5.3 in tabellarischer Form. Dabei steht »abst.« fiir abstand und »vorg.« fiir
vorgdnger. Fertige Knoten sind nicht mehr im jeweiligen Zeitschritt der Tabelle aufgefiihrt.

Itera- Knoten
tion Vi Vo V3 V4 Vs
abst. | vorg. | abst. | vorg. | abst. | vorg. | abst. | vorg. | abst. | vorg.
1 0 - [S3) - 9 - o - o -
2 10 V1 00 - 5 V1 00 -
3 8 V4 14 V4 7 V4
4 8 V4 13 Vs
5 9 1)

2]

Bild 5.3: DuksTrA (Algorithmus 5.2) wird auf einen Graphen angewandt. Fertige Knoten sind grau hinterlegt und
entdeckte Knoten sind orange. Die Knoten enthalten die aktuelle Entfernung von v;; die zugehorigen
Kanten sind orange markiert.



5.4. Minimale Spannbdume zur Approximation von Rundreisen

Satz 5.12: Laufzeit des Dijkstra-Algorithmus

DukstrA (Algorithmus 5.2) hat eine Laufzeit in O(#V)?), wenn der Graph
als Adjazenzliste gespeichert wird.

Beweis 5.13:

Die Zeilen 1-4 des Algorithmus sind in ®(#V) und die Zeilen 5 und 6 lau-
fen in konstanter Zeit. Die anschlieBende Repeat-Schleife wird (bei einem
zusammenhingenden Graphen) genau #V mal durchlaufen, da der Zeiger
ndchster in den Zeilen 13—17 immer nur auf einen noch nicht fertigen Kno-
ten gesetzt wird, der dann anschlieBend sofort als fertig markiert wird (Zei-
le 7). Daraus folgt, dass die Zeilen 7, 12 und 13 genau #V mal ausgefiihrt
werden. Die Zeilen 15-17 werden hochstens (#V)? mal durchlaufen. Fiir
die Zeilen 8—11 konnen wir wiederum wie bei der Breitensuche damit argu-
mentieren, dass jede Kante genau einmal angefasst wird (und auch durch
die Adjazenzliste kein zusitzlicher Aufwand entsteht), womit die Zeilen
insgesamt #E oft ausgefiihrt werden. Der Gesamtaufwand ergibt sich also
als O#V + (#V)? +#E) = O(#V)?), da immer #E < (#V)? gilt. "

DuxkstrAa (Algorithmus 5.2) wurde zum ersten Mal von Dijkstra
(1959) vorgestellt. Die in diesem Kapitel présentierte Laufzeit ist
noch nicht optimal, da durch andere Datenstrukturen Verbesserungen
moglich sind. Wir diskutieren diese in Kapitel 10.

54 Minimale Spannbiume zur Approximation von
Rundreisen

In diesem Abschnitt soll das Rundreiseproblem mit einem gierigen Algo-
rithmus angegangen werden. Nachdem fiir das Kiirzeste-Wege-Problem so
schnell ein effizienter Algorithmus gefunden wurde, betrachten wir zunéchst
einen ganz dhnlichen Ansatz.

Fiir das Kiirzeste-Wege-Problem wurden die kiirzesten Wege sukzessiv
gierig aufgebaut. Anders als bei diesem Problem diirfen in einer Rundrei-
se jedoch keine Verzweigungen auftauchen. Es miissen nacheinander alle
Knoten eines Graphen besucht werden. Deshalb kann bei einer iterativen
Konstruktion eine partielle Losung nur an den bisherigen Endpunkten des
Wegs wachsen. Daher untersuchen wir vom zuletzt gewéhlten Knoten die
ausgehenden Kanten und wihlen denjenigen bisher unbesuchten Knoten
mit dem geringsten Kosten an der Kante. Wurden alle Knoten einmal be-
sucht, ergibt sich die letzte Kante automatisch aus dem Startknoten und
dem Endknoten des Wegs. Algorithmus 5.5 (Runpreise-Greepy) zeigt den
Ablauf.
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Algorithmus 5.5 Einfacher gieriger Algorithmus fiir das Rundreiseproblem (Wahl
des nichstgelegenen Nachbarknoten)

RunpRrEISE-GREEDY(Knoten V, Kanten E, Kosten y : E — R)
Riickgabewert: Reihenfolge der Knoten in rundreise

1 for alle Knoten u € V
2 do ListFertiglu] « false Initialisier
: ) nitialisierung

3 rundreise[1] — wihle einen Knoten aus V -

4 istFertig[rundreise[1]] « true

5 forindex<«—1,...,#V -1

6 do " minAbstand «— oo freien Knoten iiber die Kante

7 foralle veV mit dem kleinsten Gewicht wihlen)
8 do " if —istFertig[v] A y[rundreiselindex],v] < minAbstand
9 then " ndchster — v
10 L L minAbstand « y[rundreiselindex], v]
11 L rundreise[index + 1] — ndichster

12 return rundreise

Beispiel 5.14:

Im nebenstehenden Graphen starten wir mit der Konstruktion eines Rund-
weges in Knoten v;. AnschlieBend wihlen wir der Reihe nach die Kanten
(v1,v2), (v2,va) und (v4, v3), da sie jeweils mit 5 die kleinsten Kosten besit-
zen. Der Weg ist orange markiert. AnschlieBend muss mit (v3, vy) als letzte
Kante die Rundreise geschlossen werden, wodurch sich die Gesamtkosten
5+5+5+ 10 =25 ergeben. Wie man schnell erkennt, handelt es sich dabei
nicht um die optimale Rundreise, die mit den Kosten 5+6+5+6 =22 iiber
die Knoten vy, v4, v3 und v, fiihrt. O

Das Beispiel zeigt, dass der Algorithmus nicht in der Lage ist, die optima-
le Rundreise zu berechnen. Schauen wir uns im folgenden Beispiel eine
Benchmark-Probleminstanz mit 101 Knoten an.

Beispiel 5.15:

In Bild 5.4 wird links die Lage der Knoten in einer zweidimensionalen Ebe-
ne gezeigt. Die Kosten zwischen zwei Knoten ergeben sich als euklidischer
Abstand. Im mittleren Teil der Abbildung ist die durch Runpreise-GREEDY er-
stellte Rundreise mit den Gesamtkosten 822,34 dargestellt — man erkennt
deutlich, wie am Anfang immer der nichstgelegene Nachbarknoten ausge-
wihlt wird. An verschiedenen Stellen ergibt sich dann ein groerer Sprung,
wenn der Algorithmus quasi in eine »Sackgasse« gelaufen ist. Zum Ver-
gleich: Die kiirzeste Rundreise (rechter Teil der Abbildung) hat die Gesamt-
kosten 642,31. Damit ist die Rundreise des gierigen Algorithmus etwa 28%
langer als die korrekte Losung. O
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Bild 5.4: RunprEISE-GREEDY (Algorithmus 5.5) wird auf die links dargestellte Anordnung von Knoten (mit dem
euklidischen Abstand als Kosten zwischen zwei Knoten) angewandt. Es resultiert die Rundreise in der

Mitte. Rechts die optimale Rundreise zum Vergleich.

Die hier benutzte Probleminstanz eil101. tsp entstammt der TSPLIB
(http://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/comopt/
software/TSPLIB95/) von Reinelt (1991) und wurde erstmals von
Christofides & Eilon (1969) présentiert — dort mussten 100 Kunden
von einem Lager aus beliefert werden. Padberg & Rinaldi (1991)
hatten das Problem als Rundreiseproblem formuliert.

In Anbetracht der Laufzeiten von Backtracking-Algorithmen (vgl. Ab-
schnitt 3.3) kann fiir viele Anwendungen ein Fehler von 28% akzeptabel
sein. Allerdings gibt es beim Algorithmus Runpreise-Greepy keine Garantie,
dass man hochstens einen bestimmten Prozentsatz von der kiirzesten Rund-
reise abweicht. Das folgende konstruierte Beispiel weist eine wesentlich
groflere Abweichung auf.

Beispiel 5.16:

Bild 5.5 zeigt links einen Graphen (wieder mit euklidischem Abstand als
Kostenfunktion), der Runpreise-Greepy in die Irre fiihrt. In der Mitte ist die
resultierende Rundreise mit Kosten 368,87 dargestellt. Aber die rechts ge-
zeigt optimale Rundreise hat lediglich die Kosten 177,44. Damit hat der
Algorithmus einen mehr als doppelt so langen Weg produziert. O

Tatsichlich konnen Graphen konstruiert werden, bei denen der gierige Al-
gorithmus Rundtouren erzeugt, die um einen noch groeren Faktor die op-
timale Rundreise tibertreffen.

=3
@ (% Schade! Beim Kiirzeste-Wege-Problem hatte es so gut ge-
klappt! Das Rundreise-Problem hat es wirklich in sich. Wenn
wir wenigstens eine gute Annidherung garantieren konnten. . .
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Bild 5.5: Greepy-TSP (Algorithmus 5.5) wird auf die links dargestellte Anordnung von Knoten angewandt (mit
dem euklidischen Abstand als Kosten zwischen zwei Knoten). Es resultiert die mittlere Rundreise.
Rechts die optimale Rundreise zum Vergleich.
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»Spannbaum

Insgesamt ist Greepy-TSP ein schoner Vertreter fiir eine Heuristik, da in
der Praxis oft passende Ergebnisse erzeugt werden, es aber keine Garantie
bzgl. der Losungsqualitét gibt.

Gibt es eine solche Garantie hinsichtlich der Qualitiit der errechneten
Rundreise, handelt es sich um einen Approximationsalgorithmus. Ein sol-
cher Algorithmus wird im Weiteren entwickelt. Wir betrachten dafiir zu-
nichst einen Greedy-Algorithmus fiir ein verwandtes Problem, auf dem wir
danach den Approximationsalgorithmus aufbauen.

In Abschnitt 4.6 hatten wir ein Problem dadurch gelost, dass wir es auf
ein einfacheres Problem abgebildet haben — dies ist beim Rundreiseproblem
jedoch nicht so einfach, wie in Beispiel 2.37 auf Seite 35 kurz andiskutiert
wurde. Daher ist der folgende, eng verwandte Gedanke der Ausgangspunkt
unseres Ansatzes: Vielleicht konnen wir ein einfacheres Problem l6sen und
anschlieBend daraus eine Nidherungslosung fiir das Rundreiseproblem kon-
struieren.

Als erste Idee scheint das Kiirzeste-Wege-Problem fiir unseren Zweck
geeignet, allerdings: Das Kriterium fiir die Konstruktion des Kiirzesten-
Wege-Baums ist die Entfernung zu einem ausgezeichneten Startknoten. Die-
ser Bias ist ungiinstig fiir das Rundreiseproblem, da hier jeder Knoten auf
der Rundreise gleichberechtigt in die Bewertung der Rundreise eingeht.
Aber wir konnen dieser Anforderung folgend ein ganz dhnliches Problem
wie folgt definieren.

Definition 5.17: Minimaler Spannbaum

Fiir einen ungerichteten, zusammenhingenden Graphen G = (V, E) und Kos-
tenfunktion y : E — R™ heiBt eine Teilmenge T C E ein Spannbaum, wenn
G’ = (V,T) zusammenhingend und zyklenfrei ist. Gilt zusitzlich, dass die
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Kosten der Kanten }’,.r y(e) minimal sind, heiit 7 ein minimaler Spann-
baum.

Beispiel 5.18:

Die nebenstehende Abbildung zeigt einen Graphen mit seinem minimalen
Spannbaum Die resultierenden Gesamtkosten betragen 1 +2+3+4+5+8+
10+ 12 = 45. Wird eine beliebige Kante aus dem minimalen Spannbaum
entfernt, zerfillt der Graph in zwei Zusammenhangskomponenten. Wird
der Zusammenhang durch eine beliebige andere Kante wieder hergestellt,
erhohen sich die Gesamtkosten. |

Spannbdume sind vor allem fiir Netzwerke von grofler Bedeutung. So
entspricht ein minimaler Spannbaum einem moglichst kostengiinsti-
gen Netz z. B. fiir Telekommunikation. (Nicht unbedingt minimale)
Spannbdume werden beim Management von Netzwerkverbindungen
im sog. »Spanning Tree Protocol« benutzt (Perlman, 1985).

Doch wie konnen wir nun einen minimalen Spannbaum fiir die Berech-
nung einer Rundtour benutzen? Dafiir werden zunichst zwei Voraussetzun-
gen an das Rundreiseproblem formuliert:

1. Der Graph G = (V, E) sei ungerichtet, schleifenfrei und vollstindig,
d.h E=VxV)\{{u, ullucV}.

2. Es gelte die Dreiecksungleichung beziiglich der Kosten im Graphen,
d. h. fiir alle beliebigen Knoten u,v,we Vmitu #v,v+wund u #w
gelte: y(u,w) < y(u,v) +y(v,w).

(% \ Gut, das sind ja keine ernstzunehmenden Einschrinkungen!
Vollstindig kann ich einen Graphen machen, indem ich nicht-
existente Kanten mit dem einem extrem groflen Gewicht neu
hinzunehme. Und die Dreiecksungleichung gilt doch in einem
Stral3ennetz sowieso immer, oder?

Tatsédchlich erfiillen alle in diesem Abschnitt betrachteten Beispiele die-
se Bedingungen.

Zwischen dem minimalen Spannbaum und der kiirzesten Rundreise las-
sen sich nun interessante Beziehungen zeigen.

Lemma 5.19:

Die Kosten des minimalen Spannbaums sind kleiner als die Kosten der kiir-
zesten Rundpreise.

129

»minimaler Spannbaum

Minimaler Spannbaum.

»vollstindig

»Dreiecksungleichung



Konstruktion eines
Spannbaums durch Streichen
einer Kante in der Rundreise.

Beispielhafter Spannbaum und
die Reihenfolge der
Tiefensuche.

Resultierende Rundreise.
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Beweis 5.20:

Wir beweisen das Lemma per Widerspruch und nehmen zunichst an, die
Rundreise wire kiirzer (oder gleich lang). Dann ldsst sich durch Streichen
einer Kante aus der Rundreise ein Spannbaum machen, der in jedem Fall
noch kiirzer als die betrachtete Rundreise ist. Dies ist aber ein Widerspruch
zur Ausgangssituation, dass wir den minimalen Spannbaum betrachtet ha-
ben. Also muss die Annahme falsch gewesen sein. ]

Das ist zwar noch nicht die gewiinschte Aussage, wird im Weiteren aber
von Nutzen sein, wenn wir den Fehler der Approximation beschrinken wol-
len. Die Kernfrage ist jedoch, wie wir aus dem minimalen Spannbaum eine
Rundreise generieren — wir wollen uns an der Struktur des Spannbaums
orientieren, aber wie bei der Rundreise iiblich jeden Knoten nur einmal
besuchen. Und da ein allgemeiner Spannbaum auch nur ein Spezialfall ei-
nes Graphen ist, haben wir mit der Tiefensuche (Algorithmus 4.24 auf Sei-
te 103) einen Algorithmus an der Hand, der den minimalen Spannbaum
abliuft und dabei bereits besuchte Knoten auslésst.

Der Ablauf zur Ableitung einer Rundreise aus einem minimalem Spann-
baum mit anschlieBender Tiefensuche ist in Runpreise-ApproxivarioN (Algo-
rithmus 5.6) dargestellt. Der dort benutzte Algorithmus Priv berechnet den
minimalen Spannbaum als Vorgidngerknoten zu jedem Knoten aufler der
Waurzel. Priv wird ab Seite 131 vorgestellt. In Runpreise-Approximvarion wird
in Zeile 3 die Kantenmenge aus der Vorgidngerinformation errechnet, da die
Tiefensuche diese benotigt.

Beispiel 5.21:

Im nebenstehenden Spannbaum ist die Reihenfolge der Entdeckung der
Knoten eingetragen: Es werden alle Teilbdume immer komplett besucht,
bevor der ndchste benachbarte Teilbaum »entdeckt« wird. Daraus ergibt
sich die Rundreise in der ndchsten Abbildung. Statt von v, zuriick zu v4 zu
gehen, wird der direkte Weg von v, nach vz genommen. Ebenso wird von
v3 zu vs5 abgekiirzt und die dazwischen liegenden Knoten v4 und v; nicht
nochmals besucht. Die » Abkiirzungen« sind orange eingezeichnet. O

Weil die Dreiecksungleichung im Graphen gilt, kann beziiglich der Appro-
ximationsgiite der folgende Satz gezeigt werden.

Algorithmus 5.6 Approximation einer kiirzesten Rundreise anhand des minimalen
Spannbaums

RunprEise-AprproxivaTION(Knoten V, Kanten £, Kosten y : E — R)
Riickgabewert: Reihenfolge der Knoten in kiirzesteRundreise
wurzel — wihle einen Knoten aus V

Priv(V, Ad j, y, wurzel)

E" —{(u,v)lv € V\{wurzel} Au = vorgiinger[v]}
return Knoten aufsteigend nach Entdeckungszeit in TiereNsucHe(V, E”)

Minimalen Spannbaum
als Graph bestimmen

AW =
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Satz 5.22: Fehlergarantie der Rundreise-Approximation
Die durch RunprEISE-APPROXIMATION erzeugte Rundreise ist hochstens doppelt
so lang wie die optimale Rundreise.

Beweis 5.23:

Wird der minimale Spannbaum mit den Kostenysg = Y. y(e) direkt abge-
laufen, wird jede Kante einmal beim Betreten des dariiber erreichbaren Teil-
baums durchlaufen — und ein zweites Mal beim Verlassen des Teilbaums.
Ein solcher Weg durch den Graphen hat also die Linge 2 - Kostenysp. We-
gen der Dreiecksungleichung ist die konstruierte Rundreise wy,,s: sogar
kiirzer, da die Kosten eines direkten Wegs zwischen zwei Knoten immer
kleiner oder gleich den Kosten eines Umwegs sind. Wegen Lemma 5.19
gilt insgesamt bzgl. der kiirzesten Rundreise Wopimai:

Wionstr < 2- Kostenyisp < 2+ Woptimal.  ®

Fiir die Berechnung des minimalen Spannbaums greifen wir auf den Duk-
stra-Algorithmus (Algorithmus 5.2) zuriick, der einen Baum bestehend aus
den kiirzesten Wegen von einem Startknoten zu allen anderen Knoten be-
rechnet. Anstatt nun eine Kante genau dann in den Baum aufzunehmen,
wenn sie den kiirzesten bekannten Weg zu einem noch unverbundenen Kno-
ten abschliet, beschrinken wir hier die Auswahl auf die Kosten der Kan-
te selbst: Es wird diejenige Kante mit dem kleinsten Gewicht gewihlt, die
einen neuen Knoten mit dem Baum verbindet. Es resultiert Algorithmus 5.7
(Priv). Dort ist im Feld abstand jetzt der Abstand von der Menge der ferti-
gen Knoten gespeichert, d.h. das bisher gefundene kleinste Kantengewicht,
das den Knoten anbindet.

Algorithmus 5.7 Prim-Algorithmus zur Berechnung des minimalen Spannbaums

Priv(Knoten V, Kanten E C V XV, Kosten y : E — R, Startknoten s € V)
Riickgabewert: Kanten des Baums vorginger

1 for alle Knoten u € V

2 do " abstand[u] <

3 vorgdnger[u] — NULL

4 L istFertig[u] « false

5 abstand[s] < 0

6  while KNOTEN-VORHANDEN-DIKSTRA()

7 do " néichster « NACHSTER-KNOTEN-DIKSTRA() fertige Knoten diirfen

8 istFertig[ndachster] « true nicht nachtréglich

9 for alle v € V mit (néichster,v) € E modifiziert werden
10 do " if —istFertig[v] und abstand[v] > y[ndchster,v] \
11 then ™ abstand[v] « y[néichster,v] | nur das Kantengewicht wird
12 oL L vorgéinger[v] — niichster beriicksichtigt

13 return vorgdnger

131
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Tabelle 5.2: Ablauf aus Bild 5.6 in tabellarischer Form. Dabei steht »abst.« fiir abstand und »vorg.« fiir
vorgdnger. Fertige Knoten sind nicht mehr im jeweiligen Zeitschritt der Tabelle aufgefiihrt.

Itera- Knoten
tion Vi Vo V3 V4 Vs
abst. | vorg. | abst. | vorg. | abst. | vorg. | abst. | vorg. | abst. | vorg.

1 0 — o — 0 _ 00 _ o0 _

2 6 v 4 2 6 Vi 6 Vi

3 5 V3 6 Vi 4 V3
4 5 V3 3 Vs

5 5 V3

Beispiel 5.24:

Beispielgraph fiir den
Prim-Algorithmus.

Fiir den nebenstehenden Graphen mit Startknoten v; wird der Prim-Algo-
rithmus durchgefiihrt. Der Ablauf ist in Tabelle 5.2 und in Bild 5.6 darge-

stellt.

]

Bild 5.6: Prim (Algorithmus 5.7) wird auf einen Graphen angewandt. Fertige Kno-
ten sind grau hinterlegt und entdeckte Knoten sind orange. Die Knoten
enthalten das Gewicht der kleinsten bekannten Kante zu dem jeweiligen
Knoten; die zugehorigen Kanten sind orange markiert.
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Da nur minimale Anderungen zwischen Dukstra und Priv durchgefiihrt
wurden, ergibt sich die Laufzeit des Prim-Algorithmus in der vorliegenden
Form als O((#V)?) (analog zu Satz 5.12). Ahnlich verhilt es sich mit der
Korrektheit im folgenden Satz, dessen Beweis wir in Ubungsaufgabe 5.6
dem Leser iiberlassen.

Satz 5.25: Korrektheit des Prim-Algorithmus
Falls fiir alle Kanten e € E die Kosten positiv sind (y(e) > 0), berechnet der
Algorithmus Priv korrekt den minimalen Spannbaum.

Der Algorithmus Prim wurde erstmals in der Arbeit von Prim (1957)
publiziert, in der er auch auf das kiirzeste Wegeproblem eingeht.

Fiir die vollstindige Approximation der kiirzesten Rundreise in Algorith-
mus 5.6 folgt damit aus den benutzten Algorithmen die folgende Laufzeit.

Korollar 5.26: Laufzeit der Rundreise-Approximation
Mit den bisher vorgestellten Implementierungen folgt die Laufzeit von Runp-
REISE-APPROXIMATION dls O((#V)2).

A
# (% Jetzt haben wir doch eine Approximation fiir das Rundreise-
problem gefunden! Ich bin mal gespannt, wie sich die auf den
bisherigen Beispielen verhilt.

Beispiel 5.27:

Der Graph aus Beispiel 5.24 wird hier fortgesetzt, indem aus dem berech-
neten minimalen Spannbaum eine Rundreise abgeleitet wird. Bild 5.7 zeigt
links nochmals den minimalen Spannbaum; mittig und rechts werden zwei
mogliche resultierende Rundreisen gezeigt. Welche der Varianten erzeugt

Bild 5.7: RUNDREISE-APPROXIMATION (Algorithmus 5.6) wird mit dem links dargestellten minimalen Spannbaum
und dem markierten Startknoten v{ durchgefiihrt. Die in der Mitte dargestellte Rundreise resultiert aus
der Wahl von vs als dritten Knoten, die rechte Rundreise aus der Wahl von v; als dritten Knoten.
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wird, hdngt davon ab, wie der Spannbaum gespeichert wird und damit ob
von v3 aus die Kante zu v5 (Mitte) oder zu v, (rechts) in den Spannbaum
aufgenommen wird. Die restlichen Kanten ergeben sich jeweils zwangslidu-
fig. Mit der Kante (v3, v5) hat die Rundreise die Lange 4 +4+3+7+6 = 24;
mit der Kante (v3, ;) ist die Lange 4+ 5+ 9+ 3 + 6 = 27. Die kiirzere der
beiden Rundreisen entspricht auch der minimalen Rundreise. O

Beispiel 5.28:

In Bild 5.8 wird links nochmals die Lage der Knoten aus Beispiel 5.15 ge-
zeigt. Die Kosten zwischen zwei Knoten ergeben sich als euklidischer Ab-
stand. Runpreise-Approxivation (Algorithmus 5.6) berechnet zunéchst einen
minimalen Spannbaum mit einem Gesamtgewicht von 562,26, der in der
Mitte der Abbildung dargestellt ist. Der Startknoten fiir die Tiefensuche ist
markiert, von dem aus die rechts dargestellte Rundreise erzeugt wird. Diese
Rundreise ist zwar garantiert hochstens doppelt so lang wie die Gesamtkos-
ten des minimalen Spannbaums, aber mit einer Linge von 860,86 ist die
Rundreise dennoch ldnger als die Rundreise aus Beispiel 5.15, die mit dem
einfachen gierigen Algorithmus ermittelt wurde. O

Wie sind nun die Daten dieses Beispiels zu interpretieren? Einerseits kon-
nen wir daraus erkennen, dass eine Approximationsgarantie nicht zwangs-
laufig einen tiberlegenen Algorithmus nach sich zieht. Dariiberhinaus liefert
die Heuristik des einfachen Algorithmus Runpreise-Greepy bei sog. »real-
world«-Daten in der Regel ordentliche (wenn auch nicht unbedingt gute)
Ergebnisse. Betrachten wir zum Abschluss noch das konstruierte Rundrei-
seproblem aus Beispiel 5.16.
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Bild 5.8: RUNDREISE-APPROXIMATION (Algorithmus 5.6) wird auf die links dargestellte Anordnung von Knoten (mit

dem euklidischen Abstand als Kosten zwischen zwei Knoten) angewandt. Es resultiert als Zwischener-
gebnis der minimale Spannbaum in der Mitte und als Endergebnis die rechts dargestellte Rundreise.
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Bild 5.9: RUNDREISE-APPROXIMATION (Algorithmus 5.6) wird auf die links dargestellte Anordnung von Knoten (mit
dem euklidischen Abstand als Kosten zwischen zwei Knoten) angewandt. Es resultiert der minimale
Spannbaum in der Mitte als Zwischenergebnis und die rechts dargestellte Rundreise als Endergebnis.

Beispiel 5.29:

Bild 5.9 zeigt links die Ausgangssituation. Der entstehende minimale Spann-
baum ist in der Mitte dargestellt. In der rechten Abbildung wird beispielhaft

gezeigt, wie daraus eine Rundreise entstehen kann: links oben ergibt sich

die optimale Struktur; rechts unten wiederum wird zunéchst der eng ge-
steckte mittlere Pfad verfolgt — die anderen Knoten werden dann riickwirts

abgearbeitet. Die lange Strecke von rechts oben nach links unten entspricht

dem Wechsel in den anderen Teilbaum unter der markierten Wurzel. Die

andere lidngere Strecke ist der Riicksprung zum Startpunkt. Die Gesamtkos-
ten ergeben sich hierbei als 233,61 und sind damit deutlich geringer als die

des einfachen gierigen Algorithmus. O

Der hier vorgestellte Approximationsalgorithmus stammt von Ro-
senkrantz et al. (1977). Einen wesentlich geringeren Fehler mit nur
50% bietet der (hier nicht behandelte) Algorithmus von Christofides
(1976), der ebenfalls mit dem minimalen Spannbaum arbeitet, aber
iiber ein zusitzliches Matching die Reihenfolge der Knoten beein-
flusst.

5.5 Flussproblem: Ford-Fulkerson-Algorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir einen ersten effizienten Algorithmus fiir
das vereinfachte Problem des maximalen Flusses (Definition 4.57 auf Sei-
te 107) entwickeln.

Die gierige Herangehensweise ist zunichst denkbar einfach: Wir suchen
einen beliebigen Weg mit positiven Kapazititswerten (> 0) an allen Kan-
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Graph mit gewidhltem Weg im
Ford-Fulkerson-Algorithmus.

Resultierender (vorldufiger)
Restgraph nach dem ersten
Schritt.

Q-G-O-0

Graph mit dem ersten Weg.

O} ®

Resultierender (vorldufiger)
Restgraph.
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ten vom Start- zum Zielknoten, bestimmen die maximal mogliche Menge
(sprich: die kleinste verfiigbare Kapazitit an einer Kante des Wegs), mer-
ken uns den Fluss und passen die jetzt noch verfiigbaren Kapazititen im
Graphen an. Dies iterieren wir solange, bis wir keinen Weg mehr finden.
Der Gesamtfluss ergibt sich aus den Fliissen der einzelnen Iterationen.

Beispiel 5.30:

Im nebenstehenden Graphen wird der Weg von s tiber v; nach ¢ gewéhlt.
Maximal konnen 2 Einheiten tiber diesen Weg geschoben werden. Dadurch
verringern sich die fiir weitere Fliisse noch verfiigbaren Kapazititen an den
Kanten: bei (s,v;) um zwei Einheiten und an der Kante (v{, ) wird die
Kapazitit auf 0 reduziert, weswegen wir sie nicht mehr darstellen. In zwei
weiteren Iterationen kann noch je eine Einheit tiber v, und iiber v{ und v,
transportiert werden. O

» (< \ Wir lassen also zunéchst einmal etwas vom Start- zum Ziel-
knoten flieBen und schauen dann, was jetzt noch flieBen kann.
Das nenne ich ein gieriges Vorgehen — genau gleich wie beim
Shopping: Ich kaufe das erste, was mir gefillt und iteriere, bis
das Geld alle ist. . .

Wenn man ausschlie3lich wie oben beschrieben vorgeht, kann es pas-
sieren, dass der maximale Fluss nicht gefunden wird. Dies illustriert das
nichste Beispiel.

Beispiel 5.31:

Im nebenstehenden Graphen seien alle Kantengewichte y(e) = 1, worauf
wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit im Bild verzichten. Es gibt drei We-
ge vom Startknoten s zum Zielknoten 7. Wird hier der mittlere (kiirzeste)
Weg gewihlt, entsteht der nebenstehende Restgraph. Deutlich erkennt man,
dass kein weiterer Weg vom Start- zum Zielknoten vorhanden ist. Damit
wurde allerdings nicht der maximal mogliche Fluss gefunden — die beiden
anderen Wege konnten beide gemeinsam genutzt und damit ein maximaler
Fluss von 2 Einheiten erreicht werden. O

Das Beispiel zeigt die Notwendigkeit, dass einmal getroffene Entscheidun-
gen wieder riickgingig gemacht werden kénnen. Konkret: Wurde eine be-
stimmte Datenmenge iiber eine Kante transportiert, soll der Riickfluss (ei-
nes Teils oder auch der vollstindigen Datenmenge) in den weiteren Itera-
tionen moglich sein. Dies wird dadurch erreicht, dass wir fiir jede Kante
des Wegs die verschobene Menge auf die Kapazitit der invertierten Kan-
te addieren. War diese Kante vorher nicht vorhanden, wird sie aufgenom-
men.
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Beispiel 5.32:

Wir setzen Beispiel 5.31 fort. Nebenstehend wird der Graph mit den Riick-

kanten dargestellt. Die mittlere der Riickkanten ermdglicht dabei jetzt einen

weiteren Fluss vom Start- zum Zielknoten. Der zweite nebenstehend darge-

stellte Graph zeigt beide gefundenen Fliisse. Werden diese Fliisse addiert,

heben sich die Fliisse iiber die mittlere Kante wieder auf und es ergibt sich

wie im dritten Bild dargestellt je ein Fluss iiber den oberen und den unteren

Weg. O

P T

» (% Gierig entscheiden und dann doch wieder umentscheiden,
wenn es dabei etwas zu gewinnen gibt — wenn das doch im
Leben auch so wire :-)

Algorithmus 5.8 (Forp-FuLkerson) enthilt schlieflich den gesamten Ab-
lauf der gierigen Suche mit Riickkanten fiir aufgenommene Fliisse. Im zwei-
dimensionalen Feld fluss wird der Gesamtfluss fiir jede Kante aufsummiert,
wihrend das Feld kap den Restgraphen mit den noch zur Verfiigung ste-
henden Kapazititen darstellt. In der Variablen menge wird fiir den jeweilig
gefundenen Weg der maximale Fluss gespeichert. Diese Variable wird dann
verwendet, um die Kantengewichte des Graphen entsprechend anzupassen.

Algorithmus 5.8 Gieriger Algorithmus fiir das Maximaler-Fluss-Problem

Forp-FurLkerson(V, E, v, s, 1)
Riickgabewert: Fluss pro Kante fluss
E' —E
for alle Kanten (u,v) € E
do " kaplu,v] « ylu,v] | Restgraph initialisieren
if (v,u) ¢ E ]
then ™ E' «— E’' U{(v,u)}
Lkaplv,u] < 0
fluss[u,v] <0 '
L fluss[v,u] <0
while es existiert Weg (s =)vy, v, ..., V(=) mit 1 beliebigen
(i, vir1) € E" und kaplvi, vis1]1 > 0(1 <i<k—1)) Weg withlen
10 do " menge « min{kap[v;,viy1] |1 <i<k-1}

Riickkanten aufnehmen

‘ Flussgraph initialisieren

O 00 OB~ W

11 fori—1,...,k—1

12 do "if fluss[vii1,vi] >0 Fluss-
13 then " if fluss[vi.1,vi] > menge graph
14 then [ fluss[viy1,vi] & fluss[viy1,vil —menge | 11410
15 else " fluss[vi,viy1] < menge —fluss[vii1,vil | sieren
16 L L fluss[vier,vi] <0

17 else [ fluss[vi,vi+1] < fluss[vi, vis1] +menge

18 kap[vi,vis1] < kaplvi, vis1]—menge Restgraph aktualisieren
19 L ckaplvis1,vi]l < kaplvii1,vil + menge | N

20 return fluss
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Beide gefundenen Fliisse.
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Beispiel 5.33:

Wir wenden Algorithmus 5.8 auf den nebenstehenden Graphen an. Die ein-
zelnen Iterationen sind in Bild 5.10 dargestellt. Die jeweiligen Fliisse der
Iterationen sind dabei variabel, da der Algorithmus Forp-Furkerson keine
Vorgaben beziiglich der Wahl der Wege im Graphen macht. Es ergibt sich
der nebenstehende Gesamtfluss. O

Flussgraph:

Restgraph:

Bild 5.10: In vier Iterationen wird der Gesamtfluss in Beispiel 5.33 aufgebaut.
Im rechts angefiihrten Flussgraph ist der Fluss der jeweiligen Iteration
orange markiert. Der resultierende Restgraph ist jeweils links notiert,
wobei hier die aktuell neuen Riickkanten orange dargestellt sind.
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Satz 5.34: Termination und Korrektheit
Forp-FuLkerson (Algorithmus 5.8) terminiert und berechnet den maximalen
Fluss.

Beweis 5.35:

Fiir den Beweis betrachtet man sog. Schnitte, mit denen die Menge der Kno-
ten in zwei disjunkte Teilmengen V,, V; C V getrennt wird (VU V; = V),
wobei wir sicherstellen, dass fiir den Startknoten s € V und fiir den Ziel-
knoten 7 € V; ist. Dann gilt offensichtlich, dass fiir einen beliebigen Schnitt
die Kanten von V; nach V; mit ihren summierten Kapazititen den maxi-
mal moglichen Fluss nach oben beschridnken — nebenstehend orange darge-
stellte Kanten. Von allen moglichen Schnitten bestimmt derjenige mit der
kleinsten Gesamtkapazitit den maximalen Fluss am Ende der Optimierung.
Im Weiteren betrachten wir diesen Schnitt durch den Graphen.

Da jede Iteration durch den Algorithmus einen Weg der Kapazitit > 1
zum Gesamtfluss hinzufiigt, wichst der Fluss bestdndig an, und da die Ka-
pazitit an der Kante von V nach V; (im beispielhaften Bild orange darge-
stellt) verringert wird, terminiert der Algorithmus spétestens, wenn die den
Schnitt iiberquerenden Kanten »aufgebraucht« sind.

Jetzt miissen wir fiir die Korrektheit nur noch zeigen, dass der Algorith-
mus nicht vor dem maximalen Fluss terminiert. Dieser Fall konnte hochs-
tens dann eintreten, wenn ein Fluss in einer Iteration einen Schnitt mehr-
fach tiberquert und dadurch »zu viel« Kapazitit am Schnitt verbraucht (da
die Kapazitit ja nur einfach am Zielknoten ankommt). Doch wie die ne-
benstehende Abbildung zeigt, muss dann der Schnitt in beide Richtungen
iiberquert werden — und die Uberquerung von V; nach V; erhoht bei der
Anpassung der Kantenkapazititen die Kapazitit der entsprechenden Riick-
kante, die von V nach V; fiihrt. So wird effektiv der Fluss entlang des Wegs
nur einmal am Schnitt wirksam — und jede Kapazititseinheit, die am Schnitt
abgezogen wird, kommt als Fluss am Zielknoten an. ]

Die Korrektheit des Algorithmus bedeutet hier, dass immer ein Flussgraph
gefunden wird, der dem maximal moglichen Fluss entspricht. Da wir in
Zeile 9 des Algorithmus die Wahl des nichsten Weges offen halten, konnen
je nach gewihlten Wegen unterschiedliche Flussgraphen entstehen.

Satz 5.36: Laufzeit
Bezeichne fmax den maximalen Fluss eines Flussproblems mit dem Gra-
phen G = (V, E). Die Laufzeit von Forp-FuLkerson (Algorithmus 5.8) ist nach
oben durch O(fmax - #E) beschrinkt (bei geeigneter Speicherung des Gra-
phen z.B. als Adjazenzliste).

Beweis 5.37:
In jeder Iteration muss ein Weg gesucht werden. Im Falle der Speicherung
in einer Adjazenzliste benotigt sowohl eine Tiefen- als auch eine Breiten-
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suche ®(#V +#E). Da wir von einem zusammenhingenden Graphen ausge-
hen, ist dies gleich ®(#E). Auch die Aktualisierung des Graphen entlang
des Wegs benétigt maximal diesen Aufwand. Daher bleibt die Frage wie
oft der Algorithmus iterieren kann, wozu wir das nebenstehende Beispiel
betrachten, in dem wir den orangefarbigen Weg wihlen. Dadurch ergibt
sich der zweite Graph als Restgraph. Wird wieder ein Weg iiber die senk-
rechte Kante gewdhlt, ergibt sich der dritte Graph als Restgraph. Wie man
sofort erkennt, kann dies maximal fix oft geschehen. Daraus resultiert die
angegebene Gesamtlaufzeit. |

Diese Laufzeit ist sehr unangenehm, da sie nicht ausschlielich von der
GroBe des Graphen, d.h. der Anzahl seiner Knoten und Kanten, abhiingt.

Der Algorithmus Forp-FuLkerson wurde von Ford & Fulkerson
(1956) prisentiert.

Das gierige Vorgehen eines Algorithmus stellt ein erstes in diesem Buch
behandeltes »Entwurfsparadigma« fiir Algorithmen dar. Fiir das Sortie-
ren wurde ein erstes einfaches Beispiel entwickelt. Fiir die Kiirzeste-
Wege-Suche und das Problem des maximalen Flusses wurden bereits sehr
ausgefeilte, leistungsfihige Algorithmen vorgestellt. Wir haben an meh-
reren Stellen hinreichend diskutiert, dass nicht jedes Problem und auch
nicht jeder erste gierige Ansatz zu einem Algorithmus fiihrt, der immer
das korrekte Ergebnis berechnet. Daher konnte fiir das Rundreiseproblem
auch nur ein Approximationsalgorithmus auf der Basis eines gierigen An-
satzes konstruiert werden.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.1: Selectionsort
Sortieren Sie das folgende Feld mit SeLecTiONSORT (Algorithmus 5.1)
aufsteigend. Dokumentieren Sie alle Teilschritte. Wie viele Schliissel-

vergleiche werden benotigt?

(o2 |2[7]3]415]1]18]s5]2]11]

Aufgabe 5.2: Dijkstra-Algorithmus
a) Wenden Sie DuksTrA (Algorithmus 5.2) auf den nebenstehenden
Graphen mit Startknoten 5 an. Dokumentieren Sie alle Teilschritte
in einer Tabelle und zeichnen Sie den Baum mit den kiirzesten
Wegen im Graphen ein.
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b) Finden Sie einen Beispielgraphen mit negativen Kantengewichten
(aber ohne negative Zyklen, d.h. Zyklen mit negativem Gesamtge-
wicht), bei dem DukstrA (Algorithmus 5.2) ein falsches Ergebnis
liefert.

Aufgabe 5.3: Kiirzeste Wege: Spezialfall
Geben Sie einen Algorithmus an, der fiir einen Startknoten die kiirzesten
Wege in einem azyklischen Graphen in linearer Zeit O(#V +#E) berech-
net. Demonstrieren Sie Ihren Algorithmus an einem nicht-trivialen Bei-
spiel mit wenigstens 5 Knoten. (Hinweis: Azyklische Graphen kdnnen
topologisch sortiert werden.)

Aufgabe 5.4: Prim-Algorithmus
Wenden Sie Priv (Algorithmus 5.7) auf den nebenstehenden Graphen
mit Startknoten 1 an. Dokumentieren Sie alle Teilschritte in einer Tabel-
le.

Aufgabe 5.5: Rundreiseproblem
Betrachten Sie den durch die nebenstehende Abstandsmatrix gegebenen
ungerichteten Graphen mit der Knotenmenge V = {1,2,3,4,5}. Es soll

eine kiirzeste Rundreise ermittelt werden.

a) Wenden Sie den gierigen Algorithmus RUNDREISE-GREEDY (Algo- >3 37 3943
rithmus 5.5) an und starten Sie mit dem Knoten 4. 4 ;1 20
b) Berechnen Sie zunéchst mit Prim (Algorithmus 5.7) einen mini- ; 281 4

malen Spannbaum. Leiten Sie daraus eine Rundreise ab (RUNDREISE-
APPROXIMATION in Algorithmus 5.6): Starten Sie bei 4 und bei Ver-
zweigungen im Baum besuchen Sie den kleineren Knoten zuerst.

Aufgabe 5.6: Korrektheit des Primalgorithmus
Beweisen Sie Satz 5.25, indem Sie analog zum Beweis von Satz 5.10
per Widerspruch zeigen, dass bei der Existenz eines minimaleren Spann-
baums eine andere Kante gewihlt werden miisste.

Aufgabe 5.7: Maximaler Fluss
Wenden Sie Forp-FuLkerson (Algorithmus 5.8) auf das Flussproblem
mit Startknoten 1 und Zielknoten 8 an.

Aufgabe 5.8: Geldriickgabe

Es soll Wechselgeld fiir n Cent zusammengestellt werden, indem eine
moglichst kleine Anzahl an Miinzen benutzt wird.

a) Geben Sie einen Greedy-Algorithmus an, der das Wechselgeld
aus 25-, 10-, 5- und 1-Cent-Miinzen zusammenstellt. In jedem gie-
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rigen » Teilschritt« soll genau eine Miinze gewihlt werden. Bewei-
sen Sie, dass der Algorithmus zu einer optimalen Losung fiihrt.

b) Geben Sie eine Menge von Miinznennwerten (in Teilaufgabe (a)
sind dies {1, 5, 10, 25}) an, fiir die der Greedy-Algorithmus zu kei-
ner optimalen Losung fiihrt. Die Menge sollte immer eine 1-Cent-
Miinze beinhalten.

Aufgabe 5.9: Variante zu Selectionsort
Auf Seite 121 wird angemerkt, dass Selectionsort auch mit der Laufzeit
O(n- +/n) realisierbar ist. Schreiben Sie einen entsprechenden Algorith-
mus in Pseudo-Code. Teilen Sie hierfiir das urspriingliche Feld in v/n
etwa gleichgrof3e Partitionen und schreiben Sie die gewihlten Elemente
in ein neues Feld.



Beschwingt durch die ersten Erfolge kommt Algatha mit der Arbeit an ihrer Software gut voran.
Doch heute hat sie einen echten Pechtag erwischt: Erst fihrt ihr der Bus direkt vor der Nase
weg, dann stellt sich heraus, dass durch ein Problem auf dem Firmenserver ihre Arbeit des letz-
ten Tages verloren gegangen ist. Und schlieflich stoft sie auch noch ihren Kaffee um, der nach
Murphy’s Gesetz natiirlich auch nicht auf die Tageszeitung kippt, sondern sich groffliachig tiber
die Tastatur des Notebooks verteilt. Wenn etwas schiefgeht, dann geht auch mit Sicherheit al-
les schief. »Schade, dass es da nicht einen Maximalbetrag gibt, der tdglich vom personlichen
Schiefgeh-Konto abgehoben werden kann!« sagt sich Algatha.

Und nachdem der Kaffeesee wieder beseitigt, ein Ersatznotebook besorgt und das Backup einge-
spielt ist, schaut sich Algatha nochmal die bisher gefundenen Datenstrukturen und Algorithmen
an. Vielleicht geht es denen ja genauso wie Algatha — wie waren denn da nochmal die Laufzeit-
abschitzungen im Worst-Case? Mit dem Ziel wenigstens dort den Schaden zu begrenzen, macht
sich Algatha an die Verbesserung des Status Quo.
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NASA Director: This could be the worst disaster

NASA’s ever faced.

Gene Kranz: With all due respect, sir,
I believe this is gonna be our finest hour.

(Apollo 13, 1995)
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6.1 Verbesserung fiir den maximalen Fluss

Im letzten Kapitel wurde gezeigt, dass der Algorithmus Forp-Furkerson (Al-
gorithmus 5.8) in seiner Laufzeit vom maximalen Fluss abhéingt. Das be-
deutet, dass derselbe Graph durch Verzehnfachung einiger Kantengewichte
auf die zehnfache Laufzeit kommen kann. Dies liegt daran, dass immer
im Wechsel ein Weg iiber eine Kante und ihre Riickkante gewihlt werden
kann (vgl. Beweis zu Satz 5.36). Dieses Ping-Pong lisst sich einschrénken,
indem die Wege in einer speziellen Reihenfolge betrachtet werden. Kon-
kret werden wir im Weiteren die Brerrensuche (Algorithmus 4.23) in Zeile 9
von Algorithmus 5.8 benutzen und so immer den kiirzesten Weg vom Start-
zum Zielknoten zur Bestimmung des Flusses wihlen. Der resultierende Al-
gorithmus wird auch als Edmonds-Karp-Algorithmus bezeichnet.

Beispiel 6.1:

Wir wenden den Edmonds-Karp-Algorithmus auf den Graphen aus Bei-
spiel 5.33 an. Der Ablauf wird Bild 6.1 dargestellt. Die Anzahl der Itera-
tionen bleibt in diesem Beispiel jedoch gleich. O

Satz 6.2: Laufzeit
Die Laufzeit des Edmonds-Karp-Algorithmus ist in O#V - (#E)?) (bei ge-
eigneter Speicherung des Graphen z.B. als Adjazenzliste).

Beweis 6.3:
Die Auswahl des jeweils kiirzesten Wegs fiir den Fluss der nichsten Itera-
tion bewirkt, dass die Linge des Wegs vom Startknoten zu allen anderen

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7_6, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013

»Edmonds-Karp-Algorithmus
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Flussgraph:

Restgraph:

Bild 6.1: In vier Iterationen wird der Gesamtfluss in Beispiel 6.1 mit dem
Edmonds-Karp-Algorithmus aufgebaut. Im rechts angefiihrten Fluss-
graph ist der Fluss der jeweiligen Iteration orange markiert. Der resul-
tierende Restgraph ist jeweils links notiert, wobei hier die aktuell neuen
Riickkanten orange dargestellt sind.

skizzierten Widerspruchsbeweis: Angenommen es existiere ein Knoten w,
0 0 der nach einem Flussschub einen kiirzeren Weg hat als zuvor. Dieser muss
durch eine neue (orange dargestellte) Riickkante (u, v) entstanden sein — der
letzte Fluss ist schwarz dargestellt. Damit ist der graue Weg von s nach u
in jedem Fall kiirzer als der schwarze Fluss von s nach v (sonst wire der
schwarze Weg von s nach v und dann weiter nach w kiirzer gewesen). Dann

9‘? e Knoten nie kiirzer werden. Dies sieht man leicht durch den nebenstehend

Beweis der Monotonie der
Weglidngen.
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kann aber auch der schwarze Weg nicht der kiirzeste gewesen sein, da mit
dem grauen Weg von s nach u und dann weiter nach ¢ ein kiirzerer vorliegt.
Daraus folgt, dass es keinen solchen Knoten w geben kann. Also: Bei Ver-
wendung der Breitensuche werden die kiirzesten Wege im Graphen lidnger
(oder bleiben gleich lang).

Dieses Ergebnis benutzen wir im Weiteren, wenn wir uns anschauen,
wie oft eine Kante verschwinden (d.h. Kapazitit 0) und wieder erscheinen
kann. Betrachten wir nebenstehendes Beispiel. Der schwarze Weg sei wie-
der der kiirzeste im Graphen und die Kante (v, #) verschwinde im Restgra-
phen. Dann muss wieder der graue Weg nach u, der dann der kiirzeste Weg
nach u im Graphen ist, mindestens um eine Kante ldnger als der schwarze
Weg von s nach v sein. Damit (v, u) wieder erscheint, muss (i, v) auf dem
kiirzesten Weg von s nach ¢ liegen. Dann ergibt sich aber wegen obiger
Monotonie der Weglidngen (und mit derselben Argumentation wie soeben),
dass die jetzt kiirzeste Entfernung nach v um 2 groBer ist, als vor dem Ver-
schwinden der Kante. Da der lingste Weg im Graphen hochstens #V — 1
Kanten lang sein kann, kann maximal % oft eine Kante verschwinden
und wieder erscheinen. Da bei jeder Iteration mindestens eine Kante ver-
schwindet, ist die Anzahl der Iterationen in O#V - #E). Mit der Laufzeit
der Breitensuche folgt der Satz direkt. |

Dieser Satz bedeutet also, dass die Laufzeit nur von der Grof3e des Gra-

phen, sprich: der Anzahl der Knoten und Kanten, abhéngt. Es kann also

nicht passieren, dass die Laufzeit aufgrund einer Vervielfachung von Kan-

tengewichten immer weiter wéchst, was beim Algorithmus Forp-FuLkErsoN

noch der Fall war.

P I

@ (% Beim Ford-Fulkerson-Algorithmus haben wir zufllig und gie-
rig entschieden und dabei jederzeit die Moglichkeit von Riick-
entscheidungen offen gehalten. Dadurch konnte uns die Lauf-
zeit in Abhédngigkeit vom maximal moglichen Fluss aus dem
Ruder laufen. Wenn wir jedoch wie beim Edmonds-Karp-
Algorithmus ein Schema tiber die Wahl der Wege vorgeben,
konnen wir die Laufzeit deutlich besser in den Griff bekom-
men.

Da der Edmonds-Karp-Algorithmus lediglich im Algorithmus Forp-
Furkerson die Breitensuche als Mittel der Wegfindung vorschreibt,
wurde dies schon bald nach der Einfiihrung des Ford-Fulkerson-
Algorithmus zum Teil so gehandhabt. Edmonds & Karp (1972) ge-
lang schlieBlich der Beweis, dass diese Vorgehensweise zu polyno-
mieller Laufzeit (in der GroBe des Graphen) fiihrt. Inzwischen sind
wesentlich schnellere Algorithmen fiir das Problem des maximalen
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Flusses bekannt: Die Push/Relabel-Methode von Goldberg & Tarjan
(1988a) erreicht eine Laufzeit von O((#V)?), was allerdings noch
nicht der Algorithmus mit der bestmoglichen asymptotischen Lauf-
zeit ist.

6.2 Mengenproblem: balancierte Biume

Die binidren Suchbidume aus Abschnitt 4.4 haben zwar einerseits den grolen
Vorteil, dass die Suche nach einem Knoten dhnlich zur binidren Suche ablau-
fen kann. Andererseits entstehen im Extremfall Biaume wie nebenstehend
gezeigt, die eine lineare Laufzeit mit sich bringen.

In diesem Abschnitt wollen wir die extremen Laufzeiten vermeiden, was
uns zunidchst zu der Frage bringt, welche Laufzeit zumindest theoretisch
bestenfalls moglich ist. Hierfiir betrachten wir einen dicht gepackten bi-
niren Baum und rechnen aus, wie viele Elemente bei einer vorgegebenen
Tiefe enthalten sein konnen. Wie man in der nebenstehenden Skizze sieht,
verdoppelt sich die Anzahl der Knoten von einer Schicht im Baum zur
ndchsten Schicht. Daraus ergibt sich fiir einen Baum der Tiefe / die fol-
gende Summe als maximale Knotenzahl:

LS L2 (* geometrische Reihe
0, 5l -1 _ i_* _nl g
222 _;2_ oy 2! siche Kapitel B).

Aus der maximalen Knotenzahl folgt im Umkehrschluss direkt, dass ein
Baum mit » Knoten immer die Tiefe Q(log, n) besitzt. Die Basis 2 des
Logarithmus lassen wir im Weiteren weg.

Das Ziel ist damit gesteckt: Wenn es uns gelingt, die Tiefe der Baume
auf ®(logn) zu beschrinken (bei n Knoten), dann haben alle Operationen
auf den Bdumen eine Laufzeit in O(log n)

Dies kann durch sog. balancierte Biume erreicht werden. Dabei bezieht
sich die Balance eines Knotens auf eine spezielle Eigenschaft (im nebenste-
henden Bild mit E bezeichnet), beispielsweise die Anzahl der Knoten, die
bei beiden Unterbdumen in einem ausgeglichenen Verhiltnis stehen soll
— diese Eigenschaft wird in Ubungsaufgabe 6.5 behandelt. In einem balan-
cierten Baum muss die entsprechende Eigenschaft fiir alle Knoten im Baum
erfiillt sein.

=3
@ (% Was fiir Eigenschaften konnen denn fiir so eine Balance be-
nutzt werden? Wenn die Tiefe des Baums fiir die Laufzeit so
wichtig ist, wire das vielleicht eine natiirliche Wahl?
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In diesem Abschnitt definieren und diskutieren wir im Weiteren tiefen-
balancierte Baume. Dort wird fiir jeden Unterbaum eines Knotens die Tiefe
(als Eigenschaft E) bestimmt und wir nennen den Knoten balanciert, wenn
die beiden Unterbdume &dhnlich tief sind — sprich: Thre Tiefe unterscheidet
sich um maximal eine Ebene.

Definition 6.4: AVL-Baum

Ein bindrer Suchbaum heifit AVI.-Baum, wenn fiir die Unterbdume jeden
Knotens # im Baum die folgende Eigenschaft gilt:

Baumtiefe(u.rechts) — Baumtiefe(u.links) € {—1,0,1}.

Beispiel 6.5:

Im nebenstehenden Suchbaum wurde die Tiefe fiir alle Teilbdume bestimmt
und die Differenz orangefarbig als Balancefaktor eingetragen. Beispielswei-
se an der Wurzel (mit dem Schliissel 20) hat der rechte Unterbaum die Tiefe
3 sowie der linke Unterbaum die Tiefe 2 — es resultiert an der Wurzel die
Balance 3 —2 = 1. Da der Balancefaktor fiir alle Knoten 0, —1 oder 1 ist,
handelt es sich um einen AVL-Baum. |

Da ein AVL-Baum auch nur ein spezieller binédrer Suchbaum ist, kann fiir
das Suchen eines Elements der normale Algorithmus 4.14 (Suchen-Baum)
benutzt werden. Problematisch ist also nur das Einfiigen und Loschen, da
dabei die AVL-Eigenschaft zerstort werden kann, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 6.6:

Wird in den Baum aus Beispiel 6.5 der Knoten mit dem Schliissel 45 einge-
fiigt, so handelt es sich um keinen AVL-Baum mehr, wie die Balancewerte 2
an den Knoten 20 und 30 zeigen. O

Um den Baum zu reparieren, muss er strukturell »umgebaut« werden — und
zwar unter Wahrung der Suchbaumeigenschaft. Die Technik sind sogenann-
te Rotationen, bei denen eine Kante von einem Knoten u zu einem Knoten
v so gedreht wird, dass v den Platz von u einnimmt und die Kante von v
zu u geht. Bild 6.2 zeigt, wie sich die Struktur des Baums veridndert: Der
Teilbaum B war bisher linker Unterbaum von Knoten v und wird jetzt als
rechter Unterbaum unter den Knoten u gehingt. Dabei bleibt die Suchbaum-
eigenschaft erhalten. Ebenso kann man der Abbildung entnehmen, dass sich
die Tiefe der Knoten in den Unterbdumen A und C #ndert: Bei einer Rota-
tion nach links (I.-Rotation) werden die Knoten in A um eine Ebene tiefer
geschoben, wihrend die Knoten in C eine Ebene niher zur Wurzel riicken.
Bei einer Rotation nach rechts (R-Rotation) verhélt es sich genau umge-
kehrt. Die Knoten in B bleiben beides Mal auf derselben Tiefe.
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Die zugehorigen Algorithmen sind denkbar einfach, da sie mit einer kon-
stanten Laufzeit durch Umsetzen einiger weniger Zeiger realisiert werden.
Roriere-Links (Algorithmus 6.1) und Roriere-Recurs (Algorithmus 6.2) zei-
gen jeweils den Pseudo-Code. Die nebenstehende Abbildung zeigt den tech-
nischen Ablauf der ersten drei Zeilen von Rotiere-LINKs.

Wenn nun also ein neues Element in den AVL-Baum eingefiigt wird,
miissen die Rotationen geeignet angewandt werden, um den Baum wieder
zu balancieren. Dabei ist die grundsitzliche Vorgehensweise zunichst wie
beim normalen Suchbaum: Es wird die richtige Einfiigestelle gesucht — dies
ist in der nebenstehenden Abbildung durch die schwarzen Pfeile symboli-
siert. Wird diese Suche rekursiv realisiert, dann kann bei der Riickkehr aus
der Rekursion von unten nach oben jeweils gepriift werden (orangefarbige
Pfeile), ob die Balance noch erfiillt ist, und durch die Rotationen der Baum
»repariert« werden.

L-Rotation
um u

v<ux

u<zT<v p<g T <u u<x<v

Bild 6.2: In einem Suchbaum wird um den Knoten u nach links rotiert, wodurch
der rechte Baum entsteht. Die Schliissel x fiir jeden Teilbaum zeigen,
dass die Suchbaumeigenschaft erhalten bleibt. In hellem orange ist die
Rotation nach rechts um den Knoten v als inverse Operation dargestellt.

Algorithmus 6.1 Linksrotation im Suchbaum

Rotiere-Links(Element ef)

Riickgabewert: neue Baumwurzel hoch

hoch — el.rechts | hochrotierenden Knoten zwischenspeichern
el.rechts — hoch.links | mittleren Unterbaum umhingen
hoch.links — e | alte Wurzel unter die neue hingen

AW —

return hoch

Algorithmus 6.2 Rechtsrotation im Suchbaum

Roriere-RecHTs(Element ef)
Riickgabewert: neue Baumwurzel hoch
hoch — el.links

el .links — hoch.rechts

hoch.rechts — el

return hoch

AW =
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Der Ablauf ist in Algorithmus 6.3 (Emriigen-AVL) dargestellt und ori-
entiert sich an Algorithmus 4.15 (Ewricen-Baum): Wir unterscheiden die
Schnittstelle fiir den Aufruf (Ericen-AVL) und die rekursive Umsetzung
(Einren-AVL-R). Die Kontrolle der Balance wird als Aufruf von Priifalgo-
rithmen in den Zeilen 7 und 10 realisiert. Von den beiden Priifalgorithmen
Prire-RecuTs-Ror und Prijre-Links-Ror wird der erste in Algorithmus 6.4 aus-
fiihrlich besprochen.

Ferner ist neu, dass der Algorithmus Emriigen-AVL-R zwei Riickgabe-
werte besitzt. Diese werden in Zeile 1 von Enrtien-AVL und den Zeilen 6
und 9 von ENrUGen-AVL-R jeweils zwei Variablen zugewiesen. Dabeli ist
zu beachten, dass beispielsweise anker eine Zeigervariable und gleichHoch
eine normale Variable ist — entsprechend werden unterschiedliche Zuwei-
sungspfeile benutzt. Der Variablen gleichHoch wird im Algorithmus nur
dann der Wert true zugewiesen, wenn der betroffene Teilbaum seine Tiefe
nicht veréndert hat.

Nun betrachten wir die unterschiedlichen Fille, die beim Aktualisieren
der Balancefaktoren im Baum vorkommen konnen, beispielhaft fiir einen
im linken Teilbaum vom Knoten u eingefiigten neuen Knoten. Dabei ge-
hen wir davon aus, dass der neue Knoten die Hohe des Teilbaums um eins
vergroB3ert hat, sonst wire mit unverinderter Hohe gleicheHohe in Algo-
rithmus 6.4 die Uberpriifung sofort fertig. Ausgehend von den Zeilen 4, 7
und 10 in Algorithmus 6.4 miissen wir die folgenden drei Félle unterschei-
den: Die Balance am Knoten « war 0, 1 oder -1.

Algorithmus 6.3 Einfiigen im AVL-Baum

ENrUGEN-AVL(Schliissel neuerWert, Daten neueDaten) WWW
Riickgabewert: keine; Seiteneffekt: Baum geindert | AviBaun. java
1 anker —

} EINFUGEN-AVL-R (neuerWert, neueDaten, anker)
(tmp <)

EINFUGEN-AVL-R(Schliissel neuerWert, Daten neueDaten, Element ef)
Riickgabewert: neue Wurzel, Info ob Baumhohe gleich; Seiteneffekt

1 switch
2 case e/ = NuLL : return (allokiere Element(neuerWert, neueDaten,
0, NuLL, NULL), false )

3 case neuerWert = el.wert : neuen Knoten als Blatt erzeugen
4 error “Element schon enthalten”
5 case neuerWert < el.wert :
6 et’.lf ks = } EINFUGEN-AVL-R (neuerWert, neueDaten, el links) |

gleichHoch — N rekursiv im linken
7 return PRUFE-REcHTs-Rot(el, gleichHoch) ) Unterbaum einfiigen
8 case neuerWert > el.wert : ggf. Rotation durchfiihren
9

{.recht. -
ecrechs = }EINFUGEN-AVL-R(neuerWerz, neueDaten, ef.rechtsﬂ

gleichHoch « rekursiv im rechten

10 return PrUFE-LINKS-Rot(el, gleiChHOCh)} Unterbaum einﬂigcn
ggf. Rotation durchfiihren
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Algorithmus 6.4 Aktualisieren der Balance und ggf. eine Rotation nach rechts ver-
anlassen.

PrUFe-REcHTS-RoT(Element ef, Info bzgl. der Unterbdume gleicheHdhe)
Riickgabewert: neue Wurzel, Info ob Baumhohe gleich; Seiteneffekt

1 if gleicheHohe _ Abbruch, da Unterbiiume unverinderte
2 then Creturn (ef, true ) | Hihe besitzen
3 else "switch
4 case ef.balance =0 : | Balance muss angepasst werden, aber der
5 el.balance « —1 | Gesamtbaum kompensiert die
6 return (e, false ) verinderte Hohe eines Teilbaums
7 case el.balance =1 : Balance muss angepasst werden und die
8 el.balance < 0 Hohe des Gesamtbaums #ndert sich,
9 return (e, true ) | aber keine Rotation ist notwendig
10 case el.balance = —1 : _ Rotation
11 L return REORGANISIERE-MIT-RECHTS-RoT(ef) | durchfiihren

Der erste Fall ist nebenstehend gezeigt: u hatte vor dem Einfiigen die
Balance 0, d.h. beide Teilbdume waren gleich hoch. Dann erhilt u die neue
Balance —1 und wir merken uns, dass der (Teil-)Baum mit u als Wurzel
ebenfalls groBer geworden ist. Im Algorithmus 6.4 (Prire-Recurs-Ror) wird
dieser Fall in den Zeilen 5-6 behandelt.

Im zweiten Fall betrachten wir einen Baum, in dem der Knoten u ur-
spriinglich die Balance 1 besal. Wenn wir wieder davon ausgehen, dass
der linke Unterbaum von u durch das Einfiigen des neuen Knotens in der
Hohe gewachsen ist, miissen wir die Balance an u auf 0 aktualisieren. Fer-
ner stellen wir fest, dass die Gesamthohe des Baums mit der Wurzel u sich
nicht verdndert hat. Im Algorithmus 6.4 (ProFe-Recuts-Ror) wird dieser Fall
in den Zeilen 8-9 behandelt.

Der dritte Fall weist eine Balance —1 am Knoten u auf. Wenn sich nun
die Hohe des linken Teilbaums vergrofert, miisste die Balance auf den Wert
—2 gesetzt werden. Das bedeutet nur in diesem dritten Fall muss durch
Rotationen der Baum umstrukturiert werden. Hierfiir wird in Zeile 11 der
Algorithmus 6.5 (ReorGanisiere-MriT-Rechrs-Ror) aufgerufen.

Das konkrete Vorgehen fiir die Wiederherstellung der Balance hiangt von
der genauen Struktur des linken Teilbaums von Knoten u ab, in den der neue
Knoten eingefiigt wurde. Sei Knoten v die Wurzel des linken Teilbaums von
u. Dann stellt sich die Frage, ob der neue Knoten im linken oder rechten
Teilbaum von v eingefiigt wurde.

Wir betrachten als erstes den Fall, dass der neue Knoten im linken Un-
terbaum von v ist. Die Situation ist in Bild 6.3 dargestellt. Wie man dort
deutlich erkennt, kann das Problem direkt durch eine Rechtsrotation gelost
werden. Das Resultat ist ein Baum, der an beiden direkt von der Rotation
betroffenen Knoten « und v ausgeglichen ist. Der entsprechende Teil des Al-
gorithmus befindet sich in den Zeilen 3—6 von REORGANISIERE-MiT-REcHTS-RoT
(Algorithmus 6.5).
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Algorithmus 6.5 Eine fehlende Balance wird durch Rechtsrotation behoben.

REeorGANISIERE-MIT-RECHTS-RoT(Element ef)
Riickgabewert: neuer Wurzelknoten, Info ob Baumhéhe gleich; Seiteneffekt

1 switch

2 case el.links.balance = —1 :

3 el «— RoTiERE-RECHTS(ef)

4 el.rechts.balance — 0 erster Fall (Bild 6.3)

5 el.balance « 0

6 return (ef, true )

7 case el.links.balance =0 :

8 el — Roriere-RecuTs(ef) dieser Fall kann nur beim Loschen

9 el.rechts.balance « —1 in AVL-Biumen vorkommen
10 el.balance « 1
11 return (ef, false )
12 case el.links.balance = 1 :
13 el.links < Rotiere-LiNks(el.links) o
14 el « RoTIERE-RECHTS(e() Zl:}; tetletlelFirl“
15 BALANCE-NACH-DOPPELROTATION-ANPASSEN(e€) | (Rild 6.4)
16 el.balance < 0
17 return (e, true ) J

oA .

Bild 6.3: Erster Fall der Umstrukturierung beim Einfiigen eines Knotens.

Wird der neue Knoten allerdings im rechten Unterbaum von v einge-
fuigt, sieht man leicht ein, dass eine Rechtsrotation um u das Problem nicht
beseitigt, da der zu tiefe Baum einfach auf derselben Tiefe vom linken in
den rechten Unterbaum geschoben wird — ohne seine Tiefe zu édndern. Bei
einer Rotation dndert sich die Tiefe der Knoten ausschlieBlich in den bei-
den auBlen liegenden Teilbdumen. Daher miissen wir zunédchst einen Trick
anwenden und die tiefste Stelle im Baum unter u nach »auflen« schieben,
indem wir zunichst eine Linksrotation am Knoten v anwenden. Man spricht
dann von einer Doppelrotation.

Bild 6.4 zeigt die beiden dabei auftretenden Fille, die sich durch ge-
nauere Betrachtung des rechten Unterbaums von v ergeben. Knoten w sei
die Wurzel dieses Unterbaums. Im oberen Fall in Bild 6.4 sieht man dass
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Bild 6.4: Zweiter und dritter Fall der Umstrukturierung beim Einfiigen eines Kno-
tens durch eine Doppelrotation.

der Baum nach den Rotationen anschlieBend an allen Knoten balanciert.
Im Pseudo-Code werden die Balancewerte an den Knoten « und v in den
Zeilen 3—4 von Barance-NacH-DoppeLROTATION-ANPAsSEN (Algorithmus 6.6) ein-
gestellt. Dabei bezieht sich die Bedingung in Zeile 2 (b.balance = —1) auf
den Knoten w der inzwischen zur neuen Wurzel des Baums wurde.

Der dritte Fall beim Einfiigen (vgl. Bild 6.4 unten) unterscheidet sich
vom gerade betrachteten zweiten Fall nur dadurch, dass der neue Knoten
im rechten Unterbaum von w eingefiigt wurde. Der Ablauf ist ebenfalls
identisch und in Barance-Nacu-DoppeLroTatioN-AnpasseN werden lediglich die
Balancewerte anders eingestellt (Zeilen 6-7).

In allen drei Fillen, in denen der Baum durch Rotation(en) bereinigt
wird, ist die Hohe des betroffenen Teilbaums im Anschluss identisch zur
Hohe vor dem Einfiigen des Knotens. Daraus ldsst sich Schlieen, dass
beim Einfiigen maximal eine Rotation (oder Doppelrotation) ausreicht, da
hiernach bis zur Wurzel keine Anderungen in der Balance mehr anfallen.

Algorithmus 6.5 (ReorGanisiere-MiT-Recuts-Ror, Zeilen 7—11) und Algo-
rithmus 6.6 (BaLance-NacH-DoppELROTATION-ANPASSEN, Zeilen 8—10) enthalten
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Algorithmus 6.6 Neue Balancewerte nach einer Doppelrotation im Baum eintragen.

BALANCE-NACH-DoPPELROTATION-ANPASSEN(Element ef)

Riickgabewert: keine; Seiteneffekt: Balance-Faktoren angepasst

switch

case el.balance = —1 :
el.links.balance «— 0 zweiter Fall (Bild 6.4)
el.rechts.balance «— 1

case el.balance = 1 :
el.links.balance «— —1 | dritter Fall (Bild 6.4)
el.rechts.balance < 0

case el.balance =0 :
el links.balance < 0 dieser Fall kommt nur beim Loschen vor
el.rechts.balance < 0

SO0 N N W=

—_

weitere Fille, die beim Einfiigen nie vorkommen — sie werden erst beim
Loschen eines Knotens relevant.

Bisher wurde immer im linken Unterbaum eines Knotens eingefiigt — na-
tiirlich kann genauso héufig ein Knoten in einem rechten Unterbaum gespei-
chert werden. Die entsprechenden Algorithmen ergeben sich ganz analog,
indem rechts und links sowie die Balancewerte 1 und -1 vertauscht werden.
Die Algorithmen 6.7 und 6.8 (Prure-Links-Ror und REORGANISIERE-MIT-LINKs-
Ror) resultieren.

Beispiel 6.7:
In den nebenstehend dargestellten AVL-Baum werden verschiedene Kno-
ten eingefiigt. Die einzelnen Schritte der Algorithmen sind dabei detailliert
im Bild 6.5 protokolliert.

Zunichst wird im Schritt a) der Knoten mit dem Schliissel 8 eingefiigt.
Beim Aufstieg aus der Rekursion wird die Balance vom Knoten 7 angepasst
und beim Knoten mit dem Schliissel 5 eine mangelhafte Balance gefunden.

Algorithmus 6.7 Aktualisieren der Balance und ggf. eine Rotation nach links veran-

lassen.

PrUre-Links-Ror(Element e, Info bzgl. der Unterbdume gleicheHdhe)
Riickgabewert: neue Wurzel, Info ob Baumhohe gleich; Seiteneffekt

1 if gleicheHohe Abbruch, da Unterbdume unveridnderte

2 then Creturn (ef, true ) ] Hohe besitzen

3 else "switch

4 case el.balance = 0 - 1 Balance muss angepasst werden, aber der
5 el.balance «— 1 Gesamtbaum kompensiert die

6 return (ef, false ) | erianderte Hohe eines Teilbaums

7 case el.balance = —1: | Balance muss angepasst werden und die
8 el.balance «— 0 Hohe des Gesamtbaums idndert sich,

9 return (ef, true ) | aber keine Rotation ist notwendig

10 case el.balance =1 : _ Rotation
11 L return REORGANISIERE-MIT-Links-Rot(ef) | durchfiihren
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Bild 6.5: Es werden der Reihe nach die Knoten 8, 9, 4, 6 und 3 eingefiigt.
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Algorithmus 6.8 Eine fehlende Balance wird durch Linksrotation behoben.

REeorGANISIERE-MIT-LiNks-RoT(Element ef)
Riickgabewert: neuer Wurzelknoten, Info ob Baumhéhe gleich; Seiteneffekt

1 switch
2 case el.rechts.balance = 1 :
3 el «— RoTIERE-LINKS(ef)
4 el links.balance < 0 gespiegelter erster Fall (vgl. Bild 6.3)
5 el.balance < 0
6 return (ef, true )
7 case el.rechts.balance =0 :
8 el — RoTiEre-Links(ef) dieser Fall kann nur beim Loschen
9 el.links.balance — 1 in AVL-Biumen vorkommen
10 el.balance « —1
11 return (ef, false )
12 case el.rechts.balance = —1 :
13 el.rechts < RoTIERE-RECHTS(el.rechts) gespiegelter
14 el — RoTiERE-LINKS(ef) Twei te?‘ bz,
15 BALANCE-NACH-DOPPELROTATION- ANPASSEN(¢e{) dritter Fall
16 el.balance « 0 (vgl. Bild 6.4)
17 return (e, true ) J

Der Algorithmus reagiert mit einer Linksrotation, wodurch sich ein balan-
cierter Baum ergibt. Die Balance oberhalb des soeben rotierten Knotens
dndert sich nicht, da die Rotation beim Einfiigen immer einen Teilbaum
mit unverdnderter Hohe erzeugt.

Als nichstes wird in Schritt b) der Knoten 9 eingefiigt, der zu einer Ro-
tation um den Wurzelknoten 2 fiihrt.

Im Schritt ¢) wird der Knoten 4 eingefiigt, der zwar durch die veridnderte
Hohe der Teilbdume zu neuen Balancefaktoren bis zur Wurzel sorgt, aber
an keiner Stelle die AVL-Bedingung verletzt und somit auch keine Rotation
verursacht.

Im Schritt d) wird der Knoten 6 eingefiigt: Nur der direkte Vaterknoten
mit Schliissel 5 dndert seine Balance, da dariiber die Tiefe der Teilbdume
nicht beriihrt wird.

SchlieBlich wird im Schritt e) der Knoten 3 eingefiigt. Die Balance ist im
Knoten mit Schliissel 2 verletzt. Da eine direkte Rotation um die 2 den Teil-
baum nicht verkiirzen wiirde, ist eine Doppelrotation notwendig: Erst wird
um den Knoten 5 nach rechts, anschlieBend um den Knoten 2 nach links
rotiert. In diesem Beispiel haben wir beide Rotation explizit durchgefiihrt
und dargestellt. O

Betrachten wir das Loschen eines Knotens im AVL-Baum. Wie beim Einfii-
gen ist der Ablauf zunichst analog zum unbalancierten bindren Suchbaum.
Wie das nebenstehende Bild zeigt, wird der zu 16schende Knoten (Phase 1)
und ggf. der Inorder-Nachfolger als Ersatzknoten gesucht (Phase 2). Beim
rekursiven Aufstieg werden die Balancefaktoren angepasst und falls not-
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Algorithmus 6.9 Loschen im AVL-Baum

LoscHEN-AVL(Schliissel loschWert)
Riickgabewert: keine; Seiteneffekt: Baum geéndert
1 anker —

} LoscHEN-AVL-R(loschWert, anker)
(tmp <)

LoscHen-AVL-R(Schliissel loschWert, Element ef)
Riickgabewert: neue Wurzel, Info ob Baumhohe gleich; Seiteneffekt

1 switch
2 case el =NULL:
3 error “Element nicht gefunden” )
4 case [oschWert < el.wert : rekursiy
5 el links — . im linken
. }L()'SCHEN-AVL-R(lﬁschWert, el.links) | Unterbaum
gleichHoch « 16schen
6 return Prure-LiNks-Rot(el, gleichHoch) | ggf. rotieren
7 case loschWert > el.wert : i
rekursiv
8 ef.;jechts - }LOSCHEN—AVL—R(lb'schWert, eé’.rechts)] im rechten
gleichHoch Unterbaum
9 return PrRUFE-REcHTS-RoT(el, gleichHoch) 16schen
10 case loschWert = el.wert :
11 switch
12 case el.links = NULL: return (el.rechts, false ) | einfache Fille mit
13 case el.rechts =NULL : return (el.links, false ) | leerem Unterbaum
14 case default : o
15 er&atz N lnordcrf\uchfolgcr suchen
gleichHoch « }SUCHE—AVL—NACHFOLGER(et’) )
16 ersatz.balance < el.balance
17 ersatz.links — ef.links neue Wurzel einhingen
18 ersatz.rechts — el.rechts
19 return Prure-RecHTs-Rot(ersatz, gleichHoch) | ggf. rotieren

wendig die Balance durch Rotation wieder hergestellt. Dies geschieht so-
wohl auf dem Suchpfad fiir den Ersatzknoten (Phase 3), als auch nach dem
Ersatz des Loschknotens (Phase 4) auf dem Weg zur Wurzel (Phase 5).

Folglich orientiert sich Algorithmus 6.9 (LscHEN-AVL-R) an LoscHEN-
Baum-R (Algorithmus 4.16). Wie beim Einfiigen werden lediglich Anwei-
sungen fiir die Anpassung der Balancefaktoren sowie den Ausgleich des
Baums ergiinzt.

Phase 1, die Suche nach dem Knoten, steckt in der Fallunterscheidung in
den Zeilen 2, 4, 7 und 10 sowie den rekursiven Aufrufen in LoscHEN-AVL-R.
Die Suche nach dem Ersatzknoten wird nachfolgend im Algorithmus Sucke-
AVL-Nacurorger behandelt. Das eigentliche Loschen (bzw. Ersetzen durch
den Nachfolger), d.h. Phase 4, geschieht in den Zeilen 11-18. Die Balance
wird in den Zeilen 6, 9 und 19 repariert (Phase 5) — und zwar wie beim
Einfiigen durch Aufrufe der Algorithmen Prijre-Links-Ror und PriFe-RecHTs-
Ror.
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Die Suche nach dem Inorder-Nachfolger als Ersatzknoten (Phase 2) in
Suche-AVL-NacuroLGer Und SucHe-AVL-NacuroLGer-R (Algorithmus 6.10) ori-
entiert sich in ihrem Ablauf an Suche-NacuroLGer (Algorithmus 4.17) — aller-
dings ist der Algorithmus jetzt rekursiv formuliert, damit sich die Operatio-
nen bzgl. der Balance leichter beriicksichtigen lassen.

Der triviale Fall des Nachfolgers, d.h. es ist der direkte rechte Unterkno-
ten, wird in den Zeilen 1-4 von Suche-AVL-NacHroLGer abgehandelt. Die
restliche Suche verbirgt sich in der Rekursion von Sucse-AVL-NacHFOLGER-R
(Phase 2). Die Balance wird in Phase 3 durch Aufrufe von PriFre-Links-Ror
in den Zeilen 3 und 6 gepriift und ggf. korrigiert.

Wie an den Algorithmen deutlich wird, greift die Anpassung der Balance
auf genau dieselben Mechanismen (Prure-Links-Ror und Prire-RecuTs-Ror)
wie beim Einfiigen eines Knotens zuriick. In den folgenden Abschnitten
wollen wir daher kurz zeigen, dass beim Loschen genau dieselben Situa-
tionen der Unbalanciertheit entstehen — es wird dabei ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit immer der letzte Knoten der untersten Ebene im rechten
Unterbaum eines Knotens u geloscht.

Zunichst ein kurzer Blick auf die unproblematischen Fille. In der neben-
stehenden Abbildung war die Balance des Knotens u zuvor ausgeglichen.
Dadurch @ndert sich die Balance zu —1 und die Baumhohe bleibt gleich.

Der zweite einfache Fall ist ebenfalls am Rand dargestellt gezeigt: Die
Balance war vor dem Loschen 1 am Knoten u. Nach dem Loschen ist die
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Loschen im rechten Teilbaum
bei Balance 0.

Algorithmus 6.10 Der Ersatzknoten wird im Baum als Inorder-Nachfolger be-
stimmt.

SucHE-AVL-NacHroLGER(Element ef)

Riickgabewert: Ersatzknoten, Info ob Baumhohe gleich; Seiteneffekt
1 if el.rechts.links = NULL
2 then " ersatz « el.rechts
3 el.rechts « el.rechts.rechts | Wurzel des Unterbaums ist Nachfolger
4 L return ersatz, false
5 else "ersatz —
el.rechts — SucHE-AVL-NacHFOLGER-R (el.rechts)
gleichHoch «— rekursiv den Knoten ganz links
6 L return ersatz, gleichHoch im Unterbaum suchen

SucHe-AVL-NacHroLGER-R(Element ef)

WWwW

‘ Av1Baum. java

Riickgabewert: Ersatzknoten, neue Wurzel, Info ob Baumhohe gleich; Seiteneffekt

1 if el.links.links # NULL

2 then " ersatz — rekursiv weiter nach links gehen
el.links — SucHE-AVL-NACHFOLGER-R (el.links) )
gleichHoch « . beim rekursiven Wieder-
3 L return ersatz, PRUFE-LINKs-Rot(el, gleichHoch) | aufstieg gof. rotieren
4 else " ersatz < el.links ) Inorder-Nachfolger
5 el.links « el.links.rechts aushingen und ggf. am
6 v return ersatz, PRUFE-LiNks-Rot(el, false ) | Voroingerknoten rotieren
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Balance ausgeglichen. Aber da sich die Hohe jetzt verringert hat, muss ggf.
weiter oben im Baum noch ausgeglichen werden.

Im dritten Fall gerét der Baum durch den geloschten Knoten aufler Balan-
ce — wie nebenstehend gezeigt, wird aus der Balance —1 der Wert —2. Der
Baum muss durch eine (Doppel-)Rotation wieder ausbalanciert werden. In
Bild 6.6 werden die verschiedenen Fille betrachtet, die dabei entstehen kon-
nen. An dieser Stelle reicht es uns zu zeigen, dass grundsitzlich dieselben
Situationen wie beim Einfiigen entstehen.

Der Fall (a) entspricht dem Einfiigen in Bild 6.3 und kann durch eine
Rechtsrotation aufgelost werden, wobei sich die Hohe um eins verringert.
Der Fall (b) ist sehr dhnlich angelegt — allerdings wird durch die Rechts-
rotation lediglich die Balance hergestellt, wihrend die Hohe des Baums er-
halten bleibt. Dies bedeutet, dass im Fall (b) zur Wurzel hin keine weiteren
Probleme hinsichtlich der Balance auftreten konnen. Im Gegensatz dazu
muss im Fall (a) weiter gepriift werden, da der Baum unter u ebenfalls sei-
ne Hohe gedndert hat. Dies ist ein wichtiger Unterschied zum Einfiigen: Es
konnen mehrere Rotation auf dem Weg zur Wurzel notwendig werden. Der

Bild 6.6: Fallunterscheidung fiir die Reparatur beim Loschen eines Knotens.
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Fall (b) wurde in ReorGanisiere-Mrt-RecuTs-Rot (Algorithmus 6.5) bereits in
den Zeilen 7-11 vorgesehen.

Ganz analog verhilt die Situation bei den Doppelrotationen. Der Fille
(c) und (d) entsprechen den Fillen des Einfiigens in Bild 6.4. Neu ist der
Fall (e), der sich nur in den Balancewerten am Ende von (c) und (d) unter-
scheidet. In allen drei Féllen dndert sich wieder die Hohe des Baums unter u,
was ggf. weitere Rotationen nach sich ziehen kann. Auch der Fall (e) wurde
im Abschnitt zum Einfiigen bereits in BALANCE-NACH-DOPPELROTATION- ANPASSEN
(Algorithmus 6.6, Zeilen 8—10) vorgesehen.

Beispiel 6.8:

Betrachten wir abschlieend ein grofleres Beispiel zum Loschen, in dem die
interessanten Details zu beobachten sind. Bild 6.7 zeigt den Baum, in dem
zunidchst der Knoten mit dem Schliissel 5 — also die Wurzel des Baums —
geldscht wird. Daher finden alle weiteren Aktionen im Rahmen der Nachfol-
gersuche statt, bevor der Ersatzknoten mit dem Schliissel 6 den geloschten
Knoten ersetzt.

Fiir eine besseres Verstindnis der durchgefiihrten Rotation ersetzen wir
den geldschten Knoten sofort und betrachten anschlie3end die Balancewer-
te und Rotationen entlang des Suchpfads fiir den Nachfolgerknoten. Am
Knoten mit dem Schliissel 7 ist der Baum jetzt unbalanciert und kann durch
eine Linksrotation repariert werden. Da der betroffene Unterbaum seine Ho-
he nicht dndert, kann auf den Knoten bis zur Wurzel kein Problem mit der
Balance mehr auftreten.

Als nichstes wird der Knoten mit dem Schliissel 4 geloscht. Direkt am
dariiberliegenden Knoten stellen wir eine mangelhafte Balance fest und ro-
tieren nach rechts. Hier wird die Hohe des betroffenen Unterbaums durch
die Rotation verringert, sodass auch am dariiberliegenden Knoten die Ba-
lance weiter gepriift werden muss. In diesem Beispiel ist am Knoten mit
dem Schliissel 6 eine Doppelrotation zur Wiederherstellung der Balance
notwendig. O

TON Es ist ja schon spannend, sich alle moglichen Fille zu iiber-
legen. Doch die Algorithmen scheinen mir recht umfangreich
und schwer verstidndlich. Lohnt sich denn diese Anstrengung
iiberhaupt?

Satz 6.9: Laufzeit
Alle Operationen auf den AVL-Bdumen bendtigen O(log n) Zeit.

Bevor wir dies beweisen, fiihren wir mit der folgenden Definition spezielle
bindre Bdume ein, die wir im Beweis benotigen.
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Bild 6.7: Es werden der Reihe nach die Knoten 5 und 4 geloscht.



6.2. Mengenproblem: balancierte Bdume

Definition 6.10:  Fibonacci-Baum
Ein bindrer Baum heif3t Fibonacci-Baum, wenn er

e e¢in leerer Baum @,

e ¢in Baum mit genau einem Knoten (@) oder

e cin Baum @y fiir k > 2 mit einem Wurzelknoten und dem linken Un-
terbaum ®;_; sowie dem rechten Unterbaum ®;_ ist.

Beispiel 6.11:

Die ersten fiinf Fibonacci-Baume sind in Bild 6.8 dargestellt. Dabei erkennt
man deutlich zwei triviale Eigenschaften, die wir im Weiteren benétigen.
Erstens hat jeder Baum @ genau die Tiefe k. Zweitens sieht man, dass
jeder innere Knoten die Balance —1 besitzt. O

Es folgt der Beweis von Satz 6.9.

Beweis 6.12:

Die Laufzeit der Such-, Einfiige- und Loschoperation im AVL-Baum ist di-
rekt durch die Hohe des Baums bestimmt, da sich die Suche nach einem
Knoten rekursiv Ebene fiir Ebene im Baum nach unten arbeitet und beim
rekursiven Wiederaufstieg gegebenenfalls einmal pro Ebene rotiert (oder
doppelrotiert) wird. Da wir die Laufzeit der Algorithmen abhiingig von der
Anzahl der Knoten angeben wollen, reduziert sich die Frage nach der Lauf-
zeit darauf, wie tief ein AVL-Baum fiir eine vorgegebene Knotenanzahl
werden kann.

Anstatt die groftmogliche Tiefe fiir eine feste Knotenanzahl zu suchen,
betrachten wir die analoge Frage nach der kleinstmoglichen Knotenzahl bei
einer festen Tiefe und berechnen daraus am Ende die Antwort auf das ers-
te Problem. Da jeder Knoten die Balanceeigenschaft erfiillen muss, gilt an
der Wurzel eines solchen Baums, dass sich die Unterbiume in ihrer Tiefe
um maximal eine Ebene unterscheiden — und fiir eine minimale Knotenzahl

NN

(I)(] (1)4
-1
-1

Bild 6.8: Die ersten fiinf Fibonacci-Bdume mit den zugehorigen Balancefaktoren
an den Knoten.
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miissen sie sich sogar unterscheiden. Das bedeutet, dass wir den kleinstmog-
lichen Baum der Tiefe k aus zwei kleinstmoglichen Baumen der Tiefe k— 1
und k —2 zusammensetzen konnen. Das ist aber gerade die rekursive Kon-
struktionsvorschrift fiir Fibonacci-Baume, weswegen wir diese als diinnste
AVL-Biume bezeichnen konnen.

Fiir eine genaue Bestimmung der Anzahl der Knoten in einem Fibonacci-
Baum stellen wir einen Bezug zu den Fibonacci-Zahlen (siehe Definition
B.5) her: Ein Fibonacci-Baum @y besitzt genau Fi4> — 1 Knoten. Wir be-
weisen dies per vollstindiger Induktion.

Induktionsanfang: Die Aussage gilt offensichtlich fiir ®¢, da Fr, — 1 =
1-1=0,und fiir ®;,da F3-1=2-1=1.

Induktionsannahme: Wir gehen jetzt davon aus, die Aussage gelte fiir
alle0<i<k.

Induktionsschritt: Dann besteht @, aus einem Wurzelknoten sowie den
Teilbdumen ®y_; und ®k_,. Laut Induktionsannahme betrigt die Knotenan-
zahl also 1+ (Fry1— 1)+ (Fr—1) = (Fre1 + Fr)— 1 = Firip — 1, womit das
Zwischenergebnis bewiesen ist.

Nun machen wir uns eine geschlossene Darstellung der Fibonacci-Zahlen
nach Moivre-Binet (Satz B.7) zunutze und bestimmen die untere Grenze fiir
die Anzahl der Knoten n mit Baumtiefe d.

{ .((1+\/§)d+2_(1_\/§)d+2)_1

n>Fgo-1= —
v 2 2
——
=1 ~0,45 =c2~1,62 =c3~-0,62
d+2 d+2
=ci-(cy " =57 )—-1
——
<1
e (- —1=cp i =(c1+1)
<2
>cp- Cg+2 -2.

Aus dieser Ungleichung lésst sich jetzt durch Umstellungen eine obere
Grenze fiir die Tiefe der Biaume ableiten. n+2 > c¢y-c2-¢3 - cg. Schlief3-
lich wird d isoliert, indem auf beide Seiten der Logarithmus zur Basis ¢;
angewandt wird.

log,, (n+2) >log, (ci-c2-c2)+d
d<log, (n+2)-log. (ci-c2-c2)
_log,(n+2) B log,(c1-ca2-c2)
log, c2 log, c2
~0.33
< 1,44 -log,(n+2)-0,33 <144 -log, n+1,2.
———

<l+logyn
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Damit ist die Baumtiefe d eines beliebigen AVL-Baums mit n Knoten im-
mer kleiner als 1,44 -log, n+ 1,2 € O(log n). [

Diese Laufzeitgarantie ist bei einer sehr groen Elementanzahl n durchaus
wertvoll. Gerade wenn man beachtet, dass in vielen Anwendungsszenarien
eine bereits sortierte Reihenfolge der Elemente beispielsweise beim Ein-
fligen nicht unwahrscheinlich ist, wird die lineare Laufzeit des zur Liste
entarteten Baums durch die logarithmische Laufzeit ersetzt. Der Aufwand
der AVL-Rotationen ist dabei nur ein konstanter Faktor, der bei hinreichend
groflem n kaum ins Gewicht fillt.

Die AVL-Biaume wurden von Adelson-Velskii & Landis (1962) aus
der damaligen Sowjetunion vorgestellt und waren der erste Ansatz
fiir balancierte Baume. Trotz leichter Zuginglichkeit der AVL-Bédume
wurden in den USA meist die etwas komplexeren und im Worst-
Case tieferen Rot-Schwarz-Bdume (Bayer, 1972) gelehrt, die aller-
dings auch den Vorteil haben, dass beim Loschen hochstens einmal ro-
tiert wird. So zeigen bei hdufigen Loschoperationen die Rot-Schwarz-
Bidume meist ein besseres Laufzeitverhalten. In der Programmierspra-
che Java ist beispielsweise auch nur eine Implementation der Rot-
Schwarz-Biume (TreeMap) enthalten.

Neben der Tiefe bei den AVL-Bidumen gibt es noch weitere Eigen-
schaften, nach denen balanciert werden kann, z.B. nach der Anzahl
der Knoten in den gewichtsbalancierten Baumen aus der Arbeit von
Nievergelt & Reingold (1973). (Siehe Ubungsaufgabe 6.5.)

6.3 Sortieren mit bestmoglicher asymptotischer
Laufzeit

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Frage, wie schnell ein Sortieralgo-
rithmus im Worst-Case sein kann. Dazu rufen wir uns zunichst nochmal die
formale Einfithrung des Sortierproblems in Definition 1.3 ins Bewusstsein:
Fiir eine Folge von Schliisselwerten ay, ..., a, muss diejenige Permutation
7 berechnet werden, fiir die die Werte sortiert sind: (1) < az2) < ... < n(n)-

Zur Erinnerung: Die bisher betrachteten Sortieralgorithmen realisieren
fiir jedes Eingabefeld eine Permutation xr, die aus den Vertauschungen von
Elementen auf dem Feld resultiert. Welche Elemente miteinander vertauscht
werden, ermittelt jeder Suchalgorithmus aus den Informationen iiber das
Feld, die er durch paarweise Schliisselvergleiche ermittelt. Bei bestimm-
ten Algorithmen wie SeLectionsort (Algorithmus 5.1) werden die Elemente
des Feldes unabhidngig vom Eingabefeld nach einem festen Schema vergli-
chen. Andere Algorithmen wie Insertionsort (Algorithmus 4.8) variieren die
Vergleiche — hier wird zum Beispiel beim Einfiigen eines Elements in die
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bereits sortierte Folge solange verglichen, bis die richtige Stelle gefunden
ist.

Wir wollen hier ein allgemeine Aussage dariiber zeigen, wie schnell ein
solcher Sortieralgorithmus tiberhaupt sein kann. Dafiir formulieren wir Sor-
tieralgorithmen so allgemein, dass der Ablauf jedes moglichen vergleichs-
basierten Sortieralgorithmus erfasst wird. Sei n die beliebige, aber zunichst
feste Anzahl an zu sortierenden Elementen. Dann konnen wir den Ablauf
eines Algorithmus als Entscheidungsbaum fiir » Elemente darstellen — dhn-
lich wie bei der Einfiihrung von Backtracking (vgl. Bild 3.4) fiir die Aufzih-
lung aller moglichen Elemente. Jeder Knoten des Entscheidungsbaums ent-
spricht dem Vergleich von zwei Schliisselwerten, z.B. »A[1] < A[2]«. Ab-
hiingig vom Ergebnis des Vergleichs dndert sich der weitere Ablauf geméif
der Beschreibung durch den rechten bzw. linken Unterbaum. Ein Sortier-
vorgang entspricht also einem Pfad im Entscheidungsbaum von der Wurzel
zu einem Blatt.

Damit der Entscheidungsbaum das Sortierproblem auch fiir jede Einga-
be 16st, muss nun auf jedem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt so viel
Informationen gesammelt werden, dass im Blatt nur noch eine mogliche
Permutation {ibrig bleibt. Dabei machen die bisher betrachteten Sortierver-
fahren wie BussLesort (Algorithmus 3.13) eine eher schlechte Figur. Wir
hatten gesehen, dass insgesamt ©(n?) Schliisselvergleiche benotigt werden.
Das bedeutet, dass die Hohe des Entscheidungsbaums quadratisch von der
FeldgroBe abhiangt. Wir vermuten, dass dort viele Vergleiche durchgefiihrt
werden, die keine neue Information bringen.

Wird ein Sortieralgorithmus allerdings als Entscheidungsbaum formu-
liert, dann lassen sich die Vergleiche beliebig so anordnen, dass doppelte
oder unnotige Vergleiche entfallen.

Beispiel 6.13:

Bild 6.9 zeigt einen Entscheidungsbaum fiir ein dreielementiges Feld. Zu
jedem Knoten wird in Orange die Menge der moglichen Permutationen an-
gegeben. Wie man deutlich sieht, verringert jeder Vergleich die Moglichkei-
ten, bis in den Blittern jeweils nur noch eine Permutation steht. Der Baum
hat die Hohe 3. Fiir dieses kleine Beispiel wiirde Bubblesort in der Rei-
henfolge seiner Vergleiche analog vorgehen — bei jedem »nein« werden die
entsprechenden Zahlen miteinander vertauscht, wobei sich die Angaben im
Entscheidungsbaum immer auf das Anfangsfeld beziehen. Bubblesort wiir-
de allerdings noch weitere unnotige Vergleiche durchfiihren, um festzustel-
len, dass die Folge fertig sortiert ist. O

Diese Notation fiir Sortieralgorithmen werden wir im Beweis des folgenden
Satzes benutzen.

Satz 6.14: Bestmaoglicher Worst-Case fiir Sortieralgorithmen
Der Worst-Case fiir jeden Sortieralgorithmus, der mit Schliisselvergleichen
arbeitet, ist Q(n-logn).
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Bild 6.9: Ein Entscheidungsbaum zur Sortierung eines dreielementigen Felds. Orange hinterlegt wurden die an

jedem Knoten noch moglichen Permutationen angefiihrt.

Beweis 6.15:
Da jeder betroffene Sortieralgorithmus auf einen Entscheidungsbaum abge-
bildet werden kann, kénnen wir die folgende Uberlegung unabhiingig von
den Details im Baum anstellen: In jedem Entscheidungsbaum muss jede
Permutation mindestens einmal als Blatt vorkommen. Damit gilt beim Sor-
tieren von n Elementen fiir die Anzahl ¢ der Blitter des Baums: £ > n!
Ferner wissen wir, dass ein Baum der Hohe A(> 1) nicht mehr als 2!
Blitter haben kann: 2/~! > ¢. Also gilt folgende Beziehung fiir jeden Ent-
scheidungsbaum:

21> 0>

Und wegen der unteren Schranke fiir n! aus Satz B.10 gilt:

0l

21> (I3
—(2)

Wir wenden den Logarithmus zur Basis 2 auf beide Seiten an:

n

h-1 zlogz((g)%): ;

n
0g, ~.
g2 )

Es folgt also direkt:

h> -logzg+1 €Q(n-logn). m

[NSRIN
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Beispiel 6.16:

Auch wenn uns die konkrete Tiefe minimaler Entscheidungsbdaume im Wei-
teren nicht mehr interessieren wird, kann damit das Ergebnis besser ein-
geordnet werden. Bild 6.10 zeigt die Tiefe der kleinstmoglichen Entschei-
dungsbdume fiir bis zu 14 Elemente. Wie man erkennt, kann hier mit der
Funktion % -n-log, n eine untere Schranke fiir die Tiefe angegeben werden.
Auch wird hier deutlich, dass die Konstante fiir grolere Werte n groB3er ge-
wihlt werden miisste. O

Die Zahlen im Bild 6.10 wurden der Arbeit von Peczarski (2004) ent-
nommen, der die minimale Tiefe fiir 13 und 14 Elemente erstmals
hergeleitet hat.

LY
R

Ja, und? Ist das denn wichtig fiir uns? Wir brauchen einen
knapp formulierbaren Sortieralgorithmus, der beliebig grofie
Felder bearbeiten kann. Mit den Entscheidungsbiumen muss
fiir jede Feldgrofe ein neuer Baum gesucht werden! Ist diese
(n-log n)-Schranke von »normalen« Algorithmen tiberhaupt er-
reichbar?

Zum Beweis dafiir, dass die untere Schranke tatsichlich erreicht wer-
den kann, mochten wir die im vorherigen Abschnitt eingefiihrten AVL-
Bédume mit Insertionsort (Algorithmus 4.8) kombinieren, d.h. jedes neue
Element wird in einen anfangs leeren AVL-Baum eingefiigt. Am Ende miis-
sen die Elemente nur in der Inorder-Reihenfolge ausgegeben werden. Al-
gorithmus 6.11 (AVL-Insertionsort) zeigt den Ablauf (wobei hier vereinfa-

40 T T T T T T T

35 b

30 | // 4

2| \ g
15 F .

10 1

maximale Vergleiche

0 2 4 6 8 10 12 14

Anzahl n der zu sortierenden Zahlen

Bild 6.10: Minimale Tiefe der Entscheidungsbdume.
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Algorithmus 6.11 Sortieren durch Einfiigen in einen AVL-Baum

AVL-InserTioNsorRT(Feld A)
Riickgabewert: nichts; druckt Elemente von A aufsteigend

1 baum — allokiere AVL — Baum()

2 fori=1,...,A.linge | Sortieren durch

3 do [ haum.EINFUGEN-AVL(A[i], wert, Ali].daten) | Finfiigen in AVL-Baum
4 ALLE-BAuM-INORDER(baum.anker) ) Ausgabe der sortierten Elemente

chend nicht wieder in das Feld geschrieben wird, sondern die Elemente nur
aufsteigend ausgedruckt werden.)

Da wir in Satz 6.9 gezeigt haben, dass das Einfiigen stets in O(log n)
geht, welches insgesamt n Mal ausgefiihrt wird, folgt direkt die gewiinschte
Laufzeit O(n -logn). Die Ausgabe in AvLe-Baum-Inorper geht mit linearer
Laufzeit.

Da hier jedoch zusitzlicher Speicherplatz fiir den AVL-Baum benotigt
wird und auch die Laufzeit durch die Verzeigerung und die Allokation von
Speicher eher langsam ist, ist das Verfahren fast nicht von praktischer Rele-
vanz. Wir werden direkt im nichsten Kapitel zwei wesentlich besser geeig-
nete Algorithmen kennen lernen.

Die Frage nach dem Worst-Case ist in der Algorithmik hiufig von groBer
Bedeutung. Die beiden Beispiele, Edmonds-Karp-Algorithmus und AVL-
Baumen, haben unterstrichen, dass eine Verbesserung des Worst-Cases
in der Regel nur mit sehr individuellen Techniken erreicht werden kann.
Demgegeniiber waren die Uberlegungen zum Sortieren allgemeiner Na-
tur: vergleichsbasiertes Sortieren geht nur mit @(n - log n) im Worst-Case,
woran sich alle weiteren Sortieralgorithmen messen miissen.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 6.1: Maximaler Fluss

Wenden Sie den Edmonds-Karp-Algorithmus auf das Flussproblem aus
Aufgabe 5.7 an.

Aufgabe 6.2: Einfiigen in AVL-Béume

a) Erzeugen Sie einen AVL-Baum, indem Sie der Reihe nach die fol-
genden Elemente in einen leeren Baum einfiigen: 1, 10, 4, 2, 3, 8,
9,7, 6 und 5. Dokumentieren Sie genau, wann welche Rotationen
notwendig sind.

b) Betrachten Sie den linken der beiden AVL-Bidume auf der néchs-
ten Seite. In welcher Reihenfolge miissen welche Knoten einge-
fligt werden, damit der rechte AVL-Baum resultiert?
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Aufgabe 6.3: Extreme AVL-Baume
Konstruieren Sie jeweils einen AVL-Baum der Tiefe 4 bzw. Tiefe 5, der
ein maximales Ungleichgewicht (bzgl. der Anzahl der Knoten in den
Unterbdumen) an der Wurzel besitzt.

Aufgabe 6.4: Loschen in AVL-Biumen
a) Loschen Sie aus dem dargestellten AVL-Baum die Knoten 6, 54,
87, 66, 23, 24 in der angegebenen Reihenfolge. Dokumentieren
Sie genau wann welche Rotationen notwendig sind.

@@ 9’

b) Konstruieren Sie einen AVL-Baum der Tiefe 5, bei dem das Lo-
schen eines bestimmten Knotens maximal viele Doppelrotation
verursacht.

¢) Betrachten Sie den linken der beiden AVL-Bdume. Dieser wird
durch die folgende Abfolge an Operationen in den rechten Baum

iiberfiihrt.
1. Einfuigen(:) 4.  Loschen(-)
2. Loschen(-) 5. Einfiigen(-)
3. Einfiigen(:) 6.  Loschen(-)

Fiigen Sie die fehlenden Schliisselwerte ein.

\
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@
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Aufgabe 6.5: Gewichtsbalancierte Biume
Statt der hohenbalancierten AVL-Bdume konnen laut Nievergelt & Rein-
gold (1973) auch gewichtsbalancierte Baume genutzt werden. Es gilt fiir
jeden Knoten # im Baum:

Gewicht(u.links)
Dol< ——— " N2+,
V2-1< Gewicht(u.rechts) < *

Dabei steht Gewicht(w) fiir die Anzahl der Nullzeiger im Unterbaum
mit Wurzel w.

a) Priifen Sie, fiir welche Baume mit 2 bzw. 3 Knoten diese Bedin-
gung gilt.

b) Konstruieren Sie einen gewichtsbalancierten Baum mit 5 Knoten,
bei dem beim Einfiigen eines weiteren Knotens die Balancebedin-
gung verletzt wird. Konnen Sie dies durch Rotationen oder Dop-
pelrotationen ausgleichen?
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Mit viel Zuversicht arbeitet Algatha an dem Projekt — gerade die jlingsten Errungenschaften der
Laufzeitgarantien haben ihr Vertrauen in den Erfolg des Projekts genihrt. So arbeitet sie mit
ihrem kleinen Entwicklerteam hochkonzentriert an den Details.

Immer wieder kommen neue Details und Anforderungen aus der Chefetage, die schnell umge-
setzt werden miissen. Algatha beobachtet sich selbst, wie sie mit der zunehmenden Erfahrung
immer besser die Anforderungen in einzelne Arbeitspakete zerlegen und an verschiedene Ent-
wickler weiterleiten kann. Dabei kommt sie sich plotzlich wie ein herrschaftlicher Gebieter vor:
»Divide et impera« — spalte den Gegner in kleine Gruppen auf, die sich dann leichter beherrschen
lassen.

Kann denn diese Prinzip vielleicht sogar iibertragen in die Informatik funktionieren? Zerlege
das Problem in kleinere Probleme, die sich leichter 16sen lassen und ihren Teil zur Losung des
Ganzen beitragen. Aufgeregt macht sich Algatha an die Arbeit.






7 Teile und Beherrsche

Butch: Once they divide up, we take them,
no trouble, right?
(Butch Cassidy and the Sundance Kid, 1969)
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»Teile und Beherrsche« (engl. Divide and conquer) ist ein allgemein-
giiltiger Ansatz fiir den Algorithmenentwurf. Dabei wird ein Problem in
kleinere gleichgeartete Probleme zerlegt, die dann solange rekursiv gelost
— d.h. weiter zerlegt — werden, bis die betrachteten Probleme klein genug
sind, um sie direkt zu 16sen.

Ein Teile-und-Beherrsche-Algorithmus zeichnet sich immer durch die
folgenden drei Bestandteile aus:

e Teile: Ein Problem wird in mehrere kleinere Probleme zerlegt.

e Beherrsche: Die Teilprobleme werden rekursiv gelost — sind sie klein
genug, werden sie direkt gelost.

o Verbinde: Die Losungen der Teilprobleme werden zur Losung fiir das
groflere Problem zusammen gesetzt.

TN Das ist doch etwas anderes als mein Aufspalten von Anforde-
rungen in unterschiedliche Arbeitsauftrige fiir die Mitglieder
meines Teams. Hier wird in gleichartige Teilprobleme geteilt.
Doch das ist fiir einen Algorithmus wohl auch kaum anders
machbar.

7.1 Sortieren durch Mischen

Wenn man das Prinzip von »Teile und Beherrsche« fiir das Sortierproblem
umsetzen soll, kommt man relativ schnell auf die folgende Idee: Das Feld

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7_7, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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wird in zwei gleichgrofle Hilften zerlegt (»Teilen«), welche dann rekursiv
bearbeitet werden — bis das zerlegt Feld nur noch die triviale Linge 1 hat.
Wurden schlielich beide Hilften sortiert, werden sie in ein gemeinsames
Feld zusammengefiihrt (» Verbinden«).

Dieser Grundalgorithmus ist in Mercesort (Algorithmus 7.1) genauso
umgesetzt: Der jeweils zu sortierende Bereich wird beim Aufruf des Algo-
rithmus durch die beiden Indizes links und rechts eingeschrinkt. Es wird
der nach unten gerundete Index mitte ermittelt, der das Feld in zwei Half-
ten zerlegt. Rekursiv wird fiir beide Halften erneut Mercesort aufgerufen.
Mit dem Algorithmus Mischen (Algorithmus 7.2) werden die sortierten Teil-
felder zusammengefiihrt.

Fiir das Verbinden von zwei sortierten Teilfeldern gibt es im Detail ei-
ne ganze Reihe an unterschiedlichen Losungen. Allen gemeinsam ist die
Tatsache, dass zwei sortierte Felder nicht ohne zusitzlichen Speicher zum
Umkopieren des Feldes zusammen gefiihrt werden konnen. In dem hier
in Algorithmus 7.2 (Miscuen) prisentierten Ansatz wird beim Umkopieren
in das Feld B der hintere Teil, d.h. die zweite sortierte Sequenz, umge-

Algorithmus 7.1 Sortieren durch Mischen

Meraesort(Feld A, Bereichsgrenzen links, rechts)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A ist sortiert

1 if rechts > links ) Abbruch bei weniger als 2 Elementen
: links+recht.
2 then " mitte « | EHEAE | o .
3 MERGESORT(A, links, mitte) jeweils das halbe Feld sortieren
4 MERGESORT(A, mitte + 1, rechts) |, cinem sortierten Feld
5 v MISCHEN(A, links, mitte, rechts) | zusammenfiihren

Algorithmus 7.2 Verbinden von rekursiv errechneten Losungen beim MERGESORT

MiscHeNn(Feld A, Bereichsgrenzen links, mitte, rechts)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A ist sortiert

I for k « links,...,mitte | | o
inke Hilfte umkopieren
2 do L Blk] « Alk]
3 for k « mitte+1,...,rechts | . Py - e
. rechte Hilfte gespiegelt umkopieren
4 do L Blrechts + mitte + 1 — k] < A[k] |
5 i« links
6 j <« rechts
7 k< links
8 whilei<j
9 do "if B[i] < B[]
10 then ré[k]_(_ Bli] immer das kleinere Element
11 vieitl von links bzw. rechts in das
12 else "A[k] < B[/] endgiiltige Feld kopieren
13 Lje—j—1
14 Lke—k+1 J
15 Alrechts] « BJi] \\ grofites Element kopieren
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dreht. Dadurch konnen im weiteren Ablauf einige Sonderfille vermieden
werden.

Nun lassen wir einfach einen Index vom linken Rand und einen weiteren
vom rechten Rand zur Mitte laufen, indem jeweils das kleinere Element in
das Ergebnisfeld kopiert wird, welches von links nach rechts gefiillt wird.
Der Index beim ausgewihlten Element wird um ein Feld weiter gesetzt.
Dies ist nebenstehend skizziert.

Nach dem letzten Vergleich der Elemente B[i] und B[] wird jedoch nur
eines der beiden nach A kopiert. Daher wird in Zeile 15 das grofite Element
der Liste gesondert kopiert.

Beispiel 7.1:
Bild 7.1 zeigt den Ablauf von Miscuen (Algorithmus 7.2) fiir ein fiinfele-

mentiges Feld. Jeder Durchlauf durch den Koérper der While-Schleife ist in
einer eigenen Zeile dargestellt. O

Satz 7.2: Korrektheit vom Mischen

MiscHeN liberfiihrt zwei aufsteigend sortierte Folgen Allinks], ..., A[mitte]
und A[mitte + 1], ..., Alrechts] in eine aufsteigend sortierte Folge Allinks],
..., Alrechts].

20 128 54|\ 31 5

20 | 28\ 54131 5

5 | 20| 28 31:

20 | 28 54| 31| 5

5 120 28| 31 54!

Bild 7.1: Der Ablauf von MiscHeN (Algorithmus 7.2) wird an einem Beispiel de-
monstriert. Links steht das urspriingliche Feld, rechts die temporire Ko-
pie. Eingekreist sind jeweils die Elemente, die miteinander verglichen
werden.

177
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Ablauf des Mischens.
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Beweis 7.3:

Die Zeilen 1-7 stellen die Ausgangssituation her, sodass die folgende Inva-
riante der While-Schleife erfiillt ist:

»Allinks], ..., Alk—1] ist aufsteigend sortiert (1) und
B[i], ..., B[mitte] ist aufsteigend sortiert (2) und
Blmitte+ 1], ..., B[j] ist absteigend sortiert (3) und
falls k > links : Blm] > Alk—1]furi<m < j(4) «

Die letzte Bedingung der Invariante (4) bedeutet, dass nachdem der erste
Eintrag nach A kopiert wurde, der zuletzt kopierte Eintrag kleinergleich ist
als alle noch verbleibenden Eintréige in B.

Vor Betreten der Schleife sind nur die beiden mittleren Teile der Inva-
riante relevant und erfiillt — die restlichen Aussagen betreffen leere Teil-
felder. In einem Durchlauf durch den Schleifenkorper wird das kleinere
Element von B[i] und B[] in das Feld A kopiert, das damit natiirlich auch
das kleinste Element der Menge {B[i], ..., B[]} ist. Die Teilbedingungen
(2) und (3) bleiben erhalten, da lediglich eine der Teilfolgen um ein Ele-
ment verkleinert wird. (1) gilt ebenfalls wieder, weil im Schritt davor (1)
und (4) erfiillt waren. Aufgrund der Tatsache, dass das kleinste Element
aus {B[i], ..., B[ j]} nach A kopiert und damit zum Element an A[k — 1] wird,
gilt danach auch wieder (4).

Da bei jedem Durchlauf der Abstand von i und j um 1 kleiner wird, wer-
den insgesamt rechts — links Iterationen durchgefiihrt. Das bedeutet, dass
nach Abbruch der Schleife die Teilbedingung (1) fiir k = rechts erfiillt ist.
Ferner gilt wegen (4): B[i] > A[rechts — 1]. Nach Zeile 15 des Algorithmus
liegt also eine komplett sortierte Folge vor. ]

Satz 7.4: Laufzeit vom Mischen
Miscuen in Algorithmus 7.2 hat eine Laufzeit in ®(n) bei n Elementen.

Beweis 7.5:

Die ProblemgroBe der Eingabe betrigt n = rechts — links + 1. Die ersten bei-
den For-Schleifen in den Zeilen 1-4 werden zusammen insgesamt n Mal
durchlaufen. Die dritte For-Schleife wird ebenfalls n Mal durchlaufen. Der
Aufwand ist jeweils bei jeder Iteration konstant. Damit ergibt sich die ge-
forderte Laufzeit. L]

das eigentliche Sortieren ist mir hier noch nicht klar geworden.
Hoffentlich bringt das jetzt notwendige Beispiel die Erleuch-
tung!

P T
» ;“gf Das Mischen kann ich mir richtig bildlich vorstellen — aber



7.1. Sortieren durch Mischen 179

Beispiel 7.6:

Bild 7.2 zeigt den Ablauf von Mercesort (Algorithmus 7.1) fiir zehn Ele-
mente. Jede Zeile entspricht dem Zwischenergebnis nach dem Mischen von
zwei bereits sortierten Teilfeldern. Es ergeben sich insgesamt 25 Schliissel-
vergleiche — deutlich weniger als bei BussLesort oder INserTionsorT. Durch
das Umkopieren des Feldes ist jedoch die Anzahl der Schreibzugriffe mit
68 relativ hoch. O

Satz 7.7: Laufzeit von Mergesort
Meraesort (Algorithmus 7.1) hat eine Laufzeit in ®(n-log n).

Beweis 7.8:

Der Beweis ist im Beispiel 7.15 im nachfolgenden Abschnitt enthalten. m

20 | 54 28 31| 5 (24 |39 |14 | 1|15

4 8
2 3 6 7
. . Schliissel- Schreib-
vergleiche zugriffe
1120 | 54| 28| 31| 5 (24 |39 |14 1[15 1 4
2020 | 28| 54| 31| 5 |24 |39 |14 | 1|15 2 6
37120 | 28| 54| 5[ 3124 |39 |14 | 115 1 4
405 | 20] 28| 31| 54 (24 (39 |14 | 1|15 4 10
505 [ 20] 28] 31| 54]24 |39 14| 115 1 4
615 | 20| 28 31| 5414 |24 |39 | 1|15 2 6
T5 | 20| 28| 31| 54|14 |24 (39| 1|15 1 4
815 [20] 2831|541 [14 |15 | 2439 4 10
911 [ 5] 14| 15| 20|24 [28 |31 | 3954 9 20

Bild 7.2: Der Ablauf von MERGESORT (Algorithmus 7.1) wird an einem Beispiel
demonstriert. Im oberen Teil wird die rekursive Zerlegung des Feldes
angezeigt. Daraus ergibt sich die in den farbigen Kreise angefiihrte Rei-
henfolge der Mischvorgéinge. Das jeweils neu gemischte Teilfeld ist im
unteren Teil orange hinterlegt.
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Vergleiche: 0

Schreibops.: 0

Vergleiche: 36 Vergleiche: 177 Vergleiche: 246 Vergleiche: 433
Schreibops.: 102 Schreibops.: 432 Schreibops.: 608 Schreibops.: 1024

Bild 7.3: MErGESORT (Algorithmus 7.1) wird auf ein Feld mit 80 Elementen angewandt. Die einzelnen Bilder
zeigen von links nach rechts das Feld vor dem Sortieren, nach dem 40sten, dem 80sten und dem 120sten
Aufruf von MERGESORT sowie nach dem Sortieren (insgesamt 159 Aufrufe). Die X-Achse entspricht den
Feldindizes und die Y-Achse dem gespeicherten Wert.

Damit ordnet sich das Sortierverfahren bei den Algorithmen mit bestmog-
licher asymptotischer Laufzeit ein — allerdings zu dem Preis, dass zusétzli-
cher Speicherplatz in ®(n) benétigt wird.

Da die Laufzeit immer gleich ist — unabhéngig von einer moglichen Vor-
sortierung —, ist Meraesorr jedoch nicht ordnungsvertréglich.

Wie man sich leicht veranschaulichen kann, ist es beim Mischen nicht
moglich, dass sich Elemente mit gleichem Schliisselwert »iiberholen«. Da-
her handelt es sich bei Mercesort um ein stabiles Sortierverfahren.

Betrachten wir zum Abschluss noch ein gro3eres Beispiel.

Beispiel 7.9:

Bild 7.3 zeigt mehrere Momentaufnahmen beim Sortieren von 80 Zahlen.
Deutlich erkennt man, wie von links nach rechts immer gréBere sortierte
Teilfelder in den Partitionen zusammen gemischt werden. Verglichen mit
den einfachen Verfahren (z.B. in den Beispielen 3.17 auf Seite 57 und 4.12
auf Seite 77) fillt die deutlich geringere Anzahl an Schliisselvergleichen
auf. ]

Laut Knuth (1998b) wurde Mergesort erstmals von John von Neu-
mann vorgeschlagen — so berichtet auch von Neumanns Wegbegleiter
Goldstine (1972, S. 209) von einem entsprechenden Brief von Neu-
manns aus dem Jahr 1945. Der Algorithmus wurde spéter von Knuth
(1970) analysiert.

7.2 Laufzeitanalyse bei »Teile und Beherrsche«

Im letzten Abschnitt haben wir uns um eine konkrete Analyse des rekur-
siven Algorithmus Mergesort »gedriickt«. Dies wollen wir nun nachholen,
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indem eine Methode vorgestellt wird, mit der die Laufzeit einer grof3en

Klasse an Algorithmen bestimmt werden kann. Die Voraussetzung dafiir ist,

dass sich die Laufzeit als Rekursionsgleichung formulieren lésst, d.h. die »Rekursionsgleichung
Laufzeit fiir groe Problemgrofen n kann (entsprechend dem Ablauf des

rekursiven Algorithmus) auf die Laufzeit eines oder mehrerer kleinerer Pro-

blemgrofBen zuriickgefiihrt werden — unter einer bestimmten Problemgrofie

wird die Laufzeit als konstant angenommen.

Beispiel 7.10:

Die Laufzeit von Mergesort (Algorithmus 7.1) kann durch die Betrachtung
eines einzelnen Aufrufs des Algorithmus beschrieben werden. Falls fiir die
Bereichsgrenzen rechts = links gilt, also das Teilfeld nur ein Element ent-
hilt, ist die Laufzeit konstant, da nur der Vergleich der beiden Indizes durch-
gefiihrt wird. Im anderen Fall findet eine Berechnung von mitte statt, es
wird zwei Mal Meragesort rekursiv aufgerufen und die Teilfelder werden
iiber den Algorithmus Miscuen zusammengefiihrt. Es ergibt sich die Rekur-
sionsgleichung:

1, fallsn <1
o _{ 2-T([51+ f(n), sonst.

Dabei ergibt sich der lokale Rechenaufwand f(n) aus der Berechnung von
mitte und der Laufzeit von Miscuen (Algorithmus 7.2) — erstere ist kon-
stant, zweitere laut Satz 7.4 in ®(n). Damit konnen wir unter Missachtung
von Konstanten und schwicher wachsenden Funktionen f(n) = n anneh-
men. O

Derartige Funktionen konnen mit dem folgenden Satz in eine geschlossene
Formel fiir die Laufzeit tiberfiihrt werden.

Satz 7.11: Mastertheorem
Sei die Laufzeit T'(n) durch folgende Rekursionsgleichung beschrieben

c, falls n hinreichend klein
I'(n)= n
a-T(3D+fm), sonst,

wobei a>1,b> 1, c € N und f(n) € ©nX). Dann gilt mit y = log, a:

Ok, falls y <k
T(n)e{ On*-logn) fallsy=k
C1(29)] falls y > k.

Beweis 7.12:
Die Gesamtlaufzeit bei einem Aufruf fiir ProblemgroBe n setzt sich zusam-
men aus dem lokalen Rechenaufwand aller (rekursiven) Funktionsaufrufe:
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. - )
(%) f(5) a5
Tiefe d /<|_>\ a ceee 2)
log, n + 1 K¢ n "
, f72)f72 f(bﬁ) .——->”— /(//)
faeVanWany 1
c ccccccccceccec 0000 mem————— "(I]”:"”-(‘

Bild 7.4: Baum der rekursiven Aufrufe fiir den Laufzeitbeweis des Master-
theorems — rechts ist die Laufzeit der jeweiligen Ebene des Baums
angegeben.

Beim ersten Aufruf ist dies f(n), beim zweiten Aufruf f ([%'l), da das Pro-
blem entsprechend verkleinert wurde.

Bild 7.4 zeigt alle rekursiven Aufrufe als Baum dargestellt. Dabei gehen
wir zunichst vereinfachend davon aus, dass die Problemgrofe # eine Potenz
von b darstellt. Dann gilt n = b~ mit der Tiefe d des Baums, da unterhalb
der Wurzel mit jeder Ebene die Problemgrofie verkleinert wird. Folglich gilt
fiir die Baumtiefe d = log;, n+ 1. Dies ist links in Bild 7.4 angezeigt. Auf der
rechten Seite ist fiir jede Ebene die Summe des lokalen Rechenaufwands
dargestellt, welcher sich fiir die Ebene mit Tiefe i zusammensetzt aus a'~!
Aufrufen jeweils mit Aufwand f(-++ 5i-r) fiir i <log, n (bzw. den konstanten
Aufwand c fiir die unterste Baumebene). Die unterste Ebene lisst sich wie
folgt umformen:

alogbn .c= alogb noe= (blOgb a)logbn ¢
— blOgb alogyn | c= (blOgb n)logh a.c
— nlogb a

< C.

Im Weiteren gehen wir zunédchst davon aus, dass sich die Problemgrtj—
Be n als Potenz von b darstellen lisst, wodurch alle Problemgrofien 2 o €N
sind. Dies wurde in Bild 7.4 bereits vereinfachend so dargestellt. Die Ge-
samtlaufzeit ist dann:

log, n—1

Tm= Y ai~f(l%)+ Alosha. ¢

i=0 = h(n)e®(n'0%h )

=:g(n)

Betrachten wir den Anteil g(n) genauer. Da f(n) € @(n¥) ist, setzen wir oh-
ne Beschriinkung der Allgemeinheit f(n) = n* — alle schwiicher wachsenden
Terme und eine Konstante vor 7* lassen wir weg, da sie in der asymptoti-
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schen Rechnung im Weiteren sowieso verschwinden werden. Es gilt:

log;, n—1 . log;, n—1 " log, n—1 4
sm= ), dfGn= ), d-f=at G
=0 i=0 =0

Jetzt lassen sich verschiedene Fille unterscheiden.

e Falls b“—k =1 bzw. k =y gilt, ergibt sich g(n) als
g(n) = n*. log,, n.

Vergleicht man nun g(n) mit h(n) € O(n'°% @) = O(n*), so folgt aus dem
asymptotisch stirkeren Wachstum von g(n): T(n) € O(g(n)) = Ok -
log n).

e Falls ﬁ # 1 gilt, dann folgt fiir g(n) als endliche Teilsumme der geo-
metrischen Reihe (Satz B.2 auf Seite 339):

1
o (o1
gm=n"—35—
hk
log;, n k log;, n
a —-n a Joon @
= wegen (—)%8" = ——
a1 bk nk
nlogra _ yk
= 7 wie schon bei der untersten Baumebene.
“—

Abhiingig vom Verhiltnis von a und b* gilt nun einer der beiden fol-
genden Fille:

— Falls 5 <1bzw.y <k gilt, folgtaus 5 — 1 <O und n'°%“ € O(n"):
g(n) € ().

Und aus g(n) € Q(h(n)) folgt: T(n) € OnF).
— Falls ﬁ > 1 bzw. v > k gilt, ergibt sich aus b“—k —1>0undn'°%? e
Qnk):

g(n) € O™ ),

womit die Gesamtlaufzeit 7'(n) € @(n'°% %) folgt.

Dies beweist den Satz fiir alle ProblemgroBen der Form n = b*. Fiir andere
Problemgrofen haben wir allerdings die Laufzeit bisher unterschitzt, denn
bei der ProblemgroBe 7 entsteht in der Rekursion nicht mehr zwingend
eine natiirliche Zahl, sodass mit der nichstgroBeren natiirlichen Zahl [}
gearbeitet wird. Dabei entstehen in der bisherigen Berechnung zwei Fehler:

Einerseits wurde der lokale Aufwand bei den einzelnen Funktionsaufrufen

183
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falsch berechnet und andererseits kann Aufrunden der Problemgrofe auch
die Tiefe des Rekursionsbaums erhohen.

Betrachten wir konkret die resultierende Rekursion. Die Aufrufparame-
ter ergeben sich wie folgt mit zunehmender Rekursionstiefe:

n
n [51
n, |-_-| s ’V_“ s
b b
S~—— ———
<5+l <fylyg
p2 b

Damit ldsst sich der Aufrufparameter n; der Baumebene i allgemein wie
folgt nach oben abschitzen:

n 1 - 1 n b
S e rE R VI R A
J

[\)

I
o

geometrlsche Reihe

Beziiglich der Rekursions-/Baumtiefe kann man daraus ableiten, dass der
Baum um hochstens zwei Ebenen tiefer werden kann. Da dies eine von
n unabhingige Zahl ist, geht sie in die asymptotische Betrachtung nicht
weiter ein.

Ferner geht in der Funktion g(n) nun f( + —) statt f( =) ein. Wir
betrachten dies genauer:

f(i+i)=(i+b%)k=(i~(1+ ¥ -L))k

b b-1 bt 1 bt n  b-1
——
<1
n b n\k b \k

<\— e =(— -
G0+ ) =) 0+ 57)

konstant

ok
€ 0((;) )-
Also gilt auch hier, dass lediglich ein konstanter Faktor eingeht. ]

konnen wir die Laufzeit von vielen rekursiven Algorithmen
nahezu direkt ablesen.

P, KN
> ;‘gf Puh! Das war aber viel Mathematik. Doch jetzt, so scheint es,

Beispiel 7.13:
Wir betrachten einen Algorithmus mit folgender Rekursionsgleichung

T(n) = 15, fallsn <2
| 2:T(41D+15-n%,  sonst.
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Danngilta=2,b=2und f(n) € O(n*) mitk=2.Da vy=log,2=1<2(=k),
folgt direkt 7'(n) € O(n*) = O(n?). O

Beispiel 7.14:
Wir betrachten einen Algorithmus mit der Rekursionsgleichung

T(n) = 1000, fallsn <5

| 4-T(T41)+2000-n, sonst.
Dann gilta =4, b =2 und f(n) € @(nk) mit k =1. Dalog,4 =2 > 1(=k),
folgt direkt T'(n) € O(n?) = O(n?). O

Beispiel 7.15:
Wir betrachten einen Algorithmus mit der Rekursionsgleichung

1 fallsn <2
T(n)= ’
0 { 2-T([5D+n, sonst.

Dann gilta=2,b=2und f(n) € O@*) mit k= 1. Da log, 2 = 1(= k), folgt
direkt T'(n) € @(n* -logn) = O(n-log n). |

Dieses Beispiel beweist die Laufzeit von Mercesort (Algorithmus 7.1) im
vorherigen Abschnitt.

Das hier vorgestellte Mastertheorem ist nicht fiir alle moglichen Rekur-
sionsgleichungen anwendbar — so kann etwa eine Funktion f(n) =n-logn
nicht in die drei Fille des Theorems eingeordnet werden. Aber auch ande-
re Rekursionen, bei denen die Problemgrofe nicht auf einen festen Anteil
[51 verkleinert wird, passen nicht in das vorliegende Schema. Einige davon
konnen dennoch durch ein paar kleine Tricks geldst werden, wie wir fiir
das folgende Beispiel zeigen.

Beispiel 7.16:

Das Problem der Tiirme von Hanoi ist wie folgt definiert. Ein Turm aus
nach oben kleiner werdenden Scheiben ist auf einer von drei Stangen auf-
gereiht. Dieser Turm soll vollstindig auf die zweite Stange verschoben wer-
den, wobei

e immer nur eine Scheibe von einer Stange zu einer anderen Stange
bewegt werden darf und
e keine groBere Scheibe auf einer kleineren abgelegt wird.

Ein Algorithmus soll die Reihenfolge der Scheiben-Verschiebungen erzeu-
gen.
P T
» (% Das Problem kenne ich. Habe es schon als Kind mit echten
Holzscheiben gespielt. Das ist zunédchst gar nicht so einfach.
Doch wenn man den Trick raus hat. . .
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Dieses Problem kann einfach rekursiv gelost werden, indem man sich
tiberlegt, was beim Verschieben eines Turms der Hohe / vor und nach der
untersten Scheibe geschehen muss. Wie man in der nebenstehenden Abbil-
dung sieht, ldsst sich dies durch drei Schritte bewerkstelligen:

e Turm der Hohe A — 1 auf die dritte Stange schieben,

o die unterste Scheibe auf die zweite Stange legen und

e den Turm der Hohe & — 1 von der dritten auf die zweite Stange schie-
ben.

Im ersten und letzten Schritt verbirgt sich eine Rekursion. Der zugehorige
rekursive Ablauf Tirme-von-Hanor steht in Algorithmus 7.3.

Die Laufzeit des Algorithmus ldsst sich dann mit der folgenden Rekursi-
onsgleichung beschreiben

1 fallsn <1
T(n) = ’
() { 2:-T(n—1)+1, sonst. ]
P TN
@ (% Da wird es mal wieder deutlich: Rekursive Losungen sind fiir

den Computer gut tauglich, aber der Mensch geht anders vor.
Ich habe erst einen Turm mit zwei Scheiben angeschaut, dann
mit drei Scheiben und irgendwie versucht, ein allgemeines
Muster zu erkennen. Fiir die rekursive Losung betrachtet man
als erstes, wie man die unterste Scheibe versetzen kann.

Um eine solche Laufzeit zu berechnen, muss die Rekursionsgleichung
in eine vom Mastertheorem abgedeckte Form iiberfiihrt werden. Dabei wird
zundchst eine Substitution fiir n durchgefiihrt mit dem Ziel, in der gesam-
ten Gleichung die Laufzeit T gekoppelt mit einer anderen mathematischen
Funktion (oder Berechnung) g vorzufinden, also: 7'(g(-)). Dann kénnen wir
fiir diese gekoppelte Funktion einfach einen eigenen Namen 7" durch Um-
benennen einfithren. Wenn die Gleichung jetzt dem Mastertheorem geniigt,
wird die Funktion 7’ gelost und durch Riickumbenennen und Riicksubstitu-
ieren eine Darstellung fiir 7 berechnet.

Algorithmus 7.3

TUrME-voN-HaNo1(Hohe £, Stangen von, nach, hilf)
Riickgabewert: —
1 ifh>0
2 then " TurME-voN-HaNo1(/ — 1, von, hilf, nach)
3 drucke: verschiebe Scheibe von von nach nach
4 L TurME-voN-HaNo1(h — 1, hilf, nach, von)
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Beispiel 7.17:
Auf die Rekursionsgleichung aus Beispiel 7.16 wird die Substitution m = 2"
angewandt. Dann ergibt sich fiir die Rekursion

T(logy,m)=2-T(logym—1)+1=2-T(log, m—log,2)+1
= 2-T(log2(§))+ 1.

Der letzte Schritt verwendet eines der Logarithmengesetzen aus Abschnitt B.3.

Durch Umbenennen von 7'(log,(-)) in 77(-) ergibt sich:
T'(m)=2- T’(%) +1.

Mit a = b =2 folgty = log, 2 = 1 und wegen f(m) = 1 = m° ergibt sich k = 0.
Da k < y ist, betridgt laut dem Mastertheorem die Laufzeit 77 (m) = m' =m.
Die Riick-Umbenennung fiihrt zu T'(log, m) = m und das Gesamtergebnis
folgt aus der Riick-Substitution:

T(log, 2"y =2"
T(n)=2". ]

Das erste uns bekannte Mastertheorem stammt von Aho et al. (1974),
das lediglich lineare Funktionen f(n) beriicksichtigt hat. Die popu-
larste (und allgemeinere Version als in diesem Buch) geht auf das
Lehrbuch von Cormen et al. (1990) zuriick. Die allgemeinste Fassung
haben Akra & Bazzi (1998a) erarbeitet. Diese wird auch in Ubungs-
aufgabe 7.10 vorgestellt.

7.3 Quicksort

Der zu Beginn dieses Kapitels prisentierte Algorithmus Mercesorr (Algo-
rithmus 7.1) hat das Feld geteilt, getrennt sortiert und anschlieBend die sor-
tierten Folgen zusammen gefiigt. Ein wesentlicher Nachteil dabei war der
zusitzliche Speicherplatz (in ®(n)) fiir den letzten Schritt. Diesen Nachteil
wollen wir in diesem Abschnitt durch eine andere Teilung des Felds um-
gehen. Durch einen ausgezeichneten Schliisselwert, den wir Pivot nennen,
sollen die Elemente im Feld so umgeordnet werden, dass in einer linken
Partition nur Elemente mit einem Schliissel kleinergleich dem Pivot und in
einer rechten Partition Elemente mit einem Schliissel groBergleich dem Pi-
vot liegen. Dies hat den grolen Vorteil, dass bei der Zerlegung des Feldes
die Elemente schon in die »richtige Gegend« gebracht wurden — denn fiir
jedes Element muss der endgiiltige Platz im Feld innerhalb seiner Partition
liegen. Diese Eigenschaft ist dafiir verantwortlich, dass kein zusitzlicher
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Speicherplatz bendtigt wird. Tatsdchlich werden die beiden Partitionen re-
kursiv sortiert und das »Verbinden« der Teillosungen entfillt, da die Parti-
tionen ja bereits die richtigen Elemente enthalten haben.

Der zugehorige rekursive Grundalgorithmus Quicksorr ist damit sogar
noch einfacher als der von Mercesorr, wie Algorithmus 7.4 zeigt.

Fiir die Aufteilung in zwei Partitionen wihlen wir zunéchst der Einfach-
heit halber den Schliisselwert, der an der rechten Grenze des aktuell betrach-
teten Teilfelds steht (also am Index rechts).

Dann suchen wir jeweils von links und von rechts nach einem Element,
das in die jeweils andere Partition passt. Haben wir zwei solche Elemen-
te gefunden, werden sie vertauscht. Ab der jeweils nédchsten Stelle wird
solange identisch weiter verfahren, bis sich die Suche von rechts und von
links trifft. Aus den beiden Indizes ergeben sich dann die neuen Partitions-
grenzen fiir die ndchste Rekursion. Wichtig ist hierbei, dass auch Elemente
gleich dem Pivotelement getauscht werden — sonst kann der Algorithmus
evtl. nicht abbrechen oder es sind Sonderbehandlungen von Extremfillen
notwendig.

Der Ablauf ist in Algorithmus 7.5 (Partrrioniere) dargestellt.

Algorithmus 7.4 Sortieren durch Partitionieren

Quicksort(Feld A, Bereichsgrenzen links, rechts)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A ist sortiert

1 if links < rechts ) Abbruch bei weniger als 2 Elementen

2 then" p « . ) sortiere grob in
p }PARTITIONIERE(A,lmks, rechts) e )
q J zwei Partitionen vor
3 UICKSORT(A, links ] . . . .
Q (4, +P) sortiere die Partitionen rekursiv
4 L QuICKSORT(A, g, rechts) |

Algorithmus 7.5 Teilschritt zur Aufteilung des Felds im Quicksort-Algorithmus

PartiTioNtERE(Feld A, Bereichsgrenzen links, rechts)
Riickgabewert: Partitionsgrenzen; Seiteneffekt: A ist verdndert

1 i« links

2 jerechts

3 p e« Alrechts] | wihle das Pivot, sprich: den Trennwert

4 whilei<j )

r s : ]

5 do WhlléA[l.] <P suche Tauschkandidaten von links
6 doCie—i+1 |

! Whlle.A[J]. > P | suche Tauschkandidaten von rechts
8 dolCje—j—1

9 ifi<j

- ..

10 then YERTAUSCHE(A’ ) tausche, falls noch nicht fertig sortiert
11 ie—i+1

12 L Lje—j—1
13 return j,i
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Beispiel 7.18:

Im nebenstehenden Beispiel ist das Pivotelement zunichst ganz rechts oran-
ge markiert. Wir sehen von oben nach unten, welche Elemente betrachtet
werden: Die schwarzen Pfeile markieren diejenigen Elemente, die »iiber-
lesen« werden, weil sie schon auf der richtigen Seite stehen. Die orange-
farbigen Pfeile markieren die zu tauschenden Elemente. In der untersten
Darstellung des Felds sieht man, wie der von links kommende und der von
rechts kommende Index sich iiberkreuzen. O

# (% \ Wenn ich es richtig verstehe, wird das Pivotelement oder
auch andere Elemente mit demselben Schliisselwert immer ge-
tauscht — obwohl es ja eigentlich auch in der urspriinglichen
Partition stehen bleiben diirfte.

Satz 7.19: Korrektheit des Partitionierens

Nach dem Partitionieren gilt Alk] < A[m] fiir die Indizes links <k <i—1
und j+1 <m < rechts.

Beweis 7.20:
Die Schleifeninvariante fiir die du3ere While-Schleife ist

»Alk] < p fiir links < k <iund p < A[m] fiir j < m < rechts«.

Vor der While-Schleife gilt die Invariante trivialerweise, da beide Index-
mengen leer sind. Jeder Durchlauf durch die Schleifen in den Zeilen 5-6
bzw. 7-8 erhilt die Invariante. Wird allerdings Zeile 9 erreicht, kann we-
der i weiter erhoht bzw. j weiter verringert werden, da dann die Invariante
verletzt wiére. Falls zusitzlich bereits i > j gilt, kann die While-Schleife
abgebrochen werden, da alle Elemente bereits richtig zugeordnet wurden.
Gilt jedoch noch i < j, muss A[i] mit A[j] vertauscht werden, wodurch die
Schleifeninvariante bei der Anderung von i und j ebenfalls wieder erhalten
bleibt. Die Aussage des Satzes folgt direkt aus der Schleifeninvariante. =

Beispiel 7.21:

Bild 7.5 zeigt den Ablauf von Quicksort (Algorithmus 7.4) fiir zehn Elemen-
te. Jede Zeile entspricht dem Zwischenergebnis nach dem Partitionieren. Es
ergeben sich insgesamt 44 Schliisselvergleiche. Dies sind zwar etwas mehr
als bei Mercesorr, aber wesentlich weniger als bei den anderen bisher vorge-
stellten Verfahren. Allerdings haben wir beziiglich der Schreibzugriffe mit
nur 24 Operationen ein neues Minimum erreicht. m|
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! 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Schliissel- Schreib-
20 | 54| 28| 31| 524 (39|14 | 1]15 vergleiche zugriffe
20 | 54| 28| 31| 5|24 39 14| 1|15 10 8
15 | 1) 14| 5| 31[24 |39 |28 | 5420 6 2

5 1 11 14| 15| 31|24 (39|28 | 54]20 2 2

1| 5| 14] 15| 31 (24 [39 |28 | 5420 3 2

1| 5| 14]| 15 3L[24 {39 |28 | 54120 8 2

1| 5| 14| 15[ 20|24 |39 |28 | 5431 7 2

1| 5| 14]15] 2024 |31 [28 | 54|39 3 2

1| 5| 14| 15] 20|24 |28 |31 | 5439 3 2

1| 5] 14| 15| 20|24 |28 |31 | 54]39 2 2

1| 514 15| 20|24 |28 [31] 39]54

Bild 7.5: Der Ablauf von Quicksort (Algorithmus 7.4) wird an einem Beispiel
demonstriert. Die aktuell betrachtete Partition ist orange umrandet und
das Pivotelement ebenfalls orange hinterlegt. Die Tauschkandidaten von
links sind grau unterstrichen, die Tauschkandidaten von rechts schwarz.
Der Endstand der Indizes i und j ist durch die Pfeile angedeutet.

RA

@ (% Das ist ja ein witziger Algorithmus. Wir wihlen ein Element
und vertauschen nur beziiglich dieses Elements. Damit erhal-
ten wir zwei Teilfelder, die voneinander abgegrenzt sind und
machen rekursiv weiter.

Satz 7.22: Laufzeit

Die Anzahl der Schliisselvergleiche von ParTITIONIERE it in O(n).

Beweis 7.23:

Bis zur »Uberkreuzung« der beiden Indizes i und j werden alle Elemente
von links in Zeile 5 mit dem Pivotelement verglichen — ebenso alle Elemen-
te von rechts in Zeile 7. Da i kontinuierlich erhoht und j verkleinert wird,
wird jeder Index grundsitzlich nur einmal betrachtet — au3er in dem Augen-
blick, wenn sich i und j treffen. Dann gibt es die folgenden drei am Rand
veranschaulichten Fille:
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1. Zwei benachbarte Elemente werden vertauscht und 7 und j sind nach
Zeile 12 tiberkreuzt. Es wurden genau n Vergleiche durchgefiihrt.

2. iund j treffen sich auf demselben Element (mit dem Pivotwert). Das
Element wird mit sich selbst vertauscht und die Indizes sind anschlie-
Bend tiberkreuzt. Es wurden n + 1 Vergleiche durchgefiihrt.

3. i und j tiberkreuzen sich durch die beiden While-Schleifen in den
Zeilen 5-8. Dann werden genau zwei Elemente doppelt verglichen
und es ergeben sich n + 2 Vergleiche. |

Mit diesem Ergebnis kann man die Laufzeit von Quicksorr im Best-Case
analog zu Mercesorr liber die Rekursionsgleichung 7'(n) = 2-T(5) +n be-
schreiben, wenn immer nahezu gleich grof3e Partitionen entstehen. Es folgt
die Laufzeit @(n - logn).

Allerdings gibt der Algorithmus keine Garantie fiir eine solche ideale
Aufteilung. Wie man sich leicht an einer sortierten Folge oder der nebenste-
hend dargestellten invers sortierten Folge verdeutlicht, kann es sogar pas-
sieren, dass bei jedem Aufruf von Partirioniere die groBere Partition nur
um ein Element kleiner wird. Dadurch ergibt sich ein Anzahl der Verglei-
che #hnlich zu Insertionsorr: der Worst-Case entspricht also @(n?). Da dies
insbesondere auch fiir das sortierte Feld gilt, ist der Algorithmus nicht ord-
nungsvertriglich.

Der Algorithmus ist auch nicht stabil, da Elemente vertauscht werden —
ungeachtete eventuell dazwischen liegender Elemente mit gleichem Schliis-
sel.

Quicksort wurden von Hoare (1961, 1962) vorgestellt. Sedgewick
(1977) hat gezeigt, dass die Laufzeit im Average-Case ®(n -log n) be-
tragt — genauer beziffert er die Anzahl der Schliisselvergleiche sogar
mit 1,38 -n-log, n.

Beispiel 7.24:

Bild 7.6 zeigt noch mehrere Momentaufnahmen beim Sortieren von 80 Zah-
len. Wie man auf dem Zwischenstand nach 50 Aufrufen von Quicksorr er-
kennt, wurden die Elemente schon grob in die richtige Region gebracht. Der
Teil ganz links wurde in der Rekursion auch bereits vollstindig sortiert. 0O

Wie man im nichsten Beispiel sieht, konnen die Partitionsgrenzen p und
q unter bestimmten Umstédnden so liegen, dass ein Element schon als rich-
tig platziert zwischen den weiterbearbeiteten Partitionen identifiziert wird —
ein Effekt, der sonst nur bei gleichen Schliisselwerten auftreten kann. Dies
spiegelt sich im Beweis 7.23 im zweiten Fall wider, in dem ein Element
mit sich selbst getauscht wird. In Satz 7.19 wird dieser Fall wie folgt reflek-
tiert: wenn i = j+ 2 ist — dann gilt fiir A[j+ 1] sowohl A[k] < A[j+ 1] fiir
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Vergleiche: 0
Schreibops.: 0

Vergleiche: 347
Schreibops.: 140

Vergleiche: 460
Schreibops.: 178

Vergleiche: 719
Schreibops.: 276

Vergleiche: 851
Schreibops.: 338

Bild 7.6: Quicksort (Algorithmus 7.4) wird auf ein Feld mit 80 Elementen angewandt. Die einzelnen Bilder zei-
gen von links nach rechts das Feld vor dem Sortieren, nach dem 50sten, dem 100sten und dem 150sten
Aufruf von Quicksort sowie nach dem Sortieren (insgesamt 213 Aufrufe). Die X-Achse entspricht den
Feldindizes und die Y-Achse dem gespeicherten Wert.

links <k <i—1alsauch A[j+ 1] < A[m] fur j+ 1 < m < rechts. Damit muss
A[j+ 1] in keiner von beiden Partitionen weiter beriicksichtigt werden.
Bisher wurde immer das rechte Element als Pivot gewihlt — mit dem
Nachteil, dass gerade das bereits sortierte Feld die schlechteste Laufzeit
aufweist. Dem kann man dadurch begegnen, dass man das mittlere Element

Lli”ksJ'Z’eC”’sJ als Pivot wihlt. Dies dndert jedoch nichts grundsétzlich an den
Laufzeiten — es verschiebt nur die Situationen, unter denen extreme Lauf-

1 2 3 4 5

2 4 3 511
4 4 [

2 1 3 51 4
L

2 113 51 4 zeiten auftreten.
i

Beispiel fiir ein »heraus
fallendes« Element beim
Partitionieren.

»randomisiertes Quicksort

Beispiel 7.25:

Im nebenstehenden Beispiel ist das Partitionieren mit dem Pivot in der Mit-
te dargestellt. Von links wird zunéchst der Schliissel 4 und von rechts der
Schliissel 1 als Tauschpartner gefunden. Danach identifizieren sowohl die
Suche von links wie als von rechts den Schliissel 3 als Element fiir den
Tausch. Das bedeutet, dass dieses mit sich selbst getauscht wird. Danach
werden beide Indizes um eins weiter gesetzt und bestimmen damit die neu-
en Partitionsgrenzen. Das Element mit dem Schliissel 3 ist keiner der Parti-
tionen mehr enthalten — es steht ja auch bereits an der richtigen Stelle. O

Haufig findet man auch den Hinweis, dass der Median aus dem ersten, dem
mittleren und dem letzten Element benutzt werden soll. Die Vorteile, dass
die Worst-Case Situationen entsprechend seltener auftreten (aber nicht kom-
plett vermieden werden!), werden nahezu egalisiert vom Zusatzaufwand,
bei jedem Partitionieren mit zwei zusétzlichen Vergleichen, den Median zu
bestimmen. Auch durch diese Technik gibt es keine grundsitzliche Verbes-
serung.

Zur Verbesserung von Quicksorr wird hdufig das randomisierte Quick-
sort betrachtet. Hier wird immer ein zufélliges Element aus der Partition
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als Pivot gewihlt. Auch diese Vorgehensweise dndert die asymptotischen
Laufzeit nicht grundsitzlich. Aber es gibt keine eindeutige Situation mehr,
in der die schlechte Laufzeit vorkommt. Jede Anordnung wird iiber viele
Sortiervorgidnge hinweg im Mittel mit ®(n - log n) sortiert.

Aus der Beobachtung, dass Quicksort zwar gut darin ist, die Elemen-
te schnell in die richtige Region eines Felds zu schaffen, aber bei kleinen
Feldern eher viele Vergleiche durchgefiihrt werden, ergibt sich eine letzte
hier vorgestellte Modifikation. Gerade auf solchen kurzen Feldern ist In-
sertionsort (Algorithmus 4.8) iiberlegen, was wir auch in der Ubungsaufga-
be 7.9 praktisch thematisieren. Konsequenterweise kann man den Ablauf
von Quicksort so modifizieren, dass in der Rekursion ab einer bestimmten
FeldgroBe mit Insertionsort sortiert wird, was das Verfahren nochmals um
einen kleinen konstanten Faktor beschleunigt.

Die Technik mit dem Median aus drei Elementen als Pivot wurde von
Singleton (1969) vorgestellt. Das randomisierte Quicksort geht letzt-
endlich bereits auf Hoare (1961, 1962) zuriick. Dass bei beliebiger
Wahl des Pivotelements die Worst-Case-Laufzeit ©(n2) fiir eine Ein-
gabe resultiert, folgt aus dem Verfahren von Mcllroy (1999), welches
eine solche Eingabe konstruiert. Die Kombination von Quicksort mit
Insertionsort fiir kleine Teilfelder geht auf Sedgewick (1977) zuriick,
der kleine Felder unsortiert lie und anschlieBend ein Insertionsort
fiir das gesamte Feld durchfiihrt. Weitere Verbesserungen sind noch
bei der Partitionierung des Feldes moglich, wodurch beispielsweise
Bentley & Mcllroy (1993) eine der schnellsten Quicksortvarianten er-
reicht haben. Einen Uberblick mit empirischem Vergleich kann auch
der Arbeit von Khreisat (2007) entnommen werden.

7.4 Suche nach dem Median

In Abschnitt 2.5 hatten wir das Medianproblem auf Seite 36 eingefiihrt.

Nachdem wir nun in diesem Kapitel zwei wettbewerbsfihige Sortieralgo-

rithmen kennengelernt haben, stellt sich die Frage, ob wir mit diesen Tech-

niken nicht auch das oberflachlich betrachtet einfachere Problem, die Suche

nach dem mittleren Element, besser 16sen konnen.

P, TN

» (= Na, Mercesorr hilft da nicht... Da weil man erst ganz am
Schluss, wo welches Element hingehort. Also kann man vor-
her auch nichts bzgl. des Medians herausfinden. Ist denn iiber-
haupt eine Laufzeit besser als ®(n -log n) denkbar?

Betrachten wir Quicksort. Da hier Elemente nur noch innerhalb einer Par-
tition verschoben werden, reicht es, wenn immer diejenige Partition rekur-
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siv bearbeitet wird, in der sich der Index I_%J befindet. Die jeweils anderen
Partitionen miissen ja nicht mehr sortiert werden, da sie mit dem Median
nichts zu tun haben. Der resultierende Ablauf ist in verallgemeinerter Form
in Algorithmus 7.6 (x-tes-ELement) dargestellt. Nach dem Partitionieren in
Zeile 2, wird in den Zeilen 5-7 rekursiv nur mit der »richtigen« Partition
weiter gemacht. Das Ergebnis ist ermittelt, wenn das k-te Element nicht
mehr Teil einer Partition mit mehr als einem Element ist (Zeile 8). Ein Son-
derfall wird in den Zeilen 3—4 behandelt: Falls wie im Beispiel 7.25 ein Ele-
ment zwischen den Partitionen bereits richtig sortiert ist und es sich dabei
um den gesuchten Index handelt, kann direkt das Ergebnis geliefert werden.
Den Median kann man durch den Aufruf von k-tes-ELement mit Parameter
k = |5 ] ermitteln.

Beispiel 7.26:
Bild 7.7 zeigt den Ablauf von k-tes-Erement (Algorithmus 7.6) fiir zehn
Elemente. Jede Zeile entspricht dem Zwischenergebnis nach dem Partitio-

Algorithmus 7.6 Ermittlung des k-grofiten Elements in einem unsortierten Feld

K-TES-ELEMENT(A[], links, rechts, k)
Riickgabewert: Element an Position & (sortiert); Seiteneffekt: A ist verdndert
1 if links < rechts
2 then" p « }

y sortiere grob in
PARTITIONIERE(A, links, rechts) J zwel Partitionen vor

q —
3 ifk<p suche in
4 then [ return x-Tes-ELEMENT(A, links, p, k) richtiger
5 else Tifk>¢q Partition
6 then [ return k-Tes-ELEMENT(A, g, rechts, k) J weiter
7 L L else Ereturn Alk] ‘ gesuchtes Element liegt
8 else [return A[k] | Index kistrichtig sortiert ,yischen den Partitionen

Schliissel- Schreib-
20 | 54| 28| 31| 5|24 (39|14 | 1]15 vergleiche zugriffe

20 | 54 28 31 5124 (39 |14 | 1 (15 10 8
5] 1] 14) 5| 31)24 |39 |28 54& 8 2

15 1 (14 512024 |39 [28 ] 5431

Bild 7.7: Der Ablauf von k-Tes-ELEMENT (Algorithmus 7.6) wird an einem Beispiel
fiir k = | 5] demonstriert. In Orange werden wieder das Pivotelement,
das betrachtete Teilfeld sowie die sich iiberkreuzenden Indizes darge-
stellt. Die grauen und schwarzen Unterstriche markieren die vertauschten
Elemente.
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nieren. Da nur in der Partition mit Index k = L%J rekursiv weiter nach dem
Median gesucht wird, bricht die Suche schon beim dritten Aufruf von k-
tEs-ELEMENT ab, da die Partition nur noch ein Element enthilt. m]

Y
@ (% Das sieht zwar im Beispiel toll aus, aber im ungiinstigen Fall
kann doch die Partition auch hier immer nur um ein Element
kleiner werden. Dann wiren wir mal wieder bei ©(n2).

Um den Median in jedem Fall moglichst schnell zu finden, miissen wir
erreichen, dass bei der Rekursion jedes Mal ein substantiell kleineres Teil-
feld bearbeitet wird — d.h. das Feld wird beispielsweise immer um mindes-
tens einen festen Bestandteil auf < @ -n mit @ < 1 reduziert. Vorausgesetzt
der lokale Aufwand fiir die Wahl des Pivots ist in @(n), folgt nach dem Mas-
tertheorem fiir 7(n) = T'(« - n) + n eine lineare Laufzeit — was daran liegt,
dass die Rekursion einfach und das @ < 1 ist. Da sich ein solches Pivot-
element jedoch nicht so leicht berechnen ldsst, wenden wir den folgenden
Trick an: Wir »spendieren« einen Teil dieser rekursiven Laufzeit fiir die
Wahl des Pivots. Das bedeutet konkret folgendes: Aus dem urspriinglichen
Feld der Linge n werden wir ein Feld der Lénge [5] konstruieren, dessen
Median wir (rekursiv) berechnen — das ist die »spendierte« Laufzeit. Dank
bestimmter Eigenschaften, die wir uns auch gleich genauer anschauen wer-
den, konnen wir mindestens ein Viertel der urspriinglichen Elemente durch
das Partitionieren abschneiden, was eine reduzierte Feldgroe von < I'% -n]
nach sich zieht. Es folgt die Rekursionsgleichung:

T(n) = c, falls n hinreichend klein
T\ TAEY+T(A3 nD 40, sonst.

Vereinfachend gesprochen ist die Gesamtanzahl der rekursiv bearbeiteten
Elemente jetzt (% + %) -n < n, was zu einer linearen Laufzeit fiihrt. Formal
konnen die beiden Rekursionen so natiirlich nicht zusammengefasst wer-
den, was bedeutet, dass die Rekursionsgleichung auch nicht mit dem vor-
gestellten Mastertheorem (Satz 7.11) losbar sind. In Ubungsaufgabe 7.10
wird mithilfe eines allgemeineren Mastertheorems die lineare Laufzeit be-
wiesen.

Der konkrete Algorithmus und die obige Rekursionsgleichung folgt aus
den im weiteren skizzierten Ideen. Dabei gehen wir davon aus, dass alle
Werte im Feld paarweise verschieden sind. Ferner miissen wir zeigen, dass
immer ein Viertel der Elemente in der anderen Partition wegfillt. Dies ma-
chen wir beispielhaft fiir den Fall, dass die Partition mit den gréBeren Ele-
menten rekursiv weiter betrachtet wird — dann miissen mindestens 41'1 -n Ele-
mente in der kleineren Partition sein. Analog lédsst sich genauso zeigen, dass
mindestens % -n Elemente in der groBeren Partition sind, falls die Partition
mit den kleineren Elementen den gesuchten Median enthilt.
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Betrachten wir zunichst ein Feld mit fiinf Elementen. Der Median 1dsst
1 2 3 4 5 sich in konstanter Zeit bestimmen (z.B. 9 Vergleiche in drei Iterationen von
BussLesort in Algorithmus 3.13). Danach weifl man, dass wie in der neben-
stehenden Abbildung genau zwei Elemente (in Orange) kleinergleich und
Median in einem Fiinferfeld. zwei (in Grau) Elemente grofergleich dem Median sind. Diese Eigenschaft
machen wir uns bei der Wahl des Pivotelements zunutze, indem wir das
komplette Feld in Fiinferblocke einteilen, jeweils den Median ermitteln, die-
se in ein Extrafeld schreiben und dann durch einen rekursiven Aufruf den
Median der Fiinfermediane herausfinden.
Diese Vorgehensweise ist in Algorithmus 7.7 (Mebian-Partrtioniere) dar-
gestellt. Dieser Algorithmus ersetzt den Aufruf von PARTITIONIERE in K-TES-
Erement (Algorithmus 7.6). Bild 7.8 zeigt durch die Auswahl des Pivot-
elements mit Mepian-Partitioniere beispielhaft, was wir aus diesem Vorge-
hen ableiten konnen: Eine bestimmte Anzahl an Elementen muss tatsdch-
lich kleiner sein als das gewdhlte Pivotelement. In der Darstellung stehen
die Mediane aus fiinf Fiinferblocken und einem kleineren Block zur Verfii-
gung. Von diesen Medianen miissen zwei kleiner sein als der Median der

2 |15 |4 301

Algorithmus 7.7 Variante der Quicksort-Partitionierung fiir K-TES-ELEMENT

www MEDIAN-PARTITIONIERE(A[], links, rechts)

| Quicknedian. java Riickgabewert: Partitionsgrenzen; Seiteneffekt: A ist verdndert
n « rechts — links + 1 )
ifn<s 1 Rekursionsabbruch, wenn das
then [ med < berechne Median direkt | Feld klein genug ist
else " Part «— Teile Ain |3] Gruppen mit 5 Elementen
plus einer kleineren Gruppe
anz < Anzahl der Gruppen in Part erzeuge ein spezielles
fori—1,...,anz Feld mit 1/5 der Elemente
do C FiinferMed|i] <~ Median der i-ten Fiinfergruppe von Part |
L med « K-TES-ELEMENT(FiinferMed, 1, anz, L%J) ) Rekursion
P> q < PARTITION(A, links, rechts) mit Pivot med
return p, g

D W~

normales Partitionieren
mit speziellem Pivot

S O 0 3N W

—_

Feld der Funfer-Mediane | | | |

¥

[
e PR PP e Py P T

N R —

sicher kleinere Elemente als das Pivot

Bild 7.8: Durch die Wahl des Medians der Fiinfer-Mediane als Pivot sind hier im Feld mit 26 Elementen mindes-
tens 6 Elemente kleiner als das Pivot.
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Mediane. Daraus folgt natiirlich auch fiir die Elemente in den Blocken mit
kleinerem Median, sowie dem Block mit dem Median der Mediane, dass
die im Block kleineren Elemente ebenfalls kleiner als der Median der Me-
diane sind.

Wir betrachten den Worst-Case beziiglich der Anzahl der Elemente, die
kleiner dem Pivot sein konnen. Im Falle einer geraden Anzahl an Blocken
(2-m), haben weniger Blocke einen Median kleiner dem Pivotelement. Wenn
wir zusétzlich davon ausgehen, dass der kleinere Block mit nur einem Rest-
element des Felds ebenfalls unter den kleineren Blocken landet, sind von
n=(2-m—1)-5+1 Elementen mindestens

(kleinere Blocke — 1) -3 + Pivotblock + Restblock
e pe———
=m-2 =2 =1
=(m-1)-3.

Dann ergibt sich fiir den Anteil kleinerer Elemente am Gesamtfeld:

S (m-1)-3  3-m-3
“@2-m-1)-5+1 10-m-4

1
> 1 fir alle m > 4.

Da uns nur die asymptotische Laufzeit interessiert, konnen wir die hohe-
re Laufzeit fiir die Werte m < 3 unberiicksichtigt lassen. Wir halten fest,
dass in dem Fall, dass der Medianindex in die Partition mit den gré3eren
Werten fillt, das Feld um mindestens ein Viertel verkleinert wird — d.h. die
FeldgroBe wird auf %" reduziert. Dieselben Uberlegungen kinnen auch in
die andere Richtung angestellt werden, wenn der gesuchte Medianindex im
kleineren Feld liegt. Es resultiert damit die oben angefiihrte Rekursionsglei-
chung und der folgende Satz gilt.

Satz 7.27:

Die Berechnung des Medians gemdf3 x-tes-ELement (Algorithmus 7.6) hat
die Laufzeit ®(n), falls Mepian-PARTITIONIERE (Algorithmus 7.7) PARTITIONIERE
ersetzt und alle Elemente paarweise verschiedene Schliisselwerte besitzen.

Beweis 7.28:

Unter Benutzung des Akra-Bazzi-Theorems aus Ubungsaufgabe 7.10 folgt
der Satz direkt aus Teilaufgabe c) der Ubungsaufgabe. [
Beispiel 7.29:

Bild 7.9 zeigt den Ablauf von k-tes-ELemenT mit Mepian-PartiTioNiere fiir ein
Feld mit 21 Elementen. Dabei wird auch in diesem Beispiel deutlich, dass
bereits nach dem zweiten Partitionieren ein Feld mit weniger als fiinf Ele-
menten entstanden ist, in dem das zweite Element bei einer Sortierung auf
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31

27 139 |14 | 1 (15 |13 | 2| 24| 30| 4 |50 |51 |53 | 3 [57 | 8

nach dem Partitionieren:

Feld der Mediane | 28 | 15|13 [51 | 8

Yy

8

31 4

2

5

13 [15 |14 | 1139 (27 [ 31 24| 30| 2850 |51 |53 | 54|57 |20

nach dem Partitionieren:

¥ oo

Feld der Mediane | 30| 51| 20

8

31 4

2

5

13 [15 |14 | 1 120 (27 [ 28] 24| 30| 31 (50 [51 |53 | 54|57 |39

2-tes Element in der Partition

ergibt Median des Felds

Bild 7.9: k-Tes-ELEMENT (Algorithmus 7.6) wird mit MEDIAN-PARTITIONIERE (Algorithmus 7.7) auf ein Feld mit 21
Elementen angewandt.

dem Index 11 des Gesamtfelds stehen wiirde. Daher muss es sich bei der
24 um den Median des Felds handeln. O

Der Grundalgorithmus fiir die Medianbestimmung (mit einem zuflli-
gen Pivotelement) geht auf Hoare (1961) zuriick. Die Medianbestim-
mung in linearer Zeit stammt von Blum et al. (1973). Tatsdchlich wird
dieser Algorithmus nicht eingesetzt, da seine Laufzeitkonstante zu
grof} ist, sodass im Mittel der intuitive Quicksort-basierte Algorith-
mus fiir nahezu alle relevanten Problemgrofien schneller ist.

Dieses Kapitel hat den Ansatz »Teile und Beherrsche« eingefiihrt. Dabei
stellt die Rekursion ein Kernelement dar. Ferner wurde mit dem Mas-
tertheorem ein méchtiges Instrument fiir die Laufzeitabschétzung von re-
kursiven Algorithmen vorgestellt.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 7.1: Mergesort
Fiihren Sie MErGEsorT (Algorithmus 7.1) fiir das Feld

4206|8271 ][nn]2]3]15]

durch. Bestimmen Sie die durch die Rekursion entstehenden Teilfelder
und geben Sie das Feld nach jedem MiscHeN (Algorithmus 7.2) an. Wie
viele Schliisselvergleiche fallen an?

Aufgabe 7.2: Mastertheorem

Verwenden Sie die Mastermethode, um asymptotisch scharfe Schranken
fiir die folgenden Rekursionsgleichungen zu bestimmen.

a) T(n) = 8-T(%)+4n?

b) T(n) = 8-T(§)+n

©) T(n) = 8-T(H)+n*—n*+5-n2

d) T(n) = 8- T(%) +nlogn (Hier ist das Theorem nicht direkt an-
wendbar.)

Aufgabe 7.3: Verbesserung von Insertionsort
Ein Programmierer mochte Insertionsort verbessern, indem er es mit der
Grundidee von »Teile und Beherrsche« bearbeitet (vgl. Mergesort). Der
folgende Algorithmus ist das Resultat seiner Bemiihungen.

InserTIONREK (Feld A, Bereichsgrenzen , r)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A ist sortiert
ifr>1

1
2 then " mitte «— L”TVJ
3 INSERTIONREK (A, [, mitte)
4 INSERTIONREK (A, mitte + 1, 1)
5 for i = mitte+1,...,r
6 do " neu « Ali]
7 ki
8 while £ > [und A[k— 1] > neu
9 do "A[k] < A[k—1]
10 Lke—k-1
11 L L A[k] «— neu

Was konnen Sie mit Hilfe des Mastertheorems iiber die Best-Case-
und die Worst-Case-Laufzeit des Algorithmus sagen? Wurde Insertion-
sort dadurch verbessert oder verschlechtert?
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Aufgabe 7.4: Mastertheorem mit Substitution

Losen Sie die folgenden Rekursionsgleichungen mit Substitution.

a) T(n)=2-T(n-1)+n? (analog zur Substitution in Beispiel 7.17)
b) T(n)=2-T(+n)+log, n mit der Substitution m = log, n.

Aufgabe 7.5: Quicksort

Gegeben sei das folgende Feld

[slis[wow]ufafn2]i[]o]

Fiihren Sie Quicksort (Algorithmus 7.4) durch, wobei Sie

a) immer das rechte Element
b) immer das mittlere Element A[I_VT”J]

als Pivot wihlen. Geben Sie alle Teilschritte an. Wie viele Schliisselver-
gleiche fallen jeweils an?

Aufgabe 7.6: Spezialfall fiir das Sortieren

Gegeben ist eine Folge von n Fichern. Jedes Fach enthilt einen Stein,
der entweder rot, weil oder blau ist. Ein Roboter soll die Steine so um-
ordnen, dass zuerst die roten, dann die weiBen und zuletzt die blauen
Steine in den Fichern liegen. Beispielsweise soll (R,W,W,B,B,R,W,B,W)
nach (R,R,W,W,W,W,B,B,B) iiberfiihrt werden. Erlaubte Operationen
des Roboters sind dabei, den Inhalt von Fach i mit dem von Fach j zu
vertauschen und die Farbe eines Steins in einem Fach zu bestimmen.
Das Problem ist auch als holldndisches Flaggenproblem bekannt und
wurde von Dijkstra (1976) eingefiihrt.

Geben Sie einen dem Partitionieren von Quicksort dhnlichen Algo-
rithmus mit linearer Laufzeit an, mit dem der Roboter die Steine mog-
lichst effizient umsortieren kann. Idealerweise kann sogar fiir jeden Stein
nur einmal die Farbe bestimmen werden.

Aufgabe 7.7: Varianten des Partitionierens

In der Praxis wird fiir Quicksort meist der folgende Algorithmus nach
Sedgewick (1978) fiir die Bestimmung der Partitionen eingesetzt.

PartiTION-VARIANTE(Feld A, Bereichsgrenzen £, r)

AN N B W N =

Riickgabewert: Partitionsgrenzen
i—{-1
Jjer
while i < j
do "repeat [i«—i+1
until A[i] > A[r]
repeat[ j«— j—1
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until j = ¢ oder A[r] > A[]]
ifi<j
L then [ VERTAUSCHE(A, i, )
VERTAUSCHE(A, i, 1)
returni—1,i+1

Wenden Sie Quicksort mit diesem Partitionsalgorithmus auf das
Feld aus Aufgabe 7.5 an und vergleichen Sie die Anzahl der Schliis-
selvergleiche.

Aufgabe 7.8: Medianbestimmung

Betrachten Sie das folgende Feld.

[18]11[3]17]14]20]21]12[4]10]9]8]7]6[5]19]13]2]16]15]1]

Berechnen Sie den Median durch den Linearzeit-Algorithmus K-TEs-
ELemENT (Algorithmus 7.6) — d.h. partitionieren Sie durch den Medi-
an der Fiinfer-Mediane und gehen Sie rekursiv in die richtige Partition
hinein. Sie konnen abbrechen, sobald die Partition weniger als sechs
Elemente hat.

Aufgabe 7.9: Vergleich von Sortierverfahren

Implementieren Sie INsErTIONSORT (Algorithmus 4.8) und Quicksort (Al-
gorithmus 7.4) fiir ganzzahlige Schliisselwerte. Fiihren Sie Zeitmessun-
gen durch und vergleichen Sie die beiden Verfahren fiir unterschiedliche

Anzahl an Elemente. Die Felder seien dabei

a) bereits sortiert,
b) zufillig angeordnet und
c) umgekehrt sortiert.

Aufgabe 7.10: Verallgemeinertes Mastertheorem

Die allgemeinste Variante der Mastertheoreme ist das sog. Akra-Bazzi-
Theorem von Akra & Bazzi (1998b) (hier in der Version von Leighton
(1996)). Dabei wird die Problemgrofe als reellwertige Zahl x > 1 behan-
delt und die Laufzeit T'(x) sei definiert durch

¢ falls n hinreichend klein
T(x)= . .
ey ai- T3 D+ f(x),  sonst,

wobei k <1, a; >0 und b; > 1 (1 <i<k). Ferner erfiille f(x) weitere
technische Bedingungen, die den Originalarbeiten entnommen werden
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konnen. Dann ergibt sich die Laufzeit als

up+1
1

T(x)=© [x" R AC) du)]

k a

mit p € R, welches der Gleichung 3;_; = 1 geniigt.

a) Bestimmen Sie die asymptotische Laufzeit fiir Mergesort (7(x) =
2-T(3)+ x mit diesem Theorem.

b) Bestimmen Sie die asymptotische Laufzeit fiir einen Algorithmus
mit T(x) =2-T(5)+1- T(iz) + x-log x mit dem Theorem.

¢) Bestimmen Sie die Laufzeit der Medianbestimmung in Satz 7.27.
Die zugehorige Rekursionsgleichung lautet:

T(x) = T(§)+T(¥)+n

Aufgabe 7.11: Partitionieren mit zwei Pivot-Werten
In Java 7 wurde Quicksort mit einem Partitionieralgorithmus nach Ya-
roslavskiy eingefiihrt, der mit zwei Pivotwerten das Teilfeld in drei Par-
titionen zerlegt. Schlagen Sie selbst einen entsprechenden Algorithmus
vor. Nutzen Sie dabei die Invariante und den grundsétzlichen Ablauf
der Losung von Ubungsaufgabe 7.6 und kopieren Sie am Ende die ganz
rechts und links liegenden Pivotwerte in das Feld wie im Algorithmus

von Ubungsaufgabe 7.7.



Nur widerwillig ldsst sich Algatha auf den alljahrlichen Betriebsausflug ein — sie mochte doch
viel lieber ihr Projekt voran bringen. Neben den iiblichen Aktivititen steht auch die Betriebsbe-
sichtigung einer Stuhlfabrik auf dem Programm. Dort werden die Einzelteile (Beine, Sitzfldche,
Riickenlehne) in vielen verschiedenen Ausfithrungen unabhingig voneinander produziert. Durch
individuelle Kombination entstehen in der Endfertigung nahezu unzihlig viele verschiedene Pro-
dukte. »Das ist ja lustig — fast wie bei Teile-und-Beherrsche!« sagt sich Algatha, die wie immer
in Gedanken mit ihren Problemen im Projekt beschiftigt ist. Und wéhrend der anschlieenden
Kaffee- und Kuchen-Vertilgung sinniert sie tiber den Kontrollfluss nach — der stimmt irgendwie
nicht iiberein: Bei Teile-und-Beherrsche werden die Einzelteile erst dann produziert, wenn sie
bendtigt werden, wihrend in der Stuhlfabrik die Einzelteile vorproduziert werden und damit
schon bereit liegen, wenn es um die Endmontage geht. »Kann ich das nicht auch bei meinen
Algorithmen so machen?« fragt sich Algatha. So beschiftigt sich Algatha gleich am nichsten
Morgen im Biiro mit der Frage, ob nicht ein verdnderter Kontrollfluss und die Vorproduktion von
Teilergebnissen manchmal sogar eine Verbesserung darstellen kann.






8 Dynamisches Programmieren

Fred C. Dobbs: I think I'll go to sleep
and dream about piles of gold

getting bigger and bigger and bigger.
(The Treasure of the Sierra Madre, 1948)
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8.1 Idee des dynamischen Programmierens

Im Kapitel 7 hatten wir bereits gesehen, dass sich viele Probleme fast in-
tuitiv 16sen lassen, wenn wir sie rekursiv formulieren kénnen: Ein grofles
Problem wird in gleichgeartete kleinere Teilprobleme zerlegt, die dann ge-
mif dem Prinzip »Teile und Beherrsche« rekursiv bearbeitet werden. Dazu
wollen wir nochmals ein kleines Beispiel betrachten, indem wir mit einem
Algorithmus die Folge der Fibonacci-Zahlen (vgl. Definition B.5) berech-
nen.

Wir konnen die rekursive Definition F,, = F,,_1 + F,,_» und die Startwerte
Fo =0 sowie Fy = 1 direkt in Algorithmus 8.1 (FiB-Rex) umsetzen.

Betrachten wir den Baum der Funktionsaufrufe in Abbildung 8.1. Wie
direkt dort zu sehen ist, fiihrt die Definition der Fibonacci-Reihe dazu, dass
die Anzahl der Funktionsaufrufe mit den verschiedenen Argumenten genau
den Fibonacci-Zahlen entspricht. So ergeben sich F,_; Aufrufe von Fis-
Rex(1) und F,_, Aufrufe von Fis-Rex(2). Damit ldsst sich die Anzahl der
Aufrufe und damit auch der Laufzeit durch F, = F,_; + F,,_» abschitzen.

Algorithmus 8.1 Rekursive Berechnung der Fibonacci-Zahlen

FiB-Rek(positive Zahl n)
Riickgabewert: zugehorige Fibonacci-Zahl
1 ifn<3
then Creturn 1 |
3 else [return FiB-Rek(n— 1) + FiB-Rex(n —2) | Rekursion

Rekursionsabbruch

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7_8, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013



206

»dynamisches Programmieren

Kapitel 8. Dynamisches Programmieren
F1B-REK(n) 1
FiB-REK(n — 1) 1
FiB-REK(n — 2) F1B-REK(n — 2) 2

F1B-REK(n — 3) FiB-REK(n —3) FIB-REK(n — 3) 3

Bild 8.1: Baum den Funktionsaufrufe bei der Berechnung von F),.

Danke Satz B.7 konnen wir also die untere Laufzeitschranke

Q((“ Vg)n)zg(l,618")

2

formulieren.

Bei dieser Abschitzung fillt insbesondere auf, dass der hohe Laufzeit-
schranke durch bestindige Neuberechnung derselben bereits berechneten
Werte entsteht.

Eine nahe liegende Idee ist, die Werte nur einmal zu berechnen und sie
sich zu merken. Damit sind sie dann vorhanden, wenn wieder die Berech-
nung ansteht. Dieses Konzept liegt allen Algorithmen des dynamischen Pro-
grammierens zugrunde.

Es folgt direkt Algorithmus 8.2 (Fis-Iter), der mit der kleinsten Fibonacci-
Zahl beginnt und diese — wie auch alle weiteren Werte der Reihe — in einem
Feld A abspeichert.

Damit ergibt sich dann eine Laufzeit ®(n).

Algorithmus 8.2 Iterative Berechnung der Fibonacci-Zahlen nach dem Prinzip des
dynamischen Programmierens
FiB-ITER(pOsitive Zahl n)

Riickgabewert: zugehorige Fibonacci-Zahl

1 All]e1 triviale Losungen

2 Al2]«1 -

3 k3 iterative Berechnung

4 whilek<n »bottom-up« unter

5 do"A[k] < Alk—1]+A[k—2] | Verwendung der bereits
6 Lke—k+1 berechneten Losungen
7 return A[n]
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P TN
# (% Genau. Ergebnisse, die ich immer wieder brauche, stindig neu
zu berechnen, ist Zeitverschwendung. Bin mal gespannt, was

diese Idee fiir meine Probleme bringt.

Zwei Eigenschaften eines Optimierungsproblems sind wichtig, damit
das Prinzip des dynamischen Programmierens angewandt werden kann:

e Aus den Losungen von Teilproblemen ldsst sich die Losung eines gro-
Beren Problems berechnen. Das bedeutet auch, dass jede Teillosung,
die in der groien Losung enthalten ist, optimal ist.

e Teillosungen konnen auf vielfache Art kombiniert werden und diesel-
ben Teilprobleme tauchen an verschiedenen Stellen bei einer rekursi-
ven Beschreibung einer Losung auf.

Die erste Eigenschaft ist direkt in der Rekursionsformel reprisentiert und
damit auch essentiell fiir »Teile und Beherrsche«. An der zweiten Bedin-
gung ldsst sich jedoch fest machen, ob das dynamische Programmieren
einen wesentlichen Laufzeitvorteil gegeniiber einer direkten rekursiven Be-
arbeitung liefert.

Der Name »dynamisches Programmieren« geht auf Bellman (1957)
zuriick, der damit zunichst eine Bezeichnung fiir sein Forschungsge-
biet gesucht hat (Dreyfus, 2002). Die ersten Verdftentlichungen bezo-
gen sich auf die mathematische Optimierung in der Regelungstheorie.

8.2 Alle kiirzesten Wege nach Floyd-Warshall

Bisher haben wir fiir das Kiirzeste-Wege-Problem immer genau einen Start-
knoten fest gewihlt und dann den kiirzesten Weg zu allen anderen Knoten
berechnet. Hier soll nun ein allgemeineres Problem betrachtet werden, bei
dem die kiirzeste Entfernung zwischen allen Knotenpaaren benétigt wird.

Mit Algorithmus 5.2 (Dukstra) lésst sich dieses Problem bewiltigen, in-
dem das Kiirzeste-Wege-Problem fiir alle #V moglichen Startstadte gelost
wird. Nach Satz 5.12 folgt damit die Laufzeit O((#V)?).

Hier wollen wir einen alternativen Algorithmus kennenlernen, der direkt
auf einer modifizierten Adjazenzmatrix arbeitet. Sie enthilt fiir jedes Kno-
tenpaar u, v € V als Eintrag

e das Kantengewicht y(u,v), falls die Kante (u#,v) € E vorhanden ist,
oder

e den Wert oo, falls (u,v) ¢ E.
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Kiirzester Weg u ~» v iiber
Knoten in 7.

u~>7s v ist einer der beiden
Wege in 77 = T U {w}.
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Fiir einen Ansatz mit dynamischem Programmieren brauchen wir eine
Rekursionsgleichung, die in ein entsprechendes Programm fiir die Berech-
nung der Teillosungen umgesetzt werden kann. Diese Rekursionsgleichung
werden wir aus den folgenden Gedanken ableiten.

Wir nehmen an, wir befinden uns mitten in der Berechnung der kiirzes-
ten Wege und haben bereits fiir alle Knotenpaare u,v € V (u # v) alle Wege
gepriift, die als Zwischenknoten die Teilmenge 7 C V benutzen. Die Nota-
tion u ~>7 v bezeichnet den kiirzesten Weg mit den erlaubten Zwischenkno-
ten aus 7.

Im nédchsten Schritt der Berechnung soll der Knoten w € V\ T in die Men-
ge T aufgenommen werden. Fiir ein beliebiges Knotenpaar u,v € V (u # v)
stellt sich also die Frage, ob es mit Hilfe des Knotens w einen kiirzeren Weg
gibt als den bisher gefundenen u ~»7 v. Wir kdnnen davon ausgehen, dass
w # u und w # v, da andernfalls w bereits als Start- oder Zielknoten enthal-
ten ist. Aus den bisher bekannten kiirzesten Wegen u ~»>7 w und w ~>1 v
konstruieren wir den Weg u ~»7 w ~»7 v. Dieser Weg muss der kiirzeste
Weg von u nach v sein, der w enthélt. Einen kiirzeren Weg mit w kann es
nicht geben, da sich dann daraus ein kiirzerer Weg zwischen « und w oder
zwischen wund v ableiten lieBe. Ferner konnen wir festhalten, dass der Weg
u~»>7 w~>t v doppelpunktfrei ist. Falls ein Knoten x sowohl in u ~»>7 w als
auch in w ~»7 v vorkommen wiirde, muss es einen kiirzeren Weg zwischen
u und v geben — ndmlich u ~>7 x ~>7 v.

Nun muss nur noch gepriift werden, welcher der beiden Wege u ~»7
w~»7r vund u~»>7 v Kiirzer ist. Den kiirzeren von beiden bezeichnen wir als
U2>TU{w) V.

Fiir die Knotenmenge V = {1,...,n} ergibt sich damit die Linge des
kiirzesten Wegs u~»>7r vmitu,ve Vund T ={1,...,k} C V als die folgende
Rekursionsgleichung

dist(u,v,{1,...,k}) =
min {dist(u, v, (1,....k= 1)),
dist(u,k,{l,...,k—1})+dist(k,v,{1,...,k—1})}

und den Rekursionsabbruch als

0, fallsu =v
dist(u,v,0) =3 y(u,v), falls(u,v)eE
o0, sonst.

Wenn man dieses Prinzip rekursiv implementieren wiirde, ergibe sich
eine exponentielle Laufzeit. Erweitert man jedoch T iterativ und speichert
die Zwischenergebnisse, erhilt man Algorithmus 8.3 (FLoyp-WARSHALL).

Im Feld dist stehen die Distanzwerte aller Knotenpaare und die Eintrige
im Feld iiber entsprechen Zwischenknoten, aus denen die kiirzesten Wege
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Algorithmus 8.3 Floyd-Warshall-Algorithmus fiir die Berechnung aller kiirzesten
Wege.

Froyp-WarsHALL(Knoten V, Kanten £ c V x V,Kosteny : E — R)
Riickgabewert: Distanzmatrix, Matrix der\Zwischenknoten

L dist > allokif.:re Feld der Grofe #V x #V Felder fiir Zwischenergebnisse
2 iiber — allokiere Feld der Grofie #V x #V -
3 forie1,... ,#V |
4 do"forje—1,...,#V
5 do "iiber[i, j] « L
6 ifi=j Initialisierung der Felder
7 then L dist[i, j] <0 und Eintrag der direkten Kanten
8 else "if (i, j))e E
9 then C dist < y(i, j)
10 LooL Lelse Cdist « oo J
11 forke1,...,#V :\ die Menge der Zwischenknoten wird erweitert
12 do"fori<1,...,#V
13 do"for j«—1,...,#V
14 do " if dist[i, k] + dist[k, j] < dist[i, j] ] oof. Distanz
15 then " dist[i, j] < dist[i, k] + dist[k, j] ;]L\um]isieren

16 L L L L i,iber[i, ]] —k
17 return dist, iiber

errechnet werden konnen (siche den weiter hinten behandelten Algorith-
mus 8.4).

Wie iiblich beim Problem der kiirzesten Wege geht der Algorithmus da-
von aus, dass jeder Knoten hochstens einmal auf einem Weg besucht wird.
Dabei arbeitet der Algorithmus auch noch korrekt, wenn negative Kanten-
gewichte enthalten sind. Sobald jedoch Zyklen mit einer negativen Sum-
me der Gewichte in einem Graph vorkommen, kénnen durch wiederholtes
Durchlaufen eines solchen Zyklus die Kosten immer kleiner gemacht wer-
den — die Kosten wiren also —co. Graphen mit derartige Zyklen sind somit
nicht erlaubt.

Beispiel 8.1:

Bild 8.2 zeigt fiir einen Graphen mit vier Knoten, wie sich die Distanz-
matrix und die Matrix der Zwischenknoten nach jeder Iteration durch die
dullere For-Schleife in Algorithmus 8.3 veridndert. Es werden jeweils die
Werte in Orange hinterlegt, die fiir die Berechnung der verdnderten Werte
herangezogen werden. Neu gefundene Abstidnde zwischen den Knoten, wie
beispielsweise die 12 als Entfernung von y nach x fiir 7 = {v} im rechten obe-
ren Bild sind ebenfalls orange. Sobald auch w einbezogen ist, als T’ = {v, w}
findet sich eine kiirzere Entfernung von y nach x mit dem Wert 6. O

Die Laufzeit ergibt sich klar aus den ineinander geschachtelten Schleifen
als @((#V)?), wobei die Konstanten wesentlich kleiner sind als bei der wie-
derholten Anwendung von Dukstra, da FLovp-WarsHaLL auf Feldern arbeitet.
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Ausgangsmatrix
v w x Yy T=A{v}
v 0 00 00 0 00 2 00
1L 1L 1L 1 1 1 1 1
wl 100 |5 | 10 |0 |5 [
2 N IR R R I I R R
03 o |0 2 3 | |0 2
1 1 1 1 1 1 1 1
y 10 1 00 0 10 1 0
1 1 € 1 1L 1 1
T ={v,w} T = {v,w,z} T ={v,w,z,y}
0 ('S} 2 00 0 00 2 0 2 4
1 1 1 1 1L 1L 1L 1 T
10 0 5 00 0 5 8 0 5 7
1 1 4 1 L x L L 7w
3 00 0 2 3 00 0 2 3 0 2
1 1 1 1 1 1 1 1L 1 1
10 1 0 1 6 0 9 1 6 0
1 1 1 w L z L w 1

Bild 8.2: Der Ablauf von Algorithmus 8.3 wird an einem Beispiel demonstriert.

Dieser Algorithmus stammt von Floyd (1962), der sich allerdings
selbst auf eine Arbeit von Warshall (1962) bezieht. Dieser hat eine
Aussage beziiglich des transitiven Abschluss boolescher Matrizen ge-
macht, womit beispielsweise die Erreichbarkeit in einem Graph be-
rechnet werden kann.

Aus den Ergebnissen von Frovyp-WarsuarL kann lediglich der Abstand
zweier Knoten abgelesen werden — die Beschreibung des kiirzesten Wegs
muss aus den Zwischenknoten berechnet werden. Algorithmus 8.4 (Auscase-
Froyp-WarsHaLL) vollzieht die Zwischenknoten rekursiv nach, wobei immer
fiir einen (Teil-)Weg der zuletzt aufgenommene Zwischenknoten als erstes
gefunden wird. Der Weg wird dann aus den Teilstiicken zusammengesetzt.

Beispiel 8.2:
Bild 8.3 zeigt beispielhaft, wie der kiirzeste Weg vom Knoten y zum Kno-
ten v errechnet wird. Ausgangspunkt ist hierfiir Bild 8.2 aus Beispiel 8.1.
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Algorithmus 8.4 Ausgabe eines kiirzesten Wegs, der mittels des FLoyD-WARSHALL-
Algorithmus berechnet wurde.

AusGAaBE-FLoYD-WARSHALL(Start u, Ziel v, Matrix der Zwischenknoten iiber) wwW
Riickgabewert: Sequenz der Zwischenknoten auf dem Weg | Floydiar . java
if iiber[u,v] = L j Rekursionsabbruch

then [ return & ermitteln weiterer Zwischenknoten

else " ersteEtappe «— AuUSGABE-FLOYD-WARSHALL(u, iiber(u, v], iiber)
zweiteEtappe « AuUSGABE-FLOYD-WARSHALL(iiber[u, v], v, iiber) |
L return ersteEtappe o iiber[u, v] o zweiteEtappe

O O R S

v w x

v 0 5 4 Y=
1 y 1 T /

w!| 8 0 5 7 =z (z,v)

3 3 07", \
N \
dann L Yy 1 . \
ergt 1 \\ \\
y 9 1 6 0 . S
0 i w 1 Ss. Tte---
a S~ -

- -

erst

Bild 8.3: Der kiirzeste Weg wird aus dem Ergebnis von FLoyD-WaRSHALL rekonstruiert. Algorithmus 8.4 besucht
fiir den Weg von y nach v die Felder geméfl dem Baum in der Mitte. Der kiirzeste Weg ist rechts orange
dargestellt. Die erforderlichen Zwischenknoten sind ebenfalls orange gekennzeichnet.

Aus dem Feld iiber ldsst sich ablesen, dass der kiirzeste Weg von y nach v
iiber x lduft. Aus diesem Grund wird zunichst der Eintrag von y nach x und
anschlieBend der von x nach v betrachtet. Dabei stellt sich heraus, dass der
Weg von y nach x iiber einen weiteren Zwischenknoten w lduft. O

Die Ausgabe selbst arbeitet in der Zeit O(#V), da sich jeder der Knoten
hochstens einmal auf einem kiirzesten Weg befindet.

8.3 Optimale Suchbiume

In den vorangehenden Kapiteln waren immer wieder Suchbidume zur Bewil-
tigung des Mengenproblems ein Thema — dabei hat die Tiefe des Baums
die maximale Laufzeit bei allen Operationen bestimmt. Unser Fokus war
darauf gerichtet, dass beliebiges Einfiigen und Loschen von Elementen kei-
nen negativen Einfluss auf die Laufzeit hat.
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Optimaler Suchbaum.
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Diese Grundannahme wollen wir jetzt dindern. Wir gehen in diesem Ka-
pitel davon aus, dass die Menge der Elemente im Baum fest und unverinder-
lich ist. Ferner nehmen wir an, dass alle Elemente zu Beginn bekannt sind
und folglich ist die Aufgabe in diesem Abschnitt, einen Baum zu konstruie-
ren, der im Durchschnitt eine minimale Zugriffszeit garantiert — vorausge-
setzt, dass wir die Zugriffswahrscheinlichkeit fiir alle involvierten Elemente
kennen.

3 (@ Das ist eine sinnvolle Uberlegung. Nicht alle Informationen,
die ich zu verwalten habe, dndern sich dauernd. Und manche
davon werden viel hidufiger abgefragt als andere. Bin mal ge-
spannt, wie sich so eine Idee umsetzen lisst.

Wir beschreiben dieses neue Problem zunichst formal.

Definition 8.3: Optimaler Suchbaum

Gegeben sei eine Menge an Schliisselwerten {ay, . .., a,} mit der Sortierung
a; <ay <...<a, und der Zugriffswahrscheinlichkeit p; € (0, 1) fiir das
Element mit Schliissel a; (1 <i < n). Es gelte ferner 3!, p; = 1. Dann
sei der optimale Suchbaum ein bindrer Suchbaum b, mit der minimalen
durchschnittlichen Zugriftszeit

Sb.p)= ), pi- Tiefe(b, ap,
i=1

wobei Tiefe(b, a;) die Tiefe des Element mit dem Schliissel a; sei.

W

# (% Ach, die bindren Suchbdume... Was galt fiir die nochmal?
— zwei Unterbdume pro Knoten, links die kleineren Schliis-
sel, rechts die groferen ... aber keine anderen komischen Be-
schrinkungen beziiglich des Aussehens der Baume.

Beispiel 8.4:

Fiir die folgenden Elemente

i1 2 3 4

a; 5 6 8 9
pi |05 01 02 0.2

stellt der nebenstehende Baum einen optimalen Suchbaum dar. Die durch-
schnittliche Zugriffszeit betragt

05-140,1-3+0,2-24+0,2-3=1,8. O
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An diesem Beispiel ldsst sich erkennen, dass ein optimaler Suchbaum nicht
ausgeglichen sein muss, sondern in Abhéngigkeit von den Zugriffswahr-
scheinlichkeiten auch extreme Formen annehmen kann.

Aber wie lédsst sich nun ein optimaler Suchbaum konstruieren? Betrach-
ten wir zunichst im nachfolgenden Beispiel eine gierige Strategie, die in
jedem Unterbaum den Knoten mit der hochsten Zugriffswahrscheinlichkeit
in der Wurzel platziert.

Beispiel 8.5:
Werden die folgenden Elemente

i |12 3 4

a; 4 6 7 9
pi | 04 03 02 0,1

gemdl einer gierigen Vorgehensweise in einem Baum platziert, ergibt sich
der nebenstehende Suchbaum mit der durchschnittlichen Zugriffszeit

04-1+0,3-2+0,2-3+0,1-4=2,0.

Dies ist allerdings nicht der optimale Suchbaum, wie der nebenstehende
Baum mit der durchschnittlichen Zugriffszeit

04-2+0,3-1+0,2-2+0,1-3=1,8
zeigt. O

Um das Entwurfsparadigma des dynamischen Programmierens auf das vor-
liegende Problem anzuwenden, miissen die folgenden zwei Voraussetzun-
gen erfiillt sein:

1. eine Losung eines Problems ldsst sich aus den Losungen von Teilpro-
blemen zusammensetzen und

2. das Auswabhlkriterium fiir die »richtige« Zusammensetzungen der Teil-
16sungen kann rekursiv formuliert werden.

Fiir die erste Voraussetzung kann man sich leicht iiberlegen, dass in ei-
nem optimalen Suchbaum b jeder Teilbaum &, d.h. alle Knoten und Kan-
ten »unter« einem beliebigen Knoten des Baums b, ebenfalls ein optimaler
Suchbaum sein muss. Denn wiirde es beispielsweise im nebenstehend abge-
bildeten Baum fiir dieselbe Knotenmenge in 4’ einen anderen Teilbaum 5"
mit einer besseren durchschnittlichen Zugriffszeit geben, konnte man in b
einfach b’ durch b” ersetzen und wiirde so einen Baum erhalten, der besser
als b ist — was der Annahme widersprechen wiirde, dass b ein optimaler
Suchbaum ist.
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Teilbdumen.
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Mit dieser Begriindung konnen wir also optimale Suchbdume aus opti-
malen Teilbdzumen zusammensetzen. Da wir immer bis zu den Blittern voll-
standige Teilbdume unter einer Wurzel betrachten, kann ein neuer Baum
nur dadurch konstruiert werden, dass wir unter einem neuen Wurzelknoten
zwei Teilbdume als linker und rechter Unterbaum platzieren. Da es sich um
einen Suchbaum handelt, enthilt dann in einem Baum mit den Schliissel-
werten {a;, ..., a,} und Wurzel g; der linke Unterbaum B;;_; die Knoten
{ai,...,ak-1} und der rechte Unterbaum By, die Knoten {aj1,. .., am}-

Die reine Zusammensetzung von optimalen Suchbdumen zu einem Ge-
samtbaum sorgt allerdings noch nicht dafiir, dass dieser optimal ist. Denn je
nachdem, welcher Knoten als Wurzel gewihlt wird, entstehen unterschied-
liche Baume (vgl. Bild 8.4), die natiirlich auch unterschiedliche durchschnitt-
liche Zugriffszeiten aufweisen. An dieser Stelle konnen wir das Auswahl-
kriterium aus dem zweiten Punkt der oben angefiihrten Voraussetzungen
fiir dynamisches Programmieren ansetzen.

Betrachten wir zunéchst fiir einen Baum B;,, wie sich durch die Wahl
von ay als Wurzelknoten die durchschnittliche Zugriffszeit aus den optima-
len Teilbdumen B;;—; und By, berechnet.

Lemma 8.6:
Ess gilt fiir die Suchzeiten bei der Konstruktion eines Baums B; ,, mit Wurzel
ay.

m
S (Bim) = S Big1)+S (Bis1m) + ). pic (8.1)
Jj=i

Beweis 8.7:

Die neue Wurzel befindet sich auf der obersten Ebene und trigt damit 1 - py
zur Summe S (B; ;) bei. Alle Knoten im Baum B, ;—; riicken durch die neue
Wurzel eine Ebene tiefer, wodurch sich der Beitrag dieser Knoten als

k=1

S(Bix-1)+ ), pi

=i

Bild 8.4: Moglichkeiten einen Baum mit sechs Knoten durch unterschiedliche Wahl der Wurzel zu konstruieren.
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ergibt. Da dieselbe Argumentation auch fiir den rechten Teilbaum gilt, folgt
das Lemma direkt. |

Jetzt lésst sich leicht, die Auswahl der richtigen Wurzel mit der Formel aus
dem obigen Lemma verkniipfen und wir bekommen das folgende dynami-
sche Programm in Form einer Rekursionsgleichung iiber die durchschnittli-
che Zugriffszeit der optimalen Suchbdume:

min {S(BYy. ) +S B )+ pi| 1<k<m),

ik k+1,m
fallsi<m
S(B? = 8.2
( ”m) Dis fallsi=m (8.2)
0, falls i > m.

Bevor wir diese Rekursion in einem konkreten Pseudo-Code-Algorithmus
umsetzen, betrachten wir ein kleines Beispiel.

Beispiel 8.8:

Wir betrachten die Zugriffswahrscheinlichkeiten aus Beispiel 8.5. Zunéchst
konnen die einelementigen Teilbdume als triviale optimale Suchbidume mit
den folgenden durchschnittlichen Zugriffszeiten angegeben werden:

S(BIH=04  S(BY)=03  SBY=02  SBY)=0,1.

Die zwei- bis vierelementigen Baume werden entsprechend in Bild 8.5 dar-
gestellt. Bei By, kommt a; in die Wurzel, bei B, 3 der Knoten a> und bei
B34 der Knoten a4. Der Baum Bj 3 wird optimal, wenn a, in der Wurzel
platziert wird. Bei B, 4 kann gleichermafen a; oder a3 in die oberste Ebe-
ne des Baums tibernommen werden. Fiir den gesuchten Gesamtsuchbaum
erhilt man dann die durchschnittliche Zugriffszeit S (B‘l’fz) = 1,8, wenn der
Knoten a; in der Wurzel steht. Der resultierende Baum wurde bereits im
Beispiel 8.5 am Rand dargestellt. Man erhélt ihn, indem man beginnend
beim orange markierten Baum bei Bj 4 die jeweils passenden orange mar-
kierten Teilbdume ersetzt. O

Anstatt die einzelnen Bdume wie in Bild 8.5 zu zeichnen, lassen sich al-
le relevanten Informationen wesentlich kompakter in einer halben Matrix
darstellen. Nebenstehend ist gekennzeichnet, wie die Nummer des Wurzel-
knotens und die durchschnittliche Zugriffszeit in der dargestellten Matrix
eingetragen werden. Auf einer solchen Matrixdarstellung wird im Weiteren
der Algorithmus formuliert.

Beispiel 8.9:
Eine solche Matrix wird in Bild 8.6 fiir die Teilbdaume aus Beispiel 8.8
gezeigt. O
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BLQ: B2132 B3142

S=1,0 S=1,1 S=0,7 5$=0,8 S=0,4 S=0,5
B Bo 4y
as
B3 By B34 By o By.a B3
S=1,6 S=19 S=10 S=1,0 S=1,3
BIA:
as
By Bi2 \/Bia
S=2,0 S=18 S=21

Bild 8.5: Suchbidume mit ihren durchschnittlichen Zugriffszeiten, die sich in Beispiel 8.8 ergeben.

Bild 8.6: Suchbidume mit ihren durchschnittlichen Zugriffszeiten in Matrixdarstellung.
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Wie bei den vorherigen Beispielen des dynamischen Programmierens gibt
die Rekursionsgleichung (8.2) auch hier den konkreten Ablauf in Algorith-
mus 8.5 (OpriMaLER-SuchBaum) vor. Die Matrix S enthilt die durchschnitt-
lichen Zugriffszeiten und die Matrix Wurzel die Nummer des zugehorigen
Waurzelknotens im Teilbaum — in den Beispielen werden beide in dem Drei-
ecksschema der Bilder dargestellt. Die zusitzliche Matrix W enthilt die
Summe der Zugriffswahrscheinlichkeiten aus Gleichung (8.1)

Wli,m] = i Pis
=

die dadurch im Algorithmus immer nur einmal berechnet werden muss.

Die Zeilen 1-6 enthalten die Initialisierung der Fille i = m (in der unters-
ten diagonalen Reihe der Matrix) und der leeren Teilbdume.

Danach berechnet der Algorithmus iterativ die Werte der jeweils nichs-
ten Diagonale, die jeweils die um einen Knoten grof3eren Teilbdume enthilt.
Dabei werden die Werte der moglichen linken und rechten Unterbdume ge-
mif dem Schema (Paarungen »@ mit @«, »® mit @«, ...) in Bild 8.7
(links) gepriift und das Minimum der Summe ermittelt (Zeile 12-16). Da-
raus wird dann die durchschnittliche Zugriffszeit (wie im rechten Bild ge-
zeigt) durch zusétzliches Aufsummieren aller Zugriffswahrscheinlichkeiten
der beteiligten Knoten ermittelt (Zeile 13) und, falls ein kleinerer Wert ge-
funden wurde, im entsprechenden Feld der Matrix eingetragen (Zeile 14—
16). Die Wurzel des betrachteten Baums ergibt sich als derjenige Knoten,

Algorithmus 8.5 Berechnung des optimalen Suchbaums.

Or1iMALER-SucHBAUM(Feld mit Zugriffswahrscheinlichkeiten P)
Riickgabewert: mittlere Zugriffszeit, Matrix der Baumwurzeln

1 fori=1,...,Plinge

2 do " WI[i,i] « Pli]

3 S[i,i] « P[i] [nitialisierung der 1-elementigen Biume

4 Wurzelli,i] «i |

5 S[l.-'j Lij <0 Initialisierung der leeren Teilbdume

6 LS[i,i=1]1«<0 |

7 for grésse=2,...,Plinge | Schleife fiir die GroBe der Teilbiume

8 do"fori = L, e Plinge—grosse+1 | Schleife fiir den kleinsten

9 do " j« i+grosse—1 Knotenindex im Baum
10 Wi, jl < Wi, j— 11+ W[, j]
11 S[i, jl & o0
12 fork=1i,...,Jj
13 do " Wert « Wi, j1+S[i,k=11+S[k+ 1, jl | j1c Knoten werden
14 if Wert < S[i, j] als Wurzel gepriift
15 then " S[i, j] « Wert

16 L L L L Wurzel[i, j] —k
17 return S[1, P.linge], Wurzel
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Zugriffszeit

Bild 8.7: Links wird die minimale Zugriffszeit der paarweise angegebenen Teilbdume gesucht. Rechts ergibt sich
dann die erwartete Zugriffszeit als Summe dieses Minimums und der Gesamtzugriffszeit aller Knoten
gemdl der Rekursionsformel (8.2).

Ableiten der Wurzel im
Teilbaum.

der nicht in den beiden Teilbdumen enthalten ist. Dies lisst sich wie neben-
stehend dargestellt durch Abdecken der orange markierten Teile der Matrix
ermitteln.

# (% Wow! Das war jetzt ganz schon kompliziert. Der Schliissel ist
die Rekursionsformel. Wenn die mal klar ist, dann ergibt sich
der Rest. Wir probieren die jeweiligen Paarungen an Unterbéu-
men aus. Die Wurzel ist dann der iibrigbleibende Knoten bei
der Kombination mit der kleinsten Zugriffszeit.

Lemma 8.10: Laufzeit
Die Laufzeit von Algorithmus 8.5 ist in ©(n?).

Beweis 8.11:
Die Initialisierung lauft in ®(n). Der Aufwand der For-Schleifen kann da-
durch bestimmt werden, wie oft Zeile 13 durchlaufen wird:

n—1 n-d i+d n—1 n—1 n—1
Zl =(n—1)~Zd— Zdz +n.21
d=1 i=1 k=i d=1 d=1 d=1
—— —— N——
=d+1 _nrh)  _e=De@ieh o2y
N—— e’ 2 6
=(n—d)-(d+1)
1 5 1 , 11 3
=—n+--n"——-ned’).
6 2 6 )
Es folgt direkt die Aussage des Lemmas. |

Algorithmus 8.6 (Erzeuce-OpT-SuchBaUM) Zeigt, wie man aus der resultieren-
den Matrix den kostenoptimalen Suchbaum ableiten kann. Wie auch schon
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Algorithmus 8.6 Konstruktion eines optimalen Suchbaums, der mittels OPTIMALER-
SucHBAUM berechnet wurde.
ErzeuGe-Op1-SucHBaum(Matrix Wurzel, Schliisselwerte a)
Riickgabewert: Suchbaum
1 return ErzeuGe-Op1-SucHBAUM-R(Wurzel, a, 1, Wurzel.lange)

ErzeuGE-OPT-SucHBAUM-R (Matrix Wurzel, Schliisselwerte a, Indizes i, m)
Riickgabewert: Suchbaum

ifm<i Rekursionsabbruct Teill
ekursionsabbruch eilbdume
then [ return nuLL | erzeuge Wurzel erzeugen
I_ ;
else "k «— Wurzelli,m] des Baums _ und
knoten — allokiere Element(ay, NULL, NULL) | einhidnegen

knoten./inks — ErzeuGe-OpT-SucHBAUM-R(Wurzel, a, i,k — 1)
knoten.rechts — ERzEUGE-OPT-SucHBAUM-R(Wurzel, a, k+ 1, m) |
L return knoten

~N NN R W=

beim Beispiel des Algorithmus Froyp-WarsuarL wird lediglich die rekursive
Konstruktion wieder aufgelost.

Abschliefend betrachten wir noch ein groBeres Beispiel mit sechs Kno-
ten, fiir welches wir auch die Arbeitsweise von Algorithmus 8.6 veranschau-
lichen.

Beispiel 8.12:
Fiir die folgenden Zugriffswahrscheinlichkeiten soll ein Baum erstellt wer-
den.

il1to2 3 4 5 6

ai | 3 4 6 7 8 9
pi |02 01 01 03 02 0,1

Die resultierenden Werte sind in Bild 8.8 dargestellt. Gerade bei diesem
groBen Beispiel fillt auf, dass fiir einige Teilbdume mehrere Knoten als
Waurzel zur selben durchschnittlichen Zugriffszeit fithren. In diesen Féllen
wird gemdB Algorithmus immer der Knoten mit dem kleinsten Schliissel-
wert als Wurzel iibernommen.

Bei der Erzeugung des Baums durch Algorithmus 8.6 (Erzeuce-Opr-Such-
Baum) wird dann die Rekursion der optimalen Zugriffszeit anhand des Felds
der Wurzelknoten aufgelost und die Indizes der Knoten werden durch die
Schliisselwerte a; ersetzt. Dies wird in Bild 8.9 illustriert. O

Der hier besprochene Algorithmus stammt von Aho et al. (1974).
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Bild 8.9: Anhand des Felds der Wurzelknoten aus Beispiel 8.12 errechnet der Algorithmus 8.6 (ErRzEUGE-OpT-
SucuBauM) den Suchbaum und setzt die Schliisselwerte ein.

84 Straight-Mergesort

Zum Abschluss wollen wir in diesem Kapitel nochmals einen Blick auf
den »Prototyp« des rekursiven Divide-and-Conquer-Algorithmus, MerGe-
sorT, aus Abschnitt 7.1 werfen. Auch hier lésst sich die Grundidee des dy-
namischen Programmierens — das Berechnen und Zwischenspeichern von
Teillosungen in einem iterativen Ablauf — umsetzen.

Konkret wird die zunéchst unsortierte Folge als Menge sortierter Folgen
der Ldnge 1 aufgefasst. Durch iteratives Mischen von jeweils zwei sortier-
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ten Folgen entstehen zunéchst sortierte Folgen der Lange 2, dann der Léinge
4 etc. Wie man in der nebenstehenden Skizze sieht, konnen als letzte Par-
tition jeweils Folgen kiirzerer Linge entstehen. Insgesamt bleibt sowieso
festzuhalten, dass durch den anderen Kontrollfluss andere Teilfolgen als
Zwischenergebnisse entstehen als in der rekursiven Variante.

Das resultierende StraigaT-MERGEsorT (Algorithmus 8.7) wird auch als
Bottom-Up-Mergesort bezeichnet.

Beispiel 8.13:

Bild 8.10 zeigt den Ablauf von StraiGHT-MerGesort (Algorithmus 8.7) fiir
zehn Elemente. Jede Zeile entspricht dem Zwischenergebnis nach dem Er-
zeugen aller Teilfolgen der nichstgroferen Linge durch Mischen. Es erge-
ben sich insgesamt 27 Schliisselvergleiche und 72 Schreibzugriffe — was
beides in der Groenordnung des rekursiven Mergesorts liegt. Allerdings

Algorithmus 8.7 Iterative Variante des Mergesort-Algorithmus.

StrAIGHT-MERGESORT(Feld A)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A ist sortiert

1 sortlinge — 1 | zuniichst: sortierte Folgen der Linge |
2 n<« Alinge
3 while sortlinge < n
4 do "rechts <0
5 while rechts + sortlinge <n | gibt es noch mindestens 2 Teilfolgen?
6 do " links < rechts + 1 Grenzen der ersten
7 mitte « links + sortlinge — 1 Teilfolge bestimmen
8 if mitte + sortlange < n rechte Grenze der zweiten
9 then [ rechts < mitte + sortlinge Teilfolge bestimmen
10 else Crechts < n
11 L MiscHEN(A, links, mitte, rechts) \ ‘Teilfo]gcn zusammenfiigen
12 L sortlinge « 2 - sortlinge | jetzt sind sortierte Folgen doppelt so lang

! 2 3 4 5 6 7 8 9 _10 Schliissel- Schreib-

20 | 54| 28| 31| 5 |24 |39 |14 | 1 |15 | vergleiche zugriffe
20 | 54| 28| 31| 5|24 |14 |39 | 1 |15 5 20
20 | 28| 31| 54| 5|14 [24 39| 1|15 6 16
5 | 14| 20| 24| 28|31 [39 |54 | 1|15 7 16
1| 5f14f 15[ 20|24 |28 |31]39]54 9 20

Bild 8.10: Der Ablauf von STRAIGHT-MERGESORT (Algorithmus 8.7) wird an ei-
nem Beispiel demonstriert. Es werden in jeweils einer Zeile die sor-
tierten Teilfolgen der Lénge 1, 2, 4, 8 und die komplett sortierte Folge
dargestellt.

Mischen der Teilfolgen.
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sind die realen Laufzeiten im vorliegenden Algorithmus erheblich besser,
da die kostspieligen Funktionsaufrufe der Rekursion vermieden werden. O

Die Laufzeit kann analog zum normalen Mergesort zur Klasse @(n - log )
gehorig gezeigt werden. Da die zwischengespeicherten Teilergebnisse nicht
an mehreren Stellen wieder benutzt werden, kann der Ansatz des dynami-
schen Programmierens hier keine asymptotische Verbesserung der Laufzeit
bewirken. Dies ist auch der Grund, warum der hier vorgestellte Mergesort-
Algorithmus oft nicht als »richtiges« dynamisches Programm angesehen
werden.

Beispiel 8.14:

Bild 8.11 zeigt noch mehrere Momentaufnahmen beim Sortieren von 80
Zahlen. Durch das iterative Vorgehen bilden sich langsam die linger wer-
denden sortierten Teilfolgen heraus, wéihrend auf Seite 180 beim rekursiven
Mergesort zunéchst die erste Hilfte sortiert wird. O

Wie auch schon Mergesort wurde auch das Straight-Mergesort maf3-
geblich von John von Neumann erdacht (Goldstine & von Neumann,
1948).

Das dynamische Programmieren ist eine Technik, die fiir sehr viele An-
wendungsprobleme — insbesondere auch aus der Bioinformatik — benutzt
wird. Analog zu »Teile und Beherrsche« wird eine Rekursionsgleichung
benotigt, aber Teilergebnisse werden nur einmal berechnet. In diesem Ka-
pitel wurden klassische Beispiele wie der Floyd-Warshall-Algorithmus
oder die Erzeugung optimaler Suchbdume présentiert.

# o ° : #

e &

Vergleiche: 0

Schreibops.: 0

Vergleiche: 40 Vergleiche: 170 Vergleiche: 307 Vergleiche: 449
Schreibops.: 160 Schreibops.: 480 Schreibops.: 768 Schreibops.: 1056

Bild 8.11: STRAIGHT-MERGESORT (Algorithmus 8.7) wird auf ein Feld mit 80 Elementen angewandt. Die einzelnen
Bilder zeigen von links nach rechts das Feld vor dem Sortieren, bei Schrittweite 2, Schrittweite 8 und
Schrittweite 32 sowie nach dem Sortieren. Die X-Achse entspricht den Feldindizes und die Y-Achse
dem gespeicherten Wert.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 8.1: Floyd-Warshall-Algorithmus
Fiihren Sie FLoyD-WaRrsHALL (Algorithmus 8.3) auf dem Graphen mit 5
Knoten durch, der durch die folgenden Kanten und Gewichte definiert
ist:

Kante |(1.2)|(13)| @35 ] @4 |62| 64| @D |@.5]|53)

Gewicht| 5 | 3 [ 2| 2|1 ]2 |2]4]2

Aufgabe 8.2: Optimale Suchbiume
Wenden Sie OpTiMALER-SucHBAUM (Algorithmus 8.5) auf die folgenden
Schliissel und Wahrscheinlichkeiten an. Zeichnen Sie den resultieren-
den bindren Suchbaum.

)]
~

10
0.2

11
0.05

13
0.25

025 | 0.15 | 0.1

Aufgabe 8.3: Straight-Mergesort
Fiihren Sie STRAIGHT-MERGESORT (Algorithmus 8.7) fiir das Feld

lal20fwe|s[w]n2fwo]7]1[n]2]3]15]

durch und vergleichen Sie die Ergebnisse mit denen in Aufgabe 7.1.

Aufgabe 8.4: Natiirliches Mergesort
STRAIGHT-MERGESORT (Algorithmus 8.7) startet mit sortierten Folgen der
Lénge 1, die anschlieend paarweise zusammenfiigt werden.

a) In dieser Aufgabe sollen Sie eine Variante entwickeln, die zu-
néchst alle aufsteigenden Teilfolgen ermittelt und anschlieSend
diese Teilfolgen (unterschiedlicher Linge) mischt.

b) Wenden Sie Ihren Algorithmus auf das folgende Feld an. Verglei-
chen Sie die benotigten Schliisselvergleiche mit STRAIGHT-MERGE-
SORT.

[1]a]s]el7]3][r2]2]s8][o]10]11]

Aufgabe 8.5: Geldriickgabe
Entwerfen Sie einen Algorithmus nach dem Prinzip des dynamischen
Programmierens, der das allgemeine Geldriickgabeproblem (vgl. Aufga-
be 5.8) 16st — also auch z.B. fiir 15 Cent bei den Miinzwerten {1, 5, 11}.
Hinweis: Die Teillosungen enthalten Miinzzusammenstellungen fiir un-
terschiedliche Riickgabe-Geldbetrige. Diese werden iterativ vergrofert.
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Aufgabe 8.6: Bitonische Rundreisen

In dieser Aufgabe soll eine Heuristik fiir solche Rundreiseprobleme ent-
wickelt werden, deren n Knoten in einer zweidimensionalen Ebene lie-
gen, der Abstand zweier Knoten sei der euklidische Abstand und die
x-Koordinaten seien eindeutig.

Mit dynamischem Programmieren soll die kiirzeste bitonische Rund-
reise berechnet werden. Eine bitonische Rundreise fingt am Punkt ganz
links an, arbeitet Punkte von links nach rechts ab und geht dann wieder
iiber alle noch nicht besuchten Punkte nach links zum Anfangspunkt.

Der zu konstruierende Algorithmus soll in einer »dufleren Schleife«
alle Punkte von links nach rechts betrachten und sie einer der beiden
»Hilften« der Rundreise, d.h. der Hin- oder der Riicktour, zuordnen.
Gespeichert werden die kiirzesten Rundreisen deren beiden noch un-
vollstindigen Hilften alle Punkte bis zum k-ten Punkt (gemill der x-
Koordinate) enthalten und die in den Punkten k und einem j mit j < k
enden.

a) Eswerde der Punkt k+ 1 betrachtet. Angenommen, Sie kennen die
kiirzesten Teiltouren bis k& und j < k. Welche Teiltouren konnen
Sie jetzt mit k + 1 konstruieren?

b) Wie berechnet sich die kiirzeste Teiltour mit den Endpunkten k
und k+1?

c) Schreiben Sie den Algorithmus in Pseudo-Code.

d) Wenden Sie Thren Algorithmus auf die folgenden Knoten an:

Knotennr. ‘1 2 3 4 5 6

x-Koordinate | 1 4 5 6 8 9
y-Koordinate | 5 6 0 4 2 3

Nutzen Sie folgende gerundete Distanzen:

1 2 3 4 5
6|18 6 5 3 1
518 6 4 3
415 3 4
316 6
213

e) Bestimmen Sie die asymptotische Laufzeit des Algorithmus.



Bei ihren zahlreichen Recherchen zu den verschiedenen Algorithmen musste Algatha erfahren,
dass das Internet zwar viel bietet, bestimmte Biicher und Artikel in Fachzeitschriften konnte sie
allerdings nicht online finden. Daher blieb ihr keine andere Wahl, als den fiir sie unangenehmen
Gang in die Bibliothek anzutreten — eine Welt, die Algatha mit muffigen alten Schmokern, engen
Giingen, Staub und Spinnweben verbindet. Bereits auf dem Weg macht sie einen Plan, wie sie
den Aufenthalt moglichst kurz gestalten kann. Und da die Biicher alle alphabetisch sortiert sind,
beschlief3t sie, das Problem mit der bindren Suche anzugehen.

Doch als sie die Bibliothek betritt, ist sie nicht nur vom freundlichen, lichtdurchfluteten Ambiente
beeindruckt. Sie stolpert auch fast und hélt inne, als sie fiir das erste von ihr gesuchte Buch auf
die mittleren Regale mit dem Anfangsbuchstaben ‘M’ zusteuert — handelt es sich doch bei dem
gesuchten Werk um »Theoretische Informatik — eine algorithmenorientierte Einfiihrung« von
Ingo Wegener. »Das ist ja Quatsch!« fliistert Algatha. »Das ‘W’ ist doch bestimmt im Regal ganz
rechts.«

So findet sie alles recht schnell und nutzt die Zeit, um auf dem Nachhauseweg dariiber nachzu-
denken, warum sie nicht ihr algorithmisches Wissen anwenden konnte. »Das liegt wohl daran,
dass ich dank des ersten Buchstabens vom Autor ganz gut abschitzen kann, wo das Buch steht,
sodass ich gleich versuchen kann, direkt darauf zuzugreifen!« Das funktioniert ja auch beim
Telefonbuch ganz gut. Und schon denkt Algatha einen Schritt weiter und iiberlegt, ob sie dieses
Wissen nicht auch bei ihren Problemen im Computer besitzt — kann sie nicht auch dort versuchen,
direkt an die richtige Stelle zu greifen?






9 Direkter Zugriff

Rick: And remember, this gun is pointed right at your heart.
Captain Renault: That is my least vulnerable spot.
(Casablanca, 1942)

Aufbau des Kapitels
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9.3 Radix-Sort. . . . . . . . ... 232
9.4 Mengenproblem: Hash-Tabellen . . . . .. ... ... ........... 235
Ubungsaufgaben . . . . . . . . ... ... 252
9.1 Interpolationssuche

Wie bereits im Kapitelvorspann angedeutet, schlagen wir eine Information
im Telefonbuch oder im Lexikon nicht entsprechend der bindren Suche
nach, sondern wir nutzen zwei wichtige Merkmale der Datenmenge:

e Der Wertebereich der Schliissel ist klar umrissen und bekannt, z.B.
durch die moglichen Anfangsbuchstaben der Worter im Lexikon.

e Wir kennen annidhernd den Anteil, den jede einzelnen Fraktionen, also
z.B. die Worter mit Anfangsbuchstaben »Z«, an der Gesamtmenge
einnehmen.

Wenn wir diese Information nutzen, kommen wir jedem gesuchten Element
schon mit dem ersten Versuch sehr nahe.

Um dieselbe Idee bei der Suche in einem sortierten Feld anzuwenden,
miissen wir also nur eine Zusatzannahme investieren: Und zwar erwarten
wir im Weiteren, dass die moglichen Schliisselwerte annidhernd gleichver-
teilt in der gespeicherten Datenmenge vorkommen (zweites Merkmal). Den
Wertebereich der gespeicherten Daten konnen wir direkt durch das erste
und das letzte gespeicherte Element eingrenzen (erstes Merkmal).

Wir modifizieren jetzt die Bivire-SucHe (Algorithmus 4.1) und ersetzen
die bisherige Wahl der nichsten Stichprobe durch eine Schitzung, wo das
gesuchte Element vermutlich liegt. Konkret wird statt des mittleren Ele-
ments am Index

links + rechts
2

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7_9, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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das gesuchte Element gesucht unter Annahme der Gleichverteilung an der
Position

ht — Allinks).wert
links +| —8¢sucht = Allinks\.wert . o links)+0.5
Alrechts].wert — Allinks].wert

vermutet. Dabei wird das Verhiltnis, mit dem der gesuchte Wert den Werte-
bereich zerteilt, auf den Indexbereich links, . .., rechts angewandt.

Der Ablauf von InterpoLarions-Sucte (Algorithmus 9.1) entspricht Bivire-
SucHe mit obiger Modifikation.

Beispiel 9.1:

Bild 9.1 zeigt wie INterpoLaTIONs-SucHE (Algorithmus 9.1) den Schliissel 24
bereits nach 2 Schliisselvergleichen findet — obwohl die Werte in diesem
Beispiel nur abschnittsweise einer Gleichverteilung entsprechen. Man kann
leicht nachvollziehen, dass die Binire-Suchk in diesem Beispiel 4 Vergleiche
benotigt. O

Algorithmus 9.1 Suche nach gleichverteilten Schliisseln im Feld

INTERPOLATIONS-SUCHE(Schliissel gesucht)
Riickgabewert: gesuchte Daten bzw. Fehler falls nicht enthalten

1 links < 1 Schitzung der

2 rechts < belegteFelder Position im Feld

3 while links < rechts Al durch Inlerpolzllim]

.. . gesucht—Allinks].wert ) .
;1 do " schat;ung — [lmks + ArechnTovert—AllnksTovert (rechts — links) + O,SJ ‘
switc

6 case A[schdtzung].wert = gesucht : Element gefunden

7 return A[schdrzung].daten

2 case ifgfsazusifé;;i’z;—gfmcm :} im linken Teilfeld weiter suchen
}(1) case 2iiihfzi’;l€i]tzfgffesucm : l im rechten Teilfeld weiter suchen

L g J

12 error “Element nicht gefunden”

All] A[2) A[10]

Suche nach

Schliissel 24 315 6 7 8 |17 124 139 (51 |60

" "

Erste Vermutung: __J

24-3 ~

Zweite Vermutung:
5428 . (10-5)~ 7
Bild 9.1: Der Ablauf von INTERPOLATIONS-SUCHE (Algorithmus 9.1) wird an einem
Beispiel demonstriert.
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A
@ (% Das klappt ja tatsidchlich recht gut! Jedenfalls unter gewissen
Voraussetzung. . .

Die verbesserte Laufzeit kann man auch unter den gegebenen Vorausset-
zungen theoretisch beweisen, was wir hier ohne genauen Beweis anfiihren.

Satz 9.2: Laufzeit
Unter der Annahme, dass die Schliissel im Feld gleichverteilt sind, betrigt
die Laufzeit der InterpoLATIONS-SUCHE im Average-Case O(log log n).

Praktisch entspricht dies fast einer konstanten Laufzeit, da loglogn < 10
fiir n < 1,79 - 10398, Dies bedeutet, dass die Suchzeit auch fiir eine grofle
Anzahl an Elementen (im Rahmen der Schranke fiir n) praktisch konstant
ist.

Interpolationssuche wurde von Peterson (1957) vorgestellt. Ein ele-
ganter Beweis der Laufzeitschranke kann in der Arbeit von Perl et al.
(1978) nachgelesen werden. Das Kernargument des Beweises ist die
Tatsache, dass der durchschnittliche Fehler im j-ten Schritt durch die
Quadratwurzel des Fehlers im (j— 1)-ten Schritt beschrinkt ist.

Allerdings muss die Interpolationssuche mit Bedacht eingesetzt werden.
Ist die Voraussetzung der Gleichverteilung nicht erfiillt, lasst sich leicht der
folgende Satz zeigen.

Satz 9.3:
Die Worst-Case-Laufzeit der Interpolationssuche (iiber alle Suchschliissel
und alle Verteilungen der Schliissel im Feld) ist ©(n).

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser in Ubungsaufgabe 9.2.

9.2 Sortieren durch Abzihlen

Bei der Interpolationssuche im vorigen Abschnitt konnten wir unter den
passenden Umsténden im ersten Versuch sehr nahe an die gesuchte Position
herankommen. In dem Sortieralgorithmus in diesem Abschnitt gehen wir
noch einen Schritt weiter: Wenn wir ein Element im Rahmen des Sortierens
bearbeiten, soll es sofort an die richtige Stelle im Feld geschrieben werden.

Wie bei der Berechnung des Medians in Algorithmus 2.6 MEepIAN-ZAHLEN
in Kapitel 2 gehen wir hier von bestimmten Voraussetzungen beziiglich
der Schliisselwerte aus: Die Menge der unterschiedlichen Schliisselwerte
ist klein, die Werte kommen mehrfach vor und die Sortierung der Menge
der Schliissel ist bereits im Voraus bekannt. Unter diesen Randbedingungen

229
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Algorithmus 9.2 Sortieren durch Abzihlen

CountinGsorT(Feld A, grofiter Wert k)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A sortiert

1 fori=1,...,k . i
. Initialisierung des Indizierungsfelds

2 doLC[i]<0 \

3 forj=1, U ,A.ldnge. ‘ Hiufigkeit der Schliissel bestimmen

4 doLCCIA[j]] « CIA[j]]+1

> fori=2,....k \ letzten Index des Schliissels berechnen
6 doLC[i]« C[i]+C[i—1] ' ‘ )

7 for j=A.linge, ..., |

8 do " B[C[A[j]]] « A[/] Elemente an die richtige Stelle schreiben
9 LCIA[J]] < CIA[] -1
10 for j= %’ o ,A:lange sortierte Element in Ursprungsfeld kopieren
11 doLCA[j] « B[/] ]

konnen wir zunichst abzidhlen, welcher Schliisselwert wie oft vorkommt.
Danach konnen aus dieser Information die Indizes der Schliissel abgeleitet
werden.

oY
# (% Solche Bedingungen tauchen in unserer Firma z.B. auf, wenn
wir die Kunden nach Bundesland sortiert ausgeben wollen.

Algorithmus 9.2 (Countingsorr) zeigt die einzelnen Berechnungsschrit-
te. Dabei nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass die
Schliisselmenge durch {1, ..., k} bezeichnet wird. Es werden in diesem Al-
gorithmus zwei Felder verwendet. Feld C hat k Eintridge (Zeile 1-2) und
Feld B ist das Feld, in das die das Eingabefeld sortiert wird (Zeile 7-9).

Zunichst werden die Haufigkeiten der einzelnen Schliissel bestimmt (Zei-
le 3-4). Durch Zusammenaddieren der Héufigkeiten im Feld C erhilt man
fiir jeden Schliissel die letzte Position im sortierten Feld (Zeile 5-6). Da-
nach kann fiir jedes Element durch seinen Schliissel einfach die Position
im sortierten Feld B abgelesen werden. Dies erfolgt im Algorithmus von
hinten nach vorn. Wurde ein Index im Feld C benutzt, wird der entspre-
chende Wert um 1 verringert (Zeile 9), wodurch das nédchste Element mit
demselben Schliisselwert auf die direkt davor liegende Position in Feld B
kommen.

Beispiel 9.4:
Fiir ein 10-elementiges Feld mit Schliisseln aus der Menge {1, ...,5} wird
in Bild 9.2 mit Counrinasorr (Algorithmus 9.2) sortiert. O
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ALl A2 Af8]

cn cpl )
212301

B[1] BJ[2| BJg] 2 4 7 7 8
3 21 4|l6]| 7|8

1 3 114|678

1 3|3 14|l 5|7]s

1 2 313 1 31 5 7| 8
1|1 2 313 035 7]|8
1|1 213[3 |3 03| 4| 7|8
1|1 21313 |3 |5 0| 3|4 7|7
1| 1l2]2]|3[3]3]5 02477

Bild 9.2: Beispielhafter Ablauf von CounTtiNGsorT (Algorithmus 9.2).

3 (@ Das ist ein wenig trickreich mit den zwei Feldern unterschied-
licher Lange und Bedeutung. Interessant ist, welche Werte am
Ende in C stehen. Dabei handelt es sich jeweils um die Anzahl
der Elemente, die am Ende vor dem ersten Element mit dem
entsprechenden Schliissel stehen.

Satz 9.5: Korrektheit
CouNTINGSORT Sortiert eine Folge von Elementen aufsteigend.

Beweis 9.6:

Die Korrektheit ergibt sich nahezu direkt aus der folgenden Invariante der

For-Schleife in den Zeilen 7-9: »C[i] enthilt nach dem Durchlauf der Schlei-
fe mit Index j die Summe aus der Anzahl der Elemente in A[1],...,A[n]

mit Schliissel < i sowie der Anzahl der Elemente in A[1],...,A[j— 1] mit

Schliissel = i.« Diese Bedingung wird fiir j = n+ 1 direkt vor der Schlei-
fe hergestellt. In jedem Durchlauf wird der hintere Teil der Invariante fiir
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A[j] modifiziert und bleibt damit giiltig. Da in Zeile 8 die Elemente an den
jeweils richtigen Index in Feld C kopiert werden, enthdlt B am Ende der
For-Schleife die korrekt sortierte Folge. |

Satz 9.7: Laufzeit

Die Laufzeit von Countingsort (Algorithmus 9.2) betrdgt ®(n + k) bei n Ele-
menten und k Schliisseln.

Beweis 9.8:

Die Schleifen in den Zeilen 1-2 und 5-6 werden jeweils k mal durchlaufen.
Die restlichen Schleifen n mal. Die einzelnen Befehle enthalten lediglich
Zugriffe auf die Felder (mit jeweils konstanter Laufzeit). ]

Damit realisiert Countingsort Sortieren mit linearer Laufzeit. Allerdings gilt
dies nur, solange die Anzahl der Schliissel k& konstant oder durch k € O(n)
beschrinkt ist.

Satz 9.9:
CounTiNGsort (Algorithmus 9.2) ist stabil.

Beweis 9.10:

Dadurch dass in der Schleife ab Zeile 7 die Elemente von hinten nach vorn
durchgegangen werden und die Elemente mit gleichem Schliissel ebenfalls
von hinten nach vorn einsortiert werden, kann kein Element die Reihenfol-
ge mit einem anderen Element gleichen Schliissels tauschen. ]

dere Sortierverfahren, die unter dhnlichen Randbedingungen in linea-

@ CounringsorT wurde von Seward (1954) vorgestellt. Es gibt noch an-

rer Zeit sortieren, wie z.B. Bucketsort von Isaac & Singleton (1956).

9.3 Radix-Sort

Der im vorigen Abschnitt vorgestellte Algorithmus Counringsort hat den
entscheidenden Nachteil, dass lediglich eine konstant begrenzte Anzahl an
Schliisselwerten sortiert werden kann. Diese Einschrinkung werden wir in
diesem Abschnitt aufweichen, indem wir Zeichenketten als Schliissel zulas-
sen. Die Menge B der moglichen Zeichen soll endlich sein und eine Ord-
nung aufweisen, sodass grundsitzlich Counrinasorr fiir ein einzelnes Zei-
chen als Schliissel eingesetzt werden kann.

Konkret sei jetzt ein Schliissel eine Zeichenkette a bestehend aus d ver-
schiedenen Zeichen: a = az_1a4-> . . . agp.

Dann gehen wir davon aus, dass die Stelle mit Index d — 1 die hochst-
wertige Position ist und die Sortierung dominiert — beispielsweise ist bei
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Zahlen die Ziffer auf der Hunderterstelle wichtiger als die Ziffer an der Ei-
nerstelle. Die Stelle mit Index 0 ist am niederwertigsten und bestimmt nur
eine sortierte Reihenfolge, wenn alle hoherwertigen Stellen bei zwei Zah-
len gleich sind.

Da Counrinagsort laut Satz 9.9 ein stabiler Sortieralgorithmus ist, kann
diese Eigenschaft benutzt werden, um die Schliisselwerte durch sukzessives
Sortieren der einzelnen Stellen zu sortieren.

Wird ein Feld A mit n Elementen, das bereits nach den k niederwertigen
Stellen (A[i].werty—_1 ... Al[i].werty) sortiert vorliegt, mit einem stabilen Sor-
tierverfahren nach der Stelle mit dem Index k sortiert, ist das gesamte Feld
gemil der k + 1 niederwertigen Stellen sortiert. Damit kann das Feld ein-
fach der Reihe nach vom niederwertigsten bis zur hochstwertigsten Stelle
sortiert werden, wie es in Rapix-Sort (Algorithmus 9.3) dargestellt ist.

Beispiel 9.11:

Bild 9.3 zeigt ein Beispiel, in dem sechs dreistellige Zahlen iiber der Ziffern-
menge {1,2,3} mit Rapix-Sorr (Algorithmus 9.3) sortiert werden. Deutlich
erkennt man, wie am Ende der ersten Iteration die Zahlen nach der letzten
Ziffer und am Ende der zweiten Iteration nach den letzten beiden Ziffern
sortiert sind. O

2
P (< Das ist doch ein Super-Verfahren, um beispielsweise unsere
Filialen nach Postleitzahlen zu sortieren.

Die Laufzeit des Algorithmus folgt direkt aus Satz 9.7 und der d-fachen
Ausfithrung von Counringsorr als ®(d - (n + k)).

Damit konnen auch beliebige Zahlen oder Zeichenketten als Schliissel in
linearer Zeit sortiert werden. Allerdings muss dieses Ergebnis differenziert
betrachtet werden. Handelt es sich beispielsweise um n unterschiedliche
Werte, dann muss die gro3te dieser Zahlen mit mindestens d = log;, n Stellen
dargestellt werden. Fiir hinreichend gro3e Werte von n ergibt sich also auch
hier eingesetzt die Laufzeit @(n - log n).

Die grundsitzliche Vorgehensweise, iterativ die einzelnen Stellen der
Schliissel zu sortieren, geht zuriick bis ins 19. Jahrhundert mit Ta-
belliermaschinen und spéter Lochkartensortierern. Als Algorithmus
wurde Rapix-Sort von Seward (1954) gemeinsam mit COUNTINGSORT
formuliert.

Algorithmus 9.3 Stellenweises Sortieren mit COUNTINGSORT

Rapix-Sort(Feld A, Stelligkeit der Werte d)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A sortiert
1 fori«—0,...,d—1 ) Start bei niedrigwertigster Stelle

2 do L sortiere A mit CountiNngsort und Stelle i als Schliissel
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Al Al6]
313 | 322 | 113 | 223 | 213 | 132 cul g o
Bl Bl B3 BM4 Bj5 Bl 0pz2|6¢
132 ol 1]6
132 213 01|53
132 223 | 213 0 1|1 313 | 322 | 113 | 223 | 213 | 132
132 113 | 223 | 213 o 1]3
322 | 132 113 | 223 | 213 olo]?3
322 | 132 | 313 | 113 | 223 | 213 0fo]?
B[] Bl2] B[ BM4 Bj5 B 515]°
213 2|56
213 223 2| 4|6
113 ] 213 223 L 4]6 322 | 132 | 313 | 113 | 223 | 213
313 | 113 | 213 223 0|46
313 | 113 | 213 223 | 132 0|45
313 | 113 | 213 | 322 | 223 | 132 0o|3]|5
Bl B2l B[] BM B[ Bl 2|46
132 1| 4|6
132 223 1| 3]6
132 223 322 Lp3|» 313 | 113 | 213 | 322 | 223 | 132
132 | 213 | 223 322 1|25
113 | 132 | 213 | 223 322 0olz2]|5s
113 | 132 | 213 | 223 | 313 | 322 024

Bild 9.3: Beispielhafter Ablauf von Rapix-Sort (Algorithmus 9.3).
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9.4 Mengenproblem: Hash-Tabellen

In allen bisher betrachteten Datenstrukturen wurden die Daten in irgend-
einer Form geordnet abgelegt, sodass Vergleiche direkt zum gesuchten Ele-
ment fithren. In diesem Abschnitt ist die Kernidee zunichst eine andere: Die
Elemente sollen so in einem Feld abgelegt werden, dass iiber eine Funktion
moglichst direkt aus einem Schliisselwert der zugehorige Index in dem Feld
berechnet wird, wie die nebenstehende Abbildung zeigt. Die Reihenfolge
der Elemente, mit der sie im Feld stehen, hat damit keinerlei Bedeutung.

Konkret sei S die Menge aller moglicher Schliisselwerte. Das Feld, die
sog. Hash-Tabelle, habe die Ldnge p und sei mit den Werten O, ..., p—1 in-
dexiert. Dann brauchen wir eine Funktion hash : S — {0, ..., p— 1}, um fiir
ein beliebiges Element a € S seine Position hash(a) im Feld zu berechnen.

Der grofle Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dass wir keine
Vergleiche mehr benétigen. Allerdings hat sie den Nachteil, dass es nicht
ganz so einfach funktioniert! Offensichtlich gerit der Ansatz an Grenzen,
wenn zwei Elemente a,a’ € S auf dieselbe Stelle hash(a) = hash(a’) abge-
bildet werden. Diese Situation ldsst sich fiir beliebige Eingabedaten nicht
vermeiden, da in der Regel die Menge der moglichen Schliissel S wesent-
lich grofer als p ist. Wir sprechen in einer solchen Situation von einer Kol-
lision.

Die verschiedenen Techniken zur Behandlung von Kollisionen werden
uns ab Abschnitt 9.4.3 beschiftigen. Doch zunichst erldutern wir in den
Abschnitten 9.4.1 und 9.4.2 wie die Hash-Funktion hash gebildet wird.

94.1 Hash-Code

Fiir ein beliebiges Element a € S wird der Hash-Wert hash(a) in zwei Schrit-
ten berechnet.

1. Aus den definierenden Attributen von a wird zunéchst ein charakteris-
tischer Zahlwert code(a) € N berechnet.

2. Auf diesen Zahlwert wird die eigentliche Hashfunktion /4 angewandt,
die die Werte aus N moglichst gleichverteilt auf die moglichen Indizes
des Felds ({0, ... p—1}) abbildet.

Damit ergibt sich hash(a) = h(code(a)).

Da die Literatur bei der Verwendung der Begriffe nicht eindeutig ist,
wird wenigstens im Kontext dieses Buchs konsistent das Ergebnis des ers-
ten Schritts als Hash-Code und das Ergebnis des zweiten Schritts, also der
Index fiir die Hash-Tabelle, als Hash-Wert bezeichnet.

Beispiel 9.12:

Sollen in der Datenmenge z.B. Hiuser verwaltet werden, so kann jedes
Haus durch verschiedene Attribute beschrieben werden: Postleitzahl, Ort,
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Stra3e, Hausnummer, Besitzer, Anzahl der Stockwerke etc. Zur Berech-
nung von code(a) dirfen nur diejenigen Attribute herangezogen werden,
die sich wihrend der Lebenszeit nicht dndern — hier also z.B. Postleitzahl,
Strale und Hausnummer. Der Ortsname ist eine redundante Information,
die sich aus der Postleitzahl ableiten 1dsst. Und die weiteren Attribute lassen
sich durch bauliche Verdnderungen oder Verkauf des Hauses modifizieren
und sind dadurch nicht geeignet, das Haus eindeutig zu identifizieren. O
P, I
» (% Aus Postleitzahl, StraBe und Hausnummer soll ein eindeuti-
ger Code entstehen? Wie konnen wir denn aus einem Wort als
einer Zeichenkette einen Code berechnen? Und wie verschie-
dene ganz unterschiedliche Zahlbedeutungen wie Postleitzahl
und Hausnummer eindeutig zusammen bringen?

Der resultierende Wert code(a) ist letztendlich gar nichts ausschlieBlich
Spezifisches fiir Hash-Tabellen — der Wert kann genauso in jeder anderen
Datenstruktur fiir das Mengenproblem als Schliissel benutzt werden.

Bestimmt nur ein Attribut das Element kann dessen binédre Darstellung
in der Regel unabhingig vom eigentlichen Datentyp als positive ganze Zahl
interpretiert werden. Zeichenketten werden wir hier in unseren Beispielen
als Zahl zur Basis 26 auffassen, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 9.13:

Tabelle 9.1 zeigt die Werte, die wir den einzelnen Buchstaben mit der Funk-
tion ¢ zuordnen. Wenn wir nun zur Zeichenkette »ERDE« die zugehorige
Zahl berechnen, benotigen wir die Werte der drei involvierten Buchstaben:
¢(E) =4, $(R) = 17 und ¢(D) = 3. Wie bei den natiirlichen Zahlen auch, ha-
be das Zeichen rechts die Stelligkeit 0, das zweite von rechts die Stelligkeit
1 etc. Damit ergibt sich der Hash-Code wie folgt:

code(»ERDE«) = ¢(E)-26° + ¢(R) - 26 + $(D) - 26" + ¢(E) - 26°
=4.263+17-26>+3-26 +4 = 81 878.

Die Berechnung aller Hash-Codes der Planeten unseres Sonnensystems
sowie des Erdtrabanten ist in den linken Spalten der Tabelle 9.2 dargestellt.

Tabelle 9.1: Werte der Buchstaben fiir die Errechnung des Hash-Werts.

a |A B C D E F G H I J K L M
g0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

a [N O P Q R S T U V W X Y Z
¢ | 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
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Tabelle 9.2: Berechnung der Hash-Codes und Hash-Werte fiir die Schliisselwerte in den Beispielen.

a;i | 2602652626 262 26' 26° |  code(a)) | code(aj) mod 13 | 1+ (code(a;) mod 10)

Merkur 12 4 17 10 20 17 144710505 4 6
Venus 21 4 13 20 18 9676126 5 7
Erde 4 17 3 4 81878 4 9
Mond 12 14 13 3 220717 3 8
Mars 12 0 17 18 211372 5 3
Jupiter 9 2015 8 19 4 17 3024877717 4 8
Saturn 18 0 19 20 17 13 214212687 0 8
Uranus 20 17 0 13 20 18 245405438 5 9
Neptun 13 4 15 19 20 13 156 562 809 0 10
Auf die vorletzte Spalte der Tabelle gehen wir in Beispiel 9.15, auf die
letzte Spalte in Beispiel 9.26 ein. O
Sollen wie in Beispiel 9.12 mehrere Attribute in einem gemeinsamen Wert
kombiniert werden, geht man dhnlich wie bei den Zeichenketten vor: Die
Hash-Codes der einzelnen Attribute werden mit unterschiedlicher Potenz
zu einer Basis, in der Regel einer Primzahl, aufaddiert. Algorithmus 9.4
(Hasu-Cope) zeigt die Anweisungen fiir die Berechnung bzgl. der Basis 31.
Damit Nullen der Attribute mit hoher Potenz eine Auswirkung haben, wird
hiufig ein konstanter Wert fiir ein zusitzliches Attribut mit der hochsten
Potenz angenommen.
Beispiel 9.14:
Die Werte A[1] =40 und A[2] = 11 fiihren zur folgenden Berechnung
Hasu-Cope(A) = (1-31+40)-31+11=2212.
Wird hingegen das Feld B[1] = 0, B[2] = 40 und B[3] = 11 betrachtet, ergibt
sich
Hasu-Cope(B) = ((1-31+0)-31+40)-31+11=31042. O
Algorithmus 9.4 Bilde eine Menge an Werten auf einen Hash-Code ab.
Hasu-Copg(Feld mit natiirlichen Zahlen A) www
Riickgabewert: Hash-Code | HashCode . java
1 code <1
2 forie1,...,Alinge 1 durch Multiplikation erhalten die kleineren
3 do [ code « 31-code+A.[i] Werte von i einen groBeren Basiswert
4 return code
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Wie man im Beispiel deutlich erkennt, konnen die Hash-Codes der einzel-
nen Attribute grofler als der Basiswert der Potenzen sein.

94.2 Hash-Funktion

Wie in Abschnitt 9.4.1 dargestellt, wird der Hash-Code eines Elements a €
S mit der Abbildung

code:S—>N

berechnet. Im zweiten Schritt wird der Speicherplatz in der Hash-Tabelle
mit der hier innere Hash-Funktion genannten Abbildung

hiN—>{0,....,p—1)

zugewiesen. So ergibt sich die Gesamtabbildung hash = h o code, wie es
nebenstehend dargestellt ist.

Fiir die Zuweisung gibt es verschiedene Varianten. Eine weit verbreitete
Technik ist die Modulo-Methode, bei der sich der Hash-Wert als Rest bei
einer Division durch die GroBe p der Hash-Tabelle ergibt:

h(c) = ¢ mod p.

Beispiel 9.15:

Fiir die Elemente aus Beispiel 9.13 werden die Hash-Werte mit der Modulo-
Methode und Tabellengrole p = 13 berechnet. Die Ergebnisse konnen der
vorletzten Spalte von Tabelle 9.2 entnommen werden. Wie in Bild 9.4 darge-
stellt ist, scheitert die direkte Speicherung an den Indizes der Hash-Werte,
da fiinf Kollisionen an bereits belegten Feldern auftreten. Die Werte wur-
den gemif der Reihenfolge in Tabelle 9.2 von oben nach unten in die Hash-
Tabelle geschrieben. O

Als Tabellengrofle wird tiblicherweise eine Primzahl p benutzt. Ein Grund
hierfiir ist der, dass bei einer Primzahl tatsidchlich alle Stellen des Hash-
Codes c einen Einfluss auf den Wert /(c) haben.

6 7 8 9 10 11 12

—_

2

S
[

MOND | ¢,

ERDE W\
" MERKUR

JUPITER

VENUS

I~

NEPTUN W~ SATURN | o

MARS ¥X~
URANUS ¥l

Bild 9.4: Versuch, die neun Objekte direkt in der Hash-Tabelle abzulegen. Fiinf
Objekte kollidieren mit bereits gespeicherten Elementen.
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Beispiel 9.16:

Als Beispiel fiir die ungiinstige Wahl der Tabellengrofle sei hier p = 64.
Jetzt gehen nur die sechs niederwertigsten Bits in die Berechnung des Hash-
Werts ein. Es wird beispielsweise 9 = 1001, auf 2(9) =9 mod 64 =9 — eben-
so wie 73 = 1001001,, 137 = 100010012 und 201 = 110010015. ]

Im nichsten Abschnitt beschranken wir uns auf die innere Hash-Funktion 4.

94.3 Ansitze der Kollisionsbehandlung

Da in jeder Stelle der Hash-Tabelle immer nur Platz fiir ein Element vor-
handen ist, zeigen die Kollisionen in Beispiel 9.15 deutlich, dass irgend-
eine Strategie notwendig ist, um einen Speicherplatz fiir jedes Element zur
Verfiigung zu stellen, an dem das Element auch wieder gefunden wird.

Die erste Losung hierfiir ist das externe Hashing, bei dem jedes Feld
der Hash-Tabelle um einen Verweis auf eine verkettete Liste ergénzt wird.
Falls mehrere Eintrage unter demselben Hash-Wert kollidieren, werden sie
einfach aus der Tabelle in die jeweils passende Liste ausgelagert. Da wir
diesen Ansatz im Weiteren nicht vertiefen, verzichten wir auf die genauen
Algorithmen und betrachten lediglich zwei Beispiele.

Beispiel 9.17:

Mit externem Hashing erhalten wir fiir das vorher betrachtete Problem die
Hash-Tabelle in Bild 9.5. Dabei wurden die kollidierenden neuen Werte
immer am Ende der Liste eingefiigt. Die durchschnittliche Anzahl der Kol-
lisionen betrédgt in diesem Beispiel é -(4-0+3-1+2-2)=0,778, weil vier
Elemente direkt gefunden werden, drei nach einer Kollision und zwei nach
jeweils zwei Kollisionen. Die maximale auftretende Linge einer Kollisions-
kette ist 2. Der zusitzliche Speicherbedarf betrigt % ~ 38%. O

Das Hauptargument gegen das externe Hashing ist das der Platzverschwen-
dung, da zusitzlicher Speicherplatz belegt wird, obwohl in der bereits an-

o 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11 12
z | »
nzd QDD
= S |2 | &
= =15 | =
o =
| I I I | | I A I I NN A N S N SN S SN
1 1 L y -~ L L L1 1 L

~epPTUN | | MARS H—>| URANUS H—{
| ERDE |~|—>| JUPITER H—{

Bild 9.5: Hash-Tabelle mit einer Kollisionsauflosung iiber externe verkettete
Listen.
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gelegten Tabelle noch freier Platz zur Verfiigung steht. Dies wurde auch
fuir das folgende groBere Beispiel ausgerechnet. Dabei legen wir dank der
externen Listen der Hash-Tabelle mehr Elemente ab, als eigentlich in der
Tabelle Platz hitten.

Beispiel 9.18:

In eine Hash-Tabelle mit GroBe p = 10036 223 werden « - p Elemente mit
gleichverteilt zufillig gezogenen Schliisseln eingefiigt. Dabei heifit o der
Fiillgrad der Tabelle. Durch die externe Kollisionsauflosung entstehen die
in Tabelle 9.3 angefiihrte Linge der Listen. Ebenso ist dort der zusitzlich
angefiihrte Speicherplatz im Haldenspeicher notwendig. Wie man deutlich
sieht, wiren alle Elemente bei @ = 0,9 noch in der Hash-Tabelle selbst
speicherbar — aber es werden zusitzlich iiber 30% Speicher im Haldenspei-
cher belegt. Allerdings bleiben dabei die Langen der Kollisionsketten in ei-
nem akzeptablen Rahmen. Fiir die Belegung der Hash-Tabelle mit doppelt
so vielen Elementen wichst die lingste Kollisionskette auf 12 an, wihrend
der Durchschnitt noch bei einer Kollision bleibt. Der Speicherbedarf betrigt
114%, was bedeutet, dass immer noch 14% der direkten Tabelleneintrige
leer ist. O

# (% \ Wenn ich das richtig verstehe, kann ich in einer Hash-Tabelle
auch mehr Elemente ablegen, als urspriinglich vorgesehen, wo-
bei ich natiirlich besondere Strategien dafiir benétige. Ich glau-
be, das Ganze wird doch noch spannender, als ich bisher dach-
te...

Wie wir in Beispiel 9.18 sehen, ist die Anzahl der Elemente, die abge-
legt werden, nicht zwingend durch die Groe der Hash-Tabelle beschrénkt.
Allerdings kann sich dann beim externen Hashing der Ansatz des Hashings
— also die Berechnung des Standorts eines Elements — zu einer Suche in Lis-
ten verschieben. Wird die Hash-Tabelle zu voll, sollten dieselben Techniken
greifen wie bei dem gleich behandelten geschlossenen Hashing (vgl. Algo-
rithmus 9.8).

Beim geschlossenen Hashing wird kein zusitzlicher Speicherplatz be-
legt, sondern ein bisher noch nicht benutztes Feld der Hash-Tabelle als

Tabelle 9.3: Externe Kollisionsauflosung fiir p = 10 036 223 und den angegebenen
Fiillgrad a.

a 0,5 0,8 0,9 1,1 2,0

Durchschnitt Kollisionen 0,25 0,40 0,45 0,55 1,00
langste Kollisionskette 6 8 8 9 12
Speicher +11%  +25% +31% +43% +114%
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Ersatzplatz herangezogen. In der Literatur spricht man verwirrenderweise
auch von Hashing mit offener Adressierung.

Das Grundkonzept ist das folgende: Eine spezielle Funktion sond(c, j),
die sog. Sondierungsfunktion, gibt fiir den Hash-Code ¢ an, welcher Index
ausgehend vom Hash-Wert A(c) in der j-ten Iteration gepriift wird. Wenn
wir garantieren, dass sond(c,0) = 0 gilt, lasst sich die neue von der Iteration
j abhingige Hash-Funktion wie folgt beschreiben:

h(c, j) = h(h(c) + sond(c, j)).

Dabei ist die doppelte Anwendung der Hash-Funktion 4 notwendig, um zu
grof} gewordene Werte wieder in den Bereich {0, . . ., p— 1} zu schieben. Die
nebenstehende Abbildung illustriert das Vorgehen.

Wir wollen die Idee mit einer einfachen Sondierungsfunktion erldutern:
Es wird das direkt nachfolgende Feld durch die Funktion

sond(c, j) = j

untersucht — der eigentliche Hash-Code c bleibt innerhalb der Sondierungs-
schritte unberiicksichtigt. Dieses Vorgehen wird auch als lincares Sondieren
bezeichnet.

Beispiel 9.19:

Bild 9.6 zeigt, wie die einzelnen Planeten in die Hash-Tabelle eingetragen
werden. Dabei zeigen die weillen Zahlen in schwarzen Kreis an, in welcher
Reihenfolge die Eintrige vorgenommen werden. Die erste Kollision wird
durch das Element »Erde« verursacht. Dieses wird erst durch j =2 seinem
richtigen Platz zugewiesen. »Jupiter« und »Uranus« bendtigen sogar j = 4.
Insgesamt werden so 13 Kollisionen verursacht. O

10 11 12
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Bild 9.6: Geschlossenes Hashing mit einer linearen Sondierungsfunktion.
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Der grofle Nachteil des geschlossenen Hashings (und insbesondere des li-
nearen Sondierens) besteht darin, der dass Elemente durch Kollisionen »zu-
sammenklumpen«. Dadurch entstehen sehr lange Sondierungsketten. So
kollidiert beispielsweise »Uranus« auch mit »Erde« und »Jupiter«, obwohl
diese Elemente urspriinglich auf einen anderen Hash-Wert abgebildet wur-
den.

9.4.4 Suchen, Einfiigen und Loschen in Hash-Tabellen

Waihrend die Algorithmen fiir das externe Hashing recht offensichtlich sind
und selbst erstellt werden konnen, fithren wir in diesem Abschnitt die Grund-
operationen fiir das geschlossene Hashing ein.

Wir bezeichnen die Hash-Tabelle im Weiteren mit At, was letztendlich
einem normalen Feld entspricht — allerdings beginnend mit dem Index O
statt wie sonst iiberall in diesem Lehrbuch mit Index 1. Einem Eintrag an
der Stelle i im Feld werden der Schliissel ht[i].wert, die eigentlichen Daten
htli].daten und eine Information zum Status ht[i].status zugewiesen. Letz-
terer kann die folgenden Werte annehmen:

o FREI, wenn in diesem Eintrag weder ein Element steht noch stand,
e BELEGT, wenn dort ein gespeichertes Element steht, und

e ENTFERNT, wenn der Eintrag durch ein Element belegt war, inzwischen
aber wieder durch Loschen leer ist.

Fiir die gesamt Hash-Tabelle wird ferner noch die Anzahl der Elemente
(anzahl) gespeichert.

Betrachten wir zunichst das Suchen eines Elements. Man muss ledig-
lich der Sondierungskette folgen, bis das gesuchte Element gefunden wur-
de. Die Suche bricht erfolglos ab, wenn ein freier Eintrag im Feld erreicht
wird. Sto3t man hingegen auf einen Eintrag mit dem Status ENTFERNT, wird
die Suche fortgesetzt, denn es konnte sich um ein Element mitten in der Son-
dierungskette handeln, das nach dem Einfiigen des gesuchten Elements wie-
der geloscht wurde. Der Ablauf ist in Algorithmus 9.5 (SucHEN-HASHTABELLE)
dargestellt.

Algorithmus 9.5 Suche nach einem Element in einer Hash-Tabelle

SucHeN-HasHTABELLE(Schliissel gesucht)

Riickgabewert: gesuchte Daten bzw. Fehler falls nicht enthalten
j<0

repeat " i« fl(gesucht, 7 | zum niichsten Element der

Ljej+1 ’ Sondierungsfolge gchen\ Abbruch. falls
until (ht[i].wert = gesucht) oder (ht[i].status = FRET) | Element gefunden
if ht[i].status = BELEGT oder Ende der
then [ return At{i].daten Sondierungskette

NN R W

else [ error “Schliissel nicht vorhanden” erreicht
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Beispiel 9.20:

In der nebenstehenden Hash-Tabelle mit p = 7, werden die Hash-Codes 1, 8
und 15 eigentlich auf den Index 1 abgebildet. In der Sondierungsfolge ist
zusitzlich noch der Hash-Code 2 sowie ein inzwischen geloschtes Element
am Index 4 enthalten. Wird nach dem Element mit Hash-Code 2 gesucht,
werden nacheinander die Indizes 1, 2 und 3 betrachtet. Wird nach dem Ele-
ment mit Hash-Code 15 gesucht, muss nach der Inspektion des geldschten
Eintrags am Index 4 die Suche entlang der Sondierungsfolge fortgesetzt
werden, da sonst das Element am Index 5 nicht gefunden wird. O

Das Loschen lauft prinzipiell ganz analog zur Suche eines Elements ab. Es
wird lediglich beim gefundenen Index der Status des Eintrags auf ENTFERNT
gesetzt. Der Ablauf Loscuen-HasumageLLE ist in Algorithmus 9.6 dargestellt.

Beispiel 9.21:
In der nebenstehenden Hash-Tabelle mit p = 7 wird das Element mit Hash-
Code 8 gesucht und an der dritten Stelle der Sondierungsfolge gefunden.
Das Element wird durch einen Eintrag mit dem Status ENTFERNT (grau dar-
gestellt) ersetzt. Hitte der Algorithmus das Element auf den Status FREI
gesetzt, wiirde die Suche das Element mit dem Hash-Code 15 nicht mehr
finden. ]
» (% I\ Es scheint eine recht gute Idee zu sein, den Status der Felder
der Hash-Tabelle mit zu protokollieren. Dadurch kann ich auch
in einer Sondierungskette 16schen, ohne gleich alles umspei-
chern zu miissen.

Kommen wir zum Einfiigen von Elementen in Hash-Tabellen. Wie beim
Suchen und Loschen ist auch hier der Kern des Algorithmus eine Schlei-
fe, welche die Sondierungsfolge realisiert. Das Element knnen wir an der
ersten gefundenen Stelle mit dem Status FRer oder ENTFERNT einfiigen. Al-
lerdings miissen wir bis zum Ende der Sondierungskette suchen, um aus-
zuschlieflen, dass ein Element mit diesem Schliissel bereits enthalten ist

Algorithmus 9.6 Loschen eines Elements aus einer Hash-Tabelle

Lo6scuEn-HasutaBELLE(Schliissel loschWert)
Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst
je<0
repeat " i « h(loschWert, j)
Lje—j+1
until (ht[i].wert = loschWert) oder (ht[i].status = FREI) |
if hti].status = BELEGT
then L /it[i].status < ENTFERNT
else [ error “Schliissel nicht vorhanden”

zu 16schendes
Element suchen

NN R W=

N~
h(c)
Suchen in der Hash-Tabelle.

[1]2 [«[l] |

o 7

—|

=
o

)
1[2 [T s]

Loschen in der Hash-Tabelle.
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(Zeile 4 des Algorithmus 9.7 (EiriiGen-Hasuraseiie)). In der Variablen index
wird der erste passende Index der Sondierungskette gespeichert.

Ferner miissen wir beim Einfiigen den Fall beriicksichtigen, dass die Ta-
belle bereits sehr voll sein kann: Die Sondierungsketten wiirden zu lang
werden, sodass wir stattdessen eine groflere Hash-Tabelle anlegen und die
Elemente in diese Tabelle iibertragen. Diesen Vorgang bezeichnet man als
Rehashing. Im Algorithmus haben wir den maximalen Fiillgrad auf 0,9 ge-
setzt (Zeile 11) — in zeitkritischen Anwendungen sollte der maximale Fiill-
grad 0,8 nicht iiberschreiten. Die bereits eingefiihrte Variable anzahl wird
zur Ermittlung des Fiillgrads benutzt — allerdings umfasst dieser Wert in un-
serem Algorithmus sowohl die Felder mit dem Status BELEGT als auch solche
mit dem Status ENTFERNT. Das hat den Grund, dass nach zu vielen Loschvor-
gingen die Laufzeit fiir nicht enthaltene Element durch entsprechend lange
Sondierungsketten iiberméBig ansteigt.

Beispiel 9.22:

Im nebenstehenden Beispiel werden zwei Elemente in eine Hash-Tabelle
eingefiigt, in der schon mehrere Stellen mit entrernt gekennzeichnet sind.
Das Element mit Hash-Code ¢ = 22 wird auf h(c) = 1 abgebildet und dann
an der schon einmal benutzten, aber inzwischen freien Stelle 3 abgelegt.
Das Element mit Hash-Code ¢’ = 6 weist ebenfalls eine Kollision am Index
h(c”) = 6 auf und kann an der bisher noch unbenutzten Stelle mit Index 7
gespeichert werden. O

Algorithmus 9.7 Einfiigen eines Elements in eine Hash-Tabelle

EINFUGEN-HAsSHTABELLE(Schliissel neuerWert, Daten neueDaten)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekte

1 j«<O
2 i« h(neuerWert, j)
3 index « i
4 while ht[i].wert # neuerWert und ht[i].status # FREI
5 do"j H~j+ 1 leere Position
6 i < h(neuerWert, j) suchen
7 if ht[i].status # BELEGT und ht[index].status = BELEGT
8 L then [ index « i J
9 if ht[il.wert = neuerWert _ doppelte Elemente
10 then C error “Element ist bereits enthalten” \ nicht einfiigen
11 else "if ht[index].status = FrE1 und anzahl > 0,9 p
12 then " /it « VERGROSSERN-UND-REHASH(/1f) gef. Tﬂuhcllc
13 L EINFUGEN-HASHTABELLE(neuerWert, neueDaten) | VCr2robern
14 else "if ht[index].status = FREI ]
15 then C anzahl < anzahl + 1
16 ht[index].wert < neuerWert | Element einfiigen
17 htlindex).daten «— neueDaten

18 L L ht[index).status < BELEGT




9.4. Mengenproblem: Hash-Tabellen 245

Der Rehashing-Algorithmus VerGrossern-unp-Renasu (Algorithmus 9.8) ar-

beitet dhnlich zum VergroBern eines dynamischen Felds in Abschnitt 3.1.3.

Ein groBeres Feld wird angelegt und die Elemente werden umkopiert — al-

lerdings nicht an dieselben Indizes wie im bisherigen Feld. Vielmehr wer-

den jeweils neue Hash-Werte berechnet, da diese von der Léange des Feldes

abhingen. Dadurch ergeben sich insbesondere auch andere Sondierungsfol-

gen.

P T

@ (% Also so funktioniert das! Wir kopieren die komplette Hash-
Tabelle, wenn die alte zu klein wird. Allerdings ergibt sich
dabei ein recht groler Aufwand, da wir die alten Berechnun-
gen nicht wieder verwenden konnen.

Die letzte verbleibende Operation fiir das Mengenproblem ist die Aus-
gabe aller gespeicherten Elemente. Dabei muss das Feld komplett gepriift
werden, wie es in Algorithmus 9.9 (ALLe-HasutaBeLLE) beschrieben ist.

Dabei kann man leicht aus dem Algorithmus ablesen, dass die Laufzeit
nicht direkt von der Anzahl n der gespeicherten Elemente abhiingt, sondern
von der Tabellengrofe p — unabhingig davon, wie voll die Tabelle ist. Daher
sollte diese Operation bei Hash-Tabellen nur selten genutzt werden.

9.4.5 Varianten des geschlossenen Hashings

Im vorletzten Abschnitt wurden bereits Nachteile des auf Seite 241 ein-
gefiihrten linearen Sondierens diskutiert. Wir wollen diese nochmals mit
einem groBen Beispiel erldutern.

Algorithmus 9.8 Vergrofern der Hash-Tabelle mit einem anschlieBenden Rehashing

'VERGROSSERN-UND-REHASH() W
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekte | Hash.java

I pae<p

2 peT3-p]

3 hty— ht ] ‘

4 ht - allokiere Feld der Linge p | groBere Hash-Tabelle im

5 anzahl — 0 J Speicher reservieren

6 forie0,....pu—1 alle Elemente

7 do "if ht[i].status = BELEGT einfiigen

8 L then [ /it EINFUGEN-HASHTABELLE(Aty [ i]. wert, hty[i].daten) |

Algorithmus 9.9 Alle Elemente einer Hash-Tabelle ausgeben

ALLE-HASHTABELLE() wWw
Riickgabewert: nichts, da direkte Ausgabe | Hash. java

1 forindex < 0,...,p—1 )

2 do " if ht[index).status = BELEGT ] nur den Inhalt belegter

3 _ then [ drucke: ht[index].daten | POS10nEN ausgeben
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Beispiel 9.23:

Wir fiigen zufillige Elemente in eine Hash-Tabelle der GroBe p=10036 223
ein, bis ein vorgegebener Fiillgrad « erreicht ist. Dabei liegen die Schliissel-
elemente gleichverteilt im Bereich O, ..., MAXINT. Tabelle 9.4 zeigt fiir
verschiedene Fiillgrade die durchschnittliche und die maximal beobachtete
Linge der Sondierungsketten bei linearem Sondieren. Die Zahlen entspre-
chen also der Anzahl an Kollisionen, mit denen man rechnen sollte. O

Die relativ langen Sondierungsketten beim linearen Sondieren werden durch
grof3e vollstindig gefiillte Teilbereich in der Hash-Tabelle verursacht. Als
Gegenmittel versucht man mit der folgenden Sondierungsfunktion, durch
groBere Spriinge eine bessere Verteilung der Schliissel zu erreichen:

sond(c, j) = j2.

Nach einer Kollision wird das direkt nachfolgende Feld gepriift, dann geht
es mit immer grofler werdenden Abstidnden weiter. Dieses Vorgehen wird
als quadratisches Sondieren bezeichnet.

Beispiel 9.24:

Bild 9.7 zeigt wieder, wie die Namen der Planeten dieses Mal mit quadrati-
schem Sondieren in die Hash-Tabelle der Liange p = 13 eingetragen werden.
Selbst in dem kleinen Beispiel erkennt man, dass die Eintrige besser iiber
der gesamte Hash-Tabelle verteilt sind. Konkret werden hier 14 Kollisionen
beobachtet, was unter anderem an der sehr ungliicklichen Sondierungsket-
te fiir den »Neptun« liegt, der erst nach fiinf Kollisionen eintragen werden
kann. O

Bei der Implementation des quadratischen Sondierens kann man auf die
(eher zeitlich kostspielige) Multiplikation in j?> = j- j verzichten. Stattdes-
sen setzt man nach der ersten Kollision eine Variable 6 = 1, die fiir die Ver-
groBerung der Schrittweite steht. Dieses ¢ wird bei jeder Kollision um zwei
vergrofert und anschlieend 6 Schritte von der letzten Sondierungsstelle
weitergeriickt. Dies ist auch nebenstehend veranschaulicht.

Beispiel 9.25:
Tabelle 9.5 zeigt die im Experiment ermittelte Ldnge der Sondierungsketten
mit quadratischem Sondieren fiir verschieden stark gefiillte Hash-Tabellen

Tabelle 9.4: Linge der Sondierungsketten beim linearen Sondieren fiir p =
10036223 und den angegebenen Fiillgrad a.

@ | 05 08 09 095 099

Durchschnitt | 0,50 2,00 4,49 9,57 49,52
Maximum 52 311 1321 5965 69888




9.4. Mengenproblem: Hash-Tabellen

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
e Z a z
2 | £ z |8 18 | &8 B | 2 5
E | B S |z | =& = = | = &
o > = o= = = = < A
=) = = - ~ 2
= s =
6 0 o Z Z
ERDE
MARS
JUPIT R
SATURN URANUS
>
NEPTUN
Ny >4 >4 :

. ’é

Bild 9.7: Geschlossenes Hashing mit einer quadratischen Sondierungsfunktion.

Tabelle 9.5: Linge der Sondierungsketten beim quadratischen Sondieren fiir p =
10036 223 und den angegebenen Fiillgrad a.

@ | 05 08 09 095 099

Durchschnitt | 0,43 1,16 1,79 2,48 420
Maximum 20 49 109 204 998

der Linge p = 10036 223. Verglichen mit den Werten des linearen Sondie-
rens in Tabelle 9.4 fallen die Langen der Sondierungsketten deutlich kiirzer
aus. ]

Als letzte Sondierungsfunktion wird zum Abschluss das Doppel-Hashing
vorgestellt. Bei dieser Variante werden die Elemente quasi wieder »linear«
abgelegt — allerdings nicht im direkt nichsten Feld. Es wird vielmehr fiir
jedes Element mit einer zweiten Hash-Funktion 4’ eine individuelle Schritt-
weite abgeleitet, mit der fiir das jeweilige Element sondiert wird. So wird
garantiert, dass die Elemente gleichméBig iiber die Tabelle verteilt werden.
Zusitzlich verringert sich durch die individuellen Schrittweiten die Wahr-
scheinlichkeit, dass zwei unterschiedliche Elemente mehrfach an verschie-
denen Stellen der Tabelle miteinander kollidieren.

Das nebenstehende Bild veranschaulicht das Vorgehen fiir zwei Elemen-
te mit unterschiedlicher Schrittweite. Es wird die folgende Sondierungs-
funktion benutzt:

sond(c, j) = j-h(c).
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Die Wahl der Groe der Hash-Tabelle als Primzahl p sorgt dafiir, dass
mit den Schrittweiten aus der Menge {1,..., p— 1} in der Sondierung al-
le Felder besucht werden, bevor wieder das erste Feld erreicht wird. Eine
solche zweite Hash-Funktion ist beispielsweise:

W(c)=1+(cmod p-1).

Beispiel 9.26:
Wir setzen das Beispielszenario mit den Planetennamen fort. Dazu benut-
zen wir die in der rechten Spalte von Tabelle 9.2 (Seite 237) angegebene
zweite Hash-Funktion fiir die Schrittweite der einzelnen Elemente. Bild 9.8
zeigt das Ergebnis einschlieBlich der Sondierungsketten — hier wurde 4’ (c) =
1+ (c mod 10) gewihlt. m|
Die erste Kollision tritt beim dritten Eintrag »Erde« auf, die mit Schritt-
weite 9 auf das Feld (4 +9) mod 13 = 0 geschoben wird. Die nédchste Kolli-
sion bei »Mars« wird mit Schrittweite 3 gelost. Es folgen in diesem Bei-
spiel vier weitere Eintrige mit Kollisionen. Der interessanteste ist der »Sa-
turn, der eigentlich am Index O einzutragen wire — dort steht aber bereits
der verschobene Eintrag »Erde«. Fiir den »Saturn« wurde die Schrittwei-
te 8 ermittelt, sodass wir als nichstes den Index 0 + 8 = 8 versuchen, der
ebenfalls zu einer Kollision fiithrt. Wir setzen die Suche nach einem leeren
Platz an der Stelle 8 + 8 mod 13 = 3 fort. Da auch dieser Index bereits be-
legt ist, versuchen wir es an 3+ 8 = 11, wo wir letztendlich den »Saturn«
eintragen. Insgesamt sind damit in allen Sondierungsketten 8 Kollisionen

enthalten. O
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 a 2} n Z Z, o=
a1 2 z |8 |2 2 5|2 | &
= z. o v Z < = 5 &
= < = ~ M = = > =
=] 5| = = < =)
=} = 22 i =
A o o A A
I ERDE

MARS

JUPITER

P DO
<9

2SATURN

Ty

2NEPTUN

Bild 9.8: Doppel-Hashing mit einer zweiten Hash-Funktion als
Sondierungsfunktion.
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Beispiel 9.27:

Tabelle 9.6 zeigt fiir eine Hash-Tabelle der Groie p = 10036 223 die expe-
rimentell ermittelte, durchschnittliche und maximal aufgetretene Linge der
Sondierungsketten beim Doppel-Hashing. Die Ergebnisse sind vergleichbar
gut zu denen des Hashings mit quadratischem sondieren (Tabelle 9.5). Die
Durchschnittswerte deuten auch an, dass das Doppel-Hashing insgesamt
geringfiigig kiirzere Sondierungsketten ausbildet. O

Tatsdchlich kann man fiir das Doppel-Hashing auch die Léngen der

Sondierungsketten genauer analysieren und empirisch beweisen, wie

sie vom Fiillgrad abhéngen. Knuth (1998b) fiihrt an, dass die Linge

_In(l-a)
(o2

fir die Suche nach vorhandenen Elementen etwa und fiir

nicht vorhandene Elemente etwa ﬁ ist.

Die individuellen, aber konstanten Schrittweiten der verschiedenen Ele-
mente ermoglichen einen zusétzlichen Trick: Anstatt immer das neu einzu-
fiigende Element weiter entlang der Sondierungskette zu verschieben, kon-
nen wir bei jeder Kollision tiberpriifen, ob das bereits gespeicherte Element
auf ein freies Feld verschoben werden kann.

Bild 9.9 zeigt die vier moglichen Fille, die auftreten konnen, wenn ein
Element an einer Position des Felds eingefiigt werden soll. Im ersten und
einfachsten Fall ist die Position frei und das Element kann dort gespeichert
werden. Im zweiten Fall ist die Position durch y belegt, aber das neue Ele-
ment x kann an der ndchsten Stelle gemal seiner Schrittweite abgelegt wer-
den. Falls jedoch im dritten Fall auch diese Stelle belegt ist, priifen wir, ob

Tabelle 9.6: Linge der Sondierungsketten beim Doppel-Hashing fiir p =
10036 223 und den angegebenen Fiillgrad .

a | 05 08 09 095 099
Durchschnitt | 0,39 1,01 1,56 2,15 3,66
Maximum 16 71 120 206 933
1. Fall 2. Fall 3. Fall 4. Fall
T xr xr xXr
CIT] WIITTT)] WLTT0T] [l Teful]
2 2 2 2 ;
P A
kel [ [l [l [ ] [=[ 1ol | [=] [ [z]w] ]
S~ 7

Bild 9.9: Einfiigen in eine Hash-Tabelle mit EINFUGEN-BRENT-HASHTABELLE (Algo-
rithmus 9.10): Die Fille werden von links nach rechts iiberpriift.
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das an der ersten Position abgelegte Element y gemil seiner Schrittweite
in ein freies Feld verschoben werden kann. Wenn auch dies nicht méglich
ist, werden fiir das Element x an der nichsten Position gemif seiner Schritt-
weite die vier Fille iiberpriift (wobei der erste Fall nicht eintreten kann, da
er dem zweiten Fall der direkt davor gepriiften Position entspricht.)

Der Ablauf EnrtGen-Brent-HasutaBeiie ist in Algorithmus 9.10 darge-
stellt. Der erste Fall entspricht dabei dem Verlassen der While-Schleife. Der
zweite und der vierte Fall werden in Zeile 5 und 6 gepriift bzw. behandelt.
Fall drei, das Verschieben des bereits gespeicherten Elements, ist in den Zei-
len 7-9 enthalten; das Speichern des neuen Elements findet in der nichsten
Iteration durch die While-Schleife statt.

Es fehlen im Algorithmus die zuvor in EwrtGen-HasutaBerte (Algorith-
mus 9.7) diskutierten Sonderfille. Das Vergroiern der Tabelle bei zu gro-
Bem Fiillgrad miisste vor Zeile 10 eingefiigt werden. Auch unterbleibt hier
ein Test, ob das Element bereits enthalten ist, da hierfiir die Sondierungsfol-
ge komplett durchsucht werden muss — dies wiirde vor der While-Schleife
separat erfolgen.

Beispiel 9.28:

Das bekannte Beispiel mit den Planeten wird in Bild 9.10 fortgesetzt. Inter-
essant ist dabei das Einfiigen des »Saturn«, der in Beispiel 9.26 erst nach
drei Kollisionen einen freien Platz gefunden hat. Mit dem neuen Algorith-
mus fiir das Einfiigen, kann direkt bei der ersten Kollision der Eintrag »Er-
de« auf ein freies Feld verschoben werden, sodass der »Saturn« ohne Kolli-
sionen erreichbar ist, wihrend die Sondierungskette fiir die »Erde« um eine
Kollision ldnger wurde. Dadurch wurde die Anzahl der Kollisionen in allen
Sondierungsketten auf 6 reduziert. O

Algorithmus 9.10 Einfiigen eines Elements in eine Hash-Tabelle mit dem Algorith-
mus nach Brent

EINFUGEN-BRENT-HASHTABELLE(Schliissel neuerWert, Daten neueDaten)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekte

1 i<« h(neuerWert)

2 while ht[i].status = BELEGT o

3 do " neufolgt — (i +h (neuerWert))mod p alternative Nachfolge-

4 altfolgt — (i + h' (ht[i].werf)mod p positionen bestimmen

5 if ht[neufolgt].status = FRE oder ht[altfolgt].status = BELEGT

6 then [ i < neufolgt | neuen Wert verschieben

7 else " ht[altfolgt].wert < ht[il.wert | alten Wert auf einen freien Platz
8 ht[altfolgt].status < BELEGT schieben und das Feld fiir den

9 N U ht[i].status < ENTFERNT neuen Wert frei machen

10  ht[i]l.wert < neuerWert
11  htli].daten < neueDaten | Element einfiigen
12 ht[i].status < BELEGT
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Bild 9.10: Doppel-Hashing mit einer zweiten Hash-Funktion als Sondierungsfunk-
tion und Einfiigen nach Brent.

Beispiel 9.29:

Auch fiir das Hashing mit Emvien-Brent-Hasuraserte (Algorithmus 9.10)
bestimmen wir die Linge der Sondierungsketten fiir eine Hash-Tabelle der
Grofie p = 10036 223. Die Ergebnisse in Tabelle 9.7 zeigen, dass durch die-
sen zusitzlichen algorithmischen Trick die Lingen der Sondierungsketten
nochmal um gut 25% reduziert werden konnten. O

Laut theoretischer Uberlegungen lisst sich die durchschnittliche Linge der
Sondierungsfolgen auch fiir hohen Fiillgrad @ durch eine Konstante be-
schrinken. Daraus ergibt sich direkt die Laufzeit fiir die Suche nach enthal-
tenen Elementen. Die Laufzeit der erfolglosen Suche ist unverdndert zum
Doppel-Hashing.

Die Grundidee des Hashings soll sich auf den IBM-Mitarbeiter Hans
Peter Luhn im Jahr 1953 zuriick verfolgen lassen, der wohl auch be-
reits mit externer Kollisionsauflosung gearbeitet hat. Dieser Ansatz
wurde dann spiter von Williams (1959) publiziert. Das geschlossene
Hashing mit linearer Sondierung stammt von Peterson (1957). In den

Tabelle 9.7: Lange der Sondierungsketten beim Doppel-Hashing mit Brent fiir
p =10036223 und den angegebenen Fiillgrad «.

@ | 05 08 09 095 099

Durchschnitt | 0,29 0,69 1,05 1,49 2776
Maximum 11 33 76 155 840
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1960er Jahren wurden dann die besser streuenden Sondierungsfunk-
tionen entwickelt: quadratisches Sondieren von Maurer (1968) und
Doppel-Hashing von de Balbine (1968). Die verbesserte Version des
Einfiigens beim Doppel-Hashing geht auf Brent (1973) zuriick.

Die Technik der Hash-Tabellen wird sehr hiufig eingesetzt. So enthélt
beispielsweise auch das Collections-Framework von Java Hash-Tabellen
mit externer Kollisionsauflosung. Ohne tieferes Wissen und mit einer unbe-
darften Konfiguration der Hash-Tabelle kann diese Standard-Hash-Tabelle
jedoch schnell zu unbefriedigenden Ergebnissen fiihren.

Die Idee des direkten Zugriffs, die als Leitgedanke das Kapitel bestimmt
hat, wurde auf unterschiedliche Art und Weise umgesetzt. Beziiglich des
Sortierproblems konnte mit Countinasorr tatsidchlich ein direktes Abspei-
chern der Elemente umgesetzt werden. Die engen Rahmenbedingungen
wurden dann in Rapix-Sort aufgeweicht, wodurch allerdings dann auch
durch »iterierten direkten Zugriff« sortiert wird. Beim Mengenproblem
wurden zwei Techniken vorgestellt, die den Zugriff auf Elemente mit fast
konstanter Laufzeit erreichen sollen. Dabei sind die Hash-Tabellen eine
Datenstruktur, die sehr grole Verbreitung gefunden hat und universell
einsetzbar ist.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 9.1: Interpolationssuche
Wenden Sie die INTERPOLATIONS-SUCHE (Algorithmus 9.1) auf die folgen-
den Felder an. Dokumentieren Sie alle Schritte.

a) Suchen Sie nach 20 im folgenden Feld.
[2]4]s]s]n]15]16]17]2]2]
b) Suchen Sie nach 500 im folgenden Feld.
(1 ]2]5]10]20]50] 100 ] 200 [ 500 [ 1000 |
Fiihren Sie ebenfalls bindre Suche auf den Feldern aus und vergleichen

Sie die benotigten Vergleichsoperationen.

Aufgabe 9.2: Worst-Case-Laufzeit der Interpolationssuche
Durch ein Beispiel soll Satz 9.3 bewiesen werden.

a) Geben Sie ein Beispiel der Léinge 10 an, bei dem die Suche nach
dem Schliissel an der vorletzten Position in der ersten Schétzung
zur ersten Position fiihrt.

b) Erweitern Sie das Beispiel so, dass die Schétzungen auch die Po-
sitionen 2—8 durchlaufen.



9.4. Mengenproblem: Hash-Tabellen 253

¢) Formulieren Sie das Beispiel so, dass es abhidngig von der Feld-

lange n funktioniert.

Aufgabe 9.3: Countingsort
Fithren Sie CountiNgsorT (Algorithmus 9.2) auf dem folgenden Feld
durch. Die Schliisselmenge sei durch {1, ...,5} gegeben.

(sfifslafelafsfafafr]

Aufgabe 9.4: Radix-Sort
Fiihren Sie Rapix-Sort (Algorithmus 9.3) auf dem folgenden Feld A
durch:

| 101 [ 001 | ot1 | 100 | 111 | 010 | 110 | 000 |

Aufgabe 9.5: Hashing
Betrachten Sie eine Hash-Tabelle der Grofie p = 13 und fiigen Sie die
folgenden Schliissel in die Hash-Tabelle ein: 15, 47, 21, 61, 23, 13, 10,
65, 34. Bestimmen Sie jeweils die Anzahl der Kollisionen. Benutzen Sie

a) lineares Sondieren,

b) quadratisches Sondieren,

¢) Doppel-Hashing mit /#’(x) = (x mod 11)+ 1 und

d) Doppel-Hashing mit demselben 2’ und Einfiigen nach Brent.

Aufgabe 9.6: Alternative Hash-Funktion
Eine Alternative zur im Haupttext beschriebenen Modulo-Methode ist
die Multiplikations-Methode bei der der Hash-Wert wie folgt berechnet »Multiplikations-Methode
wird: i(b) = |p-(b-z—|b-z])] mit einer fest gewihlten irrationalen Zahl
0 < z < 1. Laut Literatur hat sich z = @ ~ (0,6180329887 bewihrt.
Berechnen Sie mit dieser Formel die Hash-Werte fiir die Elemente
aus Tabelle 9.2 mit p = 13.
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Dank unregelméBiger Arbeitszeiten und Uberstunden kauft Algatha oft nur einmal im Monat so
richtig grof} im Supermarkt ein. Wieder einmal hat sie es geschafft, ihren Hamster-Einkauf in den
Zeitraum zu legen, in dem sich offensichtlich eine komplette Kleinstadt im Supermarkt tummelt
— trotz der hochsommerlichen Hitze. Nach einer lingeren Wartezeit kann sie endlich ihre Berge
an Pizza, Nudeln, fertigen Nudelsoen und allerlei Knabberkram auf dem Kassenband platzie-
ren. Da sie ja nie so richtig abschaltet, ist sie natiirlich wieder halb bei der Arbeit und iiberlegt
sich, was denn nun die Unterschiede zwischen der auf der Arbeit programmierten Datenstruktur
der Warteschlange und den Warteschlangen hier im Supermarkt sind. Und eigentlich kann sie
gar keinen richtigen Unterschied feststellen — au3er dass im Supermarkt mehrere parallele War-
teschlangen sind: Man muss sich schon friih fiir eine Warteschlange entscheiden. Algatha hatte
offensichtlich mal wieder die langsamste Kassiererin erwischt. »Es dauert eben so lange, wie es
dauert. . . « beruhigt sie sich selbst, da fallt ihr Blick auf den jungen Mann direkt hinter ihr in der
selben Schlange, der sich offensichtlich nur fiir den Kauf einer Eistiite in den Supermarkt bege-
ben hat. Angesichts der Hitze im Supermarkt scheint der Inhalt der Eistiite immer weicher und
fliissiger zu werden. Algatha grinst ihn an und sagt »Na, ihr Einkauf scheint eine hohere Prioritit
zu haben. Dann gehen Sie doch schnell mal vor!« Griibelnd begibt sie sich zu ihrem Kleinwagen
und ist schon innerlich dabei, in ihre programmierte Warteschlange ebenfalls Prioritdten einzu-
bauen — aber wozu eigentlich? Da ruft sie: »Na klar! Beim Dijkstra-Algorithmus haben wir das
eigentlich ja schon gemacht!«






10  Priorititswarteschlangen

Hermione: Now, if you two don’t mind, I'm going to bed
before either of you come up with another clever idea

to get us killed. Or worse, expelled.

Ron: She needs to sort out her priorities.

(Harry Potter and the Sorcerer’s Stone, 2001)

Aufbau des Kapitels
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10.2 Bindre Heaps . . . . . . . . . . . ...
103 Heapsort . . . . . . . . ..o oo
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10.1 Motivation

Im Algorithmus 5.2 (Dukstra) in Abschnitt 5.3 hatten wir implizit eine
spezielle Warteschlange als Datenstruktur eingefiihrt, mit der wir die be-
kannten Knoten verwaltet und jeweils denjenigen Knoten mit der kleinsten
Entfernung vom Startknoten ausgewihlt haben. Wir hitten hierfiir auch ei-
ne eigene Datenstruktur, die Priorititswarteschlange einfithren konnen, die
wir dann mit den folgenden Operationen versehen hitten. Da immer derje-
nige Knoten mit der kleinsten Entfernung gewéhlt wird, wiirde hier die Ent-
fernung dem Priorititswert entsprechen und ein »kleinerer Priorititswert«
wire frither dran.

EnriGen-PW(x, p): Es wird ein neues Element x mit Prioritidtswert p aufge-
nommen — grofe Prioritdtstwerte werden quasi hinten angestellt, klei-
ne passend einsortiert.

1stLeer-PW(): Es wird gepriift, ob die Datenstruktur noch Elemente enthilt.

Minimum-Lierern-PW(): Es wird dasjenige Element zuriickgegeben und aus
der Datenstruktur geloscht, das den kleinsten Prioritdtswert hat.

Prio-VERBESSERN-PW (x, p): Der Priorititswert eines Elements x wird auf den
Wert p gesetzt — dabei erlaubt man in der Regel nur die Verkleinerung
des Prioritdtswerts, d.h. das Erzwingen einer fritheren Behandlung.

Damit ergibt sich die in Algorithmus 10.1 formulierte Variante DuksTrA-
mrr-PW. Im Vergleich zum Algorithmus aus Abschnitt 5.3 fillt dabei vor

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7_10, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013

»Priorititswarteschlange
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Index = Knotennummer
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5

1 2 3 4 5 6
Prio|3|5|6|4|2|3
Enth.?|f|t|t|t|f|f|t|

Beispiel zum Feld als
Prioritdtswarteschlange

Kapitel 10. Priorititswarteschlangen

Algorithmus 10.1 Dijkstra-Algorithmus zur Bestimmung der kiirzesten Wege (for-
muliert mit einer Prioritdtswarteschlange)

Duokstra-MiT-PW(Knoten V, Kanten E c V x V, Kosten y : E — R, Startknoten s € V)
Riickgabewert: Distanzen abstand, Wege vorginger
for alle Knoten u € V
do " abstand[u] < oo
L vorgidnger[u] — NULL

abstand[s] « 0
QO « allokiere Prio-Warteschlange() \
for alle Knotenu eV alle Knoten in die
do C Q. ENrUGEN-PW (u, abstand(u]) | Priorititswarteschlange
while —Q.1sTLEER-PW () \

9 do " aktuell — Q. MiNmuM-LIEFERN-PW() | Knoten mit bester Prioritit
10 for alle v € V mit (aktuell,v) € E
11 do " if abstand[v] > abstand[aktuell] + y|aktuell, v]
12 then " abstand|v] < abstand|aktuell] + ylaktuell, v]
13 Q.Pr10-VERBESSERN-PW (v, abstand[v]) | Prioritit der be-
14 LU L vorgiinger[v] — aktuell nuchb;}n‘ltcn Knoten
15 return abstand, vorginger aktualisieren

0 1N N WN

allem auf, dass die aufwindige Auswahl des nichsten Knotens am Ende der
Schleife durch eine einzelne Operation der Prioritdtswarteschlange ersetzt
wurde.

Eine Prioritdtswarteschlange kann auf unterschiedliche Weise umgesetzt
werden. Das nebenstehende Bild zeigt die Verwendung einer Prioritdtswar-
teschlange als Feld in Algorithmus 10.1 (Dukstra-mi-PW): Uber die Num-
mer des Knotens als Index kann auf die Werte der Prioritidtswarteschlange
zugegriffen werden. Das obere Feld enthilt dabei die Prioritidtswerte und
das untere Feld die Information, ob das Element noch in der Warteschlange
enthalten ist. Wird dann das néchstkleinste Element gesucht, miissen alle
Indizes iiberpriift werden und dasjenige noch enthaltene mit dem kleinsten
Wert wird gewihlt.

Daraus ergeben sich die folgenden asymptotischen Laufzeiten. EINFUGEN-
PW und Prio-VerBEsserN-PW bendtigen konstante Zeit ©(1), da direkt auf
die entsprechenden Eintrdge in den Feldern zugegriffen werden kann. Al-
lerdings muss fiir istTLeer-PW und Minivum-Lierern-PW das gesamt Feld un-
tersucht werden, was in der Laufzeit ®(n) resultiert.

P T
» (% Das geht doch bestimmt schneller. Lasst mich mal tiberlegen. . .

Wie wiire es mit einem bindren Baum statt eines Feldes?

Im folgenden Abschnitt wird eine bessere Priorititswarteschlange vorge-
stellt. Die Operationen ...-PW in Algorithmus 10.1 miissen dann durch die
jeweiligen neuen Algorithmen ersetzt werden.
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10.2  Binéire Heaps

Die zentrale Operation bei den Prioritdtswarteschlangen ist das Minmmum-
Lierern-PW. Um dies zu beschleunigen, miissen wir die Daten beziiglich der
Prioritit »irgendwie so sortiert« haben, dass das Element mit dem kleinsten
Priorititswert leicht identifiziert werden kann. Eine genaue Sortierung der
Elemente mit einem schlechten Priorititswert ist nicht notwendig. Es muss
lediglich so viel Information vorhanden sein, dass nach der Entfernung des
Minimums mit geringem Aufwand das neue Minimum unter den Priori-
tatswerten identifiziert werden kann. Diese Anforderungen realisieren wir
durch spezielle Bdume, in denen die folgende Eigenschaft gilt.

Definition 10.1: Heap-Eigenschaft

Ein Baum erfiillt die Heap-Eigenschaft beziiglich einer Vergleichsrelation
»>« auf den Schliisselwerten genau dann, wenn fiir jeden Knoten u des
Baums gilt, dass u.wert > v.wert fiir alle Knoten v aus den Unterbdumen
von u.

In Abhiéngigkeit von der gewihlten Vergleichsrelation erhilt man nun einen
Baum, der entweder das Minimum oder das Maximum in der Wurzel ent-
hilt, da alle anderen Knoten entsprechend »schlechter« sind.

Definition 10.2: Min- bzw. Max-Heap

Ein bindrer Baum, der die Heap-Eigenschaft mit der Relation »<« erfiillt,
wird als Min-Heap bezeichnet. Gilt die Heap-Eigenschaft mit »>«, spricht
man von einem Max-Heap.

Beispiel 10.3:

Der nebenstehende Baum ist ein Beispiel fiir einen Min-Heap. Fiir jeden
einzelnen Knoten lisst sich die Heap-Eigenschaft iiberpriifen: So enthalten
die Knoten mit den Schliisselwerten 10, 20, 25 und 35 jeweils den kleins-
ten Schliissel in dem durch sie als Wurzel bestimmten Baum. Deutlich er-
kennt man, dass es neben der Heap-Eigenschaft keine Ordnung zwischen
den Knoten der beiden Unterbdume eines Knotens gibt. O

Wie wir schon bei der Diskussion zu bindren Suchbidumen und AVL-Biu-
men gesehen haben, liefert die reine Beriicksichtigung einer Eigenschaft
bzgl. der Anordnung der Knoten im Baum (z.B. Suchbaum- oder Heap-
Eigenschaft) keine Garantie bzgl. der Laufzeiten. Bei den AVL-Bidumen
mussten daher iiber die Balance-Eigenschaft weiter eingegriffen werden,
um die Tiefe der Suchbidume logarithmisch zu beschrinken. Analog wollen
wir auch bei den Heaps eine logarithmische Tiefe erzwingen.

Dies konnen wir jedoch durch einen viel einfacheren Mechanismus als
bei den AVL-Bédumen erreichen, da die Heap-Eigenschaft einen grofleren
Spielraum bzgl. der Anordnung aller » Knoten im Baum erlaubt. Tatsédch-
lich ist der Spielraum so grof}, dass wir die Elemente immer in einem
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Heap-Eigenschaft
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Belsplel eines Min-Heaps.
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»liickenloser bindrer Baum

Form der Heaps als
liickenloser Baum.

Kapitel 10. Prioritiatswarteschlangen

liickenlosen bindren Baum abspeichern konnen, der genau fiefe = |log, n| +
1 Ebenen enthilt, dessen Ebenen 1,.. ., (tiefe — 1) vollstindig sind und die
unterste Ebene von links nach rechts keine Liicken enthilt. Dies ist neben-
stehend skizziert. Die konkrete Technik wird auf den nachsten Seiten ent-
wickelt.

=3
@ (% Das wird ein schoner aufgerdumter Baum! Bin gespannt, wie
sich das umsetzen ldsst.

Da nun die Form eines Baums mit » Knoten fest vorgegeben ist, ldsst
sich dieser platzeffizienter als in einer dynamischen Datenstruktur speichern,
indem die Knoten in Level-Order (vgl. Ubungsaufgabe 4.17) in einem Feld
abgelegt werden. Dies ist beispielhaft in Bild 10.1 dargestellt.

In einem solchen als Feld gespeicherten bindren Baum kann man zu
einem Knoten am Index i leicht auf die Wurzeln der zugehorigen Unterbéu-
me zugreifen: diese befinden sich an den Indizes 2-i und 2-i+ 1. Ebenso
ist das nichste Element zur Wurzel hin am Index L%J gespeichert. So kann
man sich auch im Feld quasi »entlang der Zeiger des Baums« bewegen.

Beispiel 10.4:

Wir betrachten den Knoten mit dem Prioritdtswert 20 am Index i = 3 in
Bild 10.1. Der iibergeordnete Knoten steht im Feld am Index L%J =1, die
Waurzelknoten der beiden Unterbdume an den Positionen2-3=6und2-3+ 1
=17. O

10.2.1  Einfiigen und Minimum-Léschen

Der Heap besteht primir aus den Prioritdtswerten, die in einem dynami-
schen Feld A, gespeichert werden. Die eigentlichen Daten liegen in ei-

AL 1 2 3 4 5 6 7 8
|10|35|20|40|60 50 25|45|

Bild 10.1: Die Knoten eines Min-Heaps werden in Level-Order in einem Feld
gespeichert.
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nem zweiten dynamischen Feld Agaen. Die Anzahl der gespeicherten Ele-
mente ist anzahl.

Betrachten wir nun die Operationen im Heap. Wie auch schon beim Sor-
tierproblem vernachldssigen wir dabei die Daten und kiimmern uns nur um
die Prioritdtswerte — die zugehorigen Daten sind quasi an die Prioritit »an-
geheftet«.

Das Einfligen kann relativ simpel dadurch realisiert werden, dass der
Knoten an der ersten freien Stelle — also ganz unten im Baum — eingefiigt
wird und auf dem Pfad zur Wurzel durch Vertauschen die Heap-Eigenschaft
wieder hergestellt wird. Dies ist moglich, weil beim Vertauschen ein Prio-
ritatswert immer nur durch einen kleineren ersetzt wird, wodurch bei ei-
nem Min-Heap die bereits zu anderen Knoten geltende Heap-Eigenschaft
erhalten bleibt. Eivviien-Min-Heap (Algorithmus 10.2) beschreibt das Einfii-
gen eines Elements. Das Aufsteigen im Heap ist in den Algorithmus 10.3
(AursteiGeN-MIN-HEap) ausgelagert. Die Zeile 4 von Algorithmus 10.2 kann
zunichst ignoriert werden, da sie erst fiir die Modifikation von Prioritéts-
werten wichtig wird (vgl. Abschnitt 10.2.2). Die Basisoperation ist dabei
das Vertauschen von Elementen im Heap, welches wir in Verrausche-Heap
(Algorithmus 10.4) beschrieben haben — auch hier kann Zeile 3 ignoriert
werden.

Algorithmus 10.2 Einfiigen eines Knotens in einen bindren Min-Heap

ENrUGEN-MIN-HEAP( Daten daten, Prioritét prio)

Riickgabewert: —; Seiteneffekt: Felder geiindert

anzahl < anzahl + 1 \

Aprio[anzahl] « prio neues Element in Feld schreiben

Adatenlanzahl] « daten

PosITIONSFELD-EINFUGEN(daten, anzahl) | siche Erklirung spiiter
AUFSTEIGEN-MIN-HEAP(anzahl) | Element an den richtigen Platz schieben

O O R S

Algorithmus 10.3 Aufsteigen eines Knotens in einem bindren Min-Heap

AUFSTEIGEN-MIN-HEAP(Index index)
Riickgabewert: —; Seiteneftekt: Felder gedndert
1 while index > 1 und A[index] < A[L%J] | Test der Heap-Eigenschaft
2 do " VertauscHE-HEAP(index, L%J) '
3 L index «— L%”J

Algorithmus 10.4 Das Vertauschen der Priorititswerte und der Daten im Heap.

VEertauscHE-Heap(Indizes i, k)
Riickgabewert: —; Seiteneftekt: Felder gedndert
1 VERTAUSCHE(Apyio, I, k)
'VERTAUSCHE(A daten, I, k)
3 POSITIONSFELD- VERTAUSCHEN(Z, k)
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Einfiigen eines neuen Knotens
im Heap.
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Beispiel 10.5:

In dem nebenstehenden Baum wird der Knoten 15 zunichst am Ende einge-

fugt. Die orange gekennzeichneten Vertauschungen schieben anschlielend

den neuen Knoten an die richtige Stelle, sodass die Heap-Eigenschaft wie-

der iiberall im Baum erfiillt ist. O

P I

@ (% Das war jetzt ganz einfach, da die Heap-Eigenschaft stets nur
durch Vertauschungen entlang eines Pfads vom Blatt zur Wur-
zel wieder hergestellt wird.

Wird dasjenige Element mit dem besten Priorititswert — also die Wurzel
des Heaps — aus der Warteschlange entfernt, muss diese Liicke wieder ge-
fiillt werden. Aus der Form des Heaps als liickenloser bindrer Baum folgt,
dass diese Liicke zum ganz rechts stehenden Element der letzten Ebene des
Baums geschoben werden muss. Allerdings konnte ein Verschieben der Ele-
mente entlang des Pfads zwischen Wurzel und letztem Element die Heap-
Eigenschaft an mehreren Stellen verletzen.

Daher bedient man sich des folgenden Tricks: Die Form des liickenlo-
sen Baums wird sofort wieder hergestellt, indem das letzte Element direkt
in die Wurzel verschoben wird. Dies hat zusitzlich den Vorteil, dass die
Heap-Eigenschaft nur an der Wurzel verletzt ist — und dadurch wieder her-
gestellt werden kann, dass das fehlplatzierte Element in die Richtung des
Elements mit der besseren Prioritdt in der nidchsten Ebene durch Vertau-
schen absinkt.

Beispiel 10.6:

Der Knoten mit der Prioritét 40 erfiillt die Heap-Eigenschaft nicht. Um sie
herzustellen, wird 40 mit demjenigen Kindknoten vertauscht, welcher den
kleineren Schliissel hat. O

Im Algorithmus 10.5 (Minmvum-Lierern-Min-Heap) wird das letzte Element
in die Wurzel kopiert und dann durch den Aufruf des rekursiven AssiNKen-
Min-Hear (Algorithmus 10.6) die Heap-Eigenschaft wieder hergestellt.

Algorithmus 10.5 Extrahieren des Knotens mit der kleinsten Prioritét in einem bi-
niren Min-Heap

MmNmuMm-LIEFERN-MIN-HEAP()

Riickgabewert: Element mit kleinster Prioritit; Seiteneffekt: Felder gedndert
VERTAUSCHEN-HEAP(1, anzahl) |
anzahl « anzahl -1 J
ABSINKEN-MIN-HEAP(1, anzahl) J Ersatzelement an die richtige Stelle schieben
POSITIONSFELD-LOSCHEN(A gaten [anzahl + 1) | siche Erklirung spiter

return Agyeenlanzahl + 1]

bestes Element hinter das Feld tauschen

WA W=
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Algorithmus 10.6 Absinken eines Knotens in einem bindren Min-Heap

ABSINKEN-MIN-HEAP(Index index, obere Grenze r)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: Felder gedindert

if min # index
then " VErTAUSCHE-HEAP(index, min)
L ABSINKEN-MIN-HEAP(min, r) | rekursiv weiter

1 if 2-index < r und Apri0[2 -index] < Aprio[index] in den richtigen

2 then [ min <« 2-index Teilbaum schieben

3 ?’lse _[ min « index . - y Sonderfall: nur
4 if2-index+1 < rund Apio[2-index+ 1] < Apiolmin] | |ij1er Teilbaum
5 then L min « 2-index+1 | existiert

6

7

8

Beispiel 10.7:

Im nebenstehenden Bild wird das kleinste Element an der Wurzel entfernt.
Der Algorithmus Minmmum-Lierern-Min-HEear schiebt den Knoten mit der Prio-
ritidt 40 in die Wurzel. Um die Heap-Eigenschaft wieder herzustellen, muss
die 40 mit der 15 in der nédchsten Ebene vertauscht werden. Auch nach
diesem Tausch ist die Heap-Eigenschaft wieder verletzt, da die 40 grofer
als die Prioritdt 25 in der dritten Ebene. Also muss die 40 auch mit der 25
vertauscht werden. Der resultierende Baum ist wieder ein Heap. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird noch mit Algorithmus 10.7 (Ist-

Leer-Min-Hear) die Operation angegeben, welche priift, ob die Prioritdtswar-

teschlange leer ist. Hierfiir kann einfach das Attribut anzahl gepriift werden.

P T

@ (% Bisher sind wir davon ausgegangen, dass die Prioritdtswerte
definiert und fest sind. Das ist beim Dijkstra-Algorithmus je-
doch nicht der Fall: Die Knoten werden ja zundchst mit der
Prioritét co aufgenommen!

10.2.2  Verringern eines Priorititswerts

Als einzige Operation fehlt jetzt noch die Verinderung des Priorititswerts
eines gespeicherten Elements. Eine effiziente Umsetzung dieser Operation
ist fiir unsere Anwendung im Algorithmus Dukstra-MiT-PWs besonders wich-
tig, da sie evtl. sogar mehrfach fiir jeden Knoten aufgerufen wird.

Man konnte natiirlich im Feld Agaen linear nach dem jeweiligen Element
suchen — was eine lineare Laufzeit nach sich ziehen wiirde. Damit wire
jeglicher Vorteil der Priorititswarteschlange zunichte gemacht.

Algorithmus 10.7 Priife, ob der Heap Elemente enthilt.
Ist-LEer-MIN-HEAP()
Riickgabewert: wahr, wenn der Heap keine Elemente enthilt
1 return (anzahl = 0)
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Jeder Knoten kann in dem
Heap iiber das Feld Aposition
identifiziert werden.
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Dabher fiihren wir eine weitere Datenstruktur ein, die den Zugriff auf die
einzelnen Elemente regelt. Hierfiir speichern wir den aktuellen Index zu
jedem Element. Der Einfachheit halber gehen wir davon aus, dass die Kno-
ten im Graphen der Menge V = {1, ..., n} entsprechen. Wir konnen also ein
Feld Aposition der Lidnge n anlegen, in welchem entweder der aktuelle Index
in der Prioritidtswarteschlange gespeichert ist, falls das Element enthalten
ist, oder eine O falls das Element nicht enthalten ist.

Die Operationen zum Einfiigen und Loschen eines Knotens ergeben sich
als einfaches Setzen des jeweils aktuellen Indexes. Dabei gehen wir da-
von aus, dass innerhalb der Daten eines Knotens e{ die Knotennummer als
el.nr gespeichert ist. Die zugehorigen Algorithmen PosrTioNsrELD-EINFUGEN
und PosrrionsreLp-Loscren sind in Algorithmus 10.8 und in Algorithmus 10.9
dargestellt.

Uber den Algorithmus 10.10 (PosrrionsreLp-Vertauscien) werden die An-
derungen durch Verrauscre-Heap (Algorithmus 10.4) auch im Positionsfeld
Aposition durchgefiihrt. Dadurch werden alle Informationen sowohl beim
Aufsteigen (AursteiceN-MIN-Heap) als auch beim Absinken (ApsiNken-Min-
Hear) konsistent und korrekt gehalten.

In den Algorithmen MiNnivum-Lierern-MiN-Heap und EiNriigen-Min-Heap hat-
ten wir bereits die einfachen Aufrufe von PositionsreLp-EiNriUGen und Posi-
TionsreLD-Loscuen eingefiigt, um den richtigen Index einzufiigen bzw. das
Element zu entfernen.

Nun haben wir alle Zutaten beieinander, um mit Prio-VERBESSERN-MIN-
Heap (Algorithmus 10.11) die Prioritét eines beliebigen Elements in der
Priorititswarteschlange zu verbessern. Wir benotigen das Feld Aposition, um
den richtigen Priorititswert im Feld Ao zu identifizieren. Ist dieser gefun-

Algorithmus 10.8 Positionsfeld beim Einfiigen aktualisieren

PosrtionsreLD-EINFUGEN(Daten daten, Index index)
Riickgabewert: —; Seiteneffekt: Feld geindert
1 Aposition[dmen-"r] = index \ aktuellen Index speichern

Algorithmus 10.9 Positionsfeld beim Loschen aktualisieren

PosrrionsreLD-LoscHEN(Daten daten, Index index)
Riickgabewert: —; Seiteneffekt: Feld geédndert
1 Aposition[dafen-m’] =0 \ Knoten auf »geldscht« setzen

Algorithmus 10.10 Das Vertauschen der Indizes im Positionsfeld eines Heaps

PosiTioNSFELD- VERTAUSCHEN(Indizes i, k)
Riickgabewert: —; Seiteneffekt: Felder geidndert

1 Aposition [Adatenli]l.nr] =k

2 Aposition[Adaten[k]-nr] =i

Indizes aktualisieren
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Algorithmus 10.11 Heruntersetzen (Verbessern) der Prioritét eines Knotens in einen
bindren Min-Heap

Pr1o-VERBESSERN-MIN-HEAP(Nummer nr, Prioritit prio)
Riickgabewert: —; Seiteneffekt: A geéindert

I index < Aposition[n7]

2 ifindex=0 aktuellen Index erfragen

3 then [ error “Element nicht enthalten” |

4 else "if prio > Apyolindex]

5 then C error “Unerlaubter Priorititswert”

6 else " Apolindex] « prio | neue Prioritit setzen

7 L L AUFSTEIGEN-MIN-HEaP(index) | an die richtige Stelle schieben

den, wird lediglich der neue Priorititswert durch Aufsteigen an die richtige
Stelle geschoben. Zuvor iiberpriifen wir, ob der Priorititswert tatsidchlich
verbessert wurde — gilt dies nicht, so bricht der Algorithmus mit einer Feh-
lermeldung ab.

Beispiel 10.8:

Auf den Knoten mit bisheriger Prioritit 50 wird Prio-VerBEsSERN-MIN-HEAP
aufgerufen, um die Prioritit auf 14 zu verbessern. Wie die nebenstehende
Abbildung zeigt, wird der Knoten zur Wurzel hin mit den dartiber liegenden
Knoten verglichen und steigt solange auf, bis die Heap-Bedingung erfiillt
ist. Konkret werden hier Prioritdt 14 und 20 vertauscht. Danach gilt die
Heap-Eigenschaft, da die Prioritidt 10 besser als die Prioritit 14 ist. O

Satz 10.9: Laufzeit der Heap-Operationen
Alle Operationen im Heap mit n Elementen sind in O(log n).

Beweis 10.10:

Alle Algorithmen nutzen das Aufsteigen oder Absinken eines Element im
Heap. Das bedeutet, dass die Laufzeit direkt durch die Hohe des Baums
bestimmt ist, die immer [logn|+ 1 entspricht. [ ]

Binidre Heaps als Prioritidtswarteschlangen wurden implizit von Wil-
liams (1964) eingefiihrt. Prioritdtswarteschlangen mit wesentlich bes-
serer asymptotischer Laufzeit fiir einzelne Operationen wurden spéter
beispielsweise in Form der Pairing-Heaps (Fredman et al., 1986) oder
der Fibonacci-Heaps (Fredman & Tarjan, 1987) eingefiihrt.

Mit dem obigen Satz lisst sich jetzt die Laufzeit des Algorithmus 10.1
(Dukstra-Mi-PWs) auf Seite 258 mit bindren Heaps als Priorititswarteschlan-
gen zeigen.

Satz 10.11: Laufzeit des Dijkstra-Algorithmus
Durch den FEinsatz von bindren Heaps hat Dukstra-mit-PWs die asymptoti-
sche Laufzeit O(#V +#E) - log(#V)).
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Beweis 10.12:

Analog zum Beweis von Satz 5.12 kann man argumentieren, dass die While-
Schleife ab Zeile 8 nur #V oft durchlaufen wird und die For-Schleife ab
Zeile 10 fiir jede Kante genau einmal abgearbeitet wird. Daraus ergeben
sich Obergrenzen dafiir, wie oft die Operationen ausgefiihrt werden. EiNri-
Gen und Minivum-Lierery werden #V Mal aufgerufen. Prio-Versessern wird
hochstens #E mal aufgerufen. Da maximal #V Elemente in der Prioritéts-
warteschlange enthalten sind, besitzt jede Operation bei bindren Heaps die
Laufzeit log(#V). Die Gesamtlaufzeit folgt direkt. |

Vergleichen wir nun die Laufzeit O((#V + #E) - log(#V)) des Algorithmus

mit dem binédren Heap (Satz 10.11) und die Laufzeit O((#V)?) des Algorith-

mus mit dem Feld zur Verwaltung der Weglingen (Satz 5.12). Fiir einen

Graphen mit verhiltnismiBig vielen Kanten, z.B. #E ~ (#V)?, hat die Vari-

ante mit dem Feld eine bessere Laufzeit. Allerdings ist fiir diinne Graphen
#V)?

mit #E < Tog#V) die Variante mit dem bindren Heap effizienter.

10.3  Heapsort

TN Dieses Feld mit Heap-Eigenschaft ist sehr praktisch. Das ldsst
sich doch bestimmt auch noch woanders gut einsetzen. .. War
da nicht ein Sortieralgorithmus, bei dem immer das Maximum
in einem Feld gesucht wurde? Richtig: bei Selectionsort! Aber
das war ja das Maximum und nicht wie gerade eben das Mini-
mum. ..

Der im vorigen Kapitel eingefiihrte Heap bietet ein auf eine spezielle Art
organisiertes Feld, in dem wir mit einer geringen Laufzeit wiederholt das
Minimum bzw. Maximum identifizieren und entfernen konnen. Die iterierte
Suche nach dem Maximum eines unsortierten Restfelds ist die Kernidee
von Secectionsort (Algorithmus 5.1). In diesem Teil des Kapitels verbinden
wir beide Konzepte miteinander und verwalten das unsortierte Restfeld in
Form eines bindren Heaps.

So kann der Sortieralgorithmus als einfacher Vierzeiler Heapsorr (Algo-
rithmus 10.12) formuliert werden. Der Aufruf in der ersten Zeile stellt die

Algorithmus 10.12 Sortieren durch Auswihlen mit einem Heap

Heapsort(Feld A)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A sortiert
AurBau-Max-Heap() | Heap-Eigenschaft herstellen
for i — A.linge,...,2
do " VErRTAUSCHE(A, 1, i) ] sortiertes Feld um 1 vergroern
L ABSINKEN-Max-HEap(1,i— 1) | Heap-Eigenschaft wieder herstellen

AW —
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Max-Heap-Eigenschaft auf dem unsortierten Feld her (und wird spéter in
diesem Abschnitt noch genauer beleuchtet).

Uber die Max-Heap-Eigenschaft wird erreicht, dass stets der groBte Wert
des unsortierten Restes an der ersten Stelle des Felds A steht. Durch den
iterativen Tausch mit dem letzten Element des unsortierten Teilfelds ver-
grofert sich das sortierte Teilfeld mit den grofiten Elemente (hinter dem
unsortierten Feld) langsam.

Das Absinken im Max-Heap funktioniert analog zum Absinken im Min-
Heap im vorherigen Abschnitt. Allerdings brauchen wir in Heapsorr keine
Operation, die den Prioritdtswert eines Elements dndert — die Prioritidtswer-
te entsprechen ja den Schliisseln. Daher konnen wir auf das Positionsfeld
verzichten und auch auf die Speicherung der Daten verzichten wir wie iib-
lich bei der Darstellung der Sortieralgorithmen.

Ferner haben wir bei den Sortieralgorithmen bisher viel Wert auf Ef-
fizienz gelegt: Aus diesem Grund formulieren wir den Algorithmus 10.13
(ABsINkEN-Max-HEap) iterativ statt rekursiv, wodurch wir das absinkende Ele-
ment nicht durch Vertauschungen sondern dhnlich wie bei INSErTIONSORT
durch Verschieben von Elementen an den richtigen Platz im Heap bekom-
men. Dies spart knapp die Hélfte der Schreiboperationen auf dem Feld.

Bleibt noch die Frage nach dem Aufbau des Heaps fiir alle Elemente
am Anfang der Suche. Der natiirlich erste Losungsansatz ist das iterative
Einfiigen der Elemente von links nach rechts, so wie es bei den bindren
Heaps im letzten Abschnitt vorgestellt wurde: Das jeweils neue Element
steigt im Heap an seine richtige Stelle auf.

Allerdings ist diese Vorgehensweise nicht effizient, denn jedes Element
kann im Worst-Case jeweils bis zur Wurzel aufsteigen. Da in einem Heap

Algorithmus 10.13 Absinken eines Knotens in einem binéren Max-Heap

ABsSINKEN-Max-HEeapr(Index index, obere Grenze r)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: Felder geindert

1 wert « Alindex]
2 repeat " alterlndex « index
3 if 2-index < r und A[2 - index] > wert
4 then " max « 2 - index Maximum
5 L maxWert « A[2 - index)] des Knotens
6 else " max < index ;l\nl(llljleelln seiner
7 v maxWert « wert Unterbdume
8 if 2-index+1 < rund A[2-index+ 1] > maxWert | bestimmen
9 then " max « 2-index+ 1

10 L maxWert «— A[2-index+ 1]

11 if max # index Maximum eine Ebene

12 then " Alindex] < Almax] | hoch schieben

13 L L index «— max

14 until alterIndex = max

15  A[max] < wert 1 abgesunkenes Element schreiben
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mit n Elementen [%] Elemente Blitter sind und der Baum liickenlos ist,
konnen diese |log, n] Ebenen aufsteigen. Dies ergibt einen Worst-Case-
Aufwand von Q(n - logn).

Wenn wir stattdessen von unten nach oben kleine Heaps aufbauen und
diese — dhnlich zum dynamischen Programmieren — zu nichstgrofleren Teil-
16sungen kombinieren, erhalten wir den Ablauf in Algorithmus 10.14 (Aue-
BaU-Max-Hear). Dabeli ist das Element am Index L%J das erste »Nicht-Blatt«
— alle Elemente an groBeren Indizes sind also triviale einelementige Heaps.
So kann aus zwei beliebigen Heaps und einem neuen Element als Wurzel
durch Absinken wieder ein Heap konstruiert werden.

Satz 10.13: Laufzeit des Heapaufbaus
Die Laufzeit von Aursau-Max-Heap (Algorithmus 10.14) ist in O(n).

Beweis 10.14:

Die Anzahl der Ebenen im Heap ist 2 = |log, n] + 1. Ein Element der vorletz-
ten Ebene kann also maximal eine Ebene absinken, der drittletzten Ebene
zwei Ebenen etc. In der Ebene i gibt es also 2i=1 Knoten, die maximal & — i
Ebenen absinken konnen. Der Zeitaufwand ldsst sich nach oben durch

h-1 h-1

i=1 k=1 k:

23
titgt

N\

< i1 .Zk.(—)" =l n+l o 4. p.

beschriinken. Dabei kommt beim Ubergang auf die unendliche Summe Satz
B.3 zur Anwendung. |

Es folgt direkt die Laufzeit O(n-log n) fiir den gesamten Algorithmus 10.12.

Beispiel 10.15:

In einem detaillierten Beispiel wollen wir die Funktionsweise von Heapsort
(Algorithmus 10.12) beleuchten. Bild 10.2 zeigt den Heapaufbau mit Algo-
rithmus 10.14 (Aursau-Max-Heapr). Der Reihe nach sinken die Elemente an

Algorithmus 10.14 Aufbau des bindren Max-Heap in linearer Zeit

AurBaU-Max-HEAP()
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A gedndert
A.linge
1 forie—|=5%]...,1

2 do [ ABsINKEN-MaxX-HEAP(i, A.ldnge)
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! 2 3 4 b 6 4 8 9 10 Schliissel- Schreib-
20 | 54| 28| 31| 5 (24|39 |14 | 1|15 vergleiche zugriffe
20 | 54| 28| 31 5:24!39!14!1!15 1 2
20 | 54| 28 31: 15024 [39 [14 ] 1|5 2 0
20 | 54 28! 31! 15!24 !39 4] 115 2 2
20 54' 39|31 15|24 |28 14| 1|5 2 0

|
ann
|20 54|39|31 15(24 128 |14 | 1

at
(=}
w

54 | 3113920 1524 (28 |14 | 1| 5

Bild 10.2: Der Ablauf von AurBau-Max-HEeap (Algorithmus 10.14) wird an einem
Beispiel demonstriert. Die orange hinterlegten Felder zeigen an, welche
Elemente mit dem umkreisten Element verglichen wurden.

den Indizes 5,...,1 ab. Die Elemente an den Indizes 4 und 2 (Schliissel 31
und 54) bleiben stehen, da die Heapbedingung bereits erfiillt ist. Die Ele-
mente an den Indizes 5 und 3 (Schliissel 5 und 28) werden mit der Wurzel
eines der Unterbdume im Heap vertauscht — weiter kann das Element dann -
jeweils nicht absinken, weil es bereits in einem Blatt angekommen ist. Am
Interessantesten ist das Element mit Schliissel 20 am Index 1: Es wird zu-

W I
nichst mit den Werten an den Indizes 2 und 3 verglichen. Da der Schliissel ﬁ @
54 am Index 2 der grofite Wert ist, wird der Schliissel 54 auf den Index 1 S L N
geschoben. Dann wird der Schliissel 20 mit den Schliisseln an den Indizes 4
und 5 verglichen. Der groBte der drei betrachteten Schliisselwerte, die 31 (20)
ST7 Iy Sy
@G

am Index 4, wird auf den Index 2 geschoben. Die weiteren Vergleiche mit
den Schliisseln an den Indizes 8 und 9 ergeben, dass keine weiteren Elemen-
te zu verschieben sind. Der absinkende Schliisselwert 20 wird am Index 4
abgelegt. Der resultierende Heap ist nebenstehend als Baum dargestellt. Heap aus Beispiel 10.15.

Bild 10.3 zeigt die Sortierphase. Im ersten Schritt wird der Schliissel 54
mit dem Schliissel 5 vertauscht und diese sinkt entsprechend im Heap bis
zum Index 7 ab. Im néchsten Schritt wird die 39 mit der 1 vertauscht. Beim
anschlieenden Absinken werden die bereits sortierten Elemente an den
Indizes 9 und 10 nicht beriicksichtigt, sodass als Unterknoten unter dem
Index 4 lediglich der Index 8 untersucht wird — dorthin wird das Element
mit dem Schliissel 1 letztendlich auch geschoben. Das iterierte Tauschen
und Absinken fiihrt in der letzten Iteration zum sortierten Feld.

Es ergeben sich insgesamt 39 Schliisselvergleiche und 46 Schreibzugrif-
fe auf das Feld. O
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Schliissel- Schreib-

A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 vergleiche zugriffe
X 54 | 31| 39| 20| 15[24 [28 |14 | 1|5 2
[

T ey 5:31!39!20!15!24!28 14 ] 1|54 4 4
@@ 39 | 31| 2820 15]24 |5 |14 1|54 2
Ne o/ YD l

A |1!31!28!20!15!24!5!14 39 | 54 5 4
YV
- \# 31 | 20 28| 14| 15]24 |5 |1 | 39|54 2
[
X 1!20!28!14!15!24 5 |31 39|54 4 3
@ A 28 | 20| 24| 14| 15| 1 |5 |31 39|54 2
[
(1) |5|20|24 14| 15[ 1 128 |31 | 39|54 3 2
o \ 1 1
24 | 20| 5| 14| 151 |28 |31 | 39|54 2
~ I
<2 |1lzo!5!14!15 24 |28 |31 | 39|54 4 3
@ 20 | 15| 5| 14| 1124 28|31 | 39|54 2
S [
|1|15|5|14 20|24 |28 [31 | 3954 3 3
n 1 1 1
N \
15| 14| 5] 112024 |28 |31 39]54 2
-
(L |14 5| 15| 20|24 |28 |31 | 39|54 2 2
\VA R 1
g | 1] 5 15| 20]24 |28 |31 | 30|54 2
) @ l
¥ € ! 1] 14| 15] 2024 |28 [31 | 3954 1 2
1| 5] 14| 15| 20|24 |28 |31 3954

Bild 10.3: Der Ablauf der Sortierphase von HEapsorT (Algorithmus 10.12) an einem Beispiel. Die orange hinter-
legten Felder zeigen an, welche Elemente mit dem umkreisten Element verglichen wurden. Die Trep-
penlinie trennt die bereits sortierten Elemente ab. (Fortsetzung von Bild 10.2.)
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Wir betrachten zum Abschluss nochmals ein groeres Beispiel.

Beispiel 10.16:

Bild 10.4 zeigt mehrere Momentaufnahmen beim Sortieren von 80 Zahlen.
Im rechten Teil der Bilder sieht man die sortierte Folge wachsen, wihrend
der unsortierte Teil als Heap organisiert ist. Im Vergleich zu SeLectionsort
(Algorithmus 5.1) in Bild 5.2 wurde die Anzahl der Vergleich stark redu-
ziert — allerdings benotigt Heapsorr fiir die Wiederherstellung der Heap-
Eigenschaft mehr Schreiboperationen, da SeLecTioNsorT immer mit einem
Tausch das grofite Element platzieren kann. O

Wenn wir den Ablauf in Beispiel 10.15 anschauen, stellen wir fest, dass
beim Absinken in der Sortierphase die Elemente fast immer bis in die un-
terste noch verfiigbare Ebene absinken. Dies ldsst sich leicht dadurch erkla-
ren, dass das Element ja aus der untersten Ebene in die Wurzel getauscht
wurde und letztendlich die Hilfte der Elemente in einem bindren Heap
Blitter sind. Dies ist allerdings auch der Grund dafiir, dass die Anzahl der
Schliisselvergleiche im Vergleich zu Quicksorr eher grof3 ausfillt — denn pro
Ebene fallen zwei Schliisselvergleiche an.

Genau an diesem Punkt setzt eine Verbesserung von Heapsort an: Wenn
die Elemente sowieso fast immer ganz nach unten sinken, sparen wir uns
zunichst einfach den Test, wann das Element an der richtigen Position an-
gekommen ist. Das bedeutet, dass wir den Einsinkpfad bestimmen und das
Element bis in ein Blatt absinken lassen. Dies kann mit einem Vergleich
pro Ebene realisiert werden wie die nebenstehende Abbildung zeigt.

Anschlieend kann man von unten nach oben die richtige Position des
abzusinkenden Elements auf dem Einsinkpfad suchen und die zu weit ge-
schobenen Elemente wieder zuriick schieben. Dies ist schematisch in der

271

A—

A NA
—~

Einsinkpfad bestimmen bei
Bottom-Up-Heapsort.
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Vergleiche: 529
Schreibops.: 325

Vergleiche: 343
Schreibops.: 192

Vergleiche: 141
Schreibops.: 53

Vergleiche: 683
Schreibops.: 440

Vergleiche: 767
Schreibops.: 518

Bild 10.4: Heapsort (Algorithmus 10.12) wird auf ein Feld mit 80 Elementen angewandt. Die einzelnen Bilder
zeigen von links nach rechts das Feld nach dem Heapaufbau, nach 20, nach 40 und nach 60 Iterationen
sowie nach dem Sortieren. Die X-Achse entspricht den Feldindizes und die Y-Achse dem gespeicher-

ten Wert.
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am Rand stehenden Abbildung angedeutet. So erhilt man das Borrom-Up-
Heapsort (Algorithmus 10.15), indem Borrom-Up-Assinken (Algorithmus 10.16)
die Operation fiir das Absinken eines Elements wird. Das Absinken in
Aurau-Max-Hear (Algorithmus 10.14) ist dabei allerdings immer noch Al-
gorithmus 10.13 (Assinken-Max-Heap), da wir hier nicht davon ausgehen
konnen, dass die Elemente zumeist bis ganz unten sinken.

Beispiel 10.17:

An einem kleinen Heap wird in Bild 10.5 die Funktionsweise von Borrom-
Up-Assinken (Algorithmus 10.16) gezeigt. Zunichst werden die Elemente
50, 45 und 20 auf dem Einsinkpfad nach oben geschoben. Anschlieflend
wird das neue Element 25 an der richtigen Stelle eingefiigt, was bedeutet,
dass die 20 auf ihre alte Position zuriickgeschoben wird. Konkret werden 5
Vergleiche durchgefiihrt. Beim normalen Absinken mit Algorithmus 10.13
(Asinken-Max-Hear) werden insgesamt 6 Vergleiche benotigt. O

Algorithmus 10.15 Heapsort-Variante, die den Einsinkpfad komplett bestimmt

Borrom-Upr-Heapsort(Feld A)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A sortiert
1 AurBau-Max-HEap()
2 fori« A.linge,...2
3 do " VERTAUSCHE(A,1, i)
4 L Bortom-Upr-ABSINKEN(i — 1)

Algorithmus 10.16 Das Element sinkt bis in die unterste Ebene und wird von unten
nach oben an die richtige Stelle geschoben

Borrom-Upr-ABsiNnkeEn(obere Grenze r)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: A gedndert
wert «— A[1]
index < 1
néichster <« 2
while ndchster < r
do " if A[ndchster]| < A[ndichster + 1]
then " Alindex] < Alndchster + 1]
L index « néichster + 1 den Einsinkpfad bis zum
else " Alindex] < Al[ndchster] Blatt bestimmen
9 L index < ndchster
10 L ndchster < 2 -index
11 if nichster = r )
12 then " A[index] « A[r]
13 Lindex —r ]
14 while index > 1 und A[| 4% [] < wert \;mll LlllllCl})l nach nhc? <liic
AT index richtige Position auf dem
15 do /.l[mdex] :;:}ELTJ] Einsinkpfad suchen
16 vindex « | #5%= ]

17 Alindex] < wert W Wert speichern, Heap-Eigenschaft gilt wieder

03N N W=

Sonderfall: letzter Knoten hat
leeren rechten Unterbaum




10.3. Heapsort 273

() @ @ &)
ey

78 9 78 9
35|10| ‘ ’50|45|40| |30| |35|10|20‘

-

: : 4 5 7 8 9 : 1 5
’ |50|40|45|30 35|10|20‘ 40|20|30 5

50

5

Bild 10.5: Borrom-Up-ABSINKEN verschiebt zunichst die Elemente, als ob das Element in die unterste Ebene sinkt
(Ubergang vom linken zum mittleren Bild). AnschlieBend wird von unten die richtige Stelle fiir das
einzufiigende Element gesucht und das Element 20 wieder zuriickgeschoben.

Ein konkretes Beispiel zum kompletten Ablauf des Sortierens mit Borrom-
Upr-Heapsort (Algorithmus 10.15) macht nur wenig Sinn, da die Elemente
ganz analog zum normalen Heapsort, wie in den Bildern 10.3 und 10.4
dargestellt, vertauscht werden. Stattdessen untersuchen wir im néchsten
Beispiel die Anzahl der notwendigen Vergleiche und Schreibzugriffe von
Borrom-Up-Heapsort und HeapPsorT.

Beispiel 10.18:

Der Sortierablauf auf den 80 Elementen in Beispiel 10.16 wird bei Heapsort
(Algorithmus 10.12) mit insgesamt 767 Vergleichen und 518 Schreibzugrif-
fen durchgefiihrt. Mit Borrom-Up-Heapsort (Algorithmus 10.15) verringert
sich die Anzahl der Vergleiche auf 542 — allerdings zu dem Preis von mehr
Schreibzugriffen. Die kompletten Zahlen mit Zwischenergebnissen sind in
Tabelle 10.1 dargestellt. O

Tabelle 10.1: Schreibzugrifte und Vergleiche auf dem 80-elementigen Feld

‘Heapaufbau 20 Iter. 40 Iter. 60 Iter. 80 Iter.

HEeAPSORT

Vergleiche 141 343 529 683 767
Schreibzugriffe 53 192 325 440 518
Borrom-Up-HEAPSORT

Vergleiche 141 266 379 480 542
Schreibzugriffe 53 218 373 516 621
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Wie gut Borrom-Up-Heapsorr in einem Laufzeitvergleich mit Heapsorr ab-
schneidet, hdngt somit entscheidend davon ab, wie teuer Vergleiche und
Schreibzugriffe relativ zueinander sind.

Heapsort wurde erstmals von Williams (1964) vorgestellt. Die Verbes-
serung des Bottom-Up-Heapsorts stammt von Wegener (1990). Wird
zusitzlich die richtige Position auf dem Einsinkpfad mit binérer Su-
che ermittelt, verbessert sich die Laufzeit noch weiter, wie bereits von
Carlsson (1987) analysiert wurde.

In diesem Abschnitt wurde das Konzept der Prioritdtswarteschlange als
neue Datenstruktur eingefiihrt. Mit der konkreten Implementation als bi-
niarer Heap wurde anhand des Dijkstra-Algorithmus demonstriert, dass
sich dadurch fiir manche Algorithmen die Laufzeit verbessern ldsst. Eben-
so wurde Selectionsort durch die Organisation der unsortierten Elemente
als Heap in einen sehr effizienten Algorithmus verwandelt.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 10.1: Binérer Heap
Fiigen Sie in einen anfangs leeren bindren Min-Heap Elemente mit den
Priorititen 12, 14, 20, 15, 11, 19, 10, 18 ein. Loschen Sie das Minimum.
Und verringern Sie anschliefend die Prioritéit des Elements mit der Prio-
ritat 19 auf den Wert 13.

Aufgabe 10.2: Heapsort
Fiihren Sie sowohl HEapsort (Algorithmus 10.12) als auch Borrom-Up-
HEeapsort (Algorithmus 10.15) auf dem folgenden Feld durch und be-
stimmen Sie jeweils die benotigten Schliisselvergleiche.

(2433|137 ]12]a]18]15]31]19]

Aufgabe 10.3: Merge mehrerer Listen
Formulieren Sie einen Algorithmus in Pseudo-Code, der mit Hilfe einer
Priorititswarteschlange m sortierte Listen mit insgesamt n Elementen
zu einer sortierten Liste zusammenfiihrt. Achten Sie darauf, dass die
Laufzeit dabei in ®(n -log m) bleibt.



Die gesamten Errungenschaften der letzten Kapitel sorgen dafiir, dass Algatha recht zuversicht-
lich in die Zukunft ihrer Anwendung blickt. Daher ist es mal wieder Zeit, auszuspannen und
Kraft zu tanken. Algatha besucht ihre Tante, die auf dem Land wohnt. Bei bestem klaren Wet-
ter und ohne die storenden Lichter der GroBstadt sitzt sie ndchtelang im Freien und beobachtet
die Sterne. Dabei wird ihr plotzlich bewusst, dass die Anzahl der Sterne so grof3 ist, dass sie
immer nur einen kleinen Ausschnitt genau betrachten kann. Mit ihrem Feldstecher bemiiht sie
sich groBere Einzelheiten und Details zu erkennen. Und da Algatha nicht gerade die Geduldigste
ist, macht sich immer wieder Arger breit, bis sie die richtige Stelle gefunden hat. »Dann will
ich dort auch alles anschauen, da sich sonst das aufwendige Suchen der Stelle nicht lohnt!« Und
schlagartig wird ihr bewusst, dass es sich bei extern auf der Festplatte gespeicherten Daten ganz
dhnlich verhélt — das Laden und Schreiben ist so langsam, dass die Effizienz eines Algorithmus
an der Anzahl der Zugriffe auf die Speicherblocke der Festplatte gemessen wird.






11  Extern gespeicherte Daten

Joseph II: Your work is ingenious. It’s quality work.
But there are simply too many notes, that’s all.

Just cut a few and it will be perfect.

Mozart: Which few did you have in mind, Majesty?
(Amadeus, 1984)
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11.1  Zugriff auf externe Speichermedien

In allen bisher diskutierten Algorithmen und Datenstrukturen gingen wir
davon aus, dass sich alle Daten im Hauptspeicher des Rechners befinden
bzw. es keinen Unterschied macht, ob wir nacheinander auf »benachbarte«
Werte zugreifen oder sehr weit auseinanderliegende Speicherstellen anspre-
chen. Das ist jedoch gerade bei grofleren Datenbestinden nicht der Fall.
Insbesondere wenn man versucht, die bisher vorgestellten Algorithmen ein-
fach auf Daten anzuwenden, die auf der Festplatte statt dem Hauptspeicher
stehen, ist Ineffizienz oft unvermeidbar. In diesem Kapitel demonstrieren
wir anhand von drei Beispielen, wie Algorithmen hinsichtlich der Zugriffe
auf einen externen Speicher optimiert werden konnen.

Zwei unterschiedliche Konzepte fiir die Speicherung grofler Datenmen-
gen sind die Grundlage fiir dieses Kapitel: linear angeordneter Speicher
bzw. Speicher mit frei adressierbarem Speicher.

Linear angeordneter Speicher, z.B. als Magnetband, erweckt zunichst »Magnetband
einen etwas antiquierten Eindruck — ist aber heute noch géngig. Der neue
Standard fiir %-Zoll-Magnetbéinder, Linear Tape Open, stammt aus dem
Jahr 1998 und etwa alle zwei Jahre erscheint eine neue Laufwerksgene-
ration. Die groflen Vorteile dieses Speichermediums sind die grofe Spei-
cherkapazitit und sehr schnelle Schreib- und Lesezeiten bei sequentiellem
Zugriff. Der Nachteil sind extrem hohe Zeiten bei wahlfreiem Zugrift auf
den Speicher.

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7_11, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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Tabelle 11.1 enthilt typische Operationen auf einem Magnetband, die
wir im Weiteren in den Algorithmen benutzen werden.

Frei adressierbarer Speicher ist heute die Regel bei externen Datentri-
gern. Typisch sind Festplatten aber auch elektronische Speicher wie Flash-
Speicher. Diese haben zwar den groflen Vorteil, dass in beliebiger Reihen-
folge auf die gespeicherten Daten zugegriffen werden kann — ohne wesent-
liche EinbuBlen in der Zugriffszeit. Allerdings ist in der Regel der Speicher
in groferen Datenblocken organisiert, welche die kleinste les- und schreib-
bare Einheit darstellt. Das bedeutet, dass beim Zugriff auf kleinere Einhei-
ten, beispielsweise einzelne Bytes, die auf mehrere Blocks verteilt sind, alle
betroffenen Blocks vollstindig eingelesen werden miissen. Die Zugriffszeit
fiir einen Block iibersteigt bei Weitem die Zugriffszeit auf den Hauptspei-
cher.

Die in den weiteren Algorithmen auf frei adressierbaren Speichern beno-
tigten Grundoperationen werden in Tabelle 11.2 dargestellt. Zu den mogli-
chen Grundoperationen bei Speichermedien wie Festplatten sei hier noch
angemerkt, dass auch die Operationen aus Tabelle 11.1 problemlos um-
gesetzt werden konnen, indem die Blocke sequentiell eingelesen und zwi-
schengepuffert werden.

Tabelle 11.1: Operationen auf einem Magnetbandspeicher

Operation

‘ Beschreibung

Lese-UND-Vor(band)

Liest eine Dateneinheit vom Band und setzt den Lese-/Schreibkopf weiter.

ScHREIBE-UND-VoOR(band, wert) | Schreibt den Wert an die aktuelle Stelle des Magnetbands und setzt den Lese-

ZURUCKSPULEN(band)

/Schreibkopf weiter.
Setzt den Lese-/Schreibkopf an den Anfang des Bands zuriick.

Tabelle 11.2: Operationen zur Interaktion mit einem externen frei adressierbaren Speichermedium

Operation

Beschreibung

Lese-Brock (adr)
ScHREIBE-BLock (adr)

ScurEIBE-BLock (adr, block)
BLock-RESERVIEREN()

Brock-FREIGEBEN(adr)

L4dt den Inhalt eines Speicherblocks in den Hauptspeicher.

Schreibt den im Hauptspeicher eingelagerten (und ggf. modifizierten) Inhalt ei-
nes Blocks wieder an seine Adresse im externen Speicher.

Schreibt einen im Hauptspeicher befindlichen Block an die angegebene Adresse
im Speicher.

Ein bisher ungenutzter Speicherblock wird durch das Dateimanagementsystem
reserviert und zur Verfiigung gestellt.

Ein bisher genutzter Speicherblock wird wieder als frei nutzbarer Speicherbe-
reich dem Dateimanagementsystem iiberantwortet.
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11.2  Sortierproblem: Mehrphasen-Mergesort

Die Sortieralgorithmen Mercesorr (Algorithmus 7.1) und StrAIGHT-MERGE-
sort (Algorithmus 8.7) gelten als unpopulir, da sie zusitzlichen Speicher-
platz der GroBe ®(n) bendtigen. Dies ist insbesondere dann ein Nachteil im
Vergleich zu Verfahren wie Quicksorr (Algorithmus 7.4), wenn die Daten
im Hauptspeicher vorliegen und direkt im Feld sortiert werden soll.

Dieser Nachteil ist jedoch uninteressant, wenn die Daten auf einem ex-
ternen Speicher vorliegen, da sowieso Datenblocke eingelesen und wieder
geschrieben werden. Dort zeigt vielmehr der Kernalgorithmus von MerGe-
sort, das Miscuen (Algorithmus 7.2), verschiedene Vorteile: Speicherberei-
che werden sequentiell durchlaufen, um die zusammengefiigte sortierte Zah-
lenfolge ebenfalls sequentiell im Speicher abzulegen. Idealerweise gehen
wir hier vom Einsatz dreier Magnetbinder aus — eine zugegeben antiquiert
wirkende Technologie. Dies lésst sich aber leicht auch auf Festplattenspei-
cher tibertragen, in welchem drei entsprechend gro3e Bereiche reserviert
werden.

Wir modifizieren das Mischen so, dass wir zwei Folgen aus den Bin-
dern A und B einlesen und eine dritte Folge auf ein Band C schreiben —
beschrieben in Algorithmus 11.1 (MenrpHASEN-MiscHeN). Dabei gehen wir
davon aus, dass A mehrere sortierte Teilfolgen der Linge lidngeA und B
sortierte Teilfolgen der Lidnge lingeB enthilt. Ferner seien in B insgesamt
anzahl sortierte Teilfolgen enthalten — und in A eine groflere Anzahl. Der

Algorithmus 11.1 Mischen fiir extern vorliegende Daten

MEeHRrPHASEN-MiscHEN(Bénder A, B, C, Folgenlidngen lingeA, lingeB, anzahl)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: Anderungen inA, B,C

1 fork=1,... ,anzahl alle Teilfolgen
2 do " fertigA « false der Biinder mischen
3 fertigB « false | Mischen zweier
4 i1 Teilfolgen
5 je1 vorbereiten
6 a « Lese-UNp-Vor(A) | Jeweils erstes
7 b « Lese-Unp-Vor(B) Zeichen lesen
8 fort— 1,...,ldngeA + lingeB _ Folge des
9 do "if fertigB oder (—fertigA und a < b) \ nichsten
10 then " ScHREIBE-UND-VOR(C, a) Zeichens
11 i+l wihlen '
12 if i > liingeA \ Ende der Teilfolge erreicht? IIIILIIL b7t111kc]::n
13 then [ fertigA « true Teilfoleen
14 Lelse [a « Lese-Unp-Vor(A) ,]th}
15 else " ScHREIBE-UND-VOR(C, b)
16 jej+1
17 if j > lingeB J Ende der Teilfolge erreicht?
18 then [ fertigB < true
19 Lo Lelse [ b« Lese-Unp-Vor(B)
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Algorithmus fiihrt jeweils die k-te Teilfolge von A und B zusammen und
schreibt das Ergebnis als k-te Teilfolge der Linge lingeA + ldngeB nach C.

Nun miissen mehrere solcher Mischvorgidnge (wie auch schon bei Mer-
Gesort) so im eigentlichen Sortieralgorithmus kombiniert werden, dass am
Ende eine einzelne vollstindig sortierte Liste entsteht.

Ideal arbeitet dieses Mischen, wenn die Anzahl der zu sortierende Ele-
mente einer Fibonacci-Zahl F, entspricht — gegebenenfalls wird einfach
am Ende mit leeren Eintrdgen mit Schliissel co aufgefiillt. (Niheres zu
Fibonacci-Zahlen steht in Abschnitt 8.1 bzw. Anhang B.2.) Dann werden
die Elemente anfangs so auf die Bénder A und B verteilt werden, dass F,_
Elemente auf dem Band A und F,_; Elemente auf dem Band B liegen.

Betrachten wir beispielhaft das erste Mischen von einelementigen Fol-
gen auf den Bidndern A und B. Dabei entsteht aus jeweils einem Element
der Binder A und B eine sortierte Zweierfolge auf dem Band C. Dies wird
so lange iteriert, bis Band B komplett geleert ist, sodass insgesamt F,_;
Folgen der Linge 2 auf Band C stehen. Auf dem Band A verbleiben dabei
F,_1 —Fy_» = F,_3 Folgen der Linge 1.

Danach iteriert man diese Vorgehensweise so, dass immer die neu zusam-
mengefiihrten Folgen auf das in der vorherigen Iteration geleerte Band ge-
schrieben werden. Durch die speziellen Eigenschaften der Fibonacci-Zahlen
entspricht die Anzahl der Folgen auf jedem Band immer einer Fibonacci-
Zahl, die fiir jedes Band monoton kleiner wird. Sobald beide Felder F; =
F> =1 Folgen enthalten, entsteht beim nichsten Mischen eine sortierte Fol-
ge mit allen Elementen. Die Anzahl der Elemente in den einzelnen Folgen
andert sich dabei gemif} der Zahlenfolge Fy, F», ..., F),.

MenrpHASEN-MERGESORT (Algorithmus 11.2) zeigt den entsprechenden Ab-
lauf der durch den rekursiven Aufruf in Zeile 4 die Feldern entsprechend
durchkombiniert.

Beispiel 11.1:

Die acht Elemente in Bild 11.2 sind so verteilt, dass anfangs Fs5 = 5 Ele-
mente auf Band A und F4 = 3 Elemente auf Band B liegen. Der im Bild
gezeigte Ablauf von MenrpHASEN-MERGESORT (Algorithmus 11.2) fiihrt dazu,
dass schlieflich eine (F> = 1) Folge mit F'5 = 5 Elementen auf Band A lie-
gen —und eine (F| = 1) Folge mit F4 = 3 Elementen auf Band B. Nach dem
Mischen steht die sortierte Folge auf Band C. |

Algorithmus 11.2 Mergesort fiir extern gespeicherte Daten

MEHRPHASEN-MERGESORT(Bidnder A, B, Anzahl (Fibonaccizahl) n, sortierte Linge /)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: sortierte Folge in A, B oder C

1 ifn> 0'} schon vollstindig sortiert? .

> then ™M M A Foi B.F).C.F ) A und B mischen
en EHRPHASEN-MISCHEN(A, F'i1.1, B, F,C, F_3) | bis B leer ist

3 ZURUCKSPULEN(B) )

4 L MEHRPHASEN-MERGESORT(C, A, n—1,[+ 1) J rekursiv weiter machen




11.2. Sortierproblem: Mehrphasen-Mergesort

A|14|10|8|2|7|

Al2]7]

C |14|19| 5|1o| 8|16|

5 7|10|

B|2|14|19

-

AN

C|8|16|

A|2|8 |14|16|19|

Bild 11.1: Beispiel fiir das Sortieren mit MEHRPHASEN-MERGESORT (Algorith-

mus 11.2).

P T
@ (% Diese Fibonacci-Zahlen sind dafiir echt praktisch! Auf diese
Weise passen die Teilfolgen stets optimal zusammen.

Mergesort fiir drei verschiedene Speicherbidnder wurde von Gilstad
(1960) als polyphase merge sort priasentiert.

C|2|5|7|8|10|14|16|19|
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11.3 Mengenproblem: B-Bidume

Mit den AVL-Bédumen haben wir in Abschnitt 6.2 bereits eine Variante der
balancierten Baume kennengelernt, die sehr kleinteilig arbeitet und durch
Rotationen an einzelnen Knoten des Baums die Struktur anpasst. Dies funk-
tioniert ideal durch reines Andern der Verzeigerung, wenn alle Elemente
im Hauptspeicher liegen. Diese kleinteiligen Anderungen sind allerdings
sehr teuer, wenn der Baum in einem externen Speichermedium liegt. Dann
mochte man bei jedem Laden eines Blocks auch alle Informationen benut-
zen und die Anzahl der Speichervorginge moglichst klein halten.

Dies wird hier in den B-Biumen dadurch erreicht, dass wir die Tiefe
der Bdaume verringern, in dem wir sie breiter machen — jeder Knoten er-
hilt eine groBere Anzahl an Unterbdumen. Diese Anzahl wird gerade so
gewdhlt, dass die in einem Block speicherbare Information ausreicht, um
zu entscheiden, in welchem Unterbaum ein Element als nichstes gesucht
werden muss und wo im externen Speicher der zugehorige Block als Wur-
zel des Unterbaums zu finden ist. Die Grundlage dafiir liefert die folgende
Definition.

Definition 11.2:  Verallgemeinerter Suchbaum

Ein verallgemeinerter Suchbaum ist entweder leer oder er besteht aus ei-
nem Knoten mit k > 0 Schliisseln s1 < ... < s; und k + 1 verallgemeinerten
Suchbdumen uy, ..., ux als Unterbdume, wobei fiir jeden Schliissel s; gilt,
dass

e die Schliissel in u; kleiner als s; und
e die Schliissel in u;4 groBer gleich als s; sind.

Beispiel 11.3:

Im nebenstehenden Baum haben die Knoten mit zwei Schliisseln jeweils
drei Unterbdume und die mit einem Schliissel jeweils zwei Unterbdume.
Die Bedingungen fiir die Schliissel der Unterbdume sind ebenso erfiillt wie
die Sortierung der Schliissel in allen abgebildeten Knoten. O

Die verallgemeinerte Suchbaumeigenschaft erlaubt zwar eine geringere Tie-
fe als bei bindren Biumen; sie reicht jedoch nicht aus, um einen Suchbaum
balanciert zu halten und so in der Tiefe zu beschrinken, dass alle Opera-
tionen in der erwiinschten logarithmischen Laufzeit liegen. Es konnen wie-
der zu einer Liste »entartete« Baume vorkommen. Um dies zu vermeiden,
miissen wie schon zuvor bei den AVL-Bdumen zusitzliche Bedingungen
formuliert werden, was in der folgenden Definition geschieht.

Definition 11.4: B-Baum

Ein B-Baum der Ordnung 7 mit m € N ist ein verallgemeinerter Suchbaum,
bei dem



11.3. Mengenproblem: B-Bdume

e jeder Knoten hochstens 2 - m Schliissel enthilt,

e jeder Knoten unterhalb der Wurzel mindestens m Schliissel enthélt
und

e alle Nullzeiger gleich tief im Baum liegen.

Beispiel 11.5:

Nebenstehend ist ein B-Baum der Ordnung m = 1 abgebildet. Folglich ent-
hilt jeder Knoten im Baum mindestens einen und hochstens 2 Schliissel.
Ferner sind alle Nullzeiger im Baum in der zweiten Ebene verankert. Wiir-
de im Baum der Zeiger auf den Knoten mit dem Schliissel 2 durch einen
Nullzeiger ersetzt werden, wire die Bedingung beziiglich der Nullzeiger
nicht erfiillt. O

Die Suche nach einem Element im B-Baum gestaltet sich grundsitzlich
analog zum einfacheren bindren Suchbaum: Beginnend beim Wurzelkno-
ten wird gepriift, ob das gesuchte Element enthalten ist. Falls dies nicht
der Fall ist, wird entsprechend der Suchbaumeigenschaft der richtige Un-
terbaum identifiziert und dort wird rekursiv analog fortgefahren. Die Suche
bricht erfolglos ab, wenn der Unterbaum einem Nullzeiger entspricht. Den
einzigen Unterschied bildet die Anzahl der Schliissel im Knoten. Statt eines
Vergleichs werden die Schliissel von vorn nach hinten mit dem gesuchten
Wert verglichen. Sobald ein zu groBer Schliisselwert erreicht wird, ist der
passende Unterbaum gefunden.

Der zugehorige Ablauf, welcher den richtigen Block identifiziert, ist in
Algorithmus 11.3 (Sucuen-Brock-BBaum) dargestellt. Dieser Algorithmus ist
ein Baustein, der ebenfalls zum Loschen und Einfiigen von Elementen be-
nutzt wird. Er liefert drei Riickgabewerte: ein Wahrheitswert, ob iiberhaupt
das Element gefunden wurde, den Verweis auf den zuletzt geladenen Daten-
block sowie den Index des Schliissels, falls das Element gefunden wurde.

Der eigentliche Suchalgorithmus Sucuen-BBaum (Algorithmus 11.4) wer-
tet lediglich die Riickgabewerte von Sucuen-Brock-BBaum aus und gibt das
gesuchte Element im Erfolgsfall und sonst eine Fehlermeldung zuriick.

Beispiel 11.6:

Anhand eines Baums mit Ordnung m = 2 wird Sucren-BBaum (Algorith-
mus 11.4) illustriert. Im Baum in Bild 11.2 wird das Element mit dem
Schliissel 68 gesucht. Der jeweils betrachtete Knoten wird linear durch-
sucht, bis der richtige Unterbaum identifiziert wurde. m]

%
@ (% Haha! Diese Beispiele mit winzigem m sind wirklich putzig.
Na gut, zum Verstehen des Konzepts sind sie vielleicht niitz-
lich — aber in der Praxis ist das m doch mindestens 100, oder?
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Algorithmus 11.3 Suchen des Datenblocks zu einem Element in einem B-Baum

SucHen-Brock-BBaum(Datenblock ef, Schliissel gesuchr)

— O 0 00 1NN AW~

—_

Riickgabewert: Info ob Element gefunden, letzter betrachteter Datenblock, Index
index « 1 ]
while index < el.anzahl und el.s;,g0x < gesucht | richtigen Unterbaum suchen
do Cindex « index+1
switch
case el.Sipgex = gesucht : return true , ef, index | Element gefunden
case el.Sjy ey > gesucht :

if el.ujy g0 = NULL

then [ return false , ef, index | Element ist nicht enthalten

else [ e’ — LESE-BLOCK(el.Utjgey) | den passenden Baum laden
case index > el.anzahl : el’ — Lese-BLock(el.tgnzanis1) | Spmlglull: letzter

, Unterbaum

return SucHeN-Brock-BBaum(el’, gesucht)

Algorithmus 11.4 Suchen eines Element in einem B-Baum

SucHen-BBaum(Schliissel gesucht)

1

~

Riickgabewert: gesuchte Daten bzw. Fehler falls nicht enthalten
el — LEse-BLock(wurzel) \ ersten Block laden

erfolg «— Suchen wird deligiert
el — SucHeN-BLock-BBaum(el, gesucht) | in die Suche nach
index « dem Block

if erfolg

then [ return el.s;, 40,
else Cerror “Element nicht gefunden”

Tas]s2] T ]

| | 59| 66[70] 75

Bild 11.2: Beispielhafter Ablauf von SucHEn-BBaum (Algorithmus 11.4).



11.3. Mengenproblem: B-Bdume

Das Einfiigen eines neuen Elements in einen B-Baum birgt eine neue
unerwartete Schwierigkeit, bedingt durch die starren Anforderungen be-
ztiglich der Struktur des Baums — alle Blitter miissen auf derselben Ebe-
ne im Baum liegen. So konnte man bisher einen neuen Knoten einfach in
der nédchsten Ebene unterbringen und im Fall der AVL-Bidume die Gesamt-
tiefe des Baums durch geschickte Rotationen beschrinkt halten. Wie soll
man jedoch beim B-Baum verfahren, wenn ein Knoten bereits komplett
mit Schliisseln gefiillt ist? Die Losung ist dabei, dass man neue Schliis-
sel immer in den Blittern einfiigt, ist jedoch ein Knoten iiberfiillt, werden
»Knoten nach oben« gereicht.

Wird allerdings in einem Nicht-Blatt eines B-Baums ein Schliissel ein-
gefiigt, muss auch die Anzahl der Unterbdume um eins vergroBert werden.
Sonst wire die verallgemeinerte Suchbaumeigenschaft nicht mehr erfiillt.
Konkret spaltet man einen tiberfiillten Knoten, der also nach dem Einfiigen
2-m+ 1 Schliissel enthalten wiirde, in zwei Knoten mit jeweils m Schliis-
seln auf und schiebt den iiberzihligen mittleren Schliissel gemeinsamt mit
dem Verweis auf den zusitzlichen Unterbaum in die ndchsthohere Ebene.

Beispiel 11.7:

Im nebenstehend abgebildeten Beispiel mit Ordnung m = 1 wird im Knoten
mit den Schliisseln 6 und 8 der neue Schliissel 9 eingefiigt. Der Knoten ist
jetzt uberfiillt. Er wird in zwei Knoten aufgeteilt und der mittlere Schliis-
sel 8 in die nédchsthohere Ebene geschoben. Im dortigen Knoten ist noch
Platz, sodass dieser jetzt zwei Schliissel und drei Unterbdume enthilt. O

Falls der Knoten der nichsten Ebene ebenfalls bereits 2 - m Schliissel ent-
hilt, muss dieses Aufspalten mehrfach durchgefiihrt werden. Es bricht ge-
nau dann ab, wenn entweder ein Knoten mit weniger als 2 - m Schliisseln
erreicht wird, oder man die Wurzel des Baums erreicht hat. Ist der Wurzel-
knoten tiberfiillt, muss auch dieser aufgetrennt werden, der Baum wéchst
um eine Ebene und erhilt einen neuen Wurzelknoten mit einem Schliissel
und zwei Unterbdumen. GeméB der Definition des B-Baums ist die Wurzel
der einzige Knoten, der weniger als m Schliissel enthalten darf.
Eine wichtige Idee der B-Bdume ist, dass sie nicht an den Blittern son-
dern an der Wurzel wachsen, indem dort eine neue Ebene eingefiihrt wird.
P, TN
» (£ Ein Baum, der an der Wurzel wichst! Von so etwas habe ich
janoch nie gehort. . .

Fiir die exakte algorithmische Beschreibung werden zwei Teilabldufe
separat in den Algorithmen 11.5 (EnriGen-Brock-BBaum) und 11.6 (TeiLe-
Brock-BBaum) erldutert.

Beim Eriigen-Brock-BBaum wird ein neues Element mit seinem Schliis-
sel in einen Block eingefiigt. Dabei wird zundchst so getan, als ob fiir

, 4
] : ;
1
( }[\ )
Wachstum eines B-Baums
vom Blatt zur Wurzel hin.

'

( )

Aufspalten eines tiberfiillten
Knotens.
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Algorithmus 11.5 Element im Block eines B-Baums einfiigen

EmNriGeN-Brock-BBaum(Block ef, Schliissel neuerWert, Unterbaum el”)

Riickgabewert: —; Seiteneftekte

i « el.anzahl .

while i > 1 und el.s; > neuerWert | richtige Stelle suchen und

do "el.siy) «—el.s; Elemente nach hinten schieben
vel.ujyy — el.u;

el.s; « neuerWert ]

, neues Element einfiigen
el.u; — el )

AN N AW =

Algorithmus 11.6 Einen Block im B-Baums in zwei Blocke aufteilen

TeiLE-BLock-BBaum(Block ef)

Riickgabewert: Schliissel, rechter Block

el — BLock-RESERVIEREN() | zusiitzlichen Block bereitstellen

fori—1,....m ]

do "el’.s; — el.syq14i
L et”.u,- el ef.um+1+,-

el w1 — el

el’ .anzahl —m

el.anzahl — m \

Screrse-BLock(el) Ergebnis in den Speicher schreiben

ScHREIBE-BLock(el’) | -

return el.s,,.1,el’

Hilfte der Elemente umkopieren

OO X IO N B W~

—_

2-m+ 1 Elemente Platz ist (was beim in den Hauptspeicher eingelagerten
Block ja auch auf jeden Fall gegeben ist). Dies hat den Vorteil, dass auch in
einem komplett vollen Block ein Element richtig einsortiert wird.

Ist nach dem Einfiigen der Block tiberfiillt, wird Temwe-Brock-BBaum (Al-
gorithmus 11.6) angewandt. Der Algorithmus belisst die ersten m Elemente
im Block und liefert als Riickgabewerte den Schliissel in der Mitte sowie
einen neuen Block mit den hinteren m Elementen.

Im eigentlichen Algorithmus 11.7 (Eriicen-BBaum) wird zunichst der
Block gesucht, in dem das neue Element eingefiigt werden muss. Ist der
Block bereits voll, arbeitet sich der Algorithmus zur Wurzel hin ebenen-
weise nach oben, indem er eine (implizite) Verzeigerung el.vorginger be-
nutzt. Dann werden im Wechsel EwriiGen-Brock-BBaum und Teme-Brock-
BBaum aufgerufen — bis die While-Schleife abbricht, weil der tiberzédhlige
Schliissel in einem vorhanden Knoten mit freier Kapazitit untergebracht
wurde oder weil ein neuer Wurzelknoten erzeugt wurde.

Der Vorgingerzeiger muss nicht in jedem Block gespeichert werden,
sondern kann beim rekursiven Abstieg im Algorithmus Sucten-BLock-BBaum
implizit gespeichert werden, worauf wir hier im Detail jedoch nicht genauer
eingehen wollen. Alternativ hitte der komplette Algorithmus wie auch die
Algorithmen der AVL-Biume iiber Aktionen beim rekursiven Wiederauf-



11.3. Mengenproblem: B-Bidume

Algorithmus 11.7 Einfiigen eines Element in einen B-Baum

ENFUGEN-BBauM(Schliissel neuerWert)
Riickgabewert: —; Seiteneffekte
1 el — Lese-Brock(wurzel)

erfolg < } _den richtigen
el — SucHen-Brock-BBaum(wurzel, neuerWert) | Block suchen
index «
3 if erfolg
4 then [ error “Element bereits enthalten” _ Element im
5 else " EinrUGeN-BLock-BBaum(el, index, neuerWert,NULL) | Block einfiioen
6 while el.anzahl > 2-m | falls aktueller Block iiberfiillt :
7 do "wert }TEILE—BLOCK—BBAUM(ef) ] Kn__olgn “U! zvel
el! — ’ Blocke aufteilen
8 el” — el.vorgiinger
9 if e’ = NuULL
10 then " wurzel — BLOCK-RESERVIEREN() ]
11 wurzel.sy < wert neuen Wurzel-
12 wurzel.uy — el knoten einfithren
13 wurzel.uy — el’
14 Lel — wurzel J neuen Knoten
15 else Tel — et ) in ndchster
16 L . EiNriiGen-Brock-BBaum(el, wert, el’) | Ebene einfiigen
17 L ScHrREIBE-BLock (ef)

stieg formuliert werden kdnnen, wogegen wir uns zugunsten einer besseren
Lesbarkeit entschieden haben.

Beispiel 11.8:

In den B-Baum der Ordnung m = 2 in Bild 11.3 wird ein Element mit
Schliissel 57 eingefiigt. Gemil des hellorange markierten Suchpfads wird
der Block mit den Elementen 53, 55, 56 und 58 als zugehdriges Blatt iden-
tifiziert, in welches der Schliissel 57 einsortiert wird. Da der Block damit
iberfiillt ist, wird er aufgespaltet. Die Schliissel 53 und 55 verbleiben in
dem bisherigen Block, wihrend 57 und 58 in einem neu allokierten Block
gespeichert werden. Der mittlere Schliissel 56 wird nach oben gereicht und
im Vorgingerblock einsortiert, in dem noch freier Platz verfiigbar ist. O

Beispiel 11.9:

In den B-Baum der Ordnung m = 1 in Bild 11.4 wird das Element mit dem
Schliissel 35 eingefiigt. Wieder ist der Suchpfad in das zugehdrige Blatt
hellorange markiert. Der entsprechende Block ist nach dem Einfiigen iiber-
fullt und wird aufgeteilt. Der mittlere Schliissel 33 wird in der dariiber lie-
genden Ebene einsortiert. Da der Knoten mit den Schliisseln 29 und 36
jedoch bereits voll war, muss auch dieser Knoten aufgeteilt werden. Erneut
liegt der eingefiigte Schliissel 33 in der Mitte und wird nach oben in die dar-
iiber liegende Ebene mit dem Wurzelknoten gereicht. Da die Wurzel eben-
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Bild 11.3: Beispielhafter Ablauf von EINFUGEN-BBauMm (Algorithmus 11.7) aus
Beispiel 11.8.

18] 23\
‘29|
19 22 [24] 32 [39]
w33 4

Bild 11.4: Beispielhafter Ablauf von EINFUGEN-BBaum (Algorithmus 11.7) aus
Beispiel 11.9.

falls bereits voll ist, wird auch dieser Knoten aufteilt und es wird ein neuer
Waurzelknoten dariiber angelegt, in dem das mittlere Element der bisherigen
Waurzel (mit dem Schliissel 23) gespeichert wird. Bei diesem Beispiel ist ins-
besondere zu beachten, dass die beiden Knoten, die aus dem urspriinglichen
Knoten mit den Schliisseln 32 und 33 entstanden sind, durch das Aufteilen
der Ebene dariiber in verschiedenen Teilbdumen platziert wurden. O

Wenden wir uns zum Abschluss des Abschnitts dem Loschen eines Ele-
ments zu. Neben den besonderen Eigenschaften der B-Biume muss der
Algorithmus fiir das Loschen auch die »iiblichen« Schwierigkeiten beim
Loschen in Biumen 16sen.

So konnen etwa Schliissel in inneren Knoten nicht einfach so geloscht
werden. Dies wird wieder dadurch geldst, dass ein solcher Schliissel einfach
durch den Inorder-Nachfolger ersetzt wird, der sicher in einem Blatt liegt.
Der zugehorige Algorithmus 11.8 (Sucke-NacuroLGer-BBaum) arbeitet nach
dem bekannten Schema: In den rechten Unterbaum des Schliissels gehen,
und dann immer dem ganz linken Unterbaum folgen.



11.3. Mengenproblem: B-Bdume

Algorithmus 11.8 Nachfolger eines Elements im B-Baum finden

SucHE-NAcHFOLGER-BBaum(Block ef, Index index)
Riickgabewert: Block mit dem Nachfolgerelement

1 el — Lese-Brock(el.ujngex+1) ) in den rechtesten Unterbaum

2 while e # NuLL immer weiter in den linkesten Unterbaum
3 doLel— Lese-Brock(el.uy) | - ’ ‘

4 return el

Beispiel 11.10:

Im nebenstehend abgebildeten B-Baum findet man den Schliissel 28 als
Inorder-Nachfolger des Elements mit dem Schliissel 23 im gekennzeichne-
ten Blatt. O

In einem Blatt kann ein Schliissel direkt geloscht werden, da die Unter-
biaume Nullzeiger sind, die auch einfach weggelassen werden konnen. Die
Schliissel miissen nur in der sortierten Reihung die Liicke schliefen und
nach links kopiert werden. Dies ist in Algorithmus 11.9 (LoscHeN-BLock-
BBaum) beschrieben und nebenstehend in einem kleinen Beispiel dargestellt.
Der Algorithmus wird im Weiteren auch zum Loschen eines Schliissels in
inneren Knoten benutzt — er erhilt allerdings nur dann die Suchbaumeigen-
schaft, wenn neben einem zu entfernenden Schliissel ef.s; der zugehorige
linke Unterbaum ef.u; bereits komplett geleert wurde und somit ebenfalls
entfernt werden kann.

Wird in einem Blatt oder in einem inneren Knoten ein Element mit
Loscuen-Brock-BBaum entfernt und der Knoten el enthilt danach immer
noch wenigstens m Schliissel, wurde wieder ein giiltiger B-Baum herge-
stellt und der Loschvorgang ist beendet.

Andernfalls wird von einem Unterlauf gesprochen und wir bendtigen
eine Umstrukturierung. Es werden nacheinander die folgenden drei Tricks
gepriift, mit denen die Mindestanzahl an Schliisseln in e wieder hergestellt
werden kann.

1. Falls der rechte »Geschwister«-Knoten > m + 1 Schliissel besitzt, kon-
nen so Schliissel verschoben werden, dass in beiden Knoten die Min-
destanzahl garantiert ist.

2. War (1) nicht moglich, wird gepriift, ob dieses Vorgehen mit dem lin-
ken »Geschwister«-Knoten realisierbar ist.

Algorithmus 11.9 Element im Block eines B-Baums 16schen

Lo6scHEN-BLock-BBaum(Block ef, Index index)

Riickgabewert: —; Seiteneffekte

for i « index+1,...,el.anzahl

do "el.si_1 < el.s; Elemente dahinter nach vorn schieben
celu — el.ujy )

el.anzahl «— el.anzahl—1 | Anzahl aktualisieren

FUS I NS I
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3. Ist auch dies nicht moglich, muss ein Schliissel aus dem iibergeord-
neten Elternknoten eine Ebene nach unten geschoben werden. Damit
wiren formal zwar wieder geniigend Schliissel in dem Knoten ef, aber
da sich jetzt auch die Anzahl der Unterbdume des Elternknotens um
einen Baum verringern muss, verschmelzen wir den Knoten ef mit
einem benachbarten Knoten (der ja in jedem Fall genau m Schliissel
besitzt, da sonst die Schritte (1) oder (2) moglich gewesen wiren).
Stehen zwei »Geschwister«-Knoten zur Verfiigung, wird auch hier
vorzugsweise der rechte Knoten benutzt. Durch dieses Verschmelzen
verliert auch der iibergeordnete Elternknoten einen Schliissel, weswe-
gen auch fiir diesen Knoten gepriift werden muss, ob noch geniigend
Schliissel vorhanden sind.

Bevor wir die einzelnen Techniken erldutern, wollen wir den resultie-
renden Gesamtalgorithmus Loscuen-BBaum (Algorithmus 11.10) vorstellen.
Nach dem Loschen des Knotens selbst (oder seines Nachfolgers) in der un-
tersten Ebene im B-Baum, wird solange die While-Schleife durchlaufen,
bis entweder der betrachtete Knoten geniigend Schliissel besitzt oder wir
bei der Wurzel des Baums angekommen sind. In der Schleife selbst werden
nacheinander die oben erlduterten drei Fille zur Behebung des Unterlaufs
gepriift und die erste passende Technik angewandt. Bricht die Schleife erst
bei der Wurzel ab und wurde dabei der letzte Schliissel im Wurzelknoten ge-
16scht, kann der Wurzelknoten entfernt werden und der Anker wird auf den
einzig verbliebenen Unterknoten des bisherigen Wurzelknotens als neue
Wurzel gesetzt.

In allen moglichen Fillen miissen wir in oder (im Fall eines Geschwister-
Knotens) iiber den Elternknoten Modifikationen vornehmen, wobei wir in
der Hilfsfunktion Inpex-Des-UnterBAUMS-BBaum (Algorithmus 11.11) erst die
Nummer des Unterbaums ermitteln. (Anmerkung: Dies hitte wie bei den
bisherigen Bdumen wieder implizit beim Aufstieg aus einer Rekursion ge-
16st werden konnen, hitte allerdings die Darstellung der Algorithmen kom-
plizierter gestaltet.)

Nun zur ersten Technik zur Wiederherstellung der Schliisselmindestzahl:
Ein Schliissel wird vom rechten Geschwister-Knoten heriibergeschoben.
Dabei muss die Suchbaumeigenschaft und auch die Bedingung »Anzahl
der Schliissel = Anzahl der Unterbdume +1« erhalten bleiben. Das bedeu-
tet, dass

e nur der kleinste Schliissel im Geschwister-Knoten in Frage kommt,
e der erste Unterbaum in den Nachbarknoten zu schieben ist und

e der kleinste Schliissel nicht direkt in den Nachbarknoten geschoben
wird, sondern den Schliissel im Elternknoten zwischen den beiden Un-
terbdumen ersetzt und dieser in den Knoten mit Unterlauf geschoben
wird. Dadurch wird quasi eine Rotation realisiert, wie im Beispiel dar-
gestellt wird.



11.3. Mengenproblem: B-Bidume

Algorithmus 11.10 Loschen eines Elements im B-Baum

LoscHEN-BBaum(Schliissel loschWert)

1

[c IR e SV I

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

Riickgabewert: nichts falls erfolgreich bzw. Fehler sonst
el — LEsE-BLock(wurzel) ]
erfolg «— Knoten zum

el — } SucHen-Brock-BBaum(el, léschWerr) | Element suchen
index «

if —erfolg

then L error “Element nicht vorhanden”

else "if e.ujy .y # NULL

. Loschen im
then " e{’ — SucHE-NACHFOLGER-BBauM(el, index) N

inneren Knoten

U
el.Sindex < el’.s) in ein Blatt
’/
el - el verlagern
Lindex « 1

LoscHEN-BLock-BBAuM(el, index) | Element im Block 16schen
while ef.anzahl < m und ef.vorginger # NULL
do " el’ — Lese-Brock(el.vorginger)
index < INDEX-DEs-UNTERBAUMS-BBaum(el”, ef)
if index < el’ .anzahl Schliissel
then " ef”” — Lese-Brock(el” .ujngox+1) ‘\,On rechts
if e¢” .anzahl > m leihen
L then [ Links-ScHIEBEN-BBaum(el”, index) |
if el.anzahl <m
then " if index > 1 Schliissel
then " el” — Lese-BLock(el” .Ujpgex—1) von links
if e¢”’ .anzahl > m leihen
L L then [ RecaTS-SCHIEBEN-BBaAuM(el’, index)
if eC.anzahl <m
then " if index < el’ .anzahl
then [ VERsCHMELZE-BLOCKE-BBaum(el’, index)

Lelse [ VErRsCHMELZE-BLOCKE-BBAuM(el’, index—1) |
ScHrEBE-BLOCK(ef) mit Geschwister-Knoten verschmelzen

Lel —el’ )
if el.vorganger = NutL und el.anzahl =0 | e knoten 16schen,
then " Brock-FREIGEBEN(anker) falls dieser jetzt leer ist
Lanker — el.uj
L else [ ScHREIBE-BLock(ef)

Beispiel 11.11:

Die nebenstehende Abbildung zeigt, wie in einem Baum der Ordnung m = 1

der Schliissel 8 geloscht wird. Der Knoten enthélt anschlieBend keinen

Schliissel mehr. Vom rechten Geschwister-Knoten kann der kleinste Schliis-

sel die 15 entnommen werden. Die 15 ersetzt den Schliissel 12 im Elternk- ( ) J( o J( 19

noten und die 12 wird in den Knoten mit Unterlauf geschoben. O

Der entsprechende formale Ablauf ist in Algorithmus 11.12 (LiNks-ScHIEBEN-
BBaum) dargestellt. Dabei entspricht der Parameter e dem iibergeordneten
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Algorithmus 11.11 Berechne den Index des Unterbaums im iibergeordneten Knoten

Inpex-DEs-UNTERBAUMS-BBAUM(Block ef, Unterbaum ef”)
Riickgabewert: Index

i1 ,‘

To i< ) , o
Whlle. ! _.ef.anzahl+ lund el.u; # el den richtigen Unterbaum suchen
dolie—i+1

J

if i <el.anzahl+1
then [ return /
else [ error “Unterbaum existiert nicht”

(o) NS R R S

Algorithmus 11.12 Einen Schliissel in den linken Nachbarn schieben.

Links-ScHiEBEN-BBaum(Block e, Unterbaum-Index index)
Riickgabewert: —; Seiteneffekt

1 el’ = el.uipgex

2 el” — elitipgex+

3 anz « el .anzahl

4 el Sanze1 — el-Sindex \\ Element in den linken Knoten schieben

5 el.Singex — €£”.s1 ) Element in den Elternknoten schieben

6 el g0 — el .uy j Unterbaum zum linken Knoten schieben

7 el’.anzahl « el .anzahl+1 | Anzahl im linken Unterbaum aktualisieren

44 7’

g if)‘s.cquE:l‘j‘efOC.Z—zBBAUM(ef”,1) Schliissel im rechten Unterbaum 16schen
10 ScHrREBE-BLock(el’’)

Elternknoten und index der Nummer des Unterbaums mit zu dndernden
Unterlauf.

Ganz analog wird der Fall des Verschiebens eines Schliissels aus dem
linken Geschwister-Knoten gehandhabt. Dabei muss natiirlich der grofite
Schliissel im Knoten ebenso wie der rechte Unterbaum des Schliissels her-
angezogen werden.

Beispiel 11.12:

Im nebenstehenden Beispiel wurde der Schliissel 19 entfernt. Der Unter-
lauf des Knotens kann nur vom linken Geschwister-Knoten kompensiert
werden. Der groBte Schliissel 13 ersetzt den Schliissel 16 im Elternknoten,
welcher in den zu leeren Knoten geschoben wird. O

Algorithmus 11.13 (Recuts-Schiesen-BBaum) beschreibt diese Vorgehenswei-
se. Da der neue Schliissel im Knoten mit Unterlauf an der ersten Position
eingefiigt wird, miissen alle bereits vorhandenen Schliissel und Unterbdu-
me nach rechts geschoben werden.

Beispiel 11.13:
Fiir einen B-Baum der Ordnung m = 2 wird in Bild 11.5 das Element mit
dem Schliissel 68 geloscht. Der zugehdrige Knoten hat danach einen Un-
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Algorithmus 11.13 Einen Schliissel in den rechten Nachbarn schieben.

RecHTs-ScHIEBEN-BBAuM(Block ef, Unterbaum-Index index)
Riickgabewert: —; Seiteneffekt

1 el! — eltjpgen—1

2 el” = el.uingex

3 fori<—1,...,el" .anzahl

4 do"el”.sip —el”.s;

5 Lel” iy — el ujyq

6 el”.uy— el”.u

7 el .s1 — el.Sindex

8 anzg « el’.anzahl

9 el.Singex — el .Sanz
10 el”.uy — el” ugpz+1
11 el .anzahl « et’.anzahl — 1
12 el”.anzahl « el” .anzahl + 1
13 ScHrEBE-BLock(el”)

Bild 11.5: Beispielhafter Ablauf von LoscHEN-BBaum (Algorithmus 11.10) aus
Beispiel 11.13.

terlauf und es wird gepriift, ob durch Verschieben eines Schliissels das Pro-
blem behoben werden kann. Beim rechten Knoten ist dies nicht moglich,
da dieser selbst die Minimalanzahl von m = 2 Elementen besitzt. Der linke
Geschwister-Knoten kann jedoch sein Element mit dem gréBten Schliissel
65 abgeben, welches dann iiber den Elternknoten verschoben wird — in Al-
gorithmus 11.13 (Recurs-ScHIEBEN-BBaUM). |

Es bleibt der letzte Fall zur Behebung des Unterlaufs zu betrachten: Es
existiert kein Geschwister-Knoten mit > m Schliisseln. Dann muss es min-
destens einen Geschwister-Knoten mit genau m Schliisseln geben, mit dem
wir den unterlaufenden Knoten verschmelzen konnen. Wie wir bereits oben
beschrieben haben, muss im tibergeordneten Elternknoten, der Schliissel
zwischen den beiden Unterbdumen ebenfalls in den Knoten einflieen, da
sonst die Suchbaumeigenschaft nicht mehr erfiillt ist.
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Beispiel 11.14:

Die nebenstehende Abbildung zeigt einen B-Baum der Ordnung m = 1, bei
dem das Loschen des Schliissels 2 nicht durch Verschieben eines Schliissels
ausgeglichen werden kann. Der zu leere Knoten muss mit seinem einzigen
Geschwister-Knoten verschmolzen werden. Dadurch entsteht ein gemeinsa-
mer Knoten, in dem auch der Schliissel 5 aus dem Elternknoten eingebun-
den wird. O

Der zugehorige Algorithmus 11.14 (VerscumeLze-BLocke-BBaum) ist so for-
muliert, dass als Ubergabeparameter der Elternblock ef und der Index index
des Schliissels zwischen den beiden zu verschmelzenden Knoten erwartet
wird. Im Gesamtalgorithmus LoscHen-BBaum (Algorithmus 11.10) wird vor-
zugsweise mit dem rechten Geschwister-Knoten des Knotens mit Unterlauf
verschmolzen. Dort wird auch die Uberpriifung des Elternknotens realisiert,
der ja als Ergebnis ebenfalls einen Schliissel abgegeben hat.

Beispiel 11.15:

Fiir einen B-Baum der Ordnung m = 2 wird in Bild 11.6 das Element mit
dem Schliissel 76 geloscht. Der zugehorige Knoten hat danach einen Un-
terlauf. Durch Verschieben eines Schliissels kann das Problem nicht be-
hoben werden. Folglich wird der Knoten mit Unterlauf mit seinem einzi-
gen (linken) Geschwister-Knoten verschmolzen, also VErRSCHMELZE-BLOCKE-
BBaum (Algorithmus 11.14) durchgefiihrt. O

Damit ist auch das Loschen im B-Baum vollstindig beschrieben und es
verbleibt noch, das Zusammenwirken der verschiedenen Techniken beim
Loschen eines Knotens in einem groieren Beispiel zu betrachten.

Algorithmus 11.14 Einen Unterblock mit seinem rechen Nachbarn verschmelzen

VERrscHMELZE-BLOcKE-BBaum(Block ef, Index index)
Riickgabewert: —; Seiteneffekt: alle Elemente in ef

1 el - eluy; , . .
. index Wurzelknoten der Unterbiume bestimmen

2 el" > e[-uinde)ﬁl )
3 anz < el’.anzahl + 1
4 el .sanz — el.Sindex ] trennenden Schliissel nach unten schieben
5 i1

5 H 4
6 while i <el”.anzahl Schliissel und Unterbdume
7 do" el .sapzvi — el”.si | vom rechten Knoten
8 el’ Ugnz+i — et” .u; | in den linken Knoten kopieren
9 Lie—i+1

10 el .ugnz+i — el .u; )

11 el .anzahl —2-m ] neue Anzahl speichern

12 LoscHEN-BLock-BBaum(el, index) \ Element aus dem oberen
13 Brock-FreiGeBeN(e”) Knoten entfernen
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Bild 11.6: Beispielhafter Ablauf von LoscHEN-BBaum (Algorithmus 11.10) aus
Beispiel 11.15.

Beispiel 11.16:

Im in Bild 11.7 dargestellten B-Baum der Ordnung m = 1 wird der Kno-
ten mit dem Schliissel 18 geloscht. Da es sich um kein Element in einem
Blatt handelt, wird das zugehorige Element zunédchst durch den Inorder-
Nachfolger mit dem Schliissel 19 ersetzt. Danach liegt ein Unterlauf im
entsprechenden Blatt vor. Dieser kann nicht durch ein Element aus einem
Geschwister-Knoten ausgeglichen werden. Folglich wird der Knoten mit
dem Nachbarknoten verschmolzen, was erneut zu einem Unterlauf in der
zweiten Ebene von unten fiihrt. Auf dieser Ebene wiederum kann aus ei-
nem Geschwister-Knoten ein Element zum Ausgleich verschoben werden,
sodass der im rechten Teil des Bilds dargestellte B-Baum entsteht. O

Satz 11.17: Laufzeit
Die Laufzeit jeder Operation auf einem B-Baum der Ordnung m ist in

O(log,,,.; n).
VAN
> /

[20]36] 15 IQQW 15 | [s6

y
21 24 32 39 11 16 21 24 32 39
. 22 33 41 14 17 22 33 41
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Bild 11.7: Beispielhafter Ablauf von LoscHEN-BBaum (Algorithmus 11.10) iiber zwei Baumebenen hinweg aus

Beispiel 11.16.
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Tabelle 11.3: Maximale Hohe eines B-Baums der Ordnung . und n enthaltenen

Elementen
Anzahl der Elemente Ordnung m =
n= 2 |4 |10]50] 100
100 5 4 3 2 |2
1000 7 5 4 3 3
10000 9 7 5 4 3
100000 11 | 8 6 |4 |4
1000000 13 110 |7 5 4
10000 000 16 | 11 | 8 5 5
100 000 000 1811319 6 |5
Beweis 11.18:

Durch Betrachtung eines B-Baums mit minimal belegten Knoten, kann man
zeigen dass die Hohe £ eines Baums mit n Elementen

n+1

h< ’Vlogm+l 5

+1
2

betriigt. Der Beweis ist als Ubung dem Leser iiberlassen — er orientiert sich
an einem Teilschritt im Beweis von Satz 6.14. Die Laufzeit von Einfiigen,
Suchen und Loschen ist fiir jeden betrachteten Knoten konstant und pro
Ebene wird ein Knoten auf dem Suchpfad betrachtet. ]

Beispiel 11.19:

Fiir verschiedene Ordnungen m und Anzahl der enthaltenen Elemente n wer-
den in Tabelle 11.3 die maximal moglichen Baumhohen aufgezeigt. Wie
man leicht erkennen kann, werden selbst Baume mit 100 Millionen Ele-
menten bei einer Ordnung m = 100 lediglich hochstens 5 Knoten bei der
Suche nach einem Schliissel inspiziert. O

P T
@ (% Wow! Das ist ja auch fiir meine Datenmenge interessant. . . Bei
m = 100 miissen zwar maximal 200 Vergleiche pro Knoten
durchgefiihrt werden. Doch bekomme ich so eine bequeme An-

zahl an Blockzugriffen.

Der B-Baum wurde von Bayer & McCreight (1972) vorgestellt. In
der Literatur (z.B. Knuth, 1998b) bezeichnet die Ordnung m manch-
mal auch die Anzahl der Unterbdume. Zu den zahlreichen Varianten
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zéihlen auch die B*-Biume, bei denen Verweise auf Daten nur in
den Blittern gespeichert werden und die inneren Knoten Kopien
der Schliissel (quasi als Indexbaum) enthalten. B*-Bdume erreichen
durch eine raffinierte Vorgehensweise beim Aufsplitten der Knoten
einen minimalen Fiillgrad von % (Knuth, 1973). Einen Uberblick der
frithen Entwicklungen bietet der Artikel von Comer (1979).

11.4 Mengenproblem: Erweiterbares Hashing

Ahnlich zu den normalen Sortierbiumen weisen auch die Hash-Tabellen
aus Abschnitt 9.4 Probleme mit groen Datenmengen auf, welche nicht
in den Hauptspeicher passen. Neben eventuell ineffizienten Speicherzugrif-
fen ist dabei ein noch groBeres Problem, dass beim Vergrofern der Hash-
Tabelle alle vorhandenen Eintrige neu zugeordnet werden miissen.

Um sowohl die Speicherblockzugriffe bei der Suche nach einem Ele-
ment minimal zu halten als auch die Operationen beim massiven Vergro-
Bern der Datenmenge klein zu halten, wird ein zweistufiger Zugriffsmecha-
nismus vorgestellt. Durch eine raffinierte Nutzung der Hash-Codes kann
die Tabelle vergroBert werden, ohne dass die Elemente ihre Position &dn-
dern miissen. Das hier vorgestellte erweiterbare Hashing ist eine einfache
Variante aus der Klasse der dynamischen Hash-Verfahren.

Der generelle Aufbau der Hash-Tabelle wird in der nebenstehenden Ab-
bildung gezeigt: Die Elemente werden in Datenblécken im Speicher abge-
legt, wihrend eine Adresstabelle verzeichnet, welcher Hash-Code in wel-
chem Datenblock enthalten ist. Wir gehen in der Darstellung in diesem
Kapitel davon aus, dass die Datenblocke im externen Speicher liegen und
die Adresstabelle im Hauptspeicher gehalten wird. In der Praxis kann die
Adresstabelle so grof3 werden, dass sie aufgeteilt auf mehrere Datenblocke
ebenfalls im externen Speicher abgelegt wird.

Jeder Datenblock entspricht einem Block des externen Speichermedi-
ums, welcher komplett eingelesen wird und in dem mehrere Elemente ent-
halten sind.

Die Adresstabelle ordnet jedem moglichen Hash-Code einen Datenblock
zu. Hierbei werden die letzten g7 Bits des Hash-Codes benutzt — g7 steht
dabei fiir die globale Tiefe der Hash-Tabelle, aus der sich auch die Grofle
der Adresstabelle ergibt.

Aus einem Hash-Code code errechnet man den Index dadurch, dass die
letzten g7 Bits des Hash-Codes, der sog. Suffix der Lange g7, als ganz-
zahliger binér dargestellter Index fiir die Adresstabelle interpretiert werden.
Der Suffix 101 bei g7 = 3 und code = 1001101 entspricht also dem Index 5.
Dieser Index zeigt, dass in der Adresstabelle an Stelle 5 steht, in welchem
Datenblock der Eintrag mit dem Hash-Code 1001101 zu finden ist.

Ganz bewusst diirfen mehrere Verweise der Adresstabelle auf denselben
Datenblock zeigen, um eine hohe Speicherplatzeffizienz zu erzielen. Refe-
renzieren mehrere Eintrige der Adresstabelle einen Block, miissen es ge-
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nau die Indizes mit einem gemeinsamen Suffix in der Binédrdarstellung sein,
die darauf verweisen. Die Linge dieses gemeinsamen Suffix wird in einem
Feld ¢T fiir die Blocke gespeichert und heif3t lokale Tiefe £T. Die lokale
Tiefe eines Blocks bezeichnen wir mit £.

Beispiel 11.20:
Bild 11.8 zeigt eine beispielhafte erweiterbare Hash-Tabelle der globalen
Tiefe gT = 2. Alle Eintrédge, die mit einer 1 enden, sind in einem gemein-
samen Block gespeichert. Die Eintrdge mit dem Suffix 00 sind in einem
Block enthalten, wihrend dem Suffix 10 kein Block zugeordnet ist. Die
Indizes 01 und 11 verweisen auf denselben Block, weswegen die lokale
Tiefe 1 ist. Fiir 00 und 10 gibt es einen eigenen Block, wobei letzterer gera-
de leer ist. Diese beiden Eintrdge in der Adresstabelle sind mit der lokalen
Tiefe 2 versehen. O
P TN
@ (% Globale Tiefe — lokale Tiefe. Das muss ich mir nochmal in
eigenen Worten klarmachen. Ich nehme den Hash-Code wie
vorher auch. Doch statt eines Hash-Werts berechne ich aus den
letzten g7 Bits des Hash-Codes die Stelle in der Adresstabelle
in der steht, in welchem Datenblock ich das Element finde. Das
ist die globale Tiefe. Und die lokale Tiefe £ besagt, wie viele
von den g7 Bits am Ende des Hash-Codes eindeutig belegt
sein miissen, um in demselben Datenblock zu landen.

9

Das Suchen nach einem Eintrag ist folglich, wie in Algorithmus 11.15
(Sucuen-Erw-HasuinG) dargestellt, ein einfacher zweistufiger Zugriff, bei dem
zunichst iiber die Adresstabelle adr der richtige Block identifiziert und
dann dort der Schliissel mit linearer Suche gefunden wird.

Beispiel 11.21:

Wird in Bild 11.8 das Element mit dem Schliissel 11001 gesucht, so wird
bei g7 =2 der Index 01, = 1 berechnet. Die dortige Adresse adr[1] verweist
auf den gesuchten Block. Die Eintrige im Block werden linear durchsucht,
bis das richtige Element gefunden wird. [

Allerdings kann man sich schnell klar machen, dass die globale Tiefe die
Anzahl der speicherbaren Elemente nach oben beschrinkt. Falls ein Da-
tenblock m Elemente speichern kann und jeder moglichen Belegung der g7

Algorithmus 11.15 Suchen eines Elements beim erweiterten Hashing

SucHeN-Erw-HasHING(Schliissel gesucht)

Riickgabewert: gesuchte Daten bzw. Fehler falls nicht enthalten
hash « h(gesuchr) | Index als Binirstring aus

k « Suffix der Linge g7 von hash | dem Hash-Wert bestimmen
block — Lese-Brock (adr[k]) \ richtigen Datenblock einlesen
return lineare Suche nach gesucht in block

AW =




11.4. Mengenproblem: Erweiterbares Hashing

01100 11001
01000 01011

AN

I 7

adr
(T 2 1 2 1

00, 01y 100 11,
= =1 =2 =3

Bild 11.8: Beispiel fiir eine erweiterbare Hash-Tabelle.

Bits ein eigener Datenblock zugewiesen wird, sind maximal m-287 Elemen-
te speicherbar. Folglich muss bei zunehmendem Datenvolumen der Wert g7’
und damit auch die Lange der Adresstabelle vergrof3ert werden.

Wihrend beim normalen Hashing eine Anderung der GroBe der Hash-
Tabelle mit VErGrROsSERN-UND-REHAsH (Algorithmus 9.8) immer eine Neuver-
teilung aller Elemente erfordert, soll dies durch die Trennung in Adressta-
belle und Datenblocke vermieden werden. Konkret wird hierfiir die bishe-
rige Berechnung des Hash-Werts iiber die Modulo-Methode durch den Suf-
fix der Bindrdarstellung ersetzt. Hierdurch kénnen die Elemente auch bei
einer VergroBerung/Verkleinerung der Adresstabelle in ihrem Datenblock
bleiben, wie wir im nichsten Absatz zeigen.

An dieser Stelle konnen wir die bisher unmotivierte Berechnung des In-
dex iiber den Suffix der Binirdarstellung trickreich ausnutzen. Ist es durch
die Menge der zu speichernden Datenelemente notwendig, die Adresstabel-
le zu vergroflern, kann diese in ihrer Groe verdoppelt werden, indem g7’
um 1 erhoht wird (siehe nebenstehendes Bild). Dabei konnen alle Verwei-
se in der linken Hilfte der Adresstabelle so beibehalten werden wie in der
alten Adresstabelle — ihr Index zeichnet sich ja jetzt nur dadurch aus, dass
eine 0 vor dem bisherigen Suffix verlangt wird. Fiir die Indizes in der rech-
ten Hilfte gilt eine interessante Eigenschaft: Das Suffix beginnt mit einer
1 und, wenn man 287! Felder nach links geht, befindet man sich an dem
Index der demselben Suffix entspricht — nur dass diese erste 1 durch eine
0 ersetzt wird. Wenn den Datenblocken die Elemente nur auf der Basis des
Suffix der Liange g7 — 1 zugeordnet wurden, enthalten die Blocke also po-
tentiell Elemente der entsprechenden Suffixe der Linge g7 mit O und mit 1.
Das bedeutet, dass wir beim Verdoppeln der Adresstabelle nur die komplet-
ten Eintridge der alten Adresstabelle nochmals verschoben in den rechten
Teil der neuen Adresstabelle kopieren miissen. Dies ist wesentlich weniger
aufwendig, als die Neusortierung aller Hash-Eintrige.

Beispiel 11.22:

Bild 11.9 zeigt ein Beispiel, wie die Adresstabelle durch Kopieren der Ver-
weise auf die Datenblocke verdoppelt wird. Dadurch dndert sich die lokale
Tiefe bei keinem der Eintrige der Adresstabelle. O
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01100 11001
01000 01011

IN= L 20

adr

adr

| 2 1 2

1 ) 2 1 2 1 2 1 2 1

004 015 102
-0 =1 =2

114 000, 0015 010, 011, 1005 1015 1105 1114
=3 =0 =1 =2 =3 =4 =5 =6 =T

Bild 11.9: Die Adresstabelle wird verdoppelt, indem alle Eintrdge kopiert werden.
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Der zugehorige Ablauf fiir das Verdoppeln der Adresstabelle ist in Algo-
rithmus 11.16 (VerborpLE-ADRESSTABELLE) dargestellt.

Das Zusammenspiel zwischen globaler Tiefe g7 und der lokalen Tiefe £
eines Blocks bestimmt direkt die Anzahl der Verweise auf einen Block:
2¢T-C Eintriige in der Adresstabelle verweisen auf den Block. Gilt also £ <
gT, kann innerhalb der Adresstabelle genauer differenziert werden und ein
solcher Block kann durch zwei Blocke ersetzt werden — jeweils mit halb so
vielen Verweisen darauf.

Beispiel 11.23:

In der erweiterbaren Hash-Tabelle in Bild 11.8 ist g7 = 2. Der Block mit
lokaler Tiefe ¢ = 2 hat genau einen Verweis in der Adresstabelle. Beim
Block mit lokaler Tiefe € = 1 sind es zwei Verweise. O

Da hiufig mehrere Eintrdgen in der Adresstabelle auf denselben Daten-
block zeigen sollen, bietet es sich an, einen eigenen kleinen Algorithmus fiir
die Speicherung aller solcher Verweise zu beschreiben. Dadurch wird der

Algorithmus 11.16 Adresstabelle des erweiterbaren Hashings wird verdoppelt

VERDOPPELE- ADRESSTABELLE()

Riickgabewert: —; Seiteneffekte neue Tabelle Inhalt
adr’ — allokiere Tabelle der Grofe 287+1| mit doppelter doppelt
{T’ — allokiere Tabelle der Groge 287+! | Grobe anlegen kopieren
adr'[0, ..., 28T — 1] « kopiere Speicher von adr[0, ..., 287 —1] ]
adr'[287 ... 28T+ _ 1] « kopiere Speicher von adr[0, ... 287 — 1]

£1'[0, ... ,28T — 1] « kopiere Speicher von ¢T7[0, ... 287 —1]

17287, ... 28T+1 _ 1] « kopiere Speicher von £T70, ..., 287 —1]

gT « gT +1 | neue globale Tiefe speichern

adr — adr’
(T — (T’

neue Tabelle (mit lokaler Tiefe) iibernehmen

O 00 1 O\ AWM=
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nachfolgend erklédrte Algorithmus fiir das Einfiigen von Elementen leich-
ter verstiandlich. Die obige Berechnung wird exakt in Algorithmus 11.17
(Veruinke-Brock) umgesetzt. Dabei werden in der Indizierung ¢ Bits fest
gewdhlt und fiir g7 — ¢ Bits alle Kombinationen ergénzt. Im Algorithmus
werden mittels des Operators o fiir die Aneinanderkettung von Zeichenket-
ten alle Indizes ermittelt, die auf denselben Block verweisen.

Beispiel 11.24:

Nebenstehend ist eine Adresstabelle der globalen Tiefe g7 = 3 skizziert.
Jetzt soll fiir den Schliissel 001 und die lokale Tiefe £ = 2 ein neuer Block
in der Adresstabelle eingefiihrt werden, da es bisher keine Eintrige mit
dem Suffix 01 gab. Durch die lokale Tiefe werden die letzten beiden Bits
Index (01) fest gelegt. Das erste Bit kann frei gewéhlt werden, wodurch
sich die Verweise in 001, = 1 und 101, = 5 ergeben. Wire die lokale Tiefe
¢ =1, miussten die vier markierten Eintrige gesetzt werden (ndmlich alle
Varianten von 3 Bits mit einer 1 am Ende). |

Soll ein neues Element in einen Block eingefiigt werden und ist in diesem
Block kein freier Platz verfiigbar, muss die lokale Tiefe vergroflert werden,
sodass sich die Elemente des Blocks auf mehr Datenblocke aufteilen, die
durch wenigstens ein zusitzliches Bit unterschieden werden. Dabei gehen
wir wie folgt vor:

1. Gilt £ = gT, muss die Adresstabelle verdoppelt und g7 um 1 erhoht
werden. Danach kann in jedem Fall der nichste Schritt durchgefiihrt
werden.

2. Der betroffene Block wird durch zwei Blocke ersetzt — beide mit einer
um 1 erhohten lokalen Tiefe — und die Elemente werden den Blocken
neu zugeordnet.

Der Ablauf fiir die Verdanderung der lokalen Tiefe ist detailliert in Algo-
rithmus 11.18 (Eruoue-Lokare-Tiere) dargestellt. Bei allen entsprechenden
Verweisen wird in der Tabelle ¢7T" der erhthte Wert eingetragen.

Die einmalige Erhohung der lokalen Tiefe auf £ muss nicht zwingend
das Problem 16sen, dass im gewiinschten Block kein freier Platz verfiig-
bar ist. Falls alle bisherigen Eintrdge im Block denselben Suffix der ver-

Algorithmus 11.17 Fiir einen Block werden alle Verweise in der Adresstabelle ein-
getragen

VERLINKE-BLock (Bitstring bits, lokale Tiefe £, Speicheradresse adresse)
Riickgabewert: —; Seiteneffekte

freieBits «— gT —{ | Anzahl der frei wiihlbaren Bits

k" « Suffix der Lénge ¢ von bits ] gemeinsame Bits der Verweise

for alle Zeichenketten s € {0,1)eieBits | alle Verweise auf die

do [ adr{sok’] « adresse | externe Speicheradresse setzen

AW =
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Algorithmus 11.18 Lokale Tiefe der Verweise auf einen Block im erweiterbaren
Hashing erhohen

EruoHE-LOKALE-TIEFE(Bitstring bits, lokale Tiefe ¢)

Riickgabewert: —; Seiteneffekte

freieBits — gT —€ | Anzahl der frei wihlbaren Bits

K’ « Suffix der Linge € von bits | gemeinsame Bits der Verweise
for alle Zeichenketten s € {0,1}/7¢¢Bits | in allen Verweisen die
do L ¢T[sok'] « €+1 J lokale Tiefe erhthen

N N R S

groBerten Linge ¢ besitzen, werden sie bei der erneuten Zuordnung eben-
falls wieder im selben Block gespeichert. Folglich miissen diese Schritte
solange wiederholt werden, bis das neue Element Platz im entsprechenden
Block findet. Der entsprechende Ablauf ENriicen-Erw-HasHinG ist in Algo-
rithmus 11.19 dargestellt.

Algorithmus 11.19 Einfiigen eines Elements beim erweiterten Hashing

EINFUGEN-ErRw-HasHING(Schliissel neuerWert, Daten neueDaten)
Riickgabewert: —; Seiteneffekte

1 hash < h(neuerWert)

2k « Suffix der Lange g7 von hash

3 if adr(k] = NuLL neuen

4 then " neueAdresse < BLOCK-RESERVIEREN() | Block

5 L block — allokiere leeren Block im Hauptspeicher | #1/¢2¢1

6 else "adresse «— adr[k] ] richtigen Block

7 block « Lese-Brock(adresse) | laden

8 while kein freier Platz in block

9 do "if (T[k] =gT ‘ ggf. mehr Bits
10 then " VERDOPPLE- ADRESSTABELLE() beriicksichtigen
11 L k « Suffix der Lange g7 von hash Platz
12 ERHOHE-LOKALE-TIEFE(K, (T [k]) fiir zwei
13 block’[0] — allokiere leeren Block im Hauptspeicher l Blocke
14 block’[1] — allokiere leeren Block im Hauptspeicher | anlegen
15 for alle Elemente (wert, daten) € block alle Elemente
16 do " b « (£T[k])-tes Bit von h(wert) des Blocks
17 L (wert, daten) in Block block’[b] einfiigen | "€l Zuordnen
18 b « ({T'[k])-tes Bit von hash zuniichst alle
19 if kein freier Platz in block’ [b] Verweise 16schen
20 then [ VErRLINKE-Brock (k, €T [k] — 1, NULL) \
21 else " VERLINKE-BLock (k, €T [k] — 1, adresse) l den alten
22 ScHREBE-BLock (adresse, block’[b—1]) | Block speichern
23 L neueAdresse «— RESERVIERE-BLOCK-IM-SPEICHER()
24 L vLblock — block’[b)] ] aktuellen Block merken Element
25 VERLINKE-Brock(k, £T'[k], neueAdresse) eintragen

26 TraGe-ELEMENT-IN-Brock-EN(block, neuerWert, neueDaten) llll(iBl(’Ck
27  ScHREBE-BLock(neueAdresse, block) speichern
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Beispiel 11.25:

Bild 11.10 zeigt die Nacheinanderausfithrung mehrerer Einfiigeoperationen
in eine erweiterbare Hash-Tabelle mit m = 2. Zunichst wird 00111 erfolg-
reich im zugehorigen Block gespeichert. Danach sind beide Datenblocke
komplett gefiillt, sodass jede weitere Einfiigeoperation zum Aufspalten ei-
nes Datenblocks und damit in diesem Beispiel auch zur Verdoppelung der
Adresstabelle fithren muss.

Konkret wird der Schliissel 10100 eingefiigt. Da nun im betroffenen
Block alle Schliissel mit 00 enden, reicht es nicht aus, die Adresstabelle
einmal zu verdoppeln, da auch dann nur die letzten g7 = 2 Bits beriick-
sichtigt werden und alle Elemente wieder im selben Block liegen. Erst bei
gT =3 ist ausreichend viel Information vorhanden, damit die drei Schliissel
auf zwei Datenblocke verteilt werden konnen. So entsteht nach zweifacher
Verdoppelung eine Adresstabelle der Linge 8. Da der Datenblock fiir Ele-
mente mit dem Suffix 010 bzw. 110 nach der ersten Verdoppelung leer wiire,
wird er durch einen Nullzeiger ersetzt, die lokale Tiefe betrdgt £ =2 und der
Nullzeiger wird beim zweiten Verdoppeln der Tabelle kopiert. Der Daten-
block fiir die Schliissel mit Suffix 1 bleibt unverdndert und der Verweis auf
den Datenblock ist wegen seiner lokalen Tiefe £ = 1 in 4 Eintrégen enthal-
ten. Der bisherige Datenblock mit dem Suffix O wird durch die zweifache
Verdopplung der Adresstabelle und das Einfiigen des Elements 10100 auf-
gespalten in zwei Datenblocke jeweils mit lokaler Tiefe 3, da alle drei Bits
zur Differenzierung benotigt werden.

Wird nun ein Element mit dem Schliissel 10010 eingefiigt, wird der bis-
her durch einen Nullzeiger dargestellte Datenblock der lokalen Tiefe £ = 2
durch einen realen Block ersetzt und das Element darin gespeichert. Die da-
fiir notwendige Aktualisierung an beiden Stellen in der Adresstabelle wird
iiber Algorithmus 11.17 (Veruinke-Brock) sicher gestellt.

Abschlieend wird das Element mit dem Schliissel 10101 eingefiigt. Da-
durch muss der volle Datenblock der lokalen Tiefe ¢ = 1 aufgespaltet wer-
den und wir erhalten zwei neue Datenblocke der Tiefe £ = 2. O

Auf die konkrete Darstellung des Algorithmus fiir das Loschen verzichten
wir an dieser Stelle. In einer einfachen ersten Version konnen die betroffe-
nen Schliissel einfach aus dem Datenblock entfernt werden. Bei stark an-
wachsenden und wieder schrumpfenden Datenmengen kann es jedoch auch
ratsam sein, leere Datenblocke wieder frei zu geben und ggf. die Adressta-
belle auch wieder zu verkleinern.

Das erweiterbare Hashing stammt von Fagin et al. (1979) und hat
urspriinglich riickwérts gelesene Préfixe der Hash-Codes als Hash-
Werte benutzt. Der Artikel von Enbody & Du (1988) gibt einen Uber-
blick iiber verschiedene in der Folge entwickelte dynamische Hash-

Techniken mit verbesserten Mechanismen zur Indexierung der Eintri-
ge.
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01100 11001 01100 11001
01000 - 01000 00111
Einfiigen
00111
adr| ! adr| !
(arf 1 1 rf 1 1
02 12 02 12
=0 =1 =0 =1
01000 11001 01100
00111 10100
Einfiigen
10100
T
I I T I
adr
ol 3 1 2 1 3 1 2 1
0002 001y 010, 011z 1009 101 1102 1119
= =1 =92 =3 =4 =5 =6 =7
01000 11001 01100 10010
00111 10100
Einfiigen
10010
adr I 7/ \ T 7
(orf 3 1 2 1 3 1 2 1
0002 0012 0102 0112 1002 1012 1102 1119
-0 =1 =92 =3 =4 =5 =6 =7
01000 11001 00111 01100 01001
10101 10100
Einfiigen
10101
adr I T I 7 7
) 3 2 2 2 3 2 2 2
000, 0012 010 011 100, 101 1102 1119
=0 =1 =2 =3 =4 =5 =6 =7

Bild 11.10: Der Ablauf des externen Hashings aus Beispiel 11.25 wird illustriert.
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In diesem Kapitel wurden typische Probleme bei der Speicherung und
Verarbeitung von Daten auf externen Datentridgern betrachtet. Hierfiir
wurde die Pseudo-Notation um entsprechende Sprachelemente erweitert
und typische Losungsansitze préasentiert.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 11.1: Mehrphasen-Mergesort
Fiihren Sie MEHRPHASEN-MERGESORT (Algorithmus 11.2) fiir die folgen-
den Elementen durch: 4, 28, 21, 15, 7, 12, 22, 20, 16, 24, 3, 8, 26, 19, 2,
11, 25, 23, 14, 27 und 1.

Aufgabe 11.2: B-Baum
Fiigen Sie der Reihe nach die Schliissel 1, 2, 3, ... 14 in einen anfangs
leeren B-Baum der Ordnung 1 ein. Loschen Sie nun die Schliissel in
der folgenden Reihenfolge: 12, 6,9, 10, 13,5, 1, 14,4, 2 und 11. Doku-
mentieren Sie alle Zwischenresultate. Wiederholen Sie die Aufgabe fiir
einen B-Baum der Ordnung 2.

Aufgabe 11.3: Erweiterbares Hashing

Fiigen Sie in eine anfangs leere erweiterbare Hash-Tabelle mit Blockgro-
Be b =2 die folgenden Schliissel ein: 001011, 011101, 101001, 000111,
110010, 010101, 010110, 001101, 011111, 101101

Aufgabe 11.4: Loschen im erweiterbaren Hashing
Formulieren Sie auf hohem Abstraktionsniveau, d.h. in Worten und nicht
in Pseudo-Code, wie man beim Loschen von Elementen im erweiterba-
ren Hashing vorgehen kann. Formulieren Sie insbesondere,

e wann und wie Blocke zusammengelegt werden kénnen und

e wann die Adresstabelle wieder verkleinert werden kann.
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Bei einem ihrer zahlreichen Ausfliige in die Natur griibelt Algatha dariiber, wie sie das letzte
verbleibende Problem — einen Algorithmus fiir das Rundreiseproblem hinbekommen kann, der
auch fiir eine grofe Anzahl an Knoten gute Losungen liefert. So beobachtet sie bei einer Pause
einen kleinen Ameisenstaat, der auf komplexe Art und Weise Futter und Eier entlang verschie-
dener Wege hin- und hertransportiert. Sie ist fasziniert davon, wie diese einfachen Lebewesen
ein komplexes Verhalten ihres Staats organisieren konnen. Ohne eine zentrale Kontrollinstanz
organisieren sich die einzelnen Ameisen auf geradezu magische Weise selbst.

Den restlichen Tag sinniert Algatha dariiber nach, wie sich die Natur iiberhaupt solche seltsamen
Problemlosungen »ausdenken« kann. Und so kommt sie am Ende des Tages bei der Schluss-
folgerung an, dass die gesamte natiirliche Evolution letztendlich auch ein selbstorganisierender
Prozess ist. Sie beschlieB3t zu priifen, inwieweit selbstorganisierende und insbesondere auch an
der Evolution angelehnte Vorgénge geeignet sein konnen, die fiinf Grundprobleme zu 16sen.
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12.1 Mengenproblem: Selbstorganisierende Liste

Fiir das Mengenproblem haben wir mit dynamischen Feldern, Listen und
verschiedenen Bdumen passende Datenstrukturen kennengelernt, wobei zu-
nichst die Grundannahme galt, dass alle Elemente mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit gelesen, geschrieben oder geloscht werden. In Abschnitt 8.3
wurde mit den optimalen Suchbdumen eine Technik vorgestellt, Elemen-
te mit bekannten Zugriffswahrscheinlichkeiten in einem biniren Baum so
anzuordnen, dass die erwartete Zugriffszeit insgesamt minimal ist.

In diesem Abschnitt wollen wir eine einfache Technik vorstellen, die
durch Selbstorganisation Elemente mit vorab unbekannter Zugriffswahr-
scheinlichkeit so anordnet, dass sich eine moglichst effiziente Laufzeit er-
gibt.

Die Basis der Datenstruktur ist dabei eine unsortierte verkettete Liste
(vgl. Abschnitt 3.1.2). Der einzige Unterschied ergibt sich beim Suchen
nach einem Element: Das gefundene Element wird aus der Liste entfernt
und am Beginn der Liste wieder eingefiigt, wie es nebenstehend skizziert
ist. Auf diese Weise stehen Elemente, die hdufiger gesucht werden, weiter
vorn als andere, die selten benotigt werden.

Der Ablauf Sucuen-SoListe ist in Algorithmus 12.1 dargestellt.

Beispiel 12.1:

Wir betrachten eine sortierte Liste mit den Elementen 1, 2, 3, 4 und 5. Auf
dieser Liste werden nun die folgenden Suchanfragen ausgefiihrt: 3, 2, 4,
3, 4 und 3. Die Liste dndert sich dabei wie nebenstehend veranschaulicht.
Das jeweils gesuchte Element ist orange markiert. So ergeben sich fiir die
Suchanfragen insgesamt die Kosten 17. In einer sortierten Liste wiren die
Kosten 19 angefallen. O

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7_12, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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Ablauf beim Suchen nach
einem Element.

Anderung der Liste im
Beispiel.
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Algorithmus 12.1 Suchen in einer selbstorganisierten Liste

SucHen-SoLisTe(Schliissel gesucht)
Riickgabewert: gesuchte Daten bzw. Fehler falls nicht enthalten

1 switch
2 case anker = NULL : error “Element nicht enthalten”
3 case anker # NuLL und anker.wert = gesucht : | erstes Element
4 return anker.daten wurde gesucht
5 case anker # NULL und anker.wert # gesucht :
6 ef — anker 1 Vorginger-
7 while el.ndchstes # NuLL und el.néichstes.wert # gesucht t'lt"ln’f“t
8 do L el — el.ndchstes suchen
9 if el.nichstes # NULL
10 then " ergebnis — el.niichstes Element hinten
11 el.niichstes — el .niichstes.néichstes | aushdngen
12 el.ndchstes — anker Element an den Anfang der Liste
13 anker — el
14 L return el
15 else [ error “Element nicht gefunden”
; ‘a 2 c c o o o o
Eine Liste, die sich selbst an die Hiufigkeit der Anfragen an-

passt. Das ist eine nette Idee. Dann wiirde mein Lieblingsfilm
in der DVD-Sammlung immer fast vorn stehen!

Wie schon im Beispiel betrachten wir die Laufzeit fiir n gespeicherte Ele-
mente immer beziiglich einer festen, a-priori unbekannten Folge ay, ..., a,
mit m Suchanfragen. Wir vergleichen die Umsortierung durch Suchen-SoLis-
e (Algorithmus 12.1) mit der Suche auf einer unverinderlichen Liste.

Satz 12.2:
Die Laufzeit (als Anzahl der Schliisselvergleiche) von Sucnen-SoLisTE ist ma-
ximal doppelt so grof3 wie auf einer unverdnderlichen Liste.

Beweis 12.3:

Wir benutzen eine Beweistechnik, die als amortisierte Analyse bezeichnet
wird. Die Idee dabei ist, Kosten fiir verschiedene Suchvorgéinge miteinan-
der zu verrechnen. Die unverdnderliche Liste sei die Ausgangssituation fiir
die selbstorganisierende Liste. Wir nehmen an, dass ein gesuchtes Element
in der unverinderlichen Liste an Position i steht und in der selbstorgani-
sierenden Liste an Position p steht. Dann wird in der selbstorganisieren-
den Liste das Element nach p Vergleichen gefunden und an den Anfang
der Liste geschoben. Dadurch erhoht sich die Suchzeit der p — 1 Elemente,
die bisher vor dem verschobenen Element standen, um jeweils 1 Vergleich.
Wir bezahlen diese Kosten gleich fiir diejenigen Elemente, die in der unver-
anderlichen Liste vor der Position i stehen (und damit auch urspriinglich
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vor dem gesuchten Element in der selbstorganisierten Liste standen). Da-
bei kann es sich um maximal i — 1 Elemente handeln. Dies wurde bei allen
Suchvorgédngen vorher so gehandhabt. Deshalb haben die Elemente, die in
der unverédnderlichen Liste nach i und direkt vor der Suchanfrage vor p
in der selbstorganisierten Liste standen, bereits fiir jeweils einen Vergleich
der Suche nach p vorab bezahlt. Da dies mindestens p —i Elemente sind,
konnen wir diese Kosten wieder abziehen.

Die nebenstehende Skizze verdeutlicht obige Ausfithrungen. Es ergeben
sich fiir die Suche nach einem Element die Kosten:

Kosten < p+(i—-1)—-(p—-i)=2-i—1

Da die Kosten in der unverdnderlichen Liste i betragen, folgt insgesamt
die zu beweisende Aussage. |

Dieser Satz gilt fiir jede beliebige Anordnung der Elemente in der unver-
anderlichen Liste — insbesondere also auch fiir die optimale Anordnung, in
der die Elemente mit absteigender Zugriffswahrscheinlichkeit angeordnet
sind.

Im néchsten Satz zeigen wir fiir eine spezielle Verteilung der Zugriffs-
wahrscheinlichkeiten die Effizienz der selbstorganisierten Liste.

Satz 12.4:

Fiir n Elemente mit den Zugriffswahrscheinlichkeiten p; = % (1<i<n)er-
gibt sich bei der Suche mit Sucuen-SoListe (Algorithmus 12.1) fiir m Suchan-
fragen eine Laufzeit von O(m).

Beweis 12.5:

Wir zeigen zunichst fiir die bestmogliche Anordnung der Elemente in ei-
ner unverinderlichen Liste, dass deren Laufzeit linear in der Anzahl der
Suchanfragen m ist. Die erwartete Anzahl der Schliisselvergleiche fiir ei-
ne Suchanfrage ergibt sich als Summe der Produkte von der Zugriffswahr-
scheinlichkeit mit der Position in der Liste (fiir jedes Element in der Liste).
Die bestmogliche Anordnung ist diejenige, in der das am hiufigsten ange-
fragte Element ganz vorn steht etc. Fiir alle m Anfragen berechnet sich die
Anzahl der Schliisselvergleiche wie folgt.

SH |

S 1 <. 1 11
'ZLE:m.z'z(l*—l).izmi.(l—%)z (wegen (B.4))

Mit Satz 12.2 folgt die gewiinschte Aussage: die Suche mit der selbstorgani-
sierten Liste ist fiir jede anfidngliche Anordnung der Elemente in @(mm). =
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Beweisidee: verrechnete
Kosten.
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Das bedeutet, dass die Selbstorganisation fiir die gegebenen Zugriffswahr-
scheinlichkeiten die Elemente so anordnet, dass in der Gesamtbilanz jedes
Element mit konstantem Aufwand ®(1) gefunden wird. Dem steht bei einer
zufilligen festen Anordnung in der Liste ein Aufwand von ®(n) gegeniiber.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung in Satz 12.4 bevorzugt sehr stark ei-
nige wenige Elemente, woraus sich die prinzipiell konstante Suchzeit fiir
jede Suchanfrage ergibt. Auch fiir weniger konzentrierte Verteilungen der
Suchwahrscheinlichkeiten lassen sich dhnlich gute Suchzeiten zeigen. So
ergibt sich bei einer sog. Zipf-Verteilung, bei der die Zugriffswahrschein-
lichkeiten im Verhéltnisn: (n—1) : ---: 2 : 1 vorliegen, eine asymptotische
Suchzeit von O(j 0’; =),

Gerade bei vorher unbekannten, aber nicht gleichverteilten Zugriffswahr-
scheinlichkeiten iiberzeugt die selbstorganisierte Liste, da sie an eine opti-
mal sortierte Liste herankommt.

Dabei ist es hier wichtig festzuhalten, dass die gute Laufzeit durch einen
einfachen, fast trivialen Mechanismus und die Kraft der Selbstorganisation
unter geeigneten Randbedingungen entsteht. Es werden keine komplexe
Algorithmen oder Prognosemodelle unter Verwendung von zusitzlichem
Speicherbedarf wie z.B. Zihlern benotigt.

Die selbstorganisierenden Listen wurden erstmals von McCabe
(1965) vorgestellt und analysiert. Der hier prisentierte Beweis der
Laufzeit stiitzt sich auf den Artikel von Bentley & McGeoch (1985).
Ein jiingerer empirischer Vergleich verschiedener Varianten wurde
von Bachrach & El-Yaniv (1997) prisentiert. Der Beweis fiir die Lauf-
zeit bei der Zipf-Verteilung kann beispielsweise (Knuth, 1998b) ent-
nommen werden. Mit den Splay-Bdumen wurde ein ganz dhnlicher
Ansatz fiir bindre Baume von Sleator & Tarjan (1985) vorgestellt.

12.2  Rundreiseproblem: Evolutionire Algorithmen

In diesem Abschnitt soll eine stark vereinfachte Grundidee davon vermit-
telt werden, wie ein Prozess — etwa die natiirliche Evolution — durch einen
Algorithmus simuliert werden kann, um ein Optimierungsproblem zu 16-
sen. Dies wird am Beispiel des Rundreiseproblems durchgefiihrt, da dies
das schwierigste der hier im Buch betrachteten Probleme ist. Aufgrund der
NP-Vollstindigkeit ist kein exakter Losungsalgorithmus mit einer polyno-
miellen Laufzeit bekannt. Im Abschnitt 5.4 wurden eine Heuristik und ein
Approximationsalgorithmus présentiert, deren Naherungslosungen qualita-
tiv nur bedingt iiberzeugen konnten.

Es werden einige wenige zentrale Begriffe der natiirlichen Evolution ent-
lehnt und auf einen Ablauf fiir die Optimierung iibertragen. Dabei steht
der Begriff Individuum fiir einen kompletten Losungskandidaten aus dem
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Suchraum — also im Fall des Rundreiseproblems mit n Stidten fiir eine
Permutation der Elemente {1, . .., n}. Das Konzept der Population fasst wie- »Population
derum mehrere Individuen zusammen, die dann miteinander in Konkurrenz
stehen. Eine solche Population erfihrt in vielen Iterationen Verdnderungen,
die sich vor allem durch das Prinzip des Darwinismus begriinden lassen:
einen Wechsel zwischen Variation vorhandener Individuen und der Selekti-
on aus der Menge der vorhandenen Individuen.
Der Ablauf ist auf hoher Abstraktionsebene in Bild 12.1 dargestellt. Die
Variationsoperationen sind die Rekombination und die Mutation. Die Re-

kombination empfindet zwei Effekte der natiirlichen Evolution nach, nim- »Rekombination
lich die Vermischung vom Erbgut der Eltern bei der Fortpflanzung und
sog. Crossing-Over-Effekten in der Genetik. Die Mutation entspricht einer »Mutation

kleinen Veridnderung an einem Individuen, die in der natiirlichen Evolution
durch einen Fehler bei der Replikation des Erbguts verursacht wird. Die Be-
wertung der Individuen ist ein Aspekt, der in der natiirlichen Evolution fehlt,
da dort die Selektion, die natiirliche Auswahl, durch internen Wettbewerb »Selektion
innerhalb der Population um Ressourcen sowie die Interaktion mit Indivi-
duen anderer Arten wie z.B. Fressfeinden bestimmt wird. In einem evolu-
tiondren Algorithmus reflektiert die Bewertung in einem skalaren Wert, wie
gut das Individuum als Losungskandidat fiir das Optimierungsproblem ge-
eignet ist — im Falle des Rundreiseproblems konnte beispielsweise die Lan-
ge der vollstandigen Rundreise gewihlt werden, welcher minimiert werden
soll. Die Selektion wihlt dann in dem hier prisentierten Ansatz diejenigen
Individuen aus, welche die besten Bewertungen erhalten haben; die iibrigen
werden nicht weiter beriicksichtigt.

Fiir das Rundreiseproblem sollen im Weiteren konkrete Operationen ent-
wickelt werden. Dabei verzichten wir hier auf einen Rekombinationsopera-
tor und werden nur die Initialisierung der Individuen, die Mutation und die
Selektion beriicksichtigen.

Initialisierung Ausgabe des besten Individuums

+ .]a/ nein
Bewertung Terminieru/ng;\\

Rekombination

.Selekt\ion Mutation
Bewertun g / ‘

Bild 12.1: Schematisch dargestellter Ablauf eines evolutiondren Algorithmus. Die
hellorangen Gebilde symbolisieren dabei Populationen, die orangefarbi-
gen Kreise Individuen.
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Ein Individuum speichert als Datenstruktur einerseits im sog. genotyp
den reprisentierten Punkt aus dem Suchraum, hier: eine Rundreise als Per-
mutation, und andererseits die zugehorige Qualitét firness, hier: die Lange
der Rundreise. Die Permutation wird in einem Feld der Linge n gespei-
chert.

Algorithmus 12.2 (Inrr-Inprvipuum) beschreibt die Initialisierung eines In-
dividuums. Die Ldnge der Rundreise wird zunéchst mit co auf den schlecht-
moglichsten Wert eingestellt. Der Rest der Initialisierung erzeugt eine zu-
fillige Permutation.

Die Variation soll in unserem beispielhaften Algorithmus ausschlieflich
tiber die Mutation erreicht werden — wir verzichten auf die Rekombination.
Hierfiir muss eine Permutation durch eine kleine Veridnderung in eine neue
Permutation iiberfithrt werden. Vielleicht die erste intuitive, leicht zu reali-
sierende Idee ist das Vertauschen von zwei Zahlen in der Permutation wie
es nebenstehend veranschaulicht wird. Der Ablauf VertauscHENDE-MuTATION
ist in Algorithmus 12.3 dargestellt.

Beispiel 12.6:
Fiir den links in Bild 12.2 dargestellten Graphen stellt das Individuum
(v1,v2,v3,v4, Vg, v5), in der Mitte des Bilds, eine mogliche Rundreise dar.

Algorithmus 12.2 Ein zufilliges Individuum eines evolutionidren Algorithmus wird
fiir das Rundreiseproblem erzeugt.

Inr-Inprvipuum(ProblemgroBen)
Riickgabewert: nichts; Seiteneffekt: Permutation in A

1 fitness « oo

2 genotyp « allokiere \Feld der Linge n

3 forke1,....n mit Identititspermutation belegen durch

4 do C genotyplk] — k | ) . Vertauschen
5 fork<1,....n-1 eine zufillige
6 do " m < wihle gleichverteilte Zufallszahl aus k+1,...,n | permutation
7 L VERTAUSCHE(genotyp, k, m) erzeugen

Algorithmus 12.3 Ein Individuum wird durch Vertauschen zweier Werte in der Per-
mutation veréndert.

'VERTAUSCHENDE-MUTATION()

Riickgabewert: neues Individuum

ind — allokiere Individuum fiir A.liinge Knoten
fori—1,...,genotyp.linge

do Cind.genotypli] « genotyp|i]
u1 < wihle gleichverteilte Zufallszahl aus 1, ..., genotyp.linge ] (“Ci

uy < wibhle gleichverteilte Zufallszahl aus 1,. .., genotyp.linge é&llhlilbtlllltlllt(lm
ind.genotyplu] « genotyplus] \ crmus‘chcn
ind.genotypluy] « genotyp[u;]

return ind

Permutation kopieren

[e IR o) SRV I N
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Bild 12.2: Beispiel fiir die Mutation durch VERTAUSCHENDE-MUTATION (Algorithmus 12.3): der Graph des Optimie-
rungsproblems (links), das Ausgangsindividuum (mitte) und das mutierte Individuum (rechts).

Die beiden orange markierten Knoten v, und vg werden durch die Muta-
tion getauscht, sodass die Permutation (vy, vg, v3, v4, V2, v5) im neuen Indi-
viduum entsteht. Dies ist rechts im Bild visualisiert. Die orange markierten
Kanten dndern sich dabei, da fiir beide betroffenen Knoten der Vorginger-
und Nachfolgerknoten des anderen Tauschknotens in der Rundreise iiber-
nommen werden. O

Die Population realisieren wir in unserem Beispielalgorithmus durch ein
Feld von Individuen. Dabei soll die Groe der Population der Eltern 10
Individuen umfassen und in jeder Iteration werden 40 neue Individuen als
Kinder erzeugt — man spricht bei einem evolutiondren Algorithmus auch
von einer Generation. Alle Individuen wollen wir hier in einem gemeinsa-
men Feld ablegen, wobei die ersten 10 Individuen den Eltern entsprechen.
Dies erlaubt uns eine einfach Umsetzung der Selektion, bei der wir die bes-
ten 10 Individuen der Eltern und Kinder als neue Eltern fiir die ndchste Ge-
neration benutzen wollen. Dabei muss man lediglich das Feld aufsteigend
beziiglich der fitness sortieren.

Der so resultierende Gesamtablauf EA-HANDLUNGSREISENDENPROBLEM 1St in
Algorithmus 12.4 dargestellt.

Beispiel 12.7:

Der Algorithmus 12.4 (EA-HanbLungsreisenpenprosLEM) Wird auf die Bench-
mark-Probleminstanz mit 101 Knoten angewandt, die aus Beispiel 5.15 be-
reits bekannt ist. Bild 12.3 zeigt im linken Teil mit der schwarzen Kurve
den Verlauf der besten gefundenen Rundreisen pro Generation fiir den bis-
her entwickelten evolutiondren Algorithmus. Das beste gefundene Indivi-
duum, also die als Ergebnis gelieferte Rundreise, ist im rechten Teil des

»Generation
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Algorithmus 12.4 Evolutionérer Algorithmus fiir das Rundreiseproblem mit vertau-
schender Mutation.

EA-HANDLUNGSREISENDENPROBLEM(Graph G mit n Knoten)
Riickgabewert: Reihenfolge der Knoten

1 pop — allokiere Feld fiir 50 Individuen Population
2 fori<1,...,10 initialisieren
3 do " popli] — allokiere Individuum
4 popli].Inr-Inprvipuum() Evolutions-
5 L poplil.fitness < Kosten von popli].genotyp | Schleife
6 for generation — 1,...,2000 40 Kindindividuen
7 do"fori<1,...,40 erzeugen und bewerten
8 do " ind — wihle gleichverteilt zufillig aus pop[1]...pop[10]
9 popli+ 10] — ind.VERTAUSCHENDE-MUTATION()
10 L popli+ 10].fitness < Kosten von popli+ 10].genotyp
11 L Heapsort(pop) | beste Individuen nach vorn schicben
12 return pop[1].genotyp

3500 T

3000

2000

T T T
Bestes Individum

EA mit Tausch-Mutation
EA mit Invertierender-Mutation

mit Tausch-Mutation

1500 -
1000 |
1 1 1 1
o0 0 500 1000 1500 2000 2500
Generation

Bild 12.3: Die Linge der besten gefundenen Rundreise aufgetragen iiber die Generationen des Algorithmus 12.4
(EA-HANDLUNGSREISENDENPROBLEM) mit zwei unterschiedlichen Mutationsoperatoren (links) und die
beste gefundene Rundreise der VERTAUSCHENDE-MUTATION (rechts).

Bilds dargestellt. Sie hat eine Lénge von 915,26 und bleibt damit unter den
Ergebnissen der Greedy-Heuristik in Beispiel 5.15 wie auch der Approxi-
mation mit dem minimalen Spannbaum in Beispiel 5.28 zuriick. Da das
Ergebnis des Algorithmus stark vom Zufall abhéngt, haben wir insgesamt
100 Berechnungen durchgefiihrt, die im Durchschnitt zu Rundreisen der
Linge 979,40 gefiihrt haben. Es handelt sich bei dem Beispiel in Bild 12.3
also noch um eines der besseren Beispiele. O

Werfen wir nochmals einen Blick auf die Arbeitsweise eines evolutioniren
Algorithmus, um am Ende zu einem verbesserten Algorithmus zu gelangen.
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Anstatt eine Population als einfache Ansammlung von Losungskandidaten
aufzufassen, ist es sinnvoller, die Mutation und die Selektion mit zu beriick-
sichtigen. Dann ergibt sich aus allen Faktoren eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung (oder mogliche Punktwolke) fiir die Population der jeweils ndchsten
Generation. Durch die Wahl der Eltern und die Mutation werden einige zu-
fillige Vertreter der Punktwolke gezogen, die dann wieder (nach der Selek-
tion) als Basis fiir die nichste Wahrscheinlichkeitsverteilung dienen. Der
Erfolg eines evolutionédren Algorithmus hingt davon ab, wie Mutation und
Selektion die Entwicklung dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung beeinflus-
sen. Sie darf nicht zu schnell zu eng werden, muss aber dennoch fokussiert
genug bleiben. Um dies zu erreichen, konnen Veridnderungen an zahlrei-
chen Parametern des Algorithmus vorgenommen werden — so bestimmt et-
wa das Verhiltnis der Anzahl der Eltern zur Anzahl der Kindindividuen,
wie stark die Selektion wirkt.

Fiir unseren Algorithmus wollen wir jedoch den Algorithmus an einer
anderen Stelle beeinflussen. Die bisher betrachtete VERTAUSCHENDE-MUTATION
(Algorithmus 12.3) bewirkt zwar eine kleine Verdnderung auf einer Permu-
tation, aber es werden dennoch vier Kanten aus einer bestehenden Rundrei-
se entfernt und vier neue Kanten hinzugefiigt, wie in Beispiel 12.6 illustriert
wurde. Unter der Voraussetzung, dass das Rundreiseproblem auf einem un-
gerichteten Graphen definiert ist, in dem es auch fiir das Kantengewicht
egal ist, in welcher Richtung eine Kante durchlaufen wird, ldsst sich ein
Mutationsoperator konstruieren, der wenig Kanten in einer Rundreise ver-
andert.

Die Kernidee ist die folgende: nicht nur zwei zufillig gewihlte Zah-
len der Permutation werden vertauscht, sondern auch die Zahlen dazwi-
schen. Das Ergebnis davon ist, dass der komplette Teil der Permutation
zwischen den gewihlten Zahlen umgedreht bzw. invertiert wird. Dies ist
nebenstehend illustriert. Der Ablauf von INVERTIERENDE-MUTATION ist in Algo-
rithmus 12.5 dargestellt.

Beispiel 12.8:

Fiir das links in Bild 12.4 dargestellte Rundreiseproblem wird das Individu-
um (vq, v2, V3, V4, V6, V5), im Bild in der Mitte, durch INVERTIERENDE-MUTATION
(Algorithmus 12.5) so mutiert, dass der Teil der Permutation zwischen v
und vg invertiert wird. Es entsteht die rechts im Bild dargestellte Permu-
tation (vy, v, 4, V3, V2, v5). Die orange markierten Kanten dndern sich, die
gestrichelten Kanten werden umgekehrt durchlaufen. O

Wie das Beispiel veranschaulicht, werden aus der bestehenden Rundreise
lediglich zwei Kanten entfernt und zwei neue Kanten werden hinzugefiigt.
Das bedeutet, dass der Eingriff in die Rundreise nur halb so grof3 wie bei
VERTAUSCHENDE-MuTatioN ist. Damit bleibt auch die Wahrscheinlichkeit gro-
Ber, dass eine Mutation eine Verbesserung erreichen kann.
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Algorithmus 12.5 Ein Individuum wird durch Umkehren eines Teilabschnitts der
Permutation verdndert.

INVERTIERENDE-MUTATION()
Riickgabewert: neues Individuum

1 ind — allokiere Individuum fiir genotyp.linge Knoten
2 fori (_ L. ,gen‘otyp.lange | Permutation kopieren
3 do Lind.genotypli] < genotypli] | _ zufillige
4 uy « wihle gleichverteilte Zufallszahl aus 1, ..., genotyp.linge | |, ji,cs
5 up « wihle gleichverteilte Zufallszahl aus 1, ..., genotyp.linge | vihlen
6 ifu;>u
r
7 then"heu gewihrleisten, dass u; < u
8 Uy < up
9 Luy < h
10 for je«—up,...,un ‘ Abschnitt der
11 dO [ lndgenotyp[uz +u _,]] — genotyp[]] ] Permutation umdrehen
12 return ind

Bild 12.4: Beispiel fiir die Mutation durch INVERTIERENDE-MuTATION (Algorithmus 12.5): der Graph des Optimie-
rungsproblems (links), das Ausgangsindividuum (mitte) und das mutierte Individuum (rechts).

Beispiel 12.9:

Es wird das Experiment aus Beispiel 12.7 analog durchgefiihrt — lediglich
mit dem Mutationsoperator INverTiERENDE-MuTaTioN (Algorithmus 12.5) als
einzige Veridnderung. Wie bereits in der orangefarbigen Linie im linken Teil
des Bildes 12.3 zu sehen war, erzielt dieser Algorithmus ein wesentlich bes-
seres Ergebnis. Bild 12.5 zeigt wie sich die Rundreisen tiber die verschiede-
nen Generationen entwickeln. Mit einer Linge von 685,37 erzielt dieser Al-
gorithmus das bisher beste Ergebnis auf diesem Benchmark-Problem. Der
Durchschnitt tiber 100 Optimierungen ergibt den ebenfalls sehr guten Wert
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Generation 0

Generation 500

Generation 1000

Generation 2500

Bild 12.5: Ergebnisse des evolutiondren Algorithmus mit INVERTIERENDE-MUTATION

(Algorithmus 12.5)

698,70. Verglichen zur optimalen Rundreise der Linge 642,31 kann man
also sagen, dass im Durchschnitt eine nur etwa 9% lidngere Rundreise ge-
funden wird. Die Ergebnisse sind deutlich besser als die der Heuristik bzw.
des Approximationsalgorithmus in Abschnitt 5.4, die iiber dem Wert 800

lagen.

Beispiel 12.10:

In diesem Beispiel wenden wir EA-HANDLUNGSREISENDENPROBLEM Mit INVERTIE-
rReNDE-Murtation auf den Graphen aus den Beispielen 5.16 und 5.29 an. Das
Ergebnis ist die in Bild 12.6 dargestellte Rundreise der Lange 187,87. In An-
betracht der optimalen Rundreise der Linge 177,44 ist dies ein erstaunlich
gutes Ergebnis, das die bisherigen Algorithmen auch auf diesem Beispiel
deutlich iibertrifft. Dabei handelt es sich auch um keinen Einzelfall: In 56
von 100 Optimierungen wurde sogar das Optimum gefunden. Die durch-
schnittliche Linge der Rundreise betrigt 202,46 und die Linge des besten
Individuums der schlechtesten Optimierung ist 257,37. Auch fiir diese Pro-
bleminstanz wird durchschnittlich eine kiirzere Rundreise als mit dem Ap-

proximationsalgorithmus gefunden.
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Bild 12.6: Optimierung eines Graphen mit INVERTIERENDE-MUTATION (Algorith-
mus 12.5).

Diese Beispiele illustrieren schon, dass evolutionidre Algorithmen hiufig
hinreichend gute Losungsversuche fiir NP-vollstindige Probleme erzeugen
konnen. Allerdings haben wir keinerlei Garantie dafiir, wie gut ein solcher
Losungsversuch ausfillt und wie hdufig gute bzw. weniger gute Ergebnisse
erzeugt werden. Daher werden evolutiondre Algorithmen zur Klasse der
probabilistischen Algorithmen gerechnet. Durch den massiven Einsatz von
Zufallszahlen gehoren sie ebenfalls zu den randomisierten Algorithmen.

Die evolutiondren Algorithmen haben verschiedene Urspriinge in den
genetischen Algorithmen (Holland, 1975), den Evolutionsstrategien
(Rechenberg, 1973) und dem evolutiondren Programmieren (Fogel
et al., 1965). Mehr Informationen konnen aktuellen Lehrbiichern ent-
nommen werden — z.B. von Michalewicz & Fogel (2004) oder Wei-
cker (2007).

@ (% Die Beispiele sind je recht iiberzeugend. Evolutionédre Pro-
blemlosung. .. Da geht bestimmt noch mehr.
Auf der anderen Seite sieht man an den verschiedenen Muta-
tionen wie viele Ideen und Konzepte auch hier hineingesteckt
werden miissen. Zusitzlich gibt es keine Garantie fiir die op-
timale Losung. Damit werde ich dies wohl hauptséchlich fiir
richtig schwierige Probleme wie die NP-vollstindigen nutzen.
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Dieses Kapitel hat zwei Konzepte der Selbstorganisation in Datenstruktu-
ren bzw. Algorithmen mit einfachen Beispielen eingefiihrt. Wesentliches
Ziel ist dabei die Einsicht, wie Algorithmik noch funktionieren kann. Fiir
einen produktiven Einsatz in Anwendungen sollte sich der Leser wesent-
lich fortgeschrittenere Varianten aneignen.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 12.1: Selbstorganisierende Liste
In eine selbstorganisierende Liste werden nacheinander die Elemente
5,4, 3, 2 und 1 eingefiigt. Vergleichen Sie die Anzahl der benotigten
Schliisselvergleiche zwischen der selbstorganisierenden Liste und einer
normalen (sortierten) Liste fiir die folgenden sequentiellen Suchanfra-
gen.

a) Suchenach5,4,5,3,3,5,4,2,4,1,5
b) Suchenach1,4,1,3,3,1,4,2,4,5,1

Aufgabe 12.2: Evolutionérer Algorithmus

Es soll durch Mutationen die linke in die rechte Permutation tiberfiihrt
werden.

(8,5,6,3,4,2,1,7) und (8,5,4,2,1,3,6,7),

a) Geben Sie eine dafiir notwendige Folge von Mutationen der VEr-
TAUSCHENDE-MuTATION (Algorithmus 12.3) an.

b) Geben Sie analog eine Folge von Mutationen der INVERTIERENDE-
MurarioN (Algorithmus 12.5) an.



Das Projekt hat einen stabilen Zwischenstatus erreicht und ist grundsitzlich inzwischen so aufge-
stellt, dass es den prognostizierten Wachstum der Unternehmensdaten mitmachen wird. Algatha
kann sich etwas zuriicklehnen und genieft es, dass ihre Freizeit wieder Normalniveau erreicht
hat. Bei langen Puzzle-Abenden entspannt sie und kommt dabei fast auf andere Gedanken. Fast. ..
Sie grinst und kann sich des Vergleichs nicht verwehren, dass sie es auch im Projekt geschafft
hat, all die einzelnen Bestandteile an den richtigen Platz zu bringen — genau wie bei ihrem abend-
lichen Vergniigen zur Entspannung.
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13.1 Mengenproblem

Zur Verwaltung von Datenmengen wurden verschiedene, konzeptionell z.T.
sehr unterschiedliche Datenstrukturen présentiert. Tabelle 13.1 vergleicht
die Laufzeiten fiir die drei wichtigsten Operationen: Suchen, Einfiigen und
Loschen.

Wir mochten abschlieBend noch ein paar wenige Daumenregeln liefern,
die dem Leser eventuell helfen, fiir die jeweils aktuelle Anwendungssitua-
tion eine passende Datenstruktur zu finden. Wir strukturieren diese Hand-
reichung anhand einiger weniger Fragen.

Wie gro8 ist die Datenmenge? Falls die Grofie der Datenmenge. . .

e schr klein (< ca.100) ist: Ein unsortiertes Feld kann reichen;
sonst: ein bindrer Suchbaum.

e moderat (< ca.1 000 000) ist: Balancierte Baume, z.B. AVL-Bau-
me, oder Hash-Tabellen.

e sehr groB} (= ca.1000000) ist und ggf. nicht in den Hauptspei-
cher passt: B-Baume oder erweiterbares Hashing.

Wie groB ist die Dynamik der gespeicherten Elemente? Beieiner hohen
Dynamik sind Biume den Hash-Tabellen vorzuziehen, um Rehashing
bzw. teure Re-Organisation einer erweiterbaren Hash-Tabelle zu ver-
meiden. Liegt gar keine Dynamik vor, kann die Datenstruktur fiir den
Zugriff optimiert werden, z.B. als balancierter Baum, optimaler Such-
baum oder durch Anpassung der Hash-Funktion zum perfekten Ha-
shing ohne Kollisionen.

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7_13, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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Tabelle 13.1: Laufzeitenvergleich der Datenstrukturen fiir das Mengenproblem

Datenstruktur ‘ ‘ Suchen ‘ Einfiigen ‘ Loschen ‘ Anmerkung
unsortiertes Feld O(n) o(1) O(n) gilt auch fiir dynamische Felder
sortiertes Feld O(logn)/ ®(n) BO(n) 1 bei Interpolationssuche und
O(log log n)1 Gleichverteilung
unsortierte Liste Oo(n) o) Oo(n)
sortierte Liste o) O(n) O(n)
Skipliste avg.: O(logn) | avg.: O(logn) | avg.: O(logn) | Worst-Case: O(n)
binédrer Suchbaum avg.: O(logn) | avg.: O(logn) | avg.: O(logn) | Worst-Case: O(n); dieser tritt bei
vorsortierten Daten ein
AVL-Baum O(logn) O(log n) O(logn)
Hash-Tabelle vorhandener Schliissel: ®(1), neuer Schliissel: ﬁ bei Brent’s-Algorithmus und
Fiillgrad o
B-Baum O(logn) O(log n) O(logn) Konstante der Laufzeit hiingt von
der Baumtiefe und damit von der
Ordnung m ab
Erweiterbares Hashing o) Q1) 2 o3 2 wegen der VergroBerung der
Adresstabelle
3 ohne Verschmelzen von
Blocken und Verkleinern der
Adresstabelle
selbstorganisierte Liste avg.: (1) * o) avg.: (1) * 4 amortisierte Laufzeit

Was ist iiber Zugriffswahrscheinlichkeiten der Elemente bekannt?
Liegen stark ungleichgewichtige Zugriffswahrscheinlichkeiten fiir die
einzelnen Elemente vor, konnen sich Techniken wie die selbstorga-
nisierte Liste oder fiir unverdnderliche Datenmengen die optimalen
Suchbidume lohnen.

Miissen alle Elemente ausgegeben werden? Dann sind Hash-Tabellen
kritisch zu hinterfragen — insbesondere wenn eine sortierte Reihenfol-
ge der Daten erwartet wird.

Wie wird auf die Elemente zugegriffen? Besondere Regeln, auf welche
Elemente zugegriffen wird, wie oft zugegriffen wird und wann Ele-
mente entfernt werden, kann andere Datenstrukturen nahe legen. Ein-
maliger Zugriff mit Entfernen des Elements entsprechend irgendwel-
cher Vorgaben kann beispielsweise durch eine Prioritdtswarteschlange
noch besser erfiillt werden.
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Die verschiedenen behandelten Sortieralgorithmen werden mit ihren Lauf-

zeiten im Best-, Average- und Worst-Case in der Tabelle 13.2 dargestellt.
Auch bei den Sortieralgorithmen soll mit einigen knappen Fragen eine

Handreichung fiir die Wahl des passenden Algorithmus geliefert werden.

Wie viele Elemente werden sortiert? Ist die Anzahl der zu sortierenden

Datenelemente. .

e Kklein (< ca. 100): Insertionsort oder Bubblesort.

e grof} (< ca. 2000000): Quicksort oder Heapsort sind eine gute
Wahl, aber auch Shellsort oder Radix-Sort konnen beriicksichtigt

werden.

e sehr grofB} (> ca. 2000 000) und kann nicht im Hauptspeicher ge-
halten werden: Mehrphasen-Mergesort, evtl. reicht auch Einfii-
gen in einen B-Baum und anschlieBende sortierte Ausgabe aller

Elemente

Sind die Daten vorsortiert? Insertionsort hat Vorteile gegeniiber anderen
Verfahren. Bei Standard-Quicksort kann evtl. der Worst-Case eintre-
ten, was durch Randomisierung, d.h. die zufillige Wahl eines Ele-
ments im Feld als Pivot verhindert werden kann.

Tabelle 13.2: Laufzeitenvergleich der Sortieralgorithmen

Algorithmus ‘ ‘ Best-Case ‘ Avg.-Case ‘ Worst-Case ‘ Anmerkung

Bubblesort O(n) 0On?) ) stabil

Insertionsort BO(n) On?) On?) stabil, ordnungsvertréiglich

Shellsort Q(n-logn) — o( \/n_3) ! 1 mit Schrittweiten (27! — 1); mit anderen

Schrittweiten ist O( W) moglich

Selectionsort On?) O(n?) 0(n?)

Insertionsort (AVL) O(n-logn) O(n-logn) O(n-logn) groBer zusitzlicher Speicherbedarf

Mergesort O(n-logn) BO(n-logn) BO(n-logn) zusitzlicher Speicherbedarf, stabil

Quicksort O(n-logn) BO(n-logn) O(n?) Worst-Case tritt sogar bei sortierten Daten
ein

Heapsort O(n-logn) O(n-logn) O(n-logn) | leicht hohere Konstante als bei Quicksort

Straight-Mergesort O(n-logn) O(n-logn) O(n-logn) | bessere Laufzeitkonstante als Mergesort,
stabil

Countingsort O(n+k) O(n+k) O(n+k) mit der Anzahl k der verschiedenen Schliis-
sel, stabil

Radix-Sort Od-(n+k)) | Od-(n+k)) | O(d-(n+k)) | mit d-stelligen Schliissel iiber einem k-
elementigen Alphabet, stabil

Mehrphasen-Mergesort O(n-logn) O(n-logn) O(n-logn)
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Muss der Algorithmus stabil sein? Muss bei gleichen Datenschliisseln ei-
ne vorhandene Vorsortierung gemifl anderer Kriterien erhalten blei-
ben, sollten stabile Sortieralgorithmen wie Insertionsort, Radix-Sort
Mergesort oder Straight-Mergesort genutzt werden.

Wie wichtige ist optimale Laufzeit? Handelt es sich um eine Anwendung
mit extremen Anforderungen beziiglich der Laufzeit, kann Quicksort
iber die Wahl des Pivotelements und mit Insertionsort fiir kleine Teil-
felder noch weiter optimiert werden. Muss jedoch eine ®@(n?)-Laufzeit
in jedem Fall verhindert werden, sollte stattdessen Heapsort, Shellsort
oder Radix-Sort beriicksichtigt werden.

13.3  Kiirzeste Wege

Zur Berechnung der kiirzesten Wege in einem Graphen wurden drei ver-
schiedene Algorithmen vorgestellt, wobei die Fragestellung jeweils eine
andere war. So kann mit der Breitensuche nur in Graphen ohne Kanten-
gewichte der kiirzeste Weg bestimmt werden. Ferner wurde in die Suche
nach allen kiirzesten Wegen der Knotenpaare mit einem gemeinsamen Start-
knoten (Dijkstra-Algorithmus) und in die Betrachtung der kiirzesten Wege
zwischen allen Knotenpaaren (Floyd-Warshall-Algorithmus und #V-fache
Anwendung des Dijkstra-Algorithmus) unterschieden. Die resultierenden
Laufzeiten aller betrachteten Varianten sind in Tabelle 13.3 dargestellt.

Abhingig von den Eigenschaften des Graphen konnen die folgenden
Hinweise die Wahl eines Algorithmus beeinflussen.

Wie dicht ist der Graph? Fiir diinne Graphen mit vergleichsweise weni-
2

gen Kanten, genauer: #E € O(%), sollte der Dijkstra-Algorithmus

mit dem Heap als Prioritiatswarteschlange benutzt werden. Dies gilt

sowohl fiir den Vergleich zum Dijkstra-Algorithmus mit dem Feld als

auch, mit Einschrankungen aufgrund der Laufzeitkonstanten, fiir den

Vergleich mit dem Floyd-Warshall-Algorithmus fiir alle Knotenpaare.

Tabelle 13.3: Laufzeitenvergleich der Kiirzeste-Wege-Algorithmen

Algorithmus

ein Startknoten ‘ alle Knotenpaare ‘ Anmerkung

Breitensuche mit
Adjazenzliste
Breitensuche mit
Adjazenzmatrix
Dijkstra mit Feld
Dijkstra mit Heap
Floyd-Warshall

O((HV +#E) - 1og#V)) | O((HV +#E)-#V -log(#V))

O#V +#E) O((#V)? +#V -#E) mit Anzahl der Kanten als Distanz

O(#V)?) O(#V)?) mit Anzahl der Kanten als Distanz

O((#V)?) O((#V)?)

— O(#V)?) wesentlich kleinere Laufzeitkonstante
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Gelten Eigenschaften beziiglich der Gewichte? Beziiglich der Kantenge-
wichte sei darauf hingewiesen, dass der Dijkstra-Algorithmus falsche
Ergebnisse bei negativen Gewichten liefern kann. Hier sollte auf den
Floyd-Warshall-Algorithmus oder hier nicht vorgestellte Algorithmen
wie den Bellman-Ford-Algorithmus zuriickgegriffen werden. Fiir sehr
groB3e Graphen, deren Gewichte alle sehr dhnlich sind, kann es sinn-
voll sein, iiber die Breitensuche eine Niherungslosung zu erzeugen.

Weist der Graph andere Besonderheiten auf? Fiir verschiedene Graph-
eigenschaften existieren schnellere Algorithmen als die hier prisen-
tierten. Ein Beispiel wurde in Aufgabe 5.3 fiir azyklische Graphen
thematisiert.

Der Bellman-Ford-Algorithmus hat die Laufzeit O(#V - #E) und geht
auf die Veroffentlichungen von Bellman (1958) und Ford & Fulkerson
(1962) zuriick.

13.4 Rundreise

Das Rundreiseproblem ist das schwierigste der in diesem Buch betrachteten
Problem. Tatsdchlich ist es NP-vollstdndig. Daher wird in der Tabelle 13.4
neben der Laufzeit auch die Genauigkeit der Algorithmen verglichen.

Eine Entscheidung, welcher Algorithmus genutzt wird, hingt in der Re-
gel von der Grofle der betrachteten Probleminstanz und der verfiigbaren
Zeit bzw. der gewiinschten Genauigkeit des Ergebnisses ab.

Auch hier gibt es teilweise verbliiffende Algorithmen fiir Spezialfille.
So wurde beispielsweise fiir zweidimensionale geometrische Rundreisepro-
bleme in Aufgabe 8.6 ein Algorithmus mit Laufzeit O(n?) skizziert, der die
kiirzeste bitonische Rundreisen berechnet (vgl. Seite 224).

Tabelle 13.4: Vergleich der Algorithmen fiir das Rundreiseproblem

Algorithmus ‘ ‘ Laufzeit ‘ Genauigkeit Anmerkung
Backtracking B((n—-1)!) exakt durch Branch-and-Bound sind bessere Lauf-
zeiten moglich
Einfache Greedy-Heuristik O(n?) keine Garantie
MSB-Approximation omn?) maximal doppelte nur falls die Dreiecksungleichung fiir die
Linge Gewichte gilt

Evolutiondrer Algorithmus || keine Garantie | keine Garantie in der Praxis oft die besten Ergebnisse
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13.5 Maximaler Fluss

Fiir das Problem des maximalen Flusses wurden lediglich zwei Varianten
desselben Algorithmus vorgestellt, die in Tabelle 13.5 verglichen werden.
Es wird jeweils eine Speicherung des Graphen als Adjazenzliste vorausge-
setzt.

Tabelle 13.5: Vergleich der Laufzeiten der Maximaler-Fluss-Algorithmen

Algorithmus ‘ ‘ Laufzeit ‘ Anmerkung

Ford-Fulkerson O(fmax - #E) problematisch ist der Einfluss des maxima-
len Flusses auf die Laufzeit

Edmonds-Karp || O@#V - (#E)?)

Fiir die zunéchst betrachteten Flussprobleme unter Beriicksichtigung der
Ubermittlungsdauer/Reisezeit pro Kante sind die Laufzeiten der obigen Al-
gorithmen allerdings kaum akzeptabel, da bei der Umwandlung des Pro-
blems allein schon die Anzahl der Knoten auf 7,y - #V anwichst (mit dem
Zeithorizont fy,x).

Es gibt eine Vielzahl an wesentlich schnelleren Algorithmen. So errei-
chen Varianten der Push-Relabel-Algorithmen Laufzeiten wie O(#HV)3).

Die Push-Relabel-Algorithmen wurden von Goldberg & Tarjan
(1988b) eingefiihrt, wobei insbesondere die Heuristiken nach (Cher-
kassky & Goldberg, 1997) fiir die Laufzeit hilfreich sind.

So. Das war’s. Alle Konzepte des Buchs wurden in diesem Kapitel noch-
mals in einen problembezogenen Zusammenhang gebracht und um Emp-
fehlungen fiir die Auswahl der passenden Datenstruktur bzw. des passen-
den Algorithmus ergéinzt.
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A Notation des Pseudo-Code

In diesem Abschnitt wird die Notation der Algorithmen kompakt erlidutert
und vorgestellt.

Die einzelnen Algorithmen entsprechen Funktionen oder Methoden in
realen Programmiersprachen. Dabei gibt die erste Zeile den Namen der Me-
thode und die formalen Parameter fiir den Aufruf an, die zweite Zeile spe-
zifiziert den/die Riickgabewert(e) genauer und ab der dritten Zeile beginnt
die Beschreibung des schrittweisen Ablaufs des Algorithmus.

N-UBER-2(Wert n)
Riickgabewert: Wert von(’;)
1 produkt —n-(n—1)
produkt
2 return ——

Dabei verzichten wir in den Beschreibungen auf eine genaue Angabe der
Datentypen — so wire beim obigen Algorithmus eine Angabe n € N sinnvoll.
Dies ergibt sich jedoch aus dem Kontext der Algorithmen.

Der »«« steht fiir eine Wertzuweisung. Der mathematische Ausdruck
rechts vom Pfeil wird berechnet und der Variablen mit dem links vom Pfeil
angegebenen Namen zugewiesen. Dabei erlauben wir in den mathemati-
schen Ausdriicken alle iiblichen Funktionen und Notationen der Mathema-
tik.

Der Riickgabewert des Algorithmus wird mit dem letzten ausgefiihrten
Befehl »return« angezeigt. Auch hier wird der Ausdruck berechnet und der
resultierende Wert ist das Ergebnis des Algorithmus. Unabhingig davon,
wo das »return« im Algorithmus steht, sobald es ausgefiihrt wird, ist der
Ablauf des Algorithmus erfolgreich beendet.

Die formalen Parameter zeigen an, mit welchen Werten der Algorithmus
aufgerufen werden muss und unter welchem Namen diese Werte dann im
Algorithmus benutzt werden konnen. Dabei handelt es sich um sog. Call-
By-Value-Parameter: Es wird lediglich ein Wert in den Algorithmus hinein
iibergeben — eine Zuweisung zum Namen des Wertes im Algorithmus hat
keine Auswirkung auBerhalb des Algorithmus.

Ein solche Funktionsaufruf wird dann beispielsweise wie im folgenden
Beispiel notiert.

MOGLICHKEITEN-2-KUGELN-zU-ZIEHEN(Anzahl der Kugeln n)
Riickgabewert: Anzahl der Moglichkeiten
1 ergebnis < N-UBER-2(n)
2 return ergebnis

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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Verlangt ein Algorithmus mehrere Werte als formale Parameter, werden
diese per Komma voneinander getrennt.

Sollte in der Ausfithrung des Algorithmus ein Fehler auftreten und er
kann nicht zu einem erfolgreichen Abschluss gefiihrt werden, kann dies mit
dem Befehl »error« und einer entsprechenden Fehlermeldung veranlasst
werden. Die folgende Variante des obigen Algorithmus zeigt dies.

N-UBER-2(Wert n)
Riickgabewert: Wert von(”)

2
1 ifn>1
2 then " produkt «— n-(n—1)
3 L return lw
4 error “zu kleiner Wert”

Die »if«<-Anweisung gibt dabei an, dass die hinter dem »then« einge-
riickten Anweisungen nur dann ausgefiihrt werden, wenn die Bedingungen
nach dem »if« wahr ist. Der Beginn der Anweisungen wird zusitzlich durch
™ und das Ende durch . markiert. Ferner konnen zusitzlich auch mit dem
Schliisselwort »else« zusitzliche Anweisungen angegeben werden, die ge-
nau dann ausgefiihrt werden, wenn die Bedingung falsch ist. Ein Beispiel
ist im nichsten Algorithmus enthalten.

Ein Feld ist eine Datenstruktur, in der mehrere Elemente gleichen Daten-
typs gespeichert werden. Die Anzahl der speicherbaren Elemente ist durch
die feste Grofle des Felds begrenzt, die fiir ein Feld A durch A.linge ab-
gefragt werden kann. Auf die einzelnen Elemente kann iiber den Index
1 <i < A.ldnge lesend und schreibend mit A[i] zugegriffen werden.

Die zuletzt eingefithrten Konzepte werden im folgenden Algorithmus
veranschaulicht, der eine Binérzahl in der Darstellung des Zweierkomple-
ments in eine ganze Zahl umrechnet — bitte nicht so nachprogrammieren,
da dies nicht wirklich effizient ist.

DEkoDIERE-ZWEIERKOMPLEMENT(Feld mit bindren Werten bits)
Riickgabewert: durch die Bits dargestellte ganze Zahl
n « bits.linge
wert <« ALs-GANZE-ZAHL(Dits,2, n)
if bits[1]1=0
then Creturn wert | Zahl ist positiv
else " maxwert « 2! ) ‘ .
Zahl ist negativ
L return wert — maxwert | -

AN B W

Die orangefarbige Klammerung und der zugehorige Text stellen Kom-
mentare dar, welche in der Regel die konkreten Anweisungen des Quell-
texts auf einer leichter verstindlichen Ebene erldutern.



335

Fiir die wiederholte Ausfiihrung eines Abschnitts des Algorithmus ste-
hen insgesamt drei verschiedene Schleifenarten zur Verfigung, wobei es
von einer Schleife noch zwei Varianten gibt.

In der sog. While-Schleife wird immer wieder die Bedingung nach dem
Schliisselwort »while« iiberpriift und, falls die Bedingung wahr ist, die An-
weisungen nach dem »do« ausgefiihrt. Dies endet erst dann, wenn die Be-
dingung zu falsch ausgewertet wird. Danach setzt die Abarbeitung des Al-
gorithmus bei der Anweisung hinter der While-Schleife fort.

ALs-Ganze-ZaHL(Feld mit bindren Werten bits, Index ¢, Index r)
Riickgabewert: durch die Bits dargestellte ganze Zahl

1 wert <0

2 index «r

3  while index > ¢

4 do " wert « 2-wert + bits[index)

5 L index <« index + 1

6 return wert

Ist bereits vor dem Betreten der Schleife bekannt, wie oft diese durch-
laufen werden soll, wird meist eine sog. For-Schleife benutzt. In der ersten
nachfolgend dargestellten Variante werden die Iterationen durch eine Zu-
weisung und den Wertebereich festgelegt.

ALs-GaNze-ZAHL(Feld mit bindren Werten bits, Index ¢, Index r)
Riickgabewert: durch die Bits dargestellte ganze Zahl
1 wert«0
2 fori—0,...,(r=90)
3 doLCwert « 2-wert+ bits[r+1i]
4  return wert

In einer zweiten Variante der For-Schleife werden die angegeben An-
weisungen fiir alle Elemente einer Menge durchgefiihrt. Das nachfolgende
Beispiel illustriert dies.

DurchscanitT(Menge von ganzen Zahlen M)
Riickgabewert: Durchschnitt der Zahlen
1 summe <0
2 forallexeM
3 do L summe < summe + x
4 return e
Als letzte Schleifenart stellen wir die Repeat-Until-Schleife vor, bei der
in jeder Iteration die hinter dem »repeat« eingeriickten Anweisungen aus-
gefiihrt werden und danach gepriift wird, ob die Bedingung zum Abbruch
der Schleife, nach dem »until« erfiillt ist. Bei dieser Schleifenart werden
die Anweisungen immer mindestens einmal ausgefiihrt.
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SummE-Gross-GenuG(Feld mit Zahlen A, Zielwert wert)
Riickgabewert: Index, ab dem die Summe den Zielwert erreicht
summe «— 0
index « 0
repeat " index «— index+ 1
L summe «— summe + Alindex]
until summe > wert
return index

NN AW

Falls mehrere zueinander in Bezug stehende If-Verzweigungen beno-
tigt werden, kann der Algorithmus wesentlich leichter lesbar sein, wenn
man stattdessen das Switch-Statement benutzt. Nach dem Schliisselwort
»switch« werden die verschiedenen Fille jeweils mit »case« und einer Be-
dingung eingefiihrt. Nach dem Doppelpunkt stehen jeweils die auszufiih-
renden Anweisungen.

Fakurrar(Zahl n)
Riickgabewert: Fakultit von n
1 switch
2 casen < 1:error “falsches Argument”
3 casen=1:return 1
4 casen > 1:return b-Fakurrar(n — 1)

Weil im Switch-Statement beliebige Bedingungen formuliert werden kon-
nen, weicht es stark von gleichnamigen Sprachelementen z.B. in der Pro-
grammiersprache Java ab, bei denen nur einzelne Werte eines Aufzihlungs-
datentyps als Fall formuliert werden konnen.

Im Hauptteil des Buchs spielen dynamische Datenstrukturen eine grof3e
Rolle, bei denen immer wieder Speichereinheiten aus dem freien Hauptspei-
cher reserviert wird. Auf diesen Speicher kann nur durch sog. Zeigervaria-
blen zugegriffen werden. Diese Zeiger erlauben u.a. die beliebige struktu-
relle Anordnung der Speichereinheiten. Daher unterscheidet sich eine Zu-
weisung zu einer Zeigervariablen auch von einer Wertzuweisung zu einer
normalen Variablen. Bei der Wertzuweisung erhilt die Variable eine Kopie
des Werts und kann diesen beliebig d@ndern. Bei der Zeigervariablen konnen
mehrere Variablen auf dasselbe Objekt im Speicher zeigen — werden also
Anderungen im Objekt vorgenommen, sind diese iiber alle Zeigervariablen
sichtbar. Dies ist ausfiihrlicher ab Seite 45 erldutert. Um Missverstdndnis-
sen vorzubeugen, machen wir die Art der Zuweisung in der Syntax deutlich.
Sind a und b zwei Zeigervariablen, ist »a — b« zu lesen als, »a verweist
jetzt auf dasselbe Objekt wie b«.



LiSTE-INITIALISIEREN()
Riickgabewert: —; Seiteneffekt: Anker wird gesetzt
1 anker — allokiere Element()
2 anker.niichstes — NULL
3 anker.bemerkung < »Blindelement«

Neuer Speicher fiir Objekte wird iiber den Befehl »allokiere« angefor-
dert, welcher einen Zeiger auf den Speicher zuriick liefert. Nach der ersten
Zeigerzuweisung verweist anker auf das neu angelegte Objekt der Daten-
struktur Element. Auf den Inhalt eines solchen Objekts kann man iiber den
Namen einer Zeigervariablen, einen anschliefenden ».« sowie den Namen
eines Attributs der Datenstruktur zugreifen. Ist das Attribut ebenfalls eine
Zeigervariablen, gelten auch dafiir die Regeln beziiglich Zugriff und Zu-
weisung. Ist das Attribut keine Zeigervariable, kann sein Inhalt per Wertzu-
weisung gedndert werden, wie in der dritten Zeile des obigen Algorithmus.
Ein besonderer Zeigerwert ist der Verweis auf Nichts, der durch »NuLL«
bezeichnet wird. Bei der Speicherallokation werden oft Vorbelegungen der
Attribute direkt in der Klammer nach dem Namen der Datenstruktur ange-
geben.

Die vorher bereits angesprochenen Felder sind in unserer Notation eben-
falls eine Datenstruktur, deren Instanzen im freien Speicher abgelegt wer-
den miissen. Daher werden neue Felder auch mit dem Befehl »allokiere«
erzeugt.

Eine weitere Besonderheit unserer Pseudo-Code-Notation ist die Mog-
lichkeit, dass ein Algorithmus mehr als einen Riickgabewert hat (wie dies
beispielsweise auch in der Sprache Lua moglich ist). Hierfiir miissen in
dem Algorithmus nach einem »return« mehrere durch Komma getrennten
Werte angegeben werden. Beim Aufruf des Algorithmus wird durch mehre-
re Zuweisungen und eine grofle geschweifte Klammer angezeigt, welchen
Variablen das Ergebnis zugewiesen wird und vor allem auch durch die Art
des Zuweisungspfeils, ob es sich um eine Wert- oder eine Zeigerzuweisung
handelt.

MinmvuM-UND-Maximum(Liste ef)
Riickgabewert: minimaler und maximaler Wert in der Liste
1 if el.ndchster = NULL
2 then Creturn el.wert, el.wert
3 else Tmin — }MINIMUM—UND—MAXIMUM(ef.na'chster)
max «
if el.wert < min
then [ min <« ef.wert
if el.wert > max
then C max « el.wert
L return min, max

o0 J N L A
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In Abschnitt 11.1 werden iiber die normalen Sprachelemente hinaus
mehrere Befehle eingefiihrt, die fiir das Lesen und Schreiben auf externen
Speichermedien benotigt werden.



B Mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden sehr knapp einige mathematische Ergebnisse
aufgelistet, die in verschiedenen Beweisen und Beispielen des Buches be-
nutzt werden. Beweise finden sich in Lehrbiichern oder Vorlesungen zur
Analysis.

B.1 Summen und Reihen

Summen und Reihen, d.h. Summen unendlich vieler Werte, sind eine wich-
tige Grundlage bei der konkreten Analyse der Laufzeit von Algorithmen.

Satz B.1: Arithmetische Reihe
Die n-te Partialsumme der arithmetischen Reihe ldsst sich wie folgt darstel-

len: Zz—z n (n+1)

Satz B.2: Endliche Teilsumme der geometrische Reihe
Fiir die n- te Partialsumme der geometrischen Reihe gilt (mit g #1):

n+l
Zq—

Satz B.3: Geometrische Reihe

Fiir die geometrische Reihe gilt (mit |q| < 1): g q =—.
- 1-g¢q

Satz B.4: Abgeleitete geometrische Reihe

. 1
Sei |g| < 1, dann gilt: (i+1)¢'=——.
2 (1-¢g)?

B.2 Fibonacci-Zahlen

Die Fibonacci-Zahlen werden einerseits als einfaches Beispiel fiir die Ein-
fiihrung der dynamischen Programmierung benutzt (Abschnitt 8.1). Ande-
rerseits werden sie in der Analyse der maximalen Baumtiefe (Seite 164)
sowie auch konstruktiv im Sortieralgorithmus fiir externen Speicher (Ab-
schnitt 11.2) benotigt.

Definition B.5:  Fibonacci-Folge
Die Fibonacci-Folge Fo, F1, Fa, ... ist definiert durch

K. Weicker, N. Weicker, Algorithmen und Datenstrukturen,
DOI 10.1007/978-3-8348-2074-7, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013

»Fibonacci-Folge
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o Fir=Fj_1+Fpfirk>2und
e Fop=0sowie F| =1.

Beispiel B.6:
Fo=0,F1=Fy=1,F3=2,F4=3,Fs=5F¢=8, ... O
Satz B.7: Theorem von Moivre-Binet
F _L ((1+\/§)n_<1—\/§)n)
"5 2 2 '

B.3 Logarithmen

Logarithmen sind bei vielen algorithmischen Techniken essentieller Be-
standteil der asymptotischen Laufzeit. An einigen Stellen muss in den Be-
weisen explizit mit Logarithmen zu einer festen Basis gearbeitet werden.

Satz B.8: Rechnen mit Logarithmen
Seien x,y,b,b’,re Rmit x>0,y>0,r#0,b>1und b’ > 1 dann gilt:

x
log,,(x-y) =log, x+1log, y log,, v log, x—log, y

log,(x") = r-log, x log;, x =log, b’ -log,, x.

B.4 Fakultit

Sobald kombinatorische Probleme betrachtet werden, spielt die Fakultit ei-
ne grofle Rolle. So gibt es beispielsweise n! Anordnungen (Permutationen)
von n verschiedenen Zahlen.

Definition B.9:  Fakultit
Die Fakultit n! einer Zahl n € N (n > 0) ist definiert als

ol = 1, fallsn =1
| n-(n-1)!, sonst.
Satz B.10:
Es gilt fiirn > 1: n!Z(g)% .
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maximaler Fluss, siehe Flussproblem, 107
Median, 36, 192, 193

— Medianbestimmung durch Partitionieren, 193-198

— Medianbestimmung durch Sortieren, 36

— Medianbestimmung durch Zihlen, 36-37

— Medianbestimmung in Linearzeit, 195-198
Mehrphasen-Mergesort, 279-281, 327
Mengenproblem, 4, 325-326

— AVL-Baum, 149-165

— B-Baum, 282-297

— balancierte Biume, 148-165, 169, 171

— binérer Suchbaum, 86-95

— dynamisches Feld, 52-54

— Einfiihrung, 4-5

— erweiterbares Hashing, 297-303

— Hash-Tabelle, 235-252

— optimale Suchbdume, 211-219

— Rot-Schwarz-Baum, 165

— selbstorganisierende Liste, 309-312

— Skipliste, 77-81

— sortierte Liste, 71-74

— sortiertes Feld, 69-71

— unsortierte Liste, 45-52

— unsortiertes Feld, 43-45
Mergesort, 175-181, 187, 188, 220, 279, 327, 328

— Korrektheit des Mischens, 177-178

— Laufzeit, 179-181, 185

— Laufzeit des Mischens, 178

— Mehrphasen-Mergesort, siehe Mehrphasen-Mergesort

— Straight-Mergesort, siehe Straight-Mergesort
Min-Heap, siehe Heap, 259
minimaler Spannbaum, 129, 128-129

— Prim-Algorithmus, 131-133
Modulo-Methode, siehe Hash-Tabelle, 238
Multiplikations-Methode, siehe Hash-Tabelle, 253

Mutation, siehe evolutionérer Algorithmus, 313

N

nicht-deterministisch, siehe Algorithmus, 20
NP, 33, 33, 34, 35

NP-vollstindig, 35, 35, 312, 320, 329
Nullzeiger, 47,91, 171, 283

(0]
Omega, siehe Landau-Notation
optimaler Suchbaum, 212, 211-219, 325, 326
— Laufzeit der Erstellung, 218
— Rekursionsgleichung, 214-215
Ordnungsvertriglichkeit, siehe Sortierproblem, 6

P
P, 33, 33-35
partiell korrekt, siehe Algorithmus, 20
Permutation, 5, 10, 23, 165-167, 313, 314, 317
Pivot, siehe Quicksort, 187
Population, siehe evolutionidrer Algorithmus, 313
Priorder-Ausgabe, siehe bindrer Suchbaum, 94
Prim-Algorithmus, 130-133
— Korrektheit, 133, 141
— Laufzeit, 133
Priorititswarteschlange, 257, 257-274, 326, 328
— bindrer Heap, 259-265
probabilistischer Algorithmus, siehe Algorithmus, 20
Pseudo-Code, 18, 20, 46, 333-338

quadratisches Sondieren, siehe Hash-Tabelle, 246
Querkante, siehe Tiefensuche, 106
Quicksort, 187-193, 271, 279, 327, 328
— Korrektheit des Partitionierens, 189
— Laufzeit, 191
— Laufzeit des Partitionierens, 190-191
— Pivot, 187-189, 192, 193, 195-198, 327, 328
— randomisiert, 192, 327

R
R-Rotation, siehe AVL-Baum, 149
Radix-Sort, 232-233, 327, 328

— Laufzeit, 233
randomisiert, siehe Algorithmus, 19
randomisierter Algorithmus, siehe Algorithmus, 20
randomisiertes Quicksort, siehe Quicksort, 192
Registermaschine, 18, 19
Rehashing, siehe Hash-Tabelle, 244
Rekombination, siehe evolutiondrer Algorithmus, 313
Rekursionsgleichung, siehe Algorithmus, 181
rekursiv, 48
Rotationen, siehe AVL-Baum, 149
Riickwirtskante, siehe Tiefensuche, 105
Rundreise, siehe Rundreiseproblem, 10
Rundreiseproblem, 10, 329



— Approximationsalgorithmus, 129-131, 133-135
— Backtracking, 60—-62

— bitonische Rundreise, 224, 329

— Einfiihrung, 10-11

— evolutionirer Algorithmus, 312-320

— gierige Heuristik, 125-128

S
schleifenfrei, siehe Graph, 9
Schleifeninvariante, siehe Invariante, 57
selbstorganisierende Liste, 309-312, 326

— Laufzeit, 310-312

— Suchen, 309-310
Selectionsort, 118-121, 165, 266, 271, 327

— Korrektheit, 119-120

— Laufzeit, 120
Selektion, siehe evolutiondrer Algorithmus, 313
Shellsort, 81-85, 327, 328

— Laufzeit, 82-86
Skipliste, 77, 77-81, 86, 87, 326

— Einfiigen, 79-80

— Laufzeiten, 79

— Loschen, 80-81

— Suchen, 78-79
Sondierungsfunktion, siehe Hash-Tabelle, 241
Sortieren, siehe Sortierproblem, 5
Sortierproblem, 5, 327-328

— AVL-Insertionsort, 168—-169

— Bottom-Up-Heapsort, 271-274

— Bubblesort, 56-59

— Countingsort, 230-232

— Einfiihrung, 5-7

— Heapsort, 266271

— Insertionsort, 74-77

— Inversionszahl, 6

— Mehrphasen-Mergesort, 279-281

— Mergesort, 175-180

— Ordnungsvertriglichkeit, 6, 7, 76, 327

— Quicksort, 187-193

— Radix-Sort, 232-233

— Selectionsort, 118-121

— Shellsort, 81-85

— Stabilitit, 6, 59, 77, 180, 232, 233, 327

— Straight-Mergesort, 220-222

— untere Laufzeitschranke, 165—168
sortierte Liste, 71-74, 326

— Einfiigen, 73-74

— Loschen, 73-74

— Suchen, 73
sortiertes Feld, 69-71, 227, 326

— binire Suche, 69-71

— Einfuigen, 71, 72

— Interpolationssuche, 227-229

— Loschen, 71, 72
Spannbaum, siehe minimaler Spannbaum, 128
Stabilitét, siehe Sortierproblem, 6
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Stack, 50, siehe Laufzeitstapel, 65
Straight-Mergesort, 220-222, 327, 328
— Laufzeit, 222
Suchbaum
— binérer, siehe bindrer Suchbaum
— optimaler, siehe optimaler Suchbaum
Suchen, 4
— B-Baum, 283-284
— bindrer Suchbaum, 89
— erweiterbares Hashing, 298
— Hash-Tabelle, 242243
— selbstorganisierende Liste, 309-310
— Skipliste, 78-79
— sortierte Liste, 73
— sortiertes Feld, 69-71, 227-229
— unsortierte Liste, 47-50
— unsortiertes Feld, 43—44
Suffix, 297, 297, 298, 299, 301, 303

T
Teile und Beherrsche, 175-198

— Einfiihrung, 175

— Laufzeitanalyse, 180-187

— Mastertheorem, siehe Mastertheorem

— Medianbestimmung, 193-198

— Mergesort, 175-180

— Quicksort, 187-193
terminiert, siche Algorithmus, 20
terminiert stets, 20
Theta, siehe Landau-Notation
Tiefe eines Baums, siehe Baum, Hohe, 87
Tiefe eines Knotens, 87, 212
Tiefensuchbaum, 103, 103, 104-106
Tiefensuche, 102, 102-106, 130, 139

— Baumkante, 105, 106

— Laufzeit, 105

— Querkante, 106

— Riickwiirtskante, 105, 106

— Vorwiirtskante, 106
total korrekt, siehe Algorithmus, 20
Tiirme von Hanoi, 185, 185, 186
Turing-Maschine, 18, 19, 22, 34

U
ungerichteter Graph, siehe Graph, 7
unsortierte Liste, 45-52, 326
— Alle Elemente ausgeben, 52
— Einfiigen, 50
— Loschen, 50-51
— selbstorganisierend, siehe selbstorganisierende Liste
— Suchen, 47-50
unsortiertes Feld, 4345, 325, 326
— Alle Elemente ausgeben, 45
— Einfuigen, 4445
— Loschen, 44-45
— Suchen, 43-44
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Unterlauf, sieche B-Baum, 289

v

verallgemeinerter Suchbaum, 282
verkettete Liste, siehe Liste, 46
Verweis, siehe Zeiger

vollstindig, siehe Graph, 129
Vorwirtskante, siehe Tiefensuche, 106

W

‘Wachstum von Funktionen, 27, 28

Warteschlange, 65, 100-102, 121, 255, 257

Weg, siehe Graph, 8

Worst-Case, 26, 26, 27, 31, 32, 44, 63, 70, 71, 76, 82, 86, 91,
165, 166, 169, 191-193, 197, 229, 268, 326, 327

Waurzel, 87, 88, 89, 182, 213-215, 217-219, 259, 260, 262,
282, 283, 285, 290

Z

Zeiger, 45, 46, 46, 47,78, 79, 102, 125, 150, 282, 286, 301,
303, 336, 337

zusammenhingend, siehe Graph, 8

zyklenfrei, siehe Graph, 9
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