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Vorwort

Fiir viele Kinder ist der erste Schritt in die Welt der Schrift ein alphabetisches
Lesebuch. Auf dem Schof seiner Mutter hort das Kind einem Alphabet zu,
das sich von ,A wie Alligator“ bis ,,Z wie Zebra* erstreckt. Grofie Literatur
sind solche Biicher nicht, aber sie bieten eine bequeme Einfiithrung in die Welt
der Buchstaben, Worte und Sétze.

Als Reminiszenz an die alphabetischen Lesebiicher der frithen Kindheit soll
dieses Buch anhand einer Reihe von Essays von A bis Z in die Welt der Ma-
thematik einfiihren. Der Gehalt ist ein wenig anspruchsvoller — der Buchstabe
K steht fiir einen der Konige der Mathematik, Newton, und nicht mehr fiir
den Konig der Stubentiger —, und der Scho der Mutter ist auch nicht mehr
obligatorisch. Die Grundidee einer Reise durch das Alphabet bleibt jedoch
bestehen.

Durch diese Anordnung werden einem Buch, das von Anfang bis Ende
gelesen werden soll, allerdings gewisse Nebenbedingungen auferlegt. Mathe-
matische Themen schlieSen nicht unbedingt in einer logischen Reihenfolge an-
einander an, wenn man sie alphabetisch sortiert. Zwischen manchen Kapiteln
kommt es daher zu recht abrupten Ubergéingen. Dariiber hinaus stellen man-
che Anfangsbuchstaben eine Fiille méglicher Themen in Aussicht, bei anderen
ist die Auswahl eher bescheiden. Diese Situation kennen wir auch aus dem
Kinderalphabet: K steht fiir Katze, aber wofiir steht eigentlich X? Auch hier
wird der Leser bemerken, daB einige der Themen ins Alphabet eher hinein-
gezwungen wurden. Den Flul der Themen mit dem Flu8l des Alphabets in
Einklang zu bringen, war selbst schon eine logische und vor allem logistische
Herausforderung.

Das Buch beginnt mit einem scheinbar einfachen Sujet, der Arithmetik.
Im weiteren Verlauf sprechen die Kapitel oft wiederkehrende und miteinander
verwobene Tehmen an. Bisweilen gehoren aufeinanderfolgende Kapitel zu-
sammen, wie die Kapitel G, H und I iber Geometrie oder die Kapitel K und
L, die wie die zwei Seiten einer Medaille die groBen mathematischen Rivalen
des siebzehnten Jahrhunderts, Isaac Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz,
charakterisieren. In manchen Kapiteln konzentrieren wir uns auf einen ein-
zelnen Mathematiker: Auf Euler in Kapitel E, auf Fermat in Kapitel F und
auf Bertrand Russell in Kapitel R. In anderen werden spezielle Ergebnisse be-
schrieben, wie das isoperimetrische Problem oder Archimedes’ Bestimmung
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der Kugeloberfliche. Und in wieder anderen wenden wir uns ganz allgemeinen
Betrachtungen zu, wie der Personlichkeit des Mathematikers oder der Frage
nach der Stellung der Frau in dieser Disziplin. Was immer aber auch das
spezielle Thema ist, jedes Kapitel ist mit einer gehérigen Portion Geschichte
gewlirzt.

Auf unserer alphabetischen Reise werden alle wichtigen Gebiete der Ma-
thematik — von der Algebra iiber die Geometrie und die Wahrscheinlichkeits-
theorie bis zur Analysis — wenigstens kurz gestreift. Die Abschnitte, die die
Bekanntschaft mit einer grundlegenden mathematischen Begriffsbildung ver-
mitteln sollen, haben den Charakter eines informellen Lehrbuchs, daher er-
scheinen hier und da auch mal Beweise — oder wenigstens Beweislets, wie man
ihre verknappte Form in Anlehnung an eine modische Tendenz zur mathema-
tischen Namensgebung nennen kénnte. In den Kapiteln D und L wird die
Einfithrung der Differential- und Integralrechnung geschildert, und das bringt
etwas mehr mathematischen Ballast mit sich.

In den meisten Kapiteln wurde jedoch sorgfiltig darauf geachtet, da8 die
Darstellung nicht zu technisch wird. Die angesprochene mathematische The-
matik ist durchweg elementar, so dafi ein jeder mit einigermafien gesicher-
ten Kenntnissen in Algebra und Geometrie keinerlei Verstéindnisprobleme zu
erwarten hat. Professionelle Mathematiker werden weniges finden, was sie
iiberraschen koénnte. Dieses Buch richtet sich vor allem an die, deren mathe-
matisches Interesse mindestens so stark ist wie ihre Vorbildung.

Einige Grundgedanken kehren immer wieder: Die Mathematik ist ein ural-
tes und doch lebendiges Gebiet; die Mathematik behandelt sowohl Fragen von
alltéglicher Bedeutung wie auch Fragen von keinerlei praktischer Relevanz; die
Mathematik ist eine Disziplin, deren bemerkenswerte Breite nur noch von ih-
rer gleichermaflen bemerkenswerten Tiefe erreicht wird. Dieses Gefiihl in einer
Serie alphabetisch angeordneter Kapitel zu vermitteln, ist ein Hauptanliegen
dieses Buches.

Es wire ein stréifliches Versdumnis, John Allen Paulos’ Buch Von Algebra
bis Zufall (Frankfurt/M. 1992) nicht zu erwéhnen, das er selbst beschreibt als
»bestehend aus einem Teil Diktionér, einem Teil Sammlung von kurzen ma-
thematischen Essays und einem Teil Griibeleinen eines Mannes der Zahlen“.
Paulos’ lebhaft geschriebenes Buch skizziert einen Mathematikkursus von A
bis Z — von Algebra bis Zeno in diesem Falle. Er lie§ aber mehrere Stichworte
zu einem Buchstaben zu und erreichte dadurch eine groSere Themenvielfalt.
Ich entschied mich fiir wenige, aber lingere Essays und damit fiir eine detail-
liertere Darstellung. Ich mochte der Hoffnung Ausdruck verleihen, daf unsere
beiden Biicher friedlich koexistieren mégen als zwei unterschiedliche Variatio-
nen desselben alphabetischen Musters.

Natiirlich wird es niemals einem Autor gelingen, jede zentrale Idee, jede
wichtige Personlichkeit oder jede brisante mathematische Entwicklung anzu-
sprechen. Eine Auswahl muf bei jedem Themenkreis getroffen werden, eine
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Auswahl, die von der Forderung nach innerer Geschlossenheit der Darstellung,
von der Komplexitét des Gebiets, von den Interessen und der Kompetenz des
Autors und nicht zuletzt von der Willkiir des Alphabets mitbestimmt wird.
Bei einem Vorhaben dieser Art wird tausendmal mehr ausgelassen als vorge-
stellt, und potentielle weitere Themen fallen schlieSlich dem Schnitt bei der
Textbearbeitung zum Opfer.

Man sollte auch nicht vergessen, daf§ dieses Buch meinen subjektiven Ein-
druck von einem unendlichen mathematischen Universum schildert. Es stellt
nur eine von zahllosen Reisen vor; andere Autoren hitten andere Reisen unter-
nommen, und so erhebe ich keinerlei Anspruch darauf, eine umfassende oder
gar definitive Route von A nach Z gefunden zu haben.

Von solcherlei Einschrénkungen einmal abgesehen hoffe ich, da$ die fol-
genden Kapitel zumindest einen leisen Eindruck von einem unendlich faszi-
nierenden Gebiet vermitteln mégen. Im neunzehnten Jahrhundert hat es die
Mathematikerin Sofia Kowalewskaja einmal so ausgedriickt: ,, Viele, die nie die
Gelegenheit hatten, tiefer in die Mathematik einzudringen, verwechseln sie mit
Rechnen und halten sie fiir eine trockne und spréde Wissenschaft. In Wirklich-
keit jedoch verlangt sie die groBte Vorstellungskraft iiberhaupt.“! Vielleicht
kann dieses Buch auch dazu beitragen, Proclus’ erhabene Schilderung aus dem
Griechenland des fiinften nachchristlichen Jahrhunderts zu bekréftigen: ,Die
Mathematik allein kann die Seele wiederbeleben und ... ihr die Vision des
Seins zum BewuBtsein bringen, kann sie von bloflen Bildern zur Wirklichkeit
fiihren und das Licht des Intellekts in die Dunkelheit tragen.“?

Beim Abfassen dieses Buches habe ich von vielen Freunden und Verwandten,
von Kollegen und Lektoren Unterstiitzung erfahren. Einige von ihnen verdie-
nen spezielle Erwdhnung.

Ein ganz besonderer Dank geht an Daryl Karns, die als erste die Idee
von einem alphabetischen Buch iiber Mathematik &uBerte. Daryl gehoért zu
den grofien Professoren in der Biologie, sie ist eine ganz aufergewshnliche
Wissenschaftlerin, und mit besonderer Freude zihle ich sie zu meinen engsten
Freunden.

Als Neuling an der Fakultit des Muhlenberg Colleges bedanke ich mich
besonders fiir die herzliche Aufnahme, die mir der Prisident, Arthur Taylor,
und meine Kollegen am Department of Mathematical Sciences bereitet haben:
John Meyer, Bob Stump, Roland Dedekind, Bob Wagner, George Benjamin
und Dave Nelson. Der gleiche Dank geht auch an den Stab der Muhlenberg
Trexler Library fiir die bereitwillige Hilfe bei der Vorbereitung des Manu-
skripts.

Den Kollegen Don Bailey, Victor Katz, Alayne Parson und Buck Wales,
die an anderen Institutionen beschéftigt sind, danke ich ebenfalls fiir ihre Un-
terstiitzung in verschiedenen Phasen der Vorbereitung des Manuskripts. Dank-
bare Anerkennung gilt auch meinen Lektoren bei John Wiley & Sons: Steve
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Ross, der dieses Buch aus der Taufe hob, und Emily Loose und Scott Renschler,
die es von der Geburt bis zur Reife geleiteten.

Ein besonders herzliches Dankeschén méchte ich meiner Mutter ausspre-
chen, ferner Ruth und Bob Evans und Carol Dunham fiir ihre immerwéihrende
Liebe und Ermutigung.

Am meisten Dank schulde ich aber meiner Frau und Kollegin, Penny Dun-
ham. Sie war behilflich bei der Auswahl des Stoffes und bei dem Entwurf
einiger der Kapitel. Als Meisterin des Macintosh hat sie die Abbildungen ent-
worfen. Ihre Bearbeitung des Manuskripts hat das Endprodukt entscheidend
verbessert. Pennys Einflu§ auf den folgenden Seiten ist allgegenwirtig.

W. Dunham
Allentown, Pennsylvania, 1994



rithmetik

Fiir einen jeden von uns beginnt die Mathematik mit der Arithmetik, also auch
dieses Buch. Wie wir alle wissen, handelt die Arithmetik von dem natiirlich-
sten aller quantitativen Konzepte, den ganzen Zahlen 1, 2, 3... Wenn es eine
universelle mathematische Idee gibt, so ist es die, verschiedene Grade von
Vielfachheit zu unterscheiden, und das nennen wir ,,zihlen“.

Den ganzen Zahlen kann man nicht entgehen. Ihre nicht zu leugnende
Natiirlichkeit bildet den Kern von Leopold Kroneckers Bonmot: ,Die ganzen
Zahlen hat Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.“! Wenn wir uns die
Mathematik als ein gro8es Orchester vorstellen, so kénnte man das System der
ganzen Zahlen mit einer Baftrommel vergleichen: einfach, direkt, sich immer
wiederholend und damit den Grundrhythmus fiir alle anderen Instrumente
legend. Da gibt es natiirlich auch noch viel ausgefeiltere Konzepte — die Oboen
und Hoérner und Celli der Mathematik —, und einige davon werden wir auch in
spiteren Kapiteln ndher kennenlernen. Aber die ganzen Zahlen bilden immer
die Grundlage.

Die Mathematiker nennen die unendliche Serie 1, 2, 3... die positiven Zah-
len oder auch, vielleicht ein wenig anschaulicher, die natiirlichen Zahlen. Nach-
dem wir die natiirlichen Zahlen nun eingefiihrt und benannt haben, werden wir
die Moglichkeiten betrachten, diese miteinander zu kombinieren. Am bedeu-
tendsten ist die Addition. Diese Verkniipfung natiirlicher Zahlen ist nicht nur
grundlegend, sie ist eigentlich die natirliche Operation, da die Konstruktion
der Zahlen direkt auf der Addition beruht. Soist 2 =1+1,3=2+1,4 =3+1
und so weiter. Gerade so, wie ein Vollblutpferd ,zum Rennen geboren® ist, so
sind die natiirlichen Zahlen ,zur Addition geboren*.

In den ersten Klassen addieren wir zunéchst Zahlen ad infinitum (jeden-
falls fast) und wenden uns dann der umgekehrten, oder inversen, Operation
zu, der Subtraktion. Dann geht es weiter zu Multiplikation und Division, be-
gleitet von schier endlosen Stunden des Drills. Schliellich meistern die derart
Unterrichteten die Operationen der Arithmetik mit héchst unterschiedlichem
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Grad an Imperfektion, sich dessen bewufit, da§ ein Taschenrechner fiir fiinf
Mark die ganze Rechnerei fehlerlos in einem Bruchteil der Zeit erledigt. Es ist
geradezu ein Ungliick, daB fiir so viele Schiiler Arithmetik deshalb zu einem
Synonym fiir Drill und Plackerei wird.

Vor noch nicht allzu langer Zeit umfafite der Begriff Arithmetik nicht nur
die Grundrechenarten der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division,
sondern stand auch fiir die , tieferliegenden* Eigenschaften der ganzen Zahlen.
In Europa sprach man beispielsweise von der ,héheren Arithmetik“ und meinte
damit die ,schwierigere Arithmetik“. Heutzutage zieht man in diesem Zusam-
menhang den Begriff Zahlentheorie vor.

Dieses Gebiet der Zahlentheorie, so weitreichend und tiefgehend es auch
ist, hat seine Grundlage im grofen und ganzen im Begriff der Primzahl. Eine
ganze Zahl, die groBer als 1 ist, wird prim genannt, wenn sie sich nicht als
das Produkt zweier kleinerer ganzer Zahlen schreiben 148t. Die ersten zehn
Primzahlen sind also 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 und 29. Keine dieser Zahlen
148t sich durch eine andere positive ganze Zahl als 1 und sich selbst teilen.

Der kritische Leser mag nun einwerfen, dafl man die Primzahl 17 sehr wohl
als Produkt schreiben kann — zum Beispiel 17 = 2 x 8,5 oder 17 = 5 x 34.
Aber einer der beiden Faktoren dieser Zerlegung ist keine ganze Zahl. Man
muf sich immer vor Augen halten, daf in der Zahlentheorie die Hauptrollen
mit den ganzen Zahlen besetzt sind; ihre anspruchsvollen und bedeutenden
Verwandten — die Briiche, die irrationalen und imaginiren Zahlen — bleiben
von der Biihne verbannt.

Eine ganze Zahl, die gréfier ist als 1 und nicht prim, die also einen ganzzah-
ligen Faktor, verschieden von 1 und von sich selbst besitzt, heiit zusammenge-
setzt. Beispiele sind Zahlen wie 24 = 4 x 6 oder 51 = 3 x 17. Aus Griinden, die
sehr bald offensichtlich werden, ist die Zahl 1 von den Kategorien der Prim-
zahlen oder der zusammengesetzten Zahlen selbst ausgeschlossen. Die kleinste
Primzahl ist also 2.
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Mit einer einfachen und oft beschriebenen Methode kann man sich die
erwidhnten Sachverhalte bildlich vor Augen fiihren, wenn man sich die ver-
schiedenen Alternativen vorstellt, wie man quadratische Fliesen auf einer recht-
eckigen Fldche auslegen kann. Bei 12 derartigen Fliesen haben wir mehrere
Moglichkeiten, ein Rechteck zu bilden, wie es in der Abbildung auf Seite 12
dargestellt ist. Dies liegt natiirlich daran, daf§ gilt: 12 = 1 x 12, aber auch
12 = 2 x 6 oder 12 = 3 x 4. Wir unterscheiden hier nicht zwischen 3 x 4
und 4 X 3, denn die Form der resultierenden Fléiche ist in beiden Fillen die-
selbe, nur ist die eine um 90 Grad gedreht gegeniiber der anderen. Ganz &hn-
lich liefern 48 Fliesen fiinf verschiedene Bodengrundrisse, die den Zerlegungen
48 =1x48=2x24=3x16 =4 x 12 =6 x 8 entsprechen.

Auf der anderen Seite gibt es aber nur einen einzigen Grundrif, den wir
aus 7 Fliesen bilden kénnen. Diese offensichtliche und nicht weiter aufregende
Flache zu 1 x 7 ist in der Abbildung oben wiedergegeben. Wenn also jemand
einen rechteckigen Raum mit genau 7 Fliesen auslegen soll, so tite der- oder
diejenige gut daran, sich auf einen langen Schlauch einzustellen. Unter diesem
Gesichtspunkt ist also eine Zahl dann prim, wenn man ihr nur einen einzigen
Grundrifi zuordnen kann: den trivialen p = 1 X p. Eine Zahl ist dagegen
zusammengesetzt, wenn sie verschiedene Grundrisse zul48t.

Primzahlen mégen nun zwar die Grundlage fiir die h6here Arithmetik bil-
den, gleichzeitig sind sie aber auch die Ursache fiir die gré8ten mathematischen
Herausforderungen. Dies hat einen einfachen Grund: Wéhrend die ganzen
Zahlen durch die Operation der Addition konstruiert werden, bringen Fragen
iiber Primzahlen und zusammengesetzte Zahlen die Multiplikation aufs Tapet.
Die Zahlentheorie ist so kompliziert und gleichzeitig so faszinierend, weil die
Mathematiker hier versuchen, etwas durch Addition Konstruiertes unter einem
multiplikativen Gesichtspunkt zu betrachten.

In diesem Sinne kénnte man die natiirlichen Zahlen mit einem Fisch auf
dem Trockenen vergleichen. Durch die Addition in die Welt gesetzt, finden
sie sich wieder in einer ungewohnten, multiplikativen Umgebung. Bevor wir
aber nun das ganze Unterfangen als hoffnungslos abtun, sollten wir uns verge-
genwirtigen, da vor 350 Millionen Jahren der Fisch tatsichlich aus dem Was-
ser an Land gekrochen ist. Er nahm schwerféllig einige wirkungslose Atemziige
in einer Welt, fiir die er nur unzureichend ausgeriistet war — und ging dazu
iiber, sich zu Amphibien, Reptilien, V6gel, Sdugetiere und Mathematiker wei-
terzuentwickeln. Manchmal macht eben eine neue, feindliche Umwelt den ganz
groBen Unterschied.
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Die Primzahlen wiirden sicher eine weit weniger zentrale Position in der
Zahlentheorie einnehmen, gébe es da nicht ein wesentliches Resultat, ndmlich
den Hauptsatz der Zahlentheorie, auch Hauptsatz der Arithmetik genannt
(man beachte den Gebrauch des Begriffs Arithmetik in seinem erweiterten
Sinne). Wie der Name schon sagt, handelt es sich um einen der fundamen-
talsten und wichtigsten Satze der gesamten Mathematik. Er 148t sich sehr
einfach formulieren:

Hauptsatz der Zahlentheorie: Jede positive ganze Zahl (ungleich 1) 148t
sich auf eine und nur eine Weise als Produkt von Primzahlen schreiben.

Dieser Satz beinhaltet zwei wesentliche Aussagen, namlich erstens, da8 jede
beliebige ganze Zahl als das Produkt von Primzahlen in irgend einer Weise dar-
gestellt werden kann, und zweitens, dal es genau eine Art gibt, dies zu tun.
Dies fithrt uns direkt zu der Uberzeugung, daB die Primzahlen die multipli-
kativen Bausteine sind, aus denen sich alle ganzen Zahlen generieren lassen.
Gerade darin liegt ihre Bedeutung. Die Primzahlen spielen eine &hnliche Rolle
wie die chemischen Elemente. Denn gerade so, wie jede natiirliche Verbindung
in eine Kombination der 92 natiirlichen Elemente des Periodensystems (oder
die 100 und soundsoviel Elemente, wenn man die in den Laboratorien kiinst-
lich hergestellten mitzihlt) zerlegt werden kann, so kann jede ganze Zahl in
ihre Primfaktoren zerlegt werden. Ein Molekiil der Verbindung Wasser, HyO,
148t sich in zwei Atome des Elements Wasserstoff und ein Atom des Elements
Sauerstoff zerlegen. Gleichermafien kann man die Verbindung (genauer, die
zusammengesetzte Zahl) 45 in ein Produkt von zwei Faktoren der Primzahl
3 und einen Faktor der Primzahl 5 zerlegen. Wiirde man die chemische For-
mel fiir Wasser genau iibertragen, so konnte man 45 = 3,5 schreiben, aber
Mathematiker ziehen die exponentielle Schreibweise 45 = 32 x 5 vor.

Der Hauptsatz der Zahlentheorie hat jedoch mehr zu bieten als die blofle
Zerlegung einer ganzen Zahl in ihre Primfaktoren. Genauso bedeutungsvoll ist
die Garantie, daB eine solche Zerlegung eindeutig bestimmt ist. Wenn jemand
die Primfaktorisierung von 92365 zu 5 x 7 x 7 x 13 x 29 bestimmt, so muf ein
Kollege — ob er sie nun im gleichen Raum oder in einem anderen Land, heute
oder in ein paar Jahrtausenden bestimmt — zu exakt der gleichen Zerlegung
kommen.

Dies ist fiir Mathematiker eine ungeheuer beruhigende Vorstellung. Ebenso
beruhigend ist es fiir einen Chemiker, der ein Wassermolekiil in ein Atom Sau-
erstoff und zwei Atome Wasserstoff zerlegt, zu wissen, daf8 ein anderer Che-
miker das gleiche Molekiil nicht in ein Atom Blei und zwei Atome Molybdin
zerlegen kann. Primzahlen sind also wie die Elemente nicht nur Bausteine, sie
sind wie diese in eindeutiger Zusammensetzung in ihren Gebilden vorhanden.

Es sollte an dieser Stelle erwihnt werden, da der Wunsch nach der Eindeu-
tigkeit der Faktorisierung uns zwingt, die 1 von den Primzahlen auszuschlieBen.
Denn wire die 1 eine Primzahl, so hitte beispielsweise die Zahl 14 nicht nur
die Primfaktorzerlegung 14 = 2 x 7, sondern auch die davon verschiedenen
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Faktorisierungen 14 =1 x 2 x 7 oder 14 = 1 x 1 x 1 x 2 x 7. Die Eindeutigkeit
der Primzerlegung wire somit dahin. Es ist viel besser, so sagen die Mathe-
matiker, der 1 eine besondere Rolle zukommen zu lassen. Weder prim noch
zusammengesetzt wird sie eine Einheit genannt.

Mit einer positiven ganzen Zahl konfrontiert, kénnte nun ein Mathematiker
den Wunsch verspiiren festzustellen, ob die Zahl prim oder zusammengesetzt
ist und, wenn letzteres der Fall sein sollte, auch die Primfaktoren zu bestim-
men. Manchmal geht das ganz einfach. Jede gerade ganze Zahl (aufler 2) ist
offenbar nicht prim, da sie den Faktor 2 enthilt. Jede ganze Zahl, die mit
den Ziffern 5 oder 0 endet (aufier 5), ist ebenfalls zusammengesetzt. In ande-
ren Fillen kann die Frage nach Primalitit jedoch weit grofiere Schwierigkeiten
bereiten. Wer wiirde sich zum Beispiel gerne der Tortur unterziehen und be-
stimmen, welche der beiden Zahlen 4 294 967 297 und 4 827 507 229 prim ist und
welche nicht? Wer sich dafiir interessiert: Die erste Zahl ist durch 641 teilbar,
die zweite ist eine Primzahl (vergleiche David Wells, The Penguin Dictionary
of Curious and Interesting Numbers, Penguin, New York, p. 192).

Im neunzehnten Jahrhundert stellte Carl Friedrich GauB (1777-1855), der
vielleicht gréBte aller Zahlentheoretiker, dieses Problem in seinem Meisterwerk
Disquisitiones Arithmeticae so dar:

Primzahlen von zusammengesetzten Zahlen zu unterscheiden und die letz-
teren in ihre Primfaktoren aufzuldsen, ist bekanntlich eines der wichtigsten
und niitzlichsten Probleme der Arithmetik ... Die Wiirde der Wissenschaft
selbst scheint es zu erfordern, daf jeder erdenkliche Weg beschritten wird,
um ein derart elegantes und berihmtes Problem zu losen.?

Mehr als zwei Jahrtausende, von den alten Griechen bis zu den modernen
Zahlentheoretikern, wurden die Mathematiker von solchen Problemen unwi-
derstehlich angezogen — wie die Motten vom Licht oder die Spaghettisauce
vom weilen Hemd. Auf ihrem langen Weg haben die Gelehrten eine Vielzahl
von Vermutungen iiber die Primzahlen formuliert. Manche dieser Vermutun-
gen wurden schliellich bewiesen, andere haben sich als falsch herausgestellt,
aber eine iiberraschend grofie Zahl der Probleme ist immer noch ungelést.

So wurde eine fiir die weitere Entwicklung bedeutsame Frage 1644 von dem
franzosischen Priester Marin Mersenne (1588-1648) gestellt. Mersenne spielte
eine wichtige Rolle in der Wissenschaft des siebzehnten Jahrhunderts, und
zwar nicht nur wegen seiner Beitriige zur Zahlentheorie, sondern auch durch
seine zentrale Stellung im Informationsaustausch unter den Mathematikern.
Gelehrte, die sich fiir den aktuellen Stand der Mathematik interessierten oder
mit einem schwierigen Problem beschéftigt waren, schrieben an Mersenne, der
entweder die Lésung kannte oder den Anfragenden an einen kompetenten Fach-
mann weitervermitteln konnte. Der Wert eines solchen Informationskanals —
besonders in den Tagen vor der Einrichtung von wissenschaftlichen Kongres-
sen, Fachzeitschriften oder elektronischer Post — kann nicht hoch genug ein-
geschitzt werden.
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Mersenne war besonders fasziniert von Zahlen der Form 2™ — 1. Das sind
Zahlen, die um 1 kleiner sind als eine reine Zweierpotenz. Heute nennt man,
ihm zu Ehren, Zahlen dieser Form Mersennezahlen. Offenbar sind alle diese
Zahlen ungerade. Aber noch wichtiger, einige sind prim.

Mersenne bemerkte sehr schnell, daf 2™ — 1 dann zusammengesetzt ist,
wenn n zusammengesetzt ist. Wenn beispielsweise n = 12 ist, so ist die Mer-
sennezahl 2!2 — 1 = 4095 = 3 x 3 x 5 X 7 x 13 zusammengesetzt, wie die 12
selbst. Fiir die zusammengesetzte Zahl n = 33 ist 233 — 1 = 8589934591 =
7 x 1227133513 ebenfalls keine Primzahl.

Wenn der Exponent jedoch eine Primzahl ist, ist die Situation schon we-
niger klar. Betrachtet man die Primzahlen p = 2, 3, 5 und 7, so erhilt
man die ,mersenneschen Primzahlen® 22 -1 =3,22-1=17,25-1 =31
und 27 — 1 = 127. Bei dem primen Exponenten p = 11 erhilt man jedoch
211 _ 1 = 2047; diese Zahl ist aber das Produkt von 23 und 89 und daher
zusammengesetzt. Mersenne war sich durchaus bewufit, da8 die Tatsache: p
ist prim, noch lange nicht garantiert, dafl auch 2P — 1 eine Primzahl ist. Er
behauptete genauer, daf8 die einzigen Primzahlen p zwischen 2 und 257, fiir
die 2P — 1 prim ist, die Zahlen p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 und 257
seien.3

Ungliicklicherweise litt Pater Mersennes Behauptung sowohl an der Siinde
der Auslassung als auch an der der Ausschweifung. So {ibersah er beispielsweise
ganz einfach die Tatsache, da 26! — 1 eine Primzahl ist. Andererseits stellte
sich die Zahl 257 — 1 keineswegs als prim heraus. Diese letztere Beobachtung
stammte von Edouard Lucas (1842-1891), der sich 1876 bei seinem Beweis, da8
die Zahl zusammengesetzt ist, einer derart indirekten Argumentation bediente,
daB keiner der Faktoren der Zerlegung explizit zutage trat. In gewissem Sinne
blieb die Geschichte der Zahl 267 — 1 also unvollendet, und ihr Abschlu8 ist es
wert, da wir einen kleinen Exkurs anschlieBen.

Wir schreiben das Jahr 1903 und befinden uns auf einem Treffen der Ameri-
can Mathematical Society. Unter den Vortragenden ist Frank Nelson Cole von
der Columbia University. Als er an der Reihe ist, geht Cgle nach vorne, multi-
pliziert, ohne ein Wort zu sagen, 2 siebenundsechzigmal mit sich selbst, subtra-
hiert 1 und erhélt das monumentale Ergebnis von 147573 952 588 676 412 927.
Soeben Zeuge dieser gewaltigen, aber wortlosen Rechenoperation geworden,
beobachtet die Zuschauerschaft perplex, wie Cole daraufhin das Produkt

193707721 x 761 838257 287

an die Tafel schreibt und ebenso wortlos berechnet. Das Produkt ist nichts
anderes als

147573952 588676 412 927.

Cole setzt sich wieder. Sein Auftritt hitte hervorragend in ein Pantomimen-
treffen gepaft.
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Die Zuhorer, die gerade Zeuge der expliziten Faktorisierung der Mersen-
nezahl 267 — 1 in zwei gigantische Faktoren geworden waren, waren fiirs erste
genauso sprachlos wie Cole selbst. Dann brachen sie in einen Beifallssturm aus
und bescherten Cole eine ,standing ovation“! Diese Anerkennung erwirmte
Coles Herz, denn er gab spiter zu, daB er die letzten zwei Jahrzehnte an dieser
Rechnung gearbeitet hatte.

Ungeachtet der Faktorisierung Coles bleiben die Mersennezahlen eine Fund-
grube fiir Primzahlen. Fast immer, wenn eine Zeitung den Fund einer neuen
,groBten Primzahl“ meldet, handelt es sich um eine Zahl der Form 27 —1. 1992
war die groite bekannte Primzahl 27°683% — 1 ein Monster mit 227 832 Stellen.5
Aber die allgemeine Frage, welche Mersennezahlen prim sind und welche nicht,
ist immer noch ein ungeldstes Problem der Zahlentheorie.

Um die Mersennezahl 27 — 1 rankt sich eine weitere Geschichte iiber Prim-
zahlen. In der Mitte des neunzehnten Jahrhunderts behauptete der franzési-
sche Mathematiker A. de Polignac:

Jede ungerade Zahl lGfit sich als Summe einer Zweierpotenz und einer
Primzahl darstellen.

Beispielsweise kann man 15 schreiben als Summe 8 + 7 = 23 + 7 und
53 = 16 + 37 = 2* + 37 oder 4107 = 4096 + 11 = 212 + 11. Obwohl de Polignac
nicht fiir sich in Anspruch nahm, diese faszinierende Vermutung bewiesen zu
haben, so behauptete er doch, sie wenigstens fiir alle ungeraden Zahlen bis zu
drei Millionen iiberpriift zu haben.

Da eine Zweierpotenz in ihrer Primfaktorzerlegung natiirlich keine unge-
rade Zahl enthélt, sind Zweierpotenzen in gewissem Sinne die reinsten aller
geraden Zahlen. De Polignacs Behauptung besagt also, dafi jede ungerade
Zahl aus einer Primzahl, jenem fundamentalsten aller Bausteine, und einer
reinen Zweierpotenz additiv zusammengesetzt werden kann. Eine wahrhaft
verwegene Aussage.

Und vollig falsch war sie auerdem. Wenn de Polignac tatséichlich seine
Zeit dazu verwandt hat, seine Vermutung bis in die Millionen hinein zu testen,
so konnen wir ihn eigentlich nur bedauern, denn schon eine relativ kleine Mer-
sennesche Primzahl widerlegt seine Behauptung: Es gibt keine Méglichkeit,
127 als Summe einer Potenz von 2 und einer Primzahl zu schreiben. Dies wird
klar, wenn wir 127 einfach auf alle moglichen Weisen in eine Zweierpotenz
und den entsprechenden Rest zerlegen und dann feststellen, dafl dieser Rest
niemals prim ist:

127=2+125 =2! + (5 x 25

127=4 4+ 123 =22 4 (
127=8 4+ 119 =23+ (7 x 17
127=16 + 111=2% + (
127=32+95 =25+ (5 x 19
127=64 + 63 =2° + (3 x 21
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Da 27 = 128 grofer als 127 ist, brauchen wir nicht weiterzugehen. De Po-
lignacs Vermutung kann damit dem zahlentheoretischen Papierkorb iiberant-
wortet werden, denn er hat ein Gegenbeispiel iibersehen, auf das er mit seiner
Nase hitte stofen miissen. Wie die Schwingenfliigler des neunzehnten Jahr-
hunderts hat sich seine ambitiose Behauptung niemals als tauglich erwiesen.

Wir haben vorhin Parallelen zwischen der eindeutigen Zerlegung chemi-
scher Verbindungen in Elemente und der eindeutigen Faktorisierung ganzer
Zahlen in Primzahlen gezogen. In einer Hinsicht allerdings versagt diese Ana-
logie, so hilfreich sie auch war: Die gesamte Laborarbeit aller Chemiker in
der Geschichte hat den Vorrat an Elementen auf gerade mal etwas mehr als
100 erweitert, aber der Vorrat an Primzahlen ist unendlich. Wahrend die Pe-
riodentafel der chemischen Elemente an einer Wand mittlerer Groie bequem
angebracht werden kann, wiirde eine &hnliche Karte der mathematischen Prim-
zahlen eine Wand unendlicher Ausdehnung erfordern.

Der erste Beweis fiir die unendliche Anzahl der Primzahlen geht auf den
griechischen Mathematiker Euklid (um 300 v. Chr.) zuriick und erschien in sei-
nem Klassiker, den Elementen.” Wir geben hier eine leicht modifizierte Version
seiner Argumentation wieder, die aber die Stirke und Eleganz des Originals
widerspiegelt.

Um dem Gedankengang Euklids folgen zu kénnen, miissen zwei elementare
Ergebnisse aus der Zahlentheorie vorausgesetzt werden. Zunichst mufi man
wissen, daB fiir jede Zahl n die Differenz zwischen zwei Vielfachen von n selbst
wieder ein Vielfaches von n ist. Symbolisch ausgedriickt: Sind a und b Vielfa-
che von n, so auch a — b. Beispielsweise sind sowohl 70 als auch 21 Vielfache
von 7, also auch ihre Differenz 70 — 21 = 49 = 7 x 7. Ahnlich sind 216 und
72 Vielfache von 9 und daher auch 216 — 72 = 144 = 16 x 9. Der allgemeine
Beweis dieser Behauptung soll hier nicht aufgefiihrt werden, er ist aber in der
Tat so simpel, wie die Behauptung glaubwiirdig ist.

Die zweite Voraussetzung ist ebenso elementar. Sie besagt, daf jede zusam-
mengesetzte Zahl mindestens einen Primfaktor enthilt. Wieder wollen wir das
durch Beispiele illustrieren. Die zusammengesetzte Zahl 39 hat den Primteiler
3, die zusammengesetzte Zahl 323 den Primteiler 17, und die zusammenge-
setzte Zahl 25 enthdlt den Primfaktor 5. Euklid gab den klugen Beweis seines
Theorems als Proposition 31 im siebten Buch seiner Elemente.

Nun ist es noch erforderlich, neben den zahlentheoretischen Voraussetzun-
gen das Prinzip des Beweises durch Widerspruch zu verstehen, wenn wir die
unendliche Zahl der Primzahlen beweisen wollen. Dazu miissen wir uns die
grundlegende Dichotomie der Logik vergegenwirtigen: Eine Aussage ist ent-
weder wahr oder falsch.

Eine Moglichkeit, die Wahrheit einer Aussage zu beweisen, liegt im direk-
ten Beweis. Dies ist natiirlich offensichtlich (und eigentlich banal). Ein ganz
anderer, aber ebenso niitzlicher Zugang — der sogenannte Beweis durch Wider-
spruch — besteht darin anzunehmen, daf§ die Behauptung falsch sei, und aus
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dieser Annahme unter Benutzung der Regeln der Logik einen Widerspruch,
eine unmogliche Schlufifolgerung, herbeizufiihren. Eine solche Folgerung zeigt
an, daB irgend etwas in der SchluBkette falsch sein muB. Wenn die einzel-
nen logischen Schritte jedoch richtig gewesen sind, ist der Schuldige schnell
gefunden: Unsere urspriingliche Annahme, daf die Behauptung falsch sei, ist
selbst falsch gewesen. Wir miissen daher diese Annahme der Fehlerhaftigkeit
verwerfen, und die erwahnte Dichotomie 148t dann nur eine Méglichkeit: Die
Behauptung mufl doch wahr sein. Zugegeben, dieses Vorgehen mag seltsam
indirekt und mit Umwegen verbunden erscheinen. Bevor wir zum Beweis der
unendlichen Anzahl der Primzahlen zuriickkehren, wollen wir daher den Wert
indirekter Beweisfiihrung an dem folgenden Beispiel verdeutlichen:

Nehmen wir an, wir interessieren uns fiir Zahlen, die sowohl Quadrate als
auch Kuben sind, so wie sich zum Beispiel die 64 als 8% und 43 oder die 729
als 272 oder 93 schreiben lassen. Solch eine’ Zahl wollen wir einen , Qubus®
nennen. Wir wollen nun die folgende Tatsache beweisen:

Theorem: Es gibt unendlich viele Quben.

Beweis: Dies 148t sich einfach und direkt zeigen. Dazu mufi man nur bemer-
ken, daB fiir jede beliebige natiirliche Zahl n die Zahl n® = n3 x n3 = (n3)?
eine Quadratzahl ist und gleichzeitig wegen n® = n2 x n? xn? = (n?)3 auch ein

Kubus. Damit bekommt man unmittelbar eine unendliche Serie von Quben:

1°=12=13 45 = 4096 = 64 =163 7% = 117649 = 343% = 493
26 — 64 =82 =43 58 = 15625 = 1252 = 253 8% = 262144 = 5122 = 643
36=720=272=93 6% =46656 = 2162 = 36% und so weiter.

Dieser ProzeB 148t sich offensichtlich endlos fortsetzen und erzeugt fiir jedes
neue n auch ein neues und von allen anderen verschiedenes n®. Die unendliche
Anzahl der Quben wurde damit direkt gezeigt.

Leider gibt es zum Beweis der Unendlichkeit der Primzahlen keinen derartigen
direkten Ansatz. Weder Euklid noch sonst jemand hat seitdem eine einfache
Formel gefunden, die gerade so Primzahlen ausspuckt, wie unsere Formel n®
Quben ausspuckt. Statt also einen Frontalangriff zu wagen, miissen wir uns
auf die indirekte Methode stiitzen und den Beweis durch Widerspruch fiihren
— feiner ausgekliigelt, diffiziler, aber am Ende auch viel eleganter. Bis zu
einem gewissen Grade kann diese Art des Beweises als eine Art Lackmustest
fiir mathematische Sensibilitit gelten: Diejenigen mit einem natiirlichen Hang
zur Mathematik riihrt er zu Trénen, diejenigen ohne einen solchen Hang finden
ihn zum Heulen. Mag der Leser selbst entscheiden.

Theorem: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis durch Widerspruch: Nehmen wir an, es gibe nur endlich viele
Primzahlen, und nehmen wir weiter an, sie seien mit a,b,c,...,d bezeichnet.
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Diese Menge mag vielleicht 400 oder 400 000 Primzahlen enthalten, wir nehmen
jedenfalls an, sie enthalte alle. Machen wir uns nun auf den Weg zu einem
Widerspruch.

Wir bilden eine neue Zahl, indem wir alle diese Primzahlen miteinander
multiplizieren und 1 addieren:

N=(axbxex---xdy+1.

Man beachte hierbei, dafl wir diese Multiplikation tatsichlich ausfithren kon-
nen, da wir nur endlich viele Zahlen miteinander zu multiplizieren haben. Bei
einer unendlichen Anzahl von Primzahlen wére dies nicht moglich.

Es ist klar, dafl N grofler ist als irgendeine der Primzahlen a,b, ¢, ... oder
d, also ist N auch verschieden von all diesen Zahlen. Da dies aber auch die
einzigen vorhandenen Primzahlen waren, konnen wir schlieen, dal N keine
Primzahl ist.

N ist also eine zusammengesetzte Zahl, und nach der zweiten oben erwéhn-
ten Beobachtung hat N einen Primteiler. Da wir angenommen haben, daf§
a,b,c,...d den gesamten Vorrat an Primzahlen auf dieser Welt darstellt, mufl
sich auch der Primteiler von N darunter befinden.

Umgekehrt betrachtet ist also N ein Vielfaches einer der endlich vielen
Primzahlen a,b,c,... oder d. Es spielt nun keine Rolle, um welche dieser
Primzahlen es sich handelt, aber um etwas Konkretes vor Augen zu haben,
nehmen wir an, N sei ein Vielfaches von ¢. Nun ist aber offenbar das Produkt
a X bxex---xd ebenfalls ein Vielfaches von ¢, denn ¢ tritt als einer der
Faktoren auf. Nach der ersten oben erwéhnten Beobachtung ist dann auch die
Differenz zwischen N und a x b X ¢ X - -- x d ein Vielfaches von c. Aber N war
nach Definition um 1 groer als dieses Produkt, also.ist die Differenz 1.

Wir sind nun zu dem Schluf} gelangt, daf 1 ein Vielfaches von c¢ ist (oder
von jedem anderen Primfaktor von N). Dies ist aber unmdoglich, denn die
kleinste Primzahl ist 2, und daher ist 1 nicht Vielfaches irgendeiner Primzahl.
Irgend etwas muf} schiefgelaufen sein.

Wenn wir unseren Argumentationsweg nun zuriickverfolgen, so stellen wir
fest, daB die einzige Quelle des Ubels tatséchlich nur die urspriingliche An-
nahme sein kann, es gibe endlich viele Primzahlen. Diese Annahme miissen
wir verwerfen und aufgrund des Widerspruches schlieflen, da§ es Primzahlen
in unendlicher Hiille und Fiille gibt. Der Beweis ist somit abgeschlossen.

Diese elegante Argumentationsweise ist elementar und doch tiefgriindig. Der
Beweis garantiert, daf§ die Primzahlen in unerschopflicher Menge vorhanden
sind und nie zur Neige gehen werden. Nachdem nun der leistungsfihigste
Computer nachgewiesen hat, daf 27°683% — 1 prim ist, kénnen wir selbstgefllig
darauf hinweisen, daf3 da noch viel gréf8ere Primzaklen — ja, sogar unendlich
viele groBere Primzahlen — im verborgenen schlummern. Selbst wenn es uns
nicht mehr gelingen sollte, einer dieser groBeren Primzahlen Herr zu werden,
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so soll doch keiner denken, wir wollten uns davor driicken. Dank der Raffinesse
der Logik und des Beweises durch Widerspruch wissen wir, sie sind irgendwo
da drauflen.

Da sich die Zahlentheorie solcher Ergebnisse einfacher Eleganz riihmen
kann, hat sie vielen jungen Studierenden als Einstieg in die héhere Mathematik
gedient. Darunter war auch die amerikanische Mathematikerin Julia Robinson
(1919-1985). 1970 gehorte Robinson zu einer Gruppe von drei Wissenschaft-
lern, die das bekannte zehnte Hilbertsche Problem l6sten. Dabei handelt es
sich um eine sehr tiefgehende Frage aus der Zahlentheorie, die sieben Jahr-
zehnte ungeldst blieb, nachdem David Hilbert (1862-1943) sie gestellt hatte.
Schon als junge Studentin war Robinson von den wunderbaren Eigenschaften
der ganzen Zahlen in ihren Bann geschlagen. ,Ich war ganz besonders aufge-
regt {iber einige Theoreme der Zahlentheorie“, schrieb sie, ,und ich erzihlte
sie immer Constance [ihre Schwester], wenn wir abends zu Bett gegangen wa-
ren. Sie hatte bald herausgefunden, da8 sie mich wachhalten konnte, indem
sie mir Fragen iiber die Mathematik stellte, wenn sie selbst noch nicht schlafen

wollte“.8

Weiter gibt es da den ungarischen Mathematiker Paul Erdés (Errdésch ge-
sprochen). In einem Riickblick auf seine lange Laufbahn erinnert sich Erdés
(geboren 1913): , Als ich zehn war, erzéhlte mir mein Vater von dem Euklid-
schen Beweis [der unendlichen Anzahl der Primzahlen], und ich hatte angebis-
sen.“ 9

Erd6s war in seiner Jugend in geistiger Hinsicht sehr produktiv, in gleichem
MafBle aber auch sozial isoliert. Im Alter von 17, wenn die meisten Schiiler
genug damit zu tun haben, ihre Pubertét hinter sich zu bringen, erwarb Erdés
mathematischen Ruhm mit einem elementaren Beweis dafiir, dafl zwischen je
zwei ganzen Zahlen n und 2n immer mindestens eine Primzahl liegen mu8.
So muf es beispielsweise zwischen 8 und 16 eine Primzahl geben und ebenso
mindestens eine zwischen 8 Milliarden und 16 Milliarden.

Dies sieht vielleicht nicht gerade nach einer spektakuliren Entdeckung aus.
Tatséchlich war es auch schon fast ein Jahrhundert friither bewiesen worden,
und zwar von einem russischen Mathematiker mit dem melodischen Namen
Pafnuty Lvovich Chebyshev (dessen Erscheinen in der mathematischen Lite-
ratur als Chebychev, Tchebysheff, Cebysev und Tshebychev wohl eher auf
Fehler in der Transliteration als auf einen ausgeprégten Hang zu Pseudony-
men zuriickgeht). Aber Chebyshevs Argumentation war sehr kompliziert. Das
Besondere an Erdos’ Beweis war die Tatsache, daBl er um so vieles einfacher
war und von einem so jungen Mathematiker kam.

Wir bemerken am Rande, daf8 dieser Satz einen anderen Beweis fiir die
unendliche Anzahl der Primzahlen darstellt. Denn er garantiert, daf es eine
Primzahl gibt zwischen 2 und 4, eine weitere zwischen 4 und 8, eine zwischen
8 und 16 und so weiter. Gerade so, wie wir Zahlen immerfort verdoppeln
kénnen, werden auch die Primzahlen unerschépflich sein.
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Der erwihnte Satz war der erste in einer langen Reihe von Theoremen von
Paul Erdés, dem produktivsten und vielleicht exzentrischsten Mathematiker
des zwanzigsten Jahrhunderts. Sogar als Angehériger eines Berufsstandes, in
dem ungewdohnliches Verhalten schon als Markenzeichen gilt, ist Erdés zur
Legende geworden. Seine Jugend beispielsweise war tatséchlich so beschiitzt,
daB er erst mit 21 Jahren — vier Jahre nach seinem Beweis des erwéhnten
Theorems iiber die Primzahlen — sein erstes Butterbrot selbst strich. Spéter
erinnerte er sich:

Ich war gerade nach England gegangen, um dort zu studieren. Es war
Teezeit, und es wurde Brot gereicht. Ich war viel zu verwirrt, um zuzugeben,
daf ich noch nie ein Butterbrot geschmiert hatte. Ich versuchte es, und es
war gar nicht so schwer.1°

Ebenso ungewohnlich ist die Tatsache, dafl Erdos iiber keinen festen Wohn-
sitz verfiigt. Statt dessen reist er um den Globus, von einem mathematischen
Forschungszentrum zum néchsten. Er lebt aus dem Koffer und vertraut dar-
auf, daB ihn bei jeder Station jemand abholt und fiir die Nacht aufnimmt.
Als Folge dieses unaufhorlichen Herumwanderns hat dieser vagabundierende
Mathematiker mit mehr Kollegen zusammengearbeitet und mehr Artikel mit
anderen zusammen verdffentlicht als irgendein anderer in der Geschichte. Er
ist der lebende Beweis fiir das biblische Sprichwort, daf$ der Mensch nicht nur
vom (Butter-)Brot allein lebt.

Die Mathematikergemeinde wiederum lie8 ihm eine wunderliche Ehrung
zuteil werden: die sogenannte Erdészahl.!! Erdés selbst hat Erdészahl 0; jeder
Mathematiker, der mit Erdés zusammen einen Artikel versffentlicht hat, hat
Erdészahl 1; ein Mathematiker, der zwar nicht selbst direkt mit Erdés zusam-
mengearbeitet hat, aber mit jemandem gemeinsam etwas verdffentlicht hat,
der einen Artikel mit Erdés publiziert hat, erhilt die Erdészahl 2; jemand, der
gemeinsam verdffentlicht hat mit jemandem, der gemeinsam veréffentlicht hat
mit jemandem, der gemeinsam verdffentlicht hat mit Erdos, hat Erddszahl 3
und so weiter. Wie eine michtige Eiche hat sich der Erdészahlenbaum in die
gesamte Mathematikerwelt hineinverzweigt.

Es ist also klar, da8§ die Leidenschaft fiir die Zahlentheorie bei all den Prim-
zahlen, zusammengesetzten Zahlen, Mersennezahlen und sogar den Erdészah-
len nicht Gefahr lduft zu verebben. Fiir Mathematiker von Gauf} bis Robinson,
von Euklid bis Erdos hat sich kein Zweig der Mathematik schoner, eleganter
oder faszinierender gezeigt als die héhere Arithmetik.



ernoulli-Versuche

Bernoulli-Versuche sind Ecksteine der elementaren Wahrscheinlichkeitstheorie
und spielen daher eine wichtige Rolle bei unserem Bemiihen, diese unsichere
Welt zu verstehen.

Ein Bernoulli-Versuch ist schlichtweg ein Experiment mit einem zweiwer-
tigen Ergebnis. Das Resultat ist entweder Erfolg oder Miflerfolg, schwarz oder
weiB, ein oder aus. Es gibt keine Mittelwege, keinen Raum fiir Kompromisse,
keine Zuflucht im Wischiwaschi.

Dafiir gibt es unzihlige Beispiele. Wir ziehen eine Spielkarte vom Stapel
und achten darauf, ob sie schwarz oder rot ist. Ein Kind wird geboren, und
es ist entweder ein Madchen oder ein Junge. Wir werden wihrend eines 24-
Stunden-Tages entweder von einem Meteoriten getroffen oder auch nicht. In je-
dem dieser Fille stellt es sich als vorteilhaft heraus, den einen Ausgang als ,,Er-
folg“ und den anderen als ,, MiBerfolg“ zu definieren. So kénnten die Wahl einer
schwarzen Karte, die Ankunft einer Tochter und das Nichtgetroffenwerden von
einem Meteoriten als Erfolge klassifiziert werden. Vom Standpunkt der Wahr-
scheinlichkeitstheorie aus macht es allerdings auch keinen Unterschied, wenn
die rote Karte, der Sohn oder der Meteorit als Erfolge angesehen werden. Auf
diesem Gebiet bedeutet das Wort Erfolg keine Wertung.

Ein einzelner Bernoulli-Versuch ist eigentlich nie von Interesse. Das dndert
sich aber, wenn Bernoulli-Versuche wiederholt ausgefiihrt werden und man
beobachtet, wie viele davon zum Erfolg fiihren und wie viele zum MiBerfolg.
Eine solche akkumulative Aufzeichnung kann niitzliche Informationen iiber den
dem Versuch zugrundeliegenden Prozef§ geben.

Eine Bedingung ist allerdings unerlifilich, wenn wir solche Experimente
durchfiihren: Die nacheinander durchgefiihrten Versuche miissen unabhdngig
sein. Dieser Begriff hat eine klare technische Definition, aber er hat natiirlich
auch eine informelle Bedeutung, die fiir unsere Zwecke wichtig ist: Zwei Ereig-
nisse sind unabhéngig, wenn das Ergebnis des einen absolut keinen EinfluB auf
das Ergebnis des anderen hat. So sind beispielsweise die Geburt eines Sohnes



24 Mathematik von A - Z

bei den Meiers und die Geburt einer Tochter bei den Miillers unabhéngige Er-
eignisse. Ebenso sind die Ergebnisse (Kopf oder Zahl) eines Miinzwurfes mit
einem Groschen und einem Markstiick voneinander unabhéngig; das Ergebnis
bei der einen Miinze hat keinen Einflufl auf das bei der anderen Miinze.

Wenn wir aber zwei Spielkarten von einem Stapel austeilen, die eine nach
der anderen, wobei wir eine schwarze Karte als Erfolg werten wollen, so geht
die Unabhéngigkeit beim Ubergang von der ersten zur zweiten Karte verloren.
Denn wenn die erste Karte Pikas ist (also ein Erfolg), so wird dies das Ergebnis
beim niichsten Zug insofern beeinflussen, als die Wahrscheinlichkeit sinkt, daf3
auch hier eine schwarze Karte gezogen wird. Sie wird auch mit einer geringeren
Wahrscheinlichkeit ein As sein, und mit absoluter Sicherheit wird es sich nicht
um das Pikas handeln.

Gliicklicherweise kann aber dieser Mangel an Unabhéngigkeit auf einfach-
ste Weise beseitigt werden. Nachdem wir die erste Karte gezogen haben, legen
wir sie einfach wieder in den Stapel zuriick, mischen sorgfiltig und ziehen dann
erneut. Da die erste Karte in einem gutgemischten Stapel ersetzt wurde, kann
auch die Tatsache, daB es sich um dieselbe Karte handelt, keinen EinfluB auf
unseren nichsten Zug haben. In diesem Sinne erfordern unabhingige Ereig-
nisse saubere Versuchsbedingungen bei jedem einzelnen Experiment, so daf§
die Erfolgswahrscheinlichkeit von Versuch zu Versuch dieselbe bleibt.

Die reinsten Beispiele fiir Bernoulli-Versuche findet man beim Gliicksspiel,
zum Beispiel beim Miinzwurf oder beim Wiirfeln. Beim Miinzwurf gibt es eine
offensichtliche Unabhéingigkeit von Wurf zu Wurf, so dafl die Wahrscheinlich-
keit fiir einen Erfolg — zum Beispiel beim Ereignis ,,Kopf“ — fiir jeden Wurf
dieselbe ist. Wenn wir dabei eine Miinze ,,ausgewogen“ nennen, so wollen wir
damit sagen, daB die Wahrscheinlichkeit, Kopf zu werfen, exakt 1/2 ist. Bei
einem ,fairen“ Wiirfel ist die Erfolgswahrscheinlichkeit, wenn wir als Erfolg
das Werfen einer 3 bezeichnen, immer 1/6.

Was passiert aber, wenn wir eine Miinze fiinfmal werfen? Was ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, da wir insgesamt dreimal Kopf und zweimal Zahl
unter unseren fiinf Wiirfen haben? Oder wenn wir die Miinze 500mal werfen,
mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommen wir 247mal Kopf und 253mal Zahl?
Dies mag als ein alptraumhaftes Problem erscheinen, seine Losung jedoch fin-
det sich in einem der ersten Meisterwerke der Wahrscheinlichkeitstheorie, der
Ars Conjectandi von Jakob Bernoulli (1654-1705).

Bernoulli war gebiirtiger Schweizer, sein GroBvater, sein Vater und sein
Schwiegervater waren erfolgreiche Apotheker. Jakob wandte sich allerdings
von Moérser und Pistill ab und studierte Theologie, worin er mit 22 Jahren
seinen Abschluffl machte. So beschiftigte sich seine Familie also mit Seren und
er sich mit Sermonen. Sein eigentliches Interesse galt jedoch der Mathematik.

Von den spéten 1670er Jahren bis zu seinem Tod gehorte Jakob Bernoulli
zu den fiihrenden Mathematikern der Welt. Sein bemerkenswertes Talent war
gepaart mit einer kantigen Persénlichkeit, einem egozentrischen Charakter und
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Jakob Bernoulli
(Aus Jakob Bernoulli, Collected Works, Vol. 1: Astronomia, Philosophia na-
turalis; herausgegeben von Joachim O. Fleckenstein, Birkhduser, Basel, 1969.)

der Tendenz, die Bemiihungen der weniger Begabten herabzuwiirdigen. So
fand er zum Beispiel, nachdem er die mittlerweile ihm zu Ehren , Bernoulli-
Zahlen“ genannten Zahlen studiert hatte, eine geniale Methode, die Potenzen
positiver ganzer Zahlen aufzusummieren. Er bemerkte, dal es ,,mich weniger
als die Halfte einer Viertelstunde kostete®, die Summe der zehnten Potenzen
der ersten 1000 positiven ganzen Zahlen zu berechnen. Er hatte also in weniger
als zehn Minuten die wahrhaft riesige Summe

110 4 210 4 310 4 410 4 4+ 10001
= 91409924 241 424 243 424 241 924 242 500

berechnet. In einem fiir sich selbst angebrachten Kommentar wies Jakob dar-
auf hin, da seine kurze Berechnungsmethode ,klar hatte werden lassen, wie
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nutzlos die Arbeiten des Ismael Bullialdus waren, ... in denen er nichts weiter
gemacht hatte als mit immensem Arbeitsaufwand die Summen der ersten sech-
sten Potenzen zu bestimmen, was nur ein Teil der Ergebnisse ist, die wir auf ei-
ner Seite untergebracht haben.“! Unser Mitleid muff dem armen Ismael gelten,
der als Kritiker nicht nur einen Mathematiker mit enormer Einsichtsfihigkeit,
sondern auch mit enormem Ego bekommen hatte.

Jakob Bernoullis produktive Jahre fielen in die Zeit der Entdeckung der In-
finitesimalrechnung durch Gottfried Wilhelm Leibniz. Jakob wurde einer der
Hauptverfechter dieses sich als so fruchtbar erweisenden Sujets. Wie bei jeder
in Entwicklung befindlichen Theorie, so profitierte auch die Infinitesimalrech-
nung von denen, die in die Fufistapfen des eigentlichen Erfinders traten — von
Gelehrten, deren Brillanz vielleicht nicht an die von Leibniz heranreichte, deren
Beitriage aber zur Ordnung der Theorie unabdinglich waren. Jakob Bernoulli
war einer davon.

Bei seinen Bemiihungen um die Infinitesimalrechnung hatte er einen un-
angenehmen Verbiindeten in Johann Bernoulli (1667-1748), dem jiingeren der
beiden brillanten, aber biestigen Bernoulli-Briider. In der Tat hatte Jakob
eine entscheidende Rolle bei der Entwicklung seines jiingeren Bruders gespielt,
da er ihn Mathematik lehrte. In spiteren Jahren mag er sicher bereut haben,
dafB er Johann so gut unterrichtet hatte, denn der Kleine entpuppte sich als
ein Mathematiker, der seinem Lehrer ebenbiirtig, wenn nicht iiberlegen war.
Zwischen den Briidern entspann sich ein heftiger Wettstreit um die mathema-
tische Vorherrschaft. Johann legte unverhohlene Schadenfreude an den Tag,
wenn er ein Problem 10ste, mit dem sich sein Bruder erfolglos herumgequilt
hatte. Jakob hingegen nannte Johann geringschitzig seinen ,,Schiiler®, womit
er ausdriicken wollte, daf dieser die Brillanz seines Lehrers lediglich kopierte.
Keinen der Bernoullis kénnte man einen wahrhaft groSmiitigen Charakter nen-
nen.

Zu einem beriihmt gewordenen Krach kam es iiber das Problem der Ket-
tenlinie. Eine Kettenlinie ist diejenige Kurve, die eine an ihren beiden Enden
befestigte Kette einnimmt (siehe die Abbildung oben). Die Leser, die mit der
Oberstufenalgebra noch vertraut sind, werden vielleicht annehmen, da die
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Kette die Form eines parabelférmigen Bogens beschreibt. Eine vollkommen
verniinftige Annahme, zu der schon kein Geringerer als Galilei im siebzehnten
Jahrhundert gelangt war. Aber die Kette hingt eben nicht in Parabelform.
Jakob Bernoulli rackerte sich, es war um 1690, redlich ab, den wahren Kur-
venverlauf zu bestimmen — also eine Gleichung fiir die Kurve anzugeben.

Wie sich aber herausstellte, war Jakob der Aufgabe nicht gewachsen. Man
kann sich leicht vorstellen, wie grofl seine Verbliiffung war, als Johann mit
der Losung herauskam. Johann weidete sich spéter an seinem Triumph und
konstatierte, daf ihn die Losung nur ,,den Schlaf einer ganzen Nacht gekostet
hitte“.? Und da er genauso taktlos wie genial war, eilte Johann zu Jakob und
prisentierte dem immer noch perplexen Bruder dié richtige Losung. Jakob
war am Boden zerstort.

Aber er sollte seine Rache bekommen, und zwar auf dem Schlachtfeld des
sogenannten isoperimetrischen Problems. Hierbei geht es darum, unter al-
len méglichen Kurven gleicher Linge diejenige zu bestimmen, die die grofite
Fliche einschlieft. Wir werden dieses Problem in Kapitel I nidher betrach-
ten, aber schon jetzt sei der Hinweis gestattet, dal Jakob Bernoulli 1697 die
Infinitesimalrechnung auf eine Variante dieser Fragestellung anwandte. Sein
Ansatz zwang ihn, sich mit einem komplizierten mathematischen Objekt ab-
zugeben, einer Differentialgleichung dritter Ordnung. Dieser Ansatz wies ihm
aber auch den Weg zu einem neuen, wichtigen und weitreichenden Zweig der
Mathematik, der heute als Variationsrechnung bezeichnet wird.

Bruder Johann war mit dieser Losung nicht einverstanden und behauptete,
das isoperimetrische Problem mit einer wesentlich einfacheren Differentialglei-
chung zweiter Ordnung gelost zu haben. Wie es im Hause Bernoulli so oft
der Fall war, artete der sachliche Disput in offene Feindschaft aus und machte
gerade noch vor dem Brudermord halt.

Diesmal war es Jakob, der als letzter lachte, denn die Differentialgleichung
zweiter Ordnung seines Bruders war falsch. Ungliicklicherweise bekam Jakob
allerdings nie eine wirkliche Gelegenheit zu lachen oder auch nur zu grin-
sen, denn er starb 1705, wahrend Johanns falsche Losung unerklérlicherweise
verschlossen in den Biiros der Pariser Akademie verwahrt wurde. Es gibt Spe-
kulationen, denen zufolge Johann seinen Irrtum erkannt und arrangiert hatte,
daB sein Fehler verborgen wurde — nur um nicht 6ffentlicher Demiitigung aus-
gesetzt zu werden, solange sein Bruder dies hitte geniefien kénnen.?

Diese Episoden sollen ein Gefiihl dafiir geben, welche Mifhelligkeiten die
briiderliche Beziehung beherrschten. Es ist kein Wunder, dafi Jakobs Witwe
Johann verbot, die Papiere seines kiirzlich verstorbenen Bruders zu editieren,
da sie schlielich befiirchten mufite, der rachsiichtige Johann wiirde die mathe-
matische Hinterlassenschaft Jakobs sabotieren. Vielleicht hat J. E. Hofmann
es mit seiner Charakterisierung Jakobs im Dictionary of Scientific Biogra-
phy am besten ausgedriickt: ,Er war eigensinnig, halsstarrig, rachsiichtig, von
Minderwertigkeitsgefiihlen geplagt und dennoch von seinen Fiahigkeiten fest
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Johann Bernoulli
(Nachdruck mit freundlicher Genehmigung der
Carnegy Mellon University Library.)

liberzeugt. Bei diesem Charakter mufite er zwangsliufig mit seinem &hnlich
disponierten Bruder aneinandergeraten.“®

Wir wenden uns nun von der geschwisterlichen Rivalitit ab und wieder
der eingangs gestellten wahrscheinlichkeitstheoretischen Frage zu: Wenn eine
regulér geprégte Miinze fiinfmal geworfen wird, wie gro8 ist dann die Wahr-
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scheinlichkeit, dafl dreimal Kopf und zweimal Zahl auftreten? In der Ars Con-
Jjectandi gab Jakob Bernoulli eine allgemeine Regel an: Wenn wir n+m wieder-
holte unabhéngige gleichartige Experimente (also n + m Bernoulli-Versuche)
durchfiihren, wobei die Erfolgswahrscheinlichkeit eines einzelnen Versuchs p
und die Wahrscheinlichkeit fiir einen MiBerfolg 1 — p ist, so ergibt sich die
Wahrscheinlichkeit fiir genau n Erfolge und genau m MifBerfolge nach der fol-
genden Formel:

m+m)x(n+m-1)x...x3x2x1 n
[nx(n—l)x...x3x2x1]x[mx(m—-l)x...x3x2x1]p

(I-p™.

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, fiihrt man in der Mathematik den Begriff
der Fakultdt ein:
nl=nxn-1)x...x3x2x1.

So ist beispielsweise 3! =3 x2x1=6und 5! =5 x4 x 3 x 2 x 1 = 120. Wir
weisen ausdriicklich darauf hin, da das Ausrufungszeichen in der Notation der
Fakultét es nicht erforderlich macht, mit erhobener Stimme zu sprechen. Mit
dieser Konvention vereinfacht sich das Ergebnis Bernoullis in folgender Weise:

(n+ m)!

P(n Erfolge und m MiBerfolge) = "

p"(1-p)™
Die Wahrscheinlichkeit, dreimal das Ergebnis Kopf bei fiinf Wiirfen mit einer

Miinze zu bekommen, kann man berechnen, indem man n = 3, m = 2 und
P(Kopf) = 1/2 setzt. Man erhilt:

B+ 1\? 1\> 5! (1) /1
P(3mal Kopf, 2mal Zahl) = aTor \3 1 5) “3xa\5) 3

_ 120 (i> =0,3125,

6 x21\32

also etwas mehr als 31%.

In gleicher Weise berechnet man die Wahrscheinlichkeit, genau 5 Vieren
bei 15 unabhingigen Wiirfen eines Wiirfels zu erhalten. Wir definieren hier
das Wiirfeln einer Vier als Erfolg und setzen weiter:

n=5 (Anzahl der Erfolge),
m=15—-5=10 (Anzahl der MiSerfolge),
p =1/6 (Erfolgswahrscheinlichkeit).

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, 5 Vieren bei 15 Wiirfen zu erhalten:

(B+100 (1N NP 15t (1) s\
5! x 10! \ 6 6/ ~ 5!'x10!'\6 6/ — ’

also ein sehr unwahrscheinliches Ereignis.
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Um nun zu einer frither gestellten Frage zurlickzukommen: Die Wahr-
scheinlichkeit, bei 500 Miinzwiirfen 247mal Kopf und 253mal Zahl zu bekom-
men, ist

(247 +253)! (1) () 1)253 500! 1)2‘” 5)253

247! x 253! (2) ( 2 T 247" x 253! <2 (6
Natiirlich ist diese Formel korrekt, aber es ist viel zu kompliziert, danach die
Wabhrscheinlichkeit von Hand auszurechnen. Selbst ein teurerer Taschenrech-
ner wird bei dem Versuch, eine Zahl wie 500! auszurechnen, streiken (Skeptiker
konnen es ja mal ausprobieren). In Kapitel N werden wir eine Methode kennen-
lernen, derartige Wahrscheinlichkeiten approximativ zu berechnen. Aber auch
wenn sich die direkte Berechnung anhand der Formel von selbst verbietet, ist

die Formel theoretisch einwandfrei. Sie bietet den Schliissel, die Wahrschein-
lichkeit fiir jede beliebige Folge von Bernoulli-Versuchen zu bestimmen.

Nun sind die meisten Situationen des téglichen Lebens etwas komplizierter
als das Werfen einer Miinze, was wohl eine zu idealistische wahrscheinlichkeits-
theoretische Beschreibung darstellt. Schon weit schwieriger ist die Aufgabe,
die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, mit der ein 25jdhriger Mann das Alter
von 70 Jahren erreichen oder gar iiberschreiten wird. Oder die Wahrscheinlich-
keit, daBl am néchsten Dienstag mehr als drei Zentimeter Regen fallen. Oder
die Wahrscheinlichkeit, da8 ein auf die Kreuzung zufahrendes Auto rechts ab-
biegen wird. Derartige Probleme sind geradezu kontaminiert mit der enormen
Komplexitéit unserer Welt, was auch Jakob Bernoulli erkannte, als er schrieb:

Welcher Sterbliche, so frage ich, kénnte die Zahl der Krankheiten feststel-
len, indem er alle Mdoglichkeiten zdhlt, die den Korper des Menschen in
jedem seiner Teile und in jeder Altersstufe betreffen, und sagen, um wie-
viel wahrscheinlicher die eine Krankheit todlich verliuft als eine andere —
Pest eher als Wassersucht zum Beispiel oder Wassersucht eher als Fieber
— und auf dieser Grundlage eine Vorhersage machen iber das Verhdltnis
von Leben und Tod in zukiinftigen Generationen ?®

Liegt die Berechnung solcher Wahrscheinlichkeiten aufierhalb der Reich-
weite der Mathematik? Beschrinkt sich die Anwendbarkeit der Wahrschein-
lichkeitstheorie ausschlieflich auf kiinstlich erdachte Gliicksspiele?

Bernoulli hat in der Ars Conjectandi eine universelle Antwort auf diese
Frage gegeben, und das kann als sein grofites Vermichtnis gelten. Er selbst
nannte diese Antwort sein ,,Goldenes Theorem“ und schrieb: ,,Sowohl seine
Neuheit als auch seine grofle Niitzlichkeit, gepaart mit seiner ebenso groSen
Schwierigkeit, gehen in Gewichtung und Wert weit iiber die anderen Kapitel
dieser Lehre hinaus.“” Dieses heute als ,,Satz von Bernoulli“ oder auch, weiter
verbreitet, als ,,Gesetz der grofien Zahlen“ bekannte Theorem stellt einen der
zentralen Stiitzpfeiler der Wahrscheinlichkeitstheorie dar.
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Um etwas tiefer in seine Natur einzudringen, stellen wir uns wieder vor, wir
fiithren unabhéngige Bernoulli-Versuche durch, wobei die Erfolgswahrschein-
lichkeit bei jedem Versuch p sei. Wir wollen dabei sowohl die Gesamtzahl der
Versuche N als auch die Anzahl der erfolgreichen Versuche x beobachten. Der
Bruch z/N stellt somit den Anteil der erfolgreichen Versuche dar.

Wenn zum Beispiel bei 100 Wiirfen einer Miinze 47mal Kopf auftritt, dann
ist der beobachtete Anteil von Képfen 47/100 = 0,47. Wenn die Miinze wei-
tere 100mal geworfen wird und dabei weitere 55mal Kopf auftritt, so ist der
kombinierte Anteil der gesamten Wiirfe

47455 102
100 + 100 ~ 200

Und da gibt es nichts (auler des Lebens Langeweile), was den Werfer davon
abhalten konnte, die Miinze erneut 100mal oder noch einmillionenmal hoch-
zuwerfen. Die wesentliche Frage dabei ist, was passiert mit dem Anteil z/N
auf lange Sicht?

Es sollte niemanden tiberraschen, da8 sich dieser Anteil immer mehr an 0,5
annéhert, wenn man die Anzahl der Wiederholungen in diesem Experiment
erhoht. Allgemein gilt: Fiir wachsendes N strebt der schwankende Wert von
x/N gegen die feste Zahl p, die echte Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg in
jedem einzelnen Versuch. Damit — und hierin liegt der eigentliche Wert des
Theorems — sollte, wenn die Erfolgswahrscheinlichkeit p unbekannt ist, der
Anteil der Erfolge (z/N) bei einer groen Zahl von Versuchen einen guten
Schétzwert fiir p darstellen. In symbolischer Schreibweise:

= 0,510.

% z‘p (fiir groBes N),
wobei =~ bedeutet: ,ist ungefihr gleich.

Dies ist, mit einigen wichtigen Voraussetzungen, das Gesetz der grofien
Zahlen. Bemerkenswert an Jakob Bernoullis Theorem ist nicht sosehr, da8
es richtig ist, sondern vielmehr, da es so schwer war, es mathematisch exakt
zu beweisen. Jakob bestétigte in seiner nicht gerade bescheidenen Weise, da§
»selbst der Diimmste [das Gesetz der grofien Zahlen] aufgrund eines natiirlichen
Instinkts kennt.“® Dennoch kostete ihn ein giiltiger Beweis die Anstrengung
von immerhin 20 Jahren und fiillt mehrere Seiten seiner Ars Conjectands.’
Seine Anmerkung hierzu, dafi ,der wissenschaftliche Beweis dieses Prinzips
nicht einfach ist“, ist denn auch leicht untertrieben.

Wir sollten noch einige Worte iiber die oben erwihnten , wichtigen Voraus-
setzungen“ des Bernoullischen Satzes verlieren. Da es sich um eine wahrschein-
lichkeitstheoretische Aussage handelt, unterliegt sie den Unsicherheiten, die bei
jedem zufilligen Ereignis ins Spiel kommen. Man kann nicht mit letzter Sicher-
heit behaupten, dafl bei tausendmaliger Wiederholung eines Miinzwurfes der
Anteil der Wiirfe mit dem Ergebnis Kopf néher bei 0,5 liegt als bei nur einhun-
dertmaliger Wiederholung. Man kann sich ja vorstellen, da8l 51 der 100 Wiirfe
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das Ergebnis Kopf produzieren, aber nur 486 bei den 1000 Wiirfen. Dann wiire
die Schitzung /N = 51/100 = 0,51 aus der kleinen Stichprobe tatséchlich
nsher an der wahren Wahrscheinlichkeit des Auftretens des Ergebnisses Kopf
als die Schitzung aus der grofien Stichprobe z/N = 486/1000 = 0,486. Der
Zufall macht’s moglich.

Aus demselben Grunde ist es auch durchaus nicht unméglich, da8 wir die
Miinze weitere 1000mal werfen, und jedesmal erscheint Kopf. Dies ergébe
die erstaunliche Anzahl von 1486mal Kopf bei 2000 Wiirfen und damit eine
geschitzte Wahrscheinlichkeit von 1486/2000=0,743. In einem solchen Fall
scheint das Gesetz der grofien Zahlen auer Kraft gesetzt.

Aber das scheint eben nur so. Denn was Jakob Bernoulli genau bewiesen
hat, ist folgendes: Gegeben sei eine kleine Toleranz — sagen wir 0,000001. Die
Wahrscheinlichkeit, daB die geschitzte Wahrscheinlichkeit /N und die wahre
Wabhrscheinlichkeit p sich nur um diese Toleranz oder weniger unterscheiden,
liegt dann so nahe bei 1, wie man nur will, wenn man die Anzahl der Versuche
immer groBer werden 148t. Wenn wir geniigend viele Experimente machen,
konnen wir fast sicher sein — Bernoulli benutzt hier die Bezeichnung mora-
lisch sicher —, daB sich unsere Schitzung z/N héchstens um 0,000001 von der
wahren Wahrscheinlichkeit p unterscheidet.!® Zugegeben, hundertprozentig si-
cher sind wir nicht, da p und z/N bis auf 0,000001 {ibereinstimmen, aber die
groBe Zahl der Versuche iiberzeugt uns hinreichend von der Ubereinstimmung,
so daB uns die Angelegenheit jedenfalls nicht den Schiaf raubt.

Die oben erwdhnte Situation, in der die Miinzwurfwahrscheinlichkeit nach
2000 Wiirfen einer Miinze zu 0,743 geschitzt wurde, ist weniger wahrschein-
lich als die Maoglichkeit, da8 ein Leser bei der Lektiire dieses Kapitels von
einem Meteor erschlagen wird. Selbst wenn man zu einer derartig unwahr-
scheinlichen Schitzung kidme, kénnte Bernoulli selbstgefillig versichern, dafl
bei Durchfiihrung weiterer Versuche, 2000 oder 2000 Millionen, das Verhéltnis
z/N mit ,moralischer Sicherheit“ in die Nihe von 0,5 zuriickkehren wiirde.

Es sollte noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen werden, daf selbst
mit diesen geringen Voraussetzungen das Gesetz der groflen Zahlen beweis-
bar ist. Damit unterscheidet es sich von anderen bekannten Gesetzen, denen
man im t#glichen Leben begegnet, angefangen bei Murphys Gesetz (alles, was
nur schiefgehen kann, wird auch schiefgehen) bis hin zum Gravitationsgesetz.
Diese sind entweder allgemein akzeptierte Platitiiden (wie das erstere) oder
hochgeschitzte physikalische Modelle (wie das letztere) und damit Modifika-
tionen unterworfen, sollten neue Erkenntnisse die Sachlage &ndern. Aber das
Gesetz der groflen Zahlen ist ein mathematisches Theorem, bewiesen im Rah-
men der nichts entschuldigenden Regeln der Logik, mit Bestand bis ans Ende
der Zeiten.

Und es findet natiirlich seine Anwendung. Uberlebenswahrscheinlichkeiten,
die die Diskontierungstabellen der Versicherungsgesellschaften beherrschen,
beruhen auf den Ergebnissen einer groBen Anzahl von Versuchen (Leben und
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Sterbefille der Menschen). Und &hnlich verhélt es sich mit den Wahrschein-
lichkeitsangaben der Wetterfrésche fiir Regen.

Oder betrachten wir ein Problem, das aus dem achtzehnten Jahrhundert
stammt: Wie ist die Wahrscheinlichkeit anzugeben, mit der eine Frau einem
Jungen und keinem Médchen das Leben schenken wird? Wie kénnte jemand
jemals diese Wahrscheinlichkeit im voraus, also a priori, angeben? Schon allein
die komplexen genetischen Faktoren komplizieren die Frage hoffnungslos, von
vornherein, auf rein theoretischem Wege, die Wahrscheinlichkeit fiir die Geburt
eines Jungen zu bestimmen. Statt dessen ist man gezwungen, a posteriori die
vollendeten Tatsachen zu untersuchen, und das Werkzeug hierfiir ist der Satz
von Bernoulli.

Genau diese Frage beschéiftigte John Arbuthnot in den frithen Jahren des
achtzehnten Jahrhunderts in England. Wie andere vor ihm hatte er den
Bevolkerungsstatistiken entnommen, daf jedes Jahr etwas mehr Jungen als
Midchen geboren wurden. Er behauptete, daf dies ,,schon jahrhundertelang,
und nicht nur in London, sondern in der ganzen Welt“ der Fall war.!! Arbuth-
not versuchte dieses Phinomen durch eine gottliche EinfluBnahme auf das
menschliche Tun zu erkldren. Einige Jahre spiter wandte Nicholas Bernoulli,
ein Neffe von Jakob und Johann und weiteres Mitglied dieser mathematisch
talentierten Familie, das Gesetz der groBien Zahlen an und kam zu dem Schlu8,
daB die Wahrscheinlichkeit, einen Jungen zu gebiren, 18/35 betrug. Mit an-
deren Worten, in der grofilen Anzahl aufgezeichneter Geburten zeigte sich eine
markante und stabile Tendenz zu 18 ménnlichen gegeniiber 17 weiblichen Ge-
burten. Bernoullis Theorem hatte seinen Dienst erwiesen ,,nicht nur in London,
sondern in der ganzen Welt*“.

Es versieht seinen Dienst auch heute noch. Eine Technik, die allgemein als
Monte-Carlo-Methode bezeichnet wird, kombiniert die Aussagekraft von Ber-
noullis Theorem mit der Leistungsfahigkeit des Computers. Sie ist sehr wich-
tig geworden, weil sie den Wissenschaftlern erlaubt, einen groen Bereich von
zufallsgelenkten Phinomenen mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden
zu simulieren. Das folgende Beispiel ist eine vereinfachende, aber anschauli-
che Demonstration der Monte-Carlo-Methode. Nehmen wir an, wir wollten die
Fliiche eines unregelméflig berandeten Sees bestimmen. Wir kénnten sein Ufer
abschreiten oder ein Luftbild aufnehmen, aber der kurvenreiche und scheinbar
zufillig gestaltete Umrifl des Sees schlieBt eine leichte mathematische Fliachen-
bestimmung nach einer einfachen Formel ohnehin aus.

Wir nehmen an, unser See sieht so aus wie in der Abbildung auf Seite 35,
wo er in das Standard-Koordinatensystem aus z- und y-Achse eingezeichnet
ist. Da wir auf das Beispiel in Kapitel L noch einmal zurtickkommen werden,
haben wir einen See mit sehr moderatem Ufer gewéhlt — er wird von der z-
Achse und dem Parabelsegment mit der Gleichung y = 8x — z? berandet.

Wir werden seine Flidche nun mit Hilfe der wahrscheinlichkeitstheoretischen
Methode bestimmen. Zunichst schlieen wir den Bereich in ein Rechteck der
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Groe 8 x 16 ein, wie in der Abbildung angedeutet. Dann lassen wir den
Computer Hunderte von Punkten (z,y) in diesem Rechteck zuféllig auswéhlen.
Darunter kénnten zum Beispiel die eingezeichneten Punkte A = (3,5;7,3) oder
B = (6,0;13,7) sein.

Jetzt fragen wir den Rechner, ob die zufillig erzeugten Punkte im See liegen
oder nicht. In unserem Beispiel 148t sich diese Frage sehr leicht beantworten.
Um Punkt A zu iiberpriifen, setzen wir z = 3,5 in die Gleichung der Parabel
ein und finden den zugehdrigen Wert y = 8-3,5—(3,5)% = 15,75. Also liegt der
Punkt (3,5;15,75) auf der Parabel. Daher liegt der Punkt A mit der gleichen
z-Koordinate, aber der y-Koordinate 7,3 unter dem Parabelbogen und damit
im Wasser.

Ahnlich setzen wir fiir Punkt B die erste Koordinate in die Gleichung der
Parabel ein, was den Wert y = 8-6 — 62 = 12 ergibt. Also liegt (6;12) auf der
Parabel, so da§ B = (6;13,7) etwas oberhalb von der Kurve und damit auf dem
Trockenen zu liegen kommt. Innerhalb weniger Millisekunden Computerzeit
koénnen wir so Unmengen zufiillig erzeugter Punkte darauf testen, ob sie im
See landen oder nicht.

Nun kommt aber der wesentliche Knackpunkt aus der Sicht der Monte-
Carlo-Simulation: Die ezakte Wahrscheinlichkeit p, da8 ein zuféllig gewéhlter
Punkt im See landet, entspricht genau dem Fléchenanteil des 8 x 16-Rechtecks,
den der See belegt. Also gilt:

p = P(ein zufilliger Punkt liegt im See)

Fliche des Sees
Fliache des umschlieBenden Rechtecks

Fliche des Sees _ Fléche des Sees
8 x 16 N 128 '

Natiirlich kénnen wir diese Wahrscheinlichkeit nicht berechnen, wenn wir die
Fliache des Sees nicht kennen, doch diese Fliche ist gerade die Unbekannte,
die wir suchen. Aber wir konnen die Wahrscheinlichkeit p, den See zu tref-
fen, durch den Anteil /N der Treffer innerhalb des schattierten Gebietes in
der Abbildung schitzen. Diese Approximation der wahren Erfolgswahrschein-
lichkeit durch den Erfolgsanteil bei einer langen Reihe von Versuchen ist eine
direkte Anwendung des Gesetzes der groflen Zahlen.

In diesem Beispiel wihlte der Computer 500 Punkte in dem Rechteck aus,
wobei von 342 Punkten festgestellt wurde, daB sie im See lagen. Daher betrigt
die Schétzung:

342 Fléche des Sees
50 P 128
woraus man nach Auflésung die Beziehung

Fliche des Sees ~ 128 x %:% = 87552 Flacheneinheiten
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erhélt. Wir haben also eine grobe Schitzung der Grofie des Sees erhalten,
wobei wir nichts weiter als das Theorem von Bernoulli und einen Computer
benutzt haben. ;

Wie kénnen wir zu einer besseren Schitzung gelangen? Wir lassen den
Computer einfach nicht nur 500, sondern 5000 zuféllige Punkte in dem Recht-
eck erzeugen. Bei diesem Lauf liegen 3293 Punkte im Wasser, womit sich
ergibt:

3293 Fléche des Sees
5000 P~ 128
und weiter

Flache des Sees ~ 128 x %g = 84 301 Flacheneinheiten.

Selbstverstandlich kénnten wir nun den Rechner bitten, 50000 oder 500000
Punkte zufallsméBig zu generieren — oder so viele, wie unsere Stromrechnung
zuléBt. Die so erhaltenen Schéitzungen der Fliche unseres parabolischen Sees
wiirden sich immer gréerer Zuverlassigkeit erfreuen.

Dies ist ein sehr elementares, aber auch kiinstliches Beispiel. In Wirklich-
keit kann man mit der Monte-Carlo-Methode wesentlich kompliziertere Phéno-
mene untersuchen. Dariiber hinaus kann man, wie wir spéiter sehen werden,
die in Frage stehende parabolisch begrenzte Fliche ezakt bestimmen, und zwar
mit Mitteln der Integralrechnung. Dennoch mag dieses Beispiel einen Eindruck
von der Leistungsfahigkeit wahrscheinlichkeitstheoretischer Methoden vermit-
teln.

Dreihundert Jahre sind nun vergangen, seit Jakob Bernoulli diesen wichti-
gen Satz bewiesen hat. Wie schon so oft in der Mathematik ist sein urspriing-
licher Beweis inzwischen durch eine viel fliissigere Version ersetzt worden, die
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sich auf das Wesentliche konzentriert. Der heute in den Lehrbiichern iibli-
che Beweis stiitzt sich auf ein Ergebnis des russischen Mathematikers Pafnuty
Chebychev, dem wir bereits in Kapitel A begegnet sind. Sein Ansatz, der
die Begriffe ,,Erwartungswert“ und ,,Standardabweichung® einer Zufallsvaria-
blen verwendet, erlaubt es, den Beweis vom Gesetz der grofien Zahlen auf
gerade einen Paragraphen zu beschrinken, womit er Bernoullis seitenlange
Argumentationskette fast beliebig erscheinen 148t. Trotzdem werden wir, in
einer Anwandlung groBmiitiger Nachsicht, die Jakob Bernoulli véllig fremd ge-
wesen wire, der Versuchung widerstehen, sein Werk ,,nutzlos“ zu nennen, blof§
weil er ein ganzes Kapitel benétigt fiir ,,das, was wir auf einer einzigen Seite
untergebracht haben“.

So ist eben der Lauf des Fortschritts. Wie bei allen Unternehmungen des
Menschen ist es aber angebracht, sich der Pioniere zu erinnern. So wie heute
die Lasertechnologie mit ihren CDs einen viel reineren Musikgenufl erméglicht
als die Phonographen des neunzehnten Jahrhunderts mit ihrem Rauschen und
Kratzen, hat die moderne Wahrscheinlichkeitstheorie den Bernoullischen Be-
weis des Gesetzes der grofien Zahlen verkiirzt und vereinfacht. Und immer
noch erinnern wir uns beispielsweise an Thomas Edison, wenn auch der Fort-
schritt seine urspriingliche Erfindung der Geschichte iiberantwortet hat. Es ist
daher nur angemessen, wenn wir auch Jakob Bernoulli denselben Respekt fiir
sein ,,Goldenes Theorem* zollen, auf das er doch mit Recht so stolz war.
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In den ersten beiden Kapiteln haben wir uns mit einer Einfiihrung in die
Gebiete der Zahlentheorie und der elementaren Wahrscheinlichkeitstheorie be-
fafit. Wir wenden uns nun einem Thema aus der Geometrie zu, einem der
wichtigsten Zweige der Mathematik. Die Geometrie, der die griechischen Ma-
thematiker ihr Hauptaugenmerk schenkten, wie wir in Kapitel G noch sehen
werden, hat eine vielfiltige und interessante geschichtliche Entwicklung. In
der antiken Welt war dieses Forschungsgebiet gar so vorherrschend, dafl die
Worte Mathematiker und Geometer als Synonyme benutzt wurden. Und so
war es auch zu einem grofen Teil die Geometrie, der sich die Mathematiker in
ihrer Forschung zuwandten.

Eine Einfiihrung in die Geometrie kann man natiirlich auf verschiedenen
Grundlagen aufbauen. In diesem Kapitel wollen wir von einer Untersuchung
des Kreises ausgehen, der sicher eines der wichtigsten geometrischen Objekte
darstellt. Die zweidimensionalen Kreise représentieren in ihrer Einfachheit,
Eleganz und Schénheit eine urspriingliche Vollkommenheit. Bei den Griechen
wurden sie jedoch nicht nur um ihrer selbst willen, sondern auch als elementare
Werkzeuge zur Untersuchung komplizierterer geometrischer Konzepte betrach-
tet.

Die Terminologie, die sich um den Kreis entsponnen hat, ist inzwischen
in den téglichen Sprachgebrauch eingedrungen. Definitionsgemis ist ein Kreis
eine ebene Figur, deren Punkte alle denselben Abstand von einem festen Punkt
haben. Dieser Punkt heifit der Mittelpunkt, und der Abstand der Punkte auf
der Kreislinie vom Mittelpunkt ist der Radius. Die Lange des Kreisquerschnitts
durch den Mittelpunkt nennt man den Durchmesser, und die Linge der Kreis-
linie — also die Entfernung, die man bei einer vollen Umrundung zuriicklegen
wiirde — ist der Umfang.

Ein Neuling wiirde bei seiner ersten Bekanntschaft mit Kreisen sehr schnell
eine wesentliche Eigenschaft bemerken: Alle Kreise haben die gleiche Gestalt.
Zwar mogen einige grofer und andere kleiner sein, aber ihre ,,Kreisformigkeit*,



38 Mathematik von A — Z

C =Umfang

D = Durchmesser

ihre perfekte Rundung, fillt sofort ins Auge. In der Mathematik sagt man,
alle Kreise sind dhnlich. Bevor man diese Beobachtung als banale Trivialitét
abtut, sollte man sich klarmachen, da im Gegensatz zum Kreis keineswegs
alle Dreiecke die gleiche Gestalt haben, genausowenig wie alle Vierecke oder
gar alle Leute. Man kann sich ohne Schwierigkeiten lange, schmale Rechtecke
oder lange, schmale Menschen vorstellen, aber ein langer, schmaler Kreis ist
eben iiberhaupt kein Kreis.

Nun haben also alle Kreise dieselbe Gestalt. Hinter dieser keineswegs auf-
regenden Feststellung verbirgt sich ein tiefliegendes Theorem der Mathematik:
Das Verhdltnis von Umfang und Durchmesser ist bei jedem Kreis gleich. Sei
der Kreis riesig, mit grofem Umfang und grofem Durchmesser, oder winzig
klein, mit winzigem Umfang und winzigem Durchmesser, die relative Grofle
von Umfang zu Durchmesser ist immer dieselbe. Bezeichnet man den Umfang
mit C und den Durchmesser mit D, so kann man mathematisch formulieren,
daB das Verhiltnis C/D von Kreis zu Kreis immer gleich bleibt.

Wie heifit nun die gefundene Konstante? Mathematiker lassen ja keine
Gelegenheit aus, ein neues Symbol einzufithren, und so wahlten sie in diesem
Fall den sechzehnten Buchstaben des griechischen Alphabets, 7, und verliehen
ihm damit, wenigstens mathematisch betrachtet, Unsterblichkeit. Die Wahl
ist nicht unpassend, waren es doch die Griechen, die als erste den Kreis ma-
thematisch genauen Untersuchungen unterzogen. Sie selbst verwendeten den
Buchstaben 7 aber nie in diesem Sinne.

Um nun zu einer formalen Definition zu kommen, fithren wir 7 anhand der
obigen Abbildung ein:

Definition: Bezeichnet man den Umfang eines Kreises mit C und den Durch-
messer mit D, so gilt: 7 = C/D.

Lost man diese Gleichung nach C auf, so erhilt man die bekannte Beziehung
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C = nD. Beriicksichtigt man andererseits, dafl der Durchmesser D das Zwei-
fache des Radius r betriigt, so kommt man zu der ebenso bekannten Gleichung
C = 2nr.

Damit stellt = die wichtige Beziehung zwischen dem Umfang (eine Linge)
und dem Radius (ebenfalls eine Lénge) eines Kreises her. Dieselbe Konstante
verbindet aulerdem die Fldche des Kreises mit seinem Radius. Dies ist eine der
wichtigsten Erkenntnisse der Mathematik, wenn auch nicht sofort einleuchtend
und klar. Deshalb ist sie eine Auseinandersetzung wert.

Der grundlegende Ansatz besteht in der Approximation des Kreises durch
ein einbeschriebenes regelmdpfiges Polygon, also ein n-Eck, dessen Seiten alle
die gleiche Linge haben und dessen Winkel alle gleich grof} sind. Polygone sind
geometrisch leichter fabar als Kreise. Die genauere Kenntnis der Geometrie
von Polygonen erlaubt es uns deshalb, Schliisse iiber die Kreise zu ziehen, in
denen sie liegen.

Die Abbildung oben zeigt ein regelmiBiges Fiinfeck, das einem Kreis mit
dem Radius r einbeschrieben ist. Um die Fliche des Fiinfecks zu bestimmen,
ziehen wir Radien vom Mittelpunkt des Kreises zu allen fiinf Ecken auf der
Kreislinie. Dadurch wird das Fiinfeck in fiinf dreieckige Stiicke zerlegt. Jedes
Dreieck hat eine Basis der Linge b, die der Lénge einer Seite des Fiinfecks
entspricht. Die Hohe h, die als gestrichelte Linie eingezeichnet ist, trifft, vom
Kreismittelpunkt ausgehend, senkrecht auf die Polygonseite. Sie wird auch
Apothem genannt. Mit der bekannten Formel fiir den Flédcheninhalt eines
Dreiecks erhilt man:

Fliche eines Dreiecks = % - Basis - Hohe = %bh.
Also gilt:

Fliche des Fiinfecks = 5 x Fliche eines Dreiecks = 5 x ébh = %h X 5b.
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5b ist das Fiinffache einer Seite des Fiinfecks und daher gleich dem Umfang
des Pentagons. Wir haben also gezeigt, daf} gilt:

Fldche des Fiinfecks = %h x Umfang.

Denkt man einen Moment iiber diesen Beweis nach, so sieht man sofort, daf§
dieselbe Formel unabhingig davon gilt, ob wir dem Kreis ein Fiinfeck, ein
Zwanzigeck oder ein Tausendeck einbeschreiben. Betrachtet man den allge-
meinen Fall eines einbeschriebenen regelméaBigen n-Ecks, so wird das Polygon
in n kleine Dreiecke unterteilt. Jedes hat dabei die Basislinge b, entsprechend
der Linge einer Seite des n-Ecks, und das Apothem h, die rechtwinklig zur
Basisseite gemessene Entfernung zum Mittelpunkt. Damit ergibt sich die For-
mel:

Fléche des Polygons = n x Fliche des Dreiecks
1 1 1
= nx Ebh—-ihxnb—é-thmfang,

denn der Umfang entspricht der n-fachen Linge b einer Seite.

Wir stellen uns nun vor, wir beschreiben dem Kreis nacheinander ein re-
gelmiBiges Zehneck, dann ein Zehntausendeck, ein Zehnmillioneneck ein und
so weiter, wobei wir die Anzahl der Seiten ins Unendliche erhshen. Es ist ein-
leuchtend, daf die Polygone auf diese Weise allméhlich den Kreis ,,auffiillen“
oder, wie die Griechen sagten, ,,ausschépfen“. Die Flichen der einbeschriebe-
nen n-Ecke werden sich dem Flicheninhalt des Kreises von unten annéhern.
Mit der Bezeichnung lim fiir limes oder Grenzwert kann man also sagen:

Fliche des Kreises = lim[Fliche der einbeschriebenen Polygone]
= lim B] h x Umfang.

Niemals wird jedoch ein einbeschriebenes Polygon ezakt dieselbe Fliche wie
der Kreis haben, denn eine gerade Polygonseite, wie klein sie auch immer
sein mag, kann nie exakt mit einem gekriimmten Kreisbogen iibereinstimmen.
Aber die Fliacheninhalte der Polygone werden der begrenzenden Fliche des
Kreises immer besser entsprechen.

Es bleiben noch zwei Fragen zu kldren: Was passiert mit dem Apothem und
was mit dem Umfang, wenn die Anzahl der Seiten des Polygons ins Unendliche
wichst? Es ist klar, da§ h im Grenzwert gegen den Radius des Kreises strebt.
Und genauso strebt der Umfang der einbeschriebenen regelmifiigen n-Ecke
gegen den Umfang des Kreises. Symbolisch 148t sich das so ausdriicken:

limh=r und lim(Umfang)=C.
Also ergibt sich:

Fliache des Kreises = lim [%h] x Umfang = [-;—r] x C = Tg
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Nun erscheint zu guter Letzt 7 auf der Bildfliche, denn wir haben schon
vorhin bemerkt, dafl C = 7D = 27r. Damit wird obige Formel zu:

2
Fliiche des Kreises = g = @ = ?T;—T = 772,

Dabei handelt es sich zweifelsohne um eine der bedeutendsten Formeln in der
Mathematik, die nicht nur die Herzen der Mathematiker h6her schlagen 148t,
sondern auch die Phantasie der Zeitungskarikaturisten anregt, wie das Bild
oben zeigt.

Wann immer wir den Umfang oder den Flacheninhalt eines gegebenen Krei-
ses bestimmen wollen, werden wir mit Sicherheit der Zahl = begegnen. Dies
wirft aber ein rein praktisches Problem auf, ndmlich das der Bestimmung des
numerischen Wertes des fundamentalen Verhiltnisses C/D, fiir das die Kon-
stante w steht. SchlieBlich ist 7 nur ein Symbol fiir eine wohlbestimmte reale
Zahl, und jeder, der bei einer Berechnung im Zusammenhang mit Kreisen diese
Zahl braucht, mu8 ihren numerischen Wert, zumindest in Ndherung, kennen.
Letztlich kann man den Zahlenwert einer Kreisfliche genausowenig nur unter
Zuhilfenahme des Symbols m angeben, wie man einen Kuchen mit dem Wort
Ei als Zutat backen kann.

Die einfachste Methode, eine Naherung fiir das Verhiltnis C/D zu be-
stimmen, scheint in der Messung von Umfang und Durchmesser eines be-
stimmten Kreises zu bestehen. Dann hat man nur noch den Umfang durch
den Durchmesser zu teilen. So mifit man beispielsweise fiir die Lénge einer
Schnur, die auflen um einen Fahrradreifen gewickelt wird, 82 Zoll fiir den
Umfang, wihrend man mit einer anderen, diametral gespannten Schnur den
Durchmesser zu 26 Zoll bestimmt. Diese Messung fiihrt uns zur Schitzung
n = C/D =~ 82/26 = 3,15... Hier steht das Zeichen ,~“ fiir den Ausdruck
4ist etwa gleich“ wie schon im vorigen Kapitel. Nun fiihrt aber ungliicklicher-
weise eine dhnliche Messung von Umfang und Durchmesser am kreisférmigen
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Rand einer Kaffeekanne zu einem Wert von # = C/D ~ 18/6 = 3,00, was
nun nicht gerade mit dem ersten Wert iibereinstimmt. Physikalische Messun-
gen wie diese bringen immer Ungenauigkeiten mit sich, und aulerdem stellen
dingliche Gegenstéinde wie Kaffeekannen oder Fahrradréder nicht gerade ma-
thematisch perfekte Kreise dar.

Um zu einer rein mathematischen Abschétzung des Verhéltnisses von Um-
fang zu Durchmesser zu kommen, folgen wir dem Gedankengang des Archi-
medes von Syrakus (287-212 v. Chr.), einer hochverehrten Personlichkeit aus
der Geschichte der Mathematik. Zerstreut, in sich selbst vertieft und in man-
cher Weise exzentrisch, wurde Archimedes schon zu Lebzeiten als ein genialer
Vertreter der Wissenschaft angesehen. Heutzutage, sei dies gerechtfertigt oder
nicht, erinnert man sich seiner am ehesten aufgrund des beriihmten Vorfalls
um die Krone des Koénigs Hieron.

Der Legende nach soll der Kénig von Syrakus einem Goldschmied eine
bestimmte Menge Goldes iiberlassen haben, um eine besonders schéne Krone
daraus zu machen. Als das Werk vollendet war, kam das Gerticht auf, der
Goldschmied habe einen Teil des Goldes durch Silber ersetzt und dadurch
nicht nur den Wert der Krone gemindert, sondern auch den Koénig betrogen.
Was war dran an dem Geriicht? Archimedes wurde beauftragt, die Wahrheit
ans Licht zu bringen. Fiir den weiteren Verlauf der Geschichte bemiihen wir
den rémischen Architekten Vitruvius mit seinen eigenen Worten:

Wihrend Archimedes iiber die Sache nachdachte, begab er sich zu den
Bdidern. Als er in das Bad stieg, bemerkte er, dafi die Menge des Was-
sers, das aus dem Bad herausflof, gleich der Menge seines Korpers war,
die bereits in das Bad eingetaucht war. Da thm diese Tatsache den Weg
zur Methode wies, mit der er den fraglichen Fall l6sen konnte, zogerte er
keinen Moment, sondern sprang in hdchster Erregung aus dem Bad und
rief, wihrend er nackt nach Hause lief, daf§ er genau das gefunden habe,
wonach er gesucht hatte. Er rief auf griechisch: Heureka, heureka!l

Wenn auch die Authentizitéit dieser Schilderung fraglich ist, so handelt
es sich dennoch um eine berithmte Geschichte. Wahrscheinlich gibt es keine
andere Anekdote in der Wissenschaft, die die Elemente der Brillanz und der
Blo8e derart effektvoll verbindet.

Historiker berichten, daB Archimedes oft Figuren in den Sand zeichnete,
wenn er {iber mathematische Probleme nachdachte. Man sagt ihm sogar nach,
daf er einen tragbaren Sandkasten bei sich trug, einen antiken Laptop. Wenn
ihn eine Inspiration liberkam, pflegte er den Sandkasten niederzulegen, den
Sand glattzuwischen und seine geometrischen Figuren zu zeichnen. Aus heuti-
ger Sicht hat ein solches Arbeitsgerat ganz wesentliche Nachteile: Ein starker
Windsto8l kénnte einen genialen Beweis davonblasen; ein Hooligan kénnte ei-
nem ein Theorem zertreten, und sollte sich gar eine Katze in den Sandkasten
verirren, so wollen wir {iber das Ergebnis lieber nicht weiter nachdenken.
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Archimedes jedoch ist glinzend damit zurechtgekommen. Er hat ein ma-
thematisches Werk geschaffen, dem nicht nur seine Zeitgenossen, sondern Ge-
nerationen um Generationen seiner Schiiler Ehrfurcht zollen. Wir werden
ein weiteres Mal in Kapitel S auf ihn zuriickkommen, wo wir einen seiner
grofiten Triumphe, ndmlich die Bestimmung der Kugeloberfliche, im Detail
beschreiben werden. Hier wollen wir uns auf seine herausragende Schitzung
des Verhiltnisses von Kreisumfang zu Durchmesser konzentrieren, also seine
Methode zur Approximation von .

Archimedes naherte, wie wir vorhin, den Kreis durch regelméflige Vielecke
an. Die folgende Ableitung, in der wir die moderne Schreibweise und einen
etwas anderen Ausgangspunkt wihlen, stimmt im wesentlichen mit seinem
Vorgehen tiberein. Lediglich ein wenig Algebra und der Satz des Pythagoras
werden benétigt. Nach dem Satz von Pythagoras ist in einem rechtwinkligen
Dreieck die Summe der Kathetenquadrate gleich dem Hypotenusenquadrat.
Eine Diskussion des Satzes von Pythagoras findet sich in Kapitel H.

Beginnen wir unsere Ableitung, indem wir die Abbildung oben betrachten,
in der das Quadrat ABCD einem Kreis einbeschrieben ist. Da das Verhéltnis
von Umfang zu Durchmesser bei allen Kreisen gleich ist, kénnen wir der Ein-
fachheit halber den Radius des betrachteten Kreises gleich 1 setzen: r = 1. Die
Diagonale des Quadrats, die gestrichelte Linie in der Zeichnung, ist gleichzeitig
der Kreisdurchmesser, hat also die Linge 2r = 2.

Wir bezeichnen die Kantenlédnge des Quadrats mit s. Das rechtwinklige
Dreieck ABD hat also zwei Seiten der Lénge s und eine Hypotenuse der Léinge
2. Nach dem Satz des Pythagoras folgt: s? + s2 = 22, also 252 = 4 und daher
s = v/2. Demnach ist der Umfang des Quadrats P = 4s = 4+/2.

Der Umfang des Quadrats stellt eine erste, zugegebenermafien recht grobe
Schitzung fiir den Umfang des Kreises dar. Setzen wir also den Umfang des
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Quadrates fiir den Umfang des Kreises in die Gleichung fiir 7 ein, so ergibt
sich:

= Kreisumfang
" Kreisdurchmesser
d 42
Quadratumfang _ \/_=2\/§=2,828427125...
Kreisdurchmesser 2

2,8284 als Nsherung fiir 7 ist nicht nur duflerst ungenau, sie ist sogar noch
schlechter als die Schitzung mit dem Fahrradreifen. Wenn wir nichts Besseres
zustande bringen, sollten wir tunlichst zuriick zur Wandtafel gehen oder sogar
zum Sandkasten.

Der grundlegende Gedanke von Archimedes war, die erste Schitzung des
Kreisumfangs durch die Verdopplung der Anzahl der Seiten des Polygons zu
verbessern. Wir erhalten also ein einbeschriebenes regelméBiges Achteck und
betrachten dessen Umfang als unsere verbesserte Naherung an den Kreisum-
fang. Wir verdoppeln die Seitenzahl erneut und erhalten auf diese Weise ein
einbeschriebenes regelméBiges Sechzehneck, dann ein Zweiunddreifligeck und
so weiter. Es ist klar, daB die Naherung fiir = mit jedem Schritt genauer wird.
Es ist aber auch klar, daB das wesentliche Problem bei diesem Vorgehen in der
Frage liegt, wie denn der Umfang eines Polygons mit dem des néchsten in der
Reihe zusammenhéngt.

Dieses Problem 18t sich mit einer nochmaligen Anwendung des Satzes von
Pythagoras aus der Welt schaffen. Dazu ziehen wir die Abbildung unten heran,
auf der ein Teil eines Kreises mit dem Mittelpunkt O und dem Radius 7 =1
dargestellt ist. Die Strecke AB der Linge a ist eine Seite eines einbeschriebe-
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nen regelméBigen n-Ecks. Halbiert man die Strecke AB im Punkt D und zieht
einen Radius durch D, der den Kreis im Punkt C trifft, so stellt die so konstru-
ierte Strecke AC die Seite eines einbeschriebenen regelméBigen 2n-Ecks dar.
Nun bezeichnen wir die Linge der Strecke AC mit b und versuchen, die Be-
ziehung zwischen a und b zu ermitteln. Denn diese stellt den Zusammenhang
zwischen einem einbeschriebenen regelméBigen n-Eck und einem anderen mit
der doppelten Seitenzahl her.

Zunichst bemerkt man, dafl es sich bei AADO um ein rechtwinkliges Drei-
eck mit der Hypotenuse der Linge r = 1 und der Kathete AD der Linge (1/2)a
handelt. Wenn nun z die Linge der anderen Kathete OD bezeichnet, so gilt
nach dem Satz des Pythagoras:

2

1 a? a? [ a2
2_ (1 2 _ 4 2 2_ 41 4 _ @
1—(2a> +m-4+:c = z‘=1 1 = z=14/1 T

Da sich die Lénge der Strecke CD offensichtlich aus der Differenz des Radius
OC und der Strecke OD ergibt, betrigt die Linge von C'D :

Nach erneuter Anwendung des Satzes von Pythagoras auf das schattierte Drei-
eck ADC folgt

4

2 / 2 2 f 2
a a a a

da sich die Terme a?/4 gegeneinander wegheben. Man kann den Ausdruck
noch etwas vereinfachen, indem man die 2 vor der Wurzel nach Quadrieren in
die Wurzel hineinzieht, und erhalt

2 2
b2=2—2\/1—%=2—1/4(1—94—)+2—\/4—a2.
SchlieBlich ergibt sich: '
b=12—-+v4-a2.

Wir kehren nun zu unserem eigentlichen Problem zuriick, ndmlich der Ap-
proximation von w. Wir erinnern uns, dai die Seitenldnge des urspriinglich
einbeschriebenen Quadrats s = v/2 betrug. Diese Seitenléinge s steht nun fiir
die Linge a in der Formel, wenn wir die Seitenléinge eines einbeschriebenen
regelméifigen Achtecks bestimmen wollen:

b=2- Vi—a =2 \/a- (V2 =\2-vi—2=\/2- 3.

2 1y? 2_ 0 2
¥ = 30 +(Ql-z)=—+1-2z+=x
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Der Umfang des Achtecks ist also 8 x b = 84/2 — v/2. Damit erhalten wir eine
Abschitzung fiirr 7 durch

Kreisumfang
T Kreisdurchmesser
Polygonumfang _ 8v2-v2 _ 41/2 — V2 = 3,061467459....
Kreisdurchmesser 2

Gehen wir nun zu einem Sechzehneck iiber. Diesmal ist die eben bestimmte
Lénge der Achteckseite a = /2 — /2 die Lénge, die wir benutzen miissen, um
die Seitenlédnge des Sechzehnecks zu bestimmen:

m=\/ —\/4—(M)2
N N ey Sy A

Also ist der Umfang des Sechzehnecks:

16xb=16\/ —1\/4-(2-V2)2,

womnit sich fiir 7 eine verbesserte Abschitzung ergibt:

SH
I

C _ Polygonumfang
D~ Kreisdurchmesser

161/2 — V2 + 2 /
= 5 =81/2—1/2+v2 =3,121445153....

Nun sind wir auf dem richtigen Weg. Eine weitere Verdopplung der Sei-
tenanzahl und die anschlieflende Anwendung der Formel ergibt fiir den Umfang
des einbeschriebenen regelméfBigen Zweiunddreifiigecks den Wert

e re v

und eine neue Approximation an 7 :

Pol f;
n A S —YEOnuIang 16\/ —\/2+\/2+ V2 = 3,136548491 . ..
Kreisdurchmesser

Offenbar kénnen wir diese Prozedur so oft wiederholen, wie wir mochten. Ja
mehr noch, das Muster, dem die bisher aufgefithrten Formeln folgen, erleichtert
den Ubergang von einer Stufe zur néichsten ungemein.

T =
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Mit Hilfe eines Taschenrechners kann man miihelos sieben weitere Ver-
dopplungen bewerkstelligen, also die Erweiterung auf ein 64-, 128-, 256-, 512-,
1024-, 2048- und schlieBllich ein 4096eck. Man kann sich ohne weiteres vorstel-
len, daB ein 4096eck, dem Kreis, dem es einbeschrieben ist, sehr nahe kommt,
wenn auch nicht bis zur vollstandigen Ubereinstimmung. In diesem Fall erhalt
man die folgende Abschétzung fiir 7 :

. = C _ Polygonumfang

D Kreisdurchmesser

2048 [2— |2+ |24 . |2+4l2+1|2+ 2+\/2+\/2+\/2+«/§

\

= 3,141594618. ..

Dieser Ausdruck, dessen pures Erscheinungsbild schon ein mathematisches
Kunstwerk ist, ergibt eine Zahl, die auf fiinf Dezimalstellen genau ist. Aber
noch wichtiger ist, dal wir eine Methode kennen, mit deren Hilfe wir im-
mer bessere Abschitzungen fiir 7 bekommen kénnen: Wir miissen nur den
Verdopplungsprozef fortfithren, und wenn uns der Sinn danach steht, das viel-
leicht 50mal. Auf diese Weise konnen wir uns dem Wert der Konstanten
ndhern, soweit wir nur wollen.

Dieser Ansatz, der auf der Verwendung von regelméBigen Polygonen be-
ruht, ist nun schon 22 Jahrhunderte alt und geht auf Archimedes zuriick. Er
hat aber einen kleinen Nachteil: Man mufli Wurzeln von Wurzeln von Wur-
zeln berechnen. Bei jeder erneuten Verdopplung der Seitenzahl bekommt die
Formel ein weiteres Wurzelzeichen und wird entsprechend aufwendiger. Archi-
medes hatte noch nicht einmal das Dezimalsystem zur Verfiigung, geschweige
denn einen Taschenrechner, und mufite den sich auftiirmenden Berg von Qua-
dratwurzeln bezwingen, indem er diese méglichst gut durch geeignete Briiche
approximierte. Beim 96eck horte er schliefllich auf, es spricht jedoch fiir seine
Genialitit, daf er iiberhaupt so weit gekommen war.

Gibt es am Ende vielleicht doch einen bequemeren und effizienteren Weg
zur Berechnung des Wertes von 77 Die Antwort ist tatsdchlich ja, obwohl
er sich erst nach der Entdeckung der Differentialrechnung und der unendli-
chen Reihenentwicklungen im siebzehnten Jahrhundert auftat. Erst dadurch
wurden die Mathematiker in die Lage versetzt, wirklich effiziente Approxima-
tionsmethoden zur Berechnung von 7 zu entwickeln. Obwohl hier subtilere
mathematische Methoden zur Anwendung kommen, wollen wir doch einen
kleinen Einblick in diesen Losungsansatz geben.
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In der Trigonometrie gibt es eine wichtige Funktion, den Arcus-Tangens,
der mit arctan oder auch tan™! bezeichnet wird, dessen eigentliche Defini-
tion uns hier aber nicht interessieren mufl. Wichtig jedoch ist, daBl man die
Funktion tan~! durch die unendliche Reihe
. o R S S B £

$=$—?+?——7-+—9—“‘——'+-———...

tan 11 13

ausdriicken kann, wobei sich die Summation nach dem angedeuteten Gesetz
ins Unendliche fortsetzt. Je weiter man sie ausfiihrt, desto genauer wird der
Wert fiir tan™! z.

Was hat das aber mit # zu tun? Nun, man kann in der Trigonometrie
beweisen, dafl

T=4 [tam"1 1 + tan~! E + tan™! l] )
2 5 8

Man approximiert die Werte tan=! 1/2, tan=! 1/5 und tan—! 1/8, indem man
in die angegebene Reihenentwicklung die Werte z = 1/2, z =1/5und z = 1/8
einsetzt. Rechnet man die Reihen jeweils bis zum siebten Glied aus, so erhilt
man beispielsweise:

1 1 1
T =4 [‘can’1 ~+tan"! = +tan~! —+]

2 5 8
- 1/27°  (1/2)° @/2)"  (1/2° @/2"  (1/2)"
4 [((1/2) T T TR )
/5  (@/5)°  (/5)7 , (1/5)° (/5"  (1/5)"
* ((1/ i S B TR T )
7
+ ((1/8) B (1/38)3 + (1/58)5 _ (1/78) + (1/98)9 B (1/1??1)11 + (1/183)13>]

= 4-0,785399829... = 3,141599318. ..

Ahnlich wie unsere letzte Abschitzung ist auch diese auf einige Dezimal-
stellen genau. Aber im Gegensatz zur vorherigen Approximation, wo jede
neu hinzugekommene Quadratwurzel ihre eigene Niherungslosung erforderte,
wurde dieser Nidherungswert gewonnen, ohne daf§ auch nur eine Wurzel am
Horizont erschien. Allein durch Einfiihrung der unendlichen Reihe fiir die
Funktion tan™! war es den Mathematikern moglich, das Gespenst der Qua-
dratwurzel aus diesen Berechnungen zu verbannen.

Diese Entdeckung, die nun etwa dreihundert Jahre alt ist, brachte einen
enormen Fortschritt fiir die Berechnung von 7. Aber natiirlich muf hier auch
ein Hilfsmittel aus der jlingsten Zeit genannt werden: der Computer, dessen
Einsatz diese Rechenoperationen erleichtert. Vor der Erfindung des Compu-
ters, genauer im Jahre 1948, war 7 bis auf 808 Dezimalstellen genau bekannt.
Ein Jahr spéter schraubte der ENIAC-Rechner, der nach heutigen Standards
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als eher licherlich klein zu bezeichnen wire, die Genauigkeit der Berechnung
von 7 auf 2037 Stellen hoch.? Die Gréfienordnung dieser Verbesserung stellte
ein neues Paradigma auf: Alle weiteren Berechnungen von 7 wiirden nur noch
mit Computern durchgefiihrt werden. Und wirklich, die digitale Suche nach
m ist fiir eine kleine, aber erlesene Gruppe von Zahlenakrobaten zur Leiden-
schaft geworden. In rascher Abfolge wuchs die Genauigkeit der Approxima-
tionen an 7 auf hunderttausend, dann auf eine Million und schliefSlich auf eine
Milliarde Stellen. Derartige Rechnungen werden in der Regel an gréBeren Uni-
versitéten oder Forschungseinrichtungen auf leistungsfihigen Supercomputern
durchgefiihrt.

Gegen diesen Trend schwimmen allerdings David und Gregory Chudnov-
sky, zwei brillante, exzentrische Briider, die w bis auf zwei Milliarden Stellen
genau berechnet haben. Thren Computer haben sie in ihrem Appartement in
Manhattan aus Teilen zusammengebastelt, die aus dem Versandhaus stamm-
ten. Im Verlauf ihres Projektes verschwanden ihre Tische unter Bergen von
elektronischen Bauteilen, und ihre Génge waren verstopft vom Kabelsalat. Die
Hitze, die all die Elektronik erzeugte, erreichte im Appartement hollische Di-
mensionen. Nichtsdestotrotz haben die Chudnovskys das Unternehmen durch-
gezogen. Der Vergleich zwischen ihrer Arbeit und der an den Universititen
entspricht dem mathematischen Pendant zur Geschichte von David (mit Gre-
gory) und Goliath, nur daB die Zwerge in diesem Fall mit elektronisch gesteu-
erten Schleudern ausgeriistet waren.?

Die Chudnovskys aus New York gleichen einsamen Wolfen, die jedoch
duBerst erfolgreich Jagd auf 7 machten. Gleichfalls allein, aber dafiir mit
einer spektakulidren Bauchlandung, ging Dr. E. J. Goodwin zu Werke. Seine
Geschichte ist in Mathematikerkreisen wohlbekannt und wird immer wieder
gern erzdhlt.

Es geschah in den letzten Jahren des neunzehnten Jahrhunderts. Dr. Good-
win lebte in Solitude, Indiana, einer Stadt, die ihren Namen verdiente. Sie war
klein, abgelegen und langweilig. Um seine freie Zeit totzuschlagen, dilettierte
der gute Doktor in Mathematik, leider mit mehr Enthusiasmus als Talent. Er
glaubte, eine phantastische Entdeckung iiber den Zusammenhang zwischen der
Flache und dem Umfang eines Kreises gemacht zu haben, die eine welterschiit-
ternde Konsequenz fiir 7 selbst nach sich ziehen wiirde.

GroBle mathematische Entdeckungen werden gewdhnlich mit der Gemein-
schaft der Wissenschaftler geteilt. Aber Dr. Goodwin verfolgte eine andere
Strategie. Er trug den Fall in die politische und nicht in die akademische
Arena, indem er seinen Wahlkreisreprasentanten im Parlament von Indiana
bat, den folgenden Antrag als ,,House Bill 246“ des Jahres 1897 einzubringen:

Es sei hiermit von der Generalversammlung des Staates Indiana gesetzlich
festgelegt, daf folgendes herausgefunden wurde: Die Fldche eines Kreises
ist gleich der Fliche des Quadrats tiber einer Geraden von der Linge eines
Quadranten des Umfangs.*
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Offensichtlich waren die Politiker des Jahres 1897 mathematisch nicht fir-
mer als ihre heutigen Kollegen, denn sie fanden diesen Antrag durchaus ak-
zeptabel. Was bedeutete dies nun?

Goodwin behauptete mit seinem Antrag, da die Kreisfliche im linken Teil
der obigen Abbildung gleich der Fliche des Quadrats im rechten Abbildungs-
teil ist. Jede Seite des Quadrats hat dabei die Lénge des Kreisbogens eines
Quadranten, also eines Viertels des Kreisumfangs. Bezeichnen wir den Radius
des Kreises mit 7 und den Umfang mit C = 277, so kennen wir die Flache des
Kreises: 772, und auch die des Quadrats:

2 2 2
1LY (L _(1 _1o202
(4c> —(427rr> —(27rr) —47rr.

Wenn nun, wie Dr. Goodwin behauptet, die beiden Flichen gleich sind, so
folgt:

7r? = Flache des Kreises = Fliche des Quadrats = %7!‘21"2.

2r2_ und nach

Bringt man die 4 auf die andere Seite, so ergibt sich 4rr? =1
Kiirzen von 7r? folgt das bemerkenswerte Resultat 7 = 4.

Archimedes hitte sich wohl im Grabe umgedreht, aber keiner der Geset-
zesmacher schien von dieser Schlufifolgerung besonders beunruhigt zu sein.
Ihnen war offenbar allein die Sprache schon so schwer versténdlich, da8 sie das
Ganze fiir unanfechtbar hielten. Die Vorlage passierte den ersten Ausschu8,
seltsamerweise, aber doch vielleicht passend, den Senatsausschuf fiir Sumpf-
landgebiete. Am 2. Februar 1897 passierte die Vorlage den Senatsausschuf
fiir Erziechung. Drei Tage spéter stimmte das gesamte Représentantenhaus des
Staates Indiana der Goodwinschen Behauptung 7 = 4 zu.

Irgendwo auf dem Wege dahin hatte die Angelegenheit die Aufmerksamkeit
der Presse erregt. Der Indianapolis Sentinel warf sein ganzes Gewicht in die
Waagschale der Gesetzesbefiirworter:
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Die Gesetzesvorlage . . . ist keineswegs als Scherz gedacht. Dr. Goodwin und
der Staatssekretir fiir offentliche Bildung, Geeting, glauben, daf es sich
hierbei um die langgesuchte Losung handelt ... Der Autor Dr. Goodwin ist
ein Mathematiker von Rang. Er hat das Urheberrecht und schldgt vor, dem
Staat zu erlauben, seine Lisung gebiihrenfrei benutzen zu dirfen, wenn die
Legislative die Gesetzesvorlage unterstiitzen sollte.®

Diese Passage konnte neben dem Hinweis darauf, da der Staatssekretir
fiir offentliche Bildung die Vorlage unterstiitzte, eine rationale Erkldrung fiir
diese absonderlichen Vorgéinge enthalten: Den Gesetzgeber geliistete es nach
den nationalen oder sogar internationalen Lizenzgebiihren, die Indiana von all
denen zu erwarten hatte, die fiir 7 diesen neuen Wert benutzen wiirden.

Die ,House Bill 246“ ging als néchstes an den Senatsausschuf fiir Absti-
nenz, den sie am 12. Februar passierte. Nun war der Weg frei fiir die volle
Zustimmung des Senats und den angestrebten Gesetzesstatus.

Im letzten Moment wurde die Vorlage schlieBlich doch noch zu Fall ge-
bracht. Dieser Abschlufl der Affére ist zu einem grofien Teil dem Mathemati-
ker C. A. Waldo von der Purdue-Universitit zu verdanken, der zu dieser Zeit
in Indianapolis weilte. Waldo schilderte nach einem Besuch im Capitol seine
Eindriicke von den Geschehnissen aus der Sicht des Beobachters:

Ein Mitglied zeigte dann dem Verfasser eine Kopie der Vorlage ... und
fragte ihn, ob er dem gelehrten Doktor, dem Verfasser der Vorlage, vorge-
stellt werden wolle. Er lehnte dieses Angebot dankend ab mit der Bemer-
kung, dafl er schon geniigend Verriickte kenne.®

Mit der Ablehnung des Professors brach die Unterstiitzung der Gesetzesvorlage
durch die Versammlung zusammen. Am Nachmittag des 12. Februar stellte
der Senat den Antrag auf unbestimmte Zeit zuriick, und so durfte 7 weiterhin,
auch im Namen des Gesetzes, den Wert 3,14159. .. annehmen, in Indiana wie
iiberall auf der Welt. Senator Hubbell, ein Gegner der Vorlage, fafite die ganze
Geschichte zusammen: ,Der Senat konnte genausogut dem Wasser gesetzlich
vorschreiben, bergauf zu flieBen.“ 7

Der Kreis und die Zahl 7 haben also die Phantasie der Leute von Archime-
des mit seinen Sandkésten bis zu den Gesetzgebern im Capitol von Indianapolis
angeregt. Sowohl dem Kreis als auch der Zahl m werden wir in den folgenden
Kapiteln des Buches wiederbegegnen, denn beide haben eine zentrale Stellung
in der Mathematik. Fiir den Augenblick aber wollen wir den Leser allein lassen
mit den ersten 30 Dezimalstellen einer der groBartigsten Zahlen der Welt:

m = 3,141592653589793238462643383279.. . .
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Im Jahre 1684 erschien in einer Ausgabe der Zeitschrift Acta Eruditorum ein
mathematischer Artikel, dessen Verfasser Gottfried Wilhelm Leibniz war, ein
deutscher Gelehrter und Diplomat mit weitgestreuten Interessen und scheinbar
unbegrenzten Fihigkeiten. Der Artikel bestand aus einer dichtgepackten Mix-
tur lateinischer Worte und mathematischer Symbole, so daf zeitgendssische
Leser wohl wenig gefunden haben mogen, was sie hitten verstehen kénnen.
Aus heutiger Sicht ist der Schliissel zu dieser Materie in einem Wort versteckt,
das ganz unauffillig am Ende des Titels erscheint: Calculi.

Es handelt sich um die erste vertffentlichte Version des Differentialkalkiils.
Der Titel 148t sich etwa so iibersetzen: , Eine neue Methode zur Bestimmung
von Maxima und Minima wie von Tangenten, die weder durch gebrochene noch
irrationale Groflen erschwert wird, und ein bemerkenswerter Typ von Kalkiil
hierfiir“.! Das Wort Kalkiil steht dabei fiir ,,Rechenregeln“. Hier werden diese
Regeln auf Probleme der Maximal- und Minimalwerte sowie der Tangentenbe-
stimmung angewandt, von denen Leibniz sagte, daf sie auch durch den Einsatz
von Briichen oder irrationalen Groflen nicht zugénglicher wiirden. Aufgrund
der Bedeutung der Leibnizschen Entdeckung hat das Wort Kalkiil mathemati-
sche Unsterblichkeit erlangt. Im Englischen ist es bis heute, neben dem Begriff
»Analysis“, der Fachterminus fiir die Differentialrechnung.

Im traditionellen Oberstufenunterricht dient die Differentialrechnung als
Einstieg — und fiir manchen leider auch als endgiiltiger Ausstieg — in die Wei-
hen der hsheren Mathematik. Sie ist zum unentbehrlichen Werkzeug fiir Inge-
nieure, Physiker, Chemiker, Okonomen und viele andere Wissenschaftler ge-
worden. Das Differentialkalkiil war sicherlich die Krénung der Mathematik des
siebzehnten Jahrhunderts, und viele sehen sie sogar als die Krénung der Ma-
thematik generell an. John von Neumann (1903-1957), einer der einflufireich-
sten Mathematiker des zwanzigsten Jahrhunderts, schrieb einmal: , Das Kalkiil
war die erste groBe Leistung der modernen Mathematik, und man kann seine
Bedeutung kaum iiberschitzen.“? Man beachte, dal von Neumann von dem
Kalkiil spricht.
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Steigung = 2/5 J

Steigung = 5/2

Die Arbeit von Leibniz aus dem Jahre 1684 handelt von der Differential-
rechnung, einem der beiden Teile des neu entwickelten Regelwerks. Der andere
Teil, die Integralrechnung, wurde von Leibniz 1686 in der gleichen Zeitschrift
eingefiihrt. Sie wird uns in Kapitel L beschéftigen.

Bevor wir einen genaueren Blick auf die Differentialrechnung werfen, soll-
ten wir einige Worte zu ihrem Ursprung verlieren. Obwohl Leibniz Mitte der
1680er Jahre als erster eine Abhandlung iiber den Differentialkalkiil schrieb,
war es Isaac Newton, der in den Jahren 1664-1666 die Theorie zuerst for-
mulierte. Newton hatte als Student am Trinity College in Cambridge etwas
entwickelt, was er ,,Fluxionen“ nannte. Dabei handelt es sich um einen Satz
von Regeln, mit denen er sowohl Maxima und Minima als auch Tangenten
bestimmen konnte. Sie wurden ebenfalls nicht durch gebrochene oder irratio-
nale Gréflen beeintrichtigt. Kurz gesagt, seine Fluxionen nahmen vorweg, was
Leibniz zwei Jahrzehnte spiter als Differentialkalkiil veroffentlichen sollte.

Die heutigen Forscher billigen beiden die Ehre unabhéngiger Entdeckung
zu. Die Mathematiker jener Zeit waren in dieser Beziehung jedoch weit we-
niger grofziigig, argwohnten sie doch eine Form des Plagiats. Eine heftige
Kontroverse erhob sich zwischen den britischen und den kontinentalen Ma-
thematikern, erstere treue Advokaten eines Priorititsanspruches fiir Newton,
letztere ebenso treue Verteidiger von Leibniz. Diesen Disput, der eine der
ungliicklichsten Episoden der gesamten Mathematikgeschichte darstellt, wer-
den wir noch in aller Ausfiihrlichkeit in Kapitel K kennenlernen.

Was aber hatten Newton und Leibniz eigentlich entdeckt? Im Zentrum
der Differentialrechnung stehen zwei Begriffe, der der Steigung, der in der
Algebra der Oberstufe eingefiihrt wird, und der der Tangente, der zentral in
der Oberstufengeometrie ist. Der letztere Begriff erscheint auch im Titel der
Leibnizschen Arbeit. Wir werden unsere Diskussion jedoch mit dem ersteren
beginnen.
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Nehmen wir an, wir haben eine Gerade, die in einer Koordinatenebene ein-
gezeichnet ist. Man konnte die z-Koordinaten und die y-Koordinaten getrennt
betrachten, aber es ist natiirlich sinnvoller, zu {iberlegen, wie sich £ und y in
Abhéngigkeit voneinander verdndern. Wenn beispielsweise £ um 4 Einheiten
wiéichst, was passiert dann mit den zugehorigen y-Werten?

Nach kurzem Nachdenken wird man darauf kommen, da§ dies von der
Steigung der betreffenden Geraden abhingt. Die Gerade im linken Teil der
Abbildung auf Seite 54 steigt nur ganz allmihlich an, so daf eine Zunahme
von z um 4 Einheiten, also horizontal, nur eine relativ kleine Anderung des
y-Wertes, also vertikal, hervorruft. Bei der viel steileren Geraden im rechten
Teil der Abbildung bewirkt eine Zunahme von z um 4 Einheiten dagegen einen
signifikanten Anstieg des y-Wertes.

Um diesem Gedanken eine feste mathematische Grundlage zu geben, defi-
nieren wir die Steigung einer Geraden durch die Gleichung:

Anderung in y _ vertikaler Anstieg
Anderung in z  horizontale Zunahme’

Steigung =

Hat eine Gerade die Steigung 2/5, so erhdht sich bei einer Zunahme des z-
Wertes um 5 Einheiten der y-Wert gleichzeitig um 2 Einheiten, was einem
leichten Anstieg entspricht. Betriigt die Steigung andererseits jedoch 5/2, so
bedeutet eine Zunahme von z um 2 Einheiten eine Zunahme von y um 5
Einheiten, also schon eher eine Kletterpartie. Miiiten wir ein Klavier eine
schiefe Ebene hinaufschaffen, wire uns eine Steigung von 2/5 bedeutend lieber
als eine von 5/2.

Als gebriuchliches Symbol fiir eine Steigung hat sich m eingebiirgert. Geht
eine Gerade durch die Punkte (z1,y;) und (z2,%2), so ergibt sich die formale
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Definition der Steigung, wie in der Abbildung auf Seite 55 gezeigt wird, aus:

Anderung iny _y2—un

"~ Anderunginz T2—71

Bei einer Geraden mit der Steigung 5/2 fiihrt eine Zunahme von 2 Einhei-
ten in horizontaler Richtung zu einem Anstieg um 5 Einheiten in vertikaler
Richtung. Wenn also £ um 3 X 2 = 6 Einheiten wéchst, so betrégt der zu-
gehorige Anstieg von y genau 3 X 5 = 15 Einheiten. Entsprechend bedeutet
ein Zuwachs in  um eine einzige Einheit nach rechts einen Anstieg von y
um 5/2 = 2,5 Einheiten. Bei einer Geraden mit der Steigung 2/5 fiihrt der
Zuwachs von einer Einheit in z zu einem Anwachsen von y um 2/5 = 0,4
Einheiten. Wir kénnen uns also die Steigung einer Geraden als die Grofle der
Anderung des y-Wertes bei Anderung des z-Wertes um eine Einheit vorstellen.
Oder anders ausgedriickt: Die Steigung gibt an, wie sich y verhilt, wenn man
x um 1 erhoht.

Bis jetzt scheint dies alles noch nicht viel mit der Wirklichkeit zu tun zu
haben, aber das scheint eben nur so. Betrachten wir beispielsweise die Reise
eines Flugzeuges, wobei z die Zeit bezeichnen soll, die der Flieger bereits in
der Luft ist, und y die Strecke, die er in den = Stunden zuriickgelegt hat.
Nehmen wir nun an, die graphische Aufzeichnung dieser x — y-Beziehung er-
gibt eine Gerade, dann 18t sich die Steigung dieser Geraden als die Anderung
der zuriickgelegten Wegstrecke pro Anderung der Zeit, also Anderung in y
pro Anderung in z, interpretieren. Dies bedeutet, da die Steigung die Ge-
schwindigkeit des Flugzeugs in Kilometern pro Stunde angibt. Es ist wohl
unbestreitbar, daff die Geschwindigkeit eines Flugzeugs eine ganz wesentliche
Grofe ist. DaBl sie so eng mit dem abstrakten mathematischen Begriff der
Steigung verbunden ist, macht verstindlich, dal dieser Begriff der Steigung
iiber die reine Mathematik hinaus eine solche Bedeutung erlangt hat.

Betrachten wir noch ein anderes, ein 6konomisches Problem. Wir stellen die
Beziehung zwischen zwei Variablen dar, die sich auf einen Produktionsprozef
beziehen: x sei die Anzahl der produzierten Einheiten und y der Gewinn,
den der Verkauf von z Einheiten erbringt. Ist die x — y-Beziehung linear, so
kénnen wir die Steigung als die Anderung des Gewinns pro Einheitsénderung
im Verkauf betrachten. Sie bezeichnet also den zusétzlichen Profit, den wir bei
jedem zusitzlich verkauften Produkt machen. Die Okonomen sind von dieser
Interpretation der Steigung derart begeistert, daB sie ihr einen eigenen Namen
gegeben haben, die Marginalguote. Dieser Wert kann den Entwicklungsverlauf
ganzer Industrien lenken.

Es gibt noch viele weitere Falle, in denen Steigungen eine ganz natiirliche
Rolle spielen. Malangaben wie Liter pro Kilometer, Meter pro Sekunde oder
DM pro Kilogramm stoen einen schon mit der Nase darauf, dal hier eine
Steigung versteckt ist. Einige der gebrduchlichsten Anwendungen mathemati-
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1 Steigung =0

Steigung = -5/2

scher Methoden beziehen sich auf die Anderungsrate einer MeBgré8e in bezug
auf eine andere, was der Definition des Steigungsbegriffes entspricht.

In den bisher behandelten Beispielen resultierte eine Zunahme des z-Wertes
um eine Einheit in einer entsprechenden Zunahme des y-Wertes. In der graphi-
schen Darstellung erkennt man das daran, da§ die Gerade ansteigt, wenn man
weiter auf der z-Achse nach rechts geht. Keineswegs alle linearen Beziehungen
verhalten sich aber in dieser Weise. Natiirlich begegnet man auch Féllen, in
denen eine Zunahme in z eine Abnahme in y bewirkt. Wenn wir uns an das
Beispiel mit dem Flugzeug erinnern, so kénnten wir bei z an die Flugzeit, bei
y aber an die verbleibende Entfernung zum Flugziel denken. In diesem Fall
nimmt y um so mehr ab, je mehr z zunimmt. Ein solches Beispiel ist in der
Abbildung oben links dargestellt, wo y um 5 abnimmt, wenn z um 2 zunimmt.
Hier gilt also folgende Gleichung:

. Anderung in y _ =5 _ o5
" Anderunginz 2 w

Zuletzt wollen wir einen in der Differentialrechnung besonders wichtigen
Fall betrachten: die horizontale Gerade. Im rechten Teil der obigen Abbildung
ist eine solche Gerade eingezeichnet. Hier bewirkt eine Zunahme des z-Wertes
weder eine Zu- noch eine Abnahme des y-Wertes, der also unveridndert bleibt.
Deshalb gilt:

_ Anderung in y _ 0

"~ Anderunginz  Anderung in z 0
Wir konnen zusammenfassen: Eine ansteigende Gerade hat eine positive, eine
abfallende Gerade eine negative Steigung. Eine waagrechte Gerade, sozusagen
der Grenzfall zwischen ansteigender und abfallender Geraden, hat die Stei-
gung null, entsprechend dem Zahlenwert an der Grenze zwischen positiv und
negativ. Damit wire alles bisher Gesagte frei von Widerspriichen.
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Leider ist diese Theorie nur auf Geraden anwendbar, die ja auf ihrer ge-
samten Linge die gleiche Steigung haben. Geraden sind sicherlich von funda-
mentaler Bedeutung fiir die Mathematik, aber andererseits ist véllig klar, da§
viele Phénomene in unserer Alltagswelt ein variables und damit nichtlineares
Verhalten an den Tag legen. Flugzeuge fliegen nicht mit konstanter Geschwin-
digkeit, Produktionsprozesse liefern keine konstante Marginalquote. Wie aber,
wenn iiberhaupt, konnen wir die Steigung einer Kurve bestimmen? Bei der
Behandlung dieser Frage stofien wir zum Kern der Differentialrechnung vor.

Zur Tllustration betrachten wir einmal den Graphen der Parabel y = 22 —
4z + 7, wie er in der Abbildung oben dargestellt ist. Fir z = 3 gilt y =
32 — 4.3 4 7 = 4. Dieser Punkt (3,4) ist auf der Kurve als A markiert.

Offensichtlich hat die Parabel in ihrem Verlauf keine konstante Steigung.
Wenn wir der Kurve folgen, so &ndern wir stetig die Richtung, von einer
Abwirtsbewegung auf der linken Seite iiber die flache Stelle am tiefsten Punkt
zu einem steilen Anstieg ganz rechts. Hier wird eine grundlegende Eigenschaft
deutlich: Bei Kurven é&ndert sich, anders als bei Geraden, die Steigung von
Punkt zu Punkt.

Wie kann man nun die Steigung dieser Kurve im Punkt A bestimmen? Aus
geometrischer Sicht scheint es verniinftig, in A die Tangente an die Parabel-
kurve anzulegen und die Steigung der linearen Tangente als die Steigung der
gekriimmten Parabel in diesem Punkt zu interpretieren. Daf dieses Vorgehen
durchaus richtig ist, wird sich in der folgenden Untersuchung herausstellen.

Stellen wir uns vor, wir fiihren in einem winzigen Fahrzeug auf dieser pa-
rabolischen Strafie. Links sind wir abwirts gefahren, bis in die flache Stelle
hinein, und fahren nun, je weiter wir nach rechts gelangen, immer steiler berg-
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auf. Genau dann, wenn wir den Punkt (3,4) erreichen, fliegen wir plétzlich
aus dem Geféhrt und bewegen uns in Pfeilrichtung entlang der geraden Linie
weiter, die in der Abbildung auf Seite 58 gezeigt ist. Das Auto fihrt indessen
auf seinem parabolischen Pfad weiter davon. Unsere Flugrichtung ist damit
tangential zur Kurve im Punkt (3, 4), und die Steigung der Tangente entspricht
dem, was wir unter der Steigung der Parabel im Punkt A verstehen.

Bisher war der Gedankengang noch recht einfach. Weniger einfach zu be-
antworten ist da schon die Frage, wie man die Steigung der Tangente findet.
Bevor wir die Losung dieses Problems untersuchen, sollten wir uns dariiber
klar werden, wo die Schwierigkeiten liegen. Da die Steigung durch die Formel

2 — U
m=y Y
T2 — Xy

definiert ist, werden zwei Punkte auf einer Geraden benétigt, um diesen Aus-
druck auszuwerten. In unserem Beispiel ist aber nur ein einziger Punkt,
némlich A = (3,4), auf der Tangente bekannt. Wenn wir nur einen weite-
ren Punkt auf der Tangente hétten, wire die Berechnung der Steigung eine
Kleinigkeit. Ohne diesen zweiten Punkt, so scheint es, sind wir in einer Sack-
gasse gelandet. Die Differentialrechnung zeigt uns jedoch einen Ausweg: Wir
bestimmen die Steigung der Tangente indirekt und approximativ. Diese Me-
thode ist schlichtweg genial.

In unserem Beispiel (vergleiche hierzu die Abbildung oben) wollen wir die
Tangentensteigung im Punkt £ = 3 bestimmen. Dazu sehen wir uns zuerst
einmal an, was bei £ = 4 passiert. Derzeit haben wir keine Moglichkeit,
den Punkt auf der Tangente zu bestimmen, der zum Wert z = 4 gehort,
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aber wir konnen den Punkt auf der Parabel fiir x = 4 bestimmen, ndmlich
y=4%2 —4-4+7=7. In der Abbildung, die eine VergréBerung des kritischen
Abschnitts der Kurve zeigt, bezeichnen wir den Punkt (4,7) mit B. Es ist ein
leichtes, nun die Steigung der Geraden durch A und B, also einer Sekanten
der Parabel, zu berechnen:

o _w-y _T-4_3

= =-=3
To — I 4-3 1

Eine hochst einfache Rechnung, nur handelt es sich leider nicht um die Steigung
der Tangente, sondern lediglich um die der Sekante, und damit ist sie nur eine
grobe Approximation. Wie kann man diese Abschiitzung verbessern?

Warum wihlen wir nicht einfach einen Punkt auf der Parabel, der niher
an A liegt als B? Nehmen wir doch einmal x = 3,5. Der zugehérige y-Wert
ist y = 3,52 —4-3,5+7 = 5,25. Also liegt der Punkt C = (3,5;5,25) auf der
Parabel. Die Steigung der Sekante durch A und C ergibt sich zu:

Y2—% _ 9,25—4 1,25
zo—z1 35-3 05

m = = 2,50.

Stellt man sich die Sekante durch A und C in der Abbildung auf Seite 59
eingezeichnet vor, so wird erkennbar, da8 sie sich deutlicher an die Tangente
nshert als die erste Sekante durch A und B. Also liegt auch die Steigung 2,50
ndher an der Tangentensteigung als unsere erste Schéitzung von 3,00.

Der nichste Schritt ist nun klar: Wir nehmen einen noch nidher an A
liegenden Parabelpunkt. Wahlen wir beispielsweise z = 3,1 und damit y =
3,12 -4.3,1+7 =421, s0 ist D = (3,10;4,21) der entsprechende Punkt auf
der Parabel. Die Sekante durch die Punkte A und D liegt schon sehr nahe an
der gewiinschten Tangente, und fiir die Sekantensteigung gilt:

Cy-y 421-4 021
T zo—z; 3,10-3 0,10

m =2,10.

Wir gehen nun weiter nach dieser Methode vor, wobei die Punkte auf der
Parabel immer mehr zu A heruntergleiten, und berechnen jeweils die Steigun-

gen der zugehorigen Sekanten. Solch eine Folge von Berechnungen ist in der
folgenden Tabelle wiedergegeben:

Punkt z auf der Parabel Steigung der Sekanten
durch die Punkte z und A

(4,0;7) 3,0

(3,5;5,25) 2,5

(3,10;4,21) 2,10
(3,01;4,0201) 2,01
(3,0001; 4,00020001) 2,0001
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Nun wird auch eine gewisse RegelméfBigkeit sichtbar. Waihrend sich unser
Referenzpunkt auf der Parabel auf A = (3,4) zubewegt, nihern sich die zu-
gehorigen Sekanten immer mehr an die Tangente an. Ihre Steigungen stellen
daher auch immer genauere Anniherungen an die Steigung der Tangente dar.
Betrachten wir unser Beispiel, so sind wir gerne bereit, anzunehmen, daf die
ezakte Steigung der fraglichen Tangente durch die Zahl gegeben wird, gegen die
die Niherungswerte der Sekantensteigungen streben: Die Steigung der Tan-
gente, die im Punkt (3,4) an die Parabel y = x2 — 4z + 7 angelegt ist, scheint
2 zu sein.

So weit, so gut. Was kann man aber tun, wenn man nun die Steigung der
Tangente an dieselbe Parabel im Punkt (1,4) benstigt? Wir miiten denselben
Prozefl analoger Rechnungen durchlaufen und wieder eine Tabelle anlegen.
Was wire, wenn wir die Tangentensteigung in einem Dutzend weiterer Punkte
berechnen miifiten? Wir miifiten ein Dutzend weiterer Tabellen anlegen, und
das Ganze wiirde langsam in Arbeit ausarten. Kann denn die Prozedur der
Tangentenberechnung nicht irgendwie beschleunigt werden?

Natiirlich kann sie das. Genau das hat Leibniz mit seinem Regelwerk ge-
zeigt, das er in seinem Artikel aus dem Jahre 1684 beschrieb. Um seinen Ansatz
zu verstehen, miissen wir einen etwas allgemeineren, in diesem Fall einen alge-
braischen, Standpunkt einnehmen. Anstatt uns auf den Punkt (3,4) zu fixie-
ren, wollen wir eine Formel ableiten, die es gestattet, die Steigung der Tangente
in irgendeinem beliebigen Punkt P einer beliebigen Parabel y = az? + bz + ¢
zu berechnen (vergleiche fiir das Folgende die obige Abbildung).

Wir nehmen an, P habe die Koordinaten (z,y) mit y = az? + bz + c.
Wie eben wihlen wir einen Punkt in der Nihe von (z,y) und schitzen die
Tangentensteigung anhand der Steigung der entsprechenden Sekante ab.

Es hat sich eingebiirgert, die erste Koordinate des ,nahe“ bei (z,y) lie-
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genden Punktes mit £ + h zu bezeichnen. Wir sehen dabei h als einen sehr
kleinen, aber nicht fest gewihlten Wert an, gewissermafien als ein Inkrement,
das uns nur ein klein wenig von x wegfiihrt. Der entsprechende Punkt auf der
Parabel ist in der Abbildung mit @) bezeichnet. Um dessen zweite Koordinate
zu ermitteln, miissen wir z + h in die Parabelgleichung einsetzen; wir ersetzen
also jeden Wert z in der Gleichung durch z + h. Damit ergibt sich die zweite
Koordinate von @ zu:

a(z+h)?+bx+h)+c = a(x®+2zh+h?)+b(z+h)+c
= ax®+ 2azh + ah® + bz + bh + .

Q ist also der Punkt mit den Koordinaten (z+ h, ax?+2azh+ah?+bx+bh+c).
Man kann unschwer erkennen, daB sich der algebraische Anteil des Problems
um einen oder zwei Grade erhoht hat. Die sich ergebende allgemeine Formel
macht dies jedoch wieder wett.

Als nichstes bestimmen wir mit Hilfe der Formel fiir m die Steigung der
Sekante durch P und Q :

y2—y1 _ (az®+ 2azh+ ah® + bz +bh + ¢) — (az® + bz + ¢)
Ty —T (z+h)—z
az? + 2axh +ah? + bz +bh+c—azx? ~ bz —c

h

2azh + ah? + bh
h
h(2azx + ah + b)

h
= 2ar+ah+b.

Kurz gesagt, fiir jedes Inkrement h ergibt sich die Steigung der Sekante
durch P und @ aus dem algebraischen Ausdruck 2azx + ah + b. Wir wollten
aber den Punkt @) auf der Parabel gegen den Punkt P wandern lassen, was
hier nichts anderes bedeutet, als dafi A immer mehr gegen null geht. Mit
anderen Worten, der ezakte Wert fiir die Steigung der Tangente ergibt sich
als Grenzwert der Sekantensteigungen, wenn h gegen null strebt. In unserem
Beispiel ist die Steigung der Tangente also gegeben durch die Beziehung:

}lzin})(2ax+ah+b)=2az+a-0+b=2az+b.

Das Symbol limy_,q steht fiir den Ausdruck ,Limes fiir h gegen null“. Die
Zahlen a,b und z bleiben unverindert, wenn h gegen null geht.

Es sollte noch bemerkt werden, dafi man diese allgemeine Formel auch
auf unser Problem mit der Parabel y = x2 — 4z + 7 anwenden kann. Hier
ist a = 1,b = —4 und ¢ = 7. Im Punkt A, fiir den z = 3 war, betriigt die
Tangentensteigung also 2az+b = 2-1-34+(—4) = 2, wie wir aufgrund der Tabelle
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ja schon vermutet hatten. Um die Steigung im Punkt (1,4) zu bestimmen,
setzen wir lediglich z = 1 und erhalten fiir die Steigung 2-1-1—4 = —2. In der
graphischen Darstellung auf Seite 58 erkennt man, da die Parabel in diesem
Punkt abfillt, was mit der berechneten negativen Steigung iibereinstimmt.

Wir fassen noch einmal zusammen: Die Steigung der Tangente in einem
beliebigen Punkt einer Kurve ergibt sich als Grenzwert oder Limes der Stei-
gungen der Sekanten durch den entsprechenden Punkt, wenn h gegen 0 geht.
Dieser Grenzwert wird die Ableitung genannt. Die Operation, mit der man
diese Ableitung bestimmt, heifit Differentiation, und der Zweig der Mathema-
tik, der sich mit dieser Problematik beschiftigt, ist die Differentialrechnung.

Eines der Ziele der Differentialrechnung ist die Bestimmung moglichst all-
gemeiner Formeln. Wir wollen uns schlieBlich nicht nur auf Parabeln be-
schrinken. Genau wie eben kann man auch bei einer nicht néher spezifizierten
Funktion y = f(z) nach der Steigung der Tangente in einem beliebigen Punkt
(z,y) auf dem Graphen der Funktion suchen. Ganz analog wéhlt man nahe bei
dem interessierenden Punkt einen zweiten Punkt mit der ersten Koordinate
z + h, der demzufolge die zweite Koordinate f(z + h) besitzt. Nun berechnet
man die Sekantensteigung

_ -y _fleth)-fl@) _flz+h) - f(z)

" (z+h)—2z h

und bestimmt schliefllich den Grenzwert dieses Quotienten, wenn h gegen 0
geht.

Leibniz bezeichnete die Ableitung mit dem Symbol dy/dz. Eine andere
Schreibweise wurde spéter von Joseph Louis Lagrange (1736—1813) eingefiihrt.
Er benutzte das Symbol f'(z) fiir die Ableitung der Funktion f(z). Damit
wiren wir bei jener grundlegenden Formel angelangt, die sich in allen Biichern
iiber Differentialrechnung findet:

Geht man von dieser allgemeinen Definition aus, so kann man ohne Schwie-
rigkeiten die Ableitungen einer sehr grofien Klasse von Funktionen angeben.
Differenziert man beispielsweise eine Potenzfunktion von z, also eine Funktion
der Form z™, so findet man die bemerkenswerte GesetzméBigkeit:

Fiir f(z) = z™ ist f'(z) = nz™ "

In Worten: Um die Ableitung einer Potenz z™ zu bestimmen, mufl man nur
den Exponenten als Koeffizienten vor z schreiben und den Exponenten um eins
erniedrigen. Die Ableitung von z° ist 5z%, die von z!9 ist 192'8. Diese Regel ist
geheimnisvoll und von ebenmiBiger Schonheit. Da8 sich die Eigenschaften von
Kurven und ihren Tangenten so einfach ausdriicken lassen, gibt einen Eindruck
von den tief verborgenen Symmetrien der Mathematik.
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An diesem Punkt scheint es aber angebracht, auch einige Warnungen zur
Definition der Ableitung auszusprechen. Die Ableitungen einiger Funktionen
mégen sich zwar sehr leicht aus ihren algebraischen Eigenschaften herleiten, es
gibt aber auch eine Fiille von Funktionen, bei denen die Berechnung der Ab-
leitung in einem Gewirr mathematischer Formeln endet. Schlimmer noch, es
gibt Funktionen, die in einem oder mehreren Punkten gar keine Ableitung be-
sitzen. Es ist unméglich, fiir diese Funktionen in solchen Punkten die Steigung
einer Tangente an die Kurve anzugeben.

Die Abbildung oben zeigt ein einfaches Beispiel. Der Graph beschreibt
im Punkt (2,1) einen scharfen Knick. Da die Kurve ihre Richtung hier abrupt
andert, gibt es keine Mdglichkeit, in diesem Punkt eine eindeutige Tangente an-
zulegen. Und wenn man keine Tangente einzeichnen kann, kann man natiirlich
auch deren Steigung nicht bestimmen. Der Wert der Steigung aber wire durch
die Ableitung gegeben. Diese Funktion hat also, wie iibrigens alle Funktionen
mit Ecken in jhren Graphen, in diesem Punkt keine Ableitung.

Das Beispiel zeigt, dafl man im Zusammenhang mit Ableitungen auf subtile
und komplizierte Probleme gefafit sein mufl. Meistens betreffen sie den Begriff
des Grenzwerts oder Limes, mit dessen Problematik sich Mathematiker schon
seit der Antike in der einen oder anderen Form herumgeschlagen haben. Die
theoretische Fassung des Begriffes des Grenzwertes, auf dessen Definition die
Ableitung ja beruht, ist keineswegs trivial. Deshalb werden wir also nicht
weiter in die logischen Fundamente dieser Begriffsbildung eindringen. Das
hat iibrigens auch Leibniz nicht getan. Er war zufrieden damit, den eher
praktischen Nutzen seiner ,Neuen Methode zur Bestimmung von Maxima und
Minima wie von Tangenten* auszuloten, ohne sich zu viele Gedanken um deren
theoretische Untermauerung zu machen.
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Wir haben einige Zeit auf die Tangentenproblematik verwendet, werden
dieses Kapitel jedoch mit einem Beispiel zur Anwendung der Differentialrech-
nung bei der Suche nach Maxima und Minima beschlieBen.

Schliellich kann es sowohl fiir den reinen Mathematiker als auch fiir den
Anwender von grofier Bedeutung sein zu wissen, wie gro oder wie klein die
Werte einer Funktion werden kdnnen, wie gro§ also Maximum und Minimum
der Funktion sind. Unter welchen Bedingungen kénnen wir den Gewinn ma-
ximieren oder den Benzinverbrauch minimieren? Fragen iiber Extremwerte
sind oft der Kernpunkt von Entscheidungen, die téglich um uns herum gefallt
werden. Daf8 gerade die Differentialrechnung Methoden liefert, diese Fragen
zu 16sen, mag einen Eindruck von ihrer Leistungsfihigkeit geben.

Um uns einen Einblick zu verschaffen, wie dabei vorzugehen ist, betrach-
ten wir die obige Abbildung mit dem Graphen einer generischen, das heifit
allgemeinen, nicht speziellen Funktion y = f(z). Ganz offensichtlich ist die
Funktion nichtlinear, denn die Kurve fillt, steigt an und fillt wieder, wenn
man z von links nach rechts verfolgt. Zwei Punkte aber verdienen spezielle
Aufmerksamkeit: M, wo die Kurve ein Maximum, und N, wo sie ein Mini-
mum annimmt. Es wére nun interessant, die Koordinaten von M und N zu
bestimmen.

Wie kann man dies tun? Der Schliissel zur Berechnung von Maxima und
Minima liegt in der Steigung der Tangente: Auf der Spitze einer Erhebung oder
in der Senke eines Tals verlauft die Tangente horizontal und hat damit Steigung
null wie jede horizontale Gerade, was wir schon frither bemerkt hatten. Die
Suche nach einem Extremwert fiihrt also automatisch auf solche Punkte, in
denen die Tangente die Steigung null hat, wo also die Ableitung gleich null
ist. Algebraisch ausgedriickt bedeutet dies, daf§ wir die Gleichung f’(z) = 0
zu l6sen haben — und schon sollten wir die Extremwerte finden.
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Zur Verdeutlichung wollen wir eine Behauptung des italienischen Mathe-
matikers Gerolamo Cardano (1501-1576), dem wir in anderem Kontext noch
einmal in Kapitel Z begegnen werden, betrachten. Im Zusammenhang mit
einem algebraischen Problem hatte Cardano behauptet, dal es keine zwei re-
ellen Zahlen gibe, deren Summe 10 und deren Produkt 40 betrage. Mit Hilfe
der Differentialrechnung 148t sich diese Behauptung sehr leicht beweisen.

Bezeichnen wir die eine der beiden reellen Zahlen mit z und die andere
mit z. Mit der Gleichung x + 2z = 10 setzen wir deren Summe gleich 10, was
wiederum fiir z bedeutet: z = 10 — z. Nun bestimmen wir einfach, wie grof§
das Produkt zz tiberhaupt werden kann. Aus den vorherigen Gleichungen folgt
zz = (10 — z), und so wenden wir die Erkenntnisse der Differentialrechnung
auf die Produktfunktion:

f(z) =2z =2(10 —z) = —2% 4+ 10z

an, um deren Maximum zu bestimmen.

Wir haben schon gezeigt, daf die allgemeine quadratische Funktion f(z) =
azx? + br + c die Ableitung f'(r) = 2ax + b hat. Hier ist a = —1,b = 10
und ¢ = 0, also ist die Ableitung von f(z) = —z2 + 10z gegeben durch die
Formel f'(z) = —2z + 10. Um den maximal moglichen Produktwert von xz
zu finden, miissen wir nur die Werte fiir = ermitteln, fiir die die Kurve eine
horizontale Tangente hat. Wir setzen daher f’(z) = 0 und lésen die sich
ergebende Gleichung nach z auf:

0 = Tangentensteigung = f'(z) = —2r+10 = 2z=10 = z=0>5.

Der Graph der Produktfunktion f(z) = —z% + 10z in der Abbildung oben
geht durchaus konform mit diesem Wert, hat doch die Parabel ihr Maximum
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offenbar bei z = 5. Fiir das Produkt von z und z gilt in diesem Punkt: f(z) =
zz = 5(10 — 5) = 25, und das ist der groBte Wert, den das Produkt zz
annehmen kann. Mit anderen Worten, das Produkt zweier reeller Zahlen,
deren Summe 10 betréigt, ist hdchstens 25. Cardano hatte also recht, als er
sagte, dafl das Produkt zweier solcher Zahlen niemals 40 betragen kann.

Wenn die Beispiele in diesem Kapitel auch einen gewissen Vorgeschmack auf
die Differentialrechnung gegeben haben mégen, so haben sie dennoch nur we-
nig mehr als die Oberfliche dieser Disziplin beriihrt. Die Differentialrechnung
findet in der Bearbeitung erstaunlich vieler Problemstellungen Anwendung.
So sollte es keine Uberraschung sein, daB wir der Materie in spéteren Kapiteln
wiederbegegnen werden. Aber nun verlassen wir erst einmal das Gebiet, des-
sen ungeheure mathematische Bedeutung die leicht unterkiihlte Beschreibung
gerechtfertigt hat, die Leibniz vor drei Jahrhunderten gab: ,Ein bemerkens-
werter Typ von Kalkiil.«
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In den ersten Kapiteln haben wir die Bekanntschaft einiger der groSen Ma-
thematiker gemacht: Euklid, die Bernoullis und Archimedes. Jetzt wollen
wir einem der grofiten Mathematiker der Geschichte sogar ein eigenes Kapi-
tel widmen — Leonhard Euler. Seine auBerordentliche Produktivitit lie ihn
ein mathematisches Werk schaffen, dessen Umfang allein schon unglaublich
erscheint. Was ihm aber ganz besonders die Wertschéitzung der folgenden
Mathematikergenerationen einbrachte, war nicht sosehr der Umfang als viel-
mehr die inhaltliche Vielfalt, die Eleganz und die tiefen Einsichten, die seine
Arbeiten vermitteln.

Ein kurzes Kapitel kann natiirlich dem Vermé&chtnis Eulers keineswegs ge-
recht werden. Wihrend ein Mathematiker unserer Tage schon mit einem
Dutzend oder sogar weniger Publikationen von vielleicht noch nicht einmal
durchschnittlicher Qualitét einen respektablen Ruf erwerben kann, hat Euler
annidhernd 900 Abhandlungen, Biicher und Artikel geschrieben. Als er sein
Werk vollendet hatte, iibertraf es sowohl an Quantitit als auch an Qualitit
das anderer Mathematiker. Auch wenn diese ein Vielfaches ihrer Lebenszeit
hétten investieren konnen — keine ihrer Leistungen kénnte an sein Werk her-
anreichen. Euler hatte, so schitzt man, im Durchschnitt 800 Seiten neuer
mathematischer Ergebnisse pro Jahr publiziert, und das iiber einen Zeitraum
von sechzig Jahren.! In der gesamten Geschichte hat es keinen Mathematiker
gegeben, der so schnell denken konnte. Ja, die meisten Leute kénnen nicht
einmal so schnell schreiben. Fraglos besafl Euler eine geistige Beweglichkeit
und Schnelligkeit, eine Genialitit, an die nur eine Handvoll Mathematiker von
der Antike bis zur Gegenwart heranreichen. Wie Michelangelo oder Einstein
war er ein unangefochtener Meister seines Gebietes.

Im Jahre 1911 wurde eine wissenschaftliche Ausgabe der gesammelten
Werke Eulers unter dem Titel Opera Omnia begonnen. Es handelte sich dabei
um eines der ehrgeizigsten Projekte dieser Art. Bis heute fiillen etwa siebzig
Binde das Regal, genau zéhlt sie schon keiner mehr, und weitere werden spora-
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disch noch bis ins einundzwanzigste Jahrhundert hinein erscheinen. Ein Band
hat im Durchschnitt 500 grofiformatige Seiten und wiegt zwei Kilogramm, so
dafB8 es die Opera Omnia bisher auf 150 Kilogramm gebracht haben. Kein
anderer Mathematiker bringt so viel auf die Waage.2

Euler war also produktiv. Seine Interessensgebiete waren aber auch weit
gestreut. Perfekt in den damals schon wohl etablierten Gebieten wie der Zah-
lentheorie, der Differentialrechnung, der Algebra und der Geometrie hat Euler,
nicht selten so nebenbei, neue Zweige der Mathematik begriindet, beispiels-
weise die Graphentheorie, die Variationsrechnung und die kombinatorische To-
pologie. Den Erkenntnisproze um die Berechtigung der komplexen Zahlen
hat er genauso wesentlich beeinflut wie den Weg zur Definition des Begriffes
»,Funktion“, der heute einen grofen Teil der Mathematik vereinheitlicht.

Aber auch in der angewandten Mathematik hat Euler Herausragendes ge-
leistet. Mit der entwickelten, leistungsfdhigen mathematischen Maschinerie
ging er Probleme in der Mechanik, Optik, Elektrizitédtslehre und Akustik an
und erklirte damit ein ganzes Spektrum natiirlicher Vorgéinge von der Be-
wegung des Mondes iiber die Warmeleitung bis hin zur Struktur der Musik.
Gerade in bezug auf seine Arbeiten zur Musik hat man auch gesagt, die Eu-
lersche Abhandlung enthalte ,zu viel Geometrie fiir einen Musiker und zu viel
Musik fiir einen Mathematiker“.> Mehr als die Hélfte der Béinde der Opera
Omnia handelt von Anwendungen der Mathematik.

Es mufl immer wieder betont werden, dafl Euler auch in der Form sei-
ner Darlegungen duflerst geschickt vorging, weswegen seine Schreibweise und
Terminologie bald die Standards setzte. So wundert es nicht, dal seine mathe-
matischen Schriften bereits modern ,,aussehen“, denn seine Nachfolger haben
seinen Stil ibernommen. Der am meisten geschitzte unter allen seinen Texten
ist die Introductio in analysin infinitorum aus dem Jahre 1748. Dieses Buch,
so0 schreibt der Mathematikhistoriker Carl Boyer,

ist wahrscheinlich das einfluffreichste Lehrbuch der Neuzeit. In diesem
Werk wurde das Konzept des Funktionsbegriffes in die Grundlagen der Ma-
thematik eingefihrt. Die Definition der Logarithmen als Exponenten und
die Definitionen der trigonometrischen Funktionen als Verhdgltnisse wurden
aus dem Werk dbernommen. Es brachte die Unterscheidung zwischen al-
gebraischen und transzendenten Funktionen und die zwischen elementaren
und héheren Funktionen auf den Punkt. Hier wurden die Polarkoordina-
ten entwickelt und die parametrische Beschreibung von Kurven. Viele der
heute tblichen Notationen wurden mit diesem Werk eingefiihrt. Mit einem
Wort, die Introductio ist fir die elementare Analysis das, was die Elemente
des Fuklid fir die Geometrie sind.*

Kein Geringerer als Gauf} erinnerte sich bei der Beschreibung seiner ersten
Begegnung mit den Werken Eulers, ,,von einem frischen Eifer iiberkommen*
und ,in meinem EntschluB, die Grenzen dieses weiten Gebietes der Wissen-
schaft voranzutreiben“, bestirkt worden zu sein.’
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Deckblatt zu Eulers Introductio ad Analysin Infinitorum
(Nachdruck mit freundlicher Genehmigung der Lehigh University Library.)

Das umseitig abgebildete Portrait Eulers sollte man sich ruhig einprégen.
Solite jemals ein Mount Rushmore der Mathematiker aus dem Stein gehauen
werden, so miiBte Eulers Kopf eine herausragende Stelle einnehmen.

Euler wurde 1707 in Basel in der Schweiz geboren. Schon als Heranwach-
sender studierte er bei Johann Bernoulli zu einer Zeit, als jener den Ruf geno8,
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Leonhard Euler
(Nachdruck mit freundlicher Genehmigung der Lehigh University Library.)

einer der grofiten Mathematiker der Welt zu sein. Dies war zweifelsohne von
Vorteil fiir Euler, selbst wenn es schwer fiir ihn war, sich gegen Bernoullis
bérbeiBige Personlichkeit zu behaupten. In diesem Zusammenhang stelle man
sich den miirrischen Johann vor, der nach einer Unterredung mit dem jungen
Euler das ewige Klagelied des Lehrers grummelt: ,Die Studenten sind auch
nicht mehr das, was sie einmal waren.“

Johann Bernoulli jedoch hatte keinerlei Grund zur Klage, hatten doch nur
wenige Professoren je einen derartigen Studenten. Euler erhielt seinen Ab-
schluB mit 15 Jahren. Vier Jahre spiter erregte er zum ersten Mal interna-
tionales Aufsehen, als er einen Preis der Pariser Akademie der Wissenschaften
gewann. Die Aufgabe, die die Akademie stellte, bestand darin, die optimalen
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Positionen fiir die Masten eines Segelschiffes zu bestimmen, und die Lésung
Eulers wurde einer Wiirdigung wert erachtet. Es wird seitdem iibrigens immer
besonders darauf hingewiesen, dafl es der Schweizer Euler war, der den Preis
gewann, trotz des nicht gerade weltbewegenden Rufs der Schweiz als Seefah-
rernation. Die Leistung hierbei war auch eher mathematischer als nautischer
Natur.

Kaum 20 Jahre alt, begab sich Euler 1727 nach Rufiland, um einen Lehr-
stuhl an der gerade gegriindeten Akademie zu St. Petersburg anzunehmen.
Dort blieb er bis 1741, als ihm ein Ruf von Friedrich dem Groflen an die Ber-
liner Akademie verlockender erschien. Ein Vierteljahrhundert arbeitete Euler
an der Akademie in Deutschland, wo ihm so angesehene Persénlichkeiten wie
d’Alembert, Maupertius und Voltaire begegneten. 1766 schlieBlich kehrte er
nach St. Petersburg zuriick. Euler starb 1783 im Alter von 76 Jahren als immer
noch aktiver Wissenschaftler.

Der berithmte Mathematiker war in jeder Hinsicht ein bescheidener und an-
spruchsloser Charakter, der das Familienleben hoch schitzte und leicht neue
Freunde gewann. Er verlor seinen Frohsinn auch wihrend des schmerzlichen
Prozesses nicht, der 1735 mit dem allm&hlichen Verlust seiner Sehfihigkeit
begann und 1771 zur fast vollstindigen Erblindung fithrte. Bemerkenswerter-
weise ldhmte diese Behinderung weder seinen Geist noch beeinfluite sie seine
Forschungen. Er machte einfach weiter, obwohl er nun einem Schreibgehilfen
die Formeln und Gleichungen diktieren muBte, die er nur noch vor seinem
geistigen Auge sehen konnte. Die Liste seiner mathematischen Entdeckungen
beweist, da§ die Erblindung keinen hemmenden EinfluB auf seine Produkti-
vitdt hatte. Bis heute gibt uns sein Triumph im Angesicht des Ungliicks ein
eindriickliches Beispiel fiir die F#higkeit des Willens, Berge zu versetzen.

Es ist geradezu absurd, die mathematischen Leistungen Eulers auf ein paar
Seiten aufzihlen zu wollen. Wir werden statt dessen seine Beitriige zu einigen
wenigen mathematischen Teildisziplinen beschreiben und iiberlassen es dem
Leser, sich ein Gefiihl fiir die tatsdchliche Reichweite der Leistungen Eulers
durch weitere Lektiire zu verschaffen.

In Kapitel A haben wir mit der Betrachtung der héheren Arithmetik be-
gonnen, also erwdhnen wir hier als erstes einen von Eulers Beitrigen zur Zah-
lentheorie. Hierbei handelt es sich um einen Zweig der Mathematik, zu dem
sich Euler nicht von Anfang an hingezogen fiihlte, aber nachdem er einmal
begonnen hatte, sich mit dieser Theorie zu beschéftigen, konnte er sich nicht
mehr von ihr 16sen. Etwa 1700 Seiten, vier Binde seiner Opera Omnia, um-
fassen Eulers zahlentheoretische Arbeiten.

Eine seiner Entdeckungen betrifft die befreundeten Zahlen, ein Problem-
kreis, der weit in die Antike zuriickreicht. Die Griechen nannten zwei Zahlen
befreundet, wenn jede die Summe der eigentlichen Teiler der anderen ist. Die
Zahlen 220 und 284 sind ein solches Paar. Denn die Teiler von 220 sind 1, 2, 4,
5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110 und natiirlich 220. Wir lassen 220 weg, denn 220
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ist kein eigentlicher Teiler von 220, und berechnen die Summe der eigentlichen
Teiler zu:

1+2+44+5+10+11+20+ 22444+ 55+ 110 = 284.
Andererseits erhalten wir bei Addition der eigentlichen Teiler von 284:
1+2+444 714 142 = 220.

Die Zahlen 220 und 284 sind also befreundet.

Viele Jahrhunderte lang blieb das auch das einzige bekannte Paar. Das
néchste Beispiel fand erst im dreizehnten Jahrhundert der arabische Mathe-
matiker Ibn al-Banna in dem schon wesentlich komplexeren Paar 17296 und
18 416.6 1636 entdeckte der franzosische Mathematiker Pierre de Fermat, iiber
den im folgenden Kapitel berichtet wird, die Zahlen al-Bannas wieder und
schien damit sehr zufrieden zu sein. Aber schon 1638 prahlte sein grofer Ri-
vale René Descartes (1596-1650), mit dem er nicht gerade befreundet war,
das noch viel gewaltigere Paar 9363584 und 9437056 gefunden zu haben.
Im heute gepflegten Umgangston wiirde man die Botschaft von Descartes an
Fermat vielleicht so formulieren: ,Nimm und frif$!“

Danach gab es keine weiteren Fortschritte, bis sich im achtzehnten Jahr-
hundert Euler der Sache annahm. Wir betonen noch einmal ganz besonders,
daB zu diesem Zeitpunkt nur drei Paare befreundeter Zahlen bekannt waren:
das der Griechen, das von al-Banna und das von Descartes. Euler holte ein-
mal tief Luft, machte sich ans Werk und produzierte knapp sechzig neue Paare.
Nimm und frif}, Descartes!

Natiirlich lag dies daran, dal Euler eine bis dahin unentdeckt gebliebene
GesetzméiBigkeit fand, mit deren Hilfe er befreundete Zahlen biindelweise er-
zeugen konnte. Leonhard Euler gelang es, bei der Behandlung eines uralten
Problems etwas zu entdecken, was den genialsten Gehirnen fritherer Genera-
tionen entgangen war.

Ahnliches gelang ihm auch in der Elementargeometrie, einem Gebiet, das so
genau erforscht war, daB weitere Uberraschungen eigentlich nicht zu erwarten
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waren. Euler aber fand etwas Neues. Insgesamt vier Binde seiner Opera
Omnia mit weiteren 1600 Seiten sind der Geometrie gewidmet.

Wenden wir uns also Euler, dem Geometer, zu. Wir betrachten ein belie-
biges Dreieck ABC, wie es in der Abbildung auf Seite 74 dargestellt ist. Wir
halbieren jede Seite. Zusétzlich zeichnen wir noch die drei Héhen ein, das sind
die Senkrechten zu jeweils einer Seite durch den gegeniiberliegenden Eckpunkt.
In der Abbildung sind die Seitenmittelpunkte jeweils mit M bezeichnet und
die FuBpunkte der Hohen mit P. Was ist denn aber nun, um alles in der Welt,
an diesen sechs offensichtlich beziehungslosen Punkten so bemerkenswert?

Euler bewies die bemerkenswerte Tatsache, dafi diese sechs Punkte auf
einem Kreis liegen! " Den Mittelpunkt dieses Kreises kann man, wie in der
Abbildung oben angedeutet, bestimmen. Dazu sei D der Punkt, in dem sich die
drei Hohen des Dreiecks schneiden, das sogenannte Orthozentrum. Ferner sei
E der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten, also der Umkreismittelpunkt.
Zieht man die Strecke von D nach FE und halbiert diese in O, so ist O der
Mittelpunkt des Kreises, auf dem alle sechs oben erwihnten Punkte liegen.8
Dieses seltsam anmutende Theorem, das Euklid, Archimedes, Ptolem&us und
allen anderen seit Tausenden von Jahren entgangen war, zeigt, da8 sich Euler
auch auf geometrischem Gebiet mit den Besten messen konnte.

Wie steht es mit der Differentialrechnung? Hatte Euler auch hier etwas
beizutragen? Die Antwort kann nur ,ja“ lauten. Fiir Anfinger schrieb er
Lehrbiicher sowohl iiber Differential- als auch Integralrechnung, die fast 2200
Seiten der Binde 10 bis 13 seiner Opera Omnia einnehmen. Seine Darstel-
lungen dienten Generationen von Mathematikern als Lehrmaterial und haben
das Gebiet bis in unsere Zeit nachhaltig beeinflufit. Die heutigen Studenten,
die sich iiber Gewicht und Kosten fiir ihr Drei-Kilo-Analysis-Lehrbuch be-
schweren, sollten dankbar sein, da8 sie die Materie nicht anhand von Eulers
vierbiandigem Werk lernen miissen, das schon einen kleineren Koffer fiillt.

Einer der ersten Triumphe Eulers auf diesem Gebiet betrifft die Summation
einer bestimmten unendlichen Reihe. Noch aus dem vorhergehenden Jahrhun-



76 Mathematik von A - Z

dert stammte das Problem der Summation der reziproken Quadratzahlen, also
die Berechnung der Summe

1 1. 1 1 1 1 1
4=+t —t—F—t—t...+

479716 " 25" 36 49 Bt

iiber alle ganzen Zahlen.

Seit einiger Zeit war den Mathematikern bekannt, daf§ diese Reihe konver-
giert, das heift, dafl die Summe eine endliche Zahl ist. Aber welche Zahl?
Selbst Leibniz, der Begriinder der Differentialrechnung, hatte keinen Anhalts-
punkt, genausowenig wie die Bernoulli-Briider. Sowohl Jakob als auch Johann
Bernoulli arbeiteten an diesem Problem, wohl nicht nur wegen der interes-
santen Fragestellung, sondern auch wegen des Rechts, mit einer gefundenen
Losung maflos prahlen zu kénnen. Man stelle sich nur die Demiitigungen vor,
die Jakob Johann — oder umgekehrt — hitte zufiigen kénnen, hitte er ein so
beriihmtes und schwieriges Problem geldst.

Es gab jedoch keinen Fortschritt, bis Leonhard Euler im Jahre 1734 einen
Blick auf die Reihe warf. Zunéchst war auch er verwirrt. Er suchte Zuflucht in
einer aufwendigen Rechnung und zeigte, da§ die Summe etwa 1,6449 betrug,
aber mit der Zahl konnte auch er nichts anfangen. Euler mag schon darauf
gefaBt gewesen sein, die Niederlage einzugestehen und die illustre Gesellschaft
von Leibniz und den Bernoullis zu teilen, als er, so seine eigenen Worte, ,,reich-
lich unerwartet eine elegante Formel fand, . . . die auf der Quadratur des Kreises
beruht“.%

Damit meinte er, daf§ in seiner Losung, die sowohl Elemente aus der Tri-
gonometrie als auch aus der Differentialrechnung aufweist, die Kreiskonstante
7 eine wesentliche Rolle spielt. Mit einer Kiihnheit, die ganz seiner Brillanz
entspricht, bewies Euler:

1+l+1+—1—+—1—+—1—+i+...=w2/6.
4 9 16 25 36 49

Zwar miissen wir fiir detailliertere Angaben zum Beweis dieser Lésung den
Leser auf die Bemerkungen zu diesem Kapitel verweisen, aber es sei hier an-
gedeutet, daf8 der Wert 72/6 fiir jedermann vollkommen iiberraschend kam.!°
Euler hatte ein Problem gelGst, an dem alle seine Vorgénger kliglich gescheitert
waren, und damit die europdische Mathematikergemeinde darauf aufmerksam
gemacht, dafl ein neuer Star geboren war.

Es gébe noch vieles, was wir iiber Eulers mathematische Leistungen sagen
konnten. Wir wollen jedoch dieses Kapitel damit beschlieBen, einen einzelnen
Satz aus dem Jahre 1740 eingehender zu erldutern. Dieses Beispiel, eigentlich
nur ein Kriimel vom mathematischen Tisch Eulers, illustriert aber in reprisen-
tativer Weise die Kraft, die in seinen Arbeiten verborgen ist.
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Auf das fragliche Problem wurde Euler durch einen Brief des franzési-
schen Mathematikers Philippe Naudé hingewiesen. Im Herbst des Jahres 1740
fragte Naudé nach der Anzahl der Moglichkeiten, in der eine gegebene posi-
tive ganze Zahl als Summe verschiedener positiver ganzer Zahlen geschrieben
werden kénne. Die Frage erregte Eulers Interesse. Nach wenigen Tagen schon
antwortete er, mit der Bitte um Entschuldigung fiir die Verzogerung, die durch
»Schlechte Sehfihigkeit, unter der ich seit einigen Wochen leide“, verursacht
worden war.!!

Bevor wir uns dem Beweis Eulers zuwenden, sollten wir einen kurzen Blick
auf die Zerlegung einer ganzen Zahl als Summe positiver ganzer Zahlen werfen.
Betrachten wir zum Beispiel n = 6. Es gibt vier Arten, wie 6 als Summe
verschiedener ganzer Zahlen geschrieben werden kann:

6, 5+1, 4+2, 3+2+1.

Wir betrachten dabei die ,,Summe*, die nur aus der Zahl 6 besteht, ausdriick-
lich als zuléssig. Dagegen ist die Zerlegung 6 = 3 + 3 offenbar verboten, da
die Summanden nicht verschieden sind. Sonst unterliegt die Anzahl der Sum-
manden keiner weiteren Beschrinkung: Es kénnen eine, zwei, drei oder mehr
Zahlen sein, vorausgesetzt, sie sind alle verschieden und summieren sich zu 6.
Bezeichnen wir mit D(n) die Anzahl der Moglichkeiten, die Zahl n als Summe
verschiedener natiirlicher Zahlen zu schreiben, so haben wir also gezeigt, daB
D(6) = 4 ist.

Betrachten wir nun die Anzahl der Méglichkeiten, 6 als Summe ungerader
natiirlicher Zahlen darzustellen, wobei wir diesmal jedoch nicht mehr voraus-
setzen, dafl die Summanden verschieden sind. Durch systematisches Experi-
mentieren findet man leicht die folgenden Darstellungen:

5+1, 343, 3+1+14+1, 1+4+14+1+1+1+1.

Hier sind Wiederholungen von Summanden erlaubt, allerdings diirfen nur un-
gerade Zahlen vorkommen. Bezeichnen wir nun mit O(n) die Anzahl der
Méglichkeiten, die Zah! n als Summe (nicht notwendig verschiedener) ungera-
der natiirlicher Zahlen zu schreiben, so haben wir also gesehen, da O(6) = 4
ist.

Ist es nun purer Zufall, da8l es genauso viele Moglichkeiten gibt, 6 als
Summe verschiedener natiirlicher Zahlen wie als Summe ungerader natiirli-
cher Zahlen zu schreiben? Es ist naheliegend, den Versuch mit einer anderen
Zahl zu wiederholen. Ein solches Vorgehen ist bei Mathematikern durchaus
tiblich, wenn sie, wie es auch die Chemiker handhaben, durch Experimente mit
Spezialfillen erst einmal einen Einblick in ein Problem gewinnen wollen, bevor
sie allgemeine Gesetze formulieren und beweisen. Anders als Chemiker brau-
chen Mathematiker allerdings nicht zu befiirchten, bei ihren Experimenten in
die Luft zu fliegen.
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Sehen wir uns also einmal n = 13 an. Es gibt achtzehn verschiedene
Moglichkeiten, wie sich 13 als Summe verschiedener natiirlicher Zahlen schrei-

ben 1a8t:
13 8+4+1

12+1 8+342
11+2 7+5+1
10+3 7T+4+1

9+4 T+3+2+1
8+5 6+5+2
7+6 6+4+3

104+2+1 6+4+2+1
94+3+1 5+4+3+1

Mit unserer Notation gilt also D(13) = 18. Die folgende Tabelle zeigt die
Mboglichkeiten, 13 als Summe ungerader Zahlen auszudriicken:

13 5+5+1+1+1

11+1+1 5+3+3+1+1

9+3+1 5+3+1+1+1+1+1

9+1+1+1+1 5+14+14+1+14+14+1+1+1

7T+5+1 3+3+3+3+1

7+3+3 3+3+3+1+1+1+1

T+3+1+1+1 3+3+1+1+14+14+1+1+1
T+1+1+1+14+1+1 3+1+14+14+14+14+14+1+14+1+4+1
5+5-+3 14+14+1414+1414+1 414141414141

Wir zdhlen nach, und tatsdchlich gilt O(13) = 18. Wir scheinen auf dem
richtigen Weg zu sein.

Man kann sich leicht vorstellen, dafl Euler bei seinem Rechentalent weitere
Beispiele untersucht hat. Jeder Versuch fiihrte zu dem gleichen erstaunlichen
Resultat: Die betrachtete Zahl konnte auf genauso viele Weisen in verschiedene
natiirliche Zahlen zerlegt werden wie in ungerade Zahlen.

Euler bemerkte dieses Phanomen, und er leistete noch viel mehr: In einem
Geniestreich bewies er die Gleichheit von D(n) und O(n) fiir alle positiven
ganzen Zahlen. Seine Beweismethode, die eine kleine Prise Algebra und ein
grofies Quantum Genialitét enthilt, 148t sich in drei einfache Schritte aufglie-
dern. Wir schauen Euler tiber die Schulter und beginnen mit

Schritt 1: Wir fiihren ein unendliches Produkt ein:
Pz)=(1+z)1+ :c2)(1 + m3)(1 + :c4)(1 + xs)(l + :c6) .

Die Terme setzen sich nach dem angedeuteten Muster fort. Euler, nicht zim-
perlich, multiplizierte aus und faite jeweils gleiche Potenzen von z zusam-
men. Der konstante Term des sich ergebenden Ausdrucks ist offensichtlich
1 und entsteht, wenn die unendlich vielen Einsen miteinander multipliziert
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werden. Es gibt weiter nur eine Moglichkeit, einen Term der Form z zu er-
halten, ndmlich das x im ersten Faktor nur mit Einsen aus den folgenden
Faktoren zu multiplizieren. GleichermaBen entsteht auch nur einmal z2. Aber
es gibt zwei Moglichkeiten, 23 zu bilden, indem 3 aus dem dritten Faktor nur
mit Einsen multipliziert wird oder z aus dem ersten und z? aus dem zwei-
ten Faktor miteinander und sonst nur mit Einsen multipliziert werden. Wir
notieren dies als (z® + z?*1), nicht nur, um anzudeuten, da8 es sich um zwei
Terme 2% handelt, sondern auch, um zu verdeutlichen, wie sie entstanden sind.
Mit dieser Ubereinkunft schreiben sich die entstehenden beiden z*-Terme als
(z* + 23*1), die drei z%-Terme als (z° + z**! + £3+2), die vier £5-Terme als
(28 + 25! + 242 + £3+2+1) und so weiter.

Das kann man nun fortfiihren, bis man schwarz wird. Wichtig ist aber
das offensichtliche Muster: Es gibt genau so viele Terme der Form z™ in der
Entwicklung von P(z), wie es Méglichkeiten gibt, n als Summe verschiede-
ner positiver ganzer Zahlen zu schreiben. In diesem Zusammenhang sei noch
einmal darauf hingewiesen, daB die Exponenten der vier z8-Terme gerade die
vier Zerlegungen von 6 in verschiedene Zahlen sind, die wir zu Anfang gefun-
den haben. Die Verschiedenheit der Zahlen ist dadurch garantiert, daf alle
Faktoren im Ausdruck von P(z) verschiedene Potenzen von z enthalten.

Dabher ist der Koeffizient von z™ in der Potenzreihenentwicklung von P(z)
gerade D(n), die Anzahl der Zerlegungen von n in verschiedene Summanden.
Mit anderen Worten, es gilt:

P(z) = 1+ D(1)z + D(2)z* + D(3)z® + D(4)z* + D(5)z® +...+ D(n)z") +...

Schritt 2: Wir vergessen erst einmal P(z) und beschiftigen uns mit dem
unendlichen Ausdruck

= () (23) (25) () -

wobei die Nenner nacheinander alle ungeraden Potenzen von z in aufsteigen-
der Reihenfolge enthalten. Euler mufite zuerst jeden dieser Briiche in einen
dquivalenten Ausdruck umformen, der keine Briiche enthielt.

Wie macht man das? Nun, wir lassen einmal die subtilere Problematik
unendlicher Reihen aufler Betracht und schreiben einfach

l=1-a+a—-a?+a’-a3+a®—a*+a*—...,

was sicherlich sinnvoll ist, denn auf der rechten Seite kiirzen sich aufler dem
ersten die zwei jeweils aufeinanderfolgenden Terme weg. Paart man die Terme
auf der rechten Seite anders und zieht gemeinsame Faktoren heraus, so folgt:

1 = (1-a)+(@a—a?)+(@*-a®)+(@®-a*)+(a*-a®) +...
(1—a)+a(l—a)+a*(l—a)+a®(1l—a)+a*(l—a)+...
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Man dividiert nun beide Seiten durch 1 — a und erhiilt:
1 l1-a a(l—a) az(l—a)+a3(1—a)_+_a4(1—a)
1—a l1—a l1—a 1—a 1—-a l1—-a
= l+a+a®+ad+a*+...,

da sich (1 — a) aus den Termen rechts herauskiirzt. Also gilt:

— = l+a+a®+a®+a*+... (%)
Wir setzen jetzt x fiir a ein und erhalten:
— = 1+z+22+23+2+...,
l1-z
was man auch in der Form

12 . = = ldal ottt gt g

schreiben kann. Als niichstes setzen wir z2 fiir a in (x) ein:

1

g 1+ (2%) + (@) + (=°)° + (%) + ...

Il

= 14 .’133 + .’L‘3+3 4 .’133+3+3 4 .’L‘3+3+3+3 4.,

Gangz #hnlich ergibt die Substitution von z° in (x) die Reihe:

1

=5 1+ (2°) + (@°) + (2°)° + (2°)* + ..

= 1+ xs + .’135+5 + $5+5+5 + $5+5+5+5 4.,

Il

und so weiter.
Diese Ausdriicke setzte Euler in Q(z) ein und erreichte die folgende Trans-

formation:
1 1 1 1
1-2 1— 23 1—25 1—-27)° "

= (14! gt gt gLy
(1423 + 2343 + 235343 1 )(1+ 25 + 2545 4 25545 1 ).

Il

Q(z)

Diesen Ausdruck multiplizierte er nun aus. Wieder ist der konstante Term 1,
gefolgt von einem einzigen z! und ebenfalls einem einzigen z'*t! = 2. Der
kubische Term tritt zweimal auf: 3 und z!*1*1. Der Ausdruck z* bildet sich,
wenn z2 aus der zweiten Klammer mit z! aus der ersten und mit den Einsen
aus allen anderen Klammern multipliziert wird sowie ein weiteres Mal bei
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Multiplikation der z!+1+1*! aus der ersten Klammer mit den weiteren Einsen.
Ganz analog entsteht z° dreimal: z°, z3+1+! und £!*t1+1+1+1 Der Term 28
kommt viermal vor, nidmlich als 51, 2343, g3+1+1+1 ypd glt+1+1+1+1+1

So geht es nun immer weiter. Es sollte aber klar sein, daf8 die Anzahl der
z"-Terme in der Entwicklung von Q(z) genau der Anzahl der Méglichkeiten
entspricht, n als Summe von ungeraden Zahlen darzustellen. Denn in Q(z)
treten nur ungerade Potenzen als Exponenten auf. Eine heuristische Verifika-
tion dieser Tatsache kann man darin sehen, daf$ die Exponenten, die den Term
x5 entstehen lassen, gerade die sind, die wir bei der Zerlegung der Zahl 6 in
ungerade Summanden schon vorher gefunden hatten. Wenn wir Q(z) also als
unendliche Reihe ausdriicken, ist der Koeffizient vor z" das oben definierte
O(n). Es gilt also:

Q(z) =1+ 0(1)z+0(2)z? + 0(3)z> + O(4)z* + O(5)z° + ...+ O(n)z") +. ..

Schritt 3: Nachdem wir in den Schritten 1 und 2 die Reihen P(z) und Q(z)
eingefiihrt und umgeschrieben haben, wollen wir jetzt die vielleicht iiberra-
schende Tatsache beweisen, da8 es sich bei P(z) und Q(z) um ein und das-
selbe handelt. Dazu nehmen wir den urspriinglichen Ausdruck fiir Q(z) her
und multiplizieren Zahler und Nenner mit dem Produkt der Terme der Form
(1—22), (1 —z*) und aller weiterer derartiger Klammern, die gerade Potenzen
von x enthalten:

0 = () () () ()

(1-z%)(1-2*(1-2%01 —-28)...
1-2)1-22)1—-23)1-29)(1—-25)(1 —26)(1 —27)...

Der Term (1 —z?) kann als Produkt von (1—2) und (14 z) geschrieben werden.
Analog gilt (1 —z*) = (1 —2?)(1 +2?), (1 —2%) = (1 — 2%)(1 + z%) und so
weiter. Setzt man dies in den Zahler ein, so erhilt man:

(- 1+2) 1 -2)(1+22)(1 - 2®) Q1 +2%) (1 —2H)(Q +2Y)...
Q@) = - = ) — ) ([A — ) - ) (L - 27) ..

und sieht, daf} sich jeder Faktor des Nenners gegen seinen Partner im Zihler
wegkiirzt. Es bleibt also:

Qz)=1+z)(1+2>)(1+2*)(1+2Y)...,

und das ist, wie durch Zauberei, genau die Formel fiir P(z), mit der wir be-
gonnen hatten. Kurz gesagt, Q(z) und P(z) sind identisch.

Nun wollen wir Eulers Gedankengang auch bis zum Ende verfolgen. Da
wir vorhin gezeigt hatten, daf

P(z) = 14+ D(1)z + D(2)z® + D(3)z> + D(4)z* + D(5)2° +. ..+ D(n)z™) +. ..
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und daf§
Qz) = 1+ 0(1)z +0(2)z% + 0(3)z* + O(4)z* + O(5)x® +...+ O(n)z™) +...

ist, und da nach Schritt 3 P(z) und Q(z) gleich sind, folgt, da die Koeffizien-
ten vor gleichen z"-Termen jeweils gleich sein miissen. Also ist D(1) = O(1),
D(2) = O(2), und allgemein gilt fiir jede natiirliche Zahl D(n) = O(n). Mit
anderen Worten: Es gibt genau so viele Moglichkeiten, n als Summe verschie-
dener natiirlicher Zahlen zu schreiben, wie es Moglichkeiten gibt, n als Summe
(nicht notwendig verschiedener) ungerader natiirlicher Zahlen auszudriicken.
Zu diesem SchluB ist Euler gekommen, und damit war sein Beweis vollstandig.

Diese Argumentationskette, die einen raffinierten und keineswegs offensichtli-
chen Zusammenhang im Problemkreis der additiven Zerlegung ganzer Zahlen
beweist, ist ein kleines Meisterstiick. Sie verdeutlicht auch in ganz typischer
Weise Eulers mathematisches Vorgehen:

1. Er war unheimlich geschickt im Umgang mit symbolischen Ausdriicken,
was in diesem Beweis ganz klar zum Vorschein kommt und ihm den Ruf des
groften Manipulators symbolischer Ausdriicke aller Zeiten eingebracht hat.

2. Eulers Talent im Jonglieren mit algebraischen Ausdriicken ging Hand
in Hand mit seinem Glauben daran, da8 solche Kunststiickchen zu richtigen
SchluBifolgerungen fithren wiirden. Andere Mathematiker haben in der Folge-
zeit gezeigt, daB skrupelloses Umformen symbolischer Ausdriicke zu erhebli-
chen Schwierigkeiten fithren kann, insbesondere dann, wenn unendliche Pro-
zesse in den Ausdriicken vorkommen. Aber Euler schien zu glauben, daf8 die
Symbole uns zur Wahrheit geleiten, wenn wir ihnen folgen.

3. Zu Eulers erfolgreichsten mathematischen Strategien gehorte es, den-
selben Ausdruck auf zwei verschiedene Weisen aufzuschreiben, die beiden un-
terschiedlichen Darstellunge gleichzusetzen und daraus wichtige Schliisse zu
ziehen. Dies war auch entscheidend fiir den obigen Beweis, wo P(z) und Q(x)
dasselbe auf unterscheidliche Weise darstellten. Die Fihigkeit, ein und das-
selbe Objekt aus zwei vollig verschiedenen Blickwinkeln ansehen zu kdnnen,
charakterisiert viele der tiefgriindigsten und schonsten Schliisse Eulers.

4. Schliefllich bleibt, wenn man von den algebraischen Manipulationen
und der technischen Raffinesse absieht, immer noch ein geradezu erstaunlicher
Grad genialer Eingebung. Denkt man an den obigen Beweis, so stellt sich
die Frage, welche Einsichten Euler dazu verleiteten, auf der Suche nach Infor-
mationen iiber die additive Zerlegung ganzer Zahlen bestimmte algebraische
Ausdriicke umzuformen? Welche Erkenntnisse fithrten ihn auf die Reihen P(z)
und Q(z)? Und welche Einsichten brachten ihn darauf, da88 diese gleich sind?
Selbst nachdem man den Beweis verstanden hat, wird man z6gern, ihn als
offensichtlich zu bezeichnen — trotz des Vorteils des nachvollziehenden Lesers.
Es bedurfte eben eines bemerkenswerten Intellekts, sich den Weg durch die
zuvor unmarkierte Landschaft zu bahnen.
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Noch ein letztes Wort iiber Leonhard Euler. Er war ein Mathematiker
allerersten Ranges und ist der Allgemeinheit doch fast génzlich unbekannt.
Dieselben Leute, die noch nie den Namen Euler gehdrt haben, hitten keine
Miihe, Pierre-Auguste Renoir als Maler, Johannes Brahms als Komponisten
oder Giinter Grass als Dichter zu identifizieren. Die Anonymitit Eulers ist
nicht nur ungerecht, sie ist auch beschdmend. Insbesondere, da die Stellung
Eulers der von Rembrandt unter den Malern, der von Bach unter den Kom-
ponisten oder gar der von Goethe unter den Dichtern entspriche.

Der geneigte Leser ist hiermit aufgerufen, den Ruhm eines der genialsten
Mathematiker aller Zeiten zu mehren und dazu beizutragen, den Namen des
Schweizers Leonhard Euler endlich bekannt zu machen.
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Die Biographie von Pierre de Fermat (1601-1665) ist schnell erzihlt. Seine
Lebenszeit fillt in die ersten zwei Drittel des siebzehnten Jahrhunderts, war
aber, um es beim Namen zu nennen, recht langweilig. Er hatte nie eine Stelle
an einer Universitédt oder einer koniglichen Akademie. Als Jurist ausgebildet,
war er Beamter geworden. Fermat veroffentlichte zu Lebzeiten nahezu nichts,
statt dessen vertraute er seine Ideen Korrespondenzen und unveroffentlichten
Manuskripten an. Da er nicht als professioneller Mathematiker tétig war, hat
man ihn den ,K6nig der Amateure® genannt. Sollte man darunter aber einen
»hur mafig talentierten Freund der Mathematik“ verstehen, so wire das die
falsche Interpretation des Spitznamens. '

»Mathematischer Amateur” — dieser Begriff hat einen seltsamen Klang.
MiiBte man die Leute in die Kategorien professioneller oder Amateur-Mathe-
matiker einordnen, dann fiele nahezu jeder in der Geschichte in die letztere
Kategorie. Mit dieser Einordnung verbunden ist die Klassifikation der Re-
chenfehler im Scheckbuch als ,, Amateur-Mathematik“. Das trifft auch auf
Yogi-Bérs Aussage zu: ,,Erfolg ist zu 90% harte Arbeit, die anderen 20% sind
reines Gliick.“ Woher der wohl so etwas weif37

Solche Feststellungen sind Lichtjahre entfernt von den mathematischen
Aussagen des ,Amateurs* Fermat. Auch wenn er der breiten Offentlichkeit
weniger bekannt ist als seine beiden grofien franzdsischen Zeitgenossen René
Descartes und Blaise Pascal, so haben ihn die Mathematiker doch mehr ins
Herz geschlossen als jene. Dieses Kapitel soll hauptséchlich erkliren, warum
das so ist.

Pierre Fermat wurde zu Beginn des siebzehnten Jahrhunderts in Beau-
mont de Lomagne in Siidfrankreich geboren. Sein Vater war ein wohlhabender
Kaufmann und Stadtrat, so daB der junge Fermat seine Jugend in angeneh-
mer Umgebung verbringen konnte. Nach einer ausgezeichneten Erziehung,
die ganz auf das Studium der klassischen Sprachen und Literatur ausgerichtet
war, besuchte er die Universitét, wo er sich dem Studium der Rechte zuwandte.
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Die dabei erworbenen Kenntnisse fiihrten ihn zur Profession des Beamten im
Stadtparlament von Toulouse. Dieser Posten bescherte ihm nicht nur finan-
zielle Sicherheit, sondern auch das Recht, vor seinem Nachnamen das ,,de“
einzusetzen, was ihn als Mitglied des niederen franzosischen Adels auswies.

Als Mitglied der Gesellschaft heiratete Fermat und zog, zusammen mit
seiner Frau, fiinf Kinder gro8. Er hatte einfluireiche Positionen in der katho-
lischen Kirche, deren devotes Mitglied er war. Soweit wir wissen, verbrachte
er sein ganzes Leben im Umkreis von hundertfiinfzig Kilometern von seinem
Geburtsort.! Er war ein Franzose, der Paris nie zu Gesicht bekommen hat,
was allein schon ausgereicht hitte, seine Ausnahmestellung zu begriinden.

Fermat fiihrte ein zuriickgezogenes und ruhiges Leben — wahrscheinlich so
ruhig, daB er nicht genug zu tun hatte. Man hat es schon auf die Anspruchslo-
sigkeit seiner Arbeit zuriickgefiihrt, dafl er genug Zeit hatte, lateinische Lyrik
und gelehrte Kritiken griechischer Texte zu schreiben. So erinnert Fermat
mit der Verbindung von Freizeit und unbefriedigter Intelligenz an den jun-
gen Albert Einstein, der etwa zweieinhalb Jahrhunderte spéter als Schweizer
Patentanwalt in seiner anspruchslosen Anstellung die Gelegenheit fand, die
Relativitétstheorie zu entwickeln.

Fermats eigentliche Leidenschaft — noch vor der klassischen Dichtkunst,
den Kirchengeschiften oder sogar den Rechten — war die Mathematik, zu der
er tiefgriindige und weitreichende Beitréige lieferte. Er spielte eine herausra-
gende Rolle bei der Entwicklung einiger Gebiete, die in diesem Buch bereits
angesprochen wurden: Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie und Diffe-
rentialrechnung. Wie bereits erwihnt, scheute er sich vor der Versffentlichung
seiner mathematischen Entdeckungen, vielleicht aus Griinden, die aus seiner
Bemerkung sprechen ,,Ich habe so geringes Geschick im Aufschreiben meiner
Beweise, daf§ ich zufrieden damit war, die Wahrheit gefunden zu haben und
die Methoden zu kennen, diese nachzuweisen, wenn ich dazu die Gelegenheit
habe.“2

Zu unserem Gliick teilte er seine Ideen wenigstens anderen Gelehrten in
ganz Europa in Briefen mit. Hierbei entpuppte sich der Jurist aus Toulouse als
nimmermiider Korrespondent, und so enthalten seine Briefe die wichtigen In-
formationen iiber seine mathematischen Leistungen. Die Liste der Empfénger
seiner Briefe — Descartes, Pascal, Christiaan Huygens, John Wallis und Marin
Mersenne — liest sich wie ein ,Who is Who* der Wissenschaft in der ersten
Hilfte des siebzehnten Jahrhunderts. Von ihnen erfuhr Fermat, was in Paris,
Amsterdam oder Oxford gerade vor sich ging. Ihnen iibermittelte er seine
bemerkenswerten Entdeckungen.

Zum Eindrucksvollsten gehort dabei die Formulierung einer mathemati-
schen Disziplin, die wir heute analytische Geometrie nennen. Diese beschrieb
er 1636 in einer Abhandlung mit dem Titel Ad locus planos et solidos isago-
ge. Ebenso eindrucksvoll sind seine Beitrdge zur Begriindung der elementa-
ren Wahrscheinlichkeitstheorie, die in einer Serie von Briefen aus dem Jahr
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Pierre de Fermat
(Nachdruck mit freundlicher Genehmigung der Lafayette College Library.)

1654 festgehalten sind. Hier ist der Name Fermats sehr eng mit dem seines
Korrespondenten, Blaise Pascal (1623-1662), verbunden. In ihrer extensiven
Korrespondenz diskutierten sie ihre Ideen, brachten Kritik daran vor — und
beforderten ganz nebenbei die bis dahin iibersehene Disziplin der Wahrschein-
lichkeitstheorie ins Rampenlicht der Mathematik. Viele ihrer Ideen sollten den
Weg in die Ars conjectandi des Jakob Bernoulli finden.
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Was die analytische Geometrie betrifft, so ist Fermats Name auch hier mit
dem eines anderen Mathematikers verkniipft, René Descartes, der unabhéngig
von Fermat ein eigenes System der analytischen Geometrie entwarf. Beide
verfolgten den enorm fruchtbaren Weg, zwei groffe Strémungen in der mathe-
matischen Gedankenwelt zu vereinen, die geometrische und die algebraische.
In Kapitel XY werden wir ndher darauf eingehen.

Ungliicklicherweise, und das ist charakteristisch fiir ihn, veroffentlichte Fer-
mat seine Abhandlungen nicht, wéhrend Descartes der Welt seine Entdeckun-
gen, die grofien Einflu ausiiben sollten, in der Géométrie von 1637 vorstellte.
Da sein Werk als erstes gedruckt wurde, erntete Descartes die Lorbeeren, und
sein Name ist bis in alle Ewigkeit mit den kartesischen Koordinaten verbun-
den. Hitte unser franzosischer Magistratsbeamter etwas weniger Zuriickhal-
tung gezeigt, wiirden die Mathematiker heute vielleicht von den fermatschen
Koordinaten sprechen.

Descartes gewann diese Schlacht, aber nicht den Krieg. Ja, er hatte viel
weniger Interesse an der Mathematik als Fermat, dessen Bedeutung als Mit-
begriinder der analytischen Geometrie oft iibersehen wird, da er so viele andere
wichtige Beitrige geliefert hat. Ein solcher Beitrag betrifft die Bestimmung
von Maxima und Minima spezieller Kurven, hier iibertraf Fermat Descartes
bei weitem.

Dieses Problem sollte uns bekannt vorkommen, war es doch ein zentraler
Punkt bei der Diskussion der Differentialrechnung in Kapitel D, wo wir Leibniz
und Newton das Verdienst zuerkannten, die zur Bestimmung von Extremwer-
ten notwendige Vorgehensweise ausformuliert zu haben. Dabei haben wir aber
versdumt zu erwihnen, dafl Fermat schon Jahrzehnte eher sehr dhnliche Me-
thoden abgeleitet hatte. Man findet sie in der Methodus ad Disquirendam
mazrimum et minimam, einem weiteren brillanten, aber, typisch fiir ihn, un-
veroffentlichten Werk.

Wegen der Behandlung von Maxima, Minima und Tangenten kam es zwi-
schen Fermat und Descartes Ende der 1630er Jahre zum Streit. Letzterer
hatte seine eigene Technik zur Bearbeitung der Tangentenproblematik ent-
wickelt und versicherte, da ,,dies nicht nur das niitzlichste und allgemeinste
Problem in der Geometrie ist, das ich kenne, sondern sogar das wichtigste,
das ich jemals hiitte kennenlernen wollen“.® Dennoch erwies sich Descartes’
Zugang als duflerst umsténdlich, selbst bei den einfachsten Beispielen. Was
Fermat ohne besonderen Aufwand bewiltigte, das zwang Descartes dazu, Seite
um Seite mit zermirbenden algebraischen Rechnungen zu fiillen.

Fine Zeitlang war der Umgang mit dem Problem von Rivalitit beherrscht,
und Descartes proklamierte allgemein die Uberlegenheit seiner Methode. Es
wurde jedoch bald offenbar, auch fiir ihn, daBl Fermat den erfolgreicheren Weg
eingeschlagen hatte. Die Anerkennung dieser Niederlage — eine seltene Er-
fahrung fiir René Descartes — hinterlieB einen bitteren Nachgeschmack in der
Beziehung zwischen den beiden gré8ten Mathematikern der damaligen Zeit.
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Wegen des Erfolges, mit dem Fermat einfachere Minimax-Probleme loste,
nannte ihn Pierre-Simon Laplace (1749-1827) den ,,wahren Erfinder der Dif-
ferentialrechnung“.# Diese Einschitzung der Leistung eines Franzosen durch
einen anderen ist jedoch eine Uberbewertung, zu der sich Laplace offenbar in
einem unkontrollierten Moment nationalistischer Begeisterung hatte hinreilen
lassen. Ohne den Wert von Fermats Einsichten schméilern zu wollen, kann man
eine Reihe von Griinden angeben, warum er eine derart grofie Ehrung nicht
verdient hat.

Zum einen hatte Fermat seine Methode nur auf eine beschrénkte Klasse von
Kurven angewandt: solche der Form f(z) = z™, die manchmal , Fermatsche
Parabeln“ genannt werden, und solche der Form f(z) = 1/z", die auch , Fer-
matsche Hyperbeln“ heiBen. Die wahren Begriinder der Differentialrechnung
konnten weitaus kompliziertere Funktionen behandeln, wobei sie, mit Leib-
niz’ Worten, ,,weder durch gebrochene noch irrationale Ausdriicke behindert
wurden®.

Was aber noch schwerer wiegt, ist die Tatsache, daf§ Fermat den eigentlich
zentralen Zusammenhang, den Fundamentalsatz der Differential- und Integral-
rechnung, nicht erkannt hatte. Dieser Satz, den wir in Kapitel L betrachten
werden, ist von so grundlegender Bedeutung, daf§ durch die Nichtentdeckung
allein schon jeder Anspruch auf die Prioritét bei der Entdeckung der Diffe-
rentialrechnung verwirkt ist. Sowoh! Leibniz als auch Newton hatten dagegen
den Fundamentalsatz sehr klar erkannt.

Aus diesen Griinden tendieren moderne Mathematikhistoriker eher dazu,
Pierre de Fermat nicht als den Begriinder der Analysis zu bezeichnen. Aber
fast alle geben zu, daf er sehr nahe dran war.

Fermat kommen also Verdienste um wesentliche Beitrige zur analytischen
Geometrie, der Differentialrechnung und der Wahrscheinlichkeitstheorie zu,
die man als bemerkenswert fiir einen ,,Amateur® bezeichnen kann. Dies alles
ist aber eigentlich nur Vorgeplinkel. Denn mehr noch als durch diese Leistun-
gen hat Fermat seinen Ruf durch seine wunderschénen Untersuchungen in der
Theorie der Zahlen begriindet.

Wie in Kapitel A bemerkt, wurde dieses Gebiet schon von Euklid und an-
deren Mathematikern der Antike erforscht, aber es ist keineswegs iibertrieben,
wenn man sagt, daB die moderne Zahlentheorie mit Fermat beginnt. Sein
Interesse an ihr entziindete sich beim Studium der griechischen Klassiker, ins-
besondere bei der Lektiire der Arithmetica des Diophant aus dem Jahre 250
v. Chr., deren Ubersetzung von 1621 die Aufmerksamkeit von Fermat erregt
hatte. Peinlich genau studierte er das Werk und kritzelte manchen Kommentar
an den Seitenrand seines abgegriffenen Exemplars.

Fiir Fermat war dies das faszinierendste Gebiet der Mathematik. Er war
auf du und du mit den ganzen Zahlen, und sie hatten ihn ganz in ihren Bann
geschlagen. Er hatte ein geradezu unheimliches Geschick, ihre Eigenheiten zu
erkennen, gerade so, wie man alte Freunde erkennt. Nur fiir die AuBenwelt
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war Pierre de Fermat ein angesehener Jurist in Toulouse, im Inneren und in
Wahrheit aber war er ein Zahlentheoretiker par excellence!

Hier kénnen wir nur einige wenige seiner Entdeckungen ansprechen. Selbst
Mathematiker haben hier ihre Probleme, denn er hat fast keine Beweise hin-
terlassen. Eine marginale Notiz hier, eine unvollstindige Andeutung da — das
ist so ziemlich alles, was wir haben. Spiter haben andere Wissenschaftler,
darunter auch Euler, versucht, seine Gedankenginge und SchluBfolgerungen
zu rekonstruieren. Und wie sagte der Mathematiker André Weil im zwanzig-
sten Jahrhundert: ,Wenn Fermat behauptet, er habe einen Beweis fiir eine
Behauptung, dann mu8 eine solche Behauptung ernst genommen werden.“5

FEine der amiisantesten Behauptungen betrifft die Darstellung von Prim-
zahlen durch eine Summe von zwei Quadratzahlen. Um das Wesentliche der
Entdeckung besser verdeutlichen zu kénnen, miissen wir etwas weiter ausholen.

Zunichst einmal ist klar, daB eine ganze Zahl n, wenn sie durch 4 geteilt
wird, den Rest 0, 1, 2 oder 3 148t. SchlieBllich miissen Reste immer kleiner als
der Divisor sein. Mathematiker driicken dies so aus, dafl jede ganze Zahl in
eine von vier Klassen fallt:

n =4k (die Zahl ist ein Vielfaches von 4);

n=4k+1 (die Zahl ist um 1 gréBer als ein Vielfaches von 4);
n=4k+2 (die Zahl ist um 2 grofer als ein Vielfaches von 4);
n=4k+3 (die Zahl ist um 3 gréBer als ein Vielfaches von 4).

Zahlen der Formen 4k und 4k + 2 sind offenbar gerade und daher, mit Aus-
nahme des trivialen Falles 2, auch nicht prim. Jede ungerade Zahl, also auch
jede ungerade Primzahl, muf daher von der Form 4k + 1 oder 4k + 3 sein.

Es ist eigentlich iiberfliissig zu sagen, dafl es reichlich Beispiele von beiden
Typen gibt. In der ersten Kategorie findet man die Primzahlen 5 =4-1+1,
13 =4-3+4+1und 37 = 4-9+ 1, in der zweiten Kategorie 7 = 4 -1 + 3,
19=4-44+3 und 43 = 4-10+ 3. Alle ungeraden Primzahlen fallen in eine der
beiden Klassen.

Bis auf den kleinen Unterschied in der Definition scheinen die beiden Typen
von ungeraden Primzahlen dquivalent zu sein. Weit gefehlt, sie unterscheiden
sich in einem wesentlichen und iiberraschenden Punkt, und dieser Unterschied
bildet den Kernpunkt der Fermatschen Beobachtung,.

Im Jahre 1640 teilte Fermat Pater Mersenne in einem Brief zu Weihnachten
mit, daB er die folgende Beobachtung gemacht hatte: ,Fine Primzahl, die ein
Vielfaches von vier um eins ibertrifft, ist nur einmal die Hypotenuse eines
rechtwinkligen Dreiecks.“ Dies ist eine reichlich kuriose Weise, geometrisch
auszudriicken, daf8 die Primzahlen der ersten Kategorie — die der Form 4k + 1
— in eine Summe zweier Quadratzahlen zerlegt werden kénnen und daf§ diese
Zerlegung nur auf eine Weise méglich ist. Auf der anderen Seite hatte er auch
bemerkt, daB8 sich Primzahlen der Form 4k + 3 iiberhaupt nicht als Summe
zweier Quadratzahlen schreiben lassen. Im Lichte dieser Erkenntnis erscheinen
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die beiden Klassen ungerader Primzahlen doch reichlich verschieden. Die eine
besteht nur aus Primzahlen vom , Quadratsummentyp¥, die andere enthilt
keine einzige solche Zahl.

Einige Beispiele sollen das Phéinomen illustrieren. Die Primzahl 13 = 4.341
148t sich als 13 = 4+ 9 = 22 4 32 zerlegen. 37 = 4-9 4+ 1 kann man als
37 =1+ 36 = 12 + 62 schreiben, und das schon etwas kompliziertere Beispiel
der Primzahl 193 = 4-48 + 1 fiihrt zur Summe 193 = 49 + 144 = 72 + 122. Im
Gegensatz dazu lassen sich fiir Primzahlen wie 19 = 4-44-3 oder 199 = 4-49+3
derartige Zerlegungen in eine Summe zweier Quadratzahlen nicht finden.

Die letztere Tatsache 148t sich sogar sehr leicht beweisen. Wir miissen dazu
nur genau untersuchen, wie sich gerade und ungerade Zahlen verhalten, wenn
man sie quadriert.

Satz: Eine ungerade Zahl der Form n = 4k + 3 148t sich nicht als Summe
a? + b? zweier Quadratzahlen schreiben.

Beweis: Wir betrachten drei mégliche Falle.

Fall 1: Wenn sowohl a als auch b gerade sind, so auch a? und b?. Damit ist
auch a2 + b? als Summe zweier gerader Zahlen wieder gerade und kann daher
nicht einer ungeraden Zahl n = 4k + 3 gleich sein.

Fall 2: Wenn sowohl a als auch b ungerade sind, so auch a? und b2. Damit
ist aber a2 + b% als Summe zweier ungerader Zahlen selbst gerade und kann
wieder nicht einer ungeraden Zahl n = 4k + 3 gleich sein.

Fall 3: Es bleibt noch der Fall, dal das Quadrat einer geraden Zahl und das
einer ungeraden Zahl addiert werden. Wir nehmen an, die gerade Zahl sei mit
a bezeichnet. Also ist a ein Vielfaches von 2 und kann in der Form a = 2m
fir eine ganze Zahl m geschrieben werden. Da nach unserer Bezeichnung b
ungerade ist, kénnen wir b in der Form b = 2r + 1 darstellen, wobei r wieder
eine natiirliche Zahl ist. Wenn wir die Quadrate der beiden Zahlen, einer
geraden und einer ungeraden, addieren, erhalten wir:

a?+b = (2m)?+(2r+1)?
4m? + (4r® + 47 + 1)
= 4(m?+r®4+7)+1.

Also ist a® +b? um eins grofer als 4(m? +r2 4+ ), ein Vielfaches von 4. Damit
ist zwar a2 + b? eine ungerade Zahl, kann aber nicht gleich n = 4k + 3 sein,
das um drei grofer als ein Vielfaches von vier ist.

Man kann das bisherige Ergebnis so zusammenfassen: Wenn a und b beide
gerade oder ungerade sind, ist der Ausdruck a? + b? gerade. Ist a gerade und
b ungerade (oder umgekehrt), so ist a + b? um 1 gréBer als ein Vielfaches
von 4. In keinem Falle ist also a? + b? um 3 grofer als ein Vielfaches von 4.
Folglich lassen sich Zahlen der Form 4k + 3 nicht als Summe zweier Quadrate
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darstellen — und damit erst recht nicht Primzahlen dieser Form. Das aber war
zu beweisen.

Soviel zu der einen Hilfte der Fermatschen Behauptung. Der Beweis des an-
deren Teils, daB sich nidmlich Primzahlen der Form 4k + 1 auf genau eine Art
als Summe zweier Quadrate schreiben lassen, ist bei weitem zu schwierig, um
ihn hier vorzufithren. Wie gewdhnlich hinterlieB Fermat bloff eine vage um-
rissene und nur miihevoll zu vervollstindigende Andeutung seiner Schliisse.
Euler war es, der etwas mehr als ein Jahrhundert spéter den ersten Beweis
verdffentlichte.”

Diese Dichotomie unter den Primzahlen, die das Kernstiick des Satzes bil-
det, ist intuitiv kaum fafibar, regt aber zu weiteren Gedankenspielen an. Um
die Niitzlichkeit des Satzes zu erkennen, wollen wir einmal die Frage untersu-
chen, ob die Zahl n = 53461 eine Primzahl ist. Schon in Kapitel A hatten wir
schliefllich erfahren, da Gau8 das Problem, die Primalitit einer Zahl zu be-
stimmen, als , eines der wichtigsten und niitzlichsten der Arithmetik“ bezeich-
net hatte. Bereits ein erster Versuch tiberzeugt, daff die kleinen Kandidaten
fir Primfaktoren — Zahlen wie 2, 3, 5, 7, 11 oder 13 — nicht brauchbar sind,
und so nimmt der Eifer, Primteiler zu suchen, schnell ab.

Allerdings ergeben sich drei aufschlufireiche Aussagen:

a) n=53461 =4-13365 + 1, hat also die Form 4k + 1.

b) n = 53461 = 100 + 53361 = 102 + 2312, kann also als Summe zweier
Quadrate dargestellt werden.

c) n = 53461 = 11025 + 42436 = 1052 + 2062, kann also auf eine zweite
Art als Summe zweier Quadrate dargestellt werden.

Daraus la8t sich leicht schlielen, dal n zusammengesetzt ist. Sonst wire
n ja eine Primzahl der Form 4k + 1, die zwei verschiedene Darstellungen als
Summe zweier Quadrate zulafit, ndmlich die beiden in (b) und (c). Dies ist
aber nach dem gerade zitierten Satz von Fermat ausgeschlossen. Daher kann
n nicht prim sein.

Zwei Umsténde in dieser SchluBkette konnten den Leser beunruhigen. Zu-
nichst einmal muf man sich natiirlich fragen lassen, wie man iiberhaupt zu
den Zerlegungen (b) und (c) kommt. SchlieBlich scheint es genauso kompliziert
zu sein, eine derartige Zerlegung zu finden, wie das urspriingliche Problem zu
16sen, die Zahl n zu faktorisieren. Eine solche Frage wirkt allerdings wie eine
unterschwellige Beschuldigung, das Beispiel sei kiinstlich zusammengebastelt
gewesen. Darauf konnen wir nur antworten: Es war tatsichlich kiinstlich
zusammengebastelt.

Wichtiger ist aber der zweite mogliche Grund zur Beunruhigung, nimlich
die Bereitwilligkeit, mit der wir n = 53461 als nicht prim akzeptieren, ohne
einen einzigen Teiler zu kennen. Naiv betrachtet scheint es doch unsere Pflicht
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zu sein, explizite Faktoren anzugeben, wenn wir nachweisen wollen, dafl eine
Zahl zusammengesetzt ist. Die eben angewandte Methode, mit der wir nur
nachgewiesen haben, daB 53461 eine Bedingung verletzt, die Primzahlen er-
filllen, beweist die Behauptung nur indirekt. Der Schluf ist aber dennoch
vollkommen in Ordnung. Der Gedankengang ist fehlerlos, und er zeigt, dafl
der Zahlentheoretiker so manches Werkzeug besitzt — das eine oder andere von
recht subtiler Natur.

Um auch den Unentwegten noch zufriedenzustellen, werden wir jetzt die
Primfaktoren von 53461 bestimmen. Dabei wenden wir ein weiteres von Fer-
mat entdecktes Verfahren an, sein geniales Faktorisierungsschema.

Nehmen wir ganz allgemein an, wir wollten eine natiirliche Zahl n in Fak-
toren zerlegen. Um n ,additiv® zu halbieren, wiirden wir natiirlich den Aus-
druck n/2 bilden, denn n/2+n/2 = n. Um aber n ,,multiplikativ® zu halbieren,
miissen wir /7 betrachten, denn /n x \/n = n.

An diesem Punkt beginnt Fermat seine Suche nach Faktoren. Nun ist /n
nur sehr selten eine ganze Zahl, wir nehmen also die kleinste Zahl, die grofier
oder gleich /n ist. Wenn wir zum Beispiel einen Teiler der Zahl n = 187
suchen, so ist \/n = /187 ~ 13,67, wir nehmen also m = 14.

Jetzt betrachten wir die Folge der Zahlen m? —n, (m+1)2 —n,(m+2)?2—n
und so weiter. Nehmen wir an, eine dieser Zahlen sei eine Quadratzahl, und
wir fanden eine Zahl b, so daB b — n = a? ist.

Diesen Ausdruck kann man umformen zu n = b — a2, worin man eine der
binomischen Formeln erkennt. In der Tat besitzt sie die Faktorisierung

2

n=>b—a®>=(b+a)(b-a)

und gibt uns somit ein algebraisches Rezept an die Hand, die Zahl n in die
beiden Faktoren b+ a und b — a zu zerlegen.

Als kleine Ubung wollen wir versuchen, 187 mit Hilfe des Fermatschen
Schemas zu faktorisieren. Wir fangen mit m = 14 an und betrachten 142 —
187 = 196 — 187 = 9 = 32. Schon beim ersten Versuch erhalten wir eine
Quadratzahl. Mit b = 14 und a = 3 folgt fiir unsere Methode:

187 =142 —9=14% - 3% = (14+ 3)(14 - 3) = 11 x 17,

und 187 ist faktorisiert.

Nach dieser Aufwirmiibung gehen wir an n = 53461 heran. Da /n =
V53461 =~ 231,216 ist, beginnen wir mit m = 232 und machen uns auf die
Suche nach der erhofften Quadratzahl:

2322 — 53461 = 363, keine Quadratzahl,

2332 — 53461 = 828, keine Quadratzahl,

2342 — 53461 = 1295, knapp vorbei: 1296 = 362,
2352 — 53461 = 1764 = 422, das war’s!
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Also ist 53461 = 2352 —422 = (235+42)(235—42) = 193x 277, und unsere Zahl
ist mit Fermats Hilfe in zwei Primzahlen faktorisiert. Die Prozedur war alles
in allem recht schmerzlos (sprich: unkompliziert!), besonders, wenn man sie
mit den iiblichen naiven Suchmethoden vergleicht. Manchmal hilft ein wenig
Genialitit eben ein groBes Stiick weiter.

Wir beschliefen das Kapitel mit jener zahlentheoretischen Behauptung Fer-
mats, die sich, aus welchen Griinden auch immer, als die beriihmteste aus sei-
ner Feder stammende AuBerung herauskristallisiert hat. So bekannt wurde sie
trotz — oder vielleicht gerade wegen — ihres hohen Schwierigkeitsgrades. Der
informierte Leser wird sofort wissen, was wir meinen: die sogenannte ,Fer-
matsche Vermutung®, die in der angelséchsischen Literatur iibrigens ,,Fermats
letzter Satz“ genannt wird.

Charakteristischerweise beginnt die Geschichte wieder einmal bei einem
griechischen Text, der Arithmetica des Diophant, wo Fermat bei einem Pro-
blem, ebenfalls die Summe von zwei Quadraten betreffend, ins Griibeln geraten
war. Solch eine Summe kann in gewissen Fillen selbst ein Quadrat sein. Als
Beispiele hierfiir fallen einem 32 + 42 = 52 oder 420% + 8512 = 9492 ein, das
erste Beispiel zugegebenermaBen etwas eher als das zweite. Kann aber auch, so
sinnierte Fermat, die Summe zweier Kubikzahlen selbst wieder eine Kubikzahl
sein?

An dieser Stelle schrieb er nun an den Rand seines Exemplars der Arith-
metica: ,Einen Kubus in zwei andere Kuben oder eine vierte Potenz oder
allgemein irgendeine Potenz in zwei Potenzen derselben Ordnung zu zerlegen,
ist unmoglich.“® In Symbolen ausgedriickt behauptete Fermat, da8 es keine
natiirlichen Zahlen z,y und z gibt, fiir die gilt: 3 +y3 = 23 oder z* + y* = 2*
oder z% + 4® = 2% und so weiter. Seine Behauptung war, daB fiir n > 3 die
Gleichung z™ + y™ = 2™ keine ganzzahligen Losungen z,y und z besitzt.

Und als ob er Generationen von Wissenschaftlern zur Verzweiflung treiben
wollte, fiigte Fermat einen Satz hinzu, der zur wahrscheinlich bekanntesten
Aussage der gesamten Mathematik geworden ist: ,,Ich habe hierfiir einen gar
wunderbaren Beweis gefunden, aber dieser Rand ist zu schmal, um ihn zu
fassen.“?

Voila — doch fiir die Nachwelt blieb es also bei der Vermutung oder fiir
Angelsachsen beim , letzten Satz“, was allerdings doppelt mifiverstindlich ist.
Es ist nicht sein ,,letzter” Satz, weil es die letzte Behauptung in seiner Laufbahn
gewesen wire, sondern weil er als letzter {ibriggeblieben war, nachdem alle
seine anderen Andeutungen entritselt und bewiesen worden waren. Und ein
»Satz“ ist es schon gar nicht, denn Fermat hat eben keinen Beweis gegeben.

Man bemerkt sofort, daB es vollkommen ausreichen wiirde, fiir einen ein-
zigen Exponenten n > 3 drei Zahlen z,y, 2z zu finden, fiir die 2™ + y"™ = 2"
ist, um die Fermatsche Vermutung zu widerlegen. Natiirlich hat nie jemand
solche Zahlen gefunden.
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Um andererseits die Vermutung zu beweisen, ist es notig, die Giiltigkeit der
Behauptung mit der durchgefiihrten Argumentation fiir alle Exponenten n zu
zeigen. Dies hat, gelinde gesagt, Probleme verursacht. Relativ schnell wur-
den einige Sonderfille abgehandelt. Fermat selbst kann fiir sich in Anspruch
nehmen, die Nichtexistenz von positiven Zahlen, die die Relation z* + y* = 24
erfiillen, bewiesen zu haben. Im Verlauf des achtzehnten Jahrhunderts gab
Euler einen inhaltlich richtigen Beweis, da8 auch der Fall z3 + y3 = 23 nicht
moglich ist. Dabei bemerkte er, dafl sich die Argumentationsweise im kubi-
schen Fall so sehr von der im Fall vierter Potenzen unterschied, dafi daraus
kein Hinweis darauf abzulesen war, wie man den Beweis des allgemeinen Falles
angehen konnte.

Die Jahrzehnte gingen ins Land, und weitere Mathematiker bissen sich
an der Frage fest. Sophie Germain (1776-1831) sorgte mit ihren wertvollen
Beitrigen, die fiir eine Beschreibung an dieser Stelle viel zu kompliziert sind,
dafiir, da8 die nachfolgenden Bemiihungen in bestimmte Richtungen kanali-
siert wurden. 1825 zeigten der jugendliche P. G. Lejeune Dirichlet (1805-1859)
und der groBviterliche A. M. Legendre, dafl die Summe zweier fiinfter Potenzen
nie eine fiinfte Potenz ist. Dirichlet eliminierte 1832 den Fall z!4 + y4 = 214
und ein paar Jahre spiter Gabriel Lamé (1795-1870) den Fall z7 +y” = 2. Im
Jahre 1847 entwickelte Ernst Kummer (1810-1893) eine wirkungsvolle Strate-
gie, die Fermatsche Vermutung gleich fiir eine grofiere Klasse von Exponenten
zu beweisen. Dies schlieBt natiirlich die Moglichkeit nicht aus, da8 sie fiir eine
andere, grofere Klasse von Exponenten doch falsch sein konnte.'? Es ging eben
nur langsam voran.

Das Interesse an diesem Problem schlief auch im zwanzigsten Jahrhundert
nicht ein, wozu vielleicht auch ein 1909 fiir eine richtige L6sung gestifteter Preis
im Wert von 100000 deutschen Mark beitrug. Die Aussicht auf finanziellen
Gewinn brachte eine ganze Reihe von habgierigen Mochtegern-Mathematikern
hervor. Eine uniibersehbare Flut von fehlerhaften Beweisen ergo8 sich {iber die
wissenschaftliche Welt. In einem Nachwort zu E. T. Bells The Last Problem,
das in einer neuen, von Underwood Dudley iiberarbeiteten und aktualisierten
Ausgabe vorliegt, findet sich eine amiisante Anekdote iiber einen Mathemati-
ker, der auf die hereinbrechende Welle unsinniger Beweisversuche mit einem
Formblatt reagierte:!!

Sehr geehrter Herr oder Dame:
Ihr Beweis der Fermatschen Vermutung ist eingegangen. Der erste Fehler ist auf
Seite , Zeile

So rational kénnen Mathematiker sein. . .

Aufgrund der astronomischen Inflationsraten in Deutschland nach dem Er-
sten Weltkrieg schmolz der Preis jedoch bald zu einem kléglichen Nichts zu-
sammen, und schliefllich gab es sicher leichtere Wege, an 100000 Mark zu
kommen.
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Gliicklicherweise sind Mathematiker nicht immer nur finanziell motiviert.
Ein edleres Motiv jedenfalls hatte Gerd Faltings (geboren 1954). Er bewies
1983, da8 fiir jedes n > 3 die Fermatsche Gleichung =™ + y™ = 2™ héchstens
endlich viele verschiedene Loésungen haben kann, wobei man Lésungen, die nur
Vielfache anderer Losungen sind, natiirlich nicht z&hlt. Auf den ersten Blick
sieht dieses Ergebnis nicht besonders hilfreich aus. Es schliet namlich nicht
aus, daf8 die Gleichung fiir irgendeinen Exponenten 100000 Lisungen haben
kann, und das ist meilenweit entfernt von Fermats Behauptung, es gebe tiber-
haupt keine. Dennoch hat Faltings damit einen Deckel auf das Fafl der mogli-
chen Losungsmenge im allgemeinen Fall gesetzt. Fiir seinen Beweis erhielt er
1986 auf dem Internationalen Mathematikerkongre in Berkeley, Kalifornien,
die Fieldsmedaille, was in der Mathematik der Verleihung des Nobelpreises
gleichkommt.

Ein vielversprechender neuer Beweis der Fermatschen Vermutung ist dem
Briten Andrew Wiles gelungen. Die Wellen der Aufregung schlugen hoch, in
der internationalen Presse landete die Geschichte auf den Titelseiten. Sogar
Time hat ihr eine ganze Seite gewidmet, und da sind Geschichten iiber Ma-
thematik so selten wie Reklame fiir Newsweek.}? Inzwischen ist Wiles’ Beweis
nach lingerer kritischer Uberpriifung von der Fachwelt anerkannt und zu einem
extraordindren Triumph fiir seinen Autor geworden, dessen Name im goldenen
Buch der Mathematikgeschichte ganz gro8 geschrieben werden wird. Dieser
Beweis, dessen Liicke der ersten Fassung nach Expertenmeinung inzwischen
geschlossen ist, ist in zwei Arbeiten in den Annals of Mathematics publiziert
(A. Wiles: Modular Elliptic Curves and Fermats Last Theorem, Ann. Math.
141:3 (1995) 443-551. R. Taylor, A. Wiles: Ring-theoretic Properties of Cer-
tain Hecke Algebras, Ann. Math. 141:3 (1995) 553-572). Wie man an den
Seitenzahlen unschwer erkennen kann, wire der Rand hier zu schmal, ihn zu
fassen. Bleibt er zwei Jahre unangefochten, gilt der Beweis nach den Statu-
ten als erbracht, und der Preis wird vergeben. Diesem Termin fiebern wohl
auch die turnusmaifBig abgestellten Assistenten des Mathematischen Instituts
entgegen, die die Laienpost zu bearbeiten haben.

Ubrigens ist es durch eine geschickte Anlagepolitik der Géttinger Akade-
mie der Wissenschaften gelungen, einen Teil des ehemaligen Preisgeldes iiber
Inflation und Wahrungsreform zu retten, so daf es heute wieder ein Volumen
von etwa 70000 DM hat. Nach dem Stand der Dinge wird es wohl auch in
DM und nicht in einer anderen Reformwahrung ausgezahlt werden.

Nun, da aus seiner Vermutung wohl ein Beweis geworden ist, konnen wir
unseren anspruchslosen Juristen Pierre de Fermat der Geschichte iibergeben.
Doch bei den Mathematikern wird er auch weiterhin verehrt werden. In einem
Brief an einen Freund gab der alternde Fermat 1659 der folgenden Hoffnung
Ausdruck: ,,Vielleicht wird mir die Nachwelt einmal dankbar sein, daB ich
gezeigt habe, daB die Klassiker auch nicht alles wuBten.“13

Ohne einen Moment des Zogerns kann man dies bejahen: Sie war dankbar.
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eometrie

Die Geometrie, der wir bereits in Kapitel C begegnet sind, war einst der Eck-
pfeiler der Mathematik. Auf dieses klassische Gebiet mit all seiner Schénheit
wollen wir in diesem und den beiden folgenden Kapiteln einen genaueren
Blick werfen. Und was konnte sich besser als Ausgangspunkt eignen als die
Beschiftigung mit den Mathematikern des antiken Griechenlands, die die Geo-
metrie so perfekt beherrschten?

Die griechische Geometrie gilt als einer der gréfiten Triumphe des mensch-
lichen Intellekts, und das hat sowohl mathematische als auch historische, prak-
tische wie &sthetische Griinde. Das goldene Zeitalter der Geometrie beginnt
etwa 600 v. Chr. mit Thales von Milet und reicht iiber Eratosthenes und Apol-
lonius bis zum unerreichten Archimedes von Syrakus ins zweite Jahrhundert v.
Chr. Danach folgte noch eine Art ,silbernes Zeitalter® bis zur Zeit des Pappus
um 300 n. Chr. Diese Pioniere entwickelten, zusammen mit vielen anderen,
aus der praktischen Methode der Landvermessung (geo, die Erde, und me-
tria, das MaB) die Geometrie, ein umfangreiches Werk von abstrakten Sitzen
und Konstruktionen, die durch die unbeugsamen Regeln der Logik verbun-
den sind. Die griechische Geometrie kann durchaus in eine Reihe mit anderen
groflen intellektuellen und kiinstlerischen Bewegungen der westlichen Zivilisa-
tion gestellt werden — indirekt ergeben sich sogar Gemeinsamkeiten mit dem
elisabethanischen Drama oder dem franzosischen Impressionismus. Ganz wie
die Impressionisten verband die griechischen Geometer eine allgemeine Philo-
sophie und stilistische Asthetik. Wenngleich unter den griechischen Geometern
eine dhnliche Vielfalt herrschte wie unter den franzésischen Malern, erkennt
man doch sofort die tiefverankerten, einheitlichen Merkmale eines griechischen
Theorems, genauso wie die eines impressionistischen Gemaildes.

Was aber sind diese Merkmale? Der Historiker Ivor Thomas filtert in sei-
nem umfassenden Buch Greek Mathematical Works drei Charakteristika her-
aus: 1. die eindrucksvolle logische Strenge, mit der die Griechen ihre Sitze be-
wiesen, 2. die rein geometrische — im Gegensatz etwa zu einer numerischen —
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Betrachtungsweise in ihrer Mathematik und 3. ihre geschickte Organisation
bei der Darstellung und Ableitung mathematischer Propositionen.!

Diesen Merkmalen wollen wir zwei weitere hinzufiigen. Zum einen ist da
ihre Betrachtung der Geometrie als eine uniibertroffene Ubung des Geistes, als
etwas Ideales, Immaterielles und Ewiges zugleich. Im Staat bemerkt Plato:

Obwohl Geometer bei ihren Untersuchungen zur Unterstitzung reale Figu-
ren zeichnen, denken sie nicht an diese Figuren, sondern an die Dinge,
die diese Figuren reprdsentieren. So ist das ,Quadrat an sich’ oder ,der
Durchmesser an sich’ der Gegenstand ihrer Argumente, und nicht, was sie
gerade zeichnen. Gleichermaflen benutzen sie die Abbilder, die die Objekte,
die sie modellieren oder zeichnen, als Schatten oder Spiegelbild im Wasser
haben, wiederum als Bilder, im Bestreben, jene absoluten Objekte zu sehen,
die einzig der Geist sehen kann.?

Eine solche Sichtweise pafit natiirlich perfekt zur Platonischen Idee von
einer idealen Existenz jenseits der menschlichen Erfahrung, und sicher waren
geometrische Denkweisen bedeutend bei der Entwicklung seiner Philosophie.
Die griechischen Denker, auf ihrer Suche nach dem Vollkommenen, Logischen
und ultimativ Rationalen, konnten die Geometrie als die Verkérperung dieses
Ideals ansehen.

Philosophisch weniger weltbewegend, mathematisch aber von zentraler Be-
deutung war der Einsatz von Zirkel und Lineal bei den geometrischen Kon-
struktionen der Griechen. Einerseits waren dies die gebriuchlichen praktischen
Hilfsmittel zur Anfertigung der realen Figuren, die Plato beschreibt. Anderer-
seits symbolisierten diese Werkzeuge in einem abstrakteren Sinne die Gerade
und den Kreis als Schliissel zu geometrischer Existenz. Aus der gleichm#Bigen
Prazision der idealen geraden Linie und der perfekten Symmetrie des idealen
Kreises schufen die Griechen ihre geometrischen Gebilde und weiter ihre geo-
metrischen Sidtze. Wenn wir heute die Mathematik auch weit iiber die durch
Gerade und Kreis gesteckten Grenzen hinaus erweitert haben, so spielten diese
fiir die griechische Mathematik durchaus eine iiberragende Rolle.

Geometrische Fragestellungen wurden schon vor der griechischen Bliite-
zeit untersucht. Die Menschen in Mesopotamien und Agypten beispielsweise
benutzten geometrische Verfahren, um Felder einzuteilen und Pyramiden zu
bauen. Wir werden darauf in Kapitel O zuriickkommen. Es blieb jedoch den
Griechen vorbehalten, die ersten Sitze und Propositionen der Geometrie auf-
zustellen und mit logischer Strenge zu beweisen.

Der Uberlieferung zufolge war Thales der erste griechische Mathematiker,
nebenbei bemerkt auch der erste Astronom und Philosoph. Er wuchs an der
ostlichen Kiiste der Agiis auf, wo er den Walen beim Schwimmen zusehen
konnte. Nach den spéter entstandenen Kommentaren des Proclus ,,war Thales
der erste, der nach Agypten ging und geometrische Lehren nach Griechen-
land brachte. Er entdeckte viele Propositionen und legte die grundlegenden
Prinzipien vieler weiterer Sachverhalte fiir seine Nachfolger frei.“3
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Der Legende nach bewies Thales als erster, da die beiden Basiswinkel eines
gleichschenkligen Dreiecks kongruent sind und dafi der Winkel eines Dreiecks
iiber einem Kreisdurchmesser immer ein rechter ist, was noch heute als der
»Satz des Thales“ bezeichnet wird. Leider ist die Legende auch das einzige,
auf das wir zuriickgreifen konnen, denn Thales’ urspriingliche Beweise sind
schon lange verschwunden. In der Antike genof er hohes Ansehen und wurde
als einer der sieben Weisen gezéhlt. Keinerlei Wahrheitsgehalt kommt jedoch
dem Gerticht zu, die anderen sechs seien Anton, Berti, Conny, Det, Edi und
Fritzchen gewesen.

Mit Thales nahm die ,griechische Geometrie“ ihren Anfang. Es wiirde
zahllose Kapitel, wenn nicht Bénde fiillen, ihre weitere Entwicklung, Erfolge
und Fehlschlége zu schildern. Deshalb wollen wir uns hier auf zwei spezielle
Aspekte der Geometrie beschrinken und beschreiben, wie Euklid geometrische
Fragestellungen mit einem nicht arretierbaren Zirkel bearbeitete und wie die
epikurdischen Philosophen dazu kamen, ihn fiir nicht schlauer als einen Esel
zu halten. Zwar mag diese Auswahl auf den ersten Blick ein wenig verquer
erscheinen, aber sie gibt ein genaues Bild der mathematischen Temperamente
jener Zeiten.

Wir beginnen also mit Euklid aus Alexandria, der um das Jahr 300 v. Chr.
lebte. Obwohl er eine ganze Reihe von mathematischen Abhandlungen verfaft
hat, ist er vor allem durch seine Elemente bekannt, in denen er einen GroSteil
der bis dahin bekannten griechischen Mathematik systematisch entwickelt hat.
Das Werk ist in dreizehn Biicher unterteilt und enthélt 465 Propositionen zur
ebenen und rdumlichen Geometrie und zur Zahlentheorie. Es kann wohl als
das groBartigste mathematische Lehrbuch aller Zeiten gelten und wird seit
seinem Erscheinen im alten Griechenland bis heute verehrt, intensiv studiert
und immer wieder neu herausgegeben.

Die eigentliche Bedeutung der Elemente liegt in der logisch voranschrei-
tenden Entwicklung von einfachen grundlegenden Voraussetzungen zu hoch-
komplexen Schlufolgerungen. Euklid beginnt das erste Buch mit einer Liste
von dreiundzwanzig Definitionen, die den Leser mit den exakten Erkldrungen
seiner Begriffe bekanntmachen. So fiihrt er den Begriff Punkt ein als ,,das, was
keine Teile hat“ — womit wir eine seiner weniger aufschluBreichen Definitio-
nen erwischt haben. Ein gleichseitiges Dreieck ist ein ,Dreieck, das drei gleich
lange Seiten hat“, und ein gleichschenkliges Dreieck ist ein ,Dreieck, bei dem
zwei Seiten gleich lang sind“.

Nachdem er seine Begriffe definiert hat, gibt Euklid fiinf Postulate an, die
als Grundlage seiner Geometrie dienen und aus denen sich alles andere ent-
wickelt. Sie werden ohne Beweis oder eine andere Rechtfertigung aufgefiihrt;
sie milssen so akzeptiert werden, wie sie sind. Gliicklicherweise steht dem aber
nichts im Wege, denn diese Postulate erschienen den Zeitgenossen Euklids und
erscheinen den meisten von uns heute harmlos und eigentlich selbstverstind-
lich. Fiir unsere Zwecke geniigt es, die ersten drei Postulate zu kennen:
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1. [Es ist moglich,] von jedem beliebigen Punkt zu jedem beliebigen Punkt
eine Gerade zu ziehen.

2. [Es ist moglich,] eine endliche Strecke stetig zu einer Geraden zu erwei-
tern.

3. [Es ist moglich,] einen Kreis mit beliebigem Mittelpunkt und Radius zu
zeichnen.

Diese Axiome scheinen vollig selbstversténdlich zu sein. Die ersten beiden
erlauben die Benutzung eines unmarkierten Lineals bei geometrischen Kon-
struktionen, denn nach dem ersten Postulat diirfen wir zwei Punkte durch eine
gerade Linie verbinden, und nach dem zweiten diirfen wir ein bereits vorhan-
denes Geradenstiick verlingern. Das aber beschreibt genau den Zweck eines
Lineals. Das dritte Postulat erklirt, was wir mit einem Zirkel anfangen diirfen,
némlich einen Kreis um einen gegebenen Mittelpunkt mit einem Radius vorge-
gebener Linge schlagen. In dieser Hinsicht stellen die drei ersten Postulate die
Operationen, die man mit diesen beiden geometrischen Werkzeugen ausfithren
kann, auf eine logische Grundlage.

Nun denkt vielleicht der eine oder andere Leser an den Geometrieunterricht
zuriick und erinnert sich an eine weitere Operation, die mit dem Zirkel aus-
gefiihrt werden kann, némlich eine bestimmte Lange von einem Ort der Ebene
zu einem anderen zu iibertragen. Das geht schlieBlich ganz einfach. Man
steckt die betreffende Strecke mit dem Zirkel ab, arretiert den Zirkel, entfernt
ihn von der abgesteckten Strecke und bringt ihn zu der gewiinschten Position,
wo man ihn absetzt und die arretierte Lange abtragt. Diese Operation 148t
sich nicht nur einfach bewerkstelligen, sie ist auch bei vielen geometrischen
Konstruktionen ungeheuer niitzlich.

Euklid aber hat kein Postulat formuliert, das eine derartige Ubertragung
fester Léngen erlauben wiirde. Wo man eine axiomatische Regelung dieser
Prozedur erwarten wiirde, findet man bei Euklid nichts. Obwohl sein Zirkel
sehr wohl in der Lage ist, Kreise zu zeichnen, hat Euklid es nicht zugelassen,
den Zirkel zu arretieren und herumzutragen. Er trigt daher den Spitznamen
»Klappzirkel“ — ein Gerét, dessen Schenkel in dem Moment, in dem man sie
vom Papier entfernt, zusammenklappen.

Damit stellt sich eine ernste logische Frage: Hat der hochgeschitzte griechi-
sche Geometer etwa vergessen, ein solches Postulat der , Lingeniibertragung®
in sein logisches Geb&ude einzubeziehen? Hat Euklid gepfuscht?

Natiirlich nicht. Wir werden gleich sehen, dafl Euklid Griinde hatte, ein
solches Axiom nicht einzufithren. Diese Griinde waren nicht nur logisch moti-
viert, sondern entsprachen in ihrer Natur der griechischen Asthetik. Es han-
delt sich also um keine Unterlassung, vielmehr zeugt das fehlende Postulat
von der Langeniibertragung von Euklids geometrischem Scharfsinn und seiner
strukturellen Einsicht.
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Nachdem die Postulate aufgestellt sind, fiihrt Euklid ein paar ,allgemeine
Begriffe ein: selbstverstindliche Feststellungen weniger geometrischer als viel-
mehr allgemeiner Natur. So mufl man beispielsweise ohne Beweis akzeptieren,
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daf88 ,Dinge, die demselben Ding gleich sind, auch untereinander gleich sind“.
Ebenso ist klar, daf ,,bei Addition gleicher Gré8en zu gleichen Grélen auch
die Resultate gleich sind“. Auch die Erkenntnis, dafl ,das Ganze grofler ist als
der Teil“ gehoért zu diesen Behauptungen, iiber die wohl nur wenige streiten
wiirden.*

Damit waren alle Vorbereitungen getroffen, sich mitten in das weite Feld
der Geometrie zu begeben. Wenn dieses aber mit Hilfe einer winzigen Kollek-
tion von Definitionen, Postulaten und allgemeinen Begriffsbildungen bearbei-
tet werden soll, wo fingt man an? Genau diese Startschwierigkeiten kénnen
den Mathematiker — oder jeden anderen Autor — veranlassen, sich festzufahren.
Eine chinesische Weisheit lehrt, da8 auch eine Reise von tausend Kilometern
mit einem einzelnen Schritt beginnt, und so beginnt Euklids Reise durch die
Geometrie mit dem gleichseitigen Dreieck. Die allererste Proposition in den
Elementen beschreibt die Konstruktion einer solchen Figur iiber einem gege-
benen Geradenstiick.

Die Argumentationskette hierfiir ist sehr einfach. Wir beginnen mit der
gegebenen Strecke AB in der Abbildung oben und konstruieren einen Kreis
mit dem Mittelpunkt A und dem Radius AB, wie es nach Postulat 3 erlaubt ist.
Als nichstes konstruieren wir nach demselben Postulat einen zweiten Kreis mit
dem Mittelpunkt B und dem gleichen Radius AB. C sei der Punkt, in dem sich
die beiden Kreisbdgen schneiden (die Existenz eines solchen Schnittpunktes
mufB natiirlich begriindet werden, vergleiche dazu die Anmerkungen)®. Nun
ziehen wir die Strecken AC und BC nach Postulat 1 und erhalten so das
Dreieck AABC. In diesem Dreieck haben AB und AC die gleiche Linge, da
sie Radien des ersten Kreises sind. AB und BC haben die gleiche Linge, da
sie Radien des zweiten Kreises sind. Da aber Gréflen, die einer dritten gleich
sind, auch untereinander gleich sind, sind alle drei Seiten untereinander gleich.
Nach Euklids Definition ist das konstruierte Dreieck gleichseitig, und damit
ist der Beweis vollstindig.

Ganz wesentlich ist nun, sich klarzumachen, dafi Euklid bei seiner Kon-
struktion den Zirkel in keinem Moment arretiert und von seinem Einstichpunkt
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fortbewegt hat. Nach Zeichnung eines jeden der beiden Kreisbigen kénnte der
Zirkel in seine Einzelteile zerfallen, ohne dal der Beweis im geringsten beein-
fluBt wiirde.

In den n#chsten beiden Propositionen des ersten Buchs der Elemente zeigt
Euklid dann, wie man doch eine Lange iibertragen kann, selbst wenn man
nur einen Klappzirkel zur Verfiigung hat. Das bedeutet also, daf§ der Léngen-
transfer aus den aufgefiihrten Postulaten folgt, weswegen ein eigenes Postulat
hierfiir unnétiger Ballast gewesen wére. Euklid hat dies ganz klar erkannt.

Die Beweise, die wir hier zu einer einzigen Argumentation zusammenfassen,
waren sehr elegant. Nehmen wir an, wir hitten das Geradenstiick AB aus der
Abbildung oben und wollten dessen Léinge auf dem Geradensegment C D, vom
Punkt C ausgehend, abtragen. Dazu wenden wir zunichst Postulat 1 an und
zeichnen mit dem Lineal das Geradenstiick von B nach C ein. Uber der Strecke
BC errichten wir ein gleichseitiges Dreieck ABCE. Diese Operation konnen
wir nach der vorhin bewiesenen Proposition durchfiihren.

Jetzt dreht sich das Karussell der Kreise. Um den Punkt B schlagen wir
einen Kreis mit dem Radius AB und bezeichnen den Punkt, in dem er die
Strecke BE schneidet, mit F. Wihrend wir den Zirkel vom Punkt B entfer-
nen und bei F einstechen, klappen wir ihn zusammen. Um FE schlagen wir
nun einen Kreis mit dem Radius EF und erhalten G als Schnittpunkt mit
der Strecke CE. Wieder wird der Zirkel zusammengeklappt. Um den Mit-
telpunkt C zeichnen wir schlieflich einen dritten Kreis mit dem Radius CG,
dessen Schnittpunkt mit dem Geradenstiick C D mit H bezeichnet werde. Alle
diese Konstruktionsschritte beruhen auf Euklids drittem Postulat, und keiner
erfordert einen arretierten Zirkel.
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Jetzt konnen wir anhand einer Kette von Gleichungen die Richtigkeit un-
serer Konstruktion nachweisen. Dabei bezeichnen wir die Linge der Strecke
XY mit XY :

AB = BF (AB und BF sind Radien des gleichen Kreises),
BE-FF
BE-FEG  (EF und EG sind Radien des gleichen Kreises),
CE-EG (die drei Seiten von ABCE sind gleich lang),
CG
= CH (CG und CH sind Radien des gleichen Kreises).

I

I

Damit ist die Gleichung AB = CH nachgewiesen und die gegebene Lénge
AB auf das Geradenstiick C D, wie gewiinscht, iibertragen. Bei der Konstruk-
tion wurde an keiner Stelle ein arretierter Zirkel umgesetzt.

Aus diesem Beweis kann man also die einigermafien {iberraschende Schlu8-
folgerung ziehen, daf8 sich Konstruktionen, fiir die man auf den ersten Blick
einen arretierten Zirkel benétigt, auch mit einem Klappzirkel durchfiihren las-
sen. Wihrend Euklid im folgenden seine Geometrie entwickelt, kann er mit
einem Klappzirkel genauso wie mit einem arretierbaren Zirkel Léngen von ei-
nem Ort zu einem anderen iibertragen. Die Rechtfertigung liefert das eben
bewiesene Theorem. Die Methode, die er in diesem frithen Stadium so einfach
bereitgestellt hat, kann er im weiteren an jeder Stelle frei benutzen.

Hier entringt sich dem einen oder anderen Leser vielleicht ein leichtes
Gahnen, weil er denkt, dies sei viel Larm um nichts. SchlieBllich kann man
in jedem Schreibwarengeschift billig einen Zirkel erstehen, der sich festschrau-
ben 148t, und auBerdem hiitte es wohl kaum geschadet, wenn Euklid ein eigenes
Postulat fiir die Langeniibertragung vorgesehen hétte.

Die Verfechter dieser Position haben allerdings noch nicht so recht den
Geist griechischer Geometrie erfaft. Erstens hat die reale Existenz arretier-
barer Zirkel keine Bedeutung fiir die Entwicklung idealer Konzepte. Zwei-
tens gab es damals noch keine Schreibwarengeschifte. Drittens aber, und das
ist der wesentliche Punkt, wiirde Euklid niemals den Wunsch verspiirt ha-
ben, ein duberfliissiges Postulat in seine Liste aufzunehmen. Warum soll man
eine Annahme treffen, die sich bereits aus anderen Annahmen ableiten 188t?
Die Gesamtheit seiner Postulate verlére mit einem Schlag ihre Reinheit, ihre
Schlankheit und ihre Perfektion. Sie wiirde zwar kein mathematisches, aber
ein #sthetisches Prinzip verletzen. DaB gerade #sthetische Uberlegungen bei
den griechischen Mathematikern eine zentrale Stellung einnahmen, ist iiberall
erkennbar. Der obige Beweis nach Euklid vermittelt einen kleinen Eindruck
davon, was Ivor Thomas mit den Worten beschrieb:

[Ein] Aspekt, der einen modernen Mathematiker auf alle Félle beeindrucken
wird, ist die Perfektion der Form im Werk der griechischen Geometer.
Diese formale Perfektion, die eine andere Spielart desselben Geistes ist,
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der uns das Parthenon und die Dramen des Sophokles bescherte, findet sich
gleichermaflen in den Beweisen der einzelnen Propositionen wie in der ge-
samten Ordnung dieser verschiedenen Propositionen zu einzelnen Biichern.
Ihren Hohepunkt erreicht sie vielleicht in den Elementen des Euklid.®

Wir dringen nun tiefer in das erste Buch vor und suchen nach weiteren Hin-
weisen fiir Euklids Genius. Nachdem er sich der mangelnden Arretierbarkeit
seines Zirkels durch die Propositionen 2 und 3 entledigt hat, beweist Euklid als
vierte Proposition die sogenannte Seiten-Winkel-Seiten-Kongruenz, auch kurz
SWS-Kongruenz genannt. Wenn bei zwei Dreiecken AABC und ADEF, wie
sie in der obigen Abbildung gezeigt sind, zwei Seitenlingen AB = DE und
AC = DF und die eingeschlossenen Winkel a = § iibereinstimmen, dann sind
die beiden Dreiecke kongruent. Dies soll bedeuten, da8 sie in Form und Gré8e
exakt iibereinstimmen. Mit anderen Worten: Wenn man ADFEF' ausschneidet
und auf AABC legt, so iiberdecken sich die beiden Dreiecke vollkommen, Seite
fiir Seite, Winkel fiir Winkel, Punkt fiir Punkt.

Bei Euklid geriet die Kongruenz von Dreiecken zu dem Schliisselbegriff beim
Beweis geometrischer Propositionen. Spéter bewies er noch weitere Kongru-
enzen bei Ubereinstimmungen nach den Mustern Seite-Seite-Seite (SSS) in
Proposition 8, Winkel-Seite-Winkel (WSW) und Winkel-Winkel-Seite (WWS)
in Proposition 26.

Gegenstand der Proposition 5 in Buch I ist der Beweis, da8 die Basiswinkel
eines gleichseitigen Dreiecks gleich sind. Dieser Satz war schon Thales zuge-
schrieben worden, aber der Beweis, der sich in den Elementen findet, geht wohl
auf Euklid selbst zuriick.” Wenn wir ihn hier auch nicht im Detail wiedergeben,
so wollen wir doch auf die Zeichnung (wiedergegeben auf Seite 106) hinweisen,
die ihn im Original illustriert. Die abgebildete Konfiguration erinnert an eine
Briicke, jedenfalls wenn man geniigend Phantasie hat, und kann versténdlich
machen, warum Proposition 5 den Beinamen pons asinorum, also Eselsbriicke,
erhalten hat. Der Legende nach geht dieser Beweis iiber den Verstand der
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Minderbemittelten — der Esel —, die daher diese logische Briicke ins gelobte
Land der Elemente nicht iiberqueren kénnen.

Die schwicheren Studenten bezeichnet man oft als Esel, doch dieses Schick-
sal teilte selbst Euklid in der Meinung der Epikurder. Schuld daran ist sein
Beweis der Propostion 20. Um das zu verstehen, miissen wir noch einige vor-
hergehende Theoreme seines ersten Buches niher betrachten.

Nachdem er die Eselsbriicke iiberschritten hat, zeigt Euklid, wie man mit
Zirkel und Lineal Winkel halbiert und Lote konstruiert. Schon bald danach
kommt er zu einer kritischen Stelle in Buch I, dem sogenannten Auflenwin-
kelsatz in Form der Proposition 16. Danach ist ein beliebiger Aulenwinkel
bei einem Dreieck immer gréfer als jeder einzelne der beiden gegeniiberlie-
genden Innenwinkel. Dies ist zum besseren Versténdnis noch einmal in der
Abbildung auf Seite 107 oben an dem Dreieck AABC illustriert. Setzt man
beispielsweise die Seite BC rechts geradlinig nach D fort, so ist der entstehende
Winkel ZACD gréfler als a und grofier als §.

Der AuBlenwinkelsatz stellt die erste geometrische Ungleichung in den Ele-
menten dar. Wahrend Euklid zuvor immer gezeigt hatte, dafi gewisse Seiten
oder Winkel gleich waren, wie zum Beispiel in der pons asinorum, so zeigt
er hier, dafl gewisse Winkel ungleich sind. Und dieses Theorem spielt in der
weiteren Entwicklung von Buch 1 eine bedeutende Rolle.

Damit kdmen wir zu noch einer Ungleichung, der Proposition 19, die in der
Abbildung auf Seite 107 unten illustriert ist. Euklid formulierte sie etwa so:
»In jedem Dreieck liegt der gréfere Winkel der grofieren Seite gegeniiber.“ In
moderner Schreibweise liest sich das dann so:

Proposition 19: Wenn in AABC gilt: 8 > a, so ist AC > BC (d.h. b > a).
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Beweis: Wir nehmen an, dal 3 > « ist. Es ist nun unsere Aufgabe zu zeigen,
daB die dem Winkel ZABC = 3 gegeniiberliegende Seite AC linger ist als die
dem Winkel ZBAC = a gegeniiberliegende Seite BC.

Euklid untersucht hierbei die drei méglichen Fille b = a,b < aund b > a
getrennt. Dabei verfolgt er die Strategie zu zeigen, daf§ die ersten beiden Fille
gar nicht auftreten kénnen, woraus man schlieBen muf}, daf nur der dritte Fall
eintreten kann, wie es das Theorem fordert. Diese Beweistechnik 148t sich als
zweifache reductio ad absurdum bezeichnen und ist eine Variante des Beweises
durch Widerspruch. Diese Art leistungsstarker, logischer Gedankenfiihrung
wurde nirgendwo geschickter angewandt als in der griechischen Mathematik.
Bei Euklid geschieht dies im weiteren folgendermafen:

Fall 1: Annahme b = a.

Im Dreieck in der Abbildung unten gilt dann BC = a = b = AC. Damit
ist AABC gleichschenklig, und nach der pons asinorum miissen daher die
Basiswinkel gleich sein. Also ist /BAC = /ABC, beziehungsweise a = (.
Dies widerspricht aber der urspriinglichen Annahme 8 > «, und daher kann
Fall 1 nicht auftreten.

Fall 2: Annahme b < a.

Dies entspricht der Situation, wie sie in der Abbildung auf Seite 108 dar-
gestellt ist. Nach unserer Annahme ist AC kiirzer als BC. Wenn wir daher
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die Strecke CD der Lénge b abtragen, so liegt der Punkt D innerhalb der
langeren Strecke BC. Nun zeichnen wir die Strecke AD ein und erhalten das
Dreieck AABD. Dieses Dreieck hat zwei Seiten der Linge b und ist daher
gleichschenklig mit kongruenten Basiswinkeln /ZDAC = ZADC. Wendet man
nun den AuBlenwinkelsatz auf das schmale Dreieck AABD an, so folgt:

8 = Innen/ABD
< AuBen/ADC (nach dem AuBenwinkelsatz),
= ([DAC (da ADAC gleichschenklig ist),
< [BAC (da das Ganze groBer ist als sein Teil),
= a.

Mit anderen Worten: G < a, was im Widerspruch steht zur urspriinglichen
Voraussetzung des Satzes, ndmlich 8 > «a. Fall 2 scheidet also wegen dieses
Widerspruches ebenfalls aus. Es bleibt nur noch

Fall 3: Annahme b > a.

Da dies die letzte verbleibende Moglichkeit ist, muB sie notgedrungen wahr
sein, und die Proposition ist bewiesen.

Damit sind wir nun endlich bei der Proposition angelangt, die den epikuréi-
schen Philosophen so viel Pein bereitet hat. Beim ersten Hinsehen scheint sie
recht harmlos zu sein:

Proposition 20: In jedem Dreieck sind die Langen je zweier Seiten zusam-
mengenommen grofer als die der verbleibenden Seite.

Woran entziindete sich die Kontroverse? Was gab Anla8l zum Spott? Wir
zitieren Proclus mit seinem Kommentar:

Die Epikurder machten sich gewohnlich lustig tiber dieses Theorem, denn
es war threr Meinung nach selbst fiir einen Esel offenkundig und bedurfte
keinerlei Beweises. Fir die offensichtlichen Wahrheiten einen Beweis zu
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b+c>a

fordern ist, wie sie sagen, ebenso ein Nachweis fir die Ignoranz eines Men-
schen, wie das Merkwiirdige ohne Frage zu glauben. [...] Daf das angege-
bene Theorem selbst einem Esel bekannt ist, leiten sie aus der Beobachtung
ab, daf ein Esel auf der Suche nach Futter, das an einem Eckpunkt des
Dreiecks ausgelegt ist, auf der direkten Seite dorthingeht und nicht entlang
der anderen beiden.®

Kurz gesagt, auch das diimmste Tier wei}, dal es den geraden Weg von C
nach B in der obigen Abbildung gehen sollte und nicht den lingeren Umweg
iiber den Punkt A. Warum also, so fragten die Epikurier, scherte sich Eu-
klid darum, etwas so eklatant Offensichtliches zu beweisen? Proclus weifl die
Antwort:

Man muf8 hier entgegnen, daf das Theorem, auch wenn es der sinnlichen
Wahrnehmung evident ist, wissenschaftlich betrachtet keineswegs so klar
ist. Dies findet man bei vielen Dingen, zum Beispiel bei der Beobachtung,
daff Feuer wdrmt. Dies ist von der Wahrnehmung her klar, aber es ist
Aufgabe der Wissenschaft, herauszufinden, wie es wéarmt.®

Im Geiste Euklids miissen wir mit den uns zur Verfiigung stehenden logi-
schen Mitteln das beweisen, was der Esel instinktiv weiff. Sogar die anschei-
nend offensichtliche Proposition schreit nach einem Beweis, und den erbringt
Euklid nur zu gerne. Aufbauend auf seine vorherigen Resultate schlieit er wie

folgt:

Proposition 20: Im AABC ist AC + AB > BC (das heifit b+ ¢ > a).

Beweis: Man verlingert die Seite BA bis zum Punkt D, wie dies in der
Abbildung auf Seite 110 angedeutet ist, wobei AD = AC = b sein soll. Dann
ist BD = b+ c. Dabei entsteht das Dreieck ADAC, welches zwei Seiten der
Linge b hat und daher gleichschenklig ist. In dem groflen Dreieck ABDC gilt
aber:
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(BCD > (ACD (da das Ganze groBer ist als sein Teil),
= (BDC (als Basiswinkel des gleichschenkligen ADAC).

Also ist der Winkel ZBCD gréler als ZBDC. Euklid hatte aber vorher
bewiesen, dal die grofiere Seite dem gréBeren Winkel gegeniiberliegt, und so
folgt BD > BC, was gleichbedeutend ist mit b+ ¢ > a, und das war zu zeigen.

Dieser kurze Beweis mit seiner ausgetiiftelten Abfolge von Ungleichungen hat
durchaus seine eigene Eleganz.

In Sir Arthur Conan Doyles Das scharlachrote Band beschreibt Dr. Wat-
son die deduktiven Fahigkeiten von Sherlock Holmes mit den Worten: ,,Seine
SchluBfolgerungen waren so unfehlbar wie die vielen Propositionen des Eu-
klid.“ 19 Und Watson stand nicht allein mit seiner hohen Meinung von dem
griechischen Geometer. Schon vor Jahrhunderten sagte der arabische Gelehrte
al-Qifti iiber Euklid: ,Ja sogar in der spéiteren Zeit gab es keinen, der nicht in
seinen FuBstapfen gewandelt ist.“ 1! Und der unvergleichliche Albert Einstein
guflerte anerkennend: ,,Wenn Euklid es nicht geschafft hat, Ihren jugendlichen
Enthusiasmus zu wecken, dann sind Sie nicht zum Wissenschaftler geboren.“12

Was wir uns bis jetzt angesehen haben, ist natiirlich nur die Spitze eines
Eisberges. Es ist ein winziges Beispiel dessen, was der Historiker Morris Kline
als der Griechen ,groBe Ubung in Logik“ bezeichnet.!> Wir miissen sie an
dieser Stelle verlassen. Andererseits kann in gewissem Sinne kein Mathema-
tiker das Verméchtnis der klassischen Geometer hinter sich lassen. Sie haben
die auf strengen Beweisen beruhende Mathematik begriindet, ihre logischen
Werkzeuge gefeilt und sie auf einen Weg gebracht, den sie in ihrem weiteren
Verlauf nie mehr verlassen hat. Wir wollen das Kapitel mit den Worten eines
britischen Mathematikers aus unserem Jahrhundert, G. H. Hardy, beschlieBen:

Die Griechen . .. sprachen eine Sprache, die moderne Mathematiker verste-
hen konnen. Wie Littlewood es mir gegeniiber einmal ausdriickte, sind sie
nicht ,schlaue Schulkinder* oder ,Kandidaten fiir ein Stipendium’, sondern

die ,fihrenden Wissenschaftler eines anderen Instituts‘.'4

Es kann keine Einwénde geben, wenn Hardy sagt: ,Griechische Mathematik,
das ist das Wahre.“
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Dieses Kapitel hat nur ein einziges Ziel: einen Beweis des Satzes von Pytha-
goras zu geben, dieses tiefgriindigen Resultates iiber rechtwinklige Dreiecke,
das es den Mathematikern nun schon seit Jahrhunderten erlaubt, in Beweisen
Klippen und Ecken geschickt zu umschiffen. Der Satz gehort sicherlich zu den
groBten Errungenschaften in der Mathematik. Wenn wir als Ma8 fiir Gré8e
die Anzahl verschiedener Beweise definieren, deren sich ein Theorem rithmen
kann, so gewinnt das Meisterwerk aus der Hand des Pythagoras miihelos, denn
es gibt wahrlich Hunderte von ihnen. Der Professor Elisha Scott Loomis sam-
melte und verdffentlichte Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts 367 davon in
einer Art Kochbuch mit dem Titel The Pythagorean Proposition.! Zugegeben,
einige dieser Beweise, die Loomis als algebraisch, geometrisch, dynamisch oder
quaternionisch klassifiziert, sind nur leicht geénderte Varianten von anderen,
und in toto wirken sie eher abstumpfend als erhellend. Aber ihre Existenz
macht eines jedenfalls klar: Der Satz des Pythagoras hat die Mathematiker
immer beschéftigt, von der Antike bis heute.

Wir haben hier weder den Platz noch die Intention, Hunderte von Bewei-
sen ein und desselben Sachverhaltes zu diskutieren, aber die Bedeutung des
Satzes von Pythagoras rechtfertigt es doch, einige von ihnen néher zu betrach-
ten. Wir wollen uns drei niher ansehen: einen aus einer antiken chinesischen
Abhandlung, einen zweiten, den der englische Mathematiker John Wallis im
siebzehnten Jahrhundert favorisierte, und einen dritten, den der amerikanische
Politiker und spétere US-Président James A. Garfield 1876 entdeckte. Diese
Auswahl soll illustrieren, mit welch mathematischer Beweglichkeit dasselbe
Problem immer wieder unter den verschiedensten Blickwinkeln angegangen
wurde.

Zunichst einmal miissen wir den Satz formulieren. In moderner Form be-
sagt er, dafl bei einem rechtwinkligen Dreieck AABC wie in der Abbildung auf
Seite 112 oben die Gleichung ¢ = a? + b? gilt, wobei a,b und ¢ die Léngen der
drei Seiten sind. In unserem Dreieck heiBlen die Seiten AC und BC Katheten.
Die Seite AB gegeniiber dem rechten Winkel wird Hypotenuse genannt.
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Wie bereits bemerkt, ist dies die moderne Version des Satzes. Diejenigen,
die mit der griechischen Mathematik nicht so vertraut sind, mogen vielleicht
iiberrascht sein, da man ihn in antiken Zeiten ganz anders ausdriickte. Die
Griechen hatten keine algebraische Symbolik zur Verfiigung, keine Formeln
oder Exponenten. Die Gleichung ¢ = a? + b? wire ihnen spanisch vorgekom-
men.

Nein, fiir die Griechen war der Satz des Pythagoras eine Aussage iiber
Flichen von Quadraten — reale, zweidimensionale, viereckige Quadrate. Aus-
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gehend von dem rechtwinkligen Dreieck AABC, konstruierten sie Quadrate
iber der Hypotenuse und den Katheten, wie es in der Abbildung auf Seite 112
unten dargestellt ist. Der Satz des Pythagoras besagt dann, daf die Fliche des
Quadrats tiber der Hypotenuse gleich der Summe der Flichen der Quadrate
iiber den Katheten ist. Es handelt sich also um eine recht bemerkenswerte und
auch unerwartete Zerlegung der Fliche eines Quadrates in die zweier kleinerer
Quadrate.

Ob man ihn nun algebraisch oder geometrisch betrachtet, der Satz selbst
ist von hochster mathematischer Bedeutung. Aber wie beweist man ihn? Wir
beginnen mit einem Beweis, der oft der chinesische genannt wird.

Der ,,Chinesische Beweis*

Hierbei handelt es sich um eine sehr natiirliche Methode, das Problem an-
zugehen. Tatséchlich glauben viele, dafi auch Pythagoras selbst im sechsten
Jahrhundert vor unserer Zeit auf diese Weise das Resultat hergeleitet hat.
Natiirlich gibt es auch jene, die bezweifeln, daB es Pythagoras auf diese Weise
getan hat, sowie andere, die bezweifeln, dafi es Pythagoras iiberhaupt getan
hat, und wieder andere, die bezweifeln, dafl es Pythagoras iiberhaupt gegeben
hat. Das sind eben die Probleme, wenn man es mit halbmythischen Gestalten
aus der Antike zu tun hat.

Wenn auch nichts vom Werk des Pythagoras erhalten ist, so haben we-
nigstens die Chinesen eine handfeste Uberlieferung ihrer Gedankengénge hin-
terlassen. Sie erscheint im Chou pei suan ching, einem Text, der irgendwann
aus dem Jahrtausend vor unserer Zeitenwende datiert. Es ist sicher, daf§ die
Chinesen den Satz fiir rechtwinklige Dreiecke mit Seiten der Lingen 3, 4 und
5 kannten. Sie hatten nidmlich ein Diagramm, das sie hsuan-thu nannten und
das ein Quadrat zeigte, das schiefwinklig in einem umschlieBenden Quadrat
lag, wie es die Abbildung oben zeigt.?
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Allerdings wurde dieses Diagramm nicht durch einen axiomatischen Beweis
erginzt, wie ihn Euklid gegeben hitte. Ebenso findet sich kein allgemeines
Argument, das sich auf die pythagordische Gleichung fiir alle rechtwinkligen
Dreiecke beziehen wiirde. Eigentlich haben wir iiberhaupt keinen Beweis zu
diesem Diagramm. Aber die Idee, die im hsuan-thu-Diagramm symbolisiert ist,
148t sich sehr leicht zu einem allgemeinen Beweis des Pythagoréischen Satzes
auswalzen.

Dazu bedarf es nur weniger Vorkenntnisse. Eine ist die Kongruenz vom
Typ Seite-Winkel-Seite, oder SWS, die wir aus Kapitel G kennen. Die andere
besteht in dem wohlbekannten Satz, daf§ die Summe der drei Winkel eines
Dreiecks zwei rechten Winkeln entspricht, oder, in moderner Terminologie,
180° betrsgt. Daraus folgt trivialerweise, daB sich die beiden spitzen Winkel
eines rechtwinkligen Dreiecks zu 90° summieren.

Mit diesen bescheidenen Voraussetzungen kénnen wir beginnen. Betrach-
ten wir ein Dreieck AABC, wie es in der Abbildung oben gezeigt ist, und
erginzen es, in Nachahmung des chinesischen Diagramms, indem wir ein Qua-
drat der Kantenldnge a + b konstruieren. Bei dem urspriinglichen chinesischen
rechtwinkligen 3-4-5-Dreieck wire die Quadratseite 3 + 4 = 7 Einheiten lang,
wie man an der Blockeinteilung in der dortigen Abbildung leicht ablesen kann.
Nun zeichnet man noch die Strecken BD, DE und FA ein, wodurch die ge-
kippte, vierseitige Figur innerhalb des groBen Quadrates entsteht. Damit hat
man eine verallgemeinerte Version des hsuan-thu erzeugt.

Das groBie Quadrat besitzt natiirlich rechte Winkel in jeder Ecke. Die an-
grenzenden Dreiecke haben Schenkel der Léngen a und b an diesen rechten
Winkeln und sind daher nach dem SWS-Kongruenzsatz kongruent. Sie sind



Hypotenuse 115

also in jeder Hinsicht identisch. Insbesondere sind ihre Hypotenusen gleich,
also BD = DE = EA = AB = ¢, und ihre Winkel betragen jeweils a bezie-
hungsweise 3.

Wir beweisen nun, da8 es sich bei dem Viereck BDEA um ein Quadrat
handelt. Wir haben bereits bemerkt, dal jede der vier Seiten die Lange ¢ hat,
so daBl wir nur noch die Winkel bestimmen miissen. Betrachten wir einmal
den Winkel ZABD. Da CF eine Gerade ist, folgt nach der vorangestellten Be-
merkung iiber die Summe der spitzen Winkel in einem rechtwinkligen Dreieck:

180° = LCBA+ LABD + (DBF =3+ LABD + a =90° + LABD.

Also gilt:
LABD = 180° — 90° = 90°,

und damit hat die Ecke der inneren Figur bei B einen rechten Winkel. Dasselbe
Argument 158t sich auf die anderen drei Ecken {ibertragen. Das Viereck BDE A
mit vier gleichen Seiten und vier rechten Winkeln ist als Quadrat entlarvt.
Wie bei einem Quadrat iiblich, ergibt sich dann die Fliche als Quadrat der
Seitenlinge zu c2.

Jetzt 1aBt sich die gewiinschte Formel leicht ableiten. Das grofie duBere
Quadrat mit der Seitenlénge a + b hat eine Fliche von (a+b)? = a2 + 2ab+b2.
Dieses duflere Quadrat ist aber in fiinf kleinere Flachen aufgeteilt — die vier
kongruenten rechtwinkligen Dreiecke und das schiefgestellte innere Quadrat.
Dabher gilt fiir seine Flidche auch die Formel:

4 x Fliche (AABC) + Fliche (OBDEA) = 4 (%ab) +c? =2ab+ 2.

Setzt man die beiden Ausdriicke fiir die Fliche gleich, so ergibt sich:
a? + 2ab + b? = 2ab + .
Nach Subtraktion von 2ab auf jeder Seite folgt das gewiinschte Resultat:
a? +b% = 2.

Der chinesische Gedankengang beleuchtet wieder einmal ein Glanzstiick
mathematischer Einsicht, dem wir schon in dem Kapitel {iber Euler begegnet
sind, némlich die argumentative Kraft, die in der gleichzeitigen Darstellung ein
und desselben Sachverhaltes auf zwei verschiedene Weisen liegt. Hier wurde
dies fiir die Fliche des groSen Quadrats gezeigt. Solch ein Ansatz kann zu
Einsichten fiihren, die man aus einem einzigen Blickwinkel nicht erhilt. Ganz
sicher werden diejenigen, die den chinesischen Beweis erst verarbeiten miissen,
nicht so bald nach neuer Kenntnis lechzen.
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Ein Ahnlichkeitsbeweis

Der folgende Beweis des Pythagoriischen Lehrsatzes, der dem englischen Ma-
thematiker John Wallis (1616-1703) zugeschrieben wird, aber sicherlich we-
sentlich dlter ist, gilt als einer der kiirzesten und leichtesten. Oberflichlich
betrachtet ist diese Bewertung sicher zutreffend, braucht es doch nur we-
nige Zeilen, die vollstindige Argumentationskette aufzuschreiben. Der Be-
weis beruht jedoch auf dem Konzept der Ahnlichkeit von Dreiecken, dessen
rigorose Entwicklung selbst einige Detailarbeit verlangt. Euklid wartete mit
der Einfithrung des Ahnlichkeitsbegriffes bis zu seinem sechsten Buch der Ele-
mente. Er hitte also vorher einen Beweis nach dem Muster von Wallis gar
nicht erbringen kénnen. Immerhin bewies er den Satz von Pythagoras schon
sehr friith, nimlich am Ende von Buch I. In diesem Sinne ist Euklids Beweis
kiirzer — niher an den Axiomen — als der von Wallis. Das wahre Ma$ fiir die
Linge eines Beweises darf nicht nur die Anzahl der Zeilen fiir die Argumenta-
tion selbst sein, sondern mufl auch die Zahl der Zeilen fiir die mathematischen
Begriffe, die bereitgestellt werden miissen, miteinbeziehen.

Bemerkenswert ist auBerdem, daf dieser Ansatz, anders als im vorherigen
Beweis, den Begriff der Fliche nicht benutzt. Es werden keine Quadrate zerlegt
oder wieder zusammengesetzt. Statt dessen ergibt sich die Formel a2+ b% = ¢?
auf algebraischem Wege aus Resultaten iiber Langen und nicht auf geometri-
schem Wege iiber Flichen.

Nichtsdestoweniger hat dieser Ahnlichkeitsbeweis seine Giite. Zunéchst
miissen wir uns ins Ged&4chtnis rufen, dal zwei Dreiecke dhnlich sind, wenn die
drei Winkel des einen Dreiecks den entsprechenden drei Winkeln des anderen
kongruent sind. Weniger technisch ausgedriickt: Ahnliche Dreiecke haben die
gleiche Form, aber nicht notwendigerweise die gleiche Grofe. Das eine Dreieck
kann also wie eine vergroBerte Version des anderen aussehen. Ahnlichkeit ist
demzufolge eine schwichere Bedingung als Kongruenz, da die letztere sowohl
gleiche Form als auch gleiche Grofie erfordert. In der Abbildung unten sind die
Dreiecke AABC und ADEF &hnlich, wihrend AABC und AGHI kongruent
sind.

F
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Die wesentliche Eigenschaft dhnlicher Dreiecke ist, daf§ ihre entsprechen-
den Seiten einander proportional sind. Wenn beispielsweise in der Abbildung
auf Seite 116 die Lange der Seite AB zwei Drittel der Linge der Seite AC
betréigt, so hat die Seite DE ebenfalls zwei Drittel der Linge von Seite DF.
Diese Proportionalitét der Seitenlédngen ist gerade die Eigenschaft, die in der
Beschreibung ,,gleiche Form“ zum Ausdruck gebracht werden soll.

Wir beginnen nun mit dem eigentlichen Ahnlichkeitsbeweis fiir den Satz
des Pythagoras. Wie vorhin sei AABC ein rechtwinkliges Dreieck mit den
Katheten a und b und der Hypotenuse c. Die spitzen Winkel sind dann wieder
a und 8 mit a+ 8 = 90°. Von C aus fillen wir das Lot CD auf AB, wie in
der Abbildung unten dargestellt. Ferner sei z = AD.

Wir betrachten nun die Winkel im Dreieck AADC. Ein Winkel ist «,
und ein anderer ist ein rechter. Der verbleibende Winkel ZACD ist daher
180° —a —90° = 90° —a = B, da a + # = 90° waren. Da also das Drei-
eck AADC die Winkel @ und 8 und einen rechten Winkel besitzt, ist es dem
urspriinglichen Dreieck AABC #hnlich. Dasselbe gilt auch fiir ADCB, denn
(DCB=/ACB— /ACD = 90° — 8 = a. Das Lot CD hat folglich das recht-
winklige Dreieck AABC in zwei kleinere Dreiecke AADC und ADC B zerlegt,
die beide dem urspriinglichen &hnlich sind.

Jetzt kommt die Seitenproportionalitét dhnlicher Dreiecke ins Spiel. Setzt
man ndmlich die Verhéltnisse der Hypotenusen zu den jeweils lingeren Kathe-
ten in den Dreiecken AADC und AABC gleich, so folgt:

AC/AD = AB/AC  oder g -2
Dies bedeutet aber b* = cz.

Nun nutzen wir noch die Ahnlichkeit der Dreiecke ACDB und AABC
aus. Da offenbar DB = AB — AD = ¢ — z ist, folgt aus der Gleichheit der
Verhiltnisse der Hypotenusen zu den kiirzeren Katheten:

B/DB = AB/CB  oder 2 =
c a
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Dies fiithrt zu der Beziehung a? = ¢(c — z) = ¢ — cz.
Nun addiert man die bisherigen Resultate und erhélt:

a2+ b =(?—cx)+ex=ct

Wieder ist der Lehrsatz des Pythagoras bewiesen, kurz und schmerzlos.

Garfields Trapezakt (1876)

US-Prisidenten sind, welche Fihigkeiten auch immer sie auf anderen Gebieten
entwickeln mégen, eigentlich eher selten fiir ihre mathematischen Begabungen
bekannt. Niemals bisher ist ein professioneller Mathematiker ins Weifle Haus
gewdhlt worden, schlimmer noch, die Prasidenten der jiingeren Zeit scheinen
selbst Grundrechenarten wie die Addition nicht zu beherrschen, oder wie kénn-
ten sie sonst die astronomischen Haushaltsdefizite iibersehen?

In der Geschichte gab es jedoch immerhin einige filhrende Vertreter des
Staates, die mathematisches Talent hatten. Einer von ihnen war George Wa-
shington, der als ausgezeichneter Landvermesser die Mathematik hoch schétz-
te, was in den folgenden Worten zum Ausdruck kommt:

Die Untersuchung mathematischer Wahrheiten fihrt den Geist zu methodi-
schem und folgerichtigem Denken und ist eine Tdtigkeit, wiirdig vor allem
der rationalen Geschépfe. [...] Von den tiefen Grinden mathematischer
und philosophischer Deduktion werden wir unweigerlich zu edleren Uberle-
gungen und subtilen Gedankenspielen gefiihrt.

Solche Aussagen Washingtons sind geeignet, ihn zum ersten im Krieg, zum
ersten im Frieden und zum ersten im Herzen der Mathematiker zu machen.

Auch Abraham Lincoln war ein starker Anwalt der Mathematik. Als Abe
in seiner Jugend die Gesetze studierte, erkannte er sehr bald die Notwen-
digkeit, seine Geschicklichkeit in rationaler Argumentation zu schéirfen und
zu verstehen, was es bedeutet, einen Sachverhalt durch eine gesunde logische
Begriindung zu belegen. Spiter erinnerte er sich in einer autobiographischen
Schilderung:

Ich sagte zu mir: ,Lincoln, Du wirst nie ein guter Rechtsanwalt, wenn Du
nicht lernst, was es heifft, etwas zu beweisen‘, und ich verlief Springfield,
ging nach Hause zu meinem Vater und blieb so lange dort, bis ich jede
einzelne Proposition aus den sechs Biichern des Fuklid aus dem Stegreif
wiedergeben konnte. Da nun wufite ich endlich, was ein Beweis bedeutet,
und ich kehrte zuriick zu meinen Studien der Rechte.*

Wenn Lincoln die Wahrheit sagt — und wer wollte den ehrlichen Abe Liigen
strafen — und er wirklich die 173 Propositionen der Biicher I-VI der Elemente
bewiéltigte, so war dies wahrlich eine beachtliche Leistung.
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Wir diirfen auch Ulysses S. Grant nicht vergessen, der wihrend seiner Zeit
als Kadett an der US-Militirakademie in West Point durch derart vielver-
sprechende mathematische Leistungen gldnzte, dafl er von einer universitéren
Laufbahn triumte. Spéter erinnerte er sich an seine jugendlichen Berufsziele:
,Damals hatte ich den Plan, den Kursus hinter mich zu bringen, einige Jahre
meine Existenz als Assistant-Professor an der Akademie zu sichern und dann
eine feste Professorenstelle an einem renommierten College zu ergattern.“5
Aber, so beobachtete Grant, ,,immer haben die Umstdnde meinen Kurs anders
gelenkt als geplant“. SchlieBlich ist Grant im Weiflen Haus gelandet und nicht
im Elfenbeinturm der Wissenschaft.

Ungeachtet solcher Leistungen war keiner dieser Présidenten ein wirklicher
Mathematiker. Und so geht konkurrenzlos der mathematische Sonderpreis fiir
US-Regierungsmitglieder an James A. Garfield aus Ohio, der im Jahre 1876
einen originiren Beweis des Satzes von Pythagoras veréffentlichte.

Garfield wurde 1831 in der Nihe von Cleveland geboren und mufite seine
Kindheit zwischen der Schule und den schlechtbezahlten Jobs aufteilen, mit
denen er seine verwitwete Mutter unterstiitzte. Der kleine James war immer
ein guter Schiiler und besuchte die Western Reserve Academy und das Hiram
College in Ohio, bevor er ans Williams College in Massachusetts wechselte,
wo er 1856 seinen Abschluff erhielt. Mit dem frischerworbenen Titel kehrte
Garfield ans Hiram College zuriick, wo er Mathematik lehrte. Ein ruhiges
Akademikerleben schien sich anzubahnen.

Aber ruhig waren die Zeiten damals nicht in den Vereinigten Staaten. Die
Nation stand vor dem Ausbruch des Biirgerkrieges. Mitten aus den hitzigen
Debatten iiber Sezession und Sklaverei heraus wurde James Garfield 1859 in
den Senat von Ohio gewahlt. Radikal in seiner politischen Meinung und feurig
in seinem Patriotismus, kehrte er 1861, als der Krieg ausbrach, dem akade-
mischen Leben den Riicken und schlofl sich den Unionstruppen an. Interes-
santerweise entpuppte sich der Mathematiklehrer als ausgezeichneter Soldat.
Garfield kletterte schnell die Karriereleiter hoch, bis er schliellich zum Ver-
antwortlichen des Stabes von Unionsgeneral John Rosecrans ernannt wurde.

1863 wechselte Garfield von der US-Armee zum Reprisentantenhaus, wo
er die nichsten siebzehn Jahre als Radikaler Republikaner damit verbrachte,
fiir eine Reform, wenn nicht Bestrafung, des Stidens zu plédieren. Just in diese
Zeit fallt die Entdeckung seines Beweises fiir den Satz des Pythagoras, ange-
regt durch ,einige mathematische Spielereien und Diskussionen mit anderen
KongreBabgeordneten“.® Garfield publizierte ihn im New England Journal of
Education, einer Zeitschrift, die der ,Erziehung, Wissenschaft und Literatur®
gewidmet war.

1880 wurde James A. Garfield von den Republikanern als Prasidentschafts-
kandidat aufgestellt. Bei der Wahl im Herbst desselben Jahres besiegte er
knapp den Demokraten Winfield Scott Hancock, einen anderen Helden des
Biirgerkrieges. Bei seiner Amtseinfilhrung im Maérz 1881 versprach unser
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James A. Garfield
(Nachdruck mit freundlicher Genehmigung der Muhlenberg College Library.)

Prisidenten-Mathematiker, die Bildungschancen aller Amerikaner zu verbes-
sern, denn: ,Es ist das hohe Privileg und die heilige Pflicht derer, die derzeit
leben, ihre Nachfolger auszubilden und mit Verstand und Tugend fiir das auf
sie zukommende Erbe vorzubereiten.* ”

Aber ein Versprechen war alles, was von der Présidentschaft Garfields blieb,
denn bereits am 2. Juli 1881, nach nur vier Monaten Amtszeit, wurde er von
einem verdrgerten Stellungssuchenden beim Besteigen eines Zuges in Washing-
ton angeschossen. Obwohl sein Leben mit den Mitteln der heutigen Medizin
wohl hitte gerettet werden koénnen, erwies sich damals die Wunde als tédlich
fiir ihn. Garfield rang noch bis Mitte September mit dem Tode, bis dieser ihn
schlielich tiberwiltigte.
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In ihrer Trauer benannte die Nation Stddte, StraBen, Schulen und Kin-
der nach ihrem gefallenen Fiihrer. Ein eindrucksvolles Grabmal wurde in
Cleveland gebaut, und Tausende von Besuchern zollten Garfield ihren Re-
spekt. Politisch blieben die grofiten Traume seines Lebens unerfiillt. Aber in
der Mathematik hat er seine Handschrift hinterlassen.

Um Garfields Beweis verstehen zu kénnen, miissen zwei Erlduterungen vor-
ausgeschickt werden. Erstens ist die wohlbekannte Winkel-Seiten-Winkel- oder
WSW-Kongruenz zu erwdhnen, nach der zwei Dreiecke dann kongruent sind,
wenn zwei Winkel und die eingeschlossene Seite des einen gleich zwei Win-
keln und der eingeschlossenen Seite des anderen sind. Zweitens wollen wir
eine Formel fiir die Fliche eines Trapezes betrachten. Ein Trapez ist ein Vier-
eck, bei dem zwei gegeniiberliegende Seiten parallel sind. Die Bestimmung
seiner Flache ist nicht besonders schwierig, wenn man das Trapez durch eine
Diagonale in ein Paar von Dreiecken zerlegt, die beide dieselbe Hohe haben.

In der Abbildung oben ist eine solche Situation dargestellt. Das Trapez
ACDE mit den (vertikalen) parallelen Seiten AC der Linge b, und DE der
Lange by hat die Hohe h, die sich als Abstand der Parallelen ergibt. Die
Diagonale C'E teilt die Figur in zwei Dreiecke. Fiir die Fliche erhilt man
daher:

Fliche (Trapez ACDE)

Fliche (AACE) + Fliche (ACED)
1 1 1

Il

Die Flache eines Trapezes ist also die Halfte des Produktes seiner Héhe mit
der Summe der Langen seiner Basisseiten.

Wir wenden uns nun endgiiltig dem Beweis von Garfield zu. Seine ur-
spriinglichen Bezeichnungen wurden allerdings in unserer Abbildung auf Seite
122 geéindert. Gehen wir wieder von einem rechtwinkligen Dreieck AABC mit
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den Katheten a und b und der Hypotenuse ¢ aus. Der rechte Winkel liegt an
der Ecke C. Senkrecht zu AB zeichnen wir von B aus die Gerade BE mit der
Lénge BE = c und fillen anschlieBend von E das Lot auf die Grundlinie CB,
die in D geschnitten wird. SchlieBlich zeichnen wir noch die Gerade AFE ein.

Nun miissen wir uns diese Konstruktion genauer ansehen, wie es auch Gar-
field tut. Zunichst einmal ist klar, daf§

/DBE +180° — L/ABE — /CBA =180° —90° — f =90° — 8 = q,

da a+3 = 90° war. Da /DBE = o und der Winkel /BDE ein rechter Winkel
ist, gilt ZBED = (. Also ist ABED kongruent zu AABC nach der WSW-
Kongruenz, denn die beiden gleichen Seiten sind BE beziehungsweise AB. Aus
dieser Kongruenz folgt wiederum, daf die entsprechenden Seiten gleich sind:
BD =AC =bund DE = BC =a.

Das Viereck ACDE ist zudem ein Trapez, da seine gegeniiberliegenden
Seiten AC und DE als Senkrechte zu CD parallel zueinander sind. Daher
kann man die Fliche des Trapezes ACDFE — und hier wird Garfields eigentliche
Idee sichtbar — auf zwei Weisen bestimmen. Nach der erwidhnten Formel fiir
die Trapezfliche erhélt man:

Fliache (Trapez ACDE) = %h(bl +bo) = %(b +a)(b+a),

denn die parallelen Basisseiten haben die Léngen b; = AC =bund by = D__—E =
a, wihrend fiir den Abstand der parallelen Seiten gilt: h = CD = BD+BC =
b+ a.

Andererseits ist die Fliche des Trapezes ACDE aber auch die Summe der
Flichen der drei rechtwinkligen Dreiecke, aus denen es zusammengesetzt ist:

Fliche (ACDE) = Fliche (AACB) + Fliche (AABE) + Fliache (ABDE)
1 1,, 1., 1,
= 2ab-!—2c +2ab—ab+2c.
Setzt man die beiden erhaltenen Ausdriicke fiir die Fléiche des Trapezes gleich,
so ergibt eine algebraische Umformung:

1 1 1
§(b+a)(b+a) =ab+ §c2 = 5(b2 +2ab+ a?) = ab + %c2.
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Durch Multiplikation beider Seiten mit 2 folgt b2 + 2ab + a? = 2ab + ¢, und
nach Subtraktion von 2ab auf beiden Seiten folgt die ersehnte Gleichung

a?+ b =2

Garfield hat hier einen sehr geschickten Beweis fiir den Satz von Pytha-
goras gefunden. Einmal mehr erkennt man, wie vorteilhaft es ist, wenn man
einen mathematischen Gegenstand, wie die Fliche des Trapezes, unter zwei
verschiedenen Gesichtspunkten betrachtet. Wie bemerkte doch der Autor ei-
nes Artikels im New England Journal so treffend: ,, Wir denken, es handelt sich
hier um etwas, auf das sich die Mitglieder der beiden Hiuser ohne Ansehen
der Parteizugehorigkeit verstindigen kénnen.“ 8

Dennoch vermittelt das Diagramm von Garfield einen seltsam bekannten
Eindruck. Der Leser mag bemerken, dai man bei Ergéinzung der Garfieldschen
Figur durch eine zweite, um 180° gedrehte und an der Kante AE angehef-
tete Version plétzlich das hsuan-thu aus dem Chinesischen Beweis wiederfindet
(siehe obige Abbildung). Garfield ist also eigentlich nur auf eine Variante des
uralten chinesischen Beweises gekommen.

Nun haben wir drei Beweise des Satzes von Pythagoras vorgestellt und
damit hoffentlich auch den hartnickigsten Zweifler iiberzeugt. Man kann hier
natiirlich die Notwendigkeit in Frage stellen, dasselbe Resultat auf verschiedene
Arten zu beweisen. Sind diese zusétzlichen Beweise nicht redundant?

In einem gewissen praktischen Sinne sind sie es natiirlich. Es gibt keine
logische Notwendigkeit, dasselbe Theorem mehr als einmal zu beweisen. Aber
es gibt eine dsthetische Motivation, das interessierende Objekt immer wieder
neu zu untersuchen. Nur weil jemand irgendwann einmal ein Liebeslied ge-
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schrieben hat, sollte dies andere Komponisten nicht davon abhalten, das glei-
che zu tun, mit einer anderen Melodie, einem anderen Text oder einem anderen
Rhythmus. Genauso haben diese unterschiedlichen Beweise des Pythagoréi-
schen Lehrsatzes verschiedene mathematische Melodien und Rhythmen und
sind nicht weniger schon, nur weil sie von einem uralten Thema handeln.

Es ist in diesem Zusammenhang vielleicht angebracht, ein paar Worte tiber
die Umkehrung des Satzes von Pythagoras zu verlieren. Die Umkehrung ist
dabei ein genau definierter Begriff aus der Logik. Wenn wir bei einer Aussage
der Form ,,Wenn A gilt, dann gilt B“ die Voraussetzung und die Folgerung
vertauschen, so erhalten wir eine andere, damit verwandte Aussage, ndmlich
, Wenn B gilt, dann gilt A“. Letztere wird die Umkehrung der urspriinglichen
Aussage genannt. Die Voraussetzung der urspriinglichen Aussage ist die Fol-
gerung in der Umkehrung geworden und umgekehrt.

Es gibt Félle von Propositionen, die selbst richtig sind und deren Umkeh-
rung ebenfalls richtig ist, wovon man sich sehr leicht tiberzeugen kann. So sind
sowohl die Aussage ,, Wenn ein Dreieck drei gleich lange Seiten hat, dann hat
es auch drei gleich grofie Winkel* wie auch ihre Umkehrung ,, Wenn ein Dreieck
drei gleich groBe Winkel hat, dann hat es auch drei gleich lange Seiten® beides
giiltige geometrische Theoreme.

Andererseits kann eine Aussage richtig sein, ihre Umkehrung aber falsch.
Die Proposition ,,Wenn Rex ein Hund ist, dann ist Rex ein Saugetier” ist
richtig, wie jeder Zoologe bestiitigen wird. Die Umkehrung aber, ,, Wenn Rex
ein Sdugetier ist, dann ist Rex ein Hund“, ist unwahr, was mein Onkel Rex
zur Not jedem ohne Umschweife klarmachen wiirde.

Die Umkehrung des Satzes von Pythagoras lautet:
Wenn im Dreieck AABC gilt: ¢? = a? + b%, so ist AABC rechtwinklig.

Diese Umkehrung ist in der Tat richtig, wie Euklid in der letzten Proposition
des ersten Buches seiner Elemente zeigt. Der Beweis, den er gibt, ist wieder
einmal (vergleiche das vorhergehende Kapitel) ein Beispiel fiir die Denkweise
griechischer Geometrie. In dieser letzten Proposition wird abgeleitet, daf§ ein
Dreieck dann und nur dann rechtwinklig ist, wenn das Hypotenusenquadrat
gleich der Summe der Kathetenquadrate ist. Damit sind die rechtwinkligen
Dreiecke vollstindig charakterisiert, und kein Geometer kann mehr verlangen.

Unsere Diskussion des Satzes von Pythagoras ist am Ende angelangt, wenn-
gleich der nach mehr hungernde Leser durchaus darauf hingewiesen werden
sollte, da in Loomis’ Buch weitere 364 Beweise warten. Aber selbst eine
Flut verschiedenster Beweise kann die Bedeutung dieses groBartigen Resulta-
tes nicht schmilern. Denn ungeachtet dessen, wie oft er bewiesen wird, der
Satz von Pythagoras wird seine Schonheit, seine Frische und seine wundervolle
Asthetik immer behalten.



soperimetrisches
Problem

Der klassischen Mythologie zufolge tiberquerte die Prinzessin Dido auf der
Flucht vor ihrem blutriinstigen Bruder Pygmalion, dem Kénig von Tyros, mit
einer Handvoll treuer Gefolgsleute das Mittelmeer und landete schlieBlich an
der Kiiste von Nordafrika. In Vergils Aeneis lesen wir:

Hier erwarben sie Grund; sie nannten ihn Byrsa,
was soviel bedeutet wie Ochsenhaut; und sie kauften nur so viel,
wie eine Ochsenhaut umfassen kann.!

Der Prinzessin Dido Landnahme fiir eine neue groe Stadt beschrénkte sich
also auf die Fliche, die sie mit einer Ochsenhaut einschliefen konnte.

Nun war Dido aber schlau und schnitt die Haut in eine groie Zahl langer,
diinner Streifen. Noch mehr Schlauheit bewies sie, als sie die Streifen in Form
eines groflen Halbkreises auslegte, dessen Durchmesser die Kiiste bildete. Auf
diese Fliche wurde die Stadt Karthago gebaut.

Auf diesen Mythos gehen gleichwohl die Anfinge zweier ganz realer Ereig-
nisse zuriick. Das eine ist die Griindung Karthagos, jenes Stadtstaates, der
eine ungeheure Machtstellung in der mediterranen Welt errang und sich mit
dem maéchtigen Rom in den drei Punischen Kriegen zwischen 264 und 146 v.
Chr. anlegte. Militdrhistorikern diirfte aus der Geschichte Karthagos vor allem
das denkwiirdige Bild eines schier unglaublichen Flankenangriffs auf das romi-
sche Reich gewirtig sein, in dessen Verlauf Hannibal mit seinen Elefanten die
Alpen iiberquerte. Ruinen an der heutigen tunesischen Kiiste sind das einzige,
was von Karthago iibrig ist, ein trauriges Zeugnis von der Art des Umganges
der Romer mit ihren besiegten Feinden.

Doch in der Geschichte der Dido hat auch ein beriihmtes mathematisches
Problem seinen mythischen Ursprung. Wie miifite ein Umfang fester Lénge —
das Band aus Ochsenhautstreifen — an der Kiiste ausgelegt werden, damit er
eine moglichst grofie Fliche einschlieft? Prinzessin Dido dachte, ein Halbkreis
sei die Losung, und hinterlieB uns damit das Problem der Dido, wie es heute
noch manchmal bezeichnet wird.
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Freilich fiihlen sich Mathematiker schon unwohl, wenn sie handfeste Ergeb-
nisse auf mythologische Urspriinge griinden sollen, aber sie hassen geradezu
Probleme, zu deren Losung es einer Ochsenhaut bedarf. Daher hat es sich ein-
gebiirgert, heutzutage vom isoperimetrischen Problem (iso gleich, perimeter
Umfang) zu sprechen und es mathematisch so zu formulieren:

Man bestimme unter allen geschlossenen Kurven gleicher Linge diejenige,
die den grifiten Fliacheninhalt einschlieft.

Eine wahrhaft grofie Herausforderung. Das Problem war schon fiir die
Griechen eine harte Nuf§ und kam 2000 Jahre spéter wieder als Test fiir das
frisch entstandene Gebiet der Differentialrechnung ans Tageslicht.

Verschieden grofie Flichen mit ein und demselben Umfang einzuschliefien,
konnte paradox erscheinen. So bemerkte Proclus, der schon in Kapitel G
Euklid gegen die Verdchtlichmachung durch die Epikurder verteidigt hatte,
daB viele seiner Zeitgenossen sehr schlecht iiber diese Problematik informiert
waren. Sie dachten, so Proclus, je gré8er der Umfang einer Figur, desto grofier
miiBte auch die Fliache darin sein. Dies ist natiirlich hin und wieder auch der
Fall, wie zum Beispiel bei den Quadraten in der Abbildung oben: Das linke
hat Umfang 4 und Fléche 1, das rechte einen gréferen Umfang (12) und auch
eine groBere Fliche (9).

Aber solch eine Beziehung besteht nicht zwangsldufig, wie Proclus be-
merkte. Das Parallelogramm links in der Abbildung auf Seite 127 oben ent-
steht durch Aneinanderfiigen zweier rechtwinkliger Dreiecke mit Seitenlingen
3-4-5, von denen jedes die Fléche 1/2-bh =1/2- (4-3) = 6 hat. Der Umfang
des Parallelogramms ist 18, seine Fliche 6 + 6 = 12. Das 4 x 4-Quadrat rechts
dagegen hat den kleineren Umfang von 16, aber die grofiere Fliche von 16.
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Wir diirfen also niemals Flachen nach dem Augenschein der Umfinge ver-
gleichen, eine Warnung, die Proclus uns mit auf den Weg gibt, wenn er sich
iiber ,,Geographen, die die Grofle einer Stadt nach der Linge ihrer Stadtmauer
beurteilen®, lustig macht, oder wenn er den Fall skrupelloser Grundstiicksspe-
kulanten beschreibt, die Lindereien grofieren Umfangs, aber kleinerer Fliche
gegen solche kleineren Umfangs, aber groflerer Fliche umtauschen und sich
damit noch ,héchsten Ruhm fiir ihre Aufrichtigkeit erwarben®.?

Das VergroBern des Umfangs einer Figur mu8 also nicht zu einer Erhéhung
des Flicheninhalts fiihren. Was geschieht aber, wenn wir einen festen Umfang
zur Verfligung haben? Was kann dann iiber die eingeschlossene Fliiche gesagt
werden?

Um hierfiir ein konkretes Beispiel zu haben, wollen wir einmal annehmen,
wir hdtten ein Seil einer bestimmten Linge — sagen wir einmal 600 Meter —,
und wir wollten es so auslegen, daf die davon eingeschlossene Fliche maximal
ist. Ganz offensichtlich gibt es eine Menge verschiedener Flichen, die von

11 ]
299
(nicht maBstabsgerecht)

100

200
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Fliiche = x2
Fliche = (x + a) (x —a) xX—a

X x+ta

einem solchen Seil begrenzt werden koénnen. Ein langes schmales Rechteck
mit den Abmessungen 1 x 299 hat einen Umfang von 600 Metern bei einem
Flicheninhalt von 299 Quadratmetern. Hingegen hat ein schon fettes Rechteck
der Seitenlingen 100 x 200 denselben Umfang von 600 Metern, aber einen viel
gréBeren Flicheninhalt von 20000 Quadratmetern, was in der Abbildung auf
Seite 127 unten (nicht maBstabsgerecht) angedeutet ist.

Unter allen Rechtecken gleichen Umfangs ist es das Quadrat, das die grofite
Flédche einschlieBt. Dies 148t sich mit den Methoden der Maximierung aus der
Differentialrechnung (Kapitel D) sehr leicht beweisen, aber wir wollen hier ein
viel elementareres Argument anfiihren.

Nehmen wir an, wir hétten einen vorgegebenen Umfang, den wir zu einem
Quadrat der Kantenlidnge = formen. Die eingeschlossene Fliche, links in der
obigen Abbildung, ist offenbar 2. Wenn wir nun das Quadrat in ein Rechteck
verwandeln, indem wir die waagrechten Seiten auf die Linge z + a erweitern,
so miissen wir natiirlich gleichzeitig die senkrechten Seiten auf die Linge x —a
schrumpfen, um den Umfang konstant zu halten. Dann ist aber die Fliche des
Rechtecks

F=(z+a)(x—a)=2z2—a?

und damit garantiert kleiner als z2. Mit anderen Worten, ein nicht quadratfor-
miges Rechteck eines gegebenen Umfangs schlieBt eine um a2 kleinere Fliche
ein als ein Quadrat gleichen Umfangs.

Nach derartigen Prinzipien war schon der griechische Mathematiker Zeno-
dorus vorgegangen, als er um 200 v. Chr. einer offenbar rein geometrischen
Beweisfiihrung folgte. Keines seiner Werke hat iiberlebt, so daf§ alles, was wir
iiber ihn wissen, aus den Uberlieferungen anderer geschlossen werden muS.
Diese spiateren Kommentatoren haben darauf hingewiesen, daB Zenodorus eine
Abhandlung mit dem Titel Uber isoperimetrische Figuren geschrieben hat, in
der bereits viele Schliisselergebnisse auftauchten.

So hat Zenodorus gezeigt, dal unter allen Polygonen mit der gleichen Zahl
von Kanten das regelmdflige Vieleck, wie es schon in Kapitel C vorgekommen
ist, die grofte Flache umschlieBt.® Das gleichseitige Dreieck hat also einen
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groferen Flicheninhalt als irgendein anderes Dreieck gleichen Umfangs, und
das Quadrat ist inhaltsreicher als jedes umfanggleiche Rechteck. Ein Beweis
dieses allgemeingiiltigen Prinzips ist keineswegs einfach.

Aber das isoperimetrische Problem beschrinkt sich ja nicht nur auf Drei-
ecke und Rechtecke. Und tatsichlich, wenn wir unser 600-Meter-Seil in die
Form eines regelméfBigen Sechsecks bringen, dessen sechs Kanten jeweils 100
Meter lang sind, dann ist diese Figur noch gerdumiger als das Quadrat, wie
die Abbildung oben zeigt. Wir wollen dies auch gleich beweisen:

Sei O der Mittelpunkt des regulidren Sechsecks mit Kantenlinge 100 und sei
h die Lénge der Senkrechten auf eine Seite vom Punkt O aus. Die Elementar-
geometrie lehrt, daB diese Senkrechte die Seite AB halbiert, so da AD = 50
ist. Ferner gilt OA = OB = AB = 100 Meter. Nach dem Satz des Pythago-
ras, angewandt auf das rechtwinklige Dreieck AODA, ist 1002 = 502 + h2 und

daher
h =+/1002 — 502 = /7500
in Metern. Also hat das Dreieck AOAB die Fliche

1 1
-2-bh =5 100 - v'7500 = 50+/7500.

Das regelmifBlige Sechseck hat die sechsfache Fliche, also 300+/7500 ~ 25980,76
Quadratmeter, und tibersteigt damit die 20 000-Quadratmeter-Fliache des Qua-
drats gleichen Umfangs von vorhin.

Wenn wir allerdings unser 600-Meter-Seil zu einem reguléren Achteck for-
men, dessen Seitenldnge dann 75 Meter betrigt, so schlieit es eine Fliche von
27 159,90 Quadratmetern ein. Und ein regelméaBiges Zwolfeck mit einer Kan-
tenlange von 50 Metern bringt es sogar auf einen Flicheninhalt von 27 990,38
Quadratmetern, was in der Abbildung auf Seite 130 dargestellt ist.
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Diese Serie von Beispielen legt es nahe zu vermuten, da§ durch Vergrofie-
rung der Eckenzahl regelmiBiger Vielecke bei gleichbleibendem Umfang die
umschlossene Fliche ebenfalls zunimmt. Spéteren Kommentaren zufolge hat
Zenodorus dieses Prinzip so formuliert:

Von allen geradlinigen Figuren mit gleichem Umfang — ich meine gleichsei-
tige und gleichwinklige Figuren — ist das das grifite, das die meisten Winkel
besitzt.t

Dies hat er angeblich auch bewiesen.

An dieser Stelle machen wir einen kleinen Einschub und eine gewaltige Zeit-
reise um viele Jahrhunderte nach vorn zu Pappus, dem Mathematiker der
ausgehenden Antike, dessen Geist um das Jahr 300 n. Chr. die Welt bewegte.
Pappus schrieb eine Abhandlung iiber das Werk des Zenodorus und gab ein
Beispiel an, in dem das eben beschriebene isoperimetrische Prinzip angewandt
wird. Es mag seltsam erscheinen, dafl Pappus es just an der Stelle in seinen
Unterricht einbaute, wo er die mathematischen Fahigkeiten der Bienen disku-
tierte, von denen er wohl eine sehr hohe Meinung hatte. Immerhin hat Pappus
versichert, daf die Bienen ,,von sich glauben, es sei ihre héchste Aufgabe, dem
kultivierteren Teil der Menschheit einen Anteil vom Ambrosia der Gotter zu
bringen“.> Damit implizierte Pappus, da8 Bienen den Honig vornehmlich fiir
den menschlichen Konsum produzierten, und schlof§ dann folgerichtig, daf sie
ihn natiirlich ohne Platzverschwendung speichern wollten, indem sie ihn in sol-
chermaBien angeordnete Zellen fiillten, da§ ,,nichts davon in die Zwischenrdume
fallen“ und verlorengehen konne. Die Zellen in den Bienenwaben mufiten also
so konstruiert sein, daf erst gar keine Locher entstanden.

Nimmt man an, daf§ die Bienenwaben aus identischen reguldren Polygonen
bestehen — und wir kdnnen Pappus ja versuchsweise in dem Glauben folgen,
die Bienen hitten selbst eine solche Forderung aufgestellt —, so 148t sich die
folgende Proposition beweisen.
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Proposition: Es gibt nur drei Moglichkeiten, identische regulire Polygone
um eine gemeinsame Ecke so anzuordnen, da8 kein Zwischenraum entsteht.

Beweis: In einem ersten Beweisschritt bestimmen wir die Gré8e der Ecken-
winkel eines regelméfligen Vielecks mit 3, 4 oder allgemein mit n Ecken.

Das ist gliicklicherweise gar nicht so schwierig. Dazu nehmen wir an, das
Polygon habe n Seiten, und jeder Winkel sei von der Groéfie a. Hierbei ist
natiirlich n > 3, denn Vielecke mit zwei oder weniger Ecken gibt es nicht. Vom
Mittelpunkt O ziehen wir Geraden zu den Ecken, wodurch das regelmiflige
n-Eck in n identische Dreiecke zerlegt wird, wie es die Abbildung oben zeigt.
Wir wenden wieder einmal den Trick an, die Winkelsumme aller beteiligten
Dreiecke auf zwei Weisen zu berechnen.

Da die Winkelsumme eines Dreiecks 180° betridgt und n Dreiecke in dem
Polygon vorhanden sind, ist die Gesamtsumme der Winkel aller Dreiecke einer-
seits nx 180°. Wir kénnen aber die Winkelsumme dieser n Dreiecke auch anders
erhalten. Sie treffen sich alle mit einer Ecke im Mittelpunkt O. Die Summe die-
ser Eckenwinkel ist gerade der Winkel, der eine vollsténdige Drehung um die-
sen Punkt beschreibt, also 360°. Nun haben aber ihre Basiswinkel, derer es 2n
gibt, jeder die GroBe a/2. Die Gesamtsumme der Winkel der Dreiecke, die das
Polygon ausmachen, ist also andererseits gleich 360° + 2n(a/2) = 360° + na.
Jetzt setzen wir die beiden erhaltenen Ausdriicke fiir die Winkelsumme der
Dreiecke gleich und 16sen nach o auf:

360° +na = nx180°

na = n x 180° —360°

180° — 360° 360°
o = % —180° — 2.

Nach dieser Formel berechnet sich die Gré8e der Innenwinkel eines regelméBi-
gen n-Ecks.
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Jetzt wollen wir einmal sehen, was sich in einigen Spezialfillen ergibt. Fiir
n = 3 ergibt sich jeder Innenwinkel in einem regelmifBigen, das heifit gleichsei-
tigen Dreieck zu

360°

a=180° — = 180° — 120° = 60°,

was uns natiirlich schon lange bekannt ist. Jeder Winkel in einem Quadrat
(n = 4) hat 180° — 360°/4 = 180° — 90° = 90°, ist also ein rechter Winkel.
Der Innenwinkel eines regelméBigen Fiinfecks (n = 5) betrégt 180° —360°/5 =
180° —72° = 108° und der eines regelméBigen Sechsecks 180° —360° /6 = 120°.

So weit, so gut. Aber die Proposition, die wir beweisen wollen, geht ja
dariiber hinaus. Wir sollen regulire Polygone so um eine gemeinsame Ecke
anordnen, daB kein Zwischenraum entsteht. Solcherlei Konfigurationen findet
man bei Bodenfliesen, die so genau zusammenpassen, daf§ die verschiittete
Milch nicht im Stockwerk darunter von der Decke tropft.

Wir wollen daher einmal bestimmen, wie viele regelméBige n-Ecke in der
gemeinsamen Ecke zusammenstofen konnen, wenn keine Locher entstehen sol-
len. Mit k bezeichnen wir die Anzahl der identischen reguliren Polygone, die
sich in der Ecke treffen, wie in der Abbildung oben gezeigt ist. Offenbar muf}
k > 3 sein, denn zwei oder weniger Polygone kénnen sich nun wirklich nicht
liickenlos in einer Ecke zusammenfiigen.

Wie bisher bezeichne n die Anzahl der Ecken oder Seiten jedes Polygons.
Wir haben gerade festgestellt, dafl jeder polygonale Innenwinkel 180° —360° /n
betrigt. Da sich k& Winkel in der gemeinsamen Ecke treffen, ist die Gesamt-
summe der Winkel um die Ecke k x (180°—360°/n). Andererseits ist die Summe
der Winkel um einen Punkt aber genau 360°. Damit erhélt man die folgende

Gleichheit:
360° = k x <180° - 3?? ) .
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Daraus folgt nach Division beider Seiten durch 360° :

1 1
1=k (3-1)-

SchlieBlich war aber k > 3, woraus die alles begrenzende Ungleichung

folgt.

1 1 1 1 3 3
l=k(=-=)>3(z-=)==-=
k(2 n>_3(2 n) 2 n

353,21
n - 2 2

Also gilt:

Lést man diese Ungleichung nach n auf, so folgt n < 6.

Diese Ungleichung schrénkt die méglichen Arten von Vielecken, die man um
eine gemeinsame Ecke anordnen kann, stark ein. Danach darf ein solches n-Eck
némlich hochstens sechs Seiten haben. Wir betrachten nun die moglichen Fille
im einzelnen. Sie sind in der Abbildung oben dargestellt.

a)

Wenn n = 3 ist, so ist jedes Polygon ein gleichseitiges Dreieck mit In-
nenwinkel 60°. Man kann 360°/60° = 6 solche Dreiecke in einer Ecke
ohne Liicke zusammensetzen. Es handelt sich also um eine mogliche
Konfiguration fiir Bodenfliesen oder Bienenwaben.

Wenn n = 4 ist, so ist jedes Polygon ein Quadrat mit rechten Win-
keln. Offenbar kann man 360°/90° = 4 Quadrate um eine Ecke herum
zusammenfiigen, was erneut die Aufmerksamkeit von Bienen und Pegu-
lanvertretern auf sich ziehen wird.

Bei n = 5 haben wir bereits festgestellt, da der Innenwinkel des re-
gelmiBigen Fiinfecks 108° betrdgt. Aber 108° geht in 360° nicht auf,
vielmehr ist 360°/108° = 3 1/3. Regulére Pentagone lassen sich also
nicht flichendeckend um einen Punkt drapieren und sind daher in dieser
Hinsicht zu verwerfen.
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d) Fiir n = 6 erhalten wir regelméflige Sechsecke mit Innenwinkeln von 120°,
wovon wir je 360°/120° = 3 um eine Ecke herum arrangieren konnen.

Da 3 < n < 6 war, gibt es keine weiteren Moglichkeiten mehr. Wie behaup-
tet, bestehen also die einzig méglichen liickenlosen Anordnungen identischer
regelméBiger Vielecke um einen Mittelpunkt aus sechs gleichseitigen Dreiecken,
vier Quadraten oder drei regelméBigen Sechsecken.

Donnerwetter! Dieser Beweis war doch eine stolze Leistung fiir die klei-
nen Bienen des Pappus, und ihre Antennen modgen noch Wochen danach vor
Aufregung gezittert haben. Aber auch nach dieser Demonstration mathemati-
schen Scharfsinns stellte sich ihnen noch eine letzte Frage: Welches dieser drei
Arrangements ist am besten fiir ihre Waben geeignet?

Spitestens hier zeigten sie ein tiefgriindiges Verstdndnis fiir das isoperime-
trische Prinzip: Um bei gleicher Menge an verbautem Bienenwachs, also bei
gleichem Umfang, eine maximale Honigmenge einlagern zu konnen, also eine
moglichst groBe Querschnittsfliiche zu erhalten, wihlten sie dasjenige Vieleck
mit den meisten Seiten — das regelméBige Sechseck! Und jeder Entomologe
wird bestéiitigen, dafl Bienen hexagonale Waben herstellen. Pappus schrieb:

Bienen kennen also die ihnen so niitzliche Tatsache, dafi das Sechseck
grofler ist als das Quadrat und das Dreieck, so daff sich bei gleichem Ma-
terialverbrauch mehr Honig darin speichern lift.

Nun, damit gestand Pappus den Bienen immerhin mehr mathematische
Reife zu, als sie heute in der Reifepriifung den Schiilern abverlangt wird. Fiir
ihn waren Bienen Miniaturgeometer, denen der geometrische Schalk aus jeder
Facette ihrer komplexen Augen blitzt.

Das isoperimetrische Prinzip des Zenodorus, das also besagt, da die Fli-
che, die durch ein reguldres Polygon eingeschlossen wird, bei festem Wert fiir
den Umfang um so gréBer wird, je mehr Ecken dieses hat, fiihrt direkt auf ein
bemerkenswertes Korollar: Der Kreis als Grenzfigur reguliérer Polygone mit
immer gréfer werdender Eckenzahl schliefit eine grofiere Fliche ein als jedes
regulire Polygon gleichen Umfangs. Auch dies soll Zenodorus sauber bewiesen
haben.

Diese Schlufifolgerung steht wieder in bester griechischer Tradition. Wir
erinnern uns, daf§ die Griechen bereits vor Euklid die Gerade und den Kreis
als die beiden unentbehrlichen geometrischen Figuren verehrten, die sich mit
geometrischen Werkzeugen konstruieren lassen. Die Gerade spielt eine her-
ausragende Rolle als kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten. Und nun
hatte Zenodorus gezeigt, da8 der Kreis der gréBite FlicheneinschlieSer ist. Das
Gebilde, das der Zirkel des Euklid zeichnet, umfa8t bei gegebenem Umfang die
grofitmogliche Fliche. Kann es eine bessere Bestitigung fiir das Ideal dieser
Form geben, die die Griechen so bewunderten?

Um diesen Teil des isoperimetrischen Prinzips zu veranschaulichen, kehren
wir noch einmal zu unserem 600 Meter langen Seil zuriick und legen es in einem
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Kreis aus, wie es die Abbildung oben zeigt. Da der Umfang 2nr betrigt, gilt
600 = 27r und damit r = 600/27. Nach Kapitel C ist die Kreisfliiche durch
die Formel A = nr? gegeben. Daher hat unser Kreis die Fliche

2
A (600) _ 360000 _ 907?00 ~ 28647,89 Quadratmeter

on 4
und ist damit sogar grofer als das zuvor betrachtete regelmifiige Zwolfeck.
Es gilt also, wie Zenodorus bemerkte: Der Kreis ist grofer als jedes reguldre
Polygon gleichen Umfangs.

Warum hat Dido nun aber ihre Ochsenhautstreifen in Form eines Halb-
kreises ausgelegt? Die Antwort liegt darin, daf8 sie die Linie der Kiiste als den
einen Rand ihres Grundeigentums benutzte, fiir den sie keine Ochsenhautstrei-
fen opfern mufite. Mit dieser Nebenbedingung ist der Halbkreis tatsiichlich die
beste Wahl. Wire Karthago nicht an der Kiiste, sondern mitten im Inland,
vielleicht bei El Djem, gegriindet worden, héitte die clevere Prinzessin ihren
Grund sicher mit einem Kreis begrenzt.

Aber selbst diese bemerkenswerten Theoreme konnten das isoperimetrische
Problem nicht vollstéindig 16sen. Es wiire ndmlich durchaus denkbar, den Wert
der Grundfliche eines Kreises zu iibertreffen, indem nicht regulidre Polygone,
wie Zenodorus sie betrachtet hat, sondern Parabeln, Ellipsen oder sonstige
irreguldre Kurven, die Zenodorus nicht betrachtet hat, zur Berandung zusam-
mengefiigt werden. Wegen der Allgemeinheit dieser moglichen Kurven entzog
sich eine endgiiltige Losung des Problems den F#higkeiten griechischer Mathe-
matik. Wie wir schon in Kapitel B bemerkt haben, gerieten gerade die Briider
Johann und Jakob Bernoulli iiber ein isoperimetrisches Problem in einen ihrer
typischen Hindel und leisteten dadurch Geburtshilfe bei einem der wirklich
tiifteligen Gebiete der Mathematik, der Variationsrechnung.

Aber auch bei dem allgemeiner formulierten isoperimetrischen Problem
bleibt die antike Losung richtig. Von allen geschlossenen Kurven gleicher Lange
— Polygone, Ellipsen, Parabeln beispielsweise — schlieit der gute alte Kreis die
groBte Fliche ein — tatséchlich eine erstaunliche Eigenschaft.
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Uber die Jahrhunderte hat es vielleicht eine Handvoll fruchtbarer Probleme
gegeben, die die Mathematiker gleichzeitig angespornt und frustriert haben.
Einige, wie die Frage nach primen Mersennezahlen, bleiben offen (vergleiche
Kapitel A). Andere, wie die Dreiteilung des Winkels mit Zirkel und Lineal,
wurden erst nach jahrhundertelangen Anstrengungen gelost, wie wir in Kapitel
T noch sehen werden. Das isoperimetrische Problem — so einfach zu formu-
lieren und doch so schwer zu lésen — hat einen &hnlichen Stellenwert. Durch
die Beitréige verschiedenster fihiger Mathematiker, von der cleveren Prinzessin
Dido iiber Zenodorus und die Bernoullis bis hin zu den genialen Bienen hat es
mit Sicherheit seinen Platz unter den mathematischen Klassikern verdient.



a oder Nein?

»Beweise sind der Leim, der die Mathematik zusammenhilt“, sagt der Mathe-
matiker Michael Atiyah — und nicht nur der.! So gesehen, scheint der Beweis
die Verkorperung der Mathematik schlechthin zu sein. Tatsichlich?

Man kann iiber diese Behauptung durchaus streiten, schliet die Mathema-
tik in ihr weites Feld doch auch die Abschitzung von Gréfien, die Konstruktion
von Gegenbeispielen, die Untersuchung von Spezialfillen und das routinierte
Losen von Standardproblemen ein. Der Mathematiker arbeitet auch nicht
vierundzwanzig Stunden am Tag an den Beweisen seiner Theoreme.

Wenn aber die logische Rechtfertigung theoretischer Propositionen nicht
die einzige Beschiftigung in der Mathematik darstellt, so ist sie doch sicherlich
das Aushingeschild dieser Disziplin. Nichts unterscheidet sie mehr von den
Unternehmungen der anderen Wissenschaften als ihre VerlaBlichkeit durch ihre
Beweise, die gedanklichen Verkniipfungen und die logischen Ableitungen. Bei
seinem Vergleich iiber Mathematik und Logik hat Bertrand Russell (1872-
1970) versichert: ,Es ist génzlich unméglich geworden, eine Trennungslinie
zwischen den beiden zu ziehen, tatsichlich sind die beiden ein und dasselbe.“ 2

In diesem Buch wurden bereits einige mathematische Ableitungen vor-
gestellt. Im ersten Kapitel bewiesen wir die Unendlichkeit der Anzahl der
Primzahlen, in Kapitel H gaben wir verschiedene Beweise des Satzes von Py-
thagoras. Was den mathematischen Gehalt angeht, so waren sie eher simpel.
Andere Beweise erfordern mehrere Seiten, mehrere Kapitel oder sogar mehrere
Béinde. Was in deren Verlauf dem menschlichen Intellekt abverlangt wird, ist
nicht nach jedermanns Geschmack. Charles Darwin driickte dies mit beacht-
licher Geringschétzung seiner eigenen Féhigkeiten so aus: ,Meine Fihigkeit,
langen und rein abstrakten Gedankengéngen zu folgen, ist sehr beschrinkt,
deshalb hitte ich niemals erfolgreich Metaphysik oder Mathematik betreiben
kénnen.“ 3 In den eher lakonischen Worten des John Locke klingt das so: ,Ma-
thematische Beweise sind wie Diamanten: hart und klar.“*
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362 PROLEGOMENA TO CARDINAL ARITHMETIC [PART 11
#5442, F::ae2.D:.8Ca.q!B.8+a.=.8eta
Dem.
F.%544. DFua=tzviy.D:.
BCa.g!B.=:B=A.v.B8=tz.v.B=ty.v.B=a:q!B:
[#24:53:56.%51°161] =:f=tz.v.B=1ty.v.B=a (1)
F. %5425 . Transp . #52:22 . Dbz y.D. e v iyt iz . Lz v iy +1y:
[#1312] Dh:ia=tzviy.z+y.D.att'z.asly (2)
F.(1).(2).dFza=tzviy.aty.d
BCa.q!B.B+a.=:8=t'z.v.B=1y:
[*51-285] =:(g2).zea.B=1‘z:
[#37:6) =:Beta (3)
F.(3).%11:11:35 . %54-101 . D . Prop
#5443. F:a,Bel.D:anB=A.=.avfBe2
Dem. -
F.%3426.dF:a=tz.B=1t'y.D:avBe2.=.2%y.
[%51-231] =.znt'y=A.
[#1312] =.anfB=A (1)

F.(1).#1111:85.D
Fo(gzy).e=t'z.8=t'y.D:avBe2.=.anfB=A (2)
F.(2). %1154 . %62'1. D . Prop
From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that 1 + I-=2.

Russell und Whitehead beweisen 14+1=2
(Aus: Alfred North Whitehead and Bertrand Russell: Principia Mathema-
tica, Vol. 1, 1935. Nachdruck mit freundlicher Genehmigung der Cambridge
University Press.)

Was ist nun eigentlich der Beweis eines mathematischen Satzes? Diese
Frage ist keineswegs so klar gestellt und eindeutig zu beantworten, wie es
den Anschein hat. Hier kommen neben den mathematischen Aspekten auch
philosophische und psychologische ins Spiel. Auch Aristoteles spiirte dies, als
er den Beweis als ,,eine Angelegenheit nicht des duflerlichen Diskurses, sondern
der Meditation innerhalb der Seele“ beschrieb.?

Ebenso giiltig ist Russells Beobachtung, dafl der Mathematiker niemals
,den gesamten Denkproze“ zu Papier bringen kann, sondern sich auf ,,solch
eine abstrakte Darstellung des Beweises“ beschrinken muf), , die ausreicht,
einen geeignet vorgebildeten Geist zu iiberzeugen“.® Damit wies er darauf hin,
daB eine jede mathematische Aussage auf anderen Aussagen und Definitionen
beruht, die ihrerseits wieder auf weiteren Aussagen und Definitionen basieren,
so daB es schlichtweg unsinnig wire zu verlangen, jeden Beweis bis zu jeder
seiner logischen Wurzeln zuriickzuverfolgen.

Andererseits schien Russell selbst seinen eigenen Ratschlag zu vergessen, als
er zusammen mit Alfred North Whitehead (1861-1947) in den frithen Jahren
des zwanzigsten Jahrhunderts das in seiner Weitschweifigkeit schon groBartige
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Werk Principia Mathematica verfaite. Darin versuchten die beiden Philoso-
phen und Mathematiker, die gesamte Mathematik auf fundamentale logische
Prinzipien zuriickzufiihren, und lielen keine, nicht die kleinste Einzelheit da-
bei aus. Das Resultat war dementsprechend: In ihrer Sorgfalt gingen sie so
weit, dafl sie immerhin schon auf Seite 362, in Abschnitt 54.43 eines Kapitels
mit dem Titel , Prolegomena to Cardinal Arithmetik“, beweisen konnten, da
1+ 1 = 2 ist. Einen Originalausschnitt des Werkes zeigt iibrigens die Abbil-
dung auf Seite 138. Nun, was lernen wir daraus? Zumindest das eine: In den
Principia lief die Beweistechnik Amok.

In diesem Kapitel wollen wir versuchen, verniinftig zu bleiben. Fiir unsere
Zwecke soll es ausreichen, unter einem Beweis jede Art von Argument zu ver-
stehen, das nach den Regeln der Logik gezimmert ist und unanfechtbar von
der Giiltigkeit einer Behauptung iiberzeugt. Fragen wie ,, Wen iiberzeugt sie?“
oder ,,Unanfechtbar nach wessen Standards?“ wollen wir auf ein andermal ver-
schieben.

Natiirlich kénnten wir alternativ auch untersuchen, was ein Beweis denn
gerade nicht ist. Eindeutig nicht erlaubt sind zum Beispiel die Berufung auf
die Intuition oder den gesunden Menschenverstand oder gar eine Argumen-
tation durch Einschiichterung. Wir sprechen auch nicht von jenen Beweisen
»ohne den Schatten eines Zweifels“, wie sie als Schuldbeweise in Gerichtsver-
handlungen vorkommen. Fiir Mathematiker sind Beweise nicht nur jenseits
des Schattens eines Zweifels, sie sind jenseits jeden Zweifels.

Die Diskussion des Beweises in der Mathematik kann in viele Richtungen
gehen. Hier wollen wir vier wichtige Maximen in den Vordergrund stellen
und eine ganz wesentliche Frage zur Natur des Beweises in der Mathematik
aufwerfen, die immer mehr an Bedeutung gewinnt.

Maxime 1: Ein paar Beispiele sind nicht genug.

In den Naturwissenschaften, und erst recht im téiglichen Leben, nehmen wir ein
Prinzip als giiltig an, wenn es sich durch wiederholte Experimente verifizieren
1a8t. Wenn die Zahl der positiven Versuche grof§ genug ist, sagen wir, das
,Gesetz ist bewiesen®.

Fiir einen Mathematiker aber sind die Ergebnisse in einigen wenigen Bei-
spielfsllen, auch wenn sie noch so suggestiv sein mogen, keinesfalls ein Beweis.
Zur Verdeutlichung dieses Phanomens wollen wir die folgende Vermutung be-
trachten:

Vermutung: Wenn man eine positive ganze Zahl in das Polynom f(n) =
n” — 28n® + 322n° — 1960n* + 6769n3 — 13 132n? + 13069n — 5040 einsetzt,
ergibt sich stets die eingesetzte Zahl. Formal wird also behauptet, da8 fiir jede
natiirliche Zahl n gilt f(n) = n.

Stimmt das? Ein ganz natiirliches Verfahren, unbefangen an diese Frage
heranzugehen, kénnte darin bestehen, ein paar Zahlen einzusetzen und nach-
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zusehen, was herauskommt. Fiir n = 1 erhélt man:
f(1)=1-28+322— 1960 + 6769 — 13132 + 13069 — 5040 = 1,
wie behauptet. Wenn wir n = 2 einsetzen, so ergibt sich:
f(2) =27 -28-2% 432225 -1960-2*+6769-23 —13132-22+13069-2— 5040 = 2,

was die These wiederum unterstiitzt. Der Leser mag sich seines Rechners
bedienen und nachpriifen, daf8 in der Tat f(3) = 3, f(4) =4, f(5) =5, f(6) = 6
und sogar

f(7) =27—28-7°+322-7°—1960-7* + 676973 — 13 132-72+13069-7— 5040 = 7

ist. Hinweise auf die Richtigkeit der Behauptung sammeln sich an. Einige, be-
sonders diejenigen, die sich enthusiastisch an der Ausfithrung geistloser Rech-
nungen ergétzen, werden die Behauptung als wahr bezeichnen.

Ist sie aber nicht. Setzt man namlich n = 8 ein, so folgt:

£(8)=87—28-85+322-85—1960-8*+6769-8%—13 132-8%+13 069-8—5040 = 5048,

und das ist nun mal nicht gleich 8. Man kénnte nun fortfahren und wiirde
feststellen, dafi f(9) = 40329, f(10) = 181450 und f(11) = 604811 ist. Die
Behauptung ist nicht nur falsch, sie liegt eigentlich véllig daneben. Die Vermu-
tung, die sich also in den Fillen n = 1,2, 3,4, 5,6 und 7 ausgezeichnet bestéitigt
hat, ist total falsch.

Das fragliche Polynom erhélt man, indem man den Ausdruck

f(n) =n+[(n-1)(n-2)(n-3)(n—4)(n-5)(n—-6)(n—7),

ausmultipliziert und nach Potenzen von n sortiert. Setzt man nun n = 1 ein,
so wird der Term (n — 1) zu null und annulliert das gesamte Produkt in der
eckigen Klammer. Also ist f(1) =1+0=1. Firn=2ist n —2 = 0 und
damit f(2) = 2+ 0 = 2. Analog ist f(3) = 3+ 0 = 3, und so weiter, bis
f(7) = 74 0 = 7. Danach aber wird der Ausdruck in der eckigen Klammer
nicht mehr ausgeldscht, und so ist zum Beispiel f(8) = 8 + 7! = 5048.

Nun kommt man sehr schnell auf die Idee, das Beispiel zu verallgemeinern.
Nehmen wir einmal an, wir hiitten das Polynom

gn)=n+[(n-1)(n—-2)(n—3)---(n—1000000)]

eingefithrt und die Vermutung gesuflert, dafi g(n) = n ist fiir alle natiirlichen
Zahlen n.

Wiirden wir den Ausdruck ausmultiplizieren und nach Potenzen von n ord-
nen, hétten wir die gigantische explizite Darstellung eines Polynoms million-
sten Grades. Gingen wir bei der Untersuchung der Vermutung wie vorhin vor,
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so konnten wir g(1) = 1,¢(2) = 2, und so weiter, bis g(1000000) = 1000000
bestitigen. )

Wer wiirde angesichts einer Million aufeinanderfolgender bestitigender
Beispiele bezweifeln, da g(n) immer den Wert n liefert? Fiir alle diejeni-
gen, die iiber einen gesunden Menschenverstand verfiigen, sollten doch eine
Million Erfolge in glatter Serie einen Beweis darstellen, der iiber den gering-
sten Zweifel erhaben ist. Nun, Mathematiker sind verriickt genug, dennoch
zu zweifeln — und sie haben recht: Schon der néchste Versuch, g(1000001),
ergibt den Wert 1000001 + (1000 000)!, was astronomisch viel groer ist als
der erwartete Wert von 1000 001.

Dieses kleine Beispiel sollte ein klarer Beleg fiir die erste Maxime des ma-
thematischen Beweises sein: Eine Behauptung muf} fiir alle moglichen Fille
nachgewiesen werden und nicht nur fiir ein paar Millionen.

Maxime 2: Je einfacher, desto besser.

Mathematiker bewundern Beweise, die genial sind. Mathematiker bewundern
aber ganz besonders Beweise, die genial und kurz sind — mit schlanken, sparsam
ausgefiihrten Argumenten, die ohne Umschweife auf den wesentlichen Punkt
kommen und die Behauptung unmittelbar treffen. Solche Beweise empfindet
man als elegant.

Mathematische Eleganz unterscheidet sich nicht wesentlich von der Eleganz
in anderen Gebieten. Sie hat sehr viel gemein mit der kiinstlerischen Eleganz
eines Olgemildes von Monet, der mit nur wenigen gewandten Pinselstrichen
eine franzosische Landschaft skizzieren konnte, oder mit einem Haiku-Gedicht,
dessen Sinn weit iiber die Bedeutung der Worte hinausgeht. Eleganz ist letzt-
lich eine Frage der Asthetik und nicht der Mathematik.

Wie jedes Streben nach Vollkommenheit ist auch das nach Eleganz nicht
immer von Erfolg gekront. Mathematiker streben nach kurzen und prignanten
Beweisen, miissen sich aber sehr oft mit mithsamen, 6den und geisttétenden
Ableitungen zufriedengeben. So erfordert beispielsweise ein einziger Beweis
aus der abstrakten Algebra, der die sogenannten einfachen endlichen Grup-
pen Kklassifiziert, mehr als 5000 Seiten — jedenfalls, als zuletzt gezihlt wurde.
Eleganz sollte man dort nicht suchen.

Den hochsten Grad an Eleganz besitzt fiir einen Mathematiker der ,,Beweis
ohne Worte“, in dem eine genial konzipierte Abbildung einen Beweis symbo-
lisiert, der keiner weiteren Erkldrung bedarf. Man kann nur schwerlich mehr
mathematische Eleganz erreichen.

Betrachten wir die folgende Behauptung:

Satz: Ist n eine natiirliche Zahl, soist 1+2+3+...+n = in(n+1).

Wenn wir also die ersten n positiven ganzen Zahlen aufsummieren, so ist diese
Summe immer gleich der Hilfte des Produktes der Zahlen n und n + 1. Fiir
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einige spezielle Werte von n 148t sich dies ohne Miihe nachpriifen, zum Beispiel
firn=6:

1+2+3+4+5+6=21=%-6-7.

Aber unsere erste Maxime sollte uns warnen: Zu vorschnell wird hiufig vom
Spezialfall auf das Allgemeine geschlossen. Statt dessen wollen wir die Be-
hauptung ganz allgemein durch die obige Abbildung beweisen.

Hier gehen wir von einer treppenférmigen Anordnung aus, bestehend aus
einem Block plus zwei Blocken plus drei Blécken und so weiter. Diese wird
kopiert, wie es durch die Schattierung wiedergegeben ist. Beide Treppenbliocke
werden zusammengefiigt und ergeben somit ein rechteckiges Feld der Dimen-
sion n x (n+1). Da das Rechteck aus zwei identischen Treppenblécken besteht
und sich andererseits die Flache des Rechtecks als Produkt von Linge und
Breite ergibt, also n - (n + 1), muB die Fliche eines Treppenblocks die Hilfte
der Rechteckfliche betragen. Alsoist 1+2+3+4...+n = 1n(n+1), wie es
behauptet wurde.

Der Leser mag nun — zu Recht — einwerfen, daf§ der ,,Beweis ohne Worte* von
einem ganzen Paragraphen der Erklirung begleitet war. Aber diese verbale
Erkldrung war eigentlich unnétig — das Bild ist mehr wert als tausend Worte.
In der Zeitschrift College Mathematics Journal existiert sogar eine regelméfige
Sparte mit solchen ,,Beweisen ohne Worte“.

Betrachten wir nun einen weiteren Beweis, dessen Eleganz nicht zu leugnen
ist. Nehmen wir einmal an, wir addieren, mit 1 beginnend, aufeinanderfolgende
ungerade Zahlen:

1+434+54+74+94+114+13+4...
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Erste Experimente scheinen darauf hinzudeuten, daf§ sich immer eine Qua-
dratzahl als Summe ergibt, unabhiingig davon, wie weit wir die Summation
ausfiihren. So ist zum Beispiel

1+3+5=9=32
1+3+5+7+9=25=52
1+34+54+74+94+114+13+154+17+ 19421 + 23+ 25+ 27 =196 =142,

Stimmt das immer? Und wenn ja, wie beweist man dies allgemein?

Die folgende Argumentation, zu der ein wenig Algebra nétig ist, beruht auf
der Tatsache, daB eine gerade Zahl immer ein Vielfaches von 2 ist und daher
die Form 2n hat, wobei n eine ganze Zahl ist, wihrend ungerade Zahlen immer
um eins niedriger sind als ein Vielfaches von 2 und daher in der Form 2n — 1
fiir eine ganze Zahl n dargestellt werden kénnen.

Satz: Die Summe aufeinanderfolgender ungerader Zahlen, beginnend mit 1,
ist eine Quadratzahl.

Beweis: Es sei S die Summe aufeinanderfolgender ungerader Zahlen von 1
bis 2n — 1, also
S=14345+7+...+(2n—-1).

Offenbar kann S berechnet werden, indem von der Summe aller ganzen Zahlen
von 1 bis 2n die Summe der geraden ganzen Zahlen von 1 bis 2n abgezogen
wird. Das heifit:

S

1+2+3+4+5+...+(2n—1)+2n] —[24+4+6+8+...+2n]
l+2+3+4+5+...+(2n—1)+2n] —21+2+3+4+... 47,

wobei aus dem Ausdruck in der zweiten Klammer nur ein Faktor 2 ausgeklam-
mert wurde.

Die erste Klammer enthélt die Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis 2n,
die zweite die derjenigen von 1 bis n. Nach dem Resultat des vorigen ,, Beweises
ohne Worte“ tiber die Summe solcher Zahlenfolgen kénnen wir die abgeleitete
Formel hier zweimal anwenden und erhalten:

S= %2n(2n +1)—2 [%n(n + 1)] .

Daraus folgt weiter:
S=n2n+1)—n(n+1)=2n>+n-n?—n=n2

Also ist unabhéngig von dem Wert von n die Summe der aufeinanderfolgenden
ungeraden Zahlen von 1 bis n gleich der Quadratzahl n?. Damit ist der Beweis
in aller Allgemeinheit erbracht.
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Ein eleganter Beweis. Aber wenn wir schon nach Eleganz suchen, sollten
wir die Abbildung oben ansehen. Die enthélt némlich einen anderen, noch
kiirzeren Beweis — und wiederum ohne Worte. Hier sind die ungeraden Zahlen
— ein Block, drei Blocke, fiinf Blocke und so weiter — in einem ganz speziellen
Schema angeordnet. Ein einzelner weiler Block bildet die linke untere Ecke.
Er wird von drei schattierten Blécken umgeben, so dafi ein 2 x 2-Quadrat
entsteht. Fiinf weiBe Blocke an der rechten und der oberen Seite ergeben
insgesamt ein 3 x 3-Quadrat. Mit den nichsten sieben schattierten Blocken
entsteht ein 4 x 4-Quadrat und so weiter. Das Diagramm macht auf diese
Weise deutlich, dafl die Summe aufeinanderfolgender ungerader Zahlen immer
zu einem, (geometrischen) Quadrat fithrt. Diesem Beweis wohnt eine gewisse
Natiirlichkeit inne. Er war den Griechen schon vor 2000 Jahren bekannt und
kann heute von jedem Kind mit Baukl6tzen nachvollzogen werden.

Winston Churchill hat einmal bemerkt: ,, Kurze Sprichworte sind die be-
sten, und die alten Sprichworte sind, wenn sie auch noch kurz sind, die aller-
besten.“ 7 Diese elegante Beschreibung 148t sich hier so umformulieren: Alte
Beweise sind die besten, und die alten Beweise sind, wenn sie auch noch kurz
sind, die allerbesten.

Maxime 3: Gegenbeispiele zihlen.

In der Mathematik gibt es ein unanfechtbares Grundgesetz: Um eine allge-
meine GesetzmifBigkeit zu beweisen, bedarf es eines allgemeingiiltigen Argu-
mentes. Um sie aber zu widerlegen, bedarf es nur eines einzigen Spezialfalles,
in dem die Aussage nicht zutrifft. Solch einen Spezialfall nennt man dann ein
Gegenbeispiel, und ein gutes Gegenbeispiel ist schon sein Geld wert. Nehmen
wir zum Beispiel an, wir hétten es mit der folgenden Vermutung zu tun:

Vermutung: Fiir positive Zahlen a und b gilt va2 + b2 =a + b.
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Im Lauf der Zeit haben Hunderte von Tausenden von Schiilern genau diese
Formel bei der Losung ihrer Aufgaben benutzt, wie Generationen von Lehrern
bestdtigen werden. Sie ist aber absurd, und um das zu zeigen, benétigen wir
ein Gegenbeispiel. Ist zum Beispiel a = 3 und b = 4, dann ist Va2 + b2 =
V32 4+ 42 = /25 = 5, wohingegen a + b = 3 + 4 = 7 ist. Dieses Gegenbeispiel
alleine ist ausreichend, und die Vermutung landet auf dem mathematischen
Miillhaufen.

Man kommt also zu der Erkenntnis, dafl es einerseits zur Verifikation ei-
nes Theorems vielleicht eines fiinfzigseitigen Beweises bedarf, andererseits zur
Widerlegung aber ein einziges Gegenbeispiel ausreicht. Im grofen Kampf um
Beweis oder Widerlegung scheinen die Rollen nicht gerecht verteilt zu sein —
doch Achtung: Die Suche nach Gegenbeispielen ist keineswegs so einfach, wie
es scheinen mag. Folgende Geschichte kann dies belegen.

Vor mehr als zwei Jahrhunderten vermutete Euler, dafl man mindestens
drei Kubikzahlen addieren miisse, um wieder eine Kubikzahl zu erhalten. Er
spekulierte weiter, dal man mindestens vier vierte Potenzen aufsummieren
miisse, um wieder eine vierte Potenz zu erhalten, mindestens fiinf fiinfte Po-
tenzen, um eine fiinfte Potenz erhalten zu kénnen, und so weiter.

Als Beispiel hierfiir betrachten wir die Summe der Kuben 33 + 43 + 5% =
27 4+ 64 + 125 = 216, und das ist gerade 62. Hier setzen sich also drei Kubik-
zahlen zu einer Kubikzahl zusammen. Euler behauptete — und bewies sogar
— andererseits, dafl die Summe von nur zwei Kuben niemals eine Kubikzah!
ergibt. Der Leser, der Kapitel F studiert hat, wird hierin einen Spezialfall der
Fermatschen Vermutung fiir n = 3 erkennen.

Geht man nun einen Grad héher, so kann man tatséchlich vier vierte Po-
tenzen — auch Biquadrate genannt — finden, die sich zu einem Biquadrat auf-
summieren. Dieses Beispiel springt allerdings nicht sofort ins Auge:

30% + 120 + 272% + 315* = 353,

Euler vermutete, daf§ drei Biquadrate in der Summe niemals ausreichen,
aber er lieferte hierfiir keinen Beweis. Er behauptete sogar ganz allgemein, daf
man mindestens n n-te Potenzen addieren mufl, um wieder eine n-te Potenz
zu bekommen.

So war der Stand der Dinge 1778, und so war er auch noch annéhernd zwei
Jahrhunderte spéter. Diejenigen, die Euler glaubten, konnten seine Vermutung
nicht beweisen, und diejenigen, die ihm nicht glaubten, fanden sich nicht in
der Lage, ein spezielles Gegenbeispiel zusammenzustricken. Die Frage blieb
offen.

Dann aber, im Jahre 1966, entdeckten die Mathematiker Leon Lander und
Thomas Parkin die Beziehung:

27° + 84% + 110° + 133° = 61 917 364 224 = 1445.

Hier ergibt sich eine fiinfte Potenz als Summe von nur vier fiinften Potenzen.
Euler war widerlegt. SchlieBlich traktierte zwei Dekaden spéter ein leistungs-
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starker Rechner hundert Stunden seine elektronischen Schaltkreise und fand
das noch bemerkenswertere Gegenbeispiel:

95800% + 217519 + 414560 = 4224814,

Dies zeigt, daB bereits drei, und nicht erst Eulers vier, Biquadrate eine vierte
Potenz erzeugen konnen.8

Die bei der Suche nach diesen Gegenbeispielen aufgebrachte Anstrengung
war enorm — auch wenn sie von Computern bewéltigt wurde. Man kénnte dies
in einem Korollar zu Maxime 3 zusammenfassen: Manchmal ist es schwieriger,
etwas zu widerlegen, als es zu beweisen.

Maxime 4: Man kann auch die Nichtexistenz beweisen.

Beim Friseur oder am Stammtisch hért man oft die alte Binsenweisheit, da8
man nicht beweisen konne, da8 es etwas nicht gibt. Diese Aussage kommt
beispielsweise so zustande:

A: ,Ich habe am Schwarzen Brett im Supermarkt gelesen, daf ein Wolper-
tinger im Lotto gewonnen hat.“

B: ,,Wolpertinger gibt’s doch gar nicht.“

A: ,Was sagen Sie?“

B: ,,Ich sage, Wolpertinger gibt es nicht.“

A: ,Sind Sie sicher? Kénnen Sie beweisen, da8 es keine gibt?

B: ,Hmm ... nein. Aber daB es etwas nicht gibt, kann man ja sowieso nie
beweisen.“

Da wird ein grofies Wort gelassen ausgesprochen. Sagt dieser markige Kern-
satz doch aus, daB wir nie mit letzter Sicherheit die Nichtexistenz von Elfen
oder Elvis nachweisen kénnen.

Mathematiker — sogar die Elvis-Presley-Fans unter ihnen — wissen es zum
Gliick besser. So wird, zum Teil mit den groBartigsten und tiefgriindigsten
mathematischen Argumenten, gezeigt, daB Zahlen mit gewissen Eigenschaften
oder gewisse geometrische Objekte und Konstruktionen einfach nicht existieren
kénnen und es auch nicht tun. Solche Nichtexistenz-Beweise werden mit der
schérfsten aller Waffen gefiihrt: mit der kalten, klaren Logik.

Der Binsenweisheit, dal man Nichtexistenzen nicht beweisen konne, liegt
allerdings eine etwas andere Auffassung von Nichtexistenz zugrunde. Um die
Nichtexistenz des Wolpertingers zu beweisen, miifite man schlieSlich unter je-
dem Stein in den Alpen — und hinter jedem Kruzifix — nachsehen, ob dort
wirklich keiner sitzt. Ein wahrhaft aussichtsloses Unterfangen.

Um Nichtexistenz logisch zu manifestieren, verfolgen Mathematiker eine
ganz andere Strategie, die natiirlich logisch einwandfrei ist. Man nimmt ein-
fach an, das fragliche Objekt existiere doch, und untersucht die sich daraus
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ergebenden Konsequenzen. Wenn man zeigen kann, da8 die Annahme der Exi-
stenz zu einem Widerspruch fiihrt, so kann man nach den Gesetzen der Logik
schliefen, dafl die Existenzannahme falsch war. Der Schlufl auf die Nicht-
existenz ist abgesichert. Auch die Tatsache, dafi wir einen indirekten Weg
gegangen sind, tut dem keinen Abbruch.

In Kapitel Q werden wir den beriihmtesten Nichtexistenz-Beweis kennenler-
nen: Es gib keinen Bruch, der der Zahl v/2 gleich ist. Fiir unsere gegenwirtigen
Zwecke wollen wir uns mit einem einfacheren Beispiel begniigen:

Satz: Es gibt kein Viereck mit Seiten der Léngen 2, 3, 4 und 10.

Zur praktischen Lisung dieses Problems konnte man Hélzchen dieser Lingen
zurechtschneiden und versuchen, sie in Form eines Vierecks auszulegen. Das
kann zwar sehr erhellend sein, ist aber in einem logischen Sinne mit der Suche
nach dem Wolpertinger unter dem alpinen Gestein vergleichbar. Selbst wenn
wir Jahre mit erfolglosen Versuchen zubringen, aus den Holzchen ein Viereck
zu legen, schlieft das die Moglichkeit nicht aus, da8 sie nicht doch irgend
jemand eines schonen Tages in einem Viereck arrangiert.

Wir werden die Nichtexistenz also indirekt nachweisen. Wir nehmen also
an — und das ist der geniale strategische Schachzug —, dafl es ein Viereck
mit den Seitenldngen 2, 3, 4 und 10 g¢ibt, und versuchen, einen Widerspruch
herbeizufiihren.

Das von uns erdachte Viereck ist in der Abbildung unten dargestellt. Dabei
gehen wir einmal von der Annahme aus, die Seiten kédmen in der Reihenfolge
10, 2, 3, 4 vor. Wir zeichnen die gestrichelte Diagonale ein, wodurch das
Viereck in zwei Dreiecke zerlegt wird. Die Linge der Diagonalen wollen wir
mit x bezeichnen. Wie bereits in Kapitel G erwahnt, hat Euklid gezeigt,
daB jede Seite eines Dreiecks kiirzer ist als die Summe der Langen der beiden
anderen. Im Dreieck AABC mu$ also gelten 10 < 4 + z. Nach demselben
Satz, angewandt auf AADC, gilt * < 2 + 3. Aus der Kombination dieser
beiden Ungleichungen folgt:

10<44+zxz<4+(2+3)=9.
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Aber die Ungleichung 10 < 9 ist absurd. Unsere urspriingliche Annahme
iiber die Existenz des beschriebenen Vierecks fiihrte auf diesen Widerspruch,
weswegen wir die Annahme als unrichtig verwerfen miissen.

In der betrachteten Anordnung sind die vier Seiten in der Reihenfolge 10, 2,
3 und 4 im Uhrzeigersinn angeordnet. Es gibt aber noch andere Moglichkeiten,
die vier Seiten zusammenzusetzen — genau genommen sind es zwei weitere
wesentlich verschiedene Anordnungen. Doch auch in diesen Fillen fiihrt eine
analoge Argumentation zu einem Widerspruch. Ein Fall ist in der obigen
Abbildung dargestellt. Dort leitet man den Widerspruch 10 < 24z < 2 +
(3+4) =9 ab.

Es gibt daher keinen Grund, weiter zu suchen und die Holzchen auf andere
Weise anzuordnen. Das fragliche Viereck existiert nicht, und seine Nichtexi-
stenz ist durch logische Schliisse bewiesen.

Der Beweis durch Widerspruch stellt eine taktische Meisterleistung der Lo-
gik dar. Indem man das Gegenteil des zu Beweisenden annimmt, scheint man
zwar das eigentliche Ziel aufs Spiel zu setzen. Aber im letzten Moment wird
die Katastrophe abgewendet. G. H. Hardy (1877-1947) hat den Beweis durch
Widerspruch einmal beschrieben als ,,die feinste Waffe des Mathematikers. Er
ist eine viel subtilere Attacke als jeder Angriff beim Schach: Ein Schachspieler
mag einen Bauern oder sogar einen Offizier als Opfer anbieten, der Mathema-
tiker aber bietet gleich das ganze Spiel an.“?

Frage: Mufl Mathematik von Menschen gemacht werden?

Seit den 70er und 80er Jahren schiebt sich eine beunruhigende Vision ins Blick-
feld der Mathematiker. Es ist die Vision des Computers, der in Windeseile und
mit praktischer Unfehlbarkeit die Aufgabe des Beweisens von Theoremen an
sich reifit.

Wir haben schon einige Beispiele angegeben, in denen der Computer Ge-
genbeispiele geliefert hat, mit denen eine Behauptung widerlegt wurde. Die
Entdeckung der Identitat 95800 + 217519* + 414560 = 422481* versetzte
der Vermutung von Euler den Todessto, und man kann darfiber sinnieren,
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wie lange es wohl gedauert hitte, bis die menschliche — im Gegensatz zur ma-
schinellen — Intelligenz dieses Gegenbeispiel gefunden hitte. Hier handelt es

sich also um eine Problemklasse, die hervorragend fiir den Rechner geeignet
ist.

Schon beunruhigender fiir die Gemeinschaft der Mathematiker sind einige
Beispiele aus jiingerer Zeit, in denen Computer zum Beweis eines Satzes ein-
gesetzt wurden. Hierbei wird die Aussage gewohnlich in eine Unmenge von
Unterfillen zerlegt, die dann einzeln verifiziert werden, so da8 schliefflich die
Behauptung insgesamt bewiesen ist. Ungliicklicherweise treten bei einer sol-
chen Analyse meist Hunderte von Féllen und Millionen von Einzelberechnun-
gen auf, so dafl unmoglich alle Schritte von Hand nachgepriift werden kénnen.
Der Beweis kann eigentlich nur von einer anderen Maschine iiberpriift werden.

Die Frage nach der Giiltigkeit von Computerbeweisen brach 1976 beson-
ders vehement iiber die mathematische Welt herein, als das Vierfarbenproblem
gelost wurde. Dabei handelte es sich um die Behauptung, da8 sich jede auf ei-
nem ebenen Blatt gezeichnete Landkarte mit vier (oder weniger) Farben so ko-
lorieren 148t, dafl Gebiete, die eine gemeinsame Grenzlinie haben, immer zwei
verschiedene Farben tragen. In der obigen Abbildung beispielsweise diirfen
die Regionen A und B nicht beide rot eingefiirbt werden, da ihre gemeinsame
Grenze dann verschwinden wiirde. Dagegen diirfen Gebiete, die sich nur in
einem Punkt beriihren, wie A und C, die gleiche Farbe haben. Ein Punkt
zdhlt nicht als Grenzlinie.
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Das Vierfarbenproblem kam 1852 auf und zog in der Folgezeit viel Auf-
merksamkeit auf sich. Einige Fragen in seinem Zusammenhang waren schnell
gekldart. So wurde gezeigt, daB sich jede ebene Landkarte jedenfalls mit fiinf
Farben firben 148t. Andererseits wurden Karten gefunden, fiir die drei Farben
nicht ausreichen. Eine davon ist in der Abbildung auf Seite 149 wiedergegeben.
Hier miissen die Regionen A, B und C jeweils verschiedene Farben tragen, da
sie paarweise gemeinsame Grenzlinien besitzen. Dann wire es aber unméglich,
D anzufirben, auler man fiihrt eine vierte Farbe ein.

Fiinf Farben sind also ausreichend, drei aber zuwenig. Alles scheint auf vier
hinzudeuten. Sind vier Farben tatséichlich ausreichend, jede ebene Landkarte
zu fiarben?

Nach der vorangegangenen Diskussion hat nun jeder, der sich mit dieser
Frage beschiftigt, zwei Moglichkeiten: Entweder muf er ein spezielles Gegen-
beispiel finden, eine Landkarte, die sich nicht mit vier Farben firben 148t,
oder er mufl einen allgemeingiiltigen Beweis erbringen, dafi jede Landkarte
mit vier Farben gefarbt werden kann. Die Konstruktion eines Gegenbeispiels
erwies sich als aussichtslos. Jede noch so vertrackt und verschlungen gezeich-
nete Landkarte konnte schlieBlich doch in Rot, Gelb, Griin und Blau gefirbt
werden. Der Leser im Besitz eines Buntstiftkastens mag sich einmal an einer
beliebig hingekritzelten Landkarte versuchen.

Aber ein Beweis erfordert, und darauf haben wir mehrfach hingewiesen,
mehr als nur ein paar gescheiterte Gegenbeispiele. Nach einem allgemeinen Be-
weis wurde verzweifelt gesucht, diese Suche indes war um keinen Deut leichter
als die Suche nach dem Gegenbeispiel. Die Situation hatte sich festgefahren.

Schliellich schockten Kenneth Appel und Wolfgang Haken von der Uni-
versitét von Illinois in Urbana die mathematische Welt mit der Ankiindigung,
daB der Vierfarbensatz richtig sei. Schockierend war daran aber nicht die Aus-
sage, sondern die angewandte Beweistechnik: Ein Computer hatte die wirklich
schwere Arbeit erledigt.

Appel und Haken waren das Problem angegangen, indem sie alle ebenen
Landkarten nach gewissen Typen klassifizierten und jeden Typ einzeln ana-
lysierten. Leider gab es Aberhunderte von Karten zu untersuchen, und jede
gab ein ansténdiges Arbeitspensum fiir einen Hochleistungscomputer ab. Am
Ende bestéatigte der Rechner, daf§ tatséichlich alle méglichen Klassen von Kar-
ten vierfarbbar waren. Das Theorem war bewiesen.

Oder doch nicht? Ohne Ubertreibung kann man festhalten, daf sich in der
mathematischen Welt ein gewisses Unbehagen breitmachte. War das wirklich
ein giiltiger Beweis? Das Hauptproblem lag in der Tatsache, da8 es einen
Menschen aus Fleisch und Blut bei einer 60-Stunden-Woche etwa 100 000 Jahre
Arbeit kosten wiirde, die Rechnungen des Computers nachzupriifen. Selbst fiir
einen Optimisten, der gesundheitlich auf der Hohe ist, scheint dies etwas zu
lange zu sein. Und wer sollte die Uberstunden bezahlen?
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Was ist, wenn den Programmierern ein Fehler unterlaufen ist? Was ist,
wenn ein Spannungssto den Rechner veranlaft hat, einen kritischen Schritt
auszulassen? Konnte die Hardware einen winzigen Konstruktionsfehler ent-
halten, der sich nur in den allerseltensten Féllen bemerkbar macht? Kurzum,
trauen wir einem elektronischen Gehirn so weit, dal es uns immer die Wahrheit
sagt? Wie sagte der Mathematiker Ron Graham, als er iiber diese komplizierte
Frage nachgriibelte: , Die eigentliche Frage ist doch die: Wenn kein Mensch
jemals auch nur hoffen kann, einen bestimmten Beweis zu {iberpriifen, handelt
es sich dann iiberhaupt um einen Beweis?*10

Im Moment gibt es auf diese Frage noch keine endgiiltige Antwort, ob-
wohl Computerbeweise immer hiufiger auftauchen und sich Mathematiker
wohl nicht mehr so unbehaglich dabei filhlen. Dennoch kann man wohl sa-
gen, dafl die meisten Mathematiker einen Seufzer der Erleichterung ausstofien
wiirden, wenn es fiir den Vierfarbensatz einen Zwei-Seiten-Beweis gdbe — kurz,
genial und elegant — anstelle des rohen Gewaltaktes einer Maschine. Die Tra-
ditionalisten sehnen sich ohnehin nach der guten alten Zeit der Mathematik —
ohne Verstérker.

,Ist der Mensch in der Mathematik unabdingbar?“ Im Moment ist die
Antwort immer noch: ,Ja.* Schlielich mufl es mindestens noch einen geben,
der den Computer anstellt. Aber wir gestehen zu, da8 diese Meinung vielleicht
dadurch beeinflufit ist, dafl sie von uns vertreten wird — von Menschen.

Damit wiren wir am Ende unserer Diskussion des mathematischen Bewei-
ses angelangt. Sicherlich wiire noch vieles zu sagen, zusétzliche Gesichtspunkte
kénnten angesprochen und weitere Maximen aufgestellt werden. Statt dessen
wollen wir mit der vielleicht wichtigsten Bemerkung schliefen: Der Beweis in
der Mathematik — sei er elegant oder todlich langweilig, direkt oder indirekt,
von Hand oder aus der Maschine — definiert einen Standard, der in keinem
anderen Feld menschlicher Aktivitdten erreicht wird.
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Newton

Am 16. April 1705 schlug die Kénigin von England, Queen Anne, Isaac Newton
in einer feierlichen Zeremonie in Cambridge zum Ritter. Mit diesem Akt lieB
die Konigin einem der meistgeschétzten Ménner die héchste Ehre, die Britan-
nien zu vergeben hatte, angedeihen.

Newton teilt sich mit Gottfried Wilhelm Leibniz die Ehre, die Differenti-
alrechnung begriindet zu haben, und es ist schwer, sich eine glanzvollere Aus-
zeichnung in der Mathematik vorzustellen. In diesem Kapitel soll Newtons
Leben kurz skizziert und seine heftigen Auseinandersetzungen mit Leibniz be-
schrieben werden. Ferner wird aus seinem mathematischen Vermichtnis das
, Verfahren“ vorgestellt, das seinen Namen trégt.

Eine besondere Stellung erhélt Newton durch die Tatsache, daf er eine Art
Halbgott nicht nur in einer, sondern gleich in zwei wissenschaftlichen Diszipli-
nen geworden ist. Jeder Mathematiker, der die drei oder vier einflufireichsten
Fachkollegen der Geschichte nennen soll, wird Newton erwihnen, und auch
jeder Physiker wird auf die Frage nach den drei oder vier grofiten Physikern
der Geschichte Newton einschliefen.

Natiirlich war Newton zu einer Zeit aktiv, zu der es noch keine uniiberwind-
baren Schranken zwischen den einzelnen Disziplinen gab. Zu seiner Zeit waren
Mathematik und Physik im wesentlichen nicht zu unterscheiden. Methoden,
Probleme und die ausfiihrenden Personen waren dieselben. Es war eine Zeit,
in der Optik, Astronomie und Mechanik als Zweige der Mathematik behandelt
wurden. Heute sind Mathematiker und Physiker vielfach so stark spezialisiert,
daB sie kaum noch in der Lage sind, miteinander zu kommunizieren. Aus
dieser Sicht 148t sich die Situation vor drei Jahrhunderten nur noch schwer
nachvollziehen. Die Grenzen zwischen den Féachern waren so sehr verwischt,
da8 sie praktisch nicht existierten. Unter diesem Gesichtspunkt betrachtet,
miifite man Newtons interdisziplinire Herkunft etwas relativieren.

Aber das wiirde der Sache nicht gerecht. Solch hohes Ansehen in zwei Diszi-
plinen genieBen nur wenige. Ahnliche Anerkennung kénnte man Shakespeare,
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dem Dramatiker und Lyriker, oder Michelangelo, dem Maler und Bildhauer,
zukommen lassen. Doch auch deren Doppelbegabung entsprach dem Allround-
genie Newton nicht genau.

Sein Leben begann unter bedenklichen Umstéinden. Als Friihgeburt hatte
man ihm 1642 in Woolsthorpe in England nur geringe Uberlebenschancen ge-
geben. Erschwerend kam hinzu, daf sein Vater einige Monate zuvor gestorben
war. Aber Isaac stand noch Schlimmeres bevor. Als er drei Jahre alt war,
heiratete seine verwitwete Mutter erneut und zog in das Haus ihres neuen
Ehemannes. Der kleine Isaac wurde allein zuriickgelassen. Zwar kehrte die
Mutter einige Jahre spéter zu ihm zuriick, aber da war der Schaden schon
angerichtet. Alle neueren Biographen Newtons geben dieser Trennung von
seiner Mutter im Alter zwischen drei und zehn eine Schliisselstellung bei der
Entstehung jener argwohnischen, neurotischen und gepeinigten Personlichkeit
des erwachsenen Isaac Newton.!

Neurotisch hin oder her, der Junge zeigte jedenfalls unbestreitbare Ziige
eines Genies. Diese Eigenschaft, gepaart mit seinem absoluten Desinteresse
am Leben eines Bauern, war ausschlaggebend fiir seinen weiteren Weg zur
Universitidt. So trat er im Sommer des Jahres 1661 ins Trinity College in
Cambridge ein und startete damit eine beispiellose akademische Karriere.

Diese intellektuelle Laufbahn wurde ihm auch ganz wesentlich dadurch er-
moglicht, daf die Professoren in Cambridge der Lehre genausowenig Interesse
entgegenbrachten wie Newton der Kunst des Ackerbaus. Er konnte daher frei
seine eigenen Interessen verfolgen, die sich sehr bald weg von der starken tégli-
chen Dosis an Griechisch und Latein, die der Lehrplan verordnete, hin zu den
aufregenden mathematischen und wissenschaftlichen Fortschritten jener Zeit
bewegten. Als einsiedlerischer Student verschlang er diese Lektiire, bis er, im-
mer noch vor seinem Examen, bereits eigenstdndige Forschung betrieb. Diese
Arbeit setzte er auch in der Studienpause 1665-1667 fort, als die Universitit
Cambridge wegen des Ausbruchs der Pest zweimal geschlossen werden mufte.
Newton kehrte in dieser Zeit in sein Elternhaus in Woolsthorpe zuriick, aber
beileibe nicht, um sich zu erholen.

So war es denn auch in Woolsthorpe, wo Newton seine beriihmte Begeg-
nung mit dem Apfel hatte. Der Legende nach ruhte er gerade unter einem
Baum und wurde fast von der fallenden Frucht getroffen. Da dachte er bei
sich, wenn die Erde schon einen Apfel anzieht, zieht sie dann nicht auch ent-
ferntere Himmelskorper an? Newton erinnerte sich spiter: ,,Und im gleichen
Jahr begann ich dariiber nachzudenken, daf} sich die Gravitationskraft bis zur
Mondbahn erstreckt.“? Mehr kann man als Begriindung fiir eine universelle
Gravitation eigentlich nicht erwarten. Moderne Forscher sehen den fallenden
Apfel eher als Anekdote, aber die Geschichte hat ihren Charme. Immerhin
regte sie Lord Byron an, iiber Newton zu schreiben:

Er ist der einzige Sterbliche, der sich, seit Adam,
mit einem Fall, oder einem Apfel, auseinandersetzen konnte.3
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Britische Briefmarke mit Newtons Apfel

Wie es die obige Abbildung einer britischen Briefmarke vermuten l48t,
wurde der fallende Apfel in der 6ffentlichen Meinung Isaac Newton als Symbol
fiir seine auflergewohnlichen Untersuchungen geradezu aufgestempelt.

Als die Pest langsam abflaute, kehrte Newton ans Trinity College zuriick.
1669, immer noch sehr jung und véllig unbekannt, iibernahm er den Luca-
sian Chair of Mathematics, einen angesehenen Lehrstuhl fiir Mathematik in
Cambridge. Sein groBer 6ffentlicher Durchbruch kam 1687, als er, angespornt
von Edmund Halley, sich endlich bereitfand, etwas wirklich GroBartiges zu
verdffentlichen — seine Principia Mathematica. In diesem Werk stellte er seine
Mechanik in klarer, sorgfiltiger und mathematisch formulierter Form vor. Er
filhrte die Gesetze der Bewegung und das Prinzip der universellen Gravitation
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Isaac Newton
(Nachdruck mit freundlicher Genehmigung des Yerkes Observatory,
University of Chicago.)

ein und leitete alles, von den Gezeitenstrémungen bis zu den Planetenbahnen,
mathematisch ab. Die Principia Mathematica gelten vielen als das groBartig-
ste wissenschaftliche Buch, das je geschrieben wurde.

Mit diesem Triumph trat Newton ins wissenschaftliche Rampenlicht. Na-
tiirlich hatte die Offentlichkeit nur eine blasse Vorstellung von den eigentlichen
Inhalten, aber Newton wurde, &hnlich wie Einstein im zwanzigsten Jahrhun-
dert, zum lebendigen Symbol fiir die neue Wissenschaft. Voltaire nannte New-
ton den ,gréfSten Mann, der jemals gelebt hat“, und mutmafBte, daf es ein
Genie von seiner GroBe allenfalls einmal innerhalb von tausend Jahren gibe.
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Nachdem Newton aus der Anonymitét herausgetreten war, verinderte sich
sein Leben dramatisch. 1689 wurde er Vertreter von Cambridge im englischen
Parlament. 1696 wurde er Leiter der Miinze und siedelte fiir den Rest seines
Lebens nach London iiber. 1703 wurde er zum Présidenten der Royal Society
gewdhlt. Im folgenden Jahr verdffentlichte er sein zweites Meisterwerk, die
Opticks. Sir Isaac Newton starb im Jahre 1727 als geehrter Wissenschaftler
und reicher Regierungsbediensteter und wurde als englischer Nationalheld in
der Westminsterabtei neben der Elite der Nation beigesetzt.

Fiir Mathematiker bleibt seine bedeutendste Entdeckung die der ,Fluxio-
nen“ aus den 1660er Jahren, die sich aber in der von Leibniz geprigten Form
als , Differentialkalkiil“ durchgesetzt haben. Aus Griinden, die aus heutiger
Sicht kaum zu verstehen sind, versffentlichte Newton seine Entdeckung nicht.
Er befand sich im Besitz der vielleicht revolutionérsten Erfindung in der Ge-
schichte der Mathematik — und zog es vor zu schweigen.

Sein seltsames und geheimniskréimerisches Verhalten ist ihm nie gut be-
kommen. Immer wieder stellte er im Verlauf seiner Karriere fest, dal andere
die intellektuellen Wege einschlugen, die er schon Jahre zuvor gegangen war.
Verspitet versuchte er dann, seine Prioritétsanspriiche 6ffentlich geltend zu
machen, und verdrgerte damit regelmiBig die wissenschaftliche Welt. Dabei
wiire es fiir ihn so einfach gewesen, seine Entdeckungen frith bekanntzumachen
und damit nicht nur seinen wissenschaftlichen EinfluB auszuiiben, sondern auch
seinen Ruf zu festigen.

Beim Versuch einer Erkldrung, warum er vor der Publikation seiner Werke
zuriickschreckte, wird man immer wieder auf seine seltsame Personlichkeit
zuriickgefiihrt: sein Mifitrauen anderen gegeniiber, seine Furcht vor Kritik,
seine ,,standhafte Weigerung, in derart listige und unbedeutende Debatten
involviert zu werden“.5 Newton fafite seine Ansichten priagnant in der Bemer-
kung zusammen: ,,Nichts wiinsche ich mehr zu vermeiden als solcherlei Streite-
reien in Fragen der Philosophie oder irgendwelche andersartigen Streitereien,
besonders wenn sie im Drucke erscheinen.“ 8

Wir haben also einen Wissenschaftler vor uns, der zwar eifersiichtig auf
seine Reputation bedacht war, sich aber striubte, seine Entdeckungen zu
verdffentlichen. Selbst bei Manuskripten, die nur fiir einen engen Kreis be-
stimmt waren, wachte Newton peinlichst tiber die Verteilung. ,Sei der Him-
mel davor, dal eine meiner mathematischen Arbeiten ohne meine ausdriickli-
che Aufforderung gedruckt werde*, schrieb er einem Kollegen, der eines seiner
unversffentlichten Manuskripte besa8.”

Selbst fiir ein Genie der GréBe Newtons bleibt ein solches Verhalten nicht
ohne Auswirkungen. Im Lauf der Zeit wurde er immer mehr in Prioritits-
streitigkeiten verwickelt und focht héfiliche Auseinandersetzungen mit ande-
ren Wissenschaftlern dariiber aus, wer was wann getan hatte. Er kreuzte die
Klingen mit seinen Landsleuten Robert Hooke und John Flamsteed, aber sein
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weitaus berithmtester Streit war die Kontroverse mit Leibniz um die Prioritét
bei der Einfithrung der Differentialrechnung.

Unter Beriicksichtigung der geschichtlichen Erkenntnisse kann man die hi-
storischen Fakten folgendermafen zusammenfassen:

1. Newton hatte seine Methode der Fluxionen in der Mitte der 60er Jahre
des siebzehnten Jahrhunderts entwickelt. Er beschrieb sie 1669 in einem Ma-
nuskript mit dem Titel De analysi und in einer erweiterten Version 1671 in De
methodis flurionum. Diese Manuskripte zirkulierten in einem erlesenen Kreis
britischer Mathematiker, wurden aber nicht publiziert und daher auch nicht
weiter bekannt. Wer sie las, erkannte sofort die geistige Kraft Newtons, den
einer der Leser als ,,sehr jung ..., aber von auBlerordentlicher Genialitdt und
Fertigkeit“ beschrieb.?

2. Um 1675, also ein volles Jahrzehnt spéter, machte Leibniz dieselben
Entdeckungen. Wihrend eines Aufenthaltes in London in diplomatischer Mis-
sion sah Leibniz 1676 ein Exemplar von Newtons De analysi.

3. Etwa, zur selben Zeit erhielt Leibniz zwei Briefe von Newton, die spéter
als epistula prior und epistula posterior bezeichnet wurden und in denen New-
ton einige seiner Gedanken iiber unendliche Reihen und — weit weniger ausfiihr-
lich — iiber seine Fluxionen erléuterte.

4. 1684 verdffentlichte Leibniz die erste Arbeit zur Differentialrechnung,
wie wir bereits am Anfang des Kapitels D bemerkt haben. An keiner Stelle
erwihnte er, daB er acht Jahre zuvor Manuskripte von Newton gesehen oder
mit ihm korrespondiert hatte. Er hat Newton eigentlich iiberhaupt nicht
erwahnt.

Damit soll nicht gesagt werden, da§ Leibniz von Newton abgekupfert hat
- wenngleich dies genau die Position ist, die viele englische Mathematiker ver-
traten. Die Zuriickverfolgung der Originalmanuskripte zeigt eindeutig, da8
Leibniz, ungeachtet seiner Kontakte zu Newton, die Prinzipien der Differenti-
alrechnung unabhiingig entdeckt hat und mit Recht den Ruhm der Entdeckung
teilt. Und wegen Newtons chronischer Geheimniskrémerei wurde fraglos Leib-
niz’ Veroffentlichung von 1684 zu der Quelle, aus der die gelehrte Welt von
dem neuen wundervollen Gebiet erfuhr.

Ganz offensichtlich hatten beide Parteien Fehler begangen. Newton hétte
durchaus seine Forschungsergebnisse innerhalb der zwanzig Jahre, die zwi-
schen seiner Entdeckung und der Veréffentlichung von Leibniz lagen, publi-
zieren konnen, und der Prioritéitsstreit wire hinféllig. Durch sein Schweigen
forderte Newton die Schwierigkeiten heraus. Leibniz andererseits hitte sein
Wissen um die Newtonschen Dokumente durchaus zugeben und die Anerken-
nung groBziigiger mit ihm teilen konnen. Er wufite ohnehin, da sie auch
Newton zukam. Aber auch Leibniz schwieg und lie8 die Welt in dem Glauben,
er sei der alleinige Entdecker. Diese kleine Unehrlichkeit machte ihm denn
auch schwer zu schaffen, als sich die Debatte immer mehr erhitzte.
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Schon bald nach dem Erscheinen der Leibnizschen Arbeit 1684 begann
Newton, iiber die Priorititsfrage zu murren, und das Murren entwickelte sich
zu einer kaum verdeckten Wut. Seiner Meinung nach verdienten nur Erstent-
decker die Anerkennung, selbst wenn diese jede nur erdenkliche Miihe auf sich
nahmen, ihr Werk vor den Blicken der Offentlichkeit zu verbergen.® 1699 wur-
den die Texte seiner beiden Briefe an Leibniz von 1676 verdffentlicht, und die
Briten glaubten nun, endlich etwas gefunden zu haben, was nach geistigem
Diebstahl roch und Leibniz iiberfiihren kénnte.

Danach spitzte sich die Situation zu und geriet endgiiltig zur Schlamm-
schlacht. Die gegenseitigen Anschuldigungen wurden so zahlreich, dafi man
sie in einem eigenen Protokoll festhalten miifite. Loyale Untergebene gesellten
sich zu den beiden Hauptpersonen und schossen mit verbalen Geschiitzen iiber
das Ziel hinaus. Aus der heutigen Perspektive erscheint das Ganze reichlich
unangemessen. Aber wir sind auch nicht von den Gemiitserregungen der da-
maligen Zeit beeinfluBt und so den nationalen Unterschieden unterworfen, wie
es Briten und ihre kontinentalen Rivalen zu jener Zeit waren.

Um den damals herrschenden Umgangston zu verdeutlichen, wollen wir eine
Verbalattacke beschreiben, die beide Parteien gegeneinander gefiihrt haben.
Ein britischer Anhidnger Newtons brachte 1708 das folgende Zitat zu Papier,
das in den Philosophical Transactions der Royal Society verdffentlicht wurde:

Alle diese [Schlufifolgerungen] folgen aus der mittlerweile hochberihmten
JArithmetik der Fluzionen’, die Mr. Newton ganz ohne jeden Zweifel als
Erster erfand, wie jedermann, der seine Briefe liest, ... leicht feststellen
kann. Dieselbe Arithmetik wurde spdter jedoch unter einem anderen Namen
und in einer anderen Schreibweise in den Acta eruditorum von Mr. Leibniz
verdffentlicht.1”

Obwohl ein Rechtsanwalt argumentieren kdnnte, da8 hier niemand explizit
des Plagiats beschuldigt wird, so machen doch die Wortwahl ,spéter jedoch

. von Mr. Leibniz veréffentlicht und ,in einer anderen Schreibweise® die
Absicht des Autors ziemlich klar. Jedenfalls dachte Leibniz so. Er beschwerte
sich lautstark bei der Royal Society iiber die Billigung derart aggressiver Be-
merkungen.

Es war eine Beschwerde, die er noch sehr bereuen sollte. Als Antwort setzte
die Royal Society ein Komitee ein, das den Prioritétsstreit untersuchen sollte.
Dessen Abschlufibericht wurde 1713 unter dem Titel Commercium epistolicum
vertffentlicht und unterstiitzte Newton in allen Punkten. Leibniz, so wurde
festgestellt, hatte bis Mitte 1677, bevor er die Briefe Newtons erhalten und
dessen Manuskripte gesehen hatte, nicht die leiseste Ahnung von der Diffe-
rentialrechnung. Damit war die Schluffolgerung im Commercium epistolicum
unausweichlich: Leibniz hatte die Ideen des wahren Meisters gestohlen. Diese
harsche Verurteilung verliert allerdings etwas an Glaubwiirdigkeit, wenn man
bedenkt, da Newton zu dieser Zeit Président der Royal Society war und einen
GroBteil des Commercium selbst geschrieben hatte.
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Die Beschuldigungen gingen weiter. Bald schon wurde auf dem Kontinent
eine Breitseite abgefeuert, die den Leibnizschen Standpunkt vorbehaltlos ver-
trat:

Als Newton die Ehre der analytischen Entdeckung der Differentialrechnunyg,
die eigentlich einem anderen, ndmlich dem Erstentdecker Leibniz, gebiihrt,
fiir sich in Anspruch nahm, ... lief er sich zu sehr von Schmeichlern, die
den vorangegangenen Lauf der Dinge nicht kannten, und von seiner Gier
nach Ruhm beeinflussen. Nachdem er unverdient einen Teil des Ruhmes
schon erhalten hatte, geliistete es ihn nun nach dem ganzen — Zeichen einer
geistigen Haltung, die weder fair noch ehrlich ist.1!

Hier lesen wir, dafl es Newton gewesen sein soll, der auf unfaire Weise die
Geistesblitze von Leibniz gestohlen hat. Ein derart licherlicher Vorwurf ist
offenbar der Preis, mit dem Newton fiir seine publizistische Verweigerungs-
haltung bezahlen mufite. Es sollte nicht iiberraschen, dafl der Autor dieser
anonymen Attacke spéter als Gottfried Wilhelm Leibniz entlarvt wurde.

Im Riickblick stellen die gegenseitigen Denunziationen zweier der groSten
Mathematiker aller Zeiten ein recht trauriges Kapitel in der Geistesgeschichte
Europas dar. Daf8 sich Personen mit derart genialen F&higkeiten zu solch
kleinkarierten Verleumdungen herablassen, 148t nichts Gutes ahnen: wie erst
kampfen andere mit weniger genialen Fihigkeiten um ihr geistiges Eigentum?
Die ganze Affdre ist peinlich fiir Newton, fiir Leibniz, fiir die Mathematik, ja
fiir die gesamte wissenschaftliche Welt.

Bis zu einem gewissen Grad kénnte auch Newtons Beschiftigung mit der
Alchimie und der Theologie, der er mehrere Jahrzehnte lang nachging, als
anriichig gewertet werden.

Alchimie steht, wie bekannt ist, fiir das mittelalterliche Streben der Wis-
senschaftsmagier, gewohnliche chemische Produkte in Gold zu verwandeln.
Newton verschlang die einschlégige Literatur bindeweise und brachte einen
gewaltigen Teil seiner Zeit damit zu, gewissenhaft mit selbstgebauten Bren-
nern Chemikalien zu erwirmen und nach dem begehrten Edelmetall Ausschau
zu halten. Obwohl er ein noch grifieres Geheimnis um seine Alchimie als
um seine Fluxionen machte, erreichten seine Aufzeichnungen schliellich einen
Umfang von fast einer Million Worte.

Ahnlich umfangreich waren seine theologischen Schriften. Newton war ge-
radezu ein Meister im Untersuchen der Bibeltexte, im Entschliisseln von Pro-
phezeiungen und im Verbinden scheinbar zusammenhangloser Textpassagen.
In seinen Notizen findet sich ein Plan des FuBlbodens des Tempels in Jerusa-
lem, den er sich aus verschiedenen Bibelstellen zusammengestrickt hatte. Er
verdffentlichte Werke mit Titeln wie Bemerkungen tber die Prophezeiungen
des Daniel und die Apokalypse des hl. Johannes (in zwei Bénden). Offenbar
war dies der Gegenstand, dem er fast alle Aufmerksamkeit widmete.

Wihrend Newton mit seinen Werken sowohl Mathematik als auch Physik
fiir alle Zeiten bereichert hat, ist ein theologisches Verméchtnis nicht existent,
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und, na ja, Alchimisten haben heutzutage den Rang von Schlangenélverkiu-
fern. Man stelle sich vor, welche weiteren wissenschaftlichen Friichte Newton
vom Baum der Erkenntnis hitte pfliicken kénnen, wenn er dieser nutzlosen
Materie weniger Zeit geopfert hétte.

Wir wenden uns nun einem Gegenstand zu, der ganz sicher des Genius eines
Newton wiirdig war. Dieses sogenannte ,Newtonverfahren“ zur approxima-
tiven Nullstellenbestimmung nichtlinearer Gleichungen werden wir allerdings
nicht in derselben Form beschreiben, die Newton angegeben hat. Die von ihm
um 1660 entwickelte Technik wurde 1690 von Joseph Raphson und 1740 von
Thomas Simpson modifiziert und wird heute in einer leicht veranderten Ver-
sion angewandt. Aber selbst mit diesen Modifikationen geht die wesentliche
Idee auf Newton zurtick.

Die Fragestellung, die wir betrachten wollen, gehort zu den grundlegend-
sten in der gesamten Mathematik: Wir wollen eine Gleichung lésen. Viele ma-
thematische Probleme lassen sich letztlich auf eine solche Frage zuriickfiihren.
Aber oft sind die algebraischen Methoden eher begrenzt und lassen eine ex-
plizite Losung nicht zu. So gibt es zwar eine exakte Lésungsformel fiir qua-
dratische Gleichungen, nach der beispielsweise die Lésungen der Gleichung
722 — 24z — 19 = 0 die Zahlen

12 + 277 und 12 — V277
7 7

sind, aber es gibt keine algebraische Darstellung der exakten Losungen der
Gleichung
z’ —3z% + 202 — 11 =0.

Was soll man also tun, wenn man die Lésung einer solchen Gleichung benétigt?
Was macht ein Mathematiker, wenn er sich mit einem unlésbaren Problem
konfrontiert sieht?

Die Antwort ist ganz einfach: Er steckt seine Anspriiche zuriick. Wenn
man keine exakte Losung berechnen kann, versucht man, eine angeniherte
Losung zu finden. SchlieBlich ist in praktischen Anwendungen eine Lésung,
die auf zehn Dezimalstellen genau ist, allemal ausreichend. Eine Approxima-
tionsmethode kann sogar fast so gut wie eine explizite Formel sein, wenn sie
némlich recht einfach ist, ihre feste theoretische Untermauerung erfihrt und
durch wiederholte Anwendung immer genauere Abschitzungen der exakten
Losung liefert. Gerade diese Eigenschaften aber charakterisieren die Newton-
sche Methode.

Bevor wir fortfahren, wollen wir darauf hinweisen, daf die beiden obigen
Gleichungen in einer Form angegeben waren, in der auf der rechten Seite die
Null steht. Dies ist kein Zufall, denn die zu l6senden Gleichungen miissen
immer in dieser Form geschrieben werden, um das Newtonverfahren anwenden
zu kénnen. Dies kann geschehen, indem alle Terme auf die linke Seite gebracht
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y=fx)

A\ &1 fx1)

Tangente

TN

werden. Zum Beispiel formt man die Gleichung 22 + 3z = 72% — z® + 2 um in
die dquivalente Form

18+ 23 +22+32z-2=0.

Damit hat man den gewiinschten Ausdruck f(z) = 0 hergestellt. Im folgenden
gehen wir immer von Gleichungen dieser Form aus.

Fiir das weitere Vorgehen bendtigen wir ein wenig geometrische Anschau-
ung. Betrachten wir einmal den Graphen der Funktion y = f(z) in der obigen
Abbildung. Die Gleichung f(z) = 0 zu lésen ist gleichbedeutend damit, den-
jenigen Wert fiir z zu bestimmen, in dem der Graph von f(z) die z-Achse
schneidet. Solch ein Punkt heifit ein z-Achsenschnittpunkt der Funktion. In
der Abbildung ist c ein solcher Punkt. Wenn wir also ¢ bestimmt haben (wenig-
stens niherungsweise), so haben wir die Gleichung f(z) = 0 gelost (ebenfalls
wenigstens niherungsweise).

Das Newtonverfahren macht es erforderlich, daf§ wir mit einer Schéitzung
der Losung beginnen. In der obigen Abbildung ist unsere Schitzung mit x;
bezeichnet. Eigentlich ist damit gemeint: x; ~ ¢, wobei ¢ die tatséchliche
Losung ist. Nach der Zeichnung ist der Schitzwert z; nicht gerade iiberwalti-
gend genau, denn er liegt um einiges unterhalb von ¢. Aber das soll uns nicht
beunruhigen. Der geniale Trick im Newtonverfahren besteht gerade darin, daf3
mit dieser Methode der Schitzwert bei jeder erneuten Anwendung verbessert
wird.

Wir beginnen also mit z; und betrachten den zugehorigen Punkt A mit
den Koordinaten (z1, f(z1)) auf der Kurve y = f(z). Nun zeichnen wir die
Tangente an die Kurve in A ein. Hier kommt also die Differentialrechnung
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ins Spiel. Aus Kapitel D wissen wir, da8§ die Steigung der Tangente durch die
Ableitung der Funktion im Punkt x = x; gegeben ist. In Symbolen ist die
Tangentensteigung f'(z1).

Wir stellen uns vor, wir folgen der Kurve y = f(z) von links oben nach
rechts unten. Im Idealfall wiirden wir auf diese Weise dem geschwungenen
Abstieg folgen, bis wir den exakten Wert von c erreichen, also die Lésung der
Gleichung. Aber der exakte Wert ist unbekannt, und so verlassen wir im Punkt
A die Kurve und steigen entlang der Tangente ab. Der Punkt z3, in dem die
Tangente die x-Achse schneidet, ist zwar nicht genau der Punkt ¢, stellt aber
eine bessere Approximation an ¢ dar als unsere erste Schitzung z;.

Damit ist der geometrische Inhalt des Newtonverfahrens beschrieben. Wie
aber berechnet sich die neue Schitzung algebraisch? Die Antwort findet sich in
der Tangentensteigung, die man auf zwei verschiedene Arten beschreiben und
die Beschreibungen einander gleichsetzen muf. Einerseits haben wir bereits
bemerkt, da die Tangentensteigung durch die Ableitung f'(z1) gegeben ist.
Andererseits ist die Steigung einer jeden Geraden ganz allgemein durch den
Ausdruck .

Anstieg w2 —u1
Inkrement x5 — z;

Steigung =

definiert. Aus der Abbildung sind zwei Punkte zu entnehmen, die auf der
Tangente liegen: (z1, f(z1)) und (z2,0). Daher ist die Steigung:

0~ f@) _ —f(@)

To — T1 To—T1

Setzt man die beiden Ausdriicke fiir die Steigung gleich, so folgt:
—f(z1)

f'(z1) = Steigung der Tangenten = ———=.
T2 — T

Dieser Ausdruck ist nun in zwei Schritten nach zo aufzulGsen:

_ f(=)
2T m= f/(xl)’
und daher folgt: fa)
— _ Z1
To =123 f’(IL‘l) .

So weit, so gut. Wir haben also einen algebraischen Ausdruck fiir =5 ge-
funden, mit dem wir unsere Schéitzung fiir ¢ verbessern kénnen. Er enthélt 1.
den Wert der ersten Schitzung z1, 2. den Wert der Funktion f in z; und 3.
den Wert der Ableitung f’ in z;. Natiirlich kennen wir immer noch nicht den
wahren Wert von ¢, wir haben aber unsere Approximation verbessert.

Doch was kann man tun, wenn x2 noch nicht genau genug ist? Nun, dann
wenden wir eben die ganze Prozedur erneut an, wobei wir diesmal xz, als
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Tangente

Startwert nehmen. Damit erhalten wir die verbesserte Niherung

die in der Abbildung oben dargestellt ist. Dort ist auch ersichtlich, da sich
die neue N&herungslosung z3 und die wahre Losung c offenbar nur noch sehr
wenig unterscheiden. Wir kénnen den Algorithmus noch einmal anwenden.
Ganz allgemein erhilt man aus der Niherungslésung z,, des Schrittes n die
néchstfolgende Approximation z,; nach der Formel:

Tpn41 = Ty — m
In dieser Vorschrift verkérpert sich das Newtonverfahren.

Beispiele gefillig? Zunichst wollen wir einmal den Wert von v/2 bestim-
men. Wie wir in Kapitel Q noch zeigen werden, kann man den Zahlenwert
von /2 weder mit zehn noch mit zehnmillionen Dezimalstellen exakt angeben.
Dennoch benédtigt man hin und wieder einen recht exakten Niherungswert.

Heutzutage {ibernimmt natiirlich ein Computer oder Taschenrechner diese
Aufgabe. Damit erhebt sich aber die Frage, wie denn der Rechner den Nihe-
rungswert fiir v/2 findet. Und wie kénnte ihn ein gewdhnlicher Sterblicher
angeben?

Am besten wendet man das Newtonverfahren an. Dazu stellen wir zunéichst
fest, daB v/2 eine Losung der Gleichung z2 = 2 oder der aquivalenten Gleichung
2% — 2 = 0 ist. Wir miissen sie ja in der Form f(z) = 0 schreiben, und hier
ist f(z) = % — 2. In Kapitel D haben wir gesehen, daB die Ableitung von 2
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gerade 2z ist, und die Konstante 2 hat wie jede Konstante Ableitung 0. Also
ist f'(z) =2z —-0=2z.

Nach dem Newtonverfahren erhélt man aus der ersten Naherung x; fiir
eine Losung der Gleichung 22 — 2 = 0 die zweite Niherung nach der Formel:

fl@) _ _xi-2
filey) ' 2w

Durch Einfiihren des Hauptnenners ergibt sich:

To9 =1 —

222 — (22 —-2) z2+2
To = = .
2z, 2z,

Das gleiche Argument kann auch auf die Ndherung z, im n-ten Schritt ange-
wendet werden, und die nichste Ndherung x,,4+1 lautet:

z2 +2
2T,

Tn+1 =

Nun bleibt nur noch, eine erste Niherung an V2 zu schitzen. Eine recht
verniinftige Wahl ist z; = 1. Wir wenden wiederholt das Newtonverfahren an
und erhalten die folgende Tabelle: ‘

2+2 1+2 3

2= 2.’E1 T o 5
= gi+2 _ (9/9+2 _(A7/4) _ 17
215 3 3 12
22 +2 (289/144)+2 577/144 577
4T Tog, T 17/6 17/6 408
o _ Tit2_ (332920/166464) +2 _ 665857
5T Tom, 577/204 T 470832

In dezimaler Schreibweise handelt es sich dabei um die folgenden Werte:

z1 = 1,000000000...
z2 = 1,500000000...
z3 = 1,416666666...
g = 1,414215686...
x5 = 1,414213562...

Tatséchlich stimmt der Wert x5 = 1,414213562. .. mit v/2 auf neun Stellen
genau iiberein. Mit vier Wiederholungen des Newtonverfahrens ist also eine
neunstellige Genauigkeit erreicht. Des weiteren handelt es sich bei einem sol-
chen Iterationsschema, bei dem das Ergebnis des einen Schrittes der Startwert



166 Mathematik von A — Z

des niichsten Schrittes ist, in der Sprache des Programmierers um eine Schleife.
Das Newtonverfahren 148t sich daher auf einem Rechner schnell und effizient
ausfiithren.

Unser zweites Beispiel stammt von Newton selbst. In seiner - natiirlich
unverdffentlichten! — Abhandlung von 1669, in der er die Methode zum ersten
Mal beschrieb, betrachtete er die kubische Gleichung z* — 2z — 5 = 0. Um
eine Nullstelle zu bestimmen, setzen wir f(z) = 23 — 2z — 5. Dann ist f'(z) =
322 — 2 gemB den Differentiationsregeln aus Kapitel D. Nach der Vorschrift
des Newtonverfahrens ergibt sich aus einer bereits bestimmten Néherung z,
an die Losung die néchstfolgende Naherung z,41 :

oo = _ flga) 0z} 22, -5 223 +5
T T i,y T 322 -2  3z2 -2

Beachtet man noch, daB f(2) = 23 —2-2 —5 = —1 ist, was uns nahe
genug bei 0 liegt, so scheint z; = 2 eine annehmbare erste Schitzung. Nach
dreimaliger Anwendung der Rekursionsformel erhilt man:

ry = 2
2(28)+5 21
T2 = gy —op 10 2!
2(2,1%)+5 23522 5 094568121
s 3(2,12) 22 1123
3
gy _ 2(2004568121°) +5 _ 2337864398 o 0o

3(2,0945681212) — 2z 11,16164684

Wir haben also z = 2,094551482 als Ndherungslosung bestimmt. Setzt man
diesen Wert in die urspriingliche kubische Gleichung ein, so ergibt sich z° —
2z — 5 = (2,094551482)3 — 2 - 2,094551482 — 5 = 0,000000001, was sehr nahe
bei 0 liegt. Das Newtonverfahren steuerte bei nur dreimaliger Anwendung
zielstrebig auf die Nullstelle zu.

Newton selbst schien diese Methode sehr zu Recht zu gefallen, denn er
schrieb:

Ich weify nicht, ob diese Methode der Lésung von Gleichungen weithin be-
kannt ist oder nicht. Im Vergleich zu anderen ist sie aber sicher sehr ein-
fach und den Anwendungen angepafSt . .. und lifit sich leicht ins Geddchtnis
zurickrufen, wenn man sie braucht.'?

Bei aller Bewunderung ist doch eine Warnung angebracht. Trotz des Erfolgs in
den obigen numerischen Beispielen gibt es auch Fille, in denen die Anwendung
des Newtonverfahrens ein wenig mehr Sorgfalt erfordert. Betrachten wir ein-
mal die kubische Gleichung z° = 2 +z+ 1. Wie in den anderen Fillen bringen
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y=x3—x2—-x—1

wir alle Terme auf die linke Seite und erhalten f(z) =2® -2 —z—1=0.

Nach den Ableitungsregeln aus Kapitel D gilt: f’(z) = 3z? — 2z — 1.
Nehmen wir ferner an, wir wihlen z; = 1 als Startwert und setzen ihn in
die Formel des Newtonverfahrens ein:

f) S0 =2
e Rk O R

e T Q) 0

Aber Division durch 0 ist niemals erlaubt, nicht in diesem oder in irgend-
einem anderen mathematischen Algorithmus. Der Ausdruck —2/0 hat keine
Bedeutung. Das Newtonverfahren hat versagt.

Wenn wir einmal zur Herleitung der Theorie zuriickkehren, sehen wir leicht,
was hier schiefgegangen ist. In der Abbildung oben ist der Graph der Funktion
y = f(z) = 2% — 22 — z — 1 dargestellt, und man findet auch den Startwert
z; = 1. Da f(1) = -2 ist, betrachten wir den Punkt (1,~2) und zeichnen
dort die Tangente an die Kurve ein. Der verbesserte Ndherungswert zo wére
dann der Punkt, in dem die Tangente die z-Achse schneidet. Die Tangente ist
in diesem Fall aber horizontal und daher parallel zur z-Achse. Da sich also
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die Tangente und die z-Achse in keinem Punkt schneiden, gibt es ganz einfach
den Schnittpunkt x5 nicht, den das Newtonverfahren so notig braucht.

Zum Gliick 148t sich diese Schwierigkeit leicht beheben. Es gehort zu den
wundersamen Eigenschaften des Newtonverfahrens, daf8 es eine eigene , Kiste
mit Reparaturwerkzeugen® enthélt. Wir brauchen nur einen anderen Startwert
zu wihlen, beispielsweise 27 = 2, und schon geht’s wie beim Brezelbacken:

g = 1,857142857...
3 = 1,839544512...
T4 1,839286812. ..
x5 = 1,839286755...

Und = = 1,839286755 erfiillt die kubische Gleichung, von der wir ausgegangen
sind, mit ausreichender Genauigkeit.

In unserer Zeit hat sich ein wichtiger und sehr niitzlicher Zweig der Mathe-
matik entwickelt, die numerische Analysis, in der Approximationsverfahren
bis ins Detail untersucht werden. In dieses Gebiet gehen sehr subtile und
tiefliegende Resultate ein, aber sein Aushidngeschild ist nach wie vor das New-
tonverfahren, das zu den groBten Ergebnissen der Mathematik gehort und eine
der weitreichendsten Anwendungen der Differentialrechnung darstellt.

Wir wollen mit einem letzten Wort iiber Isaac Newton und seine bemer-
kenswerte mathematische Laufbahn schlieBen. Wie bereits erwihnt, war seine
Persénlichkeit nicht ohne Briiche, und einige Gelehrte gehen sogar so weit,
sein neurotisches Verhalten als ein Zeichen von Verriicktheit zu interpretieren.
Aber selbst dann kénnen wir Shakespeare paraphrasieren: ,,Und sei es auch
Verriicktheit, so hat sie doch (Newtonsche) Methode.“
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Gegenstand des vorhergehenden Kapitels war Isaac Newton, der als einer
der gréBten Mathematiker gilt. Unter seinen zahllosen Leistungen ist seine
Begriindung der Differentialrechnung von besonderer Bedeutung und steht
iiber allem anderen.

Die Ehre dieser Bedeutung teilt er mit seinem Zeitgenossen Gottfried Wil-
helm Leibniz. Eigentlich war es Leibniz, der die heute noch iibliche spezielle
Art der Schreibweise einfiihrte und dem Gebiet den Namen gab. Leider iiber-
sehen dieselben Gelehrten, die Newton wegen seiner Begriindung der Differen-
tialrechnung in ihrer Liste ganz oben anfiihren, regelméfBig Leibniz trotz sei-
ner Begriindung der Differentialrechnung. Irgendwie scheint Leibniz’ Leistung
verlorengegangen zu sein. Das ist nicht nur unfair, es ist dariiber hinaus auch
ungliicklich, denn Leibniz hat in vieler Hinsicht eine genauso bemerkenswerte
Geschichte wie Newton.

Gottfried Wilhelm Leibniz wurde 1646 in Leipzig geboren. Schon als Kind
zeigte er mit seinem Leseeifer ein breitgefichertes Interesse. Er schien auch
die Fahigkeit zu besitzen, sich jedes Gebiet mit atemberaubender Geschwin-
digkeit aneignen zu konnen. Leibniz mufl einen auflerordentlichen Eindruck
hinterlassen haben, als er mit 15 Jahren seine Studien an der Universitit auf-
nahm. Schon nach drei Jahren hatte er zwei Diplome, und kurz darauf erhielt
er den Doktorgrad in Jurisprudenz der Universitdt Altdorf. Dem brillanten
und engagierten jungen Mann schien die Welt zu Fiilen zu liegen.

In derselben Zeit arbeitete Newton in Cambridge Tag und Nacht an seiner
grofartigen Fluxionentheorie. Leibniz hingegen, der doch in so vielen Diszi-
plinen hervorragend gebildet war, wufite zu diesem Zeitpunkt noch sehr wenig
von der Mathematik. ,,Als ich im Jahre 1672 in Paris ankam“, so erinnerte
er sich Jahrzehnte spiter, ,,war ich, was die Geometrie betrifft, Autodidakt
und hatte in der Tat wenig Kenntnisse auf dem Gebiet, fiir das ich nie die Ge-
duld fand, die langen Ketten von Beweisen durchzulesen.“ ! Selbst Euklid blieb
ihm iiber lange Strecken ein Ritsel, und als er Gelegenheit hatte, einen Blick
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in Descartes’ Géométrie zu werfen, fand er sie viel zu schwer.? Keiner hitte
damals geglaubt, daB er schon innerhalb weniger Jahre aufgrund seiner Ent-
deckungen einen Ehrenplatz unter den Giganten der Mathematik einnehmen
wiirde.

So war es auch die Jurisprudenz, die Leibniz fiir den grofieren Teil der fol-
genden Dekade beschiftigte. Er war als Berater beim Kurfiirsten von Mainz
angestellt und begab sich in dieser Eigenschaft im Mérz des Jahres 1672 in
diplomatischer Mission nach Paris. Diese Reise wurde zum Wendepunkt in
seinem Leben. Der junge Diplomat war ganz verwirrt von der kiinstlerischen,
literarischen und wissenschaftlichen Atmosphére, die er dort vorfand. Er ver-
liebte sich in die Stadt und alles, was sie damals unter der Herrschaft des
Sonnenkonigs représentierte.

Unter den Intellektuellen, die sich in der franzsischen Metropole aufhiel-
ten, iibte ein niederlindischer Wissenschaftler und Mathematiker, Christiaan
Huygens (1629-1695), den nachhaltigsten EinfluB auf Leibniz aus. Huygens,
der in dieser entscheidenden Periode in Leibniz’ Leben als eine Art Mentor
wirkte, wollte sich ein Bild von dem mathematischen Scharfsinn seines jungen
Freundes machen und forderte Leibniz heraus, den Wert der unendlichen Reihe

1 1 1 1 1 1 1 1
t3tstgtETatetet
zu bestimmen. Dabei ist der Nenner des n-ten Summanden die Summe der
ersten n natiirlichen Zahlen.
Leibniz, der sich mehr auf seine natiirliche Intelligenz als auf seine Ausbil-
dung verlassen muBte, experimentierte eine Weile herum und schrieb schlie-
lich die Reihe in der Form:

il gt 11
36 10 15°21 28 77 7|2 6 12 20 30 42 56

Nun driickte er jeden einzelnen Bruch in der eckigen Klammer als Differenz

zweier anderer Briiche aus und erhielt fiir die Klammer der rechten Seite:

6+ G-9+ G-+ @D (D]

denn die Terme nach der 1 in der eckigen Klammer heben sich paarweise weg.
Damit hatte er also bewiesen:
I+ 2 st ot oottt =2 (1] =2
stetno s Tatstet =2 M=2
Der Mathematik-Anfinger hatte Huygens’ Test bestanden. Der Histori-
ker Joseph Hoffmann bemerkte in seinem Kommentar iiber diese Aufgabe, die
eine so ausschlaggebende Rolle in der Laufbahn von Leibniz gespielt hat, dafl
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»€ein anderes, nur wenig schwierigeres (und daher fiir Leibniz unlésbares) Bei-
spiel zweifellos seinen Enthusiasmus ... fiir die Mathematik im Keim erstickt
hiitte“. 3 Statt dessen spornte ihn der Erfolg an.

Leibniz lieB es nicht bei diesem einen Beispiel bewenden. Fasziniert von
den unendlichen Reihen, betrachtete er viele weitere und stellte spiter fest,
daB die Untersuchung solcher Summen einen wesentlichen Teil seines Wegs zur
Entdeckung der Differentialrechnung bestimmte.? Leibniz suchte, was spiter
ganz charakteristisch fiir ihn werden sollte, nach einem vereinheitlichenden
Prinzip, das einer grofien Klasse dhnlich gelagerter Probleme zugrunde lag.
In sehr groem Mafle bestand seine Genialitéit in der Fahigkeit, allgemeine
Regeln zu erkennen, die scheinbar nicht miteinander in Beziehung stehende
Spezialfille verbinden. Es bedarf eines durchdringenden Verstandes, derartige
Synthesen zu bewerkstelligen, und diesen Verstand besa Leibniz.

Das zweite Charakteristikum seines Werkes besteht in der Auswahl einer
aussagekriftigen Schreibweise. Er war Verfechter eines ,,Alphabets des Den-
kens“, worunter er eine Liste von Symbolen und Regeln verstand, deren An-
wendung nicht nur in der Mathematik, sondern auch im téglichen Leben folge-
richtiges Denken garantieren sollte. Obwohl diese grandiose Idee niemals véllig
verwirklicht wurde, gilt sie als Vorldufer der modernen symbolischen Logik.
Wenn Leibniz auch nicht das gesamte menschliche Denken in eine symbolische
Sprache umformulieren konnte, so hat er doch die Schreibweise eingefiihrt, die
in der Differentialrechnung noch heute benutzt wird.

In Paris trieb seine intellektuelle Odyssee ihrem Ziel entgegen. Wie ge-
wohnt verschlang er alle mathematische Lektiire, deren er habhaft werden
konnte, worunter zweifellos seine diplomatische Arbeit gelitten haben mu8.
Schon bald hatte er die Forschungsfront erreicht, und im Friihling 1673 machte
er bereits eigene Entdeckungen. ,Ich konnte jetzt ohne fremde Hilfe weiter-
kommen*, erinnerte sich Leibniz spéter, ,,und ich las [Mathematik], fast wie
man romantische Novellen liest.“

Einige seiner Entdeckungen aus dieser Zeit gehoren ins Kuriositéitenkabi-
nett. Beispielsweise 1oste er ein Problem aus der Rétselecke, bei dem drei
Zahlen gesucht waren, deren Summe ein Quadrat ist, und deren Quadrate,
ebenfalls aufsummiert, das Quadrat eines Quadrats bilden. Solche mystischen
Ritsel waren damals en vogue. Leibniz fand eine Lésung in den Zahlen 64,
152 und 409. Ihre Summe ist ein Quadrat: 64 + 152 + 409 = 625 = 252, und
die Summe ihrer Quadrate ist das Quadrat eines Quadrats:

642 + 1522 + 4092 = 194481 = 441% = (21)2.

Wie er diese Zahlen fand, soll uns hier nicht interessieren, aber es sei bemerkt:
durch Raten jedenfalls nicht.® Leibniz fand auch die recht bizarre Beziehung

\/l+\/—_3+\/1——\/:§=6,
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Gottfried Wilhelm Leibniz
(Nachdruck mit freundlicher Genehmigung der Lafayette College Library.)
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die nicht nur einige der groten Mathematiker verbliiffte — ihn selbst einge-
schlossen —, sondern auch dazu beitrug, die imaginiren Zahlen bekannter zu
machen. Wir werden diesen in Kapitel Z begegnen.”

Dies alles war lediglich Teil der Ouvertiire zu Leibniz’ groBartigem mathe-
matischem Hauptprogramm. In seinen Raumlichkeiten in Paris trieb er seine
Forschung immer weiter, bis er im Herbst des Jahres 1675 im Besitz der ,,neuen
Methode“ war, die wir heute als Differentialrechnung kennen. Diese Zeit war
fiir Leibniz von anregender Heiterkeit und fiir die Mathematik von immenser
Tragweite. Wenn der Besucher heute durch die Strafien von Paris schlendert,
denkt er vielleicht an die Kunst, die Musik und die Literatur, die von dieser
groflartigen Stadt inspiriert ist — und der Geist von Victor Hugo oder Toulouse-
Lautrec wird lebendig. Aber die wenigsten sind sich klar dariiber, da8 in den-
selben Avenues vor mehr als drei Jahrhunderten die Differentialrechnung das
Licht der Welt erblickt hat. Paris hat nicht nur groBe Kunst hervorgebracht,
es hat auch grofe Mathematik hervorgebracht. Daf§ sich kaum jemand die-
ser Tatsache bewuBt ist, weist einmal mehr darauf hin, wie sehr Leibniz in
Vergessenheit geraten ist.

Seine Mission in Sachen Diplomatie wihrte von 1672 bis zum Herbst 1676,
als er in sein Heimatland Deutschland zuriickkehren mufite. Hier verdffentlichte
er im Jahre 1684 den ersten Teil seiner Differentialrechnung. Zwei Jahre spéter
folgte eine zweite Arbeit, in der er die Integralrechnung einfiihrte, die als zweite
Hilfte der Infinitesimalrechnung gilt. Mit ihr werden wir uns nun beschéftigen.

In der Differentialrechnung untersucht man, wie wir gesehen haben, die
Steigung von Kurven. In der Integralrechnung beschéftigt man sich auf der
anderen Seite mit den darunterliegenden Flichen. Da es um Flichen geht,
bezieht sich die Integralrechnung also auf Probleme, die ihre Wurzeln in der
Antike haben.
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Wir gehen bei unserer Betrachtung von einer allgemeinen Kurve aus, deren
Graph oberhalb der horizontalen Achse, der t-Achse, liegt, wie sie beispielhaft
in der Abbildung auf Seite 173 dargestellt ist. Ziel der Integralrechnung ist die
Bestimmung der schattierten Fliche unterhalb der Kurve y = f(t) zwischen
zwei beliebigen Punkten auf der ¢t-Achse, beispielsweise zwischen t = a auf der
linken und t = z auf der rechten Seite. Wir werden fiir unsere Herleitungen
die unabhiingige Variable immer mit ¢ und nicht, wie in anderen Féllen {iblich,
mit z bezeichnen. Diese Konvention wird sich noch als niitzlich erweisen.

Wir haben schon frither Flichen bestimmt, die von speziellen Figuren wie
Kreisen (in Kapitel C) oder Trapezen (in Kapitel H) begrenzt waren. Dabei
haben sich aber fiir die verschiedenen Figuren jeweils unterschiedliche For-
meln ergeben. Im Gegensatz dazu wird im Rahmen der Integralrechnung ein
allgemeinerer Standpunkt eingenommen. Es wird ein einheitliches Verfahren
zur Bestimmung von Flichen, die von beliebigen Funktionen begrenzt werden,
gesucht — und dies ist ein viel hoher gestecktes Ziel.

Zu Beginn halten wir uns an den bewshrten Ratschlag, etwas Unbekanntes
moglichst zu etwas Bekanntem in Beziehung zu setzen. Wir néhern daher
die unregelmiBig geformte schattierte Flache durch einfacher zu berechnende
Flichen bekannter Figuren an — hier ganz gewtShnliche Rechtecke.

Das Intervall zwischen a und z auf der ¢-Achse wird also durch die Einfiih-
rung von zwei Punkten ¢; und ¢ in drei kleinere Segmente oder Teilintervalle
unterteilt. Dies ist in der obigen Abbildung dargestellt. Fiir die Ldingen der
drei Teilintervalle fiihren wir folgende Bezeichnungen ein:

At1=t1—a, At2=t2—t1 undAt3=:c—t2.

Als nichstes konstruieren wir iiber jedem Teilintervall ein Rechteck, das
natiirlich nicht beliebig ist, sondern in Relation zu der Kurve y = f(t) stehen
mufl. Wir wihlen als Héhe des Rechtecks iiber dem Teilintervall zwischen a
und t; den Wert der Funktion an der Stelle ¢;. Die Hohe des Rechtecks links
auflen ist also f(t1). Die Flidche dieses Rechtecks betragt folglich: Hohe x



Lanze fiir Leibniz 175

y=f0

fx)
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Breite = f(t1)At;. Ganz analog bekommt das mittlere Rechteck die Hohe
f(t2) und damit die Fliche f(t2)At,. Das rechte Rechteck hat die Hohe f(z)
und daher die Fliche f(z)Ats.

Durch diesen Proze haben wir die Fliache unter der urspriinglich gegebenen
Kurve durch die Summe der Flichen der drei Rechtecke angenéhert:

Fliache unter der Kurve =~ Summe der Rechteckflichen
F(t1) At + f(t2)Ate + f(z)Ats.

Dies stellt natiirlich nur eine sehr grobe Approximation an die tatsdchliche, in
der Abbildung auf Seite 173 schattiert dargestellte Fliche dar. Wie kann das
verbessert werden?

Offensichtlich kann man eine bessere Anndherung erreichen, indem man
mehr, und vor allem schmalere, Rechtecke einfiihrt. In der Abbildung oben ist
das Intervall zwischen a und z nicht in drei, sondern in sechs Stiicke unterteilt,
die die Lingen At;, Aty, ..., Atg haben. Uber diesen sechs Teilintervallen sind
schmale Rechtecke errichtet. Diesmal gilt dann fiir die Fléche:

Fliche unter der Kurve =~ Summe der Rechteckflichen
= f(t1)At1 + f(t2)Ate + ... + f(z)Ats.

Damit haben wir schon eine Verbesserung erreicht, denn die schmaleren Recht-
ecke nihern die exakte Fliche unter der Kurve genauer an.

Aber warum sollen wir bei sechs aufhéren? Stellen wir uns einfach auf
einen allgemeineren Standpunkt und teilen das Intervall zwischen a und z in
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n Teilintervalle mit Lingen Aty, Ats, ..., At,. Dariiber errichten wir wieder
die entsprechenden Rechtecke und erhalten die Approximation:

Fliache unter der Kurve = Summe der Rechteckflichen
f(tl)At1 + f(tz)Atz +...+ f(x)Atn

Je grofer n wird, desto schmaler werden die Rechtecke und desto besser ndhern
sie die fragliche Fliache an. Aber selbst tausend schmale Rechteckstreifen wer-
den die Fliche unter der Kurve nicht exakt darstellen. Um die Fliche exakt
zu bestimmen, miissen wir uns an den Begriff des Grenzwerts erinnern.

Wir sind Grenzwerten bereits begegnet, und zwar in Kapitel D, wo sie eine
entscheidende Rolle bei der Definition der Ableitung spielten. Auch beim Inte-
gralbegriff haben sie eine Schliisselstellung. Statt unseren Prozef bei tausend
oder einer Million Rechtecken zu beenden, lassen wir ihre Zahl ins Unendli-
che steigen, wenn dabei auch ihre Breite zu null schrumpft. Auf diese Weise
bestimmen wir die Flache unter der Kurve:

Fliche unter der Kurve = lim[f(t1)At; + f(t2)Aty + ... + f(z)Aty,].

Bei diesem Grenzwert sollen die Lingen aller Teilintervalle gegen null gehen.
Beim Ubergang zu dem Limes kénnen wir ,~“ durch ,=“ ersetzen und haben
es auch nicht mehr mit einer Approximation an die Fliche zu tun. Wenn wir
den Grenzwert benutzen, handelt es sich um die erakte Fliche.

In Anbetracht seiner eigenen Forderungen an die Schreibweise fiihrte Leib-
niz ein neues Symbol ein. Er bezeichnete die Fliche unter der Kurve mit
einem [-Zeichen, das ein gestrecktes ,,S“ fiir ,Summe*“ symbolisiert, womit an
die Summation der Rechteckflichen erinnert werden soll. Interessanterweise
kennen wir das genaue Datum, an dem er sich fiir diese Schreibweise entschied:
Es war der 29. Oktober 1675.8 Seit jenem Tag wird die Fliche unterhalb der
Kurve y = f(t) zwischen den Werten ¢ = a und ¢ = = mit

/a " F)at

bezeichnet. Dieses Integral wurde hier als Grenzwert der Summe der Recht-
eckflichen definiert. Unter Integration versteht man die Verfahren zur Bestim-
mung von Integralen. Diese Begriffsbildung gehort zweifellos zu den grundle-
gendsten Konzepten der hoheren Mathematik.

An dieser Stelle ist ein Beispiel angebracht. Nehmen wir an, wir wollten die
Fliche unter der Geraden y = f(t) = 2t zwischen ¢t = 0 und ¢ = 1 berechnen.
Hierbei handelt es sich, wie man an dem schattierten Gebiet in der Abbildung
auf Seite 177 sehen kann, um ein einfaches Dreieck, dessen Fliche wir auch
ohne Riickgriff auf die Kiinste der Integralrechnung kennen. Das Dreieck hat
eine Grundlinie der Lénge 1 und eine Héhe der Linge 2, so da8 sich als Fliche
ergibt;:

1 1
— =-2.1=1.
2bh 5 1
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Nun wollen wir aber die Fliche mit Hilfe der Integralmethode bestimmen
— und werden hoffentlich denselben Wert erhalten. In der Abbildung auf Seite
178 ist das Intervall von 0 nach 1 in fiinf gleich lange Teilintervalle zerlegt,
iiber denen nach unserer Vorschrift die Rechtecke eingezeichnet sind.

Natiirlich iibersteigt die Summe der fiinf Rechteckflichen die Grofie der
gesuchten Dreiecksfliche, sie stellt aber immerhin eine erste Naherung dar.
Jedes Rechteck hat eine Grundseite der Linge 1/5, und die Héhen sind von
links nach rechts durch die Werte

() 39(2) -4 ()30 2) -5 miso-

gegeben. Folglich gilt fiir die Summe der Rechteckflachen S:

(572)+(5=3) = (5<3) + (5<3) + (52

_ 2 4.6 8 10
T 925 25 25 25 25
= 2(1+2+3+4+5)—3 15—§—12
T 25 25 5 7

S
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Wie wir erwartet hatten, wird die tatsdchliche Dreiecksfliche von 1 durch
diesen Wert iiberschitzt.

Nun stellt man aber fest, da8 in der vorletzten Zeile dieser Rechnung die
Summe der ersten fiinf natiirlichen Zahlen auftritt. Wenn wir das Intervall
zwischen 0 und 1 statt in fiinf Teile in n gleich lange Teilintervalle zerlegen
und ganz analog argumentieren wie eben, so finden wir tatséichlich die Formel:

1 2 1 4 1 6 1
S = [=x=]+[=%x=]+{=x=)+...4{=—x2
n on n o n non n
2

Hier tritt die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen auf. Aus dem ,Beweis
ohne Worte“ in Kapitel J kennen wir den Wert dieser Summe:

1+243+...+n= ”("_;Q
Den setzen wir nun ein und erhalten fiir die Summe der Rechteckflachen S:
2
Summe der Rechteckflichen = 7—1;5(1 +2+4+3+...4+n)= % X ﬁ(ﬁ;_ll
n
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_ n2+n~r_zi+n_1+1
- n2  n2 n2 n’

Diese Formel besagt, dafl die Summe der Rechteckflichen um 1/n gréBer ist
als 1.

Wie gesagt, iiberdecken n Rechtecke die Fliche nie exakt. Um den exakten
Wert der Fliache zu bekommen, miissen wir den Grenzwert bilden, indem wir
n gegen unendlich streben lassen:

1
/ 2tdt = lim (Summe der Rechteckflichen) = lim (1 + l) =1.
0 n— 00 n—00 n

Hier geht 1/n gegen null, da der Nenner n unbegrenzt wéchst.

Damit haben wir den Wert erhalten, den auch die geometrische Formel
fiir die Dreiecksfliche ergeben hatte. Mit Hilfe der Integralrechnung sind wir,
wenn auch erst nach einer Achterbahnfahrt, zum Ziel gekommen. Ein wesent-
licher Unterschied besteht aber darin, dafl die geometrische Formel nur fiir
Dreiecke gilt, wihrend sich die Methoden der Integration auf viel allgemei-
nere Randlinien anwenden lassen. Mit Methoden der Integralrechnung lassen
sich Flachen unter Parabeln, Ellipsen und zahllosen anderen Kurven bestim-
men, die weit iiber den Bereich der Elementargeometrie hinausgehen. Ihre
Allgemeingiiltigkeit macht die Methode so leistungsfihig.

Leider wird mit zunehmender Komplexitét der Funktionen der Prozef der
Summation von Rechteckflichen und die Bildung des Grenzwerts duflerst kom-
pliziert. Wenn wir also Flichen sowohl automatisch als auch kurz und schmerz-
los bestimmen wollen, ist eine Abkiirzung des Verfahrens vonnéten. Und die
hat Gottfried Wilhelm Leibniz in den 70er Jahren in Paris auch gefunden.

Die Methode ist unter dem Namen Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung in die Mathematik eingegangen. Der Name weist schon darauf
hin, daB es sich um ein Ergebnis von grundlegender Bedeutung handelt. Der
Satz bezieht seine Bedeutung nicht nur aus der Tatsache, daf§ er die Flachen-
berechnung wesentlich vereinfacht, sondern vor allem aus der Verbindung der
auf den ersten Blick véllig beziehungslosen Begriffe ,, Ableitung“ und ,Inte-
gral“. Der Satz ist daher das Bindeglied zwischen den beiden Zweigen der
Infinitesimalrechnung.

Kehren wir zu der allgemeinen Kurve y = f(t) zuriick. Wir betrachten
das in der Abbildung auf Seite 180 schattiert dargestellte Gebiet unterhalb
der Kurve zwischen ¢t = 0 und ¢ = z. Daf wir als linken Endpunkt gerade 0
gewihlt haben, entspricht einer im siebzehnten Jahrhundert tiblichen Praxis
und vereinfacht die formale Darstellung im folgenden. Die erwahnte Fléche be-
zeichnen wir mit F(z). In der von Leibniz eingefiihrten Schreibweise bedeutet
dies also:

F(z) = /O " fat.
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> ‘<

y=f)

Fliche = F(x)

Y

Man beachte, da§ F' tatséichlich eine Funktion von x ist, denn wenn man
z vergroBert, also nach rechts wandern 148t, dann vergréflert sich auch die
schattierte Fliche F(z) unter der Kurve zwischen 0 und z. Man kann die
Funktion F als eine Art ,Flichenakkumulationsfunktion“ verstehen, deren
Wert davon abhiingt, wie weit z nach rechts geschoben ist.

Wir waren auf der Suche nach einer Formel fiir 7. Mit einer solchen Formel
lieBe sich die Fliche .

JRLL
0

einfach bestimmen, indem man z in F einsetzt. Die Integration wire also
weitgehend automatisiert, wenn wir eine geeignete Identitét fiir F' wiiiten.

Wie 148t sich so etwas finden? Seltsamerweise besteht der Schliissel zur
Lésung dieses Problems in der Untersuchung nicht der Funktion selbst, son-
dern ihrer Ableitung. Wir werden also F’(z) bestimmen und daraus eine For-
mel fiir F' selbst herleiten. Dieses indirekte Vorgehen sieht auf den ersten
Blick hoffnungslos aus, aber das Ergebnis wird den indirekten Ansatz vollauf
bestitigen.

An dieser Stelle wird der Leser womoglich einen Blick zuriick ins Kapi-
tel D werfen wollen, wo die Ableitung eingefithrt wurde. Nach der dortigen
Definition ist die Ableitung von F":

F(z + h) — F(z)
- .

! T
F'(z) = Jim,

Im Sinne dieser Definition betrachten wir also ein kleines k. Nach der Defi-
nition von F ist F'(z) die Fliche unter der Kurve y = f(t) zwischen den Werten
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t = 0 und t = z. Genauso ist F(z + h) die Flache unter der Kurve zwischen
den Werten t = 0 und t = z + h. Folglich stellt der Z&hler im Ausdruck fiir die
Ableitung, F(z + h) — F(z), die Differenz dieser beiden Flichen dar. In der
Abbildung oben ist F(z + h) — F(z) also die Flache des schattierten Streifens.

Weil der obere Rand dieses Streifens von einem Ausschnitt der gekriimmten
Kurve y = f(t) begrenzt wird, ist es im allgemeinen nicht moglich, seine genaue
Fliche zu ermitteln. Wir sind also wieder einmal gezwungen, die Streifenfléche
ZU apProTIMIeTen.

Zu diesem Zweck ziehen wir die Verbindungsgerade zwischen den Punk-
ten (z,(f(x)) und (z + h, f(z + h)), wie sie in der Abbildung auf Seite 182
eingezeichnet ist. Insgesamt entsteht dadurch ein Trapez iiber dem Intervall
[z, + h]. Die beiden parallelen Seiten des Trapezes haben die Léngen f(z)
beziehungsweise f(z + h). Die Hohe des Trapezes, der Abstand zwischen den
parallelen Seiten, betréigt h. Nach der Formel fiir die Trapezfléiche aus Kapitel
H gilt daher:

Flache (Trapez) = %h(bl +by) = %h[ F@) + f(z + h)].

Mit Hilfe dieser Trapezfliche approximieren wir die Flache des Streifens unter
der Kurve in der Abbildung oben. Damit gilt fiir unsere Flachenakkumulati-
onsfunktion F :

F(z+h)— F(z) = Fléche des Streifens
Fliche (Trapez) = —;—h[f(m) + f(z + h)].

Q
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Diese Beziehung formen wir um zu:

Fa+h)-F@) _ 3@+ f@+h] _f@+i@th)
h h 2 ’

Um nun endlich die Ableitung F’(z) bestimmen zu kénnen, miissen wir zum
Grenzwert dieses Ausdrucks fiir A — 0 iibergehen. Dabei geht die Differenz
zwischen der tatséchlichen Fliache des Streifens und ihrer trapezférmigen Ap-
proximation gegen null. Wenn sich dariiber hinaus die urspriinglich gegebene
Funktion f verniinftig verhélt — mathematisch 148t sich ein solches Verhalten
exakt definieren —, so wird auch der Funktionswert f(z + h) fiir h — 0 gegen
f(z) streben: f(z+h) — f(z+0) = f(zx) fiir h — 0. Kombiniert man all diese
Uberlegungen, so erhalten wir die Aussage des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung:

F(z+h) — F(z)

Fl(z) = 3 nach Definition der Ableitung;
= ;1136 w nach (*) oben;
_ 1@;;&9 ,da f(z +h) - f(z);
= Y9 o)

Nun sollten wir aber einen Moment innehalten, um uns iiber die Tragweite
dieses Ergebnisses klarzuwerden. Was genau hat denn diese lange Argumen-
tation eigentlich ergeben?
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Zunichst einmal erinnern wir uns an unser urspriingliches Ziel: Wir wollten
eine einfach auszuwertende Formel finden fiir den Ausdruck:

F(z) = /Om F@®)de.

Was wir statt einer Beschreibung fiir F' aber gefunden haben, ist eine bemer-
kenswerte Identitét fiir die Ableitung F’(x). Es hat sich herausgestellt, da8
F'(z) gerade die Funktion f(z) ist, die die gesuchte Fliche begrenzt.

Mit anderen Worten: Wir waren interessiert an der Flidche unter der Kurve
y = f(t). Durch Integration von f erhielten wir die Funktion F. Wir differen-
zierten anschlieBend F, das heifit das Integral, und erhielten dadurch wieder
f zuriick. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt also,
dafl die Ableitung des Integrals einer Funktion f wieder diese Funktion f ist.
So wie die Subtraktion eine Umkehrung der Addition oder die Division eine
Umkehrung der Multiplikation ist, ist die Differentiation eine Umkehrung der
Integration. Die zwei groBen Stromungen der Infinitesimalrechnung sind hier
vereint. Differentiation und Integration sind nur zwei Seiten derselben Me-
daille.

Zum AbschluBl wollen wir zwei Beispiele ansehen, um sicherzugehen, daf§
sich die ganze Miihe auch gelohnt hat. Wir betrachten noch einmal die Drei-
ecksfliche aus der Abbildung auf Seite 177, zu deren Berechnung wir das In-

tegral
1
/ 2t dt
0

auszuwerten hatten. Hier ist also f(¢) = 2t, und wir setzen

F(z) = /0m 2t dt.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert in diesem Fall die
Gleichung F'(z) = f(z) = 2z. Mit anderen Worten: F ist eine Funktion,
deren Ableitung 2z ist. In Kapitel D haben wir eine solche Funktion explizit
angegeben: Die Funktion z2 hat die Ableitung 2z. Wir setzen also F(z) = 2.

Es sei angemerkt, da8 jede Funktion der Form x2+c, wobei c eine Konstante
(mit Ableitung 0) ist, die Ableitung 2z besitzt. Wir miissen die Funktion F'(x)
so bestimmen, daB F(0) = 0 gilt. Dies hdngt mit unserer Wahl der unteren
Integrationsgrenze * = 0 zusammen: Die Fliche tiber dem Intervall von 0
bis z ist schlieflich 0, wenn z = 0 ist. In diesem Zusammenhang werden
Generationen von Gymnasiallehrern bestiitigen, da Schiiler beim Integrieren
konstant die Konstante vergessen.

Nun 148t sich die gesuchte Féache in der Abbildung auf Seite 177 leicht

bestimmen. In der Formel

/ 2tdt = F(z) = x?
0
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setzen wir z = 1 ein und erhalten:
1
Fliche des Dreiecks = / 2tdt = F(1) =12 =1.
0

Dieses Ergebnis haben wir nun zum dritten Mal erhalten. Die Flichenbestim-
mung durch Integrale ist also konsistent mit den anderen Methoden.

In unserem zweiten Beispiel nehmen wir Bezug auf die Diskussion der
Monte-Carlo-Methode in Kapitel B. Dort wurde die Fliche des Sees, der durch
die Parabel y = 8¢ — ¢? und die t-Achse begrenzt wird, durch ein wahrschein-
lichkeitstheoretisches Verfahren bestimmt.

Mit den gerade diskutierten Methoden kénnen wir aber die GréBe des Sees,
der in der Abbildung oben noch einmal dargestellt ist, ezakt berechnen. Selbst
jene, die sich vielleicht an die Flichenformeln fiir Dreiecke oder Trapeze er-
innern, werden kaum die Formel fiir die Fliche eines Parabelsegments parat
haben. Hier handelt es sich um eine Aufgabe fiir die Integralrechnung,.

Nach unseren Betrachtungen ist die Fliche des Sees

8
/ (8t — t?) dt,
0

wobei wir hier die Variable in der Funktion, die das Ufer des Sees definiert,
mit ¢ bezeichnen und nicht wie in Kapitel B mit . Wir fithren wieder die
Flachenakkumulationsfunktion F ein:

Flz) = /O "8t — 2) dt.
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In diesem Problem ist also f(t) = 8t—t2, und nach dem Hauptsatz mu8 gelten:
F'(z) = f(z) = 8z — z2.

Um F zu bestimmen, rufen wir uns die Differentiationsregeln aus Kapitel
D ins Gedachtnis und versuchen, sie umgekehrt anzuwenden. Offenbar ist

eine Funktion, deren Ableitung f(z) ist. Denn die Ableitung von

1
41‘2 — §$3

ergibt sich nach den Regeln der Differentiation zu:
4‘21‘—%'37)2:8(6—1’2 = f(z).

Auflerdem ist wieder F'(0) = 0. Dann gilt nach dem Hauptsatz:
/Ox(St—tz)dt = F(z) = 42® — ~2®.

Die Seefliche erhilt man fiir den Wert x = 8 :

8 1 512
/ (8t —t?)dt = F(8) =4-8% — §83 =256 — —- = 85,3333, .
0

Die Monte-Carlo-Methode hatte fiir die Fliche des Sees einen Niherungs-
wert von 84,301 ergeben. Dieser befindet sich in recht guter Ubereinstimmung
mit dem ermittelten exakten Wert von 85,333 ... und kann als Hinweis gelten,
daB das ,,Gesetz der groBien Zahlen“ und der ,,Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung® auf derselben Linie liegen.

Wir wollen dieses Kapitel jedoch nicht abschlieSen, ohne den Leser darauf
hinzuweisen, daf§ eine vollstindige Theorie der Integration um ein Vielfaches
komplizierter ist, als wir es hier anklingen lieBen. Unser Zugang war naiv und
nicht von der nétigen Strenge, die Beispiele waren sorgféltig ausgew&hlt, und
die Entwicklung hatte einige logische Liicken. Darin spiegelt sich in gewisser
Weise der friithe, unkritische Umgang mit der Integralrechnung wider. Als sich
die Mathematiker in der Folge mit diesem Thema befafiten, entdeckten sie sehr
subtile theoretische Probleme. Einige dieser Hindernisse konnten erst in den
letzten Jahren des neunzehnten Jahrhunderts ausgerdumt werden.

Ferner wollen wir zum Abschlu8 eine Lanze fiir Gottfried Wilhelm Leibniz
brechen: Er wiirde es verdienen, etwas mehr im Scheinwerferlicht zu stehen. Es
war der Zufall der Geschichte, da8 er zur gleichen Zeit wie Isaac Newton lebte,
dessen Genius mit seinem hellen Schein Leibniz im Blick der Offentlichkeit in
den Schatten stellte. Man kann dariiber spekulieren, ob Newtons Genius nicht
ohnehin jeden in den Schatten stellen wiirde.
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Nichtsdestoweniger schuldet die mathematische Welt Leibniz Anerkennung.
Wie Newton hat er die groBen Theorien der Differentialrechnung und der
Integralrechnung entwickelt und erkannt, daf§ sie durch den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung miteinander verbunden sind. Anders als
Newton hat er aber seine Ideen einer empfangsbereiten Welt mitgeteilt. Da-
durch hat Leibniz andere inspiriert, allen voran die Bernoullis. Durch ihre ei-
gene Forschungsarbeit und ihre wechselseitige Korrespondenz formten sie das
Sujet so, wie wir es heute kennen. Unser Differentialkalkiil ist in doppeltem
Sinne das von Leibniz.

Nachdem wir die Verdienste der beiden Grofmeister dargestellt haben,
bleibt fiir uns die entscheidende Tatsache, daf an einem Wendepunkt in der
Geschichte der Mathematik gleich zwei herausragende und in jeder Beziehung
ebenbiirtige Personlichkeiten das Fach in eine neue Epoche katapultiert haben:
Isaac Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz — nur da88 der eine noch heute
als Genie verehrt wird und der andere als Mathematiker fast vergessen ist.



athematikers
Personlichkeit

Dieses Kapitel erstickt in Klischees. Doch ungeachtet aller méglicherweise ent-
stehenden Ungerechtigkeiten, ungeachtet auch der ganz realen Gefahr, dafiir
gerichtlich belangt zu werden, spitzen wir unsere Zunge und diskutieren die
landléufig bekannten Ansichten iiber die Personlichkeit des Mathematikers,
versuchen wir, einen Berufsstand zu charakterisieren.

Die Durchschnittsfrau oder der Durchschnittsmann auf der Stra8e hilt in
der Regel die Mathematiker, wenn sie oder er iiberhaupt an solche denkt,
fiir intelligent, abstraktionsfihig, hyperlogisch, sozial riickstéindig, geistesab-
wesend, in sich zuriickgezogen, kurzsichtig, kurzum fiir weltentriickt und lang-
weilig. Trifft eine solche Einschitzung zu? Offenbaren Mathematiker wirklich
diese Charakterziige, oder sind sie Opfer eines weitverbreiteten Vorurteils?

Genau dieser Frage wandte sich schon vor einigen Jahren der Stanford-
Professor George Poélya zu, der als Mathematiker hochrespektiert und als
Lehrer sehr beliebt war. Gestiitzt auf seine Lebenserfahrung, identifizierte
er zwei Hauptmerkmale des Mathematikers: 1. er ist zerstreut, und 2. er ist
exzentrisch.! Damit haben wir schon einen guten Ausgangspunkt fiir unsere
Charakterisierung.

Der Vorwurf der Zerstreutheit trifft voll ins Schwarze. Anekdoten iiber
Mathematiker, die konstant ihre Verabredungen vergessen, wichtige Papiere
verlegen oder ihre Brille dauernd suchen, gibt es unzihlige. Da ist zum Beispiel
die immer wieder gern erzihlte Geschichte iiber Witold Hurewicz, der mit dem
Auto nach New York City fuhr, dieses dort auf einem Parkplatz abstellte und,
nachdem er seine Geschiifte erledigt hatte, den Zug nach Hause nahm. Am
nichsten Tag fand er bei sich einen leeren Parkplatz vor und meldete der
Polizei den Diebstahl seines Autos.?

Polya erzihlt die Anekdote eines jungen Professors, der Anfang des zwan-
zigsten Jahrhunderts an die Universitit zu Gottingen berufen wurde. Der
Neuling wollte dem hochgeschitzten Mathematiker David Hilbert in dessen
Haus seine Aufwartung machen. In feinsten Zwirn gekleidet, klopfte er bei
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Hilbert an die Tiir und wurde zur BegriiBung hereingebeten. Der junge Mann
nahm seinen Hut ab und dann Platz und begann zu plaudern. Schnell hatte er
die Gutwilligkeit seines Gastgebers iiberanstrengt. Hilberts Aufmerksamkeit
wandte sich einem verzwickten mathematischen Problem zu, in das er sich, sei-
nem Gegeniiber héflich zuldchelnd, vertiefte. Doch nach einigen Minuten kam
Hilbert zu dem Schluf}, da es nun genug sei. Er erhob sich, setzte sich den
Hut des Besuchers auf, verabschiedete sich hoflich und verlie das Haus. Nicht
iiberliefert ist die Reaktion des Besuchers, der nun allein in des Professors
Wohnzimmer sa8.3

Anekdoten iiber zerstreute Mathematiker gibt es nicht nur aus dem zwan-
zigsten Jahrhundert. Wir haben schon von Archimedes gehort, dal er nach
seiner bahnbrechenden Erkenntnis nackt aus dem Bad sprang und im Zustand
hochster Erregung, aber leider auch geringster Bekleidung, durch die Stadt
rannte. Man erzdhlt sich, da Newton so emsig in seinen Geméichern arbei-
tete, da er vergafB, die Mahlzeiten einzunehmen, die man ihm gebracht hatte.
Wenn er allerdings tatsichlich einmal in den Speisesaal ging, war er ,nachléssig
gekleidet, trug schiefgelaufene Absitze, heruntergerutschte Striimpfe, kam im

Chorhemd und mit zerzausten Haaren*.*

Peter Gustav Lejeune Dirichlet war einer der ganz groBien und total zer-
streuten Mathematiker des neunzehnten Jahrhunderts: Thm, der Nachfolger
von Gaufl an der mathematischen Fakultét in Géttingen war, wurde nicht nur
Zerstreutheit, sondern notorische Geistesabwesenheit nachgesagt. Er soll so
abwesend gewesen sein, dafl er verga8}, die Schwiegereltern von der Geburt
ihres ersten Enkelkindes zu unterrichten. Als der Grofivater nach einer drger-
lich langen Verzogerung die Neuigkeit endlich erfahren hatte, bemerkte er,
Dirichlet hiitte ihm wenigstens schreiben kénnen ,,2 + 1 = 3.5

Diese und viele weitere Anekdoten scheinen zu bestéitigen, da8 Zerstreut-
heit eine chronische Heimsuchung aller Mathematiker ist. Allerdings ist nicht
jeder davon iiberzeugt, und so wollen wir im Interesse der Fairness auch kurz
den gegenteiligen Standpunkt erwéhnen, den John F. Bowers von der Univer-
sitdt von Leeds vertritt. In einem provokativen Artikel iiber die Exzentrizitét
von Mathematikern greift Bowers die vorherrschende Meinung wiitend an und
erklirt ganz eindeutig: ,Der Gedanke, da Mathematiker zerstreut seien, ist
absolut falsch. Dafiir, da88 sie es nicht sind, gibt es einen schliissigen Beweis,
den ich allerdings leider nicht vorfithren kann, da ich ihn anscheinend verlegt
haben muB.“6 Ein im Wortsinn zerstreuter Professor war ferner auch John
von Neumann, von dem berichtet wird, daf§ er eines Tages auf der Fahrt von
seinem Wohnort Princeton nach New York anhielt, zu Hause anrief und seine
Frau fragte: ,Liebling, weifit Du noch, mit wem ich wann und wo verabredet
war?“ 7

DaB ernsthafte Mathematiker an Geistesabwesenheit leiden, sollte kaum
iiberraschen. Schliellich schlagen sie sich tagtéiglich mit den abstraktesten
Begriffen und der nichts verzeihenden Logik sowie den unzuginglichsten Pro-
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Peter Gustav Lejeune Dirichlet
(Nachdruck mit freundlicher Genehmigung der Muhlenberg College Library.)

blemen herum. Der durchschnittliche Student ist schon erschépft, wenn er
einem einzigen Problem auch nur eine Stunde opfern soll. Wie kann man
sich dann vorstellen, einer Aufgabe Monate oder sogar Jahre zu widmen? Die
dazu notwendige Konzentration ist geradezu erschreckend, und Geistesabwe-
senheit scheint die natiirliche Folge zu sein. Es war der zerstreute Newton, der
iiber eine seiner groffen Entdeckungen sagte, er habe sie nur gemacht, weil er
,fortwihrend daran gedacht“ habe.®

Wenn Leute jahrelang fortwéhrend iiber dasselbe nachdenken, iiber die
Verteilung der Primzahlen beispielsweise oder die Dreiteilung des Winkels,
dann ist es kein Wunder, wenn sie nicht mehr daran denken, sich das Haar
zu kiimmen. Die materielle Welt wird ihnen so trivial, so beliebig, so fliichtig
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im Vergleich mit der zeitlosen Schénheit der Mathematik. Es ist daher nicht
iiberraschend, dafl Mathematiker vergessen, ihre Katze hinauszulassen; ja, sie
vergessen oft, daB sie iiberhaupt eine besitzen. Der Korper des Mathematikers
mag bequem im Lehnstuhl ruhen, aber sein Geist schwebt in anderen Sphéren.

Wie wir schon erwidhnt haben, hilt Pélya Mathematiker auch fiir exzen-
trisch. Das scheint nun aber ganz offensichtlich zu sein, denn wer ein Leben
lang iiber Primzahlen oder dreigeteilte Winkel nachdenkt, zeigt schon allein
dadurch ein reichliches Mafl an Exzentrizitit. Nach aufien hin benehmen sich
Mathematiker genauso normal wie ihr Rechtsanwalt oder ihr Sachbearbeiter
bei der Bank. Aber dem geiibten Beobachter verraten sie sich doch durch
charakteristische Hinweise:

Da wire einmal ihre Kleidung. Es scheint offensichtlich, da Mathematiker
ihre Kleidung weniger nach der Mode als vielmehr nach der Bequemlichkeit
auswihlen. Vielleicht ist es die ultimative Absurditét einiger Modekonventio-
nen — Krawatten, zum Beispiel —, die dem kompromifilos logischen Mathema-
tiker so unangenehm ist. Selten nur wird er in einem Seidenanzug oder in
grauem Flanell angetroffen. Statt dessen bevorzugt er Baumwoll-T-Shirts mit

Aufdrucken wie:
/ N e_mz dx = ﬁ
0 2’

Fiir viele sind Sandalen die ideale Fubekleidung, zu denen sie am liebsten
schwarze Socken tragen. Wieder andere glauben durchaus, sie seien festlich
gekleidet, wenn sie neue Turnschuhe und ihre beste Jeans anziehen.

In diesem Zusammenhang sollten wir iibrigens auch das Bild des Mathema-
tikers in der Karikatur ansprechen, wo er oft im weiflen Laborkittel vor einer
symboliiberladenen Tafel steht. Mathematiker verbringen tatséichlich einen
abartig groBlen Teil ihrer Zeit damit, auf symboliiberladene Tafeln zu starren.
Aber niemals tragen sie dabei weifle Laborkittel. Derartige Kleidungsstiicke
wird man genausooft bei Mathematikern wie bei Sumo-Ringern finden. Also
Karikaturisten, aufgepaft!

Keinen Zweifel gibt es daran, da méinnliche Mathematiker unverhalt-
nisméBig oft Birte tragen. Volle Barttracht ist die inoffizielle Uniform die-
ses Berufsstandes, vielleicht weil Rasieren unlogisch ist — wenn der Mann ein
glattes Gesicht haben soll, warum sprieBen dann kleine Héirchen aus seinem
Kinn? Nach vorherrschender Meinung laufen etwa fiinfzig Prozent der ménn-
lichen Mathematiker zottelig herum. Die einzige Gelegenheit, bei der man
unter Umsténden mehr Bérte antrifft, ist ein Weihnachtsménnertreffen oder
der SchluBivorhang des Musicals Anatevka.

Dann wiren da noch die Brillen. Die sind nahezu universell verbreitet.
Natiirlich hat sie der eine oder andere Mathematiker schon einmal verlegt,
aber im grolen und ganzen sieht man sie gespannt durch ihre Korrekturlinsen
blicken, obwohl das Objekt ihres Starrens durchaus eine unsichtbare Gleichung
oder ein nie gesehenes Polygon sein kann.
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Mathematiker sind aber besonders fiir ihre ganz spezielle Art von Humor
bekannt, die oft als ,,trocken“ beschrieben wird. Manchmal ist er allerdings
eher schon ,ausgedérrt“. Man kann zwei Unterkategorien unterscheiden, die
wir hier den ,niederen“ und den ,h6heren“ mathematischen Humor nennen
wollen.

Niederer Humor bezieht sich auf die absichtlich falsche Verwendung ma-
thematischer Terminologie. Uber Dutzende von Jahrhunderten haben die
Mathematiker ein riesiges Lexikon von Fachausdriicken angesammelt. Einige
Ausdriicke, wie Homotopie oder Diffeomorphismus, bleiben in exklusivem Be-
sitz der Spezialisten. Andere hingegen, wie Matriz oder Parameter, sind in
die Umgangssprache durchgesickert, wo sie tagtéglichem Abusus unterliegen.
Es gibt aber auch Beispiele fiir den Eingang umgangssprachlicher Woérter in
das mathematische Vokabular. Worter wie Gruppe, Ring oder Kdrper haben
eine prizise mathematische Bedeutung erhalten.

Damit ist den Mathematikern Tiir und Tor getfnet, fachliche und um-
gangssprachliche Bedeutung dieser Worter nach Herzenslust auszutauschen.
Eine Versammlung von Fachkollegen wird dann schon mal eine ,,endliche Grup-
pe“ genannt, und man lacht wissend. Zwillinge sind nicht identisch, sondern
»isomorph“. Und wenn sich eine Situation verbessert, hat sie eine ,positive
Ableitung“.

Im Angelséichsischen haben Witze, deren Pointe auf verschiedenen Bedeu-
tungen gleichlautender, aber oft unterschiedlich geschriebener Begriffe beruht,
eine lange Tradition. Diese haben natiirlich auch die Mathematiker aufgegrif-
fen. Platz eins unter den zum Teil niveaulosen Wortspielen hilt die Zahl =
wegen ihrer lautlichen Verwandtschaft mit dem Kuchen ,pie“, ebenfalls ,pei’
ausgesprochen, siehe die Karikatur in Kapitel C. Auch vor der Gleichsetzung
der Hypotenuse mit dem FluBpferd Hippopotamus wird da nicht zuriickge-
schreckt.

Gliicklicherweise gibt es noch die hoéhere Form des mathematischen Hu-
mors, die iiber bloBe Wortspiele hinausgeht. Dabei geht es hdufig um Verzer-
rungen logischer Zusammenhénge. Man mufl manchmal schon einen Moment
nachdenken, bevor sich die Pointe aus einer speziellen logischen Inkonsistenz
ergibt. Mathematiker, deren Bildung von der Logik beherrscht wird, finden es
ganz besonders lustig, wenn die Logik baden geht.

Wir beginnen mit einem Beispiel von Pélya. Als er im Alter auf seine
Laufbahn zurtickblickte, erinnerte er sich daran, da8 er sich sein ganzes Leben
lang zur Philosophie hingezogen fiihlte, und schrieb: ,, Was ist ein Philosoph?
Die Antwort: Ein Philosoph ist jemand, der alles wei und sonst nichts.“®
Diese geistreiche Bemerkung besitzt die Art logischer Verwindung, iiber die
sich Mathematiker koniglich amiisieren kénnen.

Ganz #hnlich ist ein Kommentar konstruiert, den der Physiker Wolfgang
Pauli einmal von sich gab. Pauli besafl Brillanz und Arroganz in ausgegli-
chenem Verhiiltnis und kam tiiber einen neuen Kollegen zu dem vernichtenden
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Urteil: ,Er ist so jung und schon so unbekannt.“ 1 Ganz im Sinne logischer
Verwindung ist auch Stephen Bocks Beschreibung eines wohibehiiteten Man-
nes und seiner Traume: ,Lesen war etwas, was Jay nur aus Biichern kannte;
aber er war sehr begierig, es einmal selbst auszuprobieren.“!!

Der subtile Gebrauch — oder Mibrauch — logischer Regeln spielt auch
die wesentliche Rolle in einer Anekdote {iber den Mathematiker Henry Mann.
Als Fahrer, so wird erzihlt, brachte er sich und eine Gruppe von Kollegen zu
einem Kongre nach Cincinnati. Mit den Strafien in Cincinnati nicht vertraut,
verfuhr er sich immer wieder. Seinen Kollegen wurde es langsam unangenehm,
sie sagten aber nichts, bis sie bemerkten, da8f er in falscher Richtung in eine
Einbahnstrafie eingebogen war. Mann aber schlug ihre Warnungen in den
Wind. Diese Strafle kénne gar keine Einbahnstrafle sein, entgegnete er, da
ihr Auto ja in die eine Richtung und eine ganze Anzahl anderer Autos in die
andere Richtung fahren wiirden.!?

Alle diese Beispiele beruhen darauf, dal unser Verstindnis von Logik auf
den Kopf gestellt wird. Die folgende Anekdote bezieht ihre Pointe aus der
unlogischen englischen Aussprache. Der polnische Mathematiker Mark Kac
war in die Vereinigten Staaten emigriert und versuchte nun, die manchmal un-
erklarbaren Klippen der englischen Sprache zu meistern. Besonders irritierend
waren fiir ihn die Worte, die zwar mit derselben Endung geschrieben, aber
unterschiedlich ausgesprochen werden. Die Endung ,,-ow“ wird zum Beispiel
in Worten wie grow (wachsen) oder know (wissen) wie ein langes ,,ouh“ aus-
gesprochen, in Worten wie cow (Kuh) oder how (wie) jedoch wie ein ,au‘.
In einem Wort wie bow kommt schliellich alles zusammen, denn die beiden
moglichen Aussprachen haben auch noch verschiedene Bedeutung: Verbeu-
gung (,bau”) beziehungsweise SchieSbogen (,,bouh®).

Wie dem auch sei, Professor Kac miihte sich redlich ab, bis er feststellte,
daB das Wort snowplow (Schneepflug) doppelt wunderlich war: In demselben
Wort werden die beiden ,,ow* unterschiedlich ausgesprochen. Hier legte er
nun besondere Sorgfalt an den Tag, sich die unlogische Aussprache zu merken.
Leider verwechselte er die Reihenfolge, und so wurde aus ,,snouhplau“ ein
,snauplouh.13

Zu guter Letzt sei noch eine Geschichte erwihnt, die am Ende ihre ganz
besondere, liberraschende Wendung nimmt. In einem giinstigen Moment bat
eine junge Dame den von ihr so bewunderten Mathematiker R. Bing um ein
Autogramm. Mit diesem Autogramm in Hinden eilte sie zu Paul Halmos,
einem ebenso beriihmten Mathematiker, und bat ihn, auf demselben Blatt
zu unterschreiben. So hatte sie ein Stiick Papier ergattert, dessen Wert einem
gemeinsamen Autogramm von Gilbert und Sullivan oder Terence Hill und Bud

Spencer oder Lady Di und Prinz Charles gleichkommt.
Als sie die Errungenschaft einem Kollegen zeigte, sagte der sofort: ,,Ich gebe

dir 25 Dollar fiir das Blatt.“ Ein zufiillig daneben stehender Mathematiker
bemerkte daraufhin mit trockenem Humor: ,,OK. Ich gebe dir 50 Dollar, wenn
ich meinen Namen unter die beiden anderen setzen darf.“
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Diese Beispiele sollten den fiir Mathematiker typischen Humor eigentlich
verdeutlicht haben. Man muf schon ein Momentchen nachdenken, und man
reagiert auch nicht mit schallendem Geldchter, man erfreut sich vielmehr an
der Pointe. Der mathematische Humor spricht den Geist an, er kennt keine
Zoten, und Slapstickkomik ist ihm fremd. Man kann wohl annehmen, da nur
wenige Mathematiker Mitglieder in Dick-und-Doof-Fanclubs sind.

Was unterscheidet Mathematiker also von anderen Menschen? Es ist ihre
Art, sich zu kleiden, ihr Humor, ihre Exzentrizitét und ihre Zerstreutheit. All
dies erzeugt eine Identitit, und diese gemeinschaftliche Identitit kann auch als
eine Art Schutzmechanismus angesehen werden. SchlieBlich liegt die Stiirke der
Mathematiker in der Zahl.

Da gibt es zum Beispiel den weitverbreiteten Glauben, Mathematiker seien
dasselbe wie Buchhalter, die ihre Zeit beim Addieren ganzer Zahlenkolon-
nen verbringen. Die Mathematikerin und Dichterin JoAnne Growney wurde
durch die Konfrontation mit dieser Einschitzung zu den folgenden Versen
inspiriert:14

Miflverstindnis

Ah, Sie sind ein Mathematiker,
sagen sie mit Bewunderung
oder Verachtung.

Dann, so sagen sie,
konnte ich Sie brauchen,
mein Scheckbuch nachzurechnen.

Ich denke an Scheckbiicher.
Hin und wieder
rechne ich meines nach,
wie ich manchmal
die Regale ganz oben abstaube.

Werden Mathematiker mifiverstanden? Ganz sicher. Werden sie verachtet?
Ganz ohne Zweifel. Die beiden héufigsten Kommentare, die man beim Vor-
stellen eines Mathematikers héren muB, sind: ,JIch habe Mathematik immer
gehaBt“ und ,,Ich habe mich vor der Mathematik immer gefiirchtet*. Man kann
beides natiirlich auch kombinieren: ,Ich hasse und fiirchte die Mathematik.“

Warum werden Mathematiker dauernd mit solchen Bemerkungen bombar-
diert? Warum haben so viele Leute bei mathematischer Betétigung die Vor-
stellung von einer Augenoperation ohne Betiubung? Wurden sie im zarten
Kindesalter von einem Mathematiker gebissen? Wenn man genauer nachfragt,
kommt man zwei iiblichen Quellen der Mathophobie auf die Spur: Entweder ist
ein schrecklicher Mathematiklehrer schuld oder das Gefiihl, die eigenen minde-
ren Fahigkeiten hiitten unter die mathematische Betétigung einen Schlufstrich
gezogen.
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Der erste Grund fiir die negativ gepréigte Angst vor der Mathematik ist
weitverbreitet, und er ist auch in folgender Hinsicht bemerkenswert: Leute, die
ihren Hochzeitstag oder den Namen des Staatsprasidenten vergessen haben, er-
innern sich in vollster Klarheit an den Algebralehrer von vor Jahrzehnten und
an seine Beleidigungen. Ob der alte Miiller oder die junge Meier-Weifibrot
tatsachlich so miserabel waren, wie behauptet wird, oder ob die schlimmen
Erinnerungen viel tiefere, im dunkeln liegende Urspriinge haben, sei dahinge-
stellt. :

Der teuflische Mathematiklehrer wird von Millionen angefiihrt. Aber noch
haufiger ist die Erklarung: ,Ich war nie gut in Mathe. Ich kann es einfach
nicht.“ Diese resignierende Feststellung hat wohl jeder Mathematiklehrer Hun-
derte von Malen gehort. Damit scheint sicher zu sein, daf mathematischer
Erfolg genetisch bedingt ist. So wie manche Leute mit blauen Augen geboren
werden, so werden andere mit der Féhigkeit geboren, Mathematik zu betrei-
ben. Ist man nicht damit geboren, dann ist man fiir den mathematischen
Papierkorb bestimmt, und nichts kann dieses Schicksal aufhalten.

Es ist nicht einfach, die Betroffenen von diesem Irrtum zu befreien. Viele,
die Schwierigkeiten mit der Mathematik haben, geben die Schuld ihren Sternen
und suchen sie nicht bei sich selbst. Nur wenige ziehen den umgekehrten
SchluB, daB vielleicht ein wenig mehr Miihe helfen kénnte.

Mathematiker sind also einem Ansturm seltsamen Benehmens ausgesetzt,
den Kollegen anderer Disziplinen kaum kennen. Man kann sich schwerlich
vorstellen, da8 der folgende Dialog in einer Geschichtsstunde hétte stattfinden
konnen:

Lehrer: ,,Georg, wer war der Sonnenkinig?“
Georg: ,Hmm, ..., tut mir leid, aber Geschichte fallt mir schwer.“

Nicht wenige waren nicht nur schlecht in Mathematik, nein, sie sind auch
noch stolz darauf. Das gilt auch fiir ansonsten hoch gebildete Leute. Wenn ein
Mathematiker damit prahlte, nie auch nur eine Zeile eines Gedichtes gelesen
zu haben, wiirde er als Ignorant abgestempelt. Wenn ein Dichter hingegen
zugibt, mathematischer Analphabet zu sein, so trigt er diesen ,Makel“ mit
einem gewissen Stolz. Irgendwie ist das ungerecht.

Mit dem fehlenden mathematischen Verstdndnis geht die Unfahigkeit ein-
her, die wahre Bedeutung mathematischer Ideen zu erkennen. Man stelle sich
die folgende Szene vor:

Auf einer Cocktailparty wird intellektuelles Geplauder gepflegt. Beim Fli-
gel erliutert ein Biologe einem verziickt lauschenden Publikum die Frefige-
wohnheiten des Komodo- Warans, wihrend am Sofa eine hitzige Diskussion
tiber das Bouquet von Saale-Unstrut-Weinen entbrannt ist. Diese Themen
sind jedermann verstindlich, nicht nur den Herpetologen und den Wein-
kennern.
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Schlieflich verebbt die Konversation. Da kommt ein Mathematiker aus der
Ecke hervor, nimmt einen Schluck Ginger-ale, fuchtelt mit einem Plastik-
kugelschreiber herum und notiert:

o0
/ e dr = ﬁ
0 2

Jetzt ist die Unterhaltung ganz dahin. Keine Gldser klingen mehr. Tédliche
Stille macht sich breit. Betreten blicken die Leute auf thre Uhren oder holen
thre Mdntel. Manch einer zeigt Anzeichen echten Schreckens. Die Party
ist vorbei.

Um es klar zu sagen, die erwiahnte Formel
/ N e dz = _\/_7—1'
0 2

stimmt nicht nur, sie ist grundlegend fiir unser Verstindnis der wahrschein-
lichkeitstheoretischen Normalverteilung. Die Normalverteilung wiederum bil-
det den Kern der statistischen Beobachtung, und so hingen die medizinische
Forschung, die Bevolkerungsumfragen und die Losung vieler anderer wichtiger
Probleme ganz entscheidend von der Giiltigkeit dieser Formel ab. Insofern ist
sie von zentralerer Bedeutung fiir unser Alltagsleben als Komodo-Warane oder
Tafelweine. Dennoch weil kaum ein Nichtmathematiker auch nur im entfern-
testen die Bedeutung zu schétzen, die in diesen Symbolen steckt. Nur andere
Mathematiker ,,bekommen das ganz mit“. Als Gruppe miissen sie mit diesem
offentlichen Unversténdnis fertig werden, so gut es geht. Es ist schon ein hartes
Leben.

Wenn Sie also einer Ansammlung von bebrillten, gedankenverlorenen Indi-
viduen begegnen, die alle sehr geflissentlich sprechen, von denen einige schwar-
ze Socken und Sandalen tragen, von denen aber keiner einen Laborkittel an-
hat, und wenn es sich zuféllig um eine endliche Gruppe an einem polygonalen
Tisch handelt, die logisch verwundene Wortwitze macht und Dick und Doof
kein bifchen komisch findet — dann kénnen Sie sicher sein: Sie sind unter die
Mathematiker geraten. Bitte, behandeln Sie sie mit Freundlichkeit.

Aber Sie sollten nicht dem Irrtum verfallen, die Mathematiker als homogene
Gruppe anzusehen. Schliefllich gibt es drei Arten von Mathematikern: die, die
zdhlen konnen, und die, die es nicht kénnen.



atiirliche
Logarithmen

In diesem Kapitel wenden wir uns der Geschichte einer ganz speziellen Zahl zu
— der Zahl ,e“ — und der ihres untrennbar verbundenen Partners, des natiirli-
chen Logarithmus. Auf den ersten Blick scheint da allerdings weder etwas
speziell noch natiirlich zu sein. Unsere Intuition scheint eher zu sagen, daf§
beide relativ unbedeutend sind. Ziel dieses Kapitels wird es daher sein zu
erkldren, warum die Intuition hier triigt.

Wir beginnen mit e. Bekanntermaflen ist ,e“ der fiinfte Buchstabe des
Alphabets, aber das ,e“ des Mathematikers ist eine reelle Zahl mit der Dezi-
malbruchentwicklung 2,718281828459045. ... Jeder ist sich klar dariiber, da88
»e“ als der haufigste Buchstabe der deutschen Sprache unverzichtbar ist, aber
es mag den Nichtmathematiker tiberraschen, dafi das e der Mathematiker ge-
nauso unentbehrlich ist. Warum soll gerade diese seltsame Zahl, die etwas
kleiner als 2 3/4 ist, wichtiger sein als, sagen wir 2,12379... oder 3,55419...
oder jede andere Promenadenmischung?

Bevor wir auf diese Frage eingehen konnen, miissen wir erst einmal erklé-
ren, wie e definiert ist und wie man es berechnet — kurz gesagt, wo e herkommt.
Es gibt zwei unterschiedliche, aber logisch dquivalente Wege, e einzufiihren, der
eine iiber einen Grenzwert, der andere {iber eine unendliche Reihe. Wir gehen
zunichst auf die Definition mit Hilfe des Limes ein.

Dazu betrachten wir den Ausdruck

k
1
1 T 3
(+3)
wobei k eine positive ganze Zahl ist. Fiir k¥ = 2 haben wir beispielsweise

1 2
(1 + 5) =1,5% = 2,25.
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Fiir k = 5 ergibt sich:

1 5
(1 + 5) =1,2? = 2,48832,

und fiir k = 10 gilt:

1\
2
-] = = 74...
(1+ 10) 1,1 = 2,593

und so weiter. Mathematiker treiben immer alles auf die Spitze, und so lassen
sie k unbeschrinkt wachsen und definieren:

In Worten: e ist der Grenzwert der k-ten Potenz des Ausdrucks 1+ 1/k, wenn
die Zahl k beliebig grofl wird. Mit Hilfe eines Taschenrechners kann man die
ersten paar Stellen der Dezimalentwicklung von e bestimmen:

1 1\*
kool+s (1 + k)

0 1, 2,59374246 . ..

100 1,01 2,70481383.. ..

1000 1,001 2,71692393 . ..

1000000  1,000001 2,71828047 . ..

1000000000  1,000000001  2,71828183...
! !
o0 €.

Anscheinend ist e = 2,71828183.
Wenn man ein wenig mathematische Arbeit investiert, kann man das all-
gemeinere Resultat zeigen:

. z\k
Formel A: len;o (1+7c-) =ée*.

Hier wird die Zahl = in der Klammer zum Exponenten von e, wenn wir den
Grenzwert fiir k — oo bilden. Wenn wir z = 1 in Formel A einsetzen, erhalten
wir natiirlich wieder die urspriingliche Relation:

1\*
lim <1+-—> =el =e.
k—o0 k
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Die zweite Methode der Definition von e benutzt die Summation der Reihe:

NS N 1 1 1
e = l+g+g +3,+ +tgtat
C oy 11

1+ +2+6+24+ 20+720+...,
wobei die Nenner die Fakultiten der natiirlichen Zahlen enthalten, die in Ka-
pitel B eingefiithrt wurden. Je mehr Terme dieser Reihe addiert werden, desto
genauer wird die Anndherung an den numerischen Wert von e.

Nun sehen diese beiden Formeln fiir e sehr verschieden aus, aber man kann
zeigen, daB gilt:

lim 1+1k 1+1+ +1+1+1+1+
Km0 k 112073 4B el

In diesem Zusammenhang ist es vielleicht ganz instruktiv, die Summe

14 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
nfatatatrtatatatatwtm
einmal konkret auszuwerten. Man erhilt 2,71828183, also genau diesselbe
Approximation an e wie in der Beispielrechnung zur Limesdefinition.
Aber auch bei dieser Definition durch eine Reihe erhélt man allgemeiner
jede Potenz von e, das heifit e” fiir beliebiges z, durch die folgende Formel:

2 3 4 5 6

Formel B: 1+%+2—!+%+%+§—!+%+...=e’”.

Um zum Beispiel e? abzuschiitzen, setzt man = 2 in Formel B ein und addiert
das erste Dutzend oder auch mehr Terme der Reihe. Nichts anderes leistet im
Prinzip jeder Taschenrechner, wenn wir die 2 und dann die Taste e® driicken,
bevor wir das Resultat ablesen kénnen: e? = 7,389056099. ..

In der Geschichte der Mathematik gibt es eine Person, die aufs engste mit
der Zahl e verbunden ist: Leonhard Euler, dem wir bereits in Kapitel E und an
anderen Stellen begegnet sind. Euler war es auch, der das Symbol e fiir diese
Konstante auswihlte und iberhaupt ihre iiberragende Bedeutung erkannte. In
der Abbildung auf Seite 200 ist jene Stelle aus Eulers Introductio in Analysin
Infinitorum von 1748 wiedergegeben, wo er die Formel einfiihrt, die bei uns
Formel B heifit, wo er aber statt e® die Schreibweise e* verwendet. Ferner gibt
er die Dezimalentwicklung von e auf dreiundzwanzig Stellen genau an — eine
erstaunliche Leistung in der Zeit vor dem Computer.!

Wir haben zwei Methoden wiedergegeben, wie man diese spezielle Zahl
definieren und berechnen kann. Warum schert uns das iiberhaupt? Warum
ist e wichtig, und warum ist es natirlich? Wir werden sehen, daff es schier
unendlich viele Anwendungen gibt.
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qui termini, si in fractiones decimales convertantur atque actu addantur,
praebebunt hunc valorem pro a

2,71828 18284 59045 23536 028,

cuius ultima adhuc nota veritati est consentanea.

Quodsi jam ex hac basi logarithmi construantur, ii vocari solent loga-
rithmi naturales seu hyperbolici, quoniam quadratura hyperbolae per istiusmodi
logarithmos exprimi potest. Ponamus autem brevitatis gratia pro numero
hoc 2,71828 18284 59 etc. constanter litteram

€,

quae ergo denotabit basin logarithmorum naturalium seu hyperbolicorum’),
cui respondet valor litterae % ==1; sive haec littera e quoque exprimet sum-
mam huius seriei

1 1 1 s .
1+ i —+ is + 172°3 + 13734 + ete. in infinitum.

128. Logarithmi ergo hyperbolici hanc habebunt proprietatem, ut numeri
1 4 w logarithmus sit = w denotante w quantitatem infinite parvam, atque
cum ex hac proprietate valor %k = 1 innotescat, omnium numerorum logarithmi
hyperbolici exhiberi poterunt. Erit ergo posita ¢ pro numero supra invento
perpetuo

s & & I
F=lt i+ tinstias

3 . + etc.

4

Die Definition von e bei Euler
(Nachdruck mit freundlicher Genehmigung der Lehigh University Library.)

Zuerst wollen wir das Wachstum eines Bankkontos betrachten, ein Thema,
zu dem jeder eine gewisse Beziehung hat — und wenn auch nur in seinen
Triumen. Wenn wir ein Kapital von P DM bei einem Jahreszins von r%
anlegen, der in k¥ Raten iiber das Jahr verteilt dem Kapital zugeschlagen wird,
so gewihrleistet die Zinseszinsformel, da wir am Ende des Jahres das Ge-

samtkapital
0,01-r\*
P (1 + _’Tr>

auf unserem Konto vorfinden. Diese Formel ist das t#igliche Brot der Bankan-
gestellten.

Gehen wir von einem Kapital von 5000 DM aus, das wir auf einem Konto
bei 10% Jahreszins anlegen, der einmalig am Ende des Jahres zugeteilt wird.
Dies soll bedeuten, da§ wir das Kapital am 1. Januar einzahlen und unberiihrt
lassen, bis es am 31. Dezember einen Zuschlag von 10% erhilt. In diesem
Beispiel ist also P = 5000, » = 10 und k = 1, wegen der jahrlichen Zuteilung.
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Aus der Formel ergibt sich der Kontostand am Ende des Jahres:
0,01-r\"
P. :
<1 + A )

So weit, so gut. Aber nehmen wir einmal an, die Bank wihlt eine andere
Methode der Zinsausschiittung: Statt 10% einmal im Jahr zahlt sie 5% alle
sechs Monate aus. Ist diese halbjéhrliche Zuteilung ein Vorteil fiir den Anleger?

In der Zinseszinsformel bleibt alles gleich bis auf k, fiir das wir nun 2 ein-
zusetzen haben. Denn jetzt gibt es zwei Zinsperioden innerhalb eines Jahres.
Nach einem Jahr hat sich daher auf dem Konto der Betrag von

k 2
1. 0,01-1
P. (1+ 0,0_r) = 5000 - (1+ . 3 O) = 5000 - 1,05% = 5512,50

1
5000 - (1 + 0,011- 10)

5000 - (1+ 0,10) = 5000 - 1,10 = 5 500.

k

DM angesammelt; wir haben also ein besseres Ergebnis als vorher.

Das bringt uns auf einen Gedanken. Wenn die Bank noch hiufigere Zins-
ausschiittungen vornimmt, zum Beispiel vierteljahrlich oder monatlich oder
gar téglich, vielleicht kommen wir dabei noch besser weg. Um dieser Frage
nachzugehen, werden wir den Kontostand bei verschiedenen Zinsmodellen be-
rechnen.

Bei vierteljihrlicher Zuteilung ist ¥ = 4 und der Kontostand am Ende des
Jahres:

k 4
. 0,01-1
P. (1+ O’O; r) = 5000 - <1+ . 1 O) = 5000 - 1,025 = 5519,06.

Das ist schon besser. Bei monatlicher Zuteilung ist £ = 12, und wir erreichen
ein Kapital von

k 12
p. (1 4 0’0; ; ") — 5000 <1 + 0’012' 10) — 5000-1,008333!% = 5523 57,

also wieder eine Steigerung. Bei tdglicher Ausschiittung (k = 365) erreicht
das Kapital schliellich das Volumen von

k 365
p. (1 + 0,0116 ; ’") — 5000- (1 ¥ 0’(;16510) — 5000-1,00027397%5 = 5525,78.

Der Habsucht kesse Beute, scheinen uns noch héhere Ertrige greifbar,
wenn wir die Bank dazu bringen, die Zinsen nicht t#glich, sondern stiindlich,
miniitlich oder sekiindlich zuzuteilen. Oder wir kénnen gleich den optima-
len Ausschiittungsmodus wihlen: Die Zinsen werden kontinuierlich zugeteilt.
Dann brauchen wir noch nicht einmal eine Millisekunde zu warten, bis die
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nichste Zinszahlung eintrudelt. Wir stellen uns also vor, daf der jahrliche
Zinssatz von 10% auf unendlich viele Zinsperioden aufgeteilt wird, jede von
unendlich kurzer Dauer. Gerade wie ein Baum wichst, so wird unser Kapi-
tal anwachsen, nicht in kleinen Spriingen, sondern in einer kontinuierlichen
Aufwirtsbewegung.

Formal bedeutet die kontinuierliche Aufteilung der Zinsen, da8 k, die An-
zahl der Zinsintervalle, gegen unendlich geht. Nach einem Jahr kontinuierli-
chen Zinszuschlags ist dann das Kapital auf

k
lim P(1+0’01"") =P
k—oc

; — pebolr

0,01-1")’C

lim (1 + %

k—o0

angewachsen, wobei hier das Produkt 0,01-r die Rolle des z in Formel A spielt.
Hier erscheint nun die Zahl e in all ihrem Glanz.

Wir hatten in unserem Beispiel 5000 DM angelegt, die bei kontinuierlichen
Zinsen von 10% in einem Jahr anwachsen auf:

5000e°P1'10 = 5000¢°* = 5000 - 1,105170918 = 5 525,85.

Das ist der maximale Ertrag, den man bei 10% Zinsen erwirtschaften kann.

Es sollte nun nicht tiberraschen, dafl sich die Zahl e nicht nur bei der Be-
stimmung des Endkapitals eines kontinuierlich wachsenden Kontos bewéhrt,
sondern auch in anderen Beispielen stetigen Wachstums eine Rolle spielt. So
kann man die Gré8e von Populationen — seien es Bakterien oder Menschen —
durch Prozesse kontinuierlichen Wachstums beschreiben, wobei die Rate der
neugeborenen Individuen proportional zu der Gré8e der bereits vorhandenen
Bevélkerung ist. Die Theorie wurde in dieser Form 1798 von dem britischen
Okonomen Thomas Malthus aufgestellt, um das Bevélkerungswachstum zu
beschreiben. Ein halbes Jahrhundert spiter sollte sein Werk von einem ande-
ren grofen Wissenschaftler zitiert werden, von dem unvergleichlichen Charles
Darwin.?

Bei diesem einfachen Populationsmodell wird die Anzahl P(t) der zur Zeit
t vorhandenen Individuen gegeben durch die Gleichung:

P(t)=Py-e™.

Hierbei ist Py die Anfangsgrofie der Population zum Zeitpunkt ¢ = 0, wenn wir
mit der Beobachtung beginnen, und r ist die Wachstumsrate. Man bemerkt
sogleich die formale Ahnlichkeit mit der Gleichung fiir das Kapitalwachstum
bei kontinuierlich gezahlten Zinsen.

Wenn wir, um ein Gefiihl fiir den Zeitverlauf zu bekommen, von einer Bak-
terienpopulation von Py = 500 Individuen in einer Petrischale ausgehen und
nach einer Stunde 800 Individuen z#hlen, dann kann man aus diesen Zahlen
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den Modellparameter r bestimmen und erhilt das folgende Wachstumsgesetz
fiir die PopulationsgroBe P(t) nach ¢ Stunden:

P(t) = 500 - %47

Der Graph dieser Zeitfunktion ist in der Abbildung oben dargestellt. Fiir
kleine Werte von t, also ¢ = 1,2 oder 3, ist die Kurve einigermaBen flach.
Wir kénnen das so interpretieren, daff das Wachstum der Bakterienkolonie in
seinem Anfangsstadium recht gemiBigt verlduft. Je weiter wir den Graphen
allerdings nach rechts verfolgen, je mehr Zeit also verstreicht, desto steiler
schieft die Kurve nach oben. Es kommt zu einem Bakterien-Babyboom, die
Keime springen aus der Petrischale, iiber den Tisch und in den Gang.

Wir wollen das Ganze aber etwas ernsthafter betrachten. Zur Zeit ¢t = 1,
nach einer Stunde also, ergibt sich nach dem Wachstumsgesetz eine Populati-
onsgroBe von P(1) = 500 - €®47 = 800, was wir ja schon wuBiten. Nach ¢ = 10
Stunden fortgesetzten Wachstums ist die Population auf P(10) = 500-e%4710 =
500-e” = 55000 Bakterien angewachsen. Bei einer Bebriitung iiber einen gan-
zen Tag hinweg erreicht die Bakterienpopulation die Grofie von

P(24) = 500 - €474 = 500 - !*?® = 39600 000.

Wenn wir den Proze8 in dieser Weise eine ganze Woche unbegrenzt weiterge-
deihen lieBen, hitten wir stolze

P(168) = 500 - 247188 = 500 - ¢"5° ~
10 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000

Bakterien zur Verfiigung — eine Epidemie. Diese Zahlen und der dazugehdrige
steil ansteigende Graph verdeutlichen, was man unter einer ,,exponentiell wach-
senden® Population zu verstehen hat.
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p Logistische Kurve

Irgendwo scheint in dieser Uberlegung aber ein kleiner Fehler zu sein, denn
es muf fiir die GroBe einer jeden Population eine obere Grenze geben. Irgend-
wann geht den Bakterien das Substrat oder das Wasser oder der Platz aus. In
diesem Sinne ist unbegrenztes Wachstum also vollig unrealistisch.

Es gibt daher ein verfeinertes Modell, das Beschréinkungen innerhalb des
Wachstumsprozesses beriicksichtigt. Eine von der Grundannahme her sehr
einfache Variante ist das logistische Modell, das auf der folgenden Gleichung

beruht:
K ert

ert+C’
P(t) bezeichnet wieder die PopulationsgréBe zur Zeit ¢, wihrend der Satti-
gungswert K aufgrund der beschrinkten Ressourcen der Umwelt einem unbe-
grenzten Wachstum einen Riegel vorschiebt. Eine logistische Wachstumskurve
zeigt die Abbildung oben. Fiir kleine t-Werte gleicht der Graph dem des vor-
herigen Modells. Darin kommt die Beobachtung zum Ausdruck, da die friihe
Wachstumsphase einer Population exponentiell verlduft. Je mehr Zeit aller-
dings vergeht, desto mehr nivelliert sich das Wachstum, bis es sich auf der
rechten Seite immer mehr der Geraden P = K annihert. In der graphischen
Darstellung wird so deutlich, dal die Population ihre Sattigungsgrofie anstrebt.
Wir haben bei unserer Diskussion natiirlich eine Vielzahl technischer De-
tails zur Herkunft dieser Gleichung aufler acht gelassen. Die Biologen haben
inzwischen auch viel ausgefeiltere Modelle zur Beschreibung des natiirlichen
Verhaltens von Populationen ersonnen. Was passiert zum Beispiel, wenn das
Bakterienwachstum durch ein Antibiotikum zus#tzlich gehemmt wird? Fiir
uns soll hier die Erkenntnis geniigen, dafi Formeln zur Beschreibung von Po-

P(t) =
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reines Wasser
(3 15s)

—

Séure-Tank (1001) verdiinnte Siure

(3 Vs)

pulationsgréfien von der Zahl e abhéngen. Sie entsteht also ganz natiirlich aus
der Beschreibung natiirlicher Prozesse.

Aber auch viele weitere Prozesse in unserem téglichen Leben fiithren ganz
unerwartet auf diese Zahl. Betrachten wir folgendes Beispiel: Ein Hersteller
von Schwefelséure hat seinen 100-Liter-Tank bis zum Rand mit einer 25%igen
Schwefelsidurelosung gefiillt (die anderen 75% sind Wasser). Der Hersteller
will nun seinen Tank ausspiilen, indem er oben einen Strahl reinen Wassers
von 3 1/s einleitet und, um ein Uberlaufen zu verhindern, unten die verdiinnte
Loésung mit der gleichen Geschwindigkeit von 3 1/s auslaufen 148t. Der Proze
ist in der obigen Abbildung symbolisch dargestellt.

Es ist klar, da§ im Verlauf des Prozesses der Inhalt des Tanks kontinuier-
lich verdiinnt wird. Es ist aber auch klar, dafl eine exakte Beschreibung der
Dynamik nicht ganz einfach sein wird. Das zuflieBende Wasser ersetzt schlief-
lich nicht nur die Sdure, sondern eine gewisse Menge des bereits eingeflossenen
reinen Wassers wird als Bestandteil der verdiinnten Lésung unten wieder aus-
flieBen. Andererseits wird ein Teil der Saure in der Losung zuriickbleiben.
Damit ergibt sich die Frage fiir den Mathematiker, wie man den prozentualen
Anteil an Siure im Tank ¢t Sekunden nach Beginn des Spiilprozesses beschrei-
ben kann.

Bei genauer Analyse des Problems mit Hilfe der Differential- und Integral-
rechnung kann unter idealen Mischungsvoraussetzungen folgende Gleichung
fiir den Zeitverlauf des Sdureanteils P(¢) im Tank zur Zeit ¢ gelten:
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25
£0p3-¢

P(t) = %.

Wieder einmal ist e aufgetaucht.

Wir wollen einmal sehen, wie sich der Sdureanteil im Lauf der Zeit &ndert.
Zu Beginn enthilt der Tank 25% Sidure. Nach ¢t = 5 Sekunden Zuflu von
Wasser und Abflul der Losung ist der Tankinhalt auf

25 25

P(5) = —_6003'5% = 20’1—5

% = 21,52%

Saureanteil verdiinnt. Nach einer Minute verringert er sich auf:

25

P(60) = 200360

25
% = —15% = 4,13%.

€
Wenn der Hersteller insgesamt eine Viertelstunde spiilt, das sind ¢t = 15-60 =
900 Sekunden, enthilt die Losung noch eine Spur von

25

P(900) = 2003900

% = 62—257-% = 0,000000000047%
an Sdure. Fiir alle landlidufigen Anwendungen ist der Tank also nach 15 Mi-
nuten als gereinigt zu betrachten.

Wieder in einem ganz anderen Zusammenhang tritt e auf, wenn wir noch
einmal zu den Arbeiten von Jakob Bernoulli aus Kapitel B zuriickkehren.
Dort wurde die Wahrscheinlichkeit, genau 247mal das Ergebnis ,,Kopf“ bei
500 Miinzwiirfen zu erhalten, durch die monstrése Formel

500! 1\ 247 /1) 253
247! - 253! (5) <§>
wiedergegeben. Damit kann man die gesuchte Wahrscheinlichkeit jedoch nicht

direkt berechnen. Im Rahmen der mathematischen Statistik 148t sich aber
beweisen, dafl der Ausdruck

1 1 1
2v/250m [eopzs + 60949]

eine sehr gute Approximation ergibt. Aus anscheinend unerklirlichen Griinden
spielt e hier wieder einmal eine Schliisselrolle, wie {ibrigens auch , was ge-
nauso unwahrscheinlich erscheint. Den numerischen Wert dieses Ausdrucks
berechnet man zu 0,0344. Es existiert also eine Chance von 3,44 Prozent,
bei 500 Miinzwiirfen 247mal das Ergebnis ,, Kopf* zu bekommen. Das Beispiel
verdeutlicht eine Art Binsenweisheit aus der Wahrscheinlichkeitstheorie: Wenn
eine Formel in der Statistik wichtig ist, dann enthélt sie wahrscheinlich ein e.

Die Zahl e ist also von groer Bedeutung in der Mathematik, sowohl in der
Theorie als auch bei praktischen Anwendungen. Sie tritt beim FaBreinigen und
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beim Miinzwurf auf, wenn wir Zinszahlungen erhalten oder Bakterien wachsen
sehen. Wie die Personen in einem Dickens-Roman kommt e immer dann ins
Spiel, wenn man es am wenigsten erwartet. Wihrend der Leser eines Dickens-
Romans das Auftreten und Wiedererscheinen der Personen aber nur dann
verstehen kann, wenn er akzeptiert, dafi der vollig unwahrscheinliche Zufall
der Normalfall ist, erfordern das Auftauchen und Wiederkehren der Zahl e -
wenn auch nur geringes — mathematisches Verstédndnis.

Bis hierher ist das aber nur die eine Hélfte der Geschichte. Zwar ist die Be-
rechnung irgendwelcher Potenzen von e sehr bedeutsam, aber der umgekehrte
Proze$ ist nicht weniger wichtig. Wenn man zum Beispiel £ = 2 in Formel
B einsetzt, erhilt man, wie bereits erwihnt, e? = 7,389056099. Man konnte
aber auch umgekehrt gezwungen sein, aus der Relation e* = 7,389056099 die
Unbekannte z zu bestimmen. Hier kennen wir natiirlich die Antwort: z = 2.

Wie wiirden wir aber x bestimmen, wenn e* = 5 wire? Wir kénnten ver-
schiedene Werte fiir x testen, indem wir die Funktion e* auf unserem Taschen-
rechner bemiihen und die Schétzungen schrittweise zu verbessern versuchen.
Das scheint allerdings recht umsténdlich.

Die Rettung liegt in einer anderen Funktion, die sozusagen die Funktion e*
wieder riickgingig macht. Diese Funktion ist der natiirliche Logarithmus, der
in den meisten Mathematikbiichern und auf den meisten Taschenrechnern mit
»Inz“ bezeichnet wird. Es handelt sich um eine der wichtigsten Funktionen in
der Mathematik.

Fiir die folgenden Beispiele benétigen wir eigentlich nur die Eigenschaft als
Umkehrfunktion der e-Funktion, die durch die Gleichung

In(e®) =z

gegeben wird. Hier wird in Symbolen notiert, was wir bereits oben bemerkt
haben: Der Logarithmus macht die Exponentiation riickgdngig. Wenn man
mit einer Zahl z startet, daraus e® berechnet und den Wert von €® in die
natiirliche Logarithmusfunktion einsetzt, ergibt sich wieder x. Fiir x = 2 ist
e? = 7,389056099 und In(7,389056099) = In(e?) = 2. Das bestitigt auch der
Taschenrechner. Um z aus der Gleichung e* = 5 zu bestimmen, logarithmieren
wir beide Seiten und erhalten:

In(e®) = In5.

Die Formel oben besagt, daB In(e*) = z ist, und da In5 = 1,609437912 ist,
folgt:
z = 1,609437912.

Zusammengefait: Neben dem Problem, fiir eine Zahl x den Wert von e”
zu berechnen, tritt hiufig auch die Aufgabe auf, aus einem gegebenen Wert
fiir e den Wert fiir z zu bestimmen. In solchen Fillen bewahrt sich die
Logarithmusfunktion. Wir werden dem natiirlichen Logarithmus noch in den
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Kapiteln P und U begegnen, aber schon jetzt wollen wir die Niitzlichkeit von
In z mit einem einfachen Beispiel aus der dunklen Welt der Kriminellen und
Verbrecher, der Lumpen und Logarithmen beleuchten:

Zu mitterndchtlicher Stunde wurde die Polizei zum schaurigen Platz der
ruchlosen Tat gerufen. Eddie das Wiesel war trotz seiner ausgedehnten Unter-
weltkontakte selbst das Opfer einer feigen Tat geworden. Bei ihrer Ankunft
notierten die Beamten eine Lufttemperatur von milden 20°C. Eddie das Wiesel
war zu diesem Zeitpunkt gerade mal noch 30° warm. Um 2:00 Uhr morgens
wurden die ersten Verdachtigen verhort und ihre Fingerabdriicke abgenom-
men, und Eddie das Wiesel war noch 24° warm.

Nach einem anonymen Hinweis hatte die Polizei dann Clare Voyant ver-
haftet, Eddies leicht iiberspannte Freundin. Clare hatte den Abend in Louie’s
Bar verbracht, ein biichen zuviel getrunken und Morddrohungen gegen Eddie
ausgestoBen. Gegen 23:15 Uhr stiirmte sie in iibelster Laune aus der Bar. Der
Fall schien sonnenklar.

Aber Clare kannte ihre Logarithmen. Und sie kannte Newtons Abkiihlungs-
gesetz, ein Eckstein der Theorie der Warmeleitung. Dieses Gesetz besagt, daB
die Geschwindigkeit, mit der sich ein Korper abkiihlt, proportional ist zur Dif-
ferenz zwischen der Temperatur des Korpers und der Umgebungstemperatur.
Umgangssprachlich ausgedriickt: Ein Korper, der wesentlich wirmer als die
Luft ist, kiihlt sich schnell ab. Wenn ein Koérper dagegen nur wenig wérmer
als seine Umgebung ist, so ist die Abkiihlungsgeschwindigkeit gering, und er
kiihlt sich langsamer ab.

Das Newtonsche Gesetz gilt fiir jeden Korper, der sich abkiihlt, sei es eine
heifle Kartoffel aus dem Backofen oder der leblose Kérper von Eddie dem
Wiesel auf dem Pflaster. Eine lebende Person dagegen kiihlt nicht aus, denn
der Stoffwechsel sorgt dafiir, daf die Kérpertemperatur bei etwa 37°C konstant
gehalten wird. Eine tote Person produziert keine Eigenwérme mehr und kiihlt
daher, wie eine Kartoffel, nach dem Newtonschen Gesetz allméhlich aus.

Aufgrund dieses Gesetzes und der Daten des Polizeiberichts bestimmte
Clare die folgende Gleichung fiir die Temperatur T des Kérpers ¢ Stunden

nach Mitternacht: 10°
T =20° + _60_A581't .
Und hier kommt wieder die Zahl e ins Spiel. Man braucht noch nicht einmal
einen Taschenrechner, um Eddies K6rpertemperatur um Mitternacht, also fiir
t = 0, zu bestimmen:
10° 10°

= 20° 4+ 10° = 30°,

genau wie die Polizei bei ihrer Ankunft festgestellt hatte. Fiir die Temperatur
um 2:00 Uhr morgens, fiir ¢ = 2, ergibt die Formel:
10° 10°

T'=20"+ Gomsrz = 20"+ 3550

= 20° +4,000° = 24°,
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was wiederum mit der Beobachtung der Polizei iibereinstimmt. Die Formel
stimmt also fiir die beiden Zeitpunkte, fiir die wir die tatsichlichen Daten
kennen.

Was Clare jedoch viel mehr bewegte, war die Frage, wann Eddie das Wiesel
sein trauriges Schicksal ereilt hatte. Sie mufite also mit Hilfe ihrer Formel den
Abkiihlungsproze8 in gewisser Weise umkehren und den Zeitpunkt ¢ berechnen,
zu dem Eddie zuletzt seine iiblichen 37°C warm war. Das mufite namlich sein
Todeszeitpunkt sein. Von diesem Moment an kiihlte der verblafite Eddie nur
noch seine Fiile — und was sonst noch daranhing.

Wir setzen also die normale Korpertemperatur von 37°C in die Abkiih-

lungsformel ein:
10°

37° =20° + W

Daraus erhilt man unmittelbar die Gleichung 17° - €94581't = 10° und schlieB-
lich: 10°
04581 _ _ -
e o = 0,5882

Wir wollten ¢t bestimmen. Clare mufite also beide Seiten logarithmieren:
In(e®4581%) = In(0,5882).

Nun ist 1n{0,5882) = —0,5306, und nach der Formel fiir den Logarithmus ist
In(e%4581-t) — (0,4581 - ¢. Folglich gilt:

0,4581 - t = In(e?#%81%) = In(0,5882) = —0,5306.

Daher war zur Zeit ¢ = —0,5306/0,4581 = —1,158 Stunden Eddie noch 37°C
warm, aber der Abkiihlungsproze8 setzte gerade ein.

In der Formel wird die Zeit ¢ in Stunden nach Mitternacht gemessen, und
so miissen wir den errechneten negativen Wert folgendermafBen interpretieren:
Eddies Korper hatte 1,158 Stunden vor Mitternacht die Temperatur von 37°C.
Eddie das Wiesel begann etwa 69,5 Minuten vor Mitternacht abzukiihlen und
starb daher etwa um 22:50 Uhr. Zu dieser Zeit saf aber Clare bekanntermafien
in Louie’s Bar. Sie hatte ein felsenfestes Alibi!

Bei der Verhandlung fiihrte der Verteidiger diese Beweise an, berief sich elo-
quent auf die ,,Gesetze der Natur und ihrer Logarithmen® und erwirkte miihe-
los einen Freispruch bei den mathematisch gebildeten Geschworenen. Und so
kann ein Logarithmus auch mal der Gerechtigkeit dienen.

Gerichtsmediziner sind natiirlich wohlvertraut mit dem Logarithmus, so
wie Genetiker, Geologen und alle anderen Berufsgruppen, die sich mit dyna-
mischen Vorgiingen in unserer Welt beschiftigen. Logarithmen sind iiberall
gegenwirtig. Der Leser als Geschworener wird angesichts der aufgefiihrten
Beweise weder die Zahl e noch ihren stindigen Begleiter, den natiirlichen Lo-
garithmus, der mangelnden Bedeutsamkeit schuldig sprechen kénnen.
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Die Spuren von den ersten Anfingen der Mathematik sind lingst vom Winde
verweht. Unwiederbringlich verloren ist nicht nur die Kenntnis dessen, wer
das erste Wort sprach oder das erste Lied sang, sondern auch das Wissen um
den Entdecker der ersten mathematischen Erkenntnis.

Wir wissen aber mit Sicherheit, daBl die Wurzeln der Arithmetik und der
Geometrie sehr weit zuriickreichen. In einer Zeit, lange bevor es schriftliche
Aufzeichnungen gab, ja bevor es iiberhaupt eine Schrift gab, hatte der Mensch
einen Begriff von ,,Vielfachheit“ oder ,Zahl“ entwickelt. Dies wird durch
archéologische Funde belegt. Uber zehntausend Jahre alt ist ein Knochen
aus Afrika, dessen eingeritzte Zahlstriche ihn wohl als Kerbholz ausweisen.!
Was auch immer unsere Vorfahren in jener prihistorischen Zeit zihlten, die
Kerbstriche im Knochen dienten ihnen als dauerhafte Aufzeichnung ihres Z&hl-
ergebnisses - vielleicht ein eher banaler Anfang, aber so wurde die Mathematik
geboren.

Natiirlich sind solche Anfinge nicht nur auf einen Ort beschrinkt, genauso-
wenig wie es fiir die miindliche Uberlieferung, die Musik oder die Kunst einen
bestimmten Entstehungsort gibt. Mathematische Begriffsbildungen in histo-
rischen Aufzeichnungen werden aus vielen verschiedenen Gebieten der Welt
gemeldet. Dafl derselbe Sachverhalt mehrfach entdeckt wird, ist ein Phino-
men, dem wir schon bei der Diskussion des Satzes von Pythagoras in Kapitel
H begegnet sind. Dies weist nicht nur auf den universellen Charakter der Ma-
thematik hin, sondern auch auf den universellen Drang des Menschen, Dinge
mathematisch zu betrachten.

In diesem Kapitel wollen wir einen Blick auf einige der ganz frithen ma-
thematischen Meilensteine werfen. In einem nicht systematischen Uberblick
beschrinken wir uns auf die Zeit vor 1300 und auf Beispiele aus vier Kultu-
ren, die Grundsteine der menschlichen Zivilisation gelegt haben — Agypten,
Mesopotamien, China und Indien.

Die dgyptische Mathematik 148t sich mindestens viertausend Jahre zuriick-
verfolgen, bevor sie im Nebel der Vorgeschichte verschwindet. Wissenschaftler
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haben Papyrusrollen aus der Zeit vor 1500 v. Chr. entziffert, von denen einige
unbestreitbar mathematischen Inhalts sind. Die beriihmteste ist vielleicht der
Ahmes-Papyrus von etwa 1650 v. Chr., der nach seinem Verfasser benannt ist.
Das sechs Meter lange Dokument wurde 1858 in Agypten verkauft und befin-
det sich heute im Britischen Museum. Der Schreiber Ahmes erklért den Inhalt
so: ,,Einsicht in alles, was existiert, und Wissen iiber alle verborgenen Geheim-
nisse“.? Wenn der Papyrus auch diesem hohen Anspruch nicht geniigen kann,
so hat er der Nachwelt doch einen faszinierenden Einblick in die dgyptische
Arithmetik und Geometrie hinterlassen.

Der Ahmes-Papyrus beschreibt Dutzende von Problemen und ihre Losun-
gen. Heute wiirden wir die meisten wohl als Denksportaufgaben bezeichnen,
insbesondere, da sie deren typischen Charakter und dieselbe kiinstliche Kon-
struiertheit aufweisen. Das vierundsechzigste Problem des Ahmes-Papyrus
lautet beispielsweise: 3

Man verteile 10 Hekaten Weizen unter 10 Mdnner, so daf8 die gemeinsame
Differenz 1/8 Hekate Weizen betrdgt.

Wer diese kryptische Aufforderung einigermafien entschliisselt hat, wird
auch das algebraische Geschick besitzen, die Unbekannte z fiir die Quantitat
Weizen einzufiihren, die der erste Mann bekommt. Der nichste erhilt dann
also = + 1/8, der dritte Mann z + 2/8 und so weiter. Der zehnte schliefllich
bekommt = + 9/8 Hekaten. Insgesamt sind 10 Hekaten zu vergeben, woraus
sich die Bedingung ergibt:

(o D) (o 2o (er D)o (e ) o (w0 ) o (24 8)
(o D)o+ 2)o(e42)-m

Durch Zusammenfassen vereinfacht sich die Gleichung zu 10z + 45/8 = 10.
Folglich erhilt man fiir x :

1 45 7

Dies ist auch der Anteil des ersten Mannes. Der zweite bekommt

7,19

16 ' 8 16’
der dritte

9. 1_1

16 8 16’

und so weiter. .
Natiirlich konnten die Agypter ihre Losung nicht auf diesem algebraischen
Wege erhalten, denn es mufiten noch Tausende von Jahren ins Land gehen, bis



Orient und Okzident 213

die moderne Algebra zur Verfiigung stehen sollte. Ahmes gab immerhin die
richtige Losung an: Der erste Mann sollte

Hekaten Weizen erhalten.

Besonderes Augenmerk verdient hierbei die Darstellung der Lésung als
Summe von Stammbriichen, die alle den Zshler 1 besitzen und von den Agyp-
tern fast ausschlieflich benutzt wurden. Ahmes mufite also seine Lésung als
Summe von drei Stammbriichen angeben, in Ermangelung der dquivalenten
Darstellung 7/16. Aus moderner Sicht scheint dies seltsam und reichlich um-
sténdlich.

Andererseits fiigte sich diese Art der Darstellung nahtlos in das #gyptische
Hieroglyphenschema ein. Um einen reziproken Wert darzustellen, stellten die
Agypter iiber die entsprechende ganze Zahl ein Symbol, das wie eine liegende
Zigarre aussieht. Es stehen also 2 fiir 1/2 und 7 fiir 1/7. Die Lésungszahl der
Hekaten in dem Ritsel 148t sich in diesem System als 4 + 8 + 16 schreiben.
Die Schreibweise wird dadurch zwar einfach, aber man mufl die Darstellung
als Summe von Stammbriichen berechnen. Die Agypter muBten jeden Bruch
aus Stammbriichen zusammensetzen. Die einzige Ausnahme bildete die Zahl
2/3, die ihr eigenes Symbol hatte.

Ahmes stellte auch eine ausfiihrliche Liste von Stammbruchzerlegungen
zur Verfiigung. Die Agypter mufBiten offenbar solche Listen benutzen, &hn-
lich wie bei uns Tafeln von Logarithmen oder trigonometrischen Funktionen
Usus waren, bevor der Taschenrechner aufkam. Die Agypter kamen mit der
Stammbruchdarstellung mehr schlecht als recht zurecht. Aus heutiger Sicht
erscheint sie nicht nur unnétig kompliziert, sie hat mit Sicherheit auch die
mathematische Entwicklung in Agypten entscheidend gehemmt.

Dennoch waren dgyptische Beitrdge zur Mathematik nicht auf arithme-
tisch-algebraische Probleme der geschilderten Art beschrinkt. Der Ahmes-
Papyrus enthélt auch eine Auswahl geometrischer Aufgaben, von denen das
Problem Nummer 50 vielleicht das interessanteste ist:*

Ein kreisformiges Feld hat einen Durchmesser von 9 khet. Wie grof ist
seine Fldiche?

Der Schreiber gibt als Losung an, man miisse ein Neuntel des Durchmessers
abziehen und das Resultat quadrieren. Fiir das gegebene Beispiel betrigt der
Durchmesser D = 9, und die Kreisfliche ist daher:

1.2 1 ]2
—_ - e —_—— — 2: .
[D gD] [9 3 9] 82 = 64

Interessant fiir uns ist eigentlich nur, dafl man aus dieser ,,Lésung® den dgypti-
schen Niherungswert fiir 7 ableiten kann. In moderner Schreibweise ergibt sich
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nach dem Rezept von Ahmes fiir einen Kreis mit Durchmesser D die Fléche:
2 2
1 8 64 ,
[D - §D] = [§D] = ﬁD .
Andererseits ist die tatsichliche Fléche:

2
= (D — %D) = %D"".

Die agyptische Naherung fiir = erhélt man durch Gleichsetzen:
64

Xp2="p?
sl =1

woraus unmittelbar folgt:

4-64 256 [16\% [4\!
r= ‘Ef‘(?) _<§> ~ 3,1605.

Bedenkt man das Alter dieser dgyptischen Approximation, so weist sie doch
eine erstaunliche Genauigkeit auf. Wie sind die Agypter auf diesen Wert ge-
kommen?

Man kann es zwar nicht mit Sicherheit sagen, aber moglicherweise wurde
die Kreisfliche durch die Fliche eines entsprechenden Achtecks ersetzt, wie
es in der Abbildung auf Seite 214 angedeutet ist. Legt man um den Kreis
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mit Durchmesser D ein Quadrat und schneidet an den vier Ecken gleichsei-
tige Dreiecke mit der Linge (1/3)D der gleich langen Seiten ab, so bleibt
ein Achteck iibrig, dessen Fliche die des Kreises approximiert. Jedes dieser
abgeschnittenen Dreiecke hat die Fliche:

1 . a1 (D D\ 1 _,
§(Ba513><Hohe)_—2-(—3—)-(3>_18D,

Daraus folgt fiir die Kreisflache:

Fliche (Kreis) ~ Fliche (Achteck)
= Fliche (Quadrat) — 4 - Fliche (Dreieck)

- proa.ipropr tp2_Tpe B

2
18 9 9 81D '
Dieser Wert liegt recht nahe bei dem Wert (64/81)D?, den Ahmes angibt. Viel-
leicht kann das als Hinweis dafiir gelten, daB die Agypter ihre Fléchenformel
aus einer Achteck-Approximation abgeleitet haben.

Natiirlich wird diese Erklsrung von manchem abgelehnt.5 Aber schliefllich
war es eben die Approximation des Kreises durch Vielecke, die Archimedes
eineinhalb Jahrtausende spéter zu seiner wesentlich schérferen Abschitzung
von 7 = 3,14 fithrte. Wie wir in Kapitel C gesehen haben, hatte die verbesserte
Genauigkeit der Approximation des Kreises ihre Ursache in der Verwendung
eines regelmiBigen 96ecks, die der groben Achteckndherung iiberlegen war. So
ist es durchaus méglich, dafi Archimedes seinen &gyptischen Vorgéngern Dank
fiir die Inspiration schuldet.

Das Niltal war eine Quelle frither mathematischer Entwicklungen, und das
gleiche gilt fiir das Zweistromland zwischen Euphrat und Tigris. Die politische
Geschichte Mesopotamiens war wesentlich wechselvoller als die Agyptens, da
die Region Schauplatz von stédndigen Eroberungen durch die verschiedensten
Volker war. Dadurch wird auch die Zuordnung unsicher, aber die mathema-
tischen Errungenschaften, die wir nun betrachten wollen, werden gewohnlich
den Sumerern zugeschrieben.

Das ,,Goldene Zeitalter“ der babylonischen Wissenschaft begann unter der
Herrschaft des Hammurabi (um 1750 v. Chr.), also etwa zur Zeit des Ahmes
in Agypten. Es kann als Gliick fiir die spiteren Gelehrten bezeichnet werden,
daB die Babylonier auf Tontafeln und nicht auf Papyrus schrieben. Papyrus
zerfillt ndmlich mit der Zeit, wihrend die Tontafeln nach dem Beschreiben
gebrannt wurden und daher weniger anféllig waren. So sind wir im Besitz vieler
Tausend zum Teil vollstéindig oder auch nur in Scherben erhaltener Tontafeln.
Das folgende Beispiel gehort dazu.

Fiir die agyptische Mathematik ist die Bruchdarstellung durch Stammbrii-
che charakteristisch, und fiir die sumerische Mathematik ist es das Zahlsystem
zur Basis 60. Die Mathematikhistoriker sind voller Bewunderung dariiber,
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daf8 die Babylonier ein solches Zahlsystem eingefiihrt haben. In diesem Sy-
stem werden zwei Symbole verwandt: Ein T-dhnliches steht fiir die 1, und ein
anderes, dhnlich dem <-Zeichen, steht fiir 10.

Die Darstellung kleiner Zahlen war wenig spektakulédr: Die 2 wurde als TT
dargestellt, 12 war <TT, 42 war

<<
<<IT

und so weiter. Wenn eine Zahl jedoch gréfier oder gleich 60 war, hatten die ver-
wandten Symbole verschiedene Bedeutungen. Je nach seiner Position konnte T
nicht nur 1 Einheit, sondern auch 60 reprisentieren. An wieder einer anderen
Position konnte es auch 602 = 3600 bedeuten. Zum Beispiel erscheint die 82
als T<<TT, was fiir 60 plus zweimal 10 plus zweimal 1 steht. Die Bedeutung
des Symbols T hingt also von seiner Stellung innerhalb des Zahlzeichens ab.

Diese Erfindung rationalisierte nicht nur die Zahldarstellung, sondern hielt
auch die Anzahl der Grundzeichen — der Ziffern — klein. Das rémische Zahlsy-
stem war im Gegensatz dazu kein Stellenwertsystem und verlangte nach einem
ganzen Schwall von Symbolen, nimlich I, V, X, L, C, D und M. Wiren die
Zahlen in die Millionen, Billionen oder Trillionen gegangen, hdtten mehr und
mehr Buchstaben mit Ziffernwerten belegt werden miissen, bis sich schlieflich
das Alphabet erschopft hitte. Nun kannten die Romer aber keine Renten-
versicherung und mufiten daher Zahlen solcher GrofSenordnungen auch nicht
darstellen.

Fiir das babylonische Zahlsystem spricht auch, daf man Briiche miihelos
darstellen kann. In einer alten Inschrift wird die Zahl erwihnt, deren Quadrat
2 ist und fiir die wir v/2 schreiben wiirden:

TT <<
T<<pp<<T<

Wir kénnen die einzelnen Zifferngruppen auflésen: 1-24-51-10. Die Sumerer
kannten noch kein dem Dezimalkomma entsprechendes Symbol, so dafi man
die ganzzahligen und gebrochenen Anteile dieses Ausdrucks auf andere Weise
bestimmen muB. Da /2 etwas grofer als 1 ist, ist die erste Zahl der sumeri-
schen Zifferndarstellung der ganzzahlige Anteil und der Rest der gebrochene.

Wie rechnet sich der Bruch um? In unserem Dezimalsystem bestimmt
die Ziffer rechts vom Komma die Anzahl der Zehntel, die nichste Ziffer die
der Hundertstel, die nichste die der Tausendstel und so weiter. Ganz analog
interpretieren wir die , Ziffer“, die der 1 folgt, als die Anzahl der Sechzigstel,
das néchste Symbol als die Anzahl der 3600stel und das letzte Symbol als
Anzahl der 216 00stel, da 603 = 216000 ist. Die sumerische Zahl 1-24-51-10
bedeutet also:

24 51 10
1+ =+ ——+

60 T 3600 T 216000 = 1+ 0,4 +0,014167 4 0,000046 = 1,1414213.
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Aus Kapitel K kennen wir die neunstellige Approximation 1,414213562 an v/2,
so dafl die babylonische Niherung recht eindrucksvoll erscheint. Die Sumerer
beherrschten offenbar die Arithmetik zur Basis 60 perfekt.

Aus heutiger Sicht fehlt dem babylonischen System jedoch etwas ganz Ent-
scheidendes: Ein Symbol fiir die Zahl 0. Daraus konnten sich Uneindeutigkei-
ten ergeben: Beispielsweise konnte < T bedeuten 10+1 = 11 oder 10x60+1 =
601 oder 10 x 3600+ 1 = 36 001 oder auch 10 x 3600+ 1 x 60 = 36 060 und so
weiter. Wie bei dem Ndherungsbruch fiir v/2 kann in vielen Fillen die Vieldeu-
tigkeit aufgrund des Zusammenhangs ausgerdumt werden, aber die Einfithrung
der Null als Platzhalter wire notwendig gewesen, um eindeutige Darstellungen
zu schaffen.

Interessanterweise haben die Sumerer diesen Schritt niemals vollzogen. In
der Periode der Seleukiden, Mitte des ersten Jahrtausends vor Christus, wurde
eine interne Platzhalternotation eingefiihrt, die es gestattete, zum Beispiel
zwischen 11 und 601 zu unterscheiden. Nullen am Ende eines Zahlzeichens
wurden jedoch nach wie vor nicht geschrieben, so daf§ weiterhin 601 von 36 060
nicht zu unterscheiden war. Die echte Null erschien erst Jahrhunderte spéter
bei den Indern und unabhingig davon bei den Mayas in Mittelamerika. Als
sie kam, revolutionierte sie erneut die Zahldarstellung.

Aber es bleibt noch eine andere Frage: Warum wéhlten die Babylonier
gerade 60 als Basis ihres Zahlsystems? Anthropologische und archiologische
Studien zur kulturellen Entwicklung der Menschheit haben ergeben, daf§ die
Zahlen 2, 5, 10 und etwas weniger hiufig auch 20 die iiblichen Basen von Stel-
lenwertsystemen sind. Sie entsprechen gewissen Merkmalen der menschlichen
Anatomie: der Zahl der Arme, der Finger an einer Hand, der Finger an beiden
Hinden oder der Zahl der Finger und Zehen zusammen. Anders ausgedriickt,
die Menschen hatten handfeste Beziige fiir den Fall, da8 ihre Arithmetik ein-
mal ins Schleudern geriet.

Aber warum ausgerechnet 60?7 Man kann die Frage zwar nicht mit aller-
letzter Sicherheit beantworten, doch ein Hinweis konnte in der Tatsache liegen,
daB ein Jahr fast genau 6 x 60 = 360 Tage z&hlt. Keiner, der die Urspriinge
der Mathematik untersucht, wird umhinkénnen, den Einflul der Astronomie
zu erkennen, und keine astronomische Grofe ist so bedeutsam wie die Léange
des Jahres. Vielleicht stand das Jahr mit seinen etwa 360 Tagen Pate bei der
Wahl der Zahl 60 zur Basis des babylonischen Zahlsystems. Wie dem auch
sei, es ist uns bis heute geblieben: in den 60 Sekunden der Minute, den 60
Minuten der Stunde und den 360 Grad des vollen Kreises.

Die babylonische Mathematik hat mindestens dieselbe grundlegende Be-
deutung fiir die spiteren Entwicklungen im &stlichen Mittelmeerraum wie die
sgyptische. Aber dies war nicht die einzige Region, in der schon vor Tausenden
von Jahren die Mathematik blithte. Am anderen Ende Asiens némlich hatten
die Chinesen ihre eigene eindrucksvolle mathematische Tradition begriindet.
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Ein Beispiel chinesischer Mathematik ist uns in Kapitel H in Form des
Beweises fiir den Satz von Pythagoras aus dem Chou Pei Suan Ching begegnet.
Die Chinesen verstanden den Satz sehr wohl in seiner vollen Allgemeinheit,
wie man aus einer ganzen Sammlung von Problemen erkennen kann, zu deren
Lésung der Satz von Pythagoras herangezogen wird. So auch in dem folgenden
Problem aus dem Chiu chang suan-shu, einer mindestens zweitausend Jahre
alten mathematischen Abhandlung, die manchmal als das chinesische Pendant
zu Euklids FElementen bezeichnet wird. Die fiinfte Aufgabe im letzten der neun
Kapitel des Chiu chang lautet:®

Ein Baum der Hohe 20 ch’th hat einen Umfang von 8 ch’ith. Um den
Baumstamm windet sich eine Weinranke siebenmal, bevor sie die Spitze
erreicht. Wie lang ist die Ranke?

Der Wein windet sich in einer Schraube um den zylindrischen Stamm, wie
es die obige Abbildung zeigt. Das Problem ist die Berechnung der Linge der
Ranke. Man kann sich nun vorstellen, der Fupunkt der Ranke sei am Bo-
den befestigt und der Baumstamm werde nach rechts in sieben Umdrehungen
abgerollt. Wahrend der Stamm nun rollt, wickelt sich der Wein ab, und wir
erhalten die Situation, die auf der rechten Seite der Abbildung dargestellt ist:
Die Ranke ist vom Boden bis zur Spitze straff gespannt.

Durch diese Prozedur ist ein rechtwinkliges Dreieck entstanden, dessen
Hohe die Hohe des Baumes, also 20 ch’ih, betrigt und dessen Grundseite
die Entfernung ist, die der Punkt am Fufl des Baumstamms beim Abrollen
zuriicklegt. Bei jeder Umdrehung bewegt sich der Punkt um einen Umfang
weiter, also 3 ch'’ih, so da8$ sich fiir die Basis des Dreiecks die Linge 7-3 = 21
ch’ih ergibt. In diesem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a und b der
Léngen 20 und 21 représentiert die Weinranke die Hypotenuse c. Deren Linge
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4 9 2
3 5 7
8 1 6

folgt aus dem Satz des Pythagoras: ¢ = a?+b? = 202+212 = 400+441 = 841,
und daher gilt: ¢ = v/841 = 29 ch’ih. Diese Losung geben die chinesischen
Meister im Chiu chang vor 2000 Jahren an. Vielleicht wire es zu erniichternd,
dariiber zu spekulieren, wie sich wohl die heutige Bevolkerung unter diesem
Weinproblem wénde.

Im Grenzgebiet zwischen Geometrie und Arithmetik hatten die Chinesen et-
was besonders Faszinierendes entdeckt: magische Quadrate. Bei diesen qua-
dratischen Anordnungen ganzer Zahlen miissen alle Zeilen, alle Spalten und
die beiden Diagonalen jeweils die gleiche Summe aufweisen. Wie bei allen
Errungenschaften aus der Friihzeit der Mathematik ist es auch hier schwer,
einen prizisen Entstehungszeitpunkt anzugeben. Einer Legende zufolge soll
der Kaiser Yu schon vor etwa 5000 Jahren ein magisches Quadrat auf dem
Panzer einer mystischen Schildkréte gefunden und kopiert haben. Wenn man
auch mathematische Ergebnisse lieber auf logisches Denken und weniger auf
mystische Reptilien zuriickfiihrt, so kann doch kein Zweifel dariiber bestehen,
daB die Chinesen die wahren Meister solch bemerkenswerter Zahlenarrange-
ments waren.

In der Abbildung oben sehen wir ein Quadrat der Gré8e 3 x 3, das genau
die natiirlichen Zahlen von 1 bis 32 = 9 enthilt. Jede Zeile, jede Spalte und
die beiden Diagonalen ergeben jeweils die Summe 15. Dieses magische 3 x 3-
Quadrat, das Lho shu, hatte fiir die Chinesen eine ganz besondere Bedeutung
wegen seiner Harmonie und Ausgewogenheit, dem Yin und Yang, das diese
mathematische Konfiguration in eine fast spirituelle Dimension erhob.

Es ist gar nicht so schwer, dieses Quadrat herzuleiten. Wie steht es aber
mit Verallgemeinerungen, beispielsweise mit Quadraten der Gréfen 4 x 4 oder
5 x 57 Deren Konstruktion ist schon etwas komplizierter und erfordert eine
feinere Theorie, mit der sich nicht nur die Chinesen, sondern in der Folge
auch die Araber und spiter sogar Benjamin Franklin beschéftigten. Letzterer
bastelte magische Quadrate, wenn ihn eine politische Debatte langweilte.

Wenn wir ein magisches m x m-Quadrat konstruieren wollen, miissen wir
zuerst die gemeinsame Summe der Zeilen, Spalten und Diagonalen bestimmen.
Da im ganzen Quadrat die Zahlen von 1 bis m? verteilt werden sollen, ist die
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Summe aller Zahlen in dem Quadrat 1+2+3+...+m?2. Aus Kapitel J kennen
wir die Summe der ersten n ganzen Zahlen:
n(n+1)
7
Wie immer die m? Zahlen im magischen m x m-Quadrat auch angeordnet
werden, die Summe aller Eintrége ist:

m2(m? + 1)

5 .
Diese Summe erhilt man auch, wenn man die m Summen der einzelnen Zei-
len des Quadrats addiert. Alle Zeilensummen sind aber gleich, so da8 jede
einzelne 1/m-tel der Gesamtsumme betragt. Daher ist die Zeilensumme, die
Spaltensumme und die Diagonalensumme eines magischen m x m-Quadrats:

1+24+3+...4m?2=

1 m*m?+1) m(m?+1)
m 2 - 2

Bei einem magischen 5 x 5-Quadrat betrédgt die Summe einer jeden Zeile, Spalte
und Diagonalen folglich:

5(5°+1) _
5 =
Die Hauptarbeit bleibt aber, die magische Anordnung zu finden. Nach unserer
kleinen Berechnung wissen wir immerhin, welche Zeilen- und Spaltensumme
wir einhalten miissen. Den Chinesen gelang es sehr wohl, dieses Problem zu
l6sen, wie wir aus dem magischen 5 x 5-Quadrat aus der obigen Abbildung
wissen, das Yang Hui aus dem dreizehnten Jahrhundert zugeschrieben wird.
Wie gefordert, summieren sich auch in diesem Beispiel alle Zeilen, alle Spal-
ten und die beiden Diagonalen zu 65. Aber man entdeckt weitere auffallende
Muster. Beispielsweise handelt es sich bei dem 3 x 3-Quadrat um die 13 im
Zentrum, das in der Abbildung auf Seite 221 oben noch einmal gesondert dar-
gestellt ist, um ein modifiziertes magisches Quadrat: Es benutzt die Zahlen

65.
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141 7 | 18
17113 | 9
8 {19 | 12

7, 8,9, 12, 13, 14 und 17, 18, 19. Alle seine Zeilen und Spalten und die
Diagonalen haben die Summe 39. Dieses Beispiel und weitere, die solcherlei
»,Ordnung in der Ordnung® zeigen, iiben ihre besondere Anziehungskraft auf
jene aus, die héhere Symmetrien in Zahlenarrangements suchen.

Wir verlassen nun die Chinesen und wenden uns einer anderen Kultur zu, de-
ren Beitrige zur Mathematik ebenfalls von hochster Bedeutung waren: der
der Hindus in Indien. Die Anfinge der indischen Mathematik gehen wohl in
die Zeit der dgyptischen Papyri und der babylonischen Tontafeln zuriick. Eine
faszinierende und weitgehend ungeklirte Frage ist, in welchem Ausmaf8 diese
Kulturen Kontakt untereinander hatten. Es gibt Anhaltspunkte dafiir, daB
zwischen den Indern und den Chinesen mathematischer Gedankenaustausch
bestanden haben kénnte, aber man ist sich noch uneins iiber dessen Gréfen-
ordnung und Richtung.

Dessenungeachtet ist klar, da8 die Hindus im alten Indien hervorragende
Mathematiker waren. Zu ihren herausragenden Leistungen gehort die Entwick-
lung der Trigonometrie. Viele ihrer Ergebnisse gingen in die spétere arabische
Kultur ein und kamen im fiinfzehnten Jahrhundert nach Europa. Die heutige
Welt hat den grofien indischen Trigonometern einiges zu verdanken.

Die Inder l6sten auch kompliziertere Probleme algebraischer Natur, aller-
dings noch nicht mit symbolischen Methoden. Eines dieser Beispiele geht auf
Bhaskara zuriick, auch Bhaskaracharya oder ,,Bhaskara, der Lehrer“ genannt,
der um 1150 lebte. Es besteht in der Aufgabe, zwei ganze Zahlen zu finden,
so daB das 61fache des Quadrats der einen um 1 kleiner ist als das Quadrat
der anderen. Es sind also, in heutiger Schreibweise, ganze Zahlen z und y
gesucht, fiir die gilt: 6122 = y? — 1. Das Problem wurde von Bhaskara gelost.
Im siebzehnten Jahrhundert tauchte es erneut in Europa auf und gab den Ma-
thematikern eine harte Nuf§ zu knacken, was wenig iiberrascht, wenn man die
Losung von Bhaskara kennt: z = 226 153980 und y = 1766 319049.7

Aus dem alten Indien sind ferner auch einige interessante Ergebnisse aus der
Geometrie iiberliefert. Das vielleicht berithmteste ist die Formel von Brahma-
gupta fiir die Fliche eines Sehnenvierecks. Ein Sehnenviereck ist ein Viereck,
dessen Eckpunkte auf einem Kreis liegen, wie es in der Abbildung auf Seite
222 angedeutet ist. Der Astronom und Mathematiker Brahmagupta stellte im
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siebzehnten Jahrhundert fest, daf die Fldche eines solchen Vierecks mit den
Seiten a, b, ¢ und d durch die Formel

V(s —a)(s = b)(s — c)(s — d)

gegeben wird, wobei
1
s= —2~(a+b+c+d)

der halbe Umfang des Vierecks ist.

Wir wollen diese Formel anwenden: In der Abbildung unten ist ein Rechteck
mit je zwei gleich langen Seitenpaaren der Léngen a und b dargestellt, dessen
Umkreismittelpunkt im Schnittpunkt O der Diagonalen liegt. Ein Rechteck
ist immer ein Sehnenviereck, und wir wenden die Formel von Brahmagupta
an. Hier ist

5= (a+b+c+d):%(2a+2b)=a+b,

N =
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sodaBs—a=(a+bd)—a=>bund s — b= (a+b) —b= a ergibt. Damit
resultiert fiir die Rechteckfldche:

V(s—a)(s—b)(s—a)(s—b)=vb-a-b-a=Va2b? = ab.

Natiirlich braucht man die viel allgemeinere Formel von Brahmagupta
nicht, um zu erkennen, daf§ sich die Fliche eines Rechtecks als Produkt der
beiden Seitenldngen ergibt. Das hiefle, mit Kanonen auf Spatzen zu schieflen.

Aber das néchste Beispiel, das aus einem antiken indischen Text stammt,
ist schon weniger einfach.® Hierin wird die Fliche eines Sehnenvierecks mit
Seitenldngen a = 39,0 = 60,c = 52 und d = 25 gesucht, das in der obigen
Abbildung zu sehen ist. Ohne die Formel von Brahmagupta gerdt man hier
in erhebliche Schwierigkeiten. Mit dieser Formel ist die Lésung jedoch kein
Problem. Der halbe Umfang ist

s=%(39+60+52+25)=88

und die Fliiche daher /(88 — 39)(88 — 60)(88 — 52)(88 — 25) = 1764.

Die Formel von Brahmagupta hat eine interessante Folgerung. Wenn wir,
wie in der Abbildung auf Seite 224 angedeutet, die Ecke D entlang des Kreises
in die Ecke C verschieben, wird das Viereck OABCD in das Dreieck AABC
transformiert. Dabei geht die Lange CD gegen 0, und das Dreieck, als dege-
neriertes Viereck aufgefaft, hat die Fliche

V(s —a)(s =b)(s = ¢)(s —d) = V/s(s —a)(s = b)(s — ).

Hierbei ist s der halbe Umfang des Dreiecks AABC. Der eine oder andere
Leser wird hierin die Heronsche Dreiecksformel erkennen. Sie ist nach jenem
griechischen Mathematiker benannt, der um 75 n. Chr. einen sehr geschickten
Beweis dafiir angab. In diesem Sinne stellt die Formel von Brahmagupta
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A A

eine Verallgemeinerung der Heronschen Dreiecksformel auf Sehnenvierecke dar.
Eine echte Miniatur der Geometrie.

Wir kamen bereits kurz auf eine der groBten Leistungen der indischen Ma-
thematik zu sprechen, die Einfiihrung der Null in das Dezimalsystem. Die Ur-
spriinge dieser Entwicklung sind schwer zu datieren, aber sie konnten zuriick-
gehen bis in die Mitte des ersten Jahrtausends nach Christus. Dokumente
und Inschriften aus dieser Zeit enthalten bereits Symbole fiir die Null, die
fast genauso aussehen wie die heutige Null. Thre Einfithrung erwies sich als
suBerst hilfreich, nicht nur in theoretischer Hinsicht, sondern auch fiir das rein
praktische Rechnen. Die Inder waren im Umgang mit ihrem Zahlsystem — mit
der Null — derart geschickt, daB ihre Techniken sehr schnell von den Arabern
iibernommen wurden, mit denen sie Kontakt hatten. Bereits Ende des er-
sten Jahrtausends schrieben arabische Gelehrte Biicher iiber die wunderbare
»indische Arithmetik*.

Durch die Araber wurden diese Errungenschaften schlieBlich auch nach
Westen und also nach Europa getragen. Einen wesentlichen Schritt in diesem
Proze8 bildete 1202 die Verdffentlichung des Buches Liber abaci von Leonardo
von Pisa, der heute besser unter dem Namen Fibonacci bekannt ist. Er ver-
brachte einen Grofteil seiner Jugend in Nordafrika, wo er die arabische Sprache
erlernte und die islamische Mathematik studierte. Auf diese Weise wurde er
mit dem heute als ,,indisch-arabisch“ bezeichneten Zahlsystem bekannt. Fibo-
naccis Buch brachte diese Ideen in die italienischen Zentren der Bildung, von
wo sie ihre Verbreitung iiber den ganzen européischen Kontinent antraten.

Die Geschichte der Null ist charakteristisch fiir viele Entwicklungen in der
Geschichte nicht nur der Mathematik. Eine Idee wird geboren, dann wird
sie verfeinert und iiber Entfernungen und Zeiten hinweg verbreitet; sie wird
schlieBlich ein Teil der multinationalen mathematischen Kultur: Die Mathe-
matik ist eine Wissenschaft, an deren Entwicklung die ganze Welt bcteiligt
ist.
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Jedenfalls sollte es so sein. Allerdings ist die Frage nach den Urspriingen
der Mathematik in letzter Zeit zu einem brisanten Streitpunkt in der Debatte
um die Rolle der westlichen Zivilisation geworden. Hier gibt es zwei Extrem-
positionen. Die eine, der Eurozentrismus, beharrt auf dem Standpunkt, die
wahre Mathematik sei in Griechenland entstanden, wo sie den Kopfen der
brillanten und genialen Denker entsprang. Diese traditionelle Schule spricht
anderen Lagern kaum einen Anteil an mathematischer Leistung oder mathe-
matischem Einflu§ zu.

Im Gegensatz dazu behaupten die Multikulturalisten, da§ die Mathematik
ihre Urspriinge vielen Vélkern auf dem Globus in gleichem MaBe verdanke.
Hier wird eine Vielzahl von Entdeckungen nichteuropéischen Kulturen zuge-
schrieben und die Behauptung aufgestellt, die Eurozentristen hétten versucht,
die Geschichte zu verzerren, um ihre nationalen, religitsen oder rassischen
Interessen in den Vordergrund zu stellen.

Unnétig zu sagen, daB sich derartige Debatten sehr schnell aufheizen, sogar
in der sonst eher gelassenen Atmosphére mathematischer Umgebung. Wie bei
den meisten Diskussionen wird die Meinung durch die Extremisten polarisiert,
wihrend die Wahrheit wohl irgendwo dazwischen liegt.

Auch diejenigen, die durch die Exzesse und kolossalen Irrtiimer der eu-
ropéischen Zivilisationsgeschichte verschreckt sind, kénnen die grofartigen Lei-
stungen der europédischen Mathematik nicht ignorieren. Man kann nicht leug-
nen, dafl durch die Verdienste der Griechen — die der Mathematik die Verli$-
lichkeit des logischen Beweises brachten, der heute ihr wesentlichstes Charak-
teristikum ist — das Fach mit einem Grad an Intellektualitit und Abstraktion
versehen wurde, den es in den vorhergehenden Kulturen nicht aufzuweisen
hatte. Die Historiker haben auch in #hnlich weit zuriickliegenden mathemati-
schen Uberlieferungen nichts gefunden, was den Euklidschen Elementen oder
dem Archimedischen Uber Kugel und Zylinder vergleichbar wire. Die griechi-
sche Mathematik war etwas Neues und Bemerkenswertes. Die Entdeckungen
eines Newton, Leibniz oder Euler in der Folgezeit bauten auf diesen Funda-
menten auf.

Es muf jedoch auch klar erkannt werden, daf§ die griechische Mathematik
nicht aus einem Vakuum entstand. Andere Kulturen, sowohl vor als auch nach
den Griechen, haben ihren Beitrag zur Mathematik geleistet. Diese Tatsache
wurde nur zu oft von den Gelehrten tibersehen, die so tun, als ob Anerkennung
fiir einen anderen bedeutet, daB man die eigene verliert. Die Mathematikhi-
storiker, die sich darin einig sind, daB8 die eurozentrische Interpretation der
Mathematikgeschichte kurzsichtig ist, konnen ihre Behauptung mit einer ein-
drucksvollen Liste von Beweisen belegen.

So schrieb der griechische Historiker Herodot im fiinften Jahrhundert vor
Christus, dafl das Interesse der Agypter an Fldchenmessungen dafiir verant-
wortlich war, daf ,auf diesem Wege die Geometrie entdeckt und zu den Grie-
chen gebracht wurde“. ® Mit Sicherheit gab es den Kontakt zwischen Agypten
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in Nordafrika und Griechenland in Siideuropa, und der GedankenfluB war an-
fangs nordwirts gerichtet. Ohne in irgendeiner Weise die originér griechischen
Leistungen schmilern zu wollen, muf man die aus Agypten stammenden An-
regungen auf das griechische Denken anerkennen.

Der babylonische Beitrag zur Arithmetik und ihr Zahlsystem, die chinesi-
schen Entdeckungen in der Zahlentheorie, die indische Trigonometrie und die
spéter entwickelte arabische Algebra, sie alle sind in die Pfeiler des Gebgudes
der modernen Mathematik eingegangen. Sie zu entfernen, konnte dem Ganzen
schweren Schaden zufiigen.

Wie so viele andere Fragen iiber die ferne Vergangenheit bleibt auch die
Suche nach den Urspriingen der Mathematik ohne abschlieBende Antwort. Ver-
feinerte Untersuchungen, genauere ﬂ'bersetzungen, das Gliick einer oder auch
zweier archéologischer Entdeckungen mégen uns einen klareren Einblick in die
Anfinge geben. Doch allzy vieles an den heutigen rhetorischen Fragen, wer
was zuerst entdeckt hat, erinnert stark an eine andere Episode aus der Mathe-
matikgeschichte: an den Prioritéitenstreit in der Infinitesimalrechnung, der in
Kapitel K beschrieben ist. Genau wie jene ungliickselige Kontroverse kann die
gegenwértige Debatte sehr schnell etwas Wesentliches iiber die Urspriinge ma-
thematischer Ideen aus den Augen verlieren: Auf diesem Gebiet ist geniigend
Ruhm fiir die grofien Leistungen aller Menschen zu verteilen.
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Wir kehren noch einmal zu den Geistern zuriick, die wir in Kapitel A riefen,
den Primzahlen, und wollen weitere Eigenschaften von ihnen studieren. Sie
dienen, wie wir wissen, als eindeutig bestimmte Bausteine fiir das System der
natiirlichen Zahlen und haben deshalb im Lauf der Jahrhunderte betrichtliche
Aufmerksamkeit auf sich gezogen — und verdient.

Viele Fragen betreffen Primzahlen, aber eine der interessantesten ist die
nach ihrer Verteilung innerhalb der ganzen Zahlen. Sind sie unter ihren nicht-
primen Verwandten rein statistisch verteilt, oder gibt es eine Regel, ein er-
kennbares Muster, nach dem die Primzahlen auftreten? Die Antwort auf den
letzten Teil der Frage lautet: ,,In gewisser Weise.“ Dies mag ausweichend und
unbefriedigend klingen, aber wir hoffen darstellen zu kénnen, da8 es sich ei-
gentlich um eine sehr zuversichtliche Antwort handelt. Sie umschreibt namlich
eines der spektakuldrsten Ergebnisse der gesamten Mathematik —~ den Prim-
zahlsatz.

Wer sich fiir die Verteilung der Primzahlen interessiert, sollte sich erst
einmal eine Liste anlegen. Hier sind zunichst die 25 Primzahlen unter 100
aufgefiihrt:

2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,
43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

Wenn es hier eine GesetzméBigkeit gibt, dann ist sie schwerlich zu erkennen.
Die Primzahlen, die der 2 folgen, sind natiirlich alle ungerade, aber das hilft
auch nicht weiter. Dafiir fallen einige Liicken in der Liste der Primzahlen auf:
Zwischen 24 und 28 oder zwischen 90 und 96 gibt es keine einzige. Die letzt-
genannte Serie besteht aus sieben aufeinanderfolgenden zusammengesetzten
Zahlen. Manche Primzahlen dagegen liegen nur um zwei auseinander, 5 und
7 oder 59 und 61 beispielsweise. Solche Primzahlfolgen der Form p und p + 2
werden Primzahlzwillinge genannt.
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Um unser Anschauungsmaterial zu erweitern, stellen wir nun noch die
Primzahlen, die zwischen 101 und 200 liegen, zusammen:

101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151,
157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199.

Diesmal finden wir 21 Primzahlen. Wieder klaffen Liicken wie die zwischen
182 und 190, die neun aufeinanderfolgende zusammengesetzte Zahlen enthélt.
Dafiir gibt es auch mehrere Primzahlzwillinge.

Bei der Untersuchung der Primzahlverteilung scheinen Primzahlliicken,
durch die aufeinanderfolgende Primzahlen weit getrennt werden, und Prim-
zahlzwillinge, bei denen Primzahlen extrem kurz aufeinanderfolgen, eine wich-
tige Rolle zu spielen. Gibt es sehr grofe Liicken? Gibt es unendlich viele
Primzahlzwillinge, oder geht der Vorrat irgendwann aus? Die erste Frage 148t
sich sehr leicht beantworten, die zweite dagegen gehort nach wie vor zu den
ungeldsten Geheimnissen der Zahlentheorie.

Beginnen wir mit der leichten Frage. Nehmen wir an, wir sollten eine Folge
von fiinf aufeinanderfolgenden zusammengesetzten Zahlen erzeugen. Betrach-
ten wir einmal die Zahlen

6! +2=722, 6!+3=723, 6'+4="724, 6!4+5=725 6!46=726,

wobei wir die Fakultitenschreibweise aus Kapitel B benutzt haben. Man sieht
sofort, daB keine dieser Zahlen prim ist, aber es ist wesentlich lehrreicher, sich
zu fragen, warum dies so ist. Die erste Zahl ist 6! +2=6-5-4-3-2-1+ 2.
Da 2 als Faktor in 6! und in 2 selbst auftritt, teilt 2 auch die Summe 6! 4 2.
Damit ist 6! + 2 keine Primzahl. Analoges gilt fiir 6! +3=6-5-4-3-2-1+3,
dessen beide Summanden den Faktor 3 enthalten, also auch die Summe selbst.
Genauso ist 4 Teiler von 6! und 4, also auch Teiler der Summe. 5 ist Teiler
von 6! 4+ 5 und 6 Teiler von 6! + 6. Jede dieser Zahlen hat einen nichttrivialen
Teiler, und wir haben fiinf aufeinanderfolgende Zahlen vor uns, wovon keine
eine Primzahl ist.

Man kénnte mit Recht einwerfen, da§ wir uns die Suche unnétig schwerge-
macht haben. SchlieBlich kennen wir schon fiinf aufeinanderfolgende zusam-
mengesetzte Zahlen aus unserer Liste: 24, 25, 26, 27 und 28. Warum soll man
also Fakultiten ins Spiel bringen, die uns in die 700er katapultieren?

Die Antwort ist einfach. Wir suchen ein allgemeines Verfahren. Wenn wir
eine Serie von 500 aufeinanderfolgenden Primzahlen angeben sollten, wire es
vollig unrealistisch, Primzahllisten zu durchforsten. Mit der beschriebenen
Methode lassen sich jedoch diese 500 Zahlen ganz analog finden.

Wir betrachten also die Zahlen zwischen 501! 4+ 2 und 501! 4+ 501. Damit
haben wir 500 aufeinanderfolgende ganze Zahlen zur Verfiigung, die alle nicht
prim sind: 2 ist ein Teiler von 501!+ 2, 3 ein Teiler von 501! + 3 und so weiter
bis 501, das 501! + 501 teilt. Da sind also unsere 500 aufeinanderfolgenden
Nichtprimzahlen.
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Beginnt man das Verfahren bei der Zahl 5000 001! + 2, so erhélt man fiinf
Millionen aufeinanderfolgende Zahlen, von denen keine eine Primzahl ist. Auf
dieselbe Weise kann man auch fiinf Milliarden oder fiinf Trillionen aufeinander-
folgende Nichtprimzahlen erzeugen. Aus alledem ergibt sich eine schlagende
Konsequenz: Es gibt beliebig grofie Primzahlliicken.

Daraus folgt aber des weiteren, dafl wir bei fortgesetztem Zihlen von Prim-
zahlen in Hunderterintervallen einen Punkt erreichen, wo wir innerhalb von
hundert ganzen Zahlen iiberhaupt keine Primzahl mehr antreffen. Noch selt-
samer mag es erscheinen, dafl man bei der Serie von beispielsweise fiinf Mil-
lionen aufeinanderfolgenden zusammengesetzten Zahlen 50 000 aufeinanderfol-
gende Intervalle der Lange 100 antrifft, von denen kein einziges eine Primzahl
enthélt. Da konnte man schon den Eindruck gewinnen, nun seien die Prim-
zahlen schlieBlich doch ausgegangen.

Wer das glauben sollte, sei an den Beweis der unendlichen Zahl der Prim-
zahlen in Kapitel A erinnert. So riesig die Liicken auch sind, so gro8, da8 ein
Leben nicht ausreicht, sie durchzuzihlen — es muf} irgendwann danach wieder
Primzahlen geben, unendlich viele, denn sie sind unerschopflich.

Was aber kann man zu der anderen erwihnten Frage sagen? Ist der Vor-
rat an Primzahlzwillingen ebenfalls unerschépflich? Zahlentheoretiker schla-
gen sich mit diesem Problem schon seit Jahrhunderten herum. Selbst bei
sehr groflen Zahlen findet man hie und da Primzahlzwillinge. Die Primzahlen
1000000000061 und 1000000000063 sind ein Beispiel. Bisher gibt es aber
keinen Beweis dafiir, daf es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt. Die Frage
bleibt offen.

Wihrend dieses Problem weiterhin viele hervorragende Kopfe narrt, ist
die verwandte Frage nach Primzahltripletts sehr leicht zu beantworten. Ein
Primzahltriplett liegt vor, wenn die Zahlen p,p + 2 und p + 4 alle prim sind.
Die Zahlen 3, 5 und 7 bilden ein Primzahltriplett. Gibt es davon unendlich
viele?

Wir schicken voraus, da$§ eine Zahl bei Division durch 3 den Rest 0, 1 oder
2 148t. Wenn also die Zahlen p, p+2 und p+ 4 ein Primzahltriplett bilden und
wir p durch 3 teilen, so gibt es drei Félle.

Zunichst kann der entstehende Rest 0 sein. Dann ist p ein Vielfaches von
3, also von der Form p = 3k fiir eine ganze Zahl k. Wenn k& = 1 ist, so ist
p = 3, und wir sind wieder auf das Triplett 3, 5, 7 gestofen. Fiir k > 2 ist
aber p = 3k keine Primzahl, denn p hat dann die echten Faktoren 3 und k.
Das Triplett 3, 5, 7 ist also in diesem Fall das einzig mogliche.

Der Rest der Division kann aber auch 1 sein, und p ist von der Form
p = 3k + 1 fiir ein k£ > 1. Der Fall £ = 0 kann nicht auftreten, denn p =
3.0+ 1 =1 ist nicht prim. Nun gilt aber fiir die mittlere Zahl des Tripletts:
p+2=(3k+1)+2=3k+3=3(k+1), und mit den echten Faktoren 3 und
k+1> 2 ist p+ 2 keine Primzahl. Bei Divisionsrest 1 gibt es also liberhaupt
kein Primzahltriplett.
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SchlieBlich kann p bei Division durch 3 noch den Rest 2 lassen. So gilt
p = 3k + 2 fiir eine ganze Zahl k > 0. Dann ist aber die dritte Zahl im Bunde
p+4=(3k+2)+4=3k+6=23(k+2) und wieder keine Primzahl. Auch in
diesem Fall gibt es kein Triplett.

Fassen wir die Ergebnisse aus diesen drei Fillen zusammen, so bleibt ein-
sam und verlassen das banale Triplett 3, 5, 7. Die Frage ,,Gibt es unendlich
viele Primzahltripletts?“ kann mit Fug und Recht mit ,,Nein“ beantwortet wer-
den. Es gibt genau eines. Wenn man das Wort Triplett durch Zwilling ersetzt,
wird, wie bereits erwihnt, aus dieser leichten Gedankeniibung ein mathema-
tisches Problem allerersten Ranges. Welchen Unterschied doch manchmal ein
kleines Wortchen macht.

Wir sind inzwischen allerdings von unserer eigentlichen Frage etwas ab-
gekommen: Was kann man iiber die Verteilung der Primzahlen sagen? Wir
kénnen dieses Problem angehen, indem wir Verteilungsdaten sammeln, diese
analysieren und nach Hinweisen auf eine RegelméBigkeit Ausschau halten. Und
genauso werden wir vorgehen.

An dieser Stelle ist es iiblich, fiir die Anzahl der Primzahlen, die kleiner
oder gleich der ganzen Zahl z sind, das Symbol w(z) einzufithren. So ist
m(8) = 4, denn 2, 3, 5 und 7 sind die vier Primzahlen, die kleiner oder gleich
8 sind. Offenbar sind dann auch 7(9) = 7(10) = 4. Da 2, 3, 5, 7, 11 und 13
die sechs Primzahlen kleiner oder gleich 13 sind, ist zum Beispiel 7(13) = 6.

Um nun zu einer Datensammlung zu kommen, mufl man Primzahlen zédhlen
und eine Tabelle fiir 7(z) aufstellen. In der folgenden Tabelle sind unter ande-
rem die Werte von w(z) fiir alle Zehnerpotenzen von 10 bis zu zehn Milliarden
aufgelistet.

z w(z) w(x)/z r(z)=z/7(z)

10 4 0,40000000 2,50000000

100 25 0,25000000  4,00000000

1000 168 0,16800000 5,95238095

10000 1229 0,12290000 8,13669650
100000 9592 0,09592000 10,4253545
1000000 78498 0,07849800 12,7391781

10000000 664579 0,06645790 15,0471201

100 000000 5761455 0,05761455 17,3567267
1000000000 50847534 0,05084753 19,6666387
10000000000 455052512 0,04550525 21,9754863

Die beiden rechten Spalten der Tabelle bediirfen noch einer Erklirung. In
der dritten Spalte sind die Werte von

m{(x)

T

angegeben. Das ist der Anteil der Primzahlen an allen Zahlen, die kleiner oder
gleich z sind. Es gibt zum Beispiel 78 498 Primzahlen, die kleiner oder gleich
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einer Million sind. In diesem Fall betrigt

m(1000000) 78498
1000000 ~ 1000000

= 0,078498.

Das bedeutet, dafl 7,85 Prozent der Zahlen unter einer Million prim sind. Der
Lowenanteil, ndmlich 92,15 Prozent, setzt sich aus zusammengesetzten Zahlen
zusammen.

Die Spalte ganz rechts gibt den Kehrwert von
7(z)
x

an, der mit r(z) bezeichnet ist. Fiir z = 10 ergibt sich beispielsweise:

10 _10_
(10) 4

r(10) = 2,5.

Wir haben diese Spalte deshalb aufgenommen, weil wir die Funktion r(x)
spater als eine uns bekannte mathematische Funktion identifizieren werden.

Welche GesetzméBigkeiten kann man aus der Tabelle ablesen? Offensicht-
lich nimmt der Anteil an Primzahlen, die unterhalb (bis einschliefilich) x liegen,
mit zunehmendem z ab. Dies zeigt die dritte Spalte. Primzahlen werden also
seltener, je gréBer die obere Grenze des Bereichs wird. Wenn man einen Mo-
ment dariiber nachdenkt, scheint dies auch plausibel. Eine Zahl ist nur dann
prim, wenn sie es vermeidet, durch alle kleineren Zahlen teilbar zu sein. Kleine
Zahlen haben nur wenige Vorgénger, und daher scheint diese Bedingung leich-
ter erfiillbar zu sein. Wenn 7 prim sein will, darf es lediglich durch die Zahlen
2, 3, 4, 5 und 6 nicht teilbar sein. Die Zahl 551 hingegen muf} alle Teiler
aus der Menge der Zahlen 2,3,4,5,...,549 und 550 vermeiden. Das scheint
verhéltnismiBig weniger wahrscheinlich. 551 ist iibrigens durch 19 teilbar und
also nicht prim. Genauso wie es einfacher ist, ein paar Regentropfen auszu-
weichen als einem Wolkenbruch, kann eine Zahl moglichen Teilern leichter aus
dem Weg gehen, wenn es nur wenige kleinere Zahlen gibt.

Mathematiker geben sich allerdings nicht mit solch harmlosen Beobach-
tungen zufrieden. Dafl die Primzahlen verhiltnisméBig seltener werden, je
weiter wir kommen, ist fiir sie eine zu ungenaue Aussage. Sie suchen nach ei-
ner Formel, die die Verteilung der Primzahlen wenigstens grob widerspiegelt.
Da scheint die Tabelle zunichst wenig hilfreich. Selbst dem aufmerksamsten
Interpreten kann vergeben werden, wenn er keine GesetzméBigkeit in den Zah-
lenwerten erkennt.

Sie ist aber vorhanden — sehr subtil, kaum zu erkennen und recht unerwar-
tet. Um das Muster deutlich zu machen, miissen wir wieder einmal auf die
Zahl e und den natiirlichen Logarithmus zuriickgreifen. Es mag phantastisch
anmuten, daB e etwas mit den Primzahlen zu tun haben soll, aber wir haben ja
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schon in Kapitel N die Erfahrung gemacht, da8 e an den unwahrscheinlichsten
Stellen zutage tritt.

Wir erweitern also unsere Tabelle um eine Spalte, in der die Werte von e”(®)
eingetragen werden. Wenn beispielsweise z = 10 und r(z) = 10/4 = 2,5 ist,
so steht der Wert e2? = 12,182494 in der duBersten rechten Spalte. Insgesamt
erhalten wir folgende Tabelle:

z r(z) = z/7(x) e
10 2,50000000 12,182494
100 4,00000000 54,598150
1000 5,95238095 384,668125
10000 8,13669650 3417,609127
100 000 10,4253545 33703,4168
1000000 12,7391781 340 843,2932
10000 000 15,0471201 3426 740,583
100000 000 17,3567267 34508 861,36
1000000000 19,6666387 347626 331,2
10000000 000 21,9754863 3498101 746,0

Die neue rechte Spalte zeigt zwar keine absolut perfekte GleichmifBigkeit, aber
man spiirt eine zugrundeliegende Regel: Von Zeile zu Zeile scheint sich der
Wert der rechten Spalte zu verzehnfachen. Es ist, als ob sich der Wert von
e"(®) bei jeder Verzehnfachung von z selbst etwa verzehnfachte.

Dieses Phiinomen kann man algebraisch so fassen:

e"102) ~ 10 e"®)  fiir groBes z.

Damit wird zum Ausdruck gebracht, daB bei Erh6hung des z-Wertes auf den
zehnfachen Wert 10z der zugehérige Funktionswert e"(19%) etwa das Zehnfache
des zu = gehorigen Funktionswertes e"(®) betrigt.

Vielleicht sieht es zunichst nicht so aus, aber das ist die entscheidende
Beobachtung! Wir wollten r(z) dingfest machen, und jetzt sind wir im Be-
sitz einer wichtigen Formel: ¢7(19%) x~ 10 - ¢"(®), Diese Gleichung erfiillt mit
Sicherheit nicht jede Funktion. Wenn wir eine Funktion finden, fiir die diese
Relation gilt, sind wir einen groflen Schritt weitergekommen.

Wir erinnern noch einmal an den natiirlichen Logarithmus. In Kapitel N
wurde die Gleichung

In(e®) ==z
erwihnt, nach der der Logarithmus die Exponentiation wieder aufhebt. Dieser
Prozef§ funktioniert aber auch in der umgekehrten Richtung: Nimmt man von
z den natiirlichen Logarithmus und exponenziert das Ergebnis, erhilt man
wieder z :

eln(z) = . (*)
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Ein numerisches Beispiel mag dies verdeutlichen: Fiir z = 6 ist Inz =
In6 = 1,791759469 und e!"® = eI"6 = 1791759469 — 6 und wir sind wieder da,
wo wir begonnen haben.

Auf unsere Funktionsgleichung angewandt: Zu 10z bilden wir den Loga-
rithmus In(10z), exponenzieren zu '*(1%%) und das ist nach der Formel wieder
10z. Also gilt €'*(102) = 10z. Ebenso folgt aber aus () : 10z = 10-€!*®. Durch
Gleichsetzen der beiden Ausdriicke folgt:

eln(lO:t:) =10- elnm-

Nun vergleichen wir noch diese Gleichung mit unserer aus der Tabelle ab-
geleiteten Relation fiir r(z) :

er(le) ~10- e'r(m) und eln(101:) =10- elnx-

Die Beziehungen sind identisch und fithren uns zu der kithnen Hypothese: r(z)
ist fiir grofie = etwa gleich In(z).

Das ist die Kernaussage des Primzahlsatzes, der allerdings gewéhnlich in
der reziproken Form ausgesprochen wird: Statt r(z) = z/n(z) = Inz betrach-
tet man 7(z)/z. Dann lautet der Primzahlsatz:

m(z)

Primzahlsatz: — ~ fiir grofle .

Inz
In dieser Form erscheint der Satz in all seinem Glanze. Er besagt, daB das
Verhéltnis der Primzahlen 7(z) zu allen natiirlichen Zahlen kleiner oder gleich
z, also m(z)/z, fir groBes = etwa gleich dem reziproken Wert von Inz ist.
Daf§ die relative Verteilung der Primzahlen so direkt mit dem natiirlichen
Logarithmus verbunden ist, ist schon auergewéhnlich.

Wir haben mit dieser Darstellung natiirlich nichts bewiesen. Wir werden
das auch nicht tun. Wir haben nur ein Gefiihl dafiir bekommen, wie das
Ergebnis lauten kénnte. Als eine Art numerischer Uberpriifung modifizieren
wir die alte Tabelle noch einmal und stellen w(z)/z und die Approximation
1/1In(z) einander gegeniiber:

z w(z)/z 1/In(z)

10 0,40000000 0,43429448

100 0,25000000 0,21714724

1000 0,16800000 0,14476483

10000 0,12290000 0,10857362

100000 0,09592000 0,08685890
1000000 0,07849800 0,07238241
10000000 0,06645790 0,06204207
100000000 0,05761455 0,05428681
1000000000 0,05084753 0,04825494
10000000000 0,04550525 0,04342945
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Die Ubereinstimmung ist nicht {iberwaltigend, aber sie scheint sich mit
wachsendem z immer mehr zu verbessern. Wie die letzte Zeile zeigt, weicht
die relative Hiufigkeit der Primzahlen kleiner oder gleich zehn Milliarden von
dem entsprechenden Wert von 1/1n(10000000000) nur um 0,002 ab. Die
Approximation ist also bis auf zwei Tausendstel genau. Aus irgendwelchen
geheimnisvollen Griinden marschieren die Primzahlen im Takt des natiirlichen
Logarithmus in die Unendlichkeit.

Wenn der Leser nun glaubt, da kein Sterblicher je eine solche Beziehung
hitte allein finden kénnen, so irrt er gewaltig. In den Schriften des 14jdhrigen
Carl Friedrich Gau8 findet sich die folgende Zeile:!

Primzahlen unterhalb a(= oo)l—ac—L.
Was soll das bedeuten? Man kann die Worte ,,Primzahlen unterhalb a“ durch
die Funktion 7(a) ersetzen. Offenbar soll ,,la“ unser heutiges ,,In a“ bezeichnen.
Und ,,(= o0)“ heiBt ganz sicher ,fiir a — co0“ oder ,fiir groe Werte von a“.
Damit iibersetzt sich Gaui’ kryptischer Satz in

7(a) = ﬁz fiir grofe Werte von a.

Das ist aber dquivalent zu

ﬁa_)_ ~ 1 fiir groBe Werte von a, —
a Ina
und dies wiederum ist genau die Aussage des Primzahlsatzes! Der pubertie-
rende Gauf} hatte offenbar die Gesetzméi8igkeit erkannt.

Diese Leistung mag uns wie die Fihigkeit Houdinis erscheinen, aus einem
verschlossenen, in Ketten gelegten Tresor unter Wasser zu entkommen — mit
einem Wort: magisch. Aber wir sollten nicht vergessen, daB Gaufl schon immer
von Zahlen fasziniert war, daf er einen astronomisch hohen Intelligenzquoti-
enten hatte und in der Zeit vor MTV lebte.

GauB hatte also das Gesetz gefunden, er bewies es aber nicht. Das ge-
lang auch in den folgenden hundert Jahren niemandem. Bewiesen wurde der
Primzahlsatz schlieBlich 1896 von Jacques Hadamard (1865-1963) und C. J.
de la Vallée Poussin (1866-1962) mit hochst komplizierten Techniken aus der
analytischen Zahlentheorie. Hadamard und de la Vallée Poussin teilten sich
nicht nur ihre fast identischen Lebensdaten, sie entdeckten auch ihre Beweise
gleichzeitig, aber unabhéngig voneinander. So teilen sie sich bis in alle Ewig-
keit auch den Ruhm fiir diesen Meilenstein in der mathematischen Landschaft,
den man so charakterisieren kénnte: Tausende von Sétzen iiber die Primzahlen
sind bewiesen worden — von den Zeiten Euklids bis heute. Viele sind wichtig,
manche sind elegant. Aber nur einer wird der Primzahlsatz genannt.
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In seiner Géométrie bemerkte René Descartes 1637: ,,Die Arithmetik besteht
aus nur vier oder fiinf Operationen, nimlich der Addition, der Subtraktion,
der Multiplikation, der Division und dem Wurzelziehen.“ !

Obwohl Descartes sich sehr um eine genaue Zahlenangabe ziert — , vier oder
fiinf“ —, préizisiert er auf der anderen Seite genau, welche Operationen er in
der Arithmetik zuldfit. Nach moderner Auffassung kénnen diese Operationen
dazu benutzt werden, eine Hierarchie von Zahlsystemen zu konstruieren, wo-
bei jedes seinen Vorgéinger erweitert und gleichzeitig zu gréBerer algebraischer
Flexibilitit fiihrt. Die Konstruktion von Zahlsystemen mit Hilfe der arith-
metischen Operationen ist sowohl vom logischen als auch vom historischen
Gesichtspunkt aus interessant.

Die Odyssee beginnt, wie auch dieses Buch begonnen hat — mit der Menge
der natiirlichen Zahlen, die man mit N bezeichnet. Wir wollen zunéchst an-
nehmen, wir kennen nur dieses System und auch nur die Addition. Wir kénnen
also zwei beliebige natiirliche Zahlen wahlen und diese addieren. Wenn wir so
alle moglichen Paare bilden und deren Summen wieder zu einer Menge zusam-
menfassen, welche Menge erhalten wir dann?

Offensichtlich erhalten wir wieder N. In der Mathematik nennt man die
natiirlichen Zahlen abgeschlossen unter der Operation der Addition. Dies soll
bedeuten, da man den Bereich der natiirlichen Zahlen nie verldfit, wenn man
Elemente von N addiert. Die Menge N ist also auf die Addition abgestimmt.

Dasselbe gilt auch fiir die Operation der Multiplikation. Summen und
Produkte von natiirlichen Zahlen sind wieder natiirliche Zahlen. N ist also
nicht nur beziiglich der Addition, sondern auch beziiglich der Multiplikation
abgeschlossen. So weit, so gut.

Aber alles gerét aus den Fugen, sobald wir auch die Subtraktion zulassen.
Die Differenz zweier natiirlicher Zahlen ist keineswegs immer eine natiirliche
Zahl. So sind zwar 2 und 6 Elemente von N, aber 2 — 6 ist es nicht. Mit der
Subtraktion verlassen wir den Bereich der natiirlichen Zahlen.
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An dieser Stelle kann man sich fiir zwei Alternativen entscheiden. Die
eine erinnert ein wenig an den Witz, in dem ein Patient mit schmerzverzerr-
tem Gesicht seinen Arm hebt und sagt: ,Doktor, wenn ich das tue, habe ich
fiirchterliche Schmerzen.“

Und der Doktor rét: ,,Dann tun Sie’s eben nicht.“

In diesem Sinne kénnten wir das Dilemma lésen, indem wir die Subtraktion
einfach verbieten. Das wire aber mehr als ldcherlich. Die andere Alternative
— und diesen Weg der Abhilfe haben die Mathematiker auch gew#hit — besteht
in einer VergréBerung des Zahlbereichs. Das erweiterte System schlieft die
negativen ganzen Zahlen und die Null ein. Diese Menge der ganzen Zahlen
wird mit Z bezeichnet.

Heute mag es uns seltsam erscheinen, aber viele Mathematiker waren an-
fangs erbitterte Gegner einer solchen Erweiterung des ,,Zahlbegriffs“. Dies war
zum Teil auf den geometrischen Charakter der Mathematik zuriickzufiihren,
der noch von den Griechen stammte. Schliellich konnte man sich negative
Léngen, Flachen oder Volumen nur sehr schwer vorstellen. Zum anderen gab es
aber auch philosophische Einwiinde gegen die Vorstellung, Quantititen konn-
ten kleiner als Null sein. Ein solcher Mangel lieB Michael Stifel (ca. 1487-1567)
negative Zahlen ,,numeri absurdi“ nennen, und Gerolamo Cardano benutzte
verichtlich den Ausdruck ,,numeri ficti“. Der Widerstand dauerte bis ins acht-
zehnte Jahrhundert an, wie wir der folgenden Passage einer Schrift von Baron
Francis Maseres (1731-1824) entnehmen kénnen:2

Es wdre zu wiinschen ... daf die negativen Zahlen niemals in die Alge-
bra Eingang gefunden hdtten, oder daf8 sie wieder daraus entfernt worden
wdren: Denn wenn dies geschdhe, so kénnte man sich mit guter Hoffnung
vorstellen, dafi die Finwdnde, die viele gelehrte und geistreiche Leute der-
zeit gegen algebraische Berechnungen vorbringen, sie seien ndmlich durch
die unverstindliche Bezeichnungsweise verschleiert und verworren, dadurch
aus der Welt geschafft werden wiirden.

Selbst Descartes bezeichnete die negativen Zahlen als ,,racines fausses“, als
falsche Wurzeln. Vielen Mathematikern kamen sie nicht ganz geheuer vor.

Nichtsdestotrotz kurierten die ganzen Zahlen das durch die Subtraktion
hervorgerufene Malheur, denn wenn man zwei ganze Zahlen addiert, subtra-
hiert oder multipliziert, entsteht wieder eine Zahl aus Z. Das neue Zahlsystem
ist unter drei der von Descartes genannten Operationen abgeschlossen.

Als nschstes kommt die Division und mit ihr ein neues grundsitzliches
Problem. Manchmal geht alles gut, wie bei den ganzen Zahlen 6 und 2 aus Z,
denn 6 : 2 = 3 liegt wieder in Z. Man kann eben 6 Apfel auf 2 Leute verteilen:
Jeder erhalt 3 Apfel.

Wie verteilt man aber 2 Apfel auf 6 Leute? Der Kabarettist wiirde vor-
schlagen, Apfelmus zu kochen — eine humorvolle Anspielung auf die Tatsache,
daB Z unter der Division nicht abgeschlossen ist: 2 : 6 liegt nicht in Z. Berithmt
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ist in diesem Zusammenhang der Ausspruch von Groucho Marx auf die Frage,
wie man 2 Regenschirme auf 6 Leute verteilt: Machen Sie Regenschirmmus.

Es ist kein einfaches Unterfangen, das Zahlsystem der Division gerecht
werden zu lassen. Dazu muf} es zur Menge der Briiche erweitert werden, also
zur Menge der rationalen Zahlen, die mit Q bezeichnet werden. Rein formal ist
Q die Menge aller Quotienten a/b, wobei a und b ganze Zahlen sind und b # 0
ist. So sind zum Beispiel —2/3, 7/18 oder 18/7 rationale Zahlen. Insbesondere
ist jede ganze Zahl @ in Q enthalten, denn man kann sie in der gebrochenen
Form a/1 schreiben.

Einzige Bedingung ist, da§ der Nenner eines Bruches niemals Null ist. Ein
Ausdruck wie 4/0 ist bei rationalen Zahlen also nicht erlaubt. Man kann auch
leicht einsehen, warum das so ist. Angenommen, 4/0 hdtte eine Bedeutung als
rationale Zahl. Dann gibe es also eine Zahl z in Q mit z = 4/0. Nach den
Regeln der Multiplikation folgt daraus 4 = 0-z. Nun ist aber 0-z = 0 fiir alle
z, und es folgt 4 = 0. Das kann man wirklich nicht akzeptieren. Mathematisch
ist damit klar, dal es Quotienten mit einer Null im Nenner nicht geben kann.
Die Division durch Null wire mathematische Blasphemie.

Zwei wichtige Eigenschaften der rationalen Zahlen verdienen besondere Be-
achtung. Sie sind deshalb so wichtig, weil die natiirlichen und die ganzen Zah-
len diese Eigenschaften nicht besitzen und weil sie die Vorteile von Q gegeniiber
seinen Vorgingern N und Z deutlich machen.

Zunichst ist Q abgeschlosssen unter den vier Grundrechenarten der Ad-
dition, Subtraktion, Multiplikation und Division — natiirlich mit Ausnahme
der verbotenen Division durch Null. Mathematiker bevorzugen solche Zahlsy-
steme, denn hier kénnen sie nach Herzenslust addieren, subtrahieren, multi-
plizieren und dividieren, ohne den Zahlbereich zu verlassen.

Der zweite wesentliche Unterschied zu N und Z ist die dichte Verteilung.
Dies soll besagen, daB zwischen je zwei Briichen immer ein weiterer liegt.
Die ganzen Zahlen besitzen eine solche Eigenschaft nicht, denn in der Liicke
zwischen 5 und 6 zum Beispiel liegt keine weitere ganze Zahl. Die ganzen
Zahlen sind sozusagen schrittweise angeordnet. Der Vorginger einer jeden
ganzen Zahl ist genau eine Einheit entfernt. Man beschreibt sie daher als
verstreut, isoliert oder diskret.

Ganz anders ist die Situation bei den Briichen. Zwischen 1/2 und 4/7 liegt
15/28, zwischen 14/28 und 4/7 liegt 31/56 und so weiter. Ganz allgemein liegt
zwischen zwei Briichen

immer ihr Mittelwert

und zwar genau in der Mitte, wie es die Abbildung auf Seite 238 zeigt.
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Erweitert man diesen Mittelwert mit dem Hauptnenner bd der beiden
Briiche, so beweist die Darstellung:
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dafl es sich bei dem Mittelwert zweier Briiche tatsichlich wieder um einen
Bruch handelt.

Da man die Mittelwertbildung unendlich oft wiederholen kann, liegen zwi-
schen je zwei rationalen Zahlen sogar unendlich viele rationale Zahlen. In
diesem Sinne sind die rationalen Zahlen dichter gepackt als die Heringe in der
Dose. Thr Vorrat tibersteigt jegliches Begriffsvermogen.

Heiflt das nun, daf88 alle Zahlen rational sind? Die Antwort lautet ,Nein®,
obwohl dies keineswegs trivial ist. Eine Moglichkeit, dies einzusehen, besteht
in der Untersuchung der Briiche in ihrer Dezimaldarstellung.

Wir alle lernen die Dezimaldarstellung bereits in der Grundschule kennen.
Die iiblichen Umrechnungen erzeugen eine Kette von Quotienten und Resten,
wie wir sie am Beispiel der Dezimaldarstellung von 5/8 einmal niiher betrach-
ten wollen:

5,000 :8=0,625
48
20
16
40
40
0

Die Reste sind jeweils fett gedruckt: Zunichst 5, dann 2, 4 und schliefllich
0. Wenn der Rest 0 auftritt, ist nichts mehr zu tun, und das Ergebnis steht
fest: 5/8 = 0,625. Will man die rationalen Zahlen einheitlich als unendliche
Dezimalzahlen darstellen, so hangt man noch unendlich viele Nullen an: 5/8 =
0,625000. . .

In diesem Beispiel brach der Divisionsprozef nach endlich vielen Schrit-
ten ab. Dies ist die eine Moglichkeit. Die andere tritt beispielsweise bei der
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Berechnung der Dezimalentwicklung von 5/7 auf:

5,0000000 :7=0,714285
49
10
7
30
28
20
14
60
56
40
35
50

Der Divisionsproze macht nicht die geringsten Anstalten aufzuhéren. Wenn
man sich aber die Folge der Reste ansieht — 5, 1, 3, 2, 6, 4, 5 —, so entdeckt
man eine Wiederholung. An dieser Stelle mu man wieder 50 durch 7 teilen,
und derselbe Zyklus von Resten wird erneut durchlaufen. In der Dezimaldar-
stellung wiederholen sich dieselben Ziffern 714285, bis wieder der Rest 5 bleibt
und sich das ganze Spiel wiederholt. Die Dezimalentwicklung von 5/7 ist

0,714285714285714285714285. ..

Damit erhebt sich die Frage, ob es sich bei der periodischen Wiederholung
nur um einen Gliicksfall gehandelt hat oder ob ein allgemeines Prinzip dahin-
tersteckt. Dafl es sich um das letztere handelt, ist leicht einzusehen. Bei einer
Division durch 7 sind die einzig méglichen Reste 0, 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. Ist
der Rest irgendwann einmal 0, so ist der Divisionsprozef§ beendet. Andern-
falls muf8 sich nach spétestens sechs Schritten ein bereits vorgekommener Rest
wiederholen, denn unter den Resten 1 bis 6 gibt es nur 6 verschiedene. Sobald
aber ein Rest erneut vorkommt, wiederholen sich auch die Divisoren von dieser
Stelle an.

Der Divisor 7 nimmt bei dieser Uberlegung keine Sonderstellung ein. Ganz
analog zeigt man, daf sich die Entwicklung bei einer Umrechnung des Bruches
113/757 in eine Dezimalzahl nach spétestens 756 Schritten wiederholen muf} ~
in Wirklichkeit tut sie es sogar sehr viel frither. Allgemein bricht die Division
bei Umrechnung eines Bruches a/b entweder ab, oder sie wiederholt sich nach
spitestens b — 1 Schritten.

Daran sieht man, daf§ die Dezimalentwicklung einer rationalen Zahl immer
einen periodischen Block enthilt: Im ersten Fall war dies der Block, der nur
aus der ,,0“ besteht, im zweiten Beispiel war es die ,,714285“. Rationale Zahlen
sind periodisch.
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Damit ist ein Rezept gegeben, wie nichtrationale Zahlen zu konstruieren
sind: Man mufl nur eine Dezimaldarstellung angeben, die keinen periodischen
Block enthélt. Die reelle Zahl

0,10100100010000100000100000010000000. . .

ist ein Beispiel. Die Anzahlen der Nullen sind 1, dann 2, dann 3 und so weiter.
Kein Block wiederholt sich. Diese Zahl ist daher nicht rational und kann nicht
als Quotient zweier ganzer Zahlen geschrieben werden. Sie ist eine irrationale
Zahl und kann als Beispiel fiir Stifels Interpretation dienen:

Wenn wir versuchen, sie [die irrationalen Zahlen] der Berechnung zugdng-
lich zu machen, ... stellen wir fest, daf} sie immer wieder entflichen, so
daf keine von thnen wirklich dingfest gemacht werden kann.

Die nicht endende Irregularitit der Dezimalentwicklung von irrationalen Zah-
len zeigt, so Stifels Worte, daf8 die irrationalen Zahlen ,in einer Wolke der
Unendlichkeit“ verborgen sind.3

Uber die Tatsache hinaus, daB die eben genannte Zahl irrational ist, kommt
ihr jedoch keine weitere Bedeutung zu. Viel interessanter wire da doch die Ent-
larvung der irrationalen Identitit bei einer ansonsten geldufigen Zahl. Solch
eine Zahl ist v/2, deren Irrationalitit schon die Pythagoréier im alten Grie-
chenland vor 25 Jahrhunderten entdeckten.

Die Zahl v/2 kommt, auch im griechischen Sinne, sofort ins Spiel, wenn
man ein Quadrat der Seitenldnge s und seine Diagonale d betrachtet, wie es
in der Abbildung oben gezeigt ist. Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

d?=s%+s2=2s% also d=Vv2s2 =352

V2 ist also in jedem Quadrat gegenwirtig, sei es ein Vorfahrtsschild, ein
Schachbrett oder eine Computerdiskette.
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/2 ist aber nicht nur allgegenwiirtig, v/2 ist auch noch irrational. Diese
Tatsache scheint den Griechen iiberhaupt nicht gefallen zu haben, und der Le-
gende nach soll ihr Entdecker, der Pythagorirer Hippasus, von seinen Mathe-
matiker-Kollegen fiir den Verrat dieses ungliickseligen Sachverhalts ermordet
worden sein. Ein mathematisches Ergebnis, das solch tédliche Konsequenzen
nach sich zieht, verdient unsere besondere Aufmerksamkeit. Daher werden
wir zwei verschiedene Beweise der Irrationalitit von v/2 geben. Der eine er-
fordert ein paar Geometriekenntnisse, der andere ein Quentchen elementare
Zahlentheorie. Das Ziel beider Beweise ist der Nachweis, daB man /2 nicht
als Quotient zweier ganzer Zahlen schreiben kann, wie sehr man sich auch
bemiiht.

Wie wir in Kapitel J bereits deutlich gemacht haben, kann man einen sol-
chen Nachweis nicht fiithren, indem man einige Beispiele testet. Ein Chemiker,
der 50000 Stiicke Natrium in 50000 Bechergliser mit Wasser fallen 148t und
jedesmal feststellt, daB es fiirchterlich kracht, kann daraus mit Fug und Recht
schlieen, dal da etwas am Kochen ist. Aber ein Mathematiker, der 50000
Briiche testet und feststellt, daB keiner von ihnen v/2 darstellt, ist von einem
allgemeinen Ergebnis genauso weit entfernt, als ob er iiberhaupt nicht erst
angefangen hitte.

Fiir unsere Fragestellung benétigen wir also ein besseres Werkzeug. Dieses
Werkzeug ist der Beweis durch Widerspruch, der den beiden folgenden Be-
weisgingen als Prinzip zugrunde liegt. In beiden Fillen wird aus der Annahme
des Gegenteils, néimlich /2 sei doch rational, ein Widerspruch hergeleitet.

Theorem: /2 ist irrational.

Beweis durch Widerspruch: Wir nehmen an, /2 sei rational. Dann gibt
es also zwei positive ganze Zahlen a und b mit a/b = /2. Hierbei nehmen wir
an, was ganz wesentlich ist, daf der Bruch a/b in minimaler Form vorliegt, daf3
also die Zahlen a und b moglichst klein gew&hlt sind. Eine solche Darstellung
148t sich immer erreichen, zum Beispiel wiirde man 15/9 zu 5/3 reduzieren.

Zu der minimalen Darstellung v/2 = a/b konstruieren wir ein Quadrat
mit der Seitenlinge b, wie es die Abbildung auf Seite 242 zeigt. Wie bereits
erwihnt, hat die Diagonale dann die Linge b-v2 = b- (a/b) = a. Auf der
Diagonalen tragen wir die Strecke AD der Lénge b ab und ziehen die Senkrechte
DE 1 AC zu AC zu dem Schnittpunkt E mit BC, wie es in der Abbildung
eingezeichnet ist. Die Strecke CD hat nach Konstruktion die Linge AC —
AD=a—-b.

Der Winkel ZACB betrigt 45° und der Winkel ZCDE 90°, so daf§ der
dritte Winkel im ACED ebenfalls 45° betrégt. Das Dreieck ACED ist also
gleichschenklig, und daher ist ED = CD = a — b.

Nun zeichnen wir die Strecke AFE ein. Dadurch entstehen die beiden recht-
winkligen Dreiecke AADE und AABE, die die gemeinsame Hypotenuse AF
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haben. Der Satz des Pythagoras, auf beide Dreiecke angewandt, besagt:
4B’ +EB' =AE =4D +ED’.

Also ist b? +E§2 =b? +Fﬁ2 und somit F§2 = —E—ﬁ2, woraus EB = ED = a—b
folgt. Damit gilt aber auch EC = BC —EB=b—(a—b) =2b—a.

Wir betrachten jetzt das kleine rechtwinklige Dreieck ACED. Die beiden
Katheten hatten die Linge a — b, und so ergibt sich nach dem Satz des Py-
thagoras fiir die Hypotenuse EC die Linge (a — b)v/2. Andererseits hatten wir
gerade festgestellt, da§ EC die Linge 2b — a hat. Also ist (a —b)v2=2b—a

oder: o
V2=222
a—b
Wir fassen das Bisherige noch einmal zusammen. Wir waren von einer
angenommenen minimalen Darstellung V2 = a/b ausgegangen und hatten auf
elementargeometrischem Wege die neue Darstellung

2b—a

2 =
a—2b

abgeleitet. Vielleicht sieht es noch nicht so aus, aber wir stehen kurz vor
einem Widerspruch. Um ihn sichtbar zu machen, benétigen wir vier einfache
Sachverhalte:

1. Da a und b ganze Zahlen sind, sind auch 2b — a und a — b ganze Zahlen.

2. Wir hatten angenommen: V2 = a/b. Nun ist offenbar 1 < V2 < 2
und daher auch 1 < a/b < 2. Durch Multiplikation mit b folgt daraus
b<a<2b.
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3. Wegen b < a nach (2) ist a — b positiv, und wegen a < 2b nach (2) ist
auch 2b — a positiv.

4. Aus b < a in (2) folgt 2b < 2a, und nach Subtraktion von a erhilt man
2b—a < a.

Wir hatten ferner angenommen, da v/2 = a/b als Quotient in minimaler
Form geschrieben ist, aber in der Darstellung

\/§= 2b—-a
a—b

sind sowohl Zahler als auch Nenner positive ganze Zahlen nach (1) und (3), und
der neue Zshler 2b — a ist nach (4) kleiner als der urspriingliche Zshler a. Da
der Zahler Kleiner ist, haben wir eine Bruchdarstellung fiir v/2 gefunden, die
kleiner ist als die vorausgesetzte Minimaldarstellung, und das ist unméglich.
Wir sind zu einem Widerspruch gekommen, und das keine Sekunde zu
spét. Unsere gesamte Argumentation war auf dem Treibsand der anfinglichen
irrigen Annahme aufgebaut, daB v/2 rational sei. Diese Annahme miissen wir
verwerfen und schlieBen, daB v/2 irrational ist. Das war zu beweisen.

Nun wollen wir einen zweiten, viel kiirzeren Beweis fiir die Irrationalitit von
/2 angeben. In diesen gehen der Satz iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung
ganzer Zahlen, den wir aus Kapitel A kennen, sowie eine weitere Folgerung,
die wir jetzt bereitstellen, ein.

Betrachten wir die Zerlegung einer positiven ganzen Zahl m in ihre Prim-
faktoren. Fiir m = 360 hitten wir beispielsweise m = 23-32.5. Die Primzahl 2
kommt in dieser Faktorisierung dreimal vor, die Primzahl 3 zweimal, und die
5 erscheint einmal. Alle anderen Primzahlen — 7, 11, 13 und so weiter — treten
iiberhaupt nicht auf. Natiirlich kann man iiber die Haufigkeit des Auftretens
einer bestimmten Primzahl nur dann etwas aussagen, wenn eine konkrete Zahl
vorgegeben ist.

Wir wollen jetzt aber m? betrachten. In unserem Beispiel wire dies:

m? = 360% = (22.32.5).(2%-32.5) =26.3%.52,

In der Primfaktorzerlegung von m? tritt jede Primzahl doppelt so hiufig auf
wie in der Primfaktorzerlegung von m. Die Haufigkeit ihres Vorkommens mufl
also eine gerade Zahl sein. Die 3 Zweien aus der ersten Zahl m werden mit
den 3 Zweien der zweiten Zahl m multipliziert, so daf sich 6 Zweien in der
Zerlegung von m? ergeben. Analog entstehen 4 Dreien und 2 Fiinfen. Weitere
Primteiler kommen nicht vor.

Man iiberzeugt sich leicht davon, da dieses Phinomen allgemeiner Natur
ist. Beim Quadrieren einer positiven ganzen Zahl verdoppelt sich die Anzahl
der auftretenden Primteiler. Die Anzahl ist also immer gerade. Dies gilt im
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iibrigen auch fiir Null: Null ist gerade und bleibt beim Verdoppeln Null. Man
kann diese Erkenntnis kurz so formulieren:

In der Primfaktorzerleqgung einer Quadratzahl tritt jeder Primfaktor gerad-
zahlig oft auf.

Damit wiren wir bereit fiir den zweiten Irrationalititsbeweis.

Theorem: /2 ist irrational.

Beweis durch Widerspruch: Wir nehmen an, v/2 sei rational. Dann gibt
es also zwei positive ganze Zahlen a und b mit a/b = V2. Durch Quadrieren
dieser Gleichung erhilt man 2b* = a2.

Wir betrachten jetzt die Primfaktorzerlegung von beiden Seiten dieser Glei-
chung. Auf der rechten Seite steht das Quadrat a? der ganzen Zahl a. Aufgrund
unserer Erkenntnis wissen wir, dal die Primzahl 2 in der Primfaktorisierung
von a? geradzahlig oft auftreten muB. Auf der linken Seite tritt der quadra-
tische Faktor b? auf, dessen Faktorisierung den Primfaktor 2 ebenfalls gerad-
zahlig oft enthalten muB. Die wvollstdndige linke Seite ist aber 2b2. Daher —
und das ist der springende Punkt — tritt eine zusétzliche 2 auf. Da der Faktor
b? eine gerade Anzahl an Zweien beitrégt, enthilt die Primfaktorzerlegung des
Ausdrucks 2b? insgesamt eine ungerade Zahl von Zweien.

Damit sind wir an einem Widerspruch angelangt: Wenn man a? in Prim-
zahlen faktorisiert, erhilt man eine gerade Anzahl von Zweien, die Primzahl-
faktorisierung derselben Zahl a? = 2b? enthilt aber eine ungerade Anzahl von
Zweien. Die Zahl a? oder, was dasselbe ist, 2b® hat also zwei verschiedene
Primfaktorzerlegungen. Dies widerspricht dem Satz iiber die Eindeutigkeit
der Primfaktorzerlegung aus Kapitel A. Logisch betrachtet sind wir also in
eine Zwickmiihle geraten. Untersucht man die logischen Schritte einzeln, so
kann die Unstimmigkeit nur von der anfinglichen Annahme herriihren, da8§
sich v/2 als Bruch schreiben 158t. Diese Annahme miissen wir also verwerfen,
und /2 ist wieder einmal irrational.

In diesem zweiten Beweis kann man die 2 durch 3, 5, 7 oder jede andere
Primzahl p ersetzen und so die Irrationalitit der Zahlen v/3, v/5, +/7 und VP
nachweisen. In verallgemeinerter Form liest sich dies so: Die Wurzel \/n einer
jeden positiven ganzen Zahl, die keine Quadratzahl ist, ist irrational. Dasselbe
gilt sinngemB fiir Zahlen wie /n, wenn n kein Kubus ist, fiir /n, wenn n
keine vierte Potenz ist, und so weiter.

Irrationale Zahlen gibt es also in Hiille und Fiille. Die erwiihnten Beispiele
sind aber noch ,zahm“ gegeniiber dem nichsten Kriterium, das in der Erwei-
terung von Zahlbereichen eine Rolle spielt. Zwar sind irrationale Zahlen nicht
als Quotienten ganzer Zahlen auszudriicken, sie sind aber alle Nullstellen ei-
nes Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten. So ist die irrationale Zahl v/2
Losung der quadratischen Polynomgleichung 22 —2 = 0, und die Irrationalzahl
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/7 l6st zum Beispiel die Gleichung vierten Grades z* — 7 = 0. In beiden Glei-
chungen — und das ist entscheidend — treten nur ganze Zahlen als Koeffizienten
auf.

Eine Zahl, die Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten ist,
heifit algebraisch. Offenbar ist jede rationale Zahl a/b algebraisch, denn sie 16st
die Gleichung bx — a = 0 ersten Grades, deren Koeffizienten b und —a ganze
Zahlen sind. In diesem Sinne kann man die algebraischen Zahlen als Erweite-
rung der rationalen Zahlen auffassen. Sie entstehen, wenn man die Forderung
,»Gleichung ersten Grades“ fallenl#fit und Polynome beliebigen Grades zulaft,
wobei die Koeflizienten aber weiterhin ganze Zahlen sein miissen.

Zwar ist jede rationale Zahl algebraisch, aber die Umkehrung ist nicht
richtig. Nicht jede algebraische Zahl ist rational, wie die Zahlen v/2 oder v/7
belegen. Die Menge der algebraischen Zahlen umfafit die Menge der rationalen
Zahlen und einen groflen Teil der irrationalen Zahlen. Wir wollen einmal
zeigen, daB die irrationale Zahl 1/2 + v/11 algebraisch ist. Dazu miissen wir
ein Polynom angeben, das die Nullstelle 1/2 + /11 hat. Dies kann man wie
folgt konstruieren: Wir starten mit 2 = 1/2++/11 und hangeln uns durch eine
Kette algebraischer Manipulationen, bis das Radikal eliminiert ist:

2
1
x-%=x/_1—1_ N (m—i) VT =1L,

Die Klammern der linken Seite kann man ausmultiplizieren: 22 —z+1/4 = 11.
Um ganzzahlige Koeflizienten zu erhalten, multiplizieren wir diese Gleichung
mit 4 und bringen alle Terme auf eine Seite:

4z — 4z — 43 = 0.

Wir haben ein quadratisches Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten konstru-
iert, das 1/2 + v/11 als Nullstelle hat. Definitionsgems8 ist daher 1/2 + /11
algebraisch.
Mit einer dhnlichen Strategie kann man nachweisen, daf die schon etwas
kompliziertere Zahl
V6

V5+3

als Losung der Gleichung
422 — 49248710 — 372602 — 127 4402° + 174 960z* — 13996822 + 46 656 = 0

auftritt und daher ebenfalls algebraisch ist. Die Ableitung dieser Gleichung
kann allerdings nur furchtlosen Gemiitern angeraten werden.

Jede reelle Zahl, die in einer endlichen Zahl von Schritten mit Hilfe der von
Descartes erlaubten fiinf Operationen Addition, Subtraktion, Multiplikation,
Division und Wurzelziehen aus den ganzen Zahlen erzeugt werden kann, ist
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algebraisch. Es ist, offen gesagt, nicht ganz einfach, sich eine nichtalgebraische
Zahl vorzustellen, also eine Zahl, die nicht Losung irgendeiner Polynomglei-
chung mit ganzzahligen Koeffizienten ist.

Euler war der erste, der an die Existenz solcher Zahlen glaubte. Er nannte
eine Zahl, die nicht algebraisch ist, transzendent, weil sie die Operationen
der Algebra verldBt — sie transzendiert.* Transzendente Zahlen werden also
nicht definiert, indem man festlegt, welche Eigenschaften sie haben sollen,
sondern indem man feststellt, welche Eigenschaft sie nicht haben: Sie sind
nicht algebraisch.

Aufgrund dieser ,, Negativdefinition“ bleibt zunéchst offen, ob es solche Zah-
len iiberhaupt gibt. Man kénnte schliefllich auch Delphine per Definition al-
gebraisch nennen, wenn sie in Wasser leben, und transzendent, wenn sie nicht
algebraisch sind. Logisch ist diese Definition véllig in Ordnung. Nur: Es gibt
halt keine transzendenten Delphine.

Gibt es aber transzendente Zahlen? Euler hat nie eine gefunden. Es dau-
erte noch ein Jahrhundert, bis Joseph Liouville (1809-1882) eine Zahl kiinstlich
zusammenbastelte, deren Transzendenz er zeigen konnte. Sein Beispiel einer
transzendenten Zahl L ist durch eine unendliche Reihe definiert:

1 1 1 1 1

L=ttt
-+, 1.1 .1 .
T101 T 102 T 108 1024 10120 T T

= 0,1+ 0,01 + 0,000001 + 0,000000000000000000000001 + ...
= 0,110001000000000000000001000000000. ..

Die Einsen in dieser Entwicklung werden sehr schnell extrem selten, je wei-
ter man nach rechts schaut. Liouvilles Beweis war ein Geniestreich, der ein
fiir allemal die Existenz transzendenter Zahlen sicherte. Andererseits war es
héchst unbefriedigend, da8 die erste Zahl, deren Transzendenz bekannt wurde,
ein derartiges Kunstprodukt war.

Es wire viel zufriedenstellender gewesen, die Transzendenz einer wohlbe-
kannten Zahl zu zeigen. Zwei Kandidaten regten sofort die Phantasie der Ma-
thematiker an: Die Kreiskonstante 7 und die Eulersche Zahl e, die wir beide
aus den Kapiteln C beziehungsweise N von den natiirlichen Wachstumsprozes-
sen kennen.

Es war schon lange bekannt, da8l sowohl 7 als auch e irrational sind. Die
Irrationalitit von 7 wurde 1737 von Euler selbst erkannt, und die Irratio-
nalitdt von e wurde 1767 von Johann Lambert (1728-1777) bewiesen. Aber
Irrationalitit bedeutet nicht automatisch Transzendenz, wie das Beispiel der
irrationalen, aber algebraischen Zahl v/2 ja zeigt. Der Nachweis der Transzen-
denz ist ein weitaus schwierigeres Unterfangen.

Es gelang zuerst bei der Zahl e. Nach gréferen Anstrengungen bewies
Charles Hermite (1822-1901) 1873 die Transzendenz von e. Dieses Ergebnis
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wurde als ein Triumph des mathematischen Denkens gefeiert. Ganz anders als
Liouville, der eine Zahl konstruiert hatte, deren Transzendenz er nachweisen
konnte, mufite sich Hermite mit einem bestens bekannten Gegner herumschla-
gen. Liouville 148t sich mit einem Paldontologen vergleichen, der einen Dino-
saurierknochen suchen soll und dafiir die ganze Welt bereisen darf. Hermite
hingegen war aufgefordert, den Schédel eines Tyrannosaurus Rex in seinem
Gemiisegarten zu finden.

Aber er fand ihn schliefllich. Auf der Hohe seines Erfolges wurde Hermite
gedrangt, nun auch 7 anzugehen. Dies lehnte er aber mit den Worten ab:

Ich wage nicht zu versuchen, die Transzendenz von m zu zeigen. Wenn
sich andere daranmachen sollten, so wire keiner gliicklicher tiber ihren Er-
folg als ich, aber glauben Sie mir, mein teurer Freund, es wird sie einige
Anstrengung kosten.’

In diesen Worten kommt zum Ausdruck, welchen intellektuellen Preis er
selbst zuvor gezahlt hatte. Hermite wollte, obwohl er ein hervorragender Ma-
thematiker war, keinen weiteren Gedanken an einen Transzendenzbeweis fiir
irgendeine Zahl verschwenden. Ein solches Unternehmen war ihm genug.

Damit fiel es Ferdinand Lindemann (1852-1939) zu, m 1882 ins Licht der
Transzendenz zu riicken. Ironischerweise beruhte Lindemanns Beweis nicht
nur auf Hermites bodenbereitenden — und geistig bahnbrechenden — Arbeiten,
sondern war auch noch viel einfacher als erwartet.

Jetzt wufite man von den beiden bedeutenden Konstanten e und =, daf§
sie nicht nur irrational, sondern noch viel schlimmer waren: Keine von beiden
war Nullstelle irgendeines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten. Wenn
Stifel die irrationalen Zahlen treffend dahingehend charakterisierte, dafl sie
unter einer ,,Wolke der Unendlichkeit“ verborgen seien, so miiite man von
den transzendenten Zahlen eigentlich annehmen, daf§ sie unter einer Wolke
algebraischer Unzugénglichkeit verborgen sind.

Wo stehen wir jetzt eigentlich? Descartes’ kurze Liste algebraischer Ope-
rationen offnete uns die Tiir zu einer Reihe verschiedener Zahlbereiche, von
den ganz normalen natiirlichen Zahlen bis zu den Briichen, die als Quotien-
ten diesem Kapitel den Namen gaben. Sie sind aber nicht ausreichend, um
die Irrationalitét von /2 zu erfassen. Hermite und Lindemann bewiesen, da8
keine auch noch so ausgedehnte Verkettung von Additionen, Subtraktionen,
Multiplikationen, Divisionen und Wurzelberechnungen eine Zahl wie e oder 7
wiirde hervorbringen kénnen. Die Entdeckung der transzendenten Zahlen, wie
auch schon vorher die der irrationalen, hat gezeigt, da8 die reellen Zahlen ein
viel geheimnisvolleres und komplizierteres System darstellen, als man auf den
ersten Blick vermutet hétte.



ussellsche
Paradoxa

Bertrand Arthur William Russell wurde am 18. Mai 1872 in dem ganz gew6hn-
lichen Alter von 0 Jahren geboren und starb im ungewéhnlichen Alter von 97
Jahren am 2. Februar 1970. Fast ein Jahrhundert lang fiihrte er ein erstaunlich
ausgefiilltes und turbulentes Leben, in dem er als Philosoph und Sozialkritiker,
als Schriftsteller und Lehrer unvergéinglichen Ruhm erwarb, als Mitglied des
House of Lords dem Staat diente und als Gefangener im Gefingnis von Brixton
einsaB. Er lehrte an einigen der berithmtesten Universitéiten, von Cambridge
iiber Harvard bis Berkeley. Er erhielt einen Nobelpreis. Er war viermal verhei-
ratet und hatte zahlreiche Affiren. Er wurde verunglimpft, weil er gottlosen
Atheismus praktizierte und Sex auflerhalb der Ehe befiirwortete. Die Liste
derer, denen er auf seinem Lebensweg begegnete, liest sich wie das Who'’s who
der westlichen Kulturgeschichte.

Im ersten Teil dieses Kapitels soll der aulergew6hnliche Lebenslauf von
Bertrand Russell skizziert werden. Diese Schilderung beruht zu einem wesent-
lichen Teil auf seinen eigenen Schriften und zum anderen auf Ronald Clarks
ausgezeichneter Biographie The Life of Bertrand Russell von 1976. Danach
werden wir uns einer detaillierteren Betrachtung des Russellschen Paradoxons
zuwenden, eine seiner frithen Entdeckungen, die zu Beginn des zwanzigsten
Jahrhunderts die Grundfesten der Mathematik schwer erschiitterte. Diese
Aufteilung wird, so hoffen wir, dem Leser Leben und Werk Bertrand Russells
néherbringen.

Besonders bezeichnend fiir Russell war die seltsame Mischung aus Ange-
pafitheit und Nonkonformitét, aus traditionellen Werten und schockierendem
Radikalismus, die er an den Tag legte. In vielerlei Hinsicht schien er ein Ab-
komme der britischen Oberklasse zu sein, und in anderen Dingen wieder war
er der erbitterte Feind des Status quo. Es gibt Photographien, die ihn als
Anfiihrer von Antikriegsprotesten im Dreiteiler und mit Taschenuhr zeigen.
Obwohl ihn sein Versprechen, ,respektable Leute nicht zu respektieren, als
Verriter an seiner Klasse abgestempelt haben muf}; hatte Bertrand Russell
eine Herkunft, wie sie respektabler nicht sein kann.!
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Sein Grofivater John Russell war von 1846 bis 1852 und noch einmal von
1865 bis 1866 Premierminister unter Queen Victoria. Bertrand, der in sei-
nem Leben noch sehen sollte, wie Menschen auf dem Mond spazierengehen,
erinnerte sich daran, auf Queen Victorias Knie gesessen zu haben, wenn sie
seinen Grofvater auf dessen Landsitz besuchte. Der kleine Bertie wurde also
in die hochsten Ringe der britischen Gesellschaft im ausgehenden neunzehnten
Jahrhundert hineingeboren.

Aber auch dem Michtigen kann das Leben iibel mitspielen. Russell verlor
im Alter von vier Jahren beide Elternteile. Daraufthin wurde er hauptséchlich
von seiner Grofmutter erzogen, die ihn nicht zur Schule schickte, sondern von
Privatlehrern zu Hause unterrichten lieS. Der brillante und sensible Junge
verbrachte so einen GroBteil seiner Jugend unter viel &lteren in der stillen
Abgeschiedenheit von Pembroke Lodge, dem Herrensitz seiner Vorfahren, und
entbehrte dadurch die freie Sorglosigkeit der Jugend. Nach seiner eigenen
Schilderung war er ein einsamer und depressiver Jiingling, der einen grofien
Teil seiner Zeit damit zubrachte, vor sich hin zu briiten. Er griibelte iiber Gut
und Bése nach und trug sich mehr als einmal mit dem Gedanken, Selbstmord
zu begehen.

Aus der Einsambkeit seiner Jugend zog Russell aber eine Lehre, die er bis ans
Ende seiner Tage befolgen sollte. Es war der Lieblingsvers seiner GroBmutter
aus der Bibel - ,,Du sollst niemals der Meute folgen und Bdses tun®. Dieses
Wort charakterisiert Russells Leben wie kein zweites.?

Als es an der Zeit war, verlie8 Bertie Pembroke Lodge und ging ans Trinity
College nach Cambridge, jene Institution, in die auch schon iiber zweihundert
Jahre friiher der junge Isaac Newton eingetreten war. Mit seiner Erziehung
durch Privatlehrer und seinen intellektuellen Interessen kam er wie ein seltsa-
mer Vogel daher, aber das Leben am College gefiel ihm gut. Der Mathematik
wandte er sein Hauptinteresse zu.

Es war Liebe auf den ersten Blick. In der Physik und den experimentellen
Fichern kam sich Russell véllig fehl am Platze vor, und so wurde die Mathe-
matik — ein unpersonliches Fach, das er, so seine eigenen Worte, lieben konnte,
das ihn aber nicht wiederlieben wiirde — zu seiner Besessenheit. Fiir Russell
bot sie den einzigen Weg zu Wahrheit und Vollkommenheit. ,Ich konnte die
reale Welt nicht leiden®, gab er zu, ,und suchte Zuflucht in einer zeitlosen
Welt, die dem Wechsel und Verfall und dem Wohl und Wehe des Fortschritts
nicht unterworfen ist.“® In diesem Geist schrieb er den folgenden Lobgesang
auf die Mathematik, dessen Ma8 an Lobhudelei nur durch seine Eloquenz etwas
gemildert wird:

Das wirkliche Leben ist fir die meisten ein stindig wihrender Kompromif§
zwischen dem Idealen und dem Maglichen, ein ewiges Abfinden mit dem
Zweitbesten. Aber die Welt der reinen Vernunft kennt keine Kompromisse,
keine praktischen Grenzen, keine Beschrinkung fir die schopferische Akti-
vitdt, die das leidenschaftliche Streben nach dem Vollkommenen, dem alle



Russellsche Paradoxa 251

grofen Leistungen entspringen, einfingt. Fern menschlicher Leidenschaf-
ten, ja fern von den bedauernswerten natirlichen Gegebenheiten, haben die
Generationen einen geordneten Kosmos geschaffen, wo sich der reine Ge-
danke wie in seinem natirlichen Zuhause aufhalten kann und wo wenigstens
einer unserer edleren Impulse aus dem trostlosen Dasein der realen Welt
entrinnen kann.

Wie man diesen Worten entnehmen kann, iibten die angewandteren Aspek-
te der Mathematik wenig Anziehungskraft auf ihn aus. Seine Liebe galt einem
reineren, eher asketischen mathematischen Denken. In seiner Introduction to
Mathematical Philosophy beschreibt Russell die beiden groBen und einander
entgegengerichteten Stromungen innerhalb des mathematischen Denkens:

Die bekanntere . .. ist konstruktiv und zielt auf eine allméhlich grofier wer-
dende Komplezitit: Von den ganzen Zahlen zu den Briichen, den reellen
Zahlen, den komplexen Zahlen; von der Addition und Multiplikation zur
Differentiation und Integration und weiter zur héheren Mathematik. Die
andere Stromung, die weniger bekannt ist, schreitet voran ... zu immer
groferer Abstraktion und logischer Vereinfachung.

Diese zweite Richtung, die Abkehr von den Anwendungen und der Kom-
plexitit und Hinwendung zu den Grundlagen und der Vereinfachung, wurde
charakteristisch fiir Russells mathematische Philosophie. Hier fand er sein
intellektuelles Zuhause.

Sein Werk iiber die Grundlagen der Mathematik entstand in Cambridge,
wo er zunéchst als Student, spéter als Stipendiat tétig war. Bei diesem Unter-
nehmen wurde er von Alfred North Whitehead unterstiitzt, einem etablierten
Logiker. Die Zusammenarbeit sollte fiir jahrzehntelange Dispute im berufli-
chen und privaten Leben sorgen. Wihrend des Sommers 1900 machte Russell
in einer Zeit eines ,intellektuellen Rausches“ umfangreiche Fortschritte auf
dem Gebiet der mathematischen Logik. An diese fiir den 28jihrigen hitzige
und aufregende Periode erinnerte er sich spéter:

Ich sagte immer wieder zu mir selbst, daf ich endlich etwas getan hatte,
das es auch wert war, und ich hatte das Gefiihl, daf ich auf der Strafe
aufpassen mufte, nicht iberfahren zu werden, bevor ich es aufgeschrieben
hatte.®

1903 versffentlichte Russell das 500 Seiten starke Werk The Principles of
Mathematics. Spater verfafiten er und Whitehead zusammen die massive Ab-
handlung Principia Mathematica in drei Bénden, die 1910, 1912 und 1913
erschienen. Darin unternahmen sie den endgiiltigen Versuch, die gesamte
Mathematik auf die grundlegenden und unwiderlegbaren Prinzipien der Lo-
gik zu reduzieren. Die Principia waren mit logischen Symbolen unter Aus-
schluB von englischen Worten derart iiberfiillt, da der Mathematikhistoriker
Ivor Grattan-Guinness eine typische Seite treffend als ,,tapetenmusteréhnlich®
beschrieb.” Ein Auszug wurde schon in Kapitel J abgebildet.
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Die keine Ungenauigkeit erlaubende Prizision der drei Bénde hatte die
Reserven von Russell, Whitehead und wohl jedem anderen, der die Lektiire
erfolgreich durchstand, vollstindig aufgebraucht. Auch ihre Brieftaschen erlit-
ten dieses Schicksal, denn nur sehr wenige Leute verspiirten den Wunsch, eine
derart furchterregende Publikation zu erwerben. ,,Wir hatten so jeder minus
50 Pfund fiir zehn Jahre Arbeit verdient®, gab Russell zu.®2 Schlimmer noch:
Es war keineswegs klar, ob Russell und Whitehead ihr Ziel erreicht hatten, die
gesamte Mathematik auf die Logik zu reduzieren. Klar war nur, da8 sie ein
Werk geschaffen hatten, in dem die Grundlagen der Mathematik in einer nie
gekannten Tiefe erforscht worden waren.

Am Vorabend des Ersten Weltkrieges hatte Russell also einen Meilenstein
in der Philosophie der Mathematik hinterlassen. Die Zeitgenossen hitten viel-
leicht vermuten miissen, dafl Russell nun den Rest seiner Jahre mit der Erfor-
schung weiterer geheimnisvoller Theoreme der Logik zubringen wiirde. Aber
weit gefehlt, sein Leben nahm eine unerwartete Wendung in eine ganz andere,
bemerkenswerte Richtung.

Es waren mehrere Krifte, innere und duflere, die ihn dazu trieben, aber in
erster Linie war es der Wahnsinn des Ersten Weltkrieges. Russell wurde, wie
viele britische Intellektuelle, Zeuge, wie eine ganze Generation junger Ménner
in dem jahrelangen Gemetzel dahingerafft wurde. Ganz plétzlich hatte der
Marsch logischer Symbole iiber die Seiten seine Bedeutung verloren. Im Ange-
sicht des Krieges gestand er ein: ,,Das Werk, das ich geschaffen habe, scheint
so winzig, so unbedeutend fiir diese Welt, in der wir leben miissen.“ °

Bertrand Russell stiirzte sich ins Kampfgetiimmel — als Aktivist gegen den
Krieg. 1916 wurde er verhaftet, er wurde von Cambridge ausgeschlossen, sein
PaB wurde eingezogen. Aus diesem banalen Grund konnte er einen Ruf nach
Harvard nicht annehmen. Aber nichts konnte seine scharfe Verurteilung der
Kriegsanstrengungen, deren Tragik téglich zunahm, zum Verstummen bringen,
und so war der néchste Konflikt nur eine Frage der Zeit: 1918 wurde Russell
erneut verhaftet und fiir sechs Monate ins Geféingnis von Brixton verbracht.
Der Sohn der Oberklasse war zum Gefangenen seines Gewissens geworden.

Es war aber nicht nur seine Haltung gegen den Krieg, die ihn mit dem bri-
tischen Establishment in Konflikt brachte. In mindestens zwei weiteren Punk-
ten griff er traditionelle Werte an. Der eine war sein offentliches Bekenntnis
zum Atheismus. Russell kritisierte nicht bestimmte Religionsgemeinschaften,
sondern die Religion allgemein. Er glaubte vor allem an die Oberhoheit der
Vernunft und vertrat die Ansicht, daf} die Theologie die Menschheit in eine um-
gekehrte und damit verhdngnisvolle Richtung fiihrte. Seine Vorwiirfe waren
beifilend, scharf und harsch. So schrieb er: ,Je michtiger die Religion und je
gefestigter der dogmatische Glaube in einem Abschnitt der Geschichte war, de-
sto schlimmer waren die veriibten Grausamkeiten. 1© Regelmé8ig attackierte
er die rémisch-katholische Kirche wegen ihres Widerstandes gegen die Gebur-
tenkontrolle, und auch mit anderen christlichen Religionsgemeinschaften ging
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er kaum freundlicher um. Denen, die in der Gestaltung unseres Universums
die Handarbeit Gottes zu erkennen glaubten, warf Russell entgegen: ,Glau-
ben Sie denn wirklich, daf§ Sie, wenn Sie Allmacht und Allwissen beséBen und
Millionen von Jahren Zeit hétten, IThre Welt zu vervollkommnen, nichts Bes-
seres zustandebrichten als den Ku-Klux-Klan oder die Faschisten?“!! Seine
Ansichten kommen beispielhaft zur Geltung in der Antwort auf die Frage, was
er am meisten auf dieser Welt liebe: ,Mathematik und die See, Theologie und
Heraldik. Die ersten beiden wegen ihrer Unmenschlichkeit und die letzteren
wegen ihrer Absurditit.“ 12 Es ist daher wohl verstandlich, daB eine religiose
Postille die irrtiimliche Meldung seines Ablebens auf einer Chinareise mit den
wenig barmherzigen Worten kommentierte: ,,Den Missionaren mag vergeben
werden, wenn sie bei der Nachricht des Todes von Mr. Bertrand Russell einen
Seufzer der Erleichterung ausstofen.“ 3

So kontrovers wie seine Ansichten iiber Religion waren auch seine Ansichten
iiber Sex und Ehe. Die ihm angediehene geradlinige Erziehung hitte solch
unorthodoxe Gedanken kaum vorausahnen lassen. Im Alter von 22 Jahren
heiratete er Alys Pearsall Smith, eine amerikanische Quékerin, die in England
lebte. Alys bestand auf einer Hochzeit nach dem Ritual der Quéker, der
Bertie mit dem ihm eigenen Takt zustimmte: ,Glaube blo8 nicht, daf ich
mich an einer religiosen Zeremonie besonders stére ... Jede Zeremonie ist
abstoBend.“ 14

Natiirlich sollte ihre Ehe ewig halten, aber in Herzensdingen gab es nur
wenig Bestéindigkeit bei Bertrand Russell. Eines schonen Tages im Friihjahr
1902 stellte Russell wihrend einer Fahrradtour bei Cambridge fest, dafl er
seine Frau nicht mehr liebte.

Diese Erkenntnis leitete eine Reihe von Liebschaften ein, die iiber ein halbes
Jahrhundert fortdauerten und diesen Mann der Vernunft zu einem Verhalten
verfithrten, das der restlichen Welt fraglos unverniinftig vorkommen mufte.
Anscheinend vernarrte er sich in Evelyn Whitehead, die Frau des Mannes,
mit dem zusammen er an den Principia Mathematica schrieb. Er hatte eine
lingere Affire mit Lady Ottoline Morrell, einer bekannten Vertreterin der
oberen Zehntausend Grofibritanniens und Frau eines prominenten Politikers.
Man traf sich ungezihlte Male heimlich in obskuren Hotelzimmern. Das alles
war fiir einen Mann internationalen Formats wenig angemessen, aber es schien
ihn nicht zu storen.

Wihrend sich dies abspielte, lieB er sich von Alys scheiden und heiratete
1921 Dora Black. Auf dem Papier bestand diese zweite Ehe bis 1935, aber
schon 1929 schrieb Russell iiber seine zweite Frau: ,, Weder sie noch ich erheben
irgendeinen Anspruch auf eheliche Treue.“ !> Unter diesen Umstéinden konnte
es ihn kaum tiiberrascht haben, daff Dora 1930 ein Kind von einem anderen
bekam. Als sie aber ein zweites Kind von demselben Mann bekam, hatte
selbst Russell genug. Er reichte die Scheidung ein. Damit war der Weg frei fiir
die dritte Ehe mit Helen Patricia Spence, die immerhin von 1936 bis 1952 hielt.
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Schlieflich heiratete er im Alter von 80 Jahren Edith Finch, eine Professorin
fiir Englische Philologie in Bryn Mawr. In ihr fand er eine Partnerin, mit der
er seine letzten Jahre gliicklich verbringen konnte.

Das eheliche und auBereheliche Verhalten, das Russell an den Tag legte,
brachte ihm einen Haufen Arger ein, insbesondere deshalb, weil er immer be-
reit war, seine Ansichten iiber Sex, Keuschheit, Empfingnisverhiitung und
dergleichen mehr lautstark zum besten zu geben. Besonders bekannt wurde
ein Vorfall aus dem Jahre 1940, als er auf Gehei der religitsen Gemeinschaft
und von Biirgermeister Fiorello LaGuardia von einer Fakultétsstelle am City
College von New York ausgeschlossen wurde. Dies wurde mit der Tatsache
begriindet, dafl Russell aufgrund seiner Ansichten, die sich gegen die Reli-
gion richteten und ungebundene Geschlechtsbeziehungen befiirworteten, fiir
die Lehre nicht geeignet sei. Gewissermafien als Entschuldigung fiir sein Ge-
baren duflerte er einmal, vom Pfeile Amors getroffene Mathematiker verhiel-
ten sich nicht anders als andere, ,auBer vielleicht, dafl die Ferien von der
Vernunft ihre Leidenschaft bis zum ExzeB steigert“.!® Bertrand Russell muf§
einen betrachtlichen Teil seiner Zeit in den Ferien verbracht haben.

Andererseits gehérte auch ein betrichtlicher Teil seiner Zeit der Arbeit. In
den streitbeladenen Jahren war er als Schriftsteller nicht weniger produktiv
als zuvor. Er verfafite Biicher mit sozialpolitischen Kommentaren, Abhand-
lungen iiber Erziehungsfragen und Artikel fiir die Presse. Es mag vielleicht
unpassend erscheinen, aber in seinem sozialen Engagement schrieb er sogar
fiir das Glamourmagazin und wirkte als prominenter Gast an Radiosendungen
der BBC mit. Zum Teil ist seine Akzeptanz in der Offentlichkeit, ungeachtet
seiner umstrittenen Standpunkte, bestimmt darauf zuriickzufiihren, dafl Bert-
rand Russell als Mensch eine natiirliche Faszination ausstrahlte. Zum Teil
geht sie aber auch auf die Tatsache zurlick, da8 er seine Widersacher einfach
iiberlebte.

Noch zwei weitere Aspekte in seinem Leben sollten erwihnt werden. Der eine
war seine fortwahrende Ablehnung des kommunistischen Systems. In einer
Zeit, in der immer mehr Intellektuelle den Aufstieg des Kommunismus als
die Rettung der Menschheit priesen, schwamm Russell gegen den Strom. Er
fithrte fiir seine Opposition gegen den Philosophen Karl Marx zwei prignante,
natiirlich rein logisch begriindete Griinde an: ,Erstens war Marx wirrkopfig,
und zweitens war sein Denken fast ausschlieBlich vom Haf8 getrieben.“ 17

Russell fand seine Verachtung fiir den Kommunismus bestétigt, als er
1920 wihrend eines Besuchs in Moskau mit Lenin zusammentraf und véllig
erschiittert zuriickkehrte. Seine Beurteilung des sowjetischen Staates fiel so
harsch aus wie kaum eine andere: ,,Ein Asyl mordlustiger Irrer, von denen die
Wichter die schlimmsten sind.“ !® Wihrend des Zweiten Weltkrieges, den er
ausdriicklich unterstiitzte, stellte Russell die Frage, ob Englands Feind Hitler
wirklich um so vieles schlimmer sei als Englands Verbiindeter Stalin.
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Ein weiterer wichtiger Aspekt in seinem Leben war seine Begabung als
Schriftsteller. Er schrieb iiber eine Vielzahl verschiedenster Themen. Ob es
sich um philosophische Wilzer (zum Beispiel Our Knowledge of the External
World as a Field for Scientific Method in Philosophy — Unsere Kenntnis der
suBeren Welt als Objekt fiir die wissenschaftliche Methode in der Philosophie),
um kritische Abhandlungen (beispielsweise An Outline of Intellectual Rubbish
— Ein Abri8 intellektuellen Mists) oder um popularistische Triviallektiire (zum
Beispiel If You Fall in Love with a Married Man — Wenn Sie sich in einen
verheirateten Mann verlieben) handelte, er schrieb frisch, provokativ und en-
gagiert.

Die besondere Note gewannen alle seine Schriften durch den beiflenden Sar-
kasmus, der immer wieder zum Vorschein kam. Als er einmal dariiber schrieb,
ob Schlemmerei als Siinde einzuordnen sei, sinnierte er: ,Sie ist eine irgend-
wie vage Siinde, denn es ist schwer zu sagen, wo das legitime Interesse an der
Nahrungsaufnahme endet und wo man beginnt, Schuld auf sich zu laden. Ist
es denn schon siindhaft, einen Bissen zu essen, der nicht ausdriicklich nahrhaft
ist? Wenn dem so ist, so riskieren wir bei jeder gesalzenen Mandel die ewige
Verdammnis.“ 1° Ein anderes Mal machte er sich iiber iiberzeugte Verfechter
von Tierrechten lustig, als er schrieb: , Ein resoluter Gleichmacher ... wird
Affen als dem Menschen gleichwertige Wesen ansehen miissen. Aber warum
sollte er bei den Affen aufhéren? Ich sehe iiberhaupt nicht ein, warum er davor
haltmachen sollte, das Wahlrecht fiir Austern einzufordern!“?° Das Abfassen
seiner Autobiographie zogerte er mit der Begriindung hinaus: ,Ich empfinde
gewisse Bedenken ... zu frith anzufangen, denn ich fiirchte, etwas Wichtiges
konnte sich noch ereignen. Nehmen Sie an, ich beende meine Tage als Prési-
dent von Mexiko; dann wire die Biographie doch irgendwie unvollsténdig,
wenn ich das nicht erwdhnte.“ 2!

Sein Talent im Umgang mit Worten wurde mit der hichsten Auszeichnung
geehrt, als Bertrand Russell 1950 der Literatur-Nobelpreis zuerkannt wurde.
Doch aus der Schilderung seines Rezeptes fiir erfolgreiches Schriftstellern geht
nur wenig Brauchbares fiir Philologielehrer hervor:?? ,Er [ein Lehrer| gab mir
ein paar einfache Regeln mit auf den Weg, von denen ich mich aber nur an zwei
erinnere: ,Setze nach jeweils vier Worten ein Komma‘ und ,Benutze niemals
das Wort ,und' am Satzanfang'.“ Besonderen Wert legte er auf den Rat, alles
immer wieder zu iiberarbeiten. ,Darum bemiihte ich mich gewissenhaft, aber
ich stellte fest, dal mein erster Entwurf immer besser war als der zweite. Diese
Entdeckung hat mir immens viel Zeit gespart.“ Sein ganzes Leben hindurch,
von den Tagen seiner mathematischen Forschungen bis zu seinen Verhaftungen,
von seinen zahlreichen Affaren bis zur Ehrung durch die Nobelpreis- Verleihung,
verkehrte Russell freundschaftlich mit einer ganzen Reihe der interessantesten
und einfluBreichsten Leute. Sein Pate war John Stuart Mill. Wir haben schon
erwsahnt, daB er auf Queen Victorias Knie safi. Spéter war er in Gesellschaft
von John Maynard Keynes, William James und H. G. Wells. Er kannte die
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Schriftsteller Beatrix Potter, D. H. Lawrence, George Bernard Shaw, Joseph
Conrad, Aldous Huxley und Rabindranath Tagore. Unter seinen Studenten
befanden sich Ludwig Wittgenstein und T. S. Eliot. In Ruflland sprach er mit
Lenin und Trotzki, und in Peking wurden seine Vorlesungen im Jahre 1920,
wie verlautet, von zwei eifrigen jungen Radikalen besucht: Mao Tse-tung und
Tschou En-lai. Er war befreundet mit allen, von Albert Einstein iiber Peter
Sellers bis Winston Churchill. Uber den Letztgenannten erzihlte Russell eine
Begebenheit bei einer Dinnerparty: ,, Winston bat mich, ihm in zwei Worten
die Differentialrechnung zu erkléren, und ich tat es zu seiner Zufriedenheit.“ 23
Als wire das nicht genug, belegte Bertrand Russell im Trinity College jene
Riume, in denen einst Isaac Newton residiert hatte. Wenn Newton und Russell
in ihrem Temperament auch nicht hétten verschiedener sein kénnen, so hatten
beide Englédnder doch einen Intellekt von auerordentlicher Schirfe, und jeder
verschob die Grenzen der Mathematik seiner Zeit in neue Dimensionen.

Die Grenze, die Russell verschob, wollen wir jetzt etwas niher ansehen. Dazu
gehen wir ins Jahr 1901 zuriick, in dem Russell in seine Forschungen zur lo-
gischen Begriindung der Mathematik vertieft war. Dabei sah er sich gezwun-
gen, Beziehungen zwischen Kollektionen von Dingen zu untersuchen. Russell
sprach in diesem Zusammenhang von Klassen, wahrend wir heute den Be-
griff der Menge benutzen. Die Natur der ,,Dinge* in der Klasse ist dabei véllig
unerheblich; es ging einzig und allein um die abstrakte Logik der Mengenlehre.

Die Relation des Enthaltenseins in einer Menge scheint eine triviale Ange-
legenheit zu sein. Wenn wir die Menge S = {a, b, ¢} betrachten, dann ist b ein
Element der Menge S, aber g ist es nicht. Wenn wir die Menge der geraden
ganzen Zahlen betrachten, so sind 2, 6 und 1660 in dieser Menge enthalten,
wihrend 3, 1/2 und 7 nicht in dieser Menge liegen.

Jetzt heben wir den Grad der Abstraktion ein wenig an: Die Elemente
einer Menge kénnen selbst wieder Mengen sein. In der zweielementigen Menge
T = {a,{b,c}} ist das erste Element a und das zweite Element die Menge
{b,c}. Betrachten wir ferner die Menge W, die aus der Menge der geraden
und der Menge der ungeraden Zahlen besteht:

W ={{2,4,6,8,...},{1,3,5,7,...}}.

Die Menge W hat also zwei Elemente, von denen jedes selbst eine Menge ist,
die unendlich viele Elemente enthilt.

Die Tatsache, dafl eine Menge wieder Mengen als Elemente haben kann,
fihrte Russell auf eine interessante Frage: Kann eine Menge sich selbst als
Element enthalten? Er schrieb: ,Mir schien, daf eine Klasse manchmal ein
Element von sich selbst ist und manchmal nicht.“ 24
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Als Beispiel gab er die Menge aller Teeloffel an, die selbst sicherlich kein
Teeloffel ist. Die Menge aller Teeltffel ist daher kein Element von sich selbst.
Ganz dhnlich ist die Menge aller Menschen kein Mensch und daher nicht in
sich selbst enthalten.

Andererseits schien es Russell, daBi bestimmte Mengen sich selbst als Ele-
mente enthalten. Sein Beispiel hierfiir war die Menge all der Dinge, die keine
Teeloffel sind. Diese Menge der Nichtteeldffel enthélt Mistgabeln, britische
Premierminister, achtstellige Zahlen — eben alles, was kein Teeloffel ist. Diese
Menge selbst ist mit Sicherheit ebenfalls kein Teel6ffel. Oder haben Sie schon
einmal mit der Menge, die Mistgabeln, britische Premierminister, achtstellige
Zahlen und vieles mehr enthilt, ihren Tee umgeriihrt? Damit gehort sie zu
Recht als weiterer Nichtteeloffel zu sich selbst als Element.

Betrachten wir einmal die Menge X aller Mengen, die mit zwanzig oder weniger
deutschen Worten beschrieben werden konnen. Die Menge aller Biiffel wire
ein solches Element in X, denn ihre Beschreibung ,,Die Menge aller Biiffel®
besteht aus vier Worten. Genauso gehort ,,Die Menge aller Igelstacheln® (vier
Worte) als Element zu X, ebenso wie ,,Die Menge aller Moskitos, die in Siida-
merika leben“ (acht Worte). Diese Bedingung an ein Element aus X erfiillt
aber auch X selbst: ,,Die Menge aller Mengen, die mit zwanzig oder weni-
ger deutschen Worten beschrieben werden kénnen® ist mit vierzehn deutschen
Worten beschrieben und muf8 daher in X, also in sich selbst, enthalten sein.

Offenbar fillt jede Menge in genau eine von zwei Kategorien: Entweder ist
sie eine Menge, wie die der Teeloffel, die sich nicht selbst enthélt — dann wollen
wir sie eine Russellmenge nennen —, oder sie ist eine Menge, wie die Menge X,
die sich selbst als Element enthélt.

Diese zundchst unschuldig erscheinenden Betrachtungen nahmen aber eine
omindse Wendung, als Russell die Menge aller der Mengen, die sich nicht als
Element enthalten, untersuchen wollte. Mit anderen Worten: Man sammelt
alle Russellmengen und faBt sie zu einer neuen grofen Menge zusammen, die
wir mit R bezeichnen wollen. In R ist also zum Beispiel die Menge aller
Teeloffel als Element enthalten, die Menge aller Menschen und viele, viele
weitere Mengen.

Und nun kommt die Frage, die die Grundfesten der Mathematik erschiit-
terte: Ist denn R in sich enthalten oder nicht? Oder anders ausgedriickt: Ist
die Menge R aller Russellmengen selbst eine Russellmenge oder nicht? Auf
diese Frage gibt es nur zwei mogliche Antworten: ,,Ja“ oder ,Nein“.

Nehmen wir einmal an, die Antwort sei ,Ja“. Dann ist R Element von
sich selbst. Um aber Element von sich selbst zu sein, mufl R das Kriterium
einer Russellmenge, das wir oben kursiv hervorgehoben haben, erfiillen: R
enthilt sich nicht selbst als Element. Wenn also R ein Element von R ist,
darf R nicht R als Element enthalten. Dies ist ein Widerspruch, der die
angenommene Antwort ,,Ja“ ausschlieBt.



258 Mathematik von A - Z

Was passiert aber, wenn die Antwort ,Nein“ ist und daher R kein Element
von R ist? Dann ist R nicht Element von sich selbst und erfiillt daher, wie
die Menge der Teeloffel, das Kriterium einer Russellmenge und muf daher
zu R gehéren. Wenn also R nicht in R enthalten ist, gehort es deswegen
definitionsgemifB zu R. Wieder sind wir auf einen Widerspruch gestofien.

Dabei hatte alles so einfach angefangen. Aber irgendwie ,fiihrt jede Al-
ternative zu ihrem Gegenteil und damit zum Widerspruch®. Russell stand
verbliifft vor seiner ,sehr speziellen Klasse“, die er mit logischen Methoden
konstruiert hatte, die ,bisher immer vollig in Ordnung schienen“.?® Heute
wird diese Konstruktion das Russellsche Paradoxon genannt.

Vielleicht ist es ganz hilfreich, die logischen Verwicklungen dieser Argu-
mentation an einem konkreteren Beispiel zu illustrieren. Nehmen wir an, ein
bekannter Kunstkenner wolle simtliche Bilder der Kunstgeschichte in zwei dis-
junkte Kategorien einteilen: Der einen Kategorie sollen alle Bilder angehéren,
die auf der abgebildeten Szene eine Darstellung von sich selbst enthalten —
zugegebenermafen ein eher seltener Fall. Als Beispiel kénnen wir uns ein Bild
mit dem Titel Interieur vorstellen, auf dem ein Raum mit Mébeln dargestellt
ist — eine Statue, wehende Gardinen, ein Fliigel —, und an der Wand hinter dem
Fliigel hingt ein kleines Gemilde mit dem Titel Interieur, auf dem dasselbe
dargestellt ist. Unser Olgemilde enthilt also eine Darstellung von sich selbst.

Die andere Kategorie besteht dagegen aus den weit hdufigeren Gemailden,
die kein Bild von sich selbst enthalten. Solche Bilder wollen wir Russellbilder
nennen. Die Mona Lisa zum Beispiel ist ein solches Russellbild, denn auf
diesem Bild findet man kein kleines gerahmtes Bild mit einer Darstellung der
Mona Lisa.

Nun organisiert unser Kunstkenner eine riesige Ausstellung, auf der alle
Russellbilder zu sehen sind. Diese werden unter immensen Kosten und Miihen
gesammelt und an die Winde einer riesigen Halle gehiingt. Stolz auf seine
Leistung bestellt unser Kunstkenner nun eine Malerin, um ein Gemélde der
Halle mit all ihren Bildern anzufertigen.

Nachdem das Bild vollendet ist, benennt es die Malerin mit dem angemes-
senen Titel Alle Russellbilder dieser Welt und iibergibt es dem Kunstmézen.
Sorgfiltig begutachtet er das Werk und entdeckt auch einen winzigen Makel:
Gleich neben der Mona Lisa ist ein Gemiilde abgebildet, das den Titel Alle
Russellbilder dieser Welt tragt. Das bedeutet aber, da§ das Bild Alle Russell-
bilder dieser Welt zu den Bildern gehort, die eine Darstellung von sich selbst
enthalten, und daher kein Russellbild ist. Folglich gehort es auch nicht in diese
Ausstellung und darf daher auch nicht abgebildet werden, wie es zwischen den
anderen Bildern hingt. Er bittet also die Malerin, es zu iiberpinseln.

Nachdem sie das getan hat, prasentiert sie das Geméilde dem Kunstken-
ner erneut. Nach einer kurzen Uberpriifung stellt er fest, daB es ein neues
Problem gibt: Das Gemélde Alle Russellbilder dieser Welt enthélt nun keine
Darstellung von sich selbst und ist daher ein Russellbild, das in die Ausstel-
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lung gehért. Dann muB aber auch abgebildet werden, wie es unter den anderen
Bildern an der Wand hingt, sonst enthilt das Gemilde nicht alle Russellbil-
der dieser Welt. Unser Kunstkenner ruft daher die Malerin zuriick und bittet
sie, eine kleine Abbildung des Geméldes Alle Russellbilder dieser Welt in das
Gemailde einzufiigen.

Nachdem das Bildchen eingefiigt ist, befinden wir uns wieder in der ersten
Situation. Das Bildchen mufl wieder ausgeléscht werden, daraufhin wieder
eingesetzt, wieder rausgenommen und so weiter. Man kann nur hoffen, da8
Malerin oder Kunstkenner frither oder spiter dahinterkommen, was hier ge-
schieht: Sie sind auf das Russellsche Paradoxon gestoflen.

Man kénnte die ganze Geschichte fiir vollig irrelevant halten. Aber, erin-
nern wir uns daran, daf es das Ziel Russells war, mit seiner Arbeit die gesamte
Mathematik auf die unerschiitterlichen Grundfesten der Logik zu stellen. Sein
Paradoxon setzte das ganze Unterfangen aufs Spiel. Wie sich ein Bewohner
des Penthouses unbehaglich fithlen mu8, wenn er von einem Riff im Fundament
hort, so miissen Mathematiker ein Unbehagen verspiiren, wenn sie erfahren,
daB sich in den elementaren Grundlagen ihres Faches, der Logik, ein Loch auf-
tut. Damit konnte das gesamte mathematische Gebdude, wie das erwihnte
Wohnhaus, jeden Moment zusammenstiirzen.

Man braucht eigentlich nicht zu erwéhnen, da§ Russell von der Existenz sei-
nes eigenen Paradoxons schockiert war. ,Ich hatte bei diesen Widerspriichen
dieselben Gefiihle“, schrieb er, ,die ein gliubiger Katholik einem gottlosen
Papst gegeniiber haben muB.“ 26 Andere waren #hnlich bestiirzt, wie aus dem
beriihmt gewordenen Briefwechsel zwischen Russell und dem Logiker Gottlob
Frege (1848-1925) hervorgeht. Der letztere hatte die Grundgesetze der Arith-
metik publiziert, ein gréfleres Werk, in dem die Grundlagen der Arithmetik
erforscht werden sollten. Darin hatte Frege in der gleichen naiven und leicht-
fertigen Weise mit Mengen operiert, die Russell zu seinem Paradoxon gefiihrt
hatte. Russell teilte Frege seine Konstruktion mit, und der erkannte sofort, daf§
diese seinem Unternehmen den Todesstofl versetzt hatte. Als Russells Brief
Frege erreichte, ging gerade der zweite Band seiner Grundgesetze in Druck,
und Frege muBite den gréBten Alptraum eines Wissenschaftlers erleben, daf
sich namlich sein Werk in allerletzter Minute als Makulatur herausstellt. Mit
einer Bitterkeit, die nur noch von seiner Integritét iibertroffen wurde, schrieb
er:

Ein Wissenschaftler kann kaum mit Schlimmerem konfrontiert werden, als

dap die Grundlagen seiner Arbeit zusammenbrechen, sobald er sie beendet

hat. Ich wurde durch einen Brief von Herrn Bertrand Russell in genau
diese Situation versetzt, als mein Werk schon fast im Druck vorlag.?”

Die Aussage des Paradoxons war vollig klar, aber ein Ausweg war zunéchst
nicht in Sicht. Nach Jahren fruchtloser Bemiihungen versuchten die Logiker,
das Paradoxon wegzudiskutieren, indem sie vereinbarten, eine Menge, die sich
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selbst als Element enthalte, sei gar keine Menge im eigentlichen Sinne. Durch
derartige logische Klimmziige und entsprechend formulierte Definitionen wur-
den solche Klassen fiir unzuléssig erklért.
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DaS8 ein solches Vorgehen durchaus verniinftig ist, kann man auch an unse-
rem Gleichnis mit den Gemilden verdeutlichen. Ist es iiberhaupt erlaubt, von
einem Gemilde zu sprechen, das ein Bild von sich selbst enthilt? Wenn das
Gemaélde Alle Russellbilder dieser Welt ein Bild von sich selbst enthielte, dann
miifite bei genauer Untersuchung dieses inneren Bildes — eventuell mit Hilfe
einer Lupe — darin wiederum ein winziges Bildnis von Alle Russellbilder dieser
Welt sichtbar werden. Darin wiirde man aber wiederum eine kleinere Ver-
sion von Alle Russellbilder dieser Welt entdecken und so weiter. Der Proze
wiirde sich ins Unendliche fortsetzen, gerade so wie bei den endlosen Refle-
xionen zwischen gegeneinandergerichteten Spiegeln in einer Umkleidekabine.
Ein solches Bild mit unendlich wiederholten Selbstabbildungen kénnte nicht
gemalt werden.

Dies ist eine sehr grobe Veranschaulichung des von Russell unternomme-
nen Versuches, das Paradoxon aufzulsen. Er schrieb, daf, ,was immer alle
Elemente einer Kollektion umfaBt, nicht selbst Element dieser Kollektion sein
darf“.?8 Damit ist die selbstbezogene Natur der Mitgliedschaft in der grofien
Russellmenge R nicht erlaubt. Diese Russellmenge ist also gar keine Menge.

Diese Losung, die einen qualvollen Umdenkproze8 erforderte, schien duBerst
miithsam und kiinstlich zu sein. Russell nannte so etwas ,, Theorien, die zwar
richtig sein mogen, aber bestimmt nicht elegant sind“.?° Wenn sie auch sonst
nichts bewirkt hat, sie hat das Studium der Mengen jedenfalls von dem naiven
Pri-Russell-Stadium in eine weniger intuitive Sphére gehoben.

Jenen Mathematikern, die den fundamentalen Fragen eher indifferent ge-
geniiberstanden, schien die ganze Angelegenheit mehr geistigen Aufwand zu
erfordern, als sie wert war. Und Russell kam zu der Uberzeugung, da8 seine
Reduktion der Mathematik auf die Logik bei weitem nicht so befriedigend war,
wie er in seinem jugendlichen Optimismus angenommen hatte.

Die intellektuelle Anstrengung und ihr erniichterndes Ergebnis forderten
einen hohen Preis. Russell erinnerte sich, wie er sich danach ,,mit einer Art
Ekel“ von der mathematischen Logik abwandte.?® Er dachte nun 6fter an
Selbstmord, aber er nahm Abstand davon, denn er war sich sicher, da8 er
eine solche Tat danach schwer bereuen wiirde, wie er selbst bemerkte. Die
Enttduschung lieB nach, und er lie es sich noch weitere zwei Drittel eines
Jahrhunderts wohlergehen, wie wir gesehen haben.

Es ist schwierig, sein langes Leben abschlieBend zusammenzufassen. Russell
stellte eine nicht zu béndigende intellektuelle Kraft dar und war doch der
grofle Griesgram des zwanzigsten Jahrhunderts. Er verzweifelte am Zustand
der Menschheit und kdmpfte doch fiir seine Verbesserung. Er wurde genau-
sooft als Halunke abgetan wie als Held gefeiert. Aber selbst seine grofiten
Feinde konnten nicht leugnen, da8 dieser Mann seine Uberzeugungen mit der
entsprechenden Courage vertrat. Wie ihm seine GroSmutter geraten hatte, ist
er nie der Meute gefolgt und hat Boses getan.
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Wir wollen ihm das letzte Wort lassen. In einem Essay von 1925 mit dem
Titel What I Believe — Was ich glaube — gab Bertrand Russell einen Hinweis
darauf, was ihn in seinem langen, turbulenten Leben aufrecht hielt.

Gliick, schrieb der grole Skeptiker, ist nicht um so weniger wahres Gliick,
weil es einmal enden muf, genauso wie das Denken und die Liebe nicht des-
halb ihren Wert verlieren, nur weil sie nicht ewig wéihren. ... Selbst wenn
uns das offene Fenster der [Vernunft] zuerst frésteln lifit nach der behag-
lichen behiitenden Wirme, die von den traditionellen vermenschlichenden
Mythen ausgeht, so bringt uns der frische Wind am Ende doch Lebenskraft,
und die grofen Riume haben ihren ganz eigenen Glanz.3!



phire und
Zylinder

Die Kugel ist die Verkdrperung des Einfachen. Kein dreidimensionaler Kérper
188t sich leichter beschreiben, und bei keinem ist die Symmetrie vollkommener.
Die Kugel ist die absolute Perfektion.

Wie zahllose Leute vor und nach ihm hat der Philosoph Plato ihre Voll-
kommenheit gerithmt. Er erkldrte, der Schopfer des Universums hitte ,,es in
einer gerundeten, sphérischen Gestalt angelegt, bei der die groSten Entfer-
nungen nach allen Richtungen vom Zentrum ausgehen, einer Gestalt, die den
héchsten Grad an Vollstdndigkeit und Gleichférmigkeit erreicht hatte. Denn
er schitzte Gleichférmigkeit ungleich hoher ein als ihr Gegenteil.“ ! In neuerer
Zeit empfand auch der Maler Cézanne diese Uberlegenheit der Uniformitét.
Entsprechend riet er seinen Schiilern, ,,die Natur mit den Formen des Zylin-
ders, der Kugel und des Kegels aus allen Perspektiven darzustellen“.? Sein
geschultes Kiinstlerauge sah Kugeln iiberall, hoch oben in der Luft und unten
auf der Erde. Tatsiichlich ist ja mit Ausnahme von ein paar Astronauten die
gesamte Menschheit bisher immer auf einer recht groBen Kugel herumgelaufen.

Obwohl man die Kugel iiberall antrifft, hat sie eine unbestechliche Schon-
heit, eine Eleganz, die ihrer inhdrenten Einfachheit entspringt und sie von allen
anderen Formen absetzt. Kein anderer Korper schldgt unsere Aufmerksamkeit
so in seinen Bann wie die Kugel.

Lassen wir die Schwirmerei sein, und wenden wir uns der Kugel als ma-
thematischem Objekt zu. Mathematisch gesehen ist eine Kugel als die Menge
der Punkte im dreidimensionalen Raum definiert, die von einem festen Punkt
den gleichen vorgegebenen Abstand haben. Dieser Abstand ist der Radius und
der feste Punkt der Mittelpunkt der Kugel. Euklid sah die Kugel wohl unter
einem eher dynamischen Gesichtspunkt, als er sie durch die folgende Beschrei-
bung definierte: ,,Bewegt man einen Halbkreis, wobei man den Durchmesser
des Halbkreises fest 148t, und fithrt ihn zur Ausgangsposition der Bewegung
zuriick, so ist die dadurch erzeugte Figur eine Kugel.“ 3
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Der Gedanke, eine Kugel werde durch einen rotierenden Halbkreis erzeugt,
wie es in der Abbildung oben angedeutet ist, bringt wenigstens Leben in die
Bude. Doch ist der handgreifliche Halbkreis heutzutage aus der Mode ge-
kommen. In der modernen Mathematik bevorzugt man in der Regel Defini-
tionen, die in der reinen Logik fuBen und nicht von physikalischer Bewegung
abhiingen. Nichtsdestoweniger war Euklids Vorstellung von einer durch Ro-
tation erzeugten Kugel ein zentraler Punkt bei ihrer Oberflichenbestimmung.
Der Mathematiker, der schliellich alle Einzelteile zusammensetzte, war der
unvergleichliche Archimedes von Syrakus.

In diesem Kapitel wollen wir dem Weg des Archimedes bei der Berechnung
der Oberfliche der Kugel folgen. Bei diesem Unterfangen geriet Archimedes
sehr schnell in tieferliegende Probleme. Bevor auch wir uns darin verfan-
gen, wollen wir die Oberfléche eines weniger komplizierten dreidimensionalen
Korpers bestimmen, die des Zylinders.

Bei der iiblichen Herleitung der Oberflichenformel wird der Zylinder der
Liange nach aufgeschnitten, abgerollt und flachgewalzt, wie es in der Abbildung
auf Seite 265 oben dargestellt ist. Dabei werden Boden- und Deckelfliche nicht
mitberechnet. Man erhélt durch diesen ProzeS ein Rechteck, dessen Héhe
die Hohe h des Originalzylinders und dessen Breite die Linge des unteren
Randkreises, also der Umfang b des Zylinders ist. Der betrégt, wie wir in
Kapitel C gesehen haben: b = 27r. Daher gilt:

Oberfliche des Zylinders = Fliche des Rechtecks = b- h = (27r) - h = 27rh.

Daf diese Herleitung so einfach war, zeigt, da8 der Zylinder zwar gekriimmt,
aber offenbar nicht dbermdfig gekriimmt ist.

Die Bestimmung der gekriimmten Oberfliche der Kugel ist jedoch viel
schwieriger. Zum ersten ist nicht klar, wo man iiberhaupt anfangen soll. Ver-
sucht man die Methode, die beim Zylinder zum Erfolg gefiihrt hat, zu iibertra-
gen und die Kugel aufzuschneiden und abzurollen, so entsteht keine einfache



Sphére und Zylinder 265

oder sonst bekannte Fliche. Wir kénnten auch versuchen, eine Unzahl win-
ziger Quadrate auf die Kugel zu kleben und deren Flichen aufzusummieren,
aber irgendwie passen diese auf der Kugel nie recht zusammen. Wenn man
quadratische Flacheneinheiten auf einer Kugeloberfliche verwendet, vergleicht
man Apfel mit Bananen.

Diese Schwierigkeiten hielten Archimedes dennoch nicht davon ab, die tief-
sten Geheimnisse dieser Oberfliche zu ergriinden. In Kapitel C hatten wir
bereits darauf hingewiesen, dal er eine Reihe von unvergleichlichen mathe-
matischen Triumphen feierte, die in dieser Form keine Vorginger und kaum
Nachfolger hatten. Der grofite war aber sowohl nach seiner eigenen Meinung
als auch nach der folgender Generationen die Berechnung der Oberfliche und
des Volumens der Kugel. Diese Entdeckungen sind meisterlich in seiner Ab-
handlung Uber Kugel und Zylinder verewigt. Wie wir sehen werden, werden
einige kompliziertere geometrische Beziehungen benétigt, aber das Ergebnis
rechtfertigt die Anstrengung.

Nach einer mathematischen Binsenwahrheit kann man ein schwieriges Pro-
blem oft in eine Folge einfacherer Teilprobleme zerlegen — vielleicht auch ein
guter Rat fiir das tégliche Leben. Das wufite auch Archimedes. Anstatt also
die Kugeloberfliche direkt anzugehen, verlie sich Archimedes auf die handli-
cheren Eigenschaften zweier anderer Korper: die des Kegels und die des Ke-
gelstumpfes. Wir treten nun in seine Fufistapfen und bestimmen zuerst deren
Oberflachen.

Dazu betrachten wir den Kegel in der Abbildung unten. Der Radius des
Basiskreises werde mit r bezeichnet und die Mantelhdhe — die Linge einer
Geraden auf dem Mantel von der Spitze zum unteren Rand — mit s.
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Um die Oberfliche des Kegels zu bestimmen, schlitzen wir ihn von der
Basis bis zur Spitze gerade auf, wie es in der Abbildung dargestellt ist. Dann
driicken wir die entstandene Fliche platt. Dadurch entsteht ein Teil eines
Kreises, ein Kreisausschnitt oder Sektor. Der Radius des zugehorigen Kreises
ist aber die Mantelhohe s des urspriinglichen Kegels.

Vervollstindigt man jetzt den Kreissektor zum Kreis, wie es in der Abbil-
dung oben dargestellt ist, so siecht man: Das Verhiltnis der Sektorfliche zur
gesamten Kreisflache ist gleich dem Verhéltnis der Bogenlénge des Sektorran-
des zum gesamten Kreisumfang. In Formeln:

Fliche des Sektors  Bogenlénge des Sektors
Fliche des Kreises ~ Umfang des Kreises

Wenn beispielsweise die Fliche des Sektors ein Drittel der Kreisfliche aus-
macht, dann betrégt auch seine Bogenlédnge ein Drittel des Kreisumfangs.

Der vervollstindigte Kreis hat den Radius s und daher die Fliche ws2 und
den Umfang 27s. In der Abbildung oben ist die Bogenlinge des Kreissektors
bereits eingetragen: Sie ist gegeben durch den Umfang 27r des Basiskreises
des urspriinglichen Kegels. Alles in allem gilt damit:

Fléche des Sektors 277 T

ms2 2rs s
oder, nach Umordnen:

Fliache des Sektors = g -mws? = 7rs.

Da die Fliche des plattgedriickten Sektors aber die Oberfliche des urspriing-
lichen Kegels ist, haben wir die folgende Formel abgeleitet:

Formel A: Der Mantel des Kegels mit Basisradius » und Mantelhohe s hat
die Fliche nrs.
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Die zweite Fliche, die Archimedes zu seiner Approximation der Kugeloberfla-
che benctigte, war die eines Kegelstumpfes. Ein Kegelstumpf ist der untere
Teil eines Kegels, der entsteht, wenn man von einem Kegel die Spitze paral-
lel zu seiner Grundfliche abschneidet, wie es die Abbildung oben zeigt. Wir
wollen nun die Oberfliche eines Kegelstumpfes — genauer, seines Mantels — be-
stimmen. Sei dazu r der Radius des oberen begrenzenden Kreises, R der des
unteren Kreises und s die Mantelhohe des Stumpfs, also die Linge einer Ge-
raden, die auf der Mantelfliche senkrecht vom oberen zum unteren Randkreis
verlauft.

Es scheint ganz verniinftig, zur Oberflichenberechnung den Kegel wieder
zu vervollstdndigen und nach Formel A die Flichen des vollstindigen Kegels
und der abgeschnittenen Kegelspitze zu berechnen. Die Differenz ist dann die
Mantelfiiche des Kegelstumpfs.
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Um die Schreibweise etwas zu vereinfachen, fithren wir noch ¢ als Bezeich-
nung fiir die Mantelhéhe der Kegelspitze ein, wie in der Abbildung auf Seite
267 unten angedeutet. Die Kegelspitze hat also Radius r und Mantelhshe ¢
und daher nach Formel A die Oberfliche nrt. Der gesamte vervollstindigte
Kegel hat Basisradius R und Mantelhdhe s + ¢, die sich als Summe der Man-
telhshen von Stumpf und Spitze ergibt. Seine Oberfliche ist also wR(s + t).
Daraus folgt fiir den Stumpf:

Oberfliche (Stumpf) = Oberfliche (Kegel) — Oberfliche (Kegelspitze)
wR(s +t) — nrt = nRs + wRt — wrt
= w|[Rs+ (Rt —rt)].

Dieser Ausdruck 148t allerdings noch zu wiinschen iibrig. Das Auftreten
der Linge t ist unangenehm, denn wir kennen eigentlich nur die Gré8en R, r
und s — die Abmessungen des urspriinglichen Kegelstumpfs. Die Geistergrifie
t mifit dagegen einen Teil des Kegels, der schon lange entfernt worden ist. Mit
dieser Formel bleibt das , Kegelfrustum* noch ein Quell des , Kegel-Frusts“.

Dieser Situation kann man aber erfolgreich durch die Betrachtung &hnlicher
Dreiecke begegnen. Dazu schneiden wir den vervollstindigten Kegel vertikal
auf. Dieser Querschnitt ist in der Abbildung oben dargestellt. Das obere recht-
winklige Dreieck AAEF ist dem gesamten Dreieck AADC &hnlich, denn beide
besitzen einen rechten Winkel und den gemeinsamen Winkel ZDAC. Nach den
Ahnlichkeitssétzen sind damit einander entsprechende Seiten proportional. Im
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besonderen ist das Verhéltnis der Hypotenuse zur waagrechten Seite in beiden
Dreiecken dasselbe. Es gilt also: t/r = (s + t)/R. Diese Relation 148t sich
umformen zu:

Rt=r(s+t)=rs+rt oder Rt—rt=rs.

Setzen wir dies an der entsprechenden Stelle in die Formel fiir die Kegelstumpf-
mantelfléche ein, so folgt:

Oberfldche des Kegelstumpfs = n[Rs + (Rt — rt)] = n[Rs + rs] = ws[R + 7.

Insgesamt haben wir also abgeleitet:

Formel B: Ein Kegelstumpf mit oberem Radius r, unterem Radius R und
Mantelhohe s hat die Mantelfléiche ws(R + r).

So kann man sagen: Die Oberfliche eines Kegelstumpfmantels ergibt sich als
Produkt von 7w, der Mantelh6he und der Summe der Radien der beiden be-
grenzenden Kreise.

Damit haben wir alle Vorbereitungen getroffen. Die Kugeloberfliche ist
jedoch noch nicht in Sicht. Tatséchlich hat Archimedes an dieser Stelle seine
Aufmerksamkeit auch nicht auf die dreidimensionale Kugel gelenkt, sondern
auf den zweidimensionalen Kreis. Da heif}t es erst einmal, sich warm anzuzie-
hen.

Einem Kreis mit Radius r und Durchmesser AA’ beschreibt er zunichst
ein regelméBiges Vieleck mit gerader Eckenzahl und Kantenlidnge z ein. Am
Beispiel des reguliren Achtecks ABCDA'D'C'B’ ist dies in der Abbildung
auf Seite 270 dargestellt, aber die Argumentation 148t sich auf jedes belie-
bige Polygon mit gerader Seitenzahl iibertragen. Archimedes zeichnet nun
die Senkrechten BB’, CC’ und DD’ ein, die den Durchmesser AA’ in den
Punkten F, G beziehungsweise H schneiden. Die gestrichelten Geraden B'C
und C'D schneiden den Durchmesser AA’ in den Punkten K beziehungsweise
L. Schlieflich benéstigt man noch die scheinbar unwichtige Gerade A’B, de-
ren Linge wir mit y bezeichnen. Damit ist die Abbildung in ein Gewirr von
groferen und kleineren Dreiecken eingeteilt.

Zwei Folgerungen aus diesen Konstruktionen kann man unmittelbar ziehen.
Zum ersten haben die Strecken BF und B’F die gleiche Linge, die wir mit b
bezeichnen. GleichermaBen haben CG und C’G die gleiche Lénge c. SchlieBlich
haben DH und D'H auch die gleiche Lénge d.

Fiir die zweite unmittelbare Folgerung benétigen wir allerdings ein grundle-
gendes Resultat aus Buch III der Elemente des Euklid, Winkel auf einem Kreis
betreffend. Danach sind Winkel auf einem Kreis, die aus dem Umfang gleiche
Bogen herausschneiden, selbst gleich. Da wir ein regelmdfiiges Vieleck vor uns
haben, sind die Bogen iiber den Seiten alle gleich und damit auch alle Winkel
auf dem Kreisrand iiber den Seiten des Vielecks. Zum Beispiel sind /ZBA’A
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und /ABB’ gleich, weil sie die gleich langen Bogen AB beziehungsweise AB’
{iberspannen. Ganz analog gilt /ABB’ = /BB'C = /B'CC’ und so weiter.
Alle diese gleichen Winkel sind in der Abbildung oben mit o bezeichnet.

Wir folgen nun Archimedes beim Aufstellen einer Kette von einander pro-
portionalen GroBen. Zunéchst bemerken wir, da8 AABA’ und AAF B &hnlich
sind, da sie beide den Winkel /BAA’ gemeinsam haben und einen Winkel der
GroBe a besitzen. Dann sind entsprechende Seiten einander proportional und
es gilt:

AF/BF = AB/A'B oder

AT
b y
Daraus folgt zb = (AF) - y, was wir spéter noch bendtigen.
Des weiteren sind die Dreiecke AAF B und AKF B’ shnlich, denn sie besit-
zen beide einen Winkel o, und ZAFB und /K F B’ sind jeweils rechte Winkel.
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Dies fiihrt auf die Proportionalititsbeziehung:

|

F =z

“|3
:u

KF/B'F = AF/BF oder = =

b y’
wobei die letzte Gleichung einfach die Gleichung aus dem vorigen Paragraphen
ist. Es folgt zb = (FK) - y.

Wir gehen nun in dieser Weise um den ganzen Kreis herum, immer &hnliche
Dreiecke benutzend. Die néchsten sind AKFB’ und ABGC, die Winkel der
GroBe o und die rechten Winkel /F K B’ beziehungsweise /GKC besitzen. Es
gilt also:

z

1

Yy
wobei wiederum die Gleichung aus dem letzten Paragraphen eingeht. Es folgt
zc = (KG) -y.

So fahren wir fort. Aus der Ahnlichkeit von AKGC und ALGC' folgt ganz
so wie eben: xc = (GL)-y. Die Ahnlichkeit von ALGC’ und ALH D impliziert
xd = (LH) -y, und die Ahnlichkeit von ALHD und AA’HD’ schlieBlich fiihrt
auf zd = (HA') -y

Was soll man mit diesem Wust von Gleichungen nun anfangen? Archimedes
addiert sie:

|3
=[5

KG/CG=FK/BF oder

zb = (AF)-y
zb = (FK)-y
zc = (KG)-y
ze = (GL) -y
zd = (LH)-y
zd = (HA).y

b+ xb+zc+ac+arzd+zd = (AF+FK+KG+GL+LH+AF) -y
und vereinfacht den entstandenen Ausdruck zu:
z[2b+ 2¢c + 2d] = (AA)) - y.

Die Strecken in der Klammer auf der rechten Seite bilden ndmlich aneinan-
dergereiht gerade den Durchmesser AA’ des Kreises, so daf sich ihre Lingen
zu AA” addieren. Der Radius des Kreises war r, also ist AA’ = 2r. Insgesamt
haben wir also bewiesen:

z[2b + 2¢ + 2d] = 2ry. (%)

Noch ist nicht klar, wie Archimedes die Relation (x) ausnutzen wird. Sie
spielt aber eine zentrale Rolle bei der weiteren Berechnung.

Im n#chsten Schritt treffen wir nun endlich auf die Kugel. Archimedes
rotiert die Kreisfliiche mit der gesamten Dreieckszerlegung aus der Abbildung
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um die horizontale Achse AA’. Der rotierende Kreis beschreibt dabei eine
Kugel, wie es Euklid in seiner Definition der Sphire erwihnt. Gleichzeitig
erzeugt das rotierende Polygon einen Korper, den man sich in eine Serie von
Kegelstiimpfen zerlegt denken kann, deren beide Endstiicke jeweils echte Kegel
sind. Diese Situation ist in der obigen Abbildung dargestellt.

Die Mantelhshe eines jeden Kegelstumpfs und der beiden Endkegel ist x,
die Seitenldnge des anfangs dem Kreis einbeschriebenen Polygons.

Wir bestimmen jetzt die Oberfliche dieses Innenkérpers. Der Kegel ganz
links mit der Mantelhhe z und dem Basisradius b hat nach Formel A die
Flache mzb. Der nichste Kegelstumpf links hat Mantelhthe z, den oberen
Radius b und den unteren Radius ¢, so daB sich seine Oberfliiche nach Formel
B zu mz(b + ¢) ergibt. Analog hat der Kegelstumpf auf der rechten Seite die
Oberflache mz(c + d) und der Kegel rechts die Oberfléiche wzd.
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Insgesamt ergibt sich:

Oberflache des Innenkorpers = wzb+ nz(b+ ¢) + 7z(c + d) + nzd
= 7wzb+ (b+c)+ (c+d) +d]
= 7z[2b+ 2c+ 2d].

Wie von Zauberhand ist hier der Ausdruck aus (*) entstanden. Diese Bezie-
hung setzen wir nun ein und erhalten die wichtige Formel:

Oberfléche des Innenkérpers = 7z[2b + 2¢ + 2d] = n(2ry).

Jetzt wird auch deutlich, warum Archimedes die ritselhafte Gerade A’B
eingezeichnet hat: Ihre Linge y ist eine ganz wesentliche Grofie in der Formel
fiir die Oberfldche des der Kugel einbeschriebenen Kérpers. Es wird aber auch
deutlich, warum Archimedes ein regelmiBiges Vieleck mit gerader Seitenzahl
verwenden mufite. Dadurch kommt ndmlich jeder innere Radius (bei uns b, ¢
und d) in zwei Teilkorpern vor. Hitte er ein Vieleck mit ungerader Seitenzahl
genommen, so wéren nicht an beiden Enden Kegel entstanden. Dann wére aber
ein Radius nicht in einem Kegelstumpf und gleichzeitig dem abschlieSenden
Kegel vorgekommen, und die Gleichung (*) wére nicht anwendbar gewesen.

Wie dem auch sei, wir haben die Oberfliche des einbeschriebenen Kérpers
bestimmt, nicht aber die der Kugel. Die erstere dient jedoch als Naherung fiir
die letztere, und diese Approximation wird um so besser, je grofier die Anzahl
der Ecken des einbeschriebenen Vielecks ist. Statt eines Achtecks kdnnte man
ein Zehneck, ein Zwanzigeck oder ein 20 000 000eck benutzen. Unabhiingig von
der Anzahl der Ecken betrigt die Oberfliche des einbeschriebenen Kérpers
7 - (2ry), denn die Herleitung 148t sich direkt iibertragen. Dabei nahert sich
die Oberfliche des Innenkérpers immer mehr der der Kugel an. Wir greifen
auf den Begriff des Limes aus Kapitel D zuriick und erhalten die Beziehung:

Oberfliche der Kugel = lim (Oberflichen der Innenkérper = lim 7 (2ry).

Wihrend die Anzahl der Ecken unbegrenzt wichst, dndert sich der Wert
des Kugelradius r natiirlich nicht. Allerdings veridndert sich y, die Linge der
Strecke A’B. In der Abbildung auf Seite 270 erkennt man, daf der Punkt B
auf dem Kreisbogen gegen A wandert, wenn man die Eckenzahl erhéht. Die
Strecke A’B néhert sich deshalb dem Durchmesser AA’ an. Folglich gilt:

limy =lim A’B = A’A = 2r.
Mit dieser Beziehung sind wir bei einem abschlieBenden Resultat angelangt:
Oberfliiche der Kugel = lim[r(2ry)] = 27r(limy) = 27r(2r) = 4mr?.

Das Ergebnis 148t sich also einfach formulieren, nur sein Beweis war aufwendig.
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In seiner Abhandlung Uber Kugel und Zylinder formulierte Archimedes den
Satz allerdings anders. Zu seiner Zeit vor fast 2000 Jahren, vor der Entstehung
der algebraischen Schreibweise, hitte eine Formel wie 4772 keine Bedeutung
gehabt. Statt dessen hatte seine Formulierung einen Hauch von Poesie: ,,Die
Oberfliche einer beliebigen Kugel ist viermal so grofl wie der groite Kreis in
ihr.“* Das stimmt natiirlich mit unserer Version iiberein, denn der ,grofite
Kreis“ in einer Kugel ist der, der bei einem ebenen Schnitt durch einen Durch-
messer der Kugel entsteht. Ein solcher Kreisquerschnitt hat den Radius r und
die Fliche mr2. Archimedes behauptet, die Oberfliche der Kugel sei viermal
so groB, also 47r2. Ob man es nun in Formeln oder in Worten ausdriickt, die
Eleganz der Beweisfiihrung bleibt dieselbe.

Der historischen Genauigkeit halber miissen wir allerdings von unserer Dar-
stellung einige Abstriche machen. Bei unserem Beweis sind wir zwar Archi-
medes in seiner Argumentation gefolgt, wir haben aber einige Anderungen
vorgenommen. Erstens ging er rein geometrisch vor und nicht algebraisch, wie
wir schon erwidhnt haben. Zweitens kannte Archimedes noch nicht den Grenz-
wertbegriff. Nachdem wir den kritischen Punkt des Beweises, die Bestimmung
der Oberfliiche des approximierenden Innenkérpers, gemeistert hatten, lieBen
wir einfach die Zahl der Ecken des reguldren Polygons gegen unendlich gehen,
bestimmten den Grenzwert und hatten das Ergebnis.

Archimedes jedoch, dem weder der Limesbegriff noch die zugrundeliegende
algebraische Schreibweise zur Verfiijgung standen, verwandte die Beweistech-
nik, die uns schon in Kapitel G bei der Diskussion des Euklidschen Werks
begegnet ist und die wir doppelte reductio ad absurdum genannt hatten. Er
zeigte also zuerst, dal die Oberfliche der Kugel nicht gréSer sein kann als das
Vierfache des groBten Kreises. Dann zeigte er, daB die Kugeloberfliche auch
nicht kleiner sein kann als das Vierfache des gré8ten Kreises. Nur durch Aus-
schlufl dieser beiden Alternativen konnte er zeigen, dafi die Kugeloberfléiche
exakt gleich dem Vierfachen des grofiten Kreises ist, kein Quentchen mehr
und kein Quentchen weniger.

Wir sollten Archimedes wegen seines indirekten Beweises nicht schelten.
Durch den logisch vollig richtigen Gebrauch der doppelten reductio ad absur-
dum konnte er nicht nur diesen Satz, sondern viele weitere wichtige Ergebnisse
aus der Geometrie zweifelsfrei beweisen. Noch 1500 Jahre spiter benutzten
Mathematiker diese Technik. Mit den ihm zur Verfiigung stehenden Mitteln
leistete er Hervorragendes. Schlieflich wurde nur durch die Einfithrung der
algebraischen Schreibweise und des Grenzwertbegriffs die enorme Verkiirzung
ermoglicht, die wir oben vorgenommen haben.

Dies war also der geniale Satz aus dem Traktat Uber Kugel und Zylinder.
An anderer Stelle in diesem Werk gab Archimedes eine weitere Variante des-
selben Ergebnisses an, die auf den Titel der Schrift Bezug nimmt. Dort schrieb
er: ,Ein Zylinder, dessen Grundkreis gleich dem gréfiten Kreis in der Kugel
ist, und dessen Hohe gleich dem Durchmesser dieser Kugel ist, ... ist noch um
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h=2r

die Halfte groBer als die Oberfliche der Kugel.“® Damit war also gemeint:

Oberfliche des Zylinders = Oberfliche der Kugel + %(Oberﬂéche der Kugel).

Hier hatte Archimedes einen Zylinder zu der Kugel in Beziehung gesetzt,
die exakt in ihn hineinpa8it, wie es die Abbildung oben zeigt. Ist diese Aussage
tatsdchlich dquivalent zu der vorigen {iber die Oberfliche der Kugel? Dies ist
sie in der Tat, und wir wollen das kurz begriinden.

Wir hatten schon am Anfang des Kapitels bewiesen, dafi die Mantelfléiche
des Zylinders 27rh ist. Die Hohe des Zylinders ist nach dem Zitat gleich
dem Durchmesser der Kugel A = 2r. Damit betrigt die Mantelfliche dieses
Zylinders 27rh = 4712,

Archimedes spricht aber von der Oberfliche des Zylinders, zu der auch
die Boden- und Deckelfliiche gehéren. Beide Flichen haben je die GroBe 7r2.
Damit betrédgt die Gesamtoberfliche des Zylinders:

Seitenfliche + Bodenfliche + Deckelfliiche = 4nr? + 7r? + 7r? = 67r2.

Archimedes behauptet, dafi die Zylinderoberfliche ,noch um die Héilfte
groBer als die Oberfliche der Kugel“ sei. Bezeichnet man mit S die Kugel-
oberfliche, so gilt also:

1
Oberfliche des Zylinders = 6712 = S + 55’.

Daraus folgt unmittelbar 12772 = 25+ = 35 und daher auch S = 12772 /3 =
47r? wie zuvor.

Archimedes war von dieser Beziehung zwischen Zylinder und Kugel ziem-
lich stark fasziniert, und er war zu Recht stolz darauf, sie entdeckt zu haben.
Der Legende nach hatte er darum gebeten, auf seinen Grabstein die Abbildung
einer Kugel in einen Zylinder einzumeifieln, um immer an diese groBartige geo-
metrische Relation zu erinnern. Sie sollte sein Vermichtnis werden.
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Aus der Sicht unserer hochentwickelten Gegenwart betrachtet, konnte man
leicht der Versuchung erliegen, sich bei all dem wissenschaftlichen und techno-
logischen Fortschritt der Neuzeit den fritheren Generationen geistig iiberlegen
zu fithlen. Schlielich hat Archimedes nie einen Doktorgrad erworben und Eu-
klid keinen Nobelpreis erhalten. Wir setzen uns gemiitlich vor den Fernseher
und bedauern unsere intellektuell minderbemittelten Vorfahren.

Unsere obigen Ausfithrungen sollten Vorurteile dieser Art jedoch ausrédu-
men. Die mathematische Beweisfithrung, die wir eben kennnengelernt ha-
ben, straft die Behauptung Liigen, daB alle genialen Menschen der Geschichte
heutzutage leben. Denn mit Hilfe seines glasklaren Verstandes liiftete Archi-
medes bereits vor mehr als zwanzig Jahrhunderten das Geheimnis der Kugelo-
berfliche — keine der geringsten Leistungen in der Geschichte der Mathematik.
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des Winkels

Seit Menschengedenken wurden immer wieder jene tapferen Helden bewundert,
die sich durch das Unmogliche herausfordern lieBen. Um den Heiligen Gral
und den Schatz des Captain Kidd, um die Nordwestpassage und den Brunnen
der ewigen Jugend ranken sich Geschichten von unerschrockenen Abenteurern,
die mit groBen Hoffnungen ins Ungewisse aufbrachen. Viele kehrten geschlagen
und enttduscht zuriick. Manche kehrten iiberhaupt nicht zuriick. Ganz wenige
siegten iiber alle Widerstdnde: Jason fand das Goldene Vlies, Curie isolierte
Radium, Hillary und Tenzing bezwangen den Mount Everest. Das ist der Stoff,
aus dem Legenden gestrickt werden, denn solche Erzdhlungen von Mut und
Ausdauer schlagen uns in ihren Bann.

Auch in der Mathematik gab und gibt es dieses Streben, das Unmégliche zu
schaffen — teils mit erfolgreichem, teils mit vernichtendem Ausgang. Natiirlich
findet die Suche in der verdiinnten Atmosphéire der reinen Vernunft statt und
nicht in der des Himalaya. Die wohl beriihmteste Suche gilt der Dreiteilung
des Winkels, und das schon seit Tausenden von Jahren.

Die Anféinge gehen wieder einmal, wie so viele in der Mathematik, auf die
griechischen Geometer zuriick. Die Herausforderung ist leicht erklirt: Man
gebe sich einen beliebigen Winkel vor und teile ihn exakt in Drittel. Die
Aufgabe scheint damit vollig klar, aber man mufl vorher noch die exakten
Regeln festlegen.

Als erstes diirfen wir nur die klassischen Geriite der Geometrie benutzen:
den Klappzirkel und das Lineal ohne Markierungen, wie wir es aus Kapi-
tel G kennen. Dreiteilungen des Winkels, bei denen andere Werkzeuge be-
nutzt werden, wie genial sie auch seien, gelten nicht als Losung des Problems.
Tatséchlich fithrten die griechischen Geometer Winkeldreiteilungen durch, in-
dem sie Hilfskurven wie die Quadratrix des Hippias oder die archimedische
Spirale zu Hilfe nahmen. Diese Kurven waren aber selbst nicht mit Zirkel und
Lineal konstruierbar und verletzten daher die Spielregeln. Das wire etwa so,
als floge man mit dem Hubschrauber auf den Mount Everest: Man erreicht
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das Ziel mit unerlaubten Mitteln. Fiir eine regeltreue Dreiteilung des Winkels
diirfen nur Zirkel und Lineal benutzt werden.

Die zweite Spielregel besagt, dafi die Konstruktion nach endlich vielen
Schritten beendet sein muB. Eine ,unendliche Konstruktion®“, selbst wenn sie
den dreigeteilten Winkel als Grenzwert hat, ist unzuldssig. Konstruktionen,
die ewig dauern, sind vielleicht die Norm beim Autobahnbau, in der Geometrie
sind sie jedenfalls nicht erlaubt.

SchlieBlich mufB das Verfahren auf jeden Winkel anwendbar sein. Die Drei-
teilung eines speziellen Winkels oder auch Tausender spezieller Winkel ist nicht
ausreichend. Wenn das Verfahren nicht allgemeingiiltig ist, ist es nicht die
Lésung unseres Problems.

Ein Beispiel fiir den letzten Punkt ist in der Abbildung oben gegeben. Mit
Zirkel und Lineal ist hier die Senkrechte AB zu BC errichtet — eine einfache
Ubung. Uber der Seite AB als Basis wird nun das gleichseitige Dreieck AABD
konstruiert. Bei dieser Konstruktion handelt es sich um die erste Proposition
in Euklids Elementen, die wir aus Kapitel G kennen. Sie ist also vollig legi-
tim. Der Winkel ZABD betrigt 60°, und der Winkel ZABC hat 90°, so daf§
LDBC = 30° = (1/3) - LABC. Wir haben also mit Zirkel und Lineal einen
Winkel dreigeteilt.

Ist das nun ein Grund zum Feiern? Eigentlich nicht, denn die Dreiteilung
eines rechten Winkels war nicht unser Ziel. Wir miissen einen allgemeinen
Winkel dreiteilen, und das beschriebene Verfahren ist sicherlich nicht allge-
mein.

Ermutigend fiir die Winkeldreiteiler mag sich ausgewirkt haben, dal zwei
offensichtlich verwandte Konstruktionen mit Zirkel und Lineal durchaus aus-
gefiihrt werden kénnen. Dabei handelt es sich einmal um die Zweiteilung des
Winkels und zum anderen um die Dreiteilung einer Strecke. Wir wollen kurz
einschieben, wie diese Konstruktionen funktionieren.

Es sei also ein beliebiger Winkel wie in der Abbildung auf Seite 279 vorge-
geben, den wir mit Zirkel und Lineal halbieren sollen. Das Verfahren, das wir
hier vorstellen, erscheint als Proposition 9 im ersten Buch der Elemente. Wir
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wiahlen einen Punkt D auf der Strecke AB. Mit dem Zirkel schlagen wir um
den Punkt B einen Kreis mit Radius BD, der die Strecke BC' in E schneidet.
Dann ist BD = BE. Mit dem Lineal zeichnen wir die Strecke DE ein und
errichten dariiber das gleichseitige Dreieck ADFEF. Schlielich zeichnen wir
die Gerade durch B und F ein.

Mit der Theorie kongruenter Dreiecke kann man nun nachweisen, da§ BF'
den Winkel ZABC halbiert: Zunichst ist BD = BE nach Konstruktion;
DF = EF, da ADEF gleichseitig ist; trivialerweise ist BF = BF. Nach dem
SSS-Kongruenzsatz sind ABDF und ABEF kongruent. Daher sind auch die
Winkel ZABF und £CBF gleich, der Winkel ZABC ist also halbiert.

Es sei noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, dafl hier ein allge-
meiner Winkel mit Zirkel und Lineal in endlich vielen Konstruktionsschritten
halbiert wurde. Wir haben also alle Regeln erfiillt. Offensichtlich ist die Win-
kelhalbierung recht elementar.

Genauso einfach ist es, einen Winkel zu vierteilen, also in vier gleiche Win-
kel zu zerlegen. Dazu mufl man nur die eben gebildeten Winkel ZCBF und
LABF durch Wiederholung der Konstruktion selbst halbieren und erhilt so
die geforderten vier gleichen Teile. Halbiert man diese wieder, erhilt man Ach-
telwinkel und so weiter. Die Teilung eines allgemeinen Winkels in 2™ gleiche
Teile bereitet also keinerlei Schwierigkeiten. Doch das ist fiir die Dreiteilung
des Winkels wenig hilfreich.

Die andere verwandte Konstruktion betrifft die Dreiteilung einer beliebigen
Strecke mit Zirkel und Lineal. Wieder schlagen wir bei Euklid nach, der die
folgende Methode in Proposition 9 des Buches VI seiner Elemente beschreibt.

Wir gehen von einer beliebigen Strecke AB wie in der Abbildung auf Seite
280 aus, die wir dritteln méchten. Wir zeichnen dazu eine weitere Gerade AC,
die sich von A in eine beliebige Richtung erstreckt, und wahlen einen Punkt D
auf AC. Auf der Geraden AC tragen wir nun mit dem Zirkel die Strecken DFE
und EF ab, die beide die gleiche Linge wie AD haben sollen. Dadurch hat die
Strecke AD genau ein Drittel der Linge von AF. Jetzt zeichnen wir die Gerade
BF ein, wodurch der Winkel ZAF B entsteht, den wir mit a bezeichnen. Mit
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Zirkel und Lineal konstruieren wir den Winkel ZADG, ebenfalls von der Grofie
a. Diese Konstruktion bezeichnet Euklid als Proposition 23 in Buch I. Nun
sind die Dreiecke AADG und AAFB &hnlich, denn beide enthalten einen
Winkel der Gréfe o, und sie haben den Winkel ZCAB gemeinsam. Daraus
folgt wieder die Proportionalitit entsprechender Seiten, und man erhélt:

AG/AB = AD/AF = %

nach den Bemerkungen oben. Die Strecke AG ist also ein Drittel so lang wie
AB. Wir haben eine allgemeine Strecke ausschlieflich mit Zirkel und Lineal in
einer endlichen Zahl von Schritten dreigeteilt.

Wenn man aber Winkel zweiteilen und Strecken dreiteilen kann, dann
scheint es nicht ganz abwegig anzunehmen, dafi man auch Winkel dreiteilen
kann. So muB es wohl den alten Griechen vorgekommen sein, und genauso
dachten zahllose andere Mathematiker im Verlauf der Jahrhunderte.

Vielleicht gab es noch einen weiteren Quell der Hoffnung fiir die Trisektie-
rer: Mit Zirkel und Lineal lassen sich die abenteuerlichsten Konstruktionen
durchfiihren. Keiner zeigt sich iibermé8Big {iberrascht, da man beispielsweise
ein gleichseitiges Dreieck oder ein Quadrat konstruieren kann. Aber schon
die Konstruktion eines regelméfiigen Fiinfecks mit Zirkel und Lineal, die Eu-
klid im vierten Buch der Elemente beschreibt, ist gar nicht so offensichtlich.
Es ist sogar méglich, ein regelmafBiges Sechseck, Achteck, Zehneck, Zwolfeck
und Fiinfzehneck zu konstruieren. Die Konstruktion des letzteren erscheint
als letzte Proposition in Buch IV.

Wenn Zirkel und Lineal zu solchem fihig sind, dann ist es vielleicht auch
nicht zu optimistisch, die Konstruktion eines Neunecks ins Auge zu fassen.
Man koénnte zum Beispiel mit einem gleichseitigen Dreieck AABC beginnen
und eine der Seiten zu einem Punkt D verlingern, wie es die Abbildung auf
Seite 281 oben zeigt. Dann betrégt der Winkel ZDAC 180° — 60° = 120°.
Wenn wir den Winkel /D AC dreiteilen kénnten, hitten wir einen Winkel von
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120°/3 = 40° konstruiert, also ein Neuntel des Vollkreises von 360°. Diesen
Winkel von 40° miiiten wir um einen Punkt herum neunmal abtragen und
hitten dann ein reguldres Neuneck vor uns, wie in der Abbildung unten.

Diese Konstruktion steht und fllt mit der wenn-Bedingung. Zweifellos war
der Wunsch nach einer Konstruktionsmethode fiir ein regelmifBiges Neuneck
ein weiterer Ansporn fiir die Suche nach einer Winkeldreiteilung mit Zirkel
und Lineal.

An dieser Stelle sollten wir vielleicht einen kurzen Blick auf zwei ,, Fastlésun-
gen“ werfen. Das sind Verfahren, die jeden beliebigen Winkel dreiteilen, dabei
aber die eine oder andere vorgeschriebene Regel verletzen.
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Das erste Verfahren ist eine geniale Konstruktion, die man Archimedes zu-
schreibt. Sie beruht auf einem wohlbekannten Satz, da nimlich der Aufien-
winkel eines Dreiecks gleich der Summe der beiden gegeniiberliegenden Innen-
winkel ist. Um das einzusehen, mufl man nur die Seite AB nach D verlingern,
wodurch der Auflenwinkel ZDBC entsteht, vergleiche die Abbildung oben.
Nun gilt fiir die Winkel in einem Dreieck o + 3 + v = 180°. Ferner ist
LDBC + 3 = 180°, da es sich bei AD um eine Gerade handelt. Also ist
a+B+v = /DBC+ $ und daher a+~ = £ZDBC, was wir behauptet hatten.

Das Konstruktionsverfahren von Archimedes zur Dreiteilung eines beliebi-
gen Winkels /AOC ist in der Abbildung unten symbolisiert. Um den Punkt
O wird ein Halbkreis mit beliebigem Radius 7 geschlagen. Die Strecke CO
wird iiber den Schnittpunkt B mit der anderen Seite des Halbkreises hinaus
verlédngert.

Es ist wichtig, die Gerade um die richtige Liénge nach links zu verlingern.
Dazu mufl man das Folgende beachten: Das Lineal muf} so verschoben werden,
daf8 es durch den Punkt A und den Punkt D auf der verlingerten Geraden
geht, und zwar derart, dal die Entfernung der Punkte D und F, wobei E der
Schnittpunkt der Strecke AD mit dem Halbkreis ist, gerade r betrigt. r war
der Radius des Halbkreises. Man mu8, mit anderen Worten, die Strecke AD
so konstruieren, da ED = r ist. Wir behaupten nun, da8 der so konstruierte
Winkel ZADC genau ein Drittel des urspriinglich gegebenen Winkels Z/AOC
betragt.
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Zum Beweis bezeichnen wir den Winkel /ADC mit a. Wir zeichnen den
Radius EO des Halbkreises ein, wodurch das Dreieck ADEO mit ED = EO =
r entsteht. Da das Dreieck gleichschenklig ist, ist auch ZEOD = a. Der Winkel
LAFEO als AuBlenwinkel des Dreiecks ADEOQ ist gleich der Summe der beiden
gegeniiberliegenden Innenwinkel, also ZAEO = a + a = 2a. Das Dreieck
AFOA ist ebenfalls gleichschenklig, da zwei seiner Seiten Radien sind, und
daher ist ZEAO = LAEO = 2qa.

Jetzt kommt der wesentliche SchluB: ZAOC ist als AuBenwinkel des Drei-
ecks AAOD gleich der Summe der beiden gegeniiberliegenden Innenwinkel:

LAOC = /ODA + /DAO = a + 2a = 3a.

Damit ist gezeigt, daB8 der vorgegebene Winkel /AOC exakt dreimal so grof§
wie der konstruierte Winkel ZADC ist. Oder anders ausgedriickt: Wir haben
den Winkel ZADC konstruiert, der ein Drittel des Winkels ZAOC betrigt.
Wir iibertragen jetzt den Winkel ZADC in den Winkel ZAOC und haben so
die Dreiteilung allein mit Zirkel und Lineal zustande gebracht.

Oder doch nicht? Leider wurde bei der Konstruktion ein unerlaubter
Schritt durchgefiihrt. Das geschah bei der Bestimmung des Punktes D. Wie
kénnen wir mit einem Lineal ohne Markierung iiberhaupt D und damit auch
E bestimmen? Wie kann man ein Lineal in A anlegen und so verschieben, da8
die Strecke ED die Linge r bekommt? Man kénnte sich vorstellen, auf dem
Lineal Markierungen anzubringen und es so lange zu verwackeln, bis die Mar-
kierungen der gewiinschten Linge mit den Punkten D und F iibereinstimmen.
Solche Operationen sind aber nicht erlaubt. Das Lineal darf nicht markiert
werden. Sein Gebrauch darf nicht von einem geschulten Auge abhingen, das
beim Hin- und Herwackeln eine vorgegebene Linge abschitzen kann. Dieses
Verfahren verletzt die Spielregeln, obwohl es den Winkel exakt dreiteilt.

Um Archimedes kein Unrecht zu tun: Er hat diesen Regelverstofl natiirlich
erkannt. Die Griechen hatten fiir ein solches Hin- und Herschieben des Li-
neals sogar einen eigenen Ausdruck. Statt Archimedes also eines Schnitzers zu
beschuldigen, sollten wir ihm fiir diese geniale Methode danken.

Das zweite Verfahren, das wir betrachten wollen, teilt einen beliebigen
Winkel ebenfalls auf illegitime Weise in drei Teile. Wir betrachten den Winkel
B = /AOC in der Abbildung auf Seite 284. Wenn wir ihn zweimal halbieren,
erhalten wir den Winkel ZDOC = 3/4. Wenn wir diesen Winkel ZDOC erneut
zweimal halbieren, erhalten wir einen Winkel der Gréfie

1/1 1
1 (z") = 6"

Den iibertragen wir als Winkel ZEOD neben die Strecke OD. Eine weitere
zweifache Halbierung ergibt einen Winkel der Grée

1/1 1
1 (Iéﬂ> = aﬂ,

den wir als ZFOEFE kopieren.
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Auf diese Weise fahren wir unendlich lange fort und konstruieren den Win-
kel ZCOH der Grofle

1 1 1 1
Zﬂ+féﬂ+@ﬂ+5§6ﬁ+

Hierbei handelt es sich um eine unendliche geometrische Reihe, deren Wert
wir, allerdings auf naive Weise, ermitteln wollen.
Mit S wollen wir den Wert der Summe bezeichnen:

1 1 1 1
S—Z,B+1—6-ﬂ+ézﬂ+§5—6,3+...

Davon subtrahieren wir ein Viertel von S:
1 1 1 1 1
S—ZS = (Zﬂ+ﬁﬂ+aﬂ+%ﬂ+)

1/1 1 1 1
1 (Z'B+Igﬂ+aﬂ+é_5—6_ﬂ+)

1 1 1 1
(Z,@+igﬂ+gz,3+g€ﬁ+)

1 1 1 1
'(I’éﬂ+&ﬂ+55‘65+—1024ﬂ+"')

1 1 1 1
= Z,B+1—6',3+'6‘1,3+—,3+

256
1 1 1 1
167 " 64" " 956" 024" T

1
= 5

Die letzte Gleichheit gilt, da sich alle Terme bis auf den ersten gegenseitig
aufheben. Insgesamt haben wir:

1 1
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Daraus folgt:

3 1 4 1 1

P73 7 S5 f=sp
Mit anderen Worten: Der Winkel ZCOH, dessen Grofle wir mit S bezeichnet
hatten, betréigt ein Drittel des gegebenen Winkels ZAOC = . Damit ist die
Dreiteilung durchgefiihrt.

Freilich ist der Haken bei diesem Verfahren offensichtlich: Man benétigt
unendlich viele Konstruktionsschritte. Es ist zwar richtig, dafl man sich immer
mehr einer perfekten Dreiteilung annihert, je mehr zweifache Halbierungen
man durchfithrt. Und natiirlich kann man das Verfahren so lange fortfiihren,
bis man den Winkel bis auf Bruchteile eines Grades bestimmt hat. Aber in der
Problemstellung ist von der ezakten und nicht der approximativen Teilung in
drei gleich groSe Winkel die Rede. Die exakte Dreiteilung nach dieser Methode
erfordert unendlich viele Konstruktionsschritte, und das iiberschreitet nicht
nur die aufgestellten Regeln, sondern auch unser aller Lebensalter. Eine solche
Konstruktion kénnten wir, wie so manchen Autobahnbau, nie zu einem Ende
bringen.

Ungeachtet dieser und weiterer vielversprechender Versuche blieb das Pro-
blem der Dreiteilung des Winkels in der Antike ungelést. Im vierten Jahrhun-
dert nach Christus berichtete Pappus, der schon in Kapitel I den Intellekt der
Bienen pries: ,, Wenn die alten Geometer einen gegebenen geradlinigen Winkel
in drei gleiche Teile teilen wollten, so waren sie ratlos.“!

Die Ratlosigkeit hielt an bis in die Renaissance und weiter bis in die Neu-
zeit. Mit jedem Jahrhundert, das verging, mit jedem Versuch, der fehlschlug,
gewann das Trisektionsproblem an Bedeutung. Wie ein Outlaw, auf dessen
Kopf eine hohe Priamie steht, wurde die Dreiteilung des Winkels von einem
Aufgebot jagdliisterner Mathematiker verfolgt. Wissenschaftler und Pseudo-
wissenschaftler ersannen Dreiteilungsverfahren und kiindigten diese der Welt
mit groBem Hallo an. Doch ausnahmslos muBiten die Ungliickseligen zuse-
hen, wie andere die Fehler in ihren Gedankengéngen blofilegten. Die Flut der
falschen Beweise wurde schliefllich so groB, daB die Pariser Akademie 1775
erklirte, sie werde fiirderhin keine weiteren Arbeiten zur Dreiteilung des Win-
kels annehmen.? Jeder, der eine Dreiteilungsmethode anbringe, werde wie ein
Pestkranker an der Pforte abgewiesen.

Diese Entscheidung spiegelt wider, was inzwischen einige Mathematiker zu
glauben begannen: daf die Dreiteilung eines beliebigen Winkels jenseits der
Kapazitiit von Zirkel und Lineal lag. Keine geringere Autoritét als René Des-
cartes hatte diese Vermutung schon mehr als ein Jahrhundert zuvor geduBert,
und langsam wuchs der Verdacht, dafi das Ausbleiben eines Beweises nicht auf
die Unfihigkeit der Mathematiker hinwies, sondern auf die Unlésbarkeit des
Problems selbst.3 Bis 1775 blieb dies jedoch nur ein Verdacht. Der Beweis der
Unméglichkeit war genausowenig gelungen wie die Dreiteilung eines beliebigen
Winkels.
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Ein Hinweis darauf, da# man vielleicht doch voreilig auf die Unlosbar-
keit des Problems geschlossen haben kénnte, resultierte schon zwei Jahrzehnte
nach dem Bann durch die Pariser Akademie aus einer Arbeit des 18jihrigen
GauB. 1796 bewies er, da8 sich das regelmiflige 17eck sehr wohl mit Zirkel
und Lineal konstruieren 148t. Das schlug wie eine Bombe ein. Keiner hatte
vor Gau$B je die Idee gehabt, daBl so etwas méglich sein kénnte, und wenn man
dem 17eck im Verlauf der Jahrhunderte schon weniger Interesse als der Drei-
teilung des Winkels entgegengebracht hatte, dann doch nur deshalb, weil man
dessen Konstruktion fiir noch unmoglicher gehalten hatte. Gauf’ erstaunli-
che Entdeckung zeigte, da8 Zirkel und Lineal weitere versteckte Moglichkeiten
bereithielten. Wenn man schon das 17eck konstruieren kann, dann kénnte je-
mand mit dem Intellekt eines GauS vielleicht doch noch das Dreiteilungsritsel
16sen.

Die Frage blieb weiterhin einige Jahrzehnte offen, bis Pierre Laurent Want-
zel (1814-1848) die endgiiltige Losung fand. Wantzel war Mathematiker, In-
genieur und Linguist und hatte die Ecole Polytechnique in Paris besucht, eine
der groflen wissenschaftlichen Bildungsstiitten jener Tage. Wie es manchmal
bei Leuten mit solch vielgefdcherten Interessen geschieht, wandte er seine Auf-
merksamkeit bald diesem, bald jenem Fach zu und hinterlieB weder ein um-
fangreiches Werk noch erwarb er ewigen Ruhm. Selbst unter Mathematikern
wiiBten die meisten mit dem Namen Pierre Wantzel nichts anzufangen.

Seine Unbekanntheit mag auch seinem kurzen Leben zuzuschreiben sein,
dessen Kiirze vielleicht auf seinen ausschweifenden Lebensstil zuriickzufiihren
ist. Ein Kollege erinnert sich an Wantzel:*

Gewdhnlich arbeitete er abends und ging sehr spit zu Bett; dann las er und
kam nur 2u wenigen Stunden unruhigen Schlafs, denn er trieb Mifbrauch
abwechselnd mit Kaffee und Opium. Bevor er verheiratet war, nahm er
seine Mahlzeiten unregelmdfig ein. Er hatte ein unerschiitterliches Ver-
trauen in seine Konstitution, schliefflich war er von Natur aus sehr stark,
aber das setzte er mit Vergniigen durch alle erdenklichen Arten des Mifs-
brauchs aufs Spiel. Denen, die seinen vorzeitigen Tod betrauern, hat er
groflen Kummer bereitet.

Wantzels Veréffentlichung zur Dreiteilung des Winkels von 1837 trigt den
Titel: Untersuchungen zu den Mitteln, mit welchen man erkennt, ob ein Pro-
blem der Geometrie mit Zirkel und Lineal gelost werden kann.® Fiir ein so
wichtiges Problem, das so lange Zeit die Gemiiter bewegt hatte, hatte die
Arbeit recht wenige Seiten, ndmlich nur sieben, aber es waren sieben bemer-
kenswerte Seiten. Die Einzelheiten seiner Beweisfilhrung gehen weit iiber den
Rahmen dieses Buches hinaus, aber wir wollen sie wenigstens skizzieren.

Wesentlich an Wantzels Beweis war die Verlagerung des Problems aus dem
Gebiet der reinen Geometrie in die Algebra und Arithmetik hinein. Er wollte
genau bestimmen, welche Grofilen mit Zirkel und Lineal iiberhaupt konstruier-
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bar sind und welche nicht. Dazu faite er diese Grofien nicht als geometrische
Strecken, sondern als numerische Lingen auf.

Wantzel schlof nun, wenn man jeden beliebigen Winkel dreiteilen kann,
dann natiirlich auch einen Winkel von 60°. Wenn aber ein 60°-Winkel dreige-
teilt werden kann, so muf}, wie er nach einer algebraischen Umformulierung und
unter Verwendung einiger trigonometrischer Argumente folgerte, die kubische
Gleichung 23 — 3z — 1 = 0 eine konstruierbare Losung haben. Konstruierbar
bedeutet, daB die Losung, als Linge aufgefait, mit Zirkel und Lineal konstru-
ierbar sein mu. Wantzel selbst kam zu einer etwas anderen, aber dquivalenten
Form dieser Gleichung, das braucht uns hier jedoch nicht zu kiimmern.

Wantzels Genialitdt kam erst richtig zum Vorschein, als er bewies, daf§
die kubische Gleichung, wenn sie eine konstruierbare Losung hat, auch eine
rationale Losung haben mufl. Es muf also eine rationale Zahl geben, wie
sie in Kapitel Q definiert wurde, die die kubische Gleichung erfiillt. Damit
war die ganze Frage darauf reduziert zu untersuchen, ob es fiir die Gleichung
z3 — 3z — 1 = 0 eine rationale Losung gibt.

Dieser Frage gehen wir nun nach und nehmen an, es gibe einen Bruch c/d,
der die kubische Gleichung 16st. Der Bruch soll in gekiirzter Form vorliegen,
so daB der Zshler ¢ und der Nenner d keine gemeinsamen Faktoren auBer 1
oder —1 enthalten. Da ¢/d eine Losung der kubischen Gleichung sein soll, gilt:

(¢/d)® = 3(c/d) -1 =0,

was man durch Multiplikation mit d® in ¢® — 3cd? — d® = 0 iiberfijhren kann.

Wir schreiben diese Gleichung auf zwei verschiedene Arten um. Zunichst
folgt aus der dquivalenten Form ¢3 —3cd? = d® die Beziehung c-(c? —3d?) = d®.
Die ganze Zahl c ist ein Faktor der linken Seite c - (¢ — 3d?) und daher auch
ein Faktor der rechten Seite d®. Da ¢ und d aber nach Voraussetzung keine
gemeinsamen Teiler aufiler 1 und —1 haben, kann ¢ nur dann d® teilen, wenn
c=1 oder ¢ = —1 ist.

Wir kehren noch einmal zur Gleichung ¢ — 3cd? — d® = 0 zuriick und
schreiben sie in 3cd? + d = ¢ um, was &quivalent ist zu d - (3cd + d?) = 3.
Ganz analog ist hier d Teiler der linken Seite d - (3cd + d?) und daher auch der
rechten Seite c3. Wieder folgt aus der Teilerfremdheit von ¢ und d, daB d = 1
oder d = —1 sein mu8.

Wir fassen das bisherige Ergebnis zusammen: Wenn c¢/d eine rationale
Losung der kubischen Gleichung z® — 3z — 1 = 0 in gekiirzter Darstellung ist,
dann ist ¢ = £1 und/oder d = £1. Der Bruch ¢/d ist bei allen Kombinati-
onsmoglichkeiten von ¢ und d aber immer 1 oder —1.

Wir haben die Suche nach rationalen Lésungen also drastisch auf die beiden
Maoglichkeiten 1 und —1 eingeengt, die wir getrennt untersuchen kénnen. Fiir
r=c/d=1flgt: 2> -3r—-1=1-3-1=-3#0,s0da c/d =1
keine Losung ist. GleichermaBen folgt fir z = ¢/d = —1 : 23 -3z — 1 =
(-1)3-3(-1)—1=-1+3-1=1#0, und auch ¢/d = —1 ist keine Losung.
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Da dies die einzigen moglichen Kandidaten fiir eine rationale Lésung waren,
hat die Kubik iiberhaupt keine rationale Losung.

Was haben wir bisher erreicht? Wir betrachten noch einmal die Kette der
Argumente, aus der die Unméglichkeit der Dreiteilung des Winkels mit Zirkel
und Lineal folgt:

1. Annahme: Man kann einen beliebigen Winkel mit Zirkel und Lineal
dreiteilen.

2. Dann kann man auch den Winkel von 60° dreiteilen.
3. Folglich gibt es eine konstruierbare Losung der Gleichung z3-3z-1=0.

4. Wenn dies richtig ist, gibt es auch eine rationale Losung der Gleichung
3
z°—-3z—-1=0.

5. Diese rationale Losung z = ¢/d mu z = 1 oder x = —1 sein.

Wir haben aber gezeigt, daB die Behauptung (5) falsch ist, denn weder
z = 1 noch z = —1 16st die kubische Gleichung 2% — 3z — 1 = 0. Wir sind
zu einem Widerspruch gelangt. Da aber die Behauptung (1) unausweichlich
auf die Behauptung (5) fiihrt, mu$ schon die Behauptung (1) falsch gewesen
sein. Mit Hilfe unseres alten Freundes, des ,,Beweises durch Widerspruch®,
haben wir ein Problem gelost, das so viele Generationen von Mathematikern
geplagt hat: Die Dreiteilung eines beliebigen Winkels mit Zirkel und Lineal ist
unméglich.

Wantzels Beweis gehort sicherlich nicht zu den einfachsten, aber wer wiirde
eine einfache Losung fiir ein Problem erwarten, das mehr als zwanzig Jahrhun-
derte offen war? Stolz beanspruchte Wantzel fiir den Beweis die Prioritét, als
er bemerkte: ,Es scheint, daB zuvor noch nicht streng bewiesen worden ist,
daB diese Probleme [Trisektionen], die in der Antike so beriihmt waren, einer
Losung durch geometrische Konstruktionen nicht zugénglich sind.“® Damit
hiitte die Angelegenheit im Jahre 1837 endgiiltig erledigt sein sollen.

Das war sie auch — jedenfalls fiir jeden ernsthaften Mathematiker. Seltsa-
merweise beharrt seitdem jedoch eine Ansammlung irregefithrter oder einfach
nur verbohrter Individuen darauf, weiterhin nach Dreiteilungsalgorithmen zu
suchen. Selbst heutzutage sind die Winkel-Trisektierer noch aktiv. Jeder
behauptet von sich, den magischen ProzeB gefunden zu haben, der die Win-
keldreiteilung erméoglicht, und beansprucht seine Seite im Goldenen Buch der
Mathematikgeschichte.

Sie liegen aber alle schief. Wantzels Beweis macht ihre Anstrengungen
zunichte. Die Dreiteilung des allgemeinen Winkels ist unméglich. Dudley Un-
derwood bemerkt hierzu, man kénne genausogut nach ,zwei geraden Zahlen
suchen, deren Summe ungerade ist“.” Uberzeugte Trisektierer lassen sich aller-
dings durch nichts abschrecken, was Robert Yates mit den Worten kommen-
tiert: ,, Wenn das Virus dieser phantastischen Seuche erst einmal ins Gehirn
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eingedrungen ist und nicht sofort die geeigneten Antiseptika appliziert werden,
gerit das Opfer in einen Circulus vitiosus, . . . der von einem Gewaltverbrechen
an der Logik zum nichsten fiihrt.“8

Eine Erklarung fiir ein solches Verhalten kénnte vielleicht in einem Mif8-
verstindnis der Bedeutung des Wortes unmdglich zu finden sein. Fiir man-
che klingt das Wort unmadglich vielleicht eher wie eine Herausforderung und
nicht wie eine SchluBifolgerung. Schliefllich galt es einst dem Menschen als
unmoglich, selbst zu fliegen oder das Golden Gate zu iiberbriicken oder auf
dem Mond spazierenzugehen. Alle diese als unmdoglich erachteten Herausforde-
rungen wurden aber gemeistert. Und wer kennt nicht das alles versprechende
Wort: ,, Amerika ist das Land der unbegrenzten Méglichkeiten“? Lassen Sie
sich nicht davon irrefithren, ob Sie nun in Amerika, in Europa oder auf einem
anderen Kontinent zu Hause sind. Meist sind es ohnehin nur Politiker oder
Autoren von Selbsthilfefibeln, die so etwas sagen.

Mathematiker wissen es zum Gliick besser. Wie wir aus Kapitel J wissen,
koénnen sie sehr wohl die Unmoglichkeit der Losung eines Problems definitiv
beweisen. Dann heiit unmdglich tatsichlich auch unmdglich.

Den armen Seelen, die immer noch den Heiligen Gral der Trisektion su-
chen, sei an dieser Stelle noch einmal mit aller Deutlichkeit gesagt, daB 1837
Pierre Laurent Wantzel bewies, dafl aus der Moglichkeit der Winkeldreiteilung
die Existenz einer rationalen LGsung einer gewissen Gleichung folgt, die keine
rationale Losung besitzt. Die logische Unmdoglichkeit der letzteren Aussage
bedingt die logische Unmoglichkeit der ersteren. Eine allgemeine Winkeldrei-
teilung mit Zirkel und Lineal kann es deshalb nicht geben und wird es nie
geben. Schlufl — Ende — Aus.



niverselle
Anwendbarkeit

Mathematik ist niitzlich.

Banaler kann man kaum ausdriicken, was jedermann, vom gereiften Wis-
senschaftler bis zum mathophoben Angsthasen, ohnehin schon lange wei8: Ma-
thematik wird in vielen Bereichen des téglichen Lebens praktisch angewandt.
Jahr fiir Jahr zieht diese Allgegenwart der Mathematik Tausende in Fortbil-
dungskurse und sorgt fiir den Verkauf von Hunderttausenden von Lehrbiichern,
denn fiir manch einen wird die Mathematik zum unentbehrlichen Werkzeug
in seinem Betétigungsfeld. Studenten der Ingenieurwissenschaften, Architek-
tur, Physik, Okonomie, Astronomie und zahlloser anderer Wissenschaften wird
immer wieder auf die Nase gebunden, daf8 sie fiir ihre angestrebte Karriere
unbedingt solide Mathematikkenntnisse erwerben miissen. Wenn es um die
Niitzlichkeit und Anwendbarkeit geht, kénnen nur wenige andere menschliche
Erkenntnisse mit mathematischen Errungenschaften mithalten.

Hinter der Banalitit dieser Beobachtung verbirgt sich jedoch eine subtile
philosophische Frage: Wieso erfiillt die Mathematik ihre niitzliche Rolle so
ausgezeichnet? Die reine Mathematik ist schlieBlich ein Gewebe von Abstrak-
tionen, ein System von in sich konsistenten Begriffen und logisch eleganten
Ideen, aber eben von Ideen. Logische Konsistenz garantiert noch lange nicht
Niitzlichkeit an und fiir sich. Die Regeln des Bridge beispielsweise sind lo-
gisch konsistent, bieten aber keine weitere Erkenntnis iiber die Umlaufbahn
des Mondes.

Nehmen wir nur die Geometrie des Euklid aus Kapitel G. Fraglos handelt es
sich um ein gelungenes Beispiel einer sorgfiltigen Ableitung aus einem System
von Axiomen, aber bedeutet dies automatisch, dafl die Propositionen Euklids
auch die Geometrie eines freien Parkplatzes auf der StraBenseite gegeniiber
beschreiben? Nichtsdestoweniger konnen wir uns mit einem Blatt Papier und
ein bifichen Euklid drinnen gemiitlich hinsetzen und Lénge und Fliche des
Parkplatzes drauBen berechnen, was wir durch Messungen auch nachpriifen
konnten. Prinzipiell besteht aber keinerlei Notwendigkeit, nach draufien zu
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gehen. Die Abstraktionen der Mathematik fithren auf Ergebnisse, die so genau
sind, da88 wir den Parkplatz gar nicht brauchen.

Dabei handelt die Geometrie Euklids an keiner Stelle von Parkplitzen. Sie
handelt nicht von physikalischen Objekten. Sie handelt von Ideen. Was geht da
eigentlich vor? Warum rechtfertigt die Mathematik so oft ihre Beschreibung
als ,,Vergeistigung des gesunden Menschenverstandes®, wie sie Lord Kelvin
einmal genannt hat?!

Beachtet denn die Natur, wie oft behauptet wird, mathematische Regeln?
Wenn dies so ist, so bedeutet es, dal der Welt da drauBien durch mathematische
Prinzipien Bedingungen auferlegt werden. Oder legen Natur und Mathematik
nur zufillig gleiches, aber sonst nicht weiter in Beziehung stehendes Verhalten
an den Tag? Ist es nur Zufall, dal die Mathematik mit ihrem geordneten
Charakter die perfekte Sprache ist, die der Welt innewohnende Ordnung zu
beschreiben? Vielleicht imitieren Rhythmus und Struktur der immateriellen
Mathematik nur Rhythmus und Struktur der materiellen Realitét, ohne da8
einer dem anderen gehorcht.

Neben all diesen philosophischen Fragen sollte man eine ganz irdische Tat-
sache nicht vergessen: Viele Phinomene in der Natur haben sich bis jetzt einer
mathematischen Beschreibung erfolgreich widersetzt. In einigen Fillen ist die
Mathematik einfach noch nicht soweit. Diese Meinung vertrat ein skeptischer
Friedrich der Grofle, als er 1778 an Voltaire schrieb:

Die Englinder haben Schiffe mit den giinstigsten Formen gebaut, wie es
Newton geraten hatte, aber ihre Admirale haben mir versichert, diese
Schiffe segelten nicht anndhernd so gut wie jene, die nach den Regeln der
Erfahrung gebaut worden waren . .. Eitelkeiten iiber Eitelkeiten! Fitelkeiten
der Geometriel?

Ein anderes Beispiel: Man mufl zugeben, dafl es kein mathematisches Mo-
dell gibt, das das Wetter auch nur einigermafBen richtig vorhersagen kann.
Ein , perfektes“ Wettermodell miifite einen solchen Wust von miteinander in
Wechselwirkung stehenden Variablen beriicksichtigen — Windgeschwindigkei-
ten, Luftdriicke, Sonnenlichteinstrahlung und vieles mehr —, da die Mathe-
matik an deren Komplexitét scheitern wiirde. Das heifit aber nicht, daf§ wir
aufgeben sollen. Die Methoden der Wettervorhersage werden stindig ver-
bessert, und die mathematischen Modelle sind duflerst kompliziert geworden.
Aber kein Modell kann zum Beispiel exakt vorhersagen, wie viele Regentrop-
fen auf den Reichstag fallen, solange Christo ihn verhiillt. Von einer solchen
Prazision sind wir meilenweit entfernt. Natiirlich wird eine gewisse Zahl von
Regentropfen, eventuell null, das verhiillte Gebdude treffen, und die Ungenau-
igkeit der mathematischen Beschreibung werden sie nicht aufhalten. Wie hat
das Augustin Fresnel so treffend ausgedriickt: ,,Die Natur schert sich nicht um
die Schwierigkeiten der Analysis.“3

Im folgenden aber miissen wir uns darum scheren. Von den zahllosen ma-
thematischen Anwendungen wollen wir zwei betrachten, die méglichst einfach
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40° 40°

sind und doch etwas Wesentliches iiber die Welt, in der wir leben, aussagen.
Die erste Anwendung betrifft die Messung des Raumes und die zweite die der
Zeit.

Stellen wir uns einmal die folgende Situation vor: Wir stehen am Ufer
eines Flusses, und uns direkt gegeniiber steht ein grofier Baum. Durch den
reiflenden Strom konnen wir nicht schwimmen, und der Baum wire uns auch
zu hoch, um hinaufzuklettern. Wie konnen wir trotzdem die Héhe des Baumes
bestimmen?

Die Antwort gibt die Trigonometrie, ein uraltes und &uBerst niitzliches
Gebiet der Mathematik. Der Name ist Methode: tr: — drei — gon — Seite —
metrein — messen — das Messen von Dreigonen: von Dreiecken. Genauer wird
in der Trigonometrie die Ahnlichkeit von rechtwinkligen Dreiecken ausgenutzt.

Betrachten wir die rechtwinkligen Dreiecke in der Abbildung oben. Je-
des hat neben dem rechten Winkel einen Winkel von 40°, so daf§ der dritte
jeweils 180° — 90° — 40° = 50° betrdgt. Da die Dreiecke in ihren Winkeln
iibereinstimmen, sind sie dhnlich, und die entsprechenden Seitenverhiltnisse
sind gleich. Beispielsweise ist das Verhaltnis der dem 40°-Winkel gegeniiberlie-
genden Seite zu der diesem Winkel anliegenden horizontalen Seite bei beiden
Dreiecken gleich. Symbolisch gilt also:

a ¢
b d
Wenn beispielsweise bekannt ist, dafl a = 83,91, b = 100 und ¢ = 55 ist, so
kann man diese Werte in die Gleichung einsetzen und die vierte, unbekannte
Seite berechnen:

8391 55 5500

q00 ~ 4 = 65,55.

Unter Ausnutzung der Proportionalitdt kann man aus der Kenntnis von drei
Seiten die vierte bestimmen.
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Damit scheint ein Paar von rechtwinkligen Dreiecken nétig zu sein. Es
gibt jedoch keinen Grund dafiir, da beide in dem gestellten Problem explizit
auftreten. Wenn nur das rechtwinklige Dreieck in der Abbildung oben gegeben
ist, kann man dann d trotzdem berechnen?

Die Antwort lautet ,,Ja“, denn man kann sich leicht ein weiteres, wenn
auch imaginéres, rechtwinkliges Dreieck mit einem 40°-Winkel vorstellen, an
dem man das unbekannte Verhéltnis auf rein mathematische Weise bestimmen
kann. Unter diesem Gesichtspunkt definiert der Trigonometer den Tangens
eines Winkels « in einem rechtwinkligen Dreieck — mit tan a bezeichnet — als
das Verhéltnis von Gegenkathete zu Ankathete des Winkels «. Fiir das Dreieck
in der Abbildung unten gilt also:

tano — Gegenkathete _ a
M= A Nkathete b

Dieses Verhiltnis kann man berechnen, ohne Hilfestellung bei der Ver-
messung physikalisch existierender Dreiecke suchen zu miissen. Griechische
Mathematiker wie Hipparch und Ptoleméus haben dies schon vor iiber 2000
Jahren getan, und in den spéteren Schulen der Inder und Araber stellten Ge-
lehrte trigonometrische Tafeln auf, die tan a fiir jeden gewiinschten Winkel o
enthielten. Die Entdeckung hat ihren Weg bis in die modernen Taschenrechner
gefunden: Mit ein paar Tastendriicken erhilt man tan 40° = 0,8390996.
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Mit einer trigonometrischen Berechnung erhilt unser einsames Dreieck in
der Abbildung auch seine dritte Seite:

Gegenkathete 55
" Ankathete 0,8390996 = —-.

Dabher ist 0,8390996 - d = 55, also d = 55/0,8390996 = 65,546, was wir mit dem
Referenzdreieck schon einmal ausgerechnet hatten.

Der wesentliche Punkt dabei ist, daB man den Tangens als Verhiltnis an
einem rechtwinkligen Dreieck mathematisch berechnen kann, ohne das Dreieck
konkret vor sich zu haben. Diesen Wert benutzt man dann anstelle eines zwei-
ten Dreiecks bei der Lésung realer Probleme. Mit der beschriebenen Methode
wollen wir nun die Hohe des Baumes am anderen FluBufer bestimmen.

Zunéchst miissen wir die Breite des Flusses in Erfahrung bringen. Dazu
spazieren wir eine bestimmte Strecke — zum Beispiel 100 Meter — am Ufer
entlang und messen den Winkel, unter dem der Baum von unserem neuen
Standort aus zu sehen ist. Nehmen wir an, dies seien 58°. Die Situation ist in
der Abbildung oben aus der Vogelperspektive dargestellt. In dem rechtwink-
ligen Dreieck AABC entspricht die unbekannte Breite des Flusses der Linge
b. Die Seite BC hat die gewissenhaft vermessene Lénge von 100 Metern, der
Winkel ZABC betrigt 58°, daher gilt:

Gegenkathete b

Ankathete 100"
Daraus erhilt man b = 100 - tan 58° = 100 - 1,600 = 160,0 Meter. Der nume-
rische Wert tan 58° = 1,600 stammt aus einem Taschenrechner. Damit ist die
Breite des Flusses bekannt.

Wir wollten aber die Hohe des Baumes bestimmen. Wir gehen zu unserem
Ausgangspunkt zuriick, der genau gegeniiber des Baumes liegt, und messen von

tan40° =

tan 58° =
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da aus den Winkel zur Spitze des Baumes. Nehmen wir an, es ergeben sich
30°. Wieder haben wir ein rechtwinkliges Dreieck vor uns, diesmal allerdings
senkrecht zur Erdoberfléiche, wie es die Abbildung oben zeigt. Die eine Kathete
des Dreiecks ist die Breite des Flusses, die wir vorhin zu 160 Metern bestimmt
haben. Die Hohe des Baumes ist unsere Unbekannte z, der maBgebliche Winkel
ist 30°. Damit erhalten wir fiir den Tangens:

Gegenkathete

tan 30" = Ankathete 160’

was direkt auf
z = 160 - tan 30° = 160 - 0,57735 = 92,4 Meter

fiilhrt. Ein wahrhaft stolzer Baum, dessen Héhe wir bestimmt haben, ohne uns
die Hosen zu zerreifien oder nasse Fiifie zu holen. Auch wenn diese Anwendung
der Trigonometrie recht trivial war, so spricht sie doch fiir sich.

Natiirlich wiirde des Teufels Advokat unsere Leistung als unnétig abtun.
Irgendwie kénnte man sich ein Kanu organisieren, hiniiberpaddeln, den Baum
umhacken und dann die Hohe messen. Es ist also nicht so, da§ einem die Tri-
gonometrie Informationen verschafft, die man sich nicht auch anderswo holen
kann.

Um solche Einwinde etwas abzuschwichen, wollen wir ein durchaus dra-
matisches Beispiel betrachten, bei dem die Trigonometrie eine Rolle spielt.
Dazu begeben wir uns ins Jahr 1852 in das Biiro des Generallandvermessers
von Indien. In dem ehrgeizigen britischen Projekt, den gesamten Himalaya
zu kartographieren, dienten trigonometrische Messungen zur Berechnung der
Héhe der entfernten Gipfel.

Es war unerhort schwierig, an die nétigen Informationen heranzukommen.
Zum einen gab es Probleme wegen des groen Mafistabs. Anders als ein Baum
am anderen FluBufer lagen die Gipfel des Himalaya hundert Kilometer und
mehr von den Vermessern entfernt. Bei einer solchen Distanz muf man at-
mosphirisch bedingte Verzerrungen und die Erdkrimmung miteinbeziehen.
Politische Querelen machten es den Vermessungstrupps unméglich, Nepal oder
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Tibet zu betreten, in deren Grenzregion die Hauptkette des Himalaya liegt.
Nur wegen ihrer unglaublichen Hohe waren die Gipfel iiberhaupt von den in-
dischen Vorgebirgen aus zu sehen. Ein niedrigeres Massiv wiire hinter dem
Horizont verschwunden.

Trotz dieser Schwierigkeiten ging die Arbeit voran. Verschiedene Gipfel
wurden vermessen, und die Daten wurden von Angestellten des Generalland-
vermessers analysiert. In jenem Biiro, so die Kunde der Gebirgsvermesser,
iiberpriifte der bengalische Hauptrechner — ein Mensch, keine Maschine — seine
Ergebnisse wieder und wieder, bevor er aufgeregt verkiindete, er habe den
héchsten Berg der Erde entdeckt.*

Auf dem Vermessungsblatt war dieser nur als Gipfel XV vermerkt. Tat-
séchlich sah er gar nicht wie der héchste von allen Bergen am Horizont aus,
aber das kam daher, da88 er viel weiter entfernt war als all die anderen. Seine
Entfernung wurde ebenfalls, wie im Beispiel der Flufibreite, aus trigonome-
trischen Daten errechnet. Gipfel XV erhob sich iiber achteinhalb Kilometer
iiber den Meeresspiegel und kratzte schon die Stratosphéire an. Im Vergleich
zu diesem Riesen war der hochste Gipfel Europas, der Montblanc, nur etwa
halb so groB und endete schon reichlich vier Kilometer unterhalb von Gipfel
XV.

Die Briten benannten den Gipfel nach guter Tradition der Kolonialmichte
nach einem der ihren: nach Sir George Everest, dem friitheren Leiter des Ver-
messungsunternehmens. Den Bewohnern der Vorgebirge war die Existenz des
groBen Berges natiirlich nicht unbekannt. Die Tibeter im Norden hatten ihn
schon immer Chomolungma genannt, was soviel wie ,,Géttinmutter der Welt“
bedeutet, und die Sherpas im Siiden hatten ihm den Namen Sagarmatha ge-
geben, was ,Mutter des Universums“ heiit. Allerdings ist der hochste Berg
der Welt bis heute den meisten unter dem Namen Mt. Everest bekannt. Wenn
der Name auch ein Uberbleibsel des britischen Imperialismus ist, so mu$ man
doch zugestehen, dafl ,Everest“ den majestitischen Klang ausstrahlt, der sich
fiir eines der groften Wunder der Natur geziemt. Wire der Name des Vermes-
sungsleiters Sir George Terwilliger gewesen, miifite man diesen Gesichtspunkt
wohl aufler acht lassen ...

Worauf wir hier allerdings hinauswollen, ist die Anwendung der Trigono-
metrie bei der Hohenbestimmung im Jahre 1852. Sie erfolgte mehr als ein
Jahrhundert, bevor Tenzing Norgay und Edmund Hillary als erste Menschen
Ende Mai 1953 auf dem Gipfel des Mt. Everest standen. Neben Rucksicken
und Eispickeln erforderte diese Erstbesteigung enormen Mut. Die Hohenbe-
stimmung erforderte nur Trigonometrie.

Wenn schon dieses erdverbundene Beispiel die Niitzlichkeit der Mathematik
zeigt, so wird sie erst recht durch das néchste, noch viel bemerkenswertere,
demonstriert: Die gleiche Methode, mit der Baume und Evereste vermessen
wurden, lieferte ndmlich auch die ungleich gré8eren Entfernungen zu Mond,
Sonne und den Planeten.
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Jupiter Jupiter

Erde

Sonne

Erste Schitzungen gehen auf die Griechen und die islamischen Gelehrten
zuriick, die ihre Daten fiir die Abstdnde von Sonne und Mond aus Beobach-
tungen von deren Verfinsterungen mit dem bloflen Auge und ihren trigono-
metrischen Kenntnissen gewannen. Um 850 berechnete der Astronom Abdul’l
Abbas Al-Farghani fiir den mittleren Abstand der Sonne von der Erde den
Wert von 1170 Erdradien. Dies war eine gewaltige Unterschitzung, denn da-
mit l4gen nur etwa acht Millionen Kilometer zwischen uns und der Sonne. Bei
der geringen Entfernung wire unser Planet sofort zu Asche vergliiht. Aber es
war ein Anfang.’

Mit dem Aufkommen des Teleskops im siebzehnten Jahrhundert wurden ge-
nauere Beobachtungen erméglicht. Diese waren auch unerlifllich, wollte man
Dreiecke, deren eine Seite sich von der Erde zur Sonne erstreckt, genau aus-
messen. Kleine Fehler bei der Messung fiihren bei diesen GréBenordnungen
nicht zu Fehlern im Zentimeterbereich, wie bei der Hohe eines Baumes, son-
dern zu Fehlern im Bereich von Abermillionen Kilometern. Die erforderliche
Genauigkeit ging an die Grenze der Leistungsfahigkeit der damaligen Instru-
mente. Dennoch berechnete Ende des siebzehnten Jahrhunderts Giovanni Cas-
sini (1625-1712) eine Entfernung von etwa 22000 Erdradien zur Sonne.® Das
sind etwa 140 Millionen Kilometer — nicht schlecht, verglichen mit der heute
allgemein angenommenen Entfernung von 149 Millionen Kilometern. Dies ist
ein besonders glanzvolles Beispiel fiir die Niitzlichkeit der Trigonometrie bei
der Losung scheinbar unlésbarer extraterrestrischer Probleme.

Wie es in der Wissenschaftsgeschichte schon oft geschehen ist, wurde durch
die Losung des einen Problems die Losung des néchsten ermoglicht. In die-
sem Fall fiihrte die Kenntnis des Sonnenabstands zu einer ersten Schitzung
der Lichtgeschwindigkeit, der vielleicht wichtigsten Konstanten der gesamten
Physik. Wir wollen uns den Gang der Dinge im folgenden vergegenwiirtigen.



Universelle Anwendbarkeit 299

Schon 1610 hatte Galileo Galilei durch sein ,,Guckglas“ entdeckt, da der
Jupiter von vier Monden umrundet wird. Astronomen zeichneten in der Folge
die Bewegungen dieser Satelliten genau auf, und um 1670 hatte Cassini exakte
Tabellen erstellt, die die Zeiten angaben, zu denen der innerste Mond, Io,
hinter dem riesigen Planeten verschwand. Danach sollten die Verfinsterungen
des Mondes Io alle 42 Stunden und 27 Minuten stattfinden.

Aber ein véllig unvermutetes Phinomen wurde beobachtet. Wenn Erde
und Jupiter sich auf entgegengesetzten Seiten der Sonne gegeniiberstanden,
wie es in der Abbildung auf Seite 298 links dargestellt ist, so verschwand Io
spéter als vorhergesagt hinter Jupiter. Wenn Erde und Jupiter dagegen auf
derselben Seite der Sonne in einer Linie mit ihr standen, wie es rechts auf der
Abbildung gezeigt ist, geschah dies friiher als erwartet. Diese UnregelméBigkeit
in der Bewegung von Io um Jupiter war zunéchst véllig unerklarlich.

Die Unregelméfigkeiten hatte Ole Roemer (1644-1710), einer der Assisten-
ten von Cassini, aufgezeichnet. Er fragte sich, was die Verzégerung der Mond-
finsternis hervorrufen kénnte, wenn die Planeten ihre grofte Entfernung er-
reicht hatten, und was die Beschleunigung hervorruft, wenn sie sich allmihlich
wieder nidher kommen. Eine mégliche Erklirung wére natiirlich eine unter-
schiedliche Umkreisungsgeschwindigkeit von Io um den Jupiter gewesen, die
sich erhoht, wenn die Erde nah ist, und die abnimmt, wenn sich die Erde ent-
fernt. Leider hitte das aber die Gesetze der Physik verletzt, und warum sollte
sich ein Jupitermond um den Standort der Erde kiimmern?

Die einfachere Erkldrung, die auch Roemer vermerkte, war die Annahme,
daB sich Io mit konstanter Geschwindigkeit bewegte, da8l das Licht jedoch eine
langere Zeit zur Erde bendtigte, wenn es eine grofere Entfernung zuriickle-
gen muflite. Die offensichtliche Verzogerung wurde nicht durch irgendwelche
Vorgénge in der Nihe des Jupiter verursacht, sondern durch die zuséitzliche
Zeit, die das Licht brauchte, um den Durchmesser der Erdbahn zu durchque-
ren.

Natiirlich wuBten die Leute, dafl der Schall seine Zeit braucht, um von
einem Ort zu einem anderen zu gelangen. Das stellt man schlie8lich schon
beim verspéteten Donnergrollen nach einem weit entfernten Blitz fest. Aller-
dings bestand der weitverbreitete Glaube, da8 sich Licht unmittelbar verbreite
und daf das, was an einem Ort geschieht, gleichzeitig im ganzen Universum
zu sehen ist. So dachten Autorititen wie Aristoteles in der Antike und Des-
cartes im friithen siebzehnten Jahrhundert. Roemer jedoch erklirte das schein-
bare Abbremsen und Beschleunigen des Jupitermondes genauso, wie man die
Verzogerung des Donners erklért, nur daf8 es in diesem Fall Licht ist, das die
Zeit bendtigt, um von einem Ort zum andern zu gelangen.

Roemer selbst war an einer Bestimmung der eigentlichen Lichtgeschwindig-
keit gar nicht so sehr interessiert, sondern viel mehr daran, zu beweisen, daf§
sich Licht nicht simultan an allen Orten ausbreitet.” Wir kénnen jedoch mit
Roemers Daten eine Lichtgeschwindigkeitsschitzung ,a la siebzehntes Jahr-
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hundert“ nachholen. Aus seinen Beobachtungen geht hervor, da sich die
Io-Verfinsterung um 22 Minuten verzogerte, wenn sich die Erde vom Ort ihrer
kiirzesten Entfernung vom Jupiter zum Ort ihrer grofiten Entfernung bewegte.
Roemer schrieb diese verlorenen 22 Minuten dem Umstand zu, da§ das Licht
genau diese Zeit benstigt, um den Durchmesser der Erdbahn zu durchqueren.
In der Abbildung auf Seite 298 ist das die Strecke von Punkt A nach Punkt
B. Fiir die Entfernung von der Erde zur Sonne bendtigt das Licht also die
Hilfte dieser Zeit, nimlich 11 Minuten. Setzen wir fiir diese Entfernung die
Schitzung von 139 Millionen Kilometern ein, die Cassini aus seinen trigonome-
trischen Daten gewonnen hatte, so hitte das Licht eine Geschwindigkeit von
139000000/11 = 126 400 000 Kilometern pro Minute oder 211 000 Kilometern
pro Sekunde.

Das war eine ganz auergewdhnliche Geschwindigkeit. Christiaan Huygens
war beeindruckt: ,Ich habe kiirzlich mit groBem Vergniigen von der schénen
Entdeckung erfahren, mit der M. R6mer zeigt, daB Licht Zeit benétigt, um
sich von seiner Quelle auszubreiten, und mit der er diese Geschwindigkeit
sogar messen kann. Das ist eine wirklich wichtige Entdeckung.“® Ein anderer
Astronom jener Tage bemerkte mit Erstaunen: ,, Wir werden hochst erschreckt
sein iiber die riesigen Absténde und die Geschwindigkeit, mit der sich das Licht
bewegt.“ °

Wie sich herausstellte, war die geschiitzte Geschwindigkeit noch zu gering.
Der Radius der Erdbahn war um 9 Millionen Kilometer unterschétzt, und
die Zeit, die das Licht fiir seine Durchquerung benétigt, war um einige Mi-
nuten iiberschitzt. Tatsdchlich braucht das Licht dafiir nur wenig mehr als
16,5 Minuten und nicht die 22 Minuten, die Roemer bestimmt hatte. Heute
wird die Lichtgeschwindigkeit mit ganz genau 299 792 Kilometern pro Sekunde
angegeben.

Die Mathematik hat sich also bei der Messung riesiger Entfernungen im
Raum auflerordentlich bewéhrt. Das zweite Beispiel dieses Kapitels ist aber
nicht minder eindrucksvoll: die Anwendung mathematischer Methoden bei der
Messung grofler Zeitabsténde in die Vergangenheit.

Jahrhundertelang hatten die Gelehrten prahistorischen Objekten relati-
ve Zeitangaben zugeordnet, die auf eine einfache Beobachtung zuriickgingen:
Wenn wir uns durch die Erd- und Felsschichten durchbuddeln, gehen wir auch
in der Zeit zuriick. Das ist relativ simpel. Wie steht es aber mit dem ab-
soluten Alter eines ausgegrabenen Knochens, einer dgyptischen Grabkammer
oder eines verkohlten Holzstiickchens aus einer Hohlenwohnung? Kann ein
Archiologe begriindete Hoffnung hegen, jemals das Jahrzehnt, das Jahrhun-
dert oder das Jahrtausend zu bestimmen, aus dem diese Funde kommen? Diese
Information scheint fiir immer verloren und vergessen.

Das ist sie aber keineswegs. Zu den eindrucksvollsten Eigenschaften der
Wissenschaft gehort ihr stindiger Wille, Wissen zu schaffen, auch wenn es
hoffnungslos scheint. Sehr phantasievoll hat das Sir Thomas Browne aus-
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gedriickt: ,, Welchen Gesang die Sirenen anstimmten, oder welchen Namen sich
Achill gab, als er sich unter den Frauen versteckte, das sind zwar verwirrende
Fragen, aber ganz ratlos sind wir nicht.“ 10

In diesem Geist miissen der Chemiker Willard Libby und seine Kollegen
in den Jahren nach dem Zweiten Weltkrieg die Methode der Radiokarbonda-
tierung entwickelt haben. Fiir diese Entdeckung erhielt Libby 1960 den No-
belpreis fiir Chemie als verdiente Anerkennung dafiir, dal er das Geheimnis
um das Lebensalter lingst erloschener Lagerfeuer und prihistorischer Skelette
entrétselt hatte. Was Libby in den alten Knochen und Holzresten entdeckt
hatte, waren winzige, genaugehende Uhren. Um ihre verborgene Botschaft
ablesen zu kénnen, bedurfte es genauer Kenntnisse der chemischen Eigenschaf-
ten des Kohlenstoffs und der mathematischen Eigenschaften des natiirlichen
Logarithmus.

Zuerst zur Chemie. Kohlenstoff kommt in drei Isotopen vor. Zwei davon,
die hiufigeren und stabileren, sind 2C und 3C. Das dritte Isotop ist seltener
und verginglicher: 4C, ein radioaktives Isotop mit einer Halbwertszeit von
etwa 5568 Jahren. Dabei hat der Ausdruck Halbwertszeit die folgende Bedeu-
tung: Nach 5568 Jahren ist die H&lfte der Masse des urspriinglich vorhandenen
14C radioaktiv zerfallen. Wenn wir heute ein Kilogramm *C unberiihrt liegen
lassen, so wird in 5568 Jahren nur noch ein halbes Kilogramm iibrig sein, nach
weiteren 5568 Jahren nur noch ein Viertel Kilogramm und so weiter.

Das Kohlenstoffisotop 4C entsteht in den oberen Atmosphirenschichten
durch die Einwirkung kosmischer Strahlung, wo es mit Sauerstoff zu radio-
aktivem Kohlendioxid reagiert. Dieses setzt sich allméhlich bis auf die Er-
doberflache ab und wird Teil des Gemisches an Kohlenstoffverbindungen, aus
denen alles Leben besteht. Libby nannte das Kind gleich beim Namen: ,,Pflan-
zen leben von Kohlendioxid und sind daher alle radioaktiv. Da die Tiere auf
unserer Erde von den Pflanzen leben, werden auch alle Tiere radioaktiv.“ !
Als Folge davon ist radioaktiver Kohlenstoff in den Karotten, die Sie zu Mittag
essen, in den Petunien in Threm Garten, in IThrem Hamster und im Vizeprisi-
denten von was auch immer. Durch unseren irdischen Ursprung sind wir alle
markiert.

Mit raffinierten chemischen Analysen ist es méglich, die Anteile von radio-
aktivem und nicht radioaktivem Kohlenstoff in lebendem Gewebe zu bestim-
men. Es ist eine verniinftige Annahme, dafl diese Verhiltnisse zu Lebzeiten der
Tiere und Pflanzen aus der Vergangenheit ganz dhnlich waren. Da Organis-
men bei der Aufrechterhaltung ihrer Lebensvorgénge verlorenen Kohlenstoff
14C kontinuierlich aus der Nahrungskette entnehmen und ersetzen, kann man
annehmen, daf sich ein recht konstantes Gleichgewicht dieser Isotopenverhélt-
nisse aufbaut.

Wenn aber nun ein Mastodon stirbt oder ein Baum gefillt wird, sind die
Tage der *C-Ersetzung vorbei. Der zu diesem Zeitpunkt in das Gewebe einge-
baute Kohlenstoff ist alles, was in Zukunft vorhanden sein wird. Im Lauf der
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Zeiten bleibt der nichtradioaktive Kohlenstoff unverindert, aber der radioak-
tive unterliegt dem Zerfall — er verschwindet. Das Verhéltnis des radioaktiven
zum nichtradioaktiven Kohlenstoff wird daher mit der Zeit immer kleiner. Wie
bei einer alten Uhr, deren Gewichte nach unten wandern, nehmen die radio-
aktiven Emissionen proportional ab. Diese Abnahme des 14C-Anteils beginnt
mit dem Todestag des Organismus und hilt an bis zu dem Tag, an dem der
alte Knochen oder das Holzstiick ausgegraben wird — und dariiber hinaus.

Chemiker kénnen mit ihren Spezialgeriten den gegenwértigen Grad der
radioaktiven 4C-Strahlung der Probe bestimmen — ein Wert, der kleiner ist,
als er zu Lebzeiten des Objekts war. Da wir aber wissen, mit welcher Rate
14C gerfallt, konnen wir, innerhalb gewisser Genauigkeitsgrenzen, berechnen,
wie lange es gedauert hat, bis das Objekt diese verminderte Radioaktivitits-
stufe erreicht hat. Dies ist aber genau die Zeitspanne, in der der Knochen
oder das Holz nicht mehr dem Stoffwechsel eines lebenden Wesens unterlegen
ist — oder kurz und biindig: Das ist das historische Alter des Objekts. Ein
amiisantes Beispiel wissenschaftlicher Detektivarbeit und sicher eines Nobel-
preises wiirdig.

Aber wie so oft in der Wissenschaft wird fiir die letzten Feinheiten die
Mathematik gebraucht. Die alles entscheidende Gleichung bei der Datierung
mit Kohlenstoffisotopen ist:

Ao

4. = £0593t/5568 "

Hierbei ist A, die Radioaktivitit der historischen Probe, Ag ist die Radioak-
tivitdt der Vergleichsprobe eines lebenden Exemplars, und ¢ ist die Zeit, die
seit dem Tod des historischen Lebewesens vergangen ist. In diese Gleichung
geht natiirlich auch, wie man sieht, die 14C-Halbwertszeit von 5568 Jahren ein.
Und die Zahl e ist hier in einer ihrer Glanzrollen zu sehen.

Das folgende Beispiel, das einem von Libby selbst gegebenen gleicht, soll die
mathematische Methode illustrieren.}? Nehmen wir an, Archiologen hitten ein
Stiick Holz von einem Begrabnisschiff eines schon lange beerdigten dgyptischen
Pharaos bei Grabungen gefunden. Wir wollen auflerdem annehmen, daf der
Baum, dem dieses Stiick Holz entstammt, um dieselbe Zeit gefillt wurde, zu
der auch der Pharao starb. Chemiker analysieren das Holz in ihrem Labor und
bestimmen die Radioaktivitét: Sie betrigt A; = 9,7 Zerfille pro Minute pro
Gramm Kohlenstoff. Bei frisch geschnittenem Holz derselben Art werden aber
Ap = 15,3 radioaktive Zerfille pro Minute pro Gramm Kohlenstoff gemessen.
Wir wollen das Alter des Holzes t berechnen.

Dazu setzen wir A; und Ap in die Gleichung ein:

15,3

97 = £0693t/5568 °

Daraus folgt unmittelbar 9,7 - ¢0693t/5568 — 153 ynd somit €0£93t/5568 —
15,3/9,7 = 1,577.
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Wir suchen aber die Unbekannte ¢ im Exponenten. Wir bilden also den
natiirlichen Logarithmus beider Seiten der Gleichung:

In(e0893t/5568) — 11 577.

Wer sich nicht direkt erinnert, kann in Kapitel N nachschlagen: z = In(e®).
Also haben wir: 0.693¢

5568
wobei der Wert In1,577 = 0,456 dem Taschenrechner entlockt wurde. Nun
folgt:

= 0,456,

2359,0
== . = 2 = !
0,693t = 5568 - 0,456 3590 = ¢ 0,603

= 3663,8 Jahre.

Nach unserer Berechnung wurde das Begréabnisschiff vor 3664 Jahren ge-
baut, und zu dieser Zeit ist wohl auch der Pharao gestorben. Natiirlich kann
man beziiglich der Genauigkeit an vielen Stellen dieser Altersbestimmung seine
Zweifel anmelden. Alles, von einer ungenauen Bestimmung der Radioaktivitét
bis zu einer Kontamination der Probe, kann das Resultat in der einen oder
anderen Weise beeinflussen. Wenn wir aber angeben, der Pharao sei vor etwa
3700 Jahren gestorben, so bewegen wir uns schon auf festerem Boden. Ein
stummes Objekt hat uns sein eigenes Alter verraten. Dank der Chemie und
der Mathematik ist eine Tiir in die Vergangenheit aufgegangen.

Ob man nun die Héhe des Mt. Everest, die Geschwindigkeit des Lichts oder
das historische Alter eines Pharao bestimmen will, die Mathematik hat ihre
Niitzlichkeit und universelle Anwendbarkeit ohne die Spur eines Zweifels unter
Beweis gestellt. Morris Kline geht sogar so weit zu behaupten:

Der eigentliche Wert der Mathematik liegt gar nicht sosehr in dem Fach
selbst, sondern in den Mdglichkeiten, die sie dem Menschen bei seinem
Umgang mit der physikalischen Welt eréffnet.'®

Viele werden einwerfen, daf Kline da wohl ein wenig iiber das Ziel hinausge-
schossen ist. Im Grunde genommen behauptet er damit, da8 die Mathematik
Astronomen und Chemikern alle ihre mathematischen Wiinsche erfiillen soll;
anschliefend kénnen die Mathematiker ihre Schreibtische aufrdumen und nach
Hause gehen.

Einen vollig gegensétzlichen Standpunkt vertritt G. H. Hardy, der zu den
reinsten der reinen Mathematiker gehort. Hardy, der in bezug auf provozie-
rende Aussagen selbst einiges loshat, gab zwar zu, da ,,ein grofer Teil der Ele-
mentarmathematik ... einen beachtlichen praktischen Nutzen besitzt“, aber
er fuhr fort mit der Feststellung, da niitzliche Ideen

im Ganzen eher stumpfsinnig sind. Sie sind der Teil, der den geringsten
dsthetischen Wert besitzt. Die ,wahre’ Mathematik der ,wahren‘ Mathema-
tiker, die Mathematik eines Fermat, Euler, Gauf, Abel oder Riemann, ist

fast gdnzlich ,nutzlos‘.**
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Obwohl die meisten Mathematiker von Hardys unnachgiebiger Vereinnah-
mung der Nutzlosigkeit leichte Abstriche machen wiirden, ist man sich im
Stand der Mathematiker weitgehend einig, daB8 das Fach nicht nur als Diener
der anderen Wissenschaften fungiert. Ergebnisse wie der Primzahlsatz aus
Kapitel P behalten ihre Schénheit und Faszination und damit ihre mathema-
tische Legitimation, auch jenseits aller Anwendungsanspriiche. Wenn wir die
Mathematik nur nach Niitzlichkeitserwidgungen beurteilen, ignorieren wir ei-
nes der zentralen Privilegien des Menschen: Er darf sich auf den Fliigeln des
Geistes erheben nur um des Vergniigens des Fliegens willen.

Wabhrscheinlich liegt die Wahrheit irgendwo zwischen den Positionen von
Morris Kline und G. H. Hardy. Der Niitzlichkeit der Mathematik kann man
nicht entrinnen; nach wie vor richten Zehntausende von Mathematikern ihre
Bemiihungen auf die Anwendungen. Unter Mathematikern hért man bisweilen
die folgende Perle der Weisheit: Es ist leicht, ein mittelmiifliger angewandter
Mathematiker zu werden; es ist schon etwas weniger leicht, ein mittelméaBiger
reiner Mathematiker zu werden; wesentlich schwerer ist es, ein aulergewthn-
licher reiner Mathematiker zu werden; am schwersten ist es aber, ein aufler-
gewdhnlicher angewandter Mathematiker zu werden. Um in der angewandten
Mathematik Herausragendes zu leisten, mul man mehrere Gebiete beherr-
schen: sowohl Mathematik als auch Astronomie oder Chemie oder Ingenieur-
wissenschaften. Wo ein reiner Mathematiker sich die Arbeit einfacher ma-
chen kann, indem er Postulate frei verindert oder Hypothesen hinzufiigt, mufl
der angewandte Mathematiker es mit den unkontrollierbaren Phéinomenen der
externen Welt aufnehmen. Reine Mathematik wird von der Logik geleitet,
angewandte Mathematik wird von der Logik und der Natur geleitet. Reine
Mathematiker konnen die Spielregeln verdndern, angewandte Mathematiker
sind dem ausgeliefert, was ihnen die Natur vorgibt.

Wir wollen diese Betrachtungen mit den Worten Galileos abschliefien, eines
Wissenschaftlers allerersten Rangs, der aus allen Ecken der Natur das Echo
der Mathematik vernahm. Die Niitzlichkeit und universelle Anwendbarkeit der
Mathematik wurde niemals treffender angesprochen als in Galileos Beschrei-
bung des Universums als ein ,,grofes Buch“, das

man nicht verstehen kann, wenn man nicht zuerst die Sprache zu erfassen
und die Buchstaben zu lesen lernt, aus denen es komponiert ist. Es ist
geschrieben in der Sprache der Mathematik.'5



enn-Diagramme

In der Mitte des neunzehnten Jahrhunderts entwarf John Venn (1834-1923),
ein Mitglied der Universitit von Cambridge, ein Darstellungsschema zur Vi-
sualisierung logischer Beziehungen. Venn war Geistlicher in der Anglikanischen
Kirche, eine Autoritit in bezug auf die ,Morallehre“, wie sie spiter genannt
wurde, und er stellte ein massives Kompendium mit den Namen aller Stu-
denten der Universitdt zusammen. Als Mathematiker war er nicht besonders
herausragend. Aber ein einziger Beitrag hat ihm Unsterblichkeit verliehen.

Dieser Beitrag ist das Venn-Diagramm. Es gehort heute so fest zu den
einschligigen Lehrbiichern wie die Titelseite oder das Inhaltsverzeichnis. Ein
Venn-Diagramm ist einfach ein meist rechteckiges Feld, in dem Kreise Gruppen
von Objekten mit gemeinsamen Eigenschaften repréasentieren.

Betrachten wir das groBe Rechteck in der Abbildung auf Seite 306 oben.
Es soll die Gesamtheit aller Tiere darstellen. Darin reprisentiere die Region C
die Menge aller Kamele, die Region B die Menge aller Vogel und die Region
A die aller Albatrosse. Man entnimmt dem Diagramm sofort:

O Alle Albatrosse sind Végel: Region A ist ganz in Region B enthalten.
O Keine Kamele sind Végel: Die Regionen C und B schneiden sich nicht.

0O Keine Kamele sind Albatrosse: Die Regionen C und A schneiden sich
nicht.

Hier wurde eine elementare Regel der Logik versinnbildlicht: Aus den Be-
hauptungen ,, Alle Objekte mit Eigenschaft A haben auch Eigenschaft B“ und
,Kein Element mit Eigenschaft C' hat Eigenschaft B“ folgt: ,Kein Element
mit Eigenschaft C hat Eigenschaft A.“ Diese SchluBfolgerung ist trivial, wenn
man sich die Kreise auf dem Diagramm ansieht.

Niemand, selbst nicht die besten Freunde von John Venn, wiirden sagen,
daB dem Ganzen eine besonders tiefschiirfende Idee zugrunde liegt. Venns
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0

Erfindung verbrauchte wesentlich weniger Gehirnschmalz als beispielsweise die
Bestimmung der Kugeloberfliche durch Archimedes. Die letztere beruht auf
einer tiefen Einsicht. Die erstere hitte auch ein Kind mit einem Buntstift
machen kénnen.

Aber da ist noch etwas. Gottfried Wilhelm Leibniz, der als der Begriinder
der symbolischen Logik gilt, hat schon im siebzehnten Jahrhundert kleine Dia-
gramme dieser Art benutzt. Und in Leonhard Eulers Opera Omnia findet sich
die Illustration, die in der Abbildung unten zu sehen ist. Kommt einem das
nicht bekannt vor? Ein ,, Venn-Diagramm* ein Jahrhundert vor Venn. Gerech-
terweise sollten wir es also ,,Euler-Diagramm® nennen. Natiirlich wiirde eine
solche Namensénderung nichts zu Eulers iiberragendem Ruhm beitragen, sie
wiirde aber den Ruf Venns vollig ausloschen.

Das Venn-Diagramm ist also weder tiefliegend noch original. Es ist blo8
bekannt. Irgendwie gibt es halt im Reich der Mathematik eine Abteilung mit
dem Namen Venn. Keiner wurde in der langen Geschichte der Mathematik
fiir weniger beriithmt. Mehr ist dazu nicht zu sagen.

IIL Or si la notion C étoit toute entiere hors de la notion B, elle seroit
aussi tout entiere hors de la notion 4, comme on voit par cette figure

B

®) ©

d’oit nait cette forme de syllogisme:

Tout A est B:
Or Nul C n’est pas B, ou Nul B n’est pas C:
Dono Nul C n'est pas 4.

Ein ,,Euler-Diagramm*
(Nachdruck mit freundlicher Genehmigung der Lehigh University Library.)



o sind
die Frauen?

Wenn der Leser mitgezéhlt hat, sollte ihm aufgefallen sein, dafl auf den bis-
herigen Seiten weitaus mehr Méanner als Frauen genannt wurden. Diese Un-
ausgewogenheit reflektiert die ménnliche Dominanz in der Geschichte der ma-
thematischen Wissenschaft. Aber bedeutet dies, da Frauen nie etwas zur
Mathematik beigetragen haben, dafl Frauen derzeit nichts beitragen oder daf§
Frauen in der Zukunft nichts beitragen werden?

Die Antworten auf diese Fragen sind, in der Reihenfolge: ,Nein“, ,Na-
tiirlich nicht“ und ,,Unverschimt!“ Frauen erscheinen in der Geschichte der
Mathematik schon in der Antike und sind heute aktiver denn je. Sie sind
prasent gegen alle Widersténde, die sich ménnliche Mathematiker kaum vor-
stellen koénnen, und nicht nur trotz eines Mangels an Ermutigung, sondern
auch trotz einer aktiven Abschreckung weiblicher Aktivitét.

Einleitend miissen wir zugestehen, da8 eine kurze Liste der einflufireichsten
Mathematiker — Archimedes, Newton, Euler, Gau8l oder wie sie sonst genau
aussehen mag — ausschliefilich ménnliche Namen nennt. Frauen in der Mathe-
matik sind vor 1900 sehr in der Minderheit. Unter denen, die hin und wieder
genannt werden, sind Hypatia von Alexandria, die um 400 n. Chr. lebte; Emi-
lie du Chatelet (1706-1749) und Maria Agnesi (1718-1799) im achtzehnten
Jahrhundert; Sophie Germain (1776-1831), Mary Somerville (1780-1872) und
Ada Lovelace (1815-1852) im frithen neunzehnten Jahrhundert. Sofia Kowa-
lewskaja steht in dieser Liste an der Schwelle zum zwanzigsten Jahrhundert.

Von den hier genannten war Hypatia eine einfluireiche Geometerin, Leh-
rerin und Schriftstellerin; Chatelet und Somerville waren bekannt geworden,
weil sie Newton ins Franzosische beziehungsweise Laplace ins Englische tiber-
setzten. Agnesi verdffentlichte 1748 einen mathematischen Text, fiir den sie
wohlverdiente Anerkennung erhielt. Lovelace arbeitete zusammen mit Charles
Babbage an der Konstruktion seiner ,, Analytischen Maschine“ — einem Proto-
Computer.
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Germain und Kowalewskaja sind die ausgezeichnetsten Mathematikerinnen
dieser Liste. Die erste arbeitete sowohl auf dem Gebiet der reinen wie der an-
gewandten Mathematik. Wir haben bereits ihre Arbeit zur Fermatschen Ver-
mutung in Kapitel F' erwdhnt. 1816 erhielt sie einen Preis der Franzdsischen
Akademie der Wissenschaften fiir ihre mathematische Analyse der Elastizitét.
Kowalewskaja erhielt einen Doktortitel und hatte eine Position an der Univer-
sitdt inne, beides in ihrer Zeit wegbereitende Leistungen fiir eine Frau. Dabei
erwarb sie sich den Respekt vieler sonst sehr skeptischer ménnlicher Kollegen.

Weibliche Mathematiker existierten also durchaus auch vor dem zwanzig-
sten Jahrhundert. Verwunderlich ist nicht, daBl es nur wenige gab, verwun-
derlich ist, daB es iiberhaupt welche gab. Denn Frauen mufiten nicht nur die
normalen Hiirden der hoheren Mathematik tiberwinden, die sich den mathe-
matischen Bestrebungen eines jeden in den Weg stellen, sondern zusitzlich
ein Sammelsurium gesellschaftlich bedingter Barrieren. Die drei wichtigsten
Hemmnisse wollen wir im folgenden beleuchten.

Zunichst wire da die iiberall vorhandene negative Finstellung gegeniiber
Frauen iiberhaupt in dieser Disziplin, eine Einstellung, die sowohl bei Frauen
als auch bei Méannern ihre Spuren hinterlassen hat. Im Zentrum dieser Mei-
nung steht der Glaube, Frauen seien unfihig, ernsthaft Mathematik zu be-
treiben. Diese Uberzeugung war sehr weit verbreitet, und auch viele ein-
flureiche Personlichkeiten teilten diese Uberzeugung. Immanuel Kant soll
gesagt haben, es sei ebenso wahrscheinlich, dafl Frauen Bérte tragen wie daf
sich ihre hiibschen Kopfe erfolgreich mit Geometrie beschéftigen — eine héchst
entmutigende Erklirung dieses so bedeutenden Philosophen.! Leider gehoren
solche Einstellungen keineswegs nur der Vergangenheit an. Wenn sich heute
ein Méadchen entschlieBt, naturwissenschaftliche Ficher oder gar Mathema-
tik als Hauptfach zu wihlen, wird ihm nicht selten von Eltern, Freundinnen
und Freunden oder anderen wohlmeinenden Beratern erklirt, Kunst und Mu-
sik oder Deutsch und Franzosisch seien der weiblichen Art des Denkens eher
angemessen. Man sollte es kaum glauben.

Zu den bevorzugten Argumenten, wonach Frauen ungeeignet seien, Mathe-
matik zu betreiben, gehort die Tatsache, dafl es so wenige gibt, die es getan
haben. Mit anderen Worten, das Fehlen von Frauen in der Mathematik dient
als Begriindung dafiir, da8 sie auf diesem Gebiet unfihig sind. Solch eine Argu-
mentation ist einfach licherlich. Uberlegen Sie, man wiirde aus der Tatsache,
daB es nur einige wenige Schwarzafrikaner in der Bundesliga gibt, schliefien,
daB diese grundsétzlich schlechter Fufiball spielen. Dabei gehoren inzwischen
einige Schwarzafrikaner zu den besten FuBballspielern der Welt.

Dafl Frauen sehr wohl zu mathematischen Héchstleistungen fihig sind, be-
weisen schon die anfangs aufgezihlten Mathematikerinnen. Wir konnten die
Liste auch fortsetzen mit Frauen, die in jlingerer Zeit aktiv waren: Grace
Chisholm Young hat Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts eine Schliisselrolle
bei der Verfeinerung der héheren Integrationstheorie gespielt, Julia Robinson
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hat Hilberts Zehntes Problem geldst, und Emmy Noether darf man eine der
hervorragendsten Algebraikerinnen des zwanzigsten Jahrhunderts nennen. Die
Meinung, Frauen kénnten Mathematik nicht betreiben, entbehrt jeder Grund-
lage.

Aber gleichzeitig gab es da noch die Meinung, Frauen sollten keine Mathe-
matik betreiben. DaB es pure Zeitverschwendung wire, gehort noch zu den
zahmeren Lesarten. Vielfach wurde mathematische Betitigung fiir Frauen
auch als schidlich bezeichnet. So wie Kinder nicht auf der Strafe spielen
sollen, so sollen sich Frauen von der Mathematik fernhalten.

So erging es etwa Florence Nightingale, die sich spiiter einen Namen in der
Kunst der Medizin gemacht hat. In ihrer Jugend zeigte sie viel mathematischen
Enthusiasmus, der ihre skeptische Mutter zu der Frage bewegte: ,,Was kann
eine verheiratete Frau mit Mathematik schon anfangen?“? Wie wir in Kapitel
U gesehen haben, gibt es kaum eine menschliche Errungenschaft, die niitzli-
cher ist als die Mathematik, aber Florence Nightingale hat man das Gegenteil
erzéhlt. Nach der traditionellen Rollenauffassung der Frau im neunzehnten
Jahrhundert sah man in der Mathematik iiberhaupt keinen Nutzen fiir sie.

Man hat den Médchen auch erzihlt, das Studium der Mathematik zerstore
gute Umgangsformen. Schlimmer noch, angeblich gab es medizinische Beweise,
daB bei Frauen, die zuviel nachdachten, der Strom des Bluts von den repro-
duktiven Organen zum Hirn umgelenkt werde, was offensichtlich entsetzliche
Konsequenzen nach sich zége. In diesem Zusammenhang ist es ganz interes-
sant, daf sich Ménner — aller V6lker — niemals um eine dhnliche Umlenkung
ihres Blutflusses gesorgt haben.

Meinungen und Mé&rchen dieser Art zogen rasch Aktivititen nach sich, be-
ziehungsweise Inaktivititen, um genau zu sein. Germain mufite ihre mathema-
tischen Veréffentlichungen unter einem minnlichen Pseudonym herausgeben.
Kowalewskaja wurde eine akademische Stellung zunéchst verwehrt, obwohl sie
ihre Eignung bewiesen hatte. Selbst die groBe Emmy Noether stieB auf Feind-
seligkeiten, als sie eine Stellung im Mittelbau an der Universitit Goéttingen
suchte. Die Verleumder fiirchteten, dal die Talfahrt, wenn eine Frau erst ein-
mal ihren FuB in der Tiir hat, nicht mehr aufzuhalten sei. Darauf antwortete
Hilbert mit einer gehérigen Portion Sarkasmus: ,Ich sehe nicht, wieso das
Geschlecht einer Kandidatin ein Argument gegen ihre Einstellung ist. Schlief-
lich sind wir eine Universitit und keine Badeanstalt.“® Noether bekam ihre
Anstellung, und die mathematische Gemeinde hat es iiberlebt.

Ein zweites Hemmnis war die Verwehrung einer formalen Ausbildung. Ma-
thematik ist ein Gebiet, in dem hartes Training vonnéten ist. Man mufl mit
den Anfingen beginnen und sich zu den Grenzen der Forschung durchbeifen.
Bei einer so alten und komplexen Disziplin wie der Mathematik braucht dies
Jahre der Anstrengung. In der Vergangenheit gab es nur wenige Frauen, die
diesen steinigen Weg iiberhaupt nur betreten konnten. Erfolg in der héheren
Mathematik zu haben, war daher fast ganz unmoglich.
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Wie eigneten sich die Ménner dieses Gebiet an? Sie bekamen oft Privat-
oder Einzelunterricht. Wir haben schon erfahren, dal Leibniz selbst Christiaan
Huygens aufsuchte oder dafi Euler bei Johann Bernoulli studierte. In diesen
Fillen gab ein etablierter Kénner die Fackel an den zukiinftigen Meister weiter.
Nur duflerst wenige Frauen hatten dhnliche Chancen.

Maénner gingen nach entsprechendem Training an die Universitét, wo ihre
Talente und Féhigkeiten weiter gefordert wurden. GauB ging an die Universitét
Helmstedt, Wantzel an die Ecole Polytechnique und Russell nach Cambridge.

In Gegensatz dazu war es Germain, einer Frau mit vielversprechendem
Talent, noch nicht einmal erlaubt, die Vorlesungsraume einer Universitéit zu
betreten — wegen ihres Geschlechts. Sie konnte das Fortschreiten des Stoffes
nur heimlich verfolgen, indem sie an der Tiir des Vorlesungssaals lauschte oder
die Notizen versténdnisvoller minnlicher Kollegen abschrieb. Daf sie sich
schlieBlich durchsetzen konnte, zeugt, so Gauf}, von einer Frau ,allerh6chster
Noblesse“.4

Die iiberwiltigende Mehrheit der Frauen hatte also keinerlei Kontakt zur
Welt der offiziellen Mathematik. Man mufl auch bemerken, daf die meisten
der erwidhnten Frauen wohlhabend waren und die entsprechenden Privilegien
genossen. Germain konnte die Bibliothek ihres Vaters nutzen. Somerville
belauschte den Privatunterricht ihres Bruders. Die Tochter reicher Familien
hatten natiirlich Moglichkeiten, die sich denen aus &rmerem Hause nicht boten.
Uber arme Frauen mit mathematischem Talent bemerkte Michael Deakin:
»Zwei Hindernisse, Armut und Weiblichkeit, waren ganz klar zu viel.“ ®

Es ist ganz aufschlufireich, die Situation der Mathematikerinnen mit der
von Schriftstellerinnen im vergangenen Jahrhundert zu vergleichen. Lesen und
Schreiben gehoérten zur Ausbildung der gehobenen Tochter, obwohl beides eher
als notwendiges Attribut sozialen Umgangs denn als Mittel zu kiinstlerischer
Karriere angesehen wurde. Dennoch gelang es nicht wenigen Frauen, sich die
schriftstellerisch notwendigen Kenntnisse anzueignen. Wenn sie dann noch
ausreichend Zeit, Disziplin und Begabung hatten, konnten sie diese in Poesie
oder Prosa umsetzen. Die Literatur von Jane Austen erwuchs aus dem Le-
ben ihrer Umgebung, sorgfiltig beobachtet und durch ihr auBerordentliches
literarisches Talent gefiltert und verfeinert. Austen war eine Kiinstlerin, und
sie schuf ein Werk, das sie in die Reihe der grofiten Namen der englischen
Literatur erhebt.

Zwar haben die meisten M#dchen neben Lesen und Schreiben auch elemen-
tares Rechnen gelernt, aber schon an dieser Stelle bricht die Analogie mit der
Literatur zusammen. Die Erweiterung der Kenntnisse im Rahmen der htheren
Mathematik erfordern das Versténdnis von Geometrie, Infinitesimalrechnung
und Differentialgleichungen, wobei jedes Gebiet auf dem vorgenannten auf-
baut. Nur sehr wenige Menschen vermégen solche Kenntnisse ohne Unterwei-
sung zu erwerben. Da man aber den Frauen eine solche weiterfiihrende Unter-
richtung verwehrte, kamen sie von vornherein nicht mit den mathematischen
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Grundwerkzeugen in Kontakt. Die Tiir zu einer wissenschaftlichen Laufbahn
wurde ihnen vor der Nase zugeschlagen. Wir kennen die mathematischen Jane
Austens nicht, die mangels formaler Ausbildung niemals zum Zuge kamen.

Das war die Vergangenheit, aber wie steht es mit der Gegenwart? Natiirlich
sind die formalen Barrieren aus dem Weg gerdumt. Universititen legen Frauen
nicht mehr die Zwinge auf, wie Germain sie gekannt hatte. Im Gegenteil, in
den meisten Lindern lassen die Zahlen der Studienanfinger in Mathematik
die Entwicklung eher hoffnungsvoll erscheinen. In den USA vergaben die Uni-
versitidten und Colleges im akademischen Jahr 1990/91 beispielsweise 14661
,Undergraduate-Diplome* in Mathematik, von denen 47 Prozent, nidmlich
6917, an Frauen verlichen wurden. Dem ménnlichen mathematischen Esta-
blishment des letzten Jahrhunderts wire eine solche fast perfekte Aufteilung
unvorstellbar gewesen.

Wenn wir uns aber die Zahlen der héheren Studienabschliisse ansehen,
stimmen die Daten weniger optimistisch. In demselben akademischen Jahr
waren unter den Empfingern des ,,Masters-Diploms“ nur zwei Fiinftel Frauen,
und bei den Promotionen in Mathematik war es nur noch ein Fiinftel.® Dies
zeigt, daB Frauen zwar in den Colleges und den ersten Universititsjahren noch
in addquater Zahl in den mathematischen Grundstudiengéngen vertreten sind,
ihr Anteil in den weiterfiihrenden Studiengingen jedoch iiberproportional ab-
nimmt. Dies aber ist die notwendige Ausgangsposition fiir die Forschungsma-
thematiker und Universititsprofessoren von morgen, und so bleibt wohl das
Verhiltnis weiterhin unausgeglichen.

Warum schlagen Frauen keine qualifizierenden Studiengéinge ein? Histo-
risch gesehen haben viele ihre Berufung darin gesehen, Lehrerin zu werden,
und daher war eine Ausbildung {iber das Staatsexamen hinaus nicht nétig. In
vielen Fillen hat sicherlich ein Minderwertigkeitskomplex, der durch das oben
beschriebene Verhalten der Gesellschaft begiinstigt wurde, zu einer pessimi-
stischen Einschitzung eines weiterfilhrenden Universitéitsabschlusses beigetra-
gen. Und gerade beim Studium der htheren Mathematik braucht man immer
wieder Ermutigung — eine Vertrauensperson, die einen wieder aufrichtet und
bei der Bewiltigung der Schwierigkeiten hilft, die das Fach mit sich bringt.
Minner haben da Mitstreiter und Vorbilder im Uberflu8. Frauen hingegen
konnen sich in den Stiirmen der akademischen Welt sehr einsam vorkommen.
Ihr Weg durch die Institutionen der Ausbildung bleibt in vielerlei Hinsicht
verschieden von dem ihrer ménnlichen Kollegen.

Aber selbst wenn Frauen die negative Haltung iiberwunden und eine solide
Ausbildung erworben hatten, gab es erneut ein Hindernis: den Mangel an
Unterstiitzung fiir ihre Bemiihungen, ihrer mathematischen Arbeit neben den
Erfordernissen des téglichen Lebens nachzugehen.

Um mathematisch forschen zu kénnen, benétigt man grofie Intervalle freier
Zeit. Mathematiker in der Forschung sitzen oft eine langere Zeit einfach herum
und denken nach. In der Vergangenheit waren, wie heute eben auch, groBere
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freie Perioden nicht jedermann gleichermaBien verfiigbar. Der einfachste Ga-
rant fiir unbeschrinkte Mufle war natiirlich die Unabhéngigkeit durch Reich-
tum. Der Legende nach war zum Beispiel Archimedes Mitglied der kéniglichen
Familie von Syrakus. Der Marquis de ’'Hospital (1661-1704) war reich genug,
um sich von einem Johann Bernoulli in der neuen Differentialrechnung, die in
Europa gerade en vogue war, unterrichten zu lassen. Und von den Frauen auf
unserer Liste war Emilie Chatelet eine Marquise, Lovelace war eine Gréfin,
und Agnesi kam aus reicher Familie. Keine und keiner mufite die Zeit mit
Wischewaschen verbringen.

Weitere Unterstiitzung kam von den européischen Akademien, den Denkfa-
briken fritherer Jahrhunderte. Férderung von den Akademien in Berlin, Paris
oder St. Petersburg gab den Gelehrten Lohn und Brot. Euler, der Lehrstiihle
in Berlin und St. Petersburg innehatte, wufite perfekt mit diesen Gegebenhei-
ten umzugehen.

Eine weitere Moglichkeit bestand in einer Tatigkeit, die einen so wenig
in Anspruch nahm, da man sich Perioden der Freizeit fiir Studien und Zer-
streuung schaffen konnte. Wir haben schon gesehen, daf Leibniz neben seiner
Tétigkeit in diplomatischen Diensten in Paris immer wieder Zeit fand, sich
der Mathematik zuzuwenden und so nebenbei die Differentialrechnung zu ent-
wickeln. Der Magistratsbeamte Fermat hatte am Gericht offenbar nie genug
zu tun, und so beschiftigte er sich eben mit Mathematik.

Insgesamt hat es also dem potentiellen Mathematiker nicht gerade ge-
schadet, extrem reich, ein Mitglied einer Akademie oder einfach nur unter-
beschiftigt zu sein. Heutzutage kommt natiirlich die finanzielle Unterstiitzung
fir Mathematiker hauptséichlich von den Universitidten, die ihnen ein Biiro,
eine Bibliothek und Reisemittel zur Verfiigung stellen und den Austausch mit
Kollegen vom Fach erméglichen.

Vollig im Gegensatz dazu steht die historische Rolle der Frau: Kinder,
Kiiche, Kirche. Die klassischen Aufgaben der Kindererziehung und Hausarbeit
waren seit jeher ein Full-time-job. Selbst wenn sie die notwendige Ausbildung
genossen hétte, wo sollte eine Frau die Zeit hernehmen, iiber Differential-
gleichungen oder projektive Geometrie nachzudenken? Die an sie gerichteten
Erwartungen waren ganz anderer Natur.

Tatséchlich hatten Frauen in der Regel noch nicht einmal ein eigenes Zim-
mer. In einem Essay dieses Titels erinnert Virginia Woolf daran, da§ Frauen
fast nie einen Ort hatten, an den sie sich zuriickziehen konnten, um nachzuden-
ken, zu schreiben — oder sich mit Mathematik zu beschiftigen. Woolf erzihlt
die Geschichte von Judith, einer imagindren Schwester von Shakespeare, die
genauso talentiert ist wie ihr Bruder, ihr Leben aber der Erfiillung der t4glichen
Bediirfnisse der Familie opfern muf3, wihrend ihr Bruder William sein schrift-
stellerisches Geschick perfektioniert. Woolf beschreibt Shakespeares imaginére
Schwester:”
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Sie war so abenteuerlustig und phantasiereich wie er und genauso erpicht
darauf, die Welt zu sehen. Man lief sie jedoch nicht die Schule besuchen.
Sie hatte nie die Chance, Grammatik und Logik zu lernen, ganz zu schwei-
gen von der Lektire eines Horaz oder Vergil. Hie und da nahm sie ein
Buch in die Hand ... und las ein paar Seiten. Aber dann kamen ihre El-
tern herein und hieflen sie, die Strimpfe zu stopfen oder nach dem Eintopf
auf dem Herd zu sehen und nicht iber Biichern und Zeitschriften vor sich
hin zu trdumen.

Die Schwester gab die Unterstiitzung, der Bruder empfing sie. Ein wesent-
licher Unterschied.

Denken wir an Leonhard Euler, den Vater von dreizehn Kindern. Jemand
mufBte sie fiittern, ihre Windeln wechseln, ihre Kleider waschen. Das tat jeden-
falls nicht Leonhard. Denken wir an Srinivasa Ramanujan (1887-1920), einen
unglaublich begabten Mathematiker zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts.
Bei seinen téglichen Verrichtungen war er von der Hilflosigkeit eines Kindes,
und seine Frau muBte sich um alles kiimmern. Paul Erdés, dem wir im ersten
Kapitel begegnet sind, lernte immerhin schon mit 21 Jahren, ein Brot mit
Butter zu bestreichen. Ganz offensichtlich hat ihn seine Mutter in den ersten
Jahren seiner mathematischen Entwicklung ganz auBerordentlich unterstiitzt.

Was wire im umgekehrten Fall geschehen? Wiren Frau Euler oder Frau
Ramanujan oder Frau Erdos genauso erfolgreiche Mathematikerinnen gewor-
den, wenn sich jemand um ihre t4glichen Bediirfnisse gekiimmert héitte? Wir
wissen es nicht. Aber wiirden mehr Frauen in den Annalen der Mathematik
erscheinen, wenn sie dieselbe Unterstiitzung wie diese Ménner erhalten hitten?
Ganz zweifellos.

Die erwéhnten Hindernisse — ablehnende Haltung der Umwelt, Schwierig-
keiten, eine mathematische Ausbildung zu erhalten, fehlende Unterstiitzung
von auflen — treffen mehr oder weniger auch auf das Leben von Sofia Kowalew-
skaja zu, ,der groBten Mathematikerin vor dem zwanzigsten Jahrhundert“.®
Thre Geschichte ist beredtes Beispiel fiir die Schwierigkeiten und den Triumph
einer Frau in der Mathematik.

Sofia Kowalewskaja wurde Anfang 1850 in Moskau geboren und wuchs in
einem wohlhabenden Haushalt in intellektueller Atmosphére mit englischer
Gouvernante auf und hatte die Gelegenheit, Mathematik zu lernen. Sie selbst
erzahlte spéter die Geschichte, dafl die Winde ihres Schlafzimmers mit den
Vorlesungsmitschriften aus dem Analysisunterricht ihres Vaters tapeziert wa-
ren. Das junge Méddchen war fasziniert von den seltsamen Symbolen und For-
meln, die es wie Freunde schweigend umgaben. Eines Tages schwor sie sich,
ihre Geheimnisse zu ergriinden.

Dazu war aber eine entsprechende Ausbildung nétig. Zunichst lernte sie
Arithmetik. Dann wurde Sofia erlaubt, die Privatstunden ihres Vetters zu
besuchen, vornehmlich jedoch, um diesen durch die weibliche Konkurrenz zu
hiirterer Arbeit anzustacheln. Auf diese Weise konnte sie sich die Algebra an-
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eignen — was ihm nicht gelang. Als néchstes lieh sie sich ein Buch, das ein
Physiker in der Nachbarschaft geschrieben hatte. Bei der Lektiire hatte sie
mit der Trigonometrie, die sie iiberhaupt nicht kannte, groBere Schwierigkei-
ten. Da sie aber nicht aufgeben wollte und andererseits keine befriedigenden
Erklirungen finden konnte, entwickelte sie fiir sich von Grund auf die ganze
Materie. Als dem Physiker bewufit wurde, was sie da vollbracht hatte, be-
merkte er voller Bewunderung: ,,Sie hat diesen ganzen Zweig der Wissenschaft
— die Trigonometrie — ein zweites Mal erfunden.“ 9

Eine solche Leistung zeigt hochste mathematische Kreativitat. Als sie sieb-
zehn war, reisten sie und ihre Familie nach St. Petersburg, wo sie die Einwénde
ihres Vaters entkriften konnte und schliellich Privatunterricht in Analysis er-
hielt. Dabei zeigte sie so grofies Talent, daf} sie, wére sie anderen Geschlechts
gewesen, sofort die Universitdt hitte besuchen miissen. Aber fiir eine Russin
des neunzehnten Jahrhunderts lag diese Moglichkeit auBerhalb jeder Reich-
weite.

Thre Antwort auf diese enttiuschende Erfahrung war recht extrem — je-
denfalls aus heutiger Sicht. Mit achtzehn ging sie eine Vernunftehe mit einem
jungen Gelehrten ein, der seine Studien in Deutschland fortsetzen wollte. Dort
hoffte sie auf bessere Ausbildungschancen. Der Mann war der Paldontologe
Vladimir Kowalewskij, der in die ,,Scheinehe“ einwilligte, weil er damit einen
Beitrag zur Befreiung der Frau zu leisten hoffte. Die beiden machten sich nach
Deutschland auf, wo sie hinter der Fassade ihrer Ehe getrennte Interessen ver-
folgten. Sofia Kowalewskaja besuchte die Universitét in Heidelberg.

Kowalewskaja tat sich in Heidelberg — wie iiberall - hervor, und 1871 setzte
sie sich neue Ziele: Sie ging an die Universitit nach Berlin, zu einem der
groBten Mathematiker jener Zeit, Karl Weierstra (1815-1897). Die bestimmt
auftretende Kowalewskaja arrangierte ein Treffen mit dem weltberithmten Ge-
lehrten und bat ihn um Privatunterricht. Weierstra8 schickte sie wieder nach
Hause mit einer Sammlung von so schweren Problemen, da8 er dachte, sie nie
wiederzusehen.

Aber er hatte sich geirrt. Eine Woche spédter kam Kowalewskaja mit den
Losungen wieder. Nach Weierstrafl’ Meinung zeigte ihre Arbeit , das Geschenk
einer intuitiven Genialitit in einem Grad ... wie man es ... selbst bei &lteren
und weiter fortgeschrittenen Studenten selten findet“.!? Sie hatte einen wei-
teren Skeptiker — diesmal einen der einflufireichsten Mathematiker der Welt —
auf ihre Seite gezogen.

Damit begann eine lang andauernde Zusammenarbeit zwischen dem al-
ternden Weierstra$ und der jugendlichen Kowalewskaja. Ihrer Energie und
ihrer Einsichtsfihigkeit brachte er seinen hichsten Respekt entgegen, und des-
halb machte er sie mit einem Grof8teil der bedeutenden Mathematiker Europas
bekannt. Unter seiner Anleitung fiihrte Kowalewskaja Untersuchungen iiber
partielle Differentialgleichungen, Abelsche Integrale und die Dynamik der Sa-
turnringe durch. Fiir diese drei Arbeiten erhielt sie 1874 den Doktortitel der
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Universitéit Gottingen. Sie war die erste Frau, die einen solchen Titel von einer
modernen Universitét erhielt.

Thr ganzes Leben hindurch beschiftigte sich Kowalewskaja nicht nur mit
Mathematik, sondern auch mit Fragen der sozialen und politischen Gerechtig-
keit. Als Streiterin fiir die Freiheit unterstiitzte sie die Frauenrechtsbewegung
und den Kampf fiir ein freies Polen. Einmal schrieb sie Artikel fiir ein radi-
kales Blatt. Zusammen mit ihrem Mann betrat sie wihrend der ,,Commune
von 1871% verbotenerweise die Stadt Paris, als diese von Bismarcks Truppen
eingeschlossen war. Bei diesem Abenteuer schossen deutsche Soldaten sogar
auf die Kowalewskaja. Als sie in Paris angekommen war, kiimmerte sie sich
um die Kranken und Verwundeten und nahm Kontakt mit den Anfiihrern der
Radikalen in der belagerten Stadt auf. Sie gehorte zu denen, die sich ihrem
sozialen Gewissen verpflichtet fiihlen.

Doch sie war nicht nur Wissenschaftlerin und Revolutionérin, sie war auch
Schriftstellerin. Sie verfafite Novellen, Gedichte und Dramen sowie die au-
tobiographische Schilderung ihrer Entwicklungsjahre: Erinnerungen an die
Kindheit. Als Heranwachsende hatte sie in Rufiland Fedor Dostojewski ken-
nengelernt und spéter in ihrem Leben Ivan Turgenjew, Anton Tschechow und
George Eliot getroffen. Eine sozial engagierte Mathematikerin, die sich in den
hochsten literarischen Kreisen bewegte.

Sofia. Kowalewskaja besaf8 also ein beeindruckendes Spektrum héchst un-
terschiedlicher Talente. Brillant, durchsetzungsfihig und klar im Ausdruck,
wurde sie von einem Zeitgenossen als ,einfach umwerfend“ beschrieben.!! Da
hat man das Bild einer fesselnden, charismatischen Person von der Art vor
Augen, iiber die Bestseller oder Fernsehdreiteiler geschrieben werden.

Aber in allen Dreiteilern wird der Triumph von der Tragddie begleitet.
Trotz der etwas speziellen Umsténde ihrer Heirat hatte sich bei ihr eine wirkli-
che Liebe zu ihrem Gatten entwickelt, und 1878 bekam das Paar eine Tochter.
Aber fiinf Jahre spiter, nachdem er gréfiere Geldbetrige bei geschéftlichen
Fehlspekulationen verloren hatte, nahm sich der verzweifelte Vladimir Kowa-
lewskij durch Einatmen von Chloroform das Leben. Sofia war nun Witwe und
alleinerziehende Mutter.

Gliicklicherweise war sie aber auch eine Mathematikerin von Weltniveau.
Aufgrund der enthusiastischen Unterstiitzung durch einen Weierstra8-Schiiler,
Gosta Mittag-Leffler, wurde sie in die Fakultét der Universitdt Stockholm
aufgenommen. 1889 bekam sie als erste Frau eine feste Professorenstelle — ein
Prizedenzfall in der Mathematik.

Doch auch ihre Zeit in Stockholm blieb nicht ohne Schwierigkeiten. Das
iibliche Vorurteil gegen Frauen wurde durch ihre entschlossene 6ffentliche Un-
terstiitzung liberaler und bisweilen auch revolutionirer Bewegungen noch ver-
starkt. Konservative Wissenschaftler konnten sie nicht in ihrer mathemati-
schen Arbeit kritisieren, und so verurteilten sie sie wegen ihrer Kontakte zu
einem bekannten deutschen Sozialisten. Sowohl Weierstral als auch Mittag-
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Sofia Kowalewskaja auf einer sowjetischen Briefmarke

Leffler baten sie instindig, einen zuriickhaltenderen politischen Standpunkt
einzunehmen. Das tat sie nicht.

Was ihre mathematische Tétigkeit anbelangt, wurde sie zu einem der Her-
ausgeber der Zeitschrift Acta Mathematica berufen. Auch hier war sie die erste
Frau, die eine solche Stellung innehatte. Sie korrespondierte mit Mathemati-
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kern wie Hermite und Chebyshev, dem wir schon in fritheren Kapiteln begegnet
sind. Sie wurde so zu einem wichtigen Bindeglied zwischen der russischen Ma-
thematikergemeinde und der im Westen Europas. 1888 erhielt Kowalewskaja,
von der franzésischen Akademie der Wissenschaften den Priz Bordin fiir ihre
Arbeit On the Rotation of a Solid Body about a fized Point — ,Uber die Rota-
tion eines starren K6rpers um einen festen Punkt“. Nun kamen internationaler
Ruhm, Artikel in Zeitschriften und Gratulationsbriefe. Die Anerkennung war
ausreichend, um ihr die korrespondierende Mitgliedschaft in der Kaiserlichen
Russischen Akademie der Wissenschaften einzutragen, aber immer noch nicht
genug, ihr als Frau eine akademische Stelle in ihrem Heimatland zu verschaffen.

1891 schien also eine vielversprechende Zukunft vor dieser bemerkenswerten
Person zu liegen. Doch unvermutet bahnte sich eine Tragddie an. Auf einer
Reise nach Frankreich erkiltete sie sich leicht, wie es schien. Als sie jedoch nach
Stockholm zuriickgekehrt war, verschlechterte sich ihr Zustand in dem rauhen
Winterwetter. Schliefllich wurde sie so schwach, daf sie ihre Verpflichtungen
nicht mehr wahrnehmen konnte und zu Hause blieb. Nachdem sie in ein Koma
gefallen war, starb Sofia Kowalewskaja am 10. Februar 1891 viel zu friih im
Alter von nur 41 Jahren.

Der vorzeitige Tod einer hochbegabten Personlichkeit 16st immer Erschiitte-
rung und Verzweiflung aus, und viele Triume bleiben unerfiillt. Beileidsbekun-
dungen kamen aus ganz Europa und zeugten von der tiefempfundenen Trauer.
Wir wissen nicht, welche Beitrige Kowalewskaja noch zur Mathematik hitte
leisten konnen. Und wir wissen nicht, welchen Einflufl diese Beitrige auf die
Stellung der Frau in dieser Disziplin hitten haben kénnen.

Hochbegabungen wie Kowalewskaja sind duflerst selten, aber in den hundert
Jahren seit ihrem Tod ist die Zahl der Frauen in der Mathematik immer gréer
geworden. Und damit kommen wir zu einer beunruhigenden Frage: Wenn wir
dieses Kapitel den Mathematikerinnen gewidmet haben, haben wir uns dann
der Diskriminierung der Frau schuldig gemacht, indem wir sie als eine beson-
dere Spezies behandelt haben? Frauen haben ihren Anteil in der Medizin und
im Recht erobert, und so spricht man weit weniger von ,,Doktorinnen“ oder
»Rechtsanwiéltinnen“. Wir wollen mit diesem Kapitel auch nicht anregen, da8
man das mathematische Berufsbild in zwei Gruppen aufteilen sollte: Mathe-
matiker und Mathematikerinnen. Das kann nicht unsere Absicht sein, und es
entspricht auch nicht der Realitdt. Es ist aber eine Gefahr.

Das war auch die Meinung von Julia Robinson. Als ihr Ansehen wuchs, als
sie in die amerikanische National Academy of Sciences aufgenommen wurde
und den ,MacArthur Award“ erhielt, wurde Robinson als Triumphatorin in
einer méinnlichen Domine gefeiert. ,Die ganze Aufmerksamkeit“, schrieb sie in
einer wichtigen Stellungnahme, ,,war sehr erfreulich, aber zugleich verwirrend.
In erster Linie bin ich Mathematiker. Man sollte sich nicht an mich als an
die erste Frau erinnern, die dies oder jenes getan hat, sondern, wie es einem
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Mathematiker gebiihrt, an die Person, die diese Theoreme zuerst bewiesen und
jene Probleme zuerst gelost hat.“ 12 Darauf gibt es nur eine Antwort: ,Genau!“

Auch wenn viele Ungerechtigkeiten, denen Frauen sich ausgesetzt sehen,
noch ausgemerzt werden miissen, so gibt es doch Hoffnung, dal der Wunsch
von Robinson in Erfiillung gehen wird. Die Zahl der Mathematik-Studentinnen
steigt kontinuierlich, und viele Schranken und Vorurteile sind verschwunden.
Auch wenn das Problem noch nicht vollstindig geldst ist, so ist der Fortschritt
nicht zu iibersehen. Man darf hoffen, daf§ in nicht allzu ferner Zukunft die
Frage ,,Wo sind die Frauen?“ der Vergangenheit angehoren wird.
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In diesem Kapitel verbrauchen wir gleich zwei Buchstaben des Alphabets. Es
behandelt ein Thema, das schon mehrfach auf den vorhergegangenen Seiten
aufgetaucht ist und dessen grundlegender Charakter den Gedanken nahelegt,
daB es schon immer existiert haben mus8.

Wir spielen auf das System von Koordinatenlinien an, die als Gitter ho-
rizontal und vertikal der Ebene iiberlagert werden und jedem Punkt dieser
zweidimensionalen Fliche eine numerische Adresse zuweisen. Die horizontale
z-Achse trégt eine Zahlenskala, die nach rechts hin zunimmt, wihrend bei
der vertikalen y-Achse die Skala nach oben hin steigt. Mit Hilfe dieser bei-
den Achsen ist es moglich, zwischen einem geometrischen Punkt und seinen
numerischen Koordinaten hin- und herzuwechseln.

Nun ist es nicht besonders interessant, einen einzelnen Punkt einzuzeich-
nen. Legt man eine Gleichung zugrunde, wie zum Beispiel y = 22 + 1, dann
wird die Darstellung schon etwas komplexer, wenn man die Gleichung durch
die Menge aller Punkte (z,y) in der Ebene veranschaulicht, deren Variablen z
und y durch die Beziehung y = z? + 1 verbunden sind. Dabei erzeugt also die
algebraische Gleichung eine geometrische Kurve, in diesem Fall eine Parabel,
die in der Abbildung auf Seite 320 zu sehen ist.

Diese Verbindung von Algebra und Geometrie scheint véllig natiirlich zu
sein. Es mag daher iiberraschen, da8 sie noch gar nicht so lange bekannt ist.
Wihrend die Euklidische Geometrie, ganz ohne algebraische Beschreibung,
schon tiber 2000 Jahre alt ist, gibt es die analytische Geometrie noch nicht
einmal vierhundert Jahre. Damit ist sie jiinger als der Logarithmus, Romeo
und Julia und Boston.

Das Gebiet entstand, wie so viele neue mathematische Begriffsbildungen,
im siebzehnten Jahrhundert. Die Innovatoren waren Pierre de Fermat und
René Descartes, beides Franzosen, beide brillant, beide weichenstellende Cha-
raktere in der Entwicklung der Mathematik. Wie wir schon in einem friiheren
Kapitel bemerkt haben, wird die Erfindung der Koordinatengeometrie durch
Fermat von seinen besser bekannten Beitridgen zur Zahlentheorie in den Schat-
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ten gestellt. Schuld an seinem nur sehr geringen EinfluB auf die Entwicklung
war liberdies Fermats Hinauszoégern einer Publikation, so da die Idee zur Zeit
der Verbreitung seiner Arbeit schon lingst nicht mehr neu war. Den Ruhm,
die analytische Geometrie begriindet zu haben, erwarb sich daher ihr erster
Offentlicher Befiirworter, René Descartes.

Im Jahr 1637 hatte Descartes ein volumindses Werk geschrieben, den Dis-
cours de la Methode, eine Art philosophischen Fahrplan fiir die wissenschaft-
liche Revolution. Dieser Abhandlung fiigte er, gewissermafen als Nachwort,
einen Anhang mit dem Titel Géométrie an, den er mit einem Manifest begann:

Jedes Problem in der Geometrie kann ohne Schwierigkeit auf eine For-
mulierung reduziert werden, in der die Kenntnis der Lingen gewisser Ge-
raden ausreicht, die entsprechende Konstruktion durchzufithren. ... Und
ich werde nicht zogern, diese arithmetischen Ausdriicke in die Geometrie
einzufiihren.!

Die bis dato reine Euklidsche Geometrie, in der idealisierte geometrische
Formen die Hauptrolle spielten, sollte nun von Zahlen, die Descartes ,,arith-
metische Ausdriicke nennt und die Lingen messen und Positionen angeben,
durchdrungen werden.

Die meisten Leser fanden in der Géométrie leider keine leichte Lektiire.
Selbst Isaac Newton mufite zugeben, daB er sich anfangs keinen Reim auf
Descartes’ Methode machen konnte. Jahre spéter schrieb ein Biograph, da8
Newton

Descartes’ Geometrie in die Hand nahm, obwohl man ihm gesagt hatte, daff
sie sehr schwer verstindlich sei, einige zehn Seiten las, abbrach, wieder
von vorn las, etwas weiter kam als das erste Mal, wieder anhielt, zuriick



X-Y-Ebene 321

an den Anfang ging und weiterlas, bis er schlieflich das Ganze schrittweise
bewdltigt hatte.?

Wenn schon Newton Probleme hatte, kann man sich vorstellen, wie an-
dere sich geplagt haben miissen. Ganz charakteristisch war auch die Warnung
Descartes’ an seinen Leser:

Ich werde nicht anhalten, um dies im Detail zu erldutern, wiirde ich Sie ja

dadurch des Vergniigens berauben, es aus eigener Kraft zu meistern. ... Ich

finde hier nichts so schwierig, dap es nicht von jedem, der mit gewohnlicher

Geometrie und Algebra vertraut ist, ausgearbeitet werden konnte.>

In der Beschreibung seines Buches Mersenne gegeniiber war Descartes be-
sonders schonungslos: ,Ich habe eine Reihe von Dingen ausgelassen®, schrieb
er, ,die alles hitten klarer werden lassen. Aber das tat ich mit Absicht, an-
ders hétte ich es nicht getan.“* Die Philosophie, die dem zugrunde liegt —
daB man Klarheit in mathematischen Darstellungen vermeiden soll —, ist dem
hoffnungsvollen Lehrbuchautor nicht unbedingt zu empfehlen, wenn er denn
auch am Verkauf seines Werkes interessiert ist.

Gliicklicherweise waren andere durchaus in der Lage, Descartes’ Ideen ver-
stéandlicher wiederzugeben. Frans van Schooten (1615-1660) aus Amsterdam
gab die Géométrie ein Dutzend Jahre nach dem Erscheinen der Originalaus-
gabe von Descartes mit einem grofien hilfreichen Kommentarteil heraus und
machte dadurch das Gebiet einer viel groBeren Leserschaft zugénglich. Es ist
sicher von besonderer Bedeutung, da8 sowohl Isaac Newton als auch Gottfried
Wilhelm Leibniz bei ihrer Entdeckung der Infinitesimalrechnung sehr stark
von van Schootens Ausgabe der Descartesschen Geometrie profitierten.

Das Gebiet, so wie sie sich mit ihm beschiftigten, war mit dem heutigen
nicht identisch. In jenen Tagen zeichnete man die Achsen nicht unbedingt
rechtwinklig zueinander ein. Manchmal zeichnete man tiberhaupt keine y-
Achse ein. Und die Aversion negativen Zahlen gegeniiber beschrinkte das
Arbeiten oft auf den ersten Quadranten, die Region rechts oben in der Ebene,
wo sowohl die z-Koordinate als auch die y-Koordinate positiv sind. Es dauerte
seine Zeit, bis sich die Dinge eingerenkt hatten.

Einen recht bedeutenden Beitrag zu der Entwicklung steuerte auch Newton
bei, dessen EinfluB hier allerdings angesichts seiner vielen anderen Leistungen
in Vergessenheit zu geraten droht. Seine EFnumeratio linearum tertii ordinis,
die er schon 1676 geschrieben hatte, aber erst mit der typischen Newtonschen
Verzogerung 1704 publizierte, wurde als das Werk beschrieben, mit dessen
Hilfe ,,die analytische Geometrie, so kénnte man sagen, ihre Eigensténdigkeit
erreichte“.> Newton fithrte darin 72 verschiedene Arten von Gleichungen drit-
ten Grades ein, analysierte sie und zeichnete ihre Graphen aufs peinlichste
genau, wobei sein Enthusiasmus fiir die analytische Geometrie nur noch von
seiner Ausdauer iibertroffen wurde.

Nach den Entdeckungen von Descartes und Fermat und den darauffolgen-
den Beitridgen von Newton war das neue Gebiet geboren und wurde allmahlich
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(Nachdruck mit freundlicher Genehmigung der Muhlenberg College Library.)

standardisiert. Wir neigen heute dazu, diese Leistung zu unterschétzen und
als einen trivialen, offensichtlichen Schritt in der Entwicklung abzutun. Aber
die Geschichte zeigt immer wieder, dafl, was spéter offensichtlich erscheint, oft
weit davon entfernt war. So schreibt auch Julia Robinson iiber ein unbequemes
mathematisches Problem:

Man hat mir gesagt, daf einige Leute denken, ich miifite wohl blind gewesen
sein, die Ldsung micht zu sehen, als ich so nahe davor stand. Nun, die
anderen haben sie auch nicht gesehen. Wie es aussah, lagen eben viele
Dinge herum, wie am Strand, so daf keines speziell auffdllt, bis jemand
sich biickt und eines aufhebt. Dann aber sehen wir alle dieses eine.%
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Mit diesen Worten 148t sich auch die Verbindung von Geometrie und Al-
gebra beschreiben, wie sie im siebzehnten Jahrhundert hergestellt wurde.

Von Anfang an war klar, daB die analytische Geometrie zwei wichtige,
aber einander entgegengesetzte Aspekte behandeln wiirde. Da ist einmal die
Algebra, die im Dienste der Geometrie steht, aber andererseits wird auch die
Geometrie im Dienste der Algebra genutzt. Zusammengenommen entsteht so
etwas wie eine mathematische Symbiose, in der jeder Teilaspekt eines Problems
von dem jeweils anderen profitieren kann.

Descartes war hauptséchlich ein Verfechter des ersten Aspekts. Er ging
also in der Regel von einem geometrischen Problem aus, zu dessen Losung
er algebraische Techniken anwandte. Fiir ihn standen die relativ modernen
Methoden der symbolischen Algebra im Vordergrund, mit denen er Fragen
aus der jahrhundertealten Euklidischen Geometrie beantworten konnte.

Die andere Richtung aber, die eher fiir Fermat typisch ist, stellte sich im
Lauf der Zeit als die wichtigere heraus. Man geht hier von einer algebraischen
Gleichung aus und erzeugt damit eine geometrische Figur in der Ebene, wie
wir es bei der Gleichung y = z2 + 1 vorgefiihrt haben, oder wie es Newton bei
seinen Zeichnungen der sechs Dutzend Kubiken bewerkstelligte. Genau diesen
Ansatz hatte Fermat im Sinn, als er schrieb: ,,Wann immer in einer abge-
leiteten Gleichung zwei unbekannte Gro8en auftreten, kénnen wir dem einen
geometrischen Ort zuordnen, wobei die Werte der einen dieser beiden eine Li-
nie, gerade oder gekriimmt, beschreiben.“” Diese Erkenntnis von Fermat, die
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Carl Boyer ,eine der wichtigsten Aussagen in der Geschichte der Mathematik“
nannte, erlaubte es den Mathematikern, neuartige Kurven nach Belieben zu
konstruieren, indem sie einfach die Punkte immer komplizierterer Gleichungen
graphisch darstellten.?

Bevor die analytische Geometrie die Biihne der Mathematik betrat, war
der Vorrat an Kurven auf die ,,in der Natur vorkommenden“ beschrinkt. Die
Mathematiker waren mit Kreisen, Ellipsen und Spiralen wohl vertraut, denn
diese traten bei der Losung bekannter geometrischer Probleme auf. Eine Kurve
jedoch wie der Graph der Funktion

_4zx+3 .
V=t 2
in der Abbildung auf Seite 323 wire schlichtweg unvorstellbar gewesen. Die
Mathematiker bastelten sich die seltsamsten Gleichungen zurecht und erzeug-
ten damit Kurven, die sich in bis dahin nicht gekannten Verwindungen durch
die z-y-Ebene schlangen. Und durch den Aufbau dieses viel gréBeren Vorrats
an Kurven gewannen sie Einsichten, die sich als wesentlich fiir die Entwicklung
der Differentialrechnung erweisen sollten.

Im verbleibenden Rest dieses Kapitels wollen wir die beiden fundamenta-
len, einander entgegengerichteten Aspekte der analytischen Geometrie genauer
beleuchten. Wir beginnen mit der Untersuchung der Frage, wie die Geometrie
einer Kurve zu einem Versténdnis ihrer algebraischen Eigenschaften fiihren
kann.

Eigentlich haben wir dafiir schon andere Beispiele kennengelernt. Geome-
trische Darstellungen haben unsere Diskussion der Differential- und Integral-
rechnung begleitet und unsere Herleitung des Newtonverfahrens motiviert. Ein
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noch einfacheres Beispiel war die Illustration zu Cardanos Behauptung, da8
zwei reelle Zahlen mit der Summe 10 niemals das Produkt 40 haben konnen,
in Kapitel D. Wir haben diese Behauptung mit den Techniken zur Funkti-
onswertmaximierung aus der Differentialrechnung bewiesen. Man hitte sich
von der Angelegenheit aber auch iiberzeugen kénnen, indem man einen kurzen
Blick auf den Graph der Produktfunktion y = —22 + 10z geworfen hitte, die
in der Abbildung auf Seite 66 und noch einmal, um dem Leser iibermé8Biges
Bléttern zu ersparen, auf Seite 324 erscheint.

Wenn man erst einmal durch die Definition der Gleichung dafiir gesorgt
hat, daB die in Frage kommenden Produkte als y-Koordinaten der Punkte auf
der Kurve auftreten, so wird sofort klar, daf§ sie niemals den Wert 40 erreichen.
Aus der graphischen Darstellung geht unmittelbar hervor, daf das groStmdogli-
che Produkt — also der hochste Punkt der Kurve — 25 ist. Die Beschrinkungen
fiir das Produkt zweier Zahlen, eine rein algebraische Fragestellung, werden
hier durch die Geometrie einer assoziierten Kurve verdeutlicht.

Gehen wir zuriick zu Kapitel K, wo wir feststellen muBten, da es keine
algebraische Methode gibt, mit der man eine exakte Losung der Gleichung
z7 —3z° + 222 — 11 = 0 berechnen kann. Fiir solche Fille priesen wir das New-
tonverfahren als Methode der Wahl an, wenigstens eine angeniherte Losung
zu bestimmen. Aber es gibt noch einen anderen, wenn auch nicht ganz so ef-
fizienten Algorithmus, der zu einer Nidherung an eine Losung fiihrt und dabei
nur Daten benétigt, die die analytische Geometrie liefern kann.

Dazu zeichnen wir zuniichst den Graphen der Funktion y = 7 — 354222 —
11 auf. Die Punkte, die dieser Gleichung geniigen, von Hand einzuzeichnen,
macht eigentlich keine rechte Freude. Der Stumpfsinn wiire unbeschreiblich.
Mit der modernen Technologie ist es allerdings ein Klacks. Computersoftware
oder Taschenrechner von der Gréfle einer Mathematikerinnenhand produzieren
derartige graphische Darstellungen in Sekundenschnelle und berechnen und
zeichnen dabei mehr Punkte, als ein Mensch in Monaten bewéltigen kénnte.
So ist auch die Abbildung auf Seite 326 entstanden.

Da wir die Gleichung z7 —3z° + 222 — 11 = 0 l6sen wollen, miissen wir ein =
suchen, so daB in der Geichung y = z” — 3z° + 222 — 11 die Variable y den Wert
y = 0 annimmt. Das ist aber gerade die erste Koordinate des Schnittpunktes
des Graphen mit der z-Achse. Bei dem in der Abbildung auf Seite 326 darge-
stellten Ausschnitt der Funktion gibt es offenbar nur einen derartigen Punkt.
Man kann genauer zeigen, da§ diese spezielle Gleichung siebten Grades nur
eine Losung hat. Diese wollen wir nun mit Hilfe der Geometrie ermitteln.

Es gibt Rechner und die geeignete Software, die uns dabei unterstiitzen.
Man legt sozusagen einen Teil des Graphen unter ein Vergroflerungsglas. Zu-
nichst sucht man sich einen Punkt, dessen Umgebung man vergrofiern will,
hier am besten etwas unterhalb von z = 2, und gibt dem Rechner die ent-
sprechende Anweisung. Als Ergebnis, das man in der Abbildung unten sieht,
erhilt man eine vergréfierte Version der Region um den z-Achsenschnitt des
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y=x7 =36 + 22 -11
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Graphen. Die Geometrie 148t vermuten, daf§ die Losung irgendwo bei z = 1,8
liegt.

Wenn uns das noch nicht genau genug ist, kénnen wir die geometrische Ab-
bildung weiter vergréfern. Das konnen wir so lange fortsetzen, bis wir eine win-

zige Umgebung des z-Achsenschnitts vor uns haben, vielleicht von einer Breite

y=x1-30 + 22 -11

{ —> x
1.7 1.8 .
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von nur 0,00001 Einheiten. Auf diese Weise 148t sich der z-Achsenschnitt mit
hoher Genauigkeit approximieren.

In unserem Beispiel erhilt man nach einigen Vergré8erungen den Wert
z = 1,7998295 als Nidherung an die Losung. Zur Probe setzen wir ihn in die
urspriingliche Gleichung ein:

(1,7998295)7 — 3 - (1,7998295)° + 2 - (1,7998295) — 11 = —0,000004.

Wir sind also ziemlich nahe an 0. Mit dem graphikfdhigen Rechner war das
ein harmloser ProzeS.

Bevor wir uns dem anderen Problemkreis zuwenden, noch zwei wichtige
Bemerkungen. Bei unserem Losungsweg haben wir uns einer Technologie be-
dient, die noch vor ein paar Jahrzehnten undenkbar gewesen wire, die aber
heute alltéglich ist. Die Hardware, die zur Berechnung und graphischen Dar-
stellung Hunderter von Punkten notwendig ist, ist das Geschenk des Ingenieurs
an den Mathematiker.

Viel wichtiger aber ist, da der Lésungsweg eines urspriinglich algebrai-
schen Problems, nidmlich die Suche nach der Losung einer Gleichung siebten
Grades, durch den geometrischen Verlauf einer Kurve in der Nihe der z-Achse
bestimmt wurde. In diesem Zusammenhang sprechen Mathematiker gern von
der , Kraft der Visualisierung®“. Es ist in der Tat schwer, sich dieser Macht der
analytischen Geometrie, vor allem, wenn sie durch den Rechner erst richtig
zur Geltung gebracht wird, zu entziehen.

Mit diesem Beispiel haben wir gezeigt, daB8 die Geometrie im Dienste der
Algebra genutzt werden kann. Jetzt wechseln wir die Seiten und wenden die
Methoden der Algebra an, um ein Theorem der Geometrie zu beweisen. Dazu
miissen wir zwei Vorbereitungen treffen: Die algebraischen Darstellungen des
Abstandes und der Steigung. Die letztere haben wir bereits in Kapitel D
behandelt, und so wenden wir uns zunéichst dem Abstandsbegriff zu.

Nehmen wir an, wir hitten wie in der Abbildung auf Seite 328 zwei Punkte
P und Q vor uns und sollten deren Abstand bestimmen, also die Laénge der
Strecke PQ. Wir bezeichnen die Koordinaten der Punkte P und Q mit (a,b)
beziehungsweise (c,d). Zeichnet man nun die gestrichelten Geraden ein, so
erhilt man das rechtwinklige Dreieck APQR. Nun konnen wir die Léngen
einfach an den Achsen ablesen. Die z-Achse liefert: PR = ¢ — a, und die
y-Achse: QR = d — b. Nach dem Satz des Pythagoras gilt daher:

Abstand zwischen P und @ = \/—P_R_Z + _Q_F2 =+/(c—a)?2+ (d - b)2.

Dies ist die Abstandsformel der analytischen Geometrie.
Die Formel fiir die Steigung wurde in Kapitel D behandelt. Danach hat
die Gerade durch P und @ in der Abbildung die Steigung:

_ Anderung in y _d-b

Anderunginz c—a
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Hier ist eine Warnung angebracht: Wenn die Gerade senkrecht verlduft, dann
haben alle Punkte die gleichen ersten Koordinaten, und daher wird der Aus-
druck im Nenner der Steigungsformel Null. Das Ergebnis der Division ist
daher keine reelle Zahl. Man sagt, die Steigung einer senkrechten Geraden ist
nicht definiert. Um dieser Komplikation aus dem Weg zu gehen, wollen wir
vereinbaren, dafl im folgenden senkrechte Geraden ausgeschlossen werden.

Der Begriff der Steigung erméglicht es, Parallelitdt und senkrechte relative
Lage algebraisch zu charakterisieren, zwei geometrische Begriffe, die schon am
Anfang der Euklidschen Geometrie beschrieben werden. Die intuitive Inter-
pretation der Steigung 148t es sofort als selbstverstdndlich erscheinen, dafl zwei
Geraden genau dann parallel sind, wenn sie die gleiche Steigung haben. Eine
analoge Charakterisierung von zwei zueinander senkrechten Geraden ist jedoch
nicht so offensichtlich und verdient eine kurze Betrachtung.

Nehmen wir also an, zwei Geraden schneiden sich unter einem rechten
Winkel. Um uns ins Reich der analytischen Geometrie zu begeben, fiihren
wir Koordinatenachsen ein, wobei wir den Ursprung in den Schnittpunkt der
beiden Geraden legen, wie es in der Abbildung auf Seite 329 geschehen ist.

Auf jeder der beiden Geraden messen wir eine Strecke der Lénge 1 ab und
bezeichnen die Koordinaten der jeweiligen Endpunkte P beziehungsweise @
mit (a,b) bezichungsweise (¢, d). Nach unserer Abstandsformel gilt:

— 2
V@a—02-(6-02=0P=1 = a2+b2=(\/a2+b2) —12=1.

" Ganz analog gilt fiir den Abstand OQ :

E+d®= (\/cz-‘r-—dz)2 =1
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Durch Addition der beiden Gleichungen folgt:
2+ +F+d=1+1=2 (%)
Zeichnet man die gestrichelte Strecke P(Q) ein, so entsteht das rechtwinklige
Dreieck APOQ. Nach Pythagoras gilt:

PQ=+v12+12=V2.
Andererseits liefert die Abstandsformel:
PQ=/lc—aP + [@-bP.
Durch Gleichsetzen der beiden letzten Ausdriicke und Quadrieren folgt:
2
(V27 = (Vie=a? + [@-07)

was man weiter ausrechnet zu:

2 = (c—a)’+(d—-0b)?=c*—2ac+a®+d*—2bd +*
= (a®+b*+c*+d?) — 2ac—2bd
2 — 2ac — 2bd

nach (*) oben. Die letzte Gleichung vereinfacht sich weiter zu: 2 = 2 — 2ac —
2bd = 0 = —2ac — 2bd = ac = —bd.

Die Bedeutung der letzten Relation wird klar, wenn man sich die Steigun-
gen der Geraden ansieht. Die Steigung der Geraden durch O und P ist:

b—0 b
m1: =

a—0 a
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Y Nach Verschiebung um s Y
A \ Einheiten nach unten und /\
um r Einheiten nach links
(r,5)
S <+
t > x > x
r

und die der Geraden durch O und Q ist mg = d/c. Damit folgt aber:

myomg =2 G b _bd
VT e T e —bd
wobei wir die Relation ac = —bd ausgenutzt haben.

Wir haben also gezeigt: Wenn zwei Geraden zueinander senkrecht sind,
ist das Produkt ihrer Steigungen —1. Das mag zwar als eine seltsame Bedin-
gung erscheinen, aber es ist nichts anderes als die Ubersetzung des Satzes von
Pythagoras in die Sprache der analytischen Geometrie.

Was passiert eigentlich, wenn der Schnittpunkt der Geraden nicht im Ko-
ordinatenursprung liegt? Dazu betrachten wir die zueinander senkrechten Ge-
raden mit dem Schnittpunkt (r,s) im linken Teil der Abbildung oben. Ohne
sie zu deformieren, wird die ganze Konfiguration um s Einheiten nach unten
und um 7 Einheiten nach links verschoben. Dadurch wandert der Schnittpunkt
nach (0,0), wahrend die Geraden ihre Neigung innerhalb des Koordinatensy-
stems behalten. Dieser Endzustand der Verschiebung ist auf der rechten Seite
der Abbildung dargestellt und entspricht der Situation in der Abbildung auf
Seite 329. Damit ist die Argumentation wie eben anwendbar, und das Pro-
dukt der Steigungen der verschobenen Geraden betrégt —1. Die urspriinglichen
Geraden haben aber dieselben Steigungen, so daf§ auch deren Produkt —1 ist.

Nach diesem Prolog sind wir nun endlich bereit, einen geometrischen Satz
mit algebraischen Methoden zu beweisen. Wir brauchen dazu die Abstands-
formel, den Begriff der Steigung und die angegebenen Charakterisierungen von
parallelen und zueinander senkrechten Geraden — kurz alles, was wir auf den
letzten Seiten zusammengestellt haben. Der Satz handelt von einem Rhombus,
also einem Parallelogramm, dessen vier Seiten gleich lang sind.
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Satz:  Ein Parallelogramm mit zueinander senkrechten Diagonalen ist ein
Rhombus.

Beweis: Wir betrachten ein beliebiges Parallelogramm OABC, wie es in der
obigen Abbildung dargestellt ist. Es ist im Koordinatensystem so orientiert,
da8 die Ecke O im Koordinatenursprung liegt und die Seite O A auf der z-Achse
verlduft, wo der Punkt A die Koordinaten (a,0) hat. Daher gilt: OA = a. Wir
koénnen iibrigens jedes Parallelogramm durch Verschiebung und Rotation in
diese Lage bringen, wobei sich die geometrischen Verhiltnisse der Figur, zum
Beispiel Linge und relative Lage der Seiten, nicht dndern wiirden.

Der Punkt C hat die Koordinaten (b, ¢). Da es sich um ein Parallelogramm
handelt, ist die Seite C' B parallel zur z-Achse. Deshalb sind die zweiten Ko-
ordinaten der Punkte C und B dieselben, also hat B die Koordinaten (d, c).
Die Seiten OC und AB sind ebenfalls parallel. Daher gilt:

g = Steigung von OC = Steigung von AB = 7 f o
Dies formt man um zu: c(d — a) = be. Also ist d — @ = b beziehungsweise
d=b+a.

Jetzt kommt unsere weitere Voraussetzung iiber das Parallelogramm ins
Spiel: Die Diagonalen OB und AC stehen senkrecht aufeinander. Nach einer
unserer Vorbemerkungen bedeutet dies, dafi das Produkt ihrer Steigungen —1
ist. Also gilt:

—1 = (Steigung von OB) - (Steigung von AC) = 2 3 f -
= bi £ , nach der eben gezeigten Gleichung d=b+a
a c—a
2
c

B2 — a2
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Da aber
2

b2 —a2
ist, folgt b2 — a® = —c?, also auch a? = b? + c?. Nach der Abstandsformel gilt
andererseits

oC

V(b —0)2+ (c—0)2 = /b2 + c?
= Va? nach der SchluBfolgerung oben
a=OA.

Damit ist gezeigt, da8 OC und OA die gleiche Linge haben.
Wir sind jetzt fast am Ende. Die Linge von CB betrigt:

V(@=b)?2+(c—c2=y/(d-b2=d-b=(b+a)-b=a,

so daBl auch CB und OA die gleiche Linge haben. Schlielich gilt noch

AB=+/(d—a)2+(c=02=b2+c2=0C =0A =a.

Alle vier Seiten des Parallelogramms OABC haben die gleiche Linge a. Das
Parallelogramm ist also ein Rhombus.

Wie der Leser vielleicht schon ahnen wird, ist dieser Satz im Rahmen der
Euklidschen Geometrie selbst sehr leicht zu beweisen, in der man mit den
erwarteten Begriffen arbeitet — ,kongruente Dreiecke®, , Wechselwinkel“ bei
parallelen Geraden und dergleichen mehr. Das Wesentliche an dem wiederge-
gebenen Beweis ist seine algebraische Natur. Ganz nach Descartes’ Ratschlag
haben wir ,nicht gezdgert, diese arithmetischen Ausdriicke in die Geometrie
einzufithren“ und durch die Manipulation einiger Gleichungen zu zeigen, da8
ein gewisses Parallelogramm ein Rhombus ist.

Natiirlich gibt es wichtigere Beispiele, die man hitte anfiihren kénnen,
um die Bedeutung der analytischen Geometrie zu demonstrieren. So ist sie
die ideale Spielwiese, um die Kegelschnitte zu studieren: Ellipsen, Parabeln
und Hyperbeln. In ihrer Beschreibung im Rahmen der z-y-Koordinaten sind
diese Figuren viel besser zu verstehen als béi der Behandlung mit den klassi-
schen griechischen Methoden als ebene Schnitte von Kegeln in unterschiedli-
cher Lage.

Wie dem auch sei, wir sind nun zu einem Ende gekommen. Wiirden wir
das Problem der Kegelschnitte weiter diskutieren, wiirden wir im iibrigen den
Leser ,,des Vergniigens berauben, es aus eigener Kraft zu meistern“. Statt
dessen beenden wir das Kapitel mit einem letzten Grufi an die analytische
Geometrie der z-y-Ebene, an die Verbindung von Geometrie und Algebra, die
zu einer der gliicklichsten Ehen in der Mathematik gefiihrt hat.



Der Titel dieses letzten Kapitels konnte natiirlich den Eindruck erwecken, uns
seien nun allméhlich die Worte ausgegangen. Tatséchlich ist die Wahl eines ein-
zigen Buchstabens als Uberschrift aber durchaus angemessen fiir ein Kapitel,
in dem es um komplexe Zahlen geht. Diese werden némlich im symbolischen
Alphabet des Mathematikers durchweg mit dem kleinen z bezeichnet.

Wir wollen untersuchen, was komplexe Zahlen sind, wo sie herkommen, und
warum sie eine so bedeutende Rolle in der modernen Mathematik spielen. Thre
Geschichte ist verworren und verlangte die Aufgabe lange gehegter Vorurteile
iiber den Begriff ,, Zahl“. Nach der griechischen Mythologie wurde Athene in
bereits erwachsenem Zustand aus dem Kopf ihres Vaters Zeus geboren. Die
imaginédren Zahlen dagegen sind im Verlauf mehrerer Jahrhunderte nach und
nach den Kopfen vieler Mathematiker entsprungen.

Um verstehen zu konnen, was so beunruhigend daran war, miissen wir uns
zunéchst mit den Eigenschaften der gewdhnlichen reellen Zahlen beschiftigen.
Wie jedermann wei}, gibt es zwei Kategorien nichtverschwindender Zahlen,
die positiven und die negativen; die Null pafit in keine der beiden Kategorien.
Die Arithmetik der Zahlen gehorcht gewissen Regeln, von denen eine ganz
besonders wichtig ist fiir unsere Diskussion: Das Produkt zweier positiver
Zahlen ist genau wie das Produkt zweier negativer Zahlen wieder positiv. Zum
Beispiel gilt 3 x 4 = 12, aber auch (—3) x (—4) = 12.

Nehmen wir nun an, wir suchen die Quadratwurzel einer negativen Zahl
wie /—15. Ganz reell betrachtet, wenn wir es einmal so ausdriicken diirfen,
bereitet das Schwierigkeiten. Das Quadrat einer jeden Zahl ist positiv oder
gleich null. Das Quadrat keiner Zahl kann also —15 sein. Zahlen wie /—15
sollten daher, wie es unsere mathematischen Vorfahren ausdriickten, tunlichst
als Gebilde der Imagination abgetan werden.

Aber es ist mithsam, gute Ideen auf Dauer zu unterdriicken. Dies wurde
vor allem an den Arbeiten der italienischen Algebraiker deutlich, die wertvolle
Beitriage zur Kunst der Losung algebraischer Gleichungen lieferten, auf dem
Weg dahin aber unabsichtlich auf die Quadratwurzeln negativer Zahlen stiefen.
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Wie wir schon in Kapitel Q bemerkt haben, waren die Mathematiker in
jener Periode noch von negativen Zahlen unangenehm beriihrt, ganz zu schwei-
gen von deren Quadratwurzeln. Die Aversion negativen Zahlen gegeniiber hat
sich in Gerolamo Cardanos Ars Magna niedergeschlagen, in der er 1545 die
Losung quadratischer Gleichungen beschreibt. Er konnte zwar den Fall ,,Qua-
drat plus cosa ist eine Zahl“ behandeln (hier bezeichnet cosa die zu bestim-
mende GroBe), was in moderner Schreibweise einer Gleichung beispielsweise
der Form z? + 3z = 40 entspricht. Er scheute sich aber, den Fall ,Quadrat
minus cosa ist eine Zahl“ iiberhaupt ins Auge zu fassen. Eine Gleichung der
Form z2 — 3z = 40 hat er nie betrachtet. Gleichungen, die eine negative Grofle
enthielten, waren mit einem Makel behaftet.

Statt dessen beschreibt Cardano ein Verfahren zur Lésung der Gleichung
22 = 3z + 40. Nach unserem Verstéindnis ist das dquivalent zu 22 — 3z = 40
und benétigt, vom algorithmischen Standpunkt aus gesehen, keine besondere
Betrachtungsweise. In einem Jahrhundert jedoch, in dem negativen Gréfen so
viel Negatives anhaftete, waren solche algebraischen Kapriolen wohl vonnéten.

Wer nicht an Einhérner glaubt, fiir den wire es absurd, tiber deren Fref3-
gewohnheiten zu diskutieren. Genauso mufiten die, die die Existenz negativer
Zahlen in Frage stellten, natiirlich auch deren Quadratwurzeln fiir grotesk hal-
ten. Dennoch unternahm gerade Cardano den ersten auslotenden Schritt in
diese Richtung, als er das folgende Problem in der Ars Magna stellte: ,Je-
mand fordert Sie auf, 10 in zwei Teile zu zerlegen, so dafl sich der eine mit
dem anderen zu 40 multipliziert.“}

Cardano notierte, dafl es hier keine Lésung gibt. Tatséchlich gibt es kein
Paar reeller Zahlen mit dieser Eigenschaft, wie wir mit Hilfe der Differen-
tialrechnung in Kapitel D gezeigt haben. , Nichtsdestotrotz werden wir das
Problem in dieser Weise losen“, schrieb er und gab die Zahlen

5++v-15 und 5-+v-15

an. Ist eine solche Lésung verniinftig? Zunéchst einmal ist die Summe der

Zahlen
54+v-154+5—-v-15=5+5 =10,

so daB also wirklich ,,10 in zwei Teile zerlegt“ ist. Um andererseits das Produkt
der beiden Teile zu bestimmen, wenden wir die bekannte Distributivitétsregel
an:

(a+ b)(c+d) = ac+ ad + bc + bd.

Jeder Term in der ersten Klammer wird mit jedem Term in der zweiten Klam-
mer multipliziert. In unserem Beispiel ergibt sich:

(5++vV-15)-(5—+/~15) = 25— 5V—15+5v/—15— (v/—15)?
25 — (—15) = 25 + 15 = 40.
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Hierbei wurde ausgenutzt, da definitionsgemaB (1/—15)? = —15 gelten mus8.
Cardano scheint also doch eine Méglichkeit gefunden zu haben, 10 in zwei Teile
zu zerlegen, deren Produkt 40 ist.

Aber waren diese beiden ,, Teile“ auch ,,Zahlen“? Was ist denn eigentlich
v/—15 genau? Cardano war von seiner eigenen Losung weniger iiberzeugt als
vielmehr verwirrt. Er nannte sie ,riatselhaft und charakterisierte sie dariiber
hinaus als ,,genauso subtil wie nutzlos“, womit er einer neuen mathematischen
Idee nicht gerade ein berauschendes Zeugnis mit auf den Weg gab.?

Quadratwurzeln aus negativen Zahlen hétte man getrost aus weiteren Be-
trachtungen verbannen kénnen, wére da nicht jene phénomenale Leistung der
italienischen Mathematiker gewesen, ndmlich die algebraische Auflésung der
kubischen Gleichung. In seiner Ars Magna verdffentlichte Cardano als erster
die Losung von ,,Kubus plus cosa ist eine Zahl“, was einer kubischen Gleichung
der Form 3 + mz = n entspricht, wobei m und n reelle Zahlen sind. Er ging
das Problem geometrisch an, indem er dreidimensionale Wiirfel in verschiedene
Stiicke zerlegte. In der modernen algebraischen Schreibweise ist seine Lisung

dquivalent zu:
z~3n+ n2+m3 3 n+ n2+m3
') 4 27 2 4 27"

Diese Formel 148t sich hervorragend anwenden, beispielsweise auf die Kubik
x3 + 24z = 56. Hier ist also m = 24 und n = 56, also gilt zunéchst:

\/ n?2 ms ﬁ 243

Tt =V +37—=\/784+512=\/1296=36.

Nach der Cardanischen Formel ist die Losung der Kubik:

/56 \3/ 56
= (/5 +36—{/——=+36
T 2+ 2+

= Y28+36-V-28+36=v64—V8=4—-2=2.

Tatsichlich erfiillt z = 2 die Gleichung, denn 23 + 24 - 2 = 8 + 48 = 56. Das
hat ausgezeichnet geklappt.

Was macht man aber bei der kubischen Gleichung z® — 78z = 2207 Hier
ist m = —78 und n = 220, woraus folgt:

n?2 md 2202 (—78)3
n° _=,/_ = /12100 — 17576 = v/—5476.
yEREET, TR V12100 V-

Da ist sie aufgetaucht, die gefiirchtete Wurzel aus einer negativen Zahl. Car-
danos wundervolle Formel fiir die kubische Gleichung macht Arger.

Was den Mathematikern hier Kopfschmerzen bereitete, war die Tatsache,
da8 die Kubik z® — 78z = 220 in Wirklichkeit eine relle Losung hat, ndmlich
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z = 10: Es ist 102 — 78 - 10 = 1000 — 780 = 220. Schlimmer noch, es gibt zwei
weitere reelle Losungen: —5 + V3 und —5 — /3. Die Situation ist also vollig
unbefriedigend. Bei einer reellen Kubik mit drei reellen Losungen findet die
Cardanische Formel keine einzige davon. Die Gelehrten waren verwirrter denn
je-

Das war der Stand der Dinge auch noch eine Generation spiter. Da zeigte
ein anderer Italiener, Rafael Bombelli (ca. 1526-1572), genialen Weitblick in
seiner Algebra von 1572. Er schlug vor, man solle Quadratwurzeln aus ne-
gativen Zahlen ruhig einfithren, zumindest zeitweise, wihrend man von der
rellen Kubik auf ihre reellen Losungen schliefit. Auf diese Weise konnten diese
seltsamen und miihevoll zu behandelnden Gréflen als Werkzeuge bei den Zwi-
schenschritten zur Auflésung kubischer Gleichungen dienen.

Um besser zu verstehen, was Bombelli damit meinte, kehren wir an den
Punkt zuriick, wo das Problem in unserem Beispiel ans Tageslicht trat. Wir
vergessen also voriibergehend jedes Vorurteil gegen Quadratwurzeln aus nega-
tiven Zahlen und rechnen:

V=5476 = /5476 - (—1) = /5476 - \/(—1) = T4+/(-1).

Hier wurde ausgenutzt, dal /5476 = 74 ist. Jetzt wenden wir die Cardanische
Formel in ihrer vollstindigen Form an:

_ sn + n2 + m3 3/ n +
Tz V2 ™ 27
22
= \/ 0 | V5776 - \/—2—2—9 + /5476
3110 + 74v=T - {110 + 74V (*)

Damit ist alles nur schlimmer geworden, wie es scheint, denn nicht nur
ist die Quadratwurzel aus —1 immer noch vorhanden, jetzt ist sie auch noch
in einer dritten Wurzel eingebettet. Aber Bombelli hatte bemerkt, dafl der
berechnete Ausdruck seine Aufgabe ausgezeichnet erfiillt, wenn man ihn richtig
weiterbehandelt.

Um das zu sehen, bedarf es weiterer Berechnungen. Zuniichst sieht man:

(5+v=1)-(5—v—1) 52 4+ 5v/—1+5v/—1+ -1
= 25+ 10v—1+4(-1)? = 24+ 10v/—1.

Hier wurde die Gleichung (v/—1)? = —1 ausgenutzt. Wir haben also gezeigt,
daf§
G+v-1)%2=24+10/-1

ist.
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Jetzt berechnen wir noch die dritte Potenz:

G+vV-1P = B+vV-1)-(6-V-1)?=(5++v=-1) (24 +10V/-1)
120 4 50v/—1 + 24v/—1 + 10(v/—=1)?

120+ 74v/-1+10- (-1)

120 + 74v/—1 — 10 = 110 + 74/—1.

I

Il

Dies sollte nun das Herz des Mathematikers erfreuen, denn das ist genau
der Ausdruck, der in der ersten der beiden Kubikwurzeln in der Darstellung
(%) soviel Sorgen bereitet hatte. Zieht man nun aus

(5++v—-1) =110 + 74v/—1

auf beiden Seiten die dritte Wurzel, so kann man schreiben:

5+ v—1 = 1/110 + 74v/—1.

Eine dhnliche Rechnung fiihrt auf die Beziehung (—5++/—1)% = —110+74y/—1
und damit auf:

—5++v/—1=1/-110 + 74v/—1.

Nun kann man schlieBlich doch einen Sinn in der Cardanischen Formel
erkennen. Setzt man die gerade gefundenen Kubikwurzeln in die Gleichung
() ein, so folgt:

8
It

€/110+74\/—_1- {/—110+74\/—_1
(54 v—=1) — (-5 + V—1)
= 5+vV-1+5-v-1=10.

Wie wir schon vorher nachgepriift hatten, ist z = 10 tatsédchlich eine Losung
der urspriinglichen kubischen Gleichung. Und v/—1 war der Rettungsanker bei
der Suche.

An dieser Stelle kann man einen ernsthaften Einwand erheben: Wie, in
drei Teufels Namen, kann jemand ahnen, da8 5+ v/—1 eine dritte Wurzel aus
110 4 74+4/—1 ist? Das ist ja nun wahrlich nicht offensichtlich. Auch Bombelli
mufite sich auf selbstgebastelte Beispiele verlassen, so wie dieses, bei denen
er die Losung schon von vornherein kannte. Wie man die Kubikwurzel eines
allgemeinen Ausdrucks der Form a + b+v/—1 bestimmen kénnte, davon hatte er
nicht die geringste Ahnung, und das sollte auch noch einige Zeit ein Mysterium
bleiben.

Bombellis Ansatz, den er selbst als ,,einen wilden Gedanken“ bezeichnete,
schien genausoviel auf Magie wie auf Logik zu beruhen. ,Die ganze Ange-
legenheit scheint“, wie er schrieb, ,eher auf Spitzfindigkeit als auf Wahrheit
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zu beruhen.“® Dennoch war seine Bereitschaft, Quadratwurzeln aus negativen
Zahlen zuzulassen, ein wesentlicher Schritt in der Entwicklung. Er erlaubte
die Losung kubischer Gleichungen. Er rettete Cardanos Formel. Und er stellte
eine ganz neue Art von Zahlen ins mathematische Rampenlicht.

Man kann bei einer solch revolutioniren Idee kaum erwarten, dafl sie so-
fort allgemein akzeptiert wird. Sechs Jahrzehnte nach Bombelli formte Des-
cartes in einem Abschnitt seiner Géométrie einen Ausdruck fiir Zahlen wie
v—9 : ,Weder die wahren noch die falschen [negativen] Wurzeln sind immer
reell; manchmal sind sie imaginir.“4 Einen mathematischen Begriff imaginir
zu nennen — so wie Gnome oder der Klabautermann imaginér sind — bedeutet,
daB man ihn als hypothetisch, paradox oder halluzinds einstuft. Trotz dieser
Nebenbedeutung hat sich diese Bezeichnung bis heute erhalten.

Im siebzehnten Jahrhundert schliefilich duBerte Newton ein Urteil ganz
besonderer Art, als er die imagindren Zahlen als ,,unméglich® bezeichnete.®
In der Zwischenzeit nahm Leibniz bei einem pseudobiologischen Standpunkt
Zuflucht und schrieb: ,,Jenes Amphibium zwischen Sein und Nichtsein, das wir
die imaginire Wurzel aus der negativen Einheit nennen ...“5 Der Vergleich der
imaginiren Zahlen mit Amphibien ist zwar immer noch besser als der mit dem
Klabautermann, aber mehr auch nicht.

Bis weit ins achtzehnte Jahrhundert blieben die imaginéren Zahlen Biirger
zweiter Klasse im Staate der Mathematik. Dann aber wurden sie wegen einiger
grundlegender Fragen im Zusammenhang mit der Differentialrechnung und
aufgrund der hoheren Einsicht eines Leonhard Euler als vollwertige Mitglieder
in die Gemeinschaft der Zahlen aufgenommen. Und Euler war es auch, der
das Standardsymbol i fiir v/—1 einfiihrte. Die Ingenieure benutzen iibrigens j.

In der iiblichen Notation wird eine komplexe Zahl als eine Zahl der Form
z = a + bi definiert, wobei ¢ und b reelle Zahlen sind. Damit taucht auch
endlich der kapiteltitelgebende Buchstabe z auf. Beispiele komplexer Zahlen
wiéren 3 + 4¢ oder 2 — 7i. Da sowohl a als auch b Null sein kénnen, fallen auch
die rein imaginére Zahl i (= 0+ 12) und jede reelle Zahl a (= a + 0:) unter den
umfassenderen Begriff der komplexen Zahlen. Damit beinhalten die komplexen
Zahlen auch alle die Zahlsysteme, die wir in Kapitel Q kennengelernt haben.

Euler hat aber viel mehr getan, als nur die Bezeichnung zur Verfiigung zu
stellen. Er schlof} eine logische Liicke, die viele seiner Vorgénger beunruhigt
hatte. Er gab ndmlich ein Verfahren an, wie man die Kubikwurzel — und allge-
meine Wurzeln beliebiger Ordnung — von komplexen Zahlen a + bi berechnen
kann. Dabei zeigte er auch, dal eine von Null verschiedene komplexe Zahl
zwei verschiedene Quadratwurzeln, drei verschiedene Kubikwurzeln, vier ver-
schiedene vierte Wurzeln und so weiter besitzt. Die reelle Zahl 8 beispielsweise
hat bekannterweise die dritte Wurzel 2. Weniger offensichtlich sind die beiden
anderen dritten Wurzeln —1 + +/3 und —1 — v/3. Der skeptische Leser mag
die aufgefiihrten Zahlen zur dritten Potenz erheben und iiberpriifen, ob sich
tatséchlich 8 ergibt.
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Euler untersuchte auch Potenzen komplexer Zahlen. Man sieht leicht ein,
daB i2 = (v=1)2 = -1 und i® = i? -4 = (~=1) - i = —i sind. Aber Euler war
auf Grofleres aus. Stolz wie er war, bewies er die bemerkenswerte Beziehung:

e +1=0.

Wie jeder Mathematiker sofort bemerken wird, ist diese Relation mit keiner
anderen vergleichbar, stellt sie doch eine Beziehung her zwischen den wichtig-
sten Konstanten der gesamten Mathematik. Nicht nur 0 und 1 spielen hier
eine Rolle, auch 7 (aus Kapitel C), e (aus Kapitel N) und i (aus Kapitel Z)
glinzen im Rampenlicht. Ein wahrhaft erhabener Auftritt.

Noch ritselhafter mag da Eulers Berechnung von i* aussehen, einer ima-
gindren Potenz einer imagindren Zahl. Es scheint fast absurd, an so etwas
auch nur zu denken, aber mit Eulers Formel oben und den beiden géingigen
Regeln der Exponentiation:

(@)’ =a"=(°)" und a"=1/a"

ist dies kein Problem. Setzen wir voraus, dafl — und das mufl man schon
glauben — diese Regeln auch dann gelten, wenn Basis und/oder Exponent

komplexe Zahlen sind, kénnen wir folgendermafen schliefen:
€"+1=0 = €"=-1 = €"=i

Erhebt man die beiden Seiten der letzten Gleichung zur i-ten Potenz: (ei™)! =
(i?)* und wendet die erste angegebene Regel an, so folgt:

Aber hier ist wieder i2 = —1 und daher e™™ = (i*)2. Daraus zieht man die
Quadratwurzel: ‘
Ve ™ = ().

Nun kann man noch ausnutzen: e™™ = 1/e™ und kommt zu dem Resultat:

1
ver

Das Besondere an diesem Beispiel ist, da die imaginire Potenz einer ima-
gindren Zahl die reelle Zahl

it =

1

/e‘ll'
ist. Das scheint ziemlich verquer. Ein Jahrhundert nach Euler faite der ame-
rikanische Logiker Benjamin Peirce die Reaktion der meisten Leute auf diese
Entdeckung Eulers zusammen: ,Wir haben nicht die leiseste Ahnung, was

diese Gleichung bedeutet, wir kénnen aber sicher sein, dafl sie etwas Wesent-
liches beinhaltet.“”
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Euler kommt ein groBes Verdienst zu bei dem Unternehmen, die komplexen
Zahlen populir zu machen. Er zeigte, wie man ihre Potenzen und ihre Wurzeln
bestimmt, und definierte sogar Funktionen wie ihre Logarithmen. In gewissem
Sinne gab er ihnen ihre arithmethische und algebraische Legitimation.

Aber es gab noch viel mehr zu tun. Im darauffolgenden Jahrhundert wurde
unter Beteiligung vieler Mathematiker die kompleze Funktionentheorie ent-
wickelt. Zu den prominentesten gehért der Franzose Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857). Mit den neuen Begriffen konnten Mathematiker nun auch die
Ableitung von 23 + 4z — 2i oder das Integral

(¥4
/ E—,—dz
i
bestimmen. Die komplexen Zahlen hatten einen weiten Weg zuriickgelegt.

Es gibt ein zentrales und alles iiberspannendes Ergebnis, das den komple-
xen Zahlen einen einzigartigen Status verleiht. Dies ist der Fundamentalsatz
der Algebra, der die Uberlegenheit der komplexen Zahlen iiber alle anderen
Zahlsysteme belegt. In diesem Sinne ist er einer der grofartigsten Sétze der
Mathematik iiberhaupt.

Der Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra geht weit iiber den Rahmen
dieses Buches hinaus. Aber wir konnen beschreiben, was er besagt, und ein
Gefiihl dafiir geben, warum er so wichtig ist. Es sollte nicht iiberraschen, da§
ein Satz mit dem Wort Algebra in seiner Bezeichnung von der Lésung von
Gleichungen handelt.

Erinnern wir uns an Kapitel A: Die natiirlichen Zahlen 1,2,3,... sind fiir
jedermann die einfachsten — die am wenigsten komplexen — {iberhaupt, und
diese Einfachheit macht ihre Faszination und ihren Charme aus. Gleichzeitig
erweisen sie sich deshalb aber als ungeeignet zur Losung von Gleichungen.

Angenommen, wir wollten die Gleichung 2z + 3 = 11 16sen. Ihre Koeffizi-
enten 2, 3 und 11 entstammen allesamt der Menge der natiirlichen Zahlen. Die
Losung ist £ = 4, wieder eine natiirliche Zahl. In diesem Beispiel war also das
System der natiirlichen Zahlen véllig ausreichend, nicht nur, um die Gleichung
aufzustellen, sondern auch, um sie zu 16sen.

Wie steht es aber mit 2z + 11 = 3?7 Diese Gleichung ist innerhalb desselben
Systems der natiirlichen Zahlen geschrieben, hat aber keine natiirliche Zahl
als Losung. Denn selbst wenn wir den kleinsten Kandidaten 1 fiir z einsetzen,
ergibt der Ausdruck 2z + 11 schon 2-1+ 11 = 13, was den gesetzten Wert von
3 erheblich iiberschreitet. Wir haben hier eine Gleichung vor uns, die zwar
im System der natiirlichen Zahlen geschrieben ist, aber keine natiirliche Zahl
als Losung besitzt. In diesem Sinne sind die natiirlichen Zahlen algebraisch
unvollstindig oder nicht abgeschlossen.

Leider entbehrt die Menge der reellen Zahlen auch nicht dieses Mankos.
Die quadratische Gleichung z? + 15 = 0 hat nur reelle Koeffizienten — alle
Koeflizienten sind sogar natiirliche Zahlen. Ihre Losung z = /—15 ist jedoch
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Carl Friedrich Gau8 auf dem deutschen 10-DM-Schein

keine reelle Zahl. Dies ist ein Beispiel fiir eine Gleichung, die im System der
reellen Zahlen geschrieben ist, jedoch keine Lésung in diesem System besitzt.
Auch die reellen Zahlen sind algebraisch nicht abgeschlossen.

Die komplexen Zahlen allerdings weisen dieses Manko nicht auf. Ein al-
gebraisches Entweichen in weitere Zahlbereiche ist unméglich. Genau das ist
die Aussage des Fundamentalsatzes der Algebra. Er besagt, daf die Nullstel-
len eines Polynoms mit komplexen Koeffizienten selbst komplexe Zahlen sind
- also auch die Losungen polynomialer Gleichungen. Das gilt nicht nur fiir
Gleichungen ersten Grades wie 3z + 8 = 2 + 3¢ mit der eindeutig bestimm-
ten komplexen Losung z = —2 + 4 oder fiir Gleichungen zweiten Grades wie
2?2+ = 114 7i mit den beiden komplexen Lésungen z = 3+4 und ¢ = —4 —1,
sondern auch beispielsweise fiir eine Polynomgleichung fiinften Grades wie

5z° + iz — 32° + (8 — 20)z2 — 172 —i = 0.

Diese muf} fiinf, eventuell mehrfache Losungen besitzen, die alle komplexe
Zahlen sind. Der Grad des Polynoms spielt fiir die Aussage tiberhaupt keine
Rolle. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dafl jedes Polynom n-ten
Grades mit komplexen Koeffizienten genau n, eventuell mehrfache Nullstellen
hat, die alle komplexe Zahlen sind.

Man sollte darauf hinweisen, da der Satz keinerlei Aussagen dariiber wie-
dergibt, wie man diese komplexen Losungen finden kann. Es wird nur bewie-
sen, daB sie existieren. Dennoch ist das ein sehr wichtiges und leistungsfahiges
Ergebnis, denn es zeigt, daf§ das System der komplexen Zahlen fiir die Losung
beliebiger Polynomgleichungen mit komplexen Koeffizienten das richtige Um-
feld ist und alle Losungen liefert.
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Eine grofie Zahl von Mathematikern des achtzehnten Jahrhunderts, darun-
ter auch Euler, glaubte an die Giiltigkeit dieses Satzes, war aber nicht in der
Lage, ihn zufriedenstellend zu beweisen.® Das mufite warten, bis Carl Fried-
rich GauB auf der Bildfliche erschien, jener Mathematiker, der in diesem Buch
immer wieder aufgetaucht ist. In Kapitel A wurde Gau8 als einer der gréfiten
Zahlentheoretiker in der Geschichte vorgestellt, und so mag es gerechtfertigt
erscheinen, wenn wir am Ende des Buches zu ihm zuriickkehren. In seiner
Dissertation, mit der er 1799 den Doktorgrad an der Universitdt Helmstedt
erwarb, findet sich der erste Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra. Diese
Dissertation, in der eine so wichtige Frage gelost wurde, gilt als die beste
Dissertation in der Mathematik tiberhaupt. Thre Existenz sollte alle anderen
Doktoren zur Bescheidenheit mahnen.

Cardano sah die komplexen Zahlen als ,,nutzlos“ an. Leibniz siedelte diese
»Amphibien* irgendwo zwischen Realitit und Fiktion an, und Euler entdeckte
einige ihrer eigentiimlichsten und interessantesten Eigenschaften. Aber Gaufl
war es, der bewies, dafl die komplexen Zahlen das ideale System sind, um
Gleichungen zu losen. In einem sehr reellen Sinne schenkt der Fundamentalsatz
der Algebra dem Algebraiker das Paradies der komplexen Zahlen.



Nachwort

Das Alphabet ist erschopft. Vielleicht fiithlt sich der eine oder andere Le-
ser ebenso. Unsere alphamathische Exkursion begann in Kapitel A mit dem
Hauptsatz der Zahlentheorie. Auf halbem Wege begegneten wir in Kapitel L
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Und beendet haben
wir die Exkursion mit dem Fundamentalsatz der Algebra.

Zwischen diese grundlegenden Theoreme gestreut waren mathematische
Begriffe und Mathematiker, graphische Darstellungen und Formeln, Erldutern-
des und Kontroverses und hoffentlich auch Unterhaltsames. Auf unserem Weg
von A bis Z reisten wir von China nach Cambridge und vom antiken Thales
bis zum neuzeitlichen Computer. Mit Sicherheit hitten wir jedes Kapitel aufs
Hundertfache ausdehnen konnen, aber der beschrinkte Platz hielt uns davon
ab, zu lange bei einem einzelnen Thema zu verweilen. Einige Kapitel hitte
man vielleicht iiber Bord werfen kénnen, aber das Interesse des Autors befahl,
daf sie bleiben.

Zu guter Letzt war es eben doch nur meine individuelle Reise und sonst
nichts. Ich danke dem Leser, dafi er mich begleitet hat.
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