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Vorwort

Wir haben dieses Buch geschrieben, um allen jenen zu helfen, die mit Excel/ und VBA
arbeiten mochten oder miissen. Der Personenkreis umfasst neben Studierenden und Schii-
lern, insbesondere Praktiker der Physik, Chemie, Ingenieurwissenschaften, Informatik
usw. Excel ist ein derart vielseitiges Werkzeug, vor allem im Zusammenwirken mit
der Programmiersprache VBA (Visual Basic for Applications), dass es praktisch un-
moglich ist, seinen Einsatzbereich mit wenigen Worten zu beschreiben. Excel ist ein
"Tabellenkalkulationsprogramm" — aber was bedeutet dies?

Wir sind von der Uberzeugung geleitet worden, dass eine bloBe Aufzihlung der Ein-
satzmoglichkeiten und eine allgemeine Beschreibung der ndtigen Handgriffe fiir ein
wirkliches Eindringen in Excel und VBA nicht ausreichen. Wir haben uns konkrete Anwen-
dungsbeispiele ausgesucht. In den meisten Fillen haben wir die Aufgaben “rezeptartig”
formuliert (d. h. in einen sogenannten Algorithmus umgewandelt), um sie dann in die
VBA-Sprache zu iibersetzen, damit Excel sie bearbeiten kann. Dabei war uns Einfachheit
und Ubersichtlichkeit der Programme so wichtig, dass wir oft auf elegantere Losungen
verzichtet und selten Fehlerabfang-Codes eingefiigt haben.

Bei der breiten Zielgruppe des Buches war es notwendig, echte Probleme aus sehr vie-
len Bereichen detailliert darzustellen und zu 16sen. Ein Blick in das Inhaltsverzeichnis wird
geniigen, um sich ein Bild vom Umfang der bearbeiteten Themenbereiche zu machen.

Wichtig schien uns, die Fihigkeiten von Excel und VBA verstindlich und anhand von
genauen Anweisungen und iiberzeugenden Darstellungen der Ergebnisse zu erkldren. Vor
allem in den ersten Kapiteln erkldren und wiederholen wir mehrfach die nétigen Hand-
griffe. Das erste Kapitel fiihrt Sie auf einen "Spaziergang durch Excel". Hierbei lernen Sie
schon das Zeichnen von Graphen, was in fast allen folgenden Beispielen benétigt wird.

Das zur erfolgreichen Durcharbeitung der Beispiele notige Hintergrundwissen wird
sorgfiltig entwickelt. Die jeweils notigen Excel- bzw. VBA-Kenntnisse, aber auch der Um-
gang mit Daten in Tabellenform, werden gewissermaflen "auf dem Weg" vermittelt. Die
Beispiele wurden so ausgewdihlt und gestaltet, dass der Leser bzw. die Leserin schrittweise
zu sicheren Excel-Kenntnissen gefiihrt werden.

Wir hatten aulerdem die Absicht zu zeigen, dass Excel zusammen mit VBA bei Prob-
lemen angewendet werden kann, die man gar nicht mit Excel in Zusammenhang bringen
wiirde, z. B. Berechnungen in der Astronomie, der Quantenmechanik oder der Biologie.

Vil
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Wir zeigen Thnen, wie man die Bahn einer Rakete berechnen und grafisch darstellen kann,
die vom Mond in Richtung Erde abgeschossen wird. In der Quantenmechanik berechnen
wir u. a. die Wellenfunktionen eines Wasserstoffatoms und fertigen aussagekriftige Dia-
gramme an. Wir beschiftigen uns mit Wachstum und Untergang von Populationen aus
Lebewesen und aus radioaktiven Atomen (logistisches Wachstum, radioaktiver Zerfall,
Riauber-Beute Modell).

Stark ist Excel in Bereichen der statistischen Datenanalyse. Dieses Thema ist von so
groBBer praktischer Bedeutung, dass wir ihm zwei Kapitel widmen mussten. Ebenfalls zei-
gen wir den Einsatz des Solvers, eines Werkzeuges fiir Optimierungsaufgaben, das die
Entscheidungsfindung bei Problemen mit vielen Alternativen unterstiitzt. Wir behandeln
typische Probleme aus der Wirtschaft, z. B. das Minimieren von Kosten bei der Herstellung
von Mixturen oder das Maximieren des Gewinnes bei Investitionsentscheidungen.

Zur Demonstration der grafischen Fihigkeiten von Excel haben wir eine gro3e Anzahl
von 2D und 3D-Grafiken eingefiigt. Schon das erste Beispiel ist ein Zeichenprogramm,
mit dem sich ein Pfeil von fast beliebiger Groe zeichnen und drehen ldsst. Excel selbst
liefert eine riesige Auswahl von Pfeilen der verschiedensten Formen, aber wir wollten
gleich zu Beginn zeigen, wie man selbst ein einfaches Objekt mit Hilfe von Excel zeichnen
kann. Wir zeigen auch wie man noch weit kompliziertere Bilder erzeugt, wie zum Beispiel
Lissajous-Figuren und die Teilchenbahnen in einem Zyklotron.

Bei der Besprechung der UserForms modellieren wir verschiedene “Taschenrechner”,
z.B. fiir Flichenberechnungen oder Arithmetik von komplexen Zahlen. Diese lassen
sich fiir ganz personliche Anforderungen gestalten, z.B. fiir Schaltungsberechnungen
in der Elektronik. Mit der Erwidhnung des Taschenrechners werden auch wir an unse-
re "Urspriinge" erinnert, als wir mit einem kleinen programmierbaren Taschenrechner
(HP-25) mit nur 49 Programmschritten 1978 die Schrodingergleichung, mit der gleichen
Methode 16sen konnten, die wir auch hier anwenden. Die Freude war so groB3, dass wir
dies in einer Veroffentlichung den Fachkollegen mitteilen zu miissen glaubten.

Alle im Buch gezeigten Arbeitsmappen und VBA-Programme werden online zur
Verfiigung gestellt.

An dieser Stelle mochten wir uns ganz herzlich bei Frau Dr. Sabine Kathke vom
Springer Vieweg-Verlag fiir ihr Interesse und die vielen Tipps und Ratschlidge bei der
Herstellung des Manuskripts bedanken.

Viel Vergniigen beim Lesen!

Schweigen-Rechtenbach, im Mérz 2015 Dr. Franz Josef Mehr
Dr. Maria Teresa Mehr
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Einfliihrung

Zusammenfassung

Zu Beginn des Buches werden erste Schritte in Excel ausgefiihrt. Dies erfolgt bei-
spielhaft mit der Erstellung verschiedener Grafiken und erster Berechnungen in
Tabellenblittern. Die Einfiihrung dient v. a. unerfahrenen Excel-Nutzern.

1.1 Ein Spaziergang durch Excel

Wir beginnen mit der Erzeugung einer Grafik (sieche Abb. 1.1).

Dieses Beispiel verlangt keinerlei Vorkenntnisse iiber die Erstellung von Grafiken in
Excel, denn alle notwendigen Schritte werden ausfiihrlich erklért.

Eine Arbeitsmappe ist in Excel 2003 eine Ansammlung von maximal 256 Arbeitsblét-
tern. Jedes Blatt — oder Tabelle — hat 256 Spalten und 65.536 Zeilen. In Excel 2007 haben
wir 1.048.576 Zeilen und 16.384 Spalten. (Strg 4 Posl holt den Cursor zuriick in Zelle
Al. Mit Strg + Ende springt der Cursor zur letzten belegten Zelle der Tabelle.). Bei der
Version, Excel 2013, mit der wir hier arbeiten, betrigt die Zeilenzahl ebenfalls 1.048.576.

Immer, wenn Sie Excel 6ffnen, werden Sie eine neue Arbeitsmappe sehen. Jede Zelle
eines Arbeitsblatts ist ein Objekt — ebenso wie auch die Arbeitsmappe und ihre Blitter
Objekte sind. Manchmal nennen wir die Tabelle, die gerade bearbeitet wird, die aktive
Tabelle bzw. das aktive Arbeitsblatt.

Das Meniiband einer Mappe enthilt eine Reihe von Registerkarten (DATEI, START,
EINFUGEN, . ..). Oben rechts findet man eine kleine Schaltfliche mit Pfeil, die es erlaubt,
das komplizierte Meniiband zu vereinfachen oder ganz auszublenden. Wenn Sie die Karte
EINFUGEN anklicken, finden Sie das wichtige Menii der Diagramme — und darin u. a.
den fiir uns interessanten Typ Punk#(XY), den wir mit einem Linksklick 6ffnen werden.

Als Beispiel eines Graphen wollen wir einen Pfeil zeichnen.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 1
F. J. Mehr, M. T. Mehr, Excel und VBA, DOI 10.1007/978-3-658-08886-6_1
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Pl - Exgel

EINFUGEN  SETENLAVOUT ~ FORMELN  DATEN  OBERPROFEN  ANSICHT  ENTWICKLERTOOLS  ADD-INS
Calibri - - AN = # - [ Zelenumbruch Standard Standard

e |[Ausgabe

. FEU- - B-A- = =X

1.3 105

14 19 0,95

Abb. 1.1 Horizontaler Pfeil [Arbeitsmappe: Pfeil.xIsx; Blatt: Pfeill]

Wir benétigen dazu nur 6 Punkte, deren Koordinaten wir in die Zellen A10 bis B15
eintragen (vgl. Abb. 1.1).

Alles, was man in eine Zelle schreibt, erscheint auch in der Bearbeitungsleiste der
Formeln rechts von fx. Um den Inhalt einer Zelle zu korrigieren, kann man diese
Bearbeitungsleiste benutzen. Ganz links gibt es ein Namenfeld, in dem die Adresse der
aktiven Zelle angezeigt wird, z. B. H3, wenn der Cursor sich gerade in der 3. Zeile der
Spalte H befindet.

Die einzelnen Schritte, um unseren Pfeil zu zeichnen, sind nun

1. Trage die Koordinaten in die Zellen von A10 bis B15 ein.

2. Wibhle die Zellen A10:B15 aus.

3. Wihle Meniiband EINFUGEN und klicke in Diagramme das Diagrammbildchen fiir
Punkt(XY)an.

4. Wihle das 5. Diagramm ,,Punkte mit geraden Linien“. Oben rechts vom Diagramm
erscheinen drei kleine Schaltflachen, mit denen wir die Feinarbeit erledigen konnen.

5. Wihle die Zellen A10:B15 aus.

6. Wihle im Meniiband EINFUGEN und klicke in Diagramme das Diagrammbildchen
fiir Punkt(XY) an.

7. Wihle das 5. Diagramm Punkte mit geraden Linien. Oben rechts vom Diagramm
erscheinen drei kleine Schaltflachen, mit denen wir die Feinarbeit erledigen konnen.

Die Uberschrift "Ein Pfeil" belegt zwei Zellen. Um ihr zwei Zellen zuordnen zu kon-
nen, gehen wir in eine Zelle, z. B. H3, und erhalten mit einem Rechtsklick eine Liste
mit moglichen Zelloperationen, u. a. Zellen formatieren. Dort geht man auf Ausrichtung
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und dann Zellen verbinden. Einen Rahmen fiir die verbundenen Zellen kann man dann
mit Start>Schriftart>Rahmenlinien finden. Verbinden und zentrieren findet man auch
vorgegeben in dem Menii Ausrichtung.

Rechtsklick auf eine Achse des Diagramms und Achse formatieren wihlen. Rechts
erscheint ein grofes Fenster fiir Achsenoptionen.

Um die GroBe des Pfeils zu dndern, ist es notig, die Achsenskalen zu dndern. Das
erreichen wir mit der Schaltfliche Diagrammelemente (rechts vom Diagramm): Ach-
sen>weitere Optionen oder mit Rechtsklick auf eine Achse und Achse formatieren wihlen.
Unter Achsenoptionen wihlen wir:

Minimum: 0
Maximum: 3
Hauptinervall: 0,5
Hilfsintervall: 0,1

Die Parameter fiir die y-Achse waren: 0,4; 1,6; 0,4; 0,001; 0,4.

Dem aktuellen Arbeitsblatt geben wir den Namen “Pfeill”. Dazu die Zunge am
unteren Rand rechtsklicken und umbenennen. Nun sollten Sie Ihr Werk speichern:
DATEI>Speichern unter . . .

Im nichsten Schritt versuchen wir, den Pfeil zu drehen. Dazu brauchen wir ein zweites
Arbeitsblatt mit der Bezeichnung “Pfeil2” (4+ Neues Blatt linksklicken und umbenennen).
Dorthin kopieren wir den Inhalt des Bereichs A10:B15 aus “Pfeill”.

1.2 Drehung eines Pfeils

Das folgende Blatt (Abb. 1.2) zeigt den Pfeil des vorigen Beispiels um den Punkt D = (1,1)
um ¢ =45° —im Gegenuhrzeigersinn — gedreht. Auerdem wurde Pfeill mit dem Faktor
b =4 vergroBert.

Die Formeln, die eine derartige Drehung beschreiben, findet man in Lehrbiichern der
linearen Algebra oder auch in [1].

Der Punkt P hat die Koordinaten (x, y). Nach der Drehung haben wir P’ mit den
Koordinaten (x’,y’), die sich mithilfe der folgenden Formeln berechnen lassen:

x'=b((x —dy)cosg — (y — dy)sing)) + d;
y' = b((x — dy)sing + (y — dp) cos 9)) + da

Werden Sie bitte nicht unruhig! Erinnern Sie sich daran, dass wir (noch) keine Mathematik
betreiben wollen. Wir wollen — zunéichst — nur lernen, wie man eine Formel in eine Excel-
Tabelle eintrdgt. Um die erste Gleichung in Zelle C10 einzutragen, schreiben wir in C10

=4* ((A10-1) *COS(PI()/4)-(B10-1)*SIN(PI()/4))+1
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c10 - ,l‘\ =4%((A10-1)*COS(PI()/4)-(B10-1)*SIN(PI{}/4))+1

A B C D E F G H | J K
1
3
4
5
6
T
8
9
10 1 1| 1_| 1
11 19 1 3,54558441 3,54558441
12 19 1,05 3,40416306 3,68700577
13 2 1 3,82842712 3,82842712 gedrehter Pfeil
14 1,9 0,95 3,68700577 3,40416306 45
15 19 1 3,54558441 3,54558441 "
16 . —7
s | /\/
18 .
19 -
20 /
21 5 =
2 ; //
23 05
24 .
25 0 05 15 2 25 3 35 4 45
26
27

Pfeill Pfeil2 3

Abb. 1.2 Gedrehter Pfeil [Ein Arbeitsmappe: Pfeil.xIsx; Blatt: Pfeil2]

In der Bearbeitungsleiste konnen Sie verfolgen, was Sie in die Zelle schreiben und
konnen es bei Bedarf korrigieren.

P Manchmal erscheinen in den Zellecken farbige Dreiecke, die Fehler anzeigen —
z.B. bedeutet ein griines Dreieck in der linken oberen Ecke einen Formelfehler.
Informieren Sie sich evtl. in der Excel-Hilfe (?-Zeichen oben rechts) unter “For-
melfehler” Gber weitere Einzelheiten.

Die zweite Formel tragen wir in D10 ein:
=4* ((A10-1) *SIN(PI()/4)+(B10-1)*COS(PI()/4))+1

Nun kopieren wir den Inhalt von C10 nach C11, C12, C13, C14, C15. Dazu zeigen wir mit
dem Cursor auf das kleine Quadrat in der rechten unteren Ecke, das sich in 4+ verwandelt,
und ziehen es samt Zellinhalt nach unten bis C15.

Ebenso verfahren wir mit der Formel in D10: Wir fassen die Zelle D10 mit dem Cursor
an dem kleinen Quadrat an und ziehen sie nach unten bis D15.

Wenn man eine Formel von einer Zelle in eine andere kopiert, dndern sich alle Zell-
beziige automatisch. So hat z. B. die Formel in D10 nach dem Kopiervorgang in D15 das
folgende Aussehen:

=4* ((A15-1) *SIN(PI()/4)+(B15-1)*COS(PI()/4))+1
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B2 » f =5IN(AZ)
A B = D E F G H 1 ] K L
1 o 0
2 0,063 0,06295833
3 0,126 0,12566687

0,189 0,1878768
0,252 0,24934129
0,315 0,30381647

5
6
7 0,378 0,3690624 y=sin(x)
8
9

0,441 0,426344
0,504 0,48293202
0,567 0,53710332 1 —

10
1 0,63 0,58914476 g
12 0,693 0,63384805 0.5

13 0,756  0,6860166 .

4 0,819 0,73046324 i 1 2 3 A 5 7
5 0,882 0,77201164 05

6 0,945 0,81049693

7 1,008 0,84576643 e i
18 1071 087768019

19 1,134 0,50611159 e Rad

20 1,197 0,93094782

21 1,26 0,95209034

2 1,323 0,96945527

23 1,386  0,9829737

24 1,443 099259199

25 1512 0,99827199

Abb. 1.3 Sinuskurve [Arbeitsmappe: Sinus.xlsx]

Wir markieren den Bereich C10:D15 und verfahren wie bei Pfeill:

EINFUGEN> Diagramme>Punkt(x,y)>Punkte mit geraden Linien

Der gedrehte Pfeil erscheint, und wir gehen, wie weiter oben schon beschrieben, an die
Feinarbeit: eine Achse rechts anklicken>Achse formatieren.

x-Achse: Min. = 0, Max. = 6...; y-Achse: Min. = 0, Max. = 5...

P> Hinweis: Wir haben nur die beiden Funktionen Sinus und Kosinus verwendet,
aber Excel verfligt Gber mehr als 700 vordefinierte Funktionen, die in Katego-
rien eingeteilt sind. Sie kdnnen diese Funktionen einsehen, wenn Sie mit einem
Linksklick auf fx klicken.

Wir verlassen unsere Pfeile nun und schauen uns einige andere Grafiken an.

1.3 Funktionsgraphen

Um den Graph in Abb. 1.3 zu zeichnen, fithren wir die nachfolgenden Schritte aus:

1. Gebe Oin Al einund =A1+0, 063 in A2; kopiere A2 bis A101. (Das Inkrement 0,063
konnten wir in ES speichern. Dann miisste die Formel in A2 so aussehen: =A1+SES5).

2. Trage =SIN (A1) bei B1 ein, kopiere anschlieend bis B101.

3. Wihle A1:B101 (mit Shift).
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a . £ =cosia2)
A 8 < F G H | K

1 0 0 1

2 0,063 006295833 0,99801616

3 0,126 0,12566687 0,9920725

4 0,189 0,1878768 0,9821926

5 0,252 0,24934120 096841568

6 0,315 030981647 095079638

7 0378 03690624 0,92940462

8 0,441 0426844 0,00432527

9 0,504 048293202 087565784 g =

10 0567 053710392 0,84351608 \( S /

11 0,63 058914476 080802751 " ‘\ \‘ >

12 0,693 063884805 0,76933294 \\ \\ 7/

13 0756 06860166 072758589 X

14 0,819 0,73046324 068295201 2 3 N /’ 5 ’

15 0,882 0,77201164 063560839 \\\ A

16 0,945 081049693 058574288 \ \\. I,

17 1,008 084576643 0,53355332 o A

18 1071 087768019 0,47924679 - =t

19 1,134 090611159 042303876 PR S, —

20 1,197 093094782 0,36515224

21 126 095209034 0,30581691

22 1,323 0,96945527 0,24526819

Abb. 1.4 Sinus und Cosinus [Arbeitsmappe: Sinus_Cosinus.xIsx]

4. EINFUGEN>Diagramme>Punkt(x, y)>Punkte mit interpolierten Linien (3.Dia-
gramm).
5. Feinarbeit mit der Schaltfliche Diagrammelemente (rechts vom Diagramm).

Um Sinus und Kosinus im selben Diagramm zu zeigen (siche Abb. 1.4), tragen wir die
Werte von y =COS (x) in die C-Spalte ein. (In C1 =COS (A1) und bis C101 kopieren.)

Es ist einfach, ein Diagramm zu 4ndern. Man klickt mit der rechten Maustaste auf die
Zeichenflache oder auf die Graphen und wihlt aus der Liste der Optionen die gewiinschte
Option aus. So lassen sich mit Zeichnungsfliiche formatieren beliebige Hintergrundfarben
und Rahmen festlegen. Auch lassen sich zusitzliche Beschriftungen mit fast beliebigen
Rahmen und Pfeilen einfiigen. Man sucht dazu in EINFUGEN > Illustrationen> Formen
eine passende “Form” aus (siche Abb. 1.5).

In Kap. 4 werden wir ausfiihrlich auf die Gestaltung von Graphen zuriickkommen.

1.4 Verformung und Bewegung eines Dreiecks

Die Figur in Abb. 1.6 zeigt die Dreiecke ABC, A’B’C’ und A"B"C". A’'B’C’ liegt oberhalb
von ABC. A’B’C’ wurde im Gegenuhrzeigersinn um 90°um den Punkt B’ =B" gedreht.
A’B’C’ ist das Ergebnis einer Verschiebung mit (—20;50) und einer Vergroferung um
a=2 und b=1,50 in Bezug auf den Punkt A =(28;— 24). Wenn man mit dem Cursor
auf einen Punkt des Graphen zeigt, werden die Koordinaten des Punktes angezeigt, z. B.
C" =(62;—23).
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Sinus und Kosinus
15 . ‘.

- a= o y=5in(x) y=cos(x)
1,5
Abb. 1.5 Sinus und Cosinus mit Beschriftung
L A ] c D E F G H I ) K L M N o P Q R

1 120 -40 A= ri:] <24

2 B~ 70 10 <20

3 200 120 C= 20 30

4 Punkte -

5 28 24| A Drehpunkt Winkel [ | 6= Drehpurkdt |

& 10 10 B X1= 92 Grad 90 el

7 20 a0 c Y= 77 Radan 15708 Nl

8 28 24| A Achsen o &Y

9 Xmn= <120 Ymin= -40 | [ 1\

0 8 2% A Hrna= 200 Yenax= 120 o TERY

: @ 7 ® 734 1T\

12 s w7 c© Verschiebung T8 M - 4

13 g 6| A ] -20 y0= 60 | b

T —T— T ;

15 143 7l A Dehnung -150 -1po 40 | ,;n [ | pa_—g0 200 250
16 @ | e a= 2 b= 160 0l LA —1

62 23 C

18 143 7l AT Bewequngen eines Dreiecks ” i

19

20

21

2 5

2 (2]

Abb. 1.6 Dreieck in verschiedenen Lagen [Arbeitsmappe: Dreieck.xIsx]

Erklirungen
Wenn y =f(x) die Gleichung einer Kurve ist, so stellt y’ =f(x—xg) + yo nicht die Ablei-
tung dar, sondern dieselbe Kurve, aber verschoben um x¢ Einheiten parallel zur x-Achse
und um yo Einheiten parallel zur y-Achse. Es handelt sich um eine Verschiebung oder
Translation.

Wir sahen bei dem Pfeilbeispiel bereits die Gleichungen fiir die Drehung um einen
Winkel ¢ in Bezug auf einen Punkt X; = (x;;y1). Man kann auch diese Bewegung durch
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eine einfache Gleichung beschreiben, niamlich durch x’ =R(x—x1) + X1, worin R eine
Matrix ist, die die Drehung im Gegenuhrzeigersinn beschreibt.

Ccos @ —sing

SIng Ccos @
Ausgeschrieben sehen die Drehgleichungen folgendermal3en aus:
x'=(x —x1)cosp — (y — yD)sing + xi
¥ = (x —x1)sing + (y — y1)cos @ + yi

Wenn eine Kurve gestreckt (lal > 1) oder gestaucht (lal < 1) wird mit den Faktoren a und
b, so sind die neuen Koordinaten gegeben durch

x' =alx —x1)+x
Y =by —y)+y
Wir konnen diese Verinderungen in einem einzigen Graphen darstellen.

Eintrige im Arbeitsblatt

A1l: =F9 ; B1: =H9  A1:A3 Achsengrenzen

A2: leer

A3: =F10 ; B3: =H10

A4: leer

A5: =Fl ; B5: =Gl Punkt A

AG: =F2 ; B6: =G2 Punkt B

AT: =F3 ; B7: =G3 Punkt C

A8: =A5 ; B8: =B5 nochmals Punkt A

A9: leer

A10: =A5+F13 Verschiebung und Dehnung

B10: =B5+H13
A11: =Fl6* (F2-F1)+Al0

B11: =H16*(G2-G1)+B10
A12: =F16* (F3-£1)+Al0

B12: =H16*(G3-G1)+B10

A13: =A10 ; B13: =B10

A14: leer

A15: =(A10-F$6) *COS (H$7) - (B10-F$7) *SIN (H$7) +F$6 Drehung
B15: =(A1l0-F$6) *SIN (HS$7)+ (B10-F$7) *COS (H$7) +FS$7

Die beiden letzten Formeln miissen bis Zeile 18 kopiert werden.
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A B D=A"B E F Lange
2 ﬂl | 0,86603 05 1,73205 -1 1 1,73205 2
0 2 0.5 0.86603] 1 1,73205 1] 1
mit MMULT(A:B
’ :
1,73205 -1 1173205 0 -1 2

B 0 ® ;o e W h =

n 1 1,73205 1 1,73205
2

B

b 0 =2

5 E 1

e 18

7 16

s F 173205

ks 14

2 0

2 5 o 12

)

2 H 1_1.73208] 05 {(0,1)
=

= 06

27

£ ¢

B

> 0

n o

2 45 a 05 0 05 (10) 15 2
:jl

5

Abb. 1.7 Einheitsvektoren: Drehung und Dehnung [Arbeitsmappe: Einheitsvektoren.xlsx]

Rechenbeispiel
Der Punkt A" ist das Bild des Punktes A’ nach der Drehung um 1,5708 Rad (=90°) um
den Punkt B" im Gegenuhrzeigersinn. Von Hand gerechnet ergibt sich

Al5: = (8 —92)cos(1,5708..) — (26 — 77)sin(1,5708..) + 92 = 143

Um die Grafik zu erstellen, Zellen A1:B18 markieren und EINFUGEN >Diagramme>
Punkt (x, y)> Punkte mit geraden Linien und Datenpunkten.

Die Figur in Abb. 1.7 ist informativ, denn wir sehen, wie die beiden Einheitsvektoren
(1,0) und (0,1) um 30° (=PI () /6 rad) im Gegenuhrzeigersinn gedreht und gleichzeitig
mit dem Faktor 2 gedehnt wurden. Alle Rechnungen sehen wir in der Tabelle.

Erklirungen
Die Transformation mit der Matrix

b V3 -1
1 V3

ist eine Drehung um 30° zusammen mit einer Dehnung um den Faktor 2. Das kann man
leicht sehen, denn man kann D als Produkt schreiben, D=A * B, da
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V301
V3 =1 20 5 7> 20 c0s30° —sin30°
D = = k = k
1 V3 02 1 V3 02 sin30° co0s30°
2 2
Das bedeutet:
x’ V3x—y
y' x4+ /3y

In Excel kann man das Produkt zweier Matrizen A und B mit der Anweisung
{=MMULT (A; B) } berechnen. Die beiden Klammern { } bedeuten, dass man eine Matrix
mit Ctrl+Shift+Enter (d. h. Strg+Umschalttaste+Eingabe) berechnet, anstatt nur mit
Enter. Die Klammern { } setzt Excel automatisch. Eine ausfiihrliche Beschreibung aller
Excel-Matrixfunktionen findet man in [2].

In der Abb. 1.7 steht A in B5:C6 und B in E5:F6 mit E5: = COS(PI()/6),

E6: =SIN(PI()/6), F5: =-SIN(PI()/6), F6: =COS(PI()/6).

Die Produktmatrix D soll in H5:16 erscheinen, daher markieren wir diese Zellen bevor
das Produkt berechnet wird. Zur Berechnung von D tippen wir in die Bearbeitungsleiste
die folgende Arrayformel =MMULT (B5:C6; E5:F6) .. Zum Abschluss driicken wir auf
die Tasten Strg + Umschalttaste + Eingabe. Das Produkt A*B erscheint in den markier-
ten Zellen H5:16. Man kann die Rechnung auch in der Form =MMULT (A ; B) ausfiihren.
Vorher miissen wir dann A und B definieren. Excel hat dafiir einen Namens-Manager, den
man unter Formeln> Definierte Namen findet. Man kann auch den Bereich B5:C6 mar-
kieren und durch Klicken mit der rechten Maustaste Namen definieren. .. wihlen. Die
Abb. 1.8 zeigt die Definition von A. Entsprechend geht man bei B vor.

Neuer Name M

Name: A
Bereich: Tabellel E|
Kommentar: ~
Bezieht sich auf: | _1apelle1!5B55:5C56
[ ok | [ Abbrechen |
A

-

Abb. 1.8 Namens-Manager
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N5 - Jx | =SVERWEIS(M5;B519:D524;3)
[STAT BE | € [ o] EJF & HTITT ] JdT1T K T L M N [a]
1 Mathematik Klasse 10
2 1 Halbjahe
3 2m3 As 06667 B= 03333
4 Name |Vorame KA1 |KA2 |KA3 |Testl |Test2 |Test3 |Testd]| @ KA | @ Tests JNoten Zeugnis
5 1Albrecht |Susanne 3 4 4 3 2 > 37 23 3 befriedigend
& 2Klein Peter 1 2 1 2 2 1 13 1.5 1 sehr gut
7 3Rickert  |Agnes 4 5 4 3 ) 6 5 4.3 48 4 ausreichend
g8 4Zimmer |Rudolf 3 4 1 3 2 1 27 20 2 qut
91| 5 14 21 2 gut
0 6 23 1.8 2 gut
m| 7 486 38 4 ausreichend
2 8 44 43 4 ausreichend
LERI 34 31 3 befriedigend
L 52 36 5 mangelhaft
5 23 1.8 2 qut
6 12 1.4 1.2 1 sehr gut
17
L] Moten  |Haufigkeit
5] 1 2 sehr gut
20 2 4 gut
21 3 2 befriedigend
22 4 3 ausreichend
23 5 1 mangelhaft
24 6 0 ungenigend
25
26

Abb. 1.9 Noteniibersicht [Arbeitsmappe: Klassenverwaltung.xlsx; Blatt: Noten]

1.5 “Verwaltung” einer Klasse

Im folgenden Beispiel lernen wir, wie ein Lehrer Uberblick iiber die Leistungen seiner
Schiiler behilt. Der Aufbau der Tabelle in Abb. 1.9 erklirt sich sicher selbst. Die Frage ist
nur, wie macht man das?

Die Tabelle zeigt die Noten von 4 aus 12 Schiilern. A ist das "Gewicht"der Klassenar-
beiten, B das der Tests. In der Bearbeitungsleiste steht die Excel-Formel zur Berechnung
des Mittelwertes (auf 1 Stelle gerundet) der Noten in M5 bis M16.

Die Zeugnisnote in M5 wird berechnet mit =RUNDEN (D$3«K5+HS$S3+L5;0) . Wir
kopieren diese Formel in die anderen Zellen bis M16.

Das arithmetische Mittel in K5 berechnen wir mit =MITTELWERT (C5:E5) und das
Mittel der Tests in L5 mit =MITTELWERT (F5:J5) .

In S5 haben wir das auf eine Stelle gerundete Mittel aller Noten:

=RUNDEN (MITTELWERT (M5:M16) ;1)

Nun schreiben wir die moglichen Noten in Textform in die Zellen D19 bis D24. Die
zugehorigen Zahlen stehen in B19:B24.

In die Zelle N5 tragen wir die Suchformel =SVERWEIS (M5;BS$19:D$24;3) ein
und kopieren sie bis N16. Diese Formel sucht (senkrecht) den Wert in M5 (also 3) in
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A B Cc D E F G H | J

Noten Haufigkeit
Haufigkeit

0~ & WA W N =
DB W=
O = k= OwhMn

=]

w

10

11 ' | Haufigkeit
12
13
14
15
16
17
18
19 1

Abb. 1.10 Balkendiagramm [Arbeitsmappe: Klassenverwaltung.xIsx; Blatt: Hiufigkeit]

der ersten Spalte der Tabelle (Matrix) B$19:D$24 und holt den dazugehorigen Eintrag in
derselben Zeile in der 3. Spalte der Matrix B$19:D$24. Dieser Eintrag ist in unserem Fall
ein Text, namlich "befriedigend".

P Das "S" in SVERWEIS bedeutet senkrecht. Es gibt auch eine Funktion fiir
waagerechtes Suchen, sie heillt WWERWEIS. Sie finden die Definitionen die-
ser —und anderer - Formeln unter Formeln>Funktionsbibliothek>Nachschlagen
und Verweisen.

SchlieBlich benutzen wir die Funktion =HAUFIGKEIT (M5:M16;B19:B24) in allen
Zellen von C19:C24, um die Hiufigkeit zu bestimmen, mit der die Noten in B19:B24 in der
Spalte (Matrix) M5:M 16 auftreten. Die Funktion =HAUFIGKEIT (M5:M16;B19:B24)
wird angewendet wie alle Matrizenfunktionen:

Zunichst wird der Zielbereich C19:C24 markiert, und dann driickt man gleichzeitig die
Tasten Strg + Shift (Pfeil nach oben oder Umschalttaste) + Enter (Eingabetaste). Excel
schreibt die geschweiften Klammern selbst.

Jetzt fehlt nur noch eine grafische Auswertung der Notentabelle (siehe Abb. 1.10). Wir
kopieren zunichst die Tabelle O4 bis P10 mit Strg 4+ C in ein neues Arbeitsblatt, das wir
“Haufigkeit” nennen.

Dort klicken wir mit der rechten Maustaste in eine beliebige Zelle und wihlen
Einfiigeoptionen> Werte.

Mit EINFUGEN>Empfohlene Diagramme erhalten Sie bereits ein brauchbares Bal-
kendiagramm (Sdulendiagramm). Sagen Sie OK, und klicken Sie anschlieend mit der
rechten Maustaste ins Diagramm, um eventuell noch Feinarbeit zu erledigen.
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<
Add-Ins 2 [

Verfugbare Add-Ins:
Analyse-Funktionen

Analyse-Funktionen - VBA

[ Euro Currency Tools
Solver

oK

|
Abbrechen |
|

I
[
l Durchsuchen...
[

Automatisierung... |

Analyse-Funktionen

Stellt Tools zur Datenanalyse far statistische und
technische Analysen bereit,

Abb. 1.11 Add-Ins-Menii

Abb.1.12 Analysewerkzeuge
l":| Datenanalyse

?.. Solver

Analyse

Man konnte auch DATEN > Datenanalyse> Histogramm benutzen, wenn man das Add-
In Analyse-Funktionen vorher geladen hat. Man findet es unter DATEI > Optionen>Add-
Ins. Klicken Sie in diesem Fenster auf Gehe zu. .., um das Add-Ins-Menii der Abb. 1.11
zu erhalten:

Wir haben — auch fiir spitere Anwendungen — drei Add-Ins ausgewihlt und geladen.
Unter DATEN findet man ganz rechts die Analysewerkzeuge (siche Abb. 1.12).

An dieser Stelle werden wir die statistische Analyse nicht weiter betrachten. Im Kap. 13
gehen wir genauer darauf ein.

Wenn Sie einmal schone Tabellen erstellen wollen, so gehen Sie nach START und dann
zu Formatvorlagen >Als Tabelle formatieren.
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| A B c D K L M N

K Ausgaben Jahr: 2013 .
|2 |
|3 Art Januar  Februar Marz Oktober November Dezember Summen
];4 Quoten 000€ 86,00 € 0,00€ 0,00€ 86,00 € 000€ 34400 €
5 |Bank 450,00€ 45000€ 450,00€| 450,00€ 45000€ 450,00€ 5400,00€| |
|6 | Sparen 150,00€ 150,00€ 150,00€| 15000€ 150,00€ 150,00€| 1.800,00€( |
|7 | Telefon 12000€ 120,00€ 120,00€ 12000€ 120,00€ 120,00€| 1.45200€( |
ja Steuern 0,00€ 11500¢€ 0,00€| 11500¢€ 000€ 11500€ 69000€ i
K Wasser 0,00€ 0,00€ 8500€ 0,00€ 0,00€ 8500€ 340,00€| |
10 | Licht 23400 € 000€ 23400€ 000€ 23400¢ 000€ 140400€| |
{11 Miete 980,00€ 980,00€ 980,00€| 980,00€ 980,00€ 980,00€ 11.760,00€| |
{12 Abzahlung 12400€ 12400€ 12400€] 12400€ 12400€ 12400€| 148800€( |
[13 Geb.St. 0,00€ 000€ 24500¢ 0,00€ 0,00€ 24500¢€ 980,00€| |
14 TV 0,00€ 42 00€ 000€ 4200 € 0,00€ 4200€ 25200€( |
|15 |Robert 910,00€ 890,00€ 920,00€| 89000€ 640,00€ 960,00€ 10.740,00€| |
116 | Julia 790,00€ 790,00€ 76000€| 78500€ 81000€ 82000€ 934500€ |
{17 | Versicherung 000€ 3400€ 0,00€ 3400€ 000€ 3400€ |
18 Verschiedenes _ 5000€ _ 5000€ _5000€ 5000€ 5000€ _50,00€ .
519 Summe : 831,00€ 4118,00€[ 3.740,00 € 3.64400€ 417500 :
120 |
;21 | Ausgaben monatlich: | 3.900 €] I
|
23 |

P4 [RobertiJulia_ [1.700,00 €]

Abb. 1.13 Aufstellung der Jahresausgaben [Arbeitsmappe: Ausgaben.xlsx; Blatt: Familie]

Auch, wenn Sie kein Lehrer sind, werden Sie monatliche Ausgaben haben. Im nich-
sten Beispiel entwickeln wir eine Tabelle, in der wir die Belastungen eines normalen
Sterblichen festhalten werden.

1.6 Wie behilt man den Uberblick in der Ausgabenflut einer Familie?

In der Abb. 1.13 sehen wir die fiktiven Ausgaben einer imagindren Familie mit zwei
Kindern, die auBer Hause studieren (der Ubersicht wegen wurden die Spalten E bis J aus-
geblendet. Zum Einblenden die Spalten D bis K markieren, rechtsklicken und Einblenden
wihlen).

Die Ausgaben der Kinder werden in separaten Arbeitsblittern festgehalten. Die drei
Blitter sind miteinander verbunden.

Jeder Eintrag in den Sekundértabellen (Robert/Julia) wird automatisch in die Hauptta-
belle (Familie) iibernommen.

Wenn wir in B3 "Januar" schreiben und bis M3 kopieren, trigt Excel automatisch die
Monatsnamen ein.

In der Familientabelle miissen wir in B16 die Formel =Julia!B$9 eintragen und
bis M16 kopieren. Die Ausgaben von Julia fiir Januar stehen in der Zelle B9 des Julia —
Arbeitsblatts. Beim Kopieren werden die Zellbeziige automatisch gedndert. In C16 steht
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Abb. 1.14 Ausgaben
der Tochter [Arbeits- A B

mappe: Ausgaben.xlsx; 1

Blatt: Julia] 2 |Ausgaben fir Julia
3
4 Januar
5 |Miete 350
6 |Essen 260
7 Blcher 140
8 Verschiedene 40
9 | Summe: 790

z.B. =Julia!Cs9, in F16 stehen die Ausgaben fiir Mai, also =Julia!F$9 usw. (siche
Abb. 1.14).

Die gleiche Prozedur ist fiir Robert durchzufiihren: Wir tragen in B15 die Formel
=Robert !B$9 ein und kopieren sie bis M15. (Die Summe der Januar-Ausgaben von
Robert steht in seinem Arbeitsblatt in B9.)

Wenn jeder regelmidBig seine Eintrige macht, erscheint am Jahresende in N21 mit
=N19/12 die (traurige) Wahrheit. Die Formel =SUMME (B4 :M4) in N4 muss vorher
natiirlich bis N19 kopiert werden. Das setzt voraus, dass in B19 steht =SUMME (B4 : B18)
usw. (kopieren bis N19, wo dann steht =SUMME (N4 : N18) ). Das ganze Projekt setzt also
eine ungewohnliche Disziplin voraus. . .
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Zusammenfassung

Erste VBA-Schritte und die entsprechenden Kenntnisse werden anhand von eini-
gen Beispielen, wie Pascal’sches Dreieck und Kreisberechnung, erklért. Praktische
Hinweise zum Erstellen von Makros und dem Debuggen von Codes werden gegeben.

2.1 Kopieren (relativ und absolut)

Wir zeigen zuerst erneut, wie wichtig es ist, in Excel Zellen richtig zu kopieren. Wir
erinnern uns: Wenn man Zellen kopiert, hingt das Ergebnis sehr davon ab, ob wir Texte
bzw. Zahlen kopieren oder ob es sich um Formeln bzw. Funktionen handelt. Im ersten
Fall reproduzieren wir genau die Zellinhalte. Im zweiten Fall miissen wir vorsichtig sein,
denn Excel verdndert die Adressen der Zellen, in denen Formeln benutzt werden, d. h. die
Zellbeziige werden beim Kopieren verdndert, wenn man sie nicht schiitzt.

Beispiel

Wir nehmen an, in der Zelle A3 steht die Formel =A1+22 und wir kopieren sie nach
B3. Wir werden feststellen, dass in B3 eine Formel mit veridnderten Beziigen stehen wird,
ndmlich =B1+B2. Das liegt daran, dass die Ausgangsformel nur relative Beziige enthilt,
d. h. solche, die kein $-Zeichen enthalten und sich beim Kopieren dem Ort der neuen Zelle
anpassen.

Das Dollarzeichen unterscheidet einen relativen Bezug von einem absoluten. Damit
sich der Bezug beim Kopieren nicht éndert, miissen wir $ vor die Zellbeziige setzen. D. h.
die Formel in A3 muss lauten: =$SA1+4$A2. Wenn wir das nach A4 kopieren, ergibt sich
dort =$A2+4$A3, also ebenfalls eine Anderung der Beziige! Grund: Der Schutz mit nur
einem $-Zeichen vor den Buchstaben ist nur beim Horizontalkopieren wirksam. Um die
Formel wirklich zu schiitzen, ist es notwendig, jeden Buchstaben zwischen zwei $-Zeichen

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 17
F. J. Mehr, M. T. Mehr, Excel und VBA, DOI 10.1007/978-3-658-08886-6_2
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A B C D E F G
1 1
2| 1 1
3 1 2 1
a| 1 3 3 1
50 1 4 6 4 1
e [ 5 10 10 5 1
7 R v 15 20 15 6 1
8
9
no
i1
12 | Pascal'sches Dreieck |

Abb. 2.1 Pascal’sches Dreieck — Form 1 [Arbeitsmappe Pascal.xIsm; Blatt: Pascal 1]

zu stellen! Also muss in A3 stehen =SAS1+$AS$2. Jetzt haben wir absolute Beziige, und
jedwedes Kopieren lisst die Beziige unverédndert.

Das Pascal’sche Dreieck gibt uns eine gute Gelegenheit, das Kopieren von Formeln zu
tiben. Die Absicht ist, dieses beriihmte Dreieck von ganzen Zahlen spéter fast automatisch
in einem Excel-Blatt aufzubauen. Wir betrachten zwei Dreiecksformen.

Fiir die erste Dreiecksform (vgl. Abb. 2.1) belegen wir die Zellen A1:A7 und B2 mit
einer 1. In B3 schreiben wir die Formel =A2+-B2, die wir bis B7 kopieren. Danach werden
die Zellen B2:B7 nach rechts bis G2:G7 kopiert. Die entstehenden Nullen 16schen wir
anschlieend "von Hand" mit Entf. Spiter werden wir sehen, wie man die Nullen mit
einem einfachen Befehl verbirgt.

P Um eine Formel von Hand zu kopieren, zeigen wir mit dem Cursor auf das
Ausfiillkdstchen in der rechten unteren Ecke der Zelle, in der sich die Formel
befindet. Der Cursor verwandelt sich in ein + — Zeichen. Mit gedriickter linker
Maustaste zieht man das Kastchen bis zur Zielzelle.

Das Pascal’sche Dreieck wird von den binomischen Zahlen gebildet:

0
=1
0
1 1
0 1
2 2
0 1 2
3 3 3
=1 =3 =3; =1
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ABCD E 3 G i J K L M N 0 P Q R S
1 1

2 1 1

3 0 0 0 0 1 0 2 0 1 0 0 0 0

4 0 0 0 1 0 3 0 3 0 1 0 0 0

5 0 0 1 0 4 0 6 0 4 0 1 0 0

6 0 1 0 5 0 10 0 10 0 5 0 1 0

T 1 0 6 0 15 0 20 0 15 0 5 0 1

8

Abb. 2.2 Pascal’sches Dreieck — Form 2 [Arbeitsmappe Pascal.xIsm; Blatt: Pascal 2]

Die Summen der Zahlen in diagonal liegenden Zellen, z.B. der hellgrau-bzw. dun-
kelgrau gefarbten, sind die Fibonacci-Zahlen: 14+4+3=8; 1+54+6+1=13... (Wir
werden dieses Thema im Abschn. 3.2.2 ausfiihrlich behandeln).

Die Summe der binomischen Zahlen in einer Zeile ist eine Potenz von 2:

20 21 22 23 .

In der Abb. 2.2 sehen wir eine andere Form des Dreiecks, die in China schon 1300 v.
Chr. auftauchte. Hier wird eine 1 in K1, J2 und L2 eingetragen. In K3 steht die Summe
=J2+L2. Kopiere diesen Ausdruck mit dem Ausfiillkdstchen nach links (bis E3) und nach
rechts (bis Q3). Anschlieend kopieren wir den Inhalt von E3:Q3 mit dem Ausfiillkéstchen
in alle Zellen bis E7:Q7.

SchlieBlich konnen wir alle Nullen verbergen. Wihle dazu alle Zellen von E1 bis Q7
(bei gedriickter Shift-Taste und Linksklick in Q7) und suche in START das Menti Zellen.
Hier Format > Zellen formatieren > Zahlen > Benutzerdefiniert. Unter Typ tragen wir ein:
0;;; — alle Nullen verschwinden, wenn Sie OK driicken (Siche Abb. 2.3).

Das Ergebnis nach Driicken auf OK sehen Sie in Abb. 2.4. Die benutzerdefinierten
Zellenformate in Excel gehorchen folgender Syntax:

<Format fiir positive Zahlen>; <Format fiir negative Zahlen>; <Format fiir Null>;
<Format fiir Text>

Beispiele

0555 — zeige nur eine Ziffer fiir positive Zahlen, verberge negative Zahlen, Nullen
und Texte.

5—0s35 — zeige nur eine Ziffer fiir negative Zahlen, verberge positive Zahlen, Nullen
und Texte.

0;—0;; — zeige nur eine Ziffer fiir positive und negative Zahlen, verberge Nullen und
Texte.

] — verberge alle Daten.

War doch alles einsichtig, nicht wahr?
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r

Zellen formatieren

(P X

Zahlen Ausrichtung Schrift Rahmen Ausfillen Schutz
Kategorie:
Standard - Beispiel
Zahl
Wahrung
Buchhaltung Iyp:
Datum
Uhrzeit 05
Prozent hh:mm:ss -
Bruch dd/mm/aaaa hh:mm
Wissenschaft mm:ss
Text mm:ss,0
Sonderformat @
(hymm:ss
_-RS * ##20_--RS§ * ##%0_-_-RS * "-"_- -@_-
R RARQ R FRQ -0 [ 7]
_-RS * #.##0,00_--RS * #.##0,00_-_-RS * "-"77_-_-@_- E
_-* ##%0,00 -+ ##£0,00 - -* "-"77 - -@ -
I h o
:

Geben Sie Thr Zahlenformat ein, unter Verwendung eines der bestehenden Zahlenformate als Ausgangspunkt.

OK l [ Abbrechen

Abb. 2.3 Benutzerdefinierte Zahlenformate

ABCD E F G H [ J | K|l L|M|N|O|P|@|R s
1| 1
2 1 1
3| 1 2 1
4 | 1 3 3 1
5 | 1 4 6 4 1
6 | 1 5 10 10 5 1
7| 1 6 15 20 15 6 1
8|
9

Abb. 2.4 Pascal’sches Dreieck "Nullen bereinigt" [Arbeitsmappe Pascal.xlsm; Blatt: Pascal 2]
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Abb. 2.5 Code-Gruppe

] . .L_-] Makro aufzeichnen

Ez== ==L = ) .

Vicual Mak Relative Verweise verwenden
isua akros

Basic 1. Makrosicherh.

Code

2.2 Makrorekorder

Jetzt werden wir den Kopiervorgang fiir die Formel =J2+L2 mithilfe eines Makros
automatisieren.

P> Ein Makro ist ein automatisierter Prozess, der das wiederholte manuelle Ausfiihren
bestimmter Kommandos unnétig macht.

Fir die Aufzeichnung eines Makros brauchen wir die Registerkarte ENTWICKLER-
TOOLS.

P Wenn die Registerkarte ENTWICKLERTOOLS nicht angezeigt wird, gehen Sie
folgendermaBen vor:

e Kiicken Sie auf die Registerkarte DATEI.

e Klicken Sie auf Optionen und dann auf Meniiband anpassen.

e Aktivieren Sie in der Kategorie Meniiband anpassen in der Liste Hauptregisterkarten
das Kontrollkistchen Entwicklertools, und klicken Sie dann auf OK.

Folgen Sie jetzt den folgenden Anweisungen, um das Makro zu erzeugen:

1. Schreibe 1 in K1, J2 und L2, in K3 =J2+L2.

2. Klicke in ENTWICKLERTOOLS > Code > Makro aufzeichnen an (vgl. Abb. 2.5). In
dem Dialogfenster Makro aufzeichnen (siche Abb. 2.6), geben Sie dem Makro einen
Namen, z.B. "Pascal". Fiir die Tastenkombination kénnen Sie z.B. “p” wihlen.
Diese Tastenkombination setzt eine gleichnamige in Excel standardmiflig vorhandene
Tastenkombination aufer Kraft, solange das Makro gedffnet ist.

3. Nachdem OK angeklickt wurde, beginnt die Aufzeichnung des Makros (die Schaltfld-
che Makro aufzeichnen verwandelt sich in ein blaues Quadrat). Alle Schritte, die wir
jetzt tun, werden registriert: wir kopieren K3 mit dem Ausfiillkistchen nach links (bis
E3) und nach rechts (bis Q3). Anschlieend kopieren wir den Inhalt von E3:Q3 mit
dem Ausfiillkéstchen in alle Zellen bis E7:Q7.

4. Klicke in die blaue Schaltfliche, um die Aufzeichnung des Makros zu beenden.
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>
Makro aufzeichnen M

Makroname:
Pascal

Tastenkombination:
Ctrl+ p

Makro speichern jn:
Diese Arbeitsmappe [E]

Beschreibung:
Es wird ein Pascal'sches Dreieck erzeugt

I oK | | Abbrechen |

i |

Abb. 2.6 Dialogfenster Makro aufzeichnen

Um das Makro auszuprobieren, 16schen wir alle Zellen und starten das Makro mit
Strg-p. Das Pascal’sche Dreieck von Abb. 2.4 wird schlagartig ausgefiillt.

Makros miissen in Excel 2013 im Dateiformat Excel-Arbeitsmappe mit Makros (*xlsm)
gespeichert werden. Deswegen speichern wir die Arbeitsmappe als "Pascal.xlsm".

Um Fehler zu vermeiden, muss man genau wissen, welche Schritte man wihrend der
Aufzeichnung ausfiihren will. Bei einem Fehler ist es besser, von vorne zu beginnen, als
zu versuchen, den Fehler zu korrigieren.

Wenn Sie den erzeugten Code sehen wollen, gehen Sie in den ENTWICKLERTOOLS
zum Code-Menii und wihlen Makros anzeigen. Es erscheint das Dialogfenster Makro aus
Abb. 2.7.

Hier kann man ein Makro loschen oder auch bearbeiten. Bearbeiten liefert den
erzeugten Code (siehe Abb. 2.8).

Der Makrorekorder erzeugt eine Subroutine, daher sehen wir am Anfang die Bezeich-
nung Sub. Jede Subroutine muss mit End Sub abgeschlossen werden. Was wir sehen, ist
ein Programm mit dem Namen "Pascal” in der Sprache VBA (Visual Basic for Applicati-
ons). VBA ist eine Programmiersprache, die in dem Office-Paket enthalten ist — und die in
Zukunft fiir uns von grofler Bedeutung sein wird.

P Der VBA-Editor von Excel 2013 ist praktisch identisch mit dem der friiheren
Versionen. Er kann durch ENTWICKLERTOOLS > Visual Basic oder mit ALT-F11
geoffnet werden. Makros kénnen auch in der Registerkarte ANSICHT aufge-
zeichnet und angezeigt werden.
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Makro

PS

Pascal_autofill

Ausfahren

Bearbeiten

I

IET

Optionen...

Makros in: | Alle offenen Arbeitsmappen
Beschreibung

Pascal

Abbrechen

Abb. 2.7 Dialogfenster Makro

[(angemein)

~| |Pascal

Sub Pascal()

Pascal Makro
Erzeugt ein Pascal'sches Dreieck

' Tastenkombination: Strg+p
Range ("K3") .Select
Selection.RutoFill Destination:
Range ("K3:Q3") .Select
Selection.BAutoFill Destination:
Range ("E3:Q3") .Select
Selection.BAutoFill Destination:
Range ("E3:Q7") .Select
Range ("K1") .Select

End Sub

=Range ("K3:Q3"), Type:=xlFillDefault
=Range ("E3:Q3"), Type:=x1FillDefault

=Range ("E3:Q7"), Type:=x1FillDefault

Abb. 2.8 Code fiir Pascal’sches Dreieck [Arbeitsmappe: Pascal.xIsm; Makro: Pascal]
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@ Microsoft Visual Basic for Applications - Ostersonntag.xism - [Tabellel (Code)] ==l X

[#) Datei Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Debuggen Ausfihren Extras Add-Ins Fenster 2
=B

144

E&-d I I VA @

Abb. 2.9 Das Meniiband des VBA-Editors

|(Aligemein) v | |Pascal_autofill

Sub Pascal autofill()
Range ("K1") .Value
Range ("J2") .Value
Range ("L2") .Value =
Range ("K3") .Formula "=J2+L2"
Range ("K3") .Copy Range ("E3:Q7")

End Sub

nn

1
1
1

Abb. 2.10 Code fiir Pascal_autofill [Arbeitsmappe: Pascal.xlsm; Makro: Pascal_autofill]

2.3 Weitere Beispiele fiir VBA

Wir wollen uns noch einige VBA-Beispiele anschauen.

Beispiel 1

Im ersten Beispiel erzeugen wir wieder ein Pascal’sches-Dreieck, aber dieses Mal ohne
zuerst die Startwerte in die Tabelle zu schreiben. Um den Code zu schreiben, benutzen wir
den VBA-Editor (ALT-F11), dessen Meniiband in Abb. 2.9 zu sehen ist.

Nachdem der VBA-Editor aufgerufen wurde (ALT-FI1), wird Einfiigen > Modul
gewihlt. Schreibe den Code in das Codefenster (vgl. Abb. 2.10). Auch mit ALT-F11
kommt man wieder in die Excel-Tabelle.

Nun 16schen wir alle Zellen des Arbeitsblatts "Pascal 2" und fiihren den Code aus:
ALT-F8 > pascal_autofill > Ausfiihren. Das Programm erzeugt nun das ganze Dreieck.

Wenn man ein Makro zum ersten Mal l4dt, erscheint aus Sicherheitsgriinden der Hin-
weis, dass die Makros deaktiviert wurden, auch Ihr eigenes! Wenn man kein Risiko sieht,
kann man auf die Schaltfliche Inhalt aktivieren klicken.

Beispiel 2
Zu den ENTWICKLERTOOLS gehoren auch Steuerelemente (z. B. Schaltknopfe), von
denen es zwei Sorten gibt: ActiveX-Steuerelemente' (leistungsfihige VBA-Objekte) und

! Anmerkung: Am 9.12.2014 hat Microsoft Security-Updates fiir Office installiert. Diese Updates fiihrten
dazu, dass keine ActiveX-Steuerelemente mehr funktionierten bzw. keine neue eingefiigt werden konnen.
Formular-Steuerelemente sind davon nicht betroffen. Inzwischen hat Microsoft den KB-Beitrag 3025036
veroffentlicht, der durch ein herunterladbares Fixlt, das Problem 16st. Wir haben diese Prozedur am
28.01.2015 mit Erfolg durchgefiihrt.


https://support.microsoft.com/en-us/kb/3025036/de?wa=wsignin1.0
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Abb.2.11 Steuerelemente
Formularsteuerelemente

x\rl Ao B

ActiveX-Steuerelemente

Formularsteuerelemente (einfache Funktionalititen, die an Makros gekniipft werden).
Man findet diese Elemente in ENTWICKLERTOOLS > Einfiigen > Steuerelemente einfii-
gen.

Wir wollen zunichst ein ActiveX-Steuerelement verwenden, und zwar einen Com-
mandButton. Dafiir wihlen wir in Steuerelemente > Einfiigen die Befehlsschaltfidiche,
erstes Element in der Liste in Abb. 2.11.

Der Cursor verwandelt sich in ein 4+ -Zeichen, mit dem wir den Button auf das Arbeits-
blatt zeichnen. Dann klicken wir auf Code anzeigen. Der Visual Basic-Editor wird geoffnet
(es ist vielleicht einfacher mit der rechten Maustaste auf den gezeichneten Button zu
klicken und Code anzeigen auswihlen).

Wir tragen nur eine Codezeile ein: Range (“K3”) .Copy Range (”"E3:Q7") (vgl.
Abb. 2.12).

AnschlieBend, noch im Visual Basic-Editor, in der Registerkarte Datei auf Schliefien
und zuriick zu Microsoft Excel klicken. Zuriick in Excel, deaktivieren wir durch Anklicken
den Entwurfsmodus.

Wieder tragen wir in K1, J2 und L2 eine 1 ein und in K3 die Formel =J2+1L2.

Den Buttontext "CommandButtonl" kann man — wieder im Entwurfsmodus — dndern
(Rechtsklick auf den Button und Eigenschaften aufrufen). Unter Caption kann man dann
einen anderen Button-Text schreiben (auch der Font kann gedndert werden). Hier haben
wir “Pascal’sches Dreieck™ als Caption gewihlt.

Nach Anklicken des Buttons "Pascal’sches Dreieck" erhalten wir das schon gut
bekannte Dreieck.

Beispiel 3
Wenn wir alle Zellen > 0 gelb anfiarben wollen, so erreichen wir das mit dem VBA-Code
aus Abb. 2.13.

|CommandButton1 LI |Click

Private Sub CommandButtonl Click()
Range ("K3") .Copy Range ("E3:Q7")
End Sub

Abb. 2.12 Code fiir “CommandButton1”
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¥ Pascal.xlsm - Plan3 (Code) =
|CommandBurton1 LI ICIick

Private Sub CommandButtonl Click()

Dim Cell As Range ' wichtig!

Range ("K3") .Copy Range ("E3:Q7")

For Each Cell In Range("E3:Q7")
If Cell.value > o Then
Cell.Interior.ColorIndex = 6 'Gelb

End If
Next Cell
End Sub

Abb. 2.13 Erweiterter CommandButton-Code [Arbeitsmappe: Pascal.xlsm; Makro: Command-
Buttonl]

D E|F |6 [H |1l | J|K|L|M|N|[O|P|Q]|R
1
1 1
0 0 0 0 i 0 2 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 3 0 3 0 1 0 0 0
0 0 1 0 4 0 6 0 4 0 1 0 0
0 1 0 5 0 10 0 10 0 5 0 1 0
1 0 6 0 15 0 20 o= 0 6 0 1

Pascal'sches Dreieck

Abb. 2.14 Pascal’sches Dreieck mit eigefirbten Zellen [Arbeitsmappe: Pascal.xIsm; Blatt: Pas-
cal 2]

Um den Code im Button "Pascal’sches Dreieck" zu dndern, gehen wir wieder in
den Entwurfsmodus > Code anzeigen usw. wie im vorigen Beispiel. Das Ergebnis nach
erneutem Anklicken des Buttons sehen wir in Abb. 2.14.

Der Code enthilt eine For...Next-Schleife (Loop) mit der Bedingung If...Then.
Man kann dies, ohne Programmierkenntnisse zu haben, sicher verstehen. Auch die
weiteren Instruktionen sind verstindlich.
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ﬁ Microsoft Visual Basic for Applications - Pascal.xlsm [Unterbrechen] - [Modull (Code)]

% Datei Bearbeiten Ansicht Einflgen Format . DebuggenlAusfﬂhren Extras Add-Ins Fenster

|k

B~ BMn 9 b @ Kompilieren von VBAProject
[Imfgamein} ®F  Eingelschritt F8
Sub Pascal () (3 Prozedurschritt Umschalt+F8
. ®3  Prozedur abschlieBen Strg+Umschalt+F8
2 Xr 4 i _ _ . .| *® Ausfiihren bis Cursor-Position Strg+F8
in Pascal'sches Dreieck -
Uberwachung hinzuflgen...
enkombination: Strg+p
Range ("K3") .Select 4 Aktuellen Wert anzeigen... Umschalt+F9
& Selection.AutoFill Destination| © Haltepunkt gin/aus F9
Range ("K3:Q3") sSelect ) Alle Haltepunkte l6schen  Strg+Umschalt+F9
Selection.AutoFill Destination .
Range ("E3:03") .Select ¥ Nachste Anweisung festlegen Strg+F9

a

Selection.ButoFill Destination
Range ("E3:Q7") .Select ;

Nachste Anweisung anzeigen

Abb. 2.15 Registerkarte Debuggen

2.4 "Debuggen"eines Codes

Im VBA-Editor (Alt 4 F11) finden Sie unter der Registerkarte "Debuggen” alles, was notig
ist, um eine VBA-Prozedur zu testen (von “bugs” = Wanzen zu reinigen), vgl. Abb. 2.15.

Man kann die Richtigkeit eines Programms auch durch schrittweises Abarbeiten
priifen (Debuggen > Einzelschritt oder F8). Bei jedem Schritt wird die nichste Zeile,
die ausgefiihrt werden soll, gelb markiert. Zwischenergebnisse werden angezeigt (vgl.
Abb. 2.16).

2.5 Arbeiten mit Dialogfeldern, bedingten Anweisungen
und Verzweigungen

An dieser Stelle werden wir den Gebrauch der VBA-Dialogfelder MsgBox (Meldungs-
feld) und InputBox (Eingabedialogfeld) an einigen Beispielen zeigen. Wir werden dabei
ebenfalls verschiedene Varianten von Bedingungsanweisungen benutzen.

Beispiel 1

AuBer den Dialogfeldern benutzen wir in diesem ersten Beispiel (siehe Code in Abb. 2.17)
eine Bedingungsanweisung, ndamlich If...Then...Else (falls...dann...sonst). Die
Bezeichnung Application.ActiveCell bezieht sich auf die gerade aktive Zelle des
Arbeitsblatts?.

2 Das Objekt Application meint Excel selbst und hat iiber 200 Eigenschaften und Methoden.
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|(Allgemein) ﬂ ] Pascal

Sub Pascal()

' Pascal Makro
Erzeugt ein Pascal'sches Dreieck

' Tastenkombination: Strg+p

Range ("K3") .Select

= Selection.ButoFill Destination:=Range ("K3:Q3"), Type:=xlFillDefault
Range ("K3:Q3") .Select
Selection.AutoFill Destination:=Range ("E3:Q3"), Type:=xlFillDefault
Range ("E3:Q3") . Select
Selection.RutoFill Destination:=Range ("E3:Q7"), Type:=x1FillDefault
Range ("E3:Q7") .Select
Range ("K1") .Select

End Sub

Abb. 2.16 “Debbugen” im Einzelschritt

- T R
] = | [anigemein) =] [B1_Vergleich

Sub Bl_Vergleich()
Dim 2 As Integer

Z = InputBox("Geben Sie eine Zahl ein")

If Application.ActiveCell = Z Then

MsgBox "Der Wert in der grinen Zelle ist gleich " & 2
Else

MsgBox "Der Wert in der grunen Zelle ist nicht gleich " & Z
End If

End Sub

Microsoft Excel ['s

Geben Sie eine Zahl ein OK
Abbrechen

[s

Abb. 2.17 InputBox [Arbeitsmappe: Dialogfelder & Verzweigungen.xlsm; Makro: B1_Vergleich]

Wenn wir in eine beliebige Zelle eine Zahl eingeben und auf der VBA-Editorseite F5
driicken, erhalten wir zuerst die Eingabeeinforderung von Abb. 2.17.
Nach OK, erscheint das Meldungsfeld (vgl. Abb. 2.18).

Beispiel 2
Das folgende Beispiel zeigt eine “Ja/Nein”’-MsgBox (siche Abb. 2.19) bei der Berech-
nung des Flicheninhalts eines Kreises vom Radius 7: A = 772 (der entsprechende Code
befindet sich in Abb. 2.20).

vbNo, vbYes, vbYesNo und vbQuestion sind Konstanten, bzw. Argumenteinstel-
lungen der Funktion MsgBox. vbYes nimmt den Wert 6 an, wenn der Schalter “Ja”
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) ~| |ialigemein)

LI I—B1_\|"erglaicl|

Else

End If

End Sub
Microsoft Excel £

Der Wert in der griinen Zelle ist nicht gleich 5

oK |

Sub Bl_Vergleich()
Dim Z As Integer

okl

Z = InputBox("Geben Sie eine Zahl ein")

If Application.ActiveCell = Z Then
MsgBox "Der Wert in der grinen Zelle ist gleich " & 2

MsgBox "Der Wert in der grinen Zelle ist nicht gleich " & 2

ﬂl‘“—

Abb. 2.18 MsgBox [Arbeitsmappe: Dialogfelder & Verzweigungen.xlsm; Makro: B1_Vergleich]

Abb. 2.19 Ja/Nein-
MsgBox [Arbeitsmappe:
Dialogfelder & Verzwei-
gungen.xlsm; Makro:
B2_Kreis]

Microsoft Excel

@ Weiter?

Sim

|(Aligemein)

ﬂ |BE_Kreis

Sub B2 Kreis()
Const pi = 3.14159
Dim r As Single
Dim a As Single

a=sr%¥r*pi
MsgBox "Fliche = " & a

End Sub

Start: 'Sprungmarke fiir GoTo
r = InputBox("Wie groR ist der Radius?")

Frage = MsgBox ("Weiter?", vbQuestion + vbYesNo)
If Frage = vbNo Then MsgBox ("bis bald!")
If Frage = vbYes Then GoTo Start

Abb. 2.20 Fliche eines Kreises 1 [Arbeitsmappe: Dialogfelder & Verzweigungen.xlsm; Makro:

B2_Kreis]
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|{Allgemein} j |B3_Kreis

Sub B3_Kreis{]

Const pi = 3.14159

Dim r As Single

Dim a As Single

Start: 'Sprungmarke fiir GoTo
r = InputBox("Wie groB ist der Radius?")
a=r*rxpi
MsgBox "Fldche = " ¢ a
Frage = MsgBox ("Weiter?", vbQuestion + vbYesNo)
If Frage <> vbYes Then Exit Sub
GoTo Start

End Sub

Abb. 2.21 Fliche eines Kreises 2 [Arbeitsmappe: Dialogfelder & Verzweigungen.xlsm; Makro:
B3_Kreis]

angeklickt wurde, vbNo erhilt den Wert 7, wenn der “Nein” — Schalter angeklickt wurde.
vbYesNo zeigt die Schaltflichen “Ja” und “Nein” und vbQuestion zeigt das Symbol
fiir eine Warnabfrage an.

Mithilfe des Verbindungs-Operators & haben wir einen Text mit einer Zahl zu einer
einzigen Zeichenkette verbunden.

Beispiel 3
Bei dem Code in Abb. 2.21 wird Exit Sub benutzt, mit dem man aus einer Subroutine
oder einem “Loop” austreten kann.

Beispiel 4

Jetzt verwenden wir die Schleife While...Wend. Sie setzt einen Algorithmus fort,
solange eine gewisse Bedingung erfiillt wird. Wird die Bedingung nicht erfiillt, wird die
Berechnung abgebrochen. In unserem Fall wird die Rechnung abgebrochen, wenn »=0
(vgl. Abb. 2.22).

Beispiel 5

Mithilfe eines Do. . .Unti1- Loop erhalten wir eine noch kiirzere Version (vgl. Abb. 2.23).
Hier wird die Abarbeitung des Programms unterbrochen, wenn eine gewisse Bedin-

gung nicht mehr erfiillt wird, in unserem Beispiel, wenn Frage = vbYes nicht mehr
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|tAIIgemeinl LI |B4_Kreis

Sub B4 Kreis()

Const pi = 3.14159

Dim r As Single

Dim a As Single

Start: 'Sprungmarke fiir GoTo
r = InputBox ("Wie groR ist der Radius?")
While r <> 0
a=r*r*pi
MsgBox "Flache = " ¢ a
Frage = MsgBox("Weiter?", vbQuestion + vbYesNo)
If Frage <> vbYes Then Exit Sub

GoTo Start
Wend
End Sub
Abb. 2.22 Fliche eines Kreises 3 [Arbeitsmappe: Dialogfelder & Verzweigungen.xlsm; Makro:
B4_Kreis]
|[Allgemain] LI |35_Kreis

Sub BS Kreis()
Const pi = 3.14159
Dim r As Single
Dim a As Single
Frage = vbYes

Do Until Frage = vbNo
r = InputBox("Wie groB ist der Radius?")
a=r*%r*pi

MsgBox "Fldche = " & a
Frage = MsgBox ("Weiter?", vbQuestion + vbYesNo)
Loop

MsgBox ("Tschiiss!")

End Sub

Abb. 2.23 Fliche eines Kreises 4 [Arbeitsmappe: Dialogfelder & Verzweigungen.xlsm; Makro:

B5_Kreis]

positiv beantwortet wird. Normalerweise tritt der Schluss ein, wenn eine gewisse Varia-
ble einen bestimmten Wert annimmt. Wenn der Loop unterbrochen wird, kommt als letzte

Anweisung die MsgBox mit “Tschiiss!”.
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|(Allgemein)

Sub B6_Rabatt()
Dim anzahl As Integer
Dim rabatt As String

anzahl = InputBox("Anzahl der gekauften Artikel? ")
Select Case anzahl
Case 0 To 24: rabatt = "10%"

Case 25 To 49: rabatt = "15%"

Case 50 To 74: rabatt = "20%"

Case Is >= 75: rabatt = "25%"
End Select

MsgBox ("Rabatt: " & rabatt)
End Sub

Sub B7_Rabatt ()
Dim anzahl As Integer

anzahl = InputBox("&nzahl der gekauften Artikel? ")
If anzahl <= 24 Then
MsgBox ("Ihr Rabatt ist 10%")
ElseIf anzahl <= 49 Then
MsgBox ("Ihr Rabatt ist 15%")
ElseIf anzahl <= 74 Then
MsgBox ("Ihr Rabatt ist 20%")
Else
MsgBox ("Ihr Rabatt ist 25%")

End If
End Sub

Abb. 2.24 Rabatt [Arbeitsmappe: Dialogfelder & Verzweigungen.xlsm; Makros: B6_Rabatt und
B7_Rabatt]

Beispiel 6
Hier berechnen wir die Rabatte beim Kauf verschiedener Mengen eines bestimmten Pro-
duktes (siehe Abb. 2.24). In "Rabatt1" berechnen wir den Rabatt mit Select Case. Der
Code ist effizient, und man braucht nur eine MsgBox-Anweisung.

In "Rabatt2" benutzen wirdie If£.. .ElseIf ...Then — Struktur. Es funktioniert, aber
der Code ist ineffizient. Wir benutzen MsgBox viermal!

2.6 DIM-Anweisung

In den letzten Beispielen haben wir die Anweisung Dim in der Form

DIM Variablenname As Datentyp

kennengelernt.

Man kann mit einer DIM-Anweisung auch mehrere Variablen deklarieren, z. B. in der
Form Dim anzahl As Integer, rabatt As String, r As Single.
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Tab. 2.1 Einige Datentypen in VBA

Datentyp Speicherbedarf Wertebereich
Boolean 2 Bytes True oder False
Integer 2 Bytes Von — 32.768 bis 32.767
Long 8 Bytes Von —2.147.483.648 bis 2.147.483.647
Single 4 Bytes —34E+38 bis —1,4—45 fiir negative
Werte
1,4E — 45 bis 3,4E + 38 fiir positive Werte
Double 8 Bytes — 1,8E + 308 bis — 4,9E — 324 fiir negative
Werte
4,9E — 324 bis 1,8E + 308 fiir positive Werte
Date 8 Bytes Von 1.1.100 bis 31.12.9999
String Feste Linge: Lange der Zei- | Bis ca. 65.400 Zeichen
chenfolge
Variable Linge: Linge der | Bis 2109 Zeichen
Zeichenfolge plus 10 Bytes
Variant (bei Zahlen) | 16 Bytes Wie bei Double

Wie alle anderen Programmiersprachen, unterscheidet VBA die Datentypen von
Variablen je nach Speicherbedarf, Wertebereich und Einsatzzweck. Tabelle 2.1 zeigt einige
der Datentypen, die VBA zur Verfiigung stellt.

VBA verlangt nicht unbedingt den Datentyp einer Variablen zu deklarieren. Wenn er
nicht deklariert wird, benutzt VBA “defaultmifig” den Typ Variant. Hitte man die Varia-
ble dicke als Integer deklariert, so wiirde sie 2 Byte belegen. Eine Variable vom Typ
Variant belegt aber 16 Byte! D. h. wenn man diese Variable nicht als Integer deklariert,
vergibt man 14 Byte an Speicherplatz. In einem groen Programm von Hunderten von Zei-
len kann dieser Verlust an Speicherplatz bedeutend sein und die Laufzeit des Programms
betréchtlich vergroBern. Aus diesem Grunde ist es keine schlechte Idee, alle Variablen zu
deklarieren!

VBA erlaubt gewisse Anhingsel (Suffixe) als Typ-Bezeichner. So bedeutet a#, dass die
Variable a vom Typ Double ist. Eine Integer-Variable kann mit % gekennzeichnet werden
und $ steht fiir eine String-Variable usw. Diese Suffixe sollten aber vermieden werden,
weil der Code schwer lesbar wird.
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Zusammenfassung

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie man eigene Funktionen erstellt. Dies wird unter
Benutzung von Iterationen und Rekursionen gezeigt. Als Beispiele dienen Fakultits-
berechnung und Fibonacci-Folgen. Aullerdem wird dargestellt, wie man anhand von
sogenannten UserForms verschiedene "Taschenrechner" modellieren kann.

3.1 Benutzerdefinierte Funktionen

Bei den Makros bzw. VBA-Beispielen, die schon im Kap. 2 vorgestellt wurden, handelte
es sich laut VBA-Terminologie um sogenannte Prozeduren. Beide Begriffe Makro und
Prozedur sind gleichbedeutend. Wie wir bereits sahen, automatisieren Makros Aufgaben
wie Auswihlen, Bewegen und Kopieren von Zellen, Andern des Fonts, Verbergen oder
Loschen von Zellinhalten usw.

VBA erlaubt drei Typen von Prozeduren (Alt+F11 Einfiigen > Prozedur)

e Sub- Prozeduren
e Function- Prozeduren
e Property-Prozeduren

Wir benutzen nur die ersten beiden Prozedurtypen.

Die Sub-Prozeduren (Subroutinen) werden oft von dem Makrorekorder aufgezeich-
net oder direkt im VBA-Code geschrieben und kdnnen von einem vereinbarten Kiirzel
(shortcut-key) oder Tastenkombination aktiviert werden. Dies haben wir schon in Abschn.
3.1 besprochen.

Function-Prozeduren (wir nennen sie Funktionen) konnen nicht vom Rekorder
aufgezeichnet werden, man muss sie in ein besonderes Blatt (Modul) eintragen. Im
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Projekt - VBAProject x|

@ = (@ I
- X

[ &% atpvbaen.xls (ATPVBAEN.XLAL - - : -

E‘@SOIVQr(SOI.VER‘XLAM} E‘unc??on _Elr}_f:a\c?he_z;nSEn(c, i, n)

# % vBAProject (FUNCRES.XLAM) g L )

& B VBAProject (ZinsenZins.xism) Einfache Zinsen = c¢ * 1 * n / 36000

(=155 Microsoft Excel Objekte Eha Fuanceion i
- — :
DieseArbeitsmappe Function Endbetrag(c, i, n)

#0) Tabellel (Tabelle1) _ Endbetrag = ¢ + Einfache Zinsen(c, i, n)
=] {-'_;iModuIe End Function

i Modul1

% ZinsenZins.xlsm - Modull (Code)
(Al in) LI |Zinseszins

Abb. 3.1 Funktionen fiir die Berechnung einfacher Zinsen [Arbeitsmappe: Zinsen.xlsm]

Gegensatz zu einer Sub-Prozedur gibt eine Funktion einen Wert aus. Die Funktionen
beginnen mit dem Schliisselwort Function und enden mit End Function. Diese
Function-Prozeduren vergroBern die Bibliothek der internen Excel-Funktionen. Eine
vom Benutzer erzeugte Funktion wird in derselben Form benutzt wie die mehr als 700
Excel-Funktionen. Ein Funktionsaufruf hat das Format Funktionsname (Parameterliste),
worin Funktionsname ein beliebiger, mit einem Buchstaben beginnender, Bezeichner ist.
Parameterliste ist eine wohlgeordnete Anzahl von Variablen, deren Werte der Benutzer
zur Verfiigung stellen muss. Eine sehr detaillierte Beschreibung der benutzerdefinier-
ten Funktionen hat das Hochschulrechenzentrum der Justus-Liebig-Universitit GieBen
veroffentlicht [3].

Mit Strg+S kann man den Code, an dem man arbeitet, zwischenspeichern. Vorher
muss die Arbeitsmappe als Excel-Arbeitsmappe mit Makros gespeichert worden sein
(vgl. Abschn. 2.2).

Um eine Funktion zu schreiben, benétigen wir ein Modul, in das der Code eingetragen
werden kann.

Dazu reicht es, Alt+F11 > Einfiigen > Modul auszufiihren (oder umsténdlicher: ENT-
WICKLERTOOLS > Visual Basic > Einfiigen > Modul). Dann erscheint das Codefenster
(VBA-Editor), in das man den Code der Funktion (oder der Funktionen) eintragen kann.

P> Beider Gestaltung des Codes macht man gelegentlich Syntaxfehler, auf die der
Editor dann hinweist. Wahrend der Entwicklungsphase kann das stérend sein.
Mithilfe von Alt+F11 > Extras > Optionen kann man die Syntaxtberprifung -
voriibergehend — abschalten.

Wir tragen zwei Funktionen ein, mit denen wir Zinsen und Endkapital einer Spareinlage
bei einfacher Verzinsung berechnen kénnen. Der Editor fiigt automatisch die horizontale
Trennlinie ein. Die Funktion Endbetrag ruft die Funktion Einfache_Zinsen auf und addiert
das Anfangskapital c. Dabei sind i = Zinssatz pro Jahr und n = Tage (vgl. Abb. 3.1).
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P

Funktion einfigen @_ XS

Funktion suchen:

Beschreiben Sie kurz, was Sie tun mochten, und Kicken Sie dann auf 'OK’

Kategorie auswahlen: | Benutzerdefiniert B

Eunktion auswahlen:

Endbetrag

Endbetrag 7z

SolverAdd

Solverfndern

SolverChange

SolverDelete sl

fm >|

Einfache_Zinsen(c:i:n)
Keine Hilfe verflgbar.

Hilfe fiir diese Funktion [ oK ] l Abbrechen ]

% ’,

Abb. 3.2 Das Dialogfenster Funktion einfiigen [ Arbeitsmappe: Zinsen.xIsm]

Mit Alt+F11 gehen wir zuriick ins Arbeitsblatt und setzen den Cursor in irgend-
eine Zelle. In FORMELN > Funktionen einfiigen > Kategorie auswdhlen wihlen wir
Benutzerdefiniert. Alternativ: Doppelklick auf f.

Unsere beiden Funktionen befinden sich in der Funktionsliste (siche Abb. 3.2).

Beispiel 1
Berechne die Zinsen fiir ein Darlehen von 12.500 € fiir 18 Monate bei 1,5 % pro Monat (!).

Losung
Da unsere Funktion den Zinssatz pro Jahr und die Zeit in Tagen verlangt, haben wir mit
1=1,5%12 und n= 18*30 zu rechnen. (Im Geschiftsleben hat ein Jahr 360 Tage.) Wenn
wir unsere Funktion “Einfache_Zinsen” aufrufen (vgl. Abb. 3.3), ergeben sich 3.375 €
Zinsen!

Im Codefenster (Alt+F11) konnen wir weitere Funktionen oder Subroutinen einfii-
gen. Wie Sie in der Abb. 3.4 sehen konnen, haben wir noch den Fall der Zinseszinsen
hinzugefiigt. Alle vier Funktionen liefern unformatierte Dezimalzahlen. Deswegen haben
wir eine Subroutine “Format” dazugeschrieben, die iiber Strg+f aufrufbar ist und die das
Zahlenformat #.##0,00 € (1000er-Trennzeichen (.), zwei Stellen hinter dem Komma und
€ -Zeichen am Ende) liefert.

Wenn Sie sich nun iiber Alt+FS8, die Makros anzeigen lassen, sehen Sie nur das
Makro "Format" (vgl. Abb. 3.5). Dort konnen Sie bei Optionen. .. die entsprechende
Tastenkombination fiir die Ausfiihrung definieren.
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-

Pl X

Keine Hilfe verfiigbar.

Funktionsargumente
Einfache_Zinsen
C I_usoo = 12500
1 [15%2 = 18
N [1830 [ - so
= 3375

Formelergebnis = 3375

Hilfe fiir diese Funktion

OK l I Abbrechen

Abb. 3.3 Funktion “Einfache_Zinsen” [Arbeitsmappe: Zinsen.xlsm]

4% ZinsenZinsxlsm - Modull (Code)

(e @] =]

|(Aligemein)

_:J IZinmzins :_l

Function Einfache Zinsen(c, i, n)

'i pro Jahr, n in Tagen

Einfache Zinsen = c * i * n / 36000
End Function

[

Function Endbetrag(c, i, n)
Endbetrag = ¢ + Einfache_Zinsen(c, i, n)
End Function

Function Zinseszins(c, i, n)
'i und n fiir dieselbe Zeiteinheit
Zinseszings = c ¥ ((1 + i / 100) ~ n - 1)
End Function

Function Endbetrag_Zz(c, i, n)
Endbetrag %z = ¢ + Zinseszins(c, i, n)
End Function

Sub Format()

' Formatiert das Ergebnis
' Tastenkombination: Strg+f

Selection.NumberFormat = "#,4£0.00 €"

End Sub

=l |

Abb. 3.4 VBA-Code erweitert um zwei neue Funktionen und eine Subroutine [Arbeitsmappe:
Zinsen.xlsm]
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Makro \_‘E__ %X
takroname:
&usfihren
-
[ sowm ]
|  Bearbeiten
Makrooptionen
Loschen | .
™ Format
£ DOptionen
Tastenkombination:
f
Makros in: | Alle offenen Arbeitsmappen :EI S
Beschreibung Beschiebeng:
o » Formatiert das Ergebnis
Formatiert das Ergebnis
| Abbrechen
QK E

Abb. 3.5 Makro- und Makrooptionen-Fenster [Arbeitsmappe: Zinsen.xlsm]

Funktionsargumente [LI

Endbetrag_Zz

C 7000 7000

I |6 = 6

] ]

N |7 = 7

1052541181
Keine Hilfe verfiigbar.

Formelergebnis = 10525,41181

Hilfe fiir diese Funktion l OK | [ Abbrechen

4 .

Abb. 3.6 Berechnung des Endkapitals bei Zinseszinsen [Arbeitsmappe: Zinsen.xlsm]

Beispiel 2
Auf welchen Betrag werden 7.000 € bei 6 % jéhrlicher Verzinsung in 7 Jahren anwachsen,
wenn Zinseszinsen berechnet werden?

Losung

Das Endkapital betrdgt demnach 10.525,41 €. Die Funktion “Endbetrag Zz” liefert
zunéchst den Wert 10.525,41181 (vgl. Abb. 3.6). Diese Zahl konnen wir iiber Strg+f
formatieren.
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3.2 Rekursion und Iteration

P> Rekursion ist eine Rechentechnik, bei der eine Funktion sich selbst aufruft. Sie tut
dies, indem sie ein gegebenes Problem durch ein kleineres ersetzt. Der Algorithmus
schlieBt, wenn die Funktion das kleinere Problem 16sen kann, ohne sich nochmals aufrufen
zu miissen.

Bei der Iteration geschieht die Wiederholung durch Schleifen, kein rekursiver Aufruf.
Obgleich eine Rekursion intuitiver und meist iibersichtlicher ist, werden in der numeri-
schen Mathematik iterative Methoden als effizientere bevorzugt.
Klassische Beispiele fiir die Anwendung rekursiver Funktionen oder iterativer Metho-
den sind die Berechnung der Fakultiit einer ganzen Zahl n und die Berechnung der Glieder
der Fibonacci-Folge.

3.2.1 Fakultat
n:=nn—-1)n-2)---1,ne N
mit der Rekursionsformel:
n!=nn —1)!
Dazu gehort der folgende rekursive Code (n und n! sind Integer)

Function Fakultadt (n As Integer) As Integer
If (n=1) Then
Fakultat

I
—

Else
Fakultat = Fakultat(n-1) * n 'Rekursionsformel
End If
End Function

Wir sehen, dass der Funktionsname, "Fakultit", auch auf der rechten Seite der Rekursi-
onsformel erscheint, in der sich die Funktion selbst aufruft.

So etwas kann bei einem nichtrekursiven Algorithmus nicht sein, wie wir in den fol-
genden iterativen Versionen sehen konnen. Dabei wird der Selbstaufruf durch Schleifen
ersetzt.



3.2 Rekursion und Iteration 41

Im ersten Programm benutzen wir die Struktur While. . .Wend, im zweiten Pro-
gramm verwenden wir die schon bekannte For. . . To- Struktur.

Function Fakultat While (n As Integer) As Double

Dim cont As Integer, fakt As Double ' cont = Zahlvariable
fakt = 1
While cont < n 'Tterationsschleife
fakt = fakt * (cont + 1)
cont = cont +1
Wend
Fakultat While = fakt ' Rickgabewert

End Function

Wir sehen, dass die Variablen "cont" und "fakt" als Integer deklariert sind. Weiter unten
werden wir "fakt" als Double deklarieren.

Function Fakultat For (n As Integer) As Double
Dim cont As Integer, fakt As Double ' cont = Za&hlvariable
fakt =1

For cont = 1 To n Step 1 'ITterationsschleife
fakt = fakt * cont

Next
Fakultat For = fakt ' Ruckgabewert

End Function

Fiir die letzte Version wollen wir ein VBA-Programm schreiben. Wie oben beschrieben,
beginnen wir mit Alt+F11 > Einfiigen > Modul. Hier geben wir den Code ein (sieche
Abb. 3.7).

Wieder wihlen wir Alt+F11 (oder Alt4+Q), um aus dem VBA-Editor zu Excel zuriick
zu gelangen und anschlieBend Formeln > Funktion einfiigen > Benutzerdefiniert. Unsere
Funktion steht gleich am Anfang der Liste. Wenn wir auf das zweite OK klicken und N=6
eingeben, erhalten wir 6! =720 (vgl. Abb. 3.8).

Hier benutzen wir zum ersten Mal den Datentyp Double, den wir schon in
Abschn. 2.6 eingefiihrt hatten. Wie wir leicht iiberpriifen konnen, ist schon 8! =40.320,
und tiberschreitet somit den Giiltigkeitsbereich der Integer-Variablen.

Natiirlich gibt es in Excel 2013 eine eingebaute Fakultits-Funktion. Wir klicken auf fx
und finden die Funktion FAKULTAT — sogar mit einem Hilfe-Text (Vgl. Abb. 3.9.).
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ﬁ Microsoft Visual Basic for Applications - Fakultdtxlsm - [Modull (Code}] L

% Datei Bearbeiten Ansicht Einflgen Format Debuggen

Ausfuhren Extras Add-Ins Eenster 2

8 veAProject (FUNCRES.XLAM)

EE-E s N9 > 0o Y *|0]Z1351 2
Projekt - VBAProject X| [ fialigemein) ~] [Fakultat_For
i s @ Function Fakultat For(n As Integer) As Double
&1 atpvbaen.xis (ATPVBAEN.XLA! Dim cont As Integer, fakt As Double 'cont = Z#hlvariable
-85 solver (SOLVER.XLAM)
=& vBAProject (Fakultit.xlsm) fakt = 1
| -5 Microsoft Excel Objekte For cont = 1 Ton Step 1 'Iterationsschleife
| DieseArbeitsmappe fakt = fakt * cont
Tabelle1 (Tabelle1) Next
455 Module Fakultat For = fakt ' Rickgabewert
¥t Modul1 End Function

Abb. 3.7 Code fiir die Funktion "Fakuktit For" in der VBA-Umgebung [Arbeitsmappe:

Fakultit.xlsm]
WIEDERH... ~ X« fr  =Fakultit_For(6)
_ A | B C D E F G H
l {
2 | Itét_For(6)
3 1
: | rFunk‘lionsargumente ? XS .I1
6 | Fakultat_For
7 | N 6 =6
5 . !
9 | = 720
10 Keine Hilfe verflgbar.
11 | N
12 |
13 Formelergebnis = 720
14- Hilfe fiir diese Funktion 0K ] l Abbrechen l
15 |
16 | ’
ol ]
Abb. 3.8 Ergebnisse der benutzerdefinierten Funktion "Fakuktdt For" [Arbeitsmappe:

Fakultéit.xlsm]
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X & fr  =FAKULTAT(6)

B LS gl E F G H 1 J
Funktionsargumente ? XS
KULTAT(6)
FAKULTAT
Zahl |6 [ - s
= 720

Gibt die Fakultat einer Zahl zurlick (Fakultat n = 1*2°3..°n).

Zahl st eine nicht negative Zahl, deren Fakultit Sie berechnen wollen.

Formelergebnis = 720

Hilfe fir diese Funktion OK Abbrechen J

Abb. 3.9 Excel-Funktion FAKULTAT [Arbeitsmappe: Fakultit.xlsm]

3.2.2 Fibonacci-Folge

Der italienische Mathematiker Fibonacci (eigentlich Leonardo von Pisa, 1170-1250)
beschreibt in seinem Buch "Liber Abaci" die nach ihm benannte Folge.

P Die Fibonacci-Folge wird mithilfe der folgenden beiden Formeln definiert:
FIB(1) =FIB(2) =1
FIB(n) = FIB(n — 1) + FIB(n — 2), fiirn > 2

Die ersten 15 Fibonacci-Zahlen sind

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377

Dies ist wieder ein typisches Beispiel fiir eine Rekursion. Leicht konnen wir ein
Arbeitsblatt anlegen, das uns die Fibonacci-Zahlen mittels einer benutzerdefinierten
Funktion, Fib(n), ausgibt (siche Abb. 3.10 und 3.11).

# Microsoft Visual Basic for Applications - Fibonaccixism - [Modull (Code)]
% Datei Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Debuggen Ausfilhren Extras Add-Ins Fenster 2
@'H 9 r n @ xRy 929_51 E
Projekt - VBAProject _5] |(ﬁllgemeinl LI IFih
e = | E 5
E‘gatmeubu\mwumg; Function Fib(n As Integer) As Integer
& &4 Solver (SOLVER.XLAM) If (n=1) Or (n = 2) Then
= 8 veAProject (Fibonaccixism) Fib = 1
E1-425 Microsoft Excel Objekte Else
| @oigggamgnsmappg Fib = Fib(n - 1) + Fib(n - 2) 'Rekursionsformula
) Tabelle1 (Tabelle1) End If
E-425 Module End Function
i Modull
&1 vBAProject (FUNCRES.XLAM)

Abb. 3.10 Code fiir Fibonacci-Funktion [Arbeitsmappe: Fibonacci.xlsx]
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B6 - i X & Jv  =Fib(As)

A B (2 | D E F | G | H
L :ibonaCCi'FOIg' Funktionsargumente j
P m

I

B 1 1
h| 2 N 45 @] = 4
5 3 2 = 3
'3 4 =Fib(A6) Keine Hilfe verfligbar.
7 5 5 N
B 6 8
2] 7 13 Formelergebnis = 3
: 8 i Hilfe fiir diese Funktion oK ] l Abbr
X 9 34
2| 10 55
31 11 89
4 12 144
51 13 233
6| 14 377
2] 15 610

Abb. 3.11 Fibonacci-Zahlen [Arbeitsmappe: Fibonacci.xlsx]

3.3 Modellierung von “Taschenrechnern”

3.3.1 UserForms (Benutzerformulare)

Beispiel 1
Die Abbildung (vgl. Abb. 3.12) zeigt einen "Taschenrechner" zur Berechnung des
Fldcheninhalts eines Kreises.

Abb.3.12 Taschenrechner
Kreis [Arbeitsmappe:
UserForm_Kreis.xlsm]

UserForm Kreis

Taschenrechner P
5 Radius
Flache berechnen

Fliche | 78.54
Ende l
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@ Microsoft Visual Basic for Applications - UserForm_Kreis.xlsm - [UserForm1 (UserForm}]

m Datei Bearbeiten Ansicht Einfligen Format Debuggen Awusfilhren Extras Add-Ins Fenster 2

&~ _
Projekt - VBAProject iI [T e e e
# B atpvbaen.xls (ATPVBAEN.XLAI
B solver (SOLVER.XLAM)

-8 veAProject (FUNCRES.XLAM)
- Qe ——

-4 Toolsammlung @

Sneuerelementel
=4 [ x Aabl EBERB ¥
o sy
s M

Abb. 3.13 UserForm

Der Rechner ist im Exceljargon ein Formular, das aus einer gerasterten Tafel (oder
Fenster; vgl. Magnethafttafel) besteht, auf die man aus einer Toolsammlung die Formu-
larobjekte (z. B. Steuerelemente) zichen kann. Wir finden diese Werkzeugsammlung im
VBA-Editor (mit Alt+F11) iiber Einfiigen > UserForm (siche Abb. 3.13).

Wir benétigen zwei Beschriftungsfelder (Labels A, sie erscheinen als Labell und Label
2 — beide rechts positionieren), zwei Textfelder (ab beide links), in die wir den Radius ein-
tragen und in die Excel den Fldcheninhalt schreibt. (Die Zahlen in den Textfeldern werden
als Strings, also Text, interpretiert. Sie werden mit Punkt, nicht mit Komma geschrieben.).

SchlieBlich brauchen wir noch zwei "Befehlsschaltflichen" (CommandButtons).

Statt "Label1" schreiben wir "Radius" und "Label2" ersetzen wir durch "Flidche" (zwei-
mal —nacheinander — mit der linken Maustaste ins Feld klicken). Ebenso verfahren wir mit
den beiden CommandButtons, wir ersetzen sie durch "Fldache berechnen" und "Ende".

Fiir jede Befehlsschaltfliche miissen wir eine Prozedur schreiben, die dem Com-
mandButton sagt, was er zu tun hat, wenn er gedriickt wird (vgl. Abb. 3.14).

Die Bezeichner Kreis (fiir die UserForm1), radius und fliche (fiir die Textfelder) haben
wir jeweils im Eigenschaftsfenster (F4) festgelegt.

Mit F5 starten wir aus dem VBA-Editor das fertige Formular. Das Formular kon-
nen wir auch mithilfe eines ActiveX-CommandButtons vom Arbeitsblatt aus starten (vgl.
Abschn. 2.3): ENTWICKLERTOOLS > Steuerelemente > Entwurfsmodus > Einfiigen.

Die Abb. 3.15 zeigt den Prozedurcode fiir den neuen Button.
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ﬁ Microsoft Visual Basic for Applications - UserForm_Kreisxism [Entwerfen] - [Kreis (Code)] =8 X
E Datei Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Debuggen Ausfihren Extras Add-Jns Fenster 2 - 8 x
BEE-d [ 9 o s &% » @z1s51 S

Projext - VBAProject X[ [CommandButton2 ] [click ~]
o= |—'| E Private Sub CommandButtonl_Click() 7

Egambnen.xls(nmu.m * Befelhsschaltfl "Ende" in der Form

1 B Solver (SOLVER.XLAM) 1 i serForm

B g ject (| _Kreis.x End Sub

-5 Microsoft Excel Objekte
) estePasta_de_trabalho Private Sub CommandButton2_Click()
QMI (Kreis) ' Befelhsschaltflédche "Ende" in der Form
= 55 Formulare Dim ¥, A As Double
B Kreis r = Val(radius)
- (5 Module R=r *r * 3,1416
flaeche = Str(A)
End Sub

4 1 |

Eigenschaften - Kreis x|

Kreis UserForm -]

Alphabetisch | Nach Kategarien |

Kreis -

BackColor [] axsnooooors;

| ||Bordercolor &HBO0000128 |

Abb. 3.14 Prozeduren fiir die CommandButtons der UserForm [Arbeitsmappe:UserForm_Kre-
is.xlsm]

|CommandBurton2 LI |Click

Private Sub CommandButton2 Click()

'Befehlsschaltfliche "Taschenrechner Kreis" auf dem Arbeitsblatt
Load Kreis 'Die UserForm
Kreis.Show

End Sub

Abb. 3.15 Code fiir ActiveX-CommandButton [Arbeitsmappe: UserForm_Kreis.xlsm]

Beispiel 2
Das Formular (vgl. Abb. 3.16) zeigt eine Dreiecksberechnungsmaschine mit Befehls-
schaltflache auf dem Arbeitsblatt.

Die Dreiecksfliche wird mit der Formel A = /s(s — a)(s — b)(s — ¢) berechnet, worin
s=(a+b+c)/2ist.

Fiir die UserForm (Alt+F11 > Einfiigen > UserForm), die wir in “Dreieck” umbenen-
nen, benutzen wir, wie im vorigen Beispiel, verschiedene Elemente aus der Toolsammlung,
unter anderem einen "Rahmen" (Frame 1) mit einer Zeichnung. Die Zeichnung selbst
wurde mit "Paint" erzeugt und als Bitmap-Grafik gespeichert. Um sie ins Formular

zu iibertragen, wihlt man im Eigenschaftsfenster die Eigenschaft Picture und lidt die
entsprechende Datei.
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Abb. 3.16 Taschenrechner
Dreieck [Arbeitsmappe:
UserForm_Dreieck.xlsm] — Framel —

P
Dreicksrechner DS

Seite a: 3.5
. b Seiteb: | 48
Seite c: 52

a ‘ Fléche berechnen |

Flache: | 8.1428553

Exit

In den Code fiir die Befehlsschaltflichen nehmen wir auch die Bedingung dafiir auf,
dass die drei Seiten wirklich ein Dreieck bilden: "a <b+cund b <a+cund c <a+b".

P Man kann in die Toolsammlung weitere Steuerelemente aufnehmen. Klicken
Sie die Werkzeugleiste Steuerelemente an einer freien Stelle mit rechts an. Sie
sehen dann die Schaltfliche Weitere Steuerelemente, mit der Sie Zugang zu einer
groBBen Zahl weiterer Steuerelemente erhalten. Man kann z. B. den Adobe PDF-
Reader in einem Rahmen hinzufligen.

Der ganze Dreieckscode befindet sich in Abb. 3.17.

3.3.2 Hinzufiigung eines Formular-Buttons

Wir wollen jetzt sehen, wie wir einen Button mit einem Makro verbinden konnen. Im
Abschn. 2.3 holten wir den Schaltknopf aus den ActiveX-Steuerelementen und verkniipften
ihn mit VBA-Code. Hier zeigen wir eine einfachere Variante.

Wir wollen die Summe, den Mittelwert und die Standardabweichung der fiinf Zahlen,
die sich z. B. in den Zellen B7:B11 befinden, mithilfe eines Makros berechnen. Der Benut-
zer wiihlt eine der drei Funktionen aus und der “Statistik Rechner” soll den entsprechenden
Wert anzeigen. Der VBA-Code befindet sich in der Abb. 3.18.

Mittels ActiveCell.Value erhilt die Variable F, die als Zeichenkette deklariert
wurde, die ausgewihlte Funktion. Uber eine Select Case- Schleife wird die jeweilige
statistische Funktion ausgewertet und das Ergebnis ins Arbeitsblatt geschrieben:

Die VBA-Methode Application. Sum (Range (“B7:B11”) ) erlaubt, die statis-
tische Funktion Sum aus VBA zu benutzen. Sie tut das Gleiche wie der direkte Eintrag
D8: =SUMME (B7:B11) — in VBA muss man die englischen Namen der Funktionen
benutzen.
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¥ UserForm_Dreieckxism - Planl (Code) o || @ &R
ICommandBuﬂom LI ECIicI( LI

Private Sub CommandButtonl Click()

'Befehlsschaltflidche "Taschenrechner Dreieck" auf dem Arbeitsblatt
Load Dreieck ' Die UserForm
Dreieck.Show

End Sub

i

il EJEN

[¢] UserForm_Dreieckxism - Dreieck (Code)
ICommandBuﬂom LI ECIicI(

‘u
[=)
‘ -
sl

Private Sub CommandButtonl Click()
'Befehlsschaltflidche "Fliche berechnen" in der Form
Dim a, b, ¢, s, F As Double

a = Val(Seite_a)
b = Val(Seite_b)
c = Val(Seite_c)

Ifa<b+chAndb<a+chndc< a+ b Then
s=(a+b+c)/ 2
E=ls¥ig-a) ¥ (8 ~-B) ¥ (S5~ 6Y) ™ 1L 2
flaeche = Str(F)
Else: MsgBox "Das ist kein Dreieck!"
End If
End Sub
Private Sub CommandButton2 Click()
'Befehlsschaltfldche "Exit" in der Form
Unload Dreieck
End Sub

==« | W

Abb. 3.17 Code fiir Taschenrechner Dreieck [Arbeitsmappe: UserForm_Dreieck.xlsm]

Die Anweisung Cells (8,4) =S iibertrdgt den Wert der Variablen S in die Zelle mit
der Zeilennummer 8 und der Spaltennummer 4, also auf DS.

Die beiden anderen Case Anweisungen werden entsprechend formuliert.

Das Makro soll mittels einer Schaltfliche aufgerufen werden. Hier sind die Schritte:

ENTWICKLERTOOLS > Steuerelemente > FEinfiigen, das erste Kistchen aus
Formularsteuerelemente wihlen und den Button aufziehen. Es erscheint dann von
selbst das Dialogfenster Makro zuweisen > Makroname: Wir wihlen unser Makro
"Statistik_Rechner" aus und driicken OK. Der Button erscheint mit dem Namen Schalt-
fliche 1. Diese Beschriftung kann man iiberschreiben, bzw. mit Text bearbeiten (nach
doppeltem Rechtsklick auf den Button) durch eine andere ersetzen.

Das fertige Arbeitsblatt konnen Sie in der Abb. 3.19 sehen.
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|(aligemein) | [statistik_Rechner =
Sub Statistik Rechner() =)
Dim F As String
F = ActiveCell.Value
If F = "" Then MsgBox ("Es wurde keine Funktion ausgewdhlt"): Exit Sub
Select Case (F)
Case "Summe"
S = Application.Sum(Range ("B7:B11")): Cells(8, 4) = 8§
Case "Mittelwert"
5 = BApplication.Average (Range ("B7:B11")): Ccells(8, 5) = 5
Case "Standardabweichung"
S = Application.StDev(Range ("B7:B11")): Cells(8, 6) = S
End Select
End Sub
=
il EJRT [
Abb. 3.18 Makro fiir den Statistik Rechner [Arbeitsmappe: Statistik_Rechner.xlsm; Makro:

Statistik_Rechner]

A B | ¢ | D E F

1 Tragen Sie fiinf Zahlen in den griin markierten Bereich ein
2 Markieren Sie eine der statistischen Funktionen
3 Klicken Sie auf den Button "Statistik Rechner"

| Summe | Mittelwert | Standardabweichungl
38,00 7,60 3,21

W ooo s~ B W

=
[=]

Statistik Rechner

(Y
iy

[ S S o gy e gy Y
© W~ WnhWwN

Abb. 3.19 Statistik Rechner [Arbeitsmappe: Statistik_Rechner.xIsm]



Graphen

Zusammenfassung

Die grafischen Fihigkeiten von Excel werden an Beispielen aus Biologie, Physik und
Mathematik gezeigt: Biorhythmus, Interferenz von Wellen und Effizienz von Algorith-
men. Damit ist das Tabellenkalkulationsprogramm mehr als eine reine Rechensoftware.

4.1 Biorhythmen

Biorhythmen sind die Rhythmen unseres Lebens, das angeblich von drei Zyklen kontrol-
liert wird: Der physische Rhythmus hat eine Periodendauer von 23 Tagen, der emotionale
hat eine solche von 28 und der intellektuelle besitzt 33 Tage. Der Graph, der diese
Rhythmen darstellt, konnte Rhythmogramm genannt werden. Die Beobachtung des Bio-
rhythmus ist die wirkungsvollste Art, Unfille zu kontrollieren und zu verhiiten, sagen die
Biorhythmologen.

Um die Rhythmogramme — oder "Biographen"— zu sehen, benutzen wir Excel und

zeichnen die Funktion
(27 ;
=sin| —
Y T

fiir T=23, 28 und 33 Tage. t ="Zeit seit Geburt bis zu einem bestimmten Datum. w: =
27t/T ist die Frequenz (eigentlich "Kreisfrequenz") eines Rhythmus.

Normalerweise ist t eine grofe Zahl, und es ist verniinftig, von dieser Zeit die
verflossene Anzahl von Perioden abzuziehen.

Wir zerlegen daher t in nT und einen Rest t'. n ist die Zahl der verflossenen Perioden:
n= INT (t/T). Wir erhalten damit

sin(wt) = sin(fwnT + t')) = sinQrnT/T + 27t'/T)

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 51
F. J. Mehr, M. T. Mehr, Excel und VBA, DOI 10.1007/978-3-658-08886-6_4
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DATUM - X« fr =DATUM(2013;11;29)
A B C D E F G H I
1 313;11;29)
2 Funktionsargumente ¥ E
3
3
A DATUM
4
5 Jahr 2013 [ - 213
6 Monat 11 Bl = n
; Tag 20 B
9 = 41607
no Gibt die fortlaufende Zahl des jeweils angegebenen Datums zurick.
i1 Jahr ist eine ganze Zahl zwischen 1900 und 2078 in Microsoft Excel fiir Windows und zwischen 1904
L2 und 2078 in Microsoft Excel fir den Macintosh,
L3
4
hs Formelergebnis = 41607

L6 Hilfe fur diese Funktion oK | abbrechen

L7

Abb. 4.1 Beispiel DATUM(2013;11;29)

Diesen Ausdruck konnen wir vereinfachen:
. . 2w A
y = sin (wt) = sin -

Wobei A: =REST (t; T).

Mit E3:=DATUM (D1;D2;D3) bestimmen wir die Zahl der Tage, die seit dem
1.1.1900 bis zu einem bestimmten Datum verflossen sind. Die Syntax der DATUM-
Funktion lautet: DATUM (Jahr;Monat;Tag).

Wenn wir z. B. bei E3: =DATUM (2013;11;29) eingeben und vorher E3 mit Zellen
formatieren auf Zahl > Standard setzen (damit nicht 29.11. 2013 als Ergebnis erscheint),
dann ist das Ergebnis 41607 (siehe Abb. 4.1).

D. h. seit dem 1.1.1900 bis zum 29.11.2013 sind 41607 Tage vergangen.

Jetzt wollen wir die drei Biorhythmen des Monats Mp im Jahr Jp fiir eine Person, die
im Jahr Jg, Monat Mg und Tag Tg geboren wurde.

Die letzte Gleichung berechnet die Biorhythmuswerte nur fiir einen Tag. Wenn wir
sie fiir einen ganzen Monat wollen, schreiben wir y =sin(wt" + B). t" ist die Zeit seit
dem 1. Tag des Monats. Die Phasenkonstante B muss fiir jeden der drei Zyklen gesondert
berechnet werden, z. B. Bphysisch = 2n Aphysisch/23.

Mit E3: =DATUM (D1;D2;D3) bestimmen wir die "Datumszahl" des Tages D3 des
Monats D2 im Jahr D1 und in E6: =DATUM (D5;D6; 1) bestimmen wir die des ersten
Tages des Monats D6 im Jahr D5. In D8 haben wir = E6-E3, d. h. die Zeit t.
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Also miissen wir die Zellen folgendermaf3en belegen (vgl. Abb. 4.2):

D1: =Je : D2: =Meg : D3: =Te

D5: =Js ; D6: =Ms

E3: =DATUM(D1;D2;D3) ; E6: =DATUM (D5;D6;1)

(E3,EB, vorher auf Zahl > Standard formatieren)

J7: = E6 (Formatierung ist Zah/>Benutzerdefiniert Typ: MMM. JJJJ)
D8: =E6-E3 Dies ist die Zeit t (Anzahl der Tage, die vom Geburtsdatum bis
zum ersten Tag des Monats Ms des Jahres Jg verflossen ist)

G3: =2*PI () *REST (D8;23) /23 Die Funktion PI () gibt den Wert von 1

G4:  =2*PI () *REST(D8;28)/28

G5: =2*PI () *REST (D8;33) /33

A11: 1 ; A12: =A11+1 (bis A40 kopieren)

B11: =SIN(2*PI()*Al11/23+G$3) (physisch)

C11: =SIN(2*PI()*Al1l/28+GS$4) (emotional)

D11: =SIN(2*PI()*Al1l/33+G$5) (intellektuell)

Kopiere den Inhalt der Zellen B11:D11 bis B40:D40

Grafik
Markiere den Bereich A10:D41 und wihle EINFUGEN/Diagramme/Punkt (XY)/Punkte
mit interpolierten Linien.

A B = (1] E F G H 1 1
1 Jahr: 1962
2 Geburtsdaten [Monat: 3] DATUM Phasen:
3 T 12 2717 0,5463639 physisch
4 4,0391906 emotional
5 Biorhytmen |lahr: 2013 36175915  intellektuell
[ fiir Monat: 11 41579
K | Biorhythmus fiir: _ nov. 2013 |
8 Verflossene Tage: 18862
9
10 Tag: physick ional  intellektuell
11 1 0,730835964 -0,9009689 -0,618158986 Biorhythmus
12 2 0887885218 -0,9749279 .0,755749574
13 3 0,979084088 -1 -0,866025404 13
14 4 0997668769 -0,9749279 -0,945000819
15 5 0942260922 -0,9009689 -0,980821442
16 6 0,816969893 -0,7818315 -0,998867339
17 7 0631087944 -0,6234898 -0,971811568
18 8 0,39840109 -0,4338837 -0,909631995
19 9 0,136166649 -0,2225209 -0,814575952
20 10 -0,136166649  -2,45E-16 -0,690079011
21 11 -0,39840109 0,22252093 -0,540640817
2 12 -0,631087944 0,43388374 -0,371662456
23 13 -0,816969893 0,6234898 -0,189251244
24 14 -0,942260922 0,78183148 -2,4503E-16 —m—physich  —# — emotional === intelektuell
25 15 -0,997668769 0,90096887 0,189251244
26 16 -0,979084088 0,97492791 0,371662456
27 17 -0,887885218 1 0,540640817
28 18 -0,730835964 0,97492791 0,690079011
29 19 -0,51958395 0,90096887 0,814575952

Abb. 4.2 Biorhythmen [Arbeitsmappe: Biorhythmus.xIsx]
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4.2 Uberlagerung von Graphen (Interferenz)
4.2,1 Summe zweier Funktionen

Wir zeichnen nun die Graphen der folgenden Funktionen
1 2
fx)=— §x + 2x

(1) = mox® = 22?4 dx 42
gx) = 54x 2x X
und den Graphen ihrer Summe im Intervall 0 < x < 20 (siche Abb. 4.3).
Tabelle mit den Werten der drei Funktionen f(x), g(x), f(x) 4+ g(x) anlegen. In F2 steht
das Inkrement 0,4.

A2: 0 ; A3: =A2+F$2 (kopieren bis A52)

B2: =- (A2/2) /9+2*A2

C2:  =(A2~3)/54-(A272) /2+4*A2+2

D2: =SUMME (B2:C2) (kopiere B2:D2 bis D52)
Graphen

Markiere den Bereich A1:D52, und withle EINFUGEN/Diagramme/Punkt (XY)/Punkte mit
interpolierten Linien.

A B 1= D E F G H 1 J K 5 M
1 fd gl fixel)
2 0 0 2 2 Inkrement: 0,4
3 04 0,78222 352119 4,30341
4 0,8 152889 4,38948 6,41837
5 12 224 6112 8352 Summe zweier Graphen
6 1,6 2,91556 7,19585 10,1114 2 . o
7 2 355556 8,14815 11,7037 J/
8 24 416 8976 13,136 20 L — ——
9 2,8 4,72889 9,68652 14,4154 P ~—~——7
10 32 526222 10,2868 15549 Br— | ' [7 [
11 36 576 10784 16544 PR A2 i N BT T | i
1 4 622222 11,1852 17,4074 /-", = =g
13 44 664889 11,4975 18,1464 s et | ——fixprglx)
14 48 7,04 11,728 18,768 g E
15 52 7,39556 11,8639 19,2794 ok : : :
16 5,6 7,71556 11,9721 19,6877 0 5 10 15 20
17 6 8 12 20 x
18 64 824889 11,9745 20,2234

Abb. 4.3 Summe zweier Funktionen [Arbeitsmappe: Summe_2_Funktionen.xlsx]
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4.2.2 Interferenz harmonischer Schwingungen

Wir betrachten jetzt die Uberlagerung (Interferenz) zweier einfacher harmonischer
Schwingungen mit den beiden Funktionen

y1 = Aysin(wit)

Y2 = Apsin(wyt)

Wir wihlen Al=A2=1 und w1 =6 Hz, wp =5 Hz. Da die Frequenzen fast gleich
sind, werden wir das Phidnomen der Schwebungen beobachten. Horbar sind derar-
tige Schwebungen, wenn zwei leicht verstimmte Stimmgabeln gleichzeitig angeschlagen
werden.

Es ist sehr instruktiv, die Parameter zu veriandern!

Spalte A der Tabelle von Abb. 4.4 enthilt die Zeiten mit dem Inkrement
4*PI () /200=0,0628 in HS. (A1: 0, A2: =A14HS5).

In Bl schreiben wir =$H$3*SIN(S$SHS$1*$A1). Dann kopieren wir die Formel
mit Ctrl+C in die Bearbeitungszeile von fx. Hier konnen wir sie fiir C1 editieren:
=$HS4A*SIN ($SHS2*SAl).

AuBerdem ist D1: =SUMME (B1:C1). Alle Formeln miissen bis zur Zeile 201 kopiert
werden. Die Formeln in Spalte A beginnen in A2.

c1 - S || =SHSA*SIN(SHS2*5A1)
A B C D E F G H I J K L
1 0 0 0 0 Omegal 6
2 | 0,06283 0,36812 0,30902 0,67714 Omega? 5
3| 0,12566 0,68455 0,58779 1,27233 Ampl.1: 1
4 0,885 090483 0,80902 1,71384 Ampl.2: 1
5 | 0,25133 0,99803 0,95106 1,94908 Inkrement: 0,06283
6 | 031416 0,95106 1 1,95106
7| 037699 0,77051 0,95106 1,72157 | 5 - ; ; ; ;
§ | 0,43982 048175 080902 129077 | | _ . Interferenz
9 | 0,50265 0,12533 0,58779 0,71312 |
10 0,56549 -0,2487 0,30902 0,06033 | 15 1
11| 062832 -0,5878 57E-16 -0,5878 | 1 |
12 069115 -0,8443 -0,309 -1,1533 -
13 075398 -0,9823 -0,5878 -15701 |
14 081681 -0,9823 -0,809 -1,7913 o '
15 087965 -0,8443 -0,9511 -1,7954 | g5 14
16 0,94248 -0,5878 -1 -1,5878 1.
17| 1,00531 -0,2487 -0,9511 -1,1997 |
18 1,06814 012533 -0,809 -0,6837 |15
19 1,13097 048175 -0,5878 -0,106 | -2 1
20| 1,19381 077051 -0,309 04615 | .

21 1,25664 0,95106 6,4E-16 0,95106
22 1,31947 0,99803 0,30902 1,30704
23 1,3823 0,90483 0,58779 1,49261

Abb. 4.4 Interferenz zweier harmonischer Schwingungen [Arbeitsmappe: Interferenz.xIsx]
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Al

W 00 =~ O L0 L oW ko

R TE R R R R
R W E O

A B C D E F G H I )
0 0 0 0 Omegal 6
0,06283 0,36812 0,30902 0,67714 Omega2
0,12566 0,68455 0558779 1,27233 Ampl1: 1
0,1885 0,90483 0,80902 1,71384 | Gehezu RIS
0,25133 0,99803 0,95106 1,94908
0,31416 0,95106 1 1,95106
0,37699 0,77051 0,95106 1,72157
0,43982 0,48175 0,80902 1,29077
0,50265 0,12533 0,58779 0,71312
0,56549 -0,2487 0,30902 0,06033
0,62832 -0,5878 5,7€-16 -0,5878
0,69115 -0,8443 -0,309 -1,1533 -
0,75398 -0,9823 -0,5878 -1,5701 Verweis:
0,81681 -0,9823 -0,809 -1,7913 a201
0,87965 -0,8443 -0,9511 -1,7954
0,94248 -0,5878 1 -1,5878 phate.. |

w

Gehe zu:

OK Abbrechen

Abb. 4.5 Dialogfenster Gehe zu

Bevor wir jetzt den Graph zeichnen, miissen wir die zu zeichnenden Spalten auswéh-

len. In unserem Fall sind es A und D, also nicht nebeneinander liegende, sehr lange
Datenreihen. Wir gehen folgendermafBen vor (F8-F5-Verfahren):

1.

[~ RS e NV NN

Bringe den Mauszeiger auf die erste Zelle, die markiert werden muss, d. h. zeige auf
Al. Klicke mit der linken Maustaste.

. F8 (= Auswahl erweitern), F5 (= Gehe zu) > Verweis A201, OK (vgl. Abb. 4.5).

Damit wihlen wir den Spaltenbereich A1:A201 aus.

. Shift+F8 (= Zur Auswahl hinzufiigen, dieser Text erscheint in der Statuszeile, unten

links)

. F5und auf D1 verweisen, damit wird D1 ausgewihlt.

. F8, F5 > Verweis D201, OK; damit ist D1:D201markiert.

. Shift+F8

. F5 > Verweis E6 (Ort des Diagramms)

. EINFUGEN > Diagramme > Punkt(XY) mit interpolierten Linien (alternativ kann man

auch mit /1 ein Blitz-Diagramm auf einem eigenen Blatt erzeugen).

Es ist niitzlich, Punkt (XY)-Diagramm mit interpolierten Linien als Standarddiagrammtyp
festzulegen, denn die meisten wissenschaftlichen Diagramme benutzen diesen Grafiktyp:

Diagramm anklicken. ENTWURF > Diagrammtyp dndern > Punkt (XY)> Punkte mit

interpolierten Linien, dann Rechtsklick auf das Schaltflichensymbol (vgl. Abb. 4.6).
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EIN Gl il ENTWURF FC
Diagrammtyp andern s 2 !
Alle Dy I I

nelll Diagrammtyp

n dndern
L | . L J 9
\) M L] 44 Typ

v/ Als Standarddiagrammtyp festlegen

Punkte mit interpolierten Linien - N

[ Intererenz

381
345
)48,
180
310
705
317
153
48
WR7

Abb. 4.6 Standarddiagrammtyp festlegen

4.2.3 Helmholtz-Spule

Ein Beispiel fiir die technische Realisierung der Uberlagerung zweier Kurven ist die soge-
nannte Helmholtz-Spule (H.J. Helmholtz, 1821-1894). Es handelt sich um zwei parallele
Spulen, beide vom selben Radius R, z.B. zwei gleiche Fahrradreifen mit gemeinsamer
Achse parallel im Abstand R montiert.

Das Ziel bei diesem Spulenpaar ist die Erzeugung eines fast homogenen Magnetfeldes
im Zentrum des Spulenpaars. Das Paar kann so klein sein, dass der Kopf einer Taube
gerade dazwischen passt, oder sie kann an Decke und Fuflboden eines Zimmers montiert
sein, so dass eine ganze Apparatur dazwischen stehen kann. Dabei ist Radius R gleich dem
Spulenabstand.

Der Betrag des Magnetfeldes B im Zentrum einer Spule vom Radius R ist nach dem
Gesetz von Biot-Savart durch die folgende Formel gegeben

B = ioNT -0.8v0.8/R

worin g =47 - 1077 Vs/Am und I die Stromstirke sind.
Fiir die grafische Darstellung (siehe Abb. 4.7) benutzen wir I =1,45 A, N=130 und
R = 0,15 m. x lduft von —0,15 m bis +0,15 m; Inkrement= 0,003 m.
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4 Graphen

(T RN Y, R -SRI SR

R~ B~ R R )
O W oo s WO

21

A
R
-0,15

-0,147
-0,144
-0,141
-0,138
0,135
-0,132
-0,129
-0,126
-0,123

-0,12

-0,117
-0,114
-0,111
-0,108
-0,105
-0,102
-0,099
-0,096
-0,093

B

Nr. 1
0,00013
0,00014
0,00014
0,00015
0,00015
0,00016
0,00016
0,00016
0,00017
0,00017
0,00018
0,00018
0,00019

0,0002

0,0002
0,00021
0,00021
0,00022
0,00023
0,00023

C
Nr. 2
0,00056
0,00058
0,00059
0,00061
0,00062
0,00063
0,00064
0,00066
0,00067
0,00068
0,00069
0,00071
0,00072
0,00073
0,00074
0,00074
0,00075
0,00076
0,00077
0,00077

D

Summe

0,0007
0,00072
0,00073
0,00075
0,00077
0,00079

0,0008
0,00082
0,00084
0,00086
0,00087
0,00089
0,00091
0,00092
0,00094
0,00095
0,00097
0,00098
0,00099
0,00101

G H 1 J K L

1,45
130
0,15

2,7E-06

Magnetfeldstirke

Helmholtz-Spule

2 o
Y]

0,1 -0,05 o 005 01 0,15 02

'''''''' Nr.1 =+ =Nr.2

Summe

Abb. 4.7 Helmholtz-Spule [Arbeitsmappe: Helmholtz.x1sx]

A1:-0,15 ;

Cursor auf A2 setzen, F5driicken >Verweis auf A101. ShiftTaste gedrickt halten und OK driicken.
START> Bearbeiten >Flillbereich> Unten. Kurz: Mit F5+FlUillbereich kopieren.

A2:=A1+0,003 kopiere bis A101, z. B. so:

G1: 145(=) ; G2: 130 (=N) ; G3: 0,15 (=R)

G4: =(2%PI () *1E-7T*GS1*GS$2*G$3~2 (Konstante K)
B1:  =(G$4* (G$372+(A1-G$3/2)~2)*-1,5 (Spule Nr.1)
C1:  =(G$1*(0,1542+(Al+0,15/2)~2)~-1,5 (Spule Nr.2)
D1: =SUMME (B1:C1l)oder =B1+C1l

Zeiger auf B1 und mit F5 + Fiillbereich bis D101 kopieren (zur Erinnerung: F5 > Verweis
D101. Shift-Taste gedriickt halten und OK driicken. START > Bearbeiten > Fiillbereich
> Unten.)
Die Textkiistchen in den Graphen erzeugt man mit EINFUGEN > Illustrationen >
Formen. Die y-Achse wurde mit Achse formatieren > Zahl > Wissenschaftlich formatiert.
Man sieht deutlich, dass es einen (kleinen) Bereich gibt (— 0,05 bis + 0,05), in dem das
Magnetfeld praktisch konstant (homogen) ist.

4.3 Beugung von transversalen Wellen an einem Spalt

Zuerst wollen wir uns die Funktion f: y = sin(x)/x ansehen, die fiir x = 0 nicht definiert ist.
Wie aber konnen wir in Excel eine Division durch Null vermeiden?
In der ersten Zeile der Abb. 4.8, in B1, sehen Sie, wie das Problem geldst wird.
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B1 - Jr | =WENN(ABS(A1)<=0,0001;1;SIN(AL)/A1)
A B @ D E F G H I J K

1 -10| -0,0544|

2 9,8 -0,0374

3 -9,6 -0,01816 g

4 9,4 0,002636 y=sin(x)/x
5 -9,2 0,024227 12

a -9 0,045791

7 -8,8 0,066468

8 -8,6 0,085395

9 -8,4 0,101738

10 -8,2 0,114723

11 -8 0,12367

12 -7,8 0,128018

13 -7,6 0,127358

14 -7,4 0,121447

15 -7,2 0,110232 0,4

16 -7 0,093855

17 -6,8 0,072664

18 -6,6 0,047203

Abb. 4.8 Graph der Funktion f: y =sin(x)/x [Arbeitsmappe: Beugung.xlsx; Blatt: sin(x) durch x]

Wenn wir einen Spalt von der Breite b (sehr eng!) mit einfarbigem Licht beleuchten
(z. B. mit einem Laser), beobachten wir hinter dem Spalt eine streifenférmige Variation
der Lichtintensitét, die durch folgende Formel beschrieben wird:

sin(f)
B

. b .
10) = Io( ) , mit B = Tsm(@)
\ ist die Wellenldnge des Lichts.

Um den Graphen dieser Funktion zu zeichnen, wihlen wir fiir den Beugungswinkel 6
Werte im Bereich — 1,2 bis + 1,2 Radiant (rad). Mit 300 Punkten sollte der Graph gut
gelingen. Dafiir brauchen wir eine Schrittweite von 2,4/300. Den Wert 4 fiir b/\ notieren
wir in F1. Auf das Inkrement in F2 beziehen wir uns mit $F$2 (= absoluter Bezug auf
Zelle F2).

Al: 1,2 ; A2: =A1+$F$2 mit F5+Fllbereich bis A301 kopieren
B1: =PI () *F$1*SIN (Al)
C1: =WENN (ABS (B1)<=0,001;1; (SIN(B1) /B1) *2) Division durch Null vermeiden

Kopiere B1:C1 bis B301:C301 (Cursor auf B1 und mit F5+Fdillbereich bis C301 kopieren)

Graph
Wir benutzen die nicht angrenzenden Daten der Spalten A und C:

1. Cursor auf A1 — F8; F5 > Verweis A301, OK — Shift+F8§
2. F5 > Verweis Cl, OK; F8; F5 > Verweis C301, OK — Shift+F8
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c1 - Jr | =WENN(ABS(B1)<=0,0001;1;(5IN(B1)/B1}A2)

A B C D E F G H 1 ] K L
-1,2 -11,712 0,00414 b/Lambda: 4
-1,192 -11,676 0,00444 Inkrement: 0,008
1,184 -11,638 0,00473
1,176  -11,6 0,00503 . .
-1,168 -11,561 0,00534 B . s It
1,16 -11,521 0,00564 EUgUNg an einem Spa
4,152 -11,48 0,00594 : : 1
1,144 -11439 0,00623
1,136 -11,397 0,00652
1,128 -11354  0,0068
4,12 -11,311 0,00706
-1,112  -11,267 0,00731
-1,104 -11,222 0,00754
1,09 -11,176 0,00775
1,088 -11,13 0,00793

EEo®uwowvswne

[
wmobs Wb

16 -1,08 -11,083 0,00808
17 -1,072 -11,035 0,0082

18 -1,064 -10,987 0,00828

19 -1,056 -10,938 0,00833

20 -1,048 -10,888 0,00834

21 -1,04 -10,837 0,0083 1 } ]

22| -1,032 -10,786 0,00822 12 08 04 0 04 08 12
23| -1,024 -10,734  0,0081 Winkel (rad)

24 -1,016 -10,682 0,00793
|25 -1,008 -10,628 0,00771

Abb. 4.9 Beugung an einem Spalt [Arbeitsmappe: Beugung.xIsx; Blatt: Beugung N = 1]

3. F5 > Verweis ES5, OK.
4. EINFUGEN > Diagramme > Punkt(XY) mit interpolierten Linien

Wenn man den Wert der Konstanten in F1 @ndert, sieht man sofort die Wirkung auf den
Graphen (siehe Abb. 4.9).

4.4 Beugung an einem Gitter mit N Spalten

Wir werden den vorigen Fall verallgemeinern und N parallele Spalte, je mit der Breite b,
mit monochromatischem Licht der Wellenlédnge \ bestrahlen. Ein Beugungsgitter ist eine
Folie mit vielen parallelen Spalten (Schlitzen). Der Abstand zwischen zwei aufeinander-
folgenden Spalten ist die Gitterkonstante d. Die Intensitétsverteilung des Lichtes hinter
dem Gitter ist durch den folgenden Ausdruck gegeben

B sinf 2 sin(Na) 2_

mit den Abkiirzungen

b . wd . ing\’
B:=-—sinf,a: = —sinf, D={——) und E =(———
A A B
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Fiir die Darstellung des Graphen wihlen wir Ip =1, b=2X\, d =10\ und N=8.

Die Konstanten befinden sich in 12: 2 (= b/\); I3: 10 (= d/)\) und 14: 8 (= N).

Wir berechnen 600 Punkte mit der Schrittweite 0,5/600 =0,00083 (L6). Die weitere
Belegung der Zellen ist wie folgt:

A2: 0 ; A3: =A2+L$6 mit F5+Flillbereich bis A602 kopieren

B2: =PI ()*$I$2*SIN($A2) (=P)

C2:  =PI()*$I$3*SIN($A2) (=q)

D2:  =(SIN(B2)/(B2+0,00001))"2 e Sehlt

(man kann die Division durch Null auch dadurch vermeiden, dass man im Nenner eine kleine Zahl
addiert, z. B. 0,0001)
E2: =(1/I$4)~2* (SIN(I$4*C2)/(SIN(C2)+0,00001))*2 (N Schlitze)
F2: =D2*E2

Jetzt miissen wir die Formeln bis Zeile 602 kopieren. Zunichst Cursor auf A2, danach
mit F5 + Fiillbereich bis A602 kopieren. Cursor auf B2, danach mit F5 + Fiillbereich bis
G602 kopieren. Um einen Vergleich mit N =1 zu machen, notierten wir in F2:F602 die
entsprechenden Werte. Der Graph braucht das Produkt der Spalten D und E, das sich in
F2:F602 befindet.

Graph
Fiir die Zeichnung des Graphen benotigen wir die Spalten A, D, E und F (siehe Abb. 4.10).

. F5 — Al, OK; F8 F5 (A602) OK, Shift+F8

. F5 — DI, OK; F8 F5 (D602) OK, Shift+F8

. F5 — El, OK; F8 F5 (E602) OK, Shift+F8

. F5 — Fl1, OK; F8 F5 (F602) OK, Shift+F8§

. F5 =15

. EINFUGEN > Diagramme > Punkt(XY) mit interpolierten Linien

AN N AW =

Bei N Spalten beobachtet man N-2 sekundidre Maxima: 8 —2 = 6 in unserem Fall.

Die Anzahl der Spalten, N, kann als Variable im Titel automatisch eingetragen werden.
Dafiir kopieren wir zuerst den Inhalt der Zelle 14 auf N1, um die wir den gewiinschten Titel
schreiben. Danach das Diagramm anklicken und ENTWURF > Diagrammelement hinzu-
fiigen > Diagrammtitel wihlen. In der Bearbeitungsleiste ein Gleichheitszeichen eingeben
und die entsprechenden Zellen markieren (siehe Abb. 4.10).

Wenn wir 14 (= N) dndern, dndert sich das Diagramm, und der Titel wird automatisch
angepasst.



62

4  Graphen

e —

Diagramm 5

A

0
0
0,0008
0,0017
0,0025
0,0033
0,0042
0,005
0,0058
0,0067
0,0075
0,0083
0,0092
0,01
0,0108
0,0117
0,0125
0,0133
0,0142
0,015
0,0158
0,0167
0,0175

W oo oy B Wk e

P B Rd R b e b e e e e
N O WR NN B WO

b
w

B

B
0
0,0052
0,0105
0,0157
0,0209
0,0262
0,0314
0,0367
0,0419
0,0471
0,0524
0,0576
0,0628
0,0681
0,0733
0,0785
0,0838
0,089
0,0942
0,0995
0,1047
0,11

o

0
0,0262
0,0524
0,0785
0,1047
0,1309
0,1571
0,1833
0,2094
0,2356
0,2618
0,288
0,3142
0,3403
0,3665
0,3927
0,4189
0,445
0,4712
0,4974
0,5236
0,5498

S C='Beugung am Gitter'1SK$1:5081 )

D E
D E

0 0
0,9962 0,9849
0,9981 0,9434
0,9986 0,8767
0,9989 0,7896
0,999 0,6877
0,999 0,5774
0,999 0,4653
0,9989 0,3575
0,9988 0,2593
0,9987 0,1749
0,9985 0,107
0,9984 0,0565
0,9982 0,0232
0,9979 0,0053
0,9977 7E-10
0,9974 0,0041
0,9971 0,0139
0,9968 0,0262
0,9965 0,0379
0,9962 0,0469
0,9958 0,0518

F
I

0
0,9812
0,9415
0,8755
0,7887
0,6871
0,5769
0,4648
0,3571
0,259
0,1747
0,1068
0,0564
0,0232
0,0053
7E-10
0,0041
0,0139
0,0261
0,0378
0,0467
0,0515

G

H I

J K

L M (o)

b/A= 2
d/A= 10
N= 8

Beugung an einem Gitter mit 8 Spalten

|Beusungan einem Gitter mif 8 ppalten |
—

Schrittweite:

0,00083

Abb. 4.10 Beugung an einem Gitter [Arbeitsmappe: Beugung.xlIsx; Blatt: Beugung am Gitter]

4.5 Logarithmische Skalen

Die Effizienz von Sortier-und Suchalgorithmen wird durch Funktionen der folgenden
Gestalt dargestellt:

y =2"y =n’y =n%y = nlogyn;y = n;y = logyn etc.

Die Suchgeschwindigkeit hdangt von der Effizienz des Suchalgorithmus ab; n ist die Anzahl
der Elemente, unter denen sich das gesuchte Element befinden kann. Um zu verstehen, was
Geschwindigkeit und Effizienz bedeuten, braucht man nur an ein Programm wie Google
Search zu denken.

Auf der x-Achse haben wir die Anzahl n der Elemente, auf der y-Achse befindet sich
die relative Suchzeit (Rechenzeit). Wir wissen, dass die Logarithmusfunktion langsamer
wichst als andere Funktionen und dass die Exponentialfunktionen schneller wachsen als
alle anderen Funktionen (siche Abb. 4.11).

Wir berechnen die Logarithmen zur Basis 2 (logarithmus dualis), log2 = Id, mit

log,(n) =

lg(n)
1g(2)
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n_[1) y=2%n[2) y=n3[3) y=n2[4) y=nld(n)] 5) y=n [6) y=1d(n)]

Effizienz von Suchalgorithmen

1 2 1 1 1

2 4 8 4 2 2 1| 100000 :

4 16 64 16 8 4 2 F / V

8 26 512 64 2% 8 af ]| 1o 2 3 X
10 1024 1000 100 33,219281 10 3,321928 1000 4 L ==lritn
20 1048576 8000 400 86,438562 20 4,321928 —2) "3
40 1,1E+12 64000 1600 212,87712 40 5,321928 100 - —3) yrt2
60 1,26+18 216000 3600 354,41344 60 5,906891 a4} y=nidin)
80 1,2E+24 512000 6400 505,75425 80 6,321928 10 7 6 i iy
100 1,3E+30 1000000 10000 664,38562 100 6,643856 i ——6} y=Id{n}
110 1,36+33 1331000 12100 74594957 110 6,78136 1 0 100 1000

120 1,3E+36 1728000 14400 828,82687 120 6,906891
130 1,4E+39 2197000 16900 912,90782 130 7,022368
140 1,4E+42 2744000 19600 998,09962 140 7,129283
150 1,4E+45 3375000 22500 1084,3228 150 7,228819
160 1,56+48 4096000 25600 1171,5085 160 7,321928
170 1,56+51 4913000 28900 1259,5965 170 7,409391
180 1,56+54 5832000 32400 1348,5336 180 7,491853
190 1,6E+57 6859000 36100 1438,2726 190 7,569856
200 1,6E+60 8000000 40000 1528,7712 200 7,643856
210 1 6Faf3 Q261000 A4100 1619 Q916 210 7 714246

Abb. 4.11 Effizienz von Suchalgorithmen [Arbeitsmappe: Effizienz.xlsx; Blatt: log-log]

Werte von n

A5: 1 ; A6: 2 ; A7: 4 ; A8: 8

Die Zellen A9 bis A14 erhalten 10, 20, 40, 60, 80 und 100
A15:  =A14+10 und mit F5+Fillbereich bis A104 kopieren

Funktionen

B5: =27A5 ; C5: =A5"3 ; D5: =A5%2

E5 und G5: leer (ein Wert Null kann in einer logaritmischen Skala nicht benutzt werden)
E6: =A6*LN (A6) /LN (2)

F5: =A5 ; G6: =E6/A6

Alle Formeln bis zur Zeile 104 kopieren.
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Graph

Cursor auf Ad; F8+F5(G104) OK, Shift+F8
F5-> 15
F117oder EINFUGEN >Diagramme > Punkt(XY) mit interpolierten Linien

Mit Achse Formatieren>Achsen Optionen jeweils die Achsen formatieren:

x-Achse:
min=1; max=1000; Kastchen bei Logarithmische Skalierung anwahlen
y-Achse:
min=1; max=1,0E5; Kastchen bei Logarithmische Skalierung anwahlen

Es ist recht aufschlussreich, diese Graphen mit einer halblogarithmischen Darstellung zu
vergleichen, z. B. fiir | < =n < =10 (siehe Abb. 4.12).

Effizienz von Suchalgorithmen

n [1) y=2#n[2) y=n"3[ 3) y=n"2 [4) y=nld{n)] ) y=n [6) y=ld(n)] ,
1 1

1 2 1 /

2 4 8 4 2 2 1

3 8 27 9 4,7548875 3 1,584963 | | | | - & | —1)y=2"n
4 16 64 16 8 4 2 —3jyenn3
5 32 125 25 1160964 5 2,321928 —)yn2
6 64 216 36 15,509775 6 2,584963 N
7 128 343 49 19,651484 7 2,807355

8 256 512 64 24 8 3 m—1 et

9 512 729 81 28,529325 9 3,169925 | 6] y=idin)
10 1024 1000 100 33,219281 10 3,321928 o2 32 4 5 6 7 8 9 10

Abb. 4.12 Effizienz von Suchalgorithmen [Arbeitsmappe: Effizienz.xlsx; Blatt: halb-log]



Logische Funktionen

Zusammenfassung

Im Mittelpunkt des Kapitels steht die Einfiihrung von logischen Funktionen in Excel.
Dies wird praxisnah am Beispiel von Kalenderalgorithmen zur Berechnung des Oster-
datums und die Entwicklung eines praktischen Monatskalenders gezeigt.

5.1 Einfithrung

Eine grofe praktische Rolle spielt die Excel-Funktion =WENN ( ) .
Syntax: =WENN(logischer Test; wenn wahr; wenn falsch)

Beispiel 1

Wenn ein FufBballer monatlich > 10.000.000 € verdient, ist er ein zufriedener Mensch,
sonst ist er bedauernswert. Wenn Irmtraut eine Durchschnittspunktzahl > = 7 erreicht,
wird sie angenommen, sonst abgelehnt. Wenn die Punktzahl in B3 steht (vgl. Abb. 5.1),
lautet die =WENN-Funktion in C3 folgendermaflen: =WENN (B3>=7; "angenommen” ;
"abgelehnt”) .

Um fiir Testzwecke die Spalte B automatisch zu fiillen, verwenden wir die Zufalls-
funktion =GANZZAHL (ZUFALLSZAHL () *9) +1 in allen Zellen von B2 bis B10. Die
Funktion =WENN (B3>=7; “angenommen” ; “abgelehnt”) steht vorldufig nur in
C3. Die Funktion =ZUFALLSZAHL () erzeugt eine Zufallszahl zwischen O und 1. Unsere
Funktion liefert ganze Zahlen zwischen 1 und 10. Wenn Sie die Rechentaste F9 driicken,
erhalten Sie eine neue Zahlenreihe (vgl. Abb. 5.2).

Man kann bis zu sieben WENN-Funktionen verschachteln. In der Test-Tabelle der
Abb. 5.3 benutzen wir nur drei.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 65
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5 Logische Funktionen

a3 > .fr =WENN(B3>=7;"bestanden";"abgelehnt")

A B C D E F
1. Priifling Mittel Ergebnis
2
3 Irmtraut 8
4
5

Abb. 5.1 WENN-Funktion [Arbeitsmappe: Logische-Funktionen.xlsx; Blatt: Tabelle 1]

Abb. 5.2 GANZZAHL

B3
A

Alonso
Carla

Emilia
Franz
Hilda

10
11

Priifling

1

2

3

4

5 Desmond
6

7

8 Gerardo
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Mittel Ergebnis

=GANZZAHL(ZUFALLSZAHL()*9)+1

MWLHW\OMWD

und ZUFALLSZAHL Funktionen [Arbeitsmappe: Logische-Funk-

tionen.xlsx; Blatt: Tabelle 2]
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1
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4
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8
9
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Priifling Mittel

Alonso
Carla
Desmond
Emilia
Franz
Gerardo
Hilda
Idomeneo

f: =WENN(B3>=9;"sehr gut";WENN(B3>=8;"gut";WENN(B3>=7;"geniigend";"ungeniigend"}))

C D E F G H I
Ergebnis

2[ungenigend]
2 ungeniigend
6 ungeniigend
1 ungeniigend
8 gut

3 ungeniigend
6 ungeniigend
8 gut

Abb. 5.3 Verschachtelte WENN-Funktionen [Arbeitsmappe: Logische-Funktionen.xlsx; Blatt:
Tabelle 2]

Man kann sich Arbeit sparen, wenn man auf fx klickt und mit dem Dialogfenster Funk-
tion einfiigen arbeitet. Man wihlt WENN und OK. In das sich 6ffnende Dialogfenster trigt
man die Funktionsargumente ein, z. B. A1 < B1;“klein”;“grof3”, vgl. Abb. 5.4.



5.1 Einfihrung 67

WENN v X & Jr  =WENN(A1<B1;"klein";"groR")
A B C D E F G H
1l 1 2 n";"groR")
Funktionsargumente PRI
WENN
Priifung  21<B1 E‘ = WAHR
Dann_Wert | “Kein" E} = “kein”
Sonst_Wert | "grofi” :El = “grof
= "Hein”

Gibt eine Wahrheitsprifung an, die durchgefihrt werden soll.

Priifung ist ein beliebiger Wert oder Ausdruck der WAHR oder FALSCH sein kann.

Formelergebnis =  Kein

Hilfe fior diese Funktion OK ] I Abbrechen

Abb. 5.4 Dialogfenster Funktionsargumente

Abb. 5.5 Arithmetik-

) . ca - f. =WENN({ODER(B8=B2-B4;B8=B4-B2);"richtig";"falsch”)
Trainer [Arbeltsmappe. N 8 c b el s u
Rechentrainer.xlsm; Blatt:

Arithmetik-Trainer

Tabelle 1] 1

2 Zahll

3

4 zahl2 [__9

> Zur Kontrolle

6 Summe: richtig  (richtige Summe 16)

7

2 | Differenz: m (richtige Differenz -2)
Beispiel 2

Um ein Beispiel mit WENN (ODER) zu haben, entwickeln wir einen Rechentrainer, mit
dem wir die Addition und Subtraktion ganzer Zahlen iiben kdnnen.

Wir erzeugen zufillig zwei ganze Zahlen zwischen 0 und 20 in den Zellen
B2 und B4 mit der Funktion =ZUFALLSBEREICH(0; 20). In C6 haben wir
=WENN (B6=(B2+B4) ; "richtig"; "falsch") . In die Zelle B6 schreiben wir die
von uns gefundene Summe. Wenn sie verschieden von B2+ B4 sein sollte, erscheint
in C6 “falsch”. Die Formel fiir die Differenz enthédlt WENN und ODER in der Kom-
bination =WENN (ODER (B8=B2-B4; B8=B4-B2);"richtig";"falsch"). Das
bedeutet, dass wir das Ergebnis als richtig ansehen, wenn es gleich B2-B4 ist oder B4-B2.

Um die Tabelle zu benutzen, wihlen wir zunichst den manuellen Rechenmodus, d. h.
bei Formeln > Berechnungsoptionen wihlen wir Manuell. Mit F9 beginnen wir jedes Mal
eine neue Berechnung (vgl. Abb. 5.5).
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Abb. 5.6 Arithmetik-

. . A D r
Trainer mit CommandBut- 8 <
ton [Arbeitsmappe: Arithmetik-Trainer
Rechentrainer.xIsm; Blatt: Zahl 1
Tabelle 2]

Zahl 2

Summe:m richtig
Diffe renz: falsch

10 Mit F9 neue Rechnung starten
Die Summe und die Differenz in den bunten Zellen eintragen

13 CommandButtonl
14

16 CommandButtonl driicken, um die Rechnungen zu beurteilen
17

G =~ O b B W R

w

Die Auswertung der logischen Funktionen erfolgt nicht automatisch. Man kann entwe-
der den Cursor in der Bearbeitungsleiste hinter die Formel setzen und ENTER driicken
oder man klickt f, an, worauthin dann das bekannte Dialogfenster erscheint. Wir klicken
auf OK.

Wir wissen schon, wie wir die Kontroll-Zellen in D5:E8 ganz am Ende verbergen kon-
nen: Wir markieren sie, wihlen Zellen formatieren > Zahlen > Benutzerdefinierte, und
schreiben bei Typ: das Format;;;.

Um alles zu vereinfachen, werden wir diesen Vorgang in einem CommandButton
speichern (siehe Abb. 5.6).

Der Code kann wie in Abb. 5.7 aussehen.

R bedeutet Row (Zeile) und C = Column (Spalte). In VBA werden zwei verschie-
dene Arten der Adressierung verwendet. Die Al-Schreibweise ist uns bekannt, aber die
in diesem Code benutzte R1C1-Methode ist neu.

In der zweiten Code-Zeile bedeutet R1C1 die gerade aktive Zelle C6. Relativ zu R1C1 sind

RC[-1] = B6 ; RC[-4]C[-1] = B2 ; R[-2]C[-1] = B4

In der vierten Code-Zeile bedeutet R1C1 die gerade aktive Zelle C8. Relativ zu R1C1 sind

RC[-1] =B8 ; R[-6]C[-1] = B2 ; R[-4]C[-1] = B4

] CommandBution1 | [Cliek -_‘
Private Sub CommandButtonl Click() -l

1], ""richtig"",""falsch"")"

ActiveCell,.FormulaRlCl = "=IF(OR({RC[-1]=R[-€]C[-1]-R[-4]C[-1].RC[-1]=R[-4]C[-1]-R[-E]C[~1]},""richtig"",""falsch""}"

End Sub

Abb. 5.7 VBA-Code fiir Arithmetik-Trainer [Arbeitsmappe: Rechentrainer.xlsm; Makro:
CommandButton1]
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5.2 Osterdatum

Jetzt werden wir das Datum des Ostersonntags fiir jedes Jahr nach 1582 bestimmen. Es
wird interessant sein, die drei logischen Funktionen WENN, ODER, UND gemeinsam
am Werk zu sehen, und zwar in Zelle B11 des Arbeitsblatts aus Abb. 5.8.

Der Algorithmus fiir unser Blatt wurde von Aloysius Lilius und Christoph Clavius Ende
des 16. Jahrhunderts entwickelt. Wir haben ihn dem Buch The Art of Computer Program-
ming von D. E. Knuth entnommen [5]. Zudem findet man im Internet zahlreiche Beitrag
zum Ostersonntag-Problem, z. B. [6].

Der Algorithmus ist ein "aufwendiges mittelalterliches Rezept mit vielen Zutaten", die
wir in der Tab. 5.1 sehen. Wichtig ist es zu wissen, dass der Ostersonntag immer zwischen
dem 22. Mirz und dem 25. April liegt.

Tab. 5.1 Algorithmus fiir die Berechnung des Ostersonntags

Zutaten

J Das fragliche Jahr

G Goldene Zahl G = (J MOD 19) + 1 (MOD gibt den Divisionsrest an)?
C Jahrhundert-Zahl C: INT(J/100) + 1

X X: INT(3C/4) — 12 (erste Korrektur)

V4 Z: INT(8C + 5)/25) — 5 (zweite Korrektur)

D Nummer des Sonntags D: INT(5J/4) — X — 10

Epact-Zahl E: (11G+20+Z—X) MOD 30

Wenn E =25 und G > 11, oder wenn E =24, dann erhohe E um 1

N Vollmondnummer N: 44—E Wenn N < 21, dann vergréfiere N um 30
N1 Kriterium N1: N4 7 — ((D 4+ N) MOD 7)

Wenn N1 > 31, so liegt Ostern am (N1 — 31). April, sonst am N1. Mérz

AMOD ist der Rest bei der Division zweier Ganzzahlen Z1,Z2. In Excel heifit diese Funktion =
REST(Z1;722)

Abb. 5.8 Tabelle fiir die M : fi | =WENN(ODER([UND(G7=25;AT11)),G7=24};GT+ 1:G7)
Berechnung des Oster- | B c D E P G H
sonntags [Arbeitsmappe: !

Ostersonntag.xIsm; Blatt: 2 Ostersonntag Jahr: 2013
Tabelle] s
6] ® c X z D El E
19 21 3 1 2803 227 17
Ostersonntag:

E<0  Epact N Ne21? N1 April Mz
1 ? 27 27 31 31

BEHS e e
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Tab. 5.2 Excel-Formeln fiir die Berechnung des Ostersonntags

Zutaten Formeln in dem Arbeitsblatt

J H2:J

G A7: =REST (HS$2;19)+1

C B7: =GANZZAHL (H$2/100) +1

X C7: =GANZZAHL (3xB7/4)-12

Z D7: =GANZZAHL ((8+B7+5)/25)-5
D E7: =GANZZAHL (5%H$2/4)-C7-10

Epact-Zahl |F7: =11xA7+20+D7-C7

G7: =REST (F7;30)

All: =WENN (G7<0;G7+30;G7)

B11: =WENN (ODER ( (UND (G7=25;A7>11) ) ;G7=24) ;G7+1;G7)
N Cll: =44-G7

DI11: =WENN(C11<21;C11+30;C11)

N1 Ell: =D11+7-REST (E7+D11;7)
April Gll: =WENN (E11>31; (E11-31);"")
Mirz HIl: =WENN (E11<=31;E11;"")

Ohne in eine Diskussion dieses Algorithmus einzutreten, tragen wir diese Informa-
tionen in ein Arbeitsblatt ein (die entsprechenden Formeln stehen in der Tab. 5.2). Das
Ergebnis sehen wir in der Abb. 5.8.

Sie konnen das Arbeitsblatt fiir die folgenden Jahre testen:

1793 (31. Mirz); 1818 (22. Miirz); 2007 (8. April).

Dieses Beispiel ruft danach, in eine VBA-Prozedur verwandelt zu werden (den Code
sehen Sie in der Abb. 5.9). Wir benétigen 5 If-Anweisungen, um die verschiedenen
Bedingungen des Algorithmus ausfiihren zu konnen. Eine I £-Anweisung in einer einzigen
Zeile endet nicht mit End If, denn sie bildet keinen Block.

Den Fall n < =31 sehen wir in zwei Versionen (die erste als Kommentar). Die zweite
Version benutzt die Tag/Monat/Jahr-Formatierung des Datums mit DateSerial, z.B.
31.03.2013.

Wie bereits in Abschn. 3.1 beschrieben, kann man eine Tastenkombination definieren,
mit der das Programm spiter von der Excel-Tabelle aus gestartet werden kann (Alr +
F11 > Makros > Optionen. ..). Hier haben wir die Kombination Strg + O als “shortcut”
definiert.

Wir konnen das ganze Programm auch einem CommandButton zuordnen und dann von
dem Arbeitsblatt aus mit dem Button starten (vgl. Abb. 5.10).
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|(aligemein) x| |Ostersonntag
Ssub Ostersonntag()

' Dstersonntag Makro
'
' Tastenkombination: Strg+0

Dim jahr As Integer
Dim a, b, ¢, d, e, £, g, n As Integer
jahr = InputBox("Welches Jahr? ")

a = jahr Mod 19 + 1

b = Int(jahr / 100) + 1

c=1Int(3 *b/ 4) - 12

d=1Int((B *b+5) /25 -5

e = Int(5 * jahr / 4) - ¢ - 10

f=11*a+20+d-¢

g = f Mod 30 'Epact

If g < 0 Then g =g + 30

If g=25And a>110rg=24d Theng=g + 1
n=44 - g

If n <21 Thenn=n + 30
n=n+7- (& +n) Mod 7
If n > 31 Then MsgBox "Ostersonntag ist am " & n - 31 & ". April®
'If n<=31 Then MsgBox " Ostersonntag ist am " & n & ". Mérz"
If n <= 31 Then MsgBox Format("Ostersonntag: " & DateSerial (jahr, 3, n), " dd.mm.yyyy")

|| End Sub

Abb.5.9 VBA-Prozedur fiir die Berechnung des Ostersonntags [Arbeitsmappe: Ostersonntag.xIsm;
Makro: Ostersonntag]

A B C D E F G H

1

— =
2 Ostersonntag | | Mosft feel ——
3 Welches Jahr? OK
: =
] e
; CommandButtonl
7 2013
8
: .

Abb. 5.10 Ostersonntag mit Mitteilungs-Box [Arbeitsmappe: Ostersonntag.xlsm; Blatt: VBA-
Prozedur]

Wir zeigen hier noch, wie man eine I f-Anweisung sparen kann, wenn man eine Block-
Struktur mit I£...Then...Else benutzt:

If n > 31 Then
MsgBox "Ostern ist am " & n - 31 & ". April"
Else

MsgBox "Ostern ist am " & n & " . Marz"

End If

Kennt man erst einmal das Datum des Ostersonntags, so sind die damit verbundenen
christlichen Feiertage leicht zu berechnen (siehe Tab. 5.3).
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Tab. 5.3 Christliche
Feiertage, die sich aus
dem Ostersonntagsdatum
ableiten lassen Pfingstsonntag | Ostersonntag + 49 Tage

Rosenmontag Ostersonntag — 48 Tage

Himmelfahrt Ostersonntag + 39 Tage

Fronleichnam Ostersonntag + 60 Tage

5.3 Ein Monatskalender (Beispiel fiir eine Matrix)

Wir besitzen schon ein Arbeitsblatt, das uns korrekt das Osterdatum berechnet, was fiir die
Kirche eine Aufgabe war, an der sie mehr als 1500 Jahre knackte!

Was noch fehlt, ist ein "automatischer" Kalender. Es handelt sich dabei um eine typische
Excel-Aufgabe: Anlegen einer Tabelle oder Matrix.

Unser Arbeitsblatt braucht nur zwei Informationen: Mit welchem Tag beginnt der
Monat? Wie viele Tage hat der Monat?

Wir konnen einen Monat als eine Matrix mit k = 6 Spalten und j =7 Zeilen betrachten.
Die Zeilen sind die Tage, die Spalten sind die Wochen. Die letzte Spalte mit k = 6 hat kein
Element. Sie enthilt 31, wenn der Monat 31 Tage hat und an einem Freitag beginnt. Die
Aufgabe besteht darin, die Tage im Innern der Matrix zu bestimmen. Wir fiihren dazu zwei
Indizes ein, j und k. Ein Tag wird mit D[j, k] bezeichnet, z. B. ist D[5, 4] der Tag 24, der
ein Donnerstag ist.

Die folgende Tab. (5.4) zeigt einen Monat, der seinen Anfang A am Dienstag (j = 3)
und sein Ende E (=30) an einem Mittwoch (j =4) hat. Fiir j < A diirfen wir nichts in
die k = 1-Spalte schreiben. Wir gelangen bis zur Spalte k=35 oder k =6, wenn der Tag
D[j, k] > E ist.

Fiir die Berechnung der Elemente D[j, k] gilt

Djkl=j+1—-A+k—1)x7

Z.B.:j=3;k=2—->D[3,2]=3+1-3+2—-1)*7=8.

Tab. 5.4 Monatskalender

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6

j=1 Sonntag 6 13 20 27

j=2 Montag 7 14 21 28

ji=3(=A) Dienstag 1 8 15 22 29

j=4 Mittwoch 2 9 16 23 30(=E)

j=5 Donnerstag 3 10 17 24

j=6 Freitag 4 11 18 25

i=17 Samstag 5 12 19 26
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C10 - j" =WENN[UND{C59=1;5A10<5E51);"", WENN(5A10+1-5E514(C59-1)" 7<=5E52;5A10+1-5E51+(C59-1)* 7;""))
A B C D E F G H I J K L

1 A=

.: E 31

a

2

>

8

9 1 2 3 4 5 6

10  1somntag [ ] 2 9 16 23 30

11 2 Montag 3 10 17 24 31

12 3 Dienstag 4 11 18 25

13 4 Mittwoch 5 12 19 26

14 5 Donnerstag 6 13 20 27

15 6 Freitag 7 14 21 28

16 7 Samstag 1 8 15 22 29

Abb. 5.11 Der Monatskalender als Matrix [Arbeitsmappe: Kalender.x1sx; Blatt: Matrix]

Eintréige im Arbeitsblatt
Der Wert von A steht in E1, der von E in E2.

A10: 1 ; A11: 2 bis A16: 7 (Werte von j; Ausflllkastchen von A10 bis A16 bei
gedriickter Strg-Taste ziehen)
Co: 1 ; D9: 2 bis H9: 6 (Werte von k)

C10: =WENN (UND (C$9=1;$A10<$ES$1) ;"" ;WENN ($A10+1-$ES$1+ (C$9-
1) *7<=$E$2;$A10+1-$ES1+(C$9-1)*7;""))

Kopiere die Formel in C10 bis H16.

Die Zahlen in den Zellen diirfen keine Nachkommastellen haben. Also: Zellen forma-
tieren > Zahl > Dezimalstellen: 0.

In B10 schreiben wir Sonntag. Mit Ausfiillkidstchen bis B16 ziehen — Excel fiillt die
tibrigen Wochentage automatisch aus! (Siehe Abb. 5.11.)

Mit etwas zusitzlicher Verzierung erhalten wir dann die Kalenderblitter aus Abb. 5.12.
Um die "Koordinaten" j und k zu verbergen, formatieren wir die entsprechenden Zellen
mit Zellen formatieren > Zahlen > Benutzerdefiniert > Typ:;;; (vgl. Abschn. 2.1). Der
zweite Kalender, der die iibliche Form hat, ergibt sich dadurch, dass man die erste Matrix
transponiert: Ganze Matrix markieren, kopieren und mit Rechtsklick + Einfiigeoptionen >
Inhalte einfiigen > Einfiigen > Transponieren.
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C10 - Jr | =WENN(UND{C$9=1;$A10<SES1);"";WENN(SA10+1-SES1+(CS0-1)* 7<=5ES2;54
A B i D E F G H I

1 Anfang (=A) 7

2 Zahl der Tage (=E) 31

3

4 Monat:| November

5 Jahr: 2014

6

7

8 November 2014

9

lo Sonntag | 2 9 16 23 30

1 Montag 3 10 17 24 31

12 Dienstag 4 11 18 25

L3 Mittwoch 5 12 19 26

L4 Donnerstag 6 13 20 27

LS Freitag 7 14 21 28

L6 Samstag 1 8 15 22 29

L7

18 Sonntag | Montag | Dienstag | Mittwoch |Donnerstag| Freitag | Samstag

19 1

PO 2 3 4 5 6 7 8

41 9 10 11 12 13 14 15

02 16 17 18 19 20 21 22

23 23 24 25 26 27 28 29

P4 30 31

Abb. 5.12 Der Monatskalender [Arbeitsmappe: Kalender.xlsx; Blatt: Kalender]

5.4 Julianischer Tag (JD) und Gregorianischer Kalender

Die Astronomen benutzen einen Kalender, der sich auf die Julianische Periode stiitzt. Es
handelt sich um eine Periode von 7980 Jahren. Eingefiihrt wurde diese Periode von dem
franzosischen Mathematiker Joseph Justus Scaliger (1540-1609). Er wollte jedem Jahr
eine positive Zahl zuordnen, ohne sich um Daten vor oder nach Christus kiimmern zu
miissen. Seine Periode ist das Produkt dreier Zahlen (ebenfalls Perioden) 19, 28 und 15.

19 Jahre ist der Metonische Zyklus (nach Meton aus Athen, ca. 430 v. Chr.). Die Bezie-
hung zwischen Mondphasen und Tagen des Jahres wiederholt sich alle 19 Jahre. So kann
man jedem Jahr eine "Goldene Zahl" zwischen 1 und 19 zuordnen. Der "Sonnenzyklus"
dauert 28 Tage. Das ist die Zeit von 4 *7 Jahren, nach der ein Wochentag wieder auf
denselben Tag und Monat fillt.

Beispiel

Der 01.01.2000 war ein Samstag und nach 28 Jahren wird der 1. Januar wieder ein Samstag
sein.
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15 ¥ ;'n =5F53+GANZZAHL{[153% m+2)/S}+y* 365+GANZZAHL(y/4)-GANZZAHL(y/100)+ GANZZAHL (y/400)-5G51
A B CD E F G H I J K L

1 Jahr: i 32045  a= 0

2 Monat: y= 6814

3 Tag: m= 7

4

5 Indiktion= 7 ID= 2.456.953)

6 Sonnenzahl= 7}

7 Goldene Zahl= 1 22= 2014

8

9 Berechnet JD, Indiktion, Sonnenzahl und goldene Zahl

10 aus einem gregorianischem Datum: Jahr, Monat, Tag

Abb. 5.13 Julianischer Tag, Indiktion, Sonnenzahl und Goldene Zahl [Arbeitsmappe: Julian.xIsx]

Die "Sonnenzahl" ist die Jahreszahl in einem "Sonnenzyklus". Die "Romische Zins-
zahl" oder "Indiktion" (lat. indictio = kaiserliche Verfiigung) wurde 312 n. Chr. von Kaiser
Konstantin eingefiihrt, um ein bestimmtes Jahr im fiskalischen Zyklus von 15 Jahren
festzulegen [4].

Man kann die Indiktion mit der Formel (Jahr+2) Mod 15+ 1 berechnen, z. B.:
Jahr =2013 +2=2015 man teilt zuerst 2015 durch 15, was 134,3333... ergibt. Dann
folgt 2015 — 134 * 15+ 1 =5+ 1 = 6. Indiktion fiir 2013 ist also 6.

Die Excel Formel lautet =REST ( (F1+2) ;15) +1, wobei das Jahr in F1 steht.

Scaliger stellte fest, dass die drei Zyklen zuletzt im Jahr 4713 v. Chr. zusammen-
fielen, d. h. in diesem Jahr — 4712 hatten Indiktion, Goldene Zahl und Sonnenzahl den
Wert 1. Diese bemerkenswerte Tatsache wird sich das ndchste Mal im Jahr 3268 n. Chr.
wiederholen. Sie konnen diese Daten mit dem Arbeitsblatt der Abb. 5.13 iiberpriifen.

Die Astronomen zihlen die Tage vom 1. Januar 4713 v. Chr. an (oder vom 1. Januar des
Jahres — 4712 — es gab kein Jahr Null) und benutzen die Bezeichnung "Julianische Tage".

Um den Julianischen Tag (JD) eines beliebigen Datums, z. B. 1.1.2007, zu erhalten,
miissen wir die seit 4713 v. Chr. verflossenen Tage berechnen und einen Tag abziehen, da
es kein Jahr 0 gab. (JD =0 ist der Anfang der astronomischen Zeitrechnung.)

Fir den 1.1.2007 erhalten wir 471342007 —1=6719 Jahre. Dies entspricht
6719 * 365,25 =2.454.114,7 Tage. Die Dezimalstelle zeigt an, dass der folgende Tag
schon angefangen hatte, d.h. es waren seit 4713 v. Chr. 2.454.115 Tage verflossen. Da
der Gregorianische Kalender 13 Tage dem Julianischen Kalender vorauseilt, erhalten
wir schlielich JD =2.454.102 fiir den 1.1.2007. Genauer: Um 12:00 UTC (Coordina-
ted Universal Time = Universalzeit) des 1.1. 2007 begann der Julianische Tag 2.454.102.
(12:00 Mittag, nicht Mitternacht, gilt als Nullpunkt der Tageszeit. 15:00 wire JD =
2.454.102,125, weil 15.00 Uhr drei Stunden = 0,125 Tage nach Mittag ist.)

Der Julianische Kalender wird heute noch von der orthodoxen russischen Kirche statt
des Gregorianischen Kalenders benutzt.

Berechnungen und Arbeitsblatt
Alle erwihnten Sonderbarkeiten konnen wir durch die folgende Formel ausdriicken:

=S$FS3+INT((153*m+2)/5)+y*365+INT(y/4)-INT(y/100)+INT(y/400)
-$GS$1, die wir in Zelle I5 des Arbeitsblattes schreiben.
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In G1 haben wir die Formel =WENN ($SF$1<0;32083;32045), die sich um die
negativen Jahre des Gregorianischen Kalenders kiimmert. Die Werte von a, y und m
berechnen wir mit den folgenden Gleichungen:

I1: Int((14 — Monat)/12) (= a)

12: Jahr +4800 — a; (=vy)

I13: =Monat 4+ 12*a — 3 (=m)

In Excel ist a gegeben durch =GANZZAHL((14-Monat)/12)

Wir haben Jahr (F1), Monat (F2), a (I1), y (I2) und m (I3) als Namen mit Rechtsklick +
Namen definieren deklariert.

Die Formel fiir die Indiktion ist F5: =REST ( (Jahr+2) ; 15) +1, fiir die Sonnenzahl
F6: =REST ( (Jahr+8) ; 28) +1 und fiir die Goldene Zahl F7: =REST (Jahr;19) +1

Auf der rechten Seite des Blattes, in K1:P10, berechnen wir fiir einen Julianischen Tag
in N1 das Datum im Gregorianischen Kalender.

Wir benutzen folgende Formeln:

P8:  =ee-GANZZAHL ((153*mm+2)/5)+1 (Tag)
P9: =mm+3-12* GANZZAHL (mm/10) (Monat)
P10: = GANZZAHL (bb*100+dd-4800+GANZZAHL (mm/10)) (Jahr)

Es fehlen die Ausdriicke fir aa, bb, usw.

P1:  =$N$1+32044 (=aa)
P2:  =GANZZAHL ((4*aa+3)/146097) (=bb)
P3:  =aa- GANZZAHL ((bb*146097)/4) (=cc)
P4: = GANZZAHL ((4*cc+3)/1461) (=dd)
P5:  =cc- GANZZAHL ((1461*dd)/4) (=ee)
P6: = GANZZAHL ((5*ee+2)/153) (=mm)
P7: =y - 4800 (=22)

Den entsprechenden Tabellenteil sieht man in Abb. 5.14.

Abb. 5.14 Berechnung

.. L M N o] P
des Gregorianischen Q
. .. bb= 68
Datums eines Julianischen
. cc= 2497
Tages [Arbeitsmappe:
- dd= 6
Julian.xlsx]
ee= 306
mm= 10
Tag= 1
Monat= 1
Jahr= 2007
Berechnet ein gregorianisches Datum
aus einem julianischen Tag (JD)
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G H 1
WENN(SF51<0;320: a= =GANZZAHL((14-Monat)/12)
y= =Jahr+4800-a
m= =Monat+12%a-3

(]
Q
m

Indiktion= =REST({Jahr+2);1¢ ID= =5FS3+GANZZAHL((153*m+2)
Sonnenzahl= =REST((Jahr+8);2¢
Goldene Zahl= =REST(Jahr;19)+1 22= =y-4800

Berechnet JD, Indiktion, Sonnenzahl und Goldene Zahl
aus einem gregorianischem Datum: Jahr, Monat, Tag

Abb. 5.15 Formelanzeige [Arbeitsmappe: Julian.xIsx]

Julianischer Tag und Gregorianischer Kalender
Wochentag: Mittwoch 3 0 Sonntag
1 Montag
2 Dienstag
3 Mittwoch
4 Donnerstag
5 Freitag
6 Samstag
Berechnet den Wochentag eines gregorianischen Datums

Abb.5.16 Wochentag eines Gregorianischen Datums [Arbeitsmappe: Julian.xIsx]

Mit FORMELN > Formeln anzeigen (Registerkarte Formeliiberwachung) kann man
sich die Belegung der Zellen mit den entsprechenden Formeln anschauen (vgl. Abb. 5.15).

In den Zeilen 19 bis 25 haben wir als Zugabe noch einen Modul, der fiir jedes Grego-
rianische Datum den zugehorigen Wochentag bestimmt (vgl. Abb. 5.16). In H19 steht die
Formel, mit der wir diese Aufgabe erledigen:

H19: =REST ($F$3+zz+GANZZAHL (zz/4)- GANZZAHL (zz/100)+ GANZZAHL (zz/400)+
GANZZAHL (31* (m+1)/12);7)

Zur Zahl 4 gehort ein Donnerstag, da bei diesen Rechnungen der Sonntag die
Nr. 0 hat. Wie schon in Abschn. 1.5, verwenden wir die Suchformel =SVERWEIS
(H19;J$19:K$25;2) hierin Zelle G19.

5.5 Schaltjahr

Um festzustellen, ob ein vorgegebenes Jahr ein Schaltjahr ist, schreiben wir ein Makro
(sieche Abb. 5.17). Wir brauchen dazu einige Informationen. Wir miissen wissen, dass der
Gregorianische Kalender alle 400 Jahre 97 Schaltjahre hat. Und warum gibt es nicht 100
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[1Angemein) | [schaltjahr B Qo @ D -
Sub Schaltjahr() START  EINFUGEN  SEITEMLAYOUT  FORMELN [

Dim Jahr As Integer

i . -
Dim Antwort As String Om

£ G & N Ew

& Cod

Jahr = InputBox ("Welches Jahr?") Visual Makros Add-Ins COM-  Einflgen Entwurfsmodus =
Antwort = " ist kein Schaltjahr” Basic ! Add-Ins 18] Dial
Code Add-Ins Steuerelemente
If Jahr Mod 4 = 0 Then -
Antwort = " ist ein Schaltjahr" E7 v [ 7~ ﬁ
If Jahr Mod 100 = O Then A B c )
Antwort = " ist kein Schaltjahr" 1
If Jahr Mod 400 = 0 Then 2
Antwort = " ist ein Schaltjahr"
End If 3
End If 4 Schaltiahre
End If 5
MsgBox Jahr & Antwort 6
7
End Sub 8
9
10
11

Abb. 5.17 Code der Subroutine [Arbeitsmappe: Schaltjahr.xlsm; Makro; Schaltjahr]

Schaltjahre in diesem Intervall? Die Antwort wird von folgender Definition geliefert (giil-
tig fiir Jahre nach 1582, denn die Fehler vor diesem Datum sind eingeschlossen in den 10
Tagen, die 1582 gestrichen wurden):

e Jedes Jahr ist ein Schaltjahr, das durch 4 teilbar ist.
e FEin durch 100 teilbares Jahr ist kein Schaltjahr.
e Jedes durch 400 teilbare Jahr ein Schaltjahr.

Das bedeutet, dass die Jahre 1700, 1800, 1900 keine Schaltjahre waren. Dagegen waren
1600 und 2000 Schaltjahre. Das heifit, es gab im Intervall von 1600 bis 2000 nur 97
Schaltjahre.

Um das Makro aufzurufen, haben wir eine Schaltfliche (Formularsteuerelement) mit
ENTWICKLERTOOLS > Steuerelemente > Einfiigen > Formularsteuerelemente hinzuge-
fligt und dem Makro “Schaltjahr” zugewiesen (Abschn. 3.3.2). Mit rechtem Doppelklick
Steuerelement formatieren... > Schrift > haben wir Schriftart, -schnitt und -grofe
gedndert.



Teilbarkeit, Losung von Gleichungen

Zusammenfassung

Die Arbeit mit Sub- und Funktions-Prozeduren von Excel wird weitergefiihrt. In diesem
Kapitel benutzen wir Beispiele aus der Zahlentheorie und Gleichungslehre (ggT, kgV,
quadratische und kubische Gleichungen).

6.1 Teilbarkeit (ggT und kgV)

Um das Problem der Teilbarkeit etwas ausfiihrlicher zu diskutieren, werden wir ein
entsprechendes Arbeitsblatt entwickeln.

Excel selbst hat die Funktionen =GGT (a;b) und =KGV (a;b) eingebaut, aber es geht hier
darum, weitere VBA- Kenntnisse zu erwerben.

1. ggT (grofiter gemeinsamer Teiler)

P> Der groBte gemeinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen a und b ist die groBte Zahl,
die sowohl ein Teiler von a als auch von b ist.

Es gibt verschiedene Methoden, um den ggT(a,b) zu finden, z.B. die Primfaktorzerle-
gung. Wenn es sich um sehr gro3e Zahlen handelt, kann es schwierig sein, Primfaktoren
zu finden. Deswegen werden wir im Arbeitsblatt die Methode der sukzessiven Division
benutzen, die auch euklidischer Algorithmus genannt wird. Der euklidische Algorith-
mus ist leicht zu durchschauen, denn er stiitzt sich nur auf fortlaufendes Dividieren, wie
wir im folgenden Beispiel sehen:

Beispiel
Bestimme den ggT der Zahlen 240 und 408 mithilfe von sukzessiven Divisionen (euklidi-
scher Algorithmus).

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 79
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408:240 = 1 Rest 168 (= mod(408,240); in Excel: =REST (408;240))
240:168 = 1 Rest 72

168:72 =2 Rest24

72:24 =3 Rest Null.

Also ist der ggT(408;240) = 24 (in Excel: =GGT (408;240))

Wir konnen den euklidischen Algorithmus wie folgt definieren:
no = max (lal, [b])
ny = min (|al, |b])

ng = nig_imod ni_1
k=2,3,...

Das Arbeitsblatt (vgl. Abb. 6.1) ist folgendermaf3en aufgebaut:

A7: =MAX (ABS ($SE$1) ;ABS ($E$2))

B7:  =MIN(ABS($E$1) ;ABS($E$2))

C7: =WENN (UND (B7>0;B7<>"") ;REST (A7;B7) ;"")
D7:  =WENN(C7=0;B7;"")

AS8: =WENN (B7>0;B7;"")

BS: =WENN (C7>0;C7;"")

C8:  =WENN (UND (B8>0;B8<>"") ;REST (A8;B8) ;"")
D8: =WENN (C8=0,;B8;"")

Kopiere die Zellinhalte von A8:D8 bis Zeile 50.
Wir benutzen die Spalte D, um eine Null in der C-Spalte zu entdecken. Wenn eine Null
auftaucht, ist die Zahl daneben, in der B-Spalte, der gesuchte ggT.

2. kgV (kleinstes gemeinsames Vielfaches)

P Als kleinstes gemeinsames Vielfaches zweier natiirlicher Zahlen a, b bezeichnet
man die kleinste Zahl, die sowohl ein Vielfaches von a als auch von b ist.

Man kann zeigen, dass |a-b| =ggT(a,b) - kgV(a,b). Wir benutzen dies im Arbeitsblatt als
Kontrolle und in den Prozeduren, um kgV aus ggT zu berechnen.

Wir multiplizieren a fortlaufend mit i=1,2,3, ..., bis das Produkt a-i mod b gleich
Null ist. In diesem Fall ist i - a ohne Rest durch b teilbar, d.h. i-a ist gleich kgV(a,b)
(siehe weiter Abb. 6.1).
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E7: 1

E8:  =WENN(F7<>"";E7+1;"")

F7: =$ES$1*E7

F8: =WENN (UND (G7<>0;G7<>"") ; SES1*E8;"")
G7: =REST (F7;$E$2)

G8: =WENN (F8<>"" ;REST (F8;$ES$2);"")

Kopiere E8:G8 bis Zeile 400
Das kgV ist =MAX (F7:F400) und steht in F5.

Kontrolle

H2: =E1*E2 ; H3: =B5*F5 - die beiden Zahlen missen Ubereinstimmen!

Ist dies nicht der Fall, so muss man E8:G8 viel weiter kopieren als bis Zeile 400, um a - i
mod b =0 zu erhalten. Wir benutzen daher F400, um die Suche nach der Null recht weit
zu treiben. Versuchen Sie sich an den Zahlen a=339 und b= 1128; erst in der 382. Zeile
erscheint eine Null.

K20 - I
A B c F G H I J K

1 Kontrolle

2 a*b= 97920  Excel GGT Excel KGV
3 gaT kgV= 97920 24 4080
4 ggT und kgV

5 ggT =| 24 I kgV =| 4080 I

6  Nk-2 Nk-1 Nk i i*a

7 408 240 168 1 240 240

8 240 168 72 2 480 72

9 168 72 24 3 720 312

10 72 24 0 24 4 960 144

11 24 5 1200 384

12 6 1440 216

13 T 1680 48

14 8 1920 288

15 9 2160 120

16 10 2400 360

17 11 2640 192

18 12 2880 24

19 13 3120 264
20 14 3360 96
21 15 3600 336
22 16 3840 168

3 17 4080 0
124 18

Abb. 6.1 Berechnung von ggT und kgV [Arbeitsmappe: ggT_kgV.xlsm; Blatt: ggT und kgV
Tabelle]
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]{Allgemein] Ll |ggT_eins

Sub ggT_eins()
'Euklid Programml

Dim a As Double

Dim b As Double

Dim r As Double

Dim x As Double, y As Double
a = InputBox("Zahll: a>b: ")
b = InputBox("Zahl2: b<a: ")

If a > b Then
r=b: x=a:y=5b
Do While r <> 0
r=xXMody: XxX=y: y=1r
Loop

MsgBox "Der ggT von " & 2a & " und " & b & " ist " & x

Else: MsgBox "Fehler: Zahll muss groRer als 2ahl2 sein!"
End If

End Sub

Abb. 6.2 Euklid Programm 1 [Arbeitsmappe: GGT_Programm.xlsm; Makro: ggT_eins]

Um uns weiter in der VBA-Kodierung zu iiben, schreiben wir einige kleine Programme
zur Bestimmung des ggT.

Sub-Prozedur 1

Fiir die erste Prozedur (vgl. Abb. 6.2) muss a > b sein. Das Programm berechnet fiir jede
Zahl n <b, ob sie ein gemeinsamer Teiler von a und b ist, d. h. wir stellen fest, ob die
beiden Relationen mod(a,n) =0 und mod(b,n) =0 gleichzeitig gelten. Wenn dies der Fall
sein sollte, wissen wir, dass diese Zahl der ggT(a,b) ist.

Sub-Prozedur 2
Die Prozedur in Abb. 6.3 vertauscht die Zahlen a und b und benutzt Do. . .Until anstelle
vonDo...While.

Sub-Prozedur 3
Programm 3 zeigt eine Methode, die von jeder Zahl, die kleiner ist als a und b, feststellt,
ob sie ein gemeinsamer Teiler von a und b ist. Die erste Zahl, die dieser Bedingung gentigt,
ist der grofite gemeinsame Teiler von a und b (vgl. Abb. 6.4).

Alle Sub-Prozeduren werden vom VBA-Editor aus (mit F5) ausgefiihrt oder aus der
Excel-Tabelle mit Alt + F8 > Ausfiihren. Da in Wirklichkeit ggT und kgV Funktionen
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[(Allgemein) ﬂ Igg‘l’uzwei
Sub ggT_zwei ()
'Euklid Programm?2

Dim a As Double
Dim b As Double
Dim r As Double
Dim X As Double, y As Double

a = InputBox("Zahll: a>b: ")
b = InputBox("Zahl2: b<a: ")

r=b: x=a:y=>bo
Do While r <> 0

r=XMody: X=y:y=r
Loop

MsgBox "Der ggT von " & a & " und " & b & " ist " & X

End Sub

Abb. 6.3 Euklid Programm 2 [Arbeitsmappe: GGT_Programm.xIsm; Makro: ggT_zwei]

sind (sie geben nur einen Wert aus), wire es viel praktischer, sie als benutzerdefinierte
Funktionen zu haben. Das Schreiben einer benutzerdefinierten Funktion wurde schon im
Abschn. 3.1 geschildert.

Function-Prozedur 1

Abbildung 6.5 zeigt den Code der Function-Prozeduren “meinggT1” und “meinkgV1”.
Sie befinden sich im Modull des VBA-Projektes (ggT_kgV.xlsm). Die Struktur des VBA-
Projektes wird im Projekt-Explorer angezeigt (siehe linkes Fenster im Abb. 6.5).

Function-Prozedur 2

Im Programm der Abb. 6.6 definieren wir die VBA-Funktionen “meinggT1” und
“meinkgV1” zusammen mit einer Funktion “tauschen”, die sich darum kiimmert, die
kleinste der beiden Zahlen a und b zu finden. Um den Code zu vereinfachen, wurden die
DIM-Anweisungen weggelassen. Die Funktionen wurden im Modul2 des VBA-Projektes
(ggT_kgV.xlsm) definiert.
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I(Allgemein}

LI |ggT_drei

Sub ggT_drei()
'Buklid
Dim
Dim
Dim
Dim

a
b

aux =

Else
aux =

End If

End Sub

Programm 3
a As Double
b As Double
aux As Double
cont As Double

InputBox ("a?")
InputBox ("b?")
If a < b Then

a

b

For cont
If a Mod cont =
MsgBox "Der ggT von " &
a &
Exit Sub
End If
Next cont

= aux To 1 Step -1

0 And b Mod cont = 0 Then

"und "&b & " ist "

& cont

Abb. 6.4 Euklid Programm 3 [Arbeitsmappe: GGT_Programm.xlsm; Makro: ggT_drei]

Projekt - VBAProject x|
o = [&) -
B atpvbaen.xis (ATPVBAENXLAI
& solver (SOLVER.XLAM)
B vBAProject (FUNCRES.XLAM)
=& veAaProject (ggT_kgV.xism)
E1-55 Microsoft Excel Objekte
@ DieseArbeitsmappe
Tabellel (ggT und kgV Ta
H8) Tabelle2 (ggT und kgV Fu
&5 Module
A% Modull
2 Modul2

(Allgemein) | |meinggT1

Function meinggTl(a As Double, b As Double) As Double

Dim min As Double
Dim cont As Double

If a < b Then

min = a
Else
min = b
End If

For cont = min To 1 Step -1
If a Mod cont = 0 Bnd b Mod cont = 0 Then

meinggTl = cont
Exit Function
End If
Next cont

End Function

Function meinkgVl(a As Double, b As Double) As Double
meinkgVl = Abs(a * b) / meinggTi(a, b)

End Function

Abb. 6.5 Funktion 1 [Arbeitsmappe: ggT_kgV.xlsm; Modull]
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'f'rojekl-\fﬁpmject x| |[Allgemein| L' |meinkg\f2
B [""| = Function meinggT2(a, b)
[ &% atpvbaen.xis (ATPVBAEN.XLAI For cont = tauschen(a, b) To 1 Step -1
Egg‘,m,(mﬁkm} If a Mod cont = 0 Bnd b Mod cont = 0 Then
&8 vBAProject (FUNCRES.XLAM) )
B .ﬁ VBAProject (ggT_kgV.xism) me‘l;nggT2 = cont
=55 Microsoft Excel Objekte Exit Function
@ DieseArbeitsmappe
] Tabellel (ggT und kgV Ta End If
Bll] Tabelle2 (ggT und kgV Fu
E-5 Module Next cont
Vi Modult End Function
¥ Modul2 Function tauschen(x, y)
If X < y Then
tauschen = x
Else
tauschen = y
End If
End Function
Function meinkgV2(a, b)
meinkgVZ = Bbs(a * b) / meinggTZ(a, b)
End Function

Abb. 6.6 Funktion 2 [Arbeitsmappe: ggT_kgV.xlsm; Modul2]

6.2 Quadratische Gleichungen

Der Ausdruck ax2+bx+c =0, [(a, b, ¢) € R;a # 0] ist eine Gleichung zweiten Grades,
deren Losungen wir mit einer bekannten Losungsformel (Formel von Bhashara, indischer
Mathematiker des XII. Jhd.) berechnen:

—b + +/b% — 4dac

X1, X2 = 2

D :=b? — 4ac heifit Diskriminante. Mithilfe der Diskriminante kénnen wir die Losungen
folgendermaf3en schreiben:

~b+~D —b—+D

S =
2a 2a

Die Losung unserer Gleichung héngt ab von dem Wert, den D annimmt. Wir miissen drei
Fille unterscheiden:

e D >0, in diesem Fall hat die Gleichung zwei verschieden Losungen
e D=0, in diesem Fall hat die Gleichung zwei identische Losungen

e D <0, in diesem Fall hat die Gleichung imaginére Losungen.

Im Arbeitsblatt (vgl. Abb. 6.7) werden wir die drei Fille betrachten.
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Eigenschaften [ NLAYOUT ~ FORMELN ~ DATEN ~ UBERPRUFEN  ANSICHT  ENT
|commandButton1 CommandButton ZI r b{‘ [= Eigenschaften It-él‘.] PR Eigenschaften z1
Alphabetisch | Nach Kategorien | W o T & code anzeigen B Eweiterungspal
I gen Entwurfsmodus Quelle -, |

(Name) CommandButtonl Dialogfeld ausfihren | Daten aktualisig
Accelerator |
AutoLoad False Steuerelemente XM
AutoSize False = o

BackColor [ a800000046 =EINBETTEN("Forms.CommandButton.1";"")

1 - fmBackStyleOpaque
Eingabedaten H c D L F G H

Enabled True Gleichung zweiten Grades

Font Century Gothic

ForeColor Il &H80000001& |

Height 50,4 a=s 1 b= 2 = 3 |

Left 2304

Locked T xl= Sl +* 1,41421356

ouselcon (Keine) ) st T

MousePointer 0 - fmMouseFointerDefault X2= -1 -i*  1,41421356

Picture (Keine)

PicturePosition 7 - fmPicturePositionAbove|

Placement 2

PrintObject True

had: False .

TakeFocusOnClick True EIngObedOien

Top 126,6

Visible True

\Width 169,8

‘WordWrap False

Abb. 6.7 Losung quadratischer Gleichungen mit CommandButton [Arbeitsmappe: quadrati-
sche_GL.xIsm; Blatt: Gleichung 2. Grades]

Eintréige im Arbeitsblatt

Die Zellen A6, D3, F3, H3 benennen wir mit D, A, B, C_ mithilfe von FORMELN >
Namen definieren). Der Name "C" wird von Excel nicht angenommen (er steht in Konflikt
mit einem integrierten Excel-Namen, ndmlich der in Strg + C), daher wihlen wir C_.

AG: =B*2-4*A*C_ (Diskriminante)
E5: =WENN (D>0; (-B+WURZEL (D) ) / (2*A) ;-B/ (2*A))
F5:  =WENN(D<O;"+i*";""))

G5: =WENN (D<0; WURZEL (-D)/(2*A);"")

E6: =WENN (D>0; (-B- WURZEL (D)) / (2*A) ;-B/ (2*A))
F6:  =WENN(D<O;"-i*";""))

G6 =WENN (D<0; WURZEL (-D)/(2*a);"")
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CommandButton1 w | |Click

Private Sub CommandButtonl Click()
'Eingabe der drei Parameter der Gl. ax”2+bx+c=0

Application.Calculation = xlManual

Range ("D3") .Value = BApplication.InputBox( _
Prompt:="a? ", Type:=1)
Range ("F3") .Value = Application.InputBox( _
Prompt:="b? ", Type:=1)
Range ("H3") .Value = Application.InputBox( _
Prompt:="c? ", Type:=1)

Calculate

Application.Calculation = xlAutomatic
End Sub

Abb. 6.8 Code fiir CommandButton "Eingabedaten" [Arbeitsmappe: quadratische_GL.xlsm; Blatt:
Gleichung 2. Grades]

Tab. 6.1 Argument

“Type” bei TnputBox Typ Bedeutung
0 Formel
1 Zahl
2 Text (string)
4 Logischer Wert
8 Zellbezug
16 Fehlerwert wie z. B. #N/A
64 Matrix (array)

Wir konnten die Zahlen a, b, ¢ direkt in die Zellen D3, F3, H3 schreiben, aber es ist
eleganter, dafiir ein Makro mit Button zu verwenden (vgl. Abb. 6.7).

(ENTWICKLERTOOLS > Steuerelemente > FEinfiigen, Entwurfsmodus einschalten!
Vgl. Abschn. 2.3.)

Die Abb. 6.8 zeigt den entsprechenden Code. Das Argument “Type” bei ITnputBox
dient zur Festlegung des Datentyps (vgl. Tab. 6.1)

Die drei VBA Anweisungen Application.Calculation = x1Manual,
Calculate und Application.Calculation = xlAutomatic entsprechen
den Excel-Anweisungen FORMELN > Berechnungsoptionen > Manuell, FORMELN
> Neu berechnen (F9) und FORMELN > Berechnungsoptionen > Automatisch (vgl.
Abschn. 8.6).
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Beispiel
Die Losungen der Gleichung 2x*> +4x+8=0 lauten x; = — 1 +i-1,732... (*i) und
Xy = —1—1,732... (*i).

Im nachfolgenden Programm benutzen wir eine Matrixfunktion, deren Elemente die
drei Zahlen a, b, c sind. Die Funktion ermittelt die Losungen der Gleichung und schreibt
sie in die Zellen C11:D13 (vgl. Abb. 6.9).

Public Function quadratischegleichung (coef)

Dim discrl As Double, discr?2 As Double
Dim a As Double, b As Double, c As Double
Dim result(l To 2, 1 To 2) As Double

a = coef (1)

b = coef (2)
c = coef (3)
discrl = b ~ 2 -4 * a * ¢

If discrl >= 0 Then

result(l, 1) = (-b + Sgr(discrl)) / (2 * a)
result(l, 2) =0
result (2, 1) = (-b - Sgr(discrl)) / (2 * a)
result (2, 2) =0

Else

discr2 = Sqgr (Abs (discrl))
If b = 0 Then

result(l, 1) =0
result(2, 1) =0
Else
result(l, 1) = -b / (2 * a)
result (2, 1) = -b / (2 * a)
End If
result (1, 2) = discr2 / (2 * a)
result (2, 2) = -discr2 / (2 * a)
End If
quadratischegleichung = result

End Function
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c11 v ,fl {=quadratischegleichung(A1:A3)}

C D E F G H

Funktion: quadratischegleichung

-Werte von a, b, c in die Zellen Al, A2, A3 schreiben.

- Zellen €11:D13 markieren und auf fx klicken, um unter den
"Benutzerdefinierten" Funktionen die Funktion "quadratischegleichung"
auszuwihlen.

- In das Funktionsargumente-Fenster bei "Coef" A1:A3 eintragen und
Ctrl+Shift+Enter driicken, um die Losungen in C11:D013 zu sehen.

W o~ oW B W

10 o

11 x1 -1| 1,7320508
12 %2 -1] -1,7320508
13

14

Abb. 6.9 Ermittlung der Losungen mithilfe einer Matrixfunktion [Arbeitsmappe: quadrati-

sche_GL.xIsm; Blatt: Funktion quadratischegleichung]

Funktionsargumente 2] X _.|

quadratischegleichung

Coef |ALA3

{2:4:8}

Keine Hilfe verfligbar.

Coef

Formelergebnis = -1

{-1.1,73205080756888;-1.-1,732050807 56888}

Hilfe fiir diese Funktion OK ] [ Abbrechen

Abb. 6.10 Funktionsargumente [Arbeitsmappe: quadratische_GL.xlsm; Blatt:
quadratischegleichung]

Funktion

Werte von a, b, ¢ werden in Al, A2, A3 geschrieben. Um die Losung der Gleichung zu

erhalten, geht man folgendermafBen vor:

1. Zellen C11:D12 markieren und auf fy klicken, um unter den "Benutzerdefinierten"

Funktionen die Funktion "quadratischegleichung" auszuwéhlen.

2. In das Funktionsargumente-Fenster bei Coef A1:A3 eintragen (siehe Abb. 6.10) und
Ctrl + Shift 4+ Enter driicken (nicht vergessen, dass es sich um eine Matrix handelt!

Vgl. Abschn. 1.4), um die Losungen in C11:D12 zu sehen.
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Das folgende Programm "ZweitGrad1" 16st ebenfalls eine Gleichung zweiten Grades.
Sub ZweitGradl ()

Dim a As Double, b As Double, ¢ As Double
Dim diskr As Double, realteil As Double
Dim imagteil As Double

Dim x1 As Double, x2 As Double

a = Sheets(l).Cells (2, 1)
b = Sheets (1) .Cells (2, 2)
c = Sheets(l).Cells (2, 3)

Range ("E8:I9") .Clear
diskr = b ~ 2 -4 * a * c

If diskr > 0 Then

x1 = (b + Sqgr(diskr)) / (2 * a)
x2 = (-b - Sqgr(diskr)) / (2 * a)
Sheets (1) .Cells (8, 5) = "x1="
Sheets (1) .Cells( 6) = x1
Sheets (1) .Cells (9, 5) = "x2="
Sheets (1) .Cells (9, 6) = x2
ElseIf diskr = 0 Then
x1l = -b / (2 * a)
Sheets (1) .Cells (8, 5) = "x1="
Sheets (1) .Cells (8, 6) = x1
Sheets (1) .Cells (9, 5) = "x2="
Sheets (1) .Cells (9, 6) = x1
ElseIf diskr < 0 Then
realteil = -b / (2 * a)
imagteil = Sqgr (Abs(diskr)) / (2 * a)
Sheets (1) .Cells (8, 5) = "x1 und x2= "
Sheets (1) .Cells (8 ) = realteil
Sheets (1) . Cells(8, 7y = "4/="
Sheets (1) .Cells (8, 8) = imagteil
Sheets (1) .Cells (8, 9) = "*i"
End If
End Sub

Diese Subroutine erwartet die Koeffizienten a, b, ¢ in den Zellen A2, B2, C3, denn
in der Eigenschaft Cells (i, j) bedeutet i Zeile und j Spalte. Cells (3,2) ist B3.
Sheets (1) bezieht sich auf Tabelle 1 der aktiven Arbeitsmappe. Die Prozedur wird
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E F G H I J K

Sub ZweitGradl()

- Werte von g, b, ¢ in die Zellen A2, B2, C2 schreiben.
- Subroutine mit Strg. + e aufrufen

x1 und x2= -1,5 +/-  1,6583124 *i

W o~ v bW ke

Abb. 6.11 Ergebnis der Prozedur “ZweitGrad1()” [Arbeitsmappe: ZweitGrad.xlsm]

- - "

Microsoft Excel [ |

Sub ZweitGrad2()

Die Gleichung 0= 1 x"2+ 3x + 5 hat die Losungen:

2 . x1;x2=-1,5 +/- 1,6583123951777%
- Subroutine mit Strg. + z aufrufen

OK

Abb. 6.12 Ergebnis der Prozedur “ZweitGrad1()” [Arbeitsmappe: ZweitGrad.xlsm]

vom VBA-Editor aus mit F5 gestartet. Besser aber ist es ihr die Tastenkombination
Strg + z zuzuordnen (ENTWICKLERTOOLS > Makros > Optionen. . .)

Fiir a=8, b= 12, c = 10 erhalten wir das Ergebnis der Abb. 6.11.

Auch das folgende Programm "ZweitGrad2" 16st quadratische Gleichungen, aber es
enthdlt wieder etwas Neues zu VBA: Es zeigt uns eine neue Anwendung von String-
Variablen in mehreren Ein-und Ausgabeboxen. Wenn das prompt-Argument einer
MsgBox oder einer InputBox aus mehreren Zeilen besteht, konnen Sie die Zeilen
umbrechen, indem Sie jeweils ein Wagenriicklaufzeichen (Chr (13)), ein Zeilenvor-
schubzeichen (Chr (10) ) oder eine Kombination aus Wagenriicklauf und Zeilenvorschub
(Chr (13) & Chr(10)) einfiigen (siche Abb. 6.12).
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Sub ZweitGrad2 ()

Dim anfangstext As String

Dim a As Double, b As Double, c As Double
Dim D As Double, x1 As Double, x2 As Double
Dim x As Double, y As Double

anfangstext = "Losung der Gleichung: ax”"2+bx+c=0"
MsgBox anfangstext & " Weiter?"
a = InputBox ("Wert von a: ")

b InputBox ("Wert von b: ")
c = InputBox ("Wert von c: ")
D=Db "2 -4 * a* c 'Diskriminante

If D < 0 Then
x =-b / (2 * a)
y = Sgr(Abs (D)) / (2 * a)
MsgBox " Die Gleichung 0= " & a & " x"2+ " & b & "x + " & Cc &

" hat die Loésungen:" & Chr(13) & " x1 ; x2= " & x & " +/- " & y & "*i"
ElseIf D = 0 Then

MsgBox "Die Gleichung 0= " & a & " x"2+ " & b & "x + " & Cc & _
" hat die doppelte Loésung: " & -b / (2 * a) & ""

ElseIf D > 0 Then

x1 (<b + D~ 0.5 / (2 * a)
x2 = (b - D~ 0.5) / (2 * a)
MsgBox "Die Gleichung 0= " & a & " x"2+ " & b & "x + " & Cc & _
" hat die Lésungen: " & Chr(13) & "xl1= " & x1 & " und x2= " & x2
End If
End Sub

6.3 Kubische Gleichungen

Die "Formel von Cardano" (Girolamo Cardano, 1504-1576) stellt die Regel zum Losen
von Gleichungen dritten Grades dar. Sie sieht wie folgt aus:

1. Um die Gleichung x3 + ax? + bx + ¢ = 0 zu l6sen, brauchen wir die Diskriminante

2 3 2 2
Dz(%) +(§) mitp=b—%undq=c+ﬁa3—ab/3

2. Sollte D positiv sein, ergeben sich eine reale Losung und zwei konjugiert komplexe:

x1=u+v—a/3

x3,x3=—w+v)/2—a/3+£ i«/g(u —v)/2
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Gleichung 3. Grades: x"3+ax"2+bx+c=0

Microsoft Excel | }X .I

Die Gleichung 0= x"3+-1x"2+ 3x + 5 hat die Lésungen:
xl= -1

X2fx3=1+/-i*2

OK

Abb. 6.13 Losung einer Gleichung dritten Grades mittels der Sub-Prozedur “Dritten_Grades()”
[Arbeitsmappe: Dritten_Grades.xIsm; Blatt: VBA-Losung]

3. Die Konstanten u und v sind durch folgende Ausdriicke gegeben:
1

= (4 v2) o= (4

4. Wenn D <=0, gibt es drei reelle Losungen:

x1 =2 /—gcos(q))—g

Xy =2 /—Bcos(w—i- 120°) — 4
3 3

x3=2 /—gcos((p+240°)—§

Das Argument ¢ ergibt sich aus

1 —q
@ = — arccos

2 ~(5)’

Nun schreiben wir eine VBA-Prozedur, die eine Gleichung dritten Grades 10st (siehe
Abb. 6.13).
Der entsprechende Code ist:
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Sub Dritten_Grades()
Dim a As Double, b As Double, c As Double
Dim p As Double, g As Double, u As Double, v As Double, w As Double
Dim D As Double, x1 As Double, x2 As Double, x3 As Double
Dim fi As Double, h1 As Double, h2 As Double
Const Pi = 3.141592654

MsgBox "Gleichung dritten Grades: "& "x"3+ax"2+bx+c=0"

a = InputBox("Welchen Wert hat a? ")

b = InputBox("Welchen Wert hat b? ")

¢ = InputBox("Welchen Wert hat c? ")

p=b-at*2/3

q=c+2*a”3/27-a*b/3

D=(q/2)*"2+(p/3)"3 'Diskriminante; mit D<0 ist auch p <0

If D> 0 Then
h1=-q/2 + Sqr(D) 'Hilfsvariable, um die 3. Wurzel zu berechnen
h2 =-q/2-Sqr(D) " " "
Ifh1<0Thenu=(-1)*(-h1)*(1/3)Elseu=h1%(1/3)
Ifh2<0Thenv=(-1)*(-h2)*(1/3)Elsev=h2"(1/3)
w=(3"05)*(u-v)/2 " Imaginarteil
x1=u+v-al/3
x2=-u+v)/2-al3
MsgBox " Die Gleichung " & Chr(9) & "0= x"3+" & a & " x"2+" _
&b &"x +"&c &" hat die Losungen: " & Chr(13) & Chr(13) & "x1=" & x1 _
& Chr(13) & Chr(13) & "x2/x3="& x2 & " +/- i* " & w
Else
fi = Application.WorksheetFunction.Acos((-q) / (2 * Sqr(-p * 3/ 27)))/ 3
x1=2*8qr(-p/3)* Cos(fi)-a/3
x2=2*8qr(-p/3)*Cos(fi+2*Pi/3)-a/3
x3=2*8qr(-p/3)*Cos(fi+4*Pi/3)-a/3
MsgBox "Die Gleichung hat die Lésungen: " & Chr(13) & "x1=" & Format(x1, "0.00“) _
& Chr(13) & "x2=" & Format(x2, "0.00") & Chr(13) & "x3= " & Format(x3, "0.00")
End If
End Sub
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A B C D E F G H

Gleichung 3. Grades:  x*3+ax*2+bx+c=0

Eingaben:
] P q D H1 H2 u v Phi
)
1 -15 7 -112,75 0,6297329
2
3
4 Lésungen:
X1= 3,614312592
X2= -4 088068036
X3= 0,473755445

W s Uy

Abb. 6.14 Excel-Losung [Arbeitsmappe: Dritten_Grades.xIsm; Blatt: Excel-Losung]

Hier benutzten wir zur Berechnung von ¢ das Element WorksheetFunktion,
das uns erlaubt, Excel-Funktionen aufzurufen und deren Ergebnis im Code auszuwer-
ten. Man kann die meisten Excel-Funktionen im VBA-Code benutzen, allerdings nur
mit ihren englischen Namen. Im Internet findet man eine Liste von Ubersetzungen der
Excel-Funktionen, sogar in verschiedenen Sprachen [7].

Auferdem benutzen wir die Anweisung Format (Variable, "0.00"), um die
Losungen X1, X, und x3 mit nur 2 Dezimalstellen auszugeben (der Ubersicht wegen haben
wir es nur fiir den Fall D < =0 getan).

Nun folgt noch eine reine Excel-Losung (vgl. Abb. 6.14) fiir Gleichungen dritten
Grades:
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A11: =E6-D6*2/3 ; B11: =F6+2*D6~3/27-D6*E6/3
C11: =(B11/2)*2+(All/3)"*3

H1(=D11) und H2 (=E11) werden eingefiihrt, um das Problem im Fall der Wurzel aus negativen

Zahlen zu lésen

D11: =WENN(C11>0;-B11/2+WURZEL(C11l);"")

E11: =WENN (C11>0;-B11/2-WURZEL(C11l);"")

F11: =WENN (D11<0;(-1)*(-D11)~(1/3); WENN (D11<>"";D11~(1/3);""))

G11: =WENN (E11<0; (-1)*(-E11)~(1/3); WENN (Ell<>"";E11%~(1/3);"™))

H11: =WENN (C11<=0;ACOS ((-Bll)/(2*WURZEL(-A11+3/27)))/3;"")

E15: =WENN (C11>0;+F11+G11-D6/3;2* WURZEL (-Al1l/3)*COS (H11l)-
D6/3)

E16: =WENN(C11>0;-(F114+G11)/2-D6/3;2* WURZEL (-Al1l/3)*COS (H11+
2*PI()/3)-D6/3)

E17: =WENN(C11>0;-(F11+G1l1l)/2-D6/3;2* WURZEL (-Al1l/3)*COS(H11l+
4*PI()/3)-D6/3)

F16: =WENN(CL1>0;"+i*";"") ; F17:  =WENN(CL1>0;"-i*";"")

G16 = G17: =WENN (C11>0;WURZEL (3) * (F11-G11/2;"")



Komplexe Zahlen

Zusammenfassung

Die Arithmetik der komplexen Zahlen und deren Funktionen dienen als Grundlage fiir
die weitere Anwendung verschiedener VBA-Werkzeuge fiir Input und Output. Pro-
gramme mit mehreren Funktionen und Subroutinen werden benutzt, auch um neue
VBA-Funktionen einzusetzen.

7.1 Rechnen mit komplexen Zahlen

Die grundlegenden Rechnungen mit komplexen Zahlen geben uns die Moglichkeit, etwas
Neues iiber die VBA-Programmierung zu lernen: das Erstellen eines Programms mit meh-
reren Funktions-Prozeduren und das Schreiben von Daten und Ergebnissen mithilfe der
VBA-Funktion Val direkt ins Arbeitsblatt.

Wenn wir die Funktion Val nicht benutzen, erhalten wir die Fehlermeldung 13, denn
die Inputbox betrachtet die eingegebene Zahl als einen String (Zeichenkette). Diese Strings
werden an eine Prozedur, z. B. “rsum(u, v)”, weitergegeben, die als Argumente einfache
Zahlen erwartet.

Die Funktion Val verwandelt einen String in eine Zahl; die Funktion Str tut das
Gegenteil, sie verwandelt eine Zahl, z. B. 346, in einen String, hier "346". Beachte, dass
Val keine Satzzeichen, z. B. Kommas, erkennt. Daher miissen wir Dezimalzahlen mit
Dezimalpunkt schreiben, nicht mit Komma! Ausprobieren ...

Im folgenden Arbeitsblatt (Abb. 7.1) sehen wir die Ergebnisse des Programms “kom-
plexe_Zahlen()”, das arithmetische Operationen mit komplexen Zahlen z; =a+ b*i und
7y =c+ d*i erzeugt. Das Programm berechnet au8erdem den Betrag r und den Winkel ¢
beider komplexer Zahlen (die entsprechenden Formeln stehen weiter unten). Die Eingabe-
werte von a, b, ¢ und d werden vom Programm abgefragt und ins Arbeitsblatt eingetragen.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 97
F. J. Mehr, M. T. Mehr, Excel und VBA, DOI 10.1007/978-3-658-08886-6_7



98 7 Komplexe Zahlen

14 - S | =KOMPLEXE(B2;B3)
A B [ C D E F G H 1 J K L
Prazedl:!r komplexe_Zahlen() Excel-Funktionen
1 (mit Strg.+k aufrufen)
2
3 z1=a+b*i z1 z2
4 22=c+b*i 2+3i 547i
5
5
7 21422= T * 10 *i IMSUMME: 7+10i
8 zl-2= -3 + -4 % IMSUB: -3-4i
9 z1%z22= <11 + 29 % IMPRODUKT: -11+29i
10 z1/22= 042 + 0,01 *i IMDIV: 0,418918918918919+0,0135135135135135i
11 lE)l= 361 IMABS(Z1): 3,605551275
12| élz1)= 098 rad 56,1 Grad IMABS(Z2): 8,602325267
13| lz2)l= 86 IMARGUMENT(Z1): 0,982793723
14 ¢lz2)= 095 rad 54,4 Grad IMARGUMENT(22): 0,950546841

Abb.7.1 Komplexe Arithmetik [Arbeitsmappe: Komplexe_Zahlen.xlsm; Blatt: Arithmetik komple-
xer Zahlen; Makro: komplexe_Zahlen]

In dem rechten Bereich sehen wir die Ergebnisse, die die komplexen Excel-Funktionen
erzeugen. Diese Funktionen bendtigen komplexe Argumente, die wir in 14 bzw. J4 mittels
der Funktion = KOMPLEXE (Realteil; Imagindrteil) erzeugt haben. Bei diesen
Funktionen kann die Anzahl der Dezimalstellen bei den komplexen Ausgaben nicht
per Format geédndert werden (sie sind Strings). Deswegen haben wir aus den Ergebnis-
sen von “komplexe_Zahlen()” eine “schonere” Version erstellt, die im unteren Teil des
Arbeitsblattes erscheint (siche Abb. 7.2).

Hier sind die Rechenregeln, die wir in den Funktionen benutzten:

15

Ergebnisse mit Verkettung von reellen und
16 imaginéren Teilen
17
18 21+22= 7,00 + 10,00*i
19 21-22= -3,00 -4,00%i
0 21%22= -11,00 + 29,00*
D1 21/22= 0,42 +0,01%i
, |(z1) | = 3,61
3 ¢(z1) = 0,98
D4 |(22)|= 86
D5 9(22) = 0,95

Abb. 7.2 “Verkettete” Ergebnisse [Arbeitsmappe:Komplexe_Zahlen.xlsm; Blatt: Arithmetik kom-
plexer Zahlen]
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Summe: zl1+42z2 =(a+c)+(b+d)i
Differenz: z1 —z2=(a—c)+ (b —d)i
Produkt: z1*2z2 =(ac —bd)+ (ad + bc)i
Quotient: z1/z2 =x+yi, worin

ac + bd d bc —ad
X =——— un =
¢ +d? YTt

Um die Polarform z = r(cos ¢ + i sin ¢) der komplexen Zahl z zu bestimmen, miissen
wir den Betrag r = +/a2 + b2 und den Winkel ¢ = tan~!(’/,) berechnen.

Wer sich fiir die Herleitung der angegebenen Formeln interessiert, findet, z. B. bei [8]
eine gut lesbare Darstellung.

Das Programm "komplexe_ Zahlen()" sieht folgendermalien aus:
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Sub komplexe Zahlen ()

Dim a As Double, b As Double, ¢ As Double, d As Double
a = Val (InputBox("a?")): Range ("B2") .Value
b = Val (InputBox ("b?")): Range ("B3").Value = b
c = Val (InputBox( "c?")): Range( "B4").Value = c
d = Val(InputBox( "d?")): Range( "B5").Value = d
Range ("B7") .Value = rsum(a, c): Range("D7").Value = isum(b,d)
Range ("B8") .Value = rdif(a, c): Range("D8").Value = rdif(b,d)
Range ("B9") .Value = rprod(a,b,c,d): Range("D9") .Value = rprod(a,b,c,d)
Range ("B10") .Value = rdiv(a,b,c,d): Range("D10").Value = rdiv(a,b,c,d)
Range ("B11") .Value = modul (a, b): Range ("B13").Value = modul (c, d)
Range ("B12") .Value = winkel(a, b): Range("B14").Value = winkel (c, d)
End Sub
Function rsum(u, v) As Double
rsum = u + Vv
rsum = Format (rsum, "0.00")
End Function
Function isum(u, v) As Double
isum = u + v
isum = Format (isum, "0.00")
End Function
Function rdif (u, v) As Double
rdif = u - v
rdif = Format (rdif, "0.00")
End Function
Function idif (u, v) As Double
idif = u - v
idif = Format (idif, "0.00")
End Function
Function rprod(u, v, w, x) As Double
rprod = u * w - v * x
rprod = Format (rprod, "0.00")
End Function
Function iprod(u, v, w, x) As Double
iprod = u * x + v * w
iprod = Format (iprod, "0.00")
End Function
Function rdiv(u, v, w, x) As Double
rdiv = (u *w+ v *x) / (w2 +x"2)
rdiv = Format (rdiv, "0.00")
End Function
Function idiv(u, v, w, x) As Double
idiv = (v * w - u * x) / (w ~ 2 + x ~ 2)
idiv = Format (idiv, "0.00")
End Function
Function modul (u, v) As Double
modul = (u * u + v * v) ~ 0.5
modul = Format (modul, "0.00")
End Function
Function winkel (u, v) As Double
winkel = Application.Atan2(u, v)
winkel = Format (winkel, "0.00")

End Function
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Da die Funktionen nicht als benutzerdefinierte Funktionen erscheinen sollen, wurden
sie nicht als Public definiert. Mit der Anweisung Range ("B8") .Value =rdif
(a, c)wird der Wert, den die Funktion Function rdif (u, wv)(Realteil der Dif-
ferenz) berechnet, in die Zelle B8 geschrieben, usw. Die Anweisung Format (rdif,
"0.00"),, formatiert rdi £ auf zwei Dezimalstellen (beachte, dass in VBA-Prozeduren
Dezimalzahlen immer mit Punkt statt Komma geschrieben werden!).

Fir den Arkustangens hat Excel die Funktionen =ARCTAN2 (x;y) und =
ARCTAN (x) . Die zweite liefert nur Winkel im Bereich [0;7], aber wir benotigen Win-
kel in [—m;m], die von der ersten Funktion = ARCTAN2 (x;y) berechnet werden. Die
VBA-Funktion Atn liefert die Ergebnisse in Radiant, aber nur von —7t/2 bis m/2. Daher
erhalten wir fiir z= —1 + 1i einen Winkel von — 0.78539816 Rad = —45° — statt der
erwarteten 135 °.

Zum Gliick gibt es einen Ausweg aus diesem Atn-Problem: VBA erlaubt uns,
auch die eigentlichen Excel-Funktionen (WorksheetFunction) zu benutzen (vgl.
Abschn. 6.3). Dazu muss man nur die Zeile winkel = Atn(v/u) durch die Zeile
winkel = WorksheetFunction.Atan2 (u, v) ersetzen. Das Gleiche erreicht
man mit winkel = Application.Atan2. "Application" hat die Bedeutung von
"worksheet" oder einfach "Excel". Mit diesem kleinen Trick erhalten wir akzeptable
Winkel (= Argumente), z. B. gehort zu z= —4 + 61 der Winkel ¢ =123,69° (=2,1588
Radiant).

7.2 Funktionen komplexer Zahlen

Die folgende Liste enthélt einige der wichtigsten Funktionen komplexer Zahlen, in denen
wir WURZEL, EXP, LN, ARCTAN?2, SIN, COS benutzen:

. Z" =r"(cosng + i sing) (De Moivre, 1667-1754)

. e* =e?(cosb +1 sinb)

Inz=Inr+ig; (— 1 < ¢ <=7)

. sinz=0.5(e® +e?) sina+0.5(e® — e~ ?) cosa-i

. cosz=0.5(e® +eP)cosa — 0.5(e® —e~P)sina-i

. 72! =hcosk + hsink-i mit wo z1 = ¢ + id und h=r%¢~99; k = dInr + c

AN B W=

Das Arbeitsblatt in Abb. 7.3 berechnet die sechs Funktionen, links mit den obi-
gen Formeln und rechts mit den entsprechenden komplexen Excel-Funktionen (IMABS,
IMARGUMENT, IMAPOTENZ, IMEXP, IMLN, IMSIN und IMCOS). Wir haben alle
Zellen mit Namen fiir die Argumente definiert (Rechtsklick und Namen definieren . ..).
Fiir ¢, r und z haben wir c., r. und z. als Namen verwendet, um Konflikte mit Excel internen
Namen zu vermeiden.

In I3 erlaubt Excel, die komplexe Zahl als String einzufiigen, also einfach als 10 4 31,
ohne den Gebrauch von KOMPLEXE.
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120 - T
A B [n D E F G H I J
: EXCEL-Funktionen
2 z
3 1 3 1043i
4
5 lz1) =  10,44031 IMABS: 10,44030651
6 $lz1) = 0,29146 Radiant 16,69924 Grad IMARGUMENT:  0,291456794
7
8 hi=  2038,43047 k= -3,81698
9
10 An=  730,0000 873,0000 *i IMAPOTENZ: 73048730
11 efz= -21806,0359 3108,3750 *i IMEXP: -21806,03586348543108,37503049351i
12 Infz)= 2,3457 0,2915 *i IMLN: 2,34567394111457+0,291456794477867i
13 sinz)= 54770 -8,4057 *i IMSIN: -5,47702066300171-8,40571363343845i
14 cos(z)= -8,4475 5,4499 *i IMCOS: -8,4474885450221445,4499354467603i
15 Zhzl=  -1500,9265 1274,4221 *i
16

Abb. 7.3 Funktionen komplexer Zahlen [Arbeitsmappe:Komplexe_Zahlen.xlsm; Blatt: Komplexe
Funktionen]

7.3 "Taschenrechner" fiir komplexe Zahlen

Wir benutzen jetzt die Formeln fiir die Arithmetik komplexer Zahlen, und bauen einen
Rechner (vgl. Abb. 7.4) mithilfe einer VBA-UserForm, wie im Abschn. 3.3.1. In der Abbil-
dung sehen Sie das Beispiel der Multiplikation von z; = — 0,5-0,866iund z; = — 1 + 1i.
Nicht vergessen, dass die Dezimalzahlen mit Punkt eingegeben werden miissen.

Die Schaltflichen +, —, x und / erzeugt man durch Verkleinerung von vier Befehls-
schaltflichen. In diesem Beispiel haben wir fast alle Vorgaben des VBA-Editors fiir die
Namen benutzt, vgl. das Programm (nur die UserForm haben wir in k_Rechner umbe-
nannt). Auf diese Weise erspart man sich zwar die Arbeit, neue Namen zu erfinden, aber
man hat sich jedes Mal zu vergewissern, welches die Bedeutung der Textboxen ist. Die Pro-
zeduren sind schnell geschrieben, denn im Wesentlichen handelt es sich um ein Original
und drei Kopien:
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Private Sub CommandButtonl Click() 'Plus
Dim out As String

al = Val (TextBoxl)

bl = Val (TextBox2)

az2 Val (TextBox3)

b2 = Val (TextBox4)

a =al + a2

b bl + b2

a = Format(a, "0.00"

b = Format (b, "0.00"

out = Str(a) & " + " & Str(b) & " i"
TextBox5 = out
End Sub

Private Sub CommandButton2 Click() 'Minus
al = Val (TextBoxl)

bl = Val (TextBox2)

a2 = Val (TextBox3)

b2 = Val (TextBox4)

a =al - a2

b = bl - b2

a = Format(a, "0.00"

b = Format (b,
out = Str(a)

"0.00")
& "+ " & Str(b) & " i

TextBox5 = out

End Sub

Private Sub CommandButton3 Click() 'Mal
al = Val (TextBoxl)

bl = Val (TextBox2)

a2 = Val (TextBox3)

b2 = Val (TextBox4)

a =al * a2 - bl * b2

b =al * b2 + a2 * bl

a = Format (a,
b = Format (b,
out = Str(a)

"0.00M)
"0.00M)
& " + " & Str(b) & " i"

TextBox5 = out

End Sub

Private Sub CommandButtond4 Click() 'Durch
al = Val (TextBoxl)

bl = Val (TextBox2)

a2 = Val (TextBox3)

b2 = Val (TextBox4)

d=a2 "2+ b2 "~ 2

a = (al * a2 + bl * b2) / d: b = (a2 * bl
a = Format(a, "0.00"

b = Format (b, "0.00"

out = Str(a) & " + " & Str(b) & " i"
TextBox5 = out
End Sub

Private Sub CommandButton5 Click() 'Exit
Unload Me
End Sub

Private Sub CommandButton6 Click() 'L&schen
TextBoxl = ""
TextBox2 = ""
TextBox3 = ""
TextBox4 = ""
TextBox5 = ""
TextBox6 = ""
End Sub

- al * b2)

/

d
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Arithmetik mit komplexen Zahlen

| ~

Taschenrechner fur komplexe Zahlen | XS J

Eingabe z1 Eingabe z2

al ibl a2 ib2
[1.99 |3 |5 | 7
3 S ]
Ergebnis

.42 + .01 i

Exit Loéschen

Abb. 7.4 Taschenrechner fiir komplexe Arithmeti [Arbeitsmappe: Komplex-Rechner.xlsm; Formu-
lare: k_Rechner]

Den Code fiir die Befehlsschaltfliche auf dem Arbeitsblatt sehen wir in Abb. 7.5.
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START  EINFUGEN  SETENLAYOUT FORMELN DATEN  UBERPROFEN  ANSICHT  ENTWICKLERTOOLS  PDF Architect

S i B = N [= Eigenschatten P Eigenschaften zuordnen B Importieren I:'ﬁ
AET F B o | 22 Pimporiern [ &
2 B ; T Code anzeigen 1 Erweiterungspakete = Exportieren

Visual Makros Add-Ins COM- Einfligen . Quelle - _ Dokument-
Basic i Add-Ins i - i Elo *1 Daten aktualisieren Barsich

Code Add-Ins Steuerelemente XML Andern
Command... = e . _fr =EINBETTEN("Forms.CommandButton.1";"")

A B G D E F G H 1 J K L
1
2
3 Arithmetik mit komplexen Zahlen
4
o 53 Microsoft Visusl Basic for Appiications - Komplex-Rechnerdsm [Entwerfen] - [Plan (Code)] =@ X |
7 ZD Datei Bearbeiten Ansicht Einflgen Formai Debuggen AusfOhren Extras Add-[ns Fenster 2 -8 X
4] =P ) s
- - j M |9 & [ 3

JjEe-a 1] % & ¥ 2| @z151 B
1 | [(Angemein) | |iDekiarationen) =l
1 o
11 Private Sub CommandButtonl Click() M
1 Load k_Rechner
1 k_Rechner.Show
11 | End sup
1

Abb. 7.5 Code fiir die Befehlsschaltfliche “Arithmetik mit komplexen Zahlen” [Arbeitsmappe:
Komplex-Rechner.xlsm]



Losung linearer und nichtlinearer Gleichungen

Zusammenfassung

Excel bietet die Moglichkeit, iterative Methoden zu implementieren. Wir benutzen
diese zur Berechnung von Niherungswerten fiir die Losungen linearer und nicht-
linearer Gleichungen sowie fiir lineare Gleichungssysteme. Als Beispiel berechnen
wir die Temperaturverteilung in einer Platte, deren Réinder auf festen Temperaturen
gehalten werden. Auflerdem zeigen wir die Verwendung des Was-wdre-wenn-Analyse
Werkzeuges zur Bestimmung von Nullstellen und Grenzwerten.

8.1 Einsatz von Zielwertsuche (Goal Seek)

Die einfachste Methode, um die ungefihren Losungen (Wurzeln) einer komplizierten Glei-
chung der Form f(x) = 0 zu finden, besteht darin, sich den Graphen der Funktion von Excel
zeichnen zu lassen. Danach konnen wir das Excel-Werkzeug Was-wdre-wenn-Analyse
unter DATEN > Datentools > Was-wdre-wenn-Analyse > Zielwertsuche einsetzen, um
die dem Graphen entnommene Nullstelle iterativ (wiederholend) zu verbessern. (Excel hat
ein zweites Werkzeug zu diesem Zweck, es ist der "Solver". Wir kommen im Kap. 17
darauf zuriick.)

Beispiel
Bei der Untersuchung der Wirmestrahlung trifft man auf die Gleichung

e—X+)5—C—1=0

Der Graph der zugehorigen Funktion schneidet die x-Achse in der Nihe von x =5 (siehe
Abb. 8.1).

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 107
F. J. Mehr, M. T. Mehr, Excel und VBA, DOI 10.1007/978-3-658-08886-6_8
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B6 - Jx | =EXP(-AB)+A6/5-1
A B C D E | F G H
2
3
4 X f(x) f(x) = exp(x) + x/5-1
5 0 0 ..
6 0,2 -0,14126925
7 0,4 -0,24967995
8 06 -0,33118836
9 0,8 -0,39067104
10 1 -0,43212056
1 1,2 -0,45880579
12 1,4 -0,47340304 ?
13 1,6 -0,47810348
14 1,8 -0,47470111
15 2 -0,46466472
16 2,2 -0,44919684
17 2,4 -0,42928205
18 2,6 -0,40572642
29 4,8 -0,03177025
30 5 0,00673795
31 52 0,04551656
32 54 008451658

Abb. 8.1 Graph der Funktion [Arbeitsmappe: Zielwert.xlsx; Blatt: Graph]

START  EINFUGEM  SEITENLAYOUT  FORMELN ~ DATEM = UBERPRUFEN  ANSICHT  ENTWICKLERTOOLS  PDF Arch

= W Loscher

aerne Daten

abrufen~ | aktualisieren - le VETKNUPTUNgen bearbeiter
Werbindungen Sortieren und Filtern Datentools

s - F

A B G D E F G H I
1 T T
2 zie|we'ts Zielwertsuche l_@__g 2
3 Zielzelle: £C85
1 X Zielwert: 4]
5 f(x) 000673795 || ersnderbare zele: | scsa =
5
7 | oK |[ abbrechen ]
3
3

Abb. 8.2 Zielwertsuche (Eingabe) [Arbeitsmappe: Zielwert.xIsx; Blatt: Zielwertsuche]

Um diesen Schnittpunkt (Nullstelle) genauer zu bestimmen, benutzen wir die Zielwert-
suche aus der Was-wdre-wenn-Analyse.

Zu Beginn tragen wir in C4 (= Verdnderbare Zelle) als Anfangswert 5 ein. Die Funk-
tion selbst steht als =EXP (- C4) +C4/5-1 in C5 (ihr Wert an der Stelle x =5 betrégt
0,006738). Da wir die Stelle suchen, an der f(x) = 0 ist (jedenfalls moglichst nahe bei Null
liegt), setzen wir als Zielwert 0 ein (vgl. Abb. 8.2).
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A B C D E F G
Zielwertsuche
X 49651 Status der Zielwertsuche ? RS
' I
f(x) -1 8268E-06 Zielwertsuche hat fir die Zelle C5

eine Losung gefunden.

| Zielwert: o
Aktueller Wert:  -1,8268E-06

OK I | Abbrechen

Abb. 8.3 Zielwertsuche (Ausgabe) [Arbeitsmappe: Zielwert.xlsx]

Der Anfangswert (Startwert der Iteration) wird mit dem auf 4 Dezimalstellen genauen
Wert x=4,9651 iiberschrieben. Der Funktionswert an dieser Stelle betrigt f(x)=
— 1,8268E-06 (siche Abb. 8.3).

Das Wort "Iteration" ist gefallen. Es handelt sich darum, ein bestimmtes Rechenver-
fahren (Algorithmus) fortwihrend zu wiederholen, bis ein gewiinschter Genauigkeitsgrad
erreicht ist (vgl. Abschn. 3.2). Man beginnt die Iteration mit einem N#herungswert X,
und benutzt jede neue Néherung als Startwert fiir einen weiteren Iterationsschritt. Man
hofft dabei, sich dem Zielwert, z. B. der Nullstelle einer Funktion, schrittweise zu nidhern.

Ein klassisches Iterationsverfahren ist der Heron-Algorithmus, mit dem sich die Qua-
dratwurzel aus einer Zahl N> =0 finden ldsst. Man beginnt mit x; =1 als erster
Niherung fiir die gesuchte Zahl N'/2. AnschlieBend benutzt man die Heronsche Formel
zur Berechnung eines — hoffentlich — genaueren Wertes x, usw.

1 +N
xo=—=|x +—
2 2 ! X1

Die Tabelle mit dem Verfahren wird wie folgt angelegt (vgl. Abb. 8.4): In der A-Spalte
befinden sich die x,-Werte, und in der B-Spalte sind die neuen Werte X, 1:

B2: 3 (=N) ; B3: =WURZEL (B2) Zur Kontrolle
A6: 1 ; B6: =0,5* (A6+B$2/A6)
AT: =B6 ; B7: =0,5* (A7+B$2/A7) ; C7: =ABS (B7-A7)

Wir kopieren A7:C7 so weit, bis zwei aufeinanderfolgende Iterationen sich in weniger
als einer kleinen Zahl ¢ (Epsilon), z.B. ¢ =107, unterscheiden. Die Ausfiihrung des
Algorithmus stoppt, wenn Abs(x> —x1) (Spalte C) <= ¢. Der letzte x,-Wert stellt die Qua-
dratwurzel aus N mit der vorgegebenen Genauigkeit € dar. In unserem Fall, bekommen wir
schon nach 4 Iterationen den gesuchten Wert.
Im Allgemeinen schreibt man die Heronsche Iterationsformel in der Form:
1 a .
Xngl = 3 (xn + —), mitn =0,1,2, ...

Xn
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B7 - Jr | =05*(A7+B52/A7)
A B c D

Heronsches Verfahren zur Berechnung der

1 Quadratwurzel aus N>=0

2

3 WURZEL(N)= 1,732050808

4

5 x1 x2 abs(x2-x1)

6 1 2 1
T 2 1,75 0,25
8 1,75 1,732142857 0,017857143
9 1,732142857 1,73205081 9,20471E-05
0 1,73205081 1,732050808 2,44585€-09
1

Abb. 8.4 Heronsches Verfahren zur Quadratwurzelberechnung [Arbeitsmappe; Heron.xlsm]

X¢ ist die Anfangsniherung. Um die p-te Wurzel aus einer positiven Zahl a zu ziehen,
konnen wir die folgende Iterationsformel verwenden:

p

1 a
Xnp1 = —\ (P — Dxp + —
p Xp

Die Subroutine "Heron" enthilt das Abbruchkriterium ¢ als Konstante eps (vgl. Abb. 8.5).
Alle Variablen wurden mit doppelter Genauigkeit (As Double) definiert. Zum Ver-
gleich rechnet Sub Heron () mittels der eigenen VBA-Wurzelfunktion (Math. Sqr (a))
die Wurzel.
Der Prozedur wurde die “shortcut” Tastenkombination Strg 4+ h gegeben.

|[Allgemein} ﬂ [He ron

Sub Heron()
Dim a As Double, x As Double, y As Double, n As Double

Const eps = 0.000001

a = InputBox("Wurzel aus welcher Zahl ziehen?: ")
n = Math.Sqgr(a) 'als Vergleich
x=1:y=10

Do While Abs(y - x) > eps

y =X
x=0.5* (x+a/ x)
Loop

MsgBox "Die Wurzel aus " & a & " ist gleich " & x & Chr(13) & Chr(13) _
& "Vergleiche mit dem Ergebnis aus Math.Sgr(" & a & ") : "&n

End Sub

Abb. 8.5 Subroutine “Heron” [Arbeitsmappe; Heron.xIsm; Makro: Heron]
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8.2 Newton-Raphson-Methode

Die Quadratwurzel aus a ist die Losung der Gleichung f(x) = x> —a=0. Zur Berechnung
einer Wurzel der Gleichung f(x) =0 verwendet man oft den Algorithmus von Newton-
Raphson, der die folgende Iterationsformel benutzt:

SfGn)
f/(xn)

Hier ist x, ein Ndherungswert der gesuchten Wurzel und x4 ist eine Verbesserung von

Xn4+1 = Xpn —

Xp.

Dieses und fast alle anderen Algorithmen aus diesem Kapitel finden Sie in Biichern iiber
Numerische Analyse, wie z. B. das klassische Buch von Burden, Faires und Reynolds [9].

Es wurde schon erwihnt, dass es fiir die Mehrzahl der Gleichungen keine allgemeine
Losungsformel gibt. In einem solchen Fall benutzt man numerische Methoden, um eine
Niherungslosung zu finden. Die Folge {x;} der Niaherungswerte wird gegen eine Wurzel
konvergieren, wenn f(x), f’(x) und ”(x) stetig sind in einem Intervall, in dem die Wurzel
liegt.

Die Ableitung der Funktion f(x,) = x,~ — a ist f'(x,) = 2x,. Hieraus folgt die For-
mel von Heron als ein Spezialfall der Newronschen Formel. (Man erhilt die Formel von
Newton-Raphson mithilfe einer Taylorreihe fiir f(x) =0, von der man nur die Terme erster
Ordnung benutzt).

Zunichst werden wir eine VBA-Funktion schreiben (vgl. Abb. 8.6), wobei wir die
Erfahrungen benutzen, die wir bei dem Heron-Verfahren machten. Wir wihlen die
Funktion

2

fx) =ax’+bx>+cx+d

mit dem Anfangswert Xg.
Als Spezialfall nehmen wir f(x) =x> — 5x> +x + 3. Aus dem Graphen der Abb. 8.7

entnimmt man, dass in der Ndhe von x= — 1, x=1 und x =4,5 Nullstellen liegen. Wir
nehmen diese Werte als Anfangswerte und lassen Excel die genaueren Nullstellen finden
(sieche Abb. 8.8). Die Funktion hat drei Nullstellen: x; = —0,645751, xo =1, x3 =

4,645751.



112 8 Lo6sung linearer und nichtlinearer Gleichungen

|(Aligemein) v | |Newton

Function Newton(a, b, c, d, x0) As Double

Dim x As Double, y As Double, Z As Double, N As Double
Const eps = 0.000001
x =x0: y=20

Do While Bbs(y - x) > eps

y =X 'alter Wert

Z (a*x *3+b%x 2
N (3 *a*x~2+2 *Db
x=x-2 /N 'neuer Wer

Loop

+ ¢c ¥ x+ d)
* x + ¢C)

=

Newton = X

End Function

Abb. 8.6 Code der Funktion “Newton(a, b, ¢, d, x0)”” [Arbeitsmappe: Newton.xlsm]

f(x)=x"3-5x"2+x+3

120

45 S 55 6 65 7 75

-20

Abb. 8.7 Graph von f(x) =x> — 5x2 + x + 3 [Arbeitsmappe: Newton.xlsm; Blatt: Graph]

In der Mehrzahl der Fille reicht es, die Ableitung wie folgt anzunihern

Jx+h) - f(x)

e~ p

In der Abb. 8.9 sehen wir eine Implementation des Newton-Raphson-Prozesses in einer
Excel-Tabelle, wobei die vorige Formel fiir f*(x) in der E-Spalte steht.
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D8 - X v f
A B G D
Nullstellen der Funktion
ax"3+bx"2+cx+d nach Newton-
1 Raphson
5 = e
3 b :
4 c 3
5 d
[
7 x0 Nullstelle
8 -1 C$5;C8)
9 0 0
10 4 4645751
11
12
13
14
15
16

17
18

an

E F

=Newton($C52;5C$3;5C54;5C55;C8)

G

Funktionsargumente

Mewton
A | sCs2
B |sCs3
€ scy4
D | s$Css
X0 cg

Keine Hilfe verfugbar.

Formelergebnis = -0,645751311

Hilfe fiir diese Funktion

(] ] ) ) )

= 0545751311

Abb. 8.8 Nullstellen von f(x) = x3 —5x2 + x + 3 [Arbeitsmappe: Newton.xIsm; Blatt: Nullstellen]

B7 v

A B
1 1
2
3
4
5
6 | X f(x)
7 -0,9 0,10951
8  -0,9480202 -0,0177314
9 | -0,942185 -0,0002883
10 | -0,9420869 -8,034E-08
11 -0,9420869 1,671E-14
12 -0,9420869 0
13 | -0,9420869 0
14 | -0,9420869 0
15 | -0,9420869 0

ar

Je

C

x+h
-0,8999999
-0,9480201
-0,9421849
-0,9420868
-0,9420868
-0,9420868
-0,9420868
-0,9420868
-0,9420868

=A7A5-A7-0,2

D

f(x+h)
0,1095102
-0,0177311
-0,000288
2,135E-07
2,939E-07
2,939E-07
2,939E-07
2,939E-07
2,939E-07

Newton-Raphson fiir f(x)=0
Funktion f(x) in B7 schreiben
x0 und h in F2 und F3 schreiben

0 ,

Ergebnis= -0,9420869

£(x)
2,2804993
3,0386875
2,9401665
2,9385264
2,9385259
2,9385259
2,9385259
2,9385259
2,9385259

Abb. 8.9 Tabelle mit dem Newton—Raphson-Algorithmus [Arbeitsmappe: Newton_Raphson.xlsm]
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[[Allge mein) LI [New‘!o n_Raphson

Sub Newton Raphson()

' Tastenkombination: Strg+i
Range ("A7") .Select
BctiveCell.FormulaR1C1
Range ("C7") .Select
ActiveCell.FormulaR1Cl = "=RC[-2]+R3C[3]"
Range ("B7") .Select
Selection.Copy
Range ("D7") .Select
ActiveSheet.Paste
Range ("E7") .Select
Bpplication.CutCopyMode = False

"=R2C[5]"

BctiveCell.FormulaRlcl = "=(RC[-1]-RC[-3])/R3C[1]"

Range ("A8") .Select

ActiveCell.FormulaRlCl = "=R[-1]C-R[-1]C[1]/R[-1]C[4]"

Range ("B7:E7") .Select

Selection.BAutoFill Destination:=Range ("B7:E8"), Type:=x1FillDefault

Range ("B7:E8") .Select
Range ("R8:EB8") .Select
Selection.ButoFill Destination:=Range ("AB:E15"), Type:=xlFillDefault
Range ("R8:E15") .Select

End Sub

Abb. 8.10 Makro fir Newton — Raphson-Methode [Arbeitsmappe: Newton_Raphson.xlsm;
Makro: Newton-Raphson]

Wir wollen als Beispiel die drei reellen Losungen der Gleichung x5 — x — 0,2 = 0
finden. Aus dem Graphen wissen wir, dass sie in der Niahe von —0,5; 1; — 1 liegen. Im
Arbeitsblatt bestimmen wir die dritte Losung mit dem Anfangswert xo = — 0,9. Die auf
vier Dezimalstellen genauen Werte sind: — 0,2003; 1,0448; —0,9421.

Wir belegen die Zellen nach folgendem Schema:

F2: Wert flir xo ; F3: Wert fr h

B7: hierhin kommt der Funktionsterm fur f(x)

Die Arbeit, den Algorithmus auf die Tabelle zu iibertragen, lassen wir von einem Makro
erledigen, das wir mit dem Makrorekorder aufgenommen haben (vgl. Abschn. 2.2).
Das Makro kopiert F$2 in A7, schreibt A7 + F$3 in C7, kopiert C7 in D7, schreibt
(D7-B7) /FS$3 in E7 und schreibt A7-B7/E7 in A8. AnschlieBend wird B7:E7 eine
Zeile nach unten kopiert und der ganzer Bereich von A8:E8 bis A15:E15 ebenfalls kopiert.
Den erzeugten Code finden Sie in Abb. 8.10.

Wenn wir eine neue Funktion untersuchen wollen, ist es nur nétig, sie in B7 einzutragen
und in F2 einen Anfangswert einzugeben. Das Kopiermakro wird wieder mit Strg + i
gestartet.

Mit Alt+ F8 > Bearbeiten kann man sich den Code anschauen und eventuell dndern.
Mit Alt + F11 gelangt man wieder zur Excel-Tabelle.
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Beispiel 1

Fiir die Gleichunge™ + 35 —1=0
B7: =EXP (-A7)+A7/5-1 ; F2: 4

Lésung: 4,96511423...
Beispiel 2

Fiir die beriihmte Gleichung von Wallis x3 —2x —5 =0

B7: =A7*3-2*A7-5 ; F2: 1

Loésung: 2,094552...

8.3 Verfahren von Bolzano

In dem Bisektionsverfahren von Bolzano (Bernardus Placidus Johann Nepomuk Bolzano,
1781-1848) halbiert man fortlaufend das Intervall [a, b], in dem man die Nullstelle der
zu untersuchenden Funktion vermutet, bis dass man die Losung mit der gewiinschten
Genauigkeit gefunden hat.

Sei wieder f(x)=e™* +x/5 — 1 die Funktion, deren Nullstelle z man in dem Inter-
vall von a=4 bis b=6 vermutet. x=(a+ b)/2 ist der Mittelpunkt des Intervalls. Wir
verwenden f(a) als Vergleichswert wihrend der Iteration.

Wenn der Mittelpunkt x des Intervalls bereits die gesuchte Losung sein sollte, so wiren
f(x)=0 und f(a) - f(x)=0, und wir hitten weiter nichts zu tun. Aber normalerweise ist f(x)
nicht gleich 0. (In unserem Fall haben wir x =5 und f(5) = 0,00673795. . .)

Wenn die Nullstelle z der Funktion f links von der Mitte x liegen sollte, so haben wir
f(a) - f(x) < 0. In diesem Fall suchen wir nur noch im Intervall [a, x], d. h. wir wihlen b=x
und berechnen den neuen Mittelpunkt x = (a4 b)/2, in unserem Beispiel x = (4 +5)/2 =
4.5.

Wenn die Nullstelle rechts vom Mittelpunkt liegt, erhalten wir f(a)-f(x) > 0. Wir
wihlen dann a = x und halbieren das rechte Intervall.

Dieser Prozess wird solange fortgesetzt, bis sich eine Anndherung an die wahre
Nullstelle z mit einer gewiinschten Genauigkeit € ergibt.

Die Methode ist nicht sehr schnell. Wollen wir eine Wurzel mit der Genauigkeit
|z — x| < & suchen, so benotigen wir n Teilungen. Man kann zeigen, siehe weiter unten,
dass gilt

n > (n(b —a) —In(e))/In2 — 1
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ES v Jr | =ExP(-B5)+B5/5-1
A B C D F

1

2 Bisektionsverfahren

3

4 n a X b f(a) (x)

5 = S5 6 -0,181684361 0,006737947
6 1 - 4,5 5 -0,181684361 -0,088891003
7 2 4,5 4,75 5 -0,088891003 -0,041348305
8 3 4,75 4,875 5 -0,041348305 -0,017364906
9 - 4,875 4,9375 5 -0,017364906 -0,005327493
10| 5 4,9375 4,96875 5 -0,005327493 0,000701832
11| 6 4,9375 4,953125 4,96875 -0,005327493  -0,002313692
12| 7 4,953125 4,9609375 496875 -0,002313692  -0,000806144
13| 8 4,9609375 4,96484375 4,96875 -0,000806144  -5,22089E-05
14| 9 4,96484375  4,966796875 4,96875  -5,22089E-05 0,000324798
15| 10 4,96484375  4,965820313  4,966796875  -5,22089E-05 0,000136291
16| 11 4,96484375  4,965332031 4,965820313  -5,22089E-05 4,20404E-05
17| 12 4,96484375  4,965087891 4965332031  -5,22089E-05  -5,08444E-06

Abb. 8.11 Bisektionsverfahren von Bolzano [Arbeitsmappe: Bisektion.xlsm]

D. h. fiir ein gegebenes Intervall [a, b] sind mindestens n Iterationen notig, wenn man die
Wurzel mit der Genauigkeit € erhalten will.

Will man bei unserem Problem, f(x)=e ™ +x/5—1=0, eine Losung finden, die
bis auf drei Dezimalstellen genau ist, (¢ =0,001), so miissen wir n > 10 Iterationen
(Teilungen) durchfiihren.

Das Arbeitsblatt der Abb. 8.11 bestitigt diese Rechnung, denn der Wert x =4,965. ..
erscheint erst in C15.

Die zu untersuchende Funktion f(x) steht in ES.

B5: =E$1 ; C5: =(B5+4D5) /2

D5: =E$2 (kopiere C5 bis C20 — oder weiter)

E5: f(x) zum Beispiel =EXP(-B5)+B5/5-1

B6: =WENN (E5*F5>0;C5;B5) , bis B20 — oder weiter- kopieren
D6: =WENN (E5*F5<0;C5;D5) , bis D20 — oder weiter- kopieren

Kopiere den Inhalt von E5 mit dem Ausfiillkdstchen nach F5, dann beide markierte Zellen
bis Zeile 20 (oder weiter) ziehen (kopieren).

Der VBA-Code "Bolzano" mit der Funktion f(x) (vgl. Abb. 8.12) ist sehr einfach. Als
Erinnerung, zum Schreiben des Makros:
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| [iangemein) v | |Bolzano
Sub Bolzano()

Dim a, b, X As Double
a=4: b=26: N= 30
For i =1 To N Step 1
Xx=(a+bh) /2
If f(a) * £f(x) < 0 Then b = X Else a = X
Next

MsgBox ("Doppeltgenaue Nullstelle fir die Gleichung exp(-x)+x/5-1=0" _
& Chr(l3) & "x= " & x)

End Sub

Function f(x) As Double
f=EBExp(-x) +x/5-1
End Function

Abb. 8.12 Code fiir das Bolzano-Verfahren [Arbeitsmappe: Bisektion.xlsm; Makro: Bolzano;
Funktion: f(x)]

Alt+ F11 > Einfiigen > Modul; Code schreiben und mit A/t 4 F11 zuriick zur Tabelle.
Mit ENTWICKLERTOOLS > Makros > Optionen. .. die Tastenkombination Strg + B zur
Ausfiihrung des Makros von der Excel-Tabelle aus definieren.

Da wir die Variablen As Double definiert haben, ist das Ergebnis genauer als das
Ergebnis der Excel-Tabelle (siehe Abb. 8.13).

Bei der Bolzano-Methode (Bisektionsverfahren) brauchen wir zwar keine Ableitungen
zu berechnen, aber es konvergiert sehr langsam. Das Newton-Raphson-Verfahren hingegen
verlangt die Ableitung, ist aber au3erordentlich schnell.

Beweis fiir das Konvergenzkriterium beim Bisektionsverfahren

Da das Intervall [a, b] bei jeder Iteration halbiert wird, ist die Intervalllainge nach der n-ten Iteration
gegeben durch b, — a, = (b — a)"*. Das konnen wir ausdriicken in der Form

b—a .
<e mitn=0,1,2,.

[xp — Xp—1] = W =

Dies ist eine Beziehung fiir den absoluten Fehler der Rechnung und gibt uns gleichzeitig eine Formel
fiir die Maximalzahl der Iterationen, die notig sind, um den Wert der Wurzel z mit der Genauigkeit
¢ zu finden. Denn aus der letzten Ungleichung ergibt sich

b—a
(n+1)1n221n( )

&
b—a
n>M_

- In2
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A B C D F G
2 Bolzano
3
4| n a X b f(a) (x)
5 4 5 6 -0,181684361 110
6 1 4 4,5 5 -0,181684361 -0,088891003
7 2 4,5 4,75 5 -0,088891003  -0,041348305
8 3 4,75 4,875, 5 0041348205 00172364906
9 4 4,875 4,9375| Microsoft Excel [ X
10| 5 4,9375 4,96875
1 6 4,9375 4,953125 Doppeltgenaue Nullstelle fur die Gleichung exp(-x)+x/5-1=0
12| 7 4,953125 4,9609375| | x= 4,96511423029006
13| 8 4,9609375 4,96484375
14 9 4,96484375 4,966796875

15| 10 4,96484375 4,965820313 OK
16| 11 4,96484375 4,965332031( )
17 | 12 4,96484375 4,965087891 4,965332031 -5,22089E-05  -5,08444E-06
18| 13 4,965087891 4,965209961 4,965332031  -5,08444E-06 1,8478E-05
19 14 4,965087891 4,965148926 4,965209961  -5,08444E-06 6,69675E-06
20| 15 4,965087891 4,965118408 4,965148926  -5,08444E-06 8,06152€E-07

Abb. 8.13 Lésung mit VBA [Arbeitsmappe: Bisektion.xlsm; Makro: Bolzano; Funktion: f(x)]

Das bedeutet, dass man beim Bisektionsverfahren von vornherein die Maximalzahl der Iterationen
kennt, die notig sind, um ein gewiinschtes Ergebnis mit der Genauigkeit € zu erhalten.

8.4 Methode der falschen Position (regula falsi)

Bei dieser Methode wihlt man zu Beginn, im Gegensatz zur Newton-Raphson-Methode,
zwei Anfangswerte x| und x;. Diese Werte sind so zu wihlen, dass die exakte Wurzel der
Gleichung f(x) =0 im Innern des Intervalls [Xx1, x»] liegt, d. h. so, dass sich die Unglei-
chung f(x1) - f(x2) < 0 erfiillt, denn die Ordinaten f(x;) und f(x,) haben entgegengesetzte
Vorzeichen. Es handelt sich um ein Bisektionsverfahren zusammen mit einer linearen
Interpolation.

Die Entfernung zwischen x; und x, muss hinreichend klein sein, damit wir sicher
sein konnen, dass keine weitere Wurzel im Intervall [x;,x»] liegt. Mithilfe der folgenden
Iterationsformel

Xn+1 — Xn

SGnt1) = fxn)

berechnen wir eine Folge weiterer x;, die sich i. Allg. der gesuchten Wurzel ndhern. Wir
erzeugen also eine Intervallschachtelung fiir die gesuchte Nullstelle. (Wenn f eine ste-
tige Funktion in einem Intervall [a, b] ist, und wenn f(a) - f(b) <0, so konvergiert das
Verfahren.)

Xpg2 = X — f(xn)
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f(x)=sin(x)*exp(-x)

04

Abb. 8.14 Graph der Funktion f(x) = sin(x)*exp(— x) [Arbeitsmappe: Regula_falsi.xIsm]

Um einen VBA-Code zu schreiben, ist es empfehlenswert, die Iterationsformel umzu-
schreiben:

_af) ~bf@
f®) = f@

Beispiel
Benutzen Sie die benutzerdefinierte Funktion "falspos(a, b)", um die Wurzeln der Funktion
f(x) = sin(x) - e~* zu finden.

Zuerst zeichnen wir den Graphen (siehe Abb. 8.14), um die ungefihre Lage der Wurzeln
zu erkennen. Wie die Abbildung zeigt, kann man drei Nullstellen im Intervall [— 1,7]
erwarten. Tatsdchlich sind es 0, 7t und 27 (0, ca. 3,14 und ca. 6,28).

Wenn wir die Suche in den Intervallen [— 1,1], [2,4] und [4,8] laufen lassen, bekommen
wir die drei Nullstellen (vgl. Abb. 8.15).

Definition der Funktion: Alt + F11 > Einfiigen > Modul; Code schreiben und mit
Alt 4+ F11 zuriick zur Tabelle. Den Code kénnen Sie in Abb. 8.16 sehen.
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*  fv | =falspos(E6;F6)

D E F G | H I J K
Regula falsi
Nullstellen
[a b] falspos(a,b)
-1 1 -2,047E-250
2 4  3,141592654
4 8 pos(E6;F6)
Funktionsargumente |. ? | SZ_J‘
falspos
A B = 4
B | = ¢
= 6,283185307
Keine Hilfe verfligbar.
A
Formelergebnis = 6,283185307
Hilfe fiir diese Funktion OK | [ Abbrechen ]

\

Abb. 8.15 Ergebnisse der Funktion "falspos(a, b)" [Arbeitsmappe: Regula_falsi.xIsm]



8.4 Methode der falschen Position (regula falsi)

121

|(Algemein)

zl Ifalspos

Function falspos(a, b)
Dim fa As Double, fb As Double,

Const nmax = 1000
Const eps = 0.0000000001

test = fa * fx
If test < 0 Then

falspos = x

End Function

fx As Double,

Dim h As Double, test As Double, n As Integer

fa = f(a)

fb = £ (b)

x=(a*fb-b* fa) / (fb - fa)

n=20

Do 'Intervall suchen
fx = £(x)

b=x
fb = £fx
Else
a=x
fa = fx
End If
h = R2bs(b - a)
x=(a* fb - b * fa) / (fb - fa)
n=n+1

Loop While h > eps And n <= nmax

X As Double

Function f(x)
f = sin(x) * Exp(x)
End Function

Abb. 8.16 Code der Funktion "falspos(a, b)" [Arbeitsmappe: Regula_falsi.xlsm]
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8.5 Gauss-Seidel-Methode

Fiir die Losung eines Systems linearer Gleichungen gibt es ein Iterationsverfahren, das

von Gauss entdeckt und von Seidel verbessert wurde (nicht verwechseln mit dem Gauss-

Algorithmus, der nicht iterativ, sondern direkt eine Losung sucht. Vgl. Abschn. 10.5). Die-

ses Verfahren funktioniert, wenn die Koeffizienten der Elemente in der Hauptdiagonalen

Werte haben, die absolut genommen viel grofler sind als die der anderen Elemente.
Betrachten wir ein Beispiel:

25x +2y+27=069

2x + 10y +z =063
x+y+4z=43

Zunichst bringen wir die Gleichungen auf die folgenden Formen:

x =(69 -2y —127)/25

y=(63 —2x —2)/10

z=0M@A3—-x—-y)/4
Wenn wir die Absolutwerte der Variablenkoeffizienten der rechten Seiten addieren, erhal-
ten wir fiir die erste Gleichung (2 4 1)/25=0,12, fiir die zweite Gleichung ergibt sich
0,3 und fiir die dritte 0,5. Man kann zeigen, dass das Verfahren gegen die exakte Losung
konvergiert, wenn diese Koeffizientensummen kleiner als 1 sind. Es handelt sich um ein
hinreichendes Kriterium.

Man beginnt damit, den Variablen beliebige Anfangswerte zu geben, z. B. Null.
Erste Iteration:

20 = (69 — 2y —z)/25 = 2,76
YD = (63 — 2xD — 20)/10 = 5,748
2V = @3 —xM — y0)/4 = 8,623

Man benutzt die eben berechneten Werte zur Berechnung der Variablenwerte in der neuen
Iteration. Das ist der Vorteil der Seidelmethode gegeniiber der von Gauss.
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B9 - Jr | =(69-2*C8-D8)/25
A B C D E F

1 Gauss-Seidel

2

3 25x+2y+z=69 x=(69-2y-z)/25

4 2x+10y+z=63 y=(63-2x-z)/10

5 x+y+4z2=43 z=(43-x-y)/4

6

7 Iterationen X Y z

8 0 0 0 0

9 1 2,76 5,748 8,623

10 2 1,95524 5,04665 8,99953

11 3 1,99629 5,00079 9,00073

12 4 1,99991 4,99995 9,00004

13 5 2 5 9

14 6 2 5 9

15 2 5 9

16 2 5 9

Abb. 8.17 Gauss-Seidel-Methode [Arbeitsmappe: Gauss-Seidel.x1sx]

Die Implementation dieses Schemas in einem Arbeitsblatt ist erstaunlich einfach:

B8:0,;C8:0;D8:0 (Anfangswerte)
B9: =(69-2*C8-D8) /25; C9: (63-2*B9-D8)/10; Cl2:=(43-B9-C9)/4
Diese Eintrige kopieren wir so lange nach unten, bis wir eine akzeptable Konver-
genz erhalten. In unserem Fall reichen dazu 6 Iterationen (vgl. Abb. 8.17). Die exakten
Losungen sind

x=2;y=5,z=0.

Die Anzahl der Iterationen kann sehr grof3 sein. Beispielsweise bendtigen wir fiir das
folgende Gleichungssystem 77 Iterationen um die Losungen {2;1;— 3} zu erhalten.

2x —y—7=26
x+3y+2z=-1
3x+4y+3z=1

Wenn wir aber in der letzten Gleichung 4z statt 3z schreiben, erhalten wir nach nur 29
Iterationen die Losungen x =2,272727; y = —0,36364; z= — 1,0909.
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8.6 Temperaturverteilung in einer Metallplatte

Mit einer dem Gauss-Seidel-Verfahren dhnlichen Methode konnen wir die Temperaturver-
teilung in einer quadratischen Metallplatte berechnen. Die Plattenrdnder sind in Kontakt
mit "Badern" von konstant 0 ° bzw. 100 ° (vgl. Abb. 8.18).

Die Temperatur im Innern der Platte wird bis zu einem konstanten Wert ansteigen. Wir
haben vier Punkte ausgesucht mit den Temperaturen T1, T2, T3 und T4. Wir berechnen
im Augenblick nur vier Punkte, weil so das Rechenverfahren leichter zu erkldren ist. In
der Praxis wird man die Plattenoberfliche — je nach gewiinschter Genauigkeit — mit einem
Netz von sehr vielen Punkten iiberziehen.

Der Algorithmus besteht darin, in jedem der Punkte als Temperatur das arithmetische
Mittel der Temperaturen in den Nachbarpunkten zu nehmen.

Tl =0+ 100+ T2 + T3)/4 = 25; am Anfang haben wir T2 = T3 = 0.
Diesen Wert fiir T1 benutzen wir sofort in der Berechnung von T2:

T2 = (T1 4+ 100 + 0+ T4)/4 = (254 100 + 0 + T4)/4 = 31,25
T3=0+T1+T44+0)/4=0+25+0+0)/4 =06,25
T4 = (T44+T2+040)/4 = (6,25 + 31,254+ 0+ 0) =9,375

Die Werte T1,..,T4 berechnen wir nun erneut (wir iterieren sie), bis wir ein klares Hinstre-

ben zu einem Grenzwert erkennen. Anschlieend fiihren wir noch eine zweite Iteration
mit denselben Randwerten durch:

T1 = (0 + 100 + 31,25 + 6,25)/4 = 34,375
T2 = (34,375 + 100 4 0 + 9,375)/4 = 35,9375
T3 = (0 + 34,375 4 9,375 + 0)/4 = 10,9375

T4 = (10,9375 + 35,9375 + 0 + 0)/4 = 11,71875

1
5 | 0 100 100 0
3 | 0 T1 T2 0
4 | 0 T3 T4 0
5 | 0 0 0 o0
6.

Abb. 8.18 Anfangszustand der Temperaturverteilung in einer Metallplatte
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e

Microsoft Excel XS

Vorsicht, wir haben mindestens einen Zirkelbezug in der Arbeitsmappe gefunden. Dieser kann dazu fiihren, dass Thre
Formeln nicht richtig berechnet werden.

“5 " Info: Ein Zirkelbezug kann eine Formel sein, die sich direkt auf ihren eigenen Zellwert bezieht oder auf eine andere Zelle,
die von ihrem eigenen Zellwert abhangt.

oK | [ e
Abb. 8.19 Warnung iiber Zirkelbezug

A B C D
1
2 0 100 100 0
3 0 e5— 0 0
4 0 0
5 0 0 0 0
6

Abb. 8.20 Anzeige eines Zirkelbezugs

Jetzt legen wir ein Arbeitsblatt an. Zuerst fiihren wir die Randwerte 0 und 100 ein. Dann
schreiben wir in B3 die Formel = (A3 +B2 +C3 +B4) /4. Wenn wir sie nach rechts
kopieren, wird Excel sagen, dass diese Formel einen Zirkelbezug enthilt (siche Warnung
in Abb. 8.19).

Wenn sich eine Formel auf ihre eigene Zelle riickbezieht, sei es direkt oder
indirekt, so spricht man von einem Zirkelbezug. In unserem Fall wollen wir
B3 aus (A3 +B2+C3+B4)/4 berechnen, aber C3= (B3 +C2+D3+C4) /4 und
B4 = (A4 +B3 +C4 + B5) /4 brauchen ihrerseits den Wert B3, d. h. B3 bezieht sich iiber
C3 und B4 indirekt auf sich selbst zuriick. Ein Zirkelbezug wird durch einen blauen
Doppelpfeil angezeigt (vgl. Abb. 8.20).

Man kann trotz Zirkelbezug weiterarbeiten: mit FORMELN > Formeliiberwachung >
Pfeile entfernen. Dann B3 bis F7 kopieren! In unserem Fall handelt es sich um einen
gewollten Zirkelbezug, daher liegt kein "Fehler" vor. Um die Iteration durchzufiihren, miis-
sen wir DATEI > Optionen > Formeln > Berechnungsoptionen > Automatisch > Iterative
Berechnung aktivieren, 24 Iterationen einstellen und Genauigkeit = 0,0000001 wihlen.

Nach 24 Iterationen erhalten wir das Bild der Abb. 8.21 mit dem exakten Wert von 25°
in D5 (= Plattenmitte).

Die Temperaturverteilung auf einer Oberflaiche mit festen Temperaturwerten an den
Réndern (Randwerte) gehorcht der Gleichung von Laplace (P-S. Laplace, 1749-1827)

T T
W + 3_)12 =0
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D5 .| fr || =(C5+Da+ES+DE)/4

A B & D E F G
1| '
2 100 100 100 100 100
3 0 |46,868687 62,922494 66,942502 62,922494 46,868687 0
4| 0 |24,552253 37,878788 41,925019 37,878788 24,552253 0
s| 0 13,461538 22,115385 25  22,115385 13,461538 0
6 0 |[7,1785159 12,121212 13,844211 12,121212 7,1785159 0
7 0 |3,1313131 5,3467366 6,1344211 5,3467366 3,1313131 0
8 | 0 0 0 0 0
-
10
11|

Abb. 8.21 Temperaturverteilung nach 24 Iterationen [Arbeitsmappe: Temperaturverteilung.x1sx]

oder auch in der Form
V2T =0

Die Gleichung von Laplace (1780) gehort zur Gruppe der elliptischen partialen Differen-
tialgleichungen.

Die Losung der Laplace-Gleichung im Fall einer Platte mit 10*10 Lingeneinheiten?
mit den gleichen Randbedingungen wie oben lautet:

T =3 0 (50-x)sin (5)

- nrsinh(nm) 10
n=1,3,5,...
Um diese Reihe mit Excel zu berechnen, konnen wir ein Arbeitsblatt wie in Abb. 8.22
anfertigen.

Wir addieren 10 Terme der Reihe T(Xx, y), z.B. fiir die Werte x=35 und y=35. Die
Faktoren stecken in den Spalten A bis G. In der Spalte H bilden wir die Teilsummen. In
der Zelle H9 bekommen wir bereits die Gesamtsumme von 25 (Temperatur in der Mitte
der Platte). Wenn wir x und y zwischen 1 und 10 variieren, bekommen wir eine dhnliche
Temperaturverteilung wie in Abb. 8.21.

Beachte, dass in H5 = G5 steht, aber in H6: = SUMME (G$5 : G6) ; kopieren bis H14.
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H14 - & |3 Je | =SUMME(GS$5:G14)

A B © D E F G H I
1 x= 5
2 y= 5
3
4 n n*Pi  Sinh(n*Pi) Klammern Sinh (Klammern] Faktor 3 Produkt Summe
5 1 3,14159 11,54874 1,570796327  2,301298902 1 25,3716
6 3 9,42478 6195824 4,71238898  55,6543976 -1 -0,3812 24,9904
7 5 15,708 3317812 7,853981634 1287,985054 1 0,00989 25,0003
8 7 21,9911 1,78E+09 10,99557429  29804,87074 -1 -0,0003 25
9 9 28,2743 9,51E+11 14,13716694 689705,3529 1 1E-05 25
10 11 34,5575 5,09+14 17,27875959  15960259,58 -1 -4E-07 25
11 13 40,8407 2,73E+17 20,42035225 369331461,3 1 1,3E-08 25
12 15 47,1239 1,46E+20 23,5619449 8546585824 -1 -56-10 25
13 17 53,4071 7,82E+22 26,70353756  1,97774E+11 1 1,9E-11 25
14 19 59,6903 4,19E+25 29,84513021  4,57663E+12 1 -7e-13] 25
15

Abb. 8.22 Erste Summanden der Temperaturverteilung 7(x, y) [Arbeitsmappe:
Laplace_Summe.xlsx]

A5: 1

A6: =A5+2 ; B5: =A5*PI () ; C5: =SINHYP (B5)
D5: =B5* (10-E$5) /10 ; E5: =SINHYP (D5)

F5: =SIN(B5*E$1/10)

G5: =400*E5*F5/ (B5*C5) erster Teil der Summe

H5: =G5

H6: =SUMME (G$5:G6) Summe der beiden ersten Terme

Exakt die gleiche Methode wird, u. a. verwendet, um elektrische Potentialverteilungen auf
einer leitenden Oberfldche zu berechnen [10].

8.7 Berechnung der Ableitung einer Funktion

Die Ableitung einer Funktion kann als Grenzwert eines Differenzenquotienten

im A _jim SO +h)— fx)
F@ =00 5 =it =
h h
berechnet werden. "Was wire, wenn" h gegen Null strebte? Excel bietet ein Werkzeug, um
diese Frage zu beantworten: die Datentabelle aus der “Was-wdre-wenn-Analyse”.

Als konkretes Beispiel wihlen wir die Funktion f(x) = 5x2 und benutzen das Arbeits-
blatt aus Abb. 8.23.
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A B C D E F G H I J
1 Differenzenquotient mit verschiedenen Werten von h=Dx
2 mit Datentabelle aus "Was-wére-wenn-Analyse”
3
4 |Funktion f(x)=5%x"2
5 h Df/h
6 ho= 0,1 40,5
7 [%0= 0,01 40,05
8 0,001 40,005
9 x0+h 4,1 0,0001 40,0005
10 f(x0)= 80 0,00001 40,00005
11 f(x0+h)= 84,05 1E-06  40,00001
12 1E-07 40
13 Df/h0= 40,5 1E-08 40
14 1E-09 40 =Ableitung an der Stelle x0
15
16
17
18

Abb. 8.23 Ableitung der Funktion f(x) = 5x2 [Arbeitsmappe: Differenzenquotient.xlsx]

Eintrige im Arbeitsblatt
Wir fangen an mit hy = 0,1 (in B6) und berechnen den Differenzenquotienten an der Stelle
X0:

S (xo + ho) — f(x0)
ho
D6: 0,1 und in D7 den Bruch =D6 /10 und kopieren dies dann bis D14 (Werte von h — 0)

E6: =B13 (Anfang des “Was-wére-wenn. . . Szenarios”)

Den Bereich D6:E14 markieren, und (DATEN > Datentools > Was-wdre-wenn-
Analyse > Datentabelle. ..) wihlen. Im Dialogfenster Datentabelle anschlieBend Werte
aus Spalte: B6 wihlen.

Excel erzeugt dann die Tabelle D4:E11, in der der Wert von hg in der Formel fiir Df/hg
(in E6) durch die h-Werte aus D7:D14 jeweils ersetzt wird. Wir erkennen, dass mit immer
kleineren h-Werten Df/h gegen den Grenzwert 40 strebt, also gegen f’(x) an der Stelle 4.
Andern wir die Stelle X, so dndert sich der Ableitungswert. Wichtig ist, dass die Methode
genauso einfach fiir komplizierte Ableitungen funktioniert, fiir die man eine langwierige
Tabellenkonstruktion briuchte.

(in B13)
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Zusammenfassung
Das Thema Potenzreihen wird im Kapitel ausfiihrlich behandelt. Verschiedene Algo-
rithmen werden vorgestellt und u. a. auf die Berechnung der Eulerschen Zahl e und der
Zahl m angewandt.

9.1 Wichtige Potenzreihen

Die folgende Formel stellt ein Polynom dar:
S, = ap + a1x + arx> + ... + apx"

Die Terme von Potenzreihen sind Funktionen von x der Form b; = a;x'. Polynome wie
S, sind die Partialsummen der Potenzreihen. Funktionen wie e*, sin(x), cos(x) und andere
konnen in der Form einer Entwicklung in eine Potenzreihe geschrieben werden

f(x):a0+a1x+a2x2+...

Als erstes Beispiel betrachten wir eine Reihenentwicklung fiir die Funktion sin(x), die fiir
alle x giiltig ist

o X

sin(x):x—z—l—ﬁ—ﬁ—i——...
x ist der Winkel in Radiant. Das Symbol "!" ist die Fakultét, d.h. n! =1-2-3...n ist das
Produkt der ersten n natiirlichen Zahlen. Die Terme x"/n! streben mit wachsendem n gegen
0. Da die Terme alternierende Vorzeichen haben und mit wachsendem n abnehmen, wird
der Fehler, den wir begehen, wenn wir nur eine gewisse Anzahl von n Termen addieren, n
beliebig, z. B. 3, nicht groBer als der Wert des ersten vernachlédssigten Terms.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 129
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D6 Jx | =C6AA6/FAKULTAT(AG)
A B & D E F
1 x [Grad] x[rad]
2 Sinus-x-Reihe 2,094395102
3
4 In Summenterm
5 1 1 2,094395102 2,094395102 1
6 3 -1 -2,094395102 -1,531174157 2
7 5 2 2,094395102 0,335824071 3
8 7 -1 -2,094395102 -0,035073553 4
9 9 1 2,094395102 0,002136803 5
10 11 -1 -2,094395102 -8,52097E-05 6
11
12 Die ersten 6 Terme der sin(x)-Reihe:
13 0,8660230570632
14 sin(x) aus unserer rekursiven sinfunktion:
15 0,8660254037844
16 sin(x) aus Excel:
17 0,8660254037844
18

Abb. 9.1 sin(x)-Reihe [Arbeitsmappe: Sinus_Reihe.xlsm; Blatt: sin(x)]

Beispiel
Wie grof ist der Sinus von 1° (= 7/180 rad)?
Mit der sin(x)-Reihe ergibt sich

sin(rr/180) = /180 — (r/180)%/6 + ... = 0,0174524064 . . .

Der erste vernachldssigte Term ist (1/180)°/120 = 1,3496 - 10~ !, was kleiner ist als
0,00000000002. Der Fehler, den wir begehen, wenn wir nur die ersten zwei Terme
nehmen, ist nicht groBer als 2- 10711, daher besitzt sin(1°) = 0,0174524064 zehn giiltige
Dezimalstellen.

Es ist nicht schwierig, die sin(x)-Reihe in einem Arbeitsblatt zu implementieren (siche
Abb. 9.1). Die Eintrédge sind:

A5: 1 ; AB6: =A5+2 nach unten kopieren
B5: 1 ; B6: =B5* (-1) nach unten kopieren
C5: =B5*F$2 nach unten kopieren
D1: =F§$2

D2: =C2~A2/FAKULTAT (A2) nach unten kopieren
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H11 - J
A B C D E F G
1 x [Grad] x[rad]
2 . 2,0944
3
4 k y Summe Sinus rekursiv berechnet:
5 1 2,094395102 2,0944 0,866025404
6 2 -1,531174157 0,56322
7 3 0,335824071 0,89905
8 4 -0,035073553 0,86397 Strg.+s um das Makro sinusrek aufzurufen.
9 5 0,002136803 0,86611
10 6 -8,52097E-05 0,86602
11 7 2,39597E-06 0,86603
12 8 -5,00472E-08 0,86603
13 9 8,07101E-10 0,86603
14 10 -1,03519e-11 0,86603
15 11 1,08115e-13 0,86603

Abb. 9.2 sin(x)-Reihe als Rekursion [Arbeitsmappe: Sinus_Reihe.xlsm; Blatt: Rekursion]

Wir mochten jetzt eine rekursive Technik (vgl. Abschn. 3.2) zur Berechnung der
sin(x)-Reihe erwidhnen. Wenn wir yi: =x setzen, dann lautet der zweite Term y, =
—x2/(2-3) - y1. Damit erhalten wir

y3=—X2/(4-5)-y;...

Diesen Prozess konnen wir folgendermalen ausdriicken

2
X
= = - N == 1725 ey - 1
YI=X,  Yk+1 22k + I)Yk n

Die Tabelleneintrige lauten:

A5: 1 (=k); B5: =ES$1 (=y1)

In Spalte C haben wir die Summen =B5 ; =C5+B6 =C6+B7

AG: =A5+1

B6: =( - 1)*E$172/(2*A5* (2*A5+1)) *B5

Cé: =C5+B6

Kopiere A6:C6 bis A6:C104 (wir addieren 100 Terme); das Ergebnis steht in Zelle
F5:=C104

Fiir x =120° (2,094 rad) erhalten wir die Summe 0,8660254037844 (siche Abb. 9.2).
Diese Zahl ist bis auf 8 Stellen genau.

Die Rekursionsformel kann als Sub-Prozedur oder auch als Function-Prozedur
geschrieben werden:
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Sub sinusrek()
Dim n As Integer, k As Integer
Dim faktor As Double, s As Double, pi As Double
Dim x As Double, x2 As Double, y As Double

x = InputBox ("Winkel (Grad)? ")
pi = Application.Pi ()
y = x * pi / 180: n = 100: s = x * pi / 180
X2 = (x * pi / 180) ~ 2
For k =1 Ton - 1 Step 1
faktor =1/ (4 * k ~ 2 + 2 * k)

y = (-1) * faktor * x2 * y
s =s +t vy
Next
MsgBox "sin(" & x & ") =" & format(s, “0.00000000")

End Sub

Function sinfunktion(x As Double, n As Integer) As Double
Dim k As Integer, faktor As Double, s As Double
Dim y As Double

y = x: s =X

For
faktor = 1 / (4 * k ~ 2 + 2 * k)
y = (-1) * faktor * x * x * vy
s = s +y

Next

sinfunktion = s

End Function

Die Prozedur "sinusrek" starten wir mit Strg + s. Die Funktion "sinfunktion" wird mit f
vom Arbeitsblatt aus (Benutzerdefiniert) aufgerufen.

Beachten Sie, dass wir bei “sinusrek” das Format der Ausgabe mithilfe der Funktion
Format festgelegt haben und uns w iiber Application . Pi () fiir die Umrechnungen
aus Excel geholt haben (vgl. Abschn. 7.1).

Damit Sie sich noch weiter in der Excel-und VBA-Programmierung stirken konnen,
geben wir Thnen einige bekannte Potenzreihen zur Bearbeitung.

3 5
X X z—
1 =2 — 4+ —+...), mitx = , 0
n(z) (X+3+5+ ) ity =", 2>
x  x2 X )
ex=1+F+§+§+...,gl’iltlgfiirallex 9.1)

Tipps

Fiir die In(z)-Reihe: t=X,s=x, k=1
Danach: k=k+2und t=x-x-t; s=s 4+ t/k. (t=Hilfsvariable)
Kontrolle: In(40) = 3,688876. . ., korrekt bis auf 3 Dezimalstellen
Fiir die ¢*-Reihe : yl =1, y2=x-yl/1, y3 =x-y2/2 usw.
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H5

A
1
2 {
3 {
4 | n
5 | 1
6 | 3
7 | 5
8 | 7
9 | 9
10 | 11
11| 13
12 | 15
13 | 17
14 | 19
15 | 21
16 23

Summen-

term
0,95122
0,86068
0,77876
0,70464
0,63757
0,57688
0,52198
0,47229
0,42734
0,38666
0,34986
0,31656

Abb. 9.3 In(z)-Reihe als

In&exp_Reihen.xlsm; Blatt:

Jx | =Inz(a0;199)

c D E F G H
= 40
Ko 0,95122

Summe In(z)= 3,68888 Funktion Inz
0,95122 Inz= 3,68887531
1,23811

1,39387

1,49453

1,56537

1,61781

1,65796

1,68945

1,71459

1,73494

1,7516

1,76536

Arbeitsblatt und als benutzerdefinierte Funktion [Arbeitsmappe:
In(2)]

Losung fiir die In(z)-Reihe (vgl. Abb. 9.3):

E2: =(E$1-1)/(ES1+1)

A5: 1 (=k) ; B5: =E$2 (= Hilfsvariable t)
C5: =E$2 (= Summenterm)

AG: =A5+2

B6: =E$2*E$2*B5 (= Potenzen von x)

Cé: =C5+B6/A6 (= Teilsummen)

Kopiere A6:C6 bis A6:C104 (zur Erinnerung: A6:C6 markieren, F5> Verweis auf C104,
Shift-Taste gedriickt halten und OK driicken, START > Bearbeiten > Fiillbereich > Unten
— sieht lang aus, ist aber fiir das Kopieren von vielen Zellen bequemer als die Maus zu
ziehen), 100 Terme werden addiert. Die Summe der 100 Terme muss mit 2 multipliziert
werden und steht in ES: =2+C104.
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H5 - fr | =Expx(1;10)

A B C D E F G H
i
2 X= 1

Summen-

4 n term Summe exp(x)= 2,71828 Funktion Expx
5 0 1 1 Expx= 2,71828
6 1 1 2
7 2 0,5 2,5
8 3 0,16667 2,66667
9 4 0,04167 2,70833
10 5 0,00833 2,71667
11 6 0,00139 2,71806
12 7 10,0002 2,71825
3 8 2,5E-05 2,71828
14 9 2,8E-06 2,71828
15 10 2,8E-07 2,71828
16

Abb. 9.4 ¢*-Reihe als Arbeitsblatt und als benutzerdefinierte Funktion [Arbeitsmappe:
In&exp_Reihen.xlsm; Blatt: exp(x)]

Die Funktion "Inz" berechnet In(z) mit 100 Termen der In(z)-Reihe. Mit der Hilfs-
variablen t umgehen wir die direkte Berechnung der Potenzen von x (siehe Code in
Abb. 9.5).

Die Losung fiir die e*-Reihe konnen Sie in Abb. 9.4 sehen.

Die Funktion "Expx" (siche Abb. 9.5) berechnet e* mit n+ 1 Termen der Reihe. Fiir
x = 1 erhalten wir mit n= 10 den Werte! =e=2,7182818.
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IIAIIgemein) ﬂ ]Inz

Function lnz(z As Double, n As Integer) As Double
Dim x As Double, s As Double, t As Double
Dim k As Integer

x=(z-1) / (z + 1)

s =X:t=X ' t=Hilfsvariable
For Xk = 3 To n Step 2
t=x*x %t ' =x"k
s=s+t/k
Next

lnz = 2 * s

End Function

Function Expx(x As Double, n As Integer) As Double
Dim y As Double, s As Double, k As Integer

y=1

For k=1 Ton Step 1
vyv=x*vy / k
s=s5+y

Next

Expx = s + 1

End Function

Abb. 9.5 Code der benutzerdefinierten Funktionen “Inz” und “Expx” [Arbeitsmappe:
In&exp_Reihen.xlsm; Modull]

9.2 Eulersche Zahl e und Horner Verfahren

Die Eulersche Zahl e haben wir bereits kennengelernt. Bis in Eulers Tage (1707-1783)
wurde die Exponentialfunktion e* nur als Umkehrung der Logarithmusfunktion angese-
hen. Euler gab beiden Funktionen eine eigene Basis, indem er sie unabhiingig voneinander
definierte:

n
¢ = lim (1+f)
n

n—oo

Inx = lim n (x% - 1) 9.2)

n—o0

Wie wir oben sahen, konnen wir diese Grenzwerte in Form unendlicher Reihen darstellen.
Die ¢* -Reihe erlaubt die Berechnung von e mit beliebiger Genauigkeit. Um e aber effektiv
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zu berechnen, ist es nicht notig, die Fakultiten aus Gl. 9.1 auszuwerten, denn man kann
die Reihe fiir e in folgender Form schreiben

e=14+0+1/204+1/31+1/41+1/5(1 +1/6(1 +...)))))) (9.3)
Es ist empfehlenswert, diesen Ausdruck von innen nach auflen zu berechnen:

Summe

1+1/5=1,2

14+ (1,2)/4=1,3
1+4(1,3)/3 =1,43333

14 (1,43333)/2 = 1,71666
14 1,71666 = 2,71666

[ NS RN VS I SN ]

Um dieses Schema auszufiihren, brauchen wir nur zwei Spalten:

A5: 15 (= Anzahl der Terme)

B5: =1+1/A5; A6: =A5-1; B6: =1+B5/A6; E8: =EXP (1) (zum
Vergleich)

Kopiere A6:B6 bis A6:B19. In E6: =B19 haben wir den Wert von e, mit einer Genauigkeit
von 12 Dezimalstellen — und dass nach nur 15 Additionen!

Zum Vergleich benutzen wir die erste Folge aus Gl. 9.2 mit x = 1. In H4 schreiben wir
den Wert von n und in H6: =(1+41/H4)"H4. Das Ergebnis fiir n= 1000 ist nur auf 2

Dezimalstellen genau. Die Folge
1 n
e = lim (1 + —)
n—o0 n

konvergiert also sehr langsam. Auflerdem ist sie — aufgrund kumulativer Rechenfehler —
fiir numerische Berechnungen ungeeignet (Abb. 9.6).

Eine dem eben beschriebenen Verfahren sehr dhnliche Methode stammt von Horner
(1786-1837). Es wird u. a. dazu verwendet, Polynomwerte effizient zu berechnen oder
eine Polynomdivision durchzufiihren.

Beispiel P(x) =4x> —2x? + 3x — 6. Berechne nach dem Horner Verfahren den Poly-

nomwert P(3).

Losung Wir schreiben das Polynom folgendermaf3en:

PxX)=(@x —-2)x+3)x—6
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110 [ I

A B C D E F G H I

2 Eulersche Zahl e

(aus eingebettetem

(Direkt mit der Folge e=(1+1/n)*n
Klammerausdruck aus

mit n-—-> unendlich)

3 Gl.9.3)

4 n= 1.000
5 15 1,0667

6 14 1,0762 e= 2,718281828459 e= 2,716923932236
7 13 1,0828

8 12 1,0902 EXP(1)= 2,718281828459

9 11 1,0991

10 10 1,1099

11 9 1,1233

12 8 1,1404

13 7 1,1629

14 6 1,1938

15 5 1,2388

16 4 1,3097

17 31,4366

18 2 1,7183

19 1 2,7183

20

Abb. 9.6 Die Eulersche Zahl e [Arbeitsmappe: Eulersche_Zahl.xIsx]

Man erkennt die Regel P=P-x+ A(i) mit A(3)= —6, A(2)=3, A(1)= —2und A(0)=
4. Die A(i) sind die Koeffizienten der Terme des gegebenen Polynoms. Wir setzen x =3
in die Hornersche Formel ein und erhalten

PB)=(4-3-2)34+3)3-6=93

Um die Regel P=P - x+ A(i) in einer Excel-Tabelle zu implementieren, notieren wir die
A(i) in der B-Spalte und die Regel einmal in Zelle C6 (anschlieBend so weit kopieren
wie notig). Der letzte Wert in der C-Spalte ist der Wert von P(x) fiir das gegebene x. Vgl.
Abb. 9.7.

Die Prozedur "Horner_sub" zeigt, wie man mit einer Liste von Zahlen in einem Vektor
a(i) arbeiten kann. Die a(i) sind indizierte Werte.

A(0) ist der erste Koeffizient des Polynoms P(x)=A(0)x" +A(l) x"! + ...
4+ A(n—1)x 4+ A(n). (Vgl. Abb. 9.8)

Hier ist ein Beispiel: P(x) =3x* —6x3 —2x?> +5x—8.x=3

Das Makro (mit Strg + h starten) fragt zuerst nach dem x-Wert, dann nach dem Grad des
Polynoms (n =4). AnschlieBend fragt es nach a(0) (=3) usw. bis a(4) (= — 8). SchlieBlich
wird P(3) =70 angezeigt.
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co - x fx | =c8*Es4+B9
A B G D =

1 Horner Verfahren

2 Beispiel: P(x) = 4x>- 2x* + 3x - 6

3

4 i Ali) | P=P*x+Al(i)

5 0

6 0 4 4

7 1 -2 10

8 2 3 33

9 = -6 93

10

Abb. 9.7 Horner Verfahren [Arbeitsmappe: Horner.xlsm]

|{Allgemein} ﬂ |Horner_suh

Sub Horner sub()

Dim x As Double, P As Double
Dim n As Integer
Dim a(10) As Double

X
n

InputBox ("Welches ist der x-Wert? ")
InputBox ("Welches ist der Grad des Polynoms? ")

For i =0 Ton Step 1
a(i) = InputBox("Bitte a(" & i & ")")
Next

P=20
For i = 0 Ton Step 1

P=P* x + a(i)

Next
MsgBox " P(" & x & ") =" & P

End Sub

Abb. 9.8 Code fiir “Horner_sub” [Arbeitsmappe: Horner.xIsm; Makro: Horner_sub]

9.3 Die Zahl Pi

Die faszinierende Geschichte der Zahl m begleitet die Geschichte der Mathematik von
den Babyloniern bis in unsere Tage. Die Veroffentlichung “The Quest for Pi” [11] gibt
einen guten Uberblick iiber diese Geschichte, priisentiert alte und moderne Algorithmen
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fiir die Berechnung von m und untersucht die Frage, warum dieses Thema von stindigem
Interesse ist.

Schon Archimedes aus Syracus (ungefihr 287-212 v. Chr.) schitzte, dass der Wert von
1t zwischen 3,14103 und 3,14271 liegen miisse. Er studierte dazu regelméfige Polygone
von 96 Seiten, die einem Kreis ein- und umbeschrieben waren. Vieta (Frangois Viete,
1540-1603) bestimmte 1579 den Wert von m mit einer Genauigkeit von 9 Dezimalstellen
mithilfe eines Polygons von 393216 Seiten.

Ein Quadrat, das einem Kreis vom Radius 1 einbeschrieben ist, hat eine Seitenlidnge
von s4 = +/2 Lingeneinheiten, bei einem Polygon von 8 Seiten betriigt die Seitenlinge

S2n=Sg=\/2—\/4—S4S4=\/2—«/§

Bei einem Polygon von 16 Seiten ergibt sich

Szn=Sl6=\/2—\/4—S3S8=\/2—\/2+\/§.

Allgemein konnen wir schreiben

S =1/ 2 — /4 — /SuSn 9.4)

Um ein Arbeitsblatt fiir diese Formel zu entwerfen, bendtigen wir 3 Spalten: Spalte B fiir
die Anzahl der Seiten, C fiir die Umfidnge und D fiir den ungefihren Wert von .

B5: 4 ; C5: =WURZEL (2) ; D5: =B5*C5/2
B6: =2*B5 ; Cé6: =WURZEL (2-WURZEL (4-C5*C5) ) ; D6: =B6*C6/2
Kopiere B6:D6 bis B6:D40.

Alles geht gut bis n=232768. Dieses Polygon liefert fiir Pi einen Wert, der bis auf
8 Dezimalstellen genau ist. Danach aber beginnt das Chaos, und wir erhalten mit n=
536870912 den Wert ® =0 (vgl. Abb. 9.9).

Wie kann man das verstehen?

Ein Computer arbeitet mit reellen Zahlen und verwendet dabei nur eine beschrinkte
Anzahl von Ziffern, um eine reelle Zahl (ein "Wort") darzustellen. Computer benutzen ver-
schiedene Architekturen, um ein "Wort" darzustellen. Es gibt "PC’s", die eine Wortlidnge
von 16 bit benutzen. Grofere Rechner haben Wortldangen von 32 oder 64 bit (usw.).

Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass unser Computer nur 3-stellige Zahlen ver-
arbeiten kann. Eine Zahl wie 1,42 wird standardmifig als .142E + 1 dargestellt. In dieser
Normalform beginnt ein "Wort" mit einem Dezimalpunkt, und hinter dem Punkt kann
keine Null als erste Ziffer stehen. Die Zahl 0,15 wird gespeichert als .150E + 0. Beach-
ten Sie, dass wir eine Null erhalten haben, von denen wir nicht wissen, ob sie giiltig oder
ungiiltig ist.

Wie das Hinzufiigen von nicht signifikanten Nullen zu Fehlern bei Subtraktionen fiihren
kann, konnen wir leicht sehen, wenn wir die Berechnung von 1t mit nur 3 Dezimal-stellen
wiederholen:
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ci8 - [ fr | =WURZEL(2-WURZEL(4-C17*C17))

A B G D
1
2 Pi Archimedes (Gl. 9.4)

Anzahl der

3 Seiten Umfénge Nsherung fiir Pi
4
5 |Zellen 7-16 4 1,414213562373 2,828427124746
6 |ausgeblendet 8 0,765366864730 3,061467458921
17 16384 0,000383495195 3,141592633463
18 32768 0,000191747599 3,141592654808
19 65536 0,000095873799 3,141592645321
20 131072 0,000047936899 3,141592607376
21 262144 0,000023968452 3,141592910940
22 524288 0,000011984221 3,141591696684
23 1048576 0,000005992120 3,141596553705
24 2097152 0,000002996060 3,141596553705
25 4194304 0,000001497993 3,141518840466
26 8388608 0,000000748922 3,141207968282
27 16777216 0,000000374609 3,142451272494
28 33554432 1,87305E-07 3,142451272
29 67108864 9,42432E-08 3,16227766
30 134217728 4,71216E-08 3,16227766
31 268435456 0,000000021073 2,828427124746
32 536870912 0,000000000000 0,000000000000
33 1073741824 0,000000000000 0,000000000000
34 2147483648 0,000000000000 0,000000000000
35 4294967296 0,000000000000 0,000000000000
36

Abb. 9.9 Pi aus (Gl. 9.4) [Arbeitsmappe:Pi.xlsm; Blatt: Archimedes (Gl. 9.4)]

Vergleiche Si¢:

WURZEL(.200E + 1 — .185E + 1) = WURZEL(.015E + 1) = WURZEL(.150E + 0)

Die fett markierte Null entstand durch die Normalisierung. Es sind diese Extranullen, die

S4=.141E+1

Ss = WURZEL (200E + 1 — .142E + 1) = .762E + 0
Si6 = WURZEL (.200E + 1 — .185E + 1) = .387E + 0
S3, = WURZEL (.200E + 1 — .196E + 1) = .200E + 0
Se4 = WURZEL (.200E + 1 — .199E + 1) = .100E + 0

S128 = WURZEL (.200E + 1 — .200E + 1) = OE +0

dazu fiihren, dass ab S2g nur Nullergebnisse auftreten.

=.387E+0
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H7 & /K
A B W D F G H
1
2 Pi Archimedes (Gl. 9.5)
Anzahl der

3 Seiten Umfénge Nsherung fiir Pi Makro ArchiPi() mit Strg.+p aufrufen
4

5 |Zellen 7-16 4 1,414213562373 2,82842712474619 Pi= 3,14159265358979
6 ausgeblendet 8 0,765366864730  3,06146745892072 Anzalh der Schritte= 25
17 16384 0,000383495195  3,14159263433856

1£ 32768 0,000191747598 3,14159264877699
1€ 65536 0,000095873799  3,14159265238659
2 131072 0,000047936900 3,14159265328899
21 262144 0,000023968450 3,14159265351459
2 524288 0,000011984225 3,14159265357099

A 1048576 0,000005992112 3,14159265358509
28 2097152 0,000002996056  3,14159265358862
2 4194304 0,000001498028  3,14159265358950
2€ 8388608 0,000000749014  3,14159265358972
2i 16777216 0,000000374507  3,14159265358978
2t 33554432 0,000000187254 3,14159265358979
2€ 67108864 0,000000093627 3,14159265358979

3C 134217728 0,000000046813  3,14159265358979
31 268435456 0,000000023407  3,14159265358979

32 536870912 0,000000011703  3,14159265358979
33 1073741824 0,000000005852  3,14159265358979
34 2147483648 0,000000002926 3,14159265358979

35 4294967296 0,000000001463  3,14159265358979
36 8589934592 0,000000000731  3,14159265358979
a7 17179869184 0,000000000366 3,14159265358979

Abb. 9.10 Pi aus (Gl. 9.5) [Arbeitsmappe:Pi.xlsm; Blatt: Archimedes (Gl. 9.5)]

Wie konnen wir dieses Dilemma umgehen? Das Hauptproblem sind die beiden Subtrak-
tionen in der Rekursionsformel (Gl. 9.4). Wir miissen versuchen, eine der Subtraktionen
in eine Addition umzuwandeln. Das ist weiter nicht schwierig, denn man braucht nur

§ =2 —+/4—5s-smit
V2+J4—s5-5

——— zu multiplizieren.
24+/4—s5"-5
Wir erhalten auf diese Weise eine neue Rekursionsformel, die keine Nullergebnisse
erzeugt.

Sn

S = e
" V24 /4 —susy

Der Tabelle aus Abb. 9.10 kénnen wir entnehmen, dass diese Gleichung stabile Werte
liefert, die bis auf 14 Dezimalstellen genau sind, und zwar von einem Polygon, das n=
33554432 Seiten besitzt (!)

In dem Makro "Sub_ArchiPi()" (siehe Abb. 9.11) benutzen wir in der Dim- Anweisung
zum ersten Mal eine Long-Variable, um eine Genauigkeit von 1E-14 erreichen zu konnen:
"Dim n As Long". Wenn wir n nur als Integer deklarieren, iibersteigt es den Wert
32.767 bevor die gewiinschte Genauigkeit erreicht wird (vgl. Abschn. 2.6).

9.5)
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|(aligemein) | |archipi
Sub ArchiPi()

Dim n As Long, s As Double, pi As Double
Dim t As Double, y As Double, sch As Integer

n=4:s=2"0.5:pi=3:5sch=1
Do While Abs(pi - t) >= 0.00000000000001 '=1E-14

t=pi 'alter Pi-Wert
smg /) (2+ (4 -35%s3} »20.5) *0.5"2~ (4~358*3) 0.5 0.5
pi=s *n 'neuer Pi-Wert
n=2%*n
sch = sch + 1
Loop

Sheets (2) .Cells (5, 8)
Sheets (2) .cells (6, 8)

End Sub

Abb. 9.11 Code fiir "Sub_ArchiPi()" [Arbeitsmappe:Pi.xIsm; Makro: ArchiPi]

Von den Algorithmen, die sich zur Berechnung von Pi auf eine Potenzreihe stiitzen,
diirfte der nach Leibniz! und Gregory benannte wohl am bekanntesten sein:

1 1 1 (=1
=4l 4. ) =4 ——
d ( 375 7+) ;%—1

Diese Leibniz-Reihe hat eine sehr kleine Konvergenzgeschwindigkeit. Wie wir in
Abb. 9.12 sehen, hat die Summe nach 50 Mio. Schritten, noch nicht die Genauigkeit vom
zweiten Archimedes-Verfahren nach 25 Schritten!

Der Code fiir die Leibniz-Reihe befindet sich in Abb. 9.13.

Eine ausgezeichnete Methode zur Berechnung von Pi (schnell und genau) ist der
Gregory-Machin-Algorithmus, benannt nach den beiden englischen Mathematikern J.
Gregory (1638-1675) und J. Machin (1680-1751). Machin berechnete Pi auf 100 Stellen
genau.

Die Koeffizienten sind

_ ! _ =
T Q2n— DS T (0 - 1)23920-]

n

1 G.W. Leibniz (1646-1716), war praktisch alles, was man so werden kann: Politiker, Mathematiker (Mit-
erfinder der hoheren Mathematik!), Physiker, Diplomat, Jurist, Philosoph. .. — nur Butterkekse konnte er
wohl keine backen (oder?).
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C

T N R

14 |

Pi nach Leibniz

Pi aus Archi_Pi():

Pi aus Leibniz()
3,13959265558978
3,14139265359179
3,14157265358978
3,14159065358970
3,14159245358981

Anzahl der

Schritte
500
5.000
50.000
500.000
5.000.000

3,14159263359034 50.000.000

Makro Leibniz() mit Strg.+/ aufrufen

3,14159265358979

Differenz zu Archi_Pi()

-0,00199999800001
-0,00019999999800
-0,00002000000001
-0,00000200000009
-0,00000019999998
-0,00000001999945

Abb. 9.12 Pinach Leibniz [Arbeitsmappe:Pi.xlsm; Blatt: Leibniz]

|(Allgemein)

| |Leibniz

Sub Leibniz()

Loop

Next i

End Sub

=7 |

Dim x As Double,
Dim eps(6) As Double

=
(1 T T ]

(]
0
=3

For i =1To 6

eps(i) = 10 ~ -(i + 2)
Next i

y=1l:n=3: x=-1/n:

For i =1To 6
Do While Bbs(x) > eps(i)

¥+ X

4 * y

-=x *n/ (n+ 2)
n+2

=sch + 1

Sheets(3).Cells(i + 5, 2)
Sheets(3).Cells(i + 5, 3)

sch =1

s

Dim n As Long, i As Integer, sch As Long
y As Double, s As Double

sch ' Anzahl der Schritte

Abb. 9.13 Code fiir Leibniz() [Arbeitsmappe:Pi.xlsm; Makro: Leibniz]

Mit folgenden Schritten konnen Sie den Algorithmus in Excel implementieren:
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Berechnung von A,

A6: 3 ; B6: -1; C5: 5

C6 =25*C5

D5: =1/C5 ; D6: =D5+B6/ (A6*C6)

AT: =A6+2 ; B7: =-B6 ; C7: =25*C6
D7: =D6+B7/ (A7*C7) (In der Spalte D kommt die Summe(An))

kopiere A7:D7 bis A14:D14

Berechnung von Bn

E5: 239 ; F5: =1/E5 ; E6: =57121*E5
F6: =F5+B6/ (A6*E6) (In der Spalte F kommt die Summe(Bn))
kopiere E6:F6 bis E14:F14

D17: =16*D14 ; F17: =4*D22

E19: =D17-F17 (N&herung fir Pi)

Man benotigt nur 9 Terme der Reihe A, und 3 der Reihe By, um  bis auf 12 Dezimalstel-
len genau zu erhalten. Mit jeweils 10 Termen, erhilt man n auf 14 Dezimalstellen genau
(vgl. Abb. 9.14).

Hinter dem Algorithmus steckt die Formel Pi = 16 arctan(1/5) — 4 arctan(1/239).

E19 - Je | =D17-F17
A B C D E F

1

2 Pi nach GREGORY-MACHIN

3

4 Summe(An) Summe(Bn)

5 5 0,20000000000000 239 0,00418410041841
6 3 1 125 0,19733333333333 13651919 0,00418407600182
7 5 1 3125 0,19739733333333 7,79811E+11 0,00418407600207
8 7 -4 78125 0,19739550476191 4,45436E+16 0,00418407600207
5 9 1 1953125 0,19739556165079 2,54437E+21 0,00418407600207
10| 11 -1 48828125 0,19739555978898 1,45337E+26 0,00418407600207
11 13 1 1220703125 0,19739555985199 8,30181E+30 0,00418407600207
12 15 -1 30517578125 0,19739555984981 4,74208E+35 0,00418407600207
13 17 1 7,62939E+11 0,19739555984988 2,70872E+40 0,00418407600207
14 19 -1 1,90735E+13 0,19739555984988 1,54725E+45 0,00418407600207
15
16 16*Summe(An) 4*Summe(Bn)

17 3,1583289575981 0,0167363040083
18
19 Pi= 3,141592653589790 (14 Dezimalstellen genau)

]
>

Abb. 9.14 Algorithmus von Gregory-Machin [Arbeitsmappe:Pi.xIsm; Blatt: Gregoy-Machin]
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9.4 Pi-Algorithmus der Briider Borwein

1985 entdeckten Jonathan Borwein und Peter Borwein [11] einen Algorithmus, mit dem
man 7 mit nur 3 Iterationsschritten bis auf 170 Stellen genau berechnen kann — jede Itera-
tion quadrupliziert die Anzahl der korrekten Ziffern. 1995 berechneten sie zusammen mit
Yasumasa Kanada, Universitit Tokio, die Zahl wt bis auf 6,4 - 10° Dezimalstellen, womit
sie einen Weltrekord fiir die Berechnung von Pi aufstellten.

Der Algorithmus sieht folgendermalfien aus:

yo=~2-1
ao=6—4\/§
1— 91—yt
Vil = ——=—=
1+ J1—yf

a1 = ar(1+ yer)* = 2%y (1 + i1 + y,%H)

Es ist wichtig, alles auf elementare Operationen zu reduzieren, d.h. die Potenzen und

Wurzeln miissen auf Additionen und Multiplikationen zuriickgefiihrt werden. Die Potenz

22K+3 kann iterativ als pot2 = pot2-4 berechnet werden mit dem Anfangswert pot2 = 2.
Eine VBA-Implementierung des Algorithmus sehen Sie in Abb. 9.15.

A B C D = = e
1 ﬁ Microsoft Visual Basic for Applications - Pixism - [Modull (Code)]
2 Pi nach Borwein # Datei Bearbeiten Ansicht Einflgen Format Debuggen Ausfihren Extras
3 E&~d 9 P o0 oa NS 9 z4
4 Pi n [1angemein) | [Borwein_Pi
5 2,914213562373100 0 Sub Borwein Pil()
6 3,141592646213550 1 Dim a As Double, r As Double, pot2 As Double
7 3,141592653589790 2 bim s s Double
8 3,141592653589790 3 y=1(2)~@1/2 -1
9 3,141592653589790 4 a=6-4*(2)~(1/2
10 pot2 = 2

v . . n=4

11 |Makro Borwein_Pi() mit Strg.+b aufrufen Sheets(5).Cells(S, 2) =1/ a
12 Sheets(5).Cells(5, 3) = 0
13 For k=1Ton
14 & [l =gtk gy [100-2)) &l £ 2)
= y=@0-1)/(l+r)
15 s=1+y
16 §s=3 % g% g %g
17 pot2 = pot2 * 4
= a=a*g-pot2 *y* (l+y+y*y)
18 Sheets(5).Cells(5 + k, 2) =1/ a
19 Sheets(5).Cells(5 + k, 3) = k
20 Next
2 End Sub
22
23 =7 |

Abb. 9.15 Algorithmus der Briider Borwein [Arbeitsmappe:Pi.xIsm; Blatt: Borwein; Makro:
Borwein_Pi]
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9.5 Excel-POTENZREIHE

In Excel gibt es auch eine fertigimplementierte Funktion POTENZREIHE, die die Summe
eines Polynoms berechnet. Sie basiert auf der folgenden Darstellung:

POTENZRETHE (x;n;m;a) = ag X" + ap XM 4 ag X F2m) 4 4 o x 0+ G+Dm)

Wir wissen, dass viele Funktionen durch ein Polynom angenihert werden konnen, also
durch eine Teilsumme (Partialsumme) einer Potenzreihe.

Syntax

POTENZREIHE(x;n;m;Koeffizienten)

e X ist der Anfangswert
e nist die Anfangspotenz von x
e m ist die Stufe, um die n bei jedem Term wichst
e Koeffizienten sind die Faktoren a; der Polynomterme
Beispiel
Die Kosinusreihe lautet
. x2 x4
cos(x) = —2—!+4—!—

Wenn wir cos(2) berechnen wollen, schreiben wir x =2 (Radiant). Die Anfangspotenz ist
n=0, denn x° = 1. Die Stufe ist m =2, und die Koeffizienten lauten: 1/0!, — 1/2!, 1/4!,
— 1/6! usw. (0! = 1 durch Definition.) — siche Abb. 9.16.

G7 - & Jt | =POTENZREIHE(G3;0;2;C4:C11)
A | B C D E F G H
1 Kosinus
2
3 n Koeffizienten Summenterm x(Radiant)::
4 0 i | 1 1
5 2 1 -0,5 -2
6 4 1 0,041666667 0,666666667 Excel Potenzreihe
7 6 -1 -0,001388889 -0,088888889 cos(x)=[_-0,4161468]
8 8 1 2,48016E-05 0,006349206
9 10 -1 -2,75573E-07 -0,000282187
100 12 1 2,08768E-09  8,55112E-06
11 14 -1 -1,14707e-11  -1,87937E-07
12
13 cos(x)=  -0,41614684
14
15

Abb. 9.16 Kosinusreihe [Arbeitsmappe: Potenzreihe.xIsx; Blatt: cos]



9.5 Excel-POTENZREIHE 147
A C D F H

1 Sinus

2

3 Koeffizienten Summenterm x(Radiant):iiii o

4 1 1 1 2

5 3 -1 -0,166666667 -1,333333333

6 5 1  0,008333333 0,266666667 Excel Potenzreihe

7. 7 -1 -0,000198413 -0,025396825 sin(x)=[_0,909297426]

8 9 1 2,75573E-06  0,001410935

9 11 -1 -2,50521E-08 -5,13067E-05

10 13 1 1,6059E-10 1,31556E-06

11 15 -1 -7,64716E-13 -2,50582E-08

12

13 sin(x)=  0,909297426

14

15

Abb. 9.17 Sinusreihe [Arbeitsmappe: Potenzreihe.xIsx; Blatt: sin]

Die Formel in G7 lautet =POTENZREIHE (G3;0;2;C4:C11). Die Koeffizienten
in der C-Spalte sind C4: 1; C5: =B5/FAKULTAT (A5) . In der D-Spalte stehen die
Termwerte: =C5%GS3"A5; =C6*GS$2"A6 usw. bis =C11xG$2"Al11l

Die Summe in der D-Spalte stimmt {iberein mit dem Wert, den die Funktion
POTENZREIHE liefert.

Die Tabelle fiir Sinus sieht dhnlich aus (Abb. 9.17):

Hier lautet die Formel in G7: =POTENZREIHE (G3;0;2;C4:C11), denn die Sinus-
reihe ist, wie wir schon wissen, gegeben durch

. . x X X
sm(x)—x—i—l—a—ﬁ—}——...
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Zusammenfassung

Das Arbeiten mit Matrizen und den Operationen mit ihnen wird anschaulich vorgestellt.
Wir benutzen diese Kenntnisse, u. a. um erneut lineare Gleichungssysteme sowohl mit
Excel-Matrixfunktionen als auch mit dem Gauss-Algorithmus zu 1sen.

10.1 Matrixoperationen

Wir sind schon &fter indizierten Variablen begegnet, fiir die sich Tabellenblétter besonders
eignen. Diese Variablen sind als Vektoren in einer Spalte oder Zeile angeordnet. Matrizen
sind verallgemeinerte Vektoren und nehmen einen ganzen Zellbereich ein (z. B. A1:C3).
Die Elemente eines Vektors sind einfach indiziert, die einer Matrix haben je zwei Indizes.

Im Abschn. 1.2 haben wir schon gesehen, dass Excel die Elemente einer Matrix
(auch Matrixkonstante genannt) automatisch in geschweifte Klammern setzt und dass
eine Matrix mit drei Tasten eingegeben wird: Strg + Umschalttaste + Eingabe (kiirzer:
Ctrl + Shift + Enter). Die Elemente einer Matrix miissen Konstanten sein, d. h. es kénnen
keine Funktionen sein. Buchstaben als Elemente miissen zwischen Hochkommas stehen, z.
B.: {"x"."y"."z";1.2.3}. In mathematischer Schreibweise benutzt man einfache Klammern,
also haben wir folgende Entsprechung:

xyZ {H "nn "non_n 1 2 3}
={"x""y"."z";1.2.
123 Y

Beachten Sie, dass die Elemente innerhalb einer Zeile durch einen Punkt getrennt
werden, nicht durch ein Komma! Ein Semikolon definiert eine neue Zeile.

Wir konnen eine Matrixkonstante als Argument einer Funktion benutzen, z.B. in
SUMME (vgl. Abb. 10.1): Al: =SUMME ({1.2.3.4.5}).

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 149
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Al | Jr | =SUMME({1.2.3.4.5))
| A B ® D

1 15|

2

Abb. 10.1 Matrixkonstante als Argument einer Funktion

c1 | fr | {=(2;4;6;8;10})
A B C D E F G H
1 2
2 4
3 6 1. Zellen C1:C5 markieren
4 8 2. In der Eingabezeile ={2;4,6;8;10} schreiben
5 10 2. Strg.+Umschalttaste+Eingabe driicken
6
7
Abb. 10.2 Eingabe eines Vektors
E6 ~ fr | {=(c1:co)n2)
A B C D E F G H I J
1 2
2 4
3 6
4 8
5 10
6 4 1. Zellen E6:E10 markieren
7 16 2. In der Eingabezeile =(C1:C5)*2 schreiben
8 36 2. Strg.+Umschalttaste+Eingabe driicken
9 64
10 100
11

Abb. 10.3 Quadrieren eines Vektors

Um die Elemente 2,4,6,8,10 in den — schon ausgewidhlten! — Zellen C1:C5
anzuzeigen, schreiben wir ={2;4;6;8;10} in die Eingabezeile und driicken
Strg + Umschalttaste + Eingabe (sieche Abb. 10.2). Nach dem Driicken der drei Einga-
betasten setzt Excel die duleren geschweiften Klammern selbst.

Wenn wir diese Zahlen jetzt quadrieren wollen, so wéhlen wir irgendwo auf dem
Blatt andere 5 vertikal gelegene Zellen, z. B. D5:D9 und schreiben in die Eingabezeile
=(Al1:A5) "2 gefolgt von den drei Eingabetasten (sieche Abb. 10.3).
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BS . X« fr =M_Faktor(A3:C5;5)
A B & D E F G H I J
1 Funktionsargumente
2
3 2 3 M_Faktor -
a 5 6 7 A |AxCS @| = (234567589
5 5 8 Faktor |5 = - s
6 = {10.15.20;25.30.35:25.40.45}
7 Keine Hilfe verfugbar.
8 :C5;5) Faktor
9
10
1 Formelergebnis = 10
12
13 Hilfe fir diese Fynktion
14 L
15

Abb. 10.4 Benutzerdefinierte Funktion “M_Faktor” [Arbeitsmappe: Matrix Operationen.xlsm;
Blatt: Faktor x A]

Multiplikation mit einem Faktor

Wir wollen alle Matrixelemente mit einem Faktor multiplizieren. Wir schreiben die Matrix
und markieren das Gebiet, in dem die neue Matrix erscheinen soll. Mit einem Klick auf f,
suchen wir die Funktion "M_Faktor" (Benutzerdefiniert). Es erscheint das Fenster Funk-
tionsargumente, das wir wie gezeigt ausfiillen (vgl. Abb. 10.4). Das Fenster nicht mit OK,
sondern mit Ctri+Shift+Enter schlieen!

Sie finden den VBA-Code in Abb. 10.5.

Die Matrix heifit A, und Variant ist ein Datentyp, der auch Matrizen akzeptiert.
(Wenn man die Argumente fiir eine Prozedur einfiihrt, haben sie in VBA immer als
Standard den Typ Variant. Eine nicht deklarierte Variable ist automatisch vom Typ
Variant. Vgl. Abschn. 2.6.)

temp ist eine Hilfsvariable (tempordre Variable), mit der wir die Produkte
Faktor*A (i, 3j) der neuen Matrix berechnen. Die Variable m zihlt die Zeilen der
Matrix A. Mit ReDim temp (m,n) dimensionieren wir temp mit der Anzahl m der
Zeilen und n der Spalten.

Option Base 1 sagt VBA, dass die Indizes der Matrizen alle mit 1 beginnen.

Summe
Im folgenden Beispiel werden wir die Summe zweier Matrizen A und B bilden (sie
miissen vom gleichen Typ sein). Zuerst tragen wir die Matrixelemente ins Arbeitsblatt
ein, dann suchen wir einen Ausgabebereich fiir die Summenmatrix, hier (A10:C12) und
markieren ihn, bevor wir die benutzerdefinierte Funktion “MatrixSum” aufrufen (siehe
Abb. 10.6).

Den VBA-Code zur Funktion “MatrixSum” sehen Sie in Abb. 10.7.
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[(Aligemein)

LI |M_Falttor

Option Base 1

Function M_Faktor (A As Variant, Faktor As Double) As Variant
'Multiplikation einer Matrix mit einem Faktor

Dim m As Integer, n As Integer, i As Integer, j As Integer

Dim temp As Variant

m = A.Rows.Count '

n =

ReDim temp(m, n)

For i=1Tom
For j=1Ton

temp(i, j) =

Next j

Next i

Faktor * A(i, j)

M _Faktor = temp

End Function

Anzahl der Zeilen der Matrix A
A.Columns.Count ' Anzahl der Spalten der Matrix A

Abb. 10.5 Code fiir “M_Faktor” [Arbeitsmappe: Matrix Operationen.xlsm; Modull]

£3 = 1 X & Jr  =MatrixSum(A3:C5;E3:G5)
. B | [ | B | E F G H 1 J

1 {

2 | A B

3| 1 2 3 10 20 30

4 5 6 40 50 60

5| 7 8 9 70 80 90

6 -

- I Funktionsargumente

8 MatrixSum

9 A+B A |azcs G| = (123456789

10 $;E3:G5) B |escs = (10.20.30:40.50.60:70.80.90}

11

= = (11.22.33:44.55.66:77.85.99)
Keine Hilfe verflgbar.

13 | s

14 |

15

16 |

17 Formelergebnis = 11

19|

20

Abb. 10.6 Summe zweier Matrizen [Arbeitsmappe: Matrix Operationen.xIsm; Blatt: A + B]
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]{ﬁ.llgemein} Ll |Mauix$um

| Option Base 1
Function MatrixSum(A As Variant, B As Variant) As Variant
'Summe zweier Matrizen
Dim m As Integer, n As Integer, i As Integer, j As Integer
Dim temp As Variant

m = A.Rows.Count 'Anzahl der Zeilen von R
' (=Anzahl der Zeilen wvon B)
n = A.Columns.Count 'Anzahl der Spalten wvon A
' (=Rnzahl der Spalten der Matrix B)
ReDim temp(m, n)
For i =1Tom
For j=1Ton
temp (i, j) = A(i, j) + B(i, 3)
Next j
Next i
MatrixSum = temp

End Function

Abb. 10.7 Code der Funktion “MatrixSum” [Arbeitsmappe: Matrix Operationen.xIsm; Modul2]

Produkt zweier Matrizen
Das Produkt zweier Matrizen A = [ajx] und B = [by;] (die Spaltenzahl von A muss gleich
sein der Zeilenzahl von B) wird wie folgt gebildet:

Jede Zeile von [aj] wird mit jeder Spalte von [by;] entsprechend dem Skalarprodukt
von Vektoren berechnet

p
cij = aj1b1j +appbaj + ... +aipbp; = Zaikbkj
k=1

A ist eine m-p-Matrix (m Zeilen und p Spalten) und B ist vom Typ p-n (p Zeilen und n
Spalten). Die Produktmatrix C = [c;;] ist m-n, d. h. sie hat m Zeilen und n Spalten.

Im Beispiel der Abb. 10.8 haben wir zwei Matrizen, A mit 5 Zeilen und 3 Spalten und
B mit 3 Zeilen und 3 Spalten. Die Produktmatrix C (5 x 3) soll im Bereich (B11:D15)
erscheinen. Wir wihlen diesen Bereich aus, bevor wir Ctrl 4 Shift + Enter driicken. Wenn
man irrtiimlich einen 5 x 5-Bereich reserviert, wird Excel die Zellen ohne Element mit
dem Symbol #N/V fiillen (“nicht vorhanden. . .”).

Der Code (vgl. Abb. 10.9) wurde um eine weitere Schleife erweitert: For k =1 To
p, mit der die Summe berechnet wird. Die Variable m dient dazu, die Anzahl der A-Zeilen
zu zdhlen; n zihlt die Spalten und p die Zeilen von B. Die Produktmatrix A-B hat m Zeilen
und n Spalten, d. h. sie ist vom Typ m-n.

Jetzt noch zwei Beispiele zum Produkt von Matrizen und Vektoren. (Ein Vektor ist eine
Matrix mit einer einzigen Spalte oder Zeile.)

Wir beginnen mit dem Produkt eines Vektors A = ("1 x 3") (Zeilenmatrix) mit einer
Matrix B=("3 x 2"). Die Produktmatrix C=A-B hat 1 Zeile und 2 Spalten (siehe
Abb. 10.10).
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E3 il 1B F Y ﬁ- =MatrizenProd(A3:C7;E3:G5)
A | 8B | € | b | E | F | 6 | H | I _ J
1
2 A B
3 1 2 3 10 20 30!
4 4 5 6 40 50 60}
5 7 8 9 70 80 90
6 1 2 3
7 4 5 6 Funktionsargumente
g MatrizenProd
10 C=A*B A | A7 . = {123456789123455)
11 ;E3:GS]. B | E3:GS = {10.20.30;40.50.60.70.80.90}
12 = [300.360.420,660.810.960;1020
13 Keine Hilfe verfigbar.

[y
e
w

[
w

16
1 Formelergebnis = 300
18

]
3

Abb. 10.8 Produkt zweier Matrizen [Arbeitsmappe: Matrix Operationen.xlsm; Blatt: A x B]

I(Allgemein} LI ]MatrizenProd

Option Base 1
Function MatrizenProd(A As Variant, B As Variant) As Variant
'Produkt zweier Matrizen
Dim n As Integer, p As Integer
Dim i As Integer, j As Integer, k As Integer, m As Integer
Dim temp As Variant, prod As Variant

m A.Rows.Count
n B.Columns.Count
p = B.Rows.Count
ReDim temp(m, n)

For i=1Tom
For j =1Ton
prod = 0
For k=1 To p
prod = prod + A(i, k) * B(k, Jj)
Next k
temp (i, j) = prod
Next j
Next i
MatrizenProd = temp

End Function

Abb. 10.9 Code fiir MatrizenProd [Arbeitsmappe: Matrix Operationen.xlsm; Modul3]
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B11 . J& | {=MatrizenProd(A3:C3;E3:G5)}
A B C D E F G
1
2 A B
3 1 2 3 10 20 30
4 40 50 60
5 70 80 90
6
7
8
9
10 C=A*B
11 [ 300 360 420|

12

Abb. 10.10 Produkt eines Vektors mit einer Matrix [Arbeitsmappe: Matrix Operationen.xIsm;
Blatt: Vektor x Matrix]

B11 - fr | =MatrizenProd(A3:C3;E3:E5)
A B C D . F

1

2 A B

3 1 2 3 10

4 40

5 70

6

7

8

g

10 C=A*B

11

Abb. 10.11 Skalarprodukt [Arbeitsmappe: Matrix Operationen.xlsm; Blatt: Skalarprodukt]

Um das Skalarprodukt zweier Vektoren zu bestimmen, multiplizieren wir einen Hori-
zontalvektor A = (“1 x 3”) mit einem Vertikalvektor B = (‘3 x 1”), was eine einzige
Zahl (Skalar) C=(“1 x 17) ergibt (vgl. Abb. 10.11).
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10.2 Massenschwerpunkt

Wir wollen das Gelernte auf ein Beispiel anwenden: Die Berechnung des Schwerpunk-
tes eines Systems aus N in einer Ebene liegenden Teilchen, jedes mit der Masse m;.
Schauen Sie sich die Abb. 10.12 mit 6 Teilchen an! Die Abszisse x. und die Ordinate
yc des Schwerpunktes C(X¢,y.) erhilt man mit den Formeln:

ZtN:l miXi Yo = ZzN:lmiyi
Zi= M 2= M
> m > m

Im Schwerpunkt C kann man sich die Gesamtmasse der 6 Teilchen konzentriert
vorstellen:

Xe =

N
M=Zm,'

i=1

Wir konnen die Formeln fiir die Koordinaten des Schwerpunkts etwas umschreiben,
indem wir die relativen Massen p; einfiihren: p; = m;/M

N N N
Xe=p pixi und ye= D piyi mit > pi=1
i=l i=1 i=1

Zuerst zeichnen wir das Diagramm der Abb. 10.12:

Diagramm1 =~ e
A B 9 D E F G H I J K L
1
2
3 a
41 i) yii) mii)
5 35
3
3
- o
8 25
9

=
o

-
=

e
oW

15

@ Teilchen

Abb. 10.12 Teilchen in einer Ebene [Arbeitsmappe: Schwerpunkt.xlsm]
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A6 - Je | -3
A B C D E F G H

1
B Datenreihe bearbeiten PR
3

- . - Reihenname:
: B " mf) Teilchen Bereich auswahlen
6 3 1 10 Werte der Reihe X:
7 1 05 15 =Tabelle2!SASG:SAS1L =31321.
8 3 5 Werte der Reihe ¥:
9 2 3 25 =Tabelle2!5836:38511 =10523.
10 1 2,5 10 Reihenblagengrofe:
11 5 20 =Tabelle2!$C$6:5C511 @ = 10; 15; 5; 2.5...
i [ OK ] [ Abbrechen ]
13
14 ' -
= T @
16
17 15
: oo ©
: 9D
20 05
21 a
22 -6 -4 -2 0 2 4 6

am

Abb. 10.13 Andern des Reihennamens einer Datenreihe

1. Bereich mit den Koordinaten und den Massen der Teilchen markieren (A6:C11)

2. EINFUGEN > Diagramm > Punkt(XY) > 3D-Blase (hier wihlen wir 3D-Blase statt,
Punkte mit interpolierten Linien. Die Massen liefern den Durchmesser der Blasen.)

3. Jetzt dndern wir den Namen der Datenreihe: Rechtsklicken auf das Diagramm und
Daten auswdhlen wihlen. Bearbeiten driicken, Reihenname dndern (vgl. Abb. 10.13)
und zweimal OK driicken.

Das folgende Programm "Schwerpunkt", mit dem wir weitere VBA-Einzelheiten ler-
nen, berechnet — mit viel Aufwand — die gesamte Masse eines Systems mit N Teilchen, die
relativen Massen und die Koordinaten des Schwerpunktes. Das Programm setzt voraus,
dass die Koordinaten der Teilchen sich in den Spalten A und B befinden und die Mas-
sen in C. Auflerdem soll dieser Datenbereich markiert sein. Dieser Bereich wird mit der
Anweisung Set R=Selection eingelesen. Vorher wurde die Variable R als Range
(= Bereich) deklariert.
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Sub Schwerpunkt ()

Dim R As Range

Dim N As Integer,
Dim ) As Double
Dim As Double
Dim As Double
Dim As Double
Dim Mt As Double,

ns As I

x( '
v ()
p()
m()
t p_Werte

R Selection
R.Rows.Count
R.Columns.Count

Set
N

MsgBox "N= " & N ", ns=

If N > 1 And ns 3 Then
Else
MsgBox
Exit Sub

End If

ReDim x (N) : ReDim y (N)

nteger, i As Integer

verdnderliche (dynamische) Matrix

As Double, cx As Double, cy As Double
' ausgewdhlte Zellen z. B. (A6:D11)

' Zeilenzahl = Teilchenzahl

' Spaltenzahl (muss 3 sein, wird zur Kontrolle

benutzt)

& ns

'alles OK, Zeilen wurden ausgewdhlt

("Es sind keine Daten markiert!"™)

'redimensioniert die Matrix auf die
tatsdchliche Dimension

ReDim p (N) : ReDim m(N)
p_Werte = 0
xc = 0
yc =0
Mt = 0
For i = 1 To N
m(i) = R(i, 3)
Mt = Mt + m(1i) 'Summe der Massen
Next i
Cells (2, 5) = "Summe der Massen": Cells (3, 5) = Mt
Cells (4, 4) = "p(i)"
For i = 1 To N
x (1) R(i, 1) 'Daten werden gelesen
y(i) = R(i, 2)
m(i) = R(i, 3)
p(i) = m(i) / Mt 'relative Masse wird berechnet
Cells(5 + i, 4) = p(1)
p_Werte = p Werte + p (i)
xc = xc + x(i) * p(i) 'Berechnung von C
yc = yc + y(i) * p(i)
Next i
Cells(1l, 1) = "xc": Cells (2, 1) = xc
Cells (1, 2) "yc": Cells (2, 2) = yc
Cells (2, 3) =1 'fiktive Masse des Schwerpunktes fiir das
3D-Blasendiagramm
End Sub

Die Zeile If N>1 And ns=

3 Then enthilt keinen Code. VBA nimmt das einfach

so hin und fihrt mit der E1se Zeile fort.
Um die berechneten Daten in das aktuelle Arbeitsblatt zu schreiben, benutzen wir

die Cells (i, 73)

= Anweisung. So schreibt Cells (3,5) =Mt die Gesamtmasse
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A B € D E F G H 1
1 XcC yc
2 1,84 1,28 1 Summe der Massen
3 62,5
4 x(i) v(i) m(i) pli)
5
6 0,16 T N
. 024 Datenreihe bearbeiten L2 =2
8 0,08 Reihenpame:
g 0’04 Schwerpunkt @ = Schwerpunkt
0 0,16 Woerte der Reihe X:
" 0,32 =Tabelle215452 Ea| =184
2 Werte der Reihe Y:
3 =Tabelle2!5B52 B =128
p Reihenblazengrabe:
= 5 =Tabelle215C52 B =1
P ok [(acbrechen)
L7
: 9
9 0,5
0
1 o
2 6 4 -2 0 2 4 6

Abb. 10.14 Datenreihe hinzufiigen

des Systems in der Zeile 3 der Spalte 5 (E3), vgl. Abschn. 6.2. Die Anweisung
Cells (3,5) .Value=Mt, wiirde das Gleiche bewirken.

Die Subroutine wird aufgerufen mithilfe eines ActiveX-CommandButtons, den wir
“Schwerpunkt berechnen” genannt haben: ENTWICKLERTOOLS > ActiveX-Steuerele-
mente > Befehlsschaltfliche einfiigen, zweimal auf den CommandButton rechtsklicken
und den Code schreiben:

Private Sub CommandButtonl Click()
Call Schwerpunkt
End Sub

Man braucht selbstverstindlich kein Makro, um C zu berechnen. Es wiire leicht, alles
im Arbeitsblatt zu erledigen, indem man die Produkte x(i)*p(i) und y(i)*p(i) mit SUMME
addiert. Aber wir haben wieder neue VBA-Methoden kennen lernen wollen, und im
ndchsten Kapitel (vgl. Abschn. 11.3) wird unser Programm erneut niitzlich sein. Es ist
auBerdem wichtig, sich mit den Moglichkeiten von Warnungen und Fehlerhinweisen in
VBA vertraut zu machen.

Es fehlt nur zu zeigen, wie wir den Schwerpunkt ins Diagramm eingetragen haben:

1. Rechtsklicken auf das Diagramm und Daten auswdhlen wihlen. Hinzufiigen driicken
und die entsprechenden Daten ins Dialogfenster Datenreihe bearbeiten eintragen
(vgl. Abb. 10.14). Zweimal OK driicken (beachte, dass diese zweite Datenreihe nur
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c15 - fr
A B C D E F G H I J K L
1 XC ye
2 1,84 1,28 1,00 Summe der Massen Massenschwerpunkt
3 62,5 berechnen
4 x(i) y(i) m(i) pli)
5
6 0,16 4
7 0,24
35
8 0,08

10
11

0,04 3
0,16 2,5 o
. 032 0
12
15

13 (&)
14 3
15 05

16 o
17 4 2 0 2 4 6 8
18 X

19
20

@Teilchen @ Schwerpunkt

Abb. 10.15 Schwerpunkt eines Teilchensystems [Arbeitsblatt: Schwerpunkt.xlsm]

aus den Koordinaten des Schwerpunktes besteht und einer fiktiven Masse, die der
Schwerpunktblase einen passenden Durchmesser gibt).

2. Schaltfliche Diagrammelemente (rechts vom Diagramm) driicken und Legende >
Unten wihlen.

Und nun steht das fertige Diagramm (Siehe Abb. 10.15.).

10.3 Lineare Gleichungssysteme mit Matrizen

Matrizen und Vektoren werden auch benutzt, um ein System aus m linearen Gleichungen
mit n Unbekannten zu 16sen (kurz: lineares System). Ein Spezialfall ist m = n. Die Matrix
der Koeffizienten ist in diesem Fall quadratisch. Aber es gibt zahllose Anwendungen, bei
denen m #n.

3x—y+z=2 3 -1 1
Sei 9x —y =7 einlineares Systemmit A=]9; -1 0
6x +2y —2z=238 6 2 -2

In abgekiirzter Schreibweise schreibt man meist A-x =b und schreibt die Losung als
x=Al.b.

x und b sind Vektoren, und A™! ist die inverse Matrix von A. Im alten BASIC gab es
die Funktionen "MAT" und “INV”, mit denen es leicht war, ein lineares System zu 1sen:
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5 OPTION BASE 1

10 DIM A[3,3], I[3,31,X[3,11,B[3,1]
20 MAT READ A,B

30 MAT I=INV (A)

40 MAT X=I*B

50 MAT PRINT X

100 DATA 3,-1,1

110 DATA -1, O

9,
120 DATA 6,2,-
130 DATA 2,7,8

200 END
1
Der Lésungsvektor ist 2
1

Und wie machen wir das in Excel? Beispielsweise wie in Abb. 10.16.

Die Abb. 10.17 zeigt die Tabelle mit allen Formeln (FORMELN > Formeliiberwachung >
Formeln anzeigen).

Mit =MINV berechnen wir die Inverse A™! in dem Bereich (A10:C12) und mit =MMULT
((A10:C12); (E4:E6)) berechnen wir die Losung x.

Nicht vergessen: Bereich markieren, Funktion eingeben und statt OK, Ctri+Shift+Enter
driicken.

Im Fall einer 2 x 2-Matrix gibt es einfache Formeln zur Berechnung der Koeffizienten
der Inversen. Die folgende Funktion enthilt diese Formeln:

Function inverse2 (matrixA As Variant) As Variant
Dim a As Double, b As Double, ¢ As Double, d As Double

Dim e As Double
Dim inv(l To 2, 1 To 2) As Variant

End Function
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E9 | fr | {=MMULT((A9:C11);(E3:ES))}
A B C D E F

1

2

3

4

5

6

7 Al

8

9 | 0,16667 -2,4672E-17 0,08333 1

10 1,5 -1 @75 2

11 2 -1 0,5 1

Abb. 10.16 Losung eines linearen Gleichungssystems [Arbeitsmappe: Gleichungssystem.xlsm;
Blatt: Lineares System]

F11 v| Je
_ A B C D £
1
2 .
.
4
5
6
7 A* x= A'*b
8
9 =MINV((A3:C5)) =MINV((A3:C5)) =MINV((A3:C5)) ~MMULT((A9:C11);(E3:ES))
10 | =MINV((A3:C5)) =MINV((A3:C5)) =MINV((A3:C5)) ~MMULT((A9:C11);(E3:ES))
11 | =MINV((A3:C5)) =MINV((A3:C5)) =MINV((A3:C5)) ~MMULT((A9:C11);(E3:ES))
12

Abb. 10.17 Formeln fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems [Arbeitsmappe: Gleichungs-
system.xlsm; Blatt: Lineares System]
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D4 - fr | {=inverse2(A4:B5)}
A B € D E
1 Inverse einer 2x2-Matrix
2
3 A’
4 -0,05 0,1
5 0,4 0,2
6
7
8 Kontrolle:
9 1 0
10 0 1
11

Abb. 10.18 Inverse einer 2 x 2 Matrix [Arbeitsmappe: Gleichungssystem.xlsm; Blatt: Inverse
2 x 2]

Beachte die Deklaration der Inversen: Dim inv (1 To 2, 1 To 2) As Vari-
ant.

Wir schreiben in vier Zellen die Elemente der Matrix A, z.B. in (A4:B5). Danach
markieren wir beliebig vier Zellen fiir die Inverse aus. Wir klicken auf f, und rufen die
benutzerdefinierte Funktion "inverse2". In dem Funktionsargumente-Fenster wéihlen wir
den Bereich der “MatrixA” und driicken Ctri+Shift+Enter (nicht OK anklicken!).

Wir haben eine einfache Methode, um das Ergebnis zu kontrollieren, denn das Produkt
A"l. A muss gleich sein der Einheitsmatrix der Ordnung 2. Mithilfe der Funktion MMULT,
die wir schon oben benutzten, ist diese Kontrolle schnell gemacht (sieche Abb. 10.18).

10.4 Vektorproduktim R3

Wir benutzen die Gelegenheit und machen aus dem vorigen Programm eine Funktion fiir
das Vektorprodukt zweier Vektoren (vgl. Abb. 10.19).

In der Abb. 10.20 sehen wir die Vektoren a=(2,1,2) und b=(3,— 1,— 3) sowie ihr
Produktvektor ¢ =(—1,12,—5), d.h. c¢= —i + 12j-5k (im R?): Bereich fiir das Vek-
torprodukt (Zeilenvektor) vorher markieren, benutzerdefinierte Funktion “Vektorprodukt”
wihlen, Vektoren angeben und nicht OK anklicken, sondern Ctrl+Shift+Enter driicken!

Das nichste Programm (vgl. Abb. 10.21) benutzt den generischen Datentyp Object,
der alle Arten definierter VBA-Objekte zulisst. Dieser allgemeine Datentyp ist nicht so
effizient wie eine spezifische Deklaration der Art: Dim a As Workbook, Dim b
As Chart usw. Aber man sollte diesen Typ einmal gesehen haben (auch wenn wir As
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ﬁ Microsoft Visual Basic for Applications - Vektorprodukt.xlsm - [Modull (Code)]

ﬁ Datei Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Debuggen Ausfihren Extras Add-Ins Fenster 2

BE&-d . » 1 a R ¥ FY »@[z1s51 s
|(Aligemein) v | |Vektorprodukt

Function Vektorprodukt (vektorA As Variant, vektorB As Variant) As Variant
Dim al As Double, a2 As Double, a3 As Double
Dim bl As Double, b2 As Double, b3 As Double
Dim ¢l As Double, c2 As Double, c¢3 As Double
Dim prod(l To 3) As Variant

al = vektorhA(l): bl = vektorB(1l)

a2 = vektorh(2): b2 = vektorB(2)

a3l = vektorR(3): b3 = vektorB(3)

'cl=a2 * b3 - a3 * b2: c2 =a3 *bl - al * b3: c3 =al * b2 - a2 * bl
prod(l) = a2 * b3 - a3 * b2

prod(2) = a3 * bl - al * b3

prod(3) = al * b2 - a2 * bl

Vektorprodukt = prod

End Function

Abb. 10.19 Funktion “Vektorprodukt” [Arbeitsmappe: Vektorprodukt.xlsm; Modull]

D4 v | i _ﬁ {=Vektorprodukt((({A4:A6));((B4:B6)))}
A B C D E .
1 | Vektorprodukt
2
3 | Vektora Vektorb Vektorc=axb
4 -1 12 -5
5
6
7 i

Abb. 10.20 Vektorprodukt [Arbeitsmappe: Vektorprodukt.xlsm]

Variant statt As Object hitten wihlen kdnnen). Das Vektorprodukt (vgl. Abb. 10.22)
erscheint als Spaltenvektor (vorher auswihlen), hier in (D7:D9).

P Eine ausfihrlich erklarte Version des Programms "Prodvekt” finden Sie
in der Microsoft Visual Basic for Applications-Hilfe von Excel 2013 unter
"Visual Basic-Funktion zur Berechnung von Cross-Produkt".
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ﬁ Microsoft Visual Basic for Applications - Vektorprodukt.xlsm - [Modull (Code]]

ﬁ Datei Bearbeiten Ansicht Einfligen Format Debuggen Ausfiihren Extras Add-Ins Fenster 2
EE~-d| ¥ @ a9 r 0@ K|S FY @ z3854
[(angemein) v | [Prodvek:

Function Prodvekt (R As Object, B As Object) As Variant
Dim temp(3, 1)
Dim tl As Double, t2 As Double

tl = A.Cells(2, 1).Value * B.Cells(3, 1).Value
t2 = A.Cells(3, 1) * B.Cells(2, 1).Value
temp(l, 1) = tl - t2

tl = A.Cells (3, 1).Value * B.Cells(l, 1).Value
t2 = A.Cells(1l, 1) * B.Cells(3, 1).Value
temp(2, 1) = t1 - t2

tl = A.Cells (1, 1).Value * B.Cells(2, 1).Value
t2 = A.Cells(2, 1) * B.Cells(l, 1).Value
temp(3, 1) = tl1 - t2

Prodvekt = temp
End Function

==« |

2

Abb. 10.21 Funktion "Prodvekt" [Arbeitsmappe: Vektorprodukt.xlsm; Modull]

D7 v | & fr {=prodvekt(A4:A6;B4:B6)}
A B c | D _ E _ F
1| Vektorprodukt
2 {
3  Vektora Vektorb Vektor ¢ = a x b (mit "Vektorprodukt")
4 -1 12 -5
5
6 Vektor ¢ = a x b (mit "Prodvekt")
7 | -1
8 | 12
9 -5

a
2

Abb. 10.22 Ergebnis von “Prodvekt” [Arbeitsmappe: Vektorprodukt.xlsm]
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10.5 Gauss-Algorithmus

Obgleich Excel in dem Solver (vgl. Kap. 17) ein ausgezeichnetes Verfahren zur Losung
von linearen Gleichungssystemen enthilt, soll auch das klassische Verfahren von C.F.
Gauss (1777-1855) an dieser Stelle besprochen und mit VBA behandelt werden.

Der Gauss-Algorithmus besteht darin, das originale Gleichungssystem schrittweise in
Staffelgestalt zu bringen. Man versucht dabei, die Matrix des gegebenen linearen Glei-
chungssystems in eine obere Dreiecksmatrix zu transformieren. Nachdem die Matrix in
Dreiecksgestalt vorliegt, kann das System durch Riickwirtssubstitution gelost werden.
Was das im Einzelnen bedeutet, wollen wir uns jetzt an einem Beispiel ansehen.

Gesucht sei die Losung des folgenden Gleichungssystems, das wir wieder in der Form
A -x=Db schreiben:

2x1+3x2 —x3=5 2 3 -1 X1 5
4x1 +4x2 —3x3=3 =>4 4 =3|*|x|=1]3
2x1 —3x0 +x3 = —1 2 =3 1 X3 —1

Die auszufiihrendenden Schritte sind:

1. Bilde die erweiterte Matrix der Koeffizienten:

2 3 -1t5s
By=(Ap)=|4 4 313
2 3 1 ;-1

2. Wir betrachten die erste Zeile als Pivot (Bezugszeile, Drehpunkt, engl. = Angelpunkt),
L10 =(2, 3, — 1, 5), fiir den Eliminationsvorgang.

3. Unsere Absicht ist es, alle Koeffizienten unterhalb der Hauptdiagonalen zu annullieren.
Zu diesem Zweck berechnen wir den Faktor m210 = — (a210/a1 10) = —4/2= —-2.

4. Wir multiplizieren die 1. Zeile mit my;° = — 2 und addieren das Ergebnis zur 2. Zeile.
Das veriindert nicht die Losung des Systems. Es entsteht eine neue 2. Zeile: Ly! = (0,
—2,—1,—7)mitay;! =0. Die Pivot-Zeile (die 1. Zeile) erleidet keine Anderung.

5. Jetzt annullieren wir a3;® =2 in By. Dazu verfahren wir dhnlich wie vorhin: m3;° =
—(a310/a110) = —2/2= —1.Jetzt wird die 1. Zeile mit m3;* = — 1 multipliziert und
das Ergebnis zur 3. Zeile addiert. Die neue 3. Zeile heif3t L31 =(0, — 6, 2, —6) mit
a3;! =0. Die Matrix B hat die Form

2 3 115
Bi=|0 -2 -1i-7

0 -6 2,6
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6. Nun muss azp! = — 6 annulliert werden. Wir bestimmen ms,! = —(az'/an') =
—(—6/—2)= —3 usw.
7. Wir erhalten eine neue erweiterte Matrix, namlich Bj.

2 3 -1i5
B,=|0 -2 -1:-7
0 0 5415

Man sieht, dass das urspriingliche Gleichungssystem jetzt in gestaffelter Form vorliegt,
ohne dass an der Losung etwas gedndert wurde:

2x1+3x2 —x3=5
—2X2 — X3 = -7
S5x3 =15

Die folgenden Schritte sind fast trivial: x3 =3; xp =2; x; =1. Wir verstehen
jetzt auch den Begriff "Riickwirtssubstitution". Hitte sich bei der letzten Gleichung
"0 x 3 =rechte Seite nicht 0" ergeben, so wire das System nicht 16sbar.

Die VBA-Version dieses Schemas haben wir in der benutzerdefinierten Funktion
"Gauss_Alg" implementiert. Sie liest zu Beginn die Werte von A, b und von n (Anzahl
der Variablen) und bildet selbst die erweiterte Koeffizientenmatrix B.

Function Gauss Alg(matA, vektb, n)

Dim B (100, 100), x()

Dim i As Integer, j As Integer, k As Integer, p As Integer, g As Integer
Dim m As Double

'Matrix erweitert
For p = 1 Ton Step 1
For g = 1 To n Step 1
B(p, g) = matA(p, 9)
Next g
B(p, n + 1) = vektb(p)
Next p

'"Herstellung der Dreiecksform
For k = 1 Ton - 1 Step 1
For i =k + 1 Ton + 1 Step 1
m = B(i, k) / B(k, k)
For j = k Ton + 1 Step 1
B(i, j) = B(i, j) - m * B(k, J)
Next j
Next i
Next k
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'Riicksubstitution
ReDim x (1 To n)
x(n) = B(n, n+ 1) / B(n, n)
For i = n - 1 To 1 Step -1

Sum = 0

For j =i + 1 Ton Step 1

Sum = Sum + B(i, J) * x(3)

Next j

x(i) = (B(i, n + 1) - Sum) / B(i, 1)
Next i

Gauss A = x
'Der Losungsvektor ist eine 1lxn Matrix

End Function

Die folgende Abb. 10.23 zeigt die Matrix A, und den Vektor b. Der Losungsvektor wurde
mit der benutzerdefinierten Funktion "Gauss_Alg" berechnet.

B10 - fr | {=Gauss_A(A4:C6;D4:D6;3)}
A B @ D E

1 Gauss-Algorithmus

2

3 A

4 i

5 i

6 G

-

3 Lésungsvektor (schritttweise gefunden)

9

10

11

Abb. 10.23 Gauss-Algorithmus [Arbeitsmappe: Gauss.xIsm]



Integration, Fourier-Reihen, Interpolation 1 1

Zusammenfassung

Die meisten Integrale, denen man im der Praxis begegnet, lassen sich nicht in geschlos-
sener Form berechnen. Wir sind daher auf numerische Niherungsmethoden angewie-
sen. Wir entwickeln Programme und Arbeitsblitter fiir die bekanntesten Losungsver-
fahren: Trapezregeln, Simpsonsche-Regeln, Tangentenmethode. Eine wichtige Anwen-
dung ist die Berechnung von Fourier-Reihen, die bei zahlreichen technischen und
physikalischen Problemen benutzt werden. Mithilfe von Interpolatiosmethoden, wie die
von Newton oder Lagrange, lassen sich experimentelle Daten als Polynome darstellen.

11.1 Naherungsmethoden fiir bestimmte Integrale

Es ist bekannt, dass bestimmte Integrale nur numerisch, d.h. mithilfe von Nédherungs-
methoden berechnet werden konnen, wenn sich keine Stammfunktionen finden lassen. In
diesem Kapitel werden wir uns mit einigen numerischen Methoden beschéftigen, die unter
der Bezeichnung Newton-Cotes bekannt sind. Sie benutzen die Funktionswerte f(x) von
gleichabstindigen x-Werten. Zwei einfache und bekannte Methoden aus dieser Gruppe
sind die Trapezregel und die Simpsonsche Regel.

11.1.1 Trapezregel
Um die allgemeine Regel zu erhalten, teilen wir die Fliche unterhalb der Kurve von

y =1f(x) zwischen x =a=xp und X =b=x, in n Streifen der Breite h= (b — a)/n. Das
Integral wird angenihert durch die folgende "Trapezsumme":
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[(aligemein)

Function Trapez_ Regel(a As Double, b As Double, n As Integer) As Double
Dim i As Integer, h As Double, s As Double

h=(b-a)/n ' Streifenbreite

summe = (f£(a) + £(b)) / 2

For i =1Ton-1 Step 1 ' n = Bnzahl der Streifen
summe = summe + f(a + i * h)

Next i

Trapez Regel = h * summe

End Function

Function f(x) As Double
' hierhin schreibt man die
das bestimmte Integral b

Funktion, fiir die
. erechnet werden soll

f=1Log(x) / (1 +x * x)

End Function

Abb. 11.1 Code der Funktion “Trapez_Regel” [Arbeitsmappe: Integrale.xIsm; Modull]

b
h h
/f(x)dx = E(f(xo) + flx))+ E(f(xl) + )+ ...

h
E(f(xn—l) + f(xn) =

h
5(fx0) + fxn) + h(fOr) + fO) + ...+ f&n-1))

Der letzte Ausdruck ist die zusammengesetzte Trapezregel. Wir haben eine VBA-Funktion
geschrieben, um diese Regel auszuwerten (vgl. Abb. 11.1).

Unter Function £ (x) schreibt man die Funktion, fiir die das bestimmte Integral
berechnet werden soll. Die Funktion “Trapez_Regel” ruft f(x) auf und hat a, b und n als
Parameter.

Als Beispiel benutzen wir diese Funktion, um das bestimmte Integral flz (111(;‘%) fiir
verschiedene Werte von n zu berechnen. Natiirlich erhalten wir genauere Ergebnisse, wenn
wir n grof3 wihlen (siehe Abb. 11.2).
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D6 | p fr =Trapez_Regel(1;2;C6)
A B C D E F G H

1 Trapez-Regel
2
3
4 n  Wert des Integrals von {8 izwischen a unb b
5 =Flacheninhalt, den der Graph von f(x) mit der x-Achse zwischen a und b einschliefit
6 10 0,106942
7 100 0,107363
8 1000 0,107367
9 10000 0,107367
10
11
12
13
14 | 08
15
16 | 006
17| op4
18
19 0,02
20 o
21 0 05 3
22 | 0,02
23

-0,04

ad
=Y

Abb. 11.2 Trapezregel [Arbeitsmappe: Integrale.xlsm; Blatt: Trapez]

11.1.2 Simpsonsche Regel

Wie bei der Trapezregel wird das Integrationsintervall [a, b] in n gleiche Teilintervalle
der Breite h unterteilt. Bei der Simpsonschen Regel (T. Simpson, 1710-1661) muss man
allerdings immer eine gerade Anzahl von Teilintervallen verwenden. Bei dieser Regel wird
die gegebene Kurve nicht durch Strecken, sondern durch Parabelbogen angenihert. Dieses
Verfahren ist genauer als die Trapezregel. Die (zusammengesetzte) Simpson-Formel lautet

b h
f(x)dx %5()’0 + 4y + 2y +4y3 +2y1 + ...

a + 2yn72 + 4yn71 + yn)

mit y; = f(a +ih) firi =0...n.
Es folgen zwei VBA-Implementationen dieser Regel. Die erste, “Simpsonl”, unter-
scheidet zwischen geraden und ungeraden Termen. Das zweite Makro "Simpson2" ist
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etwas kiirzer. Es benutzt eine Hilfsvariable w, die im Programm nur die Werte 2,4,2,4 ...
annehmen kann. Sie beginnt mitw = 4. Das Programm arbeitet mit nur einer Summe und
nur einer For . . . To -Schleife. Wie bei der Trapezregel, schreibt man unter Function
f (x) die Funktion, fiir die das bestimmte Integral berechnet werden soll.

Function Simpsonl(a As Double, b As Double, n As Integer) As Double
Dim i As Integer, h As Double
Dim sumger As Double, sumunger As Double

h= (b -a) /n ' h= Streifenbreite ; n= Streifenzahl

sumunger = f(a) + £ (b) ' f(a)+f(b)= y0 + yn

For i = 1 Ton - 1 Step 2 ' Summe der geraden Terme
sumunger = sumunger + 4 * f(a + i * h)

Next i

sumger = 0

For i = 2 Ton - 2 Step 2 ' Summe der ungeraden Terme
sumger = sumger + 2 * f(a + i * h)

Next i

Simpsonl = h * (sumger + sumunger) / 3

End Function

Function Simpson2 (a As Double, b As Double, n As Integer) As Double
Dim i As Integer, w As Integer, h As Double
Dim summe As Double

h=(b-a /n ' Streifenbreite

summe = f(a) + f(b):

w =4

For i = 1 Ton - 1 Step 1

' mit w =6-w wird die Folge der Koeffizienten 4,2,4,2,4,...erzeugt
summe = summe + w * f(a + 1 * h)
w =6 -Ww

Next i

Simpson2 = h * summe / 3

End Function

Function f (x) As Double
' hierhin schreibt man die Funktion, fur die
das bestimmte Integral berechnet werden soll

f = Sin(x) / x

End Function

Das Ergebnis fiir das Integral || 12 %(X) sehen Sie in Abb. 11.3.

Beispiel
Berechne das folgende elliptische Integral:

48
I=/\/1+cos2xdx
0
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D6 - [l > fr | =Simpson1(1;2;C6)
A B C D E F G H
1 Simpson-Regel
2
3 Wert des Integrals von : wischen aunb b
4 =Flacheninhalt, den der Graph von f(x) mit der x-Achse zwischen a und b einschlieft
5 n Simpsonl Simpson2  (beide Funktionen liefern identische Resultate,
6 10 0,659330 0,659330 da sie auf dem gleichen Algorithmus basieren)
7 100 0,659330 0,659330
8 1000 0,659330 0,659330
9 10000 0,659330 0,659330
10
11
12
13
| | e 3 e
15 14
16
17
18
19
20
21
22
23
2 25

Abb. 11.3 Simpsonsche-Regel [Arbeitsmappe: Integrale.xlsm; Blatt: Simpson; Modul2]

Ergebnisse
Mit n = 100 ergibt “Trapez_Regel” I = 58,4624 und “Simpson2” [ = 58,4708.

11.1.3 Fourier-Reihen

Eine wichtige Anwendung der Simpsonschen-Regel ist die Berechnung von Fourier-
Reihen (J. Fourier, 1768-1830). Die Fourierreihe ist ein niitzliches mathematisches
Werkzeug, das in zahlreichen technischen und physikalischen Gebieten eingesetzt wird.
Jede auf dem Intervall [— 7, 7] definierte stiickweise stetige und beschriankte Funk-
tion f(x) kann als Fourier-Reihe in der Form f(x) = %0 + ZZOZ] (a, cos nx + b, sinnx)
geschrieben werden.
Die Fourierkoeffizienten a, und b, lassen sich wie folgt berechnen:
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| +
an:—/f(x)cos nx dx (n > 0)
T
—TT

+
1
by, —/f(x)sinnxdx(n>0)
T
—TT

Im Allgemeinen ist es nicht moglich, die Integrale geschlossen (analytisch) zu berech-
nen. In solchen Situationen miissen wir ein numerisches Verfahren benutzen, z.B. die
Simpsonsche-Regel.

Um einen Vergleich zwischen analytischer und numerischer Integration machen zu
konnen, benutzen wir eine einfache Funktion: f(x) = x2. Diese Funktion wollen wir also
in eine Fourier-Reihe entwickeln. Wir haben bei unserer Funktion Gliick, denn bei einer
geraden Funktion (f(x) = f(— x)) sind alle by, null.

Mithilfe unseres Programms "Simpson2" konnen wir die Koeffizienten a, numerisch
berechnen. Die analytischen Ergebnisse sind ag = 2r2/3und a, = (—=nm. (4/n2) fiirn > 0.

Die Tab. 11.1 zeigt die ersten acht Werte zum Vergleich nebeneinander gestellt.

ng%ﬁ'lz'ile;:ltealceieirlsstoelrllrier- Numerisch Analytisch

Reihe fiir f(x) =x? fiir ) 6,5797 6,5797

n=30 aj —3,9999 —4,0000
ay 0,9995 1,0000
az —0,4432 —0,4444
ay 0,2476 0,2500
as —0,1560 —0,1600
ag 0,1046 0,1111
a7 —0,0715 —0,0816

Diese Werte wurden mithilfe folgender Subroutine "Fourier_Koeffizienten" berechnet.
Die Subroutine liest die Werte von a, b, n und k (= Anzahl der Koeffizienten) ein und gibt
die Werte der Koeffizienten ag und by in Tabellenform aus. Die entsprechenden Integrale
werden mit der Simpsonschen Regel berechnet, wie bei der Subroutine "Simpson2" (siehe
oben).
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Sub Fourier Koeffizienten()
Dim a As Double, b As Double, n As Integer
Dim i As Integer, w As Integer, r As Integer, j As Integer
Dim summea As Double, h As Double, Pi As Double

Pi = Application.Pi ()

a = Cells(4, 1)
b = Cells (4, 2)
n = Cells (4, 3)
k = Cells (4, 4)

For j = 0 To k 'es werden k Fourierkoffizienten bestimmt

'summea bildet das Simpsonsche Integral fir jedes aj
"summeb bildet das Simpsonsche Integral fiir jedes Dbj

h=(b-a) /n
summea = fa(j, a) + fa(j, b)

If § = 0 Then

summeb = 0
Else

summeb = (fb(j, a) + fb(j, b)) / Pi
End If

For i = 1 Ton - 1 Step 1

summea = summea + w * fa(j, a + i * h)
summeb = summeb + w * fb(j, a + i * h)
w =6 -W

Next i

Cells(8 + j, 1) =7

Cells(8 + j, 2) = (h * summea / 3) / Pi

Cells(8 + j, 3) = (h * summeb / 3) / Pi

Next j

End Sub

Function f (x As Double) As Double
' hierhin schreibt man die Funktion, flr die

' das bestimmte Integral berechnet werden soll

Function fa(k As Integer, x As Double) As Double
fa = f(x) * Cos(k * x)

End Function

Function fb(k As Integer, x As Double) As Double
fb = f£(x) * Sin(k * x)

End Function

Abbildung 11.4 zeigt die Werte der Fourierkoeffizienten fiir f(x) = x>, die mit dem

Makro “Fourier” berechnet wurden.
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110 - [:hl > e

A B c D |
1 Fourier-Reihen
2

3
4
5
6 Beispiel fiir f(x) = xA2 Makro mit Strg.+f aufrufen
7
8
9

k a, by

10 0 6,5797 0,0000
11 1 -3,9999 0,0000
12 2 0,9995 0,0000
13 3 -0,4432 0,0000
14 4 0,2476 0,0000
15 5 -0,1560 0,0000
16 6 0,1046 0,0000
17 7 -0,0715 0,0000
18

19

Abb. 11.4 Fourierkoeffizienten fiir f(x) = x2 [Arbeitsmappe: Fourier.xlsm]

Die Entwicklung der Funktion f(x) =x2 in eine Fourier-Reihe mit cos-Gliedern im
Intervall (— 7, 4+ m) konnen wir dann folgendermaf3en schreiben:

f(x) = X% & 6,5797/2 — 3,9999 - cos (x) + 0,9995 - cos (2x) — 0,4432 - cos (3x)+
40,2477 - cos (4x) — 0,1560 - cos (5x) 4 0,1046 - cos (6x) — 0,0715 - cos (7x)

Der eingerahmte Bereich rechts zeigt die ersten sieben Terme der Fourier-Reihe fiir f(x) =
x2 und deren Summe an der Stelle x = /2 (vgl. Abb. 11.5).
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1 Fourier-Reihen

Anzahl der

3

4

5

6 Beispiel fiir f(x) = xA2 Makro mit Strg.+f aufrufen
5

8

9 k ay by,

10 0 6,5797 0,0000
11 1 -3,9999 0,0000
12 2 0,9995 0,0000
13 3 -0,4432 0,0000
14 4 0,2476 0,0000
15 5 -0,1560 0,0000
16 6 0,1046 0,0000
17 7 -0,0715 0,0000
18

19

Abb. 11.5 Fourier Entwicklung fiir f(x) = x> [Arbeitsmappe: Fourier.xlsm]

11.1.4 Vergleich verschiedener Integrationsmethoden

Es ist wiinschenswert, die besprochenen Integrationsregeln in einem Arbeitsblatt zu haben.
Dazu besprechen wir kurz die zugrunde liegenden theoretischen Uberlegungen (Riemann-
Summen). Die beiden Diagramme in Abb. 11.6 zeigen die Riemann-Summen von der
Parabel f(x) = x> (wir haben sie mit MuPAD! angefertigt).

In der oberen Abbildung sind die Rechtecke gezeichnet, die die Parabel von unten her
beriihren. Die Summe dieser Fliachen (Riemannsche Untersumme) ist

Su=@o+y+y2+...+yn_1)-h

In der Figur haben wir n= 10, xg = 0 und xj9 = 1,0 gewéhlt. Man erhilt fiir S, 0,28
Flacheneinheiten.
Die Obersumme ist durch die folgende Formel gegeben

So=@1+y2+y3+...+yy)-h

Man errechnet, dass S, = 0,38 FE.

! MuPAD® (Multi Processing Algebra Data Tool) ist ein Computeralgerbrasystem urspriinglich von
der MuPAD-Forschungsgruppe an der Universitit Paderborn entwickelt. Seit 2008 ist der MuPad Kernel
nur als Bestandteil von MATHLABQ®) oder Scientific WorkPlace®) erhiltlich.
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:p:=student: :plotRiemann{x*2,x=0..1,10, Left) :plot(p)

Y10 RiemannLeft 0.28
0gl Integral: 0.33

-p:=student: tplotRienann{x*2,x=0..1, 10, Right) : plot{p)

RiemannRight: 0.38
y A Integral 033

10T
0.8
056 A

0.4 A

Abb. 11.6 Riemann-Summen fiir f(x) = x2
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H7 ol | i ; fr Verbesserte Methoden
A B C D F G H I
1 Eingabe
2
3
4
5 Funktion in B10 eintragen
6
7 Verbesserte Methoden
8 X Yoiu¥p Ergebnis: Y, ¥ar¥somne Ergebnis:
9 Trapez Tangenten: 0,3300000
10 0,00 0,0000000 0,3350000 0 Simpson: 0,3333333
11 0,10 0,0100000 0,0100000
12 0,20 0,0400000 0
13 0,30 0,0900000 0,0900000
14 0,40 0,1600000 0
15 0,50 0,2500000 0,2500000
16 0,60 0,3600000 0
17 0,70 0,4900000 0,4900000
18 0,80 0,6400000 0
19 0,90 0,8100000 0,8100000
20 1,00 1,0000000 0
21
22

(%]
w

Abb. 11.7 Vergleich der verschiedenen Integrationsmethoden [Arbeitsmappe: Integrale.xIsm; Blatt:
Vergleich_T_S_T]

Der genaue Integralwert ist 1/3, und das Mittel Sy, = (So + Sy)/2=0,335 ist ziem-
lich nahe am exakten Wert. Man kann leicht zeigen, dass dieser Mittelwert mit dem Wert
der Trapezformel iibereinstimmt. Eine Verbesserung der Anndherung kann man durch
eine feinere Unterteilung erhalten oder durch die Wahl von Trapezen, deren obere Seiten
Tangenten an die Parabel sind. Die bekannte "Tangentenformel” lautet

St=2-h-(y; +y3+ys+...+¥s1)
Die Simpsonsche Formel kann man durch die folgende Formel darstellen
Simp =2 Sm+ St)/3

In der Tabelle der Abb. 11.7 sind die verschiedenen Methoden zusammengestellt. Die
Funktion y = x% (= A10*A10) befindet sich in B10.

In Zelle D10 haben wir=I1$2*(SUMME(B10:B20) — (B10 +B20)/2). In 19 ist=
2*1$2*SUMME(F10:F20), in 110 haben wir = (2*¥D10 4 110)/3.

Ein Problem liegt in der Tatsache, dass das Arbeitsblatt fiir jedes n angepasst wer-
den muss. Im Fall n=20miissen wir die Formeln bis zur 30. Zeile kopieren, und die
Funktionen in den Zellen D10, 110 miissen B30 enthalten statt B20 und F30 anstelle von
F20.
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In diesen Fillen ist es vorzuziehen, eines der obigen Makros zu benutzen.

Beispiel
Berechne mithilfe des Arbeitsblatts das folgende elliptische Integral.

48
I = /\/1 + cos2xdx
0

Wiihle n = 100, kopiere bis Zeile 110.

Ergebnisse
Trapez: 58,46239; Tangente: 58,487679; Simpson: 58,4708211

Es gibt bessere Methoden als die, die wir besprochen haben, z.B. das Romberg-
Verfahren, das das vorige Integral mit 5 giiltigen Dezimalziffern berechnet: I~ 58,47047.

11.1.5 Herleitung der Simpsonschen-Regel

Die Simpsonsche-Regel ist von grofler Bedeutung in der numerischen Mathematik. Fiir die
Herleitung der Regel benutzen wir ein Bild aus der Physik (siehe Abb. 11.8).

Ein Teilchen bewegt sich in At Sekunden von einem Punkt x(0) nach x(At). Die Skizze
zeigt drei Geschwindigkeitswerte fiir die Zeiten: 0, At/2 und At. Die wirkliche Geschwin-
digkeitskurve kennen wir nicht. Wir ersetzen sie daher durch ein Parabelstiick, das durch
die Punkte P1, P2, P3 geht. Die Gleichung der Parabel lautet

v(t) = At + Bt + C

Wir miissen die drei Koeffizienten A, B, C bestimmen.

Fiir t = 0 haben wir v(0)=C
Fiir t = At/2 gilt V(At/2 = A - (At/2)2 4+ B - At/2 + v(0)
vit)
v(Alb) P3
v(ALf2) / P2
vO 1,
0 Az At t

Abb. 11.8 Beschleunigter Bewegung eines Teilchens
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Fiir t = At st V(AD) = A - (A2 + B - At + v(0)

Die folgende Funktion wird sich als niitzlich erweisen; wir definieren sie durch den
Ausdruck

D: = v(0) + 4v(At/2) + v(At) = 6C + 2A - (At)2 + 3B - At (11.1)
woraus folgt
At-D/6 =C-At+A-(A)3/3+B - (A1)2/2 (11.2)

Andererseits haben wir
At At
/ v(t)dt = / (A + Bt 4+ C)dt = A(A1)’/3 4+ B(AD?/2 + C(At)
0 0
Mit Gl. 11.1 und 11.2 ergibt sich
At
/ v(t)dt = x(At) — x(0) = At[V(0) + 4v(A1)/2) + v(AL)]/6 (11.3)
0

Das ist die erste Regel von Simpson, auch bekannt als 1/6-Regel. Manchmal spricht man
von der 1/3-Regel, denn wenn man h = At/2 als Breite eines Teilintervalls verwendet,
ergibt sich

At
/ v(t)dt = h[v(0) + 4v(0) + v(AD)]/6.
0

Die Simpsonsche Regel, die wir im Abschn. 11.1.2 benutzten, ist die zusammengesetzte
Regel, denn man unterteilt das Integrationsintervall [a, b] in n gleiche Teilintervalle der
Breite h, und auf jedes Paar von Teilintervallen wendet man die erste Regel (Gl. 11.3)
an. Da diese Regel auf Intervallpaare angewandt wird, muss die Zahl n der Teilintervalle
immer gerade sein (d. h. durch 2 ohne Rest teilbar sein).

11.1.6 Wahrscheinlichkeitsintegral

Fiir eine normalverteilte ZufallsgroBe X wollen wir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
"—x <=X <=x" berechnen, das folgendermalen definiert ist:

X 1 -2
P(-x =X =x)= [ f(x)dz mit f(z)= e
x V2r
P(— x < =X < =x) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Zufallsvariable Werte
zwischen — x und x annimmt (sie heif3t auch statistische Sicherheit). Geometrisch gese-
hen ist sie die Fldche unter der Kurve der Standardnormalverteilung zwischen — x und x
(vgl. Abschn. 13.2.3).
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A B C D E F G H I J K L
1 Anwendung des ersten Simpsonschen -Regels (Gl. 11.3)
2
23
4
5
6
7 Normalverteilung
8 x x-hf2  f(x) f{x-h/2) Teil-
9 fliche Ergebnis:
10 -2 -2,1 0,054 0,04398 Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine normalverteilte
11 -1,8 -1,9 0,079 0,06562 0,01318015 ZufallsgroBe, Werte zw. -2 und 2 annimmt =
12 -1,6 -1,7 0,1109 0,09405 0,01886891 0,95449961
13 -1,4 -1,5 0,1497 0,12952 0,02595729
14 -1,2 -1,3 0,1942 0,17137 0,03431293 Fliche unter der Standard Iverteilungskurve
15 1 -1,1 0,242 0,21785 0,04358552 B LU 2T Oeel

16 -08 09 0,897 0,26609 0,05320011
17| 06 -07 03332 031225 0,06239773
18 04 -05 03683 0,35207 0,07032520
19 02 -03 0391 0,38139 0,07616214
20 3616 -0,1 0,3989 0,39695 0,07925984
21, 02 01 0391 039695 0,07925984
22| 04 03 03683 038139 0,07616214
22, 06 05 03332 035207 0,07032520
24| 08 07 02897 031225 006239773 4, 3 3, 41 o 1 2 31 a
2 1 09 0242 026609 0,05320011
2% 12 1,1 0,942 0,21785 0,04358552
7] 14 13 0,497 0,17137 0,03431293
R 16 15 01109 N 12952 0 N2595779

Abb. 11.9 Statistische Sicherheit eines Ereignisses [Arbeitsmappe: Fliche unter der SNV-
Kurve.xIsx]

Losung
Um das Integral der statistischen Sicherheit zu berechnen, benutzen wir wiederholt
Gl. 11.3.

Wir fertigen eine Excel-Tabelle (vgl. Abb. 11.9) mit den folgenden Eintrégen an:

Die 1/6-Formel steht in E11: =H$3+ (C10+4+D11+C11) /6, kopieren bis E30.

Das Ergebnis in G12 berechnen wir mit =SUMME (E11:E30) . Ferner haben wir

B10: =A10-HS$4 ; B11: =B10+H$3, bis B30 kopieren
C10: =1/WURZEL (2*PI () ) *EXP (-A10 *A10/2), bis C30 kopieren
D10: =1/WURZEL (2*PI ())*EXP(-B10*B10/2), bis D30 kopieren

Selbstverstandlich erhalten wir das gleiche Ergebnis mit dem VBA-Programm "Simpson2"
bei n =40.
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11.2 Interpolation nach Newton

Wir nehmen an, dass ein gewisses Experiment die Ergebnisse der Tab. (11.2) geliefert hat.

Nun mochten wir fiir ein x, das sich nicht in der Tabelle befindet, den zugehorigen
y-Wert wissen. Das Newton—Verfahren (I. Newton, 1643-1727) 16st dieses Problem,
indem es ein Polynom p(x) bestimmt, das durch die gegebenen Punkte geht und fiir die
x-Werte dazwischen ungefihre y-Werte liefert.

P> Wirmissen unterscheiden zwischen Interpolation und Regression. Wenn wir
spater Uber statistische Methoden reden, werden wir einige Techniken sehen,
die fur die Analyse von Daten wichtig sind. Natirlich wird die Regression eine
dieser Techniken sein (vgl. Kap. 14). Unter den mathematischen Techniken, die
Probleme der Regression I0sen, ist vielleicht die bekannteste die Methode der
kleinsten Quadrate von Lagrange und Gauss. Bei dieser Methode wird nicht
verlangt, dass die gesuchte Funktion genau durch die Messpunkte geht, son-
dern nur "so nahe wie moglich". Wenn man einen linearen Zusammenhang
zwischen den x- und y-Werten einer Messreihe vermutet, besteht die Aufgabe
der Regression im Aufsuchen einer Ausgleichsgeradeny =ax + b.

Kommen wir zuriick auf unser Interpolationsproblem, fiir das wir ein interpolieren-
des Polynom suchen. Newton, Lagrange, Bernstein u. a. haben verschiedene Verfahren
entwickelt, um ein derartiges Polynom zu finden.

Das Verfahren von Newton eignet sich besonders gut zur Implementation in einem
Arbeitsblatt, weshalb wir es hier genauer betrachten wollen.

Wir stellen uns eine Tabelle mit n+ 1 Punkten vor: (Xo,yo), (X1,¥1), - - -»(Xn,Yn) und
stellen uns die Aufgabe, ein Polynom der folgenden Form zu bestimmen:

p(x) =ap + aj(x — xg) + ax(x — x0)(X — x1) + ... + ap(Xx — X0)(X — X1) ... (X — Xp_1)

Gesucht sind die Koeffizienten ag, ay, .. ., ap.

Das Polynom fiir die obige kleine Tab. (11.2) hat, wie wir noch sehen werden, die
Gestalt: p(x) = — 2+ (25x 4 38x% — 7x> — 8x*)/6. Fiir ein Programm wie MuPAD ist es
kein Problem, ein derartiges Polynom zu berechnen. In MuPAD sieht das Programm wie
in Abb. 11.10 aus.

Die Newton-Methode hat das Schema der Abb. 11.11.

Die Ausdriicke in eckigen Klammern auf der rechten Seite stehen fiir die sogenannten
"dividierten Differenzen":

a0 =Yo

a; = (y; — Yo)/(X1 — Xo0): = [Xo, X1, Y]

Tab. 11.2 Beispielwerte
fiir die Interpolation
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xList := [-2,-1,0,1, 2]:
yList := [3,0,-2,6,1]:
P = interpolate(xList, yIist, X)
3 2
poly(_4-3r‘_7-6)f P10, 35X _, [X])

Abb. 11.10 MuPad-Programm fiir Interpolation

Interpolation nach Newton

X; Yi
x0 y0=a0
x1-x0 [x0,x1,y]=al
x2-x0 x1 vl [x0,x1,x2,y]=a2
x3-x0 x2-x1 [x1,x2,y] [x0,x1,x2,x3,y]=a3
x4-x0 x3-x1 x2 y2 [x1,x2,x3,y]  [x0,x1,x2,x3,x4,y]=ad
x4-x1 x3-x2 [x2,x3,y] [x1,x2,x3,x4,y]
x4-x2 x3 y3 [x2,x3,x4,y]
x4-x3 [x3,x4,y]
x4 v4

Abb. 11.11 Schema der Newton-Methode [Arbeitsmappe: Newton_Interpol.xlsx; Blatt: Schema]
ay = ((y2 = yp)/(x2 = x1) = (¥1 — ¥o)/(X1 — X0))/(X2 — X0): = [X0, X1, X2, Y]

ap = [X0, X1, ..., Xn, Y]

Nun fertigen wir ein Arbeitsblatt fiir das Beispiel in der Tab. 11.2 nach diesem Schema
an (siehe Abb. 11.12).

Die Zellbelegungen entnehmen Sie der Abb. 11.13, in der wir die Formeln sichtbar
gemacht haben (FORMEL > Formeliiberwachung > Formeln anzeigen).

Auf der rechten Seite (Spalten H, I, J und K) stehen die "dividierten Differenzen":

H5: =(G6-G4) /E5 (=a1) ; H7: =(G8-G6) /E7
16: =(H7-H5) /D6 (=az) ; 18: =(H9-H7) /D8
J7: =(I8-16)/C7 (=a3) ; Jo: =(I10-I8)/C9
K8: =(J9-J7) /B8 (=a4)

In den Zahlern der Briiche haben wir die Differenzen der Werte aus der vorherge-
henden Spalte, in den Nennern haben wir Differenzen von x-Werten, die wir links an
entsprechender Stelle finden (z. B. entspricht Zelle ES der Zelle HS).

Das gesuchte Polynom hatte MuPAD ja schon angegeben, hier ist es nochmals:
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A B C D E F G H I J K L M
il Interpolation nach Newton
2
3 X; Yi
4
5 | Gegebene Werte -2 3 =3,
6 1 -3 =a,
7 2 4 o 05 =a,
8 3 1 2 15 =a,
9 4 2 0 -2 5 -13 =a,
3 1 8 -3,8
2 1 6 -6,5
1 -5
2 1

Abb. 11.12 Excel-Tabelle fiir die Interpolation nach Newton [ Arbeitsmappe: Newton_Interpol.xIsx;
Blatt: Newton1]

A B C D E F G H | J K L M
1 Interpolation nach Mewton
2
3 * ¥i
4
5 Gegebene Werte =AT7 =B7 =2
6 =G7-GS =(H7-H5)/F6  =a,
i, =G9-G5 =AZ =BE =(18-16)/E7 =a
8 =G11-G5 =G9-G7 ={H9-H7)/F8 =(19-17)/D8 =a,
=611-G7 =A9 =B =(110-18)/E9 =(K10-K8)/C9 =a,
=G13-G7 =G11-G9 =[H11-H9)/F10 ={111-J9)/D10
=G13-G9 =A10 =B10 =(112-110)/E11
=G13-G11 =(H13-H11)/F12
=All =B11

Abb. 11.13 Formeln fiir die Interpolation nach Newton [Arbeitsmappe: Newton_Interpol.xIsx;
Blatt: Newton1]

px)=3-3x+2)+05x+2)(x+ 1)+ L5(x +2)(x + (x)
—4/3 - x+2)x+ DHx)(x—1)
p(x) = —2 + (25x + 38x> — 7x> — 8x%)/6

Weiter unten werden wir auch noch den Graphen dieser Funktion zeichnen.

In Wirklichkeit konnen wir auf die linke Seite des Schemas verzichten und ein einfache-
res, gestaffeltes Schema benutzen. Die abgebildete Tabelle (siehe Abb. 11.14) kann bis zu
8 Wertepaare aufnehmen (C4:D11). Selbstverstindlich ist sie erweiterbar durch Kopieren
der Formeln nach rechts und nach unten dem Schema entsprechend.
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A B C D E F G H I J K Iz
1
2 IGegebene Werte dividierte Differenzen
3 i a, a, a; a, ag ag a;
4 0 3,000 0,500 1,500 -1,333
5 1 2,000 5,000 -3,833
6 2
7 3
8 4
9 5
10 6
11 7
12

Abb. 11.14 Gestaffeltes Schema fiir die Interpolation nach Newton [Arbeitsmappe: Newton_
Interpol.xlsx; Blatt: Newton2]

In der E-Spalte haben wir:
E4: =(D5-D4) / (C5-C4)

E5:  =WENN (ANZAHL ($C$4:$C$11)>=3; (D6-D5)/ (C6-C5) ;" ")

Die Funktion ANZAHL z&hlt, wie viele Zellen Werte enthalten. Hier gilt ANZAHL (C4:C11) =5, also
kommt in die Zelle E5 das Resultat der Rechnung (D6-D5)/(C6-C5) = (-2-0)/(0-(-1))= -2.

E6: = WENN (ANZAHL($C$4:$C$11)>=4; (D7-D6)/(C7-C6) ;" ")

E7: = WENN (ANZAHL ($C$4:$C$11)>=5; (D8-D7)/(C8-C7) ;" ")

Wir schreiben nichts in Zelle E8, denn ANZAHL ($C$4 : $C$11) >=6 ist falsch. In Zelle E10 haben wir
die letzte Formel dieser Spalte:

E10: = WENN (ANZAHL ($C$4:$C$11)>=8; (D11-D10)/(Cl1-C1l0);" "))
F4: = WENN (ANZAHL ($C$4:$C$11) >=3; (E5-E4) / (C6-C4) ;" ")
F5: = WENN (ANZAHL ($C$4:$C$11)>=4; (E6-E5) / (C7-C5) ;" ")

Jetzt kann man bereits das Schema hinter den Formeln erkennen. Es ist nur nétig, sie bis unten zu
kopieren und die Werte in den Beziehungen >= "von Hand" zu vergroRern.

Die letzte Formel steckt in K4 und lautet

=WENN (ANZAHL ($C$4:$C$11)=8; (J5-J4)/ (Cl1l-Cc4);" ")

Bei nur 3 Wertepaaren vereinfacht sich das Schema betrichtlich. Man hat nur die alten
Wertepaare zu 16schen und die drei neuen einzutragen (vgl. Abb. 11.15).

Es wire sehr wiinschenswert, ein VBA-Makro zur Verfiigung zu haben, mit dem sich
der Aufwand mit der Tabellengestaltung praktisch aufhebt. Das folgende Programm stiitzt
sich auf eine Veroffentlichung von R. Pfeifer aus dem Internet [12].

Das Programm (vgl. Abb. 11.16) richtet sich nach dem vorhin beschriebenen Schema
und arbeitet mit zwei Arrays fiir die x-und y-Werte der gegebenen "Punkte" (als Bei-
spiel, die Werte der Tab. 11.2). z ist derjenige x-Wert, zu dem das interpolierte y gesucht
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A B £ D E F G H I J K L
1
2 Gegebene Werte dividierte Differenzen
3 i X Yi a, a, a; a, as ag a;
4 0 -1,000 2,000
5 1 5,000
6 2
7 3
8 =
9 5
10 6
11 7
12

Abb. 11.15 Gestaffeltes Schema fiir die Interpolation nach Newton [Arbeitsmappe: New-
ton_Interpol.xIsx; Blatt: Newton2]

wird, z= —2,5 bis z=2,4. Die Sub-Routine "Interpol" enthilt alle notigen Daten und
gibt sie an die Funktion "InterNewton" weiter. Fiir jeden x-Wert, zu dem ein y gesucht
wird, berechnet InterNewton zunichst das Polynom, und mit dem Horner-Verfahren
(vgl. Abschn. 9.2) wird das gewiinschte y berechnet.

Das Polynom p(x) = — 2 (25x + 38x2 — 7x3 — 8x4)/6 selbst wurde nicht benotigt.

Die Funktionen LBound bzw, Ubound werden benutzt, um die Dimension eines
Arrays zu bestimmen. Sie liefern den unteren bzw. den oberen Index fiir die angegebene
Dimension eines Arrays zuriick. In diesem Fall hat LBound den Wert 0 und Ubound den
Wert 5.

Um das Makro aufzurufen, haben wir die Tastenkombination Strg-+i definiert
(ENTWICKLERTOOLS > Makros > Optionen. . .Tastenkombination). Um das Diagramm
zu erstellen, klicken wir auf A5 und benutzen (zur Ubung) die F8 F5-Technik (vgl.
Abschn. 4.4), um nacheinander die Spalten A und B (bis Zeile 51) zu markieren (auszu-
wiihlen). Mit EINFUGEN > Diagramme wihlen wir Punkt(X Y)- Punkte mit interpolierten
Linien. Man kann dann natiirlich noch weiteren Schmuck am Graphen anbringen. Das
Ergebnis konnen Sie in der Abb. 11.17 sehen.



188

11 Integration, Fourier-Reihen, Interpolation

|U\Ilgemein|

Sub InterPol()
Dim x, ¥
Dim k As Integer, z As Double

x = Array(-2, -1, 0, 1, 2)
y = Array(3, 0, -2, 6, 1)
z = =2.5
k=20
Do While z >= -2.5 And z <= 2.5
Cells(5 + k, 1) = =z
Cells(5 + k, 2) = InterNewton(x, y, Z)
k=k +1
Z2i=92 F:HRY
Loop
End Sub

Function InterNewton(x, y, 2)

Dim i As Long, j As Long

Dim Xx, YY

XX = X

Yy¥=%

For i = LBound(yy) To UBound(yy) 'im Array y werden nach dem

'gestaffelten Newton Schema die Koeffs berechnet
For j = UBound(yy) To i + 1 Step -1
yy(3) = (yy(3) - yy(3 - 1)) / (xx(j) - zx(j - 1 - 1))
Next j
Next i

InterNewton = 0 ' hier beginnt das Horner Verfahren,
' um den Wert des Polynoms an der Stelle z zu berechnen
For i = UBound(yy) To LBound(yy) Step -1
InterNewton = InterNewton * (z - xx(i)) + yy(i)
Next i

End Function

Abb. 11.16 Code fiir die Subroutine "Interpol" und die Funktion "InterNewton" [Arbeitsmappe:
Newton_Interpol(VBA).xIsm; Modull]
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L11 - fr
A B € D E F G H I J K L
1 Interpolation nach Newton
2 Makro Interpol mit Strg+ aufrufen
3 (experimentelle Wertepaare stehen in zwei Arrays im Makro Interpol)
4 z P(z)
2 j’i 2':2;3 Interpolation nach Newton
7 -2,3 -1,1973 20
8 -2,2 06752 =
9 -2,1  2,0537 =
10 2 3 3 \ /
1l -1,9  3,5727 g i :
12 18 3872 i T~ [ 1 1
13 1,7 3,8157 8
14 -16  3,5872
15 -1,5 13,1875 2
16 -1,4  2,6592
17 1,3 2,0817 o
18 -1,2 11,3712
19 -1,1  0,6807 e
20 -1 -8E-15
21 0.9 -0.6443

Abb. 11.17 Interpolation nach Newton mit VBA [Arbeitsmappe: Newton_Interpol(VBA).xIsm]

11.3 Interpolation nach Lagrange

Man kann zeigen, dass immer ein Polynom p(x) existiert, das die unbekannte Funktion
f(x) in xq, X1, ..., X, interpoliert und dass es eindeutig ist. Aber es gibt verschiedene
Moglichkeiten, p(x) zu bestimmen. Neben der Newtonschen Methode ist das Interpo-
lationsverfahren von Lagrange (J-L. Lagrange, 1736—-1813) sehr bekannt, das aus einer
Summe von speziellen Polynomen (Lagrangepolynome) besteht.

Wir suchen also ein Polynom der Art

p(x) = yoLo(x) +y1L1(x) + ... + yuLy(x)

Die Lagrangeschen Polynome Li(x) berechnet man mit der folgenden Formel:

Li(x) = (x —x0)(x —x1) ... (0 —xi—1)(X — Xjg1) ... (X — Xp)
i (xi — x0)(x; — x1) ... (i — X)X — Xig1) ... (6 — Xp)

Man kann dies schreiben als

n

(x — xx) e
L,-(x):H—;k;élfur i=0,...,n.
g (Xi = Xk)

Im Arbeitsblatt (siche Abb. 11.18) benutzen wir fiir jedes Lj(x) eine neue Spalte, und
die Koeffizienten von p(x) sind die y;j-Werte der gegebenen Wertepaare. Fiir die drei Paare
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(x03y0) = (1:4),
(x15¥1)=(3;6) und (x2;y2)=(4;12) wird das Interpolationspolynom lauten: p(x)=
4L (x) + 6L1(x) + 12L3(x).

Beachten Sie, dass bei der Berechnung der Lj(x) im Zihler keine x; erscheinen. In den
Nennern erscheinen alle beobachteten x;-Werte.

Beispiel
Gegeben sind folgende Wertepaare (1;4), (3;6), (4;12). Bestimme das Lagrange-Polynom
fiir diese gegebenen Wertepaare.

Losung

Lo = (x —x1)(x — x2)/[(x0 — x1)(X0 — X2)] = (X = 3)(x — 4)/[(1 — 3)(1 — 4)]
= x> —Tx+12)/6
Lix) = (x— D& —4)/[3 - DG —4] = (x> —5x +4)/(-2)
Ly(x) = (x — D(x — 3)/[(4 — D4 = 3)] = (x* — 4x + 3)/3

Also lautet das Polynom: p(x) =4L¢+ 6L + 12L; =5x 2/3-17x/3+8

Das Arbeitsblatt (siche Abb. 11.18) hat in der A-Spalte die x-Werte, fiir die wir die
y = f(x)-Werte berechnen wollen (A6 =1, A7= A6+ 0,2). Wir kopieren A7 bis A21, und
in der B-Spalte tragen wir an den entsprechenden Stellen die gegebenen y-Werte ein (z. B.
In B6 steht yg =4).

C6: =($A6-3) * ($A61-4)/ ((1-3)*(1-4)) (=Lo).

Diese Formel kopieren wir nach D1 und E1 und editieren sie anschlieRend:
D6: =($A6-1) * ($A6-4)/ ((3-1)*(3-4))

E6:  =(3$A6-1)*($A61-3)/((4-1)*(4-3))

F6:  =4*C6+6*D6+12*E6 (= p(X))

Die grafische Darstellung muss die 3 Beobachtungswerte enthalten und alle berechne-
ten Werte der F-Spalte. Wir wihlen also die Daten der Spalten A, B und F aus, und mit
EINFUGEN > Diagramme, wihlen wir Punkt(XY) > Punkte mit interpolierten Linien.

Nun wollen wir ein VBA-Programm fiir die Lagrange-Interpolation schreiben und
dabei den ersten Teil des Programms “Schwerpunkt” aus Abschn. 10.2 als “Einleserou-
tine” anwenden (jetzt sehen Sie, warum wir uns damals so viel Miihe gegeben haben!).
Den entsprechenden VBA-Code finden Sie dann in der Abb. 11.19.

Mit den 3 Punkten (1;4), (3;6), (4;12) erhalten wir das Arbeitsblatt der Abb. 11.20.

Wenn man viele experimentelle Daten hat, ist es vorteilhafter, sie in einer Tabelle zu
haben, und fiir die Interpolation eine benutzerdefinierte Funktion benutzen. Fiir den Code
der Funktion haben wir uns von E. J. Billo inspirieren lassen [13].

Fiir das Arbeitsblatt (sieche Abb. 11.21), tragen wir die Beobachtungswerte ein, z. B.
in den Spalten A und B. In die Spalte C kommen die x_Werte fiir die Interpolation:
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A B G D E F G H I J K L
1 Interpolation nach Lagrange
9

i

.;3 - bea:;:l:tteter L L L p(x)

a 1} 1 0 0 4 14 -

B 1,2 0,84 0,28| -0,12 3,6

5| 14 0,6933 0552 0,213 3,3333| 2

F| 16 0,56 0,72 -0,28 32| 10 4

18| 1,8 0,44 0,88 -0,32 32l |

1 2 0,3333 1| -0,333| 3,3333

107 2,2 0,24 1,08 -0,32 36| 67

[y

1,12 -0,28 4
1,12 -0,213| 4,5333
1,08 -0,12 52| 21

Tl
G |

1 1| 3E-16 6 o | | | |

Tr| 3.2 0,88| 0,1467| 6,9333 0 1 2 3 4 5
12 gig g:;; g:;; 9: = |nterpolationspolynom # beobachtete Werte

20 38 0,28 0,7467| 10,533

ba
g
I

-1,3E-15 1 12

LS SN
BoWw M

plx) = 4% Lo+ 6*L,+ 121, = 5xA2/3 -17x/3 + 8

Abb. 11.18 Interpolation nach Lagrange [Arbeitsmappe: Lagrange_Interpol.xlsx]

C6: = A6; C7: = C6+0, 25, nach unten kopieren. In D6: =Lagrange (C6;AS$S6:
A$12;B$6:Bs12), nach unten kopieren.

Das Dialogfenster fiir die Funktion sehen Sie in Abb. 11.22.

Der VBA-Code (vgl. Abb. 11.23) benutzt die VBA Funktion Match (entspricht
VERGLEICH in Excel).

Die Syntax der Funktion VERGLEICH ist der von VERWEIS &hnlich:

=VERGLETICH(Suchkriterium; Suchmatrix; Vergleichstyp) (vgl Abschn. 1.5).

Das Suchkriterium kann ein Wert sein (Zahl, Text oder logischer Wert) oder eine
Referenz. In unserem Fall ist das Suchkriterium in E3.

Die Suchmatrix ist der Zellbereich, in dem der gesuchte Wert liegen konnte. Die
Suchmatrix ist in unserem Fall A3:A9. Wenn der Vergleichstyp, der — 1, 0 oder 1 sein
kann, den Wert 1 hat (= voreingestellter Wert), so muss die Suchmatrix in aufsteigender
Folge angeordnet sein. Wird kein passender Wert gefunden, dann wird der ndchstkleinere
gewdhlt.

Um Match in einem VBA-Makro benutzen zu konnen, muss man wieder den Hinweis
auf Excel machen. Dies geschieht -wie schon in Abschn. 7.1, gezeigt- mit dem Objekt
Application.

Ganz oben steht Option Explicit. Dies erzwingt die explizite Deklaration aller
Variablen.
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Sub Interlagrange()
Dim R As Range '= Objekt (hier die ausgewdhlten Zellen)
Dim n As Integer, i As Integer, j As Integer, k As Integer
Dim x() As Double ' dynamische Matrix
Dim y() As Double
Dim px As Double, L As Double
Set R = Selection
n = R.Rows.Count ' Zeilenzahl
MsgBox "n= " & n
ReDim X (n)
ReDim y(n)
X_wert = Cells(2, 3)

If n > 1 Then ‘'alles CK! Zellen wurden ausgewdhlt
For i=1Ton

x(i) = R(i, 1) 'die Daten werden aus den Zellen gelesen
y(i) = R(i, 2)
Next i

'Interpolation nach Lagrange:
px =0
For k 1Ton
L=1
For j=1Ton
If j <> k Then
L=1L%* (xwert - x(j)) / (x(k) - x(3))

]

End If
Next j
px = px + L * y(k)
Next k

Cells(2, 5) = px ' p(x_Wert) in DS

Else 'Warnung: Daten auswdhlen!
MsgBox ("Die Daten auswdhlen - oder es fehlen Daten")
Exit Sub ' ohne Daten endet die Routine
End If
End Sub

Abb. 11.19 Code fiir Lagrange-Interpolation mit “Einleseroutine” [Arbeitsmappe:
Lagrange_Interpol(VBA); Makro: InterLagrange]
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A B (& D E F G H I

1 {
2 x-Wert: p(x)= 5,58333
3 Interpolation nach Lagrange
4
5 | gegebene Werte
6| x y
7il| 1 4
. 2 2 Werte von x und y
190 i 12 — eingeben. Bereich

i markieren, bevor das Makro
11 :

' aufgerufen wird.
12 |
13 |
14 |
15

Abb. 11.20 Ergebnisse der Subroutine “InterLagrange” [Arbeitsmappe: Arbeitsmappe: Lagrange_
Interpol(VBA)]

D6 - P ﬁr =lagrange(C6;A56:A512;B56:B512)
A B (& D E F G H 1 J K
it Interpolation nach Lagrange
2
3 Interpolierte Werte
4 Beobachtungswerte (benutzerdefinierte Funktion Lagrange)
5 x ¥ x ¥y
6 2 4 Interpolation nach Lagrange
7 -1,75 2,859375 w
8 -1,5 2
9 1,25 1,390625 A 1o
10 -1 i e
11 -0,75 0,796875 12
12 -0,5 0,75 10
13 0,25 0,828125 " g
14 0 1 .
15 025 1,15625
16 05 1375 2 4 2
17 075 165625 T Sy I
18 1 2 0
19 1,25 2328125 T i o ! 2 8 a »
20 15 2,75
21 1,75 3,296875

Abb. 11.21 Interpolation nach Lagrange mit benutzerdefinierter Funktion [Arbeitsmappe:
Lagrange_Funktion.xIsm; Modull]
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RGP < i X o fr =lagrange(C6;A$6:A$12;856:8512)
| A | B | C | D | E | F | G | H | I | J | K | L
| Interpolation nach Lagrange
2
3| Interpolierte Werte
4 Beobachtungswerte (benutzerdefinierte Funktion Lagrange)
5 X
6 z
; : 'If: Funktionsargumente s
9} .1,25| lagrange
10 : -1 Xowert (6 = 2
1 = X | assasi2 = (2101234
12 -05 ; o
53 025 Y esessi2 = @11249:16)
14 | 0 = 4
15 0,25 Keine Hilfe verfagbar.
16 05 Xowert
17 | 0,75
18 | 1
19 12 _
20 15 Formelergebnis = 4
211 1,75| piie fir diese Funktion ok | | abbrechen
22 2

Abb. 11.22 Dialogfenster der Funktion “Lagrange”

Option Explicit
Function Lagrange (x_wert, %, y)

Dim pos ARs Integer
Dim i As Integer, j As Integer
Dim 1 As Double, px As Double

'Vermeidet Extrapolation

If x wert < Bpplication.Min(x) Or x_wert > Application.Max(x) Then
Lagrange = "Extrapoclation®™: Exit Function

End If

pos = Application.Match(x wert, X, 1) ' rel. Lage des x_Wertes im Array x

If pos < 2 Then pos = 2
If pos > x.Count - 2 Then pos = x.Count - 2

For i = pos - 1 To pos + 2

1=1
For j = pos - 1 To pos + 2

If i <> jThenl=1%* (x wert - x(j)) / (x(i) - x(j)) ' Lagrange-Polynom
Next j

px = px + 1 * y(i)
Next i

Lagrange = px
End Function

Abb. 11.23 VBA-Code fiir die Funktion “Lagrange” [Arbeitsmappe: Lagrange Funktion.xlsm;
Modull]
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Zusammenfassung

Die erworbenen Kenntnisse iiber die Erstellung von Graphen in Excel aus Kap. 4
werden hier erweitert. Wir betrachten 2D und 3D-Darstellungen parametrischer Kur-
ven sowie die Reprisentation von 3D-Oberflachen mit Excel. Als konkrete Beispiele
behandeln wir in Natur und Technik géngige Graphen wie die Lissajous-Figuren,
Spiralbahnen geladener Teilchen in elektromagnetischen Feldern (Zyklotron). Die theo-
retischen Grundlagen einer 3D-Darstellung werden anhand der Drehung eines Wiirfels
erklirt und auf 3D-Lissajous-Figuren angewandt.

12.1 Lissajous-Figuren

Lissajous-Figuren (J. A. Lissajous, 1822-1880) sind parametrische Kurven, die durch
folgende Gleichungen definiert werden

x =a sin(wit)

y = b sin(wat + @)

Man kann eine Lissajous-Kurve sehr leicht auf einem Oszillografen beobachten, indem
man die x-Komponente an den horizontalen Kanal legt und die y-Komponente an den
vertikalen.

Geschlossene Kurven sieht man nur, wenn das Frequenzverhéltnis eine rationale Zahl
ist, d.h. wenn w; und w, keinen gemeinsamen Teiler haben. In diesem Fall gilt w;:m;
=nj:np, worin nj und np ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind.

Wenn das Verhiltnis der Frequenzen irrational ist, ergeben sich nichtperiodische
Schwingungen, und die Kurve ist offen. Nach einiger Zeit wird der Punkt, der die
Kurve zeichnet, durch alle Punkte des Rechtecks gegangen sein, das von x= 4a und
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Jr | =FS1*SIN(FS3*A11)

®
-
1

A B € D E F G H 1 J K L
1 a 9 Pi= 3,14159
2 b 9
3 wl 628,319
4 w2 314,159
5 phi 3,14159
6 h 0,0001
7 Lissajous-Figuren
8
9
10 0 0 -4E-09
10,0001 056511 -0,2827
12 0,0002 1,128 -0,5651
13 0,0003 168643 -0,847
14 00004 223821 -1,128
15 0,0005 2,78115 -1,4079
16 0,0006 3,31312 -1,6864
17 0,0007 3,83201 -1,9633
18 0,0008 4,33578 -2,2382 1'0
19 0,0009 4,82244 -2,5109
20 0,001 5,29007 -2,7812
21 0,0011 5,73682 -3,0486
22 0,0012 616092 -3,3131
23 0,0013 6,56072 -3,5743
24 0,0014 6,93462 -3,832
25 0,0015 7,28115 -4,0859

()
o

0,0016 7,59895 -4,3358

Abb. 12.1 Lissajous-Kurve [Arbeitsmappe: Kurven2D.xlIsx; Blatt: Lissajous 1]

y= =£b begrenzt wird. Er geht nie zweimal mit derselben Geschwindigkeit durch
denselben Punkt.

Fiir die erste Abbildung (siehe Abb. 12.1) wurden die folgenden Parameter gewihlt:
a=b=9; w; =2007; wy = w1/2, ¢ = m sowie h=0,0001.

Eintriige im Arbeitsblatt

1. Die Amplituden stehen in F1 und F2. w1 in F3 und w2 in F4. @ befindet sich in F5.

2. Das Zeitinkrement h =0,0001 steht in F6. Da wir 300 Punkte nehmen, werden wir t zwischen
0 und 0,03 variieren.

3. In Zeile 10 beginnen wir mit den Berechnungen:
A10: O

B10: =F$1*SIN(F$3*A10) (=x)

C10: =F$2*SIN(F$4*A104F$5) (=y)

A11:  =Al0+F$6 (t=t+h)
4. Alles bis Zeile 310 kopieren.

Zum Zeichnen der Daten, wihlen wir den Bereich B10:C310 (damit Sie nicht lange mit
der Maus ziehen miissen, erinnern Sie sich an die F8-F5 Methode in Abschn. 4.2:
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un

[24]
s
J
[¥)
s
[+]

-5

Abb. 12.2 Lissajous-Kurve [Arbeitsmappe: Kurven2D.xlsx; Blatt: Lissajous 2]

Cursor auf B10 — F8 + F5 Verweis C310, OK — Shift + F8

F5 Verweis ES, OK. EINFUGEN > Diagramme > Punkt(XY) > Punkte mit interpolie-
renden Linien).

Jetzt konnen wir mit Hingabe Lissajous-Figuren zeichnen, indem wir an den Parame-
tern “drehen”.

Beispiel

a=6;b=4; w1 =3; w2 =2; ¢ =0und h=0,05 erzeugen die Figur in Abb. 12.2.
Interessante Figuren erhilt man schon, wenn man nur ¢ verdndert. Zum Beispiel: 1t/8

und /2.

12.2 Spiralen in Natur und Technik

Spiralen zihlen zu den Grundfiguren in Wissenschaft, Technik und Natur. Man denke an
Galaxien mit Spiralarmen oder, im Bereich kleinerer Dimensionen, an Spiralen bei Schne-
cken und Sonnenblumen. Oder an die fiir alles Leben verantwortlichen Doppel-Spiralen
der DNA, die von James Watson und Francis Crick entdeckt wurden.

P> Ein beriihmtes Beispiel in der Physik ist das Zyklotron:

Wenn ein sich gleichférmig bewegendes geladenes Teilchen, z. B. Elektron, Pro-
ton in ein zur Bewegungsrichtung senkrechtes und homogenes Magnetfeld
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c11 .| S | =B11*COs(A11)
A B C D E F G H I ] K L
1 Pi= 3,1416
2 Spirale a 1,5
3 h 01
4
5
6
7 Spirale
8 50
9 t r x Vi
10 0 0 0 0
11 0,1 0,15 0,14925 0,01498
12 0,2 0,3 0,29402 0,0596
13 0,3 045 0,4299 0,13298
14 0,4 0,6 055264 0,23365
15 0,5 0,75 0,65819 0,35957
16 0,6 0,9 0,7428 0,50818
17 0,7 1,05 0,80308 0,67643
18 0,8 1,2 0,83605 0,86083 i G
19 0,9 1,35 0,83917 1,05749
20 1 1,5 0,81045 1,26221
21 11 1,65 0,74843 1,47049
22 1.2 1,8 0,65224 1,67767
23 1,3 1,95 052162 1,87894
24 1,4 2,1 0,35693 206944
25 1,5 2,25 0,15916 2,24436 -
26 1.6 24 -0.0701 2.39898

Abb. 12.3 Archimedische Spirale [Arbeitsmappe: Kurven2D.xlsx; Blatt: Spirale]

eintritt, wird es unter dem Einfluss der magnetischen Krafte eine gekrimmte
Bahn beschreiben. Mithilfe eines zusatzlich wirkenden hochfrequenten elektri-
schen Feldes zwingt man die Teilchen auf Spiralbahnen und erhalt — nach vielen
Umldufen — am Ausgang des Zyklotrons Strahlen hochenergetischer geladener
Teilchen, mitdenen man dann, z. B. auch in der Medizin, weiter experimentieren
kann. Vgl. auch Abschn. 12.5.

Um die Gleichungen zu erhalten, die eine Spirale beschreiben, gehen wir von den
Parametergleichungen eines Kreises aus

x = rcos(t)

y

rsin(t); —co <t < o0

Daraus erhalten wir eine Spirale, wenn wir den Radius in geeigneter Weise vom Parameter
t abhingig sein lassen. Die archimedische Spirale ergibt sich z. B. mit dem Ansatz
r™ = a™t. Die bekannteste entsteht mit m =1, d. h. mit r=a-t. Die Abb. 12.3 wurde mit
a= 1,5 erstellt. Die Spalte B enthilt die r-Werte, z. B. steht in B10: =F$5*A10.
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c11 -] X Jr | =B11*cos(A11)
A B C D E : G ¥ I ) K
1 Pi= 3,14159
2 a
3 h
4
5
6
7
8 Logarithmische Spirale
9 t r X y ]
10 0 1 1 0 20
11 0,1 1,01005 1,005 0,10084
12 0,2 11,0202 0,99987 0,20268
13 0,3 1,03045 0,98443 0,30452
14 0,4 1,04081 0,95865 0,40531
15 0,5 1,05127 0,92258 0,50401
16 0,6 1,06184 0,87637 0,59956
17 0,7 1,07251 0,8203 0,69093
18 0,8 1,08329 0,75473 0,7771
19 0,9 1,09417 0,68015 0,8571 2 2
20 1 1,10517 0,59713 0,92997
21 1,1 1,11628 0,50634 0,99484
22 1,2  1,1275 0,40856 1,05087
23 1,3 1,13883 0,30464 1,09733
24 1,4 1,15027 0,19551 1,13354
25 1,5 1,16183 0,08218 1,15892
26 1,6 1,17351 -0,0343 1,17301
27 1,7 1,1853 -0,1527 1,17543 25
28 1,8 1,19722 -0,272 1,16591

Abb. 12.4 Logarithmische Spirale [Arbeitsmappe: Kurven2D.xlsx; Blatt: log Spirale]

Die logarithmische Spirale mit r=e® war die Favoritin von Jakob Bernoulli
(1654-1705), der sich als erster ausfiihrlich mit Polarkoordinaten befasste. Im Zeitalter
Bernoullis wurde die Exponentialfunktion noch nicht als eine unabhingige Funktion ange-
sehen, denn die Zahl e hatte noch kein besonderes Symbol, und Jakob benutzte die
Gleichung In(r) =a- 0. So erklirt sich der Name logarithmische Spirale. Unsere Spirale
hata=0,1 (vgl. Abb. 12.4).

P EineEigenschaft der logarithmischen Spirale ist besonders interessant: In jedem
Punkt der Kurve bilden Ortsvektor und Tangentialvektor denselben Winkel ¢.

Es gilt die Formel a = cot(¢). Wenn wir die Beziehung arccot(x) = arctan(1/x) benutzen,
erhalten wir ¢ =arctan(1/0,1) =1,4711 rad = 84,29°. Das bedeutet auch, dass die Spi-
rale die x-Achse immer unter 84,29° schneidet. Unter diesem Winkel wird auch jede
Ursprungsgerade von der Spirale geschnitten.
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12.3 Zykloiden

Im Jahr 1696 schlug Johann Bernoulli (1667—-1748), jiingerer Bruder von Jakob, der wis-
senschaftlichen Welt ein interessantes Problem aus der Mechanik vor: Ein Teilchen gleite
ohne Reibung eine Kurve hinab. Welche Form hat die Kurve, auf der die "Gleit"-Zeit am
kiirzesten ist? Dieses berithmte Problem ist unter dem Namen "Problem der Brachisto-
chrone" bekannt geworden. Eine Internetseite der School of Mathematics and Statistics of
the University of St Andrews Scotland gibt interessante Auskunft hieriiber [14].

Angeblich wurden fiinf korrekte Losungen eingereicht, und zwar von Newton, Leibniz,
L’Hospital und von den beiden Bernouilli-Briidern.

Es stellte sich heraus, dass die gesuchte Kurve eine Zykloide ist, die von einem Punkt
P beschrieben wird, der am Rand eines Rades befestigt ist, das ohne zu gleiten auf einer
horizontalen Ebene rollt (vgl. Abb. 12.5). Eine ausfiihrliche Darstellung findet man bei
[15].

Im allgemeinen Fall kann P im Innern oder AuBeren des Kreises mit dem Radius a
liegen. Die Entfernung vom Kreismittelpunkt ist b (Abb. 12.6).

Die Parametergleichungen der Zykloide lauten:

x = at — bsin(t)
y=a—bcos(t); —oo<t<o0
Wobei t = Rollwinkel.

Wir miissen drei Fille unterscheiden: P auf dem Kreis (a=Db), P im Innern des Kreises
(b < a) und P auBlerhalb des Kreises (b > a).

Ein Massepunkt gleitet auf einer Zykloiden

y A

2_0 -
\ 15¢
Beschleunigung

B 10+

Geschwindigkeit o |

3 -2 -1 1 2 3

Abb. 12.5 Massepunkt auf der Zykloide
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Abb. 12.6 Entstehung einer Zykloide mitb > a

Inder Abb. 12.7ista=1 (F2), b=2 (F3), h=0,1 (F4). Der Anfangswert fiir t ist — 15
(A10).

B10: =EXP (F$3%A10);Cl10:=A10*F$2-FS$S3*SIN(A10)
D10: =F$2-F$3+COS (A10), kopieren bis D310.

Die Bernoulli’sche Zykloide hat a=b (=1).

A B[ D E F G | H I J
1 Pi= 3,14159
2 a
3 b
4 h
5
6
7 Zykloide
8
9 t r X y =5
10 -15  9E-14 -13,699 2,5194
11 -14,9  1E-13 -13,454 2,3819
12 -14,8  1E-13 -13,223 12,2307
13| -14,7 2E-13 -13,009 2,0672
14 -14,6  2E-13  -12,81 1,893
15 145 3E-13 -12,63 1,7098
16 -14,4  3E-13 -12,469 1,5196
17 -14,3  4E-13 -12,326 1,3242
18| -14,2 S5E-13 -12,204 1,1256 A g
19 -14,1  6E-13 -12,101 0,9257
20 -14  7E-13 -12,019 0,7265 -
21 -13,9 8E-13 -11,956 0,5301 15
22 -13,8 1E-12 -11,913 0,3384

Abb. 12.7 Zykloide [Arbeitsmappe: Kurven2D.xlsx; Blatt: Zykloide]
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12.4 3D-Darstellungen von Parameterkurven

Die 2D-Kurven, die bisher in diesem Kapitel behandelt wurden, waren durch Parameter-
gleichungen folgender Art gegeben:

(x(0), y(0), te[ab]

Auch Kreise, Ellipsen und Bahnen geladener Teilchen in elektromagnetischen Feldern
konnen auf diese Art reprisentiert werden.

Eine Parameterkurve in 3D ist gegeben durch (x(t),y(t),z(t)), t & [a,b].

Zunichst werden wir die 3D-Darstellung geometrischer Figuren behandeln, spéter
betrachten wir einige Beispiele aus der Physik.

12.4.1 Drehung eines Wiirfels

Wenn wir ein geometrisches Objekt (z. B. einen Wiirfel) perspektivisch darstellen wollen,
miissen wir drei Schritte beachten:

1. Der Korper muss in einem dreidimensionalen, rechtwinkligen Koordinatensystem
(X,Y,Z) beschrieben sein. Jeder seiner Punkte hat drei Koordinaten (X.,y,z).

2. Der Korper wird um drei Achsen gedreht. Die Gleichungen, die die Drehungen
beschreiben, hiangen von der Reihenfolge und dem Drehsinn der Bewegungen ab. (Dre-
hungen sind nicht kommutativ!). Die Punktkoordinaten x,y,z gehen bei der Drehung in
X'y, iiber.

3. Der Korper muss auf eine Flache projiziert werden (z. B. auf die Bildschirmflache des
Computers). Zu jedem "gedrehten" Punkt mit den Koordinaten x’,y’,z" gehort auf der
Projektionsfliche ein Punkt mit den Koordinaten Xg,ys.

Die X-Achse zeigt nach rechts, die Y-Achse nach oben, und die Z-Achse zeigt auf den
Betrachter. Zunéchst drehen wir den Korper mit dem Winkel Beta () um die Y-Achse,
dann mit Alpha (o) um die X-Achse und schlie3lich mit Gamma (y) um die Z-Achse. Die
Drehungen um die Y-und Z-Achse sind gegen den Uhrzeigersinn, die um die X-Achse ist
im Uhrzeigersinn.

Die Transformationsgleichungen sind:

x" = [cos(y) cos (B) — sin (B) sin (&) sin (y)] - x
— [cos(y) sin(B) + sin () cos (B) sin(y)] - z
+ [cos(a) sin(y)] -y
y' = [—cos(B)sin(y) — sin (B)sin (@) cos (y)] - x
+ [sin(B) sin (y) — sin (&) cos (B) cos (y)] - z
+ [cos(a) cos (¥)] -y
7/ = [sin(B) cos ()] - x + [cos(a)cos(B)] -z + [sin(a)]-y
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Die perspektivische Projektion berechnen wir mithilfe dhnlicher Dreiecke. Die Gleichun-
gen sind:

Xs = Xa + (Xa — X/)Za/(z/ — Zy)

Ys =Yat+ (Ya— y/)Za/(Z/ —Zy)

Die Koordinaten (X,,ya,Z,) sind die Raumkoordinaten ("Welt"-Koordinaten) des Projek-
tionszentrums (Augenpunkt). Als Projektionszentrum wihlen wir einen Punkt auf der Z-
Achse mit z,: =D = Distanz des Beobachters von der Projektionsebene (Augenabstand).
Mit dieser Vereinfachung erhalten wir die folgenden Projektionsformeln:

xs=D-x'/(D—-12)
ys=D-y/(D—-7)

Die Praxis zeigt, dass Blickwinkel zwischen 40 und 60° recht realistische Seheindriicke
liefern. Wenn die Entfernung des Beobachters von der Projektionsfliche zu grof3 wird, ver-
engt sich das Blickfeld, und die perspektivische Projektion ist nicht besonders ausgepragt.
Mithilfe des Arbeitsblattes, das wir jetzt entwerfen werden, konnen wir diese Aussagen
tiberpriifen.

Um nicht immer wieder die Faktoren von sin und cos neu berechnen zu miissen, schrei-
ben wir sie als Festwerte in die Zellen J1 zwei Datenreihen findenwillbis J6. Diese werden
fiir die folgenden drei Formeln in H22, F22, G22 benétigt:

J1: =SIN(B8*Il) ; J2: =COS (B8*I1l) ; J3: =SIN(B9*Il)
J4: =COS (B9*1Il) ; J5: =SIN(B10*Il); J6: =COS (B10*I1)
H22: =J$3*J$2*B22+J$2*J$4*D22+J$1*C22 (=2')

F22: =((J$6*J$4-J$3*J$1*J$5) *B22- (J$6*T$3+TJ$1*J$4*J$5) *D22 +
J$2*J$5*%C22) / (B$11-H22) *BS11+HS8+HS$10 (= Xs)

G22: =((-J$4*JT$5-J$3*J$1*JT$6) *B22+ (J$3*J$5-T$1*J$4*J$6) *D22 +
J$2*J$6*C22) / (BS11-H22) *BS11+HS$9+HS11 (=Ys)

P Um die Abbildung immer in optimaler Lage auf dem Bildschirm zu sehen,
wurden zu den xg und ys-Werten (F22, G22) zwei geeignete Konstanten addiert:

Zu xs: + H$8+HS$10 (y-Achse nach links + Bildverschiebung nach rechts)
Zuys: +HS9 +HS$11 (x-Achse nach unten + Bildverschiebung nach oben)
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Wir kopieren alle Formeln bis Zeile 38 (mit F8§ 4 F5).
Jetzt miissen wir die Raumkoordinaten der Wiirfelecken eingeben:

B22 bis D22: -1; -1; 1
B23 " D23: 1; -1; 1
B24 " D24: 1; -1; -1

B25 " D25: -1; -1; 1
B26 " D26: -1; 1; -1
B27 " D27: -1; 1; 1
B28 " D28: 1; 1; 1
B29 " D29: 1; 1; -1
B30 " D30: -1; 1; -1
B31 " D31: -1; 1; 1
B32 " D32: -1; -1; 1
B33 " D33: 1; 1; 1
B34 " D34: 1; -1; 1

B35 " D35: 1; 1; -1
B36 " D36: 1; -1; -1

B37 " D37: -1; -1; 1
B38 " D38: -1; -1; -1

Nun brauchen wir nur noch die Spalten F und G (F22:G38) zu markieren und EINFU-
GEN > Diagramm > Punkt(XY) > Punkte mit geraden Linien auszuwihlen -und fertig ist
das Diagramm (siche Abb. 12.8).
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A B G D E F G H I J K L M
1 Pi/180= 0017453 0,642788
2 0,766044
3 3D-Wiirfel 0,766044
4 0,642788
5 -0,34202
6 0,939693
? = +
8 Alpha: Y-Achse nach links: | : 3D-Wirfel
9 Beta: X-Achse nach unte 4
10 Gamma: Bild nach rechts: 35

11 Entfernung: Bild nach oben:

19 Kérperkoordinaten Bildschirmkoordinaten 15

20 t X y z X5 ys 1

22 0 1 -1 1 1,45 0,913 -0,737 05

23 0,025 1 1 1 2,966 0,351 0,436 o

2 005 1 -1 - 4,07 1,696 -0,548 o ' ? ’ ¢ °
25 0,075 1 -1 1 2,563 2,16 -1,722

26 0,1 1 1] -1 2,054 3,579 -0,436

Abb. 12.8 3D-Wiirfel [Arbeitsmappe: Kurven3D.xlsx; Blatt: 3D-Wiirfel]

12.4.2 Zeichnung einer Lotusbliite

Bei dem vorigen Arbeitsblatt mussten wir die Korperkoordinaten von Hand eingeben, was
recht miihsam und fehleranfillig war. Dieses Mal berechnen wir die Raumkoordinaten und
erzeugen eine dreidimensionale Lissajous-Figur.

Wir verwenden dazu die folgenden Gleichungen:

x = asin(wit)cos (wyt)
y = bsin(wit)sin(wat + @)
7 = ce— @)

Wir benutzen wieder das vorige Arbeitsblatt (vgl. Abb. 12.8), nur mit den nétigen
Anderungen.

B8: 60 ; B9: 45 ; B10: -30 ; B11: 3
H8: 0 ; H9: 2 ; H10: 3 ; H11: O
B13: 8 (=w1) ; B14: 3 (= w2) ; B15: 0(=9)

B22: =1,5*SIN(B$13*A22) *COS (B$14*a22) (= xs)

C22: =1,5*SIN(B$13*A22)*SIN (B$14*A22+B$15) (=Ys)
D22: =EXP (- (B22°2+C222))
A22: 0
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A B (e D E F G H I J K L M
1 Pi/180= 0,0175 0,866
2 0,5
3 Lotusbliite 0,7071
4 0,7071
5 -0,5
6 0,866
/ Winkel Verschiebungen | ¢ - Herzlichen Gliickwunsch
8 Alpha: Y-Achse nach links:
9 Beta: X-Achse nach unten: |5 4
10 |Gamma: Bild nach rechts: |
11 |Entfernung: Bild nach oben: 4
12
13 34
14
15 (21
19 Kérperkoordinaten Bildschirmkoordinaten | "
20 t X y z Xs ys
21 ol ) ) ) ) _
22 0 0 0 1 2,6529 3,498 03536 | o 1 2 3 4 5
23 0,025 0,3 0,02 092 2,985 3,4989 04479 '
24 0,05 058 0,09 0,71 3,3536 3,6583 0,5311
25 0,075 0,83 0,19 049 3,7104 3,8733 0,6281
26 0,1 1,03 0,32 031 4,0247 4,0711 0,7499
27 0,125 1,17 046 0,2 4,2796 4,2343 0,8875

Abb. 12.9 Lotusbliite [Arbeitsmappe: Kurven3D.xlsx; Blatt: Lotusbliite]

Kopiere die Formeln in B22,C22,D22 bis Zeile 422 (Cursor auf B22— F8 + F5 Verweis
D422 > Shift > OK; START > Bearbeiten > Fiillbereich > Unten). In A23 haben wir
=A22+0, 025; bis A422 kopieren.

Die Gleichungen von xg und ys aus der vorigen Tabelle, miissen bis Zeile 425 kopiert
werden (danach F423:H423 16schen).

F22:G425 auswihlen und wieder EINFUGEN > Diagramm > Punkt(XY) > Punkte
mit interpolierten Linien.

Der “Stengel” wird als neue Datenreihe zum Diagramm hinzugefiigt:

Wir lassen Zeile 423 leer und fiigen hinzu: B424: 0; C424: 0; D424: 1; B425: 0; C425:
0 und D425: 3. Dann rechtsklicken auf das Diagramm und Daten auswdhlen > Hinzufii-
gen. In dem Dialogfenster Datenreihe bearbeiten, die Zellen FA24:F425 als x-Werte und
G424:G425 als y-Werte eingeben.

Die Lotusbliite steht in Abb. 12.9.

| 2 Die Werte von w; und w, bestimmen die Zahl der "Blatter" und die Form der
"Blume". Der Phasenwinkel ¢ zerstort im Allgemeinen die Harmonie der Form.
Kleine Werte von D (B11), z.B. 1; 1,3 usw. sind filir die Form nicht glinstig.
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12.5 Geladene Teilchen in einem elektromagnetischen Feld

Ein Elektron in einem Oszillografen erfihrt eine Ablenkung, wenn ein magnetisches Feld
(z. B. das eines Stabmagneten) die Rohre des Oszillografen durchdringt. Wir wollen
annehmen, dass das Elektron in ein homogenes Magnetfeld B hineinfliegt, und zwar unter
einem Winkel o gegen die magnetischen Feldlinien. Die Trajektorie des Elektrons wird
eine Schraubenbahn mit konstanter Hubhohe ("pitch") s sein.
Der Wert dieser Konstanten folgt aus der folgenden Gleichung:
2nvsin(a) .
§ = ——F—— = Tuvsin(a)
=B
Der Faktor sin(a) ist eine Konstante, und die Umlaufzeit T ist unabhédngig von a. Fiir
a = 0° beschreibt das Elektron eine Kreisbahn um die Feldlinien des homogenen
Magnetfeldes B. v ist die Geschwindigkeit des Elektrons.
1922 entwickelte Hans Busch auf der Grundlage unserer Formel eine Methode
zur Bestimmung der spezifischen Ladung (e/m) des Elektrons. Der heutige Wert des
Verhiiltnisses e/m ist [16]

—1,758820088 x 10''C kg™!

Mithilfe der folgenden parametrischen Gleichungen kdnnen wir mit Excel die Elektronen-
bahn aufzeichnen:

x = rsin(wt)
y = rcos(wt)

z = vtsin(x)

Die Bahn der Abb. 12.10 wurde mit folgenden Daten angefertigt: w =1; v=1;r=0,5;
sin(a) =0,1; h=0,2; Winkel: 1; 40; 0 und D = 100; Verschiebungen 7, 1, 0, 0. Mit v=0
ergibt sich ein Kreis. Das Stiick der z-Achse wurde mit folgenden Eingaben gezeichnet:
Nullen in den Zeilen 424 und 425; in D425 =9. Sie wird genauso wie der Stingel der
Lotusbliite als neue Datenreihe zum fertigen Diagramm hinzugefiigt (vgl. Abschn. 12.4.2).

Wenn ein Elektron sich durch ein Feld bewegt, das aus der Uberlagerung paralleler E-
und B-Felder besteht, so resultiert seine Bahn aus der Uberlagerung einer gleichformi-
gen Kreisbewegung in einer zu den Feldern senkrechten Ebene und einer beschleunigten
Bewegung in Richtung der Feldlinien.

Wieder konnen wir unser Arbeitsblatt benutzen, wenn wir die notigen Anpassun-
gen vornehmen. Die Gleichung fiir die z-Koordinate lautet z=kt>. In den folgenden
Abbildungen ist k=0,01; r=1,5 und @ =1. Das Zeitinkrement war h=0,07. Fiir das
z-Achsensegment werden folgende Eintrédge in den Zeilen 424 und 425 gemacht: Nullen
in den Zeilen 424 und 425; in D425 = 10.

In der ersten Abb. (12.11) sind die Winkel 0. Die Entfernung D ist groB, ndmlich
D = 1000. Fiir die Verschiebungen wurden die Werte 10, 5, — 5, 0 gewihlt. Die Projektion
der Bahn auf die XY-Ebene ist ein Kreis.
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A B C D E E G H 1 J K L M
1 Pi/180= 0,0175 0,0175
2 0,9998
3 Elektronenbahn in einem Magnetfeld 0,6428
4 0,766
5 0
3 1
7 Winkel Verschiebun,
8 Alpha: Y-Achse nach links:
9 Beta: X-Achse nach unten:
10 Gamma: Bild nach rechts:
11 Entfernung: Bild nach oben:
12 14
13 |
14 Geschwindigkeit 08 -
15 |
16 l06 -
17 .
18 04 -
19 |
20 t x y z XS ys 02 -
21 |
22 0 0 05 0 i 13 00087 | , | ) i )
23 02 0,09 049 0,02 7,063 1,289 0,0877 0 2 4 6 8
24 04 0,195 0461 0,04 7,124 1,2585 0,1638 T T T g
25 06 0,282 0413 0,06 7,178 1,2096 0,2346
26 08 0,359 0,348 0,08 7,224 11,1442 0,2979
27 1 0421 027 01 7,259 1,065 0,3517

Abb. 12.10 Elektronenbahn in einem Magnetfeld [Arbeitsmappe: Kurven3D.xlsx; Blatt: Helix 1]

A I e ) . E | & i 1 J K L M
1 Pi/180: 0,01745 0
2 1
3 Elektronenbahn in parallelen E- und B- Feldern 0
4 1
5 0
6 1
7 Winkel Verschiebungen
8 Y-Achse nach links: 10 -
9 X-Achse nach unten:

Bild nach rechts:
Bild nach oben:

mega 6
adius
4
2
¥ z xS ys 6 )
0 2 4 3 8 10
22 0 0 1.5 0 5 65 0
23 0,07 0,105 1,496 SE-05 5,105 6,496 S5E-05
24 0,14 0,209 1,485 2E-04 5,209 6,485 2E-04
25 0,21 0,313 1,467 4E-04 5,313 6,467 4E-04
26 0,28 0415 1,442 B8E-04 5415 6,442 BE-04
77 N3s N514 1409 0NN 5514 A4 000

Abb. 12.11 Elektronenbahn in parallelen E- und B- Feldern [Arbeitsmappe: Kurven3D.xlsx; Blatt:
Helix 2]
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ANAWAY|
JARVAVAU

0 2 4 6 8 10

Abb. 12.12 Elektronenbahn in parallelen E- und B-Feldern [Arbeitsmappe: Kurven3D.xIsx; Blatt:
Helix 2]

Die zweite Abb. (12.12) zeigt eine Seitenansicht mit 0, 90, 0 und D =1000. Die
Verschiebungen sind 10, 6, 0, 0.

SchlieBlich sehen wir in der dritten Abb. (12.13) eine perspektivische Darstellung mit
30, 40, 0 und D = 10. Die Verschiebungen sind: 10, 8, 0, 0.
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12

10

0 2 4 6 8 10 12

Abb. 12.13 Elektronenbahn in parallelen E- und B-Feldern [Arbeitsmappe: Kurven3D.xlsx; Blatt:
Helix 2]

12.6 3D-Oberfachen mit Excel

Ein 3D-Oberflichendiagramm ist dann niitzlich, wenn man die besten Kombinationen aus
zwei Datenreihen finden will. Wir wihlen als Datenreihen die x-y-Koordinaten einer Funk-
tion z=1(X,y). Der Bereich der (x,y)-Paare ist gegeben durch [Xmin Xmax] * [Ymin, Ymax]-

Im folgenden Beispiel zeichnen wir die Funktion z = f(x,y) = x* + yz) /2
iiber dem Bereich [—3,3]-[—3,3] (siche Abb. 12.14). Die Formel in C3 lautet
=(C$2"2 + $B3”2) /2. Diese bis C9 kopieren. AnschlieBend C3:C9 bis 13:19 kopie-
ren. (C9: = (C$2"2 + $B9"2)/2;19:= (132”2 + $B9"2)/2)

Die Daten fiir das Diagramm, die Funktionswerte z, befinden sich im Intervall C3:19. Zu
jedem Punkt in diesem Intervall gehoren zwei Koordinaten. Die x-Koordinaten stehen in
C2:12; die y-Koordinaten, die die Tiefe des Diagramms festlegen, befinden sich in B3:B9.
Die Funktionswerte messen die Entfernung zwischen der x-y-Ebene und der gefirbten
Oberfliche.
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A |lB | € D £ F G H I

1 x-Koordinaten

2 -3 53 3 0 1 2 3
3 -3 9 6,5 5 4,5 5 6,5 9
4| § 2 65 4 25 2 25 4 65
5 — -1 5 2,5 1 0,5 1 2,5 5
6 'g 0 45 2 05 0 05 2 45
7] 8 1 5 25 1 05 1 25 5
gl > 2 65 4 25 2 25 4 65
9 3 9 65 5 45 5 65 9
10

E z = (x"2+y"2)/2

13

14 —

15

16 mg8-10
o 2 "6-8

18

o "4-6
20 m2-4
21 0-2
22
23
24
25

gl

Abb. 12.14 3D-Oberfliche fiir z = f(x,y) = x2 + y2)/2 [Arbeitsmappe: 3D-Oberfliche.xlsx; Blatt:

Paraboloid]

Um diesen Grafen in Excel zu erzeugen, markieren wir den Bereich B2:19, anschlie-

Bend EINFUGEN > Diagramme > Alle Diagramme > Oberfliche > 3D-Oberfliche.

Man kann den Grafen auf die iibliche Art editieren. Am einfachsten ist es jedoch,

DIAGRAMMTOOLS anzuklicken und dort z. B. Schnelllayout auszuwihlen.

Auch das Menii 3D-Drehung (siehe Abb. 12.15), das man mit doppeltem Rechtsklick
auf das Diagramm erhilt, ist sehr interessant (vgl. Abschn. 12.4).
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Diagrammbereich formatieren ~ *

DIAGRAMMOPTIONEN + |TEXTOPTIOMEN
O
O QO =

I SCHATTEN

I* LEUCHTEFFEKT

" WEICHE KANTEN
I 3D-FORMAT

4 3D-DREHUNG

Voreinstellungen

X-Drehung 20* ¥
¥-Drehung 10* =
Perspektive 10 =L SRF *

Rechtwinklige Achsen
+| AutoSkalieren

Tiefe (% der Basis) 150 v

Standarddrehung

Zuriicksetzen

Abb. 12.15 3D-Drehung einer Excel 3D-Oberfliche [Arbeitsmappe: 3D-Oberfliche.xlIsx; Blatt:

Paraboloid]

12.6.1

Temperaturverteilung in einer Metallplatte

Wir konnen jetzt die Temperaturverteilung in einer Metallplatte (vgl. Abschn. 8.6) auch
als 3D-Oberflache darstellen. Dafiir brauchen wir nur die x- und y-Koordinaten in der
Tabelle hinzuzufiigen (siche Abb. 12.16).

Das Diagramm wurde gedreht mit X-Drehung: 250°; Y-Drehung: 10°; Perspektive: 5°.
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A| B € D E F G H 1| J
1| x-Koordinaten
2 0 il 3 4 6 7 9 10
3 1 100 100 100 100 100 100 100
4 ,5_. 3 0 46,869 62,922 66,943 62,922 46,869 0
5 % 4 0 24,552 37,879 41,925 37,879 24,552 0
6 E 6 0 13,462 22,115 25 22,115 13,462 0
7 f_ 7 0 7,1785 12,121 13,844 12,121 7,1785 0
8 9 0 3,1313 5,3467 6,1344 5,3467 3,1313 0
9 10 0 0 0 0 0 0 0
10
11
12 | Temperaturverteilung
13
14 |
15 100
16 80
17 60 5
18 s
19 “8
20 Z 20 @
21 4 0
22 X
23
24
25 0-20 20-40 m40-60 m60-80 m80-100
26

Abb. 12.16 3D-Darstellung der Temperaturverteilung [Arbeitsmappe: Temperaturverteilung.xlsx]
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Zusammenfassung

Anhand von Beispielen aus der industriellen Praxis und aus der Wissenschaft, werden
Grundkenntnisse der Statistik benutzt, um mit Excel-Funktionen die entsprechenden
Daten darzustellen und zu analysieren. In der schlieBenden Statistik wird man fest-
stellen, wie niitzlich Excel-Tabellen sind, um Zusammenhinge, z. B. beim Testen von
Hypothesen, zu veranschaulichen.

13.1 Kennwerte einer Stichprobe

Um eine Stichprobe zu beschreiben, benutzt man die Statistikfunktionen Héufigkeit,
Mittelwert, Standardabweichung und Stichprobenvarianz.

Diese Funktionen schétzen den wahren Mittelwert, die wahre Standardabweichung
und Varianz einer Grundgesamtheit. Man nennt diese wahren, aber unbekannten Werte
Parameter und bezeichnet sie mit griechischen Buchstaben. Mit lateinischen Buchstaben
bezeichnet man Stichprobenwerte (Statistiken oder Kennwerte der Stichprobe). Die grund-
sitzliche Frage lautet: Wie konnen wir Schitzwerte fiir die Parameter mithilfe der Statistik
erhalten — und wie genau sind solche Schitzungen?

Fiir das folgende Beispiel brauchen wir die Definitionen:

I 1 « , . .
X =- Zx,- =— 2 fixi Mittelwert einer Stichprobe: =MITTELWERT
n n

i=1 i=1

1 n 1 m
2 _ ) — 2 _ pil ; e
S = p— Z(x, X) = — (Z fixi —nx ) Stichprobenvarianz: =VAR. S
i=1 i=1
s = Vs? Standardabweichung der Stichprobe: = STABW. S
© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 215
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Wenn die Einzelwerte x; in m Klassen gruppiert sind, dann sind:

f; abs. Hiufigkeit: =HAUFIGKEIT,
F;: =fi/n relative Haufigkeit.

13.1.1 Analyse der Daten einer Befragung

Wir haben eine Stichprobe mit 35 Einzelwerten (Kinder pro Familie), die so notiert
wurden, wie sie bei der Befragung anfielen, d. h. ohne sie zu sortieren. Wir wollen die

statischen Kennwerte bestimmen.

Im Arbeitsblatt der Abb. 13.1 stehen in A5:C16 die Stichprobenwerte. Daneben in
D5:D10 haben wir eine Klassenliste (es gab 0, 1, 2, .. .,5 Kinder pro Familie).

ES - x Jr | {=HAUFIGKEIT(AS:C16;05:D10)}

A B C D E F G H 1 J
1
2 absolute relative Fi
3 Stichprobenwerte Klassen Hiufigkeit Hiufigkeit kumuliert
4 xi fi Fi
5 0 0 3 o 5 014285714 0,14285714
6 3 1 2 1 0,2 0,34285714
7 2 1 2 2 11 0,31428571 0,65714286
8 2 0 1 3 0,2 0,85714286
9 1 2 2 4 4 0,11428571 0,97142857
10 3 2 2 S 0,02857143 1
11 3 2 1
12 4 3 ol | 12
13 3 4 3 .
14 5 4 4
15 2 2 1 8
16 1 0
17 Anzahl: 35

18 Mittelw 2,0286
19 Varianz: 1,7345

abs. Haufigkeit
o

23

24 Kinder pro Familie

25

4 -

20 Std.abw.: 1,317 2 j I I I I

21

2 B _ , .
0 1 2 3 4 5

26

Abb. 13.1 Statistiken einer Stichprobe. [Arbeitsmappe: Kennwerte.x1sx; Blatt: Statistiken]
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E5: Markieren Sie E5:E10, und schreiben Sie in die Bearbeitungszeile
=HAUFIGKEIT (A5:C16;D5:D10), Ctrl + Shift + Enter

(Am haufigsten waren die Familien mit 2 Kindern, namlich fi = 11).

B17: =ANZAHL (A5:C16) (Anzahl n der Stichprobenelemente)

B18: =MITTELWERT (A5:C16)

B19: =VAR.S(A5:C16)

B20: =STABW.S(A5:Cl6) ; G5: =E5/B$17, bis G10 kopieren

In der Spalte H berechnen wir die empirische Verteilungsfunktion Fi (rel. Summenhaufigkeit oder
kumulierte Verteilungsfunktion).

H5: =G5 ; H6: =G6+H5, bis H10 kopieren. Letzter Wert ist 1.

Fiir den Graphen wihlen wir, wie von Excel empfohlen, den Diagrammtyp Gruppierte
Sciulen (siehe Abb. 13.2).

Diagramm einfiigen (g xR]

"Er'npf'dﬁlene Diagramme "Alle Diagramme |

Saprmmsns “*  Gruppierte Saulen

Diagrammtitel

i s L §
—_
— 4
. . . . . . | 2
L M [ ]
f 0 1 2 3 4 5

Mit einem gruppierten Saulendiagramm kénnen Sie Werte zwischen einigen Rubriken
vergleichen. Verwenden Sie diesen Diagrammtyp, wenn die Reihenfolge der Rubriken
nicht von Bedeutung ist.

FL

ok | [ abbrechen

Abb. 13.2 Dialogfenster Diagramm einfiigen
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17 el |EH I
A B G D E F G H | J
1
2 absolute relative Fi
3 Stichprobenwerte Klassen Hiufigkeit Hiufigkeit kumuliert
4 xi fi Fi
5 0 0 3 0 5 0,14285714 0,14285714
6 3 1 2 1 7 0,2 0,34285714
7 2 1 2 2 11 0,31428571 0,65714286
8 2 0 1 3 7 0,2 0,85714286
2] 1 2 2 4 4 0,11428571 0,97142857
10 3 2 2 5 1 0,02857143 1
11 3 2 1 . _
12 4 3 0 HeiEgmm BRI
4 Eingabe
ﬁ : 4 i Eingabebereich: SASSISCS16
15 2 B 1 Klassenbereich: $DS5:5D510 | M‘
16 1 0 : ’_Hj;e ]
17 Anzahl: 35 Hedoe
18 Mittelw.: 2,0286 Ausgabe
19 Varianz: 1,7345 Ausgabebereich Eaé
j? Stdiabw:s EELe Q! Meues Tabellenblatt: Histogramm
2 Meue Arbeitsmappe
23 || pareto (sortiertes Histogramm)
24 1¥] Kumulfierte Haufigkeit
25 |¥] piagrammdarstellung
26 i
27
28

Abb. 13.3 Dialogfenster Histogramm. [Arbeitsmappe: Kennwerte.xlsx; Blatt: Statistiken]

Wir wollen nun mithilfe des Werkzeugs Datenanalyse ein Histogramm der vorigen
Stichprobe auf eine einfachere Art erstellen:

Wie wihlen DATEN > Datenanalyse > Histogramm mit dem Eingabebereich A5:C16
und dem Klassenbereich D5:D10. Zur Ausgabe wihlen wir ein neues Arbeitsblatt (vgl.
Abb. 13.3).

Das Histogramm (vgl. Abb. 13.4) zeigt auch die empirische kumulierte Verteilungs-
funktion F (F; —kumuliert).
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F27 [ 8] > fr
A B C D 3 F G 4 I

Klasse Hdufigkeit  Kumuliert % ;

14,29% .
Sees Histogramm

5

F

1 65,71% 12 4 - 120,00%
T 85,71%
4

1

0

97,14% 10 4 - 100,00%
100,00%
100,00% . L so.00%

L T e =]
I

und grofer

Haufigkeit
@
g
=1
2

m Haufigkeit
13 4 4 - 40,00%  —s—Kumuliert %

» Histogramm | Statistiken ] i 4]

Abb. 13.4 Histogramm aus Datenanalyse [Arbeitsmappe: Kennwerte.xIsx; Blatt: Histogramm]

13.2 Die Normalverteilung

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit einer speziellen stetigen Verteilung: die Nor-
malverteilung. In vielen praktischen Fillen konnen wir annehmen, dass die Daten einer
Normalverteilung gehorchen.

In der Statistik spielt die Normalverteilung unter allen Verteilungen eine hervorragende
Rolle. Sie wird von zwei Parametern bestimmt: Erwartungswert |. und Standardabwei-
chung o (Varianz = 02).

P Eine Zufallsgrole X heit normalverteilt, wenn ihre Wahrscheinlichkeitsdichte
folgendermaf3en definiert ist:

L)
f(x)=gme e (13.1)
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Ihr Graph ist die Gaufische Glockenkurve. (Wenn die Variable X diskret ist, wird f(x)
auch Wahrscheinlichkeitsfunktion genannt. Man nennt eine Zufallsvariable X diskret,
wenn sie Werte aus einer endlichen oder unendlichen abzdihlbaren Menge annimmt.)

P Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses '""X<=x", d. h. P(X <=x) =F(x), berech-
net man mit der Funktion

F(x) = / f()dt = P(X < x) (13.2)

F(x) = Verteilungsfunktion der Wahrscheinlichkeit, auch kumulierte Verteilungsfunk-
tion oder Summenfunktion genannt. Im Abschn. 11.1.5 haben wir das Integral fiir
P(—x <= X <=xX) berechnet.

Ist . =0 und 0 =1, so heilit die zugehorige Normalverteilung standardisiert oder
Standardnormalverteilung (SNV oder N(0;1)) In diesem Falle schreibt man meist ¢ und
® statt fund F.

In der Praxis wollen wir Wahrscheinlichkeiten fiir unterschiedliche Werte von i und ¢
berechnen (mithilfe von =NORM. VERT). Aber es ist nicht nétig, mit verschiedenen Nor-
malverteilungen zu rechnen, denn mithilfe der Standardisierung Z = % kann man
jede Normalverteilung in die SNV {iberfithren und schreiben F(x) = ®(z). In Excel
gibt es fiir diese Transformation die Funktion =STANDARDISIERUNG und die Funktion
=NORM. S.VERT berechnet die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten.

Excel 2013 hat die Nomenklatur fiir einige der statistischen Funktionen gedndert (z.
B. NORM.VERT anstatt von NORMVERT oder STABW. S anstatt STABW). Obwohl aus
Kompatibilititsgriinden das Benutzen der alten Funktionen noch erlaubt ist, verwenden
wir hier die neuen Bezeichnungen.

13.2.1 Analyse von Daten aus der industriellen Fertigung (1)

Wir nehmen an, dass die Dicke von Brettern normalverteilt ist mit dem Erwartungswert
p =1,4cm und der Standardabweichung ¢ = 0,05cm. Wir sagen dann, dass die
Zufallsvariable X = Bretterdicke stetig variiert und dass eine stetige Verteilung vorliegt.
Wir nehmen das arithmetische Mittel x und die Streuung s (Standardabweichung der
Stichprobe, vgl. Abschn. 13.1) als Schitzwerte fiir p und o.

Rein zufillig entnehmen wir der Produktion ein Brett und fragen uns:

1. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass seine Dicke zwischen 1,36 und 1,48 cm liegt?

2. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Dicke grofer als 1,48 cm ist?

3. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Dicke im Intervall von 4 2 Standardab-
weichungen um den Erwartungswert liegt (d. h. zwischen 1,3 und 1,5 cm)?
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A B c D E F G H 1
1
2 Normalverteilung
3
4 Verteilungsfunktion und Dichte an den Stellen x1 und x2
5 Erw.-Wert
6 Stand.Abw. F(x1)=  0,0343795 f(x1)= 0,038072
7 x1 F(x2)=  0,0392039 f(x2)= 0,042388
8 x2
9
10 P(x1<=X<=x2)-0,48%
11 Abweichung P(|X-u|<=c)= 95,45%
12 vom Erw.-Wert P(|X-u]>c)=  4,55%|P(X>x2)= 96,08% P(X<=x2)= 3,92%
13 (=Verteilungsfunktion)
14 c=2"sigma
15
16
37,

Abb. 13.5 Wahrscheinlichkeiten aus der Normalverteilung. [ Arbeitsmappe: Normalverteilung.xlIsx;
Blatt: Wahrscheinlichkeiten]

Losung Bei bekanntem f(x), Gl. 13.1, kann die Wahrscheinlichkeit, dass X im Intervall
(x1,Xx2) liegt mithilfe der GI. 13.2 berechnet werden:

P(x; <= X <=x3) = F(x») — F(x1).

F(x) berechnen wir mit =NORM.VERT (x;;0;1) . Mit dem Parameter 0 erhidlt man
f(x). Die rechte Seite von GIl. 13.2 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X
einen Wert <= X annimmt.

Die Ergebnisse sind in Abb. 13.5 zusammengefasst.

Eintriige im Arbeitsblatt

Werte in B5:B8

E6: =NORM. VERT ($B$7;$BS$5;$B$6;1) (= F(x1))

E7: =NORM. VERT ($B$8; $B$5; $B$6;1) (= F(x2))

G6: =NORM. VERT ($B$7; $BS$5;$B$6;0) (= f(x1))

G7: =NORM. VERT ($B$8; $BS$5;$B$6;0) (= f(x2))

F9: = E7-E6 (Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Bretter eine Dicke zwischen 1,36 cm und

1,48 cm haben)

E11: =1-E7 (Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Dicke groRer als 1,48 cm ist)

G11: =E7 (Wahrscheinlichkeit daftir, dass die Dicke kleiner oder gleich 1,48 cm ist)
A17:1 ; A18: 2 ; A19: 3

B17: =2*NORM.S.VERT (A17;1) -1 bis B19 kopieren' (P(|X- p |[<=c*g)

C17: =2* (1-NORM.S.VERT (A17;1)) bis C19 kopieren (P(|X- p |>c*o)

! Die Funktion NORM. S . VERT liefert direkt die Wahrscheinlichkeiten fiir die SN'V.
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Tab. 13.1 Wahrscheinlichkeiten

. Intervall Wahrscheinlichkeit (%)
fiir Abweichung vom
Mittelwert nto 68,27
w=+20 95,45
w=£30 99,73

Fiir die Normalverteilung gilt, dass der Teil der Werte, der in ein, zwei oder drei Stan-
dardabweichungen vom Erwartungswert liegt, durch die Prozente gegeben ist, die in der
Tab. 13.1) gezeigt werden.

Im Klartext:

e Etwa 68 % (& 2/3) aller Werte liegen zwischen . — o und . + o.
e Etwa 95 % aller Werte liegen zwischen . — 20 und . + 20.
e Mehr als 99,7 % aller Werte liegen zwischen @ — 30 und i + 30.

Die Antworten auf die oben gestellten Fragen lauten:

1. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Dicke zwischen 1,36 und 1,48 cm liegt, ist 73,33 %.

2. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Dicke grofier als 1,48 cm ist, betrigt 5,48 %.

3. Es ist zu erwarten, dass 95,5% aller Bretter eine Dicke haben, die zwischen 1,3 und
1,5 cm liegt. Nur 4,55 % weichen um mehr als 0,1 cm vom Erwartungswert ab.

> Die Ungleichung von Tschebyschew, die furr beliebige Verteilungen gilt, P(|X —
| <=ko) > 1 —1/k?, ergibt mit k = 2 die Wahrscheinlichkeit P > 0,75. Diese
Herabsetzung der Grenze auf nur 75 % ist der "Preis" fuir die Allgemeingiiltigkeit
dieser Ungleichung.

13.2.2 Graphische Darstellung der Normalverteilung

Um die Graphen der Verteilungsfunktion und Verteilungsdichte einer Normalverteilung
zu erzeugen, brauchen wir eine Tabelle mit den Werten von x, F(x) und f(x). Wir werden
zunichst diese Tabelle mithilfe der Funktion Datentabelle, die wir in DATEN > Was-widire-
wenn-Analyse finden (vgl. Abschn. 8.7) erstellen. Vorher machen wir folgende Eintrige in
das Arbeitsblatt (siche Abb. 13.6).
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A B C D E F G H I J K L M

1 Graph der Verteilungsfunktion und Dichte einer Normalverteilung

2 Beispiel fir die B g von D belle aus “Was-wiire-wenn-Analyse”

3

4

5 Erw.-Wert: 0

6  Stand.Abw.: 1

8 " Flx)= 08413 Fi fix
9 flx)= 0,242 =
10

1

12 x F(x) x fx)

13 0,84134 02419707 | ___. ..

4 4 32605 -4 00001338

5 -3,8 7,26405 -3,8 0,0002919

16 -3,6 0,00016 -3,6 0,0006119

17 -3,4 0,00034 -34 0,0012322 a1
18 -3,2  0,00069 -3,2 0,0023841

19 -3 0,00135 -3 0,0044318
20 -2,8 0,00256 -2,8 0,0079155
21 -2,6 0,00466 -2,6  0,013583
22 -24  0,0082 -24 0,0223945

Abb. 13.6 Graphen von F(x) und f(x) der Normalverteilung. [Arbeitsmappe: Normalvertei-
lung.xIsx; Blatt: Graph]

B5: 0 ; B6: 1 (zunachstsind dieses die Parameter einer SNV)

ES8: =NORM. VERT ($B$8;$BS$5;$BS$6;1)

E9: =NORM.VERT ($B$8;$B$5;$BS$6;0)

B14: -4 ; B15: =B14+0, 2, bis B54 kopieren
E14. -4 ; E15: =E14+0, 2, bis E54 kopieren
C13: =ES8 ; F13: =E9

B13:C54 auswihlen und unter Was-wire-wenn-Analyse das Dialogfenster Datentabelle
wie in Abb. 13.7 ausfiillen (kein Eintrag in Werte aus Zeile).

Der Wert in Zelle B8 (1) wird dann ersetzt durch die Werte im Bereich
B14:B54. Dabei schreibt Excel in alle Zellen von C44 bis C54 die Matrixfunktion
{=MEHRFACHOPERATION(;B8) }.

Das Gleiche wiederhohlen wir, um die Datentabelle fiir x und f(x) (Spalte F)
auszufiillen.

AnschlieBend erzeugen wir noch den Graphen der Verteilungsfunktion und der Dichte
mit den Werten aus = B12:C54; F12:F54 (siehe Abb. 13.6).

Die beiden Wendepunkte der Dichtefunktion liegen symmetrisch zum Erwartungswert,
und zwar bei x= W + ound x= p — o. Bei N(0;1) liegen sie bei & 1. Die Form der
Kurven dndert sich bei verschiedenen Werten von . und o.

Das Maximum der Verteilungsfunktion hat die Koordinaten (M;#ﬁ)' Bei N(0;1)
haben wir (0;0,399), und, z. B. bei N(2;0,5) gilt (2; 0,797884561).
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A B (e D E F G H I J -
1 Graph der Verteilungsfunktion und Dichte einer Normalverteilung
2 Beispiel fiir die Benutzung von Datentabelle aus "Was-wéire-wenn-Analyse”
3
4
5 Erw.-Wert:
6  Stand.Abw.:
2
8 F(x)= 0,8413
9 fx)= 0,242
10
11
12 X F(x) Datentabelle g =
- fatiea Werte aus Zeile: Eg__
14 -4
15 -3,8 Werte aus Spalte: | SBSS &
16 -3,6 I oK ‘ Abbrechen
17 -3,4

Abb. 13.7 Dialogfenster Datentabelle. [Arbeitsmappe: Normalverteilung.xlIsx; Blatt: Graph]

Natiirlich konnen wir die Graphen von F(x) und f(x) auch ohne Was-wdre-wenn
anfertigen, denn wir haben die Funktion NORM . VERT und hitten lediglich die Eintrige:

B14: =NORM.VERT (B14;B$5;B$6;1) bis B54 kopieren
F14. =NORM.VERT (B14; $B$5;$B$6;0) bis F54 kopieren

machen konnen. Uns ging es aber hier um das Uben der Funktion Datentabelle.

13.2.3 Umkehrung von ®(z)

Zur Berechnung von Konfidenzintervallen und zum Testen von Hypothesen benétigen
wir zu einem gegebenen Wert der Verteilungsfunktion ®(z) der Standardnormalverteilung
das zugehorige z, d.h. wir miissen die Gleichung ®(z) =1 — « nach z auflésen (d. h.
®(z) umkehren). o = Irrtumswahrscheinlichkeit und p= 1 — a = statistische Sicherheit
oder Konfidenz. Man kann dies jedoch nicht in geschlossener Form durchfiihren. Es gibt
aber verschiedene numerische Verfahren fiir diese Aufgabe. Die Funktion NORM. S. INV
(p), verwendet eine dieser Nédherungsmethoden und liefert die gesuchte Umkehrung
der kumulierten Standardnormalverteilung, d. h. die Zahl zp, bei der die Funktion ® der
Wahrscheinlichkeitsverteilung dem p-Wert in der Gleichung P(® <= zp)= ®(zp)=p
entspricht (z, heiBt p-Quantil oder 100p-Perzentil).

Geometrisch ist z, die obere Grenze der Fliche p unter dem Graphen der Funktion
®(z) (einseitige Betrachtung). D. h. z;, ist der Wert, unter dem p % der Werte liegen. Wenn
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Einseitiges p-Quantil Zweiseitige p-Quantile
p=1-a ‘ o/2 p=1-a /2
4 a3 2 1 0 1 29.q2 3 4 4 3 "Liqf2 4 0 1 Lra2 s 4

Abb. 13.8 Schwellenwerte fiir einseitige und zweiseitige Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen

H23 i X v Kk
A B € D E F G H I J
1 Normalverteilung
2
3 Umkehrung der Summenfunktion
4
5 einseitig?: "ja" liefert den oberen Schwellenwert)
6 (ja=1; nein=0) ("nein" liefert zweiseitige Schwellenwerte fiir
7 eine eingeschlossene Fliche)
8
9 Erwartungswert

Standardabweichung o

=
o

x; -Wert der N(u,5)-Vert.: 7,64995

11
12 o : z,-Wert der N(0,1)-Vert.: 1,95996
13 p=1-a: 0,95
14

Schwellenwerte fiir verschiedene Schwellenwerte fiir verschiedene
15 Wabhrscheinlichkeiten (zweiseitig) Wabhrscheinlichkeiten (einseitig)
16 | o p=l-a ; 2 X, o p=l-a - B X5
17 0,001 0,999| 3,29053| 9,3131584 0,001 0,999| 3,09023| 9,06279
18 0,01 0,99| 2,57583| 8,4197866 0,01 0,99] 2,32635| 8,10793
19 0,05 0,95]| 1,95996| 7,649955 0,05 0,95| 1,64485| 7,25607
20 0,5 0,5 0,67449| 6,0431122 0,5 0,5 0 5,2
21

Abb. 13.9 Schwellenwerte fiir normalverteilte Daten. [Arbeitsmappe: Normalverteilung.xlIsx;
Blatt: Umkehrung]

wir aber den Schwellenwert z, dafiir wissen wollen, dass p % der Werte innerhalb des
Intervalls [—z,, zp] liegen, dann sprechen wir von einer zweiseitigen Betrachtung (siehe
Abb. 13.8).

Das Arbeitsblatt der Abb. 13.9 berechnet die Schwellenwerte mit
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Tab. 13.2 Intervall, Wahrscheinlichkeit (%) | Intervall

in dem p% der

Werte liegen 99.9 n+329 .0
99 WE258 -0
95 WE196 -0
50 W+067 -0

G10: =NORM.INV (WENN (B5=1;B13;0,5+B13/2) ;B9;B10)
G12: =NORM.S.INV(WENN (B5=1;B13;0,5+B13/2))

(Man vergleiche auch die spiter folgenden Erkldrungen zur t-Verteilung Abschn. 13.3)
Oder in tabellarischer Form fiir verschiedene Werte von o:

B17:B20 Werte von a

C17: =1-B17, bis C20 kopieren

D17: =NORM.S.INV (WENN(B$5=1;C17;0,5+C17/2)), bis D20 kopieren

E17: =NORM.INV (WENN (B$5=1;C17;0,5+C17/2) ;B$9;B$10) , bis E20 kopieren

Ahnlich wird verfahren, um die Tabelle fiir die einseitigen Schwellenwerte zu erstellen.

Die Fliche unter der Normalverteilungskurve hat den Wert 1 (100 % Wahrschein-
lichkeit). Fiir eine beliebige Wahrscheinlichkeit konnen wir die Werte x,, berechnen,
die die Fliche unter F(x) abgrenzen. Die Tab. 13.2 zeigt diese Werte fiir verschiedene
Wahrscheinlichkeiten.

13.3 t-Verteilung

1908 schlug W.S. Gosset die ,,Student**-Verteilung vor. Sie wird auch t-Verteilung genannt
und strebt mit wachsendem n (n > 30) gegen die Normalverteilung.

Gosset wies nach, dass der Quotient f /?/”ﬁ der t-Verteilung mit f =n — 1 Freiheitsgraden
folgt.

Vorausgesetzt wird hierbei, dass die Einzelbeobachtungen x; unabhingig und nihe-
rungsweise normalverteilt sind.

Die t-Verteilung ist der Normalverteilung sehr &dhnlich (stetig, symmetrisch und
glockenformig), sie ist jedoch von w und ¢ unabhingig. Je kleiner der Freiheitsgrad ist,
desto niedriger und breiter ist sie als die Normalverteilung (siehe Abb. 13.10).

Fiir das Arbeitsblatt aus Abb. 13.10 haben wir die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
benutzt:

B3: =NORM. S .VERT (A3 ; FALSCH)

D3:  =T.VERT (A3;10;FALSCH)
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A B C D E F G H J

1
Standardnormal  t-Verteilung t-Verteilung e = .

2| =z verteilung (=2) (=10) Wahrscheinlichkeisdichten flr Standardnormal-
3 -4 0,00013383 0,01309457  0,002031034 und t-Verteilung (f=2)
4 -39 0,000198655 0,01400647 0,002406689
5 -3.8 0,000291947 0,015001935 0,002854394 05
3 -3,7 0,00042478 0,016090353 0,003388151
7 -3,6 0,000611902 0,017282343 0,004024623
8 -35 0,000872683 0,018589928 0,004783607
9 -34 0,001232219 0,02002675 0,005688561

0, -33 0,001722569 0,021608301 0,006767202
1] 3.2 0,002384088 0,023352204 0,008052167 — =
12 31 0,003266819 0,025278522 0,009581728 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
13 -3 0,004431848 0,027410122 0,011400549 .. g —tVertelung (f22)

4 -29 0,005952532 0,02977309 0,01356047

15, -28 0,007915452 0,032397191 0,016121257

Wahrscheinlichkeisdichten fir Standardnormal-

16 -27  0,010420935 00353164  0,019151294
17 -26 0013582969  0,038569485 0,02272812 und t-Verteilung (f=10)
18| 25 0,0175283  0,042200644  0,026938728 05

18] 24 0,02239453  0,046260191  0,031879494

20, -23 0,028327038 0,050805263 0,037655587
2| -22 0,035474593 0,05590052 0,044379677
2] -21 0,043983596 0,06161876 0,052169743
23 -2 0,053990967 0,068041382 0,061145766
24 -19 0,065615815 0,075258526 0,071425107
25 -18 0,078950158 0,083368708 0,08311639
% -17 0,094049077 0,092477634 0,09631181

27| -16 0,110920835 0,102695813 0,111077877
! 18 n 170517508 n114124412 n 177404704

Abb. 13.10 Vergleich zwischen Standardnormal- und t-Verteilung. [Arbeitsmappe: SNV und
t-Vert.xlIsx]

Die gleichen Funktionen mit Parameter WAHR (oder 1) ergeben die entsprechenden
kumulativen Verteilungsfunktionen.

13.4 Schluss von Kennwerten auf Parameter

Bereits im Abschn. 13.1 haben wir gesehen, dass die ermittelten Kennwerte einer Stich-
probe (z. B. der Mittelwert x oder die Standardabweichung s) den wahren Mittelwert
und die wahre Standardabweichung o einer Population schitzen. Die zwei wesentlichen
Fragen sind:

e Wie sicher ist diese Schitzung?
e Wie sicher sind Annahmen iiber die Parameter der Verteilung?

Um die erste Frage beantworten zu konnen, brauchen wir sogenannte Konfidenzinter-
valle. Die zweite Frage fiihrt uns zu den Hypothesentests. Die Theorie dafiir befindet sich
z.B. in [19] oder [20].

In diesem Abschnitt werden wir lediglich Konfidenzintervalle fiir x und Hypothe-
sentests fiir . behandeln (im Abschn. 13.4.8 und im Abschn. 18.10 werden wir eine
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Hypothese fiir die Verteilung selbst priifen). Hierbei unterscheidet man zwischen zwei
Fillen, je nachdem, ob die Varianz o2 bekannt ist oder nicht.

Diese Unterscheidung ist wichtig, z. B. fiir die Qualititssicherung in der Industrie, weil
dann, wenn die Prozesse unter Kontrolle laufen, die Varianz eine inhdrente Grof3e der
Anlage oder des Automaten ist [21]. In diesem Fall ist die Varianz, die man aus einer
groBen Anzahl von Proben aus vergangenen Produktionsperioden bestimmt, gleich o2 zu
setzen. Die Methoden fiir bekannte Varianz sind hier angebracht. Ist der Prozess nicht
unter Kontrolle, oder hat man nur wenige Stichproben, dann miissen die Methoden fiir
unbekannte Varianz benutzt werden.

13.4.1 Konfidenzintervalle

Wir haben zwischen zwei Fillen zu unterscheiden, um Konfidenzintervalle fiir das
unbekannte Mittel p einer gewissen normalverteilten Grundgesamtheit zu bestimmen.

Fall 1: Konfidenzintervall fiir den Mittelwert bei bekannter Varianz (Normalvertei-
lung) Wir haben n Werte einer Stichprobe mit berechnetem Mittelwert x vorliegen. Wenn
wir aus geeigneten Untersuchungen (z. B. iiber den Prozessverlauf) annehmen konnen,
dass wir o kennen, dann befindet sich der wahre Mittelwert | mit (1 — o) % Sicherheit im
Intervall:

X—a, < <X —a,, mit
o (13.3)

an = Zl—a/ZE

Dabei ist z1_q,2 das (1 — /2)-Quantil der Standardnormalverteilung.
Man nennt den Wert z1_q /2 Ln Stichprobenfehler. Die Funktion KONFIDENZ . NORM,
die wir gleich benutzen werden, berechnet diesen Wert.

13.4.2 Analyse von Daten aus der industriellen Fertigung (2)

Als Beispiel nehmen wir eine Probe von 20 Batterien aus der Produktion, bei denen die
Lebensdauer gemessen wurde. Wir wissen, dass ¢ = 2,1 ist.

Im Arbeitsblatt der Abb. 13.11 haben wir die Stichprobenwerte in B6:B25 und die
bekannte Standardabweichung o in E6. Der Mittelwert und die Anzahl der Daten der
Stichprobe erscheinen in E6 und E7.
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F14 -z fr | =KONFIDENZ.NORM(D14;E$6;ES9)
A B C D E 5 G H I
1
2 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert
3 bei bekannter Varianz
4 Stichprobenwerte (Normalverteilung)
5
6 Sigma=:
7
8 Mittelw.= 229
9 n= 20
10
11
12 Konfidenzintervall
13 o p=1-a a, |Mittelw.-a, |Mittelw. +a, |Breite des Kl's
14 0,05 0,95| 9,20349 220 238 18
15 0,1 0,9] 7,72381 221 236 15

Berechnung von a, aus der Formel (Gl. 13.3)

19 o p=l-a a,

20 0,05 0,95/ 9,20349
21 0,1 0,9] 7,72381
22

23

24

25

Abb. 13.11 Konfidenzintervall (bekannte Varianz). [Arbeitsmappe: Konfidenzintervall.xIsx; Blatt:
KI-Sigma bekannt]

Wir berechnen fiir zwei Werte vom Signifikanzniveau o (D14 und D15: 0,05 und 0,1)
den Stichprobenfehler und das entsprechende Konfidenzintervall mit dessen Breite:

F14: =KONFIDENZ.NORM (D14 ;E$6;E$9) auf F15 kopieren.
G14: =E$8-F14 auf G15 kopieren; H14: =E$8+F14 auf H15 kopieren
14: =H14-G14 auf |15 kopieren.

Wie erwartet, ist das Konfidenzintervall fiir 95 % Sicherheit breiter als das fiir 90 %
Sicherheit. Mit anderen Worten:

Sichere Aussagen sind unscharf; scharfe Aussagen sind unsicher [19].

Zur “Kontrolle” berechnen wir den Stichprobenfehler mithilfe von GI. 13.3:

F20: =NORM.S.INV(1-D20/2)*E$6/WURZEL (E$9) auf F21 kopieren.
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Fall 2: Konfidenzintervall fiir den Mittelwert bei unbekannter Varianz (t-Verteilung)
Jetzt lassen wir die Annahme iiber das Vorwissen von o2 fallen. Wir haben die n Werte
einer Stichprobe aus denen x und s berechnet werden. Das gesuchte Konfidenzintervall, in
dem sich p mit (1 — ) % Sicherheit befindet, konnen wir folgendermaBen schreiben:

_ s _ s

X — —=l—q/2f <MW <X+ ﬁtl—a/Z;J‘

i (13.4)

Dabei ist t]_q2; rder (1 — a/2)-Quantil der t-Verteilung mit f =n — 1 Freiheitsgraden. Der
Stichprobenfehler a, ist in diesem Fall \/iﬁtl_a /2.1

Da mit wachsendem n, die t-Verteilung in die Standardnormalverteilung iibergeht,
nennt man oft Fall 1 “Konfidenzintervall fiir groe Stichproben” und Fall 2 “Konfidenzin-
tervall fiir kleine Stichproben”.

13.4.3 Analyse von Laboruntersuchungen (1)

An einem gewissen Widerstandsdraht wurden 10 Messungen des elektrischen Wider-
standes durchgefiihrt (= Stichprobe). xi, ..., Xjo sind die Messergebnisse (in Ohm)
mit x = 10,300hm und s =1,47 Ohm. Wir nehmen an, dass X einer N(u,0)-
Verteilung gehorcht. Wir suchen ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p mit
dem Konfidenzkoeffizienten p = 0,90, d. h. a = 0,10.

Das Arbeitsblatt (vgl. Abb. 13.12) wird dhnlich aufgebaut wie das in Abb. 13.11.
Der Unterschied ist, dass E6: =STABW. S (B6:B25) ist und fiir den Stichprobenfehler
KONFIDENZ. T statt KONFIDENZ . NORM benutzt wird:

F14: =KONFIDENZ.T (D14;E$6;E$9) auf F15 kopieren.

Wir berechnen hier auch den Stichprobenfehler mithilfe von GI. 13.4:
F20: =T.INV(1-D20/2;E$9-1)*E$6/WURZEL (E$9) auf F21 kopieren.

Wenn wir behaupten, dass (9,44; 11,15) ein 90 %-Konfidenzintervall fiir p ist, wollen wir
nicht sagen, dass bei 90 % aller Messungen das Stichprobenmittel in dieses Intervall fallt.
Bei einer erneuten Durchfiihrung von 10 Messungen wird x vermutlich anders ausfallen,
und dann wird sich auch ein anderes Konfidenzintervall ergeben. Was wir sagen wollen ist,
dass p in 90 % der berechneten Konfidenzintervalle aus Zufallsstichproben liegen wird.

Wenn Sie jetzt zur Ubung die gleichen Stichprobenwerte aus der Produktion von Batte-
rien, die wir bei Abb. 13.11 benutzten nehmen, diesmal aber unter der Annahme, dass o2
unbekannt ist, werden Sie sehen, dass das Konfidenzintervall breiter ist: Die Breite bei o
=0,05 ist 20,04 und bei o = 0,1 ist sie 16,55. Dies ist der "Preis" dafiir, dass wir weniger
wissen (ohne Fleif kein Preis!).
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F14 - 2| > Jr | =KONFIDENZ.T(D14;E56;E59)
A B € D E F G H I
1
2 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert
3 bei unbekannter Varianz
4 Stichprobenwerte (t-Verteilung)
5
6 = 1,47
7,
8 Mittelw.= 10,30
9 n= 10
10
11
12 Koenfidenzintervall
13 [+3 p=l-a a, Mittelw. - a, |Mittelw. + a, |Breite des Kl's
14 0,05 0,95/ 1,05371 9,24 11,35 2,11
15 0,1 0,9/ 0,85386 9,44 11,15 1,71
16
17 Berechnung von a, aus der Formel (Gl. 13.4)
18
19 o p=l-o a,
20 0,05 0,95| 1,05371
21 0,1 0,9| 0,85386

Abb. 13.12 Konfidenzintervall (unbekannte Varianz). [Arbeitsmappe: Konfidenzintervall.xIsx;
Blatt: KI-Sigma unbekannt]

13.4.4 Testen von Hypothesen

In diesem Abschnitt stolen wir auf eine andere Art, Aussagen iiber einen unbekannten
Parameter zu machen. Wir werden dazu zwei Beispiele untersuchen.

Beispiel 1: Aus dem Blickwinkel von Kunden und Lieferanten

Ein Lieferant erklart, dass die mittlere Lebensdauer . der N = 3000 geschickten Batterien
mindestens 230 h betrage (Nullhypothese). Der Lieferant und der Kiufer entschlieBen
sich, diese Nullhypothese Hq: | > 230 gegen die Alternativhypothese H,: i < 230 zu
testen (L, =230). Sie untersuchen eine Stichprobe von n=25 Batterien und finden eine
mittlere Lebensdauer von x = 223h. Der Schitzwert fiir die Standardabweichung betrigt
s=21 Stdn.

Unter der Annahme, dass die Lebensdauer der Batterien ndherungsweise normalverteilt
ist, ist die GroBe t = f/?/’% t-verteilt. Der Hypothese Hp: > o steht die Gegenhypothese
entgegen, dass Hy: L < o ist. Wir wollen dies auf einem Signifikanzniveau o priifen.
Dafiir wird die Priifgrofie t = ‘i_“r?l berechnet und mit t;_q.r (das (I — o)-Quantil der
t-Verteilung mit f =n — 1 Freiheitsgraden) verglichen:
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Tab. 13.3 Verfahren beim Hypothesentest fiir den Erwartungswert

Hy H, Test

Hop: > o Ha: b < 1o t < tj_g;r => Hp annehmen
Hp: p <o Ha: > po t <ty _q.f => Hp annehmen
Hp: b = po Ha: o # 1o t <t|_q/2;f => Ho annehmen

Ist t > ty_q:f, dann wird Hy zugunsten von H, abgelehnt, sonst wird Hyp angenommen
(einseitiger Test).

Die gleiche Prozedur wird im Falle Hyp: o <, und Hy: o > o angewandt. Fiir den
Fall Hy: i = o und Hy: 7 1, ist der Test zweiseitig zu fiihren:

Ist t>t; 42, dann wird Hp zugunsten von H, abgelehnt. Tabelle 13.3 fasst dies
zusammen und die Abb. 13.13 veranschaulicht den Test.

Falls o bekannt ist, so ist z = f /7’% standardnormalverteilt, und wir setzen z anstatt
von t.

Nun genug von der Theorie. Wir legen zuerst ein Arbeitsblatt, das die t-Test durchfiihrt
an, siche Abb. 13.14.

Eintrige im Arbeitsblatt

B6:B8 Stichprobenkennzahlen (s = 0,01; Mittelw. = 223 ; n = 5)

B10: 230 (= po); B11: 0,05 (Signifikanzniveau a)

B14: =ABS(B7-B10) *WURZEL (B8) /B6 (PrifgroRe)

B15: =T.INV(1-B11;B8-1) (t1«fflr den einseitigen Test)
B16: =T.INV.2S(B11;B8-1) (t1-w2sflr den zweiseitigen Test)
G7 =G8: =WENN (B14<B15; "annehmen" ; "ablehnen")
G9: =WENN (B14<B16; "annehmen" ; "ablehnen")

Beachte, dass in B16 die Funktion T.INV.2S, die die zweiseitige Quantile der t-
Verteilung zuriickgibt, o als erstes Argument verlangt.

Wir sehen, dass Lieferant und Kiufer gliicklich sein konnen: Die Nullhypothese Hy:
W > 230 kann angenommen werden!

Fiir den Fall, dass o unbekannt ist, brauchen wir nur T'. INV mit NORM . INV zu vertau-
schen. In der Abb. 13.15 haben wir das entsprechende Arbeitsblatt erstellt und folgendes
Beispiel berechnet:

Beispiel 2: Rezeptur fiir Bio-Futter

Bio-Futter fiir Junghennen besteht aus Weizen, Mais und Sonnenblumendl. Eine neue
Rezeptur ergibt eine mittlere Gewichtszunahme von 260,1 g pro Woche pro Henne bei
einer Stichprobe von 7 Tieren. Die alte Rezeptur ergab eine Gewichtszunahme von 240 g
mit o =15,5g. Kann man annehmen, dass die neue Rezeptur viel versprechender ist
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Einseitiger Test

Annahme Ablehnung
o
p=1-a
3 0 Lo 3
Zweiseitiger Test
Ablehnung Annahme Ablehnung

3 “ioas2;t 0 o 2

Abb. 13.13 Veranschaulichung des t-Tests

als die alte? Das Ergebnis zeigt, dass die Nullhypothese Hp: > o mit 95 % Sicher-
heit zugunsten der Alternativhypothese verworfen werden kann. D. h.: Die neue Rezeptur
bringt keine signifikant besseren Ergebnisse.
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B16 v Py fr =T.INV.25(B11;B8-1)
A B = D E F G
1
2 Hypothesentests fiir den Mittelwert
3 bei unbekannter Varianz
4 Stichprobenkennzahlen (t-Verteilung)
5
6 Hg Ha Test Ergebnis
Hopzp | Hivs<p, i
7 angenommen
Bt e annehmen
Hops Ha: k=
8 il e it angenommen
tic< trazn => Hp
Hyp= H,:
9 ki e =¥l angenommen annehmen
10
11
1
13
14 t,= 0745356
15 tia¢= 2,1318468 (einseitig)
16 tians= 2,7764451 (zweiseitig)
17

Abb. 13.14 Hypothesentests fiir den Mittelwert (unbekannte Varianz). [Arbeitsmappe: Hypothe-
sentests.xlsx; Blatt: Erwart.-Sigma unbekannt]

H18 i X v Kk
A B G D E F G H
Hypothesentests fiir den Erwartungswert
bei bekannter Varianz
(Nomalverteilung)

Hp H, Test Ergebnis
[ Z<Zio1=>H
| IEZl | Rel=ih ann:ﬁn‘mn ; .
| 9 Hop=py | Heopsp, Z ‘:r;;:l'.:;};: ta ablehnen
10 :
11
12
{13
14 z= 3,430942
115 2y44= 1,6448536 (einseitig)
|16 Zyans=  1,959964 (zweiseitig)
’l' 17
|18
119
|20

Abb. 13.15 Hypothesentests fiir den Erwartungswert (bekannte Varianz). [Arbeitsmappe: Hypothe-
sentests.xlsx; Blatt: Erwart.-Sigma bekannt]
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13.4.5 Test auf Gleichheit zweier Erwartungswerte

Oft will man wissen, ob Stichproben aus denselben oder aus verschiedenen Grundgesamt-
heiten stammen.

Wir betrachten hier zwei Grundgesamtheiten und stellen uns die Frage, ob deren
Erwartungswerte 1 und o signifikant verschieden oder gleich sind.

Um dies priifen zu konnen, miissen wir zuerst wissen, ob beide Grundgesamtheiten
gleiche Varianzen haben (F-Test, [19]). Das ist der Fall, wenn der Quotient s /s> 5 kleiner
ist als der zugehorige Wert F1_q; f,; 5, der F-Verteilung, den man in Excel mit F . INV . RE
erhilt.

Sind die Varianzen gleich, so ist die Priifgroe y fiir die Differenz d = x; — X der

beiden Mittelwerte t-verteilt:
d niny
y=—]—
s\ ny+np

Dabei ist s die Wurzel aus der Gesamtvarianz (= pooled variance)

2 (- Ds? + (n2 — l)sél
ny+ny—2

Die Nullhypothese lautet Hp: t; = o, und Gegenhypothesen sind Hy: o < po; pg >
Wa; b # o,

Im Fall p; > pp verwerfen wir Hg, wenn y > t_q.r ist. (Den t-Wert erhalten wir wie-
der mit der Funktion T.INV). Wenn wir L; < Wy wihlen, so lautet das Kriterium zur
Ablehnung von Ho: y < — tj_g:f.

Fiir die Wahl w;#pn, werden wir Hy ablehnen, falls lyl>t;_q/2; eintritt. In der
Tab. 13.4 haben wir dies zusammengefasst.

Das Konfidenzintervall fiir die Differenz d der Mittelwerte lautet: (d—t-d/y;
d+t-dly).

Den Fall verschiedener Varianzen werden wir hier nicht untersuchen.

Tab. 13.4 Verfahren beim Vergleich zweier Erwartungswerte

Hy Ha Test

Hp: 1 = no Ha: g < o abs(y) < tj_q.f => Hp annehmen
Ha:py > no
Ha: g #12 abs(y) < t{—q2;f => Hp annehmen
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13.4.6 Analyse von Laboruntersuchungen (2)

Wir stellen uns vor, dass zwei Messinstrumente benutzt werden, um die elektrische Strom-
stiarke zu messen. Gerit 1 liefert bei 8 Messungen das arithmetische Mittel x; = 1,486
Ampere (A), Gerit 2 ergibt mit 13 Messungen x, = 1,492 A. Die Standardabweichungen
der beiden Stichproben sind s; = 0,026 und s; = 0,021. Die Frage ist, sind die Anzeigen
beider Gerite signifikant verschieden voneinander?

D. h. wir miissen statistisch testen, ob die Erwartungswerte 1 und 2 der zugrundlie-
genden Grundgesamtheiten gleich sind oder nicht.

Eintréige im Arbeitsblatt: In B7:C9 befinden sich die Kennzahlen beider Stichproben,
und in B11 ist das gewiinschte Signifikanzniveau des Tests.

B13: =B9-1;C13: =C9-1;B14: =B9+C9-2 (Freiheitsgrade)

B15: =B7-c7 (Differenz der Mittelwerte)

B17: =(B13*B8+2+C13*C8~2)/(B13+Cl13) (Gesamtvarianz)

B18: =(B9+C9)/(B9*C9); B19: =B15/(B17*B18)~0,5 (PriifgroRe y)
B20: =T.INV(1-B11;B14) (1-a)-Quantil der t-Verteilung mit f Freiheitsgraden

B21: =T.INV.2S(B11;B14) (1-0/2)-Quantil der t-Verteilung mit f Freiheitsgraden

In B24 und B25 fiihren wir den F-Test auf Gleichheit der Varianzen aus: In unserem
Fall ist die Priifgrofie (s1/s2)> =1,53 (in B24) kleiner als der F-Wert fiir « = 0,05:
F.INV.RE(B11;B9—1;C9—1))= 2,913 (in B25), d. h. mit 95% Sicherheit sind die
Varianzen nicht signifikant verschieden voneinander, und wir diirfen die Hypothese Ho:
L1 = 2 wie oben beschrieben priifen.

H7,H8: =WENN (ABS (B19) <B20; "annehmen" ; "ablehnen")
H9: =WENN (ABS (B19) <B21; "annehmen" ; "ablehnen")
E13: =B15-B21*B15/B19 (Untere Grenze des KI fiir d)
F13: =B15+B21*B15/B19 (Obere Grenze der KI flr d)

Schlussfolgerung: Der Test (vgl. Abb. 13.16) kann Hg nicht ablehnen. Mit 95 % Sicher-
heit kann man annehmen, dass beide Grundgesamtheiten gleiche Erwartungswerte haben.
Oder: Die Anzeige von Gerit 1 ist mit 95 % Sicherheit nicht signifikant verschieden von
der Anzeige des Gerites 2.

Unter DATEN > Datenanalyse bietet Excel vier Module zu t-Tests an (vgl. Abb. 13.17).
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| A B | e | b E | r G H

1 1

2| Test auf Gleichheit zweier Erwartungswerte

3| (Stichproben gleicher Varianz)

4 Stichprobenkennzahlen

5

6 Probe 1 Probe 2 Ho Ha Test Ergebni:

il Hipi <pp | abs(y)<tigs=>Hp G

8 Ho: iy = | Hei b > b2 annehmen

g Hat s # 1 abs(;;}n;;;:;;> o annehmen

10

11 | Konfidenzintervall fiir die Differenz d der beiden Mittelwerte:

12| Ky Ko

13 | n-1: 7 12 -0,0276028 0,0155028!

14 Freiheitsgrade: 19

15 d: -0,006

16 |

17 | sh2: 0,00053 (Gesamtvarianz)

18 B= 0,20192

19 PriifgréBe y: -0,58132

20 tyqe=  1,729132812 (einseitig)

21 tyans=  2,093024054 (zweiseitig)

2|

23 F-Test auf Gleichheit der Varianzen:

2 | s’fs;’= 15532879819

25 Frann= 2913358179 OKI

Abb. 13.16 Vergleich zweier Erwartungswerte. [Arbeitsmappe: Hypothesentests.xIsx; Blatt: Ver-
gleich 1]

r)&naIyse-Funk‘ticu‘ten @

Analyse-Funktionen

Histogramm -
Gleitender Durchschnitt Abbrechen
Zufallszahlengenerierung
Rang und Quantil
Regression
Stichprobenziehung
Zweistichproben t-Test bei abhangigen Stichproben =

proben t-Test: Gleicher Varianzen

Zweistichproben t-Test: Unterschiedlicher Varianzen B
Zweistichproben-Test bei bekannten Varianzen

Abb. 13.17 t-Tests bei DATEN > Datenanalyse
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13.4.7 Sauerstoffverbrauch von Forellen

Wir wollen den Zweistichproben t-Test: Gleicher Varianzen benutzen, um das folgende
klassische Beispiel aus der Literatur [22] zu behandeln:

Verbrauchen Forellen in schnell flieBendem Wasser mehr Sauerstoff [mm?> pro Stunde
und pro Gramm Lebendgewicht] als in langsam flieBendem?

Wir kopieren die experimentellen Daten in ein Arbeitsblatt, wihlen den Zweistich-
proben t-Test: Gleicher Varianzen aus dem Datenanalyse-Modul (vgl. Abb. 13.18) und
erhalten das Ergebnis aus der Abb. 13.19.

Aus der Tabelle rechts konnen wir entnehmen, dass t-Statistik (= PriifgroBe) >
Kritischer t-Wert bei einseitigem t-Test (= t;_q.r), und somit verwerfen wir mit 95 %

A B C D
; {Zweisticnprohen t-Test: Gleicher Varianzen 7 &3
|
3 Sauerstoffverbrauch [mm"3/h] | Et;:::]: Variable A: $BS4:5BS14 = :JOK
(N e il Langsam | Bereich Variable &: SCs4:5Cs14 [ |uabrechen |
5 108 85 .
6 122 152 | | i ypictictsetie Difersinz dr Ntehwert g (L e
7 144 83 E | Beschriftungen
8 129 69 ; I s
g 107 95|
10 115 87| Ausgabe
11 114 71 | @) aysgabebereich: $E52 |
12, 97 9 Meues Tabellenklatt:
13 96 83| (@ Neue Arbeitsmappe
14 126 94|
ic
Abb. 13.18 Dialogfenster fiir Zweistichproben t-Test: Gleicher Varianzen
A B C D E E G
1
2 Zweistichproben t-Test unter der Annahme gleicher Varianzen
3 Sauerstoffverbrauch [mm*3/h*g]
4 | Fluss: Schnell Lang Schnell Langsam
5 108 85 Mittelwert 115,8 91,4
6 122 152 Varianz 222,17778 536,04444
7 144 83 Beobachtungen 10 10
] 129 69 Gepoolte Varianz 379,11111
9 107 95 Hypothetische Differenz der Mittelwerte 0
10 115 87 Freiheitsgrade (df) 18
11 114 71 t-Statistik 2,8021512
12 97 95 P(T<=t) einseitig 0,0058911
13 96 83 Kritischer t-Wert bei einseitigem t-Test 1,7340636
14 126 94 P(T<=t) zweiseitig 0,0117823
15 Kritischer t-Wert bei zweiseitigem t-Test 2,100922
16

Abb. 13.19 Sauerstoffkonsum von Forellen. [Arbeitsmappe: Hypothesentests.xlsx; Blatt Ver-
gleich 2]
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Sicherheit die H, Hypothese (in beiden Fillen verbrauchen die Forellen gleiche Sauerstoft-
mengen) zugunsten der Alternativhypothese, dass die Fische mehr Sauerstoff im schnell
flieBenden Wasser verbrauchen.

13.4.8 CHI-Quadrat-Test

Bei den bisherigen Tests hatten wir den Fall, dass die Verteilung bekannt war und die
Hypothesen sich auf die Parameter bezogen. Beim CHI-Quadrat-Test (x2;x = griechi-
scher Buchstabe) ist die Verteilung der Zufallsvariablen X, die untersucht wird, nicht
bekannt. Man will die Hypothese priifen, dass X einer bestimmten Verteilung folgt, z. B.
einer Normalverteilung. Der Test ist besonders wichtig in allen empirischen Wissenschaf-
ten, denn er wird als Anpassungstest benutzt, um experimentelle Daten mit theoretischen
zu vergleichen.

Beispiel: Korpergewicht von neugeborenen Midchen
Man mochte auf einem Signifikanzniveau von a = 0,05 iiberpriifen, ob das Korpergewicht
von neugeborenen Midchen normalverteilt ist. In einer Klinik wurden n = 140 neugebo-
rene Médchen gewogen, und man ordnete die Gewichte in 11 Klassen an, je mit einer
Breite von 200 g.

Wir benétigen die folgenden Informationen:

1. Die Klassenmitten x;” und die beobachteten absoluten Hiufigkeiten f, ;.
2. Die Formel zur Berechnung des Erwartungswertes bei klassifizierten Daten mit k
Klassen und n Beobachtungen:

1 k
X = ;;x}fi.
1=

3. Die Formel fiir die Varianz:

k
1 .
szzz E (xi—x)zf,-.
i=1

k .2
4. Die Formel fiir die Priifgrofe : x> = > (ﬁ”f#, fo = erwartete Hiufigkeit (in
i=1 ot

diesem Fall die Wahrscheinlichkeitsfunktion F(x) der Normalverteilung). Diese Grofie
ist x 2-verteilt mit f Freiheitsgrade (f = Klassenzahl — 2).

5. Die Funktion F(x) = (NORM.VERT (x; X;s;1).

6. Die Funktion =CHIQU.INV (a;f) zur Bestimmung des kritischen x2 (CHI?)-
Wertes.

7. Die Freiheitsgrade =k — 1 —a, wobei a= Anzahl der Parameter, die geschitzt wer-
den (a=2 fiir Anpassung an eine Normalverteilung und a =1 fiir Anpassung an eine
Poisson-Verteilung — dies wird im Abschn. 18.10 benutzt).
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19 - i Je | =cHIQu.INV{1-B17;F20)

A B c | b E F G H | J K L M N
Test auf Normalverteilung

CHI2-T
{ o Beobachtete und erwartete

Haufigkeiten

Klassengrenzen Mitte

1
2
3
4 t

i xi*fi  (xi-u)r2*fi F(xi') fe,i Chir2
: 5216582 0,01385 1,94 4,834 35
4048469 0,03832 3,43 1933 30
3089388 0,09022 7,27 0,074 2
2486429 0,18185 12,83 0,107 2

833520 0,31659 18,86 0,184 1

13316 0,48158 23,10 1,507 i I

765306 0,64984 23,56 0,008
2579694 0,79274 20,01 0,201 o lg I] I] ﬂ .]
2677959 0,89381 14,15 2,673 2300 2500 2700 2900 3100 3300 3500 3700 3900 4100 4300
3637041 0,95334 8,33 0,654 Midchengewicht [g]
4788010 0,98254 4,09 0,204

Haufigkeit
s w5 & 8 W

mbeobachtete Hiufigheit D erwartete Hiufigheit

16 30135714

17 0405 Chin2= 12,379
18 Mittelw.: 33214

19 StandAbw.: 463,96 Chi-krit.= 15,507 ok
20 f: 8

21

Abb. 13.20 Test auf Normalverteilung. [Arbeitsmappe: Test auf Normalverteilung.xlsx; Blatt: Chi-
Quadrat]

Eintrige im Arbeitsblatt
Die Spalten A, B und D enthalten die beobachteten Werte (Klassengrenzen und Haufig-
keiten f, ;) und B17 enthilt das gewiinschte Signifikanzniveau des Tests.

C5: =(A5+B5) /2, bis C15 kopieren ; E5: =C5*D5, bis E15 kopieren
F5: =(C5-F$18) ~2*D5, bis F15 kopieren
D16: =SUMME (D5:D15 ; E16: =SUMME (E5:E15)

F18: =E16/D16 (=Mittelwert)
F19: =WURZEL(F16/D16) (StandAbw.)
F20: =ANZAHL (D5:D15)-1-2 (Freiheitsgrade)

F5: =(C5-F$18) ~2*D5, bis F15 kopieren

G5: =NORM.VERT (C5;F$18;F$19;1), bis G15 kopieren

H5: =G5*D$16, bis H15 kopieren (erwartete Haufigkeiten)

15: =(D5-H5) ~2/H5, bis 115 kopieren

17: =SUMME (I5:115) (Prufgrofie y2)

119: =CHIQU.INV (1-B17;F20) (kritischer x2-Wert = y2 (1-a;f))

Das Arbeitsblatt wird in Abb. 13.20 gezeigt.



13.4 Schluss von Kennwerten auf Parameter 241

Die PriifgroBe 2 istkleinerals der kritische Wert der CHI?-Verteilung (12,379 <
15,507), also wird die Hypothese, dass das Gewicht neugeborener Mddchen normalverteilt
sei, mit 96 % Sicherheit angenommen.

Auch aus dem Histogramm sehen wir, dass die berechneten Werte (schraffiert) befrie-
digend mit den gemessenen (gefiillt) iibereinstimmen.

13.4.9 Graphischer Test auf Normalitat

Es gibt eine graphische Methode, mit der man eine Datenreihe auf Normalitit testen
kann. Man betrachtet dazu die experimentellen kumulierten Héaufigkeiten als kumulierte
Wahrscheinlichkeiten P(Z < z) einer standardisierten Zufallsgrofle Z, in unserem Fall Z =
(G — w)/o, worin G das Gewicht der Babys bedeutet.

Wenn man die z-Werte gegen G auftrigt, sollte sich eine Gerade mit der Steigung b =
1/0 und Achsenabschnitt a= — /o ergeben, denn

Z=G—-wn /o=1/c-G—pujo.

Im Arbeitsblatt (vgl. Abb. 13.21) stehen in der A-Spalte die beobachteten Gewichte G,
und in der B-Spalte tragen wir die relativen Haufigkeiten ein. In C berechnen wir die
kumulierten Haufigkeiten: C7 =B7; C8 =B8 + C7, bis C17 kopieren.

D7: =NORM.S.INV(C7), bis D17 kopieren.

Mit den Daten aus A7:A17 und D7:D17 erstellen wir ein Diagramm (Punkt mit gera-
den Linien und Datenpunkten) und fiigen eine Trendlinie hinzu (vgl. Abschn. 14.1.1).Wir
sehen, dass die Datenpunkte tatsdchlich in der Nihe einer Geraden liegen. Die Regres-
sionsgerade ist y = 0,0021 x — 6,6013 und das Bestimmtheitsmal} der Regression betrigt
RZ = 0,9975, was vermuten lisst, dass die Gewichte weiblicher Babys normalverteilt
sind.

Im Kap. 14 werden wir die Excel-Funktion RGP kennenlernen, die alle Regressionsin-
formationen ausgibt.
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A B c D E F G H
4
5 f = Haufigkeit z-Werte
6 xi* frel.=fo,i/n fkumuliert N(0,1) Grafischer Test auf Normalverteilung
7 2300 0,04 0,03571429 -1,803 3p
8 2500 0,04 0,07857143 -1,415 y =0,0021x - 6,6013
9 2700 0,06 0,13571429 -1,100 20 R?=0,9975
10 2900 0,10 0,23571429 -0,720 10
1. 3100 0,12 035714286 -0,366 5.0
12 3300 0,21 0,56428571 0,162 %
13 3500 0,17 073571429 0,630 A
14 3700 0,13 0,86428571 1,100 -2,0
15 3900 0,06 0,92142857 1,415 -3,03000 2500 3100 2500 A0 4500
16 4100 0,04 0,96428571 1,803 Gewicht [g]
17 4300 0,04 0,98688572 2,223
18 —pe 2-WETEE  sesseaes Linear (z-Werte)
19 Das Gewicht scheint normalverteilt mit
20 o= 476,19
21 n= 3143,48
22 Aus den Beobachtungen (Blatt: CHI-Quadrat) erhalten wir
23 Stand.Abw.: 463,96
24 Mittelwert: 33214

Abb. 13.21 Grafischer Test auf Normalitit. [Arbeitsmappe: Test auf Normalverteilung.xlsx; Blatt:
graphische Methode]

13.5 Numerische Naherung fiir die t-Verteilung

Um Vertrauensintervalle zu berechnen und um Hypothesen zu testen, brauchen wir die
t-Werte (t-Quantilen). D. h. wir bendtigen die Losung der Integralgleichung ®(t)_q:f) =
1— o

Im folgenden Arbeitsblatt (vgl. Abb. 13.22) berechnen wir t-Werte auf zwei Arten.
Zunichst mithilfe der Excel-Funktion T.INV (p; £) und dann unter Benutzung der
urspriinglichen Naherungsformeln zum Vergleich (vgl. [23]).

Die Eintrdge in das Arbeitsblatt sind recht umfangreich, aber gleich zu Beginn in G6
haben wir den t-Wert den Excel mit T . INV liefert: 1,7531.

G6: =WENN (B16<=0,5;-T.INV(E8;E13) ;T.INV(E8;E13))

Fiir die Rechnungen ist es sinnvoll, mit dem Namens-Manager (Formeln > Namen defi-
nieren) kurze Variablennamen festzulegen, z. B. F fiir E13; A fiir J6; T fiir J12; ZA fiir J13
usw. Die weiteren Schritte sehen dann folgendermafen aus:

ET7: =WENN (B7=1;1-B16,;0,5+B16/2)
ES8: =WENN (E7<=0,5;2*E7;2* (1-E7))
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A B C D E F G H 1 J K L
2 "Student” t-Verteilung
3
4 Berechnungen:
5
6 t_Excel= 1,7531 A= 4,744E+09
7 einseitig? 1 gl: 0,05 B 81275280
8 |(ja=1; nein=0) god. 1g 0,1 C = 1149882 (Excel erlaubt C nicht als Namen
9 D= 11576 deswegen C_ stattC)
10 E= 79
11
12 Freiheitsgrade: T= 2,44774683
13 Umfang: 16 f= 15 = 4,54257773
14 NE=  5,66028338
15 gl= 0,95 Q= 1,64521144
16 Gamma: 0,95 g od. 1-g 0,95 t_Formeln=  1,7535 RG= 4665600000
17 = 2,70672068
18 TQ=  1,75346786

19

Abb. 13.22 Numerische Berechnung der t-Verteilung. [Arbeitsmappe: t-Verteilung.xIsx]

Die in J6:J18 benutzte Formel fiir t lautet:
t ~ (au + bu® + cu’ + du’ + eu”)/(92160 14

Die hier auftretenden Konstanten sind wie folgt definiert:

a=92160-f* +23040-f3 +2880-f> —3600 - f — 945 (wird A genannt)
b=23040-f> + 15360 -2 +4080 - f — 1920 (=B)

c=4800-12 +4560-f+ 1482 (=C_)

d=720-f+776 (=D)

e=79(=E)

u = Quantile der N(0;1)-Verteilung

Zur Berechnung der Quantile der Normalverteilung kann man sich des folgenden Algo-
rithmus bedienen: Fir 0,5<=y:=1— a <1 gilt angendhert (auf 3 Stellen genau)
Zy, ~ t — % mit t = /—2In(I — ) und den Konstanten a=2,515517;
b=0,802853; ¢ =0,010328; d =1,432788; e =0,189269; f=0,001308. (Hier sind a, b,
¢, d, e, f neue Konstanten.)

Die z, — Quantile der Werte 0 < y <=0,5 erhilt man mit z, = —z;_,,. Aus diesen z,
— Quantilen der Standardnormalverteilung erhélt man schlieBlich mit x, = u + oz, die
xy-Quantile der N(ju;0)-Verteilung.

Hier sind die Eintrédge fiir die Berechnung von t:

J6 (=A) =92160*F~4+23040*F~3+2880*F~2-3600*F-945
J7 (=B): =23040*F~3+15360*F~2+4080*F-1920

J8 (=C_): =4800*F~2+4560*F+1482

J9 (=D): =720%F+776

Jetzt folgt die Berechnung der Quantile der N(0;1)- Verteilung
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J12 (T): =WURZEL (-2*LN (1-Q) ); (Q = E16)

J13 (ZA): =2,515517+T* (0,802853+0,010328*T)

J14 (NE): =14T* (1,432788+T* (0,189269+0,001308*T) )
J15 (2Q): =T-ZA/NE

J16 (RG): =92160*F~4

J17 (H): =202

J18 (TQ): =ZQ* (A+H* (B+H* (C_+H* (D+79*H)))) /RG

G16: =WENN (B16<=0,5;-TQ;TQ)
E15: =WENN(B7=1;B16;0,5+B16/2)
E16: =WENN(E15<=0,5;1-E15;E15)

Der Aufwand bei diesen Rechnungen "von unten her" ist betrachtlich und wird hier nur
informativ mitgeteilt. Diese ausfiihrliche Rechnung liefert mit 1,7535 ein dem Excel-Wert
(1,7531) recht nahes Ergebnis.

Dies ldsst vermuten, dass hinter der Excel-Formel T . INV eine dhnliche Berechnung
steckt. Im Ubrigen ist es gut, sich zu erinnern, dass sich die t-Verteilung bei groBen
Stichproben (n > 30) einer Normalverteilung annihert.
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Zusammenfassung

In diesem Kapitel wenden wir weitere statistische Methoden an. Wir werden die
Methode der kleinsten Quadrate benutzen, um experimentelle Daten durch Geraden
bzw. durch Polynome anzunihern (auszugleichen). Wir zeigen, was Excel auf diesem
Gebiet alles leisten kann, zeigen aber auch, wie sich VBA einsetzen ldsst.

14.1 Simple lineare Regression
14.1.1 Zusammenhang zwischen Dichte und Temperatur

Die Tab. 14.1 zeigt die Dichte (g/cm?) von Natrium in Abhingigkeit von der Temperatur
0.

Wenn wir diese Daten grafisch darstellen (vgl. Abb. 14.1) hat man den Eindruck, als
ob sie auf einer Geraden ldgen, die man nach Augenmall mit einem Lineal zeichnen
konnte. Aber diese Augenmalimethode ist selten genau — und auBerdem ist es notig, die
Punkte zunichst in ein Diagramm einzutragen, was bei einer grofleren Datenmenge recht
aufwendig sein kann.

Unser Anliegen ist es, die Gleichung y=a-+bx dieser "Ausgleichsgeraden" mit
mathematischen Methoden zu finden. Die bekannte Methode der kleinsten Quadrate
(C.F. Gauss 1777-1855) liefert die folgenden Formeln fiir die gesuchten Faktoren a, b
(a=y-Achsenabschnitt, b = Steigung der Geraden):

'—21 (i =X)(yi =)

b =
Sxx
a=7y—bx
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14 Regression

Tab. 14,‘1 I?IChte mn Temperatur (°C) Dichte (g/cm3)
Abhingigkeit von der
Temperatur 100 0,998
200 0,972
300 0,930
400 0,863
500 0,900
600 0,834
700 0,783
800 0,757
| A B (e D E F G H I J K L
1
2 Ausgleichsgerade
3| Dichte = 1,0344 - 0,0003*Temp
&
¢ Dichte aus
&
\°«°' Ty Regression
a &
5 -41,45(122500 a 100 *C 1,0000 g/cm3
6 -23,09| 62500 1,034358 200°C  0,9657 g/cm3
7 -7,57| 22500 300 °C 0,9313 g/cm3
8 0,8137| 2500 b 400 *C 0,8969 g/cm3
9 1,0044| 2500 -0,000344 500°C  0,8626 g/cm3
10 -6,831| 22500 600°C  0,8282 g/cm3
11 -24,19( 62500 700 °C 0,7939 g/cm3
12 -42,97(122500 800 *C 0,7595 g/cm3
13
14 Temperatur-Dichte Messungen Dichte = 1,0344 - 0,0003*Temp
15 1,05 1,0500 gfem3
16 | = 1 '-,_._ 1,0000 g/cm3
17 E 0,95 i 0,9500 g/em3
18] B T £ 0,000 g/em3
@ 085 ) £ 08500 g/em3
19 =
S 08 o 0,8000 g/cm3
20| B y =-0,00034x + 1,03436 "y S
21 0,7 0,7000 g/cm3
22 o 200 400 600 800 1000 0°C 200°C 400°C 600°C 800°C 1000°C
23 Dichte [g/cm3] Temp
24

Abb. 14.1 Lineare Regression [Arbeitsmappe: Regression.xlsx; Blatt: Regression 1]

Die Mittelwerte von x und y sind folgendermaf3en definiert:

I I
x=;l_§xi;y=;i§yi
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n
Sxx heiBt Summe der Fehlerquadrate: Sy, = > (x; — )_c)2
i=1
Wenden wir diese Formeln auf unser Beispiel an:

D5: = (A5-MITTELWERT (A$5:A$12) ) * (B5-MITTELWERT (B$5:B$12))

ES: = (A5-MITTELWERT (A$5:A$12) ) ~2 (=Fehlerquadrate), bis Zeile 12 kopieren
G6: =MITTELWERT (B5:B12) -G9*MITTELWERT (A5:A12) (=a)

G8: =SUMME (D5:D12) /SUMME (E5:E12) (=b)

In Spalte I kopieren wir die Temperaturwerte der Spalte A. In Spalte J befinden sich die
y-Werte der Regressionsgeraden: J5:=G$64+GS$9*A5, bis J12 kopieren.

Wir mochten nun Temperatur und Dichte in den Spalten I und J so formatieren, dass
die Werte die Einheiten °C bzw. g/cm3 zeigen. Dafiir 15:112 markieren, rechtsklicken und
Zellen formatieren. .. > Zahlen > Benutzerdefiniert. Bei Typ: 0 “°C” eintragen. Fiir die
Dichte machen wir dasselbe, aber mit Typ: 0,0000 “g/cm3” (vgl. Abschn. 2.1).

Um den Graphen zu zeichnen, den Bereich 15:J12 markieren und
EINFUGEN > Diagramme > Punkt(XY) > Punkt(XY) wihlen (siche Abb. 14.1). Wir
gestalten den Graphen mithilfe von DIAGRAMMTOOLS.

In Excel finden wir ein fertiges Werkzeug, mit dem wir die vorige Arbeit ohne
besonderen Aufwand erledigen konnen. Wir klicken mit der rechten Maustaste einen
Datenpunkt an. In dem sich offnenden Fenster wihlen wir den Punkt Trendlinie hin-
zufiigen aus. Die Trendlinienoptionen zeigen bereits "linear" an. Hier konnen wir auch
Formel im Diagramm anzeigen anhaken. Es empfiehlt sich, die y-Achse anzuklicken, um
das Minimum (Achsenoptionen) auf einen Wert zu setzen, der den experimentellen Daten
besser entspricht als die vorgegebene Null. Fiir die Abbildung wurde 0,7 gewihlt. Mit
Trendlinienbeschriftung (Formel mit rechter Maustaste anklicken) kann man die Zahl der
Dezimalstellen festlegen (hier 4 als Beispiel). Selbstverstidndlich stimmt die Formel der
Trendlinie mit unserer Ausgleichsgeraden iiberein (siehe Abb. 14.2).

Unter FORMELN > Mehr Funktionen > Statistisch finden wir eine grole Sammlung
statistischer Funktionen. Sie beginnt mit ACHSENABSCHNITT. Wenn wir diese Funktion
wihlen, erhalten wir das schon bekannte Ergebnis: a = 1,034358 (sieche Abb. 14.3).

Ein Klick auf die Funktion STETIGUNG liefert dann auch den b-Wert (siche Abb. 14.4).

Weiter unten in der Liste der statistischen Funktionen finden wir die Regressionsfunk-
tion RGP, die uns nicht nur a und b, sondern noch weitere Information ausgibt. Es handelt
sich um eine Matrixformel, die wir mit Ctrl + Shift + Enter eingeben miissen.
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Temperatur-Dichte Messungen

1,05

0,95

e
o
[ ]

Dichte [g/fecm3]
]
[+
w

08
*

y=-0,00034x +1,03436 "*:.
0,75

0,7
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Dichte [gfem3]

Abb. 14.2 Grafische Regression (Trendlinie) [Arbeitsmappe: Regression.xlsx; Blatt: Regression 1]

D6 » | 5§ X v ﬁ =ACHSENABSCHNITT(B5:B12;A5:A12)
A B | C D | E | F
1
2.
3
5
s /&
X &
& &
4 <% Ny
5 100] 0,998 a
6 200 0,972
7 300[ 0,930
8 00| 0,863
9 500/ 0,900
10 600 0,834
11 700 0,783
12 800 0,757

Abb. 14.3 Funktion ACHSENABSCHNITT [Arbeitsmappe: Regression.xlsx; Blatt: Regression 2]



14.1  Simple lineare Regression 249

D9 d fr | =STEIGUNG(BS5:B12;A5:A12)
A B C D E f
1
2
N\
O o@‘if
4 ‘\°<°Q 0“"
5 100/ 0,998
6 200 0,972
7 300/ 0,930
8 400( 0,863 b
9 | 500 0,900
10 600| 0,834
11 700| 0,783
12 800| 0,757

Abb. 14.4 Funktion STEIGUNG [Arbeitsmappe: Regression.xlsx; Blatt: Regression 2]

Wenn wir D6:E10 fiir die Matrixformel =RGP (B5:B12;A5:A12; ;1) reservieren,
erhalten wir die kleine Tabelle der Abb. 14.5.

In D6 und E6 haben wir die Konstanten b und a der Regressionsgeraden. D7 und E7
enthalten die Standardabweichungen von b und a. (a und b hingen ab von den experimen-
tellen y;-Werten, die mit einem Zufallsfehler behaftet sind. Wegen der Fehlerfortpflanzung
beeinflussen die Unsicherheiten in den y; auch die Werte von a und b. Wir nehmen an, dass
die Unsicherheiten in den x-Werten vernachldssigt werden konnen.)

In D8 befindet sich der R2-Wert (BestimmtheitsmaB). R ist der Korrelationskoef-
fizient. Wenn R gleich 1 wire, lidge eine perfekte Korrelation vor, d.h. es gibe keinen
Unterschied zwischen den geschitzten und den wirklichen y-Werten.

In E8 steht der Standardfehler der Regressionsschitzung von y (Standardfehler der
Residuen). Diesen Parameter berechnet man mit

1 n
> i—a—bx)
n—2 —

2
O'y =

In unserem Fall ergibt sich o, = /Uy = 4/0,000452 = 0,0213

Den Parameter o, = ob2 in D7 berechnen wir mit
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D6 X « fr | {=RGP(B5:B12;A5:A12;;1)}

A B D E F
3 |
4 Regressionswerte
5 100/ 0,998 Funktion RGP
6 200 0,972 b=| -0,000344  1,034358|=a
7 300/ 0,930 oy,=| 0,000033  0,016575|=0,
8 | 400 0,863 = 0948071  0,021272|=0,
9 500/ 0,900 F=| 109,541302  6,000000|=n-2
10 600| 0,834 Siee=|  0,049566  0,002715|=s,e’
11 700 0,783
12 800| 0,757
13 |

Hier ergibt sich o, = +/1,0774E — 09 = 3,2823E — 05.
Der Wert von o, in Zelle E7 ist gegeben durch

In D9 erscheint der F-Wert (F-Test). Mit ihm konnen wir feststellen, ob die beobachtete
Beziehung zwischen abhingigen und unabhingigen Variablen zufillig ist oder nicht. In E9
stehen die Freiheitsgrade f (Zahl der experimentellen Daten — Zahl der Konstanten, d. h.
f=8-2=0).

D10 enthilt sreg2 =
Quadratsumme der Residuen:

n n

_ 2

Sregz = E i — )’)2 und sres2 = E i — y;) .
i=1 i=1

Quadratsumme der Regression, und in E10 steht s, 2 =
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y ist das Mittel der experimentellen Daten, und y’ ist ein berechneter y-Wert, d.h. y’ =
a+ bx. Wenn wir diese Formeln mit oy vergleichen, sehen wir, dass oy = /(s,.2/(n — 2)).

Im vorigen Beispiel ist das Bestimmtheitsmaf3 R% = 0,948, was anzeigt, dass eine
strenge Beziehung zwischen unabhéngigen Variablen (Temperaturen) und Dichten besteht:
Die Dichte fillt mit steigender Temperatur.

R ist definiert als R* = 1 —s.2/s,5, was 1 —0,00271495/0,04956646 = 0,94807052
ergibt.

Also: Je groBer R?, desto besser ist die Anpassung der Regression an die beobachteten
Werte.

Nun stellen wir uns die Frage nach der statistischen Sicherheit der Regression. Dafiir
miissen wir das sogenannte Konfidenzintervall (oder Vertrauensbereich) fiir die Regres-
sionsgerade kennen (im Abschn. 13.4.1 haben wir das Thema Konfidenzintervalle ausfiihr-
lich behandelt). Man kann beweisen (sieche z.B. [17]), dass das 95 %-Konfidenzintervall

fiir die Regressionsgerade gegeben ist durch:

20 1 (x—%)
/:|:l‘ ) res - Mo r
y 0,025:f |5 (n + S

D. h., ein gemessener Wert y’ wird sich mit 95 % Wahrscheinlichkeit im Intervall

) —2 2 )2
’ Sres 1 (x —X) ’ Sres 1 (x —%)
— 1t . — -+ ——)=<y< 1 . res 4 =
Y —10,025,f P (n + St <y =y +1,025:f o\ + S

befinden. Wichtig ist zu bemerken, dass die Konfidenzgrenzen breiter werden, je grofler
|x — x| ist. Die y’ konnen als Prognosewerte interpretiert werden.

Den Wert 19,025,r (Perzentil der zweiseitigen t-Verteilung) berechnen wir in Excel mit
der Funktion T.INV.2S (0, 025; £) (vgl. Abschn. 13.3).

14.1.2 Ideales Gas

Ein Student erhohte die Temperatur eines quasi idealen Gases bei konstantem Volumen.
Fiir fiinf verschiedene Temperaturen (°C) hat er den Druck in mmHg gemessen. Er erhielt
die Ergebnisse der Tab. 14.2.

Tab. 14.2 D.ruck.und Druck in mmHg Temperatur in °C
Temperatur eines idealen
Gases bei konstantem 65 -21
Volumen 75 17
85 42
95 94
105 130
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A B C D E F G H 1 ) K
1 Ideales Gas Regressionswerte
2 Funktion RGP
Druck Temp

3 [mmHg] [°C] Fehlerquadrate b= 3,79| -269,75|=a
4 X y  xm2 (x-m(x))"2 c,=| 0,21378| 18,4207|=c,
5 4225 400 R’z| 0,99055 6,76018|=c,
6 5625 100 F=| 314,313 3|=n-2=f
7 19600 0 S =| 143641 137,1|=s./]
8 25600 100 Mittelwert (x)= 85
9 11025 400 toous= 4,17653

Sux= 1000

Prognose
13 5 v Obere Kg Untere Kg Konfidenzintervall um die Regressionsgerade
14 0 -269,8 -192,815269 -346,6847308 250
15 20 -194 -134,557604 -253,3423961 150
16 40 -118,2 -76,0347661 -160,2652339 5 so
17 60 -42,35 -16,7050897 -67,99491025 = .
18 80 3345 46,84261759  20,05738241 _E o
19 100 109,25 127,6563923  90,84360769
20 120 18505 2187540152  151,3450848 il el e A0S
21 140 260,85 311,5536319  210,1463681 =0 &
o 20 40 60 a0 100 120

22 160 336,65 404,7931451  268,5068549 —

23 180 412,45 498,2045943  326,6954057
24 200 488,25 591,7002052  384,7997948 ———y’ = = .Oberekg = = .UntereKg
25 220 564,05 685,2431176  442,8568824

Abb. 14.6 Ideales Gas [Arbeitsmappe: Regression.xlsx; Blatt: Ideales Gas]

Es soll die Regressionsgerade und ihr Konfidenzbereich berechnet werden (siche
Abb. 14.6).
Wir richten dafiir eine Excel-Tabelle wie folgt ein:

A5:A9 =Druckwerte, X ; B5:B9 =Temperaturwerte, y
C5:C9 =x"2 ; D5:D9 = Fehlerquadrate
Nun berechnen wir die Regressionswerte mit der Funktion RGP:

t
G3:H7 markieren, A>Statistik>RGP>OK. Argumente der Funktion eingeben
(=RGP (B5:B9;A5:A9;1;1)) und mit Ctr/+Shift+Enter abschliefien.

G8: =MITTELWERT (A5:A9) (=Mittelwert von x) ; Go9: =T.INV.2S(0,025;f)
G10: =SUMME (D5:D9) (=Fehlerquadratsumme=Sx«)

Die Eintrage fur das Konfidenzintervall sind:

x-Werte: A14: 0 ; A15:  =A14+20 (bis A25 kopieren)

y’-Werte: B14: =a+b*Al4 (Regressionsgerade)

Obere Konfidenzgrenze: C14: =Bl4+tWert*WURZEL (Sres2/f* (1/5+ (Al4-mx) ~2/Sxx)

Untere Konfidenzgrenze: D14: =Bl4-tWert*WURZEL (Sres2/f* (1/5+ (Al4-mx) ~2/Sxx)
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Trendlinie
250

150 y =3,79x - 269,75
R*=0,9905 @-""’

50 e
n'..-‘

-30

Temp [°C]

-150
-250

-350
0 20 40 60 80 100 120

Druck [mmHg]

Abb. 14.7 Trendlinie [Arbeitsmappe: Regression.xlsx; Blatt: Ideales Gas]

Wie Sie sehen, haben wir Namen fiir die Werte der Zellen H6 (=n—2=f), H7
(= sresz), G8 (= Mittelwert (x)), G9 (=to,025:3) und G10 (= Sxx) definiert (Rechtsklick
auf die Zelle und Namen definieren. . . wihlen).

Der Block A14:D25 enthélt nun die zu zeichnenden Werte. Den Graphen zeichnen wir
mit EINFUGEN > Diagramme > Punkt (XY) > Punkt(XY) mit interpolierten Linien. Alle
“Verschonerungen” werden mithilfe von DIAGRAMMTOOLS ausgefiihrt.

Wir sehen, dass der Korrelationskoeffizient R* = 0,99055 betrigt. Also ist die Anpas-
sung der gemessenen Werte an die Regressionsgerade gut. Mit anderen Worten, das lineare
Modell y = ax + b erkldrt in befriedigender Weise das Verhalten der Messwerte.

Im Diagramm konnen wir sehen, wie das Konfidenzintervall sich verbreitet, je wei-
ter x sich vom Mittelwert befindet. Insbesondere, fiir x =0, ist das Konfidenzintervall
fiir y’(0)=[—192,815;— 346,685] sehr breit, aber es enthilt den absoluten Nullpunkt
—273,15°C.

Trotzdem muss man sehr vorsichtig sein, denn in der Regel eignen sich Regressions-
modelle nicht fiir Extrapolationen! Der Grund hierfiir ist, dass die Validitit des Modells
(hier eine lineare Abhingigkeit der Form y = ax 4 b) nur innerhalb der gemessenen Werte
gilt, hier also nur zwischen Xpi, = 65 und Xmax = 105.

Betrachten wir jetzt die Eigenschaften der Excel-Trendlinie (sieche Abb. 14.7), die wir
schon oben kennengelernt hatten.

Wir sehen, dass die Trendlinie mit unserer Regressionsgeraden iibereinstimmt (y =
3,79x — 269,75). Wenn wir auf die Trendlinie klicken und Trendlinie formatieren . .. wih-
len, konnen wir in dem Dialogfenster die Option Schnittpunkt ankreuzen und den Wert
— 273,15 eintragen (vgl. Abb. 14.8). Die neue Grafik (siche Abb. 14.9) zeigt eine neue
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Trendlinie formatieren

TRENDLINIENOPTIONEN +

O IR |

4 TRENDLINIENOPTIONEN

®) Linear
‘ £ Logarithmisch
o'y -! Polynomisch

(%]

%]

{ Gleitender
A Durchschnitt

Name der Trendlinie
e Automatisch Linear (Datenreihenl)

Benutzerdefiniert

Prognose

Vorwarts 00 | Punkte
Riickwarts 00 Punkte
| Schnittpunkt = 273,15

v| Formel im Diagramm anzeigen

BestimmtheitsmaB im Diagramm darstellen

Abb. 14.8 Dialogfenster Trendlinie formatieren. . .

Trendlinie y = 3,82x — 273,15 mit erzwungenem Achsenabschnitt von — 273,15 und gro-
Berer Steigung. Trotzdem ist Excel vorsichtig genug und belésst die Trendlinie im Intervall
Xmin = 65, Xmax = 105: es macht mit der Trendlinie keine Extrapolation!
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255

Trendlinie mit Achsenabschnitt bei
-273,15°C

250

150 y=3,8289x - 273,15
. R*=0,9904 &
T S0 e
b =
g -50
& -150

-250

-350

0 20 40 60 80 100 120
Druck [mmHg]

Abb. 14.9 Trendlinie mit erzwungenem Achsenabschnitt [Arbeitsmappe: Regression.xlIsx; Blatt:

Ideales Gas]

14.1.3 Schallgeschwindigkeit

In der Tab. 14.3 sehen wir die experimentell bestimmten Schallgeschwindigkeiten c (m/s)
in trockener Luft in Abhiingigkeit von der Temperatur 6 (°C).

Aus thermodynamischen Uberlegungen weiB man, dass c proportional /7 ist
(vgl. z.B. [18]). Dabei ist T die Temperatur in Kelvin. D. h., c=a VT +b. Es besteht
also eine lineare Abhiingigkeit zwischen ¢ und /7.

Um die Koeffizienten a und b zu bestimmen, fertigen wir eine Tabelle wie in

Abb. 14.10 an. Die Temperaturen in Kelvin kénnen
bestimmen.

wir mithilfe der Funktion UMWANDELN

In A4:A12 stehen die Temperaturwerte in °C. Weiter sind:

B4: =UMWANDELN (A4;"C";"K"); C4: =WURZEL (B4) , beide bis Zeile 12 kopieren.

Tab.14.3 Schallgeschwindigkeit

in trockener Luft 6in°C cin m/s
- 10 325
-5 329
0 331
10 337
20 343
30 349
40 355
50 360
60 366
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A B C D E F G H I J K
1 Schallgeschwindigkeit Regressionswerte
2 Funktion RGP
3 8in°C TinK Wurzel (T) cin m/s c aus Regression b=| 20,0143| 0,51225|=a
4 -10 263,15 16,2219 325/ 325,18 o,=| 0,18584| 3,19088|=c,
5 -5 268,15 16,37529 329 328,25 =] 0,9994| 0,3817 =g,
6 0 273,15 16,52725 331 331,29 F=| 11598,8 7|=n-2=f
7 10 283,15 16,82706 337 337,29 s,,gz= 1689,87| 1,01985|=s,,,’
8 20 293,15 17,12162 343 343,19
9 30 30315 17,4112 349 348,99
10 40 313,15 17,69604 355 354,69
11 50 323,15 17,97637 360 360,30
12 60 333,15 18,2524 366 365,82 Ausgleichsgerade:
13 c=20,01*Wurzel(T) + 0,5123
1: Schallgeschwindigkeit
16 370
17 365 Y=20014x+05123 @
- 360 R*=0,9994 ,

5 -’

nl - L=
20| E g =
a| S0 5 -
22 335 gt
23 330 _.,,-"'
24 325 o
25 = 16 16,5 17 17,5 18 185
26 Wurzel (T)
27

Abb. 14.10 Schallgeschwindigkeit in trockener Luft [Arbeitsmappe: Regression.xIsx; Blatt:
Schallgeschwindigkeit]

In D4:D12 stehen die gemessenen Werte der Schallgeschwindigkeit.

Das Punkt(XY)-Diagramm erstellen wir aus den Daten in C4:D12 und fiigen eine lineare
Trendlinie mit Formel und Bestimmtheitsmaf} ein.

Die Ausgleichsgerade lautet ¢ =20,01 JT + 0,5123.

Noch einmal benutzen wir die Funktion RGP, um nicht nur die Koeffizienten, sondern
alle anderen Regressionswerte zu bestimmen.

14.2 Polynomische Regression

Genauso wie bei der simplen linearen Regression im vorhergehenden Abschnitt, konnen
wir die Gausssche Methode der kleinsten Quadrate fiir den Ausgleich von Messdaten fiir
ein Polynom vom Grad n anwenden. Es folgen einige praktische Anwendungen.
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14.2.1 Gefrierpunkt einer Fliissigkeit

In der Tabelle (14.4) sehen wir die experimentell bestimmten Gefrierpunkte (in °C) einer
Glykol-Wasser-Losung in Abhingigkeit von der Konzentration des Gemisches (in % vol).

Gesucht ist die Gleichung derjenigen Parabel, die die Daten im Sinne der kleinsten
Quadrate am besten beschreibt.

Die Gleichung wird drei Parameter a, b, ¢ besitzen und von der allgemeinen Form
y =a+ bx +cx? sein.

Mithilfe der Trendlinien- Funktion von Excel erhalten wir den Graphen der Abb. 14.11.
Wir brauchen dazu nur die Messwerte in eine Tabelle einzutragen, das entsprechende
Diagramm anfertigen und mit Trendlinie hinzufiigen. .. die Regressionsgerade zeichnen.
Weiter im Dialogfenster die Schaltfliche Polynomisch Grad 2 wihlen und die Optio-
nen Formel im Diagramm anzeigen und Bestimmtheitsmaf3 im Diagramm darstellen
ankreuzen.

Wenn wir die Koeffizienten des Polynoms unabhingig bestimmen wollen, kénnen wir
eine Rechnung mithilfe der Normalgleichungen durchfiihren.

T,ab’ 14.4 Gefrierpunkt Konzentration in % vol | Gefrierpunkt in °C

einer Glykol-Wasser-

Losung in Abhingigkeit 0 0,00

der Konzentration 5 — 1,44
10 —3,22
15 —5,44
20 —17,83
25 —10,72
30 — 14,05
35 — 17,89
40 —2227
45 —27,50
50 — 33,83
55 —41,11
60 —48,27
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A B C D E : G H
1 - : |
5 Gefrierpunkt vs. Konzentration
3 o] 000 0 Srg—
4 5 =7 0 '_IE!. 20 30 40 50 60 70
5 10 322 -0 T
6 15| 544 2 ..
7 200 -7.83|] 2 5 ..
— E *.
8 25| -10,72|, &
9 30[ -1405 § e
10 35| -17,89| ¢ 3|
11 a0| -22,27| & -,
12 45 -27,50 o .
13 50 -33,83 y= -0.0l;:;ig? : Soélx - 0,?356-.'.
14 55| -41,11 50 A ek ?
== 50 48 27 Konzentration [%vol]

Abb. 14.11 Parabolische Regression fiir den Gefrierpunkt eines Glykol-Wasser-Gemisches
[Arbeitsmappe: Poly_Regression.xlsm; Blatt: Gefrierpunkt]

14.2.2 Direkt mit den Normalgleichungen arbeiten

Die Regressionstheorie mithilfe der kleinsten Quadrate zeigt, dass man die Parameter a, b,
¢ in der Gleichung y = a+bx 4 cx? (oder y=a; + ax + a3 x 2) finden kann, indem man
die folgenden Gleichungen (Normalgleichungen) nach den Unbekannten ay, ay, a3 auflost,
(n = Anzahl der Messwerte).

an +ap Zx +a3 sz = Zy
ai Zx + a> 2)(2 + a3 Zx3 = ny
ai sz —+ ar Zx3 + a3 2x4 = Zx2y
Die Losung dieses Systems ist einfach, denn wir konnen es in Matrixform schreiben:

M - A =B mit der Losung A =M~1B. Hier ist M~! die Inverse der Matrix M. A ist der
Vektor der Unbekannten, und B ist der Vektor der rechten Seiten:

ai >y Sy
A=|ay| und B=|>xy |:=] Sxy
as > x2y Sx2y

M ist eine quadratische Matrix der Ordnung m = 3, gegeben durch

n Sx Sx?
M= Sx Sx? §x3

Sx2 Sx3 Sxt
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A B C D E F G H 1 J K

1 Polynomiale Regression

2 4

3 4

4 X y xA2 xA3 xn4 Xy X2y Polynomwert in x:

5

6 0 0,00 0 0 0 0 0 -0,74

74| 5 -1,44 25 125 625 -7,21364 -36,0682 -1,52

8 | 10 -3,22 100 1000 10000 -32,1946 -321,946 -2,87

9| 15 -5,44 225 3375 50625 -81,659 -1224,89 -4,80

10 20 -7,83 400 8000 160000 -156,501 -3130,02 -1,29

11 25 -10,72 625 15625 390625 -267,905 -6697,61 -10,35

12 30 -14,05 900 27000 810000 -421,416 -12642,5 -13,98

13 | 35 17,89 1225 42875 1500625 -626,034 -21911,2 -18,18

14 40 -22,27 1600 64000 2560000 -890,963 -35638,5 -22,95

15 45  -27,50 2025 91125 4100625 -1237,46 -55685,8 -28,29

16 | 50 -33,83 2500 125000 6250000 -1691,42 -84571,2 -34,20

17 | 55 -4111 3025 166375 9150625 -2260,82 -124345 -40,67

18 | 60  -48,27 3600 216000 12960000 -2896,12 -173767 -47,72

19 Summen:

20 390 -233,557 16250 760500 37943750 -10569,7 -519972

21 Matrix M: Invertierte Matrix : Lésungen:

22 | 13 390 16250 -233,5573 0,51648 -0,033 0,00043956 a= -0,7356406

23 | 390 16250 760500 -10569,71 -0,03297 0,003 -4,7952E-05 b= -0,0999569

24| 16250 760500 37943750 -519971,7 0,00044 -5E-05  7,992E-07 c= -0,0113853

25

Abb. 14.12 Regression mit Normalgleichungen [Arbeitsmappe: Poly_Regression.xlsm; Blatt:

Gefrierpunkt]

Wir bestimmen die Inverse der Matrix mit MINV, wie bereits im Abschn. 10.3 ausfiihrlich
dargestellt wurde.
Als konkretes Beispiel benutzen wir wieder die Werte fiir den Gefrierpunkt y einer
Glykol-Wasser-Losung in Abhéngigkeit von der Konzentration x des Glykols.
Das Arbeitsblatt der Abb. 14.12 enthilt die Matrix M in A22:D24.
Die Inverse M~! steht in G22:124. Der Losungsvektor erscheint in K22:K24. Er wurde
mit MMULT als Matrizenprodukt berechnet: =MMULT (G22:124;D22:D24) (Eingabe
mit Ctrl + Shift + Enter!)

A22: = ANZAHL(A1:A15)

B22: =A20
C22: =C20
D22: =B20

)

A23: =A20
B23: =C20
C23: =D20
D23: =F20

A24:
B24:
C24:
D24:

=C20
=D20
=E20
=G20

Als Anwendung berechnen wir in der Spalte I den y-Wert fiir den entsprechenden x-Wert in
der Spalte A mithilfe der benutzerdefinierten VBA-Funktion “Horner” (siche Abb. 14.13).
Diese Funktion benutzt das Horner-Verfahren zur Polynomberechnung, vgl. Abschn. 9.2.

Die Koeffizienten des Polynoms sind die Elemente a, b und ¢ des Losungsvektors:

[6: =Horner (K$22:K$24; A6) bis [18 kopieren.
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[(ﬂllgemein] l] |Humel
Function Horner (A As Variant, x As Double) As Double ' a = Vektor a(i)der Koeffizienten
Dim p As Double ' Polynomwert
Dim Polgrad As Integer ' Grad des Polynoms
Dim i
Polgrad = A.Count - 1 ' Pol.grad = Zahl der Koeffizienten - 1

p = A(Polgrad + 1)

For i = Polgrad To 1 Step -1

P=P *x + A(i)

Next i
Horner = p ' gibt den Polynomwert aus
End Function

Abb. 14.13 Code der Funktion Horner [Arbeitsmappe: Poly_Regression.xlsm; Blatt: Gefrierpunkt;
Modull]

14.2.3 Spezifische Warmekapazitat

Im Beispiel der Tab. 14.5 wurde die spezifische Wirmekapazitit ¢ (in kJ/(kg - K) von
Wasser in Abhiingigkeit von der Temperatur (in °C) bestimmt.

Wir wollen einen kubischen Ausgleich mit der Gleichung y=a+bx +¢x> + dx’
finden. (n =21 Messwerte mit f =21 — 4 = 17 Freiheitsgraden.)

Dieses Mal ergibt sich der Graph aus Abb. 14.14, dem wir eine Trendlinie zur
Anpassung hinzugefiigt haben (im Dialogfenster Trendlinie formatieren Schaltfliche
Polynomisch Grad 3 wihlen).

Es ist nicht sehr schwierig, ein VBA-Programm fiir die polynomiale Regression zu
schreiben, zum Beispiel als Funktion:
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Function RegressPoli(x, y, n) ' Regression polynomial

Dim nx As Integer ' Zahl der Wertepaare

Dim Sx () ' dynamische Summenmatrix der x

Dim Sxy () ' dynamische Summenmatrix der xy

Dim M() As Variant

Dim Inv As Variant

Dim B() ' dynamische Matrix fiir den Vektor B der Konstanten

Dim A() ' dynamische Matrix fiir die Koeff. ao,..,an des Polynoms
Dim i As Integer, J As Integer, k As Integer

nx = x.Count

ReDim Sx (2 * n)

ReDim Sxy (n)

For i 0 To 2 * n ' Berechnung der Summen Sx
Sx (1) = 0
For k = 1 To nx

Sx (i) = Sx (1) + x(k) ~ 1
Next k
Next i
For i = 0 To n 'Berechnung der Summen Sxy
Sxy(i) =0
For k = 1 To nx
Sxy (i) = Sxy(i) + x(k) ~ 1 * y(k)
Next k

Next i

ReDim M(1 Ton + 1, 1 Ton + 1)
ReDim Inv(l Ton + 1, 1 To n + 1)
ReDim B(1 To n + 1)

ReDim A (0 To n)

For i = 0 To n ' Aufbau der Matrizen M und B
For j = 0 To i

M(i + 1, j + 1) = Sx(i
M(3 + 1, i+ 1) = Sx(i + j)
Next j
B(i + 1) = Sxy (i)
Next i

' Losung des Systems M * A = B mithilfe Matrixinversion
Inv = Application.MInverse (M)
For i = 1 Ton + 1 'Multiplikation der Matrizen: A = M-1 * B
A(i - 1) =0

For 3 =1 Ton + 1

A(i - 1) =A(1 - 1) + Inv(i, 3) * B(J)

Next j
Next i
RegressPoli = A 'Vektor A
End Function
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Tab. 14.5 Spezifische

3 Temperatur in °C cin kl/(kg - K)

Wirmekapazitéit von Was-

ser in Abhingigkeit von 0 4218

der Temperatur 5 4,205
10 4,194
15 4,186
20 4,183
25 4,183
30 4,180
35 4,179
40 4,180
45 4,183
50 4,182
55 4,183
60 4,188
65 4,187
70 4,191
75 4,196
80 4,199
85 4,203
90 4,206
95 4,211
100 4,218

Wir dimensionieren jede Matrix als dynamisch. Das ist eine Matrix, die sich der
Anzahl der Daten anpasst und die wir eventuell verkleinern oder vergréfern konnen.
Wir nennen die Funktion der polynomialen Regression "RegressPoli". Sie muss mit
Ctrl+ Shift + Enter benutzt werden, denn sie ist eine Matrixfunktion (Array-Funktion).
Wir haben im Arbeitsblatt ein Polynom bis n=35 vorgesehen, was sehr selten ist. Das
Programm akzeptiert aber Polynome beliebigen Grades. Das Ergebnis sehen wir in
Abb. 14.15.

Wir konnen auch fiir die polynomiale Regression die Excel-Funktion RGP benutzen.
Dafiir muss man aber explizit die Potenzen von x eingeben:

N5: =A5 (x-Werte); 05: =N5%2 (=x"2); P5: =N5+3 (=x"3)
Q5: =B5 (y-Werte), alles bis Zeile 25 kopieren.

Ein Gebiet von n+ 1 Spalten und 5 Zeilen markieren (z. B. G11:J15), die Funktion RGP
aufrufen und mit Ctrl + Shift + Enter abschlielen.
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Spezifische Warmekapazitat von Wasser

4,22
4,22 . y =-1E-07x* + 4E-05x* - 0,0021x + 4,2128 ® f
421 R*=0,974 »
_an ..0"
<120 % Y
2 420 -9
"2“* a1 L .‘.--6
© 419 o ....'
4,18 ? -""-q_ o '.... 2
4,18
4,17
0 20 40 60 80 100 120
Temperatur [°C]

Abb. 14.14 Spezifische Wirmekapazitit von Wasser [Arbeitsmappe: Poly_Regression.xIsm; Blatt:
Wirmekapazitit]

Polynomiale Regression

i
3 Spezifische Wirmekapazitit von Wasser

Temperatur
4 [°Cl c [k)/(kg.K)] al a2 a3 a4 as ab
5 Koeffizienten: 4,212776 -0,00209 3,54E-05 -14E-07 #NV #NV
6
7 Grad des Polynoms:
8
9 Funktion RGP
-1,4E-07| 3,54E-05] -0,00209] 4,212776
2,26E-08]| 3,44E-06| 0,000146| 0,001642
0,974026) 0,002227] &NV HNV
212,4974 17|  #NV H#NV
0,00316| B,43E-05| #NV #NV
ad a3 a2 al
s4 s3 s2 sl
]
R o,
F n2=f
srs!z sfﬁz

Abb. 14.15 Benutzerdefinierte Funktion "RegressPoli" [Arbeitsmappe: Poly_Regression.xlsm;
Blatt: Wiarmekapazitit; Modul 2]
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Die RGP-Matrix mit den Regressionswerten ist aufgebaut wie in den Zellen G17:J22
schematisch dargestellt. Die a; sind die Koeffizienten und die s; deren Standardabweichun-
gen (vgl. Abschn. 14.1).

14.3 Logarithmische Regression

In der Natur und Technik finden sich zahlreiche nichtlineare Zusammenhinge, z. B. beim
radioaktiven Zerfall von Atomen oder beim Wachstum von Lebewesen, die wir im Kap. 15
behandeln werden oder den Strom in einer Fotozelle (Kap. 14.3.1). Spezielle nichtlineare
Modelle der Form y = ax? oder y = ae® konnen durch Logarithmieren in eine
lineare Form gebracht werden ("logarithmisch" aufgetragen, erhilt man eine Gerade):

logjgy = logjpa + b log;ox
y =a' + bx’'
Iny=Ina+blInx
y =a + bx’'

14.3.1 Fotostrom

Das Arbeitsblatt (vgl. Abb. 14.16) zeigt den Strom I (in pA) einer Fotozelle in Abhén-
gigkeit von der Entfernung d (in m) zwischen Lampe und Fotozelle. Das erste Diagramm
scheint eine hyperbolische Abhingigkeit zwischen I und d zu zeigen.

Der Graph der Logarithmen zeigt eine lineare Abhingigkeit mit der Gleichung log
y=log a+Db-log x oder log y=1,036-1,919 -log x (vgl. die RGP-Werte in C13:D13).
Das rechte Diagramm wurde mit Trendlinie einfiigen erzeugt.

Die Riicktransformation der Logarithmen auf die urspriinglichen Einheiten liefert uns
eine Potenzfunktion: y=a- xP = 10,86 - x 192 nWA 10,9 - x2 WA, denn a= 101036 —
10,87. Physikalisch macht dies Sinn, weil sich die Lichtintensitét auf eine Kugeloberfliche
verteilt und demnach mit dem Quadrat der Radius abnimmt.

14.4 Signifikanz der Parameter bei einer Regression

Die Funktion RPG kann auch bei einer multiplen Regression angewandt werden
(vgl. Abschn. 14.2.3). Wir werden dies auch hier tun und werden mittels Hypothesen-
Tests priifen, ob mit einer gegebenen statistischen Sicherheit behauptet werden kann, dass
die errechneten Parameter von Null verschieden sind.



14.4 Signifikanz der Parameter bei einer Regression 265

A B G D E F G " I J
1 Fotostrom
i logld)  log(l) Fotostrom | in Abh&ngigkeit von der
4 . .0,0586 2,80072 Entfernung d
5 -0,8539 2,69897 | 700
6 -0,7447 2,50106 | 600 +
7 -0,6021 2,22272 | 500 +
8 -0,5229  2,0607 | E 400 +-
9 -0,3979 1,81291 | =300 -
10 -0,301 1,61278 | 200
1 -0,2218 1,44716 | 100 -
12 -0,1549 1,32222 | 04 : . |
13 | -0,0969 1,20412 | 0 02 04 06 08 1
14 | d/m
15 Regressionswerte I
16 Funktion RGP : - .
e b= -19189 103625 =a logarithmische Regression
18 o,= 0,03871 0,0218 =0, %5
19 ’= 0,99676 0,03491 =0, o ¢
20 F= 2459,84 8=n-2=f [l 5
21 Seg = 2,99766 0,00975 =s,,,’ =) S e g

o y=-1,9199% +1,0362  *'*-g.. 15

i; R*=0,9968 Wi .
24 0,5
25 0
26 -1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0
27 log(d)

Abb. 14.16 Strom in einer Fotozelle [Arbeitsmappe: Regression.xlsx; Blatt: Fotostrom]

14.4.1 Wirkung von Werbung

Die Geschiiftsleitung eines Kosmetikunternehmens vermutet, dass der Verkaufsgewinn y
(pro Person) des Spitzenproduktes "Goldduft" nicht nur von der Einwohnerzahl x; eines
Verkaufsgebietes abhingt, sondern auch von den pro Person gezahlten Werbungskosten
x2. Die Daten der Tab. 14.6 sollen auf einen mdéglichen Zusammenhang hin untersucht
werden.

Gesucht ist eine Regressionsfunktion der Form §; =a+b; x| + by x7. x| und x5 sind
die Werte der beiden unabhidngigen Variablen. a ist der y-Achsenabschnitt. (Wir haben es
jetzt nicht mit einer Ausgleichsgeraden zu tun, sondern mit einer Ausgleichsebenen.) ¥ ist
ein Schitzwert fiir den Gewinn y. Die Werte von a, by, by sollen mithilfe der Methode der
kleinsten Fehlerquadratsumme berechnet werden (vgl. Abb. 14.17).

Die G-Spalte wird die Werte enthalten, die sich aus der Regressionsfunktion ergeben.
In der H-Spalte erscheinen die berechneten Abweichungsquadrate (y— §)*. Die Werte der
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Tab. 14.6 Verkaufsgewinn in Abhingigkeit von Einwohnerzahl und Werbungskosten fiir verschie-
dene Verkaufsgebiete

Bereich Einwohner x| (Millionen) | Werbung x, (€ /Person) Gewinn (pro Person)
1 2.4 0,32 7,2

2 1,3 0,42 5,0

3 5,1 0,24 8,4

4 49 0,28 8,2

5 3,2 0,52 8,0

6 6,7 0,2 10,2

G18 Je || t0,05;3)=

B c D E F G H J K

1 Einwohner x1 |Werbung x2 Gewinn y Regr. (y-y )2

2 2,4 0,32 7,2 6,35 0,722358

3 1,3 0,42 5 5,63 0,401631

4 5,1 0,24 8,4 [Mittelwert 8,65 0,060122

5 4,9 0,28 8,2 7.8 8,59 0,148798

6 3,2 0,52 8 7,76 0,059568

i 6,7 0,2 10,2 10,03 0,029139

8 Summe: 47 St 1,421616

9 Test auf Signifikanz von Regressionsparametern o,: 0,688384

10

1 Regressionsanalyse mit RGP [Regressionsdeichung: y=3,04+0,95%X,+3,24*X, ]
12

13 3,244546| 0,94617666| 3,041005 Prufgréfen

14 3,77979671| 0,22776696 2,019104 b,/s, by/s, a/s,

15 0,90204758| 0,68838364| #NV 0,85839167| 4,154144| 1,506116

16 13,8135575 3| ENV

17 13,0917172| 1,4216161 HNV kritischer t-Wert

18 1(0,05;3)= 3,182446

19 b, by a

20 s, 8y % Hy: B,=0 Hg: By=0 IH;,: u=0

21 R o, annehmen ablehnen

22 F f

23 Sreg Sees”
Abb.  14.17 Regression fiir Goldduft [Arbeitsmappe: Signifikanztests fiir

Regressionsparameter.xlsx]

abhingigen Variablen y befinden sich in E2:E7 (ES8 enthélt ihre Summe), die der unabhén-
gigen Variablen x; und x; befinden sich in B2:C7. Wir markieren den Bereich C13:E17
zur Aufnahme der Array-Formel =RGP (E2:E7;B2:C7;1;1).

Die erste Reihe der Tabelle, die RGP zuriickgibt, enthilt die Koeffizienten by, b, und a.
Die zweite Reihe enthilt die entsprechenden Standardabweichungen. Der Standardfehler
von y (= Standardfehler der Regressionsschétzung) steht in D15 und H9:

o2 — > —$)°

y =

n—k—1
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Die Zahl der Freiheitsgrade (in D16) steht in ist f=n —k — 1, wobei n= Anzahl der
Beobachtungen, hier 6; k = Anzahl der unabhéngigen Variablen, hier 2.

In C16 steht das BestimmtheitsmaB R? =0,902. Dies bedeutet, dass sich 90,2 % der
Variation der y-Werte durch lineare Regression erklédren lassen.

sp = 3,78 ist die Standardabweichung von by und ist ungewohnlich grof3. Da t=
ba/sp =3,245/3,78 = 0,858 <t 05,3 = 3,182 (=T.INV(0,05;3)), folgt, dass by mit
95 % Sicherheit nicht signifikant von Null verschieden ist. Daraus ergibt sich, dass
die Werbung wenig bewirkte. Tatsidchlich ergibt eine einfache Regression, in der nur
X1 benutzt wird, einen Standardfehler von 0,665. Die neue Regressionsfunktion y =
a+byx; =4,676 40,803 - x; ist fiir die Gewinne ein befriedigendes Modell. Man hat
also ungeheure Werbungskosten umsonst ausgegeben!



Lineare und nichtlineare 1 5
Differenzialgleichungen erster Ordnung

Zusammenfassung

In diesem Kapitel behandeln wir einige der wichtigsten numerischen Methoden zur
Losung von Differenzialgleichungen erster Ordnung. In Natur und Technik begegnet
man alltiglich dynamischen Systemen, die durch Differenzialgleichungen oder Sys-
teme von gekoppelten Differenzialgleichungen beschrieben werden kdnnen. Obwohl
die numerischen Losungsverfahren oft kompliziert sind, lassen sie sich dennoch ein-
fach in VBA programmieren. Wir zeigen anhand dieser Methoden, wie Populationen
wachsen, Atome zerfallen und wie lange Riauber von ihrer Beute leben konnen.

15.1 Numerische Losung von Differentialgleichungen

Um Simulationen studieren zu konnen, die man in Physik, Ingenieurwissenschaften, Bio-
mathematik usw. benutzt, werden wir in diesem Kapitel einige Methoden besprechen, mit
denen wir gewohnliche Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung mit Excel und
VBA 16sen konnen.

Die Losung einer Differentialgleichung ist eine Funktion, die der Differentialgleichung
tiber einem gewissen offenen Intervall geniigt. Eine gewohnliche Differentialgleichung
hat die allgemeine Form

ox,y, Y,y y", ..., dy/dx") =0 (15.1)

Diese Gleichung ist von n-ter Ordnung und hat nur eine unabhiingige Variable x.

Die Funktion y = F(x) ist eine Losung von Gl. 15.1, wenn sie n mal differenzierbar ist
und GI. 15.1 geniigt.

Die Gleichungen y: =dy/dx =x +y; y" 4+ (1 —y?)y’ +y =0 sind Beispiele gewohn-
licher Differentialgleichungen.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 269
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Eine Differentialgleichung erster Ordnung ¢(x, y(x),dy/dx) =0 kann folgendermaBen
geschrieben werden

dy/dx =y = f(xy).

Die gewohnlichen Differentialgleichungen haben verschiedene Losungen. Um eine
bestimmte Losung auszuwéhlen, sind zusitzliche Informationen notig, normalerweise n
fiir eine Differentialgleichung n-ter Ordnung. Wenn alle n Zusatzbedingungen fiir ein
bestimmtes x =X, gegeben sind, so haben wir ein Anfangswertproblem (AWP). Falls
sich die n Zusatzbedingungen auf mehr als ein x beziehen, so liegt ein Randwertproblem
(RWP) vor.

Der Graph der Losung einer Differentialgleichung heif3t Losungskurve. Eine Losungs-
kurve ist auch eine Integralkurve.

Es gibt graphische und numerische Methoden, mit denen man sich eine Vorstellung
iiber die Form der Losung bilden kann und auf die man sich beziehen kann, falls keine
explizite Losungsformel existiert oder falls diese zu kompliziert ist, um niitzlich zu sein.

Bei Anwendungen in den Naturwissenschaften brauchen wir oft numerische Methoden,
die sich der exakten Losung mit praktisch beliebiger Genauigkeit anndhern. Das einfachste
numerische Losungsverfahren einer Differentialgleichung der Form y' = f(x, y) ist die
Euler-Methode.

15.2 Euler-Methode fiiry’ =f(x, y)

Wir betrachten zunichst eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung y' =
f(x, y) mit einer Anfangsbedingung y(x,) =yo. Unsere Absicht ist es, numerisch eine
Losung y(x) zu finden, die die Differentialgleichung und die Anfangsbedingung erfiillt.
Das nach L. Euler (1707-1783) benannte Verfahren stiitzt sich auf die Idee, die Werte von
y(x) durch die Werte der in X an die Losungskurve gezeichneten Tangente anzunihern.

In der Abb. 15.1 sehen wir den Graphen einer Funktion y =f(x) in der vergroferten
Umgebung des Punktes mit x =a zusammen mit der Tangente an die glatte Kurve in
diesem Punkt.

In der Nihe des Beriihrungspunktes sind die wahren Funktionswerte kaum von denen
der Tangente zu unterscheiden. Die Tangente geht durch den Punkt (a, f (a)) und hat die
Steigung f'(a). Thre Gleichung lautet

y = f(a) + f'(a)(x — a)

Wir kdnnen ndherungsweise die Werte von f durch die y-Werte der Tangenten ersetzen. Fiir
x-Werte in der Nidhe von a konnen wir fiir den wahren Funktionswert f(x) der Funktion f
an der Stelle x schreiben

f(x) ~ f(a) + f'(a)(x — a)
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Abb. 15.1 Funktiony = f(x) f(x)
A

wahrer Funktionswert

" e——— f(a)(x-a)

In der folgenden Abb. 15.2 ist der Zusammenhang noch ausfiihrlicher dargestellt.

Die Euler-Methode stiitzt sich also auf die Annahme, dass die Tangente an die
Losungskurve von y'=f(x, y) mit y(xo) =yo in (xj, y(xi)) diese iiber dem Intervall [x;,
Xi+1] annihert. Die Steigung der Losungskurve in (xj, y(xi)) ist y'(xj) = f(x;, y(x;)) und die
Gleichung der Tangente an die Losungskurve in (X;, y(X;)) ist

y = y(xi) + f(xi, y(xi))(x — xi) (Tangente)

f(x)

kumulierter Fehler

Steigung y = f(x,,y,)

Ya

Abb. 15.2 Tangenten-Niherung fiir f(x)
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Wir schreiben x =xj4+; =X; + h und erhalten
Yie1 = Y(X) +h - (x5, y(x7) (15.2)

Hierin ist h die Schrittweite und y;; der Wert von y bis zur Tangente im Punkt x; 1.
yi+1 nehmen wir als Ndherung fiir y(Xj+1).
Da y(x¢) =yo gegeben ist, konnen wir Gl. 15.2 mit i =0 benutzen, um y; zu berechnen

y1 = y(xo) + h-f(xXg, y(X0)) =yo +h-1(x0, yp)
Jetzt setzen wir i =1, und GI. 15.2 geht iiber in
¥ = y(x1) +h - f(xq, y(x1))

Aber diese Gleichung ist unbrauchbar, da wir y(x1) nicht kennen. (Nur y(xg) ist bekannt,
und wir nennen es y.)

Zu Niherung substituieren wir den unbekannten Wert y(x1) durch den Wert y, der nur
bis zur Tangente reicht und der in der Abbildung deutlich kleiner ist als y(x) in X;:

y(X2) Xy, =y; +h-f(x1,y;)
Im nichsten Schritt ersetzen wir y(x») durch y;:
y3 =y, +h-f(x2,y5)

Wir konnen den Prozess wiederholen bis der gewiinschte x-Wert erreicht ist. Allgemein
beginnt die Euler-Methode mit dem gegebenen Wert y(xo) = yo und erzeugt yi, y2,... yn
mithilfe der Rekursionsformel

yirt = Vi + hf(xj,y), 0<=i<=n-1
Die Zahlen yj, y2, y3 usw. sind Niherungswerte von y(x1), y(X2), y(X3) usw.
Beispiel
y=1-x+4y, y0) =1
Die exakte (analytische) Losung dieser Gleichung ist: y(x) = x/4 — 3/16 + (19/ 16)-e*

Losung nach Euler mit h=0.1

fx,y)=1—-x+4y

y1 =yo+h-f(xo,y0)=1+01-(1-0+4-1)=1405=15 x=x;=h=0.1
exakter Wert: y(0,1) = 1,609041828

y2 =y1+h-fx;,y1)=1,54+0,1-(1-0,1+4-1,5)=1,54+0,69=2,19 ;x =x2=0,2
exakter Wert: y(0,2) = 2.505329853

y3 =y2 + h-f(x2,y2) = 2,19 + 0,956 = 3,146 x=x3 =0,3
exakter Wert: y(0,3) = 3,830138846
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Ein VBA-Programm zur Euler-Methode lautet:

Sub Eulerl ()
Range ("A10:D200") .Clear

x = Cells(l, 2).Value 'x0

y = Cells (2, 2).Value 'y0

h = Cells (3, 2).Value 'Schrittweite

imax = Cells (4, 2).Value 'Anzahl der Schritte
Cells (10, 1) .Value = 0

Cells (10, 2).Value = x

Cells (10, 3).Value =y

Cells (10, 4).Value = FO(x, V) 'analytisch

For i = 1 To imax Step 1

y =y +h*F(x, v)
X =X + h

Cells (10 + i, 1).Value = i

Cells (10 + i, 2).Value = x

Cells (10 + i, 3).Value =y

Cells (10 + i, 4).Value = FO(x, y) 'analytisch
Next i
End Sub

Das Programm setzt voraus, dass die Werte fiir X, yo, h und imax (Anzahl der Schritte) sich
in den Zellen B1, B2, B3 und B4 befinden. Um den Vergleich zwischen der Eulerschen-
Losung und der exakten (analytische Losung) durchzufiihren, lassen wir die Funktion
FO aufrufen. Sollte FO nicht bekannt sein, muss man die zwei Programmzeilen, die sie
aufrufen, 16schen.

Die beiden Funktionen F und FO sehen in unserem Fall folgendermalf3en aus:

Function F (x, vy)
'Differenzial Gleichung erster Ordnung
F=1-x+4*y
End Function
Function FO(x, y) 'analytisch
FO=x /4 -3/ 16 + (19 / 16) * Exp(4 * x)
End Function

Im folgenden Arbeitsblatt (siche Abb. 15.3) sehen wir die vorigen Rechnungen bis x = 1.
Mittels einer “Schaltfliche” (Abschn. 3.3.2), die wir "Euler" genannt haben, wird das
Makro aufgerufen.
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G D E F G H I J K
il
2 Euler-Methode
<
4 Euler
5
6
7.
8 70
9 i X y-Euler vy -analytisch . i
10 0 0 1 1
11 1 01 15 1,609041828 30
12 2 0,2 219  2,505329853
13 3 03 3,146 3,830138846
14 4 04 4,4744 5794226004
15 5 0,5 6,32416  8,712004117
16 6 0,6 8,903824 13,05252195
17 i 0,7 12,5053536  19,51551804
18 8 08 17,53749504 29,14487961
19 9 0,9  24,57249306 43,4979034 o 02 oA 05 08 1 12
20 10 1 34,41149028 64,89780316 —d— - Euler  -.@e.y - analytisch
21

F]
)

Abb. 15.3 Euler-Methode [Arbeitsmappe: Euler.xIsm; Modul 1]

(@ D E F G H 1 J K
1
2 Euler-Methode
3
4
5
6
7
8
9 i X y - Euler y - analytisch
10 0 0 1 1
11 1 0,025 1,125  1,131140465
12 2 0,05 1,261875 1,275415775
13 3 0,075 14118125  1,434207334
14 4 01 1,57611875 1,609041828
15 5 0125 1756230625  1,801606509
16 [ 0,15 1953728688 2,013766075
17 7 0175  2,170351556 224758134 7
18 8 0,2 2408011712  2,505329853 0
19 9 0225 2668812883  2,789528694 0 0,03 01 0.5 02 0.25 03
20 10 0,25 2955060171  3,102959671 ——y-Euler  --@ee-y-analytisch
21
22

Abb. 15.4 Auswirkung der Schrittweite [Arbeitsmappe: Euler.xlsm; Modul 1]

Von einer guten Ubereinstimmung zwischen Euler-Losung und analytischer Losung
kann man allerdings nicht sprechen. Das dndert sich aber, wenn wir eine kleinere Schritt-
weite h wihlen. Die Abb. 15.4 gilt fiir h = 0,025 und zeigt eine deutliche Verbesserung.
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15.2.1 Modell des logistischen Wachstums

Bei vielen Anwendungen liefert die Euler-Methode eine erste (grobe) Vorstellung von
der Losung eines Problems. Dieses Beispiel handelt vom Wachstum einer Population von
Hefepilzen, Wasserflohen, Baumen, Tieren oder Menschen.

Np ist die Grole der Population zu Beginn des Studiums, N(t) ist die GroBe zur
Zeit t. In erster Ndherung konnte man annehmen, dass die Wachstumsgeschwindigkeit
(= Wachstumsrate) dN(t)/dt proportional ist zur augenblicklichen Grofie N(t). Man konnte
also mit dem folgenden Ansatz beginnen

dN(t)/dt = aN(t) (15.3)

Hier ist a der Wachstumskoeffizient. Die Losung dieser Differentialgleichung erster
Ordnung ist die standig wachsende Exponentialfunktion

N(t) = N, - eXt—1 (15.4)

Zu Beginn des Wachstums trifft diese zu, jedoch wird nach einiger Zeit die Vergroflerung
einer Population durch Umwelteinfliisse gebremst (fiir Details iiber Populationsmodelle
siche [24]).

Der belgische Mathematiker Pierre F. Verhulst fiihrte 1837 einen Bremsterm in GI. 15.3
ein, der tatsichlich zu einer Sittigung fiihrt!. Dieses verbesserte Modell lautet:

dN(t)/dt = aN(t) — bN(t)? (15.5)

b= Umwelttragfihigkeit (a und b sind beide positiv). Man kann dieses logistische
Wachstumsgesetz exakt 16sen und erhilt:

a

b (1 T “;’;Vf)voefat)

N(t) =

Unsere Absicht ist es jedoch, GI. 15.5 numerisch mit dem Euler-Verfahren zu 16sen. Man
kann unser Euler-Programm leicht an die neue Situation anpassen, indem wir x durch t
und y durch N(t) ersetzen, wie Abb. 15.5 zeigt.

Die Ubereinstimmung zwischen numerischer (y-Euler) und analytischer Losung ist
befriedigend (vgl. Abb. 15.6). Die charakteristische S-Kurve (logistische Kurve) kommt
deutlich zum Vorschein; sie strebt gegen den Wert a/b = 100.

Obgleich die Euler-Methode recht einfach ist und in vielen Fillen bei geniigend kleiner
Schrittweite gute Ndherungen liefert, wird sie selten bei Anfangswert-Problemen benutzt,
denn man kennt heute wesentlich exaktere Verfahren, die natiirlich weitaus komplizierter
sind als das Verfahren von Euler.

' Tn der Wirtschaft wird die Dynamik von Petroleumressourcen mit Modellen simuliert, die sich auf die
Verhulst-Gleichung (Gl. 15.5) stiitzen.
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|(Aligemein)

Sub Euler2()
Range ("A10:D200") .Clear

X = Cells(l, 2).Value 'x0

y = Cells(2, 2).Value 'y0

h = Cells(3, 2).Value 'Schrittweite

imax = Cells(4, 2).Value 'Bnzahl der Schritte
a = Cells(5, 2).Value 'a und b: Parameter

'vom Verhulst's Modell
b = Cells(6, 2).Value

yo =y

Cells (10, 1).Value
Cells (10, 2).Value
Cells (10, 3).value
Cells (10, 4).Value

0
%
b
FO0(a, b, %, y) 'analytisch

For i = 1 To imax Step 1
Y=Y+h*F(af bl y)

X=X+ h

Cells(10 + i, 1).Value = i

Cells(1l0 + i, 2).Value = x

Cells(10 + i, 3).Value = y

Cells (10 + i, 4).Value = FO(a, b, x, y0)
Next i
End Sub

Function F(a, b, ¥)
' Verhulst's Modell
F=a*y-b*xy~2
End Function
Function FO(a, b, X, y0) 'analytisch
FO=a/ (b* (1+ ((a-Db*y0) / (b* y0)) * Exp(-a * x)))
End Function

Abb. 15.5 Angepasster Euler-Code [Arbeitsmappe: Wachstum.xIsm; Modul 1]
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C D E F G H 1 J K
il
2 Euler-Methode
3
2 Euler
5
6
7 i
= Logistisches Wachstum
9 i x | y-Euler y-analytisch | **
10 0 0 10 10
11 1 0,1 12,25 1248563053
12 2 0,2| 1493734375 15,4828099
13 3 0,3 1811386909  19,04290738
14 4 04| 21,82205573  23,19693167
15 5 05| 2608706437  27,94433243
16 6 06| 3090749315  33,24278617
17 7 0,7 36,2461836 39,00208499
18 8 08| 4202326494 45,08530604
19 9 09| 4811419418 51,31907942
20 10 1| 54,35530352 57,51208514
21 b 1,1| 60,55788185 63,47792702
22 12 1,2| 66,52920968 69,05678577 o o . ) , P s
23 13 1,3| 7209617275 74,13075003
24 14 14| 77,12557062 7863017116 ——y-Euler === y-analytisch
25 15 1,5| 8153607917 8253142277
2 16 1,6| 8520976845  85,84864498

Abb. 15.6 Logistisches Wachstum [Arbeitsmappe: Wachstum.xlsm; Modul 1]

15.3 Verbesserte Euler-Verfahren (Methode von Heun)

Das Euler-Verfahren yj.1 =yi +h-f(x; yi) benutzt immer die Steigung der Tangente an
die Losungskurve am Anfang des Intervalls [xj, Xj+1] und nimmt an, dass diese Steigung
tiber dem ganzen Intervall konstant ist. Aber normalerweise sehen wir, dass sich die Tan-
gentensteigung an die Losungskurve in dem Intervall [Xj, Xj1+1] dndert. Man kann eine
Verbesserung des Verfahrens erlangen, indem man die Tangentensteigung in der Inter-
vallmitte oder sogar einen Mittelwert aus mehreren Steigungen in [Xj, Xj4+1] benutzt. So
verwendet die nach K. Heun (1859-1929) benannte Methode das Mittel aus den Steigun-
gen an den Intervallgrenzen. Im Ubrigen werden aber dieselben Schritte ausgefiihrt, die
uns zu den Formeln aus Abschn. 15.2 fiihrten.

Wir kehren also wieder zu Gl. 15.2 zuriick und ersetzen die Steigung (f(x;, y(x;)) durch
das Mittel

m; = (f(xi, y(xp) + f(Xit1, y(Xit1))/2

Gleichung 15.2 lautet jetzt yir1 =y(x;i) +h (f(x;, y(xi)) + f(Xi+1,¥(Xi+1)))/2 und ist eine
Niherung fiir y(xi+1). Wie vorher benutzen wir y; als Nidherung fiir y(x;).

Im Allgemeinen ist y(xj+1) nicht bekannt, und wir werden es durch die Nidherung
y(Xitr1) *yir1 =yi +hf(x;y;) ersetzen.



278 15 Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

A © D E F G H I J
1 x0:
2 y0: Einfache Heunmethode
3 h:
4 imax Heurl
: 12 0,0035
7 1 0,0030
8 02 0,0025 .

00020 @

9 i X y y_analytisch Fehler 06 Gioois §
10 0 0 1 1 04 Soein
11 1 0,1 0,820040937 0,818751221 0,00128972 o2 0,0005
12 2 0,2 0672734445 0670588174 0,00214627 0,0000
13 3 0,3 0552597643  0,54992298 0,00267466 0o 02 04 06 08 1 12
14 4 0,4 0,455160637 0,452204669 0,00295597 x
15 5 05 0376681251 0,373627557 0,00305369
16 6 06 0,31397092 0,310952904 0,00301802 y_analytisch  x y — = -Fehler
17 7 0,7 0264287611 0,261398947 0,00288866
18 8 0,8 0225267702 0,222570721 0,00269698
19 9 0,9 0,194879501 0,192412038 0,00246746
20 10 1 0,17138807 0,169169104 0,00221897
21
22
23

Il

Abb. 15.7 Einfache Heun-Methode [Arbeitsmappe: Heun.xlsm; Blatt: Heun 1; Makro: Heunl]

Die Rekursionsformel der verbesserten Euler-Methode oder der Methode von Heun
lautet schlief3lich

Yirr = ¥i Th/2 (f(xi,y;) + fxip1, y; + h (xi,57)))
Fiir das praktische Rechnen ist die Einfiihrung der folgenden Ausdriicke niitzlich:

ki = f(xi,y;)
koi = f(xi + h, y; + hki;)
Yig1 =Y; + hkii +koi)/2

Im Programm "Heun" wird dies ausgefiihrt.

P Die Heun-Methode hat einen globalen Rundungsfehler von der GréBenord-
nung 0O(h?), und man kann feststellen, dass man durch Halbierung der Schritt-
weite h eine Fehlerreduzierung um den Faktor 1/4 erhalt. Das Symbol 0O(h?) will
besagen, dass die Heun-Methode mit einer Taylorentwicklung bis auf Terme der
Ordnung h? (ibereinstimmt.

Nun wollen wir diese Methode benutzen, um folgende Differentialgleichung erster
Ordnung zu 16sen:

y =—2+y x> e 2 mit der Anfangsbedingung xo = 0, yo = 1. Zum Vergleich, stellen
wir die analytisch bekannte Losung dar: y = e (x4 +4)/4 (vgl. Abb. 15.7).
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Diagrammtyp andern '?_| ]

™ Zuletzt verwendet i

[ W
Vorlagen H I \‘ 2.'1 [ﬁﬁﬂ “:l]&‘
Saule

Linie Benutzerdefinierte Kombination
Kreis

Einfache Heunmethode

Balken
Flache
Punkt (X Y)
Kurs

Oberflache

¢t REESN GRS E

Netz

Verbund

%
I

=]

"y y_analytisch — — Fehler

Wahlen Sie den Diagrammtyp und die Achse fir die Datenreihe aus:

Datenreihenname Diagrammtyp Sekundarachse
iy Punkt (XY) E [
I y_analytisch Punkte mit interpolierten ... EI
| Punkte mit interpolierten ... EI ¥
i oK | [ Abbrechen§‘

Abb. 15.8 Dialogfenster Diagrammtyp dndern

Die Unterschiede zwischen der mit der Heun-Methode errechneten Losung und der
analytischen Losung sind grafisch kaum zu erkennen, deswegen haben wir ihre Diffe-
renz (Fehler) extra rechnen lassen und auf einer sekundidren Achse eingetragen. Dafiir
den Bereich B9:E20 markieren und das Punkt(XY)-Diagramm wie gewohnt erstellen.
AnschlieBend rechtsklicken auf das Diagramm, Diagrammtyp dndern. .. wihlen und im
Dialogfenster (siehe Abb. 15.8) die gewiinschten Anderungen vornehmen.

Die Ergebnisse dieses Arbeitsblattes wurden mit dem Programm aus Abb. 15.9 erzeugt.

Man kann die Heun-Methode sogar verbessern, wenn man in jedem Punkt X; zunéchst
das Ergebnis durch "innere Iteration" verbessert, ehe zum néchsten Punkt x;; weiterge-
gangen wird. Die Heunsche Methode mit “innerer Iteration” ist nochmals genauer, wie
wir aus dem folgenden Arbeitsblatt "Heun2" ersehen konnen (vgl. Abb. 15.10). Das
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|(Allgemein)
Sub Heunl ()
Range ("A10:D200") .Clear
X = Cells(l, 2).Value 'x0
y = Cells (2, 2).Value 'y0
h = Cells (3, 2).Value 'Schrittweite
imax = Cells (4, 2).Value 'Enzahl der Schritte

Cells (10, 1).value = 0
Cells (10, 2).vValue X
Cells (10, 3).vValue vy
Cells (10, 4).Value = FO0(x) 'analytisch

For i 1 To imax Step 1
k1l = F(x, y)
X =i%"E n
k2 = F(Xx, y + h * k1)
dy = h * (k1 + k2) / 2

y=y+dy

Cells (10 + i, 1).Value = i

Cells(10 + i, 2).Value = x

Cells (10 + i, 3).Value =y

Cells (10 + i, 4).Value = F0(x) 'analytisch

Cells (10 + i, 5).Value = Bbs(F0(xX) - vy) 'Fehler
Next i
End Sub

Function F(x, y)
'Differenzial Gleichung erster Ordnung
F=-2*y+x " 3 * Exp(-2 * x)
End Function
Function F0(x) 'analytisch
FO = EXp(-2 * x) * (x ~ 4 + 4) / 4
End Function

=]= <] |

Uberwachungsausdriicke

Abb. 15.9 Code fiir die Methode von Heun [Arbeitsmappe: Heun.xIsm; Modull; Makro: Heunl]
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A C D E F G H I )
1 x0:
2 y0: Heunmethode Heunmethode
3 |h: mit "innerer Iteration” ., 0,0014
4 imax: 0,0012
5 0,0010
Heun2 0,0008
6 0,0006
7 0,0004
8 0,0002
o 10,0000
gl I % Y y_analytisch  Fehler o 02 04 06 08 1 12
1C 0 0 1 1 "
11 1 01 0818217211 0,818751221  0,00053401
1z 2 0,2 0,669729906 0,670588174 0,000858268 x oy y_analytisch  «-seeee Fehler
1: 3 0,3 0548876871  0,54992208 0,001046109
1£ 4 04 0451060708 0,452204669 0,001143961 Fahlerversleich
1¢ S 05 0372446161 0,373627557 0,001181396 g
1€ 6 06 0309775359 0,310952904 0,001177546 s _
17 7 0,7 0,260253824 0,261398947 0,001145123 i B i =
1 8 0,8 0,221477819 0,222570721 0,001092903 § 0002 ," 3
£
1¢ 9 09 0191384824 0,192412038 0,001027214 g opo1s |y =
20 10 1 0,168216286 0,169169104 0,000952818 . o
21 =
22 0 02 04 06 08 1
23 x
24
I O Fehler Heun 2 = = Fghler Heun 1
26

Fehler

Abb. 15.10 Heun-Methode mit “innerer Iteration” [Arbeitsmappe: Heun.xIsm; Blatt: Heun 2;

Modul2; Makro: Heun2]

Diagramm mit dem Fehlervergleich enthilt Daten aus den zwei Arbeitsbléttern "Heun 1"

und
"Heun 2". Wir haben es folgendermallen erstellt:

1. B8:B20 und E9:E20 aus dem Blatt “Heun 2” markieren und Punkt(XY)-Diagramm

anfertigen.

2. Rechtsklicken auf das Diagramm und Daten auswdhlen. .. > Hinzufiigen wihlen. Im

dann erscheinenden Dialogfenster die entsprechenden Daten fiir Werte der Reihe X und

Werte der Reihe Y aus dem Blatt “Heun1” eintragen.

Die Abb. 15.11 zeigt den Programmcode fiir die verbesserte Heun-Methode.
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|(aligemein)

Sub Heun2 ()
Range ("Al10:E200") .Clear

X = Cells(1l, 2).Value %0

y = Cells (2, 2).Value 'y0

h = Cells (3, 2).vValue 'Schrittweite

imax = Cells (4, 2).Value '‘Anzahl der Schritte

Cells (10, 1) .Value = 0
Cells (10, 2).vValue = x
Cells (10, 3).Value = y
Cells (10, 4).Value = F0(x) 'analytisch

For i = 1 To imax Step 1

va = y 'alter y-Wert
k1l = F(x, y)
X=X+h
ye =y + h * kil 'Euler-wert
For J =1 To 4 Step 1 '4 innere Iterationen
k2 = F(x, ye)
dy = h * (k1 + k2) / 2
y = ya + dy
= &
Next j
Ya = ¥ _
Cells(10 + i, 1).Value = i
Cells(10 + i, 2).Value = X
Cells(10 + i, 3).Value = y
Cells (10 + 1, 4).Value = F0(x) 'analytisch
Cells (10 + i, 5).Value = Abs(F0(x) - y) 'Fehler
Next i
End Sub

Abb. 15.11 Programmcode fiir die Subroutine Heun2 [Arbeitsmappe: Heun.xlsm; Modul 2; Makro:
Heun2]

15.4 Runge-Kutta-Verfahren

Selbst das verbesserte Verfahren von Heun kann nicht mit dem Verfahren von Runge und
Kutta konkurrieren. Das Runge-Kutta-Verfahren zéhlt zu den beliebtesten Methoden bei
der Losung von Anfangswertproblemen. (C. Runge 1856-1927, W. Kutta 1867-1944). Im
Gegensatz zur Heunschen-Methode wird beim RK-Verfahren die Funktion f(x, y) nicht
nur zweimal, sondern viermal berechnet (an vier Punkten des Intervalls [x;, Xi+1]), und
man reduziert damit den globalen Rundungsfehler auf O(h*).



15.4 Runge-Kutta-Verfahren 283

> Das RK-Verfahren, das wir benutzen werden, ist auch bekannt als RK vierter
Ordnung. Die Heun-Methode war von zweiter und die von Euler von erster
Ordnung.

Wir werden den RK-Algorithmus so darstellen, als wére er eine einfache Abwandlung des
Euler-Verfahrens.

15.4.1 Algorithmus von Runge-Kutta vierter Ordnung fiiry’ =f(t, y)

Da wir in den Anwendungen meistens die Zeit als unabhingige Variable haben, benut-
zen wir t statt x und v statt y’. Das Symbol <v> bezeichnet den Mittelwert von vier
Ableitungen (Geschwindigkeiten) des R K -Verfahrens.
the1 =th +h
Yot1 =Yn th<v>,
mit
<v>:=(v] +2vy +2v3 4+ Vv4)/6 (15.6)

Die vier Ableitungen berechnen wir nach dem folgenden Schema:

vy 1= 1(ty)

vy :=f(t+h/2,y+v;-h/2)

vz :=1f(t+h/2, y+v2-h/2)

vqg:=f(t+h, y+v3-h)p (15.7)

Wir benutzen als Beispiel folgende Differentialgleichung erster Ordnung:

Y' =2-(x?+y) mit der Anfangsbedingung xo =0, yo= 1. Zum Vergleich benutzen
wir Funktion FO mit der bekannten analytischen Losung: y =1,5 - €2* —x* —x—0,5.

Die VBA-Implementierung der Gl. 15.6 und Schema Gl. 15.7 ist einfach (vgl.
Abb. 15.12). Wir haben x stehengelassen, um zu zeigen, dass das Programm sich aus dem
Euler-Schema ergibt.

Die Ergebnisse zeigen, dass die Fehler nur von der Ordnung 107® sind (vgl.
Abb. 15.13). Bei der Euler-Methode fanden wir Fehler der GréBenordnung 1072, Die
Euler-Methode hat aber einen groflen didaktischen Wert und ist hilfreich beim Studium
genauerer Verfahren.
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[(angemein)

Sub Runge_ Kuttal()
'fir eine Diff. Gl. erster Ordnung y'= f£(t,y)
Range ("A10:E200") .Clear

X = Cells(1l, 2).vValue 'x0

y = Cells(2, 2).Value 'y0

h = Cells (3, 2).Value 'Schrittweite

imax = Cells (4, 2).Value 'Enzahl der Schritte

Cells (10, 1).Value
Cells (10, 2).value
Cells (10, 3).value
Cells (10, 4).Value

' = t in den Anwendungen

0
X
Y.
F

0(x) 'analytisch

For i = 1 To imax Step 1
vl = F(x, ¥)
v2=F(x+h /2 y+vl*h/2)
vi=F(x+h/ 2 y+v2*h/2)
vi = F(x +h, y + v3 * h)

Yy=y+h* (vl +2*vy2+2*v3+vd) /6

X =X +.h

Cells (10 + i, 1).Value = i

Cells (10 + i, 2).Value = x

Cells (10 + i, 3).Value = y

Cells (10 + i, 4).Value = F0(x) ‘analytisch

Cells (10 + i, 5).Value = Abs(F0(x) - y) ‘'Fehler
Next i
End Sub

Function F(x, y)
'‘Differenzial Gleichung erster Ordnung
F=2% (x~2+y)
End Function
Function F0(x) 'analytisch
FO = 1.5 * Exp(2 * x) - x ~2 - x - 0.5
End Function

Abb. 15.12 — VBA-Code fiir Runge-Kutta vierter Ordnung fiir y’ = f(t, y) [Arbeitsmappe: Runke_
Kutta.xIsm; Modul 1]
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Abb. 15.13 Runge-
Kutta vierter Ord-

nung fiir y =2 (x2
+y) [Arbeitsmappe:

C D E

Runge-Kutta y'(x,y)

Runge_Kutta.xIsm] Runge_Kuttal
9 i X ¥ y_analytisch Fehler
10 0 1 1

01 1,222101667 1,222104137 247057E-06
0,2 1497730642 1497737046 6,40413E-06
0,3 1843165873 1843178201 1,23274E-05
04 2278290464 2278311393 2,092B5E-05
0,5 282738964 2827422743 3,3103E-05

[
W B WD

15.4.2 Radioaktiver Zerfall

Der radioaktive Zerfall ist das Gegenstiick zum exponentiellen Wachstum zweier gekop-
pelter Populationen. Eine radioaktive Substanz bestehe zum Zeitpunkt t=0 aus einer
Anzahl A(0): = Ag radioaktiver Atome. Nach Ablauf der Zeit t sei von der Muttersubstanz
A eine gewisse Anzahl von Atomen zerfallen, die ihrerseits eine Tochtersubstanz B bilden,
die ebenfalls zerfillt und C erzeugt. Die Reaktionskinetik stellt diese Folgereaktionen
durch folgende Symbolkette dar:

A—k1—>B—k2—>C

A, B, C sind die Konzentrationen der Reaktionspartner (Reaktanden), k; und kj sind die
Zerfallsgeschwindigkeiten (rate constants). Beim radioaktiven Zerfall sagt man statt ki,
ky meist ha und Ag. hp ist die Zerfallskonstante der Muttersubstanz. A(t) = Anzahl der
Atome der Muttersubstanz zur Zeit t. Ag ist die Zerfallskonstante der Tochtersubstanz.
B(t) = Anzahl der Atome der Tochtersubstanz zur Zeit t.

Die Anzahl der in der Zeiteinheit zerfallenden Atome ist proportional zur jeweilig
vorhandenen Gesamtzahl, d. h. es gilt:

dA(t)
dt

Wihrend B zerfillt, erhilt sie fortwdhrend Teilchen, die von der Muttersubstanz A
stammen. D. h. wir haben die Gleichung

dgft) — g B(t) + A (15.9)

Die Differentialgleichungen GI. 15.8 und 15.9 beschreiben den radioaktiven Zerfall von
Mutter-und Tochtersubstanz, d. h. sie miissen gemeinsam gelost werden.

Es handelt sich um ein System zweier gekoppelter Differentialgleichungen erster
Ordnung. Wir werden das einfache Euler-Verfahren einsetzen, aber auch das Runge-
Kutta-Verfahren derart modifizieren, dass es ebenfalls die Losung eines Systems zweier

= —AAA() (15.8)
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|{Allgemeinj

Sub Euler2()
Range ("R10:D200") .Clear

t = Cells(1l, 2).Value 't0

X = Cells(2, 2).Value "x0

y = Cells (3, 2).Value 'y0

h = Cells(4, 2).Value 'Schrittweite

imax = Cells (5, 2).Value 'Anzahl der Schritte

Cells (10, 1).Value = t
Cells (10, 2).value X
Cells (10, 3).Value =y

For i = 1 To imax Step 1
Fl F(x)
Gl G(x, ¥)
x=x+th*Fl
y=y+h*gGl
t=t +h

Cells(10 + i, 1).Value = t
Cells (10 + i, 2).Value = x
Cells (10 + i, 3).Value =y
Next i
| End Sub

Function F(x)

'erste Diff. Gl.
F=-1%x

End Function

Function G(x, ¥y)
'zweite Diff. G1.
G=-0.5%y +1%x

End Function

Abb. 15.14 Programm "Euler2" [Arbeitsmappe: Radioaktiver Zerfall.xlsm; Blatt: Euler2;
Modul 1]

gekoppelter Differentialgleichungen erlaubt. Im folgenden Programm "Euler2" war es nur
notig, die Zeit t einzufiihren und eine zweite Funktion G(x, t) fiir dB(t)/dt (vgl. Abb. 15.14).

Im Arbeitsblatt sehen wir den Zerfallsvorgang fiir die Konstanten Ay =1 und Ag =0,5
(vgl. Abb. 15.15). Die Anfangswerte stehen in B1:B3. Fiir x9 = A haben wir den Wert
100 gewihlt, fiir yo = Bo nehmen wir 0. (x: = A und y: =B).

Wir wissen schon, dass die Eulersche-Methode nicht sehr genau ist und dass es notig
ist, ein genaueres Verfahren zu wihlen, etwa das von Runge und Kutta. Das folgende
Arbeitsblatt zeigt uns, dass man mit dem R K -Verfahren eine sehr gute Ubereinstimmung
von analytischer und numerischer Losung erhélt (siehe Abb. 15.16).
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t

0
0,1
0.2
03
04
05
0,6
0,7
08
0,9

1
1,1
1,2

At)
100
90
81
72,9
65,61
59,049
53,1441
47,8297
43,0467
38,742
34,8678
31,3811
28,243

B(t)
0
10
18,5
25,675
31,68125
36,6581875
40,73017813
44,00807922
46,59064426
48,56578414
50,01169983
50,99789924
51,58611024

D

E | F | G | H

‘Radioaktiver Zerfall

Euler-Verfahren fiir das System x'=f(t,x,y) und y'=g(t,x,y)

Euler2

Aft) und B(t)

o 8 &8 8 8

120
100

radioaktiver Zerfall

—
X PR
[ -

e (1)
-==8(t)

Abb. 15.15 Radioaktiver Zerfall mit Fuler [Arbeitsmappe: Radioaktiver Zerfall.xIsm; Blatt:
Euler2]
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| A B c | D E | F | 6 | wH | 1 | s | kK
1 [t0: Radioaktiver Zerfall
2 x0: Runge-Kutta-Methode: x'=f(t,x,y) und y'=g(t,x,y)
3 y0:
4 b Binge-Kutez Radioaktiver Zerfall
5 imax:
2 v .
?_ 100 - . -
: \
9| t Alt) B(t) FehlervonA FehlervonB 5
10 | 0 100 0 100 0 go N1 | Alt
1 0,1 90,484 9,278385 8,1064E-06  1,58763E-05 . -—=8(
12| 02 81,873 172213 148328605  2,8683E-05 l & S
13 | 03 74082 2397791  2,013196-05  3,88618E-05 20 \\\ st
14 04 67,032 20,6820  2,42882E-05  4,67981E-05 / ]
15 | 05 60,653 3445397  2,74711E-05  5,28277E-05 T
16 | 06 54,881 3840126  2,98282E-05  5,72428E-05
17 0,7 49,659 41,6205 3,1488E-05  6,02974E-05
18 | 0,8 44,933 44,19815  3,25617E-05  6,22115E-05 Fehler von A und B
19| 09 40657 4621164  3,31459E-05  6,31758E-05 800605
20 1 36788 47,73018  3,33241E-05  6,33547E-05
21| 1,1 33,287 4881568  3,31682E-05  6,28902E-05 SdE 0
2| 1,2 30,119 49,52342  3,274026-05  6,19042E-05 ol
23 | 13 27,253 49,00274  3,20932E-05  6,05013E-05 +Fehlervon A
24 | 14 2466 4999761  3,12729€-05  5,87708E-05 20005 © Fehlervon B
25 1,5 22,313 49,84722  3,03181E-05  5,67888E-05
2| 1,6 2019 49,48643  292619E-05  546199E-05 T a s .
27 | 1,7 18268 4894623  2,81321E-05  5,23186E-05 "
28 18 1653 482541 260523605  4,99307E-05

Abb. 15.16 Radioaktiver Zerfall mit Runge-Kutta [ Arbeitsmappe: Radioaktiver Zerfall.xlsm; Blatt:
R_K2]
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|(Aligemein)

Sub Runge_Kutta2()
Range ("Al0:E200") .Clear

t = Cells(l, 2).Value 't0
X = Cells(2, 2).Value 'x0
y = Cells(3, 2).Value 'y0
h = Cells(4, 2).Value 'Schrittweite

imax = Cells(5, 2).Value 'Anzahl der Schritte

Cells (10, 4).Value
Cells (10, 5).Value

FO(t) 'x_analytisch
GO(t) 'y_analytisch

Cells (10, 1).Value = t
Cells (10, 2).value = x
Cells (10, 3).vValue =y

For i = 1 To imax Step 1
vl = F(t, X, Y)
al = G(t, X, ¥)
v2=F(t+h/ 2, x+vl1*h/ 2, y+al*h/2)
az2=6G(t+h /2, x+vl*h/2 y+al*h/2)
vi=F(t+h/2 x+v2*h /2 y+a2*h/2)
a3 =6G(t+h/ 2, x+v2*h/ 2 y+a2*h/2)
vd =F(t +h, x +v3 *h, y+ a3 * h)
ad =Gt +h, x +v3 *h, y+ a3 * h)
X=x+h?* (vl +2 *v2+2*v3+vd) /6
y=y+h*(al +2*%a32+2*a3 +ad) /6
£t =i ol

Cells (10 + i, 1).vValue
Cells (10 + i, 2).Value
Cells (10 + i, 3).Value
Cells (10 + i, 4).Value
Cells (10 + i, 5).Value = Abs(GO(t) - y) 'Fehler von y

t
X

Next i
End Sub

Abb. 15.17 Programm Runge_Rutta2 [Arbeitsmappe: Radioaktiver Zerfall.xIsm; Modul 2]

Die analytischen Losungen der Zerfallsgleichungen sind:

A1) = Age 4!
_ Aoh g —hat — it
B(1) = m(f —e )
Das entsprechende Programm befindet sich in der Abb. 15.17. Bei diesem Programm war
es notig, den Runge-Kutta-Algorithmus von Abb. 15.12 zu modifizieren, um das System
zweier Differentialgleichungen erster Ordnung x” = f(t,x,y) und y’ = g(t,x,y) zu 16sen.
Die Anderung besteht aber nur darin, eine zweite Gleichung, nimlich g(t, x,y) einzu-
fithren. Um das Programm aber auch bei anderen physikalischen Problemen anwenden zu
konnen, haben wir die Symbole v (Geschwindigkeit) und a (Beschleunigung) anstelle von
x" und y’ benutzt.
Die Funktionen finden Sie in Abb. 15.18.



290 15 Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

Function F(t, X, V)

F=-1%*x
_End Function
Function G(t, X, ¥)
'‘zweite Diff. Gl.
G=-0.5*y +1*x
End Function
Function FO(t) 'x_analytisch
FO = 100 * Exp(-1 * t)
End Function
Function GO(t) 'y analytisch
G0 = 100 * (Exp(-1 * t) - Exp(-0.5 * t)) / (0.5 - 1)
End Function

Abb. 15.18 Funktionen fiir den radioaktiven Zerfall [Arbeitsmappe: Radioaktiver Zerfall.xlsm;
Modul 2]

15.4.3 Gleichungen von Lotka und Volterra

Der Kampf ums Dasein (“fressen oder gefressen werden”) gestaltet sich mathematisch in
Form eines gekoppelten, nichtlinearen Gleichungspaares

x' = ax — bxy und y’ = —cy + dxy, (15.10)

das sich mithilfe einfacher Funktionen nicht 16sen lésst.

Die klassische Anwendung ist das Zusammenleben von Hasen (prey, Beute) und
Fiichsen (predator, Riuber). Das mathematische Modell (GIl. 15.10) wird nach den
Mathematikern V. Volterra (1860-1940) und A.J. Lotka (1880-1925) bezeichnet.

y(t) = Anzahl der Fiichse zur Zeit t, x(t) = Zahl der Hasen zur Zeit t. Die Parameter a,
b, c, d stellen die Intensitidt der Wechselwirkung zwischen den beiden Spezies dar.

Wir 16sen das Problem der Gl. 15.10 mithilfe des Programms "Runge_Kutta2" (vgl.
Abb. 15.17).

Die Funktionen lauten hier:

Function F(t, x, V)
F=2*x-0.01 * x *y
End Function

Function G(t, x, vy)
G=-1%*y 4+ 0.0l * x * vy
End Function

Die Losung steht in Abb. 15.19. Der "Orbit" beginnt mit 100 Hasen und 60 Fiichsen und
wird im mathematisch positiven Sinn durchlaufen. Die Zahl der "Akteure" nimmt zunéchst
zu, bis die Hasen sich auf etwa 310 vermehrt haben. Die Zahl der Fiichse nimmt weiter zu,
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A C D B F G H | 1

1 [t0: Lotka-Volterra-Gleichungen

2 x0: =Kaninchen  Runge-Kutta-Verfahren: x'=f(t,x,y) und y'=g(t,x,y)

3 |y0: =Fiichse

4 h Runge-Kutta2

5 imax:

3

7

8

9 t Kaninchen Fiichse 500

10 0 100 60 450 L

11 0,1 115,0106374 60,44171396 i /| \

12 0,2 132,1526056 61,87264534 2| ~N

13 0,3 151,5445754  64,50466742 © 300 || NG

14 0,4 173,2000552 68,64347353 £ N

15 0,5 1969494597 74,72701682 o \

16 0,6 222,3252731 83,37723549 15 F

17 0,7 248,4030735 95,46280472 16 e

18 0,8 273,6050832 112,1571953 = e

19 0,9 2955130238 134,9439294 A :

20 1 310,8223914  165,4602417 S e el

21 1,1 3156937824  205,0001254 g

2 1,2 30679943 253,5320548 Kaninchen

23 1,3 283,0248204 308,4594214

24 1,4 246,9072399  364,0808127

Abb. 15.19 Losung der Lotka-Volterra-Gleichungen [Arbeitsmappe: Lotka_Volterra.xlsm;

Modul 1]

aber die der Hasen schrumpft. Die Fiichse erreichen ein Maximum bei etwa 470 Tieren.
Dann macht sich der Hasenmangel in einer drastischen Abnahme der Fuchspopulation

bemerkbar.

Geht man von gleicher Anfangszahl der Hasen aus und erhoht die anfangliche Fuchs-
zahl, so wird der Durchmesser des Orbits immer kleiner. Beginnt man mit 100 Hasen und
200 Fiichsen, so besteht der Orbit aus nur einem Punkt. Ab diesem Punkt ist das Modell
Gl. 15.10 mita=2,b=0,01, c=1und d = 0,01 nicht mehr giiltig. Wenn Sie mit grofleren
Tiermengen experimentieren mochten, miissen Sie andere Parameter wihlen.
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Differenzialgleichungen zweiter Ordnung

Zusammenfassung

Die Verfahren, die wir im letzten Kapitel entwickelt haben, lassen sich ohne weiteres
auf die Losung von Differenzialgleichungen zweiter Ordnung oder auf Systeme gekop-
pelter Gleichungen dieser Art verallgemeinern. Wir illustrieren dies anhand von Prob-
lemen aus verschiedenen Gebieten der Mechanik, der Astronomie, der Elektrodynamik
und der Atom- und Kernphysik.

16.1 Riickfithrung einer Differentialgleichung zweiter Ordnung auf
zwei Gleichungen erster Ordnung

Im vorigen Kapitel haben wir Methoden zur numerischen Losung von Differentialglei-
chungen erster Ordnung kennengelernt. Wir konnten diese Verfahren ausdehnen auf
Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung. Nun kann man zeigen, dass diese
Methoden auch auf Differentialgleichungen hoherer Ordnung angewandt werden konnen,
z.B. auf xX"(t) = @(t, x(t),x(t)), denn diese Gleichung kann zuriickgefiihrt werden auf ein
System zweier Gleichungen erster Ordnung, ndmlich auf

X' =y
Yy =t x,y) (16.1)

16.1.1 Pendelbewegung mit beliebiger Amplitude

Wir konnen die dimensionslose Pendelgleichung x” = —sin(x) auf X’ =y und y/ =
x” = —sin (x) reduzieren. Fiir die Losung dieses Systems benutzen wir das Programm
© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 293
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C D E F G - 1 J K
1 Pendelbewegung fiir x(0) = 2,35619
2
8 Runge-Kutta2
4 | Runge-Kutta-Methode fiir x'=f{t,x,y) und y'=g(t,x,y)
5
6
5 Pendelbewegung fiir x(0) = 2,35619449
8 3
9 t X y
10 0 2356 0
11 001 2,356 -0,00707115
12 002 235 -0,0141428 25
13 | 003 2,356 -0,02121545
14 0,04 2356 -0,028289%
15 0,05 2,355 -0,03536575 ©
16 006 2355 -0,0424444 —— iy
17 0,07 2,354 -0,04952605
18 0,08 2354 -0,05661119 Phasendiagramm
19 0,09 2,353 -0,06370033 25 Y
20 0,1 2,353 -0,07079395
21 0,11 2,352 -0,07789257
22 0,12 2,351 -0,08499667
23| 013 2,35 -0,09210675
24 | 0,14 2,349 -0,0992233 i )%
25 | 0,15 2,348 -0,10634682
26 0,16 2,347 -0,1134778
27 0,17 2,346 -0,12061673
28 0,18 2345 -0,1277641

29| 0,19 2,343 -0,1349204

Abb. 16.1 Pendelbewegung mit grofier Amplitude [Arbeitsmappe: Pendelgleichung.xlsm]

"Runge_Kutta2", mit dem wir die Gleichungen von Lotka und Volterra im letzten Kapitel
(vgl. Abschn. 15.4.3) gelost haben.

Bei der RK-Methode ist f(t, x,y) = y(t) (y stellt die Ableitung dx/dt, d. h. die Geschwin-
digkeit dar) und g(t, x,y) =y'(t) = @(t, x,y) (¥ ist die zweite Ableitung d>x/dt*, d.h. die
Beschleunigung).

Die Funktionen dazu lauten:

Function F(t, x, V)
F=y
End Function

Function G(t, x, y)
G = -Sin(x)
End Function

Die Abb. 16.1 zeigt die numerische Losung mit den Anfangsbedingungen x(0) =3m/4,
x'(0)=0. Das obere Diagramm zeigt den zeitlichen Verlauf von Amplitude x und
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1

2

3

4

5

6

i,

8

9 t
10 0
11 0,01
12 | 0,02
13 | 0,03
14 0,04
15 | 0,05
16 0,06
il 0,07
18 0,08
19 0,09
20 0,1
21 0,11
22 0,12
23 | 013
24 014
25| 0,15
26 0,16
27 0,17
28 018
29| 019

Abb. 16.2 Pendelbewegung mit kleiner Amplitude [Arbeitsmappe: Pendelgleichung.xlsm]

0,314
0,314
0,314
0,314
0,314
0,314
0,314
0,313
0,313
0,313
0,313
0,312
0,312
0,312
0,311
0,311

0,31

0,31
0,309
0,309

Y
0

-0,00309012
-0,00617995
-0,00926919
-0,01235755
-0,01544473
-0,01853044
-0,02161439
-0,02469629
-0,02777583
-0,03085273

-0,0339267

-0,03699744
-0,04006465
-0,04312806
-0,04618736
-0,04924226
-0,05229247

-0,0553377

-0,05837766

D E F

G

Pendelbewegung fiir x(0)=  0,31416

R -Kutta2
Shiil Runge-Kutta-Methode fiir x'=f{t,x,y) und y'=g(t,xy)

Pendelbewegung fiir x(0) = 0,314159265

et T |

Phasendiagramm
o4 ¥

04

25

Geschwindigkeit y = x’. Sowohl Amplitude als auch Geschwindigkeit zeigen einen perio-
dischen Verlauf. Das untere Diagramm zeigt den Zusammenhang zwischen Amplitude
und Geschwindigkeit (Phasendiagramm). Dort, wo die Amplitude einen Extremwert
annimmt, ist die Geschwindigkeit jeweils Null.

Verkleinert man die Anfangsamplitude x(0), z. B. x(0) = n/10, so ist die Pendelbewe-
gung fast identisch mit der eines harmonischen Oszillators, d. h. das Phasendiagramm ist,
wie erwartet, praktisch ein Kreis. Amplitude und Geschwindigkeit verlaufen kosinus- bzw.
sinusformig (vgl. Abb. 16.2).

Fiir den Spezialfall x(0) = 7, steht das Pendel senkrecht und bewegt sich nicht (siehe
Abb. 16.3).
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C D E : G H I J K
1 Pendelbewegung fiir x(0)=  3,14159
2
2 Runge-Kutta2 |
4 Runge-Kutta-Methode fiir x'=f{t,x,y) und y'=g(t,x,y)
5
6
7 Pendelbewegung fiir x(0) = 3,141592654
8 35
9 t X 3
10 0 3142 Y 0 =
11 001 3,142 -1,2246E-18 %
12 0,02 3,142 -2,4492e-18 1
13 0,03 3,142 -3,6738E-18 05
14 0,04 3,142 -4,8084E-18 R e e e e
15| 005 3,142  -6123-18 05 0 ® 0 = 20 =
16 0,06 3,142 -7,3476E-18 X m=mas Y
17 | 0,07 3,142 -85722E-18
18 0,08 3,142 -9,7969E-18 Phasendiagramm
19 0,09 3,142 -1,1021E-17 0 ¥
20 01 3,142 -1,2246E-17 _SHEO 1 B 3] 4
21 0,11 3,142 -1,3471E-17
22| 012 3,142 -1,4695E-17 -1E-15
23 0,13 3,142  -1,592E-17 o |
24| 0,14 3,142 -1,7144€-17
25 0,15 3,142 -1,8360E-17 -26-15
26| 0,16 3,142 -1,9594€-17
27| 017 3142 -2,08186-17 eI
28 0,18 3,142 -2,2043E-17 3615
29 | 0,19 3,142 -2,3268E-17

Abb. 16.3 Pendelbewegung mit x(0) = 7 [Arbeitsmappe: Pendelgleichung.xlsm]

16.1.2 Van der Pol-Gleichung

Bei einer Untersuchung von Schwingkreisen in frithen kommerziellen Radios (1924) stief3
Balthasar van der Pol (1889-1959) auf eine Gleichung der Form

X+m(x> = 1) x +x = 0.

Um diese Differentialgleichung zweiter Ordnung zu 16sen, benutzen wir die Zerlegung aus
Gl. 16.1 und erhalten das System

y=x
/ 2
y =-—mx"— 1y —x

Fiir alle nicht-negativen Werte des Parameters m ist die Losung dieses Systems mit x(0) =
2 und y(0) =x'(0) = 0 periodisch [25].
Wieder benutzen wir das Programm "Runge_Kutta2" mit den Funktionen:
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Q@ | & [ x fe

L& D E F G H 1 J K
1 Losung der van der Pol Gleichung mitm=0
2
3
: Runge-Kutta2 Runge-Kutta-Methode fiir x'=f(t,x,y) und y'=g(t,x,y)
6
7 Lésung der van der Pol Gleichung mitm=10
8 25
9| ¢ X y 2,
10 0 2 0 =
11 0,01 19999 -0,019999667 05
12 0,02 19996 -0,039997333 0
13| 003 1,991 -0,059991 005
14 0,04 19984 -0,079978668 15
15 0,05 19975 -0,099958339 2
16 0,06 19964 -0,119928013 2,5
17 0,07 19951 -0,139885695 — v
18 0,08 19936 -0,159829388
19 0,09 19919 -0,179757098 Phasendiagramm
20 0,1 199 -0,199666833 v
21 0,11 19879 -0,219556602 ’
22 0,12 19856 -0,239424415
23 0,13 19831 -0,259268285 ;
24 0,14 19804 -0,279086229 -4 - 2 4
25 0,15 19775 -0,298876265 2
26 0,16 19745 -0,318636413 =3
27 0,17 19712 -0,338364698

Abb. 16.4 Losung der van der Pol-Gleichung fiir m =0 [Arbeitsmappe: van der Pol.xlsm]

Function F(t, x, y)
F=y
End Function

Function G(t, x, V)

m = Cells(7, 2).Value

G=-m* (x ~2-1) *y - x
End Function
Um das Verhalten der Losung bei verschiedenen Werten des Parameters m untersuchen
zu konnen, haben wir die Zelle B7 der Excel-Tabelle fiir den m-Wert vorgesehen, der von
Function G(t,x,y) gelesen wird.

Fiir m =0, ist die Losung eine harmonische Schwingung, und das Phasendiagramm ist
ein Kreis mit Radius 2 (vgl. Abb. 16.4). Mit wachsendem m wird das System “steifer” und
die Periode wichst, die Amplitude nimmt eine “Ségezahnform” an, die Geschwindigkeit
verwandelt sich in eine Serie wachsender positiver und negativer Spitzen. Das Phasen-
diagramm verformt sich und besteht schlielich aus zwei parabeldhnlichen, miteinander
verbundenen Bogen. Die Abbildungen Abb. 16.5 und 16.6 zeigen dieses Verhalten.
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A C : G H | 1 |

1 t0: Losung der van der Pol Gleichung mit m= 2

2 x(0):

3 yl0):

4 h: Runge-Kutta2 Runge-Kutta-Methode fiir x'=f(t,x,y) und y'=g(t,x,y)

5 imax:

6

7 Losung der van der Pol Gleichung mitm=2

8 | 5

9 t x y ;

10 | ] 2 0 5

11| 001 1,9999 -0,019411534 1

12| 002 1,999 -0,037691248 0

13| 003 1,9992 -0,054904467 i

14| 0,04 1,9985 -0,071113427 j

15| 005 1,9977 -0,086377322 a

16| 006 1,9968 -0,100752363 s

17| 007 1,9957 -0,114291857 o g

18| 008 1,9945 -0,127046289

19| 009 1,9932 -0,139063418 Shaseridiaaanm

20 01 1,9917 -0,150388375 o

21| 011 19902 -0,161063769 :

22| 012 19885 -0,171129788

23| 013 19868 -0,18062431 "

24| 014 19849  -0,18958301 2 4

25 0415 1,983 -0,198039462

26 0,16 1,9809 -0,206025249 -6

27 0417 1,9788 -0,213570062

1
3

Abb. 16.5 Losung der van der Pol-Gleichung fiir m =2 [Arbeitsmappe: van der Pol.xlsm]

Auf eine eingehendere Diskussion der Grenzzyklen und anderer Charakteristiken von
nichtlinearen Differentialgleichungen gehen wir hier nicht ein (siehe dafiir z. B. [25]
oder [26]).
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A C D E F G H I J K
1 t0: Losung der van der Pol Gleichung mit m= 10
2 x(0):
3 yl0):
4 h: Runge-Kutta2 Runge-Kutta-Methode fiir x'=f(t,x,y) und y'=g(t,x,y)
5 ima
6
B Losung der van der Pol Gleichung mitm= 10
8 20
9 t X ¥ 15
10 Q 2 1] 1o
1kl 0,01 19999 -0,017277364 5
12 0,02 1,9997 -0,030077257 0
13| 003 19993 -0,039561757 60 5
14 0,04 19980 -0,046592166 -10
15 0,05 19984 -0,051806358 -15
16 0,06 19979 -0,055676502 -20
17 0,07 19973 -0,058551996 e— A
18 0,08 19967 -0,060691355
19 0,09 1,9961 -0,062285835 Phasendiageamm
20 0,1 19954 -0,063476941 o
21 0,11 19948 -0,064369377
22 0,12 19942 -0,065040626
23 0,13 1,9935 -0,065548038 .
24 0,14 1,9928 -0,065934071 - 4
25 0,15 1,9922 -0,06623016
26 0,16 1,9915 -0,006459589 -20
27 0,17 1,9909 -0,006639606

Abb. 16.6 Losung der van der Pol-Gleichung fiir m = 10 [Arbeitsmappe: van der Pol.xlsm]

16.1.3 Erzwungene Sinusschwingungen

Die Gleichung von Van der Pol ist homogen, da die rechte Seite Null ist. Im diesem Bei-
spiel betrachten wir eine lineare Gleichung zweiter Ordnung mit einer Erregerfunktion auf
der rechten Seite.

Im folgenden Arbeitsblatt untersuchen wir ein schwingungsfahiges System, das von der
periodischen Kraft Focos(wt) angeregt wird. Die Bewegungsgleichung des Systems lautet

mx”(t) + rx'(t) + kx(t) = Focos (wt) (16.2)

x ist die Auslenkung, m die Masse, r die Dampfungskonstante und k die Federkonstante.
Fy ist die Amplitude der erregenden Kraft und w die Kraftfrequenz.

Wir wissen schon, dass sich diese Differentialgleichung zweiter Ordnung in ein System
zweier Differentialgleichungen erster Ordnung, wie bei Gl. 16.1, transformieren lésst:
X'(t) =y (y stellt die die Ableitung dx/dt, d. h. die Geschwindigkeit dar) und
y' (t) = (—r.y(t) — kx(t) 4+ Focos (wt))/m (y’ ist die zweite Ableitung d>x/dt, d. h. die
Beschleunigung).
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16 Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen zweiter Ordnung

Tab. 16.1 Verhalten des Oszillators bei verschiedenen Werten der Parameter

1 [kg/s]

k [N/m]

Fo [N] | o [Hz]

Verhalten

0

0

0

0

Fall 1: Lineare Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit
yo (siehe Abb. 16.7)

0,002

0,25

Fall 2: Freie geddmpfte Schwingung (siehe Abb. 16.8)

0,002

0,25

0,016

Fall 3. Erzwungene Schwingung mit Dampfung. Zu
Beginn der angeregten Schwingung beobachten wir einen
unregelmiBigen Einschwingvorgang. Nach ca. 30 s ist die
Einschwingphase abgeklungen und die Schwingung fangt
an, sinusformig zu werden (siche Abb. 16.9)

0,002

0,25

0,016

Fall 4: Resonanz tritt bei der Eigenfrequenz wg = (k/m)!/2
=5 Hz ein: Es gibt keinen unregelméfBigen
Einschwingvorgang. Von Anfang an ist die Schwingung
sinusférmig, aber die Amplituden der Auslenkung und der
Geschwindigkeit wachsen kontinuierlich an (siehe

Abb. 16.10)

0,25

0,016

Fall 5: Bei einem ungeddampften Oszillator, der mit der
Eigenfrequenz des Systems erregt wird, wéchst die
Amplitude der Schwingung stindig — man spricht von
einer Resonanzkatastrophe (vgl. [27]). Siehe Abb. 16.11

Wir benutzen die Runge-Kutta-Methode mit

f(t, x, y) = y(t) und g(t, x, y) = (—r.y(t) — kx(t) + Focos(wt))/m

Angenommen wird m = 0,01 kg. Die Anfangsbedingungen sollen tp = 0; xo = 0; yo = 1
sein. Die Feder- und Reibungskonstanten sowie Fg und w kann man auf dem Arbeitsblatt
vorgeben. Wir betrachten fiinf verschieden Fille. Die Ergebnisse sind in der Tab. 16.1
zusammengefasst.
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| A
1 t0:
2 | x0:
3 y0:
4 h:
5 imax:
6
? {
8 {
9 t X
10 | 0 0
11 0,08 0,08
12 | 0,16 0,16
13 | 0,24 0,24
14 0,32 0,32
15 0,4 0.4
16 0,48 0,48
17 0,56 0,56
18 0,64 0,64
19 0,72 0,72
20 | 08 08
21, 088 0,88
22 0,96 0,96
23 1,04 1,04
24 1,12 1,12
25 1,2 1,2
26 1,28 1,28
27 136 1,36
28 1,44 1,44
29 | 1,52 1,52

| b | E | F G HI T
Gedampfter periodisch erregter Oszillator
Differentialgleichungen 2. Ordnung

Kutta-Methode fiir x'=f(t,x,y) und y'=g(t,x,y)

Runge-Kutta2

45
40
35

1 30
1 25
1 20
1 15
1 10
1 5
1 042>
. 0 10 20 30 40 50
1 || e % v
i
1 Y
1 1,2
1 1
1
0,8
1
1 0,6
1 0,4
1 0,2
1 0
1 0 20 40 60

Abb. 16.7 Oszillator Fall 1 [Arbeitsmappe: Oszillator.xIsm; Blatt: R_K2]
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| c | b - F G H TR )
1| Gedampfter periodisch erregter Oszillator
2 || Differentialgleichungen 2. Ordnung
3 Runge-Kutta-Methode fiir x'=f(t,x,y) und y'=g(t,x,y)
4 | r 5
5
6 [ Runge-Kutta2
7 | 1,5
8
9| t X y i
10 | 0 0 1 i
11, 008 007725 090604
12| 016 0,14117 067173 0
13 024 018198 0,33599 i P ik e ik
14 032 019365 -0,047
15 | 04 0,17481 -0,4166 1
16 048 012891 -0,715
17| 056 006356 -0,8968 2
18 0,64 -0,0107 -0,9353 L y
19 072 -0,0821 -0,8267
20 | 0,8 -0,1395 -0,5905 Y
21, 088 -01742 -0,2655 15
22| 09 -0,181 0,0958
23 1,04 -0,1594 0,43638
24 1,12 -0,1132 0,70322
25 | 1,2 -0,05 0,85573
26 1,28 0,02005 0,87184 04 04
27 1,36 0,08582 0,7512
28 | 1,44 0,13711 0,51488
29 | 1,52 0,16612 0,20172 -1,5

Abb. 16.8 Oszillator Fall 2 [Arbeitsmappe: Oszillator.xIsm; Blatt: R_K2]
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| Gedampfter periodisch erregter Oszillator
21| Differentialgleichungen 2. Ordnung
3 | -Kutta-Methode fiir x'=f(t,x,y) und y'=g(t,x,y)
4 | r
5 | k
6 Fs Runge-Kutta2
7| @ 1,5
8 {

9 t X y

10 | 0 0 1
11 | 0,08 0,08225 1,02843
12 | 0,16 0,15999 0,88828
13| 024 02203 059747 T
14 | 0,32 0,25265 0,19802
15 | 0,4 0,25064 -0,2506
16 | 0,48 0,21304 -0,6807
17 | 0,56 0,14398 -1,0271
18 | 0,64 0,05239 -1,2369
19 | 0,72 -0,0494 -1,2778
20 | 08 -0,1473 -1,1429
21 | 0,88 -0,228 -0,8514
22 | 0,96 -0,2804 -0,4456
23 | 1,04 -0,2978 0,01571
24 | 1,12 -0,2782 0,46663
25 | 1,2 -0,2251 0,84381
26 | 1,28 -0,1466 1,09614
27 | 1,36 -0,0539 1,19209
28 | 1,44 0,03975 1,12402
29 | 1,52 0,12192 0,90871

Abb. 16.9 Oszillator Fall 3 [Arbeitsmappe: Oszillator.xIsm; Blatt: R_K2]
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|EEAS G | D | N [ s R | I T
1 t0: Gedampfter periodisch erregter Oszillator
2 x0: Differentialgleichungen 2. Ordnung
3 yo0: e-Kutta-Methode fiir x'=f(t,x,y) und y'=g(t,x,y)
4| h: r 002
5 imax: k
6 Fo Runge-Kutta2
7 o 10
8 | i
9 | t X y 6
10 | 0 0 1 s
11| 008 00822 10263 2
12| 016 015933 0,87223 0
13| 024 021717 0,54859 2 A
14, 032 024366 0,09812 4
15| 04 023129 -0,4099 2
16| 048 0,17879 -0,8907 Y
17| 056 009184 -12577 S
18, 064 -00174 -14385 e X y
19| 072 -01321 -1,3883
20 | 08 -0,2331 -1,0997 y
21| 088 -03025 -0,606
22| 09 -03264 0,02166
23 104 -0298 068522
24 112 02188 12746
25 | 12 -0,0989 1,68623
26| 1,28 00441 184112 + ?
27| 1,36 0,18771 1,69951

28| 1,44 030823 126964
29 | 1,52 0,38458 0,60859

Abb. 16.10 Oszillator Fall 4 [Arbeitsmappe: Oszillator.xlsm; Blatt: R_K2]
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| C D | E F G | H I

1] Gedampfter periodisch erregter Oszillator

2 ' Differentialgleichungen 2. Ordnung

3 | Kutta-Methode fiir x'=f(t,x,y) und y'=g(t,x,y)

4 {

5 |

6 I Runge-Kutta2

7| w

5

9| t X y

10 | 0 0 1

11| 008 008285 1,0423

12| 016 0,1618 0,90071

13| 024 022215 058123 i 4

14| 032 025105 0,12361

15 | 04 024003 -0,4033

16| 048 0,18699 -0,9118

17| 056 00971 -1,3101

18| 064 -00175 -1,5183

19| 072 -0,1393 -1,4839

20 | 08 -0248 -1,1934

21, 088 -03241 -0,6768

22| 09 -03521 -0,006

23| 1,04 -03237 071535

24| 112 -02395 1536776

25 | 1,2 -0,1098 1,83574

26| 128 00468 2,02792

27| 1,36 020589 1,89424

28| 1,44 034113 143701

29| 152 042859 0,71349

Abb. 16.11 Oszillator Fall 5 [Arbeitsmappe: Oszillator.xIsm; Blatt: R_K2]
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16.2 Runge-Kutta-Verfahren fiir Differentialgleichungen zweiter
Ordnung ohne Zerlegung

Wir haben mehrmals gesehen, dass der R K-Algorithmus fiir ein System von Differen-
tialgleichungen erster Ordnung auch fiir die Losung einer Differentialgleichung zweiter
Ordnung anwendbar ist.

Es reicht also im Prinzip, nur Gleichungssysteme erster Ordnung zu betrachten. Aber
manchmal ist es einfacher und niitzlicher, eine Gleichung zweiter Ordnung direkt, ohne
Zerlegung, zu 16sen. Um einen direkten Algorithmus zu erhalten, gehen wir von den Defi-
nitionen von Geschwindigkeit v und Beschleunigung a aus. Die Geschwindigkeit ist die
erste Ableitung des Weges nach der Zeit, die Beschleunigung die erste Ableitung der
Geschwindigkeit nach der Zeit. Wenn die Zeitspanne h sehr klein ist, konnen wir mit
Differenzenquotienten rechnen:

the1 =th+h
Yn+1 =y, th<v>
Vn+l = Vp +h <a>

<v> und <a> sind giinstig gewihlte Mittelwerte von v und a im Intervall [t,, th+1]. Im
Runge-Kutta-Schema verwenden wir Mittelwerte nach Art der schon bei der Simpson-
Regel (vgl. Abschn. 11.1.2) benutzten:

<v>:=(v] +2vy +2v3 4+ Vv4)/6
<a> :=(a; +2ap + 2a3 +a4)/6

Die Ableitungen berechnen wir nach dem Schema vom Tab. 16.2.
Die Werte von y und v konnen wir mit den folgenden Formeln berechnen:

y=y + hv + hy(a; + a» + a3)/6
v =v+h(a; + 2a, + 2a3 + a4)/6

Tab. 16.2 Niherungen

fiir die Ableitungen Vi=v ap:= @y, v)

vy :=v+ajh/2 ¢ (t+h/2, y+vih/2, vp)
@ (t+h/2, y+voh/2, v3)
¢ (t+h, y+vsh, vg)

o
&)
I

v3:=Vv+ayh/2

(S
@
Il

vq:=v+azh |ag:
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[(angemein)

Sub Runge_Kutta3()

'Runge-Kutta-Verfahren fir
Range ("A10:E2000") .Clear

to Cells(l, 2).vValue
x0 Cells(2, 2).Value
y0 Cells (23, 2).Value

h = Cells (6, 2).Value

to

imax
t

Cells(
Cells(
Cells(
For i

Fl

t
X

mu

F2
b3

F3
t
X

nn

F4
=

y =

Cell
Cell
Cell

t0 =
Next i
End Sub

Cells(7,
. X x0:

2) .Value
u ul: y

10,
10,
10,

1) .Value
2) .value
3) .value

t
X
¥

1 To imax Step 1

F(t, X, ¥) ' ax
to +

x0 +

[l

h /2
y*h/2: ¥y

F(t, x, v)
X0 +y*h/ 2: ¥y

F(t,
t0 '+ h

X ¥):

y0:

¥x0 + y * h: y=y0+F3 *h

F(t, %, ¥)
¥0 + h *y0 + h *h *

y0 + h * (FL + 2 *
s(10 +

5(10 +
s(1l0 +

1) .value
2) .value
3) .Value

i,
i,
i,

t: x0

(F1 + F2

F2 + 2 * F3

w0

+

. Ordnung ohne Zerlegung

y0 + F1 * h / 2:

¥y0. ¥ F2 %' h [ 2:

F3) ./ 6

F4) / 6

Abb. 16.12 Programm “Runge_Kutta3” [Arbeitsmappe: Oszillator.xIsm; Blatt: R_K3; Makro:
Runge_Kutta3]

Dieses Verfahren haben wir in dem Programm “Runge_Kutta3” implementiert (siche
Abb. 16.12).

Wir testen nun das Programm anhand des geddmpften, periodisch angeregten Oszilla-
tors aus Gl. 16.2. Die Funktion dafiir lautet:
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Function F(t, x, u)

m = 0.01

r = Cells (4, 4) .Value

k = Cells (5, 4) .Value
4

FO = Cells (o, ) .Value

' Cells (7, 4) .Value

F=+(-r*u-k*x+ FO * Cos(w * t)) / m
End Function

16.3 Runge-Kutta-Verfahren fiir Systeme zweier
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Im Fall eines Systems zweier Differentialgleichungen 2. Ordnung, d. h.
X" = f(txxyy)und y” = g(txxyy),

ist es nur notig, das vorige Schema mit u=x’ und v=y’ zu schreiben, die Funktion f als
f(t, x,u, y,v) zu erweitern und eine zweite Gleichung, namlich g(t, x,u, y,v), einzufiihren.
Das Programm “Runge_Kutta4”, das wir fiir die Losung der hochst interessanten
Beispiele der folgenden Abschnitte benutzen werden, finden Sie in Abb. 16.13.
Die Funktionen F und G werden fiir jedes Beispiel direkt ins Programm geschrieben.
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|(Aligemein)

Sub Runge_ Kuttad ()

'fir ein System mit x''=F(t,X,¥,u,v) und y''=G(t,Xx,¥,u,Vv)
Range ("A10:E2000") .Clear

t0 Cells(l, 2).vValue

x0 Cells (2, 2).Value

y0 Cells (3, 2).vValue

uo Cells (4, 2).Value

w0 Cells (S, 2).vValue

h = Cells (6, 2).Value

imax = Cells(7, 2).Value

to= t0: 'x
Cells (10,
Cells (10,
Cells (10,
Cells (10,
Cells (10,
Fori=1

= x0: u = u0:
1) .Value t
2) .value X
3) .Value v
4) .Value u 'vx
5).Value = v 'vy
To imax Step 1

F{t, =, ¥; u; v) Y ax
G(t, X, ¥, u, v) ' ay
t0 + h /2
X0 +u*h
y0 + v ¥ h
2= Plt, X; ¥, U
h
h

far g

u0 + F1. * h [ 2:
v0 + GlL *h / 2
: 62 = Git, X, ¥: U, ¥)
=ul + F2 * h / 2:
=v0 + G2 *h / 2

3 =G(t, X, Y. 4, v)

nouwon
o

X0 + u *

yo + v *

3 =F(t, X, ¥, u, v):

t0 + h

X0 +u * h: u=

y0 + v * h: v=v0 + G3 * h

4 = F(t, X, ¥, u, v): G4 = G(t, X, ¥, u, v)

x0 + *u0 +h *h* (F1 + F2 F3) / 6

yo + * vy0 + h * h * (Gl + G2 G3) / &

ud + h* (F1 + 2 * F2 + 2 * F3 F4) / &
v vl + el + 2 X G2+ 2 ¥ 63 G4) / &
Cells (10 i, 1).vValue
Cells (10 i, 2).value
Cells (10 i, 3).Value
Cells (10 i, 4).value
Cells (10 i, 5).value
t0 =t: x0 = x: y0 = y: u0 = u: vo

Next i

End Sub

SR X Mk X ot X g X oot ()M

O

SR G S -~ - -

2 2
%
¥
u
iy

]
<

Abb. 16.13 Programm zur Losung eines Systems zweier Differentialgleichungen zweiter Ordnung
[Arbeitsmappe: Merkur.xIsm; Makro: Runge_Kutta4]
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16.3.1 Bahn des Planeten Merkur

Systeme von Differentialgleichungen zweiter Ordnung treten in vielen physikalischen
Problemen auf, z.B. bei der Beschreibung von Planetenbahnen. Bevor wir eines dieser
Beispiele berechnen, miissen wir iiber die Reduzierung von realen Variablen auf einhei-
tenfreie Variablen sprechen. Mit diesen reduzierten Variablen werden wir mit wesentlich
einfacheren numerischen Beziehungen arbeiten konnen.

Wir beriicksichtigen nur die Gravitationswechselwirkung des Merkur (Masse m) mit
der Sonne (Masse M):

— mM mM mM — —
F=-G—76=-G—7 =-G—(xi +yj)
r r r

Dabei sind G die Gravitationskonstante und 70) der radiale Einheitsvektor.
Die kartesischen Koordinaten dieser Gravitationskraft sind

Fx = mx” = —Cm x/r’ und Fy = my” = —Cm y/r°.
Fiir die Beschleunigungen in x- und y-Richtungen erhalten wir die Gleichungen:
X" =—-Cx/rundy’ = —Cy/r’ (16.3)

Darin bedeuten: x” = d?x/dt?, C: =GM und r = (x> +y?)!/2.

Das System in GI. 16.3 besteht aus zwei gekoppelten Differentialgleichungen.

Um die Schreibweise und die Rechnungen zu vereinfachen, fithren wir fiir Zeit und
Linge neue Einheiten ein, tg und xq. Ihre Werte miissen wir noch festlegen.

Wir schreiben x =X X9, y=Y - yo, r=R-xg und t =T - to. Die neuen Variablen X, Y,
R und T haben keine Einheiten.

Die Geschwindigkeit dx/dt erhlt die Form

dx/dt = xo/to - dX/dT,
und die Beschleunigung ist
d?x/dt® = xq/to? - d>X/dT?.
Die neue Gestalt der Gleichung x” = —C x/r? ist nun
d?x/dt® = xo/to? - d>X/dT? = —C/x¢* - X/R?
oder
d’X/dT? = —C to%/xo> - X/R?

Wir haben nur C t02/x03: =1 zu setzen, um die Bewegungsgleichung ohne Konstanten zu
erhalten
d’X/dT? = —X/R?
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Mit den gleichen Umformungen gelangen wir zu der folgenden reduzierten Form fiir die
zweite Gleichung aus Gl. 16.3:

d’Y/dT? = —Y/R?

Da wir die Merkurbahn zeichnen wollen, ist es sinnvoll, X gleich dem Radius der Erdbahn
zu setzen, den man als astronomische Einheit AE (oder AU astronomical unit) bezeichnet.
Es gilt (ungeféhr):

xo = 1,496 - 101" m

Dann ergibt sich fiir unsere neue Zeiteinheit
t = (xo3/0)* = 5,027 - 1005

Die Merkurperiode (Dauer eines Merkurjahres) betragt 88 Erdtage. Die Periheldaten sind
vo =58,9km/sundrg =46,0- 10° km. Wir nehmen an, dass sich der Planet zur Zeit T =0
im Perihel befindet. Ein Zeitintervall von AT = 0,05 bedeutet in Wirklichkeit At= AT - tg
=0,05-t9=0,05-5,027-10% s =2,91 Tage.

Die Anfangsbedingungen sind:

X(0) = x(0)/x = 46 - 10°m/x¢ = 0,3075
Y(0) =0,
dX(0)/dT =0,
dY(0)/dT = vq - to/x0 = (58,9 - 10°m/s) - to/xo = 1,982

Wir benutzen das Programm aus Abb. 16.13. Der Einfachheit halber benutzen wir kleine
Buchstaben fiir die Variablen x, y, u =dx/dt und v = dy/dt, meinen jedoch die reduzierten
Variablen X, Y, V=dX/dT und U =dY/dT.

Die Funktionen F und G (=reduzierte Beschleunigungen), sehen dann so aus:

Function F(t, x, y, u, V)
r=(x"2+y”*2) ~0.5
F=-x/1 "3

End Function

Function G(t, x, y, u, v)
r=(x~2+y~*2) ~0.5
G=-y/ r "3

End Function

Das Arbeitsblatt der Abb. 16.14 zeigt die Merkurbahn um die Sonne. Im Gegensatz zur
Erdbahn ist die Bahn des Merkurs stark elliptisch!
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A [« D E F G H | J K L M
1| Bahn des Planeten Merkur (reduzierte Einheiten)

2 | ( Runge-Kutta-Methode fiir das System x"'=f(t,x,x",y,y') e y"=g(t,x,x",y,y'))
3 yi:

4 |ucn

5 W Runge_Kuttad

6 h

7 i ax: 0.5

8

gy *t X y u v

10 0 03075 0 0 1982

11 0,05 029443 009769 -051678 1,89849

12 0,1 025695 0,18735 -0,96682 1,66692

13 0,15 0,19961 0,26267 -1,230656 1,33382

14 0,2 012837 031992 -1,52297 0,95204 0.6 04
15 0,25 004922 035779 -1,62568 0,56459

16 03 -0,03263 037676 -1,63487 0,19935

17 035 -0,11307 037835 -1,57229 -0,1289

18 04 -0,18898 0,36458 -1,45691 -0,41419

19 045 -0,25813 033766 -1,30371 -0,65561

20 05 -0,31801 0,20973 -1,12387 -0,85473 £:3

21 055 -0,37021 0,25285 -0,92557 -1,01405

22 06 -0,41126 0,19894 -0,71467 -1,13617

23 0,65 -044154 0,13981 -0,49547 -1,22337

24 0,7 -046072 007716 -027116 -1,27739

Abb. 16.14 Merkurbahn [Arbeitsmappe: Merkur.xIsm]

Der Orbit schliefit sich nach & 1,52 reduzierten Zeiteinheiten, d. h. nach ~ 88 Erdtagen.

Es ist interessant, unsere Ergebnisse mit Rechnungen zu vergleichen, die mit Algorith-
men ausgefiihrt werden, die nachweislich noch besser sind als Runge-Kutta.

Alle Methoden, die wir bisher kennengelernt haben, sind sogenannte "Einzelschritt"-
Verfahren (single-step-methods). Das soll heiflen: Wenn man die Losung x(t) fiir einen
bestimmten Zeitpunkt kennt, so kann man sie anschlieend fiir x(t + h) berechnen, ohne
dass man Werte beriicksichtigt, die vor t liegen. Bei den "Mehrschritt"-Verfahren (multi-
step-methods) werden auch Werte benutzt, die zu frilheren Zeiten gehoren, also zu
x(t —h), x(t —2h), ... Derartige Methoden benétigen, zu Beginn ein Einzelschrittverfah-
ren. Die bekanntesten Mehrschrittverfahren tragen die Namen Adams-Bashford, Milne und
Hammig.

Die Rekursionsformel von Adams fiir x'(t) = f(x(t)) sieht folgendermafen aus:

x(t + h) = x(t) + h/24 - (55£(x(1)) — f(x(t — h)) + 37f(x(t — 2h)) — f(x(t — 3h)))

Ehe man mit dieser Formel arbeiten kann, benutzt man zur Berechnung der nétigen
Startwerte das Runge-Kutta-Verfahren.

Die folgenden Werte (vgl. Abb. 16.15) haben wir mit MuPAD berechnet. Man erkennt
bereits Abweichungen von den vorigen R K-Rechnungen in der dritten Dezimalstelle.
Wenn wir die Schrittweite verkleinern, z.B. von h=0,05 auf h=0,02, stimmen die
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Abb. 16.15 Merkurbahn

mit MuPAD berechnet D, Xy ¥

~
o

-3075, 0.0
0.12838, 0.31995

.18895, 0.3647

.41127, 0.1992

" % oW ow
1 1 1
o oo

.34053, -0.2822

-~
|
o

0.23615, -0.2194
0.27459, 0.15302

- 0w

-

NP, OO0O00O0
O Ok NO OO N
-

1
o

-0.29572, 0.31621

-

.46533, -0.051887

.065048, -0.37544

0.000073557, 0.37143

R K-Werte besser mit den MUPAD-Ergebnissen iiberein. Es ist daher zu vermuten, dass
MUPAD mit einem Mehrschrittverfahren arbeitet.

Das MuPAD-Programm zur Berechnung der Merkurbahn befindet sich in der
Abb. 16.16. Wie Abb. 16.17 zeigt, kann man mit MuPAD leicht eine Animation produ-

zieren.

reset () : //Bahn des Merkur
DIGITS:=5:
x0:=0.3075:y0:=0://Anfangsposition
vx0:=0:// x-Koord. von v0
vy0:=1.982://y-Koord. von vO

r3(t) :=(x(t) ~24y(t)*2)~ (3/2) :

//Diff.Gl.-System mit Anafangsbed.

IVP:={x'"'(t)=-x(t)/r3(t),y' "' (t)=-
y{E)/x3 (L),

x(0)=x0,x"' (0)=vx0,y(0)=y0,y"' (0)=vy0}:
fields:=[x(t) ,y(t) ,x'(t),y' (t)]:

ivp:=numeric: :ode2vectorfield (IVP, fields):

Y := numeric::odesolve2 (ivp) :

//Tabelle reduzierter Koordinaten:
print (Unquoted,"T" ,"X" ,"Y") ;

for i from 0 to 2 step 0.2 do
print (i, X(i) [1] X4i).[2] )

end_ for;

Abb. 16.16 MuPAD-Programm zur Berechnung der Merkurbahn
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//Animation

dt:=0.005:1imax1:=350:

plot (plot: :Point2d (¥ (t) [1], ¥Y(t) [2],
Color = RGB: :Blue,

VisibleFromTo = t..t + 0.99*dt,

PointSize = 2*%*unit::mm) $ t in

[i*dt $ i = 0..imax1] ,plot::Line2d([¥(t -
dt) [1], ¥(t - dt)[2]1]1,[¥(t)[1], ¥(t)[2]],
Color = RGB: :Red,VisibleAfter = t)$ t in
[i%dE- S 3 = Traamaxi])

SRSB4

e —

o 03+ E\

02T

01T

01+

024

~~— 0371 ) /

Abb. 16.17 Screenshot einer MuPad-Animation fiir die Bahn des Merkurs

16.3.2 Streuung von Alphateilchen

Wir begeben uns jetzt in den Mikrokosmos und berechnen die Bahn eines Mikroteilchens.
Denn wir konnen mit unserem Runge-Kutta-Programm auch die hyperbolische Trajektorie
eines Alphateilchens infolge der AbstoBung durch den Kern eines Goldatoms (Rutherford
1911) untersuchen. Die (abstoBBende) Coulomb-Kraft auf das Alphateilchen betrigt

— 1 0102

F = T
dmeg 2
Wir fiihren eine Konstante C ein
3
= D10 5 e
4mteom 52

m=6,65-10kg ist die Masse eines Alphateilchens mit der Ladung Q; =2e. Der
Goldkern hat die Ladung Q, = 79%.

Die Bewegungsgleichungen in kartesischen Koordinaten sind x” = C-xr—> und y” =
C-yr=3. Bis auf das Vorzeichen sind sie identisch mit den Bewegungsgleichungen des
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A C D E F G H I J K L
1 t0: Streuung von Alphateilchen
2 x0: ( Runge-Kutta-Methode fiir das Sy R =t yy') e v =gt vy'))
3 y0:
4 u0:
5 \v0: Runge_Kuttad
6 hi
7 imax:
8
9 t X y u v 10
10 0 10 05 -0,9 ]
11 0,15 9,86511 0,50001 -0,89849 7,6E-05 21
12 0,3 973046 050002 -0,80693 0,00016 6 4
13 045 9,59604 0,50005 -0,89533 0,00024 y
14 06 946186 0,50009 -0,89368 0,00032 4 -
15 0,75 9,32793 0,50015 -0,89199 0,00041
16 09 9,19427 0,50022 -0,89025 0,00051 2 Alphateilchen
17 1,05 9,06086 0,5003 -0,88846 0,00061 0 T -
18 1,2 892773 05004 -0,88661 0,00071 2 4 6 8 10 12
Atomkern
19 1,35 879488 0,50052 -0,88471 0,00082 X
20 1,5 866232 050065 -0,88275 0,00003
21 1,65 853006 0,5008 -0,88073 0,00105
22 18 83981 050096 -0,87865 0,00117

Abb. 16.18 Streuung von Alphateilchen mit kleinem StoBparameter [Arbeitsmappe:
Alphateilchen.xIsm]

Merkurs (GI. 16.3). Wie schon in Abschn. 16.3.1 fiihren wir reduzierte Variablen ein und
erhalten mit C t02/x03: =1 die dimensionslosen Bewegungsgleichungen d>X/dT? = X/R?
und d*Y/dT? =Y/R®.

Um verniinftig mit kleinen Zahlen rechnen zu konnen, brauchen wir erst einmal eine
Vorstellung von den Grofenordnungen, mit denen wir es zu tun haben. Der Durchmesser
des Kerns betrigt rund 10 F=10""* m. (1 F= 1 Fermi wird in der Kernphysik benutzt und
ist definiert durch 1 F=1-10"13 m). Es macht also Sinn, xg = 10 F zu nehmen. Damit ist
tp =1,8-1072?s.

Wenn wir die Bahn des Alphateilchens iiber 400 F verfolgen wollen, brauchen wir
2-10720 5, wenn wir eine Geschwindigkeit von x'(0) = x(') =5-107 m/s annehmen. Das
a-Teilchen kénnte starten in xog =50 F=5-10"'* m. Fiir den "StoBparameter” b :=yj
(y-Wert in grofler Entfernung vom Kern) konnen wir einen Wert zwischen 5 und 50 F
withlen. Wir wihlen b=5F=10"1% m.

Die reduzierten Anfangsbedingungen nehmen also in diesem Beispiel die folgenden
Werte an:

Xo = 10; Yo =0,5; Ug =X =—-0,9; Vo=0

Die Abb. 16.18 zeigt die Bahn des Alphateilchens fiir diese Anfangswerte, berechnet mit
dem Programm Runge_Kutta4 mit den Funktionen
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A [ D E F G H I J K L
1 [t0: Streuung von Alphateilchen
2w ( Runge-Kutta-Methode fiir das System x"=f(t,xx",y,y') e y"=g(tx",y,¥'))
3 y0:
4 ul:
5 |v0: Runge_Kutta4
6 h:
7 imax:
8
9 t X y u v 10
10 0 10 2 -09 0
11 0,15 9,86511 2,00002 -0,89857 0,00029
12 0,3 973043 2,00009 -0,8971 0,00059 |
13 045 950598 2,0002 -0,89559  0,0009 | v
14 0,6 946176 2,00036 -0,89404 000123
15 075 932777 200057 -0,89245 0,00156 Alphateilchen
16 09 919402 2,00083 -0,89082 0,00192 >

Atomkern

17 1,05 9,06053 2,00114 -0,88914 0,00229 | = . X z = : =
18 1,2 892728 2,00151 -0,88741 0,00267 | 6 -4 -2 2 4 6 8 10 12
19 1,35 8,7943 2,00194 -0,88564 0,00307 x
20 1,5 866159 2,00244 -0,88382 0,00349
21 1,65 852916 2,00299 -0,88194 0,00393
22 1.8 839702 2.00361 -0.88001 0.00438

Abb. 16.19 Streuung von Alphateilchen mit groBem StoBparameter [Arbeitsmappe:
Alphateilchen.xIsm]

Function F(t, x, y, u, V)
r=(x"2+4y"2 ~0.5
F=x/1 "3

End Function

Function G(t, x, y, u, V)
r=(x"2+y"2) ~0.5
G=y /"3
End Function
Zur Erinnerung: Die reduzierten Variablen im Programm werden klein geschrieben.
Wenn wir den StoBparameter auf b=yo =20 F erhohen (Y( = 2), wird das a-Teilchen
nur abgelenkt, nicht zuriickgeworfen (Abb. 16.19).

16.3.3 Bewegung in einem r~!-Feld

Bis jetzt haben wir zentrale Kraftfelder betrachtet, die umgekehrt proportional zum
Quadrat der Entfernung waren. Die Natur sorgt dafiir, dass der Exponent genau 2 ist.
Im Labor konnen wir aber leicht Felder herstellen, bei denen die Abstandsabhingig-
keit fast beliebig ist, z. B auch mit einem Exponent 1, etwa in einem elektrostatischen
Geschwindigkeitsfilter fiir geladene Teilchen, z. B. fiir Elektronen.

In diesem Abschnitt benutzen wir erneut das Runge_Kutta4-Programm, dieses Mal aber
mit einem Kraftgesetz der Form F(r) =k - L
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Schiet man ein Elektron senkrecht in ein elektrisches Feld, das sich um einen sehr
langen Draht bildet, der gleichformig mit q Coulomb pro Meter geladen ist, so kann das
Elektron die verschiedensten Bahnen um den Draht herum beschreiben. Ein Spezialfall ist
eine Kreisbahn.

Aus Symmetriegriinden sind die Feldlinien radial und bei positiven q vom Draht
weggerichtet. Mithilfe des Gaufischen Gesetzes konnen wir zeigen, dass gilt:

E(r) = q/(2meq) - 17!

Die elektrische Feldkonstante gy (auch Permittivitit des Vakuums genannt) hat in SI-
Einheiten den Wert 8,854 - 10712 C2N~! m~2,
Die Kraft auf das Elektron ist gegeben durch

F(r) = —qe/(2meq) - 17!
Die kartesischen Koordinaten der Beschleunigung lauten
X'=—C-xr? und y’'=-C-yr?
2y1/2

mit C=qe/(2meg me) und r = x2 + y
(Vergleiche mit X" = C-xr3;y” = C-yr~3 des vorigen Abschn. 16.3.2)

e = Ladung des Elektrons: 1,602177 - 107¢
m. = Masse des Elektrons: 9,10939 - 10_31kg
e/me = 1,7588 - 10" C/kg

Damit das Elektron eine Kreisbahn beschreibt, muss gelten F(r) =—mv?/r.
Daraus ergibt sich fiir die Geschwindigkeit v

v= |1 _ T

27egm,

D. h.: Elektronen, die sich auf einer kreisformigen Bahn bewegen, haben dieselbe
Geschwindigkeit, unabhéngig vom Radius.

Zunichst werden wir reduzierte Variablen benutzen (Ct02/x02 :=1), spiter gehen wir
auf SI-Einheiten iiber. Als neue Einheiten nehmen wir xg = 1072 m und ty = 107° s.
Eine natiirliche Einheit fiir die Geschwindigkeit wire vo = 10* m/s. Diese Wahl hat als
Konsequenz, dass C = 108 m2/s2. Damit C diesen Wert hat, miissen wir die Ladung des
Drahtes mit q= 3,163 - 10~!* C/m vorgeben.

Also bedeutet yg =5 eine Lange von 5 cm. Die Geschwindigkeit uyp = 1 bedeutet eine
reale Geschwindigkeit von 10* m/s. Die Schrittweite h=0,5 entspricht einer Zeit von
5-1077s.
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Die Funktionen fiir das Runge_Kutta4-Programm lauten:

Function F(t, x, y, u, v)

r =
F =

(x ~2 +y "~ 2): K=1
-K * x / r

End Function

Function G(t, x, y, u, V)

r =

G

(x ~2 +y ~2): K=1
=-K*y/r

End Function

Die Ergebnisse sind in der Abb. 16.20 zu sehen.

Wenn man andere Radien einsetzt, also andere Werte fiir yg, z. B. yo =1, erhilt man

immer wieder eine Kreisbahn.

(=

6

Wenn man aber die Geschwindigkeit #ndert, z.B. statt ug =1 nur uyyp =0,5
5000 m/s), erhdlt man eine sich nicht schlieBende Rosettenbahn (vgl. Abb. 16.21).

= B[ > F
0 D E F G H 1 J K L M
Bahn eines Elektrons in einem radialen elektrischen Feld
( Runge-Kutta-Methode fiir das System x"=f(t,x,x",y,y') e y"=g(t,x,x",y,¥'))

Runge-Kuttad

&
Elektronenkanone

t x y u v
0 0 5 1 0
0,5 0,4991667 4,9750208 0,9950041 -0,099834
0,9933458 4,9003320 0,9800665 -0,19867
15 1,4775998 4,7766824 0,9553364 -0,295521
2 1,94709 46053049 09210609 -0,389419
2,5 2,3971256 4,3879126 0,8775824 -0,479426
3 2,8232098 4,1266778 0,8253354 -0,564643
35 3,2210854 3,8242105 0,7648419 -0,644219
4 3586777 3,4835320 0,6967063 -0,717357
45 3,9166306 3,1080480 06216094 -0,783328
5 4,2073504 2,7015103 05403016 -0,841472
55 4,4560317 2,2679791 0,4535952 -0,891209
6 4,6601897 1,8117869 0,3623567 -0,932041 %
65 4,8177844 1,3374918 0,2674975 -0,96356 T [ T
7 49272414 (0,849833 0,1699655 -0,985451

-

Abb. 16.20 Kreisformige Elektronenbahn [Arbeitsmappe: Elektron_radial.xIsm]
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C D E F G H I J K L M
Bahn eines Elektrons in einem radialen elektrischen Feld
( Runge-Kutta-Methode fiir das System x"=f(t,x,x",y,y') e y"=g(t,x,x",v,¥"))

Runge-Kuttad

9 t X ¥ u v

10 0 ] 5 0,5 1]
11 0,5 0,2495825 4,9749896 04974927 -0,100083
12 1 0496643 48998329 0,4898818 -0,200669
13 15 0,7385689 4,7741513 04768916  -0,30227
14 2 09725577 45973058 0,4580313 -0,405416
15 2,5 1,1954973 4,3683864 04325413 -0,51066
16 3 1,4038108 4,0862011 0,3993038 -0,618576 5 6
17 35 1593244 3,7492697 0,3566964 -0,729737
18 4 1,7585585 3,35584 0,3023535  -0,84464
19 45 1,8930695 2,9039616 0,232773 -0,963533
20 5 19879292 2,3917111 0,1426674 -1,085944
21 S5 2,030996 1,8178017 0,0239455 -1,20049
22 6 2,0051158 1,1831917 -0,135517 -1,326776
23 65 1886081 04952512 -0,351155 -1417701
24 7 15433636 -0,22259 -0,628262 -1,436153

25 7,5 1,2551982 -0517902 -0,91804 -1,320304
26 8 0,7415202 -1,521785 -1,115157 -1,082675

Abb. 16.21 Elektronenbahn  mit  ge#nderten  Anfangsbedingungen  [Arbeitsmappe:
Elektron_radial.xlsm]

16.3.4 Wasserstoffatom

Ein Wasserstoffatom besteht aus einem Proton und einem Elektron. Wegen seiner Einfach-
heit spielte das H-Atom eine grof3e Rolle in der Friihzeit der Quantenmechanik. Obgleich
dieses Atom so einfach aufgebaut ist, fiel es Schrddinger nicht leicht, die spéter nach ihm
benannte Gleichung zu 16sen. Denn es handelt sich um ein dreidimensionales Problem, bei
dem die Funktion U von der radialen Koordinate r abhingt.

Fiir die grofle Mehrzahl der in der Natur vorliegenden Probleme kénnen die auftauchen-
den Schrodingergleichungen nicht exakt gelost werden — das Wasserstoffatom (zusammen
mit isoelektronischen Ionen wie He™, Li™T usw.) ist eine exakt l6sbare Ausnahme.

Hier folgt nun die radiale Gleichung fiir das Wasserstoffatom von Erwin Schrodinger
(1887-1961):

1 d(,dR 21 R
2 (r W) + ?[E —UMm)IR =11+ l)r_2 (16.4)
Wir werden sie numerisch 16sen, aber vorher miissen wir eine kleine Schwierigkeit aus
dem Weg rdumen: Gl. 16.4 hat zwei Terme mit Singularititen (Division durch Null), nim-
lich eine in 1/r, die andere in 1/r>. Wir werden im Programm nicht mit r =0 beginnen,
sondern mit r =d, wobei d eine sehr kleine von Null verschiedene positive Zahl ist. Wir
werden d = 1E — 8 wihlen.
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Weiter werden wir einige Abkiirzungen einfiihren. Die Variable r werden wir in die
dimensionslose Variable p umwandeln:

p:=2Z/nag-r:=«a-r

ag = sohz/n'rpue2 oderag = h 2/ue2 (cgs)~0,529 - 10~8 cm ist der 1. Bohrsche Radius
und Z ist die Kernladungszahl (Z =1 fiir Wasserstoff).
Die Quantenzahl n ist definiert durch

452
ez
E:=-— [—l; 2] n?
2h°(4meg)
Um E im cgs-System auszudriicken, ist es notig, g9 durch 1/47 zu ersetzen: E gy =
pe*z?] 2
"

Mit diesen Abkiirzungen vereinfacht sich die Schrodingergleichung:
R"(p) +2/pR'(p) + (n/p — 1/4 =11+ 1)/p")R(p) = 0

Wir benutzen R(p) statt R(r), um anzudeuten, dass wir die dimensionslose Variable p = ar
mit o =27Z/(nag) benutzen.

Das folgende Programm benutzt die Runge-Kutta3-Methode (vgl. Abschn. 16.2) mit
den Randbedingungen R(0) =0 und R’(0) =0,2041. In der Nihe von p =0 verwenden
wir eine lineare Ndherung: f=x+u-t.

Wir betrachten den Fall mit n =3 und 1=0. Um die Variable p benutzen zu kénnen,
miissen wir r/ag durch 3p/2 ersetzen. Dies bedeutet, dass g1/330 —o—p/2,

Das Programm berechnet die radiale "Wahrscheinlichkeitsdichte" [R(r) - r]%. Diese
Funktion gibt uns die Wahrscheinlichkeit, mit der sich das Elektron des H-Atoms in einem
bestimmten Abstand r vom Proton (Atomkern) befindet.

(n=3,1=0) R@) =2(1/3a0)*(1 - 2/3 r/ag + 2/27 (r/ap)’) e />

oder R(p) =a07%2/9./3(6 — 6p + p*)e~*/?

Im folgenden Arbeitsblatt (sieche Abb. 16.22) vergleichen wir die numerischen Resultate
mit den analytischen (xtheor).
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A B = D E F G H 1 J
1 t0: 1,00E-08 Wasserstoffatom, radiale Wahrscheinlichkeitsdichte
2 x0: 0,3849 (Runge-Kutta fir x"'=f(t,x,x'))
3 ub: -0,5773
L o Runge-Kutta3
5 imax: 300
6
7
; Wasserstoffatom
9 t X xtheor 0,12 -
10 0 3,33E-17 3,33€-17
11 06 001404 0,01404
12 1,2 0,009018 0,009015
13 1,8 0,000232 0,000231
14 2,4 0005173 0,005176
15 3 0,020045 0,02005
16 3,6 003372 0,033721
17 42 003868 0,038677
18 48 003387 0,033862
19 54 0,022861 0,022852
20 6 0010861 0,010854 20
21 6,6 0,002384 0,00238 r/ao
22 7,2 00001 0,000101
23 7,8 0,004671 0,004676
24 84 0015172 0,01518

Abb. 16.22 Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte des Elektrons im H-Atom [Arbeitsmappe:
Wasserstoffatom.xIsm]

Im Programm benutzen wir F = —2*u/t+ (1/4+41* (1+1) /t2-n/t) *x erst,
wennt > 0,00001:

Function F(t, x, u)
n=23:1=0
If t >0 And t <= 0.00001 Then F = x + u * t Else
If t > 0.00001 Then
F=-2*u/t+ (1/4+1* (1+1) /t~"~»2-n/t) *x
End If

End Function

Function FO(t) ' analytisch
FO=1/ (9 *3 0.5 * (6 -6*t+t~2) * Exp(-t / 2)
End Function

Der Graph des Zustandes (3/0) hat drei Maxima. Der wahrscheinlichste Wert liegt in
r~13,5-a9~13,5-0,529- 1078 ecm=7,14-10~® cm. Die Theorie ergibt fiir die Entfer-
nung den Erwartungswert

n2aq 1 Ia+1

Mit dieser Formel erhalten wir ebenfalls <r3g >=9ap(1 + 0,5) = 13,5ay.
Zur numerischen Losung der Schrodinger-Gleichung vergleiche [28].
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Zusammenfassung

Wir zeigen den Einsatz des Solvers, eines Excel-Werkzeuges fiir Optimierungsaufga-
ben, das die Entscheidungsfindung bei Problemen mit vielen Alternativen unterstiitzt.
Wir behandeln typische Probleme aus der Wirtschaft, z. B. das Minimieren von Kosten
bei der Herstellung von Mixturen oder das Maximieren des Gewinnes bei Investitions-
entscheidungen. Ebenfalls zeigen wir, wie der Solver sich an die Losung linearer und
nichtlinearer Gleichungssysteme schrittweise nihert.

17.1 Nullstellen einer Funktion

Im ersten Kapitel (sieche Abschn. 1.5), haben wir von Excel-Add-Ins gesprochen, die man
tiber Datei > Optionen laden muss. Wir haben die drei Add-Ins: Analyse-Funktionen,
Analyse-Funktionen-VBA und Solver geladen. Wenn auch Sie das getan haben, wer-
den Sie unter DATEN den Meniipunkt Analyse mit Datenanalyse und Solver finden.
Mit der Datenanalyse haben wir uns schon in den Kapiteln iiber Statistik beschiftigt
(vgl. Abschn. 13.1.1, 13.4.6, 13.4.7).

Jetzt wollen wir zeigen, dass man mit dem Solver unter anderem solche Probleme
l16sen kann, die fiir die schon besprochene Zielwertsuche (Goal Seek) zu kompliziert sind
(siehe Abschn. 8.1). Zunichst 6ffnen wir den Solver. Zum Einstieg wollen wir erneut die
Nullstellen der nichtlinearen Gleichung e™ + % — 1 = 0 finden.

Zunichst erscheint das Dialogfenster Solver-Parameter, in dem wir bei Ziel festle-
gen: C5 wihlen, dann Wert: O setzen, und bei Durch Andern von Variablenzellen: C4
wihlen (vgl. Abb. 17.1). Da wir eine nichtlineare Gleichung haben, miissen wir als
Losungsmethode GRG-Nichtlinear wihlen.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 323
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| B C D E F G H I J

1 4

2 Zielwertsuche

33 Solver-Parameter sl |

4 X

5 flx): 0,0067379 Ziel festiegen: 5Cs8

[

7 Bis: ) Max. Min. @) Wert: o

) Durch Andern von Variablenzellen:

9 SC54 @

10 |

11 Unterliegt den Mebenbedingyngen:

12 i Hignfogen |

13 | Andern |

14 -

15 Loschen

16

17 Alles zurucksetzen JI

18 | i Laden/Speichern

;3 |1 nicht eingeschrankte Variablen als nicht-negativ festlegen

22 Lasungsmethode

23 wahlen Sie das GRG-Nichtinear-Madul fir Solver-Probleme, die kontinuierlich nichtlinear sind. Wahlen Sie

24 das LP Simple dul filr Eneare Solve bleme und das dul fiir bleme, die nicht

kontinuierfich sind.

25

26 —

7| Hilfe [ Losen ] | SchiieBen

Abb. 17.1 Dialogfenster Solver-Parameter

Nachdem wir Ldsen angeklickt haben, erfahren wir, dass der Solver ein Ergebnis
gefunden (Nullstelle bei x =4,9651142315) und in die vorhin definierte Zielzelle $C$4
eingetragen hat. Auch der Wert der Funktion an dieser Stelle (f(x) = —4,29E — 11) wurde
in $C$5 registriert (vgl. Abb. 17.2).

X « K
B | C D E F G H
Solver-Ergebnisse ’E
Zielwertsuche
Solver hat eine Lisung gefunden. Alle
Nebenbedingungen und Optionen wurden eingehalten.
X 4,9651142315 Berichte
f(x) -4,206-11 Antviort
@ Solver-Lsung akzeptieren Sensitivitit
Grenzwerte
O Urspringiiche Werte wi
[ 2uriick zum Dialogfeld "Solver-p [ Gliederungsberichte
oK Abbrechen Szenario speichem...
Solver hat eine Lésung g den. Alle Nebenbedingungen und Opti wurden

eingehalten.

[ . Bel Ver
gefunden,

Wenn das GRG-Modul verwendet wird, hat Solver mindestens eine lokal optimale Lisung
g von Simplex-LP hat Solver eine global optimale Losung

Abb. 17.2 Solver hat eine Losung gefunden
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17.2 Optimierung

Der Solver kann auch bei der Suche einer optimalen Problemlosung eingesetzt wer-
den, beispielsweise beim Auffinden des Extremwertes einer Grofle, die von mehreren
Variablen abhéngt.

In der Regel sind dabei gewisse Einschrinkungen, Nebenbedingungen, zu erfiillen, die
in Form von Gleichungen bzw. Ungleichungen vorliegen!.

Solvers ermdglichen also, unter vielen Alternativen fiir die Losung eines Problems, die
"optimale" herauszusuchen. Somit wird der Prozess der Entscheidungsfindung unterstiitzt
und transparenter gemacht.

Bei der linearen Optimierung (LO) ist der Wert einer linearen Zielfunktion
z(X1{,...,Xp) = a;X{ + ... + apX, zu minimieren oder zu maximieren. In diesem Fall
sind auch die Nebenbedingungen linear:

an Xy +apxy +... +agpXx, <=/>=Dbj usw.

Fiir LO-Aufgaben arbeitet der Solver nach dem Simplexverfahren (Simplex-LP). Wenn
die Zielfunktion oder eine Nebenbedingung nichtlinear sind, bietet der Solver die
Methode des generalisierten reduzierten Gradienten (GRG-Methode) an. Die dahinterlie-
genden Algorithmen arbeiten sich iterativ an die optimale Losung heran.

Typische Optimierungsaufgaben mit Einschrinkungen sind:

e Minimieren von Kosten (z. B. bei der Herstellung von Mixturen)

e Maximieren von Gewinnen (z. B. bei Investitionsentscheidungen wie das Budgetieren
von Projekten)

e Minimieren von nichtbenutztem Raum (z. B. beim Laden von Lastwagen)

e Maximieren der Zeit bei der Anlagennutzung

Es folgen zwei Beispiele zu den beiden ersten Problemstellungen.

17.2.1 Herstellung von Mixturen

In einem konkreten Beispiel (aus dem Buch "Excel 5 a la carte", siehe [29]) sollen Tages-
rationen fiir eine Expedition aus Hiilsenfriichten und Biichsenfleisch hergestellt werden,
die wenigstens 150 g Fett, 200 g Eiweil3, 250 g Kohlehydrate und einen Brennwert von
6800 kJ enthalten miissen. Aulerdem sollen sie moglichst preiswert sein.

Eine Zusammenstellung der genannten Daten finden Sie in Tab. 17.1.

! Der Excel-Solver wurde von Frontline Systems Inc. entwickelt. Es gibt auf dem Softwaremarkt andere
"Solvers", z. B. der kostenlose IpSolve von der Open Source community SourceForge.
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Tab. 17.1 Werte fiir die Optimierung einer Tagesration
Hiilsenfriichte Biichsenfleisch Mindestbedarf

Fett (g) 100 500 150

EiweiB (g) 500 100 200

Kohlenhydrate (g) 400 400 250

Wirmewert (kJ) 8400 17.000 6800

Preis/kg 3,50 5,20 Minimal

Es sind x=Menge in kg an Hiilsenfriichten pro Ration und y =Menge in kg an
Biichsenfleisch pro Ration.
Fiir die Einschriankungen (Nebenbedingungen) gelten die folgenden Relationen:

Fett:
Eiweil}:
K.hydr.:
Warmewert:

100 x + 500 y >= 150
500 x + 100 y >= 200
400 x + 400y >= 250
8400 x + 1700 y >= 6800

Die zu minimisierende Zielfunktion lautet: z = 3,5 x + 5,2 y (= Preis / Ration)

Eintréige im Arbeitsblatt

1. Trage die Werte der Tab. 17.1 ein. Der Solver braucht zwei Zellen, z. B. F5 und F6

(variable Zellen), um die beiden Lésungen x und y abzulegen.

2. Die Nebenbedingungen tragen wir in B12:B15 ein.
B12: =F$5xB54+F$6+C5, bis B15 kopieren.
3. F8 enthilt die Zielfunktion =F5+«B9+F6%C9

4. Starte den Solver.

5. Ziel festlegen: auf F8 klicken, danach Min auswihlen. Die variablen Zellen sind F5:F6,

einfach markieren.

6. Das Dialogfenster Nebenbedingungen hinzufiigen erscheint (vgl. Abb. 17.3). Mit dem
Cursor in Zellbezug, klicken wir zuerst B12 an. Dann <=in>= umwandeln. Wir
bringen den Cursor in Nebenbedingung und klicken auf D5, anschlieBend Hinzufii-
gen anklicken, um die Ungleichung in die Liste der Nebenbedingungen aufzunehmen.
Beim letzten Eintrag mit B15 und D8 ist OK anzuklicken (vgl. Abb. 17.4).

Weiter im Solver-Parameter Fenster das Feld Nicht eingeschrdnkte Variablen als nicht-
negativ festlegen anhaken und Simplex-LP als Losungsmethode wiéhlen. Nachdem wir
Losen angeklickt haben, sehen wir in F5 die Information, dass pro Ration x =406g
Hiilsenfriichte zu nehmen sind. F6 sagt, dass man y =219 g Biichsenfleisch hinzufiigen
muss. In F8 finden wir den optimierten Preis z=2,56 € pro Ration (Zielfunktion). Im
Dialogfenster Solver-Ergebnisse die Option Solver-Losung akzeptieren wihlen, um die
Ergebnisse im Arbeitsblatt zu speichern. Diese sehen Sie in Abb. 17.5.
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Abb. 17.3 Dialogfenster Nebenbedingungen hinzufiigen [Arbeitsmappe: Optimierung.xIsx; Blatt:

W oo~ o bW e

Mixtur]

A B C D E
Hiilsenfriichte |Biichsenfleisch |Mindestbedarf
Fett: 100 500 150 X
Eiweil3: 500 1000 200 ¥
Kohlenhydrate: 400 400 250
Warmewert: 8400 17000 6800| Zielfunktion}:
Preis/kg: 3,50 5,20 minimal
:Nebenbedlngunen
Nebenbedingung hinzufiigen Lol
_Igllbezug: _Nebenbedingung:
s8s12 = [x][=s0s5
mrren R e
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Solver-Parameter @
Ziel festlegen: . SF$8 .
Bis: ©) Max. @ Min. © wert: IO |

Durch Andern von Variablenzellen:
$F35:5FS6

[#]

Unterliegt den Nebenbedingungen:

$B$12 >= $DS5 = Hinzufiigen
$B513 >= SDS6 D
$B514 »= SDS7 =
Ses1s o s0se
Alles zuriicksetzen

4 Laden/Speichern
Nicht eingeschrankte Variablen als nicht-negativ festlegen
Lésungsmethode auswahlen: simplex-LP El Optionen

L&sungsmethode

Wahlen Sie das GRG-Nichtlinear-Modul fiir Solver-Probleme, die kontinuierlich nichtlinear sind. Wahlen Sie
das LP Simplex-Modul fir lineare Solver-Probleme und das EA-Modul fiir Solver-Probleme, die nicht
kontinuierlich sind.

Ldsen I [ SchlieBen

Abb. 17.4 Der Solver hat alle Informationen
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= 5

A B (c D E F
1
7
3
4 Hiilsenfriichte |Biichsenfleisch |Mindest Bedarf
5 [Fett: 100 500 150 X 0,40625
6 EiweiR: 500 1000 200 y 0,21875
7 |K.hydr.: 400 400 250
8 |Warmewert 8400 17000 6800| Zielfunktion
9 Preis/kg: 3,50 5,20 minimal
10
11 Nebenbedin
12 i
13
14
15
16
17

Abb. 17.5 Optimale Tagesration [Arbeitsmappe: Optimierung.xIsx]

17.2.2 Investitionsentscheidung bei Projekten

Projektarbeit ist eine unumgingliche strategische Tétigkeit in fast allen Organisationen.
Da es nicht immer Kapital genug gibt, um alle méglichen Projekte durchzufiihren, miis-
sen Verantwortliche aus der Leitung entscheiden, welche der diversen Alternativen die
interessantesten sind.

Bei der Projektplanung werden die notigen Ressourcen definiert und der erwartete
Kapitalwert oder Nettobarwert (net present value, NPV) errechnet?. Die Organisation
definiert, welche Mittel sie fiir Projekte jihrlich bereitstellen will. Welche Projekte soll-
ten durgefiihrt werden, damit der Kapitalwert maximiert und das Projektbudget nicht
tiberschritten wird?

Dies ist wieder eine LO-Aufgabe, wie die im letzten Beispiel.

Der Geschiftsleitung eines Unternehmens wurden fiinf sehr interessante Projektvor-
schldge aus der Forschung présentiert. Fiir jedes Projekt wurden die diskontierten Barwerte
fiir die folgenden fiinf Jahre geschitzt (vgl. Tab. 17.2).

2 Der Nettobarwert einer Investition ist die die Summe der Barwerte aller durch die Investition diskon-
tierten Ein- und Auszahlungen (present value incoming and outgoing cash flows) wihrend einer Periode
(siehe z. B. [29, 30]).
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Tab. 17.2 Daten fiir die Kosten-Nutzen-Analyse

Projekt Netto-barwert |Geschitzte diskontierte Barwerte [103 €]
[10° €] 2015 2016 2017 2018 2019
Pl 145 75 25 20 15 10
P2 155 90 35 0 0 30
P3 120 60 15 15 15 15
P4 70 30 20 10 5 5
P5 185 100 25 20 20 20
P6 150 50 20 10 30 40
A B C D E F G H I J

1 Entscheidungsfindung iiber Projektdurchfiihrung

2

3

4 Projekt Netto- geschiétzte Barwerte (Cash Flow) Projekt wihlen?
5 d barwert | 2015 2016 2017 2018 2019 O=nein; 1=ja

6 P1 145 75 25 20 15 10 1

74 P2 155 90 35 0 0 30 3

8 P3 120 60 15 15 15 15 1| (variable
9 P4 70 30 20 10 5 5 1| Zellen)
10 P5 185 100 25 20 20 20 1

11 P6 150 50 20 10 30 40 1

12 verflighares Kapital: 250 150 50 50 50

13 notwendiges Kapital: )| (Nebenbedingungen)
14

Gesamt-
15 Nettobarwert (Zielfunktion)

Abb. 17.6 Daten fiir das Arbeiten mit dem Solver [Arbeitsmappe: Optimierung.xIsx; Blatt: Projekt-
Entscheidung]

Das Unternehmen plant Projektinvestitionen von 250.000,00 € in 2015, 75.000,00 €
in 2016 und je 50.000,00 € fiir die Jahre 2017, 2018 und 2019. Welche Projekte sollen
abgewickelt werden, um den Gesamt-Nettobarwert zu optimieren? Das dafiir notwendige
Arbeitsblatt befindet sich in der Abb. 17.6.

Eintriige im Arbeitsblatt

1. In C6:H11 befinden sich die Daten aus der Tab. 17.2.
2. In D12:H12 wurde das verfiigbare Investitionskapital eingetragen.
3. 16:111: Bindre Entscheidungsvariablen (0 = Projekt nicht wihlen; 1 = Projekt wihlen).

Diese sind die variablen Zellen fiir den Solver und werden z. B. alle den Anfangswert
1 haben.
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Nebenbedingung hinzufligen

Zellbezug: Mebenbedingung:
$DS13:5HS13 B [ <= E] =SDS12:5H512 5%

Abb. 17.7 Nebenbedingungen: Notwendiges Kapital <= verfiigbares Kapital

4. D13: =SUMMENPRODUKT ($I6:$I11;D6:D11), bis HI13 kopieren. Notwendiges
Kapital = Nebenbedingungen fiir den Solver.
5. C15: =SUMMENPRODUKT (I6:I111;C6:C11).Gesamt-Nettobarwert =Zielfunktion.

An dieser Stelle arbeiten wir zum ersten Mal mit der Excel-Funktion SUMMENPRODUK'T,
die die Flemente zweier Vektoren miteinander multipliziert und die Ergebnisse addiert
(= Skalarprodukt der Vektoren).

Der Solver wird gestartet, und in dem Solver-Parameter Fenster wird C15 als Ziel
festgelegt und Max. gewihlt. In Durch Anderung der Variablenzellen: wird 16:111
eingegeben.

Beim Klicken von Hinzufiigen werden die Nebenbedingungen eingegeben (siehe
Abb. 17.7).

Wir haben es aber hier mit einem Problem biniéirer Variablen zu tun, die ganzzahlig
und positiv sein miissen. Diese Bedingungen werden auch dem Solver als Nebenbedingun-
gen gegeben (vgl. Abb. 17.8). Dafiir werden diese im Dialogfenster Nebenbedingungen
hinzufiigen nacheinander eingegeben:

Zellbezug: 16:111 wihlen, <=1in bin (als Nebenbedingung erscheint das Wort “binir”)
umwandeln und Hinzufiigen klicken.

Zellbezug: 16:111 wihlen, <=in int (als Nebenbedingung erscheint das Wort “Ganz-
zahlig”) umwandeln und Hinzufiigen klicken.

Zellbezug: 16:111 wihlen, <=1in >=0 umwandeln und OK klicken.

Weiter im Solver-Parameter Fenster das Feld Nicht eingeschrinkte Variablen als
nicht-negativ festlegen anhaken und Simplex-LP als Losungsmethode wihlen. Das fertige
Solver-Parameter Fenster befindet sich in der Abb. 17.9. Losen driicken, und der Solver
findet eine Losung (vgl. Abb. 17.10).

Diese Losung empfiehlt nur Projekte P1, P4 und PS5 durchzufiihren. Damit erhilt
man 400.000,00 € als Gesamt-Nettobarwert unter Einhaltung des Investitionsbudgets. Es
werden 150.000,00 € iibrigbleiben. .. aber damit kann man keines der nicht gewihlten
Projekte durch die fiinf Jahre hindurch finanzieren. (Da werden sich die Mitarbeiter aus
der Forschung bestimmt etwas einfallen lassen!)
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'Nebenbedingung hinzufigen -I:]
Zellbezug: _ Nebenbedingung:
SIS6:SIS11 = E] | binar
[ ]

"Nebenbedingung hinzufiigen ‘

Zellbezug: Nebepbedingung:

Sis6isis11 __ int [|  Ganzzahlig I3
[« ]

[ Nebenbedingung hinzufagen
_Zglbemg: _ Nebenbedingung:
$I86:51511 = [z]lo
T

Abb. 17.8 Nebenbedingungen fiir die bindren Variablen
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Solver-Parameter

Ziel festlegen: $Cs15

Bis: @) Max. © Min,

Durch Andern von Variablenzellen:

[sis6:s1511

Unterliegt den Nebenbedingungen:

© wert: 0

$D$13:8HS13 <= SDS12:8H812
$1$6:51511 = Ganzzahlig
$156:51811 = binar

SIS6:5I511 »=0

Nicht eingeschrankte Variablen als nicht-negativ festlegen

Lésungsmethode auswahlen:

Lésungsmethode

Simplex-LP

-]

Hinzufiigen
Andern

Léschen

Alles zuriicksetzen

Laden/Speichern

JI

Optionen

Wahlen Sie das GRG-Nichtlinear-Modul fiir Solver-Probleme, die kontinuierlich nichtlinear sind. Wahlen Sie
das LP Simplex-Modul fir lineare Solver-Probleme und das EA-Modul fiir Solver-Probleme, die nicht

kontinuierlich sind.

Ldsen } I Schliefen
Abb. 17.9 Solver-Parameter Fenster mit allen Eingaben
A B C D E F G 1 J K
1 | ‘Entscheid ing iber Prokektdurfithrung '
2
3
4 Projekt Netto- geschitzte Barwerte (Cash Flow) Projekt wihlen?
5 barwert | 2015 2016 2017 2018 2019 O=nein; 1=ja
[ P1 145 75 25 20 15 10 1
7 P2 155 90 35 0 0 30 0
8 P3 120 60 15 15 15 15 0| (variable
9 P4 70 30 20 10 5 5 1| Zellen)
10 P5 185 100 25 20 20 20 1
11 P& 150 50 20 10 30 40 0
12 verfiigbares Kapital: 250 150 50 50 50
13 notwendiges Kapita 5|(Nebenbedingungen)
14
Gesamt-
15 Nettobarwert (Zielfunktion)
16

Abb. 17.10 Entscheidungen fiir einen maximierten Gesamt-Nettobarwert [Arbeitsmappe: Optimie-
rung.xlsx; Blatt: Projekt-Entscheidung]
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17.3 Losung von linearen und nichtlinearen Gleichungssystemen

Da der Solver ein Werkzeug ist, das sich schrittweise der Losung des gestellten Problems
nihert, kann man ihn auch zur iterativen Losung von Gleichungssystemen benutzen.

17.3.1 Lineare Gleichungssysteme

Nehmen wir als Beispiel dasselbe Gleichungssystem, das wir in Abschn. 10.5 mit dem
Gauss-Algorithmus schrittweise gelost haben:

2x1+3xp —x3=5
dx1 +4xy) —3x3 =3
2x1 —3xp +x3 = —1

Wir legen ein Arbeitsblatt ein (siche Abb. 17.11), in das wir Folgendes eintragen:

A B C D E F G H
1 Losung linearer Gleichungssysteme
2
3 Beispiel:
4 2x1+3x2-x3=5
5 4x1+4x2-3x3=3
6 2x1-3x2+x3=-1
-
8
9
10 variable Zellen rechte
11 (Anfangswerte) Gln. Zeite
12
13 i 2 3 -1 5
7 Koefnf-::lt(iir;ten- 2 2 3 3
15 2 -3 1 -1
16
17

Abb. 17.11 Lineares Gleichungssystem [Arbeitsmappe: Solver Gleichungssysteme.xlsx; Blatt:
lineares GLS]
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B13:D15 Matrix der Koeffizienten
H3:H15 rechte Seite
B10:D10 variable Zellen, in die der Solver die Lésung eintragt. Wir geben dort Anfangswerte

ein, z. B. alle 0

G13: =B13*B$10+C13*C$10+D13*D$10, bis G15 kopieren. Hier stehen die Formeln der linken
Seiten der Gleichungen. Die erste geben wir im So/ver als Ziel ein, die anderen als
Nebenbedingungen.

Der Solver wird aufgerufen und die Solver-Parameter wie in der Abb. 17.12 eingegeben.
Nachdem Ldsen gedriickt wird, findet der Solver die Losung (vgl. Abb. 17.13).

Solver-Parameter

Ziel festlegen: $GS13
Bis: ©) Max. ©) Min. @ wert: 5

Durch Andern von Variablenzellen:

$B510:5DS10

Unterliegt den Nebenbedingungen:

$GS14 = $HS14 -
$GS15 = §HS15

Hinzufiigen
Andern

Léschen

Alles zuriicksetzen

Laden/Speichern

[T Nicht eingeschrénkte Variablen als nicht-negativ festlegen

=

Lésungsmethode auswahlen: Simplex-LP EI Optionen

Lésungsmethode

‘Wahlen Sie das GRG-Nichtlinear-Modul fiir Solver-Probleme, die kontinuierlich nichtlinear sind. Wihlen Sie
das LP Simplex-Modul fiir lineare Solver-Probleme und das EA-Modul fir Solver-Probleme, die nicht
kontinuierlich sind.

[ Losen I l SchlieBen

Abb. 17.12 Dialogfenster Solver-Parameter
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A B & D E F G H I
1 |Losung linearer Gleichungssysteme
2
3 Beispiel:
4 2x1+3x2-x3=5
5 4x1+4x2-3x3=3
6 2x1-3x2+x3=-1
5
8
9
10 = variable Zellen rechte
11 (Anfangswerte) Gin. Zeite
12
=1 Koeffizienten- 2 3 = 2
< matrix 3 : 3 2
15 2 -3 3 -1
16
17
18

Abb. 17.13 Losung des linearen Gleichungssystems mit dem Solver [Arbeitsmappe: Solver
Gleichungssysteme.xIsx; Blatt: lineares GLS]

17.3.2 Nichtlineare Gleichungssysteme

Gegeben sei das folgende Gleichungssystem, das aus einer Parabel und einer Hyperbel
besteht:

x2—4x + 4y =4
xy=1 (17.1)

Die Losungen sind die drei Schnittpunkte beider Kurven (sieche Abb. 17.14). Wir wollen
sie mithilfe des Solvers finden (siehe Abb. 17.15).

Eintrige im Arbeitsblatt

A8 und B8 sind die variablen Zellen fiir x und y. Wir tragen dort die Anfangswerte ein.
Damit der Solver jede der drei Losungen findet, miissen wir Anfangswerte eingeben, die
wir am einfachsten aus den Graphen der Funktionen grob ablesen:

Fur Lésung 1:  A8: 4; B8: 0,5
Fur Lésung 2:  A8: 1; B8: 1
Fur Lésung 3:  A8: -1; B8: -1

Jeweils eines dieser Paare eintragen, Solver aufrufen und Parameter sowie Nebenbedin-
gung wie in Abb. 17.16 eingeben.



17.3 Losung von linearen und nichtlinearen Gleichungssystemen 337

— kY=l ==y 4utdy=4

Abb. 17.14 Schnittpunkte von Parabel und Hyperbel aus Gl. 17.1

Nachdem jedes Mal Losen gedriickt wurde, findet der Solver die folgenden Losungen:

Losungl: x = 4,67, y = 0,21
Losung?2: x = 0,65; y=1,54
Losung3: X =—1,32; y = —0,76

Jedes Mal werden das Ziel (=4) fiir die erste Gleichung und die Nebenbedingung (= 1)
fiir die zweite Gleichung sehr gut "getroffen".

Eine gute allgemeine Einleitung fiir das Arbeiten mit dem Solver, speziell iiber die
Wabhl zusitzlicher Optionen und iiber die Bedeutung der verschiedenen Berichte, die der
Solver erstellt, finden Sie in einer kurzen Abhandlung des Hochschulrechenzentrums der
Universitdt Giefen [31]. Auf der Internetseite des Solver-Herstellers befindet sich ein
"Optimization Tutorial" [32].
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A B C D E F
Losung nichlinearer Gleichungssysteme

Beispiel:

¥ 2-dx+dy=4
. xy=1
variable Zellen (Anfangswerte)

W 00~ N s W R

10 | erste Gln. 2 (Ziel)
11 | zweite Gln. 2 (Nebenbedingung)
12 B

-5
27
28 —_—xy=l === =2 4xtdy=4

Abb. 17.15 Nichtlineares Gleichungssystem [Arbeitsmappe: Solver Gleichungssysteme; Blatt:
nichtlineares GLS]
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Solver-Parameter @
Ziel festlegen: [SCSIO
Bis: ©) Max. @ Min. © wert: :4 |

Durch Andern von Variablenzellen:
| sas8:3838

Unterliegt den Nebenbedingungen:
$CS11=1 - Hinzufiigen

Andern

Ldschen

Alles zuriicksetzen

Laden/Speichern

[ Nicht eingeschrankte Variablen als nicht-negativ festlegen

Losungsmethode auswahlen: GRG-Nichtlinear |Z| Optionen

Lésungsmethode

Wabhlen Sie das GRG-Nichtlinear-Modul fiir Solver-Probleme, die kontinuierlich nichtlinear sind. Wahlen Sie
das LP Simplex-Modul fiir lineare Solver-Probleme und das EA-Modul filr Solver-Probleme, die nicht
kontinuierlich sind.

Lésen ] ’ SchlieBen

Abb. 17.16 Dialogfenster Solver-Parameter
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Zusammenfassung

Mit diesem Kapitel verabschieden wir uns mit einem Potpourri von Anwendungen der
gelernten Methoden und Techniken. Wir simulieren das Fallen von Regentropfen, wir
versuchen (vergeblich) eine Rakete vom Mond zur Erde zuriickzubringen, wir studieren
das Entstehen eines Schusses in einem Gewehr und die Verteilung von Alphateilchen
aus einem radioaktiven Kern. Wir untersuchen, wie Bakterien in ihrem eigenen Abfall
ersticken, und verfolgen die unkontrollierten Wege niichterner Molekiile.

18.1 Modell fiir fallende Regentropfen

Fallende Regentropfen modellieren wir durch den Fall einer Kugel aus der Hohe x =0.
Die Kugel hat die Masse m und den Radius R. Thre Anfangsgeschwindigkeit ist Null. Wie
Abb. 18.1 zeigt, bewegt sie sich unter dem Einfluss von drei Kriften: F, (archimedische
Auftriebskraft), Fy (Reibungskraft) und Fg (Gravitationskraft).

Wir mochten nun die Zeit berechnen, die die Kugel braucht, um eine Hohe H zu
durchfallen.

Die Fallhohe wird in n Intervalle geteilt, jedes der Lange h = H/n. Fiir jedes Intervall
berechnen wir die Durchschnittsgeschwindigkeit mithilfe von (v; + v;)/2.

Wihrend eines jeden Intervalls betrachten wir die Beschleunigung als konstant. Die
Beschleunigung in dem Intervall Nummer j (= Intervall j) ist gegeben durch

= (v =) / (5= t) =g [u— (v +v) / @W)’] (18.1)

Die Konstante v; ist definiert durch V12: =8Rgp./(3Cp), p Fliissigkeitsdichte
(= 10001(g/rn3 fiir Wasser), p. =Dichte der Kugel (7800kg/m3), R =Radius (4 mm),
C=0,4und g=9,81 m/s>.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 341
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Abb. 18.1 Fall einer

Kugel in einer Fliissig- -
keit =0
x=H
Die Fallzeit durch das Intervall j ist
tj—ti = (2h) / (vi + vj) (18.2)

Diesen Ausdruck setzen wir in Gl. 18.1 ein. Zusammen mit der Abkiirzung
b: =g -h/Q2v))%.
So kommen wir zu der folgenden Iterationsformel:
Vier = [(vi 4+ 4buvi? (1+5)"2 = bvil/ (1 4 b)

Anstelle von vj haben wir vi;| geschrieben, dartiber hinaus haben wir u: =1— p/p.. Um
die Fallzeit zu bestimmen, miissen wir die Teilzeiten tj addieren, die in den n Intervallen
anfielen, siche Gl. 18.2. Diese Zeit berechnen wir wie folgt:

n n—1
2H 1

T=n E 1 =— e

j=1 moiSo Vit Vi

Fiir hinreichend kleines At kann die Iterationsmethode Ergebnisse fiir T liefern, die bis
auf drei Dezimalstellen genau sind. Das entsprechende VBA-Programm befindet sich in
Abb. 18.2.

Die Abb. 18.3 zeigt den Verlauf der Geschwindigkeit bis H =20 cm und vergleicht ihn
mit dem des freien Falls. Man sieht, dass die Geschwindigkeit am Anfang dhnlich wie
beim freien Fall verlduft und sich dann aber asymptotisch einem konstanten Wert (ca.
1,23 m/s) néhert. In diesem Fall betrigt die Fallzeit T = 0,25 s.

Eine ausfiihrliche Betrachtung dieses und des néchsten Problems (Abschn. 18.2)
befindet sich in [33].
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Sub kugel() 'Fall einer Kugel in einer Fliissigkeit
Range ("A8:B1000") .Clear
H = Cells (2, 2).Value
rc = 7800: rfl = 1000

0.4: g =9.8: 'H= 0.2

vo = 0: t0 =0

n=100: s =0

=1 = ¥fl: [ re

vl =Sqr(8 * R * g * rc / (3 * rfl * C))
b=g*H/ (2% n*wyl > 2)

d=4 b *nu*xvyl ~2%*% (1+Db)

For i =0 Ton -1 Step 1

ve=((v0 ~2+qd ~0.5-Db *vw0) / (1 +Db)
s=s+1/ (v0 + v) ' Summenberechnung
= 2 K {5 i

vl = v

Cellsi(i + 8; 1).value = t
Cells(i + 8, 2).Value =

I
<

Next

2**H*s /n'T
Sgr(2 *H / g) 'TO
Sqgqr(2 * g * H) 'vOmax

Cells (4, 2).Value
Cells (4, 7).Value
Cells (S, 7).Value

End Sub

Abb. 18.2 VBA-Programm zur Berechnung der Fallzeit [Arbeitsmappe: Kugel in_Fliissigkeit.
xIsm; Makro: kugel]
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A B G D E F G H 1 J K
1 Fall einer Kugel in einer Fliissigkeit
2 (Makro mit Strg+k aufrufen)
3 Vergleich mit dem Freien Fall
4 T= 0,25211 = Fallzeit in der Fliissigkeit T0= 0,20203 = (2H/g)! = Fallzeit beim Freien Fall
5 vomax=  1,9799 = (2gH)% = maximale Geschwindigkeit
6 beim Erreichen von H im Freien Fall
7 t v
8 0,022 0,18442 2,5
9 | 0,031 0,259304 ,
10 | 0,038 0,315946 3 al
11 | 0,044 0,363015 15 /
12 0049 0,40389 v / N
13 0,054 0,440312 1 et S s
14 0,058 0,473325 =
15 | 0,062 0,503609 05
16 | 0,066 0,531642
17| 007 0,557774 ’ 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0.3
18 | 0,073 0,58227 t
19 | 0,076 0,605336
20 0,08 0,627139 = = o Geschwindigkeit in der Fllissigkeit
210,083 0,647814 Geschwindigkeit beim Freien Fall
22 | 0,086 0,667473

o
]

ANeN NEoET

Abb. 18.3 Geschwindigkeitsverlauf und Fallzeit im Vergleich zum freien Fall [Arbeitsmappe:
Kugel _in_Fliissigkeit.xIsm]

18.2 Pendel mit beliebiger Amplitude

Die Bewegungsgleichung fiir das Pendel lautet
x” (t) = —sinx (t) mit den Anfangswerten x (0) und x’ (0).

Niemand wird in der Lage sein, diese Gleichung in "geschlossener" Form zu losen.
Eine Niherungslosung erhilt man nur mit numerischen Mitteln. Wir haben sie schon
im Abschn. 16.1.1 als Anfangswertproblem mit der Runge-Kutta-Methode gelost und die
Ergebnisse diskutiert. In diesem Abschnitt benutzen wir eine einfache Erweiterung der im
vorigen Abschnitt entwickelten Methode (siehe Abschn. 18.1), denn wir haben hier das
Problem eines durch Bindung (Faden) beeinflussten Fallens (vgl. Abb. 18.4).

Zunichst unterteilen wir die Amplitude ¢¢ in n gleich groBe Teile A¢ = @p/n.

Das Pendel braucht At Sekunden, um den Winkel A¢ = As/L zu iiberstreichen. Die
Summe aller Elemente At ergibt die Periode T: =Ty - Kg, worin K¢ ein Korrekturfaktor ist,
der abhingig ist vom Winkel ¢g. Tog =27 (L/ g)l/ 2 ist die Periode des einfachen Pendels.
Wir nehmen an, dass die tangentiale Beschleunigung in der Zeit At konstant ist. Wir haben

ar = (Vi1 — Vvi)/At = g - sing
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Abb. 18.4 Pendel mit
beliebiger Amplitude

Die Durchschnittsgeschwindigkeit im Intervall At ist (vi 4 vit1)/2, und der Bogen, der
vom Pendel in At Sekunden iiberstrichen wird, ist As=(v; 4+ vi+1)- At/2=L-A¢. So
erhalten wir

Vit1 = Vi + g Atsing
At =2L Ag/(Vi + Vit1)
Wenn wir At der ersten Gleichung durch At der zweiten ersetzen, erhalten wir die folgende
Iterationsformel fiir die Geschwindigkeit

virl = (vi® + 2L A gsing)'/?

Die Summe aller At zwischen ¢ = ¢g und ¢ = 0 ergibt die Zeit T/4, und die volle Periode
ist

C8Lfp - |
T=="2

Vi + Vi
b0 i i+

Der Korrekturfaktor ist gegeben durch

K()— T 4¢0\/—z

Vi + Vit1

Um die Abhingigkeit von g und L zu eliminieren, fiihren wir die dimensionslose Grofie
u = v(gL)’l/ 2 ein, und erhalten u; +1:= (u.2 + 2A(p sincp)l/ 2. SchlieBlich ergibt sich

T 4¢0 1

Ko = _
To nmw Uj + Uiyl
%o

Wir wollen nun die Abhédngigkeit von K¢ von der Winkelamplitude ®( untersuchen. Das
VBA-Programm dazu befindet sich in Abb. 18.5.

Das Ergebnis (siehe Abb. 18.6) zeigt, wie erwartet, dass bei kleinen Amplituden T ~ Tj.
Bei grofieren Amplituden macht sich der Unterschied zum einfachen Pendel immer stérker
bemerkbar.
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[1atigemein) +| [pendel

Sub pendel()
Range ("R8:B1000") .Clear
Pi = Application.Pi()

2 = 0 'Zihler, um die Werte von Winkelamplitude
'‘und Korrekturfaktor in die Arbeitsmappe zu schreiben
For £il = 1 To 179 ' Winkel in Grad. Die Methode ist fiir £fil=0® und £il=180° nicht geeignet.
£i0 = £il1 = pi / 180

v0=0: T0=20

For i = 1 To n Step 1
dfi = fi0 / n
fi2 = fi0 - dfi / 2
b =2 * dfi * sin(fi2 - (i - 1) * dfi)
ve(v)~2+Db) ~0.5
t=T0+1/ (vO + v)
TO =¢t: vl = v

Next

2=2+1

KO =4 * £fi0 / (n * Pi) * ¢

Cells(Z + 2, 1).Value = fil

Cells(Z + 2, 2).Value = KO
Next

End Sub

Abb. 18.5 VBA-Programm zur Berechnung von K¢

1| Pendel mit beliebiger Amplitude
2 @ K=T/To Programm mit Strg+p aufrufen
3 | 1 1,000036
4 | 2 1,000093
5 3 1,000188 N
6 | 4 1,000321 Abhangigkeit des Korrekturfaktors K, von der
7 5 1,000493 Winkelamplitude ¢,
8 | 6 1,000703 7
9 | 7 1,00095 3s
10 | 8 1,001236 5
11 9 1,001561 £
. £
12 | 10 1,001924 =
13 | 11 1,002325 v IR
14 | 12 1,002765 .
15 | 13 1,003244 i
16 | 14 1,003761 5
17| 15 1,004317 0 30 60 30 120 150 180
18 | 16 1,004912 %
19 | 17 1,005546
20 | 18 1,00622
21| 19 1,006933
22 20 1.007685

Abb. 18.6 K in Abhingigkeit von der Winkelamplitude ®( [Arbeitsmappe: Pendel.xIsm]
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18.3 Bahn einer Rakete vom Mond zur Erde

Beim sogenannten eingeschrinkten Problem dreier Korper bewegen sich zwei schwere
Korper um ihren Schwerpunkt S, wihrend sich ein dritter leichter Korper in derselben
Ebene bewegt. Wir konnen uns eine Raumsonde mit der Masse m3 vorstellen, die sich im
Gravitationsfeld von Erde (m) und Mond (m;) bewegt. Der Einfluss der Sonne wird nicht
beriicksichtigt.

In der Abb. 18.7 sehen wir die Erde und den Mond auf der x-Achse eines Koordinaten-
systems, das mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w rotiert.

Die beiden schweren Korper beschreiben komplanare Kreise um ihren Schwerpunkt
(der Einfluss von m3 ist vernachléssigbar).

Die Erde hat von S den Abstand by = m-d mit m: =my/(m; + mp). Der Abstand
zwischen Schwerpunkt und Mond ist by = m’-d mit m" = I — m. Die Winkelgeschwin-
digkeit hat die Richtung der z-Achse, und ihr Wert ist durch den Ausdruck w? = G(my
+my)/d® gegeben.

In einem Inertialsystem wire Newtons zweites Gesetz m3z - a=F; + F,, worin Fy
und F die Krifte aufgrund von m; und m; sind. In unserem nicht inertialen System
miissen wir zwei "Triagheits"-Krifte einfiihren. Es sind die Zentrifugalkraft: F, =
—m3® X (o x r)und die Coriolis-Kraft Feor = —2m3 ® X Viel.

Die Bewegungsgleichungen fiir die beiden Koordinaten von m3 sind

@ :x+2d_y _omc+m)  m(x—m)
dt? dt d13 di?

d? d ’

dt dt d; d>

Die Zeiteinheit wurde so gewihlt, dass w =1, d. h. so, dass die Zeit fiir eine Drehung des
Koordinatensystems T = 2 ist. Die Abstinde d; und d; sind:

Abb. 18.7 Eingeschrinktes
Dreikorper-Problem
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di? =01 +x*+y =m-d+x’+y
b= +x)*+y = m-d+x?+y’

Wenn wir d =1 wihlen, ist die Masse m =0,012277471, die Koordinaten der Erde sind:
(—0,01228, 0) und die des Mondes: (0,9887, 0).

Fiir das “Runge-Kutta4”-Programm aus Abschn. 16.3 benétigen wir die folgenden
Funktionen:

Function F(t, x, y, u, v)
m = 0.012277471: mu = 1 - m

rl = ((x +m) ~ 2 +y*y) ~ (3/2)
r2 = ((x —mu) ~ 2+ vy *vy) ~ (3 /2)
F=x+2*v-mu?* (x+m /rl-m?* (x - mu) / r2

End Function

Function G(t, x, y, u, v)

m = 0.012277471: mu = 1 - m

rl= ((x+m ~2+y*y) ~ (3/2)

r2 = ((x —mu) ~ 2 +vy *vy) "~ (3/2)
G=y-2*u-mu*y/rl-m?*y/ r2

End Function

Hier sind x und y die Koordinaten der Rakete, u und v die Geschwindigkeiten dx/dt und
dy/dt.

In der Figur des folgenden Arbeitsblattes (siche Abb. 18.8) beobachten wir eine Rakete
(m3), die von der Mondoberflache abgeschossen wurde, um zur Erde zuriickzukehren. Sie
traf die Erde leider nicht und ist gerade dabei, den Mond wieder aufzusuchen.

Die Anfangsbedingungen sind x9 = 0,994 (d. h. die Rakete wird “rechts”
vom Mond abgeschossen), yo = 0, dx(0)/dt: =vx(0)=0 und dy(0)/dt: =vy(0)=
—2,1138987966945. Wir haben h = 0,002 und imax = 2500 genommen.

Die grofe Anzahl von Dezimalstellen bei vy(0) ist notwendig, da die Berechnungen
sehr empfindlich sind in Bezug auf Variationen von ihnen. In den frithen Tagen der Raum-
fahrt war es absolut notwendig, dass die "Einspritzgeschwindigkeit" von 10840 m/s um
nicht mehr als 1 m/s variierte. Mit einem Unterschied grofer als 1 m/s hitte man den Mond
nicht getroffen, da es keine Moglichkeit gab, die Bahn wihrend des Fluges zu korrigieren.

In der folgenden Abb. 18.9 haben wir die Anfangsbedingungen etwas geédndert: vo =
—2,0325 und haben h = 0,002 und imax = 5500 genommen.
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1 Drei- Kérper-Problem (Erde-Mond-Rakete)

2 ( Runge-Kutta-Methode fiir x"'=f{t,x,x",y,y') und y"'=g(t,x,x",y,¥'))
3

4

&l Runge-Kuttad

6

z 08
8

9 t X y u v

10 1] 0,994 o 0 -2,114

1| 0,002 0,99341439 -0,004 -0,549 -1,937

12 0,004 0,991999753 -0,008 -0,823 -1,634

13| 0,006 0,990236434 -0,011 -0,922 -1,393
14| 0,008 0,988357665 -0,013 -0,95 -1,223

15 0,01 0,986451874 -0,016 -0,953 -1,101 =

16 0,012 0,984552 -0,018 -0,946 -1,011

17 | 0,014 0,982670116 -0,02 -0,936 -0,942

18 0,016 0,980810043 -0,021 -0,924 -0,886

19| 0,018 0,978972209 -0,023 -0,913 -0,841

20 002 0,977155646 -0,025 -0,903 -0,804

21| 0,022 0,975358852 -0,026 -0,894 -0,772

22| 0,024 0,973580176 -0,028 -0,885 -0,744 08
23| 0,026 0,971817992 -0,029 -0,877 -0,72

24l nmR nannIn7? .NnN31 .NRT -NAAR

Abb. 18.8 Raketenbahn [Arbeitsmappe: Dreikorper.xlsm]

15

-1,5

Abb. 18.9 Raketenbahn mit verinderten Anfangsbedingungen [Arbeitsmappe: Dreikorper.xlsm]
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18.4 Gekoppelte Oszillatoren

Nun wollen wir uns den Fall von zwei gekoppelten Oszillatoren ansehen, die Energie unter
sich austauschen.

Wir betrachten das in der Abb. 18.10 dargestellte Modell.

Zwei Korper mit den Massen m; und m, sind durch Federn miteinander und mit zwei
festen Winden verbunden. Im entspannten Zustand haben die Federn die Lingen lgq, I
und lp».

In der Gleichgewichtslage haben sie die Liangen 1; und 1, (in diesem Zustand kdnnen
die Federn gespannt sein, d. h. 11 ist nicht unbedingt gleich lp;, usw.).

An der Masse m greifen vier Kriifte an: m; g, Nj, T und T ', entsprechend bei mj.

Das zweite Gesetz von Newton fiir m; und my lautet:

mig+N;+T;+T) =ma,
mg+No+Tr+ Ty =mpap

Fiir die Verschiebungen (wir nehmen an, dass Xo > x) konnen wir schreiben

my x;” = —ki(s1 + x1) + k(s + x2 — x1)
my x2” = —Kk(s + X2 — x1) + ka(s2 — x2)
Die Koeffizienten bedeuten s=1—1p, s; = 11 —1Ip;, s = I —1go, d.h. sie sind die

Verldangerungen, die die Federn schon im Gleichgewichtszustand haben.
Die potentielle Energie des Systems wird durch den folgenden Ausdruck gegeben

Ep = ki(s1 4+ x1)%/2 + k(s + x2 — x1)%/2 + ka(s2 — x2)*/2

Wir nehmen nun vereinfachend an, dass die Federn im Gleichgewichtszustand nicht
gedehnt sind und dass sie dieselben Langen haben. In diesem speziellen Fall nehmen die
Bewegungsgleichungen die folgende Form an

Xl// = —ax| + bxy

x2" = —cxo + dxg (18.3)

Beide Gleichungen enthalten sowohl x; als auch x;. Sie sind daher miteinander gekoppelt.

Abb. 18.10 Gekoppelte
Oszillatoren
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Die Konstanten sind wie folgt definiert:

a: = (k+kl)/my

b: = k/m;
c: = (k+ko)/my
d: =k/mjp

Wir werden das System Gl. 18.3 numerisch 16sen. Wir beschrinken uns auf den beson-
deren Fall von zwei gleichen Massen und nehmen k; = k: =ko und a=c=(k+ko)/m
und b=d =k/m.

Wir verwenden das "Runge-Kutta4"-Programm mit den folgenden Funktionen:

Function F(t, x, y, u, v)

a=1.25: b =0.25: ¢c=a: d=>
F=-a*x+b*y

End Function

Function G(t, x, y, u, V)

a =1.25: b =0.25: ¢c=a: d=>
G=-c*y+d?*x

End Function

Dabei sind x und y die Koordinaten der Oszillatoren, die wir im Text Xx; und x, genannt
haben. u und v sind die entsprechenden Geschwindigkeiten.

Die Ergebnisse sehen wir in Abb. 18.11.

Am Anfang wird die Masse my um x2(0) = 1 verschoben und dann freigelassen, wih-
rend sich m; in x;(0)=0 befindet (wir haben m; = mjy). Sobald wir den zweiten
Oszillator freigeben, beobachten wir, wie seine Schwingungen auf den ersten iibertra-
gen werden und dass die Phase der Verschiebung des Oszillators m; immer um 90° in
Bezug auf den zweiten Oszillator hinterherhéngt. (Man muss den Graphen von m; um 90°
nach links verschieben, um gleiche Phasen zu erhalten.) Aufgrund der Phasenverschiebung
zwischen den beiden Oszillatoren, gibt es einen Energieaustausch zwischen ihnen.

Unter diesen Anfangsbedingungen fiihren beide Massen eine pulsierende Bewegung
(Schwebung) aus, d.h. die Amplituden der Oszillatoren schwanken. Dieses Phdnomen
tritt auf, wenn zwei einfache harmonische Bewegungen, die die gleiche Richtung und
unterschiedliche Frequenzen haben, sich tiberlagern (interferieren). Der Abb. 18.11 kon-
nen wir entnehmen, dass die Zeit zwischen zwei Minima (oder Maxima) der Amplitude
(Schwebungsdauer) 28 s betriagt. Die Periodendauer der reinen Schwingung betréigt etwa
5,5s.

Das obere Diagramm zeigt die Verschiebungen der Massen m; und m; in der gleichen
Grafik iiberlagert. (x1(0) =0, x2(0) = 1).

Das untere Diagramm zeigt nur den Oszillator 1 (damit man die Details der Bewegung
klarer sehen kann). Vergleiche mit "Interferenzen" im Abschn. 4.2.

Mithilfe des Programms konnen wir eine griindliche Untersuchung der Schwingun-
gen mit verschiedensten Anfangsbedingungen durchfiihren. Dabei erkennen wir, dass es
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C D E F G H 1 ) K L M
1| Gekoppelte Oszillatoren
2| ( Runge-Kutta-Methode fiir x"'=f(t,x,x",y,y') und y"=g(t,x,x",v,¥'))
3 4
: 1 Runge-Kuttad
=1
7 Schwingungen beider Oszillatoren
8| 15
9| ¢ x ¥ u v i )
10 | 0 0 1 0 0 !
11 | 0,1 000125 0,99376 0,0249 -0,1247 05 E
12 | 0,2 0,00436 0,97511 0,04917 -0,2478 H
13 0,3 0,01104 0,343 0,07221 -0,3677 . ;

14 | 04 0,01934 0,90172 0,09343 -0,4823 05
15 0,5 0,02965 0,84793 0,11228 -0,5917

16 0,6 0,0417 0,78364 0,12826 -0,6929 -1

17| 07 005519 0,70%5 01409 07851

18 0,8 0,06976 0,62695 0,14983 -0,8672

19 09 0,08502 0,53659 0,15472 -0,938 Osslistort == Oealitor2
20 1 0,10056 0,43975 0,15533 -0,9968

21| 11 011594 0,33766 0,15153 -1,0427 Schwingung von Oszillator 1
22 1,2 0,13071 0,23165 0,14323 -1,0753 15

23| 1,3 0,14443 0,12307 0,13045 -1,094

24| 14 015666 0,01331 0,11332 -1,0988 1

25 1,5 0,16696 -0,0962 0,09204 -1,0895

26| 16 017494 -0,2041 0,06688 -1,0665

27| 17 018022 -0,3091 0,03823 -1,0299 .

28| 1,8 018248 -0,4097 0,00654 -0,9804 0 ) 7
29 1,9 0,18144 -0,5047 -0,0277 -0,9186 05

20| 2 017688 -0,593 -0,0639 -0,8454

31| 21 0,16863 -0,6735 -0,1013 -0,7619 1

32| 2,2 015659 -0,7451 -0,1395 -0,669

33 2,3 0,14074 -0,807 -0,1775 -0,5682 15

34 | 2,4 012112 -0,8585 -0,2147 -0,4607
35 2,5 0,09734 -0,899 -0,2505 -0,348

Abb. 18.11 Schwebende Bewegung der gekoppelten Oszillatoren [Arbeitsmappe: Oszillatoren.
xlsm]

zwei Schwingungsmoden gibt, die Rede ist von Normal- oder Grundmoden, fiir die die
Phasenverschiebung 0° oder 180° betrigt und bei denen es keine Energieiibertragung gibt.

Die erste Normalmode liegt vor, wenn x1(0) =x2(0): = A (wir nehmen A =1). Die
beiden Oszillatoren bewegen sich in Phase. Die Feder in der Mitte erleidet keine Verfor-
mung und iibt daher keine Krifte auf die Massen aus. Diese bewegen sich so, als ob sie
ungebunden wiren. Beide Massen schwingen mit der gleichen Frequenz wqo = (ko/m)!'/2
(Abb. 18.12).

In der zweiten Normalmode bewegen sich beide Oszillatoren in Gegenphase (wir haben
eine Phasendifferenz von ) mit x;(0) = — A und x2(0) = A (= 1). Die Frequenz ist jetzt
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| C | D E F G H I J K L M
| Gekoppelte Oszillatoren
2 ( Runge-Kutta-Methode fiir x"=f(t,x,x",y,y') und y"=g(t,x,x",y,y"))
3
: Runge-Kuttad |
6
7 Schwingungen beider Oszillatoren
& 15
a t x v u v
10 0 1 1 0 0
11 0,1 0995 0,995 -0,0998 -0,0998
12 0,2 0,98007 0,98007 -0,1987 -0,1987
13| 0,3 095534 0,95534 -0,2955 -0,2955 S
14 0,4 0,92106 0,92106 -0,3894 -0,3894
15 0,5 0,87758 0,87758 -0,4794 -0,47%4
16 0,6 0,82534 0,82534 -0,5646 -0,5646
17 0.7 0,76484 0,76484 -0,6442 -0,6442 .
18 0,8 0,69671 0,69671 -0,7174 -0,7174
19 09 062161 0,62161 -0,7833 -0,7833 i Sl
20 10,5403 0,5403 -0,8415 -0,8415
21 1,1 04536 0,4536 -0,8912 -0,8912 Schwingung von Oszillator 1
22 1,2 0,36236 0,36236 -0,932 -0,932 15
23 1,3 0,2675 0,2675 -0,9636 -0,9636
24 1,4 0,16997 0,16997 -0,9854 -0,9854
25 1,5 0,07074 0,07074 -0,9975 -0,9975
26 1,6 -0,0292 -0,0292 -0,9996 -0,9996
27| 1,7 -0,12884 -0,1288 -0,9917 -0,9917
28 1,8 -0,2272 -0,2272 -0,9738 -0,9738 70
29 1,9 -0,32329 -0,3233 -0,9463 -0,9463
30 2 -0,41615 -0,4161 -0,9093 -0,9093
31 2,1 -0,50484 -0,5048 -0,8632 -0,8632
2 2,2 -0,5885 -0,5885 -0,8085 -0,8085
33 2,3 -0,66627 -0,6663 -0,7457 -0,7857 M5

Abb. 18.12 Erste Normalmode [Arbeitsmappe: Oszillatoren.xIsm]

grofer als die Frequenz ohne Kopplung o = (ooo2 + 2k/m)'/2, da in diesem Fall das Zent-
rum der Kopplungsfeder immer in Ruhe ist, ist es, als ob die Linge der Zentralfeder auf
die Hilfte der urspriinglichen Linge gekiirzt worden wire, oder, was das gleiche ist, als
ob ihre Federkonstante nun 2k wire. (Wir konnen die Grundmoden rein nennen und die
anderen gemischt.) (Abb. 18.13).
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C D E F G H I | K L Y]
1 Gekoppelte Oszillatoren
2 ( Runge-Kutta-Methode fiir x"'=f(t,x,x",y,y') und y"=g(t,x,x",v,y']))
3
: Runge-Kuttad |
[
b Schwingungen beider Oszillatoren
8 15
9 t x ¥ u v
10 0 -1 1 0 0
11 0,1 -0,99251 0,99251 0,14963 -0,1496
12 0,2 -0,97015 0,97015 0,29701 -0,297
13 0,3 -0,93326 0,93326 0,43994 -0,4399
14 04 -0,88238 0,88238 0,57629 -0,5763

-
w

05 -0,81829 0,81825 0,70399 -0,704

16 0,6 -0,74193 0,74193 0,82116 -0,8212

17 0,7 -0,65447 0,65447 0,92602 -0,926 45

18 0,8 -0,55719 0,55719 1,01701 -1,017 oot R
19 0,9 -0,45157 045157 1,09276 -1,0928

20 1 -0,33919 0,33919 1,15214 -1,1521

21 1,1 -0,22172 0,22172 1,19426 -1,1943 Schwingung von Oszillator 1
22 1,2 -0,10093 0,10093 1,21849 -1,2185 15

23 1,3 0,02137 -0,0214 1,22446 -1,2245

24 14 0,14335 -0,1433 12121 -1,2111

25 15 0,26318 -0,2632 1,18157 -1,1816

26 1,6 0,37907 -0,3791 1,13334 -1,1333

27 1,7 048928 -0,4893 1,06813 -1,0681

28 1,8 0,59216 -0,5922 0,98692 -0,9869 70
2 1,9 0,68617 -0,6862 0,89093 -0,8909

30 20,7699 -0,7699 0,78158 -0,7816

31 2,1 0,8421 -0,8421 0,66053 -0,6605

32 2,2 0,90168 -0,9017 0,52959 -0,5296

33 2,3 0,94775 -0,9478 0,39071 -0,3907 7

Abb. 18.13 Zweite Normalmode [Arbeitsmappe: Oszillatoren.xlsm]

18.5 Geschwindigkeit einer Kugel im Lauf eines Gewehrs

Wir wollen in diesem Beispiel die Geschwindigkeit einer Kugel im Lauf eines Gewehrs
untersuchen. Insbesondere wollen wir wissen, welche Geschwindigkeit das Geschoss
besitzt, wenn es den Lauf verlisst.

Der Lauf eines Gewehrs ist 45 cm lang, der einer Kanone 3,60 m. Das sind Daten, die
offensichtlich mit dem Produzenten und mit der Zeit variieren. Um die gestellten Fra-
gen zu beantworten, wenden wir zunichst ein einfaches Modell an. Dann werden wir
experimentelle Werte benutzen.

Einfaches Modell fiir die Beschleunigung: Wir werden zunéchst das folgende lineare
Modell verwenden:

a(t) =b—ctfir0 <t < 0,05s;a(t) = Osonst (18.4)
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Cc D E F G H | J K
1 Einfaches Modell fiir Beschleunigung und Geschwindigkeit einer Kugel
2 im Innern eines Gewehrlaufes
3
4 Numerische Rect g nach Simp 1 mit der analytischen Lésung
5
(i} MNumerisch Analytisch
7 t t-hf2  alt) alt-h/2)  w(t) v(t)
o Geschwindigkeit der Kugel im Lauf
9 0 -5E-04 20000 20018 0,00 0,00
10 0001 0,0005 19965 19983 19,98 19,98 | 1200 ' ' ' T
11 0,002 0,0015 19930 19948 39,93 39,93 | 1000,00
12| 0,003 0,0025 19895 19913 59,84 59,84
13 0,004 0,0035 19860 19878 79,72 72| | 800,00 -
14 0,005 0,0045 19825 19843 99,56 9956 | =
15 0,006 0,0055 19790 19808 119,37 119,37 E 600,00
16 0,007 0,0065 19755 19773 139,14 139,14 =
17 0,008 0,075 19720 19738 158,88 158,88 | 400,00 1
18 0,009 0,0085 19685 19703 178,58 178,58 —
19 0,01 0,0095 19650 19668 198,25 198,25 ’
20 0,011 0,0105 19615 19633 217,88 217,88 | 0,00
21 0,012 0,0115 19580 19598 237,48 237,48 X
22 0,013 0,0125 19545 19563 257,04 257,04 | t(s)
23 0,014 0,0135 19510 19528 276,57 276,57

(]
&

0,015 0,0145 19475 19493 296,06 296,06

Abb. 18.14 Kugel in einem Gewehr — einfaches Modell [Arbeitsmappe: Gewehr.xlsx; Blatt:
Einfaches Modell]

Wir koénnen die Konstanten b und ¢ an die bekannte Endgeschwindigkeit anpassen. (Es ist
bekannt, dass eine Kugel, die von einem Gewehr abgefeuert wird, das Rohr mit einer
Geschwindigkeit von ~900m/s verldsst.) Das folgende Arbeitsblatt (vgl. Abb. 18.14)
benutzt die Simpsonsche Regel (vgl. Abschn. 11.1.2), um die Beschleunigung aus GI. 18.4
zu integrieren. Wir haben b =20.000 m/s> und ¢ = 35.000 m/s> gewiihit.

Die Geschwindigkeit steigt fast linear, und die Kugel verlédsst das Rohr nach 0,049 s
mit einer Geschwindigkeit von &~ 938 m/s.

Fiir das gewdhlte Modell ist die Geschwindigkeit v(t) =bt — ct?/2 + vo (analytische
Losung).

Eintriige im Arbeitsblatt

A9: 0 ; A10: =A9+B$1; kopieren bis AB5.

B9: = A9 ; B10: =A10-B$2; kopieren bis B65.

C9: =WENN (A9<=1/20;B$4-B$5*A9;0) ; bis C65 kopieren.

D9: =WENN (B9<=1/20;B$4-B$5*B9;0); EO9: =B3. Kopiere D9 bis D65.

E10: =B$1*(C9+4*D10+C10)/6+E9 (Simpson -Integration firr die Geschwindigkeit); kopieren bis
E65.

F9: =B$4*A9-B$5*A9+2/2+B$3 (analytische Losung)

Wegen der Linearitéit des Modells, stimmen hier numerische und analytische Losung tiberein.
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Experimentell bestimmte Druckverteilung fir

M14
60
— 50
~
<
< 40
=
=
S 30
o
= 20
a2
5]
210
[:}
-1 9 14 19 24
Ort [inch]

Abb. 18.15 Druckverteilung entlang des Laufs des Gewehres M 14

Realistisches Modell: Wir verwenden nun die experimentell bestimmte Druckverteilung
im Lauf des amerikanischen Gewehres M14 aus [34]. Das Profil der Druckverteilung
befindet sich in Abb. 18.15.

Daten: Lauflainge =24 inch (=60.96cm), m =0,0215 1b (=9,75 g), Querschnitt des
Rohres: A =0,07069 inch? (= 0,456 cm?).

Aus dem Gesetz von der Erhaltung der Energie im Intervall [xi,x;j41] erhalten wir fiir

die Geschwindigkeit
) o 2A [HiH
Xit1 = [X7 + —/ p(x)dx,
m Jy

worin p(x) der Druck ist.
Fiir die Zeit ergibt sich eine Rekursionsformel:

Xigl ]
fig1 =t + / —dx
X X

i

Die Integrale werden diesmal angenéhert tiber das arithmetische Mittel berechnet.

Eintrige im Arbeitsblatt

A5 bis A35 sowie B5 bis B35: Werte fiir den Druck in Abhéngigkeit des Ortes aus [34].
Beachten Sie, dass von A5 bis A17 der Druck je 0,5 inch gemessen wurde, ab A18 wird
er in Abstidnden von 1 inch gemessen.

C5 0 ; Cé6: =WURZEL (C5%2+C$2* (B5+B6) *1000*0,25) bis C17
C18: =WURZEL(C172* (~2+C$B17+B18)*1000*0,5) bis C35

E5: 0 ; E6: =3*A6/C6 (= Startwert fir t)

E7: =E6+((1/C6 +1/C7)*0.25)*1000 bis E17

E18: =E17+((1/C17+1/Cc18)*0,5)*1000 bis E35
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A o e D E F G H I
1 Realistisches Modell fiir die Geschwindigkeit einer Kugel
2 Const=! im Innern des Laufs eines M14 Gewehres (Druckverteilung nach [4])

Ort  p/1000
3 [inch] [Ibfinch”2] w [inchfs] wv[m/s] t[ms] 1000 16
4 300 Geschwindigkeit in m/s —== 14
5 0 0 000 000 00000 & ¥ = 3
6 0,5 14,7 305420 77,58 0,4911 :? s 10
7 291 609279 15476 06140  E %
8 15 39,6 8984,25 228,20 0,6829 $ 40 b o
9 451 11595,88 294,54 0,7323 & 300 i
10 2,5 48 1391196 353,36 0,7718 200 :
1 3 493 15977,67 405,83 0,8054 100 e
12| 35 50 17840,92 453,16 0,8351 g 00
13 4 487 19517,43 49574 0,8619 ¢ : e . w ”

Ort [inch]

14 45 45,7 20996,02 533,30 0,3866
15 5 42,9 2229474 566,29 0,9097 o p
16 5,5 40,2 2344756 595,57 09316 900 Geschwindigkeit in m/s
17 6 379 24481,58 621,83 09525 50
18 7 335 26267,16 667,19 0,9919 % W
19 8 295 27747,41 704,78 1,0290 )
20 9 26,1 28991,08 736,37 1,0643 '_g 0 5
21 10 229 30044,47 763,13 1,0981 k] &l
2 1 202 30941,39 78591 11309 & 2
23 12 18,2 31719,15 805,67 1,1629 10
24 13 16,3 32402,00 823,01 1,1941 =
25 14 14,8 3300545 838,34 1,2246 = o
% 15 13,5 3354513 852,05 1,2547 -
27 16 12,3 34029,69 864,35 1,2843

Abb. 18.16 Kugel in einem Gewehr — realistisches Modell [Arbeitsmappe: Gewehr.xlsx; Blatt:
Realistisches Modell]

Das Ergebnis befindet sich in Abb. 18.16. Nach ~ 1,5 ms verldsst das Geschoss den Lauf
mit einer Geschwindigkeit von &~ 927 m/s.

18.6 Das harte Leben der Bakterien

Wir haben schon im Abschn. 15.2.1 das Wachstum von Populationen mittels der
Euler-Methode erortert. Im folgenden Beispiel untersuchen wir das Wachstum einer
Bakterienkultur, diesmal aber aus einem anderen Blickwinkel. Wir betrachten zwei Fille.

Fall 1
Im ersten Fall wird davon ausgegangen, dass die Bakterien aufgrund des begrenzten Rau-
mes sterben. In diesem Fall wird die Sterblichkeitsrate proportional sein zu der Anzahl
von Bakterien, die bereits vorhanden sind.

Die Gleichung des logistischen Wachstums (GI. 15.5) kann wie folgt umgeschrieben
werden:

p 2
Yy = (1 + m) Yx—1 —TYs_1
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A B C D E F G H
Wachstum einer Bakterienkultur

1

2 (ohne Abfall)

3

4  Zeitx Anzahl y

5 0 50 8eT

6 1l 65 200 +

7 2 83 Z 150 1

8 3 102 N

9 4 ey

10 5 141 50 ¢

1" 6 158 0 ; : : .
12 7 171 0 5 10 15 20
13 8 181 Wochen

14 9 188

15 10 192

16 11 195 .

17 12 197 Anzahl zu Beginn { Bakterien

18 13 198 : Bakterien/Woche
19 14 199 p/100 i Bakterien/Woche
20 15 199

21 16 200

22 17 200

23 18 200

24 19 200

25 20 200

Abb. 18.17 Wachstum einer Bakterienkultur (Fall 1: Ohne Abfall) [Arbeitsblatt: Bakterien.xlsx;
Blatt: Fall 1]

yx ist die Anzahl der Bakterien am Ende der x-ten Woche, p der wochentliche Wachstums-
faktor und r der Faktor der Mortalitédt pro Woche.

Das folgende Arbeitsblatt (siche Abb. 18.17) berechnet die Anzahl der Bakterien mit
einer Anfangspopulation von 50 Bakterien, p/100 = 0,4 Bakterien/Woche und r = 0,002
Bakterien/Woche. Das Modell zeigt, dass die Kultur einem Grenzwert von 200 Bakterien
zustrebt.

Eintrige im Arbeitsblatt
B5: =F17 (Anfangspopulation)
B6: =(1 + $F$19) *B5-$F$18*B52; bis B25 kopieren
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A
1
2
3
4
5 0
6 1
7 2
8 3
9 4
10 5
1 6
12 7
13 8
14 9
15 10
16 11
17 12
18 13
19 14
20 15
21
22
23
24

Zeitx Anzahl y

50
65
76
77
67
49
31

[y
co

OO0 O R KL NWUMWY

50
115
191
268
335
384
415
432
442
447
449
450
451
451
451
451

D E F G H
Wachstum einer Bakterienkultur
(mit Abfall)

Anzahl

Wochen

i Bakterien
i Bakterien/Woche
4 Bakterien/Woche

Anzahl zu Beginn

.
p/100

Abb. 18.18 Wachstum einer Bakterienkultur (Fall 2: Mit Abfall) [Arbeitsblatt: Bakterien.xlsx;

Blatt: Fall 2]

Fall 2

Ganz anders ist die Situation, wenn wir die Abfille beriicksichtigen, die die Bakterien
produzieren und in der Kultur hinterlassen. Die Anzahl der Bakterien am Ende der x-ten
Woche wird von der folgenden Gleichung y, = (1 + ﬁ) Yx—1 — Fly_1Yx—1 gegeben,
wobei n die Gesamtzahl der Bakterien ist, die in der Kultur am Anfang der x-ten Woche
lebten. Das Ergebnis fiir dieses Modell wird in Abb. 18.18 gezeigt: Die Bakterien ersticken

in ihrem eigenen Abfall!

Eintrige im Arbeitsblatt

B5: =F17
B6: =(14+$F$19) *B6-$F$18*B6*C6; bis B20 kopieren
C5: =B5; C6: =B6+B5; bis C20 kopieren
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18.7 Irrweg eines Molekiils

In diesem Abschnitt simulieren wir den Irrweg eines Molekiils in einem Gas. Dies ist das
mathematische Modell fiir eine sehr grole Familie von Prozessen. Eine Analogie ist der
wenig kontrollierte Weg eines Betrunkenen in einem offenen Feld. Nach jedem Schritt
vergisst er, wohin er eigentlich wollte und nimmt einen anderen Weg. Wir wollen anneh-
men, dass sein Irrweg an einem Pfahl inmitten des Feldes begann, der der Ursprung unseres
Koordinatensystems sein soll. Unser Ziel ist es, festzustellen, wo sich der Betrunkene nach
einer Reihe von N Schritten befindet.

Fiir eine dhnliche Untersuchung im Fall eines niichternen Molekiils in einem Gas
benotigen wir einige Formeln:

1. Die mittlere freie Weglinge ) eines Gasmolekiils ist gegeben durch

T
A =31073—
pd?

d = Durchmesser des Molekiils und A sind in Angstrom (10~ %m; A)
p = Druck des Gases wird in mbar gemessen
Z. B, bei T=300 K, p=1000 mbar und d =3E — 10 m haben wir A = 1022 A.

2. Wir machen eine zweidimensionale Betrachtung (Brownsche Bewegung in einer Ebe-
nen): Wenn sich das Molekiil nach einer Kollision im Punkt P(x, y) befindet, dann
durchlduft es anschlieBend die Strecke s unter dem Winkel B (gemessen relativ zur
X-Achse) bis zum Punkt P’ = (x’,y’) der nichsten Kollision. Seine Koordinaten sind

x' = x4 scos (B)
y =y +ssin(p)

wobei s = —AInR1 und B =2mR2. R1 und R2 sind Zufallszahlen, die Excel mit
=ZUFALLSZAHL() ermittelt.

Nach N Teilstrecken befindet sich das Molekiil im Abstand Ly vom Ursprung. Man
kann zeigen, dass Ln/N eine gute Abschitzung von ) ist (hierfiir und fiir alle anderen
theoretischen Grundlagen unseres Themas siehe [35]).

Eintriige im Arbeitsblatt

1. In Zeile 10 befinden sich die Anfangswerte aller Daten:

B10: 0 (= R1); C10: 0(=R2); DI10: 0; E10: = 0; F10: H10: =0
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A9 i | X I
A B c ] E F G H | J K L M N

1 Irrweg eines Molekiils in einem Gas

2

3 e .

4 Mittlere freie Weglinge: A= o 1022 Angstrém

5

6 Schatzung der mittleren freien Weglange Ly/N= 1066,72 Angstrom

z ¥

MNummer Summe 25
der der
Kollision M k2 Beuil! | strwciiey Strecken x 24 3

] n Ln \

9 A

10 0 044009 0,08804 0 '] 1] 0 o ¢

1 1 080542 0,78736 5060629 244,3266 2443266 §3,37494 -229,6609 11

12 20,0245 0,52465 0,153943 659,2226 903,5492 7348017 -128,5786

13 3 000387 0,17158 0,024325 1801466 2705,015 2535,734 -B84,76185

14 4 0,37303 052055 2,343834 667,2377 3372,253 2069,794 3928419

15 5 0,38942 0,13741 2446779 2028487 5400739 511,5648 1691564 28 . 16 s
16 6 060437 083621 3,797372 182,807 5583546 366,6769 1580,093 ' '
17 7 0,24878 0,56338 1563142 586,4311 6169977 3711656 2166,507 e

18 8 054207 0,13182 3405941 2070,901 8240878 -1627,798 162542

19 9 0,95893 0,40345 6,025121 927,6806 9168,559 -730,837 1388668 A

20 10 0,64398 0,22389 4046217 1529504 1069806 -1676,041 186,1817 b=

21 11 0,11792 0,73967 0,740929 308,1784 11006,24 -1448,654 394,1941

2 12 052579 0,83815 5816915 1804385 1118668 -1287477 313,0765 2

3 13 0,434 0,65953 0,938735 4253891 1161207 -1036,154 656,2852

24 14 051887 0,25626 3,260161 1391505 13003,57 -2417.888 4916833 25

25 15 0,82523 0,94387 5185086 5904215 13062,62 -2391,007 439,1155
Abb. 18.19 Trrweg eines Molekiils in einem Gas [Arbeitsmappe: Irrweg.xlsx]

2. In Zeile 11 sind die Formeln, die wir bis Zeile 210 kopieren.
B11: =ZUFALLSZAHL () (=R1)
C11: =ZUFALLSZAHL () (= R2)
D11: =2*PI ()*Bl1; E11: =-G$4*LN (C1l1); F11: =E11+F10
G11: =G10+E11*COS (D11) ;
H11: =H10+E11*SIN(D11)

3. Die mittlere freie Wegldnge (= \) des Molekiils im Gas befindet sich in G4.
4. F6 enthilt die Schitzung Ln/N fiir die mittlere freie Wegldnge, d.h. =F210/2A210

Fiir die Grafik (vgl. Abb. 18.19) wihlen wir den Bereich G10:H210. Jedes Mal, wenn wir
F9 driicken, erhalten wir eine neue Simulation (manuelle Berechnung).
Das Molekiil beginnt die Tour in (0,0) und macht N =200 Zusammenstofe.

18.8 Compton-Effekt

A. H. Compton (1892-1962) fiihrte im Jahre 1923 Experimente durch, in denen Ront-
genstrahlen an einem Graphit-Target gestreut wurden. Die Wellenldnge der unter einem
gegebenen Winkel 6, gemessen in Bezug auf die Einfallsrichtung, gestreuten Strah-
len wurde unter Verwendung der Bragg-Beugung bestimmt. Compton zeigte, dass die
Streustrahlung eine niedrigere Frequenz hatte als die einfallende Strahlung.
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Modell

Vor der Kollision haben wir ein Elektron in Ruhe und ein einfallendes Photon der Wellen-
lange '\, nach der Kollision sehen wir ein gestreutes Photon )" und ein Elektron, das sich
mit der kinetischen Energie E. = hc/A — he/)\" bewegt. Das einfallende Photon fiihrt zu
einem neuen Photon mit niedrigerer Energie.

Um den Compton-Effekt zu analysieren, muss beriicksichtigt werden, dass es sich
um einen relativistischen Effekt handelt. Das Photon ist ein relativistisches Teilchen,
das sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegt. Das bedeutet, dass wir die Gleichungen der
Relativititstheorie auf die Anderungen von Masse, Energie und Impuls anzuwenden
haben.

Wir tragen '\ und 6 des einfallenden Photons in die Zellen B4 und B5 ein. Die anderen
GroBen werden in der folgenden Reihenfolge berechnet:

1. M = N+ (1 —cos(0)) mit A =hc/Eg (= Compton-Wellenlidnge) und Eg :moc2;
)/ = Wellenlinge des Photons nach dem Zusammensto3

2. Ec =hce/N — he/) (= Kinetische Energie des Elektrons)

. pcaus (pc)®> = EC2 + 2 EgE. (p ist der Impuls des Photons)

4. Winkel ¢ der Elektronenstreuung aus der Komponente des Impulses in Bezug auf die
y-Richtung: —pc sin(¢) + he sin(0)/A" =0

w

Die Gleichung pc cos(¢) + he cos(0)/\" =he/\ (die Impulskomponente in der x-Richtung)
kann zur Kontrolle verwendet werden.

Die Abb. 18.20 zeigt die Streuwinkel von Elektron und Photon (oberes Kreisdiagramm)
und ihre Energien (unteres Sdulendiagramm).

Der Compton-Effekt findet eine Anwendung in den sogenannten Compton-Teleskopen
oder Compton-Kameras. Man misst in ihnen Energie und Richtung des gestreuten Pho-
tons und des Elektrons, um Energie und Ursprungsrichtung des einfallenden Photons zu
bestimmen (siehe [36]).

Eintrige im Arbeitsblatt
In B36: B41 befinden sich die Konstanten e, mg, c, h, hc, Eg.

B8: =B5*PI () /180; B9: =B4+B40* (1-COS (B8) ) /B41

B11: =B40*(1/B4-1/B9); B12: =B11/B36

B14: =B40/BY; B15: =B14/B36

B17: =B40/B4; B18: =B17/B36

B20: =WURZEL (B11l* (2*B41+B11))

B21: =ARCSIN(B$40*SIN(B$8)/(B9*B20)) ; B22: =B21*180/PI()

Die Zellen B25:B27 haben wir mit dem benutzerdenierten Formattyp 0 “°”versehen, und die Zellen
B30:B32 mit 0 *keV”(Zellen formatieren> Zahlen > Benutzerdefiniert > Typ.).
In B25:B32 haben wir die Daten fiir die Diagramme aus der Berechnungen kopiert.
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A B C D E F G H
1 Compton-Effekt ==
i Eingaben 7 [E'Zﬁti""’
7L i
4 Lambda [m i —_—
5 Theta [Grad| Theta ——
6 (Photon) r’
7 Berechnungen: 120°
8 Theta [rad] =  2,094395102
9 lambda’ [m]=  3,464E-11 &
1L - Streuwinkel von Elektron und Photon
11 Energie-Elektron= 6,73E-16 Joule
12 4,20E+03 eV
13
14 Energie-Photon= 5,73E-15 Joule
15 = 3,58E+04 eV T 40keV
: T 36 keV
16 1
Tl Energie-Gesamt= 6,41E-15 Joule 1
18 4,00E+04 eV 4
19 1
20 pe=  1,05213E-14 1
21 Phi (Elektron)=  0,491600892 4
22 28,17 Grad 1 4 keV
23 ] —
24 |Zusammenfassung: E-Gesamt  E-Photon E-Elektron
L Ph {Elektron) 28"\{rot) Energieaufteilung in eV
26 212 * (Komplement f
ol Theta (Photon) 120 ° (blau)
28
29
30 E-Gesamt: 40 keV
31 E-Photon 36 keV/
32 E-Elektron: 4 keV
1

Abb. 18.20 Compton-Effekt [Arbeitsmappe: Compton.xlsx]

18.9 RLC-Schaltung mit AC-Quelle

Wir untersuchen zwei verschiedene Wechselstromschaltungen.

Schaltung 1
Die Abb. 18.21 zeigt eine parallele RLC-Schaltung, die von einem Wechselstromgenerator
mit der Kreisfrequenz w gespeist wird. Die Impedanz Z eines Schaltungselements, das an

Abb. 18.21 RLC-
Schaltung mit L +R
parallel zu C
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A B C D E F G H I J K L M N (o]

1 RLC-Kreis mit L+R in parallel mit C geschaltet Makro mit Strg+r aufrufen

2

3 w o Z(rl) Z(r2) Z(r3) 1200

4 0 10 20 60 10

5 628 163 24 621 1000 - »

6 1257 289 342 68,6 i

7 1885 454 496 79,9 200 | l

8 2513 684 71,7 97,1 |

E

9 3142 105 107 122 8 &0 PN

10 - 3770 174 171 154 | S P

11 0,(rl): 4974,94 4398 365 315 185 400 - M

12 yee(rl) : 4898,98 5027 999 509 194 £ )
| 13 @ilrl)= 4000 5655 377 320 174 200 - ,z;__.i‘.o,ﬁ \'-..

14 6283 213 202 146 _____,_F_—;*"’J' B
| 15 6912 150 147 122 0 ket e = .

16 7540 118 116 104 0 2000 4000 6000 8000 10000
17 8168 97,6 96,8 89,9 @fHz

18 8796 83,8 83,3 79,2

19 9425 737 734 708 — ) e 4r2) r3)

20

Abb. 18.22 |Z| in Abhingigkeit von w [Arbeitsmappe: RLC_Schaltung.xlsm; Blatt: RLC 1]

einer Wechselspannung liegt, ist die Ursache fiir den Spannungsabfall iiber dem Element
und fiir den Strom, der es durchflief3t.

Impedanz des Widerstands: Z = R
Impedanz der Induktivitit: Z = —iwL

Impedanz des Kondensators: Z = i /wC

Fiir den Absolutwert der Impedanz der gezeigten Schaltung erhalten wir

1 R? + (wL)?
|Z| = | 2
R2 + (wL - w)

wc

Die Phasenverschiebung ¢ zwischen der Spannung U und dem Strom I wird durch die
folgende Beziehung gegeben

tanp = ?(1 —w°LC) — wRC

(tang ist definiert durch Im(Z)/Re(Z), und ¢ ist der Phasenwinkel der Spannung in Bezug
auf den Strom -und nicht der Phasenwinkel des Stroms gegen die Spannung. Wir haben

SO: @ = Qu — ¢i)
Im Resonanzfall, d. h. ¢ =0, ergibt sich
) 1 R?
w, = — — —
res LC L2

In den meisten Fillen haben wir R2ZC/L << 1 und wyes ~ (1/LC)Y/2.
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[(Aligemein)

Sub parallel RLC()

1l = Cells(3, 2): r2 = Cells(4, 2): r3 = Cells(S, 2}

ells(6, 2)

ells (7, 2)

i = Application.Pi()

eps = 0.000001 ' vermeidet Division durch 0 in 1/(wC) fir w=0

(e lw]

mEOR

R = Array(rl, z2, x3)

For i =0 To 2
n=3
For £f = 0 To 1500 Step 100
W=2%*Pixf
Zl1 =W * L
22 =1/ ((W + eps) * C)
Z =522 * Sgr{(R(i) ~ 2 + 21 ~ 2) / (R{i) ~ 2 + (21 - E2) ~ 2))
n=n+1
If i = 0 Then Cells(n, 4) = W: Cells(n, 5) = 2
If i = 1 Then Cells(n, €) = 2
If i = 2 Then Cells(n, 7) = &
Next £
omega res = Sqr((1 / (L *C) -R(i) ~2 /L~ 2))
Cells(i + 11, 2) = omega_res
Next i
End Sub

Abb. 18.23 VBA Programm zur Berechnung von IZI in Abhingigkeit von o [Arbeitsmappe:
RLC_Schaltung.xlsm; Makro: parallel_RLC]

Die Teilstrome Iy, und Ic in den beiden Zweigen der Schaltung konnen viel grofler sein
als der Gesamtstrom. Es ist die Rede von Stromresonanz.

In der Abb. 18.22 untersuchen wir die Resonanz der Impedanz IZI fiir drei verschiedene
Werte von R.

Das entsprechende Programm befindet sich in Abb. 18.23.

Schaltung 2
Fiir die Schaltung der Abb. 18.24 wollen wir eine Tabelle anlegen, in der alle Rechnun-
gen im Detail ausgefiihrt werden. Das Arbeitsblatt der Abb. 18.25 berechnet Gesamt-
und Teilimpedanzen, Zweigstrome und Gesamtstrom, Spannungen {iber allen Elementen,
Gesamtleistung und Phasenwinkel zwischen Spannung und Strom.

Die komplexen Formen der Impedanzen sind:

R1, L1: Z1=Ri+wlLiei ; Ri=R
R, L2: Zz2=Ro+wlL2ei ; R2=0

Rs, C: Z3=R3-1/(wC) i ; R3s=0
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Abb. 18.24 RLC-

Schaltung 2
g 1; €
—
Iy
(O R
L L
1
Wir berechnen die Impedanz der Parallelschaltung mit Z, =Z717Z,/(Zy +Z5).
Eintrige im Arbeitsblatt
B10: =2*PI()*B6; C10: =D6; D10: =B1l0*F6; E10: =E6
F10: =B10*G6; G10: =C10*E10-D10*F10; H10: =C10*F10+D10*E10
B14: =C10+E10; C14: =D10+F10; D14: =B1472+C14*2
E14: =(G10*B14+H10*C14)/D14; F14: =(H10*B14-G10*C14)/D14
G14: =E14; H14: =F14-1/(B10*H6); I14: =WURZEL (G1472+H14"2)
B18: =C6/I14; C18: =B18*WURZEL (E1472+4F14~2); D18: =B18/(B10*H6)
E18: =C18/WURZEL (C1042+D10%2); F18: =C18/WURZEL(E10~2+F10~2)
G18: =C6*B18*COS (H18*PI()/180) (= Gesamtleistung in Watt)
H18: =ARCTAN(H14/G14)*180/PI () (=Phasenwinkel ¢ in Grad)
118: =E18*B10*F6 (= Spannung an L1); 120: =E18*D6
\ B C D E F G H I J
1 RLC- Schaltung: C in Serie mit ((R+L) und L) parallel
2
3 a
4 4
5
& Daten
7 d
& ZwischTnwerte Z1 2 Z1"Z2=N
9 w real imag real imag real imag
10 314,16 50,00 314,16 0,00 62832  -19739200  3,14E+04
11
12 Z1+22=D ch2+dA2 Zp=NID Zges |Ztot]
13 real imag real imag real imag
14 5,00E+01 942 48 8 91E+05 22 16 210,62 22 16 51,46 56,03
15
16
17 Endwerte lges=13 Upar uc " 12 Pges in W Phi in Grad uL1 URrR1
18 3,93 831,56 624,93 2,61 1,32 341,66 66,70 821,22 130,70

Abb. 18.25 Ergebnisse fiir RLC-Schaltung 2 [Arbeitsmappe: RLC_Schaltung.xlsm; Blatt: RLC 2]
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Anregung
Entwerfen Sie einen “RLC-Taschenrechner”, der mittels eines UserForms (Benutzerfor-
mular), die vorigen Daten aufnimmt und die Ergebnisse berechnet (sieche Abschn. 3.3.1).

18.10 Verteilung der von ?°Po emittierten Alphateilchen

Seltene Ereignisse folgen oft einer Poisson-Verteilung. Sie wird haufig fiir die Modellie-
rung von Zihlraten benutzt, um beispielsweise die Anzahl der von >!'°Polonium in einem
bestimmten Zeitintervall emittierten Alphateilchen zu beschreiben.

Im Jahr 1910, registrierten E. Rutherford und H. Geiger 2608-mal die Anzahl der
Alphas, die wihrend eines Zeitintervalls von 7,5 s emittiert wurden [37].

Wir wollen wissen, ob die von ihnen beobachteten Frequenzen f, ; (= Haufigkeit mit
der i=0, 1, 2 usw. Alphateilchen beim Experiment auftraten) annihernd Poisson-verteilt
sind. Da nur selten 11 oder mehr Teilchen pro Messung beobachtet wurden, werden nur
n = 12 Haufigkeiten in Betracht gezogen (fo,0, fo,1, fo,2 - .. fo,i>11).

Die Abb. 18.26 zeigt die beobachteten Ergebnisse und deren Analyse.

Um die Arbeitsmappe aus Abb. 18.26 zu erstellen, bendtigen wir folgende Betrachtun-
gen aus der Statistik:

1. Wenn f. ; die erwarteten Frequenzen aus einer Poisson-Verteilung stammen, dann ist

V2
die GroBe ng =>", (f‘”f# schitzungsweise x2— verteilt (X2 = Chiz) mit

n — 2 Freiheitsgraden (vgl. Abschn. 13.4.8).
2. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Poisson-Verteilung ist:

A B C [+] E F G H 1 J K L M N
1 Chi”2-Test fiir Priifung auf Poisson-Verteilung

Haufigkeit

Experimentelle Verteilung der Anzshl  der fl::;:::;
emittierten Alphateilchen M‘:;'. E':;;":" bel einer
600 teilchen  Alpha- Po[s?on—
3 525 532 teilichen Vreteilung
> 500
5 xi foi  xi*foi  xil  fp(xi387)  fei  (CHINJi
[ 408 1] 57 0 1 0,021 54,4 0,122
7 0 = 1 203 203 1 0081 106 0273
CR 2 383 766 2 016 w074 1465
9| %0 47 3 525 1575 6 0202 5255 0,001
10 g 4 532 2128 24 0,195 5084 1,094
11 03 5 w8 2040 120 0151 3935 0536
12| W0 6 273 1638 720 0007 2538 1,458
13 i 7 139 973 5040 0,054 1403 0,012
71— 8 a5 360 40320 0,026 679  7.698
15 L - 9 27 243 362880 0,011 92 0,62
1 | | Bm® s 10 10 100 3628800 0,004 11,3 0147
17 e e e e 11 6 66 39916800 0,002 40 1,03
18 Anzahl der Alphatsilchen / 7,55 N= 2608 10092 CHIN2= 14,005
19 Mu= 3870 0.95%- CHINZerit= 18,307

Abb. 18.26 Rutherford-Geiger Experiment [Arbeitsmappe: Alphateilchen.xIsx]
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fp(x, ) = pu e ™ /x!

Die erwarteten Frequenzen f berechnen wir mit fe ; =N - f,(xj,n). N= X x; =2608.

. Die mittlere Anzahl der beobachteten Teilchen pro Zeitintervall liefert einen guten

Schitzwert fir -

n

n
info,i info,i
i=1 i=1

i fo,i

i=1

~
~

N

. Chi2-Test : Wenn xg Kleiner als der kritische Wert Chi%; = Chi? (11— a,n—2))

ist, dann sind die experimentell bestimmten Frequenzen Poisson-verteilt mit einer
Konfidenz von 1 — a.

Eintriige im Arbeitsblatt
In den Spalten H und I sind die experimentellen Werte

J6:

K6:
118:

M)
L6:

Me6:
N6:

=H6*16; bis J17 kopieren (= xi*fo,i)
1, K7: =K6*H7; kopieren bis K17 (= Fakultat)

=SUMME (16:I17 ; J18: =SUMME (J6:J17) ; J19:  =J18/118 (=

=J$19~H6*EXP (-J$19) /K6; kopieren bis L17
=L6*I$18; kopieren bis M17
=(M6-16)~2/M6; kopieren bis N17 (= fe,)

N18: =SUMME (N6:N17) (= PrifgroRe CHI-Quadrat)

In

N19 steht die Funktion =CHIQU.INV (0,95;10), um den kritischen Wert von

CHI2 mit 1 — o Konfidenz und 10 Freiheitsgraden zu bestimmen.

Da dieser Betrag kleiner ist als der kritische Wert von CHI*2 (= 18.307) fiir a = 0,05

und f= 12 — 2 =10 Freiheitsgrade, kénnen wir mit 95 % Konfidenz annehmen, dass die
experimentellen Daten einer Poisson-Verteilung folgen.

zZu

Es ist ratsam, dieses Beispiel mit dem Test auf Normalverteilung (im Abschn. 13.4.8)

vergleichen.
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A C
Ableitung einer Funktion, 127 Cells, 48, 90, 158
ACHSENABSCHNITT, 247 CHI-Quadrat-Test, 239, 368
ActiveCell.Value, 47 CHIQUL.INYV, 239
ActiveX-Steuerelemente (CommandButton), Chr, 91
24, 68, 70 Compton-Effekt, 361
Add-Ins, 13, 323
Alphateilchen, 314, 367 D
Alternativhypothese, 231 Daten, klassifizierte, 239
Analyse-Funktionen, 13 Datenanalyse, 218, 236
Anfangswertproblem, 270 Datentyp, 33
Anpassungstest, 239 DateSerial, 70
Application, 132 DATUM, 52
Application.ActiveCell, 27 Debuggen, 27
Application.Calculation, 87 Diagramme
Application.Sum, 47 3D-Drehung, 211
Arbeitsblatt, 1, 14 Achse formatieren, 3
Arbeitsmappe, 1 Achsenoptionen, 3, 247
Archimedische Spirale, 198 als Standarddiagrammtyp festlegen, 56

Datenreihe bearbeiten, 159, 206
Diagrammelemente, 3

B Diagrammtyp éndern, 6, 279
Bahn einer Rakete, 347 gruppierte Sdulen, 12, 217
Barwert, 329 Punkt(XY), 1
Bearbeitungsleiste, 2 >3D-Blase, 157
Befehlsschaltfliche, 25, 45 Punkte
Berechnung, iterative, 125 mit Datenpunkten, 9
Berechnungsoptionen, 67, 125 mit geraden Linien, 2, 5,9
Bestimmtheitsmaf}, 249 mit interpolierten Linien, 6, 53
Beugung Schnittpunkt, 253
an einem Gitter mit N Spalten, 60 Trendlinie, 253, 256, 257, 260
an einem Spalt, 58 formatieren, 253
Bewegung in einem r—1-Feld, 316 hinzufiigen, 247
Biorhythmus, 51 Trendlinienbeschriftung, 247
Bisektionsverfahren von Bolzano, 115 Trendlinienoptionen, 247
Brachistochrone, 200 Zeichnungsflache formatieren, 6
© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 371

F. J. Mehr, M. T. Mehr, Excel und VBA, DOI 10.1007/978-3-658-08886-6



372

Sachverzeichnis

Diagrammititel, variabler, 61
Differentialgleichungen, gekoppelte

1. Ordnung, 285

2. Ordnung, 308
Dim, 32, 91, 141, 157, 163
Dimensionierung, dynamische, 262
Do...Until, 30, 82
Do...While, 82
Drehung, 3, 8, 9, 202
Dreikorperproblem, eingeschrinktes, 347

E
Eigenschaftsfenster, 45
Elektronenbahn in parallelen E- und B- Feldern,
208
Entscheidungsvariablen, binire, 330
Entwurfsmodus, 25
Euler-Methode, 270
fiir gekoppelte Differentialgleichung, 285
Eulersche Zahl e, 135
ex-Reihe, 132
Excel 2013, 1, 22
Funktionen, 5
Hilfe, 4
Exit Sub, 30

F
F-Verteilung, 235
F5-Gehe zu>Verweis, 56, 133
F8-Auswahl erweitern, 56
F8-F5-Verfahren, 56, 187, 196
F9 neu berechnen, 65, 67, 361
Fiillbereich, 206
FAKULTAT, 40, 41
Fibonacci-Folge, 43
For...Next, 26
For...To, 41, 153, 172
Format, 95, 132
benutzerdefiniertes, 19, 37, 68, 73, 247
Formatvorlagen, 13
Formeliiberwachung
Formeln anzeigen, 77
Pfeile entfernen, 125
Formularsteuerelemente, 25, 48, 78
Fotostrom, 264
Fourier-Reihen, 169, 173
Fiillbereich>Unten, 133

Funktion/Function, 35
benutzerdefinierte, 35, 83, 89, 119
komplexer Zahlen, 101

Funktionsgraphen, 5

G
GANZZAHL, 65
Gas, ideales, 251
Gauss-Algorithmus, 166
Gauss-Seidel- Methode, 122
Gefrierpunkt einer Fliissigkeit, 257
Gesamtvarianz, 235
Geschwindigkeit einer Kugel im Lauf eines
Gewehrs, 354

Gleichung

kubische, 92

quadratische, 85

von Wallis, 115

von Lotka und Volterra

(Réuber-Beute-Modell), 290

Gleichungssystem

lineares, 122, 160, 334

nichtlineares, 336
Gregorianischer Kalender, 74
Gregory-Machin-Algorithmus, 142
GRG-Nichtlinear, 323

H
HAUFIGKEIT, 12, 216
Helmholtz-Spule, 57
Heron-Algorithmus, 109
Heun-Methode, 277

mit innerer Iteration, 281
Histogramm, 13, 218, 241
Horner-Verfahren, 136
Hypothesentest, 227

I

If, 70
If...Elself...Then, 32
If...Then, 26
If...Then...Else, 27, 71
If...And...Then, 158

InputBox, 27, 87, 91

INT, 51

Interferenz, 54, 57

Interpolation
nach Lagrange, 189
nach Newton, 183
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Investitionsentscheidung bei Projekten, 329
Irrtumswahrscheinlichkeit, 224

Irrweg eines Molekiils, 360

Iteration, 40, 109

J
Julianischer Tag, 74

K
3D-Kurven, 202
Kalender, gregorianischer, 74
Kennwerte einer Stichprobe, 215
KOMPLEXE, 98, 101
KONFIDENZ.NORM, 228
KONFIDENZ.T, 230
Konfidenzintervall, 227, 251
Kopieren, 4, 17
Korrelationskoeffizient, 249
Kosinusreihe, 146
Kurve
logistische, 275
parametrische, 195

L

Lagrangepolynome, 189
Laplace-Gleichung, 125
Leibniz-Reihe, 142
Lissajous-Figuren, 195, 205
Logarithmus-Reihe, 132
Long-Variable, 141
Lotusbliite, 205

M
Makro aufzeichnen, 21
Makrorekorder, 21, 114
Massenschwerpunkt, 156
Math.Sqr, 110
Matrix, 8, 72
Matrixfunktion, 10, 88, 223, 247, 262
Klammern { }, 10
Matrixkonstante, 149
Matrixoperationen, 149
MEHRFACHOPERATION, 223
Merkurbahn, 310
Methode
der falschen Position (regula falsi), 118
der kleinsten Quadrate, 245
MINYV, 161, 259
MITTELWERT, 11

MMULT, 10, 161, 259

Modell fiir fallende Regentropfen, 341
Modul, 35

Monatskalender, 72

MsgBox, 27, 91

Multi-step-methods, 312

N

Niherung, numerische fiir die t-Verteilung, 242
Namens-Manager, 10, 86, 101, 242, 253
Nebenbedingung, 325
Newton-Raphson-Methode, 111
NORMVERT, 220, 221

NORM.INV, 232

NORM.S.INV, 224

Normalgleichung, 257

Normalmodus, 352

Normalverteilung, 219

Nullhypothese, 231

Nullstellen einer Funktion, 107

(0]
3D-Oberflachen, 210, 211
Object, 163
ODER, 67
Optimierung, 325

lineare, 325
Option

Base, 151

Explicit, 191
Osterdatum, 69
Oszillatoren, gekoppelte, 350

P

p-Quantil, 224

Pascal’sches Dreieck, 18

Pendelbewegung mit beliebiger Amplitude,
293, 344

Phasendiagramm, 295

Pi-Algorithmus der Briider Borwein, 145

Pi-Berechnungen, 139

Poisson-Verteilung, 367

POTENZREIHE, 146

Potenzreihen, 129

Prognosewert, 251

Projekt-Explorer, 83

Prozedur, 35

PriifgroBle, 231, 239

Public, 101
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R
RI1C1-Methode, 68
Randwertproblem, 270
Range, 101, 157
ReDim, 151
Registerkarten, 1
Regression
logarithmische, 264
polynomische, 256
Reihenname édndern, 157
Rekursion, 40, 43, 131
Resonanzkatastrophe, 300
REST, 52,70, 75
RGP, 247, 256, 262, 264
Riemann-Summen, 177
RLC-Schaltung mit AC-Quelle, 363
RUNDEN, 11
Runge-Kutta-Verfahren, 282
fiir Differentialgleichungen 2. Ordnung ohne
Zerlegung, 306
fiir gekoppelte Differentialgleichung, 289
fiir Systeme zweier Differentialgleichungen
2. Ordnung, 308

S
Schallgeschwindigkeit, 255
Schaltjahr, 77
Schnelllayout, 211
Schrodinger-Gleichung, 319
Schwebungen, 55, 351
Schwingung, harmonische, 55
Select Case, 32, 47
Set R = Selection, 157
Sheets, 90
Shift+F8— Zur Auswahl hinzufiigen, 56
shortcut-key, 35, 37, 70, 91
Sicherheit, statistische, 181, 224
Simple Lineare Regression, 245
Simpsonsche Regel, 171
Single-step-methods, 312
Sinusreihe, 129, 147
Sinusschwingungen, erzwungene, 299
Skalarprodukt, 155
Skalen, logarithmische, 62
Solver, 323
Andern von Variablenzellen, 323
GRG-Methode, 325
Nebenbedingung hinzufiigen, 326
Parameter, 323, 326, 331

Simplex-LP, 325, 326

Ziel festlegen, 323
Speichern, 3

Arbeitsmappe mit Makros (*xIsm), 22
Spirale, 197

archimedische, 198

logarithmische, 199
Standardfehler der Residuen, 249
STANDARDISIERUNG, 220
Standardnormalverteilung, 220
STEIGUNG, 247
Steuerelemente, 24

einfiigen, 25
Stichprobenfehler, 228, 230
Stichprobenwerte, 215
Str, 97
Stromresonanz, 365
Sub (Subroutine), 22, 35
SUMME, 47
SVERWEIS, 11, 77

t-Test, 232, 236
t-Verteilung, 226
Tag, julianischer, 74
Tangentenformel, 179
Teilbarkeit (ggT und kgV), 79
Teilchen, geladene, in einem
elektromagnetischen Feld, 207
Temperaturverteilung in einer Metallplatte, 124,
212
Test
auf Gleichheit zweier Erwartungswerte, 235
graphischer auf Normalitt, 241
Testen von Hypothesen, 231
Transponieren, 73
Trapezregel, 169

U

UMWANDELN, 255

UND, 69

Ungleichung von Tschebyschew, 222
UserForm, 45, 102, 367

A\

Val, 97

Value, 101

Van der Pol-Gleichung, 296
Variablen, reduzierte, 310
Variant, 151
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VBA (Visual Basic for Applications), 22 WENN, 65

Editor, 22, 36 While...Wend, 30, 41
vbNo, 28 WorksheetFunktion, 95, 101
vbQuestion, 28 Wortldnge, 139
vbYes, 28
vbYesNo, 28 VA
Vektorprodukt, 163 Zahlen, komplexe, 97, 98, 100, 102, 104
Verbinden und zentrieren, 3 Zellen
Verbindungs-Operator &, 30 formatieren, 2, 52
VERGLEICH, 191 verinderbare, 108
Verhulst-Gleichung, 275 verbinden, 3
Verschiebung, 7 Zellenbezug
Verteilungsfunktion, kumulierte, 220 absoluter, 17
VERWEIS, 191 relativer, 17

Zerfall, radioaktiver, 285

w Zielfunktion, 325
Wachstum Zielwertsuche

einer Bakterienkultur, 357 Zielwert, 108

logistisches, 275 Zinsen, 36
Wahrscheinlichkeitsdichte, 219 Zinseszinsen, 37
Wirmekapazitit, spezifische, 260 Zirkelbezug, 125
Wasserstoffatom, 319 ZUFALLSBEREICH, 67
Was-wire-wenn-Analyse, 107 ZUFALLSZAHL(), 65, 360

Datentabelle, 127 Zykloide, 200

Zielwertsuche, 107 Zyklotron, 197
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