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        Einführung


        
          Jeden Tag setzen Sie Logik ein – und ich wette mit Ihnen, dass Ihnen das überhaupt nicht auffällt! Sehen Sie sich doch einmal an, in welchen alltäglichen Situationen Sie Gebrauch von ihr machen:


          
            	
              Wenn Sie einen netten Abend mit einem Freund oder einer Freundin planen

            


            	
              Wenn Sie Ihren Chef um einen freien Tag oder eine Gehaltserhöhung bitten

            


            	
              Wenn Sie unter etlichen Hemden, die Ihnen gefallen, dasjenige heraussuchen, das Sie dann auch tatsächlich kaufen

            


            	
              Wenn Sie Ihren Kindern erklären, dass vor dem Fernsehen zunächst die Hausaufgaben erledigt sein müssen

            

          


          Bei all diesen Gelegenheiten verwenden Sie Logik, um sich Ihr eigenes Denken klarzumachen und andere Leute von Ihrer Sichtweise zu überzeugen.


          Auch wenn Sie vielleicht nicht immer nach Ihren eigenen logischen Gesichtspunkten handeln, ist doch Logik etwas ganz Natürliches – zumindest für uns Menschen. Und sie ist einer der wichtigsten Gründe dafür, weshalb es die Menschen geschafft haben, so lange Zeit auf einem Planeten zu überleben, der so viele andere Geschöpfe beherbergt, die größer, schneller, zahlreicher und wilder als sie sind.


          Und weil die Logik ohnehin ein Teil Ihres Lebens ist, entdecken Sie sie überall – wenn Sie erst einmal auf sie aufmerksam geworden sind.


          Dieses Buch soll Ihnen zeigen, dass die Logik ganz selbstverständlich zu unserem Alltag gehört. Wenn Sie das erkannt haben, dann können Sie verschiedenen Arten zu denken auf den Grund gehen und Ihre eigene Denkweise verfeinern. Die Logik hilft Ihnen dabei, das einzusetzen, was Sie bereits wissen (das sind die Prämissen, die Voraussetzungen), um dadurch zum nächsten Schritt (das ist die Konklusion, die Schlussfolgerung) zu gelangen. Außerdem ist die Logik ein fantastisches Instrument dafür, die Schwachstellen in einer Argumentation zu erkennen und aufzudecken – wenn Argumente beispielsweise nicht stichhaltig sind, wenn sie versteckte Annahmen oder einfach nur unklare Überlegungen enthalten.


          
            Über dieses Buch


            Logik gibt es seit langer Zeit – seit fast 2400 Jahren! Bei so vielen Menschen (damals wie heute), die über Logik nachgedacht und geschrieben haben, finden Sie es vielleicht schwierig herauszufinden, wo man eigentlich anfangen sollte. Doch machen Sie sich keine Sorgen, schließlich habe ich dieses Buch ja extra für Sie geschrieben.


            Wenn Sie gerade einen Einführungskurs für Logik belegt haben, können Sie mit diesem Buch Ihr Wissen erweitern. Alles, was Sie bei Ihrem Kurs lernen, wird hier mit vielen Beispielen Schritt für Schritt in einfachen Worten genau erklärt. Aber auch, wenn Sie einfach nur daran interessiert sind, zu erfahren, worum es bei Logik überhaupt geht, sind Sie mit diesem Buch gut beraten.


            Logik für Dummies eignet sich für jeden, der etwas über Logik wissen möchte – was das ist, woher sie kommt, warum sie erfunden wurde und sogar, wie sie sich vielleicht weiterentwickeln wird. Wenn Sie gerade an einem Logikseminar teilnehmen, dann finden Sie hier den Unterrichtsstoff eingängig präsentiert und erläutert, mit vielen Beispielen für verschiedene Aufgaben, die Ihnen Ihr Professor oder Lehrer stellen könnte. In diesem Buch gebe ich Ihnen einen Überblick über die unterschiedlichen Formen der Logik und versorge Sie mit einer soliden Wissensbasis, auf der Sie weiter aufbauen können.


            Logik ist einer der wenigen Unterrichtsstoffe, die an der Universität in zwei verschiedenen Fachbereichen gelehrt werden: in der Mathematik und in der Philosophie. Dass die Logik in zwei anscheinend so unterschiedliche Kategorien fällt, ist historisch bedingt: Sie wurde von Aristoteles begründet und in den darauf folgenden Jahrhunderten von Philosophen weiterentwickelt. Doch vor ungefähr 150 Jahren entdeckten Mathematiker, dass die Logik ein unverzichtbares Werkzeug dafür war, ihre Arbeit – die immer abstrakter wurde – weiterzubringen.


            Eines der wichtigsten Ergebnisse dieses Ineinandergreifens von Philosophie und Mathematik ist die formale Logik, die Vorstellungen aus der philosophischen Logik übernimmt und sie in einem mathematischen System anwendet. In den Fachbereichen der Philosophie wird die formale Logik normalerweise als rein mathematisches Vorgehen gelehrt.


            Als ich dieses Buch schrieb, versuchte ich, diese beiden Aspekte der Logik ins Gleichgewicht zu bringen. Deshalb beginnt dieses Buch auch dort, wo die Logik angefangen hat – nämlich in der Philosophie – und endet dort, wo die Logik heute gelandet ist – in der Mathematik.

          

          
            Konventionen in diesem Buch


            Damit Sie sich in diesem Buch zurechtfinden, gebrauchen wir die folgenden Konventionen:


            
              	
                Kursivschreibung wird verwendet, um neue Begriffe hervorzuheben, die im Text erklärt werden. Außerdem wird sie in Gleichungen für Variablen benutzt.

              


              	
                Fettschreibung weist auf Schlüsselbegriffe in Aufzählungen hin und wird außerdem für die Wahrheitswerte F und W in Gleichungen und Tabellen verwendet. Sie wird auch eingesetzt bei den 18 Deduktionsregeln der Aussagenlogik und den 5 Deduktionsregeln der Prädikatenlogik.

              


              	
                Eingerahmte, grau schattierte Kästchen enthalten zusätzliche Informationen, die zwar sehr interessant, aber nicht entscheidend für das Verständnis des jeweiligen Kapitels oder Themas sind.

              


              	
                Eine etwas größere Schrift (W und F) zeigt in den jeweiligen Beispielen der Wahrheitstafeln und Schnelltafeln Informationen an, die gerade neu hinzugekommen sind. In vollständig ausgefüllten Wahrheitstafeln und Schnelltafeln wird diese größere Schrift benutzt, um den Wahrheitswert der gesamten Aussage anzugeben.

              


              	
                Statt einer Kombination von runden, eckigen und geschweiften Klammern bediene ich mich in allen Aussagen des runden Klammertyps. Ein Beispiel dafür:


                
                  	
                    ~((P ∨ Q) → ~R)

                  

                

              

            

          

          
            Was Sie nicht unbedingt lesen müssen


            Natürlich wäre ich vollauf begeistert, wenn Sie dieses Buch von Anfang bis Ende durchlesen würden, doch seien wir ehrlich: Heutzutage hat kaum jemand noch die Zeit dazu. Wie viel Sie daher wirklich lesen, hängt ganz davon ab, wie viel Sie von der Logik bereits wissen und wie tief Sie in diese Materie tatsächlich eindringen möchten.


            Fühlen Sie sich daher ganz frei, all das einfach zu überspringen, was mit einem Dummies‐Mann‐Symbol gekennzeichnet ist. Obwohl die dort angebotene Information durchaus interessant ist, bezieht sie sich meistens auf technische Details, die man auch auslassen kann. Die grauen Kästchen kann man ebenfalls umgehen. Sie finden dort so manch ausgefallene oder geschichtliche Info, die jedoch nichts Wesentliches zum Hauptthema des Kapitels beiträgt.

          

          
            Törichte Annahmen über den Leser


            
              	
                Sie möchten mehr über Logik erfahren, wobei es keine Rolle spielt, ob Sie gerade ein Logikseminar an der Uni belegen oder einfach nur neugierig sind.

              


              	
                Sie können bei allgemein bekannten Fakten zwischen wahren und falschen Aussagen unterscheiden. Zum Beispiel bei den Aussagen: »Konrad Adenauer war der erste deutsche Bundeskanzler« und »Der Louvre befindet sich in London«.

              


              	
                Sie verstehen einfache mathematische Gleichungen.

              


              	
                Sie können etwas mit wirklich einfacher Algebra anfangen, zum Beispiel wie Sie das x in der Gleichung 7 – x = 5 herausbekommen.

              

            

          

          
            Wie dieses Buch aufgebaut ist


            Dieses Buch ist in sechs Teile gegliedert. Auch wenn jeder Teil auf den Informationen vorhergehender Teile aufbaut, ist Logik für Dummies dennoch gewissermaßen in Modulbauweise angelegt. Sie können also auch Teile überspringen, ganz wie Sie wollen. Wenn ich ein neues Thema bespreche, das auf Basiswissen beruht, verweise ich Sie auf das jeweilige Kapitel, in dem ich dieses Wissen vorstelle. Doch wenn Sie gerade jetzt einfach nur etwas zu einem ganz bestimmten Thema wissen möchten, dann blättern Sie im Stichwort‐ oder im Inhaltsverzeichnis – dort finden Sie garantiert den gewünschten Begriff.


            Und hier ist ein kurzer Abriss über die in diesem Buch behandelten Themen:


            
              Teil I: Ein kurzer Überblick über die Logik


              Was ist Logik? Was bedeutet es, logisch oder auch unlogisch zu denken, und wie lässt sich das erklären? Auf diese (und noch mehr!) Fragen antwortet Teil I. Die Kapitel dieses Teiles behandeln den Aufbau eines Arguments, erläutern, was Prämissen und Konklusionen eigentlich sind, und gehen der geschichtlichen Entwicklung der Logik in all ihren Formen nach, angefangen bei den alten Griechen bis zur modernen Computerwissenschaft.

            

            
              Teil II: Formale Aussagenlogik


              Teil II führt Sie in die formale Logik ein. Die formale Logik, die auch als symbolische Logik bezeichnet wird, verwendet ihre eigenen Symbole, um damit Sätze einer natürlichen Sprache (zum Beispiel des Deutschen) zu repräsentieren. Der große Vorteil der formalen Logik besteht darin, dass sie eine einfache und eindeutige Möglichkeit ist, logische Aussagen darzustellen, die auf Deutsch (oder Suaheli) lang und kompliziert wären.


              Sie entdecken die Aussagenlogik und die fünf logischen Operatoren, die diese Form ausmachen. Außerdem zeige ich Ihnen, wie man Aussagen vom Deutschen in die Aussagenlogik übersetzt und umgekehrt. Schließlich helfe ich Ihnen dabei, eine Aussage zu bewerten, damit Sie dann darüber entscheiden können, ob sie wahr oder falsch ist. Dazu wenden wir drei einfache Methoden an: Wahrheitstafeln, Schnelltafeln und Wahrheitsbäume.

            

            
              Teil III: Beweise, Syntax und Semantik in der Aussagenlogik


              Ich bin mir sicher, dass Sie wie jeder alte Grieche, der sich mit der Logik beschäftigte, schon vor Ungeduld sterben, um zu erfahren, wie man in der Aussagenlogik Beweise führt – ja, genau diese nervtötenden formalen Argumente, die mithilfe der Deduktionsregeln eine Reihe von Prämissen mit einer Konklusion verknüpfen. Na, da haben Sie aber Glück! In diesem Teil erfahren Sie nämlich alles Wissenswerte über das Führen von Beweisen. Sie entdecken hier auch, wie man indirekte und Konditionalbeweise aufstellt und wie man so wirksam wie möglich Beweise anpackt, indem man eine Vielzahl von Beweisstrategien anwendet.

            

            
              Teil IV: Prädikatenlogik


              Wenn Sie alles erfahren möchten, was es an Wissenswertem zum Thema Prädikatenlogik zu entdecken gibt, dann sind Sie hier genau richtig: Dieser Teil bietet Ihnen alle Informationen, die Sie für eine Einführung brauchen. Die Prädikatenlogik umfasst alles Wichtige aus der Aussagenlogik, erweitert es diese jedoch noch um verschiedene wichtige Ausdrucksmöglichkeiten.


              In diesem Teil zeige ich Ihnen, wie sich mithilfe der Prädikatenlogik noch komplexere Aussagen im Deutschen erfassen lassen, indem man diese in kleinere Teile zerlegt, als dies in der Aussagenlogik möglich wäre. Außerdem stelle ich Ihnen die beiden Quantifizierungsoperatoren vor, die sogenannten Quantoren, mit deren Hilfe sich eine Vielzahl von Aussagen darstellen lässt. Schließlich zeige ich Ihnen, wie Sie all das, was Sie über Beweise und Wahrheitsbäume bereits aus der Aussagenlogik kennen, auch in der Prädikatenlogik einsetzen können.

            

            
              Teil V: Moderne Entwicklungen in der Logik


              Wenn Sie die Fortschritte der Logik im Laufe des letzten Jahrhunderts betrachten, zeigen sich ihre Leistungsfähigkeit und ihre Spitzfindigkeit ganz deutlich. In diesem Teil entdecken Sie, wie die Logik die Vision des 19. Jahrhunderts, eine Maschine, zur Realität werden ließ, die den Menschen zeitraubende geistige (Rechen‐)Arbeit abnimmt: den Computer. Ferner widme ich mich der Frage, wie verschiedene Versionen der nicht‐klassischen Logik – die in scheinbar unlogischen Annahmen wurzeln – dennoch stimmig und nützlich sein können, Ereignisse aus dem realen Leben zu beschreiben.


              Außerdem zeige ich Ihnen, wie die Logik durch das Vorhandensein von Paradoxen in ihrem tiefsten Selbstverständnis getroffen und herausgefordert wurde. Paradoxe zwangen die Mathematiker, sämtliche Mehrdeutigkeiten zu beseitigen, indem sie der Logik die Begrifflichkeit axiomatischer Systeme zuteilten. Letztlich regten die Paradoxe einen Mathematiker an, sich das Paradox selbst nutzbar zu machen, um zu beweisen, dass die Logik auch ihre Grenzen hat.

            

            
              Teil VI: Der Top‐Ten‐Teil


              Jedes für Dummies‐Buch enthält einen Top‐Ten‐Teil. Dieser Teil umfasst einige Top‐Ten‐Listen über eine Vielzahl von Themen: interessante Zitate, berühmte Logiker und Hinweise darauf, wie man eine Prüfung gut besteht.

            
          

          
            In diesem Buch verwendete Symbole


            Dieses Buch verwendet verschiedene Symbole, um Sie auf unterschiedliche Arten der Information aufmerksam zu machen:


            
              	
                Dieses Symbol benutze ich, um die wesentlichen Begriffe und Regeln hervorzuheben, die Sie kennen sollten. Achten Sie darauf, dass Sie die dort enthaltenen Informationen auch wirklich verstanden haben, bevor Sie weiterlesen!

              

            


            
              	
                Dieses Symbol gibt Ihnen wertvolle Hinweise, die einen einfachen Weg aufzeigen, wie Sie sich manches aneignen können. Probieren Sie sie aus, vor allem dann, wenn Sie an einem Logikkurs teilnehmen!

              

            


            
              	
                Überlesen Sie dieses Symbol nicht! Es weist Sie auf weitverbreitete Fehler hin, die Sie vermeiden sollten. Abschnitte, die von diesem Symbol eingeleitet werden, zeigen Ihnen, wo sich diese kleinen Fallen verbergen. So tun Sie nicht aus Versehen einen falschen Schritt und fallen darauf herein.

              

            


            
              	
                Dieses Symbol zeigt Ihnen wissenswerte, interessante, nicht unbedingt notwendige Details, die Sie lesen oder auch überspringen können – ganz wie Sie wollen.

              

            

          

          
            Wie es weitergeht


            Wenn Sie ein wenig Hintergrundwissen über die Logik besitzen und den Inhalt des ersten Teils bereits beherrschen, dann springen Sie einfach voll ins Vergnügen hinein, dorthin, wo ein bisschen mehr los ist! Jeder Teil baut auf den vorhergehenden Teilen auf. Wenn Sie also schon ohne Probleme Teil III lesen können, dann müssen Sie sich wahrscheinlich nicht mehr auf die Teile I und II konzentrieren. (Es sei denn natürlich, Sie möchten Ihre Kenntnisse noch einmal kurz auffrischen.)


            Wenn Sie gerade an einem Logikkurs teilnehmen, sollten Sie besonders die Teile III und IV aufmerksam lesen – Sie können vielleicht versuchen, den einen oder anderen Beweis zu rekapitulieren, wenn Sie das Buch zur Seite gelegt haben. Es ist besser herauszufinden, was man nicht weiß, während man gerade noch studiert, als während der Abschlussprüfung!


            Wenn Sie nicht an einem Logikseminar teilnehmen – also mit allem Drum und Dran, einschließlich Professor, Klausuren und einer Abschlussprüfung –, sondern einfach nur die Grundlagen der Logik entdecken möchten, dann können Sie natürlich das eine oder andere Beweisbeispiel in den Teilen III und IV auslassen. Sie werden immer noch ein gutes Gefühl dafür bekommen, worum es bei der Logik überhaupt geht, ohne sich unnötig mit schwerem Gepäck zu belasten.


            Wenn Sie sich bis zu den Teilen IV und V vorgekämpft haben, werden Sie vermutlich so weit sein, einige doch recht anspruchsvolle Aufgaben in Angriff zu nehmen. Wenn es Ihnen schon in den Fingern juckt, sich mit schwer verdaulichen Logikkonzepten auseinanderzusetzen, dann probieren Sie es doch mal mit Kapitel 22! Dieses Kapitel über logische Paradoxe bietet Ihnen schon ganz schön starken Tobak, um Ihr Denken ein wenig anzuregen und in Fahrt zu bringen. Bon voyage!

          
        
      
    

  


  
    
      
        Teil I


        Ein kurzer Überblick über die Logik


        
          
            
              [image: figure]
            


            In diesem Teil …


            Lassen Sie mich raten: Sie besuchen gerade Ihr erstes Logikseminar und wollen so schnell wie möglich in alle Details der Logik eingeweiht werden, denn Ihre erste Prüfung steht bereits in 48 Stunden an? Oder vielleicht haben Sie es gar nicht so eilig und möchten nur einen gewissen Einblick in Ihre eigenen Gedankengänge bekommen? In jedem Fall sind Sie hier genau an der richtigen Stelle.


            In diesem Teil erfahren Sie zunächst einmal, worum es bei der Logik überhaupt geht. Kapitel 1 zeigt Ihnen in einer Übersicht, wie Sie schon immer Logik verwendeten (bewusst oder auch unbewusst), wenn Sie nämlich Fakten drehen und wenden, um die Welt besser zu verstehen. Kapitel 2 stellt die Geschichte der Logik und die vielen Arten der Logik vor, die im Laufe der Jahrhunderte erfunden wurden. Wenn Sie schon ganz wild darauf sind, endlich tiefer einzusteigen, dann schlagen Sie einfach Kapitel 3 auf, um etwas über die Grundstruktur eines logischen Arguments zu erfahren. Kapitel 3 beschäftigt sich zudem mit Schlüsselbegriffen wie Prämissen und Konklusionen sowie damit, wie man ein Argument auf Gültigkeit und Stichhaltigkeit überprüfen kann.

          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 1


        Logik – was ist das eigentlich?


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Betrachten Sie unsere Welt von einem logischen Standpunkt aus

                


                	
                  Nutzen Sie die Logik, um gültige Argumente aufzubauen

                


                	
                  Wenden Sie die Gesetze des Denkens an

                


                	
                  Begreifen Sie den Zusammenhang zwischen Mathematik und Logik

                

              


              


              Wir alle leben in einer unlogischen Welt. Wenn Sie daran zweifeln, dann schauen Sie sich doch einfach einmal die Abendnachrichten an. Oder hören Sie einmal dem Typen neben Ihnen an der Bar zu. Oder – noch besser – verbringen Sie das nächste Wochenende mit Ihren Schwiegereltern!


              Wenn es so viele Menschen gibt, die unlogisch denken und handeln, warum sollten ausgerechnet Sie eine Ausnahme sein? Wäre es nicht vernünftiger, ebenso unlogisch wie die übrige Menschheit zu sein?


              Nun gut, sich absichtlich unlogisch zu verhalten, ist wahrscheinlich nicht gerade die beste Idee. Denn wie kann es vernünftig sein, unlogisch zu sein? Und dass Sie dieses Buch in die Hand nehmen und lesen wollen, zeigt doch, dass Sie selbst wahrscheinlich nicht zu den Unlogischen in diesem Land zählen. Doch schauen wir den Tatsachen ins Auge – manche Leute entfalten sich eben erst im Chaos (oder behaupten es zumindest), andere dagegen nicht.


              In diesem Kapitel werde ich Sie in die Grundlagen der Logik einführen und Ihnen zeigen, welche Bedeutung sie für Ihr Leben hat. Ich werde Ihnen etwas über die Vorstellungen erzählen, die der Schlüssel zur Logik sind. Und ich werde kurz die Verbindungen zwischen Logik und Mathematik streifen.

            
          

          
            Wie man die Dinge logisch sieht


            Bewusst oder unbewusst verstehen Sie schon eine ganze Menge von Logik. Tatsächlich besitzen Sie bereits einen eingebauten Logikdetektor. Sie glauben mir nicht? Dann machen Sie doch einfach einmal den folgenden Schnelltest, um zu sehen, ob Sie logisch sind:


            F: Wie viele Pfannkuchen benötigt man, um das Dach einer Hundehütte zu bedecken?


            A: 23, denn Bananen haben keine Knochen.


            Wenn Ihnen die Antwort unlogisch vorkommt, dann ist das ein gutes Zeichen dafür, dass Sie auf dem besten Wege sind, logisch nachzudenken. Warum? Ganz einfach deshalb, weil Sie das Unlogische an dieser Antwort erkannt haben: Sie müssen schon ein rechtes Gespür dafür haben, was tatsächlich logisch ist.


            In diesem Abschnitt beginne ich mit dem, was Sie über Logik bereits wissen (auch wenn Sie sich dessen noch nicht bewusst sind), und baue langsam eine Basis auf, die Ihnen bei Ihrem Logikstudium behilflich sein wird.


            
              Wie man von der Frage zur Antwort kommt


              Die meisten Kinder sind von Geburt an neugierig. Immer wollen sie wissen, warum etwas so ist, wie es ist. Und nach jedem Weil, das sie auf ihre Frage bekommen, halten sie ein neues Warum parat. Schauen Sie sich beispielsweise die folgenden alltäglichen Kinderfragen an:


              
                	
                  Warum geht die Sonne morgens auf?


                  Warum muss ich zur Schule gehen?


                  Warum startet der Automotor, wenn du den Schlüssel drehst?


                  Warum brechen Menschen die Gesetze, wenn sie genau wissen, dass sie dafür ins Gefängnis kommen?

                

              


              Wenn Sie einmal darüber nachdenken, dann haben wir es hier doch mit einem großen Geheimnis zu tun: Weshalb sieht es so aus, als hätte die Welt einen Sinn, auch dann, wenn sie keinen hat?


              Kinder spüren schon in ganz jungen Jahren, dass es, selbst wenn sie etwas nicht verstehen, dennoch irgendwie eine Antwort darauf geben muss. Und sie denken: »Wenn ich mit meiner Frage hier bin und die Antwort ist irgendwo anders: Was muss ich tun, um dorthin zu gelangen?« (Häufig besteht ihre Antwort dann darin, ihre Eltern mit weiteren Fragen zu nerven.)


              
                	
                  Von hier nach dort zu gelangen – vom Nichtwissen zum Verstehen – ist einer der Hauptgründe dafür, warum es überhaupt so etwas wie Logik gibt. Die Logik erwuchs aus einem angeborenen menschlichen Bedürfnis, der Welt einen Sinn zu verleihen und so viel Kontrolle wie nur möglich über sie zu gewinnen.

                

              

            

            
              Was Ursache und Wirkung miteinander zu tun haben


              Eine Möglichkeit, die Welt zu begreifen, ist, die Verbindung zwischen Ursache und Wirkung zu erkennen.


              Wenn man vom Kind zum Erwachsenen wird, beginnt man darüber nachzudenken und sich zusammenzupuzzeln, wie ein Ereignis das jeweils nächste verursacht. Normalerweise können diese Beziehungen zwischen Ursache und Wirkung in einer Wenn‐Aussage, einem sogenannten Konditional zum Ausdruck gebracht werden. Schauen Sie sich einmal die folgenden Konditionalaussagen an:


              
                	
                  Wenn ich meinen Lieblingsball unter das Sofa rollen lasse, dann kann ich ihn nicht mehr erreichen.


                  Wenn ich alle meine Hausarbeiten erledige, bevor Papa nach Hause kommt, dann wird er noch vor dem Abendessen Fangen mit mir spielen.


                  Wenn ich in diesem Sommer ausreichend trainiere, dann wird mich der Trainer im Herbst in die Fußballmannschaft aufnehmen.


                  Wenn ich sie immer ganz lieb darum bitte, mit mir auszugehen, dann wird sie schließlich doch irgendwann Ja sagen.

                

              


              Ein Verständnis für die Funktion von Wenn‐Aussagen zu entwickeln ist ein wichtiger Aspekt der Logik.


              
                Wie man Wenn‐Aussagen zerlegt


                
                  	
                    Jedes Konditional besteht aus zwei kleineren Aussagen, die man als Teilaussagen bezeichnet: Das Antezedens, das auf das Wort wenn folgt, und das Konsequens, das sich dem Wort dann anschließt. Betrachten wir die folgende Wenn‐Aussage:

                  

                


                
                  	
                    Wenn es 17 Uhr ist, dann ist es Zeit, nach Hause zu gehen.

                  

                


                
                  	
                    Bei dieser Aussage ist das Antezedens die Teilaussage:

                  

                


                
                  	
                    Es ist 17 Uhr.

                  

                


                
                  	
                    Das Konsequens ist die Teilaussage:

                  

                


                
                  	
                    Es ist Zeit, nach Hause zu gehen.

                  

                


                
                  	
                    Beachten Sie, dass beide Teilaussagen als vollständige Aussagen ganz für sich alleine stehen.

                  

                

              

              
                Wie man Wenn‐Aussagen aneinanderreiht


                In vielen Fällen wird das Konsequens einer Wenn‐Aussage zum Antezedens eines weiteren Konditionals. Wenn dies geschieht, dann haben wir es mit einer Reihe von Folgen beziehungsweise Konsequenzen zu tun, die von den Griechen als sorites bezeichnet wurde (bitte lassen Sie sich nicht verwirren, das Wort »die Konsequenz« geht auf das lateinische Substantiv consequentia zurück und wird auf der letzten Silbe betont; das Wort »das Konsequens« geht hingegen auf auf das Partizip Präsens des lateinischen Verbs consequi zurück und wird auf der zweiten Silbe betont; entsprechend ist auch »das Antezedens« – Betonung auf der 3. Silbe – aus dem Partizip Präsens des lateinischen Verbs antecedere hergeleitet). Zum Beispiel:


                
                  [image: figure]
                


                Im vorliegenden Fall können Sie diese Konditionalaussagen miteinander verbinden, um daraus eine neue Wenn‐Aussage zu formulieren:


                
                  	
                    Wenn es 17 Uhr ist, dann muss ich meinen Mann anrufen, damit er einen Tisch im Restaurant bestellen kann.

                  

                

              

              
                Langsam wird es interessant


                Mit zunehmender Lebenserfahrung meinen Sie vielleicht, dass der Bezug zwischen Ursache und Wirkung immer anspruchsvoller wird:


                
                  	
                    Wenn ich meinen Lieblingsball unter das Sofa rollen lasse, dann kann ich ihn nicht mehr erreichen, es sei denn, ich schreie so laut, dass Oma ihn für mich holt, doch wenn ich das öfter als einmal tue, dann wird sie böse und holt den Ball nicht mehr für mich.

                  

                


                
                  	
                    Wenn ich in diesem Sommer alleine trainiere, aber dennoch nicht so hart, dass ich mir dabei die Knie verletze, dann wird mich der Trainer im Herbst nur dann in die Fußballmannschaft aufnehmen, wenn noch eine Position unbesetzt ist, doch wenn ich überhaupt nicht trainiere, dann wird mich der Trainer in keinem Fall aufnehmen.

                  

                

              
            

            
              Alles und noch mehr


              Sobald man immer mehr von der Welt begreift, fängt man auch damit an, allgemeine Aussagen über sie zu treffen. Beispielsweise:


              
                	
                  Alle Pferde sind lieb.


                  Alle Jungen sind blöd.


                  Jeder Lehrer auf dieser Schule ist hinter mir her.


                  Jedes Mal, wenn das Telefon klingelt, ist es für meine Schwester.

                

              


              
                	
                  Durch Wörter wie alle und jeder können wir Dinge in Gruppen (Gruppen von Gegenständen) und Untergruppen kategorisieren. Wenn man zum Beispiel sagt: »Alle Pferde sind lieb«, so meint man damit, dass die Gruppe aller Pferde enthalten ist in der Gruppe aller lieben Dinge.

                

              

            

            
              Sein oder Nichtsein


              Außerdem entdeckt man die Welt, indem man herausfindet, was existiert und was nicht existiert. Beispielsweise:


              
                	
                  Einige meiner Lehrer sind attraktiv.


                  Es gibt in der Schule mindestens ein Mädchen, das mich mag.


                  Niemand im Schachclub kann mich schlagen.


                  Es gibt keine Marsmännchen.

                

              


              
                	
                  Wörter und Ausdrücke wie einige, es gibt und es existiert zeigen eine Überschneidung von Gruppen an, was in Form einer Schnittmenge dargestellt werden kann. Wenn man etwa sagt: »Einige meiner Lehrer sind attraktiv«, dann meint man damit, dass dies eine Schnittmenge zwischen der Gruppe seiner Lehrer und der Gruppe der attraktiven Dinge ist.

                

              


              
                	
                  Ebenso zeigen Wörter und Ausdrücke wie keine, es gibt nicht und niemand, dass es sich nicht um Überschneidungen von Gruppen handelt. Wenn Sie beispielsweise sagen: »Niemand im Schachclub kann mich schlagen«, dann meinen Sie damit, dass es keine Schnittmenge zwischen der Gruppe aller Schachclubmitglieder und der Gruppe aller Schachspieler gibt, die Sie schlagen können.

                

              

            

            
              Wichtige Wörter in der Logik


              Wie man sieht, zeigen bestimmte Wörter eine ganze Menge an, wenn man damit anfängt, logische Verbindungen zu knüpfen. Einige dieser allgemein gebräuchlichen Wörter sind:


              
                
                  
                    	
                      wenn … dann

                    

                    	
                      und

                    

                    	
                      aber

                    

                    	
                      oder

                    
                  


                  
                    	
                      nicht

                    

                    	
                      es sei denn

                    

                    	
                      obwohl

                    

                    	
                      jeder

                    
                  


                  
                    	
                      alle

                    

                    	
                      jeder Einzelne

                    

                    	
                      es gibt

                    

                    	
                      einige

                    
                  


                  
                    	
                      es existiert

                    

                    	
                      es gibt nicht

                    

                    	
                      manche

                    

                    	
                      niemand

                    
                  

                
              


              Eine wichtige Aufgabe der Logik ist es nun, diese Wörter einmal etwas näher zu betrachten, denn dabei erkennt man, wie wir durch diese Wörter die Welt auf unterschiedliche Weise einteilen (und sie damit besser verstehen) können.

            
          

          
            Wie man Argumente konstruiert


            Wenn die Leute sagen: »Gehen wir das Ganze doch einmal logisch an«, sobald sie eine bestimmte Situation oder ein Problem analysieren und erörtern wollen, dann meinen sie normalerweise damit: »Gehen wir das Ganze doch Schritt für Schritt durch.«


            
              	
                Finden wir heraus, was die Tatsachen sind.

              


              	
                Denken wir einige Zeit darüber nach.

              


              	
                Überlegen wir uns die optimale Vorgehensweise.

              

            


            
              	
                Logisch ausgedrückt bedeutet dieser dreistufige Prozess die Konstruktion eines Arguments. Ein Argument enthält eine Gruppe von Prämissen zu Beginn und eine Konklusion am Schluss. In vielen Fällen werden die Prämissen und die Konklusion durch eine Reihe von Zwischenschritten miteinander verknüpft sein. In den folgenden Abschnitten werde ich diese in der Reihenfolge behandeln, in der sie Ihnen wahrscheinlich begegnen werden.

              

            


            
              Wie man Prämissen aufstellt


              Prämissen sind die Fakten des betreffenden Sachverhalts: jene Aussagen, von denen man weiß (oder zumindest fest daran glaubt), dass sie wahr sind. In vielen Situationen ist es ein wichtiger erster Schritt bei der Lösung eines Problems, wenn man zunächst eine Reihe von Prämissen aufschreibt.


              Nehmen wir einmal an, Sie gehören der Schulbehörde an und müssen nun entscheiden, ob dem Bau einer neuen Schule, die im September eröffnen soll, zugestimmt werden kann. Alle Beteiligten sind sehr aufgeregt wegen des Bauprojekts, doch Sie selbst tätigen einige Telefonanrufe und sammeln die Fakten – die Prämissen – zusammen.


              Prämissen:


              
                	
                  Die nötigen finanziellen Mittel werden erst ab März bereitstehen.


                  Die Baugesellschaft wird erst dann mit der Arbeit beginnen, wenn sie das Geld bekommt.


                  Das gesamte Vorhaben wird mindestens acht Monate in Anspruch nehmen.

                

              


              Bis jetzt haben wir nur eine Reihe von Prämissen. Doch wenn wir sie zusammensetzen, dann nähern wir uns dem Endergebnis – unserem Argument. Im nächsten Abschnitt zeige ich Ihnen, wie Sie die Prämissen miteinander kombinieren können.

            

            
              Wie man mit Zwischenschritten zur Antwort gelangt


              Manchmal ist ein Argument nur eine Reihe von Prämissen, denen eine Konklusion folgt. In vielen Fällen jedoch enthält ein Argument auch noch Zwischenschritte, die anzeigen, wie die Prämissen stufenweise zu dieser Konklusion führen.


              Auf das Schulbaubeispiel aus dem vorgehenden Abschnitt angewandt, könnte man den Sachverhalt folgendermaßen näher erklären:


              
                	
                  Unseren Prämissen folgend, werden wir das Bauvorhaben nicht vor März bezahlen können, sodass die Arbeiten erst acht Monate später, das heißt im November, beendet sein werden. Doch der Schulbeginn liegt bereits im September. Deshalb …

                

              


              Das Wort deshalb weist auf einen Schluss, auf eine Konklusion, hin und ist somit der Anfang des letzten Schrittes, den ich im nächsten Abschnitt behandeln werde.

            

            
              Wie man eine Konklusion formuliert


              Die Konklusion ist das Ergebnis unseres Arguments. Wenn wir die Zwischenschritte in einem klaren, fortschreitenden Prozess aufgeschrieben haben, dann sollte die Konklusion recht deutlich vor uns liegen. Für das besagte Schulbaubeispiel sieht das dann so aus:


              Konklusion:


              
                	
                  Das Gebäude wird zu Schulbeginn noch nicht fertig sein.

                

              


              Wenn die Konklusion nicht einleuchtend ist oder keinen Sinn ergibt, dann kann etwas mit Ihrem Argument nicht stimmen. In manchen Fällen kann es sein, dass das Argument nicht gültig ist. In anderen Fällen haben Sie vielleicht Prämissen ausgelassen, die Sie noch unbedingt hinzufügen müssen.

            

            
              Wie man entscheidet, ob das Argument gültig ist


              Nachdem wir ein Argument erstellt haben, müssen wir entscheiden können, ob es gültig ist, das heißt, ob es ein gutes Argument ist.


              
                	
                  Um ein Argument auf seine Gültigkeit hin zu überprüfen, geht man davon aus, dass alle seiner Prämissen wahr sind. Dann schaut man, ob die Konklusion automatisch aus ihnen folgt. Wenn dies der Fall ist, dann weiß man, dass es ein gültiges Argument ist. Wenn nicht, so ist das Argument ungültig.

                

              

            

            
              Was sind Enthymeme?


              Das Argument für unser Schulbaubeispiel mag gültig erscheinen, aber vielleicht haben Sie ja doch noch einige Zweifel. Wenn sich etwa eine weitere Geldquelle auftut, dann kann die Baugesellschaft früher mit ihren Arbeiten beginnen und bis September eventuell fertig werden. Daher gibt es doch noch eine verborgene Prämisse, die als Enthymem bezeichnet wird:


              
                	
                  Für dieses Bauvorhaben gibt es keine anderen Finanzquellen.

                

              


              
                	
                  Argumente zu real existierenden Situationen haben (im Gegensatz zu mathematischen oder naturwissenschaftlichen Argumenten) fast immer Enthymeme. Je mehr Sie sich daher der versteckten Enthymeme eines Arguments bewusst werden, desto bessere Chancen haben Sie, sicherzustellen, dass Ihr Argument gültig ist.

                

              


              Unentdeckte, verborgene Prämissen bei Realargumenten haben eher etwas mit der Rhetorik zu tun, wobei es dort darum geht, triftige und überzeugende Argumente zu formulieren. In Kapitel 3 werde ich kurz auf Rhetorik sowie weitere Details der Struktur von Argumenten eingehen.

            
          

          
            Logische Schlüsse: leicht gemacht durch Denkgesetze


            Um die Logik von Grund auf zu verstehen, entwarf der Philosoph Bertrand Russell drei Denkgesetze. Diese Gesetze basieren alle auf Vorstellungen, die bis auf Aristoteles zurückgehen, der vor mehr als 2300 Jahren die klassische Logik begründete. (Siehe Kapitel 2 für weitere Informationen zur Geschichte der Logik.)


            Alle drei Gesetze sind wirklich fundamental und leicht zu verstehen. Doch das Wichtigste daran ist, dass es mithilfe aller dieser drei Sätze möglich wird, auch dann logische Schlüsse über Aussagen zu ziehen, wenn man nicht mit den Realbedingungen vertraut ist, mit denen sie sich befassen.


            
              Der Satz der Identität


              
                	
                  Der Satz der Identität oder auch das Identitätsprinzip besagt, dass jedes Einzelding identisch mit sich selbst ist.


                  Zum Beispiel:


                  Johnny Cash ist Johnny Cash.


                  Meine Katze Miezi ist meine Katze Miezi.


                  Das Brandenburger Tor ist das Brandenburger Tor.

                

              


              Auch ohne irgendeine Information über die Welt zu haben, kann man alleine aus der Logik heraus erkennen, dass alle diese Aussagen wahr sind. Der Satz der Identität sagt uns, dass jede Aussage der Form »X ist X« wahr sein muss. Anders ausgedrückt: Jeder Gegenstand, den es im Universum gibt, stimmt mit sich selbst überein. In Kapitel 19 erfahren Sie, wie dieses Gesetz explizit auf die Logik angewandt wird.

            

            
              Der Satz vom ausgeschlossenen Dritten


              
                	
                  Der Satz vom ausgeschlossenen Dritten besagt, dass jede Aussage entweder wahr oder falsch ist.


                  Betrachten wir einmal die beiden folgenden Aussagen:


                  Mein Name ist Mark.


                  Mein Name ist Algernon.

                

              


              Auch hierbei erkennt man logisch, ohne irgendetwas über die Welt zu wissen, dass jede einzelne dieser Aussagen entweder wahr oder falsch ist. Beim Satz vom ausgeschlossenen Dritten gibt es keine dritte Möglichkeit – oder, anders ausgedrückt: Aussagen können nicht nur teilweise wahr oder falsch sein. Sondern jede Aussage in der Logik ist entweder vollkommen wahr oder vollkommen falsch.


              Es trifft sich gut, dass die erste Aussage wahr ist, und ich bin erleichtert, dass die zweite falsch ist.

            

            
              Das Gesetz der Nichtwidersprüchlichkeit


              
                	
                  Das Gesetz der Nichtwidersprüchlichkeit besagt, dass bei einer gegebenen Aussage und ihrem Gegenteil, die eine wahr und die andere falsch ist.


                  Zum Beispiel:


                  Mein Name ist Algernon.


                  Mein Name ist nicht Algernon.

                

              


              Auch wenn Sie meinen Namen gar nicht kennen, so können Sie sich doch alleine von der Logik her sicher sein, dass eine dieser Aussagen wahr und die andere falsch sein muss. Oder anders ausgedrückt: Aufgrund des Gesetzes von der Nichtwidersprüchlichkeit kann mein Name nicht sowohl Algernon als auch nicht Algernon sein.

            
          

          
            Wie man Logik und Mathematik miteinander kombiniert


            An vielen Stellen in diesem Buch beweise ich die Gültigkeit meiner Argumente mit Beispielen aus der Mathematik. (Keine Angst – Schwierigeres als das, was Sie in der 5. Klasse gelernt haben oder sogar noch früher, kommt hier nicht vor.) Mathematik und Logik passen toll zusammen, was ich Ihnen in den nächsten Abschnitten erklären werde.


            
              Die Mathematik hilft, die Logik zu verstehen


              Wenn ich in diesem Buch versuche, Ihnen die Logik näherzubringen, brauche ich manchmal Beispiele, die eindeutig wahr oder falsch sind, um meine Argumente zu beweisen. Und dabei stellt es sich nun einmal heraus, dass sich mathematische Beispiele für diesen Zweck ganz hervorragend eignen, weil eine Aussage in der Mathematik stets entweder wahr oder falsch ist, es gibt keine Grauzone dazwischen.


              Andererseits können beliebige Gegebenheiten des Alltagslebens eher subjektiv oder sogar ein Streitobjekt sein. Betrachten wir doch einmal die folgenden Aussagen:


              
                	
                  Elvis war ein großartiger Musiker.


                  Robinson Crusoe ist ein miserables Buch.

                

              


              Die meisten Menschen würden in diesem Fall wahrscheinlich zustimmen, dass die erste Aussage wahr ist und die zweite falsch, dennoch kann man über beide durchaus diskutieren. Doch sehen Sie sich jetzt folgende Aussagen an:


              
                	
                  Die Zahl 7 ist kleiner als die Zahl 8.


                  Fünf ist eine gerade Zahl.

                

              


              Hierbei gibt es natürlich keinerlei Diskussion darüber, dass die erste Aussage wahr und die zweite falsch ist.

            

            
              Die Logik hilft, die Mathematik zu verstehen


              Wie wir eben sahen, beruhen die Denkgesetze, auf denen die Logik basiert – wie der Satz vom ausgeschlossenen Dritten – auf einem Schwarz‐Weiß‐Denken. Und, natürlich, nichts ist wohl schwärzer und weißer als die Mathematik. Auch wenn es vielleicht Bereiche geben mag, die mehr Spaß machen – wie Geschichte, Literatur, Politik oder Kunst –, so ist man in diesen Bereichen häufiger mit Grauzonen konfrontiert als in der Mathematik.


              Die Mathematik baut auf der Logik auf, so wie ein Haus auf einem Fundament errichtet ist. Wenn Sie sich für die Beziehung zwischen Mathematik und Logik interessieren, dann lesen Sie Kapitel 22, das sich darauf konzentriert, wie die Mathematik mit klaren Fakten beginnt, die man als Axiome bezeichnet, und sich dann der Logik bedient, um interessante und komplexe Konklusionen zu formulieren, die als Theoreme bezeichnet werden.

            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 2


        DieGeschichtederLogik vonAristotelesbiszumComputer


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Lernen Sie die Wurzeln der Logik kennen

                


                	
                  Entdecken Sie die klassische und die moderne Logik

                


                	
                  Werfen Sie einen Blick auf die Logik im 20. Jahrhundert

                

              


              


              Wenn man daran denkt, wie unlogisch Menschen manchmal sein können, so überrascht es doch, wie sehr sich die Logik über die Jahre hinweg weiterentwickelt hat. Im Folgenden finden Sie eine nicht vollständige Liste mit einigen Spielarten der Logik, wie sie momentan in der weiten Welt der Prämissen und der Konklusionen im Umlauf sind:


              
                
                  
                    	
                      Aussagenlogik

                    

                    	
                      Junktorenlogik

                    

                    	
                      Prädikatenlogik

                    
                  


                  
                    	
                      boolesche Logik

                    

                    	
                      klassische Logik

                    

                    	
                      Quantorenlogik

                    
                  


                  
                    	
                      formale Logik

                    

                    	
                      moderne Logik

                    

                    	
                      Quantenlogik

                    
                  


                  
                    	
                      Fuzzylogik

                    

                    	
                      mehrwertige Logik

                    

                    	
                      syllogistische Logik

                    
                  


                  
                    	
                      informale Logik

                    

                    	
                      nichtklassische Logik

                    

                    	
                      symbolische Logik

                    
                  

                
              


              Wenn Sie all diese Arten der Logik kurz überfliegen, so könnten Sie eventuell das dringende Bedürfnis verspüren, die Logik auf den Scheiterhaufen zu verfrachten. Sie werden jedoch bald bemerken, dass sich viele dieser Spielarten recht ähnlich sind. Sobald Sie sich mit einigen davon vertraut gemacht haben, werden die restlichen viel einfacher zu verstehen sein.


              Woher kommen eigentlich alle diese Arten der Logik? Nun, das ist eine lange Geschichte – tatsächlich umspannt diese Geschichte mehr als 2000 Jahre. Mir ist natürlich klar, dass 2000 Jahre ein bisschen viel sind, als dass sie in ein einziges Kapitel gestopft werden könnten, doch machen Sie sich darüber keine Sorgen! Denn ich werde Sie nur durch die allerwichtigsten Entwicklungsschritte geleiten. Machen Sie sich also bereit für eine kurze Geschichtsstunde.

            
          

          
            Die klassische Logik – von Aristoteles bis zur Aufklärung


            Die alten Griechen hatten ein glückliches Händchen bei der Entdeckung vieler Dinge, und die Logik bildete dabei keine Ausnahme. So wandten beispielsweise Thales und Pythagoras logische Beweise auf die Mathematik an. Sokrates und Platon verwandten ähnliche Denkweisen auf philosophische Fragen. Doch der eigentliche Begründer der klassischen Logik war Aristoteles.


            
              	
                Wenn ich in diesem Abschnitt über klassische Logik schreibe, so beziehe ich mich damit auf die historische Epoche, in der die Logik entwickelt wurde, im Gegensatz zur modernen Logik, die ich erst später in diesem Kapitel behandeln werde. Doch kann klassische Logik auch im Sinne der allgemein üblichen Art der Logik aufgefasst werden (um die es im Wesentlichen in diesem Buch ja geht), im Gegensatz zur nichtklassischen Logik (mit der ich mich in Kapitel 21 befasse). Ich versuche, Sie über die Begriffe im Klaren zu lassen.

              

            


            
              Aristoteles erfindet die syllogistische Logik


              Vor Aristoteles (384–322 v. Chr.) wurde die logische Beweisführung in Mathematik, Naturwissenschaft und Philosophie intuitiv dann angewendet, wenn sie sich dafür eignete. Da beispielsweise alle ganzen Zahlen entweder gerade oder ungerade sind, so wusste man, dass, wenn man zeigen konnte, dass eine bestimmte Zahl nicht gerade war, diese ungerade sein musste. Bei diesem Teilen‐und‐herrschen‐Denkansatz waren die Griechen unübertroffen. Sie bedienten sich der Logik ganz selbstverständlich als eines Instruments, mit dessen Hilfe sie die Welt untersuchten.


              Aristoteles jedoch war der Erste, der erkannte, dass das Werkzeug selbst untersucht und weiterentwickelt werden konnte. In mehreren Schriften zur Logik – die später zu einem einzigen Werk unter dem Titel Organon zusammengefasst wurden, was so viel wie Werkzeug bedeutet – analysierte er, wie eine logische Beweisführung funktioniert. Aristoteles hoffte, dass die Logik mithilfe seiner Neufassung als ein Denkwerkzeug dienen könnte, das den Philosophen dabei helfen würde, die Welt besser zu verstehen.


              
                	
                  Als Ziel der Philosophie betrachtete Aristoteles die wissenschaftliche Erkenntnis, und deren Struktur hielt er für logisch. Bei seinem Modell setzte er die Geometrie ein; er erkannte, dass die Wissenschaft aus Beweisen besteht, die Beweise aus Syllogismen, die Syllogismen aus Aussagen und die Aussagen aus Begriffen. So arbeitete er sich in seinem Organon von unten nach oben durch: Das erste Buch, die Kategorien, behandelt die Begriffe; das zweite, De Interpretatione, die Aussagen; das dritte, die Erste Analyse, die Syllogismen; und das vierte, die Zweite Analyse, die Beweise.

                

              


              
                	
                  Die Erste Analyse, das dritte Buch in der Organon‐Sammlung, befasst sich unmittelbar mit dem, was Aristoteles als Syllogismen bezeichnet. Bei diesen handelt es sich um Argumentstrukturen, die alleine kraft ihrer Form unbestreitbar gültig zu sein scheinen.

                

              


              Die Form, die hinter einem Syllogismus steht, ist denkbar einfach – so einfach, dass sie von Philosophen und Mathematikern als selbstverständlich vorausgesetzt wurde, bis Aristoteles erstmals darauf aufmerksam machte. In einem Syllogismus passen die Prämissen und die Konklusionen in einer solchen Weise zusammen, dass man die Konklusion prinzipiell dann für wahr halten muss, wenn man erst einmal die Prämissen als wahre Aussagen akzeptiert hat – unabhängig vom Inhalt der einzelnen Aussagen des Arguments.


              Aristoteles' berühmtester Syllogismus lautet beispielsweise so:


              Prämissen:


              
                	
                  Alle Menschen sind sterblich.


                  Sokrates ist ein Mensch.

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  Sokrates ist sterblich.

                

              


              Das folgende Argument ist dem ersten in der Form gleich. Und so ist es die Form des Arguments, die es unangreifbar macht, und nicht der Inhalt. Wenn man die Prämissen für wahr hält, dann muss man auch die Konklusion für wahr halten.


              Prämissen:


              
                	
                  Alle Clowns sind gruselig.


                  Bobo ist ein Clown.

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  Bobo ist gruselig.

                

              


              
                Die Klassifizierung kategorischer Argumente


                Aristoteles richtete einen Großteil seiner Aufmerksamkeit auf das Verständnis kategorischer Aussagen, wie er sie nannte. Kategorische Aussagen sind einfache Aussagen über ganze Kategorien von Dingen oder Menschen. Beispiele für Kategorien sind: Möbelstücke, Stühle, Vögel, Bäume, rote Dinge, James‐Bond‐Filme sowie Städte, die mit dem Buchstaben T beginnen.


                Wenn man sich dabei an den Satz vom ausgeschlossenen Dritten hält (über den es in Kapitel 1 geht), dann befindet sich jeder Gegenstand entweder in einer besonderen Kategorie oder eben nicht. So kann ein roter Stuhl etwa in die Kategorie der Möbelstücke, der Stühle und der roten Dinge gehören, jedoch nicht in die Kategorie der Vögel, der Bäume, der James‐Bond‐Filme oder der Städte, die mit einem T beginnen.


                
                  	
                    Aristoteles zerlegte die kategorischen Aussagen in die zwei folgenden Gruppen:

                  

                


                
                  	
                    Allgemeine Aussagen: Dies sind Aussagen, die uns etwas über eine ganze Kategorie mitteilen. Hier ein Beispiel für eine allgemeine Aussage:

                  

                


                
                  	
                    Alle Hunde sind treu.

                  

                


                
                  	
                    Diese Aussage verbindet zwei Kategorien miteinander und teilt uns mit, dass alles aus der Kategorie der Hunde sich ebenfalls in der Kategorie der treuen Dinge befindet. Man kann dies deshalb als eine allgemeine Aussage auffassen, weil sie ausdrückt, dass Treue eine allgemeine Eigenschaft von Hunden ist.

                  

                


                
                  	
                    Partikuläre Aussagen: Dies sind Aussagen, die uns etwas über wenigstens einen Gegenstand innerhalb einer Kategorie mitteilen. Hier ein Beispiel für eine partikuläre Aussage:

                  

                


                
                  	
                    Einige Bären sind gefährlich.

                  

                


                
                  	
                    Diese Aussage sagt uns, dass mindestens ein Exemplar in der Kategorie der Bären sich ebenfalls in der Kategorie der gefährlichen Dinge befindet. Diese Aussage kann deshalb als partikuläre Aussage aufgefasst werden, weil sie uns mitteilt, dass mindestens ein bestimmter, ein partikulärer Bär gefährlich ist, aber nicht zwangsläufig alle Bären.

                  

                

              

              
                Der Aufbau des logischen Quadrats der Gegensätze


                
                  	
                    Das logische Quadrat der Gegensätze – ein von Aristoteles entwickeltes Werkzeug zum Studium der kategorischen Aussagen – stellt die vier Grundformen kategorischer Aussagen, die häufig in Syllogismen auftauchen, in einem Quadrat zusammen. Diese vier Grundformen basieren auf den bejahenden und den verneinenden Formen allgemeiner und partikulärer Aussagen.

                  

                


                Aristoteles ordnete diese vier Typen von Aussagen innerhalb eines einfachen Schaubildes an, wie in Tabelle 2.1 dargestellt. Sein berühmtestes Beispiel beruhte auf der Aussage »Alle Menschen sind sterblich«. Doch das in dem Diagramm verwendete Beispiel wurde von meiner schlafenden Katze inspiriert.


                
                  
                    
                      
                        
                          	

                          	
                            Bejahende Formen

                          

                          	
                            Verneinende Formen

                          
                        

                      

                      
                        
                          	
                            Allgemeine Formen

                          

                          	
                            A: Alle Katzen schlafen.


                            Es gibt keine Katze, die nicht schläft.


                            Keine Katze schläft nicht.


                            Jede Katze schläft.

                          

                          	
                            E: Keine Katze schläft.


                            Alle Katzen schlafen nicht.


                            


                            Es gibt keine Katze, die schläft.


                            Es gibt keine schlafende Katze.

                          
                        


                        
                          	
                            Partikuläre Formen

                          

                          	
                            I: Einige Katzen schlafen.


                            Nicht alle Katzen schlafen nicht.


                            Mindestens eine Katze schläft.


                            


                            Es gibt eine schlafende Katze.

                          

                          	
                            O: Nicht alle Katzen schlafen.


                            Einige Katzen schlafen nicht.


                            


                            Es gibt mindestens eine Katze, die nicht schläft.


                            Nicht jede Katze schläft.

                          
                        

                      
                    


                    
                      Tabelle 2.1: Das logische Quadrat der Gegensätze

                    
                  
                


                Wie Sie in der Tabelle sehen können, bringt jeder Aussagentyp eine unterschiedliche Beziehung zwischen der Kategorie der Katzen und der Kategorie der schlafenden Dinge zum Ausdruck. Im Deutschen kann man jeden Aussagetypus in einer Vielzahl von Möglichkeiten ausdrücken. Einige von ihnen habe ich in der Tabelle aufgezählt, doch in jedem Fall sind weitere andere Formulierungen möglich.


                
                  	
                    Aristoteles stellte zwischen diesen vier Typen von Aussagen Beziehungen fest. Die wichtigste dieser Beziehungen ist der kontradiktorische Gegensatz. Dieser besteht zwischen jenen Aussagen, die sich im Quadrat diagonal gegenüberstehen. Bei kontradiktorischen Paaren ist die eine Aussage wahr, die andere falsch.

                  

                


                Betrachten wir einmal die A‐ und O‐Aussagen in Tabelle 2.1. Wenn jede Katze auf der Welt zurzeit schläft, dann ist offensichtlich A wahr und O falsch; im anderen Fall ist die Situation genau umgekehrt. So ähnlich ist es auch bei den E‐ und I‐Aussagen. Wenn jede Katze auf der Welt wach ist, dann ist E wahr und I falsch; im anderen Fall ist die Situation genau umgekehrt.


                
                  	
                    Vielleicht fragen Sie sich ja, woher die Buchstaben zur Bezeichnung dieser Aussagen kommen? Es heißt, die Buchstaben für die bejahenden Formen A und I leiteten sich aus dem lateinischen Wort AffIrmo ab, das so viel bedeutet wie »ich stimme zu, ich bejahe«. Ebenso sollen die Buchstaben für die verneinenden Formen E und O von dem lateinischen Wort nEgO abstammen, das so viel bedeutet wie »ich verneine«. Die Quelle für diese Bezeichnungen ist unklar, Aristoteles kann jedoch ausgeschlossen werden: Er sprach schließlich Griechisch und nicht Latein.

                  

                

              
            

            
              Euklids Axiome und Theoreme


              Obwohl Euklid (ca. 325–265 v. Chr.) streng genommen gar kein Logiker war, sind seine Beiträge zur Logik nicht zu leugnen.


              Euklid ist vor allem für sein Werk der Geometrie bestens bekannt, das ihm zu Ehren noch immer als euklidische Geometrie bezeichnet wird. Seine bedeutsamste Leistung war hierbei seine logische Gliederung geometrischer Prinzipien in Axiome und Theoreme.


              Euklid begann mit fünf Axiomen (die man auch als Postulate bezeichnet) – wahren Aussagen, die er für einfach und evident hielt. Ausgehend von diesen Axiomen wandte er die Logik an, um Theoreme – wahre Aussagen, die komplexer und nicht unmittelbar einsichtig sind – zu beweisen. Auf diesem Wege gelang es ihm, das riesige Korpus der Geometrie aus den logischen Ableitungen der fünf Axiome alleine zu beweisen. Noch immer verwenden Mathematiker diese logische Einteilung von Aussagen in Axiome und Theoreme. Mehr zu diesem Thema erfahren Sie in Kapitel 22.


              Euklid benutzte zudem eine logische Methode, die man als indirekten Beweis bezeichnet. Bei dieser Vorgehensweise geht man vom Gegenteil dessen aus, was man beweisen will, und zeigt dann, dass diese Voraussetzung zu einem Schluss führt, der offensichtlich verkehrt ist.


              Zum Beispiel: Ein Detektiv überlegt sich Folgendes: »Wenn der Butler den Mord begangen hätte, dann hätte er sich zwischen 19 und 20 Uhr in der Villa aufhalten müssen. Doch Zeugen sahen ihn während dieser Zeit in der 20 Kilometer weit entfernten Stadt, sodass er nicht gleichzeitig im Haus sein konnte. Deshalb kann der Butler nicht der Mörder sein.«


              
                	
                  Ein indirekter Beweis wird auch als Widerspruchsbeweis und als Reductio ad Absurdum bezeichnet, was auf Latein so viel bedeutet wie Zurückführung auf das Absurde. Schlagen Sie Kapitel 11 auf, wenn Sie mehr darüber erfahren möchten, wie man einen indirekten Beweis führt.

                

              

            

            
              Chrysippos und die Stoiker


              Während Aristoteles' Nachfolger seine Arbeit über die syllogistische Logik der kategorischen Aussagen weiterentwickelten, verfolgte eine weitere philosophische Schule der Griechen, die Stoa, einen anderen Ansatz. Sie konzentrierte sich auf Konditionalaussagen, die die Form wenn … dann besitzen. Zum Beispiel:


              
                	
                  Wenn sich im Westen Wolken auftürmen, dann wird es regnen.

                

              


              Der bedeutendste dieser stoischen Logiker war Chrysippos (279–206 v. Chr.). Er untersuchte Argumente, die in dieser Wenn‐dann‐Form vorlagen. Also beispielsweise:


              Prämissen:


              
                	
                  Wenn sich im Westen Wolken auftürmen, dann wird es regnen.


                  Im Westen türmen sich Wolken auf.

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  Es wird regnen.

                

              


              Natürlich gibt es Zusammenhänge zwischen dem aristotelischen und dem stoischen Ansatz. Beide legen ihren Fokus auf Gruppen von Aussagen, die Aussagen enthalten, die wiederum, wenn sie wahr sind, darauf abzielen, so zusammenzupassen, dass die Konklusion gezwungenermaßen ebenfalls wahr sein muss. Doch Reibereien zwischen den beiden Denkschulen führten dazu, dass sich die Logik mehr als ein Jahrhundert lang in zwei verschiedenen Richtungen entwickelte, dennoch verschmolzen sie mit der Zeit zu einer einzigen Disziplin.

            

            
              Die Logik macht Urlaub


              Nach den Griechen nahm die Logik eine lange Auszeit und gönnte sich nur einige wenige sporadische Auftritte.


              Während des Römischen Reiches und des europäischen Mittelalters wurde die Logik mehr als 1000 Jahre lang oftmals vernachlässigt. Aristoteles' Schriften über die Logik wurden gelegentlich übersetzt und mit einem Kommentar des Übersetzers veröffentlicht. Doch verfassten nur sehr wenige Philosophen in dieser Zeit eigene Abhandlungen zur Logik.


              Während des ersten nachchristlichen Jahrtausends erschien in der arabischen Welt eine Reihe von Arbeiten zur Logik. Sowohl christliche als auch muslimische Philosophen übersetzen und kommentierten in Bagdad weiterhin Aristoteles. Avicenna (980–1037) brach mit dieser Praxis, indem er Aussagen untersuchte, die Zeitbegriffe wie immer, manchmal und niemals enthielten.


              Das 12. Jahrhundert erlebte ein erneuertes Interesse an der Logik, insbesondere an logischen Fehlschlüssen, die auf Formfehlern in Argumenten basieren. Einige dieser Arbeiten, die schon mit Aristoteles' Sophistischen Widerlegungen begonnen hatten, machten sich Theologen während dieser Epoche des sich immer weiter ausbreitenden katholischen Einflusses in Europa zunutze. Während der folgenden Jahrhunderte studierten die Philosophen weiterhin Fragen von Sprache und Argumentation und setzten diese in Bezug zur Logik.


              Zudem war die Logik als eine der sieben freien Künste zentral im Lehrplan der Universitäten, die sich zu dieser Zeit entwickelten. (Ich bin mir ganz sicher, dass Sie es gar nicht erwarten können, zu erfahren, welche denn die anderen sechs freien Künste waren: Grammatik, Rhetorik, Arithmetik, Geometrie, Astronomie und Musik.)

            
          

          
            Die moderne Logik – das 17., 18. und 19. Jahrhundert


            In Europa wurden die Denker, als das Zeitalter des Glaubens langsam dem Zeitalter der Vernunft des 16. und 17. Jahrhunderts wich, optimistisch im Hinblick darauf, Antworten auf die Fragen nach der Natur und dem Universum zu finden.


            Auch wenn Wissenschaftler (wie Isaac Newton) und Philosophen (wie René Descartes) weiterhin an Gott glaubten, blickten sie doch über die offiziellen Kirchenlehren hinaus, um eine Antwort darauf zu bekommen, wie Gottes Universum funktioniert. Stattdessen fanden sie jedoch heraus, dass viele der Geheimnisse der Welt – wie der Fall eines Apfels oder die Bewegung des Mondes im Weltraum – mechanistisch erklärt und vorhergesagt werden konnten, indem man sich der Mathematik bediente. Durch diesen Schub im wissenschaftlichen Denken wurde die Logik zu einem grundlegenden und überlegenen Werkzeug der Vernunft.


            
              Leibniz und die Frühaufklärung


              Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716) war der größte Logiker der Frühaufklärung in Europa. Wie Aristoteles erkannte auch Leibniz das große Potenzial der Logik, zu einem unerlässlichen Instrument dafür zu werden, die Welt zu verstehen. Er war der erste Logiker, der Aristoteles' Arbeit einen entscheidenden Schritt weiterführte, indem er logische Aussagen in Symbole umwandelte, die dann wiederum wie Zahlen und Gleichungen behandelt werden konnten. Das Ergebnis war der erste, noch unausgereifte Versuch einer symbolischen Logik.


              Auf diese Weise erhoffte sich Leibniz, dass die Logik die Philosophie, die Politik und sogar die Religion in reine Berechnung umwandeln könnte und damit eine verlässliche Methode bereitstellen würde, mit der sich schließlich sämtliche Geheimnisse des Lebens ganz objektiv beantworten ließen. In einem berühmten Zitat in seiner Kunst des Findens (1685) schreibt er:


              
                	Die einzige Möglichkeit, unser logisches Denken zu verbessern, liegt darin, es so greifbar wie das mathematische zu machen, sodass wir unseren Irrtum auf den ersten Blick finden können, und wenn es unter den Leuten Debatten gibt, kann man einfach sagen: »Lasst uns ohne weitere Umstände rechnen, um zu sehen, wer nun recht hat.«

              


              Leider wurde sein Traum von einer Umwandlung aller Lebensbereiche in Rechenoperationen von der ihm nachfolgenden Generation nicht weiterverfolgt. Seine Ideen waren ihrer Zeit so weit voraus, dass man sie als wenig bedeutsam einstufte. Nach seinem Tod verstaubten Leibniz' Schriften über die Logik als ein symbolisches Rechnen fast 200 Jahre lang. Zu der Zeit, als man sie wiederentdeckte, waren sie von den Logikern bereits eingeholt und sogar übertroffen worden. Die Folge davon war, dass Leibniz nicht annähernd so einflussreich war, wie er es während dieser wichtigen Phase in der Entwicklung der Logik hätte sein können.

            

            
              Der Ausbau zur formalen Logik


              Meistens wurde die Logik bis ins 19. Jahrhundert hinein informell betrieben – das heißt, ohne die Verwendung von Symbolen anstelle von Wörtern. Seit Leibniz hatten Mathematiker und Philosophen eine große Vielfalt an Schreibweisen für einfache logische Begriffe geschaffen. Dennoch mangelte es diesen Systemen im Allgemeinen an einer systematisierten Methode für umfassende Berechnungen.


              
                	
                  Bis Ende des 19. Jahrhunderts hatten Mathematiker jedoch die formale Logik entwickelt – die auch als symbolische Logik bezeichnet wird –, bei der Symbole für Wörter und Aussagen stehen. George Boole, Georg Cantor und Gottlob Frege trugen entscheidend zur Entwicklung der formalen Logik bei.

                

              


              
                Boolesche Algebra


                Nach seinem Erfinder George Boole (1815–1864) benannt, ist die boolesche Algebra das erste voll ausgearbeitete System, das die Logik als Rechensystem behandelt. Aus diesem Grund wird sie auch als der Vorläufer der formalen Logik betrachtet.


                
                  	
                    Die boolesche Algebra ähnelt insofern der normalen Arithmetik, als sie sowohl numerische Zahlenwerte als auch die allgemein üblichen Rechenoperationen für Addition und Multiplikation verwendet. Im Gegensatz zur Arithmetik jedoch werden nur zwei Zahlen benutzt: 0 und 1, was falsch beziehungsweise wahr bedeutet.

                  

                


                Es sei:


                
                  	
                    A: Johann Wolfgang von Goethe verfasste den Faust.


                    B: Arnold Schwarzenegger verfasste das Grundgesetz der Bundesrepublik.

                  

                


                Da die erste Aussage wahr und die zweite falsch ist, kann man also sagen:


                
                  	
                    A = 1 und B = 0

                  

                


                In der booleschen Algebra wird die Addition als oder interpretiert, sodass die Aussage


                
                  	
                    Johann Wolfgang von Goethe verfasste den Faust oder Arnold Schwarzenegger verfasste das Grundgesetz der Bundesrepublik

                  

                


                übersetzt wird in


                
                  	
                    A + B = 1 + 0 = 1

                  

                


                Da die boolesche Gleichung gleich 1 ist, ist die Aussage also wahr. Ähnlich wird die Multiplikation als und ausgelegt, sodass die Aussage


                
                  	
                    Johann Wolfgang von Goethe verfasste den Faust und Arnold Schwarzenegger verfasste das Grundgesetz der Bundesrepublik

                  

                


                umgewandelt wird in


                
                  	
                    A × B = 1 × 0 = 0

                  

                


                In diesem Fall ist die boolesche Gleichung gleich 0, sodass die Aussage falsch ist.


                Wie man sehen kann, ähnelt die Berechnung von Wahrheitswerten bemerkenswerterweise der der Arithmetik. Doch was sich hinter den Zahlen verbirgt, ist reine Logik.


                Weitere Informationen zur booleschen Algebra finden Sie in Kapitel 14.

              

              
                Cantors Mengenlehre


                
                  	
                    Die Mengenlehre, die in den siebziger Jahren des 19. Jahrhunderts von Georg Cantor entwickelt wurde, warf ebenfalls ihre Schatten auf die formale Logik voraus, übte jedoch einen weit größeren Einfluss als die boolesche Algebra aus und war von größerem Nutzen als diese.

                  

                


                Kurz umrissen bezeichnet eine Menge einfach eine Sammlung von Dingen, die etwas Gemeinsames haben oder auch nicht. Einige Beispiele dafür:


                
                  	
                    {1, 2, 3, 4, 5, 6}


                    {Batman, Superman, Spiderman}


                    {Afrika, Boris Becker, November, Micky Maus}

                  

                


                Diese simple Zusammenstellung ist ungeheuer effektiv zu dem Zweck, wichtige Kernideen der Logik zu kennzeichnen. Betrachten wir einmal die folgende Aussage:


                
                  	
                    Alle Bundesländer, die den Buchstaben y enthalten, fangen mit dem Buchstaben B an.

                  

                


                Diese Aussage kann überprüft werden, indem man die Mengen aller Bundesländer ermittelt, die den Buchstaben y enthalten und die Menge der Bundesländer, die mit dem Buchstaben B beginnen. Diese beiden Mengen sehen dann folgendermaßen aus:


                
                  	
                    Menge 1: {Bayern}


                    Menge 2: {Baden‐Württemberg, Bayern, Berlin, Brandenburg, Bremen}

                  

                


                Wie man sehen kann, ist jedes Element der ersten Menge ebenfalls ein Element der zweiten Menge. Somit ist die erste Menge eine Teilmenge der zweiten Menge, sodass unsere ursprüngliche Aussage wahr ist.

              
            

            
              Freges formale Logik


              
                	
                  Gottlob Frege (1848–1925) erfand das erste richtige System einer formalen Logik. Dieses System ist tatsächlich ein logisches System, das innerhalb eines anderen eingebettet ist. Das kleinere System, die Aussagenlogik, verwendet vier Buchstaben, die für einfache Aussagen stehen, die dann wiederum miteinander verbunden werden durch die Verwendung von fünf Symbolen, die für nicht, und, oder, wenn und wenn und nur dann, wenn stehen. Es sei:


                  L: Laura ist im Kino.


                  D: Daniel ist zu Hause.

                

              


              Nun kann man folgende Aussagen betrachten:


              
                	
                  Laura ist im Kino, und Daniel ist zu Hause.


                  Wenn Laura im Kino ist, dann ist Daniel nicht zu Hause.

                

              


              und sie gemäß obiger Festlegungen in Symbolketten verwandeln:


              
                	
                  L & D


                  L → ∼D

                

              


              In der ersten Aussage bedeutet das Symbol & und. In der zweiten bedeutet das Symbol → wenn … dann, und das Symbol ~ steht für nicht.


              Weitere Einzelheiten zur Aussagenlogik werde ich in den Teilen II und III vorstellen.


              Das größere System, die Prädikatenlogik, die auch als Quantorenlogik bezeichnet wird, enthält sämtliche Regeln der Aussagenlogik, erweitert diese aber noch. Die Prädikatenlogik benutzt verschiedene Buchstaben, die dann für das Subjekt und das Prädikat einer einfachen Aussage stehen. Zum Beispiel seien:


              
                	
                  l: Laura


                  d: Daniel


                  Kx: x ist im Kino.


                  Hx: x ist zu Hause.

                

              


              Diese Festlegungen erlauben es uns, die folgenden beiden Aussagen:


              
                	
                  Laura ist im Kino und Daniel ist zu Hause.


                  Wenn Laura im Kino ist, dann ist Daniel nicht zu Hause.

                

              


              darzustellen als:


              
                	
                  Kl & Hd


                  Kl → ∼Hd

                

              


              Die Prädikatenlogik enthält außerdem noch zwei zusätzliche Symbole für alle und einige, die uns eine Darstellung der Aussagen


              
                	
                  Jeder ist im Kino.


                  Jemand ist zu Hause.

                

              


              durch


              
                	
                  ∀x [Kx]


                  ∃x [Hx]

                

              


              erlauben.


              Die Prädikatenlogik kann somit unter anderem die vier grundlegenden vier kategorischen Aussagen aus Aristoteles' logischem Quadrat der Gegensätze darstellen (siehe dazu den Abschnitt »Die Klassifizierung kategorischer Argumente« weiter oben in diesem Kapitel).


              Schlagen Sie Teil IV auf, wenn Sie mehr über die Prädikatenlogik erfahren möchten.

            
          

          
            Die Logik im 20. und 21. Jahrhundert


            Bis zum Ende des 19. Jahrhunderts waren die Mathematiker – dem Beispiel Euklids folgend – bestrebt, alle Theoreme in der Mathematik auf eine Reihe von einigen Axiomen zurückzuführen.


            Frege, der Erfinder des ersten wirklichen Systems einer formalen Logik, fragte sich, ob die Mathematik selbst aus der Logik und der Mengenlehre abgeleitet werden konnte. Er begann mit nur einigen wenigen Axiomen über Mengen und zeigte damit, dass Zahlen und letztlich die ganze Mathematik logisch aus diesen Axiomen folgen.


            
              	
                Freges Theorie schien so lange gut zu funktionieren, bis Bertrand Russell (1872–1970) ein Paradox (oder eine Widersprüchlichkeit) entdeckte. Russell zeigte auf, dass es möglich war, innerhalb des Systems von Frege eine Menge zu erzeugen, die jede Menge enthält, die sich nicht selbst als Teilmenge enthält. Das Problem dabei besteht darin, dass, wenn diese Menge sich selbst enthält, sie sich dann nicht selbst enthält und umgekehrt. Dieser Widerspruch ist bekannt unter der Bezeichnung russellsche Antinomie. (Auf diese russellsche Antinomie werde ich in Kapitel 22 näher eingehen.)

              

            


            Als Frege mit diesem Problem konfrontiert wurde, war er am Boden zerstört, doch Russell sah in seiner Arbeit einen Gewinn. Zwischen 1910 und 1913 verfassten Bertrand Russell und Alfred North Whitehead die dreibändige Principia Mathematica, eine Aufarbeitung von Freges Ideen, durch die die Mathematik mit Axiomen der Mengenlehre und der Logik fundiert wird.


            
              Die nichtklassische Logik


              Das Vorhaben, Mathematik und Logik auf wenige Axiome zurückzuführen, führt uns zu einer interessanten Fragestellung: Was geschieht eigentlich, wenn man mit einer ganz anderen Menge von Axiomen beginnt?


              Eine Möglichkeit besteht beispielsweise darin, zuzulassen, dass eine Aussage noch etwas anderes als entweder wahr oder falsch sein kann. Oder, anders ausgedrückt: Man kann es zulassen, dass eine Aussage gegen den Satz vom ausgeschlossenen Dritten verstoßen darf (siehe Kapitel 1). Für die Griechen wäre ein solcher Ansatz undenkbar gewesen, doch mit einer Logik, die einfach als eine Menge von Axiomen formuliert wird, gerät dies in den Bereich des Möglichen.


              1917 entwickelte Jan Lukasiewicz die erste mehrwertige Logik, bei der eine Aussage nicht nur wahr oder falsch sein kann, sondern auch möglich. Dieses System erwies sich als nützlich dafür, eine Aussage wie die folgende einzuordnen:


              
                	
                  Im Jahr 2162 wird der 1. FC Nürnberg an der Spitze der Bundesliga stehen.

                

              


              
                	
                  Die Aufnahme der Kategorie möglich in den Wahr‐und‐falsch‐Götterhimmel war die erste radikale Abkehr von der klassischen Logik – also sämtlicher Logik, die zuvor existierte – hin in einen neuen Bereich, der als nichtklassische Logik bezeichnet wird. (Mehr über verschiedene Ausgestaltungen der nichtklassischen Logik – einschließlich der Fuzzy‐ und der Quantenlogik – finden Sie in Kapitel 21.)

                

              

            

            
              Gödels Beweis


              Die Principia Mathematica, das dreibändige Werk von Bertrand Russell und Alfred North Whitehead, etablierte die Logik als eine wesentliche Basis der Mathematik. Trotzdem standen der Logik noch weitere Überraschungen bevor.


              Es kam die Frage auf, inwiefern dieses neue System sowohl widerspruchsfrei als auch vollständig war. Das heißt: War es möglich, die Logik einzusetzen, um jede wahre Aussage über die Mathematik aus diesen Axiomen abzuleiten und zudem keine einander widersprechenden Aussagen?


              1931 zeigte Kurt Gödel, dass es mathematische Aussagen gibt, die zwar wahr sind, jedoch angesichts der Axiome der Principia nicht bewiesen werden können. Außerdem zeigte er, dass jeder Versuch, die Mathematik auf ein widerspruchsfreies System von Axiomen zu reduzieren, dasselbe Resultat hervorbringt. Dieser Befund, den man als Unvollständigkeitssatz bezeichnet, machte Gödel zu einem der größten Mathematiker des 20. Jahrhunderts.


              
                	
                  In gewisser Hinsicht lieferte Gödels Unvollständigkeitssatz eine Antwort auf Leibniz' Hoffnung, dass die Logik eines Tages eine Methode bereitstellen würde, mit der man alle Fragestellungen der Mysterien des Lebens berechnen könnte. Die Antwort war leider ein definitives »Nein«. Logik – zumindest in ihrer gängigen Formulierung – reicht nicht aus, um jede mathematische Wahrheit zu beweisen, geschweige denn jede Wahrheit unserer komplexen Welt.

                

              

            

            
              Das Computerzeitalter


              Doch die Mathematiker und Wissenschaftler konzentrierten sich nicht so sehr auf das, was die Logik nicht leisten kann, sondern sie fanden endlose Möglichkeiten heraus, wie man Logik effektiv einsetzen kann. An erster Stelle dieser Einsatzbereiche steht natürlich der Computer, den manche Fachleute (vor allem die Computerspezialisten) für die größte Erfindung des 20. Jahrhunderts halten.


              Die Hardware, die materielle Konstruktion des Computerschaltkreises, benutzt logische Gatter, die die Grundfunktionen der Aussagenlogik imitieren – indem sie Energie aus ein oder zwei Quellen in Form von elektrischem Strom aufnimmt und ihn nur unter bestimmten Bedingungen abgibt.


              Ein Nicht‐Gatter gibt beispielsweise nur dann Strom ab, wenn von dem einen Eingang kein Strom fließt. Ein Und‐Gatter liefert nur dann Strom, wenn von beiden seiner Eingänge aus Strom fließt. Und schließlich gibt ein Oder‐Gatter nur dann Strom ab, wenn von mindestens einem seiner beiden Eingänge aus Strom fließt.


              Die Software, die Programme, die die Abläufe auf der Hardware steuern, sind alle in Computersprachen, wie Java, C++, Visual Basic, Ruby oder Python, geschrieben. Obwohl sich die Computersprachen alle voneinander unterscheiden, haben sie dennoch einen Kern an Gemeinsamkeiten, wozu eine Reihe von Schlüsselwörtern aus der Aussagenlogik gehört, wie und, oder, wenn … dann und so weiter.


              Schlagen Sie Kapitel 20 auf, wenn Sie mehr darüber erfahren möchten, wie die Logik bei der Computer‐Hardware und ‐Software eingesetzt wird.

            

            
              Auf der Suche nach der endgültigen Grenze


              Wird die Logik wohl ausreichen, um all die Feinheiten des menschlichen Geistes und die Komplexitäten des Universums zu beschreiben? Ich vermute: eher nicht – vor allem nicht die Logik in ihrer heutigen Ausprägung.


              Dennoch ist die Logik ein ungeheuer leistungsfähiges Instrument, dessen Einsatzmöglichkeiten gerade erst nach und nach erschlossen werden. Und wer weiß? Gerade, wenn ich dieses Buch schreibe, arbeiten Logiker bereits daran, noch ausdrucksfähigere Logiksysteme zu entwickeln, um das Potenzial von Mathematik und Wissenschaft zu erweitern, vielleicht noch Erfindungen hervorbringen, die unsere heutigen Hoffnungen und Träume weit übersteigen.

            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 3


        Die Hauptsache: das Argument


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Zerlegen Sie ein Argument in seine Teile

                


                	
                  Grenzen Sie die Logik ab

                


                	
                  Erkunden Sie die weiten Anwendungsfelder der Logik

                

              


              


              Kurz und gut: Die Logik ist die Kunst, ein gutes von einem schlechten Argument zu unterscheiden.


              Die Idee, die hinter einem Argument steht, ist ganz einfach: Ich möchte Sie von einer Sache überzeugen, deshalb hebe ich einige Fakten hervor, die Sie bereits kennen und mit denen Sie einverstanden sind. Sodann zeige ich Ihnen, dass das, wovon ich Sie zu überzeugen versuche, ganz naturgemäß aus diesen Fakten folgt.


              In diesem Kapitel erkläre ich, was Logik eigentlich ist, und führe Sie durch die einzelnen Elemente eines Arguments. Außerdem gebe ich Ihnen viele Beispiele, zeige Ihnen, was Logik nicht ist, und durchlaufe die verschiedenen Bereiche, in denen die Logik eingesetzt wird. Schließlich kann es durchaus sein, dass Sie sich dabei ertappen, ein Argument in den falschen Hals zu bekommen, doch letztlich wird Ihnen niemand mehr vorwerfen können, Sie seien unlogisch!

            
          

          
            Was ist Logik?


            All das sollten Sie über Logik wissen:


            
              	
                Logik ist die Lehre von der Gültigkeit eines Arguments, das heißt, die Logik entscheidet, ob ein Argument gültig (gut) oder ungültig (schlecht) ist.

              


              	
                Ein Argument ist in der Logik eine Menge einer oder mehrerer Prämissen, die von einer Konklusion gefolgt werden. Die Prämissen sind dabei häufig durch eine oder mehrere Zwischenaussagen miteinander verbunden.

              


              	
                Prämissen und Konklusion sind stets Aussagen – Sätze, die Informationen vermitteln und die entweder wahr oder falsch sind.

              


              	
                Bei einem gültigen Argument muss die Konklusion – wenn alle Prämissen wahr sind – ebenfalls wahr sein.

              

            


            
              	
                Wenn wir all diese Aussagen zusammenpacken, dann kommt Folgendes dabei heraus:

              

            


            
              	
                Mit der Logik bestimmt man die Bedingungen, unter denen eine Menge von wahren Prämissen zu einer Konklusion führt, die ebenfalls wahr ist.

              

            


            Genau das ist es! Behalten Sie diese Definition bei der Lektüre des Buches im Gedächtnis. Schreiben Sie sie auf ein Karteikärtchen und heften Sie dieses an Ihren Badezimmerspiegel. Jeder Gegenstand der Logik bezieht sich mehr oder weniger auf diese zentrale Definition.


            
              Wie man die Argumentstruktur prüft


              
                	
                  Ein Argument muss eine oder mehrere Prämissen aufweisen, denen sich eine Konklusion anschließt. Ein Beispiel für ein Argument:


                  Nico: Ich liebe dich.


                  Laura: Ja, ich weiß.


                  Nico: Und du liebst mich.


                  Laura: Ja, das stimmt.


                  Nico: Und Leute, die sich lieben, sollten heiraten.


                  Laura: Okay.


                  Nico: Daher sollten wir heiraten.

                

              


              Dies mag vielleicht nicht gerade der romantischste Heiratsantrag sein, von dem Sie je gehört haben, doch Sie wissen jetzt, worum es geht. Wenn Laura wirklich mit allen drei Aussagen Nicos einverstanden ist, sollte sein Argument sie davon überzeugen, ihn zu heiraten.


              Doch schauen wir uns die Struktur von Nicos Argument einmal etwas genauer an und wir werden feststellen, dass es drei Prämissen und eine Konklusion enthält. Wenn wir es auf eine grundlegende Form reduzieren, dann sagt Nico das Folgende:


              Prämissen:


              
                	
                  Ich liebe dich.


                  Du liebst mich.


                  Leute, die sich lieben, sollten heiraten.

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  Wir sollten heiraten.

                

              


              
                	
                  Die Prämissen und die Konklusion eines Arguments haben alle etwas Gemeinsames: Sie sind Aussagen. Eine Aussage ist einfach ein Satz, der Information vermittelt.

                

              


              So sind beispielsweise die folgenden Sätze alles Aussagen, obwohl keiner von ihnen bis jetzt in die Kategorie der Prämissen beziehungsweise der Konklusionen zu passen scheint:


              
                	
                  Die Hauptstadt von Bayern ist München.

                


                	
                  Zwei plus zwei ergibt fünf.

                


                	
                  Dein rotes Kleid ist hübscher als dein blaues.

                


                	
                  Männer sind wie Hunde.

                

              


              Im Gegensatz dazu sehen wir uns an, was alles keine Aussagen sind:


              
                	
                  Ein großer, blauer Mercedes (kein vollständiger Satz)

                


                	
                  Bist du öfter hier? (eine Frage)

                


                	
                  Räum sofort dein Zimmer auf! (eine Aufforderung)

                


                	
                  Der reine Wahnsinn! (ein Ausruf)

                

              


              
                	
                  In der Logik kann die Information, die eine Aussage liefert – und damit die Aussage selbst – entweder wahr oder falsch sein. (Diese Regel gilt immer, egal ob die Aussage als Prämisse oder als Konklusion eines Arguments verwendet wird.) Dies bezeichnet man als den Wahrheitswert einer Aussage.

                

              


              Da Logiker nun ständig mit Wahrheitswerten zu tun haben, sparen sie etwas an den ständig steigenden Tintenkosten, wenn sie sich statt auf den Wahrheitswert einfach nur auf den Wert einer Aussage beziehen. In diesem Buch verwende ich beide Begriffe, doch bedeuten sie dasselbe.


              Manchmal ist es ganz einfach, den Wahrheitswert einer Aussage zu überprüfen. Der Wert der Aussage: »Die Hauptstadt von Bayern ist München« ist wahr, weil München tatsächlich die Hauptstadt von Bayern ist. Und zwei plus zwei ist vier und nicht fünf, sodass der Wert der Aussage »Zwei plus zwei ergibt fünf« falsch ist.


              In anderen Fällen ist es schwieriger, den Wahrheitswert einer Aussage zu überprüfen. Wie will man beispielsweise entscheiden, ob das eine Kleid tatsächlich hübscher ist als das andere oder ob Männer wirklich wie Hunde sind?


              Momentan sollten Sie sich jedoch nicht darum kümmern, wie man herausbekommt, ob eine Aussage wahr oder falsch ist oder sogar ob man das überhaupt herausbekommen kann. Diese Frage wird uns weiter unten im Abschnitt »Die Schlüssigkeit eines Arguments« dieses Kapitels beschäftigen.

            

            
              Die Gültigkeitsprüfung


              
                	
                  Bei einem guten Argument – oder, wie die Logiker sagen, einem gültigen Argument – muss die Konklusion ebenfalls wahr sein, wenn sämtliche Prämissen wahr sind.

                

              


              Gültige Argumente sind sozusagen das Kernstück der Logik. Wir erinnern uns daran, dass man mit einem Argument jemanden von etwas überzeugen möchte. Man hebt also Fakten hervor, mit denen der andere bereits einverstanden ist (Prämissen), dann zeigt man, dass das, wovon man den anderen zu überzeugen versucht (Konklusion), aus diesen Fakten folgt.


              Nehmen wir einmal an, Ihr Professor sagt zu Ihnen: »Alle, die gelernt haben, schnitten bei meiner Abschlussklausur gut ab. Und Sie haben gelernt, also haben Sie gut abgeschnitten.« Schlüsseln wir diese Aussage auf in Prämissen und eine Konklusion, sodass wir nun Folgendes haben:


              Prämissen:


              
                	
                  Wenn ein Student gelernt hat, dann schnitt er gut ab bei der Abschlussklausur.


                  Sie haben gelernt.

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  Sie haben gut abgeschnitten bei der Abschlussklausur.

                

              


              Das eben genannte Argument ist ein Beispiel für ein gültiges Argument. Sie erkennen, dass, wenn die beiden Prämissen wahr sind, auch die Konklusion wahr sein muss.


              Außerdem verstehen Sie nun, warum ich im vorhergehenden Abschnitt behauptet hatte, dass die Gültigkeit eines Arguments auf dessen Struktur beruht. Wenn diese Struktur nicht stimmt, so ist ein Argument auch dann ungültig, wenn alle seiner Aussagen wahr sind. Als Beispiel soll folgendes ungültige Argument dienen:


              Prämissen:


              
                	
                  Theodor Heuss war der erste Bundespräsident Deutschlands.


                  Albert Einstein stellte die Relativitätstheorie auf.

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  Bill Gates ist der reichste Mann der Welt.

                

              


              Alle diese Aussagen sind zufällig wahr. Doch das bedeutet nicht, dass das Argument gültig ist. In diesem Fall ist das Argument ungültig, weil es keine Struktur gibt, die sicherstellt, dass die Konklusion aus den Prämissen folgen muss. Wenn die Microsoft‐Aktien plötzlich einbrächen und Bill Gates morgen vollkommen mittellos wäre, dann wären die Prämissen zwar wahr, die Konklusion jedoch falsch.

            
          

          
            Weitere Beispiele für Argumente


            Eben weil Argumente in der Logik so extrem wichtig sind, führe ich in diesem Abschnitt noch einige weitere Beispiele an, damit Sie ein Gespür dafür bekommen, wie sie funktionieren.


            Manche dieser Argumente enthalten Prämissen, die in der Wenn‐dann‐Form vorliegen. Wenn etwas geschieht, dann wird etwas anderes geschehen. Man kann sich diese Art von Satz wie eine glatte Rutschbahn vorstellen: Sie klettern einfach ganz nach oben auf das Wenn und rutschen auf das Dann am Ende der Bahn hinunter.


            Aristoteles war der Erste, der diese Argumentform untersuchte. Zum Beispiel:


            Prämissen:


            
              	
                Alle Menschen sind sterblich.


                Sokrates ist ein Mensch.

              

            


            Konklusion:


            
              	
                Sokrates ist sterblich.

              

            


            Diese Argumentform ist ein Syllogismus. (Siehe Kapitel 2 für nähere Informationen über frühe Formen der Logik bei Aristoteles und anderen Philosophen.)


            Wenn Sie erst einmal dahintergekommen sind, wie gültige Argumente funktionieren, dann sind den Variationen keine Grenzen gesetzt. In den Teilen II bis V dieses Buchs entdecken Sie sogar noch mehr konkrete und nützliche Möglichkeiten, gültige Argumente zu erstellen, zu verstehen und die Gültigkeit eines Arguments nachzuweisen. Fürs Erste sollen Ihnen die folgenden Beweise einen Vorgeschmack darauf geben, worum es sich bei gültigen Argumenten überhaupt dreht.


            
              Eis am Sonntag


              Nehmen wir einmal an, Ihr Sohn Tim erinnert Sie an Ihr Versprechen: »Du sagtest neulich, wenn wir am Sonntag in den Park gehen, dann können wir ein Eis essen. Und nun sind wir im Park, und das bedeutet, dass wir ein Eis essen können.« Seine Logik ist einwandfrei. Warum das so ist, können wir erkennen, wenn wir Tims Argument in Prämissen und eine Konklusion aufspalten:


              Prämissen:


              
                	
                  Wenn wir in den Park gehen, dann können wir ein Eis essen.


                  Wir gehen in den Park.

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  Wir können ein Eis essen.

                

              


              Die erste Prämisse errichtet die Wenn‐dann‐Rutschbahn, und bei der zweiten steigen Sie hinauf. Als Folge landen Sie unvermeidlich bei der Konklusion.

            

            
              Fiffis Kummer


              Nehmen wir einmal an, Sie kommen vom Unterricht nach Hause und hören Ihre Mutter schon am Hauseingang, wie sie sich das folgende Argument zurechtlegt: »Wenn du dich um deinen Hund Fiffi kümmern würdest, dann würdest du mit ihm jeden Tag nach dem Unterricht spazieren gehen. Doch du tust das nicht, also kümmerst du dich nicht um ihn.« Wenn wir dieses Argument in seine Teile zerlegen, dann kommen dabei die folgenden Prämissen und die anschließende Konklusion heraus:


              Prämissen:


              
                	
                  Wenn du dich um Fiffi kümmern würdest, dann würdest du mit ihm jeden Tag spazieren gehen.


                  Du gehst nicht jeden Tag mit Fiffi spazieren.

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  Du kümmerst dich nicht um Fiffi.

                

              


              Die erste Prämisse hier baut wieder eine Wenn‐dann‐Rutschbahn auf. Die zweite Prämisse jedoch besagt, dass man nicht am Ende der Bahn anlangt. Die einzige Möglichkeit, dass dies so geschehen konnte, liegt darin, dass man von vorneherein gar nicht nach oben auf die Rutschbahn gestiegen ist. Die Konklusion der armen Mutter ist also korrekt – der arme Fiffi!

            

            
              Flucht aus Berlin


              Nehmen wir einmal an, dass Ihr Freund Michael Ihnen beschreibt, wo er wohnt, und dabei das folgende Argument aufstellt: »Kreuzberg ist in Berlin. Und SO 36 ist in Kreuzberg. Meine Wohnung ist in SO 36, und dort wohne ich auch, also wohne ich in Berlin.« Dieses Argument beruht ebenfalls auf der Wenn‐dann‐Rutschbahn, enthält jedoch nicht die Wörter »wenn« und »dann«. Sie sind bereits im Argument enthalten, werden jedoch nicht ausdrücklich erwähnt:


              Prämissen:


              
                	
                  Wenn etwas in meiner Wohnung ist, dann ist es in SO 36.


                  Wenn etwas in SO 36 ist, dann ist es in Kreuzberg.


                  Wenn etwas in Kreuzberg ist, dann ist es in Berlin.


                  Ich lebe in meiner Wohnung.

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  Ich lebe in Berlin.

                

              


              Bei diesem Beispiel führt eine Rutschbahn zur nächsten, die wiederum zu einer weiteren führt. Nachdem Sie erfahren haben, dass Michael in seiner Wohnung lebt, haben Sie keine andere Wahl, als die drei Bahnen hinunterzurutschen, um zu schließen, dass er in Berlin lebt.

            

            
              Der Fall des schlecht gelaunten Mitarbeiters


              Nehmen wir einmal an, Ihre Frau Sandra kommt verärgert von der Arbeit nach Hause und sagt: »Es gibt drei Sorten von Chefs auf der Welt: die ersten, die einen rechtzeitig bezahlen, die zweiten, die sich dafür entschuldigen, wenn sie zu spät zahlen, und die dritten, die einen als Mitarbeiter einfach nicht schätzen. Nun, mein Gehalt wurde zu spät überwiesen, und mein Chef hat sich nicht dafür entschuldigt, daher weiß ich also, dass er mich nicht schätzt.«


              So schaut ihr Argument im Einzelnen aus:


              Prämissen:


              
                	
                  Ein Chef bezahlt seine Angestellten rechtzeitig oder er entschuldigt sich, wenn er zu spät bezahlt – oder er schätzt einen nicht.


                  Mein Chef bezahlt mich nicht rechtzeitig.


                  Mein Chef hat sich für die Verspätung nicht entschuldigt.

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  Mein Chef schätzt mich nicht.

                

              


              Dieses Argument beruht nicht auf einer Wenn‐dann‐Rutschbahn, sondern auf einer Menge von bestehenden Alternativen, die mithilfe des Wortes »oder« verbunden wurden. Die zweite und dritte Prämisse eliminieren jeweils eine Alternative. Die Konklusion ist dann die einzige Alternative, die noch übrig bleibt.

            
          

          
            Was Logik nicht ist


            
              	
                Weil es die Logik bereits seit ungefähr zweitausend Jahren gibt, hatte sie genügend Gelegenheit, sich in die Fasern unserer Kultur einzuweben.

              

            


            Betrachten wir einmal einige gesellschaftliche Klischees, die mit Logik zu tun haben: Wenn Sie jemandem begegnen, der ruhig und nachdenklich ist, dann meinen Sie vielleicht, dass dies ein logischer Mensch sei. Wenn dagegen jemand eine unbedachte und voreilige Entscheidung trifft – oder eine, mit der Sie einfach nicht einverstanden sind –, so könnten Sie ihm vielleicht vorwerfen, er sei unlogisch oder er setze sich über jede Logik hinweg. Und Sie könnten ihm raten, über sein Tun logisch nachzudenken. Wenn Sie andererseits jemanden für kalt und abgehoben halten, dann könnten Sie meinen, er sei von der Logik beherrscht.


            Und weil die Logik in der Alltagssprache so frei verwendet wird und dort nicht genau definiert ist, machen sich viele Leute alle möglichen falschen Vorstellungen von ihr. In manchen Kreisen wird die Logik als größtes menschliches Bestreben verehrt. In anderen wiederum verachtet man sie geradezu und sieht sie als eine Aufgabe für den Elfenbeinturm an, der so weit entfernt scheint von den Herausforderungen einfacher Leute in ihrem Alltagsleben.


            Die Logik kann also sowohl einen guten als auch einen schlechten Ruf haben, eben weil die Leute sie für etwas halten, was sie gar nicht ist. In diesem Abschnitt ziehe ich alle Register, um Ihnen genau zu zeigen, was Logik ist – und was sie nicht ist.


            In Tabelle 3.1 finden Sie eine Aufstellung darüber, was Logik alles vermag und was sie nicht vermag.


            
              
                
                  
                    
                      	
                        Logik kann nicht

                      

                      	
                        Logik kann

                      
                    

                  

                  
                    
                      	
                        ein gültiges Argument aufstellen.

                      

                      	
                        ein bestimmtes Argument auf Gültigkeit überprüfen.

                      
                    


                    
                      	
                        uns mitteilen, was in Wirklichkeit wahr oder falsch ist.

                      

                      	
                        uns zeigen, wie man mit wahren und falschen Aussagen umgeht.

                      
                    


                    
                      	
                        uns sagen, ob ein Argument gut fundiert ist.

                      

                      	
                        uns sagen, ob ein Argument gültig ist.

                      
                    


                    
                      	
                        Konklusionen rechtfertigen, die durch Induktion aufgestellt wurden.

                      

                      	
                        Konklusionen rechtfertigen, die durch Deduktionen aufgestellt wurden.

                      
                    


                    
                      	
                        ein Argument rhetorisch überzeugender machen.

                      

                      	
                        die Grundlage für rhetorische Verbesserungen bereitstellen.

                      
                    

                  
                


                
                  Tabelle 3.1: Was kann Logik und was kann sie nicht?

                
              
            


            
              Denken kontra Logik


              Klares Denken ist ein ungeheuer komplexer Prozess, den man bisher in all seinen Details kaum ergründen konnte. Und die Logik ist nur ein Teil dieses Denkprozesses, macht ihn aber nicht in seiner Ganzheit aus.


              Man denke dabei an die Art des Nachdenkens, des Überlegens, wenn man einen Streit zwischen zwei Kindern schlichten will. Man muss genau feststellen, was eigentlich passiert ist, diesen Verlauf mit vergangenen Erfahrungen abgleichen und sich dabei auch noch vorstellen, was wohl in Zukunft passieren wird. Man entscheidet sich vielleicht dazu, barsch zu reagieren, indem man den Streithähnen droht, sie zu bestrafen. Oder man reagiert freundlich und versucht, sie zu beruhigen. Oder aber man bleibt unparteiisch und hört sich erst einmal beide Versionen der Geschichte an. Schließlich kann man aber auch von allem ein bisschen tun.


              Kurz: Man hätte wohl viele Möglichkeiten zu reagieren und würde es wohl auch irgendwie schaffen, Frieden zwischen den Kindern zu schaffen (vielleicht würde aber auch keine der Optionen funktionieren, doch das wäre dann ein Thema für Erziehung für Dummies und nicht für Logik für Dummies). Alle diese Optionen erfordern Nachdenken. Selbst wenn man beide Gören in ihre Zimmer schickte, ohne überhaupt einen Versuch zu machen, zu verstehen, was eigentlich passiert ist, erforderte dies eine Art des Denkens, die nur den Menschen eigen ist (und zu der selbst der klügste Hund nicht fähig wäre).


              Wenn man sich jedoch beim Versuch, zwischen den Kindern Frieden zu stiften, lediglich auf Logik beschränkte, würde man nie auf einen grünen Zweig kommen. Logik sagt uns ja nicht, was wir tun oder wie wir handeln sollen – ein solches Werkzeug ist sie nicht. Wenn Sie also auf eine Situation reagieren, indem Sie genau beobachten, nachdenken und Ihre Handlungen nicht von Gefühlen beherrschen lassen, dann machen Sie sich bitte klar, dass Sie auf eine ganze Palette von Fähigkeiten zurückgreifen, die weitaus anspruchsvoller (allerdings auch sehr viel unbestimmter) als die Logik sind.


              
                	
                  Verwechseln Sie also nicht das gründliche Nachdenken mit der Logik! Logik ist nur ein einziger Aspekt des Denkens, doch dieser wurde dermaßen ausführlich studiert, dass man sehr gut Bescheid über ihn weiß. So betrachtet ist die Logik viel mehr – und auch viel weniger – als klares, von Gefühlen ungetrübtes Denken.

                

              

            

            
              Die Wirklichkeit – was für ein Begriff!


              Vielleicht meinen Sie ja, das Wesentliche bei der Logik sei es, Ihnen zu sagen, was wahr und was falsch ist, da man es bei ihr ständig mit wahren und falschen Aussagen zu tun hat. Oder, anders ausgedrückt: Vielleicht glauben Sie ja, dass Ihnen die Logik das Wesen der Wirklichkeit in objektiven Begriffen vermittelt. Doch tatsächlich kann die Logik Ihnen im Allgemeinen nicht sagen, was objektiv wahr oder falsch ist – sie kann Ihnen lediglich zeigen, was wahr oder falsch ist mit Bezug auf andere Aussagen, von denen Sie bereits wissen (oder zu wissen glauben), dass sie wahr oder falsch sind.


              Man schaue sich einmal die folgenden beiden Aussagen an:


              
                	
                  Hessen ist ein Bundesland.


                  Diebstahl ist immer falsch.

                

              


              Die erste Aussage scheint leicht zu überprüfen zu sein, doch die zweite lässt sich anscheinend überhaupt nicht beweisen. Doch in beiden Fällen sagt die Logik nichts über die Wahrheit oder die Falschheit der Aussagen aus, nicht einmal, ob Hessen überhaupt ein Bundesland ist – dafür muss man andere Quellen befragen.


              
                	
                  Die einzige Ausnahme betrifft Aussagen, die nur in einem einfachen Sinne wahr sind. Zum Beispiel:


                  Alle blauen Dinge sind blau.


                  Entweder ist Rüdiger ein Hund oder er ist kein Hund.


                  Wenn Sie ein Kaufmann sind, der in Hamburg wohnt, dann sind Sie ein Kaufmann.

                

              


              Aussagen wie diese bezeichnet man als Tautologien. Sie spielen in der Logik eine wichtige Rolle, über die Sie sich in Kapitel 6 näher informieren können. Zunächst genügt es, wenn Sie wissen, dass der Hauptgrund, weshalb Tautologien ganz sicher wahr sind, darin besteht, dass sie tatsächlich keine Information über die Welt vermitteln. Und was in unserer verrückten, komplexen Welt alles wahr oder falsch ist – das müssen Sie schon selbst herausfinden.

            

            
              Die Schlüssigkeit eines Arguments


              
                	
                  Ein schlüssiges Argument ist einfach ein gültiges Argument plus der Tatsache, dass die Prämissen wahr sind. Somit ist auch die Konklusion eines schlüssigen Arguments wahr.

                

              


              Schlüssigkeit geht Hand in Hand mit der Realität. Doch weil die Logik nichts darüber aussagt, ob eine Aussage wahr oder falsch ist, sagt sie uns auch nichts darüber, ob ein Argument schlüssig ist. Selbst ein gültiges Argument wird eine miserable Konklusion hervorbringen, wenn mit den Prämissen schon etwas nicht in Ordnung ist. Zum Beispiel:


              Prämissen:


              
                	
                  Jennifer Lopez ist auf der Erde.


                  Wenn der Messias auf der Erde ist, dann ist die Endzeit angebrochen.


                  Jennifer Lopez ist der Messias.

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  Die Endzeit ist angebrochen.

                

              


              Hier haben wir also ein logisch gültiges Argument. Ist es nun schlüssig oder nicht? Ich persönlich tue mich recht schwer damit, die dritte Prämisse als wahr anzuerkennen, sodass ich sagen muss, es handelt sich hierbei nicht um ein schlüssiges Argument. Und Sie werden mir wohl zustimmen. Es geht doch dabei um Folgendes: Da die Logik nicht darüber befinden kann, ob diese Aussage in der Realität wahr ist, wird Sie Ihnen auch nicht bei der Entscheidung darüber helfen können, ob das Argument schlüssig ist.


              
                	
                  Vergewissern Sie sich, dass Sie den Unterschied zwischen einem gültigen und einem schlüssigen Argument erkennen. Ein gültiges Argument enthält ein großes Wenn: Wenn alle Prämissen wahr sind, dann muss die Konklusion ebenfalls wahr sein. Ein schlüssiges Argument ist ein gültiges Argument mit einer zusätzlichen Bedingung: Die Prämissen sind wirklich wahr, sodass die Konklusion natürlich ebenfalls wahr ist.

                

              


              
                	
                  Beachten Sie, wenn Sie mit einem ungültigen Argument beginnen, dass Ihnen die Logik eine Menge zu sagen hat: Wenn ein Argument ungültig ist, dann ist es niemals schlüssig. Abbildung 3.1 zeigt Ihnen eine kleine Baumstruktur, die Ihnen dabei behilflich sein kann, Argumente besser zu verstehen.

                

              


              
                
                  [image: figure]

                  
                    Abbildung 3.1: Ein Blick auf einen Logikbaum kann Ihnen dabei helfen, aufzuzeigen, an welcher Stelle sich Ihre Argumente befinden.

                  
                
              

            

            
              Deduktion und Induktion


              
                	
                  Als Eselsbrücke können Sie sich merken, dass sich Deduktion auf Reduktion reimt, sodass Sie sich leicht daran erinnern können, dass man bei einer Deduktion mit einer Menge von Möglichkeiten beginnt, die man dann so lange reduziert, bis eine kleinere Teilmenge übrig bleibt.

                

              


              So ist beispielsweise ein Krimi eine Übung für eine Deduktion. Normalerweise fängt der Kommissar mit einer Menge möglicher Verdächtiger an – so verhört er etwa den Butler, die Köchin, den Geschäftspartner und die Witwe. Am Ende der Geschichte hat er diese Menge auf nur eine Person reduziert beziehungsweise eingeschränkt. Zum Beispiel: »Das Opfer starb in der Badewanne, wurde jedoch ins Bett geschleppt. Doch dies konnte weder eine Frau noch der Butler mit seiner Kriegsverletzung bewerkstelligen. Deshalb muss es der Geschäftspartner gewesen sein, der den Mord begangen hat.«


              
                	
                  Bei der Induktion dagegen beginnt man mit einer begrenzten Anzahl von einzelnen Beobachtungen und versucht, diese zu verallgemeinern.

                

              


              Nehmen wir einmal an; Sie verbringen das Wochenende in einer kleinen Stadt, und die ersten fünf Leute, denen Sie begegnen, sind sehr freundlich, sodass Sie induktiv folgern: »Alle sind hier sehr nett.« Anders ausgedrückt: Sie fingen mit einer kleinen Menge von Beispielen an und erweiterten diese, um zu einer größeren Menge zu gelangen.


              Logik ermöglicht uns, verlässlich deduktiv zu folgern. Sie ist in der Tat maßgeschneidert, um Faktenaussagen (Prämissen) genauer zu untersuchen, plausible, doch fehlerhafte Aussagen (ungültige Aussagen) zu eliminieren und somit zur Wahrheit (zu gültigen Konklusionen) zu gelangen. Aus diesem Grund sind Logik und Deduktion eng miteinander verbunden.


              Deduktionen funktionieren besonders gut in der Mathematik, bei der die Studienobjekte klar definiert sind und wo es so gut wie keine Graubereiche gibt. So ist etwa jede Zahl entweder gerade oder ungerade. Wenn man also beweisen will, dass eine Zahl ungerade ist, dann kann man dies tun, indem man ausschließt, dass die Zahl durch zwei teilbar ist. Siehe den »Wozu dient eigentlich die Logik?«‐Abschnitt für weitere Beispiele dafür, wie und wo Logik angewandt wird.


              
                	
                  Induktionen sollte man, so nützlich sie auch sein können, mit Vorsicht genießen. Fünf netten Leuten zu begegnen – oder auch zehn oder 10.000 –, ist noch immer keine Garantie dafür, dass der Nächste, den man trifft, auch freundlich ist. Selbst 100.000 freundliche Leute in einer Stadt garantieren nicht, dass die meisten oder gar alle Bewohner dieser Stadt freundlich sind – es kann ja sein, dass Sie nur den netten begegnet sind.

                

              


              
                	
                  Trotzdem ist die Logik mehr als nur eine einigermaßen starke Vorahnung dessen, dass eine Konklusion richtig ist. Die Definition der logischen Gültigkeit fordert ja, dass – wenn die Prämissen wahr sind – auch die Konklusion wahr ist. Und weil die Induktion hinter diesem Standard zurückbleibt, wird sie sowohl von der Wissenschaft als auch von der Philosophie als der berühmte große, weiße Elefant betrachtet: Er sieht zwar so aus, als könnte es mit ihm funktionieren, letztlich nimmt er aber doch zu viel Platz im Wohnzimmer ein.

                

              

            

            
              Rhetorische Fragen


              
                	Rhetorik ist die Lehre von alldem, was ein Argument zwingend und überzeugend macht.

              


              Man betrachte das folgende Argument:


              Prämissen:


              
                	
                  Die Wissenschaft kann nicht alles in der Natur erklären.


                  Alles in der Natur lässt sich entweder durch die Wissenschaft oder durch die Existenz Gottes erklären.

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  Es gibt etwas in der Natur, das sich nur durch die Existenz Gottes erklären lässt.

                

              


              Auch wenn dieses Argument schlüssig oder nicht schlüssig sein kann, ist es dennoch ein gültiges Argument. Trotzdem muss es kein zwingendes Argument sein. Das, was ein Argument vernünftig macht (siehe dazu den Abschnitt »Die Schlüssigkeit eines Arguments« weiter oben in diesem Kapitel), ähnelt dem, was es zwingend macht. Bei einem schlüssigen Argument sind die Prämissen über jeden Zweifel hinaus wahr. In einem zwingenden Argument sind die Prämissen über allem billigen Zweifel wahr.


              Der Ausdruck »billiger Zweifel« erinnert Sie vielleicht an einen Gerichtshof. Diese Assoziation ist durchaus berechtigt, denn auch Rechtsanwälte müssen Argumente aufstellen, die darauf abzielen, einen Richter von einer bestimmten Konklusion zu überzeugen. Um zwingend zu sein, müssen die Argumente des Rechtsanwalts gültig und die Prämissen dieser Argumente glaubwürdig sein. (Siehe dazu den Abschnitt »Erzählen Sie das dem Richter (Recht)«, in dem es um die Bedeutung der Logik in juristischen Zusammenhängen geht.)


              
                Die Wissenschaft der Induktion


                Induktion bedeutet, von einer begrenzten Anzahl von Beobachtungen aus auf eine allgemeine Aussage zu schließen. Ein klassisches Beispiel dafür: Nachdem man beobachtet hat, dass zwei oder zehn oder tausend Raben schwarz sind, entscheidet man, dass alle Raben schwarz sind.


                Induktive Argumente sind, auch wenn sie überzeugend sein können, logisch nicht gültig. (Es kann immerhin sein, dass es irgendwo auf der Welt doch einen weißen oder violetten Raben gibt.) Doch auch wenn die Induktion logisch nicht vertrauenswürdig ist, wird sie offenbar ständig von den Wissenschaftlern mit großem Erfolg eingesetzt, um alle möglichen Phänomene des Universums zu erklären. Der Philosoph Karl Popper zeigte mithilfe des offensichtlichen Widerspruchs, dass die Induktion für wissenschaftliche Forschung gar nicht notwendig ist.


                Poppers These besagt – in aller Kürze –, dass die Wissenschaft die Induktion gar nicht anwendet, um irgendetwas zu beweisen – es sieht nur so aus. Nach Popper entwickeln die Wissenschaftler Theorien, die zu ihren Beobachtungen passen, und damit widerlegen sie alternative Theorien. Somit bleibt die jeweils letzte Theorie so lange bestehen, bis eine bessere Theorie aufgestellt wird. (Das mag sich ein wenig oberflächlich anhören, so als ob irgendein Einfaltspinsel mit einer durchgeknallten Theorie daherkommen könnte, die dann auch noch akzeptiert würde. Doch Wissenschaftler sind ungeheuer geschult darin, plausibel scheinende Theorien zu widerlegen, also: Bleiben Sie mal schön bei Ihrem Job!)


                Auch wenn manche Philosophen Poppers These noch immer infrage stellen, halten doch viele sie für eine Erklärung, die ein jahrhundertealtes philosophisches Problem löst.

              


              Wenn sich die Logik nun eher mit Gültigkeit als mit Schlüssigkeit befasst, wie schafft sie es dann, dass ein Argument zwingend wird? Indem sie eine klare Trennungslinie zieht zwischen dem Inhalt eines Arguments und der ihm zugrunde liegenden Form.


              
                	
                  Die Form eines Arguments ist das, worum es in der Logik überhaupt geht. Wenn die Form schon nicht korrekt eingehalten wird, fällt Ihr Argument komplett in sich zusammen. Wenn sie jedoch korrekt ist, dann können Sie vertrauensvoll zum Inhalt Ihres Arguments übergehen.

                

              


              Blättern Sie zurück und werfen Sie einen Blick auf das Argument zu Beginn dieses Abschnitts. Ich schrieb, dass es sich dabei um ein gültiges Argument handelt, doch dass es nicht zwingend sein kann. Warum nicht? Aus dem einen Grund, weil die zweite Prämisse lauter Leerstellen aufweist. Beachten Sie Folgendes:


              
                	
                  Was wäre, wenn die Wissenschaft zwar momentan noch nicht alles in der Natur erklären könnte, doch eines Tages dazu imstande wäre?

                


                	
                  Was geschähe, wenn irgendetwas anderes als die Wissenschaft oder die Existenz Gottes einiges erklären könnte?

                


                	
                  Was wäre, wenn es einfach keine Erklärung für alles, was wir in der Natur sehen, geben würde?

                

              


              Jede dieser Fragen stellt in Bezug auf das Argument eine plausible Ausnahme dar. Diese Ausnahmen muss man erwähnen, wenn Sie möchten, dass Ihr Argument intelligente, klar denkende Leute davon überzeugen soll, dass Ihre Überlegungen richtig sind. Anders ausgedrückt: Sie müssen die strittigen Punkte innerhalb Ihres Arguments hervorheben.


              In der Realität kann ein Appell an die Intelligenz der Zuhörer jedoch weniger wirkungsvoll ausfallen, als wenn man starke Emotionen oder irrationale Glaubensvorstellungen anspricht. In solchen Fällen kann ein einfaches, fehlerhaftes Argument durchaus überzeugender als ein schlüssiges Argument sein, das die Zuhörer vielleicht nicht so leicht verstehen. Ein wackliges Argument eines Referenten, der vom Publikum geliebt wird, kann unter Umständen mehr überzeugen, wo eine brillante, doch abstoßende Zurschaustellung von Intelligenz nur befremdlich wirken kann.


              
                	
                  Es ist gewiss nützlich und wichtig, zu erfahren, was ein Argument zwingend oder überzeugend macht, doch überschreitet dies ein wenig den Anspruch und den Umfang dieses Buches. Von einem rein logischen Standpunkt aus betrachtet, ist jedenfalls keine weitere Verbesserung mehr möglich, wenn ein Argument erst einmal gültig ist.

                

              

            
          

          
            Wozu dient eigentlich die Logik?


            Da wir nun von den vielen Einschränkungen gehört haben, könnte man meinen, die Logik sei ein zu eng begrenzter Bereich, als dass sie von allzu großem Nutzen sein könnte. Doch gerade diese Beschränktheit ist auch ihre große Stärke. Die Logik ist wie ein Laserstrahl: weniger zur Beleuchtung als vielmehr dazu geeignet, einen gebündelten Lichtstrahl auf einen Punkt zu richten. Ein Laserstrahl liefert nicht genügend Licht, um Ihr Haus zu beleuchten, doch seine große Kraft beruht, wie bei der Logik, auf seiner Präzision. Die nun folgenden Abschnitte beschreiben nur einige wenige Bereiche, in denen die Logik allgemein verwendet wird.


            
              Wähl eine Zahl (Mathematik)


              Die Mathematik ist geradezu maßgeschneidert für Logikanwendungen in jeder Hinsicht. Und so ist die Logik eines der drei Theoriegesetze, auf denen die Mathematik beruht. (Falls Sie sich fragen sollten, welches die beiden anderen sind: die Mengenlehre und die Zahlentheorie.)


              
                	
                  Logik und Mathematik arbeiten deshalb so gut zusammen, weil sie beide unabhängig von der Realität sind und weil sie beide Werkzeuge sind, die dazu eingesetzt werden, den Menschen zu helfen, die Welt besser zu verstehen. So mag es beispielsweise in der Realität drei Äpfel oder vier Bananen geben, doch die Ideen der drei und der vier sind Abstraktionen – selbst wenn es sich dabei um Abstraktionen handelt, die für die meisten Menschen als gesichert gelten.

                

              


              Die Mathematik besteht vollständig aus solchen Abstraktionen. Wenn diese Abstraktionen nun zu kompliziert werden – etwa auf der Stufe der Algebra, der Arithmetik und auch darüber hinaus – kann die Logik herbeigeholt werden, um in die komplexen Rechenaufgaben Ordnung zu bringen. Mathematische Gegenstände wie Zahlen, Summen, Brüche und so weiter sind ausnahmslos klar definiert. Deshalb sind Aussagen über diese Gegenstände auch so viel einfacher zu verifizieren als eine Aussage über die Realität, wie etwa »Die Menschen haben im Allgemeinen ein gutes Herz« oder auch »Alle Raben sind schwarz«.

            

            
              Flieg mit mir zum Mond (Wissenschaft)


              Die Naturwissenschaften ziehen aus der Anwendung der Logik einen großen Vorteil. Wie die Mathematik verwenden auch die Naturwissenschaften Abstraktionen, um sich über die Realität klar zu werden, und wenden dann wiederum die Logik auf diese Abstraktionen an.


              Die Naturwissenschaften versuchen die Wirklichkeit zu verstehen, indem sie:


              
                	
                  die Realität auf eine Menge von Abstraktionen reduzieren, die als Modell bezeichnet werden.

                


                	
                  innerhalb dieses Modells arbeiten, um zu Konklusionen zu gelangen.

                


                	
                  diese Konklusion wiederum auf die Realität anwenden.

                

              


              Die Logik ist hierbei also dienlich beim zweiten Schritt, und die Konklusionen, auf die die Wissenschaften kommen, basieren auf gültigen Argumenten – was uns nicht weiter überrascht. Dieser Prozess ist dann am erfolgreichsten, wenn zwischen dem Modell und der Realität eine große Übereinstimmung besteht.

            

            
              Schalt ein oder aus (Computerwissenschaft)


              Lange Zeit wurde die Medizin als die jüngste Wissenschaft bezeichnet, doch nunmehr ist dieser Titel auf die Computerwissenschaft übergegangen. Für den großen Erfolg der Computerrevolution ist in erster Linie die Logik verantwortlich.


              Jede Aktion, die Ihr PC ausführt, geschieht aufgrund einer komplexen Struktur logischer Befehle. Auf der Ebene der Hardware – der materiellen Struktur des PC – ist die Logik dienlich für das Design komplexer Kreisläufe, die den Computer überhaupt erst ermöglichen. Und auf der Ebene der Software – der Programme, die den Computer einsatzbereit machen – beruhen Computersprachen auf Logik und tragen damit zu den unendlichen Einsatzmöglichkeiten bei, durch die sich die Computer von allen anderen Maschinen abheben.


              In Kapitel 20 finden Sie eine vertiefte Diskussion der Logik in Bezug auf Computer.

            

            
              Erzählen Sie das dem Richter (Recht)


              
                	
                  Wie die Mathematik bestehen auch die Gesetze aus einer Reihe von Definitionen: Verträgen, Anklagen, Schuldsprüchen, Urteilen und so weiter. Diese Begriffe entstehen alle auf dem Papier und werden dann auf spezielle Fälle angewendet und beim Gericht ausgelegt. Eine juristische Definition liefert die Grundlage für ein juristisches Argument, das gültig oder ungültig sein kann.

                

              


              Um beispielsweise eine Urheberrechtsverletzung zu beweisen, kann es sein, dass ein Kläger nachweisen muss, dass der Angeklagte etwa bestimmte Schriften gegen Geld oder andere Vergünstigungen veröffentlicht hat, als die besagten Schriften durch ein bereits bestehendes Urheberrecht geschützt waren.


              Diese Kriterien ähneln den Prämissen in einem gültigen Argument: Wenn die Prämissen für wahr befunden werden, muss auch die Konklusion – dass der Angeklagte das Urheberrecht verletzt hat – wahr sein.

            

            
              Finden Sie den Sinn des Lebens (Philosophie)


              Die Logik hat ihren Ursprung in der Philosophie und wird auch heute noch eher als ein Teilgebiet der Philosophie als der Mathematik gelehrt. Aristoteles erfand die Logik als eine Methode, die der Vernunft zugrunde liegende Struktur zu verstehen. Die Vernunft sah er als Motor an, der die Versuche der Menschen antreibt, das Universum so gut wie möglich zu begreifen.


              
                	
                  Wie die Naturwissenschaften beruht auch die Philosophie auf Wirklichkeitsmodellen, die dabei behilflich sein sollen, Erklärungen für das, was wir sehen, bereitzustellen. Doch da diese Modelle selten mathematischer Art sind, tendiert die Philosophie eher zur rhetorischen Logik als zur mathematischen Logik.

                

              

            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Teil II


        Formale Aussagenlogik


        
          
            
              [image: figure]
            


            In diesem Teil …


            Wenn Sie jemals in einem Logiklehrbuch geblättert haben (vielleicht in dem, das seit Semesterbeginn auf Ihrem Schreibtisch langsam verstaubt), werden Sie sich vielleicht gefragt haben, was wohl diese seltsamen Symbole → und ↔ zu bedeuten haben. Nun, hier werden Sie es erfahren. Dieser Teil befasst sich ausschließlich mit der Aussagenlogik, bei der all diese Symbole ins Spiel kommen.


            In Kapitel 4 werden Sie entdecken, wie man Aussagen vom Deutschen in die Aussagenlogik übersetzt, indem man Konstanten, Variablen sowie die fünf logischen Operatoren verwendet. In Kapitel 5 erfahren Sie, wie Sie vorgehen müssen, wenn Sie Aussagen in der Aussagenlogik bewerten sollen, wenn Sie also entscheiden sollen, unter welchen Bedingungen eine Aussage wahr oder falsch ist. In Kapitel 6 mache ich Sie mit Wahrheitstafeln bekannt, die ausgesprochen wirksame Instrumente dafür sind, alles Mögliche über Aussagen in der Aussagenlogik herauszubekommen. Kapitel 7 zeigt Ihnen, wie Schnelltafeln Wahrheitstafeln ersetzen können – als eine Möglichkeit, Aufgaben schnell zu lösen. In Kapitel 8 schließlich führe ich Wahrheitsbäume ein, die sämtliche Vorteile der Wahrheitstafeln und der Schnelltafeln besitzen, jedoch keinen ihrer Nachteile.

          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 4


        Formales


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Einführung in die formale Logik

                


                	
                  Definition der fünf logischen Operatoren

                


                	
                  Übersetzung von Aussagen

                

              


              


              Wenn Sie sich einige gültige Argumente etwas näher betrachten – was Sie in Kapitel 3 tun können –, könnte Sie der schleichende Verdacht befallen, dass sie alle eine große Menge an Gemeinsamkeiten haben. Und damit liegen Sie völlig richtig. Im Laufe der Jahrhunderte untersuchten Logiker eine ganze Reihe von Argumentbeispielen und fanden dabei heraus, dass bestimmte Argumentmuster immer wieder auftauchen. Diese Muster können mit einer kleinen Anzahl von Symbolen beschrieben werden und dann auf ihre gemeinsamen Eigenschaften hin untersucht werden.


              In diesem Kapitel mache ich Sie mit der formalen Logik bekannt, einem idiotensicheren Set an Methoden, mit denen man entscheiden kann, ob ein Argument gültig ist oder nicht. Ich zeige Ihnen, wie man Aussagen mit Platzhaltern, die als Konstanten und Variablen bezeichnet werden, darstellen kann, und ich führe die fünf logischen Operatoren ein, die man dazu verwendet, einfache Aussagen zu komplexeren zu verbinden.


              Die logischen Operatoren funktionieren ganz ähnlich wie die uns aus der Arithmetik vertrauten Funktionen (wie Addition, Subtraktion und so weiter) und ich weise Sie auf diese Ähnlichkeiten hin, sodass Sie sich mit den neuen Symbolen leicht anfreunden können. Schließlich werde ich Ihnen zeigen, wie man Aussagen auf Deutsch in die Aussagenlogik übersetzen kann und umgekehrt.

            
          

          
            Wichtig: die Formalitäten bei der Aussagenlogik


            
              	
                Wie bereits in Kapitel 2 behandelt, ist die Aussagenlogik eine der beiden Formen der klassischen formalen Logik. (Die andere Form ist die Prädikatenlogik; in diesem Kapitel führe ich Sie in die Aussagenlogik ein und befasse mich näher mit ihr im Laufe der Teile II und III. Die Prädikatenlogik hebe ich mir für Teil IV auf.)

              

            


            Gültige Argumente werden durch die Sprache vermittelt, doch neigen natürliche Sprachen, wie auch das Deutsche, dazu, ungenau zu sein. Wörter besitzen oftmals mehr als nur eine Bedeutung, und Sätze können in verschiedener Weise interpretiert, sogar fehlinterpretiert werden.


            Um diesem Problem abzuhelfen, entwickelten Mathematiker und Philosophen die Aussagenlogik, eine Sprache, die besonders dazu geeignet ist, gültige Argumente mit Präzision und Deutlichkeit zum Ausdruck zu bringen. Da die Aussagenlogik eine formale Sprache ist, bietet sie den zusätzlichen Vorteil, dass man Berechnungen nach genau definierten Regeln und Formeln ausführt. Solange man die Regeln korrekt, genau wie bei der Mathematik, befolgt, ist auch eine korrekte Antwort garantiert.


            In den folgenden Abschnitten mache ich Sie mit einigen Arten von Symbolen bekannt, die die Aussagenlogik verwendet, um diese Ziele zu erreichen.


            
              Aussagenkonstanten


              Wenn Sie schon einmal Algebra in der Schule hatten, dann werden Sie wahrscheinlich auch jenem schlecht greifbaren kleinen Kerl namens x begegnet sein. Ihr Lehrer erzählte Ihnen vermutlich, dass x für eine geheimnisvolle Zahl stehe und dass es nun Ihre Aufgabe sei, x zum Sprechen zu bringen. Er zeigte Ihnen dann alle Arten sadistischer Möglichkeiten, das arme, kleine x zu quälen, bis es letztlich zusammenbrach und seine wahre Zahlenidentität preisgab. Wie viel Spaß hatte das doch gemacht!


              Das können Mathematiker wirklich gut: Buchstaben für Zahlen stehen lassen. So ist es nicht verwunderlich, dass auch die formale Logik, die ja von Mathematikern entwickelt wurde, Buchstaben als Platzhalter verwendet. In der Einleitung zu diesem Kapitel erwähnte ich schon, dass die Logik eher Aussagen als Zahlen verwendet, sodass es logisch ist zu vermuten, dass bei der formalen Logik Buchstaben für Aussagen stehen. Zum Beispiel:


              
                	
                  Es sei K: Katrin füttert ihre Fische.


                  Es sei F: Die Fische schlagen fröhlich mit ihren Flossen.

                

              


              
                	
                  Wenn ein Buchstabe für eine Aussage (hier: im Deutschen) steht, so bezeichnet man diesen Buchstaben als Aussagenkonstante. Gemäß Konvention werden Großbuchstaben als Konstanten verwendet.

                

              


              
                	
                  Aus irgendeinem Grund mögen die Logiker bezüglich der Konstanten am liebsten die Buchstaben P und Q. Manche Leute behaupten, dies sei so, weil P der erste Buchstabe des Wortes Proposition ist, was das Gleiche wie Aussage bedeutet, und Q kommt eben gleich danach im Alphabet. Meine eigene Theorie lautet: Nachdem die Logiker so viel Algebra in der Schule lernen mussten, hatten sie es einfach satt, ständig nur die Buchstaben X und Y zu benutzen.

                

              

            

            
              Aussagenvariablen


              Als den Logikern die Idee kam, Buchstaben für Aussagen stehen zu lassen, ging es einfach mit ihnen durch. Sie stellten fest, dass sie für absolut jede Aussage, sogar für eine Aussage in der Aussagenlogik, einen Buchstaben einsetzen konnten. Wenn Buchstaben auf diese Art und Weise verwendet werden, bezeichnet man sie als Aussagenvariablen. Im ganzen Buch verwende ich Variablen, um Hauptmuster der Aussagenlogik aufzuzeigen, und Konstanten für nette kleine Beispiele.


              
                	
                  Wenn ein Buchstabe für eine Aussage in der Aussagenlogik steht, so wird dieser Buchstabe als eine Aussagenvariable bezeichnet. Gemäß Konvention werden für Variablen Kleinbuchstaben verwendet. In diesem Buch benutze ich fast ausschließlich x und y, und nur manchmal, wenn nötig, w und z.

                

              

            

            
              Wahrheitswerte


              Wie schon in Kapitel 3 erwähnt, besitzt jede einfache Aussage in der Logik einen Wahrheitswert, der entweder wahr oder falsch ist. In der formalen Logik kürzt man wahr mit W und falsch mit F ab.


              Man betrachte beispielsweise die Wahrheitswerte der folgenden beiden Aussagenkonstanten:


              
                	
                  Es sei N: Der Nil ist der längste Fluss Afrikas.


                  Es sei L: Leonardo DiCaprio ist der König der Welt.

                

              


              Nun verhält es sich so, dass es wahr ist, dass der Nil der längste Fluss Afrikas ist, also ist der Wahrheitswert von N W. Und Leonardo DiCaprio ist nicht der König der Welt, sodass der Wahrheitswert von L F ist.


              
                	
                  Die boolesche Algebra, die Vorläuferin der formalen Logik, benutzt den Wert 1, um W darzustellen, und den Wert 0, um F darzustellen. Diese beiden Werte werden noch immer in der Computerlogik verwendet. (Die boolesche Algebra wird in Kapitel 14 behandelt und die Computerlogik in Kapitel 20.)

                

              

            

            
              Die fünf Operatoren der Aussagenlogik


              
                	
                  Die Aussagenlogik verfügt über fünf Grundoperatoren, die in Tabelle 4.1 dargestellt sind. Diese logischen Operatoren ähneln den arithmetischen Operatoren insofern, als sie Werte annehmen, die man ihnen gibt, und daraus einen neuen Wert erzeugen. Dennoch behandeln logische Operatoren tatsächlich nur zwei Werte: die Wahrheitswerte W und F. In den nun folgenden Abschnitten erläutere ich jeden einzelnen der Operatoren aus Tabelle 4.1.
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                    Tabelle 4.1: Die fünf logischen Operatoren

                  
                
              

            

            
              Negativ fühlen


              
                	
                  Man kann jede Aussage in ihr Gegenteil verkehren, indem man einige Wörter hinzufügt oder ändert. Natürlich verkehrt eine Verneinung eine wahre in eine falsche Aussage, und wenn man eine falsche Aussage negiert, so wird sie wahr. Verallgemeinert lässt sich also sagen, dass jede Aussage durch ihre Verneinung den gegenteiligen Wahrheitswert annimmt.

                

              


              So kann ich etwa Aussage N umdrehen, indem ich ein einziges kleines Wort einschiebe:


              
                	
                  N: Der Nil ist der längste Fluss Afrikas.


                  ~N: Der Nil ist nicht der längste Fluss Afrikas.

                

              


              Der Zusatz des Wörtchens nicht verwandelt die ursprüngliche Aussage in ihr Gegenteil, ist demnach die Verneinung dieser Aussage. Da wir feststellten, dass der Wahrheitswert von N gleich W ist (siehe den Abschnitt »Wahrheitswerte« weiter oben in diesem Kapitel), können wir nun schließen, dass der Wahrheitswert von ~N gleich F ist.


              In der Aussagenlogik ist der Negationsoperator die Tilde (~). Man betrachte ein weiteres Beispiel einer Negation:


              
                	
                  L: Leonardo DiCaprio ist der König der Welt.


                  ~L: Leonardo DiCaprio ist nicht der König der Welt.

                

              


              In diesem Fall wissen wir – nachdem wir festgestellt hatten, dass der Wert von L gleich F ist (siehe den Abschnitt »Wahrheitswerte« weiter oben in diesem Kapitel) –, dass der Wert von ~L gleich W ist.


              Diese Information können wir ganz einfach in der folgenden Tabelle zusammenfassen:


              
                [image: figure]
              


              
                	
                  Merken Sie sich diese Tabelle gut! Sie werden sie in den folgenden Kapiteln häufig gebrauchen können.

                

              


              Wie Sie bemerken, verwende ich in der Tabelle die Variable x für jede mögliche Aussage in der Aussagenlogik. Wenn die Aussage, für die x steht, wahr ist, dann ist ~x falsch. Wenn dagegen die Aussage, für die x steht, falsch ist, dann ist ~x wahr.


              
                	
                  Andere Logikbücher verwenden vielleicht den Gedankenstrich (–) oder ein anderes Symbol, das wie ein liegendes L aussieht, für den Nicht‐Operator anstatt der Tilde. Doch egal, wie das Symbol auch aussieht: Es bedeutet dasselbe.

                

              


              
                Sogar noch negativer fühlen


                Obwohl die Negation ja erst der Anfang ist, ist das kleine Symbolsystem der Aussagenlogik schon viel stärker angewachsen, als es den Anschein haben mag. Was kann man beispielsweise über ~~R sagen, wenn wir wissen, dass der Wert einer neuen Aussage R gleich W ist und dass ihre Negation ~R gleich F ist?


                Wenn Sie vermuten, dass der Wert von ~~R gleich W ist, dann können Sie sich selbst auf die Schulter klopfen. Und da Sie dazu imstande waren, so stellen Sie fest, dass Sie dies selbst herausbekamen, obwohl ich R gar nicht näher definiert habe.


                Erleben Sie die Magie und die Macht der Logik! Nach nur einigen wenigen Beispielen wissen Sie, dass jede Aussage dieser Form wahr sein muss, auch wenn Sie nicht genau wissen, worum es sich bei dieser Aussage handelt. So ähnlich ist es beim Rechnen: Wenn Sie wissen, dass 2 Äpfel + 3 Äpfel = 5 Äpfel ist, dann wissen Sie auch, dass Ihr Ergebnis auch dann richtig sein wird, wenn Sie etwas anderes zusammenzählen, egal ob Äpfel, Dinosaurier oder Rebhühner.

              

              
                Eine Tabelle erstellen


                Da R nur zwei mögliche Wahrheitswerte annehmen kann – W oder F –, kann man die Information über ~R, ~~R usw. in einer Tabelle unterbringen:


                
                  [image: figure]
                


                
                  	
                    Tabellen dieser Art werden als Wahrheitstafeln bezeichnet. Die erste Spalte enthält die beiden möglichen Wahrheitswerte für R: W und F. Die übrigen Spalten geben die entsprechenden Werte für die verschiedenen damit verbundenen Aussagen wieder: ~R, ~~R und so weiter.

                  

                


                Wahrheitstafeln zu lesen, ist recht einfach und komfortabel. Wenn Sie bei der obigen Tafel wissen, dass der Wert von R F ist und den Wert von ~~~R herausfinden möchten, müssen Sie einfach nur den Schnittpunkt suchen, an dem die untere Zeile die letzte Spalte kreuzt. Die Wahrheitstafel sagt Ihnen dann, dass ~~~R W ist, wenn R F ist.


                Kapitel 6 zeigt Ihnen, wie Wahrheitstafeln zu einem wirksamen Werkzeug in der Logik werden, doch momentan verwende ich sie nur, um Information klar zu ordnen.

              

              
                Eine Kette von lauter »unds«


                Das Symbol & wird als Konjunktionsoperator bezeichnet oder, noch einfacher, als der Und‐Operator. Sie können ihn sich einfach so vorstellen, dass er das Wort und zwischen zwei Aussagen platziert und sie miteinander verbindet, um daraus eine neue Aussage zu machen.


                Überprüfen Sie einmal das folgende Argument:


                
                  	
                    Potsdam ist die Hauptstadt von Brandenburg und Italien war 2006 Fußballweltmeister.

                  

                


                Ist diese Aussage wahr oder falsch? Um das zu entscheiden, muss man erkennen, dass diese Aussage tatsächlich zwei kleinere Aussagen enthält: eine über Potsdam und die andere über Italien. Der Wahrheitswert unserer Beispielaussage hängt vom Wahrheitswert ihrer beiden Teilaussagen ab.


                Da beide Teilaussagen wahr sind, ist auch die Aussage als Ganzes wahr. Nehmen wir jedoch einmal an, dass eine der Aussagen falsch sei. Stellen wir uns ein anderes Universum vor, in dem Potsdam nicht die Hauptstadt von Brandenburg ist oder in dem Italien niemals Fußballweltmeister war. In beiden Fällen wäre der Wahrheitswert der Aussage falsch.


                In der Logik hat man es mit Aussagen zu tun, die das Wort und auf eine ganz besondere Weise beinhalten. Zunächst wird jeder kleineren Aussage eine Konstante zugewiesen:


                
                  	
                    Es sei P: Potsdam ist die Hauptstadt von Brandenburg.


                    Es sei I: Italien war 2006 Fußballweltmeister.

                  

                


                Nun verbindet man die beiden Konstanten wie folgt:


                
                  	
                    P & I

                  

                


                Der Wahrheitswert dieser neuen Aussage basiert auf den Wahrheitswerten der beiden Teile, die man miteinander verbunden hat. Wenn beide dieser Teilaussagen wahr sind, dann ist die gesamte Aussage wahr. Wenn jedoch eine dieser Teilaussagen (oder sogar beide) falsch ist, dann ist die Gesamtaussage ebenfalls falsch.


                Für den &‐Operator kann man die Wahrheitswerte von x und y in die folgende Tafel eintragen:


                
                  [image: figure]
                


                
                  	
                    Merken Sie sich die Informationen aus dieser Tafel gut! Zur Erinnerung: Eine Und‐Aussage ist nur dann wahr, wenn beide Teile der Aussage wahr sind. Anderenfalls ist sie falsch.

                  

                


                Beachten Sie auch noch, dass die obige Tafel für den &‐Operator vier Reihen statt der zwei Reihen enthält, die für den ~‐Operator gebraucht wurden (siehe den Abschnitt »Eine Tabelle erstellen« weiter oben in diesem Kapitel). Die Tafeln unterscheiden sich deshalb voneinander, weil der &‐Operator stets über zwei Variablen operiert, sodass seine Tafel alle vier Paarwerte für x und y unterbringen muss.


                
                  	
                    Es kann sein, dass andere Logikbücher einen Punkt (·) oder ein umgekehrtes ∨ für den Und‐Operator verwenden und kein kaufmännisches Und‐Zeichen. In anderen Werken wird x & y einfach xy geschrieben. Doch das ist egal, es bedeutet alles dasselbe.

                  

                

              
            

            
              Nach dem »oder« graben


              Ähnlich wie beim und kann eine Aussage aus zwei kleineren Aussagen bestehen, die durch das Wörtchen oder miteinander verbunden werden. Die Logik stellt einen Operator für das Wort oder bereit: den Disjunktions‐Operator oder ganz schlicht Oder‐Operator ∨.


              Schauen wir uns die folgende Aussage an:


              
                	
                  Potsdam ist die Hauptstadt von Brandenburg oder Italien war 2006 Fußballweltmeister.

                

              


              Wenn man den ersten Teil der Aussage als P und den zweiten als I bezeichnet, dann kann man die beiden Konstanten P und I wie folgt miteinander verbinden:


              
                	
                  P ∨ I

                

              


              Ist diese Aussage wahr? Genau wie bei einer Und‐Aussage ist die gesamte Aussage dann wahr, wenn beide Teilaussagen einer ∨‐Aussage wahr sind. Deshalb hat die Aussage B∨I den Wahrheitswert W. Dennoch bleibt bei einer ∨‐Aussage die Aussage als Ganzes wahr, wenn nur ein Teil wahr ist. Zum Beispiel:


              
                	
                  Es sei P = Potsdam ist die Hauptstadt von Brandenburg.


                  Es sei Z = Zidane war der Trainer der französischen Mannschaft.

                

              


              Die Aussage P ∨ Z bedeutet nun:


              
                	
                  Potsdam ist die Hauptstadt von Brandenburg oder Zidane war der Trainer der französischen Mannschaft.

                

              


              Auch wenn der zweite Teil dieser Aussage falsch ist, ist die gesamte Aussage dennoch richtig, weil ein Teil von ihr wahr ist. Deshalb hat P ∨ Z den Wahrheitswert W.


              Doch wenn beide Teilaussagen einer ∨‐Aussage falsch sind, ist die gesamte Aussage falsch.


              Zum Beispiel:


              
                	
                  Es sei D = Potsdam ist die Hauptstadt von Dänemark.


                  Es sei Z = Zidane war der Trainer der französischen Mannschaft.

                

              


              Nun bedeutet die Aussage D ∨ Z:


              
                	
                  Potsdam ist die Hauptstadt von Dänemark oder Zidane war der Trainer der französischen Mannschaft.

                

              


              Dies ist eine falsche Aussage, weil ihre beiden Teile falsch sind. D∨Z hat demnach den Wahrheitswert F.


              Für den ∨‐Operator kann man eine Tafel erstellen, die alle möglichen Kombinationen der Wahrheitswerte für x und y abdeckt:


              
                [image: figure]
              


              
                	
                  Prägen Sie sich den Inhalt dieser Tafel gut ein! Sie können ihn sich folgendermaßen schnell merken: Eine Oder‐Aussage ist nur dann falsch, wenn beide Teilaussagen falsch sind. Anderenfalls ist sie wahr.

                

              


              Im Deutschen (wie in vielen anderen Sprachen) hat das Wort oder zwei unterschiedliche Bedeutungen:


              
                	
                  Nichtausschließender Sinn: Wenn oder bedeutet: »dies oder jenes oder beides«, dann ist die Möglichkeit, dass beide Teile der Aussage wahr sind, inbegriffen beziehungsweise nicht ausgeschlossen. Ein Beispiel für ein nichtausschließendes oder ist, wenn Mama sagt: »Bevor du weggehst, musst du dein Zimmer sauber machen oder deine Hausarbeiten anfertigen.« Natürlich meint sie damit, dass ihr Sprössling eine dieser Aufgaben erledigt oder auch beide – worüber sie sicher erfreut wäre.

                


                	
                  Ausschließender Sinn: Wenn oder bedeutet: »dieses oder jenes, aber nicht beides«, dann ist die Möglichkeit, dass beide Teile dieser Aussage wahr sind, ausgeschlossen. Ein Beispiel für ein ausschließendes oder liegt dann vor, wenn Mama sagt: »Ich gebe dir Geld: Damit kannst du entweder heute einkaufen oder morgen zum Ponyreiten gehen.« Sie meint damit, dass ihr Kind für eines dieser Vergnügungen Geld bekommt, aber nicht für beide.

                

              


              
                	
                  Die deutsche Sprache ist oft mehrdeutig, doch die Logik ist dies nicht. Gemäß Konvention ist der ∨‐Operator in der Logik stets nichtausschließend. Wenn beide Teile einer ∨‐Aussage wahr sind, so ist die Aussage ebenfalls wahr.

                

              


              
                	
                  Sowohl das ausschließende als auch das nichtausschließende oder werden bei der Planung logischer Gatter – einem wesentlichen Teil von Computerhardware – verwendet. (Siehe Kapitel 20 für weitere Informationen zur Computerlogik.)

                

              

            

            
              Nun wird es aber heikel


              Das Symbol → wird als Konditionaloperator bezeichnet, er heißt aber auch Wenn‐dann‐Operator oder ganz einfach Wenn‐Operator. Um zu verstehen, wie der →‐Operator funktioniert, schauen wir uns einmal die folgende Aussage an:


              
                	
                  Wenn ein blaues Gästehandtuch im Badezimmer hängt, dann ist Tante Doris zu Besuch.

                

              


              Man kann erkennen, dass diese Aussage zwei einzelne Aussagen beinhaltet, von denen jede durch eine Aussagenkonstante dargestellt werden kann:


              
                	
                  Es sei G: Ein blaues Gästehandtuch hängt im Badezimmer.


                  Es sei D: Tante Doris ist zu Besuch.

                

              


              Sodann verbinde man die beiden Aussagen mit dem neuen Operator:


              
                	
                  G → D

                

              


              Wie für die anderen in diesem Kapitel behandelten Operatoren kann man auch für den →‐Operator eine Tafel mit vier Reihen erstellen, die sämtliche möglichen Kombinationen der Wahrheitswerte für x und y abdeckt:


              
                [image: figure]
              


              
                	
                  Prägen Sie sich den Inhalt dieser Tafel gut ein! Sie können ihn sich folgendermaßen schnell merken: Eine Wenn‐Aussage ist nur dann falsch, wenn ihr erster Teil wahr und ihr zweiter falsch ist. Anderenfalls ist sie wahr.

                

              


              Es kann sein, dass andere Logikbücher ein ⊂ für den Wenn‐Operator verwenden und keinen Pfeil. Doch das ist egal, es bedeutet dasselbe.


              
                	
                  Die Form des →‐Operators ist keineswegs zufällig. Der Pfeil verläuft von links nach rechts aus einem ganz wichtigen Grund: Wenn eine Wenn‐Aussage wahr ist und ihr erster Teil wahr ist, dann muss der zweite Teil ebenfalls wahr sein.

                

              


              Um dies zu verdeutlichen, benötigen wir ein paar neue Konstanten:


              
                	
                  Es sei H: Sie sind in Hannover.


                  Es sei N: Sie sind in Niedersachsen.

                

              


              Nun werfen wir einen Blick auf die folgende Aussage:


              
                	
                  H → N

                

              


              Diese Aussage bedeutet: »Wenn Sie in Hannover sind, dann sind Sie in Niedersachsen.« Natürlich ist diese Aussage wahr, doch warum ist das so? Weil Hannover sich komplett in Niedersachsen befindet.


              
                Die Konverse einer Aussage


                Wenn man eine Wenn‐Aussage umkehrt, dann bildet man eine neue Aussage, die als die Konverse dieser Aussage bezeichnet wird. Sehen wir uns einmal eine Wenn‐Aussage und ihre Konverse an:


                
                  	
                    Wenn‐Aussage: Wenn Sie in Hannover sind, dann sind Sie in Niedersachsen.


                    Konverse: Wenn Sie in Niedersachsen sind, dann sind Sie in Hannover.

                  

                


                
                  	
                    Wenn eine Wenn‐Aussage wahr ist, folgt daraus nicht notwendigerweise, dass ihre Konverse ebenfalls wahr ist. Obwohl die erste Aussage oben wahr ist, ist die Konverse falsch. Sie könnten schließlich auch in Braunschweig oder an irgendeinem anderen Ort in Niedersachsen sein.

                  

                

              

              
                Die Umkehrung einer Aussage


                Wenn man beide Teile einer Wenn‐Aussage negiert, dann erhält man eine weitere Aussage, die man als Umkehrung dieser Aussage bezeichnet. Vergleichen Sie beispielsweise die folgenden Aussagen miteinander:


                
                  	
                    Wenn‐Aussage: Wenn Sie in Hannover sind, dann sind Sie in Niedersachsen.


                    Umkehrung: Wenn Sie nicht in Hannover sind, dann sind Sie nicht in Niedersachsen.

                  

                


                
                  	
                    Wenn eine Wenn‐Aussage wahr ist, folgt daraus nicht notwendigerweise, dass ihre Umkehrung ebenfalls wahr ist. Um beim vorhergehenden Beispiel zu bleiben: Auch wenn Sie nicht in Hannover sind, können Sie trotzdem irgendwo anders in Niedersachsen sein.

                  

                

              

              
                Die Kontraposition einer Aussage


                
                  	
                    Wenn man die Reihenfolge der zwei Teile einer Wenn‐Aussage vertauscht und diese beiden dann auch noch negiert, dann erhält man die Kontraposition der ursprünglichen Aussage. Ja, ich weiß schon, es wird langsam kompliziert. Doch hier ist ein Beispiel:

                  

                


                
                  	
                    Wenn‐Aussage: Wenn Sie in Hannover sind, dann sind Sie in Niedersachsen.


                    Kontraposition: Wenn Sie nicht in Niedersachsen sind, dann sind Sie nicht in Hannover.

                  

                


                
                  	Eine Wenn‐Aussage und ihre Kontraposition besitzen immer denselben Wahrheitswert. Dies kann an obigem Beispiel gezeigt werden: Unter der Voraussetzung, dass der erste Teil wahr ist – Sie sind nicht in Niedersachsen –, ist es offensichtlich, dass Sie auch nicht in Hannover sein können.

                


                
                  	
                    Obwohl eine Aussage und ihre Kontraposition stets denselben Wahrheitswert haben, ist es in der Praxis manchmal leichter, die Kontraposition einer Aussage zu beweisen, als die Aussage selbst. (Weitere Informationen über Beweise in der Aussagenlogik finden Sie in Teil III.) Die Konverse einer Aussage besitzt immer denselben Wahrheitswert wie die Umkehrung derselben Aussage. Dies ist deshalb so, weil Konverse und Umkehrung ihre jeweiligen gegenseitigen Kontrapositionen sind.

                  

                

              
            

            
              Nun wird es sogar noch heikler


              In der Aussagenlogik ähnelt der Wenn‐und‐nur‐dann‐wenn‐Operator (↔) dem Wenn‐Operator (siehe den Abschnitt »Nun wird es aber heikel« weiter oben in diesem Kapitel), doch ist mit ihm ein bisschen mehr los. Die beste Möglichkeit, herauszufinden, wie der Wenn‐und‐nur‐dann‐wenn‐Operator funktioniert, ist es, zunächst eine Wenn‐Aussage aufzustellen und von da aus weiterzugehen.


              Man betrachte die folgende Wenn‐Aussage:


              
                	
                  Wenn ein blaues Gästehandtuch im Badezimmer hängt, dann ist Tante Doris zu Besuch.

                

              


              Diese Aussage bedeutet:


              
                	
                  Wenn man ein blaues Gästehandtuch sieht, dann weiß man, dass Tante Doris hier ist. Aber:

                


                	
                  Wenn man Tante Doris sieht, dann kann man sich nicht sicher sein, dass auch ein blaues Gästehandtuch da ist.

                

              


              Diese Wenn‐Aussage kann in der Aussagenlogik als G → D dargestellt werden, wobei der Pfeil in die Richtung der Implikation zeigt: Blaues Gästehandtuch bedeutet/impliziert Doris.


              Nun betrachte man folgende Aussage:


              
                	
                  Im Badezimmer hängt ein blaues Gästehandtuch wenn und nur dann, wenn Tante Doris zu Besuch ist.

                

              


              Diese Aussage ähnelt der vorhergehenden, erweitert das Ganze jedoch ein bisschen. In diesem Fall bedeutet die Aussage nämlich:


              
                	
                  Wenn man ein blaues Gästehandtuch sieht, dann weiß man, dass Tante Doris hier ist. Und:

                


                	
                  Wenn man Tante Doris sieht, dann weiß man, dass auch ein blaues Gästehandtuch da ist.

                

              


              Diese Aussage kann in der Aussagenlogik als G ↔ D dargestellt werden, wobei der Doppelpfeil schon einen Hinweis auf ihre Bedeutung liefert: Blaues Gästehandtuch bedeutet/impliziert Doris und Doris bedeutet/impliziert blaues Gästehandtuch.


              Da der Wenn‐Operator (→) auch als Konditionaloperator bezeichnet wird, nennt man den Wenn‐und‐nur‐dann‐wenn‐Operator (↔) auch den Bikonditionaloperator.


              
                	
                  Verwechseln Sie nicht den Wenn‐und‐nur‐dann‐wenn‐Operator (↔) mit dem Wenn‐Operator (→).

                

              


              Wie bei den anderen Operatoren lässt sich auch für den ↔‐Operator eine Tafel mit vier Reihen erstellen, die sämtliche möglichen Kombinationen der Wahrheitswerte für x und y abdeckt:


              
                [image: figure]
              


              
                	
                  Prägen Sie sich den Inhalt dieser Tafel gut ein! Sie können ihn sich folgendermaßen schnell merken: Eine Wenn‐und‐nur‐dann‐wenn‐Aussage ist nur dann wahr, wenn beide Teile denselben Wahrheitswert besitzen. Anderenfalls ist sie falsch.

                

              


              Eine wichtige Eigenschaft der Wenn‐und‐nur‐dann‐wenn‐Aussage ist, dass beide Teile der Aussage logisch äquivalent sind, was bedeutet, dass der eine ohne den anderen nicht wahr sein kann.


              Überprüfen Sie auch die nächsten Beispiele für Wenn‐und‐nur‐dann‐wenn‐Aussagen:


              
                	
                  Sie sind in Spreeathen wenn und nur dann, wenn Sie in Berlin sind.


                  Eine Zahl ist gerade wenn und nur dann, wenn man sie ohne Rest durch zwei teilen kann.

                

              


              Die erste Aussage besagt, dass Spreeathen Berlin ist. Die zweite Aussage hebt die Äquivalenz ihrer beiden Teile hervor – eine gerade Zahl zu sein, ist äquivalent damit, gleichzeitig durch zwei teilbar zu sein.


              
                	
                  Es kann sein, dass andere Logikbücher ein ≡ für den Wenn‐und‐nur‐dann‐wenn‐Operator verwenden und keinen Doppelpfeil. Doch das ist egal, es bedeutet dasselbe.

                

              

            
          

          
            Warum Aussagenlogik wie einfache Arithmetik ist


            Wie bereits im Abschnitt »Die fünf Operatoren der Aussagenlogik« weiter oben in diesem Kapitel erwähnt, ist die Aussagenlogik insofern eine nahe Verwandte der Mathematik, als die Operatoren beider Disziplinen Werte annehmen, die man ihnen gibt, und daraus einen neuen Wert erzeugen. Doch die Ähnlichkeit ist hierbei noch nicht zu Ende. Wenn Sie erst einmal noch einige weitere Ähnlichkeiten feststellen, dann wird die Aussagenlogik noch sehr viel leichter zu verstehen sein.


            
              Die Ein‐ und Ausgabe von Werten


              In der Arithmetik verwandelt jeder einzelne der vier Basisoperatoren zwei Zahlen in eine Zahl. Zum Beispiel:


              
                
                  
                    	
                      6 + 2 = 8

                    

                    	
                      6 – 2 = 4

                    

                    	
                      6 × 2 = 12

                    

                    	
                      6 : 2 = 3

                    
                  

                
              


              
                	
                  Die beiden Zahlen, mit denen man beginnt, werden als Eingabewerte bezeichnet, und die Zahl, die schließlich herauskommt, ist der Ausgabewert.

                

              


              In jedem einzelnen Fall bringt das Platzieren eines Operators zwischen zwei Eingabewerten (6 und 2) einen Ausgabewert (fett gedruckt) hervor. Da es hierbei zwei Eingabewerte gibt, werden diese Operatoren als zweistellige (oder auch binäre) Operatoren bezeichnet.


              Das Minuszeichen dient in der Mathematik auch noch einem anderen Zweck. Wenn man es vor eine positive Zahl stellt, dann verwandelt das Minuszeichen diese Zahl in eine negative Zahl. Doch wenn man es vor eine negative Zahl stellt, dann verwandelt das Minuszeichen diese Zahl in eine positive Zahl. Zum Beispiel:


              
                	
                  – – 4 = 4

                

              


              In diesem Fall wirkt das erste Minuszeichen auf einen Eingabewert (– 4) ein und bringt einen Ausgabewert (4) hervor. Wenn man das Minuszeichen auf diese Weise verwendet, dann ist es ein einstelliger (unärer) Operator, weil es nur einen Eingabewert gibt.


              In der Arithmetik muss man sich über eine unendliche Anzahl von Werten Gedanken machen. Die Aussagenlogik kennt dagegen nur zwei Werte: W und F. (Wenn Sie mehr über diese Wahrheitswerte wissen möchten, dann kehren Sie zurück zu dem »Wahrheitswerte«‐Abschnitt weiter oben in diesem Kapitel.)


              Wie die Arithmetik kennt auch die Logik vier zweistellige Operatoren und einen einstelligen Operator. Die binären Operatoren in der Aussagenlogik sind &, ∨, → und ↔, und der unäre Operator ist ~. (Jeder dieser Operatoren wird im Abschnitt »Die fünf Operatoren der Aussagenlogik« weiter oben in diesem Kapitel behandelt.)


              
                	
                  Für beide Arten der Operatoren gelten in der Aussagenlogik dieselben Grundregeln wie in der Arithmetik:

                

              


              
                	
                  Setzt man einen zweistelligen Operator zwischen zwei Eingabewerte, so erhält man einen Ausgabewert.

                


                	
                  Setzt man einen einstelligen Operator vor einen Eingabewert, so erhält man einen Ausgabewert.

                

              


              Wenn man beispielsweise von den beiden Eingabewerten F und W ausgeht, so kann man diese miteinander kombinieren, indem man die vier zweistelligen Operatoren wie folgt einsetzt:


              
                
                  
                    	
                      F & W = F

                    

                    	
                      F ∨ W = W

                    

                    	
                      F → W = W

                    

                    	
                      F ↔ W = F

                    
                  

                
              


              In jedem Fall produziert der Operator einen Ausgabewert, der natürlich entweder W oder F ist. In ähnlicher Weise bringt das Voranstellen des einstelligen Operators ~ vor irgendeinen Wert W oder F nur einen Ausgabewert hervor:


              
                
                  
                    	
                      ~F = W

                    

                    	
                      ~W = F

                    
                  

                
              

            

            
              Für einen Stellvertreter gibt es keinen Ersatz


              Selbst wenn Sie sich bis jetzt nur wenig mit Algebra beschäftigt haben, so wissen Sie doch, dass Buchstaben für Zahlen stehen können. Wenn man etwa annimmt, dass


              
                	
                  a = 9 und b = 3

                

              


              ist, dann kann man ausrechnen, dass


              
                
                  
                    	
                      a + b = 12

                    

                    	
                      a – b = 6

                    

                    	
                      a × b = 27

                    

                    	
                      a : b = 3

                    
                  

                
              


              ist. Wenn man in der Aussagenlogik mit Konstanten arbeitet, so gelten dieselben Regeln. Man muss dann einfach nur die jeweiligen Konstanten durch die korrekten Wahrheitswerte (W oder F) ersetzen. Sehen wir uns einmal das folgende Beispiel an:


              
                	
                  Angenommen, dass P wahr, Q falsch und R wahr ist: Ermitteln Sie die Werte der folgenden Aussagen:

                

              


              
                	
                  P∨Q

                


                	
                  P → R

                


                	
                  Q ↔ R

                

              


              In Aufgabe 1 ersetzt man P durch W und Q durch F. Dies ergibt W ∨F, was gleich W ist.


              In Aufgabe 2 ersetzt man P durch W und R durch W. Dies ergibt W → W, was gleich W ist.


              In Aufgabe 3 ersetzt man Q durch F und R durch W. Dies ergibt F ↔ W, was gleich F ist.

            

            
              Wir setzen Klammern


              In der Arithmetik werden Klammern verwendet, um Zahlen und Rechenoperationen zu gruppieren. Zum Beispiel:


              
                	
                  –((4 + 8) : 3)

                

              


              Bei diesem Ausdruck sagen uns die Klammern, dass man zunächst die Aufgabe 4 + 8 lösen soll, was 12 ergibt. Dann bewegen wir uns weiter nach außen zum nächsten Klammernpaar: Wir lösen die Aufgabe 12 : 3, was 4 ergibt. Schließlich verändert der einstellige Negationsoperator (–) dies zu –4.


              Im Allgemeinen beginnt man also bei dem innersten Klammernpaar und arbeitet sich dann weiter nach außen vor. Auf die gleiche Art benutzt die Aussagenlogik Klammern. Wenn wir beispielsweise annehmen, dass P wahr, Q falsch und R wahr ist: Ermitteln Sie die Werte der folgenden Aussage:


              
                	
                  ~((P ∨ Q) → ~R)

                

              


              Wenn wir bei der innersten Klammer anfangen, so wird P ∨ Q zu W ∨ F, was sich zu W vereinfacht. Dann arbeiten wir uns zum nächsten Klammernpaar vor: W → ~R wird zu W → F, was sich zu F vereinfacht. Und schließlich wandelt das ~ außerhalb sämtlicher Klammern das F in ein W um.


              
                	
                  Dieses Verfahren, eine Aussage mit mehr als einem Wert auf einen einzigen Wert zu reduzieren, wird als Evaluierung einer Aussage bezeichnet. Dies ist ein wichtiges Werkzeug, über das Sie in Kapitel 5 mehr erfahren werden.

                

              

            
          

          
            Lost in Translation


            Da die Aussagenlogik eine Sprache ist, kann man – nachdem man die nötigen Regeln erlernt hat – zwischen Aussagenlogik und Deutsch … oder Englisch oder Französisch (wenn wir schon einmal dabei sind) hin und her übersetzen.


            
              	
                Die Hauptstärke der Aussagenlogik liegt darin, dass sie klar und eindeutig ist. Diese Eigenschaft macht es einfach, eine Aussage der Aussagenlogik ins Deutsche zu übersetzen. Deshalb bezeichne ich diese Übersetzungsrichtung als den einfachen Weg. Die deutsche Sprache kann dagegen unklar und mehrdeutig sein. (Siehe den Abschnitt »Nach dem »oder« graben« weiter oben in diesem Kapitel als Beleg dafür, dass sogar ein so schlichtes Wort wie oder mehrere Bedeutungen besitzt, abhängig davon, wie es verwendet wird.) Und weil man sehr vorsichtig dabei sein muss, Sätze vom Deutschen in die Aussagenlogik zu übersetzen, bezeichne ich dies als den nicht‐so‐einfachen Weg.

              

            


            
              	
                Wenn Sie erkennen, wie man Aussagen in beide Richtungen übersetzt, so wird damit Ihr Verständnis für die Aussagenlogik geschärft werden, indem die Begriffe, die hinter all diesen merkwürdigen kleinen Symbolen stehen, sehr viel klarer hervortreten werden. Und falls die nächsten Kapitel Sie etwas verwirren sollten, so denken Sie bitte immer daran, dass jede Aussage in der Aussagenlogik, egal wie komplex sie auch sei, ebenfalls im Deutschen ausgesagt werden kann.

              

            


            
              Der einfache Weg – das Übersetzen aus der Aussagenlogik ins Deutsche


              Zuweilen helfen Beispiele am besten weiter. So finden Sie hier Beispiele für verschiedene Möglichkeiten, jeden Operatortyp zu übersetzen. Sie sind alle recht unkompliziert; suchen Sie sich also Ihre Lieblingsformulierung heraus und behalten Sie diese gut im Gedächtnis. Innerhalb dieses Abschnitts verwende ich die folgenden Aussagenkonstanten:


              
                	
                  Es sei A: Max liebt Marlene.


                  Es sei B: Das Boot liegt in der Bucht.


                  Es sei C: Alma angelt Aale.

                

              


              
                Aussagen übersetzen mit ~


                Die Aussage ~A lässt sich folgendermaßen ins Deutsche übersetzen:


                
                  	
                    Es ist nicht der Fall, dass Max Marlene liebt.


                    Es ist nicht wahr, dass Max Marlene liebt.


                    Max liebt Marlene nicht.


                    Es stimmt nicht, dass Max Marlene liebt.

                  

                

              

              
                Aussagen übersetzen mit &


                Hier finden Sie eine Möglichkeit, die Aussage A & B aus der Aussagenlogik zu übersetzen:


                
                  	
                    Max liebt Marlene und das Boot liegt in der Bucht.

                  

                

              

              
                Aussagen übersetzen mit ∨


                Hier gibt es eine Möglichkeit, A ∨ C zu übersetzen:


                
                  	
                    Max liebt Marlene oder Alma angelt Aale.

                  

                

              

              
                Aussagen übersetzen mit →


                Die Aussage B → C lässt sich auf eine der folgenden Weisen übersetzen:


                
                  	
                    Wenn das Boot in der Bucht liegt, dann angelt Alma Aale.


                    Dass das Boot in der Bucht liegt, bedeutet, dass Alma Aale angelt.


                    Dass das Boot in der Bucht liegt, impliziert, dass Alma Aale angelt.

                  

                

              

              
                Aussagen übersetzen mit ↔


                Die Aussage C ↔ A lässt sich wirklich nur auf eine Art übersetzen:


                
                  	
                    Alma angelt Aale, wenn und nur dann wenn das Boot in der Bucht liegt.

                  

                

              

              
                Komplexere Aussagen übersetzen


                Bei komplexeren Aussagen können Sie sich an die Richtlinien halten, die ich weiter oben in diesem Kapitel behandelt habe im Abschnitt »Warum Aussagenlogik wie einfache Arithmetik ist«. Übersetzen Sie die Aussagen einfach Schritt für Schritt und beginnen Sie dabei innerhalb der Klammern. Zum Beispiel:


                
                  	
                    (~A & B) ∨ ~C

                  

                


                Der Teil innerhalb der Klammern lautet (~A & B), was übersetzt wird als:


                
                  	
                    Max liebt Marlene nicht und das Boot liegt in der Bucht.

                  

                


                Wenn wir nun den zweiten Teil der Aussage dazunehmen, kommt das Folgende heraus:


                
                  	
                    Max liebt Marlene nicht und das Boot liegt in der Bucht oder Alma angelt nicht Aale.

                  

                


                Schauen wir uns das nächste Beispiel an:


                
                  	
                    ~(A → (~B & C))

                  

                


                Wir beginnen wieder bei den inneren Klammern und übersetzen (~B & C) als:


                
                  	
                    Das Boot liegt nicht in der Bucht und Alma angelt Aale.

                  

                


                Wir wenden uns nun der äußeren Klammer zu und so wird (A → (~B & C)) zu:


                
                  	
                    Wenn Max Marlene liebt, dann liegt sowohl das Boot nicht in der Bucht als auch Alma angelt Aale.

                  

                


                Beachten Sie dabei, dass der Zusatz der Wörter sowohl … als auch verdeutlicht, dass die ursprüngliche Und‐Aussage in Klammern steht. Schließlich fügen wir noch das ~ hinzu und erhalten dann:


                Es ist nicht der Fall, dass, wenn Max Marlene liebt, dann sowohl das Boot nicht in der Bucht liegt, als auch Alma Aale angelt.


                Das ist jetzt natürlich alles ein wenig verzwickt. Doch Sie werden wahrscheinlich keine komplizierteren Aussagen als diese zu übersetzen haben. Trotzdem sollten Sie einen Augenblick darüber nachdenken, dass die Aussagenlogik Aussagen jeglicher Länge mit vollkommener Klarheit bewältigen kann.

              
            

            
              Der nicht‐so‐einfache Weg – das Übersetzen aus dem Deutschen in die Aussagenlogik


              Jeder der vier zweistelligen Operatoren (&, ∨, → und ↔) in der Aussagenlogik ist ein Konnektor, der zwei Aussagen miteinander verbindet. In der deutschen Sprache bezeichnet man Wörter, die Aussagen miteinander verbinden, als Konjunktionen. Hier finden Sie einige Beispiele für Konjunktionen:


              
                
                  
                    	
                      aber

                    

                    	
                      entweder … oder

                    

                    	
                      sodass

                    
                  


                  
                    	
                      daher

                    

                    	
                      jedoch

                    

                    	
                      trotzdem

                    
                  


                  
                    	
                      dennoch

                    

                    	
                      nur dann, wenn

                    

                    	
                      und

                    
                  


                  
                    	
                      deshalb

                    

                    	
                      obwohl

                    

                    	
                      weder … noch

                    
                  


                  
                    	
                      deswegen

                    

                    	
                      oder

                    

                    	
                      wenn … dann

                    
                  

                
              


              Zunächst möchte ich einige Konstanten definieren:


              
                	
                  Es sei B: Peter lebt in Bayern.


                  Es sei C: Peter lebt in Coburg.


                  Es sei D: Ich mag Daniela.


                  Es sei E: Ich mag Eva.


                  Es sei F: Peter mag Frieda.

                

              


              
                Aber, obwohl, jedoch, dennoch, trotzdem …


                Viele Wörter im Deutschen verbinden Aussagen miteinander und haben dabei dieselbe logische Bedeutung wie das Wort und. Hier sind einige Beispiele dafür:


                
                  	
                    Ich mag Daniela, aber ich mag auch Eva.


                    Obwohl ich Daniela mag, mag ich Eva.


                    Ich mag Daniela, jedoch mag ich auch Eva.


                    Ich mag Daniela, dennoch mag ich Eva.


                    Ich mag Daniela, trotzdem mag ich Eva.

                  

                


                Die Bedeutungen all dieser Wörter weichen zwar jeweils leicht voneinander ab, doch da es hier ja um Logik geht, übersetzen wir sie alle als


                
                  	
                    D & E

                  

                


                
                  	
                    Nachdem eine Aussage vom Deutschen in die Aussagenlogik übersetzt worden ist, herrschen von nun an die Regeln der Aussagenlogik. So ist es auch hier wie bei jeder anderen Und‐Aussage: Wenn entweder D oder E falsch ist, dann ist die ganze Aussage D & E falsch. Anderenfalls ist sie wahr.

                  

                

              

              
                Weder … noch


                Das Weder‐noch‐Gefüge verneint beide Teile der Aussage. Zum Beispiel:


                
                  	
                    Ich mag weder Daniela noch Eva.

                  

                


                Diese Aussage bedeutet, dass ich sowohl Daniela nicht mag als auch Eva nicht. In die Aussagenlogik übersetzt heißt sie nun:


                
                  	
                    ~D & ~E

                  

                

              

              
                Nicht beide


                Das Nicht‐beide‐Gefüge bedeutet, dass, auch wenn eine Aussage als ganze negiert wird, jeder einzelne Teil für sich selbst nicht negiert sein muss. Zum Beispiel:


                
                  	
                    Ich mag Daniela und Eva nicht beide.

                  

                


                Diese Aussage besagt, dass ich nicht beide Frauen mag. Es kann allerdings sein, dass ich eine von ihnen mag. Daher wird diese Aussage übersetzt als


                
                  	
                    ~(D & E)

                  

                

              

              
                … wenn …


                Sie wissen ja bereits, wie man eine Aussage übersetzt, die mit dem Wort Wenn beginnt. Dies kann jedoch etwas verwirrend werden, wenn das Wörtchen wenn nun plötzlich in der Mitte einer Aussage steht wie in:


                
                  	
                    Ich mag Daniela, wenn Peter Frieda mag.

                  

                


                Um die Aussage zu verdeutlichen, entwirren wir sie wie folgt:


                
                  	
                    Wenn Peter Frieda mag, mag ich Daniela.

                  

                


                Bei dieser umgestellten Aussage kann man erkennen, dass sie folgendermaßen übersetzt werden muss:


                
                  	
                    F → D

                  

                

              

              
                … nur dann, wenn …


                Diese Konjunktion scheint zunächst etwas knifflig zu sein, doch wenn man erst einmal darüber nachdenkt, dann ist sie wirklich einfach. Zunächst stellen wir fest, dass die folgende Aussage wahr ist:


                
                  	
                    Peter lebt nur dann in Coburg, wenn er in Bayern lebt.

                  

                


                Dieser Satz ist sinnvoll, denn die einzige Möglichkeit für Peter, in Coburg zu leben, ist, wenn er in Bayern lebt. Dann stellen wir also auch fest, dass die folgende Aussage ebenfalls wahr ist:


                
                  	
                    Wenn Peter in Coburg lebt, dann lebt er in Bayern.

                  

                


                Wenn Sie also mit einem … nur dann, wenn … zwischen zwei Teilen einer Aussage konfrontiert werden, dann wissen Sie nun, dass es sich um eine Wenn‐Aussage handelt, die bereits in der richtigen Reihenfolge steht. Übersetzen Sie diese dann als


                
                  	
                    C → B

                  

                

              

              
                … oder …


                Wie schon im »Nach dem »oder« graben«‐Abschnitt weiter oben in diesem Kapitel erwähnt, bereitet dieses kleine Wörtchen immense Schwierigkeiten. So erscheint es etwa in der folgenden Aussage:


                
                  	
                    Peter lebt in Bayern oder Peter mag Frieda.

                  

                


                Je nach Verwendung kann das oder zwei unterschiedliche Bedeutungen annehmen:


                
                  	
                    Peter lebt in Bayern oder Peter mag Frieda oder auch beides.


                    Peter lebt in Bayern oder Peter mag Frieda, aber nicht beides.

                  

                


                Da das oder nun einmal diese multiple Persönlichkeit besitzt, rate ich Ihnen Folgendes: Wenn Sie auf ein einsam aussehendes oder in einer Aussage stoßen, die übersetzt werden soll, dann heißt das wahrscheinlich, dass irgendjemand (wie zum Beispiel Ihr Professor) sicherstellen möchte, dass Sie wissen, dass das oder in der Logik stets oder … oder beides bedeutet. Daher übersetzen Sie diese Aussage als


                
                  	
                    B ∨ F

                  

                

              

              
                … oder … oder beides


                Dieses Gefüge ist klar und eindeutig: Es besagt, was es bedeutet, und es bedeutet, was es besagt. Zum Beispiel:


                
                  	
                    Peter lebt in Bayern oder Peter mag Frieda oder beides.

                  

                


                Übersetzen Sie diese Aussage als


                
                  	
                    B ∨ F

                  

                

              

              
                … oder …, aber nicht beides


                Dieser Ausdruck hat zwar eine klare Bedeutung, ist jedoch nicht so leicht zu übersetzen. Zum Beispiel:


                
                  	
                    Peter lebt in Bayern oder Peter mag Frieda, aber nicht beides.

                  

                


                Um die Wörter aber nicht beides in die Aussagenlogik zu übersetzen, müssen wir eine etwas aufwendige logische Beinarbeit betreiben. Wie schon weiter oben im Abschnitt »Aber, obwohl, jedoch, dennoch, trotzdem …« erläutert, wird das Wort aber zum & und der Ausdruck nicht beides wird hier als ~(B & F) übersetzt. Wenn wir dies dann zusammensetzen, wird die ganze Aussage übersetzt als:


                
                  	
                    (B ∨ F) & ~( B & F)

                  

                

              
            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 5


        Der Wert der Bewertung


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Bewerten Sie Aussagen der Aussagenlogik

                


                	
                  Ermitteln Sie den Hauptoperator einer Aussage

                


                	
                  Lernen Sie acht Formen von Aussagen kennen

                

              


              


              Die Menschen neigen zur Vereinfachung.


              Haben Sie schon einmal eine Filmrezension nur bis zur Hälfte durchgelesen und den Rest dann übersprungen, um am Ende des Textes nachzuschauen, ob der Film nun eine insgesamt positive oder negative Bewertung bekommen hat? Oder haben Sie schon einmal ein Automagazin einfach nur durchgeblättert, um mit einem Blick zu überprüfen, wie viele Sternchen jedes Auto letztlich erhalten hat? Ich bin mir ganz sicher, dass Sie noch nie mit einem Freund oder einer Freundin alle Mädels oder Kerls durchgegangen sind, die Sie beide kennen, und mit einer Skala von 1 bis 10 bewertet haben. Oder etwa doch?


              Filme, Autos, junge Männer und Frauen sind kompliziert. Man muss so viel von ihnen verstehen. Doch die Menschen neigen nun einmal zur Vereinfachung. Ich bin mir sicher, dass Sie – genau wie ich – ein gewisses Gefühl der Erleichterung verspüren, wenn Sie dieses ganze Komplexe auf etwas so Kleines reduzieren können, dass Sie es mit sich in der Manteltasche tragen können.


              Mit dieser Vorstellung im Hinterkopf wurde die Logik erfunden. In Kapitel 4 entdecken Sie, wie man eine komplizierte Aussage in deutscher Sprache fasst und sie dann mit nur einigen wenigen Symbolen in der Aussagenlogik niederschreiben kann. In diesem Kapitel nun gehen Sie einen Schritt weiter und finden heraus, wie man eine komplizierte Aussage in der formalen Logik auf einen einzigen Wahrheitswert reduzieren kann: entweder W oder F. Einfacher als die positiven oder negativen Symbole bei der Filmrezension kann es eigentlich nicht mehr werden.


              Dieser Umsetzungsprozess wird als Bewertung einer Aussage oder als Berechnung des Wahrheitswertes einer Aussage bezeichnet. Welchen Ausdruck Sie verwenden, ist egal; jedenfalls ist dies eine der Schlüsselqualifikationen, die Sie bei Ihrem Studium der Logik benötigen werden. Wenn Sie dieses Verfahren beherrschen, werden sich viele einst verschlossene Türen plötzlich wie von selbst öffnen.

            
          

          
            Der Wert ist das Entscheidende


            Ganz entscheidend bei der Aussagenlogik ist es, dass sie es möglich macht, komplexe Aussagen durch das Bewertungsverfahren zu vereinfachen. Wenn man eine Aussage der Aussagenlogik bewertet, so ersetzt man all ihre Konstanten durch Wahrheitswerte (W oder F) und führt dann die Aussage auf einen einzigen Wahrheitswert zurück. Wenn Sie das Wort Bewertung lesen, dann denken Sie einfach daran, dass es hierbei darum geht, den Wert von etwas herauszufinden.


            
              	
                Das korrekte Bewerten von Aussagen ist wahrscheinlich die wichtigste Fähigkeit, die Sie schon früh in Ihrem Studium der Logik beherrschen sollten. Studenten, die damit noch Probleme haben, haben deshalb aus folgenden Gründen zu leiden:

              

            


            
              	
                Es ist Zeitverschwendung und frustrierend, wenn man nicht weiß, wie man das anstellen muss.

              


              	
                Es ist der allererste Schritt, den man gehen muss, um einen ganzen Haufen anderer Dinge zu behandeln, wie man später noch an diesem Buch bemerken wird.

              

            


            
              	
                Doch hier ist die gute Nachricht: Bewerten ist nicht schwer. Es erfordert weder Geschick noch Genialität. Man muss einfach nur die Spielregeln kennen und dann heißt es: üben, üben und nochmals üben.

              

            


            
              	
                Diese Spielregeln für die Bewertung von Aussagen der Aussagenlogik ähneln stark den Regeln, die Sie bereits bei der Berechnung arithmetischer Gleichungen kennengelernt haben. (Nehmen Sie noch einmal Kapitel 4 unter die Lupe, wo ich noch weitere Ähnlichkeiten zwischen Arithmetik und Logik darstelle.) Schauen Sie sich beispielsweise die folgende einfache arithmetische Aufgabe an:

              

            


            
              	
                5 + (2 × (4 – 1)) = ?

              

            


            Um diese Aufgabe zu lösen, berechnet man zunächst, was in den inneren Klammern steht. Da der Wert von 4−1 gleich 3 ist, kann man (4−1) durch 3 ersetzen, und die Aufgabe vereinfacht sich zu:


            
              	
                5 + (2 × 3) = ?

              

            


            Nun berechnet man das, was innerhalb der verbleibenden Klammern steht. Dieses Mal kann man, da der Wert von 2 × 3 gleich 6 ist, die folgende Ersetzung vornehmen:


            
              	
                5 + 6 = ?

              

            


            An diesem Punkt nun angelangt, ist die Aufgabe leicht zu lösen. 5 + 6 ergibt 11, was dann auch die Lösung ist. Durch eine Reihe von Bewertungen reduziert sich eine Folge von Zahlen und Symbolen auf einen einzigen Wert.


            
              Wie man mit der Bewertung von Aussagen vertraut wird


              Betrachten wir die folgende Aufgabe in der Aussagenlogik:


              
                	
                  Bewerten Sie die Aussage ~( ~P → ( ~Q & R))

                

              


              Das Ziel hierbei ist dasselbe wie bei einer arithmetischen Rechenaufgabe: Wir wollen eine bestimmte Aussage bewerten, das heißt, wir müssen ihren Wert feststellen.


              Bei der weiter oben in diesem Kapitel vorgestellten mathematischen Aufgabe kannten wir jedoch bereits die Werte der vier Zahlen (5, 2, 4 und 1). Bei der Logikaufgabe müssen wir die Werte von P, Q und R in Erfahrung bringen. Das heißt, man muss die Interpretation der Aussage kennen.


              
                	
                  Die Interpretation einer Aussage ist eine festgelegte Menge an Wahrheitswerten für alle Konstanten dieser Aussage.


                  So wäre etwa eine mögliche Interpretation für unsere Aussage: P = W, Q = F, und R = W.

                

              


              Erinnern wir uns daran, dass P, Q und R Konstanten und dass W und F Wahrheitswerte darstellen. Wenn ich also schreibe P = W, so bedeutet dies nicht, dass diese beiden Dinge gleichzusetzen sind. Diese Schreibweise besagt lediglich, dass W der Wahrheitswert von P ist.


              Man weiß zwar nicht genau, ob diese Interpretation korrekt ist, doch man kann diese Aufgabe in dieser Interpretation lösen, das heißt, unter der Voraussetzung, dass sie korrekt ist. Die vollständige Aufgabe würde in diesem Fall also lauten:


              Bewerten Sie unter der Interpretation P = W, Q = F und R = W die Aussage


              
                	
                  ∼(∼P → (∼Q & R)).

                

              


              Nun kann man diese Aufgabe lösen. Das Erste, was man tun muss, ist, jede Konstante durch ihren Wahrheitswert zu ersetzen:


              
                	
                  ∼(∼W → (∼F & W))

                

              


              
                	
                  Nachdem man die Konstanten einer Aussage in der Aussagenlogik durch ihre Wahrheitswerte ersetzt hat, hat man – rein technisch betrachtet – keine Aussage mehr, und die Puristen unter Ihnen werden nun finster dreinschauen. Doch während Sie etwas über Bewertungen lernen, ist es hilfreich, logische Aussagen in solche Ausdrücke zu übertragen.

                

              


              Der zweite und der dritte ~‐Operator sind direkt mit Wahrheitswerten verbunden, was es einfach macht, sie zu bewerten, da F der Wert von ∼W ist und W der Wert von ∼F. (Werfen Sie noch einmal einen Blick in Kapitel 4, um Ihre Kenntnisse über die logischen Operatoren aufzufrischen, die Sie in diesem Kapitel finden.) So können wir unseren Ausdruck neu aufschreiben:


              
                	
                  ∼(F → (W & W))

                

              


              
                	
                  Klammern in der Aussagenlogik funktionieren ebenso wie in der Arithmetik. Sie beenden einen Ausdruck, sodass es klar ist, was man zuerst ausrechnen muss. In diesem Fall enthält die innere Klammer W & W. Und weil W der Wert von W & W ist, vereinfacht sich der Ausdruck zu:

                

              


              
                	
                  ∼(F → W)

                

              


              Nun bewerten wir das, was sich in den verbleibenden Klammern befindet. Da W der Wert von F → W ist, vereinfacht sich der Ausdruck weiter zu:


              
                	
                  ~(W)

                

              


              An dieser Stelle nun ist es leicht zu erkennen, dass ∼(W) als F bewertet wird, was dann auch unsere Lösung darstellt. Das Ergebnis hierbei ähnelt dem Resultat einer mathematischen Aufgabe: Man beginnt mit einer komplexen Aussage und bewertet sie, indem man ihren Wert bestimmt, der in der Logik entweder W oder F ist.

            

            
              Wie man ein weiteres Verfahren ausprobiert


              Das Bewertungsverfahren, das ich im vorhergehenden Abschnitt verwendete, funktioniert bei sämtlichen Aussagen in der Aussagenlogik, egal wie komplex sie auch sind. Im nächsten Beispiel benutze ich die gleiche Methode mit einer kleinen kosmetischen Korrektur. Ich schreibe nun nicht mehr die ganze Gleichung bei jedem einzelnen Schritt auf, sondern füge sofort immer die jeweiligen Wahrheitswerte ein. So geht es gleich weiter mit der nächsten Aufgabe:


              
                	
                  Bewerten Sie ∼(∼P & (∼Q ↔ R)) unter der Interpretation P = F, Q = W und R = W.

                

              


              Im ersten Schritt ersetzen wir die Konstanten durch ihre Wahrheitswerte. Beim vorhergehenden Beispiel habe ich die gesamte Gleichung wiederholt. Diesmal setzen wir die jeweiligen Wahrheitswerte für jede Konstante direkt darunter:


              [image: figure]


              Hierbei haben wir es mit zwei ∼‐Operatoren zu tun, die den Konstanten unmittelbar voranstehen. Mit diesen Operatoren lässt es sich besonders leicht arbeiten: Man setzt einfach den korrekten Wert unter den jeweiligen Operator. Wie man unten sehen kann, sind die neuen Werte größer geschrieben; die danebenstehenden unterstrichenen Buchstaben zeigen an, woraus sich diese neuen Werte herleiten:


              [image: figure]


              
                	
                  Versuchen Sie bitte in diesem Stadium noch nicht, irgendwelche ∼‐Operatoren, die direkt vor einer geöffneten Klammer stehen, zu bewerten. Denn dieser Operator negiert ja alles innerhalb der Klammern; deshalb muss man so lange warten, bis man den Wert all dessen kennt, was sich innerhalb der Klammern befindet, bevor man diesen Operator mit ins Spiel bringen kann.

                

              


              Jetzt können wir also das bearbeiten, was in den Klammern steht. Überzeugen Sie sich davon, dass Sie mit den innersten Klammern anfangen. Der hierbei zu bewertende Operator ist der ↔‐Operator. Auf der einen Seite dieses Operators ist der Wert von ∼Q gleich F. Auf der anderen Seite ist W der Wert von R. Dies führt zu F ↔ W, was mit F bewertet wird. Setzen Sie diesen Wert direkt unter den soeben bewerteten Operator, also unter den ↔‐Operator. Dies ermöglicht uns zu erkennen, dass der Wert all dessen, was sich innerhalb der Klammern befindet, F beträgt:


              [image: figure]


              Nun gelangen wir zu den nächsten, weiter außen stehenden Klammern. Hierbei müssen wir den &‐Operator bewerten. Einerseits beträgt der Wert von ∼P W. Andererseits ist der Wert von allem innerhalb der inneren Klammern (das heißt, der Wert unter dem &) F. Dies führt dann zu W & F, was als F bewertet wird. Schreiben wir nun diesen Wert unterhalb des & ‐Operators:


              [image: figure]


              Im letzten Schritt müssen wir die gesamte Aussage bewerten. Der Operator, der nun zu bewerten ist, ist der ∼‐Operator. Dieser negiert alles, was sich innerhalb der Klammern befindet – das bedeutet also, er negiert den Wert unterhalb des &‐Operators, was dann als F bewertet wird. Schreiben Sie diesen Wert unter den ∼‐Operator:


              [image: figure]


              Nun, da alles bewertet ist, ist der letzte Wert, der den Wert der gesamten Aussage darstellt, W. Oder, anders ausgedrückt: Wenn P = F, Q = W und R = W ist, dann wird die Aussage ∼(∼P & (∼Q ↔ R)) mit W bewertet. Wie man dabei sehen kann, ermöglicht uns die Bewertung, einen ganzen Haufen an Information in einen einzigen Wahrheitswert umzuwandeln. Einfacher geht es nun wirklich nicht!

            
          

          
            Wie man eine Aussage macht


            Nach dieser kleinen Kostprobe davon, was es mit den Bewertungen eigentlich auf sich hat, werde ich Ihnen genauer zeigen, wie Aussagen in der Aussagenlogik funktionieren. Wenn Sie ein wenig mehr über Aussagen Bescheid wissen, werden Sie herausfinden, dass diese sich praktisch selbst bewerten.


            
              Wie man Teilaussagen ermittelt


              
                	
                  Eine Teilaussage bezeichnet ein Stück einer Aussage, das für sich selbst als vollständige Aussage stehen kann.

                

              


              So enthält etwa die Aussage P ∨ (Q & R) die folgenden beiden Teilaussagen, die als vollständige Aussagen auch alleine stehen können:


              
                	
                  Q & R

                


                	
                  P

                

              


              Im Gegensatz dazu haben wir hier ein Beispiel für ein Stück der Aussage P ∨ (Q & R), das keine Teilaussage ist: ∨ (Q &. Selbst wenn dies ein Stück der Aussage ist, so handelt es sich dabei doch offensichtlich nicht um eine eigenständige komplette Aussage. Stattdessen haben wir es hier mit einer Reihenfolge von Symbolen der Aussagenlogik zu tun, die ohne Bedeutung ist. (In Kapitel 13 entdecken Sie die Feinheiten, wie man – ausgehend von einer Reihe von Symbolen – eine Aussage aufstellen kann.)


              
                	
                  Wenn man eine Aussage bewertet, so beginnt man damit, Werte unter die kleinstmöglichen Teilaussagen – die einzelnen Konstanten – zu setzen.

                

              


              Nehmen wir einmal an, Sie sollen die Aussage P ∨ (Q & R) unter der Interpretation P = W, Q = W und R = F bewerten. Zunächst schreiben Sie unter jede Konstante die jeweiligen Wahrheitswerte:


              [image: figure]


              Nun können Sie die die größere Teilaussage Q & R bewerten:


              [image: figure]


              Und schließlich bewerten Sie die gesamte Aussage:


              [image: figure]


              Man erkennt daran, dass die Bewertung einer langen Aussage am besten funktioniert, wenn man sie Stück für Stück in Teilaussagen zerlegt, die jeweils einfacher zu bewerten sind.

            

            
              Wie man eine Aussage eingrenzt


              
                	
                  Wenn man erst einmal weiß, was eine Teilaussage ist, dann fällt es auch leicht, den Skopus eines Operators zu begreifen. Der Skopus eines Operators ist die kleinste Teilaussage, die den besagten Operator enthält.

                

              


              Nehmen wir zum Beispiel die Aussage (P → (Q ∨ R))↔ S. Und nun möchten wir den Skopus des ∨‐Operators wissen. P → (Q ∨ R) sowie Q ∨ R sind zwei mögliche Teilaussagen, die diesen Operator enthalten. Die kürzere der beiden ist Q ∨ R, sodass dies der Skopus des Operators ist.


              
                	
                  Man kann den Skopus eines Operators für den Einflussbereich oder die Reichweite halten, den dieser Operator bei einer Aussage hat.

                

              


              Um diesen Einflussbereich zu veranschaulichen, habe ich den Skopus des ∨‐Operators in der folgenden Aussage unterstrichen:


              
                	
                  (P → (Q ∨ R))↔ S

                

              


              Dies zeigt, dass der ∨‐Operator zwar die Konstanten Q und R berührt beziehungsweise beeinflusst, jedoch nicht die Konstanten P oder S.


              Im Gegensatz dazu habe ich in derselben Aussage den Skopus des →‐Operators unterstrichen:


              
                	
                  (P → (Q ∨ R)) ↔ S

                

              


              Dies zeigt nun, dass der Einflussbereich des →‐Operators die Konstante P enthält sowie die Teilaussage (Q ∨ R), jedoch nicht die Konstante S.


              
                	
                  Bevor man einen Operator bewerten kann, muss man den Wahrheitswert aller anderen Konstanten beziehungsweise Operatoren in seinem Skopus kennen. Und wenn man erst einmal verstanden hat, wie man den Skopus eines Operators herausfindet, so ist es einfach zu erkennen, warum man bei der Bewertung einer Aussage mit dem Inneren der Klammern beginnen muss.

                

              


              So befindet sich beispielsweise bei der Aussage (P → (Q ∨ R)) ↔ S der ∨‐Operator innerhalb des Skopus des →‐Operators. Dies bedeutet, dass man den →‐Operator erst dann bewerten kann, wenn man den Wert des ∨‐Operators kennt.


              
                	
                  Seien Sie vorsichtig, wenn Sie die Skopus‐Operatoren in Aussagen mit ∼‐Operatoren berechnen. Der Skopus eines ∼‐Operators ist immer die kleinste Teilaussage, die ihr unmittelbar folgt. Wenn ein ~‐Operator vor einer Konstante steht, so enthält sein Skopus ausschließlich diese Konstante. Einen ∼‐Operator kann man sich deshalb als mit dieser Konstante fest verbunden vorstellen. Bei unserem nächsten Beispiel ist der Skopus des ersten ∼‐Operators unterstrichen:

                

              


              
                	
                  ~P & ∼(Q & R)

                

              


              Wenn ein ∼‐Operator dagegen vor einer Klammer steht, dann ist sein Skopus all das, was innerhalb dieser Klammern steht. Nun ist der Skopus des zweiten ∼‐Operators unterstrichen:


              
                	
                  ~P & ~(Q & R)

                

              


              Ebenso kann man den Skopus des ∨‐Operators in der Aussage ∼(P ∨ Q) unterstreichen:


              
                	
                  ~(P ∨ Q) FALSCH!

                

              


              In diesem Fall befindet sich der ~‐Operator außerhalb der Klammern, sodass er auch außerhalb des Skopus des ∨‐Operators ist:


              
                	
                  ∼(P ∨ Q) RICHTIG!

                

              


              Wenn man diese Aussage bewertet, muss man also zuerst die Teilaussage P ∨ Q und danach die gesamte Aussage bewerten.

            

            
              Der Hauptanziehungspunkt: die Suche nach den Hauptoperatoren


              
                	
                  Der Hauptoperator ist der wichtigste Operator in einer Aussage, und zwar aus folgenden Gründen:

                

              


              
                	
                  Jede Aussage in der Aussagenlogik hat nur einen Hauptoperator.

                


                	
                  Der Skopus des Hauptoperators ist die ganze Aussage. Daher basiert der Wert des Hauptoperators auf den Werten aller anderen Konstanten und Operatoren in der Aussage.

                


                	
                  Der Hauptoperator ist der letzte Operator, den man bewertet. Wenn man darüber genauer nachdenkt, so ist dies auch sinnvoll: Da der Skopus des Hauptoperators ja alles andere in der Aussage ist, muss man auch erst einmal alles andere bewerten, bevor man den Hauptoperator bewerten kann. Bewerten wir beispielsweise die Aussage (P → (Q ↔ R)) & S in einer bestimmten Interpretation. Zunächst muss man die Teilaussage Q ↔ R bewerten, um den Wert des ↔‐Operators herauszubekommen. Dadurch können wir nun P → (Q ↔ R) bewerten, um den Wert des →‐Operators zu erhalten. Und schließlich kann man die gesamte Aussage bewerten, die uns den Wert des Hauptoperators der Aussage – des &‐Operators – angibt. (Wie man den Hauptoperator findet, zeige ich Ihnen weiter unten in diesem Abschnitt.)

                


                	
                  Der Wert des Hauptoperators ist der gleiche wie der Wert der Aussage selbst.

                


                	
                  Der Hauptoperator liegt außerhalb sämtlicher Klammern, es sei denn, die ganze Aussage enthält ein zusätzliches (und entfernbares) Klammernpaar. Dies werde ich gleich noch näher in diesem Abschnitt erläutern.

                

              


              Weil nun dieser Hauptoperator so ungeheuer wichtig ist, muss man imstande sein, ihn bei jeder x‐beliebigen Aussage herauszupicken. Normalerweise lässt sich das mit der Befolgung einiger kurzer Faustregeln recht einfach bewerkstelligen. Jede Aussage der Aussagenlogik fällt nämlich in eine der drei Kategorien, die ich in den folgenden Abschnitten behandeln werde. Wenn Sie jedoch einmal auf eine Aussage stoßen sollten, die nicht in eine der drei Kategorien passt, dann ist sie nicht wohlgeformt, was bedeutet, dass sie in Wirklichkeit gar keine Aussage ist. In Kapitel 14 werde ich darauf näher eingehen. Doch alle Aussagen, die Ihnen bis dahin begegnen werden, haben einen Hauptoperator, den Sie ohne Schwierigkeiten entdecken werden.


              
                Wenn es außerhalb der Klammern nur einen Operator gibt


                Manchmal ist es sehr einfach, den Hauptoperator ausfindig zu machen: wenn er nämlich der einzige Operator außerhalb sämtlicher Klammern ist. Betrachten wir einmal die folgende Aussage:


                
                  	
                    (P ∨ ∼Q) & (R → P)

                  

                


                Der Hauptoperator ist hierbei der &‐Operator. Testen Sie ebenso folgende Aussage:


                
                  	
                    ~(P & (Q ↔ R))

                  

                


                Der Hauptoperator ist hier der ~‐Operator.

              

              
                Wenn es außerhalb der Klammern keinen Operator gibt


                
                  	
                    Wenn man innerhalb der Klammern keinen Operator findet, dann muss man ein Klammernpaar entfernen. So sind die beiden äußeren Klammern in der folgenden Aussage beispielsweise nicht wirklich notwendig:

                  

                


                
                  	
                    (( ~P ↔ Q) → R)


                    Wenn man diese jedoch entfernt, so ergibt sich Folgendes:


                    ( ∼P ↔ Q) → R


                    Nun ist der einzige Operator außerhalb der Klammern der →‐Operator, der in der Tat auch der Hauptoperator ist.

                  

                


                In diesem Buch vermeide ich unnötige Klammern, da sie Platz wegnehmen und nichts Sinnvolles zu einer Aussage beitragen. In Kapitel 14 erfahren Sie jedoch mehr Details darüber, wann eine Aussage zusätzliche Klammern enthalten kann.

              

              
                Wenn es außerhalb der Klammern mehr als einen Operator gibt


                In manchen Aussagen kann außerhalb der Klammern mehr als ein Operator vorkommen. Zum Beispiel:


                
                  	
                    ∼(∼P → Q) ∨ ∼(P → Q)

                  

                


                
                  	
                    Wenn es außerhalb der Klammern mehr als einen Operator gibt, dann ist der Hauptoperator immer derjenige, der kein ∼‐Operator ist.

                  

                


                Im vorhergehenden Beispiel ist der Hauptoperator der ∨‐Operator.

              
            
          

          
            Die acht verschiedenen Aussagen in der Aussagenlogik


            In der Aussagenlogik kann eine Variable für eine ganze Aussage (oder Teilaussage) stehen. Man kann Variablen verwenden, um in der Aussagenlogik Aussagen in acht verschiedene Aussageformen zu unterteilen. In Tabelle 5.1 werden die acht Grundaussageformen dargestellt:


            
              
                
                  
                    
                      	
                        Positive Formen

                      

                      	
                        Negative Formen

                      
                    

                  

                  
                    
                      	
                        x & y

                      

                      	
                        ∼(x & y)

                      
                    


                    
                      	
                        x ∨ y

                      

                      	
                        ∼( x ∨ y)

                      
                    


                    
                      	
                        x → y

                      

                      	
                        ∼( x → y)

                      
                    


                    
                      	
                        x ↔ y

                      

                      	
                        ∼( x ↔ y)

                      
                    

                  
                


                
                  Tabelle 5.1: Die acht Aussageformen

                
              
            


            Um zu erkennen, wie diese Aussagen funktionieren, finden Sie hier drei Aussagen, deren Hauptoperatoren &‐Operatoren sind:


            
              	
                P & Q


                (P ∨ Q) & ∼ (R → S)


                (((∼P ↔ Q) → R) ∨ (∼Q & S)) & R

              

            


            
              
                Teile vom Ganzen


                Ich persönlich halte die nun folgende Terminologie für die einzelnen Teile einer Aussage für etwas übertrieben. Falls Ihr Professor jedoch darauf besteht, dass Sie diese Begriffe kennen, dann müssen Sie sie wohl oder übel auswendig lernen. Für mich ist das Entscheidende jedoch, dass man bei einer bestimmten Aussage den Hauptoperator herausfinden kann, indem man erkennt, um welche der acht Aussageformen es sich dabei handelt. Wenn es dann wichtig wird, die unterschiedlichen Teile einer Aussage genauer zu benennen, ist es ebenso einfach, von einem »ersten Teil« sowie von einem »zweiten Teil« zu sprechen.


                Hier nun einige Faustregeln:


                
                  	
                    Wenn eine Aussage in der Form x & y vorliegt, dann ist es eine &‐Aussage, die man auch als Konjunktion bezeichnet. In diesem Fall werden beide Teile der Aussage Konjunkte genannt.

                  


                  	
                    Wenn eine Aussage in der Form x ∨ y vorliegt, dann ist es eine ∨‐Aussage, die man auch als Disjunktion bezeichnet. In diesem Fall werden beide Teile der Aussage Disjunkte genannt.

                  


                  	
                    Wenn eine Aussage in der Form x → y vorliegt, dann ist es eine →‐Aussage, die man auch als Konditional oder materiale Implikation bezeichnet. In diesem Fall wird der erste Teil der Aussage Antezedens und der zweite Teil Konsequens genannt.

                  

                


                Wenn eine Aussage in der Form x ↔ y vorliegt, dann ist es eine ↔‐Aussage, die man auch als Bikonditional bezeichnet.

              


              So steht beispielsweise in der Aussage P & Q die Teilaussage P für die Variable x und die Teilaussage Q für die Variable y. Auf ähnliche Weise steht in der Aussage (P ∨ Q) & ∼(R → S) die Teilaussage (P ∨ Q) für x und die Teilaussage ∼(R → S) für y. Und schließlich steht in der Aussage (((∼P ↔ Q) → R) ∨ (∼Q & S)) & R die Teilaussage (((~P ↔ Q) → R) ∨ (∼Q & S)) für x, und R steht hierbei für y.


              Wenn der Hauptoperator einer Aussage einer der vier binären Operatoren (&, ∨, → oder ↔) ist, dann ist seine Aussageform eine der vier positiven Formen aus Tabelle 5.1. Wenn der Hauptoperator einer Aussage dagegen der ∼‐Operator ist, dann ist seine Form eine der negativen Aussageformen aus Tabelle 5.1. Um nun herauszufinden, um welche Aussageform es sich bei einer Aussage handelt, muss man einen Blick auf den Operator mit dem zweitgrößten Skopus in der Aussage werfen. Zum Beispiel:


              
                	
                  ∼((P → Q) ↔ (Q ∨ R))

                

              


              In diesem Fall ist der Hauptoperator der ∼‐Operator. Der ↔‐Operator besitzt den zweitgrößten Skopus, der alles in den Klammern abdeckt. Somit besitzt diese Aussage die folgende Aussageform:


              
                	
                  ∼(x ↔ y)

                

              


              Diesmal steht die Variable x für die Teilaussage (P → Q) und die Variable y für die Teilaussage (Q ∨ R).


              
                	
                  Wie man die Grundform einer bestimmten Aussage erkennen kann, ist eine Fähigkeit, die Sie in den folgenden Kapiteln gebrauchen können. Momentan reicht es aus zu wissen, dass jede Aussage durch eine der acht Grundformen dargestellt werden kann.

                

              

            
          

          
            Kommen wir auf die Bewertung zurück


            Nachdem Sie etwas über die neuen Begriffe dieses Kapitels erfahren haben, meinen Sie wahrscheinlich, dass Bewertung durchaus sinnvoll ist. Sie werden nun dabei voraussichtlich weniger Fehler machen, weil Sie verstehen, wie alle Teile der Aussage zusammenpassen.


            Nehmen wir einmal an, Sie möchten die Aussage ∼(∼(P ∨ Q) & (∼R ↔ S)) unter der Interpretation P = W, Q = F, R = F und S = W bewerten. Das mag zwar ein wenig knifflig aussehen, doch für eine solche Herausforderung sollten Sie jetzt gewappnet sein!


            Bevor Sie anfangen, schauen Sie sich die Aussage etwas genauer an. Sie liegt in der Form ∼(x & y) vor, wobei der erste Teil der Aussage ∼(P ∨ Q) und der zweite Teil (∼R ↔ S) lautet. Zunächst müssen Sie den Wahrheitswert beider Teile ermitteln, bevor Sie den &‐Operator bewerten können. Erst dann können Sie den ersten ∼‐Operator bewerten, der der Hauptoperator der Aussage ist.


            Sie beginnen also, indem Sie die Wahrheitswerte unter die jeweiligen Konstanten setzen:


            [image: figure]


            Nun können Sie den Wert des ~‐Operators vor der Konstante R eintragen:


            [image: figure]


            Als Nächstes können Sie den Wert des ∨‐Operators und des ↔‐Operators erhalten:


            [image: figure]


            An dieser Stelle könnten Sie versucht sein, den &‐Operator zu bewerten, doch dazu benötigt man zuerst den Wert der Teilaussage ∼(P ∨ Q), und das bedeutet, dass man den Wert des ∼‐Operators benötigt:


            [image: figure]


            Jetzt können Sie den &‐Operator bewerten:


            [image: figure]


            Und nachdem Sie jeden anderen Operator in der Aussage bewertet haben, können Sie endlich den Hauptoperator bewerten:


            [image: figure]


            Der Wahrheitswert des Hauptoperators ist der Wert der gesamten Aussage, und nun erkennen Sie, dass die Aussage unter der angegebenen Interpretation wahr ist.

          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 6


        Wie man mit Wahrheitstafeln Aussagen bewertet


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Erstellen und analysieren Sie Wahrheitstafeln

                


                	
                  Erfahren Sie, wann Aussagen Tautologien, Kontradiktionen oder logisch nicht determiniert sind

                


                	
                  Verstehen Sie semantische Äquivalenz, logische Undeterminiertheit und Wertigkeit

                

              


              


              In diesem Kapitel entdecken Sie eines der wichtigsten Werkzeuge der Aussagenlogik: die Wahrheitstafel. Durch Wahrheitstafeln lässt sich eine Aussage unter jeder möglichen Interpretation bewerten, wodurch man allgemeine Schlüsse über eine Aussage ziehen kann, selbst dann, wenn man nicht die Wahrheitswerte ihrer Konstanten kennt.


              Wahrheitstafeln eröffnen ein ausgedehntes neues Territorium der Logik. Zunächst einmal stellen sie eine einfache Möglichkeit dafür dar, herauszufinden, ob ein Argument gültig oder ungültig ist – was ja eine zentrale Frage in der Logik ist. Doch darüber hinaus kann man mithilfe von Wahrheitstafeln Tautologien und Kontradiktionen erkennen: Dabei handelt es sich um Aussagen, die unter jeder Interpretation wahr oder unter jeder Interpretation falsch sind.


              Wahrheitstafeln kann man gleichfalls einsetzen, um zu entscheiden, ob eine Reihe von Aussagen konsistent ist – das heißt, ob es möglich ist, dass sie unter einer Interpretation alle wahr sind. Schließlich lässt sich mit Wahrheitstafeln auch noch feststellen, ob zwei Aussagen semantisch äquivalent sind – das heißt, ob sie in allen möglichen Fällen denselben Wahrheitswert besitzen.


              Nun legen wir einen Zahn zu, schnallen Sie sich bitte an!

            
          

          
            Kommen Sie mal nach vorne an die Tafel! Von der Freude an der rohen Gewalt


            Zuweilen erfordert die Lösung eines Problems Intelligenz und Einfallsreichtum. Bevor man dann zur richtigen Antwort gelangt, bedarf es dieses gewissen Aha‐Effekts, der dazu führt, dass man die Dinge in einem völlig neuen Licht sieht. Aha‐Effekte können durchaus beflügelnd sein, doch sie können auch frustrieren und lähmen, ganz besonders dann, wenn man in einer Prüfung unter Zeitdruck steht und kein Aha in Sicht ist.


            Wahrheitstafeln sind das Gegenstück zum Aha. Sie beruhen auf einem Verfahren, das die Mathematiker als Brute‐Force‐Methode (auf Deutsch: Methode der rohen Gewalt) bezeichnen. Bei dieser Vorgehensweise versucht man nicht, den einen goldenen Weg zum Erfolg, den Königsweg, herauszufinden, sondern man probiert hartnäckig sämtliche Möglichkeiten aus. Brute‐Force‐Methoden können zwar zeitaufwendig sein, doch am Ende eines Tages hat man stets die Antwort gefunden, nach der man so lange gesucht hat.


            Hier zeige ich Ihnen nun, wie das funktioniert. Nehmen wir einmal an, Sie haben bei Ihrer ersten Prüfung folgende mysteriöse Frage zu beantworten:


            
              	
                Was lässt sich über die folgende Aussage sagen: P → (∼Q → (P & ∼Q))? Begründen Sie Ihre Antwort!

              

            


            Mit der tickenden Uhr im Nacken können Ihnen wahrscheinlich viele Dinge in den Sinn kommen, die Sie über diese Aussage zu bemerken hätten, doch vermutlich hilft Ihnen das auch nicht viel weiter. Sie blicken also starr auf Ihr Blatt Papier und warten darauf, dass sich endlich der Aha‐Effekt einstellt. Und plötzlich haben Sie auch tatsächlich eine Idee:


            
              	
                Diese Aussage stellt lediglich etwas ganz Offenkundiges fest: »Wenn ich davon ausgehe, dass P wahr ist, und voraussetze, dass Q falsch ist, dann kann ich daraus schließen, dass P wahr und Q falsch ist.« Daher ist die Aussage immer wahr.

              

            


            Das war gar nicht mal so schlecht. Doch was geschieht, wenn sich der Aha‐Effekt partout nicht einstellen will? Was wäre, wenn Sie sich nicht sicher wären, wie Sie Ihre Antwort »begründen« sollten? Oder wenn – was noch schlimmer wäre – die Ihnen vorliegende Frage folgendermaßen aussähe:


            
              	
                Was lässt sich über die folgende Aussage sagen: ((∼P ∨ Q) → ((R & ∼S) ∨ T)) → (∼U ∨ ((∼R ∨ S) → T)) → ((P & ∼U) ∨ (S → T))? Begründen Sie Ihre Antwort!

              

            


            Nun wird es Zeit für rohe Gewalt, und die Wahrheitstafeln weisen uns den Weg dorthin.

          

          
            Die erste Wahrheitstafel für Abc‐Schützen


            Eine Wahrheitstafel ist eine Möglichkeit in der Aussagenlogik, Informationen zu ordnen. Sie erlaubt es, jede mögliche Kombination an Werten für jede Konstante aufzustellen und dann herauszufinden, was in jedem einzelnen Fall passiert. In Kapitel 4 haben Sie bereits Bekanntschaft mit einigen kleinen Wahrheitstafeln gemacht: Als ich jeden der fünf Operatoren der Aussagenlogik vorstellte, fügte ich eine Wahrheitstafel ein, die Ihnen zeigen sollte, wie man alle möglichen Eingabewerte interpretieren muss, um einen Ausgabewert zu erhalten.


            Im folgenden Abschnitt nun zeige ich Ihnen, wie man eine Wahrheitstafel aufstellt, wie man sie ausfüllt und wie man aus ihr schließlich Folgerungen ziehen kann. Als Beispiel verwende ich die Aussage P → (∼Q → (P & ∼Q)).


            
              Wie man eine Wahrheitstafel erstellt


              
                	
                  Eine Wahrheitstafel stellt eine Methode dar, jede mögliche Interpretation einer Aussage in waagerechten Reihen anzuordnen, wodurch es möglich wird, die Aussage unter all diesen unterschiedlichen Interpretationen zu bewerten.

                

              


              Das Erstellen einer Wahrheitstafel ist ein einfacher Prozess, der in vier Schritten abläuft:


              
                	
                  Legen Sie die oberste Reihe der Tafel fest, indem Sie links die einzelnen Konstanten, die in der Aussage vorkommen, aufschreiben und rechts die ganze Aussage.


                  
                    [image: figure]
                  

                


                	
                  Bestimmen Sie die Anzahl der zusätzlichen Reihen Ihrer Tafel, je nach Anzahl der Konstanten der Aussage.


                  
                    	
                      Eine Wahrheitstafel benötigt für jede mögliche Interpretation einer bestimmten Aussage eine Reihe. Um zu berechnen, wie viele Reihen man braucht, multipliziert man die Zahl 2 für jede Konstante in dieser Aussage einmal mit sich selbst. Da die Aussage P → (∼Q → (P & ∼Q)) zwei Konstanten enthält, sind insgesamt vier Reihen nötig.

                    

                  


                  Um sicherzugehen, dass Sie auf dem richtigen Weg sind, schauen Sie sich Tabelle 6.1 an, in der die Anzahl der benötigten Reihen aufgelistet ist für Aus sagen, die zwischen einer und fünf Konstanten enthalten.


                  
                    
                      
                        
                          
                            	
                              Anzahl der Konstanten

                            

                            	
                              Konstanten

                            

                            	
                              Anzahl der Interpretationen


                              (Reihen in Wahrheitstafeln)

                            
                          

                        

                        
                          
                            	
                              1

                            

                            	
                              P

                            

                            	
                              2

                            
                          


                          
                            	
                              2

                            

                            	
                              P und Q

                            

                            	
                              2 × 2 = 4

                            
                          


                          
                            	
                              3

                            

                            	
                              P, Q und R

                            

                            	
                              2 × 2 × 2 = 8

                            
                          


                          
                            	
                              4

                            

                            	
                              P, Q, R und S

                            

                            	
                              2 × 2 × 2 × 2 = 16

                            
                          


                          
                            	
                              5

                            

                            	
                              P, Q, R, S und T

                            

                            	
                              2 × 2 × 2 × 2 × 2 = 32

                            
                          

                        
                      


                      
                        Tabelle 6.1: Anzahl der Konstanten und der Reihen in Wahrheitstafeln

                      
                    
                  

                


                	
                  Richten Sie die Spalten für die einzelnen Konstanten so ein, dass jede mögliche Kombination an Wahrheitswerten berücksichtigt wird.


                  
                    	
                      Am günstigsten ist es, wenn man beim Ausfüllen der Wahrheitstafel mit der rechten Konstantenspalte beginnt (in diesem Fall ist das die Q‐Spalte) und in diese Spalte abwechselnd Ws und Fs – W F W F – einträgt, bis in die unterste Reihe. Dann geht man über zur linken Spalte und füllt diese aus, indem man abwechselnd zwei Ws und zwei Fs untereinanderschreibt und so weiter – W W F F. Falls es mehr Spalten geben sollte (wenn man beispielsweise in einer Aussage drei oder vier Konstanten hat), dann fährt man fort, indem man vier Ws und vier Fs (W W W W F F F F) beziehungsweise acht Ws und acht Fs (W W W W W W W W F F F F F F F F) untereinanderschreibt und so weiter.

                    

                  


                  Bei diesem Beispiel schreiben wir also abwechselnd W F W F in die Q‐Spalte und dann W W F F in die P‐Spalte:


                  
                    [image: figure]
                  

                


                	
                  Ziehen Sie nun waagerechte Linien zwischen den Reihen sowie senkrechte Linien, sodass alle Konstanten und Operatoren der Aussage voneinander getrennt sind.


                  
                    [image: figure]
                  


                  Diesen Schritt schlage ich aus drei Gründen vor. Zunächst sieht die Tafel sehr übersichtlich aus und verwirrt Sie noch nicht. Zweitens wissen Sie so, dass die Tafel erst dann fertig ist, wenn alle kleinen Kästchen mit Ws und Fs ausgefüllt sind. Und drittens ist die vollständige Tafel eindeutig und leicht zu überschauen. (Wenn Sie die Linien ganz ordentlich mit einem Lineal ziehen, schmilzt ganz gewiss auch das Herz eines noch so eisigen Professors.)

                

              


              
                	
                  Für die Klammern benötigt man keine Spalten, doch sollte man sicherstellen, dass jede Klammer mit der unmittelbar folgenden Konstante beziehungsweise mit dem unmittelbar folgenden Operator gebündelt ist, bis auf die Klammer am Ende der Aussage.

                

              

            

            
              Wie man eine Wahrheitstafel ausfüllt


              Jede einzelne waagerechte Reihe der Wahrheitstafel steht nun für eine bestimmte Interpretation der Aussage. Wenn man die Tafel weiter ausfüllt, so bewertet man einfach die Aussage unter jeder Interpretation (in diesem Fall wird die Aussage unter insgesamt vier Interpretationen bewertet).


              In Kapitel 4 befasse ich mich damit, wie man eine Aussage, angefangen bei den inneren Klammern, bewertet. Momentan gelten zwar immer noch dieselben Regeln, doch Sie müssen diesen Bewertungsvorgang für jede einzelne Reihe Schritt für Schritt durchführen.


              
                	
                  Die folgende schrittweise Methode zeigt Ihnen, wie man die Spalten nacheinander abarbeitet, weil dies einfacher ist und schneller geht, als wenn man versucht, Reihe für Reihe zu bewerten.

                

              


              Bitte beachten Sie, dass jede Spalte, die ich gerade ausgefüllt habe, unterstrichen ist.


              
                	
                  Übertragen Sie den Wert jeder Konstante in die dazugehörigen Aussagenspalten für diese Konstanten.


                  
                    [image: figure]
                  


                  Einfach nur abschreiben. Das war einfach, oder?

                


                	
                  Schreiben Sie in jede Spalte, in der ein ~‐Operator direkt vor einer Konstanten steht, die entsprechende Negation dieser Konstante in jede Reihe.


                  
                    [image: figure]
                  


                  
                    	
                      Vergewissern Sie sich, dass jeder ~‐Operator vor einer Konstanten steht. Falls er vor einer geöffneten Klammer steht, dann negiert er den gesamten Wert von all dem, was sich innerhalb dieser Klammern befindet. In diesem Fall müssen Sie noch abwarten, bis Sie diesen Wert kennen.

                    

                  


                  Sie sehen, dieser Schritt ist weitaus schwieriger als der vorhergehende.

                


                	
                  Beginnen Sie mit dem innersten Klammernpaar, und füllen Sie die Spalte aus, die direkt unter dem Operator dieses Teils der Aussage steht.


                  Schritt 3 ist nun wirklich der Hammer bei den Wahrheitstafeln. Die gute Nachricht ist allerdings, dass Sie mit etwas Übung in diesem Stadium sehr viel schneller vorankommen werden.


                  Die innersten Klammern enthalten bei diesem Beispiel die Aussage P & ~Q. Der Operator, den Sie bei der Bewertung verwenden, ist der &‐Operator, und die beiden Eingabewerte stehen in den Spalten unter dem P und dem ~‐Operator.


                  So ist beispielsweise in der ersten Reihe der Wert unter dem P ein W und der Wert unter dem ~‐Operator ist ein F. W & F wird als F bewertet, sodass man diesen Wert in dieser Reihe direkt unter den &‐Operator schreibt.


                  Wiederholen Sie diesen Schritt auch in den nächsten drei Reihen, und dann sollte Ihre Tafel folgendermaßen aussehen:


                  
                    [image: figure]
                  

                


                	
                  Wiederholen Sie Schritt 3, und arbeiten Sie sich immer weiter von den innersten Klammern aus vor, bis Sie den Hauptoperator der Aussage bewertet haben.


                  Wenn Sie das nächste Klammernpaar bearbeiten, so ist der Operator, den Sie zur Bewertung verwenden, der →‐Operator innerhalb der äußersten Klammern. Die beiden Eingabewerte stehen in den Spalten unter dem ersten ~‐Operator und dem &‐Operator.


                  So ist der Wert beispielsweise in der ersten Reihe unter dem ~‐Operator ein F und der Wert unter dem &‐Operator ist ebenfalls ein F. F → F wird als W bewertet: Diesen Wert schreiben Sie nun in die Reihe direkt unter den →‐Operator.


                  Vervollständigen Sie die Spalte und Sie erhalten folgende Tafel:


                  
                    [image: figure]
                  


                  Nun sind Sie bereit, zum Hauptoperator vorzurücken, zum →‐Operator außerhalb der Klammern (blättern Sie zu Kapitel 5 zurück, um mehr darüber zu erfahren, wie man den Hauptoperator ermittelt). Die beiden Eingabewerte stehen in den Spalten unter dem P und in der Spalte unter dem anderen →‐Operator.


                  So beträgt zum Beispiel in der ersten Reihe der Wert unter dem P W und der Wert unter dem →‐Operator ist W. W → W wird als W bewertet, sodass man diesen Wert direkt unter den Hauptoperator, den →‐Operator, schreibt.


                  Nach dem Ausfüllen dieser Spalte erhält man:


                  
                    [image: figure]
                  

                

              


              
                	
                  Die Spalte unter dem Hauptoperator sollte die letzte Spalte sein, die man ausfüllt. Falls man sie zu früh ausgefüllt hat, sollte man die Einträge wieder ausradieren (Sie haben doch einen Bleistift benutzt, oder etwa nicht?) und seine einzelnen Schritte zurückverfolgen.

                

              

            

            
              Wie man eine Wahrheitstafel analysiert


              
                	
                  Kreisen Sie die ganze Spalte unterhalb des Hauptoperators ein, sodass die dort enthaltene Information deutlich heraussticht, wenn es Zeit wird, die Tafel zu lesen. Die Spalte unter dem Hauptoperator ist die wichtigste Spalte auf der Tafel. Sie zeigt uns den Wahrheitswert der Aussage unter jeder einzelnen Interpretation an.

                

              


              Wenn man etwa wissen möchte, wie die Aussage bewertet wird, wenn P falsch und Q wahr ist, dann schaut man sich einfach die dritte Reihe der Tafel an. Der Wert unter dem Hauptoperator ist in dieser Reihe ein W, sodass die Aussage als wahr bewertet wird, wenn P falsch und Q wahr sind.


              Nun kann man ganz getrost zur ursprünglichen Frage zurückkehren:


              
                	
                  Was lässt sich über die folgende Aussage sagen: P → (~Q → (P & ~Q))? Begründen Sie Ihre Antwort!

                

              


              Mit Ihrer zuverlässigen Wahrheitstafel können Sie Ihrem Professor nun genau das erzählen, was er über die Aussage hören will: dass die Aussage immer wahr ist, egal, welche Werte die Konstanten P und Q haben.


              Und wie begründen Sie das? Das müssen Sie gar nicht, denn die Wahrheitstafel übernimmt das für Sie. Solange Sie alle Werte korrekt eingetragen haben, spürt die Tafel jede erdenkliche Interpretation der Aussage auf. Andere Interpretationen sind nicht möglich, sodass Ihre Arbeit vollständig ist.

            
          

          
            Wie man Wahrheitstafeln einsetzt


            Nachdem Sie erfahren haben, wie man Wahrheitstafeln verwendet, können Sie die Aussagenlogik nun auf einem höheren Level verstehen lernen. In diesem Abschnitt erkläre ich Ihnen, wie man einige allgemeine Probleme einzelner oder einer ganzen Reihe von Aussagen bewältigen kann. (In den späteren Kapiteln zeige ich Ihnen zudem, wie man diese Fragen mit einer Vielzahl verschiedener Werkzeuge angehen kann.)


            
              Wie man es mit Tautologien und Kontradiktionen aufnimmt


              
                	
                  Jede Aussage fällt in der Aussagenlogik in eine der folgenden drei Kategorien: Tautologien (sind in jeder Interpretation wahr), Kontradiktionen (sind in jeder Interpretation falsch) oder logisch nicht determinierte Aussagen (sind je nach Interpretation wahr oder falsch).

                

              


              Im Abschnitt »Die erste Wahrheitstafel für Abc‐Schützen« weiter oben haben Sie erfahren, wie man Wahrheitstafeln verwenden kann, um den Wahrheitswert einer Aussage unter jeder möglichen Interpretation herauszubekommen. Das erlaubt es Ihnen, Aussagen in drei wichtige Kategorien einzuteilen:


              
                	
                  Tautologien: Eine Tautologie ist eine Aussage, die immer wahr ist, unabhängig davon mit welchen Wahrheitswerten man ihre Konstanten interpretiert. Ein Beispiel für eine Tautologie ist die Aussage P ∨ ~P. Da entweder P oder ~P wahr ist, ist zumindest ein Teil dieser Oder‐Aussage wahr, sodass die Gesamtaussage immer wahr ist.

                


                	
                  Kontradiktionen: Eine Kontradiktion ist eine Aussage, die immer falsch ist, unabhängig davon mit welchen Wahrheitswerten man ihre Konstanten interpretiert. Ein Beispiel für eine Kontradiktion ist die Aussage P & ~P. Da entweder P oder ~P falsch ist, ist zumindest ein Teil dieser Und‐Aussage falsch, sodass die Gesamtaussage immer falsch ist.

                


                	
                  Logisch nicht determinierte Aussagen: Eine logisch nicht determinierte Aussage ist eine Aussage, die unter mindestens einer Interpretation ihrer Konstanten wahr und unter mindestens einer Interpretation ihrer Konstanten falsch ist. Ein Beispiel für eine logisch nicht determinierte Aussage ist P → Q. Diese Aussage ist wahr, wenn P wahr und Q wahr ist, aber sie ist falsch, wenn P wahr und Q falsch ist.

                

              


              
                	
                  Machen Sie nicht den Fehler, zu meinen, dass jede Aussage entweder eine Tautologie oder eine Kontradiktion sei. Zahlreiche logisch nicht determinierte Aussagen fallen weder in die eine noch in die andere Kategorie.

                

              


              Wahrheitstafeln sind ein ideales Werkzeug, will man entscheiden, in welche Kategorie eine bestimmte Aussage gehört. So haben Sie etwa im Abschnitt »Die erste Wahrheitstafel für Abc‐Schützen« eine Wahrheitstafel benutzt, um zu zeigen, dass die Aussage P → (~Q → (P & ~Q)) in jeder Reihe der Wahrheitstafel den Wahrheitswert W hat, sodass diese Aussage eine Tautologie ist.


              Wenn eine Aussage dagegen in jeder Reihe einer Wahrheitstafel mit F bewertet wird, so handelt es sich dabei um eine Kontradiktion. Und wenn eine Aussage schließlich in mindestens einer Reihe mit dem Wert W und in mindestens einer Reihe mit dem Wert F bewertet wird, so haben wir es hierbei mit einer logisch nicht determinierten Aussage zu tun.

            

            
              Woran man semantische Äquivalenz erkennt


              Wenn man sich einzelne Aussagen anschaut, dann kann man Wahrheitstafeln einsetzen, um diese Aussagen unter all ihren möglichen Kombinationen der Wahrheitswerte ihrer Konstanten zu bewerten. Nun werden wir dieses Verfahren etwas ausweiten und zwei Aussagen miteinander vergleichen.


              
                	
                  Wenn zwei Aussagen semantisch äquivalent sind, so besitzen sie unter allen Interpretationen ihrer Konstanten denselben Wahrheitswert.

                

              


              Sie kennen ja bereits ein einfaches Beispiel für zwei Aussagen, die semantisch äquivalent sind: P und ~~P. Wenn W der Wert von P ist, dann ist der Wert von ~~P ebenfalls W. Und wenn F der Wert von P ist, dann ist der Wert von ~~P ebenfalls F.


              Dieses Beispiel ist leicht zu überprüfen, denn mit nur einer Konstanten gibt es auch nur zwei mögliche Interpretationen. Wie Sie sich wahrscheinlich vorstellen können, wird es immer kniffliger, semantische Äquivalenz nachzuweisen, je mehr Konstanten es in einer Aussage gibt.


              Doch die Wahrheitstafel kann sich auch hierbei als hilfreich erweisen. Sind beispielsweise die Aussagen P → Q und ~P ∨ Q semantisch äquivalent? Sie können die Antwort herausfinden, indem Sie für diese beiden Aussagen eine Wahrheitstafel aufstellen.


              
                [image: figure]
              


              
                [image: figure]
              


              
                [image: figure]
              


              
                [image: figure]
              


              
                	
                  Wenn zwei Aussagen den gleichen Wahrheitswert in jeder Reihe der Wahrheitstafel haben, dann sind sie semantisch äquivalent. Wenn dies nicht der Fall ist, dann sind sie nicht semantisch äquivalent.

                

              


              In unserem Beispiel geht aus der Tafel hervor, dass die beiden Aussagen semantisch äquivalent sind. Kapitel 8 zeigt Ihnen, wie dieser wichtige Begriff der semantischen Äquivalenz in der Aussagenlogik für Beweise eingesetzt wird.

            

            
              Wie man konsistent bleibt


              Wenn man zwei Aussagen gleichzeitig miteinander vergleichen kann, warum dann nicht eigentlich noch mehr?


              
                	
                  Wenn eine Menge von Aussagen konsistent ist, dann führt zumindest eine Interpretation der Konstanten dazu, dass alle Aussagen wahr sind. Wenn eine Menge von Aussagen inkonsistent ist, dann führt keine Interpretation der Konstanten dazu, dass alle Aussagen wahr sind.

                

              


              Betrachten wir einmal die folgende Menge von Aussagen:


              
                	
                  P ∨ ∼Q


                  P → Q


                  P ↔ ∼Q

                

              


              Ist es möglich, dass alle drei Aussagen gleichzeitig wahr sind? Das heißt: Gibt es irgendeine Kombination von Wahrheitswerten der Konstanten P und Q, die dazu führt, dass alle drei Aussagen als wahr bewertet werden?


              Und auch hier ist die Wahrheitstafel das Mittel der Wahl. Diesmal muss man alle drei Aussagen in die Wahrheitstafel eintragen. Ich habe mir erlaubt, die korrekten Angaben für die erste Aussage bereits einzusetzen. Zunächst habe ich die Werte von P und Q in jede Reihe der entsprechenden Spalten übertragen. Als Nächstes habe ich den Wert von ~Q ermittelt. Zum Schluss habe ich die ganze Aussage P ∨ ~ Q bewertet, indem ich den Wert jeder einzelnen Reihe unter den Hauptoperator eingesetzt habe.


              In drei der vier Reihen wird die Aussage als wahr bewertet. Doch wenn P falsch und Q wahr ist, dann ist die Aussage falsch. Doch da wir nach einer Reihe Ausschau halten, in der alle Aussagen wahr sind, können wir die vorletzte Reihe ausschließen.


              
                [image: figure]
              


              
                	
                  Wenn man eine Wahrheitstafel zur Prüfung auf Konsistenz ausfüllt, dann bewegt man sich in ihr wie gewohnt senkrecht von oben nach unten, doch bewertet jeweils nur eine Aussage. Wenn man dann auf eine Reihe stößt, in der die Aussage als falsch bewertet wird, dann zieht man eine Linie durch diese Zeile. Dies erinnert Sie daran, in dieser Reihe keine weitere Aussage zu bewerten.

                

              


              Wenn wir diesen Vorgang für die nächsten beiden Aussagen wiederholen, dann erhalten wir das folgende Ergebnis:


              
                [image: figure]
              


              
                	
                  Wenn jede Reihe der Wahrheitstafel mindestens eine Aussage enthält, die als falsch bewertet wird, dann sind die Aussagen inkonsistent. Anderenfalls sind sie konsistent.

                

              


              Bei unserem Beispiel erkennen Sie, dass die drei Aussagen inkonsistent sind, da unter allen Interpretationen zumindest eine Aussage falsch ist.

            

            
              Wie man sich um die Gültigkeit streitet


              Wie in Kapitel 3 erklärt, muss die Konklusion in einem gültigen Argument, bei dem alle Prämissen wahr sind, ebenfalls wahr sein. Die gleiche Grundvorstellung wird im Folgenden hinsichtlich der Interpretationen erläutert:


              
                	
                  Wenn ein Argument gültig ist, dann gibt es keine Interpretation, in der alle Prämissen wahr sind und die Konklusion falsch ist. Wenn ein Argument jedoch ungültig ist, dann gibt es mindestens eine Interpretation, in der alle Prämissen wahr sind und die Konklusion falsch ist.

                

              


              Wahrheitstafeln kann man auch dazu verwenden, zu entscheiden, ob ein ganzes Argument gültig ist. Als Beispiel dient das folgende Argument:


              Prämissen:


              
                	
                  P & Q


                  R → ∼P

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  ∼Q ↔ R

                

              


              In diesem Fall enthält das Argument drei Konstanten – P, Q und R –, sodass die Wahrheitstafel acht Reihen benötigt, denn 2 × 2 × 2 = 8 (siehe Tabelle 6.1).


              
                	
                  So erstellt man eine große Wahrheitstafel: Man beginnt in der äußersten rechten Konstantenspalte (in diesem Fall unter dem R) und trägt immer abwechselnd W, F in die Reihen ein, bis man ganz unten angelangt ist. Dann wechselt man zu der nächsten Spalte nach links und trägt abwechselnd W, W und F, F ein, das heißt, man wechselt die Wahrheitswerte alle zwei Reihen. Schließlich geht man noch eine Spalte weiter nach links, verdoppelt nun immer die Wahrheitswerte, das heißt, man schreibt jeweils viermal W, viermal F, dann achtmal und so weiter, bis die ganze Tafel komplett ausgefüllt ist.

                

              


              So muss die Wahrheitstafel dann aussehen:


              
                [image: figure]
              


              Im Abschnitt »Wie man konsistent bleibt« schrieb ich, dass es besser sei, zunächst eine ganze Aussage zu bewerten, bevor man zur nächsten übergeht. Nach der Bewertung der ersten Aussage sieht unsere Wahrheitstafel wie folgt aus:
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                  Wenn Sie auf eine Reihe stoßen, die entweder eine falsche Prämisse oder eine als wahr bewertete Konklusion enthält, streichen Sie die ganze Zeile durch. Das erspart Ihnen einige Zwischenschritte, indem es Sie daran erinnert, dass Sie in dieser Reihe keine weitere Aussage mehr bewerten müssen.

                

              


              Die erste Spalte unseres Beispiels ist besonders hilfreich, weil die erste Prämisse in sechs der acht Reihen falsch ist, was bedeutet, dass Sie diese sechs Reihen ausstreichen können. Wenn die Tafel dann vollständig ausgefüllt ist, sieht sie folgendermaßen aus:
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                  Wenn keine einzige Reihe der Wahrheitstafel nur wahre Prämissen, aber eine falsche Konklusion enthält, dann ist das Argument gültig; anderenfalls ist es ungültig.

                

              


              Wie man sehen kann, besitzt die einzige Reihe der vorhergehenden Tafel, die nur wahre Prämissen enthält, ebenfalls eine wahre Konklusion, sodass dieses Argument gültig ist.

            
          

          
            Wie man die Teile zusammensetzt


            Die vorhergehenden Abschnitte dieses Kapitels zeigen, wie man Wahrheitstafeln einsetzt, um einige logische Eigenschaften zu prüfen. Tabelle 6.2 stellt diese Informationen übersichtlich zusammen.


            Falls Sie den heimlichen Verdacht hegen, dass alle diese Begriffe irgendwie etwas miteinander zu tun haben, dann haben Sie völlig recht. Lesen Sie weiter, und Sie werden erfahren, wie sie alle miteinander zusammenhängen.


            
              
                
                  
                    
                      	
                        Getestete Eigenschaft

                      

                      	
                        Aussagenanzahl

                      

                      	
                        Eigenschaft verifiziert, wenn

                      
                    

                  

                  
                    
                      	
                        Tautologie

                      

                      	
                        1

                      

                      	
                        Aussage ist in jeder Reihe wahr.

                      
                    


                    
                      	
                        Kontradiktion

                      

                      	
                        1

                      

                      	
                        Aussage ist in jeder Reihe falsch.

                      
                    


                    
                      	
                        Logisch nicht determinierte Aussage

                      

                      	
                        1

                      

                      	
                        Aussage ist in mindestens einer Reihe wahr und in mindestens einer Reihe falsch.

                      
                    


                    
                      	
                        Semantische Äquivalenz

                      

                      	
                        2

                      

                      	
                        Beide Aussagen haben den gleichen Wahrheitswert in jeder Reihe.

                      
                    


                    
                      	
                        Konsistenz

                      

                      	
                        2 oder mehr

                      

                      	
                        Alle Aussagen sind in mindestens einer Reihe wahr.

                      
                    


                    
                      	
                        Inkonsistenz

                      

                      	
                        2 oder mehr

                      

                      	
                        In jeder Reihe gibt es eine Aussage, die falsch ist.

                      
                    


                    
                      	
                        Gültigkeit

                      

                      	
                        2 oder mehr

                      

                      	
                        In jeder Reihe, in der alle Prämissen wahr sind, ist auch die Konklusion wahr.

                      
                    


                    
                      	
                        Ungültigkeit

                      

                      	
                        2 oder mehr

                      

                      	
                        Es gibt eine Reihe, in der alle Prämissen wahr sind, die Konklusion aber falsch ist.

                      
                    

                  
                


                
                  Tabelle 6.2: Wahrheitstafeltests für einige logische Bedingungen

                
              
            


            
              Wie man Tautologie und Kontradiktion miteinander verbindet


              
                	
                  Eine Tautologie lässt sich leicht in eine Kontradiktion verwandeln (oder umgekehrt), indem man die ganze Aussage mit einem ~‐Operator negiert.

                

              


              Wir erinnern uns daran, dass die Aussage


              
                	
                  P → (∼Q → (P & ∼Q))

                

              


              eine Tautologie ist. Ihre Negation, also die Aussage


              
                	
                  ∼(P → (∼Q → (P & ∼Q)))

                

              


              ist dagegen eine Kontradiktion. Sie können sich davon überzeugen, wenn Sie sich die folgende Wahrheitstafel ansehen:


              
                [image: figure]
              


              Daraus geht hervor: Das Einzige, was sich hierbei geändert hat, ist, dass der Hauptoperator der Aussage – der einzige Operator außerhalb der Klammern – nunmehr der ~‐Operator ist.


              Ebenfalls sollte deutlich geworden sein, dass man auf die gleiche Art und Weise eine Kontradiktion in eine Tautologie verkehren kann. So ist die Aussage


              
                	
                  ~(∼(P → (∼Q → (P & ∼Q))))

                

              


              eine Tautologie, was Ihnen zeigt, dass – obwohl Tautologien und Kontradiktionen genaue Gegenteile sind – sie dennoch sehr eng miteinander verknüpft sind.

            

            
              Wie man semantische Äquivalenz und Tautologie miteinander verbindet


              
                	
                  Wenn man zwei beliebige semantisch äquivalente Aussagen mit dem ↔‐Operator miteinander verbindet, dann ist die sich daraus ergebende Aussage eine Tautologie.

                

              


              Wie wir schon früher sahen, sind die beiden Aussagen


              
                	
                  P → Q und ∼P ∨ Q

                

              


              semantisch äquivalent. Das heißt: Egal, welche Wahrheitswerte man für P und Q einsetzt, die beiden Aussagen haben die gleiche Bewertung.


              Nun verknüpfen wir diese beiden Aussagen mit einem ↔‐Operator:


              
                	
                  (P → Q) ↔ (∼P ∨ Q)

                

              


              Das Ergebnis ist eine Tautologie. Sollten Sie daran zweifeln, so werfen Sie einen Blick auf die Wahrheitstafel für diese Aussage:


              
                [image: figure]
              


              Und natürlich kann man diese Tautologie in eine Kontradiktion umwandeln, indem man sie wie folgt negiert:


              
                	
                  ~((P → Q) ↔ (∼P ∨ Q))

                

              

            

            
              Wie man Inkonsistenz und Kontradiktion miteinander verbindet


              
                	
                  Wenn man eine inkonsistente Menge von Aussagen durch die wiederholte Verknüpfung mit dem &‐Operator zu einer einzigen Aussage verbindet, dann ist die daraus folgende Aussage eine Kontradiktion.

                

              


              Wie wir früher schon bemerkten, sind die drei Aussagen


              
                	
                  P ∨ ∼Q


                  P → Q


                  P ↔ ∼Q

                

              


              inkonsistent. Das heißt: Unter jeder beliebigen Interpretation ist mindestens eine der Aussagen falsch.


              Nun verknüpfen wir diese drei Aussagen mit &‐Operatoren:


              
                	
                  ((P ∨ ∼Q) & (P → Q)) & (P ↔ ∼Q)

                

              


              
                	
                  Wenn man Operatoren einsetzt, um mehr als zwei Aussagen miteinander zu verknüpfen, dann muss man zusätzliche Klammern verwenden, damit deutlich wird, welcher Operator der Hauptoperator ist. Damit befasse ich mich eingehender in Kapitel 14.

                

              


              Der Hauptoperator ist der zweite &‐Operator – der einzige Operator außerhalb der Klammern –, doch in jedem Fall ist das Ergebnis eine Kontradiktion. Um dies zu überprüfen, kann man eine Tafel benutzen, mit der man diese Aussage in allen Interpretationen bewertet. Zunächst bewertet man alles, was sich innerhalb des ersten und des zweiten Klammernpaars befindet:


              
                [image: figure]
              


              Dann wird die gesamte Aussage bewertet:


              
                [image: figure]
              


              Wie vorhergesagt, wird die Aussage in jeder Zeile der Tafel als falsch bewertet, sodass es sich also tatsächlich um eine Kontradiktion handelt.

            

            
              Wie man Gültigkeit und Kontradiktion miteinander verbindet


              Wie Sie vielleicht schon vermuten, kann auch die Gültigkeit eines Arguments in diesen Teppich mit eingewoben werden. Hier haben wir etwa ein altes Lieblingsbeispiel eines gültigen Arguments (ja, auch Leute, die sich mit Logik beschäftigen, haben so ihre Favoriten):


              Prämissen:


              
                	
                  P → QQ → R

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  P → R

                

              


              Da nun dieses Argument gültig ist, wissen Sie bereits, dass es unmöglich ist, dass beide Prämissen wahr und die Konklusion falsch ist. Mit anderen Worten: Wenn man eine Wahrheitstafel ausfüllen würde, dann sähe keine der Reihen folgendermaßen aus:


              
                [image: figure]
              


              Wenn man die Konklusion mithilfe eines ~‐Operators negieren und dann eine weitere Wahrheitstafel ausfüllen würde, dann würde keine der Reihen folgendermaßen aussehen:


              
                [image: figure]
              


              Doch wenn keine Interpretation alle diese Aussagen wahr macht, dann ist diese Menge eine inkonsistente Menge an Aussagen.


              
                Wie man mit noch mehr Verknüpfungen umgeht


                
                  	
                    Für die ganz Genauen unter Ihnen, die unbedingt wissen wollen, wie einfach alles zusammenpasst:

                  

                


                
                  	
                    Wenn man zwei beliebige semantisch nicht äquivalente Aussagen mit dem ↔‐Operator verknüpft, dann ist die daraus resultierende Aussage keine Tautologie – sondern entweder eine logisch nicht determinierte Aussage oder eine Kontradiktion.

                  


                  	
                    Wenn man die Konklusion eines ungültigen Arguments negiert, erhält man eine konsistente Menge von Aussagen.

                  


                  	
                    Wenn man eine konsistente Menge von Aussagen durch den wiederholten Gebrauch des &‐Operators zu einer einzigen Aussage verknüpft, dann ist die daraus resultierende Aussage keine Kontradiktion – sondern entweder eine logisch nicht determinierte Aussage oder eine Tautologie.

                  

                

              


              
                	
                  Wenn man die Konklusion eines gültigen Arguments negiert, erhält man eine Menge von inkonsistenten Aussagen. (Es scheint ein wenig merkwürdig zu sein, dass Gültigkeit und Inkonsistenz miteinander verknüpft sind, doch so ist es nun einmal.) Diese Menge von inkonsistenten Aussagen lässt sich auch in eine Kontradiktion umwandeln, wenn man sie mit dem &‐Operator verknüpft.

                

              


              
                	
                  Um ein gültiges Argument in eine kontradiktorische Aussage zu verwandeln, muss man alle Prämissen sowie die Negation der Konklusion durch den wiederholten Einsatz des &‐Operators miteinander verknüpfen.

                

              

            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 7


        DieeinfacheLösung: WiemanSchnelltafelnerstellt


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Verstehen Sie, wie man eine Schnelltafel erstellt, ausfüllt und deutet

                


                	
                  Erfahren Sie, mit welcher Art von Aussagen wir es zu tun haben

                

              


              


              Nun gut, wenn Sie die letzten paar Kapitel dieses Buches gelesen haben, dann werden Sie wahrscheinlich schon den Dreh heraushaben, wie man mit diesen ganzen Wahrheitstafeln umgeht, und vermutlich sind Sie darin auch schon richtig gut – vielleicht sogar schon zu gut.


              Nehmen wir etwa an, Ihr Logikprofessor betritt am Montagmorgen mit einer Tasse Kaffee, zwei belegten Brötchen und der Zeitung den Seminarraum. Er bittet Sie, für die folgende Aussage eine Wahrheitstafel an die Tafel zu schreiben:


              
                	
                  P → ((Q & R) ∨ ( ~P & S))

                

              


              Dann setzt er sich gemütlich hin, beginnt, seine Zeitung zu lesen, und bekommt nichts mehr von dem mit, was um ihn herum geschieht.


              Puh! Mit vier Konstanten haben Sie immerhin 16 Runden im Bewertungsfegefeuer zu absolvieren. Doch da Sie zu den Unruhestiftern gehören, gehen Sie einfach zum Professor nach vorne und weisen darauf hin, dass der Hauptoperator der Aussage der →‐Operator ist, weil dies der einzige Operator außerhalb der Klammern ist. Verärgert lässt er seine Zeitung sinken.


              Sie lassen nicht locker und erklären ihm vorsichtig Ihre brandneue Einsicht: »Sehen Sie das denn nicht? Alle acht Interpretationen mit P als falsch müssen die gesamte Aussage zu einer wahren werden lassen. Das stimmt doch, oder?« Ihr Professor beißt in sein Brötchen und gibt seinen gefüllten Mund als Entschuldigung dafür aus, dazu gar nichts sagen zu können, während er Sie böse anstarrt.


              Schließlich nehmen Sie all Ihren Mut zusammen und fragen ihn: »Wie wäre es denn, wenn ich einfach alle diese acht Reihen als wahr kennzeichne, ohne dass ich die einzelnen Schritte ausführlich durchlaufe?«


              Er fährt Sie an: »Nein!«, und Sie schleichen an Ihren Platz zurück.


              Doch wie ich schon sagte, Sie sind ein Unruhestifter. Wahrscheinlich gehören Sie ja zu den Leuten, die Dummies‐Bücher lesen (oder sogar selbst schreiben). Machen Sie weiter so!


              Denn mit Ihrem Querdenken liegen Sie gar nicht einmal so falsch. Es gibt nämlich noch eine viel bessere Möglichkeit, Aufgaben wie diese statt durch mühsames Schritt‐für‐Schritt‐Ausrechnen zu lösen: die Schnelltafel! Anders als Wahrheitstafeln, bei denen man eine Aussage unter jeder möglichen Interpretation bewerten muss, verwenden Schnelltafeln nur eine einzige Reihe, um die Arbeit einer kompletten Wahrheitstafel zu leisten.


              In diesem Kapitel erfahren Sie, wie Schnelltafeln Ihnen Zeit ersparen, indem Sie mit einer Aussage als einem Ganzen umgehen, anstatt sie in einzelnen Teilen zu bearbeiten, wie es ja bei den Wahrheitstafeln geschieht. Ich zeige Ihnen, wie Sie jene Aufgabenformen erkennen können, die leichter mit Schnelltafeln als mit Wahrheitstafeln gelöst werden. Und ich mache Sie mit Strategien und Methoden bekannt, die Ihnen dabei behilflich sind, Schnelltafeln zu verwenden, um eine Vielzahl allgemeiner Aufgaben zu lösen.

            
          

          
            Wie man der Wahrheitstafel wegen einer neuen Freundin den Laufpass gibt: die Schnelltafel


            Wahrheitstafeln sind ordentlich, genau, gründlich – und nervtötend! Sie sind deshalb nervtötend, weil man jede mögliche Interpretation berücksichtigen muss, anstatt nur eine Aufgabe zu lösen.


            
              	
                Wenn man Wahrheitstafeln benutzt, dann beginnt man mit den einzelnen Teilen einer Aussage (mit den Wahrheitswerten der Konstanten) und endet schließlich bei der gesamten Aussage (bei dem Wahrheitswert des Hauptoperators). Diese Methode – mit den Teilen zu beginnen und mit dem Gesamten abzuschließen – ist denn auch Stärke und Schwäche der Wahrheitstafel zugleich. Da man eine Aussage unter jeder möglichen Interpretation bewerten muss, kann man sicher sein, sämtliche Bezugsgrößen erfasst zu haben. Aus dem gleichen Grund wiederholt sich ein großer Teil der Arbeit jedoch ständig und ist daher monoton – mit anderen Worten, nervtötend und langweilig!

              

            


            Doch wie Sie bei der Episode mit dem quer denkenden Studenten in der Einleitung dieses Kapitels vielleicht bemerkt haben, sind viele dieser Interpretationen überflüssig. Daher kann man diese bündelweise auf einmal aussondern. Gleichzeitig muss man jedoch aufpassen, dass man nur die falschen Interpretationen hinauswirft und die richtigen beibehält. Damit man wirklich nur die falschen Interpretationen entfernt, braucht man ein System (und wie es der Zufall will, mache ich Sie in diesem Kapitel mit einem brauchbaren System bekannt).


            
              	
                Ganz im Gegensatz zum Prozedere bei den Wahrheitstafeln beginnt man bei den Schnelltafeln mit der gesamten Aussage – das heißt, mit dem Wahrheitswert des Hauptoperators – und hört mit den Werten ihrer einzelnen Teile, also mit den Werten ihrer Konstanten, auf. Hinter dieser Methode steht die Vorstellung, dass man mit nur einem Wahrheitswert einer Aussage anfängt und sich dann durch das Fällen einiger eleganter Entscheidungen einen Haufen Zeit spart, indem man monotone Wiederholungen vermeidet.

              

            


            Schnelltafeln kann man anstelle von Wahrheitstafeln verwenden, um jede der in Kapitel 6 behandelten und dort in Tabelle 6.2 aufgezählten Eigenschaften zu prüfen.


            
              	
                Ganz allgemein lässt sich sagen, dass die folgenden drei Aufgabenarten zu jenen Formen gehören, bei denen man die altvertrauten Wahrheitstafeln beiseitelegen und an ihrer Stelle Schnelltafeln verwenden kann:

              

            


            
              	
                Aufgaben, bei denen Ihr Professor Ihnen zum Gebrauch von Schnelltafeln rät: Dazu muss man wohl nichts weiter sagen!

              


              	
                Aufgaben mit vier oder mehr Konstanten: Große Tafeln bedeuten großen Ärger. Sie werden wohl nicht umhinkommen, dabei Fehler zu machen, egal, wie sorgfältig Sie vorgehen. In diesen Fällen ersparen Ihnen die Schnelltafeln garantiert viel Zeit.

              


              	
                Aufgaben mit Aussagen, die zu den »einfachen Arten« gehören: Manche Aussagearten sind mit Schnelltafeln besonders leicht zu knacken. Ich werde Ihnen weiter unten in diesem Kapitel im Abschnitt »Wie man mit Schnelltafeln eleganter arbeitet« zeigen, wie man diese Art von Aussagen erkennen kann.

              

            

          

          
            Eine kurze Zusammenfassung des Schnelltafelverfahrens


            In diesem Abschnitt gebe ich Ihnen einen Überblick über die drei Grundschritte bei der Benutzung von Schnelltafeln. Wahrscheinlich wird ein Beispiel der beste Weg zum Verständnis dessen sein, wie man diese Tafeln verwendet. So führe ich zunächst ein Beispiel an und nenne in späteren Abschnitten weitere Einzelheiten.


            Jeder einzelne der drei Schritte beim Gebrauch einer Schnelltafel kann vereinfacht werden, wenn man ein paar Tricks dazu kennt. Auf diese Tricks komme ich später zurück. Jetzt lesen Sie einfach erst einmal weiter, und wenn Sie Fragen haben sollten, dann werden Sie die Antworten darauf sicher weiter unten in diesem Kapitel finden.


            Hier ist nun das Beispiel, das Sie in den nächsten beiden Abschnitten begleiten wird: Nehmen wir an, Sie möchten herausbekommen, welche der folgenden Aussagen zusammen konsistent beziehungsweise inkonsistent sind:


            [image: figure]


            
              Wie man eine strategische Annahme aufstellt


              Alle Schnelltafeln beginnen mit einer strategischen Annahme. In unserem Beispiel gehen wir davon aus, dass alle drei Aussagen wahr sind, und werden sehen, was dann geschieht.


              Unter einer solchen strategischen Annahme oder Voraussetzung kann jede Schnelltafel zu zwei möglichen Ergebnissen führen:


              
                	
                  Man kann eine Interpretation unter dieser Annahme finden.

                


                	
                  Man kann die Annahme widerlegen, indem man zeigt, dass eine solche Interpretation nicht existiert.

                

              


              Je nach zu lösender Aufgabe führt jedes Ergebnis zu verschiedenen Folgerungen.


              Überdenken Sie die Beispielaufgabe folgendermaßen: Wenn die Aussagen P & Q, Q → R und R → P konsistent sind, dann sind die Wahrheitswerte aller drei Aussagen W unter mindestens einer Interpretation (schauen Sie sich noch einmal die Definition für Konsistenz in Kapitel 6 an).


              Daher ist es eine gute Strategie, anzunehmen, dass der Wahrheitswert jeder Aussage W ist, um dann zu überprüfen, ob diese Annahme funktioniert. So würde unsere Tafel dann aussehen:


              [image: figure]


              
                	
                  Blättern Sie vor zum Abschnitt »Wie man seine Strategie plant« weiter unten in diesem Kapitel, um zu erfahren, wie man eine Schnelltafel erstellt, um jeden Aufgabentyp zu lösen, den Sie mit Wahrheitstafeln bearbeiten können. Dort mache ich Sie mit einer vollständigen Liste strategischer Annahmen bekannt, die man für jede Art von Aufgaben verwenden kann.

                

              

            

            
              Wie man eine Schnelltafel ausfüllt


              Wenn die Schnelltafel erstellt ist, schaut man sich nach irgendwelchen weiteren Folgerungen um, die aus den Wahrheitswerten beliebiger Teile der Aussage gezogen werden können. In unserem Beispiel müssen – unter der Annahme, dass die Aussage P & Q wahr ist – beide Teilaussagen P und Q ebenfalls wahr sein:


              [image: figure]


              Nachdem man herausgefunden hat, dass sowohl P als auch Q wahr ist, kann man diese Information überall dort eintragen, wo diese Konstanten auftreten:


              [image: figure]


              Nun schaut man sich die zweite Aussage, Q → R, an. Die Gesamtaussage ist wahr, und der erste Teil ist ebenfalls wahr, sodass der zweite Teil auch wahr sein muss. Deshalb ist R überall wahr, wo es auftritt. Nun sollte unsere Tafel folgendermaßen aussehen:


              [image: figure]


              Auf dieser Stufe angelangt, sind alle Konstanten eingetragen, sodass wir bereit sind, unsere Schnelltafel zu deuten.

            

            
              Wie man eine Schnelltafel deutet


              Wenn man eine Schnelltafel vollständig ausgefüllt hat, dann hat man eine mögliche Interpretation gefunden, doch man muss noch sicherstellen, dass sie auch tatsächlich funktioniert.


              
                	
                  Wenn Sie meinen, eine Interpretation gefunden zu haben, die funktioniert, dann prüfen Sie sicherheitshalber, dass

                

              


              
                	
                  jedes Vorkommen einer Konstante mit demselben Wahrheitswert belegt ist

                


                	
                  jede Bewertung unter dieser Interpretation korrekt ist

                

              


              Das von mir angeführte Beispiel besteht beide Tests. Jede der drei Variablen besitzt den gleichen Wahrheitswert, wo auch immer sie auftaucht. (So ist beispielsweise der Wert von P überall W.) Und zweitens ist jede Bewertung in dieser Interpretation korrekt. (Der Wert von P & Q ist beispielsweise W, was ja auch stimmt.)


              Da wir nun eine Interpretation gefunden haben, die unsere ursprüngliche Annahme zu einer richtigen macht, bedeutet dies, dass alle drei Aussagen konsistent sind.

            

            
              Wie man eine Annahme widerlegt


              Bei unserem Beispiel aus den vorhergehenden Abschnitten führte die Annahme zu einer Interpretation. Doch wie ich bereits im Abschnitt »Wie man eine strategische Annahme aufstellt« weiter oben in diesem Kapitel bemerkte, ist das nicht immer der Fall. Manchmal entdeckt man nämlich, dass eine Annahme zu einer unmöglichen Interpretation führt.


              Nehmen wir einmal an, Sie möchten wissen, ob die Aussage (P & Q) & ((Q ↔ R) & ~P) eine Kontradiktion ist – das heißt, ob ihr Wahrheitswert in jeder Interpretation F beträgt:


              [image: figure]


              Der Hauptoperator dieser Aussage (siehe Kapitel 5) – der einzige Operator, der außerhalb der Klammern auftritt – ist der zweite &‐Operator. Diese Aussage hat also die Form x & y. Unter der Annahme, dass die gesamte Aussage wahr ist, kann man schließen, dass die beiden Teilaussagen ebenfalls wahr sind, was unsere Schnelltafel dann wie folgt aussehen lässt:


              [image: figure]


              Doch beachten Sie, dass die beiden Teilaussagen, also P & Q und (Q ↔ R) & ~P ebenfalls in der Form x & y vorliegen, was bedeutet, dass auch P, Q, Q ↔ R und ~P wahr sind:


              [image: figure]


              So weit, so gut. Mit diesen wenigen Schritten haben Sie schon einen recht großen Fortschritt gemacht. Trotzdem kommt es hierbei nun zu Schwierigkeiten: Es scheint, dass sowohl P als auch ~P wahr sind, was natürlich nicht stimmen kann. Diese Unmöglichkeit nun widerlegt unsere ursprüngliche Annahme – die ja lautete, dass die Aussage keine Kontradiktion ist. Aus diesem Grund ist die Aussage eine Kontradiktion.


              
                	
                  Wenn man eine Annahme widerlegt, muss man aufpassen, dass man alle möglichen Interpretationen sorgfältig ausgeschlossen hat. Doch da die Tatsache, dass man sie alle ausgeschlossen hat, nicht unbedingt aus der Schnelltafel hervorgehen muss, kann es sein, dass manche Professoren eine kurze Erklärung von Ihnen verlangen, wie Sie denn zu Ihrem Schluss gelangt sind.

                

              


              Zu diesem Beispiel würde die folgende Erklärung ganz gut passen: »Gehen wir davon aus, dass die Aussage keine Kontradiktion ist. Dann müsste mindestens eine Interpretation die Aussage wahr machen. Dann sind also (P & Q) und ((Q ↔ R) & ~P) wahr. Doch in diesem Fall wären auch P und ~P wahr, was unmöglich ist. Daher ist die Aussage eine Kontradiktion.«

            
          

          
            Wie man seine Strategie plant


            Für die Überprüfung einer beliebigen in Tabelle 6.2 (in Kapitel 6) aufgeführten Eigenschaft beginnt man mit einer strategischen Annahme und sucht dann nach einer passenden Interpretation. Wenn man tatsächlich eine solche findet, dann hat man eine Antwort; wenn man dagegen herausbekommt, dass es keine Interpretation gibt, dann hat man eine andere Antwort.


            Dieser Abschnitt fasst all die Informationen zusammen, die man benötigt, um eine Schnelltafel zu erstellen und zu deuten. Für jeden einzelnen Fall stelle ich Ihnen die Annahme vor, mit der man loslegt, gebe Ihnen ein Beispiel dafür und helfe Ihnen bei Ihrem ersten Schritt. Und dann erzähle ich Ihnen, wie man die beiden möglichen Ergebnisse deuten soll.


            
              	
                In jedem Fall ist die strategische Annahme, die ich Ihnen nun nenne, die beste Möglichkeit (und manchmal auch die einzige) beim Gebrauch einer Schnelltafel zum Überprüfen der vorgegebenen Eigenschaft. Und zwar deshalb, weil die Annahme es Ihnen in jedem Fall ermöglicht, eine Konklusion zu ziehen, die auf der Existenz (oder Nichtexistenz) einer einzigen Interpretation beruht – und Schnelltafeln sind ja maßgeschneidert dafür, eine einzige Interpretation zu finden, wenn denn eine solche existiert.

              

            


            
              Tautologie


              Strategische Annahme: Man versucht zu beweisen, dass die Aussage keine Tautologie ist; daher nimmt man an, dass die Aussage falsch ist.


              Beispiel: Ist ((P → (Q → R))) → ((P & Q) → R) eine Tautologie?


              Erster Schritt:


              [image: figure]


              Ergebnisse:


              
                	
                  Wenn man unter dieser Annahme eine Interpretation findet: Die Aussage ist dann keine Tautologie – sondern entweder eine Kontradiktion oder eine logisch nicht determinierte Aussage.

                


                	
                  Wenn man die Annahme widerlegt: Die Aussage ist dann eine Tautologie.

                

              

            

            
              Kontradiktion


              Strategische Annahme: Man versucht zu beweisen, dass die Aussage keine Kontradiktion ist; daher nimmt man an, dass die Aussage falsch ist.


              Beispiel: Ist ((P → (Q → R))) → ((P & Q) → R) eine Kontradiktion?


              Erster Schritt:


              [image: figure]


              Ergebnisse:


              
                	
                  Wenn man unter dieser Annahme eine Interpretation findet: Die Aussage ist dann keine Kontradiktion – sondern entweder eine Tautologie oder eine logisch nicht determinierte Aussage.

                


                	
                  Wenn man die Annahme widerlegt: Die Aussage ist dann eine Kontradiktion.

                

              

            

            
              Logisch nicht determinierte Aussagen


              Man verwendet die beiden vorhergehenden Tests für Tautologie und Kontradiktion. Wenn die Aussage keine Tautologie und auch keine Kontradiktion ist, dann muss es eine logisch nicht determinierte Aussage sein.

            

            
              Semantische Äquivalenz oder Nichtäquivalenz


              Strategische Annahme: Man versucht zu beweisen, dass die beiden Aussagen semantisch nichtäquivalent sind; daher verknüpft man diese mithilfe eines ↔‐Operators und nimmt an, dass diese neue Aussage falsch ist.


              Beispiel: Sind die beiden Aussagen P & (Q ∨ R) und (P ∨ Q) & (P ∨ R) semantisch äquivalent?


              Erster Schritt:


              [image: figure]


              Ergebnisse:


              
                	
                  Wenn man unter dieser Annahme eine Interpretation findet: Die Aussagen sind dann nicht äquivalent.

                


                	
                  Wenn man die Annahme widerlegt: Die Aussagen sind dann semantisch äquivalent.

                

              

            

            
              Konsistenz und Inkonsistenz


              Strategische Annahme: Man versucht zu beweisen, dass eine Menge von Aussagen konsistent ist; daher nimmt man an, dass all diese Aussagen wahr sind.


              Beispiel: Sind die Aussagen P & Q, ~( ~Q ∨ R) und R → ~P konsistent oder inkonsistent?


              Erster Schritt:


              [image: figure]


              Ergebnisse:


              
                	
                  Wenn man unter dieser Annahme eine Interpretation findet: Die Menge der Aussagen ist konsistent.

                


                	
                  Wenn man die Annahme widerlegt: Die Menge der Aussagen ist inkonsistent.

                

              

            

            
              Gültigkeit und Ungültigkeit


              Strategische Annahme: Man versucht zu beweisen, dass ein Argument ungültig ist; daher nimmt man an, dass alle Prämissen wahr sind und die Konklusion falsch ist.


              Beispiel: Ist das folgende Argument gültig oder ungültig?


              Prämissen:


              
                	
                  P → Q


                  ~(P ↔ R)

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  ~( ~Q & R)

                

              


              Erster Schritt:


              [image: figure]


              Ergebnisse:


              
                	
                  Wenn man unter dieser Annahme eine Interpretation findet: Das Argument ist ungültig.

                


                	
                  Wenn man die Annahme widerlegt: Das Argument ist gültig.

                

              

            
          

          
            Wie man mit Schnelltafeln eleganter arbeitet


            Ein gewisser Nachteil bei der Verwendung von Schnelltafeln liegt darin, dass man sich zuvor überlegen muss, wie man vorgeht, wenn man eben nicht sämtliche Möglichkeiten einfach nur aufschreiben möchte. Somit werden Schnelltafeln viel einfacher, wenn man weiß, wonach man sucht. In diesem Abschnitt zeige ich Ihnen, wie man Schnelltafeln optimal einsetzt.


            In Kapitel 5 stelle ich die acht Grundformen von Aussagen in der Aussagenlogik vor, damit Sie verstehen, wie Bewertungen überhaupt ablaufen. Diese Formen nun sind sogar noch hilfreicher, wenn Sie Schnelltafeln verwenden. Werfen Sie also noch einmal einen Blick auf Tabelle 5.1, wenn Sie Ihre Kenntnisse auffrischen wollen.


            Wenn man mit Schnelltafeln arbeitet, dann wird der Wahrheitswert jeder Grundaussageform bedeutsam. Zwei mögliche Wahrheitswerte (W und F) für jede der acht Formen ergeben insgesamt 16 unterschiedliche Möglichkeiten. Manche davon sind in Schnelltafeln leichter einzusetzen als andere. Ich fange mit den einfachen an.


            
              Wie man die sechs einfachsten Typen von Aussagen erkennt und mit ihnen arbeitet


              Von den 16 verschiedenen Aussagentypen der Aussagenlogik (einschließlich ihrer Wahrheitswerte) lässt sich mit sechs relativ einfach arbeiten, wenn man Schnelltafeln verwendet. Bei jedem dieser Typen ist der Wahrheitswert der jeweiligen beiden Teilaussagen x und y leicht herauszufinden.


              Nehmen wir beispielsweise an, Sie haben eine Aussage der Form x & y, und Sie wissen, dass deren Wahrheitswert W ist. Wir erinnern uns, dass eine &‐Aussage nur dann wahr sein kann, wenn ihre beiden Teile wahr sind. Daher müssen die Werte sowohl von x als auch von y ebenfalls W sein.


              Oder nehmen wir eine Aussage der Form ~( x & y), von der wir wissen, dass ihr Wahrheitswert F ist. In diesem Fall ist es einfach, zu erkennen, dass der Wert von x & y W ist, was wiederum bedeutet, dass die Werte von x als auch von y W betragen.


              Tabelle 7.1 zeigt Ihnen die sechs einfachsten Aussagentypen. Wenn Sie diese Aussagen erkannt haben, dann können Sie sich sehr rasch in einer Schnelltafel vorwärtsbewegen.


              
                
                  [image: figure]

                  
                    Tabelle 7.1: Die sechs einfachsten Aussagetypen

                  
                
              


              Nehmen wir einmal an, Sie möchten herausfinden, ob das folgende Argument gültig oder ungültig ist:


              Prämissen:


              
                	
                  ~(P → (Q ∨ R))


                  ~(P & (Q ↔ ~R))

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  (P & ~R)

                

              


              Der erste Schritt besteht immer darin, die richtige Strategie zu ergreifen. In diesem Fall nehmen Sie an, dass die Prämissen wahr sind und die Konklusion falsch ist. (Oder, anders ausgedrückt: Sie nehmen an, dass das Argument ungültig ist, und suchen dann eine Interpretation, die diese Annahme bestätigt.) Ihre Tafel sieht dann so aus:


              [image: figure]


              Sie stellen fest, dass die erste Aussage in der Form ~(x → y) vorliegt und den Wahrheitswert W hat. Wenn Sie in Tabelle 7.1 nachschauen, dann erkennen Sie, dass P wahr und Q ∨ R falsch ist, was bedeutet, dass Sie Ihre Tafel folgendermaßen ausfüllen können:


              [image: figure]


              Nun wissen Sie, dass der Wert von Q ∨ R F ist und so können Sie sich wieder an Tabelle 7.1 wenden und erkennen nun, dass sowohl Q als auch R falsch sind:


              [image: figure]


              Somit haben Sie in nur drei Schritten die Wahrheitswerte aller drei Konstanten herausgefunden, sodass Sie diese wiederum eintragen können:


              [image: figure]


              Nun müssen Sie die Tabelle nur noch zu Ende ausfüllen und überprüfen, ob diese Interpretation bei jeder Aussage funktioniert:


              [image: figure]


              In diesem Fall ist die zweite Aussage richtig. Trotzdem stimmt die dritte Aussage nicht: Beide Teile der &‐Aussage sind wahr, sodass der Wert der gesamten Aussage nicht F sein kann. Dies widerlegt die Annahme, dass das Argument ungültig ist, sodass man nun weiß, dass das Argument gültig ist.

            

            
              Wie man mit den vier nicht‐so‐einfachen Aussagentypen arbeitet


              
                	
                  Manchmal wird es Ihnen passieren, dass Sie sich bei Aussagentypen verheddern, mit denen man nicht so leicht zurechtkommt wie mit den sechs Typen, die ich Ihnen im vorhergehenden Abschnitt vorgestellt habe. Dies gilt besonders dann, wenn man auf semantische Äquivalenz prüft, weil die Strategie hierbei (wie ich schon weiter oben im Abschnitt »Wie man seine Strategie plant« erläuterte) darin besteht, die beiden Aussagen mit einem ↔‐Operator zu verknüpfen.

                

              


              Alle vier Aussagentypen, die den ↔‐Operator enthalten, ergeben zwei mögliche Wertemengen für x und y, wie in Tabelle 7.2 ersichtlich.


              
                
                  [image: figure]

                  
                    Tabelle 7.2: Vier nicht‐so‐einfache Aussagentypen

                  
                
              


              Nehmen wir an, Sie möchten herausfinden, ob die Aussagen ~(P ∨ (Q → R)) und ((P→ R) & Q) semantisch äquivalent oder nichtäquivalent sind. Die Strategie hierbei besteht darin, die beiden Aussagen mit einem ↔‐Operator zu verknüpfen und dann anzunehmen, dass diese neue Aussage falsch ist. (Oder, anders ausgedrückt: Nehmen Sie an, dass die beiden Aussagen nichtäquivalent sind.) Ihre Tafel sieht dann so aus:


              [image: figure]


              Wie aus Tabelle 7.2 ersichtlich, lassen sich für diese Aussage zwei verschiedene Zugangsmöglichkeiten finden:


              [image: figure]


              Wenn wir uns die erste Möglichkeit ansehen, dann stellen wir fest, dass der erste Teil der Aussage zu den sechs einfachen Aussagentypen gehört, mit denen es sich leicht arbeiten lässt. Somit können wir unsere Tafel folgendermaßen ausfüllen:


              [image: figure]


              Außerdem können wir – wenn wir wissen, dass Q ↔ R falsch ist – folgern, dass Q wahr und R falsch ist. Unsere Tafel sieht dann so aus:


              [image: figure]


              Nachdem wir nun die Werte aller drei Konstanten herausbekommen haben, können wir die Tafel vervollständigen:


              [image: figure]


              Unter dieser Interpretation sind die beiden Teile der &‐Aussage wahr, doch die Aussage selbst ist falsch, was unzulässig ist. Damit geht unsere Suche nach einer funktionierenden Interpretation also weiter.


              Versuchen wir uns nun an der zweiten Zugangsmöglichkeit:


              [image: figure]


              Hierbei gehört der zweite Teil der Aussage zu den einfachen Typen, sodass man die Tafel folgendermaßen ausfüllen kann:


              [image: figure]


              Nun wissen wir, dass Q wahr ist. Außerdem ist die ∨‐Aussage im ersten Teil wahr, weil ihre Negation falsch ist. Setzen wir die Werte in unsere Tafel ein und es entsteht folgendes Bild:


              [image: figure]


              An diesem Punkt angelangt, gibt es keine weiteren stichhaltigen Entscheidungen mehr zu treffen. Doch wir sind fast am Ziel angelangt, und mit einer Schnelltafel müssen wir nur eine Interpretation ausfindig machen, die funktioniert. In diesem Fall schlage ich Ihnen vor, einfach zu raten und dann zu schauen, was passiert.


              Nehmen wir beispielsweise an, dass der Wert von P W ist. Damit die Teilaussage P → R wahr wird, muss der Wert von R auch W sein. Somit sieht es ganz danach aus, dass wir eine perfekte Interpretation der Aussage dann erhalten, wenn die Werte aller drei Konstanten W ist. Füllen wir also unsere Tafel aus, sodass sie folgendermaßen aussieht:


              [image: figure]


              Jetzt klappt es also, denn jede Konstante hat den gleichen Wahrheitswert dort, wo sie jeweils auftritt, und die Gesamtbewertung ist unter dieser Interpretation richtig. Damit haben wir also eine Interpretation unter unserer ursprünglichen Annahme gefunden, die ja besagte, dass die beiden Aussagen nicht semantisch äquivalent sind.


              
                	
                  Vielleicht fragen Sie sich ja, was passieren würde, wenn Sie vermutet hätten, dass der Wahrheitswert von P F sei. In diesem Fall hätten Sie eine alternative Interpretation entdeckt, bei der der Wahrheitswert von R W ist. Doch das spielt keine Rolle – bei den Schnelltafeln reicht es aus, nur eine einzige Interpretation zu finden, und das haben wir schließlich geschafft.

                

              

            

            
              Wie man die sechs schwierigen Aussagentypen bewältigt


              Es gibt sechs Typen von Aussagen in der Aussagenlogik, die sich nicht besonders gut für Schnelltafeln eignen. Tabelle 7.3 zeigt Ihnen, warum das so ist.


              
                
                  [image: figure]

                  
                    Tabelle 7.3: Die sechs schwierigen Typen von Aussagen

                  
                
              


              Wie man sehen kann, führt jeder dieser Aussagentypen zu drei verschiedenen Zugangsmöglichkeiten, und wenn man Schnelltafeln verwendet, um dieses Problem zu lösen, dann begibt man sich auf eine langwierige Suche. Doch glücklicherweise gibt es noch Alternativen. Die folgenden Abschnitte zeigen Ihnen, welche das sind, wenn Sie drei Zugangsmöglichkeiten begegnen.


              
                Die erste Möglichkeit: eine Wahrheitstafel benutzen


                Die eine Möglichkeit, den Ärger mit diesen Aussagentypen zu vermeiden, besteht darin, auf Wahrheitstafeln zurückzugreifen. Wahrheitstafeln sind immer eine Alternative (es sei denn, Ihr Professor verbietet sie ausdrücklich), denn sie liefern stets die richtige Antwort. Die Kehrseite der Wahrheitstafeln ist die viele Arbeit, die man hat, wenn eine Aufgabe viele verschiedene Konstanten enthält.

              

              
                Die zweite Möglichkeit: eine Schnelltafel benutzen


                Die zweite Möglichkeit, eine schwierige Aufgabe zu lösen, besteht darin, einfach die Zähne zusammenzubeißen und alle drei Zugänge mit einer Schnelltafel durchzutesten. Immerhin haben Sie es doch geschafft, beim vorhergehenden Beispiel zwei Zugänge auszuschließen. Außerdem könnten Sie Glück haben und gleich beim ersten Versuch eine Interpretation finden, die funktioniert.


                Nehmen wir beispielsweise an, Sie möchten wissen, ob die Aussage (~(P → Q) & ~(R ∨ S)) → (Q ↔ R) eine Kontradiktion ist. Als Strategie wählen Sie die folgende Annahme:


                [image: figure]


                Dies führt dann zu den drei möglichen Zugängen:


                [image: figure]


                Zum Glück ist schon der erste Zugang recht vielversprechend: Beachten Sie, dass die Teilaussage (~(P → Q) & ~(R ∨ S)) eine &‐Aussage mit dem Wert W ist, womit sie zu einem der sechs leichten Aussagentypen gehört. Die Tafel sieht dann folgendermaßen aus:


                [image: figure]


                Und was noch besser ist: Die beiden kleineren Aussagen sind ebenfalls leichte Typen, was dann zur folgenden Tafel führt:


                [image: figure]


                Nun können Sie die Werte für Q und R einsetzen:


                [image: figure]


                Somit haben Sie in nur drei Schritten eine Interpretation ausfindig gemacht, die unter der Annahme funktioniert, dass die Aussage wahr ist. Die Aussage ist demnach keine Kontradiktion.


                
                  	
                    Natürlich werden Sie nicht immer so viel Glück haben. Trotzdem erkennen Sie an diesem Beispiel, dass es mit einer Schnelltafel viel flotter als mit einer Wahrheitstafel geht. Viel Glück!

                  

                

              

              
                Die dritte Möglichkeit: einen Wahrheitsbaum benutzen


                Im nächsten Kapitel mache ich Sie mit Wahrheitsbäumen als einer perfekten Alternative zu den Tafeln bekannt. Wenn Wahrheitstafeln zu aufwendig und Schnelltafeln zu schwierig werden, dann kann es durchaus sein, dass der Wahrheitsbaum zu Ihrem besten Freund wird.

              
            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 8


        Die Wahrheit wächst auf Bäumen


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Zerlegen Sie Aussagen mithilfe von Wahrheitsbäumen

                


                	
                  Untersuchen Sie Aussagen auf Konsistenz, Gültigkeit und semantische Äquivalenz

                


                	
                  Erkennen Sie Tautologien, Kontradiktionen und logisch nicht determinierte Aussagen mithilfe von Wahrheitsbäumen

                

              


              


              In den Kapiteln 6 und 7 zeige ich Ihnen, wie man Wahrheitstafeln und Schnelltafeln einsetzt, um in der Aussagenlogik Informationen über Aussagen und Mengen von Aussagen zu erhalten. In diesem Kapitel nun stelle ich Ihnen die dritte (und meine Lieblings!‐)Methode vor, mit der sich logische Aufgaben lösen lassen: die Wahrheitsbäume.


              In den folgenden Abschnitten zeige ich Ihnen, wie man mit Wahrheitsbäumen arbeitet, indem man Aussagen in ihre Teilaussagen zerlegt. Danach führe ich Ihnen vor, wie man Wahrheitsbäume verwendet, um die gleichen Aufgabentypen zu lösen, die wir bereits mit den Wahrheitstafeln und den Schnelltafeln bearbeitet hatten.

            
          

          
            Wie Wahrheitsbäume funktionieren


            Wahrheitsbäume oder einfach nur Bäume sind in jeder Hinsicht ein leistungsfähiges Instrument. Ich bin sogar davon überzeugt, dass sie für unsere Belange hier das allerbeste Werkzeug dafür darstellen, annähernd jeden Aufgabentyp zu lösen, dem wir in der Logik begegnen. Warum? Ich freue mich, dass Sie mich das fragen.


            Zunächst einmal sind Wahrheitsbäume ganz einfach: Sie sind leicht aufzustellen und leicht zu benutzen.


            
              	
                Wahrheitsbäume kombinieren die Vorteile der Wahrheitstafeln mit denen der Schnelltafeln, enthalten aber nicht ihre Nachteile. So bieten die Wahrheitsbäume beispielsweise wie die Wahrheitstafeln eine Berechnungsmethode (dennoch können Ihnen ein paar elegante Wahlmöglichkeiten während des Arbeitsprozesses behilflich sein), doch sie sind weitaus kürzer. Wie die Schnelltafeln vermeiden Wahrheitsbäume nicht relevante Bewertungen, führen jedoch nicht zu solchen Schwierigkeiten wie Rätselraten oder Problemen mit drei möglichen Zugängen, von denen man einen auswählen muss.

              

            


            Wahrheitsbäume sind eine tolle Möglichkeit, in der Aussagenlogik Aufgaben beliebiger Länge mit einem Maximum an Effizienz zu lösen. Außerdem sind sie sehr nützlich in der Prädikatenlogik, dem umfassenderen logischen System, das ich in Teil IV behandeln werde.


            In Kapitel 5 geht es um die acht Grundformen von Aussagen in der Aussagenlogik. Diese werden noch einmal wichtig, wenn wir Wahrheitsbäume untersuchen, weil sie dort jeweils ganz unterschiedlich gehandhabt werden. (Wenn Sie Ihre Kenntnisse über diese acht Grundformen ein wenig auffrischen möchten, dann blättern Sie zurück zu Tabelle 5.1.)


            
              Wie man Aussagen zerlegt


              Wahrheitsbäume funktionieren, indem sie Aussagen zerlegen – das heißt, indem sie Aussagen in kleinere Teilaussagen aufspalten.


              Wenn Sie zum Beispiel wissen, dass die Aussage (P ∨ Q) & (Q ∨ R) wahr ist, dann wissen Sie auch, dass die beiden Teilaussagen (P ∨ Q) und (Q ∨ R) wahr sind. Im Allgemeinen können Sie dann jede beliebige wahre Aussage der Form x & y in zwei wahre Aussagen, x und y, aufspalten.


              In manchen Fällen bedeutet die Zerlegung einer Aussage, dass man sie in zwei Aussagen aufspaltet, von denen zumindest eine wahr ist. Wenn man beispielsweise weiß, dass die Aussage (P → Q) ∨ (Q ↔ R) wahr ist, dann wissen Sie auch, dass zumindest eine der Teilaussagen (P → Q) und (Q ↔ R) wahr ist. Im Allgemeinen können Sie dann jede beliebige wahre Aussage der Form x ∨ y in zwei Aussagen, x und y, aufspalten, von denen zumindest eine wahr ist.


              
                	
                  Formen wahrer Aussagen, die unmittelbar zu anderen wahren Aussagen führen, besitzen nur einen einzigen Ast. Und es gibt Formen, die in zwei mögliche Richtungen auslaufen und demnach zwei Äste besitzen. Solche Aussagen führen dann entweder zu einer oder zu zwei Teilaussagen pro Ast.

                

              


              Tabelle 8.1 zeigt eine Zusammenstellung aller acht Grundformen von Aussagen in der Aussagenlogik mit ihren jeweiligen Zerlegungen.


              Wenn man beispielsweise die Aussage (P → Q) ∨ (Q → R) zerlegt, dann beginnt man, indem man sie in zwei Teilaussagen aufspaltet:


              [image: figure]


              Beachten Sie, dass ich die Aussage (P → Q) ∨ (Q → R) erst dann abgehakt habe, nachdem ich sie in ihre beiden Teilaussagen zerlegt hatte. Häkchen zeigen Ihnen an, dass ich mit dieser Aussage fertig bin, doch nun muss ich mich mit ihren beiden Teilaussagen befassen.


              Als Nächstes spaltet man jede Teilaussage – gemäß den in Tabelle 8.1 vorgesehenen Regeln – in noch kleinere Teilaussagen auf.


              
                
                  [image: figure]

                  
                    Tabelle 8.1: Die acht Aussagen in der Aussagenlogik mit ihren jeweiligen Zerlegungen

                  
                
              


              Nun erkennen Sie auch, wie die Wahrheitsbäume zu ihrem Namen gekommen sind. Die Endstruktur ähnelt einem umgedrehten Baum:


              [image: figure]


              Hierbei habe ich also wieder die Aussagen abgehakt, die ich zerlegt habe. Bitte beachten Sie auch, dass man bei den Bäumen die Konstanten einkreist: Nachdem man eine Aussage bis zu einer einzigen Konstanten oder ihrer Negation zerlegt hat, wird es durch das Umkringeln einfacher, den Überblick zu behalten. In diesem Fall mache ich einen Kringel um ~P, Q, ~Q und R.


              Nachdem man auf diese Weise jede Aussage zerlegt hat, ist der Baum vollständig. Jeder Ast sagt etwas über eine oder mehrere Interpretationen aus, die die ursprüngliche Aussage zu einer wahren machen. Um diese Interpretationen ausfindig zu machen, folgen Sie dem Stamm des Baums von seinem Anfang bis zum Ende jedes Astes und achten auf alle umkringelten Aussagen, die Ihnen auf diesem Weg begegnen.


              Wenn Sie bei unserem Beispiel den Weg vom Anfang des Baumstamms bis zum Ende des ersten Astes schrittweise verfolgen, dann ist die einzige umkreiste Aussage, die Sie passieren, ~P. Dieser Ast sagt Ihnen somit, dass jede beliebige Interpretation, in der P falsch ist, die ursprüngliche Aussage wahr macht.

            

            
              Wie man mit Bäumen Aufgaben löst


              
                	
                  Einen Baum kann man für jede beliebige Aufgabe verwenden, die auch mit einer Wahrheitstafel oder einer Schnelltafel gelöst werden kann. Wie diese anderen Hilfsmittel verfolgen auch die Bäume einen stufenweise aufgebauten Prozess. Die Schritte bei einem Baum sehen folgendermaßen aus:

                

              


              
                	
                  Aufstellen. Um einen Baum aufzustellen, legt man seinen Stamm je nach dem Typ der Aufgabe an, die man zu lösen versucht.


                  Der Stamm besteht aus der Aussage oder aus den Aussagen, die zerlegt werden müssen.

                


                	
                  Ausfüllen. Um einen Baum auszufüllen und um all seine Äste zu erstellen, wendet man die Zerlegungsregeln an, die in Tabelle 8.1 aufgeführt sind.

                


                	
                  Lesen. Um einen Baum zu lesen, prüft man, welche der beiden folgenden Resultate sich ergeben:


                  
                    	
                      Mindestens ein Ast ist offen geblieben: Mindestens eine Interpretation macht jede Aussage im Stamm des Baums wahr.

                    


                    	
                      Alle Äste sind geschlossen: Keine Interpretation macht jede Aussage im Stamm des Baums wahr. (Im folgenden Abschnitt zeige ich Ihnen, wie man einen Ast abschließt.)

                    

                  

                

              

            
          

          
            Wie man Konsistenz oder Inkonsistenz aufzeigt


            Bäume kann man verwenden, um herauszufinden, ob eine Menge von Aussagen konsistent oder inkonsistent ist. (Weitere Informationen zur Konsistenz finden Sie in Kapitel 6.) Nehmen wir einmal an, dass Sie beispielsweise berechnen wollen, ob die drei Aussagen P & ~Q, Q ∨ ~R und ~P → R konsistent oder inkonsistent sind.


            
              	
                Um zu entscheiden, ob eine Menge von Aussagen konsistent (mindestens eine Interpretation macht alle diese Aussagen wahr) oder inkonsistent (keine Interpretation macht sie alle wahr) ist, errichtet man einen Baum, der mit dieser Menge von Aussagen seinen Stamm bildet. So schaut also Ihr Stamm aus:


                [image: figure]

              

            


            Nachdem man den Stamm aufgestellt hat, kann man damit anfangen, die erste Aussage, P & ~Q, zu zerlegen. Das kommt dabei heraus:


            [image: figure]


            Nachdem ich sie in ihre beiden Teilaussagen zerlegt und die Einzelkonstanten – P und ~Q – umkringelt habe, hake ich die Aussage P & ~Q ab.


            Die nächste Aussage ist Q ∨ R, die sich in zwei getrennte Äste zerlegen lässt:


            [image: figure]


            
              	
                Wenn der Durchlauf vom Beginn eines Stamms bis zum Ende eines Astes es erforderlich macht, zwei zueinander kontradiktorische umkringelte Konstanten zu passieren, schließt man diesen Ast mit einem X.

              

            


            In diesem Fall muss man beim Durchlauf vom Beginn des Stamms bis zum Ende des linken Astes die drei umkreisten P, ~Q und Q passieren. Doch ~Q und Q sind zueinander kontradiktorische Aussagen, sodass ich diesen Ast geschlossen habe.


            
              	
                Wenn man näher darüber nachdenkt, ist der Grund für das Schließen dieses Astes nachvollziehbar. Dieser Ast sagt uns ja, dass jede beliebige Interpretation, in der die Aussagen P, ~Q und Q wahr sind, alle drei ursprünglichen Aussagen wahr machen würde. Doch da ~Q und Q nicht gleichzeitig wahr sein können, liefert uns dieser Ast keine möglichen Interpretationen.

              

            


            Die letzte noch zu zerlegende Aussage ist ~P → R. Wie Sie bereits aus Tabelle 8.1 wissen, werden die Äste für diese Aussage folgendermaßen aussehen:


            [image: figure]


            Hierbei können Sie wieder erkennen, dass ich einen Ast geschlossen habe, bei dem eine Kontradiktion auftritt. In diesem Fall sind R und ~R zueinander kontradiktorische Aussagen.


            
              	
                Unser Baum ist vollständig, wenn zumindest eins der folgenden Dinge geschieht:

              

            


            
              	
                Jede Aussage oder jede Konstante ist entweder abgehakt oder umkringelt.

              


              	
                Jeder Ast ist geschlossen worden.

              

            


            Bei diesem Beispiel ist jedes Element entweder abgehakt oder umkringelt, sodass der Baum fertiggestellt ist. Nach diesem Abschluss prüft man nun, ob irgendwelche Äste noch offen sind. Die An‐ oder Abwesenheit offener Äste an einem fertiggestellten Baum erlaubt es zu entscheiden, ob die ursprüngliche Menge der Aussagen konsistent oder inkonsistent ist. Folgende Richtlinien müssen dabei beachtet werden:


            
              	
                Wenn der fertiggestellte Baum mindestens einen offenen Ast enthält, dann ist die Menge der Aussagen konsistent.

              


              	
                Wenn der fertiggestellte Baum nur geschlossene Äste enthält, dann ist die Menge der Aussagen inkonsistent.

              

            


            Wie man sehen kann, enthält das Beispiel in diesem Abschnitt noch einen offenen Ast, was bedeutet, dass es eine Interpretation gibt, in der die drei Aussagen alle wahr sind. In diesem Fall ist die Menge der Aussagen also konsistent.


            Wenn man wissen möchte, welche Interpretation das ist, dann muss man den Baum von seinem Stamm an bis zum Ende dieses Astes verfolgen. Wenn man den Baum der Länge nach entlanggeht, dann stößt man auf die umkringelten Elemente P, ~Q und ~R und auf das letzte P. Daher besteht die einzige Interpretation, die die drei ursprünglichen Aussagen wahr macht, darin, dass der Wert von P W und die Werte von Q und R F sind.

          

          
            Wie man auf Gültigkeit oder Ungültigkeit testet


            Bäume sind auch dann praktisch, wenn man die Gültigkeit oder Ungültigkeit eines Arguments (mehr Informationen zur Gültigkeit von Argumenten finden Sie in Kapitel 6) feststellen möchte. Angenommen, Sie möchten herausfinden, ob das folgende Argument gültig oder ungültig ist:


            Prämissen:


            
              	
                ~P ↔ Q       ~(P ∨ R)

              

            


            Konklusion:


            
              	
                ~Q &~R

              

            


            
              	
                Um zu entscheiden, ob ein Argument gültig oder ungültig ist, erstellt man einen Baum, dessen Stamm von den Prämissen und der Negation der Konklusion gebildet wird.

              

            


            Dem obigen Beispiel folgend, sieht der Stamm wie folgt aus:


            [image: figure]


            
              	
                Man muss dabei jedoch nicht mit dem Baumwipfel beginnen. Oftmals ist es sogar hilfreich, Aussagen in einer anderen Reihenfolge zu zerlegen. Tabelle 8.1 teilt die acht Grundaussageformen in drei Spalten ein. Diese Einteilung kann Ihnen bei Ihrer Entscheidung, in welcher Reihenfolge Sie Ihre Aussagen zerlegen sollten, helfen. Wann immer Sie nämlich mehr als eine Aussage im Stamm Ihres Baums unterzubringen haben, zerlegen Sie diese in folgender Reihenfolge:

              

            


            
              	
                Ein Ast

              


              	
                Zwei Äste mit zwei Teilaussagen

              


              	
                Zwei Äste mit einer Teilaussage

              

            


            Die Zerlegung von Aussagen in dieser Reihenfolge ist äußerst sinnvoll. So oft es geht, sollte man einen Weg aus nur einem Ast bestehend wählen, um die Bäume so klein wie möglich zu halten. Doch wenn man wirklich nicht an zwei Ästen vorbeikommt, dann sollte man sich für zwei Äste mit zwei Teilaussagen entscheiden. Das Hinzufügen zweier Aussagen erhöht die Chance, dass man einen der Äste schließen kann.


            Bei unserem Beispiel führt nur die zweite Aussage, ~(P ∨ R), zu einem einzigen Ast. Daher zerlegt man diese Aussage als erste:


            [image: figure]


            Die beiden verbleibenden Aussagen führen zu zwei Ästen. Doch nur die erste Aussage, (~P ↔ Q), lässt sich in zwei Äste mit zwei Teilaussagen zerlegen. Deshalb wird diese Aussage als nächste zerlegt:


            [image: figure]


            Nun wird ein Ast geschlossen: Wenn wir dem Stamm von Anfang bis zum Ende dieses Astes folgen, dann sind wir gezwungen, ~P und P zu passieren, was ja zueinander kontradiktorische Aussagen sind. Der letzte Schritt, die Zerlegung von ~(~Q & ~R), führt dazu, dass unser Baum nun so aussieht:


            [image: figure]


            Beachten Sie, dass Sie eine neue Zerlegung lediglich an einen offenen Ast anhängen dürfen, und nicht an einen geschlossenen. Nun ist jede Aussage entweder abgehakt oder umkringelt, sodass der Baum vollständig ist.


            
              	
                Wenn man mithilfe eines Baums auf Gültigkeit oder Ungültigkeit prüft, müssen folgende Richtlinien beachtet werden:

              

            


            
              	
                Wenn der Baum mindestens einen offenen Ast hat, dann ist das Argument ungültig.

              


              	
                Wenn der Baum nur geschlossene Äste hat, dann ist das Argument gültig.

              

            


            Bei unserem Beispiel ist ein Ast noch immer offen, infolgedessen ist das Argument ungültig. Verfolgen Sie den Stamm bis zum Ende dieses Astes und Sie werden auf die umkringelten Aussagen ~P, Q und ~R treffen. Dies zeigt Ihnen, dass die einzige Interpretation, in der dieses Argument ungültig ist, die Interpretation ist, bei der P und R den Wert F annehmen und Q den Wert W.

          

          
            Wie man Tautologien, Kontradiktionen und logisch nicht determinierte Aussagen voneinander trennt


            In Kapitel 6 habe ich Ihnen gezeigt, dass jede Aussage in der Aussagenlogik entweder als Tautologie (eine Aussage, die immer wahr ist), als Kontradiktion (eine Aussage, die immer falsch ist) oder als logisch nicht determinierte Aussage (eine Aussage,die unter zumindest einer Interpretation wahr und zumindest unter einer Interpretation falsch ist) kategorisiert ist. Um Aussagen einer dieser drei Kategorien zuzuordnen, lassen sich ebenfalls Bäume einsetzen.


            
              Tautologien


              Angenommen, Sie möchten die Aussage ((P & Q) ∨ R) → ((P ↔ Q) ∨ (R ∨ (P & ~Q))) untersuchen, um zu entscheiden, ob es sich dabei um eine Tautologie handelt.


              
                	
                  Um zu zeigen, dass eine Aussage eine Tautologie ist, konstruiert man einen Baum, indem man die Negation dieser Aussage zu seinem Stamm macht.

                

              


              Die Negation der soeben angeführten Beispielaussage wird somit zum Stamm des Baums:


              [image: figure]


              Auch wenn diese Aussage recht komplex und knifflig aussieht, wissen Sie doch, dass sie einer der acht Grundformen aus Kapitel 5 (die in Tabelle 5.1 aufgeführt sind) entspricht. Sie müssen einfach nur herausfinden, welche das ist. In Kapitel 5 gehe ich näher darauf ein, eine kleine Auffrischung kann daher vielleicht nicht schaden.


              Der Hauptoperator ist der erste ~‐Operator – der einzige Operator außerhalb sämtlicher Klammern –, sodass die Aussage zu einer der vier negativen Formen gehört. Und der Skopus des →‐Operators deckt den Rest der Aussage ab, sodass diese Aussage die Form ~(x → y) besitzt. Wie aus Tabelle 8.1 ersichtlich, bildet diese Form nur einen einzigen Ast aus, sodass unser Baum nun folgendermaßen aussehen sollte:


              [image: figure]


              
                	
                  Bitte beachten Sie, dass ich die äußeren Klammern der Teilaussage ((P & Q) ∨ R) entfernt habe. Wie ich in Kapitel 14 erläutern werde, ist dieser Schritt ganz legitim.

                

              


              Die letzte Aussage nun liegt in der Form ~(x ∨ y) vor, die ebenfalls nur einen Ast besitzt. Deshalb ist dies die Aussage, die wir als nächste zu bearbeiten haben, wenn wir uns die Reihenfolge in Erinnerung rufen, in der wir mehrere Aussagen zerlegen sollten (siehe den Abschnitt »Wie man auf Gültigkeit oder Ungültigkeit testet« weiter oben in diesem Kapitel). Füllen Sie Ihren Baum so aus:


              [image: figure]


              Auch die letzte Aussage besitzt die Form ~(x ∨ y), bildet also nur einen Ast aus, und dies führt dann zu:


              [image: figure]


              Auch wenn diese Beispielaussage recht lang aussehen mag – lehnen Sie sich doch einfach einmal eine Minute zurück und machen sich klar, dass Sie bereits drei Schritte ohne die Konstruktion zweier Äste hinter sich gebracht haben. Das bedeutet, dass Ihnen dies im weiteren Verlauf eine ganze Menge Arbeit erspart, weil Sie sich lediglich um einen Ast und nicht um zwei (oder vier oder acht!) Äste kümmern müssen.


              Dennoch kommen Sie bei diesem Beispiel am Ende doch noch auf zwei Äste. Da sich der Stamm in zwei Teilaussagen verzweigt, beginnen Sie – in Übereinstimmung mit der Zerlegungsreihenfolge, wie sie im Abschnitt »Wie man auf Gültigkeit oder Ungültigkeit testet« weiter oben in diesem Kapitel bereitgestellt wurde – mit der Aussage ~(P ↔ Q). Ihr Baum sollte dann folgendermaßen aussehen:


              [image: figure]


              Nun zerlegen Sie (P & Q) ∨ R:


              [image: figure]


              Dieser Schritt schließt zwei der vier Äste. Jetzt besitzt P & Q nur noch einen Ast, sodass diese Aussage an den beiden verbleibenden Ästen zerlegt wird:


              [image: figure]


              Alle restlichen Äste sind nun geschlossen. Beachten Sie, dass die Aussage ~(P & ~Q) nicht abgehakt ist. Doch das spielt keine Rolle, denn der Baum ist ja vollständig, nachdem jeder Ast geschlossen ist.


              
                	
                  Wenn man entscheiden will, ob eine Aussage eine Tautologie ist, müssen folgende Richtlinien beachtet werden:

                

              


              
                	
                  Wenn der Baum mindestens einen offenen Ast hat, dann ist die Aussage keine Tautologie – sie ist dann entweder eine Kontradiktion oder eine logisch nicht determinierte Aussage. (Um zu entscheiden, ob es sich dabei um eine Kontradiktion handelt oder nicht, brauchen Sie noch einen weiteren Baum, wie ich ihn im nächsten Abschnitt beschreibe.)

                


                	
                  Wenn der Baum keine offenen Äste hat, ist die Aussage eine Tautologie.

                

              


              Bei unserem aktuellen Beispiel zeigt der Baum an, dass die Aussage eine Tautologie ist.

            

            
              Kontradiktionen


              Angenommen, Sie möchten entscheiden, ob es sich bei der Aussage (P ↔ Q) & (~(P & R) & (Q ↔ R)) um eine Kontradiktion handelt.


              
                	
                  Um zu zeigen, dass eine Aussage eine Kontradiktion ist, konstruiert man einen Baum, dessen Stamm durch diese Aussage dargestellt wird. Der Stamm für das eben angeführte Beispiel sieht dann so aus:


                  [image: figure]

                

              


              Zum Glück besitzt die erste Zerlegung dieser Aussage nur einen einzigen Ast:


              [image: figure]


              Sie haben nun die Wahl, ob Sie entweder P ↔ Q oder lieber ~(P & R) & (Q ↔ R) zerlegen möchten. Doch nach Tabelle 8.1 weist die letzte Aussage nur einen Ast auf, weshalb man diese zuerst nehmen sollte:


              [image: figure]


              Da uns die Aussagen mit nur einem Ast langsam ausgehen, ist es nun an der Zeit für zwei Äste, das heißt, wir beginnen mit den Aussagen, die zwei Teilaussagen hervorbringen: Fangen wir an mit P ↔ Q:


              [image: figure]


              Als Nächstes zerlegen wir Q ↔ R:


              [image: figure]


              Dieser Schritt schließt zwei der vier Äste. Unser letzter Schritt besteht darin, ~(P & R) zu zerlegen:


              [image: figure]


              Nun ist unser Baum vollständig, denn jede Aussage ist entweder abgehakt oder umkringelt.


              
                	
                  Wenn man entscheiden will, ob eine Aussage eine Kontradiktion ist, müssen folgende Richtlinien beachtet werden:

                

              


              
                	
                  Wenn der Baum mindestens einen offenen Ast hat, dann ist die Aussage keine Kontradiktion – sie ist dann entweder eine Tautologie oder eine logisch nicht determinierte Aussage. (Um zu untermauern, dass es sich dabei tatsächlich um eine Tautologie als Möglichkeit handelt beziehungsweise um dies auszuschließen, brauchen Sie noch einen weiteren Baum, wie ich ihn im vorhergehenden Abschnitt beschrieben habe.)

                


                	
                  Wenn der Baum keine offenen Äste hat, dann ist die Aussage eine Kontradiktion.

                

              


              Bei unserer Beispielaufgabe bleiben zwei Äste offen, daher ist die Aussage keine Kontradiktion.


              Auch wenn bei diesem Baum zwei Äste offen bleiben, gibt es nur eine einzige Interpretation, in der die ursprüngliche Aussage wahr ist. Verfolgt man den Stamm bis zum Ende eines dieser Äste, dann erkennt man, dass diese Interpretation vorliegt, wenn P, Q und R alle falsch sind.

            

            
              Logisch nicht determinierte Aussagen


              Wenn wir testen wollen, ob eine Aussage logisch nicht determiniert ist, so muss man dabei einfach nur ausschließen, dass es sich um eine Tautologie oder eine Kontradiktion handelt. (Schlagen Sie in Kapitel 6 nach: Dort finden Sie weitere Einzelheiten über logisch nicht determinierte Aussagen.)


              Wenn man entscheiden will, ob eine Aussage logisch nicht determiniert ist, dann verwendet man die vorstehenden Tests auf Tautologien und Kontradiktionen. Wenn eine Aussage keine Tautologie und auch keine Kontradiktion ist, dann muss es eine logisch nicht determinierte Aussage sein.

            
          

          
            Wie man auf semantische Äquivalenz testet


            Wenn man zwei Aussagen auf semantische Äquivalenz untersuchen will, dann kann man froh sein, dass es Bäume gibt: Sie können eine große Hilfe sein! (Wenn zwei Aussagen semantisch äquivalent sind, dann besitzen sie beide in jeder Interpretation den gleichen Wahrheitswert, siehe Kapitel 6.)


            
              	
                Um festzustellen, ob zwei Aussagen semantisch äquivalent sind, muss man zwei Bäume konstruieren:

              

            


            
              	
                Einer der Bäume verwendet die erste Aussage und die Negation der zweiten Aussage als seinen Stamm.

              


              	
                Der andere Baum verwendet die Negation der ersten Aussage und die zweite Aussage als seinen Stamm.

              

            


            Angenommen, Sie möchten herausfinden, ob die Aussagen ~P → (Q → ~R) und ~(P ∨ ~Q) → ~R semantisch äquivalent sind. In diesem Fall müssen Sie zwei Bäume konstruieren, deren Stämme folgendermaßen aussehen:


            [image: figure]


            Wir beginnen mit Baum Nr. 1, bei dem die zweite Aussage in der Ein‐Ast‐Form ~(x → y) vorliegt, weshalb man diese Aussage als erste zerlegt:


            [image: figure]


            Auch die Aussage ~(P ∨ ~Q) hat nur einen Ast, sodass wir sie als nächste bearbeiten:


            [image: figure]


            Da wir die erste Aussage zu Beginn übersprungen haben, müssen wir uns jetzt mit ihr beschäftigen:


            [image: figure]


            Dieser Schritt schließt einen Ast. Wenn wir nun Q → ~R zerlegen, so erhalten wir:


            [image: figure]


            Baum Nr. 2 ist nunmehr vollständig.


            
              	
                Wenn man entscheiden will, ob zwei Aussagen semantisch äquivalent sind, müssen folgende Richtlinien beachtet werden:

              

            


            
              	
                Wenn einer der beiden Bäume mindestens einen offenen Ast hat, dann sind die Aussagen nicht semantisch äquivalent.

              


              	
                Wenn beide Bäume nur geschlossene Äste besitzen, dann sind die Aussagen semantisch äquivalent.

              

            


            
              	
                Wenn der erste Baum mindestens einen offenen Ast hat, dann sind die Aussagen nicht semantisch äquivalent, und das bedeutet, dass man den zweiten Baum auslassen kann.

              

            


            Doch da der erste Baum in unserem Beispiel nur geschlossene Äste hat, muss man zum nächsten Baum übergehen. In diesem Fall besitzt die erste Aussage nur einen Ast, deshalb zerlegen wir sie wie folgt:


            [image: figure]


            Die Aussage ~(Q → ~R) hat ebenfalls nur einen Ast, daher bearbeiten wir sie als nächste:


            [image: figure]


            Die verbleibende Aussage, ~(P ∨ ~Q) → ~R, bringt zwei Äste hervor:


            [image: figure]


            Dieser Schritt schließt einen der Äste. Schließlich ergibt die Zerlegung von P ∨ ~Q:


            [image: figure]


            Alle Äste an beiden Bäumen sind nun geschlossen, sodass wir wissen, dass die Aussagen semantisch äquivalent sind.

          
        
      
    

  


  
    
      
        Teil III


        Beweise, Syntax und Semantik in der Aussagenlogik


        
          
            
              [image: figure]
            


            In diesem Teil …


            Beweise sind das eigentliche Herzstück der Logik. Doch so manchem Studenten bereitet das Aufschreiben von Beweisen in der Logik regelrechte Bauchschmerzen. Doch haben Sie keine Angst! Beweise sind gar nicht so schwer, wie man Sie vielleicht glauben machen will – wenn Sie den richtigen Ansatz verfolgen!


            In diesem Teil werden Sie erfahren, wie man Beweise in der Aussagenlogik führt. Kapitel 9 zeigt Ihnen, wie ein Beweis aussieht und wie man ihn konstruiert. Außerdem mache ich Sie mit den ersten acht Deduktionsregeln bekannt, den Implikationsregeln. In Kapitel 10 befassen wir uns mit den restlichen zehn Deduktionsregeln, die als Äquivalenzregeln betrachtet werden. Die Kapitel 9 und 10 konzentrieren sich auf direkte Beweismethoden, während ich Ihnen in Kapitel 11 zwei neue Beweismethoden vorstellen werde: den Konditionalbeweis und den indirekten Beweis. In Kapitel 12 zeige ich Ihnen – wenn ich mich mit Beweisstrategien befasse –, wie und wann man all diese Werkzeuge einsetzt.


            Damit haben Sie sich schon eine gute Übersicht über die Aussagenlogik verschafft. In Kapitel 13 werden Sie erfahren, weshalb die fünf Operatoren ausreichen, um wirklich jede logische Funktion darzustellen. In Kapitel 14 geht es um eine Vielzahl von Dingen, die mit Syntax und Semantik der Aussagenlogik zu tun haben. Hier zeige ich Ihnen, wie man entscheidet, ob eine Folge von Symbolen bereits eine wohlgeformte Formel ist. Und schließlich gebe ich Ihnen eine kleine Kostprobe der booleschen Algebra.

          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 9


        Was müssen Sie beweisen?


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Lernen Sie den formalen direkten Beweis kennen

                


                	
                  Konstruieren Sie Beweise unter Verwendung der Deduktionsregeln

                

              


              


              Vielleicht haben Sie ja schon einige Erfahrung sammeln können beim Schreiben von Beweisen – diesen kniffligen Aufgaben, die ein wichtiger Bestandteil der Geometrie in der Oberschule waren. Bei geometrischen Beweisen beginnt man ja mit einer Menge einfacher Axiome (die auch als Postulate bezeichnet werden), wie beispielsweise mit dem Axiom »Alle rechten Winkel sind gleich«, und findet dann heraus, wie man immer komplexere Aussagen, die man Theoreme nennt, aufstellt.


              Das Programmieren von Computern, bei dem man einfache Aussagen verwendet, um komplexe Software zu entwerfen, ähnelt ebenfalls den Beweismethoden. Eine solche Vorstellung, dass sich Komplexität aus Einfachheit ergibt, ist eben auch bei der Beweisführung in der Aussagenlogik gebräuchlich.


              In gewisser Hinsicht ist das Aufstellen eines Beweises wie der Bau einer Brücke von der einen Seite eines Flusses zur anderen. Ausgangspunkt ist die Menge der gegebenen Prämissen und Endpunkt ist die Konklusion, die man zu erreichen versucht. Die Einzelteile, die man beim Brückenbau verwendet, sind hierbei die Deduktionsregeln – eine Reihe von 18 Möglichkeiten, um alte Aussagen in neue umzuwandeln.


              In diesem Kapitel mache ich Sie mit den ersten acht Deduktionsregeln bekannt – mit den Implikationsregeln. Und unterwegs erfahren Sie ein wenig darüber, wie Beweise eigentlich aussehen.


              Auch wenn diese Regeln eindeutig und klar sind, ist es doch nicht immer offensichtlich, wie sie in einem bestimmten Fall eingesetzt werden. Beweise aufzustellen ist eine Kunst, die das ganze Prozedere dann interessant gestalten kann, wenn man es richtig macht, doch es kann auch frustrierend sein, wenn man das nicht schafft. Zum Glück allerdings existiert ein ganzes Bündel fantastischer Tricks, mit denen man über reichhaltige Möglichkeiten verfügt, wenn man irgendwann nur mühsam vorankommt.

            
          

          
            Wie man von der Prämisse zur Konklusion gelangt


            Wie erwähnt: Ein gültiges Argument ist wie eine Brücke – sie stellt einen Weg von hier (den Prämissen) nach dort (der Konklusion) bereit, auch wenn unter ihr gefährliche Strömungen fließen. Mithilfe von Beweisen kann man eine solche Brücke bauen, sodass man sich sicher fühlen kann, vom einen zum anderen Ufer zu gelangen.


            Nehmen wir beispielsweise das folgende Argument:


            Prämissen:


            
              	
                P → Q


                P

              

            


            Konklusion:


            
              	
                Q

              

            


            Da Beweise ungeheuer viel mit Argumenten zu tun haben, stelle ich Ihnen in diesem Kapitel eine neue, platzsparende Übereinkunft zum Aufschreiben von Argumenten vor. Unter Verwendung dieser Konvention lässt sich das vorstehende Argument so notieren:


            
              	
                P → Q, P : Q

              

            


            Wie man sieht, trennt ein Komma die Prämissen P → Q und P voneinander, und vor der Konklusion steht ein Doppelpunkt. Wenn man sagt, dass ein Argument gültig ist, dann meint man damit tatsächlich, dass die Brücke sicher ist; das bedeutet also: Wenn man auf der linken Seite anfängt (mit den Prämissen, die wahr sind), so kann man sicher sein, die Brücke überqueren und auf die rechte Seite gelangen zu können (die Konklusion ist ebenfalls wahr).


            Als kleines Beispiel aus der Arithmetik habe ich eine einfache Additionsaufgabe ausgewählt:


            
              	
                2 + 3 = 5

              

            


            Die Gleichung ist korrekt, sodass man auch dann eine korrekte Gleichung erhält, wenn man zu jeder Seite 1 addiert:


            
              	
                2 + 3 + 1 = 5 + 1

              

            


            Der Test, ob die Gleichung noch immer stimmt, ist einfach, denn beide Seiten ergeben 6.


            Versuchen wir das Gleiche, indem wir Variablen verwenden:


            
              	
                a = b

              

            


            Angenommen, wir fügen eine dritte Variable auf beiden Seiten hinzu:


            
              	
                a + c = b + c

              

            


            Ist diese Gleichung korrekt? Nun ja, so ganz sicher kann man das nicht sagen, denn man weiß ja nicht genau, wofür diese Variablen stehen. Doch auch wenn man nicht genau weiß, wofür sie stehen, kann man doch sagen, dass, wenn die erste Gleichung korrekt ist, auch die zweite Gleichung korrekt sein muss.


            Daher ist die folgende Aussage wahr:


            
              	
                a = b → a + c = b + c

              

            


            Mit dieser Information kann man das folgende Argument erstellen:


            Prämissen:


            
              	
                a = b


                a = b → a + c = b + c

              

            


            Konklusion:


            
              	
                a + c = b + c

              

            


            
              	
                Wenn Sie wissen, dass die linke Seite eines gültigen Arguments wahr ist, dann wissen Sie auch, dass Sie sich sicher sein können, wenn Sie zur rechten Seite übergehen – mit anderen Worten: Die rechte Seite ist ebenfalls wahr. Und dabei ist es gleichgültig, welche Zahlen man einsetzt. Solange man mit einer wahren Aussage beginnt und die korrekte Form des Arguments einhält, landet man stets bei einer wahren Aussage.

              

            

          

          
            Wie man in der Aussagenlogik die Implikationsregeln anwendet


            Beweise laufen in der Aussagenlogik ganz ähnlich ab wie Beweise in der Arithmetik. Der einzige Unterschied besteht darin, dass sie anstelle von arithmetischen Symbolen die Operatoren der Aussagenlogik verwenden, wie Sie sie soeben kennen‐ und lieben gelernt haben (in Kapitel 4 finden Sie mehr über diese reizenden Operatoren).


            
              	
                Die Aussagenlogik stellt acht Implikationsregeln zur Verfügung, die es ermöglichen, eine Brücke von hier nach dort zu bauen, Oder anders ausgedrückt: Man beginnt mit einer oder mit mehreren wahren Aussagen und landet schließlich bei einer weiteren wahren Aussage. Die meisten dieser Regeln sind einfach – wenn nicht sogar banal. Doch gerade in ihrer Einfachheit liegt ihre Macht, denn dadurch werden Sie in die Lage versetzt, weitaus komplexere Aufgaben zuverlässig zu bewältigen.

              

            


            In diesem Abschnitt stelle ich Ihnen diese acht Regeln vor und zeige Ihnen, wie man sie beim Aufschreiben von Beweisen in der Aussagenlogik einsetzt. Nebenbei gebe ich Ihnen ein paar Kniffe an die Hand, wie man das Ganze noch einfacher gestalten kann. (Siehe Kapitel 12 für eine detaillierte Behandlung von Beweisstrategien.) Außerdem versorge ich Sie auch noch mit etlichen Gedächtnisstützen, mit denen man sich diese Regeln leichter einprägen kann, besonders dann, wenn die Zeit des Examens langsam immer näher rückt.


            
              	
                Letzten Endes muss man diese Regeln auswendig lernen. Am besten ist es, Sie arbeiten einfach eine Zeit lang damit und werden dann merken, dass man sich die meisten von ihnen ohne allzu große Anstrengung leicht merken kann.

              

            


            
              Die →‐Regeln: Modus ponens und Modus tollens


              In Kapitel 3 vergleiche ich Wenn‐Aussagen mit einer glatten Rutschbahn: Wenn der erste Teil der Aussage wahr ist, dann muss auch der zweite Teil wahr sein, damit die ganze Aussage wahr ist. Die beiden Implikationsregeln in diesem Abschnitt nun – der Modus ponens (MP) und der Modus tollens (MT) – machen sich diese Vorstellung in verschiedener Hinsicht zunutze. (Das lateinische Substantiv modus heißt »die Art und Weise«; ponens ist das Partizip Präsens Aktiv des lateinischen Verbs ponere, »setzen, stellen, legen«, und heißt »setzend«; tollens ist das Partizip Präsens Aktiv des lateinischen Verbs tollere, »aufheben, emporheben« und heißt »aufhebend«.)


              
                Modus ponens (MP)


                Das Bild von der glatten Rutschbahn macht MP sehr anschaulich. Es besagt: »Wenn man weiß, dass eine Aussage der Form x → y wahr ist, und man außerdem weiß, dass der x‐Teil wahr ist, dann lässt sich daraus schließen, dass auch der y‐Teil wahr ist.« Mit anderen Worten: Wenn man erst einmal oben bei der Rutschbahn bei x beginnt, dann hat man keine andere Wahl, als unten bei y zu landen.


                
                  	
                    MP: x → y, x : y


                    MP besagt, dass jedes beliebige Argument dieser Form gültig ist. Die einfachste Form ist diese:


                    P → Q, P : Q.

                  

                


                Doch mit derselben Regel sind die folgenden ähnlichen Argumente ebenfalls gültig:


                
                  	
                    ~P → ~Q, ~P : ~Q


                    (P & Q) → (R & S), P & Q : R & S


                    (P ↔ ~(Q & ~R)) → (~S ∨ (R → P)), (P ↔ ~(Q & ~R)) : (~S ∨ (R → P))

                  

                


                
                  	
                    Ein typischer Beweis umfasst ein ganzes Bündel an nummerierten Zeilen. Die obersten Reihen sind dabei die Prämissen, die letzte Zeile ist die Konklusion und die dazwischen liegenden Reihen sind die Zwischenschritte, die alles miteinander logisch verbinden. Jede Reihe besitzt eine Zeilennummer und eine Aussage, die von einer Begründung für diese Aussage gefolgt ist (die die betreffende Regel sowie die betroffenen Zeilennummern angibt, auf die die Regel angewendet wurde).

                  

                


                Hier ist zum Beispiel ein Beweis für das Argument (P & Q) → R, (P & Q) : R:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        (P & Q) → R

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        (P & Q)

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        R

                      

                      	
                        1, 2 MP

                      
                    

                  
                


                Wie man sieht, erfordert dieser Beweis keine Zwischenschritte. Die Prämissen (P) führen unmittelbar zur Konklusion, wobei die Begründung die Regel MP ist, die auf die Zeilen 1 und 2 angewandt wird.


                Versuchen Sie nun zu beweisen, dass das folgende, etwas kompliziertere Argument gültig ist:


                
                  	
                    P → Q, Q → R, R → S, P : S

                  

                


                Der erste Schritt bei jedem Beweis ist immer der gleiche: Man schreibt alle Prämissen mit Zeilennummern und Begründungen auf. So sollte demnach Ihr erster Schritt aussehen:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        P → Q

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        Q → R

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        R → S

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        P

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                Nachdem man die Prämissen aufgeschrieben hat, überlegt man sich den folgenden Schritt. In diesem Fall kann man MP auf die Zeilen 1 und 4 anwenden:


                
                  
                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        Q

                      

                      	
                        1, 4 MP

                      
                    

                  
                


                MP macht es möglich, eine neue Aussage abzuleiten, nämlich Q, die man als Teil des nächsten Schrittes verwenden kann. Diesmal kann man MP auf die Zeilen 2 und 5 anwenden:


                
                  
                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        R

                      

                      	
                        2, 5 MP

                      
                    

                  
                


                Und schon wieder hat man eine neue Aussage abgeleitet, nämlich R, die man im nächsten Schritt einsetzen kann. Dieser letzte Schritt ergibt sich praktisch aus sich selbst:


                
                  
                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        S

                      

                      	
                        3, 6 MP

                      
                    

                  
                


                
                  	
                    Wenn die Konklusion des Arguments in einer der Zeilen erscheint, dann weiß man, dass man fertig ist. In diesem Fall ist S die Konklusion, die Sie zu begründen versuchten, was Sie ja auch geschafft haben.

                  

                

              

              
                Modus tollens (MT)


                MT wird in ähnlicher Weise wie MP durch das Bild von der glatten Rutschbahn veranschaulicht: »Wenn man weiß, dass eine Aussage der Form x → y wahr ist, und man außerdem weiß, dass der y‐Teil falsch ist, dann lässt sich daraus schließen, dass auch der x‐Teil falsch ist.« Mit anderen Worten: Wenn man unten bei der Rutschbahn nicht bei y landet, dann ist man auch nicht bei x auf die Rutschbahn gelangt.


                
                  	
                    MT: x → y, ~y : ~x


                    Die Gültigkeit der folgenden Argumente basiert auf MT:


                    P → Q, ~Q : ~P

                  

                


                
                  	
                    (P & Q) → R, ~R : ~(P & Q)


                    (P ∨ Q) → (R ↔ S), ~(R ↔ S) : ~(P ∨ Q)

                  

                


                Wenn man diese Regel kennt, kann man die Gültigkeit des folgenden Arguments beweisen:


                
                  	
                    P → Q, ~P → R, ~Q : R

                  

                


                Wie immer beginnt man damit, die Prämissen aufzuschreiben:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        P → Q

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ~P → R

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        ~Q

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                Jetzt kennen Sie ja schon zwei Regeln, mit denen Sie arbeiten können – MP und MT. Bei diesem Beweis brauchen Sie alle beide.


                
                  	
                    In den meisten Beweisen lässt es sich leichter mit kurzen als mit langen Aussagen arbeiten.

                  

                


                Die kürzeste Aussage lautet hier ~Q, sodass es am besten wäre, sich nach einer Möglichkeit umzuschauen, wo man diese Aussage verwenden kann. Dabei braucht man gar nicht so lange zu suchen, denn man kann ja MT wie folgt einsetzen:


                
                  
                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        ~P

                      

                      	
                        1, 3 MT

                      
                    

                  
                


                Nun kann man MP anwenden:


                
                  
                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        R

                      

                      	
                        2, 4 MP

                      
                    

                  
                


                Auch hier ist der Beweis dann fertig, wenn die Konklusion in einer der Zeilen auftaucht.

              
            

            
              Die &‐Regeln: Konjunktion und Simplifikation


              Die zwei &‐Regeln beziehen sich beide auf &‐Aussagen. Die Simplifikation (Simp) ist sinnvoll dafür, &‐Aussagen zu Beginn eines Beweises aufzuspalten, und die Konjunktion (Konj) dient dazu, sie am Ende wieder zusammenzusetzen.


              
                Konjunktion (Konj)


                
                  	
                    Konj: x, y : x & y


                    Konj ist eine recht unkomplizierte Regel: Wenn man zwei wahre Aussagen, x und y, hat, dann kann man schließen, dass die Aussage x & y ebenfalls wahr ist.

                  

                


                Probieren Sie, das doch einmal zu beweisen:


                
                  	
                    P → Q, R → S, P, ~S : (P & ~S) & (Q & ~R)

                  

                


                Zunächst schreiben Sie die Prämissen auf:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        P → Q

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        R → S

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        P

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        ~S

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                
                  	
                    Einen Beweis zu erstellen, kann ein wenig wie eine Schatzsuche erscheinen: Versuchen Sie, den nächsten Hinweis irgendwie ausfindig zu machen! Untersuchen Sie beispielsweise die Konklusion und Sie erfahren, wo Sie hingehen müssen. Dann schauen Sie sich die Prämissen an und finden heraus, was Ihnen auf Ihrem Weg hilfreich sein kann.

                  

                


                
                  	
                    Im Allgemeinen sorgen lange Konklusionen eher als kurze für einfachere Beweise. Eine günstige Strategie besteht also darin, eine lange Konklusion zu konstruieren.

                  

                


                Bei unserem aktuellen Beweis möchten Sie die Aussagen (P & ~S) und (Q & ~R) erzeugen. Die Operatoren bei diesen Teilaussagen sind &‐Operatoren, was Sie darüber informiert, dass Ihnen Konj bei der Konstruktion behilflich sein kann. Und tatsächlich können Sie in einem Schritt eine Teilaussage bilden:


                
                  
                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        P & ~S

                      

                      	
                        3, 4 Konj

                      
                    

                  
                


                
                  	
                    Suchen Sie Aussagen, die gemeinsame Konstanten besitzen, und schauen Sie dann, ob man sie mithilfe der Deduktionsregeln miteinander kombinieren kann.

                  

                


                Bei unserer Beispielaufgabe können Sie erkennen, dass die Zeilen 1 und 3 gemeinsame Konstanten aufweisen, ebenso die Zeilen 2 und 4:


                
                  
                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        Q

                      

                      	
                        1, 3 MP

                      
                    


                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        ~R

                      

                      	
                        2, 4 MT

                      
                    

                  
                


                Nun können Sie diese beiden Aussagen unter Verwendung von Konj miteinander kombinieren:


                
                  
                    
                      	
                        8.

                      

                      	
                        Q & ~R

                      

                      	
                        6, 7 Konj

                      
                    

                  
                


                Dadurch erhalten Sie die andere Teilaussage der Konklusion. Das Einzige, was Sie noch tun müssen, ist, die Konklusion mithilfe der gesammelten Teile aufzustellen:


                
                  
                    
                      	
                        9.

                      

                      	
                        (P & ~S) & (Q & ~R)

                      

                      	
                        5, 8 Konj

                      
                    

                  
                


                Das war jetzt aber ein langer, neunzeiliger Beweis, doch wenn man ihn Stück für Stück abarbeitet, dann ist es gar nicht so schwer.


                Nachdem Sie diesen Beweis durchlaufen haben, notieren Sie sich bitte das Argument, schlagen das Buch zu und überprüfen, ob Sie das alles auch alleine schaffen. Vielleicht treffen Sie ja unterwegs auf ein paar knifflige Stellen, doch es ist besser, Ihnen passiert das hier als bei Ihrer Prüfung!

              

              
                Simplifikation (Simp)


                
                  	
                    

                  

                


                
                  
                    
                      	
                        Simp:

                      

                      	
                        x & y : x

                      
                    


                    
                      	

                      	
                        x & y : y

                      
                    

                  
                


                
                  	
                    Simp ist so eine Art Rückseite von Konj. Denn man beginnt hierbei nicht mit den Einzelteilen und setzt sie zusammen, sondern man beginnt mit dem Ganzen und vereinfacht den Ausdruck zu einem der Einzelteile.

                  

                


                Versuchen Sie, einen Beweis für das folgende Argument aufzustellen:


                
                  	
                    P → Q, R → S, P & ~S : Q & ~R

                  

                


                Wie immer schreiben Sie die Prämissen auf:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        P → Q

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        R → S

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        P & ~S

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                
                  	
                    Verwenden Sie Simp möglichst zu Beginn eines Beweises, um &‐Aussagen zu entpacken – das heißt: Verwandeln Sie lange &‐Aussagen in kürzere Aussagen. Dies führt dann zu einfacheren Aussagen, mit denen es sich angenehmer arbeiten lässt und die man dazu verwenden kann, die Konklusion zu erstellen.

                  

                


                Zeile 3 ist die einzige Gelegenheit, um diese Regel anzuwenden:


                
                  
                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        P

                      

                      	
                        3 Simp

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        ~S

                      

                      	
                        3 Simp

                      
                    

                  
                


                Vielleicht stellen Sie ja fest, dass sich die Beweise in diesem Kapitel recht stark ähneln. Wenn das der Fall ist, dann ist das auch gut so! Die folgenden zwei Schritte sollten Ihnen schon recht vertraut vorkommen:


                
                  
                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        Q

                      

                      	
                        1, 4 MP

                      
                    


                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        ~R

                      

                      	
                        2, 5 MT

                      
                    

                  
                


                Zum Schluss müssen nur noch die Teile zusammengesetzt werden:


                
                  
                    
                      	
                        8.

                      

                      	
                        Q & ~R

                      

                      	
                        6, 7 Konj

                      
                    

                  
                

              
            

            
              Die ∨‐Regeln: Addition und disjunktiver Syllogismus


              So ähnlich wie Simp mit Konj in Beziehung steht, hängt auch der disjunktive Syllogismus (DS) mit der Addition (Add) zusammen. Beide Regeln haben nämlich mit den ∨‐Aussagen zu tun. DS spaltet sie auf, und Add setzt sie wieder zusammen.


              
                Addition (Add)


                
                  	
                    Add: x : x ∨ y


                    Auf den ersten Blick sieht diese Regel ausgesprochen merkwürdig aus. Vielleicht fragen Sie sich ja: »Wenn ich nur mit x beginne, woher kommt dann y?« Ob Sie es glauben oder nicht: Die Schönheit von Add ist ja gerade das scheinbar unerklärliche Auftauchen des y aus dem Nichts.

                  

                


                Erinnern Sie sich noch? Um eine wahre ∨‐Aussage zu konstruieren, muss nur einer ihrer Teile wahr sein (siehe Kapitel 4). Der andere Teil kann wahr oder falsch sein.


                Prüfen Sie den folgenden Beweis:


                
                  	
                    Q → S, Q : ((P ↔ ~Q) ↔ R) ∨ ((P ∨ S) & (Q ∨ R))

                  

                


                Dieser Beweis sieht bestimmt ziemlich verrückt aus. Doch wir müssen gar nicht so viel Aufwand betreiben – wir haben nur zwei Prämissen:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        Q → S

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        Q

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                Der erste Schritt kommt fast wie von selbst:


                
                  
                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        S

                      

                      	
                        1, 2 MP

                      
                    

                  
                


                
                  	
                    Wenn die Konklusion eines Arguments eine ∨‐Aussage ist, dann muss man einfach nur eine der beiden Teilaussagen aufstellen und kann dann Add anwenden, um den Rest anzuheften.

                  

                


                Das Entscheidende ist hierbei, zu erkennen, dass Sie eine Auswahl zu treffen haben: Entweder Sie erzeugen den ersten Teil – ((P ↔ ~Q) ↔ R) – oder den zweiten Teil der Konklusion – ((P ∨ S) & (Q ∨ R)). Setzen Sie lieber auf den zweiten Teil, denn bis jetzt habe ich Ihnen noch keine Regeln vorgestellt, mit denen Sie ↔‐Aussagen bearbeiten können.


                
                  	
                    Ein Beweis ist wie eine Brücke: Je größer die Brücke ist, desto größer ist die Wahrscheinlichkeit, dass man sie von beiden Seiten her baut als nur von einer Seite. Bei kniffligen Beweisen wie diesem hier schreibt man also die Konklusion, zu der man gelangen möchte, unten auf die Seite und arbeitet sich dann nach oben.

                  

                


                In diesem Fall sieht die Konklusion so aus:


                
                  
                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        (P ∨ S) & (Q ∨ R)

                      

                      	
                    


                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        ((P ↔ ~Q) ↔ R) ∨ ((P ∨ S) & (Q ∨ R))

                      

                      	
                        6 Add

                      
                    

                  
                


                Mit dieser Konstruktion sage ich im Grunde genommen: »Ich bin mir zwar nicht ganz sicher, wie ich es bis hierher geschafft habe, doch der letzte Schritt besteht eben darin, diese verzwickte ↔‐Aussage anzuheften unter Verwendung von Add.« Werfen Sie jetzt einen Blick auf Zeile 6. Auch hier lautet die Frage – während wir rückwärts arbeiten –: »Wie konnte ich hier landen?« Diesmal stellen Sie fest, dass (P ∨ S) & (Q ∨ R) eine &‐Aussage ist. Und eine Möglichkeit, eine &‐Aussage aufzustellen, besteht darin, die beiden Teile der Aussage mit Konj zu verbinden:


                
                  
                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        P ∨ S

                      

                      	
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        Q ∨ R

                      

                      	
                    


                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        (P ∨ S) & (Q ∨ R)

                      

                      	
                        4, 5 Konj

                      
                    


                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        ((P ↔ ~Q) ↔ R) ∨ ((P ∨ S) & (Q ∨ R))

                      

                      	
                        6 Add

                      
                    

                  
                


                Auch dabei sind Sie sich nicht ganz sicher, wie Sie bis hierher kamen, doch wenn man eine Möglichkeit findet, die Aussagen P ∨ S und Q ∨ R aufzustellen, dann läuft alles Weitere von selbst ab.


                Nun ist es auch leichter zu erkennen, wie das zunächst Unerklärliche geschieht, denn das Konstruieren von P ∨ S und Q ∨ R war ja nicht besonders schwer. Schauen Sie zurück auf die Zeilen 2 und 3 und wenden Sie Add an, um die Lücke zu überbrücken. Und so sieht dann der gesamte Beweis von Anfang bis Ende aus:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        Q → S

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        Q

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        S

                      

                      	
                        1, 2 MP

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        P ∨ S

                      

                      	
                        3 Add

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        Q ∨ R

                      

                      	
                        2 Add

                      
                    


                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        ((P ∨ S) & (Q ∨ R))

                      

                      	
                        4, 5 Konj

                      
                    


                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        ((P ↔ ~Q) ↔ R) ∨ ((P ∨ S) & (Q ∨ R))

                      

                      	
                        6 Add

                      
                    

                  
                

              

              
                Disjunktiver Syllogismus (DS)


                
                  	
                    DS sagt aus: »Wenn man zwei Optionen hat, von der man eine ausschließen kann, dann kann man sich auf die andere, übrig bleibende Option verlassen.«

                  

                


                
                  
                    
                      	
                        DS:

                      

                      	
                        x ∨ y, ~x : y

                      
                    


                    
                      	

                      	
                        x ∨ y, ~y : x

                      
                    

                  
                


                Finden Sie heraus, was man mit dem folgenden Argument anfangen kann:


                
                  	
                    P → ~Q, P ∨ R, Q ∨S, ~R : ~P ∨ S

                  

                


                Zunächst schreibt man die Prämissen auf:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        P → ~Q

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        P ∨ R

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        Q ∨ S

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        ~R

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                In diesem Fall ist die einfachste Aussage ~R. Zeile 2 enthält ebenfalls die Konstante R. Diese zwei Aussagen ermöglichen es, sofort DS anzuwenden:


                
                  
                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        P

                      

                      	
                        2, 4 DS

                      
                    

                  
                


                Nun hat man die Aussage P, die nächste Aussage folgt ganz einfach:


                
                  
                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        ~Q

                      

                      	
                        1, 5 MP

                      
                    

                  
                


                Jetzt gibt es noch eine weitere Möglichkeit, DS anzuwenden:


                
                  
                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        S

                      

                      	
                        3, 6 DS

                      
                    

                  
                


                Verpassen Sie schließlich nicht die Gelegenheit, Add einzusetzen:


                
                  
                    
                      	
                        8.

                      

                      	
                        ~P ∨ S

                      

                      	
                        7 Add

                      
                    

                  
                

              
            

            
              Die beiden →‐Regeln: hypothetischer Syllogismus und konstruktives Dilemma


              Mithilfe des hypothetischen Syllogismus (HS) und des konstruktiven Dilemmas (KD) lassen sich Konklusionen aufstellen, wenn man mit zwei →‐Aussagen beginnt. Man braucht diese beiden Regeln zwar nicht so häufig wie die anderen sechs in diesem Kapitel erwähnten, dennoch benötigt man sie von Zeit zu Zeit.


              
                Hypothetischer Syllogismus (HS)


                HS ist durchaus sinnvoll, werfen Sie mal einen Blick darauf. HS sagt aus: »Wenn man weiß, dass x zu y und dass y zu z führt, dann führt x zu z.«


                
                  	
                    HS: x → y, y → z : x → z


                    Beachten Sie, dass HS bis jetzt die erste Regel ist, die keine einzelne Konstante als Prämisse oder Konklusion enthalten kann. Weder zerlegt sie Aussagen noch setzt sie Aussagen zusammen.

                  

                


                Hier ist ein Beispiel für Sie zum Ausprobieren:


                
                  	
                    P → Q, Q → R, R → S, ~S : ~P & (P → S)

                  

                


                Wie gewohnt schreiben Sie die Prämissen auf:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        P → Q

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        Q → R

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        R → S

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        ~S

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                Wenn Sie sich die Konklusion anschauen, sehen Sie, dass Sie also zwei Teile – ~P und P → S – benötigen, die Sie mit Konj zusammenstellen. Welche Reihenfolge Sie dabei wählen, ist egal. Ich beginne, indem ich HS anwende:


                
                  
                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        P → R

                      

                      	
                        1, 2 HS

                      
                    


                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        P → S

                      

                      	
                        3, 5 HS

                      
                    

                  
                


                Damit hätten Sie den ersten Teil. Den zweiten Teil ausfindig zu machen ist nicht so schwer:


                
                  
                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        ~P

                      

                      	
                        4, 6 MT

                      
                    

                  
                


                Danach setzen Sie einfach alles zusammen unter Verwendung von Konj:


                
                  
                    
                      	
                        8.

                      

                      	
                        ~P & (P → S)

                      

                      	
                        6, 7 Konj

                      
                    

                  
                

              

              
                Konstruktives Dilemma (KD)


                KD erschließt sich nicht so unmittelbar wie die anderen Regeln in diesem Kapitel, solange man nicht näher darüber nachdenkt. Einfach ausgedrückt, besagt KD: »Angenommen, man weiß, man hat w oder x. Und man weiß auch, dass w zu y führt und x zu z. Nun, dann hat man y oder z.«


                
                  	
                    KD: w ∨ x, w → y, x → z : y ∨ z


                    Diese Regel ist die einzige, die drei Prämissen verwendet, um eine Konklusion hervorzubringen, die es bei einigen wenigen Gelegenheiten ermöglicht, KD anzuwenden. Doch wenn eine solche Gelegenheit auftaucht, dann springt sie einem wie Neonleuchtreklame ins Auge. Mit anderen Worten: Es ist supereinfach, sie zu finden.

                  

                


                Bei dem folgenden Beispiel biete ich Ihnen sechs Prämissen und unternehme damit den verzweifelten Versuch, diese Gelegenheit vor Ihnen zu verbergen:


                
                  	
                    P → Q, Q → R, S → T, U → V, S ∨ U, ~R : (~P & ~Q) & (T ∨ V)

                  

                


                Schreiben Sie also erst einmal Ihre Prämissen hin:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        P → Q

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        Q → R

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        S → T

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        U → V

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        S ∨ U

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        ~R

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                Auf den ersten Blick scheint dieses Beispiel ein regelrechtes Durcheinander zu sein. Doch eine Sache müssen Sie unbedingt erkennen: dass die Konklusion nämlich eine &‐Aussage ist. Dies bedeutet, dass man, wenn man ihre beiden Teile im Laufe des Beweises erzeugen kann – ~P & ~Q und T ∨ V –, Konj anwenden kann, um die gesamte Konklusion herauszubekommen.


                Zunächst wenden Sie also KD an, um T ∨ V zu erhalten:


                
                  
                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        T ∨ V

                      

                      	
                        3, 4, 5 KD

                      
                    

                  
                


                Doch wie kommt man nun an ~P & ~Q heran? Natürlich: einfach erst einmal ~P und ~Q ermitteln. Gar nicht einmal so schlecht, oder? Die folgenden Schritte sehen dann also so aus:


                
                  
                    
                      	
                        8.

                      

                      	
                        ~Q

                      

                      	
                        2, 6 MT

                      
                    


                    
                      	
                        9.

                      

                      	
                        ~P

                      

                      	
                        1, 8 MT

                      
                    


                    
                      	
                        10.

                      

                      	
                        ~P & ~Q

                      

                      	
                        8, 9 Konj

                      
                    

                  
                


                Um den Beweis fertigzustellen, setzt man Zeile 7 und 10 einfach mit Konj zusammen:


                
                  
                    
                      	
                        11.

                      

                      	
                        (~P & ~Q) & (T ∨ V)

                      

                      	
                        7, 10 Konj

                      
                    

                  
                

              
            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 10


        Chancengleichheit: Wie man den Äquivalenzregeln Arbeit verschafft


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Lernen Sie den Unterschied zwischen den Äquivalenz‐ und den Implikationsregeln kennen

                


                	
                  Wenden Sie zehn wichtige Äquivalenzregeln an

                

              


              


              Wenn Sie die Implikationsregeln schon mochten (siehe Kapitel 9), dann werden Sie die anderen zehn Deduktionsregeln – die Äquivalenzregeln –, zu denen ich in diesem Kapitel übergehen werde, geradezu lieben. Warum? Lassen Sie mich alle Gründe der Reihe nach aufzählen:


              Zunächst einmal werden diese Regeln Sie (und viele weitere Verehrer) verblüffen und in Erstaunen versetzen, denn sie werden Ihnen bei der Erledigung Ihrer Logikaufgaben viel Arbeit abnehmen. Machen wir doch einmal die Probe aufs Exempel! Versuchen Sie, die Gültigkeit des folgenden Arguments ausschließlich mithilfe der Implikationsregeln zu beweisen:


              
                	
                  ~(P & Q), P : ~Q

                

              


              Ach, das schaffen Sie nicht? Doch zum Glück gibt es ja in diesem Kapitel die neuen, besseren Äquivalenzregeln! Aufgaben wie diese sind dann nur noch rasch vorüberziehende Wölkchen an einem ansonsten wolkenlosen Himmel. Und es gibt sogar noch bessere Nachrichten: Äquivalenzregeln sind im Allgemeinen einfacher und flexibler in Beweisen anzuwenden, und zwar aus mehreren wichtigen Gründen, mit denen wir uns hier ebenfalls befassen werden.


              In diesem Kapitel entdecken Sie, wie man zehn wichtige Äquivalenzregeln anwendet, Sie werden erfahren, wann und wie man sie einsetzt, was Ihre Fähigkeit, die Gültigkeit von Argumenten zu beweisen, noch weiter verbessern wird. Die Beweise in diesem Kapitel verwenden außerdem die Implikationsregeln.

            
          

          
            Wie man Implikationen und Äquivalenzen voneinander unterscheidet


            Die Implikationsregeln, wie sie in Kapitel 9 erläutert wurden, weisen etliche entscheidende Einschränkungen auf, die bei den Äquivalenzregeln nicht anzutreffen sind. So betrachtet sind die Äquivalenzregeln flexibler und im Allgemeinen benutzerfreundlicher als die Implikationsregeln. Lesen Sie weiter, um die Unterschiede zwischen diesen beiden Regelarten herauszufinden.


            
              Warum Äquivalenzen wahre Tausendsassa sind


              
                	
                  Einer der wichtigsten Unterschiede zwischen Äquivalenzen und Implikationen ist ihre jeweilige Funktionsweise: Äquivalenzen funktionieren in beide Richtungen, während man mit Implikationen nur in einer Richtung arbeiten kann.

                

              


              Wenn man beispielsweise weiß, dass x → y und x beide wahr sind, dann besagt der Modus ponens (MP), dass y ebenfalls wahr ist (siehe Kapitel 9). Doch die Rückführung dieser Deduktion verursacht einige Schwierigkeiten, da es noch nicht ausreicht zu wissen, dass y wahr ist, um zu folgern, dass sowohl x → y als auch x wahr sind.


              Doch glücklicherweise trifft diese Begrenzung nicht auf die zehn Äquivalenzregeln zu. Diese Regeln drücken nämlich aus, dass zwei Aussagen gegenseitig austauschbar sind: Überall dort, wo man die eine Aussage verwenden kann, lässt sich auch die andere Aussage verwenden und umgekehrt.

            

            
              Wie man Äquivalenzen von einem Teil auf das Ganze anwendet


              
                	
                  Ein weiterer Unterschied zwischen Äquivalenzen und Implikationen liegt darin, dass zwar Äquivalenzen auf Teile von Aussagen angewandt werden können, nicht aber Implikationen. Das folgende Beispiel zeigt Ihnen, wie bei der Arbeit mit Implikationen offensichtliche Fehler auftreten können:

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      (P & Q) → R

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      P

                    

                    	
                      1 Simp (FALSCH!)

                    
                  

                
              


              Wir erinnern uns, dass die Simplifikationsregel (Simp) feststellt, dass x & y : x. Der Fehler hierbei liegt demnach darin, zu meinen, man könne die Implikationsregel Simp auf ein Teilstück der Zeile 1 anwenden, nämlich auf (P & Q). Äquivalenzregeln sind jedoch nicht einer solchen Einschränkung unterworfen.

            
          

          
            Woran man die zehn gültigen Äquivalenzen erkennt


            Ich vermute mal, Sie sind schon ganz wild darauf, diese zehn Äquivalenzregeln endlich kennenzulernen, die man allerdings auswendig lernen muss. Hier sind sie also, dargestellt mithilfe von Beispielen.


            
              	
                Noch eine kleine Anmerkung zur Schreibweise: Wir brauchen hierbei das Symbol des doppelten Doppelpunkts ::. Wenn dieses Symbol zwischen zwei Aussagen steht, dann bedeutet es, dass zwei Aussagen äquivalent sind; das heißt, man kann die eine Aussage – wenn erforderlich – durch die jeweils andere ersetzen.

              

            


            
              Doppelte Negation (DN)


              DN ist ganz einfach. Sie besagt: »Wenn x wahr ist, dann ist nicht‐nicht‐x ebenfalls wahr.«


              
                	
                  DN: x :: ~~x

                

              


              Wenn Sie Kapitel 9 gelesen haben, dann können Sie den folgenden Beweis wahrscheinlich im Schlaf ausführen, ohne dabei irgendwelche Äquivalenzregeln anzuwenden:


              
                	
                  ~P → Q, ~Q : P

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      ~P → Q

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      ~Q

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      P

                    

                    	
                      1, 2 MT

                    
                  

                
              


              Doch jedes Mal, wenn man eine Negation negiert – beispielsweise, wenn man ~P negiert und es damit zu P umwandelt –, ist man rein technisch dazu gezwungen, die folgenden Schritte durchzuführen:


              
                	
                  Man negiere ~P, indem man es zu ~~P umwandelt.

                


                	
                  Man verwende die doppelte Negation (DN), um ~~P in P umzuwandeln.

                

              


              Der Beweis zu Beginn dieses Abschnitts lässt also praktisch einen Schritt aus – sehen Sie sich dagegen die folgende Version an:


              
                	
                  ~P → Q, ~Q : P

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      ~P → Q

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      ~Q

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      ~(~P)

                    

                    	
                      1, 2 MT

                    
                  


                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      P

                    

                    	
                      3 DN

                    
                  

                
              


              
                	
                  Versuchen Sie herauszubekommen, ob Ihr Professor in Bezug auf diese Formalitäten ein Pedant ist. Wenn ja, dann passen Sie auf, dass Sie nicht einfach DN voraussetzen, ohne sie explizit in Ihrem Beweis aufzuführen.

                

              


              Ich weiß schon, dass ich mich hier aufs Glatteis begebe: In diesem ganzen Kapitel verwende ich DN häufig, ohne mich ausdrücklich darauf zu beziehen. Meine Philosophie jedenfalls lautet, dass man nicht jedes Mal völlig aus dem Häuschen geraten sollte, wenn man mal vom Negativen ins Positive umschaltet. Eigentlich weiß ich nicht nichts über die doppelte Negation.

            

            
              Kontraposition (Kontra)


              Aus Kapitel 4 wissen Sie noch, dass eine Aussage der Form x → y und ihre Kontraposition (~y → ~x) denselben Wahrheitswert haben. Kapitel 6 weist darauf hin, dass zwei Aussagen, die immer denselben Wahrheitswert besitzen, semantisch äquivalent sind. Diese beiden Fakten zusammengenommen führen uns zu Kontra.


              Kontra: x → y :: ~y → ~x


              Kontra ist verwandt mit dem Modus tollens (MT), den ich in Kapitel 9 vorgestellt habe. Jede dieser Regeln besagt: »Wenn man von vorneherein weiß, dass die Aussage x → y wahr ist, dann führt die Tatsache, dass ~y wahr ist, schnell zu ~x.«


              
                	
                  Eine kleine Gedächtnisstütze für Kontra ist die folgende Anleitung: »Man kehre die Reihenfolge um und negiere beides.« Das heißt, man kann die beiden Teile einer →‐Aussage austauschen beziehungsweise ihre Reihenfolge umkehren, wenn man gleichzeitig auch ihre beiden Teile negiert. Sehen Sie sich als Beispiel den folgenden Beweis an:


                  P → Q, ~P → R : ~R → Q

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      P → Q

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      ~P → R

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              Dieser Beweis bietet Ihnen zwei Chancen, Kontra zu geben:


              
                
                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      ~Q → ~P

                    

                    	
                      1 Kontra

                    
                  


                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      ~R → P

                    

                    	
                      2 Kontra

                    
                  

                
              


              Nun können Sie den Beweis in einem Schritt fertigstellen, indem Sie HS anwenden:


              
                
                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      ~R → Q

                    

                    	
                      1,4 HS

                    
                  

                
              


              Haben Sie bei diesem Beweis übrigens bemerkt, dass Zeile 3 gar nicht benötigt wurde und man sie eigentlich streichen könnte, wenn man wollte? (Wahrscheinlich wird Ihnen Ihr Professor ja keine Punkte für die Darstellung unnötiger Schritte abziehen, doch wenn Sie sich nicht ganz sicher sind, dann sollten Sie die Zeile durchstreichen.)


              
                	
                  Sie müssen nicht unbedingt jede Aussage oder sogar jede Prämisse verwenden (doch meistens werden Sie wohl alle benötigen). Doch es kann durchaus sinnvoll sein, alle möglichen Aussagen, die Sie ableiten können, auch aufzuschreiben. Sie können ja immer noch sehen, ob Sie sie tatsächlich brauchen. Über diese Strategie, sich auch die leichten Dinge zu notieren, werden Sie mehr in Kapitel 12 erfahren.

                

              

            

            
              Implikation (Impl)


              Der Denkansatz, der hinter Impl steht, ist ganz einfach: Wenn man weiß, dass die Aussage x → y wahr ist, dann weiß man auch, dass x falsch (das heißt, dass ~x wahr ist) oder y wahr ist. Oder, anders ausgedrückt: Man weiß dann, dass die Aussage ~x ∨ y wahr ist.


              Impl: x → y :: ~x ∨ y


              Was Sie jedoch vermutlich nicht wussten, ist, dass diese Regel umgekehrt funktioniert (wie alle gültigen Äquivalenzen). Wenn Sie daher auf x ∨ y treffen, können Sie es zu ~x → y umwandeln. Besonders pedantische Professoren bestehen vielleicht darauf, dass man x ∨ y zunächst mithilfe von DN umwandelt zu ~~x ∨ y, bevor man diese Aussage mit Impl zu ~x → y abändert.


              Widmen Sie sich dem folgenden Beweis:


              
                	
                  P → Q, P ∨ R : Q ∨ R

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      P → Q

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      P ∨ R

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              Sie merken sicher, dass dies ein recht schwieriger kleiner Beweis ist, weil man nicht viel Material zum Bearbeiten hat; außerdem gibt es keine einzige Aussage mit nur einer Konstanten.


              
                	Impl stellt zu jeder ∨‐Aussage eine Verbindung mit einer →‐Aussage her. Außerdem bietet Kontra zwei Versionen jeder →‐Aussage an, sodass man schließlich drei Formen hat, mit denen man arbeiten kann.

              


              P → Q besitzt beispielsweise zwei äquivalente Formen: ~P ∨ Q durch Impl und ~Q → ~P durch Kontra. Diese beiden aufzuschreiben kostet ja nichts und verpflichtet auch zu nichts, und vielleicht wird man ja zu neuen Ideen angeregt, wenn man diese beiden Formen vor sich auf dem Papier sieht. Schreiben Sie also ruhig all Ihre Schritte auf. Hier sind sie:


              
                
                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      ~P ∨ Q

                    

                    	
                      1 Impl

                    
                  


                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      ~Q → ~P

                    

                    	
                      1 Kontra

                    
                  

                
              


              Das Gleiche gilt auch für P ∨ R:


              
                
                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      ~P → R

                    

                    	
                      2 Impl

                    
                  


                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      ~R → P

                    

                    	
                      5 Kontra

                    
                  

                
              


              Sehen Sie sich nun an, was Sie eigentlich beweisen wollen: Q ∨ R. Mit Impl ist dies dasselbe wie ~Q → R. Aha! Hier sind die folgenden Schritte:


              
                
                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      ~Q → R

                    

                    	
                      4, 5 HS

                    
                  


                  
                    	
                      8.

                    

                    	
                      Q ∨ R

                    

                    	
                      7 Impl

                    
                  

                
              


              Die Zeilen 3 und 6 brauchte man eigentlich gar nicht, doch wen stört das schon? (Wenn Sie auf diese rhetorische Frage allerdings antworten: »Meinen Professor stört das – für überflüssige Schritte zieht er nämlich Punkte ab«, dann gehen Sie noch einmal zurück und streichen diese Zeilen durch.)


              
                	
                  Falls Sie bei einem Beweis im Zweifel sein sollten, dann schreiben Sie so viele Aussagen auf wie möglich. Es kann nicht schaden, ist jedoch häufig hilfreich. Diese Strategie sowie weitere Beweisstrategien behandle ich ausführlicher in Kapitel 12.

                

              

            

            
              Exportation (Exp)


              Exp erschließt sich dem Betrachter nicht ohne Weiteres, solange man die Sache nicht in Worte fasst (was ich nun aber tun werde). Doch dann springt ihre Bedeutung sofort ins Auge.


              Exp: x → (y → z) :: (x & y) → z


              Um diese Regel zu verstehen, denke man einfach an eine Beispielaufgabe, bei der x → (y → z) in Form eines deutschen Satzes vorliegt. Möglich wäre Folgendes:


              
                	
                  Wenn ich heute zur Arbeit gehe, dann gilt: Wenn ich dort meinen Chef treffe, dann werde ich ihn um eine Gehaltserhöhung bitten.

                

              


              Man denke nun an ein ähnliches Beispiel der Form (x & y) → z:


              
                	
                  Wenn ich heute zur Arbeit gehe und meinen Chef sehe, dann werde ich ihn um eine Gehaltserhöhung bitten.

                

              


              Diese beiden Aussagen bedeuten grundsätzlich dasselbe, was Sie auf den Gedanken bringen sollte, dass die beiden Aussageformen, auf denen sie basieren, semantisch äquivalent sind.


              
                	
                  Bringen Sie nicht die Klammern durcheinander! Exp sagt nichts aus über die Aussage (x → y) → z oder über die Aussage x & (y → z).

                

              


              Schauen Sie, ob der folgende Beweis passt:


              
                	
                  (P & Q) → R, ~R ∨ S, P : Q → S

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      (P & Q) → R

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      ~R ∨ S

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      P

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              Aussage 1 liegt in einer der beiden Formen vor, bei denen man Exp anwenden kann. Versuchen wir es also:


              
                
                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      P → (Q → R)

                    

                    	
                      1 Exp

                    
                  

                
              


              Nun eröffnet sich uns eine weitere Prachtstraße:


              
                
                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      Q → R

                    

                    	
                      3, 4 MP

                    
                  

                
              


              Nun gut, jetzt haben wir also Q → R, brauchen jedoch Q → S. Wenn man doch endlich irgendwie an R → S herankäme, was uns ermöglichen würde, die Brücke zu konstruieren, die man benötigte, um HS anzuwenden. Betrachten Sie die folgenden Schritte:


              
                
                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      R → S

                    

                    	
                      2 Impl

                    
                  


                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      Q → S

                    

                    	
                      5, 6 HS

                    
                  

                
              

            

            
              Kommutation (Kom)


              Vielleicht erinnern Sie sich ja noch an das Kommutativgesetz aus der Arithmetik? Diese Regel besagt, dass die Reihenfolge bei Addition und Multiplikation egal ist. Zum Beispiel: 2 + 3 = 3 + 2 und 5 × 7 = 7 × 5.


              In der Aussagenlogik bedeutet Kom, dass die Reihenfolge bei Operationen mit &‐Operator oder mit ∨‐Operator egal ist. Daher gibt es von Kom zwei Versionen:


              
                
                  
                    	
                      Kom:

                    

                    	
                      x & y :: y & x

                    
                  


                  
                    	

                    	
                      x ∨ y :: y ∨ x

                    
                  

                
              


              Wie DN scheint Kom so einleuchtend und offensichtlich zu sein, dass Sie vielleicht meinen könnten, dass man es eigentlich gar nicht erwähnen muss. Doch – anders als bei DN – ist Kom es durchaus wert, in einem Beweis mit angeführt zu werden, und Ihr Professor wird wahrscheinlich auch so denken.


              Hier haben wir einen Beispielbeweis, bei dem uns Kom ganz gelegen kommt:


              
                	
                  P & (~Q → R) : (R ∨ Q) & P

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      P & (~Q → R)

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      P

                    

                    	
                      1 Simp

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      ~Q → R

                    

                    	
                      1 Simp

                    
                  


                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      Q ∨ R

                    

                    	
                      3 Impl

                    
                  

                
              


              Und jetzt kommt unsere Gelegenheit für Kom – verpassen wir sie nicht!


              
                
                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      R ∨ Q

                    

                    	
                      4 Kom

                    
                  


                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      (R ∨ Q) & P

                    

                    	
                      5 Konj

                    
                  

                
              

            

            
              Assoziation (Ass)


              Ass besagt, dass in Aussagen, die nur &‐Operatoren oder nur ∨‐Operatoren enthalten, die Klammern frei beweglich sind.


              
                
                  
                    	
                      Ass:

                    

                    	
                      (x & y) & z :: x & (y & z)

                    
                  


                  
                    	

                    	
                      (x ∨ y) ∨ z :: x ∨ (y ∨ z)

                    
                  

                
              


              Wie Kom hat auch Ass eine Entsprechung in der Arithmetik. Zum Beispiel: (3 + 4) + 5 = 3 + (4 + 5)


              
                	
                  Ass und Kom können wirksame Werkzeuge sein, wenn sie gemeinsam eingesetzt werden. Allein durch den Gebrauch dieser zwei Regeln lässt sich jede Aussage, die ausschließlich aus &‐Aussagen oder nur aus ∨‐Aussagen besteht, ganz nach Belieben neu ordnen. Man muss lediglich aufpassen, dass man Schritt für Schritt vorgeht.

                

              


              Hier ist ein Beweis zum Überprüfen:


              
                	
                  (P → Q) ∨ R : Q ∨ (R ∨ ~P)

                

              


              Wie immer schreibt man als Erstes die Prämissen auf:


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      (P → Q) ∨ R

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              Beachten Sie, dass die Konklusion nur ∨‐Aussagen enthält. Wenn Sie also eine Möglichkeit finden, die Prämisse nur mit ∨‐Aussagen zu schreiben, dann können Sie den Beweis ausschließlich unter Anwendung von Kom und Ass fertigstellen. So sieht der nächste Schritt aus:


              
                
                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      (~P ∨ Q) ∨ R

                    

                    	
                      1 Impl

                    
                  

                
              


              Beachten Sie, dass Impl hierbei nur auf einen Teil der Prämisse angewandt wurde.


              An diesem Punkt nun besteht die Strategie einfach darin, die Konstanten in Zeile 2 umzugruppieren und die Aussage damit wie die Konklusion aussehen zu lassen. Da die erste Konstante in der Konklusion Q ist, wird das Q im nächsten Schritt an seine richtige Position gerückt:


              
                
                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      (Q ∨ ~P) ∨ R

                    

                    	
                      2 Kom

                    
                  

                
              


              Beachten Sie, dass die Äquivalenzregel auch hier wieder nur auf einen Teil der Aussage angewandt wurde. Als Nächstes möchte ich die Klammern unter Verwendung von Ass nach rechts verschieben:


              
                
                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      Q ∨ (~P ∨ R)

                    

                    	
                      3 Ass

                    
                  

                
              


              Jetzt müssen nur noch ~R und P vertauscht werden:


              
                
                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      Q ∨ (R ∨ ~P)

                    

                    	
                      4 Kom

                    
                  

                
              


              Dieser besondere Beweis funktioniert auch umgekehrt – das heißt, man kann die Konklusion verwenden, um die Prämisse zu beweisen. Dies gilt für jeden Beweis, der nur eine Prämisse hat und ausschließlich Äquivalenzregeln verwendet. Dies besagt zudem, dass die Prämisse und die Konklusion semantisch äquivalent sind.

            

            
              Distribution (Dist)


              Wie Exp ist auch Dist nur so lange verwirrend, bis man es in Worte fasst: Dann ergibt die Sache nämlich einen Sinn.


              
                
                  
                    	
                      Dist:

                    

                    	
                      x & (y ∨ z) :: (x & y) ∨ (x & z)

                    
                  


                  
                    	

                    	
                      x ∨ (y & z) :: (x ∨ y) & (x ∨ z)

                    
                  

                
              


              Auch diese Regel verweist auf eine analoge Form in der Arithmetik. Zum Beispiel:


              
                	
                  2 × (3 + 5) = (2 × 3) + (2 × 5)

                

              


              Man darf Addition und Multiplikation im vorigen Beispiel jedoch nicht vertauschen:


              
                	
                  2 + (3 × 5) ≠ (2 + 3) × (2 + 5)

                

              


              In der Aussagenlogik jedoch distribuieren (verteilen sich) der &‐Operator und der ∨‐Operator auf den jeweils anderen Operator. Und so funktioniert es: Ich fange mit einer Aussage auf Deutsch an, die der Form x & (y ∨ z) entspricht:


              
                	
                  Ich habe ein Haustier und es ist ein Hund oder eine Katze.

                

              


              Die parallele Aussage für die Form (x & y) ∨ (x & z) lautet folgendermaßen:


              
                	
                  Ich habe ein Haustier und es ist ein Hund oder ich habe ein Haustier und es ist eine Katze.

                

              


              Diese beiden Aussagen bedeuten dasselbe, was Ihnen helfen soll zu begreifen, warum Dist funktioniert.


              Ebenso distribuiert der ∨‐Operator auf den &‐Operator. Diesmal beginne ich mit einer Aussage, die der Form x ∨ (y & z) entspricht:


              
                	
                  Ich muss organische Chemie studieren oder Botanik und Zoologie (beides).

                

              


              Die parallele Aussage der Form (x ∨ y) & (x ∨ z) sieht in der Übersetzung ein wenig unbeholfen aus, doch versuchen wir es:


              
                	
                  Ich muss organische Chemie oder Botanik studieren und ich muss organische Chemie oder Zoologie studieren.

                

              


              Nehmen Sie sich ruhig einen Augenblick Zeit, um diese Aussage mit der vorhergehenden zu vergleichen, um sich davon zu überzeugen, dass sie beide dasselbe bedeuten.


              Hier ist ein Beispielbeweis für Sie zum Warmwerden:


              
                	
                  Q ∨ R, ~(P & Q), P : R

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      Q ∨ R

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      ~(P & Q)

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      P

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              Auf Aussage 1 ließen sich völlig schmerzfrei Impl und Kontra anwenden, und letztlich empfehle ich diese Taktik, wenn man nach Ansätzen sucht. Trotzdem gehe ich in einer anderen Richtung vor, um Ihnen zu zeigen, wie man Dist einsetzen kann:


              
                
                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      P & (Q ∨ R)

                    

                    	
                      1, 3 Konj

                    
                  


                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      (P & Q) ∨ (P & R )

                    

                    	
                      4 Dist

                    
                  

                
              


              Nun haben Sie sich ein wenig eingelaufen. Was passiert als Nächstes?


              
                	
                  Wenn Sie mitten in einem Beweis hängen bleiben, dann werfen Sie einen Blick auf die Prämissen, die Sie nicht verwendet haben, um zu neuen Ideen zu kommen.

                

              


              Beachten Sie, dass die zweite Prämisse wirklich nur die Negation des ersten Teils der Aussage 5 ist, wodurch es möglich wird, DS einzusetzen:


              
                
                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      P & R

                    

                    	
                      2, 5 DS

                    
                  


                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      R

                    

                    	
                      6 Simp

                    
                  

                
              


              Das ist ein ganz schön schwieriger Beweis, und vielleicht fragen Sie sich ja, was Sie eigentlich getan hätten, wenn Sie nicht darauf gekommen wären, Konj zu verwenden, um Aussage 4 abzuleiten. Im nächsten Abschnitt zeige ich Ihnen, wie man genau diesen Beweis auf eine ganz andere Weise anpacken kann.

            

            
              DeMorgan‐Theorem (DeM)


              Wie Dist und Exp wird auch DeM verständlicher durch Beispielaussagen auf Deutsch:


              
                
                  
                    	
                      DeM:

                    

                    	
                      ~(x & y) :: ~x ∨ ~y

                    
                  


                  
                    	

                    	
                      ~(x ∨ y) :: ~x & ~y

                    
                  

                
              


              Hier nun eine Aussage auf Deutsch, die in der Form ~(x & y) vorliegt. Beachten Sie, dass diese Aussage der Sachlage nicht … sowohl als auch entspricht, was ich in Kapitel 4 behandelt habe:


              
                	
                  Es ist nicht wahr, dass ich sowohl reich als auch berühmt bin.

                

              


              Die parallele Aussage liegt in der Form ~x ∨ ~y vor:


              
                	
                  Ich bin nicht reich oder ich bin nicht berühmt.

                

              


              Wie ersichtlich wird, bedeuten diese beiden Aussagen inhaltlich dasselbe, was Ihr Gespür dafür schärfen sollte, weshalb die entsprechenden Formen äquivalent sind.


              Die folgende Aussage auf Deutsch hat die logische Form ~(x ∨ y). Beachten Sie, dass diese Aussage der Sachlage weder … noch entspricht, womit ich mich ebenfalls in Kapitel 4 befasst habe:


              
                	
                  Christian ist weder Arzt noch Rechtsanwalt.

                

              


              Die parallele Aussage gehört zur Form ~x & ~y:


              
                	
                  Christian ist kein Arzt und er ist auch kein Rechtsanwalt.

                

              


              
                	
                  Wenden Sie DeM an, um Aussagen der Formen ~(x & y) und ~(x ∨ y) in Formen umzuwandeln, mit denen man leichter arbeiten kann.

                

              


              Das folgende Argument hatte ich bereits im vorhergehenden Abschnitt benutzt:


              
                	
                  Q ∨ R, ~(P & Q), P : R

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      Q ∨ R

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      ~(P & Q)

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      P

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              Dieses Mal lege ich mich nicht darauf fest, Dist anzuwenden, sondern beginne mit dem Einsatz von DeM bei Aussage 2:


              
                
                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      ~P ∨ ~Q

                    

                    	
                      2 DeM

                    
                  

                
              


              Diese Aussage ist so viel einfacher zu bearbeiten – schauen Sie sich den nächsten Schritt an:


              
                
                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      ~Q

                    

                    	
                      3, 4 DS

                    
                  

                
              


              Der Beweis vollendet sich praktisch selbst:


              
                
                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      R

                    

                    	
                      1, 5 DS

                    
                  

                
              


              
                	
                  Fast immer findet man mehr als nur eine Möglichkeit, an bestimmte Stellen innerhalb eines Beweises zu gelangen. Falls Ihr erster Anlauf nicht funktioniert, probieren Sie eben einen anderen!

                

              

            

            
              Tautologie (Taut)


              Taut ist die einfachste Regel in diesem Kapitel.


              
                
                  
                    	
                      Taut:

                    

                    	
                      x & x :: x

                    
                  


                  
                    	

                    	
                      x ∨ x :: x

                    
                  

                
              


              Um die Wahrheit zu gestehen: Im Falle einer &‐Aussage braucht man Taut eigentlich gar nicht. Mithilfe von Simp lässt sich x & x zu x umwandeln und durch Konj ändert man x zu x & x. Ebenso kann man bei einer ∨‐Aussage x unter Verwendung von Add zu x ∨ x umwandeln. Doch wenn Sie bei x ∨ x feststecken und irgendwie zu x gelangen müssen, dann ist Taut schon der richtige Weg.


              Trotzdem kann ich mir nur eine Situation vorstellen, bei der Sie wahrscheinlich zu Taut greifen werden, und irgendwie ist das schon pfiffig:


              
                	
                  P → ~P : ~P

                

              


              Ich höre schon förmlich Ihren Protest: »Ja, ist denn ein solcher Beweis überhaupt möglich?« Ja, ist er! Sehen Sie:


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      P → ~P

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      ~P ∨ ~P

                    

                    	
                      1 Impl

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      ~P

                    

                    	
                      2 Taut

                    
                  

                
              


              Unter der Voraussetzung also, dass die Aussage P → ~P wahr ist, kann man beweisen, dass ~P ebenfalls wahr ist.

            

            
              Äquivalenz (Äquiv)


              Vielleicht glauben Sie ja, dass ich die ↔‐Aussagen aus den Augen verloren hätte. Und in der Tat ist von den 18 Deduktionsregeln, die ich Ihnen in diesem und dem vorhergehenden Kapitel vorstelle, Äquiv die einzige Regel, in der eine ↔‐Aussage überhaupt vorkommt.


              
                
                  
                    	
                      Äquiv:

                    

                    	
                      x ↔ y :: (x → y) & (y → x)

                    
                  


                  
                    	

                    	
                      x ↔ y :: (x & y) ∨ (~x & ~y)

                    
                  

                
              


              Nun kann ich Ihnen reinen Wein einschenken: Bis jetzt habe ich diese Aussagen vollkommen ignoriert, weil es in Beweisen so verflixt unangenehm ist, mit ihnen umzugehen.


              
                	
                  Ein Grund für die relative Bösartigkeit der ↔‐Aussagen ist, dass ihre Wahrheitstafeln vollkommen symmetrisch sind. Im Gegensatz zu den Tafeln der anderen drei binären Operationen ist die Tafel für den ↔‐Operator gleichmäßig aufgeteilt in zwei wahre und zwei falsche Aussagen.

                

              


              Wenn ein Argument einen ↔‐Operator enthält, so muss man diesen wohl oder übel eliminieren, und je früher dies geschieht, umso besser. Sie haben Glück: Die beiden Äquiv‐Regeln können Ihnen genau dabei behilflich sein.


              Die erste der beiden Äquiv‐Formen basiert auf der Tatsache, dass der Pfeil in einer ↔‐Aussage in beide Richtungen verläuft. Sie zieht einfach die Aussage in zwei ↔‐Aussagen auseinander und verbindet sie mit einem &‐Operator. Die zweite Form von Äquiv macht sich die Tatsache zunutze, dass beide Teile einer ↔‐Aussage denselben Wahrheitswert haben, was bedeutet, dass x und y entweder beide wahr oder beide falsch sind.


              Werfen Sie einen Blick auf das folgende Argument:


              
                	
                  P ↔ (Q & R), Q : P ∨ ~R

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      P ↔ (Q & R)

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      Q

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              
                	
                  Wenn man als Prämisse eine ↔‐Aussage hat, wendet man besser zunächst beide Äquiv Regeln an:

                

              


              
                
                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      (P → (Q & R)) & ((Q & R) → P)

                    

                    	
                      1 Äquiv

                    
                  


                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      (P & (Q & R)) ∨ (~P & ~(Q & R))

                    

                    	
                      1 Äquiv

                    
                  

                
              


              Wenn Sie schon einmal dabei sind, setzen Sie Simp ein, um die &‐Aussagen‐Version von Äquiv zu entpacken:


              
                
                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      P → (Q & R)

                    

                    	
                      3 Simp

                    
                  


                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      (Q & R) → P

                    

                    	
                      3 Simp

                    
                  

                
              


              Voilà! Ganz schnell haben Sie vier Aussagen aufgeschrieben. Nun schauen Sie genau hin, was Sie alles haben. In diesem Fall sieht Zeile 6 so aus, als warte sie ganz ungeduldig auf Exp:


              
                
                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      Q → (R → P)

                    

                    	
                      6 Exp

                    
                  

                
              


              Und jetzt stellen Sie fest, dass Sie mit Zeile 2 noch nicht einmal in Berührung gekommen sind und dass alles zusammenpasst:


              
                
                  
                    	
                      8.

                    

                    	
                      R → P

                    

                    	
                      2, 7 MP

                    
                  


                  
                    	
                      9.

                    

                    	
                      ~R ∨ P

                    

                    	
                      8 Impl

                    
                  


                  
                    	
                      10.

                    

                    	
                      P ∨ ~R

                    

                    	
                      9 Kom

                    
                  

                
              


              In diesem Fall brauchten Sie die zweite Äquiv‐Regel gar nicht. Doch überprüfen Sie einmal den folgenden Beweis, dort wird sie benötigt:


              
                	
                  P ↔ Q, R → (P ∨ Q) : R → (P & Q)

                

              


              Dies ist der anspruchsvollste Beweis in diesem Kapitel.


              Studieren Sie ganz genau sämtliche Schritte, um sicherzugehen, dass Sie sie auch verstanden haben. Danach schlagen Sie das Buch zu und versuchen, alles selbstständig nachzuvollziehen. Wenn Sie das beherrschen, dann haben Sie schon ein gutes Gespür für einige der schwersten 18 Deduktionsregeln.


              Wie immer kommen die Prämissen zuerst:


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      P ↔ Q

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      R → (P ∨ Q)

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              Hier sind die vier Aussagen, die man alle, ausgehend von der ersten Prämisse, aufschreiben kann, ohne viel darüber nachzudenken:


              
                
                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      (P → Q) & (Q → P)

                    

                    	
                      1 Äquiv

                    
                  


                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      (P & Q) ∨ (~P & ~Q)

                    

                    	
                      1 Äquiv

                    
                  


                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      P → Q

                    

                    	
                      3 Simp

                    
                  


                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      Q → P

                    

                    	
                      3 Simp

                    
                  

                
              


              Beachten Sie, dass in Zeile 2 R → (P ∨ Q) steht und dass die Konklusion R → (P & Q) lautet. Wenn Sie daher einen Weg finden könnten, um (P ∨ Q) → (P & Q) abzuleiten, dann würde die Implikationsregel HS zur Konklusion führen.


              Letztlich erweist sich nur Zeile 4 als brauchbar und ermöglicht elegantes Hantieren:


              
                
                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      ~(P & Q) → (~P & ~Q)

                    

                    	
                      4 Impl

                    
                  


                  
                    	
                      8.

                    

                    	
                      ~(~P & ~Q) → (P & Q)

                    

                    	
                      7 Kontra

                    
                  


                  
                    	
                      9.

                    

                    	
                      (P ∨ Q) → (P & Q)

                    

                    	
                      8 DeM

                    
                  


                  
                    	
                      10.

                    

                    	
                      R → (P & Q)

                    

                    	
                      2, 9 HS

                    
                  

                
              

            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 11


        Konditionalbeweise undindirekteBeweise


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Lernen Sie den Konditionalbeweis kennen

                


                	
                  Wird Ihnen gezeigt, wie man Prämissen übernimmt oder aussondert

                


                	
                  Erfahren Sie, wie man die Gültigkeit von Argumenten mit indirekten Beweisen nachweist

                


                	
                  Lernen Sie, Konditionalbeweise und indirekte Beweise zu kombinieren

                

              


              


              Haben Sie schon einmal eine dieser schmierigen Werbedauersendungen im Fernsehen gesehen, bei denen der Sprecher unablässig fragt: »Nun mal ehrlich, wie viel Geld würden Sie dafür ausgeben?«, wenn er alles Mögliche zu Ihrer 19,90 Euro teuren hitzebeständigen Schwimmbrille dazupackt, was Sie eigentlich gar nicht brauchen – die Käsereibe, den Eiswürfelbereiter und den Kartoffelschäler, der unter Wasser schreibt. Dieses Kapitel wird ein wenig diesen Werbesendungen ähneln, doch mit einem entscheidenden Unterschied: Ich packe Ihnen alles Mögliche mit dazu, was Sie wirklich auch haben wollen.


              In diesem Kapitel stelle ich Ihnen zwei neue Beweismethoden vor – den Konditionalbeweis und den indirekten Beweis –, und das völlig kostenlos! Anders als der direkte Beweis, den ich in den Kapiteln 9 und 10 behandele, beziehen der Konditionalbeweis und der indirekte Beweis eine Annahme mit ein, die eine zusätzliche Prämisse ist, von der man nicht weiß, ob sie wahr ist, sondern von der man nur annimmt, dass sie wahr ist.


              Ohne zusätzliche Kosten also zeige ich Ihnen in diesem Kapitel nicht nur wie, sondern auch wann man jede dieser Beweismethoden anwendet.


              
                	
                  Ein Konditionalbeweis macht einen Beweis fast immer einfacher, doch man kann ihn nicht immer verwenden. Aber wenn die Konklusion eines Arguments eine →‐Aussage ist, dann ist der Konditionalbeweis in der Regel das Mittel der Wahl. Demgegenüber ist  der indirekte Beweis, den man auch als Widerspruchsbeweis beziehungsweise als Reductio ad absurdum bezeichnet, eine handfeste Methode, die bei jedem Beweis funktioniert. Doch auch wenn der indirekte Beweis manchmal die einzige Methode darstellt, die überhaupt funktioniert, ist er nicht unbedingt immer der einfachste Weg, daher sollte man sparsam damit umgehen.

                

              

            
          

          
            Wie man die Prämissen mit dem Konditionalbeweis aufarbeitet


            Bis jetzt waren Sie ein gewissenhafter Student oder eine gewissenhafte Studentin – Sie haben so lange geübt, Beweise zu erstellen, bis Sie sie im Schlaf beherrschten. Die Implikations‐ und Äquivalenzregeln aus den Kapiteln 9 und 10 haben Sie natürlich auswendig gelernt! Herzlichen Glückwunsch!


            Vielleicht meinen Sie ja jetzt, an Ihrer Universität der »König der Logik« zu sein, und plötzlich werden Sie mit einem Argument konfrontiert, das Ihre Welt aus den Angeln hebt:


            
              	
                P → ~Q, P ∨ ~R : Q → ((~P & ~R) ∨ (Q → P))

              

            


            Zumindest wissen Sie, wie man anfängt:


            
              
                
                  	
                    1.

                  

                  	
                    P → ~Q

                  

                  	
                    P

                  
                


                
                  	
                    2.

                  

                  	
                    P ∨ ~R

                  

                  	
                    P

                  
                

              
            


            Nun ja, nachdem Sie diese Prämissen aufgeschrieben haben, besteht wohl kein Zweifel mehr daran, dass dies ein kniffliger Beweis werden wird.


            Doch warum sollten wir es nicht erst einmal mit unserem bisherigen Schulwissen ausprobieren? Hier finden Sie einige der Aussagen wieder, die sie erzeugen könnten:


            
              
                
                  	
                    3.

                  

                  	
                    Q → ~P

                  

                  	
                    1 Kontra

                  
                


                
                  	
                    4.

                  

                  	
                    ~Q ∨ ~P

                  

                  	
                    3 Impl

                  
                


                
                  	
                    5.

                  

                  	
                    ~(Q & P)

                  

                  	
                    4 DeM

                  
                


                
                  	
                    6.

                  

                  	
                    ~(~P & R)

                  

                  	
                    2 DeM

                  
                


                
                  	
                    7.

                  

                  	
                    ~P → ~R

                  

                  	
                    2 Impl

                  
                


                
                  	
                    8.

                  

                  	
                    R → P

                  

                  	
                    7 Kontra

                  
                


                
                  	
                    9.

                  

                  	
                    R → ~Q

                  

                  	
                    1, 8 HS

                  
                


                
                  	
                    10.

                  

                  	
                    Q → ~R

                  

                  	
                    9 Kontra

                  
                


                
                  	
                    11.

                  

                  	
                    ~Q ∨ ~R

                  

                  	
                    10 Impl

                  
                

              
            


            Keine einzige dieser Aussagen bringt Sie jedoch dorthin, wo Sie eigentlich hinwollen. Daher wird es Zeit für eine neue Taktik – eine, die leicht zu handhaben ist und tatsächlich auch funktioniert. Genau, Sie haben es schon erraten: Die leicht zu handhabende Taktik, auf die ich hier anspiele, ist der Konditionalbeweis.


            
              Wir lernen den Konditionalbeweis kennen


              Der Konditionalbeweis ermöglicht es, einen Teil der Konklusion als Prämisse zu verwenden, die man dann einsetzen kann, um den Rest der Konklusion zu beweisen.


              
                	
                  Um die Gültigkeit eines Arguments zu beweisen, dessen Konklusion in der Form x → y (das heißt jede →‐Aussage) vorliegt, verfolge man die anschließenden Schritte:

                

              


              
                	
                  Man entferne die Teilaussage x.

                


                	
                  Man füge x zur Liste der Prämissen als eine angenommene Prämisse (AP) hinzu.

                


                	
                  Man beweise die Teilaussage y, als sei sie die Konklusion.

                

              


              Die Idee ist simpel, aber brillant. Daher müssen wir uns nicht mühsam einen Weg durch das Beispiel aus dem vorhergehenden Abschnitt schlagen und wir versuchen nicht zu beweisen, dass die Konklusion Q → ((~P & ~R) ∨ (Q → P)) wahr ist, sondern wir lösen die Aufgabe mithilfe des Konditionalbeweises:


              
                	
                  Man entferne die Teilaussage Q.

                


                	
                  Man füge Q zur Liste der Prämissen als AP hinzu.

                


                	
                  Man beweise die Teilaussage (~P & ~R) ∨ (Q → P), als sei sie die Konklusion.

                

              


              
                	
                  Die Prämissen bleiben dieselben, zusätzlich hat man noch eine weitere, eine angenommene Prämisse (AP). Und so funktioniert das Ganze:

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      P → ~Q

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      P ∨ ~R

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      Q

                    

                    	
                      AP

                    
                  

                
              


              Man versucht nun, die Aussage ((~P & ~R) ∨ (Q → P)) zu erzeugen. Diesmal hat man jedoch die Möglichkeit, die Prämissen zu zerlegen und dadurch die Teilstücke zu erhalten, die man benötigt. Überprüfen Sie daher die folgenden Schritte:


              
                
                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      ~P

                    

                    	
                      1, 3 MT

                    
                  


                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      ~R

                    

                    	
                      2, 4 DS

                    
                  

                
              


              Mit diesen drei Aussagen, die jeweils nur eine einzige Konstante enthalten, können Sie zu Werke gehen:


              
                
                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      ~P & ~R

                    

                    	
                      4, 5 Konj

                    
                  


                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      (~P & ~R) ∨ (Q → P)

                    

                    	
                      6 Add

                    
                  

                
              


              Um den Beweis fertigzustellen, brauchen Sie nur noch die abschließende Gleichung:


              
                
                  
                    	
                      8.

                    

                    	
                      Q → ((~P & ~R) ∨ (Q → P))

                    

                    	
                      3–7 KB

                    
                  

                
              


              
                	
                  Diesen letzten Schritt bezeichnet man als Erfüllung der AP. Dies macht deutlich, dass man diese AP in Aussage 8 nicht mehr als Annahme betrachtet. Die Operationen in den Zeilen 3 bis 7 führte man jedoch so aus, als ob die Annahme wahr sei. Anders ausgedrückt: Die Konklusion ist auch dann wahr, wenn die Annahme nicht wahr ist!

                

              


              Vielleicht fragen Sie sich ja: »Aber so etwas darf ich doch gar nicht machen, oder? Ich habe doch gar nicht bewiesen, dass die eigentliche Konklusion wahr ist. Alles, was ich bewiesen habe, ist doch nur, dass ein Teil von ihr wahr ist. Und was noch schlimmer ist: Dieser Beweis gelang nur mithilfe einer gefälschten Prämisse, die ich aus der Konklusion entwendet hatte.«


              Sie haben recht. Dieser Beweisaufbau scheint zu schön, um wahr zu sein. Doch letztlich sind Prämissen das Geld auf der Bank und die Konklusion eine unangenehme Kreditkartenverschuldung, die man lieber nicht näher anschaut. Doch wenn ich Ihnen nun sagen würde, dass Sie Ihre Verschuldung zur Hälfte abbauen und gleichzeitig Geld auf die Bank bringen könnten? Genau das ist es aber, was der Konditionalbeweis ermöglicht – er ist gerecht, legal, und keine Kreditanstalt wird Sie daraufhin ansprechen.


              Erinnern Sie sich daran, dass das ursprüngliche Argument folgendermaßen aussah:


              
                	
                  P → ~Q, ~(~P & R) : Q → (~(P ∨ R) ∨ (Q → P))

                

              


              Wenn die Konklusion reden könnte, dann würde sie sagen: »Du musst mir nur zeigen, dass – wenn Q wahr ist – auch ~(P ∨ R) ∨.(Q → P) wahr ist.«


              Indem Sie den Konditionalbeweis anwenden, antworten Sie der Konklusion: »In Ordnung, ich zeige dir jetzt, dass – unter der Annahme, dass Q wahr ist – ~(P ∨ R) ∨ (Q → P) ebenfalls wahr ist.« Und dann tun Sie genau dies: Sie nehmen an, dass Q wahr ist, und beweisen dann den Rest.

            

            
              Wie man Änderungen an der Konklusion vornimmt


              
                	
                  Auf die Konklusion eines Arguments kann man Äquivalenzregeln anwenden, um den Konditionalbeweis in der Handhabung leichter zu gestalten.

                

              


              
                Wie man Konklusionen mit Kontra umdreht


                Um diesen Abschnitt voll nutzen zu können, müssen Sie zunächst daran denken, dass man jede →‐Aussage auf zweierlei Art verwenden kann: in ihrer ursprünglichen und in ihrer Kontra‐Form (siehe Kapitel 10). Wenn die Konklusion also eine →‐Aussage ist, dann können Sie den Konditionalbeweis einsetzen, um sie auf zwei verschiedenen Wegen anzupacken.


                Überprüfen Sie beispielsweise den folgenden Beweis, der für bare Münze genommen wird:


                
                  	
                    P → Q, R ∨ (Q → P) : ~(P ↔ Q) → R

                  

                


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        P → Q

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        R ∨ (Q → P)

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        ~(P ↔ Q)

                      

                      	
                        AP

                      
                    

                  
                


                Wenn Sie den Beweis so beginnen, dann ist Ihre angenommene Prämisse nicht gerade hilfreich.


                Doch stellen Sie sich vor, Sie wenden Kontra auf die Konklusion an, um ~R → (P ∨ Q) zu erhalten. Der Einsatz von Kontra ermöglicht folgende Schritte:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        P → Q

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        R ∨ (Q → P)

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        ~R

                      

                      	
                        AP

                      
                    

                  
                


                In diesem Fall versuchen Sie, (P ↔ Q) zu beweisen. Diese Lösung ist weitaus unkomplizierter:


                
                  
                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        Q → P

                      

                      	
                        2, 3 DS

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        (P → Q) & (Q → P)

                      

                      	
                        1, 4 Konj

                      
                    


                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        P ↔ Q

                      

                      	
                        5 Äquiv

                      
                    

                  
                


                Jetzt können Sie Ihre AP folgendermaßen erfüllen:


                
                  
                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        ~R → (P ↔ Q)

                      

                      	
                        3–6 KB

                      
                    

                  
                


                Und vergessen Sie nicht, den Beweis bis zur Konklusion fortzuführen:


                
                  
                    
                      	
                        8.

                      

                      	
                        ~(P ↔ Q) → R

                      

                      	
                        7 Kontra

                      
                    

                  
                


                
                  	
                    Jede Änderung, die Sie an der Konklusion ausführen, wird am Ende des Beweises erscheinen, auch nachdem Sie die Annahme erfüllt haben.


                    Auch wenn Sie in diesem Fall daran dachten, zuerst Kontra zu verwenden (und den Beweis mit dieser Vorstellung im Sinn niederschrieben), taucht sie tatsächlich erst am Schluss auf.

                  

                

              

              
                Wie man mit der Implikation gewinnt


                
                  	
                    Durch den Einsatz von Impl (siehe Kapitel 10) lässt sich jede ∨‐Aussage in eine →‐Aussage verwandeln. Die Verwendung von Impl macht jede ∨‐Aussage zu einem potenziellen Kandidaten für den Konditionalbeweis.

                  

                


                Schauen Sie sich beispielsweise das folgende Argument an:


                
                  	
                    P : ~R ∨ (Q → (P & R))

                  

                


                Ohne den Konditionalbeweis ist die Lage hoffnungslos. Doch die Aufgabe wird viel einfacher, wenn man feststellt, dass man Impl verwenden kann, um die Konklusion umzuformen in:


                
                  	
                    R → (Q → (P & R))

                  

                


                Und was noch besser ist: Man kann Exp einsetzen, um die Konklusion noch einmal umzuformen in:


                
                  	
                    (R & Q) → (P & R)

                  

                


                Nun kann man mit dem Beweis loslegen:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        P

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        R & Q

                      

                      	
                        AP

                      
                    

                  
                


                Jetzt muss man zu P & R gelangen. Diese Schritte schreiben sich praktisch selbst auf:


                
                  
                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        R

                      

                      	
                        2 Simp

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        P & R

                      

                      	
                        1, 3 Konj

                      
                    

                  
                


                Fast ganz ohne Anstrengung lässt sich nun die AP erfüllen:


                
                  
                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        (R & Q) → (P & R)

                      

                      	
                        2–4 KB

                      
                    

                  
                


                
                  	
                    Nachdem man die AP erfüllt hat, führen die restlichen Umformungen auf die ursprüngliche Form der Konklusion zurück:

                  

                


                
                  
                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        R → (Q → (P & R))

                      

                      	
                        5 Exp

                      
                    


                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        ~R ∨ (Q → (P & R))

                      

                      	
                        6 Impl

                      
                    

                  
                

              
            

            
              Wie man Annahmen aussondert


              
                	
                  Nachdem man eine Prämisse angenommen hat, kann man – wenn die neue Konklusion eine →‐Aussage ist (oder in eine solche verwandelt werden kann) – eine weitere Prämisse annehmen. Dies ist eine schöne Möglichkeit, zwei (oder noch mehr!) Annahmen zum Preis von einer zu bekommen. Hier ist ein Beispiel dafür:


                  ~Q ∨ R : (P ∨ R) → ((Q & S) → (R & S))

                

              


              Beginnen Sie wie gewohnt mit Ihrer Prämisse und AP:


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      ~Q ∨ R

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      P ∨ R

                    

                    	
                      AP

                    
                  

                
              


              Leider haben Sie noch einen weiten Weg vor sich, um (Q & S) → (R & S) zu beweisen. Doch da die neue Konklusion ja eine →‐Aussage ist, können Sie eine weitere AP hervorzaubern, nämlich:


              
                
                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      Q & S

                    

                    	
                      AP

                    
                  

                
              


              Ihr neues Ziel wird es nun sein, R & S zu beweisen. So sehen die folgenden Schritte aus:


              
                
                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      Q

                    

                    	
                      3 Simp

                    
                  


                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      S

                    

                    	
                      3 Simp

                    
                  


                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      R

                    

                    	
                      1, 4 DS

                    
                  


                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      R & S

                    

                    	
                      5, 6 Konj

                    
                  

                
              


              An dieser Stelle können Sie Ihre letzte AP erfüllen:


              
                
                  
                    	
                      8.

                    

                    	
                      (Q & S) → (R & S)

                    

                    	
                      3–7 KB

                    
                  

                
              


              Und jetzt können Sie auch die erste AP erfüllen:


              
                
                  
                    	
                      9.

                    

                    	
                      (P ∨ R) → ((Q & S) → (R & S))

                    

                    	
                      2–8 KB

                    
                  

                
              


              Wenn man mehr als eine Prämisse annimmt, dann muss man sie in umgekehrter Reihenfolge erfüllen: Man erfülle also die letzte Prämisse zuerst und arbeitet sich dann zurück bis zur ersten Prämisse.

            
          

          
            Indirekt denken: Wie man Argumente mit indirekten Beweisen beweist


            Gerade dann, wenn man denkt, alles laufe ganz hervorragend, begegnet man einer Aufgabe, die man nicht lösen kann. Betrachten Sie einmal das folgende Argument:


            
              	
                P → (Q & ~R), R : ~(P ∨ ~R)

              

            


            
              
                
                  	
                    1.

                  

                  	
                    P → (Q & ~R)

                  

                  	
                    P

                  
                


                
                  	
                    2.

                  

                  	
                    R

                  

                  	
                    P

                  
                

              
            


            Anscheinend kann man mit diesem Argument nicht allzu viel anfangen, oder? Und da die Konklusion in einer Form vorliegt, die sich nicht in eine →‐Aussage verwandeln lässt, kommt auch ein Konditionalbeweis überhaupt nicht in Betracht. Vielleicht meinen Sie ja, dass Sie nun so richtig feststecken? Doch die gute Nachricht ist: Sie stecken überhaupt nicht fest! Tatsächlich tut sich vor Ihnen eine ganz neue Welt auf. Und eine wunderschöne sogar!


            Dieser Abschnitt zeigt Ihnen, wie man den indirekten Beweis anwendet, der – anders als der Konditionalbeweis – immer eine Option darstellt, ganz egal, wie die Konklusion auch aussehen mag.


            
              Was ist ein indirekter Beweis?


              Der indirekte Beweis (der auch als Widerspruchsbeweis bezeichnet wird) ist so eine Art logisches Judo. Man nimmt hierbei an, dass die Konklusion falsch ist, und versucht dann durch Anwendung von Regeln zu zeigen, dass dies zu einem Widerspruch führt. Wenn dies gelingt, dann bedeutet das, dass die Konklusion die ganze Zeit über richtig war.


              
                	
                  Um zu beweisen, dass ein beliebiges Argument falsch ist, geht man folgendermaßen vor:

                

              


              
                	
                  Man negiere die Konklusion.

                


                	
                  Man füge diese Negation den Prämissen als eine Annahme hinzu.

                


                	
                  Man beweise eine kontradiktorische Aussage (zum Beispiel x & ~x)

                

              


              Um bei unserem Beispiel weiter oben in diesem Abschnitt zu bleiben: Anstatt die Konklusion, ~(P ∨ ~R), zu beweisen, verwenden Sie den indirekten Beweis. Sie setzen die Negation der Konklusion, also P ∨ ~R, als eine angenommene Prämisse (AP) ein. Denken Sie aber daran, dass Sie nun versuchen, zu beweisen, dass diese Annahme zu einer kontradiktorischen Aussage führt.


              Und so würde der Beweis dann aussehen:


              
                	
                  P → (Q & ~R), R : ~(P ∨ ~R)

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      P → (Q & ~R)

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      R

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      P ∨ ~R

                    

                    	
                      AP

                    
                  

                
              


              
                	
                  Ihr Ziel besteht nun darin, eine Aussage und ihre Negation zu beweisen und daraus dann eine kontradiktorische Aussage zu formulieren:

                

              


              Da Ihnen die AP zur Verfügung steht, eröffnen sich plötzlich ganz neue Möglichkeiten:


              
                
                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      P

                    

                    	
                      2, 3 DS

                    
                  


                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      Q & ~R

                    

                    	
                      1, 4 MP

                    
                  


                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      ~R

                    

                    	
                      6 Simp

                    
                  

                
              


              An dieser Stelle haben Sie sowohl R als auch ~R abgeleitet, sodass Sie beide Aussagen zu einer kontradiktorischen Aussage zusammenkleben können:


              
                
                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      R & ~R

                    

                    	
                      2, 6 Konj

                    
                  

                
              


              
                	
                  Die Annahme hat zu einer kontradiktorischen Aussage geführt und damit wissen Sie, dass die AP falsch sein muss. Wenn P ∨ ~R falsch ist, dann muss ~(P ∨ ~R) wahr sein:

                

              


              
                
                  
                    	
                      8.

                    

                    	
                      ~(P ∨ ~R)

                    

                    	
                      3–7 IB

                    
                  

                
              


              Wie beim Konditionalbeweis muss man auch hier die AP erfüllen. Und das bedeutet: Auch wenn Sie bei den Aussagen 3 bis 7 so vorgegangen sind, als ob die Annahme wahr wäre, geben Sie diese Annahme bei Aussage 8 auf. Und damit haben Sie tatsächlich gerade bewiesen, dass die Annahme nicht wahr ist!

            

            
              Wie man kurze Konklusionen beweist


              Wie bereits in Kapitel 9 erwähnt, neigen Argumente, deren Konklusion kürzer als ihre Prämissen ist, dazu, schwerer beweisbar zu sein als solche, deren Konklusion länger ist, einfach weil es recht kompliziert sein kann, lange Prämissen zu zerlegen.


              Trotzdem funktioniert der indirekte Beweis besonders dann gut, wenn die Konklusion kürzer als die Prämissen ist, weil die negierte Konklusion zu einer netten, kurzen Prämisse wird, mit der sich gut arbeiten lässt. Sehen Sie sich beispielsweise das folgende Argument an:


              
                	
                  ~((~P ∨ Q) & R) → S, P ∨ ~R, ~Q ∨ S : S

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      ~((~P ∨ Q) & R) → S

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      P ∨ ~R

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      ~Q ∨ S

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              Irgendwie müssen Sie jedoch die erste Prämisse noch zerlegen. Mit etwas Hilfe wird es leichter:


              
                
                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      ~S

                    

                    	
                      AP

                    
                  

                
              


              Sofort eröffnen sich neue Perspektiven, und Sie können die folgenden Schritte unternehmen:


              
                
                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      (~P ∨ Q) & R

                    

                    	
                      1, 4 MT

                    
                  


                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      ~P ∨ Q

                    

                    	
                      5 Simp

                    
                  


                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      R

                    

                    	
                      5 Simp

                    
                  

                
              


              Denken Sie daran, dass Sie versuchen müssen, eine kontradiktorische Aussage zu erzeugen. Die Möglichkeiten dazu sind nun im Überfluss vorhanden:


              
                
                  
                    	
                      8.

                    

                    	
                      P

                    

                    	
                      2, 7 DS

                    
                  


                  
                    	
                      9.

                    

                    	
                      Q

                    

                    	
                      6, 8 DS

                    
                  


                  
                    	
                      10.

                    

                    	
                      S

                    

                    	
                      3, 9 DS

                    
                  

                
              


              
                	
                  Wenn Sie einen indirekten Beweis durchführen, dann denken Sie bloß nicht, dass er erledigt ist, nachdem Sie die Konklusion bewiesen haben. Vergessen Sie nicht, dass Sie auch eine kontradiktorische Aussage aufstellen müssen.

                

              


              In diesem Fall führt die AP zu ihrer eigenen Negation, wodurch es möglich wird, den Beweis fertigzustellen:


              
                
                  
                    	
                      11.

                    

                    	
                      S & ~S

                    

                    	
                      4, 10 Konj

                    
                  


                  
                    	
                      12.

                    

                    	
                      S

                    

                    	
                      4–11 KB

                    
                  

                
              


              Oberflächlich betrachtet sieht Zeile 12 zwar genauso aus wie Zeile 10, doch Sie haben damit die AP erfüllt, sodass der Beweis nun vollständig ist.

            
          

          
            Wie man Konditionalbeweise und indirekte Beweise miteinander kombiniert


            Häufig fragen Studenten: Wenn ich schon eine AP für einen Konditionalbeweis benutze, muss ich dann vollkommen neu anfangen, wenn ich eine AP für einen indirekten Beweis anfügen möchte?


            Sie haben Glück: Sie müssen nicht ganz von vorn anfangen, wie das folgende Beispiel zeigt:


            
              	
                ~P & Q → (~R & S), Q : R → P

              

            


            
              
                
                  	
                    1.

                  

                  	
                    ~P & Q → (~R & S)

                  

                  	
                    P

                  
                


                
                  	
                    2.

                  

                  	
                    Q

                  

                  	
                    P

                  
                

              
            


            Bei einem ersten Beweisdurchlauf bekommen Sie nur dies heraus:


            
              
                
                  	
                    3.

                  

                  	
                    ~(~P & Q) ∨ (~R & S)

                  

                  	
                    1 Impl

                  
                

              
            


            Vielleicht ist ja auch noch ein nächster Schritt möglich, aber irgendwie fällt Ihnen nichts weiter dazu ein. Sie müssen also anders weitermachen. Und da der Konditionalbeweis einen möglichen Weg darstellt, versuchen Sie es zunächst damit:


            
              
                
                  	
                    4.

                  

                  	
                    R

                  

                  	
                    AP (für Konditionalbeweis)

                  
                

              
            


            Nun probieren Sie, P zu beweisen, sind sich jedoch noch nicht sicher, wie dies direkt gelingt. Jetzt können Sie zum indirekten Beweis übergehen, indem Sie das, was Sie zu beweisen versuchen, negieren und als Prämisse hinzufügen:


            
              
                
                  	
                    5.

                  

                  	
                    ~P

                  

                  	
                    AP (für indirekten Beweis)

                  
                

              
            


            Ihr Ziel besteht nunmehr darin, eine Kontradiktion ausfindig zu machen. Und plötzlich passt alles zusammen:


            
              
                
                  	
                    6.

                  

                  	
                    ~P & Q

                  

                  	
                    2, 5 Konj

                  
                


                
                  	
                    7.

                  

                  	
                    ~R & S

                  

                  	
                    1, 6 MP

                  
                


                
                  	
                    8.

                  

                  	
                    ~R

                  

                  	
                    7 Simp

                  
                

              
            


            Jetzt haben Sie alles bereit, um die AP für den indirekten Beweis zu erfüllen:


            
              
                
                  	
                    9.

                  

                  	
                    R & ~R

                  

                  	
                    4, 8 Konj

                  
                


                
                  	
                    10.

                  

                  	
                    P

                  

                  	
                    5–9 IB

                  
                

              
            


            Natürlich war das Ziel des ursprünglichen Konditionalbeweises, P zu beweisen, und das kommt dabei heraus:


            
              
                
                  	
                    11.

                  

                  	
                    R → P

                  

                  	
                    4–10 KB

                  
                

              
            


            
              	
                Wenn man konditionale und indirekte Beweismethoden zusammen verwendet, dann erfüllt man die APs, indem man mit der letzten hinzugefügten AP beginnt und die Schritte zurück bis zur ersten AP verfolgt.

              

            

          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 12


        Wie man alles zusammenpackt: strategisch vorgehen, um jeden Beweis blitzschnell zu knacken


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Wird Ihnen gezeigt, wie man Schnellbeweise auf die Reihe bekommt

                


                	
                  Erfahren Sie, wie man den Konditionalbeweis einsetzt, um sich durch nicht allzu komplizierte Beweise durchzubeißen

                


                	
                  Lernen Sie, wie man sich von schwierigen Beweisen nicht allzu leicht unterkriegen lässt

                

              


              


              Manche logischen Aufgaben lösen sich fast wie von selbst. Andere sehen zunächst ungeheuer schwer aus, lassen sich dann aber doch irgendwie einordnen, wenn man erst einmal erkannt hat, was zu tun ist. Wieder andere wehren sich heftig bei jedem einzelnen Schritt, bis man sie endlich zum Aufgeben zwingt.


              Dieses Kapitel nun befasst sich mit dem, was das »Gelassenheitsgebet« (siehe zum Beispiel Wikipedia) als »die Weisheit, das eine vom anderen zu unterscheiden«, bezeichnet. Und die Weisheit, die Sie beim Lesen der folgenden Abschnitte erlangen, wird Ihnen zu gelassener Zuversicht verhelfen, die Sie brauchen werden, um in der Aussagenlogik Beweise – wenn möglich, mit Leichtigkeit, wenn erforderlich, mit Beharrlichkeit – niederzuschreiben.


              So wie das deutsche Rechtssystem einen Angeklagten so lange für unschuldig hält, bis seine Schuld bewiesen ist, so empfehle ich Ihnen in diesem Kapitel den gleichen Denkansatz: »So lange leicht, bis als schwierig bewiesen.« Zunächst zeige ich Ihnen, wie Sie eine rasche Einschätzung eines Arguments vornehmen können, um ein gutes Gefühl dafür zu bekommen, wie schwer es zu beweisen sein wird. Danach beschreibe ich einige schnelle und hinterlistige Vorgehensweisen, die ausreichen, um die leichten Beweise in fünf Minuten oder in sogar noch kürzerer Zeit zu erledigen.


              Für Beweise, die hartnäckiger sind, zeige ich Ihnen, wann und wie sich die Konditionalbeweis‐Technik aus Kapitel 11 einsetzen lässt. Häufig reicht diese Technik aus, um Beweise eines mittleren Schwierigkeitsgrades abzuschließen.


              Und ganz zum Schluss führe ich Ihnen vor, wie Sie bei den wirklich schwer zu knackenden Beweisen die Form einer Aussage zu Ihrem Vorteil nutzen können, indem Sie nämlich lange Prämissen zerlegen und sich von beiden Enden bis zur Mitte vorarbeiten, um den Beweis abzuschließen. Ferner zeige ich Ihnen eine erweiterte Methode des indirekten Beweises.

            
          

          
            Leichte Beweise: den richtigen Ansatz wählen


            Um eine Mücke zu erlegen, braucht man kein Maschinengewehr. Und um eine leichte Aufgabe zu lösen, muss man sich keine ausgeklügelte Strategie ausdenken. Man muss sich nur fünf Minuten Zeit nehmen, sich die vorliegende Aufgabe anschauen und rasch ein paar Ideen dazu notieren. Die folgenden Abschnitte zeigen Ihnen einige Schnelltricks, mit denen Sie einfache Beweise mit Eleganz und Tempo aufschreiben können.


            
              Schauen Sie sich die Aufgabe an


              Sich die Aufgabe anzuschauen, bedeutet tatsächlich, einfach nur hinzuschauen. Die drei Vorschläge, die ich in den folgenden Abschnitten mache, sollten wirklich weniger als eine Minute in Anspruch nehmen, wobei es sich bei der Minute um eine intensiv genutzte Minute handelt.


              
                Vergleichen Sie die Prämissen mit der Konklusion


                Sehen die Prämissen der Konklusion in irgendeiner Weise ähnlich oder unterscheiden sie sich doch sehr voneinander? Wenn sie sich ähneln, dann kann der Beweis nicht so schwer sein, wenn nicht, dann wird es etwas kniffliger.


                Denken Sie in beiden Fällen an das, was man tun muss, um die Lücke zu überbrücken. Haben Sie vielleicht schon irgendeine Ahnung, wie man vorgehen könnte?


                Das ist alles, was dieser erste Schritt von Ihnen verlangt – kurz nachzudenken und Ihrem Bauchgefühl zu folgen.

              

              
                Stellen Sie fest, wie lang die Prämissen und die Konklusion sind

              

              
                
                  	
                    Im Allgemeinen weisen kurze Prämissen und eine lange Konklusion auf einen leichten Beweis hin, wohingegen lange Prämissen und eine kurze Konklusion ein Indiz für einen schwierigeren Beweis sind.


                    Vorausgesetzt, es gibt genügend kurze Prämissen, dann kann man fast jede Konklusion erstellen, die man haben möchte. Andersherum kann es jedoch auch ausgesprochen knifflig sein, lange Prämissen hinreichend zu zerlegen, um zu einer kurzen Prämisse zu gelangen.

                  

                


                Der gleich folgende Abschnitt »Schreiben Sie den leichten Kram auf« listet ein ganzes Bündel von Möglichkeiten auf, wie man Prämissen zerlegen kann. Für den Augenblick reicht es, wenn Sie ein gewisses Fingerspitzengefühl dafür bekommen, dass die Schwierigkeit eines Beweises auf der folgenden Faustregel beruht: Je kürzer die Prämissen, desto einfacher ist der Beweis.

              

              
                Suchen Sie nach Teilen von Aussagen, die wiederholt auftreten

              

              
                
                  	
                    Wenn Sie feststellen, dass sich bestimmte Teilabschnitte der Aussagen bei einem Argument wiederholen, dann unterstreichen Sie diese, damit sie leichter zu erkennen sind. Häufig ist es bei solchen Teilabschnitten strategisch am besten, wenn man sie in Ruhe lässt, anstatt sie weiter zu zerlegen.

                  

                


                Schauen wir uns zum Beispiel das folgende Argument an:


                
                  	
                    (P ↔ Q) → ∼(R & S), R & S : ∼(P ↔ Q)

                  

                


                Sie könnten sich natürlich den Kopf darüber zerbrechen, wie man die Aussage (P ↔ Q) → ∼(R & S) weiter zerlegen könne, doch dazu besteht gar keine Veranlassung. Nachdem Sie festgestellt haben, dass die Abschnitte (P ↔ Q) und (R & S) in der Aussage wiederholt werden, präsentiert sich die folgende einstufige Lösung praktisch wie von selbst:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        (P ↔ Q) → ∼(R & S)

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        R & S

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        (P ↔ Q)

                      

                      	
                        1, 2 MT

                      
                    

                  
                


                Für den Augenblick genügt es, festzuhalten, dass diese Art von Abschnitten Ihr Arbeitstempo beschleunigt.

              
            

            
              Schreiben Sie den leichten Kram auf


              In nur einer einzigen Minute liefert Ihnen dieser Abschnitt vier weitere Eine‐Minute‐Strategien, mit denen Sie weiterkommen. Diesen Strategietyp bezeichne ich als Ausgussstrategie, weil man bei diesem Beweis alles verwendet außer dem Ausguss.


              
                	
                  Auch wenn Sie von diesen Strategien Gebrauch machen, zögern Sie nicht, zum Endspurt anzusetzen, wenn Sie erkennen können, dass der Weg zum Ziel klar ist.

                

              


              
                Zerlegen Sie Aussagen unter Einsatz von Simp und DS


                
                  	Simp und DS sind die beiden leichtesten Regeln dafür, &‐Aussagen und ∨‐Aussagen zu zerlegen (siehe Kapitel 9 für all Ihre Simp‐ und DS‐Lücken). Je früher Sie Prämissen zerlegen, umso besser stehen Ihre Chancen, die Konklusion zu erstellen.

                

              

              
                Erweitern Sie Ihre Optionen unter Einsatz von Impl und Kontra


                Verwenden Sie Impl (siehe Kapitel 10), um ∨‐Aussagen in →‐Aussagen umzuwandeln und umgekehrt. Dann setzen Sie Kontra ein, um jede →‐Aussage in ihre Kontraposition zu wandeln. Nutzen Sie diese Regeln, um jede Aussage umzuschreiben, weil dies einfache Möglichkeiten sind, eine Grundlage für spätere Züge zu schaffen.

              

              
                Wenn möglich, nutzen Sie MP und MT


                Anwendungsmöglichkeiten für MP und MT (wie in Kapitel 9 aufgezeigt) sind leicht auszumachen und liefern Ihnen Aussagen, mit denen es sich gut arbeiten lässt.

              

              
                Kehren Sie mithilfe von DeM alle negativen Aussagen um


                
                  	
                    Im Allgemeinen ist DeM die einzige Regel, die es Ihnen erlaubt, die vier negativen Formen von Aussagen der Aussagenlogik in positive zu verwandeln.

                  

                


                DeM funktioniert unmittelbar bei Aussagen der Formen ∼(x & y) und ∼(x ∨ y), was ich in Kapitel 10 behandle. Doch auch wenn Sie es mit →‐Aussagen und ↔‐Aussagen, den beiden verbleibenden negativen Aussageformen, zu tun haben, können Sie DeM anwenden, nachdem Sie einige andere Regeln eingesetzt haben, um diese Aussagen in die Formen ∼(x & y) und ∼(x ∨ y) zu bringen.


                Wandeln wir beispielsweise einmal ∼(x → y) unter Verwendung der folgenden Schritte um:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∼(x → y)

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ∼(∼x ∨ y)

                      

                      	
                        1 Impl

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        x & ∼y

                      

                      	
                        2 DeM

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        x

                      

                      	
                        3 Simp

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        ∼y

                      

                      	
                        3 Simp

                      
                    

                  
                


                In ganz wenigen Schritten haben Sie eine komplex aussehende Aussage in zwei einfache Aussagen verwandelt.


                Selbst wenn Sie diese schreckliche Form ∼(x ↔ y) am Hals haben, können Sie Äquiv nutzen und danach jeden Teil noch weiter zerlegen mit DeM. Schauen Sie sich die folgenden Schritte an:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∼(x ↔ y)

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ∼((x & y) ∨ (∼x & ∼y))

                      

                      	
                        1 Äquiv

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        ∼(x & y) & ∼(∼x & ∼y)

                      

                      	
                        2 DeM

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        ∼(x & y)

                      

                      	
                        3 Simp

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        ∼(~x & ~y)

                      

                      	
                        3 Simp

                      
                    

                  
                


                An diesem Punkt angelangt, können Sie erneut DeM anwenden, um die Aussagen 4 und 5 noch weiter zu vereinfachen. Natürlich haben Sie einige zusätzliche Schritte zu bearbeiten, doch damit haben Sie dann eine undurchdringliche Aussage in zwei sehr einfache Aussagen verwandelt.

              
            

            
              Wie geht es weiter?


              Angenommen, Sie haben bereits fünf Minuten mit einer besonders komplizierten Aufgabe zugebracht. Sie haben sie angeschaut und sich bereits den Kopf darüber zerbrochen. Ein paar einfache Aussagen haben Sie auch schon aufgeschrieben – oder vielleicht gab es auch noch gar nichts zum Aufschreiben – und jetzt fällt Ihnen einfach nichts mehr dazu ein.


              Mein Tipp: fünf Minuten. Mehr würde ich der Bauchgefühl‐Strategie nicht geben. Sie hilft Ihnen besonders viel, wenn die Prämissen lang sind und die Konklusion kurz ist. Wenn Ihnen der Beweis nicht innerhalb von fünf Minuten ins Auge springt, brauchen Sie stärkere Mittel, damit die nächsten fünf Minuten nicht frustrierend, sondern produktiv werden.


              
                	
                  Auch wenn Sie sich nun auf eine neue Taktik verlegen müssen, heißt das nicht, dass Sie ganz von vorne anfangen müssen. Jede Aussage, die Sie bereits bewiesen haben, können Sie beibehalten und weiterhin nutzen.

                

              

            
          

          
            Moderate Beweise: Wann wendet man den Konditionalbeweis an?


            In diesem Abschnitt nun fahren wir stärkere Mittel auf. Nachdem Sie alle Hoffnung haben fahren lassen, dass die Aufgabe einfach ist, wird es nun Zeit, den Konditionalbeweis hervorzukramen.


            
              	
                Der Konditionalbeweis sollte als erste Wahl eingesetzt werden, wann immer dies möglich ist, einfach weil er der schnellste Lösungsweg für eine Aufgabe mittleren Schwierigkeitsgrads ist.

              

            


            Um zu prüfen, wann ein Konditionalbeweis möglich ist, schaut man sich die Konklusion an, die bewiesen werden soll, und entscheidet dann, zu welcher der acht Grundformen sie gehört. (Blättern Sie zurück zu Kapitel 5, dort finden Sie eine kurze Zusammenfassung aller acht Grundformen von Aussagen in der Aussagenlogik.)


            Auf drei der acht Grundformen, die ich als die freundlichen Formen bezeichne, lässt sich der Konditionalbeweis immer anwenden. Der Konditionalbeweis lässt sich für zwei Formen nutzen, die ich als weniger freundliche Formen bezeichne, denn sie machen ein wenig mehr Arbeit. Nicht einsetzen kann man den Konditionalbeweis bei den übrigen drei Formen, weshalb ich diese die unfreundlichen Formen nenne:


            
              
                
                  	
                    Freundliche Formen

                  

                  	
                    Weniger freundliche Formen

                  

                  	
                    Unfreundliche Formen

                  
                


                
                  	
                    x → y

                  

                  	
                    x ↔ y

                  

                  	
                    x & y

                  
                


                
                  	
                    x ∨ y

                  

                  	
                    ∼(x ↔ y)

                  

                  	
                    ∼(x → y)

                  
                


                
                  	
                    ∼(x & y)

                  

                  	

                  	
                    ∼(x ∨ y)

                  
                

              
            


            In diesem Abschnitt befasse ich mich mit den Fällen, bei denen man den Konditionalbeweis anwenden kann. Die übrigen Fälle hebe ich mir für den Abschnitt »Schwierige Beweise: Was macht man, wenn es immer komplizierter wird?« auf.


            
              Die drei freundlichen Formen: x→y, x∨ y und ∼(x & y)


              Offenbar kann man den Konditionalbeweis auf jede Konklusion der Form x → y anwenden. Doch er lässt sich ebenfalls ganz leicht bei jeder Konklusion der Form x ∨ y und ~(x & y) einsetzen.


              
                	
                  Jede Konklusion der Form x ∨ y lässt sich einfach durch Anwendung von Impl umwandeln. Diese Regel wandelt sie um zu ~x → y.

                

              


              Nehmen wir beispielsweise an, Sie wollen die Gültigkeit des folgenden Arguments beweisen:


              
                	
                  R : ~(P & Q) ∨ (Q & R)

                  
                    
                      
                        	
                          1.

                        

                        	
                          R

                        

                        	
                          P

                        
                      

                    
                  

                

              


              Hierbei läuft noch nicht viel. Doch wenn Sie feststellen, dass die Konklusion äquivalent ist zu (P & Q) → (Q & R), können Sie den Konditionalbeweis nutzen:


              
                
                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      P & Q

                    

                    	
                      AP

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      Q

                    

                    	
                      2 Simp

                    
                  


                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      Q & R

                    

                    	
                      1, 3 Konj

                    
                  


                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      (P & Q) → (Q & R)

                    

                    	
                      2–4 KB

                    
                  

                
              


              Nachdem Ihre AP erfüllt ist, müssen Sie jetzt einfach noch die soeben erzeugte Aussage in eine ihrer äquivalenten Formen überführen:


              
                
                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      ~(P & Q) ∨ ( Q & R)

                    

                    	
                      5 Impl

                    
                  

                
              


              
                	
                  Die nächste leichte Form, mit der sich gut arbeiten lässt, ist ~(x & y). Wenn Ihre Konklusion in dieser Form vorliegt, dann brauchen Sie DeM, um sie aus der negativen Form zu befreien und sie in die Form ~x ∨ ~y zu verwandeln. Nun setzen Sie Impl ein und Sie erhalten x → ~y.

                

              


              Nehmen wir an, Sie wollen das folgende Argument beweisen:


              
                	~P → Q, P → ~R : ~(~Q & R)

                  
                    
                      
                        	
                          1.

                        

                        	
                          ~P → Q

                        

                        	
                          P

                        
                      


                      
                        	
                          2.

                        

                        	
                          P → ~R

                        

                        	
                          P

                        
                      

                    
                  

                

              


              
                	
                  Unsere Erkenntnis hierbei ist, dass die Konklusion äquivalent ist zu Q ∨ ~R (mithilfe von DeM), was dann wiederum äquivalent ist zu ~Q → ~R (mithilfe von Impl). Erneut können wir den Konditionalbeweis anwenden:

                

              


              
                
                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      ~Q

                    

                    	
                      AP

                    
                  


                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      P

                    

                    	
                      1, 3 MT

                    
                  


                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      ~R

                    

                    	
                      2, 4 MP

                    
                  


                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      ~Q → ~R

                    

                    	
                      3–5 KB

                    
                  

                
              


              Nachdem Sie Ihre AP erfüllt haben, müssen Sie, wie bei den vorigen Beispielen, die Verbindung herstellen zwischen der Aussage, die Sie erstellt haben, und der Konklusion, mit der Sie angefangen haben:


              
                
                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      Q ∨ ~R

                    

                    	
                      6 Impl

                    
                  


                  
                    	
                      8.

                    

                    	
                      ~(~Q & R)

                    

                    	
                      7 DeM

                    
                  

                
              

            

            
              Die beiden weniger freundlichen Formen: x↔y und ~(x↔y)


              Ich habe es schon einmal, ich habe es tausendmal gesagt: Das Arbeiten mit ↔‐Aussagen ist immer ein wenig riskant. Doch zum Glück ist das Prinzip hierbei dasselbe wie bei den sehr freundlichen Formen.


              
                	
                  Denken Sie stets daran, und bitte vergessen Sie es niemals, dass der erste Schritt bei einer ↔‐Aussage immer darin besteht, mithilfe von Äquiv den ↔‐Operator zu beseitigen. Wenn Sie diesen Rat beherzigen, dann ist das schon die halbe Miete.

                

              


              Um mit einer Konklusion zu arbeiten, die in der Form x ↔ y vorliegt, muss man zunächst Äquiv anwenden, um sie zu (x & y) ∨ (~x & ~y) umzuwandeln. Diese ∨‐Aussage sollten Sie dann als eine sehr freundliche Form ansehen, die es möglich macht, Impl einzusetzen, um das Ganze zu ~(x & y) → (~x & ~y) werden zu lassen.


              Nehmen wir einmal an, Sie möchten die Gültigkeit des folgenden Arguments beweisen:


              
                	
                  ((~P ∨ Q) ∨ ~R)→ ~(P ∨ R) : P ↔ R

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      ((~P ∨ Q) ∨ ~R) → ~(P ∨ R)

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              Nein, ich mache wirklich keine Scherze: Das hier ist ein schwieriger Beweis. Wenn man keine Möglichkeit findet, ihn in einen Konditionalbeweis umzuwandeln, dann ist das ein absolut hoffnungsloser Fall. Doch zum Glück können wir Äquiv einsetzen, um die Konklusion in (P & R) ∨ (~P & ~R) umzuwandeln, um von da aus unter Verwendung von Impl zu ~(P & R) → (~P & ~R) zu gelangen. Überprüfen Sie das:


              
                
                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      ~(P & R)

                    

                    	
                      AP

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      ~P ∨ ~R

                    

                    	
                      2 DeM

                    
                  

                
              


              Und nun versuchen Sie, ~P & ~R zu beweisen. Die große Frage hierbei lautet: »Wie verwende ich die knifflige Prämisse aus Zeile 1?« (Deshalb sage ich, dass lange Prämissen zu schwierigen Beweisen führen.) Nun gut, die ersten Dinge zuerst: Sie können die Prämisse zumindest ein bisschen entpacken, indem Sie DeM auf den zweiten Teil anwenden:


              
                
                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      ((~P ∨ Q) ∨ ~R) → (~P & ~R)

                    

                    	
                      1 DeM

                    
                  

                
              


              Der zweite Teil dieser Aussage sieht genauso aus wie das, was Sie gerade für Ihren Konditionalbeweis zu beweisen versuchen. Wenn Sie also den ersten Teil dieser Aussage erstellen können, dann können Sie MP einsetzen, um zum zweiten Teil zu gelangen. Das Ziel besteht jetzt darin, die Aussage (~P ∨ Q) ∨ ~R zu beweisen.


              Doch nun fragen Sie sich wahrscheinlich, wo Sie aus absolut nichts ein Q herbekommen. Die große Erkenntnis hierbei ist, dass Sie Add verwenden können, um an die Aussage ~P ∨ ~R ein Q anzuheften:


              
                
                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      (~P ∨ ~R) ∨ Q

                    

                    	
                      3 Add

                    
                  

                
              


              Der nächste Teil dieses Beweises erfordert ein ganzes Bündel an Manipulationen mithilfe von Ass und Komm:


              
                
                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      ~P ∨ (~R ∨ Q)

                    

                    	
                      5 Ass

                    
                  


                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      ~P ∨ (Q ∨ ~R)

                    

                    	
                      6 Komm

                    
                  


                  
                    	
                      8.

                    

                    	
                      (~P ∨ Q) ∨ ~R

                    

                    	
                      7 Ass

                    
                  

                
              


              Damit bekommen Sie einen flüchtigen Eindruck vom Heiligen Gral: Sie können Zeile 8 zusammen mit Zeile 4 verwenden, um das abzuleiten, was Sie benötigen, damit Sie Ihre Prämissen erfüllen:


              
                
                  
                    	
                      9.

                    

                    	
                      ~P & ~R

                    

                    	
                      4, 8 MP

                    
                  


                  
                    	
                      10.

                    

                    	
                      ~(P & R) → (~P & ~R)

                    

                    	
                      2–9 KB

                    
                  

                
              


              Wie gewohnt müssen Sie nach Erfüllung der AP die soeben erstellte Aussage wie die Konklusion aussehen lassen:


              
                
                  
                    	
                      11.

                    

                    	
                      (P & R) ∨ (~P & ~R)

                    

                    	
                      10 Impl

                    
                  


                  
                    	
                      12.

                    

                    	
                      P ↔ R

                    

                    	
                      11 Äquiv

                    
                  

                
              


              Nun gut, das war jetzt wirklich ein Bär von einem Beweis. Doch indem wir diese hart zu knackende Konklusion in eine leichter verdauliche Form umgewandelt haben, wurde es möglich.


              Konklusionen zu beweisen, die in dieser weniger freundlichen Form vorliegen, kann ausgesprochen hart sein. Dieses Beispiel ging sicher an die Grenzen dessen, was ich als mittleren Schwierigkeitsgrad bezeichnen würde. Weiter unten in diesem Kapitel, im Abschnitt »Schwierige Beweise: Was macht man, wenn es immer komplizierter wird?«, gebe ich Ihnen ein Beispiel dafür, wie man eine Konklusion der Form ~(x ↔ y) beweist.

            

            
              Die drei unfreundlichen Formen: x & y, ~(x ∨ y) und ~(x → y)


              
                	
                  Wenn die Konklusion in diese Kategorie fällt, dann ist der Konditionalbeweis so gut wie nie eine Option, weil man diese drei Formen prinzipiell nicht in die Form x → y wandeln kann.

                

              


              Um zu begreifen, warum man in diesen Fällen nicht den Konditionalbeweis anwenden kann, sollte man zunächst daran denken, dass es keine Regel gibt, mit der man eine Aussage, die in der Form x & y vorliegt, in eine →‐Aussage umwandeln kann. Gleichermaßen lassen sich die beiden übrigen unfreundlichen Aussagen zwar in &‐Aussagen umwandeln, doch man steckt fest, wenn man versucht, sie in →‐Aussagen zu ändern.


              
                	
                  Wann immer Sie mit einer Konklusion konfrontiert werden, die in einer unfreundlichen Form vorliegt, dann rate ich Ihnen, weiterzumachen und einen direkten oder indirekten Beweis zu versuchen. In jedem Fall stehen Sie wahrscheinlich vor einem schwierigen Beweis.

                

              

            
          

          
            Schwierige Beweise: Was macht man, wenn es immer komplizierter wird?


            Wenn ein Versuch aus dem Bauch heraus an einem direkten Beweis scheitert und man auch keinen Konditionalbeweis führen kann, dann haben Sie es wahrscheinlich mit einem schwierigen Beweis zu tun. In diesen Fällen müssen Sie sich wohl entscheiden, ob Sie versuchen wollen, mit einem direkten Beweis weiterzukommen oder ob Sie doch lieber zu einem indirekten Beweis übergehen.


            Die nun folgenden Abschnitte zeigen einige Strategien, die Ihnen dabei helfen, sich durch die wirklich hartnäckigen Beweise durchzubeißen.


            
              Treffen Sie überlegt eine Wahl zwischen einem direkten und einem indirekten Beweis


              
                	
                  Wenn Sie auf eine Aufgabe treffen, deren Konklusion nicht in eine →‐Aussage verwandelt werden kann (was den Einsatz des Konditionalbeweises ermöglichen würde), dann betrachten Sie den direkten Beweis als Ihre erste Wahl, es sei denn, Sie stoßen auf eine der drei Ausnahmen, die ich in diesem Abschnitt aufzählen werde.

                

              


              Auch wenn Sie in den ersten fünf Minuten noch keinen direkten Beweis ausfindig machen können, bleiben Sie trotzdem ein wenig länger an ihm dran, wenn Sie keinen Konditionalbeweis anwenden können. Im besten Fall finden Sie vielleicht doch noch einen direkten Beweis, ohne in den indirekten Beweis überzugehen, wenn Sie einige der Ideen umsetzen, die weiter unten in diesem Kapitel vorgestellt werden. Und schlimmstenfalls können Sie beim Umsatteln auf den indirekten Beweis immer noch sämtliche Aussagen verwerten, die Sie sich ausgedacht hatten, als Sie nach einem direkten Beweis suchten.


              
                	
                  Dieses Umschalten klappt nicht in der umgekehrten Richtung: Wenn Sie zu früh zum indirekten Beweis übergehen und dann später wieder von Bord gehen und den direkten Beweis probieren wollen, dann können Sie keine der Aussagen wiederverwerten, die Sie im Laufe des indirekten Beweises erzeugt haben.

                

              


              
                Ausnahme Nr. 1: wenn die Konklusion kurz ist


                Ein indirekter Beweis kann sehr hilfreich sein, wenn die Konklusion eine kurze Aussage ist und die meisten oder alle Prämissen lang sind. In diesem Fall ist die Umwandlung einer mühseligen kurzen Konklusion in eine hilfreiche kurze Prämisse ein absoluter Glücksfall.

              

              
                Ausnahme Nr. 2: wenn die Konklusion lang, aber negiert ist


                Der indirekte Beweis eignet sich besonders gut zur Bearbeitung von Konklusionen, die in negativen Formen vorliegen – ~(x ∨ y) und ~(x → y) –, weil eine negative Konklusion zu einer positiven Prämisse wird. Zum Beispiel:


                
                  	
                    P, Q:~((Q ∨ R) → (~P & R))

                  

                


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        P

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        Q

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        (Q ∨ R) → (~P & R)

                      

                      	
                        AP

                      
                    

                  
                


                Die Anwendung des indirekten Beweises ändert die Konklusion zu einer positiven Form und fügt sie dann als Prämisse hinzu. Nun können Sie damit beginnen, sie in kleinere Teile zu zerlegen:


                
                  
                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        Q ∨ R

                      

                      	
                        2 Add

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        ~P & R

                      

                      	
                        3, 4 MP

                      
                    


                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        ~P

                      

                      	
                        5 Simp

                      
                    


                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        P & ~P

                      

                      	
                        1, 6 Konj

                      
                    


                    
                      	
                        8.

                      

                      	
                        ~((Q ∨ R) → (~P & R))

                      

                      	
                    

                  
                

              

              
                Ausnahme Nr. 3: wenn alle Hoffnung verloren scheint


                Die dritte Möglichkeit, einen indirekten Beweis zu nutzen: wenn Sie sich zunächst eine Zeit lang hinter einen direkten Beweis geklemmt haben, um schließlich festzustellen, dass Sie damit nicht weiterkommen. Warten Sie einfach ein bisschen, das ist alles, was ich Ihnen dazu raten kann. Von einem direkten auf einen indirekten Beweis umzuschalten ist immer leicht. Und auch wenn Sie bereits einen Konditionalbeweis führen, können Sie ihn immer noch in einen indirekten Beweis umändern, indem Sie einfach eine weitere AP hinzufügen. (In Kapitel 11 finden Sie ein Beispiel dafür, wie AP funktioniert.)

              
            

            
              Arbeiten Sie sich rückwärts von der Konklusion ab vor


              Das Niederschreiben eines Beweises hatte ich mit dem Bau einer Brücke verglichen, wobei es darum geht, von einer Seite aus auf die andere, also von hier nach dort, zu gelangen. Und normalerweise ist es auch genau das, was passiert: Sie sind imstande, von hier nach dort zu gelangen. Doch manchmal klappt es überhaupt nicht. Wenn Sie sich also irgendwann einmal in der Klemme befinden sollten und es eben nicht von hier nach dort schaffen, dann kann es leichter sein, von dort nach hier zu kommen.


              In Kapitel 9 zeige ich Ihnen ein schnell auszuführendes Beispiel dafür, wie man sich von der Konklusion aus vorarbeitet. In diesem Abschnitt setzen Sie diese Fähigkeit ein, um einen sehr schwierigen Beweis zu führen. Angenommen, Sie wollen die Gültigkeit des folgenden Arguments beweisen:


              
                	
                  P → Q, (P → R) → S, (~Q ∨ ~S) & (R ∨ ~S) : ~(Q ↔ R)

                

              


              Diese Konklusion hat die Form ~(x ↔ y) und damit eine der beiden »weniger freundlichen« Formen. Wenn Sie also einen Konditionalbeweis führen wollen, dann werden Sie die Konklusion umformen müssen. In diesem Fall ist es ein guter Einfall, das Ende des Beweises vor dem Anfang aufzuschreiben:


              
                
                  
                    	
                      99.

                    

                    	
                      ~(Q ↔ R)

                    

                    	
                  

                
              


              Sie fangen damit an, die letzte Zeile des Beweises mit der 99 zu nummerieren. Sie werden natürlich nicht so viele Zeilen benötigen, doch zum Schluss können Sie ja alles noch einmal neu nummerieren. Wie Sie sehen, enthält die letzte Zeile die Konklusion in all ihrer Pracht.


              Dann beginnen Sie rückwärts ab der Konklusion darüber nachzudenken, wie Sie insbesondere zu dieser einen Konklusion hätten gelangen können. In diesem Fall ist die beste Möglichkeit, den Beweis unter Einsatz des Konditionalbeweises zu führen. Das bedeutet, dass die Konklusion eine →‐Aussage sein muss. Und der erste Schritt war, Äquiv anzuwenden, um die Aussage in die freundliche Form ~(x & y) zu bringen:


              
                
                  
                    	
                      98.

                    

                    	
                      ~((Q → R) & (R → Q))

                    

                    	
                  


                  
                    	
                      99.

                    

                    	
                      ~(Q ↔ R)

                    

                    	
                      98 Äquiv

                    
                  

                
              


              Nun müssen Sie überlegen, welcher Schritt genau vor demjenigen kam, den Sie sich soeben ausgedacht haben. Diesmal verwenden Sie DeM, um Aussage 98 aus ihrer negativen Form herauszuholen:


              
                
                  
                    	
                      97.

                    

                    	
                      ~(Q → R) ∨ ~(R → Q)

                    

                    	
                  


                  
                    	
                      98.

                    

                    	
                      ~((Q → R) & (R → Q))

                    

                    	
                      97 DeM

                    
                  


                  
                    	
                      99.

                    

                    	
                      ~(Q ↔ R)

                    

                    	
                      98 Äquiv

                    
                  

                
              


              Nachdem Sie nun endlich den Bogen heraushaben, erkennen Sie, dass der nächste Schritt darin besteht, Aussage 97 in eine →‐Aussage unter Verwendung von Impl umzuwandeln:


              
                
                  
                    	
                      95.

                    

                    	
                      ~(R → Q)

                    

                    	
                  


                  
                    	
                      96.

                    

                    	
                      (Q → R) → ~(R → Q)

                    

                    	
                      4–95 KB

                    
                  


                  
                    	
                      97.

                    

                    	
                      ~(Q → R) ∨ ~(R → Q)

                    

                    	
                      96 Impl

                    
                  


                  
                    	
                      98.

                    

                    	
                      ~((Q → R) & (R → Q))

                    

                    	
                      97 DeM

                    
                  


                  
                    	
                      99.

                    

                    	
                      ~(Q ↔ R)

                    

                    	
                      98 Äquiv

                    
                  

                
              


              Nach alldem halten Sie endlich den Heiligen Gral in Ihren zitternden kleinen Händen. Sie wissen, wie die Geschichte ausgeht: Da Sie vermutet haben, dass Q → R, und da Sie dies verwendet haben, um ~(R → Q) zu erstellen, erfüllen Sie diese Vermutung, indem Sie die beiden Teilaussagen durch den →‐Operator miteinander verknüpfen.


              Und nun wissen Sie natürlich eine ganze Menge mehr darüber, wie die Geschichte anfing. Insbesondere wissen Sie, dass Ihre AP Q → R sein sollte. Damit wissen Sie aber auch, dass Ihre Anfangsschritte folgendermaßen aussehen müssten:


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      P → Q

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      (P → R) → S

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      (~Q ∨ ~S) & (R ∨ ~S)

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      Q → R

                    

                    	
                      AP

                    
                  

                
              


              Ihr Ziel besteht nun darin, die Aussage ~(R→ Q) zu erstellen, was der letzte Rückwärtsschritt war, den Sie herausbekommen hatten. Wenn Sie Ihre AP und die Zeile 1 betrachten, dann springt Ihnen wahrscheinlich etwas ins Auge:


              
                
                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      P → R

                    

                    	
                      1, 4 HS

                    
                  

                
              


              Schauen Sie sich dann Zeile 2 an, und Sie fühlen sich bestimmt so, als sei heute Ihr Geburtstag:


              
                
                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      S

                    

                    	
                      2, 5 MP

                    
                  

                
              


              Was nun? Zeile 3 ist die einzige Prämisse, die übrig geblieben ist, und ihre Form sieht doch sehr, sehr vertraut aus:


              
                
                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      (~Q & R) ∨ ~S

                    

                    	
                      3 Dist

                    
                  

                
              


              Dann geht es weiter:


              
                
                  
                    	
                      8.

                    

                    	
                      ~Q & R

                    

                    	
                      6, 7 DS

                    
                  

                
              


              Wenn Sie an diesem Punkt angekommen sind, macht es sich bezahlt, zu wissen, wie man die acht Grundformen handhabt:


              
                
                  
                    	
                      9.

                    

                    	
                      ~(Q ∨ ~R)

                    

                    	
                      8 DeM

                    
                  


                  
                    	
                      10.

                    

                    	
                      ~(~R ∨ Q)

                    

                    	
                      9 Kom

                    
                  


                  
                    	
                      11.

                    

                    	
                      ~(R → Q)

                    

                    	
                      10 Impl

                    
                  

                
              


              An diesem Punkt nun haben Sie Ihr Ziel erreicht, und das Einzige, was Sie jetzt noch tun müssen, ist, die letzten paar Reihen neu zu nummerieren:


              
                
                  
                    	
                      12.

                    

                    	
                      (Q → R) → ~(R → Q)

                    

                    	
                      4–11 KB

                    
                  


                  
                    	
                      13.

                    

                    	
                      ~(Q → R) ∨ ~(R → Q)

                    

                    	
                      12 Impl

                    
                  


                  
                    	
                      14.

                    

                    	
                      ~((Q → R) & (R → Q))

                    

                    	
                      13 DeM

                    
                  


                  
                    	
                      15.

                    

                    	
                      ~(Q ↔ R)

                    

                    	
                      14 Äquiv

                    
                  

                
              

            

            
              Vertiefen Sie sich in die Aussagen der Aussagenlogik


              Bis jetzt sind Sie wahrscheinlich ganz fit darin geworden, zu erkennen, in welche der acht Grundformen eine Aussage fällt. Manchmal reicht dies jedoch nicht aus. Wenn ein Beweis schwer ist, so hängt dies oft von Ihrem Verständnis der Aussagenstruktur auf einem höheren Niveau ab.


              Vielleicht haben Sie ja bemerkt, dass drei der Äquivalenzregeln eine Aussage eher in drei Teile aufspalten (x, y und z) als nur in zwei. Diese Regeln sind Exp, Ass und Dist (siehe Kapitel 10). Wahrscheinlich haben Sie diese Regeln noch nicht so häufig benutzt wie die anderen, doch für die schweren Beweise brauchen Sie sie definitiv. Wenn Sie erst einmal nach Anlässen dafür suchen, diese drei Regeln anzuwenden, dann finden Sie sie überall.


              Schauen Sie sich zum Beispiel die folgenden drei Aussagen an:


              
                	
                  (P ∨ Q) ∨ R


                  (P & Q) ∨ R


                  (P & Q) ∨ (R ∨ S)

                

              


              Können Sie erkennen, dass alle diese Aussagen in derselben Grundform x ∨ y vorliegen? Doch lassen Sie sich nicht durch diese Ähnlichkeit in der Grundstruktur blenden, sodass Sie gar nicht mehr die wichtigen Unterschiede in der tieferen Struktur dieser Aussagen wahrnehmen.


              So können Sie Ass beispielsweise auf die erste, aber nicht auf die zweite Aussage anwenden und Dist zwar auf die zweite, aber nicht auf die erste. Und Sie können sowohl Ass als auch Dist bei der dritten Aussage einsetzen. Diese Unterschiede werden dann wichtig, wenn die Beweise schwierig werden. Lesen Sie diesen Abschnitt, um ein paar Tipps zu bekommen, wie man diese Unterschiede erkennen und sich nutzbar machen kann.


              
                Wie man Exp verwendet


                Exp: x → (y → z) ist äquivalent zu (x & y) → z.


                Überprüfen Sie das an der folgenden Aussage:


                
                  	
                    (P & Q) → (R → S)

                  

                


                Diese Aussage hat die Form x → y. Doch Sie können sie auch noch auf zwei andere Weisen betrachten. Die eine Möglichkeit besteht darin, (P & Q) als einen Brocken zu nehmen und dabei festzustellen, dass die Aussage aussieht wie:


                
                  	
                    x → (y → z)

                  

                


                In diesem Fall kann man Exp anwenden, um die Aussage umzuwandeln zu:


                
                  	
                    ((P & Q) & R) → S

                  

                


                Eine zweite Option wäre, (R → S) als einen einzigen Brocken zu nehmen und dabei festzustellen, dass die Aussage aussieht wie:


                
                  	
                    (x & y) → z

                  

                


                Diesmal lässt sich Exp in der umgekehrten Richtung einsetzen:


                
                  	
                    P → (Q → (R → S))

                  

                

              

              
                Wie man Ass mit Kom kombiniert


                
                  
                    
                      	
                        Ass:

                      

                      	
                        (x & y) & z ist äquivalent zu x & (y & z).

                      
                    


                    
                      	

                      	
                        (x ∨ y) ∨ z ist äquivalent zu x ∨ (y ∨ z).

                      
                    

                  
                


                Schauen Sie sich das bei dem folgenden Beispiel an:


                
                  	
                    ~(P ∨ Q) → (R ∨ S)

                  

                


                Man könnte zunächst Impl anwenden, sodass man die folgende Aussage bekommt:


                
                  	
                    (P ∨ Q) ∨ (R ∨ S)

                  

                


                Nun lässt sich Ass in zwei verschiedene Richtungen nutzen:


                
                  	
                    P ∨ (Q ∨ (R ∨ S))

                  

                


                
                  	
                    ((P ∨ Q) ∨ R) ∨ S

                  

                


                Kom lässt sich ebenfalls dafür gebrauchen, die Variablen in Bündeln umzuordnen. Wenn man beispielsweise nur mit P ∨ (Q ∨ (R ∨ S)) arbeitet, dann kann man erhalten:


                
                  	
                    P ∨ (Q ∨ (S ∨ R))

                  

                


                
                  	
                    P ∨ ((R ∨ S) ∨ Q)

                  

                


                
                  	
                    (Q ∨ (R ∨ S)) ∨ P

                  

                


                
                  	
                    Wenn eine Aussage ausschließlich ∨‐Operatoren enthält (oder nur &‐Operatoren), dann kann man eine Kombination von Ass und Kom verwenden, um die Variablen in jede beliebige Reihenfolge umzuordnen, was ein ausgesprochen leistungsfähiges Instrument ist, das dazu dient, eine Aussage so zu gestalten und in eine solche Form zu bringen, wie man sie eben gerade benötigt.

                  

                

              

              
                Wie man sich Dist beschafft


                
                  
                    
                      	
                        Dist:

                      

                      	
                        x & (y ∨ z) ist äquivalent zu (x & y) ∨ (x & z).

                      
                    


                    
                      	

                      	
                        x ∨ (y & z) ist äquivalent zu (x ∨ y) & (x ∨ z).

                      
                    

                  
                


                Dist liegt auch noch in zwei anderen Formen vor, die man kennen sollte, bei denen die Teilaussagen in Klammern vorne stehen:


                
                  	
                    (x ∨ y) & z ist äquivalent zu (x & z) ∨ (y & z).


                    (x & y) ∨ z ist äquivalent zu (x ∨ z) & (y ∨ z).

                  

                


                
                  	
                    Die meisten Professoren halten diese beiden anderen Regelformen für zulässig. Doch es kann sein, dass einige der Herren oder Damen, die es sehr genau nehmen, Sie vor dem Einsatz von Dist erst einmal Kom anwenden lassen, um (x ∨ y) & z in z & (x ∨ y) zu verwandeln. Oder sie fordern zunächst den Einsatz von Kom, um (x & y) ∨ z in z ∨ (x & y) umzuwandeln, bevor Dist angewandt wird.

                  

                


                Angenommen, Sie hätte folgende Aussage:


                
                  	
                    P ∨ (Q & (R ∨ S))

                  

                


                Hierbei können Sie Dist auf zweierlei Weise anwenden. Zunächst, indem Sie (R ∨ S) als einen einzigen Brocken nehmen, sodass die Aussage dann der folgenden Form entspricht:


                
                  	
                    x ∨ (y & z)

                  

                


                Nun können Sie die Aussage noch einmal aufschreiben, sodass sie so aussieht:


                
                  	
                    (P ∨ Q) & (P ∨ (R ∨ S))

                  

                


                Der Vorteil hierbei ist, dass Sie Simp nutzen können, um die Aussage in zwei kleinere Aussagen zu teilen:


                
                  	
                    P ∨ Q


                    P ∨ (R ∨ S)

                  

                


                Die zweite Option besteht darin, Dist auf die Teilaussage Q & (R ∨ S) anzuwenden, das führt dann zu:


                
                  	
                    P ∨ ((Q & R) ∨ (Q & S))

                  

                


                Jetzt haben Sie drei Teilaussagen – P, (Q & R) und (Q & S) –, die mit ∨‐Aussagen verknüpft sind, was bedeutet, dass Ass und Kom dazu genutzt werden können, sie in eine beliebige Reihenfolge zu bringen (jedenfalls solange Sie den ganzen Kram, der innerhalb der Klammern steht, unverändert stehen lassen).


                
                  	
                    Ein großer Nutzen von Dist ist es, dass man damit den Hauptoperator einer Aussage von & zu ∨ ändern kann. Wenn Sie den Hauptoperator auf diese Weise ändern, dann können Sie damit eine unfreundliche Konklusion – das heißt eine, mit der sich kein Konditionalbeweis führen lässt – in eine freundliche verwandeln.

                  

                


                Sehen wir uns einmal die folgende Aussage an:


                
                  	
                    P & (Q ∨ R)

                  

                


                Wenn Sie mit einer Konklusion der Form x & y konfrontiert werden, dann können Sie den Konditionalbeweis in den meisten Fällen vergessen. Doch in diesem Fall können Sie Dist einsetzen und erhalten dann:


                
                  	
                    (P & Q) ∨ (P & R)

                  

                


                Nun liegt die Konklusion in einer freundlichen Form vor und Sie können Impl nutzen, um sie in eine →‐Aussage zu verwandeln:


                
                  	
                    ~(P & Q) → (P & R)

                  

                


                Doch auch ~(x → y) ist eine unfreundliche Form. Wir wissen, dass diese Form uns dazu veranlassen könnte, den Konditionalbeweis bei der folgenden Konklusion abzubrechen:


                
                  	
                    ~(P → ~(Q ∨ R))

                  

                


                Doch glücklicherweise können Sie in zwei Schritten diese Konklusion aus ihrer negativen Form befreien. Zunächst wenden Sie Impl an, damit sie dann so aussieht:


                
                  	
                    ~(~P ∨ ~(Q ∨ R))

                  

                


                Dann setzen Sie DeM ein:


                
                  	
                    P & (Q ∨ R))

                  

                


                Überraschenderweise ist diese Konklusion dieselbe wie diejenige, mit der ich beim »P & (Q ∨ R)«‐Beispiel (fünf Aussagen weiter oben) begonnen hatte, sodass Sie wieder Dist anwenden können, wie Sie es dort schon getan hatten, um sie in eine freundliche Form zubringen. Dann greifen Sie die Konklusion mit einem Konditionalbeweis an.

              
            

            
              Zerlegen Sie lange Prämissen


              Wie schon mehrfach erwähnt, kann das Zerlegen langer Prämissen schwierig sein. Doch manchmal führt kein Weg daran vorbei. Schauen Sie sich doch einmal das folgende Argument an:


              
                	
                  (P & Q) ∨ (Q → R), Q, ~R : P

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      (P & Q) ∨ (Q → R)

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      Q

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      ~R

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              Der Schlüssel zu diesem Argument – ob Sie nun einen direkten oder einen indirekten Beweis führen – liegt darin, einen Weg zu finden, um diese lange Prämisse zu zerlegen. Ich schlage einen direkten Beweis vor.


              
                	
                  Wenn Sie mit einer langen Prämisse arbeiten, dann entscheiden Sie sich, zu welcher Form die Aussage gehört. Meistens hilft das schon, den nächsten Schritt nahezulegen.

                

              


              Die Form der ersten Prämisse ist x ∨ y. Wenn Sie sich einer ∨‐Aussage gegenübersehen, versuchen Sie zuerst, Impl zu nutzen:


              
                
                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      ~(P & Q) → (Q → R)

                    

                    	
                      1 Impl

                    
                  

                
              


              Dann können Sie diese Aussage als x → (y → z) betrachten, was Ihnen den Einsatz von Exp ermöglicht:


              
                
                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      (~(P & Q) & Q) → R

                    

                    	
                      4 Exp

                    
                  

                
              


              Sie sind jetzt gut in Form, denn Sie haben R als den zweiten Teil der Aussage isoliert. Sie können nun MT verwenden:


              
                
                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      ~(~(P & Q) & Q)

                    

                    	
                      3, 5 MT

                    
                  

                
              


              
                	
                  Achten Sie darauf, dass sich die beiden ~‐Operatoren nicht gegenseitig aufheben. Der erste bezieht sich auf die gesamte Aussage, der zweite hingegen nur auf die Teilaussage (P & Q).

                

              


              Nun liegt die Aussage also in der Form ~(x & y) vor, was bedeutet, dass Sie eine gute Gelegenheit erwischt haben, um DeM zu verwenden:


              
                
                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      (P & Q) ∨ ~Q

                    

                    	
                      6 DeM

                    
                  

                
              


              Die übrigen Schritte empfehlen sich quasi selbst:


              
                
                  
                    	
                      8.

                    

                    	
                      P & Q

                    

                    	
                      2,7 DS

                    
                  


                  
                    	
                      9.

                    

                    	
                      P

                    

                    	
                      8 Simp

                    
                  

                
              


              Beachten Sie, dass es hilfreich war, die Form der Aussage zurückzuverfolgen, als Sie Schicht für Schicht dieser Prämisse abgetragen haben. Wenn Studenten derartig vertrackte Beweise wie diese sehen, dann fragen sie manchmal: »Doch was passiert, wenn ich das einfach nicht erkenne? Und was, wenn ich den nächsten Schritt nicht herausbekomme?«


              
                	
                  Da habe ich eine gute Nachricht für Sie: Fast immer können Sie mehr als nur einen einzigen Weg ausfindig machen, um einen Beweis durchzuführen. Daher zeige ich Ihnen, dass Sie normalerweise auch dann noch eine Möglichkeit finden, wie der Beweis funktionieren könnte, wenn Sie ganz anders anfangen.

                

              


              Hier ist derselbe Beweis, den ich soeben behandelt habe, doch mit einem anderen Eröffnungsschritt:


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      (P & Q) ∨ (Q → R)

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      Q

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      ~R

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              In diesem Fall beginnen Sie damit, Impl nicht auf den Hauptoperator, sondern auf den zweiten Teil der Aussage anzuwenden:


              
                
                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      (P & Q) ∨ (~Q ∨ R)

                    

                    	
                      1 Impl

                    
                  

                
              


              Diesmal können Sie diese Aussage als eine Form von x ∨ (y ∨ z) betrachten, was bedeutet, dass Sie Ass nutzen können:


              
                
                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      ((P & Q) ∨ ~Q) ∨ R

                    

                    	
                      4 Ass

                    
                  

                
              


              Überraschung, Überraschung – Sie sind schon wieder in der Lage, DS anzuwenden. Doch diesmal können Sie DS zweimal in einer Reihe nutzen:


              
                
                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      (P & Q) ∨ ~Q

                    

                    	
                      3, 5 DS

                    
                  


                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      P & Q

                    

                    	
                      2, 6 DS

                    
                  

                
              


              Und erneut taucht als Antwort auf:


              
                
                  
                    	
                      8.

                    

                    	
                      P

                    

                    	
                      7 Simp

                    
                  

                
              

            

            
              Stellen Sie eine scharfsinnige Vermutung an


              In Kapitel 11 zeige ich Ihnen, wie man einen indirekten Beweis führt, indem man die Negation der Konklusion annimmt und sie dann zum Widerspruch führt.


              Doch bei einem indirekten Beweis sind Sie nicht darauf beschränkt, die Negation der Konklusion zu benutzen. Tatsächlich können Sie jede beliebige Annahme machen und versuchen, sie zu widerlegen. Wenn Sie dabei Erfolg haben, dann haben Sie die Negation der Annahme bewiesen, und dies kann Ihnen oftmals dabei helfen, die Konklusion zu beweisen.


              Obwohl Sie jede beliebige Annahme machen können, läuft unsere Strategie hier darauf hinaus, sich eine Annahme zu suchen, die schnell zu einer Kontradiktion führt. Hier ist beispielsweise das Argument, dessen Gültigkeit ich schon weiter oben im Abschnitt »Zerlegen Sie lange Prämissen« bewiesen habe:


              
                	
                  (P & Q) ∨ (Q → R), Q, ~R : P

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      (P & Q) ∨ (Q → R)

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      Q

                    

                    	
                      P

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      ~R

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              Bei diesem Beweis suchen Sie nach einem schnellen Weg dafür, die erste Prämisse zu zerlegen. Diesmal erstellen Sie eine angenommene Prämisse aus dem Bauch heraus, die Ihnen dazu verhelfen wird, dass Folgendes geschieht:


              
                
                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      ~(P & Q)

                    

                    	
                      AP

                    
                  

                
              


              Wie bei allen indirekten Beweisen suchen Sie nun nach einer Kontradiktion. Doch dazu brauchen Sie nur ein paar Zeilen:


              
                
                  
                    	
                      5.

                    

                    	
                      Q → R

                    

                    	
                      1, 4 DS

                    
                  


                  
                    	
                      6.

                    

                    	
                      R

                    

                    	
                      2, 5 MP

                    
                  


                  
                    	
                      7.

                    

                    	
                      R & ~R

                    

                    	
                      3, 6 Konj

                    
                  

                
              


              Wie gewohnt müssen Sie im nächsten Schritt Ihre AP erfüllen:


              
                
                  
                    	
                      8.

                    

                    	
                      P & Q

                    

                    	
                      4–7 IB

                    
                  

                
              


              Der Abschluss des Beweises gestaltet sich nun ganz banal:


              
                
                  
                    	
                      9.

                    

                    	
                      P

                    

                    	
                      8 Simp

                    
                  

                
              

            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 13


        Einer für alle und alle für einen


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Erfahren Sie, wie man den Funktionsrahmen der Operatoren in der Aussagenlogik begreift

                


                	
                  Lernen Sie, wie man in der Aussagenlogik mit weniger als fünf Operatoren auskommen kann

                


                	
                  Machen Sie Bekanntschaft mit dem Shefferstrich

                

              


              


              In Kapitel 4 zeige ich Ihnen, dass das Wort oder im Deutschen zwei verschiedene Bedeutungen hat: Das nichtausschließende oder bedeutet: »dieses oder jenes oder beides«, wohingegen das ausschließende oder bedeutet: »dieses oder jenes, aber nicht beides«.


              Weiterhin ist zu bemerken, dass der ∨‐Operator in der Aussagenlogik diese Mehrdeutigkeit beseitigt, weil er stets das nichtausschließende oder repräsentiert. Damals mag Ihnen das vielleicht höchst ungerecht und diskriminierend vorgekommen sein. Es ist sogar möglich, dass die besonders Rebellischen unter Ihnen schon daran gedacht haben, eine Initiative ins Leben zu rufen, die sich für die Einführung eines sechsten Operators in der Aussagenlogik einsetzt.


              Doch bevor Sie dafür auf die Straße gehen, selbst gemachte Transparente schwenken und laut skandieren: »Vier und fünf und sechs und sieben, wo ist das ausschließende oder geblieben?«, lesen Sie erst einmal dieses Kapitel. Auf den folgenden Seiten entdecken Sie nämlich, wie das ausschließende oder – wie jeder beliebige andere selbst gemachte Operator, den Sie sich vielleicht ausdenken – bereits von den fünf Operatoren der Aussagenlogik abgedeckt ist. In diesem Kapitel zeige ich Ihnen, wie diese fünf Symbole Ihnen gestatten, jede beliebige mögliche Wahrheitsfunktion auszudrücken, die Ihnen einfällt.


              Außerdem werden Sie entdecken, wie Sie jede mögliche Wahrheitsfunktion mit weniger als fünf Operatoren der Aussagenlogik wiedergeben können. Tatsächlich werden Sie überrascht sein, wie viel Sie mit so wenig bewerkstelligen können.

            
          

          
            Wie man sich mit den fünf Operatoren der Aussagenlogik behelfen kann


            Nachdem Sie schon eine Zeit lang mit den fünf Operatoren der Aussagenlogik gearbeitet haben, fangen Sie sich vielleicht an, sich zu fragen, ob ein paar mehr Operatoren die Sprache noch reicher gestalten könnten. In diesem Kapitel zeige ich Ihnen, dass die Antwort darauf ein laut tönendes »Nein!« ist.


            
              	
                Um dies zu demonstrieren, erfinde ich einfach einen neuen fiktiven Operator – den ?‐Operator. Der ?‐Operator soll genauso wie ein ausschließendes oder (siehe Kapitel 4) funktionieren, das bedeutet: »dieses oder jenes, aber nicht beides«. Hier ist die Wahrheitstafel für diesen neuen Operator:

              

            


            
              [image: figure]
            


            
              	
                Damit könnten Sie also diesen neumodischen Operator genauso einsetzen und nutzen wie jeden anderen Operator in der Aussagenlogik. Sie könnten ihn beispielsweise mit den altvertrauten Operatoren kombinieren, um damit eine Aussage zu erstellen wie (P ? Q) → P.

              

            


            Sie könnten sogar eine Wahrheitstafel einsetzen, um festzustellen, in welchen Interpretationen der Wert dieser Aussage W oder F ist:


            
              [image: figure]
            


            Das scheint eine großartige Idee zu sein. Warum hat sie noch nicht Fuß gefasst? Na ja, einfach deswegen, weil Sie diesen Operator gar nicht brauchen. Das gleiche Ergebnis können Sie bekommen, wenn Sie nur die anderen Standardoperatoren der Aussagenlogik nutzen:


            
              [image: figure]
            


            Wie Sie sehen, sind die Aussagen x ? y und ~(x ↔ y) semantisch äquivalent. (In Kapitel 6 gebe ich Ihnen weitere Informationen zur semantischen Äquivalenz.) Und wenn zwei Aussagen äquivalent sind, dann kann man die eine durch die jeweils andere ersetzen.


            So kann man beispielsweise die Aussage ~(P ↔ Q) → P durch die Aussage (P ? Q) → P ersetzen. Wie die folgende Wahrheitstafel bestätigt, sind diese beiden Aussagen semantisch äquivalent:


            
              [image: figure]
            


            Daher benötigt man wirklich keinen ?‐Operator, um das ausschließende oder darzustellen. Die fünf Operatoren reichen für all unsere Ausschließendes‐oder‐Bedürfnisse aus.


            Und in der Tat wäre jeder beliebige Operator, den Sie möglicherweise erfinden möchten, ebenso unnötig. Das heißt, die fünf Operatoren der Aussagenlogik genügen vollkommen, um jede Aussage wiederzugeben, die Sie gerne in der Aussagenlogik darstellen möchten.

          

          
            Stellenabbau – eine wahre Geschichte


            Im vorigen Abschnitt zeigte ich Ihnen, dass der ?‐Operator unnötig ist, indem ich Ihnen vor Augen führte, wie sich die Aussage (x ? y) durch ~(x ↔ y) ausdrücken lässt. Anders ausgedrückt, ich habe Ihnen gezeigt, dass diese beiden Aussagen semantisch äquivalent sind.


            Wenn zwei Aussagen semantisch äquivalent sind, dann kann man die eine durch die andere ersetzen. Diese Austauschfähigkeit erweist sich bei der Führung von Beweisen als nützlich. Außerdem bringt sie ein unerwartetes Ergebnis hervor, wie die Fabel in den nun folgenden Abschnitten illustriert.


            Sie werden Ihr Wissen über die Äquivalenzregeln (in Kapitel 10) einsetzen, um zu erkennen, wie man in der Aussagenlogik Operatoren eliminieren und dennoch das wiedergeben kann, was man in der Aussagenlogik eigentlich wiedergeben möchte.


            
              Die Tyrannei der Macht


              Angenommen, Sie haben den ↔‐Operator einfach satt. Immer kommt er zu spät zur Arbeit und meldet sich ständig krank. Am liebsten möchten Sie einen Donald Trump hervorziehen und sagen: »↔‐Operator, Sie sind gefeuert!«, doch Sie befürchten, dass die vier anderen Operatoren nicht imstande sein könnten, den Job alleine zu erledigen. Dann kommt Ihnen eine Idee.


              Nach der Äquivalenzregel (in Kapitel 10) ist ja jede Aussage der Form x ↔ y äquivalent zu (x & y) ∨ (~x & ~y). Wegen dieser Äquivalenz entschließen Sie sich dazu, den anderen Operatoren schicke neue Namen zu geben und ihre Aufgaben neu zu verteilen. Von nun an wollen Sie statt des ↔‐Operators eine Kombination anderer Variablen und Operatoren verwenden.


              Statt beispielsweise zu schreiben


              
                	
                  P & (Q ↔ R)

                

              


              schreiben Sie nun


              
                	
                  P & ((Q & R) ∨ (~Q &~R))

                

              


              Oder anstatt zu schreiben


              
                	
                  (P → ~Q) ↔ (R & S)

                

              


              schreiben Sie


              
                	
                  ((P → ~Q) & (R & S)) ∨ (~(P → ~Q) & ~(R & S))

                

              


              
                	
                  Es ist zwar ein bisschen ungeschickt, aber es funktioniert. Die großartige Entdeckung hierbei ist, dass Sie nun alles mit nur vier Operatoren leisten können, was Sie bisher mit fünf Operatoren gemacht haben. Und wenn ich sage alles, dann meine ich auch alles.

                

              

            

            
              Es kommt zum Aufstand


              An der Spitze fühlt man sich einsam – selbst die logischen Operatoren empfinden das so. Als Erstes schlurft am Montagmorgen der →‐Operator in Ihr Büro, ohne vorher anzuklopfen. Mit der neuen Regelung kann er sich ja nun überhaupt nicht anfreunden und nach lautstarkem Protest stellt er Ihnen schließlich ein Ultimatum: »Entweder der ↔‐Operator wird wieder eingestellt oder ich gehe!«


              Natürlich schätzen Sie diese Art von Gesprächen nicht besonders, sodass Sie den →‐Operator von zwei kräftigen Klammern aus dem Gebäude führen lassen. (An dieser Stelle nimmt die Geschichte offiziell einen allegorischen Charakter an). Nachdem sich die Hitze des Gefechts ein wenig gelegt hat, stellen Sie fest, dass Sie eine weitere Lücke auffüllen müssen.


              Doch auch hier können Sie mithilfe der Impl‐Regel (siehe Kapitel 10) jede beliebige Aussage der Form x → y immer mit der äquivalenten Aussage ~x ∨ y austauschen. Dies bedeutet, dass Sie beispielsweise die Aussage


              
                	
                  (((P → Q) & R) → S)

                

              


              als


              
                	
                  (~((~P ∨ Q) & R) ∨ S)

                

              


              schreiben können.


              Und auch hier klappt das Ganze und läuft. Mit diesen drei Operatoren (~, & und ∨) können Sie tatsächlich alles anstellen, was Sie vorher mit fünfen getan haben.


              
                	
                  Diese drei Operatoren reichen aus, um in der Aussagenlogik sämtliche Aussagen wiederzugeben. Dies ist von größter Bedeutung für die boolesche Algebra, der ersten konsequenten Formalisierung der Logik. Über die boolesche Algebra erfahren Sie in Kapitel 14 mehr.

                

              

            

            
              Die Zwickmühle


              Gerade, als sich die Dinge in der Fabel von den Operatoren anscheinend wieder normalisieren, bitten der &‐Operator und der ∨‐Operator um eine Unterredung; denn sie arbeiten jetzt viele Stunden länger als früher und wissen, dass Sie sie brauchen, also fordern sie beide eine ordentliche Gehaltserhöhung.


              Sie bieten den Operatoren Zigarren und Whisky an und versprechen ihnen, ihr Anliegen bei der nächsten Direktionssitzung auf der Tagungsordnung an die erste Stelle zu setzen. Nachdem die beiden Ihr Büro verlassen haben, entwerfen Sie einen Plan, wie Sie einen von ihnen loswerden können, sodass Sie dem anderen eine 50‐prozentige Gehaltserhöhung geben können und dabei immer noch ein gutes Geschäft gemacht haben.


              Beim Einsatz des DeMorgan‐Theorems (DeM aus Kapitel 10) stellen Sie fest, dass Sie jede beliebige Aussage der Form x & y durch die äquivalente Aussage ~(~x ∨ ~y) ersetzen können. Doch auch die Form x ∨ y kann jederzeit durch die äquivalente Aussage ~(~x & ~y) ersetzt werden.


              Zum ersten Mal kommen Sie ins Grübeln. Sie überlegen sogar, ob Sie nicht beide Operatoren feuern und den →‐Operator wieder einstellen sollten (weil Sie daran denken, dass Sie ja x & y durch ~(x → ~y) und x ∨ y durch ~x → y ersetzen können.


              
                	
                  Auf alle Fälle haben Sie nun eine Menge Verhandlungsspielraum. Die folgenden drei Kombinationen machen es möglich, dass nur zwei Operatoren die Arbeit von allen fünf Operatoren übernehmen:


                  ~ und &


                  ~ und ∨


                  ~ und →

                

              

            

            
              Der geniale Shefferstrich


              Sie sahen es nicht kommen. Ihr treuester Angestellter, der ~‐Operator, will in einem Monat kündigen. Und diesmal geht es nicht ums Geld, um die Arbeitszeit oder auch nur um das Büroklima. Er will tatsächlich nicht mehr als eine vorzeitige Pensionierung mit einer halbwegs anständigen Abfindung.


              Mit dieser Nachricht können Sie Ihren Laden wahrscheinlich ganz dichtmachen. Selbst wenn die anderen Operatoren zurückkämen, könnten Sie eine Aussage ohne den ~‐Operator doch nicht negieren.


              Und in dem Moment, als alles ganz besonders unglücklich ausschaut, taucht ein Überraschungsgast auf: der |‐Operator. Der |‐Operator wird als nand‐Operator bezeichnet (ein Kürzel für das englische not and). Manchmal bezeichnet man ihn auch als Shefferstrich nach seinem Erfinder Henry Sheffer. Die Aussage x | y ist semantisch äquivalent zur Aussage ~(x & y).


              
                [image: figure]
              


              Diese neue Hilfskraft einzustellen bietet deutliche Vorteile. Mit diesem Operator können Sie beispielsweise negierte Aussagen, ~x, ausdrücken, indem Sie die die Aussage x | x verwenden:


              
                [image: figure]
              


              Außerdem lassen sich &‐Aussagen mit dem Ausdruck (x | y) | (x | y) wiedergeben. Zusätzlich können Sie auch ∨‐Aussagen ausdrücken, wie etwa x ∨ y, und verwenden dabei die Formulierung (x | x) | (y | y).


              
                	
                  Der Shefferstrich erlaubt es tatsächlich, mit nur einem Operator all das wiederzugeben, was man mit den fünf Operatoren der Aussagenlogik wiedergeben kann. Nehmen wir einmal den Ausdruck


                  X → (Y ↔ R)

                

              


              Beginnen wir damit, den ↔‐Operator fallen zu lassen:


              
                	
                  X → ((Y & R) ∨ (~Y ∨ ~R))

                

              


              Dann erledigen wir den →‐Operator:


              
                	
                  ~X ∨ ((Y & R) ∨ (~Y ∨ ~R))

                

              


              Nun kümmern wir uns um die &‐Operatoren und die ∨‐Operatoren:


              
                	
                  ~X ∨ (((Y | R) | (Y | R)) ∨ (~Y ∨ ~R))


                  ~X ∨ (((Y | R) | (Y | R)) ∨ (~Y ∨ ~Y) | (~R | ~R))


                  ~X ∨ ((((Y | R) | (Y | R)) | ((Y | R) | (Y | R))) | (((~Y | ~Y) | (~R | ~R)) | ((~Y | ~Y) | (~R | ~R))))


                  (~X | ~X) | (((((Y | R) | (Y | R)) | ((Y | R) | (Y | R))) | (((~Y | ~Y) | (~R | ~R)) | ((~Y | ~Y) | (~R | ~R)))) | ((((Y | R) | (Y | R)) | ((Y | R) | (Y | R))) | (((~Y | ~Y) | (~R | ~R)) | ((~Y | ~Y) | (~R | ~R)))))

                

              


              Als Letztes bearbeiten Sie die ~‐Operatoren:


              
                	
                  ((X | X) | (X | X)) | (((((Y | R) | (Y | R)) | ((Y | R) | (Y | R))) | ((((Y | Y) | (Y | Y)) | ((R | R) | (R | R))) | (((Y | Y) | (Y | Y)) | ((R | R) | (R | R))))) | ((((Y | R) | (Y | R)) | ((Y | R) | (Y | R))) | ((((Y | Y) | (Y | Y)) | ((R | R) | (R | R))) | (((Y | Y) | (Y | Y)) | ((R | R) | (R | R))))))

                

              


              Nun gut, das ist zwar ein wenig ermüdend, aber es ist zumindest machbar. Nach langer Überlegung verkünden Sie also: »Sie sind gefeuert!«

            

            
              Die Moral von der Geschicht'


              
                	
                  In der Realität besteht für die fünf Operatoren der Aussagenlogik natürlich wenig Gefahr, gefeuert zu werden, und ich bezweifle doch sehr, dass sie in absehbarer Zukunft in den Ruhestand treten werden, was auch gut so ist. Auch wenn der |‐Operator logisch in der Lage ist, sämtliche Operatoren in der Aussagenlogik zu ersetzen, zeigt Ihnen das abschließende Beispiel aus dem vorigen Abschnitt doch, wie irritierend solche Aussagen wohl ohne die übrigen Operatoren wären.

                

              


              Vergleichbar wäre das mit Folgendem: Wenn Sie Ahnung von Computern haben, dann wissen Sie, dass alles, was Sie am PC machen, in Einsen und Nullen übersetzt wird. Ihre Tastatur enthält jedoch weitaus mehr Zeichen als nur die 1 und die 0.


              Diese Redundanz mag logisch betrachtet unnötig sein, doch es vereinfacht den Gebrauch eines Computers ungeheuer (so wie die fünf Operatoren der Aussagenlogik die Logik so viel einfacher gestalten). Sie können Ihre natürliche Sprache auch sehr viel einfacher als die Computersprache einsetzen.


              Und so entsprechen auf ähnliche Weise die fünf Operatoren der Aussagenlogik solchen Wörtern wie und, oder, nicht und so weiter, die es einfacher für Sie machen, eher über die Bedeutung dessen nachzudenken, was Sie gerade tun, als über die Regeln, wie sie es tun.

            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 14


        Syntaktische Manöver und semantische Betrachtungen


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Entwickeln Sie ein Verständnis für Syntax und Semantik

                


                	
                  Entdecken Sie wohlgeformte Formeln

                


                	
                  Erkennen Sie die symbolische Verknüpfung zwischen der booleschen Algebra und der Aussagenlogik

                

              


              


              Der Schauspieler Steve Martin bemerkte einmal, dass man nie jemanden sagen hört: »Reichen Sie mir mal das Klavier!«


              Der Grund dafür, dass diese Aussage seltsam klingt, liegt darin, dass sie auf der einen Ebene zwar ein vollkommener deutscher Satz, doch auf einer anderen Ebene völlig absurd ist. Dieses Kapitel beschäftigt sich mit diesen beiden Ebenen und umfasst Folgendes:


              
                	
                  Syntax: Die Syntax ist die Ebene der Grammatik, und auf dieser Ebene gibt sich Steve Martins Satz als völlig normal aus. Immerhin ist »Reichen Sie mir mal das Klavier!« ein grammatisch wohlgeformter Satz, angefangen vom ersten Großbuchstaben bis zum Ende. Die Syntax behandelt also die Form oder die innere Struktur der Sprache. Sie hat mit den Regeln zu tun, die Sprache erst möglich machen.

                


                	
                  Semantik: Die Semantik ist die Ebene der Bedeutung, und auf dieser Ebene gibt sich Steve Martins Satz der Lächerlichkeit preis. Anders ausgedrückt: Man kann jemandem einen Stift, eine Geldbörse, ja selbst ein Stinktier reichen, doch man kann niemandem ein Klavier reichen. Die Semantik befasst sich mit der Funktion oder dem äußeren Gebrauch der Sprache. Hierbei dreht sich also alles um die Bedeutung, die die Sprache erst sinnvoll und wertvoll macht.

                

              


              Ob Sie nun eine natürliche Sprache, wie beispielsweise das Deutsche, oder eine künstliche Sprache, wie die Aussagenlogik, beschreiben: Bei beiden spielen Syntax und Semantik eine entscheidende Rolle. In diesem Kapitel kläre ich diesen wesentlichen Unterschied zwischen Syntax und Semantik in der Aussagenlogik. Ich befasse mich mit den Regeln für wohlgeformte Formeln in der Aussagenlogik, die darlegen, wie man aus einer bloßen Ansammlung von Symbolen eine Aussage macht. Danach stelle ich Ihnen, als Vorläuferin der Logik, die boolesche Algebra vor.

            
          

          
            Wohlgeformte Formeln (WFF) und nichtwohlgeformte


            Ich habe eine leichte Frage für Sie. Welche der folgenden Aussagen gehört zur Aussagenlogik?


            
              	
                A) (P ∨ Q) → ~R


                B) ∨ R Q →) ~(P

              

            


            Wenn Sie auf Aussage A getippt haben, dann liegen Sie richtig. Nun eine schwierigere Frage: Woher wissen Sie das? Vielleicht sind Sie ja jetzt versucht, mit einem lauten »Oje!« zu antworten. Trotzdem lohnt es sich festzuhalten, dass A und B dieselben Symbole enthalten. Beide enthalten sogar dieselbe Anzahl von Zwischenräumen zwischen den Symbolen (vier, aber wer von Ihnen hat sie gezählt?) Nun gut, B sieht also wie A aus, nachdem es den Mixer durchlaufen hat. Doch reicht dieser Grund wirklich aus, um B als Aussage zurückzuweisen? Es ist tatsächlich ein sehr guter Grund.


            
              	
                Die Aussagenlogik ist wie jede andere Sprache mehr als nur eine Ansammlung von Symbolen, die in beliebiger Reihenfolge durcheinandergeworfen wurden. Die Reihenfolge ihrer Symbole ist nur eines der Dinge, die zum Funktionieren einer Sprache beitragen. Und wenn die Reihenfolge nicht so wichtig wäre, dann könnte man einen deutschen Satz wie diesen schreiben: Hund frisst als Funkturm Kobra Wein Kelch Senta Berger Glas Pagode fdao udos keowe !voapa‐aifaoidao‐faid, ;s; j?jj; ag u, R.

              

            


            Ja, Sie haben recht. Der letzte »Satz« ergibt keinen Sinn. Er sollte Sie daran erinnern, dass auch die deutsche Sprache Regeln besitzt, mit denen man ihre Symbole miteinander kombinieren kann. Diese Regeln werden im Allgemeinen als Grammatik bezeichnet, und selbst wenn Sie meinten, Sie hätten nicht die geringste Ahnung davon, so zermartern Sie sich dennoch Ihr Gehirn über ebendiese Regeln, da Sie soeben dieses Buch hier lesen.


            Die Grammatik – die man im engeren Sinn auch als Syntax bezeichnet – ist einfach eine Menge an Regeln, nach denen einzelne Sprachbausteine angeordnet werden können. In der geschriebenen Sprache nennt man diese Bausteine Wörter und Satzzeichen. In der Aussagenlogik bezeichnet man diese Bausteine als Konstanten, Operatoren und Klammern.


            In diesem Abschnitt werden Sie die Regeln kennenlernen, die man dafür benötigt, um herauszufinden, ob es sich bei einer Zeichenkette um eine korrekte, also wohlgeformte Aussage der Aussagenlogik handelt.


            
              Was sind WFFs?


              Jede zufällige Anordnung von Aussagenlogik‐Symbolen wird Zeichenkette genannt. Manche Zeichenketten sind Aussagen, andere nicht. Die Frage, ob eine Zeichenkette eine Aussage ist, ist eine syntaktische Frage – das heißt, es ist eine Frage nach der Form der Zeichenkette.


              Wenn man über die Syntax redet, dann ersetzt man das Wort Aussage normalerweise mit dem Begriff wohlgeformte Formel. Beachten Sie, dass das Wort Form hierbei zweimal auftaucht; so wird mit Nachdruck zu verstehen gegeben, dass es wirklich um die Form (mit anderen Worten: um die Syntax) der Zeichenkette geht. Der Ausdruck wohlgeformte Formel wird abgekürzt zu WFF (WWF – Kürzel aus dem englischen Begriff well‐formed formula) und wird von gewieften Logikern »wiff« ausgesprochen.


              
                	
                  Jede Zeichenkette von Symbolen der Aussagenlogik ist entweder eine WFF oder eine Nicht‐WFF. Machen Sie keinen Fehler: In der Aussagenlogik bedeuten die Wörter Aussage und WFF genau dasselbe. Doch wenn Sie auf Ihrer nächsten Cocktailparty oder Ihrer nächsten Logiker‐Soiree auf Zeichenketten zu sprechen kommen, dann werden Sie statt Aussage gerne WFF sagen mögen, und genau das mache ich hier auch.

                

              


              Intuitiv wissen Sie ja schon, dass (P ∨ Q) → ~R eine WFF ist und dass ∨ R Q →) ~(P keine WFF ist. Und in diesem Fall trügt Sie Ihre Intuition nicht – doch was genau gibt Ihrer Intuition Nahrung? Im Folgenden werde ich Ihnen drei einfache Regeln zeigen, um Ihre Intuition in Wissen zu verwandeln.


              
                	
                  Mit diesen drei einfachen Regeln können Sie jede der Aussagen, die Sie in diesem Buch gesehen haben, erstellen, und auch jede, die Ihnen irgendwann einmal in der Zukunft begegnen sollte. Und was ebenso wichtig ist: Sie werden davor bewahrt, Aussagen zu basteln, die keine WFFs sind. Und hier sind kurzerhand die drei lebensrettenden Regeln:

                

              


              
                	
                  Regel 1: Jede Konstante (P, Q, R und so weiter) ist eine WFF.

                


                	
                  Regel 2: Wenn irgendeine Zeichenkette x eine WFF ist, dann ist die Zeichenkette ~x ebenfalls eine WFF.

                


                	
                  Regel 3: Wenn zwei beliebige Zeichenketten x und y beide WFFs sind, dann sind auch die Zeichenketten (x & y), (x ∨ y), (x → y) und (x ↔ y) WFFs.

                

              


              Legen wir also los: Wie erstellt man (P ∨ Q) → ~R?


              Nach Regel 1 sind P, Q und R alles WFFs:


              
                
                  
                    	
                      P
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                      R

                    

                    	
                      Regel 1

                    
                  

                
              


              Nach Regel 2 ist auch die Zeichenkette ~R eine WFF:
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                      Q

                    

                    	
                      ~R

                    

                    	
                      Regel 2

                    
                  

                
              


              Regel 3 besagt, dass die Zeichenkette (P ∨ Q) eine WFF ist:


              
                
                  
                    	
                      (P ∨ Q)

                    

                    	
                      ~R

                    

                    	

                    	
                      Regel 3

                    
                  

                
              


              Wenn wir jetzt nochmals Regel 3 anwenden, dann ist die Zeichenkette ((P ∨ Q) → ~R) eine WFF:


              
                
                  
                    	
                      ((P ∨ Q) → ~R)

                    

                    	

                    	

                    	
                      Regel 3

                    
                  

                
              

            

            
              Die Regeln werden gelockert


              Theoretisch sollte jede WFF in der Aussagenlogik eigentlich mit einer Klammer beginnen und enden. Doch in der Praxis ist dies nur selten der Fall. Wie Sie im ganzen Buch sehen können, beginnen und enden Aussagen selten mit einer Klammer.


              
                	
                  Aus dem Entfernen der äußeren Klammern bei einer WFF ergibt sich das, was der Logiker als gelockerte Version dieser WFF bezeichnet.

                

              


              Wie man an dem Beispiel aus dem vorigen Abschnitt ersehen kann, zeigen die Regeln, dass die Zeichenkette ((P ∨ Q) → ~R) eine WFF ist. Ist diese WFF dieselbe wie (P ∨ Q) → ~R? Genau genommen nicht. Doch Regel 4 – die auch als Lockerungsregel bezeichnet wird – befasst sich damit.


              Durch Übereinkunft kann man mit dieser Regel die äußeren Klammern von einer WFF entfernen, um eine gelockerte Version dieser WFF zu erzeugen. Theoretisch ist diese gelockerte Version einer WFF jedoch keine WFF, und Regel 4 ist auch keine Regel. Es ist eben ein Übereinkommen, die WFFs ein wenig leichter lesbar macht.


              
                	
                  Diese gelockerte Version darf nicht dazu benutzt werden, um neue WFFs zu erstellen.

                

              

            

            
              WFFs werden von den Nicht‐WFFs getrennt


              Denken Sie daran, dass der Zweck dieser Regeln zur Erstellung von Aussagen in der Aussagenlogik nicht nur darin besteht, dass man WFFs erstellen darf, sondern auch darin, dass man davor bewahrt wird, Zeichenketten zu erzeugen, die den WFFs ähneln (in Wirklichkeit aber keine sind). Werfen Sie doch einmal einen Blick auf die folgende unordentliche Zeichenkette:


              
                	
                  ∨ RQ →)~(P

                

              


              Es gibt wohl nicht viel Hoffnung, eine solch wahrhaft verrückte Zeichenkette zu erzeugen. Doch der folgende Ausdruck sieht so aus, als könnte er eine WFF sein:


              
                	
                  (P ∨ ~Q) → (R ∨ S) & ~T

                

              


              Können Sie diese Aussage anhand der Regeln erstellen? Vielleicht probieren Sie es ja:
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              An dieser Stelle haben Sie jetzt alle Klammern hinzugefügt, die Sie hinzufügen wollten. Doch es fehlen immer noch zwei Operatoren. Selbst wenn Sie von der gelockerten Version der Aussage Gebrauch machen wollten, können Sie dennoch nicht beide Operatoren bei der Aussage unterbringen, ohne ein weiteres Klammernpaar einzufügen, worum es hierbei nämlich genau geht. Die Zeichenkette


              
                	
                  (P ∨ ~Q) → (R ∨ S) & ~T

                

              


              ist keine WFF. Ihr Hauptoperator könnte entweder der →‐Operator oder der &‐Operator sein. Und diese Mehrdeutigkeit bedeutet ein absolutes Nein, weil – wie ich in Kapitel 4 aufzeige – eine Aussage in der Aussagenlogik nur einen einzigen Hauptoperator haben kann.


              Zu entscheiden, ob eine Zeichenkette eine WFF ist, ist so ähnlich, als wollte man entscheiden, ob ein Schiff seetauglich sei. Bevor man zum Beispiel ein Boot ins Wasser lässt, hineinklettert und damit wegpaddelt, will man wahrscheinlich wissen, ob es irgendwelche Risse oder Löcher hat. Wenn man tatsächlich welche entdeckt, ist es besser, sie auszubessern (falls sie denn noch zu reparieren sind), bevor man losfährt.


              Was für ein Schiff im Wasser gilt, das gilt auch für eine Zeichenkette in der Aussagenlogik. Wenn man irrtümlicherweise annimmt, sie sei wohlgeformt (seetüchtig), und nun versucht, ihn in einer Wahrheitstafel oder einem Beweis einzusetzen (man segelt los), dann wird man wohl in Schwierigkeiten geraten (wie ein Stein untergehen).

            
          

          
            Der Vergleich zwischen Aussagenlogik und boolescher Algebra


            In Kapitel 13 zeige ich Ihnen, wie Sie in der Aussagenlogik mit nur drei Operatoren zurechtkommen (~, & und ∨) und trotzdem alles tun können, was Sie vorher mit fünf Operatoren erreicht hatten.


            Die älteste Version der formalen Logik – das heißt einer Logik mit Symbolen anstatt mit Wörtern einer natürlichen Sprache – machte Gebrauch von der Tatsache, dass man mit nur drei Operatoren zurechtkommt. Wie ich in Kapitel 2 erwähne, war die boolesche Algebra, erfunden von George Boole, der erste Versuch, eine philosophische Logik in ein konsequentes mathematisches System umzusetzen. Und in der Tat war diese Form der Logik auch mehr mit der Mathematik verknüpft, wie man sie in der Schule gelernt hatte, als mit der Aussagenlogik.


            Ob Sie es glauben oder nicht: Die boolesche Algebra ist tatsächlich viel einfacher als die Algebra, die Sie in der Schule gelernt haben (oder auch nicht). Und zwar aus dem einen Grund, dass man nur mit zwei Zahlen arbeitet: mit der 0 und der 1. Außerdem muss man sich nur um Addition und Multiplikation kümmern. In dem folgenden Abschnitt zeige ich Ihnen die Ähnlichkeiten zwischen der Aussagenlogik und der booleschen Algebra.


            
              Die Zeichen lesen


              Die boolesche Algebra ist eigentlich nur eine andere Version der Aussagenlogik, die eben andere Symbole verwendet, sodass wir in diesem Abschnitt bei der Erforschung der booleschen Algebra damit beginnen, einfach ein paar kleine Änderungen an der Aussagenlogik vorzunehmen.


              Eigentlich ändere ich nur fünf Symbole, die ich in Tabelle 14.1 zusammengestellt habe.
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                    Tabelle 14.1: Symbole der Aussagenlogik und ihre Entsprechungen in der booleschen Algebra

                  
                
              


              
                	
                  Konstanten werden bei der booleschen Algebra auf dieselbe Art und Weise wie bei der Aussagenlogik verwendet. Wenn Sie also die neuen Symbole einsetzen, dann können Sie die gleichen Wahrheitstafeln zeichnen, an die Sie schon gewöhnt sind (siehe Kapitel 6). Sie können beispielsweise eine Wahrheitstafel zeichnen, bei der Sie die &‐Operation der Aussagenlogik mit der booleschen Multiplikation verknüpfen:

                

              


              
                [image: figure]
              


              
                	
                  Denken Sie daran, dass der &‐Operator in der Aussagenlogik der Multiplikation (×) in der booleschen Algebra entspricht. Da & nämlich und bedeutet, könnten Sie diesen Operator irrtümlicherweise mit der Addition in Verbindung bringen.

                

              


              Beachten Sie, dass die boolesche Multiplikation, symbolisiert durch das Zeichen (×), exakt dasselbe wie die normale Multiplikation mit Einsen und Nullen darstellt: 1 × 1 = 1 und dass alles, was mit 0 multipliziert wird, gleich 0 ist.


              Ebenso können Sie eine Wahrheitstafel zeichnen, bei der Sie den ∨‐Operator der Aussagenlogik mit der booleschen Addition verknüpfen:


              
                [image: figure]
              


              
                	
                  In diesem Fall funktioniert die boolesche Addition wie die normale Addition, doch mit einer Ausnahme: Bei der booleschen Addition ist 1 + 1 = 1, einfach deswegen, weil die 1 die höchste Zahl in diesem System darstellt.

                

              


              Schließlich können Sie auch eine Wahrheitstafel zeichnen, bei der Sie den ~‐Operator mit der booleschen Negation verknüpfen:


              
                [image: figure]
              


              
                	
                  Vielleicht finden Sie es ja merkwürdig, dass bei der booleschen Algebra –1 = 0 und –0 = 1 ist. Aber denken Sie bitte daran, dass 1 und 0 in der booleschen Algebra dem W und dem F in der Aussagenlogik entsprechen. Und daher ist es gar nicht so seltsam, diese Gleichungen dann als ~W = F und als ~F = W wiederzugeben.

                

              


              Das Gleichheitszeichen (=) zusammen mit den anderen mathematischen Symbolen zu benutzen ist ganz normal. Gleichheit in der booleschen Algebra bedeutet dasselbe wie der Wahrheitswert in der Aussagenlogik. Oder Sie sehen das Gleichheitszeichen als ein Symbol dafür an, dass zwei Aussagen semantisch äquivalent sind, was bedeutet, dass sie denselben Wahrheitswert besitzen, ganz gleich, welche Werte die Variablen haben (siehe Kapitel 6 für weitere Informationen über die semantische Äquivalenz).


              Tabelle 14.2 zeigt die Verknüpfung zwischen der Zuordnung des Wahrheitswerts in der Aussagenlogik und der Gleichheit in der booleschen Algebra.
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                          –(P + Q) = –P × –Q

                        
                      

                    
                  


                  
                    Tabelle 14.2: Die Verwendung des Gleichheitszeichens (=) in der booleschen Algebra

                  
                
              

            

            
              Mathematik betreiben


              In der Aussagenlogik unterscheidet man zwischen Konstanten und den Wahrheitswerten W und F. In der booleschen Algebra ist dieses Unterscheiden nicht von Nöten. Denn man kann tatsächlich viel über Logik lernen, indem man diese beiden unterschiedlichen Symboltypen miteinander mischt. Zum Beispiel


              
                	
                  P × 0 = 0

                

              


              erinnert uns daran, dass jede beliebige &‐Aussage – denken Sie daran, dass das Multiplikationszeichen hierbei für den &‐Operator steht –, die eine falsche Teilaussage (0) enthält, falsch ist, egal, wie der Rest der Aussage aussieht. Ebenso besagt die Gleichung


              
                	
                  P + 0 = P

                

              


              dass der Wahrheitswert einer ∨‐Aussage, die eine falsche Teilaussage enthält, vom Wert der anderen Teilaussage abhängt. Und die Gleichung


              
                	
                  P × 1 = P

                

              


              sagt aus, dass der Wahrheitswert einer &‐Aussage, die eine wahre Teilaussage (1) enthält, vom Wert der anderen Teilaussage abhängt.


              Und auch die Gleichung


              
                	
                  P + 1 = 1

                

              


              besagt, dass eine ∨‐Aussage immer wahr ist, wenn sie eine wahre Teilaussage enthält.

            

            
              Syntax und Semantik der booleschen Algebra erforschen


              Die boolesche Algebra bietet eine interessante Gelegenheit, sich auf einige der Unterschiede zwischen Syntax und Semantik zu konzentrieren, die ich ja schon weiter oben in diesem Kapitel erwähnt hatte.


              
                	
                  Die boolesche Algebra und die Aussagenlogik unterscheiden sich zwar recht stark hinsichtlich der Syntax, ähneln sich jedoch weitgehend im Hinblick auf die Semantik.

                

              


              Auf der Ebene der Syntax sind boolesche Algebra und Aussagenlogik so unterschiedlich wie Französisch und Englisch: Selbst wenn man eine dieser Sprachen versteht, muss man trotzdem auch die andere lernen, wenn man sie verstehen möchte.


              Doch wenn Sie die syntaktischen Regeln beider Sprachen beherrschen, dann können Sie feststellen, dass sich beide Sprachsysteme dazu eignen, ähnliche Arten von Vorstellungen zu äußern. Und zu erforschen, wie Symbole dabei Vorstellungen zum Ausdruck bringen, ist die eigentliche Aufgabe der Semantik. Beachten Sie, wie eine Aussage in der booleschen Algebra zwei voneinander getrennte Bedeutungen aufweist, die jeweils unabhängig voneinander sind. Schauen Sie sich dazu die folgende Aussage an:


              
                	
                  1 × 0 = 0

                

              


              Auf der einen Ebene drückt diese Aussage eine arithmetische Wahrheit aus. Oder, anders formuliert: Wenn man 1 mit 0 multipliziert, dann lautet das Ergebnis 0. Doch auf der anderen Ebene bringt die Aussage auch eine logische Wahrheit zum Ausdruck: Wenn man eine wahre mit einer falschen Aussage mithilfe des Wortes und verknüpft, dann ist das resultierende Ergebnis eine falsche Aussage. Je nach semantischem Kontext, in dem man gerade arbeitet, taugt eine Gleichung in der booleschen Algebra gleich gut dazu, eine mathematische als auch eine logische Wahrheit zum Ausdruck zu bringen.

            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Teil IV


        Prädikatenlogik
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            In diesem Teil …


            In Teil IV bekommen Sie einen noch tieferen Einblick in die Logik, denn Sie werden die Prädikatenlogik entdecken. Die Prädikatenlogik verwendet all die Dinge, die Sie schon von der Aussagenlogik her kennen, doch sie erweitert Ihr Spektrum, damit Sie noch anspruchsvollere Aufgaben bearbeiten können. Die Prädikatenlogik ist tatsächlich leistungsstark genug, um mit alldem, was frühere Formen der Logik (zweitausend Jahre lang!) behandeln konnten, umzugehen.


            In Kapitel 15 lernen Sie die Grundlagen der Prädikatenlogik kennen, einschließlich zweier neuer Quantifizierungsoperatoren. In Kapitel 16 finden Sie heraus, wie man Aussagen aus dem Deutschen in die Prädikatenlogik übersetzt. In Kapitel 17 zeige ich Ihnen, wie Sie in der Prädikatenlogik Beweise aufschreiben, indem Sie die Fähigkeiten einsetzen, die Sie schon aus der Aussagenlogik kennen. In Kapitel 18 stelle ich Ihnen Relationen vor und damit Werkzeuge, die die Prädikatenlogik ausdrucksstärker machen. Schließlich werden Sie in Kapitel 19 entdecken, wie man Wahrheitsbäume in der Prädikatenlogik verwendet, und Sie finden die überraschende Wahrheit über unendliche Bäume heraus (das wäre doch etwas für einen tollen Abenteuerroman, oder?).

          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 15


        Wie man Quantität mit Qualität ausdrückt: Die Prädikatenlogik stellt sich vor


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Bekommen Sie einen Überblick über die Prädikatenlogik

                


                	
                  Überschreiten Sie die Grenzen der Aussagenlogik mithilfe des Allquantors und des Existenzquantors

                


                	
                  Lernen Sie Aussagen von Aussageformen zu unterscheiden

                

              


              


              In Kapitel 3 zeige ich Ihnen, dass es sich bei der Logik vor allem darum dreht, zu entscheiden, ob ein Argument gültig oder ungültig ist. Wenn Sie also Kapitel 3 gelesen haben und ich Sie jetzt darum bitte, sich doch einmal das folgende Argument anzusehen, dann können Sie mir wahrscheinlich sagen, dass es sich dabei um ein vollkommen gültiges Argument handelt:


              Prämissen:


              
                	
                  Alle meine Kinder sind ehrlich.


                  Mindestens eines meiner Kinder ist Rechtsanwalt.

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  Es gibt mindestens einen ehrlichen Rechtsanwalt.

                

              


              Dieses Argument ist tatsächlich gültig. Dennoch tauchen Probleme auf, wenn man versucht, mithilfe der Aussagenlogik zu beweisen, dass es gültig ist. Keine dieser drei Aussagen enthält so vertraute Wörter wie und, oder, wenn oder nicht, sodass man hierbei also nicht die fünf Operatoren der Aussagenlogik anwenden kann.


              Das Beste, was man hier tun kann, ist, die Aussagen als Konstanten wiederzugeben. Zum Beispiel:


              
                	
                  Es sei K: Alle meine Kinder sind ehrlich.


                  Es sei R: Mindestens eines meiner Kinder ist Rechtsanwalt.


                  Es sei E: Es gibt mindestens einen ehrlichen Rechtsanwalt.

                

              


              Wenn Sie die Aussagen mittels der Konstanten ausdrücken, können Sie das Argument wie folgt darstellen:


              
                	
                  K, R: E

                

              


              Ganz offensichtlich ist bei der Übersetzung vom Deutschen in die Aussagenlogik etwas Wichtiges verloren gegangen, sodass dieses Argument der Aussagenlogik ungültig ist, egal, welche Methode (Wahrheitstafel, Schnelltafel, Wahrheitsbaum, Beweis) auch immer Sie anwenden. Demnach ist entweder das ursprüngliche Argument ungültig (was ja nicht der Fall ist) oder die Aussagenlogik stimmt nicht (was ebenfalls nicht der Fall ist). Oder vielleicht sollten Sie nachsehen, was sich hinter der Tür Nummer drei verbirgt!


              Dieses Kapitel (wie auch die Kapitel 16 bis 19) lässt Sie einen Blick hinter diese Zaubertür werfen. Und dahinter entdecken Sie eine Lösung für Ihr Problem. In diesem Kapitel helfe ich Ihnen zu begreifen, warum dieses Argument gültig ist, ohne dass Sie nun alles gleich wegwerfen müssen, was Sie bis jetzt über die Logik gelernt haben.


              Stattdessen zeige ich Ihnen, wie man alles aus der Aussagenlogik benutzen und dies noch zu einer neuen und noch leistungsfähigeren formalen Sprache ausbauen kann, die als Prädikatenlogik bezeichnet wird. Diese Sprache stellt Ihnen zwei neue Symbole zur Verfügung, durch die Sie Sätze ausdrücken können, die jenseits der Möglichkeiten der Aussagenlogik liegen. Machen Sie sich startklar, denn eine ganz neue logische Welt erwartet Sie!

            
          

          
            Werfen wir einen kurzen Blick auf die Prädikatenlogik


            Die Prädikatenlogik verwendet viele der Strukturen der Aussagenlogik. Vielleicht erinnern Sie sich ja, dass es in der Aussagenlogik sowohl Konstanten als auch Variablen gibt (siehe Kapitel 4). Eine Konstante repräsentiert eine Aussage einer natürlichen Sprache (wie des Deutschen), während eine Variable für eine Aussage in der Aussagenlogik steht. Auch die Prädikatenlogik verfügt sowohl über Konstanten als auch über Variablen, doch sie verwendet diese auf andere Art und Weise, wodurch es möglich wird, Aussagen in kleinere Stücke zu zerlegen. Das wiederum garantiert, dass die logische Struktur einer natürlichsprachlichen Aussage in der Prädikatenlogik feiner erfasst werden kann.


            
              Wie man Individuenkonstanten und Eigenschaftskonstanten einsetzt


              
                	
                  In der Prädikatenlogik gibt es zwei Arten von Konstanten (und nicht nur eine wie in der Aussagenlogik):

                

              


              
                	
                  Individuenkonstanten: Eine Individuenkonstante repräsentiert das Subjekt eines Satzes durch einen Kleinbuchstaben von a bis u.

                


                	
                  Eigenschaftskonstanten: Eine Eigenschaftskonstante repräsentiert das Prädikat eines Satzes durch einen Großbuchstaben von A bis Z.

                

              


              Wie in der Aussagenlogik ermöglicht es auch die Sprache der Prädikatenlogik, Aussagen aus dem Deutschen in Zeichenketten zu übersetzen. Vielleicht erinnern Sie sich ja noch an den ersten Schritt in der Aussagenlogik, wenn man eine Aussage aus dem Deutschen in die formale Logik übersetzen will: Zunächst muss man einige Konstanten definieren. Angenommen, Sie wollen die folgende Aussage in die Prädikatenlogik übersetzen:


              
                	
                  David ist glücklich.

                

              


              Als Erstes definieren wir eine Individuenkonstante, die für das Subjekt des Satzes steht:


              
                	
                  Es sei d: David.

                

              


              Als Nächstes definieren wir eine Eigenschaftskonstante, die für das Prädikat des Satzes steht:


              
                	
                  Es sei Gx: x ist glücklich.

                

              


              Um die Aussage nun in der Prädikatenlogik zu schreiben, ersetzt man x einfach durch die Individuenkonstante:


              
                	
                  Gd

                

              


              
                	
                  Im Deutschen steht das Subjekt manchmal vor, manchmal nach dem Prädikat. Doch in der Prädikatenlogik ist diese Ordnung festgelegt, das heißt, das Prädikat steht hier immer an erster Stelle, dann erst folgt das Subjekt. Dies kann zunächst etwas verwirrend sein, deshalb sollte man sich das erst einmal klarmachen.

                

              


              Schon an diesem Beispiel können Sie erkennen, dass die Prädikatenlogik eine zusätzliche Flexibilität bietet. Mit der Aussagenlogik könnten Sie nur eine Konstante der gesamten Aussage zuordnen, und das sähe dann so aus:


              
                	
                  Es sei D = David ist glücklich. (ÜBERSETZUNG IN DIE AUSSAGENLOGIK)

                

              


              Das nächste Beispiel zeigt Ihnen noch einmal, wie man eine deutsche Aussage in die Prädikatenlogik übersetzt:


              
                	
                  Die Ratte lag auf der Matte.

                

              


              Zunächst definieren wir die Individuenkonstante und die Eigenschaftskonstante:


              
                	
                  Es sei r: die Ratte.


                  Es sei Mx: x lag auf der Matte.

                

              


              Nun lässt sich die ursprüngliche Aussage übersetzen als


              
                	
                  Mr

                

              


              Beachten Sie, dass diese Übersetzung immer gut funktioniert, egal, wie lang Subjekt und Prädikat sind. So können Sie beispielsweise auch den folgenden langatmigen Satz übersetzen:


              
                	
                  Meine arrogante Tante aus Grevenbroich ist mit ihren drei schniefenden französischen Zwergpudeln zu einer dreimonatigen Reise durch sechs Länder in Südeuropa aufgebrochen.

                

              


              In diesem Fall können Sie die Konstanten wie folgt definieren:


              
                	
                  Es sei t: meine arrogante Tante aus Grevenbroich mit ihren drei schniefenden französischen Zwergpudeln.


                  Es sei Rx: ist zu einer dreimonatigen Reise durch sechs Länder in Südeuropa aufgebrochen.

                

              


              Die Aussage lässt sich dann ganz einfach darstellen als


              
                	
                  Rt

                

              


              
                	
                  Verwenden Sie eine Individuenkonstante nur, um eine einzige Sache wiederzugeben – niemals mehr als eine.


                  Wenn Sie sich etwa das vorige Beispiel ansehen, dann ist das Subjekt des Satzes die Tante, und die Pudel sind lediglich Teil ihrer näheren Beschreibung. Doch angenommen, der Satz würde folgendermaßen lauten:

                

              


              Meine arrogante Tante aus Grevenbroich und ihre drei schniefenden französischen Zwergpudel sind zu einer dreimonatigen Reise durch sechs Länder in Südeuropa aufgebrochen.


              In der Prädikatenlogik kann man nicht nur eine Konstante einsetzen, um die Gruppe von drei Pudeln darzustellen. Man muss vielmehr drei weitere Individuenkonstanten definieren – eine für jeden der drei Pudel. Angenommen, die Pudel hießen Fifi, Kiki und Elvis. Dann könnte man die folgenden Definitionen benutzen:


              
                	
                  Es sei f: Fifi.


                  Es sei k: Kiki.


                  Es sei e: Elvis.

                

              


              Da sie sich nun alle zusammen auf die Reise begeben, ließe sich die Aussage folgendermaßen darstellen:


              
                	
                  Rt & Rf & Rk & Re

                

              


              Wie man sehen kann, wird der &‐Operator aus der Aussagenlogik ebenfalls in der Prädikatenlogik gebraucht. Im nächsten Abschnitt erfahren Sie, wie alle fünf Operatoren der Prädikatenlogik ins Spiel kommen.


              
                	
                  Konstanten formal zu definieren ist ein wichtiger technischer Prozess, doch es ist recht einfach, und Sie werden darin wahrscheinlich schnell Übung bekommen. Deshalb überspringe ich diesen Teil von jetzt an, es sei denn, er ist für eine bessere Verständlichkeit erforderlich.

                

              

            

            
              Die Operatoren der Aussagenlogik kommen ins Spiel


              
                	
                  Die Prädikatenlogik enthält die fünf Operatoren aus der Aussagenlogik: ~, &, ∨, → und ↔. Aber auch noch viele weitere Symbole. Auf einmal lassen sich dann durch die Prädikatenlogik Sätze wesentlich strukturreicher in Zeichenketten übersetzen, wie es mit der Aussagenlogik bisher nicht möglich gewesen ist.

                

              


              Nehmen wir beispielsweise die Aussage: »Nadine ist Buchhalterin, und ihre Sekretärin ist im Urlaub.« In der Aussagenlogik können Sie diesen Satz nur ganz grob in zwei Teile zerlegen:


              
                	
                  N & S (ÜBERSETZUNG IN DIE AUSSAGENLOGIK)

                

              


              Mit der Prädikatenlogik lassen sich jedoch vier voneinander getrennte Satzbruchstücke unterscheiden, die dafür verwendet werden können, den Satz folgendermaßen darzustellen:


              
                	
                  Bn & Us

                

              


              Ebenso lässt sich die Aussage


              
                	
                  Leonora ist entweder Skorpion oder Wassermann.

                

              


              übersetzen als


              
                	
                  ~(Sl ↔ Wl)

                

              


              Hierbei wird der Satz verstanden als »Entweder ist Leonora Skorpion oder Leonora ist Wassermann.«


              Auf ähnliche Weise lässt sich die Aussage


              
                	
                  Wenn Richard ein netter Mann ist, dann bin ich der Kaiser von China.

                

              


              übersetzen als


              
                	
                  Nr → Ki

                

              


              Und schließlich kann die Aussage


              
                	
                  Fünf ist dann und nur dann eine ungerade Zahl, wenn sie nicht durch zwei teilbar ist.

                

              


              übersetzt werden als


              
                	
                  Uf ↔ ~Tf

                

              


              
                	
                  In diesem Satz steht das sie für die (Zahl) Fünf, sodass ich in beiden Fällen die Individuenkonstante f verwende.

                

              


              Wie man aus diesen Beispielen ersehen kann, sind die einzelnen Konstanten der Aussagenlogik durch feinere Ausdrücke der Prädikatenlogik ersetzt worden. Doch keine Angst, Sie können diese Ausdrücke noch immer mithilfe derselben Regeln miteinander kombinieren, die Sie auch schon in der Aussagenlogik eingesetzt hatten.

            

            
              Wofür die Individuenvariablen stehen


              
                	
                  In der Prädikatenlogik repräsentiert eine Individuenvariable ein nicht näher spezifiziertes Subjekt eines Satzes durch einen kleinen Buchstaben v, w, x, y oder z.

                

              


              Diese Individuenvariablen haben Sie bereits bei der Definition der Eigenschaftskonstanten kennengelernt. Zum Beispiel ist bei der Definition


              
                	
                  Gx: x ist glücklich.

                

              


              die Individuenvariable das x. Und wie Sie auch schon bemerkt haben, können Sie diese Variable durch eine Individuenkonstante ersetzen, um eine Aussage in der Prädikatenlogik zu erzeugen. Wenn Sie beispielsweise den Satz »David ist glücklich« in der Prädikatenlogik als


              
                	
                  Gx

                

              


              darstellen wollen, dann ersetzen Sie die Variable x durch die Konstante d.


              
                	
                  Vielleicht haben Sie ja bemerkt, dass es in der Prädikatenlogik zwar Individuenkonstanten, Individuenvariablen und Eigenschaftskonstanten gibt, allerdings keine Eigenschaftsvariablen. Diese kommen bei der Prädikatenlogik zweiter Ordnung ins Spiel (siehe Kapitel 21). Das System, mit dem wir uns momentan beschäftigen, wird als Prädikatenlogik erster Ordnung bezeichnet.

                

              


              
                	
                  Um Platz zu sparen, kürze ich den Ausdruck Individuenvariable im ganzen Teil IV mit Variable ab.

                

              

            
          

          
            Wie sich Quantität mit zwei neuen Operatoren ausdrücken lässt


            Bis jetzt haben Sie in diesem Kapitel einige Beispiele betrachtet, an denen man erkennen kann, wie die Prädikatenlogik Aussagen wiedergibt, die in der Aussagenlogik nur durch einzelne Konstanten dargestellt werden können. Schauen wir uns weitere Neuerungen an.


            
              Was ist ein Allquantor?


              
                	
                  Das Symbol ∀ wird als Allquantor bezeichnet. Er wird immer zusammen mit einer Variablen benutzt, wie beispielsweise mit x, wobei ∀x dann ins Deutsche übersetzt wird mit: »Für jedes x gilt …«

                

              


              Am Anfang dieses Kapitels sahen Sie, wie mühselig es war, die Aussage »Alle meine Kinder sind ehrlich« auf irgendeine sinnvolle Art und Weise in die Aussagenlogik zu übersetzen. Doch mit dem Allquantor gelingt Ihnen das ohne Weiteres.


              Zunächst müssen Sie den Allquantor mit einer Variablen verknüpfen. Bereiten Sie die Aufgabenstellung mit leeren eckigen Klammern vor:


              
                	
                  ∀x [ ]

                

              


              Danach können Sie die bereits bekannten Regeln anwenden, um den Rest der Aussage zu übersetzen. Dann setzen Sie das Ergebnis in die Klammern:


              
                	
                  ∀x [Kx → Ex]

                

              


              Diese Aussage liest sich folgendermaßen: »Für alle x gilt: Wenn x mein Kind ist, dann ist x ehrlich.« Das mag sich zunächst ein wenig hölzern anhören, doch wenn Sie sich erst einmal an diesen Aufbau gewöhnt haben, dann sind die Möglichkeiten buchstäblich endlos.


              
                	
                  Sie können ∀ ebenfalls verwenden, um Wörter wie jeder und jeder Einzelne zu übersetzen. In Kapitel 16 werden wir uns die Übersetzungen im Detail ansehen.

                

              

            

            
              Wie man »Es gibt‐Aussagen« einfängt


              
                	
                  Das Symbol ∃ wird als Existenzquantor  bezeichnet. Er wird immer zusammen mit einer Variablen verwendet, wie beispielsweise mit x, wobei ∃x ins Deutsche übersetzt wird mit den Worten: »Es gibt (mindestens) ein x, sodass gilt: …«

                

              


              Zu Anfang dieses Kapitels sahen Sie, dass die Aussagenlogik in ihrer Ausdrucksfähigkeit begrenzt ist, etwa bei der Aussage: »Mindestens eines meiner Kinder ist Rechtsanwalt.« Doch der Existenzquantor macht es möglich, die Struktur einer solchen Aussage in der Logik einzufangen.


              Wie beim Allquantor müssen Sie den Existenzquantor zunächst mit einer Variablen verknüpfen:


              
                	
                  ∃x [ ]

                

              


              Nun übersetzen Sie den Rest der Aussage und setzen ihn zwischen die Klammern:


              
                	
                  ∃x [Kx & Rx]

                

              


              Diese Aussage kann nun gelesen werden als: »Es gibt ein x, sodass gilt: x ist mein Kind, und x ist Rechtsanwalt.«


              Man kann ∃ aber auch verwenden, um die Aussage »Es gibt mindestens einen ehrlichen Rechtsanwalt« zu übersetzen:


              
                	
                  ∃x [Rx & Ex]

                

              


              Wörtlich übersetzt lautet diese Aussage: »Es gibt ein x, sodass gilt: x ist Rechtsanwalt, und x ist ehrlich.«


              Und nun kommt Ihr erstes Argument in der Prädikatenlogik:


              
                	
                  ∀x [Kx → Ex], ∃x [Kx & Rx] : ∃x [Ex & Rx]

                

              


              Wie man sehen kann, passiert hier sehr viel mehr als bei der Version der Aussagenlogik. Und das ist auch gut so, denn die Prädikatenlogik hat in ihren Symbolen exakt das erfasst, was für dieses Argument zählt. Doch bevor Sie nun versuchen, zu beweisen, dass dieses Argument gültig ist, brauchen Sie noch ein wenig mehr an Hintergrundwissen.


              
                	
                  Sie können ∃ ebenfalls verwenden, um Wörter wie einige und so weiter zu übersetzen. Übersetzungen dieser Art werden in Kapitel 16 behandelt.

                

              

            

            
              Der jeweilige Individuenbereich


              Da die Prädikatenlogik ein breiteres Spektrum an Details behandeln kann als die Aussagenlogik, taucht eine neue Art von Mehrdeutigkeit bei der Übersetzung vom Deutschen in die Prädikatenlogik auf.


              Sehen Sie sich zum Beispiel die folgende Aussage an:


              
                	
                  Jedermann trägt einen Anzug.

                

              


              Man kann diese Aussage folgendermaßen in die Prädikatenlogik übersetzen:


              
                	
                  ∀x [Ax]

                

              


              Wortwörtlich liest sich das so: »Für jedes x gilt: x trägt einen Anzug«, was ja eigentlich falsch ist. Denn es kommt auf den jeweiligen Kontext an: Wenn Sie von einem Meeting mit vier männlichen Mitarbeitern sprechen, dann mag die Aussage schon stimmen.


              Um keine Missverständnisse aufkommen zu lassen, muss man sich also völlig im Klaren über den jeweiligen Kontext einer Aussage sein. Aus diesem Grund muss man Variablen in einen Kontext setzen, der als domain of discourse (etwa »Individuenbereich« im Deutschen) bezeichnet wird.


              
                	
                  Diese domain of discourse stellt einen Kontext für Aussagen bereit, der Variablen enthält. Wenn der Individuenbereich beispielsweise Menschen heißt, dann kann x stehen für Sie oder mich oder auch für Ihre Tante Henriette, aber eben nicht für Bart Simpson, für Ihr Handy oder den Planeten Jupiter.

                

              


              Wie man eine Aussage vom Deutschen in die Prädikatenlogik übersetzt, hängt häufig von dem jeweiligen Individuenbereich ab. Um nachzuvollziehen, warum das so ist, werfen Sie einfach einen Blick auf zwei Übersetzungen eines Arguments, das zwei verschiedene Kontextbereiche verwendet:


              Prämissen:


              
                	
                  Alle meine Kinder sind ehrlich.


                  Mindestens eines meiner Kinder ist Rechtsanwalt.

                

              


              Konklusion:


              
                	
                  Es gibt mindestens einen ehrlichen Rechtsanwalt.

                

              


              Für die erste Übersetzung verwende ich folgende Vereinbarung:


              
                	
                  Bereich: unbeschränkt

                

              


              
                	
                  Ein unbeschränkter Bereich bedeutet, dass x buchstäblich jeder Gegenstand sein kann: ein Floh, ein Einhorn, die Unabhängigkeitserklärung, die Andromeda‐Galaxie, das Wort Butter oder Ihr erster Kuss. (Sie dachten wohl, ich mache nur Spaß, als ich sagte, dass es jeder Gegenstand sein kann?) Diese große Auswahl hier stellt nun kein Problem da, weil die Aussagen selbst Beschränkungen setzen, was x alles sein kann.

                

              


              Mit diesem Individuenbereich wird das Argument in die Prädikatenlogik wie folgt übersetzt:


              
                	
                  ∀x [Kx → Ex], ∃x [Kx & Rx] : ∃x [Ex & Rx]

                

              


              Vielleicht meinen Sie ja, der Individuenbereich sei etwas rein Theoretisches, von dem das Argument überhaupt nicht berührt wird, doch dies ist nicht der Fall. Wenn Sie ein Argument niederschreiben, dann können Sie den Individuenbereich nämlich zu Ihrem Vorteil nutzen, indem Sie geschickt einen Bereich wählen, der die Übersetzung vom Deutschen in die Prädikatenlogik leichter und prägnanter gestaltet.


              Für diese zweite Übersetzung desselben Arguments kann ich einen anderen Bereich festlegen:


              
                	
                  Bereich: meine Kinder

                

              


              Nun unterliegen sämtliche Variablen einer bedeutsamen Beschränkung, und das heißt, dass ich die Aussage »Alle meine Kinder sind ehrlich« übersetzen kann als


              
                	
                  ∀x [Ex]

                

              


              anstatt der vorher getroffenen Aussage als


              
                	
                  ∀x [Kx → Ex]

                

              


              ∀x [Kx → Ex] liest sich dann so: »Für alle (oder für jedes) x gilt: x ist ehrlich«. Beachten Sie dabei, dass die Aussage selbst nicht die Tatsache erwähnt, dass x eines meiner Kinder ist (Kx aus der vorhergehenden Aussage), weil der Individuenbereich diese Beschränkung bereits angibt.


              Ebenso können Sie unter Verwendung desselben Individuenbereichs die Aussage »Mindestens eines meiner Kinder ist Rechtsanwalt« auf folgende Weise übersetzen:


              
                	
                  ∃x [Rx]

                

              


              Diese Aussage liest sich so: »Es gibt ein x, sodass gilt: x ist Rechtsanwalt.« Auch hier sagt die Aussage selbst nichts darüber aus, dass x eines meiner Kinder ist, weil diese Beschränkung bereits vom Individuenbereich abgedeckt wird.


              Schließlich können Sie den Satz »Es gibt mindestens einen ehrlichen Rechtsanwalt« als


              
                	
                  ∃x [Ex & Rx]

                

              


              übersetzen.


              Dies ist dieselbe Übersetzung, als wenn der Bereich nicht beschränkt wäre, weil die Aussage ja nichts von meinen Kindern erwähnt. Somit wird dasselbe Argument innerhalb des Bereichs »Meine Kinder« übersetzt wiedergegeben als


              
                	
                  ∀x [Ex], ∃x [Rx] : ∃x [Ex & Rx]

                

              


              Wie man sehen kann, ist dieses Argument ein wenig kürzer und einfacher als das Argument, das einen unbeschränkten Bereich verwendet.


              
                	
                  Vergewissern Sie sich, dass Sie nur einen Individuenbereich für ein einzelnes Argument verwenden oder für beliebige Aussagen, die Sie als Aussagengruppe untersuchen. Zwischen Individuenbereichen hin und her zu springen ist in etwa so, als würde man Äpfel und Birnen zusammenzählen. Das Ergebnis wäre dann nämlich ein durcheinandergeratenes Argument, das Ihnen keine korrekten Resultate liefern würde.

                

              


              
                	
                  Von einem technischen Standpunkt aus ist dieser Individuenbereich zwar wichtig, doch meistens können Sie einen unbeschränkten Bereich einsetzen. Von jetzt ab können Sie also davon ausgehen, dass der Bereich unbeschränkt ist, es sei denn, ich vermerke es extra.

                

              

            
          

          
            Wie man Aussagen und Aussageformen auseinanderhält


            In Kapitel 5 beschreibe ich den Unterschied, der in der Aussagenlogik zwischen einer Aussage, wie beispielsweise (P & Q) → R, und einer Aussageform, wie etwa (x & y) → z, besteht. Einfach ausgedrückt: Eine Aussage enthält Konstanten, aber keine Variablen, und eine Aussageform enthält Variablen, aber keine Konstanten.


            In der Prädikatenlogik kann eine einzige Äußerung jedoch sowohl Konstanten als auch Variablen beinhalten. In diesem Abschnitt erkläre ich, wie Konstanten und Variablen verwandt werden, und ich zeige Ihnen, was eine Aussage in der Prädikatenlogik ausmacht.


            
              Wie man den Skopus eines Quantors bestimmt


              In Kapitel 5 geht es darum, wie Klammern in der Aussagenlogik den Skopus eines Operators begrenzen. Schauen wir uns die folgende Aussage aus der Aussagenlogik an:


              
                	
                  P & (Q ∨ R)

                

              


              Der &‐Operator dieser Aussage befindet sich außerhalb der Klammern, sodass sein Skopus die gesamte Aussage ist, und das bedeutet, dass der Wahrheitswert des Operators auf den Wahrheitswerten aller in der Aussage vorkommenden Konstanten basiert. Andererseits befindet sich der ∨‐Operator innerhalb der Klammern, sodass sein Skopus auf das begrenzt ist, was sich innerhalb der Klammern befindet. Das heißt, der Wahrheitswert dieses Operators hängt nur von den Wahrheitswerten der Konstanten Q und R ab, aber nicht vom Wahrheitswert von P.


              
                	
                  In der Prädikatenlogik ist der Skopus der Quantoren ∀ und ∃ auf ähnliche Weise begrenzt, doch durch eckige statt runde Klammern. Überprüfen Sie einmal die folgende Aussage:


                  ∀x [Cx → Nx] & Rb

                

              


              Der Skopus des Quantors ∀ ist begrenzt auf das, was sich innerhalb der Klammern befindet: Cx → Nx. Anders ausgedrückt: Dieser Quantor betrifft nicht den &‐Operator und auch nicht die Teilaussage Rb.

            

            
              Wir entdecken gebundene Variablen und freie Variablen


              Bestimmt dachten Sie, Sie wüssten bereits genug über Variablen, nicht wahr? Nun gut, machen Sie sich bereit, denn jetzt folgt noch eine weitere aufregende Lektion. Wenn Sie gerade an Ihrem Schreibtisch sitzen und über einen Ausdruck grübeln, dann müssen Sie daran denken, dass jede Variable in diesem Ausdruck entweder als gebunden oder als frei angesehen wird. Und damit meine ich Folgendes:


              
                	
                  Eine gebundene Variable ist eine Variable, die im Skopus eines Quantors ist.

                


                	
                  Eine freie Variable ist eine Variable, die nicht im Skopus eines Quantors steht.

                

              


              Das ist recht einfach, oder? Um jedoch den Unterschied zwischen gebundenen Variablen und freien Variablen ganz zu verstehen, schauen Sie sich die folgende Äußerung an:


              
                	
                  ∃x [Dx → My] & Lx

                

              


              Können Sie erraten, welche dieser Variablen gebunden und welche frei sind?


              
                	
                  Wenn sich eine Variable außerhalb aller Klammern befindet, dann ist sie immer frei. Dies ist deshalb so, weil der Skopus eines Quantors stets auf das begrenzt ist, was innerhalb eines Klammernpaares liegt. Daher ist das x in Lx eine freie Variable.

                

              


              Doch denken Sie daran, dass eine Variable, die sich innerhalb von Klammern befindet, nicht schon deshalb unbedingt gebunden sein muss. Bei unserem Beispiel ist die Variable y frei, obwohl sie innerhalb der Klammern steht. Und zwar ist sie deshalb frei, weil diese Klammern den Skopus von ∃x begrenzen, der auf x einwirkt, und nicht auf y.


              Und jetzt können Sie wahrscheinlich erraten, dass die Variable x in Dx eine gebundene Variable ist. Sie können sich da ganz sicher sein, weil diese Variable nämlich innerhalb der Klammern auftaucht und weil diese Klammern den Skopus von ∃x begrenzen, was x quantitativ bestimmt.


              Der Unterschied zwischen gebundenen Variablen und freien Variablen wird in Kapitel 17 wichtig, wenn wir in die Beweise der Prädikatenlogik eintauchen. Momentan reicht es, zu wissen, dass eine gebundene Variable quantitativ bestimmt und eine freie Variable quantitativ nicht bestimmt ist.

            

            
              Welcher Unterschied besteht zwischen Aussagen und Aussageformen?


              Mit Ihrem neuen Wissen über gebundene und freie Variablen aus dem vorigen Abschnitt werden Sie nun ganz locker den Unterschied zwischen Aussagen und Aussageformen erläutern können.


              
                	
                  Wenn Sie eine Äußerung untersuchen, dann können Sie sicher sein, dass sie in eine der beiden folgenden Kategorien fällt:

                

              


              
                	
                  Aussagen: Eine Aussage enthält keine freien Variablen.

                


                	
                  Aussageformen: Eine Aussageform enthält mindestens eine freie Variable.

                

              


              Es ist daher so einfach, eine Aussage von einer Aussageform zu unterscheiden. Schauen Sie sich beispielsweise die folgende Äußerung an:


              
                	
                  ∀x [Cx → Hx] & Ok

                

              


              Diese Äußerung ist eine Aussage, weil sie keine freien Variablen enthält. Beachten Sie, dass beide Exemplare der Variablen x innerhalb der Klammern innerhalb des Skopus des Quantors ∀x auftreten. Außerdem erscheint k außerhalb der Klammern, doch dies ist eine Konstante und keine Variable.


              Oder sehen Sie sich diese Äußerung an:


              
                	
                  ∀x [Cx → Hx] & Ox

                

              


              Dieser Ausdruck enthält eine freie Variable (das x in Ox), die außerhalb der Klammern steht und sich deshalb auch außerhalb des Skopus des Quantors ∀x befindet. Daher ist dieser Ausdruck keine Aussage, sondern eine Aussageform.


              Formale Definitionen in der Prädikatenlogik verwenden Aussageformen, die man dann in Aussagen verwandeln kann. Schauen Sie sich beispielsweise die folgende Definition an:


              
                	
                  Es sei Ix: x ist Italiener.

                

              


              Der Ausdruck Ix ist eine Aussageform, weil die Variable x frei ist. Doch man wandelt diese Aussageform in eine Aussage um, wenn man die Variable durch eine Individuenkonstante ersetzt. Um etwa die Aussage


              
                	
                  Roberto ist Italiener.

                

              


              zu übersetzen, kann man schreiben:


              
                	
                  Ir

                

              


              Umgekehrt führt das Binden einer Variablen in einer Aussageform dazu, dass sich diese Aussageform zu einer Aussage verwandelt. Um beispielsweise die Aussage


              
                	
                  Jemand ist Italiener.

                

              


              zu übersetzen, kann man schreiben


              
                	
                  ∃x [Ix]

                

              


              Der Unterschied zwischen Aussagen und Aussageformen wird in Kapitel 18 wichtig, wenn wir damit anfangen, Beweise in der Prädikatenlogik zu formulieren. Momentan genügt es zu wissen, dass eine Aussage keine freien Variablen enthält.

            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 16


        Übersetzungen in die Prädikatenlogik


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Lernen Sie die vier Grundformen kategorischer Aussagen, alle‐, einige‐, nicht‐alle‐ und kein‐Aussagen kennen

                


                	
                  Verwenden Sie entweder den ∀‐ oder den ∃‐Quantor, um jede der Grundformen zu übersetzen

                


                	
                  Übersetzen Sie deutsche Aussagen, die mit Formulierungen wie alle, einige, nicht alle oder kein anfangen

                

              


              


              In Kapitel 15 stelle ich Ihnen die Prädikatenlogik vor, wobei ich besonderen Wert auf die beiden Quantoren ∀ und ∃ lege. Außerdem zeige ich Ihnen dort, wie man einige einfache Aussagen in die Prädikatenlogik übersetzt.


              In diesem Kapitel nun zeige ich Ihnen, wie man die vier häufigsten Formen kategorischer Aussagen aus dem Deutschen in die Prädikatenlogik überträgt. Dies sind normalerweise Aussagen, die mit den Wörtern alle, einige, nicht alle und kein beginnen. (Werfen Sie schnell einen Blick auf Kapitel 2, um mehr über kategorische Aussagen zu erfahren.)


              Dieses Kapitel behandelt außerdem die Frage, wie man jede dieser vier Formen übersetzt, indem man entweder den ∀‐ oder den ∃‐Quantor benutzt. Schließlich zeige ich Ihnen, wie man kategorische Aussagen erkennen kann, die mit keinem dieser vier Schlüsselwörter beginnen.

            
          

          
            Wie man die vier Grundformen kategorischer Aussagen übersetzt


            In diesem Abschnitt befasse ich mich damit, wie man die Wörter alle, einige, nicht alle und kein übersetzt. Sie werden diese Formen häufig gebrauchen, während Sie lernen, wie man vom Deutschen in die Prädikatenlogik übersetzt. (Wenn es Ihnen erforderlich scheint, dann blättern Sie noch einmal zurück zu Kapitel 2, um sich zu vergewissern, dass Sie die vier Grundformen verstanden haben.) Als Nächstes zeige ich Ihnen, wie man Aussagen übersetzt, die mit alle und einige beginnen. Wenn Sie verstanden haben, wie man das macht, dann sind die Aussagen mit nicht alle und kein recht einfach.


            
              	
                Wenn Sie erst einmal wissen, wie man Aussagen übersetzt, an deren Anfang die Wörter alle, einige, nicht alle und kein stehen, ist ein Großteil der schweren Arbeit schon getan. Im Allgemeinen besteht der einfachste Weg, sich diesen Aussagetypen zu nähern, darin, einen Quantor und eckige Klammern aufzuschreiben, wie in Tabelle 16.1 gezeigt:

              

            


            
              
                
                  
                    
                      	
                        Deutsches Wort

                      

                      	
                        Quantor der Prädikatenlogik

                      
                    

                  

                  
                    
                      	
                        Alle

                      

                      	
                        ∀x [ ]

                      
                    


                    
                      	
                        Einige

                      

                      	
                        ∃x [ ]

                      
                    


                    
                      	
                        Nicht alle

                      

                      	
                        ~∀x [ ]

                      
                    


                    
                      	
                        Kein

                      

                      	
                        ~∃x [ ]

                      
                    

                  
                


                
                  Tabelle 16.1: Übersetzungen der vier Grundformen kategorischer Aussagen

                
              
            


            
              »Alle« und »einige«


              Aussagen aus dem Deutschen in die Prädikatenlogik zu übersetzen ist gar nicht so schwer, doch Sie müssen sich hinsichtlich beschränkter und unbeschränkter Bereiche auf einige Stolpersteine gefasst machen. (Für eine kleine Auffrischung bezüglich dessen, wie man den Individuenbereich verwendet, blättern Sie einfach zu Kapitel 15 zurück.)


              In diesem Abschnitt zeige ich Ihnen, wie man Aussagen in die Prädikatenlogik übersetzt, die mit den Wörtern alle und einige beginnen.


              
                Der Einsatz eines beschränkten Bereichs


                
                  	
                    Zwei Aussagen können im Deutschen identisch bis auf die Wörter alle beziehungsweise einige sein. Aus diesem Grund könnte es sein, dass Sie vielleicht meinen, dass ihre Übersetzungen in die Prädikatenlogik identisch sind bis auf die Wahl des jeweiligen Quantors (∀ oder ∃). Wenn der Bereich beschränkt ist, dann funktioniert das meistens auch so.

                  

                


                Nehmen wir einmal die folgenden zwei Aussagen:


                
                  	
                    Alle Pferde sind braun.


                    Einige Pferde sind braun.

                  

                


                Angenommen, Sie verwenden einen beschränkten Individuenbereich:


                
                  	
                    Bereich: Pferde

                  

                


                Wenn Sie einen beschränkten Individuenbereich gebrauchen, müssen Sie nur eine einzige Eigenschaftskonstante definieren, um diese beiden Aussagen zu übersetzen. Zum Beispiel:


                
                  	
                    Es sei Bx: x ist braun.

                  

                


                Nun können Sie die beiden Aussagen wie folgt übersetzen:


                
                  	
                    ∀x [Bx]


                    ∃x [Bx]

                  

                


                Wie man sehen kann, besteht der einzige Unterschied zwischen den beiden Aussagen der Prädikatenlogik darin, dass man ∀ in der ersten Aussage durch ∃ in der zweiten Aussage ersetzt hat. Wie Sie erwartet hatten, passiert hier noch nichts Kniffliges.


                Im folgenden Teil dieses Kapitels konzentriere ich mich auf Übersetzungen in einem unbeschränkten Individuenbereich.

              

              
                Der Einsatz eines unbeschränkten Bereichs


                Den Bereich zu beschränken ist zwar immer möglich, aber zum Beispiel in Prüfungen nicht immer erlaubt. Nehmen wir dieses Mal an, dass Ihr Individuenbereich unbeschränkt ist:


                
                  	
                    Bereich: unbeschränkt

                  

                


                Um die Aussagen aus dem vorigen Abschnitt zu übersetzen, benötigen wir eine weitere Eigenschaftskonstante. Hier sind nun die beiden erforderlichen Konstanten, einschließlich der Eigenschaftskonstante aus dem vorhergehenden Abschnitt:


                
                  	
                    Es sei Bx: x ist braun.


                    Es sei Px: x ist ein Pferd.


                    Es sei Fx: x kann fliegen.

                  

                


                Nun können Sie die Aussage »Alle Pferde sind braun« übersetzen als


                
                  	
                    ∀x [Px → Bx]

                  

                


                Diese Aussage übersetzt sich dann wörtlich als: »Für alle x gilt: Wenn x ein Pferd ist, dann ist x braun.«


                Die Aussage »Einige Pferde sind braun« lässt sich dagegen folgendermaßen übersetzen:


                
                  	
                    ∃x [Px & Bx]

                  

                


                Diese Aussage wird wörtlich übersetzt als: »Es gibt ein x, sodass gilt: x ist ein Pferd und x ist braun.«


                Beachten Sie, dass der Unterschied zwischen den beiden Aussagen nicht nur der jeweilige Quantor ∀ beziehungsweise ∃ ist. In der ersten Aussage verwenden Sie einen →‐Operator, während Sie in der zweiten einen &‐Operator einsetzen.


                Sehen Sie sich an, was passiert, wenn Sie diese Operatoren vertauschen. Angenommen, Sie versuchten, die erste Aussage als


                
                  	
                    ∀x [Px & Bx] FALSCH!

                  

                


                zu übersetzen.


                Diese Übersetzung ist falsch, weil sie nämlich aussagen würde: »Für alle x gilt: x ist ein Pferd und x ist braun.« Etwas zwangloser ausgedrückt hieße das: »Alles ist ein braunes Pferd.« Und da der Bereich unbeschränkt ist, bedeutet alles hierbei wirklich alles, was offensichtlich nicht das ist, was Sie meinten.


                
                  	
                    Wenn man vom Deutschen in die Prädikatenlogik übersetzt, wende man die folgenden Faustregeln bei unbeschränkten Individuenbereichen an:

                  

                


                
                  	
                    Beim Gebrauch von ∀ verwende man eine →‐Aussage innerhalb der Klammern.

                  


                  	
                    Beim Gebrauch von ∃ verwende man eine &‐Aussage innerhalb der Klammern.

                  

                

              
            

            
              »Nicht alle« und »kein«


              Nachdem Sie nun erfahren haben, wie man die beiden positiven Formen kategorischer Aussagen übersetzt, ist das Übersetzen der beiden negativen Formen – nicht alle und kein – vergleichsweise einfach. Wie ich in Kapitel 2 zeige, ist eine nicht‐alle‐Aussage genau das Gegenteil einer alle‐Aussage. Ebenso ist eine kein‐Aussage die gegenteilige Form einer einige‐Aussage.


              Sie wissen zum Beispiel schon, wie man die folgende Aussage übersetzt:


              
                	
                  Alle Pferde sind braun.

                

              


              Nämlich so:


              
                	
                  ∀x [Px → Bx]

                

              


              Daher lautet die gegenteilige Form:


              
                	
                  Nicht alle Pferde sind braun.

                

              


              Diese Aussage wird dann ganz leicht übersetzt als:


              
                	
                  ~ ∀x [Px → Bx]

                

              


              Darüber hinaus wissen Sie – da alle‐Aussagen und nicht‐alle‐Aussagen zueinander kontradiktorisch sind –, dass genau eine dieser Aussagen wahr und die andere falsch ist.


              Sie wissen auch, dass man die Aussage


              
                	
                  Einige Pferde können fliegen.

                

              


              übersetzt als:


              
                	
                  ∃x [Px & Fx]

                

              


              Das Gegenteil dieser Aussage lautet:


              
                	
                  Kein Pferd kann fliegen.

                

              


              Wie Sie bereits vermuten, wird diese Aussage übersetzt als:


              
                	
                  ~ ∃x [Px & Fx]

                

              


              Auch hier ist exakt eine der Aussagen wahr und die andere falsch, eben weil einige‐ und kein‐Aussagen zueinander kontradiktorisch sind, sich also gegenseitig ausschließen.

            
          

          
            Alternative Übersetzungen der Grundformen


            Die Prädikatenlogik ist ausgesprochen vielseitig und bietet Ihnen mehr als nur eine Möglichkeit, jede einzelne Form zu übersetzen. In diesem Abschnitt zeige ich Ihnen, wie man jede der vier Grundformen kategorischer Aussagen übersetzen kann, unter Verwendung sowohl des ∀‐ als auch des ∃‐Quantors.


            
              	
                Wenn Sie beide Übersetzungsversionen kennenlernen, dann kann das hilfreich zum Verständnis der verborgenen Beziehung zwischen den beiden Quantoren ∀ und ∃ sein.

              

            


            Für die Beispiele in diesem Abschnitt gebrauche ich die folgenden Definitionen:


            
              	
                Es sei Hx: x ist ein Hund.

              

            


            
              	
                Es sei Vx: x ist verspielt.

              

            


            Tabelle 16.2 stellt die Informationen aus diesem Abschnitt über das Übersetzen der vier Grundformen aus dem Deutschen in die Prädikatenlogik zusammen. Für jede Form zähle ich zwei deutsche Aussagen auf. Die erste Aussage stellt die einfachste Möglichkeit dar, das Gemeinte auf Deutsch zu sagen, und auf der rechten Seite finden Sie die direkteste Übersetzung in die Prädikatenlogik. Die zweite Aussage bietet eine alternative Umschreibung desselben Gemeinten an sowie wiederum auf der rechten Seite eine Übersetzung dieser Umschreibung.


            
              
                
                  
                    
                      	
                        Deutsche Übersetzungen

                      

                      	
                        Übersetzungen in die Prädikatenlogik

                      
                    

                  

                  
                    
                      	
                        Alle Hunde sind verspielt.

                      

                      	
                        ∀x [Hx → Vx]

                      
                    


                    
                      	
                        (Kein Hund ist nicht verspielt.)

                      

                      	
                        ~∃x [Hx & ~Vx]

                      
                    


                    
                      	
                        Einige Hunde sind verspielt.

                      

                      	
                        ∃x [Hx & Vx]

                      
                    


                    
                      	
                        (Nicht alle Hunde sind nicht verspielt.)

                      

                      	
                        ~∀x [Hx → ~Vx

                      
                    


                    
                      	
                        Nicht alle Hunde sind verspielt.

                      

                      	
                        ~∀x [Hx → Vx]

                      
                    


                    
                      	
                        (Einige Hunde sind nicht verspielt.)

                      

                      	
                        ∃x [Hx & ~Vx]

                      
                    


                    
                      	
                        Kein Hund ist verspielt.

                      

                      	
                        ~∃x [Hx & Vx]

                      
                    


                    
                      	
                        (Alle Hunde sind nicht verspielt.)

                      

                      	
                        ∀x [Hx → ~Vx]

                      
                    

                  
                


                
                  Tabelle 16.2: Alternative Übersetzungen der vier Grundformen kategorischer Aussagen

                
              
            


            
              Wie man »alle« mit ∃ und ~ übersetzt


              Es ist äußerst sinnvoll, die Aussage »Alle Hunde sind verspielt« folgendermaßen zu übersetzen:


              
                	
                  ∀x [Hx → Vx]

                

              


              Doch wenn Sie etwas mehr darüber nachdenken, dann stellen Sie vielleicht fest, dass Sie mit der Aussage »Alle Hunde sind verspielt« auch eine äquivalente Aussage treffen:


              
                	
                  Kein Hund ist nicht verspielt.

                

              


              die sich wie folgt übersetzen lässt:


              
                	
                  ~∃x [Hx & ~Vx]

                

              


              Die wörtliche Übersetzung liest sich dann so: »Es stimmt nicht, dass es ein x gibt, sodass gilt: x ist ein Hund und x ist nicht verspielt.« Doch beide deutschen Aussagen bedeuten genau dasselbe, sodass beide Aussagen semantisch äquivalent sind. (Für weitere Informationen zur semantischen Äquivalenz lesen Sie Kapitel 6.)

            

            
              Wie man »einige« mit ∀ und ~ übersetzt


              Auf dieselbe Weise, mit der Sie alle mithilfe des ∃‐Quantors übersetzen können, können Sie auch den ∀‐Quantor verwenden, um das Wort einige zu übersetzen. Betrachten Sie die folgende Aussage:


              
                	
                  Einige Hunde sind verspielt.

                

              


              Die direkte Übersetzung dieser Aussage in die Prädikatenlogik ergibt:


              
                	
                  ∃x [Hx & Vx]

                

              


              Beachten Sie, dass diese Aussage hierbei dasselbe bedeutet wie:


              
                	
                  Nicht alle Hunde sind nicht verspielt.

                

              


              Daher können Sie diese Aussage wie eine nicht‐alle‐Aussage behandeln. Die Übersetzung lautet dann:


              
                	
                  ~∀x [Hx → ~Vx]

                

              


              In diesem Fall heißt die wörtliche Übersetzung: »Es stimmt nicht, dass für alle x gilt: Wenn x ein Hund ist, dann ist x nicht verspielt.« Doch die beiden Aussagen meinen im Deutschen dasselbe und auch die beiden Aussagen in der Prädikatenlogik sind semantisch äquivalent.

            

            
              Wie man »nicht alle« mit ∃ übersetzt


              Nehmen wir einmal an, Sie möchten die folgende Aussage übersetzen:


              
                	
                  Nicht alle Hunde sind verspielt.

                

              


              Sie wissen schon, dass man diese Aussage übersetzt als:


              
                	
                  ~∀x [Hx → Vx]

                

              


              Doch es gibt noch eine andere Möglichkeit, wie man diese Aussage übersetzen kann: Weil nicht alle Hunde verspielt sind, gibt es irgendwo mindestens einen Hund, der nicht verspielt ist. Daher lässt sich die ursprüngliche Aussage auch ausdrücken als


              
                	
                  Einige Hunde sind nicht verspielt.

                

              


              Um diesen Satz in die Prädikatenlogik zu übersetzen, kann man die folgende Übersetzung wählen:


              
                	
                  ∃x [Hx & ~Vx]

                

              


              Die genaueste wörtliche Übersetzung dieser Aussage lautet dann: »Es gibt (mindestens) ein x, sodass gilt: x ist ein Hund und x ist nicht verspielt.« Doch diese beiden deutschen Aussagen bedeuten dasselbe, und somit sind auch ihre Entsprechungen in der Prädikatenlogik semantisch äquivalent.

            

            
              Wie man »kein« mit ∀ übersetzt


              Angenommen, Sie möchten die folgende Aussage übersetzen:


              
                	
                  Kein Hund ist verspielt.

                

              


              De einfachste Übersetzung lautet:


              
                	
                  ~∃x [Hx & Vx]

                

              


              Die genaueste Übersetzung heißt hierbei: »Es stimmt nicht, dass es ein x gibt, sodass gilt: x ist ein Hund und x ist verspielt.«


              Wie Sie sicher erraten haben, kann man auch diese Übersetzung anders formulieren. Zum Beispiel kann die Tatsache, dass kein Hund verspielt ist, das Folgende bedeuten:


              
                	
                  Alle Hunde sind nicht verspielt.

                

              


              Dieser Satz lässt sich in der Prädikatenlogik durch


              
                	
                  ∀x [Hx → ~Vx]

                

              


              ausdrücken. Die genaueste Übersetzung lautet in diesem Fall: »Für alle x gilt: Wenn x ein Hund ist, dann ist x nicht verspielt.«


              Auch hier bedeuten die beiden Aussagen im Deutschen dasselbe, sodass ihre Übersetzungen in die Prädikatenlogik semantisch äquivalent sind.

            
          

          
            Wie man maskierte Aussagen identifiziert


            Jetzt verstehen Sie also, wie man die vier wichtigsten Grundformen kategorischer Aussagen vom Deutschen in die Prädikatenlogik übersetzt. Und nun möchte ich gerne im folgenden Abschnitt Ihr Verständnis noch erweitern.


            Ich zeige Ihnen nämlich, wie man Aussagen erkennt, die nicht mit den Formulierungen beginnen, an die Sie jetzt schon gewöhnt sind. Wenn Sie das erledigt haben, dann sind Sie imstande, eine große Vielzahl ganz unterschiedlicher Aussagen vom Deutschen in die Prädikatenlogik zu übersetzen.

          

          
            »Alle«‐Aussagen erkennen


            
              	
                Selbst wenn eine Aussage nicht mit dem Wort alle beginnt, kann eine andere Formulierung doch so etwas Ähnliches bedeuten, dass es gerechtfertigt sein kann, den ∀‐Quantor zu verwenden. Hier finden Sie einige Beispiele dafür, mit den entsprechenden Übersetzungen in die Prädikatenlogik:

              

            


            
              	
                Jeder Vater würde sein Leben riskieren, um sein Kind zu retten.


                ∀x [Vx → Rx]


                Jeder Mann in diesem Raum ist Single und geeignet.


                ∀x [Mx → (Sx & Gx)]


                Die Familie, die zusammen betet, bleibt auch zusammen; und jede Familie, die miteinander Urlaub macht, lacht auch viel gemeinsam.


                ∀x [Bx → Zx] & ∀x [Ux → Lx]

              

            


            wobei im letzten Beispiel der Individuenbereich beschränkt wurde auf die Menge der Familien.

          

          
            »Einige«‐Aussagen erkennen


            Es kann passieren, dass Sie auf Aussagen treffen, die den einige‐Aussagen ähneln, sodass Sie gerne den ∃‐Quantor einsetzen möchten, um sie zu übersetzen. Betrachten Sie beispielsweise die folgenden Aussagen mit ihren jeweiligen Übersetzungen:


            
              	
                Mindestens einer der Partygäste hat den Mord begangen.


                ∃x [Px & Mx]


                Viele Jugendliche sind aufmüpfig und widerspenstig.


                ∃x [Jx & (Ax & Wx)]


                Es gibt sowohl korrupte Handwerker als auch ehrliche Richter.


                ∃x [Hx & Kx] & ∃y [Ry & Ey]

              

            

          

          
            »Nicht alle«‐Aussagen erkennen


            Einige Aussagen, die nicht die Wörter nicht alle enthalten, aber dennoch etwas Ähnliches meinen, lassen sich trotzdem leicht mit dem ~∀‐Quantor übersetzen. Sehen Sie sich die folgenden Aussagen an, die als nicht‐alle‐Aussagen betrachtet werden:


            
              	
                Nicht jeder Musiker ist unzuverlässig.


                ~∀x [Mx → Ux]


                Weniger als 100 Prozent der Buchhalter sind zurückhaltend und korrekt.


                ~∀x [Bx → (Zx & Kx)]


                Nicht alles, was glänzt, ist Gold.


                ~∀x [Äx → Ox] (Da die Wörter glänzt und Gold jeweils mit dem Buchstaben g anfangen, benutze ich den ersten Vokal des jeweiligen Wortes.)

              

            

          

          
            »Kein«‐Aussagen erkennen


            Wahrscheinlich wissen Sie jetzt auch schon, dass einige Aussagen, die nicht mit dem Wort kein beginnen, leicht mithilfe des Quantors ~∃ zu übersetzen sind. Und damit haben Sie ganz recht. Betrachten Sie die folgenden Aussagen mit ihren jeweiligen Übersetzungen:


            
              	
                Kein einziger Geschworener stimmte dafür, den Angeklagten freizusprechen.


                ~∃x [Gx & Fx]


                In unserer Familie gibt es keine Doktoren oder andere Akademiker.


                ~∃x [Fx & (Dx V Ax)]


                Niemand, der ein Restaurant kauft, verdient damit Geld, ohne viel Zeit zu investieren.


                ~∃x [Kx & (Gx & ~Ix)]

              

            


            Die letzte Aussage kann man sich auch so vorstellen: »Es gibt niemanden, der ein Restaurant kauft und damit Geld verdient und nicht viel Zeit investiert.«

          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 17


        Mit der Prädikatenlogik die Gültigkeit von Argumenten beweisen


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Vergleichen Sie Beweise aus der Aussagenlogik mit Beweisen aus der Prädikatenlogik

                


                	
                  Setzen Sie die Quantorennegation (QN) in der Prädikatenlogik ein

                


                	
                  Verwenden Sie die vier Quantorenregeln UI, EI, UG und EG

                

              


              


              Ich habe gute Nachrichten für Sie: Wenn Sie erst einmal Beweise in der Aussagenlogik beherrschen, dann wissen Sie bereits 80 Prozent von dem, was Sie brauchen, um Beweise in der Prädikatenlogik niederzuschreiben. Zunächst müssen Sie herausbekommen, wie viel Sie eigentlich schon wissen. Wenn Sie eine kleine Auffrischung benötigen, dann werfen Sie doch einfach einen Blick in die Kapitel von Teil III: Darin steht alles, was Sie brauchen.


              Dieses Kapitel beginnt damit, Ihnen zu zeigen, wie sehr die Beweise der Prädikatenlogik denen der Aussagenlogik ähneln. Zum Beispiel benutzen sie beide die acht Implikationsregeln und die zehn Äquivalenzregeln. Ich erkläre Ihnen ganz genau, wie und wann man diese Regeln einsetzt.


              Wenn Sie sich mit einigen einfachen Beweisen in der Prädikatenlogik vertraut gemacht haben, stelle ich Ihnen noch eine zusätzliche Regel vor, die Quantorennegation (QN), mit der Sie Änderungen anbringen können, die den Quantoren (∀ oder ∃) betreffen. Glücklicherweise ist diese Regel, die die erste wirklich neue Regel für Sie ist, leicht zu beherrschen.


              Der restliche Teil des Kapitels konzentriert sich auf die vier folgenden Quantorenregeln: universelle Instanziierung (UI), existenzielle Instanziierung (EI), universelle Generalisierung (UG) und existenzielle Generalisierung (EG). Die ersten beiden Regeln machen es möglich, jede Art von Quantor aus einer Aussage der Prädikatenlogik zu entfernen. Die anderen beiden Regeln erlauben es, jede Art von Quantor zu einer Aussage in der Prädikatenlogik hinzuzufügen.


              Mithilfe der vier Quantorenregeln lassen sich die acht Implikationsregeln aus der Aussagenlogik nutzbringend einsetzen. Lesen Sie weiter, um herauszufinden, wie das geht.

            
          

          
            Wie man Regeln aus der Aussagenlogik in der Prädikatenlogik einsetzt


            Die 18 Deduktionsregeln aus der Aussagenlogik machen schon einen gehörigen Anteil der 80 Prozent aus, die Sie bereits kennen, um auch in der Prädikatenlogik Beweise erstellen zu können. Diese Regeln beinhalten die acht Implikationsregeln aus Kapitel 9 sowie die zehn Äquivalenzregeln aus Kapitel 10. In vielen Fällen lassen sich diese Regeln mit nur leichten Änderungen auf Beweise in der Prädikatenlogik übertragen.


            Dieser Abschnitt weist Sie auf die vielen Ähnlichkeiten zwischen Beweisen der Aussagenlogik und Beweisen der Prädikatenlogik hin.


            
              Der Vergleich von Aussagen der Aussagenlogik und der Prädikatenlogik


              Ein Hauptunterschied zwischen der Aussagenlogik und der Prädikatenlogik besteht in der Art und Weise, wie die beiden Logiksprachen einfache Aussagen handhaben. Um beispielsweise die Aussage »Hubert schläft« in die Aussagenlogik zu übersetzen, kann man schreiben:


              
                
                  
                    	
                      H

                    

                    	
                      (ÜBERSETZUNG IN DIE AUSSAGENLOGIK)

                    
                  

                
              


              Um dieselbe Aussage in die Prädikatenlogik zu übertragen, kann man schreiben:


              
                
                  
                    	
                      Sh

                    

                    	
                      (ÜBERSETZUNG IN DIE PRÄDIKATENLOGIK)

                    
                  

                
              


              Um die etwas komplexere Aussage »Hubert schläft und Emma ist wach« in die Aussagenlogik zu übersetzen, kann man schreiben:


              
                
                  
                    	
                      H & E

                    

                    	
                      (ÜBERSETZUNG IN DIE AUSSAGENLOGIK)

                    
                  

                
              


              Um dieselbe Aussage in die Prädikatenlogik zu übertragen, kann man schreiben:


              
                
                  
                    	
                      Sh & We

                    

                    	
                      (ÜBERSETZUNG IN DIE PRÄDIKATENLOGIK)

                    
                  

                
              


              Eigentlich gibt es in solchen Fällen lediglich einen einzigen Unterschied zwischen der Aussagenlogik‐ und der Prädikatenlogik‐Übersetzung: die Konstanten. So übersetzt man in der Aussagenlogik eine einfache deutsche Aussage mit einer einzelnen Konstante (zum Beispiel H oder E), die dann für sich alleine als Aussage in der Aussagenlogik stehen kann.


              In der Prädikatenlogik hingegen übersetzt man dieselbe deutsche Aussage mit einer Kombination aus Eigenschaftskonstante und Individuenkonstante (zum Beispiel Sh oder We), die für sich alleine als eine Aussage in der Prädikatenlogik stehen können. (Blättern Sie zurück zu Kapitel 4, um mehr über Konstanten in der Aussagenlogik, und zurück zu Kapitel 15, um mehr über Konstanten in der Prädikatenlogik zu erfahren.)

            

            
              Wie man die acht Implikationsregeln der Aussagenlogik in die Prädikatenlogik überträgt


              
                	
                  Da sich Aussagenlogik und Prädikatenlogik so sehr ähneln, lassen sich die acht Implikationsregeln auf jede beliebige Aussage oder Aussageform der Prädikatenlogik genauso wie in der Aussagenlogik anwenden.

                

              


              
                	
                  Wie in der Aussagenlogik kann man auch in der Prädikatenlogik die acht Implikationsregeln nur auf ganze Aussagen oder Aussageformen anwenden – niemals auf Bruchstücke von Aussagen oder Aussageformen. (Lesen Sie noch einmal Kapitel 9, um Ihre Kenntnisse über die Anwendung der Implikationsregeln aufzufrischen.)

                

              


              
                Wie man in der Prädikatenlogik mit Aussagen ohne einen Quantor arbeitet


                Nun zeige ich Ihnen, wie man die acht Implikationsregeln bei Aussagen in der Prädikatenlogik ohne einen Quantor einsetzt. Angenommen, Sie möchten die Gültigkeit des folgenden Arguments beweisen:


                
                  	
                    Jn → Bn, ~Bn ∨ Ep, Jn : Ep

                  

                


                Beginnen wir, wie gewöhnlich, mit der Aufstellung der Prämissen:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        Jn → Bn

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ~Bn ∨ Ep

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        Jn

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                Machen Sie jetzt einfach so weiter, als hätten Sie einen Beweis der Aussagenlogik vor sich, doch behandeln Sie die Kombinationen aus Eigenschafts‐ und Individuenkonstanten als unteilbare Brocken, genauso wie Sie die einzelnen Konstanten und Variablen in der Aussagenlogik als unteilbar behandelt haben:


                
                  
                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        Bn

                      

                      	
                        1, 3 MP

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        Ep

                      

                      	
                        2, 4 DS

                      
                    

                  
                

              

              
                Wie man in der Prädikatenlogik mit Aussagen, die einen Quantor enthalten, arbeitet


                Die acht Implikationsregeln funktionieren in der Prädikatenlogik auch bei Aussagen mit einem Quantor. Wie ich schon im vorhergehenden Abschnitt feststellte, muss man nur sicherstellen, dass man die Regeln auf die gesamte Aussage beziehungsweise Aussageform anwendet und nicht auf Teile davon.


                Nehmen wir einmal an, Sie möchten das folgende Argument beweisen:


                
                  	
                    ∀x [Nx] & ∃y [Py] : (∀x [Nx] ∨ ∀y [Py]) & (∃x [Nx] ∨ ∃y [Py])

                  

                


                Natürlich beginnen Sie wieder mit der Prämisse:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∀x [Nx] & ∃y [Py]

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                Nun können Sie mit der gesamten Aussage wie in der Aussagenlogik weiterarbeiten:


                
                  
                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ∀x [Nx]

                      

                      	
                        1 Simp

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        ∃y [Py]

                      

                      	
                        1 Simp

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        ∀x [Nx] ∨∀y [Py]

                      

                      	
                        2 Add

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        ∃x [Nx] ∨ ∃y [Py]

                      

                      	
                        3 Add

                      
                    


                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        ∀x [Nx] ∨∀y [Py]) & (∃x [Nx] ∨ ∃y [Py])

                      

                      	
                        4, 5 Konj

                      
                    

                  
                


                
                  	
                    Man kann die Implikationsregeln nicht auf einen Teil der Aussage anwenden, selbst wenn dieser Teil das Einzige ist, was in den Klammern einer Aussage mit einem Quantor steht.

                  

                


                Das Folgende ist beispielsweise ein ungültiges Argument:


                Prämissen:


                
                  	
                    Einige Mitglieder meiner Familie sind Doktoren.


                    Einige Mitglieder meiner Familie haben keinen Universitätsabschluss.

                  

                


                Konklusion:


                
                  	
                    Einige Doktoren haben keinen Universitätsabschluss.

                  

                


                Und hier ist der »Beweis« der Gültigkeit des Arguments:


                
                  	
                    ∃x [Fx & Dx], ∃x [Fx & Kx] : ∃x [Dx & Kx]

                  

                


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∃x [Fx & Dx]

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ∃x [Fx & Kx]

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        ∃x [Dx]

                      

                      	
                        1 Simp

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        ∃x [Kx]

                      

                      	
                        2 Simp

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        ∃x [Dx & Kx]

                      

                      	
                        3, 4 Konj

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                


                Offensichtlich ist hier irgendetwas falsch gelaufen. Es ist auch plausibel. Zeile 3 besagt ja lediglich, dass es irgendein Ding gibt, das ein Doktor ist, und Zeile 4 besagt, dass es ein Ding gibt, das keinen Universitätsabschluss hat. Daraus kann man aber mit Sicherheit nicht folgern, dass es ein Ding gibt, das beide Eigenschaften hat.

              

              
                Wie man mit Aussageformen in der Prädikatenlogik arbeitet


                In Kapitel 15 zeige ich Ihnen, dass eine mit einer Individuenvariable kombinierte Eigenschaftskonstante (zum Beispiel Px) in der Prädikatenlogik nicht wirklich eine Aussage ist, es sei denn, sie befindet sich innerhalb eines Klammernpaars und wird von einem Quantor (wie beispielsweise ∀x [Px]) gebunden. Wenn sie frei auftritt, dann handelt es sich keineswegs um eine Aussage, sondern um eine Aussageform.


                Das Gute daran ist, dass man beim Erstellen von Beweisen Aussageformen wie Aussagen behandeln kann. Weiter unten in diesem Kapitel gebe ich Ihnen spezielle Beispiele dafür, wie im Laufe eines Beweises in der Prädikatenlogik Aussageformen auftauchen können. Momentan reicht es aus zu wissen, dass die acht Implikationsregeln ebenfalls auf Aussageformen angewandt werden können.

              
            

            
              Wie man in der Prädikatenlogik die zehn Äquivalenzregeln einsetzt


              
                	
                  Die zehn Äquivalenzregeln können Sie auf jede beliebige ganze Aussage oder Aussageform in der Prädikatenlogik anwenden oder auch nur auf jede beliebige Teilaussage einer Aussage oder Aussageform in der Prädikatenlogik.

                

              


              In Kapitel 10 erkläre ich, dass die Äquivalenzregeln größere Flexibilität verleihen als die Implikationsregeln. Ein Grund für diese Flexibilität liegt darin, dass man die zehn Äquivalenzregeln in der Aussagenlogik nicht nur auf die ganze Aussage, sondern auch auf Teile davon anwenden kann. Dies funktioniert auch in der Prädikatenlogik. Angenommen, Sie möchten die Gültigkeit des folgenden Arguments beweisen:


              
                	
                  ∃x [Cx → ~Sx] : ∃x ~[Cx & Sx]

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      ∃x [Cx → ~Sx]

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              Da das ∃x von der Prämisse bis zur Konklusion unverändert bleibt, besteht die größte Herausforderung hierbei, den Rest der Aussage umzuwandeln. Dies gelingt Ihnen, indem Sie zwei Ihrer Lieblingsäquivalenzregeln einsetzen:


              
                
                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      ∃x [~Cx ∨ ~Sx]

                    

                    	
                      1 Impl

                    
                  


                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      ∃x ~[Cx & Sx]

                    

                    	
                      2 DeM

                    
                  

                
              


              Diese Flexibilität hinsichtlich der Äquivalenzregeln lässt sich ebenso gut bei Aussageformen einsetzen.


              So ist beispielsweise der Ausdruck Cx → ~Sx eine Aussageform, weil die Variable x nicht von einem Quantor gebunden ist (siehe Kapitel 15). Sie können jetzt die Äquivalenzregel Impl (siehe Kapitel 10) anwenden, um diese Aussageform als ~Cx ∨ ~Sx aufzuschreiben.


              Weiter unten in diesem Kapitel befasse ich mich mit Satzformen und zeige, wie diese ihren Weg in die Beweise der Prädikatenlogik finden.

            
          

          
            Wie man Aussagen mithilfe der Quantorennegation (QN) transformiert


            Bei der Übertragung der Regeln aus der Aussagenlogik auf die Prädikatenlogik hatten Sie es mit den Quantoren ∀ und ∃ zu tun. Doch bei einigen Beweisen kommen Sie damit in der Prädikatenlogik nicht weiter. Nehmen wir einmal an, Sie möchten die Gültigkeit des folgenden Arguments beweisen:


            
              	
                ∀x [Hx → Bx] : ~∃x [Hx & ~Bx]

              

            


            Dieses Argument mag vertraut aussehen, wenn Sie Kapitel 16 gelesen haben. Dort verwende ich die Prämissenaussage, die für »Alle Pferde sind braun« steht, und die Konklusionsaussage, die für »Keine Pferde sind nicht braun« steht. Da diese beiden Aussagen äquivalent sind, können Sie mit der ersten beginnen und die zweite beweisen.


            Das Problem hierbei ist leider nur, dass der Quantor von ∀ nach ~∃ wechselt, und aus der Aussagenlogik wird Ihnen dabei wohl nichts helfen können. Doch glücklicherweise kommt Ihnen die Quantorennegation (QN) zu Hilfe. Lesen Sie weiter, um zu sehen, wie diese verwendet wird.


            
              Die Quantorennegation stellt sich vor


              
                	
                  Die Quantorennegation (QN) macht es möglich, eine Aussage in der Prädikatenlogik zu einer äquivalenten Aussage umzuwandeln, indem man die folgenden drei Schritte durchläuft:

                

              


              
                	
                  Man setzt einen ~‐Operator unmittelbar vor den Quantor.

                


                	
                  Man wandelt den Quantor um (von ∀ zu ∃ oder von ∃ zu ∀).

                


                	
                  Man setzt einen ~‐Operator unmittelbar hinter den Quantor.

                

              


              Wie bei der Aussagenlogik gilt: Wenn die sich ergebende Aussage irgendwo zwei nebeneinanderliegende ~‐Operatoren aufweist, dann kann man sie beide entfernen. Diese Beseitigung zweier ~‐Operatoren nutzt die Regel der doppelten Negation (DN), ohne sich direkt auf ihre Anwendung zu berufen, wie ich in Kapitel 10 darlege.


              Tabelle 17.1 zählt die vier unterschiedlichen Fälle auf, in denen QN angewendet werden kann.


              
                
                  
                    
                      
                        	

                        	
                          Direkte Aussage

                        

                        	
                          Äquivalente Aussage

                        
                      

                    

                    
                      
                        	
                          Alle

                        

                        	
                          ∀x [Px]

                        

                        	
                          ~∃x ~[Px]

                        
                      


                      
                        	
                          Nicht alle

                        

                        	
                          ~∀x [Px]

                        

                        	
                          ∃x ~[Px]

                        
                      


                      
                        	
                          Einige

                        

                        	
                          ∃x [Px]

                        

                        	
                          ~∀x ~[Px]

                        
                      


                      
                        	
                          Kein

                        

                        	
                          ~∃x [Px]

                        

                        	
                          ∀x ~[Px]

                        
                      

                    
                  


                  
                    Tabelle 17.1: Die vier Regeln der Quantorennegation (QN)

                  
                
              


              Beachten Sie, dass in jedem einzelnen Fall der auf den Quantor folgende ~‐Operator nicht das umwandelt, was sich innerhalb der Klammern befindet, sondern einfach nur die gesamte Aussageform in der Klammer negiert.


              
                	
                  Wie die Äquivalenzregeln funktioniert auch QN in beiden Richtungen.

                

              


              Beispielsweise kann man mit der folgenden Aussage beginnen:


              
                	
                  ~∃x ~[Gx ∨ Hx]

                

              


              und bei dieser Aussage hier enden:


              
                	
                  ∀x [Gx ∨ Hx]

                

              


              
                	
                  Außerdem lässt sich QN, wie auch die zehn Äquivalenzregeln, auf einen Teil einer Aussage anwenden.

                

              


              So kann man zum Beispiel die folgende Aussage umwandeln:


              
                	
                  ∀x [Mx ∨ Lx] & ∃x [Cx ∨ Fx]

                

              


              und erhält dann diese Aussage:


              
                	
                  ~∃x ~[Mx ∨ Lx] & ∃x [Cx ∨ Fx]

                

              

            

            
              Wie man QN bei Beweisen einsetzt


              Mit QN sowie den Regeln aus der Aussagenlogik können Sie nun die Gültigkeit des folgenden Arguments beweisen:


              
                	
                  ∀x [Bx → Cx] : ~∃x [Bx & ~Cx]

                

              


              
                
                  
                    	
                      1.

                    

                    	
                      ∀x [Bx → Cx]

                    

                    	
                      P

                    
                  

                
              


              QN vollzieht nun die große Umwandlung, die den Quantor mit einbezieht:


              
                
                  
                    	
                      2.

                    

                    	
                      ~∃x ~[Bx → Cx]

                    

                    	
                      1 QN

                    
                  

                
              


              Der übrige Beweis ist dann kaum noch der Rede wert: Sie wenden einfach die Äquivalenzregeln an:


              
                
                  
                    	
                      3.

                    

                    	
                      ~∃x ~[~Bx ∨ Cx]

                    

                    	
                      2 Impl

                    
                  


                  
                    	
                      4.

                    

                    	
                      ~∃x [Bx & ~Cx]

                    

                    	
                      3 DeM

                    
                  

                
              


              
                	
                  Da QN und Äquivalenzregeln ja in beide Richtungen einsetzbar sind, lässt sich das Argument ~∃x [Bx & ~Cx] : ∀x [Bx → Cx] auch in umgekehrter Richtung ganz leicht beweisen. Diese Umkehrung der Schritte liefert den entscheidenden Beweis dafür, dass die beiden Aussagen semantisch äquivalent sind (weitere Informationen über die semantische Äquivalenz finden Sie in Kapitel 6).

                

              


              Tabelle 17.2 fasst das Wissenswerte über die alle‐ und nicht‐alle‐Aussagen zusammen, wobei für jeden Aussagentyp jeweils vier äquivalente Möglichkeiten des Aufschreibens aufgezählt werden.


              
                
                  
                    
                      
                        	

                        	
                          Alle

                        

                        	
                          Nicht alle

                        
                      

                    

                    
                      
                        	
                          Direkte Aussage

                        

                        	
                          ∀x [Bx → Cx]

                        

                        	
                          ~∀x [Bx → Cx]

                        
                      


                      
                        	
                          Verwendung von QN

                        

                        	
                          ~∃x ~[Bx → Cx]

                        

                        	
                          ∃x ~[Bx → Cx]

                        
                      


                      
                        	
                          Verwendung von Impl

                        

                        	
                          ~∃x ~[~Bx ∨ Cx]

                        

                        	
                          ∃x ~[~Bx ∨ Cx]

                        
                      


                      
                        	
                          Verwendung von DeM

                        

                        	
                          ~∃x [Bx & ~Cx]

                        

                        	
                          ∃x [Bx & ~Cx]

                        
                      

                    
                  


                  
                    Tabelle 17.2: Vier äquivalente Möglichkeiten, wie man alle‐ und nicht‐alle‐Aussagen aufschreiben kann

                  
                
              


              Tabelle 17.3 zählt die äquivalenten Möglichkeiten auf, einige‐ und kein‐Aussagen aufzuschreiben.


              
                
                  
                    
                      
                        	

                        	
                          Einige

                        

                        	
                          Kein

                        
                      

                    

                    
                      
                        	
                          Direkte Aussage

                        

                        	
                          ∃x [Bx & Cx]

                        

                        	
                          ~∃x [Bx & Cx]

                        
                      


                      
                        	
                          Verwendung von QN

                        

                        	
                          ~∀x ~[Bx & Cx]

                        

                        	
                          ∀x ~[Bx & Cx]

                        
                      


                      
                        	
                          Verwendung von DeM

                        

                        	
                          ~∀x [~Bx ∨ ~Cx]

                        

                        	
                          ∀x [~Bx ∨ ~Cx]

                        
                      


                      
                        	
                          Verwendung von Impl

                        

                        	
                          ~∀x [Bx → ~Cx]

                        

                        	
                          ∀x [Bx → ~Cx]

                        
                      

                    
                  


                  
                    Tabelle 17.3: Vier äquivalente Möglichkeiten, wie man einige‐ und kein‐Aussagen aufschreiben kann

                  
                
              

            
          

          
            Die vier Quantorenregeln


            Als Sie damit anfingen, die Regeln zur Beweisführung in der Aussagenlogik einzusetzen, fanden Sie wahrscheinlich, dass diese unterschiedlichen Regeln für ganz spezifische Operationen durchaus hilfreich waren. Simp und DS eigneten sich beispielsweise gut dazu, Aussagen zu zerlegen, während man sie mit Konj und Add wieder zusammensetzen konnte.


            
              	Ähnliches gilt für die Prädikatenlogik. Zwei der vier Quantorenregeln sind Instanziierungsregeln, wie aus Tabelle 17.4 ersichtlich wird. Durch beide Regeln wird es möglich, den Quantor sowie die Klammern aus einer Aussage zu entfernen und die Aussage zu zerlegen, damit die Regeln aus der Aussagenlogik ihre Arbeit verrichten können. Die anderen beiden Quantorenregeln sind Generalisierungsregeln. Mithilfe dieser Regeln lassen sich Quantoren und Klammern hinzufügen, um Aussagen zusammenzusetzen, die erforderlich sind, um einen Beweis abzuschließen.

            


            
              
                
                  
                    
                      	
                        Quantor

                      

                      	
                        Zerlegung

                      

                      	
                        Zusammensetzung

                      
                    

                  

                  
                    
                      	
                        ∀

                      

                      	
                        Universelle Instanziierung (UI)


                        * Wandelt eine gebundene Variable entweder zu einer Variablen oder zu einer Konstanten um.

                      

                      	
                        Universelle Generalisierung (UG)


                        * Wandelt eine freie Variable (keine Konstante) zu einer gebundenen Variablen um.


                        * Diese gebundene Variable darf nicht bereits in einer vorangegangenen, durch EI oder eine nichterfüllte AP begründete Zeile aufgetreten sein.

                      
                    


                    
                      	
                        ∃

                      

                      	
                        Existenzielle Instanziierung (EI)


                        * Wandelt eine gebundene Variable zu einer freien Variablen (nicht zu einer Konstante) um.


                        * Diese Variable darf in einer vorangegangenen Zeile des Beweises nicht frei sein.

                      

                      	
                        Existenzielle Generalisierung (EG)


                        * Wandelt entweder eine freie Variable oder eine Konstante zu einer gebundenen Variablen um.

                      
                    

                  
                


                
                  Tabelle 17.4: Die vier Quantorenregeln in der Prädikatenlogik und ihre Beschränkungen

                
              
            


            Zwei dieser Regeln – UI und EG – sind relativ einfach, sodass ich zunächst zu diesen übergehe. Durch UI lassen sich Aussagen vereinfachen, die mit ∀ quantifiziert sind, wohingegen sich mithilfe von EG Aussagen mittels des ∃‐Quantors zusammensetzen lassen.


            Wenn Sie UI und EG beherrschen, dann sind Sie fit für EI und UG. Diese beiden Regeln sind etwas kniffliger, weil sie einige Beschränkungen enthalten, die UI und EG nicht haben. Doch im Prinzip ist auch EI einfach nur eine Zerlegungsregel und UG eine Zusammensetzungsregel. Die folgenden Abschnitte liefern Ihnen alles, was Sie brauchen, um zu verstehen, wie man diese vier Regeln anwendet.


            
              Leichte Regel Nr. 1: die universelle Instanziierung (UI)


              
                	
                  Mithilfe der universellen Instanziierung (UI) können Sie Folgendes machen:

                

              


              
                	
                  Die gebundene Variable in einer ∀‐Aussage durch Entfernung des Quantors und der Klammern befreien.

                


                	
                  Nach der Befreiung der Variablen können Sie diese einheitlich an jeder Stelle, an der sie auftritt, zu einer Konstanten oder Variablen, ganz nach Wunsch, umwandeln.

                

              


              Angenommen, Sie wissen, dass die folgende Aussage wahr ist:


              
                	
                  Alle Schlangen sind Reptilien.

                

              


              In der Prädikatenlogik lässt sich diese Aussage so darstellen:


              
                	
                  ∀x [Sx → Rx]

                

              


              Da Sie wissen, dass ein bestimmter Fakt für alle Schlangen gilt, kann man auch mit Gewissheit sagen, dass eine gleiche Aussage über eine ganz spezielle Schlange ebenfalls zutreffend und damit wahr ist:


              
                	
                  Wenn Binky eine Schlange ist, dann ist Binky ein Reptil.

                

              


              Mithilfe von UI können wir folgenden Sprung machen:


              
                	
                  Sb → Rb

                

              


              Das Ergebnis ist eine Aussage, die doch sehr nach einer Aussage aus der Aussagenlogik aussieht, und das bedeutet, dass man die 18 Regeln aus der Aussagenlogik verwenden kann.


              
                Wir laufen uns mit einem Beweis warm


                Dieser Abschnitt stellt Ihnen zum Üben einen Beweis zur Aufwärmung vor. Nehmen wir einmal an, Sie möchten die Gültigkeit des folgenden Argumentes beweisen:


                Prämissen:


                
                  	
                    Alle Elefanten sind grau.


                    Benjamin ist ein Elefant.

                  

                


                Konklusion:


                
                  	
                    Benjamin ist grau.

                  

                


                Übersetzen wir dieses Argument in die Prädikatenlogik:


                
                  	
                    ∀x [Ex → Gx], Eb : Gb

                  

                


                Wie bei einem Beweis in der Aussagenlogik beginnen wir auch hier mit der Aufzählung der Prämissen:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∀x [Ex → Gx]

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        Eb

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                »Entpacken« wir nun die erste Prämisse unter Verwendung von UI:


                
                  
                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        Eb → Gb

                      

                      	
                        1, UI

                      
                    

                  
                


                Hiermit habe ich zunächst das ∀x sowie die Klammern beseitigt. Außerdem habe ich mich dazu entschieden, die Variable x einheitlich zur Individuenkonstanten b zu ändern. In diesem Fall habe ich mich für b entschlossen, weil dies auch die Konstante ist, die in Zeile 2 auftritt, die im nächsten Schritt nützlich sein wird.


                Wir können nun den Beweis auf altbewährte Weise abschließen, indem wir eine uns aus der Aussagenlogik vertraute Regel anwenden:


                
                  
                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        Gb

                      

                      	
                        2, 3 MP

                      
                    

                  
                

              

              
                Zulässiger und unzulässiger Gebrauch von UI


                UI stellt eine Reihe von Möglichkeiten bereit, wenn man dringend nach weiteren Schritten in einem Beweis sucht.


                Angenommen, Ihnen wird die folgende Prämisse vorgelegt:


                
                  	
                    ∀x [(Pa & Qx) → (Rx & Sb)]

                  

                


                Das Einfachste, was Ihnen UI nun anbietet, ist, einfach den Quantor und die Klammern zu entfernen und dabei dieselbe Variable beizubehalten:


                
                  	
                    (Pa & Qx) → (Rx & Sb)

                  

                


                Zudem wird es mithilfe von UI möglich, die Variable umzuwandeln, solange Sie diese Änderung einheitlich im gesamten Ausdruck vornehmen:


                
                  	
                    (Pa & Qy) → (Ry & Sb)

                  

                


                Des Weiteren können Sie mit UI die Variable zu jeder beliebigen Konstanten umwandeln, die Sie wollen, sogar zu einer Konstanten, die bereits in der Aussage auftaucht, solange Sie diese Umwandlung einheitlich in der gesamten Aussage vornehmen. Zum Beispiel:


                
                  	
                    (Pa & Qa) → (Ra & Sb)


                    (Pa & Qb) → (Rb & Sb)


                    (Pa & Qc) → (Rc & Sb)

                  

                


                In jedem Fall habe ich die Variable x durchgehend durch eine Konstante ersetzt – zunächst durch a, dann durch b und schließlich durch c.


                
                  	
                    Wenn Sie UI verwenden, müssen Sie alle Vorkommen der Variablen durchgehend durch dieselbe Konstante oder Variable ersetzen. Und Konstanten aus der ursprünglichen Aussage müssen beibehalten werden.

                  

                


                Hier ist beispielsweise eine unzulässige Anwendung von UI:


                
                  	
                    (Pa & Qa) → (Rb & Sb) FALSCH!

                  

                


                In dieser Aussage habe ich unzulässigerweise ein x zu einem a und das andere x zu einem b umgewandelt. Diese Ersetzungen sind deshalb nicht korrekt, weil die Änderungen einheitlich geschehen müssen – jedes x im gesamten Ausdruck muss durch dieselbe Konstante oder dieselbe Variable ersetzt werden. Und hier noch eine weitere unzulässige Anwendung von UI:


                
                  	
                    (Px & Qx) → (Rx & Sx) FALSCH!

                  

                


                In dieser Aussage habe ich mich unzulässigerweise an beiden Konstanten a und b zu schaffen gemacht. Diese Änderungen sind nicht korrekt, weil UI nur erlaubt, die Variable zu verändern, über die in der ursprünglichen Aussage quantifiziert wird – in diesem Fall ist das x. Andere Variablen und Konstanten der ursprünglichen Aussage müssen gleich bleiben.

              
            

            
              Leichte Regel Nr. 2: die existenzielle Generalisierung


              
                	
                  Mithilfe der existenziellen Generalisierung (EG) können Sie entweder eine Individuenkonstante oder eine freie Variable durch Hinzufügen von Klammern und durch ihre entsprechende Quantifizierung mit ∃ zu einer gebundenen Variablen umwandeln.

                

              


              Angenommen, Sie wissen, dass die folgende Aussage wahr ist:


              
                	
                  Mein Auto ist weiß.

                

              


              In der Prädikatenlogik lässt sich diese Aussage folgendermaßen wiedergeben:


              
                	
                  Wa

                

              


              Da Sie nun ein Beispiel für ein spezifisches Ding haben, das weiß ist, können Sie das verallgemeinern und sagen, dass etwas weiß ist, und somit können Sie ganz sicher behaupten:


              
                	
                  Es gibt ein x, sodass gilt: x ist weiß.

                

              


              Unter Verwendung von EG können Sie folgenden Sprung machen:


              
                	
                  ∃x [Wx]

                

              


              
                Aufwärmen mit einem Beweis


                So wie UI es möglich macht, Aussagen in der Prädikatenlogik in einem Beweis zu spezifizieren, so ermöglicht es EG, diese am Schluss wieder zu verallgemeinern.


                Angenommen, Sie wollen etwa beweisen, dass das folgende Argument gültig ist:


                
                  	
                    ∀x [Px → Qx], ∀x [(Pb & Qx) → Rx], Pa & Pb : ∃x [Rx]

                  

                


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∀x [Px → Qx]

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ∀x [(Pb & Qx) → Rx]

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        Pa & Pb

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                Zunächst wenden wir UI an, um die ersten beiden Prämissen zu entpacken:


                
                  
                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        Pa → Qa

                      

                      	
                        1 UI

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        (Pb & Qa) → Ra

                      

                      	
                        2 UI

                      
                    

                  
                


                Zeile 5 veranschaulicht einen Aspekt, den ich im vorangegangenen Abschnitt behandelte: Beide Male kann man in Aussage 2 die Variable x durch die Konstante a ersetzen, doch die Konstante b muss unverändert bleiben.


                Als Nächstes wenden wir Simp an, um Aussage 3 zu zerlegen:


                
                  
                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        Pa

                      

                      	
                        3 Simp

                      
                    


                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        Pb

                      

                      	
                        3 Simp

                      
                    

                  
                


                Nun können Sie all Ihre alten Tricks aus den Beweisen der Aussagenlogik wieder hervorkramen:


                
                  
                    
                      	
                        8.

                      

                      	
                        Qa

                      

                      	
                        4, 6 MP

                      
                    


                    
                      	
                        9.

                      

                      	
                        Pb & Qa

                      

                      	
                        7, 8 Konj

                      
                    


                    
                      	
                        10.

                      

                      	
                        Ra

                      

                      	
                        5, 9 MP

                      
                    

                  
                


                Sie haben nun ein Beispiel für eine Konstante (a) gefunden, die die Eigenschaft besitzt, nach der Sie gesucht haben (R), sodass Sie den Beweis mithilfe von EG fertigstellen können:


                
                  
                    
                      	
                        11.

                      

                      	
                        ∃x [Rx]

                      

                      	
                        10 EG

                      
                    

                  
                

              

              
                Zulässiger und unzulässiger Gebrauch von EG


                EG bietet Ihnen die gleiche Wahlmöglichkeit wie UI, doch mit EG fügt man Klammern hinzu und bindet Variablen, anstatt Klammern zu entfernen und Variablen zu befreien.


                
                  	
                    Mithilfe von EG lässt sich jede beliebige Konstante zu einer Variablen umwandeln und dann durch den Quantor ∃ binden. Wie bei UI müssen die Änderungen durchgehend vorgenommen werden. Nehmen wir einmal an, Sie hätten die folgende Prämisse:

                  

                


                
                  	
                    (Pa & Qb) → (Rb ∨ Sa)

                  

                


                Sie können EG verwenden, um eine der Konstanten (a oder b) zu einer Variablen umzuwandeln und diese dann mit dem ∃‐Quantor zu binden:


                
                  	
                    ∃x [(Px & Qb) → (Rb ∨ Sx)]


                    ∃x [(Pa & Qx) → (Rx ∨ Sa)]

                  

                


                Wie bei UI müssen auch beim Gebrauch von EG die Veränderungen an den Konstanten durchgehend einheitlich erfolgen. Hier sind beispielsweise drei unzulässige Anwendungen von EG:


                
                  
                    
                      	
                        ∃x [(Px & Qx) → (Rx ∨ Sx)]

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                


                Bei dieser unzulässigen Aussage habe ich unzulässigerweise beide Konstanten a und b zu x verändert.


                
                  
                    
                      	
                        ∃x [(Px & Qb) → (Rb ∨ Sa)]

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                


                Hier habe ich das Gegenteil versucht und nur ein a umgewandelt, aber nicht das andere.


                
                  
                    
                      	
                        ∃x [(Pa & Qb) → (Rb ∨ Sa)]

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                


                Und bei dieser Aussage habe ich überhaupt keine Konstanten in Variablen umgewandelt.


                
                  	
                    Mit EG können Sie diese Änderungen auch an Aussageformen vornehmen. Aussageformen sind zwar keine Prämissen eines Argumentes, doch sie können nach der Verwendung von UI und anderer Quantorenregeln entstehen. Angenommen, Sie hätten diese Aussageform:


                    (Vx & Ty) ∨ (Cx → Gy)

                  

                


                Mit EG können Sie jede Variable binden:


                
                  	
                    ∃x [(Vx & Ty) ∨ (Cx → Gy)]


                    ∃y [(Vx & Ty) ∨ (Cx → Gy)]

                  

                


                Sie können EG ebenfalls einsetzen, um eine Änderung der Variablen vorzunehmen, solange diese Änderung durchgehend einheitlich geschieht:


                
                  	
                    ∃z [(Vx & Tz) ∨ (Cx → Gz)]


                    ∃z [(Vz & Ty) ∨ (Cz → Gy)]

                  

                


                Beachten Sie, dass alle diese Beispiele noch immer Aussageformen sind, weil in jedem Fall eine Variable noch frei ist.


                Wenn Sie EG verwenden, um Variablen zu binden oder zu verändern, müssen diese Veränderungen wie bei den Konstanten einheitlich an der gesamten Aussageform vorgenommen werden. Auch hier einige Beispiele für einen unzulässigen Einsatz von EG an Aussageformen:


                
                  
                    
                      	
                        ∃x [(Vx & Tx) ∨ (Cx → Gx)]

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                


                Bei dieser ungültigen Aussage habe ich unzulässigerweise EG verwendet, um beide Variablen x und y zu binden, indem ich die Variable x benutzte.


                
                  
                    
                      	
                        ∃z [(Vx & Tz) ∨ (Cx → Gy)]

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                


                Hierbei habe ich ein y in ein z umgewandelt, nicht jedoch das zweite y.


                
                  
                    
                      	
                        ∃z [(Vx & Ty) ∨ (Cx → Gy)]

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                


                Bei dieser Aussage habe ich zwar die Variable z gebunden, doch ich habe keine der Variablen zu z umgewandelt.

              
            

            
              Die nicht‐so‐einfache Regel Nr. 1: die existenzielle Instanziierung (EI)


              
                	
                  Mithilfe der existenziellen Instanziierung (EI) wird es möglich, in einer ∃‐Aussage die gebundene Variable zu befreien (oder sie in eine andere Variable umzuwandeln), indem man den Quantor und die Klammern entfernt – unter der Voraussetzung, dass diese Variable nicht bereits in einer vorangegangenen Zeile des Beweises als eine freie Variable vorliegt.

                

              


              Ja, Sie haben recht: Diese Definition ist ein ganz schön harter Brocken. Um sie ein wenig zu vereinfachen, erläutere ich sie Schritt für Schritt. Ich fange damit an, alles bis zum Ausdruck unter der Voraussetzung, dass zu erklären.


              
                Wie sich EI und UI ähneln


                Der erste Teil der Definition von EI gleicht der von UI, außer dass EI eben in ∃‐Aussagen wirksam wird (und nicht in ∀‐Aussagen). Angenommen, Sie hätten die folgende Aussage:


                
                  	
                    Etwas ist grün.

                  

                


                In der Prädikatenlogik lässt sich diese Aussage folgendermaßen darstellen:


                
                  	
                    ∃x [Gx]

                  

                


                Mithilfe von EI wird es wie mit UI möglich, die gebundene Variable zu befreien, was dann dies ergibt:


                
                  	
                    Gx

                  

                


                Diese Aussageform bedeutet »x ist grün«, was sehr nahe an der Bedeutung der Ursprungsaussage ist. Durch EI lässt sich auch die Variable umwandeln:


                
                  	
                    Gy

                  

                


                In diesem Fall bedeutet die Aussageform »y ist grün« und ist damit ebenfalls nahe an dem, mit dem Sie anfingen, weil Variablen nur Platzhalter darstellen.

              

              
                Ein Beispiel für den Einsatz von EI


                Um Ihnen dabei zu helfen, die Funktionsweise von EI besser zu verstehen, betrachten Sie das folgende Argument:


                
                  	
                    ∀x [Cx → Dx], ∃x [~Dx] : ~∀x [Cx]

                  

                


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∀x [Cx → Dx]

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ∃x [~Dx]

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                Zunächst wendet man UI und EI an, um die Quantoren zu entfernen. Doch EI muss vor UI eingesetzt werden. (Diese Reihenfolge hat mit alldem zu tun, was bei der Definition von EI hinter dem Ausdruck unter der Voraussetzung, dass steht, was ich später näher erläutern werde.)


                
                  
                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        ~Dx

                      

                      	
                        2 EI

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        Cx → Dx

                      

                      	
                        3 UI

                      
                    

                  
                


                Der nächste Schritt ist klar, auch wenn es vielleicht noch nicht ganz sicher ist, wie er hilft:


                
                  
                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        ~Cx

                      

                      	
                        3, 4 MT

                      
                    

                  
                


                Jetzt wissen Sie etwas über die Variable x – nämlich dass x nicht die Eigenschaft C besitzt. Daher können Sie EG anwenden, um die allgemeinere Aussage »Es gibt ein x, sodass gilt: x hat nicht die Eigenschaft C« zu treffen:


                
                  
                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        ∃x [~Cx]

                      

                      	
                    

                  
                


                Um den Beweis abzuschließen, können Sie QN verwenden. Der Deutlichkeit halber füge ich hier in diesem Fall einen Zwischenschritt ein und mache ausdrücklich von der doppelten Negation (DN) Gebrauch:


                
                  
                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        ~∀x ~[~Cx]

                      

                      	
                        6 QN

                      
                    


                    
                      	
                        8.

                      

                      	
                        ~∀x [Cx]

                      

                      	
                        7 DN

                      
                    

                  
                

              

              
                Mit EI lässt sich nur eine Variable befreien, die noch nicht anderswo frei vorliegt


                Beim Beispiel aus dem vorhergehenden Abschnitt habe ich zuerst EI verwendet, bevor ich UI genutzt habe. Warum? Das erkläre ich Ihnen nun.


                Beachten Sie, dass der letzte Teil der EI‐Definition feststellt: » … unter der Voraussetzung, dass diese Variable nicht bereits in einer vorangegangenen Zeile des Beweises als eine freie Variable vorliegt.« Wenn wir das jetzt einmal auf das Beispiel aus dem vorigen Abschnitt beziehen, dann könnte ich – wenn ich als Zeile 3 Cx → Dx geschrieben hätte – bei Einsatz von EI nicht ~Dx in Zeile 4 notieren.


                Diese Einschränkung mag vielleicht wie eine Formalität erscheinen, doch vertrauen Sie mir: Sie ist wirklich wichtig. Um Ihnen zu zeigen, warum das so ist, tue ich so, als wollte ich ein Argument beweisen, das offensichtlich falsch ist. Dieses Argument lautet folgendermaßen:


                Prämissen:


                
                  	
                    Es gibt Menschen.


                    Es gibt Katzen.

                  

                


                Konklusion:


                
                  	
                    Einige Menschen sind Katzen.

                  

                


                In Prädikatenlogik übertragen, sieht das Argument so aus:


                
                  	
                    ∃x [Mx], ∃x [Kx] : ∃x [Mx & Kx]

                  

                


                Und hier ist der »Beweis«:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∃x [Mx]

                      

                      	
                        P

                      

                      	
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ∃x [Kx]

                      

                      	
                        P

                      

                      	
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        Mx

                      

                      	
                        1 EI

                      

                      	
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        Kx

                      

                      	
                        2 EI

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        Mx & Kx

                      

                      	
                        3, 4 Konj

                      

                      	
                    


                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        ∃x [Mx & Kx]

                      

                      	
                        5 EG

                      

                      	
                    

                  
                


                Irgendwie hat die Sache einen Haken. Anderenfalls müsste es ja unter den Menschen ein paar Katzen geben. An welcher Stelle liegt also das Problem?


                Zeile 3 ist in Ordnung: Ich verwende EI, um die Variable x zu befreien. Doch in Zeile 4 versuche ich, EI anzuwenden, um die Variable x noch einmal zu befreien. Dieser Schritt nun ist absolut verboten und hat zu unserem Schlamassel geführt. Weil ich die Variable x nämlich bereits in Zeile 3 befreit habe, darf ich diese Variable nicht noch einmal mit EI in Zeile 4 nutzen.


                
                  	
                    Ich hätte in Zeile 4 My oder Mz schreiben können, doch dann wäre der Rest des Arguments weggefallen. Doch das ist etwas Gutes, denn schlechte Argumente sollen ja schließlich wegfallen.

                  

                

              

              
                Zulässiger und unzulässiger Gebrauch von EI


                In diesem Abschnitt stelle ich genau dar, wie und wann EI genutzt werden kann.


                Angenommen, Ihnen wären beispielsweise die folgenden zwei Prämissen vorgegeben:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∃x [(Rx & Fa) → (Hx & Fb)]

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ∃y [Ny]

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                EI erlaubt es – wie UI – eine Variable zu befreien, mit der Option, sie im Laufe des Arguments zu verändern. Hier sind die nächsten drei zulässigen Schritte:


                
                  
                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        (Rx & Fa) → (Hx & Fb)

                      

                      	
                        1 EI

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        (Ry & Fa) → (Hy & Fb)

                      

                      	
                        1 EI

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        Nz

                      

                      	
                        2 EI

                      
                    

                  
                


                In Zeile 3 nutzte ich EI, um die Variable x zu befreien. Dies ist die häufigste Anwendung von EI. In Zeile 4 änderte ich die Variable von x zu y und befreite sie dann unter Verwendung von EI. Auch dies ist eine zulässige Möglichkeit. Und in Zeile 5 wollte ich mit EI die Variable aus Zeile 2 befreien. Doch weil ich bereits in den vorangegangenen Zeilen x und y befreit hatte, musste ich mir eine neue Variable, nämlich z, aussuchen.


                Wenn Sie mithilfe von EI die Variable ändern, so müssen Sie dies – wie bei UI – durchgehend einheitlich tun. Sehen Sie sich beispielsweise die folgende unzulässige Aussage an:


                
                  
                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        (Rv & Fa) → (Hw & Fb)

                      

                      	
                        1 EI

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                


                In Zeile 6 habe ich unzulässigerweise ein x zu v umgewandelt und das andere x zu w. Diese Veränderung ist bei EI ebenso falsch, wie sie es bei UI wäre.


                Doch EI beschränkt Ihre Möglichkeiten so, wie es bei UI nicht der Fall ist. Werfen Sie einmal einen Blick auf die folgende unzulässige Aussage:


                
                  
                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        (Ra & Fa) → (Ha & Fb)

                      

                      	
                        1 EI

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                


                In Zeile 7 habe ich die Variable x zur Individuenkonstante a umgewandelt. Das ist verboten! Bei EI müssen Variablen Variablen bleiben. Schauen Sie sich die letzte unzulässige Aussage an:


                
                  
                    
                      	
                        8.

                      

                      	
                        Nx

                      

                      	
                        2 EI

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                


                In Zeile 8 habe ich aus der Variablen y die Variable x gemacht. Doch die Variable x erscheint bereits als eine freie Variable in Zeile 3, sodass Sie diese nicht noch ein zweites Mal bei EI benutzen dürfen. Diese Art von Irrtum tritt am häufigsten bei der Verwendung von EI auf. Passen Sie hier also besonders auf!

              
            

            
              Die nicht‐so‐einfache Regel Nr. 2: die universelle Generalisierung (UG)


              
                	
                  Mithilfe der universellen Generalisierung (UG) wird es möglich, eine freie Variable zu einer gebundenen Variablen umzuwandeln, indem man Klammern hinzufügt und sie durch ∀ quantifiziert – unter der Voraussetzung, dass diese Variable nicht bereits in einer vorangegangenen Zeile des Beweises als eine freie Variable – begründet durch EI oder eine nicht erfüllte AP – aufgetreten ist. (Blättern Sie zurück zu Kapitel 11, um mehr über die Erfüllung von AP zu erfahren.)

                

              


              Wie EG ist auch UG bis zum Ausdruck unter der Voraussetzung, dass recht überschaubar. Um die Definition so einfach wie möglich zu halten, erläutere ich sie Stück für Stück.


              
                Wie sich UG und EG ähneln


                Größtenteils gleichen sich UG und EG. Der größte Unterschied besteht jedoch darin, dass EG mit ∃‐Aussagen funktioniert (anstatt mit ∀‐Aussagen, die UG nutzen.) Angenommen, Ihnen ist die folgende Definition vorgegeben:


                
                  	
                    Es sei Sx: x ist schön.

                  

                


                Nehmen wir weiter an, dass Sie an irgendeiner Stelle des Beweises auf folgende Aussageform treffen:


                
                  	
                    Sx

                  

                


                Unter den richtigen Voraussetzungen können Sie mithilfe von UG die allgemeinere Aussage »Für jedes x gilt: x ist schön« ableiten oder, noch einfacher ausgedrückt: »Alles ist schön«:


                
                  	
                    ∀x [Sx]

                  

                


                Die Variable, die Sie in diesem Fall auswählen, ist eigentlich egal, sodass Sie auch UG einsetzen können, um zu schreiben:


                
                  	
                    ∀y [Sy]

                  

                

              

              
                UG funktioniert mit Variablen, aber nicht mit Konstanten


                Anders als mit EG lassen sich mit UG keine Konstanten zu Variablen umwandeln. Betrachten Sie beispielsweise das Folgende:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        Sc

                      

                      	
                        P

                      

                      	
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ∀x [Sx]

                      

                      	
                        1 UG

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                


                Der Grund, weshalb diese Aussage falsch ist, ist einfach: Nur weil die ursprüngliche Aussage bedeutet, dass alles, wofür c steht (Cadillacs, Colliers, Chrysanthemen oder Claudia Schiffer) schön ist, heißt das noch lange nicht, dass man zur Konklusion springen kann, dass überhaupt alles schön sei.


                
                  	UG ist restriktiver als EG. Mithilfe von EG wollen Sie zeigen, dass etwas eine bestimmte Eigenschaft besitzt, indem Sie eine spezifische Sache finden, die ebendiese Eigenschaft hat. Mithilfe von UG wollen Sie jedoch zeigen, dass alles diese Eigenschaft besitzt.

                

              

              
                Ein Beispiel für den Einsatz von EI


                Betrachten Sie das folgende Argument:


                
                  	
                    ∀x [Bx → Cx], ∀y [~Cy ∨ Dy] : ∀x [Bx → Dx]

                  

                


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∀x [Bx → Cx]

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ∀y [~Cy ∨ Dy]

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                Der erste Schritt besteht darin, die beiden Prämissen unter Verwendung von UI aufzubrechen:


                
                  
                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        Bx → Cx

                      

                      	
                        1 UI

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        ~Cy ∨ Dy

                      

                      	
                        2 UI

                      
                    

                  
                


                Beachten Sie, dass UI Ihnen in Zeile 4 die Freiheit zur Verfügung stellt, die Variable von y zu x umzuändern, ohne sich darüber Gedanken zu machen, dass x in Zeile 3 bereits frei ist. Und wenn die Variablen erst einmal alle gleich sind, können Sie weitermachen, als ob Sie einen Beweis in der Aussagenlogik schreiben würden:


                
                  
                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        Cx → Dx

                      

                      	
                        4 Impl

                      
                    


                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        Bx → Dx

                      

                      	
                        3, 5 HS

                      
                    

                  
                


                Nun haben Sie alles komplett aufgestellt, um den Beweis mit UG abzuschließen:


                
                  
                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        ∀x [Bx → Dx]

                      

                      	
                        6 UG

                      
                    

                  
                

              

              
                UG erlaubt nur, eine Variable zu binden, die auf einer Zeile – die durch EI oder eine nicht erfüllte AP begründet ist – nicht frei vorliegt


                Und jetzt muss ich Ihnen etwas beichten: Ich glaube, dass die Regel UG ungefähr die störrischste Regel in diesem ganzen Buch ist. Nun gut, jetzt habe ich es gestanden. Und was UG zu einem Problem werden lässt, ist nicht, wie UG angewendet wird, sondern wie UG eben nicht angewendet werden soll.


                Doch konzentrieren Sie sich erst einmal auf die positiven Aspekte: Wenn Sie UG erst einmal beherrschen, dann können Sie sicher sein, dass nichts Schlimmeres mehr auf Sie zukommen kann.


                Zuallererst stellen Sie sich vor, Sie würden einen Klub gründen, der erst ein Mitglied hat: nämlich Sie. Auch wenn Sie klein anfangen, haben Sie doch große Pläne mit Ihrem Klub: Sie möchten schließlich, dass jeder auf der Welt bei Ihnen mitmacht. Ihr Gefühl für Logik ist ein wenig verdreht, sodass Sie das folgende Argument aufstellen:


                Prämisse:


                
                  	
                    Es gibt ein Mitglied meines Klubs.

                  

                


                Konklusion:


                
                  	
                    Jeder ist ein Mitglied meines Klubs.

                  

                


                Dann übertragen Sie diese Aussage in die Prädikatenlogik:


                
                  	
                    ∃x [Mx] : ∀x [Mx]

                  

                


                Dieser Plan hört sich zwar ein wenig suspekt an, doch dann »beweisen« Sie die Gültigkeit Ihres Arguments wie folgt:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∃x [Mx]

                      

                      	
                        P

                      

                      	
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        Mx

                      

                      	
                        1 EI

                      

                      	
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        ∀x [Mx]

                      

                      	
                        2 UG

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                


                Irgendwie haben Sie, in zwei simplen Schritten, Ihre Klubmitgliedschaft von sich selbst auf alles im gesamten Universum ausgedehnt. Stellen Sie sich einmal vor, was UNICEF mit diesem Argument anfangen könnte!


                Und hier liegt das Problem: Die Variable x ist auf Zeile 2 frei, was durch EI begründet wurde, sodass Sie nicht UG anwenden können, um x in Zeile 3 zu binden. Dieses Szenario ist genau das, worauf sich die Definition von UG nach dem Ausdruck unter der Voraussetzung, dass bezieht.


                Und noch ein weiteres Beispiel: Stellen Sie sich vor, dass Sie kein Milliardär sind. (Wenn das schwer vorstellbar ist, sagen Sie sich einfach immer wieder: »Ich bin kein Milliardär.«) Von dieser Prämisse ausgehend, versuchen Sie zu beweisen, dass Donald Trump kein Milliardär ist. Und so sieht Ihr Argument aus:


                Prämisse:


                
                  	
                    Ich bin kein Milliardär.

                  

                


                Konklusion:


                
                  	
                    Donald Trump ist kein Milliardär.

                  

                


                Die Übersetzung in die Prädikatenlogik sieht folgendermaßen aus:


                
                  	
                    ~Mi : ~Mt

                  

                


                Und hier kommt der »Beweis«:


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ~Mi

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        Mx

                      

                      	
                        AP

                      
                    

                  
                


                Hierbei möchte ich eine fortgeschrittene indirekte Beweisstrategie einsetzen, die ich in Kapitel 12 ausführlicher behandle: Ich stelle eine angenommene Prämisse auf (AP) und arbeite darauf hin, eine Kontradiktion zu beweisen. Wenn ich Erfolg habe, dann habe ich die Negation der AP bewiesen. Im Allgemeinen ist dies eine vollkommen zulässige Strategie, doch der nächste Schritt enthält schon einen fatalen Irrtum:


                
                  
                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        ∀x [Mx]

                      

                      	
                        1 UG

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        Mi

                      

                      	
                        2 UI

                      

                      	
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        Mi & ~Mi

                      

                      	
                        1, 4 Konj

                      

                      	
                    


                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        ~Mx

                      

                      	
                        2–5 IB

                      

                      	
                    

                  
                


                Nach der Erfüllung meiner AP scheint der Rest des Beweises einfach zu sein:


                
                  
                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        ∀x [~Mx]

                      

                      	
                        6 UG

                      
                    


                    
                      	
                        8.

                      

                      	
                        ~Mt

                      

                      	
                        7 UI

                      
                    

                  
                


                Das Problem besteht diesmal darin, dass die Variable x in Zeile 2 frei ist, was durch eine nicht erfüllte AP begründet wurde – das bedeutet, dass Sie nicht UG anwenden können, um x zu binden.


                Beachten Sie aber auch, dass der Beweis in Zeile 7 einen vollkommen zulässigen Gebrauch von UG enthält, um x zu binden. Der einzige Unterschied besteht hierbei darin, dass die AP an dieser Stelle des Beweises erfüllt worden ist.


                
                  	
                    Die Moral von der Geschicht': Wann immer Sie UG einsetzen wollen, müssen Sie zuerst nachprüfen und sicherstellen, dass die Variable, die Sie zu binden versuchen, nicht in einer der folgenden Zeilen frei vorliegt:

                  

                


                
                  	
                    In einer Zeile, die von EI begründet wird.

                  


                  	
                    In einer Zeile, die von einer AP begründet wird, die noch nicht erfüllt worden ist.

                  

                

              

              
                Zulässiger und unzulässiger Gebrauch von UG


                Im Folgenden fasse ich noch einmal zusammen, wann Sie UG einsetzen können und wann nicht. Angenommen, Sie haben den nachstehenden Beweis gerade in Arbeit (es muss ein wenig vorbereitet sein):


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∀x [Tx]

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ∃y [Gy]

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        Sa

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        Tx

                      

                      	
                        1 UI

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        Gy

                      

                      	
                        2 EI

                      
                    


                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        Tx & Sa

                      

                      	
                        3, 4 Konj

                      
                    


                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        (Tx & Sa) & Gy

                      

                      	
                        5, 6 Konj

                      
                    


                    
                      	
                        8.

                      

                      	
                        Hz

                      

                      	
                        AP

                      
                    

                  
                


                Nun können Sie UG anwenden, um die Variable x in Zeile 7 zu binden:


                
                  
                    
                      	
                        9.

                      

                      	
                        ∀x [(Tx & Sa) & Gy]

                      

                      	
                        7 UG

                      
                    

                  
                


                Doch Sie können nicht UG einsetzen, um in Zeile 7 die Konstante a zu einer Variablen umzuwandeln und diese zu binden:


                
                  
                    
                      	
                        10.

                      

                      	
                        ∀w [(Tx & Sw) & Gy]

                      

                      	
                        7 UG

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                


                Doch Sie können UG auch nicht nutzen, um die Variable y in Zeile 7 zu binden, weil diese Variable in Zeile 5 als eine freie Variable auftritt, was durch EI begründet wurde:


                
                  
                    
                      	
                        11.

                      

                      	
                        ∀y [(Tx & Sa) & Gy]

                      

                      	
                        7 UG

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                


                Außerdem können Sie UG ebenfalls nicht anwenden, um die Variable z in Zeile 8 zu binden, weil diese Variable durch eine AP begründet wurde, die noch nicht erfüllt ist:


                
                  
                    
                      	
                        12.

                      

                      	
                        ∀z [Hz]

                      

                      	
                        8 UG

                      

                      	
                        FALSCH!

                      
                    

                  
                

              
            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 18


        GuteBeziehungen undpositiveIdentitäten


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Verstehen Sie relationale Ausdrücke der Logik

                


                	
                  Entdecken Sie Identitäten

                


                	
                  Erstellen Sie Beweise, indem Sie Relationen und Identitäten nutzen

                

              


              


              In der Aussagenlogik stellen wir eine Grundaussage mit nur einem Buchstaben dar – mit einer Konstante. So lässt sich beispielsweise die Aussage »Andreas ist Baumchirurg« wiedergeben als


              
                	
                  A (ÜBERSETZUNG IN DIE AUSSAGENLOGIK)

                

              


              In der Prädikatenlogik wird derselbe Satz durch eine zweistellige Buchstabenkombination aus einer Eigenschaftskonstante und einer Individuenkonstante repräsentiert, zum Beispiel:


              
                	
                  Ab

                

              


              Diese Darstellungsweise funktioniert hervorragend. Doch nehmen wir einmal an, Sie möchten gerne den Satz »Andreas hat Corinna angestellt« in die Prädikatenlogik übersetzen. Nun ist mehr als eine Person im Spiel, und deshalb ist es nötig, die Beziehung zwischen beiden auszudrücken.


              Oder angenommen, Sie wollen die Aussage »Andreas ist der beste Baumchirurg der Region« übersetzen. In diesem Fall beschreiben Sie keine Eigenschaft, die sich auf Andreas bezieht, sondern vielmehr seine Stellung als der einzige beste Baumchirurg der Region.


              Zum Glück lassen sich mit der Prädikatenlogik diese anspruchsvolleren Strukturen leicht zum Ausdruck bringen. In diesem Kapitel behandle ich deshalb Relationen und die Identität in der Prädikatenlogik. Relationen machen es möglich, Aussagen darzustellen, in denen mehr als eine Hauptperson vorkommt, und die Identität hilft Ihnen, mit Situationen umzugehen, bei denen ein Gegenstand mittels einer eindeutig zutreffenden Beschreibung identifiziert wird. Schließlich zeige ich Ihnen, wie diese neuen Begriffe in das Gesamtbild der Prädikatenlogik hineinpassen.

            
          

          
            Was sind Relationen?


            Bis jetzt haben Sie immer nur mit monadischen (einfachen) Ausdrücken gearbeitet: mit Aussagen und Aussageformen, die nur eine Individuenkonstante oder eine Variable enthalten. So hat beispielsweise die Aussage


            
              	
                Na

              

            


            nur eine einzige Individuenkonstante: a. Und die Aussageform


            
              	
                Nx

              

            


            besitzt nur eine Variable: x.


            In diesem Abschnitt helfe ich Ihnen, Ihre Vorstellung von Ausdrücken zu erweitern, die mehr als eine Individuenkonstante oder Variable aufweisen.


            
              Wie man Relationen definiert und nutzt


              
                	
                  Ein relationaler Ausdruck hat mehr als eine Individuenkonstante oder Variable.

                

              


              Einen solchen relationalen Ausdruck zu definieren ist relativ einfach, wenn Sie die Grundlagen der Definition monadischer Ausdrücke verstanden haben (siehe Kapitel 15). Ein monadischer Ausdruck lässt sich beispielsweise wie folgt definieren:


              
                	
                  Es sei Nx: x ist neugierig.

                

              


              Danach übersetzen Sie vielleicht den Satz »Anna ist neugierig« als:


              
                	
                  Na

                

              


              Doch angenommen, es gäbe auch noch die Aussage:


              
                	
                  Anna ist neugieriger als Boris.

                

              


              In diesem Fall können Sie den folgenden relationalen Ausdruck festlegen:


              
                	
                  Es sei Nxy: x ist neugieriger als y.

                

              


              Dann könnte man diesen Ausdruck verwenden, um unsere Aussage wie folgt zu übersetzen:


              
                	
                  Nab

                

              


              Auf ähnliche Weise kann man die Aussage


              
                	
                  Boris ist neugieriger als Anna.

                

              


              übersetzen als


              
                	
                  Nba

                

              


              
                	
                  Bei einem relationalen Ausdruck kommt es in erster Linie auf die Reihenfolge der Individuenkonstanten oder der Variablen an – vertauschen Sie diese also nicht!

                

              

            

            
              Wie man relationale Ausdrücke miteinander verknüpft


              Um relationale Aussagen und Aussageformen miteinander zu verknüpfen, lassen sich die fünf Operatoren der Aussagenlogik (~, &, ∨ → und ↔) genauso wie bei den monadischen Ausdrücken einsetzen. (Wenn Sie mehr über den Unterschied zwischen Aussagen und Aussageformen wissen möchten, blättern Sie zu Kapitel 15 zurück.)


              
                	
                  Wenn Sie eine Aussage aus dem Deutschen in einen relationalen Ausdruck übersetzt haben, dann ist er wie ein monadischer Ausdruck zu einer unteilbaren Einheit geworden. Von da an gelten dieselben Regeln wie beim Gebrauch der fünf Operatoren.

                

              


              Angenommen, Sie möchten sagen:


              
                	
                  Katrin ist größer als Christian, doch Christian ist größer als Paula.

                

              


              Zunächst legen Sie die Konstanten fest:


              
                	
                  Es sei k: Katrin.

                

              


              Es sei c: Christian.


              
                	
                  Es sei p: Paula.

                

              


              Als Nächstes bestimmten Sie den entsprechenden relationalen Ausdruck:


              
                	
                  Es sei Gxy: x ist größer als y.

                

              


              Nun können Sie die Aussage übersetzen:


              
                	
                  Gkc & Gcp

                

              


              Auf ähnliche Art und Weise lässt sich die folgende Aussage übersetzen:


              
                	
                  Wenn Katrin größer als Christian ist, dann ist sie auch größer als Paula.

                

              

            

            
              Wie man Quantoren bei Relationen verwendet


              Auch die beiden Quantoren ∀ und ∃ kann man verwenden, um relationale Aussagen und Aussageformen genauso wie monadische Ausdrücke miteinander zu verknüpfen.


              
                	
                  Der Gebrauch von Quantoren bei Relationen unterscheidet sich nicht grundsätzlich von ihrem Einsatz bei monadischen Ausdrücken.

                

              


              Nehmen wir beispielsweise einmal an, Sie möchten die folgende deutsche Aussage in die Prädikatenlogik übersetzen:


              
                	
                  Jeder mag Schokolade.

                

              


              Zunächst bestimmen wir den relationalen Ausdruck:


              
                	
                  Es sei Mxy: x mag y.

                

              


              Dann legen wir die Individuenkonstante fest:


              
                	
                  Es sei s: Schokolade.

                

              


              Nun können wir die Aussage so übersetzen:


              
                	
                  ∀x [Mxs]

                

              


              Oder angenommen, Sie hätten die folgende Aussage:


              
                	
                  Jemand stellte Deborah Jochen vor.

                

              


              Dieses Mal müssen Sie einen relationalen Ausdruck festlegen, der drei Individuenkonstanten oder Variablen berücksichtigt:


              
                	
                  Es sei Vxyz = x stellte y dem z vor.

                

              


              Wenn wir die Anfangsbuchstaben von Deborah und Jochen als Individuenkonstanten verwenden und die Variable x mit dem Quantor ∃ verbinden, dann können wir die Aussage folgendermaßen übersetzen:


              
                	
                  ∃x [Vxdj]

                

              


              Die Aussage


              
                	
                  Jochen stellte Deborah jedem vor.

                

              


              lässt sich übersetzen als:


              
                	
                  ∀x [Vjdx]

                

              


              
                	
                  Beachten Sie, dass Sie die Variable x immer noch verwenden können, auch wenn die Definition für den relationalen Ausdruck an dieser Stelle y einsetzt. Die Wahl der Variablen ist hier noch nicht von Bedeutung, solange Sie diese korrekt quantifizieren.

                

              

            

            
              Wie man mit mehreren Quantoren arbeitet


              Da Relationen mehr als eine Variable enthalten, eröffnen sie die Möglichkeit für Aussagen mit mehr als einem Quantor. Sie können beispielsweise die Aussage:


              
                	
                  Jeder stellte jemanden Jochen vor.

                

              


              übersetzen als:


              
                	
                  ∀x ∃y [Vxyj]

                

              


              Wenn Sie diese Aussage zerlegen, dann stellen Sie fest, dass sie wortwörtlich bedeutet: »Für alle x gilt: Es gibt ein x, für das gilt: x stellte y dem Jochen vor.«


              Ähnlich ist es, wenn Sie die folgende Aussage in die Prädikatenlogik übersetzen wollen:


              
                	
                  Jochen stellte jemanden jedem vor.

                

              


              Dafür können Sie die folgende Aussage verwenden:


              
                	
                  ∃y ∀x [Vjyx]

                

              


              
                	
                  Geben Sie besonders Acht auf die Reihenfolge der Quantoren! Wenn Sie die Reihenfolge der Quantoren von ∀x ∃y zu ∃y ∀x verändern, dann verändern Sie damit auch die Bedeutung der Aussage, auch wenn die Inhalte in den Klammern dieselben bleiben.

                

              


              
                	
                  Es besteht ein großer Unterschied zwischen Aussagen, die mit ∀x ∃y beginnen und solchen, die mit ∃y ∀x anfangen:

                

              


              
                	
                  Allgemein bedeutet ∀x ∃y: »Für alle x gilt: Es gibt ein y, für das gilt: …«, zum Beispiel jeder Mensch hat eine Mutter. Dabei können allerdings zwei verschiedene Menschen auch verschiedene Mütter haben.

                


                	
                  Andererseits bedeutet ∃y ∀x: »Es gibt ein y, für das gilt: Für alle x gilt …«, Gibt es eine Frau, die die Mutter von allen Menschen ist? Nein! Das zeigt, dass diese beiden Aussagetypen nicht semantisch äquivalent sein können.

                

              


              Ich gebe ein weiteres Beispiel, um diesen Unterschied zu verdeutlichen. Dazu lege ich eine neue Eigenschaftskonstante fest:


              
                	
                  Es sei Hxy: x ist mit y verheiratet.

                

              


              Nehmen wir jetzt einmal an, ich möchte zum Ausdruck bringen, dass alle Leute verheiratet sind. Die Aussage lässt sich dann übersetzen als:


              
                	
                  ∀x ∃y [Hxy]

                

              


              Diese Aussage bedeutet wörtlich: »Für alle x gilt: Es gibt ein y, für das gilt: x ist mit y verheiratet.«


              Doch angenommen, ich würde jetzt die Quantoren vertauschen:


              
                	
                  ∃y ∀x [Hxy]

                

              


              Nun bedeutet das Ganze: »Es gibt ein y, für das gilt: Für alle x gilt: x ist mit y verheiratet.« In diesem Fall sage ich aus, dass es eine Person gibt, die mit allen Menschen verheiratet ist. Das war aber nicht das, was ich im Sinn hatte.


              
                	
                  Mehrere Quantoren sind in einer Aussage besonders sinnvoll, wenn man mathematische Sachverhalte ausdrücken will. Nehmen wir beispielsweise einmal an, Sie möchten zum Ausdruck bringen, dass die Menge der natürlichen Zahlen (1, 2, 3 …) unendlich sei. Dies lässt sich dadurch bewerkstelligen, dass man einen relationalen Ausdruck festlegt:

                

              


              
                	Es sei Gxy = x ist größer als y.

              


              Nun können Sie die Unendlichkeit der Menge der natürlichen Zahlen ausdrücken. Sie stellen fest, dass es für jede Zahl eine Zahl gibt, die größer ist:


              
                	
                  ∀y ∃x [Gxy]

                

              


              Mit anderen Worten: »Für alle y gilt: Es gibt ein x, für das gilt: x ist größer als y.«

            

            
              Wie man Beweise mit Relationen erstellt


              
                	
                  Beim Schreiben von Beweisen funktionieren relationale Ausdrücke fast genauso wie monadische Ausdrücke. Sie liegen als eigenständige und unteilbare Brocken vor, die man mithilfe der 18 Deduktionsregeln der Aussagenlogik bearbeiten kann (in Kapitel 9 und 10).

                

              


              Die Quantorennegation (QN) sowie die vier Quantorenregeln funktionieren bei den relationalen Ausdrücken auf dieselbe Art und Weise wie bei den monadischen Ausdrücken (diese fabelhaften Errungenschaften der Logik behandle ich in Kapitel 17). Der Hauptunterschied besteht darin, dass Sie nun Beweise angeben müssen, die Aussagen mit mehreren Quantoren enthalten.


              
                Wie man QN bei mehreren Quantoren einsetzt


                QN funktioniert bei mehreren Quantoren genauso wie bei einem einzelnen Quantor. (Schlagen Sie Kapitel 17 auf, wenn Sie Ihre Kenntnisse über den Gebrauch von QN auffrischen möchten.) Sie müssen sich nur klarmachen, welchen Quantor Sie eigentlich verändern.


                Hier ist beispielsweise eine neue Festlegung:


                
                  	
                    Es sei Pxy: x übergab ein Präsent an y.

                  

                


                Angenommen, Sie möchten das folgende Argument beweisen:


                Prämisse:


                
                  	
                    Jeder übergab mindestens einer Person ein Präsent.

                  

                


                Konklusion:


                
                  	
                    Niemand übergab niemandem ein Präsent.

                  

                


                In der Prädikatenlogik lässt sich dieses Argument wie folgt wiedergeben:


                
                  	
                    ∀x ∃y [Pxy] : ~∃x ∀y ~[Pxy]

                  

                


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∀x ∃y [Pxy]

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ~∃x ~∃y [Pxy]

                      

                      	
                        1 QN

                      
                    

                  
                


                In Zeile 2 habe ich den ersten Quantor unterstrichen, weil dies die wesentliche Veränderung gegenüber Zeile 1 darstellt. Beachten Sie, dass ich einen ~‐Operator vor diesen Quantor gesetzt, den Quantor selbst von ∀x zu ∃x umgewandelt und einen weiteren ~‐Operator nach diesem Quantor platziert habe.


                
                  
                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        ~∃x ~~∀y ~[Pxy]

                      

                      	
                        2 QN

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        ~∃x ∀y ~[Pxy]

                      

                      	
                        3 DN

                      
                    

                  
                


                In Zeile 3 steht nun der zweite Quantor im Mittelpunkt der Veränderungen aus Zeile 2. Auch hier habe ich ~‐Operatoren vor und nach dem Quantor hinzugefügt und diesen dann von ~∃y zu ∀y umgewandelt. Damit der Beweis nun kristallklar ist, habe ich eine zusätzliche Zeile notiert, um die Regel der doppelten Negation anzuwenden (DN).

              

              
                Wie man die vier Quantorenregeln bei mehreren Quantoren einsetzt


                
                  	
                    Wenn man die vier Quantorenregeln – UI, EG, EI und UG (siehe Kapitel 17) – bei Aussagen mit mehreren Quantoren anwenden möchte, dann kommt dabei eine wichtige Einschränkung mit ins Spiel: Man kann diese Regeln nur auf den am weitesten links stehenden Quantor anwenden oder aber ganz links einen neuen Quantor hinzufügen.

                  

                


                In der Praxis bedeutet diese Einschränkung, dass Sie das Folgende tun müssen:


                
                  	
                    Aussagen von außen nach innen zerlegen

                  


                  	
                    Aussagen von innen nach außen aufbauen

                  

                


                Werfen Sie einen Blick auf den folgenden Beweis:


                
                  	
                    ∀x ∀y [Jxy → Kyx], ∃x ~∃y [Kyx] : ∃x ∀y [~Jxy]

                  

                


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∀x ∀y [Jxy → Kyx]

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ∃x ~∃y [Kyx]

                      

                      	
                        P

                      
                    

                  
                


                Zuerst wechseln wir in der zweiten Prämisse einen Quantor aus, um den ~‐Operator nach rechts zu verschieben und ihn damit aus dem Weg zu räumen:


                
                  
                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        ∃x ∀y ~[Kyx]

                      

                      	
                        2 QN

                      
                    

                  
                


                Trotzdem enthält diese Prämisse noch immer einen ∃‐Quantor, sodass wir die existenzielle Instanziierung (EI) anwenden müssen. Dieser Schritt muss so schnell wie möglich aus dem Weg geschafft werden, bevor x im Laufe des Beweises als freie Variable auftaucht (siehe Kapitel 17 für weitere Informationen über EI). Nun gehe ich daran, die Prämisse von außen nach innen zu zerlegen:


                
                  
                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        ∀y ~[Kyx]

                      

                      	
                        3 EI

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        ~Kyx

                      

                      	
                        4 UI

                      
                    

                  
                


                Jetzt nehme ich mir die erste Prämisse vor, die ich ebenfalls von außen nach innen abbaue:


                
                  
                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        ∀y [Jxy → Kyx]

                      

                      	
                        1 UI

                      
                    


                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        Jxy → Kyx

                      

                      	
                        6 UI

                      
                    

                  
                


                Der nächste Schritt ist einigermaßen klar:


                
                  
                    
                      	
                        8.

                      

                      	
                        ~Jxy

                      

                      	
                        5, 7 MT

                      
                    

                  
                


                Nun ist es an der Zeit, die Konklusion von innen nach außen aufzubauen:


                
                  
                    
                      	
                        9.

                      

                      	
                        ∀y [~Jxy]

                      

                      	
                        8 UG

                      
                    

                  
                


                
                  Selbstbezügliche Aussagen


                  Eine Reihe wichtiger Fragen zu Beweisen mit Relationen übersteigen den Rahmen dieses Buches. Viele dieser Fragen tauchen beim Thema »selbstbezügliche Aussagen« auf, wobei es sich um relationale Ausdrücke mit einer wiederholt auftretenden Individuenkonstanten handelt.


                  Auf die gegebene Aussage »Jakob liebt alle« – ∀x [Ljx] – lässt sich beispielsweise UI anwenden, um die Aussage »Jakob liebt sich selbst« – Ljj – abzuleiten.


                  Selbstbezügliche Aussagen sind erforderlich dafür, die Prädikatenlogik ausreichend leistungsfähig zu machen, doch bei Beweisen müssen Sie ein wachsames Auge darauf haben.

                


                Dieser Gebrauch der universellen Generalisierung (UG) ist zulässig, weil die Variable in Zeile 4 noch immer gebunden ist. Schließlich setzen Sie die existenzielle Generalisierung (EG) ein, um den Beweis zu beenden:


                
                  
                    
                      	
                        10.

                      

                      	
                        ∃x ∀x [~Jxy]

                      

                      	
                        9 EG

                      
                    

                  
                

              
            
          

          
            Wie man Identitäten identifiziert


            Betrachten Sie die folgenden zwei Aussagen:


            
              	
                Konrad Adenauer war ein deutscher Bundeskanzler.

              

            


            Konrad Adenauer war der erste deutsche Bundeskanzler.


            Die erste Aussage lässt sich leicht in die Prädikatenlogik übersetzen:


            
              	
                Bk

              

            


            Auf den ersten Blick meinen Sie vielleicht, sich der zweiten Aussage auf gleiche Weise nähern zu können. Doch das geht leider nicht, weil die beiden Aussagen, auch wenn sie ganz ähnlich aussehen, tatsächlich recht verschieden sind.


            Die erste Aussage beschreibt Konrad Adenauer hinsichtlich einer Eigenschaft, die er möglicherweise mit anderen teilt (zum Beispiel mit Helmut Kohl). Deshalb kann man hierbei einfach eine Eigenschaftskonstante und eine Individuenkonstante verwenden, um diese Aussage in die Prädikatenlogik zu übersetzen (siehe Kapitel 15 für weitere Informationen über Eigenschaftskonstanten).


            Die zweite Aussage jedoch verrät uns etwas über Konrad Adenauer hinsichtlich seiner Identität als der einzige erste deutsche Bundeskanzler. Um diese Aussage in die Prädikatenlogik zu übersetzen, braucht man etwas Neues – und dieses Neue bringt die Möglichkeit mit sich, Identität auszudrücken. In den folgenden Abschnitten befasse ich mich mit der Identitätsbeziehung.


            
              Was sind Identitäten?


              
                	Eine Identitätsaussage sagt aus, dass sich zwei verschiedene Individuenkonstanten auf dieselbe Sache beziehen.

              


              Was heißt es, wenn man sagt, dass Konrad Adenauer der erste deutsche Bundeskanzler gewesen war? Im Grunde genommen heißt dies, dass man überall dort, wo man über Konrad Adenauer spricht, diesen Ausdruck durch der erste deutsche Bundeskanzler ersetzen kann und umgekehrt.


              In der Prädikatenlogik kann man formal eine Identität folgendermaßen feststellen (unter der Voraussetzung, dass k für Konrad Adenauer und e für den ersten deutschen Bundeskanzler steht):


              
                	
                  k = e

                

              


              Eine Identität lässt sich auch zusammen mit einem Quantor verwenden:


              
                	
                  ∃x [x = e]

                

              


              Diese Aussage heißt übersetzt: »Es gibt ein x, sodass gilt: x ist der erste deutsche Bundeskanzler«, oder, einfacher ausgedrückt: »Es gibt einen ersten deutschen Bundeskanzler.«

            

            
              Wie man Beweise mit der Identität erstellt


              Die Prädikatenlogik enthält zwei Regeln, die sich ausschließlich mit Identitäten befassen. Sie sind sehr einfach zu verstehen und anzuwenden, sodass ich Ihnen zu jeder Regel nur ein einziges Beispiel gebe, und dann wissen Sie schon Bescheid.


              
                Die Identitätsregel (ID)


                ID sorgt einfach nur dafür, dass eine Konstante in einem Beweis durch eine andere ersetzt werden kann, wenn die Identität der Gegenstände, auf die sich die beiden Konstanten beziehen, erwiesen ist.


                
                  	
                    Wenn Sie eine Identität der Form x = y in einem Beweis aufstellen, dann ermöglicht es ID, jede Zeile dieses Beweises neu zu schreiben und dabei x durch y zu ersetzen (oder y durch x).

                  

                


                Das folgende Argument erfordert eine Identität:


                Prämissen:


                
                  	
                    Jeder Mensch verdient Respekt.

                  

                


                Thomas Edison ist ein Mensch.


                
                  	
                    Thomas Edison ist der Erfinder der Glühbirne.

                  

                


                Konklusion:


                
                  	
                    Der Erfinder der Glühbirne verdient Respekt.

                  

                


                Dasselbe Argument lautet, übersetzt in die Prädikatenlogik, folgendermaßen:


                
                  	
                    ∀x [Mx → Rx], Mt, t = e : Re

                  

                


                Der Beweis dieses Arguments geht ganz einfach:
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                        ∀x [Mx → Rx]

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        Mt

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        t = e

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        Mt → Rt

                      

                      	
                        1 UI

                      
                    


                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        Rt

                      

                      	
                        2, 4 MP

                      
                    


                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        Re

                      

                      	
                        5 ID

                      
                    

                  
                


                Beim letzten Schritt habe ich ID eingesetzt, um t durch e zu ersetzen. Wann immer Sie ID anwenden müssen, so werden Sie die Gelegenheit dazu schon kilometerweit im Voraus erblicken.

              

              
                Die reflexive Relation (RR)


                RR ist sogar noch leichter zu verstehen als ID. Die reflexive Relation besagt einfach nur, dass man davon ausgehen kann, dass jeder Gegenstand mit sich selbst identisch ist.


                
                  	
                    RR ermöglicht es, die Aussage ∀x [x = x] an jeder Stelle eines Beweises einzuschieben.


                    Diese Aussage – ∀x [x = x] – heißt ins Deutsche übersetzt: »Für jedes x gilt: x ist identisch mit x«, oder, einfacher ausgedrückt: »Alles ist mit sich selbst identisch.«

                  

                


                RR ist eine dieser Regeln, die Sie fast nie benötigen werden, es sei denn, Ihr Professor präsentiert Ihnen beim Examen einen Beweis, der diese Regel ausdrücklich erfordert (was ja immer möglich sein kann). Werfen Sie einmal einen Blick auf den folgenden Beweis:


                
                  	
                    ∀x [((x = m) ∨ (x = n)) → Tx] : Tm & Tn

                  

                


                
                  
                    
                      	
                        1.

                      

                      	
                        ∀x [((x = m) ∨ (x = n)) → Tx]

                      

                      	
                        P

                      
                    


                    
                      	
                        2.

                      

                      	
                        ((m = m) ∨ (m = n)) → Tm

                      

                      	
                        1 UI

                      
                    


                    
                      	
                        3.

                      

                      	
                        ((n = m) ∨ (n = n)) → Tn

                      

                      	
                        1 UI

                      
                    

                  
                


                Ich habe UI auf zwei verschiedene Weisen angewandt, um die Prämisse zu entpacken: In Zeile 2 wurde damit die Variable x zur Konstanten m, und in Zeile 3 änderte sich das x zu n. Nun können Sie RR aus seinem Versteck hervorholen:


                
                  
                    
                      	
                        4.

                      

                      	
                        ∀x [x = x]

                      

                      	
                        RR

                      
                    

                  
                


                
                  	
                    RR ist so eine Art Extraprämisse, deshalb braucht man auch keinen Hinweis auf irgendeine Zeilennummer, wenn man diese Regel einsetzt. Nach der Verwendung von RR kann man UI einsetzen, um die Identitätsaussagen zu erhalten, die man braucht:

                  

                


                
                  
                    
                      	
                        5.

                      

                      	
                        m = m

                      

                      	
                        4 UI

                      
                    


                    
                      	
                        6.

                      

                      	
                        n = n

                      

                      	
                        4 UI

                      
                    

                  
                


                Diesmal habe ich UI auf zweierlei Weise angewandt, um Zeile 4 zu entpacken: um x zunächst zu m und dann zu n umzuwandeln.


                Nun haben wir alles an Ort und Stelle, um den Beweis abzuschließen, wobei nur noch die Deduktionsregeln aus der Aussagenlogik benötigt werden:


                
                  
                    
                      	
                        7.

                      

                      	
                        (m = m) ∨ (m = n)

                      

                      	
                        5 Add

                      
                    


                    
                      	
                        8.

                      

                      	
                        (n = m) ∨ (n = n)

                      

                      	
                        6 Add

                      
                    


                    
                      	
                        9.

                      

                      	
                        Tm

                      

                      	
                        2, 7 MP

                      
                    


                    
                      	
                        10.

                      

                      	
                        Tn

                      

                      	
                        3, 8 MP

                      
                    


                    
                      	
                        11.

                      

                      	
                        Tm & Tn

                      

                      	
                        9, 10 Konj

                      
                    

                  
                

              
            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 19


        Wir pflanzen viele Bäumchen


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Dehnen Sie die Wahrheitsbaummethode auf Aussagen in der Prädikatenlogik aus

                


                	
                  Entdecken Sie nicht‐endende Wahrheitsbäume

                

              


              


              In Kapitel 8 zeige ich Ihnen, wie man in der Aussagenlogik für ganz unterschiedliche Zwecke Wahrheitsbäume einsetzt. In diesem Kapitel nun entdecken Sie, wie diese Methode auf die Prädikatenlogik ausgedehnt werden kann. Wie in der Aussagenlogik sind auch hier in der Prädikatenlogik Wahrheitsbäume im Allgemeinen einfacher als Beweise. Sie brauchen dafür keine Geistesblitze – legen Sie einfach los. Doch ich muss Sie vorher warnen: Wahrheitsbäume haben in der Prädikatenlogik (leider) ihre Grenzen.


              In diesem Kapitel zeige ich Ihnen, wie man aus der Wahrheitsbaummethode das Beste macht, um in der Prädikatenlogik Aufgaben zu lösen. Außerdem mache ich Sie mit einem wichtigen Nachteil bekannt – mit dem nicht‐endenden, dem unendlichen Baum.

            
          

          
            Wie Sie Ihr Wissen über Wahrheitsbäume in der Prädikatenlogik anwenden können


            Alles, was Sie über den Aufbau von Wahrheitsbäumen in der Aussagenlogik wissen, können Sie auch auf Bäume in der Prädikatenlogik übertragen. In diesem Abschnitt gebe ich Ihnen ein Beispiel aus der Prädikatenlogik, um Ihnen zu zeigen, wie man das macht. Wenn Ihnen irgendetwas unbekannt vorkommt und Sie an irgendeiner Stelle hängen bleiben, dann schlagen Sie Kapitel 8 auf, um Ihre Kenntnisse wieder aufzufrischen.


            
              Der Einsatz der Zerlegungsregeln aus der Aussagenlogik


              Angenommen, Sie möchten prüfen, ob die folgenden drei Aussagen konsistent sind:


              
                	
                  Ma ∨ ~Tb~Ma & Lc~Tb

                

              


              Wie bei den Bäumen in der Aussagenlogik besteht der erste Schritt zur Entscheidung, ob Aussagen konsistent oder inkonsistent sind, darin, den Stamm des Baumes unter Verwendung dieser drei Aussagen aufzubauen:


              [image: figure]


              
                	
                  Beachten Sie, dass ich die dritte Aussage umkringelt habe, weil sie bereits in einer Form vorliegt, die nicht weiter abgebaut werden kann.

                

              


              Nun kann ich den Baum aufstellen, indem ich die Zerlegungsregeln aus der Aussagenlogik verwende. Ich fange mit der zweiten Aussage an, weil sie eine Aussage mit nur einem Ast ist:


              [image: figure]


              Nach der Spaltung der Aussage ~Ma & Lc hake ich diese Aussage ab, um zu demonstrieren, dass ich damit fertig bin. Und nochmals umkringle ich die resultierenden Aussagen, die vollständig zerlegt sind. Die einzige übrig bleibende Aussage, die nicht abgehakt und auch nicht umkringelt ist, ist die erste Aussage:


              [image: figure]


              Nun ist jede Aussage entweder abgehakt oder umkringelt, und damit ist der Baum beendet.


              
                	
                  Beachten Sie, dass ich auch den Ast abgeschlossen habe, der mit Ma endet, indem ich darunter ein X platziert habe. Der Grund für das Absperren dieses Astes ist, wie bei den Bäumen in der Aussagenlogik, ganz einfach: Um die gesamte Strecke vom Anfang des Stamms bis zum Ende dieses Astes zurückzulegen, muss man sowohl ~Ma als auch Ma passieren. Und weil eine Aussage und ihre Negation nicht gleichzeitig wahr sein können, wird der Ast gesperrt. Dies ist der einzige Grund, weshalb ein Ast verschlossen wird.

                

              


              Doch der Ast, der mit ~Tb endet, enthält keine solche Kontradiktion, und daher lasse ich ihn geöffnet. Da unser Wahrheitsbaum mindestens einen offenen Ast besitzt, werden diese drei Aussagen – wie bei den Bäumen in der Aussagenlogik – als konsistent angesehen.

            

            
              UI, EI und QN gesellen sich dazu


              
                	
                  Bei Aussagen mit Quantoren müssen Sie einige der Quantorenregeln aus der Prädikatenlogik (in Kapitel 17) hinzufügen. Um in den Bäumen Aussagen zu zerlegen, verwenden Sie die universelle Instanziierung (UI) und die existenzielle Instanziierung (EI). Und um den ~‐Operator von einem Quantor zu entfernen, nutzen Sie die Quantorennegation (QN).

                

              


              Hier habe ich ein Argument mit einer Prämisse für Sie, das ich mithilfe eines Wahrheitsbaums auf Gültigkeit überprüfe:


              
                	
                  ~∃x [Gx & ~Nx] : ∀x [Gx → Nx]

                

              


              Wie immer errichten wir in einem ersten Schritt den Stamm des Baums, wobei wir die Prämisse und die Negation der Konklusion verwenden:


              
                	
                  ~∃x [Gx & ~Nx]

                

              


              ~∀x [Gx → Nx]


              Da beide Aussagen negative Quantoren aufweisen, setzen wir QN ein, um die ~‐Operatoren zu verschieben. (Beachten Sie, dass Sie bei einem Baum keine Zeilenbegründungen wie bei einem Beweis benötigen, wenn Sie von QN, UI oder EI Gebrauch machen.) Ich spare Platz, indem ich zwei Schritte auf einmal mache:


              [image: figure]


              Nun ist alles bereit, damit Sie UI und EI nutzen können. Doch denken Sie an die Beschränkung bei EI: Genau wie bei den Aussagen in der Prädikatenlogik können Sie EI nur zur Befreiung einer Variablen anwenden, die noch nicht frei ist. Daher müssen Sie bei diesem Beispiel EI erst einmal aus dem Weg gehen, bevor Sie UI verwenden:


              [image: figure]


              
                	
                  Wenn Sie UI verwenden, haken Sie noch nicht die Aussage ab, die Sie soeben abgebaut haben. Weiter unten in diesem Kapitel werden Sie erfahren, warum. Doch im Moment denken Sie einfach nur an die Regel: Bei der Anwendung von EI haken wir die zerlegte Aussage wie gewöhnlich ab, doch wir haken sie nicht ab bei der Verwendung von UI.

                

              


              An dieser Stelle können Sie damit anfangen, Aussagen mithilfe der Regeln der Wahrheitsbäume aus der Aussagenlogik zu zerlegen. Wenn möglich, dann beginnen Sie mit einer Aussage mit nur einem Ast:


              [image: figure]


              Schließlich zerlegen Sie die Aussage mit dem doppelten Ast:


              [image: figure]


              Beide Äste enthalten zueinander kontradiktorische Aussagen, sodass beide mit einem X gesperrt werden. Weil nun jeder Ast geschlossen wurde, ist der Baum vollständig, und das Argument muss als gültig betrachtet werden.

            

            
              Der wiederholte Einsatz von UI


              Bei dem Beispiel aus dem vorangegangenen Abschnitt erklärte ich Ihnen, dass Sie bei der Verwendung von UI (um eine Aussage zu zerlegen) die betreffende Aussage nicht als erledigt abhaken dürfen. Ich versprach Ihnen eine Erklärung, und hier ist sie nun.


              
                	
                  Wenn Sie mithilfe von UI eine ∀‐Aussage abbauen, dann haben Sie eine unbegrenzte Anzahl von Konstanten zur Verfügung, die Sie für die Zerlegung wählen können. Kennzeichnen Sie die Aussage daher noch nicht, denn es kann sein, dass Sie sie noch einmal verwenden müssen.

                

              


              Betrachten Sie beispielsweise das folgende Argument:


              
                	
                  ∀x [Hx → Jx], Ha & Hb : Ja & Jb

                

              


              Erstellen Sie wie gewohnt den Stamm des Baums:


              [image: figure]


              Ich weiß, dass ich die erste Prämisse mithilfe von UI zerlegen muss, doch ich habe viele Möglichkeiten. Ich könnte sie zerlegen zu Hx → Jx oder zu Ha → Ja oder zu Hb → Jb oder zu einer unbegrenzten Anzahl weiterer möglicher Aussagen. Wie Sie an diesem Beispiel erkennen können, kann es sein, dass ich mehr als eine dieser Zerlegungen benötige, um den Baum zu vervollständigen. Daher darf ich die ∀‐Aussage noch nicht abhaken, damit ich später immer noch die Möglichkeit habe, sie noch einmal abzubauen, wenn nötig.


              Für meine erste Zerlegung möchte ich einen Weg beschreiten, der mir sinnvoll erscheint, daher entscheide ich mich für einen Abbau, der eine der Konstanten enthält, die in anderen Aussagen des Baums auftreten. Ich beginne mit der Konstanten a:


              [image: figure]


              Die Aussage, die ich soeben zerlegt habe, hake ich noch nicht ab, sondern gehe zum nächsten Schritt über:


              [image: figure]


              Diesmal hake ich die Aussage wie gewohnt ab. Nun muss ich zwei Äste bilden:


              [image: figure]


              Zum Glück wird einer dieser Äste gesperrt und ich kann zum nächsten Schritt übergehen:


              [image: figure]


              
                	
                  An dieser Stelle könnten Sie versucht sein, zu meinen, der Baum sei jetzt beendet. Doch denken Sie daran, dass der Baum erst dann abgeschlossen ist, wenn einer der beiden folgenden Fälle auftritt:

                

              


              
                	
                  Jedes Element ist entweder abgehakt oder umkringelt.

                


                	
                  Jeder Ast wurde geschlossen.

                

              


              Wenn Ihnen diese Regeln unbekannt vorkommen, dann nehmen Sie noch einmal Kapitel 8 unter die Lupe. Und jetzt kommt es: Weshalb der Baum noch nicht fertig ist, hat damit zu tun, dass ich die erste Aussage noch nicht als erledigt abhakte, als ich sie mithilfe von UI zerlegt hatte. Daher spalte ich diese Aussage jetzt auf andere Weise auf, damit ich den Baum vervollständigen kann.


              In diesem Fall zerlege ich die noch nicht abgehakte ∀‐Aussage und gebrauche dabei die andere Konstante, die im Baum auftritt – nämlich die Konstante b:


              [image: figure]


              Beachten Sie, dass ich, auch wenn ich UI verwende, um die erste Aussage zum zweiten Mal zu zerlegen, die Aussage noch immer nicht abhake für den Fall, dass ich sie noch einmal brauche. Nun noch eine letzte Zerlegung, und ich bin fertig:


              [image: figure]


              Mit diesem letzten Abbau ist jeder Ast geschlossen, was so viel heißt, dass meine Arbeit getan ist. Da sämtliche Äste abgesperrt sind, wissen Sie jetzt, dass das Argument gültig ist.

            
          

          
            Nicht‐endende Bäume


            Die Wahrheitsbäume in der Aussagenlogik sind mein Lieblingswerkzeug in der Logik, weil man bei ihrer Erstellung nicht besonders clever sein muss. Man muss einfach nur die richtigen Schritte bis zum Schluss verfolgen und bekommt jedes Mal die richtige Antwort.


            
              	
                Leider sind die Bäume in der Prädikatenlogik ein wenig widerspenstiger zu handhaben. In manchen Fällen wächst ein solcher Baum immer weiter in die Höhe (beziehungsweise in die Tiefe) – und hört überhaupt nicht mehr auf mit dem Wachsen. Diese Art Baum wird nicht‐endender Baum (oder unendlicher Baum) genannt. So etwas macht die ganze Angelegenheit erst richtig interessant, wenn auch irgendwie frustrierend.

              

            


            Wie Sie vermutlich bereits wissen, gibt es nur zwei Möglichkeiten, einen Baum zu beenden: Entweder hat man jede einzelne Aussage abgehakt oder umkringelt oder man hat jeden Ast mit einem X gesperrt. Doch in der Prädikatenlogik ist es nicht immer möglich, einen Baum zu vervollständigen und damit abzuschließen.


            Um dies zu verdeutlichen, zeige ich Ihnen eine Aussage, die ich in die Prädikatenlogik übersetze und dann mithilfe eines Wahrheitsbaums überprüfe:


            
              	
                Die Menge der natürlichen Zahlen ist nicht unendlich.

              

            


            Dies ist eine falsche Aussage, weil die natürlichen Zahlen (1, 2, 3 …) immer weitergehen, bis ins Unendliche. Doch dies ist eine Aussage, die sich in der Prädikatenlogik durchaus darstellen lässt. Zunächst lege ich einen Individuenbereich fest:


            
              	
                Bereich: natürliche Zahlen

              

            


            Nun bestimme ich eine Relation:


            
              	
                Kxy = x ist kleiner als y.

              

            


            Ich möchte damit ausdrücken, dass – egal, welche Zahl x ich auch immer wähle – diese Zahl kleiner als die andere Zahl y ist. Danach negiere ich diese Aussage. Und so übersetzt man diesen Ausdruck in die Prädikatenlogik:


            
              	
                ~∀x ∃y [Kxy]

              

            


            Wörtlich heißt die Aussage dann: »Es stimmt nicht, dass für jedes x gilt: Es gibt ein y, sodass gilt: x ist kleiner als y«, oder, weniger förmlich: »Die Menge der natürlichen Zahlen ist nicht unendlich.«


            Angenommen, ich wollte prüfen, ob diese Aussage eine Tautologie ist. Es wäre besser, wenn es keine Tautologie wäre, weil ich bereits eine Interpretation habe, durch die die Aussage als falsch deklariert ist.


            Wie ich in Kapitel 8 darlege, verwendet man einen Wahrheitsbaum, um herauszubekommen, ob eine Aussage eine Tautologie ist, indem man diese Aussage negiert und sie dann als den Stamm des Baumes setzt. Wenn dieser Baum vervollständigt wird und alle Äste geschlossen werden, so handelt es sich bei der Aussage um eine Tautologie; anderenfalls ist sie entweder eine Kontradiktion oder eine kontingente Aussage.


            Mein erster Schritt besteht daher darin, die Aussage zu negieren, sie als Stamm meines Baums zu verwenden und sie dann mithilfe von UI zu zerlegen, wobei ich daran denke, die Aussage nicht abzuhaken. Um Platz zu sparen, fasse ich zwei Schritte in einem zusammen:


            [image: figure]


            Als Nächstes zerlege ich diese neue Aussage mit EI:


            [image: figure]


            
              	
                In diesem Fall habe ich die Aussage abgebaut, indem ich die Variable zu z in der Hoffnung umwandelte, dass ich sie später loswerden könnte, wenn ich UI noch einmal auf die erste Aussage anwenden würde.

              

            


            An dieser Stelle ist der Baum noch nicht vollständig, weil ein Ast offen und eine Aussage noch nicht mit einem Häkchen versehen ist. Doch ich habe ja noch die Chance, den Ast durch einen intelligenten Einsatz von UI bei der ersten Aussage zu sperren. Und da sich die Variable z jetzt in diesem Gemisch befindet, verwende ich diese Konstante bei meiner Zerlegung:


            [image: figure]


            Nun kann ich noch einmal auf EI zurückgreifen:


            [image: figure]


            Diesmal führe ich die Variable w ein, doch das ist eigentlich egal. Denn man kann nichts mehr machen, um den Baum abzuschließen, indem man den Ast absperrt oder die erste Aussage abhakt. Man hat es hier also mit einem nicht‐endenden, mit einem unendlichen Baum zu tun.


            Weil der Baum niemals aufhört, verrät er uns auch nichts darüber, ob die zu prüfende Aussage eine Tautologie ist. Unendliche Bäume sind schließlich der Grund dafür, dass Wahrheitsbäume, die in der Aussagenlogik ja immer nützlich und hilfreich sind, nur eine begrenzte Funktion in der Prädikatenlogik haben.

          
        
      
    

  


  
    
      
        Teil V


        Moderne Entwicklungen in der Logik


        
          
            
              [image: figure]
            


            In diesem Teil …


            Die Logik mag ihren Anfang mit Aristoteles genommen haben, doch ganz gewiss hörte sie nicht mit ihm auf. Teil V bringt Sie daher auf den absolut neuesten Stand, denn hier erfahren Sie alles über die Logik im 20. Jahrhundert und darüber hinaus.


            In Kapitel 20 entdecken Sie, wie die Logik maßgeblich an Computersystemen beteiligt ist, sowohl auf der Ebene der Hardware als auch auf der Ebene der Software. Kapitel 21 stellt Ihnen einige Beispiele der nichtklassischen Logik vor – das sind Formen der Logik, die von anderen Voraussetzungen ausgehen als die Logik, mit der ich mich in den übrigen Teilen dieses Buches befasse. Ich zeige Ihnen einige verblüffende Unterschiede zwischen dem, was in der Logik offensichtlich scheint, und dem, was mit ihr möglich ist. Schließlich untersucht Kapitel 22, wie Paradoxe eine Herausforderung für die Logik darstellen und wie Fragen nach der Konsistenz und der Vollständigkeit in der Logik zu einer der wichtigsten mathematischen Entdeckungen des Jahrhunderts führten.

          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 20


        Computerlogik


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Werden Ihnen die ersten Computersysteme vorgestellt

                


                	
                  Erhalten Sie Antwort auf die Frage: Was leistet die Logik bei den heutigen Computern?

                

              


              


              Der Computer wurde als die wichtigste Erfindung des 20. Jahrhunderts bezeichnet (nun ja, außer vielleicht der Erfindung der Espressomaschine). Denn was den Computer von anderen bedeutsamen Erfindungen unterscheidet – beispielsweise von Flugzeug, Radio, Fernsehen oder Atomkraftwerken –, ist seine Vielseitigkeit.


              Wenn Sie einmal darüber nachdenken, dann werden Sie feststellen, dass die meisten Maschinen doch nur Werkzeuge sind, die die monotone Arbeit verrichten, die die Menschen nicht gerne machen – und ganz ehrlich: Maschinen erledigen ihren Job im Allgemeinen doch besser, als Menschen es jemals tun könnten. Vom Dosenöffner bis zur Autowaschanlage werden schon lange automatische Geräte hergestellt, um menschliche Arbeitsabläufe zu imitieren und zu optimieren.


              Daher war es nur eine Frage der Zeit, dass man sich Gedanken darüber machte, ob man wohl eine Maschine erfinden könne, die die monotone geistige Arbeit übernehmen würde, die von den Menschen tagaus, tagein geleistet werden muss. Deswegen hatte man beispielsweise Registrierkassen erfunden, um den Menschen ebendiese Arbeit abzunehmen. Doch blieben diese Erfindungen auf ihre Funktion begrenzt. So wie man nicht erwarten kann, dass ein Dosenöffner Ihr Auto wäscht, so kann man auch nicht von einer Registrierkasse annehmen, dass sie komplizierte Divisionen ausführt, geschweige denn die Differenzialrechnung beherrscht.


              Es gab jedoch einige Visionäre, die es für möglich hielten, dass eine einzige Maschine fähig sein könnte, eine unbegrenzte Anzahl an Funktionen durchzuführen.


              In diesem Kapitel nun zeige ich Ihnen, welche Rolle die Logik bei der Entwicklung von Computern spielte. Ich fange bei den Ursprüngen des Computers an – mit den Arbeiten von Charles Babbage und Ada Lovelace. Dann befasse ich mich damit, wie Alan Turing zumindest theoretisch zeigen konnte, dass ein Computer jede Rechnung durchführen kann, zu der ein Mensch fähig ist. Schließlich konzentriere ich mich darauf, inwieweit die Logik die Entwicklung von Hardware und Software unterstützt.

            
          

          
            Frühe Computer


            Auch wenn man mit dem Bau der ersten elektronischen Computer erst in den vierziger Jahren des 20. Jahrhunderts begann, machte man sich bereits ein Jahrhundert früher Gedanken über ihre Entwicklung. Zuerst war es nur eine verrückte Idee, von der man annahm, dass sie sich niemals würde realisieren lassen, doch dann führte sie zu einer der wichtigsten Erfindungen der Geschichte überhaupt.


            
              Babbage entwirft die ersten Computer


              Charles Babbage (1791–1871) wird für den Erfinder des Computers gehalten. Auch wenn seine beiden Modelle einer Rechenmaschine – der Differenzmaschine und der späteren analytischen Maschine – so konzipiert wurden, dass sie mit mechanischer und nicht mit elektrischer Energie betrieben wurden, handelte es sich bei ihnen doch um ausgeklügelte Geräte, die mit den späteren Computern weit mehr gemeinsam hatten als jede andere zeitgenössische Erfindung.


              Babbage begann mit den Arbeiten an seiner Differenzmaschine in den zwanziger Jahren des 19. Jahrhunderts. Obwohl der theoretische Entwurf fertig war, konnte er ihn niemals in die Realität umsetzen. Als Grund dafür werden seine finanziellen Schwierigkeiten oder persönlichen Differenzen mit anderen angegeben. (Doch ich bin mir ziemlich sicher, dass selbst heutige Computeringenieure solche Hindernisse gut kennen.)


              Erst 1991 wurde die erste und einzige Differenzmaschine nach den Plänen von Babbage gebaut. Die Konstrukteure bedienten sich dabei ausschließlich der Technologie, die zur Zeit Babbages zur Verfügung stand. Sie fanden heraus, dass die Maschine seinem Entwurf gemäß funktionierte, indem sie tatsächlich komplexe mathematische Rechnungen mit hoher Genauigkeit durchführen konnte.


              Nachdem es Babbage aufgegeben hatte, die Differenzmaschine selbst zu bauen, nahm er ein noch ehrgeizigeres Vorhaben in Angriff – er entwarf die analytische Maschine. Dieses Projekt nutzte die Erkenntnisse, die er aus dem Entwurf der Differenzmaschine gewonnen hatte, ging aber noch einen Schritt weiter. Eine wesentliche Verbesserung bestand darin, dass die analytische Maschine mit Lochkarten programmiert werden konnte, wodurch sie noch vielseitiger wurde und leichter zu bedienen war als die Differenzmaschine. Ada Lovelace, eine Mathematikerin und Freundin von Babbage, wirkte in besonderem Maße an der Entwicklung der analytischen Maschine mit. Außerdem verfasste sie mehrere Programme, die auf der Maschine gelaufen wären, wenn sie denn jemals gebaut worden wäre.

            

            
              Turing und seine Turing‐Maschine


              Nach dem Tod von Charles Babbage im Jahre 1871 sammelte sich auf seinen Entwürfen jahrzehntelang Staub an, bis ein weiterer Visionär – Alan Turing, (1912–1954) – sich der Vorstellung mechanischer Berechnungen von einer anderen Warte aus näherte.


              Turing erkannte die Notwendigkeit, exakt zu definieren, was mechanische Berechnung eigentlich bedeutet, die die Menschen seit Jahrhunderten mithilfe von Algorithmen anstellten. Algorithmen sind einfach mechanische Abläufe, die in einer begrenzten Anzahl von Schritten zu einem gewünschten Resultat führen. Zum Beispiel ist das Verfahren der Multiplikation zweier Zahlen ein Algorithmus. Solange man die einzelnen Schritte korrekt durchführt, erhält man garantiert die richtige Antwort, egal, wie groß die Zahlen auch sind.


              
                	
                  Turing stellte fest, dass Algorithmen in Schritte zerlegt werden können, die ausreichend klein sind, sodass sie von einer extrem einfachen Maschine berechnet werden können. Er nannte diese Maschine Turing‐Maschine (TM).

                

              


              Doch anders als Babbage ging er davon aus, dass seine Maschine niemals gebaut werden würde. Stattdessen war sie nur ein theoretisches Modell, das im Prinzip genau beschrieben werden konnte, ohne jemals realisiert zu werden. Trotzdem ist die Basisfunktion einer Turing‐Maschine bei allen Computern zu finden.


              
                Wie die Turing‐Maschine funktioniert


                Die TM besteht aus einem Papierstreifen beliebiger Länge, der in Felder (Vierecke) eingeteilt ist. Jedes Feld enthält ein einziges Symbol aus einer begrenzten Menge von Symbolen. Der Papierstreifen läuft auf Walzen, sodass er jeweils ein Feld an einem Lese‐ und Schreibkopf vorbeibewegt, der das Symbol in diesem Viereck lesen und, in manchen Fällen, löschen und mit einem anderen Symbol überschreiben kann.


                Angenommen, Sie möchten beispielsweise ein Programm schreiben, um zwei Zahlen miteinander zu multiplizieren. Sie würden damit beginnen, dass Sie zwei Zahlen auf den Streifen schreiben, und sie durch den Multiplikationsoperator voneinander trennen:


                
                  [image: figure]
                


                Diese Zahlen wären die Ausgangszustände des Programms. Am Ende des Verfahrens würde das Ergebnis folgendermaßen aussehen:


                
                  [image: figure]
                


                
                  	
                    Turing legte eine Reihe zulässiger Schritte vom Anfang bis zum Ende des Durchgangs fest. Diese Schritte bilden das, was man als Programm bezeichnet. Ein Programm besteht aus einer Menge von Zuständen, die der Maschine sagen, welche Handlungen sie – je nachdem, was der Lesekopf liest – vorzunehmen hat. Je nach Zustand, in dem sich das Gerät gerade befindet, führt er bestimmte Handlungen aus. Die allgemeine Struktur dieser Vorgänge lässt sich so beschreiben:

                  

                


                
                  	
                    Wahlweise Änderung des Symbols in diesem Feld zu einem anderen Symbol

                  


                  	
                    Wahlweise Änderung des Zustands, in dem sich die Maschine gerade befindet

                  


                  	
                    Verschieben eines Feldes nach rechts oder nach links

                  

                


                Wenn sich die Maschine beispielsweise in Zustand Nr. 1 befindet und der Lesekopf die Zahl 7 liest, dann könnten die Handlungsanweisungen sein:


                
                  	
                    Lass die 7 unverändert.

                  


                  	
                    Ändere den Zustand der Maschine von Nr. 1 zu Nr. 10.

                  


                  	
                    Verschiebe ein Feld nach rechts.

                  

                


                Doch wenn das Gerät sich in Zustand Nr. 2 befindet, könnten die Handlungsanweisungen lauten:


                
                  	
                    Ändere die 7 zu einer 8.

                  


                  	
                    Lass den Zustand unverändert.

                  


                  	
                    Verschiebe ein Feld nach links.

                  

                


                Auch wenn diese Handlungen grob zu sein scheinen, zeigte Turing damit, dass es möglich ist, auf diese Weise komplizierte Berechnungen durchzuführen. Es wird sogar davon ausgegangen, dass eine TM jede intuitiv mögliche Berechnung durchführen kann. Diese Annahme wird als Church‐Turingthese bezeichnet.

              
            
          

          
            Das moderne Computerzeitalter


            Die frühen Ideen und Theorien von Babbage und Turing – Pioniere auf dem Gebiet der Computerentwicklung – schufen die Voraussetzung für die Konstruktion moderner Computer. Und als die elektrische Energie aus dem modernen Alltag nicht mehr wegzudenken war, ließ sich auch der Vormarsch der Computer nicht mehr aufhalten. ENIAC (Abkürzung für Electronic Numerical Integrator and Computer), in den vierziger Jahren des 20. Jahrhunderts konstruiert, war der erste elektronische Computer. Rasch folgte eine neue, verbesserte Computergeneration.


            Alle Computer, die (bis heute) entwickelt wurden, einschließlich Ihres PC oder Laptops, basieren auf zwei verschiedenen Funktionalitätsebenen:


            
              	
                der Hardware: Das ist die maschinentechnische Ausrüstung des Computers

              


              	
                der Software: Das sind die Programme, die auf dem Computer laufen

              

            


            Auf diesen beiden Ebenen spielt die Logik eine wesentliche Rolle.


            
              Hardware und logische Gatter


              Eine Wahrheitsfunktion nimmt ein oder zwei Eingabewerte auf und produziert einen Ausgabewert. Eingabe‐ und Ausgabewerte können einen der beiden Wahrheitswerte besitzen (W oder F). (Siehe Kapitel 13 für weitere Informationen über Wahrheitswerte).


              Alle fünf logischen Operatoren in der Aussagenlogik sind Wahrheitsfunktionen. Drei von ihnen – der ~‐Operator, der &‐Operator sowie der ∨‐Operator – reichen aus, um jede mögliche Wahrheitsfunktion aufzustellen (siehe Kapitel 13). Auch der |‐Operator (bekannt als Shefferstrich, siehe Kapitel 13) reicht aus, um jede mögliche Wahrheitsfunktion zu bilden.


              Computerkreisläufe nun imitieren diese Wahrheitsfunktionen. Doch anstelle der Werte W und F verwenden sie die Werte 1 und 0, wie es in der booleschen Algebra der Fall ist (siehe Kapitel 14). Variablen, die nur diese beiden Werte annehmen, werden zu Ehren von George Boole boolesche Variablen genannt. Wenn der Strom in einem bestimmten Teil des Kreislaufs angeschaltet ist, so wird der Wert dafür mit 1 angegeben; wenn der Strom ausgeschaltet ist, so ist der Wert dabei 0.


              
                Verschiedene Arten logischer Gatter


                
                  	
                    Das Verhalten von Operatoren wird von logischen Gattern nachgeahmt, die den Stromfluss durch den Kreislauf auf vorbestimmte Art und Weise hindurchlassen. Die sechs allgemeinen Gatter heißen NOT, AND, OR, NAND, NOR und XOR.

                  

                


                Das Diagramm für ein NOT‐Gatter sieht beispielsweise so aus:


                
                  [image: figure]
                


                In boolescher Begrifflichkeit ausgedrückt, ändert ein NOT‐Gatter einen Eingabewert von 0 zu einem Ausgabewert von 1 und einen Eingabewert von 1 zu einem Ausgabewert von 0. Oder, anders ausgedrückt: Wenn der Stromfluss in das Gatter hinein an ist, dann ist der Stromfluss aus dem Gatter hinaus ausgeschaltet; wenn der Stromfluss in das Gatter hinein aus ist, dann ist der Stromfluss hinaus angeschaltet.


                Das NOT‐Gatter ist das einzige Gatter, das nur einen Eingang hat. Dieser einzige Eingang schaltet den ~‐Operator insofern parallel, als dieser der einzige unäre Operator in der Aussagenlogik ist. (Mit unär meine ich, dass der ~‐Operator vor eine Konstante gesetzt wird und nicht zwischen zwei Konstanten.) Die verbleibenden Gatter haben alle zwei Eingänge. Schauen Sie sich die Diagramme für ein AND‐Gatter und ein OR‐Gatter an:


                
                  [image: figure]
                


                
                  [image: figure]
                


                Ein AND‐Gatter schaltet seinen Ausgabestrom nur dann an, wenn seine beiden Eingänge an sind; anderenfalls bleibt sein Ausgabestrom ausgeschaltet. Und wie Sie sicher schon erraten haben: Ein OR‐Gatter gibt dann Strom aus, wenn eine seiner Eingabequellen an ist; anderenfalls bleibt sein Ausgang geschlossen.


                Auch wenn die NOT‐, AND‐ und OR‐Gatter ausreichen, um jede mögliche Wahrheitsfunktion zu definieren, ist es trotzdem sinnvoll, eine größere Anzahl von Bausteinen aus praktischen Gründen zur Verfügung zu haben. So werden auch die drei folgenden Gatter üblicherweise verwendet:


                
                  	
                    NAND: Abkürzung für not and. Dieses Gatter verhält sich auf ähnliche Weise wie der |‐Operator (siehe Kapitel 13). Sein Ausgang ist nur dann 0, wenn seine beiden Eingänge 1 sind; anderenfalls ist sein Ausgang 1.

                  


                  	
                    XOR: Ausgesprochen wird es »ex‐or«, es ist ein Kürzel für exclusive or (»ausschließendes oder«). Dieses Gatter verhält sich wie die ausschließende oder‐Funktion, mit der ich mich in Kapitel 13 befasse. Das heißt: Wenn genau einer seiner beiden Eingänge 1 ist, dann ist sein Ausgang auch 1; anderenfalls ist sein Ausgang 0.

                  


                  	
                    NOR: Abkürzung für not or (nicht oder). Dieses Gatter schaltet seinen Ausgangsstrom nur dann ein, wenn beide seiner Eingänge ausgeschaltet sind; anderenfalls bleibt sein Ausgangsstrom aus.

                  

                

              

              
                Computer und logische Gatter


                Gatter sind die Bausteine der CPU (computer processing unit), des Hauptprozessors eines Computers. In diesem Teil des Computers werden Daten verarbeitet. Daten werden in Speichergeräten gespeichert und von der CPU je nach Bedarf ein‐ und ausgegeben, doch das wirkliche »Denken«, das in einem Computer vor sich geht, geschieht hier in der CPU.


                Ob Sie es nun glauben oder nicht: Charles Babbages analytische Maschine (siehe weiter oben in diesem Kapitel), die mit Lochkarten bedient wurde, besaß im Prinzip keine geringere, aber auch keine größere Rechenfähigkeit als die heutigen, hypermodernen Computer. Natürlich verfügen die jetzigen Computer über eine weitaus größere Menge an Speicherkapazität und führen alle Prozesse mit blitzschneller Geschwindigkeit durch, verglichen mit dem Modell von Babbage. Doch im Grunde genommen reichen beide Maschinen aus, um jede mögliche mathematische Berechnung durchzuführen.

              
            

            
              Software und Computersprachen


              Schon die Computerhardware alleine ist bereits weit komplexer aufgebaut als jedes andere Gerät, das Sie kennen. Doch egal, wie kompliziert der Grundmechanismus eines Computers auch ist, so bleibt er doch in seiner Funktion immer auf das beschränkt, woraufhin er konzipiert und konstruiert wurde – ganz genau wie jedes andere Gerät auch.


              Für einige Anwendungen reichen diese beschränkten Fähigkeiten aus. Computerkreisläufe für Autos, Uhren und Haushaltsgeräte beispielsweise leisten gute Dienste für die Geräte, für die sie konstruiert wurden. Doch wenn Sie versuchen würden, den Schaltkreis eines BMW auf Ihrem Geschirrspüler laufen zu lassen – oder auch nur auf einem anderen Autotyp –, wären Sie wohl enttäuscht von dem, was dabei herauskäme.


              Warum also ist es möglich, dass Ihr PC oder Mac eine scheinbar endlose Anzahl von Funktionen übernehmen kann? Natürlich liegt das an der jeweiligen Software.


              
                	
                  Als Software bezeichnet man ein Computerprogramm, das der Hardware Anweisungen erteilt, welche Tätigkeiten sie auszuführen hat. Jede Software ist in einer der vielen Computersprachen geschrieben, wie beispielsweise Java, C++, Visual Basic, COBOL und Ada (nach Ada Lovelace benannt, deren Werk ich weiter oben in diesem Kapitel erwähnte). Auch wenn alle Computersprachen in ihrer Syntax Unterschiede sowie verschiedene Stärken und Schwächen aufweisen, so haben sie doch alle etwas gemeinsam: die Logik.

                

              


              Mithilfe der Computersprachen lassen sich Variablen bestimmte Werte zuweisen. Angenommen, Sie möchten beispielsweise eine Variable »Monat« (auf Englisch = month) angeben und setzen ihren Anfangswert mit 10 fest. Der entsprechende Computercode würde in den unterschiedlichen Sprachen so aussehen:


              
                	
                  Java: int month = 10;

                


                	
                  Visual Basic: Dim Month as Integer = 10

                


                	
                  PL/I: DCL MONTH FIXED BINARY (31, 0) INIT (10);

                

              


              Wie man sehen kann, unterscheidet sich zwar die Syntax in den verschiedenen Sprachen, doch der Hauptgedanke bleibt derselbe. Wenn man Variablen festgelegt hat, mit denen man arbeitet, dann kann man Aussagen erstellen, die überprüfen, ob bestimmte Gegebenheiten wahr oder falsch sind – und kann dann je nachdem handeln.


              Nehmen wir einmal an, Sie möchten dann und nur dann eine Nachricht versenden, wenn das Datum der 24. Dezember ist. Im Folgenden zeige ich Ihnen, wie Sie dafür eine wenn‐Aussage in jeder der drei Sprachen verfassen könnten, um zu überprüfen, ob Tag und Monat korrekt sind und, wenn ja, wie die richtige Handlung dann auszuführen wäre:


              
                	
                  Java:


                  if &lpar;month = = 12 &amp;&amp; day = = 24&rpar;


                  message = "Frohe Weihnachten!" ;

                


                	
                  Visual Basic:


                  If Month = 12 And Day = 24 Then _


                  Message = "Frohe Weihnachten !"

                


                	
                  PL/I:


                  IF MONTH = 12 &amp; DAY = 24 THEN


                  MESSAGE = "Frohe Weihnachten !" ;

                

              


              Auch hier weicht die Syntax bei den einzelnen Sprachen voneinander ab, trotzdem ist die Bedeutung im Wesentlichen die gleiche.

            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 21


        Die nichtklassische Logik


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Erleben Sie die Einführung der Möglichkeit durch die mehrwertige Logik und die Fuzzy‐Logik

                


                	
                  Lernen Sie Modallogik, Logik höherer Ordnung und parakonsistente Logik kennen

                


                	
                  Werden Sie in das Geheimnis der Quantenlogik eingeweiht

                

              


              


              Den meisten Menschen kommt die Frage »Was wäre, wenn 2 + 2 = 5?« absurd vor. Ich meine: Sich selbst die Frage zu stellen »Was wäre, wenn …?« ist doch in vielen Fällen völlig zwecklos, weil man genau weiß, dass es niemals so sein könnte. Betrachten wir beispielsweise folgende verrückte Frage: »Was wäre, wenn kleine, grüne Marsmännchen mit ihrer fliegenden Untertasse direkt in meinem Garten landen und mit meinem Auto davonfahren würden?«


              Doch für Logiker sind diese »Was wäre, wenn …?«‐Fragen eine sportliche Herausforderung – die gerade deshalb so unwiderstehlich scheint, weil sie so grotesk ist. Seit dem frühen 20. Jahrhundert war die Logik auf einige wenige Basissätze reduziert worden, die als Axiome bezeichnet werden. (Siehe Kapitel 22 für weitere Informationen zu den Axiomen der Logik). Diese Axiome wurden als selbstverständlich angesehen, und wenn man sie akzeptierte, dann ergab sich, logisch betrachtet, alles Weitere von selbst.


              Doch was wäre, wenn man sie nicht akzeptierte? Was wäre, wenn man ein Axiom wegen eines Arguments einfach ändern würde, so wie ein Bäcker die Zutaten für einen Kuchen verändert?


              Natürlich muss ein Bäcker vorsichtig bei der Änderung der Zutaten sein. Wenn er beispielsweise Backpulver durch Zucker ersetzen würde, dann könnte das Gebäck nicht aufgehen, und wenn er statt Schokolade Knoblauch in den Teig mischen würde, dann käme ein Kuchen dabei heraus, den noch nicht einmal Ihr Hund fressen würde.


              Und so muss auch ein Logiker bedachtsam vorgehen, wenn er Axiome verändert. Schon eine leichte Modifikation kann zu einem logischen System führen, das voller Widersprüche ist. Und selbst wenn ein System konsistent wäre, könnte es sich als banal, uninteressant oder nutzlos herausstellen – sozusagen als Knoblauchkuchen der Logik. Doch trotz dieser Warnungen hat es einige Freigeister gegeben, die alternative Logiksysteme konzipierten.


              Willkommen im Klub der nichtklassischen Logik, der modernen Reaktion auf mehr als 2000 Jahre klassischer Logik (die ungefähr all das umfassen dürfte, was ich bisher in diesem Buch behandelt habe.) In diesem Kapitel nun gebe ich Ihnen eine kleine Kostprobe verschiedener nichtklassischer Systeme der Logik. Es kann sein, dass diese Systeme nicht nur Ihre Auffassungen von dem, was wahr und falsch ist, zum Wanken bringen, sondern dass es Sie auch überraschen wird, als wie nützlich sie sich für die reale Welt herausstellen.

            
          

          
            Die Tür zum Möglichen wird aufgestoßen


            In Kapitel 1 stelle ich Ihnen den Satz vom ausgeschlossenen Dritten vor – womit die Regel gemeint ist, dass eine Aussage entweder wahr oder falsch ist, dazwischen gibt es nichts anderes. Diese Regel ist eine wichtige Annahme der Logik, und jahrtausendelang hat sie ihr gut gedient.


            Als ich dieses Gesetz vorstellte, machte ich deutlich, dass nicht alles in der Welt so hübsch zusammenpasst. Und muss es ja auch nicht. Die Aussage »Albert ist groß« erscheint wahr, wenn Albert neben einer Gruppe Kinder steht, doch sie erweist sich als falsch, wenn er neben Dirk Nowitzki steht.


            Und daher betrachten Logiker diese Schwarz‐Weiß‐Malerei normalerweise als eine Beschränkung der Logik. Die Logik befasst sich nicht mit Graustufen, die es in der realen Welt ja schließlich auch gibt. Wenn man deshalb mit dieser Aussage arbeiten möchte, muss man sich auf eine Definition des Begriffs »groß« einigen. Zum Beispiel kann man definieren, dass ein Mann mit 1,80 m oder auch mehr groß ist, und alle anderen sind dann eben nichtgroß.


            Der Satz vom ausgeschlossenen Dritten war seit Aristoteles bis ins 20. Jahrhundert hinein ein Grundpfeiler der Logik. Dieser Satz gehörte zu den Dingen, die man einfach als eine notwendige Vorbedingung akzeptierte, wenn man mit der Logik irgendetwas anfangen wollte. Doch im Jahre 1917 begann sich ein Mann namens Jan Lukasiewicz zu fragen, was wohl passieren würde, wenn man der Logik einen dritten Wert hinzufügte. Lesen Sie die folgenden Abschnitte, um zu erfahren, wozu die Überlegungen von Lukasiewicz auf dem gesamten Gebiet der Logik führten.


            
              Die dreiwertige Logik


              Jan Lukasiewicz wollte herausbekommen, was geschehen würde, wenn es in der Logik einen zusätzlichen Wert gäbe, der weder wahr noch falsch ist. Er nannte diesen Wert möglich und legte fest, dass dieser den Aussagen zugewiesen werden könnte, deren Wahrheit nicht bewiesen ist, wie etwa:


              
                	
                  Morgen wird es in Würzburg regnen.


                  Irgendwann werden die Ärzte ein Mittel gegen Erkältungen finden.


                  Es gibt Leben auf anderen Planeten.

                

              


              
                	
                  Der Wert möglich scheint irgendwo zwischen wahr und falsch angesiedelt zu sein. Aus diesem Grund begann Lukasiewicz mit der booleschen Darstellung der 1 für wahr und der 0 für falsch. (Siehe Kapitel 14 für weitere Informationen über die boolesche Algebra.) Dann fügte er einen dritten Wert hinzu, 1/2, für den möglich‐Wert.

                

              


              Dabei kam die dreiwertige Logik heraus. Die dreiwertige Logik verwendet dieselben Operatoren wie die klassische Logik, jedoch mit anderen Definitionen, um diesen neuen Wert mit zu erfassen. Hier ist beispielsweise eine Wahrheitstafel für ~x:


              
                
                  
                    	
                      x

                    

                    	
                      ~x

                    
                  


                  
                    	
                      1

                    

                    	
                      ~0

                    
                  


                  
                    	
                      1/2

                    

                    	
                      ~1/2

                    
                  


                  
                    	
                      0

                    

                    	
                      ~1

                    
                  

                
              


              Dass ein neu eingeführter Wert für etwas Mögliches durchaus sinnvoll ist, wird deutlich, wenn man ihn in einem Beispiel anwendet:


              
                	
                  Es sei P = Morgen wird es in Würzburg regnen.

                

              


              Wenn der Wahrheitswert P 1/2 ist – das heißt, wenn es möglich ist –, ist es auch möglich, dass es morgen in Würzburg nicht regnet. Daher ist der Wahrheitswert für ~P ebenfalls 1/2.


              Mit einem ähnlichen Denkansatz können Sie die Wahrheitswerte von &‐Aussagen und von ∨‐Aussagen herausfinden, die eine oder mehrere Teilaussagen enthalten, deren Werte möglich sind. Zum Beispiel:


              
                	
                  Entweder war Konrad Adenauer der erste Bundeskanzler oder es wird morgen in Würzburg regnen.

                

              


              Diese Aussage ist wahr (der erste Teil ist wahr, sodass der Rest egal ist), sodass ihr Wahrheitswert 1 ist.

            

            
              Die mehrwertige Logik


              
                	
                  Wenn die Tür erst einmal für einen Zwischenwert offensteht, kann man ein logisches System mit mehr als nur einem Zwischenwert schaffen – eigentlich können es so viele Werte sein, wie Sie nur wollen. Stellen Sie sich beispielsweise ein System mit elf Werten vor, von 0 bis 1, jeweils in 1/10‐Zwischenstufen. Dieses System wäre ein Beispiel für eine mehrwertige Logik.


                  [image: figure]

                

              


              Wie berechnet man nun mit diesem System den Wahrheitswert von Aussagen? Die Regeln für die mehrwertige Logik sind einfach:


              
                	
                  ~‐Regel: ~x bedeutet 1 – x.

                


                	
                  &‐Regel: x & y bedeutet: Wähle den kleineren Wert.

                


                	
                  ∨‐Regel: x ∨ y bedeutet: Wähle den größeren Wert.

                

              


              Diese drei Regeln mögen Ihnen seltsam vorkommen, doch sie funktionieren. Und außerdem können Sie sie bei der dreiwertigen Logik und bei der booleschen Algebra einsetzen.


              Zum Beispiel:


              
                
                  
                    	
                      ~2/10 = 8/10

                    

                    	
                      ~‐Regel

                    
                  


                  
                    	
                      3/10 & 8/10 = 3/10

                    

                    	
                      &‐Regel

                    
                  


                  
                    	
                      1/10 ∨ 6/10 = 6/10

                    

                    	
                      ∨‐Regel

                    
                  


                  
                    	
                      7/10 & 7/10 = 7/10

                    

                    	
                      &‐Regel

                    
                  


                  
                    	
                      9/10 ∨ 9/10 = 9/10

                    

                    	
                      ∨‐Regel

                    
                  

                
              


              
                	
                  Man kann sogar noch die beiden anderen Operatoren aus der Aussagenlogik hinzufügen, wenn man die logischen Äquivalenzregeln Impl und Äquiv (siehe Kapitel 10 für weitere Informationen über die Äquivalenzregeln) anwendet:

                

              


              
                	
                  Impl: x → y = ~x ∨ y

                


                	
                  Äquiv: x ↔ y = (x → y) & (y → x)

                

              


              Mit diesen Regeln der mehrwertigen Logik lässt sich der Wert jedes Ausdrucks Schritt für Schritt berechnen, so als würden Sie einen Beweis erstellen. Zum Beispiel:


              
                	
                  4/10 ↔ 3/10

                

              


              
                
                  
                    	
                      = (4/10 → 3/10) & (3/10 → 4/10)

                    

                    	
                      Äquiv

                    
                  


                  
                    	
                      = (~4/10 ∨ 3/10) & (~3/10 ∨ 4/10)

                    

                    	
                      Impl

                    
                  


                  
                    	
                      = (6/10 ∨ 3/10) & (7/10 ∨ 4/10)

                    

                    	
                      ~‐Regel

                    
                  


                  
                    	
                      = 6/10 & 7/10

                    

                    	
                      ∨‐Regel

                    
                  


                  
                    	
                      = 6/10

                    

                    	
                      &‐Regel

                    
                  

                
              


              Jan Lukasiewicz konzentrierte sich ganz auf die Syntax des Systems, während er die semantische Interpretation weitestgehend offen ließ(siehe Kapitel 14 für weitere Details zu Syntax und Semantik). Anders ausgedrückt: Die Berechnungen in der mehrwertigen Logik basieren ganz und gar auf bestimmten Regeln, doch die Bedeutung des jeweiligen Ergebnisses steht der Interpretation offen.


              (Im nächsten Abschnitt beschreibe ich mehrere Möglichkeiten, wie man die Resultate interpretieren kann.)

            

            
              Die Fuzzy‐Logik


              
                	
                  Manche Kritiker der mehrwertigen Logik stellten infrage, dass sie dafür brauchbar sei, mögliche zukünftige Ereignisse zu beschreiben. Für sie ist die Wahrscheinlichkeitstheorie ein geeigneteres Werkzeug dafür, in die Zukunft zu schauen. (Die Wahrscheinlichkeitstheorie berechnet ebenfalls die Möglichkeit, verwendet dazu jedoch eine andere Berechnungsmethode.)

                

              


              Diese Kritik hat etwas für sich. Wenn beispielsweise die Regenwahrscheinlichkeit in Würzburg 3/10 und in München 7/10 beträgt, dann berechnet die Wahrscheinlichkeitstheorie die Chance auf Regen an beiden Orten, indem sie diese Werte miteinander multipliziert:


              
                	
                  3/10 × 7/10 = 21/100

                

              


              Andererseits würde die mehrwertige Logik dabei zu einem Ergebnis von 3/10 kommen. Und weil die Wahrscheinlichkeitstheorie äußerst fundiert ist, stellt diese Diskrepanz zwischen den beiden Ergebnissen die Nützlichkeit der mehrwertigen Logik doch sehr infrage.


              Trotzdem erkannte der Mathematiker Lotfi Zadeh in den sechziger Jahren das Potenzial der mehrwertigen Logik, nicht das darzustellen, was möglicherweise wahr, sondern das, was teilweise wahr ist.


              Betrachten wir die folgende Aussage:


              
                	
                  Ich bin hungrig.

                

              


              Wenn Sie gerade eine üppige Mahlzeit zu sich genommen haben, dann wird diese Aussage höchstwahrscheinlich falsch sein. Wenn Sie jedoch schon seit mehreren Stunden nichts mehr gegessen haben, dann wird sie schließlich wahr werden. Doch die meisten Menschen nehmen diese Veränderung nicht plötzlich wahr, so wie einen Wechsel von Schwarz nach Weiß, sondern eher in verschiedenen Grauabstufungen. Das heißt, sie meinen, dass die Aussage mit der Zeit immer wahrer wird.


              Eigentlich sind die meisten sogenannten Gegensätze – groß oder klein, heiß oder kalt, glücklich oder unglücklich, naiv oder erfahren und so weiter – nicht durch eine scharfe Linie voneinander getrennt. Stattdessen stellen sie nur die Endpunkte eines Kontinuums dar, das aus feinen Abstufungen besteht. In den meisten Fällen sind Abstufungen dieser Art irgendwie subjektiv.


              
                	
                  Zadehs Antwort auf diese strittigen Fragen nun ist das Konzept der Fuzzy‐Logik, die eine Erweiterung der mehrwertigen Logik darstellt. Wie die mehrwertige Logik erlaubt auch die Fuzzy‐Logik Werte von 0 für vollständig falsch, Werte von 1 für vollständig wahr oder Werte dazwischen, um abgestufte Wahrheiten zu beschreiben. Doch bei der Fuzzy‐Logik sind, anders als bei der mehrwertigen Logik, sämtliche Werte zwischen 0 und 1 erlaubt.

                

              


              
                Wie einigt man sich auf einen Preis?


                Um die Fuzzy‐Logik ein wenig besser zu verstehen, betrachten wir einmal den Fall eines hypothetischen Ehepaares namens Laura und Nico. Sie sind sich einig, ein brandneues Fernsehgerät für ihr Wohnzimmer anzuschaffen. Laura denkt dabei an ein mittelgroßes Modell für ungefähr 500 Euro, doch Nico hat einen riesigen Plasmabildschirm vor Augen, der ungefähr 2000 Euro kosten soll. Natürlich kommt es im Elektronikmarkt Merkur für beide zu einem unsanften Erwachen. Wenn die beiden nun ihre Meinungsverschiedenheit unter dem Blickwinkel der zweiwertigen Logik betrachteten, dann kämen sie nie zu einer Entscheidung.


                Doch als sie sich darüber aussprechen, wird deutlich, dass bei beiden doch eine gewisse Flexibilität besteht.


                Wie bei der mehrwertigen Logik werden auch bei der Fuzzy‐Logik &‐Aussagen als die kleineren von zwei Werten behandelt, und ∨‐Aussagen werden als die größeren von zwei Werten gehandhabt. In diesem Fall ruft die Problemstellung geradezu nach einer &‐Aussage: Sowohl Laura als auch Nico müssen sich über die auszugebende Geldsumme einigen.


                Folgende Schreibweisen sind dabei hilfreich:


                
                  	
                    Es sei L(x): Lauras Wahrheitswert für x Euro.


                    Es sei N(x): Nicos Wahrheitswert für x Euro.

                  

                


                Nun können wir diese Aussage aufstellen, um ihre kombinierte Reaktion auf einen bestimmten Preis zu erfassen:


                
                  	
                    L(x) & N(x)

                  

                


                Wenn also der Verkäufer ihnen Fernsehgeräte im 500‐Euro‐Bereich zeigt, bekommt er von Laura eine 1 und von Nico eine 0:


                
                  	
                    L(500) & N(500) = 1 & 0 = 0

                  

                


                Wenn der Verkäufer dem Ehepaar Fernsehgeräte im 2000‐Euro‐Bereich zeigt, bekommt er von Laura eine 0 und von Nico eine 1:


                
                  	
                    L(2000) & N(2000) = 0 & 1 = 0

                  

                


                Wenn er zu den Fernsehern in einer mittleren Größenordnung übergeht, dann gerät die zunächst ausweglose Situation in Bewegung. Laura und Nico entscheiden sich für ein Gerät zum Preis von 1100 Euro, das bei beiden den höchstmöglichen Wert erfährt, zum Beispiel:


                
                  	
                    L(1100) & N(1100) = 0,75 & 0,75 = 0,75

                  

                

              
            
          

          
            Klären wir die Modalitäten!


            
              	
                Wie die mehrwertige Logik versucht auch die Modallogik, sich nicht nur mit dem Wahren und dem Falschen, sondern auch mit dem Möglichen zu befassen. Aus diesem Grund führt die Modallogik zwei neue Operatoren ein: den Möglichkeitsoperator und den Notwendigkeitsoperator:

              

            


            
              	
                ◊x = Es ist möglich, dass x.


                □x = Es ist notwendig, dass x.

              

            


            wobei x eine Aussagevariable ist. Zum Beispiel:


            
              	
                Es sei K: Kreise sind rund.

              

            


            Dann bedeutet ◊K: »Es ist möglich, dass Kreise rund sind«, und □K bedeutet: »Notwendigerweise sind alle Kreise rund.«


            Die beiden Modaloperatoren sind logisch folgendermaßen miteinander verknüpft:


            
              	
                □x äq. ~◊ ~x

              

            


            So ist die Aussage »Notwendigerweise sind alle Kreise rund.« beispielsweise äquivalent zur Aussage: »Es ist nicht möglich, dass Kreise nicht rund sind.« Auch der folgende Zusammenhang gilt:


            
              	
                ◊x äq ~□ ~x

              

            


            So ist beispielsweise die Aussage »Es ist möglich, dass Gespenster real sind.« äquivalent zur Aussage: »Es ist nicht notwendig, dass Gespenster nicht real sind.«


            
              	
                Ein wichtiger Aspekt der Modallogik ist die Unterscheidung zwischen notwendiger Wahrheit und kontingenter Wahrheit. Um diesen Unterschied zu verstehen, betrachten Sie das folgende Beispiel:

              

            


            
              	
                Es sei S: Gestern hat es in Würzburg geschneit.

              

            


            Nehmen wir an, es habe gestern wirklich geschneit in Würzburg. In diesem Fall sind die folgenden Aussagen beide wahr:


            
              
                
                  	
                    S

                  

                  	
                    WAHR

                  
                


                
                  	
                    S ∨ ~S

                  

                  	
                    WAHR

                  
                

              
            


            Doch auch wenn beide Aussagen wahr sind, so gibt es doch einen Unterschied zwischen diesen beiden Wahrheitsformen. Die erste Aussage ist kontingenterweise wahr, weil ihre Wahrheit kontingent, das heißt abhängig von dem ist, was tatsächlich passierte. Das heißt, es hätte auch anders sein können. Es ist sogar möglich, dass der Wetterbericht falsch war.


            Die zweite Aussage jedoch ist notwendigerweise wahr. Das heißt: Egal welches Wetter gestern in Würzburg herrschte, es besteht eine logische Notwendigkeit, dass die Aussage wahr ist.


            Die Abstufung des Unterschieds wird deutlicher, wenn ich den Notwendigkeitsoperator hinzufüge:


            
              
                
                  	
                    □S

                  

                  	
                    FALSCH

                  
                


                
                  	
                    □S ∨ ~S

                  

                  	
                    WAHR

                  
                

              
            


            In diesem Fall bedeutet die erste Aussage: »Notwendigerweise hat es gestern in Würzburg geschneit.« In der Modallogik ist diese Aussage falsch, weil ein Szenario existieren könnte, bei dem es gestern nicht geschneit hätte. Andererseits bedeutet die zweite Aussage: »Notwendigerweise hat es gestern in Würzburg geschneit oder es hat gestern in Würzburg nicht geschneit.« Diese Aussage ist hingegen wahr, und zwar unabhängig von den tatsächlichen Ereignissen.


            
              
                Wie man mit Aussagen in indirekter Rede umgeht


                Die Modallogik ist einfach eine Art von Logik, die versucht, Aussagen in indirekter Rede mit einzubeziehen, die ja strukturerfassend nicht in die Aussagenlogik oder Prädikatenlogik übersetzt werden können. Mithilfe der deontischen Logik (die sich mit dem Aufbau einer systematischen Ethik beschäftigt; von griechisch déon, »das Nötige«) lassen sich auch Aussagen bewältigen, die solche Ausdrücke wie »Es ist erlaubt« oder »Es ist verboten« enthalten. Zum Beispiel:


                
                  	
                    Bei Rot muss man anhalten.


                    Bei Gelb darf man noch weiterfahren.

                  

                


                Die epistemische Logik ist eine Logik des Wissens und des Glaubens, das heißt, sie erweitert Ihr Operatorenrepertoire noch jeweils um einen Operator für das Wissen und den Glauben, das heißt, für das Für‐wahr‐Halten eines Sachverhalts. Zum Beispiel:


                
                  	
                    Daniel weiß, dass Simon auf ihn wartet.


                    Daniel glaubt, dass Simon auf ihn wartet.

                  

                

              

            
          

          
            Die Logik einer höheren Ordnung


            Erinnern wir uns daran, dass die Sprache der Prädikatenlogik Individuenkonstanten, Individuenvariablen sowie Eigenschaftskonstanten enthält, jedoch keine Eigenschaftsvariablen. Man kann mit ihr also über Individuen quantifizieren, aber nicht über Eigenschaften. So lässt sich beispielsweise der Satz


            
              	
                Alle Bankmanager sind reich.

              

            


            als


            
              	
                ∀x [Bx → Rx]

              

            


            darstellen. Wörtlich bringt diese Aussage zum Ausdruck, dass alles, was die Eigenschaft besitzt, ein Bankmanager zu sein, gleichzeitig auch über die Eigenschaft verfügt, reich zu sein.


            Nachdem Sie angefangen haben, sich auf die Eigenschaften selbst zu konzentrieren, möchten Sie sich ihnen vielleicht auf logische Art nähern. Nehmen wir einmal an, Sie wollen einen Assistenten einstellen und suchen nun jemanden, der nett, intelligent und fleißig ist. In der Prädikatenlogik ist es leicht, für diese Eigenschaften Konstanten festzulegen:


            
              	
                Es sei N: x ist nett.


                Es sei I: x ist intelligent.


                Es sei F: x ist fleißig.

              

            


            Der Satz


            
              	
                Natascha ist intelligent und Julian ist fleißig.

              

            


            lässt sich in der Prädikatenlogik darstellen als:


            
              	
                In & Fj

              

            


            Doch können wir mit der Prädikatenlogik nicht die folgende Aussage wiedergeben:


            
              	
                Natascha besitzt jede Eigenschaft, die Julian hat.

              

            


            
              	
                In der Prädikatenlogik zweiter Ordnung darf nicht nur über Individuen quantifiziert werden, sondern auch zusätzlich über Eigenschaften. Angenommen, X steht für irgendeine Eigenschaft. Nach dem Einsetzen dieser Variablen an ihren jeweiligen Platz kann man die vorige Aussage darstellen als:

              

            


            
              	
                ∀X [Xj → Xn]

              

            


            Die wörtliche Übersetzung dieser Aussage lautet: »Für jede Eigenschaft X gilt: Wenn Julian die Eigenschaft X besitzt, dann hat auch Natascha die Eigenschaft X.«


            Man kann auch Individuenvariablen quantifizieren. Betrachten Sie beispielsweise die folgende Aussage:


            
              	
                Jemand hat jede Eigenschaft, die Julian hat.

              

            


            Diese Aussage lässt sich wiedergeben als:


            
              	
                ∃y ∀X [Xj → Xy]

              

            


            Die wörtliche Übersetzung dieser Darstellung ist: »Es gibt ein y, sodass für jede Eigenschaft gilt: Falls Julian diese Eigenschaft hat, so hat auch y diese Eigenschaft. «

          

          
            Über die Konsistenz hinaus


            
              	
                Die parakonsistente Logik ist in gewisser Hinsicht die Rückseite der mehrwertigen Logik. Bei der mehrwertigen Logik muss eine Aussage nicht entweder wahr oder falsch sein. In der parakonsistenten Logik kann eine Aussage sowohl wahr als auch falsch sein. Das heißt, jede Aussage hat mindestens eine, doch möglicherweise auch zwei Wahrheitswerte: W und/oder F.

              

            


            Mit anderen Worten: Es ist für eine Aussage der Form


            
              	
                x & ~x

              

            


            möglich, dass sie wahr ist. Oder, noch anders formuliert: Dank der parakonsistenten Logik wird es möglich, das Gesetz von der Nichtwidersprüchlichkeit zu brechen, indem sie es zulässt, dass eine Aussage sowohl wahr als auch falsch sein kann. (Siehe Kapitel 1 für weitere Informationen über das Gesetz der Nichtwidersprüchlichkeit.)


            Dieser entscheidende Unterschied zwischen der parakonsistenten und der klassischen Logik löst weitere Verwirrung aus hinsichtlich einer wichtigen Deduktionsregel – beim disjunktiven Syllogismus (DS). Um Ihr Gedächtnis ein wenig aufzufrischen, schlagen Sie doch einfach Kapitel 9 auf und schauen sich die folgenden Konstanten an:


            
              	
                Es sei A = Robert wohnt in Augsburg.


                Es sei S = Robert wohnt in Stuttgart.

              

            


            In der klassischen Logik lässt sich mit DS die folgende Aussage ableiten:


            
              	
                A ∨ S, ~A : S

              

            


            Dieses Argument bedeutet, dass, wenn Robert in Stuttgart wohnt, er dann nicht in Augsburg wohnt und umgekehrt.


            In der parakonsistenten Logik jedoch gilt diese Folgerung nicht als wahr. Auch wenn der erfolglose Einsatz von DS in der parakonsistenten Logik zunächst verrückt erscheinen mag, leuchtet es doch ein, wenn man einmal darüber nachdenkt.


            Angenommen, sowohl S als auch ~S seien wahr, was ja in der parakonsistenten Logik erlaubt ist, egal, wie merkwürdig das auch klingen mag. Das heißt, Robert wohnt in Stuttgart und er wohnt nicht in Stuttgart. In diesem Fall ist die Aussage


            
              	
                A ∨ S

              

            


            wahr, auch wenn S falsch ist. Und, wie ich soeben erwähnte, ist auch die Aussage


            
              	
                ~A

              

            


            wahr. In diesem Fall sind beide Aussagen wahr, doch die Aussage


            
              	
                S

              

            


            ist falsch. Mit anderen Worten: Die beiden Prämissen sind wahr, und die Konklusion ist falsch, sodass DS ein ungültiges Argument in der parakonsistenten Logik darstellt.


            Auf diese Weise bleibt die parakonsistente Logik konsistent, auch wenn sie, per Definition, inkonsistent ist. Man kann auch sagen, dass die parakonsistente Logik sowohl konsistent als auch inkonsistent ist – eine Aussage, die die ganze Vorstellung der parakonsistenten Logik prägnant auf den Punkt bringt. Oder auch nicht.

          

          
            Wir setzen zum Quantensprung an


            Haben Sie schon einmal einen Trickbetrüger gesehen, der das Hütchenspiel spielt? Er nimmt eine Erbse, legt sie auf den Tisch und versteckt sie unter einem Schälchen (»Hütchen«). Dann stellt er daneben zwei weitere Schälchen auf den Tisch und bewegt die drei Schälchen flink und geschickt über den Tisch. Wenn Sie dann erraten können, unter welchem Schälchen sich die Erbse verbirgt, dann haben Sie gewonnen.


            Dieser clevere Trick sieht einfach aus, doch so manch ein Mitspieler hat dabei einiges an Geld verloren. Der Schwindler ist nämlich im Allgemeinen ein Meister der Fingerfertigkeit, der die Erbse, ohne dass jemand es merkt, in seiner Hand verschwinden lassen und sie dann unbemerkt unter eine andere Schale legen kann.


            Auch subatomare Teilchen scheinen nach einer Art kosmischem Hütchenspiel zu agieren, das zwar einfach zu beschreiben, doch schwer zu verstehen ist. Diese Teilchen sind die Bausteine, aus dem alles im Universum besteht – auch Sie und ich und dieses Buch. Und je mehr die Wissenschaftler entdecken, wie das Universum auf dieser submikroskopischen Ebene funktioniert, desto rätselhafter wird es.

          

          
            Ein Quäntchen Quantenlogik


            Dass die Logik auf der absolut niedrigsten Ebene des Universums in sich selbst zusammenfällt, ist einer der seltsamsten Aspekte der Quantenphysik. Warum das so ist, kann man höchstens vermuten, man weiß es einfach nicht, obwohl einige theoretische Physiker den Antworten dicht auf den Fersen sind. Doch was passiert, ist sehr gut dokumentiert und wird von der Quantenlogik beschrieben.


            Wenn ich Ihnen im Folgenden die Quantenlogik vorstelle, dann denken Sie einfach an zwei Dinge:


            
              	
                Die Quantenlogik ist tatsächlich Wissenschaft und keine Zukunftsmusik – unzählige wissenschaftliche Experimente haben gezeigt, dass das Universum auf diese Weise funktioniert.

              


              	
                Sie ist einfach nicht zu verstehen.

              

            


            Wenn ich die Quantenlogik nun versuche darzustellen, dann machen Sie sich bitte keine Gedanken darüber, dass Sie irgendetwas nicht mitbekommen könnten, was alle anderen vielleicht verstehen. Die verstehen überhaupt nicht mehr als Sie, warum das Universum auf diese Weise funktioniert. Konzentrieren Sie sich also einfach nur darauf, was überhaupt geschieht, und das reicht dann schon.


            
              Wir spielen das Hütchenspiel


              Stellen Sie sich ein Hütchenspiel (mit nur zwei Schälchen) vor, das man mit subatomaren Teilchen spielt, die ich jetzt einmal der Einfachheit halber Trockenerbsen nenne, weil der Buchstabe T auch für Teilchen die Abkürzung sein kann. In diesem Bereich nun schmeißt die Quantenlogik den Laden. Beginnen wir also mit der Einsicht, dass die folgende Aussage wahr ist:


              
                	
                  Aussage Nr. 1: Die Trockenerbse liegt auf dem Tisch und befindet sich entweder unter dem rechten oder dem linken Schälchen.

                

              


              
                	
                  In der Quantenlogik bleiben viele der Grundannahmen aus der klassischen Logik unangetastet. Eine Aussage kann nur einen von zwei möglichen Wahrheitswerten besitzen: W oder F. Auch die Basisoperatoren aus der Aussagenlogik funktionieren hier wie gewohnt. Daher kann man in der Quantenlogik wie in der Aussagenlogik Variablen wie die folgenden – in Abbildung 21.1 dargestellten – festlegen:

                

              


              
                	
                  Es sei T = Die Trockenerbse liegt auf dem Tisch.


                  Es sei L = Die Trockenerbse befindet sich unter dem linken Schälchen.


                  Es sei R = Die Trockenerbse befindet sich unter dem rechten Schälchen.

                

              


              
                
                  [image: figure]

                  
                    Abbildung 21.1: Ein kniffliges Hütchenspiel

                  
                
              


              Bei diesem Aufbau können Sie eine Aussage auf Deutsch schreiben und sie in Symbole übersetzen. Wenn die Aussage Nr. 1 in die Quantenlogik übersetzt wird, dann sieht das so aus:


              
                	
                  T & (L ∨ R)

                

              


              So weit, so gut: Bis jetzt ist alles dasselbe wie in der Aussagenlogik gewesen. Wenn Sie jetzt die Aussagenlogik verwenden würden, dann könnten Sie das Distributivgesetz einsetzen (in Kapitel 10), um eine äquivalente Aussage zu schreiben. Doch in der Quantenlogik gilt das Distributivgesetz nicht, sodass man die vorige Aussage nicht so darstellen kann:


              
                
                  
                    	
                      (T & L) ∨ (T & R)

                    

                    	
                      FALSCH!

                    
                  

                
              


              Doch bevor Sie diese Aussage verwerfen, beachten Sie, dass man sie auf diese Weise wieder ins Deutsche zurückübersetzen kann:


              
                	
                  Aussage Nr. 2: Die Trockenerbse ist auf dem Tisch und befindet sich unter dem linken Schälchen, oder die Trockenerbse ist auf dem Tisch und befindet sich unter dem rechten Schälchen.

                

              


              Mit anderen Worten: Aussage Nr. 1 und Aussage Nr. 2 sind nicht notwendigerweise äquivalent, und die eine Aussage schließt die andere auch nicht notwendigerweise ein. Sodass es möglich ist, dass Aussage Nr. 1 wahr und Aussage Nr. 2 falsch ist. Das heißt also, es stimmt, dass sich die Trockenerbse unter einem der beiden Schälchen befindet, doch dass sie sich nicht unter dem linken Schälchen und dass sie nicht unter dem rechten Schälchen befindet.


              Wie Sie aus diesem Beispiel ersehen können, widerspricht die Quantenlogik elementaraussagenlogisch gültigen Prinzipien. Sie widerspricht ebenfalls allem, was möglich, normal und vernünftig zu sein scheint. Doch so sieht die Lage nun einmal aus. Die Teilchen, die das Universum aufbauen, gehorchen diesen Gesetzen. Das ist doch gespenstisch, oder?

            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 22


        Paradoxeund axiomatischeSysteme


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Mengenlehre und russellsche Antinomie

                


                	
                  Das axiomatische System der Aussagenlogik

                


                	
                  Korrektheit und Vollständigkeit

                


                	
                  Die Grenzen der Mathematik und der gödelsche Unvollständigkeitssatz

                

              


              


              Betrachten Sie die folgende Aussage:


              
                	
                  Diese Aussage ist falsch.

                

              


              Wenn die Aussage wahr ist, dann muss sie falsch sein. Doch wenn sie falsch ist, dann muss sie wahr sein. Dieses Problem, das man als Lügnerparadox bezeichnet, geht auf die »alten« Griechen zurück.


              Auf den ersten Blick scheint dieses Paradox nicht mehr als ein Kuriosum zu sein. Doch im Laufe der Zeit sind immer wieder Paradoxe wie diese aufgetaucht und haben den Logikern Bauchschmerzen bereitet, was sie dazu antrieb, nach Möglichkeiten zu suchen, diese Probleme irgendwie in den Griff zu bekommen.


              In diesem Kapitel nun erkläre ich die russelsche Antinomie (eine Modifikation des Lügnerparadoxes), die die Logiker zu einer radikalen Umstrukturierung der Grundlagen der Mengentheorie und der Logik zwang. Im Zusammenhang damit erläutere ich dann die Principia Mathematica, die einen Versuch darstellte, Mengenlehre, Logik und letztlich die gesamte Mathematik auf eine Reihe von Annahmen zu stützen, die als Axiome bezeichnet werden. Außerdem erfahren Sie, wie es der Logik letztlich gegenüber der mathematischen Gewissheit ergeht. Und schließlich können Sie einen flüchtigen Eindruck von den Grenzen dessen gewinnen, was man logisch überhaupt beweisen kann, wenn ich Ihnen den gödelschen Unvollständigkeitssatz vorstelle.

            
          

          
            Die Fundierung der Logik durch die Mengenlehre


            Gottlob Freges Formulierung der Logik Ende des 19. Jahrhunderts beruhte auf den relativ neuen Arbeiten Georg Cantors, die als Mengenlehre in die Geschichte der Mathematik eingingen. Die Mengenlehre bietet eine bemerkenswert einfache Möglichkeit, Objekte in der realen Welt zu gliedern und zu organisieren, doch sie stellt außerdem eine einheitliche Methode bereit, mathematische Objekte, wie Zahlen, durch ihre jeweiligen mathematischen Eigenschaften voneinander abzugrenzen und genau zu bestimmen.


            In diesem Abschnitt zeige ich Ihnen, wie die Mengenlehre eine tragfähige Grundlage für die Logik bereitstellte, wie diese Grundlage bedroht und wie sie erneut gefestigt wurde.


            
              Die Anordnung der Dinge


              Die Mengenlehre befasst sich, was wohl nicht überrascht, mit Mengen. Eine Menge ist einfach eine Sammlung von Dingen. Zum Beispiel:


              
                	
                  Es sei P = die Menge aller Pullis, die ich besitze.


                  Es sei H = die Menge aller Hüte, die Sie besitzen.

                

              


              
                	
                  Eine Menge ist nur dann richtig bestimmt, wenn man deutlich erkennen kann, was sich innerhalb der Menge befindet und was nicht.

                

              


              Die einzelnen Objekte in einer bestimmten Menge werden als Elemente dieser Menge bezeichnet. So ist beispielsweise der Pulli, den ich gerade trage, ein Element der Menge P, und Ihr Lieblingshut (vorausgesetzt, Sie besitzen einen) ist ein Element der Menge H.


              Mengen können auch noch andere Mengen enthalten, sogenannte Teilmengen. Zum Beispiel:


              
                	
                  Es sei B = die Menge aller blauen Pullis, die ich besitze.


                  Es sei W = die Menge aller Pullis, die ich besitze und die sich im Wäschekorb befinden.

                

              


              Sowohl B als auch W sind Teilmengen von P. Das heißt, jedes Element, das sich in einer dieser beiden Mengen befindet, ist auch in der Menge P enthalten.


              
                	
                  Auch wenn die Mengenlehre reichlich simpel erscheinen mag, ist sie tatsächlich eine leistungsfähige Methode, wenn man logische Sachverhalte darstellen will.

                

              


              Betrachten Sie doch einmal die folgende Aussage:


              
                	
                  Alle meine blauen Pullis befinden sich im Wäschekorb.

                

              


              Diese Aussage lässt sich in der Prädikatenlogik leicht darstellen:


              
                	
                  ∀x [Bx → Wx]

                

              


              Diese Aussage ist nur dann wahr, wenn B eine Teilmenge der Menge W ist:


              
                [image: figure]
              


              Obwohl sich Mengenlehre und Logik, oberflächlich betrachtet, unterscheiden, bringen sie doch beide ähnliche Vorstellungen zum Ausdruck. Deshalb gründete Frege seine Logik ja auch auf dem offensichtlich festen Fundament der Mengenlehre. Solange die Mengenlehre frei von Widersprüchen war, wurde auch die Logik für konsistent gehalten. Und die Mengenlehre war so einfach, dass sie unangreifbar schien.

            
          

          
            Der Ärger mit dem Paradox: wie man dieses Problem mit der Mengenlehre angeht


            Ein Genie wie Bertrand Russell war nötig, um bei der Mengenlehre ein Problem zu entdecken. Diese Schwachstelle wurde ihm zu Ehren als russellsche Antinomie bezeichnet. Dieses Paradox ist dem Lügnerparadox verwandt. Auch die Mengenlehre stand einer ähnlichen Problematik gegenüber, weil es bei einer Menge möglich war, dass sie sich selbst als eines ihrer Elemente enthalten kann. Meistens enthalten Mengen jedoch nicht sich selbst als Elemente. Schauen Sie sich doch noch einmal das Pulli‐und‐Hüte‐Beispiel aus dem vorangegangenen Abschnitt an, und Sie werden feststellen, dass die Menge P nur Pullis und die Menge H nur Hüte enthält. Doch werfen wir einen Blick auf diese Menge:


            
              	
                Es sei X = die Menge aller in diesem Kapitel erwähnten Mengen.

              

            


            Menge X enthält demnach als Elemente die Mengen P, H, B und W, natürlich, das ist schon klar, aber sie enthält außerdem sich selbst als ein Element, weil die Menge X in diesem Kapitel erwähnt wird.


            Das ist zwar an sich kein Problem, doch es kann sich rasch zu einem auswachsen. Schauen Sie mal, was passieren würde, wenn Sie die folgende Menge definieren würden:


            
              	
                Es sei Z = die Menge aller Mengen, die nicht sich selbst als Elemente enthalten.

              

            


            In diesem Fall sind die Mengen P, H, B und W Elemente der Menge Z, doch Menge X eben nicht. Und jetzt stellt sich die Frage.


            
              	
                Ist die Menge Z ein Element von sich selbst?

              

            


            Diese Problematik hier ähnelt dem Lügnerparadox: Wenn die Menge Z ein Element von sich selbst ist, dann ist sie per Definition kein Element von sich selbst. Und wenn die Menge Z kein Element von sich selbst ist, dann ist sie es definitionsgemäß doch.


            
              Die Lösung des Problems in den Principia Mathematica


              Die russellsche Antinomie (siehe den vorigen Abschnitt) war mehr als nur eine beunruhigende Fragestellung. (Frege war angeblich entsetzt und glaubte, dass seine ganze Arbeit vernichtet sei.) Das Paradox zwang die Logiker tatsächlich dazu, die Mengenlehre und die Logik umzuformen. Der Kunstgriff bestand darin, zu verhindern, dass sich das Paradox weiter einschleichen konnte, und gleichzeitig das beizubehalten, was sich in den ursprünglichen Systemen als nützlich und anschaulich erwiesen hatte.


              Um dieses Paradox aufzulösen und ein solides Fundament für die Mathematik zu schaffen, verfassten Bertrand Russell und Alfred North Whitehead Anfang des 20. Jahrhunderts die Principia Mathematica. Dieses ehrgeizige Projekt war der erste groß angelegte Versuch, die gesamte Mathematik als ein formalisiertes axiomatisches System zu beschreiben – als ein System mathematischer Aussagen, die alle auf einer kleinen Anzahl von Aussagen beruhen, die als wahr vorausgesetzt werden.


              
                	
                  Der Kern eines axiomatischen Systems ist eine kurze Zusammenstellung einfacher Aussagen, die man als Axiome bezeichnet. Axiome fasst man in bestimmter Weise, um aus ihnen eine größere Menge von Aussagen abzuleiten, die man Theoreme nennt. Russell und Whitehead wählten ihre Axiome sorgfältig aus, denn sie bezweckten damit:

                

              


              
                	
                  Ein System zu schaffen, das leistungsfähig genug war, um ausgeklügelte Aussagen (als Theoreme) über die Mathematik abzuleiten

                


                	
                  Sämtliche Inkonsistenzen zu vermeiden, wie beispielsweise die russellsche Antinomie

                


                	
                  Zu zeigen, dass alle möglichen mathematischen Wahrheiten als Theoreme abgeleitet werden konnten

                

              


              Gewiss gelang es Russell und Whitehead, ihr erstes Ziel zu erreichen. Außerdem beseitigte ihr System Paradoxe, wie beispielsweise die russellsche Antinomie. Doch ob es die Principia Mathematica tatsächlich geschafft haben, alle Inkonsistenzen zu beseitigen und eine Methode bereitzustellen, die es ermöglicht, alles in der Mathematik abzuleiten, muss noch gezeigt werden.


              
                	
                  Obwohl die Axiome der Principia Mathematica das Problem der russellschen Antinomie tatsächlich lösen konnten, erwies sich dies in der Praxis doch als heikel, sodass es sich bei den Mathematikern nicht durchsetzen konnte. Stattdessen lösten andere Axiome, die sogenannten Zermelo‐Frankel‐Axiome (ZF‐Axiome) das Problem, indem sie zwischen Mengen und eher unklar definierten Objekten, die man als Klassen bezeichnet, unterschieden.

                

              


              Wenn man heutzutage von Mengenlehre spricht, bezieht man sich häufig auf eine bestimmte Version der auf den ZF‐Axiomen beruhenden Mengenlehre. Andererseits existieren auch noch einfachere Fassungen der Mengenlehre, die gar nicht erst versuchen, solche Paradoxe zu vermeiden. Diese Varianten werden zusammengefasst als naive Mengenlehre bezeichnet.


              
                	
                  Ein besonders wichtiges Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, wie axiomatische Systeme funktionieren. In den folgenden Abschnitten befasse ich mich mit diesem Ansatz ausführlicher.

                

              

            
          

          
            Die Aussagenlogik als axiomatisches System


            Um Ihnen ein Gefühl dafür zu vermitteln, wie Theoreme in der Aussagenlogik formal abgeleitet werden, bringt Ihnen dieser Abschnitt die Grundstruktur des axiomatischen Systems nahe, wie sie von Russell und Whitehead für die Principia Mathematica entwickelt wurde.


            
              	
                Kurz zusammengefasst lässt sich sagen, dass ein formalisiertes axiomatisches System vier Voraussetzungen erfüllen muss. Alle diese Voraussetzungen werden in Mengenbegriffen niedergelegt, weil in der Logik und in der übrigen Mathematik auf einer hochformalisierten Ebene alles in dieser Begrifflichkeit dargestellt wird. Deshalb war es auch so kritisch, die einstigen Defekte aus der Mengenlehre zu entfernen, wie ich das in dem Abschnitt »Die Fundierung der Logik durch die Mengenlehre« schildere.

              

            


            Diese vier Voraussetzungen sind:


            
              	
                Voraussetzung Nr. 1: Eine Symbolmenge

              


              	
                Voraussetzung Nr. 2: Eine Regelmenge, die festlegt, welche Symbolfolgen wohlgeformte Aussagen sind

              


              	
                Voraussetzung Nr. 3: Eine Axiomenmenge

              


              	
                Voraussetzung Nr. 4: Eine Regelmenge, die es ermöglicht, Axiome und/oder Theoreme miteinander zu kombinieren und neue Theoreme zu erzeugen

              

            


            Mit diesen Voraussetzungen im Hinterkopf können Sie erkennen, wie gut die Aussagenlogik die Voraussetzungen eines axiomatischen Systems erfüllt. Voraussetzung Nr. 4 ist deshalb erfüllt, weil die Aussagenlogik eine Symbolmenge enthält – Operatoren, Konstanten und Klammern (siehe Kapitel 4). Voraussetzung Nr. 2 wird durch die Regelmenge für wohlgeformte Aussagen erfüllt (siehe Kapitel 14).


            Um Voraussetzung Nr. 3 gerecht zu werden, werden die vier Axiome der Aussagenlogik aus der Principia Mathematica herangezogen:


            
              	
                1. (x ∨ x) → x


                2. x → (x ∨ y)


                3. (x ∨ y) → (y ∨ x)


                4. (x ∨ y) → ((z ∨ X) → (z ∨ y))

              

            


            Was Voraussetzung Nr. 4 angeht, schauen Sie sich die beiden folgenden Regeln an, nach denen man in der Aussagenlogik neue Theoreme erzeugt:


            
              	
                Substitutionsregel: In jedem Fall lässt sich eine Variable durch eine Konstante oder ganze Aussage ersetzen (substituieren), solange dies einheitlich geschieht.


                Zwei mögliche Substitutionen für Axiom Nr. 1 sind beispielsweise:


                (P ∨ P) → P


                ((P & Q) ∨ (P & Q)) → (P & Q)

              


              	
                Modus ponens (MP): Wenn man weiß, dass x → y und x beides Theoreme sind, dann kann man y zur Menge seiner Theoreme hinzufügen. (Siehe Kapitel 9 für weitere Informationen über den Modus ponens.)

              

            


            Mit dieser kurzen Zusammenstellung der Regeln ist es möglich, sämtliche Deduktionsregeln der Aussagenlogik abzuleiten, die ich in Teil III behandle. Dies zeigt Ihnen, dass – auch wenn diese Aufstellung von Axiomen nur kurz ist – die Theoreme, die daraus abgeleitet werden dürfen, sehr leistungsfähig sind.

          

          
            Wie man Korrektheit und Vollständigkeit beweist


            Mit der Formalisierung der Aussagenlogik als axiomatisches System kamen zwei wichtige Beweise hinsichtlich der Aussagenlogik zustande: In der Aussagenlogik ist jedes Theorem eine Tautologie, und jede Tautologie ist ein Theorem. Das heißt, in der Aussagenlogik fallen Theoreme und Tautologien gerade zusammen.


            In diesem ganzen Buch hier verwenden Sie unterschiedslos Wahrheitstafeln und Beweise, um Konklusionen über Eigenschaften von Aussagen der Aussagenlogik zu ziehen. Wenn Sie nun wissen, dass jedes Theorem eine Tautologie ist und umgekehrt, dann dürfen Sie sowohl syntaktische Methoden (Beweise) als auch semantische Methoden (Wahrheitstafeln) auf eine bestimmte Aufgabe anwenden. (Sie können prüfen, ob ein bestimmtes Theorem eine Tautologie ist, indem Sie einfach eine Wahrheitstafel erstellen und diese dann mit der Methode untersuchen, die ich in Kapitel 6 erkläre.)


            Doch wenn Sie kurz zurückschauen, dann sollten Sie erkennen, dass die Übereinstimmung von Theoremen und Tautologien in der Aussagenlogik nicht für erwiesen gehalten werden sollte. Weshalb kann es zum Beispiel nicht sein, dass sich herausstellt, dass ein bestimmtes Theorem keine Tautologie ist? Oder, andersherum: Warum sollte es keine Tautologie geben, die nicht als Theorem dargestellt werden kann, indem man die begrenzten Axiome und Regeln aus dem vorigen Abschnitt anwendet?


            Die erste Frage hat mit der Korrektheit der Aussagenlogik zu tun und die zweite Frage mit ihrer Vollständigkeit. Diese beiden Eigenschaften behandle ich in den folgenden Abschnitten.


            
              Korrektheit und Vollständigkeit von Aussagenlogik und Prädikatenlogik


              1921 konnte der Mathematiker Emil Post beweisen, dass die Aussagenlogik sowohl korrekt als auch vollständig ist. Ein axiomatisches System ist korrekt, falls jedes in diesem System erzeugte Theorem eine Tautologie ist. Ein axiomatisches System ist vollständig, falls jede Tautologie in diesem System als ein Theorem dargestellt werden kann.


              Obwohl Nicht‐Korrektheit eine Gefahr für axiomatische Systeme darstellt, indem sie selbst die sorgfältigst zusammengestellte Konstruktion zu unterminieren droht (beispielsweise die Logik Gottlob Freges), glich die Vollständigkeit eher dem Heiligen Gral. Mit anderen Worten: Obwohl sich die Mathematiker und Logiker vor der Nicht‐Korrektheit in Acht nehmen mussten, war Vollständigkeit nur sehr schwer zu erreichen.


              Tatsächlich war Vollständigkeit schon seit jeher das unausgesprochene Ziel der Mathematiker, was bis in die Zeit der »alten« Griechen zurückreicht. Euklid beispielsweise wird als der Begründer der Geometrie geehrt, auch wenn Geometrie schon Jahrhunderte oder gar Jahrtausende vor seiner Zeit betrieben wurde. (Mehr über Euklid erfahren Sie in Kapitel 2.) Euklids großartige Erkenntnis war, dass die Geometrie auf fünf Axiome gegründet werden konnte und dass aus diesen alle anderen wahren Aussagen über die Geometrie als Theoreme abgeleitet werden konnten.


              Für die Logik erwies sich das Jahrzehnt, das auf Emil Posts Beweis folgte, als eine fruchtbare Epoche. 1928 bewiesen David Hilbert und William Ackerman, dass es korrekte Systeme der Prädikatenlogik gibt. 1931 dann bewies Kurt Gödel, dass die Prädikatenlogik vollständig ist. Diese wichtige Erkenntnis war übrigens das Ergebnis seiner Doktorarbeit, die die erste Arbeit des Mannes war, der einer der größten Mathematiker des 20. Jahrhunderts werden sollte.

            

            
              Wie das Hilbert‐Programm Logik und Mathematik formalisiert


              Bis in die zwanziger Jahre des 20. Jahrhunderts hinein waren die Erkenntnisse in Logik und Mathematik genügend weit fortgeschritten, sodass präzise Untersuchungen darüber durchgeführt werden konnten, ob jede mathematische Wahrheit als Theorem dargestellt werden könnte. Der Mathematiker David Hilbert war maßgeblich daran beteiligt, eine vollständige Formalisierung von Logik und Mathematik anzuregen. Bekannt wurde diese Formalisierung unter der Bezeichnung Hilbert‐Programm.


              Hilbert stellte fest, dass das, was Philosophen und Mathematiker seit den Tagen von Aristoteles und Euklid intuitiv erreicht hatten, nunmehr auch konkret greifbar wurde: ein einziges, von Inkorrektheiten gereinigtes axiomatisches System, das sämtliche logischen und mathematischen Wahrheiten ausdrücken und berechnen konnte.


              Das Hilbert‐Programm drückte den Wunsch aus, alles in der Mathematik in präzise axiomatische Begriffe umzusetzen. Alle logischen Annahmen müssen ausdrücklich in einer formalen Sprache geäußert werden, die absolut eindeutig ist. (Die Principia Mathematica sind ja bereits ein Versuch einer solchen Formalisierung gewesen, und Hilbert studierte sie sehr genau.) Von einer solchen Basis ausgehend, gelang es, die intuitive Vorstellung eines mathematischen Beweises selbst zu formalisieren, was zu der Aufstellung der Beweistheorie führte.


              Hilbert setzte sich für eine fortlaufende Suche nach Korrektheits‐ und Vollständigkeitsbeweisen für axiomatische Systeme ein. Wenn man ein axiomatisches System mit einem Schiff auf dem Meer vergleichen würde, dann könnte man sagen: Korrektheit würde bedeuten, dass das Schiff nicht sinkt, und Vollständigkeit wäre damit gleichzusetzen, dass das Schiff seine Passagiere je nach Wunsch überallhin bringt.

            
          

          
            Gödels Unvollständigkeitssatz


            Der Beweis, dass es ein sowohl korrektes als auch vollständiges System für die Prädikatenlogik gibt, stimmte die Mathematiker optimistisch darin, dass das Hilbert‐Programm sein Ziel erreichen würde. Doch ausgerechnet dieser Mann, Gödel, der die Vollständigkeit der Prädikatenlogik bewiesen hatte, sollte kurze Zeit später nachweisen, dass das Hilbert‐Programm niemals von Erfolg gekrönt sein würde.


            1931 veröffentlichte Kurt Gödel seinen bahnbrechenden Unvollständigkeitssatz.


            
              Die Bedeutung des gödelschen Unvollständigkeitssatzes


              Dieses Theorem zählt im Allgemeinen zu den größten Erfolgen des 20. Jahrhunderts auf dem Gebiet der Mathematik. Das ist erstaunlich, denn immerhin setzte es doch der Mathematik Grenzen – oder, noch genauer: Es begrenzte das Ausmaß, in dem axiomatische Systeme in der Lage sind, die Mathematik zu beschreiben. Und es versetzte dem Hilbert‐Programm den Gnadenstoß, da es nachwies, dass das Ziel des Hilbert‐Programms (siehe den vorigen Abschnitt) nicht zu erreichen war.


              Interessanterweise bewies Gödel seine Vermutung, indem er einen Widerspruch bastelte, der dem Lügnerparadox und der russellschen Antinomie in gewisser Weise ähnelt. Doch anstatt sich durch das Paradox verwirren zu lassen, nutzte Gödel es zu seinen Gunsten.

            

            
              Wie er es anstellte


              In einem ersten Schritt zeigte Gödel, wie man jeder Symbolfolge in einem System eindeutig eine Zahl, die sogenannte Gödelnummer der Symbolfolge, zuweist. Die daraus resultierende Nummerierung erlaubte es ihm, Aussagen, Theoreme und sogar ganze Argumente, zu nummerieren. Den unten stehenden Symbolfolgen konnten beispielsweise somit Gödelnummern zugeordnet werden:


              
                	
                  4 + 9 = 13


                  4 + 9 = 1962


                  ∀x ∃y [x + y = 3]


                  = 48 < + 33 = 7 =

                

              


              Gödels Nummerierung entging nichts, was in diesem System ausgedrückt werden konnte.


              Als Nächstes zeigte er, wie man das System nutzt, um besondere Aussagen zu konstruieren, die als Metaaussagen bezeichnet werden und die sich auf andere Aussagen im System bezogen. Zum Beispiel:


              
                	
                  Die Aussage »4 + 9 = 13« ist ein Theorem.


                  Die Aussage »4 + 9 = 13« ist kein Theorem.


                  Die Aussage »4 + 9 = 13« enthält das Symbol »3«.


                  Es gibt einen Beweis dafür, dass die Aussage »4 + 9 = 13« ein Theorem ist.

                

              


              Diese Metaaussagen selbst waren einfach nur Aussagen, jede mit ihrer eigenen Gödelzahl versehen. Auf diese Weise konnte sich eine Metaaussage auf eine andere Metaaussage beziehen. Eine Metaaussage konnte sich sogar auf sich selbst beziehen. Zum Beispiel:


              
                	
                  »Es gibt keinen Beweis dafür, dass diese Aussage ein Theorem ist.« n

                

              


              
                	
                  Das Paradox in der vorstehenden Aussage ist sogar raffiniert. Wenn die Aussage wahr ist, dann ist sie als Theorem im System nicht ableitbar, das heißt, das System ist unvollständig. Wenn die Aussage falsch ist, dann ist sie als Theorem ableitbar. Somit ist also das System inkonsistent. (Die Mathematik, die dahintersteht, übersteigt nun wirklich alles, sodass Sie mir einfach vertrauen müssen.)

                

              


              Wenn sich das kompliziert anhört, dann deswegen, weil es tatsächlich auch kompliziert ist. Und ich habe lediglich ein bisschen an der Oberfläche gekratzt. Das zu verstehen, was Gödel vollbracht hat, ist bereits faszinierend, doch wie er es geschafft hat, ist etwas, wovon selbst die meisten Mathematiker nur eine mehr oder weniger vage und skizzenhafte Vorstellung haben.

            
          

          
            Was hat das alles zu bedeuten?


            Seitdem Gödel seinen Beweis öffentlich machte, der die Grenzen der axiomatischen Methode in der Mathematik aufzeigte, gehen die Meinungen über seine Bedeutung auf einer philosophischen Ebene auseinander.


            Vielleicht meinen Sie ja, dass Gödels Beweis bedeutet, dass die menschliche Vernunft in ihrer Fähigkeit, das Universum zu verstehen, begrenzt sei. Doch auch wenn der Verstand seine Grenzen hat, so beweist Gödels Feststellung nicht, dass diese Beschränkungen tatsächlich existieren. Der Beweis beantwortet einfach nur die Frage, ob mittels axiomatischer Systeme alle mathematischen Wahrheiten zu erfassen sind. Die Vernunft kann jedoch durchaus weit größere Fähigkeiten als ein axiomatisches System oder eine Turing‐Maschine besitzen.


            Eine andere und wahrscheinlich doch vorschnelle Reaktion auf Gödels Werk war die Unterstellung, dass sein Beweis eine Begrenzung der künstlichen Intelligenz impliziere. Immerhin hat sich die menschliche Intelligenz in diesem Universum recht schnell entwickelt. Warum sollten sich nicht auch andere Formen der Intelligenz, und seien es auch künstliche, analog fortentwickeln?


            
              	
                Wie andere erstaunliche wissenschaftliche Erkenntnisse des 20. Jahrhunderts, etwa die Relativitätstheorie oder die Quantenmechanik, beantwortet Gödels Beweis eine Reihe von Fragen, die wiederum nur neue Fragen aufwerfen, die noch weit rätselhafter sind.

              

            

          
        
      
    

  


  
    
      
        Teil VI


        Der Top‐Ten‐Teil


        
          
            [image: figure]


            [image: test]

            Besuchen Sie uns auf www.facebook.de/fuerdummies!


            In diesem Teil …


            Wer mag sie nicht, unsere tollen Top‐Ten‐Listen? Ich hoffe doch, dass sie Ihnen gefallen, denn in diesem Teil finden Sie drei Top‐Ten‐Listen, die Ihnen humorvolle Informationen rund um die Logik präsentieren – vielleicht helfen sie Ihnen ja sogar dabei, Ihre nächste Prüfung zu bestehen!


            In Kapitel 23 stelle ich Ihnen meine zehn Lieblingszitate über die Logik vor, Aussprüche von Denkern und Zynikern aller Zeiten. In Kapitel 24 präsentiere ich Ihnen meine Nominierungen für die zehn besten Logiker, die es je gab.

          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 23


        Zehn Zitate zur Logik


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Logikzitate im Angebot

                


                	
                  Ansichten über die Logik aus unterschiedlichen Perspektiven

                

              


              


              Nun gut, eigentlich sind es ja elf Zitate, die ich hier untergebracht habe – doch wer zählt sie schon nach? Interessant sind sie alle und sie zeigen Ihnen die Logik aus ganz unterschiedlichen Blickwinkeln.


              
                	»Logik ist der Anfang aller Weisheit und nicht ihr Ende.«


                	Leonard Nimoy – amerikanischer Schauspieler (spielte den Spock in Star Trek)

              


              
                	»Logik ist die Kunst, in strikter Übereinstimmung mit den Begrenztheiten und Unfähigkeiten des menschlichen Missverstandes zu denken.«


                	Ambrose Bierce – amerikanischer Schriftsteller und Satiriker

              


              
                	»Die Logik ist die Anatomie des Denkens.«


                	John Locke – englischer Philosoph des 17. Jahrhunderts

              


              
                	»Reine Logik ist der Untergang der Seele.«


                	Antoine de Saint‐Exupéry – französischer Schriftsteller

              


              
                	»Logik ist die Kunst, zuversichtlich in die Irre zu gehen.«


                	Joseph Wood Krutch – amerikanischer Naturforscher und Schriftsteller

              


              
                	»Logik ist wie ein Schwert – all die, die an sie appellieren, werden durch sie umkommen.«


                	Samuel Butler – englischer Romancier und Essayist

              


              
                	»Man kann nur dann mithilfe der Logik zur Wahrheit gelangen, wenn man sie ohnehin gefunden hat.«


                	G. K. Chesterton – englischer Schriftsteller

              


              
                	»Logik bringt Sie von A nach B. Imagination bringt Sie überallhin.«


                	Albert Einstein – deutscher Physiker

              


              
                	»Die Logik sorgt für sich selbst; wir müssen ihr nur zusehen, wie sie es macht.«


                	Ludwig Wittgenstein – österreichischer Philosoph

              


              
                	»Die Logik liegt im Auge des Betrachters.«


                	Gloria Steinem – amerikanische Aktivistin und Schriftstellerin

              


              
                	»Mit Logik lässt sich fast alles rechtfertigen. Das ist ihre Macht – und ihr Makel.«


                	Kate Mulgrew – amerikanische Schauspielerin (spielte in Star Trek Captain Kathryn Janeway)

              

            
          
        
      
    

  


  
    
      
        Kapitel 24


        Zehngroße PersönlichkeitenderLogik


        
          
            
              In diesem Kapitel


              
                	
                  Erfahren Sie, wie Aristoteles alles verändert hat

                


                	
                  Werden Ihnen zehn Persönlichkeiten, die die Logik prägten, vorgestellt

                


                	
                  Erleben Sie die Evolution der Logik

                

              


              


              Hier präsentiere ich Ihnen nun meine Nominierungen für das Pantheon der Logik. Leider konnten viele große Geister nicht mit aufgenommen werden, die Liste wäre sonst allzu lang geworden. Doch hier sind meine Top Ten:

            
          

          
            Aristoteles (384–322 v. Chr.)


            Aristoteles war der Begründer der Logik. Vor ihm legten Philosophen (wie Sokrates und Platon) und Mathematiker (wie Pythagoras und Thales) bereits Argumente über eine Vielzahl von Themen vor. Doch Aristoteles war der Erste, der die eigentliche Struktur des Arguments sorgfältig untersuchte.


            
              	
                In einer Reihe mehrerer philosophischer Schriften zur Logik, die später unter dem Titel Organon zusammengefasst wurden, definierte Aristoteles grundlegende Begriffe der Logik. Eine Aussage definierte er als einen Satz, der entweder Wahrheit oder Falschheit beansprucht (Weiteres über Aussagen finden Sie in den Kapiteln 1 und 2). Außerdem untersuchte er die Strukturen gültiger Argumente, die als Syllogismen bezeichnet werden (siehe Kapitel 2) und die Prämissen enthalten, die unweigerlich zu einer Konklusion führen. Noch Jahrhunderte nach seinem Tod wurden seine Schriften über die Logik häufig studiert und kommentiert, doch nur selten übertroffen. (Lesen Sie Kapitel 2 für weitere lustige Fakten zu Aristoteles.)

              

            

          

          
            Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716)


            Gottfried Wilhelm Leibniz gilt als der letzte Universalgelehrte und als der erste Philosoph des Zeitalters der Aufklärung, der das Potenzial der Logik erkannte, als Recheninstrument genutzt zu werden. Er hoffte, dass logische Berechnungen eines Tages mit der Mathematik gleichgestellt würden, und arbeitete sogar die Anfänge einer symbolischen Darstellung der Logik heraus, wobei er die formale Logik 200 Jahre vorwegnahm. (Blättern Sie zu Kapitel 2 zurück, um mehr über Leibniz zu lesen.)

          

          
            George Boole (1815–1864)


            George Boole erfand die boolesche Algebra, den Prototyp der formalen Logik. Die boolesche Algebra war das erste Logiksystem, das reine Rechenoperationen benutzte, um den Wahrheitswert von Aussagen zu bestimmen. Boole bediente sich der 1, um wahre, und der 0, um falsche Aussagen darzustellen. Auch heute noch verwenden Computerwissenschaftler boolesche Variablen als Objekte, die nur einen dieser beiden Werte annehmen können und keinen anderen. (Lesen Sie in Kapitel 2 mehr über George Boole und in Kapitel 14 mehr über die boolesche Algebra.)

          

          
            Lewis Carroll (1832–1898)


            Auch wenn Lewis Carroll (dessen richtiger Name Charles Dodgson war) vor allem durch seine Erzählung Alice im Wunderland berühmt wurde, so schrieb er – als Mathematikprofessor in Cambridge – doch auch mehrere Werke über die Logik. Außerdem hatte er Freude daran, logische Rätsel zu entwerfen. Eines seiner Lieblingsrätsel ist das folgende:


            
              	
                Säuglinge sind unlogisch.

              

            


            
              	
                Wir verachten niemanden, der mit einem Krokodil fertig werden kann.

              

            


            
              	
                Wir verachten die, die unlogisch sind.

              

            


            Als Ziel wird hierbei angestrebt, zu einer logischen Konklusion unter Verwendung aller drei Prämissen zu gelangen. In diesem Fall lautet sie: »Säuglinge können nicht mit einem Krokodil fertig werden.«


            Eigentlich sollte Carroll nicht auf dieser Liste stehen – seine Beiträge zur Logik dienen hauptsächlich der Entspannung. Doch andererseits war er eben auch Logiker und ganz gewiss auch eine hervorragende Persönlichkeit, sodass man – logisch ausgedrückt – die Konklusion ziehen könnte, dass er eine große Persönlichkeit der Logik war.

          

          
            Georg Cantor (1845–1918)


            Georg Cantor war der Erfinder der Mengenlehre, die zum Fundament für die Logik und wohl auch für die gesamte übrige Mathematik wurde. (Schlagen Sie Kapitel 2 auf, wenn Sie mehr über Cantor, und Kapitel 22, wenn Sie mehr über die Mengenlehre erfahren möchten.) Außerdem war er der Erste, der die Unendlichkeit als eine nunmehr kalkulierbare Größe in die Mathematik integrierte, wodurch sie ihren einstigen Nimbus eines mysteriösen Phänomens verlor. Wegen all dieser und noch weiterer großer Leistungen gehört Cantor wohl für jeden auf die Liste der größten Mathematiker des 19. Jahrhunderts.

          

          
            Gottlob Frege (1848–1925)


            Gottlob Frege, der Erfinder der formalen Logik, baute auf den Werken Booles, Cantors und anderer auf und entwickelte damit die ersten als solche erkennbaren logischen Systeme, zu denen die Aussagenlogik und Prädikatenlogik werden sollten. Seine Logik beinhaltete die fünf logischen Operatoren nicht, und, oder, wenn sowie wenn und nur wenn. Außerdem verfügte sie über Symbole für alle und für es gibt. (Schauen Sie in Kapitel 2 nach, wenn Sie mehr über Frege und seinen Beitrag zur Logik lesen möchten.)

          

          
            Bertrand Russell (1872–1970)


            Bertrand Russell vollbrachte in seinem fast hundertjährigen Leben solch beachtliche Leistungen wie die Darlegung der russellschen Antinomie sowie, als Mitherausgeber, die Principia Mathematica (zusammen mit Alfred North Whitehead).


            
              	
                Die russellsche Antinomie führte zu einer Neuformulierung der Logik Freges und der Mengenlehre Cantors. Bei beiden handelte es sich um grundlegende Systeme, die zunächst als unanfechtbar galten. Die Principia Mathematica war Russels Versuch, die Mathematik in logischer Konsistenz und Vollständigkeit zu formulieren. (Lesen Sie Kapitel 2 für weitere Hintergrundinformationen zu Russell und seinem Platz in der Geschichte der Logik und der Mathematik.)

              

            

          

          
            David Hilbert (1862–1943)


            David Hilbert übte einen ungeheuren Einfluss auf die Logik und die Mathematik aus. Er trat für eine rigorose Reduzierung der gesamten Mathematik auf Axiome (offensichtliche Wahrheiten) und Theoreme (Aussagen, die durch Axiome logisch bewiesen werden können) ein. Diese Richtung der Mathematik wurde bekannt unter der Bezeichnung Hilbert‐Programm, das es sich zum Ziel gesetzt hatte, ein axiomatisches System für die Mathematik zu entwerfen, das sowohl konsistent als auch vollständig war – das heißt, ein System, das alle möglichen wahren Theoreme, jedoch keine falschen erzeugte.


            Obwohl Kurt Gödel beweisen konnte, dass das Ziel des Hilbert‐Programms unerreichbar ist, ist der Beitrag Hilberts zur Weiterentwicklung der mathematischen Logik nicht zu leugnen. (Lesen Sie Kapitel 22 für weitere Informationen über Hilbert.)

          

          
            Kurt Gödel (1906–1978)


            Gödel wies nach, dass die Logik in ihrer leistungsfähigsten Form, der Prädikatenlogik, sowohl konsistent als auch vollständig ist. Konsistenz bedeutet, dass die Logik frei von Widersprüchen ist. Vollständigkeit heißt, dass alle wahren logischen Aussagen durch syntaktische Methoden bewiesen werden können. (Lesen Sie Kapitel 7: Dort finden Sie das Wichtigste zum syntaktischen Beweis.)


            Doch besonders berühmt wurde Gödel durch seinen Beweis, dass jede hinreichend komplizierte mathematische Theorie nicht zugleich konsistent und vollständig sein kann. Er zeigte, dass jedes mathematische System, das frei von Widersprüchen ist, Aussagen enthalten müsse, die zwar wahr seien, jedoch nicht mithilfe der Axiome dieses Systems bewiesen werden könnten. Diese Entdeckung läutete das Ende des Hilbert‐Programms ein und wird im Allgemeinen als eines der bedeutsamsten mathematischen Ergebnisse des 20. Jahrhunderts betrachtet. (Lesen Sie die Kapitel 2 und 22 für weitere Einzelheiten zu Gödels wichtigem Werk.)

          

          
            Alan Turing (1912–1954)


            Alan Turing bewies, dass sämtliche Berechnungen, die die Menschen ausführen, ebenfalls durch einen Computer geleistet werden können, der eine bestimmte Menge einfacher Funktionen besitzt. Diese Funktionen beinhalten die Fähigkeit, zu überprüfen, ob bestimmte Arten von Bedingungen wahr oder falsch sind, und jeweils entsprechend darauf zu reagieren.


            
              	
                Turing bezeichnete jeden Computer dieser Art als eine Turing‐Maschine (TM). Da jeder moderne Computer durch eine solche Turing‐Maschine beschreibbar ist und die Logik im Grunde genommen das Kernstück jeder Datenverarbeitung darstellt, ist die Logik zu einem Eckpfeiler der Computerwissenschaft geworden. (Schlagen Sie Kapitel 20 auf, wenn Sie mehr darüber erfahren möchten, wie Logik und Computerwissenschaft zusammenarbeiten.)
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