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Vorwort

Mit diesem Band 1 und dem sich anschlielenden Band 2 wird ein Kompendium
fiir einen kompletten Analysiszug in einem Bachelor-Studiengang Mathematik
vorgelegt. Die Inhalte entsprechen den Standardveranstaltungen

e Analysis I, Analysis II des ersten Jahres mit je 4 Semesterwochenstunden
(SWS) mit der Differential- und Integralrechnung,

e der Analysis III mit 2 SWS Theorie Gewohnlicher Differentialgleichungen
und 2 SWS Lebesguescher Maf3- und Integrationstheorie,

e der Analysis IV mit 2 SWS Funktionentheorie und 4 SWS Funktional-
analysis sowie

e ciner Einfithrung in die Theorie Partieller Differentialgleichungen mit 2
SWS im dritten Jahr.

Damit wird ein Bogen geschlagen von den Grundlagen der Analysis bis hin zu
den Anfingen einer moglichen Spezialisierung in Richtung Analysis im Bereich
Partielle Differentialgleichungen.

Um den Studierenden eine Moglichkeit zu geben, in wenigen Biichern alles
nachlesen zu koénnen, was in den Vorlesungen zur Analysis iiblicherweise in
einem Bachelor-Studiengang auftaucht, wurde als Format eine Kompendium-
form, wie sie bei Merkblattern iiblich ist, gewahlt. Diese neue Form als Buch
orientiert sich dann zwar inhaltlich an Vorlesungen, die die Autoren nun schon
mehrfach an der Universitdt Konstanz gehalten haben, bietet jedoch allen an
der Analysis Interessierten unabhéngig vom Hochschulort ein konzentriertes
Nachschlagewerk, da die Thematik trotz aller Spezialisierungen an verschiede-
nen Orten immer noch universell ist. Selbst fiir Leute, die nur spezielle Themen
nachschlagen wollen, bleibt immer noch ein sehr groflier Fundus in Analysis im
vorgelegten und dem noch folgenden Band 2.

Zum gewihlten neuen Kompendiumformat hinaus passt ein Kapitel Priifungs-
fragen, in dem sich die Studierenden auf miindliche oder schriftliche Priifungen
einstimmen kénnen — keine Ubungsaufgaben plus Losungen sondern Simulation
und Beherrschung von Priifungen ist gefragt. Ein ausfiihrlicher Index rundet
das Kompendium ab. Die beiden Bénde 1 und 2 sind weitgehend unabhéngig



viii

voneinander von Nutzen, nicht nur, weil sich der Inhalt chronologisch anordnet.

Die Kompendiumform bietet sowohl den Studierenden als auch den eine Vorle-
sung planenden Dozenten durch die Vorlesungsnéihe eine hilfreiche Grundlage.

Im Stil geht vieles auf Merkblatter zuriick, die der zweite Autor bei Prof. Dr.
Dr. h.c. Rolf Leis an der Universitdt Bonn kennenlernte. Inhaltlich gibt es eine
Reihe von zugrunde liegenden Biichern, von denen besonders die beiden Bénde
[2, 3] von Barner & Flohr zu nennen sind.

Die gewéhlte chronologische Reihenfolge in diesem Band 1 behandelt in den
Kapiteln 1-9 die Differential- und Integralrechnung des ersten Semesters (ent-
spricht 4 SWS Vorlesung), in den Kapiteln 10-14 die des zweiten Semesters (4
SWS). In den Kapiteln 15-19 werden Gewdohnliche Differentialgleichungen (2
SWS) behandelt. Kapitel 20 liefert die genannte Hilfestellung zur Priifungsvor-
bereitung, dem sich Literaturangaben zur Standardliteratur zu den Themen
des Buches anschlielen.

Band 2 wird dann die Gebiete Lebesguesche Ma$- und Integrationstheorie (2
SWS), Funktionentheorie (2 SWS), Funktionalanalysis (4 SWS) und Partielle
Differentialgleichungen (Einfithrung, 2 SWS) behandeln.

Wir danken den Mitarbeitern Dipl.-Math. Mario Kaip, Dipl.-Math. Patrick
Kurth, Dipl.-Math. Tobias Nau und Dipl.-Math. Michael Pokojovy fiir das Kor-
rekturlesen und fiir Verbesserungsvorschlige sowie dem Verlag Vieweg+Teub-
ner, insbesondere Frau Ulrike Schmickler-Hirzebruch, fiir die Aufnahme in das
Verlagsprogramm.

Konstanz, Marz 2011 Robert Denk — Reinhard Racke
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Kapitel 1

Grundlagen und
Bezeichnungen

Worum geht’s? Die Mathematik besitzt eine eigene Sprache und auch ei-
gene Symbole, die nicht nur eine kurze und prdagnante Schreibweise erlauben,
sondern auch zu prazisen Formulierungen zwingen. In diesem Kapitel werden
wichtige Grundlagen fiir alles Weitere bereitgestellt: Operationen mit Mengen,
logische Verkniipfungen und die zugehérigen mathematischen Symbole.

1.1 Mengen und Abbildungen

Fiir die Infinitesimalrechnung werden wir uns mit der sogenannten ,naiven
Mengenlehre“ begniigen. Eine Menge ist danach die ,Zusammenfassung von
(endlich oder unendlich vielen) wohlbestimmten und wohlunterschiedenen Ob-
jekten (Elementen) zu einem Ganzen®.

Wir setzen somit voraus, dass wir die Elemente von den Mengen, welche wir
betrachten, ,,kennen®. Die Elemente sind uns z. B. durch explizite Auffithrung
(z. B.: M ={1,5}) oder durch die Angabe einer definierenden Eigenschaft (z.
B.: M = {z| z ist eine gerade natiirliche Zahl}) bekannt.

Beispiele 1.1. N := {1,2,3,...} (natirliche Zahlen),

No = NU{0} = {0,1,2, ...},

Z = {z| x € Ng oder —x €Ny} (ganze Zahlen),

Q := {z[ x = fir ein m aus Z und ein n aus N} (rationale Zahlen),

R : reelle Zahlen (s. Kapitel 2),
0 (oder {}): leere Menge.

Definition 1.2. Seien M, N Mengen. Dann definiert man:
r €M :xist Element von M,
x & M :xist nicht Element von M,

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 1,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011



4 1 Grundlagen und Bezeichnungen

M C N : M ist Teilmenge von N,

M C N : M ist echte Teilmenge von N,

MUN :={z| v € M oder x € N} : Vereinigung,

MNON := {z| € M und x € N} : Durchschnitt,

MA\N :={zx| x€ M undx ¢ N} : Komplement von N bzgl. M.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:
Hilfssatz 1.3. Fiir beliebige Mengen A, B und C' gilt:
(i) AUA=A und AN A=A (Idempotenz),
(ii)) AUB =BUA und AN B = BN A (Kommutativitdt),

(iii) AU(BUC) = (AUB)UC und AN(BNC) = (ANB)NC (Assoziativitit)
und

(iv) AN(BUC) = (ANB)U(ANC) und AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
(Distributivitit).

Wir fiithren nun den Begriff der ,,Abbildung* ein:

Definition 1.4. Bei gegebenen Mengen X und Y werde jedem x € X genau
ein Element aus Y, das f(x) genannt werde, zugeordnet. Diese Zuordnung f
heifit ,Abbildung“ oder ,Funktion® von X nach (in) Y:

[ X =Y,

X heifit ,Definitionsbereich® (oder ,Definitionsmenge®) von f.

Fir A C X heifit f(A) == {y € Y| Es gibt © € A mity = f(x)} ,Bild von
A« entsprechend, fir B CY , heifit f~3(B) = {z € X| f(x) € B} ,Urbild
von B“.

R(f) := f(X) heifit ,,Wertebereich“ (oder ,,Wertemenge“) von f.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

Satz 1.5. Seien U, V, Uy, V1, A und B Mengen mitU C A, V C A, U; C
B und Vi C B, und sei [ eine Abbildung von A nach B.
Dann gelten:

(i) fUNV)cC fU)nfv),
(it) fFUUV) = fU)Uf(V),
(iii) fFLANU) D f(A)\ f(U),
(i) f~HULNV) = f~H U N fH (),
(v) f~HULUWL) = fPHU) U (W),
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(vi) fTHB\U) = A\ f7H(Uh).
In (i) und (iii) kann # auftreten.
Wir benétigen noch die folgenden Begriffe:

Definition 1.6. (i) Sei f: X — Y eine Abbildung und sei C C X.
Dann heift g := fic: C =Y, x — f(x) ,Restriktion von f auf C*.
Fiirh:C — D mit D CY und fic = h heifst [ ,Fortsetzung von h*.

(ii) Fiir f: A— B und g:C — D mit f(A) C C heifit
h:=gof:A— Dxw— g(f(x)) ,Verkettung®, ,Verknipfung® oder
SKomposition® von f und g.

(i11) Fiir f: X —Y heifst
G(f) ={(z, f(z))] v € X} C X XY der ,,Graph“ von f, wobei

X xY :={(z,y)| x € X,y € Y} das ,kartesische Produkt* von X und
Y ust.

(iv) f: X =Y heifit jinjektiv®, falls aus f(x1) = f(x2) folgt : x1 = x2.
f heift surjektive (oder Abbildung auf Y ), falls R(f) = f(X) =Y ist.
f heifst bijektive, falls f injektiv und surjektiv ist.

(v) Ist f: X —Y injektiv, so ist die Abbildung g : R(f) — A, y — g(y) := =
mit dem eindeutig bestimmten Element z aus f~'({y}) definiert und wird
mit ,f ' “ und ,Umkehrabbildung® bezeichnet.

1.2 Elemente der Logik

Wir benutzen die folgenden abkiirzenden Schreibweisen:

A :und, V : oder (nicht ausschlieBend), — : nicht, V : fiir alle, 3 : es gibt, % :es
gibt genau ein.
Jeder Aussage A wird ein Wahrheitswert zugeordnet, ndmlich w (wahr) oder
f (falsch). Wir verabreden ausdriicklich, dass ,tertium non datur® gelten soll,
das heif3t

AV (—A) ist immer wahr.

Wir verkniipfen nun Aussagen zu neuen Aussagen. Die logischen Operationen
—-A : Negation,
AANB : Aund B (sowohl A als auch B),
AV B : Aoder B,
A= B : Implikation,
A< B : Aquivalenz

werden durch ,, Wahrheitstafeln* definiert:
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Al -A

w || f

f w
A|B| ANB|AVvB|A=B| A& B
w w w w w w
w | f / w / /
[ lw f w w f
I r f f w w

Die letzte Spalte folgt aus: A < B := (A = B) A (B = A). Besonders interes-
sant sind nun Aussagen, die wie A V (—=A) immer wahr sind:

Satz 1.7. Es gelten die folgenden Aquivalenzbeziehungen:

(i) —(AANB) < (=A)V(=B),
(i) —(AVB) < (=A)A(=DB),
(iii) (A= B) & (-A)V B,

(iv) (A= B) & ((=B)= (—A4)).

Die beiden ersten Regeln heilen de Morgansche! Regeln.
Die Aussage (iv) ist besonders wichtig und wird beim ,indirekten Beweis® ge-
nutzt; hier geht besonders das ,,tertium non datur® ein.

Weitere Abkiirzungen:

Vee M: P(z) fiir alle z € M gilt P(z),

%I) xreM: P(x) es gibt (genau) ein z € M, fiir das P(z) gilt.
Es gelten die Regeln von de Morgan:

~(Vz € M : P(z)) & 3z € M : ~(P(z)),
~(3z € M : P(z)) & Yz € M : ~(P(x)).

I Auguste de Morgan, 27.6.1806 — 18.3.1871



Kapitel 2

Z.ahlen

Worum geht’s? In diesem Kapitel werden die wichtigsten Zahlensysteme
der Mathematik vorgestellt. Neben den natiirlichen und rationalen Zahlen sind
dies die reellen und komplexen Zahlen. Mit den natirlichen Zahlen verbunden
ist das Prinzip der vollstandigen Induktion, das sich fir Beweise als dufSerst
nitzlich zeigen wird.

2.1 Natiirliche und rationale Zahlen

2.1.1 Natiirliche Zahlen

Wir geben hier nur eine kurze axiomatische Einfiihrung nach Peano®.

Definition 2.1. FEine Menge N, natiirliche Zahlen genannt, wird axiomatisch

definiert durch:

(i)1eN

(i) 3f : N — N ingektiv, f(a) =: a*. Das Element a* heifit Nachfolger
von a.

(iii) Va € N = at # 1.

(iv) Sei M C N mit : 1€ M und ((a € M) = (a™ € M)).
Dann ist M = N.

Die Summe a @ b zweier natiirlicher Zahlen (im Folgenden a + b genannt, da
N={1, 2, 3, ...} mit der iiblichen Addition als Standardmodell benutzt wird)

lésst sich eindeutig so definieren, dass gilt:

a+1l=a"uda+b" = (a+0b)".

LGuiseppe Peano, 27.8.1858 — 20.4.1939

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 2,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011



8 2 Zahlen

Das Produkt a ® b zweier natiirlicher Zahlen (im Folgenden a-b oder ab genannt)
ldsst sich eindeutig so definieren, dass gilt:

a-1=aunda-b" =a-b+a.
Wir erhalten die bekannten Gesetzméfigkeiten:

Folgerung 2.2. Seien a, b, ¢ € N. Dann gilt:

(i) (a+b)+c=a+(b+c) (Assoziativgesetz der Addition),
(ii) a+b = b+a (Kommutativgesetz der Addition),

(iii) (ab)e = a(be)  (Assoziativgesetz der Multiplikation),

(iv) ab = ba  (Kommutativgesetz der Multiplikation,),

(v) a(b+c) = ab+ac  (Distributivgesetz).

Auf N lésst sich eine Halbordnung < mit 1 als erstem (kleinstem) Element
erklaren. Wir definieren zunéchst den Begriff ,, Halbordnung*:

Definition 2.3. Sei X eine Menge.

(i) R C X x X heifit ,Relation®.
Fiir (z,y) € R schreiben wir auch ,x ~ y*.

(it) FEine Relation heifst

(1) ,reflexiv’, wenn gilt: Vx € X : x ~ x,
(2) ,transitiv®, wenn gilt :Vx,y,z€ X : (x~y ANy~z) = x~ 2z,
(3) (a) ,symmetrisch®, wenn gilt: Yo,y € X : ©~y = y~x und
(b) ,antisymmetrisch®, wenn gilt: Ve,y € X : z~y ANy ~zx =
T =1y.
(iii) Eine reflexive, transitive und symmetrische Relation heifit LAquivalenz-
relation .

(iv) Eine reflezive, transitive und antisymmetrische Relation heifit ,Halbord-
nung in (auf) X*.

(v) Ein Element x € X heifst ,erstes (kleinstes) Element (bzgl. einer Halb-
ordnung R)“, wenn gilt: Yy € X : x ~ y; analog definiert man ein
kleinstes Element einer Teilmenge von X (bzgl. einer Halbordnung R).

(vi) Eine Menge X mit einer Halbordnung R heifit ,vollstindig geordnet®,
wenn gilt:
Ve,ye X: z~yVyn~uz.

(vii) Fine vollstindig geordnete Menge X heifst ,wohlgeordnet®, wenn jede
nichtleere Teilmenge ein erstes FElement besitzt.

Wir kénnen nun auf den natiirlichen Zahlen N wie folgt eine Halbordnung
erklédren:
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Definition 2.4. (i) Wir definieren auf N eine Relation ,<“ durch:
a<b(oder b>a) = JceN:b=a+c
(ii) Die Relation ,<“ sei erkldrt durch:
a<b & a<bodera=b.

Hilfssatz 2.5. Die Relation ,<“ ist eine Halbordnung auf N mit kleinstem
Element 1. Die natiirlichen Zahlen sind mit ,<“ vollstindig geordnet.

Satz 2.6 (Wohlordnungssatz). N ist wohlgeordnet.

Beweis: Sei M C N, M # (). Annahme: M besitzt kein erstes Element.
Sei A:={n e€N| Vm € M : n <m}. Dann gilt:

(i) 1€ A (da M C Nist) und

(i) n e A= n+1¢e A (da M nach Annahme kein kleinstes Element
besitzt).

Somit ist A = N, also M = (), was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. O
(Statt O auch: Q.e.d. (Quod erat demonstrandum))

Die Mengen Ny bzw. Z entstehen durch ,,Losen der Gleichungen“ a +x = a
bzw. a +x = 0.

FEine wichtige Beweismethode ist das Prinzip von der vollstdndigen Indukti-
on:

Hilfssatz 2.7 (Prinzip von der vollstéindigen Induktion).
Sei ng € N und fir alle n > ng seien A(n) Aussagen mit

(i) A(ng) ist wahr (Induktionsanfang),

(i) ¥Yn > ng : (A(n) ist wahr = A(n + 1) ist wahr) (Induktionsschritt oder
-schluss ).

Dann gilt: ¥n > ng : A(n) ist wahr.

Beweis: Sei S := {x € N|x > ng A A(z) ist falsch }. Annahme: S # 0.

Dann gibt es ein kleinstes Element 2y € S und somit gilt: xg > ng A A(zg — 1)
ist wahr. Somit folgt aus dem Induktionsschritt: A(xg) ist wahr, was ein Wi-
derspruch zu xg € S ist. O

Das Prinzip von der vollstdndigen Induktion ist fiir viele Beweise niitzlich;
hierzu einige Beispiele.

Seien m,n € Z mit m < n und a; Zahlen fiir k =m,m+1,m+2,...,n. Dann
setze

Z ag := G + i1 + ... +a,  (Summe),

k=m
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H ak = am  Gmt1 ... 0y (Produkt).

Fir m > n definieren wir die Summe ) a; := 0 (leere Summe) und das
k=m

Produkt [] ag :=1 (leeres Produkt).

k=m

Hilfssatz 2.8. Fiir alle n € N gilt

n(n—l—l).

k= 5

NE

>
Il

1

Beweis: Sei A(n) die Aussage: » k = M.
=1

da gilt: Z k=1 und 1“) =1
1) wahr (Induktlonsschrltt) denn:

A(1) ist wahr (Induktionsanfang),
Sei A(n) wahr. Dann ist auch A(n +

n+1 n
B _ n(n+1) _(n+1)(n+2)
k=) k+(n+1) = — )=
k=1 k=1
Also ist A(n) fiir alle n € N wahr. O

Hilfssatz 2.9 (Bernoullische? Ungleichung). Fiirx € Q (spdter auch fiir reelle
Zahlen) mit x # 0 und x > —1 gilt fir allen € N mit n > 2

(1+2)" >1+nz.

Beweis: Mittels vollstdndiger Induktion nach n. Der Induktionsanfang n = 2
gilt wegen
(1+2)? =142z +2%>1+2z.

Fiir den Induktionsschritt kénnen wir die Behauptung fiir n als bewiesen an-
nehmen (Induktionsvoraussetzung). Fiir n + 1 erhalten wir

(1+a)" =1 +z)" (1+2) > (1+nz)- (1+z)
=(1l+nz+z+n2?)>1+n+1)z

und damit die Behauptung. O

2Jakob (I) Bernoulli, 27.12.1654 — 16.8.1705
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Definition 2.10 (Binomialkoeffizient). Fir n,k € Ny heifit

k .
n\ n—j+1 nn-1)n-2)...(n—k+1)
(k> _]1:[1 i 1-2-...-k

der zugehorige ,,Binomialkoeffizient“. Man spricht ,n tber k“ oder k aus n*.
Fiir k € N heift
Kl:=1-2-...-k

die ,Fakultit” von k. Fir k = 0 vereinbart man 0! := 1.

Hilfssatz 2.11. (i) Firn,k € N gilt

(&) = mm = (")

(ii) Firn,k € N mit 1 <k <n gilt

ny (n-—1 n n—1

k) \k-1 k)
Beweis: Die Gleichheit (i) sieht man direkt aus der Definition. Fiir (ii) berechnet
man

(n—l)(n—2)...(n—k+1)+(n—1)(n—2)...(n—k)
& — 1) Kl

(n—=1)...(n—k+1[k+ (n—k)
k!
nn—1)n-2)...(n—k+1)
k!

n!
El(n — k)
O

Hilfssatz 2.12 (Binomische Formel). Fir (im Vorgriff) beliebige Zahlen x,y

und fiir n € N gilt
n n B
(+yn =3 (k)xk Lk,
k=0

Dabei wurde x° =1 gesetzt.

Beweis: Der Beweis wird durch vollstdndige Induktion nach n gefiihrt.
Induktionsanfang n = 1: Auf der linken Seite erhalten wir (z+y)! = x +y, auf
der rechten Seite

i n ghyl=k = 1 2Oyt + 1 s =yt a
i \k 0 1 ’
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also stimmt die Behauptung fiir n = 1.
Induktionsschritt n — n 4+ 1: Wir berechnen die linke Seite unter Verwendung
der Induktionsvoraussetzung und erhalten

@+ = )+ y) = [znj()“k}«Hm

n n - o
— Z (k> (xk—l—lyn k + xky k:—l—l)

n . . "
— Jantl—j kynt+l—k
(2 (o)

k=0

Hier wurde in der ersten Summe die Indexverschiebung j = k + 1 verwendet.
So erhalten wir weiter

<I+y)n+1 n+1+2< 1)1,] n+1— J+Z< )l‘] n+1— ]+yn+1
j=1
_ gl n 1
Y +Z (J—1>+<]>

Im letzten Schritt haben wir dabei die Gleichheit

(2= ()

aus Hilfssatz 2.11 verwendet. Damit gilt die Aussage fiir n + 1, und der Induk-
tionsbeweis ist beendet. O

2.1.2 Rationale Zahlen

Eine ,rationale Zahl“ — ein Element von Q — wird durch einen Bruch g re-
prisentiert mit p € Z und ¢ € Z \ {0}, und jeder Bruch reprisentiert eine
rationale Zahl.

Zwei Briiche 21 o L und p2 reprasentieren dieselbe rationale Zahl, falls gilt: p1gs =

p2q1; § wird mit p 6 7 identifiziert.

Wir benétigen die Definition einer (abelschen) Gruppe und eines Kérpers.



2.1.2 Rationale Zahlen 13

Definition 2.13. (i) Fine Gruppe (G,o) ist eine Menge G mit einer Ab-
bildung (Verkniipfung) o : (z,y) € G x G +— xoy € G, mit folgenden
FEigenschaften:

(1) Vo, y, z€ G : (xoy)oz = xo(yoz) (Assoziativitit),
(2) In € G Vo € G: nox =z (Existenz eines neutralen Elementes),
(8) Vx € G Jy € G : yox =n (Existenz eines inversen Elementes).

(ii) Eine Gruppe G heifit ,abelsch®® oder ,kommutativ®, falls gilt:
Ve,yce G : xoy=you.

(iii) Sei K eine Menge, auf der zwei Verkniipfungen & und © erklirt sind:
@:(r,y) EGXxG—2dycGund®: (z,y)) EGXxG—zxzOyeq.
(K,®,®) heift ,Korper®, falls (K,&) und (K \ {0},®) (0 bezeichnet
hier das neutrale Element beziiglich der Verkniipfung @) abelsche Gruppen
sind und das Distributivgesetz gilt:

Ve,y,2€ K : 20 (ydz) =z0ydro 2.

Wir erkléren wie iiblich in QQ die Addition und die Multiplikation. Dann bildet
(Q, +, -) einen Korper.

Die Halbordnung < in Z l&sst sich iibertragen, und Q ist beziiglich dieser Hal-
bordnung vollstdndig geordnet.

Wir definieren noch den Absolutbetrag einer rationalen Zahl:

x, falls z > 0,

Fir z € Q sei |z| = {_3; falls z < 0.

Satz 2.14. Fiir alle x,y € Q gilt:

(1) x| =0,
(ii) - y| = || - [yl,
(i11) ||| — |yl| < |z +y| < |z| + |yl (Dreiecksungleichung).

Wir definieren abschlieflend (zunéchst fiir Q, spater analog fiir R) verschiedene
Typen von Intervallen:

Definition 2.15. Fira,b € Q, a < b, definiere

(a,b) :=={xeQ| a<z<b}, [a,b] :={xeQ| a<z <D},
[a,b) == {z€Q| a<z<b}, (a,b :={reQ| a<z<b},
(a,00) := {2z €Q| a<x < o0}, usw.

3Niels Henrik Abel, 5.8.1802 — 6.4.1829
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2.2 Reelle Zahlen

Die bisher eingefithrte Menge der rationalen Zahlen Q ist noch zu klein. Wir
werden sie zur Menge der reellen Zahlen R erweitern.

Mit der Menge der reellen Zahlen R bezeichnen wir einen vollstéindig geordneten
Korper, der Q mit dessen Halbordnung enthélt und in dem das Vollstandig-
keitsaxiom gilt.

Bis auf Isomorphien (lineare und bijekte Abbildungen) ist R hierdurch eindeu-
tig bestimmt (vgl. etwa [14]).

Zur Formulierung des Vollstédndigkeitsaxioms benotigen wir die folgenden De-
finitionen.

Definition 2.16. Se: S C R.

(i) S heifit ,von unten (oben) beschrinkt® : <=
JaeRVzeS: a<uz (a>x)
a heifst dann ,untere (obere) Schranke von S “.
(i) S heifit ,beschrinkt®, falls S von oben und unten beschrdinkt ist.

(iii) ¢ € R heift ,grofite untere Schranke (kleinste obere Schranke) von S
oder ,Infimum (Supremum) von S*, falls gilt:

(1) c ist untere (obere) Schranke.
(2) Fiir alle unteren (oberen) Schranken a von S gilt: a <c¢ (a>c) .
(Schreibweise: inf S (sup S)).

Infima und Suprema sind eindeutig bestimmt.

Das Vollstéandigkeitsaxiom lautet nun:

Axiom 2.17 (Vollstandigkeitsaxiom). Jede nicht leere von oben (unten) be-
schrinkte Menge S reeller Zahlen besitzt ein Supremum (Infimum) in R.

Bemerkungen 2.18. (i) R ist echt grofier als Q:
S = {2 € Q0 < x und 2% < 2} besitzt kein Supremum in Q, welches
2% wire. Es gibt jedoch x € RT mit 22 = 2.
Letzeres zeigt man, indem man beweist:

a:=supS
existiert und erfillt die Gleichung.

(ii) Es wird nicht sup S € S (bzw. inf S € S) gefordert, sondern nur die
Ezistenz sup S € R (bzw. inf S € R).
Ist sup S € S (bzw. inf S € S ), so nennt man es ,, Maximum* (bzw.
» Minimum®) (Schreibweise: max S (bzw. min S)).
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(7ii) Reelle Zahlen lassen sich durch rationale Zahlen approximieren:
Seir € R. Dann gilt: Ve >0 g€ Q:|r—q| <e.

(iv) Weitere Zuginge zu den reellen Zahlen sind der Dedekindsche* Schmitt
und die Vervollstindigung der rationalen Zahlen mittels Cauchy-Folgen
(s. Kapitel 3).

(v) Seia € R mit: YVn € N 0 < a < 1/n. Dann gilt: a = 0 (d. h. es gibt
keine reelle Zahl, die obere Schranke der natirlichen Zahlen ist).

2.3 Komplexe Zahlen

Als letzte wesentliche Erweiterung fithren wir nun noch die Menge der komple-
xen Zahlen C ein. In C ist es méglich, Gleichungen der Form ,z? + 2 = 0“ zu
16sen.

Wir identifizieren C mit R x R und erkldren die beiden Rechenoperationen
+,- fir z = (21,22), ¥y = (y1,92) € R x R durch:

r+y = (r1+y1, 2 +y2) (,Vektoraddition®),
Ty = (T1y1 — T2y, T1Y2 + T2y1).

(C,+,-) wird damit zu einem Korper.
Die neutralen Elemente sind: ny. = (0,0), n. = (1,0).
Das inverse Element bzgl. - zu x # 0 ist

1 ( T To ) 1 ( )
—=|r—, 75| = —(/ (@1,
z o NPT faf? w20

wobei der Absolutbetrag wie folgt definiert ist:

|z| = (/22 + 23 (,Vektorlinge“).

Der Absolutbetrag hat die iiblichen Eigenschaften (s. Satz 2.14).

Wir definieren fiir x = (z1,22) € C:

T := (x1,—w2) ,konjugiert komplexe Zahl“,
Re x := 21 ,Realteil“ und

Im x :=x5 ,Imaginérteil”.

Dann gilt:

Hilfssatz 2.19. Firxz € C ist
lz| = [Z|, |2? =2-%, T y=7-9,2=n,

3(@—17) = (0,Imz).

1z +7) = (Rez,0) und

4Richard Dedekind, 6.10.1838 — 12.2.1916
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Wir schreiben fiir (r,0) vereinfachend wieder r (dies ist moglich aufgrund der
Einbettung der reellen Zahlen in die komplexen Zahlen vermoge der Abbildung
reR e~ (r,0) € C).

Sei ferner i := (0,1) (,imaginire Einheit“). Folglich ist fir « € C:

xTr = (1’1,.%2) = CEl(].,O) —I—%'Q(O, ].) =21+ ixg.
Dai-i = (—1,0) = —1 ist, wird die Gleichung ,,2? = —2* gelost von z = +i/2.

Bemerkung 2.20. Die Ordnungsrelation ,<“ ist nicht von R auf C ibertrag-
bar. Der Absolutbetrag in C entspricht jedoch der Vektorlinge in R? = R x R,
so dass sich Begriffe und Aussagen des ndchsten Kapitels iibertragen lassen.



Kapitel 3

Folgen und Grenzwerte

Worum geht’s? Folgen und Grenzwerte, hier von Zahlen, werden auch spdter
bei Funktionenfolgen eine groffe Rolle spielen. Im Mittelpunkt stehen dabei Kon-
vergenzbegriffe, die schliefllich auch eine konstruktive Finfiihrung der reellen
Zahlen erlauben.

Im vorigen Kapitel haben wir gesagt, dass die reelle, aber nicht rationale Zahl
V/2 durch rationale Zahlen ,approximiert® werden kann. Wir wollen hier die
Begriffe ,, Folge“, ,, Konvergenz* und ,,Grenzwert*“ prézisieren.

Definition 3.1. Fine ,Folge von Elementen einer Menge M “ ist eine Abbil-
dung von N nach M: n — a,. Ist M = C oder R, so sprechen wir von einer
»Zahlenfolge“.

Schreibweisen: (an)nen, {antnen, (@n)n, {an}n, (an) oder {a,}.
Als Definitionsbereich einer Folge wihlt man oft auch Ny oder eine Teilmenge
von N statt N.

Im Folgenden sei — falls nicht ausdriicklich anders erklart — M C R.

Nach Cauchy! erklirt man

Definition 3.2. Eine Folge (ay,) heifit ,,Cauchy-Folge® (oder ,,Cauchy-konvergent®)
& Ve>0 dngeNVYn,m>ng: |a, —am| <e.

Beispiele 3.3.

Qp 1= ‘ Cauchy-Folge?
1 ja
1 ju
n newn

Vn nein

I Augustin-Louis Cauchy, 21.8.1789 — 23.5.1857

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 3,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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Definition 3.4. Eine Zahl a heifit ,,Grenzwert der Folge (a,) <
Ve>0 dng €N Vn>ng:|a, —al <e.

Schreibweisen: an( - )a, a = lim,_, - a, = lim,, a,,.

Definition 3.5. Fine Folge (a,) heifit ,konvergent®: <

(an) besitzt einen Grenzwert.

Eine Folge mit Grenzwert Null heifit ,Nullfolge“.

Eine Folge heifit ,divergent®, wenn sie nicht konvergent ist.

FEine Folge (ay,) heifst ,bestimmt divergent gegen oco“: &

VN >03dng e NVn>ng:a, > N.

Satz 3.6. Fine konvergente Folge besitzt genau einen Grenzwert.

Beweis: Seien a und @’ Grenzwerte von (ay,),. Damit ist fiir beliebiges ¢ > 0 :
la —d'| =|a—an +a, —d| < |a—ay|+|a, —a'| < e,
fiir n > max{ng(a, £/2),n9(a’,£/2)}. O

Satz 3.7. Eine Cauchy-Folge (ay,) ist beschrinkt, d. h.
Jee Ry :={x €eR|z >0} VneN: |a,| <ec.
Satz 3.8. Fine konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

In R(C) gilt auch die Umkehrung von Satz 3.8 (R(C) ist vollstéindig!), was wir
nach einiger Vorbereitung beweisen werden.

Definition 3.9. (i) Eine Folge (ay) heifit ,monoton wachsend (fallend)* :
S Vnan < ang (an > Gny1)-

(i) Eine Folge (ay) heifit ,streng monoton wachsend (fallend)“ < Vn : a, <
(1 (an > apt1)-

Satz 3.10. Sei (a,,) eine monoton wachsende (fallende) und beschrinkte Folge.
Dann gilt: a, — sup{ai, as ...} (an, — inf{aq, ag, ... }).

Beweis: Wir beweisen die Aussage nur fiir eine monoton wachsende beschriankte
Folge (ay). Sei a := sup{as, ag, ...} (das Supremum existiert, da die Folge
beschrénkt ist).

Dann gilt: Ve > 0 3ng : a — € < ap, < a (Definition von a).

Da (a,) monoton ist, folgt hieraus: Ve >0 Ing VYn >ng:a—¢e < a, < a,
bzw. |a — a,| < €. 0

Satz 3.11. In R konvergiert jede Cauchy-Folge.

Beweis: Sei (a,,) eine Cauchy-Folge. Insbesondere ist (a,,) beschriankt (Satz 3.7),
d.h. 3K €R{ Vn:-K <a, <K.

Sei ¢, = inf{a,, ant1, .. }; (cn) ist beschrinkt durch K und monoton wach-
send, also gilt: ¢, — ¢:=sup{ec, ¢, ... }.

Wir zeigen: a,, — c. Es gelten:
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1.Ve>0 3ng Vn>ng : e, — ¢ <e/3,
2.¥e>0 3Ing Yn,m>ny : |a, —ap| < &/3 und
3.¥e>0Vn Jk(n) >n : [cn — apm| < /3 (dies folgt aus der Definition
des Infimums).
Hieraus folgt fiir alle n > ny := max(ng,ny) :
lan — | < |an — apmy| + |arm) — cnl +len — ¢ <e. 0
Beispiele 3.12. (i) Fiirp > 0 gilt: ay, := 3/p — 1.
Beweis:

1. Der Fall p =1 st klar.

2. Seip > 1. Dann ist 3/p =1+ hy, mit h,, > 0.
Die Behauptung folgt nun aus:
p=04hy,)" > 1+n-h, firn>2 (s. Hifssatz 2.9), d. h.
0<hy,<Z2t—0.

3. Seip < 1. Dann ist (siehe 2.) 119 = (1+hy,)" > 14+n-h, mit h, >0,

d. h. 0 < h, <2=1 0.
(i) Sei a, :==p" firp>0.
Dann gilt
ap, — 0 fir0<p<1,a, —1 firp=1unda, — oo firp>1.
(iii) Es gilt: a, := {/n — 1 und a, = 5% — 0.
Es gelten die folgenden Grenzwertsétze:

Satz 3.13. Seien (a,) und (b,) zwei Zahlenfolgen mit a, — a und b, — b.
Dann gilt:

(i) an + b, — a+Db.
(i) ap b, — a-b.

(i11) Falls b # 0 und

S {an/bn fiir by # 0,

0 Fiir b, = 0, dann gilt : ¢,, — a/b.

(i) |an| — |al.
Man betrachtet hidufig Teilfolgen von Folgen:

Definition 3.14. (i) Sei D C R und f : D — R eine Funktion.
f heifit ,(streng) monoton wachsend [bzw. (streng) monoton fallend]* :
=
Ve, w0 € D xq <29 = fa1) < f(z2) (f(z1) < f(x2))
Vzi,20 € D2y < x9= f(21) > (22) (f(21) > f(22))]-

(ii) Sei (a,) eine Folge und ¢ : N — N eine streng monoton wachsende
Funktion. Dann heifit n v+ ay () eine ,Teilfolge von (a,) .
Schreibweise: (al,) oder (an, )ken (d. h. :nk > n).



20 3 Folgen und Grenzwerte

Hilfssatz 3.15. Es gelten die folgenden Aussagen:
(i) (ay) konvergiert = Jede Teilfolge (al) konvergiert.

(ii) an, — a = al, — a fir jede Teilfolge (al,).

(iii) (an) konvergiert, und es gibt eine Teilfolge (al,) mit a}, — a = a, — a.
Anwendung: Vervollstindigung der rationalen Zahlen

Mit Hilfe des Begriffs der Cauchy-Folge werden wir nun eine zweite Methode
zur Gewinnung der reellen Zahlen vorstellen. Die reellen Zahlen werden kon-
struktiv aus den rationalen Zahlen hergeleitet vermoge Aquivalenzklassen von
Cauchy-Folgen (a,) mit a, € Q.

Wir definieren zuniichst die Aquivalenzklassen; wir bendtigen sie, da wir ver-
schiedene Cauchy-Folgen, deren Differenz eine Nullfolge bildet, miteinander
identifizieren wollen.

Definition 3.16. (i) Seien (ay,) und (b,) zwei Cauchy-Folgen rationaler Zah-
len. Wir sagen ,(a,) ~ (by) (d. h. (a,) und (by,) sind dquivalent)“ genau
dann, wenn (a, — b,) Nullfolge ist.

Schreibweise:
a = [(ay)] := {(bn)| (bn) ist Cauchy-Folge in Q und (a,) ~ (by)}.

(ii) Es bezeichne A die Menge dieser Aquivalenzklassen.

(iii) Die Operationen +, - aus Q dbertragen sich, d. h. fir o, € A, a =

[(an)], B =[(byn)], seien
a+ B :=[(an +bp)] und a- = [(an - by)].

Hilfssatz 3.17. (A, +, -) bildet einen Korper.

Wir kénnen wie folgt eine Ordnung auf A erklédren:

Ist (a,) keine Nullfolge, so existieren ein ng € N und p € Q, p > 0, so dass fiir
alle m > ng gilt: a,, > p oder a,, < —p. Im ersten Fall sagen wir: [(a,)] € AT,
im zweiten Fall: [(a,)] € A™.

Wir erhalten somit die disjunkte Zerlegung A = A~ U {0} U A", wobei wir
abkiirzend 0 fiir [(0)] schreiben.

Fiir o, 3 € A sei dann a > (3, falls a — 3 € AT usw.

Auch der Absolutbetrag ldsst sich iibertragen. Sei fiir ov = [(an)] : |a| =
[(Jan|)]. Dann gilt:

Hilfssatz 3.18. Fliir a, 8 € A gilt:
(i) la| € Ay = AT U{0} und |a| € AT & a #0.
(ii) |- B| = |af - 5]

(iii) la+ B < |af + 8]
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Q ldsst sich vermoge der injektiven Abbildung

f:Q—=A, ¢ f(q) :=1[(q)] = [(gn)] mit ¢, :=q (n€N)

in A einbetten, wobei f die algebraischen Operationen +, -, die Ordnung und
den Abstand erhilt. Wir identifizieren also Q mit {[(¢)] : ¢ € Q} C A (um
Verwechslungen zu vermeiden, schreiben wir von nun an (gy,), statt (gy) fir
eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen mit nicht-konstanten Gliedern ¢,, € Q).
Analog zu obiger Definition von Cauchy-Folgen nennt man eine Folge (av,)y,
an € A, Cauchy-Folge genau dann, wenn gilt:

Ve >0 Ing €N Vm,n >ng : |om — an| < [(€)].

Ebenso definiert man den Grenzwert einer Folge (o, )n, iy, € A.

Hilfssatz 3.19. Elemente aus A lassen sich in folgendem Sinn durch Elemente
aus Q approximieren:

Vae A Ve >0 g € Q so, dass |a—[(¢)]| < [(¢)].

Beweis: Seien o = [(a,,)] € A und ¢; :==a; € Q fur j € N.
Dann existiert fiir jedes € > 0 ein jo(¢) € N, so dass fiir alle j > jo(e) gilt:

o = [(g)]l = [lan = aj)a]l = [(lan = a;[)a] <[(e)]-

Satz 3.20. A ist vollstindig, d. h. jede Cauchy-Folge in A besitzt einen Grenz-
wert in A.

Beweis: Sei (o) eine Cauchy-Folge in A, etwa o, = [(ay;);] mit an; € Q.
Zun € N wihle j = j(n) € N so grof}, dass
1y e
o — [(gn)]] < [(ﬁ)] fir gn == anjn)
ist. Nun ist (gy), eine Cauchy-Folge in Q, da fiir beliebiges ¢ > 0 gilt:

‘qn - le S |qn — Qnk + Apk — Amk + Qmk — q'm‘

S |Qn - ank| + |ank - amk' + |amk - Qm|
1 1

< 7+|ank_amk|+*
n m

< ¢ fiir n,m und k geniigend grof,

und somit ist « := [(¢gn)n] € A.
« ist der gesuchte Grenzwert von (o, ),, denn

0l < Ja= (@]l + @) = el < o= (@l + | ()] <1c0)

fiir n > nq(e). O



Kapitel 4

Reihen

Worum geht’s? Wir fiihren in diesem Kapitel den Begriff der ,Reihe“ ein
und geben einige Konvergenzkriterien fir Rethen an. Dabei ist die Konvergenz
einer Reihe als Konvergenz der Folge der Partialsummen definiert.

Definition 4.1. Seien ay, ag, ... Zahlen aus R (oder aus C).

(i) leaj (oder auch Zk aj fir k € Z) oder }_a; oder 3 a; heifit ,(unend-
i= j= j
liche) Reihe mit den Summanden a;“.

(ii) $p:=a1+ - +a,= a; heift ,n-te Partialsumme*.
j=1

(i11) > a; heift ,konvergent® genau dann, wenn die Folge (s,) konvergiert.

In diesem Falle heifst s := lim s, ,Summe“ der Reihe ) a; und wir

o0
schreiben: s = ) a;.
i=1

() > a; heifst ,divergent®, wenn sie nicht konvergent ist.

Eine Reihe kann hochstens dann konvergieren, wenn ihre Summanden eine
Nullfolge bilden:

Satz 4.2. ) a; konvergiert = (a;) ist Nullfolge.
Die Umkehrung dieses Satzes gilt jedoch nicht. So ist z. B. (%) eine Nullfolge,

die ,harmonische Reihe“ i % divergiert jedoch.

Wir betrachten nun die ,,é;metrische Reihe*:

Satz 4.3. Die geometrische Reihe io: ¢’ konvergiert fiir |q| < 1 und divergiert
fir |q| > 1. =

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 4,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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Beweis: Fir ¢ # 1 ist s, = 1_1‘1_nq+1. Fiir |g| < 1 ergibt sich somit
oo
S,
=0 1

Fiir |g| > 1 ist ¢/ keine Nullfolge, was die Divergenz der Reihe impliziert. O

FEin erstes Konvergenzkriterium ist das der ,,absoluten Konvergenz“.

Definition 4.4. Die Reihe ) a; heifit ,absolut konvergent®, wenn ) |a;| kon-
vergiert.

Satz 4.5. Wenn eine Reihe ) a; absolut konvergent ist, so ist sie auch kon-
vergent.

Beweis: Fiir o. B. d. A. (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) n > m ist
Yooai| < Y0 aj] < e firn,m > ng(e). O

j=m-+1 j=m+1

S — 8m| =

Die Umkehrung gilt jedoch nicht; so konvergiert die Reihe ) % nicht abso-
J
lut, aber nach dem folgenden Satz ist sie konvergent.

Satz 4.6 (Leibniz!'-Kriterium). Eine alternierende Reihe > a; in R (d. h. mit
reellen Summanden wechselnden Vorzeichens) konvergiert, wenn (|a;|); eine
monoton fallende Nullfolge ist.

Beweis: Sei o. B. d. A. az; > 0 und ag;—; <0 fiir j € N.

Dann ist die Folge (s2, ) monoton fallend und nach unten beschrénkt, denn:
Som+2 = S2m + (A2m+1 + G2my2) < Som, da agmi1 < 0 und |agm41| > a2m+o,
und fiir alle m € N ist so,, > 1.

Analog zeigt man: (S2,,—1)m ist monoton steigend und nach oben beschrinkt.
Die beiden Folgen konvergieren also (Satz 3.10) und zwar gegen einen gemein-
samen Grenzwert, s genannt, da |Sam, — S2m—1| = |a2m| — 0 fir m — oc.

Dies bedeutet die Konvergenz der Folge (s, ), gegen den Grenzwert s. O

Ein weiteres Konvergenzkriterium ist das ,,Majorantenkriterium®.

Definition 4.7. Seien > a,, und > b, Reihen mit nichtnegativen Gliedern und
es gelte:

VneN: 0<a, <b,.

Dann heifit >~ a,, ,Minorante® zu > by, und > b, heifit ,Majorante® zu»_ ay,.

Satz 4.8 (Majorantenkriterium). Y |a,| habe eine konvergente Majorante.
Dann konvergiert > a,, absolut.

Das Majorantenkriterium liefert weitere wichtige Konvergenzkriterien, etwa
durch Vergleich mit der geometrischen Reihe.

!Gottfried Wilhelm Leibniz, 21.6.1646 — 14.11.1716
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Satz 4.9 (Quotientenkriterium). Es gelte a,, # 0 fir alle n € N und

An+1

dge(0,1) FJkeN Vn>k:

‘<q.

n

Dann konvergiert » , a,, absolut.
o0
Beweis: Fiir n > k,a, # 0 und m € Nist |ap1m| < ¢™|ay|. Somit hat > |agy;]
i=0

S .

die konvergente Majorante |ax| > ¢. 0
7=0

Ahnlich beweist man

Satz 4.10 (Wurzelkriterium). Es gelte:
dge(0,1) IkeN Vn>k:

Vlan| < q.

Dann konvergiert »_, a,, absolut.

Diese Kriterien sind hinreichend, aber nicht notwendig, wie das folgende Bei-
spiel zeigt.

Beispiel 4.11. Sei ((s) := > j% die Riemannsche® Zetafunktion. Es gilt: ((s)
konvergiert fir s > 1 und divergiert fir s < 1. Wir untersuchen hier nur
den Fall s = 2. Dann sind weder das Wurzel- noch das Quotientenkriterium
anwendbar, da

i 1 1 und
p— p— H
(n+1)2  (1+1/n)?2 un

1
Vlan| n — 1

n2

Ap+1
Qnp

jedoch ist dz’e Folge (s,) monoton wachsend und nach oben beschrinkt, da

_1+Z <1+2:j —1+Z(7—*)

n_1
_ 1 1_
=1+ -2 5= 1+1-1 <2,

Jj=1 7j=2
und somit konvergent.

o0
(Es gilt: > ]iz = %2, s. Kapitel 9 zur Theorie der Fourierreihen.)
j=1

2Bernhard Riemann, 17.9.1826 — 20.7.1866



Kapitel 5

Elemente der Topologie
und der Funktionalanalysis

Worum geht’s? Madgliche Strukturen, die allgemeine Mengen tragen kénnen,
beschdiftigen uns zundchst in diesem Kapitel. Der Begriff ,,Kardinalitit* ermdg-
licht einen ,,Grdfsenvergleich® von Mengen. ,Metrische Rdaume“ miissen keine
Vektorraumstruktur tragen, aber es ist demnoch mdglich, in ihnen Abstinde
zu messen. So kénnen wir auf metrischen Rdumen Cauchy-Folgen usw. er-
kldren, und wir definieren und diskutieren spezielle Figenschaften von Mengen
wie ,Abgeschlossenheit” oder ,Kompaktheit®. Im letzten Teil betrachten wir
Vektorrdume, fir die eine ,Norm* oder ein ,Skalarprodukt* gegeben ist.

5.1 Machtigkeit von Mengen
Eine mogliche Eigenschaft von Mengen ist ihre ,,Méchtigkeit, ihre ,, Grofle”.

Definition 5.1. (i) Seien A und B zwei Mengen. Ezistiert eine bijektive
Abbildung von A auf B, so sagt man, dass A und B dieselbe ,,Kardinal-
zahl“ (,Kardinalitit“) haben oder auch dass A und B ,gleichmichtig®
oder ,dquivalent” sind.

In diesem Falle schreiben wir A ~ B. ~ ist eine Aquivalenzrelation.

(ii) Sei A eine Menge. A heifit

(1) ,endlich® falls A~ 0 oder A~ {1, ..., n} fireinnéeN,
(2) ,unendlich®, falls A nicht endlich ist,

(8) ,abzihlbar®, falls A ~ N oder falls A endlich ist,

(4) iberabzihlbar®, falls A nicht abzdihlbar ist.

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 5,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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Beispiel 5.2. Z~N, da f:N— Z,n— nn/g{ n gerade,
5=, N ungerade,

eine Bijektion auf Z ist. Insbesondere ist 7 abzihlbar.

Bemerkung 5.3. Obiges Beispiel zeigt, dass eine unendliche Menge einer ech-
ten Teilmenge dquivalent sein kann; bei endlichen Mengen ist das unmdglich.

Satz 5.4. Seien A,, n € N, abzihlbare Mengen. Dann ist auch M = |J A,
neN
abzihlbar.

Beweis: Da o. B. d. A. A, ~ N ist, kénnen wir die Elemente von A,, als Folge
(an;); mit paarweise verschiedenen Gliedern anordnen.

Wir ordnen nun die Elemente von M wie folgt an:

ail

a21a12

31022013

wobei mehrfach auftretende Elemente nur einmal aufgefiihrt werden. Also ist
M abzahlbar. O

Insbesondere interessieren die Mengen Q und R.
Satz 5.5. Es gilt
(i) Die Menge der rationalen Zahlen Q ist abzdihlbar.
(i) Die Menge der reellen Zahlen R ist iberabzihlbar.
Beweis:

(i) Fiir rationale Zahlen ¢ € Q haben wir die Darstellung:
q =", wobei m € Z und n € N sind.
Die Abzéhlbarkeit von Q folgt nun aus der Abzéhlbarkeit von Z x N.

(ii) Wir fithren einen Widerspruchsbeweis.
Annahme: Es gebe eine Anordnung {ai, az, ...} von [0,1] C R.
Die Zahlen a,, mégen die Dezimaldarstellung (vgl. Kapitel 6)

an =0, byibpa... mit 0 <b,; <9, €N, haben, d. h. a,, = Y b,;1077.
=1

. L . L 1 f’d?" bjj 7& 1,
Seic:=0, cica... mitcj:= {2 Fiir by, = 1.
Dann ist ¢ # a, Yn € N, da sich ¢ von a,, an der n-ten Stelle unterschei-
det: ¢, # byn-

Damit hat die Annahme zu einem Widerspruch gefiithrt, d. h. R ist iber-
abzihlbar. O
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Die Grundidee des obigen Beweises wurde zuerst von Cantor! benutzt und ist
als Cantorsches Diagonalverfahren bekannt.

Bemerkungen 5.6. (i) Beiendlichen Mengen, A ~ {1,...,n}, spricht man

von der Kardinalzahl #A =n, bei A ~ N : #A =Xy (R: Aleph, der erste
Buchstabe des hebrdischen Alphabets) und fir A ~ R : #A = ¢ (Mdchtig-
keit des Kontinuums).
Die sogenannte ,Kontinuumshypothese“ besagt, dass es keine Menge mit
einer Kardinalzahl ,zwischen® Xy und ¢ gibt. Nach Ergebnissen von Gédel?
und Cohen? ist diese Hypothese aus den Aziomen der Mengenlehre weder
zu beweisen noch zu widerlegen.

(ii) Fir eine Menge A bezeichne P(A) die Potenzmenge von A, also die Men-
ge aller Teilmengen von A. Dann gilt: P(N) ~ R.
Fiir endliche Mengen ist #P(A) = 2#4. In diesem Sinn ist ¢ = 280,

5.2 Metrische Riume

Wir kénnen den ,,Abstand® zweier Zahlen a und b (z. B. a,b € R) voneinander
mit Hilfe des Absolutbetrags |z — y| messen. Wir wollen hier dieses Konzept
des ,,Abstandes® auf ,metrische Rdume* iibertragen, die insbesondere keine
Vektorraumstruktur haben miissen, d. h. in denen der Ausdruck ,,x — y* nicht
notwendigerweise erklért ist.

Definition 5.7. Sei X eine Menge. Dann heifst d: X x X — RS, Metrik auf
X4 <=
Va1, x0,23 € X

(1) d(l‘l, LL‘Q) = d(l‘g, .’L’l),

(2) d(z1,72) =0 & 21 = 33,

(8) d(z1,x2) < d(x1,23) + d(x3,22)  (Dreiecksungleichung).

Definition 5.8. FEine Menge X mit einer Metrik d heifst ,metrischer Raum
(X,d)*“.

Wir kennen bereits einige Beispiele fiir metrische Raume:

Beispiele 5.9. (i) Definiere fiir v = (x1,...,2n), ¥y = (Y1,--,Yn) € R®

di(2,y) = |z —y| = | > (2 — i),

i=1

d2(x7y) = 2:1 |':UZ - y'L|7

LGeorg Cantor, 3.3.1845 — 6.1.1918
2Kurt Godel, 28.4.1906 — 14.1.1978
3Paul Joseph Cohen, 2.4.1934 — 23.3.2007
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ds(z,y) == _max |z; — yi| und
i=1,...,n
dy(z,y) := /]x —yl.
Dann sind (R™,d;), i = 1,...,4, metrische Riume.

(i7) ([0,1],d) mit d(z,y) := |x —y| fir x,y € [0,1] ist ein metrischer Raum.
(iii) Sei X eine beliebige Menge. Definiere die ,diskrete Metrik*

d: X x X =R, (z,y) — d(z,y) :={(1,’ ﬁfz

(X,d) ist ein metrischer Raum.
Wir kénnen in metrischen Rdumen Kugeln und Cauchy-Folgen erkldren:

Definition 5.10. Seien (X, d) ein metrischer Raum, xo € X und r > 0.
Dann heif$t
B(zg,r) :={z € X|d(z,z0) < r}

s(offene) Kugel (Ball) um xo mit Radius r“.
Definition 5.11. Sei (X,d) ein metrischer Raum.

(i) Eine Folge (x,,) in X heift ,Cauchy-Folge® : <
Ve > 03ngVn,m > ng : d(x,, z,) < €.

(ii) x € X heifst ,,Grenzwert* der Folge (z,,) : <
Ve > 03ng VYn > ng:d(x,,x) <e.

(iii) X heifit ,vollstindig* genau dann, wenn jede Cauchy-Folge in X einen
Grenzwert in X besitzt.

Wir konnen zwei metrische Rdume miteinander identifizieren, wenn sie isome-
trisch sind.

Definition 5.12. Zwei metrische Riume (X,dx) und (Y,dy) heiffen ,isome-
trisch“, wenn eine bijektive Abbildung f : X — Y existiert mit der Eigenschaft:
Vri,20 € X : dX(fL']_,ZUQ) = dy(f(l‘l), f(l‘g))

Ahnlich wie bei dem Prozess der Vervollstéindigung der rationalen Zahlen iiber
Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen zu R kénnen auch allgemeine metrische
Réaume vervollstéandigt werden.

Zur Formulierung dieses Ergebnisses bendtigen wir noch die folgende Definition:

Definition 5.13. Sei (X, dx) ein metrischer Raum und sei Xo C X.
Xo heifit ,dicht in X “ = Ve € X Ve > 03z € Xo mit dx(x,x0) < €.

Es gilt:

Satz 5.14. Sei (X, dx) ein metrischer Raum. Dann gibt es einen vollstindigen
metrischen Raum (Y, dy) und einen dichten Teilraum (Yy,dy) von'Y, so dass
gilt: (X,dx) und (Yo,dy) sind isometrisch.
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Wir schlielen dieses Kapitel mit dem sehr hiiufig angewendeten ,, Banachschen?
Fixpunktsatz“. Dieser Satz gibt ein hinreichendes Kriterium fiir die Losbarkeit
der ,, Fixpunktgleichung” T'(z) = x in allgemeinen metrischen Riumen.

Definition 5.15. Seien (X, d) ein metrischer Raum und T : X — X eine
Abbildung. T heifst ,, kontrahierend® :<

dk € [0,1)Ve,y € X : d(T(x),T(y)) < kd(z,y).

Satz 5.16 (Banachscher Fixpunktsatz). Seien (X, d) ein vollstindiger metri-
scher Raum und T : X — X eine kontrahierende Abbildung. Dann gibt es
genau ein & € X mit : T(&) = &.

Ferner gilt fiir xo € X beliebig, x,, :== T(xp—1) firn=1,2,--:

k’n
1-k

d(zn, ) < d(z1,x0).

Beweis:

1. Wir zeigen zunéchst, dass (z,) eine Cauchy-Folge ist, wobei z,, wie in
der Formulierung des Satzes definiert sei. Es gilt:

d(xn—l—ma l‘n) < d(zn—&-mv xn—&-m—l) + -+ d(xn—l—lv mn)

< (BT 4 kM) d (e, @)
_ k;"(km_l + -4+ 1) d(z1, o)

< wZ k7Y d(21, x0)

kn

<
T 1-k

d(x1,z9) — 0 fiir n — oo unabhéngig von m.

2. X ist vollstdndig; die Cauchy-Folge (z,) konvergiert somit gegen einen
Grenzwert & € X. Wir zeigen: & ist Fixpunkt, d. h. T'(z) = z.
Es ist

A&, T(&)) < (@, @0) + d@n, T()) = d(&,20) + d(T(w0-1), (&)

d
d(z,z,) + kd(zp—1,%) — 0

IN

fiir n — oo, und somit ist d(&,T(z)) = 0.

3. Der Fixpunkt % ist eindeutig, denn fiir einen weiteren Fixpunkt & wiirde
gelten:
d(z,z) =d(T(z),T(z)) < kd(z,z) fur k € [0, 1), und somit muss d(&, Z) =
0 sein.

4. Die behauptete Fehlerabschétzung folgt sofort aus der im 1. Schritt be-
wiesenen Abschétzung. O

4Stefan Banach, 30.3.1892 — 31.8.1945
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Wir geben nun noch ein Anwendungsbeispiel fiir den Banachschen Fixpunkt-
satz an:

Beispiel 5.17. Das Ziel ist die Berechnung von /2 mit Hilfe des Banachschen
Fizpunktsatzes.
Seien X :=[1,2], d: X x X =R, (z,y) — |z —y| die Metrik und T : X —
R, 2+ Tx := x + ¢ (2 — 22) fiir ¢ # 0 beliebig. Ein Fizpunkt der Abbildung T
lost offenbar die Gleichung: 2 — 2> = 0. Es gilt:

(i) (X,d) ist ein vollstindiger metrischer Raum.

(ii) T ist eine Abbildung nach X fir c € [0, 3].
(iti) T ist kontrahierend fiir c € (0,3), da fir z1,z, € [1,2]

|T(x1) — T(x2)| = |x1 — 22| - |1 — ¢ (x1 + x2)] ist.

Das bedeutet, dass fir ¢ € (0, %) die Voraussetzungen des Banachschen Fiz-
punktsatzes erfillt sind und die Folge x,, := Txn_1, xo € [1,2] beliebig, gegen
den eindeutigen Fizpunkt & = /2 konvergiert.
Wihlen wir ¢ = %, so ergibt sich fir die Kontraktionskonstante k = %, und
die Fehlerabschditzung liefert (wenn wir bei xo = 1 beginnen) fiir den zehnten

Tterationsschritt:
V2 — 210] < 3(3)° ~ 8.47-1075.

5.3 Reelle Punktmengen

In diesem Kapitel werden wir noch einige Begriffe aus der Theorie metrischer
R&ume einfithren und sie gegebenenfalls auf reelle Punktmengen spezialisieren.
Nachfolgend bezeichne durchgéngig (X, d) einen metrischen Raum.

Definition 5.18. (i) x € M C X heifit ,innerer Punkt* von M : <
de > 0: B(x,e) C M.

(ii) M C X heifit ,offen” : <
M besteht nur aus inneren Punkten.

(iii) Seien M C X und xg € X. xo heifit ,,Haufungspunkt von M “ : &
Ve>03x € M, x # xo : x € B(xg,é€).

(iv) xo € M C X heifit ,isolierter Punkt von M “: &
Je >0 : (B(zg,e) \ {zo}) N M = 0.

(v) M C X heifit ,abgeschlossen® : <
alle Haufungspunkte von M gehoren zu M.

(vi) Sei M C X. Dann heifst
M := MU{xy € X|xo ist Hiufungspunkt von M} ,Abschluss von M in
X«
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(vit) Sei M C X. Dann heifst M := X \ M das ,Komplement von M in X “.
Beispiele 5.19. (i) R ist in R offen und abgeschlossen.
(i) (0,1] ist in R weder offen noch abgeschlossen.
Das Komplement offener Mengen ist abgeschlossen und umgekehrt.
Satz 5.20. M C X ist offen < M€ ist abgeschlossen.
Beweis:

(i) Wir zeigen zunéchst durch Widerspruch: M C X offen = M¢ abgeschlos-
sen.
Annahme: Es gibt einen Haufungspunkt x¢ von M€, der nicht in M€ liegt,
d. h. g € M.
Da M offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit B(xg,e) C M. Somit kann xy kein
Haufungspunkt von M€ sein. Widerspruch.

(ii) Wir zeigen nun: M¢ abgeschlossen = M offen.
Sei kg € M = X \ M¢. Da M€ abgeschlossen ist, ist 2o kein Hiufungs-
punkt von M€ und somit existiert ein ¢ > 0 mit B(xg,e) C M.

d

Definition 5.21. (i) Sei M C X. Dann heifit o € X ,Randpunkt von M “
(Schreibweise: ,xg € OM ) &
Ve > 03x € B(xo,e) N M und Jy € B(xg,e) N ME.

(ii) M C X heifit ,beschrinkt* := 3r >0 3xg € X : M C B(xo,r).

Beispiel 5.22. Sei M := (0,1] U {2} C R; M ist eine beschrinkte Menge.
(0,1) dst die Menge der inneren Punkte, [0,1] die der Haufungspunkte, {0,1,2}
die der Randpunkte, {2} die der isolierten Punkte und M =[0,1] U {2}.

Definition 5.23. U C X heifit ,,Umgebung des Punktes xo € X “ (Schreibwei-
se: JU(xg)“) : &
de > 0: B(zg,e) C U.

Satz 5.24. Sind U C X und V C X Umgebungen des Punktes xo € X, so
auch UNYV.

Satz 5.25. Seien 1,29 € X, 1 # xo. Dann existieren Umgebungen U (z1)
und U(xz2) mit U(z1) NU(x2) = 0.

Beweisidee:
Wiihle fiir ¢ := d(z1,22) und i = 1,2: U(z;) := B(x;, 0/2).

Bemerkung 5.26. Allgemeine topologische Riume (s.u. zur Definition topolo-
gischer Riume), in denen die Aussage des obigen Satzes gilt, heifsen ,, Hausdorff-
Réiume*®; die Forderung nach der Existenz von disjunkten Umgebungen zu zwei
verschiedenen Punkten heifit ,,Hausdorffsches Trennungsaxiom“.

5Felix Hausdorff, 8.11.1868 — 26.1.1942
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Satz 5.27. (i) Die beliebige Vereinigung offener Mengen ist offen.
(i) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

Bemerkungen 5.28. (i) Es gilt nicht: Der Durchschnitt beliebig vieler of-
fener Mengen ist offen; zum Beispiel ist fir X = R,1 € N und M; :=
(0,1+ 1) der Durchschnitt (| M; = (0,1] nicht offen.

i=1

7

(ii) Aus obigem Satz folgt natiirlich sofort:

(1) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-
sen.

(2) Der beliebige Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-
sen.

Fiir die Menge der reellen (oder der komplexen) Zahlen gilt der folgende wich-
tige Satz von Bolzano® & Weierstraf”.

Satz 5.29 (Bolzano & WeierstraB). Jede unendliche beschrinkte Menge M
reeller (komplexer) Zahlen besitzt mindestens einen Hiufungspunkt.

Beweis: Seien x1,x2,... Punkte aus M C R mit x; # z; fiir ¢ # j und ¢, :=
inf{x,, zny1,...}. Dannist (¢,) eine monoton wachsende und beschrénkte Fol-
ge und somit fiir n — oo konvergent gegen den Grenzwert ¢ := sup{cy,ca,...} €
R. Es gibt hochstens ein jo € N mit z;, = c. Streiche dieses xj, aus der Folge
(z;). Dann ist ¢ ein Hiufungspunkt von M, denn es gilt:

Vn Ve > 03xg, k> n:|ag —cn| < e/2,

Ve >0 Ing : |ep, — ¢| < £/2 und somit

Ve>0 3k >mng @ ok —c <|ag —cngl +|cn, — ¢| <&, xp #c.

Im Fall M C C betrachte man Real- und Imaginérteil. O

Obiger Beweis schreibt sich kiirzer mit der folgenden Definition:
Definition 5.30. Seien a,, € R fiirn € N.

(i) Sei (an) nach oben beschrdnkt.
Dann heifit lima,, := limsupa, = lm sup{a,,ant1,...} der ,limes
n—00 n—oo
superior® der Folge (a,).

(ii) Sei (ay) nach unten beschrinkt.

Dann heifit lim a,, := liminf a,, :== lim inf{a,,any1,...}
n—oo n—oo

der  limes inferior® der Folge (ay,).

Bemerkung 5.31. Es gilt: (a,) konvergiert < lima,, = lima, = lim a,.

n—oo

6Bernard Bolzano, 5.10.1781 — 18.12.1848
"Karl Theodor Wilhelm Weierstra8, 31.10.1815 — 19.2.1897
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Wir haben in diesem Kapitel vor der Spezialisierung auf die reellen (komplexen)
Zahlen metrische Raume betrachtet. Wir wollen nun noch allgemeinere Raume,
namlich ,,topologische Rdume*, definieren.

Definition 5.32. Seien X eine Menge und T C P(X) ein System von Teil-
mengen von X. Dann heifst T ,Topologie“ auf X oder (X,T) ,topologischer
Raum*“ &

(1) 0,X eT.

(ii) Sei A eine beliebige Indexmenge und seien Oy € T fiir A € A. Dann ist

U 0, € T.
AEA

(#ii) Fir alle 01,09 € T ist O1 N Oz € T.

Die Elemente O € T heifien ,(bzgl. T ) offene Mengen*.

Beispiele 5.33. (i) T; := {0, M} : triviale (grobste) Topologie.
(i1) T :=P(M) : diskrete (feinste) Topologie.

(iii) Fiir einen metrischen Raum (X,d) ist T :={V C X|V ist offen in X}
eine Topologie. Insbesondere ist somit jeder metrische Raum auch ein
topologischer Raum.

5.4 Kompakte Mengen

Wir werden in diesem Kapitel den Begriff ,, kompakte Mengen* fiir metrische
Ré&ume definieren und diskutieren. In R lassen sich kompakte Mengen besonders
leicht charakterisieren. Doch zun#chst zur Definition:

Definition 5.34. Seien (X,d) ein metrischer Raum, A eine beliebige Index-
menge, Uy fiir A\ € A offene Teilmengen von X und U :={Uy | X € A}.

(i) Dann heift U ,offene Uberdeckung von M C X ¢ : &
Vee M IxeA:xeU,.

(i) U enthdlt eine endliche Teiliberdeckung von M “ &
dneN Jiy,....i, e A MC U U,
=1

Jj=

Definition 5.35. Sei (X,d) ein metrischer Raum. M C X heifit , kompakt®,
wenn jede offene Uberdeckung U von M eine endliche Teiliberdeckung enthdlt.

Bemerkungen 5.36. (i) Die oben definierte Eigenschaft heifit auch ,Hei-
ne®-Borel®-Figenschaft“.

8Heinrich Eduard Heine, 16.3.1821 — 21.10.1881
9Fmile Borel, 7.1.1871 — 3.2.1956
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(i) Offensichtlich ist jede endliche Menge kompakt.

Wir beweisen zunéchst ein notwendiges Kriterium fiir Kompaktheit, das fiir
X =R (im Allgemeinen aber nicht) auch hinreichend ist.

Satz 5.37. In einem metrischen Raum (X,d) ist eine kompakte Menge be-
schrdnkt und abgeschlossen.

Beweis: Seien M C X kompakt und xg € M. Dann ist {B(xg,n)|n € N}
eine offene Uberdeckung von M. Da M kompakt ist, geniigen endlich viele Ku-
geln B(zg,n) zur Uberdeckung von M; dies bedeutet aber: 3ng € N : M C
B(xg,np), und somit ist M beschrankt.

Wir zeigen nun: X \ M ist offen.

Sei x € X \ M. Dann gibt es fiir alle m € M ein €, > 0 so, dass B(z,&,,) N

B(m,ep) = 0. Da M C |J B(m,e,) und M kompakt ist, existieren ein
meM

k
keNund m; € M,j =1,...,k, so, dass M C |J B(mj,ep,,) (hier geht die
Jj=1 '
Kompaktheit von M ein).
k
Sei € := min{ep,,,...,em, } > 0. Dann gilt: B(z,e) = (] B(z,epm,) ist offen
j=1
k
und (B(z,e) N M) C J (B(x,e) N B(mj,em,)) =0, d. h. B(x,e) C X\ M. O
j=1

Die Umkehrung dieses Satzes ist im Allgemeinen falsch, wie das folgende Bei-
spiel zeigt:

Beispiel 5.38. Sei X eine unendliche Menge und d die auf X erklirte diskrete
Metrik, d. h.
1 firx#y
. + )
d.XXX—)RO,(II},y)’—){O fiir =y,
X ist beschrinkt, da fir ein festes y € X und beliebiges x € X d(x,y) <1 gilt.
Als ganzer Raum ist X auch abgeschlossen. Da B(x, %) = {z} ist, gilt: X =
U B(z,3); also ist |J Bz, %) eine offene Uberdeckung, die keine endliche
zeX

zeX
Teiliiberdeckung enthdlt.

Es gilt jedoch:

Satz 5.39. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Abgeschlossene Teilmengen von
in (X,d) kompakten Mengen sind kompakt.

Beweis: Seien K C X eine kompakte, A C K eine abgeschlossene Menge und
{M,}xea (fiir eine beliebige Indexmenge A) eine offene Uberdeckung von A.
Dann ist { M|\ € A} U (X \ A) eine offene Uberdeckung von K; fiir diese exis-
tiert eine endliche Teiliiberdeckung, die somit auch A iiberdeckt. Falls X \ A
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zu dieser dazugehért, konnen wir sie zur Uberdeckung von A weglassen. O

Wir betrachten nun speziell den Raum R mit der Metrik
d:R XRHR(T; ($7y) = d(.’L’,y) = |.’E—y|

Unser Ziel ist eine Charakterisierung der kompakten Mengen in (R, d).

Satz 5.40 (Intervallschachtelung). Ist (J;) eine Folge abgeschlossener, be-
schrinkter Intervalle in R mit J; D Jiy1, 1 € N, so gilt [ J; # 0.
=1

2

Beweis: Wihle fiir jedes i € N z; € J;; sei 0. B. d. A. @y # z; fiir ¢ # j. (z;)
ist eine beschrinkte Folge und besitzt somit nach dem Satz von Bolzano &
Weierstraf (Satz 5.29) eine konvergente Teilfolge, die wir (z/,) nennen wollen;
ihr Grenzwert heifle 2 (xo ist Hiufungspunkt von {x1,x9,...}).

Annahme: 2o ¢ () J;. Dann gibt es insbesondere ein k£ € N mit zg ¢ Jj; also

i=1

gilt: Ym > k : g ¢ J,,, und sogar, wegen der Abgeschlossenheit der Intervalle:
de > 0 Vz € J,, : |x — x0] > €. Dies ist aber ein Widerspruch zur Konvergenz
von (x]) gegen xg. 0

Satz 5.41. Sei J = [a,b] CR mit a,b € R, a <b. Dann ist J kompakt.

Beweis: Annahme: Es gebe eine offene Uberdeckung {M)}rea von J, die keine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Wir teilen J nun in die zwei abgeschlossenen Intervalle Q1 := [a, %H’} und Q9 :=
[“T“’, b], welche beide die halbe Intervalllinge von J haben. Mindestens eine der
beiden Mengen (1,2 kann nach unserer Annahme nicht endlich {iberdeckt
werden; wir nennen diese Ji.

Nun unterteilen wir J; wiederum in zwei Intervalle (Q; mit halber Intervalllinge,
wéahlen ein nicht endlich iiberdeckbares abgeschlossenes Intervall J, mit halber
Intervalllinge von J; und fahren analog fort.

Wir erhalten eine Folge (J;);en von abgeschlossenen Intervallen mit folgenden
Eigenschaften:

(i) JZ D) Ji+1,

(ii) Va,y € J; : |z —y| < b;ﬁ,

(iii) J; ist nicht endlich iiberdeckbar.

o0
Nach Satz 5.40 existiert ein z € [ J;. Ferner existiert ein A\g € A : z € M),; da
i=1
M, offen ist, gibt es ein r > 0 mit B(z,7) C M,,. Ist i so gro}, dass 1’270‘1 <r
ist, so ist J;, C M,,, was in Widerspruch zur nicht endlichen Uberdeckbarkeit
aller J; steht. O
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Wir kénnen nun die gewiinschte Charakterisierung kompakter Mengen in R
beweisen.

Satz 5.42. Fir M C R sind dquivalent:
(i) M ist beschrinkt und abgeschlossen.
(i) M ist kompakt.
(iii) Jede unendliche Teilmenge von M hat einen Hdiufungspunkt in M.

Beweis: (i) = (ii): Es existiert ein abgeschlossenes Intervall J mit M C J. J
ist kompakt (Satz 5.41) und nach Satz 5.39 sind abgeschlossene Teilmengen
kompakter Mengen kompakt.

(ii) = (iii): Annahme: Sei E eine unendliche Teilmenge von M ohne Haufungs-
punkt in M.

Dann existiert fiir alle m € M ein €, > 0 mit

_{m} fir m € E,
B(m,em) N E = { 0 sonst.

E wird folglich von keiner endlichen Teilmenge von |J B(m,e&,,) iiberdeckt
meM
und somit auch M nicht, was der Kompaktheit von M widerspricht.

(iii) = (i): Annahme: M ist unbeschrinkt.

Insbesondere gibt es dann fur alle n € N ein z,, € M mit |z,| > n. (x,) hat
jedoch keinen Haufungspunkt in R, was ein Widerspruch zur Voraussetzung
(iii) ist.

Annahme: M ist nicht abgeschlossen.

Dann existiert ein Haufungspunkt z € R™\ M der Menge M. Also existiert fiir
jedes n € N ein , € M mit |z, — 2| < 2. {21, z5,...} ist eine unendliche Teil-
menge von M mit einzigem Haufungspunkt z ¢ M. Dies ist ein Widerspruch
zu der Voraussetzung. O

Bemerkung 5.43. Man sieht leicht, dass der Satz von Bolzano & Weierstraf3
(Satz 5.29) auch im R™ mit n > 1 gilt; genauso lassen sich die Beweise von
Satz 5.40 (Intervallschachtelung) und Satz 5.41 aufn > 1 dbertragen. Somit gilt
auch die obige Charakterisierung kompakter Mengen im R™ und insbesondere
auch in C. Wir werden in Kapitel 10 nochmal darauf zurickkommen.

5.5 Normierte Raume und Hilbertriume
Wir betrachten nun Ridume, die mehr Struktur aufweisen als z. B. nur metri-

sche Rdume, insbesondere algebraische Struktur. Wir erinnern zunéchst an den
Begriff eines ,, Vektorraums®:
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Definition 5.44. Seien X eine Menge und K ein Korper, und es seien auf X
Abbildungen

+: X xX > X, (z,y)—x+y und

K xX =X, W)~ Az

erklirt, so dass (X,+) eine abelsche Gruppe ist und fir alle o, € K und
x,y € X gilt:

(i) alz +y) = ax + ay,

(ii) (a+ fB)x = ax + P,
(iii) o(fz) = (af)z,

(iv) 1-x = x (wobei 1 das bzgl. der Multiplikation neutrale Element von K
bezeichnet).

Dann heifst X , Vektorraum tiber K“ oder ,K-Vektorraum*.

Wir werden hier grundsétzlich nur K = R oder K = C betrachten, wofiir wir
auch K schreiben. Beispiele fiir Vektorrdume sind:
R™ {iber R(n > 1), C™(iiber R oder C) und

by =z = (&,&,...)|& € R [oder C, io: |€;]2 < oo} (iiber R [oder iiber R
oder CJ). 1

Auf Vektorrdumen kénnen wir nun Normen betrachten (vgl. den Absolutbetrag
in R):

7=

Definition 5.45. Sei X ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung
I-1]: X — R
heift ,, Norm auf X ¢, wenn gilt:
(i) Ve e X :||z|]| =0 2 =0,
(ii) Va e K,z € X : ||a- z|| = | ||x]],
(iir) Yo,y € X : |[o +yll < [[=]| + |yl].
(X, -1]) heift dann ,, normierter Raum*.

Bemerkung 5.46. Jeder normierte Raum wird mit d : X x X — R{, (z,y)
d(z,y) := ||z — y|| zu einem metrischen Raum. In diesem Sinne sind Begriffe
wie Cauchy-Folge, Vollstindigkeit usw. zu verstehen.

Definition 5.47. Ein vollstindiger normierter Raum heifst ,Banachraum®.

Eine zusétzliche Struktur kann auf einem Vektorraum durch ein ,,Skalarpro-
dukt“ gegeben sein.
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Definition 5.48. Sei X ein Vektorraum iber K. Fine Abbildung
(): X xX =K
heif$t ,, Skalarprodukt® oder ,inneres Produkt®, wenn gilt:
(i) Vx,y,z € XVa,B € K: (ax + By, z) = alx, z) + 5{y, 2),

(ii) Ve,y € X :
, T iir K= C,
(z,y) = (9, 2) f.. B
(y,z)  firK=R,
(i11) Yo € X : (x,x) > 0 und es gilt : (z,z) =0= 2z =0.

Beispiele sind, mit = (£1,&2,...), ¥y = (11,72, .-):
R™ mit <$,y> = Z ginia
i=1

C" mit (z,y) = _Zl&-m,
ly mit (z,y) := > & baw. (x,y) = > &
i=1 i=1

Jeder Vektorraum mit Skalarprodukt ist auch ein normierter Raum, wobei

1112 X =Ry, @ 2] = V/(z,2).

Zum Nachweis, dass die so definierte Abbildung die Dreiecksungleichung erfiillt,
benotigen wir die Cauchy & Schwarzsche!® Ungleichung:

Satz 5.49 (Cauchy & Schwarzsche Ungleichung). Seien X ein Vektorraum
und (-,-) ein Skalarprodukt. Dann gilt fir alle x,y € X :

[{z, )| < [ll] - [1yll-

Beweis: Sei 0.B.d.A y # 0. Definiere o := ||y||*> > 0, 3 := —(z,y).
Dann gilt:
0 < (az + By, az + By) = |o|?||z|* + af(z,y) +ably, ) + |B*|ly[]*
= [lyP{]ly|P[lxl* = [{z, »)[}, also ist
1yl -1l = [{z, )* = 0. O

Hilfssatz 5.50. Seien X ein Vektorraum und (-,-) ein Skalarprodukt. Dann
ist die Abbildung || - || : X — R, x+ ||z|| :=+/(z,2) eine Norm.

Besonders interessant sind die ,,Hilbertraume!!«.

Definition 5.51. FEin Vektorraum mit Skalarprodukt, der beziiglich der indu-
zierten Norm ein Banachraum ist, heifst ,Hilbertraum“.

10Hermann Amandus Schwarz, 25.1.1843 — 30.11.1921
HDavid Hilbert, 23.1.1862 — 14.2.1943
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Wir geben abschlieBend noch einige leicht zu beweisende Eigenschaften eines
Skalarproduktes an:

Hilfssatz 5.52. Seien X ein Vektorraum, {-,-) ein Skalarprodukt auf X und
|| - || die vom Skalarprodukt induzierte Norm.
Dann gilt fiir alle x,y € X:

(i) Satz von Pythagoras'?:
(z,y) =0« [lz +yl|* = ||=]] + [lyl|*.

(i) Parallelogrammgleichung:
|2+ yl1* + [l =yl = 2(]|=[]* + [ly][*).-

(iii) Polarisation

(1) fir K=R:{z,y) = (|l +yll* = llz — y|*)
(2) firK=C: (z,y) = ;([lo+yl* — [l —yl?+illz+iy|[* —il | —iy||*).

2Pythagoras, ca. 580 — 500 v. Chr.



Kapitel 6

Stellenwertsysteme und die
Zahl e

Worum geht’s? FEin kurzer Riickblick auf die historische Entwicklung von
Zahldarstellungen fiihrt bis zu dem in Computern verwendeten Dualsystem.
FEiner der wichtigsten Zahlen — e — ist ein eigenes Kapitel gewidmet.

Zum praktischen Arbeiten mit den reellen Zahlen ist eine geeignete Darstellung
besonders wichtig. Die &ltesten Darstellungen erfolgten durch Steine, Perlen
oder Knoten. Dabei war der Zahlbegriff noch nicht abstrakt gefasst. Die Ba-
bylonier benutzten etwa ab 2000 v. Chr. das Sexagesimalsystem (heute hat die
Stunde noch 60 Minuten und der Kreis 360 Grad). Schon friith gab es Systeme
zur Basis 10 (Dezimalsystem), 12 (heute noch: ein ,,Dutzend) und 20 (vgl. frz.
squatre-vingts“). Es gab zur kiirzeren Schreibweise Striche mit Fiinferbiinde-
lung, bei den Griechen die Zeichen A=10, H=100, X=1000 und bei den Rémern
V=5, X=10, L=50, C=100, D=500, M=1000. Ein wesentlicher Fortschritt ge-
geniiber solchen Systemen wurde durch die Erfindung des Stellenwertsystems
(der Babylonier) erreicht, das wir noch heute benutzen. Es gibt Einer, Zehner,
Hunderter usw. Jetzt war auch das schriftliche Rechnen moglich. Die Ziffern 0-9
stammen von den Indern und wurden von den Arabern nach Europa gebracht.

6.1 Stellenwertsysteme

Dezimalsystem

Die rationalen Zahlen QQ entsprechen den periodischen Dezimalbriichen. So ist
zum Beispiel 1 = 0, 142857.

Begriindung:

Jeder Bruch entspricht einer periodischen Dezimalzahl, da sich nach endlich
vielen Divisionen ein Rest wiederholen muss.

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 6,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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Sei umgekehrt a = 0,a1as...a,b1bs...bs eine periodische Dezimalzahl, also
—_— —

Y\ LB
ist
a=10""{A+B107*(1+107*+ 1072 +...)} = 107" {A + zZ5 1},
und somit ist a € Q.
Wir schlieen die Periode 9 aus, um die Mehrdeutigkeit 1 = 0,9 zu vermeiden.
Die Irrationalzahlen R\ Q entsprechen den nicht periodischen Dezimalbriichen.
An dieser Darstellung sieht man auch, dass Q dicht in R ist.

Das Dual- und das Hexadezimalsystem

Durch die Entwicklung moderner Computer sind Dualzahlen und Hexadezimal-
zahlen wichtig geworden, d. h. Darstellungen zur Basis 2, was den 2 moglichen
Stellungen ,,ein® oder ,,aus“ eines Schalters entspricht, und zur Basis 16 = 2.

dezimal dual hexadezimal
0
1
10
11
100
101
110
111
1000
1001
1010
1011

o

© 00~ U AW
O ©ww-ao ok W~ O

—
_ o

1111 F
10000 10
10001 11

—
~N S Ot

Im Dualsystem hat man die einfachsten ,, Einsundeins-Tafeln* bzw. ,, Einmaleins-
Tafeln*, ndmlich

+ 10 1 -10 1
010 1 00 O
111 10 110 1

Beispiele 6.1. (i) Die Multiplikation ,7-3% schreibt sich im Dualsystem wie
folgt:
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111-11
111
1110
10101

(ii) Die Division ,,1/3% schreibt sich im Dualsystem

1 :11=0,01
100
-1
1
Die kleinste Informationseinheit (ein/aus bzw. ja/nein bzw. 0/1) heifit ein
,Bit“. Es sind
1 Byte := 8 Bit,

1 KByte := 2'° Byte = 1024 Byte : , Kilobyte*,
1 MByte := 220 Byte = 1048576 Byte : , Megabyte*,
1 GByte := 230 Byte = 1024 MByte : ,,Gigabyte“ .

6.2 Die Zahl ¢

o0

. . e 1
Wir definieren e := Zo -
n=
Da “2t = L < 1 <1 fiir a, := 2 ist, konvergiert die Reihe (Quotienten-
kriterium).

Eine Berechnung liefert e = 2,71828182845904523536 . . .

Die Bezeichnung ,.e“ stammt (ebenso wie die Bezeichnung ,, ) von Euler!.

Satz 6.2. Die Zahl e ist irrational.

n oo
Beweis: Sei e = ) % + > jl, =: 8p + Tn.
j=1 j=n+1

Es gilt die folgende , Restgliedabschétzung*:

1 > 1 1 1
0<r, <

< .
= i
(n+1)! = (n+2)7 = (n+ 1! 1- =5

- n+ 2 - 1
C (n+D!(n+1) n-n!’

1
n-n!*

und somit die Fehlerabschitzung: 0 < e — s, <
Fiir b, := (e — s,) - n - n! folgt also:
0<bn<1unde:%+sn.

Leonhard Euler, 15.4.1707 — 18.9.1783
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Annahme: e ist rational, d. h. e = p/q fiir p,q € N.

Fiir n := ¢ ist somit
p by 1
e=== + g

=0 7!

Multiplikation dieser Gleichung mit ¢! ergibt

b 1
p~(q—1)!=;q+q!zf-

=7

q
Dap-(¢g— 1) und ¢! > % aus N sind, aber %‘7 < 1 ist, muss diese Gleichung
§=0

falsch sein. O

(Trrationale) Zahlen werden unterteilt in ,algebraische“ und in ,,transzendente®
Zahlen.

Definition 6.3. (i) Seien n € Ny, a; € Z fir j = 0,1,...,n und a,, # 0.
Dann heifit P, :R — R, x+ P,(1) = ap2™ + ap_12" 1+ +ag ein
»Polynom n-ten Grades mit Koeffizienten a;“.

(i) Eine Zahl xo € R heifit ,algebraisch®, wenn es eine natiirliche Zahl n
und ein Polynom n-ten Grades gibt, so dass gilt: P, (xg) = 0.

(iii) Eine Zahl xo € R heifit ,transzendent®, wenn sie nicht algebraisch ist.

Beispiele 6.4. (i) Alle rationalen Zahlen sind algebraisch, denn die ratio-
nale Zahl xo = p/q ist Nullstelle des Polynoms Py (z) = qx — p.

(ii) Die Zahl \/2 ist Nullstelle des Polynoms Py(x) := x> — 2 und ist somit
algebraisch.

(iii) e und w sind transzendent.
Fiir e wurde diese Aussage von Hermite® bewiesen, fiir m lieferte von
Lindemann® den Beweis.

2Charles Hermite, 24.12.1822 — 14.1.1901
3(Carl Louis Ferdinand von Lindemann, 12.4.1852 — 6.3.1939



Kapitel 7

Funktionen einer reellen
Veranderlichen

Worum geht’s? In diesem Kapitel werden Funktionen f: D C R — R be-
handelt, wobei zwei zentrale Kapitel des ganzen Buches auftreten: Stetigkeit und
Differenzierbarkeit. Dabei behandeln wir neben wichtigen Regeln fiir die Ablei-
tung einer Funktion auch Folgen und Reihen von Funktionen, was uns wiederum
einen Zugang zu bekannten elementaren Funktionen wie der Exponential- oder
der Logarithmusfunktion ermdglichen wird.

7.1 Stetige Funktionen

Wir hatten in Kapitel 3 in Definition 3.14 ,streng monotone Funktionen f :
D C R — R“ definiert. Fiir diese gilt:

Satz 7.1. Seien ST C R und f : S — T eine streng monotone Funktion.

Dann ezistiert f~1 und ist wiederum streng monoton.
Beispiele 7.2. (i) Die Funktion f : R — R{, x — f(z) := 22 ist streng
monoton fallend in (—oo,0] und streng monoton wachsend in [0, 00).

(ii) Die Funktion
x firz € QNJ0,1]

f:[O,l]CRHR,me(x)::{l_x fiir € [0,1]\ Q"
ist bigektiv, aber nicht monoton. Strenge Monotonie ist also nur ein hin-

reichendes, aber kein notwendiges Kriterium fiir die Umkehrbarkeit einer
Funktion.

(iii) Die Sprungfunktion f : R — R, z +— [z], wobei [z] := max{z € Z| z < =}
die ,Gaufklammer' von x“ bezeichnet, ist monoton, aber nicht streng

LCarl Friedrich GauB, 30.4.1777 — 23.2.1855

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 17,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011



48 7 Funktionen einer reellen Verdanderlichen

monoton und nicht umkehrbar.

Wir werden uns hier mit verschiedenen Unterrdumen des Vektorraums der
Funktionen einer reellen Verénderlichen beschéftigen.

Definition 7.3. Seien S,T C R und F(S,T) die Menge aller Abbildungen
f:S —T. Wir erkliren fir f,g € F(S,T):

(f+9)(z) = f(x) + g(x) und

(af)(z) = af(x) fir a € R.

Fir T = R wird damit F(S,T) zu einem Vektorraum iiber R.
Bevor wir den Unterraum der stetigen Funktionen einfithren, wollen wir noch
einige andere Beispiele fiir Unterrdume angeben.
Beispiele 7.4. (i) Die Menge

B(S,T):={feF(S,T)Fc=c(f)>0:Ver e S:|f(x)] <c}

ist der Unterraum der ,beschrinkten Abbildungen®.

(i) Die Menge
COUS,T) = {f € F(S,T)Fc =c(f) > 0 Va,y € S : |f(x) — f(y)| <

clz —yl}
ist der Unterraum der ,Lipschitz?-beschrinkten (oder: Lipschitz-stetigen)“
Funktionen.

(iii) Die Menge aller Polynome bildet einen Unterraum.

(iv) Die Menge aller monoton wachsenden Funktionen bildet keinen Unter-
raum.

Nun jedoch zum Unterraum der stetigen Funktionen:
Definition 7.5. f € F(S,T) heifst ,stetig in g € S* : &
Ve>0 30>0 Vzesl, |x—x<d: |[f(zx)—f(zo)l<e.

Bemerkung 7.6. Nach obiger Definition ist f € F(S,T) ,unstetig in g € S*,
wenn gilt:

Je>0 V6>0 el |v—zo|<d: |f(x)— flzo)| >e.

Beispiele 7.7. (i) Die Funktion f : R — R}, x — f(z) = |z| ist stetig in
allen xy € R, da |f(x) — f(z0)| = ||z —|zol| < |x—zo|; wihle also 6 = ¢.

(ii) Die ,Heaviside3-Funktion®

1 firax>0,

H:R—R, xHH(‘”)::{o fiir < 0.

ist unstetig in xo = 0, denn fir jedes x < 0, |z| < 0 ist|f(x)—f(zo)| = 1.
Der Punkt zg = 0 ist eine ,, Sprungstelle“ der Heaviside-Funktion.

2Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, 18.5.1832 — 7.10.1903
30liver Heaviside, 18.5.1850 — 3.2.1925
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(i) Sei £+ (=1,1) = R, @ f(@)i= { S00/0 0 FT 7

(wir werden die Sinus-Funktion spdter noch einmal definieren).
Wir zeigen die Unstetigkeit dieser Funktion in xg = 0.
Sei x,, : fiir n so grof, dass |x,| < 0 fiir ein gegebenes §. Dann

18t
. (2n+1
() = f(wo)| = | sin (=) | = 1.
Diese Funktion ,oszilliert fir  — 0.

(i) Sei £+ (-1, = R, o fla):= {17 SrEED

_ 2
- (2n+1)7w

Die Funktion f ist unstetig in xo = 0; fiir x # 0 ist
[f(x) = f(zo)| = |3 > 1.

Im Punkt xq = 0 ist die Funktion [ , singuldr®.

Definition 7.8. FEine Funktion f € F(S,T) heifit ,stetig in S“, wenn sie in
allen Punkten x € S stetig ist.
Schreibweise: C(S,T) := C°(S,T) := {f € F(S,T)|f ist stetig in S}.

C(S,R) ist mit der in Definition 7.3 erklidrten Addition und skalaren Multipli-
kation ein Vektorraum.

Wir gehen nun auf den Zusammenhang zwischen der Definition der Stetigkeit
und des Grenzwertbegriffs ein.

Definition 7.9. Sei a ein Hiufungspunkt von S und f € F(S,T) oder f €
F(S\A{a},T). _
Dann heifit b € T ,,Grenzwert von f an der Stelle a (b =lim,_, f(z))“ &

V(zp)nen mit z, € S\ {a} fir allen aus N und z,, — a: lim f(z,)=">.

n—o0

Bemerkung 7.10. In obiger Definition ist nicht gefordert, dass f in a definiert
ist, insbesondere muss nicht gelten: f(a) = b.

2 .
Beispiel 7.11. Sei f: (—1,1) = R, =z — f(z) := ;U ;Z:iig’

Dann istlim,_.o f(z) =0 # f(0). Auferdem istlim, ~ f(x) =1 der , linksseitige
Grenzwert®; f ist in x =1 nicht erkldrt.

Es gilt der folgende Zusammenhang;:

Satz 7.12. Sei f € F(S,T). Dann gilt:

frist in xg € S stetig < lim f(x) = f(xo).

Tr—Xo
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Beweis: Zu beweisen ist nur etwas fiir den Fall, dass g Haufungspunkt von S
ist. Sei also z¢ Haufungspunkt von S.
,="“: Sei x, € S mit lim,, . z, = xg, d. h.:

V6 >0 3ng(d) no:=no(d) Yn >ng: |z, — x| < 4.
Da f stetig in xg ist, gilt auflerdem
Ve>0 3d(e) >0 Vx el |zv—ao| <de):|f(z)— flzo)| <e.

Zu £ > 0 wihle nun n(d(e)) so groB, dass fiir alle n > n(d(e))

|z, — x0| < 6(e) ist, also | f(zn) — f(xo)| < €. Dies ist aber gerade die Behaup-
tung.

,<=“ Annahme: f ist nicht stetig in zq, d. h.

Je >0 Vo >0 3z, z#xo,|x—x0| <0:|f(x)— f(zo)| > €.

Fiir 6 := L folgt hieraus: 3(zy,), zn # 2o, [Tn — zo| < L |f(20) — f(w0)| > &
Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Voraussetzung. O
Der eben bewiesene Zusammenhang zwischen Stetigkeit und der Existenz eines
Grenzwertes kann auch zur Definition einer stetigen Ergidnzung einer Funktion
genutzt werden.

Definition 7.13. Sei f € F(S,T), sei a ¢ S ein Hiufungspunkt von S und
existiere lim,_., f(z) =: f(a). Die fortgesetzte Funktion

Fesvta T o fo={ ) frase

r—a

heifst ,stetige Erginzung® der Funktion f. Existiert nur der Grenzwert fir x >
a (bzw. x < a), so sprechen wir von einer ,stetigen Erginzung von rechts (bzw.
von links)“.

Satz 7.12 liefert ein niitzliches Stetigkeitskriterium. So sieht man sofort ein:

Hilfssatz 7.14. Seien f € F(S,T) und g € F(T,U), und sei f stetig in xg € S
und g in f(xg) € T. Dann ist die Verkniipfung g o f stetig in xy.

Wir beweisen nun einige allgemeingiiltige Aussagen iiber stetige Funktionen.

Satz 7.15. Seien K C R kompakt und f € C(K,R). Dann ist der Wertebereich
R(f) kompakt, insbesondere ist f also eine beschrinkte Funktion.

Beweis:

1. Wir zeigen: R(f) ist beschrinkt.
Annahme: R(f) ist unbeschrinkt. d. h. insbesondere: Vn € N Jz,, € K :
|f ()] > 7.

Wihle aus der Folge (z,,) eine gegen einen Grenzwert xy € K konvergente
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Teilfolge (x],) aus, was wegen der Kompaktheit von K moglich ist.
Dann gilt fiir n > ng := 2+ [|f(x0)]] :
[f(@5,) = f(@o)| = [f ()] = [f (o) > n — [f(xo)| 21,

was im Widerspruch zur Stetigkeit von f im Punkt z steht.

2. Wir zeigen: R(f) ist abgeschlossen.
Sei yo Haufungspunkt von R(f); sei (z,), x, € K, eine Folge mit f(x,) —
yo. Wéhle aus dieser Folge eine gegen einen Grenzwert xy € K konver-
gente Teilfolge (z,) aus. Dann gilt fiir n — oo:

yo — f(xy,) — f(xo),
d. h. yo € R(f). 0

Aus diesem Satz folgt sofort, dass eine stetige Funktion auf einer kompakten
Menge ihre Extremwerte annimmt. Wir definieren:

Definition 7.16. Sei f € F(S,R) von oben (unten) beschrinkt und sei I C S.

(i) Dann heifst

SLé[I)f(x) =sup{y|Fr € [ : y = f(x)} (;;reﬂ;f(x) =inf{y|3z € I : y =

f(@)})
das ,Supremum (Infimum) von f in I*.
(i) Dann heifst
M = max f(z) (m :=min f(z))
das ,Mazimum (Minimum) von f in I ¥, wenn gilt:
i) M =sup f(z) (m= Helflf(.r)) und
zel r
it) 3wg € I : f(wo) =M (f(zo) =m).

Zur Illustration des Unterschieds zwischen einem Supremum und einem Maxi-
mum dient das

—x?  firx#0

—1/2 firz=0"

ist sup f(x) = 0, das Supremum wird jedoch nicht als Maximum angenommen,
€S

Beispiel 7.17. Fir S :=[0,1] und f: S - R, x — f(x) := {

und ;ggf(x) = Ixnelglf(x) =—1.

Folgerung 7.18. Seien K C R kompakt und f € C(K,R). Dann existieren
max f(z) und mi}r(l f(z).
re TE

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus der Kompaktheit von R(f). O
Stetige Funktionen nehmen nicht nur ihre Extremwerte an, sondern auch alle
Zwischenwerte.
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Satz 7.19 (Zwischenwertsatz). Seien I := [a,b] C R und f € C(I,R) mit
f(a) <0 und f(b) > 0. Dann existiert ein xo € (a,b) mit f(xg) = 0.

Beweis: Definiere M := {z € [a,b]|f(x) < 0}. Offensichtlich ist M eine nicht-
leere beschrinkte Menge.
Sei xg := sup M.

1. Annahme: f(z9) < 0.

Wiihle € so, dass 0 < ¢ < —@ und d(¢) > 0 so, dass fir z € I
mit |z — zo| < § : |f(z) — f(xo)| < € ist. Dann ist (insbesondere) fiir
T = X9+ (5/2

F(@) = f(@) = f(w0) + f(z0) < e+ f(xo) < H52 <0,

was im Widerspruch zur Definition von M steht.

2. Annahme: f(x¢) > 0.
Dann existiert eine Folge z,, € M mit x,, — xo und f(z,) — f(zo) fir
n — oo und f(z,) < 0; also muss f(zg) < 0 sein, was der Annahme
widerspricht. O

In allgemeiner Formulierung lautet der Zwischenwertsatz wie folgt:

Satz 7.20. Seien I := [a,b], f € C(I,R) und z € R mit f(a) < z < f(b).
Dann gibt es ein xg € (a,b) mit f(xg) = 2.

Beweis: Die Funktion g, definiert vermoge g(x) := f(x) — z fur « € I, erfiillt
die Voraussetzungen von Satz 7.19. Sei xy € (a,b) eine Nullstelle von g; dann
ist f(xz0) = =. O
Wir werden nun gleichméBig stetige Funktionen definieren. Ein Beispiel fiir
diese sind die Holder*-stetigen Funktionen.

Definition 7.21. Eine Funktion f € F(S,R) heifit ,Hélder-stetig zum (mit)
Hélderexponenten o € (0,1]%, wenn gilt:

Je>0Va,y € S |f(x) — f(y)] <z —y[™
Schreibweise: f € CY*(S,R).

Fiir @« = 1 erhalten wir den bereits bekannten Raum der Lipschitz-stetigen
Funktionen.

Definition 7.22. FEine Funktion f € C(S,R) heifst ,gleichmdfig stetig in S “
=

Ve>0 30 >0 Vege S Ve el |z—xo| <d:|f(z)— flzo)] <e.
Beispiele 7.23. Sei S := (0,1).

(i) Die Funktion f, f(x) := 22 ist gleichmdfig stetig in S, denn:
|f(z) — f(zo)| < 2|z — 20| < fiir [z — 0| <d:= 5.

40tto Holder, 22.12.1859 — 29.8.1937
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(i) Die Funktion f, f(z) := % ist stetig, aber nicht gleichmdfig stetig in S.
Beweis: Zu zeigen ist: 3¢ > 0 V6 > 0 Jz,y € S, |z —y| < : |f(x) —
) = e

Wdhlef = 1, n Z %7 Ty = %7 yn =
und |f(zn) = f(yn)l =n = 1.

Fiir gleichméBig stetige Funktionen gilt:

1.

5 dann ist |z, —yn| = 5 <0

Satz 7.24. Sei die Funktion f : S — T gleichmifig stetig. Dann kann sie
stetig auf S fortgesetzt werden.

Beweis: Seien a ¢ S ein Haufungspunkt von S und (z,,), z,, € S, eine Folge mit
T, — a fir n — oco.

1. Beh: f(a) :=lim f(z,) existiert.
Bew: !
Da (z,,) konvergiert und f gleichméBig stetig ist, gilt:
Vo >0 Ing () Yn,m >n1(0) : |ry — zm| < d und
Ve >0 3d(e) > 0 Vo, zm € S, |2y — | < () & [f(an) — flom)] <€
also
Ve > 0 Ingle) Vn,m > ng(e) : |f(zn) — flzm)| < € fir no(e) =

ny(6(g)).

2. Beh: f ist in S wohldefiniert.
Bew:
Seien (z,) und (z}) Folgen in S mit z,, — a «— z} und f(z}) —
b*, f(x,) — b fir n — co.

Dann ist
0= 0" < b — flan)| + | f(zn) — fai)] + [f(27) — 7| < e fiir n = no(e).
Die Stetigkeit von f in a ist klar. O

Umgekehrt gilt auch:

Satz 7.25. Seien K C R kompakt und f € C(K,R). Dann ist f gleichmdfig
stetig in K.

Beweis: Annahme: f ist nicht gleichméfig stetig, d. h.
Je>0Vo>03dx,ye K, |[z—y|<d:|f(x)— fly)| > e

Somit existieren fiir § := % Zahlen z,,,y, € K mit

o=yl < = wnd () — fl)] >

Wihle konvergente Teilfolgen (z/,) und (y!,) aus, die gegen den Grenzwert z €
K konvergieren (dies ist moglich aufgrund der Kompaktheit von K).
Definiere nun fiir n € N : 29,1 := y),, 29, := 2,. Dann gilt z,, — z fiir n — co
und

Je >0 Vng In,m >ng : |f(zn) — f(zm)] > &,
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namlich z. B. n := ng, m :=ng + 1.

Das bedeutet aber, dass (f(z,)) keine Cauchy-Folge ist, was der Stetigkeit von
f widerspricht. O
Nun soll die Stetigkeit der Umkehrabbildung einer stetigen Funktion untersucht
werden.

Wir hatten in Satz 7.1 bereits das hinreichende Kriterium der strengen Mono-
tonie fiir die Existenz einer Umkehrfunktion gefunden. Fiir stetige Funktionen
gilt auch die Umkehrung:

Satz 7.26. Ist f € C([a,b],R) injektiv, so ist f streng monoton.
Beweis: Sei o. B. d. A. f(a) < f(b). Dann ist f(a) = I[nibr}lf, denn wenn es

ein ¢ € [a,b] gédbe mit f(c) < f(a), so gidbe es nach dem Zwischenwertsatz ein
d € [c,b] mit f(d) = f(a), was der Injektivitit der Funktion widerspréche.
Wenn es nun z1, 22 € [a,b],x1 < x2, mit f(x1) > f(z2) gibe, so wiirde wie-
derum ein z € [a,x1] existieren mit f(z) = f(x2), was der Injektivitidt der
Funktion widerspréche. O
Fiir die Umkehrabbildung einer stetigen Funktion gilt nun:

Satz 7.27. Seien S C R offen und f € C(S,R) eine injektive Funktion. Dann
ist die Abbildung f=1 : R(f) — S stetig.

Beweis:

1. Sei zunéchst S kompakt.
Annahme: f~! ist nicht stetig in yo = f(x0).
Wiéhle dann vy, = f(x,) € R(f) so, dass |y, — y| < % und |f~Y(y,) —
7 (yo)| > ¢ fiir ein gegebenes ¢ > 0 ist. Whle aus (2,,) = (f~'(y»)) eine
konvergente Teilfolge (z],) aus; sei x € S ihr Grenzwert. Es ist « # x¢, da
|z, — xo| > €, aber f(x) = nlLII;O f(2]) =yo = f(xo), was der Injektivitit

der Funktion widerspricht.

2. Sei nun S offen.
Zu yo = f(xg) € R(f) wéhle [a,b] C S mit 9 € (a,b). Es folgt die
Stetigkeit von f~! im Punkt 3 aus dem ersten Teil des Beweises.

Zum Abschluss dieses Kapitels iiber stetige Funktionen geben wir noch eine
zur Stetigkeit dquivalente Bedingung an (die haufig auch zur Definition von
Stetigkeit benutzt wird).

Satz 7.28. Sei S C R offen und f : S — R eine Abbildung. Dann sind
dquivalent:

(i) f € C(S,R).

(ii) U C R offen = f~Y(U) ist offen.

Beweis: (1) = (ii)“:
Seien U C R offen, zg € f~1(U) und yo € U mit f(zg) = yo. Wihle € > 0 so,
dass B(yo,e) C U ist. Aus der Stetigkeit von f folgt:



7.2 Funktionenfolgen 55

30 > 0 Va € B(xo,0) : f(z) € B(yo, &) und B(x,d) C S.

Also ist B(xg,d) C f~1(U), und somit ist f~1(U) offen.

(i) = ()"

Seien yp € R und € > 0. Dann ist f~!(B(yo, €)) nach Voraussetzung offen, d. h.
Ve > 0 Vao € f~Y(B(yo,€)) 38 > 0: B(xg,0) C f~Y(B(yo,¢)).

Also gilt: Ve >0 35 > 0 Vo € B(zp,6) NS : f(z) € B(yo,e).

Dies ist aber gerade die Definition von Stetigkeit. ad

7.2 Funktionenfolgen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Funktionenfolgen und untersuchen,
inwieweit sich die Eigenschaften der Glieder einer konvergenten Funktionenfol-
ge auf die Grenzfunktion iibertragen.

Nach Definition 3.1 ist eine ,Funktionenfolge* eine Abbildung von N nach
F(D,R),n — f, wobei D C R sei.

Wir unterscheiden punktweise und gleichméfige Konvergenz einer Funktionen-
folge:

Definition 7.29. (i) (fn)n heifit ,in D punktweise konvergent® oder einfach
Lkonvergent® : <
Ve € D : (fn(z)) konvergiert in D.

(ii) (fn)n heifit ,in D (punktweise) konvergent gegen eine ,Grenzfunktion®
feFD,R“=
Ve € D: fo(x) — f(z).

Beispiele 7.30. (i) Seien D :=[0,1] und f,(x) := a™ fir x € D.
Dann konvergiert ( f,)n punktweise gegen

f(x)::{o firo<z<l1,

x  firx=1.

(ii) Seien D :=[0,2] und

nx fir0<z<1/n
fol):=¢2—nx  firl/n<x<2/n
0 fir2/m <ax <2

(fn) konvergiert punktweise gegen f(z) :=0 fir z € D.
Definition 7.31. (f,), heifst ,in D gleichmdifig (Cauchy-) konvergent® : <
Ve >0 3ng Yn,m >ng Ve € D : |fu(x) — fm(z)| <e.

Analog wird die gleichmdifige Konvergenz einer Funktionenfolge gegen eine
Funktion f definiert.
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Beispiele 7.32. (i) Seien D, f,, und f wie in (i) in den Beispielen 7.50.
Die Konvergenz der Funktionenfolge gegen f ist nicht gleichmdfSig.
Beweis: Zu zeigen ist: 3¢ > 0 Vng In,m > ng I € D : |fy(z) —
fm(x)| > €. )
Wiihle € := i, n=ng, m=2ng und x := (15)7
Dann ist |fu(z) = frm(@)| = 2" — 2™ = |(3)" = (3)*| =

(ii) Seien D, f, und f wie in (ii) in den Beispielen 7.30. Auch diese Konver-
genz ist nicht gleichmdfiig, denn fir e :== 1, n := ng, m := 2ngy und
x = 7710 gilt : |fo(z) — fr(x)| =1 =0 =1>¢.

=

Y

g.

2

(iii) Seien D := R und f,(z) := 135 fiir * € D. Dann ist fir alle x € D :
|fn(2)] = il+ < L was impliziert:
Ve>0 3ng VYn>ng VYoeD:|fu(r)—0] <L <e firng > 2;
somit konvergiert die Funktionenfolge gleichmdfiig gegen f(x) := 0 fiir
reD.

" fir0<z< %,
1 sonst.

(iv) Seien D :=R und f,(z) := {

. L _Jo  firo<z<j

(fn) konvergiert gleichmdiflig gegen f(x) := {1 sonst .
denn fiir beliebiges x € D ist
1\
_ < (Z
fal@) = @) < (3) <=

fiirn > ng(e).

Die Beispiele zeigen, dass die Stetigkeit der Glieder einer konvergenten Funk-
tionenfolge nicht zu gleichméfiger Konvergenz fiihrt. Wenn eine Folge stetiger
Funktionen gleichméfig konvergiert, so bedingt dies jedoch die Stetigkeit der
Grenzfunktion, wie wir beweisen werden.

Definiere fiir f € B(D,R) :
[flloo := sup [f(x)].
zeD

Hilfssatz 7.33. Die Abbildung
I llsc : BID,R) = Rg, f | fllos

ist eine Norm; somit ist (B(D,R), || |lco) €in normierter Raum mit || f - gllcc <

[flloo - 1glloo-

Die gleichméfige (Cauchy-)Konvergenz einer Funktionenfolge schreibt sich so-
mit wie folgt:
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Bemerkung 7.34. Sei (fn)n, fn € B(D,R), eine Funktionenfolge. Dann gilt:
(fn)n ist gleichmiflig Cauchy-konvergent < Ve > 0 Ing Yn,m > ng : |[fn —

fmlloo <e.
Analoges gilt fiir gleichmdfige Konvergenz.

Fiir Folgen aus C'(D,R) gilt nun speziell:

Satz 7.35. Sei (fu)n, fn € C(D,R) eine gleichmifsig gegen f € F(D,R)
konvergente Funktionenfolge. Dann ist f € C(D,R).

Beweis: Seien € > 0 und xy € D gegeben. Wihle n € N so grofl, dass gilt:
|fn(x) — f(2)| < § fiir alle 2 € D, was wegen der GleichméBigkeit der Konver-
genz moglich ist. Da die Funktionen f,, insbesondere in zq stetig sind, gibt es
ein 6 > 0 so dass fiir x € D |z — x| < 0 gilt: |fn(x) — fu(zo)| < /3.

Das heifit also: Voo € D Ve >0 30 > 0 Va, |z —zo| < 0 :

(@) — (20)] < 1F@) — Fa(@)] + | fa(@) = falwo)| + [fulzo) - (o) <2 O

Ebenso beweist man:

Satz 7.36. Seien f, € C(D,R) gleichmdfig stetige Funktionen und konvergiere
(fu)n gleichmiftig gegen f € F(D,R). Dann ist f eine gleichmdifig stetige
Funktion.

Insbesondere folgt hieraus:
Folgerung 7.37. Fir K C R kompakt ist C(K,R) vollstindig bzgl. || - ||cc-
Bemerkung 7.38. Auch der Raum B(D,R) ist vollstindig bzgl. | - ||co-

Eine spezielle Art von Funktionenfolgen bilden die Reihen mit Funktionen als
Summanden; wir werden diese in Kapitel 9 ausfiihrlich diskutieren.
Wir wollen hier nur kurz andeuten, wie sich die bekannten Ergebnisse iiber-
tragen lassen.
Sei also (fy)n eine Funktionenfolge, f, € F(D,R), und s, := > f; die n-te
j=1
oo
Partialsumme. Offensichtlich ist s, € F(D,R). Die Reihe ) f; konvergiert
=1
! oo
genau dann punktweise, wenn (s,), punktweise konvergiert; die Reihe ) f;
j=1
konvergiert genau dann gleichméfig, wenn (s,,),, gleichméBig konvergiert.
Es gilt:

Satz 7.39. Seien f, € F(D,R),n 6 N, mit ||fulloo < ¢n. Dann gilt: Wenn
Z cn konvergiert, dann konvergiert Z fn gleichmdfsig.

n=1 n=1

Wir beenden dieses Kapitel mit zwei Beispielen.

Beispiele 7.40. (i) Sei ((z) := Z =, x > 1, die ,Riemannsche Zetafunk-

nT

n=
tion“. Die Reihe konvergiert glezchmaﬂig in jeder Menge
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= {m| c} tir c> 1, denn:
V:U €D.: 5 < z-=1cp und
00 oo 27 + —1 00 1
Z Cn = Z Z n1< Z 2 2<J Z (2(:11)9' = 2(:271_1 < o0.
n=1 j=0 n=27 7=0
In (1, ) liegt punktwezse aber keine gleichmdjige Konvergenz vor, in

x =1 divergiert die Reihe.
(ii) Potenzreihen (vgl. Kapitel 9):
Potenzreihen haben die Gestalt Y anx™ mit Koeffizienten a, € R (oder

n=1
C).
Es eristiere a := lim ¥/|a,|. Definiere r = 1/a fiir a # 0 und r := oo fiir
a=0.
Dann gilt:

(1) > anx™ konvergiert absolut fir x € B(0,r).

(2) > anx™ konvergiert absolut und gleichmdfig fir x € B(0,c¢) fir 0 <
c<r.

Beweis:

(1): Sei xz € B(0,7) und —f(ﬁ—a)>0

Wihle no(e) so grofs, dass fir alle n > ng: {/|an| < a+e.
Dann gilt fur n>mng:

Vlap - = |z| /]an| < |z|(a+¢) < ;j;g < 1.
Die absolute Konvergenz der Reihe folgt nun aus dem Wurzelkrite-
TIUM.

(2): Fir x € B(0,c) mit ¢ <r ist |apz™| < |ay|- ™
Die Reihe ) |ay|c™ konvergiert nach (1).
n=1

7.3 Elementare Funktionen

In diesem Kapitel werden wir uns mit der Exponentialfunktion, dem Sinus,
dem Cosinus, mit deren Umkehrfunktionen und mit den Hyperbelfunktionen
beschéftigen.

7.3.1 Die Exponentialfunktion und der Logarithmus

Die Exponential- (oder e-)Funktion wird definiert als

oo xn
exp(x) := Z )
n=0

fir x € R.

Hilfssatz 7.41. (i) Die Reihe exp(z) konvergiert absolut und gleichmdifsig
in jedem Intervall [—R, R).
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(ii) Es ist exp(0) =1 und exp(1) = e.
(#ii) Die Funktion x — exp(x) ist stetig in R.
Beweis:

(i) Fiir |z| < R ist

N L R_1 .
i B < < -<1f > 2R,
(n+1)! n! n+l " n+17 2 =

und somit ist das Quotientenkriterium anwendbar.

n
(iii) Die Partialsummen s, := ) % sind stetige Funktionen, und somit folgt
k=0
die Behauptung aus der gleichméfligen Konvergenz der Reihen auf jedem
beliebigen Intervall [—R, R]. O

Satz 7.42 (Additionstheorem). Fir alle x,y € R gilt:

exp(z) exp(y) = exp(z + y).

Der Beweis des Additionstheorems verwendet das Cauchy-Produkt von Sum-
men und ist technisch etwas aufwandiger, wird hier aber weggelassen. Aus dem
Additionstheorem folgt:

Folgerung 7.43. Fir alle v € Q gilt: e* = exp(z), und mit e* := exp(z) fir
x € R\ Q wird x — e® eine stetige Funktion.

Mit dieser Folgerung ist auch der Name Exponentialfunktion gerechtfertigt.
Beweis: Zunéchst folgt aus dem Additionstheorem direkt:

exp(n) = e" und exp(—n) =e~ " Vn €N, da exp(—n) - exp(n) = exp(0) = 1.
Da (exp(1))" = exp(1) = e ist, ist auch exp(L) = e . Hieraus folgt die Be-

hauptung fiir alle rationalen Zahlen x € Q. O

Die e-Funktion e : R — RT, 2 + €% ist streng monoton wachsend und
R(e) = RT. Thre Umkehrfunktion

In:RT =R, y—Iny:=x

mit e = y heiflit ,logarithmus naturalis“ oder , Logarithmus zur Basis e“.
Fir a > 0 und # € R definieren wir a® := e*®. Allgemein bezeichnet der
,Logarithmus zur Basis a“ fiir a > 0, a # 1, die Umkehrfunktion der Abbildung
z+— a”, d. h. fiir a > 0,

logOL:]RJr —R, y—log,y:=2

mit a” = y. Es gelten folgende Rechenregeln:



60 7 Funktionen einer reellen Verdanderlichen

Hilfssatz 7.44. Seien a,b,y,y1,y2,a € RY, a,b# 1. Dann gilt:
(i) log,(y1y2) = log, y1 + log, y2,
(ii) log,(y*) = alog, y,

_ logyy
(iii) log, y = Tog. 0"

Die Exponentialfunktion kann auch auf C erklédrt werden:

)
z
e:C—C, z— exp(2) ::ZH::eZ.
n=0
Wie zuvor konvergiert die Reihe gleichméfig auf jeder beschrankten Kugel
B(0,R) C C. exp ist eine auf C stetige Funktion und fiir z = = + iy gilt:
e? = e%e, wobei

iy > (Zy)n & n 2n+l
V=2 S =200 74”2 2n—|—1)

n=0 n=0

ist.

7.3.2 Sinus, Cosinus und Hyperbelfunktionen
Definiere die Funktionen ¢: R — R, s : R — R durch

c(y) == nzz:o(—l)" (gm' und
> 2n+1
s(y) = Z(—l)"@yn:l)! fiir y € R.

n=0
Wir werden zeigen, dass diese Funktionen den klassischen Funktionen Sinus
bzw. Cosinus entsprechen.

Hilfssatz 7.45. Die Funktionen s und c sind stetig und haben die folgenden
Eigenschaften: Vx,y € R:

(i) c(0)=1, s(0)=0

(it) c(—z) = c(z), s(—z)=—s(x)

(iti) c(z +y) —C(CC)C(?J) s(z)s(y), s(z+y) = s(@)c(y) + s(y)c(z)
(iv) *(x) +s%(x) =1

Wir erinnern an die klassischen Funktionen Sinus und Cosinus:

Fiir (z,y) € R? (bzw. x + iy € C) in der ,,GauBschen Zahlenebene“ bezeich-
ne ¢ den Winkel zwischen den Vektoren (z,y) und (1,0). Der Winkel wird
traditionell in Grad gemessen, d. h. (0° < ¢ < 360°) (zum Bogenma$ s.
u.). Bezeichne r := (/22 4+ y? die Liange des Vektors (x,y). Dann definiere
sing:= % und cosy =%

Wir werden jedoch — wenn nicht ausdriicklich anders gesagt — die Winkel im
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Bogenmafl messen. Bezeichne m = 3,1415... den ,Inhalt“ des Einheitskreises

und sei
21

3600
der ,,Bogenldngenparameter®, wobei |G| den ,Inhalt* des Kreissektors

90:2|G¢|

Gy ={(rny) 0<r<1, 0<¢<¢p}

bezeichne.

Fir r = 1 ist also cos(2|G,|) = =, sin(2|G,|) = y, und somit coss = =
und sins = 4
Man kann nun mit klassischen geometrischen Argumenten zeigen, dass die

Funktionen sin und cos stetig sind und die Eigenschaften (i) — (iv) aus Hilfssatz
7.45 besitzen.

Wir wollen nun die Funktionen cos und sin mit ¢ bzw. s identifizieren. Die
Reihenentwicklung von c(x) zeigt, dass

c(m)—(1—§>+(i—§)+'~ %>Ofurm€[01}und
= (-5 ) -G~ () -

6 10
_:1% _%(1_ 71-18) io'( )

<0

ist, so dass ¢ in (1,2) (c ist stetig, der Zwischenwertsatz ist anwendbar) eine
Nullstelle haben muss.

Sei v := inf{zx > 0| ¢(z) =0} ; dann ist « die kleinste positive Nullstelle, und
esist 1 <o <2.

Nun ist s(2a) = 2s(a)c(a) = 0 und s(«) = 1, denn:
s(a) € {1,-1}, da s*(a) =1
ist, und fir 0 < x < 2 ist

Fiir € := 2§jl,k,n € N beliebig, gilt:

c(€a) = cos(¢5) und s(€a) = sin(¢3);
dies beweist man mit Hilfe der Additionstheoreme und vollstdndiger Induktion.

Da die Menge {z € R| Jk,n € N: z = 2’;—#} dicht in [0,00) liegt, folgt
hieraus, da die Funktionen stetig sind:

Vo € RY : c(az) = Cos(ggz/;)7 s(ax) = Sin(gx).
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Die gewiinschte Indentifizierung ist bewiesen, wenn wir nun noch zeigen:

T
o= —.
2
Dies wird folgen aus
sin(Zx

limM:a und limM:z.
z—0 O z—0 € 2
x#0 x#0

Ersteres folgt aus der Reihenentwicklung von s:
s(ar) = ax + G (x) mit G stetig, G(0) = 0.

Letzteres folgt aus elementaren geometrischen Uberlegungen:

2
C
.................................... B
\ )
a
T\ A _
0 B’ 1

Abbildung 7.1: sin(z)/z — 1 fiir x — 0.
Es gilt: .
a=sinx, b=cosx und { = § = 5% (Strahlensatz),

und fiir die Flacheninhalte:
|A(0AB)| < | Sektor (0AB)| < |A(QAC)|

a T c : sin x
<:>§<§<‘§ <:>SID$<$<m
= cosz < SL <] = lim 222 =1

z x—0 T
sin(fz) _ g sin(Fz) T ..
s T2 (3 2 , fir z — 0.
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Somit ist ¢(x) = cosz, sinz = s(x) und insbesondere gilt:

e = cosx + isinz (vgl. Definition der Exponentialfunktion auf C).

Aus dem Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion kann man nun die de
Moivreschen® Formeln herleiten:

cos(np) = Re(cos p + isinp)"
=cos" ¢ (Z) cos" 2 psinfp 4+ ...
sin(ng) = Im(cos ¢ + isin )"

=ncos" - sinp — (g) cos" P p-sindp 4. ..

Die Zahl § kann als kleinste positive Nullstelle der Funktion ¢(z) mit Hilfe ei-
ner Iteration berechnet werden, deren Konvergenz man mit dem Banachschen
Fixpunktsatz (Satz 5.16 zeigt. T : z € [1,2] — T(x) := z + gg € R ist eine
kontrahierende Selbstabbildung des vollstdndigen metrischen Raumes ([1,2],|-|),
und hat als einzigen Fixpunkt die Nullstelle von c.

s

Mit dem Startwert zo = 1,5 erhélt man 5 schon in zwei Schritten mit einer

Genauigkeit von 1077, 7 = 3,14159265. .. Die Funktionen sin und cos sind pe-
riodisch, also nicht injektiv und somit nicht invertierbar. Aber die auf [-7F, 7]
eingeschriankte Sinus-Funktion ist z. B. invertierbar; ihre Umkehrfunktion heift
yarcsin®. Entsprechend verfahrt man mit cos, tan, ... Wir wollen zum Abschluss
noch die ,, Hyperbelfunktionen“ einfithren (in Analogie zu den ,Kreisfunktio-
nen“ Sinus und Cosinus).

Definiere:

cosh: R - Rf, z+ ¢ +2“’7 ,cosinus hyperbolicus® und

. T_ T . .
sinh : R — R, x +— S—— ,sinus hyperbolicus*®.
Es ist
coshz = cos(iz) und sinh z = —isin(iz), und somit cosh® z — sinh® z = 1.

Der Name der Funktion riithrt daher, dass die Punkte (coshz,sinh z) auf einer
Hyperbel liegen.

(Die Punkte auf einer Hyperbel haben die Gestalt (x,va? — 1), x > 1).
Auflerdem gilt hier, ahnlich wie bei der Beschreibung des Winkels ¢ im Ein-
heitskreis durch den Bogenlédngenparameter s bzw. dem Inhalt des Kreissektors
G fiir cos und sin: o = cosh(2|G|) bzw. y = sinh(2|G|), wobei G wie in Abbil-
dung 7.2 gegeben ist.

5 Abraham de Moivre, 26.5.1667 — 27.11.1754
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Abbildung 7.2: Hyperbelsektor

Dies ldsst sich wie folgt berechnen (die Integrationstheorie wird spéter behan-
delt werden): |G| = @m — [y(s)ds = In(z + V2% — 1)
1

= 26 — 3 4 y(2) = cosh(2 - |G]) = S(@ + (@) + sriey) = @

7.4 Differenzierbare Abbildungen

Differenzierbarkeit oder k-fache Differenzierbarkeit sind Eigenschaften, die ste-
tige Funktionen haben kénnen. Je 6fter eine Funktion differenzierbar ist, desto
Helatter oder ,regulidrer ist sie.

Definition 7.46. Seien I C R offen, xg € I und f € F(I,R). f heifit in xq
differenzierbar® : <
f(zo +h) = f(20)

pm h
existiert.
Wir schreiben dann: f'(xqg) := }ILEM oder auch %? = f(x0).
Speziell falls f = f(t), wobei t die Bedeutung der Zeit hat, schreibt man auch
f(t) = f(1).

Ist f fiir alle xg € I differenzierbar, so heifst [ in I differenzierbar®. f' heifst
LAbleitung on f«.

Bemerkung 7.47. (i) Der Ausdruck w beschreibt die Steigung
der Geraden, auf der die Punkte (xo, f(x0)) und (xo+h, f(zo+h)) liegen.
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Der Grenzwert f'(xg) entspricht somit der Steigung der Tangente an die
Funktion f im Punkt xg.

(ii) Wenn xo € R ein Hiufungspunkt von I ist, dann definieren wir entspre-
chend auch links- und rechtsseitige Differenzierbarkeit.

Beispiele 7.48. (i) Seien I = R und f : R - R, z — 2™, n € N. f ist
differenzierbar in R, da gilt:
TR — g n n i n n . n—i
%:%Z (j)hjx i=3 (j)hj 1n—j
j=1 j=1
und somit ist
Jim M= gy gn=l = ().

h—0 h
(i) Seien I =R und f(x) = e*. Dann ist
etth _e” z el—1 T o hi1 x o i1 z z\/
=e? S =e = (1+ ) ) — " = (") .
h h ! J: h J: h—0
Jj=1 Jj=2
Ebenso zeigt man:
elleth) _giw iz eth—1 s AT

0

I e
= —sinx und (sinx)’ = cosx.

und erhdlt (cosx)’

(iii) Die Funktion f : R — R, z + |z| ist im Nullpunkt nicht differenzierbar:

lim £B=FO) _ jiy % =1 und lim £=FO _ iy —% =—1.

AN h IN) h0 h h,0
Die Funktion ist aber links- und rechtsseitig differenzierbar in xg.

Satz 7.49. Sei f € F(I,R) in xy € I differenzierbar. Dann ist f auch stetig
m xg.

Insbesondere werden wir uns fiir stetig differenzierbare Funktionen interessie-
ren:

Definition 7.50. Sei f € F(I,R) differenzierbar in R und sei f' € C(I,R).
Dann heifst f ,stetig differenzierbar in I“. Den Raum der stetig differenzierba-
ren FPunktionen in I bezeichnen wir mit C*(I,R).

C(I,R) ist wieder ein Vektorraum.

Satz 7.51. Seien f und g differenzierbare Funktionen. Dann gilt:
(i) (f+9) =f"+d,
(ii) (f-9) = f'g+fqg,

(iti) Vo, g(x) # 0+ () = — (3.

Beweis: Alle Aussagen folgen aus den Grenzwertsitzen. Zum Beweis von (iii)
benutzen wir, dass g als differenzierbare Funktion auch stetig ist und somit aus
g(z) # 0 folgt, dass g auch in einer Umgebung von x nicht verschwindet. O
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Beispiel 7.52. Sei fir x € R
sin © fir x # 0,
9i(z) = 0 : fiir x = 0.
Die Funktion gy ist in xo = 0 nicht stetig und somit auch nicht differenzierbar.
Die Funktion go mit go(x) := x - g1(x) ist stetig in a:o =0, aber nicht diﬁer@n-

zierbar, denn fiir h, = % ist %ﬁ”) =0, fir ky, = 2n+1 ist gz(k ) =

Die Funktion gz mit g3(x) := 22 - g1 () ist jedoch in xg =0 dzﬁerenzzerbar:
lim gsi(bh) = lim h-sin{ =0, da |sin #] < 1.

h—0 h—o0

Also ist g5(0) = 0.
Fir x #0 ist gj(x) = 22 -sin T — mcos .
Somit ist g4 nicht stetig in xo = 0, also nicht stetig differenzierbar.

Wir werden nun noch ein Beispiel geben fiir eine Funktion, die in R stetig, aber
nirgendwo in R differenzierbar ist.

Beispiel 7.53. Sei f : R - R, z — f(x) = Z {mn , wobei {} : R —
n=0
[0,1/2], z +— {z} = m1%|x — z| ist, liegt in C(R,R), ist aber nirgends diffe-
€

renzierbar.

Beweis: Die Reihe ist gleichméfig und absolut konvergent, da

E |{10”w} 1 1 _ 5
Tor | <510 1710 — 9

und somit ist d1e Funktion f stetig.
Sei x € [0, 1) eindeutig als Dezimalzahl geschrieben: x = 0, 21,25 . ..
Dann ist

. 1
{107z} = 0, Tnt1Zny2 ... fir 0, zpp17p42- - < ?7
1-0, 2p412Tpy2...  fir 0, zpp1®pg2-- > 5

Seien

{ -1 falls x,, =4 oder z,,, = 9
Em =
1 sonst

und hy, 1= g5 Dann ist

o 1= L ) 2 Jl0) 107 S5 [0 4 )} (1072}

hom, Em = 10m 10m
10" N1
= o 2 {107 107 e} — {1072
o™ i L 0 firn>m
. Em — 107 +10"~"™ oder —10"~™  flirn <m

m—1
= Z a, mita, € {£1}.
n=0
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Es ergibt sich:

s1=ap € {—1,41}, sy =ap+a; € {—2,0,2},s3 = ap+a;+ay € {-3,-1,1,3}
usw.; es gilt: sgp, ist eine gerade Zahl und 9,42 ist eine ungerade Zahl. Hieraus
folgt die Divergenz von s,,, was die Nicht-Existenz von f’(z) bedeutet. O
Bei Verkniipfung oder Invertierung (falls moglich) iibertrégt sich die Differen-
zierbarkeit.

Satz 7.54. Seien S, T, U C R offen, f: S —T, g:T — U Abbildungen und
seien [ in xg € S und g in ty := f(xo) € T differenzierbar. Dann ist g o f in
o differenzierbar und es gilt:

(go ) (zo) = (g" o f)(xo) - f'(w0).

Satz 7.55. Seien f: D — R eine Funktion und xog € D, und sei f in einer
Umgebung U(xo) von xo stetig differenzierbar mit f'(xg) # 0. Dann existiert
eine Umgebung V (f(x0)) von f(xo), in der die Umkehrabbildung g := f~1 :
V(f(z0)) — R existiert und stetig differenzierbar ist. Es gilt dann:

!
~ flog’

Beweis: Sei o. B. d. A. f'(x¢) > 0. Wihle eine Umgebung U; (zg) C U(x() von
xo und p > 0 so, dass gilt: f'(x) > p > 0 fir alle x € Uy (xp). Aus der stetigen
Differenzierbarkeit, d. h.:

Ve >0 Jhg(e) >0 Vh €R, |A| < hole) : f/(x) —e < LEHZIE@) o prigy 4 ¢
folgt somit fiir e < p und beliebiges x € Uy (x¢) (da f'(z) > p > 0) :

/

g

flx+h)— f(z) <0 fir h<O0und f(z+h)— f(z) >0 fir h > 0;

also ist f streng monoton wachsend in Uy (zo).
Nach den Sitzen 7.1, 7.26 und 7.27 existiert also g = f~!, ist ebenfalls wieder
streng monoton und stetig.

Wir beweisen nun noch die Differenzierbarkeit von g und die Darstellung der
Ableitung.
Sei yo := f(zo). Dann gilt:

_voth—y _ (fog)lw+h) —(fo9)(¥)

! h h
_ (foeg)o+h) = (fog)y) glyo+h)—g()
9o +h) — 9(yo) h ’

also fiir h — 0:

9(yo +h) —9(yo) _ ((f °9)(yo +h) — (f og)(yo))*1 !
h 9(yo +N) = g(yo) f(9(y0))
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Aus dieser Darstellung folgt auch sofort die Stetigkeit der Ableitung ¢, da f’
und g stetig sind. O
Obiger Satz ermoglicht u. a. die problemlose Differentiation der Arcus-Funkti-
onen (in ihrem Existenzbereich):

Beispiel 7.56. Die Funktion f(x) = sinx ist monoton, stetig und differenzier-

bar in (—g, %) . Sei g ;= arcsin : (—1,1) — (—%, g) thre Umkehrfunktion. Fiir

x = g(y) ist dann:
1 |
cosx \/1—sin2:z: \/1—y2.

7.5 Der Mittelwertsatz und Folgerungen

Zu Beginn dieses Kapitel charakterisieren wir lokale Extrema:

Satz 7.57. Es sei f € F(I,R) in einer Umgebung U(xo) des Punktes xq
differenzierbar, und es gelte

Jho > 0:Y|h| < hg: f(zo+ h) > f(xo).
Dann ist f'(xg) = 0.

Beweis: Wahle p > 0 = M >0= f'(z9) >0

baw. p < 0 = LEt=fo) < = f(2g) <0

= f/(xo) =0 O
Bemerkung 7.58. Der letzte Satz zeigt, dass die Forderung ,f'(xo) = 0

notwendig ist fir die FExistenz eines lokalen Minimums. Analog zeigt man die

Notwendigkeit dieser Forderung fiir die Ezxistenz eines lokalen Maximums. Die
Forderung alleine ist jedoch nicht hinreichend, wie das Beispiel f(x) = 23 in
zg = 0 zeigt.

Satz 7.59 (Satz von Rolle®). Es sei f € C([a,b],R), differenzierbar in (a,b),

und es gelte f(a) = f(b).
Dann gibt es eine Zwischenstelle xo € (a,b) mit f'(x9) =0

Beweis: O. B. d. A. sei f(a) = f(b) = 0 (sonst betrachte man g(z) = f(x) —

f(a)).
Nach Folgerung 7.18 existiert M := r[na}f]c f,und esist M >0, da f(a) =0.

Fallunterscheidung:
1. M = f(z9) > 0=z € (a,b) und f'(z¢) = 0 nach Satz 7.57.
2. M =0 : Betrachte m = r[nig]lf = f(z1) <0 mit 21 € [a,b]:

m < 0=z € (a,b) mit f'(x1) =0 (wiederum nach Satz 7.57).
m=0=f=0= f=0. =

6Michel Rolle, 21.4.1652 — 8.11.1719
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Der gerade gezeigte Satz von Rolle ist eine Vorstufe vom

Satz 7.60 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Es sei f € C([a,b],R)
differenzierbar in (a,b). Dann gibt es ein zo € (a,b) so, dass

f(b) = f(a)

b—a :f/(‘ro)v

d. h. es gibt einen Punkt, in dem die Tangente an die Funktion f dieselbe
Steigung hat wie die Gerade, die durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) geht.

Beweis: Definiere F(z) := f(x) — f(a) — (z — )f(b) fla)

= F(a) = F(b) = 0 und mit dem Satz von Rolle (Satz 7. 59) folgert man:
Jzg € (a,b) mit F'(z9) =0 < f'(x )_w' .

In den Anwendungen tritt der Satz auch in den folgenden dquivalenten Formu-
lierungen auf (Voraussetzungen seien wie in Satz 7.60):

(i) 3zo € (a,0) : f(b) = f(a) + (b—a)f'(z0)
(i) 39 € (0,1) : f(b) = f(a) + (b —a)f'(a+ V(b - a))

(iii) Vz € [a,b],Vh, |h| < hy < min(jz —al,|b—z|) F9 € (0,1):
f(x+h) = f(x)+ hf'(x+ 0h).

Zum Beweis des Mittelwertsatzes musste die Funktion f’ nicht stetig sein, doch
erfiillt sie die folgende Zwischenwerteigenschaft:

Satz 7.61. Sei f € C([a,b],R) differenzierbar in [a,b] mit f'(a) # f'(b). Dann
nimmt [’ in (a,b) jeden Wert zwischen f'(a) und f'(b) an

Beweis: O. B. d. A. sei f'(a) > z > f'(b) und g(z) := f(x) — zz.

Zu zeigen ist nun: Jxg € (a,b) : ¢'(xo) = 0.

Es ist ¢'(a) > 0 > ¢/(b). Da g stetig ist, hat g ein Maximum in einem Punkt
xo € [a,b]. z9 # a, sonst wire g(a) > g(z) fir a < z < b = ¢'(a) < 0.
Widerspruch zu Obigem. zy # b mit analoger Argumentation. Mit Satz 7.57
iiber lokale Extrema folgt nun

g (z0) = 0 und zg € (a,b). 0
Man beachte, dass auch die stetigen Funktionen nach dem Zwischenwertsatz
die Zwischenwerteigenschaft besitzen, dadurch aber wie gesehen nicht charak-
terisiert werden.

Folgerung 7.62. Es sei I C R ein (offenes) Intervall:

(i) f'=01inI < f konstant in I.
Beweis <= klar.
.= “r a1 # w9 € 1, dann gilt mit dem Mittelwertsatz:

T ) _ = f(zo(z1,m2)) = 0= f(x2) = f(x1).

To2—X1
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(ii) Ein differenzierbares F € F(I,R) heifit Stammfunktion zu f € F(I,R) :&
= f (vgl. Kapitel 8). Sind also Fy und Fy Stammfunktionen zu f, so
gilt (Fy — Fy)' =0 und mit (i): Fy — Fy konstant.

(iii) Ist f differenzierbar, dann gilt:
f monoton wachsend < Vx € I: f'(x) > 0.
Beweis: ,, = “:h>0:w >0= f'(z) >0.
,<= 4130 e(0,1): flx+h)— flx) =hf'(x+9h) >0 firh>0=f
monoton wachsend.

(iv) Die Funktion f(x) = 23 — 3z + ¢, ¢ € R beliebig, hat im Intervall [0, 1]
hochstens eine Nullstelle, denn falls: f(x1) = f(x2) = 0 fir x; < 3, so
gibt es ein xg € (x1,x2) mit f'(xo) = 0. Es ist f'(x) = 322 —3. Also muss
23 =1 sein, d. h. xzg = 1 & (21, 32), Widerspruch.

(v) Losung einer Differentialgleichung:
Die Gleichung laute f" = f mit f(0) =c # 0.
Behauptung: f(x) = ce® ist die einzige Lisung.
Beweis: x — ce® ldst das Problem. Sei g eine weitere Lisung, d. h. ¢ = g
und g(0) = c¢. Da f stetig und f(0) = ¢, gilt f # 0 in U(0). Also gilt in

U(0):
(/=% -%=4-%=0
Nach (i): Ik € R : f(zg =k < g(x) = kf(z). Andererseits ist g(0) =

f0)=c#0= k=1 und somit g = f.

(vi) Erweiterter Mittelwertsatz:
Es seien f,g € C([a,b],R) differenzierbar in (a,b) und g(a) # g(b). Dann
existiert ein xo € (a,b) mit J;EZ% g((g)) g’ (x0) = f'(z0)
Beweis: Man geht wie beim Beweis des Mittelwertsatzes vor:

F(x) == f(x) = f(a) = (9(z) — g(a) L5=H4
= F(a) = F(b) =0 = 3z9 € (a,b) : F'(xp) =0.

(vii) Ist die Funktion f mehrfach (hier mindestens zweimal) differenzierbar,
so kénnen wir f ,entwickeln® (spdter bilden wir in dieser Art die ,Tay-
lorreihe” ©).

Sei also f € C*([a,b],R) und f' differenzierbar in (a,b).

2
Definiere F(x) := f(b)— f(x)— (b—z)f'(x) — m@ mit einem noch zu
bestimmenden m € R. Es ist F(b) = 0. Um auch F(a) = 0 zu erreichen,
muss m wie folgt gewdhlt werden:

mi= (f(b) = f(a) = (b= a)f'(0))
Mit dem Mittelwertsatz folgt nun:
Azg € (a,b) 1 0= F'(w0) = —f'(x0) + f'(z0) — (b — x0) f" (w0) +m(b — w0)

(b—a)*

"Brook Taylor, 18.8.1685 — 29.12.1731
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(viii)

(iz)

= (b= o) (m — f"(x0))

=m = f"(xg)
und wegen F(a) = 0 folgt weiter:
(b—a)?

fb) = f(a) + (b= a)f'(a) +

oder allgemein fir ein x mit 9 € (0,1):
h2
flx+h)=f(z)+hf'(z)+ ?f”(x + 9h).

Hinreichende Bedingung fiir (lokale) Extremas:

Es sei U(zo) eine Umgebung von xg, f € C*(U(zo),R) eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion mit f'(z¢) = 0 und f”(z¢) >0 (< 0).

Dann besitzt | in xo ein (lokales) Minimum (Mazimum,).

Beweis: Mit (vii) folgt:

Fwo+h) = F(zo) + "o f"w +0B) > Flao) (< f(ao)) fiir h 0,

wobei fiir geeignetes U(xg) wegen der Stetigkeit von " gilt f"(y) > 0(<
0), falls y € U(zo).

Mit den in (viii) gezeigten hinreichenden Bedingungen fiir Extrema las-
sen sich sogenannte ,Ertremwertaufgaben® l6sen wie zum Beispiel:
Unter allen Rechtecken gegebenen Umfangs hat das Quadrat den grofiten
Flécheninhalt.

Beweis: Sind a,b die Lingen der Seiten, so berechnet sich der Fldchenin-
halt bzw. der Umfang wie folgt

F=a-bbw U=2(a+Dh).

Aus b= % — a ergibt sich:

U U 5
F(a) —a(Efa) =ga~-a
und die notwendige Bedingung
F’(a):%anzo

fiir ein Extremum wird durch ag = % erfillt, was in der hinreichenden
Bedingung
F'(ap) =-2<0

die Existenz eines Maximums in ag beweist. Es folgt weiter: by = % = ag,
also die Behauptung, denn Mazxima am Rande treten nicht auf.
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Zur Berechnung von Grenzwerten, sofern sie existieren, behandeln wir zum
Schluss dieses Kapitels die Regel von de L’Hospital®.

(i) Seien f, g differenzierbar mit f(xo) = g(xo) = 0. Ziel: Berechne lim %,
r—x0
falls der Grenzwert existiert.

O. B. d. A. sel z > xg, g(z) # 0, dann ist:

fl@) _ flx) = flwo) _ f'(2)
g(x)  g(x) —g(xe) g'(t)

mit zg < t < z nach dem erweiterten Mittelwertsatz (siehe (vi) in Folge-

rung 7.62). D. h.: Existiert der Grenzwert hm ! ,8, so gilt:

o 10 @)
S gla) e ga)

Beispiele:

(1) hn}J S‘;w = hn}) °°1” =1.
2) lim €£+e""=2 _ |im
( =0

Tr—

l—cosx 20

= lim £3e " — 9,

r—Q CoszT

sin

(ii) Grenzwerte im Unendlichen: zy = oo (oder —oo)

f@) ) PO L f@)

im =1 = lim = .
z=oo g(x)  t=0g(3) =0 g/(§)(—) e g'(@)

(iii) Seien nun f(xg) = g(xg) = oo (oder —o0) und z1 < = < xg, g(z) # g(x1),

dann gilt wie in (i)
@) = fa) £

9(x) —g(z1) ')
mit 1 <t < < o und es folgt:

flx) f(@) Cg(@) —g(@) ()

g(x)  f(z)— f(z1) g(z) g ()
-9 o
1Lk gt

f(z)
- "(t)
Es existiere v := hm0 IOR
Zu € > 0 wéhle |21 — x| so klein, dass %3 - ’y’ < 5.
Hiermit ist x; festgelegt. Weiter ist
g(z1)
[z rC f(t f(t
O el T PR T U O
g(x) 1- L) g'(t) g'(t)

8Guillaume Frangois Antoine de L’Hospital, 1661 — 3.2.1704
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fiir |z — xo| < 6(x1,¢) = d(e) d. h.: lim Jg‘(m) — lim f’(ac)'

T—T () r—xo 9 ()

(iv) Analoge Regel fiir den Fall: lim f(z) = lim g(x) = oc.

Beispiele:
1
(1) lim zlnz = lim B2 = lim —=- =0,
x—0 r—0 = r—0 T .2
& =t ==0
& —arctan x
(3) lim z(F—arctanz) = lim f = lim ;¥ = 1, wobei man
L—00 r—00 r—00 +

die Ableitung des arctan entsprechend zu Beispiel 7.56 mit Hilfe der
Ableitung der Umkehrfunktion (vgl. Satz 7.55) berechnet.

n x L
(4) lim(1 +$)1/ﬂc i eBER , denn lim w = lim T= = 1,

x—0 z—0 rx—0 rx—0



Kapitel 8

Integration im R!

Worum geht’s? Ziel dieses Kapitels ist die elementare Integration der Klasse
der Regelfunktionen. Dabei gibt es zwei Zugdnge zur Integration: zum einen als
Umkehrung der Differentiation, zum anderen iber die Berechnung von Fldchen.
Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt, dass beide Zugdinge
zum gleichen Integralbegriff fithren. Zur elementaren Integrationstheorie gehoren
auch die Vertauschung von Grenzprozessen, parameterabhingige Integrale und
eine erste Version des Satzes von Fubini.

8.1 Stammfunktionen

Schon in Korollar 7.62 wurde der Begriff der Stammfunktion eingefiihrt, doch
der Vollsténdigkeit halber hier die folgende

Definition 8.1. Sei I C R ein Intervall und F € F(I,R). Dann heifit F
Stammfunktion zu f € F(I,R) :& F differenzierbar mit F' = f.

Aus Korollar 7.62 wissen wir bereits, dass sich Stammfunktionen zu derselben
Funktion f hochstens durch eine (additive) Konstante unterscheiden. Schreib-
weise: F =: [ f =: [ f(z)dz, unbestimmtes Integral von f. Formal wird also die
Differentiation umgekehrt. Da es fiir das Integrieren kein so einfaches Kalkiil
wie fiir das Differenzieren gibt, soll im Folgenden etwas geklért werden, welche
Funktionen (-klassen) Stammfunktionen besitzen.

Im Allgemeinen sind Stammfunktionen elementarer Funktionen keine elemen-
taren Funktionen mehr. Beispiele bekannter Stammfunktionen sind:

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 8,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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f F
1 T
n o "t
x 7n17£ 1 n+1
= In |x|
x
e’ e’
cos T sin x
sin x —CosT
12 tanx
COS“ T
. 2 x 1 . .
wihrend es z. B. zu e*, <, =% ﬁ keine elementaren Stammfunktionen

z
gibt.

Aus den Differentiationsregeln lassen sich die folgenden Rechenregeln fiir das
tiber Stammfunktionen definierte unbestimmte Integral ableiten:

Rechenregeln

(i) [ef =c[ fflirceR, denn (cF) =cF,

i) [(f+g9)=)f+[g, demm (F+G) =F+&,
(i) [f'g+ [fg' =fg, denn (fg)=fg+fg

Dies ist die ,,Regel von der partiellen Integration“. Beispiele hierzu:
(1) [Inz dv=[1-Inz de=alnz— [zl dv=alhz—2
(2)

/sin2x dx = —cosa:sina:—i—/cosZm dx

= —cosxsinx+x—/sin2x dzr

= [sin®z dz = —%(coszsinz + ),

(3) [ze dr = ze® — [e*dx = ze* — e”,
(iv) [ff =3f% demn (f*) =ff
(v) [ 4 =ll|f| fir f#0, denn (n|f]) =L

(vi) [(fog)g =Fog, denn (Fog) =(Fog)g =(fog)d
Dies ist die ,,Substitutionsregel“. Beispiele hierzu:
1) [ze® do = %f(xQ)’exzdm = %ewz,
4

(2) [sin®zcoszdr = [sin® z(sinz)'dr = sin z,

(vii) [a®dr = -, denn es ist (a”) =Ina - a?,

(vii) [ —Lodz = 1Injaz +b], denn es ist (In|az + b))’ =

_a
ax—+b ar+b’
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(ix) Beispiel:

1
G ht: =] ——d fi 0.
esuc / 0 2w e T ir a #
Es ist az? + 2bz + ¢ = a(z — 21)(z — 22), mit 310 = —2 & b2a7ac'

Wir definieren w := v/b? — ac und betrachten die Félle:
(1) w=0:
1 1 1 1 —1
e S _ b
a/(:z:—b)2x a(x—g) ar —b (z#2)

a

(2) we R\ {0}, dh. b* > ac = 1 # x5 reell, und es ist:

1 _ 1 11 a1 1
(x—z1)(x—x2) = T1—T2 \T—21 rz—xo |~ 2w \ x—xq T—xTo

a a | |z — |
Qw(n]x x1| —Injz — x3]) 5 1 PR
a ar +b—Vb%* —ac

(‘T 7& Z1, T 7£ x2)7

= In
2v/b% — ac

(3) w € iR, d. h. b? < ac und w rein imaginiir. Das Resultat aus (2)
lasst sich verwenden, wenn man ins Reelle zuriickrechnet:
w = ip mit p = Vac — b? > 0. Interpretieren wir den Logarithmus
von komplexen Zahlen formal als Umkehrfunktion der komplexen

Exponentialfunktion, so berechnen wir mit a := %fb

1 ar+b—w 1 1 +ia
2ip ar +b+w 2ip 1 —ia
1 a? —2ai—1
:7,111 _—
2ip a?+1
Weiter fOlgt mit z = x 4+ Zy — \/mei arctan%

I = L In ( (042 - 1)2 + 402 67; arctan 11_22‘)‘1)

ar +b+Vb* —ac

2ip 1+a2
20 a? —1)2 + 40?2

= — 1 arctan (Weil \/( ) = 1)
2ip a2 —1 1+ a2
1

= —arctan «,

- _ 4. _ sin2z __ 2sinz P tan z
da fiir z = arctan o gilt: tan 2z = 3057 = S E08E = 2,005 =

2tan z
1—tan? 2"

2z = arctan
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vac — b? vac — b?

was sich durch Differenzieren sofort nachpriifen lasst.

1 b
= I = ———= arctan (W'—) ,

(x) Das Beispiel (ix) fithrt uns zu der allgemeinen Methode der , Partial-

bruchzerlegung*:
Es seien P und Q Polynome vom Grad deg P =: m, deg Q =: n € Nj.

Gesucht ist Pa)
T
I_/Q(x) dx .

Falls m < n, so teilt man mit Hilfe der Partialbruchzerlegung (Umkeh-
rung der Addition von Briichen) den Integranden in Summanden auf,
die im Nenner Polynome niedrigeren Grades (< n) haben und sich dann
einzeln integrieren lassen. Gilt m > n, so dividiert man erst durch das
Polynom im Nenner und behandelt auftretende Summanden der obigen
Form wiederum mit Hilfe der Partialbruchzerlegung.

Beispiele:

(1)

z+1 a b |
= 2a+b 3b = 1
@+3)@+2) x+3+x+2 =  ar+2a+ 0x + T+

Aus Koeflizientenvergleich fiir Potenzen von z erhilt man die Glei-
chungen:

a+b=1 und 2a4+3b=1 =a=2, b=-1.

(Die Berechnung a = L.S. - (x + 3) |4=—3, b=L.S.- (x 4+ 2)[,__,,
wobei L.S. fiir die linke Seite der Gleichung steht, fithrt zum selben
Ergebnis.)

3 —2 _1+2x2—x—2_ 202 — 1 — 2
o(r—1)2 3 — 2224+ x(r—1)2
! A B C
=1+—+

o1 (x —1)2
A=0LS. -z ‘Izo =-2, C=LS(z— 1)2}Zzl = —1 und es muss

dann notwendigerweise B = 4 gelten. (Koeffizientenvergleich fiihrt
hier zu den Gleichungen A+B =2, —2A—B+C =—-1und A = -2
und somit zu den selben Ergebnissen.)

Bei diesem Beispiel bietet sich auch eine direkte Berechnung durch
die aus Folgerung 7.62 bekannte Reihenentwicklung: f(z) = f(1) +

(@ —1)f' (1) + = (1 4 5(2 — 1)) an.
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Hierbei sei also f(z) := 22°=2=2 = Az —1)?+B(x - 1)+ C,

dann ist C' = f(1) = -1, B=f'(1) = (“T’l—w) lo=1 = 4.
Die Berechnungen fiithren nun zu:

% —2 -2 4 -1
A 14+ 2
/x(x—l)de /( T +x—1+(x—1)2>dx

1
=z —2ln|z[+4ln|z - 1|+ —.
r—1

Zusammenfassung

Folgende Funktionen sind (bis jetzt) integrierbar, d. h. wir kénnen eine Stamm-

funktion berechnen: Sei R = % eine rationale Funktion, exp : x — €%, und

id : x — x. Dann ist bekannt:

) | R,

(i) [Roexp = [R(e")dx = [ @emdx =/ @dt o exp mit Substitution

und ( £) wird mit (i) gelost

(iii) [ R(sinh, cosh) : geht analog zu (ii),

(iv) [ R(sin,cos) : geht analog zu (ii) iiber €', oder Substitution mit ¢ =
g(x) = tan 3,
r = 2arctant, dann ist sinz = 1+g 1;92 und ¢’ = %(1 +¢?)

= [ R(sinz,cosz)(z)dx = fR( ¢ ) gz dt o g, was sich wieder-

=9 cos =

14+t27 14¢2
um mit 1) weiter ausrechnen lisst.
1 2
Beispiel: [ ——dx S Zpdiog=1In|t|og = In|tan %],

(v) [ R(id,v/1 —id?)(z)dz = [ R(sin, cos) cos pdp mit der Substitution z =
sin ¢, dann weiter mit (iv),

(vi) [ R(id,v1+id?)(z)dz = [ R(sinh,cosh)coshpdp mit der Substitution
x = sinh ¢, dann weiter mit (iii),

(vii) [ R(id, f) mit f = Vaz? + 2bx + ¢ wird durch az?® + 2bx + ¢ = a(z +
byz 4 # auf (v) bzw. (vi) zuriickgefiihrt.

8.2 Treppenfunktionen und ihre Integrale
Im letzten Kapitel wurde die Integration als Umkehroperation der Differen-

tiation eingefiihrt. Unklar ist aber noch, bis auf die behandelten Beispiele,
fiir welche Funktionenklassen Stammfunktionen existieren. Wir wollen nun die



80 8 Integration im R*

Integration von einer anderen Seite her angehen, nédmlich iiber den Zusammen-
hang mit der Berechnung von Flécheninhalten unterhalb einer Kurve. Ziel ist
der folgende Sachverhalt:

Fir f € F(R,R), f>0,G:={(z,y) eR?|a<ax<b 0<y< f(z)}

b
und F Stammfunktion zu f sei |G| := F(b) — F(a) = [ f =: [ f(z)dx,
(a,b) a
wobei |G| der ,Flicheninhalt“ oder das ,Mafi* von G sei. Diese Definition ist
unabhéngig von der speziellen Stammfunktion, da die mogliche additive Kon-
stante wegen der Differenz wegfillt. Um das Ziel zu erreichen, beginnen wir
mit moglichst einfachen Funktionen. Da sich der Flidcheninhalt eines Rechtecks
aus dem Produkt der Seitenlangen berechnet, erhalten wir fiir die konstante
Funktion f : z — ¢ € R, daB fiir den Flicheninhalt gelten soll: |G| = c(b—a).
Tatsédchlich ist die Stammfunktion zu f gerade

F(z) =cx+const = |G]= / f=F(b)—F(a)=cb—ca=c(b—a).
(a;b)

D. h., in diesem Falle, also fiir konstante Funktionen f, stimmen der elemen-
targeometrische Fldcheninhalt mit dem gerade definierten iiberein. Die néchst
einfachen Funktionen nach den konstanten Funktionen sind die sogenannten
Treppenfunktionen:

Definition 8.2. (i) Fir einn € N heifst Z,, = {xo,x1,...,2,} ,Partition
des Intervalls I := (a,b)“ &
a=zro<x1 < <xTp =>0.

(ii) Ist Z, = {xo,x1,...,2,} eine Partitition des Intervalls I, so heifit f €
F(I,R) , Treppenfunktion®, falls f konstant auf den Intervallen (x;—1, ;)
ist, d. h.:
f |(96171,361) =c¢; € R.

Bemerkung 8.3. (i) Uber die Werte f(x;) wird keine Aussage gemacht.
Man konnte z. B. von rechts stetig auf x; fortsetzen, doch ist dies fiir das
Folgende ohne Belang.

(i) Verschiedene Partitionen konnen dieselbe Funktion f liefern. (Bilde z. B.
neue Partition durch Hinzunahme von zusdtzlichen Punkten x;.)

(iii) Mit f und g sind auch f+g und f-g Treppenfunktion. Man wdhle hierfir
eine Partition, die alle Punkte der Partitionen von f und von g enthdlt.

Durch die letzte Bemerkung kommt man auf die folgende

Definition 8.4. Es bezeichne 7(I,R) C F(I,R) den Vektorraum der Trep-

penfunktionen auf I, der mit der Supremumsnorm ||f|lc = sup|f(z)| zum
xzel

normierten Vektorraum wird. Mit T(I,R) bezeichnen wir die Vervollstindigung
von T (I,R) beziiglich dieser Norm.
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Bemerkung 8.5. Aus Kapitel 7.2 wissen wir, dass die Vektorriume B(I,R),
C(I,R) und C*(I,R) := Menge der gleichmifig stetigen Funktionen aus F(I,R)
vollstandig beziiglich der Supremumsnorm sind, doch T (I,R) ist es nicht, des-
wegen die Vervollstindigung (vgl. Satz 5.14).

Nach der abstrakten Vervollstindigung des Vektorraums 7 (I, R) gilt es nun,
die Elemente des Banachraums 7 (I, R) genauer zu charakterisieren. Zunéichst
wollen wir aber die Integration fiir Treppenfunktionen definieren:

Definition 8.6. Sei P := Z, = {xg,...,z,} eine Partition von I := (a,b)
und f € T(I,R) mit f |($i—1’zi) =c¢; € R, dann bezeichnet

I(f) = / fiz/bf(x)dw :znjci(l"z‘*l‘i—l)

(a,b) a =1

wdas (bestimmte) Integral von f dber I“.

Bemerkung 8.7. (i) Das eben definierte Integral hingt nicht von der spe-
ziellen Partition P ab. Sind Py und Py Partitionen von I und P3 deren
Vereinigung (d. h. Ps enthdlt alle Punkte aus Py und P,), dann gilt, falls
L;(f) das zu Pj(j = 1,2,3) gehorige Integral bezeichne, und da das Hin-
zufigen von Punkten die Summe 1;(f) (j =1,2) nicht dndert:

L (f) =L(f) =13(f)-

(i) Fir alle a < c <b gilt: fbf(zv)dx = ff(m)dx + fbf(:t)dx

Betrachten wir die Integration als eine Abbildung zwischen Vektorrdumen, so
ldsst sich die folgende Aussage beweisen:

Hilfssatz 8.8. Das Integral 1 : T(I,R) — R ist eine stetige lineare Abbildung
in normierten Rdumen.

Bemerkung 8.9. Der Raum L(7 (I,R),R) der stetigen, linearen Abbildung
wird mit der Norm ||Al| :== sup |A(f)| fir A € L(T(I,R),R) selbst wieder
Iflloo <1

zu etnem normierten Raum. Dies gilt auch allgemein fiir den Raum der stetigen
linearen Abbildungen L(X,R) auf einem beliebigen normierten Raum (X, ||-]).

Es sei f € T(I,R), dann kénnen wir das Integral I(f) in folgender Weise
eindeutig (unabhéngig von der approximierenden Folge) erkléren:

I(f) = lim I(f,) falls f, — f in der Supremumsnorm | - [|o.

b
Wir schreiben dann wieder: I(f) =: [ f =: [ f(z)dz.
1 a
AuBlerdem gilt wie fiir Treppenfunktionen: [I(f)| < (b — a)||f|loo
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Bemerkung 8.10. Die zundchst abstrakten Elemente vonn T (I, R) lassen sich
mit Funktionen aus F(I,R) identifizieren, da fiir eine Cauchy-Folge (fn)n aus
T(I,R) punktweise Konvergenz folgt. Andererseits ist T(I,R) C B(I,R) und
da B(I,R) bzgl. der Supremumsnorm || - ||s vollstindig ist, gilt: T(I,R) C
B(I,R) (wieder iber die dibliche Identifizierung).

Nachdem wir die Integration fiir Elemente aus 7 (I, R) erklirt haben, wollen
wir diesen Raum nun genauer charakterisieren:

Satz 8.11. Es gilt C*(I,R)  T(I,R), wobei C*(I,R) die Menge der gleichmi-
Big stetigen Funktionen aus F(I,R) bezeichne. Also lassen sich gleichmdfig
stetige Funktionen gleichmdfig durch Treppenfunktionen approximieren.

Beweis: Sei f € C*(I,R), dann gilt
Ve>030>0 Ve,ylze—yl<o: |flx)—fly)l<e
Zu e > 0 und 6 = d(¢) wihle Zerlegung a = xg < 71 < -+ < T, = b mit

max |z; — x;—1| < § und definiere

i=1,...,

g(x) = f(a;) fir z € [x;1,2;), i=1,...,n.

Dann ist g € 7(I,R) und
lg = flloo = suplg(z) - f(z)] <e.
e

O
Aus dem letzten Satz folgt also, dass wir iiber die Definition des Integrals
fiir Treppenfunktionen und die Vervollstdndigung nun auch das Integral fiir
gleichméflig stetige Funktionen kennen.

Beispiel 8.12. Es sei [ := (0,a) und f, € T(I,R) mit f,(z) := "2 firz eI
(Gaufklammer). Aus der grafischen Darstellung der Funktionen f, vermuten
wir die Konvergenz gegen f(x) = x:

0<a—fulr) = P < L

S\H
o

= fn — [ gleichmdflig mit f(z) := x. Somit ist f integrierbar, und der Wert
von I(f) berechnet sich wie folgt: ‘
Wihle Partition: 0 = xog < x1--- < o < Tpqp1 < a mit z;:= 2, 0<j <

k=[n-a], dann ist: x; —x;_1 =+ und fn( : =lo<j<k.
il j—1 1 'k [nal
= I(f,) = - ,( _7)
(fn) Jz_‘: n n a\® q
1 k(k—1 k
Z*ngfqn, mit ¢, :=na — [na] 0<gq, <1
n2 2 n2
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1
— s~ g.)(na — g — 1+ 20,)
2
a
= 5 bna
5+
mit by = — 2+ Bfa o b, < %2 0 fiirn — oo
a2 / a2
= W) =lml(f) =%, dh / vdr =%

0

8.3 Regelfunktionen

Da auf einem abgeschlossenen Intervall I = [a,b] definierte stetige Funktionen
nach Satz 7.25 gleichméBig stetig sind, kénnen wir sie mit dem Ergebnis aus
Kapitel 8.2 integrieren:

feC,R) = feC*(I,R) Cc T(I,R),

wie wir es in Beispiel 8.12 explizit fiir die Funktion f(x) = x durch Approxi-
mation getan haben.

Definition 8.13. Es sei

R(I,R) := T(I,R)

und || - ||oo die Supremumsnorm. Dann nennen wir (R(I,R),|| - ||o) den nor-
mierten ,Raum der Regelfunktionen (auf I ).

Es gelten die Inklusionen:

C*(I,R) C R(I,R) C B(I,R)

b
und fiir f € R(I,R) ist das Integral [ f = [ f(z)dz definiert.
I a

Wir wollen nun unser Ziel aus Kapitel 8.2 weiterverfolgen und die Elemente
aus R(I,R) genauer charakterisieren.

Satz 8.14. f € B(I,R) monoton = f € R(I,R).

Beweis: O. B. d. A. sei f monoton wachsend und f(a) < f(b).

Wir zeigen: Ve >0 g € T(L,R) : || f — gl < &.

Sei also € > 0 gegeben und dazu P = {yo,...,ys} mit f(a) = yo < y1 <
-+ < yp = f(b) eine Partition von [f(a), f(b)] mit |y; — yi—1| < e. Definiere
Yo = [Yn-1,Yn), Yi = [yic1,4:),1 <i<n—1und X; := f~}(V;), 1 <i<n.
Dabei konnen auch Mengen X; auftreten, die nur einen Punkt enthalten (f
konstant) oder sogar leer sind (f hat einen Sprung iiber das Intervall Y}). Die
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Randpunkte der nichtleeren X;(= [a, ;] mit a;; < ; oder o; = 3;) bilden eine
Partition von [a, b]:
[a,b] = U

und jedes x € [a, b] liegt in genau einem der X;.
Definiere g(x) := y;—1 fiir x € X;, dann ist g € 7(I,R) und ||g — flleo <e. O

Satz 8.15 (Charakterisierung von R(I,R)). f € R(I,R) < f besitzt diberall
einen rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert, d. h.:

3 h\m f(z) bzw. hm f(x) fir xo€l=][a,b].

(In zo € {a,b} jeweils nur einer der beiden Grenzwerte.)

Beweis: ,=*

Sei g € [a,b). Wir zeigen die Existenz des rechtsseitigen Grenzwertes:

Seien x,y > xo und f,, € 7(I,R) mit f,, — f bzgl. || - | -

Dann gilt mit der Dreiecksungleichung;:

(@)~ F@)] < (@) — Fal@)| + 1fal@) — Fal)] + 1fuly) — £

Wegen der Konvergenz von f, gegen f findet man zu gegebenem & > 0 ein
ng(e), so dass fiir alle n > ng(e) der erste und der dritte Term auf der rechten

Seite kleiner als § sind. Bei festem n = ng(¢) gilt fiir den mittleren Term

fiir |z —xo|, ly—x0| < d(n,x0) = d(e, ), unabhingig davon, ob xy Sprungstelle
der Treppenfunktion f,, ist oder nicht, da nach Voraussetzung z,y > xg.
=Ve>0 3F9>0 Vr,ye (vo,xz0+9):|f(z)— fly)| <e,

d. h. (f(x)) ist bzgl. = \, z¢ eine Cauchy-Folge, die wegen der Vollstindigkeit
von R gegen einen Grenzwert konvergiert, was zu zeigen war.

In analoger Weise zeigt man die Existenz des linksseitigen Grenzwertes fiir
xo € (a,b].

="

Sei f € F(I,R) und besitze iiberall, auch fiir die Randpunkte von I, einen
rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert. Dann gilt: Ve >0 Vzp €l 30 >0:
(z,y € B(20,0) A (z,y > 20 Va,y<z))=|fly)— flz)|<e

Da I = [a, b] kompakt ist (Satz 5.41), gibt es eine endliche Teiliiberdeckung der
Art:

[a,b] C ZO, 2 e, 0; das zu zg = =) gehérige 6 und k € N.

nCw

Wir ordnen nun die Zo und die Endpunkte der Intervalle B (zo, ;) der Grofe
nach und erhalten so eine Partition a = z¢9 < --- < x,, = b von [a,b]. Wir
definieren nun g € 7 (I, R) durch:

g(x)::{f(xj)v r=x; j=0,....n

flwj), zj<z<zjy1, j=0,...,n—1,
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wobei w; € (xj,xj41) beliebig gewéhlt wird.

Es gilt dann fiir z = z; : g(z) — f(z) = 0 und fiir x # x;, also etwa z €
(z;,2;41), liegen w; und z entweder rechts oder links von einem z}, in B(2{,6;),
und es gilt in jedem Fall:

l9(x) = f(2)] = |f(w;) = f(2)] <e,
nach der Definition der 2} bzw. d;,
=lg—fllo<e = feER(R).
O

Folgerung 8.16. Sei f € R(I,R), dann hat f hdchstens abzihlbar viele Sprung-
stellen.

Beweis: Sei A,, die Anzahl der Sprungstellen, in denen f um mehr als % springt.
Dann ist 4,, < 0o, denn sonst gébe es eine monotone Folge (x;); solcher Sprung-
stellen und benachbarter Punkte mit |f(z;) — f(z;_1)| > L. (z;); konvergiert
gegen ein g € [a,b], aber xli/n;g f(z) oder Ih\n;}lo f(z) existiert nicht, also Wider-

spruch zu Satz 8.15, woraus die Endlichkeit von A,, folgt.
Hieraus folgt nun, da die abzéhlbare Vereinigung endlicher Mengen wieder

abzéhlbar ist (vgl. Satz 5.4), dass die Menge der Sprungstellen = |J { Sprung-
n=1

stelle mit Sprung > 1} abzihlbar ist. 0
Folgerung 8.17. C(I,R) = {f € R(I,R)| Vao € I : li\m f(z) = h/m f(z) =

T\ To x /o
f(@o)}-

Das folgende Beispiel einer Funktion mit abzdhlbar vielen Spriingen soll zeigen,
dass es Regelfunktionen gibt, die weder stetig noch stiickweise stetig, d. h. stetig
mit Ausnahme endlich vieler Spriinge, sind.

Beispiel 8.18. Sei I = [0,1] und

1, x=1
f(x) = (%)k7 (%)k <z < (%)kil , k=12
0 , z=0

f € B(T,R) monoton = f € R(I,R), aber f hat unendlich viele Sprungstellen
(x = (%)k Jk=1,2,...) und ist deswegen nicht (stickweise) stetig.

Bemerkung 8.19. Fir die Integrale von Regelfunktionen gelten die gleichen
Rechenregeln wie fiir Treppenfunktionen, was sich im FEinzelfall mit Approxi-

mationen Gberprifen lasst (die Tilde fiir die fortgesetzte Abbildung wird jetzt
weggelassen,):

I(f +g) =1(f) +1(g)
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I(cf) = I(f)
fZz0=1(f) =0

/Cf(a:)d:r+/bf(:r)dx -

(b—a)intf  <I(f)

f(z)dx a<c<b

IA Q\@

(b—a)sup f
I

Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir noch den folgenden Satz beweisen, der in
geeigneter Weise dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (vgl. Satz 7.60)
entspricht.

Satz 8.20 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f € C([a,b],R), dann
gibt es ein xg € (a,b), so dass gilt:

/ f(@)dz = f(o)(b— a),

d. h. man findet einen Punkt xo in dem Intervall [a,b], so dass der Flicheninhalt
des Rechtecks, gebildet aus der x-Achse, der Parallelen zur x-Achse durch den
Punkt f(xzo) und den Parallelen zur y-Achse durch die Punkte a und b dem
Flicheninhalt unter der Funktion f iber dem Intervall [a,b] entspricht.

Beweis: Definiere m := min f und M := mab}j(f, was wegen der Stetigkeit von

[a,b] [a,
f wohldefiniert ist.

b b b
é/mdmg/f(x)de/de

nach den Rechenregeln fiir die Integrale von Regelfunktionen.
b
1
= mgb/f(m)da:SM.
—a

Nach dem Zwischenwertsatz (Satz 7.19) gilt nun wegen der Definition von m
und M:

b
Jeo € (a,) ¢ flao) = ﬁ / f(w)da.
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8.4 Der Hauptsatz der Differential- und
Integralgralrechnung

In diesem Kapitel wollen wir den Zusammenhang zwischen dem Integral iiber
Regelfunktionen aus Kapitel 8.3 und den Stammfunktionen aus Kapitel 8.1,
also eine Verkniipfung der Differentiation und der Integration herstellen. Fiir

b
Treppenfunktionen hatten wir die Beziehung [ f(z)dz = F(b) — F(a) fiir f €

7 (I,R) und F' Stammfunktion zu stetigem f bereits in Kapitel 8.1 eingesehen.

Hilfssatz 8.21. Sei [ := (a,b), f € R(I,R) und F(z) := [ f(t)dt fir z € [a,b].
Dann ist F : [a,b] — R wohldefiniert und Lipschitz-stetig, und es gilt F'(a) = 0.

Beweis: Mit den Eigenschaften des Integrals fiir Regelfunktionen (vergleiche
Ende Kapitel 8.3) folgern wir:

[Flan) = Fo)| = | 7f(t)dt - ff(t)dt\

- ‘7f(t)dt’ (0. B.d. A. my < 13)

< ey —wo| sup ()]

z€lz1,T2]

<l|z1 — 22| [ flloo >

also ist F' Lipschitz-stetig. Die restlichen Behauptungen des Lemmas sind klar.
O
Im Allgemeinen ist die Funktion F' nicht differenzierbar, doch es existieren die
rechts- bzw. linksseitigen Grenzwerte des Differenzenquotienten, wie wir im
folgenden Satz beweisen wollen.
x
Satz 8.22. Seien I = [a,b], f € R(I,R) und F(x):= [ f(t)dt.

a

Dann gilt fiir x € I:

L @ ER) F F(@)

Jimy . — fl@£0) = Fl(a),

wobei f(zx£0) := }lli{]%f(a::th).

Beweis: O. B. d. A. zeigen wir die Behauptung fiir die rechtsseitige Ableitung:
z+h z+h
Esist F(x+h) — F(z)= [ f(t)dt und f(z+0)h = f(z+0) [ 1ldt
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z+h

[ (f(t) = f(z+0))dt

x

=[PP f(a 4+ 0)] =

Da f nach Voraussetzung eine Regelfunktion ist, gilt nach Satz 8.15:
Ve>0 36>0 Vi>uz, [t—z/<d: |f(t) — f(x+0)| <k,

d. h. fiir 0 < h < =0(¢e) folgt:

xz+h
ﬂx+2—ﬁ@0_f@+04§i.g/dh=€
N AF (z) = f(z +0).

Hieraus folgt nun sofort der

Satz 8.23 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Es seien [ €
C(la,b],R),z € [a,b] und

F@y:/f@m.

Dann ist F € C'([a,b],R) und F' = f.

Dieser Satz besagt also, dass jede stetige Funktion eine Stammfunktion F' be-
sitzt, welche durch F'(a) (Vorgabe hier: F'(a) = 0) eindeutig bestimmt ist:

Folgerung 8.24. Sei f € C([a,b],R) und F eine Stammfunktion zu f. Dann
18t

b

a

b
[ st =r@) - @)= F

Beweis: Die Stammfunktionen unterscheiden sich hochstens um eine Konstante,
also gilt:

/f(t)dt = F(x) +ec.

Fiir z = a folgt hieraus 0 = F(a) + ¢ = ¢ = —F(a), und somit F(z) =
F(a) + [ f(t)dt. Setze nun = = b, so folgt die Behauptung O

Bemerkung 8.25. Da wir nun nach Korollar 8.2 das bestimmte Integral
durch die Stammfunktion in der angegebenen Weise beschreiben kénnen, sind
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nun die Regeln der partiellen Integration bzw. der Substitution aus Kapitel 8.1
somit auch auf bestimmte Integrale anwendbar:

/b F@)g' @)z = 1o - /b ' (@)g(z)dr
bzw. /f z))g' (x)dz = /f

g(a)
Zur letzten Bemerkung rechnen wir am Ende dieses Kapitels noch ein

Beispiel 8.26. FEs soll die Fldiche des halben FEinheitskreises, beschrieben als
Bogen iber der t-Achse (f(t) = V1 —t? firt € [—1,1]) berechnet werden:

1 0 0
/ V1—tdt = / Vsin? z(— sinz)de = /Sin2 xdx
-1 -7

1 .
x — = sin 2x)

0 T
_5( 2

- 27

Dabei benutzen wir im ersten Schritt die Substitution g(x) = cosx in [—,0]
und rein formal: t = g(x) = gfc = ¢ (x) = dt = ¢'(x)dx. Im zweiten Schritt

beachte man, dass sin auf [—m, 0] negativ ist.

8.5 Vertauschung von Grenzprozessen

In vielen Anwendungen tritt das Problem auf, dass Grenzprozesse vertauscht
werden sollen, wie zum Beispiel die Konvergenz von Funktionenfolgen oder
Differentiation mit der Integration. Eine zufriedenstellende Antwort, wann dies
moglich ist, wird spiter (Lebesguesche! Integration) gegeben, doch wollen wir
in diesem Kapitel einige hinreichende Bedingungen fiir die Vertauschbarkeit
von Grenzprozessen bei Regelfunktionen beweisen.

Vertauschung von Integration und ,,n — oco*:

Seien f,, und f aus C'(I,R) oder R(I,R) mit I = [a,b] und es gelte lim f,(z) =

f(x), d. h., die Funktionenfolge f,, konvergiert punktweise gegen die Funktion
f. Die Frage ist nun, ob die folgende Beziehung giiltig ist:

lim fn dac—/f

n—oo

Die Antwort ist im Allgemeinen nein, wie folgendes Beispiel zeigt.

THenri Lebesgue, 28.6.1875 — 26.7.1941
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Beispiel 8.27. Es sei I = [0,1];
fn(z) := n?ze " und f(x):=0.
Dann gilt fiir x #0 :

fola) = (nx)2e—ne _ (nx)? - 6 (nx)*> 6

x zen® = (nz)® = na?

3

denn e* > % fiir z >0, aber:

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Vertauschbarkeit von Grenzwertbildung bei
Funktionenfolgen und Integration, wie im Beispiel beschrieben, ist die gleich-
miéfBige Konvergenz.

Satz 8.28. Seien f,, f € R(I,R) und || fr,— f|lcc — O fiirn — oo (gleichmdfige
Konvergenz). Dann gilt:

b b b

nh_)rréo fn(x)dx:/nllrr;ofn(x)dx:/f(x)dx.

a a

Beweis: Einerseits klar aus der Definition von R(I,R) als Abschluss der Menge
der Treppenfunktionen 7 (I,R) beziiglich der Supremumsnorm und des Inte-
grals. Andererseits kann man folgendes betrachten:

b b
[ 5@z~ [ szl < 0@l Sl "0

O
Die gleichméfige Konvergenz ist zwar eine hinreichende Bedingung fiir die Ver-
tauschbarkeit in diesem Falle, jedoch keineswegs notwendig, wie das néchste
Beispiel zeigt:

Beispiel 8.29. Es sei [ = (0,1), und wir definieren in I:

folz)=2a", x€el,
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0, 0<x<1,
1, z = 1.
Die Konvergenz ist nach Beispiel (i) in 7.32 nicht gleichmdjSig, doch es gilt:

1 1
ntl 1 1 n—oo
/x"dac: a = — Oz/f(x)dac.
0 0

dann gilt: Vxel: f,(x)—0, also f(x):=

n+1llo n+1

Vertauschung von Differentiation und ,,n — oco*

Ein hinreichendes Kriterium liefert der folgende

Satz 8.30. Es seien f,, € C1([a,b],R), fiir ein x¢ € [a,b] konvergiere (fn(x0))n,
und (f])n konvergiere gleichmdflig. Dann gilt:

3f € CM([a,0,R) s |fu = fllo ™= 0 wund ||f;, = f'llc =0,
d. h. lim f, = (lim f,)".

Beweis: Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 8.23)
gilt:

nmzﬁmm+/ﬂ@@

o x
(0. B. d. A. sei > x, sonst betrachte [ ---=:— [...).
x Zo

= Ufal) = fn@)] < [fa(e0) = fnlao)| + | [ 1200 = Frfe)at

< |fn(@o) = fan(@o)| + b = alll £, = frullos

<e fiir n,m > no(xo, €).

Da die Abschiitzung unabhéngig von x ist, konvergiert auch die Folge (fn)n
gleichméBig. Sei also f ihr Grenzwert in C'([a, b], R) (vollsténdig bzgl. der Supre-
mumsnorm nach Korollar 7.37) und g der Grenzwert von (f},),, in C(a,b],R).
Lassen wir nun in der ersten Gleichung des Beweises n — oo gehen, so folgt
wegen der Konvergenz von (f,), gegen f und der gleichméfigen Konvergenz
von (f!), gegen g mit Satz 8.28:

€T

ﬂmzfuw+/yww,

Zo

woraus [/ = g folgt. O
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8.6 Parameterabhingige Integrale
Seien I := (a,b), J := (c,d) Intervalle in R und f : I x J — R, (z,t) —

b
f(z,t). Fiir alle t € J sei f(-,t) € R(I,R). Dann ist F(t) := [ f(z,t)dz wohl-

definiert. Man nennt dann ¢ den Parameter, und t ist das ko(;ltinuierliche Ge-
genstiick zu den vorher behandelten diskreten n € N. Der folgende Satz liefert
entsprechend zu Satz 8.28 ein hinreichendes Kriterium fiir die Vertauschung
von Grenzprozessen.

Definition 8.31. Eine Funktion f : IxJ — R, (x,t) — f(x,t) heifit gleichmdfig
beziiglich x stetig in t, falls

VipeJ Ve>0 F6>0 Vt|t—to|<d Vozel: |flat)— flz,to) <e.

Satz 8.32. Sei f gleichmdfig beztiglich x stetig in t. Dann gilt:

t—to —to

b b
FeC(J,R), dh. lim /f(x,t)dmz /tlir? [z, t)d.

a

Beweis: Es gilt fiir [t — to| < d(tg,):

b
F(t) - Flto)] < / s t) — F(sto)lde < (b— a)e.

In Analogie zu Satz 8.30 beweisen wir den folgenden

Satz 8.33. Fiir alle x € I,t € J existiere

g(@,t) = %f(x,t) = lim J(x,t+ h})L — f(z, 1)

(,partielle Ableitung®) mit (i) Vt € J : g(-,t) € R(I,R), (ii) g ist gleichmifig

beziiglich x € I stetig int € J.
b

Dann ist F € C*(J,R) mit F'(t) = [ g(z,t)dz, d. h. also:

a

b b
d 5}
3 pn /f(a:,t)daz :/mf(x,t)dx.

Beweis:

b
F(t+h)—F(t) [ f(x,t+h)— f(z,t)
5 / W dx
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b
= /g(x,t—l—ﬁh)dx mit ¥ = J(z,t) € (0,1)

a

b

b
— /g(a:,t)dx + /(g(x,t + 9h) — g(z,t))dx.

a

Wegen der Stetigkeitsvoraussetzungen (ii) an g ist der zweite Summand be-
tragsméfig kleiner oder gleich (b — a) - € fiir |h| < d(¢,¢). Also gilt fiir den
Grenzwert h — 0:
b
IF'(t) = /g(m,t)dt = F' € C([a,b],R)

a

nach dem vorigen Satz. O
Der folgende Satz ist ein Spezialfall (fiir ,glatte f“) des Satzes von Fubini?
iiber die Vertauschung der Integrationsreihenfolge.

Satz 8.34. Es sei f:1 x J — R stetig, d. h.

V&) = (to,l’o)V& > 036 > OV§ = (.’L’,t), ’§—§0| = \/(CE—.’EQ)2 + (t—to)Q <0:

[F(&) = f&o)l <&

b
Dann gilt F € R(J,R), mit F(t) = [ f(z,t)dz, und G € R(I,R), mit G(z) =

a

d
x,t)dt, und es gilt:
J fz.1) 9

C

b

/dF(t)dt:/d /bf(x,t)dx dt:/b /df(a:,t)dt das:/G(x)dm.

c

Beweis:

1. f ist gleichmiBig stetig (Beweis analog zu Satz 7.25) und somit gleichméfig
beziiglich z stetig in ¢ und gleichméfig beziiglich t stetig in z. Dann ist
nach Satz 8.32:

FeC(J,R), GeC(I,R)= F e R(J,R), GeR(R).

d
2. Definiere: I (y [ flx,t)dt de und  I(y):= [ [ f(z,t)dz dt.

Q%@
O —aq,
| —

2Guido Fubini, 19.1.1879 — 6.6.1943
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3. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 8.23)
folgt, da G stetig ist:

31 (y / f(y,t) und I, € CY(I,R).

y
4. Fiir g(y,t) == [ f(z,t)dx gilt: Vy € T : g(y,-) € C(J,R) und Vt € J :

a

g(-t) el (I R)
Wiederum mit dem Hauptsatz und Satz 8.32 bzw. 7.25:

0
Hafyg(t,y) = f(y,t) und 3 I5(y /f y,t

= I{(y) = I5(y) = Li(y) = I2(y) +¢, c konstant, da I; und I stetig sind.
Wegen I(a) = Iz(a) = 0 folgt I1(y) = I2(y) und speziell fir y = b die
Behauptung. O

8.7 Uneigentliche Integrale
Bei der bisherigen Behandlung der Integration haben wir zwei wesentliche Vor-
aussetzungen getroffen:

(i) f € R(I,R) ¢ B(I,R), d. h. die Funktion f, also der Integrand, ist
beschrankt.

(ii) I = (a,b), d. h. das Integrationsgebiet ist beschrénkt.

Wir wollen den Integrationsbegriff in diesem Kapitel beziiglich dieser Eigen-
schaften durch die sogenannten uneigentlichen Integrale erweitern.

Definition 8.35. Es sei I = (a,b),c € [a,b], f mdglicherweise ,singulir® in
¢, doch es gelte: Ve >0 f € R((a,c—¢),R) und f € R((c+¢,b),R) (¢ kann
natirlich nicht beliebig grofi werden, und fir ¢ € {a,b} gilt nur jeweils eine der
Bedingungen).

O. B. d. A. sei c € (a,b), dann ezistieren die Integrale

/f und Iga)—/f

c+e

Falls die beiden Grenzwerte I; := h{% I;(e) (j = 1,2) existieren, so nennen wir
€

b
/f1:I1+12
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yuneigentliches Integral von f tiber I“.

Beispiele 8.36. (i) Sei I = (—1,1) und f(x) := \/—ﬁ, x # 0 und f(0)
beliebig definiert. Hier ist also ¢ = 0 die ,Singularitit®, gemdf der vorigen
Definition, und es gilt:

1 1 —€& —€

[ fl@)de =2yz] =2—-2ye -2 und [ f(z)de =—-2y/—z| =
5 € —1 —1
—2\/5 +2—=2

1
Also emistiert das uneigentliche Integral [ f(z)dz = 4.
21

(ii) SeiI—( 1,1), f(z):= 2% firz+#0 und f(0) = 17.
Es ist ff——— '

22
€

= —% + ﬁ /oo fiire \,0, d. h. das uneigentliche

I ntegml existiert nicht.

Zur Erweiterung auf unbeschriankte Integrationsgebiete machen wir die folgen-
de

Definition 8.37. Es sei D := (a,00) und f € R((a,«),R) fir alle a > a, d.
h.Va>a: 3(a):= [ f.

oo
Ezistiert nun I :== lim I(a), so nennen wir I =: [ f ,uneigentliches Integral

a— 00 a
iiber D ¢

o0
Entsprechend dieser Definition wird auch das Integral [ f definiert, wobei die
— 00
0
Integrale f fund [ f getrennt existieren miissen.
— 00

Beispiel 8.38. Es soll das uneigentliche Integral

oo
/ 1n:L‘
0

berechnet werden.

1. In x = 0 liegt keine Singularitit vor, da die Abbildung x —
erginzt werden kann (Regel von de L’Hospital).

stetig

sin
T

«

sin _cosx
dr =
T

1

«

«
cosx cos o cosx
- — 5 dx
o T
1

1
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Die rechte Seite konvergiert fiir o — oo, denn es gilt:

B B
1 1 1
’/cosxdx‘</dx:——>0fdroz,ﬁ—>oo
22 a f

2

o0
= Das uneigentliche Integral f SEdr existiert.
0

. Fir o> 0 se:

Mit einer dhnlichen Argumentation wie eben zeigt man, dass das Integral
o0

existiert, ebenso das Integral f e~ *cosa x dx, das wir fir die folgende
0
Berechnung von f’( ) brauchen:

x x in 1n
Hath)—f(a) _ fe "eosa w do= [ 5 (W zeosaz ) de
0
oo

f (cos(ax + dhx) — cos ax)dx,

wobei im letzten Schritt der Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz
7.60) benutzt wurde, wie auch fir die folgende Abschitzung:

f(a—l—h]z—f(a) —/excosaxdx < |h|/xe“”d3:.
0 0

Da das Integral auf der rechten Seite existiert und positiv ist, konvergiert
die rechte Seite gegen Null, falls h — 0, d. h.

o0
—x
:/e cosax dx.
0

Mit Hilfe mehrfacher partieller Integration zeigt man f'(a) = 1—a?f'(a) =
f(a) = 1+a2’ und wegen arctan’ o = Jrlaz folgt (man wihle den Hauptzweig
des arctan):

sin ax
fla) = /ew dzx = arctan «,
x

und mit der Substitution t = ax ergibt sich:

7 —t/a o}
fla) = / e%sint

t
0
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4. Wir zeigen

x —t/a t t
lim / sin / sin i,
a— 00

0
woraus dann die Behauptung

a— 00

t
/sm dt = lim arctan(a) = g

folgt. Es ist:

0o oo A
e %sint —t/a Slnt sin t
—dt
t
0 0 0
oo

e t/ogint sin t
——dt| + —

t

A A

=: 1+ I+ 1II.

—t/a

e sint sint

dt
; +

Wegen | & *1‘ —)

yey

fir a > ag(A4,¢).

Weiterhin ist III < 3 fir A > Ay (g) nach Schritt 2.

A
<1 firy>0glt: I< f§|sint|dt < g <
0

£

3

Um Term II abzuschdtzen, benutzen wir partielle Integration. Dazu sei

—a? —t/a sint
e
1+ a?

g(t,a) :=

wobei die Funktion g von mehreren Variablen abhingt und 2

9]
(cost+ —) = &g(t, a) = e Y %sint,
«

5 wieder die

partielle Ableitung nach t bezeichnet. Es ist fir alle « > 1 und fiir alle

t>0: |g(t, )] <2,

B =B p
= Va>1 : [1- _t/asintdt:g(tt’a) +fg(t’za)
A =4 A
B
<prie2faa-es
A
4 4
<5+

was fiir A, B — oo konvergiert. Also:

II<§ fir  A> Ay(e).

<+

Wihlt man nun A = max(Ay(e), A1(e)) = A(e), dann o > ap(A,e) =

ap(e), so ist
T+ I+ 10T < e,

und der Grenzwert existiert und konvergiert gegen das Gewiinschte.
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8.8 Das Riemannsche Integral

Bisher haben wir die Integrale fiir Treppenfunktion und dann allgemeiner fiir
Regelfunktionen behandelt, doch reicht dies im Allgemeinen fiir die Anwen-
dungen, etwa in der Physik, nicht aus. Deshalb werden wir spéater Lebesgue-
integrierbare Funktionen einfiihren. Wegen seiner Anschaulichkeit interessant
ist das historisch &ltere Riemannsche Integral. Es steht im gewissen Sinn zwi-
schen dem Integral fiir Regelfunktionen und dem Lebesgueschen Integral. Wir
wollen uns in diesem Kapitel auf eine kurze Andeutung beschréinken:

Es sei I := (a,b) ein Intervall und Z,, := {xg,...,x,} eine Partition von I. Fiir
f € B(I,R) sei zu n € N:

ff(x):= sup f(t) und f,(x):= inf  f(¢) jeweils fiir z € [z;-1,2;),
te€lwi_1,3;) te€[zi1,mi)

d. h. f,, f" € T(I,R). Bezeichnen nun

"(f) 1=/bf” und I, (f) :=/bfn

die Integrale dieser Treppenfunktionen, so sind die (I,,),, bzw. (I"),, monoton
wachsend bzw. monoton fallend bei Verfeinerung der Partition. Wegen f €

B(I,R) sind beide Folgen beschrinkt, so dass fiir A,, = nax |z; — x;—1| mit
A, — 0 fiir n — oo, die folgenden Definitionen Sinn machen.

Definition 8.39. (i) Mit den obigen Bezeichnungen nennen wir
I*(f) := igf[”(f) bzw.  L.(f) :==sup L,(f)

Loberes bzw. unteres Riemannsches® Integral®.

(ii) Eine Funktion f € B(I,R) heifit ,im Riemannschen Sinne integrierbar®
=

Man schreibt dann wieder, falls f Riemann-integrierbar ist:

b
I(f) = L.(f) = / f

fiir das Riemannsche Integral von f, was insbesondere dadurch gerechtfertigt
wird, dass f € R(I,R) Riemann-integrierbar ist und das Riemann-Integral mit
dem Integral fiir die Regelfunktion iibereinstimmt (fiir Treppenfunktionen klar,
fiir Regelfunktionen durch Approximation).

3Bernhard Riemann, 17.9.1826 — 20.7.1866
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Es gelten auch fiir das Riemann-Integral die iiblichen Rechenregeln (vgl. Ende
b
von Kapitel 8.3) wie z. B.: [(f+¢g)=[f+ [goder | [ f]| <(b—a)|fl]oo-
T I T a

Wie eben bemerkt, sind Regelfunktionen Riemann-integrierbar, doch gibt es
auch Riemann-integrierbare Funktionen, welche keine Regelfunktionen sind:

Beispiel 8.40. Sei I := (0,1)
1

l4+sin-, O0<ax<1,
f(x)':{ 0, = z=0.

Spéter werden wir die groflere Klasse der sog. Lebesgue-integrierbaren Funk-
tionen einfiihren.

Beispiel 8.41. Sei I := (0,1) und

(@) ::{1, reQnl,

0, sonst.

Dann ist f ist nicht Riemann-integrierbar, wird aber Lebesque-integrierbar mit
Integralwert Null sein.



Kapitel 9

Reihen von Funktionen

Worum geht’s? In Kapitel 4 hatten wir bereits Reihen von reellen oder kom-

plexen Zahlen behandelt. Sie hatten die Form Y aj mit a; € R (oder C) und
=1

J
n

Sp = a; wurde (die n-te) Partialsumme genannt. Wir hatten gezeigt: Falls
=1
! oo
die Folge (sp)n konvergent ist, d. h. falls die Reihe ) a; konvergiert, so ist
i=1

die Folge (ay,), eine Nullfolge.

Aufierdem haben wir absolute Konvergenz definiert und gezeigt, dass absolut
konvergente Reihen konvergieren. Weiterhin bewiesen wir das Leibniz-, das
Majoranten-, das Quotienten- und das Wurzelkriterium fiir Reihen.

Wie am Ende von Kapitel 7.2 iber Funktionenfolgen angekiindigt, wollen wir
nun Reihen betrachten, deren Glieder a; selbst wieder Abbildungen sind. Dies
fiihrt uns insbesondere zu Fourierreihen.

9.1 Differentiation und Integration

Esseil CR,a; € F(I,R)(j =1,2...) und s,(z) = > aj(z). Dann ist (s,)n
j=1

eine Funktionenfolge, fiir die wir in Kapitel 7.2 verschiedene Konvergenzbegriffe

kennengelernt haben:

(i) Konvergenz fiir festes g € I :  s,(x) — s(xg) fiir n — oo,

(ii) punktweise Konvergenz in I: Vz € I : s,,(z) — s(z) fir n — oo,
dh:Vx el Ve>0 3dng Yn>ng: |sp(z)—s(z)] <e,

(iii) gleichmifBige Konvergenz in I:  ||s,, — s|/cc — 0 fiir n — oo,
d.h.Ve>0 3ng Yn>ng Veel : |sy(x)—s(x)<e.

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 9,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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Entsprechend formuliert man auch fiir die absolut konvergenten Reihen, d. h.

n
(>° laj|)n konvergiert, die verschiedenen Konvergenzbegriffe.
j=1

Ein Analogon zum Kriterium der absoluten Konvergenz bei Zahlenreihen ist
der folgende

Satz 9.1. Es seien a, € BC(I,R) und ¢, € RY fiir allen € N, 3" ¢,, konver-
gent, und fir alle x € I gelte:

lan (z)] < cp.

Dann konvergiert die Reihe Y a, absolut und gleichmdflig gegen eine stetige
n
Grenzfunktion.

Beweis: Die Konvergenz der Reihe folgt aus Satz 7.39 und die Stetigkeit der
Grenzfunktion wegen der gleichméfligen Konvergenz mit Satz 7.35. O
Schon im Hilfssatz 7.41 haben wir die absolute und gleichméflige Konvergenz
der Exponentialreihe gezeigt:

Beispiel 9.2. Firz € (—R,R) undn € N sei a,(z) = 1. Dann ist |a,(z)] <
Rn
‘nl

=: ¢y, und die Reihe Y ¢, konvergiert (Quotientenkriterium, Satz 4.9),
n

denn es gilt:

‘Cn;l| < % <g<1 fir n > ng = [R] (Gaufsklammer).
Cn n

Also konvergiert die Funktionenfolge (sp)n mit s, = Y. % nach Satz 9.1 in
§=0
(=R, R) absolut und gleichmdfig gegen eine stetige Grenzfunktion s(zx).

Aus Satz 9.1 wissen wir, dass die Grenzfunktion, gegen die eine Funktionenreihe
unter den angegebenen Bedingungen konvergiert, stetig ist. Uns interessiert
aber auch, wann (und wie) man integrieren bzw. differenzieren kann.

Satz 9.3. Seien a; € R(I,R) fiir alle j € N und (sp)n konvergiere gleichmdfsig
in I gegen die Grenzfunktion s. Dann ist s € R(I,R) und Vo, 3 € I gilt:

B

/s(x)dx = i/ﬁaj(x)dx.

«@
(Die Vertauschung von Integration und Grenziibergang ist also erlaubt.)

Beweis: Da R(I,R) vollstandig bzgl. der Supremumsnorm ist, gilt s € R(I,R).
Die Vertauschung der Grenzprozesse ist nach Satz 8.28 gerechtfertigt. ad
Nach dem letzten Satz ist also bei Regelfunktionen und gleichméfiiger Konver-
genz die gliedweise Integration moglich. Fiir das Differenzieren gilt der folgende
Satz.
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Satz 9.4. Seien I = (a,b),a; € CY(I,R), s, := > aj, t, = Y, a}, t:=
j=1 j=1

o0
> aj, und es gelte:
j=1

(i) 3xg € 1 : (sn(x0))n konvergiert gegen ein s(xo),
(i) ||tn —tlloo — 0  fiir n — oo.

Dann folgt:
(1) ||sn — 8lloec = 0 (d. h.: 3s = )" a;j).
j=1
(2) s ist differenzierbar in I mit s' = t.

Beweis: Satz 8.30. O

9.2 Potenzreihen

Eine spezielle Klasse von Reihen von Funktionen sind die sogenannten Potenz-

reihen, die die Gestalt
o0
= Z a;(z — x0)’
§=0

fir a; € R (oder auch C) haben. Wir behandeln sie in diesem Kapitel der
Einfachheit halber fiir zog = 0. Mit

n
_ e
= E a;x
j=0
bezeichnen wir wie iiblich die n-te Partialsumme.

Satz 9.5. (s,), konvergiere fiir ein festes zg € R\ {0}. Dann gilt:

(i) Fiir alle x € B(0,|zo|) konvergiert (s,(x)),, und zwar absolut und gleich-
mdapig in jedem B(0,a)(= [—a, a] im Reellen) fiir o < |zp|.

(ii) Es ist s € C>(B(0,]|z0])) (unendlich oft differenzierbar), und die Ablei-

tungen sglk)

in B(0,a).

— s) konvergieren fiir alle k € N gleichmdfig und absolut

/ Sp — / fiir n — oo.

B(0,a) B(0,a)

(iii) Es gilt
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Bemerkung: Es gilt: s ist in zg von innen stetig:

li =
paim  s(2) = s(z0),
|/ <] 2o

(Abelscher Grenzwertsatz).
Bewezs:

(i) Da die Folge (s,,(20))n konvergiert, muss notwendigerweise a,z{ — 0 fiir
n — 0o gelten.

= 3dng, Vn>ng : |apzy| < 1.

= Vn2no ¢ e = {flang (2)" 1< 12 <1,

also folgt mit dem Wurzelkriterium die erste Behauptung.

(ii) Die Ableitungen der Partialsummen berechnen sich zu:

n n—1 )
= Zjaj,z]_l = Z(] =+ ]_)0,j+12§‘7.
j=1 7=0

Diese konvergieren gleichméflig und absolut wegen

[ ; o «
{10+ Dajm2? [ < /(0 + Ww@ <g<l1

fiir j > jo(157,m0) (wobei ng wie in (i)).
Also folgt mit Satz 9.4:

s € CY(B(0,a),R).

Die Argumentation liisst sich wiederholen, so dass man s € C*(B(0, a), R)
auch fiir alle & (> 2) zeigen kann, woraus sich dann s € C*°(B(0, ), R)
ergibt.

(iii) Diese Aussage ist klar wegen (i). O

Bemerkung 9.6. Die Aussage (ii) aus Satz 9.5 wird fir x = zo im Allgemei-
nen falsch.
Beispiel:

n

Fiir z9 = 1 konvergiert — s,(x) = E % doch  s'(x) = -
= =1

diver-

giert in zg = 1.
Hilfssatz 9.7. Die Potenzreihe Y anx™ konvergiere fir ein zo € R\ {0}, dann

existiert

a:=1lim {/|a,|.
n
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Beweis: Aus der Konvergenz der Reihe folgt notwendigerweise |a,z{| — 0 fiir
n — oo. Damit muss aber die Folge |zo| {/|a,| beschrinkt sein. O

Dieser Zusammenhang zwischen der Konvergenz der Reihe und des angegebe-
nen Limes Superior bringt uns zur folgenden

Definition 9.8. Wir nennen

0 , falls lim {/|a,| nicht existiert,
l n

a

., falls a :=1im {/|a,| existiert mit a # 0,
n

oo, falls a:=lim {/|a,| existiert mit a = 0,
n

den Konvergenzradius der Potenzrethe ) aja?.
J

Diese Definition wird insbesondere gerechtfertigt durch:

Satz 9.9. Seir der Konvergenzradius der Potenzreihe Y ajzi. Dann gilt:
J

(i) (sn(2))n konvergiert absolut fiir |z| < r.
(i) (sn(x))n divergiert fir |xz| > r.
(7ii) (8 (2))n kann fir |x| = r konvergieren oder divergieren (r < c0).
Beweis: Zunéchst zu (i).
1. » = 0 = Die Reihe konvergiert fiir kein zy # 0 nach Hilfssatz 9.7.
2. r = 0o = Die Reihe konvergiert fiir alle x € R, denn:
Vanz"| = |z /|an| — 0 fiir n — oo,
also ist das Wurzelkriterium erfiillt.

3. Sei 0 < r < oo: Sei 1 € R mit |z1]| < r. Wéhle p mit |z1| < p < r, dann

1st
v/ anxt| = || A an<@<1 fiir n > nog,
' p
da {/]a,| < % fiir n > nyg.

Also konvergiert (s, (x1)), absolut.

Zu (ii): Es konvergiere die Reihe in z¢ mit |zo| > r. Dann konvergiert sie absolut
in zo mit 7 < |z2| < |xo| nach Satz 9.5. Dies fiihren wir zum Widerspruch:

. " 1_ 1
Sei p so gewihlt, dass r < p < |z2| (:> 5 < ;) .

Dann gibt es eine Teilfolge (al,), mit

1 1 1
=< Yal| — =, d. h. also |a},| > —,
p r pr
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n ) n 7 n
= Z |aay] > Z <:];2|> > Z 1=n— o0, Widerspruch!

j=1 j=1 j=1
Zu (iii): Fiir diese Aussage hier entsprechende Beispiele:

(1) Es sei

f=3r-
5=0
die geometrische Reihe. Fiir |z| = 1 divergiert die Reihe wegen |27] /4 0.

(2) Fir |z| < 1 sei:

ii —1In(1 —z),

no. n )
denn fiir s,(z) = > zj—] gilt:  |sp(z)] < > |z)?  also konvergent.
Jj=1 Jj=1

n—1
Weiterhin konvergiert s/ (z) = Y 27 gegen - .

11—z
j=0
Also folgt:  s(z) = —In(1 — z).
Die obige Reihe konvergiert fiir # = —1 und divergiert fiir z = 1.

(3) Fiir |z| < 1 analog:
0 (L 1)i—1,2i
> E ),
=

die Reihe konvergiert fiir = —1 und =z = 1. O

Beispiele 9.10. (i) Die Potenzreihe

konvergiert fir |x| < 1 (Leibniz-Kriterium Satz 4.6),

1
) =1y

formal: a(x) = 3 (i) = =z = -

Die Konvergenzbeschrdankung r = 1 ist tm Reellen nur schwer zu ver-
stehen, aber im Komplexen hat die Funktion s(z) =

Singularititen fir z € {—i,i}, d. h. fir |z| = 1.

1 _ 1
1422 7 (1—iz)(144z)
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(i) Die ,Binomialreihe®.
Behauptung: Voo € R Vo € (—1,1):

(1+xW::§;<Z>ﬂz

wobei (%) = a(a_li:'z'.(.?‘;l(”_l)), (§) =1

Beweis: Fiir o € Ny ist wegen (f‘l) =0 fiir n > a nichts mehr zu zeigen,
denn dann ist dies die Binomische Formel (vgl. Hilfssatz 2.12).

1. Sei0<a¢ Ny, n>a>0:

n—1
« a a—1 a-—2 a—(n—-1) « «
= <. : U S G2l e | O (|
‘(n) n 1 2 n—1 ‘ nH<j >
cefff o,
no n

wobei die letzte Ungleichung wegen j > [a] = 0 < S < 1 richtig ist

[a]
und die letzte Gleichung mit ¢, = [] |% — 1] gilt.
j=1

()] <

o0
Also gilt r > 1 fiir den Konvergenzradius v von g(z) := > (&)a™.
n=0

= lim {

n

2. a<0:8:=—a>0. Dann gilt firn > [5]:

C>:04Wﬂw+n-m.w+n—n

n 1-...-n
ey PBED (B n)
12 3-8 +1)-... n
:(_1)ni. p_ A+l
CINEE NP
A Bl g B )
=
a 1o w) - (B4 — I W
(0)] < g - W em- G- < en-1)

< ¢ n o]
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a
n
(vgl. Beispiele 3.12).
Also konvergiert auch hier g(x) (absolut) fir |z| < 1.

18] ..
= g egnn — 1 fir n— oo

Fiir |z| < 1 ist g (unendlich oft) differenzierbar mit

J(z) = gn(z> 2!
= (1+2)g(z) = in(i)x"l + in(i) "

I
(]
8
s
D
S
_l’_
=
~—

Die Funktion g erfillt also die Differentialgleichung

o«
14z

g'(z) g(z) mit g(0)=1.

Da g in einer Umgebung U(0) des Nullpunktes stetig ist, gilt dort wegen
des positiven Anfangswertes g > 0.

xT

g, _ /x 1 =
/ dt = « 1+tdt$lng(t) tzo—aln(l—l-t)
0 0

t=x

g(t)

= Ing(x)=aln(l+z)=g(x)=(1+2)* inU(0).

Sei xg die dem Betrage nach kleinste Nullstelle von g, sofern sie existiert,
also g(xp) = 0 mit z9 € (—1,1) = 0 = g(zg) = (1 + x0)*. Wegen der
Stetigkeit von g und der Funktion x — (1 + )% muss xg = —1 sein. Da
xo & (—=1,1), folgt U(0) = (—1,1) und die Behauptung ist gezeigt. O

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch zeigen, wann zwei Potenzreihen
gleich sind.
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o0
Satz 9.11 (Identitétssatz fiir Potenzreihen). Die Potenzreihen A(x) = > ana™
n=0

und B(z) = i bpa™ seien in einer Umgebung U(0)des Nullpunktes konvergent
und (zg )k ez'%:eoNullfolge, wobei fiir alle k € N gelte:
xp #0 und  A(zk) = B(zk).
Dann gilt:
VYneN: a,=b,, d. h. insbesondere A(x)= B(x) inU(0).
Beweis: Es gilt:
A(0) = lim A(xg) = kllr{)lo B(zy) =B(0) = ag=bp.

k—o0

Seien Aj(z) := > aja?~! und Bi(z) := Y bjz’~!, dann konvergieren diese
j=1 Jj=1
Reihen in U(0) mit

Ai(xg) = A(m;;)k— a0 _ B(m;;)k— bo = By(xg) firzp #0

= a1 = Al(O) = Bl(O) =b;.

Diese Argumentation kann man nun immer wieder anwenden und erhélt so die
Behauptung des Satzes. O

9.3 Taylorreihen

In diesem Kapitel soll eine vorgegebene Funktion durch eine Potenzreihe appro-
ximiert werden. Im einfachsten Fall haben wir schon mit dem Mittelwertsatz
eine Approximation gefunden (vgl. Satz 7.60 bzw. Folgerung 7.62):

flx+h)=f(x)+ hf’(:l: + 9h),
2
f(x+h)= f(x)+hf'(z)+ %f”(m—i—ﬁh),

fiir ein- bzw. zweimal differenzierbare Funktionen mit 9 = ¥(x,h) € (0,1).
Dies soll fiir n-mal differenzierbare Funktionen fortgesetzt werden und fiihrt
dann zur Taylorformel und schliellich zur Taylorreihe:

Satz 9.12 (Satz von Taylor). Es seien f € C"([a,b],R) (n-mal stetig diffe-
renzierbar) und f (n-te Ableitung) differenzierbar in (a,b). Dann gibt es ein
c € (a,b) mit

nrG) (g ),
f(b) _ Z f ( )(b—a)J 4 f(n:_ 1()') (b_a)n-i-l.
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Beweis: Zu einem noch zu bestimmenden m € R sei

(b— z)"tt
(n+1)!

f()

n!

g(x) = f(b) = f(a) = f'(@)(b—2) =+ — (b—z)" —m
Dann ist g(b) = 0. Wihle nun m so, dass auch g(a) = 0 gilt. Es ist g stetig in
[a,b] und differenzierbar in (a,b) mit der Ableitung (Teleskopsumme):

(n+1) _ )
oy () n,, (b—2)

Nach dem Satz von Rolle (Satz 7.59) existiert ein ¢ € (a,b) mit ¢’(¢) =0 =
m = £ (c) und

nED ()b —a)V D (e
0= g(a) = 5oy — 30 LP@O =0 FOQ

= J! (n+1)!
woraus die behauptete Formel folgt. O
Der Term 0
n J
> ey
=0 P

heifit auch ,, Taylorpolynom® der Ordnung n von f an der Stelle a. Die Taylor-
formel schreibt sich mit z :=a,h:=b—a und ¢ = x + ¥h, 0 <9 < 1 auch in
der folgenden Weise:

~ fO(x) ;  fOT(z+ 9h)
=> h? h
flo+h) e RS
mit dem ,,Restglied*:
fOD (x4 9h)
w(z,h) = e T et
Bn(z, h) (n+1)!

Dies ist die Lagrangesche' Form des Restglieds.

Soll f(x+ h) durch das Taylorpolynom approximiert werden, so muss das Rest-
glied abgeschiitzt werden. Dazu sind oft verschiedene Darstellungen des Rest-
glieds niitzlich. Fiir f € C"*1([a, b], R) ergibt sich eine zweite Darstellung direkt
aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 8.23):

z+h
x+h

flx+h)=f(z)+ / L fl(t)dt = f(z)+ [ - (x+h—t)f’(t)]z +
x+h

/ (x+h—1t)f"(t)dt

x

I Joseph Louis Lagrange, 25.1.1736 — 10.4.1813
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2
= J@) +hf )+ [ EEEZD ey
7h(x+h_t)2 "
R
") T (@ b O ()
:...:Z(:) i h3+/ o dt
x+h :

=  Ry(z,h) = % / (z+h—t)" fP D (4)dt.

Bereits in Folgerung 7.62 hatten wir hinreichende Kriterien fiir die Existenz von
lokalen Extrema abgeleitet. Diese lassen sich nun mit Hilfe der Taylorformel
erweitern:

Satz 9.13. Die Funktion f sei in einer Umgebung U(zo) von xo (k+ 1)-mal
stetig differenzierbar mit

Vi, 1<j<k: fU(x0)=0 wund [fE(zg)#0.
Dann gilt:

(i) k ungerade = f besitzt in xo ein lokales Mazimum, wenn f*+V (zq) < 0,
und ein lokales Minimum, wenn 5D (x) > 0 gilt.

(i) k gerade = f besitzt in xy einen Wendepunkt (:< f' besitzt lokales Ex-
tremum in xg).

Beweis: Es ist

hk+1
h) = ) Oh
f(zo+h) f($0)+(k+1)!f (zo +Uh),
wobei bei ungeradem k das Vorzeichen von h keine Rolle spielt, sondern nur das
von fHD (24 +9h) in U(xg) fiir f € C**1 ausschlaggebend ist (vgl. Folgerung
7.62), wihrend man bei geradem k mit der Gleichung

k
o+ h) = (@) + 7 FOF g+ 9'h)

argumentiert. O
Nun wollen wir uns mit der Approximation von f durch das zugehorige Tay-
lorpolynom beschiéftigen, also die Frage kldren: Wann gilt

R,(x,h) — 0 fir n—oo0?

Nach der Definition des Restglieds muss eine Voraussetzung sicher f € C'*° sein,
doch reicht diese im Allgemeinen nicht aus, wie das folgende Beispiel zeigt:
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Beispiel 9.14. Sei f € F(R,R) definiert durch:

. e~ 1/2° fiir x # 0,
flz) = { 0  firxz=0.

Es ist f € C*(R\ {0},R), und wegen

1

T) = < z?
A
ist f stetig in 0. Fir x # 0 folgt
2 2 2
"(z) = =e W/ = < 4|zl,
f'(@) a3 B+ L+ +...) " =1
und es folgt f'(0) = 0. Aus
"(h 1 2
f()’:4 S <1202 =0 fir h—0
h h(1+ﬁ+274+676+"‘)

folgt f"(0) =0 wusw.
= fM0)=0 VneN.
Also gilt fiir alle n € N:
¢ = f(h) = Ru(0,h) (W #0)
d. h. keine Approzimation durch Taylorpolynome.

Eine hinreichende Bedingung fiir die Approximation durch Taylorpolynome
liefert der folgende

Satz 9.15. Sei f € C*([a,b,R) mit Jec >0 VYn € N Vz € [a,b] :
|f™(z)| < ™ . Dann gilt:

sup  sup |Rn(xz,h)] —0 fir n— oco.
z€la,b) |h|<ho
xz+h€la,b]

Beweis: Mit der Lagrangeschen Form des Restglieds folgert man:

ot hn+1
|Rn(117,h>| S W(;-)'—)O fiir n — oo,
was man wie die Konvergenz der Exponentialreihe zeigen kann. O

Beispiele fiir Funktionen, die die Voraussetzungen des letzten Satzes erfiillen,
sind x — €%,z — sinz oder x — cos .
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Definition 9.16. Sei f € C*(U(x),R) fiir ein x € R. Dann heifst

= fOw)
zn "

die Taylorreihe von f an der Stelle x, sofern die Reihe konvergiert (h hinrei-
chend klein,).

Bemerkung 9.17. Aus Beispiel 9.14 wissen wir, dass aus der Konvergenz der
Taylorreihe im Allgemeinen noch nicht folgt, dass f durch sie dargestellt wird.
(Im angegebenen Beispiel ist die Taylorreihe identisch Null.)

Diese Bemerkung fithrt nun zur

Definition 9.18. Funktionen f € C°°(U(z),R), die durch ihre Taylorreihe in
U(z) (x € R) dargestellt werden, heifsen (reell) analytisch (in U(x)).

Bemerkung 9.19. Warum die glatte Funktion x — e~ nicht in einer Tay-
lorreihe um x = 0 entwickelt werden kann, versteht man erst im Komplexen.
Betrachte:

1

zr—e 2 fir zeC\{0}
Falls z = 1y mit y € R, so folgt

1
e =ev? — 0 fir  y—0,
also hat die Funktion eine Singularitdt fir z — 0.

Beispiele 9.20. (1) Entwickle f(z) = In(1 + z) fir x € (—1,1] im Null-
punkt. Es ist:

R e i A U S AR
Also folgt fiir die Taylorreihe:
2 2 2t
T — 5 + 31 + ...

Sie hat Konvergenzradius 1, demn fiir das Restglied in Lagrangescher
Form folgt fiir x > 0:
$n+1 1

_ < . .
|R,(0, )| T+ (400 = ntl -0 fir n—ooo

Fir —1 < x < 0 folgt:
|R,(0, )] < |z["t — 0.

Also haben wir die Taylorentwicklung

2?2 ad

1n(1—|—x):x—?+§... in (—1,1).
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(2) Sei f(x) = arctanx

1 (_1)"+1x2(n+1)
"Np)= —— =1 —a2 47 (=)L~
= fl(z) 11 22 A S + (=)™ + a7
(geometrischeReihe : l%q =14qg+--+q¢"+ q”“)
"Hd JJB ,1‘5 n$2n—1 .
= tan z = Ddt=r—— + X 4 421 0
wctana = [ F(0d=2— 2+ 2 bt (P2 R, 0,0)
. 2(n+1)
mit  R,(0,z) 1)n+t t1+t2

Fiir |x| <1 gilt:

|x|2n+3 1

—0 fir n— oco.

R, (0 < [0 <
|7 (0, 7)) —/ = 9n+3 — 2n+3
0

Also lisst sich arctanz in eine Taylorreihe entwickeln, und speziell fir
=1 gilt:

1 1 1
%:arctanlzl—g—l—g—?i... (=0,785...).

9.4 Der Weierstrafische Approximationssatz

Auch wenn die Taylorreihe nicht konvergiert oder gar nicht definiert ist, kann
man Funktionen nach Weierstrafl durch Polynome approximieren:

Satz 9.21 (WeierstraBscher Approximationssatz).
Sei f € C([a,b],R). Dann gilt:

Ve>0 3dneNy 3P,, Vxelab: |[f(z)—P(z)|<e,

wobei P, fiir n € Ny ein Polynom n-ten Grades ist:
n
= Za§-")x3 mit a§-") € R.

Anders als bei der Taylorreihe hingen die Koeffizienten aﬁ-”)

(n) -

von n ab, so dass

fiir jedes € > 0 die Zahlen n und a; "’ im Allgemeinen neu bestimmt werden
miissen.

Satz 9.21 wird in etwas allgemeinerer Form bewiesen. Dazu seien J := [a, ]
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und H eine monotone, lineare Abbildung von C(J,R) in sich, d. h.:
H:C(J,R) — C(J,R) linear
wd (Ve f(@) <ge) = (Vaelt:(Hf)) < (Ho)().

Mit diesen Bezeichnungen gilt die folgende Verallgemeinerung des Weierstraf3-
schen Approximationssatzes:

Satz 9.22. Ist (H,), eine Folge solcher monotoner linearer Abbildungen mit
|Hng — glloc — 0 firn — oo und g € {x — 1, x+— z, z— 2?} = {1,id, q},
so gilt:

Vie C(LR): ||Hof — fllo — 0  fir n— oo.

Beweis:
1. Es gilt

||f||oo

Ve>0 30>0 Vhaoed: |f(t)— flo) <e+ 5 2(t— )2,

denn: f ist als stetige Funktion auf der kompakten Menge J gleichméBig
stetig, also folgt:

Ve>0 36>0 Vteeld Jt—zl<d: |[f(t)—fla)<e.
Falls |t — x| > 0, so folgt:

2
7)) < 2] e < W=l Z 20

also die behauptete Ungleichung.

2. Sei nun x € J fest, H,, operiere ,beziiglich t“. Dann gilt wegen der Li-
nearitit der H,,:

(Hn f)(t) = f(2)(Ha1)(t) = {Hn(f = f(2))(8)}

und mit (1) bzw. wegen der Monotonie der H,, folgt:

[.1< Hn(5+ %(. —1:)2)(75)
bow, )= B S+ f@)0) < Hae+ W)
= 1 < Hale+ Doy
= e(H,1)(t) + 2”5;““ (Hnq — 2xH,id + 2* H,1)(t).

Fiir t = «x folgt:

(Hf) () — F@)(Ha1)(@)] < <+l (Ha1) () — 1] + 0]

[[(Hy,q)(z)

— X

’|
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+2|z||(Hpid)(z) — x| 4+ 2°|(Hn1)(z) — 1]
= [|Hof — fHul||loo < e+el|Hpl — 1|0
2| flloo
52
+*||Hn1 — 1]

+

[1Hong — qlloo + 2¢||Hid — id]|

mit ¢ = max{|al, |b|}.

= [Hnf = flloo < [[Hnf = fHn1lloo + | fllool[Hnl — 1f|

2| flloo
< et (et 1) Hal — 1o + 211

52 [..]
— 0 fiir n — oo.

d

Aus Satz 9.22 werden wir als Spezialfall den Weierstrafischen Approximations-
satz (Satz 9.21) beweisen. Dazu zunéchst noch folgende

Definition 9.23. Fir z € [0,1] und n > 1 ist P, definiert durch

n

Pua) =3 (M) ()

j=0
fiir f € C([0,1],R) ein Polynom n-ten Grades, das Bernstein?-Polynom.

Beweis von Satz 9.21: O. B. d. A. sei J = [0,1]. (Ist J = [a,b], so betrachte
g9(t) = fla+t(b—a)), 0<t<1)
Bezeichnet P, das Bernstein-Polynom n-ten Grades, so ist klar:

(Ve e J: f(z) < g(x) = (Vo e J: (Puf)(z) < (Pag)(z)),

also ist P, : C(J,R) — C(J,R) linear und monoton. Weiterhin gilt:

(n
0]

)
Gpor it

o
M:

/(1—z)" T =@+ (1-2)"=

<.
I

(Ppid)( :Z "
7=0
n—1
- (n )”“"]H —a) T = a(e (1 -a)" T =y
7=0

(P, nlzn: <>x11—x) =7,

2Sergej Natanowitsch Bernstein, 5.3.1880 — 26.10.1968
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Wegen
2

%(a +b)" =n(n—1)(a+b)" 2

und
= ) <n> Grn—j - .. n P2y m—i
25 . |a’b J:E j(]—l)(,)oﬂ b
da® <= \J = J

folgt fira=2z#0und b=1—x:

nn—1)= 5 : R SF () E e

|
w‘ =
[~]=
<
[\
/—g
~__
H\)
—~
[l
|
8
SN—
3
|
~
|
| =
8
5
—~
S|
+
=
SN—
3

j=0 b=(1—x)
1 (= ofn e
- 1;22‘72<]'>$](1_x) Jg_Z
§=0
Fiir x = 0 ist (P,q)(z) = 0 = q(z).
= Vz: (Pu)(z)=S5(nn—-1)-22+nz)=2?>(1-1)+2
1 1., 2 ..
= 1Png = dllsc < ~llglloc + —llidlloc < = =0 fiir n— o0
n n n
Mit Satz 9.22 folgt nun die Behauptung des Satzes 9.21. O

Aus dem Weierstrafischen Approximationssatz konnen wir also schlieflen, dass
das System der Polynome in C'(J,R) (bzgl. || - ||«) dicht liegt. Eine weitere
Anwendung des Satzes ist

Satz 9.24. Das System der trigonometrischen Summen
n
T.(z)=ap+ Z(aj cos jx + b; sin jx)
j=1

st dicht im Raum der stetigen Funktionen der Periode 27.

Beweis: Zuriickfiihrung auf Satz 9.21:
0. B. d. A. sei J = [—m,n], f stetig und periodisch. Definiere

fi(z) ?:w und  fo(z) = M,

dann ist f = f1 + f2, fi(—x) = fi(x) eine gerade und fo(—1z) = —fo(z) eine
ungerade Funktion.

1. Wir betrachten zunéchst f; in [0, 7] und wollen dies durch Cosinusterme
approximieren.
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Durch ¢ = cosz, x = arccost wird [0, 7] bijektiv und stetig auf [—1,1]
abgebildet. Dann ist also g1(t) := fi(arccost) = fi(z) stetig in [—1,1]
und kann nach Satz 9.21 durch Polynome P, (t) approximiert werden.
Somit wird aber auch f;(z) durch Polynome P, (cos z) approximiert. Mit
den de Moivreschen Formeln (vgl. Kapitel 7.3) folgt:

n.. .
cos"x = E Qj COS ),
Jj=1

also z. B. cos® z = 1(cos 2z + 1) oder cos® z = 1(cos3z + 3cos ).

= f1 wird durch eine Summe der Form ag + ) a; cosjz in [0, 7] und
j=1
damit als gerade Funktion auch in [—7, 7| approximiert.

. Es soll fy in [0, 7] durch Sinusterme approximiert werden, doch da die
Abbildung = +— sin z in (0, 7] nicht invertierbar ist, machen wir folgenden
Umweg:

Definiere
fa(z) := fo(x)sinz,
dann ist f3 eine gerade Funktion und ldsst sich nach Schritt 1 durch
eine Cosinus-Summe in [—7, 7] approximieren. Also wird fo()sin®z =
f3(x) sinz durch
Za] cos jrsina = agpsinx + Z sin((j + 1)x) —sin((j — 1)z))
approximiert, d. h.
fa(z)sin® z ~ Sinus-Summe in [, 7].
. Mit den Ergebnissen aus den Schritten 1 und 2 folgern wir, dass sich

fx) sin? z durch trigonometrische Summen approximieren lisst. Dann
lasst sich aber auch

f(z)cos® x = f(z)sin? (g —z) = f(g - ) sin?y  (mity = g —x)
durch trigonometrische Summen approximieren (in y € [—m, 7], d. h.
T € [— 5 7] doch f ist 2w-periodisch, so auch Approximation in x €
[—7, 7)), also schlieflich auch

f(z) = f(z)(sin® z 4 cos® z).
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9.5 Orthonormalsysteme

Die Frage nach der Approximation einer gegebenen Funktion durch eine Klasse
von Funktionen soll noch etwas vertieft werden, zunéchst ankniipfend an das
letzte Kapitel. Sei also wieder I := (—m,7) und

1/v/2 fiir n =0,
Up(2) = —= ¢ coskx firn =2k mit k € N,
VT sinkx fiir n =2k —1 mit k € N.

Wie in Satz 9.24 gezeigt, folgt aus dem Weierstrafischen Approximationssatz,
dass f € C(R,R), f 2m-periodisch, durch Linearkombinationen der v,, approxi-
miert werden kann. Die v,, haben nun die folgende Eigenschaft:

1, falls n =m,

/“"(x)”m(‘”)d“” = Omn 1= {o, falls n # m,

—T

(0pm : Kroneckersymbol®), denn es ist zum Beispiel:

s s

1 T
/ coskrsinkx dx = Z sin? kz — / sin kx cos kx dx

™

= /coskxsinkx dr = 0.

Mit ~
(f.g) = / f@) 9@ dr (9 fir K = C)

folgt (vn, V) = dpm fiir n,m € Ny baw. fir u, := v,—1 gilt (Upn, Um) = Ip, fiir
n, m € N. Die u,, stehen also ,,senkrecht“ zueinander bzgl. des Skalarproduktes
<'7 >

Definition 9.25. Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum X (hier:
C(I,R)), dann nennt man die Menge (,Familie“) von Vektoren {u, € X| n €
N} ein Orthogonalsystem, falls (un, Um) = Cn0nm (Kroneckersymbol 6y, ), und
Orthonormalsystem, falls ¢, = 1 fiirn € N, also falls die Vektoren mit ||u,||2 :=

(Up, un) = 1 zu eins normiert sind.

Da || - ||2 mit obigem Skalarprodukt eine (induzierte) Norm auf C(I,R) ist, bil-
den die angegebenen u,,(:= v,—1) ein Orthonormalsystem. Der Raum C(I,R)
ist jedoch nicht vollstéindig beziiglich || - ||2. Wir werden spéter genauer den
folgenden Raum studieren:

L? = L*(I,R) := {C(I,R), || - |2} vervollstindigt.

3Leopold Kronecker, 7.12.1823 — 29.12.1891
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Elemente aus L? kénnen mit Funktionen identifiziert werden 7(8. spéter), wir
formulieren deshalb das Nachstehende fiir f € L? statt f € C(I,R).

Definition 9.26. Sei {uy}nen ein beliebiges Orthonormalsystem in L%, f ¢
L?(bzw. C(I,R)). Dann heifit

fn = <f7un>7n eN,

wder n-te Fourier* koeffizient von f“ und
sn(@) = sn[f](x) ==Y fyu(x)
=1

»die n-te Partialsumme der Fourierreihe“

> fiug ().
j=1

Es stellt sich nun die Frage, ob, wogegen und in welchem Sinne die Fourierreihe
konvergiert:
wSn — [47

(Im Vergleich zur Approximation nach Weierstra$ haben wir (i) leichtere Be-
stimmung der Koeffizienten, (ii) eine grofiere Klasse zugehoriger f und (iii)
schwéchere Konvergenz.)

Wir haben (K = C):

(s 1) =D filug, £) =D 1P mnd  (snysn)=> fif jluiug) =Y |
j=1 j=1 j=1

4,7=1

= I =sals = IFI3 =2 Re (frs0) + llsnll3 = II£13 = D 15l

j=1
die Besselsche® Identitit, d. h.
- 2 2 e
s f bl SOUGE = B jeweils fix n — o
7j=1

Aus der Besselschen Identitéit folgt die Besselsche Ungleichung:

YoIHP <15

j=1

4Jean-Baptiste-Joseph Fourier, 21.3.1768 — 16.5.1830
5Friedrich Wilhelm Bessel, 22.7.1784 — 17.3.1846
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o0
und somit die Konvergenz von Y |f;|%. Ist

7j=1

SO =1£13,
j=1

so heifit dies die Parsevalsche® Gleichung fiir f. Zusammenfassend haben wir
den folgenden

Satz 9.27. Sei f € L2(I,R). Dann gilt:
) S5 <15

(@) llsal e < 1/l

(i) S5 =71 1 = salls =0

(iv) (8n)n konvergiert in L?, d. h. bzgl. || - ||2-

Beweis: Die Punkte (i) — (iii) hatten wir bereits gezeigt, und (iv) folgt aus

n

lsn —smllz=">_ Ifil*  (m<n).

j=m+1

Der letzte Satz und die Parsevalsche Gleichung fithren uns zur

Definition 9.28. Fin Orthonormalsystem (ONS) {uy,}nen heifit vollstindig
in L?(I,C) (VONS) :&

oo

Vfe LX(I,C): Y IflP =113

j=1

Das gerade bewiesene Kriterium fiir die Vollstandigkeit des Orthonormalsys-
tems {uy }n, ldsst sich in den Voraussetzungen noch etwas abschwéchen:

Satz 9.29. A sei in L?(I,C) dicht. Die Parsevalsche Gleichung gelte fiir alle
g € A. Dann ist das ONS {uy}, vollstindig.

Beweis: Sei f € L?(I,C) beliebig und £ > 0. Dann gibt es, weil A C L?(I,C)
dicht ist, ein g € A mit

£

g-

SMarc-Antoine Parseval des Chénes, 27.4.1755 — 16.8.1836

1f —gll2 <
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Aus |[f = snlflll2 < If = gll2 + lg = snlglll2 + lIsnlg] — salf]ll2 folgt dann mit
der Besselschen Ungleichung ||s,,[g] — sn[f]ll2 = l|snlg — flll2 < llg — fl|2, also

e ¢
If = snlflll2 < 2||f —gll2 + [lg — snlglll2 < 2§ +g=¢

fir n > ng(e, g) = no(e). B O
Als dichte Teilmenge kann man beispielsweise A = C(I, C) wihlen. Eine weitere
wichtige Charakterisierung von vollstdndigen Orthonormalsystemen liefert

Satz 9.30. Das ONS {u,}, ist vollstindig in L*(I,C) <« VYf € L*(I,C) :
(VneN: f=0)= f=0.
Beweis: ,, = “: Da {uy, }, vollstindig ist, gilt, falls f, =0 Vn € N:

1B = X 15 =0 = =0 (inI¥L0))
, < “:Sei fe L?(I,C). Dann ist f* := ioj fiu; € L*(1,C) sinnvoll definiert,
da (s,,[f])n Cauchy-Folge in L?(I,C) und]_eé sei g := f — f*. Dann gilt:

(ffoun)=fn =Vn:g,=0=9g=0% f=f".

Nun noch einige Beispiele fiir vollstdndige Orthonormalsysteme.

Beispiele 9.31. (i) Klassische Fourierreihe in I = (—m,m):
Fiir alle n € N sei uy, = Up-1 (wobei die v, wie zu Beginn dieses
Kapitels durch \/%, %, S\‘;‘f, ... definiert). Dann ist das ONS {up}n,
vollstindig, denn:

Sei A :={g € C(I,R)| g ist 2m-periodisch }, dann ist A C L*(I,R) dicht.
Weiter sei h € L*(I,R) mit h; = 0 fir alle j € N und ¢ > 0 gegeben.
Dann gibt es ein g € A mit

9
Ih=glla < 5.

Nach dem Weierstrafischen Approximationssatz (Satz 9.21 bzw. Satz 9.22)
gibt es ein N = N(g) und oy (g),...an(€) so, dass

N
3
— E Qoo < ——
||g — J ]H 2@

N N
= h=> ajuillz < [lh—gla+llg = > aju;le

j=1 j=1

N
5
<3 + V2r|lg — Zajujﬂoo <e.

j=1
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(i)

Mit der Voraussetzung h; = 0 fiir alle j € N folgt jetzt

N N
IRIZ + " leyl? = A =Y~ ajuyll; < &2
=1 j=1

Da g > 0 beliebig war, folgt: ||h|| =0 = h =0 und somit nach Satz 9.50
die Vollstindigkeit des ONS, auf das wir im ndchsten Kapitel noch etwas
ndher eingehen werden.

Sei I := (a,b) und vj(z) :== 27~ fir j € N. Da die v; weder senkrecht
b
(bzgl. des L*-Skalarproduktes (f,g) = [ f(z)g(z)dx) zueinander stehen

noch auf eins normiert sind, benutzen wir das Schmidtsche” Orthonor-
malisierungsverfahren. Allgemein sieht dies wie folgt aus:
Sei {v1,vs,...} eine Menge linear unabhingiger Vektoren (wie die obigen
Monome). Man definiert

U1

A

Uy -

Aus dem Ansatz '

Wo = Co1U1 + V2
und der Orthogonalititsforderung 0 L (wa,u1) = co1 + (vo,u1) folgt
Co1 = —<1)2,U1>-

Nun setzt man fiir die Normierung us 1= wobei wy # 0 wegen der

wo
[lwa]l2’

linearen Unabhdngigkeit der vj. Jetzt erfolgt der Ansatz

1
w3 = €31U1 + C32U2 + V3

und man fordert (ws,u1) = (ws,uz) = 0 und bestimmt hieraus us =
H;}"ﬁ. Man geht also sukzessiv vor. Fiir n > 2 erfolgt der Ansatz

n—1
!
Wy, = E CnjUj + Up,

j=1
wobei man (wy,u;) = 0 fir j =1,...,n — 1 fordert und die u; bereits
bekannt sind, woraus
Cnj = —(Un,u;)  firj=1,...,n—1
n—1
und somit Wy, = — Z<Unt>Uj + v, folgt.
j=1

Hieraus erhdlt man nun das ndchste
Wn,

wall2”

Uy,

"Erhard Schmidt, 13.1.1876 — 6.12.1959
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Nach Konstruktion stehen die u,, senkrecht aufeinander und sind auf eins
normiert, bilden also ein ONS mit span {vy,...,v,} = span {uy,...,u,}
(lineare Hiille).

Fiir I = (—1,1) erhdlt man die Legendre®-Polynome: (u,, = P,_1):

Po(m):\}i, Pl(x):\/gx, PQ(x):% 2(3932—1),
1
2

1 /9
(52® — 3z), Pu(z) = \/;(35304 —302% 4+ 3)  wsw.,

8
[2n4+1 1 d\" .
P,(z) = 5 nr] (dw) (332 - 1",

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch eine Aussage iiber die Appro-
ximation durch Fourierreihen beweisen:

allgemein gilt:

Satz 9.32. Die Fourierreihe liefert die beste Approzimation in L? (im qua-
dratischen Mittel“) beziiglich eines gegebenen ONS {up}y,.

Beweis: Seien a; € C fir j € N, f € L*(I,R) und fiir festes n sei D :=
If = 3 ajusl3, dann folgt:
j=1

D= ||f]3 - 2Re (ij@) Y lai P =15 = D12+ la; — £

i=1 i=1 i=1 i=1

Da mit der Besselschen Ungleichung (|| f]|3 — Y |f;]?) > 0 ist, wird D minimal
j=1

fiir aj = fj' O
Die natiirliche Frage, wann bzgl. L? konvergente Fourierreihen auch punktweise
konvergieren, wird uns in dem nun folgenden Kapitel beschéftigen.

9.6 Konvergenz von Fourierreihen

Sei wie zu Beginn von Kapitel 9.5

1 G
1 7 fiir n =0,

vn(x) := —= { coskx fiir n = 2k,
VT sinkx firn=2k—1

8 Adrien-Marie Legendre, 18.9.1752 — 10.1.1833
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firz e I .= (—m,m).
Unser Ziel ist es also nun, f in der Form

o0
f(z) =aop+ Z(aj cos jx + bj sin jx)
j=1

darzustellen, wobei

ao_l/f(gc)dx7 aj_l/f(x)coij dxr und
T

1 T
by =— /f(x) sinjz dz.
™
Fiir die komplexe Schreibweise sei {u,, (z)}nez definiert durch:

1 . 1 A
M — —— cosnT + i—— sinnx

Up () = Ee = W Nors
= {u,} ist ein ONS in L?(I,C) und vollstéindig. Fiir n € N ist dann
1 —1
vy = Ug, Vap = ﬁ(un +u_p) und vg,_1 = ﬁ(un —U_p).
Also gilt
1 —1

1
;zi;ﬁ% an::‘aéi(fn*‘f;n) und bn:: V@}

ag =

(jﬁ _’f—n)
mit

fn=(fun) = \/12? / f(z)e ™ dx fiir n € Z.

Zur Konvergenz der Fourierreihe beweisen wir nun folgenden

Satz 9.33. Die Funktion f seiin [—m, 7| stetig und stickweise stetig differen-
zierbar mit f(—m) = f(w). Dann gilt:

(i) Die Fourierreihe zu f konvergiert absolut und gleichmdjSig.
(i) I1f = 2 fiwlle < \/%||f/||2 (Fehlerabschitzung).
j=—n

Beweis: Da f’ nach Voraussetzung stiickweise stetig ist, ist f’ eine Regelfunk-
tion, woraus f’ € L?(I,C) folgt. Seien f,, bzw. f! die Fourierkoeffizienten von
f bzw. f’, dann gilt:

1 f —inx _ 1 1 —inz|”
fu= = [ f@e e = —— s pe |+
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11 [, 1
. nT g,
= [ F@ean =,

Die Regel der partiellen Integration ist hier anwendbar, da f stetig und stiick-
weise stetig differenzierbar ist. Die Randterme heben sich wegen der Periodi-
zitat von f weg. Somit folgt:

1 1 f
> (@) < T > Ifil= N > ‘7‘

l7[>n l7]>n li[>n

! Z % Z |f|* (Cauchy & Schwarz)
in T\ 1i>n

< -
T2

d. h. absolute und gleichmiflige Konvergenz liegt vor. Der obige Wurzelterm
konvergiert gegen Null, da fiir m > 1 gilt:

oo

1 —1 o0 1

/ de = =——0 firm-—oo
(x —1)2 z—1lm m-—1

m

(vgl. auch Beispiel 4.11). Es folgt also insbesondere:

o0

1
Zﬁﬁ

j=n+1

fiir n > 0.

S|

Aus der absoluten und gleichméafligen Konvergenz der Reihe ) f;u;(x) folgt,
J

dass die Folge der Partialsummen beziiglich der Supremumsnorm gegen eine
stetige Funktion konvergiert:

37 salf] N e o(emal,©) = salf] B e < V2 - [l)

= f=f", dasy[f] UL wegen der Vollstéandigkeit von {u,},

also ist die erste Behauptung bewiesen.
Ferner gilt:

- 1
If — Z fiujlloo = Z 1 fiujlloo < Ellf’llz

j=-n lil>n
JEL

N TP G
<\/%\/;|f Hz—\/ﬁHsz,

also folgt (ii). O
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Beispiel 9.34. Betrachte die Funktion f(x) = |z| auf dem Intervall [—m, ], die
durch periodische Fortsetzung (mit der Periode 27 ) auf ganz R zur ,Sdgezahn-
funktion“ wird. Diese Funktion ist stetig und stickweise stetig differenzierbar
in [—m,w|, erfillt also die Voraussetzungen von Satz 9.53.

FEs ist:
/ f _and.’li _

s

ze ”wd:c—i-/xe nT gy
0

\o

™

/ e et = 2/tcos nt dt

0

e}

= fo \;ﬁ und
£ = 2 cos(nm)—1 |- Qfmz, n=2k—-1, keZ,
"o n? - 0, sonst

1 B cos((2k — 1)x)
= f \/j Zoofn —*_72 2]41—1

T 4 cos 3x cosE):v
Speziell in x = 0 gilt:
s 1 1
0O)==——-(14 =4+ =+..
JO) =5~ —(t gt gt

Weiterhin ist

f/(l')—{ 1 fur 0<ZE<7T,

-1 fir —wm<x<0
- 2
Sl =VEE = 1= Y e <2

j=—n

Schon gegen Ende von Kapitel 7.3 haben wir zur Berechnung von 7 eine Itera-
tion angegeben, die dagegen konvergiert. Eine andere Art, der Zahl ,,7* néher

zu kommen, liefert die

Folgerung 9.35. Es ist



128 9 Reihen von Funktionen

n=1
1 1 1

|
Fiir die Fourierreihen haben wir bisher erkannt: Punktweise, sogar gleichméfige
Konvergenz liegt vor, wenn f stetig und f’ stiickweise stetig ist. Die Stetigkeit
von f alleine reicht im Allgemeinen nicht aus (Gegenbeispiele). Andererseits
muss f nicht stetig sein, denn Sprungstellen lassen sich behandeln, wenn man
auf die Konvergenz in diesen Punkten verzichtet bzw. f geeignet abéndert. Ein
Beispiel soll dies veranschaulichen:

Beispiel 9.36. Sei
x fir —m<xz<m,

f@):=¢ a fir x=-m,

G fir x=m,
mit a, B € R. Dann folgt fo =0, und fir n # 0:

—iNT g

\ﬁfn—/f(m *”“Cda:—hm / f(x)e mdw_xe'

—m |—=

—7r+€
1 i
e~y = TN (da cos(nm) = (—1)")
n

mn

= Z |ful?  konvergiert.
neR

Sei f*:= 3" fau, in L2(I,C). Formal berechnet man:

nez
=1 Z Z sinnx
n#0 n=1
. sin 2x sm3
:2<81nx— )
2
Esist f* = f, da das ONS {u,} vollstindig ist (= f = 3. foun in L?). Wir
ne”Z

stellen nun die Frage nach punktweiser Konvergenz, d. h. gilt fir F,(x) =
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> fiu;(x), dass F,(z) — f(z) konvergiert? Dazu sei

j=—n

g(x) = f(2)(1+ ™),

dann hat g keine Sprungstelle mehr (da €™ = e™™ = —1, also g(+7) = 0).
Die Funktion g ist stetig und stiickweise stetig differenzierbar, also lisst sich g
nach Satz 9.33 in eine gleichmdf$ig konvergente Reihe entwickeln. Aus

—T

folgt:
In = fn + fn71~

Sei Gp(z) == Y gjuj(z) dann gilt:

j=—n

(1+¢)F, DR S peiie

j=-n

a\~ a\~

Z (f5 + fi-1)e"" + fn elntbe g | jemine

fn i(n+l)z f—n—leiinm)-

Q
s

\/277
Wegen f,, — 0 und ||G,, — gljoc — 0 fiir n — oo folgt:

|(1+ei.)Fn_g”oo — 0 fir n — oo
= (1 +ei')(Fn — oo — 0 fiirn — oo

= F, — f fiirn — oo gleichmdfig in jedem abgeschlossenen Intervall, das die
Punkte x = —7 und x = m nicht enthdlt (damit |1 + €| > ¢ > 0 ist). Es gilt
auch F,(£m) =0, d. h. in x € {—m, 7} liegt punktweise Konvergenz vor, falls
a= =0 gilt, d. h. falls

flm) = S (fr+0)+ f(r—0)  (analog fir — )

(typische Situation).



Kapitel 10
Die Topologie des R"

Worum geht’s? In den nichsten Kapiteln werden wir vor allem Funktionen
von R™ nach R™ betrachten. Dafiir miissen die bereits bekannten Begriffe wie
etwa Stetigkeit, Konvergenz und Normen vom RY auf den R™ iibertragen wer-
den. In diesem ersten kurzen Kapitel werden einige topologische Begriffe und
Ergebnisse zusammengefasst, welche zum Teil auch allgemein in normierten
oder metrischen Rdumen gelten.

10.1 R" als normierter Vektorraum

Sei n € N fest. Wir schreiben Vektoren des R™ in der Form

T

Tn

(Spaltenvektor), der transponierte Vektor ist definiert durch 2% := (xq,...,2,)
(Zeilenvektor). Das Standard-Skalarprodukt ist (z,y) = Y i x;y;, die zu-
gehorige Norm ist || := (x,)'/2. Damit wird R” zu einem normierten Raum
mit Skalarprodukt, sogar zu einem Hilbertraum und damit einem Banachraum.
Wir geben einige weitere Beispiele fiir normierte Réume an:

Beispiele 10.1. (i) Der Raum (R", | - ||,) mit

firl<p< oo,

n 1/p
.|P
Il B = [0,00), @ = (€1,- .1 60)T @ 4l >

~max |£Z| furp = 00,
i=1,...,n

ist ein normierter Raum (siehe unten).

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 10,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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1) Die Folgenrdume (£,, ]| - sind fir 1 < p < oo normierte Ridume (siche
g P P
unten), wobei

by ={z=(1,&,...) = (En)nen | Vi EN & €C, §1 &P < oo} und
=

1/p
I+ llp = € — [0,00), 2 — (Z |£j|p> fiir 1 <p < oo, und
j=1
loo :={z = (&)nen|Vj €N & € C, supN) €] < oo} und
j€

JjEN
sind.

(iii) Fiir I = (a,b) C R wird C(I,R) mit
I+ llse = C(I,R) = [0,00), f + sup|f(z)]
zel

zu einem normierten Raum.

(iv) C(I,R) mit || f|l == (}f [fIP)/P, 1< p < oo

Im folgenden Satz weisen wir nach, dass die Beispiele die Dreiecksungleichung
erfiillen.

S5 firp #1,

Satz 10.2. Seien 1 <p<oo, ¢:= { ..
oo firp=1,

(d. h.%—i—%:l), r=(&,...) €L,y y=(m,...) €Ly und f,g: 1 — R stetig
fir I =(a,b) C R.
Dann gelten

(1) die Holdersche Ungleichung

o0

Sl ml < llellp-llwlly — bew.

=1

/ F@g@)lde < 11, - lglls.

I

ii) die Minkowskische Ungleichung®, fir z,y € ¢,,
P

lz+yllp < llzllp + llyll,  bzw.
If+allp < IFllp + llgll,  und

THermann Minkowski, 22.6.1864 — 12.1.1909
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(iii) die Youngsche Ungleichung?
P q
VéEn>0 §~n§£p—|—2 fir 1 <p < oc;

die Gleichheit gilt in dieser Ungleichung nur fiir n = P71,
Beweis: (iii): Sei a > 0 und definiere 7 : RT — R™, ¢ +— 7(¢) := ¢*. Dann ist
%T(t) =a-t%"1 >0, also ist 7 eine injektive und somit invertierbare Funktion
und ¢ = 71/ ist definiert.
Seien Sy = {(z,y) e R}z €[0,£,0<y< 2} und
Sy = {(z,y) € R*|z € [0,7"/%], 2* <y < n}.
Dann sind (|S1| bezeichne das anschauliche Flichenmafl der Menge St)

£

1
Si|= [ tedt = ——¢ott d
|51 / a+1€ un
0
771/:1.
1 a

S| = 1/a /tadt: 1/a 1/ayl+a _ 1+1/a.
|Sa| = mm m 7a+1(77 ) a1

0

Wie man sich leicht anschaulich klarmacht, ist |Si| + [S2| > &n, wobei die
Gleichheit nur fiir n = €% gilt. Fira=p—1,d. h. ¢ = “zl, ergibt sich

£-n< 1E”Jrlnq,

p q

wobei Gleichheit nur fiir n = P~ gilt.
(i): Fiir p = 1 oder p = oo oder x = 0 oder y = 0 ist die Behauptung klar.
Seien also
l<p<oo, z#0F#y.
Setze fiir i € N: & := 181 und 5 := 12

=zl vl
Aus der Youngschen Ungleichung folgt:

‘§i|'|77i| < |§i|p |77¢|q
lzllpllylly — - Nzl - llylld

Summation iiber ¢ und Multiplikation mit ||z||, - |y, liefert die Behauptung.
Die zweite Behauptung zeigt man ebenso, wobei dann

1£(2)] l9(x)]
= nd n:=
I gl

(ii): Die Behauptung ist wiederum klar fiir p = 1 oder p = 0o. Sei also 1 < p <
oo. Dann ist

§

gewihlt werden.

oo oo o
o+ ylls =D 1 +nilP <D 1& +mlPHE+ D18+ nalP il

=1 i=1 =1

2William Henry Young, 20.10.1862 — 7.7.1942
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0 1/q
< (Z |€i+77¢|(p_1)q) (zllp + llyll»)
=1

= ||z + gl (Il + llylly) -

Da p — % =p—(p—1) =1 ist, folgt hieraus die Behauptung. Analog beweist
man die zweite Behauptung. O

10.2 Stetigkeit und Kompaktheit

Wir kommen noch einmal auf die Charakterisierung kompakter Mengen im R"”
zuriick, sieche Bemerkung 5.43. Die Ergebnisse, die wir aus Kapitel 5 bereits fiir
den Fall n = 1 kennen, lassen sich auf den allgemeinen Fall iibertragen.

Satz 10.3 (von Bolzano-Weierstrafl im R™). Sei (z)ren C R™ beschrinkt.
Dann existiert eine konvergente Teilfolge (T;);jen.

Beweis: Im Beweis verwenden wir die Bezeichnung Pjz := §; fiir Vektoren
r = (&,...,&)T € R, d. h. Pjz ist die j-te Komponente des Vektors z.
Sei (zp)keny € R™ mit |zg| = |lzglle < M. Dann gilt |Pjx,| < M fir j =
1,...,n,k € N. Nach dem Satz von Bolzano & Weierstrafl (Satz 5.29) in R
existiert eine Teilfolge (xél))g@\] von (zy)keny C R™, fiir die (Plxy))geN cR
konvergiert.

Davon existiert wieder eine Teilfolge (xéz))geN, fiir welche (nggz))ZEN CcR

konvergiert, usw. Insgesamt erhalten wir eine Teilfolge (l’én))gg\], fir die alle

Komponenten (ijéj))geN CR,j=1,...,n, konvergent sind, d. h. (;EE"))KN C
R™ konvergiert. O
Der folgende Satz verallgemeinert die Aussage von Satz 5.41, wobei sich der
Beweis direkt iibertragen lidsst. Dabei betrachten wir im R™ | abgeschlossene
Intervalle“ J, die wie folgt definiert sind:

J=Az=(&,...&) eER"a; <& < Bi,i=1,...,n}
fiir gegebene «;, f; mit —oo < a; < f; < o0.
Satz 10.4. Sei J ein abgeschlossenes Intervall in R™. Dann ist J kompakt.
Beweis: Seien J = {z = ({1,...&) €R"|a; <& < Bi,i=1,...,n} und

§:= /> (B —a;)? (d h.Va,ye J: |z —y| <9).
j=1

Annahme: Es gebe eine offene Uberdeckung {Mx}xea von J, die keine endliche

Teiliiberdeckung besitzt.

Wir teilen J nun in 2™ abgeschlossene Intervalle );, die alle die halbe Kan-

tenléinge von J haben. Mindestens eine dieser Mengen (); kann nach unserer

Annahme nicht endlich iiberdeckt werden; wir nennen diese J;.
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Nun unterteilen wir J; wiederum in 2" Intervalle ); mit halber Kantenlénge,
wéahlen ein nicht endlich iiberdeckbares abgeschlossenes Intervall J, mit halber
Kantenldnge von Jjund fahren analog fort. Wir erhalten eine Folge (J;);en von
abgeschlossenen Intervallen mit folgenden Eigenschaften:

(1) JZ D) Ji+1’
.. . s
(i) Yo,y € Ji : |z —y| < 57,

(iii) J; ist nicht endlich iiberdeckbar.

o0
Nach Satz 5.40 (fiir R™) existiert ein z € [ J;. Ferner existiert ein Ao € A :
i=1
z € My,; da M), offen ist, gibt es ein » > 0 mit B(z,r) C My,. Ist i so gro8,
dass 2‘50 < r ist, so ist J;, C M,,, was im Widerspruch zur nicht endlichen
Uberdeckbarkeit von J;, steht. O

Wir erhalten die gewiinschte Charakterisierung kompakter Mengen im R"™:
Satz 10.5. Fir K C R" sind dquivalent:

(i) K ist abgeschlossen und beschrinkt,

(i) K ist kompakt,

(iii) jede Folge (xp)ren C K besitzt eine konvergente Teilfolge (x,)jen mit
x = limj 0wk, € K.

Beweis: Der Beweis lésst sich wortlich aus dem eindimensionalen Fall {ibertra-
gen (vgl. Satz 5.42). O
Das Prinzip der Intervallschachtelung (Satz 5.40) gilt allgemeiner fiir beschrénk-
te und abgeschlossene Mengen im R"™:

Satz 10.6 (Intervallschachtelung). Seien Ay C R™, Ay # 0, Ay abgeschlossen,
mit A O A1 (k € N). Falls ein Ay, beschrdnkt ist, so ist (\,cy Ax 7 0.

Beweis: O.E. sei Ay beschriankt und damit kompakt. Angenommen [, .y Ax =
0. Dannist Ay C (J;cn(R™\Ar) = R™ eine offene Uberdeckung. Da A; kompakt
ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung A; C Ule(R“ \ A;) = R\ Ag,
d. h. Ax = A N A = 0; Widerspruch. O
Im Folgenden werden wir Abbildungen

[ XDOD(f)—=Y

behandeln. Dabei sind D(f) der Definitionsbereich von f und (X, dx), (Y, dy)
metrische Rdume. Insbesondere interessieren die Fille X = R™ und ¥ = R™.
Man beachte, dass durch die Einschrinkung der Metrik dx bzw. dy auch D(f)
und der Wertebereich R(f) wieder metrische Rdume sind.

Wir wissen bereits, dass fiir eine Funktion f: X — Y zwischen zwei metrischen
Raumen X, Y folgende Aussagen dquivalent sind:
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(i) f ist stetig.

(i) VV C Y, Voffen : f~1(V) C X offen .

(iii) VV C Y, V abgeschlossen : f~}(V) C X abgeschlossen.
(iv) V(zg)ken C X, 2 — x: f(z) — f(2).

Beispiel 10.7. Seien X = R? und Y = R; beide Riume seien mit der euklidi-
schen Metrik versehen. Definiere f: X — Y, (x,y) — f(x,y) durch

Fony) i A Jir ety >0,
R 0 firz=y=0.

Die Funktion f ist in (zo,y0) # (0,0) stetig. In (0,0) ist sie partiell stetig, d.
h.

lim f(x,0) = lim £(0,) = 0,

xz—0 y—0

aber sie ist nicht stetig, da fir a #0

145# furl‘#o,

f(z,az) = {O firz=0

ist; die Funktion springt also lings der Geraden x — azx.

Satz 10.8. Seien f: X — Y eine stetige Funktion und K C X kompakt. Dann
gilt:

(i) f(K) ist kompakt.
(ii) f|xk ist gleichmdfig stetig.
Beweis:

(i) Sei ¥ eine offene Qberdeckung von f(K). Dannist = {U = f~Y(V)|V
€ 7'} eine offene Uberdeckung von K.

Da K kompakt ist, gentigen endlich viele Mengen Uy, ..., U, € %, n €N,
zur Uberdeckung von K. Die Menge f(K) wird dann von f(Uy), ..., f(Uy)
iiberdeckt.

(ii) wird wie im eindimensionalen Fall bewiesen. O
Folgerung 10.9. Seien f € C(R",R™) und K C R™ kompakt. Dann gilt:
(i) f(K) ist beschrinkt und abgeschlossen.

(ii) Die Extremwerte von |f| werden angenommen, d. h. es ist
= d inf = mi .
sup | f()] = max | f(@)] und inf [f(z)] = min|f()]
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Es soll nun ein Ausblick auf ein Analogon zum Zwischenwertsatz gegeben wer-
den. Dazu benétigen wir den Begriff des ,,Zusammenhangs®.

Definition 10.10. (i) Ein metrischer Raum X heifit ,nichtzusammenhdn-
gend* = JA, 0 C AC X : A ist offen und abgeschlossen.

(ii) Ein metrischer Raum X heifit ,zusammenhdngend® < X ist nicht nicht-
zusammenhdngend.

Bemerkung 10.11. Die Definition in (i) ist dquivalent zu
JA,B#0, ANB=0 : X =AUDB, A und B abgeschlossen (oder A und

B offen).

Satz 10.12 (Zwischenwertsatz). Seien X ein zusammenhdngender metrischer
Raum, Y ein metrischer Raum und f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann
ist R(f) zusammenhdngend.

Beweis: Annahme: 3A # 0, A C R(f), A offen und abgeschlossen (im me-
trischen Raum R(f)).

Das heifit: R(f) = AU B mit B := R(f) \ A offen in R(f).

Aus der Stetigkeit von f und den Eigenschaften von A und B folgt somit:

fY(A) und f~1(B) sind offen in X,
FHA) #£0# f7Y(B) und fHA) N fFH(B) = 0.

Damit wire aber auch X nichtzusammenhéngend. Widerspruch! O

Beispiele 10.13. (i) Der mit der diskreten Metrik versehene Raum X =
{0, 1} ist nichtzusammenhdngend. Wihle A = {0} = B(0,1/2).

(ii) Der mit der euklidischen Metrik versehene Raum X = R™ ist zusam-
menhdngend.

Mit Hilfe des Begriffs ,, Wegzusammenhang“ kann der Bezug zum Zwischen-
wertsatz 7.19 leichter eingesehen werden.

Definition 10.14. (i) Eine stetige Abbildung v : [a,b] — R", a < b aus R,
heifit ,Weg“. Die Punkte v(a) und ~(b) heiflen ,durch den Weg v stetig
verbunden“.

(i) M C R™ heifit ,wegzusammenhdingend, falls je zwei Elemente my, mg €
M durch einen in M verlaufenden Weg stetig miteinander verbunden
werden konnen.

Das heifit: Ja,b € R, Iy :[a,b] — M stetig mit y(a) = mq, y(b) = mas.

Satz 10.15. Wegzusammenhdingende Mengen sind zusammenhdngend.

(Ohne Beweis:)
Die Umkehrung dieses Satzes gilt im Allgemeinen nicht. Die Menge

X ={(z,y) eR*| 0<z <1, y=sinl}u{(0,y) eR? —1<y<1},
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die mit der euklidischen Metrik des R? zu einem metrischen Raum wird, ist ein
Beispiel fiir einen zusammenhéngenden, aber nicht wegzusammenhingenden
Raum.

Seien X und Y normierte Raume {iber dem Korper K, wobei wieder K = R
oder K = C. Wir betrachten nun lineare Abbildungen A: X — Y, wobei wir
statt A(x) meist Az schreiben. Im Fall Y = K heifit eine lineare Abbildung
A: X — K auch ein lineares Funktional.

Eine lineare Abbildung A: X — Y ist genau dann stetig, wenn sie beschréankt
ist, d. h. falls ein ¢ > 0 existiert mit

VeeX:|Az|y <clz|x.
Definition 10.16. Seien X und Y normierte Rdume.
(i) Dann sei L(X,Y) :={A: X — Y| A linear, sup ||Ax| < oo} der Raum
llzl|=1

der ,beschrinkten linearen Abbildungen von X nach'Y “ (,stetigen linea-
ren Operatoren von X nach Y “).

(i) Die Abbildung

| Az|

|-l L(X,Y) = Rf, A ||A]| := sup [|Az|| = sup = sup |[|Az]
|z =1 e#0 [zl jzp<t

heif§t ,,Operatornorm®.



Kapitel 11

Funktionen mehrerer
Veranderlicher

Worum geht’s? In diesem Kapitel werden Funktionen mehrerer reeller Verdnder-
licher diskutiert; der zemtrale Begriff ist hierbei der der ,Differenzierbarkeit®.
Viele Aussagen aus dem eindimensionalen Fall lassen sich iibertragen. Aller-
dings ist der Begriff der Ableitung selbst jetzt komplizierter. So kann die Ab-
leitung einer Funktion f: R™ — R™ an einer Stelle v € R™ als Matriz inter-
pretiert werden. Behandelt werden hier unter anderem der Mittelwertsatz, die
Taylorreihe und die Existenz von Extrema.

11.1 Differenzierbare Abbildungen
Wir betrachten Funktionen f: R™ D D — R™. Definiere

B(D,R™) :={f: D —R™ | sup|f(x)| < oo}.
zeD

B(D,R™) wird mit der Supremumsnorm | f||- := sup |f(x)| zu einem nor-
xzeD
mierten Raum.

Genau wie im R! definieren wir

Definition 11.1. Seien D C R™, fi: D — R™ Funktionen fir k € N. Dann
heift die Funktionenfolge (fr)r »gleichmdfig konvergent gegen f: D — R™*
genau dann, wenn klim | fe — flloo = 0 ist.

Komponentenweise zeigt man:
Satz 11.2. Ist (fy), C C(D,R™) gleichmdafiig konvergent gegen f: D — R™,
so ist f € C(D,R™).

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 11,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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Speziell ergibt sich (wie auch in R') die Vollsténdigkeit der Riume B(D,R™)
und BC(D,R™) := C(D,R™)NB(D,R™) und C(K,R™) fir K C R"™ kompakt.
Wir werden in diesem Kapitel die Differentiation von Funktionen

f:R*"DU —-R™, U offen,

definieren und diskutieren. Eine direkte Ubertragung der Definition fiir in U C
R! erklirte Funktionen ist nicht méglich, da der Differenzenquotient

flz+h) - fz)
h

fiir h € R™ und n > 2 nicht erklirt ist.
Einen Hinweis auf eine mégliche Ubertragung gibt jedoch die Taylorsche Formel
(fir n =m =1):

fl@+h)=f(x)+ f(x) - h+r(z,h)h]

mit lim r(z, h) = 0.
h—0

Mit dieser Darstellung kann man auch die Ableitung f’ definieren, und diese
Definition werden wir fiir
ffR"DOU —-R™

iibertragen.

Definition 11.3. (i) Seien U C R™ offen und V, := {h € R" |z + h € U}
firxeU.
Dann heifst f : U — R™ _an der Stelle x € U differenzierbar® genau
dann, wenn gilt:

Es gibt A(x) € L(R™,R™) und eine im Nullpunkt stetige Abbildung r(z,-) :
Ve — R™ mit r(xz,0) =0 so, dass gilt:

flx+h)= f(x)+ A(x)h +r(z,h)|h| firheV,.

(ii) f:U — R™ heifit in U differenzierbar®, falls f in allen x € U differen-
zierbar ist.

(iii) Falls f: U — R™ an der Stelle x € U differenzierbar ist, heifit f'(x) :=
A(x) ,(erste) Ableitung von f an der Stelle .

Im Falle einer differenzierbaren Funktion heifit die Abbildung
f U — LR"R™), z+— f(x)
Lerste Ableitung von f“.

Bemerkung 11.4. Die Ableitung f'(x) = A(x) einer Funktion ist nur dann
wohldefiniert, wenn sie eindeutig definiert ist. Wir weisen nach, dass dies der
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Fall ist: Es mogen Ai(x) und As(x) die Eigenschaften von A(z) aus der Defi-
nition 11.3 (i) haben. Dann ist

(A1 (z) — Az(x))h + (r1(z, h) = r2(2, h))[h] = 0.
Hieraus folgt fir y € R™, y#0, undt € R\ {0}:

() Y| — gy (A1) — As(@))ty]
| (A(w) — An( )| = lim ]
= P_r)r(l)‘rl(xaty) —r2(z,ty)| = 0.

Also ist A1(z) = As(x).
Aus der Definition der Ableitung folgt sofort:
Satz 11.5. Ist f in x differenzierbar, so ist f in x stetig.

Wir hatten schon bei der Definition der Stetigkeit bemerkt, dass es wesentlich
fiir die Definition ist, dass die Stetigkeit in allen Richtungen gemeint ist. Fiir
die Stetigkeit in nur einer Richtung hatten wir den Begriff ,, partielle Stetigkeit
gebraucht.

Ebenso kann man von ,,partieller Differenzierbarkeit® sprechen. Besonders haufig
benutzen wir partielle Ableitungen in Richtung der Koordinatenachsen.

Definition 11.6. Sei f: R™ D U — R eine Funktion und sei x € U. Bezeichne
e; den i-ten Einheitsvektor.

(i) Ezistiert der Grenzwert

i (@ hei) = (@)

heR
h—0 h ’ < ’

so heifit f ,an der Stelle x in Richtung des i-ten Finheitsvektors partiell
differenzierbar®. Wir bezeichnen diese partielle Ableitung mit

Of(x) _ . flz+he)— f(z)

,Partielle Differenzierbarkeit in Richtung des i-ten Finheitsvektors® wird
wie ublich definiert.

(ii) Ist f fir x € U in Richtung aller Einheitsvektoren partiell differenzierbar,
so heifst f ,an der Stelle x partiell differenzierbar®.

(#ii) Der ,Gradient von [ an der Stelle x“ wird fiir in x partiell differenzier-
bares f wie folgt definiert:

T\ (EI@N (afE@
gradf(z) := Vf(x) := =: =:
o |\ 25w/ \ofw

Das Symbol NV “ heifit ,Nabla® (von lat. ,nablium*, was ein antikes Sai-
teninstrument bezeichnet).
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Bemerkung 11.7. (i) Die partielle Ableitung der Funktion f in Richtung
des i-ten FEinheitsvektors e; an der Stelle x € U entspricht der bereits
bekannten eindimensionalen Ableitung der Funktion

G RDOU =R, te f(o1,..., T 1,t,Tig1,...,Tn)

an der Stelle t = ;. Hierbei ist U das Bild der Projektion der Menge U
auf die i-te Komponente. Also ist

0 d
1) 2 Ol

(ii) Fir in x differenzierbares f : R™ — R ist f'(z) € L(R™,R). Es folgt:

n

3f =(f' @), @) €ER" VheR": fl(x)h=(f,h)=> f(z)h;.

i=1
Setzen wir h = e;, so erhalten wir insbesondere
fl(@)ei = f'(@).
Andererseits ist
[z + hie;) — f(x) |hi€i 0f(z)

f(x)e; = —r(z, hie;)

—
hi hZ h; — 0 895@

Hieraus folgt
fl@) = (V)"
Fiir Funktionen, die in den R" abbilden, definiert man analog:
Definition 11.8. Secien f: R™ D U — R™ eine Funktion, x € U und e; € R"™
firie {1,...,n} deri-te Einheitsvektor.
Ezistieren firi € {1,...,n} und j € {1,...,m} die Grenzwerte
LSl he) — (@)

helR
h=0 h ’ €%,

wobei f = (f1,..., fm)T sei, so heifit die Funktion f ,an der Stelle x partiell

differenzierbar®.
Die Matrix
ofi(z) ... Ofi(z)
= = oo = 2

O fn(2) - . O fonl2)

heifit ,,Jacobi-Matriz* von f“.

LCarl Gustav Jacob Jacobi, 10.12.1804 - 18.2.1851
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Bemerkung 11.9. Ebenso wie bei der Interpretation des Gradienten erhalten
wir (bei Betrachtung der i-ten Zeile):

(@) = ((fig(2)2,) -y mit fij(w) = agf :

Insgesamt ergibt sich fiir in x differenzierbare Funktionen der Zusammenhang

n

VhER™: f/(x)h = Jp(x)h = (h-V)f(z) = (W"V)f(x) = h;

J=1

Jaxj’

wobei (hT'V) die Matrizmultiplikation meint. Wir schreiben nun auch V f statt
Jy.

Beispiele 11.10. (i) Definiere

2 2
.2 2 [T T2
f.R —>R,$|—>f(x)—< T1To )

Wenn f differenzierbar ist, so ist nach obiger Bemerkung

fl . RQ N L(RQ,RQ), T = f/(ﬂf) — (2.’1)1 _2$2) )
i) X1

Es bleibt nachzuweisen, dass diese lineare Abbildung die Figenschaften
der Abbildung A(x) aus Definition 11.3 (ii) erfillt.

(ii) Sei nun

$1ﬂc§ .
FiRZ SR,z fz) =< o5+a3 fiir x # 0,
0 firxz=0.

Fiir x # 0 kann man zeigen: f ist in x differenzierbar, und es gilt:

f() = Jy(x) = |1|4 (23(—a? + 22), 20%,)

Im Nullpunkt ist [ jedoch nicht differenzierbar, denn fiir die partiellen
Ableitungen in Richtung der Koordinatenachsen erhdlt man 01 f(0) =
D2 f(0) =0, d. h. es miisste f'(0) = 0 sein, aber die Ableitung in Richtung
des Vektors (1,1) ergibt:

)

t—0 t t—0

,750

Es gibt noch eine weitere mogliche Interpretation der Ableitung f’ einer diffe-
renzierbaren Funktion. Fiir

ffR*"DU —-R™, x— f(x)
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hatten wir bisher gesagt:
f U — LR™R™), z— f(x).
Ebenso kann man sagen:
FUXRY = R™, (0,h) = f/(2.h) == f(@)h,

wobei f’ linear in der zweiten Komponente ist.

Die Menge der differenzierbaren Abbildungen bildet einen Vektorraum. Mit
CY(U,R™) bezeichnen wir den Raum der differenzierbaren Abbildungen f: U C
R™ — R™, deren Ableitung f’ wieder stetig ist.

Es gelten die folgenden Rechenregeln

Satz 11.11. (i) Seien f,g: R™ D U — R differenzierbare Funktionen.
Dann ist auch f-g: U — R eine differenzierbare Funktion, und es gilt
die ,,Produktregel*:

Ve €U (fg)(x) = g(x)f'(z) + f(x)g'(x).

(ii) Seien f:R™ DU — R™ und g : R™ DV — RP differenzierbare Funktio-
nen mit f(U) C V. Dann ist auch die Verkettung go f : U C R™ — RP
eine differenzierbare Funktion, und es gilt die ,Kettenregel“:

Ve eU:(gof)(z)= (g0 f)(z) f'(z) € LR",R?).

Beweis: Die erste Behauptung ist klar.
(ii): Sei fir x € U und h € R™* (mit « +h € U)

H:=H(x,h) = f(z+h) = f(z) = f'(@)h+r(z,h)h].

Dann ist
g(f(x+h)) —g(f(x)) = ¢ (f(x)H +r,(f(x), H)|H|
= g'(f(@)f'(x)h + g'(f(x))rs(z, h)|R]
+rg(f(2), H)|H|
= g'(f(@))f'(x)h +rgop(z, h) - |h]
mit
raeg 2.1) 1= g (F(@))rs ) + () H)
— 0fir h— 0.

O
Wir wollen nun eine anschauliche Interpretation des Gradienten geben. Hierzu
benotigen wir den Begriff der ,,Richtungsableitung®.
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Definition 11.12. Seien f : R” — R eine differenzierbare Funktion, xo, hg €
R™ mit |ho| =1 und

F:R—R, t— F(t):= f(xo+ tho).
Dann ist F' eine differenzierbare Funktion und

= f(z0)ho = V f(x0) - ho

heifit ,Richtungsableitung von f in Richtung hg an der Stelle xq “.

In einem Punkt zy ist die Richtungsableitung betragsméfiig maximal, falls
V f(zo) in Richtung von hg zeigt. Das bedeutet, dass die Richtung des Gradi-
enten die Richtung der stérksten Anderung der Funktion f angibt. Der Betrag
der Richtungsableitung in Richtung des Gradienten entspricht dem Betrag des
Gradienten.

Wir betrachten nun speziell Funktionen f: R2 D U — R. In diesem Fall kann
man sich den Graphen von f als Fliche im dreidimensionalen Raum vorstel-
len. Die Mengen der Punkte im R?, in denen f einen konstanten Wert ¢ € R
annimmt,

Ni(c) :={z € U: f(x)=c}
heiflen ,,Hohenlinien*“. Nun definiere fiir ¢ € R eine Abbildung

z:R— Nf(c), t—az(t) = (x1(t), z2(t)) .

Da f(z(t)) konstant ist fiir alle ¢ € R, gilt:

0= %f(x(t)) = Ouf (1)) - 2 (8) + Do f (a(t)) - (1)
= Vf(z(t) 2'(t).

Das bedeutet, dass entweder V f(z(t)) = 0 oder z/(t) = 0 sind oder aber dass
die beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen.
Abbildungen
B:R—R* |t B(t)
heilen ,, Falllinien“, wenn gilt: %ﬂ(t) = Vf(B(t)). Wir haben gerade gezeigt,
dass Hohenlinien und Falllinien senkrecht aufeinander stehen.
Beispiel 11.13. Sei f : R? - R, z+ f(z) = |z|*> = 2} + 23.
Die Funktion f ist differenzierbar, und es gilt fiir o € R?, xo #0:
Zo

Vf(xo) = 2.’L‘0 = 2|1’0| . i’o mat jo = w .

Somit dndert sich f in radialer Richtung am meisten; die Falllinien sind Ur-
sprungsgeraden, die Hohenlinien konzentrische Kreise.
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Einige Ableitungen haben aufgrund ihrer Bedeutung eine besondere Bezeich-
nung erhalten.

Definition 11.14. (i) Sei f : R® — R"™ eine differenzierbare Funktion.
Dann heif$t die Abbildung

divf:R" - R, zwdivf(z) = iazfz(a:)

=1
,Divergenz von f“.

(ii) Sei f : R3 — R3 eine differenzierbare Funktion. Dann heifit die Abbildung

92 f3(x) — O3 f2(x)
rot f: R = R3, 2 —rot f(z) := | O3f1(x) — 01 f3(x)
O f2(x) — 02 f1(z)

; 113
,Rotation von f*.

(#i) Der Operator A auf dem Raum der zweimal stetig differenzierbaren Funk-
tionen,

A : C*(R™;R) — C(R™";R)
feAf=) 02,
i=1
also A = div grad, heifit ,Laplace-Operator®“. Fiir beliebiges m € N
definiert man
A C*R",R™) — C(R",R™)
f: (fl)"'af?ﬂ)T = (Afla"'aAfm)T'

Beispiel 11.15. Fiir f : R3\{0} — R3, 2 — f(z) := e undg: R3\{0} — R,
z— g(x) = —ﬁ, gilt f =Vg, Ag=divf =0, rot f =rot Vg =0.
Zum Abschluss dieses Kapitels untersuchen wir (im Vorgriff auf Kapitel 16),

wann die Umkehrabbildung einer differenzierbaren Funktion, wenn sie existiert,
auch wieder differenzierbar ist.

Satz 11.16. Seien U C R" offen, a € U und f : U — R" eine injektive
Abbildung, die in a differenzierbar ist mit detf’(a) # 0. Seien b := f(a) ein
innerer Punkt von f(U) und

g=f"":fU)—R"

stetig in b.
Dann ist g an der Stelle b differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt:

g ) =(f(a)™".

2Pierre Simon Laplace, 28.3.1749 — 5.3.1827
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Bemerkung 11.17. Die Bedingungen ,b = f(a) ist innerer Punkt von f(U)*
und ,g ist stetig in b“ folgen aus den sonstigen Voraussetzungen, wie wir
spdter beweisen werden. Auch die Injektivitit von f folgt aus der Bedingung
det f'(a) # 0, wobei die Umgebung U eventuell verkleinert werden muss.

Beweis von Satz 11.16: Fiir x € R", |z| gentigend klein, ist

fla+z) = f(a) + f'(a)x + r(a, 2)|x|
= f(a)+ F(a,z)x

. "(a) 4+ r(a,z)xl fir x #0,
wobei zo := 17 . Beachte |z| = <|;—|,x> =zl -z

Die Abbildung F'(a,-) hat die folgenden Eigenschaften:
(i) F(a,-) : R" — L(R™, R™) ist stetig in 2 = 0.
Beweis: Es gilt

1F(a, ) = Fa,0)]| = [r(a,2)z5 || = sup |r(a,z)||zg k]

< |r(a,z)| — 0 fiir |z| — 0.

(ii) F(a,-) ist in einer Umgebung U(0) des Nullpunktes invertierbar und es gilt
lim (F(a, )~ = (f'(a)) ™"

Beweis: Die Invertierbarkeit von F'(a,z) fiir x € U(0), wobei U(0) eine geeig-
nete Umgebung des Nullpunktes bezeichnet, ist klar, da wegen det f'(a) # 0
fir x € U(0) gilt: det F(a,x) # 0. Somit existiert die Abbildung F(a,-)~! in
U(0); die Stetigkeit dieser Abbildung folgt aus der Identitéit

Fla,x+h)™' = F(a,z)"" = F(a,z + h) "' (F(a,2) — F(a,z + h))F(a,2)"".
Wiéhle nun fiir 2 € R", |z| geniigend klein, y so, dass
fla+z)=b+vy, alsoa+x=gb+y).
Bezeichnet G(y) := (F(a,z))™!, so ist
Gy =GW)(fla+z) = fla) = Gy)(F(a,z)z) ==,
und somit ist
g(b+y) = g(b) + G(y)y.
Aus der Stetigkeit von g folgt:

lim G(y) = lim (F(a, (b +y) - g(®)) " = (F(a,0)7" = (f'(a)) "

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt die Existenz der Ableitung von g in
b sowie die Identitét

g'(b) = (f'(a))™".
g
Eine wichtige Anwendung obigen Satzes sind Koordinatentransformationen.
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Beispiel 11.18 (Polarkoordinaten). Definiere die Koordinatentransformation

f:RT x (0, 2m) HR2, (ry) = f(r, @) = (j) = <:Zi::j>

Die Abbildung f ist injektiv und fiir die Umkehrabbildung f~! = g erhalten wir

g B2\ (BY x {0)) - B2, (2,9) > g(z.y) = ()

4
arctan(y/x)  firx >0,y >0,
/2 firx =0,y >0,
mit = /22 +y? und ¢ := { 7+ arctan(y/x) firz <0,
3m/2 firx =0,y <0,

27 + arctan(y/x) firz > 0,y < 0.

Nun ist f im ganzen Definitionsbereich differenzierbar mit

cos —rsinp
sing Tcose

detf'(r,p) = det < ) =r>0 ((r,p) e RY x(0,2m)).

Auch g ist iberall differenzierbar, und wir erhalten:

_r Y .
g/(x y) _ ( /x2+y2 /$2+y2> _ ( COS © Slng0>
’ —y

. _sing cosg
= (f'(r,e) ™"

Differenzierbare und injektive Funktionen f : R™ — R™ mit invertierbarer
Ableitung spielen z. B. fiir Koordinatentransformationen eine wichtige Rolle
und erhalten einen eigenen Namen.

Definition 11.19. Seien U C R"™ offen und f € C1(U,R™) eine invertierbare
Funktion mit offenem Wertebereich f(U) und stetig differenzierbarer Umkehr-
abbildung. Dann heifit f ,Diffeomorphismus von U auf f(U)“.

Die Voraussetzung ., f(U) offen* ist entbehrlich in dieser Definition, wie wir
spéter sehen werden.

11.2 Der Mittelwertsatz

Die Ubertragung des Mittelwertsatzes (Satz 7.60) auf reellwertige Funktionen
im R™ ist moglich, wenn die lineare Verbindung der beiden betrachteten Punkte
a und b, also die Menge 'y, := {x € R™| 3t € (0,1) : & = yap(t) := a+t(b—a)},
in der Definitionsmenge liegt.

Satz 11.20 (Mittelwertsatz). Seien U C R™ offen, f : U — R eine differen-
zierbare Funktion, a,b € U und Ty, C U (T, wie oben definiert).
Dann gibt es ein ¢ € Ty, mit

f) = fla) + f(e)(b—a).
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Beweis: Erklire die Abbildung F' : [0,1] — R, ¢ +— F(t) durch F(t) :=
f(yab(t))'

Aus dem Mittelwertsatz fiir in R erklarte Funktionen folgt:
36 € (0,1) : F(1) = F(0) + F'(0) und
FI(0) = ' (7ab(0)) - 705(0) = f'(7ap(0)) (b — a) -
Mit ¢ := 745 (0) folgt die Behauptung. O

Bemerkungen 11.21. (i) Wie der Beweis zeigt, kann die lineare Verbin-
dung der Punkte durch einen beliebigen differenzierbaren in U verlaufen-
den Weg ersetzt werden, d. h. durch eine differenzierbare Abbildung

~:[0,1] = U mit v(0) = a und v(1) = b.
Dann gilt: f(b) = f(a)+ f'(v(0))y'(0) mit einem 6 € (0,1).

(ii) Eine andere Formulierung des Satzes lautet: Fir x € U und h € R"™ mit
|h| so klein, dass x +th € U firt € [0,1] ist, gilt:

30 € (0,1): f(x+h)= f(z)+ f'(x+6h)h.
(iii) Fir vektorwertige Funktionen f : U C R™ — R™ kann der Mittelwert-

satz komponentenweise angewandt werden; dann erhdlt man aber in jeder
Komponente einen anderen ,,Mittelwert® 0;.

Wie schon fiir in R erkldarte Funktionen gilt:

Satz 11.22. Seien U C R" offen und wegzusammenhdngend und f : U — R
differenzierbar. Dann gilt:

f'=0 <« f=const.

Beweis: Zu zeigen ist nur ,, = “. Seien a,b € U; da U wegzusammenhéngend
und offen ist, gibt es £ € N und £ + 1 Punkte a; € U, ap = a, ar = b,

so, dass fir j € {0,...,k — 1} die lineare Verbindung von a; und a;y; in U
liegt. Der Mittelwertsatz zwischen a; und a;y; liefert: f(a;) = f(a;41). Also
ist f(a) = f(b) N

Wir haben bereits an einem Beispiel gesehen, dass die Existenz der partiellen
Ableitungen allein noch nicht die Differenzierbarkeit impliziert. Es gilt jedoch:

Satz 11.23. Seien U C R" offen, a € U und f : U — R™. Wenn die partiellen
Ableitungen Oy f,...,0nf in einer Umgebung U(a) von a existieren und in a
stetig sind, dann ist die Funktion f in a differenzierbar.

Beweis: Der Beweis kann komponentenweise gefithrt werden, daher kénnen wir
0.E. m = 1 annehmen.

Seien a,h = (hi,...,hy) € R™, a € U und |h| so klein, dass die ,Zwischen-
punkte

ap = a,
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a1 :=ag+ hy - ey,

az := a1 + ha - eg,

Ay = Qp_1+hp-e,=a-+h

und deren lineare Verbindungen in U liegen; hierbei bezeichnet e; den i-ten
kanonischen Einheitsvektor.
Dann erhalten wir mit dem Mittelwertsatz:

fla+h) = fla) = (f(an) = flan-1)) + (f(@n-1) = flan—2)) + ...
+(f(a1) — f(ao))

:Zﬁjf(cj)-hj mit Cj EB(CL,“LD
j=1

Insbesondere erhalten wir

n

|[flath) = f(a) =D (8;f)(a)hy]

Jj=1

= ’Z(ajf(cj) - 3jf(a))hj‘ <|hl- Z 10 f(cj) — 95 f(a)l;

fir h — 0 gilt ¢; — a, also Y 9;f(c;) — 0;f(a)] — 0.
i=1
Somit existiert f’(a), und es ist

n

F@h=7 (9;f)@h;.

J=1
O

Bemerkung 11.24. Aus obigem Beweis folgt insbesondere: Sind die partiellen
Ableitungen 0; f in einer Umgebung U(a) von a stetig, so existiert f' in U(a)
und ist dort stetig.

11.3 Hohere Ableitungen

Seien U C R™ offen und f : U — R™ eine differenzierbare Abbildung. Dann
gibt es zwei Interpretationsmoglichkeiten der Ableitung von f:

fU— LR R™) , x+— f'(x), oder
fRUXRY = R™ (z,h) = f'(z,h) = f'(2)h,

und f’ ist linear in der zweiten Variablen.
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Der (n-m)-dimensionale Vektorraum L(R™,R™) entspricht, bezogen auf Stan-
dardbasen, dem Raum der (n x m)-Matrizen und ist isomorph zum R™".
Wir kénnen nun analog der obigen Interpretationen hohere Ableitungen defi-

nieren (sei f” := (f')):
f': U — L(R", L(R",R™)),
U — L(R”,L(R”,L(R",Rm)))
usw., oder eben

" UXR"xR" = R™, (z,h, k) — f"(x,h, k) = (f"(x)k)h,

wobei die Abbildung linear in den letzten beiden Variablen ist usw.
Fiir die p-ten Ableitungen f) (einer p-mal differenzierbaren Funktion f) ergibt
sich analog;:

fP U x (RY)P — R™, (x,h',...,hP) — fP) (2, h ... hP),

und diese Abbildung ist linear in den letzten p Variablen. Mit C?(U,R™) be-
zeichnen wir fiir U C R™ den Raum der p-mal stetig differenzierbaren Funktio-
nen von U nach R™.

Fiir die erste Ableitung einer Funktion f hatten wir in Bezug auf die Standard-
basis gezeigt:

F@,h) = (0 f)(@)hi = (W) f(z).

i=1

Fiir die zweite Ableitung erhalten wir entsprechend:

(b, k) = Zath Zaaf

3,7=1

= (kTV)(hTV)f($)~
Induktiv ergibt sich (fiir h = (h',... hP) € (R")P):
FP(x,h) = ((BH)TV) - (R")TV) f ().

Mit der zweiten Ableitung f” existieren also auch die zweiten partiellen Ablei-
tungen, die definiert sind durch

8j82f(x) = f//(xveivej)

(e; bezeichne den i-ten Einheitsvektor der Standardbasis).
f" ist symmetrisch in (h, k):

Satz 11.25 (Satz von Schwarz). Seien U C R™ offen und f: U — R™ zweimal
differenzierbar. Dann gilt fir alle x € U:
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(i) Vh,k € R™ : f"(x,h, k) = f"(x,k, h).
Beweis: Es geniigt, die erste Behauptung zu beweisen; die zweite Aussage folgt
mit h := e; und k := e; sofort aus dieser.
Wir zeigen:

(%) hm—{f( + sh+ sk) — f(x + sh) — f(x + sk) + f(z)} = f"(x, h, k).

Die linke Seite der Gleichung (*) ist in A und & symmetrisch, so dass die Aussage

(i) sofort aus (x) folgt.
Beweis von (x):
Seio.B.d. A. m =1 (es geniigt, die Gleichung komponentenweise zu beweisen).

Definiere
F:[0,1] =R, t— F(t):= f(x+th+k)— f(x+th).
F ist in (0, 1) differenzierbar mit
F'(t) = f'(x +th+k,h) — f'(z +th,h).
Fiir
Az, h, k) :==F(1)—-F(0) = f(x+h+k)— f(x+h)— f(x+k)+ f(x)
ergibt sich mit dem Mittelwertsatz:

30 € (0,1) : A(z,h, k) = F'(0), also

Az, h, k)

(1 + Oh+ by h) — (e, 1)) — (' (2 + OB, B) — f'(, )

= f"(z,h,0h + k) + R(z, h,0h + k)|0h + k| — f"(x, h,0h) — R(z, h, 0h)|0h]
= f"(a,h,k) + R(z, h,0h + k)|0h + k| — R(x, h, 0h)|0h].

Ersetze nun fiir s > 0 A bzw. k durch s-h bzw. s - k.
Dann folgt (wiederum aus der Linearitdt der zweiten Ableitung in den letzten
beiden Argumenten):

A(z, sh, sk) = s*{f"(x, h, k) + R(x, h, s(0h + k))|0h + k| — R(z, h, s0h)|0h|}.

(x) folgt nun aus
A(z, sh, sk)
L A
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Bemerkungen 11.26. (i) Die Symmetrie von f”(z,-,-) an einer festen Stel-
lex € U in den beiden letzten Argumenten gilt auch dann, wenn f in einer
Umgebung von x einmal differenzierbar ist und die zweite Ableitung nur
an der Stelle x existiert; dies folgt sofort aus dem Beweis des Satzes.

(i) Wiederum (vgl. Bemerkung 11.24) folgt aus der Stetigkeit aller zweiten
partiellen Ableitungen die Ezistenz von f”, und f” ist wieder stetig in x,
falls die partiellen Ableitungen in einer Umgebung von x existieren und
stetig sind.

Wie schon im R? gilt auch fiir U C R™ die Taylorsche Formel:

Satz 11.27 (von Taylor). Seien U C R™ offen, x € U, h € R™ mit |h| so klein,
dass die Verbindungsstrecke von x nach x + h in U liegt, und f € CP(U,R),
wobei f®) differenzierbar sei.

Dann gilt:
1
p: N—_——
p—mal
1
mit R,(x,h) = f(p+1 (x +6h, h,...,h)  firen6ec(0,1).
(p+1)! —_—

(p+1)—mal
Beweis: Seien
v:[0,1] = R™, t—~(t):=x+th und
F2[0,1] =R, = F(t) := f(7(1)).
Nach dem Satz von Taylor im R! (Satz 9.12) folgt
1

1
F(1) = F(0)+ F'(0 o —F®(0 - gty
(1) = FO) + F/(0) -+ F(0) + £y, 0)
fiir ein 6 € (0,1). Aus

F'(t)
F// (t)

F(v(@), 7' (1) = f'(v(t), h),
f (), b, () = £ (y(t), b, h),

F® (tﬁ = f®(y(t),h,...,h) und

————
p—mal
F(1) = f(z +h) und F(0) = f(2)
folgt die Behauptung. O

Fiir stetiges f(P*1) erhalten wir (mit demselben Argument) fiir das Restglied
die Darstellung

1 1
1 1
Ry(a,h) = /(1 — )P PP (t)dt = — /(1 — )PP (g 4 th, h,....h) dt.
5 p: ——

p!
0 (p+1)—mal



154 11 Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Vektorwertige Funktionen f koénnen wir komponentenweise mit der Taylor-
Entwicklung darstellen; die Zwischenstelle in der Restglieddarstellung ist dann
jedoch von Komponente zu Komponente verschieden (6 =6;, j=1,...,m).
Der Begriff der , Taylorreihe® iibertrigt sich fiir beliebig oft differenzierbare
Funktionen analog.

Wir fithren nun noch eine bequeme Schreibweise fiir die Ableitung ein.

Es ist

k—mal

Wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen kann man von den n¥

Summanden einige zusammenfassen; die ,Multiindizes* ermdoglichen eine ele-
gante Schreibweise, die an den R! erinnert.
Fir o = (a1,...,a,) € (Ng)” und h € R™ sei

al:=(ag!l) -+ (av,!) und
la| =1+ +a,
Bei vorgegebenem a, k := |a], gibt es insgesamt ﬁ = Summanden

die den Faktor
0O ()RS G = 0% ()b

enthalten. In dieser Schreibweise ist also

1 1
(k) _ § o a
k"f (.’L’,h,,h)— Oé'a f(x)h’ ’

k-mal o=k

und die Taylorformel wird zu

fle+h) = Zai 2)h® + Ry (x,h)

M“ \TM@

aaaf(g;)ha + Ry(x,h).
x| =0
a€eNy

Wie im Falle einer Verdnderlichen lassen sich nun Kriterien fiir die Existenz
lokaler Extrema angeben.

Definition 11.28. Seien U C R" offen und f : U — R differenzierbar. Dann
heifst a € U kritische Stelle von f*
r& YheR": f'(a,h) =0 < Vf(a)=0.
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Satz 11.29. Sei f : U C R™ — R differenzierbar, U offen. Sei a eine lokale
Ezxtremalstelle von f. Dann ist a kritische Stelle von f.

Beweis: Sei 0. B. d. A. a eine lokale Maximalstelle, d. h.: Vo € V : f(x) < f(a),
wobei V' = V(a) eine Umgebung des Punktes a bezeichnet. Sei € > 0 so klein,
dass B(a,e) C V.

Fir h € B(0,¢) C R™ definiere

F:[-1,1] = R, tw F(t):= f(a+th).

Dann ist fiir alle ¢t € [—-1,1] : F(¢t) < f(a) = F(0), also 0 = F'(0) = f'(a, h).
Aus der Linearitdt der Ableitung in der zweiten Komponente folgt hieraus die
Behauptung. O

Beispiel 11.30. Fiir U := (R1)" definiere

— N IR
U—-R, z=(x1,...,2,)" — f(z) =
f (@10 san) = f@) 1=

SIS

f ist stetig in U und in U differenzierbar.
Wir untersuchen f auf kritische Stellen in U. FEs ist

o(x) = ;z{nH(H%) (HW 7}

Hﬁl
1 ¢ Z-N
- NQ{(n—f—l)xi _Z}'

Fira e U gilt somat:
dif(a)=0= (n+1)a —1+Zaj

Es ist a € U kritische Stelle, falls

a1:--~:an:n+1( Z )::a,d.h.

n+1(1—|—n a) = a, also fira=(1,...,1).

Dann ist f(a) = n%_l

Wir zeigen indirekt, dass f an dieser Stelle ein absolutes Mazimum annimmt.
Betrachte dazu f auf dem Kompaktum

K={zeU|0<2+ - +z,<c}

mit geniigend groffem (s.u.) ¢ > 0. Auf dem Rand OK gilt:
(1) f(x) =0, falls fir einiec{l,...,n} 2, =0
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n

(2) f(ac)§%,fallsm1+~-~+arn:c>0,

Da lim Ci— 0 ist, kann ¢ so groff gewihlt werden (und damit K ), dass gilt:

CcC— 00 1+

Ve € 0K : f(z) < n+1 Folglich liegt in a = (1,...,1) ein absolutes Maximum
von f wor. -
Fir gegebenesy = (Y1, ... ,Yn) € U und yp4+1 > 0 ergibt sich mit x; := yyil, 1=
1,...,n, also

n n+1
1+ >z, = > i, hieraus:

i=1 y iz

Y1+t Ynpr
(TR < AT Tt
Y1 Yn+1 = n+1

Dies beweist die Aussage:
»geometrisches Mittel < arithmetisches Mittel“.

Im Folgenden wollen wir die Entscheidung, ob ein Extremum vorliegt, mit Hilfe
der zweiten Ableitungen treffen. Dazu folgende Definition:

Definition 11.31. Sei U C R" offen und f: U — R zweimal differenzierbar.
Dann heifst

Hessg(x) == (&@f(:v))i’jzlw)n
die ,Hesse-Matriz“® von f an der Stelle x € U.

Nach dem Satz von Schwarz 11.25 ist diese Matrix symmetrisch. Fiir eine ska-
larwertige Funktion f: U — R erhalten wir damit folgende Darstellung der
Taylorformel:

fle+h)=flx)+(Vf(x),h)+ %(Hess]c(a:)h, h) + Rs(xz, h).

Die Rolle der zweiten Ableitungen spielen nun ,,quadratische Formen“
D I
=1 j5=1
mit h = (hl,.. .,hn)T e R”, qij € R.
Die quadratische Form Q(:,-) heift

)

,positiv (semi)definit® , falls gilt: VA # 0 : Q(h, h) >
~negativ (semi)definit®, falls gilt: Vh # 0 : Q(h, h) < 0 und
indefinit* , falls gilt: 3n', % : Q(h! ) < 0AQ(h% h%) > 0.

3Ludwig Otto Hesse, 22.4.1811 — 4.8.1874



11.3 Hohere Ableitungen 157

Ist (gij)i; symmetrisch — was fiir ¢;; = 0;0;f der Fall ist — so ist die Matrix
diagonalisierbar; es gibt also eine Basis des R™ aus Eigenvektoren von (g¢;;) zu
reellen Eigenwerten. @) ist positiv definit, falls alle Eigenwerte positiv sind usw.
Die uns interessierende quadratische Form ist gegeben durch f”(xz,h,h) =
(Hessf(x)h, h).

Satz 11.32. Seien f: U C R™ — R eine zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion und a € U kritische Stelle von f. Dann gilt:

Ist Hess¢(a) positiv/negativ definit, so ist a Minimal-/Mazimalstelle von f.
Falls Hessf(a) indefinit ist, ist a keine Extremalstelle von f.

Beweis: Aus der Taylorschen Formel und der zweimaligen stetigen Differenzier-
barkeit von f ergibt sich fiir h € R™, |h| geniigend klein, und 6 € (0, 1):

flat h) = f(@) + (a,h) + 55" (a+ 60, )
= (@) + 55" (a,h, )+ (e OR) AP

mit |r(a,0h)] — 0 fur |h| — 0.
Die positive Definitheit von f”(a,-,-) bedeutet:

Jp>0:f"(a,h,h) > plh|* VYheR"\{0}.

Wihle € > 0 so klein, dass fiir alle h € R™ mit |h| < e gilt: |r(a, h)| < p/4 .
Dann folgt:

Vh e R\ {0}, |h| <5:f(a+h)—f(a)z§|h|2>o;

also liegt ein lokales Minimum in a vor.
Im Falle der negativen Definitheit von f”(a,-,-) geht man analog vor.
Sei nun f”(a,-,-) indefinit, d. h.:

Jho, ko € R™, |ho| = |ko| = 1: f"(a, ho, ho) =:po >0, f"(a, ko, ko) =: ng < 0.
Mit derselben Argumentation wie oben zeigt man:

Je>0 VteR\{0}, t|<e: fla+thy)> fla)A fla+tko) < f(a).
In a kann somit kein lokales Extremum der Funktion f vorliegen. O

Beispiel 11.33. Es seien o, 3,7 die drei mit einem Fehler gemessenen Winkel
eines Dreiecks. Die ,wahren Werte® seien a+x, f+y und y+z = y+(0—z—y),
wobei § == 7 — (a+ B+ ) der gegebene Gesamifehler sei. Die Fehler x und y
sollen so bestimmt werden, dass die Summe iber die Fehlerquadrate minimal
wird. Gesucht ist also ein Minimum der Funktion

fRP=R, (z,y)—2®+y*+(6—z—y)
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Die Ableitung
_ (4x 42y —20
Vi@y) = (21; +dy - 25)
verschwindet fiir (;) = g(l) =:a.
Die Hesse-Matrix

4 2
Hessjr(x,y):<2 4)

hat die Eigenwerte Ay = 2 und Ao = 6 und ist somit positiv definit. Folglich
liegt in a ein Minimum vor, d. h.: Die Summe tber die Fehlerquadrate wird
minimiert bei Drittelung des Gesamtfehlers.

Beispiel 11.34 (Methode der kleinsten Fehlerquadrate). Im R? seien n > 2
Punkte (z;,y;),i = 1,...,n, gegeben, wobei mindestens zwei der xz; sich unter-
scheiden mdogen. Gesucht ist eine ,Ausgleichsgerade g*,

g:R—>R, =z~ g(x):=ax+p,

mit der Figenschaft, dass

n n

Z(yz - 9(%‘))2 =: ZT? =: \r|2 mit r:= (1, ..., n)

i=1 i=1

T

minimal wird (kleinste Fehlerquadrate). Seien z := (a, )T, v := (y1,...,yn)T

und
n

R SR, z0 f(z):= |T|2:Z(yi—ail?i—ﬁ)2'

=1
X1 1
Da|r]? = (—Az+y)T(—Az+y) = 2T AT Az 22T ATy+yTy fiir A :=

ist, ergibt sich fiir die Ableitungen:
Vf(z) =24T Az — 24Ty und f"(z) = 24T A.
Fiir eine kritische Stelle a muss gelten:
AT Aa = ATy (,Normalgleichung ).

Man sieht sofort aus (AT Ah,h) = |Ah|?, dass die Matriz AT A positiv definit
ist, falls ker A = {0}, d. h. falls der Rang von A maximal ist. Dies ist hier der
Fall, da sich zwei der x; voneinander unterscheiden.

Als letztes Beispiel besprechen wir die konvexen Funktionen.

Definition 11.35. Fine Menge M C R™ heif§it ,,konvex, wenn mit x1,x5 € M
auch die Verbindungsstrecke x1 + t(xo — 1), t € [0,1], zu M gehért.
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Beliebige Durchschnitte konvexer Mengen sind offenbar konvex.
Definition 11.36. Sei U C R" offen und konvez.

(i) Dann heifst f : U — R konvex® : &
Vri,xe €U, 11 # x2,Vt € (0,1) :

[+ t(xe — 21)) < fan) +E(f(z2) — f(21)).
Gilt sogar ,<*, so heifst f ,streng konvex*.
(ii) f heifit ,(streng) konkav* :& —f ist (streng) konvez.
Bemerkung 11.37. Man kann zeigen, dass konvexe Funktionen stetig sind.

Satz 11.38. Seien U C R" offen und konvex und f : U — R differenzierbar.
Dann gilt:

f streng konver < Vo € U Yh € R"\{0},z+h € U : f(x+h) > f(x)+f'(z,h).

Beweis: ,, = *

Firz e Uyh e R" mit x + h € U und ¢ € (0,1) gilt:

f@+th) = f(z+t((x+h) —x))
< f@) +t(f(x +h) = f(z)), also
flz +th) - f(x)

; < flz+h)— f(z).
Hieraus folgt (Grenzwertbildung ¢ \, 0):
f'(@,h) < flz+h) — f(2).
Ersetzen wir in dieser Ungleichung h durch ¢ - h, so erhalten wir

flz+1th) - f(z)
t

f'(z,h) <

< flx+h)— f(z).
” @“
Seien z, 1,22 € Uund t € (0,1). Dann gilt:

flx)+ f(x, 21 —x) < f(x1) und
f(l?) + f/(a;w’rZ - 37) < f(ﬂ?g)

Multiplikation der ersten Zeile mit (1 —t), der zweiten Zeile mit ¢t und Addition
der beiden Ungleichungen liefert:

f@)+ (@21 + t(2z — 21) — @) < f(z1) +(f(22) — f(21)).
Fiir z = 21 + t(x2 — x1) ergibt sich die Behauptung. O

Bemerkung 11.39. Villig analog zeigt man fiir offenes und konvexes U C R"
und differenzierbares f : U — R:
f konver &VreU VheR", x+heU: f(x+h)> f(x)+ f'(z,h).
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Ist f eine zweimal in U differenzierbare Funktion, dann gilt fiir ein 6 € (0, 1):

Fl+h) = £@) + £/, h) + 5 (e + 0B, ).

Hiermit beweist man:

Satz 11.40. Seien U C R™ offen und konvezx und f : U — R zweimal differen-
zierbar. Dann gilt:

Wenn [ in U positiv definit ist, so ist f in U streng konvexr. Wenn f” in U
positiv semidefinit ist, dann ist f in U konvex.

11.4 Extrema unter Nebenbedingungen

Ebenfalls haufig in der Praxis auftretende Probleme sind die ,,Extremwertauf-
gaben unter Nebenbedingungen“:
Es soll das Extremum zy € R™ der Funktion f : R” — R unter den m (m < n)
,Nebenbedingungen“

91(z0) = +++ = gm(w0) = 0

gefunden werden. Hierbei sind die g; : R™ — R Funktionen.

Eine erste Idee zum Losen dieser Aufgabe ist, aus den Nebenbedingungen durch
Auflésen Gleichungen fiir die letzten m Komponenten zo; (2o =: (z0;)j~;) zu
erhalten, diese Ausdriicke in die Funktion f einzusetzen und dann die Extrem-
stellen zu berechnen.

Beispiel 11.41. Seien f :R? - R, (z,y) — f(z,y) =22 +y* und g : R? —
Ra (l’,y) = g(xvy) = JJ‘Fy* 1.

Die Funktion f hat nur im Punkt (0,0) eine Extremalstelle (ein Minimum,),
aber die Nebenbedingung ist nicht erfillt, da g(0,0) = —1 # 0 ist. Nun gilt:

g(z,y)=0cy=1-u1.

Definiere h : R — R, x — h(x) := f(x,1—x). Die Funktion h hat ein Minimum
inx=1/2, d. h. (1/2,1/2) ist die Lisung unserer Extremwertaufgabe.

Im Allgemeinen ist eine Elimination — wie im obigen Beispiel vorgenommen —
jedoch zu aufwindig. Neuer Ansatz (fiir n =2, m = 1):

Falls aus g(z,y) = 0 folgte, dass es Funktionen ¢, : [a,b] — R gibt mit:
x=p(t), y=1(t) und (¢',9¢") # 0, so definiert man h(t) := f(¢(t), 9 (t)) und
sucht ty € [a,b] mit:

0= h(to) = (91f)(e(to), ¥(t0))¢' (to) + (02f)((to), ¥ (to))y' (to)-

Aus g(p(t),¥(t)) = 0 folgt aber auch:

0= —g(0(t), (1) je=t, = ((O19)(; V)¢’ + (D29) (0, ¥)¥) (o) = 0, also

dt
8lf( 7¢) 82]0(9071/}) (,0/ - . ;o .
(81g( (G 329(@,1&)) <1b’> L:to =0, wobei (¢',9") # 0 ist.

%
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Also sind (V f)(e(to), ¥ (to)) und (Vg)(¢(to), 1 (to)) an der kritischen Stelle ¢
linear abhéngig, d. h.:

T €ER: (Vf+ AV —0
0 (VI+20V9| o

Sei der Rang von Vg gleich eins. Aus den Gleichungen (g := ¢(to), yo := ¥(to))

(V) (o, y0) + XVg(xo,y0) =0,

9(x0,y0) =0 (L)

lassen sich xy und yo direkt bestimmen, ohne dass nach ¢ aufgelost werden
muss.

Allgemein: Definiere F': R" xR™ — R, (z,A) — F(x,\) := f(x)+ > X\igi(x).
i=1

Dann entsprechen die Gleichungen (11.1) der Bedingung: VF(xg, A\g) = 0, da

V(@) + 3 AiVai()

VF(z,\) = g1()
gm-(x)

Beispiel 11.42. Wir wollen mit obigem Ansatz die Extremwertaufgabe unter
Nebenbedingung losen, die im Beispiel 11.41 bereits behandelt wurde. Es ist

FiR?xR—R, (2,5,) — Fla,y,\) i= 2% + 2 + Aa +y - 1),

also 2x + A
VF(z,y,\) = 2y + A
z+y—1

VF(zo, 40, o) = 0 liefert: zg = yo = 1/2, Ao = —1.
Der Vektor A € R™ heifit ,Lagrangescher Multiplikator®.

Satz 11.43. Seien f : U C R" — Rund g; : U C R" — R fir j =

1,....,m, m < n, stetig differenzierbare Funktionen, und sei der Rang von
Vy(z) gleich m fiir alle z € U. Sei M :={z € U| g;(x) =0 Vj € {1,...,m}}.
Hat flp in wg € M ein lokales Extremum, so gibt es A\g = (Mo.1,---,Aom)?

aus R™ mit folgenden FEigenschaften:

(i) Vf (o) + 32721 Xo,;Vgj(zo) = 0.
(ii) Die Funktion

F:UXR" CR"™™ SR, (z,)) = Fz,\) = f(2) + Y Xjg;(x)
=1

besitzt in (xo, Ao) eine kritische Stelle, d. h. VF(xg, \g) = 0.
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Wir verwenden im Beweis eine Aussage iiber die Auflosbarkeit der Gleichung
g(x) = 0, welche spiter bewiesen werden wird (Satz iiber implizite Funktionen,
Satz 14.3 in Kapitel 14).

Beweis: Vg hat Rang m, d. h. es gibt m Indizes i1, ...,1,, derart, dass die

0
m X m-Matrix & invertierbar ist.

8(171-1,, e ,xim)
Ohne Einschrinkung gilt i1 = 1,..., 4,, = m. Nach dem Satz iiber impli-
zite Funktionen kann g = 0 aufgelost werden in einer Umgebung von zy =
(29,...,20,,ul,... ,u)). Dabei sei allgemein

——
=lugQ
= (T1,.. ., Tm, UL, ..., Up); T=p(u), @:RF-R™ p=n—m.
———

gl

G(u) := f(¢(u),u) hat ein Extremum in wug. Daraus folgt in w:

of 3(,0] of .
=1,...
6ul Z &rj Ou; 8ui’ ’ b
bzw.
oG _op op, of
T Ou 9T Ou  ou
Durch Ableiten von g(¢(u),u) = 0 erhalten wir 0 = % + 89 und damit
o __(99) " 09
ou 0T ou
d. h.

of _of 71@_0
ou O 630 ou

9 i) - ,
Setze Ao = (\Y,...,\0) = —a—é(xg) (8;(%)) , so folgt also in (g, Ao):

of dg

= +X=—=0

ou A0 ou
und (aus Def. von \g)

of dg

T Wt A

or T oz =
d. h. Aussage (i). Ferner gilt sowieso g(x¢) = 0 und damit V, x) (2, Ag) = 0,
also (ii). O

Bemerkung 11.44. FEine hinreichende Bedingung dafiir, dass ro € R™ eine
Extremalstelle von f|pr ist, ist die Definitheit der Hesse-Matriz Hessp(xg, \o),
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hierbei seien F' und \g wie in der Formulierung des Satzes definiert. Bei posi-
tiver Definitheit gilt z. B.

F(x()a)\()) < F(:Ey)‘O) Vz € U7
das bedeutet aber insbesondere:
f(zo) < f(x) Ve e M.

An dieser Argumentation sieht man, dass bereits die Definitheit der ,linken
oberen Ecke®, d. h. der Matrix (aiajF(mO,)\o)):.Lj:l geniigt.

Abschlieend wollen wir mit Hilfe des Satzes 11.43 quadratische Formen unter-
suchen.

Beispiel 11.45. Sei A = (aij)?jzl

eine symmetrische Matrix. Definiere
n
R =R, o~ f(z):=(z,Az) = Z LT .

4,j=1

Auf der Sphire S"~! :={z € R" : || = 1} C R" suchen wir die Extremalstel-
len von f. Unsere Nebenbedingung wird somit bestimmt durch

g:R" =R, z+ g(z):=1—|z?.

Da S"' C R"™ abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt ist, nimmt die
stetige Funktion f das Mazimum auf S™~' an, d. h. es gibt ein xo € S™~1 mit
f(xo) = max,egn—1 f(x). Nach Satz 11.43 existiert ein A\g € R mit V f(xg) +
AoVyg(zg) =0. Wegen Vf(x) =2Az und Vg(x) = —2x folgt

Awo — )\01’0 = 0,

d. h. xg ist ein Eigenwert von A. Da A symmetrisch ist, existieren n reel-
le Eigenwerte \1,...,\, und eine zugehorige Orthonormalbasis {uy, ..., u,}
aus Eigenvektoren. Fiir jeden Eigenvektor w € S™ ' zum FEigenwert A; gilt
f(u) = (Au,u) = (Nju,u) = Xj. Sei 0.E. \y > -+ > X,. Dann ist Ay =
maxy,cgn—1 f(x), und das Mazimum wird an einem Eigenvektor zum Eigenwert
A1 angenommen. Falls A1 > Ao, so wird das Maximum genau an der Stelle
To = U1 angenommen.

Beispiel 11.46 (Portfolio-Optimierung). Ein Anleger habe die Wahl, sein Ka-
pital in einer festverzinslichen Anleithe mit 2% Zinssatz oder in Aktien zu in-
vestieren. Fiir die Aktie seien nach einem Jahr zwei Zustinde maoglich: Boom
mit 10% Ertrag und Rezession mit 5% Verlust. Beide Zustinde seien gleich-
wahrscheinlich. Das heutige Vermdigen sei 10 (Rechnungseinheiten), der Besitz
eines Kapitals der Grifle z bringe dem Anleger einen Nutzen von In z (Nutzen-
funktion, Modell!).

Wie viel Kapital soll der Anleger in Aktien investieren? Ansatz:

x1 := in festverzinsliche Anleihe investiert,
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o = in Aktien investiert,

z = (21, 22).
Nutzen:
Boom: In((1 4 r)z1 + uzs),
Rezession: In((1 + r)z1 + dxs)
mit
r:=0,02, w:=11 d:=0,95.
Durchschnittlich zu erwartender Nutzen:

f(z) = %ln((l + )z +uxs) + %ln((l + )z + dxs).

Nebenbedingung, mit K = 10:
g(l’) =x1 + X2 — K =0.
Mit

1 1+r 1+7r
Vflx) == ,
f(@) 2 <(1+r)m1 +ury  (1+7)z1 + das
u n d )
(1+7)z1 +uze  (1+7)x) +dog )’
Vg(z) = (1,1)
liefert der Lagrange-Ansatz
1+7r 1+r B U n d
(14+7r)xy +uze  (1+7r)zy +dee (1+7r)xy +ury  (1+7)z + day
und daraus
121 + Qoo = 0
mit
147 1+7r U d
aq Qg !

Tl4r—u 14r-d :1+T—u+1—|—r—d'

Die Nebenbedingung liefert
(D) aq

T, = K, z9=—K,
Qg — Qg Q] — Qg

1 u n d
T =—2 .
! 2\1+r—u 1+4+r—d

Mit eingesetzten Zahlen, auf zwei Stellen gerundet: x1 = 0,89, xo = 9,11. (Fir
eine Mazimaleigenschaft wdre natiirlich noch die zweite Ableitung zu untersu-
chen.)

und damit




Kapitel 12

Kurven und Flachen

Worum geht’s? In diesem Kapitel wenden wir uns elementaren differential-
geometrischen Aspekten zu: dem Studium von Kurven und Flichen. Zentrale
Begriffe bei Kurven sind die Weglinge, die Krimmung und (bei Kurven im
Raum) die Torsion.

12.1 Weglidngen

Wir haben schon Wege, d. h. stetige Abbildungen v : [a,b] — R™ in einigen
Beispielen kennengelernt. Wege koénnen einen recht willkiirlichen Verlauf neh-
men, z. B. konnen sie im R? eine Dreiecksfliiche ganz ausfiillen (Peanokurven
u. a.). Wir betrachten nun ,glattere“ als stetige Wege.

Definition 12.1. (i) Ein ,Weg“ ist eine stetige Abbildung 7 : [a,b] — R™. Ist
v an der Stelle sy € [a,b] (stetig) differenzierbar, so heifst der Weg ,an der
Stelle so (stetig) differenzierbar.

(i1) Ist v tiberall stetig differenzierbar und ist v'(s) # 0 fir alle s € (a,b), so
heifit v ,glatt”.

(iii) Der Weg ~ heifit ,stickweise glatt®, falls er aus endlich vielen glatten
Wegen zusammengesetzt ist.

(iv) Fiir glatte Wege (oder die glatten Teilstiicke eines stiickweise glatten Weges)
definieren wir den ,, Tangenteneinheitsvektor® durch

t:(a,b) > R", s> t(s) ='(s)/[7(s)].
Beispiel 12.2. Seivy:[—1,1] — R2, t s y(t) definiert durch

[ (=t%0) fir —1<t<0,
7(lt)'_{(O,tQ) fir 0<t<1.

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 12,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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Dann ist v stetig differenzierbar mit

V() = §(=260) fir =1<t<0,
(0,2t) fir 0<t<T1,

aber vy ist nicht glatt, da ~'(0) = 0 ist; 7 ist jedoch stickweise glatt, da ~|_1
und v|jo,1) glatt sind.

Fiir stiickweise glatte Wege ldsst sich die euklidische Lénge erkldren:

Definition 12.3. Fiir einen stickweise glatten Weg ~ : [a,b] — R™ sei , die
Linge L(vy) des Weges v erklirt durch

b
L) = [ W) ds.

Beispiele 12.4. (i) Sei v :[0,1] = R"™, s+— v(s) :=a+ s(b— a) die Strecke
von a € R"™ nach b € R™. Dann ist

Lm—/wsn ds—/|b—a| ds = [b - al.
0 0

Dies entspricht dem euklidischen Abstand der Punkte a und b.
(it) Sei vy :[0,27] = R%, s+ v(s) := ($°%) die Kreislinie. Dann ist

2

27 27
—sin s
20) = [l as= [ as= [1 s =2,
0 0 0

also die ,iibliche“ Linge.

Die Definition der Linge eines Weges motiviert sich aus den folgenden Eigen-
schaften:

(1) Fiir Strecken erhélt man den euklidischen Abstand.

(2) L ist additiv, d. h. fiir a < b < ¢ und stiickweise glatte Wege
7 ocla, b = R v i (bl — R™ und v : [a,c] — R mit | =
Y1, Ve = Y2
gilt: L(7y) = L(m) + L(y2)-

(3) Die Linge L(v) eines Weges v : [a,b] — R™ hingt in dem folgenden Sinne
stetig von v ab:
Sei (75,)n eine Folge stiickweise glatter Wege, v, : [a,b] — R™, mit
Jlim [y —7fler = lim ( z‘l[lpb](lvn(S)—v(S)lH zl[lpb](lvé(S)—v’(S)I)) =

0, dann gilt: lim L(y,) = L(y) .
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Man kann zeigen (durch Approximation von 4’ durch Treppenfunktionen), dass
die oben genannten Eigenschaften die Abbildung L, die einem stiickweise glat-
ten Weg eine Lénge zuordnet, eindeutig bestimmen. Hierbei ist von grofler
Bedeutung, dass die Approximation in C*, d. h. im Raum der stetig differen-
zierbaren Funktionen, und nicht etwa nur in C°, vorgenommen wird. Siche
hierzu das folgende

Beispiel 12.5. Der Weg v : [0,1] — R?, s — ~(s) := (3) wird in C°, d.
h. beziiglich der Supremumsnorm, approximiert durch die ,Sdgezihne* v, :

[0,1] = R% s+ v,(s) := (ans(s)) mit
S fir0<s< 2%
1 1 1
2= —35 fiir 57 < s <255

2" —1) - 1—3 ﬂrznzlgsgl.
( 5 2

Dann ist L(y) = 1 und L(v,) = v/2.
Die Lange L hat ferner die folgenden Eigenschaften:

(4) Seien a € R™ und A : R — R" eine lineare Abbildung mit (Ax, Az) =
(x,x) fir alle z € R™ (d. h., A ist eine Isometrie). Dann gilt fiir alle
stiickweise glatten Wege ~:

L(Avy+a)=L(v).

(5) Die Lénge eines stiickweise glatten Weges ~ ist unabhéngig von der Pa-
rametrisierung des Weges in folgendem Sinne:

Sei ¢ : [e,d] — [a,b] eine stetig differenzierbare Bijektion mit ¢'(5) >

0 (5 € [¢,d]). Dann gilt fir v : [a,b] — R", s — ~(s) und 7 : [¢,d] —
R™, 5 5(8) := v(p(8)) die Gleichheit L(¥) = L(v), denn
d d
L) = [ R ds= [ e /6 ds
Cd ' w(d)
— [l ¢ ) ds= [ Wl ds=L).
c ¢(c)

Die Moglichkeit, verschiedene Wege durch Umparametrisierung ineinander zu
iiberfithren, motiviert die folgende Definition von Aquivalenzklassen:

Definition 12.6. Zwei stiickweise glatte Wege «y : [a,b] — R™ und 7 : [c,d] —
R™ heiflen ,dquivalent®, wenn eine Parametertransformation ¢ : [c,d] — [a,b]
existiert, d. h. eine stetig differenzierbare Bijektion mit ©'(8) > 0 fiir alle § €
fe,d] mit : 5(5) = (#(5)) 5 € [e.d]).

Jede solche Aquivalenzklasse heifit orientierte stiickweise glatte Kurve® (die
Orientierung wird festgelegt durch das Vorzeichen der Ableitung der Parame-
tertransformation).
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Wir sind insbesondere an einer ausgezeichneten Parameterdarstellung inter-

essiert, ndmlich an dem ,nach Bogenldnge parametrisierten Représentanten
[13

~* einer Kurve, fiir den gilt: |7/(s)| = 1. Gesucht ist also eine Funktion ¢ €
C([e,d], [a,b]) mit ¢'(c) > 0 fiir o € [¢,d], so dass bei gegebenem stiickweise
differenzierbaren Weg ~ : [a, b] — R™ fiir

7iled =R, 0= 5(0) :=(p(0))
gl (@) =1 (o€ (cd).
Sei ¢ : [a,b] — [0,L], (s) := fs|7’(r)|dr und ¢(s) := 1~ 1(s) die Umkehr-
funktion von ¢. Dann gilt |&/(J)|a: 1. 9(s) = o heiit ,,Bogenlidnge* von ~.

Beispiel 12.7. Fiir a,b € RT definiere

i [0,20] = R2, s A(s) i= (acoss> = <x>;

bsin s Y

(v beschreibt eine Ellipse); dann ist

—asins
|’y’(s)|—’< )‘_\/a281n28+b2C0828,

bcos s

d. h. die Bogenlinge ist

o =1(s) :/\/a281n2t+b20082t dt .
0

Dies ist ein elliptisches Integral und im Allgemeinen nicht elementar berechen-

bar. Fir den Spezialfall des Kreises, d. h. a = b =: r, ergibt sich: c =1 -s bzw.
elo) =%.
Fiir

7 :00,27r] = R2, 0 — (o) :=~(ca/r) =1- <

cosa/r)

sino /r
gilt: |3/ (o)] = 1; das ist die gesuchte ausgezeichnete Darstellung.

Sei im Folgenden v : [a,b] — R™ ein differenzierbarer Weg mit |y/(s)] = 1
fiir s € [a,b]. Dann ist der Tangenteneinheitsvektor ¢(s) gegeben durch t(s) =
7' (s) Vs € [a,b]. (7/(s) ist der ,,Geschwindigkeitsvektor®.) Ist v zweimal dif-
ferenzierbar, so heifit 7 (s) ,, Kriimmungsvektor“ oder ,Beschleunigungsvek-
tor“ zu v im Punkt ~y(s). Tangenten- und Kriimmungsvektor stehen senk-
recht aufeinander, wie die Differentiation des Ausdrucks (7/(s),~'(s)) = 1 be-
weist. Ist 7v//(s) # 0, so sind 4/(s) und ”(s) linear unabhingig. Die von +/(s)
und ”(s) aufgespannte Ebene heifit ,Schmiegebene® in 7(s). Der Ausdruck
K(8) := |v"(s)| heiit ,Kriimmung“ von v in 7(s).
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Beispiele 12.8. (i) Fir a,b € R™ mit [b| = 1 und v : [a, f] — R", s —
v(s) :=a+ sb gilt: Vs: k(s) :=|y"(s)| =0.

(ii) Seien a,b € R™ orthonormiert, r > 0 und m € R™. Definiere 7 : [0, 27r] —
R™, s v(s) :== m+r(acos + bsin ?) (v beschreibt einen Kreis mit Mit-
telpunkt m und Radius r). Dann sind

I (s)] = \/|a|2 -sin(s/r) + |b|2 cos?(s/r) = 1 und

1
¥'(s) = —=(a cos > + bsinf), also ist
r r r

(iii) Beliebigen zweimal differenzierbaren Kurven ~ kann man einen ,Kriim-
mungskreis“ zuordnen, der die Kurven von zweiter Ordnung berihrt.

12.2 Kurven in der Ebene und im Raum

Wir behandeln zunéchst ebene Kurven: Sei v : [a,b] — R?, s — 7(s) =

<x(s)> eine ebene Kurve mit |y/(s)| =1 fiir s € [a,b]. Dann ist

y(s)

die Tangente, und es sei

die ,Normale“.
Tangente und Normale stehen senkrecht aufeinander fiir alle s € [a, b] und sind
ungleich 0. Es existieren somit Abbildungen «, 3, 4,¢ : [a,b] — R mit

t'(s) = a(s)t(s) + B(s)n(s)
und  n/(s) = §(s)t(s) +e(s)n(s).
Diese Funktionen lassen sich leicht bestimmen:
a(s) = (t(s),t'(s)) = 0, da [t(s)] = 1,

Bls) = {¢/(s),n(s)) = —(0'(s), 1(3)) = ~3(s), da (n(s),£(s)) = 0 und
g(s) = (n'(s),n(s)) =0, da |n(s)| = 1.

Also lauten unsere Gleichungen:

() = (50) )

und |5(s)| = k(s) (k(s) := [t/(s)] bezeichnet wieder die Kriimmung).
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Diese Gleichungen heifien ,, Frenetsche Gleichungen® im R2¥.
Schreiben wir
= ().
sin (s)

wobei ¢(s) den ,Kontingenzwinkel“ bezeichnet (also den Winkel, den die Tan-
gente mit dem Vektor (1,0) einschliefit), so ist

! 0 - Sin@(s) 7 .
06 =6 (T E) = (0 )
Folglich ist 5(s) = ¢'(s).

Wir betrachten nun Raumkurven

v [a,b] — R3, s (s):= | y(s)

%(s)
mit [7/(s)] = 1. Wiederum bezeichnen
t(s) :=~+'(s) die Tangente und
t'(s)
n(s) :=
= )

(Es gilt (t(s),n(s)) = 0, da [t(s)] = 1.) Um eine Basis des R® zu erhalten,
bendtigen wir eine dritte vektorwertige Funktion b, die die folgenden Eigen-
schaften haben soll: Vs € [a, b]:

1. (t(s),b(s)) =0 A (n(s),b(s)) =0,
2. det(t(s),n(s),b(s)) =1,
3. |b(s)] = 1.
b heifit ,Binormale“ und ist definiert durch
b(s) :=t(s) x n(s).

Hierbei ist fiir zwei Vektoren a = (aj,as,a3)’, b = (b1, b, b3)T € R? das
,Kreuzprodukt a x b“ erklart durch:

die Normale.

a2b3 — agbg
axb:= a3b1 — albg
a1b2 — (12[)1

Wie zuvor kann man nun die Vektoren #'(s),n’(s) und V'(s) bzgl. der Basis
{t(s),n(s),b(s)} darstellen, und wir erhalten durch &hnliche Uberlegungen wie
fiir ebene Kurven die Frenetschen Gleichungen im R3:

t'(s) 0 «k(s) O t(s)
n'(s) | = —x(s) 0 7(s) n(s)
b'(s) 0 —7(s) O b(s)

1Jean Frédéric Frenet, 7.2.1816 — 12.6.1900
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Hierbei ist

7(s) := (n/(s),b(s)) = (=V'(s),n(s))
die ,,Windung® (oder ,, Torsion“) von +. Es gilt (zur kiirzeren Schreibweise ver-
zichten wir auf das Ausschreiben der Variablen s):

T=(b,n’>—<txnn/>—<tnxn/>
:<t7n><(— ) —(t,t" x ")
1 " 1 "
07" <y >=7det(v Y A").

Beispiel 12.9. Betrachten wir die Spirale

r - cos(ks)
v (—o00,00) = R s | r-sin(ks)
c-ks
mit k 1= ﬁ, r,c >0 . Dann sind
—rsin(ks) —rcos(ks) rsin(ks)
V(s)=k| rcos(ks) |, ~"(s)=k*>| —rsin(ks) |, 7" (s) = k* [ —rcos(ks)
c 0 0
Wir erhalten somit:
Y (s) =1,
— 2= "
(5) = /() =K v = T und
1 c
7(s) = 205) det(7/(s), 7"(s), 7"(s)) = pCEnprR

12.3 m-dimensionale Flichen im R"

Definition 12.10. Sei U C R™ offen, m < n. Die Abbildung v : U — R”"
sei stetig differenzierbar und ' : U — L(R™,R™) habe fir alle u € U den
Rang m. Dann heifit v (Parametrisierung oder) ,Parameterdarstellung einer
m-dimensionalen Fliche® in R™ (,m-Fliche®).

Im Falle m = 1, also fiir eine 1-Flache, erhdlt man gerade einen glatten Weg.
Aufgrund der Rangbedingung ist fiir jedes feste u € U

7(h) :==vy(u) ++'(u,h), heR™,

ebenfalls Parameterdarstellung einer m-Fléache. Das Bild von 7 ist ein affiner
Unterraum des R™, durch den das Bild von « in der Néhe von «(u) approximiert
wird. 7 ist ,,die“ Parameterdarstellung des m-dimensionalen Tangentialraums
fiir v im Punkte v(u).
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Beispiel 12.11 (Rotationsflichen im R?). Anschaulich ist eine Rotationsfliche
die Menge von Punkten, die man erhdlt, wenn man eine ebene Kurve um eine
Achse, die in der Kurvenebene liegt und die Kurve nicht schneidet, dreht. Als
2-Fliche lisst sich eine Rotationsfliche durch

f(u) cosv
y(u,v) = | f(u) sinv
g(u)

mit f(u) > 0 und f'(u)? + ¢'(u)? > 0 beschreiben. Nehmen wir also beispiels-
weise f(u) = u als Radius und v als Winkel im R?, so variiert y(u,v) fiir festes
w nur mit v und beschreibt eine Rotation. Zur Uberprifung, dass durch v(u,v)
tatsdchlich eine 2-Fliche beschrieben wird, berechnen wir

f'(u)cosv  —f(u)sinv
v (u,v) = | f'(u)sinv f(u) cosv
g'(u) 0

und sehen, dass der Rang von ~' gleich zwei ist.

Definition 12.12. Zwei Parameterdarstellungen v : U C R™ — R”, 4 : Uc
R™ — R™ von m-Flichen heiffen ,dquivalent’ &<

30 :U - U Diffeomorphismus mit 5 =~yo®.

Man schreibt v ~ 7. Die durch die Parameterdarstellungen v und 7 beschrie-
benen m-Flichen haben die ,gleiche Orientierung®, wenn det ® > 0 ist.

Eine spezielle Parameterdarstellung v = (71, ...,7v,) einer m-Flidche ist durch:

Y1(u) = u

Ym (W) = Um

Ym+1(u) = f1(u)

Yn(u) = fr—m(u)
mit u € U C R™ und f; € CH(U,R) (i =1,...,n—m) gegeben, denn es gilt:

1 0
0o ... 1

YW= o L own |

a1fnfm v amfnfm
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und damit ist der Rang von +/(u) gleich m. Wir werden nun zeigen, dass jede
m-Fliache (bzw. die zugehorige Parameterdarstellung) lokal fiquivalent ist zu
einem v dieses speziellen und einfachen Typs. Dabei wenden wir wieder den
Satz von der lokalen Umkehrbarkeit an, der spéter bewiesen wird.

Satz 12.13. Seivy: U C R™ — R" eine Parameterdarstellung einer m-Fliche.
Fiir ein ug € U gelte

61’)/1 e 8m~yl

det (Uo) 75 0.

Dann gibt es eine Umgebung W von ug mit

'y}Wwﬁ:VHR",

wobei V- C R™ offen geeignet gewdhlt werden kann und 41 (v) = vy, ..., 3m(v) =
Uy SOWIE g1 (V) = f1(V), ..., An (V) = fr—m(v) mit stetig differenzierbaren f;
15t.

Beweis: Man betrachte die Abbildung

71 (u)
V:UCR"™ -R", ¥(u):=

Vi ()
Nach dem Satz von der lokalen Umkehrbarkeit (Satz 14.1), der sich aufgrund

der Voraussetzungen des Satzes anwenden ldsst, gibt es eine Umgebung W von
ug und eine offene Menge V' C R™, so dass ¥|y : W — V ein Diffeomorphismus

ist. Sei @ := (\I"W)f1 :V—-Wund 4 :=v0®:V — R”. Dann sind v und %
dquivalent, und es gilt nach Konstruktion:

yiw)=v;, j=1,...,m, veV.
O

Beispiel 12.14 (Stereografische Projektion). Es sei~y: R? — S2\ (0,0, —1)7
gegeben durch

2u
(uv):; 2v
RASE 1+ u? + v2 1— w2 — o2 '

dann wird der R? auf die ,gelochte Kugeloberfiiche (ohne Siidpol)“ abgebildet.
Es gilt:
0 0
~7(0,0)=10 und  lim y(a,a) = 0

a— 00

1 —1
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Anschaulich ist die stereografische Projektion die Abbildung, die jedem Punkt
P der x-y-Ebene den Schnittpunkt der Einheitssphire (mit Mittelpunkt im Ko-
ordinatenursprung) und der Geraden, die durch den Punkt P und den ,Stidpol*
S = (0,0, —1)T wverliuft, zuordnet. Es gilt:

5 1—u? 40 —2uww
/ 2 _ .2
v (u,v) = —2uv  14+u*—v* |,
(14 u? 4 v2)? —9u —9%

also Rang (v') = 2.
Fiir die Anwendung von Satz 12.13 berechnen wir:

0171 021 4 2 242
= - 1 —
det (aﬂz D272 (1+u2+v2)4( (W + 7)) #0,

falls (u,v) nicht auf dem FEinheitskreis liegt. In einer Umgebung U von ug :=
(0,0), finden wir also eine zu vy dquivalente ,einfache* Parameterdarstellung
. Es seien

2u 2v J 1—w?
= s = un z =
T+w?’ V7 11w 1+ w?

X

mit w? = u? 4+ v2. Dann gilt

4w? (1 —w?)?
2, .2 2 2 2
+yY = d = ——==1—-2" -y,
" +y T+ ) un z T+ w?)? 5 -y

wobei die negative Wurzel nicht gewdhlt werden kann, wenn wir fir U eine
Umgebung des Nullpunktes betrachten, da der Stidpol nicht zum Wertebereich
gehort. Es ergibt sich also:

i
Y(z,y) = Yy

V1—az2—y?

fir die ,einfache* Parameterdarstellung der Kugeloberfliche, genauer: der obe-
ren Halbkugel
0<a?+y* < 1.

Lokal lasst sich also eine m-Flédche in der Form

Tm4+1 = f1(1‘1,-~-,$€m)

Tn = fnfm(l'la‘ . '7xm)
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schreiben oder implizit als Nullstellenmenge der Funktionen g1, ..., gn_m, die
durch

0=9g1(2) = Tmt1 — fr(T1,. .., Tm)

0= gn—m(x) =Tn — fn—m(mh cee axm)

gegeben ist. Man sieht leicht ein, dass fiir g = (g1, ..., 9gn—m) der Rang von ¢’
gleich n — m ist.



Kapitel 13

Integration im R"

Worum geht’s?  Fir einen Integrationsbegriff im R™ soll mdglichst vielen
Mengen ein Majf$ zugeordnet werden kénnen. Anschlieflend konnen wir eine
erste Einfihrung in das Lebesgque-Integral vornehmen, fir das eine Reihe von
wichtigen Konvergenzsditzen, aber auch Erweiterungen des Satzes von Fubini
oder ein Transformationssatz bewiesen werden. Die insbesondere fiir die An-
wendung wichtigen Integralsitze von Gauf$ und von Stokes schlieffen das Kapi-
tel ab.

13.1 Mafle und messbare Funktionen

Um mehrdimensionale Integrale definieren zu kénnen, benttigen wir einen ma-
thematischen Begriff, der die Fliche bzw. das Volumen einer Teilmenge des R?
bzw. R3 angibt. Anschaulich sieht man (z. B. auch fiir die Lénge im R!), dass
folgende Bedingungen fiir das n-dimensionale Volumen J,, sinnvoll sind:

(i) Das Volumen eines n-dimensionalen , Intervalls“ []7_, [a;, b;] ist das Pro-
dukt der Seitenlingen [[7_, (b; — a; ).

(ii) Die leere Menge hat Volumen 0, die Werte von \,, sind > 0.

(iii) Das Volumen einer disjunkten Vereinigung von zwei Mengen ist die Sum-
me der einzelnen Volumina.

Im Folgenden schreiben wir AU B := AU B, falls die Mengen A und B disjunkt

sind, d. h. falls AN B = (). Analog schreiben wir fiir eine Familie (4;);er von

Mengen |J A; := U,;¢; As, falls die Mengen ,paarweise disjunkt“ sind, d. h.
=

falls gilt A; N A; =0 (i # j).

Betrachtet man z. B. (0,1] = |J ((3)™, (3)™ '], so scheint auch folgende ,Ste-

neN
tigkeitsbedingung® plausibel:

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 13,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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(iv) Das Volumen einer abzihlbaren disjunkten Vereinigung von Mengen ist
gleich der abzéhlbaren Summe der einzelnen Volumina.

Da z. B. R" sicher unendliches Volumen besitzt, muss \,, auch den Wert +oo
annehmen konnen. Wihrend die Bedingung (i) speziell das n-dimensionale Vo-
lumen auszeichnet, wurden die Bedingungen (ii)-(iv) verwendet, um einen all-
gemeinen MaBbegriff zu definieren. Dies hat den Vorteil, dass z. B. auch die
Wahrscheinlichkeit von Zufallsereignissen als Mafl gesehen werden kann.
Welchen Mengen kann ein Volumen zugeordnet werden? Neben den Interval-
len aus Bedingung (i) sollten wegen (iv) auch alle (disjunkten) Vereinigungen
von Intervallen ,,messbar® sein. Allerdings ldsst sich zeigen, dass nicht allen
Teilmengen des R™ in sinnvoller Weise ein Volumen zugeordnet werden kann.
Daher wird das n-dimensionale Volumen als eine Abbildung A, : A — [0, 0]
mit A C P(X) definiert. Dabei ist der Definitionsbereich ein System von Men-
gen, welches Axiome erfiillt, die zu den Bedingungen (i)—(iv) passen.

Definition 13.1 (o-Algebra). Sei X eine Menge, P(X) :={A: A C X} die
Potenzmenge von X und A C P(X).
Dann heifit A eine ,o-Algebra iiber X “, falls gilt:

(1) 0 e A
(ii) Fiir jedes A€ A gilt A:={x e X :x¢ A} € A.
(iii) Fir A, € A (n € N) gilt |, ey An € A.

In diesem Fall heifit (X, A) ,Messraum®, und die Mengen A € A heiffen
»(A-)messbar”.

Bemerkung 13.2. (i) Die (beziiglich Mengeninklusion) gréfite o-Algebra ist
P(X), die kleinste ist {0, X }. Falls A; eine o-Algebra ist fiir i € 1, wobei
I eine nichtleere Indexmenge ist, dann ist ;o A; wieder eine o-Algebra.

(ii) Sei & C P(X) beliebig. Dann ist
o(€) = m{A D& Aist o-Algebra iber X}

die kleinste o-Algebra, die £ enthdlt (von € erzeugte o-Algebra). In diesem
Fall heifit € ein ,Erzeugendensystem der o-Algebra o(E)“.

Definition 13.3 (Ma8). Sei (X,.A) ein Messraum.
(i) Eine Abbildung p: A — [0, 00] heifit ein ,Maf auf A, falls gilt:

(1) p®) =0,
(2) o-Additivitit: Fiir (Ap)nen C A mit A, N Ay =0 (n#m) gilt

i U A2) =3 nlAn). (13.1)

neN neN
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In diesem Fall heifit (X, A, u) ein ,,Mafraum*.
(i1) Fin Maf$ p auf einer o-Algebra A heifit
(1) ,o-endlich* (oder ,normal®), falls es eine Folge (Ap), C A gibt mit
Unen An = X und p(A,) < oo fir allen € N,
(2) ,endlich®, falls ;1(X) < oo (und damit p(A) < oo fir alle A € A).
(3) ein ,Wahrscheinlichkeitsmaf“, falls p(X) = 1.

(#ii) Seip ein Maf$ auf A. Dann heifst eine Menge A C X eine ,u-Nullmenge,
falls A € A und u(A) =0 gilt. Falls fir eine Aussage M (x) gilt, dass {z €
X : M(x) gilt nicht } eine p-Nullmenge ist, so sagt man, die Aussage
M(x) gilt ,pu-fast iberall®.

Bemerkung 13.4. In obiger Definition und auch im Folgenden tritt der Wert
oo auf. Dabei sind folgende Rechenregeln zu beachten:

e 00-0=0-00=0,

e v-a=a-00=00 (0<a<o0),

e vta=a+o00=00 (—00<a<oo).

e Der Ausdruck oo — oo ist nicht definiert.
Beispiele 13.5. (i) Dirac'-Maf3: Zu v € X definiere

S

Dann ist 0, ein Maf auf P(X) und damit auf jeder o-Algebra. Das Majs
0, wird als Dirac-Maf$ oder auch Punktmaj bezeichnet.

(i) Zihlmaf: Definiere

[ |A|, falls A endlich,
C(4) = {OO, falls A unendlich.

Dann ist ¢ ein Maf$ auf P(X), welches genau dann o-endlich ist, falls X
abzihlbar ist.

Bemerkung 13.6. (i) Sei (X, A, pn) ein Mafraum und E € A. Dann ist
ANE :={ANE : A€ A} eine o-Algebra, und die Einschrinkung p|g =
wlang ist wieder ein Maf. Man erhilt einen neuen Mafraum (E, AN
E, p|g). Man spricht von der ,Spur-o-Algebra® und dem ,Spurmaf$.

(ii) Sei X # 0 eine Menge, (Y,B) ein Messraum und f: X — Y eine Funk-
tion. Dann ist o(f) == f~1(B) := {f~Y(B) : B € B} eine o-Algebra auf
X, ,die von f erzeugte o-Algebra*.

1Paul Adrien Maurice Dirac, 8.8.1902 — 20.10.1984
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Satz 13.7. Seien (X, A) ein Messraum und p: A — [0,00] eine Abbildung mit
w(®) = 0 und p(AUB) = u(A) + u(B) fir A,B € A disjunkt. Betrachte die
folgenden Aussagen:

(i) w ist o-additiv.
(ii) Fir alle A, € A mit Ay C Ay C ... und |, ey An = A € A gill
Jim p(An) = p(A)
(d. h. p ist stetig von unten).
(iii) Fir alle A, € A mit A1 D A D ..., ey An = 0 und p(A;) < oo gilt
A pi(An) =0

(d. h. p ist stetig von oben).

Dann gilt (i) < (i) = (iii). Falls p endlich ist, sind alle drei Aussagen
dquivalent.

Beweis: (i) = (ii): Mit Ag := 0 und A, = A \A,—1 ist A = U A,, und
neN

= U A Also ist

Zu[l = lim Zu (Ap) = lim p(A,).
(ii) = (i): Sei (An)nen C A paarweise disjunkt, A := (J, .y An € A. Setze
A, = A U...UA,,. Dann gilt A, /A (d. h fll c Ay c...und A, =
A), und nach (i) gilt u(A,) — u(A). Wegen p(A,) = > op_; p(Ay) gilt also
> 1 il Ak) = p(A).
(ii) = (iii): Wegen pu(A1\A4,) = u(A1) — p(A,) und A;\A,, " A; gilt nach (ii)
p(Ar) = lim p(A\An) = p(Ar) = lim p(Ay)

und damit p(A,) — 0.

Sei nun p endlich.

(iii) = (ii): Falls A,, " A, gilt A\A,, \, 0 und damit gilt u(A\4,) — 0 nach
(iii). Somit folgt p(A,) — p(A). 0

Definition 13.8 (Borel-o-Algebra ). (i) Zu a,b € R™ schreibe
a<bi<= Vji=1,...,n:a; <bj,

analog a < b. Fir a,b € R" mit a < b sei (a,b] := {x € R" : a; <
z; <bj(j=1,... )} = [Ij-.(aj,b;] das n-dimensionale (halboffene)
Intervall (Quader). Analog [a b], (a,b], (a,b).
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(#i) Die von allen halboffenen Intervallen erzeugte o-Algebra
B(R™) :=o({(a,b] : a,b € R", a < b})

heif$t die ,Borel-o-Algebra* im R™. Die Mengen in B(R™) heiflen ,,Borel-
messbar®.

Es gilt sogar:

Hilfssatz 13.9. Sei 7 das Mengensystem aller offenen Teilmengen des R™.
Dann gilt B(R™) = o(7). Insbesondere ist jede offene Teilmenge und damit
jede abgeschlossene Teilmenge Borel-messbar.

Beweis: Um fiir &,& C P(X) die Gleichheit 0(&1) = o(&2) zu zeigen, reicht
es offensichtlich, die Inklusionen £ C o(&>) und & C (&) zu zeigen.

L Aus (a,b] = Nyen [1j=1(ay,b5 + +) sieht man sofort (a,b] € o(7) fiir alle
a,b € R"” mit a < b.

2. Sei U C R" offen. Zu jedem Punkt ¢ € UNQ" sei ¢, der Abstand von ¢ zum
Rand von U, dividiert durch (z. B.) v/n. Sei Iy == {z e R" : ¢; — ¢, < z; <
q; + ¢4} C U. Wie oben sieht man I, € B(R™). Da Q dicht in R ist, gilt

v= |J L

qeUnQ™

Dies ist aber eine abzéhlbare Vereinigung, und somit ist U € B(R™). Also ist
T C B(R™). 0

Der folgende Satz wird im zweiten Teil des Buches bewiesen.

Definition und Satz 13.10 (Lebesgue-MaB). Es existiert genau ein Maf
A=\, B(R™) — [0,00] mit der Figenschaft

)\(H(aj, ) H (bj —aj)
i=1 =1
fir alle a,b € R™ mit a < b. Das Maff \,, heifst das n-dimensionale Lebesgue-
Mafs.

Bemerkung 13.11. Man sieht sofort folgende FEigenschaften des Lebesgue-
Mafses:

(i) Die Menge {x} ist fiir jeden Punkt x € R™ eine A\-Nullmenge, denn {x} =
ﬂkeN H 1z — k,xj] und damit nach Satz 15.7: N({z}) = hmkéoo( ) =0.
(1) Analog ist A(Q) = 0 fir entartete Quader QQ = Hj: [a;,b;] mit mindestens
einem a; = b;. Falls U C R™ ein linearer Unterraum der Form U = {z € R™ :
ry ==z = 0} ist, folgt aus U = Jycn(U N [=N, N]") somit A(U) = 0.
(i1i) A((a,b)) = A([a,b)) = A((a,b]) = A([a,b]) = H?Zl(bj —aj) fir alle a,b €
R™ mit a <b.

(iv) M(Q) =0, da Q abzihlbare Vereinigung von Nullmengen ist.

(v) X ist o-endlich, da R™ = Uyey [Tj=1[-N, N| gilt.
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Beispiel 13.12 (Cantor-Menge). Definiere iterativ die Mengen (Cy,)nen durch

(d. h. man nimmt jeweils in den verbleibenden Intervallen das mittlere Drittel
weg). Die Cantor-Menge C ist nun definiert als C := (), oy Crn. Als abzdhlbarer
Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist C € B(R). Andererseits gilt \(C1) =

1, M(Cy) =1— %, ANC3)=1-— % — % usw. Man erhdlt

A(C):1—;-i(§)":o.

n=

Die Elemente in C sind gerade die Zahlen x € [0,1], welche eine 3-adische
Entwicklung der Form
z = 0.a1a%a3 ...

mit ap, € {0,2} besitzen.

Die Abbildung x = 0.arasas ... — Y - a,27" ist surjektiv von C nach [0,1].
Also besitzt die Menge C die gleiche Mdchtigkeit (Kardinalitit) wie das Inter-
vall [0, 1], ndmlich |[0,1]| = |R| = ¢. Insbesondere ist C iberabzdihlbar, d. h. die
Cantor-Menge ist eine tberabzihlbare Lebesgue-Nullmenge.

Um das Integral beziiglich des Lebesgue-Mafles zu definieren, gehen wir dhnlich
wie in Kapitel 8 schrittweise vor: Zunédchst wird das Integral fiir Treppenfunk-
tionen definiert (die hier allerdings allgemeiner sind), dann wird die Definition
auf allgemeinere Funktionen durch einen Grenzprozess ausgeweitet. Wir begin-
nen mit dem Begriff der messbaren Funktionen.

Definition 13.13 (messbare Funktionen). Seien (X,.A) und (S,S) Messrdume.
Fiir eine Abbildung f: X — S setze f~1(B) :={f € B} :={zx € X : f(x) € B}
und f~1(8) :={f"Y(B): B e S} C P(X). Dann heifit f ,messbar“ (genauer
JA-S-messbar), falls f~1(S) C A, d. h. falls fiir alle B € S gilt f~*(B) € A.
Falls (S,S) = (R™, B(R™)), so heift eine A-S-messbare Funktion f auch ,A-
messbar®. Falls auch (X, A) = (R™, B(R™)), so heifst f ,Borel-messbar*.

Bemerkung 13.14. (i) Jede konstante Funktion ist messbar beziiglich jeder
o-Algebra.

(ii) Sind f: (X, A) — (51,81) und g: (S1,81) — (S2,S2) messbar, so auch
gof:(X,A) — (S2,82). Denn es gilt

(go ) HS2) = g7 (S2)) C fTH(S1) C A.
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Hilfssatz 13.15. Seien (X, A) und (S,S) Messriume und S = o (&) (d. h. € ist
ein Erzeugendensystem von S). Dann ist f : X — S genau dann A-S-messbar,
wenn f~HE) C A.

Beweis: Das Mengensystem S’ := {B € P(S) : f~1(B) € A} ist eine o-Algebra
iiber S. Nach Definition ist f genau dann A-S-messbar, wenn S = (&) C §'.
Dies ist aber dquivalent zu £ C &', d. h. zu f~1(€) C A. O

Folgerung 13.16. Sei f: R™ — R eine Funktion. Dann sind dquivalent:
(i) f ist Borel-messbar.
(ii) Fir jedes a € R gilt {z € X : f(x) > a} € B(R").
(iii) Fiir jedes a € R gilt {z € X : f(x) > a} € B(R").
(iv) Fiir jedes a € R gilt {x € X : f(z) < a} € B(R™).
() (R")

<
(v) Fiir jedes a € R gilt {x € X : f(z) < a} € B(R").

Beweis: (i)==(ii) ist klar wegen (a,o0) € B(R).

(ii)==-(i): Nach Hilfssatz 13.15 ist nur zu zeigen, dass £ := {(a,0) : a € R}
ein Erzeugendensystem von B(R) ist. Dies folgt aber aus (a, b] = (a,00)\ (b, 00)
fiir a < b, da damit (a,b] € o(€) gilt.

Die Aquivalenz von (ii)~(v) folgt aus den Darstellungen

za=N{>a 1}

keN

{f <a} ={f=a}",
{fﬁa}:ﬂ{f<a+%},

keN

{f>a} ={f <a}".
O

Bemerkung 13.17. Im Folgenden treten auch die Werte oo als Funktions-
werte auf. Dazu setze R := RU {—o0, +00} und definiere die Borel-o-Algebra
auf R durch B(R) := o({(a,00] C R : a € R}). Die obigen Aussagen gelten
analog auch fiir messbare Funktionen f: R" — R.

Satz 13.18. (i) Alle stetigen Funktionen f: R™ — R sind Borel-messbar.

(i) Sei (fx)ken eine Folge (Borel-)messbarer Funktionen fi: R™ — R. Dann
sind die Funktionen infrey fr, supgpen fr, liminfren fr undlimsup, oy fr
ebenfalls messbar.

(iii) Der Grenzwert einer punktweise konvergenten Folge (fi)ren messbarer
Funktionen ist messbar.
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(iv) Seien f,g: R™ — R messbar und F: R? — R stetig, so ist auch h: R" —
R, h(z) := F(f(x),g(x)) messbar. Insbesondere sind mit f und g auch
max{f,g}, min{f, g}, f £ g und f-g messbar, ebenso |f|" firr >0 und
fr firr eN.

Beweis:
(i) Die Urbilder {f > a} = f~!((a,00)) sind offen, also messbar.
(ii) Es gilt
{sup fi < a} = [ J{fi < a} € BR")
k

fir alle @ € R. Mit Folgerung 13.16 folgt die Behauptung fiir das Supre-
mum. Wegen inf f = —sup(—f;) und limsup f; = infy, sup,,,>, fr folgt
der Rest daraus, da mit f offensichtlich auch —f messbar ist.

(iii) Fiir eine konvergente Folge gilt lim f; = limsup f; und damit folgt die
Behauptung aus (ii).

(iv) Da F stetig ist, ist zu a € R die Menge G, = {(z,y) € R? : F(z,y) >
a} offen. Wie in Beweis von Hilfssatz 13.9 kénnen wir schreiben G, =
Uren Ar mit Ay = (ag,br) X (cx,dy). Da f und g messbar sind, gilt

{ak < f< bk} = {f > ak} N {f < bk} S B(Rn),
und ebenso {¢; < g < di} € B(R™). Also ist auch
{(f,9) € Ax} = {ax < f < b} N{cx < g <di} € B(R"),
und damit liegt
{z € R": F(f(2),9(x)) > a} = {(f.9) € Ga} = U{(S.9) € A}
keN

in B(R™). Die restlichen Aussagen von (iv) folgen aus der Stetigkeit der
Abbildungen (z,y) — z £y, (z,y) = z -y, (z,y) — max{z,y}, (z,y) —
min{z,y}, (z,y) — |z|" und (z,y) — x".

d

13.2 Das Lebesgue-Integral

Im Folgenden sei (X, A, 1) ein Mafiraum.

Definition 13.19. (i) FEine ,Stufenfunktion® (oder ,Treppenfunktion® oder
seinfache Funktion®) ist eine Funktion f: X — R in der Summenform

f= Zle cixa, mit ¢; € R und A; € A. Dabei ist

(2) 1, x€A,
xTr) .=
xa 0, x¢A,

die charakteristische Funktion von A C X.
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(ii) B(X,A;R) bezeichne den Raum aller beschrinkten A-messbaren Funk-
tionen f: X — R.

Satz 13.20. (i) Zu jeder messbaren Funktion f: X — R existiert eine Folge
(sk)ken von Stufenfunktionen mit si(x) — f(z) (v € X).

Falls zusdtzlich f > 0 gilt, so kann man eine monoton wachsende Folge
(Sj)j ﬁnden

(i) Falls f: X — R beschrinkt und messbar ist, so existiert eine Folge von
Stufenfunktionen, welche gleichmdfig gegen f konvergiert. (Der Raum
der Stufenfunktionen liegt somit dicht in B(X, A;R) bzgl. || - ||oo-Norm.)

Bewezs:

(i) Sei zunichst f: X — R messbar mit f > 0. Fiir k,j € Nmit 1 < j < k-2F
definiere

to={rex < g < 2y = (250 2))

und Ay = f7!([k,o0]). Da f messbar ist, sind Ag; und Aj messbar.
Definiere nun
K2k .

Dann konvergiert die Folge (sj)ren monoton wachsend punktweise gegen
f.

Im allgemeinen Fall zerlege man f = f, — f_ mit f} := max{f,0} und
f— := —min{0, f} und wende obige Konstruktion auf f; und f_ an.

(ii) Die obige Konstruktion zeigt, dass die Folge (sx)ren bei beschrianktem
messbaren f sogar gleichméBig konvergiert.

d

Definition 13.21 (Allgemeines Lebesgue-Integral). (i) Seis = Z?Zl CiXA,
eine Stufenfunktion mit s > 0. Definiere das ,Integral von s bzgl. pu“ durch

k
/sd,u = ch,u(Aj) € [0, 00].

(ii) Sei nun f: X — R messbar mit f > 0. Definiere

/fd,u ‘= sup { /sdu i s Stufenfunktion mit 0 < s < f} € [0, c0].
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(iii) Falls f: X — R messbar ist, so definiert man

[ tin= [ sedu~ [ 1-an (13.2)

falls nicht beide Integrale den Wert +00 haben.

(iv) Eine Funktion f: X — R heifit ,(Lebesgue-)integrierbar®, falls f messbar
ist und beide Integrale in (13.2) endlich sind. Die Menge aller integrierba-
ren Funktionen wird mit £ (n) = LY(X, u) = LY(X) bezeichnet. Andere
Schreibweisen sind etwa [ f(x)du(x) := [ fu(dz) := [ fdu. Der Index

L1 ¢ wird manchmal unten geschrieben: L1 (f1).

Falls = X das Lebesque-Map im R™ ist, so schreibt man [ f(z)dx.

[ fdwi= [ xafan.

Wir schreiben L(A) := L1 (u]a).

(v) Fir A € A definiert man

Satz 13.22 (Elementare Eigenschaften des Lebesgue-Integrals). Sei f: X — R
messbar und A € A.

(i) Sei zusdtzlich f beschrinkt und u(X) < oo. Dann ist f € L*(u).

(ii) Monotonie: Sind f,g € LY (u) mit f < g, so ist

[ san< [ gan

Speziell gilt: Ist a < f(z) <b (x € A) und u(A) < oo, so gilt
on4) < [ fau< ().

(i1i) Ist A eine p-Nullmenge, so gilt [, fdp = 0.

() Sind A, B € A disjunkt und f € LY(X, ), so gilt [, 5 fdp= [, fdp+
I fdp.
(v) Ist f € LY X, ), so ist f € LY(A, p|a).

Beweis:

(i) Zu f € B(X, A;R) existiert ein K > 0 mit 0 < fy < K. Fiir jede

Stufenfunktion s mit 0 < s < f} gilt somit [ sdp < Kp(X). Somit gilt
[ fdp < Kp(X) < oo. Analog sieht man [ f_du < oco.
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(ii) Ist f < g, so folgt fy < g4 und f_ > g_. Fiir jede Stufenfunktion s
mit 0 < s < fi gilt daher auch s < g;. Damit folgt [ fidp < [ g+du.
Genauso folgt [ f_du > [ g_dp und damit die erste Behauptung.

Die zweite Behauptung folgt mit axa < fxa < bxa.

(iii) Fiir jede Stufenfunktion s = Z?Zl cixa, mit 0 < s < fy gilt

k
/ sdp = ch,u(Aﬂ Aj)=0
A =
wegen pu(A N A;) < p(A) = 0. Damit ist [, fydp = 0. Analog folgt
S f—dp=0.

(iv) Die Gleichheit gilt nach Definition des Integrals fiir Stufenfunktionen.
Fiir integrierbare Funktionen f > 0 und Stufenfunktionen 0 < s < f
gilt 0 < sxya < fxa und 0 < syp < fxp, andererseits ist fiir zwei
Stufenfunktionen s, s2 mit s1 < fxa und so < fxp auch s := s1xa +
soxp eine Stufenfunktion mit s < f. Geht man zum Supremum {iber,
folgt die Behauptung fiir integrierbares f > 0 und damit fiir f € £!(u).

(v) Fiir jede Stufenfunktion s = Z?:l cjxa, mit 0 <s < fy gilt

k k
/Asdu = chu(AﬂAj) < chu(Aj) = /sdu.
j=1 j=1

Damit folgt [, f1dp < [ fydp < co, analog fiir f_.

Hilfssatz 13.23. Sei f: X — R messbar.
(i) Ist f >0 mit [ fdu =0, soist f =0 p-f.i.

(ii) Es gilt f € L*(n) genau dann, wenn |f| € LY (i) gilt. In diesem Fall ist

’/fdu‘ S/Ifldu-

(iii) (Magjorantenkriterium) Sei g € LY (u) mit |f| < g p-f4i. Dann ist f €
L ().

Bewezis:

() B gilt (7 #0) = Ufsbs < < HOU 2 1. It {S #0)) > 0,50

hat wegen der o-Additivitéit von p eine der Mengen auf der rechten Seite
positives MaB und damit nach Satz 13.22 (ii) [ fdu > 0.
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(ii) Die Mengen A := {f > 0} und B := {f < 0} sind messbar, ebenso die
Funktion |f|. Nach Satz 13.22 (iv) gilt

/WW—AWW+LWW—/ﬁw+/LW<w

Die Abschitzung folgt aus —|f| < f < |f| und der Monotonie des Inte-
grals (Satz 13.22 (ii)).

(iii) Nach Anderung auf einer Nullmenge kénnen wir o.E. |f| < g annchmen.
Dann ist f_ < g und fy < g und somit [ frdu < oco.

O
Der Vorteil des soeben definierten Lebesgue-Integrals liegt zum einen an der
groBen Allgemeinheit (beliebige Mafie), zum anderen an starken Konvergenz-
aussagen. Die folgenden Aussagen werden hier nur zitiert und im zweiten Teil
des Buches bewiesen.
Im Folgenden sei (X, A, 1) ein Mafiraum.

Satz 13.24 (Linearitét des Integrals). Seien f1, fo € LY (1), a1,a2 € R. Dann
ist ay f1 + aafo € L1 (1) und

/(alfl+a2f2)d,u:al/fldﬂ+a2/f2d,u-

Satz 13.25 (von Lebesgue iiber monotone Konvergenz). Sei (fx)ren eine Folge
messbarer Funktionen mit 0 < f1 < fo < ..., und sei f: X — [0,00] definiert
durch f(z) :=limg_ o fr(x) (x € X). Dann gilt

klim /fkd,u:/fd,u:/klim frdp.

Satz 13.26. Sei (fn)nen eine Folge nichinegativer messbarer Funktionen und
[+ X —[0,00] definiert durch f =" fn. Dann ist f messbar und es gilt

[ fin= i:jl [ i

Falls f, € LY(u) (n € N) und die Summe auf der rechten Seite konvergiert,
so gilt f € LY (w), und die Reihe Y 7 | fn(x) konvergiert fiir u-fast alle x € X.

Satz 13.27 (Lemma von Fatou?). Sei (f,)nen eine Folge nichtnegativer messba-
rer Funktionen und f: X — [0,00] definiert durch f := liminf, _, f,. Dann

gilt
/fdugliminf/fndu.

2Pierre Joseph Louis Fatou, 28.2.1878 — 10. 8. 1929
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Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Sétze der Integrationstheorie.

Satz 13.28 (von Lebesgue iiber majorisierte (dominierte) Konvergenz). Sei
(fn)nen eine Folge messbarer Funktionen, und es ezistiere der Grenzwert f(x) :=
lim,, o0 frn(z) € R p-fast iiberall. Weiter existiere eine Funktion g € LY (u) mit
|fn(2)] < g(x) fiir pu-fast alle x € X und alle n € N. Dann ist f € L' (1) und

lim fndu:/fdu.

Im Folgenden werden wir stets den MafBraum (R™, B(R™),\) mit A = A, be-
trachten. In diesem Fall schreibt man auch

Ein weiterer wichtiger Integralbegriff wurde schon in Kapitel 8 erwidhnt: Das
Riemann-Integral.

Definition 13.29 (Riemann-Integral). (i) Eine Stufenfunktion s: R™ — R mit
s(x) = Zle cixa; heifit eine ,Riemann-Stufenfunktion®, falls A; n-dimensio-
nale Intervalle sind, d. h. A; = (a;,b;] mit a;,b; € R™, a; < b;.

(ii) Sei f: R™ — R eine beschrinkte Funktion mit kompaktem Trager

supp f :={z € R?: f(z) # 0}.

Dann heif§t

/f(x)dm := inf { /s(m)dm : s Riemann-Stufenfunktion, s > f}

das ,, Oberintegral“ von f und
/f(a;)da: := sup { /s(a:)da: : s Riemann-Stufenfunktion, s < f}

das ,,Unterintegral® von f. B
[ heift ,Riemann-integrierbar®, wenn [ f(z)dx = [ f(z)dx =: [ f(z)dz (,Rie-
mann-Integral®).

Satz 13.30. Sei f: R™ — R eine beschrdankte Funktion mit kompaktem Trdger.
(i) Falls f stetig ist, so ist f Riemann-integrierbar.

(ii) Falls f Riemann-integrierbar ist, so ist f (nach eventueller Abinderung
auf einer Nullmenge) Lebesgue-integrierbar, und

[ s = [ gax

wobei links das Riemann-Integral und rechts das Lebesgue-Integral steht.
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Beweis:

(i)

(i)

Wir wihlen ein Intervall (—N, N|™ mit supp f C (—N, N]™ und dann eine
Folge von Partitionen

Ulk] (G=1,2,...)

mit Intervallen Ij;, deren Feinheit gegen 0 konvergiert. Setze fiir j € N
m; mj
55 = chijc,-, Sj = chjXij
k=1 k=1

ek = inf f(y), Ck; = sup f(y).

YEI; yely;

Da f gleichmiBig stetig ist, gilt [Sj(z)dz — [ s;(z)dz — 0 (j — o).
Damit ist f Rlemann—lntegrlerbar und f f(z)dx = hm]HOO JS;(z)dx =
lim; o [ s;(z)dz.

Sei f Riemann-integrierbar. Definiert man s; und S; wie oben, so gilt
§1 <8< o < f < <8y < Sy

S(x) = limj_o S;(x) und s(z) := lim;_,o sj(x) existieren punktweise
als Grenzwerte monotoner Folgen und sind wieder messbar. Es gilt s <

f<s.

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

/sd)\ = lim [ sjd\ = lim /sj(x)dq:
J—00 J— o

Letzteres, da auf Stufenfunktionen Riemann- und Lebesgue-Integral nach
Definition iibereinstimmen. Genauso gilt

/Sd)\ = lim [ S;j(z)dx.
j—oo
Da f Riemann-integrierbar ist, gilt auflerdem

lim [ s;(z)de = lim [ S;(x)dz

J—0o0 J— 00

und damit [(S—s)d\ = 0. Nach Hilfssatz 13.23 folgt S = s A-fast iiberall
und somit wegen s < f < S auch s = S = f fast {iberall. Damit ist f
nach eventueller Anderung auf einer Nullmenge messbar mit

/fd)\—/sd)\—/f(x)dac

Beachte, dass wegen Beschranktheit von f und Kompaktheit des Tragers
von f automatisch f € L1()) gilt.

d
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13.3 Iterierte Integrale

Beispiel 13.31. Sei M = {z € [0,1]? : 25 < x%} Dann ist

/ |$|2d.’E :/ (517% +.’172 / / xl +.’172 de d.’Z?l
M M
1
_/0 (o + )dxl (%+ |0:%+2i: 105
Frage: Ist (x) erlaubt? Die positive Antwort wird der Satz von Fubini liefern.

Satz 13.32 (von Tonelli®). Sei f: R? — [0,00] messbar. Dann sind y —
f(z,y), R — [0,00] fiir jedes feste x und y — [ f(z,y)dz, R — [0, 00] messbar
(analog fiir vertauschtes x und y), und es gilt

/ F (@ y)d(z,y) = / /f:cyd:c dy—A(Af(x,y)dy)de[Oam]~

Beweis: Wir zeigen den Satz nur fiir den Spezialfall, dass f Riemann-integrierbar
ist. Nach dem Beweis von Satz 13.30 (ii) existiert dann eine Folge (sj)ren von
Riemann-Stufenfunktionen mit s;  f punktweise.
Sei A = (a,b], a,b € R?, a < b. Dann sind folgende Funktionen offensichtlich
messbar:

y— xa(z,y), R — R, fiir festes z,

z— xa(z,y), R — R, fir festes y,

Y / xa(z,y)dz, R — R,
R
T / xa(z,y)dy, R — R.
R
Weiter ist

/R2 xad(z,y) = /R/RXA(x,y)dxdy = /R/RXA(J;,y)dydx = (by —a1)(by — az).

Wegen der Linearitit des Integrals folgen die Behauptungen fiir alle Riemann-
Stufenfunktionen si. Als punktweiser Limes messbarer Funktionen sind somit
y+— f(z,y) = limyg sg(x,y) und x — f(x,y) messbar. Mit dem Satz iiber mono-
tone Konvergenz folgt die Messbarkeit von y — [ f(z,y)dz = limy, [ s(z,y)dx
und z — [ f(z,y)dy. Wieder mit monotoner Konvergenz folgt

k—o0o
:klim// xydxdy—//fxyd:rdy

3Leonida Tonelli, 19.4.1885 — 12.3.1946

[ s = Jim [ stz
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Satz 13.33 (von Fubini). Sei f : R* — R (Lebesgue-)integrierbar. Dann
sind (eventuell nach Anderung auf einer Nullmenge) die Funktionen y +—
fR x,y)dy fir festes x und x +— fR x,y)dy fir festes y integrierbar, und
es gilt

| tenaw = [ ([ s@oa)ay= [ ([ @)

Beweis: Der Satz von Tonelli, angewendet auf |f|, liefert die Messbarkeit von
z v [|f(z,y)|dy. Damit ist

Ni={oeR: [ |f@yldy = o)

Borel-messbar, und wegen

L (L) = [ 15 i) <o

ist A1(N) = 0. Definiert man

Flany) = {f(x,y), falls z ¢ N,

0, sonst,

und g(z) := [, f(z,y)dy, so folgt f = f fast iiberall und g € £'(R).

Falls f 2 0 (und damit auch f>0g> 0), so folgt wieder mit dem Satz von
Tonelli

/R dx—/ /fa:ydydx—/fxy (z,y) /fa:y (x,y).

Fiir beliebiges f € L£!(R?) folgt die Behauptung durch die Zerlegung f =
I+ —I- m

Folgerung 13.34. Sei f: R™ — R integrierbar. Dann gilt

flx dx—/ /f:zcl,..., Ydxy ... dxy,,
R™

wobei die Integrationsreihenfolge auf der rechten Seite frei wdhlbar ist.

Beweis: Iteriertes Anwenden des Satzes von Fubini. O

Folgerung 13.35 (Prinzip von Cavalieri). Fiir A € B(R") und t € R sei
At = {(Ilv‘- , Ty 1)€Rn ! (ml,...,xn,l,t)eA}
der Schnitt zum Wert t. Dann ist A; € B(R™™1), und
An(A) = / An—1(Ay)dt
R

4Bonaventura Francescon Cavalieri, 1598 — 30.11.1647
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Beweis: Dies folgt durch die Anwendung des Satzes von Tonelli auf x 4. O

Folgerung 13.36. Sei D € B(R"™') und f: D — R Borel-messbar. Dann gilt
graph f € B(R™) und \,(graph f) = 0. Insbesondere hat jede Hyperebene im
R™ Lebesgue-Mafs 0.

Beweis: O.E. sei D = R”~1 denn sonst setze f durch 0 zu einer messbaren
Funktion f auf R" fort. Die Behauptung fiir f folgt dann aus graph f = (D x
R) N graph f.

Die Koordinatenprojektionen pr;: x +— x;, 7 = 1,...,n, sind stetig und damit
Borel-messbar. Also ist auch

g:R" =R, z+— f(x1,...,29p-1) —Tp
Borel-messbar. Damit ist graph f = {g = 0} € B(R™). Wegen
Xegraph £ (T1, -, Tp—1,t) =0 fir t# f(z1,...,2p-1)
folgt
| Xeaon @' 00X(®) = 0

fiir alle 2’ := (21,...,2,_1) € R""!. Nach dem Satz von Tonelli folgt

An(graph f) = / ( /R Xeraph f(x',t)dAl(t))dAn,l(x')

Rn—1
= / 0 d)\n_1<$/) =0.

Rn—1
d

Beispiel 13.37 (Kreisfliche, Kugelvolumen). (i) Sei M = {(z,y)T € R?:
|(z,y)T| < r} der Kreis mit Radius r. Nach dem Prinzip von Cavalieri
erhdlt man fir die Kreisfliche

Ao(M) = /_T M([=Vr2 =22, \/1? — 22))dx = 4/(: r2 — 22dx.

Mit der Substitution x = rsint, dz = rcostdt, t € [0, 5], erhdlt man

/2
)\Q(M):4/ r?cos® tdt = 4r* T = 2.
0

(ii) Sei nun M = {(z,y,2)T € R3 : |(z,y,2)T| < r} die Kugel im R® mit
Radius r. Fir x € [—r,r] ist der Schnitt zum Wert x gegeben durch M, =
{(y,2) € R? 1 4?2 + 22 <2 — 2%}, d. h. nach (i) ist \o(M,) = 7(r? — 2?).
Damit ist

A3(M) = / m(r? — 2?¥)dx = 27(r® — ) = 4 .

T

Somit besitzt ein Kreis im R? mit Radius v die Fliche mr? und eine Kugel

im R3 mit Radius v das Volumen %777“3.
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Beispiel 13.38 (Trigheitsmoment einer Kugel). Sei K := {(x,y,2)T € R? :
|(z,y,2)T| <1} (Kugel mit Radius v > 0). Das Trigheitsmoment von K bzgl.
der z-Achse ist gegeben durch J := fK(x2 +y2)d(x,y,2). Nach dem Satz von
Fubini ist

N> ,,Q,IQ,U
J—2/ d(x,y,z —2/ / / w2 dzdydx
—r Vr2—z2? r2—x2—y
r pV/r2—az? rg—xg—y
= 16/ / / 2?dzdydx
0o Jo 0
r o iT—a?
= 16/ / 22\/r2 — 22 — y2dydz.
0o Jo
Substituiert man y = Vr2 — x2sint, dy = /r2 — x2 costdt, so erhdilt man
r w/2
J:16/ 172/ \/7’2—:c2\/1—sin2t\/r2—m2(308tdtdx
0 0

r /2
16/ 22 (r? — x2)dx/ cos? tdt
0 0

_ . m _ 8 5
5) T =171

)

16(

13.4 Der Transformationssatz

Im Folgenden sei A = \,, das Lebesgue-Maf} im R".

Definition und Satz 13.39. (i) SeiU C R" offen, u ein Maf$ auf (U, B(U)),
mit B(U) := B(R™) N U, und ®: U — R"™ messbar. Dann ist

po® 1 B(R") — [0,00], A u(® (A)),
ein Maf, das ,Bildmafi“ von p unter ®.
(ii) Ein Maf p auf (R™, B(R™)) heifit ,translationsinvariant®, falls po®—1 =
w fiir alle Translationen ®: R™ — R™, x +— x+c mit ¢ € R™ gilt. Das Mafs
w heifit ,bewegungsinvariant®, falls o ®~ = u gilt fiir alle Bewegungen
d: R" = R™ z+— Sz +c mit S € R"™™ orthogonale Matrix und ¢ € R™.

Beweis: Die o-Additivitéit folgt sofort aus
(5 (U ) =4 U o 000) = Ste
keN keN

die anderen Eigenschaften eines Mafles sind klar. O

Satz 13.40. (i) X ist translationsinvariant.
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(ii) Sei W := ((0,...,0),(1,...,1)] der n-dimensionale Einheitswirfel. Falls
W ein translationsinvariantes Maf auf (R™, B(R™)) mit p(W) =: o« < o0
ist, so ist = Q.

Bewezis:

(i) Fiir a,b € R® mit a < b und ®(z) = x + ¢, c € R", gilt Ao d~!
AM(a—c,b—c ])—H]:( a;) = A((a,b]). Nach Satz 13.10 ist Ao

/‘\

(a, 8]

F@*
H
>

(ii) Sei ay := (%,....,%), Wi := (0,ax) und Gy, == {1, 2,...,1}". Dann ist
W=Ww = U (r— ak,r] und damit u(W) = a = k" u(Wy). Wegen

reGy

a < oo folgt pw(Wy) = 5% = aA(Wy).
Betrachte nun (a, b] mit a,b € Q". 0. B.d. A. gilta = 0,b = (",..., 5=).
Dann ist (0,b] = |J (r—ag, ] mit Indexmenge Hy, := Tz, 2}

reHy
Damit

m Moy,
p((0.0) = Y pllr —akr]) = o =5 =0 = a((0,0).
reHy,

Somit gilt u((a,b]) = aX((a,b]) fir alle a,b € Q™ mit a < b.

Zu a,b € R", a < b, wihle nun ag,br € Q™ mit (ag,bx] / (a,b] und
erhalte pu((a,b]) = ai((a,b]). Nach Satz 13.10 folgt u = a. O

Satz 13.41. X ist bewegungsinvariant.

Beweis: Sei ®(x) = Sx +¢, d. h. ® =T, 0S5 mit S: R" — R” orthogonal und
T.: R" - R" x — x4+ ¢ mit ¢ € R". Dann gilt ® = T, 0S5 = S oT,; mit
d := S~ 'c und damit

Aodt=NoS HoT t=(NoT; oS t=XoS™? (13.3)

nach Satz 13.40 (i). Zu zeigen ist also noch XA o S~ = \.

Da S™1(W) C R™ beschriinkt ist, folgt o := (Ao S™1)(W) < oo. Nach (13.3)
ist Ao S~! translationsinvariant, und nach Satz 13.40 (ii) folgt Ao S™1 = a - \.
Fir K := B(0,1) ={z e R" : [2| < 1} ist S7H(K) = K, d. h. Ao ST (K) =
ASTHK)) = AM(K) > 0 und damit a = 1. O

Satz 13.42. Sei T € R™ "™ invertierbar. Dann gilt

1

(A oT™H)(B) = [det T

A(B) (B e B(R"))

bzw.
MT(B))=|detT|-X(B) (Be€B[R")).
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Beweis: Wie im Beweis von Satz 13.40 sieht man, dass A o7 ~! translationsin-
variant ist. Da a := (Ao T~ 1) (W) = N(T~H(W)) < oo, folgt aus Satz 13.40 (ii)
AoT t=a-\

Nach einem Satz der linearen Algebra existieren orthogonale Matrizen S, .55
und eine Diagonalmatrix D = diag(A1,...,\,) mit T = S1DS;y. Fir B :=
S1(W) folgt

a=a\W)=a-(AoS1)(W)=a\(B)
=\ oT™!)(B) =Sy oD oS (B))
= Ao Sy (DI (W) = >\( (W)

:)\(HO |- 1) H|)\| L= |det D] = | det T| 2.
j=1

O
Fiir lineare bijektive Abbildungen haben wir also die Gleichheit A\(T'(B)) =
|detT'| - \(B) (B € B(R™)). Seien nun U,V C R"™ offen und ®: U — V, z
®(z) =: z, ein C'-Diffeomorphismus. Dann gilt 2o — 21 = ®(23) — ®(21) =
®’(21)(z2 — 21) + ---. Somit liegt es nahe, dass Wiirfelinhalte lokal um den
Faktor |det ®'(2)| verstirkt werden, d. h. dass gilt ,,dz = | det ®'(2)|dz*. Dies
ist tatséchlich der Fall, wie der folgende Satz zeigt, der erst im zweiten Teil des
Buches vollstindig bewiesen wird.

Satz 13.43 (Transformationssatz). Seien U,V C R"™ offen und ®: U — V
ein C1-Diffeomorphismus. Sei f: V — R messbar. Dann ist f iiber V = ®(U)
genau dann integrierbar, wenn (f o ®) - |det ®’'|: U — R integrierbar iber U
ist, und dann gilt

f(x)dx = /Uf(CP(z)) - | det ®'(2)|dz.

@(U)

Beispiel 13.44 (Polarkoodinaten im R?). Bereits in Beispiel 11.18 hatten wir
die Koordinatentransformation von kartesischen Koordinaten auf Polarkoordi-
naten in R? angegeben:

R? € (z,y) = ®(r,¢) = (rcosp, rsingp),

wobei @ : Q — R2\ {(x,0)] z >0} mit Q :== {(r,p)|r >0, 0< p < 21}. ®
st bijektiv, und es gilt

cos @ —7Tsin @

/ _
det ®'(r, ) = sing rcosp

’—r>0inQ,

also ist ® ein Diffeomorphismus. (® : Q — R? ist dagegen nicht bijektiv,
deshalb die Abbildung auf die ,geschlitzte Ebene® R?\ {(z,0)| = > 0}). Die
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unbeschrinkte Menge N = {(z,0)| > 0} ist eine Nullmenge, so dass wir
schreiben kdonnen:

R 27
f(z,y)d(z,y) = / f(z,y)d(z,y) =//f(rcosso,rsin<p)r dedr,
B(0,R) B(0,R)\N 0 0

wobei die letzte Gleichung gerade aus der Transformationsformel resultiert.
Fir f =1 erhdlt man wieder die Fliche des Kreises:

R r27m RQ
AB(0,R)) = / ld(z,y) = / / rdedr = 2r — = TR2.
B(0,R) o Jo 2
Fir f(z,y) = e~ @ +v") erhilt man

o0 2 2 2T _ 2|00
fawdey = [ [ e rdodr =T (-7 =
R2 0 0 2

Wegen [ge e*(z2+y2)d(x,y) = (|x e*tZdt)2 folgt damit [, etdt = V7 und
somit fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der Standard-Normalverteilung

—t2/2 3,
— e dt =1.
V2T /_OO

13.5 Kurvenintegrale und Fliachenintegrale

Unser Ziel ist es nun, Wegintegrale zu erklaren. Wir erinnern uns an die Defini-
tion eines Weges als stetige Abbildung + : [a, b] — R™. Diese kénnen noch recht
exotisch sein, wenn man an das Beispiel einer Peanokurve v : [0,1] — [0,1]?
(surjektiv) denkt. Fiir stiickweise differenzierbare Wege haben wir deren Linge

iber ,
~ [

festgelegt. Zunéchst behandeln wir Kurvenintegrale, also Integrale iiber ein
Integrationsgebiet I' = ~([a,b]), und wollen zu einer Verallgemeinerung des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung: [ f B x)dzx = f(B) — f(a)
gelangen. Spéter beweisen wir dann eine entsprechende Aussage iiber Fléchen-
integrale.

Definition 13.45. Unter einem , Vektorfeld“ auf D C R™ verstehen wir eine
Abbildung
v:D —R"Y

die jedem Punkt x € D einen Vektor v(z) € R™ zuordnet. Meist denkt man
sich den Vektor v(x) im Fuflpunkt x angetragen.
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Wir fithren nun Integrale iiber I' ein und denken dabei beispielsweise an die
folgende Situation: Es sei 7 : [a,b] — I' C R3 ein glatter Weg, v : I' — R? ein
Vektorfeld. Ist v etwa ein Kraftfeld, so berechnet sich die physikalische Arbeit
als ,Kraft mal Weg* und man mochte das Integral

b
A= /F(’v(x),dx) ::/a (v(y(1)),~ (t))dt, (-,-) : Skalarprodukt in R?

berechnen, also v ,ldngs I'* integrieren.

Einen Kalkiil zur Berechnung solcher Integrale liefern die ,,Pfaffschen Differen-
tialformen®“. In diesem Zusammenhang sind auch die Namen Poincaré® und
Cartan” zu nennen.

Definition 13.46. Sei I' C R™ Bild eines glatten Weges und w : I' x R* — R
stetig und linear im zweiten Argument. Dann heifst w eine ,1-Form“ in . Auch
fiir eine beliebige Teilmenge U C R™ nennt man eine entsprechende Abbildung
w:UXxR" =R eine ,1-Form*“ in U.

Die 1-Form w lésst sich explizit beschreiben, wenn wir die zweite Variable h
beziiglich der Standardbasis des R™ schreiben: h = Z?:l h;e; , e; i-ter Ein-
heitsvektor des R™. Damit ist w(z,h) = > w(x,e;)h;, d. h. mit w;(z) :=
w(zx,e;) gilt:
w1 ()
w("r)h) = <w($)7h> ) w(a?) = :
wn ()

Dem klassischen ,,dz“ geben wir hiermit folgenden Sinn:

dz; :R" = R, hw~ h; =dz;(h) = (h,e;)

= w(x, ) = Zwl(x)dxl = (w(x), dz).

Definition 13.47. Sei v eine Darstellung von I'. Dann heifit

[o=] ORI

das ,,Kurvenintegral der 1-Form w lings T"“.

Erinnern wir uns an das obige Beispiel der physikalischen Arbeit, so ist w(z, ) =
(v(z),dr), d. h. A= [Lw.

Die Definition des Kurvenintegrals ist von der speziellen Darstellung unabhéngig,
solange nur dieselbe Orientierung gew&hlt wird: Denn seien v; : [aj,b;] —

5Johann Friedrich Pfaff, 22.12.1765 — 21.4.1825
SHenri Poincaré, 29.4.1854 —17.7.1912
"Elie Joseph Cartan, 9.4.1869 — 6.5.1951
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R™ (5 =1,2) und ¢ : [az, bo] — [a1,b1] mit ¢’ > 0, so dass y2 = 71 0 p. Dann
gilt

by bo bo
/ W (0,74 (1)) dt = / w(mop(r), Yiop(r) ! (T)dr = / w2, 13)(7)dr.

Weiterhin gelten offensichtlich die folgenden Rechenregeln:

/w1+wz:/w1+/w2
r r r
Vee R : /cw—c/w
r r
/w—i—/w:/w, firI'=T7 +Ts.
i Ty r

Beispiele 13.48. (i) Es sei das Kraftfeld v(z) = GE i R? gegeben und
I =T+ 7Ty C R? durch

t m 0
H={w=%Q%:C$;»OStS2}J¥={£=WGP:Q)1§t§%

Dann berechnet sich die Arbeit wie folgt:

A:/Fw:/rlw—i—/mw, wobei w(x,-) = (v(x),dx) .

Wegen w(v1,7v1) = (v(v1(¢)),v1(£)) =0 ist fFl w = 0. Dann folgt

o= [wtaenapona= [ (5().(3))a= [ a-me

(ii) Sei T :=T1 + Ty +I's gegeben durch

t t—1
vﬂﬂ:(ms>,0§t§m Vﬂﬂ=< ),OStSL

sint t

t

alt) = (

und, fir x #0,

—x 1 — xT
v(r) = ( 2) TR w(z,-) = (v(z),dz) = 4 dw1 + ﬁlﬂlwz

T x7 + x5 x7 + x5

T —sint —sint
= w = N dt =T
r 0 cost cost
1
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ds = arctan s
s=—1

I
[\]
— —
NS
W
ﬂ
R -
+
—
|
H
N
V)
no
+ —_
—_
=
[
h
I
b 3

Analog: / w="_
I's 2

= | w=2m.
r

Wenn man Ty zu einer vollen Kreislinie T verldngert, so ergibt sich: fFl w =
27,

In den letzten Beispielen haben wir gesehen, dass fiir das erste fKreisliniew =0
gilt, wihrend man fiir das zweite und den geschlossenen Weg I’ frw =27
erhélt. Auflerdem gilt fiir das zweite, um vom Punkt (1,0) zum Punkt (—1,0)
zu kommen im Fall von I'; : fl“l w = 7, wahrend man fiir den Weg I = I'o+15
in umgekehrter Richtung durchlaufen ff w = — erhélt.

Wir sehen also, dass die ,Arbeit“, also das Integral, vom Integrationsweg
abhingen kann (aber nicht muss). Es dringen sich nun folgende Fragen auf:

e Wann ist [,w nur von den Endpunkten von I' abhéingig?
e Wann sind die Integrale {iber geschlossene Kurven null?

Bemerkung 13.49. (i) Eine Funktion wird auch ,Nullform® genannt. Sei
U C R" offen, f € CL(U;R). Dann ist df : U x R* — R, (z,h) — f'(x,h) =
(Vf(x),h) eine 1-Form in U. Sie heifit ,das totale Differential® von f. Es gilt

b
/ df = / (0, (1)) dt = / (f o) (Ot = F(v(b)) — F(v(a))

- 14

mit B :=~(b) und A :=~(a), d. h. das Integral hingt nur von den Endpunkten
ab.

(ii) Ezistiert zur 1-Form w: U xR™ — R eine 0-Form f : U — R mit w(x,h) =
f'(z,h) = (df)(x,h), so heifft w exakt* und f ,Stammfunktion® zu w.

Ist w(xz,h) = (w(x), h), so ist also fiir exaktes w : w(x) = Vf(x).

(iii) Eine 1-Form w: U x R™ — R heift ,wegunabhingig*, falls [, w = [, w
fiir alle in U verlaufenden Wege I'1,'s mit denselben Anfangs- und Endpunkten
gilt.

Eine Antwort auf die obigen Fragen und eine Verbindung zur vorangegangenen
Definition liefert der
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Satz 13.50. Seien U C R" offen und zusammenhdingend und w: U x R™ — R
eine 1-Form. Dann gilt: w ist genau dann exakt, wenn w wegunabhdngig ist.

Beweis: ,,=“: Ist bereits in Bemerkung 13.49 (i) bewiesen worden.
»<=%: Sel xg € U fest gewihlt und T'(zg, z) verbinde z¢ mit x € U, dann ist

fy=f

wohldefiniert, da das Integral nach Voraussetzung wegunabhéngig ist. Das so
definierte f ist die gesuchte Funktion, denn f € C'(U,R) mit folgendem Ar-
gument: Verbindet man z mit x + h geradlinig (fiir kleine h) und T’y sei die
Verbindungsstrecke, dann ist

flz+ /Flw—/ w(z 4 th, h)d

= w(x+Th,h) fir ein 7 € (0,1),7 = 7(x, h)
= w(z,h) +w(x + Th,h) —w(z,h)
= w(z,h) +r(x, h)h|

u.z(aH»Th,h)fu.)(ac,h)7 hyéO,

mit r(x,h) = { |8| W0

h h
= x + 7h, ) <:v,> fiir h #£ 0,
< |hl |

d. h., da w stetig: |r(x, h)| <e, falls |[Th| < d(e, )

= 3f'(z) = w(z, ).

Beispiele 13.51. Wenn wir die Beispiele 13.48 betrachten, so gilt
(i) w(z) = wE = Vin|z| in U =R2?\ {0}, d. h. w ist exakt.

(ii) w(z) = == (77?) ist nicht exakt, da fiir den geschlossenen Weg ' gilt

2\ @y

frw:27r7é().

Als notwendige Bedingung fiir die Exaktheit haben wir wegen
w(z, h) = sz h—Zaf Vi = w;=0if

fiir w € C* :
8]‘(,(]7; = ﬁjazf = 818]]‘ = &wj.
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Die Bedingung ist jedoch nicht hinreichend, wie Beispiel 13.48 (ii) zeigt:

—1-|z*+ 223 2% —2? |z|? — 222 2% — a2
pr— S 1 8 = =
ER I N T FR

Oowy =

Eine hinreichende Bedingung erhélt man unter zusétzlichen Voraussetzungen
an U:

Definition 13.52. Fine Teilmenge U C R™ heifit ,sternformig® beziiglich ei-
nes Punktes p € U & fir alle x € U ist die Verbindungsstrecke px in U
enthalten.

Satz 13.53. Sei U C R"™ offen und sternformig und w eine C'-1-Form mit
Ojw; = Owj, 1,5 =1,...,n. Dann ist w exakt.

Beweis: O. B. d. A. sei U sternformig beziiglich des Nullpunktes. Durch geradli-

niges Integrieren lings Ox geben wir eine Stammfunktion an: I'(0,z) = {v(¢) =
tr|0 <t <1}

f(z) = /F(o,z)w = /Olw(tx,x)dt = /01 gwi(m)widt.

Da nach Voraussetzung w; € C! gilt, folgt dass

1
8jf(x):/0 wj(tx) dt+/ sztﬁjwz (tz)d
1
:/ w;(tx) dt—l—/ th@zw] (tz)d
0

Mit partieller Integration ist

/01 témiaiwj (tz)dt = twj(tx)‘(l) - /01 wj(tr)dt = w;(x) — /01 wj(tz)dt,

somit 0; f(x) = w;(x). O
Beispiele 13.54. Wiederum betrachten wir die Beispiele 13.48:

(i) Dieses Beispiel zeigt, dass in U = R?*\ {0} nicht beide Bedingungen nétig
sind, denn U ist nicht sternformig, doch es gilt w(xz) = VIn|z| dort.

(i) Dieses Beispiel wollen wir auf der sternférmigen Menge U := {z|x1 > 0}
betrachten und eine Stammfunktion von

o= ()
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berechnen. Wir wihlen p = (1,0) und nach © = (x1,x2) den Weg I' =
't + Ty mit

Iy ={m(t)=t0)[1<t <z} und Ty = {72(t) = (z1,1)|0 <t < a0},

welcher eine einfachere Berechnung des Integrals iiber w zuldsst als die
direkte Verbindung px. Diese freie Wahl des Weges ist jetzt wegen der
Wegunabhdingigkeit (nach Satz 13.50) méglich. Damit gilt

e kw0 ) ) G

12/1}1 1
= / - dt = / dT = arctan @.
0 x1+t 0 1+7_2 :I:l

Man darf aber nicht beliebig um den Nullpunkt herum integrieren, weil
man sonst womdglich einen einmal gewdhlten Zweig der arctan-Funktion
verlassen wird.

Im Folgenden werden wir analog zur Bogenlénge von Kurven ein Flachenmafl
einfithren. Sei also v : T C R™ — R" eine Parameterdarstellung einer m-
dimensionalen Fliche (vgl. Kapitel 12), I' = v(U) mit U C R™ offen und
v'(u, -) habe Rang m.

Was soll nun das Mafl A(T") von I' sein? Betrachte dazu ein m-dimensionales
Parallelepiped (Spat) P := {z = Y., A\ja; : A; € [0,1]} mit Kantenvektoren
ai,...,am € R™. Esgilt P = S(]0, 1]7m) mit der Matrix S := (a1,...,am).

Im Falle n = m erhédlt man (vgl. Satz 13.42) A(P) = A\, (S([0,1]™)) = |det S|,
d. h. A(P)? = (det S)? = (det ST) det S = det(STS) = det G(a1, ..., am)

(ar,a1) ... (a1, Gm)

Glay,...,am) = ((ai,aj)) =

ij=1,...,m : :
(amyar) .. {(Qm,am)

Diese Formel ist auch fiir m < n sinnvoll und zeigt, dass das m-dimensionale Vo-
lumen eines Wiirfels unter der Abbildung S mit dem Faktor \/det G(a1, . .., am)
multipliziert wird.

Sei nun v: U — R" eine Parametrisierung einer m-dimensionalen Fldche T
Lokal an der Stelle z = y(u) wird die Fléche (approximativ) durch die Vektoren
Y(u+he;)—v(u), i =1,...,m, aufgespannt. Im Limes erhélt man die partiellen
Ableitungen 9;y(u). Mit a; := 9;y(u) € R™ gilt ' (u) = (a1,...,a;,) € R**™,
Es ist daher plausibel, dass das m-dimensionale Volumen eines Wiirfels lokal
mit dem Faktor /det({(a;, a;))ij=1,..m = \/det(y/ (u)) verstarkt wird.

Definition 13.55. Sei U C R" offen und v: U — R" eine Parametrisierung
einer m-dimensionalen Fldiche T'.

(i) Dann heifst

g: U= R™M s g(u) =7 (u)™' (w) = (0y(u), 057(w))ij=1,....m
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die ,Gramsche Matria®“ (oder Maftensor) zu vy und det g(u) die ,Gram-
sche Determinante® zu 7.

(ii) Der ,Flicheninhalt® A(T) (,Areal*) von T ist definiert durch

A(T) ::/U\/detg(u)du:/U\/det(y’(u)Tv’(u))du.

Hilfssatz 13.56. (i) Der Inhalt einer Fliche ist invariant gegeniiber Bewe-
gungen im R™.

(i) Der Inhalt einer Fliche ist unabhdngig von der Parametrisierung der
Fléche.

Beweis:

(i) Sei ®(z) = Sz + ¢ eine Bewegung. Dann ist 7 := ® oy eine Parame-
trisierung der Fliche I' := ®(I"). Es folgt 4'(u) = Sv'(u) und damit
¥ (w)Ty (u) = 4" ()T ST Sv (u) = v/ (u)T+'(u), da S orthogonal ist.

(ii) Seienv;: U; C R™ — R™, j = 1,2 dquivalente Parametriserungen von I,
also y2 = 1 0 ¢ mit p: Uy — U; diffeomorph und det ¢’ > 0. Dann folgt
Y2(u) = 71 (¢(u))¢’(u) und damit

Gz (1) = 73(u) T3 () = ¢ (u) T (0(w) T (0 () (w),
also
det gy (1) = | det ' (u)|? det g, (u).

Somit erhélt man fiir die zugehorigen Flacheninhalte nach dem Transfor-
mationssatz

/U \/md“:/(] \/det g, (p(w))]| det ' (u) du
- /U1 \/Mdu.

d

Wir hatten fiir das Flichenmafl A(I') = [, y/det g(u) du hergeleitet, wobei
gij(u) = (0iy(u), 0;v(u)) und v : U — I' eine Parametrisierung der m-Fliche
I’ war. Es gilt somit ,dA = \/det g(u)du*. Dies ist die Grundlage des Integrals
iiber m-dimensionale Flédchen.

Definition 13.57. Sei v: U — R" eine Parametrisierung einer m-Fldche
' mit Gramscher Matriz g(u) und f: T' — R eine Funktion. Dann heifst f

8Jorgen Pedersen Gram, 27.6.1850 — 29.4.1916
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sintegrierbar iber T'“, falls u — f(vy(u))y/det g(u) integrierbar iber U ist. In
diesem Fuall setzt man

/ fdA = / F () dA (e / F(3(u))v/det gu)du

(,Oberflichenintegral®). Andere Schreibweise ist [, fdS (,surface®). Im Fall
m = 1 schreibt man auch [, fds (s: Bogenlinge).

FEine Teilmenge M C T' heif$t ,integrierbar®, falls xpr integrierbar ist, und in
diesem Fall heift A(M) := [ xmdA ,der m-dimensionale Flicheninhalt* von
M C R™.

Bemerkung 13.58. (i) Wiein Hilfssatz 13.56 (ii) sieht man mit dem Trans-
formationssatz, dass das Integral wohldefiniert, d. h. unabhdngig von der
Parametrisierung ist.

(i) Fir f = 1 erhilt man wieder A(L) = [L1dA. Fir m = 1 ist g(u) =
(' (u), ' (w)) firuweU = (a,b) und damit

A(F):/FldA:/ab I (w)|du

die Bogenlinge der Kurve I'. In diesem Fall ist

[ f@iste /f () 1 (u) o

(m) Als Beziehung zum Kurvenintegral fiir 1-Formen ergibt sich fiir n = 2,
=1, w =widzr) + wodre, W := (w1,ws):

/ w = / it~ | W0 () 1 (1)t = [ w.djas

wobei t{((t)) = g( den Tangenteneinheitsvektor bezeichnet.

(iv) Fiir m = n erhdlt man

AT) = /F 1dA = / 1+ \/det(y! (u) Ty (u))du

der n-dimensionale Flicheninhalt im R™ ist also wieder das Lebesque-Mafs
(Volumen,).

Beispiel 13.59 (Rotationsflachen). Sei I C R ein offenes Intervall, f €
CHI,R) mit f(t) > 0,t € I. Setze I := {(z,y,2)T € R®: 2z € I, 2%+ 4> =
f(2)%}. Dann ist

f(t)cos¢

y: I x (0,21) = R3, (t,6) — | f(t)sine
t
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bis auf eine Nullmenge eine Parametrisierung von I'. Es gilt

f'(t) cos —f(t)sing
V(t.¢) = | f'(t)sing f(t)cos¢
1 0

/ v (M2 +1 0
v o= (" 0.

Also ist \/det g(t,¢) = f(t)\/f'(t)> + 1 und damit

27
A = / 1dA = / Vdet g(t,p)d(t,¢) = / / FONV ()2 + 1dtde
T Ix(0,2m) 0 I
—27r/f(t)\/f’(t)2+1dt.
I

Speziell sei f(t) =1 und I = (0,L). Dann ist T' die Oberfliche eines Zylinders
der Linge L mit Radius v, und man erhilt A(T) = 27 fOL rdt = 2w Lr.

und damit

Beispiel 13.60 (Oberfliche eines Graphen). Sei U C R"~! offen, F € C*(U,R).
Dann ist T := graph F' C R™ eine (n — 1)-dimensionale Fliche mit Parametri-
sierung v: U — R™ u + (u, F(u))T. Man kann nachrechnen, dass det g(u) =
det(v'(u)T+'(u)) = 1+ |VF(u)|? gilt. Somit ist fiir integrierbares f: T — R

/F fdA = /U F(u, F(u)v/T 5 [OF () P

Insbesondere erhilt man A(graph F) = [, /14 |[VF(u |2du

Sei nun speziell U := {u € R"! : |u| < r} und F(u) : r2 — |ul? fir
r > 0. Dann ist I' := graph F = {x e R" : |z| =7, 2, > O} die Oberfliche der
Nordhalbkugel mit Radius r. Wegen VF (u) = f\/ﬁ erhdlt man det g(u) =

1+ |VF(U)|2 =1+ Tz‘u;up = 2o T ER Somit ist

/fdA_/ Flu, /12 — [uf?) —————du
r jul<r r? — [ul?

L [ S/,
wi<t /1= 02 ’

wobei die Substitution u = rv, du = r"~'dv verwendet wurde.

Satz 13.61. Sei f: R™ — R integrierbar. Dann gilt

. f(ac)d:c—/:o (/xl_rf(x)dA(x))dr,
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Beweis: Sei U := {u € R"7!: |u| < 1} und ®4: U x (0,00) — R", (u,7)T —
(ru, £ry/1 — |u|?)T. Dann ist ®5: U x (0,00) — R} ein Diffeomorphismus,
wobei R := {z € R" : £z, > 0}. Da {x € R" : z,, = 0} eine Nullmenge ist,
folgt nach dem Transformationssatz

. f(z)dx = (x)dx + f(z)dx

R R

_ / F (@4 (u,r))| det &, (u, )] d(u, )
U x(0,00)

+/ F(@_(u, )| det & (u, r)[d(u, )
U x(0,00)

1

[eS) e
_A /I']f(ruar\/l_UQ)\/WdudT

n—1

T /0 h /U f(ru, —rm)\/f_wdudr
_ /O N /m_r F(@)dA(z) dr.

Folgerung 13.62 (Rotationssymmetrische Funktionen). (i) Sei f: (0,00) —
R mit x — f(|z|) integrierbar. Dann gilt

x|)dr = ety [ )" dr.
[ ez = A" [ ryrta

(ii) Sei By :={x € R" :|z| < 1} und S" ! := {z € R" : |z| = 1}. Dann gilt
A(S" 1Y) = n\,(B,). Speziell ist A(S') = 27, A(S?) = 4x.

d

Beweis:
(i) Nach Satz 13.61 ist

[ Az = [ [ seiair= [“ g0 [ aaa@ar

|lz|=r

= A(S" ) /OOO f(r)yr™dr.

(ii) folgt aus (i) mit f = x(o,1) Wegen fol rldr = % H

13.6 Die Integralsitze von Gaufl und Stokes

In R lautet der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung f; f=fb)—
f(a) fiir stetig differenzierbares f. Entsprechendes haben wir fiir Kurveninte-
grale und 1-Formen in Bemerkung 13.49 bewiesen:

/Fdf — 1(B) - f(4),
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wobei A, B die Randpunkte von I' sind.

In diesem Kapitel werden wir Analoga fiir glatte bzw. stiickweise glatte m-
Flachen, m > 1 beliebig, erhalten. Wir benétigen dafiir noch einige geometri-
sche Begriffe.

Definition 13.63. Sei I' C R™ eine m-Fldche mit Parametrisierung ~v: U C
R™ — R"™. Seiu € U und a := ~y(u). Der von den Vektoren 01y(u), ..., 0ny(u)
aufgespannte (m-dimensionale) Vektorraum T,I" := {#'(u)h : h € R™} C R"
heifit der ,, Tangentialraum® an I' im Punkt a. Die Elemente v € T,I' heiflen
, Tangentialvektoren® an ' im Punkt a.

Definition 13.64. Sei G C R™ beschrdnktes Gebiet (d. h. G ist offen, zusam-
menhdingend und beschrinkt). Dann besitzt G einen ,glatten Rand®, falls es
zu jedem a € OG eine offene Umgebung V. C R™ und ein ¢p € C*(V,R) gibt
mit Vip(v) # 0(v € V) und GNV = {z € V : ¢(x) < 0}. In diesem Fall
schreiben wir f € CP(G,R™), falls es eine offene Umgebung U D G gibt mit
feCcr(UR™).

Bemerkung 13.65. (i) Es gilt in diesem FallOGNV ={z € V : ¢(x) = 0}:
Seix € OGNV . Falls p(x) < 0, dann existiert eine Umgebung W C V' mit
1 < 0 in W. Insbesondere folgt W C G und damit ist x kein Randpunkt
von G. (Analog fiir den Fall ¢(x) > 0.)

Sei andererseits x € V- mit ¢(x) = 0. Fir v:= Vi(z) # 0 gilt
Y(x+h) =(x)+(V(x),hy+o(|h]) = (v,h)+o(|h]), (he€R™ h—0).

Dabei benutzen wir fiir Funktionen f,g das Landausymbol’ g = o(f) fiir

x — w0, falls limg_ ., ?Ezg — 0 gilt.

Fiir h := tv, t € R, erhilt man (x + tv) = t|v|*> + o(t|v]), t — 0. Also
existiert ein € > 0 mit Y(x — tv) < 0 < Y(x + tv) fir 0 < t < e. Somit
enthdlt jede Umgebung von x Punkte in G und Punkte in R™ \ G, d. h.
r € 0G.

(ii) Seien G beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und a € OG. Nach dem
Satz iber implizite Funktionen existiert nach eventueller Umnummerie-
rung der Koordinaten eine offene Menge U C R"~1, ein Intervall I :=
(a, 3) CR und g € CH(U,R) mit

GNUxI)={o= (2" 2,) €U X I:2, <g(z)}
und
IGNU xI)={z= (2" 2,) €U xI:2, =g(z')}.
D. h. man kann in Definition 13.64 1 (x) = x, — g(z’) wdihlen. Insbeson-

dere ist durch
U
U — R",
e <g<u>>

9Edmund Landau, 14.2.1877 — 19.2.1938
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eine Parametrisierung von OGN (U x I) gegeben, d. h. OG ist (lokal) eine
(n — 1)-dimensionale Fldiche.

Bemerkung 13.66. Sei G beschrinktes Gebiet mit glattem Rand, und a € 0G.
Dann heifst

N.(0G) := (Tu(0G)) " = {x € R": Vv € T,(dG) : (x,v) = 0}

der ,Raum aller Normalenvektoren. Es gilt dimT,(0G) = n — 1 (siehe Be-
merkung 15.65 (ii)) und damit dim N,(0G) = 1. Damit existiert genau ein
Vektor v(a) € No(0G) mit |v(a)] = 1 und der Eigenschaft a + tv(a) € G fiir
hinreichend kleine t. Der Vektor v(a) heifit ,dufserer Normalenvektor® von 0G

im Punkt a. Andere Schreibweisen n(a),i(a).
Falls 0G lokal durch ¢(x) = 0 dargestellt wird, so ist v(a) = :I:;igg;' (denn
der Gradient ist orthogonal zur Hohenlinie). Wird speziell 0G lokal durch x,, =

g(x'), d. h. mit Y(x) = x,, — g(2') dargestellt, so ist

iy oy V(@) _ 1 ~Vg(a)
(a) i\W(a)l - 1—|—|Vg(a’)|2< 1 )

(a € 0A, d :==(a1,...,an—-1)). Damit ist v: 0A — R", a — v(a), stetig.

Im Folgenden sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Der
Satz von GauB besagt, dass fiir glatte Vektorfelder V: G — R™ die Gleichheit
JodivV(z)dz = [,,(V(z),v(x))dA(z) gilt. Beachte dabei divV = 01V +-- -+
0nVy,. Wir betrachten zundchst V mit suppV C G. Dann ist V = 0 auf 0G
und das rechte Integral ist gleich 0. Wir zeigen, dass [ 9;V;(x)dz = 0 fiir alle
J=1,...,n gilt:

Hilfssatz 13.67. Sei h € C*(G,R) mitsupp h C G. Dann gilt Jo Oih(x)dz =0
firj=1,...,n.

Beweis: O. B. d. A. sei j = 1. Setze h durch 0 zu h € C'(R",R) fort. Dann ist
Jo 0ih(x)dx =[5, Ojh(x)dr. Wihle R > 0 mit supp h C [-R, R]". Fiir festes
(29,...,1,) € R gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung

R
/ O h(z)dxy = / O1h(x)dxy = h(xq,. .. ,xn)}i:_ =0.
R -R

Integration bzgl. (za,...,x,) liefert die Behauptung. O
In einem zweiten Schritt betrachten wir ein Vektorfeld V: G — R"™, das nur in
der Néahe eines Punktes a € OG nicht verschwindet. Lokal kann man den Rand
durch z,, = g(«’) darstellen (siehe Bem. 13.66). Die Behauptung wird wieder
fiir jede Komponente von V' formuliert:

Satz 13.68. Sei U C R" ! offen, zusammenhingend und beschrinkt, I =
(a,B) C R, g € CH{U;R) mit g(U) C I. Sei W = {x = (2/,2,) € U x
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Iz, <g@)}undM ={x e UxI:uz, = g(z)}. Sei weiter v(x

)
M(Vg(x’),l)T der duplere Normalenvektor. Fir f € CY(U x I,R)
g(z

mit supp f C U x I gilt

/ajf(:r:)dx:/ f@)vj(x)dA(z) (j=1,...,n).
W M

Beweis: Wegen M = graphg gilt fiir integrierbares h: M — R nach Bei-

spiel 13.60
/ hdA:/h(u,g(u)) 1+ [Vg(u)[du.
M U

1. Seij € {1,...,n—1}. Definiere F: UxI — R, F(z/,2) := [~ f(2/, x,)d,.
Dann ist 2 F(a/,2) = f(2/,2) und 0;F(2',2) = [ 0;f(2/, 2)dx,,. Setzt
man h(z') := F(2/,g(2)), so ist supph C U kompakt, und nach der
Kettenregel folgt

/

g(z")
@hu9=aﬁwfgu0w:/ 0,1(', wa)dan + [, g(a))0;9(a).

Wende Hilfssatz 13.67 (mit n — 1 statt n und U statt G) an und erhalte
Jiy 0h(z")dz" = 0. Damit

/ 0; f(x dx_//g(z (2, z)dx,dx’
- [ 16 @) Dratas

= /Uf(w’yg(w'))vj(x',g(w'))\/1 + [Vg(a')[?da’

=/fmwmmw»
M

2. Sei nun j = n. Fiir festes 2’ € U hat x,, — f(2’, x,,) kompakten Tréger in
I = (o, 3). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

gilt
g(a’)
/ anf(xlvxn)d-rn = f(.’L‘/,g($/)).
Damit
g(z’)
/W Onf(z)dx = /U/a Onf (2, xp)dx,de’ = / f(&', g(x"))dx
S R CO N N eI
= / f(@)v,(z)dA(x).
M
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Satz 13.69 (Gauflscher Integralsatz). Sei G C R™ beschrdnktes Gebiet mit
glattem Rand 0G, und v: 0G — R™ die dufiere Normale. Sei V : G — R"™ ein
glattes Vektorfeld. Dann gilt

/ divV(z)dz :/ (V(x),v(z))dA(z).
G e}

Beweisskizze: Wir haben die ,,lokalen Versionen® bereits bewiesen: Falls supp V'
C G, so folgt die Behauptung aus Hilfssatz 13.67, falls supp V' hinreichend klein
mit suppV NOG # ( ist, so kann man G in supp V darstellen in der Form
zn = g(2'), und die Behauptung folgt aus Satz 13.68.

Im allgemeinen Fall wird der Satz durch eine Partition der Eins bewiesen.
Es existiert eine offene Uberdeckung G C Uier Wi mit folgender Eigenschaft:
Entweder ist W; C G oder (nach Umnummerierung) W; = U; X (az, B;) mit
Ui CR" P und GNW,; ={z € U; x (o, 5i) : o < gi(2)} mit g; € CH(U;, R).
Da G kompakt ist, kann man eine endliche Teiliiberdeckung {Wi,..., Wy}
auswéhlen. Fine zugehorige Partition der Eins besteht aus Funktionen ¢; €
C*(R"™,R) mit suppy C W; und Zfil ¢; = 1 in G. (Eine solche Partition
der Eins kann unter Verwendung der Funktion ¢ — exp(—ﬁ) konstruiert

werden.) Wegen Zf\il w; =1 ist

/GdiVV(a:)dx—i/ div V(z)p;(x)dx

—Z/@G v(@))dA(z) = /8G(V(:E),V(:U)>dA(x).

Hierbei wurde fiir die mittlere Gleichheit Hilfssatz 13.67 bzw. Satz 13.68 ver-
wendet. O
In Spezialfillen, zum Beispiel fiir

(i) n =2, G Quadrat,
(i) n =2, G Kreis,

kann man den Gaufischen Integralsatz — auch fiir nichtglatte Rénder wie in (i)
— direkt beweisen.

(i) Sei G = (0,1)%,V = (V1,V?) = (f,g). Dann folgt

1 1 1
/fxfcy Iy=0/0/fxwydmd =0/ f(0,9))dy

AuBerdem ist mit I'y = {(z,0)|z € [0,1]}, Ty = {(1,y)|ly € [0,1]},Ts =
{(z, D]z € [0,1]},Ty = {(0,y)|ly € [0,1]} und der #uBeren Normalen
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— (V&) — (XTo—X . : o)
v = (Vy) = (XE 7X;‘11) (Parametrisierung entgegen dem Uhrzeigersinn):

1

aéyxfds:g F[fods: / szds:o/(f(l,t)—f(o)t))du

Ta+Ty

wenn man I'y durch v2(t) = (1,¢) und I'y durch v4(¢) = (0,1 — ¢) mit
t € [0, 1] parametrisiert. Es folgt

/fxd:tdy—/uxfds.

oG
Entsprechend geht man fur gy VOI.

(ii) Sei G = B(0,1) (Einheitskreis). Dann setze man f(z,y) = g(r,¢) mit
Polarkoordinaten (r, ¢).

= ()= ()= (7)

T Y sin ¢
:‘fzzgr-rﬁgsa'%:gr'f“gw'(_ﬁ)zgr'cow—gw'

= /fxdxdy - (gr COS Y — 9@ )7 dr dSO
T
G

o—__

1 2

1
/rgrdr cosapdgo//gpsinnpdapdr
00

0
27

1
g(1, ) cospdp — //g(r, @) cospdrdy
0 0

I
Sy Oy

g(r, ) cos o dpdr

[\

+
3 S
o\,:\‘_-;

9(1790)COS%0d<P:/szdS-
oG

S—

Entsprechend verfiahrt man fiir g,.
Folgerung 13.70. Sei G beschrinktes Gebiet mit glattem Rand.
(i) Fir f € CY(G,R) gilt

[os@is= [ j@w@ia)
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(ii) Seien f,g € C*(G,R) und A = "

gelten die Greenschen Formeln!°

e 16]2 der Laplace-Operator. Dann

/Gngdx:—/G<Vf,Vg>dx+/ fgdA( x),
/G<ng—gAf>dx=/8G (592 g9 )aaw)

Dabei zst = (Vf,v) die Richtungsableitung von f in Richtung v.

(iii) Fiir f,g € C* (é, R) gilt die Formel der partiellen Integration:

| @@ @de == [ @n@a@ds+ [ fagap@a)

Beweis:

(i) Setze im Satz von GauB V = (0,...,0, f,0,...,0)T (j-te Stelle) und er-
halte divV = 0, f und (V,v) = fl/]

(ii) Setze V := fVg. Dannist divV = fAg+(Vf,Vg) und (V,v) = f(Vg,v)
=f %. Dies gibt die erste Formel, die zweite folgt, wenn man die Rollen
von f und g vertauscht und die Gleichungen subtrahiert.

(iii) Wende (i) auf fg anstelle von f an.
O

Beispiel 13.71. Sei V(z) := = (x € R"). Dann ist divV(z) = 37, 9z = n.
Somit folgt

An(G):/C;1dx=i/C;diVV(x)dx: :l/aG(x,u(x))dA(x).

Speziell fir G = B, = B(0,1) (n-dimensionale Einheitskugel) folgt wegen
v(z) = x die Gleichheit

M(Br) = i/sn_l@,x)dA(x) - ;/S 1dA(z) = %A(S”‘l).

Im Fall n = 2 lautet der Satz von GauB [ (01 Wy + 9.Wa)dx = [, (W, v)dA

Es existiert genau ein Tangenteneinheitsvektor t: 0G — R? mit [t(z )| = 1
(t(x),v(z)) = 0 und G ist links von t(z). Es ist v(x) = (t2(x ) —t1(x))T, d. h.
(W,v) = Wity — Waty. Setzt man nun noch V := (—W,, W1)7, so erhilt man

/ (01Va — 0 Vh)dx = / (Vity + Vata)ds.
e oa

10George Green, 14.7.1793-31.3.1841
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(Auf der rechten Seite steht das eindimensionale Oberflichenintegral, d. h. das
Integral bzgl. der Bogenliinge s). Man definiert die Rotation im R? durch

rotV:R? - R, rotV :=d, Vo — V],

Sei v: (a, 3) — R? eine Parametrisierung von 0G. Dann ist t(y(7)) = g;g:;l
(bei geeigneter Orientierung). Damit
B ! B /
|t vatas = [ G Olar = [ 6.5 )
G «@ «

Definiert man die 1-Form w(x,h) := (V(z),h), so erhdlt man (vgl. Bemer-
kung 13.58 (iii)):

Satz 13.72 (Satz von Stokes im R?). Sei G C R? beschrinktes Gebiet mit
glattem Rand und V € C*(G,R?). Dann gilt

/GrotV(:t)da::/ (V(x),dz).

oG

Im R3 ist fiir V € C(G,R?) die klassische Rotation durch

V3 — 03Vs
rot V.=V xV:= 83‘/1—81‘/%
Vo — 02V

gegeben. Der Satz von Stokes im R? handelt von zweidimensionalen Flichen
im R3. Sei G C M fiir eine zweidimensionale Fliche M C R3, und sei v(z)
der Normalenvektor zu M, vgg(x) der Normalenvektor zu 0G ,auf M“ und
t(z) der Tangenteneinheitsvektor zu OG. Dann bilden fiir € OG die Vektoren
v(z), voc(z), t(z) eine Orthonormalbasis des R3. Der folgende Satz wird nicht
bewiesen:

Satz 13.73 (Satz von Stokes im R?). Sei M C R® eine 2-Fliche, G C M
beschrinkt mit glattem Rand. FirV € C'(G,R3) gilt

/(rot V(x),u(:v))dA(a:)—/ (V(x),dx)ds.
€]

oG

Bemerkung 13.74. (i) Man beachte, dass auf der linken Seite ein Flichenin-
tegral, auf der rechten Seite ein Kurvenintegral steht. Definiert man die 1-Form
w(x,h) := (V(x),h), so steht auf der rechten Seite [, w.

(ii) Es gelten die folgenden Rechenregeln: Seien f eine reellwertige Funktion
und V wie oben, dann ist

rot Vf =0,
divrot V =0,
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div(fV) =(Vf, V) + fdivV,
rot(fV)=(Vf) xV + frotV,
divVf=Af,
AV =V divV —rotrot V,

wobei der Laplaceoperator in der letzten Zeile komponentenweise zu verstehen
15t.

(iii) In die Definition von fG, faG geht eine gewisse ,,Orientierung” mit ein,
denn die Integrale sind nur unabhdngig von Parametrisierungen in dquivalen-
ten Klassen, d. h. unter Transformationen o mit det ¢’ > 0. Allgemein heifSt
eine Basis des R™ ,positiv orientiert”, falls det B > 0, wobei B = (by,...,by)
und {by,...,b,} Basis des R"™. Zwei Basen heiffen ,gleich orientiert®, falls
A = ®B mit det ® > 0. Beispielsweise ist die Standardbasis positiv orien-
tiert und tiber v : RP — R™ erhdlt man eine Orientierung in den Tangenti-
alrdumen des von ~y beschriebenen p-Flichenstiicks I' aus der Orientierung von
{e1,...,ep}, d. h. wir haben eine natirliche Orientierung im Tangentialraum
in y(u) : Or(u) = {01y(u),...,0y(u)}. Fine p-Fliche heifit ,orientierbar®,
falls alle so erhaltenen Orientierungen Or(u) gleich orientiert sind.

Auf 0G wird eine ,positive Orientierung induziert®, falls gilt: Ist p € 0G und
{w1,...,wy_1} eine Basis des Tangentialraums von G in p, so ist fir jeden
nach ,auflen® weisenden Vektor w {w, w1, ..., wy,—1} positiv orientiert (d. h.
gleich orientiert zur gegebenen Orientierung des R™ ).

(iv) Fihrt man ,p-Differentialformen® w ein fir 1 <p <n —der Fallp =1 ist
bekannt — sowie einen Ableitungsoperator d, der aus (p — 1)-Formen geeignete
p-Formen macht (Beispiel: p=1,p—1=0, f: R" — R Funktion, Nullform,
sodf ==Y }_, Opfdxy, also df die zugehérige 1-Form), so lassen sich die Sétze
von Gaufl und von Stokes elegant vereinheitlichen zu

/ dw—/ w,
M oM

wobei M eine orientierte p-Fliche und w eine (p — 1)-Form ist. Firp = n
erhdlt man den Gaufschen Satz, fir 1 < p < n — 1 den Stokesschen Satz im
R™,



Kapitel 14

Lokale Umkehrbarkeit und
implizite Funktionen

Worum geht’s?  Wir wollen nun den Satz tber lokale Umkehrbarkeit und
den Satz tber implizite Funktionen beweisen, die bereits an mehreren Stellen
verwendet wurden. Neben den schon friher behandelten Anwendungen dieser
Sdtze werden wir hier exemplarisch noch den Fizpunktsatz von Brouwer bewei-
sen.

14.1 Lokale Umkehrbarkeit

Fiir Funktionen f : U C R — R hatten wir gezeigt, dass strenge Monotonie ein
notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Injektivitat ist. Fiir Funktionen
f:UCR" - R™ n > 2, ist kein Analogon bekannt. Wir wollen hier zunéchst
fiir den Fall n = m ein hinreichendes Kriterium fiir die lokale Invertierbarkeit
von Funktionen beweisen.

Die erste Idee ist, fiir differenzierbare Funktionen det f'(x) # 0 anzunehmen.
Aber schon in R geniigt diese Annahme nicht, wie das Beispiel

r4+ax%cost, x#0,
f:R—>R,xl—>f(a:)—{ 0 xi()

mit f/(0) = 1 zeigt. Es gilt jedoch:

Satz 14.1 (Satz iiber lokale Umkehrbarkeit). Seien U C R™ offen, a € U,
f € CHU,R™) und f'(a) : R® — R" invertierbar. Dann gibt es eine offene
Umgebung V C U von a mit:

(i) flv ist injektiv.
(ii) f(V) ist offen.

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 14,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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(iii) g := (f|v)~! ist stetig differenzierbar.

Das heifst: flyv : V — f(V) ist ein Diffeomorphismus.

Beweis: Seieno.B.d. A.a =0, f(a)=0und f'(0) = I, (nxn-Einheitsmatrix).

(1)

Festlegung von V: Fiir y € R™ definiere
¢, :U—-R", 2—0y(x):=2— f(x)+y.

Ein Fixpunkt der Funktion ®, ist Urbild von y. Im zweiten Schritt dieses
Beweises werden wir r > 0 so bestimmen, dass

®, : B(0,2r) — B(0,2r)

fiir alle y € B(0, ) kontrahierend ist.

Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt dann: Fiir alle y € B(0,r)
existiert genau ein x € B(0,2r) mit f(z) = y. Es wird in Teil (2) des
Beweises folgen: z € B(0, 2r). Definiere nun (r > 0 sei bereits bestimmt)

V= f~1(B(0,7)) N B(0,2r).
V ist offen, da f stetig ist, und

f:V—=B(0,r)=f(V)

ist bijektiv. Die ersten beiden Behauptungen des Satzes sind mit dieser
Wahl von V' somit erfiillt.

Wahl von r: Aus f/(0) = I,, und der Stetigkeit der ersten Ableitung folgt:

Ir >0 Ve, |z| < 2r: [, — f/(2)||prn )y <

DN | —

Aus dem Mittelwertsatz folgt fir &, = id—f mit 0 < §; < 1, j =
1,...,n,und = € B(0,2r):

o~ £ = [#0(a) ~ #o(0) = (@) O0,2)) | < 3l

(hierbei sei ®g =: (®3)7_)).
Fiir |y| < r und |z| < 2r ergibt sich hieraus

Dy (2)] < [z — f(@)| + [yl < 2r,

d. h:VyeR™, |yl <r: ®,:B(0,2r) — B(0,2r).

Insbesondere: ¢, () =z = |z| < 2r.
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(3) Zur Kontraktion von ®, in B(0,2r): Seien z1, x5 € B(0,2r). Dann gilt:

q);(l‘g) — (I)?J(l‘l) = (q)é),(l‘l -+ 9]‘(1‘2 — 171),$2 — ZL‘1)
mit 0 < 6; <1, j=1,...,n. Hieraus folgt:

1
|q>y(x2) - ¢y($1)| < §|$2 - x1| .

(4) Zur Behauptung (iii): Es geniigt, die Stetigkeit der Umkehrabbildung
g zu zeigen. Die Differenzierbarkeit von g folgt dann aus Satz 11.16;
die Stetigkeit der Ableitung ist sofort aus der in Satz 11.16 bewiese-
nen Darstellung der Ableitung und der Stetigkeit der Inversenbildung
GL(n,R) — R™" A +s A~! ersichtlich.

Seien nun x; € B(0,2r) und y; := f(z;) fiir ¢ = 1,2. Dann ist
Oo(x;) = x; — f(x;), also
x1 — 29 = Po(x1) — Po(x2) + f(21) — f(x2) und somit

|71 — @2| < %|~T2 — x|+ [f(z2) — f(z1)].

Hieraus folgt sofort die Lipschitz-Stetigkeit von g.

Beispiel 14.2. Definiere

R R, (”;) o flay) = (x2 _yQ)-

2zy

Dann ist f differenzierbar und det f'(z,y) = 4(x*+y?). Folglich ist f in R?\{0}
lokal invertierbar (da det f'(x,y) > 0 fir (z,y) # (0,0)), aber f ist nicht global
invertierbar, da f(—xz,—y) = f(x,y).

14.2 Implizite Funktionen

In den Anwendungen tritt hidufig folgendes Problem auf: Gegeben sei eine Ab-
bildung
f:DCR"™™ o R" | (2,u) — f(z,u).

Dabei seien = (z1,...,2,)7 € R", u = (u1,...,uy,)" € R™ und f(z,u) =
(fi(z,u), ..., fo(z,u)T € R™.
Gesucht ist nun eine Abbildung

0:R™ = R" | ur p(u)

mit f(p(u),u) =0; ¢ heifit ,Auflésung®.
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Im Allgemeinen ist eine solche Auflésung nicht moglich, wie fiir n = m =1 das
Beispiel
f:R? SR, (z,u) — f(z,u) :=1+2%+u?

zeigt; hier ist keine reelle Auflésung moglich. Es sind also Voraussetzungen an
f erforderlich, mindestens z. B.:

H(xl,ul) S RT™ . f(xl,ul) =0.
Wir werden folgende Schreibweise benutzen: Fiir h € R™ und k& € R™ definiere

f = f'(z,ush k) = f{(z,u;h) + fy(z, usk)

mittels
hy
81]01 anfl 8n-‘rlfl 8n-‘rmfl

5 I N KCRON

1

81fn e anfn anJrlfn LI anerfn :

K,
81f1 anfl hl an—t—lflu-8n—t-mfl k'l
= : : (u) |+ |+ : : (z,u) |
81fn 8nfn hn 8n—Q—lfn--~8n—}—mfn km

Satz 14.3 (Satz iiber implizite Funktionen). Seien D C R"™ x R™ offen und
f € CY(D,R™). Es gebe a € R™, b € R™ mit f(a,b) = 0 und det f](a,b) # 0.
Dann existieren eine Umgebung U = U(b) C R™ won b und eine eindeutig
bestimmte Abbildung ¢ € C1(U,R™) mit:

YueU: f(e(u),u)=0.

Beweis: Idee:
e Anwendung des Satzes iiber die lokale Umkehrbarkeit (Satz 14.1) auf die
Abbildung = — f(z,u), wobei u fest sei.
e Wiihle p(u) := ¢(0,u), wobei g(-,u) die Umkehrabbildung zu f(-,u) bezeich-
ne.
e Untersuchung der Eigenschaften von .
Definiere
F:D—R"™  (2,u) — F(x,u) := (f(z,u),u).

I ist stetig differenzierbar mit der Ableitung

o) — <f{<aé,u> z%;u)) |

Es ist det F’(z,u) = det f] (2, u), also ist insbesondere det F’(a,b) # 0.
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Aus Satz 14.1 folgt nun, dass zu (a,b) € D eine Umgebung W C D existiert,
so dass F|y eine C'-invertierbare Abbildung mit offenem Wertebereich ist.
G : F(W) — W sei die Umkehrabbildung von F|y . Aus F(z,u) = (y,v) erhilt
man fir G: G(y,v) = (z,u), wobei v = w ist. Setze g(y,v) := x. Dann ist
g € CYF(W),R"). g liefert die gesuchte Abbildung ¢ mittels ¢(v) := g(0,v),
denn:

Da D(G) = F(W) offen ist, existiert eine Umgebung U = U(b) C R™ mit:
Vv € U(b) : (0,v) € F(W). Dort ist ¢ erklirt. Aus F o G = idp folgt fiir
(y,v) € F(W): f(g(y,v),v) = y. Mit y = 0 (und v = u) erhalten wir wie
gewiinscht:

fle(w),u) =0  VuelU.

Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit dieser Auflosung. Nach Definition der Ab-
bildung ¢ ist g(f(x,u),u) = x. Aus f(z,u) = 0 folgt somit g(0,u) = z, was
aquivalent ist zu z = p(u). O

Bemerkung 14.4. Aus f(p(u),u) =0 folgt
Fi(e(u), w); @' (us k) + F5((9(u), w); k) = 0 fiir alle k € R™.

Wegen der Invertierbarkeit von f!(p(u),u) erhalten wir hieraus fir die Ablei-
tung von @ firu e U:

¢ (u, k) = =(fi(e(w),w) " fo((o(u), w)i k), oder

¢'(u) = —(filp(w),u) " fo(p(u),u).

Beispiele 14.5. (i) Seien n = m = 1 und f : R xR — R, (z,u) —
f(z,u) == x4+ 2* —u®. Dann sind f(0,0) = 0, f{(z,u) = 1+ 2z, al-
so f1(0,0) = 1. Die Voraussetzungen des Satzes iiber implizit gegebene
Funktionen sind somit fir (a,b) = (0,0) erfillt.

Durch formales Auflosen erhalten wir: p(u) = —1 + /1 +u? firueR
!
(da ¢(0) =0).
(ii) Seienn =2, m =1 und

fiR?xR —R?, <w,y,u)Hf(x,y,u>:< Lrety-u )

“l+z+y’+u
Fiir (a,b) = ((0,0),1) erhalten wir f(a,b) = (0,0) und aus

Fien = (1 ,)

det f](a,b) = 2y — 1‘ = —1. Die Voraussetzungen des Satzes sind
y=0
somit erfillt. Formales Auflosen und die Bedingung ¢(1) = (0,0) liefern

:1<2u3+\/W).

) =51 o-su
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Als Anwendung wollen wir den Brouwerschen! Fixpunktsatz beweisen. Dieser
besagt, dass jede stetige Abbildung f: M — M einen Fixpunkt besitzt, falls M
homoéomorph zur n-dimensionalen Einheitskugel ist, d. h., falls eine bijektive
Abbildung g von M nach B(0, 1) existiert mit g und g~! stetig. Dazu benétigen
wir zunéchst eine Aussage iiber glatte Retraktionen.

Satz 14.6. Es sei () # G C R" offen, beschrdnkt und glatt berandet. Dann gibt
es keine glatte ,Retraktion® f von G auf seinen Rand, d. h. kein f € C?(G,0G)
mit f(z) =z fir z € 0G.

Beweis fiir n = 2: Annahme: f sei eine solche Retraktion. Fiir 0 < ¢ <1 sei
F(t) :—/G[l —t+t(O2fo+01f1 — 1) de +
/G (2O f102fo — O1f1 — 02 f101 fo — Do f2 + 1] d.
Dann ist
F(t) = /G =1+ 0afo+ 01 f1 — 1] da +

/G [26(01 f10sfo — D1 fr — Do frOh fo — Do fo + 1)) da

= /G [01(f1 — x1) =t (O2[(f1 — 21)01fo] — O1[(f1 — 21)02 fo] + O1(f1 — x1))] dx
+/G [02(f2 — x2) + 1 (02[(f2 — 2)O1 f1] — O1[(fo — 22)02f1] — Da(fo — 22))] dx
= /aG [i(fi — 1) =t (e[(f1 — 21)01f2] — 1 [(fi — 21)0afo] + v1(f1 — 1))] ds

+/ [va(fo — x2) +t (v2[(f2 — 22)01 f1] — v1[(fa — 22)02 f1] — v2(f2 — 2))] ds
e

=0.
Somit ist F' konstant. Wegen

F(O):/Gldx:|G

folgt
F(1)=|G|.

Andererseits gilt

F(l) = /G [31f132f2 - 62f15'1f2] dz = /G detf/dx =0,

Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 27.2.1881 — 2.12.1966
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da es zu einem zy € G mit det f'(xg) # 0 eine Umgebung U(zg) C G geben
wiirde, die durch f auf eine offene Umgebung von f(z¢) abgebildet wird, was
im Widerspruch zur Abbildungseigenschaft f : G — 0G steht. Es folgt also

F(1)=0,
im Gegensatz zum eben bewiesenen F(1) = |G| > 0, also ein Widerspruch. O

Folgerung 14.7. Jedes zweimal stetig differenzierbare Vektorfeldv € C?(B,R™)
auf der Einheitskugel B C R™, das auf dem Rand nullstellenfrei ist und ﬂggl =
x fir x € OB erfillt, hat mindestens eine Nullstelle in B.

Beweis: Nehmen wir das Gegenteil an, so ist f(x) := % eine glatte Retrak-
tion von B auf OB, was nach Satz 14.6 nicht sein kann. O

Satz 14.8 (Brouwerscher Fixpunktsatz). SeLE C R™ eine abgeschlossene Ku-
gel. Dann besitzt jede stetige Abbildung F' : B — B einen Fixpunkt. Dies gilt
auch, falls B homdéomorph zu einer abgeschlossenen Kugel ist.

Beweis: O. B. d. A. nehmen wir als Kugel die Einheitskugel B = B(0, 1).
(1) Zunichst sei F € C?(B, B).
Annahme: F hat keinen Fixpunkt, d. h. Vo € B : F(z) # x.

Zu x € B existiert dann eine Verbindungsgerade nach F(z). Die von
x ausgehende Halbgerade in Richtung x — F'(x) schneidet 0B in f(x).
Dadurch ist f(z) eindeutig definiert, denn durch die Halbgerade werden
alle Punkte der Menge {z + A(z — F(x))|0 < X\ < oo} beschrieben, und
es gilt |f(z)| =1

= 1= |z> + 2N,z — F(x)) + |z — F(z)]?\2
Diese Gleichung besitzt genau eine nichtnegative Losung fiir A:

—(@,x — F(2)) + (2,2 = F(2))? + (1 — [2[?)|o — F()?
|z — F(x)? '

A= Azx) =

Wegen F € C?(U) fiir eine offene Obermenge U D B und |F(z) — x| >0
in B gilt mit geeignetem U:

|F(z) — x| > 0.
Der Radikand des Wurzelterms in der Gleichung fiir A ist positiv, denn:

falls |z| < 1= (1 —|z[?) >0
und falls x| =1 = (2, F(z) —z) = (2, F(z)) — 1 <0,

da wir F'(z) # x auf dem Rand 0B = {r € R"||z| = 1} angenommen
haben und F' auf die abgeschlossene Einheitskugel B abbildet.

=\ C*U) = f(x)=x+\az)(x— F(z)) ist aus C*(B,dB).



224

14 Lokale Umkehrbarkeit und implizite Funktionen

Fir z € 0B ist A(xz) = 0, also gilt f(z) = =z, und f ist somit eine
Retraktion von B auf 0B. Dies steht aber im Widerspruch zur Aussage
von Satz 14.6 und den Eigenschaften der Einheitskugel B = B(0, 1). Also
besitzt F' einen Fixpunkt.

Sei nun F € C(B, B) wie in der Voraussetzung des Satzes. Dann gilt nach
dem Weierstrafischen Approximationssatz bzw. dem Satz von Stone und
Weierstrafl:

Ve >0 3G € C*(B,R") Vz € B: |F(z) - G(x)| <e.

Folglich ist |G(z)| < |F(z)|+e<1+¢

und fiir H(z) := %) ist H € C*°(B, B), und es gilt

1+e
[H(2) — Fla)] = 1i G(&) — F(2) — (@)
e
o [G(@) — F@)] + | F(a)
2e
<1+€<2a.

Annahme: F' habe keinen Fixpunkt in B.
= f(x) = |F(x) — | nimmt auf B ein positives Minimum 7 an.
Wiihle € := 7, dann folgt
H(z) - F(z)] < 2 =1
und wegen |F'(z) —z| — |H(z) — x| < |F(z) — H(z)] ist
|H(z) — x| >0 auf B.

Also hat H keinen Fixpunkt in B, was im Widerspruch zum Teil (1) des
Beweises steht.
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Kapitel 15

Differentialgleichungen —
Beispiele

Worum geht’s? Differentialgleichungen treten in vielen Bereichen auf, ins-
besondere in Anwendungen in der Physik, der Chemie, der Biologie, der Inge-
nieurwissenschaften, aber auch in den Wirtschaftswissenschaften und in der
Psychologie. Hier werden gewohnliche Differentialgleichungen zundchst ein-
gefiihrt und Beispiele betrachtet.

Definition 15.1 (Gewdhnliche Differentialgleichung). Als ,gewdéhnliche Dif-
ferentialgleichung® bezeichnet man eine Gleichung, in der eine (unbekannte)
Funktion z : R — R™ (t € R: t+ x(t)) und ihre Ableitungen bis zu einer
gewissen Ordnung k € Ny auftauchen:

ftz(t), 2 V@), ..., ™) =0,

wobei
f:Rx REHDm __ gm

gegeben ist. Losung bedeutet: x € C*(R,R"™) = C*(R) erfiillt die Gleichung.

Bemerkungen 15.2. (i) Firm > 1 spricht man auch von einem ,System
von gewohnlichen Differentialgleichungen®.

(i) Treten weitere Parameter sowie deren partielle Ableitungen auf, so spricht
man von ,partiellen Differentialgleichungen .

Das System soll

(1) ,determiniert®: ,Zustand“ in ¢ty bekannt = Losung z(t) fir t > to be-
stimmt,

(2) ,endlich-dimensional“: z(t) € R™, und

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 15,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011



228 15 Differentialgleichungen — Beispiele

(3) ,differenzierbar®: ¢t — x(t) differenzierbar
sein.
Beispiele 15.3. Anwendungen von Differentialgleichungen

(i) ,Freier Fall in Erdnihe“: g konstant.
Sei h(t) die Hohe zur Zeit t, dann ergibt sich die den Vorgang beschrei-
bende Differentialgleichung durch das 2. Newtonsche! Gesetz als:

m-h'(t)=—-m-g.

Wir fiihren eine Substitution durch: Sei x(t) := h( Dann lautet die

Differentialgleichung fiir x

o
2 (t) = —1.

Die Losung durch Integration ist explizit méglich nach Vorgabe von An-
2
fangswerten z(0) = a,2'(0) = b: 2/(t) = —t+ b= z(t) = -5 + bt +a.

(ii) o' (t) = 2%(t), 2(0) =z € R\{0} = a(t) = = firt e (‘ﬁ\?ﬂ)

(iii) ' (t) = 2,/[z(@)], x(0) = 0.

Diese Differentialgleichung besitzt unendlich viele Lisungen:

. 0, t <c,

(iv) ,Freier Fall aus grofler Hohe“: g = g(h).
Sei wieder h = h(t) die Hohe des fallenden Objekts zur Zeit t. Dann erqibt
sich mit dem Gravitationsgesetz die Differentialgleichung:

MG
h2

Hierbei sind M die Erdmasse (~5,97-10%"g) und G die Gravitationskon-
stante (=~ 6,67 - 10’14;%2). Weiter sei R der Erdradius (=~ 6,37 -105m).

mh// —

Losungsversuch: Multiplikation mit h' und Integration tber t mit h(0) =

ho und ' (0) = hy:
/ R'K dt = / MG dt

(W()? _ b3 11 , ) 11
+MG — R'(t))* = hi+2MG | — — —
RO 2 W) he) = WO =i h(t) o
(noch keine explizite Lisung!).
Spezialfille:

saac Newton, 25.12.1642 — 20.3.1727
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(a) ,FEin Meteor fillt auf die Erde*.
Damit sind die Anfangsbedingungen hg = oo, h1 = 0. Wir wollen die
Aufprallgeschwindigkeit ermitteln:

20 .
h(ta) = R = W(ta) = TG ~ 1,2

(b) ,Fluchtgeschwindigkeit®
Fiir ho = R ist h'(0) gesucht, so dass h(t) — oo fiir t — oo.
Notwendig: h3 — % >0

Lt fBIC
1 = R .

(v) Ungedimpftes Pendel.
Sei ¢ = ¢(t) der Auslenkwinkel im Bogenmafl. g bezeichne die Erdbe-
schleunigung.
Mit Newton:
m-l-¢" =—m-g-sing

= ¢ (t) + w?sin(¢p(t)) = 0 mit w := ﬁ (I = Pendellinge)

Anfangsbedingungen: ¢(0) = ¢o, ¢'(0) = ¢

Betrachte zuerst w = 1: ¢"(t) + sin¢(t) = 0: Schwierig!

Fiir kleines ¢ (kleine Auslenkungen) lisst sich néihern: sin ¢ ~ ¢
Damit ergibt sich die Differentialgleichung:

¢"(t) + o(t) = 0.
Losungen:

¢(t) = acost + bsint
= ¢ cost + ¢y sint.

Nun analog fiir w # 1:

sin(wt) .

P(t) = ¢o cos(wt) + ¢y

Schwingungsdauer (Periode):

Tp:UN l

Erginzung zum ungeddmpften mathematischen Pendel ohne Niherung fiir klei-
ne Winkel: ¢ + w?sing = 0:
Multiplizieren mit ¢’ und anschliefendes Integrieren ergibt: (¢'(t))? = ¢ +
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2w?(cos ¢(t) — cos ¢p).
Wir interessieren uns fiir die Schwingungsdauer T, im Fall0 < ¢g < m, ¢1 = 0.
FEinsetzen ergibt:

= —w\/2 cos ¢(t) — cos ¢p)

(
¢'(s)ds A
/ V/cos(¢(s)) — cos ¢ 2t

o(t) d
= — = Vot
6o \/COSZ — COS Pg

Sei T die erste positive Nullstelle von ¢, d. h.:

T,
r=T g =0, 6=k
2 —%o dz
:>Tp:27—:—7\/§w /0 —COSZ—Cosqu

_2v2 _
Cw /0 \/€OS Z — €Os ¢ (= Tp(¢0)")-

Dies ist ein nicht elementar losbares sog. ,elliptisches Integral®.

Bemerkungen 15.4. (i) FEine Differentialgleichung der Form
ft,z(t), ...z ) =0

heif$t auch ,implizit*.

(ii) Gilt: %) (t) = f(t,z(t), ...,k D(t)), so spricht man von einer ,explizi-
ten Differentialgleichung*.

(iii) Falls t nicht explizit auftritt, so heifst die Differentialgleichung ,auto-

nom*.

Die explizite Losung gestaltet sich oft schwierig, aber hiufig ist die Bestimmung
des Richtungsfeldes moglich, bei dem im Punkt (¢,z) der Einheitsvektor mit
Steigung f(t,z) eingezeichnet wird.

2'(t) = f(tz(t), z(0)=z (m=1).

Die folgenden Abbildungen zeigen jeweils Richtungsfeld und eine Losung zu
verschiedenen Differentialgleichungen:

Beispiel 15.5.  2/(t) = 59—
Beispiel 15.6.  2/(t) = z(1).
Beispiel 15.7.  2/(t) = (sin(x))%.
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Abbildung 15.1: Richtungsfeld zu Beispiel 15.5
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Abbildung 15.2: Richtungsfeld zu Beispiel 15.6
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Abbildung 15.3: Richtungsfeld zu Beispiel 15.7
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Kapitel 16

Klassische Existenz- und
Eindeutigkeitssitze

Worum geht’s? In diesem Kapitel werden grundlegende Aussagen zu Fragen
der (eindeutigen) Liosbarkeit allgemeiner Systeme bewiesen. Zentral ist dabei
der Satz von Picard & Lindeldf, dessen Beweis auf dem Banachschen Fizpunkt-
satz beruht. Neben der Existenz und Findeutigkeit der Lésung einer gewdhnli-
chen Differentialgleichung wird auch die stetige Abhdngigkeit der Lésung von
den Daten der Gleichung kurz diskutiert.

Ohne Einschrankung betrachten wir ein System erster Ordnung;:

2'(t) = f(t,z(t)), teR, z(0)=umz€R",

x:[0,h] — R™, f:JxR" — R" stetig,
~——
=J =5

S heiflt Streifen. Eine allgemeine Differentialgleichung
y (1) = F(ty(t), v/ (1), ..., y* (1), y:[0,h] — R,

ldsst sich auf eine Differentialgleichung erster Ordnung zuriickfiihren:

Ty =Y, T2 = y/a T ES y(k71)7
z:=(x1,...,21): J — RF,
T2
T3
() = : (t) = f(t,2(t)).
Tk
F(t,x1,..., k)

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 16,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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Satz 16.1 (Satz von Picard'& Lindelf?). Seizg € R™. f:J x R" — R" sei
N——

=:S
stetig und geniige einer ,globalen Lipschitz-Bedingung“:

L > 0 V(t,.’El), (t,.’EQ) IS |f(t,l'1) - f(t,$2)| < L |.’IJ1 - $2| . (161)
Dann gibt es genau eine Lisung x € C1(J,R™) von 2’ = f(-,z), z(0) = xo.

Beweis: Transformation der Differentialgleichung in eine Integralgleichung:
Ist x € CY(J,R) Losung, so folgt

t):x0+/0 F(s,2(s))ds (16.2)

=:(Ta)(1)

Umgekehrt: Ist x € C°(J,R") Losung von x = T, d. h. (16.2) gilt, dann
gilt: z € CYJ,R) und 2’ = f(-,2), 2(0) = x¢, d. h. = ist Losung. Sei also
T : C°J,R") — C°(J,R™) mit (Ty)(t) := zo + fo s,9(s))ds. Gesucht ist
x € C°(J,R™) mit Tax = x, so dass der Banachsche Fixpunktsatz greift. Wir
fiihren eine Metrik d(f, g) := sup,c s |e”FFVE(f(t)—g(t))| auf X := CO(J,R")
ein.

Die Metrik ist wegen e~ (FtDh < e=(L+1t < 0 — 1 Hquivalent zur Metrik aus
der Supremumsnorm. Daher ist (X, d) ein vollstédndiger metrischer Raum und
wir miissen nur noch die Kontraktion von 7' : X — X nachweisen.

Seien k := LL+1 und my,my € X. Damit folgt
t
d(Tmy, Tmy) = sup e~ LHDE / F(s,ma(s)) — f(s,ma(s))ds
teJ 0
t
<supe 00 [ (s)  ma(s)|ds
teJ 0

t
= L-supe b+, / eLFDs o= (LADs () (s) — my(s)) |ds
teJ 0
<d(m1,ma2)

< L-d(my,ms) -supe (FFDE. / (L+1)sqg

teJ
(L+1)s>
:Ldm7m - su 67(L+1)t.7
(ma, mg) te? L+1

= L-d(my,my) -supe” FFDE. <
tedJ

e(L+1)t

1Emile Picard, 24.7.1856 — 12.12.1941
2Ernst Lindelsf, 7.3.1870 — 4.6.1946
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=k- d(ml,mg).
O

Bemerkungen 16.2. Der Banachsche Fixpunktsatz ist konstruktiv, d. h., fir
my € X beliebig und my41 := Tm,, n € Ny, folgt: Fine Lisung der Fizpunkt-
gleichung ist: © = lim,,_, My, . Fehlerabschitzung: d(x, m,) < %d(ml,mo).
Beispiel 16.3. Seien mitn =1, 2'(t) = t+x(t), (0) = 0 und f(t,z) =t+z.
Damit ist

|f(t, 1) = f(ta2)] = |o1 — 22| (L=1),

und somit sind die Voraussetzungen des Satzes von Picard & Lindeldf, Satz
16.1, erfillt, d. h. es gibt eine eindeutige Lisung.
Wihle mg = 0, dann folgt:

my(t) = /0 f(s,mo(s))ds

t
= sds = —
Jsas=15

t

ma(t) = [ f(s,ma(s))ds
0
t 82 82 83
‘/0 (+3)e=F+3
t2 t3 tn-‘rl

=z(t) = e —t—1.

Binsetzen zur Kontrolle bestitigt dieses Ergebnis: x(0) = 0, 2/(t) = e — 1
x(t) +t.

Oft ist die globale Lipschitz-Bedingung zu restriktiv, zum Beispiel fiir f(¢, z)
2 + 22,

»,Lokale Variante“: f geniigt einer ,lokalen Lipschitz-Bedingung® in S = JxR",
falls gilt:

VeeR" 3U(x) 3L, >0 V (t,z1), (t,x2) € J x U(x) :

Beispiel 16.4. f(t,x) = t*> + 22:
[f(t,21) = f(t,22)] = [T — 23] = |21 + 2alz1 — 22| < Lofzy — 22

mit Ly =2 -max{|z — 1|, |z + 1|} in U(x) := (z — 1,z + 1).

Satz 16.5. Ist f stetig und geniigt (16.3), so gibt es in einer Umgebung U (0, x¢)
genau eine stetig differenzierbare Losung der Differentialgleichung

2'(t) = f(t,x(t), =(0) = xo.
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Beweis: 1. Lokale Existenz: Sei U(x() die Umgebung nach (16.3) um zq. Sei ¢ €
C5°(U(zo)) (d. h. unendlich oft differenzierbar, aber mit kompaktem Tréger in
U(zp))) mit ¢ = 1 nahe xg, 0 < ¢ < 1. Sei F(t,z) := f(t,z) - ¢(x) = F
stetig. Ferner ist eine globale Lipschitz-Bedingung erfiillt. Mit Satz 16.1 folgt:

By:J —R": y(t) = F(t,y(t)), y(0) = 20,
x(t) := y(t) erfiillt, solange ¢(x(t)) =1,

Z'(t) = f(t,z(t)), z(0) = xo.

Damit ist die lokale Existenz klar.
2. Eindeutigkeit: Seien z1,z2 Losungen auf [0,a] (a so, dass z1(t),z2(t) €
U(xzo)). Es folgt

21 (8) — 22(8)] < / (s, 21(5)) — £(s,z2(s))|ds

<L, /o |x1(s) — xa(s)|ds = x1(t) —22(t) =0

nach dem folgenden Lemma von Gronwall. ad

Satz 16.6 (Lemma von Gronwall®). Sei a > 0, h,® € C°([0,a],R). Seien
weiterhin h > 0, B € R, und es gelte

Vitel0,a: O(t) <[+ /0It O(s)h(s)ds.

Dann gilt:
Vte[0,a]: B(t) < Belo ne)ds,

Beweis: Sei e >0, U(t):= (B+e¢)- elo h(s)ds

t
U = B = () = B+ a+/ h(s)W(s)ds.
~ 0

Behauptung: ® < ¥ in [0, a].

Beweis: 1.t =0: ®(0) < g < B+ ¢ = ¥(0).

2. Annahme: Bei ty € (0, a] sei zum ersten Mal ®(to) = U(tg)

= O(ty) < B+ foto h(s)®(s)ds < B4+ fgo h(s)¥(s)ds = W(tp): Widerspruch!
Also folgt: V t € [0,a] : ®(t) < (B + e)elo M(e)ds, O

3Thomas Hakon Gronwall (orig.: Hakon Tomi Grénwall), 16.1.1877 — 9.5.1932
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Bemerkungen 16.7. (i) In Satz 16.5 ist ®(t) = |x1(t) — z2(t)|, h(t) = Lg,,
6 =0.
(ii) Fiir die lokale Existenz geniigt es, wenn die Nagumo-Bedingung erfiillt ist.
Nagumo-Bedingung: S := [0, h] x R"

V(twrl)» (t,.ﬁL’g) €S: ‘tHf(tvxl) - f(t,$2)| < |.’E1 - a:?"

(i) Die Abschitzung der ,Lebensdauer® einer Losung im R™ fiir n = 1 ist
moglich.

Zu (iii) sei k£ > 0 und @ der Quader
Q :=[0,h] X [zg — k,zo + K],

L,,, U(zp) aus Satz 16.5; k so, dass Q C J x U(zg).

Behauptung:

Ist A := max z)co |f|, @ := min(h, %), so ist die lokale Losung x nach Satz
16.5 mindestens existent bis t = a. Ferner gilt: Vt € [0,a] :  |z(t) — zo| < k.
Beweis:

( xo—Fk) x>z +k,
Sei F(,z) =« f(-,x), xo—k <z <zo+k,
floxo—k),z <zo—k
= F stetig und geniigt einer globalen Lipschitz-Bedingung (L = L,,).
y = F(.,y), y(0) = xo kann also eindeutig gelost werden. Sei y Losung, t €

[0, a]:
) -l = | [ P o

y bleibt im Quader [0, a] X [xo — k, xo + k] und stimmt dort mit x {iberein. Somit
existiert « im Intervall [0, a]. O

< Aa</<;<:)

§a

M@

Beispiel 16.8. f(t,x) =t>+ 2%, x9:=0, h:=2, k:=2 (& L, =4)
= A =8 (Mazimum des Quaders), a = % (= Lésung mindestens existent bis
t = i} (Numerisch ,out of bounds®, bei t ~ 2,01). Die Abschitzung ist im
Allgemeinen sehr grob.

Beispiel 16.9. 2/ = 2\/|x| (s.0.), x(0) = 0. In 0 ist keine lokale Lipschitz-
Bedingung erfiillt.

Nun soll der Satz 16.1 von Picard und Lindel6f hinsichtlich der Existenz er-
weitert werden, es wird keine Eindeutigkeit mehr gefordert. Als Hilfsmittel
verwenden wir einen sogenannten ,, Auswahlsatz®.

Definition 16.10. Sei G C R¢, f, € C(G,R"), k € N.
(i) (fr)r heifit ,gleichgradig stetig® <

VeeGVe>030>0Vyeq, ly—z|<d: VEeN: |fi(z)—fi(y)| <e.
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(i) (fr)x heifst ,gleichmiflig gleichgradig stetig® <
Ve>030>0Vz,yeG, |[x—y|<d0: VEeN: |fi(z) - frly)] <e.

Satz 16.11 (Auswahlsatz von Arzela* & Ascoli®). Sei G C R? offen, G kom-
pakt, f, € C(G,R™),n € N mit (f,), gleichgradig stetig und (gleichmdipig)
beschrinkt.

Dann gibt es eine Teilfolge (fn, ) und ein f € C(G,R™) mit

[ frr = flloo = 0 (k — o00).
Bewezis:

1. Behauptung: (fn)n ist gleichméBig gleichgradig stetig.
Beweis: Wir nehmen an, (f,), ist nicht gleichmifig stetig, d. h.

>0V >03x,y,|lx—yl<dIn: |fulz)— fuly)| > e
Wihle § = %, k € N. Daraus folgt:

1
3w, Yoy |2 =yl < 3 I+ [ fon (@) = i ()l 2 €.

Da G kompakt ist, existiert eine (gleich bezeichnete) Teilfolge von (z)x
mit #x — 3z € G (Bolzano & Weierstraf). Wegen |zj, — yi| < 1 gilt
yr — x, und es folgt

|fnk<‘rk) - fnk(yk)‘ < fnk(Ik) - fnk(x)| + |fnk(l‘) - fnk(yk)| <e.

<e/2,k>ko(e) <e/2

Widerspruch zu | fr, (2x) = fr (yr)| = &

2. Sei Y eine dichte, abzéihlbare Teilmenge von G (z. B. Y := GNQ"),Y =
{y1,vy2,...}. Sei weiterhin f, ¢ := f,. Sei f, 1 eine Teilfolge von f, g, fiir
die (fn,1(y1))n konvergente Teilfolge ist. ((fy)n gleichméfBig beschréinkt)
Analog: Sei f, 2 eine Teilfolge von f,, 1, fiir die (f,2(y2))n und (frn.2(y1))n
konvergente Teilfolge ist usw.

J1,0 J2,0 f3.0

f171 f271 f3,1 e : kOI’lVGI‘gieI‘t in Y1

fi,2 fa,2 ER ... konvergiert in y und y; usw.
Sei gy, 1= frn—1-

Behauptung:

(gn)n konvergiert gleichmiBig in G.

Beweis:

Sei € > 0. Nach 1. existiert § = §(¢) mit

Ve,y € G, |z —yl <dVn:|gn(x) —gn(y)| <e. (16.4)

4Cesare Arzela, 6.3.1847 — 15.3.1912
5Giulio Ascoli, 20.11.1843 — 12.7.1896
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Sei Z = {z1,...,zm} eine endliche Teilmenge von Y mit M = M (e) so,

dass
VeeG3ze€Z: |x—2z <6 (Dichte).

Nach Schritt 1 gilt:

Vzj € Z3AN,: Vn, k> Nj:|gn(2) — grx(25)] < %

Sei N :=max{N;|j =1,...,M} = N(e) Dann folgt:

Vi€ ZVn k2 N |ga() — gu()] < 5.

(16.5)

3. Sei x € G beliebig, dazu sei z = z(z) aus (16.5) = Vn,k > N = N(¢):

|9n (%) = gr(@)] < [gn(2) = gn(2)] +]9n(2) = gr(2)|+  |gn(2) — gr(2)]

<e/3,s. (16.4), (16.5) <e/3, s. (16.5) <e/3,s. (16.4), (16.5)

<e

=Ve>03N(e)Vn,meN,n,m>N: ||gn — gml| <e.

Satz 16.12 (Existenzsatz von Peano). Sei J :=[0,h], S :=J x R", 2°
sei [ € C(S,R™) beschrinkt. Dann gibt es ein x € C*(J,R"™) mit x(0)
und ' = f(-,x) (z° € R™ gegeben).

Beweis: Anschaulich (n = 1):

x(1)

t

Abbildung 16.1: Das Cauchysche Polygonzugverfahren

a

€ R”,
= xo

Cauchysches Polygonzugverfahren, auch explizites Euler-Verfahren genannt
(bei komplexen Systemen ist dieses Euler-Verfahren nicht ausgefeilt genug).
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Exakter Beweis:
Sei J zu m € N unterteilt in 2" 4 1 dquidistante Teilpunkte

h
tm7#::u-2—m mit ©=0,1,...,2™.

Approximation von x durch Polygonzugverfahren. Definiere z,, als folgenden
Polygonzug: x,,(0) := 2. Fiir by <t <t g1 sei

T (t) = T (tm,p) + (8= o) f (B Ton (B ) (16.6)

Dann ist x,, stiickweise differenzierbar und stetig.

Sei g (0) == f(0,2°), gim(t) = [t Tom (b)) FOr t e < <t ptr, d. D
T (t) = T (tm, ) + fttm,u Gm(s)ds fur t,, , <t <tp ..

Wegen (Teleskopsumme)

folgt
t
Ty (t) = 2° +/ Gm(s)ds.
0

Wir zeigen, dass ()., eine gleichméBig konvergente Teilfolge besitzt.
Sei
c:= sup |f(t,x)] < o0
(t,x)€eS

=VtVm: |gn(t)] <c
=3 >0VEVm : |z, (t)] < c.
Seien tq,ty € J, es gilt:

) = (i) = | [ gm(s)ds] < et ~ 12

Mithin ist (2,)m (gleichméBig) gleichgradig stetig.
Mit Satz 16.11 besitzt nun (z,,),, eine gleichméBig konvergente Teilfolge

T s 34 ¢ CO(J,R™).

Zute Jseip=p(t,m)so, dass ty, , <t <tp 41

h i
:>|t7tm7u|§2—mﬂo ir m — oo
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& —
= 2 () — T ()| <0 [t =t | < ST h"=0.

Damit ist [g, () — f(t, z(t))| = |f(tm.p Tm(tm,n)) — f(E,2(t))] < € falls m >

mo(e). f ist stetig auf einem Kompaktum: |t,, , —t| < 5%, = 9 1 Das
BeiBt: [lgm — f(,()lloo — 0 = a(t) = 2 + [ f(s,2(s))ds. 0

Beispiel 16.13. 2/ = 2%, 2(0) =1, z(t) = i
Kein Widerspruch zum Satz von Peano, Satz 16.12, da keine Beschrinktheit
vorliegt.

Zu gewoOhnlichen Differentialgleichungen gehoren folgende klassische Fragen:

(i) Existenz einer Losung,
(i

) Eindeutigkeit der Losung,
(iii) Stetige Abhingigkeit von den Daten ,2°, f*,
)

(iv) Berechnung der Losung.
Zur stetigen Abhéngigkeit von den Daten zuniichst folgendes

Beispiel 16.14.
(1) = 2(z(t))® + (In(1 + |z(t)]) ™22, 2(0) = .

Anfangswerte wie xg = m kénnen im Allgemeinen nur angendhert behandelt
werden, z.B. durch £y = 3,14. Sei & die Lésung zum Anfangswert To. Gesucht
ist eine Abschitzung des Fehlers |x(t) — z(t)|.

Satz 16.15. (i) f € C°(S,R") geniige einer globalen Lipschitz-Bedingung in
S. Seien 2°,9y° € R™ und z,y die zugehérigen Losungen: ' = f(-,x),x(0)
=% ¢ = f(-9),y(0) = y°. Dann gilt mit k = 5 < 1:

2% —3°|
d < —.
(ii) Seien f,g € C°(S,R™), ||f—glleo < o0, f geniige einer globalen Lipschitz-
Bedingung mit der Lipschitzkonstanten L, x,y losen ' = f(-,x),2(0) =
L

20 baw. y' = g(-,y),y(0) = 2°. Dann gilt mit k = 25 < 1:

h

Hierbei ist d=d(x,y) die bereits aus dem Satz von Picard-Lindeldf, Satz 16.1,
bekannte Metrik.
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Beweis:

x(t) — y(t) —x—y+/fs:c £(s,(s))ds

t
= d(r,y) < 20 — 4] + L supe~ D! / j2(s) — y(s)| ds
teJ 0 \——
e(L+1)s.g—(L+1)s
< 2% —y°| + k- d(x,y) (k:i)
> 9 L + 1

A

1
= d(w,y) < 7"~ 4"l

y(t) /fsw f(s,y(s) ds+/fsy —g(s,y(s))ds
= d(z,y) < k-d(z,y) +h-[|f - gl

h
= d(z,y ><1—||f e

O
Bemerkung 16.16. Man kann mit dem Gronwallschen Lemma 16.6 auch

schlieflen:
Iz = ylloo < |2° —y°le™" < [a® — 30"



Kapitel 17

Spezielle Losungsmethoden

Worum geht’s? Viele gewohnliche Differentialgleichungen kénnen nicht ex-
plizit analytisch geldst werden. Fiir einige wichtige Klassen ¢ibt es jedoch Lo-
sungsansdtze, z. B. fiir separable Gleichungen und fiir homogene Gleichungen.
Die wichtige Klasse linearer Differentialgleichungssysteme liefert eine Verbin-
dung zur linearen Algebra; im Falle linearer Systeme mit konstanten Koeffizi-
enten ldsst sich die Lisung explizit angeben.

17.1 Spezielle Gleichungen

Sei im Folgenden z(t) € R!.
(i) Separable Gleichungen
Separable Gleichungen sind Gleichungen vom Typ:

?(t) = f(t,z(t) = h(xz(t) - g(t),  d h ft,z)=h(z)-g(t).
Mit /(t) = h(z(t)) - g(t), x(0) = 2 ergibt sich fiir h # 0:

O
) 40

2'(s)
> [} wety= [ o
z(t) 1
= [ /
2'(t) = e*® .sint, 2(0) = C € R.
Setze h(y) = €Y, g(s) =sins.

x(t) t
/ e_ydy:/ sin sds
c 0

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 17,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011

Beispiel:
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e ¢ —e ) =1 — cost

= e M = 1 4 cost +e ©
= z(t) = —In(cost — 1 + e ©).

Dabei darf das Argument des Logarithmus nicht null sein.
(i1) Z'(t) = f(ax(t) + bt + ¢)

(2(0) = xg), a,b,c: Konstanten. Man betrachte: y(t) := ax(t) + bt + ¢. Dann
folgt
y' =ar’'+b=af(y) +b,

was vom Typ (i) ist.
(iii) Homogene Differentialgleichungen

Tt
Seiy(t):@
N ,_a't—x 2’ w
Y= TT e
1 1 1
—Ey+¥f(y) ;(f(y)—y),

was wiederum vom Typ (i) ist.
(iv) Bernoullische® Differentialgleichungen

2’ (t) = a(t) - z(t) + b(t) - x(t)*, wobei o # 0, 1.
a = 0: linear, siehe Kapitel 17.2. a = 1: siehe Typ (i). Sei y(t) := z(t)'~.
=y =(1-a)z"(az + bx®)
= (1= a)(ay +b),

ist also linear, sieche Kapitel 17.2.
(v) Riccatische? Differentialgleichung

2’ =kx® 4+ gz + h, mit k,g,h € C°(R), k > 0 oder k <0, x(ty) = °.

1. Eine Losung p mit p(tg) = p® # 20 sei bekannt. Dann kann die allgemeine
Losung berechnet werden. Sei y := 2 —p, (y(to) = 2° — p"). Dann ergibt sich

yllefp/

1Johann (I) Bernoulli, 6.8.1667 — 1.1.1748
2Jacopo Francesco Riccati, 2.5.1676 — 15.4.1754
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=ka*+gr+h—kp>—gp—h
= ky? — 2kp? + 2kxp + gz — gp
= ky? + (2kp + g)y.

Im Unterschied zu vorher tritt A nicht auf, und es liegt eine Bernoullische
Differentialgleichung zu a = 2 vor.
Beispiel:

=2+ 2+ 2, x(1) ="

Spezielle Losung:

1

Nach (iv): z:=y ' =2 =(-1)(2(t — })z + 1): ist eine lineare Gleichung.
2. Zuriickfithrung auf eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Sei u(t) :=e" S M2()ds 1 = ey,

Dann erfiillt u

o= BP2Pu— K au— kr'u

= k2% —K2u— k*2%u — kgzu — khu
—k'zu — kgzu — khu

Ko kg,

= Eu + ?u — khu

UT==")%"

u”—u’(% +g)+khu=0
U(to) = 1, u/(to) = —k(to) . .1‘0.

Dies ist wieder eine lineare Differentialgleichung.
Beispiel:
=22+t 2(0)=0

Dann 16st u:
u +t2u =0
u(0) =1, «/(0) =0.

Bemerkung 17.1. Die Funktion u im letzten Beispiel ist eine sogenannte
,Bessel>-Funktion® (,Zylinderfunktion). Die Besselfunktion lisst sich nicht
elementar darstellen.

3Friedrich Wilhelm Bessel, 22.7.1784 — 8.4.1846
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Allgemeiner Ansatz (Potenzreihenentwicklung):

oo
u(t) = Z ant™.
n=0

Dann sollen die Koeffizienten a,, bestimmt werden. In obigem Beispiel: u” +
t2u = 0, u(0) = 1, ¥/(0) = 0 folgt zunichst ag = 1, a; = 0. Einsetzen des
Ansatzes in die Differentialgleichung liefert

o0 oo
Z n(n —1)a,t" 2 + Z ant"? =0
n=2 n=0

& i (0 + 1)+ 2ansa +an 2 )t =0,

n=0

mit a_s := a_1 := 0. Mit dem Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen folgt

R )
d. h.a; =0, a3 =0, a4:—ﬁ, a5 =0,...
(vi) Ezxakte Differentialgleichungen
g(t,z) + h(t,x)x’ = 0. (17.1)

(17.1) heiBt exakt, falls F' = F(t,x) existiert mit Fy = g, Fy = h, d. h.: VF =

(i) Mit F(t,x(t)) = ¢, c Konstante, ist dann Fy-1+F,-2’ =0 < g+ha’ = 0.

Sind g, h gegeben, so gilt: (17.1) ist exakt, falls (in sternférmigen Gebieten)
gz = ht

(siehe Satz 13.53).
Beispiel:

3t2 + dtx 4+ (262 + 322 2’ =0, g, = 4t = hy.

———— ,

g h

Berechnung von F' mittels eines Wegintegrals:
F(t,z) = [fw, w((t,x),") = g-dt+ h-dz, T stiickweise glatt von einem
beliebigen (tg, o) nach (¢, z), z. B. (to,z0) = (0,0).

Iy 7(s)=1(s5,0), 0<s<t, Dy: 7(s)=1(ts), 0<s<uz,

F(t,x):/rlw—k/rzw.

t x
F(t,x):/ (382—|—4s-0)-1d$—|—/ (2t% 4 3s2) - 1ds = t3 + 2t%x + 2.
0 0

Damit ist
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Eine Losung der Differentialgleichung erhélt man durch Losen von F'(t, z(t)) =
c.

(vii) Wachstumsmodelle

Es beschreibe t — z(t) die Population einer Spezies, und

¥ = f(,2) x, x(0)= z
beschreibe deren Wachstum.

Beispiele: Bevolkerung, radioaktiver Zerfall. f ist z. B. Differenz zwischen Ge-
burten- und Sterberate. Einfachster Fall:

JaeRV(t,x): f(t,z)=a

=2 =ax, z(t) = zo - ™

(,exponentielles Wachstum*®). Dies ist oft nicht realistisch. Verbesserung:
I >0Ve>EVE: f(t,z) <0, z. B. f(t,z) =b( —x),b>0

= 2’ = béx — ba? = ax — ba?, a = &b.

, Gleichung des beschrankten Wachstums* ;| deren Losung als , logistische Kur-
ve“ bezeichnet wird (aufgestellt von Verhulst?). Dies ist eine spezielle Riccati-
sche bzw. Bernoullische Differentialgleichung.

(viii) Rauber-Beute-Modell: System

Réauber: x5, Beute: z1, x = (21, 22)

Annahme: Réauberspezies ernéhrt sich ausschlieflich von der Beutespezies, Beu-

tespezies hat unbegrenzt Nahrung.
Modell:

oy =r(,x) 21, TH=ro(-, 1) xo.
(a) Unbegrenztes Wachstum
ri(t,x) =a —bxa, a,b>0, roft,x)=—d+ cr.

Ein solches System heift ,, Lotka®-Volterra®-System®. Die Losung ist nu-
merisch berechenbar, aber es lésst sich keine einfache Losung angeben.

(b) Soziale Reibungsterme

rr=a—bry —mxy, 1r9=—-d+cr;—nrs m,n>0.

4Pierre-Francois Verhulst, 28.10.1804-15.2.1849
5Alfred James Lotka, 2.3.1880 — 5.12.1949
8Vito Volterra, 3.5.1860 — 11.10.1940
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17.2 Lineare Systeme

Fin lineares System hat die Form
' (t) = A@t)x(t) + f(1), x(0) =2’
mit:
x:J—=R" J=10,h],
A e C°(J,L(R™,R™)),
feCJ,RY), 2° e R™.
Eine eindeutige Losung existiert global (Satz von Picard-Lindelof, Satz 16.1),
dabei ist h > 0 beliebig.
Beweis: Nachweis der Lipschitz-Bedingung fiir g(¢,x) := A(t)z + f(t):
lg(t,21) — g(t, 22)| = [A(t)z1 + f(t) — AQt)z2 — f(1)]
= [A(t)x1 — A(t)22]
= |A(t)(x1 — z2)]
= [[A®)[] |21 — 22|
S L|x1 — ZL‘2|,
mit L := sup{||[A(®)|||t € J}. 0
Zunéchst betrachten wir homogene Systeme, d. h. f = 0.

Satz 17.2. Zu ' = A(-)x existieren genau n linear unabhdingige Lisungen aus
CY(J,R™). Eine Basis des Lésungsraums ist gegeben durch {¢1,...,¢n} mit
der Figenschaft, dass die ¢;

' =A()z . .
{ 2(0) = ¢; } (e; : i-ter Figenvektor)

losen.

Beweis:
1. Zu zeigen: {¢1, ..., ¢, } sind linear unabhingig. Es gelte > " | a;¢; = 0, mit
a; € R. Dann folgt

iai@-(O):O :>zn:aie¢:0 a1 =...=aq, =0.
=1

i=1

2. Sei 2V € R™ beliebig, 20 = """ | &le;. Mit

x(t) =) &'ei(t)
i=1
folgt
d' =) Egi=) Ay =AY ¢ = Ax
=1 i=1 i=1
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Definition 17.3.
FEine Basis ® = {¢1,...,¢n} von Losungen zu ' = A(-)x heifit ,,Fundamental-
system. Ist {¢1, ..., on } Basis, so heifit ® := (p1 ... ¢y) ,Fundamentalmatriz®.

Sind Y1, ...,y Losungen zu ' = A(-)x, so heifst ¢ := (Y1...1y) ,Lisungs-
matrix®.
Ist ¢ Lisungsmatriz, so heifst A(t) := det)(t) Wronski’-Determinante (in t).

Satz 17.4. Sei ¢ eine Lisungsmatriz. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) Vt € J: deti(t) #0,
(i1) 3tg € J: detip(to) # 0,
(iii) ) ist Fundamentalmatriz.
Beweis: (i) = (ii): klar.
(ii) = (iii): Annahme: >0 a; - ; =0 mit Ik : ap # 0
= >0 ;- P(to) =0 = dety(to) = 0. Widerspruch.
(iii) = (i): Annahme: 3ty : detp(t1) =0 = Je € R™\{0} : ¥(t1)-c=0.
Sei ’U(t) = Z?:l C; ﬁ)l(t) = ’U(tl) = Z?:l C; 1/)1‘<t1> =0 = U(t) =0VteJ

(Eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems) = Vt: >0 ¢; - ¥;(t) =
fiir ein ¢; # 0 = 1); linear abhéngig. Widerspruch. O

Lemma 17.5. Fiir die Wronski-Determinante gilt

A(t) = A(tp) exp (/tt tr A(s)ds),

wobei tr A(s) die Spur der Matriz A(s) bezeichne.

Beweis: 1. Seien ¢1, ..., ¢, Losungen von x' = A()x,
Pr1
O = :
Prn
d. h. @), = A(-)pr, bzw. ¢ = D1, ajidpi-
b1
2. Sei ¢ := S
Pnj

A b (¢1...00)" = (d1...0n) = A(t) = det B(t) = det(®(t) ") = det(¢y ... dy)

7 Josef-Maria [Hoene-]Wronski, 24.8.1778 — 9.8.1853
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,1]‘ ®1i
3. qﬁ; = : = Z?:1 Aji : = Z?zl a;jid;
;zj d)nz
= A'(t) =) det(d,..., ... bn)
j=1
— Zdet(él,...,Zaﬁéi,...,én)
Jj=1 i=1

:Zzajidet(él,--~7(5i7-~-7(£n)

j=1i=1
= Z ajj det(qzl, Ceey én)
— —_——
T aw
tr A(t)

= A(t) - tr A(t)

= A(t) = tr A(t) - A(t)
= A(t) = A(to)e'ltto tr A(s)ds -

Man kennt die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung, falls man eine
spezielle Losung und die Fundamentalmatrix kennt:

Lemma 17.6. Fulls x, eine spezielle (partikulire) Losung der inhomogenen
Gleichung
2(t) = A()x(t) + f(1)

und ® eine Fundamentalmatriz ist, so ist die allgemeine Lisung (fir ein ¢ €
R™) gegeben durch:

x(t) = x,(t) + (t)c
=xp(t) +c101(t) + ... + cndn(t).
Beweis: 1. x ist Losung:
' =), + (®c) = Az, + [+ A(Pc) = Az + f

(zu z(0) = z,(0) + ©(0)c).

2. Man bestimme ¢ so, dass z(0) = 2o Lose: g = zp(0) + ®(0)c & ¢ :=
=1(0)(z — ,(0).

Wir gewinnen eine partikuldre Losung durch ,,Variation der Konstanten“ mit
dem Ansatz

zp(t) = @(1) - c(t),
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Amp+féx;:<l>"c+¢-c’
=AP-c+P-¢
:Axp+<I)~c’.

Damit ergibt sich als Bestimmungsgleichung fiir c:
o = f & (1) = (1) (1),
das heiflt,

zum Beispiel

also

Beispiel 17.7.

Homogenes System:

/_ O_].

Sl =—m, wh==x1, (d h:zh=—x9 1) =—11)
Fundamentalsystem:
sint cost
at)= () o= (50).
Fundamentalmatriz:
[ sint cost _1 [ sint —cost
(1) = (costsint)’ et = (cost sint )

= xp(t) = ©(t) /Ot(<1>(s>)1f(s)ds
=) [ (2m)as

— ot —s-coss +sins\]"
o s-sins+coss )| _



252 17 Spezielle Losungsmethoden

() —t-cost+sint
t-sint 4+ cost —1

O(t
< —t- cost51nt+51n t—i—tcostsmt—f—cos t—cost>

t-cos®t —sintcost+t - sin? t+sintcost —sint

1 —cost I )
= < f—sint ) : partikuldre Losung.

Wir kontrollieren, ob dies eine Losung ist:

1) = (1fiﬁﬁst) (15 =+(5)
wp(t) + (£)D(0) 2"
<t_:f;ff> v (1)
(i) veo ()

([ 1—cost— 29 sint + 29 cost
~ \ t—sint + 29 cost + 2{sint

Dies ist die allgemeine Lisung zu einem beliebigen Anfangswert x(0) = x°.

Wir betrachten nun ,,Systeme mit konstanten Koeffizienten*, d. h., A(t) = A ist
von t unabhiingig. Zunichst sei A diagonalisierbar, d. h. es gibt eine Basis (des
R™) von Eigenvektoren uy, ..., u, mit Eigenwerten A1, ..., A,. (Au; = Aj - u;).
Gesucht ist eine Losung von 2/ = Axz.

Satz 17.8. Ist A diagonalisierbar, so bilden die Funktionen:
eMluy = ¢;(t), j=1,...,n,
ein Fundamentalsystem.

Beweis:

(l) —)\e buj, Ad; —eAtAu —)\e it
det(¢1(0),...,0,(0)) = det(uq,...,u,) # 0.

(2 -1

Eigenwerte: Charakteristisches Polynom: (2 — \)? — 1 20 =\ = 1, A2 =3.

FEigenvektoren:
(1 (1
Uy = A Ug = 1)

Beispiel 17.9.
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Allgemeine Ldésung des homogenen Problems:

u(t) = cret (1) + o€t <_11> , c1,c0 €ER.

Bemerkung 17.10. A als reelle n x n—Matriz kann komplexe Eigenwerte und
FEigenvektoren haben (als Matriz in C"*™). Zu A = a +i8, (o, € R) ist

dann auch X = o — i3 Eigenwert. Dem Figenvektor u zu \ entspricht T als

FEigenvektor zu X. Dann erhilt man aus den komplezen Lisungen eMu, My

die reellen Losungen:
¢1 := Re(eMu), ¢o := Im(eMu).
Falls u = a + b, so ergibt sich
1 = e*(acos Bt — bsin ft), ¢y = e**(asin Bt + bcos Bt).

Zum allgemeinen Fall: Erinnerung:

A1 0

A diagonalisierbar: A ~ =: A,
0 An
JF e R™": FT'AF = A.

Allgemein: ,,Jordansche® Normalform®*:

Ji 0
A~ .
0 Js
A, seil Eigenwert von A. Dazu gehort ein Jordankdstchen,
Ak 1 0
Jk _ : . ° . 7
o
0 Ak

zu dem eine Kette von Hauptvektoren gehort:

Ry, ... hF mit (A — )R} =0 (R} : Eigenvektor),

s gy,

h;‘? : Hauptvektoren j—ter Stufe.

(A= Xe)hs =hY, ..., (A= Xp)hy = hE

Tk—1"

Es gilt: 3T : C* — C", so dass sich J := Tt AT aus Jordankiistchen zusam-
mensetzt. T setzt sich aus den Ketten von Hauptvektoren zusammen.

8Marie Ennemond Camille Jordan, 5.1.1838 — 22.1.1922
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Satz 17.11. Seien A1, ..., i die verschiedenen Eigenwerte von A. Ist A einer
davon und ist hy, ..., h, eine zugehorige Kette von Hauptvektoren, so ergeben
sich die zugehorigen r linear unabhdngigen Lésungen von 2’ = Ax als

€>\th1,

ext(hg + thl),
t2
6/\t <h3 + thg + Ehl),

\ tT—l
€ (h'/‘—i_thr—l—i_—i_mhl)
Insgesamt ergibt sich ein Fundamentalsystem.

Beweis: 1. Losungseigenschaft: nachrechnen, z. B.

%(e” (hz + th1> ) = Xz + eMhy = Mg + ui,
_— 7

I=Uu2

Aug = eAt(Ahg +tAhy) = e (Mg + hy 4+ tAh1) = Aug + ug usw.

2. Die Losungsmatrix an der Stelle 0 ist gleich der Matrix der Hauptvektoren,
die nach Konstruktion nicht singulér ist. O

Beispiel 17.12.

20 1
A= -11-1
-10 0
Das charakteristische Polynom lautet
2—-X 0 1
det(A—XI3)=| -1 1—-X -1
-1 0 =X
=2-NA =)= - (1) =)(=1)
=—(A—1)%

Figenwerte: A = 1 zweifach: \y = 1, Ay = 1. Damit ergibt sich die Matriz der
Jordankdstchen zu

J:

OO =
Ol = =

0
0
1
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1 0 1
Eigenvektoren: | 0 |, | 1 | =h? oder | —1 | = hi,
-1 0 -1
' 1
Ph:(A-Dh=1] 0
-1
Aber es gilt
1
Jh=hy:(A-Dhi=|-1],
-1
110 1
T=1|(-101], h=10|=h3.
-100 0

Die allgemeine Lisung des homogenen Problems u' = Au ergibt sich dann zu

u(t) = are’h + agel (th] + hy) + aze'hi, ap € R.



Kapitel 18

Qualitative Aspekte

Worum geht’s? Bei Losungen, deren Funktionswerte meist nur numerisch
approximativ berechnet werden konnen, ist es oft wichtig(er), das qualitative
Verhalten, etwa das Langzeitverhalten (,t — o00“), zu analysieren. Wir stellen
hierfiir grundlegende Begriffe sowie einige Charakterisierungen und Beispiele
VOr.

Definition 18.1. e v :R— R"” =: X, X bezeichnen wir als ,,Zustands-
raum*“ oder ,Phasenraum®.
Sei nun x(0) = 20 € R™; 2/(t) = f(t,z(t)) eindeutig lésbar.

e Als ,Fluss® bezeichnen wir ® : R x X — X, wobei
(t,2°) — ®(t,2°) := 2(t) und x Lésung von ' = f(-,x),2(0) = 2° ist.

e R x X bezeichnen wir als ,erweiterten Phasenraum*.

Fiir f = f(x(t)) autonom ist ®4(2°) := &(¢,2°), & : X — X
= &, = Dy 0 Dy (aus der Findeutigkeit folgt die Kommutativitit)
Dips(27) = Dy(Ps(2?)) = (¢, D(s,2°))

e r: R — X heifit ,Bewegung®.

t — (t,z(t)) heift ,Integralkurve durch x°.

y(x%) = {®y(x0)|t € R} heifit ,,Phasenkurve®, ,Trajektorie“ oder ,Or-
bit“.

o 20 heifit Fizpunkt®, falls gilt:
Vt: ®y(20) = 2% &Vt f(t,x0) = 0 < 20 ist ,singuldrer Punkt“ von f.

Beispiel 18.2. Die logistische Gleichung
o =x(x—1) = f(z)

besitzt die singuldren Punkte x° € {0,1}.

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 18,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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Definition 18.3. FEin Orbit heifst ,periodisch®, falls gilt:
Ip>0Vt: z(t+p) =z(t)
Das Minimale solcher p heifit ,,Periode“.

Beispiel 18.4. Betrachten wir ein lineares Pendel:

o +ep=0.

o (2) = (8)e () o

(t) = < cost s1nt>x0.

—sint cost

Dieses System ist periodisch (p = 2w ), wobei 2° # 0. Es besitzt auflerdem den
Fizpunkt 2° = 0.

Bemerkung 18.5. Fiir eine autonome Differentialgleichung, also x' = v(x),
mit einem Vektorfeld v : R™ — R™, ist 20 Fizpunkt, falls v(x?) = 0.

Beispiel 18.6. Lineare Systeme im R?:
v’ = Az, z(0) = 2°.

A sei eine konstante reelle 2 x 2-Matrix mit det A # 0. Der Fizpunkt des
Systems liegt offensichtlich bei x° = 0. Zur qualitativen Diskussion von A be-
trachten wir folgende verschiedene Typen:

A1 0
A1=<01 A2), Mo €R,

Al
A2_<0>\)7 )\GR,

A0
A3=<0/\), /\E(C\R

Zu Al-'
(Z) A1 A2 >0, Ay, A2 > 0.

20 wird als Quelle bezeichnet.
(ZZ) )\1 . )\2 > O, )\1,)\2 < 0.

20 heifit hier Knoten, Brennpunkt, Fokus oder Senke.
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-2 -1 0
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—

0.
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—1.
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-2 -1 0 1 2

X1
Abbildung 18.2: Lineare Systeme: Senke (Beispiel 18.6 (ii))

(ZZZ) A2 <0, 2z B.A\1 <0, Ao >0.

20 wird als Sattelpunkt bezeichnet.

At (.1 2
eM(xy + tx
o) = ()

VAT A2 N

Zu Ag:

A=p+iw, w#0, u=a+ib: Au= I, Au= \uz(t) = e Mu,

z1(t) = et (acoswt — bsinwt)  z2(t) = e’ (acoswt + bsinwt).

1. Fall u = 0: periodisch mit Periode 2:”
2. Fall i # 0: Spirale nach aufen (1> 0), Spirale nach innen (u < 0).
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-2 -1 0 1 2

X

Abbildung 18.4: Lineare Systeme: Spirale nach innen (Beispiel 18.6)

Betrachten wir nun ein allgemeines System: 2/ = f(-,z), z(0) = 2°. Eine
lokale Losung kann zu einer Losung auf einem maximalen Existenzintervall
(,maximale Losung“) erweitert werden.

Eine lokale Losung existiere maximal auf (a, b), dabei sind a = —oo0 und b = oo
zugelassen. Zur Erinnerung:

o' =2 (2(t) €R), z(0)=2"€R\{0},

1
1t
x
Maximale Existenz der Losung in (—oo, %) fir o > 0 bzw. in (I—lo,oo) fiir
zo < 0.
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Definition 18.7. Sei x mazimal in (a,b). £ € X heifit ,Grenzpunkt von x
beziiglich t — b, falls gilt:

(tn)n, tn T0: lim z(t,) =¢&.

Analog konnen wir einen Grenzpunkt in a finden. Die Menge aller Grenzpunkte
(in b) heifit ,w-Limesmenge* beziglich t T b (=: My).

Analog definieren wir die ,a—Limesmenge® fir t | a (=: M,). Dabei sind
a = —00, b= 00 mdglich.

18.1 Stabilitét
Sei x Losung von 2’ = f(-,z), (0) = 2° € R", z sei dabei auf ganz R definiert.
Es stellen sich folgende Fragen:

(i) Gibt es Fixpunkte?

(ii) Falls x, y Losungen zu ,nahe beieinander liegenden“ Anfangswerten 2, y°

sind, liegen dann auch die Losungen fiir alle ¢ ,,beieinander“?
(iii) Was sind M, und M;?
Zu (i): Fixpunkte existieren, wenn gilt: f(¢,2%) = 0. Zu (ii), (iii):

Definition 18.8. Eine Lésung y (zu einem Anfangswert y°) heifit ,stabil®,
falls gilt:

Ve>036>0Ve Losungen mit [2° —y°| < 6:Vt>0: |z(t) —y(t)| <e.
y heifit instabil®, falls y nicht stabil ist.

Definition 18.9. FEine Ldsung y heifit ,asymptotisch stabil“: <
y ist stabil und 36 > 0: Vo Lisung ,|2° —y°| <0 : limy_o |2(t) — y(t)| = 0.

Beispiel 18.10. Sei A eine konstante Matriz im R?, 2’ = Az, y =0, X seien
die Figenwerte von A. Dann gilt

(i) 3N : Re(X) > 0: y = 0 instabil,
ii) YA, Re(\) < 0: y =0 asymptotisch stabil,
(iii) YA, Re(A) < 0,3Re(N) < 0: y =0 stabil.
Wir betrachten allgemeiner eine ,nichtlineare Stérung“ des linearen Systems:
¥ =Ar+g(,2) = f(-,2), (18.1)
mit g € CY(R x R",R"), A konstante n x n-Matrix, det A # 0 und

t

w0 o]

gleichméfig in ¢. Dann gilt
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Satz 18.11. Seien \1,...,\, seien Eigenwerte von A mit Re(\;) <0=y =0
ist asymptotisch stabil. Insbesondere existiert eine globale Lisung zu (18.1).

Beweis: y = 0 ist Losung, da ¢(-,0) = 0. Eine Losung von 2’ = Az ist gegeben
durch

_ At L4\ (A"
z(t) = e”"2(0) mit e”* := ,CZ T
=0

Es gilt:
Jb>0Vi Re(\;) < —b<0 (i=1,..,n)

=3a>1Vt>0: || <ae™,

denn: n linear unabhéngige Losungen von z’ = Az sind gegeben durch: z;(t) =
eNitpi(t), wobei

.

P = I p? = Polynom (vom Grad < n)

v,

(siehe Satz 17.11). Sei A Eigenwert, € := —b — Re(\) > 0.
Je; VE: P ()] < cjet

= |25(1)] = M ()] < el TR = e,
ez ist eine Losung des homogenen Systems, e'zq = Z(t)d, wobei: Z(t) =
(z'...2") und d geeignet gewihlt wird. Es folgt

le** ] < a-e”™.
0

Sei nun z die (lokale) Losung von 2’ = Az + g(-,z), z(0) =«

t
= z(t) = ea + / eAt=9) g(s, 2(s))ds (Variation der Konstanten),
0

¢
= 2/ (t) = Ae20 + g(t,z(t)) + A | e g(s,2(s))ds,
0

d. h. z ist Losung (Kontrolle durch Einsetzen). Es folgt
¢
|z(t)| < a|z®le +a/ e P9 g (s, 2(s))|ds. (18.2)
0
Wegen % =00 folgt

Ve € (0,b) 36 € (0,) Va, |z] < 5 V¢ > 0 |g(t,2)| < |z].
a
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Behauptung:

vt >0 Va2l |20 < g Ce(t)] <9 (<e). (18.3)

Beweis: Sei x° mit 2] < g, to :=inf{t > 0] |z(t)| = d}.

Annahme: tg ist endlich, dann folgt mit (18.2) und dem Lemma von Gronwall

¢
Yt € [0,t0] : |z(t)] < e + a/ e b(t— 5)§|x(s)|ds
0

t
= et 4 6/ et 2(s)|ds
0
Daraus folgt

|x(t)| < 5€_bt . e f(f o b(t=9) g
< Jebtest
— §e—(0—e)t .

Widerspruch D. h., tp = oo und es folgt, dass = beschrinkt bleibt, falls [2°| <
6(6) . Dann bleibt aber auch ¢(-, z) beschréinkt, mithin auch 2. Also ist y =
stabll Mit (18.4), jetzt angewandt fiir alle ¢ > 0, folgt schlieBlich |x(t)] — 0
fiir t — oc. O

Beispiel 18.12. Rduber—Beute—Modell

vy =r(,x)r,  wh =ra(-,1)20,

ri(,x) =a—bro —mxy, ro(,x)=—d+ cry — nwo,

a,b,c,d,m,n >0, d. h.
[ ;o _( zi(a—bry —max)
c= (1) s s = (e,
Fizpunkte: f(x) 20
. . (0
& (i) z1=22=0, x° = 0
d
oder (it) x1 =0, xo = — z? = < 0d>
oder (iii) x1 =

4
: 4 Ty
oder (i) x :< %>
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Seien x? (j =1,2) Lisungen von

a—bro —mz1 =0, —d+cri1—nzy =0,
4 bd+an 4 ac—md
=, Xog=—:
be +nm bec +mn

(i) z' (bzw. y = 2* = 0) ist nicht stabil:

/

Y= J@), J@) = Avtollel) mit A= 2 0)

of | (a—bry—2ma, —bxy
o= ( ).

CTo —d + cx1 — 2nxo

of a 0
a36(0)_<0_d> A=a>0, \a =—d <0,

(ii) y = x> ist asymptotisch stabil, falls ac < md:

. B
simrad, Y= (), 1) = @) e —a®) +olle — o)),
~——
A
of , a3y (-a -2
m($)<0—d+‘;;’
= M\ =—a<0, )\g—d+ﬂzw<0,fallsac<md.
m m

(iii) x? ist nicht stabil.
(iv) z* ist stabil, falls ac > md.

Ein weiteres Kriterium fiir Stabilitét ist die Existenz einer sogenannten Lyapu-
nov* - Funktion.

Beispiel 18.13.
y'() +yt) +ry(t) =0, y(t) €R,

beschreibt eine gedimpfte Schwingung, v > 0 bezeichnet den Déampfungsfaktor.
Es folgt

", 7

Y'Y +yy +r(y)? =0
d
= %{\y’l2 + 1y} =-2r(y')* <0

= 1y OF + @) < 1y ()] + [y(0)]*.

I Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, 6.6.1857 — 3.11.1918
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Es sollte also y = 0 stabil sein.

z = (;//) o' = v(z) = <_x1x_2 m), E(z) = |z|>.

Fiir eine Losung x erhalten wir: E'(v) = VE-x' = 2z2’ = 2zv(z) = —2r23 <0,
E' <0 falls x5 # 0. E ist eine Lyapunov-Funktion zu 2’ = v(x).

Definition 18.14. 20 sei ein isolierter, singulidrer Punkt des Vektorfeldes v =
v(x). Dann heit L € CY(R",RY) ,Lyapunov-Funktion zu 2’ = v(x), x°%
genau dann, wenn gilt:

(i) L(z) = 0 nur in x = 2°,
(ii) (VL) -v <0.
Gilt statt (ii) sogar
(ii’) VL(x)-v(x) <0 fir xz # 29,
so heifst L ,strenge Lyapunov-Funktion®.

Satz 18.15. 20 = 0 sei ein isolierter, singulirer Punkt des Vektorfeldes v, und
es existiere eine Lyapunov-Funktion zu v,2°. Dann ist 2° (bzw. y = 0) stabil
bzgl. ' = v(x).

Bemerkung 18.16 (ohne Beweis).
Ezistiert eine strenge Lyapunov-Funktion, so ist 2° asymptotisch stabil.

Beweis von Satz 18.15: L existiere in B(z°, &) mit (i), (ii). Sei 0 < € < &g
gegeben. Dann ist mit (i)

m(e) := min L(z) > 0. (18.5)

|z|=¢e

L(x°)=0= 36 =48(c) <eVa,|z| < : L(z) < m(e).

Sei z eine Losung mit |x(¢1)| < § fiir ein ¢; > 0
= L(z(t1)) < m(e).
Ferner gilt mit (ii)

& L(a(1) = VL)' (1) = VLG(D) - o(a(1)) <0

=Vt >t L(z(t)) < m(e)

=Vi>t: |z(t)] <e,

da sonst fur |z(t)| = € mit (18.5) folgt: L(x(t)| > m(e) (Widerspruch). O
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Bemerkungen 18.17. (i) Im Allgemeinen ist es nicht leicht, eine Lyapunov-
Funktion zu finden. Andererseits ist es ein sehr allgemeines Hilfsmittel,
das auch bei partiellen Differentialgleichungen eingesetzt werden kann.
Einfach ist es zum Beispiel, falls v(x) = —VU (z) fir ein U € C*(R™,R).
Dann kann man L := U wihlen, denn: VL -v = —|VU|* <0.

(ii) Im vorigen Satz sind wir von der Existenz einer globalen Lésung (# 0)
ausgegangen. Der Beweis zeigt: Die Exzistenz einer globalen Lésung ist
fiir kleine |2°| nachweisbar.

18.2 Periodische Losungen (im R?)

Periodische Losungen mit Periode 7}, > 0,
1

v =v(r), z€R? z= <i2>, z(0) = 2°.

Periodische Lésungen entsprechen einem geschlossenen Orbit. Eindeutigkeit im-
pliziert z(t + T,) = x(t) (fir alle ¢ > 0). Wir zitieren ohne Beweis

Satz 18.18 (Poincaré & Bendixson?). Sei K eine kompakte Menge im R? und
x eine Lisung von ' = v(x), z(0) = 20 mit x(t) € K fir allet > 0. K
enthalte keine singuldren Punkte von v. Dann ist die w-Limesmenge M, ein
periodischer Orbit und v(x°) = M, oder x(t) strebt spiralférmig dagegen.

Beispiele 18.19. (i)

v+ P +20)? - 1)y +y=0,

._ Yy ’ o T2
T = (y’) =z =v(r)= <—m1+$2(1—x%—2x§)>'

Singulire Punkte des Vektorfeldes: v(z) = 0 < x9 =0 = 21. Da 2’ =
Az + o(|z|) mit A = < 01

1 1), fir |xz| — 0, existiert eine globale Lisung
(nahe 2 = 0),

d1
ai\mﬁ = 212 + zowh = (1 — 2} — 23)a3.
Nun ist | ‘2
2 2 Z 0 2|z <
1— a7 — 225 { <0 falls 2 > 1,
d. h.:

1 1
\/?<|J;(O)|<1$Vt20:\/;§|x(t)|§1.

2Ivar Otto Bendixson, 1.8.1861 — 29.11.1935
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Beweis: Sei |2(0)| < 1, und t1 := inf{t||z(t)| = 1}.
Annahme: In (t1,t1 +¢) : |x(t)| > 1. Dann folgt firt € (t1,t1 +¢€):

d 2 2 ! d 2 2

il — — <

GO = o+ [ (e Pds < fa(e)
~—_——

<0

Widerspruch. Analog mit to := inf{t||z(t)|> = 3. Jetzt kann man Satz
n

18.18 mit K = {z € R?| 1 < |z|?> < 1} anwenden. O
(ii)
y' =y - y3 =:9(y), y(0) =y, ¥'(0)=uy.
Sei: h(y) == [} 9( = %(2 —9?),
(Y r_ _ T2 _ T2
T = (y') , ' =wv(x) = (331 x?) = (ml(l x%)) )
Singuldre Punkte:
0 1 —1
1_ 2 _ 3 _
=) 2-() - (3)
1d
s ="y =v' = v’y
1d , 1d, |,
=za ~ 1@l

=0 <4y'|* =4 —y* + c(yo, 1)

=y — 4y — c(yo,y1) <0

&y -2)0<4-c

=yl <c

= |y"'| ist beschrinkt

= |y/| ist beschrinkt.

O

Die Liosung y existiert also global (vgl. Satz 18.18).

18.3 Phasenportrits: Beispiele

Fiir eine Reihe von teils analytisch schon behandelten, teils neuen Beispielen
wollen wir das Losungsverhalten grafisch (meist als Phasenportriit) darstellen.
Zur numerischen Losung der Differentialgleichung

' = f(-,z), 2(0) = 2°
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werden im verwendeten Programm MATLAB? Runge*-Kutta®- Verfahren einge-
setzt.

Zur Erinnerung: Beim Beweis des Existenzsatzes von Peano (Satz 16.12) wurde
das Eulersche Polygonzugverfahren der Art

x(tn+1) = x(tn) + f(tm $(tn)) : (tn+1 - tn)-

verwendet.

(ii) z1(t) = r(t) - cost, wo(t) =r(t)-sint

mit

Ist 0 < rg < 1, so ist fur alle t: r(t) < 1. Ist ro > 1, so gilt r(¢) > 1.
Durch Separation der Variablen ergibt sich:

1

r(t) = P (ro #0,1).

To

(iii) (a) y”" +y = 0 lineares Pendel,
(b) v + siny = 0 nichtlineares Pendel.

3SMATLAB® ist ein eingetragenes Warenzeichen von The Math Works Inc.
4Carl Runge, 30.8.1856 — 3.10.1927
5Martin Wilhelm Kutta, 3.11.1867 — 25.9.1944
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2 - \
1.5
1
0.5
<0
-0.5
-1
-1.5
-2
-2 -1 0 1 2

X

Abbildung 18.7: Phasenportrit von Beispiel (iii) (a), lineares Pendel
(iv) Rduber-Beute-Modell (s. Beispiel 18.12)

,_<(a—bx2mx1)x1).

 \(=d+ cx1 — nwo)wo

m
zt = 3,5 , stabil, falls ac > md.
2,5
m
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X

1
Abbildung 18.8: Phasenportrit von Beispiel (iii) (b), nichtlineares Pendel

351

15 " " " " "
2.5 3 35 4 4.5
X

Abbildung 18.9: Das Réauber-Beute-Modell, Beispiel (iv) (a)

= Yy 0,01 0,5 1,2
x—(y/>7 $(0)6{<0)7<0 N _
(vi) Lorenz-Attraktor
x = (r1,22,23), 0 =10, r =28, b=3%.

o(—x1 + 2)
o= re —xy— 123
—bxs + 1172

Dies ist ein Modell (Approximation) einer von unten erwirmten Fliissig-
keit in einem Zylinder.
x1: Rotationsgeschwindigkeit des Zylinders,
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24}
22t
2l
18}
16}

o L4t
12t

n

08
06
04+

0

X1
Abbildung 18.11: Das Rauber-Beute-Modell, Beispiel (iv) (b)

zo: Temperaturdifferenz an gegeniiberliegenden Zylinderseiten,
x3: Abweichung vom linearen Temperaturgradienten.

Singuldre Punkte:
Py =(0,0,0), Py := (£/b(r — 1), £y/b(r — 1), 7 = 1).
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0.5F

Abbildung 18.12: Phasenportrét von Beispiel (v)

40 -
35 -
30
25 -

20 +

X,

Abbildung 18.13: Der Lorenz—Attraktor



Kapitel 19

Rand- und
Eigenwertaufgaben

Worum geht’s? Bis jetzt wurden Anfangswertaufgaben behandelt, d. h. Dif-

ferentialgleichungen plus Vorgabe eines Anfangswertes: x|i—o < xg. In diesem
Kapitel werden nun fiir verschiedenste Anwendungen wichtige Randwertaufga-
ben sowie dazugehirige Figenwertaufgaben behandelt. Wichtige Begriffe sind
dabei kompakte Operatoren, deren Figenwerte und die Entwicklung nach Ei-
genfunktionen. Dieses Kapitel liefert somit auch einen ersten Finblick in funk-
tionalanalytische Konzepte.

Beispiele 19.1. (i) Gleichgewichtszustand einer Saite unter einer duferen
Kraft:
y"(x) =r(z), r gegeben.

Statt (y(0), 3'(0)) wird nun zum Beispiel (y(0) = 0, y(L) = 0) oder
(y'(0) =0, y'(L) = 0) vorgegeben (Randwerte ).

Die Vorgaben von (y(0) = 0, y(L) = 0) bringen zum Ausdruck, dass die
Saite der Linge L am Rand fest eingespannt ist.

(ii) Gleichgewichtszustand eines Balkens:

4
L ov@) = r(a).

Randwertvorgaben: y(0) =0, y(L) =0, y'(0) =0, y'(L) =0.
(L entspricht der Lange des Balkens.)

Randwertprobleme sind (oft) eng verkniipft mit Schwingungsproblemen (dyna-
mische Probleme), Beispiel schwingende Saite:

Ofu— 02u =0 (19.1)

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 19,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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mit u = u(t,z), t > 0, x € [0, L]. Randwertvorgaben (in ) bzw. Anfangswert-
vorgaben (in ¢):
u(t,0) = u(t, L) =0,
uw(0,2) = ug(x), Owu(0,z) = uy(x).
Mit dem Ansatz
u(t,z) = a(t)v(x)
folgt iiber (19.1)

(Eigenwertaufgabe)

Die Randwertaufgabe wird nun zu einem Eigenwertproblem, wobei v auch die
Randbedingungen erfiillen muss.

19.1 Lineare Randwertaufgaben n-ter Ordnung
Sei im Folgenden wieder K € {R,C}, und fiir u : [a,b] — K sei
Lu = a,u™ + ...+ aou, ap € C%a,b)), reC%a,b]), ~,....,7m €K

AuBerdem gelte:
Vo € [a,b] : an(x) # 0.

Wir betrachten das Randwertproblem:

Lu=r,
Ri[u] =, i=1,...,n.

Dabei ist R; ein ,Randoperator® hochstens (n — 1)-ter Ordnung, d. h.:
n—1 n—1
Rifu) =) apwu®™(a) + > Buu™(b),
k=0 k=0

wobel k., Bir € K gegeben sind.
Die Randwerte heiflen bzw. das Randwertproblem heifit ,, homogen“, falls fiir
alle Randwerte und fiir die rechte Seite r

v =0, (i=1,...,n), sowier=0

gilt. Gesucht ist eine Losung u € C™(a, b)).
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Beispiele 19.2. (i)

d. h.
n=2, Rilul =ula), Ralu]=u(b).

Dies wird als ,Dirichletsche’ Randwertaufgabe zu —d2 “ bezeichntet.
(i)
d. h.
n=2, Ri[ul=1u'(a), Ralu]=1u/(b).
Dies wird als ,Neumannsche? Randwertaufgabe zu —0%“ bezeichnet.

(i) und (ii) sind Spezialfille der sogenannten ,,Sturm?® & Liouvilleschen® Diffe-
rentialgleichung” bzw. Randwertaufgabe:

—(pu') 4 qu = Apu + pr,
mit
pe€ CYa,b],R), p>0, qp,recCIab]R), p>0,
wobei A € C, u € C*([a, b],C) gesucht sind.
Die allgemeine Lésung u von Lu = r ldsst sich darstellen als

u(@) = 3 cpun(e) + uo(@),
k=1

wobei u1,...,u, ein Fundamentalsystem zu Lu = 0 bilden und ug eine parti-
kulére Losung zu Lu = r ist. Dabei sind die ¢ durch die Randwerte bestimmte
Konstanten (s.u.).

Im Folgenden sei » = 0, d. h. wir kénnen das Randwertproblem 16sen, falls gilt:

Dies ergibt ein lineares Gleichungssystem fiir die ¢, welches eindeutig 16sbar
ist, falls det(R;[ug]) # 0. Sei nun r # 0. Dies fithrt analog auf folgendes lineares
Gleichungssystem mit:

——
gegeben

> exRiug] + Rifuo] =i
k=1

1Johann Peter Gustave Lejeune Dirichlet, 12.2.1805 — 5.5.1859
2Carl Neumann, 7.5.1832 — 27.3.1925

3 Jacques-Charles-Frangois Sturm, 22.9.1803 — 18.12.1855
4Joseph Liouville, 24.3.1809 — 8.9.1882
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& Z ek Ri[ug] = v — Rilug].
k=1

Also gilt:
(i) Ist det(R;[ux]) # 0, soist Lu = r, R;[u] = ~; eindeutig losbar fiir beliebige
Vi

(ii) Ist det(R;[ug]) = 0, so ist das Randwertproblem entweder nicht 16sbar
oder nicht eindeutig l6sbar bei gegebenen 7, ;.

Bemerkung 19.3.

det(R;[ux]) # 0 fir ein Fundamentalsystem
< det(R;[ug]) # 0 fiir alle Fundamentalsysteme
Lu=0

Ri[u] = 0} hat nur die Losung v = 0.

< die homogene Randwertaufgabe {
Satz 19.4. Das Randwertproblem Lu =r, R;[u] =~;, (i =1,...,n) besitzt fiir
beliebige r € C°([a,b]) und v; € K eine eindeutige Losung u € C™ ([a,b]), falls
die homogene Aufgabe (r =0, ~v; = 0) nur die (triviale) Losung u = 0 besitzt.
Andernfalls gibt es keine oder mehrere Losungen.
Beispiele 19.5. (i) Lu = —u", [a,b] = [0,1], Ri[u] = w(0), Ra[u] = u(1)
(Dirichletsche Randwertaufgabe).
Fundamentalsystem: ui (z) = 1, us(z) = x.

derifud) = |1 | =120

= —u" =r, u(0) =y, u(l) =7y ist zu beliebigen r, v1, Y2 eindeutig
losbar.

(ii) Wie (i), aber Ri[u] = u'(0), Ro[u] = /(1) (Neumannsche Randwertauf-

gabe).
01
01

Im Allgemeinen nicht oder nicht eindeutig losbar. Man erkennt dies auch
daran, dass die homogene Aufgabe —u’" =0, u/(0) =0, /(1) =0 durch
u =1 geldst wird.

det(R;[ux]) =

-0

(iii) Lu = —u”, [a,b] = [0,1]. Fundamentalsystem: uy(x) = 1, us(z) = x.
Rilu] = w(0) — u(l), Refu] = v/ (0) — u/(1), Riju] = 0 : Pemodzsche
Randbedingung.

_ | Bafua] Rafug]| _ |01 _
det(R;[uk]) = ‘Rz[uﬂ Rolus] | ~ ‘O 0 ’ =0.

Die homogene Aufgabe wird von u =1 geldst. Also im Allgemeinen nicht
oder nicht eindeutig losbar.
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(iv) Lu = —u" + k*u, k > 0, [a,b] = [0,1], Dirichletsche Randbedingung:
Ri[u] = u(0), Ro[u] = u(1), Fundamentalsystem: uy(xz) = €"*, ug(x) =
e ",

1 1

e"e "

det(R;[ug]) = =e " —et"£0.

Also ist die Randwertaufgabe eindeutig losbar. (Fir k = 0 wdren uy und
ug linear abhdingig, das angegebene Fundamentalsystem wire also kein
Fundamentalsystem mehr, vgl. (i).)

(v) Lu = —u" — k*u, k > 0, [a,b] = [0,1], Dirichletsche Randbedingung:

Ri[u] = u(0), Ralu] =u(1), Fundamentalsystem: uq(x) = sin(kz), us(x)
= cos(kx)
det(RyJug]) = | 0, 1 ’ — _sink.
! sink cosk

Also ist es eindeutig losbar nur fir k # jn, j € N, denn dann gilt
sink # 0.

19.2 Die Greensche Funktion

Die allgemeine Losung zum Anfangswertproblem =’ = f(t, ), (0) = xo ergibt
sich wie folgt:

x(t):/o f(s,z(s))ds + xo,

also Integration als Umkehrung der Differentiation. Gesucht ist nun eine Dar-
stellung der Losung des Randwertproblems in der Form

b
u(w) = [ Gy
Sei dazu im Folgenden n > 2 und 71 = ... = v, = 0 . Bezeichnung:
Ri[u] = Rj[u] + R[], i=1,...,m,

mit

n—1 n—1

Rl =) apu®(a), Rlu] = Bl (b).

k=0 k=0
Satz 19.6. Sei die homogene Aufgabe (r = 0) eindeutig losbar, d. h. sie besitze
nur die triviale Lésung (u=0). Dann gilt:

Es existiert eine eindeutig bestimmte sogenannte Greensche® Funktion G =
G(z,y), G € C°([a,b]?) mit den Eigenschaften:

(i) Zu r € C%la,b]) ist u(z) = f: G(z,y)r(y)dy die eindeutig bestimmte
Losung zum Randwertproblem: Lu = r, R;[u] = 0.

5George Green, 14.7.1793 — 31.3.1841
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(i1)
G=,G= € C%a, b)?)

mat

(a) %GS und %GZ, j=0,...,n, existieren stetig auf [a,b]? mit

IGZ (v, x)  FGS(x,7) [0, j=0,1,....,n—2,
OxJ B OxI N : J=n-1

an(x)?

(Sprungbedingung in der (n — 1)-ten Ableitung).
(b) Fiir festes y gilt: (3) L,G=(x,y) = L,G=(z,y) = 0.
(¢) Fir festes y gilt: B; [G(-,y)] = R} [G=(-,y)] + R} [G=(-,y)] = 0,

i=1,...,n.

Beweis: Existenz und Eindeutigkeit, gleichzeitig Konstruktion von G in folgen-
den Schritten:

1. G mit (i) = (i).
2. G mit (i) ist eindeutig bestimmt.

3. G mit (ii) ist konstruierbar.

1. Sei G mit (ii) gegeben. Sei u(z) := f; G(z,y)r(y)dy. Dann folgt
x b
uw) = [ 6@y + [ G50ty

sue) = [ Iy

ox
P Yera
+GZ(z, x)r(x) + / 8Gai(m’y)r(y)dy — G=(z, z)r(z)

xT

T 9G (o b 9GS (2
—/a oG (ny) a(x’y)v“(y)dw/ oG n.y) a(x’y)r(y)dy-

€T

Weiteres Differenzieren (fiir & < n — 1, denn bei der (n — 1)-ten Ableitung
taucht ein Sprung auf) fithrt auf

u® (z) = /m Mr(y)dy T /b Mr(y)dy (19.2)

oxk - ozk
T ONG=(z,y) L ONG= (a,y)
(n) — ) )
) = [ gy + [T )y +

an—l an—l
eGP e) — s G )| r(e)

__1
an (x)
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= uEC"([ b)) und

Lu(z) = Z“k u®(x (19.3)
b
Z/ LmGZ(m,y)dy+/ LmGS(x,y)dy+w
a4 N\ —— z N————— CLn<l‘)

=0 =0

= r(x).

Ferner gilt mit (19.2):

*) b ak: <
W) = [ 6w,

b k
u®) (b) = / L GE by )y

k

u= [ Rl " ROIGE e )y + / RIGE () (w)dy
/br (ROG= (2, 9)] + RG> (2.3)]) dy = 0.
2. Seien G, G mit (i). Dann folgt
vr e C%([a, b]) : /ab G(z,y)r(y)dy = /ab G(z,y)r(y)dy
o (Go9) - Gl )ty = 0

= G(x,y) — G(z,y) =0.

3. Konstruktion von G mit (ii). Sei {ui,...,u,} ein Fundamentalsystem zu
Lu = 0. Ansatz:
G(z,y) = H(z,y) + S(z,y)

mit

N _ [ TiaBeur(a), ase<y<b,
) = L awthmio). st ={ I (ZUENE)

Das heifit:
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(ii) (b) ist klar nach dem Ansatz, By wird aus (ii) (a) bestimmt:

i i 0, i=0,...,n—2,
IEACTUCES SaP T
=1 2ay,(x)?

(n Gleichungen fiir n Unbekannte). Dies fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem

mit zugehoriger Wronski-Determinante W # 0 (det( ( )) # 0). Also sind die
By, eindeutig bestimmbar. Ay wird aus (ii) (c) bestlmmt.

R‘-‘(GS)+RI?(G2) =0

n

& Z (Ak(y) + Bi(y)) - Ri[we] + Y (Au(y) — Bu(y)) Ri[we] = 0

k=1

< Z AW Rilur] =Y Bily) (BYur] — R [us])

gegeben, da ug, By bekannt

Dies ist eindeutig losbar, da det(R;[ug]) # 0. Also ist Ay eindeutig bestimmt.
|

Im Folgenden betrachten wir die Sturm & Liouvillesche Randwertaufgabe
Lu:—( W) +qu=r,

Rilu] =t R} = arou(a) + anv/(a) =1,

Rolu] =: R = Bagu(b) + Baru’(b) = 72

unter der Voraussetzung
p € Ca,b], p(x) # 0 fir alle z € [a,b], ¢, € Cla,b]
sowie
afy+af; >0, G5+ 065 >0

Wir nehmen an, dass die zugehorige homogene Randwertaufgabe nur die tri-
viale Losung v = 0 besitzt. Dann gilt

Satz 19.7. Die Greensche Funktion zu
Lu=—(pu') +qu=r, Ru]=
ldsst sich in der Form

Glayy) = ——— {cb(z)w(y),agxgygb,

pla)W(a) L oW)Y(z), a<y<z<b
darstellen. Daber sind ¢ und vy die Losungen von Lu = 0 mit
Rl [(ﬂ = 07 R2[¢] 7& 07 Rl [77/}] 7é 07 RZ W] =

und
W =W(x)=W(p,v)(x) = ()¢ (x) — ' (z)¢(x)

die Wronski-Determinante.
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Bemerkung 19.8. Wir definieren

"

Dann ist Lu = —pu” — p'u' + qu = 0 zu v/ = Av dquivalent, und es gilt:

W(z) = W(a) exp ( / e A(6)de)

— W (a) exp ( / ’ —Z’ €)de)

= a)ex —n@
= Wiaexp ( 1p(a))
P
=W )p(l‘)

Nun zum Beweis von Satz 19.7:
1. Existenz von ¢ und ®: Da die homogene Randwertaufgabe nur die triviale
Losung hat, sind die Randwertaufgaben

Lo =0, R1[¢] =0, R2[¢] # 0,
Ly =0, Ri[¢)] #0, Ra[y)] =0

nach Satz 19.4 eindeutig losbar.

2. {¢, 1} ist ein Fundamentalsystem: Annahme: ¢, 1 sind linear abhéingig. Dann
folgt: 3o € R : ¢ = ap= Lo = 0, R1[¢] = 0, Ra[pp] = aRa[p] = 0 = ¢ ist
nichttriviale Losung der homogenen Randwertaufgabe. Widerspruch.

3. W(a) #0:

P(a) ¢(a)

W) = w(a)o'(a) — v'(a)ota) = | 110) 210) | 20,

da {¢, 9} ein Fundamentalsystem ist.
4. Wir priifen (ii) (a), (ii) (b) und (ii) (c) aus Satz 19.6 nach:
(ii) (b):

< = ! T = ! x) =
LG (0,1) = L@ ) = —siorestb (1) Lidla) =0
da L¢ = 0; analog fiir L,G=(z,y) = 0, da L = 0.
(ii) (c):
RG]+ RG> ()] = i {0 6]+ 6 B 1)
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da R{[¢] = 0 = R[¢)] und ferner RY = R = 0.
(ii) (a): | |

o’ o

-GS, —

oxt 7 Ozt

Es gilt: GZ(z,2) — G=(z,2) = 0. Mit Bemerkung 19.8 ergibt sich:

GZ € C%[a,b]?) firi=1,2.

W[w)w’(m) ¢ (2)(@)]

—W(x) 1

Cp@W(a)  p(e)

0 o= 9 o< _
%G (w,x)—axG (x,z) =

Bemerkung 19.9. G ist symmetrisch in x und y,
G(r,y) = Gy, x).

Beispiele 19.10. (i) Lu=—u", 0 <z <1, u(0) =u(l) =0.
1. Fundamentalsystem fiir Lu = —u” = 0: Sei v = (u
—u”" =0 zu

dquivalent. Als Fundamentalsystem erhalten wir nach Satz 17.11: uq(x)
=1, us(x) = 2. Da

’ Ryfua] Ryfus)
11

Ro[u1] Ralus) UIEO) ) ‘ = ’1 O’ =140,

(V51 1) u2(1) B

ist die homogene Randwertaufgabe nur trivial losbar.
2. Bestimmung von ¢ und v: Die Randwertaufgaben

L¢ = _d)// = 07 ¢<0) = Oa
L=~ =0, (1) =0

werden durch

gelist.
8. Wronski-Determinante:

Wie.9) = ‘w’@) e
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(it) Lu= —u" — k?u, 0 <2 <1, u(0)=u(l)=0, (p=1, ¢q=—k?).

1. Pundamentalsystem fiir Lu = —u" —k?u = 0: u1 (x) = sin(kz), uz(x) =
cos(kzx),
0 1

‘ Rl [ul] Rl [UQ]
R2 [ul] R2 [UQ]

sinkzcoSk‘ = —sink #0 fir k#nm mitn € Z.

Also ist das System eindeutig ldsbar, falls k # nm mit n € Z.
2. Bestimmung von ¢ und : Die Randwertaufgaben

L¢ = _d),/ - k2¢ = Oa ¢(0> = 07
Ly =~ — K =0, $(1) =0

werden durch

o(x) =sin(kz), P(x)=sin(k(1l —x))

gelost.
8. Wronski-Determinante:

sin(kz)  sin(k(1 —z))
W(o,¢) = kcos(kz) —k cos (k(1 — x))
= —ksink (0 fir k # nw, n€Z).

G(:E,y) =

1 sin(kz)sin (k(1 —y)), 0 <z <y <1,
ksink | sin(ky)sin(k(1—2)), 0<y <z <1.

19.3 Eigenwertaufgaben

Gegeben sei die Sturm & Liouvillesche Eigenwertaufgabe

1
Lu= - [(pu') — qu] = du, A € C, p € C%Ja,b]), p,p >0,
R’L[u] = Yi, 1= 1727

wobei Ry, Ro die in Kapitel 19.2 definierten Randoperatoren sind. Wir definie-
ren

A: D(A) c C%Ja,b]) — C°[a,b]),
D(A) = {u € C*([a,b]) | R;[u] =0, i =1,2},
durch
Au = Lu.

Damit ist A ein linearer Operator und der Definitionsbereich D(A) ein linearer
Unterraum. Im Folgenden interessieren wir uns fiir die Fille, in denen Au = A\u
nicht eindeutig losbar ist, d. h. in denen neben der trivialen Losung u = 0 eine
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weitere Losung u # 0 existiert. Dieser Fall wird nicht fiir alle A, sondern nur
fiir bestimmte Werte von A vorliegen. A heifit dann FEigenwert von A und u
FEigenfunktion.

Sei {u1,us} mit uy = ug(z, \), uz = uz(x, \) ein Fundamentalsystem zu

Lu — Au = 0.
Dann existiert u = c¢yuy + coug € D(A) mit (c1,¢2) # (0,0) und Au = Au, falls
2
Rifu] =0 > cxRifur(-, )] = 0.
k=1

Aquivalent dazu ist
A(N) := det(R;[ur (-, A)]) = 0.

Beispiel 19.11.
Lu=—u"=Xu, 0<2<1, u(0)=u(l)=0.

1. Sei A= 0.
Fundamentalsystem: ui(z) = 1, uz(z) = .
_ | w(0) uz(0) | _|10] _
AN = 1) | = 1| =170
Also ist A = 0 kein Figenwert von A.

2. Sei A # 0.
Fundamentalsystem: ui (x) = e\/jz7 us(2) = oV

1 1 = -
A()\): e\/jei\/j :em—eﬁ:()
A |

& —2v/=X=2kni, ke Z\ {0}
S A=)\, = k2m2.

Damit ergibt sich fiir die Eigenwerte von A : X\, = k*m? und fiir die zugehorigen
FEigenfunktionen von A: ui(x) = c-sin(knx), denn:

ug(z) = ¢1 - sin(kmx) + ¢o - cos(kmx)
uk(0) =0 = co =0, also:
ug(x) = c-sin(kmz)  (ug(l) =0 ist erfillt).

Folgerung 19.12. (i) Es existieren genau abzihlbar viele Eigenwerte
A = k°m?
mit den zugehorigen Figenfunktionen

ug(x) = ¢ sin(kmz).



19.3 Eigenwertaufgaben 285

(ii) Jede glatte Funktion ® mit
(0)=d(1)=0

kann in eine Reihe nach den Eigenfunktionen emtwickelt werden:
d(z) = Z ag sin(kmz).
k=1

Denn setzen wir ® als ungerade Funktion auf das Intervall —1 <z < 0
fort, dann hat die Funktion ® gemdfs der Theorie der Fourierreihen im
Intervall —1 < x <1 eine Fourterentwicklung, welche nur ungerade Ter-
me, d. h. Sinusterme, enthdlt.

AnschlieBend sollen allgemeine Ergebnisse iiber die Existenz von Eigenwerten
und die Entwicklung nach Eigenfunktionen gewonnen werden. Sei

Au = —;Kpu’)' _ ).

Wir betrachten die Dirichletsche Randwertaufgabe Ry [u] = u(a), Ra[u] = u(b).
Ist A Eigenwert zur Eigenfunktion u, dann folgt mit

b
(u,v) ::/ p(x)u(z)v(x)dr (Skalarprodukt), ||ulle :== +/(u,u) (Norm)

die Ungleichung
Mull3 = (Au,u) = (Au, u)

b
—/ [—(pu') + quludx

b b
= —(pu')u|z+/ pu’u’dm+/ quudz (19.4)
N—— a a
=0
b b
:/ p|u’|2dx+/ qlu|?dx
b
2o [ s 199
= qollull3,
mit ()
. q\r
Qo :=min¢ —= | x € a,b},
el
also

R3>M\>qp.

Sei ohne Einschrankung go > 0, sonst benutze man die Verschiebung

A:=A—qy+ 1.
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Satz 19.13. (i) A ist symmetrisch, d. h.
Yu,v € D(A): (Au,v) = (u, Av).

(ii) FEigenfunktionen uy,us zu verschiedenen Eigenwerten \y # Ao sind zuein-
ander orthogonal, d. h. {uy,us) = 0.
(iii) Alle Figenwerte sind reell.

Beweis: (i): Seien u,v € D(A), dann gilt:
(Au, v) = / (o) + quypds
= —(pu')ol, + /a b ((pu")0" + quov) dx
= /a ’ ((pu' )0 + quov) dz
= (|, + /ab (u(=(pv')") + uqv) dx
= /abu(—(pv’)’ + qv)dx
_ / " v = (u, Av).

Zu (iii): Sei u € D(A) mit u # 0 und Au = Au. Dann gilt:

Mull3 = Mu, u) = (A, u)
= (Au,u) = (u, Au)
= (u, \u) = Mu, u)
= Mul[3-
Das heifit: A = A, da (u,u) = ||u||3 # 0 fiir u # 0.
Zu (ii): Seien u1, ug € D(A) mit w1, ug # 0 und Au; = A\ju;, j =1,2. Im Fall
)\1 75 )\2 gllt

A (ur, ug) = (Aug, ug) = (u1, Aug) = Ao (uq, ug)

= <U1,U2> = 0, da \; 7& Ag.

O
A = 0 ist kein Eigenwert von Au = Au, da go > 0. Also hat die Aufgabe Au =0
nur die triviale Losung v = 0. Ist G die Greensche Funktion zu —(pu’) + qu,
dann gilt fiir jedes r € C|a, b]:

Au=r< —(pu') +qu=pr
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Das bedeutet nichts anderes, als dass
A:D(A) c C%a, b)) — C%[a,b])
umkehrbar ist. Wir definieren
M := A" C%a,b]) — D(A) C C°([a,b]).
Dann gelten:
(i) (M)(@) = [} )Gl y) S (4)dy.
(ii) M ist symmetrisch.
(iii) p Eigenwert von M (d. h.: Mu = pu) < i Eigenwert von A (d. h.:

Au = Lu).

m

Hilfssatz 19.14.

(i
(MF. f) #0 fiir ein f € C%((a,B).
(ii)
IMlls= sup [(MF, )], wobei Mz = sup o2 G iar .
I flla=1 20 Ifllz2 yifle=1

Beweis: (i): Annahme:
Ve la,b]): (Mf f)=0
= Vf,g€C%ab]): 0= (M(f+g),f+g)=2Re((Mf,g)).
Wiéhle g = M f

=VfeOa,b]): |[Mflla=0
=VfeC%a,b]): Mf=0
= M =0,

Widerspruch (da M # 0).
(ii): Offenbar gilt

ci= sup [(Mf, )l < sup [[Mflal[fll2 = [[M]2.
Il Fll2=1 [ £ll2=1
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Um ||[M]|2 < ¢ zu zeigen, beachten wir, dass wegen der Symmetrie von M fiir
alle f, g € C%([a,b]) gilt:

(M(f£g),fxg)=(Mf, f)£2Re((Mf,g)) + (Mg, g).

Hieraus folgt mit Hilfe der Polarisationsformel und der Parallelogrammglei-
chung;:

Re((M ) = { [(M(f + ), f + ) — (M(f ~ ). — g)]
< SIF + g3+ 15 - gl]
= < [2£18 + 2ll913]
Fixiert man f € C°([a,]) mit || f|ls = 1, und wihlt man g := r-, dann
o Ml < e = M2 < c.
|

Satz 19.15. M ist ein kompakter Operator, d. h.: Ist (fn)n C C°([a,b]) be-
schrinkt beziiglich || || oo, dann hat (M f,,), eine konvergente Teilfolge beziiglich

I Moo
Beweis: Wir werden nachweisen, dass die Voraussetzungen des Satzes von Ar-

zela & Ascoli (Satz 16.11) erfiillt sind.
1. (M fp)n ist gleichméBig beschrinkt:

b
M fo(2)] = / ()G, y) fuly)dy

b
< / G 9) o) | fu ()] dy

< swp xy|/ D) ldy

z,y€|a,b]

= sup |G(x,y)| (1, [fnl)
< sup|G(z,y)| [1ll2fall2

= sup |G(z,y) |\// dy\// Y| fu(y)[Pdy

< sup[G(z, y |/ 9)dy|| fallso

<c (c konstant).

2. (M f,)n ist gleichgradig stetig: Sei € > 0 beliebig. Da G stetig ist, gilt:
30 >0 Vay, a2 € [a,b], |01 — 22| <d: Vy € a,b]: [G(a1,y) — G(r2,y)| <&
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= sup |G(z1,y) — G(72,y)| <e.
y€la,b]

Damit erhalten wir fiir |x1 — z2| < ¢:

b
[M fr(21) = M fn(22)] S/ |G(z1,y) — G2, 9)|p(y)| fn(y)|dy

< sup |Gla1,y) — Glasy)| / )| fa(y)ldy
y€Ela,b]
<c-e
O

Bemerkung 19.16. Wie der Beweis zeigt, geniigt es, wenn wir fordern, dass
(fn)n beziglich || - ||2 beschrinkt ist.

Satz 19.17. ||M||y ist der gréfte Eigenwert von M.

Beweis: Wegen Hilfssatz 19.14 gibt es eine Folge (f,,), in C°([a, b]) mit

(M fr, fu)| = [ M]]2

und || fn||2 = 1 fiir alle n € N. Ohne Einschréankung gelte: (M f,,, fn) — || M]]2.
Da M kompakt ist, konnen wir (f,,), so wihlen, dass (M f,,), konvergiert.
Dann ist (||M f,, — ||M||2fn||2)n eine Nullfolge, da

1M fro = (1M l2fnll3 = 1M full3 = 21M [12{M fr, fu) + MU £ll3
< 2| MI[3 = 2[|MI|2(M f, fr)-

Daher existiert f :=lim, .. fn, und es gilt:
Mf=M(lm f.)= lim M= lim [ M]sfu = [ M]of.

O
Damit haben wir den gréfiten Eigenwert von M gefunden: py := || M||2, mit
Eigenfunktion w; := f, d. h. Mu; = pyuy bzw. Au; = iul. Wir setzen das
Verfahren fort. Fiir n > 2 definieren wir sukzessive

Ly 1= sup WML, i=1,...,n—1. (19.6)

I fll2=1,(fu:)=0
Auf diese Weise erhalten wird die Eigenwerte (A,), von A (A, = = L. Es
gilt: Au, = Ayu, mit |[M|51 < A < A < ... und (u,), C D(A) sowie

<un7uk> - 5nk:
Satz 19.18. (i) Die Eigenwerte (\,), hdufen sich im Endlichen nicht.

(i) Es gibt unendlich viele so konstruierte Eigenwerte.
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(#i) Alle Figenwerte werden so erfasst.

Beweis: (ii): Angenommen, A habe endlich viele Eigenwerte. Seien A1, ..., Ag
die Eigenwerte von A und wuq,...,u; die zugehodrigen Eigenfunktionen. Da
dim C%([a, b]) = oo, gibt es f mit ||f|ls = 1 und (f,u;) = 0 fiir i = 1,...,k.
Also existiert wegen (19.6) fix4+1. Widerspruch.

(i): Es gilt:
0§/ P(y) (G(a:,y) . uil@)uily) ;‘Z(y)) dy

- [ ety —2 [ clppn Y gy 1

i=1 v
b Z U; (T )U; ’

i=1 g
b
a

n . b
= [ o235 [ )Gyt +

b NTHEADT ’
/ p(y) (Z ualo)ily) ;,Z(y)> dy.

i=1 ¢

Da Mu; = % = [ p(y) G, y)ui(y)dy und [ p(y)u;(y)u;(y)dy = 65, folgt:

b
os/a p(y)G*(z,y)dy — 22 Xf Z /\2

=1

b
| w6 ay - Z A””

bzw.

n 2 T b
ZW)\(Z) S/ p(y)G*(z,y)dy.

Wir multiplizieren beide Seiten mit p(x), integrieren iiber [a, b] und erhalten

Z)\Q_/ / p(y)G? (z, y)dydr < oc.

Damit konvergiert ZZ 1 /\2 Somit gilt insbesondere: \; — oo fiir ¢ — oo.

(iii): Sei Av = ov mit o ¢ {)\1, A2,...}, v # 0 und ||v]|2 = 1. Da die Eigenfunk-
tionen zu verschiedenen Eigenwerten zueinander orthogonal sind, gilt fiir jedes
neN: (v,u,)=0. Daraus folgt fiir jedes n € N:

1 1
= = (Mv,v) < pin = — — 0.
;= (Muv) S pm =12 =

Widerspruch. O
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Bemerkung 19.19. Wir konnen den n-ten Eigenwert berechnen, ohne vorher

UlyeeeyUn_1, M,---sAn_1 2U kennen. Dazu definieren wir fiir beliebige Funk-
tionen hj, (j=1,...,n—1):
Un(hyyoooyhpoq) = sup [(Mf, ).
”f||2 1 <fh’ > a.] 1,...,n—1
Dann gilt:
1 .
E = Hn = hl,--l-I}’fn—l Un(hlv (R hnfl)

(Courantsches® Minimaz-Prinzip).

Entwicklung nach Eigenfunktionen:

Seien u;, A; die Eigenfunktionen bzw. Eigenwerte von A, sei f € D(A) und f =
Mh (bzw. Af = h) fiir ein h € C%([a, b]). Sei f; := (f, u;) der Fourierkoeffizient.
Das Ziel ist eine Entwicklung von f der Form f(z) = > .2, fiui(x).

Satz 19.20.
f € D(A) Z fiui(x

wobei die Reihe gleichmdfig und absolut konvergiert.

Beweis:
h; .= (h,u;), f=Mh, Af =h

h;
= fi= )TZ

n 2 n n n

< h2 u'LQ('r) < h2
> (Smmior) = Sy i xS
= = =
<ec

wobei > ”?x\(f) < c aus dem Beweis zu Satz 19.18 folgt; > ;" h? — 0 folgt

aus der Besselschen Ungleichung Y77, h? < ||h|[3.
Es konvergiert also Y .- f;u;(z) absolut und gleichmé#Big. Ferner haben wir

If - Zfzuz e = [[M(h— Zhuz [l2 <Nn+1 |h — Zhu@||2—>0

i=1 _}0 =1
<c
O
Beispiele 19.21. (i) Lu = —u" fiihrt zur klassischen Fourierreihe (sin bei

Dirichletscher Randbedingung, cos bei Neumannscher Randbedingung).

SRichard Courant, 8.1.1888 — 27.1.1972
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(i) Die Legendreschen Polynome kdnnen als Figenfunktionen zu gewissen
Operatoren A gedeutet werden.

Bemerkungen 19.22. (i) (u;); ist ein vollstindiges Orthonormalsystem in
Lt ([a,0]).
(ii) G = G(z,y) ldsst sich entwickeln:

G(r,y) = Z)\i

=1
die Reihe konvergiert gleichmdj$ig und absolut.

(iii) Man beachte die verschiedenen Rdiume: C%([a,b]) und L2([a,b]). Ent-
wicklungen sind ,natirlich® in L%([a, b]). Damit sind auch schwichere

Losungsbegriffe sinnwvoll.
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Kapitel 20

Priifungsvorbereitung

In den folgenden Kapiteln werden zur Priifungsvorbereitung typische Priifungs-
fragen fiir miindliche oder schriftliche Priifungen zusammengestellt. Als Hin-
weis zur Beantwortung wird jeweils nur ein Verweis auf das passende Kapitel
im vorhergehenden Text angegeben, um bewusst keine fertigen Frage-Antwort-
Beispiele, die zum Auswendiglernen verleiten kénnten, zu liefern. Selbstver-
stdndlich sind die nachstehenden Fragen nicht umfassend!

20.1 Analysis I: Kapitel 1 — 9

1.

®» N e N

10.
11.
12.

Gilt das Assoziativgesetz fiir Urbilder von Mengen, d. h., wie kann man
7Y (AN (BUC)) anders darstellen? (Kap. 1)

Was sind die Regeln von de Morgan? (Kap. 1)

Wie fiihrt Peano die natiirlichen Zahlen ein? (Kap. 2)

Was ist eine Halbordnung? Beispiel? (Kap. 2)

Wie lautet der Beweis des Wohlordnungssatzes? (Kap. 2)

Was ist das Prinzip der vollsténdigen Induktion? (Kap. 2)

Wie lautet der Beweis der Bernoullischen Ungleichung? (Kap. 2)

Worin unterscheiden sich reelle Zahlen zentral von den rationalen Zahlen?
(Kap. 2)

Was bringt die Einfiihrung von C? (Kap. 2)
Was ist eine Folge? (Kap. 3)
Wie zeigt man, dass eine konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist? (Kap. 3)

Warum konvergiert in R jede Cauchy-Folge? (Kap. 3)

R. Denk, R. Racke, Kompendium der ANALYSIS, DOI 10.1007/978-3-8348-8184-7 20,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.

22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.
32.
33.

34.
35.

Wie sieht eine Skizze zur Vervollstdndigung der rationalen Zahlen aus?
(Kap. 3)

Wie lautet der Beweis fiir die Konvergenz der geometrischen Reihe?
(Kap. 4)

Was besagt das Quotientenkriterium, und wie beweist man es? (Kap. 4)

Wie lautet das Leibniz-Kriterium fiir Reihen? Greift es bei i lcrf(él(f;))‘?
(Kap. 4) !

Wie lautet der Beweis der Uberabzihlbarkeit von R? (Kap. 5)

Was ist eine Metrik? (Kap. 5)

Wie lautet der Banachsche Fixpunktsatz samt Beweis? (Kap. 5)

Was ist ein Randpunkt einer Menge? Beispiel? (Kap. 5)

Was weifl man iiber beliebige Vereinigungen abgeschlossener Mengen?
(Kap. 5)

Was ist eine Topologie? (Kap. 5)

Wann heifit eine Menge kompakt? (Kap. 5)

Was wird mit Intervallschachtelung bezeichnet? (Kap. 5)

Sind abgeschlossene und beschrénkte Mengen kompakt? (Kap. 5)

Wie lautet die Cauchy & Schwarzsche Ungleichung samt Beweis? (Kap. 5)
Wie lautet der Beweis der Parallelogrammgleichung? (Kap. 5)

Banach, Cauchy, Hilbert, Pythagoras: Wer lebte vor wem? (Kap. 3,5)
Was ist eine transzendente Zahl? Beispiele? (Kap. 6)

Wie steht es mit der Annahme des Maximums bei stetigen Funktionen?
(Kap. 7)

Wie lautet der Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen? (Kap. 7)
Was sind Holder-stetige Funktionen? (Kap. 7)

Was ist der Unterschied zwischen normaler und gleichméfiger Stetigkeit?
(Kap. 7)

Wann ist die Umkehrfunktion einer stetigen Funktion stetig? (Kap. 7)

Was bedeutet gleichmifiige Konvergenz einer Funktionenfolge? (Kap. 7)
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36. Wie steht es mit der Vollstindigkeit von Rédumen stetiger Funktionen?
(Kap. 7)

37. Wie lauten die Formeln von de Moivre? (Kap. 7)

38. Impliziert gleichméflige Stetigkeit die Differenzierbarkeit in mindestens
einem Punkt? (Kap. 7)

39. Wie lautet die Ableitung von x + exp(z? — sin(In(1 + 219°%)))? (Kap. 7)

40. Wie lautet der Beweis des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung?
(Kap. 7)

41. Was sind hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen eines Maximums
einer Funktion? (Kap. 7)

42. Wie kann man den Grenzwert lim,_, M% berechnen? (Kap. 7)

43. Wie kann man eine Stammfunktion zu x — In(z) berechnen? Begriindung?
(Kap. 8)

44. Was ist eine Partialbruchzerlegung? Beispiel? (Kap. 8)

45. Wie ist das Integral fiir Treppenfunktionen erklért? (Kap. 8)

46. Wie sind Regelfunktionen definiert und charakterisiert? (Kap. 8)

47. Welche Funktionenklassen sind in den Regelfunktionen enthalten? (Kap. 8)

48. Sind die Heaviside-Funktion und die Funktion f mit f(z) = zsin(1/z)
fiir x # 0 und f(0) = 1959 Regelfunktionen? (Kap. 8)

49. Wie beweist man den Mittelwertsatz der Integralrechnung? (Kap. 8)

50. Wie lautet der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung? (Kap. 8)

51. Was ist bei Funktionenfolgen ein Kriterium fiir die Vertauschbarkeit der
Differentiation und ,,n — co“? Begriindung? (Kap. 8)

1
52. Ist ¢ +— fey2$2 dy, x € [7,8], differenzierbar? (Kap. 8)
0

53. Wie lautet eine Fassung des Satzes von Fubini fiir glatte Funktionen?
(Kap. 8)

54. Was ist das Riemann-Integral? (Kap. 8)

55. Wann stellt eine Reihe stetiger Funktionen eine stetige Funktion dar?
(Kap. 9)

56. Wann ist eine Reihe differenzierbarer Funktionen differenzierbar, und

wann liefert gliedweise Differentiation die Ableitung? (Kap. 9)
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o7.

98.
99.
60.

61.

62.

63.
64.
65.
66.
67.

oo . .
Ist x — > szj(%, z € R, differenzierbar? (Kap. 9)

j=1
Wie berechnet sich der Konvergenzradius einer Potenzreihe? (Kap. 9)
Was besagt der Identitétssatz fiir Potenzreihen? (Kap. 9)

Wie steht es um die Darstellung einer unendlich oft differenzierbaren
Funktion iiber ihre Taylorreihe? (Kap. 9)

Wie lautet die Taylorreihe von arctan? (Kap. 9)

Wie sieht eine Skizze des Beweises des Weierstrafischen Approximations-
satzes aus? (Kap. 9)

Was ist ein vollstdndiges Orthonormalsystem? (Kap. 9)

Was ist eine allgemeine, was die klassische Fourierreihe? (Kap. 9)
Was ist die Besselsche Ungleichung (Begriindung)? (Kap. 9)

Was ist das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren? (Kap. 9)

Wann konvergiert eine klassische Fourierreihe punktweise? (Kap. 9)

20.2 Analysis II: Kapitel 10 — 14

68.
69.

70.

71.

72.

73.
74.
75.
76.

7.

Was ist die Youngsche Ungleichung? (Kap. 10)

Wie beweist man mit der Youngschen die Héldersche Ungleichung in £,?
(Kap. 10)

Wie sieht ein Beispiel fiir eine partiell stetige, aber nicht stetige Funktion
aus? (Kap. 10)

Was sagt der Begriff des Zusammenhangs? (Kap. 10)

Was sagt der Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen in metrischen Réu-
men? Begriindung? (Kap. 10)

Was bedeutet wegzusammenhéngend? (Kap. 10)
Was ist die Operatornorm fiir beschriinkte lineare Abbildungen? (Kap. 10)
Wann nennt man eine Funktion f: D C R — R™ differenzierbar?

Wann ist eine partiell differenzierbare Funktion (Definition?) differenzier-
bar? (Kap. 11)

Wie lautet die Produktregel zur Differentiation im R™? (Kap. 11)
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78.
79.

80.
81.

82.

83.
84.

85.
86.
87.
88.
89.
90.

91.
92.
93.
94.
95.
96.
97.
98.
99.

100.
101.

Wie sind Divergenz und Rotation erklirt und was ist divrot? (Kap. 11)

Wie differenziert sich die Umkehrabbildung einer differenzierbaren Funk-
tion? Beispiel Polarkoordinaten? (Kap. 11)

Was ist ein Diffeomorphismus? (Kap. 11)

Wie lautet der Mittelwertsatz der Differentialrechnung im R™? Begriin-
dung? (Kap. 11)

Was ist ein Kriterium fiir das Vorliegen eines Minimums einer Funktion
f:R* — R? (Kap. 11)

Was sagt die Methode der kleinsten Fehlerquadrate? (Kap. 11)

Was kann die zweite Ableitung iiber die Konvexitét einer Funktion aus-
sagen? (Kap. 11)

Was ist die Rolle eines Langrangeschen Multiplikators? (Kap. 11)
Was ist ein stiickweise glatter Weg? (Kap. 12)

Kann man stiickweise glatt ,,um die Ecke gehen“? (Kap. 12)

Wie berechnet sich die Lénge der Kreislinie? (Kap. 12)

Was ist die Bogenlidnge? (Kap. 12)

Was ist die Kriimmung der Spirale s — (rcos(ks),rsin(ks), cks)’, mit
geeignetem k7 (Kap. 12)

Was sind die Frenetschen Gleichungen im R? bzw. im R3? (Kap. 12)
Was ist eine m-Fliche? (Kap. 12)

Was sind Rotationsflichen, und wie werden sie beschrieben? (Kap. 12)
Was ist und was soll eine o-Algebra? (Kap. 13)

Was ist ein Mafl? Beispiel Zahlmafi? (Kap. 13)

Was bedeutet o-Additivitét? (Kap. 13)

Was ist eine Borel-o-Algebra, und wie wird sie erzeugt? (Kap. 13)
Wie ist die Cantor-Menge charakterisiert? (Kap. 13)

Was sind Kriterien fiir die Borel-Messbarkeit von Funktionen? Beispiel
charakteristische Funktion? (Kap. 13)

Wie steht es um die Messbarkeit stetiger Funktionen? (Kap. 13)

Was sind Stufenfunktionen, und was ist ihr Lebesgue-Integral? (Kap. 13)
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102. Wie ist das Lebesgue-Integral fiir allgemeine Funktionen erklirt? (Kap. 13)

103. Was besagt das Majorantenkriterium fiir das Lebesgue-Integral? (Kap. 13)

104. Was sagen die Sétze von Lebesgue iiber monotone bzw. dominierte Kon-
vergenz? (Kap. 13)

105. Wie stehen Riemann- und Lebesgue-Integral zueinander in Beziehung?
(Kap. 13)

106. Was sagt der (allgemeine) Satz von Fubini? (Kap. 13)

107. Was besagt das Prinzip von Cavalieri? Anwendung auf die Berechnung
des Kugelvolumens? (Kap. 13)

108. Was besagt der Transformationssatz fiir Integrale? (Kap. 13)

109. Was ist das Kurvenintegral einer 1-Form (Definition?)? (Kap. 13)

110. Wie ist der Zusammenhang zwischen Exaktheit und Wegunabhéngigkeit
bei 1-Formen? Begriindung? (Kap. 13)

111. Was ist eine hinreichende Bedingung fiir die Exaktheit in einem sternférmi-
gen Gebiet? Begriindung? (Kap. 13)

112. Wie ist der Flidcheninhalt einer m-dimensionalen Fliche definiert? (Kap. 13)

113. Wie integriert man eine Funktion iiber eine Fliche? (Kap. 13)

114. Wie berechnet sich das Integral einer rotationssymmetrischen Funktion?
(Kap. 13)

115. Was besagt der GauBsche Integralsatz? Beispiel: [ a1dA(z)? (Kap. 13)

lz|<1

116. Was sagen die Greenschen Formeln? (Kap. 13)

117. Was besagen die Siitze von Stokes im R? bzw. R3? (Kap. 13)

118. Wie sieht eine Beweisskizze zum Satz iiber lokale Umkehrbarkeit aus?
(Kap. 14)

119. Wie kann man den Satz iiber implizite Funktionen auf das Beispiel: 4z +
2? —u* — 5 =0 anwenden? (Kap. 14)

120. Was besagt der Fixpunktsatz von Brouwer (Kap. 14)?

121. Wie kann man den Brouwerschen Fixpunktsatz im R! mit dem Zwischen-

wertsatz beweisen? (Kap. 7,14)
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20.3 Analysis III: Gewohnliche Differentialglei-

122.

123.

124.

125.
126.

127.
128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.
135.
136.
137.

138.

139.

chungen

t

Ist 2/(t) = [2?(s)ds oder 2”(t) = x?(t) eine gewdhnliche Differential-
0

gleichung? (Kap. 15)

Wie lautet die linearisierte Form der Differentialgleichung fiir das un-
gedampfte Pendel? (Kap. 15)

Was ist der Unterschied zwischen expliziten und impliziten Differential-
gleichungen? (Kap. 15)

Wie beweist man den Satz von Picard & Lindel6f? (Kap. 16)

Wie kann man eine untere Schranke fiir die Lénge des Existenzintervalls
erhalten? (Kap. 16)

Was bedeutet gleichgradige Stetigkeit einer Funktionenfolge? (Kap. 16)

Welche Schritte fithren zum Beweis des Satzes von Arzela & Ascoli?
(Kap. 16)

Wie vergleicht sich der Existenzsatz von Peano mit dem von Picard &
Lindelof? (Kap. 16)

Gibt es eine eindeutige, globale Losung zu 2’ = cos(v1+ z?), z(0) =
1990, oder zu 2’ = sin(z?), 2(0) = 1995? (Kap. 16)

Was sind separable Differentialgleichungen? Wie ist der zugehorige Lo-
sungsansatz? (Kap. 17)

Wie 16st man Bernoullische Differentialgleichungen? (Kap. 17)

4t2 46t (t)

Wie erhilt man eine Losung zur Differentialgleichung ' (t) = — a0

(Kap. 17)

Was ist ein Lotka-Volterra-System? (Kap. 17)

Was ist eine Fundamentalmatrix zu einem linearen System? (Kap. 17)
Wie 16st man ein inhomogenes, lineares System? (Kap. 17)

Wie erhélt man (theoretisch) eine Fundamentalmatrix fiir ein lineares
System z' = Az mit einer beliebigen n x n-Matrix A? (Kap. 17)

o . . , . 21
Wie erhélt man die Fundamentalmatrix zu ' = Az mit A = 19 ?

Was bezeichnet man bei dem Phasenportréit eines linearen Systems als
Quelle? (Kap. 18)
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140.
141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.
149.

150.

151.
152.

Wann heifit eine Losung stabil? (Kap. 18)

Was ist ein Kriterium fiir die asymptotische Stabilitit der Nulllosung?
(Kap. 18)

Greift dies bei der nichtlinearen Gleichung ' = Az + 22992, wobei A eine
n x n-Matrix ist? (Kap. 18)

Was ist eine Lyapunov-Funktion? Beispiel: gedampfte Schwingung?
(Kap. 18)

Was besagt der Satz von Poincaré & Bendixson? (Kap. 18)
Was ist eine Sturm & Liouvillesche Randwertaufgabe? (Kap. 19)

Was ist ein Kriterium fiir die eindeutige Losbarkeit einer allgemeinen
Randwertaufgabe? Wie iiberpriift man dies mit Hilfe eines Fundamental-
systems? (Kap. 19)

Wie steht es mit der Losbarkeit zu Lu = —u” — k*u, k > 0, in [0,1] zu
Neumannschen Randbedingungen? (Kap. 19)

Was ist eine Greensche Funktion zu einer Randwertaufgabe? (Kap. 19)

Wie bestimmt man die Greensche Funktion zu einer Randwertaufgabe?
(Kap. 19)

Was sind die wesentlichen Schritte zu einer Eigenfunktionsentwicklung
zur Sturm & Liouvilleschen Randwertaufgabe? (Kap. 19)

Wie sieht die Entwicklung der Greenschen Funktion aus? (Kap. 19)

Was besagt das Courantsche Minimax-Prinzip? (Kap. 19)
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Notation

¢ < T ol

d

AA
S x3

W= ®™ MmO
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Abschluss von A
Absolutbetrag

fiir alle

Aquivalenz

Betrag (Multiindexnotation)
Beweisende
Binomialkoeffizient
allgemeiner Binomialkoeffizient
Durchschnitt

ist Element von

ist nicht Element von

es gibt (genau ein)
Fakultét (Multiindexnotation)
k Fakultat

Folge
Gauflklammer

ist gleichméchtig zu
steht in Relation zu
Grad (bei Winkeln)
Implikation
Kardinalzahl von A
Komplement

Komplement von M

zu x konjugiert komplexe Zahl

32
13

154

11
107

154
11
17
47
27

60

29

33
15
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0 leere Menge 3
{} leere Menge 3
- (logische) Negation 5
I -] Norm 39
I lp Norm in [, 131
Il 12 (induzierte) Norm in einem Hilbertraum 119
sup Supremum 14
Y (logisches) oder 5
_f:l a; Reihe 23
]<-, ) Skalarprodukt 40
C ist Teilmenge von 4
- ist echte Teilmenge von 4
A (logisches) und 5
U Vereinigung 4
U disjunkte Vereinigung 177
No Maéchtigkeit der natiirlichen Zahlen 29
A(T) Areal (Flécheninhalt) von T’ 204
B(S,T) beschrénkte Abbildungen von S nach T’ 48
B(R™) Borel-o-Algebra 181
B(xo,r) (offene) Kugel um ¢ mit Radius r 30
C komplexe Zahlen 15
¢ Méchtigkeit des Kontinuums 29
(S, T) stetige Funktionen von S nach T 49
C°(S,T) stetige Funktionen von S nach T 49
CYI,R) einmal stetig differenzierbare Funktionen von I nach R 65
CY(U,R™)  einmal stetig differenzierbare Funktionen von U nach 144
R™

C"([a,b],R) n-mal stetig differenzierbare Funktionen von [a,b] nach 109
R

CP(U,R™)  p-mal stetig differenzierbare Funktionen von U C R™ 151
nach R™

C>(S,R) unendlich oft differenzierbare Funktionen von S nach R 103

C*°(S,R)-Funktionen mit kompaktem Tréger in S 236
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C*(I,R)
(S, R)
COL(S,T)
d(.7 )

div f
F(S,T)
grad
lim,, oo
Hess

Im z

inf

Jrw

fr fdA
I'f

la, b]
la,b)
(a,b)
Jy(x)
L(v)
L(X,Y)
L(X,R)

L (p)
LH(X)
LYX, p)

gleichméfig stetige Funktionen von I nach R

Holder-stetige Funktionen von S nach R
Lipschitz-stetige Funktionen von S nach T'
Metrik

Dirac-Maf}

Kroneckersymbol

Laplace-Operator

partielle Ableitung

partielle Ableitung

Multiindexnotation

Divergenz von f

Funktionen von S nach T’

Gradient

Grenzwert

Hesse-Matrix von f

Imaginérteil von z

n X n-Einheitsmatrix

Infimum

Kurvenintegral einer 1-Form
Oberflachenintegral

unbestimmtes Integral von f
abgeschlossenes Intervall

halboffenes Intervall

offenes Intervall

Jacobi-Matrix von f an der Stelle x
Lénge von ~

stetige lineare Abbildungen von X nach Y
stetige lineare Abbildungen von X nach R
Folgenraum

integrierbare Funktionen

integrierbare Funktionen

integrierbare Funktionen

82
52
48
29
179
119
146
141
141
154
146
48
141
18
156
15
218
14
198
205
75
13
13
13
142
166
138
81
132
186

186
186



308 Notation
ly Folgenraum 39
L3(I,R) Vervollstindigung von {C(I,R), || - [|2} 119
An n-dimensionales Lebesgue-Maf3 181
In Logarithmus zur Basis e 59
log,, Logarithmus zur Basis a 59
lim inf limes inferior 34
lim sup limes superior 34
Vv Nabla (Gradient) 60
N natiirliche Zahlen 3
Np natiirliche Zahlen inklusive Null 9
o(f) Landausymbol 208
0. B.d. A. ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 24
P(A) Potenzmenge von A 29

ﬁ Produkt 10
6 " rationale Zahlen 3
R reelle Zahlen 3
R nicht negative reelle Zahlen 18
R R erweitert um +o0o 183
Re z Realteil von = 15
R;[u) Randoperator 274
R(I,R) Regelfunktionen auf 1 83
rot f Rotation von f 146
(&) von & erzeugte o-Algebra 178

zn: Summe 9
ﬁ—’ﬁoo Supremumsnorm 80
supp f Tréger von f 189
T.T Tangentialraum an I' im Punkt a 208
7(I,R) Treppenfunktionen auf I 80
XA charakteristische Funktion 184
Z ganze Zahlen 3



Index

Abbildung, 4

beschrankte lineare, 138

bijektive, 5
injektive, 5
kontrahierende, 63
lineare, 138
surjektive, 5
Abel, N. H., 13, 104
Ableitung, 64, 140
hohere, 151
partielle, 92, 141
Absolutbetrag, 13, 16
Additionstheorem, 59
Aquivalenz, 5
Aquivalenzklasse
von Cauchy-Folgen, 20
Aquivalenzrelation, 8
N, 29
a-Limesmenge, 261
Araber, 43
Areal, 204
arithmetisches Mittel, 156
Arzela, C., 238
Ascoli, G., 238
Assoziativgesetz, 8
Assoziativitit, 4, 13
Ausgleichsgerade, 158
Aussage, 5
Auswahlsatz, 237

Babylonier, 43

Ball, 30

Banach, S., 31
Bendixson, 1.O., 266
Bernoulli, Jak. (I), 10

Bernoulli, Joh. (I), 244
Bernoullische Ungleichung, 10
Bernstein, S.N., 116
Bernstein-Polynom, 116
Beschleunigungsvektor, 168
Bessel, F.W., 120, 245
Bessel-Funktion, 245
Besselsche Identitét, 120
Besselsche Ungleichung, 120
bestimmt divergent gegen Unend-
lich, 18

Bewegung, 257
Beweis

indirekter, 6
Bild, 4
Bildmaf}, 194
Binomialkoeffizient, 11
Binomische Formel, 11
Binormale, 170
Bit, 45
Bogenlidnge, 168, 205
Bogenlangenparameter, 61
Bogenma$, 60, 229
Bolzano, B., 34
Borel, E, 35
Brennpunkt, 258
Brouwer, L.E.J., 222
Byte, 45

Cantor, G., 29

Cantor-Menge, 182

Cantorsches Diagonalverfahren, 29
Cartan,E.J., 198

Cauchy, A.-L., 17

Cauchy-Folge, 30
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Index

Cauchysches Polygonzugverfahren,
239

Cavalieri, B.F., 192

Cohen, P., 29

Cosinus, 60

cosinus hyperbolicus, 63

Courant, R., 291

Courantsches Minimax-Prinzip, 291

Dedekind, R., 15
Dedekindscher Schnitt, 15
Definitionsbereich, 4
Definitionsmenge, 4
Dezimalbruch, 43
Dezimalsystem, 43
Dezimalzahl
periodische, 43
dicht, 30
Diffeomorphismus, 148
Differential
totales, 200
Differentialform
p-, 215
Pfaffsche, 198
Differentialgleichung, 70, 108
autonome, 230
Bernoullische, 244
exakte, 246
explizite, 230
gewOhnliche, 227
homogene, 244
implizite, 230
partielle, 227, 266
Ricattische, 244
separable, 243
Dirac, P.A.M., 179
Dirichlet, J.P.G.L., 275
Distributivgesetz, 8, 13
Distributivitét, 4
divergent, 18
Divergenz, 146
Dreiecksungleichung, 13, 29, 132
Dualzahl, 44
Durchschnittsmenge, 4

e, 45

Eigenfunktion, 284
Eigenvektor, 252
Eigenwert, 252, 284
Eigenwertaufgabe, 273, 283
Sturm & Liouvillesche, 283
1-Form, 198
exakte, 200
wegunabhéngige, 200
Element, 3
Ellipse, 168
Erdradius, 228
Erzeugendensystem, 178
Fuler, L., 45
Euler-Verfahren, 239
Eulersches Polygonzugverfahren, 268
Exponentialfunktion, 58
Extremwertaufgabe, 71, 160

Fakultat, 11
Falllinie, 145
Familie, 119
Fatou, P.J.L., 188
Fehlerabschitzung, 235
Fixpunkt, 257
Fixpunktgleichung, 31
Fliacheninhalt, 80, 204
elementargeometrischer, 80
m-~dimensionaler, 205
Fliachenintegral, 214
Fluchtgeschwindigkeit, 229
Fluss, 257
Fokus, 258
Folge, 17
Cauchy-, 17
Fortsetzung, 5
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