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An meine lieben Eltern Nevena und Viado, ohne
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Wie keine andere der Wissenschaften ist die Mathematik eine kumulative Wissen-
schaft: Jedes mathematische Resultat, welches je korrekt bewiesen wurde, bleibt ein
Teil der Mathematik und wird nicht durch neue Erkenntnisse widerlegt. Somit ist die
Geschichte der Mathematik von besonderer Bedeutung fiir das Verstidndnis ihres Inhalts.
Wihrend viele Menschen denken, die Mathematik wire vor langer Zeit ,fertiggestellt®,
ist die Wahrheit weit davon entfernt. Nicht nur, dass sich Mathematik immer weiter
(und schneller) entwickelt, sondern auch die Entstehungsgeschichte der mehr oder weni-
ger, je nach individueller Ausbildung, bekannten, ,alten* Resultate ist verzweigt, ja oft
verworren, da die Mathematik ja nicht unabhéngig von den anderen geschichtlichen Ent-
wicklungen entdeckt (oder erschaffen, je nach philosophischem Standpunkt) wurde. Durch
Studieren der Mathematikgeschichte kann so mancher entdecken, dass Mathematiker auch
Menschen sind, dass Mathematik von vielen Einfliissen angetrieben wurde und wird, dass
es oft mehr als einen ,richtigen Weg zur Losung eines mathematischen Problems gibt,
dass oft theoretische Resultate aus praktischen Griinden gefunden wurden und umgekehrt,
dass nicht selten anscheinend abstrakte mathematische Theorien ihre Anwendung fan-
den. Insofern ist eine Grundkenntnis der Geschichte der Mathematik fiir Mathematiker
und Nichtmathematiker fast gleichermaflen von Nutzen, da sie auch die Verstindigung
zwischen professionellen Mathematikern und allgemeinem Publikum erleichtert.

Die zweiteilige ,,Geschichte der Mathematik Kompakt“ wendet sich vor allem an
Vortragende, Universititsprofessoren und auch Gymnasiallehrer sowie Studierende der
Mathematik, aber auch an alle anderen, die eine iibersichtliche, kurze Darstellung der
wichtigsten Momente in der Geschichte der Mathematik suchen. Die Trennung der
Themen in die zwei Bénde wurde nach dem folgenden Prinzip vorgenommen: In dem
1. Band (Geschichte der Mathematik Kompakt: Das Wichtigste aus Arithmetik, Geo-
metrie, Algebra, Zahlentheorie und Logik) ist die Geschichte mathematischer Teilgebiete
beschrieben, in denen bis spitestens der Renaissance schon bedeutende Resultate be-
wiesen wurden und die man schon in der Renaissancezeit als eigenstindige Teilgebiete
betrachten kann. Dies sind Arithmetik, Geometrie, Algebra, Zahlentheorie und mathema-
tische Logik. In dem vorliegenden 2. Band finden sich dann die Teilgebiete, welche zwar
auch nicht wenige ihrer Wurzeln schon in alten Zeiten haben, aber in denen erst in der
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VIl Vorwort

Neuzeit die Entwicklung zu Teildisziplinen hin stattfand. Dies sind die mathematische
Analysis und Wahrscheinlichkeitstheorie, Topologie, Mengentheorie sowie angewandte
Mathematik. Dementsprechend werden bei Kreuzverweisen zwischen den Biichern die
Bezeichnungen ,,1. Buch* und ,,2. Buch* verwendet; mit ,,2. Buch® meinen wir dieses,
und mit ,,1. Buch® meinen wir das Buch, das die Geschichte der Arithmetik, Geometrie,
Algebra, Zahlentheorie und Logik behandelt.

Im Gegensatz zu anderen, umfassenderen Biichern zum Thema wollen wir uns hier nur
auf das Wesentliche und/oder Interessanteste konzentrieren. Wir verzichten willentlich auf
Vollstindigkeit, um vor allem einen Eindruck der bedeutendsten Entwicklungen zu ver-
mitteln. Wir hoffen, dass wir dies wenigstens teilweise erfolgreich schaffen und auch, dass
diese zwei Biicher so manchem Leser das Thema nédherbringen und ihn, oder sie, zur Su-
che nach mehr Informationen iiber die Mathematikgeschichte im Allgemeinen oder iiber
spezifische Inhalte ermutigt. Aus diesem Grund versuchten wir auch, trotz Knappheit,
eine moglichst grofe Bandbreite von mathematischen Begriffen und Themen anzuspre-
chen. Im Zweifelsfall wurde eher eine Beschreibung der Geschichte von nicht nur dem
Fachpublikum bekannten Inhalten gewéhlt, teilweise um einem moglichst breiten Publi-
kum zuginglich zu bleiben, vor allem aber, weil ja sowieso die moderne, spezialisierte
Mathematik ihr Fundament in den elementareren, dlteren Erkenntnissen hat. Im Endeffekt
heiflt das, dass man durch die Lektiire dieser zwei Biicher, besonders im ersten, mehr iiber
»alte* Mathematik (bis ca. 18. Jh.) als modernere Entwicklungen erfdhrt. Eine Ausnahme
davon ist natiirlich die Mengenlehre, die bekannterweise erst in der zweiten Hilfte des
19. Jh. entstanden ist.

Wir miissen hier kurz unsere Entscheidung beziiglich der Inhalte im Kapitel ,,An-
gewandte Mathematik™ begriinden sowie erkldren, warum einigen bekannten und wich-
tigen Gebieten (Funktionalanalysis, MaBtheorie, Differenzialgleichungen, ...) keine ei-
genstindigen Abschnitte gewidmet wurden. Bekanntlich ist die Bezeichnung ,,angewandte
Mathematik* nicht ganz eindeutig, auch fallen darunter viele sehr verschiedene Themen.
Wir entschieden uns, uns nur auf die Beschreibung der geschichtlichen Entwicklung
der numerischen Mathematik und Statistik inklusive Fehlerrechnung zu begrenzen, als
die zwei quasi bekanntesten Gebieten der angewandten Mathematik. Die meisten an-
deren angewandten Gebiete wie Chaostheorie, Spieltheorie oder Computermathematik
sind unseres Erachtens viel zu spezifisch fiir unsere Zielsetzung, und auch wurden sie
hauptsédchlich im 20. Jh. entwickelt, wihrend wir uns in unseren zwei Biichern auf die Ge-
biete, welche bis zum Ende des 19. Jh. bedeutend entwickelt wurden, konzentriert haben.
Mathematische Physik (und Astronomie, Chemie, Biologie, Okonomie, ...) ist ein viel
zu weites Gebiet, eine Behandlung, die dem Zweck dieser Biicher, eine kompakte Uber-
sicht nur der wichtigsten Entwicklungen zu beschreiben, entspricht, ist einerseits nach
unserer Meinung unmoglich, aulerdem wiirde sie auch eine Behandlung relativ vieler
nichtmathematischer Inhalte erfordern. Trotzdem findet man mehrere historisch interes-
sante Momente der mathematischen Physik, und vereinzelt auch Chemie, in den Kapiteln
verstreut. Ahnliches gilt fiir Differenzialgleichungen — einige historisch bekannte Beitriige



Vorwort IX

zu diesem Thema findet man in dem Kapitel zur Analysis. Die ungemein wichtigen Ge-
biete der Funktionalanalysis und Mafitheorie wiirden andererseits zu einem viel zu hohen
mathematischen Niveau fithren: Unsere Biicher sollen nicht nur kompakt, sondern auch
einem moglichst grofen Leserkreis zugénglich sein; einige kurze Kommentare zu der
Geschichte dieser zwei Gebiete findet man in den Kapiteln zur Analysis und Mengenlehre.

Notwendigerweise mussten wir uns auch mit der Schreibweise fremdlidndischer Na-
men auseinandersetzen. Fiir Personennamen orientierten wir uns an der Schreibweise in
der auch im Springer-Verlag zweibédndig verdffentlichten 6000 Jahre Mathematik, Eine
kulturgeschichtliche Zeitreise von H. Wulling (2008, 2009), welche wir auch, besonders
dem an den kulturgeschichtlichen Hintergriinden der Mathematikgeschichte interessierten
Leser, als weiterfiihrende Literatur empfehlen. Bei der Nennung von Publikationsttiteln
wihlten wir bei in lateinischer Schrift erschienenen Werken die Originaltitel und bei ande-
ren die deutsche Ubersetzung der Titel. AuBer den gerade genannten Biichern empfehlen
wir als weiterfiihrende Literatur zum Thema A History of Mathematics von V. J. Katz
(Pearson Education Limited, Harlow, 2014) und The History of Mathematics: An Introduc-
tion von D. M. Burton (McGraw-Hill, 2006) oder die mehr auf spezielle mathematische
Inhalte ausgerichtete Mathematics and Its History von J. Stillwell (Springer, New York,
2010). Fiir Biografien verweisen wir auf die Webseite MacTutor History of Mathematics
Archives der St. Andrews University in Schottland, http://www-history.mcs.st-andrews.ac.
uk/, die auch fiir die Kurzbiografien in diesem Buch die Hauptquelle war.

Am Ende des Vorwortes will ich mich bei allen bedanken, die zur Entstehung dieser
Biicher beigetragen haben: Frau Iris Ruhmann und Frau Stella Schmoll aus dem Springer-
Verlag, von denen die Idee dieser Verdffentlichung ausging und die mir wertvolle
Hilfestellungen bei der Entstehung gegeben haben; meinen mathematischen Kollegen in
Kroatien, die mich vor fast 20 Jahren bei meinen ersten Bemiihungen, einen Lehrkurs fiir
Studierende der Mathematik in Osijek zu entwerfen, unterstiitzten, allen voran Professor
Sime Ungar, dem ich auch mein ganzes Wissen iiber das Textverarbeitungsprogramm La-
TeX, in dem dieses Buch geschrieben wurde, verdanke; meinen Freunden, welche mich,
bei Bedarf auch durch Kritik, unterstiitzten: Ingrid Bohm samt Familie, Zeljka Bilad,
Vladimir Stilinovi¢, KreSimir Mol¢anov, Maja Kurek, Igor Mami¢, und zuletzt, aber bei
Weitem nicht am wenigsten ilkay Giirkan Durmus.

Zagreb, 15. Juni 2017 Franka Miriam Briickler
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1.1 Vorgeschichte der Analysis

Mathematische Analysis befasst sich mit reellwertigen, und auch komplexwertigen, Funk-
tionen einer oder mehr Variablen. Insbesondere ist dabei die Infinitesimalrechnung ein
wichtiger und grofler Teil der Analysis. Die ersten Entwicklungen zur Infinitesimalrech-
nung hin liegen weit in der Geschichte, aber erst ab dem 17. Jh. wurden infinitesimale
Methoden im modernen Sinn entwickelt, und der Begriff der Funktion wurde erst im
17. Jh. verwendet und im 19. Jh. prizisiert.

Verschiedene Autoren setzen den Ursprung des Funktionskonzepts in verschiedene
Zeiten (siehe [42]). Als Ursprung funktionalen Denkens kdnnte man mathematische Tabel-
len verschiedener alter Zivilisationen nennen. Die sumerisch-babylonische Zivilisation
hinterlie3 besonders viele Zahlentabellen (von Quadratzahlen, Quadratwurzeln, rezipro-
ken Zahlen, ...). Die alten Griechen, Inder und die moslemischen Mathematiker des
Mittelalters erstellten verschiedene trigonometrische Tabellen. Im 17. Jh. wurden auch
die Logarithmen entdeckt, sieche Abschn. 3.2. Jedoch muss hervorgehoben werden, dass —
obwohl man solche Tabellen als friihe Funktionstabellen ansehen kann — in keinem dieser
Fille vom bewussten funktionalen Denken die Rede sein kann. Es dauerte auflerordent-
lich lange, bis sich die Idee einer Funktion, also eines der heute zentralen mathematischen
Begriffe, zu formieren begann und noch lidnger, bis der Begriff zufriedenstellend definiert
wurde.

Andererseits kann man, besonders in der griechischen Antike, schon recht friih von in-
finitesimalen Methoden reden. Im 1. Buch erwéhnten wir den Versuch des Philosophen
Antiphon (ca. Mitte 5. Jh. v. Chr.), das Problem der Quadratur des Kreises durch dem
Kreis eingeschriebene Vielecke mit einer immer grofler werdenden Seitenzahl zu 16sen.
Weil es moglich ist, jedes davon mit Zirkel und Lineal zu quadrieren, dachte Antiphon,
dass auch das Problem der Quadratur des Kreises mit Zirkel und Lineal 16sbar ist. Mo-
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2 1 Geschichte der Analysis

dern ausgedriickt dachte er, dass eine konvergente unendliche Folge algebraischer Zahlen
notwendigerweise zu einer algebraischen Zahl konvergiert ([49]).

Als Vorldufer der Idee des Grenzwertes muss auch der Philosoph Zenon von Elea
(ca. 490430 v. Chr.) genannt werden. Von Zenon stammen, so Aristoteles, vier Paradoxien
der Bewegung. In allen vier benutzt Zenon die unendliche Teilbarkeit des Raumes bzw. der
Zeit, um das paradoxale Resultat der Unmoglichkeit der Bewegung zu erhalten. Zenons
Paradoxien der Bewegung sind die Folgenden:

1. Dichotomie: Bewegung ist unmoglich, da man jede Entfernung, die ein Objekt zuriick-
zulegen hat, zunédchst halbieren, dann die Hilfte halbieren usw. und in beliebig viele,
immer kleinere, Teile zerlegen kann, aber wie viele Teile man auch nimmt, es bleibt
immer noch ein Restabstand bis zum Endpunkt.

2. Achilles und die Schildkrote: Da Achilles schneller als die Schildkrote ist, gewihrt er
ihr einen Vorsprung. Doch, obwohl er schneller ist, kann er sie nie fangen. Bis er ndm-
lich den Startpunkt der Schildkrote erreicht hat, ist sie etwas vorwértsgekommen. Bis
Achilles diesen Punkt erreicht, ist die Schildkrote wieder noch etwas weiter gekrochen
usw. Zenon schlie3t daraus, dass Achilles die Schildkréte nie einholen wird.

3. Der Pfeil: Zu jedem Zeitpunkt ist der Pfeil in einer Position, die man nicht von einer
unbeweglichen Position des Pfeiles unterscheiden kann. Also ist die Bewegung des
Pfeiles unmoglich.

4. Das Stadion: Wenn zwei Reihen gleich grofler Korper, auch gleich in der Anzahl, sich
in verschiedenen Richtungen gleich schnell entlang einer genau solchen dritten Reihe
von Korpern bewegen, schlieft Zenon daraus, dass die halbe Zeit gleich doppelter
Zeit ist.

Nicht nur, dass diese Paradoxien die Fragen zur Natur des Kontinuums aufwerfen, welche
erst mit der Schaffung der Mengenlehre (Abschn. 5.2) zufriedenstellend genau beschrieben
werden konnten, sondern man kann in den ersten zwei auch die Problematik der Bildung
von Grenzwerten erkennen. ,,Die Dichotomie* und ,,Achilles und die Schildkrote sind
diesbeziiglich mathematisch dquivalent und fiithren auf die unendliche geometrische Reihe
1+1/2+1/4+1/8 +.... Der Fehler Zenons ist, dass er aus der Tatsache, dass keine der
Partialsummen dieser Reihe gleich 1 ist, folgert, dass auch der Grenzwert nicht 1 sein kann
([31, 44, 49)).

Zenons Zeitgenosse und beriihmter atomistischer Philosoph Demokrit von Abdera
(ca.460-370 v. Chr.) soll die Idee der Teilung eines Kegels in unendlich diinne, der
Grundflédche parallele, Scheiben beschrieben haben. Bei Demokrit entsteht hieraus ein Di-
lemma: Wenn man eine solche Scheibe betrachtet, sind ihre zwei Kreisfldchen dann gleich
oder nicht? Wenn ja, wire die Gesamtheit kein Kegel, sondern ein Zylinder, wenn nicht,
wire der Rand des Kegels ungleichméBig ([12, 43, 49]).

Erste prézise infinitesimale Betrachtungen scheinen von Eudoxos von Knidos
(ca.408-355 v. Chr.) zu stammen. Seine Lehre von Verhiltnissen und Proportionen wurde
schon in unserem 1. Buch beschrieben, fiir dieses Thema ist sein anderer grofler Bei-
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trag von Interesse. Eudoxos schuf ndmlich eine frithe Form der Grenzwertberechnung, die
fiir Flachen- und Voluminaberechnungen verwendbar ist, quasi eine antike Form der In-
tegration. Diese Methode erhielt im 17. Jh. den Namen Exhaustionsmethode ([49]). Die
Methode basiert auf einem Satz, der im X. Buch Euklids Elemente enthalten ist:!

Theorem 1.1 (EEX1: Eudoxos Exhaustionsprinzip) Gegeben seien zwei verschiedene,
aber gleichartige Grofien. Wenn man von der grofieren mindestens die Hdlfte wegnimmt,
vom Rest wieder mindestens seine Hdlfte, und wenn man dies wiederholt, wird irgendwann
ein Rest iibrig bleiben, der kleiner als die kleinere der zwei Grofien ist.

Modern formuliert: Fiir jedes 0 < & < a und jede Folge (a,) mit den Eigenschaften
ap = aund a,;; < % existiert eine natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft

2
n
a— E a; < €.
i=1

Insbesondere bedeutet dies, dass alle geometrischen Reihen ) ) aog" mit ¢ < %

konvergieren.
In dem Beweis dieses Satzes wird eine, auch von Eudoxos stammende, Definition
benutzt, die in den Elementen als 4. Definition im V. Buch enthalten ist.

Definition 1.1 Zwei (gleichartige) Groflen haben ein Verhiltnis, wenn ein Vielfaches
einer der GroBen grofer als die andere ist.

Euklid benutzt Theorem 1.1 in dem XII. Buch der Elemente (der Inhalt dieses Buches
wird allgemein Eudoxos zugeschrieben), um zu beweisen, dass sich Kreisflichen wie Qua-
dratflichen iiber deren Durchmessern verhalten? und dass das Volumen einer Pyramide
bzw. eines Kegels gleich einem Drittel des Volumens eines Prismas bzw. eines Zylinders
mit gleicher Grundfldache und Hohe ist ([27, 45, 49]).

Theorem 1.2 (EEXII2) Die Fliichen zweier Kreise verhalten sich wie die Flichen der
Quadrate iiber deren Durchmessern.

Beweis Wir beschreiben die groben Ziige des Originalbeweises Euklids (siehe z. B. [27])
nach [45]:

Man betrachte die ein- und umgeschriebenen reguliren Vielecke V,, und V,, eines Krei-
ses: Quadrat, regelméBiges Achteck usw. (siehe Abb. 1.1). Also hat das n-te Vieleck V,

'Wie im 1. Buch wird auch hier mit EENn die n-te Proposition im N-ten Buch der Elemente
bezeichnet.

Dieser Satz wird oft Hippokrates von Chios zugeschrieben. Falls dies stimmt, musste schon ihm,
im 5. Jh. v. Chr., eine Variante des Satzes 1.1 bekannt gewesen sein ([24]).
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Abb. 1.1 Tllustration zum Beweis der Proportionalitit der Kreisfliche und dem Quadrat des
Durchmessers

bzw. V,, 2"*! Seiten. Die Differenz der Flichen F(V,)—F(V,) kann, nach Satz 1.1, beliebig
klein gemacht werden, und es folgt, dass die Fliache F(V,) die Kreisfliche beliebig genau
approximiert.

Andererseits kann man elementargeometrisch zeigen, dass sich die Fliachen dhnlicher,
verschiedenen Kreisen eingeschriebener, Vielecke wie die Quadrate iiber den Kreisdurch-
messern verhalten (dies wird in der Proposition EEXII1 gezeigt). Wenn jetzt fiir zwei
Kreise K; und K, das Verhiltnis F(K;) : F(K;) deren Fldchen kleiner (oder groBer) als
das Verhiltnis v der Quadrate deren Durchmesser wire, konnte man ein n wihlen, fiir
welches F(V,,) : F(V,,) auch kleiner bzw. grofler wire als v, in beiden Fillen also eine
Kontradiktion (hier haben wir natiirlich mit V; , und V,, die den Kreisen K; und K, ein-
geschriebenen 2"*!-Ecke bezeichnet). Es verbleibt dann die Behauptung des Satzes als
einzige Moglichkeit. U

Archimedes aus Syrakuse (ca.287-212 v. Chr.) benutzte die Exhaustionsmethode
in seinen Fliachen- und Voluminaberechnungen. Er beruft sich explizit auf Eudoxos
und verdndert die Definition 1.1 in ein Lemma, welches als Axiom von Archimedes
bekannt ist:

Lemma 1.1 (Axiom von Archimedes) Die grifiere von zwei gegebenen Lingen oder
zwei gegebenen Flichen oder zwei gegebenen Volumina iiberragt die kleinere um eine
Differenz, welche, geniigend oft vervielfacht, beide Grdfien iiberragt.

Besonders beriihmt ist Archimedes’ Beweis, dass die Proportionalititskonstante zwi-
schen Kreisumfang und Kreisdurchmesser gleich ist wie die zwischen Kreisfliche und
Quadrat tiber dem Radius (Abb. 1.2):

Theorem 1.3 (Archimedes’ Kreissatz) Jeder Kreis K hat die gleiche Fliche wie das
rechtwinklige Dreieck D, dessen eine Kathete die Linge des Kreisradius hat und die andere
die Ldnge u des Kreisumfanges.
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u/2

u/2

Abb. 1.2 Archimedes’ Kreissatz

Beweis Wir geben die Grundziige des Originalbeweises (nach [1, 10]) in moderner
Notation. Wir bezeichnen mit F(A) die Fldche der Figur A.

Zunichst beweist man, dass F(K) nicht groler als F(D) sein kann. Man nehme das
Gegenteil F(K) — F(D) > 0 an. Da jedes dem Kreis eingeschriebene Vieleck durch Ent-
fernung von Kreisabschnitten entsteht, ist die Flidche jedes eingeschriebenen n-Ecks V,
kleiner als F(K), also ist fiir jedes n die Differenz §, = F(K) — F(V,)) > 0. Man kann auch
beweisen (dies ist z. B. in Euklids Elementen Teil des Beweises der Proposition EEX2),
dass fiir jedes n auch §,, < §,,/2, also vermindert sich die Fliche der Kreisabschnitte bei
Verdoppelung der Anzahl der Seiten um mehr als die Hilfte.

Man betrachtet jetzt die eingeschriebenen 2k_Ecke V4 (Quadrat), Vs, Vi, ... Das
Exhaustionsprinzip (Satz 1.1) fithrt zum Schluss: Fiir ein gentigend grof3es & gilt

0 < 8 = F(K)— F(Vy) < F(K)— F(D). (1.1)
Andererseits gilt fiir jedes eingeschriebene regulire n-Eck (siehe Abb. 1.3 links; mit u(V,,)
bezeichnen wir den Umfang von V,,):

|ON]| - |AB| r-lAB| r r
. < . =

FV)=n > n 2 = Eu(Vn) < 51/[ =F(D),

also ist fiir jedes n die Differenz F(V,) — F(D) negativ, eine Kontradiktion mit Ungl. 1.1.
Also gilt nicht F(K) - F(D) > 0.

Archimedes nimmt jetzt an, dass F(D)— F(K) > 0. Jetzt werden umgeschriebene regu-
lire Vielecke V, betrachtet. Offensichtlich gilt A, = F(V,)—F(K) > 0 fiir jedes n. Wieder
kann bewiesen werden, dass A,, < %, und die Betrachtung umgeschriebener 2k_Ecke
fiihrt dann, analog wie im ersten Fall, zu

0 < Ay = F(Vy) - F(K) < F(D) — F(K)
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Abb. 1.3 Illustrationen zum Beweis von Archimedes’ Kreisatz

fiir ein geniigend groBes k und (siehe Abb. 1.3 rechts)

r-1AB| _r

F(V,)=n- =0 = Zu(V,) > gu - F(D)

fiir alle n, was fiir n = 2% zwei kontradiktorische Ungleichungen ergibt. Also gilt auch
nicht F(D) — F(K) > 0, und es bleibt nur die Moglichkeit F(K) = F(D). O

Die Bezeichnung 7 fiir die Proportionalititskonstante aus obigem Satz Archimedes’
stammt nicht, wie manche denken konnten, von den alten Griechen. Der Erste, der den
griechischen Buchtstaben 7 in der heutigen mathematischen Bedeutung verwendet hat,
war der Englénder William Jones (1675-1749) in seinem Lehrbuch Synopsis palmariorum
matheseos (1706). Er gibt keine Erkldrung seiner Wahl und benutzt den gleichen Buch-
staben auch, wie vor ihm J. Wallis, fiir den ,,Umfang®, den der Schwerpunkt einer Figur
wihrend einer Rotation beschreibt. Auf jeden Fall wurde Jones Symbol nicht gleich popu-
lar, sondern erst, nachdem L. Euler ab 1736 den gleichen Buchstaben fiir das Verhéltnis des
Kreisumfangs zum Kreisdurchmesser zu benutzen begann ([7]). Neben dem Beweis des
obigen Kreissatzes enthilt Archimedes’ Kreisrechnung auch seine beriihmte Schétzung
des -Wertes, welche er durch ein iteratives Verfahren, das wir im Abschn. 3.1 beschreiben
werden, erhalten hat.

Dank einer erst vor etwas mehr als 100 Jahren entdeckten Schrift’ von Archimedes,
Methodenlehre, wissen wir, dass Archimedes die meisten seiner Sitze heuristisch (durch
,;mechanische” Uberlegungen, meist auf dem Hebelprinzip basierend) entdeckt hat und sie
danach rigoros (unter Verwendung der Exhaustionsmethode) bewiesen hat. Archimedes
erklart: ,Natiirlich ist es einfacher, einen Beweis anzugeben, wenn man davor einiges

3Dies ist der beriihmte Archimedes-Palimpsest, siche dazu http://www.archimedespalimpsest.org/.
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Abb. 1.4 Archimedes’ my )
Hebelprinzip: Im "2

71
Gleichgewicht gilt m;r| = myr; . . .

mo

Wissen erworben hat iiber die Fragen der Methode, als ihn ohne Vorkenntnisse zu finden*
([45, 49)).

Archimedes’ Hebelprinzip ist durch Abb. 1.4 illustriert: Der Hebel ist im Gleichge-
wicht, wenn die Drehmomente beider Gewichte in Bezug auf den Stiitzpunkt des Hebels
gleich sind. Da hier als einzige Kraft die Gravitation betrachtet wird, vereinfacht sich
dieses zur Gleichung mr; = myr,, wenn m; und m, die Massen der Gewichte und r; und
ry deren Entfernungen zum Stiitzpunkt sind.

Archimedes benutzte sein Hebelprinzip, um das Kugelvolumen zu bestimmen. Dieses
Resultat findet man in Archimedes’ Schrift Uber Kugel und Zylinder. Archimedes beweist
als Proposition 34:

Theorem 1.4 (Kugelvolumen) Das Volumen einer Kugel ist gleich % des Volumens des
Zylinders mit gleichem Radius und Héohe (bzw. viermal so grofs wie das Volumen eines
Konus mit gleichem Radius und Hohe gleich Radius).

Modern schreiben wir dies als
V=—rr.
3

Die Entdeckung dieser Regel mittels Hebelprinzip war die Folgende. Archimedes
stellte sich eine Kugel vor, sowie einen Zylinder und einen Konus, deren Radius und die
Hohe beide gleich dem Kugeldurchmesser sind* (Abb. 1.5). Wenn diese drei Korper aus
gleichem Material sind, ist deren Volumen proportional zur Masse, also kann man aus
Gleichgewichtsbetrachtungen auf die Relation zwischen Volumina schlieSen. Archimedes
konnte unter Verwendung des Hebelprinzips argumentieren, dass, wenn man diese Kor-
per wie in Abb. 1.6 aufhingen wiirde, der Waagebalken horizontal wire, also die ganze
Konstruktion im Gleichgewicht wire.

Um dieses Gleichgewicht zu argumentieren, stellte sich Archimedes vor, dass die drei
Korper parallel zur Zylinderbasis geschnitten wurden (Gerade AD in Abb. 1.5), in diinne
zylinderformige Schichten (die Linge der Strecke AX bezeichnen wir mit x). Die Radien

“Eigentlich nahm er an, dass der Zylinder viermal dichter ist als die Kugel und dass sein Radius
gleich dem der Kugel ist, aber unsere Variante ist dieser Annahme dquivalent und kann deswegen
auf Dichtebetrachtungen verzichten. Da nidmlich die Dichte die Proportionalitdtskonstante zwichen
Masse und Volumen ist, bedeutet bei gleicher Masse eine viermal grofere Dichte einen doppelt
kleineren Radius des Zylinders [3]).
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Abb. 1.5 TIllustration zur Archimedes’ Bestimmung des Kugelvolumens

2d - 1d

Abb. 1.6 Archimedes Argument zur Beziehung zwischen den Volumina von Kugel, Zylinder und
Konus

der drei Schichten sind dann, wenn man den Radius der Kugel mit r bezeichnet, der Reihe
nach: |AB| = /x(2r —x) (Kugelschicht), |JAC| = x (Konusschicht) und |[AD| = 2r (Zy-
linderschicht). Die Volumina der Schichten sind jeweils den Quadraten dieser Radien
proportional. Wenn man die Momente® dieser Schichten in Bezug auf der Geraden XY
liegenden Punkt, der von X um ein Durchmesser der Kugel entfernt ist, vergleicht, be-
merkt man: Das kombinierte Moment der Kugelschicht und der Konusschicht ist fiir jedes
x zwischen 0 und 2r gleich dem Moment der Zylinderschicht. Als Formel geschrieben:

x(2r —x)w Ax + X7 Ax = 4t Ax, 0<x<2r.

SDer Moment eines Korpers in Bezug auf einen Punkt ist das Produkt des Korpervolumens mit der
Entfernung des Punktes zum geometrischen Schwerpunkt des Korpers.
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Da Archimedes, wie schon vor ihm Euklid, wusste, dass das Verhiltnis der Volumina ei-
nes Zylinders und eines Kegels mit gleichem Radius und Hohe gleich 3 : 1 ist, erhilt man,
wenn man jetzt alle Schichten addiert, dies entspricht der modernen Integration zur Be-
stimmung des Volumens eines Rotationskorpers mit bekannten Querschnittflichen, dass
2(V +v) = 3v ist, wenn mit v das Volumen des Zylinders und mit V das Kugelvolumen
bezeichnet ist. Also ist V = 7, bzw. das Kugelvolumen ist gleich einem Sechstel des Volu-
mens eines Zylinders, dessen Radius und Hohe dem Kugeldurchmesser gleich sind. Da
dieser Zylinder ein viermal groferes Volumen als der im Satz 1.4 beschriebene hat, folgt
die Behauptung des Satzes.

Nach dieser ,,physikalischen Entdeckung* gibt Archimedes auch einen geometrischen,
exakten Beweis mittels Exhaustionsmethode (dhnlich wie im Beweis des Kreissatzes,
durch doppelte Reductio ad absurdum). Archimedes konnte auch zeigen, dass die Ober-
fliche einer Kugel genau viermal so grof} ist wie die Fliche eines Kreises mit gleichem
Radius, oder anders ausgedriickt (man vergleiche mit der Aussage des Satzes 1.4), dass
die Oberfldche einer Kugel genau % der Oberflache des sie umschreibenden Zylinders ist
([1, 6, 15, 25, 37, 40]).

Archimedes beschrieb in Uber Spiralen auch die Spirale, die nach ihm benannt ist.
Die Archimedische Spirale (Abb. 1.7) entsteht als Trajektorie eines Punktes, welcher sich
gleichmiBig auf einem Strahl von seinem Ausgangspunkt fortbewegt, wobei der Strahl
gleichmiéBig um diesen Ausgangspunkt rotiert. Dies bedeutet, dass die Gleichung der
Archimedischen Spirale in Polarkoordinaten®

r=ag

ist. Archimedes zeigte:

Abb. 1.7 Archimedische P -~
Spirale L AN

®Der Erste, der Polarkoordinaten benutzte, war Newton, die erste Verdffentlichung mit deren
Benutzung stammt aber von Jakob Bernoulli (1691) ([4]).
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Abb. 1.8 Tangente an
Archimedischer Spirale

Theorem 1.5 (Archimedische Spirale: Tangente) Gegeben sei die Archimedische Spi-
rale r = ap, O der Ausgangspunkt, P ein beliebiger Punkt auf der Spirale und T der
Schnittpunkt der Spiralentangente durch P mit der Senkrechten durch zu OP, welche durch
O geht (Abb. 1.8). Die Strecke OT wird dann Subtangente genannt.

Das Verhdltnis der Linge der Subtangente zu dem Abstand r = |OP| ist fiir jeden
Spiralenpunkt P gleich r : a.”

Genauer gesagt, zeigte Archimedes durch doppelte Reductio ad absurdum (wie im
Beweis des Kreissatzes 1.3), dass die Liange der Subtangente gleich der Lange des Kreis-
bogens PS um O durch P ist, wobei (siehe Abb. 1.8) S der Schnittpunkt dieses Kreises mit
der sogenannten Grundlinie (also Polarachse) ist ([25]).

Durch (gedanklichen) Vergleich von Gewichten (wenn man die Flache einer Spiral-
umdrehung dreifach aus dem gleichen Material schneidet, wie einmal die gestrichelt
begrenzte Kreisfliche, siehe Abb. 1.7, wiegen die drei ,,Spiralscheiben® gleich viel wie
die Kreisscheibe) kam Archimedes zu der Feststellung: Die durch eine Drehung der
Archimedischen Spirale bestimmte Flédche ist einem Drittel der Flidche des umschriebenen
Kreises gleich. Dies generalisierte er zu:

Theorem 1.6 (Archimedische Spirale: Fliche) Die von zwei Radiusvektoren begrenzte
Fliche der Archimedischen Spirale ist die Differenz der Kuben der Ldngen dieser
Radiusvektoren, geteilt durch 6a:

3 .3 33
F= n-n :az‘/’z_‘Pl‘
6a 6

"Man bemerke, dass dies die Konstruktion der Tangente in einem beliebigen Punkt der Spirale
ermoglicht.
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Abb. 1.9 Illustration zur
Quadratur der Archimedischen
Spirale

Dies beweist er durch Exhaustion. Dafiir teilt er den Winkel zwischen den beiden
Radiusvektoren in eine Anzahl gleicher Teile (Abb. 1.9), bemerkt, dass die Lingen der
so entstandenen Radiusvektoren eine arithmetische Folge bilden, zeichnet ein- und um-
geschriebene Kreisausschnitte. Die eingeschriebenen Ausschnitte bilden eine Figur mit
kleinerem und die umgeschriebenen eine Figur mit groerem Flicheninhalt, als der ge-
suchte ist. Durch Vergleich der Fldcheninhalte dieser um- und eingeschriebenen Figur
und dann durch Exhaustion (wir wiirden sagen: durch Grenzwert, wenn die Anzahl der
Teile ins Unendliche geht) beweist er die Behauptung des Satzes ([1, 25, 40]). Modern
formuliert konnte man sagen, dass Archimedes explizit die unteren und oberen Integral-
summen fiir dquidistante Zerlegungen des Winkelintervalls berechnet. Er bestimmte durch
Exhaustion deren gemeinsamen Grenzwert, wenn die Anzahl n der Unterintervalle ins
Unendliche geht.

Wir wollen unsere Auswahl von Archimedes’ Resultaten mit der Kurzbeschrei-
bung seiner Quadratur der Parabel beenden. Im Gegensatz zu Kreisabschnitten konnen
nidmlich Parabelsegmente mit Zirkel und Lineal quadriert werden. Archimedes konnte
beweisen: Der Flicheninhalt P eines Parabelsegments (siehe Abb. 1.10) ist gleich ;—‘ der
Fliche des Dreiecks, dessen eine Seite gleich der Sehne AB, die das Segment bestimmt,
ist, und das die gleiche Hohe wie das Segment hat, also dessen dritte Ecke der Punkt
C auf der Parabel ist, in dem die Tangente parallel zu AB ist. Archimedes’ geniale Ein-
sicht, die zum Beweis der Behauptung fiihrte, war: Wenn man das Dreieck AABC vom

Abb. 1.10 TIllustration der
Archimedes’ Quadratur des
Parabelsegments




12 1 Geschichte der Analysis

Parabelsegment entfernt, entstehen zwei neue Parabelsegmente. In diese kann man analoge
Dreiecke AACE und ABCD einschreiben und dann die Schritte ins Unendliche wiederho-
len. Archimedes beweist: Die Fliache des Dreiecks AABC ist genau viermal so grof3 wie
zusammengenommen die Flichen der Dreiecke AACE und ABCD. Daraus folgt, da dies
fiir eine beliebige Sehne AB gilt, dass in jedem Schritt die Restfliiche des Parabelsegments
um le vermindert und weiter nach Eudoxos’ Exhaustionsprinzip, dass

1 1 1 4
P=D+-D+ —D+..=D — ==D,
4 16 — 4 3
wenn mit D die Flache des Dreiecks AABC bezeichnet ist ([6, 11, 36]).

Ein wichtiger Teil der Anwendungen der Infinitesimalrechnung sind Optimierungspro-
bleme, also Probleme der Bestimmung von Minimal- und Maximalwerten von Funktionen.
Eines der iltesten solcher Probleme stammt von Heron von Alexandria (wahrscheinlich
1. Jh. n. Chr.):

Problem 1.1 (Herons Problem des kiirzesten Weges) Wenn zwei Punkte A und B auf
einer Seite einer Geraden gegeben sind, wird der Punkt C auf dieser Geraden gesucht, fiir
den die Summe der Abstinde |AC| + |CB| minimal ist.

Heron 16ste dieses Problem auf die folgende Weise: Wenn B’ der beziiglich der Geraden
spiegelsymmetrische Punkt zu B ist (Abb. 1.11), dann gilt |CB| = |CB/| fiir jeden Punkt C
auf der Geraden, also sucht man C mit minimalem Wert von |AC|+|CB’|. Doch der kiirzeste
Weg von A zu B’ ist ldngs einer Geraden, also ist C der Schnittpunkt der vorgegebene
Geraden mit der Geraden AB’ ([38]).

Nach der griechischen Antike gab es bis zur Neuzeit kaum nennenswerte Beitrige,
die man als Vorldufer der Infinitesimalrechnung auffassen konnte. In den Werken einiger
arabischer und indischer Mathematiker findet man vereinzelte ,,infinitesimale‘ Resultate
und Betrachtungen. Eine Ausnahme zu diesem allgemeinen ,,Stillstand* der Analysis bil-
det der franzosische Bischof und Wissenschaftler Nicole d’Oresme (ca. 1330-1382). Bei
Oresme findet man sowohl eine, noch nicht klar ausgebildete, Idee der Funktion als Bezie-
hung zwischen zwei Variablen und auch eine frithe Form des Funktionsgraphen, bei ihm
Theorie der Formlatituden (de latitudinibus formarum) genannt.

Abb. 1.11 Herons Problem B’
des kiirzesten Weges B~ -
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Nach Oresme ist jede messbare Grofe (auler Zahlen, die er noch altgriechisch als
ganze Zahlen, zusammengesetzt aus diskreten Einheiten versteht) als stetig zu denken,
also werden messbare Groflen durch Strecken, Fldchen und Volumina dargestellt. Oresme
beschreibt in seinen Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum und Questiones
super geometriam Euclidis die grafische Illustration der Beziehung zwischen der Aus-
dehnung (extensio) und Betrag (intensio) von Qualitidten. Nach der damaligen Auffassung
waren Qualitdten diverse physikalische Phdnomene, beispielsweise die Geschwindigkeit,
die verschiedene Intensititen haben konnen, und diese sind in Beziehung zu deren Aus-
dehung, beispielsweise Zeit. Oresme trug die Intensititen vertikal als Lingen (latitudo)
tiber der horizontalen Linie, auf der die Ausdehnungen auch als Lingen représentiert
sind (longitudo). Man erkennt dabei leicht die Grundidee des Funktionsgraphen, die erst
nach der Einfiihrung der analytischen Geometrie im 17. Jh. (siehe 1. Buch) im modernen
Sinne ausgebildet wurde. Dabei zeigt Oresme auch ein, noch nicht ganz klar ausgebilde-
tes, Verstidndnis der funktionalen Beziehung zwischen Intensititen und Extensionen. Seine
,»Qraphen* sahen etwa wie auf Abb. 1.12 dargestellt aus. Die Linie, die die oberen Enden
der Latituden verbindet, nennt er Linea intensionis (oder Linea summitatis). Diese, die
zwei Grenzlongituden und das Segment, welches sich zwischen diesen zwei Grenzlongi-
tuden befindet, beschreibt nach Oresme die betrachtete Qualitdt. Oresme unterscheidet,
je nach Form der so entstandenen Figur, uniforme Qualititen (Qualitas uniformis, mit
konstanter Intensitét; die Figur ist ein Rechteck), uniform difforme Qualititen (Unifor-
miter difformis, wenn die Linea intensionis eine schrige Gerade bildet; die Figur ist ein
Trapez) und difform difforme Qualititen (Difformiter difformis, also alle anderen Typen
von Figuren).

Oresme konnte im Fall der Geschwindigkeit und Zeit durch Latituden und Longitu-
den den um diese Zeit bekannten Satz von Merton zeigen. Dieser Satz erhielt den Namen
nach dem Merton College in Oxford, dessen Gelehrte ihn als Erste in den 1330er-Jahren
formulierten: Im Falle einer uniform difformen Geschwindigkeit (also eines sich mit kon-
stanter Beschleunigung bewegenden Korpers) ist (in einem gegebenen Zeitintervall) der
zuriickgelegte Weg gleich wie im Falle einer uniformen (also konstanten) Geschwindig-
keit, wenn diese gleich der Geschwindigkeit im mittleren Zeitpunkt. Oresme konnte dies
durch Vergleich von Flichen des Rechtecks und Trapezen zeigen, man sieht dadurch,
dass er verstand, dass man die entsprechende zuriickgelegte Strecke als Flidche interpre-
tieren kann. Dies kann auch als eines der ersten Erkenntnisse der mathematischen Physik

Abb. 1.12 Oresmes
Formlatituden: uniform,
uniform difform und difform
difform
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Abb. 1.13 Oresmes
geometrischer Beweis der

Konvergenz der Reihe Y, 2

n 2n

1/8
1/4 1/8
1/2 1/4 1/8

betrachtet werden. Interessant ist auch, dass Oresme zudem erwéihnt, die Latituden miis-
sten nicht unbedingt senkrecht zu den Longituden aufgetragen werden und konnten auch
dreidimensional betrachtet werden ([42, 45, 49, 51]).

Auch beschiftigte sich Oresme mit unendlichen Summen (also Reihen); er konnte die
Divergenz der harmonischen Reihe Zn% und auch die Konvergenz der geometrischen
Reihe ), % zum Wert 2 geometrisch zeigen. Oresmes Beweis der Divergenz der har-

monischen Reihe erfolgt durch die auch heute noch standardmifige Gruppierung von
Termen

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
l+-+(z+- )+ z+-F++=- )+ 1+ -+ -+ -+
(3 4) (5 6 7 8)

und die Konvergenz der geometrischen Reihe durch eine Illustration wie auf Abb. 1.13
([45, 49)).

1.2  Vorlaufer der modernen Infinitesimalrechnung im 17. Jh.

Wihrend der Renaissance wurde bekannterweise die Antike wiederentdeckt. Dies bezieht
sich auch auf die mathematischen Errungenschaften. So kam auch die Exhaustionsme-
thode wieder zum Vorschein. In den letzten Jahrzehnten vor Leibniz und Newton wurden
Methoden zur Berechnung von Volumina und Flidchen, welche der modernen Integrie-
rung entsprechen, wiederentdeckt und weiterentwickelt. Im Gegensatz zur Antike (bis
auf die Ausnahme der Bestimmung der Tangente auf die Archimedische Spirale durch
Archimedes, sieche Abschn.1.1) wurden jetzt, besonders dank Einfiihrung der analy-
tischen Geometrie in den 1630er-Jahren (siehe 1. Buch), Methoden zur Bestimmung
von Tangenten und Extrema, also Problemen, welche durch Ableitungen zu 16sen sind,
entwickelt.
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Der beriihmte Astronom Johannes Kepler (1571-1630) verfasste die Nova stereo-
metria doliorum vinariourum (1615), die ,,Neue Stercometrie der Weinfisser”. Hierin
beschreibt er die Bestimmung der Volumina von iiber 90 Rotationskorpern. Keplers Me-
thode basiert auf der von Archimedes, ist aber einerseits weniger prizise, andererseits
der modernen Integralrechnung zwecks Voluminabestimmung dhnlicher. Kepler teilt die
Korper in geeignete, infinitesimal diinne, zylindrische Schichten ([8, 30]).

Interessant ist auch Keplers Weinfassproblem, ein Optimierungsproblem. Er wurde
durch eine reelle Begebenheit inspiriert: Anlédsslich seiner zweiten Heirat kaufte Kepler
ein Weinfass. Dabei war ihm die Preisbestimmungsmethode des Weinhéndlers suspekt.
Die Methode war néimlich, das Fass flachzulegen und einen Stock durch die Offnung bis
zum entgegensetzten Deckel zu fithren. Der Preis war der Léange des eingefiihrten Stock-
teiles proportional. Kepler bemerkte aber, dass diese Linge (also auch der Weinpreis) bei
einem langen, diinnen Fass gleich groB sein kann wie bei einem kurzen dicken Fass, also
dass verschiedene Volumina gleich verrechnet werden konnten. Das folgende Problem
entstand:

Problem 1.2 (Keplers Fassproblem) Wenn man ein Weinfass approximativ als Zylin-
der betrachtet, bei welchem Radius r und welcher Hohe (Linge) £ ist fiir eine gegebene
Stockldnge [ (siehe Abb. 1.14) das Fassvolumen am gréften?

Kepler fand die Losung (h = %, r= \/ig) durch Wertvergleiche und, was wichtiger
ist, bemerkte, dass fiir Mafle, die nahe an diesen optimalen MaBen liegen, die Volume-
ninderungen bei gleichen MaBidnderungen viel kleiner sind als bei MaBlen, die weiter
vom Optimum entfernt sind. Heute sagen wir: Der Extremalwert wird in einem kritischen
(stationdren) Punkt erzielt ([8]).

Galileos Student Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647) entwickelte seiner-
seits Keplers Methode zur Flichen- und Volumenberechnung weiter und schaffte eine
eigene Version, als Methode der Indivisiblen bekannt. Diese beschrieb er 1635 in Geome-
tria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota. Ebene Figuren betrachtete
er als aus parallelen Linien bestehend und raumliche als aus parallelen ebenen Figuren
bestehend. Seine Indivisiblen sind also unendlich diinn. Er stellt sich eine ebene Figur

(Abb. 1.15), oder eine rdaumliche, als zwischen zwei Geraden bzw. Ebenen eingeklemmt

Abb. 1.14 Keplers h
Fassproblem N

2r s
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Abb. 1.15 Cavalieris Prinzip

vor. Die Indivisiblen sind dann die Durchschnittsmengen der Figur mit den diesen Gera-
den/Ebenen parallelen Geraden/Ebenen. Die Figur ist dann als die Gesamtheit dieser
Indivisiblen aufzufassen.

Das nach ihm benannte, beriihmte, Cavalieris Prinzip wird dann so formuliert: Ebene
bzw. rdumliche Figuren (also deren Flichen bzw. Volumina) stehen in demselben Verhilt-
nis wie die Gesamtheiten ihrer Indivisiblen. Cavallieri konnte dann mithilfe dieses Ansatzes

einige Fldchen berechnen, die wir heute mit x"dx bezeichnen wiirden und auch auf

einfachere Weise Archimedes’ Resultat zum Ku(zgelvolumen erhalten ([12, 45, 49]).

Unter den Vorldufern der Differenzialrechnung, also des Ableitens, miissen vor allen
Descartes und Fermat erwédhnt werden, zwei Wissenschaftler, die (wie im Kapitel zur
Geometrie im 1. Buch beschrieben) auch die analytische Geometrie begriindeten. Beide
entwickelten Verfahren zur Bestimmung von Tangenten auf (ebenen) Kurven, deren Glei-
chungen bekannt sind. René Descartes’ (1596—1650) Ziel war, Winkel zwischen je zweien
sich schneidenden Kurven, d. h. den Winkel zwischen deren Normalen im Schnittpunkt,
zu bestimmen. Da es einfach ist, Normalen auf Kreisen zu finden, suchte Descartes einen
Kreis, der um den betrachteten Punkt P am besten an der Kurve anliegt (sieche Abb. 1.17).
Diesen fand er allgemein dadurch, dass er zunichst einen Kreis fand, der die Kurve in
zwei Punkten nahe an P schneidet und dann diese zwei Punkte gegen P streben lie3. Mit
dieser Methode fand er Normalen- und dann natiirlich leicht Tangentengleichungen fiir
mehrere Kurven ([21]). Unter anderem bestimmte Descartes die Tangente an der Zykloide
(der Rollkurve eines Kreises, siche Abb. 1.16). Die Zykloide, die von Galileo den Namen
erhielt, wurde im 17. Jh. von vielen namhaften Mathematikern untersucht.

Abb. 1.16 Zykloide
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Abb. 1.17 Descartes’
Bestimmung der
Zykloidentangente

Beispiel 1.1 (Descartes’ Bestimmung der Zykloidentangente)

Sei P der Punkt, in dem die Tangente gesucht wird (Abb. 1.17). Die ,,halbwegs gerollte*
Position des die Zykloide erzeugenden Kreises ist auch eingezeichnet, sein Punkt, der
auf der Grundlinie liegt, sei B. Durch P wird die Parallele zur Grundlinie gezeichnet
und deren Schnittpunkt Q mit dem Kreis bestimmt sowie die Parallele zur Geraden OB.
Der Schnittpunkt dieser letzten Parallelen mit der Grundlinie ist R, der Kriimmungs-
mittelpunkt der Zykloide im Punkt P. Die Normale in P ist dann die Gerade PR, also
ist die Tangente die Senkrechte zu PR in P ([48]).

Pierre de Fermats (1607-1665) Methode der Tangentenbestimmung war anders und
der modernen Methode dhnlicher. Sie basiert auf der Verwendung eines kleinen Zuwachses
E (wir wiirden Ax schreiben). Seine Idee ist die Folgende: Sei A ein Punkt auf der Kurve,
in dem die Tangente y = kx + [ auf die Kurve y = f(x) gesucht wird. Wenn E ein kleiner
Zuwachs ist, dann sind die Dreiecke AOXA und AOYB auf Abb. 1.18 annidhernd dhnlich,
da f(x + E) anndhernd k(x + E) + [ gleich ist. Also ist

(0).4
ox|__ _fe) 12
|OX|+E f(x+E)
und dementsprechend kann durch Bestimmung von |OX| auch der Koeffizient k = Ijg_;)l
bestimmt werden. Aus GI. 1.2 erhélt man
10X f (1.3)

T (Gt E)—fQ)/E

Nachdem man die rechte Seite der Gl. 1.3 ausgerechnet hat, setzt man E = 0 und erhélt
|0X]|.
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Abb. 1.18 Illustration zur
Fermat’schen Methode der
Bestimmung von Tangenten
auf Kurven

Beispiel 1.2

Fiir y = x* erhilt man aus GI. 1.3

Wenn E = 0, erhdlt man |OX| =

3% ([18]).

1 Geschichte der Analysis

3x2 +3xE + E?’

¥

(1.4)

also hat die Tangente im Punkt (x, x*) die Steigung

Es ist leicht einzusehen, dass hier Fermat eigentlich den Grenzwert des Quotienten
f(xLE)_f(x) fiir E — 0 bestimmt. Ahnlich werden in seiner Methode zur Bestimmung von
Minima und Maxima die kritischen Punkte mittels E bestimmt ([18, 29, 49]).

Beispiel 1.3

Man bestimme den Teilungspunkt einer Strecke a, sodass das Produkt der Lingen der
zwei so entstandenen Teile maximal ist. Die zwei Teile haben Lingen x und a — x, also
wird das Maximum der Funktion f(x) = x(a — x) gesucht. Man setzt f(x) mit f(x + E) =
(x+E)(a-x—E) = xa—x>—2xE + Ea - E? gleich (wenn E klein ist, ist f(x) ~ f(x + E))
und erhilt die Bedingung Ea — 2xE — E* = 0. Da E zwar klein, aber doch nicht gleich
null ist, wird durch E geteilt und erhélt so 2x = a — E. Am Ende wird wieder £ = 0
gesetzt und erhélt als Losung x = 5 (und f(x) = é) ([18]).

Fermats Methode wurde zwar erst viel spiter veroffentlicht, war aber unter damali-

gen Mathematikern bekannt. Eine verbale Formulierung dieser Methode fiir Polynome
wurde 1659 vom niederldndischen Mathematiker Johannes (Jan) Hudde (1628-1704)
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verdffentlicht. Seine Regel kann man mit modernen Formeln so ausdriicken ([22]): Ein
Polynom p(x) = ag + ajx + ... + a,x" hat ein Maximum oder Minimum, wenn

a; +2axx + ... +na X" = 0.

Ein anderer Student Galileos, Evangelista Torricelli (1608-1647), auch in der
Geschichte der Physik eine bedeutende Figur, kombinierte die antike Exhaustionsme-
thode mit Cavalieris Methode der Indivisiblen und konnte so verschiedene, recht beein-
druckende, Ergebnisse, welche man heute als Integrale interpretieren wiirde, erhalten.
Das beriihmteste seiner Resultate ist, dass er zeigte, dass das Volumen eines unendlichen
Korpers endlich sein kann. Er zeigte ndmlich, dass (modern ausgedriickt)

° dx
—=1
)=
ist, also dass der Rotationskorper der Hyperbel y = }C um die x-Achse (von 1 weiter) endli-
ches Volumen 7 hat. Dieser Korper (siehe Abb. 1.19) wird heute oft Torricellis Trompete
genannt. Dieses fiir Torricellis Zeit paradoxale Resultat® ist der erste ,,Auftritt“ eines un-
eigentlichen Integrals in der Geschichte. Torricelli konnte auch zeigen, dass die Fldche
unter einem Bogen der Zykloide genau dreimal so grof ist wie die Flidche des rollenden
Kreises, der sie erzeugt. Pascal andererseits bestimmte das Volumen und die Oberfldche
des entsprechenden Rotationskorpers ([12, 49]).

Unabhéngig von Torricelli bestimmte auch Gilles Personne de Roberval (1602-1675)
die Fldche unter einem Bogen der Zykloide. Wichtiger aber ist seine prizisere Variante der
Methode Cavalieris. Fiir Roberval muss eine Fliche aus Fldchen, und nicht Linien, zusam-
mengesetzt sein, ebenso ein Volumen aus Volumina und nicht aus Fldchen. So bestimmt er
Flédchen unter den Kurven y = x" (n € N) durch Teilung in diinne Rechtecke ([9, 12, 28]).

Was bei allen erwihnten Vorgingern der modernen Infinitesimalrechnung fehlte, war
eine kalkiilmiBige Form, welche eine effiziente Bestimmung der Tangenten, Flichen
und Volumina erméglichen wiirde. Einen grof3en Schritt in diese Richtung schaffte John
Wallis.

Abb. 1.19 Torricellis ,
Trompete / '

8Der Philosoph Thomas Hobbes beispielsweise sagte 1672 dazu: ,,Um dies als Vernunft zu verstehen,
braucht man nicht Geometer oder Logiker zu sein, sondern man muss verriickt sein“ (zitiert nach
[45]).
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John Wallis (1616-1703) gilt als der einflussreichste englische Mathematiker vor
Newton. Er wirkte als Professor fiir Geometrie in Oxford. Wéahrend des englischen
Biirgerkriegs engagierte er sich an der Seite des Parlaments und wurde fiir sein kryp-
tologisches Konnen bekannt. Wallis war einer der frithen Mathematikhistoriker und
beschiftigte sich auch mit Logik und englischer Grammatik. Aus der Gruppe der
Wissenschaftler, mit welchen er sich regelméBig traf, entstand die berithmte Royal
Society. Wallis fiihrte das moderne Unendlichkeitszeichen oo 1655 im Werk De
sectionibus conicis ein. Sein beriihmtestes Werk, Arithmetica infinitorum (1656),
enthilt auch eine der beriihmtesten ,,unendlichen” Darstellungen der Zahl , das
Wallis-Produkt ([12]):

Schon der Titel von Wallis’ Arithmetica infinitorum (1656) kiindigt an, was sein Haupt-
verdienst ist. Von Cavalieris und Torricellis Methoden beeinflusst, entwickelte Wallis eine
prizisere und effizientere, rechnerische Methode zur Berechnung von Flidchen und Volu-
mina ein. Zunéchst gab er eine neue Variante der Flichenberechnung, welche wir heute

mit dem Integral
/ | 1
X"dx =
0 m+1

(fiir natiirliche Zahlen m) ausdriicken.

Beispiel 1.4 (Wallis’ Berechnung von [’ x*dx)

Wallis’ stellte sich die Fliche unter der Kurve y = x? als aus n diinnen Rechtecken, jedes
¢ breit, zusammengesetzt vor (Abb. 1.20). Er verglich die Summe der Fléichen dieser
Rechtecke mit der Fliche des Rechtecks [0, a] x [0, a?], welches aus n Rechtecken der
Fliche ¢ - a’ besteht. Man erhiilt das Verhiltnis

. 2 . 2
. a (ia . [ia
Zi='2'<2> R (‘) e

= = . (1.5)
AC+a’+..+a®> n2+n’+..+n?

Durch Betrachtung der rechten Seite von GI. 1.5 fiir n = 2,3,4 zog er den richtigen
Schluss (durch Analogie, nicht durch formelle mathematische Induktion), dass das Ver-
hiltnis aus GI. 1.5 fiir jedes n gleich % + 3in ist, also je groBer der Wert n, desto ndher
dem Wert % ist. Dementsprechend schloss er, dass das Verhiltnis der gesuchten Fliache
und der Fliche a® des Rechtecks [0, a] x [0,a?] gleich 1 ist ([6]).
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Abb. 1.20 Wallis’ y

S h
Berechnung von [, x*dx y = a2

I
X
a
n

Abb. 1.21 Die Beziehung x
zwischen /01 x"dx und
fol xl/mdx

1

/ Il/de
JO

1
/ ‘/L,Nldx
J0

Das eigentlich Neue bei Wallis ist aber, dass er aus diesen Resultaten weiter den Wert
der Integrale fol x!/mdx berechnete. Da y = x!/™ #quivalent mit y" = x ist, kann man

durch Auswechslung der Koordinatenachsen (Abb. 1.21) aus fol x"dx = - schlieBen,

m+1

dass fol xmdy =1 - ﬁ =7 +11 T ist. Daraus folgt, so Wallis wieder durch Analogie, dass

fol xX"dx = ﬁ fiir alle Zahlen m (natiirlich auBer fiir m = —1) gilt ([45].

Blaise Pascal (1623—-1662) leistete auch einen Beitrag zum Thema Tangentenkonstruk-
tion. Er beschrieb 1659 fiir den Fall eines Kreisbogens das Dreieck, welches spiter
Leibniz triangulum characteristicum (charakteristisches Dreieck) nennen wiirde. Dies ist
das rechtwinklige Dreieck, welches von einer Tangente gebildet wird, wenn man einen
kleinen Teil der Tangente um den Beriihrungspunkt als Hypotenuse nimmt und durch
Parallelen zu den Koordinatenachsen die Katheten bildet (Abb. 1.22). Dieses ist immer
dem Dreieck, das von dem Normalenabschnitt zwischen Tangentenberithrungspunkt und
x-Achse bestimmt wird, dhnlich ([49]).

Der unmittelbare Vorgédnger (und auch Professor) von Newton war Isaac Barrow,
der sich mit der Bestimmung von Tangenten auf Kurven befasste und dabei das dem
charakteristischen Dreieck Pascals dhnliche Barrow’sche Differenzialdreieck (Abb. 1.23)
betrachtete. Er betrachtete Tangenten als Grenzfille von Sekanten, wenn sich deren
Schnittpunkte mit der Kurve zueinander bewegten. Wichtiger ist aber, dass Barrow (und
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Abb. 1.22 Pascals
charakteristisches Dreieck

Abb. 1.23 Barrow’sches y
Differenzialdreieck

8

T M

auch Torricelli etwas frither) bemerkte, dass die Geschwindigkeit aus der Kenntnis der
Strecke, und umgekehrt, die Strecke aus der Kenntnis der Geschwindigkeit bestimmt wer-
den konnen sowie dass Strecken als Fldchen unter dem Graphen der Geschwindigkeit in
Abhingigkeit von Zeit interpretiert werden kdnnen und zugleich die Geschwindigkeit als
Steigung des Graphen der Strecke in Abhingigkeit von Zeit.

Da die Geschwindigkeitsbestimmung ein Problem der Ableitung, also dem Tangenten-
problem &quivalent ist, und umgekehrt die Streckenbestimmung eine Integralaufgabe ist,
also der Flachenberechnung dquivalent, begann sich somit das Bewusstsein iiber die Inver-
sitdt der zwei Fundamentaloperationen der Infinitesimalrechnung auszubilden. Barrows
1670 veroftentlichte Lectiones Geometricae, also Vorlesungen iiber Geometrie, enthalten
sowohl seine Tangentenbestimmungsmethode als auch einen Beweis der geometrischen
Interpretation des Fundamentalsatzes der Analysis ([6, 34, 12, 45]).

Beispiel 1.5 (Barrows Tangentenbestimmungsmethode)

Wenn f(x,y) = 0 die Gleichung einer ebenen Kurve ist und P ein Punkt auf der Kurve,
in dem die Tangente gesucht wird, braucht man einen zweiten Punkt 7, um die Tangente
eindeutig zu bestimmen. Beispielsweise kann T der Schnittpunkt der Tangente und der
x-Achse sein. Wenn man das ,,Differenzialdreieck” APQR sowie die Projektion M des
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Punktes P auf die x-Achse betrachtet (Abb. 1.23), bemerkte Barrow: Je nidher Q zu P
ist, desto genauer gilt die auf der Ahnlichkeit von Dreiecken basierende Gleichung

ITM| :y=|QR|: |PR|=¢:a (1.6)

(mit kleinem e¢ = |QR|, a = |PR). Wenn (x,y) die Koordinaten von P sind, sind die
Koordinaten von Q gleich (x — e,y —a). Da Q auf der Kurve ist, gilt f(x—e,y—a) = 0.

Beispielsweise kann man das kartesische Blatt betrachten, eine Kurve mit der Glei-

chung x* +y* = kxy, die zuerst von Descartes studiert wurde. Dann erhilt man aus

(x—e)’ +(y—a)® = k(x—e)(y—a) und x> + y* = 3axy (P liegt ja auch auf der Kurve) die
Gleichung

3xe® + 3ya® - 3x*e - 3y*a— e — a® = kea — kax — key.

Alle Terme, die Potenzen von e und a enthalten, die hoher als 1 sind, sowie auch deren
Produkte werden entfernt, es verbleibt:

3x%e + 3y*a = kax + key.
Zuletzt wird das Verhiltnis e : a bestimmt:
e:a=(kx=3y") : 3x* —ky).

Daraus kann die Abszisse |OT| des Punktes 7 bestimmt werden: |OT| = |OM|—|TM| =
x—|TM]. Aus GI. 1.6 erhilt man

e kxy-3y3
M| =y= = 25,
a 3x*-ky

kxy - 3y?

3x2 —ky
Gleichung der Tangente, also der Gerade TP, bestimmen ([6]).

und so sind die Koordinaten von T gleich <x— ,0), und man kann die

Isaac Barrow (1630-1677) hatte einen interessanten Lebenslauf. Als Junge war er
so anstrengend, dass man seinen Vater beten horte, falls Gott eines seiner Kinder zu
sich nehmen wiirde, konnte er am besten auf Isaac verzichten. Er studierte auf der
beriihmten Trinity College in Cambridge. Wie zu der Zeit iiblich, war das zunéchst
ein Studium ohne Spezialisierung. Nach seinem ersten Abschluss blieb er als Fellow
an der Trinity College, sehr gut in Griechisch, Theologie und Naturwissenschaften
ausgebildet. Im Zeitraum 1655-1659 bereiste er Italien und die Tiirkei, wiahrend der
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Uberfahrt in die Tiirkei iiberlebte er einen Piratenangriff (und beteiligte sich selbst an
dessen Abwehr) und landete zunéchst in Smyrna, lebte danach in Konstantinopel, wo
er vor allem die orthodoxe Kirchenlehre studierte. Nach seiner Riickkehr wurde er
ordiniert und zum Professor fiir Griechisch in Cambridge ernannt. Ab 1662 wurde er
der einzige Inhaber des sogenannten Lucasischen Katheders fiir Naturwissenschaf-
ten und lehrte Mathematik und Optik, unter seinen Studenten befand sich auch Isaac
Newton. Seine Vorlesungen wurden spiter auch veroffentlicht. Im Jahr 1669 ver-
zichtete er auf die Stelle und wurde koniglicher Kaplan in London. Als er 1677 an
Fieber erkrankte, versuchte er sich mit Fasten und Opium zu kurieren, da ihm diese
Methode schon frither in Konstantinopel half. Diesmal verblieb sie erfolglos und
Barrow starb in wenigen Tagen ([6, 12, 49]).

Wir sehen also: Mitte des 17. Jh. bestand schon eine Fiille an Resultaten zu den Themen
Tangentenbestimmung, Minima und Maxima, Berechnung von Flidchen und Volumina.
Die Zeit war reif fiir die endliche Vereinigung dieser Methoden, und dies schafften in den
nichsten Jahrzehnten Newton und Leibniz.

1.3 Newton und Leibniz

Wenn man den vorigen Abschnitt gelesen hat und an die allgemein bekannte Aussage
,INewton und Leibniz entdeckten die Differenzial- und Integralrechnung* denkt, stellt sich
die Frage: Was war denn bei Newton und Leibniz so anders? Auf jeden Fall waren sie
offensichtlich nicht die Ersten, die infinitesimale Methoden entwickelten. Waren sie pra-
ziser? Nicht wirklich. Aber sie schafften endlich aus dem Vielerlei der Methoden und
Resultate eine einheitliche, kalkiilmiBige (wie Wallis sagen wiirde: arithmetische) Me-
thode der Inifnitesimalrechnung, inklusive der expliziten Aussage der Beziehung zwischen
Ableitung und Integral (Tangente und Quadratur, Geschwindigkeit und Strecke), welche
heute als Fundamentalsatz der Analysis, manchmal auch Newton-Leibniz-Formel, genannt
wird und modern so ausgedriickt wird:

Theorem 1.7 (Fundamentalsatz der Analysis) Wenn f : I — R eine stetige Funktion
auf einem offenen Intervall I ist, dann ist die Funktion F : I — R, die durch

F(x) = / ' f(6)dt

definiert ist, fiir jedes a € I auf I differenzierbar, und umgekehrt, wenn F' = f auf I, dann
ist
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b
/ f(©)dt = F(b) - F(a)
fiir alle a,b € 1.

Obwohl mathematisch dquivalent, waren Newtons und Leibniz’ Ansitze der Infinite-
simalrechnung sehr verschieden. Newton, als angewandter Mathematiker und Physiker,
betrachtet vor allem von Zeit abhingige Grofien, Leibniz, der Philosoph, rdsonierte ab-
strakter. Newtons Resultate beziiglich der Infinitesimalrechnung sind etwa 10 Jahre dlter
als die von Leibniz, was zu deren beriihmtem Priorititenstreit fiihrte. Heute wird aber all-
gemein angenommen, dass Newtons und Leibniz’ Verdienst der Erschaffung der modernen
Infinitesimalrechnung unabhingige Leistungen waren.

Kurzbiografie von Sir Isaac Newton

Isaac Newton (1642—1727) wurde nach dem Tode seines Vaters geboren. Als er 3
Jahre alt war, heiratete seine Mutter wieder und lie den kleinen Isaac bei ihrer
Mutter. Nachdem sie zum zweiten Mal 1659 Witwe wurde, wiinschte seine Mutter,
dass Isaac ein Farmer wurde. Newton hasste die Farmerarbeit. Sein Lehrer konnte
die Mutter iiberzeugen, dass sie zuldsst, dass Isaac die Schule beendet. Danach stu-
dierte Newton auf der Trinity College in Cambridge. Man weif nicht viel iiber sein
Studium, auBer dass er verschiedene philosophische Werke griindlich kennengelernt
hat sowie dass er wihrend des Studiums das Interesse an Mathematik entdeckt hat.
Er schloss sein Studium 1665 ab, kurz darauf, als das Trinity College wegen Pest ge-
schlossen wurde, zog er sich auf das Familienwesen in Woolsthorpe zuriick. In den
2 Jahren, die er dort verbrachte, entwickelte er seine neuen, revolutioniaren Ideen der
Infinitesimalrechnung, Optik und Gravitation.

Spiter erbte er Barrows Position auf der Trinity College. In den 1670er-Jahren
verwickelte er sich in wissenschaftliche Streite mit anderen Wissenschaftlern und
erlebte seinen ersten Nervenzusammenbruch 1678. Ein Jahr spiter starb seine Mut-
ter, und Newton lebte immer zuriickgezogener, arbeitete aber vor allem an seinen
physikalischen Resultaten weiter. Sein bedeutendstes Werk, die Philosophiae na-
turalis principia mathematica, meist einfach als Principia bekannt, wurde 1687
veroffentlicht. Darin findet man, unter anderem, das beriihmte Newton’sche Gravita-
tionsgesetz: Jede zwei Objekte ziehen sich durch eine Kraft an, die entlang ihrer Ver-
bindungsgeraden wirkt und deren Betrag proportional zu dem Produkt der Massen
dieser Objekte und umgekehrt proportional zum Quadrat deren Abstandes ist.

Zu dieser Zeit wurde Newton zunehmend politisch aktiv, da der damalige Konig
James II., ein Katholik, auf offene Positionen, auch in der Wissenschaft, Katho-
liken unabhzngig von deren Fihigkeiten einstellte. Newton, selbst ein Protestant,
engagierte sich gegen diese Politik, insbesondere auf der Universitit in Cambridge.
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Nach seinem zweiten Nervenzusammenbruch 1693 zog sich Newton komplett aus
der Wissenschaft zuriick. In seinem letzten Lebensabschnitt beschiftigte er sich
mit der Politik, konnte viele hohe Positionen erreichen und wurde auch ein reicher
Mann. Ab 1703 war er Prasident der Royal Society, im Jahr 1705 wurde er der er-
ste Wissenschaftler mit dem Titel Sir. Seine letzten Jahre sind vor allem durch den
Prioritédtenstreit mit Leibniz gekennzeichnet ([12]).

Newtons Variante der Infinitesimalrechnung ist als Fluxionsmethode bekannt. Deren
wichtige Komponente ist die Benutzung von Reihenentwicklungen. Von Einfliissen ist be-
sonders der von Wallis und Barrow bemerkbar. Newton entwarf sein Fluxionskalkiil in
den 1660er-Jahren. Seine ersten zwei Abhandlungen zum Thema, De Analysi per Aequa-
tiones Numero Terminorum Infinitas und dessen Erweiterung De Methodis Serierum et
Fluxionum, entstanden zwar 1669 bzw. 1671, wurden aber erst 1711 bzw. 1736 gedruckt.
Es scheint, dass in den 1670er-Jahren die englischen Verleger wenig Interesse am Druck
von wissenschaftlichen Texten hatten, meist wird dies durch die Zerstorung der Londo-
ner Druckereien durch den groflen Brand 1666 erklirt. Im Zeitraum 1691-1693 verfasste
Newton Tractatus De Quadratura Curvarum, der 1704 als Anhang seiner Optiks veroffent-
licht wurde. Trotzdem waren Newtons Manuskripte unter den englischen Wissenschaftlern
schon bald nach deren Verfassung bekannt.

Newtons variable Groé8en x, y, z, v, ... sind zeitabhéngig (also Funktionen der Variablen
t) und werden Fluenten genannt. Deren Geschwindigkeiten (also Ableitungen nach der
Zeit) nennt er Fluxionen. In den 1690er-Jahren begann Newton die Fluxionen mit einem
iiber das Fluentsymbol gesetzten Punkt zu bezeichnen: Die Fluxion von x ist also x. Wenn
man beispielsweise eine Kurve mit der Gleichung f(x, y) = 0 in der Ebene betrachtet, sind
bei Newton x und y die Koordinaten eines sich entlang dieser Kurve bewegenden Punk-
tes, und x und y sind dessen horizontale und vertikale Geschwindigkeitskomponenten. Die
Fluxionen der Fluxionen (doppelte Ableitungen nach t) bezeichnet er dann mit Doppel-

punkten (¥); das, was wir heute Integral von x nennen, wurde von Newton mit)lc bezeichnet.
Die Steigung der Tangente im Punkt (x, y) der Kurve ist dann der Quotient zwei endlicher
Groflen, i—c Newtons Methode benutzt einen kleinen Zuwachs ox der Grof3e x, wobei o ein
unendlich kleiner Zuwachs von ¢ ist ([6, 7, 12, 35, 41, 49]).

In De Methodis Serierum et Fluxionum formuliert Newton ganz klar die Funda-
mentalaufgabe der Infinitesimalrechnung: Gegeben die Beziehung zwischen Fluenten, die
Beziehung zwischen deren Fluxionen zu finden, und umgekehrt. Modern ausgedriickt,
befasst sich nach Newtons Auffassung die Infinitesimalrechnung mit den Methoden,

wie man aus einer Kurvengleichung f(x,y) = 0 den Quotient )XC bestimmt und wie

man aus einer Differenzialgleichung, die x und y verbindet, die Beziehung f(x,y) = 0
bestimmt.
Es folgen zwei bekannte Beispiele von Newtons Fluxionsmethode, beide aus [35].
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Beispiel 1.6 (Ableitungen, Newtons Variante)

Gegeben sei die Beziehung
X —ax’ +axy—y> =0. (1.7)
Die Substitution x + ox fiir x und y + oy fiir y ergibt

X+ 3%0x% + 33%0°x + 120
—ax? — 2axox — ax*o®

+axy + axoy + ayox + axyo*
3 = 350y% = 3520y - 30°
=0.

Wegen Gl. 1.7 wird dies zu
3x0x% + 3%8°0%x + X°0° — 2axox — ax*o® +
+axoy + ayox + axyo® — 3yoy* —35%0%y —y°0* = 0
vereinfacht. Division durch o resultiert in

3x%% — 2axk + ayx + axy — 3y*y + 3x0x” +

+0°%° — aox* + aoxy - 3yoy* — 0*y° = 0.

Doch da man annimmt, dass o unendlich klein ist, kann man die Terme, die o enthalten,
vernachlédssigen, und es verbleibt die Gleichung

3ix? — 2axx + ayx + axy — 39y = 0.

Beispiel 1.7 (Integration, Newtons Variante)

Zunichst bemerkt Newton, dass in jedem Term einer Gleichung, die Fluxionen enthilt,
die gleiche Gesamtpotenz der Fluxionen enthalten sein muss: & + &yx — ax’> = 0 muss
als X% + xyx —ax?z* = 0 verstanden werden, mit 7 = 1. Wenn in einer solchen Gleichung
genau zwei Fluenten auftreten, ist der erste Losungsschritt, daraus deren Verhiltnis zu
bestimmen. Beispielsweise bestimmt man aus der Gleichung

3 =iy + iH?

o1 1
¥=§iJZ+ﬂ. (1.8)
X

das Verhiltnis
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Die Wurzel /7 +x? wird als unendliche Reihe § + x% — x* + 2x® — 5x% + 14x10 + .
dargestellt, also erhélt man aus GI. 1.8

)7) =1+ -+ 200 =58 + 14x10 + .,
X
bzw.

y
= =2 —xt+ 2058+ 14x10 +
X

Diese Reihen integriert er gliedweise und erhilt

y 1 1 2 5 14
)7) =) =2 — =X+ =x ==X+ —x 4
X 3 5 7 9 11

Aus dem vorigen Beispiel ist ersichtlich, dass Newton die Wallis’sche Regel zur Inte-
gration von Potenzen kannte sowie dass Integrale schon am Anfang auch verbunden mit
der Losung von Differenzialgleichungen betrachtet wurden. Wichtiger ist aber, auf seine
Verwendung von Reihenentwicklungen hinzuweisen. Newton selbst hebt im Vorwort des
[35] klar hervor: Das Rechnen mit Zahlen und Variablen ist dhnlich, und dementspre-
chend ist es natiirlich, die Darstellung der Zahlen durch Dezimalbriiche in analoger Weise
auf Variablen anzuwenden. Er spricht auch seine Verwunderung aus, dass dies bisher
niemandem aufler dem deutschen Mathematiker Nicolaus Mercator (eigentlich Niklaus
Kauffman, 1620-1687) eingefallen ist,” der dies fiir die Quadratur der Hyperbel benutzte.
Mercator verdffentlichte namlich 1668 in seiner Logarithmotechnia die Mercator-Reihe
(die er nur mit Worten beschreibt)

2 )C3 x4

X
In(1 =X——+—=—=——+.. 1.
n(l+x)=x 2+3 4+ (1.9)

als Ausdruck fiir die Flidche, die wir heute mit f(f % bezeichnen wiirden.'? Da

2 3

1
—=1—-t+t"=-r+..,
1+1
entstand die Mercator-Reihe quasi durch gliedweise Integration. Deswegen gilt Mercator
als Begriinder der Potenzreihentheorie. Newton selbst entdeckte verschiedene Reihenent-
wicklungen, von denen die allgemeine binomische Reihe am berithmtesten ist. In einem

Nicolaus Mercator ist nicht mit dem Kartografen und Geografen Gerhard Mercator (1512-1594)
zu verwechseln, nach dem die in Erdkunde bekannte Mercator’sche Projektion benannt ist.

9Die Bezeichnung ,,natiirlicher Logarithmus* stammt auch von N. Mercator ([26]).
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Brief an H. Oldenburg (1676) schreibt er sie in der folgenden, fiir den modernen Leser
ungewohnten, Form:
m-— -2n m-3

"Bo+ "o+ """ po+
2n 3n 4n

P+pPOy" =pn+ " a0 +
n

Dabei stehen A, B, C, D, ... jeweils fiir den unmittelbar vorstehenden Term (also ist
A = pvn B = %AQ = %Pm/ "0 usw.). Newton entwickelte auch eine Methode, mit
der er die Inversen von Reihen berechnete. Da die wichtigen transzendenten Funktionen
als Integrale von algebraischen Funktionen berechnet werden konnten, beispielsweise
arcsinx = f(; \/%7, geniigte es fiir Newton, die Potenzreihenentwicklungen algebraischer
Funktionen durch Benutzung der binomischen Reihe und seiner Reiheninvertierungme-
thode zu berechnen, um auch die Reihenentwicklungen transzendenter Funktionen durch

gliedweise Integration zu erhalten ([6, 22, 45]).

Beispiel 1.8 (Newtons Reiheninversion)

Wenn Newton die Reihe
y=a0+a1x+a2x2+... (1.10)

kennt, erhilt er die Reihe fiir x dadurch, dass er x = by + b1y + b2y2 +...in GL 1.10
einsetzt und die Koeffizienten vergleicht. Beispielsweise erhilt er als Spezialfall der
binomischen Reihe
1 1 1-3 1-3-5
=1+ +—r+ O+

T_p 2 "2.4 "2.4.6

Durch gliedweise Integration erhilt Newton

arcsin + ! £+ I3 £+ 1-3-5 !
= X=X+ —
Y 23 T2as T4 6.7

+ ...
Wenn man jetzt rechts x = by + b1y + b2y2 + ... einsetzt, erhdlt man
2 1 2 3,3 2 5
y=(bog+b1y+byy +..)+ 8(b0+b1y+b2y +..)7 + E(bo+b1y+bzy +..)7 + ..

Erst folgt b; = 1, da auf rechter Seite y! nur in der ersten Klammer erhalten werden

kann. Weiter ist by = 0, weil rechts der Koeffizient von y° gleich by + b—ﬁg + % + ... st
und rechts O ist. Newton entwickelte eine Tabellenmethode, durch die er die weiteren
Koeffizienten b,, bs, ... effizient berechnen konnte. In unserem Fall erhielt er so die
Potenzreihe fiir Sinus ([45]),

D A &
smy—x—y—€+m—...



30 1 Geschichte der Analysis

Kurzbiografie von Gottfried Wilhelm Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) ist vor allem als Philosoph und Mathema-
tiker beriihmt, gilt aber als ,,letzter Universalgelehrter”. Als junger Mann in diplo-
matischem Dienst besuchte er 1672 Paris, wo er Christiaan Huygens kennenlernte;
Huygens belehrte Leibniz in Mathematik und Physik, unter anderem gab er ihm
auch einige Schriften Pascals zum Studium. Zu gleicher Zeit entwarf er auch eine
Verbesserung der Rechenmaschine Pascals. Im Jahr 1673 besuchte er London und
lernte mehrere Mitglieder der Royal Society kennen, freundete sich mit deren Sekre-
tar Henry Oldenburg an und wurde auch zum Mitglied der Royal Society gewihlt.
Er kehrte nach Paris zuriick und beschiftigte sich dort mit Pascals und Descartes’
Schriften. Leibniz blieb bis 1676 in Paris und entwickelte in diesen Jahren die
Fundamentalideen seiner Variante der Infinitesimalrechnung.

Leibniz’ Ziel der universellen symbolischen Sprache resultierte in groer Auf-
merksamkeit, die er der mathematischen Symbolik schenkte. So ist es nicht ve-
wunderlich, dass nicht wenige heutige Symbole von Leibniz stammen: [ ...dx fiir
Integral, & fiir Ableitung,'! aber auch - fiir Multiplikation, : fiir Division, ...

Ab 1676 lebte er in Hannover, zunichst als Bibliothekar und spater als Hofrat des
Herzogs Johann Friedrich von Braunschweig-Liineburg. Leibniz fiihrte auch geo-
logische Projekte in dieser Anstellung durch und beschiftigte sich weiterhin mit
Mathematik. Bis 1679 hatte er schon das binédre Zahlensystem entwickelt, veroffent-
licht aber seine diesbeziiglichen Resultate erst 1701. Er entwickelte auch die Idee der
Determinante, arbeitete auch an seiner formellen logischen Sprache weiter, beschaf-
tigte sich mit der Dynamik. Im Auftrag Johann Friedrichs Nachfolgers Ernst August
unternahm er viele Reisen durch Europa, um eine Geschichte des Welfenhauses zu
schreiben. Zwar schrieb er sie am Ende nicht, aber traf auf seinen Reisen mit vielen
bedeutenden Wissenschaftlern zusammen. In den 1680er-Jahren verdffentlichte er
seine Version der Infinitesimalrechnung. In seiner zweiten Lebenshilfte verfasste er
mehrere philosophische Schriften und unterstiitzte die Griindung mehrerer wissen-
schaftlicher Akademien, war aber auch sehr vom Priorititenstreit mit Newton (siehe
weiter unten) praokkupiert ([6, 12]).

Wihrend Newtons Resultate in Originalform dem heutigen Leser schwer verstind-
lich sind, wurde Leibniz’ Stil magebend fiir die Analysis. Dies ist nicht verwunderlich,
wenn man bedenkt, dass Leibniz vom Wunsch getrieben wurde, eine universelle symbo-
lische Sprache zu entwerfen und er dementsprechend der Notation viel Aufmerksamkeit
geschenkt hat. Von Leibniz stammen das moderne Integralzeichen | und die Differenzial-
notation dx.

"'Die Bezeichnung :—; fiir partielle Ableitungen wurde 1786 von Legendre eingefiihrt ([7]).
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Leibniz’ Beschiftigung mit der Infinitesimalrechnung war eine Folge seiner Lo-
sung einer Aufgabe, die ihm 1672 Christiaan Huygens (1629-1695) gestellt hat.
Dies war die Aufgabe der Bestimmung der unendlichen Summe der Kehrwerte aller
Dreieckszahlen

1

l+-+-+—+—+
3 6 10 15

1l
EX)

Leibniz bemerkte, dass jeder Summand die Form

2 2 2

n(n+1)=n_n+l

hat und so die Aufgabe die Form

ist. Daraus schloss Leibniz korrekt, dass die ganze Reihe die Summe 2 hat. Die Kernidee,
die zur Losung gefiihrt hat, war hier, jeden Summand d,, der Summe Y d, als Differenz
zweier benachbarter Terme einer anderen Folge (a,,) darzustellen: Wenn d,, = a,,+ — a,, fiir
alle n, dann ist Zle d; = a; — a,4,. Dies fiihrte Leibniz zur Idee der Inversitit zwischen
Ableitung und Integral ([6, 41]).

Nach der Bestimmung der Summe ) ﬁ entdeckte (1673) Leibniz eine der bekann-
testen unendlichen Darstellungen der Zahl 7, die Leibniz-Reihe

bid 1 1 1

—=l-=+_-—--+..

4 3 5 7
Leibniz veroffentlichte diese Reihe und das nach ihm benannte Konvergenzkriterium
fiir Reihen im Jahr 1682. Diese Entwicklung fiir & war aber schon 2 Jahre friiher ei-
nem anderen der Pioniere der Theorie der Reihenentwicklungen bekannt: Der schottische
Mathematiker James Gregory (1638-1675) konnte 1671 verschiedene Reihenentwick-
lungen angeben, ndmlich die ersten fiinf bis sechs Terme der Entwicklungen der Tangens-
und Arkustangensfunktion, der Sekansfunktion und deren Logarithmus und auch die
binomische Reihe. Auch benutzte er eine Variante des Vergleichskriteriums der Reihen-
konvergenz und gab eine fast so allgemeine Definition von Integralen wie Riemann. Die
Reihe fiir Arkustangens

¥© X X

tgx=x——+——-—+
arctgx = x 3t 5 7
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wird heute oft als Gregory-Reihe bezeichnet oder auch als Gregory-Madhava-Reihe, weil
sie schon frither von dem indischen Mathematiker Madhava (1350-1425) entdeckt wurde
([12]1).12 In beiden Fillen handelt es sich eigentlich um die Entwicklung der Variablen x in
Potenzen von tgx. Solche Reihenentwicklungen bekamen spiter den Namen Taylor’sche
Reihen, nach Brook Taylor (siche Abschn. 1.4). Gregory starb nidmlich, trotz mehrerer
wertvoller Beitrége, relativ unbekannt mit nur 36 Jahren an einem Schlaganfall ([6, 12, 13,
45, 49]).

Leibniz’ Konzept der Infinitesimalrechnung ist analytisch-geometrisch und beruht auf
der Generalisierung des charakteristischen Dreiecks Pascals. Wie beschrieben benutzte
ihn auch Barrow, Leibniz selbst beruft sich aber nur auf Pascal. Bei Leibniz sieht die
Benutzung des charakteristischen Dreiecks so aus: Gegeben eine Kurve mit der Glei-
chung y = f(x), ist das charakteristische Dreieck um einen Punkt P der Kurve bei Leibniz
das Dreieck APQR mit Katheten dx und dy und Hypotenuse als Teil der Tangente in P
(Abb. 1.24). Dieses Dreieck ist dem Dreieck APVW &hnlich, welches von der Norma-
len, der Abszissenachse und der Senkrechten aus P auf die Abszissenachse gebildet wird,
also gilt

odx = ydy.

Leibniz nimmt dx und dy als unendlich klein und ,,summiert®, erhilt so

/odxz/ydy.

Nun kann Leibniz fiir eine gegebene Beziehung zwischen o und y so die Beziehung
zwischen x und y finden, also ein Integralproblem 16sen. Wenn beispielsweise o = “y—z,gilt
a*dx = y*dy, also hat die Kurve y; = a’x die vorgegebene Eigenschaft. Ahnlich schlieBt
Leibniz aus der Ahnlichkeit der Dreiecke APQR und APVW zuerst auf yds = ndx und

U 0] Vie W

Abb. 1.24 Das charakteristische Dreieck bei Leibniz

2Madhava benutzte diese Reihe, um den 7r-Wert auf 11 Dezimalstellen genau zu berechnen.
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dann auf [yds = [ ndx, erhilt also die Formel zur Bestimmung der Oberfliche eines
Rotationskorpers ([3, 6]).

In seinen ersten Schriften zum Thema benutzte Leibniz zunéchst die Abkiirzung ,,omn.*
als Integralbezeichnung. Hier ist besonders Cavalieris Einfluss sichtbar, da Cavalieri selbst
seine Quadraturen als omnes lineae figurae bezeichnete. Zu dieser Zeit benutzte Leibniz
auch [ fiir die ,,Differenz zweier benachbarter Ordinaten®, also fiir heutiges dy. Unter Be-
nutzung dieser Symbolik findet man in einem seiner Manuskripte aus 1675 verschiedene
Formeln zur Differenzial- und Integralrechnung, beispielsweise

omn. x/ = xomn. [ — omn.omn. /, (1.11)

in der wir unschwer die Regel der partiellen Integration erkennen kdnnen (Leibniz benutzte
die Uberstreichung mit dem sogenannten Vinculum im Sinne heutiger Klammern). Schon
im gleichen Jahr entschied Leibniz, dass ein verlingertes S, also f , die bessere Bezeich-
nung fiir Integrale wire, da die Integration fiir ihn eine Form der Summation war. Leibniz
bemerkte auch die Dimensionshomogenitit: [ / (falls / Lingen sind) ergibt eine Quadratur,
f x[ ist ein Volumen (also beschreibt die Gl. 1.11 ein Volumen als Differenz zweier Volu-
mina). Bald darauf fiihrte er auch das Differenzialsymbol d ein. Zunéchst wurde das d von
Leibniz im Nenner geschrieben (y/d), bald beschloss er, dass die heutige Schreibweise dy
besser ist. Im Jahr 1677 zeigte Leibniz durch Verwendung der Symbole dx im Sinn kleiner
Zuwichse (analog wie E bei Fermat oder o bei Newton) die Produkt- und Quotientregel
fiir Ableitungen ([6, 34, 41]).

Man kann, trotz offensichtlicher Parallelen zwischen Newtons und Leibniz’ Konzepten,
doch einige fundamentale Unterschiede finden. Der Auffilligste ist, dass bei Newton die
Steigung der Tangente ein Quotient zweier endlicher Groen y und x ist, wihrend bei
Leibniz dies ein Quotient zweier infinitesimaler Gro3en dy und dx ist ([6, 41]).

Leibniz ist, mit Johann Bernoulli, auch der Erste, der den Begriff ,,Funktion* benutzt
hatte (in einem Brief 1673). In einem Brief an Leibniz gibt 1694 Bernoulli den wohl ersten
Versuch der Definition einer Funktion ([12, 42]):

Definition 1.2 (Funktion, Johann Bernoullis Definition) Man nennt hier eine Funk-
tion einer Variable eine Grofe, die in irgendeiner Weise aus dieser Grofle und Konstanten
zusammengesetzt ist.

Schon Newtons und Leibniz’ Zeitgenossen bemerkten, dass die Infinitesimalrechnung,
wenn auch offensichtlich leistungsfihig und korrekte Ergebnisse liefernd, auf wackligem
mathematischem Fundament steht: Die Inkremente (o bei Newton, dx bei Leibniz) wer-
den bald als von null verschieden (bei Division mit ihnen) und bald als null gleich (wenn
man die sie enthaltende Terme der Gleichung streicht) verwendet. Wie kann etwas zu-
gleich null gleich und von null verschieden sein? Der beriihmteste dieser Kritiker war der
irische Bischof und empiristischer Philosoph George Berkeley (1684—1753). Er stellte
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1734 die Fragen (deutsche Ubersetzung nach [49]): ,,Was sind Fluxionen? Geschwindig-
keiten verschwindender Inkremente? Und was sind diese verschwindenden Inkremente?
Sie sind weder endliche Groen noch unendlich kleine, und doch sind sie auch nicht nichts.
Diirfen wir sie nicht die Geister verstorbener Grolen nennen?*“. Der moderne Leser ver-
steht natiirlich, dass das Problem in dem damals noch nicht klar entwickelten Konzept
des Grenzwerts lag. Es dauerte aber noch 200 Jahre, bis Bolzano, Cauchy und Weierstra3
diesen prizisierten ([12]).

Man kann diesen Abschnitt natiirlich nicht beenden, ohne einige Worte iiber den be-
riihmten Prioritdtenstreit zwischen Newton und Leibniz zu sagen. Wie beschrieben sind
zwar Newtons erste Resultate etwa 10 Jahre ilter als die Leibniz’, und auch besteht
die Moglichkeit, dass Leibniz bei seinen Besuchen 1673 und 1676 in London Newtons
Schriften gesehen hat (hier muss aber hervorgehoben werden, dass 1673 Leibniz’ Mathe-
matikkenntnisse noch eher diirftig waren). Leibniz’ erste Resultate stammen aus 1675, ein
Jahr spiter schrieb ihm Newton. Der Brief reiste lange, Leibniz’ baldige und Newtons
Verdienste um die Reihenlehre lobende Antwort erschien Newton deswegen verspétet.
Newton sandte einen zweiten Brief, aus dem klar hervorging, dass er nicht an der Korres-
pondenz interessiert war und auch keine Details eigener Resultate preisgeben wollte.
Dieser Brief enthilt das beriihmte Anagramm Newtons, 6a 2¢c d ae 13e 2f 7i 31 9n 40 4q 2r
4s 9t 12v x. (Data Aequatione quotcumque, fluentes quantitates involuvente fluxiones inve-
nire, et vice versa, also die schon erwédhnte Hauptaufgabe der Infinitesimalrechnung nach
Newton). Dieser Brief brauchte iiber ein halbes Jahr, bis er in Leibniz’ Hinden landete.
Als Antwort sandte Leibniz die Beschreibung der Grundideen seiner Methode, Newton
antwortete, dass dabei nichts Neues entdeckt wurde. Leibniz’ erste Schrift zum Thema
wurde 1684 veroffentlicht (Nova Methodus pro Maximis et Minimis, itemque Tangentibus),
Newtons erste Veroffentlichung der Grundziige seiner Fluxionsmethode ist Teil seiner be-
rithmten Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687). Der Streit entfachte aber
in voller Kraft erst Jahre spiter, als 1710 John Keill, ein schottischer Mathematiker und
Mitglied der Royal Society, in einem Artikel in den Transactions of the Royal Society of
London Leibniz des Plagiates beschuldigte. Leibniz verlangte 1711 eine Entschuldigung
von der Royal Society, eine Kommission zur Bestimmung der Prioritidt wurde ins Leben
gerufen. Leibniz wurde nicht einmal nach seiner Meinung gefragt, 1713 wurde beschlos-
sen, Newton wire im Recht. Newton, zu der Zeit Priasident der Royal Society, schrieb den
Endbericht selbst. Leibniz erfuhr durch Johann Bernoulli von dieser Entscheidung, verof-
fentlichte danach ein anonymes Pamphlet, in dem er einen Fehler Newtons erwihnt, den
Johann Bernoulli bemerkt hatte. Keill veroffentlichte eine Antwort, Leibniz zog sich aus
dem Streit zuriick, da er, wie er sagte, nicht einem Idioten Antwort geben wolle. Leib-
niz starb 1716, der Streit dauerte aber an. Heute werden aber allgemein beide, Newton
und Leibniz, als Erschaffer der modernen Infinitesimalrechnung betrachtet, deren Er-
rungenschaften unabhingig voneinander erreicht und in verschiedener Form dargestellt
wurden. Auch muss hervorgehoben werden, dass obwohl zweifelsfrei Newtons Resultate
alter sind, sich die Leibniz’sche Formulierung der Infinitesimalrechnung als wegweisend
erwies ([12, 49]).
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1.4  Entwicklungenim 18. und 19. Jh.

Die Newton’sche Variante in englischsprachigen Léandern und die Leibniz’sche auf
dem europdischen Kontinent verbreiteten sich unwahrscheinlich schnell, da sie effizi-
ente Methoden zur Losung vieler bisher kompliziert erscheinenden Probleme lieferten.
Noch zu Newtons und Leibniz’ Lebzeiten konnten andere Mathematiker neue Resul-
tate im Bereich der Infinitesimalrechnung erzielen, die praktische Anwendung wurde
sehr schnell weiterentwickelt. Dafiir brauchte es iiber 100 Jahre, bis die Grundlagen der
Infinitesimalrechnung zufriedenstellend rigoros definiert wurden. In diesem Abschnitt
beschreiben wir die wichtigsten Momente und Beitrdge in der Periode der Entwick-
lung von der Newton-Leibniz’schen Originalform zur modernen, prizise definierten
Infinitesimalrechnung.

Wie im Abschn. 1.3 erwéhnt, war Johann Bernoulli (1667—-1748) direkt mit Leibniz
im Kontakt und ist sogar fiir die Bezeichnung ,,Integral® verantwortlich (wihrend Leibniz
die Bezeichnung calculus summatoris vorzog, schlug Johannes die Bezeichnung calcu-
lus integralis vor). Johann und sein &lterer Bruder Jakob Bernoulli (1654—1705) waren
die ersten ,,Nachfolger” des Leibniz’schen infinitesimalen Kalkiils. Beide konnten mit
der Infinitesimalrechnung diverse neue Resultate erzielen, besonders in Bezug auf Diffe-
renzialgleichungen (die beriihmte Bernoulli’sche Gleichung y'+p(x)y = g(x)y" mitn # 0, 1
wurde von Jakob studiert), und haben auch fiir die Verbreitung der Ideen der Infinitesimal-
rechnung viel getan. Anfangs, bis 1697, waren die Briider Kollegen, danach brach jeder
Kontakt ab, und sie wurden zu Rivalen ([12]).

Wihrend eines Aufenthalts in Paris unterrichtete Johann den Marquis de L’Hopital
(Guillaume Frangois Antoine, Marquis de L’Hopital, auch de L’Hopital, 1661-1704) im
Infinitesimalkalkiil. Das Resultat ist das erste Lehrbuch der Differenzialrechnung (ohne
Integralrechnung), L'Hopitals Analyse des infiniments petits (1696). Der grofite Teil des
Inhalts ist aber auf Johann Bernoulli zuriickzufiihren, inklusive der bekannten Regel von
L’Hopital. L’Hopital selbst bedankt sich nur im Vorwort bei beiden Bernoullis, ,,beson-
ders bei dem Jiingeren®, fiir die Ideen ([12]). Im Lehrbuch L'Hopitals finden sich viele
Beispiele der Anwendungen der Differenzialrechnung, wir erwéhnen hier ein bekanntes
Optimierungsproblem (nach [38]):

Problem 1.3 (I’Hopitals Flaschenzugproblem) FEin gewichtsloses Kabel der Linge r ist
an der Decke im Punkt A befestigt. Das andere Ende des Kabels ist an einem Flaschenzug
im Punkt C befestigt. Das Ende eines anderen Kabels, dessen Lénge / ist, ist an der Decke
im Punkt B befestigt (JAB| = d > r). Am anderen Ende dieses zweiten Kabels (Punkt D)
ist ein Gewicht angebracht. Dieses zweite Kabel ist tiber den Flaschenzug gefiihrt, also
ist [BC| + |CD| = [, und das ganze System kann sich anpassen, um zum Gleichgewicht
zu gelangen (Abb. 1.25). Wie weit unter der Decke ist die endgiiltige Position des Ge-
wichts? Die Losung entspricht physikalisch der Bestimmung der Position der niedrigsten
Potenzialenergie, also der Bestimmung des Minimums der Potenzialenergie.
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Abb. 1.25 I’Hopitals Flaschenzugproblem

Abb. 1.26 Problem der A
Brachystochrone

Johann Bernoulli konnte 1691 (wie auch Leibniz und Huygens) die Gleichung der
Kettenkurve bestimmen.'?
Im Jahr 1696 stellte Johann Bernoulli das folgende Problem:

Problem 1.4 (Problem der Brachystochrone) Von allen Kurven, die durch zwei nicht
in gleicher Hohe und nicht direkt iibereinanderliegenden Punkte gehen, ist die Kurve zu
bestimmen, auf der sich ein reibungsfrei bewegender Massenpunkt, nur unter Einwirkung
der Gravitation, am schnellsten vom hoheren zum niedrigeren Punkt bewegt (Abb. 1.26).

Johann selbst sowie Jakob, Newton, Leibniz und L’Hopital konnten das Problem 16sen.
Das Interessante dabei ist der Vergleich der zwei Losungen der Briider Bernoulli.

Johanns Losung war die elegantere, einfallsreichere. Er bemerkte die Analogie mit
Lichtbrechung: Nach Fermat’schem Prinzip nimmt das Licht den Weg der minimalen Zeit,
und daraus folgt das Snellius’sche Brechungsgesetz sin «; /v; = sina, /v,, wenn o und o,
der Einfallswinkel und der Winkel des gebrochenen Lichstrahls sind (in Bezug auf die
Grenzebene zwischen zwei Medien, in denen sich das Licht mit den Geschwindigkeiten

13Die hyperbolischen Funktionen wurden von Vincenzo Riccati (1707-1775) in seinem zweiteiligen
Werk Opuscula ad res physicas et mathematicas pertinentium (1757-1762) eingefiihrt ([33]).
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Abb. 1.27 Tllustration zur
Johannes Bernoullis Losung
des Brachystochronenproblems

dy

v; und v, bewegt). Bernoulli betrachtet das infinitesimale rechtwinklige Dreieck (mit
Katheten dx i dy und Hypotenuse /(dx)? + (dy)?, sieche Abb. 1.27) in einem beliebigen
Punkt der Brachystochrone und betrachtet sie lokal (um diesen Punkt) als Weg eines
Lichtstrahls, welches an der Vertikale durch diesen Punkt bricht. Da nach dem Bre-
chungsgesetz der Sinus des Brechungswinkels proportional zur Geschwindigkeit ist, erhlt
Johann

dx

V(dx)? + (dy)?

kv =sina =

woraus die Differenzialgleichung

kv
——dy
V1 —k2y2

folgt. Da weiter die Geschwindigkeit vertikal fallender Korper proportional zur Qua-
dratwurzel der zuriickgelegten Strecke y ist, also v = a,/y, erhilt Johann endlich die
Differenzialgleichung

dx =

k
dx = VY

———d
V1-ka%y Y

Johann 16st diese Gleichung und zeigt somit: Die Losung des Brachystochronenproblems
ist eine Zykloide ([14]).

Die Losung Jakob Bernoullis ist grundverschieden von der Losung Johanns, auch ist sie
viel komplizierter, aber fiir die Geschichte der Mathematik bedeutender. Jakob erkannte
niamlich, dass das Brachystochronenproblem eine neue Aufgabenstellung in der Mathe-
matik darstellt. Wihrend bisher mit verschiedenen Methoden die Punkte, in denen eine
gegebene Kurve y = f(x) ein Minimum oder Maximum erreicht, gesucht wurden, ist das
Brachystochronenproblem ein Problem, in dem unter allen moglichen Kurven diejenige
gesucht wird, fiir die eine bestimmte Eigenschaft minimal oder maximal wird. Somit be-
griindete Jakobs Losung des Brachystochronenproblems ein neues Teilgebiet der Analysis,
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die Variationsrechnung. Man sucht hier unter allen moglichen Kurven y diejenige, fiir die
ein Integral von der Form

b
1(y) =/ F(x,y,y")dx (1.12)

einen minimalen oder maximalen Wert anninmmt. Da das infinitesimale Element einer
Kurve gleich /1 + (y')*dx ist und die Zeit gleich Weg durch Geschwindigkeit k,/y ist,
fiihrt das Brachystochronenproblem auf die Minimisierung von

/b L+0
VoY

Da es sich um die Frage der Minimisierung eines von einer unbekannten Funktion ab-
hiingigen linearen Funktionals'* handelt, ist somit Jakob Bernoullis Begriindung der
Variationsrechnung als Anfang der Funktionalanalysis anzusehen. Die moderne Funk-
tionalanalysis, eine Verallgemeinerung der klassischen Infinitesimalanalysis, entwickelte
sich Anfang des 20. Jh. durch Arbeiten von F. Riesz, E. Schmidt, M. R. Fréchet und
ganz besonders des polnischen Mathematikers Stefan Banach (1892-1945) und des
ungarisch-amerikanischen Mathematikers John von Neumann (1903-1957) ([50]). Trotz
der Wichtigkeit dieses mathematischen Teilgebietes fiir die moderne Mathematik (und
Physik) miissen wir leider auf die Beschreibung der Geschichte der Funktionalanalysis
verzichten, um immer noch dem Attribut , kompakt“ im Titel unseres Buches gerecht zu
werden. '3

Wie im Abschn. 1.3 beschrieben waren Reihenentwicklungen fiir Leibniz und Newton,
besonders fiir Newton, ein wichtiges Hilfsmittel der Infinitesimalrechnung. N. Mercator,
Gregory, Newton und Leibniz konnen zwar als Viter der Taylor-Reihen betrachtet werden,
den Namen erhielten sie aber nach dem englischen Mathematiker Brook Taylor (1685—
1731). Taylor veroffentlichte 1715 Methodus incrementorum directa et inversa, in der die
Taylorreihen in einer fiir den modernen Leser ungewohnten Form erscheinen, ndamlich als
Reihe von Zuwichsen (Differenzen), welche eigentlich die Newton-Gregory-Formel fiir
Interpolation ist. Diese wurde unabhiéngig voneinander von Gregory und Newton um 1670
entdeckt, verbunden mit deren Entdeckung der binomischen Reihe (siehe Abschn. 1.3).

4Lineare Abbildungen zwischen Vektorriumen sind Abbildungen mit der Eigenschaft f(ax + By) =
af (x) + Bf (y) fiir alle Skalare o, 8 und Vektoren x, y. Lineare Funktionale sind lineare Abbildungen
eines Vektorraumes (hier der Vektorraum der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen y) in sein
Skalarfeld (hier ist dies R).

'5Den Leser, der an einer relativ kurzen Ubersicht der Geschichte der Begriindung der Funktional-

analysis interessiert ist, verweisen wir auf den Artikel The establishment of functional analysis von
G. Birkhoff und E. Kreyszig (Historia Mathematica 11 (1984), 258-321).
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Wihrend wir heute diese Formel in ihrer endlichen Form zwecks Interpolation durch n
Punkte benutzen, war sie urspriinglich in ihrer Reihenform

(h/b)(h/b—1)

5 A*f(a) + ...

h
fla+h)=f(a)+ EAf(a) +

entdeckt, mit Af(a) = f(a+b)—f(a), A’ f(a) = Af(a+b)—Af(a) = f(a+2b)-2f (a+b)+f(a)
usw. Als Grenzfall, wenn b — 0, erhielt Taylor dann das, was heute Taylorentwicklung
einer Funktion genannt wird. Im gleichen Jahr 1715 veroffentlichte Taylor auch das Buch
Linear perspective, in dem er generelle Prinzipien der linearen Perspektive mathematisch
beschreibt. Von Taylor stammt auch der Ausdruck ,lineare Perspektive® ([12, 22, 45, 50]).

Taylors Zeitgenosse, der schottische Mathematiker Colin Maclaurin (1698-1746),
veroffentlichte 1742 die zweiteilige, 763-seitige Treatise of fluxions. Dies war die erste
systematische Beschreibung von Newtons Methoden, teilweise als Antwort auf Bischof
Berkeleys Kritik gedacht. Dieses Werk half auch, Newtons Ideen auf dem europiischen
Kontinent bekanntzumachen (1749 erschien eine franzosische Ubersetzung). Maclaurin
benutzt algebraische Ungleichungen, um den Fundamentalsatz der Infinitesimalrechnung
zu beweisen. Er zeigt, dass, wenn die Quadratur unter einer Kurve von 0 bis x gleich x” ist,
die Kurve die Gleichung y = nx""! hat: Zunichst zeigte er, dass n(x—o0)""'o < x" — (x—0)"
und (x + 0)" — X" < n(x + 0)"o gilt und weiter, dass n(x — 0)*"! < y < n(x + 0)*! gilt.
Daraus zeigte er, dass y = nx""!, nicht einfach durch Grenzwert, wenn 0 — 0 (den gab
es zu Maclaurins Zeit ja noch nicht, und gerade die Frage solcher Grenziiberginge war
ja das Hauptproblem, welches Berkeleys Kritik ansprach), sondern im Stil von Archi-
medes: Maclaurin zeigte, dass weder y > nx""! noch y < nx"! sein kann. Bekannter
ist aber Maclaurin fiir seine Beitrdge zur Theorie der unendlichen Reihen. Heute wer-
den Taylor-Entwicklungen um 0 nach ihm Maclaurin-Reihen genannt. Maclaurin benutzte
Reihenentwicklungen zur Bestimmung von Maxima und Minima und der Wendepunkte.
Maclaurins Treatise of fluxions war ein grofer Schritt in Richtung Prézisierung der In-
finitesimalrechnung, auch enthilt dieses Werk viele Anwendungen, auch auf physikalische
Probleme und ist somit auch ein Beitrag zur Entstehung der mathematischen Physik
([12, 22, 23]).

Verbunden mit der Geschichte der Infinitesimalrechnung ist auch die dlteste erhaltene
mathematische Schrift, die von einer Frau verfasst war. Es handelt sich um Institu-
zioni analitiche (1748), ein umfassendes und didaktisch durchdachtes Lehrbuch zur
Differenzial- und Integralrechnung, von Maria Gaetana Agnesi (1718-1799) verfasst.
Agnesi war eine italienische Gelehrte, in Philosophie und Linguistik gewandt, im zweiten
Lebensabschnitt widmete sie sich verschiedenen Wohltitigkeitsprojekten. Ihr Analysis-
lehrbuch war sehr gepriesen und wurde auch ins Englische iibersetzt. In diesem Lehrbuch
ist auch die Kurve beschrieben, nach der Agnesi am besten bekannt ist, die Versiera
(Abb. 1.28). Es handelt sich um eine algebraische Kurve mit der Gleichung y = )#3“2 ([en.

Die zentrale Figur der Mathematik des 18. Jh. und einer der einflussreichsten Mathema-
tiker der Geschichte ist Leonhard Euler. Er hinterliel3 wichtige Beitrdge in allen damals
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Abb. 1.28 Versiera der
Agnesi

existierenden mathematischen Disziplinen und wird auch als Begriinder einiger neuer
Disziplinen (analytische Zahlentheorie, siehe 1. Buch, und Topologie, siehe Abschn.4.1)
angesehen. Seine Beitrige zur mathematischen Analysis sind zahlreich, und eine so kom-
pakte Ubersicht der Mathematikgeschichte, wie die unsere es ist, kann leider seinem
Beitrag nicht gerecht werden. Nach [6] ist Eulers Introductio in analysin infinitorum
(1748) fiir die mathematische Analysis das, was Euklids Elemente fiir die Geometrie oder
Al-Hwarizmis Al-Kitab al-muhtasar fi hisab al-gabr wa-lI-muqabala fiir die Algebra sind.

Kurzbiografie von Leonhard Euler

Leonhard Euler (1707-1783) wurde in Basel geboren, St. Petersburg und Berlin
waren aber die Stidte, in denen er seine mathematische Karriere machte. Er studierte
Philosophie und Recht in Basel, wurde aber zu gleicher Zeit von Johann Bernoulli
(der nach dem Tod seines Bruders Jakob dessen Stelle auf der Basler Universitat
,»geerbt™ hatte) ermutigt, Mathematik zu lernen. Als 1727 Daniel Bernoulli, Johanns
Sohn, fiir Euler eine Stelle auf der St. Petersburger Akademie der Wissenschaften
fand, siedelte Euler dorthin tiber. Als Daniel 1733 nach Basel zuriickkehrte, wurde
Euler Professor der Mathematik an der St. Petersburger Akademie, und die damit
verbundene Gehaltserhohung ermoglichte es Euler zu heiraten. Er hatte 13 Kinder,
doch nur fiinf davon iiberlebten das Kindesalter.

Eulers Gesundheitsprobleme begannen schon kurz nach der Heirat. Ein Fieber
1735 hinterlie Folgen, und besonders seine mit Kartografie verbundenen Auf-
gaben waren zu viel fiir Eulers Augen. Ab 1738 war er praktisch blind auf dem
rechten Auge. Als 1740 die politische Situation in St. Petersburg unruhig wurde,
siedelte Euler nach Berlin um, wohin ihn Friedrich der Grofe verbunden mit seiner
Reorganisation der Berliner Akademie eingeladen hatte. In seiner Berliner Zeit ver-
fasste er fast 400 Schriften zu den verschiedensten mathematischen Themen und
sogar eine populdrwissenschaftliche Schrift unter dem Titel Lettres a une princesse
d’Allemagne sur divers sujets de pyhsique et de philosophie. Euler wurde aber zu-
nehmend unzufriedener in Berlin, besonders wegen der Einmischung Friedrichs des
GroBen in die Fithrung der Akademie.

Nachdem Katharina die Grof3e 1762 Kaiserin von Russland wurde, er6ffnete sich
die Moglichkeit einer Riickkehr Eulers nach St. Petersburg. Euler kehrte 1766 zu-
riick nach St. Petersburg, doch 1771 wurde er nach einer Krankheit vollkommen
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blind. Dies hinderte ihn jedoch nicht, weiterzuarbeiten. Sein beriihmtes Gedéchtnis
und zwei seiner Sohne halfen ihm dabei, und ein groBer Teil seiner umfangrei-
chen Arbeiten (mehr als 800 wahrend seines Lebens!) wurde in diesem Zeitraum
verfasst ([12]).

Besonders bekannt ist Eulers Beitrag zur Theorie der unendlichen Reihen. Am be-
kanntesten ist, dass er das berithmte Baseler Problem gelost hat. Euler zeigte 1735, dass

1
%:Zﬁ (1.13)

Die Frage der Summation dieser Reihe wird dem italienischen Mathematiker Pietro Men-
goli (1625-1686) zugeschrieben. Das Problem wurde bekannt, als es Jakob Bernoulli 1689
beschrieb; beide Briider Bernoulli versuchten erfolglos, diese Summe zu bestimmen. Euler
startete mit der Reihenentwicklung der Funktion Sinus

: ®ox
sinx=x—-—+ ——

31 5!

Daraus folgt

sin\/)—c_1 x X

——t——.. 1.14
Jx 31 5! (1.14)
Die Losungen der Gleichung %} = 0 sind alle x = (nm)? mit ganzzahligem n # 0.

Euler wusste, dass, wenn p(x) = 0 eine polynomiale Gleichung mit Losung a ist, dann p(x)
den Faktor (x — a) enthilt (dies wurde zuerst von Thomas Harriot (1560-1621) bemerkt,
1637 von Réné Descartes bewiesen). Wenn xi, x, ..., X, alle Nullstellen eines Polynoms

px) =a,x" + ...+ ax + 1 sind, gilt dann p(x) = a,(x —x)(x —x2) - ... - (x —x;,), und es folgt
1 1
—+ ...+ — =-q.
X1 Xn

Euler nimmt an, ohne Beweis, dass die Regel ,,die Summe der Kehrwerte aller Nullstellen
ist gleich minus Koeffizient von x* auch fiir unendliche Polynome, also Potenzreihen, gilt
und erhilt aus GI. 1.14

woraus Gl. 1.13 folgt ([6, 12, 45]).
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Wie man aus dem obigen ,Beweis” sieht, kannte Euler die Potenzreihe fiir Sinus.
Diese, wie auch viele andere, waren schon Newton und Leibniz bekannt, aber Euler er-
zielte viele neue Resultate zum Thema und fand noch mehr Anwendungsmoglichkeiten
der Potenzreihen. In Introductio in analysin infinitorum leitet Euler die Potenzreihe fiir die
Exponentialfunktion ab und weiter die berithmte Euler’sche Formel

e =cosv+isiny (1.15)

(das Symbol e fiir die Basis des natiirlichen Logarithmus stammt auch von Euler). Euler
betrachtet dafiir zundchst eine Basis a > 1. Dann kann man annehmen, dass

“ =1+ko,

fiir eine nur von a abhingige Konstante k und ein unendlich kleines w (,,s0 klein, dass es
gerade noch nicht null ist*). Newtons Binomialsatz ergibt

JG-DG-2) 2k3 3,

kK w? +
1-2j-3j

4% = (1 +ko) = 1+ Lko +’(’ D
1 -2j

Wenn man x = jo nimmt, muss ¢ unendlich grof sein, da @ unendlich klein ist. Also kann
man annehmen, dass ”71 =2 = . = 1, und man erhalt

. ) .3
d=l+ix+ 2+ 84
1 2! 3!

Insbesondere erhdlt man fiir x = 1 und j = 1 die Reihendarstellung fiir e. Diese benutzte
Euler, um den Wert von e auf 23 Dezimalstellen genau zu bestimmen ([6, 19, 46]).

Aus der Potenzreihe fiir die Exponentialfunktion leitet Euler jetzt die Potenzreihen fiir
Sinus und Kosinus ab. Sein Weg ist ganz anders als die Methoden Newtons und Leibniz’.
Euler faktorisiert cos? x + sin® z = 1 und erhilt'®

(cosx+isinx)(cosx—isinx) = 1.
Daraus folgt
(cosy £ isiny)(cosz xisinz) = cos(y +z) £ isin(y + z)

und weiter de Moivres Formel

(cosz £ isinz)" = cos(nz) % isin(nz).

167Zu der Zeit, als er dieses in Introductio in analysin infinitorum schrieb, benutzte er noch die alte Be-
zeichnung +/—1 fiir die imaginire Einheit, aber da gerade Euler das Symbol i spiter, 1777, eingefiihrt
hat, benutzen wir natiirlich dieses Symbol.
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Aus dieser Formel erhilt man

(cosz+isinz)" + (cosz—isinz)"
cosnz = , (1.16)
2
(cosz+isinz)" —(cosz—isinz)"

2i

sinnz = (1.17)
Wenn man den Binomialsatz benutzt fiir ein unendlich grofles n und unendlich kleines z
(also sin z = z, cos z = 1) mit endlichem Wert v = nz, erhilt man die Reihenentwicklungen
fiir Sinus und Kosinus. Wenn man andererseits die Gl. 1.16 und 1.17 in der Form

_ (1 +iv/n)"+ (1 —-iv/n)"

= 5 ,

(I+iv/n)"—(1—-iv/n)"
2i

COos v

siny =

schreibt, immer noch mit 7 unendlich groB, gilt auch e” = (1 + %)", also ist

eiv + e—iv
CcosV = > s
eiv _ e—iv
siny = -
2i

Wenn man endlich die erste dieser Gleichungen mit 2 und die andere mit 2i multipliziert,
addiert und am Ende durch 2 teilt, erhilt man die Euler’sche Formel 1.15 ([6, 12, 46, 39]).

Euler bemerkte auch 1755 eine wichtige Eigenschaft der Taylorreihen. Er sagte, dass
man, wenn eine Potenzreihe a + bx + cx® + dx® + ... gegeben ist, ein geniigend kleines x
finden kann, mit der Eigenschaft, dass der Betrag eines beliebigen Terms grofer ist als der
Betrag des Restes der Reihe nach diesem Term. Er hat diese Behauptung nicht bewiesen,
benutzte sie aber, um Minima und Maxima zu bestimmen. Wenn beispielsweise f(x) ein
lokales Maximum der Funktion f ist, gilt fiir kleine 7 > 0

d d?
i —]:(x) +...

f@&) > flxxh) =f(")i”a(")+”2dx

Wenn £ geniigend klein ist, ist ‘h%(x)‘ groBer als der Betrag der Restreihe. Da die Unglei-
chung fiir +4 und -/ gleichermallen gelten muss, bedeutet dies, dass g—i(x) = 0 sein muss.
Auch folgt, weil #> > 0, wenn g(x) # 0, dass %(x) < 0 wenn f(x) ein lokales Maximum
ist ([22]).

Euler war der Erste, der den Begriff der Funktion als fundamentalen mathematischen
Begriff hervorhebt und Analysis als das Teilgebiet der Mathematik beschreibt, welches
sich mit Funktionen befasst. In Institutiones calculi differentialis versucht er, teilweise
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durch die weiter unten beschriebene Betrachtung des Problems der Saitenschwingung
inspiriert, den Begriff der Funktion zu definieren ([12, 42]):

Definition 1.3 (Funktion, Eulers Definition (1755)) Eine Funktion einer variablen
GrofBe ist ein analytischer Ausdruck, welcher in irgendeiner Weise aus dieser variablen
GroBe und Zahlen oder konstanten Grofien zusammengesetzt ist.

Natiirlich ist dies noch weit von der modernen Definition entfernt, insbesondere erklart
Euler nicht, was er unter ,,analytischem Ausdruck* versteht. Aus dem Rest des Textes ist
aber offensichtlich, dass er damit die mathematischen Formeln meint, mit denen Funk-
tionsregeln beschrieben werden, und auch, dass er als solche auch unendliche Ausdriicke
(Reihen, unendliche Produkte und Kettenbriiche) zulésst. Euler teilt die Funktionen in al-
gebraische und transzendente und schlédgt vor, die transzendenten Funktionen durch ihre
Potenzreihenentwicklungen zu studieren (er achtete aber nicht immer, sogar oft nicht, auf
den Konvergenzbereich). Er ist der Erste, der die Logarithmen systematisch als Exponente
interpretiert (vor ihm wurden sie durch die Korrespondenz zwischen einer arithmetischen
Folge und einer geometrischen Folge, siehe 1. Buch, verstanden). Auch die trigonome-
trischen Funktionen sind jetzt Funktionen, die iiber ihre Reihenentwicklungen verstanden
werden. Euler definierte in Introductio in analysin infinitorum auch die Gamma-Funktion,
die Erweiterung der Fakultiten n! auf reelle Zahlen.!” Bei Euler trifft man auch zum ersten
Mal den Begriff ,stetige Funktion®, aber noch nicht in der modernen Bedeutung. Die
Stetigkeit bei Euler bedeutet, dass der analytische Ausdruck der Funktion ein einzelner
ist, also nicht durch verschiedene Formeln auf verschiedenen Teilen der Doméne definiert
ist. Auch das Symbol f(x) fiir Funktion der Variable x stammt von Euler; er verwendete es
zum ersten Mal 1734 ([12, 17, 42]).

Historisch interessant ist auch Eulers Behandlung der Leibniz’schen Differenziale dx.
Er versucht, deren zweifelhafte Natur (gleich null und zugleich nicht gleich null) durch die
folgende ,,Definition* zu klédren: ,,Denen, die fragen, was die infinitesimal kleine GroBe
in Mathematik ist, antworten wir: Sie ist eigentlich gleich null* (Institutiones calculi dif-
ferentialis, 1755). Er begriindet dies dadurch, dass x - 0 = O fiir jedes x, also % jeden
beliebigen Wert annehmen kann. Wenn dx = 0, erklért das auch, warum adx = O fiir jede
endliche GroBe a. Doch sind Differenziale verschiedener Variablen bei Euler verschiedene
Nullen: Wihrend % =1 ist, kann g_)yc verschiedene Werte annehmen. Auch kann Euler mit
seinem Argument die Streichung der hoheren Potenzen der Differenziale in Ausdriicken
erkldren, beispielsweise folgt aus %‘mz = 1+dx = 1, dass dx + (dx)?> = dx. Das Diffe-
renzial eines Ausdrucks a(x,y) ist dann die Differenz von a(x + dx,y + dy) und a(x, y).
Euler verwendet diese Idee konsequent weiter und erhilt die Regeln fiir das Differenzieren

"Das Symbol n! fiir Fakultiten stammt von Christian Kramp, der ihn 1808 einfiihrte, er benutzte
dafiir auch die Bezeichnung facultes ([7]).
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im Allgemeinen sowie Formeln fiir Differenziale verschiedener Elementarfunktionen. Wir
geben im Folgenden zwei Beispiele ([17]).

Beispiel 1.9 (Eulers Beweis der Quotientenregel)

Euler benutzt zunichst die geometrische Reihe:

R 1 (. dg dg? 1 d
(1__q+i_...) :

l+dg ¢q l+dg/q q g ¢

Daraus folgt

d 1 d
d<8>:l?+ p—l—jz(p+dp)<———;1>_8=
q g+dq ¢ q9 q q

p_pdq dp dpdg p _ qdp-pdg

2 q q2

9 ¢ q q

Beispiel 1.10 (Differenzial von Sinus nach Euler)
Da

sin(a + b) = sinacos b + sinb cosa
gilt, folgt fiir y = sinx
dy = sin(x + dx) — sinx = sinx cos(dx) + sin(dx) cos x — sin x.

Da dx eigentlich gleich 0 ist, ist cos(dx) = 1 und sin(dx) = 0, und es verbleibt dy =
cos xdx.

Man kann auch aus den obigen Beispielen bemerken: Zu Eulers Zeit war die Diffe-
renzialrechnung immer noch, wie im Original bei Leibniz, wirklich Rechnung mit
Differenzialen.

In Insistutiones calculi integralis (1768—1770) definiert Euler, wie vor ihm Leibniz und
Johann Bernoulli, Integrale als formale Inversen von Differenzialen, beispielsweise folgt
aus der im Beispiel 1.10 erhaltenen Formel, dass | cosxdx = sinx, plus/minus eine geeig-
nete Konstante. Im gleichen Werk findet man auch die erste systematische Darlegung der
Infinitesimalrechnung fiir Funktionen mit mehreren Variablen. Er konnte beispielsweise
zeigen, dass fiir eine Funktion y = f(x},x,,...) das entsprechende Differenzial dy in der
Form dy = pdx; + p,dx; + ... darstellbar ist, wobei py, p», ... Funktionen von x1, x5, ... sind.
Details zu seinem Beweis dieser Form des totalen Differenzials findet man in [17].

Euler arbeitete auch an Problemen der Variationsrechnung. Seine Methodus inve-
niendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes sive solutio problematis
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isoperimetrici latissimo sensu accepti erschien 1744 und enthilt viele Beispiele und auch
die Verallgemeinerung der urspriinglichen Variante Jakob Bernoullis auf den Fall, dass
der Integrand F in GI.1.12 hohere Ableitungen von y enthilt. Euler bemerkte auch,
dass die Aufgabe erst durch Angabe von Festpunkten, durch die die gesuchte Kurve
laufen soll, eindeutig wird. Auch leistete Euler bedeutende Beitrdige zur Theorie der
Differenzialgleichungen, unter anderem war er einer der Ersten, die sich mit partiellen
Differenzialgleichungen beschiftigten und beschrieb die Losungen homogener linearer
Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Er beschrieb auch verschiedene
Losungsmethoden fiir Differenzialgleichungen ([12, 50]).

Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) war das uneheliche Kind eines Artil-
lerieoffiziers und einer ehemaligen Nonne, die in ihrem spiterem Leben in viele
Liebeleien und politische Intrigen verwickelt worden war. Die Mutter legte das neu-
geborene Kind auf der Treppe der Pariser Kirche St. Jean le Rond ab, und so wurde
er als Jean le Rond getauft und in ein Heim fiir Waisen gebracht. Sein Vater fand
ihn jedoch bald darauf und sorgte dafiir, dass der Junge in der Familie eines Gla-
sers aufwuchs und auch, dass er eine private Schule besuchen konnte. Als der Vater
1726 starb, hinterlieB3 er Jean le Rond geniigend Geld, um ausgebildet zu werden.
Er wurde in ein jansenistisches Kolleg eingeschrieben, bald darauf nannte er sich
selbst Jean d’Alembert. In dieser Schule lernte er Mathematik und Physik, nach
Schulabschluss 1735 entschied er sich fiir eine Karriere im Recht, in der Freizeit
widmete er sich aber der Mathematik. Als er sich 1738 zum Rechtsanwalt qualifi-
zierte, entschloss er sich, dass diese Karriere nichts fiir ihn sei, versuchte sich eine
kurze Zeit in der Medizin, aber seine ganze Leidenschaft galt der Mathematik, und er
widmete sich bald darauf vollstindig seinem Lieblingsthema. Er wurde beriihmt fiir
seine Beitridge zur Infinitesimalrechnung und ganz besonders zur mathematischen
Physik. D’ Alembert gilt als Begriinder der Theorie der partiellen Differenzialglei-
chungen und deren Anwendungen in der Physik. Er verbrachte sein ganzes Leben in
Paris, bis auf wenige Reisen, wirkte an der Akademie der Wissenschaften, suchte oft
Streit mit Kollegen (beriihmt ist seine Rivalitdt mit dem Mathematiker und Physi-
ker Alexis Clairaut, und auch die anfangs guten Beziehungen zu Euler endeten in
Streit), wurde einer der Herausgeber und Autoren der Encyclopédie Diderots, im
zweiten Lebensabschnitt beschiftigte er sich auch mit Philosophie. Er starb an einer
Blasenkrankheit und wurde in einem Gemeinschaftgrab begraben, da er als Atheist
bekannt war ([12]).

Wie schon gesagt, war das grofite Problem mit der Infinitesimalrechnung die nicht ge-
klarte Frage ihrer Grundlagen. Der Erste, oder einer der Ersten, der bemerkte, dass fiir die
Begriindung der Infinitesimalrechnung Grenzwerte fundamental sind, war Jean le Rond
d’Alembert. Er war einer der Herausgeber der Encyclopédie Diderot’s, und in seinem
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Artikel zum Begriff Différentiel definierte er die Ableitung als Grenzwert des entspre-
chenden Differenzenquotienten, war also wohl der erste bekannte Mathematiker, der die
Ableitung als besonderen Begriff in der Infinitesimalrechnung betrachtete. Leider war er
aber auflerstande, den Begriff des Grenzwerts hinreichend prizise zu erkldren. Anderer-
seits fiihrten ihn seine Uberlegungen zum Thema Grenzwerte zum Konvergenzkriterium
fiir Reihen, das heute seinen Namen trigt ([6, 12, 16]).

D’ Alembert befasste sich auch viel mit Differenzialgleichungen. Unter anderem be-
schiftigte er sich mit Systemen linearer Differenzialgleichungen. Seine wichtigsten
Beitridge zum Thema liegen aber im Bereich der partiellen Differenzialgleichungen und
physikalischen Anwendungen. Besonders beriihmt sind seine Resultate iiber Saiten-
schwingungen. Er begann mit der Grundform y = asin (%x), die von Taylor 1715
beschrieben wurde (a ist die Schwingungsamplitude, / ist die Saitenldnge). Diese Form
beschreibt aber nur eine der moglichen ,,Momentanaufnahmen der Saite. D’ Alembert
konnte 1747 auch die Zeitabhiingigkeit miteinbeziehen und die Wellengleichung

9%y 1 8%y

a2 2 A

(mit Randbedingungen y(0,7) = y(L,t) = 0) aufstellen. Er konnte auch ihre allgemeine
Losung als y = f(s +x) + f(s —x) bestimmen, wobei f eine beliebige periodische, ungerade,
zweimal differenzierbare differenzierbare Funktion ist. Euler erhielt 1748 grundsitzlich
die gleiche Losung, behauptete zugleich, dass die Funktion f durch Angabe von An-
fangsbedingungen (Anfangsposition Y(x) und Anfangsgeschwindigkeit V(x)) eindeutig
bestimmt ist. Nach Euler ist

x+ct

y(x, 1) = % (Y(x+ c)+Y(x—ct)+ l/

V(s)ds> ,
x—ct
und Euler ldsst sogar zu, dass Y und V nicht Funktionen im iiblichen Sinne sein miissen,
sondern dass deren Graphen irgendeine mit der Hand zu zeichnende Form haben kon-
nen. Dies alles mag dem heutigen Leser unklar erscheinen. Wenn man sich aber erinnert,
dass der Begriff der Funktion zu dieser Zeit noch nicht klar ausgebildet war, und bedenkt,
dass man damals Funktionen mit Formeln, inklusive unendlicher Reihen (siehe die etwas
spétere Definition 1.3 Eulers), gleichsetzte, wird einiges klarer. Diese Formeln, also Funk-
tionen in dem Sinne der Mitte des 18. Jh., verstand man als differenzierbar. Andererseits
ist es leicht einzusehen, dass die Saite auch nicht differenzierbare, also noch allgemeinere,
Formen annehmen kann, bespielsweise eine Dreiecksform im Zupfmoment. Somit ent-
stand eine Diskussion, was eigentlich D’ Alemberts ,,allgemeine‘ Funktionen sein sollten
(12, 42, 45, 50]).

Nur kurz darauf, 1753, argumentierte Daniel Bernoulli (1700-1782), Sohn Johann
Bernoullis, dass die Schwingung als Uberlagerung (Superposition) sinusoidaler Wellen
zu beschreiben ist. Dies war nicht nur eine physikalische Rechtfertigung einer friiheren
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(1744) Idee Eulers, einzelne algebraische Funktionen als trigonometrische Reihen darzu-
stellen, es erweiterte die gerade erwéihnten Diskussionen. Bernoulli behauptete 1753, dass
die allgemeine Losung der Wellengleichung in der Form

Yy =aj sin (%x) cos (?t) + a; sin (277Tx> cos <2Llct> + ...

darstellbar ist, ja er behauptete sogar, dass mit geeigneter Wahl der Koeffizienten a, und
¢ jede Funktion in dieser Form dargestellt werden kann. Die natiirliche Frage, ob man
D’ Alemberts ,,beliebige Funktion in der Form einer trigonometrischen Reihe darstel-
len konnte, wurde aufgeworfen. Da Daniel Bernoulli dies nicht beweisen, sondern nur
physikalisch argumentieren und keine Regel zur Bestimmung der Koeffizienten ange-
ben konnte, argumentierten Euler, D’ Alembert und auch etwas spiter Lagrange gegen
Bernoullis Losungsvorschlag, betrachteten seine Idee als noch restriktiver als das ur-
spriingliche Resultat D’ Alemberts. Erst durch Fouriers und Dirichlets Resultate in den
ersten Jahrzehnten des 19. Jh. wurde Daniel Bernoullis Behauptung gerechtfertigt. Auch
sonst ist Daniel Bernoulli besonders in der mathematischen Physik, inklusive deren An-
wendungen auf medizinische Fragen, beriihmt. Nach seinem Hauptwerk Hydrodynamica
(1738) erhielt eine ganze Teildisziplin der Physik ihren Namen ([42, 45, 47, 50]).

Im zweiten Teil des 18. Jh. wurden immer mehr Anwendungen der Infinitesimalrech-
nung gefunden, auferhalb, aber auch innerhalb der Mathematik. So begriindete Gaspard
Monge (1746-1818) mit seiner Application de I’analyse a la géométrie (1800) die Diffe-
renzialgeometrie. Viele neue physikalische Anwendungen wurden von Joseph-Louis
Lagrange gefunden. Er entwickelte eine Neuformulierung der klassischen Mechanik,
die als analytische oder Lagrange-Mechanik bekannt ist. In seiner Mécanique analytique
(1788) findet man die berithmten Lagrange-Gleichungen

d /0T oT .
J— e __=Qi’ l=1,2,...,n,
dr \ 9¢g; 0g;

mit denen der Bewegungsablauf eines Systems von n Massenpunkten mit (generalisierten)
Koordinaten ¢; und zugehéorigen Kriften Q; beschrieben ist, wenn T'(t, g;, ¢;) die kinetische
Energie des Systems ist (mit 7 ist wie {iblich die Zeit bezeichnet) [50].

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) war ein italienisch-franzésischer Mathema-
tiker, besonders fiir seine Beitridge zur Analysis und mathematischen Physik be-
riihmt, aber auch als Zahlentheoretiker und Algebraiker (siche 1. Buch). Er wurde in
Turin in einer italienischen Familie geboren und als Giuseppe Lodovico Lagrangia
getauft, sein Urgrofivater viterlicherseits war ein Kavallerieoffizier der franzosi-
schen Armee, und Lagrange zog schon als Jugendlicher diese franzdsische Seite
seiner Familie vor. Lagranges Vater verlor viel Geld durch erfolglose Spekulationen,
sodass die Familie nicht reich war. Lagrange sagte spéter: ,,Wenn ich reich gewesen
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ware, hitte ich mich wahrscheinlich nicht der Mathematik gewidmet“. Anfangs
studierte er Recht, nach der Lektiire eines Werkes Halley iiber Anwendungen der
Algebra in der Optik entdeckte er 1693 sein Interesse fiir Mathematik und Physik.
Er wurde ein grofitenteils autodidaktisch ausgebildeter Mathematiker, und mit nur 19
Jahren wurde er schon Professor der Mathematik an der Koniglichen Artillerieschule
in Turin. Im Jahr 1766, als Euler nach St. Petersburg zuriickzog, bekam Lagrange mit
Unterstiitzung d’ Alemberts Eulers Stelle an der Berliner Akademie. Ein Jahr spéter
heiratete er, die Ehe blieb kinderlos. Lagrange blieb 20 Jahre lang in Berlin, konnte
mit seinen Arbeiten zahlreiche wissenschaftliche Preise gewinngen. Seine Frau starb
1783, er selbst hatte auch gesundheitliche Probleme, und nach dem Tod Friedrichs
des Groflen nahm er das Angebot der Pariser Akademie an und zog 1787 dorthin. Die
franzosische Revolution iiberstand er ohne grofere Probleme, wohl wegen seiner
Auffassung, dass allgemein ,,eines der wichtigsten Prinzipien jedes weisen Mannes
ist, sich den Gesetzen des Landes, in dem er lebt, anzupassen, auch wenn sie un-
verniinftig sind“. Im Jahr 1792 heiratete er erneut, dieses mal die junge Tochter
eines seiner Kollegen. In den 1790er-Jahren Iehrte er an den beriihmten Ecole Poly-
technique und Ecole Normale, war aber nicht als guter Vortragender bekannt. Unter
Napoleon wurde er zum Grafen ernannt, zwei Tage vor seinem Tod wurde er mit
dem Orden Grand Croix of the Ordre Impérial de la Réunion geehrt ([12]).

Lagrange versuchte Ende des 18. Jh., die Frage der mathematisch rigorosen Definition
der Ableitung durch Verwendung von Taylorentwicklungen zu 16sen. Nach Lagrange soll
die Infinitesimalrechnung auf Algebra der unendlichen Reihen reduziert werden. Nach
Lagranges Auffassung (man vergleiche damit auch die im Abschn. 1.3 zitierte Aussage
Newtons) ist das Rechnen mit unendlichen Reihen genauso immer noch Algebra wie das
Rechnen mit endlichen algebraischen Ausdriicken, wie das Rechnen mit unendlichen De-
zimalbriichen immer noch Arithmetik ist. So war die Entwicklung von f(x + k) in eine
Potenzreihe fiir Lagrange ein algebraischer Prozess. Lagrange dachte 1797 (Théorie des
fonctions analytiques), dass er bewiesen hat, dass jede Funktion (immer noch, wie bei Eu-
ler, mit einem analytischen Ausdruck identifiziert) eine Potenzreihenentwicklung in der
Form

Fx+h) =f(x) + pO)h + gOh* + r0h® + .. (1.18)

besitzt (bis auf eventuell endlich viele Stellen x) und definiert die Ableitung (Derivation)
der Funktion f und hohere Ableitungen als

') =p),

1) = 2q(x),
" (x) = 6r(x),
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Lagranges Versuch der Definition der Ableitung einer Funktion ist der erste Versuch,
welcher Newtons physikalische Uberlegungen oder Leibniz’ Quotienten infinitesima-
ler GroBlen vermeidet. Die Ableitungen sind jetzt auch Funktionen, wie eben f es ist.
Auch die Symbolik f’(x), f”(x), ... fiir Ableitungen stammt von Lagrange selbst (eigent-
lich schrieb Lagrange fx, f'x, f"x fiir f(x), f'(x), f"(x), siche [7]). Fiir Lagrange ist die
Fundamentaleigenschaft der Ableitung, dass

[+ =f) +if () +iV,

wenn man i fiir jedes D so klein wéhlen kann, dass sich V zwischen —D und D befindet.
Daraus folgert Lagrange:

Theorem 1.8 (Zwischenwertsatz, Lagranges Formulierung) Fiir jedes D kann ein i
gefunden werden mit der Eigenschaft

i(f'(x) = D) < f(x+i)—f(x) < i(f'(x) + D).

Es ist unschwer zu erkennen, dass diese Form quasi die moderne ¢ — §-Definition der Ab-
leitung ist, doch ist sie hier nur ein Satz, der aus einem leider nicht korrekt bewiesenen
Satz folgt. Diesen Satz benutzt Lagrange weiter, um verschiedene Eigenschaften von Ab-
leitungen zu beweisen, beispielsweise, dass eine positive Ableitung auf eine steigende und
eine negative Ableitung auf eine fallende Funktion hinweist oder um das Lagrange’sche
Restglied der Taylorentwicklung zu erhalten ([6, 20, 22]).

Nun gab es ja das eine ,kleine* Problem mit Lagranges Resultaten iiber Ablei-
tungen: Sie sind aus der nicht korrekt bewiesenen und eben nicht so generell giiltigen
Entwicklung 1.18 abgeleitet. Es fehlten also noch einige Schritte bis zur endlichen rigoro-
sen Definition der Grenzwerte, Ableitungen und Integrale. Dies schaffte Augustin-Louis
Cauchy durch Benutzung von Ungleichungen. Cauchy war der Erste, der bemerkte, dass
Taylorentwicklungen nicht so selbstverstindlich sind, wie sie bei Lagrange erscheinen:

Beispiel 1.11 (Cauchys Funktion)
Die Funktion f : R — R, die durch

| exp-=1/x*), x#0
f&= { 0, x=0

definiert ist (Abb. 1.29), hat dieselbe Taylorentwicklung um O wie die Funktion g :
R — R, g(x) = 0. Funktionen sind also im Allgemeinen nicht durch ihre Taylorreihen
bestimmt ([6]).

In drei Schriften in den 1820er-Jahren (Cours d’analyse de I’Ecole Royale Polytechnique,
1821; Résumé des lecons sur le calcul infinitesimal, 1823; Lecons sur le calcul différentiel,



1.4  Entwicklungenim 18.und 19. Jh. 51

Abb. 1.29 Cauchys Beispiel einer Funktion, die nicht mit ihrer Taylor-Entwicklung iibereinstimmt

1829) transformierte Cauchy die Infinitesimalrechnung in die moderne Form. Im Cours
d’analyse de I’Ecole Royale Polytechnique gibt Cauchy seine Definition der Funktion, des
Grenzwertes und der Stetigkeit:

Definition 1.4 (Funktion, Cauchys Definition (1821)) Wenn variable Gr6en so mitein-
ander verbunden sind, dass, wenn der Wert einer davon gegeben ist, daraus die Werte der
anderen bestimmt werden konnen, werden im Allgemeinen diese verschiedenen Groflen
tiber diese eine ausgedriickt, die dann unabhiéngige Variable genannt wird; und die ande-
ren Grofen, die iiber die unabhingige Variable ausgedriickt sind, sind die, die Funktionen
dieser Variablen genannt werden.

Mit der obigen Definition versuchte Cauchy, implizit und explizit definierte Funk-
tionen zu umfassen, aber — wie Euler — ist seine Vorstellung von Funktionen mit den
entsprechenden Formeln gleichgesetzt ([12]).

Oft wird gesagt, dass Cauchy die ¢ — §-Sprache in die Analysis eingefiihrt hat. Dies
stimmt nicht ganz, obwohl seine Definitionen und Beweise leicht in eine & — §-Version
umgewandelt werden konnen. Cauchy definierte den Grenzwert so:

Definition 1.5 (Grenzwert, Cauchys Definition (1821)) Wenn sich aufeinanderfol-
gende Werte, die einer Variablen zugeschrieben sind, unbegrenzt einem bestimmten Wert
ndhern, sodass am Ende die Differenz zu ihm so klein, wie man will, wird, wird der letzte
Wert der Grenzwert der anderen Werte genannt.

Cauchy behauptet weiter, dass unendlich kleine (infinitesimale) Grofen die GroBen
sind, deren Grenzwert gleich null ist. D’Alemberts frithere (1765) Beschreibung von
Grenzwerten war inhaltlich der obigen Definition Cauchys dhnlich, bei beiden kann
man den Satzteil ,fiir jedes ¢ > 0 herauslesen, aber nicht den Teil ,existiert § >
0“. Im Gegensatz zu D’Alembert (der seine Definition innerhalb eines enzyklopadi-
schen Artikels schrieb) benutzt Cauchy seine Definition, um Sitze zu beweisen. Auch
ist Cauchys Hintergrundkonzept der Variablen, denen nach einer Regel Werte zugewie-
sen werden, tiefer als die alte Denkweise iiber Approximationen als Rechenprozesse
(6, 16]).
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Weiter definiert Cauchy auch stetige Funktionen (nach [16] iibersetzt):

Definition 1.6 (Stetige Funktion, Cauchys Definition (1821)) Die Funktion f(x) ist eine
stetige Funktion der Variablen x innerhalb zwei gegebener Grenzen, wenn fiir jedes x zwi-
schen diesen Grenzen der numerische Wert der Differenz f(x+o)—f(x) sich zusammen mit
« unendlich verringert. Mit anderen Worten, die Funktion f(x) bleibt stetig in Bezug auf x
zwischen diesen gegebenen Grenzen, wenn, zwischen den Grenzen, ein unendlich kleiner
Zuwachs der Variable immer einen unendlich kleinen Zuwachs der Funktion ergibt.

Vier Jahre frither gab der Prager Mathematiker und Priester Bernard Bolzano (1781—
1848) eine #dhnliche Definition:

Definition 1.7 (Stetige Funktion, Bolzanos Definition) ,Nach einer richtigen Erkla-
rung ndhmlich versteht man unter der Redensart, dass eine Function f(x) fur alle Werthe
von x, die inner- oder ausserhalb gewisser Grenzen liegen, nach dem Gesetze der Stetig-
keit sich andere, nur so viel, dass, wenn x irgend ein solcher Werth ist, der Unterschied
f(x + w) —f(x) kleiner als jede gegebene Grosse gemacht werden kdonne, wenn man nur
so klein, als man nur immer will, annehmen kann.* ([16])

Bolzano benutzt diese Definition, um zu beweisen, dass Polynome stetige Funktionen sind,
der Beweis ist ein € — §-Beweis (mit Notation D fiir unser & und w; fiir unser §). Bolza-
nos mathematische Beitriige wurden aber erst in der zweiten Hilfte des 19. Jh. bekannt,
anscheinend weil er kaum Kontakte aulerhalb von Prag hatte ([16, 42]).

Im Jahr 1823 gab Cauchy die moderne Definition der Ableitung ([22]):

Definition 1.8 (Ableitung) Die Ableitung f’(x) einer Funktion f(x) ist der Grenzwert,
wenn er existiert, des Quotienten

S +h) —f(x)
—

wenn h gegen O strebt.
Er benutzt seine Definitionen, um beispielsweise den Zwischenwertsatz zu beweisen:

Theorem 1.9 (Zwischenwertsatz, Cauchys Formulierung) Wenn f(x) auf [x, x+a] stetig
ist, gilt

< max f'(x).
[x.x+a]

fl+a)—f(x)
a

min f'(x) <
[x.x+a]

Der Anfang des entsprechenden Beweises lautet bei Cauchy: ,,Seien 8, € zwei sehr
kleine Zahlen; die erste wird so gewihlt, dass fiir alle Werte von i, die kleiner als § sind,
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und fiir alle Werte von x das Verhiltnis (f(x + i) — f(x))/i immer groBer als f'(x) — & und
kleiner als f'(x) + ¢ ist*. Doch in anderen Beweisen benutzt Cauchy andere Notation, auch
oft einfach Worte, um die Ungleichungen auszudriicken. Man muss jedoch bemerken, dass
das, was wir heute ¢ — §-Argumente nennen, also Argumente {iber Ungleichungen, schon
vor Bolzano und Cauchy vereinzelt zu finden sind, beispielsweise bei Lagrange (siche
oben), ([16, 22]).

Augustin-Louis Cauchys (1789-1857) erste Lebensjahre sind von der Franzo-
sischen Revolution geprdgt. Im Jahr 1793, wihrend der Terrorherrschaft, floh
seine Familie auf das Land, sie konnten aber schon bald nach Paris zuriickkehren,
und Lagrange und Laplace waren oft Giste im Heim der Cauchys. Seinen ersten
akademischen Posten, eine Dozentposition in Analysis, erhielt er 1815 an der Ecole
Polytechnique (wo er auch studiert hatte). Beriihmt wurde er 1816 durch einen Arti-
kel, in dem er ein Problem Fermats beziiglich Polygonalzahlen gelost hatte. Bald
darauf, als Carnot und Monge politisch nicht mehr akzeptabel waren und aus der
Akademie entlassen wurden, bekam Cauchy einen der so frei gewordenen Plitze.
In den 1820er-Jahren stellte er die reelle Analysis auf neue, rigorosere, Fundamente
und begriindete die komplexe Analysis. Seine Beziehungen mit anderen Wissen-
schaftlern waren eher schlecht, insbesondere durch seine radikale, fast fanatische,
katholische Finstellung. Als der norwegische Mathematiker Niels Henrik Abel ihn in
1826 in Paris besuchte, bemerkte er: ,,Cauchy ist verriickt, und man kann nichts dazu
tun, doch ist er im Moment der Einzige, der wirklich wei3, wie Mathematik getan
werden sollte. Oft verloren sich an ihn gesendete Arbeiten anderer Wissenschaftler
(Abels, Galois’, ...) in Cauchys Schubladen, entweder komplett, oder sie wurden erst
viel spiter rezensiert. Nicht selten veroffentlichte er Resultate anderer Mathematiker
unter seinem Namen. Cauchy war zeitlebens ein konsequenter Unterstiitzer der
Dynastie der Bourbonen. So ging er nach der Julirevolution 1830 in freiwilliges Exil
und weigerte sich, dem neuen Regime einen Eid abzulegen. Er kehrte erst 1838 nach
Paris zuriick, konnte zwar seine Position an der Akademie wieder beziehen, erhielt
aber seine Lehrpositionen nicht zuriick. Auch verschiedene andere Positionen wur-
den ihm spiter wegen seiner politischen und religiosen Uberzeugungen verweigert.
Nach Umsturz von Louis-Philippe 1848 bekam er seine Universititspositionen
wieder, aber seine Beziehungen zu anderen (insbesondere Liouville) blieben
schlecht und gespannt. Trotz seiner umstrittenen Personlichkeit ist er zweifelslos
einer der groBten Mathematiker des 19. Jh., und auch einer der produktivsten
Mathematiker iiberhaupt — er schrieb sogar 789 mathematische Artikel ([12]).

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768—-1830) entwickelte, verbunden mit seiner Be-
schiftigung mit der Verbreitung der Wirme, die Theorie der trigonometrischen Reihen.
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Wie wir gesehen haben, war er nicht der Erste, der an die Entwicklung von periodi-
schen Funktionen in Termen von Sinus- und Kosinusfunktionen gedacht hat, seine Theorie
war aber allgemeiner. Nach Fourier kann jede Funktion auf jedem Intervall durch eine
trigonometrische Reihe dargestellt werden. Er gab zwar keinen Beweis, dafiir aber meh-
rere iiberzeugende Beispiele von Anwendungen, und ihm zu Ehren werden deswegen
heute trigonometrische Reihenentwicklungen von Funktionen Fourierreihen genannt. Da-
mit verbundene Betrachtungen zur Natur von Funktionen brachten Fourier zur folgenden
Definition einer Funktion, ein Versuch, sich von der bisher iiblichen Identifikation von
Funktionen mit Formeln zu entfernen:

Definition 1.9 (Funktion, Fouriers Definition (1822)) Allgemein stellt die Funktion
f(x) eine Folge von Werten oder Ordinaten dar, von denen jede willkiirlich ist. Fiir unend-
lich viele gegebene Werte auf der Abszisse x existiert die gleiche Anzahl von Ordinaten
f(x). Alle haben bestimmte numerische Werte, positiv, negativ oder Null. Wir nehmen nicht
an, dass diese Ordinaten einem allgemeinen Gesetz folgen; sie folgen eine auf die andere
in irgendeiner Weise, und jede von ihnen ist gegeben, als ob sie eine einzelne Grofie wire.

Um 1820 fiihrte Fourier die Bezeichnung fa b fiir bestimmte Integrale ([7, 12, 42, 45, 47]).

Die Theorie der Fourierreihen wurde von Johann Peter Gustav Lejeune Dirich-
let (1805-1859) weiterentwickelt. Er fand 1829 die ausreichenden Bedingungen, dass
eine Funktion mit ihrer Fourierreihe iibereinstimmt (sogenannte Dirichlet-Bedingungen).
Dies war auch das erste rigorose Resultat zum Thema, spiter leisteten Heine und Cantor
(siehe auch Abschn. 5.2) wichtige Beitriige dazu. In Uber die Darstellung ganz willkiir-
licher Funktionen durch Sinus- und Cosinusreihen gibt Dirichlet die fast ganz moderne
Definition einer Funktion:

Definition 1.10 (Funktion, Dirichlets Definition (1837)) ,,Man denke sich unter a und
b zwei feste Werthe und unter x eine veridnderliche Grosse, welche nach und nach alle
zwischen a und b liegenden Werthe annehmen soll. Entspricht nun jedem x ein einziges,
endliches y, und zwar so, dass, wihrend x das Intervall von a bis b stetig durchliuft,
y = f(x) sich ebenfalls allmihlich verdndert, so heisst y eine stetige oder continuirliche
Function von x fiir dieses Intervall. Es ist dabei gar nicht nothig, dass y in diesem gan-
zen Intervalle nach demselben Gesetze von x abhéngig sei, ja man braucht nicht einmal
an eine durch mathematische Operationen ausdriickbare Abhingigkeit zu denken. Geo-
metrisch darstellt, d. h. x und y als Abszisse und Ordinate gedacht, erscheint eine stetige
Function als eine zusammenhingende Curve von der jeder zwischen a und b enthaltenen
Abszisse nur ein Punkt entspricht. Diese Definition schreibt den einzelnen Theilen der
Curve kein gemeinsames Gesetz vor; man kann sich dieselbe aus den verschiedenartigsten
Theilen zusammengesetzt oder ganz gesetzlos gezeichnet denken. Es geht hieraus hervor,
dass eine solche Function fiir ein Intervall als vollstindig bestimmt nur dann anzusehen
ist, wenn sie entweder fiir den ganzen Umfang desselben graphisch gegeben ist, oder ma-
thematischen, fiir die einzelnen Theile desselben geltenden Gesetzen unterworfen wird.
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So lange man tiber eine Function nur fiir einen Theil des Intervalls bestimmt hat, bleibt die
Art ihrer Fortsetzung fiir das tibrige Intervall ganz Willkiir iiberlassen. ““ ([51])

Eine fast gleiche Definition stammt von Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski (1792—
1856); auch in seiner Definition (1838) wird noch die Stetigkeit verlangt, aber man kann
sie, wie auch Dirichlets, leicht auf nichtstetige Funktionen generalisieren ([12, 51]).

Die Analysis bekam ihr vollkommen rigoroses, modernes Gewand durch die Arbeit
Karl Weierstral3’.

Karl WeierstraB (1815-1897) zeichnete sich schon im Gymnasium durch auferor-
dentliches mathematisches Verstindnis aus, doch immatrikulierte er sich auf Wunsch
seines Vaters fiir ein Studium des Rechts, der Finanzen und der Wirtschaft in Bonn.
Weierstral} lirr aber unter der Zerrissenheit zwischen dem Studium und seiner eigent-
lichen Liebe, der Mathematik. Anstatt die Vorlesungen zu besuchen (er besuchte
auch keine mathematischen Vorlesungen), verbrachte er 4 Jahre mit Trinken und
Fechten, studierte aber mathematische Literatur (Laplace, Jacobi, Abel, ...) auf ei-
gene Faust. Nachdem er endlich die Entscheidung getroffen hatte, Mathematiker zu
werden, verlieB er die Uni Bonn. Ein Familienfreund konnte schlieflich seinen Vater
iiberzeugen, ihm zu erlauben, an der Akademie Miinster Mathematik zu studieren,
danach belegte er Lehrerexamina und konnte 1841 eine Stelle als Gymnasiallehrer
in Miinster bekommen, spiter wurde er Lehrer in Deutsch-Krone und Brauns-
berg. Neben Mathematik musste er auch Physik, Botanik, Geografie, Geschichte,
Deutsch, Kaligrafie und Turnen unterrichten. Ab 1850 litt er an Schwindelanfél-
len. Seine Unzufriedenheit mit dem anstrengenden, nicht erfiillenden Berufsleben
wuchs. Als er 1854 den Artikel Zur Theorie der Abelschen Functionen in Crelle’s
Journal wurde er endlich bekannt und bekam einen Ehrendoktortitel der Universitét
in Konigsberg. Er bekam 1856 eine Stelle am Berliner Koniglichen Gewerbeinstitut,
bessere Angebote folgten. Sein Wunsch, eine Anstellung an der Berliner Friedrichs-
Wilhelm-Universitdt zu bekommen, ging noch im selben Jahr in Erfiillung. Seine
Vortrige zogen Studenten aus aller Welt nach Berlin; unter seinen Studenten fin-
det man viele namhafte Mathematiker: Cantor, Frobenius, Klein, Lie, Minkowski,
Schwarz ... Privat unterrichtete er 1870-1874 die russische Mathematikerin So-
fia Wassiljewna Kowalewskaja (1850-1891), da ihr als Frau nicht gestattet wurde,
an einer Universitit zu studieren. Bis zu ihrem frithen Tod blieb er in stindigem
Kontakt mit ihr, verbrannte aber alle ihre Briefe nach ihrem Tod. Nach einem
volligen Zusammenbruch 1861 und langer Erholung horten zwar die Schwinde-
lanfille auf, wurden aber durch andere gesundheitliche Probleme ersetzt, sodass er
weiter nur im Sitzen unterrichten konnte, seine letzten Lebensjahre verbrachte er
in einem Rollwagen. Wie seine Studentin Kowalewskaja starb Weierstral auch an
Lungenentziindung ([12]).
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Cauchys Definitionen waren, wenn auch fast ganz modern, doch nicht vollstindig pri-
zise. Insbesondere ist der Unterschied zwischen uniformer und allgemeiner Konvergenz
und Stetigkeit unklar. In den 1850er-Jahren schaffte es endlich Karl Weierstraf}, voll-
standig rigorose Fundamente der Analysis zu schaffen. Als Beispiel nennen wir seine
Definition des Grenzwertes:

Definition 1.11 (Grenzwert, Weierstra3’ Definition) Eine Funktion f(x) hat einen
Grenzwert L in x = xo, wenn fiir jede positive Zahl ¢ ein § exisitiert, sodass |[f(x) —L| < ¢
fiir alle x, fiir welche 0 < |x — x| < 8 gilt.

Weierstral benutzte auch lim, um Grenzwerte zu bezeichnen, er schrieb aber noch,
beispielsweise, lim,-, a, = co. Die Symbolik lim wurde anscheinend zuerst 1905 vom

X—>X0

englischen Mathematiker John Gaston Leathem verwendet, dessen Verwendung wurde
1908 von Godfrey Harold Hardy (1877-1947) popularisiert ([6, 7, 22, 32]).

Die exakte Bedingung, dass eine Funktion ein Integral besitzt, stammt von Georg
Friedrich Bernhard Riemann, und man spricht deswegen in der klassischen Analysis
von Riemann-integrierbaren Funktionen. Riemann wollte die notwendigen Bedingungen,
damit eine Funktion in ihre Fourierreihe entwickelt werden kann, finden und bemerkte da-
durch die Notwendigkeit einer priziseren und zugleich weiteren Definition des Integrals.
Er beschreibt das Integral fab f(x)dx als Grenzwert der Summe

51f(d + 8151) + (Szf(xl + 8232) +..+ 8nf(xn_1 + 8,15,,),

wenn alle §; = x; — x;_; gegen O streben und wenn dieser Grenzwert unabhingig von der
Wahl der x; (a =xp < x] < X3 < ... < x| < b =x,)und der positiven ¢; ist. Somit bekam
das Riemann’sche Integral auch fiir nichtstetige Funktionen eine Bedeutung. Weierstral3
konnte 1885 auch den Approximationsatz beweisen, nach welchem jede auf einem Seg-
ment stetige Funktion beliebig genau, uniform, mit einem Polynom approximiert werden
kann ([12, 47, 50]).

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826—-1866) zeigte schon zu seiner Schulzeit
mathematische Interessen. Auf Wunsch seines Vaters, eines lutheranischen Pfar-
rers, immatrikulierte er zunéchst fiir Theologie in Gottingen, aber besuchte auch
mathematische Vorlesungen und holte sich die Zustimmung seines Vaters zum Stu-
dienwechsel. Einer seiner Professoren war Gaul3, aber nur als Unterrichtender fiir
elementare Vorlesungen. Riemann wechselte 1847 nach Berlin und studierte dort
unter Steiner, Jacobi und Dirichlet. Besonders Dirichlets logische Analysen von
fundamentalen Fragen sowie seine Vermeidung langer Rechnungen hatten grofSen
Einfluss auf den jungen Riemann. Ab 1849 arbeitete er an seiner Dissertation bei
Gaul3 wieder in Gottingen, aber mehr als Gauf3 beeinflussten Riemann der Physiker
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Wilhelm Weber, durch den er solide Grundlagen in theoretischer Physik erwarb, und
Listing, der ihn in fundamentale Ideen der Topologie einfiihrte. Riemann habilitierte
1854 mit dem beriihmten Vortrag Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen, in dem er die Grundlagen der Geometrie neu definierte. Auf Ba-
sis der Differenzialgeometrie, wie sie von Gauf3 entwickelt worden war, ging darin
Riemann auf n-dimensionale Mannigfaltigkeiten iiber und setzte als Fundament der
Geometrie nur die Existenz einer Metrik voraus. Aufler zum Thema Grundlagen
der Geometrie hinterlieS Riemann in seinem kurzen Leben fundamentale Resultate
in Analysis, der reellen wie komplexen, sowie Topologie und Zahlentheorie (unter
anderem die Riemann’sche Vermutung, siehe 1. Buch) wichtige Beitrédge. Seine Kar-
riere verbrachte er in Gottingen. Er heiratete 1862 und hatte eine Tochter, aber im
gleichen Jahr ging eine Erkiltung in Tuberkulose iiber, und so starb er 1866 mit nur
40 Jahren ([12]).

Wihrend des 19. Jh. wurden viele ,,exotische® Funktionen entdeckt, die auf die Not-
wendigkeit einer besseren Definition des fundamentalen Begriffs der Funktion hinwiesen.
Wir erwihnten schon Cauchys Funktion, die eine Taylorreihe besitzt, die nur in einem
Punkt mit der Funktion iibereinstimmt. Von Dirichlet andererseits stammt das dlteste Bei-
spiel einer Funktion, die in jedem Punkt des Segments [0, 1] unstetig ist. Dies ist die
Dirichlet-Funktion, die durch

0, xeQ

d(”z{l X ¢Q

definiert ist. Weierstrall fand 1872 eine stetige Funktion, welche nirgends differenzier-
bar ist. Solche Beispiele veranlassten den beriihmten Mathematiker Poincaré, 1899 zu
sagen: ,,Friiher, als eine neue Funktion erfunden wurde, war es mit einem praktischen
Ziel. Heute werden sie erfunden, um zu zeigen, dass die Argumentation unserer Vor-
fahren falsch war, und wir werden niemals etwas mehr aus ihnen bekommen als dieses.*
([12, 51])

Solche pathologischen, bizarren Funktionen fiihrten zur endlicher moderner Definition
von Funktionen. Hermann Hankel (1839-1873) gab die folgende Definition:

Definition 1.12 (Funktion, Hankels Definition (1970)) ,,Eine Funktion heifit y von x,
wenn jedem Werte der verdnderlichen GroB3e x innerhalb eines gewissen Intervalles ein be-
stimmter Wert von y entspricht; gleichviel, ob y in dem ganzen Intervalle nach demselben
Gesetze von x abhingt oder nicht; ob die Abhéngigkeit durch mathematische Operationen
ausgedriickt werden kann oder nicht.* ([51])
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Dies reduzierte Edouard Jean-Baptiste Goursat (1858-1936) zur

Definition 1.13 (Funktion, Goursats Definition (1923)) Wir nennen y eine Funktion
von x, falls jedem Wert von x ein Wert von y entspricht. Eine solche Beziehung wird durch
die Formel y = f(x) ausgedriickt.

SchlieBlich gab Patrick Suppes (1922-2014) eine auf Mengentheorie basierende
abstrakte Definition ([12]):

Definition 1.14 (Funktion, Suppes’ Definition (1960)) f ist eine Funktion genau dann,
wenn f eine Relation'® ist und (Vx) (Vy) (Vz) aus (x,y) € f und (x,2) € f die Gleichheit
y = z folgt.

1.5 Anfange der komplexen Analysis

Der erste Auftritt komplexer Zahlen geschah Mitte des 16. Jh., als Cardano in seiner Ars
Magna die Losung kubischer Gleichungen beschrieb. Bald darauf konnte Bombelli Regeln
zur Rechnung mit komplexen Zahlen angeben. Andererseits konnten erst um die Jahrhun-
dertwende des 18./19. Jh. GauB3 und Wessel die komplexe Zahlenebene einfiihren. Mehr
dazu finden Sie in den Kapiteln zur Arithmetik und Algebra im 1. Buch, hier wenden wir
uns kurz, wie eben der Stil dieser zwei Biicher ist, den Highlights in der Anfangsgeschichte
der komplexen Funktionen zu.

Natiirlich konnen schon die Tartaglia-Cardano-Formeln zur Losung kubischer Glei-
chungen als erste Form komplexer Funktionen angesehen werden. Die ersten bewussten
Versuche, solche Funktionen zu verstehen, fallen aber erst ins 17. Jh., verbunden mit den
Studien reeller transzendenter Funktionen. Johann Bernoulli war 1702 der Erste, der eine
komplexe Funktion erwihnte. Dies war der komplexe Logarithmus. Da

dx dx dx

1+x2 (1 +x/=1) " 2(1 —xv/—1)

gilt, zog Johann Bernoulli den Schluss, dass ,,imaginidre Logarithmen reelle Kreissektoren
darstellen®. Doch war zugleich Johann noch recht unsicher, wie man sogar reelle Loga-
rithmen verstehen sollte: Er war {iberzeugt, dass % In(—x) = % = % In(x) bedeutet, dass
In(—x) = In(x) gilt. Euler bemerkte diesen Fehler und machte sogar den Schritt, zu be-
haupten, dass der komplexe Logarithmus unendlich viele Werte hat — dies ist ja anhand

'8Eine binire Relation zwischen zwei Mengen X und Y ist eine Untermenge des kartesischen
Produkts X x Y bzw. nach Suppes: A ist einer Relation < (Vx) (x € A = (Fy)(3Ay)(x = (1, 2)).
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seiner Formel (1748; siche Abschn. 1.4) leicht zu argumentieren, da aus dieser folgt, dass
die komplexe Exponentialfunktion periodisch ist. Andererseits entdeckte zu gleicher Zeit
D’ Alembert, dass viele physikalisch bedeutende Funktionen als reelle und imaginére Teile
einer komplexen Funktion auftreten. Dabei entdeckte er im hydrodynamischen Kontext die
heute als Cauchy-Riemann’sche Bedingungen bekannten Gleichungen ([19, 33, 45]).

Als eigentlicher Begriinder der komplexen Analysis gilt Cauchy. Er konnte 1837 zei-
gen, dass eine im Punkt zo differenzierbare komplexe Funktion komplexer Variablen
immer analytisch ist, d. h. ihrer Potenzreihenentwicklung um zq gleich ist. Wie wir gesehen
haben, war gerade dies das Problem mit der Begriindung der reellen Analysis: Noch Lag-
range identifizierte falschlicherweise reelle Funktionen mit deren Taylor’schen Reihen, es
stellte sich aber heraus, dass zwar reelle Funktionen nicht unbedingt, wenn differenzierbar,
auch analytisch sind (siehe Cauchys Beispiel 1.11), aber dafiir die komplexen Funktionen
diese Eigenschaft haben. Cauchy entdeckte dabei, dass eine komplexe Funktion

Sx+iy) = ulx,y) +iv(x, y)

genau dann differenzierbar und somit analytisch im Punkt z; ist, wenn in diesem Punkt die
Cauchy-Riemann’schen Bedingungen erfiillt sind:

u _ v

ax 3y’
Bu_ ou
dy  dy

Dass dieses der Existenz des Grenzwertes

e — tim TS @

=20 Z—20

dquivalent ist (man beachte, dass man hier verlangt, dass dieser Grenzwert gleich ist, aus
welcher auch immer von unendlich vielen Richtungen z gegen z strebt), bewies 1851
Georg Friedrich Bernhard Riemann als Teil seiner Dissertation ([33]).

Weiter konnte Cauchy auch komplexe Integrale berechnen und bewies verschiedene
beriithmte Sitze, beispielsweise den Integralsatz von Cauchy:

Theorem 1.10 (Integralsatz von Cauchy) Wenn eine Funktion f auf einem einfach
zusammenhiingenden Gebiet G C C analytisch ist, gilt
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ff(z)dz =0
Y

fiir jede Kontur'® y innerhalb von G.

Diesen Satz kannte inhaltlich schon Gauf} (1811), der erste Beweis ist aber von Cauchy
(1814). GauB3 war jedoch der Erste, der den Begriff der komplexen Integrale klar beschrieb
([33, 45)]).

Riemanns Dissertation trug den Titel Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der
Funktionen einer verdnderlichen komplexen Grifie (1851). Hierin findet man die Defini-
tion einer komplexen Funktion (Riemann verlangt gleich die Differenzierbarkeit) und eine

Tab. 1.1 Geschichte der Analysis: Ubersicht

Was? Wer? Wann?
Erste infinitesimale Betrachtungen Zenon von Elea, Demokrit von 5.Jh. v. Chr.
Abdera
Exhaustionsmethode Eudoxos von Knidos 4. Jh. v. Chr.
Archimedes aus Syrakuse 3. Jh. v. Chr.
Tangentenkonstruktionen auf Descartes, Fermat, Pascal, Barrow Mitte 17. Jh.
allgemeine Kurven
Cavalieris Indivisiblen und Cavalieri, Roberval, Torricelli, Mitte 17. Jh.
verwandte Quadraturmethoden Wallis
Begriindung der modernen Newton 1660er-Jahre
Infinitesimalrechnung Leibniz 1670er-Jahre
Potenzreihen N. Mercator 1668
Newton, J. Gregory um 1670
Euler 1730-1750
Variationsrechnung Jakob Bernoulli 1696
Funktionsbegriff Leibniz, Johann Bernoulli 1673
Euler 1755
Moderne Definitionen von B. Bolzano, A.-L. Cauchy Riemann, | 1817, 1821
Grenzwert, Stetigkeit, Ableitung, Weierstrall Goursat Mitte 19. Jh.
Integral, Funktion 1923
Komplexe Analysis A.-L. Cauchy 1814-1837
B. Riemann 1851

Eine Kontur ist eine geschlossene, einfach zusammenhingende, also zusammenhingende ohne
Selbstdurchdringungen, Kurve in der Ebene.
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Erweiterung von Cauchys Theorie. Insbesondere fiihrt Riemann hier topologische Metho-
den in die komplexe Analysis ein, was spiter zur Definition der Riemann’schen Flichen
fiihrte (siehe Abschn. 4.2), ([12, 50]).

Fiir mehr Details zur Geschichte der komplexen Zahlen und Funktionen verweisen wir

unsere Leser auf [33] oder die entsprechenden Kapitel in [45].

In der Tab. 1.1 ist eine Ubersicht der Geschichte der Analysis angegeben.

Literaturverzeichnis

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

. Anglin, W.S., Lambek, J.: The Heritage of Thales. Springer, New York (1995)
. Ball, W.W.R.: A Short Account of the History of Mathematics. Dover Publications, New York

(1960)

. Benson, D.C.: The Moment of Proof: Mathematical Epiphanies. Exford Univ. Press, New York

(1999)

. Boyer, C.B.: Newton as an originator of polar coordinates. Amer. Math. Monthly 56, 73-78

(1949)

. Brumbaugh, Z.: The integration theory of Gottfried Wilhelm Leibniz. http://sites.math.rutgers.

edu/~cherlin/History/Papers2000/brumbau.html. Zugegriffen 25 Mai 2017

. Burton, D.M.: The History of Mathematics: An Introduction (6. Aufl). McGraw-Hill, New York

(2006)

. Cajori, F.: A History of Mathematical Notation. Dover Publications, New York (1993)
. Cardil, R.: Kepler: The volume of a wine barrel. MAA Convergence. http://www.maa.org/press/

periodicals/convergence/kepler-the- volume-of-a- wine-barrel-introduction. Zugegriffen 13 Mai
2017

. Carroll, M.T., Dougherty, S.T., Perkins, D.: Indivisibles, infinitesimals and a tale of seventeenth-

century mathematics. Math. Mag. 86, 239-254 (2013)

Casselman, B.: Archimedes on the Circumference and Area of a Circle. http://www.ams.org/
samplings/feature-column/fc-2012-02. Zugegriffen 14 Apr. 2017

Casselman, B.: Archimedes’ quadrature of the parabola — full text as translated by T.L. Heath.
http://www.math.ubc.ca/~cass/archimedes/parabola.html. Zugegriffen 27 Apr. 2017

O’Connor, J.J., Robertson, E.F.: MacTutor History of Mathematics Archives. http://www-
history.mcs.st-andrews.ac.uk/. Zugegriffen 13 Apr. 2017

Dehn, M., Hellinger, E.D.: Certain mathematical achievements of James Gregory. In: Anderson,
M., Katz, V., Wilson, R. (Hrsg.) Sherlock Holmes in Babylon and Other Tales of Mathematical
History, S.208-217. The Mathematical Association of America, Washington DC (2004)
Erlichson, H.: Johann Bernoulli’s brachistochrone solution using Fermat’s principle of least
time. Eur. J. Phys. 20, 299-304 (1999)

Eves, H.W.: Great Moments in Mathematics (Before 1650). Mathematical Association of
America, Washington DC (1983)

Felscher, W.: Bolzano, Cauchy, Epsilon, Delta. Amer. Math. Monthly 107, 844-862 (2000)
Ferzola, A.P.: Euler and differentials. In: Anderson, M., Katz, V., Wilson, R. (Hrsg.) Sherlock
Holmes in Babylon and Other Tales of Mathematical History S.369-374. The Mathematical
Association of America, Washington DC (2004)

Ginsburg, D., Groose, B., Taylor, J., Vernescu, B.: History of the differential from the 17th
century. http://www.math.wpi.edu/IQP/BVCalcHist/calc2.html. Zugegriften 19 Mai 2017
Gonzdlez-Velasco, E.A.: Journey Through Mathematics. Springer, New York (2011)



62

20.
21.
22.

23.

24.
25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

1 Geschichte der Analysis

Grabiner, J.V.: The origins of Cauchy’s theory of the derivative. Hist. Math. 5, 379-409 (1978)
Grabiner, J.: Descartes and problem-solving. Math. Mag. 68, 83-97 (1995)

Grabiner, J.: The changing concept of change: The derivative from Fermat to Weierstrass. In:
Anderson, M., Katz, V., Wilson, R. (Hrsg.) Sherlock Holmes in Babylon and Other Tales of
Mathematical History, S.218-227. The Mathematical Association of America, Washington DC
(2004)

Grabiner, J.: Was Newton’s calculus a dead end? The continental influence of Maclaurin’s Trea-
tise of fluxions. In: Anderson, M., Katz, V., Wilson, R. (Hrsg.) Sherlock Holmes in Babylon and
Other Tales of Mathematical History, S.310-324. The Mathematical Association of America,
Washington DC (2004)

Heath, T.: A History of Greek Mathematics Bd. I, Oxford University Press, London (1921)
Heath, T.: A History of Greek Mathematics, Bd. II. Oxford University Press, London (1921)
Hofmann, J.E.: On the discovery of the logarithmic series and its development in England up
to Cotes. In: Anderson, M., Katz, V., Wilson, R. (Hrsg.) Sherlock Holmes in Babylon and
Other Tales of Mathematical History, S.235-239. The Mathematical Association of America,
Washington DC (2004)

Joyce, D.E.: Elements (1998). http://alephQ.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html.
Zugegriffen 25 Mérz 2017

Jullien, V.: Roberval’s indivisibles. In: Jullien, V. (Hrsg.) Seventeenth-century indivisibles
revisited, S. 177-210. Birkhduser, Cham (2015)

Katz, M.G., Schaps, D.M., Shnider, S.: Almost equal: The method of adequality from
Diophantus to Fermat and beyond. https://arxiv.org/abs/1210.7750. Zugegriffen 10 Apr. 2017
Matematicas ~ Visuales.  http://www.matematicasvisuales.com/english/html/history/kepler/
keplerbarrel.html. Zugegritfen 27 Apr. 2017

McLaughlin, W.I.: Eine Losung fiirr Zenons Paradoxien. http://www.spektrum.de/magazin/
eine-loesung-fuer-zenons-paradoxien/822041. Zugegriffen 5 Apr. 2017

Miller, J.: Earliest uses of various mathematical symbols. http://jeff560.tripod.com/calculus.
html. Zugegriffen 25 Mai 2017

Nahin, P.J.: An Imaginary Tale: The Story of ~/—1. Princeton Univ. Press, Princeton (1998)
Nauenberg, M.: Barrow and Leibniz on the fundamental theorem of the calculus. https://arxiv.
org/pdf/1111.6145.pdf. Zugegriffen 22 Mai 2017

Newton, I. (Hrsg. Colson, J.): The Method of Fluxions and Infinite Series; With Its App-
lication to the Geometry of Curve-lines. https://archive.org/details/methodoffluxionsOOnewt.
Zugegriffen 25 Mai 2017

Reeder, M.: Archimedes’ quadrature of the parabola. https://www2.bc.edu/mark-reeder/
1103quadparab.pdf. Zugegriffen 20 Apr. 2017

Sanchis, G.R.: Archimedes’ method for computing areas and volumes. Convergence, http://
www.maa.org/press/periodicals/convergence/archimedes-method- for-computing-areas-and-
volumes-introduction. Zugegriffen 10 Mai 2017

Sanchis, G.R.: Historical activities for the calculus classroom. Convergence, http://www.
maa.org/press/periodicals/convergence/historical-activities-for-the-calculus-classroom. Zugeg-
riffen 6 Juni 2017

Sandifer, E.: How Euler did it. http://eulerarchive.maa.org/hedi/HEDI-2007-08.pdf. Zugegrif-
fen 21 Mai 2017

Schierscher, G.: Matheliebe. Ausstellungskatalog. Liechtensteinisches Landesmuseum, Vaduz
(2013)

Siki¢, Z.: Kako je stvarana novovjeka matematika (Wie die neuzeitliche Mathematik erschaffen
wurde, in kroatischer Sprache). Skolska knjiga, Zagreb, (1989)



Literaturverzeichnis 63

42.

43.

44.

45.
46.

47.

48.

49.

50.

51.

Siu, M.-K.: Concept of function — its history and teaching. In: Swetz, E., Fauvel, J., Bekken,
0., Johansson, B., Katz, V. (Hrsg.) Learn From the Masters, S. 105-121. The Mathematical
Association of America, Washington DC (1997)

Stanford Encyclopedia of Philosophy: Democritus. https://plato.stanford.edu/entries/
democritus/. Zugegriffen 13 Apr. 2017

Stanford Encyclopedia of Philosophy: Zeno’s Paradoxes. https://plato.stanford.edu/entries/
paradox-zeno/. Zugegriffen 5 Apr. 2017

Stillwell, J.: Mathematics ans Its History. Springer, New York (2010)

Varadarajan, V.S.: Euler and his work on infinite series. Bull. Amer. Math. Soc. 44, 515-539
(2007)

Van Vleck, E.B.: The influence of Fourier’s series upon the development of mathematics.
Science 39, 113-124 (1914)

Whitman, E.A.: Some historical notes on the cycloid. In: Anderson, M., Katz, V., Wilson, R.
(Hrsg.) Sherlock Holmes in Babylon and Other Tales of Mathematical History, S. 183—187. The
Mathematical Association of America, Washington DC (2004)

Wulling, H.: 6000 Jahre Mathematik, Eine kulturgeschichtliche Zeitreise — 1. Von den Anféingen
bis Leibniz und Newton. Springer, Berlin (2008)

Wubing, H.: 6000 Jahre Mathematik, Eine kulturgeschichtliche Zeitreise — 2. Von Euler bis zur
Gegenwart. Springer, Berlin (2009)

Youschkevitch, A.P.: The concept of function up to the middle of the 19th century. Archive for
History of Exact Sciences 16, 37-85 (1976)



2.1 Anfiange der Kombinatorik

Obwohl das Grundthema der Kombinatorik, das Abzihlen endlicher Mengen, implizit
schon von Anfang an Teil der Mathematik war, kann man vor dem 17. Jh. oder sogar dem
18. Jh. nicht von einer selbststindigen Disziplin reden. Mehr sogar, die Geschichte der
Kombinatorik vor dieser Zeit ist nicht geradlinig zu verfolgen, und auch sind Referenzen
iiber das Thema schwer zu finden.

Die zwei Grundprinzipien, die Summen- und die Produktregel (Abb. 2.1), sind schon
Tausende von Jahren als offensichtlich und logisch anerkannt. Schon seit den Anfingen
des mathematischen Denkens war den Menschen sicherlich klar, dass, wenn man zuerst
einen Teil einer Menge abzihlt und dann deren Rest, die Summe gleich der Anzahl aller
Elemente der Menge ist. Die Produktregel scheint ebenso alt zu sein. Hierzu wird be-
sonders eine beriihmte Aufgabe aus dem altidgyptischen Papyrus Rhind (ca. 1650 v. Chr.)
angefiihrt ([3]):

Beispiel 2.1 (Aufgabe 79, Papyrus Rhind)

In jedem von 7 Hausern befinden sich je 7 Katzen. Jede Katze fingt 7 Méause. Jede
Maus hatte 7 Weizenihren gegessen. Jede Ahre hiitte 7 Hekat' Mehl ergeben. Wie viel
macht das alles (Hauser, Katzen, Miuse, Ahren, Mehl) zusammen?

Ahnliche Aufgaben findet man in Europa ab Mittelalter, z. B. bei Fibonacci im 13. Jh.
Aus dieser Zeit stammen auch verschiedene anderen Aufgaben mit, wenigstens teilweise,

"Das Hekat ist ein altigyptisches MaB fiir Volumen, es entspricht etwa 4,8 Litern.
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Abb. 2.1 Kombinatorische ’ I I ‘ ‘ ‘ ‘
Grundprinzipien
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kombinatorischem Inhalt, beispielsweise das bekannte Wolf-Ziege-Kohl-Problem in den
Propositiones ad Acuendos Juvenes von Alkuin (Alcuin of York, ca. 732-804).

Beispiel 2.2 (Wolf-Ziege-Kohl-Problem aus Propositiones ad Acuendos Juvenes)

Ein Mann musste einen Wolf, eine Ziege und einen Haufen Kohl iiber den Fluss brin-
gen. Er konnte nur ein Boot finden, mit dem er hochstens zwei davon iiberfiihren
konnte. Aber er hatte den Auftrag, alle drei in gutem Zustand zu iiberfiihren. Wie konnte
dies geschehen? (Ubersetzt nach [13]).

Alkuin war ein Berater Karls des GroBlen und der Hauptverantwortliche fiir dessen er-
ste europdische Bildungsreform. Die Propositiones ad Acuendos Juvenes ist die dlteste
bekannte mathematische Aufgabensammlung in lateinischer Sprache; nach [24] ist aber
nicht erwiesen, dass Alkuin wirklich der Autor dieses Textes war. Die darin enthaltenen
Aufgaben sind hauptséchlich elementar-arithmetisch, einige logisch mit Elementen der
Kombinatorik ([3, 13, 24]).

Anders als die zwei kombinatorischen Grundprinzipien sind Permutationen, Varia-
tionen und Kombinationen, nicht nur dem Namen nach, bedeutend jiinger. Als éltestes
Beispiel zum Thema gilt das altchinesische I Ching (Buch der Wandlungen). Der Inhalt
des I Ching soll teilweise schon im 7. Jh. v. Chr. entstanden sein. Das System des I Ching
besteht aus zwei Symbolen, Yang (—) und Yin (- -). Diese werden zunichst in 23 = 8
Trigramme, also geordnete Tripel, kombiniert und dann die Trigramme in 26 = 64 Hexa-
gramme (geordnete Paare von Trigrammen, also geordnete Sechstupel der zwei Symbole
Yin und Yang, siche Abb.2.2). Somit ist das System des I Ching das élteste bekannte
Beispiel von Variationen mit Wiederholung. Man muss hier aber betonen, dass es in den
altesten Schriften zum Thema keine Anhaltspunkte dafiir gibt, dass die alten Chinesen
sich dabei der allgemeinen Regel bewusst waren; die Hexagramme wurden zwar in ei-
ner symmetrischen Anordnung aufgezihlt, die Ordnung zeigt aber kein mathematisches
System. Erst im 11. Jh. findet man eine systematische Anordung, die der numerischen
Ordnung der binédren Zahlen von 000000 bis 111111 entspricht, wenn man Yang als 1 und
Yin als O nimmt. Dies bedeutet aber nicht, dass die alten Chinesen die bindren Zahlen vor
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Abb. 2.2 1 Ching ———=———==——==

Leibniz? entdeckt haben, da keine Beweise bekannt sind, dass die Chinesen die Hexa-
gramme numerisch interpretiert haben ([3, 23]).

Die alten Inder andererseits hatten von Anfang an, also seit Jahrtausenden, auffilli-
ges Interesse an groflen Zahlen. Irgendwann begannen sie sich auch fiir das Abzihlen
verschiedener Anordnungen zu interessieren. In einem medizinischen Text von Sushruta
(6. Jh. v. Chr.) findet man die Aufzdhlung verschiedener Geschmacksrichtungen, welche
man durch das Kombinieren der 6 Basisaromen (sii}, sauer, salzig, scharf, bitter, herb)
erhalten kann. Diese Kombinationen werden systematisch aufgezihlt: 6 einzelne, 15 in
Paaren usw. Aus den spiteren Jahrhunderten sind auch andere dhnliche Beispiele erhal-
ten, aber in allen Fillen scheint die gesuchte Zahl durch Aufzéhlen aller Moglichkeiten
gefunden worden zu sein, also ohne tiefere kombinatorische Erkenntnisse. Der erste An-
haltspunkt in dieser Richtung ist die Schrift Brhatsamhita aus dem 6. Jh. Hierin wird
beschrieben, wie man Diifte durch Mischen von 4 von 16 Zutaten in verschiedenen Propor-
tionen erhélt. Wihrend die genaue Regel beziiglich dieser Proportionen unklar ist und
somit auch die genaue Bedeutung der angegebenen 96 Diiften, ist hier weitaus interes-
santer, dass angegeben wird, es gibt 1820 Mdglichkeiten, 4 von 16 Zutaten zu wihlen.
Dies ist der korrekte Wert fiir (146), und es ist nicht sehr wahrscheinlich, dass dieser durch
Aufzihlen aller Moglichkeiten erhalten wurde ([3, 23]).

Bhaskara II (1114-1185) ist einer der beriihmtesten altindischen Mathematiker
und Astronomen. Seine Beitrige werden als der Hohepunkt der klassischen Zeit
indischer Mathematik betrachtet, und nach ihm dauerte es iiber 200 Jahre bis zu

2G. W. Leibniz kannte diese chinesischen Hexagramme und schrieb deswegen den alten Chinesen
die Entdeckung der bindren Zahlen zu.
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den nichsten wichtigeren mathematischen Resultaten in Indien. Seine zwei rein
mathematischen Schriften heiBen Lilavati und Bijaganita, er schrieb aber auch
mathematisch-astronomische Schriften. Die Lilavati ist nach seiner Tochter benannt,
angeblich hat er diesen mathematischen Text geschrieben, um seine Tochter iiber
die Prophezeiung, dass sie nie heiraten wird, zu trosten. Er beschiftigte sich mit der
Pell’schen Gleichung (siehe 1. Buch) und anderen diophantischen Gleichungen, war
sich bewusst, dass die Gleichung X2 = 9 zwei Losungen hat, beschrieb Rechen-
methoden im dezimalen Positionssystem, auch fiir das Rechnen mit negativen
Zahlen und Null (alle Regeln werden korrekt angegeben, auller dass er das Resultat
der Division n : 0 als unendlich betrachtet). Er kannte auch die Additionstheo-
reme fiir Sinus. Sogar die Grundideen der Infinitesimalrechnung konnen in seinem
mathematisch-astronomischen Werk Siddhanta Siromani gefunden werden ([6]).

Im 12. Jh. schrieb der wohl beriihmteste altindische Mathematiker Bhaskara II die Schrift
Lilavati. In dieser Schrift findet man Beispiele, die beweisen, dass Bhaskara II sowohl die
Regel fiir Kombinationen wie auch die fiir Permutationen bekannt waren ([3]).

Beispiel 2.3

Bhaskara II beschreibt, wie man die Anzahl der moglichen Arrangements von geoft-
neten und geschlossenen Tiiren in einem Gebdude mit 8 Tiiren findet. Fiir dieses wie
auch fiir das alte, oben beschriebene Problem des Kombinierens von 6 Geschmacks-
richtungen nennt er die Losungen in Tabellen der Form (k, () fir n = 8 und
n==6.

Beispiel 2.4

Wie viele Variationen der Form des Gottes Sambhu erhilt man durch verschiedene
Anordnungen der 10 Attribute, welche er in seinen 10 Hénden hilt? Offensichtlich
handelt es sich hier um Permutationen. Bhaskara II fiihrt nicht nur die genaue Losung,
3628800, an, sondern erkldrt auch, wie man solche Antworten erhilt: Die Anzahl der
Variationen in spezifischen Figuren ist das Produkt der arithmetischen Folge, welche
mit 1 beginnt und je 1 bis zu der Anzahl von Pldtzen zunimmt, also n!.

Die altindischen kombinatorischen Resultate wurden von den islamischen Mathematikern
des Mittelalters iibernommen, vereinzelt gab es auch eigene Beitrige zum Thema. Auch
die jiidischen Mathematiker dieser Zeit zeigten Interesse fiir kombinatorische Probleme.
So zdhlt z. B. der spanische jiidische Gelehrte und Dichter Rabbi ben Ezra (Abraham ben
Meir ibn Ezra, 1092—-1167) im 12. Jh. die Planetenkonjuktionen. Dem jiidischen Historiker
Josephus (1. Jh.) wird hingegen ein anderes beriihmtes arithmetisch-kombinatorisches Pro-
blem zugeschrieben, das Josephus-Problem ([3, 12]). Interessanterweise sind Varianten
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dieses Problems in verschiedenen Zeiten und Kulturen bekannt: im européischen Mittel-
alter und der Renaissance, beispielsweise bei Cardano, als Ludus Sancti Petri oder eben
als Josephus-Problem, in jiidischer mittelalterlicher Literatur (bei Rabbi ben Ezra), in den
mittelalterlichen moslemischen Liandern, in Indien und im 17. Jh. sogar in Japan. Meist
handelt es sich um eine gerade Anzahl von Personen, die im Kreis oder linear aufgestellt
werden, von denen ein Teil, meist die Hilfte, durch Abzéhlen jeder n-ter Person geopfert
werden muss (meist werden diese iiber Bord geworfen). Die Hilfte aller Personen sind ,,die
Guten®, und diese sollen durch geeignete Anfangsordnung gerettet werden. Die Guten und
die Schlechten, also die Geretteten und die Geopferten, sind je nach Autor und Kultur, in
der dieses Problem erscheint, Christen und Tiirken, Christen und Juden, Moslems und
,ungldubige“, Gelehrte und Schurken, Seeminner und Réuber ([3, 12]). Wir geben hier
die Formulierung (nach [22]), die dem Problem ihren Namen gab und die auf einen Text
aus ca. 370 n. Chr., der meist Ambrosius von Milan zugeschrieben wird, zuriickgeht.

Problem 2.1 (Josephus-Problem) Der jiidische Historiker Flavius Josephus lebte im
1. Jh. n. Chr. und beschrieb die jiidischen Kriege mit den Romern. Bei der Belagerung
der Siedlung Yodfat sollen er und seine 40 Soldaten sich in einer Hohle versteckt gehalten
haben. Als das Versteck entdeckt worden war, wollten sich die Soldaten lieber umbringen,
als den Romern in die Hénde zu fallen. Josephus wollte aber wenigstens sich und seinem
Freund das Leben retten und schlug vor, nach dem romischen Brauch des Decimatio vor-
zugehen. Alle 41 stellten sich im Kreis auf und jeder Zehnte bringt sich um. An welche
Stellen sollen sich Josephus und sein Freund stellen, um als Letzte iibrig zu bleiben und
sich so lebend den Romern iibergeben zu konnen?

Bei jiidischen und christlichen Autoren bis zur Renaissance sind kombinatorische Pro-
bleme oft mit theologischen Themen verbunden. So findet man in dem jiidischen Text
Sefer Jetzira (Buch der Schopfung, wahrscheinlich aus dem 8. Jh.) die Berechnung der
Anzahl (222) der Wahlen von 2 Buchstaben aus dem 22-buchstabigen hebriischen Alpha-
bet, da man verschiedenen Buchstabenkombinationen mystische Bedeutungen zuschrieb.
Der katalanische Mystiker, Theologe und Philosoph Ramon Llull (ca. 1232-1316) wollte
Basiskategorien identifizieren und dann durch deren Kombinationen das gesamte mog-
liche Wissen konstruieren. Dafiir schuf er Diagramme, mit welchen er Kombinationen
gottlicher Attribute demonstrierte. Andere Autoren in der Renaissance wiederum berech-
neten die Anzahlen der Permutationen in diversen theologischen Begriffen, beispielsweise
in AMEN ([23]).

Man kann diese kurze Ubersicht der kombinatorischen Friihgeschichte nicht ohne die
Erwédhnung des Pascal’schen Dreiecks beenden. Obwohl dieses arithmetische Dreieck
seinen Namen nach Blaise Pascal erhielt (sieche Abschn. 2.2), war es schon mehrere Jahr-
hunderte vor Pascal bekannt. Der binomische Lehrsatz fiir die Exponenten 2 und 3 (und
natiirlich 1) war in Indien schon vor Brahmagupta (568 — nach 665) bekannt, bei ihm
findet man ihn aber explizit. In der altindischen Mathematik wird der Binomialsatz zur
Berechnung der Quadratwurzeln und kubischen Wurzeln verwendet, da dafiir auf der
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Differenz (a + b)" — a" basierende Methoden entwickelt wurden. Diese ersten indischen
Erkenntnisse zum Thema ,,binomischer Lehrsatz* wurden von den mittelalterlichen mos-
lemischen Mathematikern iibernommen. Insbesondere beschreibt spétestens Nasir ad-Din
At-Tust (1201-1274) in einem Manuskript (1265) die Konstruktion des arithmetischen
Dreiecks, in dem sich die Koeffizienten der Expansion von (a + b)" befinden, verbunden
mit der Berechnung von Wurzeln. Es gibt aber Anhaltspunkte, dass schon einige Jahr-
hunderte frither moslemische oder sogar indische Mathematiker dieses Dreieck entdeckt
hatten. Auf jeden Fall war es um die gleiche Zeit auch in China bekannt und wird 1303
in einem Text von Zhu Shijie beschrieben. In Europa tritt das arithmetische Dreieck
erst im 16. Jh. auf, in Michael Stifels Arithmetica integra (1544) sowie auf der Titel-
seite eines Werks von Apianus (1527). Diese alten Autoren (At-Tisi, Stifel und andere)
verwendeten das Dreieck vor allem verbunden mit den Wurzelberechnungen (siehe auch
Abschn. 3.1), also in seiner Verbindung mit dem binomischen Lehrsatz, doch war wohl
auch seine kombinatorische Interpretation auch wenigstens latent bekannt ([3, 6, 23]).

2.2  Entstehung der kombinatorischen
Wahrscheinlichkeitstheorie

Die Wiirfel- und andere Gliicksspiele faszinierten die Menschen seit dem Altertum. Es
brauchte aber lange, bis man aufhorte, die Ergebnisse z. B. eines Wiirfelwurfs als Resul-
tate der Einwirkung tibernatiirlicher Michte anzusehen, und den Zufall anstatt dessen
mathematisch-rational zu analysieren.

Der Erste, der einen Versuch in diese Richtung gemacht hatte, war der beriihmt-
beriichtigte Arzt, Mathematiker und Spieler Girolamo Cardano (1501-1576, mehr zu
ihm im Kapitel iiber Algebra im 1. Buch). Er schrieb (wahrscheinlich um 1562) ein Biich-
lein Liber de ludo aleae, das Buch iiber das Wiirfelspiel, eigentlich als eine Art Hilfe fiir
Berufsspieler gedacht. Dieser Text wurde aber erst 1663 verdffentlicht, nachdem Fermat
und Pascal (siehe weiter unten) schon die Grundziige der kombinatorischen Wahrschein-
lichkeitstheorie entworfen haben. Trotzdem ist der Inhalt von Cardanos Buch historisch
interessant, und wir wollen hier einige der wichtigsten Punkte erwihnen.

Cardano sieht im Gliick beim Spiel immer noch die Einmischung einer iibernatiirlich-
en Macht (er nennt sie die ,,Autoritdt des Prinzen*), aber versucht durch seine Analyse,
die Chancen rational zu erfassen. Er definiert hier die klassische Wahrscheinlichkeit ei-
nes Ergebnisses (Ereignisses): Die Einsitze sollen, so Cardano, in dem Verhiltnis gesetzt
werden, in dem die Anzahl der giinstigen und moglichen Ergebnisse liegt. In der Zeit
nach Cardano gaben andere berithmte Mathematiker (Leibniz, Jakob Bernoulli, de Moivre)
Varianten dieser Definition, die dann mit Laplace ihre moderne Form erhielt:

Definition 2.1 (Klassische Wahrscheinlichkeit (Laplace, 1812)) Die Wahrscheinlich-
keit eines Ereignisses ist das Verhiltnis der Anzahl der fiir das Ereignis giinstigen Fille
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und der Anzahl aller méglichen Fille, wenn kein Grund existiert, anzunehmen, dass ei-
ner der Fille ofter als ein anderer auftreten sollte, d. h., wenn alle Fille fiir uns gleich
wahrscheinlich sind.

Cardano entdeckte auch die Multiplikationsregel fiir unabhédngige Ereignisse (als Regel
fiir Wettchancen ausgesagt): ,,... in Vergleichen, wo die Wahrscheinlichkeit eine Halfte ist,
wie bei geraden und ungeraden Seiten, werden wir die Anzahl der Wiirfe mit sich selbst
multiplizieren, 1 vom Produkt abziehen, und das Verhiltnis dieses Restes zu Einheit wird
das Verhiltnis der Einsitze sein. Also in 2 aufeinanderfolgenden Wiirfen multiplizieren
wir 2 mit sich selbst, was 4 ergibt; wir ziehen 1 ab; der Rest ist 3; also wird der richtige
Einsatz des Spielers 3 gegen 1 sein; weil, wenn er auf eine ungerade Zahl zielt und eine
gerade wirft, das heiflt, wenn er nach einer geraden entweder eine gerade oder ungerade
wirft, verliert er oder auch, wenn er nach einer ungeraden eine gerade erhilt. Also verliert
er dreimal und gewinnt einmal.” ([11, 12, 25]).

Weniger bekannt ist, dass noch ein beriihmter Renaissancewissenschaftler seinen Bei-
trag zur Frithgeschichte der Wahrscheinlichkeitstheorie gemacht hat: Galileo Galilei
(1564-1642), eher als Astronom bekannt, schrieb 1620 einen (wie auch Cardanos, viel
spéter erschienenen, in Galileos Fall erst 1718) Text iiber Ergebnisse von Wiirfelspiele.
Hierin erklért er, warum beim Wurf von drei Wiirfeln die Augensummen nicht alle gleich
wahrscheinlich sind, dhnlich wie es 80 Jahre frither Cardano fiir den Fall zweier Wiirfel
erklirte (dies war Galileo aber nicht bekannt) ([11, 25]).

Blaise Pascal (1623-1662) war ein Sohn des Juristen und Hobbymathematikers Eti-
enne Pascal. Sein Vater unterrichtete ihn groftenteils selbst, entschied aber, dass
Blaise bis zu seinem 15. Lebensjahr keine Mathematik lernen sollte. Als Blaise 12
Jahre alt war, entdeckte aber sein Vater, dass Blaise selbst die Winkelsumme im
Dreieck entdeckt hat und lie3 zu, dass Blaise Euklid studierte. Mit 14 Jahren begann
Blaise, seinen Vater zu den Treffen des Mersenne’schen Kreises zu begleiten, mit 16
hat er den beriihmten Satz liber den Hexagrammum Mysticum bewiesen. Als Hilfe
fiir seinen Vater, der zu der Zeit als Steuereinnehmer arbeitete, konstruierte Blaise
von 1642—-1645 die mechanische Rechenmaschine, die als Pascaline bekannt ist.
Nach einen Unfall 1646 wurde sein Vater von zwei Anhingern einer religiosen Be-
wegung gepflegt, und die hinterlieBen einen tiefen Eindruck bei der ganzen Familie.
Der junge, immer krinkliche Blaise widmete sich danach intensiv auch der Reli-
gion und Philosophie. Zu der Zeit bewies er die Existenz des Vakuums, und 1653
veroffentlichte er seine beriihmte Abhandlung iiber die Hydrostatik. Ihm zu Ehren
wird die SI-Einheit fiir Druck Pascal (Pa) genannt. Zur Zeit der unten beschriebenen
Begriindung der Wahrscheinlichkeitstheorie verschlechterte sich Pascals Gesund-
heitszustand, und im Herbst 1654 kam er bei einem Unfall fast ums Leben. Er zog
sich komplett in die religiose Lehre des Jansenismus zuriick und verfasste in seinem
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letzten Lebensabschnitt vor allem religiose und philosophische Schriften, von denen
die Pensées die beriihmteste ist. Er starb mit nur 39 Jahren an der Metastasierung
eines Magenkrebses in das Gehirn ([6]).

Da Cardanos Biichlein so spit veroffentlicht wurde, aber auch, weil es diverse Fehler
enthielt und nicht mathematisch rigoros war, werden Blaise Pascal und Pierre de
Fermat (1601-1665) als ,,Viter der Wahrscheinlichkeitstheorie* angesehen. In einem
Briefwechsel dieser zwei gro3en Wissenschaftler wurden 1654 die Grundziige der kombi-
natorischen Wahrscheinlichkeit entworfen. In diesem Briefwechsel werden zwei beriihmte
Probleme der Wiirfelspiele behandelt, die auch schon frither bekannt waren, aber nie
zufriedenstellend gelost wurden: das Problem der Wiirfel und das Problem der Punkte.

Problem 2.2 (Problem der Wiirfel) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 24
wiirfen eines Wiirfelpaars mindestens einmal eine doppelte Sechs auftritt?

Problem 2.3 (Problem der Punkte) Zwei Spieler spielen ein faires Spiel in Runden.
Derjenige, der zuerst insgesamt 6 Runden gewinnt, erhilt einen Geldpreis. Wie soll man
den Preis aufteilen, wenn das Spiel beim Punktestand 5 : 3 unterbrochen werden muss?

Die Probleme wurden Pascal von dem damals bekannten Spieler Chevalier de Méré
(eigentlich Antoine Gombaud, 1607-1684) gestellt, und Pascal kontaktierte darauf Fermat
([11]). Das Problem der Wiirfel ist leicht zu 16sen, wie Pascal und Fermal schnell festge-
stellt haben: Die Wahrscheinlichkeit, dass man in einem bestimmten Wurf ein Paar Sechser
wiirfelt betriagt 1/36, also ist die Wahrscheinlichkeit, dass man nicht ein Paar Sechser wiir-
felt, gleich p = 35/36. Die Wiirfe sind unabhéngig voneinander, und es folgt, dass die
Wahrscheinlichkeit, dass in keinem der 24 Wiirfe ein Paar Sechser gewiirfelt wird, gleich
p**. Folglich ist die von de Méré gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich 1 — p** ~ 49,14%,
also kleiner als 50 %.

Das Problem der Punkte ist weit interessanter und brachte sozusagen die Wahrschein-
lichkeitstheorie ins Rollen. Pascal und Fermat konnten sich schon bald iiber die Losung
einigen und sogar die Problemstellung generalisieren. Der erste Spieler A braucht noch a
Punkte und der Spieler B noch b, um das Spiel zu gewinnen. Also ist das Spiel in spétestens
a + b — 1 Runden voriiber. In diesen a + b — 1 Runden konnen 2%-! gleich wahrscheinli-
che Gewinnreihenfolgen auftreten, und wenn von denen in k Féllen der Spieler A a- oder
mehrmals gewinnt, sind diese Fille zu seinen Gunsten, und die restlichen / = 2a+b-1 _
Fillen zugunsten B, also soll der Gewinn im Verhéltnis & : [ verteilt werden.

Beispiel 2.5

In der Originalfassung des Problems der Punkte ist @ = 1 und b = 3, also ist das Spiel in
spétestens 3 Runden entschieden (sieche Abb. 2.3). Die moglichen Gewinnreihenfolgen
(beziiglich der zwei Spieler A und B) in diesen 3 Runden sind AAA, AAB, ABA,
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Abb. 2.3 Baumillustration des Punkteproblems von de Méré

AAB, ABB, BAB, BBA, BBB, deren 8. Da aufler im Fall BBB der Spieler A gewinnt
(er braucht ja nur noch einen Punkt), soll der Gewinn im Verhéltnis 7 : 1 geteilt werden.

Offensichtlich ist es bei groBeren a und b zu langwierig, alle 2¢**~! Moglichkeiten auf-
zuzidhlen. Pascal bemerkte zunichst, dass nicht die Reihenfolge, sondern nur die Anzahlen
der Punkte fiir A und B in diesen a + b — 1 Runden wichtig sind. So suchte er eine effi-
ziente Methode, um Anzahlen von Reihenfolgen von zwei Buchstaben (A und B bei uns)
zu finden, die eine bestimmte Lange n = a + b — 1 haben und in denen der eine Buchstabe
(sagen wir A) genau bzw. mindestens k-mal auftritt. Dazu benuzte er das Dreieck, welches
heute unter dem Namen Pascal’sches Dreieck bekannt ist. Wie im Absch. 2.1 beschrie-
ben, war dieses Dreieck schon Jahrhunderte vor Pascal bekannt. Insbesondere war auch
bei europdischen Autoren der Renaissance seine Beziehung zum binomischen Satz be-
schrieben. Pascal war aber der Erste, der dieses Dreieck vollstindig analysierte. Er bewies
verschiedene Beziehungen zwischen den im Pascal’schen Dreieck enthaltenen Zahlen, die
wir heute mit (Z) bezeichnen® und Binomialkoeffizienten nennen. Er veroffentlichte seine
Abhandlung tiber das Dreieck, Le Traité du triangle arithmétique, im Jahr seiner Korres-
pondenz mit Fermat: 1654. Bei Pascal ist das Dreieck noch in einer rechteckigen Matrix
enthalten, die moderne Form ist in Abb. 2.4 zu sehen ([8, 14]). Es ist leicht einzusehen,
dass durch die Korrespondenz zum Thema Problem der Punkte Pascal und Fermat zu-
gleich die Binomialverteilung begriindeten: Die Wahrscheinlichkeit, dass in genau k von n
(unabhingigen) Versuchen ein Ereignis (,,Erfolg®) auftritt, fiir den die Wahrscheinlichkeit
des Auftritts in einem einzelnen Versuch p ist, betrigt

ny\ i n—k
(k>p (I-p)*.

3Das Symbol (Z) fiir die Anzahl der Wahlen von k£ von n Elementen entstand im 19. Jh. durch
Abwandlung des Symbols (f), welches Euler fiir Binomialkoeffizienten benutzte ([5]).
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Abb. 2.4 Pascal’sches Dreieck und das Muster, welches darin entsteht, wenn man die Positionen
gerader und ungerader Zahlen verschiedenfarbig einfirbt

Pascals und Fermats Resultate wurden von dem niederldndischen Wissenschaftler
Christiaan Huygens (1629-1695) systematisiert und erweitert. Von ihm stammt das erste
veroffentlichte mathematische Buch iiber Wahrscheinlichkeit, De ratiociniis in ludo aleae
(1656). Besonders wichtig an Huygens’ Buch ist, dass hier zum ersten Mal der Erwar-
tungswert erwédhnt wird. Allerdings ist seine Definition noch etwas diffus als Wert eines
Spieles beschrieben: Wenn man die gleiche Chance hat, entweder 3 oder 7 Schillinge zu
gewinnen und es gleich wahrscheinlich ist, den einen oder anderen Gewinn zu erzielen,
ist das Spiel 5 Schillinge ,,wert”, und somit wiren 5 Schillinge der geeignete Einsatz.
Der Ausdruck ,,Erwartung® stammt aber vom niederldndischen Mathematiker Frans van
Schooten (1615-1660), der Huygens’ Text in Lateinische iibersetzt hat ([9, 12, 25]).

Anfang des 18. Jh., 1713, erschien (posthum) Jakob Bernoullis (1654—1705) Ars con-
Jjectandi, das von vielen Autoren als das erste wichtige Werk zum Thema angesehen wird,
ein Wendepunkt in der Geschichte dieser Disziplin. Man konnte sogar sagen, dass durch
dieses Werk die Wahrscheinlichkeitstheorie zur selbststindigen mathematischen Disziplin
wurde. Es ist nicht nur weit umfassender als die Texte der Vorginger, sondern enthilt
viele Neuigkeiten. Insbesondere findet man hier zum ersten Mal in der Geschichte die
theoretische Diskussion der Wahrscheinlichkeit als eine Zahl zwischen O und 1.

Ars Conjectandi ist vierteilig. Der erste der Teile enthdlt ,,nur” Huygens® Werk
mit Bernoullis Kommentaren. Der zweite Teil enthidlt kombinatorische, fiir die
Wahrscheinlichkeit, bedeutende Prinzipien, die dann im dritten Teil auf konkrete



2.3 Modernisierung der Wahrscheinlichkeitstheorie 75

wahrscheinlichkeitstheoretische Probleme angewendet werden. In dem zweiten Teil sind
alle klassischen Resultate iiber Permutationen und Kombinationen enthalten und auch der
erste vollstindige Beweis des Binomialsatzes fiir den Fall positiver ganzzahliger Exponen-
ten. Der vierte Teil ist am wichtigsten und interessantesten von allen. Dieser unvollendete
Teil der Ars Conjectandi beschiftigt sich im Allgemeinen mit den Fragen der Anwen-
dungen der Wahrscheinlichkeit auf ,,zivile, moralische und 6konomische* Fragen. Hier
wird die fundamentale Frage der Beziehung zwischen Wahrscheinlichkeit a priori und
Wahrscheinlichkeit a posteriori gestellt: Wenn man eine geniigend grofle Anzahl der
Beobachtungen der Ergebnisse eines zufilligen Experiments hat, kann man daraus die
theoretische Wahrscheinlichkeit schitzen? Die Antwort ist zugleich das Letzte, was in Ars
Conjectandi enthalten ist (nach [7]):

Theorem 2.1 (Bernoullis (schwaches) Gesetz der grolen Zahlen) Seip = ﬁ die (theo-
retische) Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses in einem zufilligen Experiment. Fiir eine
geniigend grofie Anzahl N der (unabhdngig voneinander durchgefiihrten) Experimente ist
dann die Entfernung der relativen Hdufigkeit % dieses Ereignisses zu p nicht grofier als
ein fixer Betrag:

Heute spricht man von ,,Konvergenz in Wahrscheinlichkeit* der relativen Haufigkeit
gegen die theoretische Wahrscheinlichkeit p und meint damit: Wenn man ein zufilliges
Experiment unbegrenzt wiederholt, immer unter gleichen Bedingungen, und jeder Ver-
such von allen anderen Versuchen unabhingig ist, dann werden die relativen Haufigkeiten
eines Ereignisses A immer weniger variieren und sich mit Wahrscheinlichkeit 1 der theo-
retischen Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A in einem einzelnen Experiment nihern.
Modern formuliert (fiir binomialverteilte Zufallsvariablen): Fiir jedes ¢ > 0 gilt

) R
lim P<)——p <£> =1.
N—o0 N

Bernoulli selbst nannte dieses Resultat den ,,goldenen Satz*, der Name ,,Gesetz der gro3en
Zahlen“ stammt von S.-D. Poisson ([4, 7, 17]).

2.3  Modernisierung der Wahrscheinlichkeitstheorie

Im Laufe des 18. Jh. wurde die Wahrscheinlichkeitstheorie immer populédrer und ent-
wickelte sich stetig weiter. Jakob Bernoullis Resultate wurden zunichst von Abraham de
Moivre weiterentwickelt. De Moivre ist zwar vor allem fiir seine Formel fiir Potenzierung
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komplexer Zahlen beriihmt, aber seine wichtigsten Beitridge leistete er gerade in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie. Die wichtigste seiner Schriften, The Doctrine of Chance: A method
of calculating the probabilities of events in play, erschien in vier Ausgaben: die erste
Ausgabe in Lateinisch, 1711, die zweite in Englisch, 1718, und zwei weitere erweiterte
englische Ausgaben 1738 und 1756.

Abraham de Moivre (1667—1754) wurde in Frankreich geboren, aber wanderte aus
Glaubensgriinden nach England aus. In Frankreich wurde ndmlich 1685 das Edikt
von Nantes, welches die Glaubensfreiheit garantierte, aufgehoben; de Moivre war
protestantischen Glaubens und wurde deswegen einmal sogar verhaftet. In London
lebte er von privatem Mathematikunterricht, den er auch in Londoner Kaffeehéu-
sern gab. Er floh vor religioser Diskriminierung in Frankreich, hatte aber zeitlebens
mit der nationalen Diskriminierung in England zu kdmpfen und konnte nie eine
Professur erreichen. Zu seinen Freunden zéhlten Edmund Halley und Newton. De
Moivre blieb unverheiratet. Um seinen Tod rankt sich die Geschichte, dass er, als
er bemerkte, dass er jeden Tag etwa eine Viertelstunder lianger schlief, vorausgesagt
hatte, dass er sterben wiirde, wenn er zum ersten Mal volle 24 Stunden schlafen
wird. Angeblich geschah dies wirklich ([6]).

The Doctrine of Chance enthilt nicht nur viele interessante Probleme und Anwen-
dungen (siehe unten, Beispiel 2.4) sowie einige wichtige Definitionen (beispielsweise der
statistischen Unabhingigkeit von Ereignissen), sondern auch, dies bezieht sich auf die
Ausgabe von 1756, die erste Form des heute als Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace
bekannten Satzes und somit auch die erste Erscheinung der Normaldistribution in der
Geschichte. In der Ausgabe von 1738 findet man auch die Stirling’sche Formel fiir die
Fakultiten, die er schon 1730 in Miscellanea Analytica benutzt hatte. Bei de Moivre fehlt
1730 noch die Proportionalititskonstante in der Schitzung n! als proportional zu /n (g)n
fiir groBe n. De Moivre selbst schreibt 1738 die Entdeckung der Proportionalititskons-
tante +/27 dem schottischen Mathematiker James Stirling (1692—1770) zu und verwendete
die Formel, um die erste Form des Grenzwertsatzes zu beweisen. De Moivre bewies den
Grenzwertsatz nur fiir binomialverteilte Variablen fiir den Fall p = %, spéter (1812) konnte
Laplace die Aussage auf beliebige p € [0, 1] erweitern.

Vereinfacht ausgesagt: Wenn man eine Reihe unabhingiger zufilliger Experimente
durchfiihrt, bei denen in jeder Durchfiihrung der Erfolg mit gleicher Wahrscheinlichkeit
p auftritt, kann man fiir groe Anzahlen n der Experimente die Wahrscheinlichkeit, dass
zwischen / und m Erfolge aufgetreten sind, als

SO (o) e
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schétzen, wobei die Integrale

d(x) = 24, 2.2)

1 X
N Lo ‘
zufriedenstellend genau berechnet und tabelliert werden konnten. Somit war dies viel
effizienter, als lange Summen der Form wie in GI. 2.1 links auszurechnen.

De Moivre entdeckte den Satz durch die Suche nach Approximationen fiir Berech-
nungen der Wahrscheinlichkeiten bei binomialverteilten Zufallsvariablen bei groflen n
(also vielen Versuchen). Er zeigte 1733, dass

1\" 2
(2 6
5 +d 2 2mn

und

n\ (' _ 4 [
06wl
kn/2]<d 27 Jo

Diese Idee der Konvergenz der Binomialverteilungen fiir wachsende # ist durch Abb. 2.5
dargestellt.

Bevor wir uns weiteren Entwicklungen zuwenden, stellen wir noch das Beriihmtes-
te unter den in The Doctrine of Chance enthaltenen Problemen (aus der dritten Ausgabe
1756). Dieses Problem wurde fiir den Fall @ = b schon von Pascal, Fermat und Huygens
gelost.

Problem 2.4 (Ruin des Spielers) Zwei Spieler spielen wiederholt ein Spiel, in dem der
Erste mit Wahrscheinlichkeit p den Betrag 1 von dem zweiten Spieler gewinnt, und mit
Wabhrscheinlichkeit g = 1 — p den Betrag 1 an den zweiten Spieler verliert. Wenn die An-

h 4

Abb. 2.5 Die Normalkurve als Grenzwert von Punkten (%, % (Z)) mitk=0,1,..,n
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Abb. 2.6 Tllustration zu de (a/p)®
Moivres Losung des Problems
des Ruins des Spielers —
(a/p)""
(a/p)"*
(a/p)*
(a/p)
(a/p)" (a/p)"""

fangsvermdgen a und b der zwei Spieler gegeben sind, wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,
dass der zweite Spieler ruiniert wird (d. h. sein ganzes Vermdgen b verliert)?

Wie de Moivre gab auch Jakob Bernoulli diese allgemeine Problemstellung, gab auch
eine Losung an, aber ohne Beschreibung des Losungsweges. De Moivre dagegen fand
einen eleganten Losungsweg, der nicht den Binomialsatz, sondern einen ,,Trick* benutze.
Die Idee war, sich die Vermdgen beider Spieler als Tiirme der Hohe a bzw. b der einzelnen
Geldstiicke vorzustellen (siche Abb.2.6). Den Geldstiicken werden Nominalwerte (%)l
zugeschrieben, denen vom ersten Spieler mit i = a,a — 1, ...,2,1 (der erste Spieler setzt
also in der ersten Runde das Geldstiick mit Nominalwert (%)a) und denen des zweiten
Spielers mit i = a+ 1,a + 2, ...,a + b (der Zweite spielt also zunichst mit dem Geldstiick

mit nominalem Wert (%)ml). Man stellt sich vor, dass das gewonnene Geldstiick immer
von der Spitze des Geldturms des Verlierers auf die Spitze der Geldturms des Gewinners
gestellt wird. Dies bedeutet, dass der Nominaleinsatz des zweiten Spielers in jeder Runde
genau %-mal grofer ist als der des ersten Spielers, also ist der nominale Erwartungswert

jeder Runde O:
7\ N
o) o)
p p

fiir alle i. Wenn nun mit P die Wahrscheinlichkeit des Ruins des zweiten Spielers be-
zeichnet wird (also die Wahrscheinlichkeit, dass der erste Spieler alle b seiner Geldstiicke
gewinnt), ist O = 1 — P die Wahrscheinlichkeit des Ruins des ersten Spielers. Andererseits
miissen die gesamten Nominalerwartungen beider Spieler gleich sein, da sie ja in jeder
Runde gleich sind, also muss

G eng ()

=

erfiillt sein. Daraus erhillt man die Wahrscheinlichkeit
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des Ruins des zweiten Spielers ([6, 20, 19]).

Daniel Bernoulli (1700-1782), ein Neffe Jakob Bernoullis und vor allem als mathe-
matischer Physiker beriihmt (siehe Abschn. 1.4), leistete aber auch einige bedeutende
Beitrdge zur Wahrscheinlichkeitstheorie. Er wendete die Wahrscheinlichkeitstheorie auf
Versicherungen an, als Erster wendete er auch systematisch Differenzialgleichungen auf
wahrscheinlichkeitstheoretische Probleme an. Auch begriindete er die Anwendung der
Wahrscheinlichkeitsrechnung in der kinetischen Gastheorie. Besonders bekannt ist aber
sein Beitrag zu einem der beriihmtesten Probleme der Geschichte der Wahrscheinlich-
keitstheorie:

Problem 2.5 (St. Petersburger Paradox) Ein Spieler spielt ein Spiel, in dem eine Miinze
geworfen wird. Er erhilt eine Geldeinheit, wenn Kopf im ersten Wurf auftritt, zwei Geld-
einheiten, wenn Kopf zum ersten Mal beim zweiten Wurf auftritt, vier Geldeinheiten, wenn
Kopf im dritten Wurf zum ersten Mal geworfen wird, usw. 21 Geldeinheiten, wenn der
n-te Wurf der erste ist, in dem Kopf auftritt. Welchen Betrag sollte der Spieler einsetzen,
damit das Spiel fair wird?

Der Name des Problems geht darauf zuriick, dass Daniel Bernoulli seine Analyse des
Problems in den Berichten der St. Petersburger Akademie der Wissenschaften 1738 ver-
Sffentlichte. Es ist leicht einzusehen, dass der Gewinn 2! mit der Wahrscheinlichkeit %
ausgezahlt wird (fiir eine Wurfserie vom Typ ZZ... ZK mit n — 1 mal Z). Anscheinend ist

deswegen die erwartete Auszahlung an den Spieler gleich

1 1 1 1 1
1o—42 44—+ 42" — 4 =) = =00,
27T R 2 Zz o

also wire jeder noch so grofle (genauer gesagt, nur ein unendlich groBer) Einsatz , fair*.

Das Paradoxale an diesem Paradox entdecken wir, wenn wir genauer nachdenken. Die
Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler innerhalb der ersten fiinf Wiirfe gewinnt, ist sehr
hoch: % + ..+ 2% = 96,875 %. Mit hoher Wahrscheinlichkeit gewinnt der Spieler also
hochstens 16 Geldeinheiten: weit weniger als unendlich! Also wire ein Einsatz von 16
oder vielleicht 20 Geldeinheiten viel eher als fair anzusehen. Was ist korrekt?

Daniel Bernoulli schlug den folgenden Ausweg vor: Man soll den vom Spieler
erwarteten Nutzen in Betracht ziehen (in seinen Worten: Man muss zwischen der ,,mathe-
matischen® und ,,moralischen* Erwartung unterscheiden). Dieser hingt auch vom schon
bestehenden Vermogen des Spielers ab. Wenn der Spieler viel Geld besitzt und in einem
Spiel sein Vermogen, wenn auch mit hoher Wahrscheinlichkeit, nur um einen relativ klei-
nen Betrag vergrofern kann, dann ist das Spiel von kleinem Nutzen fiir den Spieler, und
umgekehrt. Bezeichnen wir die Nutzenfunktion mit U (engl. utility). Ihre Variable ist der
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Geldbesitz G des Spielers. Daniel Bernoulli nahm an, dass die Anderung des Nutzens
(dU) bei einer Anderung des Geldbesitzes von G auf G + dG dem derzeitigen Geld-
besitz umgekehrt proportional ist: dU = k%. Man kann annehmen, dass k£ = 1 ist. Wenn
man auch, logischerweise, annimmt, dass der Beginnnutzen Uy gleich null ist, bei einem
Anfangsbesitz von G Geldeinheiten, erhilt man

G
UG)=In—.
(€)) e

Der erwartete oder mittlere Nutzen im beschriebenen Spiel ist dann, so Daniel Bernoulli,
gleich

00 00 00
U G, 1 Go-E+ -l
U= mUG) =) puln=D o0 =G
n=1 n=1 n=1

da ja der Geldbesitz im Fall eines Einsatzes E und eines Gewinns im Wurf n von Gy—E auf
G, = Go—E+2"" wiichst. Daniel Bernoullis Vorschlag der Auflosung des St. Petersburger
Paradoxes ist also, die Gleichung

o0
— In(Go — E +2"1)
U= —2—"% -G

> nGo

n=1

nach E aufzuldsen. Numerisch ist dies heutzutage leicht und schnell zu erledigen. Man
erhilt beispielsweise, dass bei einem Anfangsvermogen von 10 Geldeinheiten ein Ein-
satz von etwa 3 Geldeinheiten verniinftig ist, bei einem Anfangsvermégen von 1000
Geldeinheiten sollte man aber, nach diesem Modell, ,,nur etwa 6 Einheiten einsetzen
(12, 4, 11, 18]).

Die Wahrscheinlichkeit birgt auch heute noch viele Moglichkeiten fiir Trugschliisse,
nicht nur unter Nichtmathematikern. Deswegen wollen wir hier auch ein beriihmtes Bei-
spiel eines Denkfehlers im Kontext elementarer Wahrscheinlichkeitstheorie, welches von
einem iiberaus begabten (und bekannten) Mathematiker stammt. Jean le Rond d’ Alembert
(1717-1783), der vor allem in der Geschichte der mathematischen Analysis (siche
Abschn. 1.4) bekannt ist, befasste sich mit der folgenden Frage: Wenn man eine faire
Miinze zweimal hintereinander wirft, wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass man min-
destens einmal Kopf wirft? D’ Alemberts ,,L.osung™ war: Falls man schon beim ersten
Wurf einen Kopf wirft, muss man nicht noch ein anderes Mal werfen. Also sind die
moglichen Ergebnisse: im ersten Wurf Kopf; im ersten Wurf Zahl, dann Kopf; in bei-
den Wiirfen Zahl. Dies bedeutet, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich % ist. Leser,
die an mehr Informationen zu diesem und anderen beriihmten Fehlern in der Geschichte
der Wahrscheinlichkeitstheorie interessiert sind, verweisen wir auf den Artikel [10].
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Kurzbiografie von Pierre-Simon Laplace

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) studierte Theologie, ohne Abschluss, da er wa-
hrend des Studiums seine Liebe zur Mathematik entdeckte und nach Paris zog, wo
d’Alembert ihn mathematisch forderte. Eine Zeit lang arbeitete er auch mit dem Va-
ter der modernen Chemie, Antoine Lavoisier, zusammen. Gemeinsam konnten sie
beweisen, dass die Atmung eine Form der Verbrennung ist. Laplace ist auBer fiir
seine wahrscheinlichkeitstheoretischen Resultate besonders auch auf dem Gebiet
der mathematischen Astronomie und mathematischen Physik beriihmt. Er konnte
die Stabilitdt des Sonnensystems rechnerisch beweisen. Sein beriihmtestes Werk ist
Traité de Mécanique Céleste (1799-1825). In diesem Werk ist auch die beriihmte
Laplace’sche partielle Differenzialgleichung A® = 0 enthalten (die Gleichung selbst
war schon vor Laplace bekannt). Hier findet man auch oft die beriihmte Wendung
,man kann leicht sehen, dass ... “, mit der er Resultate, von denen er iiberzeugt war,
begleitete, anstatt die Beweise anzugeben.

Als Personlichkeitsmerkmal von Laplace ist vor allem sein politischer Oppor-
tunismus auffillig. Er schaffte es, in der turbulenten Zeit der Jahrhundertwende des
18./19. Jh., nicht nur seine wissenschaftliche Karriere zu verfolgen, sondern sich
auch an wichtigen politischen Stellen zu halten. Seine zwischenmenschlichen Be-
ziehungen waren auch problematisch, da er sich oft iiber andere Kollegen stellte und
unbescheiden war. Vor der Revolution war er als Priifer der Koniglichen Artillerie
tatig, und in dieser Funktion priifte er den damals 16-jahrigen Napoleon Bonaparte.
Wihrend der Revolution war er Mitglied des Komitees fiir Mae und Gewichte.
Unter Napoleons Herrschaft schaffte es Laplace 1799 zur Position des Innenminis-
ters, hielt sich aber nur sechs Wochen. Spiter kommentierte Napoleon, auf Laplaces
analytische Erfolge anspielend, dass Laplace den ,,Geist des unendlich Kleinen* in
die Regierung gebracht hatte. Er wurde von Napoleon 1806 zum Grafen geadelt.
Er unterstiitzte 1814 die Wiederkehr der Bourbonen und stimmte gegen Napo-
leon. Er wurde 1817 Marquis. Als er 1826 das Gesetz, welches die Pressefreiheit
beschrinkte, unterstiitzte, verlor er seine letzten politischen Freunde ([6]).

In den Endjahrzehnten des 18. Jh. begann sich Pierre-Simon Laplace mit der Wahr-
scheinlichkeitstheorie zu beschéftigen. Seine Arbeit kulminierte in dem beriihmten Buch
Théorie Analytique des Probabilités (1812). Es behandelt alle klassischen Probleme der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, inklusive deren Entstehungsgeschichte, aber erweitert auch
viele frilhere Resultate. Die zweite Ausgabe wurde mit einem langen Vorwort (153
Seiten!) veroffentlicht, welches oft separat als Essai Philosophique sur les Probabilités
gedruckt wurde und dessen Ziel es ist, ein allgemeineres Publikum in die Wahrschein-
lichkeitsrechnung einzufiihren. In diesem Text beschiftigte sich Laplace auch mit der
philosophischen Seite der Wahrscheinlichkeit. Nach Laplace ist Zufall nichts anderes
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als die Bezeichnung fiir Ereignisse, deren Ursache noch nicht erkléart werden kann. Das
Universum ist deterministisch, eine Intelligenz (spéter Laplace’scher Damon genannt),
welche alle Daten tiber den gegenwirtigen Zustand hitte, konnte die zukiinftigen Zustinde
daraus mathematisch erfassen ([25]).*

Der erste Teil der Théorie Analytique des Probabilités ist der Analysis gewidmet, der
zweite Teil beginnt mit der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit (sieche Anfang
des Abschn. 2.2). Laplace beweist fundamentale Regeln fiir die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung, beispielsweise dass die Wahrscheinlichkeit, dass eines von zwei inkompatiblen (sich
ausschlieBenden) Ereignissen eintritt, gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten dieser
zwei Ereignisse ist sowie die Multiplikationsregel fiir unabhéngige Ereignisse. Hier findet
man auch die Losung des beriihmten Buffon’schen Nadelproblems, welches 1777 Georges
Louis Leclerc, Comte de Buffon (1707—-1788) beschrieben hatte ([4]).

Problem 2.6 (Buffon’sches Nadelproblem) Auf einer Ebene sind parallele, gleich ent-
fernte, Geraden eingezeichnet. Die Entfernung zweier Nachbargeraden sei a. Eine diinne
Nadel der Léange [ < a wird auf die Ebene geworfen. Man bestimme die Wahrscheinlich-
keit, dass die Nadel eine der Geraden schneidet.

Dieses klassische Problem der geometrischen Wahrscheinlichkeitstheorie wird durch
Integralrechnung geldst. In Abb. 2.7 links sieht man, dass die Bedingung, dass die Nadel
eine der Linien schneidet, gleich % sing < d ist, wenn mit d der Abstand des Mittelpunk-
tes der Nadel zur niheren der Linien ist und ¢ der Winkel zwischen Nadel und Linien.

6

1/2

172/

Abb. 2.7 Tllustration zum Buffon’schen Nadelproblem

4Nach den modernen Erkenntnissen der Physik und der Chaostheorie ist dies aber unméglich. Als
Begriinder der Chaostheorie gilt Jules Henri Poincaré, der unter anderem bemerkte, dass in vielen
dynamischen Systemen schon kleine Anderungen der Anfangsbedingungen (also auch kleine Fehler
in deren Betrigen) grofie Differenzen im Resultat verursachen konnen. Dies bedeutet, dass, auch
wenn rein theoretisch, das Verhalten eines Systems vorhergesagt werden konnte, es dies in Praxis oft
nicht sein wird, da die Anfangsbedingungen eines Systems niemals exakt gemessen werden konnen

(21D.
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Dies bedeutet, wenn man annimmt, dass ¢ uniform innerhalb des Segments [0, 7] ver-
teilt ist und d uniform zwischen 0 und a/2, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich
dem Verhiltnis der Fliche unter der Kurve d = é sin ¢ zwischen O und 7 und der Fli-
che des Rechtecks [0, ] x [0,a]/2 (Abb. 2.7 rechts) ist. Die Integralrechnung ergibt die
‘Wahrscheinlichkeit % Laplace bemerkte auch, dass man diese Formel dazu benutzen
konnte, den Wert der Kreiszahl mr statistisch-experimentell durch Wiederholung des im
Buffon’schen Nadelproblem beschriebenen Experiments zu schitzen ([4, 1]).

In der Théorie Analytique des Probabilités enthalten ist auch der Satz von Bayes,
nach Thomas Bayes (1702—-1761) benannt, der sich als Erster mit Fragen der bedingten
Wahrscheinlichkeit beschiftigte und einen Spezialfall des folgenden Satzes formulierte:

Theorem 2.2 (Satz von Bayes) Fiir zwei Ereignisse A und B gilt
P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A),

wenn man mit P(X|Y) die bedingte Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass X eintritt, unter
der Bedingung, dass Y eingetreten ist.

Der Name ,,Satz von Bayes“ stammt aber nicht von Laplace, sondern von Poin-
caré ([6]). Ein bedeutender Teil der Théorie Analytique des Probabilités, inklusive seine
Generalisierung des Grenzwertsatzes, bezieht sich auch auf statistische Anwendungen
(siehe Abschn. 3.2). Laplaces generalisierte Version des Grenzwertsatzes bezieht sich auf
wiederholte Versuche, fiir eine beliebige Wahrscheinlichkeit p des Erfolges in einzelnen
Versuchen (bei de Moivre war p = 1/2):

Theorem 2.3 (Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace, moderne Fassung) Fiir n un-
abhdngige Bernoulli-Versuche®, wobei jedem die Erfolgswahrscheinlichkeit gleich p ist,
ist fiir geniigend grofle Versuchsanzahlen n die Anzahl k der Erfolge approximativ
normalverteilt, d. h., fiir jede zwei reelle Zahlen a < b gilt

. k—np _
nlir{.lo <a < m =< b) =®(b)-P(a),

wobei @ die durch Gl. 2.2 definierte Normalverteilungsfunktion ist.

Siméon Denis Poisson (1781-1840) hinterliel in seinem relativ kurzen Leben iiber 300
mathematische Schriften. Aufler fiir seine Beitrige zur Wahrscheinlichkeitstheorie ist er
vor allem als mathematischer Physiker bekannt. Sein Hauptwerk zum Thema Wahrschein-
lichkeit und Statistik ist das 1837 erschienene Buch Recherches sur la probabilité des

3Das beste Resultat mit dieser Methode ist bisher mit 3408 Wiirfen (Lazzerini, 1901) erzielt worden:
7 wurde auf 6 Dezimalstellen genau erhalten ([4]).

®Ein Bernoulli-Versuch ist ein zufilliges Experiment mit nur zwei moglichen Ergebnissen.
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Abb. 2.8 Poissonverteilung /%
(fijr A= 3) ° °

Jjudgements en matiere criminelle et matiére civile. Hier fiihrt er eine der bis heute am mei-
sten verwendeten diskreten Distributionen, die Poisson-Verteilung, ein. Ahnlich wie die
Normalverteilung ist diese auch ein Grenzfall der Binomialverteilung unter bestimmten
Bedingungen: Wenn n — oo und p — 0 (n ist die Anzahl der Experimente und p die Er-
folgswahrscheinlichkeit), aber pn zugleich gegen A konvergiert (A ist die durchschnittliche
Anzahl von Erfolgen in einem bestimmten Zeitintervall), erhilt Poisson die Wahrschein-
lichkeit kkk‘fA, k € N, von genau k Erfolgen in dem Zeitintervall (sieche Abb. 2.8). Poissons
Buch aus 1837 enthélt auch zwei Formen des Gesetzes der groflen Zahlen (dem er, wie
schon erwihnt, den Namen gegeben hat). Die Beriihmtere ist seine Generalisierung von
Bernoullis Gesetz der groflen Zahlen, die fiir binomialverteilte Zufallsvariablen formu-
liert war. Poisson konnte seine Variante unter Verwendung von Laplaces Grenzwertsatz
beweisen: Wenn X die Anzahl der Erfolge in wiederholten Versuchen und p; die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit im i-ten Versuch ist, dann gilt fiir alle ¢, @ > 0 und geniigend grof3e
Versuchsanzahlen n

X _

(i
n

Dabei ist p das arithmetische Mittel von py, ..., p, ([4, 6, 15]).

Um die Mitte des 19. Jh. verschob sich die Hauptaktivitit der Wahrscheinlichkeits-
theorie aus Frankreich nach Russland. Der erste beriihmte russische Wahrscheinlich-
keitstheoretiker war Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow (1821-1894). Er konnte 1846
das Gesetz der grolen Zahlen und 1887 den zentralen Grenzwertsatz weiter generali-
sieren. Sein Student Andrei Andrejewitsch Markow (1856-1922) begann die Theorie
stochastischer Prozesse durch Einfiihrung der ,,verketteten Wahrscheinlichkeiten®, heute
als Markow-Ketten bekannt. Dies sind Folgen von Zufallsvariablen, bei denen die Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses nur von dem Resultat des unmittelbar vorigen Ereignisses
abhingt. Er hatte keine physikalischen Anwendungen im Sinn, aber wendete seine Ketten
verbunden mit seinem Interesse an Literatur an, an Folgen zweier ,,Zustinde* von
Buchstaben im Text: Vokal und Konsonant ([4, 6, 15]).

Um die Jahrhundertwende des 19./20. Jh. bestand das Hauptproblem der Wahr-
scheinlichkeit in der zirkularen klassischen Definition: Die Wahrscheinlichkeit wird als
Quotient von giinstigen und allen moglichen Ergebnisanzahlen definiert, vorausgesetzt,

>s><Q.
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alle Ergebnisse sind gleich wahrscheinlich: Die Wahrscheinlichkeit ist hiermit also tiber
Wahrscheinlichkeit definiert?! Dieses Problem wurde endlich 1933 aus der Welt geschafft,
als Andrei Nikolajewitsch Kolmogorow in der Monografie Grundbegriffe der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung die Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie einfiihrte. Im Zeitalter
des ,,Axiomatisierungstrends‘ in der Mathematik und vor allem von der Axiomatisierung
der MaBtheorie’ beinflusst, fiihrte Kolmogorow seine sechs Axiome der Wahrscheinlich-
keit ein: Gegeben sei eine (nichtleere) Menge £2 und eine Familie .# von Untermengen
von £2 (diese Untermengen nennt Kolmogorow Zufallsereignisse). Wenn

1. % ein ,Mengenfeld* ist;

2. 2 e F,

3. eine Funktion P, die jedem Element A aus .% eine nichtnegative Zahl P(A), die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, zuordnet

4. und dabei P($2) = 1 gilt sowie

. P(AU B) = P(A) + P(B) fiir disjunkte A, B € .Z und

6. lim,_.o P(A,) =0, wenn A; 2 A, D Az..., A, € & fiir alle nund N2 A, = 0,

|91

dann ist £2 mit .% und P ein Wahrscheinlichkeitsraum. Heute werden die Axiome etwas
kiirzer angegeben: .% muss eine o-Algebra sein und P ein normiertes Maf auf .% ([16]).

Andrei Nikolajewitsch Kolmogorow (1903—-1987) wurde als aufereheliches Kind
geboren. Seine Mutter starb bei seiner Geburt, sein Vater, der bis zur Revolution im
Exil lebte, fiel 1919 im Biirgerkrieg. Kolmogorow wurde von seiner Tante aufgezo-
gen. Nach dem Schulabschluss arbeitete er eine Zeit lang als Eisenbahnschaffner,
immatrikulierte sich dann 1920 an der Moskauer Universitit und studierte Mathe-
matik, Metallurgie und russische Geschichte. Ab 1922 befasste er sich intensiv mit
Mathematik, anfangs zundchst mit Analysis und Maftheorie. Nach seinem Diplom
1925 begann er, sich auch mit Wahrscheinlichkeit zu befassen, spiter auch mit
Funktionalanalysis, Geometrie, Topologie, numerischer und allgemein angewand-
ter Mathematik, Geschichte und Didaktik der Mathematik. Ab 1931 arbeitete er als
Professor an der Moskauer Universitdt. Mit seinem guten Freund, dem Topologen
Pawl Alexandrow, wohnte er in einer Datscha in Komarowka, und ihr Heim wurde
zum Treffpunkt vieler bedeutender Mathematiker damaliger Zeit. Kolmogorow hei-
ratete 1942. Im Laufe seines Lebens erhielt er viele namhafte wissenschaftliche
Preise. Kolmogorow hatte auch viele nichtmathematische Interessen, insbesondere
die Poesie des russischen Dichters Puschkin ([6]).

"Den an einer kurzen Beschreibung der Geschichte der MaBtheorie interessierten Leser verweisen
wir auf den Abschn. Measure in J. Stillwells Buch Mathematics and Its History (Springer, 2010).
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2 Geschichte der Wahrscheinlichkeitstheorie

Tab. 2.1 Geschichte der Wahrscheinlichkeitstheorie: Ubersicht

Was? Wer? Wann?
Erste mathematische Betrachtungen iiber Gliicksspiele G. Cardano Mitte 16. Jh.
Begriindung der kombinatorischen B. Pascal, P. de Fermat | 1654
Wahrscheinlichkeitstheorie
Erstes umfassendes Werk zum Thema Jakob Bernoulli 1713
Zentraler Grenzwertsatz A. de Moivre, 1756
P-S. Laplace, 1812
P. L. Tschebyschow 1887
Gesetze der grolen Zahlen Jakob Bernoulli, 1713
S.-D. Poisson, 1837
P. L. Tschebyschow 1846
Axiomatisierung A. N. Kolmogorow 1933

Zu guter Letzt wollen wir nach unserem kurzen Ausflug in die Geschichte der

Wabhrscheinlichkeitstheorie darauf hinweisen, dass diese, aus Gliicksspielproblemen ent-
standene Disziplin, im Laufe der Zeit auch viele praktische Anwendungen fand. Dabei
meinen wir nicht nur die Statistik (deren kurze Geschichte im Absch. 3.2 beschrieben
wird), sondern auch die Naturwissenschaften. Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeits-

theorie, neben Funktionalanalysis und abstrakter Algebra, ein wichtiges Fundament der

Quantentheorie.

In der Tab.2.1 ist eine Ubersicht der Geschichte der Wahrscheinlichkeitstheorie

angegeben.
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3.1 Anfiange der numerischen Mathematik

Die numerische Mathematik befasst sich mit der (moglichst effizienten, algorithmischen)
Berechnung von Niherungslosungen verschiedener Typen mathematischer Probleme: mit
allgemeinen Gleichungen und Gleichungssystemen, bestimmten Integralen, Differenzial-
gleichungen, Extremen von Funktionen, Koeffizienten von Funktionen, die bestimmte
Bedingungen erfiillen, .... Auf den ersten Blick kdnnte man meinen, dass es sich um ein
erst in der modernen Computerzeit entwickeltes Gebiet handelt. Zwar erlebte die nume-
rische Mathematik mit der Einfiihrung moderner Computer eine intensive Entwicklung,
ihre Urspriinge kann man aber noch im Altertum finden.

Viele alte Volker besalen Niherungswerte beispielsweise fiir die Kreiszahl & oder die
Linge +/2 der Diagonale des Einheitsquadrats, aber es ist nicht bekannt, wie solche Werte
gefunden wurden; sehr wahrscheinlich war das eher empirisch. Lineare und moglicher-
weise kompliziertere Interpolationsmethoden' werden auch in alten Kulturen verbunden
mit astronomischen Tabellen vermutet, doch sind keine Details dazu tiberliefert. Bis zur
griechischen Antike gibt es aber eine bekannte Ausnahme. Es handelt sich um die baby-
lonische Methode der Wurzelberechnung: Der Wert +/N kann durch a + Nz—fz = % (a + %V)
angenihert werden, wenn a® die groBte Zahl mit der Eigenschaft a> < N. Durch wieder-
holte Anwendung mit immer dem letzten errechneten Néherungswert anstelle von a erzielt
man immer bessere Approximationen von v/N.

'Das Interpolationsproblem besteht im Finden einer Funktion, deren Graph durch gegebene
Punkte passiert. Diese Funktion kann dann unter bestimmten Voraussetzungen zur Schitzung der
Zwischenwerte benutzt werden.

© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2018 89
EM. Briickler, Geschichte der Mathematik kompakt,
https://doi.org/10.1007/978-3-662-55574-3_3
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Beispiel 3.1 (Berechnung von +/2 mit altbabylonischer Methode)
Da 12 < 2 < 22 ist der Anfangsschitzwert a fiir /2 gleich 1.

Im zweiten Schritt berechnen wir daraus die neue Schitzung: % (1 + %) = 1,5. Dann
wird diese als a benutzt usw. In den ersten vier Schritten erhalten wir:

Schritt | a SR
1 1 1,5
2 1,5 1,4166666666...
3 1,4166666666 1,414215686275...
4 1,414215686275... | 1,414213562375...

Der vierte berechnete Schiitzwert /2 ~ 1,414213562375 ist schon auf 11 Dezimalstel-
len genau!

Allgemein bestehen iterative Methoden zur Losung von Gleichungen f(x) = O in einer
Vorschrift von der Form a,,,; = F(a,), durch die man aus einer Schitzung a, eine bessere
any1 erhilt. Wenn die so berechnete Folge (a,) gegen die Losung der Gleichung f(x) = 0
konvergiert, spricht man von einer konvergenten iterativen Methode. Die babylonische
Methode zur Losung der quadratischen Gleichung x> = N ist also die ilteste bekannte
konvergente iterative Methode zur numerischen Losung von Gleichungen.

Die altbabylonische Wurzelberechnungsmethode ist auch als Heron-Verfahren bekannt.
In seiner Metrika beschreibt Heron von Alexandria (1. Jh. n. Chr.) diese Methode an
dem Beispiel der Berechnung von +/720. Aus Herons Formulierung ist es klar, dass ihm
bewusst war, dass man durch wiederholte Anwendung des Verfahrens die Genauigkeit
beliebig verbessern kann ([8, 30]).

Der interessanteste Beitrag der griechischen Antike zum Thema iterative numerische
Verfahren stammt allerdings von Archimedes aus Syrakuse (ca.287-212 v. Chr). Er
fand némlich eine iterative Methode, mit der beliebig viele Stellen der Kreiszahl  be-
rechnet werden konnen. Bis zur modernen Zeit, in der Reihenentwicklungen zu diesem
Zweck herangezogen werden, basierten alle Berechnungen von Dezimalstellen der Zahl
7 auf dieser Idee. Archimedes startete mit einem Kreis, dem je ein regulidres Sechseck
ein- und umgeschrieben ist. In jedem Schritt wurde die Anzahl der Seiten der ein- und
umgeschriebenen Vielecke verdoppelt. Wenn wir mit u, den Umfang des eingeschrie-
benen 6 - 2"-Ecks bezeichnen und mit U, den des umgeschriebenen 6 - 2"-Ecks, gilt
zunichst

Ug <uUp < ... <Up<..<u<..<U,<..<U < Uy,

wobei mit u der Kreisumfang bezeichnet ist. Weiter entdeckte Archimedes die re-
kursive Beziehung zwischen den Umfingen dieser Vielecke: Jeder nidchste Umfang
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eines umgeschriebenen Vielecks ist das harmonische Mittel der Umfinge der um- und
eingeschriebenen Vielecke im vorigen Schritt:

2U,u,

Uy = .
" U, +u,

Andererseits ist jeder nichste Umfang des eingeschriebenen Vielecks das geometrische
Mittel des diesem Schritt entsprechenden Umfangs des umgeschriebenen Vielecks und
des Umfangs des eingeschriebenen Vielecks aus dem vorigen Schritt:

Upyl =/ Uy Upyy.

Die Anfangswerte (fiir einen Kreis mit Radius » = 1) sind uy = 6, Uy = 44/3 (die Umfinge
des ein- und umgeschriebenen regelméBigen Sechsecks). Durch alternierende Einsetzung
in die zwei durch die beiden obigen Formeln ausgedriickte Regeln berechnete Archimedes
die Umfénge des ein- und umgeschriebenen 96-ecks, 14 und Uy. Da offensichtlich immer
u, kleiner und U,, grofer ist als der Kreisumfang, erhielt er so die berithmte Schitzung des
-Wertes ([7, 20]):

Dies formulierte Archimedes als

Theorem 3.1 (Archimedes’ m-Schitzung) Der Umfang jedes Kreises ist von seinem
dreifachen Durchmesser um einen Teil grofier, welcher kleiner als % und grofer als % des
Kreisdurchmessers ist.

Durch um- und eingeschriebene Vielecke wurden, bewusst nach der Methode Archi-
medes’ oder auch ohne der Kenntnis derselben, bis diese Methode in moderner Zeit
durch effizientere Methoden der Analysis nicht verdriangt wurde, immer bessere Schit-
zungen des -Wertes erhalten: Liu Hui in China (3. Jh., auf 5 Dezimalstellen genau), Zu
Chongzhi auch in China (5. Jh., auf 7 Dezimalstellen genau), Al-Kast im heutigen Uzbe-
kistan (um 1430, auf 14 Dezimalstellen genau), Van Ceulen in Deutschland (1596, auf 35
Dezimalstellen genau).

Wir sehen also, dass erste iterative numerische Methoden zur Losung von Gleichungen
f(x) = 0 schon lange vor der modernen Rechnerzeit gefunden und benutzt wurden,
aber eher als Methoden, die sich auf spezifische Einzelfille bezogen. Die ersten all-
gemeinen iterativen Methoden scheinen aus dem alten China zu stammen. Die alten
Chinesen entwickelten zunichst eine Methode zur Berechnung von Quadratwurzeln.
Die Quadratwurzelberechnung findet man schon in dem éltesten erhaltenen altchinesi-
schen mathematischen Text, dem Arithmetischen Klassiker des Zhou-Gnomons (Zhoubi
suanjing, zwischen 100 v. Chr. und 100 n. Chr.). Es handelt sich eigentlich um eine
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Variante des allgemeineren Divisionsalgorithmus (siehe dazu [26, 29]). Die Methode ba-
siert auf der Generalisierung der Formel (a + b)*> = a*> + (2a + b)b auf Quadrate von
Summen mit mehr als zwei Termen.

Beispiel 3.2 (Altchinesische Berechnung von +/55.225)

Offensichtlich ist 55.225 ein Quadrat einer dreistelligen Zahl (abc) (plus eventuell ein
gebrochener Teil). Deswegen basiert die Berechnung auf der Formel

(100a + 106 + ¢)? = 10.000a2 + 100(20a + b)b + (20(10a + b) + ¢) c.

Spéter, im 13. Jh., findet man auch eine geometrische Rechtfertigung dieser Regel
(Abb. 3.1). Zuerst bestimmt man a, sodass 10.000a* den groBtmoglichen Betrag kleiner
als n = (100a + 10b + ¢)? hat. In unserem Fall (n = 55.225) ist also a = 2, und man hat

55.225 =40.000 + 100(40 + b)b + (2020 + b) + ¢) c,
also
15.225 = 100(40 + b)b + (2020 + b) + ¢) c.

Jetzt bestimmt man die einstellige Zahl » mit der Eigenschaft, dass die zweistellige
Zahl (4b) mit b multipliziert so nahe wie moglich an 152 kommt (d. h., 100(40 + b)b <
15.225 mit moglichst kleiner Differenz). Wenn man also diverse Produkte 41 - 1,42 -2
usw. schitzt, sieht man leicht ein, dass b = 3 sein muss. Dies bedeutet

15.225 = 12.900 + (460 + ¢) c,

also sucht man noch die einstellige Zahl ¢, sodass (460 + c)c moglichst nahe an
15.225 — 12.900 = 2325 kommt. Mit ¢ = 5 kann man dies exakt erzielen und erhilt
somit 4/55.225 = 235 ([26]).

Abb. 3.1 Geometrischer Hinter-
grund des altchinesischen
Quadratwurzelberechnungsverfahrens

(20(10a +b) + ¢)c

100(20a + b)b

10.000a?
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In Europa wurde die im Grunde gleiche Methode von Theon von Alexandria Ende
des 4. Jh. beschrieben. Theon erklirt die von Ptolemius verwendete Methode und be-
nutzt dabei, typisch altgriechisch, nicht numerische Rechenmethoden, sondern erklirt die
Rechnung geometrisch durch eine der Abb. 3.1 dhnliche Abbildung.

Die Quadratwurzelberechnung wurde spéter zur Methode der Kubikwurzelberechnung
abgewandelt. Der ilteste bekannte altchinesische Algorithmus der Kubikwurzelberech-
nung ist in den Neun Kapiteln (Jiuzhang suanshu, ca. 200 v. Chr.—300 n. Chr.) beschrieben.
Die Methoden der Quadrat- und Kubikwurzelberechnung wurden in China wihrend des
1. Jtsd. zu allgemeineren Methoden zur Losung kubischer Gleichungen weiterentwickelt.
Der Hohepunkt der altchinesischen iterativen Methoden zur Losung von Gleichungen ist
Qui Jiushaos (ca. 1202-1261) Shushu jiuzhang (Neun Biicher iiber Mathematik, 1247).
Hierin ist die Methode Tianyuan zur Losung polynomialer Gleichungen beliebigen Grades
beschrieben, die im Grunde dem Horner-Schema dquivalent ist. [14, 26, 29, 30, 32, 33].

Auch die alten Inder besalen Methoden zur Wurzelberechnung, ihnen wird die fol-
gende Methode zugeschrieben: Wenn man die Quadratwurzel von N bestimmen will (also
die Gleichung f(x) = x2 — N = 0 16sen will), schiitzt man zuerst die erste oder die ersten
Ziffern der Losung x und erhilt so die Schitzung «. Dann ist x = @ + y, und f(e¢ +y) = 0
fiihrt zu

I AC))
y= 2a+y’

Wenn man y als geniigend klein annehmen kann, kann man ihn aus dem Nenner streichen
und erhilt die Regel

N—a?

2a
zur Berechnung der Schitzung der ersten Ziffer y; von y. Falls f(a+y;) > 0, ist y; zu groB,
und man vermindert y; um 1, wenn notwendig mehrmals, bis die Ungleichung f(a+y;) < 0
nicht erfiillt ist. Die Methode wird wiederholt, bis man nicht die gewiinschte Anzahl von
Ziffern von +/N berechnet hat. Es ist leicht einzusehen, dass es sich um eine frithe Form
des Newton-Verfahrens handelt.

1=

Beispiel 3.3 (Berechnung von +/2 mit altindischer Methode)
Im ersten Schritt schitzen wir die erste Ziffer von x = +/2 als & = 1. Dann ist 2 =

1
(1 +y)2 =14+Q2+y)y,alsoy= Ty ~ % = 0,5. Die Schitzung 1 + 0,5 = 1,5 ist aber
y
zu grof (1,5% > 2), man nimmt also als neues o = 1,4 (1,4 < 2). Wir wiederholen:

0,04 0,04 . .
2=(144+y2=14>+2,8+y)y,alsoy= ~ —— =0,01..., also ist die neue

28+y 2.8
Schitzung o = 1,41. Man fihrt auf die gleiche Art fort, um weitere Ziffern von +/2 zu
erhalten.

Allgemein waren aber altindische Methoden zur Berechnung von Quadrat- und Kubik-
wurzeln auf der binomischen Formel begriindet: Wenn x = y? (bzw. x = y*) und man
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eine erste Schitzung a fiir y hat, isty = a + b und x — a® = 2ab + b* (bzw. x — a® =

3a*b + 3ab* + b), und dies kann man, dhnlich wie bei alten Chinesen beschrieben,
ausnutzen, um den Restteil b der Wurzel y zu bestimmen ([9, 17, 32]).

Natiirlich sind in den moslemischen Lindern des Mittelalters auch Methoden zur
Wurzelberechnung (Quadrat- und Kubikwurzeln) bekannt gewesen, ab dem 11. Jh. fin-
det man die Beschreibungen bei mehreren Autoren. Die Algorithmen sind im Grunde
die Gleichen (oder sehr dhnlich), wie sie die alten Chinesen und Inder benutzten. Omar
Khayyam (?1048—1131) sagt in seiner Algebra (mehr zu Khayyams Algebra im entspre-
chenden Kapitel des 1. Buches), dass die persisch-arabischen Autoren ihre Methoden von
den Indern iibernommen haben und dass er selbst die Methode fiir héhere Wurzeln gene-
ralisiert hat. Diese ist aber nicht iliberliefert, genauso wenig wie Al-Biriinis (973-1048)
auch vom Autor selbst erwihnte, aber nicht erhaltene, Abhandlung zum Thema. Auf je-
den Fall findet man solche Algorithmen ab dem 12. Jh. in den moslemischen Léndern,
beispielsweise 1172 bei Al-Samaw’al (ca. 1130-1175) und 1265 Nasir ad-Din at-Tusi
(ca. 1201-1274). Vom letzten der grolen Mathematiker des moslemischen Mittelalters,
Gamsid Al-Kasi (ca. 1389-1429), wurde 1427 der Schliissel zur Arithmetik verfasst, in
dem er die allgemeine Methode zur Berechnung von n-ten Wurzeln beschreibt, die auf
dem Binomialsatz begriindet und im Grunde das Ruffini-Horner-Verfahren ist ([14, 17]).

Von AI-Kas1 stammt auch eine beriihmte (und schon im 1. Buch erwihnte) iterative
Methode zur Lésung von Gleichungen, mit der er sin 1° berechnete; diesen Wert verwen-
dete er dann auch fiir die erwidhnte Approximation von 7. Eigentlich berechnet Al-Kast
den Wert der damals von moslemischen Astronomen verwendeten Variante der Sinus-
Funktion, die wir (wie im Artikel [1]), mit Sin bezeichnen werden. Der Unterschied ist
nicht nur, dass die Werte in babylonischer Tradition (siehe dazu das Kapitel tiber Arith-
metik im 1. Buch) sexagesimal angegeben sind,” sondern auch, dass Sin « die halbe Liinge
der Sehne mit Mittelwinkel 2« darstellt, nicht in der heute iiblichen Liangeneinheit gleich
Kreisradius gemessen, sondern mit der Lingeneinheit gleich (0; 1)s9 = 607! Kreisradius.
Al-Kasi beginnt mit zwei Voraussetzungen:

1. Der Wert von Sin3° kann beliebig genau berechnet werden, da dieser mit Zirkel
und Lineal konstruierbar ist (d. h. mit den vier Grundoperationen und Quadratwurzeln
ausgedriickt werden kann, siehe 1. Buch).? Al-KasT nimmt den selbst berechneten Ni-
herungswert Sin 3° = (3; 8,24,33,59, 34,28, 15)¢ (dies entspricht dem modernen, auf
14 Dezimalstellen genauen, Wert sin 3° = 0,05233595624294).

2Wir werden die sexagesimalen Zahlen in der Form (...a;, ag; a_;, a_...)sp angeben, mit der Bedeu-
tung ... + a;60 + ag + a_1607! + a_,607 + ...
3Der exakte Wert ist sin 3° = sin(18°—15°) = sin 18° cos 15°—sin 15° cos 18° = ¥3=1 . ¥6-v2 _ v/6v2,

-1

4 T4 1
/5445 _ 2(1=v3)A/5+V/5+(/10-v2)(+/3+1)
8§ = 16 :
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2. Die Beziehung zwischen den Werten von Sin eines Winkels und des dreifachen
Winkels ist

Sin(3a) = 3Sin(«) — (0; 0,4)60Sin’ (). (3.1
Dies ist offensichtlich der modernen Form sin(3«) = 3 sin(x) — 4 sin3(oz) dquivalent.

Wenn man « = 1° und den Wert fiir Sin 3° in GI. 3.1 einsetzt und Sin(«) als Unbekannte x
nimmt, erhilt man die kubische Gleichung 3x — 4x* = (3; 8,24, 33,59, 34, 28, 15)sy bzw.

X+ (15)6Sin3°  x* +(47,6;8,29,53,37,3,45)

3.2
(45)60 (45)s0 ©.2)

—v—

Die Gl. 3.2 benutzt Al-Kas1 wiederholt, iterativ, um eine nach der anderen (sexagesimalen)
Ziffer von x = Sin 1° zu bestimmen. Offensichtlich ist (und schon mit dlteren Methoden
gezeigt) 1 < x < (10)g0, also x = (ap;a_ja_s...)s0- Da ag eine ganze Zahl (zwischen
1 und 59) sein muss, kann in GI.3.2 der Teil x*/(45)gy vernachlissigt werden, und wir
erhalten

L(47,6;8,29,53,37,3,45)60J |
ag = =1.
0 (45)60

Dabei haben wir mit | | die Abrundungsfunktion bezeichnet. Der entsprechende Rest 7\
der Division “LE8223800 st r = (2,6;8,29, ...)60. Also ist x = (I5a_1a...)e0. Dies
setzt man wieder in Gl. 3.2 ein:

(La1.0% + (47,6;8,29, 53,37, 3, 45)5
(45)60

(I;a_1...)60 =

bzw.

(I;a1..)3 + (2,65 8,29, ..)60

0;a_1..)60 =
(0;a_1...)60 @5

Da man jetzt nur a_; sucht, kann man (1;a_, ...)20 mit 1 schitzen und erhilt

(2,7;8,29,...)60
0;a_1...)s0 = —————— = (0;2...)¢0,
(0;a_1...)60 @5)e0 ( )60

also ist a.; = 2 und x = (1;2...)¢0. Analog macht Al-Kasi weiter, bis er nicht x =
(1;2,49,43,11, 14,44, 16, 19, 16)¢ erhiilt, was sin 1° = 0,01745240643728 (auf 14 Dezi-
malstellen genau!) entspricht. Wir wollen hier auch bemerken, dass Al-Kast wie auch im
12. Jh. Saraf ad-Din at-Tust (ca. 1135-1213) eine Form des Newton-Verfahrens (siche
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weiter unten) zur Wurzelberechnung (also zur Losung von Gleichungen von der Form
x" = N) benutzten ([1, 34]).

Der beriihmteste europdische mittelalterliche Mathematiker Leonardo aus Pisa (Fibo-
nacci) (ca. 1170-1240) beschreibt in seiner Liber abbaci (1202, 1228) und Practica
geometriae (1220) Methoden zur Berechnung von Kubikwurzeln. Seine Methode ist die
Gleiche wie bei den moslemischen Mathematikern vor ihn, er behauptet aber, dass er die
Methode selbst gefunden hat. Seine Methode beschreibt er an Beispielen, erklirt aber
auch, dass die Methode auf der Regel, die wir heute als (10a + b)* = (10a)® + 3(10a)*b +
3(10a)b* + b schreiben, basiert. Es ist aus seinen Beispielen klar, dass Fibonacci die
Prozedur als eine iterative betrachtet.

Beispiel 3.4 (Fibonaccis Kubikwurzelberechnung)

Wir wollen ~/9.876.543 berechnen. Zuniichst trennt man die letzten drei Ziffern ab
von x = 9.876.543 und betrachtet 9876. Fibonacci sagt: Zunichst finden wir ,,auf her-
kommliche Weise* die Kubikwurzel a = 21 von 9876. Der Rest ist 9876 — 213 = 615
(bzw. 9.876.000 — (10a)® = 615.000). Wir haben also x = (10a)? + 615.543. Die Zahl
3. (10a)*> = 132.300 wird berechnet. Jetzt wird die letzte Ziffer b = 4 gefunden
(J/x = 10a + b = 210 + b) und zu 10a = 210 addiert: x = 2143 + r. Man berechnet
3 - (10a)*b = 529.200 und zieht von x — (10a)? ab: 615.543 — 529.200 = 86.343. Davon
wird 3b% - (10a) = 48 - 210 = 10.080 abgezogen: 85.343 — 10.080 = 76.263. Endlich
wird b* = 64 abgezogen, und man erhlt den Rest 76.199:

x =9.876.543 = 214 +76.199 = (10a + b)’ +r.

Natiirlich ist die Schreibweise bei Fibonacci noch anders als bei uns, auch werden alle
Rechenschritte ausfiihrlich kommentiert ([14]). Fibonacci 16ste auch bei einem Wett-
bewerb, welcher 1225 von Kaiser Friedrich II. veranstaltet wurde, unter anderen Aufgaben
auch die kubische Gleichung

x4+ 2x% 4+ 10x = 20.

Die Aufgaben bei dem Wettbewerb waren von Johannes von Palermo, einem Gelehrten
am Hof Friedrichs II., gestellt, die obige kubische Gleichung entnahm er Omar Khayyams
Algebra. Fibonacci gab die Losung sexagesimal als (1;22,07,42,33,04,40)¢9 an, dezimal
entspricht dies 1,36880810785. Diese Losung ist auf neun Dezimalstellen genau, leider
ist aber nicht iiberliefert, wie Fibonacci diese berechnet hat. Er kannte ja die Methode zur
Kubikwurzelberechnung, und es ist moglich, bei Weitem aber nicht sicher, dass er eine
Variante des Horner-Schemas oder der mit dem Sekantenverfahren verwandten Regula
Falsi entwickelt hat ([6]).

Der bekannteste Algorithmus zur numerischen Losung von Gleichungen von der Form

fx)=0 (3.3)
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Abb. 3.2 Newton-Verfahren

ist wohl das iterative Newton-Verfahren

Sfx)

34

Xiyl = X

)

in dem, grafisch gesehen, aus einer Annédherung x; der Losung von GI. 3.3 eine bessere
Anndherung x;,1 als der Schnittpunkt der Tangente zu y = f(x), die in x = x; gezogen wird,
mit der x-Achse erhalten wird (Abb. 3.2).

Als Vorldufer des Newton-Verfahrens gilt der franzosische Mathematiker Francois
Viete (1540-1603), vor allem fiir seine Beitrdge zur Theorie von polynomialen Glei-
chungen beriihmt (siehe das Kapitel zur Algebra im 1. Buch). Er beschrieb in seiner
De numerosa potestatum (1600) eine Methode zur Losung von polyomialen Gleichungen
p(x) = N (Viete schreibt den konstanten Term N rechts), die man als Generalisierung
des oben beschriebenen indischen Quadratwurzelberechnungsverfahrens betrachten kann.
Ahnlich wie Al-Kasi berechnet Viete die einzelnen Ziffern iterativ, eine nach der anderen.
Wenn die ersten i + 1 Ziffern ag, ay, ..., a; der Losung x = aplOF +a; 10K + .+ ;10 + .
schon berechnet sind, konnte man mit modernen Formeln Vietes Regel zur Bestimmung
der néchsten Ziffer a;,; als Bestimmung der ersten Ziffer von

N =0,5 (p(x; + 10571 + p(x;)
pxi + 1051 — p(x;) — 10¢*==Dn

beschreiben, wobei n der Polynomgrad ist. Viete selbst beschreibt seine Methode nie ex-

plizit, er gibt nur verschiedene Beispiele an. Wenn man f(x) = p(x) — N nimmt, bemerkt

man, dass Vietes Regel fast der Regel

fx) J

i1 =x;— 10571 .
il =  + 1071 — f(x7)
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Abb. 3.3 Sekantenverfahren

gleich ist, was wiederum der Benutzung der Differenz 10" (f(x; + 10571) — f(xy)) als
Approximation fiir f'(x;) in Gl. 3.4 entspricht.

Newton kannte Vietes Methode und kommentierte sie. Er entwickelte 1665 die Me-
thode, die heute als Sekantenverfahren bekannt ist (Abb. 3.3). Das Newton-Verfahren
beschreibt er (fiir polynomiale Gleichungen) zum ersten Mal 1669. Diese erste Variante
verlangt noch sehr viele Rechenschritte (fiir Details dazu verweisen wir den Leser
auf [34]). Spiter entwickelte Newton verschiedene iterative Verfahren zur Losung von
bestimmten Gleichungstypen. Das Newton-Verfahren im Sinne von Formel 3.4 veroffent-
lichte Newton in der zweiten und dritten Ausgabe seiner Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica und benutze sie, um die sogenannte Kepler’sche Gleichung x — esinx = M
zu 16sen. Das Newton-Verfahren wird manchmal auch Newton-Raphson-Verfahren ge-
nannt, da Joseph Raphson (1668-1712) es fiir kubische Gleichungen ohne Quadratterm
1690 (also vor der 2. Auflage der Principia) beschrieb. Die moderne Formulierung dieser
Methode stammt von Lagrange 1798 ([9, 34]).

Wenden wir uns jetzt dem zweiten klassischen Thema der numerischen Mathematik,
der Interpolation zu. Auch hier ist die altchinesische Mathematik von Interesse. Im den
7. Kapitel der Neun Kapitel findet man eine Aufgabe, deren Losung offensichtlich durch
lineare Interpolation erhalten wurde.

Beispiel 3.5 (Aufgabe aus den Neun Kapiteln)

Zwei Ratten graben sich (in entgegengesetzten Richtungen) durch eine 5 Fuf} dicke
Wand. Beide Ratten graben sich am ersten Tag je 1 Ful durch die Wand. Weiter macht
die grofere der zwei Ratten jeden Tag das Doppelte des vorigen Tages und die kleinere
jeden Tag die Hilfte des vorigen Tages. Nach wie vielen Tagen treffen sich die Ratten,
und wie viel Fu3 hat jede bis zum Treffen gegraben? Als Losung werden 2% Tage und
3 FuB 4% Zoll bzw. 1 Fuf} 5% Zoll angegeben ([30]). Der Losungsweg mittels linearer
Interpolation ist durch Abb. 3.4 illustriert.
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Abb. 3.4 Lineare
Interpolation (Losung von
Aufg~ 3.5) 4+ Losung

Entfernung (in Fuf})

Zeit (in Tagen)
| Em—
3

Tab. 3.1 Die Entsprechung zwischen Elementen einer arithmetischen und einer geometrischen

Folge
Arithmetische Folge 1 2 3 4 n ,,Logarithmus* von x
Geometrische Folge q Vi 7 q* q" X

Die lineare Interpolation spielt auch eine bedeutende Rolle in der Entstehung der ersten
Logarithmentabelle. Im 1. Buch, im Kapitel zur Geschichte der Arithmetik, erwihnten wir,
dass die Logarithmen als Rechenhilfsmittel entworfen wurden, um die Multiplikation und
Division auf Addition und Subtraktion zuriickzufiihren. Unabhéngig voneinander konstru-
ierten 1614 der schottische Adlige John Napier und 1620 der Schweizer Uhrmacher Joost
Biirgi (1552-1632) die ersten Logarithmentabellen in der Geschichte. Im Endeffekt sind
ihre Konstruktionen recht verschieden, obwohl beide von den Idee der Entsprechung der
arithmetischen Folge (n) und geometrischen (g") (siehe Tab. 3.1) inspiriert waren, welche
von mehreren Autoren des 16. Jh. stammt (M. Stifel, N. Chuquet, ...).

Ein erster Versuch in die Richtung, Multiplikation auf Addition und Subtraktion zu re-
duzieren, ist unter dem Namen Prosthaphaeresis bekannt. Der deutsche Mathematiker und
Astronom Paul Wittich (?71546-1586) weilte 1580 einige Monate in Uraniborg, Tycho
Brahes Observatorium auf der Insel Hven (Ven, heute Schweden). Er brachte die Idee mit,
deren Ursprung unbekannt ist, die Formel

cos(a — ) —cos(a + B)
2

sino -sin 8 =
zu diesem Zweck zu benutzen ([1, 18]).
Beispiel 3.6 (Prosthaphaeresisrechnungsbeispiel)

Um die Multiplikation 0,99027 - 0,17365 durchzufiihren, finden wir in trigonometri-
schen Tabellen 0,99027 = sin 82°, 0,17365 = sin 10°. Dann wird gerechnet: «—f = 72°,
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o + B =92°. In den Tabellen liest man jetzt cos 72° = 0,309017, cos 92° = —0,034899.
Man subtrahiert und dividiert durch 2: 0,99027 - 0,17365 = B00T-0DBSB) — (5 17463,

Der Nachteil der Methode Prosthaphaeresis war, dass nicht klar war, wie man sie fiir Di-
vision, Potenzierung oder Wurzelrechnung abwandeln konnte. Obwohl die Methode recht
oft verwendet wurde, suchte man weiter nach besseren Methoden.

John Napier (1550-1617) war ein schottischer Adliger. Der Nachname kommt
in vielen verschiedenen Schreibweisen vor (Napeir, Nepair, Nepeir, Neper, Na-
pare, Naper, Naipper), zur Zeit seines Lebens wire die Schreibweise Jhone Neper
iiblich gewesen. Napier war gut ausgebildet, teilweise auch im europidischen Aus-
land, es sind aber keine Quellen dariiber erhalten, wo und wie lange er ausgebildet
worden war. Er heiratete 1574, lebte in einer Burg und beschiftigte sich mit der
Leitung seiner Landereien. Dabei benutzte er sein erfinderisches Talent und seine
naturwissenschaftlichen Kenntnisse. Er interessierte sich zunehmend fiir theolo-
gische Fragen, und als eifriger Protestant veroffentlichte er eine Schrift tiber die
Offenbarung von St. Johannes. Napiers Beschéftigung mit der Mathematik war nur
hobbymifig. Auller seiner ersten Logarithmentabelle der Geschichte sind auch sein
Rechenhilfsmittel ,,Napier’sche Rechenstibchen™ (im 1. Buch beschrieben) sowie
seine Gedédchtnisstiitzen fiir gewisse Formeln der sphérischen Trigonometrie (Ne-
per’sche Analogien und die Neper-Regel fiir rechtwinklige spharische Dreiecke)
bekannt. Napier war seinen Zeitgenossen wohl wegen seiner intellektuellen Fihig-
keiten suspekt, was moglicherweise der Grund verschiedener ,,dunkler Legenden
tiber ihn ist (beispielsweise, dass er mit den ,,Michten der Dunkelheit* im Bunde
war). Auf jeden Fall ermdglichte seine Entdeckung der Logarithmen eine schnel-
lere Entwicklung der Wissenschaften, und Laplace sagte 200 Jahre spiter, dass die
Logarithmen ,,dadurch, dass sie die Miihen verkiirzten, das Leben des Astronomen
verdoppelt haben* ([8]).

Napier veroffentlichte seine Logarithmentabelle 1614 unter dem Titel Mirifici Loga-
rithmorum Canonis Descriptio. Diese Tabelle hatte zwar eine Benutzungsanleitung, aber
keine Erkldrungen, wie diese zustande gekommen ist. Seine Methode beschreibt Napier in
der posthum 1619 verdffentlichten Mirifici Logarithmorum Cannonis Descriptio.

Um seine Logarithmentabelle zu konstruieren, benutzte Napier einige effiziente
Rechnungs- und Approximationsverfahren, was der Grund war, die Beschreibung dieser
Konstruktion in diesem Kapitel anstatt in dem Kapitel zur Analysis (oder Arithmetik) zu
geben. Napier bemerkte zunéchst, dass er, um die Zwischenabstinde zwischen den Zahlen
der geometrischen Folge w, wq, qu, ..oy WG", ... SO gering wie moglich zu machen (um
dementsprechend fiir Zwischenwerte die zugehorigen Elemente der arithmetischen Folge
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1, 2, 3, ..., n, ... schitzen zu konnen), eine Zahl g moglichst nahe an 1 wihlen sollte.
Diese soll aber auch so gewihlt werden, dass man die Potenzen ¢” leicht und schnell be-
rechnen kann (damals gab es ja noch keine Rechenmaschinen). Napier bemerkte: Zahlen
von der Form ¢ = 1 — 10™ (mit m € N) erfiillen diese Bedingung. Es gilt ndmlich
¢* = g(1 —107) = g — 10™q, also kann ¢* dadurch berechnet werden, dass man von
q die Zahl g mit um m Plitze nach links verschobenem Dezimalkomma erhilt. Analoges
gilt fiir alle weiteren Potenzen:

¢ =g -10"¢, k=1,2,3,... (g=1-10™).

Beispiel 3.7

Fiirm =5 ist

g = 0,99999,
4% = 0,99999 — 0,0000099999 = 0,9999800001,
¢* = 0,9999800001 — 0,000009999800001 = 0,999970000299999

usw.

Zweitens bendtigte Napier jetzt eine geniligend genaue Methode, mit der man fiir ein
x zwischen zwei aufeinanderfolgenden Potenzen ¢* und ¢**! den entsprechenden Wert y
schitzt, der in der entsprechenden arithmetischen Folge zwischen k und & + 1 liegt (mo-
dern ausgedriickt: Man will y = log,x moglichst genau schitzen). Napier benutzte hier
lineare Interpolation. Der direkte Weg wiirde jetzt bedeuten, dass man n als Logarithmus
von ¢" definiert. Diesen Weg schlug, unabhingig von Napier, der Schweizer Uhrmacher,
Mathematiker und Astronom Jost Biirgi (1552-1632) ein. Er arbeitete lange am Kaiser-
hof in Prag, wo auch Kepler arbeitete. Biirgi veroffentlichte seine Progress Tabulen 1620.
Diese wurden mit ¢ = 1,0001 berechnet. Biirgi nennt fiir N = 10® - 1,0001% die Zahl
10L ,.die rote Zahl der schwarzen Zahl“ N (und in diesen zwei Farben waren die Tabellen
auch gedruckt). Seiner Variante des Logarithmus, also die ,,roten Zahlen®, entsprechen in
moderner Notation

10 g
BLogN = In1.0001 - In(10°N).

Napier wihlte einen komplizierteren Weg, der sich aber als viel niitzlicher erwiesen hat;
der direkte Weg verlangt ndamlich zu viele Rechnungsschritte, um eine zufriedenstellende
Genauigkeit zu erzielen, die fiir Biirgi (und Napier) ohne Computer nicht ausfiihrbar wa-
ren, und so waren die Tabellen Biirgis von weit kleinerem Gebrauchswert als die Napiers
(13, 8, 11]).

Napier wihlte zunichst ¢ = 1 — 1077 und betrachtete die geometrische Folge (wg"),
mit #-tem Term gleich 107(1 — 1077)" (also w = 107). Der Grund dieser Wahl liegt in dem
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eigentlichen Ziel Napiers, die Logarithmen zur Erleichterung trigonometrischer Berech-
nungen zu verwenden. In damaligen Sinustaballen bezogen sich die Sinuswerte auf Kreise
mit verschiedenen Radien; was wir heute beispielsweise als ,,Sinus auf drei Dezimalstel-
len genau angegeben® bezeichnen wiirden, waren damals auf dreistellige ganze Zahlen
gerundete halbe Sehnenlidngen, welche gegebenen halben Mittelwinkeln in einem Kreis
mit Radius 103 entsprechen. Da die genauesten zu Napiers Zeit existierenden Sinustabel-
len fiir Kreise mit Radius 107 ausgerechnet wurden, wihlte Napier eben w = 107 und
m=7.

Napiers Konstruktion der Logarithmen erfolgt schrittweise durch drei Vorbereitungs-
tabellen. Napiers erste Tabelle enthielt die Zahlen

107(1-107)", n=0,2,..,100.

Die letzte dieser Zahlen ist (auf ganzzahligem Teil gerundet) gleich 9.999.900 =
107(1 = 1079), die Zahlen der ersten Tabelle befinden sich also zwischen 9.999.999 und
9.999.900.

Jetzt wird die zweite Tabelle berechnet, in welcher sich die Zahlen

10(1-10)", n=0,1,..,50

befinden. Man erhilt eine Zahlenfolge zwischen 10.000.000 und 9.995.001,22... =
9.995.000 = 107(1 — 20007").

Die Berechnung der dritten Tabelle Napiers startet mit der Berechnung der Zahlen u"
(n=1,..,21) mit u = 1 —2000~" = 0,9995, deren Potenzen, wie die Potenzen von g, auch
effizient berechnet werden kénnen (i = u" — %10‘3 u"). Diese Zahlen werden dann mit
Zahlen ¥ multipliziert (v =1 - 1072 = 0,99), die dritte Tabelle enthilt endlich die Zahlen

107-0,9995"0,99%, n=1,..,21,k=1,...,69.

Insgesamt sind das 1449 Zahlen zwischen 4.998.609 und 10.000.000. Diese entspricht
Sinuswerten fiir Winkel zwischen 29,991° =~ 30° und 90°.

Man muss hier hervorheben: Die drei Tabellen enthalten Zahlen aus verschiedenen
geometrischen Folgen, man kann sie also nicht einfach miteinander multiplizieren oder
dividieren. Auch sind diese fast 1500 Zahlen nicht genug, um eine siebenstellige Genauig-
keit bei linearer Interpolation zu sichern. Doch Napier hatte etwas anderes im Sinn ...
Er drehte den Spiefl um, und anstatt ganzzahlige Exponenten und entsprechende dezimale
Sinuswerte zu betrachten, nimmt er ganzzahlige Sinuswerte und dazugehdorige gebrochene
Exponentenwerte. Um die entsprechende Rechnung durchzufiihren, ersinnt Napier eine
dynamische Verbindung zwischen der arithmetischen und geometrischen Folge, quasi eine
physikalische Definition der ersten Logarithmen der Geschichte. Er stellt sich zwei sich
auf parallelen Geraden bewegenden Partikel vor. Ein Partikel (A) startet im Punkt O auf
der einen Gerade und bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit vy, der andere (G) be-
wegt sich auf der anderen Gerade von Punkt 7 zu Punkt S, deren Entfernung gleich w ist
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Abb. 3.5 Tllustration zur 1)
Definition des Napier’schen
. Y A
Logarithmus
G ty
T w 5

(Abb. 3.5). Dabei ist die Anfangsgeschwindigkeit von G gleich der Geschwindigkeit von
A, und in jedem Moment ist die Geschwindigkeit von G proportional zu dessen Entfernung
zum Zielpunkt S. Napier definiert:

Definition 3.1 (Napier’scher Logarithmus) Wenn G in einem Moment 7 auf Entfernung
x von § ist und bis zum selben Moment A die Strecke y zuriickgelegt hat, dann ist y der
(Napier’sche) Logarithmus von x.

Dabei denkt sich Napier die Werte x als Sinuswerte. Da die so definierte Funktion,
wie wir gleich sehen werden, noch kein Logarithmus im modernen Sinn ist, schreiben wir
y = NapLog x. Der erste Unterschied ist, dass NapLog107 = 0 ist. Also ist die 1 nicht der
Nullpunkt dieser Funktion. Offensichtlich ist NapLog eine fallende Funktion.

Durch Aufstellung der Differenzialgleichung x = —kx (mit & = vo/w und Anfangs-
bedingung x(0) = w sowie der Beziehung y = vyf), welche der beschriebenen Situation
entspricht, kann man mit den Mitteln der Infinitesimalrechnung (die zur Zeit Napiers noch
nicht existierte) leicht die moderne Formel fiir NapLog erhalten:

;107
NapLogx =10"In —.
X

Napier zeigte erst, dass in gleichen Zeitabstéinden die Positionen y = NapLogx von A
eine arithmetische und die entsprechenden Entfernungen (Sinuswerte) x eine geometrische
Folge bilden. Er zeigte weiterhin die folgenden Sitze:

Theorem 3.2 Es gilt 10’ —x < NapLogx < w

Theorem 3.3 Wenn x1x4 = x,x3, dann ist
NapLog x; + NapLog x4 = NapLog x, + NapLog x3.

Theorem 3.4 Fiir x; < x, gilt

107u < NapLogx; — NapLogx, < 107u.
X2 X1
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Aus diesen Sidtzen erhilt man leicht die Grundeigenschaften des Napier’schen Loga-
rithmus:

NapLog (10”ab) = NapLog (10’ a) + NapLog (107b),
NapLog (10’ %) = NapLog (10”a) — NapLog (107b),

NapLog (107 a)

NapLog (10" /a) = >

Jetzt kann endlich die Tabelle der Napier’schen Logarithmen berechnet werden. Fiir die
Werte x aus der ersten Tabelle werden die zugehorigen y = NapLog x berechnet.

Beispiel 3.8
Beginnen wir mit x = 9.999.999. Dann ist 10’ —x = 1 und

107(107 -x) 107
x "~ 9.999.999

= 1,00000010000001.

Also ist nach Satz 3.2
1 < NapL0g9.999.999 < 1,00000010000001, (3.5)

durch lineare Interpolation erhélt Napier NapLL0g9.999.999 = 1,00000005.
Weiter bedeutet die Bedingung auf die Bewegung des Partikels G, dass im Moment
t=ieN

NapLog|G;S| = iNapLog|G, S|

gilt (mit G; ist die Position des Punktes G im Moment ¢ bezeichnet). Insbesondere ist
also fiir den letzten Wert der ersten Tabelle

NapL0g9.999.900,0004950 = 100NapLog 9.999.999,
und es folgt (aus der Ungl. 3.5)
100 < NapLog 9.999.900,0004950 < 100,000010000001. (3.6)

Wieder durch lineare Interpolation schitzt Napier: NapLog 9.999.900 = 100,000005.

Wenn man jetzt NapLog9.999.900 berechnen will, nimmt man den dem Wert
9.999.900 ndchsten Wert x; = 9.999.900,0004950 in der ersten Tabelle. Aus Satz 3.4
erhilt man

0,00049500495002 < NapLog 9.999.900 — NapLog 9.999.900,0004950
< 0,00049500495005,
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also nimmt Napier NapLog 9.999.900 = NapLog 9.999.900,0004950 + 0,00049500.
Endlich folgt aus Ungl. 3.6

100,0004950 < NapLog 9.999.900 < 100,0005050

(der auf 7 Ziffern genaue Wert von NapLog 9.999.900 ist 100,0005000).

Analog konnte Napier die Napier’schen Logarithmen der Sinuswerte der zweiten Ta-
belle, genauer gesagt deren obere und untere Schranken, ausrechnen und weiter auch fiir
die Werte der dritten Tabelle. Danach wurden die Logarithmen der x aus den ersten zwei
Tabellen verworfen, die Logarithmen der dritten Tabelle wurden zur Basistabelle. Somit
hatte er die Logarithmen der Zahlen 5.000.000 (,,Sinus* von 30°) bis 10.000.000 (,,Sinus*
von 90°). Letztlich benutzte er, um die Werte NapLog x fiir x zwischen 0 und 5.000.000,
auszurechnen, die Beziehung

107
NapLogx = NapLog(2x) + NapLogT

(diese kann man leicht aus dem Satz 3.4 erhalten).

Der Oxforder Geometrieprofessor Henry Briggs (1561-1631) erfuhr von Napiers
Logarithmenkonstruktion und reiste 1615 nach Edinburgh. Napier und Briggs konnten sich
einigen, dass Logarithmen mit Nullpunkt 1 viel giinstiger wiren, da dann der Logarithmus
eines Produktes bzw. eines Quotienten die Summe bzw. die Differenz der entsprechen-
den Logarithmen wire. Auch bemerkten sie, dass es (wegen der allgemein iiblichen Basis
10) von Vorteil wire, wenn man aus dem Logarithmus einer Zahl den Logarithmus der
zehnfachen Zahl einfach erhalten konnte. So kam es, dass nach Napiers Tod Briggs die er-
ste Tabelle der dekadischen Logarithmuswerte log x berechnete und 1624 unter dem Titel
Arithmetica Logarithmica veroffentlichte. Deswegen ist der dekadische Logarithmus auch
als Briggs’scher Logarithmus bekannt ([2, 3, 11]).

Wenden wir uns noch kurz einigen wichtigen Entwicklungen in Sachen Interpolation
zu. Die éltesten Quellen, die quadratische Interpolation (d. h. die Bestimmung einer Para-
bel durch drei gegebene Punkte) enthalten, stammen aus der Zeit um 600 n. Chr. Man
findet sie bei dem Astronomen Liu Zhuo in China sowie bei Brahmagupta in Indien.
Brahmaguptas Regel aus ca. 625 n. Chr. wiirde heute mit der Formel

2
fla+xt)=f(a)+ g (Fla+1D—fla—1)+ % (fa+1—2f(a)+fla—1)

dargestellt werden.

Erst ab dem 17. Jh., groftenteils durch die Fortschritte in Astronomie und
Physik bedingt, fingen Mathematiker an, systematisch Interpolationsmethoden zu ent-
wickeln. Die erste Variante ist die schon im Abschn. 1.3 erwihnte Newton-Gregory-
Interpolationsformel (ca. 1670), welche eigentlich die Generalisierung der gerade erwihn-
ten Regel Brahmaguptas ist. Der englische Mathematiker Edward Waring (1736-1798),
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ansonsten eher als Zahlentheoretiker bekannt, veroffentlichte 1779 eine neue Variante
der Interpolationsformel, welche heute meist Lagrange’sche Interpolationsformel genannt
wird, da die gleiche Regel 1795 von Lagrange, anscheinend ohne Kenntnis der Publikation
Warings, verdffentlicht wurde. Fiir mehr Details zu diesen und moderneren Entwicklungen
verweisen wir auf [18].

Wie der Leser sicher schon bemerkt hat, ist fiir die Frithgeschichte der numerischen
Mathematik besonders die altchinesische Mathematik interessant. Dies gilt auch fiir das
Thema linearer Gleichungssysteme. In dem beriihmtesten altchinesischen mathematischen
Werk, den Neun Kapiteln, ist das achte Kapitel dem Thema gewidmet. Die Aufgaben selbst
sind typischerweise mit Wortern beschrieben. Eine Beispielaufgabe aus den Neun Kapiteln
lautet:

Beispiel 3.9 (Aufgabe aus den Neun Kapiteln)
(Nach [30] zitiert)

Aus drei Garben einer guten Ernte, zwei Garben einer mittelmifBigen Ernte und einer
Garbe einer schlechten Ernte erhilt man den Ertrag von 39 Tou.

Aus zwei Garben einer guten Ernte, drei Garben einer mittelmif3igen Ernte und einer
Garbe einer schlechten Ernte erhilt man den Ertrag von 34 Tou.

Aus einer Garbe guter Ernte, zwei Garben mittelméBiger Ernte und drei schlechter
Ernte erhélt man den Ertrag von 26 Tou.

Wie viel ist jedes Mal aus 1 Garbe der Ertrag der guten, mittelmédBigen und
schlechten Ernte?

Das Interessante hier ist aber nicht die Aufgabe, sondern deren Losungsverfahren,
Fang-cheng genannt. Hier wird zum ersten Mal in der Geschichte eine Tabellenmethode
verwendet. Die Berechnung selbst wurde mithilfe von Rechenstibchen ausgefiihrt, in
moderner Symbolik fingt die Losung mit der folgenden Tabelle an:

1 2 13

2 |3 2

3 1 1
26 | 34 | 39

Auffillig ist, dass es sich um die (erweiterte) Matrix des Gleichungssystems handelt,
mit dem Unterschied zur modernen Schreibweise, dass die Bedeutung von Spalten (Un-
bekannte) und Reihen (Gleichungen) vertauscht ist. Danach wird diese Zahlentabelle
durch Verdreifachung der ersten und zweiten Spalte und wiederholtes Subtrahieren der
dritten Spalte in die folgende Form transformiert:

4 |5
8 1
39 | 24 | 39

— N W
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Jetzt wird die erste Spalte verfiinffacht und von ihr wiederholt die zweite Spalte abgezo-
gen. Man erhilt

3

5 2

36 | 1 1
99 | 24 | 39

Zuletzt wird die Losung berechnet: Eine Garbe der schlechten Ernte bringt den Ertrag von
99

%= 2% Tou, eine Garbe der mittelméBigen (24 — 1 - 2%) 15 = 4}7 Tou und der guten
B9-1- 2% -2 4%) 13 = 9% Tou. Uniibersehbar ist: Der Algorithmus ist das klassische
Gauf3’sche Eliminationsverfahren ([12, 26, 30, 35]).

Europa andererseits iibernahm im Spitmittelalter die arabische algebraische Tradition
und transformierte sie in der Renaissance in die moderne systematische Algebra. Doch
obwohl die Beitrdge von Tartaglia, Cardano, Ferrari, Viete zur Algebra im Allgemei-
nen (siehe 1. Buch) zweifellos beeindruckend sind, sind erste européische systematische
Methoden zur Losung von linearen Gleichungssystemen erst im 16. Jh. bei dem eher un-
bekannten Autor Jean Borrel (Johannes Buteo) aufzufinden. Der erste beriihmte Mathema-
tiker, der eine systematische Methode beschrieb, wie ein lineares Gleichungssystem auf
eine einzige Gleichung mit einer Unbekannten zuriickzufiihren war, ist Sir Isaac Newton.
Newton hatte einigen Einfluss auf die Autoren des 18. Jh. ([12]).

Interessanterweise entstand aber das ,,echte Gaul3’sche Eliminationsverfahren in
Verbindung mit der Begriindung einer anderen wichtigen Technik der angewandten Mathe-
matik, der Methode der kleinsten Quadrate (sieche Abschn.3.2). Schon wihrend des
18. Jh. entstand das Bediirfnis, aus diskreten Messdaten eine Funktion zu berechnen,
die den Trend gut beschreibt und deren Fehler in Bezug auf die Messdaten moglichst
gering sind. Zwei berithmte Mathematiker, Adrien-Marie Legendre (1752-1833) und
Carl Friedrich GauB (1777-1855), kamen auf die Idee, zu diesem Zweck die Summe
der Quadrate der Differenzen zwischen gemessenem und geschitztem y-Wert zu minimi-
sieren. Dies ist eines der drei Resultate, die unabhingig von Legendre und Gauf3 gefunden
wurden (zwei, das quadratische Reziprozititsgesetz und die asymptotische Verteilung der
Primzahlen, wurden schon im 1. Buch im Kapitel iiber Zahlentheorie beschrieben). In
allen drei Fillen war zwar Legendre der Erste, aber seine Beweise enthielten Unvollsti-
ndigkeiten und Fehler, sodass Gauf3 die ersten fehlerfreien Beweise zuzuschreiben sind.
Gaul} konnte Anfang des 19. Jh. die Methode der kleinsten Quadrate dafiir benutzen, um
die Orbite des Planetoiden Ceres zu berechnen. Darauf konnte Legendre das allgemeine
Modell aufstellen (1805), und dies fiihrte, wie in den Fillen der zwei zahlentheoretischen
Resultate, zu einem Prioritédtsdisput zwischen Gauf3 und Legendre. In beiden Varianten
fiihrte die Minimisierung der Quadratabstinde zu einem linearen Gleichungssystem. Um
so entstandene Systeme sogenannter Normalgleichungen zu 16sen, beschrieb Gauf3 dann
1810 formell die Methode, mit der deren Losungen effizient berechnet werden konnen,
das klassische Gauf3’sche Eliminationsverfahren. Mit der Zeit wurde es dann zwecks
effizienten Berechnens verbessert und abgewandelt ([12]).
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Zu guter Letzt wollen wir noch einige Worte zum Thema numerische Integration sagen.
Natiirlich kann man die altgriechischen, auf der Exhaustionsmethode basierenden, Berech-
nungen verschiedener Flichen und Volumina als Vorldufer der numerischen Integration
sehen (siehe Abschn. 1.1). Wenn man in solchen Methoden einfach den numerischen
Wert einer in endlich vielen Schritten erzielter Approximation anstatt des Grenzwertes
nimmt, hat man eine numerische Anniaherung des entsprechenden Integrals berechnet. Un-
ter numerischer Integration versteht man aber eher die approximative Berechnung von
Integralwerten bei Integranden, fiir die keine Stammfunktion angegeben werden kann,
oder bei nur diskret gegebenen Funktionswerten des Integranden, beispielsweise bei Mess-
resultaten. Als Klassiker der numerischen Integration gelten die Trapezregel und die
Simpson’sche Formel.

Die Geschichte der Trapezregel, also der Regel, bei der anstatt der eigentlichen Funk-
tion deren lineares Interpolationspolynom integriert wird (Abb.3.6), scheint eher im
Dunkeln zu liegen, und es ist nicht bekannt, wer und wann sie zuerst angewandt hat.
Doch hat vor Kurzem Prof. M. Ossendrijver von der Humboldt-Universitit in Berlin
auf fiinf babylonischen Keilschrifttifelchen Beweise gefunden, dass die alten Babylonier
die Trapezmethode (natiirlich nicht als Integral gedacht) benutzten, um die Position des
Planeten Jupiter zu berechnen ([21]).

Die Simpson’sche Formel, bei der anstatt des Integranden das entsprechende quadra-
tische Interpolationspolynom integriert wird (Abb. 3.7), bekam ihren Namen nach dem

Abb. 3.6 Trapezregel

/abf(m)dx%(b—a)-

Abb. 3.7 Simpson’sche Formel
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britischen Mathematiker Thomas Simpson (1710-1761). Seine Mathematical Disserta-
tions on a Variety of Physical and Analytical Subjects (1743) enthidlt die Formel, aber
Simpson selbst behauptet, dass er sie von Newton iibernommen hat. Die Formel war aber
auch schon etwa 100 Jahre friither Torricelli und Gregory bekannt ([10]). Andererseits ist
die moderne Variante der erwihnten Newton-Raphson-Methode zur numerischen Lésung
von Gleichungen eigentlich Simpsons Werk, als Verbesserung von Newtons und Raphsons
dlteren Varianten 1740 veroffentlicht und mit Wortern beschrieben ([8, 34]).

3.2  Anfdnge der Fehlerrechnung und Statistik

Statistische, insbesondere demografische, Daten wurden schon seit dem Altertum gesam-
melt, doch systematische, auf Wahrscheinlichkeitsrechnung gestiitzte Methoden zu deren
Analyse sind neuzeitliche Entwicklungen. Ab dem 16. Jh. wurden immer mehr Daten
iiber die Bevolkerung gesammelt, beispielsweise Geburts- und Totenregister. Diese Tabel-
len wurden dann nach der Entstehung der Wahrscheinlichkeitstheorie (Abschn. 2.2) auch
vom Standpunkt der Wahrscheinlichkeit betrachtet. Der Erste, der aus statistischen Daten
Schliisse zog, war ein englischer Tuchhindler, John Graunt (1620-1674). Graunt leitete
1662 aus einem Geburtenregister die etwas grof3ere Erwartung von Knaben- als Middchen-
geburten, eine groBere Lebenserwartung fiir Frauen und Konstanz der jahrlichen Anzahlen
von Gestorbenen (abgesehen von Epidemien) ab. Etwas spiiter, 1712, betrachtete der Nie-
derldnder ’sGravesende die Anzahlen von Knaben- und Midchengeburten in London und
benutzte die Binomialverteilung, um die Hypothese zu testen, dass in den 82 Jahren von
1629-1710 die auftretenden relativen Haufigkeiten von Knabengeburten, die zwischen
50,27 % und 53,62 % schwankten, ein Ergebnis des Zufalls sind. Er multiplizierte diese
Hiufigkeiten mit der jéhrlichen Durchschnittsanzahl der Geburten (11.429) und bekam so
die obere und untere Grenze (5745 und 6128) der Knabengeburten. Danach benutzte er
die Binomialverteilung, um zu berechnen, wie grof} die Wahrscheinlichkeit ist, dass in 82
aufeinanderfolgenden Jahren von 11.429 Geburten zwischen 5745 und 6128 Jungen wa-
ren und erhielt eine sehr kleine Wahrscheinlichkeit von 0,292%2. Seine Schlussfolgerung
war deswegen, dass die hohere Anzahl von Jungengeburten durch Gottes Einwirkung zu-
stande kam. Noch etwas spiter beschiftigten sich auch Edmund Halley und Abraham de
Moivre mit Geburts- und Totenregistern und auch mit Leibrenten. De Moivre konnte in
seinem Annuities upon Lives (1725) aus Halleys Daten Formeln fiir Renten entwickeln,
unter anderem auch fiir Teilung oder Erbschaft von Renten ([8, 16, 24, 31]).

Jakob Bernulli andererseits stellte mit seinem Gesetz der groflen Zahlen (siche
Abschn. 2.2), in Arc conjectandi (1713) verdffentlicht, die Verbindung zwischen theore-
tischer Wahrscheinlichkeit a priori und statistischer Wahrscheinlichkeit a posteriori her.
Bernoulli versuchte auch, die Stichprobengréfie im Urnenmodell zu schitzen, damit die a
posteriori berechnete Wahrscheinlichkeit ,,moralisch sicher der echten Wahrscheinlich-
keit entspricht.
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Beispiel 3.10

In einer Urne befinden sich 3000 weifle und 2000 schwarze Kugeln. Die Kugeln wer-
den zufillig gezogen, und nachdem man die Farbe der gezogenen Kugel festgestellt
hat, wird sie wieder in die Urne zuriickgelegt. Bernoulli formuliert die Fragestellung
so: ,,Kann man dies so viele Male durchfiihren, dass es 10-mal, 100-mal, 1000-mal
usw. wahrscheinlicher ist (d. h. moralisch sicher), dass die Anzahlen der gezogenen
weillen und schwarzen Kugeln im gleichen Verhiltnis (3 : 2) wie in der Urne sind, als
dass dieses Verhiltnis irgendein anderes ist?*.

Sei N die Anzahl der Ziehungen und n = m = 0,0002N; das Verhiltnis n :
N = 0,0002 ist die Fehlerspanne. Das wahre Verhiltnis der Anzahlen der Kugeln ist
p =3 : 2. Aus dem Gesetz der gro3en Zahlen erhielt Jakob Bernoulli die untere Grenze
fiir N:

Cc

= > 25. 7581
N =5000n > 25.500 + 5758 log 000"

wobei ¢ das Verhiltnis der Wahrscheinlichkeiten, dass das Verhiltnis durch das Verhi-
Itnis von Frequenzen korrekt geschitzt wird und dass es nicht korrekt geschitzt wird,
ist (also ¢ = 10, 100, 1000, ...). Insbesondere, wenn diese Wahrscheinlichkeit der kor-
rekten Schitzung mindestens 1000-mal groBer sein sollte als die Wahrscheinlichkeit
der inkorrekten Schitzung, erhielt Jakob die Anzahl von mindestens 25.500 Ziehungen
([22, 23)).

Jakobs und Johanns Neffe Nicholas Bernoulli (1687-1759) war Herausgeber der
Arc conjectandi. Er war anscheinend auch der Erste, der die Beziehung zwischen der
Linge eines Intervalls und der Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallsgrofe in diesem
Intervall landet, studierte und erste konkrete, grobe Schétzungen anhand der Binomial-
distribution berechnete. Eine allgemeinere Theorie lie noch 100 Jahre auf sich warten.
Laplaces Théorie Analytique des Probabilités (1812) ist nicht nur die Basis moderner
Wahrscheinlichkeitstheorie, sondern auch der mathematischen Statistik. Laplace wendet
Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die Fehlerrechnung an und entwickelte auch die Me-
thode der kleinsten Quadrate. Er beschreibt auch verschiedenartige Anwendungen der
Wahrscheinlichkeit auf statistische Fragen. Poisson beschiftigte sich etwas spiter mit den
Anwendungsmoglichkeiten der Wahrscheinlichkeitstheorie im Gerichtswesen und verdf-
fentlichte 1837 Recherches sur la probabilité des judgements en matiére criminelle et
matiere civile ([7, 23, 31]).

Die gerade erwihnte Methode der kleinsten Quadrate wurde aber nicht von Laplace
entworfen, genauso wenig wie die Fehlerrechnung von ihm begriindet wurde. Wir miis-
sen jetzt wieder die Geschichte etwa 200 Jahre zuriickspulen, um die andere wichtige
Richtung der Entwicklung der Statistik verfolgen zu konnen. Im 17. Jh. wurden ndmlich
immer mehr naturwissenschaftliche Daten gesammelt, insbesondere die Astronomie ver-
langte zuverldssige Messungen. So waren es die Astronomen, die zuerst mit der Frage der
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Behandlung von Messfehlern konfrontiert wurden. Meist entwickelten sie eigene, ad hoc,
Methoden, um den echten Wert anhand mehrerer Messergebnisse zu schitzen.

Galileo Galilei (1564—-1642) war der Erste, dem bewusst war, dass alle Messungen mit
Fehlern behaftet sind und dass man eine systematische Behandlung dafiir braucht. In sei-
nem bertihmten Dialogo opra i due Massimi Sistemi del Mondo Tolemaico e Copernicano
(1632) behauptet er, dass man die Sicherheit der durch Beobachtung (Messung) erhaltenen
Ergebnisse vergrofert, wenn man moglichst viele Messungen durchfiihrt. Galileo erwihnt
hier mehrere Punkte, die fiir die Fehleranalyse von Wichtigkeit sind:

* Es gibt nur einen einzigen genauen Wert fiir eine physikalische Grofle (bei ihm ist
das die Entfernung eines Sterns zum Erdmittelpunkt), doch alle Messungen enthalten
Fehler (wegen Imperfektion des Betrachters, des Messinstruments, ...).

* Man nimmt an, dass die Fehler symmetrisch um Null angeordnet sind sowie

* dass kleine Fehler wahrscheinlicher als grof3e sind.

Demnach kann man Galileo als Begriinder der Fehlerrechnung betrachten. Leider aber
schlug er keine konkrete Methode vor, wie man aus den Messdaten eine Schitzung des
echten Wertes berechnen sollte ([24, 31]).

Die Problemstellung war also die Folgende: Gegeben seien n Messwerte xi, xz, ...,
x, einer physikalischen GroBe x, beispielsweise der Entfernung eines Sterns zum Erd-
mittelpunkt. Wie kann man daraus eine verlissliche Schitzung X des echten Messwertes
erhalten? Ein Satz Galileos (,,... es ist plausibler, dass die Betrachter sich wenig geirrt ha-
ben, als dass sie sich viel geirrt haben ... ©) kann beispielsweise so interpretiert werden,
dass Galileo X durch Minimierung der Summe aller absoluten Betrige der Abweichungen

n

F(x) =) lx—xi

i=1

berechnen wiirde. Ob das wirklich seine Idee war oder erst anderen Wissenschaftlern ein-
gefallen ist, wissen wir nicht. Aber es ist heute bekannt, dass man, wenn man diesen Ansatz
nimmt, als ¥ den Medianwert* erhilt.

Eine andere Idee hatte der englische Mathematiker Roger Cotes (1682—-1716). Sein
Vorschlag war der Folgende: Wenn man Massen mit Betridgen m,, my, ..., m, auf Entfer-
nungen xi, Xz, ..., X, vom Hebelstiitzpunkt anordnet (und sich dabei den Hebel als x-Achse
vorstellt), ist die Position X des Stiitzpunktes im Gleichgewicht der wahrscheinlichste Wert
von x. Es ergibt sich also bei Cotes der gewichtete Mittelwert

D it MiXi
Z?:l m;

xX=

“In einer Folge von Zahlen ist der Medianwert der Wert, der an mittlerer Stelle steht, wenn die
Zahlen in einer aufsteigenden Ordnung sortiert sind.
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Dabei sollten die Massen (Gewichte) m; bei Cotes umgekehrt proportional zu den Ab-
weichungen in einzelnen Messungen sein. Wenn man diese alle als gleich annimmt
(my = my = ... = my), erhdlt man das arithmetische Mittel als Schitzung des echten
Wertes:

Dt i

n

X =

Heute wissen wir, dass dies der Punkt des Minimums der Fehlerfunktion in der Form

F() =) (x-x) 37

i=1

ist, was einige Autoren dazu veranlasst hat, Cotes als Urheber der Methode der kleinsten
Quadrate zu betrachten. Auf jeden Fall scheint die Benutzung des arithmetischen Mittel-
wertes zur Schitzung der echten Wertes spétestens in den 1770er-Jahren generell iiblich
gewesen zu sein, da Daniel Bernoulli 1777 diese als allgemein angenommen beschreibt.

Mitte des 18. Jh. begannen Mathematiker, sich mit der Form der Fehlerkurve zu
beschiftigen. Thomas Simpson beispielsweise schlug 1757 die Form auf Abb. 3.8 vor,
Laplace andererseits berechnete 1774 aus den Bedingungen der Symmetrie um Null und
des monotonen Fallens fiir positive Fehlerbetrige die Formel ¢(x) = %e"""“ fiir die Fehler-
kurve (diese Laplace’sche Fehlerkurve ist auf Abb. 3.9 zu sehen). Spiter erhielt Laplace
eine andere, in 0 nicht definierte Fehlerkurve q;(x) = 2—1‘{ In ﬁ ([247).

Zu dieser Zeit wurde auch das allgemeinere Problem, fiir gegebene Datenpaare (x;, y;)
zweier abhingiger GroBlen x und y Ausgleichskurven zu berechnen, untersucht. Der

Abb. 3.8 Simpsons
Fehlerkurve

Abb. 3.9 Laplaces
Fehlerkurve
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Abb. 3.10 Ausgleichsgerade
fiir Datenpaare

kroatische Wissenschaftler Josip Rudjer Boskovi¢ (1711-1787) unternahm mit dem
Englidnder Christopher Maire eine Expedition von Rom nach Rimini, um Daten zur
Messung zweier Meridiangrade zu sammeln, und entwickelte seine Methode, um die
Messdaten auszugleichen. Diese entsprach der Minimierung der absoluten Abweichun-
gen: Die Koeffizienten der Ausgleichsgeraden y = ax + b werden durch Minimierung des
Gesamtfehlers

Fx)=)_ laxi+b-yi

i=1

erhalten. Seine Methode beschrieb Boskovi¢ in De Litteraria expeditione per pontificam
ditionem ad dimetiendos duos meridiani gradus a P.P. Maire et Boscovich (1755). Diese
Methode beschrieb 1789 auch Laplace ([28]). Bald darauf (wie schon im Abschn. 3.1
erwihnt) verbesserten Legendre und Gauf3 die Idee und entwickelten die eigentliche Me-
thode der kleinsten Quadrate, bei der die Koeffizienten der Ausgleichsgeraden (Abb. 3.10)
durch Minimierung der Summe der Quadrate der Abweichungen

F)=Y (axi+b-y)

i=1

erhalten werden.

Gaul entwickelte 1801 die Methode zwecks Bestimmung der Bahn des Planetoiden Ce-
res, er veroffentlichte sie 1809 in seiner Theoria motus corporum coelestium, behauptete
aber, dass er die Methode schon seit 1795 benutzte. Im Gegensatz zu Legendre verof-
fentlichte Gauf3 auch einen Beweis, dass das arithmetische Mittel die Summe 3.7 der
Quadratabweichungen minimiert. Gauf erkléarte auch die Benutzung des Kriteriums der
kleinsten Quadrate durch drei Grundvoraussetzungen:

1. Kleine Fehler sind wahrscheinlicher als grof3e.
2. Fiir jede reelle Zahl e sind die Fehler e und —e gleich wahrscheinlich.
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Abb. 3.11 Gauli’sche
Fehlerkurven

3. Wenn man iiber mehrere Messungen der gleichen Grof3e verfiigt, ist das arithmetische
Mittel der wahrscheinlichste echte Wert der Grofe.

Daraus konnte Gau3 dann die Gauf3’sche Kurve, also die Normalverteilung, als Fehler-
kurve erhalten: Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der zufdlligen Messfehler ist durch

h e
P(x) = ﬁe
definiert, wobei & eine positive Konstante ist, die GauB3 als ,,Messungsprizision® inter-
pretierte. In Abb. 3.11 ist die Kurve y = ¢(x) fiir einige verschiedene % dargestellt. Gaul3
selbst war nicht ganz zufrieden, dass er die Methode der kleinsten Quadrate durch Benut-
zung eines speziellen Minimums einer Summe der Quadratabweichungen erhalten hatte
und versuchte spiter mehrmals, seine Fehlerkurve auch durch andere Argumente zu er-
klaren. Heute findet man das Argument in dem Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace,
wenn man annimmt, dass die Fehler der einzelnen Messungen durch Zusammenspiel vieler
,atomarer Fehler entstehen ([19, 24, 27, 31]).

Die Anwendung der Statistik in Geisteswissenschaften, besonders Soziologie, beginnt
mit dem belgischen Mathematiker und Astronom Lambert Adolphe Jaques Quetelet
(1796-1874). Er konzipierte 1835 den ,,durchschnittlichen Menschen* (I’homme moyen),
um dessen Eigenschaften die Eigenschaften aller Menschen normalverteilt sind. Quetelet
betrachtete es als Pflicht des Staates, demografische Daten zu sammeln und zu analy-
sieren. Er selbst arbeitete auch an der Sammlung und Analyse statistischer Daten in
Bezug auf Kriminalitdt und Mortalitdt und bemerkte als Erster, dass in der menschlichen
Gesellschaft, wenn man grofere Populationen (beispielsweise Nationen) als Ganzes be-
trachtet, viele Eigenschaften mit groBer RegelméBigkeit auftreten und oft normalverteilt
erscheinen.

Beispiel 3.11

Quetelet betrachtete 1846 die Tab.3.2 mit Brustumfingen von 5738 schottischen
Soldaten und bemerkte, dass deren Verteilung (Abb.3.12) der Verteilung, die bei



3.2 Anfange der Fehlerrechnung und Statistik

Tab. 3.2 Quetelets Tabelle der
Brustumfinge schottischer
Soldaten

Frequenz

115

Brustumfang (in Inch) | Frequenz

33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48

3

18
81
185
420
749
1073
1079
934
658
370
92
50
21

Brustumfang/Inch

32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45

Abb. 3.12 Siulendiagramm zu Daten aus Tab. 3.2

46 47 48
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wiederholten Messungen in der Astronomie auftritt, dhnelt und behauptete, die Ver-
teilung der Brustumfinge wire die normale.’

Quetelet bemerkte, dass die jahrliche Anzahl von Morden in Frankreich fast konstant
ist und sogar die verschiedenen Mordwaffen in jedem Jahr in fast gleichen Verhiltnissen
verwendet worden waren. Seine Behauptung, dass die Konstanz der Frequenz von Ver-
brechen verschiedener Arten innerhalb eines Staates auf den Einfluss duflerer, allgemein
gesellschaftlicher, Bedingungen auf Kriminalitit hinweist, verursachte viele Diskussionen
tiber das Verhiltnis des freien personlichen Willens und gesellschaftlichen Determinis-
mus. Quetelet entwickelte statistische Methoden zur Analyse und zum Vergleich von
(astronomischen, geophysischen und meteorologischen) Daten und organisierte 1853 den
ersten internationalen statistischen Kongress. So kam es, dass nach Quetelet die Bedeu-
tung des Wortes ,,Statistik* aus der urspriinglichen (Beschreibung allgemeiner Fakten iiber
einen Staat; statum ist das lateinische Wort fiir Staat) in die moderne abgewandelt wurde
(8, 5, 13, 15]).

Die Ideen Quetelets fanden schon bald ihre Entsprechungen auflerhalb der Soziologie.
Der Priester und Naturforscher Gregor Mendel (1822—-1884) begriindete die Anwendung
der Wahrscheinlichkeitstheorie in der Vererbungslehre ([4]). Wenn man die menschliche
Gesellschaft als ein groBes Ganzes betrachten und statistisch beschreiben kann, liegt es
nahe, die noch zahlreicheren Molekiilenpopulationen in Gasen dhnlich zu betrachten. Ja-
mes Clerk Maxwell (1831-1879) und Ludwig Boltzmann (1844-1906) begriindeten so
um 1860 die statistische Thermodynamik. Ein Gas ist aus einer enormen Menge von
Molekiilen, die stindig in Bewegung sind, zusammengesetzt. In quasi jedem Moment er-
eignen sich Zusammenstofe von Gasmolekiilen. Maxwell und Boltzmann konnten, anhand
damals bekannter physikalischen Gesetze, zeigen, dass es in jedem Moment fiir jede Rich-
tung und jede Geschwindigkeit Molekiile gibt, die sich mit dieser Geschwindigkeit in die
Richtung bewegen. Doch sind nicht alle Geschwindigkeiten gleich wahrscheinlich. Max-
well wendete die Gaul3’sche Fehlerrechnung an und konnte daraus die Verteilungskurve
fiir Molekiilgeschwindigkeiten (Abb. 3.13) herleiten ([5, 15]).

Ein Verwandter Charles Darwins, der britische Naturforscher Sir Francis Galton
(1822-1911), begriindete in den 1870er-Jahren die Regressionsanalyse. Galton war be-
kannt fiir seine Vorliebe fiir die Sammlung von Daten jeglicher Art. So hatte er nicht nur
jeden Tag die Temperatur seines Tees gemessen, zusammen mit dem Volumen des da-
fiir verwendeten Wassers, sondern fertigte sich ein Hilfsmittel, welches er in der Tasche
trug, um bei Ansicht einer Frau diskret deren Grad an Attraktivitit zu registrieren; er kam
zum Schluss, dass Englands attraktivsten Frauen in London leben und die am wenigsten
attraktiven in Aberdeen. Er begriindete auch die Anthropometric Laboratory, in der Frei-
willige diverse personliche Merkmale messen lassen konnten. Solche Messungen halfen
auch, Quetelets Ansitze zu bestitigen. Galton verglich die Durchmesser der Samen der

>Nach modernen Kriterien kann diese Hypothese aber nicht angenommen werden, siehe [24].
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Abb. 3.13 Die Maxwell-
Boltzmann- Verteilungskurve

duftenden Platterbse in zwei Generationen, und zeichnete das, was man heute ein Korrela-
tionsdiagramm nennt. Dabei entdeckte er die Beziehung, die er zundcht ,Reversion*
(Umkehrung) nannte, spéter aber als ,,Regression® bezeichnete: Der Mediandurchmesser
der Nachkommen der groBBeren Samen war kleiner als der Mediandurchmesser der Eltern-
samen und umgekehrt, der Mediandurchmesser der Nachkommen der kleineren Samen
war groBer als der Mediandurchmesser der Elternsamen. Spiter zeichnete er weitere
Korrelationsdiagramme, z. B. zum Vergleich der GroB8en von Eltern und (erwachsenen)
Kindern bei Menschen. In diese Diagramme zeichnete er die Gerade, die den Trend am
besten beschrieb (visuell sieht das wie eine Ausgleichsgerade, Abb.3.10, aus, nur, dass
kein funktionaler Zusammenhang zwischen den zwei Variablen besteht und somit meh-
rere Punkte mit gleicher Abszisse auftreten konnen). Galton nahm die Steigung dieser
Geraden als Index der Korrelation (de facto Korrelationskoeffizient), der den Grad des
Zusammenhangs zwischen zwei Variablen beschreibt. Galton war auch iiberzeugt, dass
die Normalverteilung praktisch allgegenwirtig ist und ist zusammen mit dem Ameri-
kaner C. S. Peirce und dem Deutschen Wilhelm Lexis der Autor der entsprechenden
Bezeichnung ,,normal*.

Von Galton stammt auch ein beriihmtes Hilfsmittel zur Visualisierung der Binomialver-
teilung, das Galton-Brett, von ihm Quincunx genannt (Abb. 3.14). In jeder Reihe von oben
nach unten ist je ein Stift mehr, symmetrisch, angeordnet. Wenn man von oben Kugeln
loslésst, verteilen sie sich unten nach Regeln der Binomialverteilung, bei vielen Kugeln
wird diese der Normalverteilung immer dhnlicher. Man kann dies mit der Bedeutung der
Normalverteilung der Messfehler auch so interpretieren: Jede Reihe entspricht einer Mes-
sung, der zufillige Abprall einer Kugel nach links oder rechts entspricht einer Abweichung
vom wahren Messwert nach oben oder nach unten.

Die Normalverteilung wurde vor allem durch den Vater der modernen Testierung
statistischer Hypothesen, dem englischen Mathematiker Karl Pearson (1857-1936), po-
pularisiert. Er selbst sagte 1923: ,Vor vielen Jahren nannte ich die Laplace-Gauf3’sche
Kurve® die Normalkurve, doch withrend dieser Name der internationalen Frage der Priori-
tdt ausweicht, hat er den Nachteil, dass er Menschen dazu verleitet zu glauben, alle anderen

Bald darauf erfuhr er von de Moivres Beitrag und schrieb ihm die Entdeckung der Normalkurve zu.
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Abb. 3.14 Galton-Brett
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Frequenzverteilungen seien in einem oder anderen Sinne abnormal®. Doch war zu dieser
Zeit die Bezeichnung ,,Normalverteilung* schon so allgemein bekannt, dass keiner sie dn-
dern wiirde. Pearson befasste sich mit den verschiedensten Wissenschaften, unter anderem
Psychologie, und verdffentlichte auch literarische Werke, ist in der Geschichte der Sta-
tistik vor allem wegen der Einfiihrung des x2-Tests und der mathematischen Begriindung
des Korrelationskoeffizients berithmt ([5, 8, 13, 24, 25]).

So kam es, dass zur Zeit des grofen Mathematikers Jules Henri Poincaré (1854—
1912), beriihmt fiir seine Beitrige zu fast allen mathematischen Gebieten, die Normaldis-
tribution (von zufilligen Fehlern) so allgegenwirtig und bekannt war, dass er sagte: , Jeder
ist so davon iiberzeugt, sagte mir eines Tages Herr Lippmann,’ weil die Experimentatoren
glauben, es ist ein mathematischer Satz, und die Mathematiker, dass es eine experimen-
tell ermittelte Tatsache ist. Uber Poincaré wird auch die Anekdote berichtet, dass er jeden
Morgen einen Laib Brot von 1 kg bei seinem Bicker holte und zu Hause diese Brot abwog.
Er sammelte so Daten und erwartete eine normalverteilte Distribution der Gewichtswerte,
mit Maximum iiber 1 kg, aber stellte fest, dass die Verteilung zwar wie eine normale aus-
sah, mit einem Maximum {iiber 950 g. Er vermutete, dass der Bicker ein Betriiger war
und zeigte ihn bei den Pariser Behorden an. Diese sollen den Bicker verwarnt haben,
und Poincaré soll weiter mit seiner Sammlung von Gewichtsdaten fiir dessen Brotlaibe
gemacht haben und dann eine nicht symmetrische, leicht rechtsgeneigte, Verteilung er-
halten haben, aus der er den Schluss gezogen haben soll, der Backer wire nicht besser
geworden, sondern gibt ihm, wegen der Anzeige, immer die gro3tmoglichsten Laibe. Ob
diese Geschichte wahr ist oder nicht, zeigt sie doch, wie die Normalverteilung am ofte-
sten angewendet wird, aber nach einigem Nachdenken (die Laibe werden eher vor dem
Backen gewogen, und beim Backen ist es normal, dass ein Gewichtsverlust entsteht, auch

"Poincaré meint hier den franzosischen Physiker Gabriel Lippmann.
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kann die Luftfeuchtigkeit die Gewichtswerte beeinflussen) warnt diese Geschichte auch
vor moglichen fehlerhaften Anwendungen der Normalverteilung ([5]).

Wir wollen unseren kurzen Ausflug in die Geschichte der Statistik mit Bier been-
den. Eine der fiir die statistischen Hypothesentests bedeutende Verteilung wurde namlich
in einer Brauerei entdeckt. Der Englinder William Sealy Gosset (1876-1937) studierte
Chemie und Mathematik in Oxford, bekam 1899 eine Anstellung in der berithmten iri-
schen Brauerei Guiness in Dublin. Er begann sich mit statistischen Fragen zu beschéftigen,
kontaktierte Karl Pearson und unternahm auch 1906/7 Studien in seinem Labor in London.
Um die kleinen Stichproben der Brauerei zum Zwecke der Qualitdtskontrolle statistisch
zu analysieren, entwarf er die Distribution, die heute als Student-t-Verteilung bekannt
ist, sowie den statistischen t-Test, der auf dieser Verteilung basiert. Da er, wegen Verbot
seitens der Brauerei, um Betriebsgeheimnisse zu schiitzen, nicht seine Resultate unter ei-
genem Namen veroffentlichen durfte, verdffentlichte er sie als ,,Student®, und unter diesem
Namen wurde auch Gossets Verteilung bekannt ([8]).

Eine kurze Ubersicht der Geschichte der numerischen Mathematik und Statistik ist in

der Tab. 3.3 enthalten.

Tab. 3.3 Geschichte der numerischen Mathematik und Statistik: Ubersicht

Was? Wer? Wo? Wann?
Iterative Methoden zur Babylonien 2. Jtsd. v. Chr.
Wurzelberechnung Heron von Alexandria 1. Jh. n. Chr.
China ab 1. Jh. v. Chr.
Indien 1. Jtsd. n. Chr.
Fibonacci 13. Jh.
Iterative Methode zur Archimedes aus Syrakuse 3. Jh. v. Chr.
Berechnung von
Iterative Methoden zur Losung China 1. Jtsd. n. Chr.
von Gleichungen Viete um 1600
Newton 1660er-Jahre
Lineare Interpolation China Anfang 1. Jtsd. n. Chr.
Quadratische Interpolation China, Indien um 600. n. Chr.
Allgemeine Interpolation Newton, Gregory, Waring 17./18. Jh.

Logarithmentafeln Napier, Biirgi, Briggs 1614, 1620, 1624

Gaul3’sches China Anfang

Eliminationsverfahren C.F. GauB§ 1. Jtsd. n. Chr.
1810

Methode der kleinsten Quadrate

Gauf3’sche Fehlerkurve
und deren Anwendungen

A.-M. Legendre, C. F. Gau3

C. F. GauB
Quetelet, F. Galton, K. Pearson,
Mendel, Maxwell, Boltzmann

Anfang 19. Jh.

Anfang 19. Jh.
2. Hilfte des 19. Jh.
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4.1 Entstehung der Graphentheorie

Die Topologie ist ein relativ junges, der Geometrie verwandtes, Teilgebiet der Mathe-
matik. Im Gegensatz zur Geometrie, wo bei Betrachtung von Objekten die metrischen
Eigenschaften (Grofle und Form) im Vordergrund stehen und von Interesse sind, sind
typische topologische Fragen, ob ein Objekt zusammenhingend ist und, wenn ja, ob
es (und wie viele) Locher besitzt. Anders ausgedriickt: Fiir den Geometer werden die
Objekte beziiglich isometrischer Abbildungen klassifiziert, fiir den Topologen beziiglich
stetiger Verformungen. Man will also feststellen, welche Eigenschaften durch Homoo-
morphismen, stetige bijektive Abbildungen mit stetigen Inversen, erhalten werden; diese
Eigenschaften werden auch topologische Invarianten genannt.

Ublicherweise werden zwei Ergebnisse Leonhard Eulers im 18. Jh. als erste topo-
logische Resultate angesehen: die Losung des Konigsberger Briickenproblems und die
Entdeckung der Euler’schen Polyederformel. Beide gehoren heute in die Graphentheorie,
ein Untergebiet der Topologie, welches eng mit der Kombinatorik verbunden ist. Somit ist
der Anfang der Topologie zugleich Anfang der Graphentheorie ([4]).

Problem 4.1 (Konigsberger Briickenproblem) Die Stadt Konigsberg (heute Kalinin-
grad) ist durch den Fluss Pregel zweigeteilt; im Fluss liegen zwei Inseln. Die vier Stadtteile
sind insgesamt durch sieben Briicken verbunden (Abb. 4.1 links): Eine Briicke verbindet
die zwei Inseln, eine der Inseln ist durch je zwei Briicken mit den Festlandstadtteilen ver-
bunden und die andere mit je einer. Die Aufgabe lautet: Kann man einen Spaziergang
durch die vier Stadtteile von Konigsberg machen, sodass jede der Briicken genau einmal
iiberquert wird?

© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2018 123
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Im Jahr 1736 verdffentlichte Euler die Losung dieses Problems unter dem Titel Solutio
problematis ad geometriam situs pertinentis. Schon der Titel suggeriert die Haupteinsicht
Eulers: Es handelt sich um ein Problem, welches sich zwar auf geometrische Objekte be-
zieht, fiir dessen Losung aber nicht die metrischen Eigenschaften (Grofe der Stadtteile
und Inseln, Langen der Briicken) von Wichtigkeit sind, sondern deren Lage in Bezug zu-
einander. Anders ausgedriickt: Es ist nur wichtig, was und wie miteinander verbunden ist.
Heute wird das Problem durch den zugehorigen Graphen reprisentiert. Die Stadtteile wer-
den durch Punkte (Knoten oder Ecken des Graphen) dargestellt und jede Briicke durch
eine die entsprechenden Knoten verbindende Linie (Kante des Graphen), siche Abb. 4.1
rechts. Euler 16ste das allgemeine Problem. Er zeigte ([7]):

1. Wenn es mehr als zwei Stadtteile gibt, aus denen eine ungerade Anzahl von Briicken
tritt, ist das Problem unl6sbar (nur dieses wird rigoros bewiesen).

2. Wenn sich in genau zwei Stadtteilen eine ungerade Anzahl von Briicken treffen, ist
der Spaziergang moglich, wenn man in einem dieser zwei Stadtteile beginnt und im
anderen endet.

3. Wenn sich in allen Stadtteilen gerade Anzahlen von Briicken treffen, dann kann man
den Spaziergang in einem beliebigen der Stadtteile beginnen und im gleichen enden.

Modern ausgedriickt ist ein Rundgang im Graphen (in dem jede Kante genau einmal iiber-
quert wird)' genau dann moglich, wenn entweder alle Knoten geraden Grades sind oder
genau zwei von ungeradem Grad sind (der Grad eines Knotens ist die Anzahl der in ihm
zusammentreffenden Kanten).

Das zweite von Eulers Resultaten, die die Graphentheorie und somit Topologie begriin-
deten, schrieb er 1750 in einem Brief an Christian Goldbach? nieder. Dies ist die beriihmte
Euler’sche Polyederformel:

Abb. 4.1 Das Konigsberger Briickenproblem und der zugehorige Graph

'Euler zu Ehren werden solche Rundginge Eulertouren genannt.

2Christian Goldbach, 1690-1764, deutscher Mathematiker, vor allem fiir die bis heute unbewiesene
Goldbach’sche Vermutung der Zahlentheorie bekannt: Jede natiirliche Zahl, die groBer als 2 ist, kann
man als Summe zweier Primzahlen darstellen.
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Theorem 4.1 (Polyedersatz von Euler) Wenn man die Anzahl der Ecken, Kanten und
Fléichen eines konvexen® Polyeders jeweils mit E, K und F bezeichnet, gilt

E-K+F=2.

Euler veroffentlichte 1752 mehr Details und einen unvollkommenen Beweis der Formel.
Der erste Beweis stammt anscheinend von Legendre (1794), ist aber geometrisch: Le-
gendre projiziert den Polyeder auf eine Sphire und benutzt die Formel Harriots fiir die
Flédche sphirischer Vielecke ([10, 15]). Der wenig bekannte Schweizer Mathematiker Si-
mon Lhuilier (1750-1840) bemerkte 1813, dass die Formel fiir Polyeder mit N Lochern
die Form

E-K+F=2-2N

hat und entdeckte so die erste topologische Invariante der Geschichte, die Anzahl der Lo-
cher einer Fliche, genauer gesagt die sogenannte Euler-Charakteristik y = 2 — 2N einer
Flache ([4]). Beispielsweise hat die Oberfliche einer Kugel die Euler-Charakteristik 2,
und die eines Torus hat die Euler-Charakteristik 0. Heutzutage wird die Euler’sche Poly-
ederformel meist graphentheoretisch interpretiert und bewiesen: Wenn man sich vorstellt,
das man den Polyeder zuerst bis zu einem kugelférmigen Ballon aufblist (auf dem dann
alle Ecken und Kanten immer noch eingezeichnet sind), ein Loch in den Ballon macht
(egal wo, nur nicht auf einer der Kanten des ehemaligen Polyeders), kann man den Ballon
auf einer Ebene ausbreiten und erhilt einen ebenen Graphen des Polyeders.* Es scheint,
so [10], dass der Erste, der das Thema so betrachtet hat, Cauchy war. Auch muss hier
erwihnt werden, dass Descartes noch mehr als 100 Jahre vor Euler eine der Euler’schen
Polyederformel dquivalente Beziehung gefunden hat (die aber unveréffentlicht blieb und
erst spiter bekannt wurde)’ [12, 15]:

Theorem 4.2 (Polyederformel von Descartes) Wenn vier rechte Winkel mit der An-
zahl der Raumwinkel multipliziert werden und von diesem Produkt acht rechte Winkel
abgezogen werden, verbleibt die Summe aller ebener Winkel des Polyeders:

n;

F
360°E-720°= ) > ay,

i=1 j=1

wenn mit n; die Eckenzahl der i-ten Fldche bezeichnet ist und die Innenwinkel der i-ten
Seite mit iy, ..., Uiy,

3Ein Polyeder ist konvex, wenn fiir jede zwei Punkte innerhalb des Polyeders die Verbindungsstrecke
ganz innerhalb des Polyeders liegt. Es ist also ein Polyeder ohne Locher und Dellen.

“Ein Graph heiBt ebener Graph, wenn er auf einer ebenen Fliche so gezeichnet werden kann, dass
sich die Kanten nur in den Knoten schneiden.

SDescartes unverdffentlichtes Manuskript iiber Polyeder blieb in seinem Nachlass. Als Leibniz
in Paris in den 1670er-Jahren weilte, machte er Kopien von diesem und anderen Manuskripten
Descartes’. Diese Kopie wurde erst im 19. Jh. unter Papieren aus Leibniz’ Nachlass gefunden ([12]).
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Die Aquivalenz mit Eulers Formel ist leicht einzusehen, wenn man beachtet, dass in
einem n;-Eck die Winkelsumme gleich (n; —2) - 180° ist sowie, dass Zi, n; = 2K, da jede
Kante in an je zwei Ecken Anteil hat.

Beispiel 4.1

Ein dreiseitiges Prisma hat F = 5 Flidchen und E = 6 Ecken (also 6 Raumwinkel). Die
Anzahl der Kanten ist E=9und E-K+F=6-9+5=2.

Andererseits sind zwei von den Prismenflidchen Dreiecke (mit Winkelsummen 180°)
und drei Vierecke (mit Winkelsummen 360°), also ist 360°E — 720° = 360° - 4 = 2 -
180° + 3 - 360°.

Somit konnte man auch Descartes als ,,Vater der Topologie betrachten. Andererseits war
anscheinend der Erste, der die Euler’sche Polyederformel rein topologisch verstand, erst
Jules Henri Poincaré (1854-1912). Er bemerkte: Jede Ecke teilt zwei Kanten, jede Kante
teilt zwei Fldchen. Daraus folgt, dass jede Unterteilung (Zweiteilung einer Kante durch
Einsatz einer neuen Ecke bzw. einer Fiche durch Einsatz einer neuen Kante) die Summe
E — K + F unverdndert ldsst: Eine eingesetzte Ecke erhoht zugleich E und K um 1, eine
eingesetzte Kante erhoht zugleich K und F um 1. Analog gilt dies fiir die Loschung
einzelner Ecken oder Kanten. Poincaré generalisierte auch die Euler-Charakteristik auf
n-dimensionale Polytopen® ([15]).

Zu einer richtigen Unterdisziplin wurde die Graphentheorie aber iiber ein Jahrhundert
nach Euler, und zwar verbunden mit Anwendungen. Insbesondere tritt damit verbunden
die Graphenart, die als Baum bekannt ist, auf: Ein Baum ist ein zusammenhingender azy-
klischer Graph, also ein Graph, in dem man von jedem Knoten jeden anderen (den Kanten
folgend) erreichen kann, aber keine geschlossenen Pfade moglich sind. Einerseits un-
tersuchte der deutsche Physiker Gustav Kirchhoff (1824—1887) elektrische Stromkreise
und entwickelte dabei eine Theorie der Spannbdume,’ um die elektrischen Stromstirken
in den einzelnen Abzweigungen zu bestimmen. Durch das, was man heute einem dem
Netzwerk entsprechenden Graphen nennen wiirde, zeigte Kirchhoff, dass man nicht alle
moglichen (unabhiingigen) Zyklen beriicksichtigen muss, sondern dass diese durch einen
der Spannbidume bestimmt sind. Andererseits war der englische Mathematiker Arthur
Cayley an chemischen kombinatorischen Problemen interessiert und zihlte Bdume (von
Cayley selbst stammt auch diese Bezeichnung), die bei Aufzihlung von Strukturisomeren®
auftreten. Insbesondere zéhlte er die Isomere der Alkane (gesittigte azyklische Kohlen-
wasserstoffe) C,H;,,» mit einer gegebenen Anzahl n der Kohlenstoffatome C (die drei

®Polytope sind Generalisierungen von Vielecken auf beliebige Dimensionen.

"Ein Spannbaum in einem Graphen ist ein Untergraph, der ein Baum ist und mit dem Graphen alle
Knoten gemeinsam hat.

$Wenn die gleichen Sorten und Anzahlen von Atomen in einem Molekiil verschiedenartig verbunden
sind, spricht man von Strukturisomeren.
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Abb. 4.2 Graphen der drei Strukturisomere mit chemischer Formel CsH

Strukturisomere des Pentans CsHj, sind durch ihre Graphen auf Abb.4.2 dargestellt).
Cayley erkannte, dass man die Alkane durch Bdaume darstellen kann, in denen es genau n
Knoten mit Grad 4 gibt (entspricht den Kohlenstoffatomen mit Valenz 4) und 2n+2 Knoten
mit Grad 1 (Wasserstoffatome haben Valenz 1). Bis heute behielt die Graphentheorie die
Chemie als ein wichtiges Anwendungsgebiet ([6]).

Arthur Cayley (1821-1895) zeigte seine mathematischen Fihigkeiten schon als
Kind. Er studierte Mathematik in Cambridge, und nach dem Studium blieb er dort
als Fellow. Nach dem Ablauf dieses zeitlich begrenzten Stipendiums musste er sich
einen Beruf suchen, von dem er leben konnte. Er wihlte Jura und wurde Anwalt
in London. Er hatte eine erfolgreiche juristische Karriere im Zeitraum 1849-1863,
behielt aber seine mathematischen Interessen. Er tauschte sich viel mit noch ei-
nem Mathematiker-Anwalt in London aus, James Joseph Sylvester (1814—1897).
Cayley behielt auch Kontakt mit dem irischen Mathematiker William Rowan Hamil-
ton (1805-1865), den er bei seinem fritheren Aufenthalt in Dublin kennengelernt
hatte. Wihrend seiner 14-jdhrigen Anwaltskarriere veroffentlichte Cayley etwa 250
mathematische Texte; insgesamt enthalten seine gesammelten Werke (1889 verdof-
fentlicht) 967 Arbeiten zu verschiedenen mathematischen Themen. Als er 1863 zum
Professor der Mathematik in Cambridge berufen wurde, gab er seine juristische Kar-
riere auf, obwohl dies auch eine Kiirzung seines Gehalts bedeutete. So konnte er
sich endlich voll der Mathematik widmen, bald darauf heiratete er auch. Im zweiten
Lebensabschnitt erreichte er hohes internationales Ansehen und wurde durch ver-
schiedene Preise, Mitgliedschaften und Funktionen honoriert. Cayley ist besonders
fiir seinen Beitrag zur Algebra (besonders Matrixalgebra) beriihmt (sieche 1. Buch)
sowie fiir die hier beschriebene Entwicklung der Graphentheorie ([4]).

Cayleys Freunde James Joseph Sylvester (1814—1897) und der irische Mathema-
tiker Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) leisteten auch Beitrige zum Thema
Graphentheorie. Von Sylvester, aus einem kurzen Artikel in der Zeitschrift Nature
(1878), stammt die Bezeichnung ,,Graph®“, und Hamilton entwarf 1859 ein beriihmtes



128 4 Geschichte der Topologie

Abb. 4.3 Regulires
Dodekader als die Welt fiir
Hamiltons Icosian game
(Fotografie eines eigenen
Zometool-Modells)

graphentheoretisches Ritsel, das Icosian game, auch als Reise um die Welt bekannt ([6]).
Hamilton zu Ehren werden Rundgénge in Graphen, bei denen jeder Knoten je einmal
besucht wird, Hamiltonkreise genannt.

Problem 4.2 (Hamiltons Spiel) Wenn man sich einen reguldren Dodekaeder (Abb. 4.3)
als die Weltkugel vorstellt, seine 20 Ecken als Stddte und die Kanten als mogliche Reise-
wege, ist es das Ziel des Spiels, eine Reise um die Welt zu finden, bei der alle Stédte genau
einmal besucht werden und man am Ende in die Anfangsstadt zuriickkehrt.

Um diese kurze Darstellung der Anfinge der Graphentheorie zu beenden, wollen wir
noch einige Worte iiber eines der beriihmtesten mathematischen Probleme iiberhaupt sa-
gen, welches iiber 100 Jahre als das Vierfarbenproblem bekannt und erst kiirzlich als der
Vierfarbensatz bewiesen ist. Der siidafrikanische Mathematiker und Botaniker Francis
Guthrie (1831-1899) studierte Mathematik in London. Guthrie bemerkte, wie wohl auch
andere Menschen vor ihm, dass man verschiedene Landkarten immer mit nur vier Farben
einfarben konnte, sodass angrenzende Lander nie gleichfarbig dargestellt werden. Er stellte
1852 die Frage: Welche ist die Mindestanzahl von Farben, mit der man Landkarten einfr-
ben kann? Graphentheoretisch ausgesagt: Welche ist die Mindestanzahl von Farben, mit
denen man die Knoten eines ebenen Graphen einfarben kann, dabei aber nie zwei mit einer
Kante verbundenen Knoten gleich eingefirbt werden? Als Bedingungen stellte er, dass die
Landkarte nur aus Landern besteht und dass Lénder immer ,,einfach zusammenhéngend
sind, also ohne ,,Locher” und immer nur in einem Teil (die USA beispielsweise wiirde
diese Bedingung nicht erfiillen, da die Staaten Hawaii und Alaska nicht mit dem Rest der
USA verbunden sind). Diese Frage leitete er unter anderem an seinen Professor Augustus
de Morgan weiter. Im Jahr 1878 wurde das Problem von Cayley zum ersten Mal im Druck
erwiahnt. Schon bald wurde das Problem recht populédr: Zwar lehrte die Erfahrung, dass
vier Farben geniigen, und es ist auch nicht schwer, ein Beispiel zu finden, fiir das wirklich
vier Farben notwendig sind (siehe Abb.4.4), aber es fehlte ein mathematischer Beweis.
Alfred Kempe (1849-1922), ein Student Cayleys, veroffentlichte 1879 einen angebli-
chen Beweis, der sich 11 Jahre spiter als mangelhaft erwies. Den Fehler entdeckte Percy
Heawood (1861-1955), konnte aber durch Vereinfachung von Kempes Argumenten den
Fiinffarbensatz beweisen: Jede ebene Landkarte kann mit 5 Farben so eingefirbt werden,
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Abb. 4.4 Es gibt Landkarten,
zu deren Einfiarbung
mindestens vier Farben
benétigt werden

dass angrenzende Linder verschiedenfarbig dargestellt werden. Wihrend des 20. Jh. wur-
den immer mehr Beweise fiir den Vierfarbensatz fiir Landkarten mit maximal » Léindern,
wobei n immer groBBer wurde, gefunden ([2, 9]). Endlich konnten dann 1976 Kenneth Ap-
pel und Wolfgang Haken einen Beweis des Vierfarbensatzes vorstellen, allerdings wurde
der Beweis durch intensiven Einsatz von Computern erzielt und erdffnete somit eine neue
Frage: Wann ist so ein Beweis als mathematisch rigoros anzusehen? Die Diskussion dauert

an ([9)).

4.2  Entstehung der geometrischen und algebraischen Topologie

Eines der bekanntesten, oder vielleicht auch das bekannteste, aller Untergebiete der Topo-
logie ist die Knotentheorie, sie hat ihre Urspriinge in den Endjahrzehnten des 18. Jh.
Ein mathematischer Knoten ist eine geschlossene Kurve im dreidimensionalen euklidi-
schen Raum, welche nirgendwo sich selbst durchdringt; zwei oder mehr Knoten, die sich
nicht schneiden, aber ineinander verschlungen sein kdnnen, nennt man eine Verschlin-
gung. Zwei Knoten (oder Verschlingungen) sind dquivalent, wenn man den einen in den
anderen durch eine stetige Verformung iiberfiihren kann (Abb.4.5). Aus 1794 stammen
Knotenzeichnungen und -tabellen von Carl Friedrich GauB3. Spéter (1833), verbunden mit
seiner Arbeit an elektrodynamischen Problemen, bewies er das dlteste bekannte Resultat
der Knotentheorie: Er entdeckte eine topologische Invariante, die sogenannte Gauf3’sche
Verschlingungszahl einer Verschlingung ([3]).

Abb. 4.5 Aquivalenz von
Knoten

W) e (0
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Abb. 4.6 Eigenes Modell des Mobiusbandes

Der deutsche Mathematiker Johann Benedict Listing (1802-1882) war ein Student
Gaul}’ und arbeitete an topologischen Konzepten weiter. Von ihm stammt der Name
»Topologie® (1836 in einem Brief, 1847 in der verdffentlichten Schrift Vorstudien zur
Topologie), jedoch hielt sich bis Ende des 19. Jh. die Bezeichnung Analysis situs als Name
fiir Topologie. Listing entwickelte eine eigene Methode zur Bezeichnung von Knoten und
beschiftigte sich mit der Chiralitit von Knoten, d. h. der (In-)Aquivalenz zwischen Knoten
und seinem Spiegelbild ([3, 4]).

Vier Jahre vor Mobius (1861) beschrieb Listing auch die wohl beriihmteste topologisch
interessante Fliache, das Mobiusband. Es ist eine einseitige, nicht orientierbare Fliche, de-
ren interessante Eigenschaften auch in der Popularisierung der Mathematik Anwendung
gefunden haben (Abb. 4.6). Den Namen bekam die Fliche nach einem anderen deutschen
Mathematiker, August Ferdinand Mobius (1790-1860), der sich hauptsdchlich mit Geo-
metrie befasste und 1858 das Mdobiusband entdeckte. Diese Entdeckung wurde posthum
1865 verdffentlicht ([4, 13]).

Zu gleicher Zeit wie Listing beschiftigte sich auch ein viel beriihmterer Mathema-
tiker mit der Frage des Zusammenhangs von Fldchen: Bernhard Riemann (1826-1866).
Im Jahr 1851 beschrieb er die Riemann’schen Flichen. Dies sind, vereinfacht gesagt,
zusammenhingende Flidchen (besser gesagt: Mannigfaltigkeiten), welche wegen implizit
definierter Funktionen, die keine eindeutigen Funktionen auf der komplexen Zahlenebene
definieren, eingefiihrt worden sind. Riemanns Idee ist die Entfernung gewisser Kurven aus
der komplexen Zahlenebene, sodass eine (dichte, offene) Menge §2 iibrig bleibt, auf der
die Funktion auf eine oder mehr Weisen eindeutig definiert ist. Man kombiniert dann so
viele Kopien von 2 entlang der ausgeschnittenen Kurven, wie es eindeutige Versionen der
Funktion gibt.

Beispiel 4.2

Die Quadratwurzel ist implizit durch z2—w = 0 definiert. Wenn man aus der komplexen
Ebene den negativen Teil N der reellen Achse entfernt, kann man auf dem Rest §2
der komplexen Ebene die Quadratwurzel auf zwei Arten eindeutig definieren: als z =
Tw| exp(ip/2) oder als z = —/]w]| exp(ip/2) (wenn w = |w| exp(i¢)). Wenn man dann
zwei Kopien von §£2 nimmt und sie entlang des Schnitts N ,,aneinanderklebt enthilt
man die entsprechende Riemann’che Fliche.
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Aufbauend auf Riemanns Resultaten konnte in den 1860er-Jahren der franzosische
Mathematiker Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) viele neue topologische
Konzepte und Invarianten einfiihren. Am beriihmtesten davon sind die Homotopie von
Wegen’ und der Satz von Jordan ([5]):

Theorem 4.3 (Jordans Kurvensatz (1893)) Jede einfach geschlossene Kurve in der
Ebene (also geschlossene Kurve, welche sich selbst nirgendwo schneidet, siehe Abb. 4.7
rechts) teilt die Ebene in zwei disjunkte Gebiete, ein (durch die Kurve) beschrdnktes (das
,,innere Gebiet“) und ein unbeschrdinktes (das ,,duflere Gebiet“).

Zu dieser Zeit war die Suche nach Wegen zur Klassifikation von Fldchen schon recht in-
tensiv. Riemann und Jordan vermuteten, dass die Euler-Charakteristik eine geschlossene
Fliache topologisch (also bis auf Homdomorphismus) vollstindig bestimmt, und Mdbius
hatte 1863 die Grundformen solcher Flidchen entdeckt: die 2-Sphére ohne Loch, mit ei-
nem Loch (Torus), zwei Lochern etc. Spiter wurde bewiesen (Dehn und Heegaard, 1907),
dass auch wirklich alle geschlossenen orientierbaren Flichen einem der Mdobius’schen
Grundtypen (Abb. 4.8) dquivalent sind ([15]).

In den 1860er-Jahren bekam die Knotentheorie einen naturwissenschaftlichen Schub.
Der beriihmte britische Physiker Lord Kelvin (William Thomson, 1824—-1907) stellte die
Hypothese auf, dass Atome eigentlich Verknotungen im Ather sind und dass verschie-
denartige Verknotungen verschiedenen Elementen entsprechen. Diese Idee regte (nicht

Abb. 4.7 Eine einfach
geschlossene Kurve (links) und
eine, die es nicht ist %

(o=

Abb. 4.8 Grundtypen geschlossener, orientierbarer 2-Flidchen im 3-Raum

Vereinfacht gesagt ist dies eine stetige Verformung von zwei Wegen mit gleichen Endpunkten
ineinander.
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nur) Mathematiker an, Knotentabellen zu erstellen. Die erste Knotentabelle stammt vom
schottischen mathematischen Physiker Peter Guthrie Tait (1831-1901). Er organisierte
seine Tabelle nach der Anzahl von Kreuzungen in den Knotenprojektionen'® und konnte
bis 1885 alle sogenannten alternierenden Knoten'!' mit Projektionen mit bis zu zehn Kreu-
zungen auflisten. Tait stellte auch verschiedene Hypothesen iiber Knoten auf, die erst Ende
des 20. Jh. bewiesen wurden. Mit Tait kommunizierten, und leisteten eigene Beitrige zum
Thema, der britische Mathematiker (und Pfarrer) Thomas P. Kirkman (1806—-1995) und
der amerikanische Mathematiker und Ingenieur Charles Newton Little (1858-1923). Bis
1899, also nachdem schon durch das Michaelson-Morley’sche Experiment bewiesen war,
dass Lord Kelvins Atommodell falsch ist, entstanden so Tabellen aller Knoten mit bis
zu zehn Kreuzungen,'? inklusive erster Methoden zur Losung des Hauptproblems, also
der Entscheidung, ob zwei Knotenprojektionen den gleichen Knoten darstellen oder nicht.
Diese Tabellen wurden spiter rigoros analysiert (Alexander und Briggs, 1927) und ver-
vollstiandigt (Reidemeister, 1932) ([1, 3, 8]). Interessanterweise hat die Knotentheorie und
allgemein Topologie in moderner Zeit aber doch viele Anwendungen in der Chemie ge-
funden, verbunden mit der Klassifikation von Molekiilen, aber auch als Inspiration fiir
die Synthese neuer Molekiile. So sind bis heute beispielsweise Molekiile mit der Topo-
logie eines Mobiusbandes oder auch einer Kleeblattschlinge, des einfachsten nichttrivialen
Knotens, bekannt. Die ersten sechs Knoten, mit fiinf oder weniger Kreuzungen darstellbar,
sind in Abb. 4.9 dargestellt.

Die topologischen Ideen und Resultate Listings, Riemanns und Jordans konnte end-
lich der beriihmte franzosische Mathematiker Jules Henri Poincaré (1854—1912), oft als
»letzter Universalist unter den Mathematikern® bezeichnet, prézisieren und systemati-
sieren. Er veroffentlichte 1895 Analysis situs, die erste systematische Darstellung der
Topologie. Er begriindete auch die algebraische Topologie durch Einfiihrung (1895) der

fint Kroummgen O (\)
&3

OEine Knotenprojektion ist eine Darstellung des Knotens in der Ebene, in der bei den Kreuzungen
klar hervorgehoben ist, welche der zwei Stringe oberhalb des anderen verlduft, wie in Abb. 4.5.

Ein alternierender Knoten besitzt eine Projektion, in der die Kreuzungen abwechselnd Uber- und
Unterfiihrungen sind.

121974 wurde ein doppelter Eintrag in Littles Tabelle entdeckt.
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Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes. Deren Elemente sind Homotopieklas-
sen von Schleifen (geschlossenen Wegen); wenn zwischen zwei Schleifen eine Homotopie
existiert, werden sie als #dquivalent betrachtet. Die Gruppenoperation wird durch das
,Aneinanderreihen von Schleifen definiert. Wenn alle Schleifen zur trivialen Schleife
homotopisch sind (also wenn man jede Schleife innerhalb des Raumes zu einem Punkt
stetig zusammenziehen kann), ist die Fundamentalgruppe des Raumes trivial. Solche
Riume nennt man auch einfach zusammenhéngend. Beispielsweise (siehe Abb. 4.10) hat
die 2-Sphére eine triviale Fundamentalgruppe, und (siehe Abb.4.11) ein Torus hat eine
nichttrivale Fundamentalgruppe ([4, 15]).

Poincaré konnte zeigen, dass jede zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit trivialer
Fundamentalgruppe der 2-Sphire topologisch dquivalent ist und stellte die Vermutung auf,
dass dies auch im dreidimensionalen Fall stimmt. Dies ist die beriihmte Vermutung von
Poincaré. Sie konnte zunéchst in den 1960er-Jahren in n-dimensionaler Variante fiir n > 4
bewiesen werden, dann 1982 fiir vierdimensionale Mannigfaltigkeiten. Die urspriingliche
n = 3-Vermutung wurde eines der sieben Millenium-Probleme und ist als Einziges davon
bis heute gelost: Der russische Mathematiker Grigorij Perelman schaffte dies 2002 (der
Beweis wurde 2006 anerkannt). Somit ist jetzt nicht mehr von der Poincaré-Vermutung,
sondern von dem Satz von Poincaré die Rede ([4, 15, 16]).

Es wiirde den Rahmen dieses Buches sprengen, noch mehr Details zur Geschichte
der Topologie anzugeben. Wir beenden somit diese kurze Beschreibung des Entstehens
dieser Disziplin durch Nennung einiger Highlights der Namen und Resultate, die zur heu-
tigen Form der Topologie beitrugen. Der niederldndische Mathematiker Luitzen Egbertus

§ { &
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Abb. 4.10 Die 2-Sphire ist einfach zusammenhingend

Abb. 4.11 Ein Torus ist nicht einfach zusammenhingend
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Jan Brouwer (1881-1966) wird oft als ,,der Vater moderner Topologie* bezeichnet und
konnte nicht nur verschiedene Varianten des Fixpunktsatzes beweisen, sondern auch die
topologische Invarianz der Dimension und die erste korrekte Definition der Dimension an-
geben ([4, 14]). Die Konzepte der offenen und abgeschlossenen Mengen entsanden durch
Generalisierung der analytischen Konvergenz, besonders durch Arbeiten Karl Weier-
straB}’ und Georg Cantors. Weierstrall konnte 1877 den Satz von Bolzano und Weierstraf}
beweisen und fiihrte den Begriff der Umgebung ein, und Cantor fiihrte 1872 den Begriff
der Ableitung einer Menge (also die Menge aller Hiufungspunkte) ein und definierte abge-
schlossene Mengen (1884, siche auch Abschn. 5.2). Maurice René Fréchet (1878-1973)
gab eine erste Definition von kompakten Riumen und generalisierte euklidische auf allge-
meine metrische Raume. In den 1930er-Jahren, aufbauend auf fritheren Ideen und Arbeiten
von Fréchet, Frygies Riesz (1880-1956), Felix Hausdorff (1868—1942) und anderen, dis-
kutierte die Gruppe franzdsischer Mathematiker, welche unter dem Pseudonym Nicolas
Bourbaki wirkten, iiber den axiomatischen Zugang zur Topologie. Sie formulierten 1940
die einzigen drei Axiome der Topologie ([4, 11]):

1. Die leere Menge ist offen.
2. Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist eine offene Menge.
3. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist eine offene Menge.

In der Tab. 4.1 ist eine Ubersicht der Geschichte der Topologie aufgefiihrt.

Tab. 4.1 Geschichte der Topologie: Ubersicht

Was? Wer? Wann?
Graphentheorie: Konigsberger L. Euler 1736 bzw.
Briickenproblem, Polyederformel 1750
Erste topologische Invariante x S. Lhuilier 1813
Andwendungen von Graphen G. Kirchhoff, A. Cayley, 1850er- bis
J. J. Sylvester, W. R. Hamilton 1870er-Jahre
Vierfarbenproblem F. Guthrie 1852
Knotentabellen C. F. GauB 1794
P. G. Tait, T. P. Kirkman, Ende 19. Jh.
C. N. Little
Anfinge der Flichenklassifikation A. E. Mobius 1863
B. Riemann, 1850er- bis
M. E. C. Jordan 1860er-Jahre
Anwendungen der M. E. C. Jordan 1866
Gruppentheorie in der J. H. Poincaré 1895
Topologie
Axiomatisierung Bourbaki-Gruppe 1940



Literaturverzeichnis 135

Literaturverzeichnis

11.

12.

13.
14.

15.
16.

. Adams, C.C.: The Knot Book. American Mathematical Society, Providence (2004)
. Burton, D.M.: The History of Mathematics: An Introduction (6. Aufl). McGraw-Hill, New York

(2006)

. Colberg, E.: A brief history of knot theory. http://www.math.ucla.edu/~radko/191.1.05w/erin.

pdf. Zugegriffen 15 Mai 2017

. O’Connor, J.J., Robertson, E.F.: MacTutor History of Mathematics Archive. http://www-history.

mcs.st-andrews.ac.uk/ (2016). Zugegriffen 15 Apr. 2017

. Hales, T.C.: Jordan’s proof of the Jordan curve theorem. Studies in Logic, Grammar and

Rhetoric 10, 45-60 (2007)

. Harary, F.: Graph Theory. Addison-Wesley Publ. Co., Reading, Massachusetts (1969)
. Hopkins, B., Wilson, R.J.: The truth about Konigsberg. https://www.maa.org/sites/default/files/

pdf/upload_library/22/Polya/hopkins.pdf. Zugegriffen 11 Mai 2017

. Hoste, J., Thistlethwaite, M., Weeks, J.: The first 1.701.936 knots. Math. Intelligencer 20, 33-48

(1998)

. Krantz, S.G., Parks, H.R.: A Mathematical Odyssey. Springer, New York (2014)
. Malkevich, J.: Euler’s polyhedral formula. AMS Feature Column. http://www.ams.org/

samplings/feature-column/fcarc-eulers-formula. Zugegriffen 11 Mai 2017

Moore, G.H.: The emergence of open sets, closed sets, and limit points in analysis and topology.
Hist. Math. 35, 220-241 (2008)

Phillips, T.: Descartes’ lost theorem. http://www.ams.org/samplings/feature-column/fcarc-
descartes1. Zugegriffen 1 Juni 2017

Pickover, C.: The Mobius Strip. Thunder’s Mouth Press, New York (2006)

Stanford Encyclopedia of Philosophy. https://plato.stanford.edu/index.html. Zugegriffen 15 Mai
2017

Stillwell, J.: Mathematics ans Its History. Springer, New York (2010)

Ungar, S.: Slutnja koja je postala teorem (Die Vorahnung, welche zum Satz wurde; in kroatischer
Sprache). Matematicko fizic¢ki list 61, 20-23 (2010)



5.1 Entwicklung des Unendlichkeitsbegriffs vor Cantor

Die Idee der Unendlichkeit begann schon in der Antike nicht nur Philosophen und Theo-
logen, sondern auch Mathematiker zu interessieren. Man erinnere sich nur an Zenons
Paradoxe oder Eudoxos’ Exhaustionsmethode (siehe Abschn. 1.1). Aristoteles unterschied
zwischen aktualer und potenzieller Unendlichkeit, glaubte aber, dass nur die potenzielle
existieren kann: ,,Aber mein Argument beraubt die Mathematiker in keiner Weise ihrer
Forschung, obgleich es die Existenz des Unendlichen bestreitet, im Sinne der aktualen
Existenz, als etwas, was bis zu so einem Ausmal vergréfert wurde, dass man es nicht
durchgehen kann; weil, wie es ist, brauchen sie die Unendlichkeit nicht und verwenden sie
auch nicht, sondern verlangen nur, dass das Segment beliebig lang werden kann ...“. Im
Mittelalter befassten sich viele Gelehrte mit der Idee der Unendlichkeit, so z. B. Thomas
von Aquin (ca. 1225-1274) und Thomas Bradwardine (ca. 1295-1349). Interessant ist
Bradwardines Auffassung, dass eine kontinuierliche Grofie aus einer unendlichen Anzahl
gleichartiger kontinuierlicher Groflen zusammengesetzt ist ([1, 3]).

In der Renaissance finden wir zum ersten Mal die Erkenntnis der fundamentalen Eigen-
schaft unendlicher Mengen: Jede unendliche Menge ist in Bijektion! mit einer ihrer
echten Teilmengen. Galileo Galilei (1564—1642) bemerkte dies fiir die Menge natiirlicher
Zahlen: Wenn man alle Quadratzahlen aufzihlt, entspricht jeder von ihnen genau eine
natiirliche Zahl,

'Eine eindeutige Abbildung zwischen zwei Mengen, durch die jedem Element einer Menge genau
ein Element der anderen Menge entspricht, und umgekehrt.
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Also gibt es gleich viele Quadratzahlen wie alle, scheinbar zahlreichere, natiirlichen
Zahlen. Galileo bemerkt, dass in der Welt des Unendlichen andere Regeln gelten als fiir
endliche (begrenzte) GroBen (Quantita terminate). Insbesondere ist es klar, dass Galileo
die Existenz unendlicher Mengen nicht leugnet ([1, 7]).

Ende 17. Jh. wurde nach der Begriindung der Infinitesimalrechnung immer klarer,
dass durch die Geschichte der Mathematik zwei Fragen mit dem Thema Unendlich-
keit entstanden sind: der Unterschied zwischen potenzieller und aktualer Unendlichkeit
sowie der Kontrast zwischen der diskreten Natur der Zahlen und der kontinuierlichen
Natur geometrischer Objekte ([4]). Trotzdem war die Idee der Unendlichkeit fiir viele
Mathematiker problematisch, und bis zum 19. Jh. waren viele der Ansicht, dass keine
unendlichen Mengen existieren. So dachte 1741 z. B. Boskovi¢ (1711-1787), dass er be-
wiesen hat, unendlich gro3e Mengen existieren nicht. Seine Argumentation ([12]) war die
Folgende:

Beispiel 5.1 (Paradox von Boskovi¢)

Man betrachte (siehe Abb. 5.1) einen Winkel in der Ebene. Seine Spitze sei B. Man teile
den Winkel durch seine Winkelhalbierende BD. Falls einer der so entstandenen Teile
der Ebene einen unendlichen Fldcheninhalt hat, gilt dasselbe auch fiir den anderen, da
die Flacheninhalte offensichtlich gleich sind. Beginnend mit einem Punkt C auf einer
der Winkelstrahlen zeichnet man eine Parallele zum anderen Winkelstrahl. Der Schnitt-
punkt dieser Geraden mit der Winkelhalbierenden sei D. Auf der Gerade CD bestimmt
man nun den Punkt £ mit der Eigenschaft, dass seine Entfernung zu D gleich doppelter
Entfernung von C bis D ist. Wenn man Parallelen zu CDE zieht, teilt man den Teil der
Ebene, der durch den Winkel CBE bestimmt ist, in Streifen. Sei cde eine dieser Paral-
lelen. Wegen der Wahl von E ist der Flidcheninhalt des Dreiecks dBe zweimal grofer
als die Fldache des Dreiecks cBd. Demzufolge hat das Viereck dDEe einen doppelten
Fliacheninhalt wie cCDd. Da dies fiir jede Parallele cde gilt, schlieit Boskovié, dass der
durch den Winkel CBD bestimmte Teil der Ebene den halben Flicheninhalt des Teils
DBE hat. Da dieser aber kleiner als der durch DBA bestimmte und dieser gleich dem
durch den Winkel DBC bestimmten Flidcheninhalt ist, erscheint dies paradoxal: Ein Teil
scheint doppelt so grofl wie die Gesamtheit zu sein.

Abb. 5.1 Illustration zum
Unendlichkeitsparadox von
Boskovié¢ E
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Diese anscheinend paradoxale Eigenschaft der Existenz einer bijektiven Abbildung
zwischen einer unendlicher Menge und einer echten Untermenge dieser Menge wurde von
Bernard Bolzano (1781-1848) an mehreren Beispielen als typische Eigenschaft unend-
licher Mengen untersucht. Bolzanos Paradoxien des Unendlichen wurden posthum 1851
verdffentlicht, hier tritt auch der Begriff ,,Menge* zum ersten Mal in der Geschichte auf.
Unter anderem untersuchte Bolzano Galileos Beispiel und konnte weiter zeigen, dass die
Intervalle (0, 1) und (0, 2) gleich viele Elemente haben (die Bijektion ist durch die Regel
f(x) = 2x gegeben). Er erkldrt auch viele der alten Paradoxien der Unendlichkeit, unter
anderem einen, der auf Galileo zuriickgeht ([1, 3, 6]).

Beispiel 5.2 (Bolzanos Erklarung von Galileos Paradox)

Man betrachtet ein Quadrat ABCD und zeichnet ihm einen Viertelkreis mit Mittelpunkt
A und Radius |AB| ein (Abb.5.2). Eine Parallele zu AD wird eingezeichnet, die das
Quadrat in P und R schneidet, die Diagonale AC in N und den Viertelkreis in M.

Wenn jetzt PR sich der Geraden AD néhert, wird der Kreis mit Radius |PN| immer
kleiner. Wenn PR mit AD koinzidiert, wird der Kreis zum Punkt A. Wihrend dieses
Grenziibergangs wird der Kreisring zwischen den Kreisen mit Radien |PM| und |PR)|
immer diinner und geht in einen Kreis mit Radius |AC] iiber.

Andererseits ist es nicht schwer zu zeigen, dass fiir jede Position von PR die Glei-
chung |PN|?> = |PR|? — |PM|? gilt. Im Grenziibergang wiirde dies bedeuten, dass der
Punkt A die gleiche Flidche hat wie der Kreis mit Radius |AC|. Paradox? Nein! Bolzano
zeigte: Ein Punkt hat genau wie eine Kreislinie eine Fldche gleich null und das anschei-
nende Paradox kommt daher, dass man denkt, dass man aus der Anzahl der Punkte in
einer Figur auf ihren Fldcheninhalt schlieen kann.

Heutzutage benutzen einige Autoren die beschriebene Eigenschaft der unendlichen
Mengen als deren Definition:

Definition 5.1 (Unendliche Menge) Eine Menge A ist unendlich, wenn eine echte
Untermenge B C A und eine bijektive Abbildung f : A — B existieren.

Abb. 5.2 Tllustration zum D R C
Unendlichkeitsparadox von
Galileo
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Wihrend man jetzt denken konnte, dass die Mengenlehre geschaffen wurde, um die
Fragen der Unendlichkeit beantworten zu konnen, ist dies doch nicht ganz so wahr. Zwar
kann man sagen, dass die Mengenlehre eine mathematische Theorie der Unendlichkeit ist,
ihre Entstehung ist aber vor allem mit der Beantwortung bestimmter Fragen iiber die Natur
und das Kontinuum der reellen Zahlen verbunden ([10]).

5.2  Begriindung der naiven Mengenlehre

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) wurde in St. Petersburg
(Russland) geboren. Als er 11 Jahre alt war, zog die Familie nach Frankfurt. Cantor
studierte Mathematik in Ziirich und Berlin. Unter seinen Berliner Professoren waren
Karl Weierstra3 und Leopold Kronecker. Cantors Doktorarbeit war zahlentheore-
tisch, aber als er 1869 eine Stelle in Halle erhielt, begann er, sich unter dem Einfluss
des dlteren Kollegen Heine fiir die Analysis zu interessieren. Seine Versuche,
die Konvergenz trigonometrischer Reihen unter verschiedenen Bedingungen, wie
z.B. ,.bis auf endlich viele Punkte®, zu beweisen, inspirierten ihn, das lineare Konti-
nuum der reellen Zahlen praziser zu beschreiben. In den 1870er-Jahren begriindete
er die Mengenlehre. Cantor heiratete 1874, 10 Jahre spiter fingen seine Depres-
sionsanfille an (siehe auch weiter unten). In der Endzeit seiner mathematischen
Aktividt, den 1890er-Jahren, erlitt er auch einige personliche Tragodien: Innerhalb
von 3 Jahren starben seine Mutter, sein jiingerer Bruder und sein jiingster Sohn. Um
die Jahrhundertwende wurde sein Verhalten immer exzentrischer, und er fing an,
sich mit der Theorie, dass Roger Bacon Shakespeares Dramen verfasste, zu beschéf-
tigen. So kam es sogar dazu, dass, als er als angesehener Wissenschaftler zur Feier
des 500. Jahrestages der schottischen Universitit St. Andrew’s eingeladen wurde,
fast nur tiber diese Theorie geredet hat. Seine Aufenthalte in Sanatorien wurden im-
mer haufiger. In Pension ging er 1913 und litt in der Zeit des ersten Weltkrieges
an Armut und Untererndhrung. Cantor starb 1918 in einem Sanatorium in Halle an
einem Herzinfarkt ([3]).

Der deutsche Mathematiker, Begriinder des Konzeptes der uniformen Stetigkeit, Hein-
rich Edouard Heine (1821-1881) arbeitete, als Cantor eine Stelle in Halle erhielt, an der
Frage der Eindeutigkeit der Représentation einer Funktion durch ihre Fourierreihe. Er
konnte 1870 zeigen: Wenn eine Funktion fast iiberall uniform stetig ist und die zuge-
horige Fourierreihe uniform konvergiert, dann ist die Darstellung eindeutig. Unter seinem
Einfluss fing auch Cantor an, sich mit solchen Fragen zu beschéftigen und versuchte zu
prazisieren, auf welchen Untermengen von R die Ausnahmen zur uniformen Stetigkeit
und Konvergenz stattfinden diirfen. Dies fiihrte ihn zum Problem der prizisen Definition
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des linearen Kontinuums der reellen Zahlen. Cantor definierte 1870 reelle Zahlen als
Aquivalenzklassen von Fundamentalfolgen rationaler Zahlen” und zeigte die eindeutige
Korrespondenz mit Punkten einer Gerade. Weiter definierte Cantor typisch topologische
Begriffe: die Umgebung eines Punktes (ein Intervall, in dessen Innerem sich der Punkt
befindet) und den Hiaufungspunkt einer Menge (ein Punkt p ist ein Hiufungspunkt, wenn
jede seiner Umgebungen unendlich viele Elemente der Menge enthilt). Beispielsweise
besitzen endliche Mengen und N keine Haufungspunkte, andererseits ist 1 ein Haufungs-
punkt fiir Intervalle (0, 1) und [0, 1]. Weiter definiert Cantor derivierte Mengen: A’ ist die
Menge aller Haufungspunkte von A, A” ist die Menge aller Haufungspunkte von A" usw.
Eine Menge A ist der v-ten Sorte, wenn ihre v-fach derivierte Menge A" endlich ist. Unter
Verwendung dieser Begriffe zeigte Cantor, dass die Fourierreihenentwicklung eindeutig
ist, wenn sie hochstens auf einer Menge der Sorte v divergiert ([9]).

Somit leistete Cantor einen wichtigen Beitrag zur Analysis und Topologie, aber er ent-
deckte auch die Faszination der Menge R und unendlicher Mengen im Allgemeinen.
Schon lange vor Cantor war mehr oder weniger die Idee des Kontinuums der reellen
Zahlen, also der bijektiven Korrespondenz zwischen reellen Zahlen und den Punkten ei-
ner Gerade, prisent. Anfang des 19. Jh. wurde den Mathematikern langsam klar, dass
diese intuitive Idee préziser begriindet werden sollte. Bolzano bemerkte 1817, dass der
Zwischenwertsatz, den mehrere Mathematiker vor ihm als offensichtlich benutzten, einen
Beweis verlangt. Insbesondere bemerkte Bolzano, dass man die Intervallschachtelungs-
eigenschaft® beweisen sollte. Solche Fragen fiihrten zu der fundamentalen Frage: Was ist
eine reelle Zahl? ([5, 10]).

Cantor freundete sich 1872 mit Richard Dedekind (1831-1916) an, der sich auch mit
der Frage der prizisen Definition der Menge der reellen Zahlen befasste. Wéahrend Can-
tor die reellen Zahlen als Aquivalenzklassen von Fundamentalfolgen rationaler Zahlen
zu definieren versuchte, definierte Dedekind die irrationalen Zahlen durch Dedekind’sche
Schnitte ([10]). Ein Dedekind’scher Schnitt ist ein geordnetes Paar von zwei nichtleeren
Mengen A, B € QQ mit den Eigenschaften, dass jedes Element von A von jedem Element
von B kleiner ist, dass A kein groftes Element besitzt und dass QQ = AUB. So kann z. B. V2
durch den Schnitt A = {x € Q : x> < 2}, B={x € Q : x*> > 2} definiert werden.

Im Laufe des Jahres 1873 bewies Cantor, dass die Menge N der natiirlichen Zahlen
und die Menge Z der ganzen Zahlen gleichmichtig sind, also gleich viele Elemente ent-
halten. Dabei ging er von der Eigenschaft aus, die offensichtlich fiir endliche Mengen
stimmt: Zwei Mengen sind gleichmichtig, wenn eine bijektive Abbildung von einer
Menge auf die andere existiert. Diese Eigenschaft formalisierte er einige Jahre spiter als
Definition der Gleichméchtigkeit von Mengen. In dem konkreten Fall der Mengen N und
Z kann die gesuchte Bijektion z. B. durch die Reihung von ganzen Zahlen als Folge 0,

’Eine Folge heift Fundamentalfolge, wenn der Abstand beliebiger Folgenglieder a,, und a, mit
wachsenden m und n beliebig klein wird.

3Wenn [ag, by] 2 [a1,b1] 2 ... 2 [an, b,] D ... eine unendliche Folge geschachtelter Intervalle ist,
ist deren Durchschnitt N[a,, b, ] nicht leer.
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Abb. 5.3 Die Menge der
positiven rationalen Zahlen ist
abzihlbar unendlich
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1, -1, 2, -2, 3, -3, ... definiert werden.* Mengen, die der Menge N gleichméchtig sind,
sind als unendliche abzihlbare Mengen bekannt, und die Anzahl ihrer Elemente wird mit
Ry (Aleph-Null) bezeichnet. Beides, der Begriff der Abzihlbarkeit und das Symbol R,
stammt auch von Cantor (aus seinen spéteren Schriften).

Im gleichen Jahr, 1873, zeigte Cantor, dass auch die Menge Q der rationalen Zahlen
abzidhlbar unendlich ist. Er zeigte, dass die Menge der positiven rationalen Zahlen Q" der
Menge N gleichmiéchtig ist. Daraus folgt trivial, dass die Mengen der negativen rationalen
und negativne ganzen Zahlen gleichmichtig sind, also ist Z = -N U {0} U N zugleich
der Menge Q = Q™ U {0} U Q" und der Menge N gleichmichtig, woraus die abzihlbare
Unendlichkeit von @ folgt. Der Beweis, dass Q* abzdhlbar unendlich ist, also dass man
alle positiven rationalen Zahlen in einer Folge aufzéhlen kann, ist durch die Abb. 5.3 illu-
striert: Die Reihenfolge ist durch die Pfeile definiert, Briiche mit gleichem Wert wie ein
frither aufgezahlter Bruch werden iibersprungen ([1, 3, 6, 11]).

Diese Ideen Cantors werden oft als Geschichte erzihlt, die den Namen ,,Hilberts Hotel*
tragt. David Hilbert (1862—1643) erzihlte die Geschichte in einem Vortrag 1924, hat sie
aber nie verdffentlicht. Bekannt wurde sie durch das Buch One, Two, Three ... Infinity von
George Gamow 1947 ([8]). Hier unsere Variante, mit Stadion anstatt Hotel:

Beispiel 5.3 (Hilberts Stadion)

Es existierte, oder wird vielleicht irgendwann existieren, ein Stadion mit unendlich vie-
len Plitzen fiir die Fans. Die Sitze waren mit natiirlichen Zahlen numeriert. Fiir das
Finale der Weltraummeisterschaft waren die Karten ausverkauft. Eine Viertelstunde vor
dem Anpfiff erschien aber nicht mehr und nicht weniger als Pelé vor dem Stadion und
suchte noch einen Sitzplatz. Der arme Kassierer konnte nur sagen: Wir sind leider aus-
verkauft. Aber Pelé abweisen kam ja nicht infrage. Gliicklicherweise war der Kassierer

4Man bemerke: Eine Menge A ist der Menge N gleichmiichtig, wenn alle Elemente von A als eine
unendliche Folge a;, ay, as, ... aufzdhlbar sind. In diesem Fall ist die gesuchte Bijektion durch a(n) =
a,, n € N, definiert.
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David aber eine ehemaliger Mathematikstudent und erinnerte sich an die Grundideen
Cantors. So schaltete er den Lautsprecher ein und sagte: ,,Alle Zuschauer werden ge-
beten, ihre Sitzplitze auf den Sitzplatz mit der ndchsthoheren Zahl zu wechseln®. Der
Zuschauer auf Platz 1 wechselte also auf 2, der von 2 auf 3 usw. Da es ja unendlich
viele Plitze gab, konnte jeder Zuschauer, wie grof3 auch seine Sitzplatznummer n war,
auf Platz n + 1 wechseln, und Pelé bekam Platz Nummer 1, wie es sich eben fiir eine
FuBballlegende gehort.”

Doch Davids Probleme wurden gleich noch schlimmer. Zehn Minuten vor An-
pfiff erschienen die Sportminister aller, unendlich vieler, Linder des Universums. Falls
man fiir sie keine Pldtze fand, drohten sie, jegliche finanzielle Unterstiitzung fiir Ful3-
ball in allen Lindern zu streichen. Nach kurzem Nachdenken erinnerte sich David
des Beweises, dass Z abzihlbar ist. Die entsprechende Anweisung an die Zuschauer
war einfach: ,,Wir bitten alle Zuschauer auf den Sitzplatz mit doppelter Nummer zu
wechseln®. Pelé wechselte also (leider) auf 2, der dortige Zuschauer auf 4 usw. Jeder
Zuschauer, mit welcher Sitzplatznummer n auch immer, konnte auf Platz 2n wechseln
und es blieben (abzédhlbar) unendlich viele Sitzplidtze mit ungeraden Nummern fiir die
Sportminister.°

Katastrophe verhindert! Doch aller Sorgen sind drei. Eine Minute vor Anpfiff und
Kassenschluss erschien eine (abzdhlbar) unendliche Anzahl von fliegenden Unter-
tassen, auf jeder eine (abzihlbar) unendliche Anzahl von AufBerirdischen aus dem
einzigen Eck des Weltraumes, in dem Fuf3ball nicht beliebt war. Sie alle wollten das
Finale sehen, um endlich zu verstehen, warum andere Weltraumbewohner so von ei-
nem Spiel begeistert waren, in dem ein Vielfaches (einige Weltraumbewohner haben
mehr als 2 Beine) von 44 haarigen Beinen einem Ball nachrennt. Es ist unwichtig, was
geschehen haben konnte, wenn ein anderer als David an der Kasse gearbeitet hatte. So
erinnerte er sich an die Abzihlbarkeit von Q und gab die Anweisung: , Jeder Zuschauer
wird gebeten, von seinem Platz auf den Platz mit der Zahl 2 hoch seine gegenwirtige
Nummer zu wechseln!“. Die Zuschauer wechselten also von 1 auf 2, von 2 auf 4, von n
auf 2". Wihrend dieses Umordnens im Stadion teilte David jeder fliegenden Untertasse
eine ungerade Primzahl zu (die Untertassen wurden also 3,5, 7, 11, ... numeriert). Da es
nach Euklids Satz unendlich viele Primzahlen gibt, konnten alle Untertassen numeriert
werden. Endlich wurden die AufSerirdischen instruiert, nach dem Prinzip vom Sieb des
Eratosthenes zu verfahren: Die Auflerirdischen aus Untertasse Nummer 3 erhielten die
Sitzplitze, deren Nummern durch 3 teilbar sind, die aus Untertasse Nummer 5 bekamen
alle noch unbesetzten Plitze, deren Nummern durch 5 teilbar sind usw.” Endlich konnte
(natiirlich mit etwas Verspitung) das Spiel beginnen.

SMit R ausgedriickt: 1 + Ry = K.
SMit Ry ausgedriickt: &g + Ry = K.

"Man bemerke, dass dies ein anderer als durch Abb. 5.3 illustrierter Beweis der Gleichheit 8 - 8¢ =
No ist.
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Kehren wir zuriick von Hilberts Zeit in die Zeit Cantors. Im gleichen Jahr 1873, in
dem er die obigen Resultate beweisen konnte, bewies Cantor auch, dass die algebraischen
Zahlen abzihlbar unendlich sind. Dies fiihrte logischerweise zu folgenden Fragen: Sind
etwa alle unendlichen Mengen gleichméchtig? Insbesondere, ist die Menge R der reellen
Zahlen abzdhlbar unendlich?

Fiir viele Mathematiker, auch fiir die Autorin dieses Buches, ist der Moment, in dem
Cantor bewiesen hat, dass R nicht mit N gleichmichtig ist und somit unendliche Mengen
verschiedener Michtigkeit existieren, der Geburtsmoment der Mengenlehre. Dies war im
Dezember 1873, und der Beweis wurde 1874 in der beriihmten mathematischen Zeitschrift
Crelles Journal veroffentlicht. Schnell wurden Cantors Resultate kontrovers. Schon auf
den ersten Blick ist sein Resultat iiberraschend: Erst 1844 konnte Joseph Liouville die
Existenz transzendenter, also nichtalgebraischer reeller, Zahlen beweisen. Kurz vor Can-
tors Beweis konnte Charles Hermite die Transzendenz von e beweisen, und erst einige
Jahre spiter, 1882, konnte Ferdinand von Lindemann die Transzendenz von w beweisen.
Die transzendenten Zahlen schienen also 1873 eine ziemlich seltene Zahlensorte zu sein.
Und dann kam Cantor mit seinen Beweisen der Abzihlbarkeit der algebraichen Zahlen
und der Unabzihlbarkeit von R, aus denen einfach folgt: Es gibt iiberabzihlbar viele, also
mehr als algebraische, transzendente Zahlen!

Doch diese ,,schockierende‘ Erkenntnis war nur der Anfang der Kontroverse. Nach dem
Beweis der Unabzihlbarkeit von R versuchte Cantor etwas, was offensichtlich schien, zu
beweisen: Ein Quadrat besteht aus mehr Punkten als ein Segment. Aber, 1877 konnte er
das Gegenteil beweisen und mehr dazu. Cantor zeigte, dass ein Segment einem Quadrat,
einem Wiirfel und allgemein einem beliebig (ganzzahlig) dimensionalen Raum gleich-
machtig ist. Formeller gesagt, fiir jede zwei natiirliche Zahlen m und n sind die Mengen R™
und R” gleichmichtig. Berithmt wurde Cantors Kommentar in seinem Brief an Dedekind,
in dem er sein Resultat beschrieb: ,.Ich sehe es, aber ich glaube es nicht!* Diese {iberra-
schende Erkenntnis er6ffnete die Frage des Sinns des Begriffs der Dimension. Dies wurde
spéter (1912) von Brouwer geklirt, der beweisen konnte, dass die Bijektion zwischen
verschiedendimensionalen Rdumen nie stetig sein kann.

Die Kontroverse um Cantors Resultate intensivierte sich recht schnell. Dazu trug beson-
ders Leopold Kronecker (1823—-1891), zu der Zeit einer der Herausgeber der Zeitschrift
Crelles Journal, bei. Er war sehr skeptisch gegeniiber Cantors neuen Resultaten und wollte
zunidchst den neuen Artikel nicht verodffentlichen, nach Intervention von Dedekind und
Weierstrall wurde dieser doch 1878 verdffentlicht. In diesem Artikel findet man nicht nur
das Resultat, welches die Frage der Dimension verursachte, sondern auch die oben angege-
bene Definition der Gleichmichtigkeit, den Beweis, dass die Méchtigkeit der natiirlichen
Zahlen die kleinste unter den unendlichen ist sowie dass abzéhlbar viele Kopien von R
zusammen immer noch mit R gleichméchtig sind.

Der Grund fiir Kroneckers Opposition war seine konstruktivistische Uberzeugung, dass
man zum Beweis der Existenz eines mathematischen Objekts eine explizite Konstruktion
bendtigt. Mehr sogar, er verlangte, dass die Konstruktion in endlich vielen Schritten aus
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ganzen Zahlen erfolgt und lehnte sogar die Existenz irrationaler Zahlen ab. Demgegeniiber
waren Cantors Beweise extrem unkonstruktivistisch.

Zwischen 1879 und 1884 veroffentlichte Cantor in der Zeitschrift Mathematische
Annalen sechs Artikel, in denen er die Mengenlehre detailliert beschrieb. In dem letzten
dieser Artikel fiihrt er das Konzept der wohlgeordneten® Mengen ein sowie Ordinalzahlen
und deren (transfinite) Arithmetik. Dabei fiihrte er die Ordinalzahlen als Ordnungstypen
wohlgeordneter Mengen ein, mit dem Ziel, die Kardinalzahlen genauer zu beschreiben.
Die kleinste transfinite Zahl, also die Ordinalzahl von N mit der Standardordnung,
bezeichnete er mit w ([1, 3, 11]).

Die Kontroverse mit Kronecker und seinen Gesinnungsgenossen dauerte aber an, und
1884 erlitt Cantor seinen ersten Depressionsanfall. Nach modernen Erkentnissen zum
Krankheitsbild hatte das weniger mit dieser Kontroverse zu tun, sondern mehr mit seinen
schwierigen zwischenmenschlichen Beziehungen und seinen mathematischen Sorgen.
Insbesondere muss man hier die Kontinuumshypothese nennen. Nach Cantors 1870er-
Resultaten waren zwei verschiedene unendliche Michtigkeiten, heute Kardinalzahlen
genannt, bekannt: die von N (R() und die von R (¢). In Cantors Artikel von 1874 ist bewie-
sen, dass Ry < c¢. Die natiirliche Frage ist: Gibt es eine Kardinalzahl zwischen ¥ und ¢?
Die Vermutung, dass es keine gibt, wird heute als Kontinuumshypothese bezeichnet und
meist durch die Formel

2N = R,

dargestellt, da bewiesen werden kann, dass ¢ = 2% und mit R, die kleinste Kardinalzahl
groBer als R bezeichnet wird. Cantors erste Versuche, diese Vermutung zu beweisen oder
zu widerlegen, scheiterten. Zu gleicher Zeit scheiterten auch seine Versuche, eine Stelle
in Berlin zu bekommen, und er erlitt den erwédhnten Depressionsanfall. Er erholte sich bis
zum nichsten Jahr und arbeitete weiter. In den Jahren 1895 und 1897 veroffentlichte er
endlich eine vollstindige, zweiteilige Beschreibung der Mengenlehre.

Das beriihmteste Resultat aus dieser zweiten Phase ist

Theorem 5.1 (Cantor) Jede Menge A hat weniger Elemente als ihre Potenzmenge 2(A)
(die Menge aller Untermengen von A).

Der Beweis erfolgt durch das Diagonalverfahren von Cantor.
Beweis Da die Abbildung A > x — {x} € Z(A) offensichtlich injektiv ist, kann die

Kardinalzahl von A nie groBer als die von &?(A) sein. Nehmen wir an, dass eine bijektive
Abbildung f : A — Z(A) existiert. Man betrachte die Menge M = {x € A : x ¢ f(x)}.

8Eine geordnete Menge heiBt wohlgeordnet, wenn jede ihrer nichtleeren Untermengen ein kleinstes
Element besitzt.
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Dies ist eine Untermenge von A, also M € Z?(A), also (da f bijektiv) existiert ein a € A
mit der Eigenschaft f(a) = M. Jetzt ist entweder a € M oder a ¢ M. Im ersten Fall ist,
nach Definition von M, a ¢ f(a) = M und zugleich a € M, was unmdéglich ist. Im zweiten
Fall folgt (wieder aus Definition von M) aus a ¢ M, dass a € M. In beiden Fillen erhalten
wir also eine Kontradiktion, und der Satz ist somit bewiesen. O

Eine einfache, und wichtige, Konsequenz des Satzes von Cantor ist, dass fiir
jede Kardinalzahl eine groBere existiert und somit unendlich viele unendliche Kardi-
nalzahlen existieren: Es gibt nicht nur zwei, sondern unendlich viele verschiedene
Unendlichkeiten.

Eine Variante des Diagonalverfahrens wird auch fiir den Beweis der Unabzihlbarkeit
von R benutzt. Dies tat auch Cantor 1891, als er einen vom ersten Beweis einfacheren Be-
weis der Unabzihlbarkeit der Menge (0, 1) (und somit auch R) beschrieb ([10]). Man
nimmt das Gegenteil an: Wenn (0, 1) abzéhlbar ist, kann man alle Zahlen aus diesem
Intervall in einer Folge aufzihlen:’

x1 =0,7528752...
xy = 0,5038567...
x3 =0,1193453...
x4 = 0,2553602...

5.1

Man konstruiert jetzt die Zahl x = 0,a;a2a3... € (0, 1), sodass die Ziffer a; gleich 9 ist,
auller wenn x; als i-te Ziffer (also Diagonalziffer) eine 9 hat; in diesem Fall nimmt man
a; = 8. In dem obigen Fall ist x = 0,9989.... Da sich x von jeder der Zahlen x; mindestens
in der i-ten Ziffer unterscheidet, ist x nicht in unserer Liste angefiihrt, also sind darin nicht
alle Zahlen aus (0, 1) enthalten, und wir haben eine Kontradiktion mit der Annahme der
Abzizhlbarkeit von (0, 1).

In den 1890er-Jahren versuchte sich Cantor mit Kronecker zu verséhnen und lud ihn
zu der ersten Sitzung der Deutschen Mathematikervereinigung ein (1891). Kronecker war
aber durch den Tod seiner Ehefrau verhindert, der Sitzung beizuwohnen, und starb auch
selbst kurz danach.

Als nicht besonders wichtige, aber historisch interessante Information wollen wir am
Ende dieser kurzen Beschreibung der Entstehung der Mengenlehre erwihnen, dass die
drei beriihmtesten mengentheoretischen Symbole, N (Durchschnitt), U (Union) und €
(,,ist Element von*) nicht von Cantor stammen, sondern 1888 bzw. 1889 von Giuseppe

9Um die Eindeutigkeit der Dezimaldarstellung von Zahlen sicherzustellen, wihlen wir fiir jede Zahl
die Darstellung mit unendlich vielen von null verschiedenen Ziffern. Beispielsweise wird 1/2 als
0,49999 ... und nicht als 0,50000 ... geschrieben.
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Peano eingefiihrt wurden. Peano war auch der Erste, der explizit die Verwendung des
Auswahlaxioms'® erwihnte ([1, 3, 117]).

5.3  Axiomatisierung der Mengenlehre

Cantor konnte in dem Zeitraum 1873-1897 die sogenannte naive (also nicht
axiomatisierte) Mengenlehre vollstindig begriinden. Doch gerade dann, 1897, wurde das
erste Paradox der Mengenlehre bekannt: Die Gesamtheit aller Ordinalzahlen bildet keine
Menge. Dieses Paradox ist nach Cesare Burali-Forti (1861-1931) benannt. Das Para-
doxale dabei ist, dass in der naiven Mengenlehre jede Kollektion {x : ¢(x)}, wobei ¢ eine
beliebige Eigenschaft ist, eine Menge sein sollte. Cantor selbst konnte 1899 auch ein Para-
dox angeben: Die Klasse aller Mengen (bzw. aller Kardinalzahlen) ist keine Menge (wenn
sie eine Menge wire, hitte sie eine Kardinalzahl, die grofler als alle Kardinalzahlen aller
Mengen wire). Kurz danach, 1902, entdeckte der englische Logiker Bertrand Russell den
wohl beriihmtesten aller Paradoxe der Mengenlehre: Die Kollektion A = {x : x ¢ x} ist
keine Menge. Wenn sie ndmlich eine wire, dann wire entweder A € A oder A ¢ A. Wenn
A € A, wire nach Definition von A auch A ¢ A, andererseits wenn A ¢ A, folgt wiederum
aus der Definition von A, dass A € A. Diese Russell’sche Antinomie wurde unabhingig
von Russell auch von Ernst Zermelo entdeckt ([1, 3]).

Diese Paradoxe fiihrten zu der Frage: War etwa Kronecker im Recht? Andererseits
konnte man zu der Zeit die Mengenlehre nicht mehr einfach beiseiteschieben, da sie
schon Einfluss auf andere mathematische Gebiete entwickelt hatte (beispielsweise be-
nutzte sie Henri Lebesgue, um 1902 das Lebesgue-Mal} und das Lebesgue-Integral zu
definieren). Also musste man einen Weg finden, um die Paradoxe aus der Mengenlehre zu
entfernen. Eine Idee war, dass die Paradoxe vielleicht von dem Auswahlaxiom stammen.
Doch war schon bekannt, dass die Benutzung des Auswahlaxioms direkte Auswirkungen
auf andere mathematische Gebiete hat. Als Beispiel nennen wir Giuseppe Vitalis (1875-
1932) Verwendung des Auswahlaxioms, um die Existenz einer nicht Lebesgue-messbaren
Untermenge der reellen Zahlen zu beweisen. Vitali zeigte auch, unter Verwendung des
Auswahlaxioms, dass ein Kreis in abzihlbar viele disjunkte, kongruente Untermengen
aufgeteilt werden kann. Eine beriihmtere, und zugleich noch mehr verwirrende, Folge
des Auswahlaxioms ist das berithmte Banach-Tarski-Paradox: Eine Kugel kann in end-
lich viele Teile zerlegt werden, aus denen zwei Kugeln mit gleichem Volumen wie die
Anfangskugel liickenlos zusammengesetzt werden konnen ([5, 10]).

Mit der Zeit wurden auch verschiedene dem Auswahlaxiom #quivalente Formulie-
rungen gefunden. So zeigten Ernst Zermelo (1871-1956) und Emile Borel (1871-1956),

Fiir jede nichtleere Menge, die aus nichtleeren Mengen besteht, kann eine neue Menge durch
Auswabhl je eines Elements aus jeder der Mengen formiert werden.
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dass das Auswahlaxiom dem viel intuitiveren und schon von Cantor verwendeten Wohl-
ordnungssatz dquivalent ist:

Theorem 5.2 (Wohlordnungssatz) Jede Menge kann wohlgeordnet werden.

Andererseits versuchte Russell durch die Ausgabe der Principia Mathematica mit
Alfred North Whitehead (1861-1947) die ganze Mathematik auf Logik zuriickzufiihren,
doch auch dieses monumentale Werk konnte nicht einen Weg zur Entfernung der Para-
doxe angeben. Die Losung war, die Mengenlehre zu axiomatisieren. Der erste Versuch
einer Axiomatisierung der Mengenlehre stammt von Zermelo (1908). Sein Axiomen-
system wurde von verschiedenen Mathematikern verbessert, bis er um 1922 die heutige
Form der sogenannten Zermelo-Fraenkel-Axiome der Mengenlehre erhielt. Dieses System
verhindert die Paradoxe, behilt aber alle mengentheoretischen Resultate Cantors bei ([3]).

Der beriihmte Logiker Kurt Godel (1906-1978) konnte 1940 beweisen, dass man in
diesem Axiomensystem das Auswahlaxiom nicht widerlegen kann. 1963 bewies Paul
Cohen (1934-2007) seine Unabhingigkeit von den Zermelo-Fraenkel’schen Axiomen,
sodass heutzutage diese Axiome meist durch das Auswahlaxiom erweitert werden.

Ahnlich erging es der Hypothese, die Cantor ,,verriickt gemacht hat. Auch fiir sie
bewies 1963 Cohen ihre Unabhéngigkeit von den Zermelo-Fraenkel’schen Axiomen
(auch wenn man ihnen das Auswahlaxiom hinzufiigt). Ab dieser Zeit, genauer gesagt ab
ca. 1950, ist Mathematik nicht mehr als eine Kollektion ,,deduktiver Systeme* (Tarski,
1936) mit eigenen Axiomen angesehen, sondern die Axiome einzelner Disziplinen als
mengentheoretische Definitionen innerhalb der Mengenlehre. Die ZFC-Axiomatik, also
die Zermelo-Fraenkel-Axiome mit Auswahlaxiom, wird heute als Grundlage der gesam-
ten Mathematik angesehen. So zeigte sich nicht etwa Poincarés ,,Prophezeihung®, dass
spitere Generationen Cantors Ideen ,,als eine Krankheit betrachten werden, von der man

Tab. 5.1 Geschichte der Mengenlehre: Ubersicht

Was? Wo? Wer? Wann?
Erste Betrachtungen tiber antikes Griechenland 5.—4.Jh.v. Chr.
die Unendlichkeit mittelalterliches Europa 13.-14. Jh. n. Chr.
Existenz verschieden grofler G. Cantor 1873
Unendlichkeiten
Naive Mengenlehre G. Cantor 1873-1897
Erste Paradoxe C. Burali-Forti, G. Cantor, um 1900

B. Russell, E. Zermelo
Axiomatisierung E. Zermelo, A. Fraenkel u. a. 1908-1930
Unabhingigkeit des Auswahlaxioms K. Godel, P. Cohen 1940 bzw. 1963

und der Kontinuumshypothese
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sich erholt hat*, sondern eher die Aussage Hilberts: ,,Aus dem Paradies, das Cantor uns
geschaffen hat, soll uns niemand vertreiben konnen* ([2, 10]).

Eine kurze Ubersicht der Geschichte der Mengenlehre ist in der Tab. 5.1 enthalten.
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Nachwort

3 By N

Abb.1 Mathematische Landkarte (von der Autorin selbst entworfenes und gezeichnetes Bild)

Zu guter Letzt wollen wir am Ende dieser ,.kompakten Ubersicht der Geschichte der
Mathematik zwei berithmte Listen offener mathematischer Probleme erwéhnen. Eine da-
von enthielt als erstes Problem die Frage der Giiltigkeit der Kontinuumshypothese. Dies
ist die berithmte Liste David Hilberts (1862-1943) der 23 Probleme, die er 1900 beim
Internationalen Mathematiker-Kongress als fundamentale Probleme fiir die Zukunft der
Mathematik vorstellte. Einige davon sind immer noch nicht gelost, und eines davon, die
im 1. Buch erwihnte Riemann’sche Hypothese, ging auch in die im Moment bekannteste
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Liste offener mathematischer Probleme, die 2000 vom Clay-Institute vorgestellten sieben
Millennium-Probleme (davon ist eines, die Poincaré-Vermutung, inzwischen bewiesen).
Solche Listen beweisen etwas, was hoffentlich auch durch die Lektiire dieser zwei Binde
der Leser bemerkt hat: Die Mathematik ist stindig in Bewegung. Probleme werden gelost,
werfen aber auch immer neue Fragen auf. Mathematik ist nicht nur wichtig und niitzlich,
sie ist auch lebendig und somit ein wichtiger Teil der menschlichen Kultur. Und zugleich
ist sie auch eine Art Kunst, in der zwar logische Regeln einen Rahmen bilden, aber Krea-
tivitdt und Einfallsreichtum ausschlaggebend sind. Mathematik ist eine weite, bunte Welt,
in der jeder sein Lieblingsreiseziel finden kann (Abb. 1).

Wir verabschieden uns hier von unseren Leserinnen und Lesern mit dem Lieblingszitat
der Autorin:

Das Wesen der Mathematik liegt in ihrer Freiheit. (G. Cantor)
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