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Stichwortverzeichnis


Einleitung

Kennen Sie das? Sie sitzen zu Hause mit einem unangenehmen Gefühl in der Magengegend, weil in drei Wochen eine wichtige Matheprüfung ansteht. Das Gefühl kommt nicht von ungefähr, denn schließlich ist Ihnen klar, dass Sie alles andere als sattelfest im Prüfungsstoff sind. Deshalb haben Sie sich schnell aus der Bibliothek etliche Wälzer ausgeliehen, die jetzt auf Ihrem Schreibtisch liegen. Sicherlich liegt auch eine Mitschrift aus der Vorlesung, die Sie besucht haben, vor Ihnen. Leider ist Ihnen jedoch klar, dass Sie aus der Vorlesung nicht viel mitgenommen haben und der Tag der Prüfung sitzt Ihnen wie ein Nadelkissen im Nacken.

Ihre Mitschrift ist alles andere als ausführlich, deshalb beginnen Sie, eines der Bücher aufzuschlagen, bleiben jedoch bereits an einer der ersten Seiten hängen. Was also tun – aufgeben? Natürlich müssen Sie das nicht tun, denn Sie haben sich ja glücklicherweise für ein Buch aus der »¼ für Dummies«-Reihe entschieden. Gratulation! Sie halten ein Werk in den Händen, das Ihnen die wichtigsten Bereiche aus den Gebieten der linearen Algebra und analytischen Geometrie näher bringt.

Grundlage der linearen Algebra sind mathematische Objekte – Vektoren und Matrizen – mit denen man wie mit gewöhnlichen Zahlen rechnen kann. Selbstverständlich gibt es einige wesentliche Unterschiede. Mit Vektoren und Matrizen lässt sich viel mehr anstellen als mit einfachen Zahlen. Trifft Roger Federer mit seinem Schläger einen Tennisball, so fliegt dieser mit einer bestimmten Geschwindigkeit und Richtung durch die Luft. Die Geschwindigkeit können Sie mit einer Zahl angeben. An guten Tagen beträgt sie vielleicht 200 Kilometer pro Stunde. Doch wie sieht es mit der Richtung aus, wie kann man diese mit nur einer Zahl kennzeichnen? Kurzum, das geht nicht ohne Vektoren!

Die analytische Geometrie ist mehr als ein einfaches Teilgebiet der Geometrie. Während man in der Geometrie Probleme zeichnerisch angeht, werden in der analytischen Geometrie zusätzlich rechnerische Methoden zu Hilfe genommen.

Mit diesem Rüstzeug können Sie Problemstellungen unterschiedlichster Art angehen. Dazu gehört die Beschreibung von Geraden im Raum, von Flächen und Körpern. Ohne noch weiter auszuschweifen, packen wir es also an!


Konventionen in diesem Buch

In diesem Buch werden Sie über eine große Menge an neuen Fachbegriffen stolpern. Immer wenn ein solcher Begriff auftaucht, der im Bereich des behandelten Themas eine Rolle spielt, wird dieser fett gedruckt. Ein Wort, das kein Fachbegriff ist, wird dann kursiv gedruckt, wenn damit etwas betont werden soll.

Mathematische Funktionen wie die Sinus-, Kosinus- und die Exponentialfunktion werden mit den typischen aufrecht gedruckten Bezeichnungen »sin«, »cos« und »exp« versehen. Ein Differential in Ableitungen oder in einem Integral wird mit einem aufrechten »d« bezeichnet; ebenso soll für die imaginäre Einheit ein aufrechtes »i« gebraucht werden: i2 = –1.

Die Schreibweise für sonstige mathematische Objekte und Formeln wird an gegebener Stelle erklärt.


Törichte Annahmen über den Leser

Da Sie sich für dieses Buch entschieden haben, erlauben wir uns eine Einschätzung Ihrer Person. Wie oben beschrieben kann es sein, dass Sie einem technischen oder naturwissenschaftlichen Studiengang angehören und demnächst eine Prüfung ansteht. Natürlich ist es auch möglich, dass Sie Grundkenntnisse der linearen Algebra aus beruflichen Gründen benötigen. Vielleicht sind Sie aber einfach »nur« ein bisschen an höherer Mathematik interessiert, Mathematik ist also Ihr Hobby?

Was auch immer genau der Fall ist – eines gilt mit Sicherheit: Sie haben keine Zeit oder Lust, sich durch dicke Wälzer zu quälen, die sich nur mit der grauen Theorie, aber ansonsten nicht mit Anwendungen befassen.

Wir vermuten, Sie kennen sich gut mit den Grundrechenarten aus und bringen einige (wenige) Grundlagen aus der Analysis mit. Sie wissen also vielleicht ein bisschen etwas über grundlegende Funktionen und können einfache Ableitungen und Integrale ausrechnen. Sollte letzteres nicht der Fall sein, lassen Sie sich jedoch bitte nicht abschrecken! Derartiges Wissen ist nur an einzelnen Stellen nötig und wird gegebenenfalls erklärt.


Was Sie in diesem Buch finden

Das vorliegende Buch bietet eine anschauliche und leicht verdauliche Hinführung zu den wichtigsten Themen der linearen Algebra und der analytischen Geometrie. Die Thematik wird anhand konkreter Anwendungen eingeführt und behandelt. Eine grundlegende Philosophie stellt die Präsentation aussagekräftiger Beispiele dar. Eine Politik der Trivialbeispiele, wie sie oft in mathematischer Literatur betrieben wird, verfolgen wir nicht. Darüber hinaus können Sie sich auf hilfreiche Tipps und Tricks zur Lösung bestimmter Problemstellungen und Aufgaben freuen.


Was Sie in diesem Buch nicht finden

Das Buch ist nicht dafür gedacht, eine exakte und penible Behandlung der mathematischen Themen anhand des sonst üblichen Schemas »Definition« – »Satz« – »Beweis« zu liefern. Ebenso haben wir uns dazu entschlossen, zugunsten der Verständlichkeit und Anschaulichkeit auf manche für die Praxis unwichtige Sonderfälle keine Rücksicht zu nehmen. Sie machen einem das Leben zwar schwerer, aber der Nutzgewinn bleibt aus, wenn man sich eher für Anwendungen interessiert als für die Theorie.


Wie dieses Buch aufgebaut ist

Das Buch besteht aus fünf Teilen sowie dem Spickzettel. Jedem Thema ist ein einzelner Teil gewidmet bzw. in der Einführung ein einzelnes Kapitel.


Teil I: Einführung

Der einführende Teil nimmt zu allen folgenden Themen im Buch Stellung. Dazu gehören die Vektorrechnung, Matrizen und lineare Gleichungssysteme. Jedes dieser Themen wird anschaulich motiviert, und die grundlegendsten Begriffe werden erklärt. Weiterhin sollen hier bereits einfache Beispiele geliefert werden, da anhand konkreter Anwendungen der Einstieg sehr viel leichter fällt.

Sowohl Vektoren als auch Matrizen werden bereits hier eingeführt und die einfachen Rechenoperationen erklärt.


Teil II: Vektorrechnung

Nach der Einführung steigen Sie direkt in eine Weiterführung der Vektorrechnung ein. Da Sie dann bereits wissen werden, was ein Vektor überhaupt ist, geht es damit weiter, was sich mit Vektoren in der Anwendung alles machen lässt. Sie werden sehen, wie man geometrische Figuren wie beispielsweise Geraden und Ebenen in der Vektorrechnung darstellt und wie Sie elementargeometrische Probleme mit Methoden aus der Vektorrechnung lösen können.


Teil III: Matrizen

Weiter geht es mit den Matrizen. Hier lernen Sie, dass Vektoren nichts anderes sind als spezielle Matrizen. Also ist der Matrixbegriff im Prinzip eine Erweiterung des Vektorbegriffs. Es gibt viele verschiedene Arten von Matrizen. Jeder dieser Typen lässt sich für unterschiedliche Aufgaben verwenden und unterscheidet sich in den Eigenschaften von den anderen Typen. Es geht also zunächst darum, dass Sie eine Matrix sofort in eine dieser Gruppen einordnen können und ihre Eigenschaften erkennen, sofern Sie sie sehen. Danach werden wir Ihnen zeigen, wozu Sie Matrizen in der Anwendung verwenden können.


Teil IV: Lineare Gleichungssysteme

Eine wichtige Anwendung von Matrizen stellt die Lösung linearer Gleichungssysteme dar. Deshalb ist diesen ein kompletter, wenn auch kurzer Teil, gewidmet. Hier werden Sie lernen, wie Sie ein solches Gleichungssystem mittels Matrizen darstellen können und wie Sie die Anzahl der Lösungen bzw. die genaue Gestalt der Lösung ermitteln.


Teil V: Der Top-Ten-Teil

Mit der Behandlung linearer Gleichungssysteme sind alle Themen des Buchs abgehandelt. Was hier kommt, ist eine Zusammenstellung nützlicher Tipps im Rahmen des behandelten Materials.


Spickzettel

Auf dem Spickzettel sind die wichtigsten Formeln und Zusammenhänge für Vektoren und Matrizen zusammengefasst. Erinnern Sie sich nicht mehr an eine bestimmte Definition, an eine Formel oder an Rechenregeln, dann ist der Spickzettel Ihr Freund.


Symbole, die in diesem Buch verwendet werden

[image: images] Das Erinnerungssymbol wird immer dann verwendet, wenn eine Aussage gemacht oder eine Formel eingeführt wird, die Sie sich merken sollten. Hier stehen ausschließlich wichtige Dinge, die Sie im Bereich Vektor- und Matrizenrechnung immer wieder benötigen könnten.

[image: images] Dabei handelt es sich um einen Tipp, welcher an dieser Stelle hilfreich ist. Es ist sinnvoll, sich diese Tipps zu merken und bei Bedarf wieder in Erinnerung zu rufen.

[image: images] Vorsicht ist geboten, wenn Sie dieses Symbol sehen! Damit möchten wir Sie auf mögliche Stolperfallen und etwaige Fehlerquellen aufmerksam machen.


Wie es weitergeht

Es ist alles gesagt. Sie können nun sofort anfangen, in dem Buch zu blättern und zu lesen! Besitzen Sie einiges an Vorkenntnissen oder möchten Ihre Erinnerung auffrischen, können Sie im Prinzip auf das einleitende Kapitel verzichten. Ist das nicht der Fall, legen wir Ihnen nahe, die Einführung durchzulesen. Hier nehmen wir einige Dinge bereits vorweg, die in den späteren Kapiteln manchmal zwar noch kurz wiederholt, aber ansonsten direkt verwendet werden.

Es ist immer sinnvoll, ein Buch über mathematische Themen nicht einfach »nur« zu lesen, sondern die einzelnen Beispiele und Berechnungen parallel dazu selbst durchzuarbeiten. Wenn Ihnen das möglich ist, dann haben Sie die Gewissheit, dass Sie es auch wirklich verstanden haben, und das ist ein tolles Gefühl.


		 Teil I

Einführung


		
		In diesem Teil ...

Die Geometrie hat ihren Ursprung in der Zeit der frühen Hochkulturen. Bei den alten Ägyptern entwickelte sie sich als Werkzeug zur Landvermessung, die nach jeder Nilüberschwemmung von neuem durchgeführt werden musste. Das Wort Geometrie kommt aus dem Griechischen und bedeutet so viel wie »Vermessung der Erde«. Im Altertum befasste sie sich vor allem mit der Durchführung zeichnerischer Konstruktionen mit Zirkel und Lineal, Winkeln und Ähnlichkeitsbeziehungen von Dreiecken. Mit diesen Themen beschäftigt man sich heutzutage vor allem in der Schule.

Andererseits lassen sich geometrische Probleme auch rechnerisch angehen, ohne auf die Anschauung zurückzugreifen. Dieses Vorgehen läuft unter der Bezeichnung analytische Geometrie. Letztere ist im Prinzip ein Unterbegriff der linearen Algebra, die sich mit Vektoren und linearen Abbildungen zwischen Vektoren beschäftigt.

In der Einführung lernen Sie die grundlegenden Begriffe und Vorgehensweisen in der Vektorrechnung kennen, also was Vektoren überhaupt sind und wozu man sie gebrauchen kann. Anfangs wird eine Einteilung der entsprechenden Gebiete vorgestellt, die Themen dieses Buchs sind. Dazu gehören das Rechnen mit Vektoren an sich sowie weiterführende Kniffe, die Ihnen die Anwendung von Vektoren auch dann erlauben, wenn das zuvor nicht unbedingt ersichtlich war.

Danach möchten wir Ihnen mit kleinen anschaulichen Häppchen diese Gebiete schmackhaft machen. Dabei können Sie sich bereits auf das Hauptmenü ab dem zweiten Teil des Buchs freuen, wo Sie Ihr Wissen anhand vieler Anwendungen vertiefen werden.




1

Motivation


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Motivation und Vorstellung der Themenbereiche in der Vektorrechnung

[image: ipad] Verzahnung und Zusammenwirken der einzelnen Bereiche



Eine Matheklausur ist wie eine Schachtel Pralinen – man weiß nie, was drankommt. Deshalb möchte dieses Buch einen umfangreichen Überblick über die stark miteinander verknüpften Themengebiete der Vektorrechnung, Matrizen und linearen Gleichungssysteme liefern. Das Ziel ist, dass sich der Leser ein tiefgründiges Verständnis aneignen kann und dadurch nicht nur für die nächste Klausur bestens gewappnet ist, sondern auch über eine solide Basis in Sachen linearer Algebra und analytischer Geometrie verfügt.

Dabei verzichten wir auf eine trockene Darstellungsweise in Form von Definitionen, Sätzen und anschließenden Beweisen, sondern möchten der Mathematik Leben einhauchen, indem wir den Schwerpunkt auf die anwendungsorientierte Seite legen. Das bedeutet nicht, dass wir komplizierte Fragestellungen geschickt umschiffen. Stattdessen werden alle Themen in einer handfesten und anschaulichen Form präsentiert, die das Erlernen erleichtert.


Gestatten: Die Familie der Vektoren, Matrizen und linearen Gleichungssysteme

Die Vektorrechnung beschäftigt sich, wie der Name bereits verrät, mit Vektoren genannten mathematischen Objekten, die sich von gewöhnlichen Zahlen drastisch unterscheiden, sowohl was ihre Eigenschaften angeht als auch was den Umgang mit ihnen betrifft.

Der nächste große Teil des Buchs beschäftigt sich mit Matrizen. Im Prinzip handelt es sich bei einer Matrix um eine Weiterführung des Vektorbegriffs. Eine Matrix ist nichts anderes als ein rechteckiges Zahlenschema. Wenn Sie schon einmal Sudoku gespielt haben, haben Sie sich zumindest unbewusst bereits mit Matrizen beschäftigt. Mit Matrizen kann man rechnen, und sie lassen sich vielfältig auch in der Vektorrechnung einsetzen.

Danach sollen Gleichungssysteme behandelt werden. Dabei handelt es sich um eine Menge von Gleichungen mit mindestens zwei Unbekannten. Wir wollen Ihnen ausschließlich den Umgang mit linearen Gleichungen demonstrieren, in denen Unbekannte einzig und allein in der ersten Potenz vorkommen. Wie man ein solches System lösen kann, ist bereits Schulstoff. Doch das Ziel ist es, mittels Vektorrechnung und Matrizen diese Methoden zu verallgemeinern und zu verfeinern.

Die Vernetzung zwischen den Bereichen untereinander, wie sie in diesem Buch eine Rolle spielt, ist in Abbildung 1.1 veranschaulicht. Die eingezeichneten Pfeile stellen mögliche Verbindungen dar. Wir haben uns dazu entschieden, die Gebiete in der zuvor genannten Reihenfolge zu behandeln, da man die Vektorrechnung erlernen kann, ohne etwas über die anderen Themen zu wissen. Zwar können sowohl Matrizen als auch lineare Gleichungssysteme in der Vektorrechnung ihre Anwendung finden, sie sind jedoch nicht zwingend notwendig.
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Abbildung 1.1: Die behandelten Gebiete und wie sie zusammenhängen



Die Vektor- und Matrixrechnung halten Einzug in lineare Gleichungssysteme. Wie gesagt, kann man letztere auch ohne solche Kenntnisse lösen, jedoch lassen sie sich mit derartigen Methoden systematisch angehen, was besonders für Gleichungssysteme mit mehr als drei Unbekannten vorteilhaft ist.

Lineare Gleichungssysteme und Matrizen selbst können ihrerseits in Problemstellungen der anderen Disziplinen einfließen.


Vektoren in Theorie und Praxis

In der gymnasialen Oberstufe kommt man zum ersten Mal mit der analytischen Geometrie in Berührung. Hier führt man den Vektorbegriff sehr anschaulich ein als ein mathematisches Objekt, das man als Pfeil im Koordinatensystem darstellen kann. Ein solcher Pfeil zeigt in eine bestimmte Richtung und besitzt darüber hinaus eine Länge. Somit können Vektoren als Größen verstanden werden, die sowohl eine Richtung angeben als auch eine Länge haben. Vektoren sind also etwas komplett anderes als gewöhnliche Zahlen. Doch mit dem Vektorbegriff allein kann man noch nicht allzu viel anfangen. Man muss ja mit Vektoren auch rechnen können. Beispielsweise entspricht die Addition von Vektoren dem Aneinanderlegen von Pfeilen im Koordinatensystem.

Dieses Vorgehen, das von der Schule her bekannt ist, sucht in einer Mathematikvorlesung an der Universität seinesgleichen. Denn hier wird der Vektorbegriff viel allgemeiner behandelt, was jedoch auf Kosten der Anschaulichkeit geht. Es geht dann nicht mehr darum, dass man Pfeile in Koordinatensysteme zeichnet, sondern dass Vektoren als abstrakte Größen behandelt werden, für die bestimmte Grundregeln, sogenannte Axiome, gelten. Es ist jedoch so, dass in der Praxis oft die anschauliche Vorstellung von Vektoren ausreichend ist, wie man sie in der Schule kennengelernt hat.

In den Ingenieurwissenschaften lassen sich beispielsweise mit Hilfe von Vektoren Kräfte beschreiben, die innerhalb einer gegebenen Anordnung wirken, wie zum Beispiel einem Flaschenzug. Kräfte besitzen einen Angriffspunkt, zeigen in eine bestimmte Richtung und haben außerdem eine bestimmte Größe. Nicht umsonst stellt man sie in Skizzen als Pfeile dar. Das Ganze schreit förmlich nach dem Vektorbegriff.

Soll die Bahn eines elektrisch geladenen Teilchens in der Nähe eines Magneten beschrieben werden, so kann auch dies mit Vektoren erfolgen. Die Flugbahn ergibt sich aus der Kraft, die der Magnet auf das Teilchen ausübt. Man kann sowohl die Flugbahn als auch die Kraft mittels Vektoren beschreiben. Zum einen bewegt sich das Teilchen auf seiner Bahn in eine bestimmte Richtung, und legt eine Wegstrecke zurück. Zum anderen zeigen die Kraftlinien in eine Richtung, und die Kraft selbst besitzt zudem eine gewisse Stärke. Das sind Problemstellungen, die wie geschaffen sind für eine Anwendung der Vektorrechnung.


Matrizen in Schule, Studium und Beruf

Stellvertretend für ein rechtwinkliges Zahlenschema hat der Begriff der »Matrix« schon lange Einzug in die Mathematik gehalten. Leuten, die Sudoku spielen oder sich mit magischen Quadraten beschäftigen, sind solche Schemata durchaus bekannt. In der Mathematik umfasst man die Zahlen darüber hinaus mit einem Paar runder Klammern, wie beispielsweise:

[image: image]

Doch was bringen solche Anordnungen von Zahlen außer Spielerei? Das kann doch nicht alles sein! Das ist es auch nicht, denn mit Matrizen kann man unglaublich viel machen. Wie Zahlen und Vektoren lassen sich auch Matrizen addieren und multiplizieren, wobei die Rechenregeln nur unter bestimmten Voraussetzungen funktionieren. Wo auch immer sich Vektoren tummeln, sind Matrizen nicht weit. Im Prinzip sind Vektoren nichts anderes als eine spezielle Klasse von Matrizen. Beispielsweise kann eine Matrix unter bestimmten Voraussetzungen mit einem Vektor multipliziert werden, woraus dann ein neuer Vektor hervorgeht. Mit Hilfe von Matrizen können also Vektoren auf eine bestimmte Art und Weise geändert werden. Also kann eine Matrix so etwas wie ein Operator sein, der einen Vektor manipuliert, ihn beispielsweise dreht.

In einer Mathematikvorlesung werden Matrizen – ähnlich wie Vektoren – gewöhnlich als mathematische Objekte auf abstraktem Niveau eingeführt, für die bestimmte Grundregeln gelten. Auf eine solche Darstellung wird in diesem Buch verzichtet; stattdessen stehen praktische Anwendungen im Vordergrund.

Man begegnet Matrizen im Studium jedoch nicht nur in der Mathematikvorlesung, sondern auch in den angewandten Wissenschaften. Wichtig sind sie in der klassischen Mechanik, in der die Antwort ausgedehnter Körper oder elastischer Massen wie Gummi auf Kräfte durch charakteristische Matrizen beschrieben wird. Einfache Zahlen reichen dafür nicht aus, denn das Verhalten eines ausgedehnten Körpers auf eine Kraft hängt auch davon ab, wo die Kraft am Körper wirkt.

Darüber hinaus sind Matrizen überaus wichtig in der Atomphysik und spielen daher auch eine Rolle zur Beschreibung chemischer und biologischer Prozesse. Nach den quantenmechanischen Grundregeln befindet sich ein Atom oder ein Molekül in einem »Zustand«, der mathematisch als Vektor aufgefasst werden kann. Ein äußerer Einfluss wie die Einstrahlung von Licht ändert den Zustand des Atoms, was man mathematisch dadurch beschreibt, dass eine solche Änderung durch Multiplikation des Zustandsvektors mit einer Matrix erfolgt.

Wichtig sind Matrizen ebenso in den Wirtschaftswissenschaften, der Numerik sowie in allen anderen Bereichen, in denen Zahlen eine Rolle spielen. Daher wird man mit Matrizen höchstwahrscheinlich auch noch nach dem Studium in Berührung bleiben.


Wie Matrizen behandelt werden wollen und wie sie einem behilflich sind

Was haben geometrische Figuren mit Gleichungssystemen zu tun? Eigentlich alles, denn hinter jeder Gleichung steht im Prinzip eine Menge von Punkten, die in ihrer Gemeinsamkeit eine geometrische Form bilden. In der Ebene oder im dreidimensionalen Raum kann man eine solche Menge anschaulich darstellen. In höherdimensionalen Räumen geht die Anschauung leider verloren, was aber nichts an der erwähnten Tatsache ändert. Es gibt zwei Klassen von Gleichungen: lineare und nichtlineare.

Der Einfachheit halber soll sich die Betrachtung zunächst auf die Ebene beschränken. In diesem Zusammenhang spielen Gleichungen eine Rolle, die maximal zwei Unbekannte enthalten. Diese werden als [image: image] und [image: image] bezeichnet. Kommen in einer Gleichung Terme vor, in denen die Variablen miteinander oder untereinander multipliziert werden, dann handelt es sich um eine nichtlineare Gleichung. Beispielsweise sind die folgenden Gleichungen nichtlinear:

[image: image]

Derartige Gleichungen stellen Formen in der Ebene dar, die durch krumme Linien gekennzeichnet sind: Kreise, Ellipsen, Parabeln usw.

Dagegen sind Gleichungen, bei denen die Variablen höchstens zur ersten Potenz und auch nicht miteinander multipliziert auftreten, linear:

[image: image]

Geometrisch sind solche linearen Gleichungen (in zwei Dimensionen) nichts anderes als Geraden. Das lässt sich bereits anhand des lateinischen Ausdrucks »linea« vermuten, was »Linie« bedeutet. Teile von Geraden kann man mit dem Lineal zeichnen – soweit also zur Begriffsbildung.

Das Interesse besteht oft nicht nur für einzelne Gleichungen, sondern für Mengen mehrerer Gleichungen, die man Gleichungssysteme nennt. Steckt hinter einer einzigen Gleichung eine geometrische Figur, so handelt es sich bei einem System von Gleichungen dementsprechend um mehrere Figuren. Die erste Skizze aus Abbildung 1.2 besteht aus zwei Kreisen und gehört zu folgendem nichtlinearen Gleichungssystem:

(1) [image: image]

(2) [image: image]
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Abbildung 1.2: Geometrische Formen in der Ebene stehen für Gleichungen mit zwei Variablen



Die zweite Skizze mit dem Kreis und der Geraden ist eine graphische Darstellung des nächsten nichtlinearen Systems:

(1) [image: image]

(2) [image: image]

Zu guter Letzt veranschaulicht die dritte Skizze das nachfolgende lineare Gleichungssystem:

(1) [image: image]

(2) [image: image]

Nun besteht die Aufgabe darin, Gleichungssysteme zu lösen. Die Lösung setzt sich aus Punkten zusammen, die sowohl auf der einen als auch auf der anderen geometrischen Figur liegen. Es handelt sich dabei somit um Schnittpunkte der Figuren. Nichtlineare Gleichungen zu lösen kann mitunter überaus kompliziert und zum Teil nur numerisch möglich sein; daher wird in diesem Buch nur die Lösung linearer Gleichungssysteme behandelt.

Eine Anwendung von Matrizen liegt bei linearen Gleichungssystemen. Die Zahlen vor den Unbekannten – die Koeffizienten – lassen sich in eine Matrix packen. Für das letztere Gleichungssystem würde die entsprechende Matrix wie folgt lauten:

[image: image]

Das Gleichungssystem lässt sich auf diese Weise systematischer schreiben. Wie das genau funktioniert, lernen Sie im Kapitel »Lösen von linearen Gleichungssystemen«. Die Untersuchungen der Eigenschaften von solchen Matrizen führen zu allgemeinen Aussagen über die Lösbarkeit des Gleichungssystems sowie über die Anzahl der Lösungen.


2

Vektorrechnung


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Der Vektorbegriff und die Schreibweise von Vektoren

[image: ipad] Betrag eines Vektors und Einheitsvektoren

[image: ipad] Einfaches Rechnen mit Vektoren und Anwendungen




Mathematiker behandeln Vektoren als Objekte, für die sie bestimmte Eigenschaften fordern. Diese Herangehensweise kann für Leute, die eher praxisorientiert sind, schwer verdaulich und zunächst auch langweilig sein. Es ist jedoch auch so, dass man in der Praxis mit dem Begriff des Vektors sehr lax umgeht. Ein Vektor wird dann als etwas betrachtet, das sowohl eine Größe hat als auch eine Richtung angibt. Hier möchten wir Ihnen die Eigenschaften von Vektoren zeigen und erklären, wie Sie mit Ihnen umgehen können. Das erfolgt zum Teil überaus anschaulich, also wird auf eine abstrakte mathematische Denkweise zunächst verzichtet.


Was war zuerst da: der Vektor oder der Pfeil?

Vektoren begegnen einem überall dort, wo man mathematisch etwas beschreiben muss, das außer einem Wert noch eine bestimmte Richtung hat. Dabei ist es unerheblich, ob man eine gegebene Problemstellung in der Ebene oder im dreidimensionalen Raum betrachtet. Man kann mit Vektoren sogar in abstrakten höherdimensionalen Räumen arbeiten. Doch wir begnügen uns größtenteils mit zwei und drei Dimensionen, da Aufgaben meistens derart gestrickt sind. Dann lassen sich Vektoren anschaulich als Pfeile mit einer bestimmten Länge darstellen.

Bevor wir uns in langen Erklärungen verzetteln, sollten Sie zunächst wiederholen, was ein Koordinatensystem ist, bevor Sie sich dem Vektorbegriff widmen können.

Ein Koordinatensystem ist ein Gebilde mit Achsen, das es einem erlaubt, die Position eines Punktes – die Koordinaten – durch dessen Lage bezüglich der Achsen anzugeben. Deshalb heißen die Achsen auch Koordinatenachsen. Jede Achse sollte die Bezeichnung der Variablen tragen, die entlang der Achse abgetragen wird: zum Beispiel x. Üblicherweise spricht man dann von der x-Achse. Jeweils zwei Koordinatenachsen liegen in Ebenen, die man Koordinatenebenen nennt. Beispielsweise liegen die x- und die y-Achse in der x–y-Ebene.

Veranschaulicht ist das Ganze in Abbildung 2.1. Koordinatensysteme werden im Abschnitt »Unser Koordinatensystem ist das Gerüst der Vektorwelt« im zweiten Kapitel von Teil II in aller Ausführlichkeit behandelt.
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Abbildung 2.1: Zwei verschiedene Koordinatensysteme und die Darstellung eines Punktes P



Wie Sie sehen, gibt es unterschiedliche Koordinatensysteme. Das bekannteste kennen Sie bereits aus der Schule: das kartesische, bei dem die Achsen rechtwinklig aufeinander stehen. In beiden Systemen der genannten Abbildung ist jeweils ein Punkt P eingezeichnet, dessen Lage bezüglich der Achsen im linken Koordinatensystem mit den Koordinaten [image: image] und im rechten mit [image: image] eindeutig beschrieben wird. Sofern die Koordinaten zweier Punkte gleich sind, handelt es sich auch um denselben Punkt. Die Schreibweise ist gewöhnlich so, dass man die einzelnen Koordinaten waagerecht nebeneinander schreibt, jeweils durch ein Komma voneinander trennt und sie mit einem runden Klammerpaar umschließt.

Außerdem besitzt jedes Koordinatensystem einen sogenannten Ursprung (auch manchmal Koordinatenursprung genannt), der zukünftig immer als »O« bezeichnet wird. Dabei handelt es sich um den Schnittpunkt der Koordinatenachsen. Die Nomenklatur »O« steht ursprünglich für das lateinische Wort »origo«, das nichts anderes als Ursprung bedeutet. Heutzutage betrachtet man das »O« aber auch gerne als eine Null, da man im Ursprung auf allen Achsen den Wert null einträgt.

Einen Vektor kann man sich dann als Pfeil vorstellen, der zwei Punkte miteinander verbindet. Schauen Sie sich das Ganze bitte konkret in Abbildung 2.2 an.
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Abbildung 2.2: Allerhand verschiedene Vektoren in der Ebene



Hier sind in einem zweidimensionalen rechtwinkligen Koordinatensystem fünf Pfeile eingezeichnet, die stellvertretend für Vektoren stehen. Jeder einzelne dieser Pfeile besitzt eine Länge und zeigt in eine Richtung. Es ist dabei übrigens vollkommen unwichtig, wo man den Anfangspunkt des Pfeils hinlegt. Ein Vektorpfeil lässt sich beliebig innerhalb eines Koordinatensystems umherschieben; es bleibt trotzdem immer derselbe Pfeil, der stellvertretend für einen Vektor steht.

Vektoren bezeichnet man symbolisch meistens mit lateinischen oder griechischen Buchstaben. In der Anwendung werden Vektoren oft zusätzlich mit einem Pfeil versehen, also schreibt man zum Beispiel [image: image] usw. Manchmal werden Vektoren auch fett gedruckt oder unterstrichen: a, b, c oder a, b, c. Für dieses Buch fällt die Wahl auf die Möglichkeit, Vektoren mit Pfeilen zu kennzeichnen.

Vektoren lassen sich jedoch nicht nur symbolisch darstellen; es gibt auch eine explizite Schreibweise. Darum geht es im nächsten Abschnitt.


Voll konkret: explizite Schreibweise und Komponenten eines Vektors

Abbildung 2.3 zeigt zwei verschiedene Koordinatensysteme, von denen das linke das rechtwinklige aus Abbildung 2.2 ist.
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Abbildung 2.3: Fünf Vektoren in unterschiedlichen Koordinatensystemen



Beide enthalten je fünf Vektoren [image: image] bzw. [image: image]. Zusätzlich wurde ein Netz aus gestrichelten Linien parallel zu den Koordinatenachsen eingezeichnet. Man bezeichnet jene als Gitternetzlinien oder Koordinatenlinien. Der jeweils vierte Vektor ist für beide Systeme zusätzlich noch einmal dargestellt, um sie direkt miteinander vergleichen zu können.

Es wird schnell klar, dass man zweierlei Informationen benötigt, um einen Pfeil zu zeichnen. Erstens ist es wichtig, wie viele Kästchen in Richtung der Koordinatenachsen abgetragen werden müssen. Zweitens muss man notwendigerweise wissen, wie die Gitternetzlinien aussehen, sprich das Koordinatensystem. Nur unter dieser Voraussetzung ist es möglich, die gegebene Anzahl von Kästchen entlang der Achsen abzutragen, um die Richtung eines Pfeils festzulegen.

Die Strecken entlang der Achsen eines Koordinatensystems nennt man Komponenten des Vektors. Liegt ein Vektor in der Ebene, so besitzt er zwei Komponenten. Man kann einen Pfeil in der Ebene ja nur dann zeichnen, wenn man weiß, wie viele Einheiten entlang der ersten und der zweiten Achse abgetragen werden müssen. Entsprechend sind für einen dreidimensionalen Vektor drei Komponenten notwendig usw.

Zu jedem Punkt in einem Koordinatensystem kann man sich einen Vektor denken, der am Schnittpunkt der Koordinatenachsen beginnt und am jeweiligen Punkt endet. Jeder Punkt lässt sich also auch als Vektor darstellen. Ein Vektor, der stellvertretend für einen Punkt steht, heißt Ortsvektor.

Die Komponenten eines Vektors bezeichnet man am besten mit demselben Buchstaben wie den Vektor selbst. Man lässt jedoch den Vektorpfeil weg und versieht den Buchstaben mit einem Index. Der Index ist der Buchstabe oder die Zahl, welche die jeweilige Achse kennzeichnet. Man schreibt dann alle Komponenten des Vektors untereinander in ein Klammerpaar. Für einen Vektor [image: image] in der Ebene bedeutet das:

[image: image]

Je nachdem, ob die Achsen x, y oder (1), (2) genannt werden, greift man auf die erste bzw. die zweite Möglichkeit zurück. Für einen dreidimensionalen Vektor [image: image] gilt gleichermaßen:

[image: image]

Auch hier ist die Bezeichnung abhängig davon, ob die Achsen die Namen x, y, z oder (1), (2), (3) tragen. Im letzteren Fall durchläuft die Nummerierung die Anzahl der Zeilen des Vektors.

Die Komponenten der fünf Vektoren aus der linken Skizze von Abbildung 2.3 lassen sich einfach durch Abzählen der Kästchen ablesen:

[image: image]

Komponenten können sowohl positiv als auch negativ sein, je nachdem in welche Richtung der entsprechende Vektorpfeil zeigt. Die gestrichenen Vektoren aus dem rechten Koordinatensystem von Abbildung 2.3 besitzen übrigens dieselben Komponenten, wovon Sie sich überzeugen können, indem Sie wieder die Kästchen abzählen:

[image: image]

Nur weil die Komponenten gleich sind, heißt das aber noch lange nicht, dass auch die Vektoren selbst übereinstimmen! Schließlich ist das rechte Koordinatensystem gegenüber dem linken ziemlich verzerrt, und das wirkt sich auch auf die Vektoren selbst aus. Das wird klar, indem man die Vektoren [image: image] und [image: image] direkt miteinander vergleicht. Sie sind offensichtlich verschieden. Die Ursache dafür wird im Teil »Vektorrechnung« entsprechend ausführlich behandelt.

Zum Schluss soll noch kurz auf abstrakte Räume Bezug genommen werden. Ein Raum kann nämlich auch vier-, fünf- oder 100-dimensional sein. Ab vier Dimensionen entziehen sie sich unserer anschaulichen Vorstellungskraft – zumindest, wenn man kein Physiker ist, der sich mit String-Theorie beschäftigt. Dennoch spielen n-dimensionale Vektoren in der Mathematik eine große Rolle; sie sind darüber hinaus in gewissen Anwendungen wichtig. Wenn beispielsweise in die Berechnung der Statik einer Brücke mehr als drei Größen einfließen, ist der zugrunde liegende mathematische Raum höherdimensional. Die Anzahl der Komponenten eines höherdimensionalen Vektors entspricht auch hier der Dimension des Raums, dem der Vektor zugeordnet ist. Für solche Vektoren nummeriert man die einzelnen Komponenten. Ein vierdimensionaler Vektor [image: image] besitzt vier, ein 100-dimensionaler Vektor [image: image] hat 100 Komponenten; ein [image: image]-dimensionaler Vektor [image: image] setzt sich aus n Komponenten zusammen:

[image: image]

Falls die Anzahl der Komponenten sehr groß oder nur als Variable n gegeben ist, schreibt man nicht alle Komponenten explizit aus, da der Vektor dann nicht mehr auf eine Seite passt. Deshalb denkt man sich den Großteil der Komponenten hinzu und markiert diese mit senkrecht angeordneten Punkten.

Der Vorteil der symbolischen Schreibweise gegenüber der expliziten ist ihre Allgemeinheit. Sofern Vektoren die Bezeichnungen [image: image], [image: image], [image: image] usw. tragen, müssen weder die Anzahl der Komponenten noch die Komponenten selbst angegeben werden. Also kann [image: image] ein zwei-, drei- oder mehrdimensionaler Vektor sein, wenn es nicht vorher ausdrücklich dazugesagt wird.

Zu guter Letzt lassen sich durch Zusammensetzen von Vektoren neue Vektoren konstruieren. Betrachten Sie zum Beispiel den folgenden zweidimensionalen Vektor [image: image] und den dreidimensionalen Vektor [image: image]:

[image: image]

Daraus lassen sich fünfdimensionale Vektoren bauen. Je nachdem, wie man [image: image] und [image: image] zusammensetzt, ergeben sich folgende Vektoren:

[image: image]

Natürlich lässt man dann die Klammern der ursprünglichen Vektoren weg.

Der Vektor, bei dem alle Komponenten verschwinden, heißt Nullvektor. Symbolisch wird dieser als eine Null mit einem Pfeil darüber geschrieben. Der dreidimensionale Nullvektor lautet zum Beispiel:

[image: image]


Der Betrag eines Vektors

Ihnen ist nun klar, dass Vektorpfeile außer einer Richtung auch noch eine bestimmte Länge haben. Die Länge eines Vektors [image: image] bezeichnet man als seinen Betrag (oder auch die Norm), den man entweder als [image: image] oder oft einfach als v schreibt. Wie man die Länge eines Vektors [image: image] in zwei Dimensionen bestimmen kann, wird mittels elementarer geometrischer Kenntnisse aus Abbildung 2.4 klar.
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Abbildung 2.4: Bestimmung des Betrags eines Vektors in zwei und drei Dimensionen



Trägt man vom Anfangspunkt des Vektors aus sowohl die erste als auch die zweite Komponente des Vektors ab, so bildet sich ein rechtwinkliges Dreieck. Dann ist die Länge des Pfeils, also der Betrag des Vektors, sofort aus dem Satz des Pythagoras ersichtlich:

[image: image]

Mit einem dreidimensionalen Vektor [image: image] verfährt man genauso. Man trägt zusätzlich noch die dritte Koordinate ab und erhält im Prinzip einen Quader, bei dem die Seitenlängen den Komponenten des Vektors entsprechen. Der Vektorpfeil zeigt in Richtung der Raumdiagonalen. Um dessen Länge zu berechnen, wendet man den Satz des Pythagoras erneut an und verwendet die Formel für den Betrag des zweidimensionalen Vektors:

[image: image]

Auf diese Weise kann man nach und nach den Betrag höherdimensionaler Vektoren bestimmen.

[image: images] Der Betrag eines n-dimensionalen Vektors

Die allgemeine Formel für den Betrag eines [image: image]-dimensionalen Vektors [image: image] lautet:

[image: image]


Beispiele

Die Beträge der letzten beiden Vektoren aus Abbildung 2.2 werden wie folgt berechnet:

[image: image]

Für die ersten drei Vektoren gilt analog

[image: image]

Vergleicht man die Zahlen, so ist klar, dass der Vektorpfeil [image: image] der kürzeste und [image: image] der längste sein muss. Das ist hier auch per Augenmaß direkt an der Skizze ersichtlich.

Der Nullvektor besitzt den Betrag 0, und das gilt in allen Dimensionen:

[image: image]

Die Komponenten eines Vektors können aber auch von Variablen abhängen oder sogar komplizierte Funktionen dieser Variablen sein. Betrachten Sie beispielsweise die folgenden dreidimensionalen Vektoren [image: image] und berechnen deren Beträge:

[image: image]

[image: image]

Funktionen können negative Werte annehmen. Deshalb muss man bei der Berechnung des Betrags von Vektoren aufpassen, wenn man die Wurzel aus dem Quadrat einer Funktion zieht. Somit ist für den ersten Vektor [image: image] die Betragsfunktion bei cosα zu berücksichtigen.

Obwohl die Komponenten des zweiten Vektors [image: image] von zwei Variablen x und y abhängen, ist der Betrag eine einfache Zahl.

[image: images] Vereinfachen Sie alle vorkommenden Funktionen stets soweit wie möglich, indem Sie beispielsweise Beziehungen wie die zwischen den trigonometrischen Funktionen ausnutzen.

[image: images] Beim Wurzelziehen aus dem Quadrat einer Funktion oder eines Ausdrucks müssen Betragsstriche berücksichtigt werden, sofern die Funktion negative Werte annehmen kann.


Einheitsvektoren – Voll normal!

Vektoren, die einen Betrag von eins haben, nennt man Einheitsvektoren. Beispielsweise ist der folgende Vektor [image: image] ein zweidimensionaler Einheitsvektor:

[image: image]

Der Faktor [image: image] im Nenner entspricht dem Betrag des Vektors [image: image] aus Abbildung 2.2.

Das ist kein Zufall! Man kann jeden Vektor (außer den Nullvektor) in einen Einheitsvektor umwandeln, indem man ihn durch seinen Betrag dividiert. Im Fachjargon nennt man diesen Schritt die Normierung eines Vektors. Allgemein ist somit der Vektor [image: image] ein Einheitsvektor:

[image: image]

Einheitsvektoren werden stets mit einem Hütchen anstelle des sonst üblichen Vektorpfeils geschrieben.

[image: images] Einheitsvektoren sind von großer Bedeutung, wenn man die Richtung und den Betrag eines Vektors getrennt voneinander betrachten möchte. Jeder Vektor [image: image] (mit Ausnahme des Nullvektors) lässt sich als Produkt seines Betrags und des zugehörigen Einheitsvektors schreiben:

[image: image]

Für den Vektor [image: image] aus Abbildung 2.2 gilt somit:

[image: image]

Hierbei ist [image: image] der obige Einheitsvektor. Dies kann überaus nützlich sein, wie in der Aufgabe »Zum Halten von Lasten« auf Seite 51 deutlich werden wird.

Beispiel: Normierung eines dreidimensionalen Vektors

Der folgende dreidimensionale Vektor [image: image] soll normiert, also in einen Einheitsvektor umgewandelt werden. Mit dessen Betrag lässt sich der zugehörige Einheitsvektor [image: image] bestimmen:

[image: image]

Beispiel: Konstruktion von Einheitsvektoren beliebiger Dimension

Man kann Vektoren geschickt von vorn herein als Einheitsvektoren wählen. Erinnern Sie sich an den trigonometrischen Satz des Pythagoras (»trigonometrischer Pythagoras«) [image: image], so ist klar, dass sich ein Einheitsvektor in der Ebene wie folgt definieren lässt:

[image: image]

Dann gilt auf jeden Fall [image: image]. Der Vektor [image: image] zeigt vom Ursprung aus auf einen Punkt, der auf einem Kreis mit Radius eins um den Ursprung liegt. Bei φ handelt es sich um den Winkel zwischen der positiven x-Achse und dem Vektor [image: image] selbst. Um daraus einen dreidimensionalen Einheitsvektor zu konstruieren, benötigt man einen weiteren Winkel, der [image: image] genannt wird. Mit diesem lässt sich auf die folgende Weise ein neuer Vektor bauen:

[image: image]

Hier wurde der Einheitsvektor [image: image] eingesetzt und dabei natürlich dessen Klammern weggelassen. Ist der neue Vektor [image: image] ein Einheitsvektor? Direktes Nachrechnen liefert schnell die Antwort:

[image: image]

Wie Sie sehen, müssen Sie nicht die einzelnen Komponenten erneut einsetzen, sondern können ausnutzen, dass es sich bei [image: image] bereits um einen Einheitsvektor handelt.

Mit Hilfe eines weiteren Winkels χ kann nach demselben Schema ein vierdimensionaler Einheitsvektor konstruiert werden:

[image: image]

Mit diesem Kochrezept können Sie nach und nach weitermachen, um höherdimensionale Einheitsvektoren zu erzeugen. Man bezeichnet ein solches Verfahren als rekursiv, da man zur Konstruktion des nächsten Vektors immer den vorherigen benötigt.

[image: images] Speziell diese Konstruktion ist zum Beispiel für mehrdimensionale Kugelkoordinaten grundlegend. (Die dreidimensionalen Kugelkoordinaten werden im Teil »Vektorrechnung« behandelt.)


Rechnen mit Vektoren

Da Sie jetzt mit den vektoriellen Grundbegriffen vertraut sind, geht es ans Eingemachte. Vektoren an sich sind bereits interessant, doch muss es auch Regeln geben, wie man zwei Vektoren miteinander verknüpft, um einen neuen Vektor oder etwas anderes zu erhalten. Darum geht es in diesem Abschnitt.


Addition und Subtraktion von Vektoren

Man kann Vektoren derselben Dimension, also mit derselben Anzahl von Zeilen, addieren und voneinander subtrahieren. Das Ergebnis ist dann wieder ein Vektor derselben Dimension. Denkt man an Vektorpfeile, entspricht eine Addition von Vektoren dem Aneinanderlegen der entsprechenden Pfeile. Schauen Sie sich doch das Ganze anhand der Vektoren [image: image] an, die bereits am Anfang des Kapitels eingeführt wurden.

Aus Abbildung 2.5 wird klar, dass beim Aneinanderreihen der Vektorpfeile die entsprechenden Komponenten addiert werden. Das ergibt zum Beispiel für die Summe der ersten beiden Vektoren [image: image] und [image: image]:

[image: image]


 

[image: ipad]
Abbildung 2.5: Addition und Subtraktion von Vektoren von der anschaulichen Seite



Das können Sie auch durch Nachzählen der Kästchen direkt überprüfen. Mit dem nächsten Vektor [image: image] geht es analog weiter:

[image: image]

Allgemein lässt sich also der Summenvektor [image: image] der Vektoren [image: image] und [image: image] durch Addition der entsprechenden Komponenten der Vektoren bilden:

[image: image]

Wie die Subtraktion von Vektoren funktioniert, ist nun nicht mehr schwer zu erahnen. Betrachten Sie dazu erneut Abbildung 2.5. Von der bisher gebildeten Summe sollen die Vektoren [image: image] und [image: image] abgezogen werden. Dies wird dadurch erreicht, dass beide Vektorpfeile umgedreht und an die bisher gebildete Kette aus Pfeilen angefügt werden. Das Umdrehen des Vektorpfeils führt zu einem Minuszeichen vor dem Vektor. Also werden die entsprechenden Komponenten der Vektoren subtrahiert:

[image: image]

[image: image]

Zählt man die Kästchen ab, so ist erkennbar, dass die gebildete Reihe von Pfeilen genau vier Einheiten nach rechts und vier Einheiten nach oben zeigt, so wie es ausgerechnet wurde.

Im Allgemeinen können Sie also den Differenzvektor [image: image] zweier Vektoren [image: image] und [image: image] wie folgt bestimmen:

[image: image]

[image: images] Zusammenhang zwischen Addition und Subtraktion von Vektoren

Die Subtraktion eines Vektors entspricht seiner Addition, nur mit umgekehrtem Vorzeichen!

Beispiel: Einfache Addition und Subtraktion

Schauen Sie sich einige Beispiele an, um das Gelernte sofort zu üben. Diese sollen auf zwei bzw. drei Dimensionen beschränkt sein. Zunächst ist die folgende Summe aus drei Vektoren zu berechnen:

[image: image]

Als nächstes sollen zwei Vektoren voneinander abgezogen werden. Dies funktioniert so, wie Sie es oben gesehen haben:

[image: image]

Beispiel: Sie schwimmen durch einen Fluss

Stellen Sie sich vor, Sie möchten der Darstellung in Abbildung 2.6 gemäß schwimmend einen Fluss überqueren, so dass Sie die gegenüberliegende Stelle erreichen, ohne von der Strömung des Wassers weggetrieben zu werden.

Die Geschwindigkeit der Strömung des Flusses sei gegeben durch vf und zeige in negative x-Richtung. Schwimmen Sie mit vs in Richtung der positiven y-Achse, also senkrecht zur Strömung, so gilt:

[image: image]

Die gesamte Geschwindigkeit [image: image] folgt durch Addition von beiden:

[image: image]


 

[image: ipad]
Abbildung 2.6: An einem heißen Sommertag ...



Dann treibt Sie jedoch die Strömung vom gegenüberliegenden Punkt weg. Also müssen Sie Ihren neuen Geschwindigkeitsvektor [image: image] so anpassen, dass die neue gesamte Geschwindigkeit [image: image] keine x-Komponente besitzt:

[image: image]

Sie müssen somit der Geschwindigkeit [image: image] der Strömung in Richtung der positiven [image: image]-Achse entgegenschwimmen, um sie auszugleichen. Die y-Komponente [image: image] ist dagegen frei wählbar und bestimmt, wie schnell Sie den Fluss überqueren.

Beispiel: Eine Vektorschnecke

Im aktuellen Beispiel soll ein Summenvektor als eine Aneinanderreihung unendlich vieler einzelner Vektoren konstruiert werden. Dazu wird als erster Vektor einer entlang der x-Achse mit dem Betrag eins gewählt. Der zweite Vektor soll parallel zur y-Achse zeigen und 3/4 der Länge des ersten Vektors haben. Die Reihe wird so fortgesetzt, dass jeder nachfolgende Vektor auf dem vorherigen senkrecht steht (erfolgt durch eine Drehung um 90° im Gegenuhrzeigersinn) und nur 3/4 mal so lang ist. Was passiert, wenn Sie das Ganze immer weiter fortsetzen? Das zeigt Abbildung 2.7.


 

[image: ipad]
Abbildung 2.7: Eine Aneinanderreihung unendlich vieler Vektoren



Aus der Skizze wird ersichtlich, dass der zu erwartende Grenzwert dieses Spiels ein Vektor endlicher Länge ist. In der Sprache der Analysis redet man davon, dass die sich ergebende Aneinanderreihung von Vektoren zu einem eindeutigen »Grenzvektor« konvergiert. Um diesen zu bestimmen, reichen im Prinzip Ihre bisherigen Kenntnisse über die Addition von Vektoren. Sie müssen dazu nur ein bisschen »schummeln« und sich aus dem Bereich der Analysis den Grenzwert der unendlichen geometrischen Reihe ausborgen:

[image: image]

Damit ergibt sich:

[image: image]

Die beiden Summen ergeben sich aus der geometrischen Reihe:

[image: image]

Also erhalten Sie so tatsächlich den Grenzvektor der Konstruktion:

[image: image]

Wenn Sie möchten, können Sie den berechneten Vektor [image: image] durch Nachmessen mit dem eingezeichneten in Abbildung 2.7 vergleichen.


Multiplikation von Vektoren mit Zahlen

Abbildung 2.8 zeigt, was passiert, wenn man einen Vektor [image: image] zu sich selbst addiert. Legen Sie den Vektor zum Beispiel zweimal hintereinander, so geht hieraus ein neuer Vektor hervor, der die doppelte Länge besitzt. Das bedeutet nichts anderes als dass jede Komponente des Vektors mit der Zahl 2 multipliziert wird. Schließlich verdoppelt sich ja die Anzahl der Kästchen:

[image: image]

Teilen Sie [image: image] in drei gleiche Teile, so passiert das auch mit jeder einzelnen Komponente des Vektors. Die Kästchenzahl wird gedrittelt. Legen Sie diesen neuen Vektor [image: image] zweimal hintereinander, dann verdoppelt sich dabei wieder jede einzelne Komponente. Als Ergebnis ergibt sich der 2/3-Anteil des Vektors [image: image]:

[image: image]

Sie sehen also, dass die Multiplikation eines Vektors mit einer beliebigen Zahl λ der Streckung bzw. Stauchung des Vektors entspricht, je nachdem, ob λ ≥ 1 oder <1 ist.

[image: images] Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl

Bei der Multiplikation eines Vektors [image: image] mit einer Zahl λ ist jede einzelne Komponente des Vektors mit λ zu multiplizieren:

[image: image]
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Abbildung 2.8: Dehnung und Stauchung von Vektoren



Beispiel: Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl

Hier soll die Hauptdiagonale des in Abbildung 2.9 dargestellten Quaders mit den Seitenlängen 2, 5 und 8 Längeneinheiten fünfmal hintereinander gelegt werden.

[image: image]

Die neue Diagonale ist die eines Quaders mit den fünffachen Seitenlängen.


 

[image: ipad]
Abbildung 2.9: Die Hauptdiagonale eines Quaders wird verfünffacht




Linearkombination von Vektoren als »Pfeile«

Wie Sie bereits gesehen haben, lassen sich Vektorpfeile hintereinander legen. In Abbildung 2.10 ist das Ganze mit einer Reihe neuer Vektoren nochmals gemacht worden.


 

[image: ipad]
Abbildung 2.10: Eine etwas übertriebene Linearkombination von Vektoren



Den Beginn macht der Vektor [image: image], der vom Ursprung des Koordinatensystems ausgeht. Natürlich kann auch ein und derselbe Vektor mehrmals auftauchen, wie etwa [image: image] und [image: image]. Einen derartigen Zug aus Vektoren nennt man auch Linearkombination.

Es handelt sich dabei um nichts anderes als um die Addition von Vektoren bzw. Vielfacher von Vektoren:

[image: image]

Schreitet man diesen Verlauf von Pfeilen ab, so kommt man letztendlich zu einem Punkt, der eine Längeneinheit in x-Richtung und sieben Längeneinheiten in y-Richtung vom Ursprung entfernt liegt. Das hätte man aber auch einfacher haben können; man muss nur die ganze Reihe von Vektorpfeilen durch den einzelnen Vektorpfeil ersetzen, der den Vektor [image: image] aus Abbildung 2.10 darstellt. Genau das ist der springende Punkt an der ganzen Geschichte. Eine Linearkombination von Vektoren ist wieder ein Vektor; man kann mit Hilfe einer Linearkombination einen Vektor durch andere Vektoren ausdrücken. Also gilt hier:

[image: image]

Beispiel: Linearkombinationen in drei Dimensionen

Der folgende dreidimensionale Vektor [image: image] kann als eine Linearkombination der Einheitsvektoren [image: image], [image: image] und [image: image] aufgefasst werden:

[image: image]

[image: image]

Ebenso ist es jedoch möglich, [image: image] als Linearkombination dreier anderer Vektoren [image: image], [image: image] und [image: image] zu schreiben:

[image: image]

[image: image]

Sie sehen also, dass es viele Möglichkeiten gibt, einen bestimmten Vektor durch eine Linearkombination anderer Vektoren – anschaulich durch eine Aneinanderreihung von Vektorpfeilen – auszudrücken. Die Methode der Linearkombination ist ein grundlegendes Hilfsmittel in der Vektorrechnung und soll im Teil »Vektorrechnung« dementsprechend vertieft werden.


Differenzvektoren

Betrachtet man zwei Punkte A und B in einem Koordinatensystem, so kann man den Differenzvektor konstruieren, dessen Vektorpfeil von A nach B zeigt (siehe Abbildung 2.11).
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Abbildung 2.11: Differenzvektor zweier Ortsvektoren



Solche Vektoren kennzeichnet man oft durch [image: image].

[image: images] Berechnung von Differenzvektoren

Mit dem Differenzvektor [image: image] zweier Ortsvektoren [image: image] und [image: image] kann man folgende Linearkombination konstruieren:

[image: image]

Auflösen nach dem Differenzvektor erlaubt einem dessen Berechnung mittels der Ortsvektoren:

[image: image]

Man muss also den Ortsvektor, der sich am Pfeilende des Differenzvektors befindet vom Ortsvektor an der Pfeilspitze abziehen. Die Merkregel lautet: »Pfeilspitze minus Pfeilende!«

Betrachten Sie abschließend folgendes Beispiel:

[image: image]

Derartige Differenzvektoren werden im weiteren Verlauf des Buchs häufig auftreten.


Vektoren in der analytischen Geometrie

Die analytische Geometrie beschäftigt sich mit geometrischen Fragestellungen unter Zuhilfenahme der Vektorrechnung. Ohne lange Reden über die außerordentliche Nützlichkeit der Vektorrechnung schwingen zu wollen, stürzen wir uns am besten sofort auf zwei Problemstellungen, anhand derer die Vorteile einer vektoriellen Behandlung von Aufgaben in der Geometrie ersichtlich werden.


Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks

Betrachten Sie ein Dreieck in der Ebene, das sich aus den Punkten [image: image], [image: image] und [image: image] zusammensetzt. Es soll die Länge der Winkelhalbierenden wα, wβ und  wγ bestimmt werden.

Die Winkelhalbierende zu einem bestimmten Winkel lässt sich konstruieren, indem man das Dreieck an der Seite spiegelt, die dem jeweiligen Winkel gegenüber liegt. Hieraus ergibt sich ein Parallelogramm. Die Diagonale des Parallelogramms, die von der Ecke des entsprechenden Winkels ausgeht, zeigt in Richtung der Winkelhalbierenden. Diese teilt das Parallelogramm in zwei neue Dreiecke. Das beschriebene Vorgehen ist in Abbildung 2.12 veranschaulicht.
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Abbildung 2.12: Zur Konstruktion der Winkelhalbierenden und zur Berechnung ihrer Längen mittels der Vektorrechnung



Dass es sich wirklich um eine Winkelhalbierende handelt, ist elementargeometrisch klar, denn der Winkel δ im unteren Dreieck des Parallelogramms in Abbildung 2.12 taucht auch als Wechselwinkel im oberen Dreieck auf. Da es sich um gleichschenklige Dreiecke handelt, folgt also α = 2δ und somit δ = α/2.

Weil das Parallelogramm durch Spiegeln des Dreiecks an der gegenüberliegenden Seite entstanden ist, entspricht die Länge der Winkelhalbierenden des Dreiecks der halben Länge der Diagonalen im Parallelogramm. Also gilt:

[image: image]

Nun zu den Beträgen dieser Vektoren:

[image: image]

Die Vektorrechnung kann sich bei solchen elementargeometrischen Problemen als sehr nützlich erweisen. Ohne diese Werkzeuge wäre man hier auf komplizierte trigonometrische Zusammenhänge zwischen den Seitenlängen und den Winkeln der Dreiecke (beispielsweise dem Sinus- oder Kosinussatz) angewiesen. So genügen einzig und allein die Addition zweidimensionaler Vektoren sowie die Berechnung ihrer Beträge mittels des Satzes von Pythagoras.


Zum Halten von Lasten

Betrachten Sie drei Haltekräne, die gemäß Abbildung 2.13 über feste Rollen eine Last von [image: image] halten sollen. (Die Abkürzung »N« steht für »Newton«; dabei handelt es sich um die Einheit der Kraft.)
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Abbildung 2.13: Bestimmung der Kräfte beim Festhalten einer Last



Der Koordinatenursprung liegt in dem Punkt, an dem die Last angebracht ist. Die Position der Rollen ist gegeben durch die folgenden Ortsvektoren:

[image: image]

Uns interessieren die wirkenden Kräfte [image: image], [image: image] und [image: image]. Solche Aufgaben sind wie für die Vektorrechnung geschaffen. Am besten geht man derartige Probleme an, indem man die gesuchten Größen – in diesem Fall die Beträge der Kraftvektoren – von ihren Richtungen getrennt behandelt. Das ermöglichen Einheitsvektoren. In einem Einheitsvektor steckt nur die Information über die Richtung.

[image: images] Bei physikalischen Problemen mit einer geometrischen Grundlage sind Einheitsvektoren sehr hilfreich. Dabei steckt man die Geometrie vollständig in Einheitsvektoren, während die physikalischen Größen, beispielsweise Kräfte, als Beträge behandelt werden.

Sie können also die Richtung, in die eine Kraft zeigt, von der Stärke der Kraft trennen. Für die einzelnen Kräfte gilt dann:

[image: image]

Hier sind [image: image], [image: image], [image: image] die Einheitsvektoren, welche entlang der Seile zeigen und somit auch die Richtung der Kräfte angeben, die an den Seilen wirken. Um die Einheitsvektoren zu bestimmen, werden zunächst die Beträge der obigen Vektoren [image: image], [image: image] und [image: image] benötigt:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Durch Normierung gelangen Sie zu den entsprechenden Einheitsvektoren:

[image: image]

Die Kraft der Last [image: image] zeigt in negative z-Richtung. Benutzt man den Einheitsvektor [image: image], der in z-Richtung zeigt, kann man das wie folgt schreiben:

[image: image]

Schließlich müssen Sie das Gleichungssystem lösen, welches angibt, dass die Summe aller Kräfte verschwindet (Kräftegleichgewicht). Das ist der Fall, wenn die Last statisch gehalten wird:

[image: image]

Umformen und anschließendes Dividieren der ersten Zeile durch 5 und der zweiten Zeile durch 2 ergibt:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Dabei handelt es sich um ein Gleichungssystem aus drei Gleichungen mit den drei Unbekannten F1, F2 und F3. Obwohl die Behandlung solcher Systeme später ausführlich behandelt wird, können Sie dieses mit ein bisschen Nachdenken auch so lösen. Niemand verbietet es, Gleichungen zu addieren. Da bei einer Gleichung links und rechts dasselbe steht, ist das auch dann noch der Fall, wenn solche Gleichungen addiert werden. Das bedeutet, dass man die linken bzw. die rechten Seiten der Gleichungen addiert. Man macht das, um Variablen aus Gleichungen hinauszuwerfen (zu eliminieren).

Um die Variable F1 aus der zweiten Gleichung zu eliminieren, muss diese mit 3 multipliziert und dazu die mit 4 multiplizierte erste Gleichung addiert werden. Um F1 aus der dritten Gleichung zu entfernen, subtrahieren Sie die mit 17 multiplizierte erste Gleichung von der mit 3 multiplizierten dritten Gleichung. Das führt auf:

[image: image]

Die zweite Gleichung des so gefundenen Systems können Sie durch 10 teilen. Multiplizieren Sie diese dann mit 8 und addieren sie zur dritten Gleichung, so ergibt sich schließlich:

[image: image]

Hier haben Sie einen kleinen Vorgeschmack auf den sogenannten Gauß-Algorithmus erhalten, den man benutzt, um derartige Gleichungssysteme zu lösen. Im Teil »Lösen von linearen Gleichungssystemen« wird dieser ausführlich und auch systematischer behandelt.

Nun lässt sich schrittweise F3 aus der dritten Gleichung sowie F1 und F2 aus den ersten beiden Gleichungen bestimmen:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Hier zeigt sich besonders, wie hilfreich Vektoren sind, um Probleme zu lösen, die auf einer komplizierten geometrischen Anordnung basieren.


3

Matrizen


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Schreibweise von Matrizen

[image: ipad] Grundlegende Rechenoperationen mit Matrizen kennenlernen

[image: ipad] Einteilung von Matrizen bezüglich deren Eigenschaften

[image: ipad] Einführung in das Konzept, Matrizen in Diagonalform darzustellen




Eine Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema, das sich aus einer bestimmten Anzahl von Zeilen und Spalten zusammensetzt. Hier sollen Sie lernen, wie man Matrizen aufschreibt und wie Sie mit ihnen rechnen können.

Alle Matrizen besitzen bestimmte Eigenschaften, nach denen sie sich in Gruppen einteilen lassen. Das hat zum Vorteil, dass Sie zum Teil sofort wissen, was Sie mit einer Matrix machen können, sofern Sie diese einer derartigen Klasse zuordnen können. Es gibt Matrizen, die ganz besonders sind und bei denen Sie trickreich die meisten Einträge verschwinden lassen können. Das ist überaus hilfreich und auch dazu werden wir Ihnen eine zunächst anschauliche Einführung dessen geben, was im weiteren Verlauf des Buchs vertieft wird.


Definition und Form von Matrizen

Besteht eine Matrix aus m Zeilen und n Spalten, so ist von einer (m × n)-Matrix (sprich: »m Kreuz n Matrix«) die Rede. Matrizen bezeichnet man mit großen lateinischen Buchstaben. Für die Einträge der Matrix – also Zahlen oder stellvertretend Variablen – werden manchmal die entsprechenden kleinen Buchstaben mit je einem Index für die Zeile und die Spalte gebraucht. Eine runde Klammer um ein Element der Matrix A mit noch nicht konkretisierten Indizes, also (aij), kennzeichnet die Gesamtheit aller Elemente der Matrix und damit wiederum die Matrix selbst. Die Einträge heißen in Analogie zu Vektoren die Koeffizienten der Matrix. Das komplette Schema wird gewöhnlich in runden Klammern eingeschlossen.

Ist A eine (m × n)-Matrix, so nennt man die Koeffizienten aij, wobei der erste Index die Zeile und der zweite Index die Spalte angibt:

[image: image]

Im Fall m = n heißt die Matrix quadratisch; sie besitzt genauso viele Zeilen wie Spalten. Wie Sie hier sehen, setzt man bei großen Matrizen sich systematisch wiederholende Einträge mit Punkten fort.

Man kann für die Koeffizienten der Matrix gewöhnliche Zahlen einsetzen. Das können reelle oder auch komplexe Zahlen sein, also gibt es sowohl reelle als auch komplexe Matrizen. Gibt man zum Beispiel die Vorschrift

[image: image]

an, so resultiert hieraus die folgende Matrix:

[image: image]

Auch hier werden Punkte dort verwendet, wo sich die weitere Form der Matrix in eindeutiger Weise aus den notierten Einträgen ergibt. Im obigen Fall stehen sie für eine Weiterführung der Nullen bzw. Einsen.

Speziell bei quadratischen Matrizen ist nicht nur von Zeilen und Spalten die Rede, sondern auch noch von der Hauptdiagonale und den Nebendiagonalen. Als Hauptdiagonale bezeichnet man die Zahlenkette, deren Verbindungslinie sich vom obersten linken Eintrag bis zum untersten rechten Eintrag fortsetzt. Nebendiagonalen sind die restlichen Zahlenketten, deren Verbindungslinien parallel zu der der Hauptdiagonalen verlaufen. Zum Beispiel ist bei der folgenden Matrix die Hauptdiagonale gegeben durch [1,2,3,4], und Nebendiagonalen sind [5,6,7], [8,9,10], [11,12], [13,14]:

[image: image]

Im Prinzip sind die Elemente oben rechts und unten links ebenso Nebendiagonalelemente, auch wenn es sich nur um einzelne Einträge handelt.

Oft sieht man in Büchern auch eine Schreibweise, bei der sich große Matrizen aus kleineren zusammensetzen. Sofern zum Beispiel die (2 × 2)-Matrizen

[image: image]

gegeben sind, handelt es sich bei der folgenden Matrix um eine (4 × 4)-Matrix:

[image: image]

Natürlich verzichtet man auf die Klammern der kleineren Matrizen, wenn man aus diesen eine größere Matrix bildet. Das Ganze ist außerdem nur dann möglich, wenn jeweils die Zeilenzahl der kleinen Matrizen nebeneinander und die Spaltenzahl der übereinander angeordneten Matrizen untereinander gleich sind. Diese Art der Notation erspart zum einem Schreibarbeit und zum anderen ergeben sich rechnerische Vorteile. Um Matrizen in diesem Sinne zu unterteilen, zeichnet man manchmal auch waagerechte bzw. senkrechte Linien zwischen jeweils zwei Zeilen oder Spalten.

[image: images] Die Nullmatrix

Eine Matrix, die sich vollständig aus Nullen zusammensetzt, heißt Nullmatrix. Man bezeichnet eine solche oft mit [image: image], wobei m die Anzahl der Zeilen und n die der Spalten angibt. Handelt es sich um eine quadratische Matrix, so ist natürlich m = n und es reicht ein einziger Index. Dieser soll wie bei der Einheitsmatrix ein unterer Index sein.

Es gilt zum Beispiel

[image: image]

[image: images] Die Einheitsmatrix

Eine quadratische Matrix, auf deren Hauptdiagonale ausschließlich Einsen stehen und die restlichen Einträge Nullen sind, nennt man Einheitsmatrix. Man schreibt sie als En, [image: image] oder [image: image], wobei der Index stellvertretend für die Zeilen- bzw. Spaltenanzahl steht.

Im Folgenden soll die doppelt gestrichene Eins [image: image] für eine n-dimensionale Einheitsmatrix benutzt werden. Beispiele für Einheitsmatrizen sind:

[image: image]


Rechnen mit Matrizen – mehr als nur ein Haufen Zahlen!

Natürlich kann man mit dem bloßen Zahlenschema einer Matrix an sich erst einmal wenig anfangen. Man benötigt zusätzlich Regeln, nach denen Matrizen miteinander kombiniert werden. Matrizen lassen sich addieren, miteinander multiplizieren und sogar durcheinander »dividieren«, sofern sie bestimmte Eigenschaften besitzen.


Addition und Subtraktion von Matrizen

Betrachten Sie zunächst die einfachste Regel: die für die Addition bzw. Subtraktion von Matrizen.

[image: images] Addition von Matrizen

Zwei Matrizen addiert/subtrahiert man, indem man die Elemente mit denselben Indizes addiert/subtrahiert.

Das bedeutet:

[image: image]

Es werden also jeweils die Elemente miteinander verknüpft, die in derselben Zeile und Spalte stehen. Damit ist aber klar, dass zwei Matrizen nur dann addiert oder subtrahiert werden können, wenn beide dieselbe Anzahl von Zeilen und Spalten besitzen. Womit sollte man ein Element der einen Matrix verknüpfen, wenn keines der anderen Matrix zur Verfügung steht? Als Beispiel werden zwei Matrizen derselben Größe nach der obigen Regel addiert bzw. subtrahiert:

[image: image]

[image: images] Bei der Addition und Subtraktion von Matrizen kommt es nicht auf deren Reihenfolge an. Diese Rechenregeln sind also kommutativ.


Multiplikation von Matrizen

Die Rechenregeln für die Addition und Subtraktion von Matrizen sind dahingehend gut nachvollziehbar, dass entsprechende Elemente beider Matrizen addiert bzw. subtrahiert werden. Deshalb könnte man zunächst ebenso meinen, dass zwei Matrizen multipliziert werden, indem man die Elemente derselben Zeile und Spalte miteinander multipliziert. Doch dem ist nicht so! Stattdessen gilt folgende zunächst nicht sehr einsichtige Regel:

[image: image]

[image: images] Multiplikation von Matrizen

Um das Element Cmn der Ergebnismatrix der Multiplikation zweier Matrizen zu erhalten, muss man die Elemente der m-ten Zeile der ersten Matrix mit denen der n-ten Spalte der zweiten Matrix paarweise multiplizieren und addieren.

Diese Regel schränkt allerdings die mögliche Form beider Matrizen stark ein, so dass es nur möglich ist, eine (m × k)-Matrix mit einer (k × n)-Matrix zu multiplizieren. Die Anzahl der Spalten der ersten Matrix muss also der Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix entsprechen. Als Ergebnis ergibt sich eine (m × n)-Matrix.

Das Falksche Schema

Die Regel zur Multiplikation von Matrizen kann man sich anfangs schwer merken. Es gibt jedoch eine Möglichkeit, die Multiplikation zweier Matrizen geschickt so aufzuschreiben, dass sie sehr einprägsam ist. Ohne große Reden zu schwingen, schauen Sie sich bitte das Vorgehen an einem Beispiel an:


 

[image: ipad]


Darin soll eine (2 × 3)-Matrix mit einer (3 × 2)-Matrix multipliziert werden. Man schreibt dazu beide zu multiplizierende Matrizen so auf wie hier angegeben. Dann denkt man sich – oder zeichnet – Linien durch jede Zeile bzw. Spalte der Matrizen. Dort, wo sich jeweils zwei solche Linien schneiden, steht ein Element der Ergebnismatrix, das sich aus der Zeile der ersten Matrix bzw. Spalte der zweiten Matrix ergibt, entlang derer die Linien laufen. Man erhält das Ergebnis, indem man zusammenpassende Elemente der jeweiligen Zeilen bzw. Spalten miteinander multipliziert und die Produkte addiert. Das Vorgehen wird als Falksches Schema bezeichnet.

Die Spaltenzahl der ersten Matrix stimmt mit der Zeilenzahl von der zweiten überein. Andernfalls ist die Multiplikation nicht möglich. Als Ergebnis ergibt sich in diesem Falle eine (2 × 2)-Matrix.

Die Reihenfolge der Matrizen spielt bei der Multiplikation eine entscheidende Rolle! Das sieht man bereits an der obigen Einschränkung. Während man eine m × k-Matrix mit einer k × n-Matrix multiplizieren kann, ist das umgekehrt nicht möglich, da dann die Spaltenzahl n der ersten Matrix nicht mit der Zeilenzahl m der zweiten Matrix übereinstimmt. Selbst im Fall m = n ist es wesentlich, in welcher Reihenfolge man Matrizen multipliziert.

[image: images] Die Multiplikation von Matrizen ist nicht kommutativ. Nur bei ganz besonderen Matrizen kommt es auf die Reihenfolge nicht an.


Invertieren von Matrizen

Eine Matrix C kann derart beschaffen sein, dass man zu ihr eine andere Matrix findet, so dass das Produkt beider Matrizen – egal in welcher Reihenfolge – die Einheitsmatrix ergibt. Gibt es eine solche Matrix, bezeichnet man sie als die inverse Matrix von C (oder auch einfach als Inverse) und nennt sie C−1. Ist C eine n × n-Matrix, so gilt also für die Inverse C−1:

[image: image]

Betrachten Sie zum Beispiel eine (2 × 2)-Matrix mit ihrer Inversen C-1:

[image: image]

Dass es sich tatsächlich um die Inverse handelt, kann man sofort bestätigen:

[image: image]

Im Prinzip lässt sich die Multiplikation mit der Inversen als »Division durch eine Matrix« auffassen. Die Methode zur Bestimmung der inversen Matrix ist mit einiger Rechnerei verbunden und wird im Teil »Matrizen« vorgestellt.


So sieht sich eine Matrix im Spiegel

Man kann zwei Matrizen nicht nur miteinander kombinieren, sondern auch Manipulationen an einer einzelnen Matrix vornehmen. Die einfachste dieser Operationen ist das Transponieren einer Matrix, wofür das hochgestellte Symbol »T« benutzt werden soll.

[image: images] Transponieren von Matrizen

Beim Transponieren einer Matrix vertauscht man Zeilen- und Spaltenindex der einzelnen Elemente.

[image: image]

Die sich ergebende Matrix heißt transponierte Matrix. Aus einer (m × n)-Matrix wird auf diese Weise eine (n × m)-Matrix; die Zeilen- und Spaltenanzahl wird daher vertauscht. Entspricht die Zeilen- der Spaltenzahl, ist das Transponieren besonders gut durchzuführen. Dann spiegelt man einfach jedes Element an der Hauptdiagonale. Die Hauptdiagonale selbst ändert sich dabei nicht. Betrachten Sie die folgenden Beispiele! Im ersten stimmen Zeilen- und Spaltenzahl überein, im zweiten dagegen nicht:

[image: image]

[image: image]

Aus der (2 × 5)-Matrix wird also eine (5 × 2)-Matrix, während die (3 × 3)-Matrix eine (3 × 3)-Matrix bleibt.

[image: images] Transponieren von Produkten von Matrizen

Da beim Transponieren Zeilen und Spalten ihre Rollen tauschen, werden beim Transponieren eines Produkts zweier Matrizen die einzelnen Matrizen transponiert; zudem ändert sich ihre Reihenfolge:

[image: image]

Vektoren kann man auch als Matrizen mit nur einer Spalte oder einer Zeile auffassen. Erstere heißen Spaltenvektoren und letztere Zeilenvektoren. Sofern man bei einem Vektor [image: image] nichts anderes dazusagt, fasst man ihn gewöhnlich als Spaltenvektor auf. Bei allen bisher betrachteten Vektoren handelte es sich daher um Spaltenvektoren.


Ein Zeilenvektor entsteht aus einem Spaltenvektor, indem man die Komponenten waagerecht nebeneinander schreibt und das Ganze mit einem Paar runder Klammern umschließt. Oft trennt man noch die einzelnen Komponenten jeweils durch ein Komma voneinander, weil das einfach übersichtlicher aussieht. Die Schreibweise für einen Zeilenvektor ist somit dieselbe wie die für die Koordinaten eines Punktes. Dennoch handelt es sich um zwei unterschiedliche Dinge: im ersten Fall um einen Punkt, im zweiten Fall um einen Vektorpfeil, der vom Koordinatenursprung zu dem Punkt zeigt.

Ein Zeilenvektor entspricht einem transponierten Spaltenvektor und umgekehrt:

[image: image]

Bei Matrizen mit komplexen Einträgen führt man eine Operation ein, die mit dem Transponieren verwandt ist: das sogenannte Adjungieren. Dafür verwendet man gewöhnlich das hochgestellte Dolchsymbol »†«.

[image: images] Adjungieren von Matrizen

Eine Matrix wird adjungiert, indem man sie transponiert und ihre Elemente komplex konjugiert. Die Reihenfolge spielt dabei keine Rolle.

[image: image]

Das Ergebnis nennt man adjungierte Matrix. Auch hier wird aus einer m × n-Matrix eine n × m-Matrix. Schauen Sie sich wieder zwei repräsentative Beispiele an:

[image: image]

[image: image]

Beim Adjungieren geht die (3 × 3)-Matrix in eine Matrix mit derselben Zeilen- und Spaltenzahl über, während aus der (4 × 2)-Matrix eine (2 × 4)-Matrix wird.

[image: images] Adjungieren von Produkten von Matrizen

Beim Adjungieren eines Produkts zweier Matrizen vertauscht sich die Reihenfolge der Matrizen - analog zum Transponieren.

[image: image]


Der Stammbaum der Matrizen

Matrizen gibt es wie Sand am Meer! Damit man zum einen die Übersicht behält und zum anderen Regeln formulieren kann, die nur für bestimmte Matrizen gelten, teilt man diese in Klassen ein. In Abbildung 3.1 ist eine solche mögliche Einteilung gezeigt.


 

[image: ipad]
Abbildung 3.1: Es gibt viele verschiedene Arten von Matrizen




Reelle und komplexe Matrizen

Zunächst einmal kann man eine Matrix nach ihren Elementen unterscheiden: Sie können reell oder komplex sein. Reelle Matrizen lassen sich ähnlich wie komplexe weiter untertei

len, doch beide Klassen unterscheiden sich sowohl in der Handhabung als auch in ihrer Anwendung. Zum Beispiel ist von den beiden Matrizen

[image: image]

die erste komplex und die zweite reell.


Quadratische und nicht-quadratische Matrizen

Als nächstes ist es sinnvoll, Matrizen nach ihrer Form zu unterteilen. Man unterscheidet quadratische Matrizen, bei denen die Zeilen- der Spaltenzahl entspricht, und nichtquadratische Matrizen. Bei vielen Anwendungen spielen quadratische Matrizen eher eine Rolle als nicht-quadratische. Das heißt jedoch nicht, dass letztere nicht auch ihre Daseinsberechtigung haben, zum Beispiel bei über- oder unterbestimmten linearen Gleichungssystemen. Das Schöne an quadratischen Matrizen ist, dass man bei ihnen viel mehr Rechentricks anwenden kann als bei nicht-quadratischen.


Reguläre und singuläre Matrizen

Lässt sich zu einer quadratischen Matrix C eine inverse Matrix finden, so heißt die Matrix C invertierbar oder auch regulär. Im anderen Fall wird sie als nicht invertierbar oder singulär bezeichnet.


Symmetrische und hermitesche Matrizen

Hier spielt es eine große Rolle, ob eine quadratische Matrix reell oder komplex ist. Transponiert man eine reelle quadratische Matrix, und es ergibt sich hieraus dieselbe Matrix wie zuvor, dann heißt diese symmetrisch:

[image: image]

Symmetrische Matrizen ändern sich nicht, wenn man die Einträge jeweils an der Hauptdiagonale spiegelt. Taucht beim Transponieren vor der Matrix ein zusätzliches Minuszeichen auf, so heißt sie antisymmetrisch. Beispielsweise spielt in der Elektrodynamik die Matrix

[image: image]

eine herausragende Rolle. Sie enthält die Komponenten der elektrischen und magnetischen Vektoren [image: image] bzw. [image: image] und die Lichtgeschwindigkeit c. Beim Transponieren folgt ein zusätzliches Minuszeichen:

[image: image]

Diese Matrix ist somit antisymmetrisch. Eine weitere Eigenschaft von antisymmetrischen Matrizen ist erkennbar: Es verschwinden alle Elemente auf der Hauptdiagonale. Da [image: image] nur für [image: image] möglich ist, versteht sich das von selbst.

[image: images] Jede beliebige quadratische Matrix A lässt sich in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil zerlegen:

[image: image]

Dabei gilt

[image: image]

Unschwer lässt sich nachrechnen, dass As symmetrisch und Aa antisymmetrisch ist:

[image: image]

[image: image]

Wollen Sie eine quadratische Matrix A dementsprechend zerlegen, müssen Sie die Anteile As und Aa bestimmen:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Die Matrix As ist symmetrisch und die Matrix Aa antisymmetrisch.

Für komplexe Matrizen gibt es eine analoge Eigenschaft, wenn man das Transponieren der Matrix durch das Adjungieren ersetzt. Ändert sich eine Matrix nicht, wenn diese adjungiert wird, so nennt man sie hermitesch. Entsteht wiederum ein zusätzliches Minuszeichen vor der Matrix, heißt diese antihermitesch. Zum Beispiel handelt es sich bei der folgenden Matrix um eine hermitesche:

[image: image]

Schauen Sie sich im Gegensatz dazu die nächste Matrix an, die antihermitesch ist:

[image: image]

Hermitesche bzw. antihermitesche Matrizen besitzen besondere Eigenschaften, auf die im gegebenen Zusammenhang eingegangen wird.

Analog zu reellen Matrizen lässt sich jede komplexe Matrix in einen hermiteschen und einen antihermiteschen Anteil zerlegen:

[image: image]

[image: images] Symmetrisch und hermitesch – eine Gegenüberstellung

Die Begriff »(anti)hermitesch« ist im Grunde eine Verallgemeinerung von »(anti)symmetrisch«. Jede symmetrische Matrix ist also auch hermitesch und jede antisymmetrische Matrix ist antihermitesch. Umgekehrt gilt das jedoch nicht!


Orthogonale und unitäre Matrizen

Quadratische reelle/komplexe Matrizen können darüber hinaus so beschaffen sein, dass ihre Inverse durch die transponierte/hermitesch konjugierte Matrix gegeben ist. Dann gilt für eine reelle n × n-Matrix O bzw. eine komplexe n × n-Matrix U:

[image: image]

Solche Matrizen heißen orthogonal im Reellen bzw. unitär im Komplexen. Ein einfaches Beispiel für eine orthogonale Matrix ist:

[image: image]

Bei orthogonalen Matrizen stehen außerdem verschiedene Spalten senkrecht aufeinander, wenn man sie als Vektoren auffasst. Außerdem sind alle Spalten normiert. Bei der obigen Matrix sehen Sie das sofort:

[image: image]

[image: image]

Im Prinzip ist das eine andere Auffassung der Gleichung [image: image].

Ein Beispiel für eine unitäre Matrix U wird schnell gefunden, indem man die erste Zeile der obigen Matrix O mit der imaginären Einheit multipliziert.

[image: image]

Auch bei unitären Matrizen stehen verschiedene Spalten senkrecht aufeinander, und einzelne Spalten sind normiert. Hier muss man jedoch das komplexe Skalarprodukt verwenden!

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Auch diese Gleichungen ergeben sich aus [image: image].

Jede orthogonale Matrix ist auch unitär, aber nicht jede unitäre Matrix ist orthogonal! Transponiert man bei der eben durchgeführten Rechnung die Matrix U, ohne auch die Einträge komplex zu konjugieren, so ergibt sich keineswegs die Einheitsmatrix:

[image: image]


Dreiecksmatrizen

Darüber hinaus gibt es ganz besondere quadratische Matrizen, die vor allem bei linearen Gleichungssystemen eine große Rolle spielen: die Dreiecksmatrizen. Zeichnet man um eine quadratische Matrix ein Quadrat und zieht eine Linie entlang der Hauptdiagonalen, so wird die Matrix in zwei Dreiecke aufgeteilt. Eine quadratische Matrix, bei der entweder alle Einträge unterhalb oder oberhalb der Hauptdiagonalen verschwinden, nennt man Dreiecksmatrix. Man charakterisiert solche Matrizen namentlich danach, in welchem der beiden Dreiecke die Einträge nicht verschwinden:


[image: image]

Also handelt es sich bei D1 um eine obere und bei D2 um eine untere Dreiecksmatrix.


Noch speziellere Matrizen ...

Matrizen, bei denen alle Einträge verschwinden bis auf die der Hauptdiagonalen, heißen diagonal. Eine oft verwendete Schreibweise für solche Matrizen ist die folgende, bei der man nur die Elemente der Hauptdiagonalen notiert:

[image: image]

Reelle Diagonalmatrizen sind Spezialfälle von symmetrischen Matrizen, und bei komplexen Diagonalmatrizen handelt es sich um spezielle hermitesche Matrizen. Manchmal ist noch von tridiagonalen Matrizen die Rede. Das sind Matrizen, bei denen alle Elemente gleich null sind bis auf die der Hauptdiagonalen und der beiden nächsten Nebendiagonalen. Ein Beispiel einer solchen Matrix ist

[image: image]

Die beiden einfachsten Matrizen sind wohl die Einheitsmatrix [image: image] als eine Diagonalmatrix, deren Hauptdiagonale ausschließlich aus Einsen besteht, und die Nullmatrix [image: image], deren Einträge sich vollständig aus Nullen zusammensetzen.

[image: image]


Matrizen bei der Arbeit

Eine wichtige Anwendung von Matrizen ist ihre Verwendung zur Beschreibung von Transformationen. Bei einer Transformation handelt es sich um eine Vorschrift, um Vektoren auf andere Vektoren abzubilden, beispielsweise um sie zu drehen, zu strecken oder zu stauchen. Ein Beispiel für eine Transformation, welche einen Vektor [image: image] in der Ebene in einen anderen Vektor [image: image] überführt, ist:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Die Transformation umfasst zwei Gleichungen, eine für jede Komponente. Der Grund, warum man die Matrixmultiplikation auf den ersten Blick so seltsam definiert, liegt nun auf der Hand. Mit einer solchen Definition kann die Transformation mit der Transformationsmatrix T in der folgenden Form geschrieben werden:

[image: image]

Die beiden einzelnen Gleichungen der Transformation lassen sich somit als eine einzige Matrixgleichung schreiben.

[image: images] Verwendung von Matrizen bei Transformationen

Mittels einer Matrix lässt sich eine Transformation von dem Objekt trennen, auf das sie wirkt, also den Vektor. Um die Transformation und deren Eigenschaften zu untersuchen, reicht es nun einzig und allein, sich auf die Transformationsmatrix zu beschränken.

Im Rahmen der Matrixschreibweise ist es auch viel einfacher, mehrere Transformationen hintereinander auszuführen. Stünde Ihnen dieses Hilfsmittel nicht zur Verfügung, so müssten Sie die neuen Vektoren erneut in die beiden obigen Gleichungen einsetzen, die die Transformation beschreiben. Das funktioniert für dieses einfache Beispiel noch gut, wird aber bei größeren Transformationen ziemlich mühsam und unübersichtlich:

[image: image]

[image: image]

[image: images] Hintereinanderausführung von Transformationen

Die Hintereinanderausführung von Transformationen bedeutet nichts anderes, als dass man die zugehörigen Transformationsmatrizen miteinander multipliziert.

Hier gilt konkret:

[image: image]


Das Ergebnis stimmt somit mit dem obigen überein.

Angenommen, es liege eine Transformationsmatrix D zur Drehung von Vektoren um einen Winkel von 30° vor. Die Multiplikation von D mit sich selber führt dann solche Drehungen schrittweise nacheinander durch, wie in Abbildung 3.2 gezeigt:

[image: image]


 

[image: ipad]
Abbildung 3.2: Matrixmultiplikation – Hintereinanderausführung von Transformationen



Dagegen entspricht die Addition von Transformationsmatrizen D dem Aneinanderlegen von Vektoren, die um 30° gedreht wurden, was in Abbildung 3.3 veranschaulicht ist.

[image: image]


 

[image: ipad]
Abbildung 3.3: Matrixaddition – Hintereinanderlegen des transformierten Vektors




Determinante und Umkehrbarkeit von Transformationen

Wenn eine Transformation auf einen Vektor losgelassen wird, stellt sich unmittelbar die Frage, ob man diese auch wieder rückgängig machen kann. Das heißt, gibt es eine Möglichkeit, den ursprünglichen Vektor wieder zu erhalten? Hier zeigt sich ein großer Vorteil der Verwendung von Matrizen. Hätten Sie nur eine Vorschrift gemäß dem Beispiel aus dem vorherigen Abschnitt zur Verfügung, müssten Sie mühevoll überprüfen, ob sich diese Vorschrift in Abhängigkeit von den neuen Variablen [image: image] nach den alten Variablen [image: image] auflösen lässt. Da mit Hilfe von Matrizen die Transformation vollständig von den zu transformierenden Variablen getrennt wird, können Sie sich einzig und allein auf die Matrix beschränken.

Zur Untersuchung der Umkehrbarkeit gibt es die sogenannte Determinante, die mit »det« abgekürzt wird und jeder quadratischen Matrix eine Zahl zuordnet:

[image: image]

Eine manchmal benutzte Schreibweise ist außerdem M = |M|. Die Determinante ist im Allgemeinen komplex, im Falle einer reellen Matrix handelt es sich jedoch um eine reelle Zahl. Die Determinante jeder quadratischen Matrix lässt sich anhand verschiedener Kochrezepte berechnen, die im Teil »Matrizen« präsentiert werden.

[image: images] Umkehrbarkeit von Transformationen

Die Richtung einer Transformation lässt sich umkehren, sofern die Determinante der entsprechenden Transformationsmatrix ungleich null ist. Wenn die Determinante verschwindet, ist eine umgekehrte Transformation unmöglich.


Eigenwerte, Eigenvektoren und das Diagonalisieren von Matrizen

Die Wirkung einer Matrix auf einen Vektor führt dazu, dass dieser sich gemäß der Matrix ändert. Im Allgemeinen ist es so, dass ein Vektor nach der Transformation in eine andere Richtung zeigt als der ursprüngliche Vektor. Wie er sich ändert, steckt in der jeweiligen Transformationsmatrix selbst. Es gibt jedoch einige wenige Vektoren, mit der die Transformationsmatrix nichts anderes machen kann als sie zu strecken oder zu stauchen, während ihre Richtung erhalten bleibt. Für einen solchen Vektor [image: image] gilt also

[image: image]

wobei T die Transformationsmatrix und λn eine Zahl ist, die die Streckung oder Stauchung des Vektors beschreibt. Zum Beispiel kann man sich denken, dass eine Drehung alle möglichen Vektoren dreht, doch natürlich gibt es auch eine Achse, um die die Drehung stattfindet. Die jeweilige Matrix lässt den Vektor in Richtung dieser Drehachse unverändert. Der behält unbeeindruckt seine Richtung bei.

[image: images] Eigenwerte und Eigenvektoren

Vektoren [image: image], die ihre Richtung beibehalten, wenn eine Matrix auf sie wirkt, bezeichnet man als Eigenvektoren der zugehörigen Matrix. Die Multiplikation der Matrix mit einem Eigenvektor [image: image] wirkt sich nur dahingehend auf den Vektor aus, dass dieser mit einer Zahl multipliziert wird. Jene Zahl λi heißt Eigenwert zum jeweiligen Eigenvektor [image: image]. Eigenwerte können sowohl reell als auch komplex sein. Ebenso können Eigenvektoren reelle und komplexe Einträge haben.

Zur Darstellung eines jeden Vektors ist ein bewegliches Gerüst aus Stangen nötig, die in verschiedene Richtungen zeigen und entlang derer die Komponenten des Vektors abgetragen werden. Ein solches Gerüst bezeichnet man als Basis, und man benötigt für jede Komponente genau eine Stange. Für Matrizen ist das Ganze ähnlich. Die Einträge in einer Matrix ergeben nur dann Sinn, wenn man weiß, was die Basis ist, bezüglich derer die Elemente dargestellt werden.

Man kann sich nun vorstellen, dass man dieses Gerüst, also die Basis, so legt, dass eine einzelne Stange jeweils in die Richtung eines Eigenvektors zeigt. Es lässt sich zeigen, dass in diesem Falle die Matrix eine besonders einfache Form hat. Sie ist dann eine Diagonalmatrix, auf deren Hauptdiagonale die verschiedenen Eigenwerte stehen:

[image: image]

[image: images] Diagonalisierung von Matrizen

Die Darstellung einer Matrix in der Basis ihrer Eigenvektoren nennt man Diagonalisierung.

In dem Falle ist eine Matrix also sehr einfach; ansonsten komplizierte Berechnungen lassen sich ungemein verkürzen. Diese sehr anschauliche Einführung soll hier zunächst genügen. Wie man auf die Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix kommt und wie die Diagonalisierung der Matrix genau funktioniert, lernen Sie in Teil III.


4

Lösen von linearen Gleichungssystemen


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Schreibweise linearer Gleichungssysteme mit Matrizen

[image: ipad] Vorstellung der unterschiedlichen Arten linearer Gleichungssysteme

[image: ipad] Umformen von Gleichungen mit Matrizen kennenlernen




Hier geht es darum, lineare Gleichungssysteme systematisch mit Methoden aus der Vektor- und Matrizenrechnung zu lösen. So wie es möglich ist, bei Transformationen die eigentliche Transformation als Matrix vom transformierten Vektor zu trennen, können Sie bei linearen Gleichungssystemen die Koeffizienten von den Unbekannten getrennt behandeln. Das ist der Grundbaustein, der alle weiteren Untersuchungen linearer Gleichungssysteme möglich macht.

Darüber hinaus werden wir Ihnen auch wieder demonstrieren, wie Sie lineare Gleichungssysteme graphisch auffassen können. Das ist hilfreich, um zu verstehen, dass die Lösung solcher Systeme nichts anderes ist als gewisse Punkte des Koordinatensystems, in dem die Gleichungen graphisch dargestellt werden.


Matrixschreibweise für lineare Gleichungssysteme

Betrachten Sie folgendes Gleichungssystem aus m Gleichungen und n Unbekannten [image: image]:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Wenn Sie die Definition der Matrixmultiplikation aus dem letzten Kapitel im Hinterkopf behalten, können Sie das System auch folgendermaßen darstellen:

[image: image]

Die Zahlen vor den Variablen lassen sich in die Matrix stecken, während sich die Unbekannten und die Zahlen auf der rechten Seite der Gleichungen als Vektoren zusammenfassen lassen. Im Fachjargon heißt die Matrix Koeffizientenmatrix, und den Vektor der Variablen nennt man Lösungsvektor. Die Koeffizientenmatrix wird also so konstruiert, dass man sich die Variablen und die Pluszeichen wegdenkt; Minuszeichen führen zu negativen Einträgen in der Matrix. Fehlende Variablen in einer Gleichung tauchen als Nullen an den entsprechenden Stellen der Matrix auf.

Es gibt zwei Möglichkeiten, lineare Gleichungssysteme zu betrachten. Auf der einen Seite sucht man einen Vektor [image: image], der bei einer gegebenen Transformation A zu einem anderen Vektor [image: image] führt. Auf der anderen Seite ist man an Schnittpunkten der geometrischen Figuren interessiert, die durch die Gleichungen beschrieben werden. Den zweiten Ansatz kennen Sie bereits aus dem einführenden Kapitel »Umgang mit Matrizen und deren praktische Anwendung beim Lösen von linearen Gleichungssystemen«. Da er besser zugänglich ist, beziehen wir uns auf ihn.

Die Gestalt der Matrix hängt davon ab, aus wie vielen Gleichungen und Unbekannten sich das System zusammensetzt. Entspricht die Anzahl der Gleichungen nicht der Anzahl der Variablen, dann ist die Matrix nicht quadratisch. Zum Beispiel besitzt ein System aus zwei Gleichungen und drei Unbekannten eine (2 × 3)-Koeffizientenmatrix:

[image: image]

Für die fehlende Variable [image: image] in der zweiten Gleichung ergibt sich eine Null in der zweiten Zeile und Spalte der Matrix.

[image: images] Unterbestimmte Gleichungssysteme

Besteht das System aus weniger Gleichungen als Unbekannten, nennt man es unterbestimmt. Dann besitzt die Koeffizientenmatrix mehr Spalten als Zeilen und es gibt entweder keine oder unendliche viele Lösungen. Letzteres bedeutet, dass die Lösung nicht eindeutig ist oder mit anderen Worten, sie besteht nicht aus einem einzigen Punkt.

Eine lineare Gleichung von zwei Variablen stellt nichts anderes als eine Gerade dar. In drei Dimensionen handelt es sich um eine Ebene, die im Teil »Vektorrechnung« ausführlich untersucht wird. Weiteres brauchen Sie hier nicht zu wissen, denn damit sollen nur die Lösungsmöglichkeiten von linearen Gleichungssystemen anschaulich dargestellt werden.

Ein unterbestimmtes System besteht in zwei Dimensionen nur aus einer einzelnen Gleichung; die »Lösung« ist durch alle Punkte auf der Gerade gegeben, die die Gleichung darstellt.

Ein unterbestimmtes System in drei Dimensionen setzt sich aus höchstens zwei Gleichungen zusammen. Die Möglichkeiten der Lage der zugehörigen Ebenen zueinander sind in Abbildung 4.1 veranschaulicht.


 

[image: ipad]
Abbildung 4.1: Lösungsmöglichkeiten für unterbestimmte Gleichungssysteme in zwei und drei Dimensionen



[image: ipad] Die Ebenen können sich zum einen in einer Gerade schneiden. Die Lösung des Gleichungssystems besteht dann aus allen Punkten dieser Schnittgeraden und ist nicht eindeutig.

[image: ipad] Die zweite Möglichkeit ist, dass die Ebenen parallel zueinander verlaufen. Dann gibt es keine Lösung.

[image: ipad] Drittens können die Ebenen übereinstimmen. In dem Falle besitzt das System unendlich viele Lösungen, nämlich die Ebene selbst.

Es ist aber auch möglich, dass bei einem Gleichungssystem mehr Gleichungen als Unbekannte vorhanden sind:

[image: image]

[image: images] Überbestimmte Gleichungssysteme

Setzt sich die Koeffizientenmatrix aus einer größeren Anzahl von Zeilen als Spalten zusammen, heißt das System überbestimmt. Ein derartiges System kann entweder eine eindeutige Lösung besitzen, die ein einzelner Punkt ist, aber auch überhaupt keine Lösung oder unendlich viele.

Betrachten Sie dazu Abbildung 4.2. In zwei Dimensionen besteht ein überbestimmtes System aus mindestens drei Gleichungen und in drei Dimensionen aus mindestens vier Ebenen.

[image: ipad] Schneiden sich die zugehörigen Geraden bzw. Ebenen in einem Punkt, dann besitzt das System eine eindeutige Lösung.

[image: ipad] Gibt es mehrere Schnittpunkte, die nicht gleich sind bzw. mehrere Schnittgeraden, die sich selbst nicht in einem Punkt schneiden, dann besitzt das System keine Lösung.

[image: ipad] Wenn die Gleichungen übereinstimmen, dann stimmen auch die Geraden bzw. Ebenen überein, und das Gleichungssystem hat unendlich viele Lösungen. Dabei handelt es sich um die Gerade oder Ebene selbst.


 

[image: ipad]
Abbildung 4.2: Lösungsmöglichkeiten für überbestimmte Gleichungssysteme in zwei und drei Dimensionen



Falls die Anzahl von Gleichungen mit der Anzahl der Variablen übereinstimmt, ist die Koeffizientenmatrix quadratisch. Das ist zum Beispiel für drei Gleichungen mit drei Unbekannten der Fall:

[image: image]

Ein derartiges System kann entweder eine eindeutige Lösung, keine Lösung oder unendlich viele Lösungen besitzen, was Abbildung 4.3 für zwei und drei Dimensionen zeigt.


 

[image: ipad]
Abbildung 4.3: Lösungsmöglichkeiten für quadratische Gleichungssysteme in zwei und drei Dimensionen



[image: ipad] Besitzen die Geraden in zwei Dimensionen bzw. die Ebenen in drei Dimensionen einen einzigen Schnittpunkt, existiert eine eindeutige Lösung.

[image: ipad] Verlaufen die Geraden oder Ebenen parallel zueinander, sucht man vergeblich nach einer Lösung.

[image: ipad] Für parallele Geraden oder Ebenen gibt es wiederum unendlich viele Lösungen.


Links- und Rechtsmultiplikation sind zweierlei!

Beim Rechnen mit Matrizen ist große Vorsicht geboten. Was einem vom Rechnen mit einfachen Zahlen bekannt ist, lässt sich auf Matrizen im Allgemeinen nicht übertragen! Zum Beispiel wissen Sie bereits, dass es bei der Multiplikation von Matrizen auf deren Form sowie die Reihenfolge ankommt. Betrachten Sie das folgende lineare System aus m Gleichungen mit n Unbekannten:

[image: image]

Hierbei ist A die Koeffizientenmatrix und [image: image] der Lösungsvektor. Die Zahlen in Klammern unter den Matrizen geben die Anzahl der Zeilen bzw. Spalten an. Lineare Gleichungssysteme können somit als Matrixgleichungen aufgefasst werden, wobei man nach dem Vektor [image: image] auflösen möchte. Es ist nicht möglich die Reihenfolge der Matrix A und des Vektors [image: image] zu ändern. Das wird schon daraus klar, dass die Anzahl der Spalten von [image: image] nicht mit der Anzahl der Zeilen von A übereinstimmt. Das Produkt von [image: image] und A kann in dieser Reihenfolge so nicht gebildet werden. Die Reihenfolge lässt sich jedoch mit einem kleinen Trick ändern, indem man das obige Gleichungssystem transponiert, also aus Zeilen Spalten und aus Spalten Zeilen macht:

[image: image]

Wie Sie sehen, passen hier Zeilen und Spalten zusammen. Der transponierte Vektor [image: image] ist ein Zeilenvektor mit n Spalten. Die transponierte Matrix besitzt n Zeilen, so dass die Multiplikation möglich ist und als Ergebnis einen Zeilenvektor mit m Spalten liefert. Letzterer entspricht [image: image].

Nun befinden sich Äquivalenzumformungen von Matrixgleichungen im Blickpunkt. Dabei ändert man eine Gleichung derart, dass die linke gleich der rechten Seite bleibt und die Lösungsmenge sich nicht ändert. Das Ziel ist, die Gleichung zu vereinfachen. Diese Art der Umformung kennen Sie von gewöhnlichen Gleichungen. Man kann beispielsweise auf beiden Seiten einer Gleichung eine Zahl addieren oder subtrahieren:

[image: image]

Bei Matrixgleichungen kann man ähnlich vorgehen und eine Matrix auf beiden Seiten der Gleichung addieren oder subtrahieren. Dabei muss man jedoch beachten, dass sowohl Zeilen- als auch Spaltenzahl dieser Matrix mit der Zeilen- und Spaltenzahl der Matrixgleichung übereinstimmt. Zur obigen Matrixgleichung kann man beispielsweise nur eine (m×1)-Matrix, also einen Spaltenvektor [image: image], addieren:

[image: image]

Gewöhnliche Gleichungen lassen sich darüber hinaus mit Zahlen multiplizieren:

[image: image]

Haben Sie sich hierbei eigentlich jemals Gedanken über die Reihenfolge der Multiplikation gemacht, also gefragt, ob Sie jetzt die Gleichung »von links« mit 2 multiplizieren oder »von rechts«?

[image: image]

Sicherlich nicht, denn von Kind auf haben Sie ja gelernt, dass es beim Multiplizieren von Zahlen nicht auf deren Reihenfolge ankommt (da das Kommutativgesetz gilt). Das ist bei Matrizen jedoch anders!

[image: images] Es ist überaus wichtig, ob man eine Matrixgleichung von links oder von rechts mit einer Matrix multipliziert. Ersteres nennt man Linksmultiplikation und letzteres Rechtsmultiplikation.

Zum Beispiel lässt sich die obige Matrixgleichung von links mit einer (l×m)-Matrix B multiplizieren:

[image: image]

Eine Multiplikation von rechts ist mit einer (l×m)-Matrix nicht möglich. Stattdessen funktioniert es jedoch mit einer (1×l)-Matrix, also einem Zeilenvektor [image: image]:

[image: image]

Eine weitere Möglichkeit, gewöhnliche Gleichungen umzuformen, stellt die Division durch eine Zahl dar:

[image: image]

Doch wie dividiert man durch eine Matrix? Überhaupt nicht! Das einzige, das man annähernd mit einer Division vergleichen kann und im vorherigen Kapitel eingeführt wurde, ist die Multiplikation einer quadratischen Matrixgleichung mit der zugehörigen inversen Matrix – in diesem Fall geschickterweise von links:

[image: image]

[image: image]

Hierbei wurde [image: image] ausgenutzt, wobei [image: image] die m-dimensionale Einheitsmatrix ist. Sie sehen hier also symbolisch, was es bedeutet, ein Gleichungssystem nach den Unbekannten [image: image] aufzulösen: die Multiplikation des Vektors [image: image] auf der rechten Seite mit der inversen Koeffizientenmatrix A−1. Prinzipiell kann man ein solches Vorgehen als »Division durch eine Matrix« auffassen.

[image: images] Unter allen Umständen muss man sich jedoch merken, dass eine solche »Division« nur mit quadratischen Matrizen möglich ist, die nicht singulär sind. Für singuläre Matrizen ebenso wie für nicht-quadratische gibt es keine Inverse. Insbesondere kann man nie und nimmer durch Vektoren dividieren!

Die obigen Regeln für Matrixgleichungen lassen sich nun auch kombinieren. Das wird am besten an einem Beispiel schrittweise demonstriert. Betrachten Sie die folgende Matrixgleichung, die nach dem Vektor [image: image] aufgelöst werden soll:

[image: image]

Die Matrizen seien allesamt invertierbar. Als erstes vereinfacht man jede Seite der Gleichung für sich. Für den zweiten Term auf der linken Seite ergibt sich zunächst:

[image: image]

Danach bringt man [image: image] auf die linke und [image: image] auf die rechte Seite:


[image: image]

Linksmultiplikation mit der inversen Matrix von (A + BT) ergibt:

[image: image]

Nun soll noch ein weiteres Beispiel angeführt werden, wobei die Unbekannte X selbst eine Matrix ist. Im Folgenden seien A,B und X invertierbare (n×n)-Matrizen.

[image: image]


Im zweiten Schritt wurde auch hier die linke Seite für sich vereinfacht. Danach wird von links mit der inversen Matrix von (A.B) multipliziert. Im vierten Schritt lassen sich beide Seiten invertieren und anschließend links mit A−1 und rechts mit B−1 multiplizieren. Als Ergebnis folgt die unbekannte Matrix X.


Umformen der Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems

Nachdem Sie im letzten Kapitel gesehen haben, wie Matrixgleichungen, also lineare Gleichungssysteme, auf die Standardform [image: image] gebracht werden können, soll nun gezeigt werden, wie Sie ein derartiges System nach dem Vektor [image: image] auflösen. Eine Möglichkeit haben Sie schon kennengelernt, die Linksmultiplikation mit der inversen Koeffizientenmatrix:

[image: image]

Das lässt sich zwar schön hinschreiben, aber diese Idee hat zwei Haken. Erstens gibt es eine Inverse nur für quadratische Matrizen und zweitens muss die Inverse im konkreten Fall ja auch erst ermittelt werden! Für große Matrizen kann das mitunter eine langwierige Rechnung sein.

Deshalb kommen wir zu einer Alternative: dem Gaußschen Eliminationsverfahren (auch Gauß-Algorithmus genannt). Dabei wird eine Koeffizientenmatrix weitgehend so umgeformt, dass sich die Lösung des Gleichungssystems so gut wie »ablesen« lässt.

Behalten Sie bitte im Hinterkopf, dass ein Gleichungssystem aus einzelnen Gleichungen besteht; einzelne Gleichungen kann man addieren oder subtrahieren. Dies entspricht der Addition bzw. Subtraktion einzelner Zeilen der Koeffizientenmatrix und des Vektors auf der rechten Seite. Darüber hinaus lassen sich einzelne Gleichungen des Systems mit Zahlen multiplizieren oder durch Zahlen dividieren, und demnach gilt das auch für einzelne Zeilen des Systems. Doch wie lässt sich das vorteilhaft ausnutzen?

Schauen Sie sich das folgende einfache Beispiel eines Systems zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten an. Damit Sie die einzelnen Schritte direkt nachvollziehen können, wird das Gleichungssystem sowohl in expliziter Form als auch in Matrixschreibweise notiert. Die erste Gleichung wird mit 3 multipliziert:

[image: image]

Daraus ergibt sich folgendes:

[image: image]

Nun können Sie die erste Gleichung von der zweiten abziehen, und der Term mit x1 in der zweiten Gleichung verschwindet.

[image: image]

Das war natürlich genau die Absicht. Die erste Gleichung wurde jetzt wieder in ihre ursprüngliche Form gebracht. Anschließend können Sie die zweite Gleichung durch –2 teilen:

[image: image]

An der Stelle ist bereits der Wert für [image: image] bekannt. Den kann man in die erste Gleichung einsetzen und sie nach [image: image] auflösen:

[image: image]

Die Lösung des Systems ist also [image: image] und [image: image].

Sie sehen somit, dass es ausreichend ist, das Gleichungssystem in Matrixschreibweise umzuformen, sprich die Koeffizientenmatrix und den Vektor auf der rechten Seite.

Auf dieselbe Weise funktioniert das auch bei komplizierteren Systemen, es ist dann »nur« mit mehr Rechenarbeit verbunden. Man versucht nichts anderes, als die Koeffizientenmatrix auf Stufenform (genauer: Zeilenstufenform) zu bringen. Für eine (m×n)-Koeffizientenmatrix bedeutet das:

[image: image]

Dann stehen links von den jeweiligen Elementen [image: image], [image: image] usw. eine beliebige Anzahl von Nullen. Im Falle einer quadratischen Matrix ist das nichts anderes als die obere Dreiecksform. Befindet sich die Koeffizientenmatrix in dieser Form, lässt sich das System schrittweise nach den einzelnen Variablen auflösen. Man arbeitet sich so von der letzten Variable [image: image] zu der ersten [image: image] vor. Treten Zeilen der Form 0 = 0 auf, nachdem Sie den Gauß-Algorithmus angewendet haben, dann hat das Gleichungssystem unendlich viele Lösungen. In diesem Fall müssen Sie für eine jede solche Nullzeile einen freien Parameter einführen. Sofern sich aus dem Gauß-Algorithmus ein Widerspruch ergibt, also zum Beispiel die Gleichung 0 = 5 auftritt, hat das System keine Lösung.

Im aktuellen Kapitel wird auf weitere Beispiele verzichtet. Doch keine Angst, es folgen genügend Beispiele zur Lösung linearer Gleichungssysteme in Matrixform mittels des Gauß-Algorithmus im weiteren Verlauf des Buchs! In Teil IV wird das Verfahren außerdem vertieft und auf kompliziertere Fälle eingegangen.

Die möglichen Umformungen für lineare Gleichungssysteme mit ihren Entsprechungen in der Matrixschreibweise werden in Tabelle 4.1 zusammengefasst.



	Umformungen der Gleichungen
	Entsprechende Umformungen in Matrixform


	Addition/Subtraktion von Gleichungen
	Addition/Subtraktion von Zeilen


	Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl
	Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl


	Vertauschen von Gleichungen
	Vertauschen von Zeilen


	Vertauschen der Reihenfolge von Variablen
	Vertauschen von Spalten



Tabelle 4.1: Umformung von Gleichungssystemen


		 Teil II

Vektorrechnung

		
		In diesem Teil ...

Vektoren sind also mathematische Größen, die durch einen Betrag und eine Richtung gekennzeichnet sind und für die bestimmte Rechenregeln gelten. Das Ergebnis dieser Regeln ist stets wieder ein Vektor. Man kann Vektoren jedoch auch so miteinander kombinieren, dass sich eine einfache Zahl oder auch eine Matrix ergibt. Warum man das macht und was es bringt, lernen Sie in diesem Teil des Buchs.

Zudem zeigen wir Ihnen, wie Sie praktische geometrische Fragestellungen mit Vektoren angehen, obwohl Sie daran zunächst vielleicht überhaupt nicht gedacht hätten. Das wird anhand ausführlicher Beispiele und einer Menge an bildlichen Darstellungen erklärt.

Eine Anwendung der Vektorrechnung im Bereich der Funktionen rundet diesen Teil des Buchs ab.




5

Vektor mal Vektor = ???


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Produkte von Vektoren mit sich selbst kennenlernen

[image: ipad] Koordinatensysteme und praktische Anwendungen von Vektoren in der Geometrie

[image: ipad] Anwendung von Vektoren in der Analysis



Bis jetzt wurden Vektoren addiert, subtrahiert und mit Zahlen multipliziert. Das Ergebnis dieser Operationen waren stets wieder Vektoren. Es ist jedoch auch möglich, Vektoren so miteinander zu multiplizieren, dass das Ergebnis eine Zahl, wieder ein Vektor oder auch eine Matrix sein kann. Wie das funktioniert, lernen Sie in diesem Kapitel, zusammen mit den Eigenschaften dieser Produkte.


Skalarprodukt: Vektor mal Vektor gleich Zahl

Zwei Vektoren so miteinander zu multiplizieren, dass sich eine Zahl ergibt, macht das Skalarprodukt möglich, das auch inneres Produkt genannt wird. Das Ganze ist insofern besonders, als ein mathematisches Objekt herauskommt, welches sich von dem, das man hineinsteckt, unterscheidet. Das Skalarprodukt ist zum Beispiel etwas vollkommen Unterschiedliches als die Multiplikation gewöhnlicher Zahlen, da letztere wieder eine Zahl liefert und nichts anderes.

Im Folgenden wird Ihnen demonstriert, wie sich das Skalarprodukt berechnen lässt und welche Eigenschaften es besitzt.


Definition und Schreibweisen

Besitzen zwei Vektoren [image: image] und [image: image] dieselbe Dimension n, also dieselbe Anzahl von Zeilen, so ist das Skalarprodukt – es wird mit »SP« abgekürzt – definiert durch:

[image: image]

Demzufolge ist das Skalarprodukt zweier Vektoren die Summe des Produkts der Komponenten derselben Zeilen. Für das Symbol des Skalarprodukts wurde der gewöhnliche »Malpunkt« gewählt. Es gibt jedoch eine Fülle von anderen Schreibweisen:

[image: ipad] In Schulbüchern findet man oft [image: image].

[image: ipad] Vor allem Mathematiker benutzen [image: image] oder [image: image].

[image: ipad] In der Quantenmechanik (einem Eckpfeiler der modernen Physik) taucht [image: image] auf, die sogenannte »Braket«-Schreibweise.

Ein Skalarprodukt lässt sich auch als die Matrixmultiplikation eines Zeilenvektors mit einem zusammenpassenden Spaltenvektor interpretieren. Wenn man den ersten der beiden Vektoren des Skalarprodukts transponiert, wird dieser zu einem Zeilenvektor. Verknüpft man ihn danach über das Falksche Schema (aus dem Abschnitt »Rechnen mit Matrizen – mehr als nur ein Haufen Zahlen!« von Teil 1) mit dem zweiten Vektor, folgt daraus eine andere mögliche Auffassung des Skalarprodukts:

[image: image]

Hier wird also jede Komponente des Zeilenvektors [image: image] mit der entsprechenden Komponente des Spaltenvektors [image: image] multipliziert und die einzelnen Produkte werden addiert. Das Ergebnis ist eine [image: image]-Matrix und somit eine gewöhnliche Zahl.


Wissenswertes zum Skalarprodukt: kurz und knapp

Für das Skalarprodukt von zwei Vektoren [image: images] und [image: images] gilt:

[image: ipad] Das Skalarprodukt eines n-dimensionalen Vektors mit sich selbst entspricht dem Quadrat seines Betrags:

[image: image]

[image: ipad] Es kommt nicht auf die Reihenfolge der beiden Vektoren an:

[image: image]

Das Skalarprodukt ist also symmetrisch oder auch kommutativ.

[image: ipad] Das Skalarprodukt verschwindet, wenn beide Vektoren Nullvektoren sind oder senkrecht aufeinander stehen. Auf letztere Tatsache wird im nächsten Abschnitt eingegangen. Insbesondere gilt

[image: image]

[image: ipad] Es ist distributiv bezüglich der Vektoraddition. Man kann also das Skalarprodukt eines Vektors mit einer Summe von Vektoren umschreiben als die Summe der einzelnen Skalarprodukte. Mit anderen Worten, multipliziert man den Vektor außerhalb der Klammer über das Skalarprodukt mit jedem Vektor innerhalb:

[image: image]

[image: ipad] Zahlen lassen sich aus dem Skalarprodukt herausziehen. Anstelle die Vektoren [image: image] mit gewöhnlichen Zahlen [image: image] zu multiplizieren und die Ergebnisvektoren [image: image] über das Skalarprodukt zu verknüpfen, können Sie auch das Skalarprodukt von [image: image] direkt mit den Zahlen α, β multiplizieren:

[image: image]

[image: ipad] Indem man die letzten beiden genannten Eigenschaften schrittweise kombiniert, ergibt sich folgende verallgemeinerte Regel für [image: image]:

[image: image]

Letztendlich lassen sich Skalarprodukte von Summen aus Vektoren so auflösen, wie man es von gewöhnlichen Zahlen her kennt. Im Fachjargon spricht man von der Bilinearität des Skalarprodukts.

[image: images] Skalarprodukt mit komplexen Vektoren

[image: ipad] Sofern mindestens einer der Vektoren komplexe Komponenten hat, müssen ein paar Sonderregeln beachtet werden. Je nach Definition ist einer der beiden Vektoren komplex zu konjugieren (hier durch einen Stern gekennzeichnet):

[image: image]

Definition (1) gebraucht man vor allem in der Physik, während unter Mathematikern die Alternative (2) gebräuchlicher ist.

[image: ipad] Vorsicht muss man walten lassen, wenn komplexe Zahlen aus Skalarprodukten herausgezogen werden. Je nach Definition gilt für γ, [image: images]:

[image: image]

Je nach Definition ist also entweder die erste oder die zweite Zahl komplex zu konjugieren.

Zusammenfassend sollten Sie sich merken, dass die folgenden Eigenschaften grundlegend für das Skalarprodukt sind:

[image: ipad] Symmetrie

[image: ipad] Bilinearität

[image: ipad] Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst ist größer als null und genau dann gleich null, wenn es sich um den Nullvektor handelt.


Geometrische Bedeutung – endlich wird es anschaulich!

Es gibt einen Zusammenhang zwischen dem Skalarprodukt zweier Vektoren [image: image] und [image: image] und deren Beträgen [image: image] bzw. dem Winkel, den die beiden Vektoren einschließen. Bezeichnet man den Winkel mit φ, so gilt:

[image: image]

Diese Formel ist überaus wichtig in der Anwendung. Beschreibt man geometrische Figuren durch Vektoren, lassen sich etwaige Winkel auf diese Weise ermitteln. Beispielsweise können nun einzig und allein aus den gegebenen Seitenvektoren eines Dreiecks dessen Winkel berechnet werden.

Das Dreieck aus Abbildung 5.1 offenbart außerdem folgendes. Addiert man die Vektoren [image: image] und [image: image], so ergibt sich hieraus [image: image], der nun über das Skalarprodukt mit sich selbst multipliziert wird:

[image: image]

Dabei handelt es sich um den aus der Schule bekannten Kosinussatz.


 

[image: ipad]
Abbildung 5.1: Dreieck mit den Seitenvektoren [image: image] und Winkeln α, β, γ



Prinzipiell ist es möglich, den Zusammenhang zwischen dem Skalarprodukt von Vektoren und dem Winkel zwischen ihnen auch anders zu schreiben:

[image: image]

Hierbei ist [image: image] die sogenannte Projektion des Vektors [image: image] auf den Vektor [image: image]. Was bedeutet das? Schauen Sie sich dazu Abbildung 5.2 an. Die Größe [image: image] ist so zu verstehen, dass von der Spitze des Vektors [image: image] aus eine Linie gezeichnet wird, die senkrecht auf dem Vektor [image: image] steht und diesen in einem Punkt [image: image] schneidet. Trägt man vom Anfangspunkt [image: image] beider Vektoren eine Strecke entlang von [image: image] bis zu jenem Punkt ab, so handelt es sich dabei um die Projektion von [image: image] in Richtung von [image: image], also um [image: image].


 

[image: ipad]
Abbildung 5.2: Geometrische Bedeutung des Betrags des Skalarprodukts zweier Vektoren [image: image] und [image: image] als Flächeninhalt eines Rechtecks mit den Seitenlängen [image: image] und [image: image], wobei [image: image] der Winkel zwischen den Vektoren ist



Dreht man [image: image] im Uhrzeigersinn um [image: image], entsteht ein Rechteck mit den Seitenlängen [image: image], das somit den Flächeninhalt [image: image] besitzt.

Man kann diese Konstruktion auch so abwandeln wie in Abbildung 5.3 dargestellt. Projiziert man umgekehrt den Vektor [image: image] auf den Vektor [image: image], dann ergibt sich ein Rechteck mit den Seitenlängen [image: image] und [image: image], das denselben Flächeninhalt [image: image] besitzt.


 

[image: ipad]
Abbildung 5.3: Alternative geometrische Bedeutung des Betrags des Skalarprodukts als Rechteck mit den Seitenlängen [image: image] und [image: image]



[image: images] Die Betragsstriche benötigt man, wenn der eingeschlossene Winkel φ größer als [image: image] ist. Dann ist der Wert des Skalarprodukts negativ; der Flächeninhalt eines Rechtecks ist jedoch immer größer als null.

Weiterhin ist es sehr wichtig, sich klarzumachen, dass für das Skalarprodukt folgendes gilt:

[image: image]

Speziell für dreidimensionale Vektoren erhält man:

[image: image]

[image: image]

Beim ersten Ausdruck bildet man das Skalarprodukt der beiden Vektoren [image: image] und [image: image]. Das Ergebnis ist ein Skalar, der dann mit dem Vektor [image: image] multipliziert wird. Im Gegensatz dazu wird beim zweiten Ausdruck das Skalarprodukt der Vektoren [image: image] und [image: image] berechnet, gefolgt von einer Multiplikation mit dem Vektor [image: image].

Beide Ausdrücke sind offensichtlich verschieden, was sich geometrisch anhand von Abbildung 5.4 verstehen lässt, wobei angenommen wird, dass die Winkel zwischen [image: image] und [image: image] bzw. [image: image] und [image: image] kleiner als 90° sind.


 

[image: ipad]
Abbildung 5.4: Geometrische Interpretation von [image: image] und [image: image]



In der linken Skizze von Abbildung 5.4 entspricht das ausgefüllte Rechteck dem Ergebnis des Skalarprodukts [image: image]. Der Vektor [image: image] zeigt in Richtung von [image: image] und dessen Betrag entspricht dem Volumen des Quaders mit dem Rechteck als Grundfläche und [image: image] als Höhe, denn

[image: image]

In der rechten Skizze ist [image: image] der Flächeninhalt des ausgefüllten Rechtecks. Der Vektor [image: image] zeigt in Richtung von [image: image] und sein Betrag ist das Volumen des Quaders mit der Grundfläche des zweiten Rechtecks und der Höhe [image: image]:

[image: image]

Die Vektoren [image: image] und [image: image] haben also unterschiedlichen Betrag und zeigen in andere Richtungen.

[image: images] Wenn Skalarprodukte und Produkte von Zahlen und Vektoren auftreten, ist es wichtig, wo die Klammern gesetzt werden! Zum Beispiel gilt:

[image: image]


Wie berechnet man das Skalarprodukt konkret?

Nachdem Sie gesehen haben, wie das Skalarprodukt definiert ist und wie man es geometrisch auffassen kann, sollen Sie ihr Wissen im aktuellen Kapitel vertiefen. Wie kann das besser geschehen als mit einigen Anwendungen?

Das ist noch nicht so schwer – einige kleine Beispiele

Am Anfang soll das Skalarprodukt für zwei spezielle dreidimensionale Vektoren [image: image] und [image: image] ausgerechnet werden:

[image: image]

Zusätzlich kann man den Winkel zwischen den beiden Vektoren berechnen:

[image: image]

Der von zwei Vektoren eingeschlossene Winkel kann kleiner oder größer als [image: image] sein, wie das in Abbildung 5.5 dargestellt ist.


 

[image: ipad]
Abbildung 5.5: Winkel zwischen zwei Vektoren – einmal kleiner gleich π/2 und ein anderes Mal größer als π/2



Ist das Skalarprodukt von zwei Vektoren größer als null, so handelt es sich um den ersten Fall. Für ein negatives Skalarprodukt liegt der zweite Fall vor. Die obige Formel gilt glücklicherweise für beide.

Als Beispiel hierfür seien die beiden Vektoren [image: image] und [image: image] gegeben, deren eingeschlossener Winkel berechnet werden soll:

[image: image]

Mit dem Taschenrechner findet man einen Näherungswert für den Winkel:

[image: image]

Zeigt beispielsweise der Vektor [image: image] in die entgegengesetzte Richtung, so ist der Winkel größer als [image: image]; das Ergebnis wird der Gegenwinkel zum obigen sein:

[image: image]

Aus der Tatsache, dass sich über das Skalarprodukt der Winkel zwischen zwei Vektoren berechnen lässt, lernt man etwas sehr Nützliches. Ist das Skalarprodukt zweier Vektoren gleich null, so ist auch der Kosinus des eingeschlossenen Winkels null. Damit ergibt sich sofort ein Winkel von [image: image], was bedeutet, dass die beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen. Für die folgenden Einheitsvektoren beispielsweise können Sie das sofort nachprüfen:

[image: image]

[image: image]

[image: images] Derartige Einheitsvektoren, die paarweise senkrecht aufeinander stehen, sind sehr wichtig im Zusammenhang mit Koordinatensystemen, was Sie im nächsten Kapitel sehen werden.

Wir üben ein bisschen: Bestimmung des Tangentenvektors an einen Kreis

Grundlage dieses Beispiels stellt ein Kreis in der x-y-Ebene mit Mittelpunkt im Ursprung dar. Im Abschnitt »Polarkoordinaten – krumme Linien in der Ebene?!« im zweiten Kapitel von Teil II werden Sie lernen, wie man einen Vektor konstruiert, der den Kreis an einem bestimmten Punkt berührt, also einen Tangentenvektor.

Hier wird demonstriert, wie das allein mittels des Skalarprodukts und ohne weitere Hilfsmittel möglich ist. Betrachten Sie dazu die vektorielle Darstellung des Kreises mit einem Winkel [image: image]:

[image: image]

In der x-y-Ebene läuft die Spitze von [image: image] in Abhängigkeit von α entlang des Kreises, was in Abbildung 5.6 skizziert wird.
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Abbildung 5.6: Kreis mit Radiusvektor [image: image] und Tangentenvektor [image: image]



Mit dem trigonometrischen Pythagoras [image: image] kann schnell nachgeprüft werden, dass es sich um einen Einheitsvektor handelt:

[image: image]

Damit ist auch der Radius des Kreises gleich [image: image]. Gesucht ist nun der Tangentenvektor [image: image] an den Kreis. Um ihn zu bestimmen, lässt sich ausnutzen, dass der Tangentenvektor an allen Punkten des Kreises senkrecht auf dem Radiusvektor [image: image] steht. Dabei hilft einem das Skalarprodukt, da für alle [image: image] die folgende Gleichung erfüllt sein muss:

[image: image]

Zu lösen ist eine Gleichung mit zwei Unbekannten. Da die Anzahl der Variablen größer ist als die Anzahl der Gleichungen, ist die Lösung dieser Gleichung nicht vollständig bestimmt. Es gibt somit keine eindeutige Lösung für beide Komponenten [image: image] und [image: image], sondern eine Variable kann frei gewählt werden. Bestimmt man [image: image] in Abhängigkeit von [image: image], dann ergibt sich:

[image: image]

Mit der Wahl [image: image] kürzt man den obigen Nenner und es folgt dann:

[image: image]

Wie Sie schnell mit dem trigonometrischen Pythagoras sehen, ist das sogar wieder ein Einheitsvektor! Die Wahl [image: image] dreht einfach die Richtung des Vektors um. Damit ist man bereits fertig.

[image: images]Wer rast, fliegt raus!

Allein mittels des Skalarprodukts ergibt sich der Tangentenvektor an den Einheitskreis zu

[image: image]


Kreuzprodukt: Vektor mal Vektor gleich Vektor

Mit dem Skalarprodukt lässt sich zwei Vektoren eine Zahl zuordnen. Darüber hinaus gibt es eine Möglichkeit, zwei Vektoren so miteinander zu verknüpfen, dass sich als Ergebnis wieder ein Vektor ergibt. Um dieses Produkt geht es in diesem Abschnitt.


Definition und Schreibweise

Das Kreuzprodukt, das oft auch Vektorprodukt oder äußeres Produkt genannt wird, ist nur für dreidimensionale Vektoren definiert. Es erzeugt aus zwei Vektoren [image: image] und [image: image] einen neuen Vektor [image: image] nach der folgenden Definition:

[image: image]

Als Symbol des Kreuzprodukts findet man zumeist ein Kreuz »×«. Hieraus leitet sich auch der Name »Kreuzprodukt« ab.


Nützliches zum Vektorprodukt: wieder kurz und knapp

Das Vektorprodukt besitzt einige Eigenschaften, die man sich merken sollte, da sie oft Rechnungen vereinfachen:

[image: ipad] Beim Vertauschen der Reihenfolge beider Vektoren [image: image] und [image: image] ergibt sich ein Minuszeichen: [image: image]. Man nennt das Kreuzprodukt deshalb auch antisymmetrisch oder antikommutativ.

[image: ipad] Aus der Antisymmetrie folgt sofort, dass das Kreuzprodukt eines Vektors mit sich selbst verschwindet: [image: image].

[image: ipad] Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ.

[image: image]

Es kommt also auf die Klammersetzung bei mehrfachen Kreuzprodukten an!

[image: ipad] Das Kreuzprodukt ist jedoch distributiv bezüglich der Vektoraddition, also lassen sich Kreuzprodukte von Summen aus Vektoren ausmultiplizieren:

[image: image]

[image: ipad] Einfache Zahlen lassen sich aus dem Kreuzprodukt herausziehen. Es gilt für zwei Vektoren [image: image], [image: image] und [image: image]:

[image: image]

[image: ipad] Die beiden vorigen Eigenschaften können kombiniert werden, wobei [image: image]:

[image: image]

Analog zum Skalarprodukt spricht man auch hier von der Bilinearität des Vektorprodukts.


Geometrische Bedeutung – endlich wird's wieder anschaulich!

Was bringt einem die obige Definition? Die wichtigste Eigenschaft des neuen Vektors [image: image] ist, dass er sowohl auf [image: image] als auch [image: image] senkrecht steht wie in Abbildung 5.7 veranschaulicht.


 

[image: ipad]
Abbildung 5.7: Vektor [image: image], der senkrecht auf den Vektoren [image: image] und [image: image] steht



Um sich das klarzumachen, hilft Ihnen jetzt glücklicherweise das zuvor eingeführte Skalarprodukt, also:

[image: image]

Das gleiche gilt für [image: image].

An dieser Stelle ist noch wichtig, dass der Betrag des Vektors [image: image], also [image: image], der Fläche des Parallelogramms entspricht, dessen Seiten entlang der Vektoren [image: image] und [image: image] liegen (siehe Abbildung 5.7). Außerdem gibt es auch für das Kreuzprodukt einen Zusammenhang zwischen den Beträgen zweier Vektoren [image: image] und deren eingeschlossenem Winkel φ:

[image: image]

Man sagt oft auch, dass die beiden Vektoren [image: image] und [image: image] ein Parallelogramm aufspannen. Auf diesen Begriff werden Sie im Buch oft stoßen. Da der Winkel φ zwischen zwei Vektoren höchstens 180° beträgt und [image: image] für [image: image]ist, benötigt sinφ hier eine Betragstriche.

Außerdem gibt es eine geometrische Merkregel für das Kreuzprodukt, die Ihnen auch später wieder begegnen wird. Man richte den Daumen der rechten Hand entlang des Vektors [image: image] und den Zeigefinger entlang von [image: image]. Dann zeigt der Mittelfinger in Richtung des Vektors [image: image].

An den genannten Eigenschaften des Kreuzprodukts sieht man unter anderem, warum sich das Kreuzprodukt nur aus dreidimensionalen Vektoren bilden lässt. Der Vektor, welcher auf zwei Vektoren senkrecht steht, ist in drei Dimensionen bis auf das Vorzeichen eindeutig festgelegt. Das ist jedoch bereits in vier Dimensionen nicht mehr der Fall! Zum Beispiel steht der folgende vierdimensionale Vektor [image: image] mit beliebigen Komponenten [image: image] und [image: image] senkrecht auf den Vektoren [image: image] und [image: image]:

[image: image]

denn es gilt

[image: image]

[image: image]

Damit würde ein derartiges vierdimensionales Kreuzprodukt keine eindeutige Abbildung darstellen, denn das Ergebnis müsste eine Menge von unendlich vielen Vektoren sein.

Das Kreuzprodukt besitzt vielfältige Anwendungen in der Physik. Es wird zum Beispiel benötigt, um das Drehmoment in der Mechanik zu beschreiben oder die Kraft, die auf ein elektrisch geladenes Teilchen während dessen Bewegung durch ein Magnetfeld wirkt.


Wie rechnet man das Kreuzprodukt konkret aus?

Für die Berechnung des Kreuzprodukts gibt es unterschiedliche Möglichkeiten, von denen jede einzelne gewisse Vor- und Nachteile besitzt.

Mit dem Kopf durch die Wand – Berechnung nach Definition

Zum ersten können Sie das Kreuzprodukt einfach mittels der obigen Definition ausrechnen:

[image: image]

 Für die folgenden Vektoren [image: image] und [image: image] erhält man auf diese Weise:

[image: image]

Sehr einleuchtend ist das folgende Beispiel mit den Einheitsvektoren [image: image] und [image: image], die jeweils entlang der x- bzw. y-Achse eines dreidimensionalen Koordinatensystems zeigen:

[image: image]

Das Ergebnis ist der Einheitsvektor [image: image], der in Richtung der z-Achse zeigt, da die z-Achse ja sowohl auf der x- als auch der y-Achse senkrecht steht. Das gilt für kartesische Koordinatensysteme, die im nächsten Kapitel ausführlicher behandelt werden.

Schwierig, aber sehr nützlich: der Epsilon-Tensor

Hier wird eine alternative Möglichkeit zur Berechnung des Kreuzprodukts vorgestellt. Der aktuelle Abschnitt mag zunächst abschreckend wirken. Sie werden jedoch mit einer in der Praxis überaus nützlichen Methode belohnt, um das Kreuzprodukt darzustellen und damit zu rechnen.

Das Kreuzprodukt ist so konstruiert, dass es sich aus Termen zusammensetzt, die jeweils eine Komponente des ersten Vektors mit einer Komponente des zweiten Vektors verknüpfen. Nehmen Sie an, das Kreuzprodukt wäre nicht eingeführt worden, und Sie kennen die obige Definition nicht. Allein mit der Forderung, dass in jedem Term des Ergebnisses für das Kreuzprodukt nur eine Komponente von einem der beiden Vektoren vorkommt, ist die erste Komponente des Ergebnisvektors [image: image] allgemein gegeben durch:

[image: image]

Analog fordert man für die beiden anderen Komponenten:

[image: image]

[image: image]

Die εi; jk sind Zahlen, die zunächst noch unbekannt sind. Sie sind für das Kreuzprodukt charakteristisch und werden durch drei Indizes i, j und k gekennzeichnet, von denen jeder einzelne von 1 bis 3 läuft. Der erste Index kennzeichnet die Komponente des Kreuzproduktes. Er ist durch einen Strichpunkt von den beiden restlichen Indizes abgetrennt. Der erste der letzten beiden Indizes steht für die jeweilige Komponente des ersten Vektors [image: image] und der zweite für die jeweilige Komponente von [image: image]. Insgesamt handelt es sich also um [image: image] Zahlen. Das sieht jetzt natürlich sehr voluminös und unübersichtlich aus. Doch keine Angst, die Formeln lassen sich vereinfachen!

Wenn man die Definition des Kreuzprodukts betrachtet, kann man alle 27 Zahlen εi; jk durch direkten Vergleich mit dieser Definition ablesen. Dann ist schnell erkennbar, dass nur sechs der 27 Zahlen ungleich null sind:

[image: image]

Wie soll man sich das merken? Kein Problem, denn dahinter steckt ein System! Betrachtet man die Menge [image: image], so stellt man folgendes fest: Bilden die Indizes von εi; jk eine zyklische Kombination aus den drei Zahlen, so sind die entsprechenden εi; jk gleich 1, für antizyklische Kombinationen sind sie gleich −1. Stimmen zwei oder mehr Indizes überein, so verschwindet das entsprechende εi; jk. Zusammenfassend gilt:

[image: image]

Um zyklische und antizyklische Kombinationen zu erkennen, ist das Schema in Abbildung 5.8 sehr hilfreich.


 

[image: ipad]
Abbildung 5.8: Zyklische und antizyklische Kombination aus [image: image]



Demzufolge kann man eine Komponente des Kreuzprodukts wie folgt schreiben:

[image: image]

Summiert wird über doppelt vorkommende Indizes. Indizes, die im Endergebnis nicht mehr vorkommen, werden als stumm bezeichnet. Dagegen ist der Index i hier ein sogenannter freier Index, weil er sowohl auf der linken als auch auf der rechten Seite der Gleichung auftritt. Eine Gleichung muss immer stimmig in Bezug auf ihre freien Indizes sein. Dies bedeutet, dass alle freien Indizes stets auf der linken und auf der rechten Seite der Gleichung auftreten müssen. Ist das nicht der Fall, hat man einen Fehler gemacht und muss seine Rechnung überprüfen. Darüber hinaus gibt es – vor allem unter theoretischen Physikern, die bequem sind – eine abkürzende Schreibweise. Sie besteht darin, das Summenzeichen nicht ausdrücklich hinzuschreiben, sondern sich einfach nur zu denken. Man behält dabei im Hinterkopf, dass über doppelt vorkommende Indizes summiert wird. Diese Art der Schreibweise bezeichnet man oft als Einsteinsche Summenkonvention, da sie von dem Physiker Albert Einstein eingeführt und benutzt wurde, als er seine Relativitätstheorie entwickelte.

Verzichtet man abschließend noch auf den Strichpunkt, der nur der Übersichtlichkeit halber hinzugefügt wurde, so kann man eine Komponente des Kreuzprodukts sehr kurz in folgender Form schreiben:

[image: image]

Die Menge der 27 Zahlen εijk wird als Epsilon-Tensor oder Levi-Civita-Symbol bezeichnet. Es besitzt folgende Eigenschaften, die man sich zum Rechnen einprägen sollte:

1. Vertauscht man zwei benachbarte Indizes (Transposition), so ergibt sich ein Minuszeichen, also gilt zum Beispiel εijk = −εikj. Diese Eigenschaft wird totale Antisymmetrie genannt.

2. Aus der totalen Antisymmetrie ergibt sich, dass das Levi-Civita-Symbol genau dann verschwindet, wenn mindestens zwei Indizes gleich sind. Setzt man nämlich in der obigen Gleichung εijk = −εikj die Indizes j und k gleich, so folgt εijj = −εijj, was nur möglich ist, sofern εijj = 0 gilt.

3. Die Definition des Levi-Civita-Symbols kann auf beliebige Dimensionen verallgemeinert werden. Für zwei Dimensionen ergibt sich beispielsweise:

[image: image]

Vorzüge des Epsilon-Tensors beim Rechnen

Sie sind sicherlich nun schon ganz begierig darauf zu erfahren, wozu die Einführung des Levi-Civita-Symbols beim Kreuzprodukt nützlich sein soll. Betrachten Sie zunächst wieder das Beispiel mit den beiden Vektoren [image: image] und [image: image]:

[image: image]

Bisher ist der Vorteil der Verwendung des Levi-Civita-Symbols noch nicht ersichtlich. Es stellt höchstens eine gute Merkregel für die Komponenten des Kreuzprodukts dar. Es ist jedoch so, dass die Verwendung des Levi-Civita-Symbols die Rechnung umso mehr erleichtert, je komplizierter sie ist! Wie sieht man zum Beispiel, dass [image: image] ist? Erst einmal sieht man das nur durch Einsetzen in die Definition des Kreuzprodukts, doch mit dem Levi-Civita-Symbol folgt das Ganze sofort aus dessen Antisymmetrie:

[image: image]

Im zweiten Schritt wurden die Summationsindizes umbenannt: Aus [image: image] wurde [image: image] und aus [image: image] wurde [image: image]. Im dritten Schritt änderte sich die Reihenfolge der Komponenten [image: image] und [image: image], was möglich ist, da es sich dabei um einfache Zahlen handelt. Schließlich ließ sich die Antisymmetrie des Levi-Civita-Symbols ausnutzen, also εikj = −εijk. Am Ende erhält man so den ursprünglichen Ausdruck mit einem Minuszeichen. Das Negative eines Terms ist nur dann gleich dem ursprünglichen, wenn dieser verschwindet. Damit gilt [image: image] für [image: image].

Man kann sich durch die kompakte Form somit eine Menge Schreibarbeit sparen, was besonders unter Zeitdruck und bei aufwändigen Berechnungen – beispielsweise mit doppelten Kreuzprodukten – eine wertvolle Hilfe sein kann.


Das Spatprodukt – und was ist bitte ein Parallelepiped?

Das Skalar- und das Kreuzprodukt lassen sich in Form eines neuen Produkts wie folgt kombinieren:

[image: image]

Die ersten beiden Vektoren werden über das Kreuzprodukt miteinander multipliziert, woraus sich ein neuer Vektor ergibt. Letzterer wird dann über das Skalarprodukt mit dem dritten Vektor verknüpft. Das Ergebnis ist somit eine Zahl, und das so definierte Produkt heißt Spatprodukt.

Die sich ergebende Zahl, die den drei Vektoren [image: image] zugeordnet wird, besitzt eine anschauliche geometrische Bedeutung: Ihr Betrag [image: image] entspricht dem Volumen des Körpers, dessen Seiten jeweils entlang von einem der drei Vektoren [image: image] liegen. Ein solcher Körper heißt Parallelepiped (oder einfach Spat) und ist in Abbildung 5.9 dargestellt.


 

[image: ipad]
Abbildung 5.9: Das Parallelepiped (Spat), welches von den Vektoren [image: image], [image: image] und [image: image] aufgespannt wird



Der Wert des Spatprodukts bleibt gleich, wenn man die Vektoren zyklisch vertauscht:

[image: image]

Die zyklische Vertauschung kann auch hier anhand von Abbildung 5.9 verdeutlicht werden. Das Volumen des Spats bleibt ein und dasselbe, unabhängig davon, nach welcher der drei Möglichkeiten man das Spatprodukt berechnet. Betrachten Sie dazu als Beispiel die folgenden Vektoren:

[image: image]

Die Berechnung der zyklischen Spatprodukte ergibt:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Das Ergebnis ist also in allen drei Fällen identisch. Die Vektoren [image: image], [image: image] und [image: image] wurden so gewählt, dass sie entlang eines Tetraeders der Seitenlänge [image: image] zeigen. Das Tetraedervolumen bestimmt sich über die Formel [image: image]. Sie sehen also, dass ein solcher Tetraeder sechsmal in den Spat passt, den die Vektoren [image: image] aufspannen.

Das Spatprodukt kann auch eine negative Zahl ergeben. Falls man es zur Volumenberechnung einsetzen möchte, muss man deshalb den Betrag des Ergebnisses nehmen, da ein Volumen immer positiv ist.


Dyadisches Produkt: Vektor mal Vektor gleich Matrix

Mit dem Skalarprodukt haben Sie die Möglichkeit kennengelernt, zwei Vektoren derart miteinander zu multiplizieren, dass das Ergebnis eine gewöhnliche Zahl ist. Das Kreuzprodukt dagegen erzeugt aus zwei dreidimensionalen Vektoren wieder einen dreidimensionalen Vektor. Letztendlich kann man verschiedene Vektoren noch auf eine dritte Art miteinander multiplizieren, wobei das entsprechende Ergebnis eine Matrix ist. Wie funktioniert das?


Definition und Schreibweise

Betrachten Sie zwei Vektoren [image: image] und [image: image] beliebiger Dimension, die bei beiden Vektoren nicht notwendigerweise übereinstimmen muss:

[image: image]

Um aus den Vektoren tatsächlich eine Matrix zu bilden, muss man sie in geeigneter Weise miteinander multiplizieren. Dazu transponiert man den zweiten Vektor, der dann zu einem m-dimensionalen Zeilenvektor wird. Danach lässt sich die gewöhnliche Matrixmultiplikation mit dem n-dimensionalen Spaltenvektor [image: image] durchführen:

[image: image]

Das Ergebnis dieses sogenannten dyadischen Produkts ist eine [image: image]-Matrix. Für das Produkt wird oft das Symbol »[image: image]« verwendet, also tun wir das hier auch.


Dyadisches Produkt zweidimensionaler orthogonaler Einheitsvektoren

Möchte man die folgenden zweidimensionalen orthogonalen Einheitsvektoren [image: image] und [image: image] mittels des dyadischen Produkts auf alle möglichen Arten miteinander kombinieren, ergeben sich vier Möglichkeiten:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Interessant ist die folgende Beobachtung, die man anschließend macht:

[image: image]

Werden die dyadischen Produkte von zweidimensionalen orthogonalen Einheitsvektoren addiert, so führt das zur Einheitsmatrix in zwei Dimensionen. Ist das Zufall? Im nächsten Abschnitt soll dahingehend ein komplizierteres dreidimensionales Beispiel untersucht werden.


Dyadisches Produkt von orthogonalen Einheitsvektoren in drei Dimensionen

Betrachten Sie die dreidimensionalen Einheitsvektoren:

[image: image]

Unschwer kann mit dem Skalarprodukt nachgeprüft werden, dass diese paarweise senkrecht aufeinander stehen:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Nun zu den dyadischen Produkten der Vektoren mit sich selbst:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Addiert man die drei Ergebnisse, so führt das auf ... Trommelwirbel ...

[image: image]

Man erhält also ebenso für den Satz dreidimensionaler orthogonaler Einheitsvektoren die entsprechende Einheitsmatrix. Allgemein kann man zeigen – aber das überlassen wir berufstätigen Mathematikern – dass für eine Menge [image: image] aus n Einheitsvektoren der Dimension n, die paarweise senkrecht aufeinander stehen, folgendes gilt:

[image: image]

Hierbei ist [image: image] die n-dimensionale Einheitsmatrix. Mit dem dyadischen Produkt wird Ihnen neben dem Skalarprodukt also ein weiteres Werkzeug zur Verfügung gestellt, mit dem Sie überprüfen können, ob n Vektoren der Dimension n auf die Länge 1 normiert und darüber hinaus paarweise orthogonal sind.

Im nächsten Kapitel sehen Sie, dass solche orthogonale und normierte Einheitsvektoren für Koordinatensysteme eine große Bedeutung haben.


6

Die Welt der Mathematik besteht aus Vektoren ...


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Verschiedene Koordinatensysteme kennenlernen

[image: ipad] Darstellung eines Vektors mit Hilfe der Basis und Änderung der Basis




Das kartesische Koordinatensystem ist schön und gut, um geometrische Probleme zu lösen, die durch Linien und Flächen gekennzeichnet sind. Doch was machen Sie, wenn zum Beispiel Kreise, Zylinder oder auch Kugeln ins Spiel kommen? Dann nehmen Sie dieses Buch aus der »... für Dummies«-Reihe zur Hand und schauen sich das aktuelle Kapitel an! Es geht hier darum, das bereits erlangte Wissen über Koordinatensysteme zu festigen und zu vertiefen.

Außerdem werden wir Ihnen demonstrieren, worin der Clou in der Darstellung eines Vektors liegt: nämlich in der Wahl der sogenannten Basis. Ändert sich diese Basis, so auch die Darstellung eines Vektors, obwohl der Vektor aber immer noch derselbe ist.


Unser Koordinatensystem ist das Gerüst der Vektor-Welt

In der Geometrie spielen Punkte eine grundlegende Rolle. Um mit Punkten sinnvoll umgehen zu können, müssen Sie wissen, wo diese sich befinden. Sie benötigen also die Koordinaten des Punktes. Um jene anzugeben, zeichnen Sie den Punkt in ein Koordinatensystem ein. Dieses setzt sich aus Koordinatenachsen und Koordinatenlinien zusammen. Die Koordinatenachsen sind im Grunde genommen Maßstäbe, an denen die Position eines Punktes eingetragen werden kann. Die Koordinatenlinien wiederum sind das Gerüst, aus dem sich das Koordinatensystem aufbaut. Die Achsen teilen jedes Koordinatensystem in Bereiche auf, die man Quadranten nennt.


Kartesische Koordinatensysteme – hier steht alles senkrecht!

Ein Koordinatensystem bezeichnet man als kartesisch, sofern alle Koordinatenlinien gerade sind und paarweise senkrecht aufeinander stehen. Bisher wurde in diesem Buch ausschließlich mit solchen Koordinatensystemen gearbeitet. Beispielsweise war das Koordinatensystem im Abschnitt »Was war zuerst da: der Vektor oder der Pfeil?« im zweiten Kapitel von Teil I, in dem die ersten Vektorpfeile im Buch auftauchten, auch ein kartesisches System. In Abbildung 6.1 sind jeweils ein zwei- und ein dreidimensionales kartesisches Koordinatensystem gezeigt.


 

[image: ipad]
Abbildung 6.1: Zweidimensionales und dreidimensionales kartesisches Koordinatensystem mit eingezeichneten (gestrichelten) Koordinatenlinien



Solche Koordinatensysteme gebraucht man immer dann, wenn der zu bearbeitenden Problemstellung eine flache Geometrie zugrunde liegt. Das bedeutet einfacher ausgedrückt, dass ausschließlich Geraden und Ebenen vorkommen. Um Koordinatensysteme in Berechnungen nutzen zu können, benötigen Sie eine mathematische Beschreibung der Koordinatenachsen bzw. der Koordinatenlinien.

Die Koordinatenachsen eines kartesischen Systems lassen sich als Basisvektoren behandeln, was bedeutet, dass man mit Hilfe solcher Vektoren alle Punkte innerhalb des Koordinatensystems erreichen kann. Es ist also möglich, die Position aller Punkte entlang der Koordinatenachsen anzugeben. Die Gemeinschaft aller Basisvektoren eines Koordinatensystems nennt man Basis. Stehen die Basisvektoren senkrecht aufeinander – so wie es bei kartesischen Systemen der Fall ist – spricht man von einer Orthogonalbasis. Gewöhnlich normiert man die Basisvektoren zusätzlich auf den Betrag 1, woraus eine Orthonormalbasis hervorgeht. Im ersten Teil des aktuellen Kapitels wird der Begriff der »Basis« nur knapp behandelt und auf die Anschauung beschränkt. Aufgrund ihrer Bedeutung bildet die Basis dann das Hauptthema des zweiten Teils dieses Kapitels.


Beispiele für kartesische Koordinatensysteme

Die Koordinatenachsen eines kartesischen Koordinatensystems in zwei Dimensionen können jeweils durch einen Vektor beschrieben werden. Benennt man die Achsen mit den Variablen x,y und bezeichnet den entsprechenden Einheitsvektor in Richtung der ersten Achse mit [image: image] und in Richtung der zweiten Achse mit [image: image], so lauten diese:

[image: image]

Sie wissen bereits, dass diese Vektoren senkrecht aufeinander stehen, da die Achsen senkrecht zueinander verlaufen. Ungläubige rechnen es mit dem Skalarprodukt nach:

[image: image]

Die Menge [image: image] stellt also die Orthonormalbasis des betrachteten zweidimensionalen kartesischen Koordinatensystems dar. Man kann die Position jedes Punktes mit Hilfe der beiden Vektoren [image: image] und [image: image] angeben. Beispielsweise müssen Sie für den Punkt [image: image] fünf Längeneinheiten entlang der positiven x-Achse und drei Längeneinheiten entlang der negativen y-Achse abtragen. Der zugehörige Ortsvektor lautet:

[image: image]

Nehmen Sie eine dritte kartesische Koordinatenachse hinzu und bezeichnen diese mit der Variable z, müssen Sie die obigen beiden Einheitsvektoren jeweils um eine Null erweitern. Zusätzlich ist der dritte Einheitsvektor so zu wählen, dass er senkrecht auf [image: image] und [image: image] steht. Dann sind die Koordinatenachsen des dreidimensionalen kartesischen Systems gegeben durch

[image: image]

Auch hier können Sie unschwer nachrechnen, dass die Einheitsvektoren paarweise senkrecht aufeinander stehen und somit erneut eine Orthonormalbasis festlegen:

[image: image]

Eine Zusammenstellung orthogonaler Basisvektoren nennt man auch Orthogonalsystem bzw. Orthonormalsystem, sofern sie noch zusätzlich normiert sind. Mittels des im vorangegangenen Kapitel eingeführten Vektorprodukts entdeckt man etwas Interessantes, nämlich

[image: image]

und analog [image: image] sowie [image: image]. Wählt man somit aus der dreidimensionalen Basis [image: image] eine zyklische Kombination der Vektoren – also [image: image], [image: image] und [image: image] - so sind sie über das Kreuzprodukt in der obigen Art und Weise miteinander verknüpft. Eine solche Menge dreier Vektoren bezeichnet man als Rechtssystem.

Anschaulich liegt bei einem Rechtssystem der erste Vektor einer zyklischen Kombination von Basisvektoren entlang des Daumens der rechten Hand. Der zweite Vektor zeigt entlang des im rechten Winkel zum Daumen abgespreizten Zeigefingers und der dritte Vektor entlang des Mittelfingers, der senkrecht zu Daumen und Zeigefinger gestellt wird. Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger stehen also paarweise senkrecht aufeinander, wie in Abbildung 6.2 dargestellt.


 

[image: ipad]
Abbildung 6.2: Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand legen ein Rechtssystem fest



Weil das so schön war, machen wir es gleich noch einmal. Die Koordinatenachsen des vierdimensionalen kartesischen Koordinatensystems beschreibt man durch die obigen drei Vektoren, die jeweils mit einer Null ergänzt werden. Außerdem muss man einen vierten Vektor hinzunehmen, der auf den drei anderen senkrecht steht. Bezeichnet man die Achsen mit den Variablen [image: image] und [image: image], dann gilt:

[image: image]

Auf diese Weise funktioniert das immer weiter und weiter. So lassen sich also die Koordinatenachsen eines n-dimensionalen kartesischen Koordinatensystems wie folgt angeben:

[image: image]

Die Zahlen neben den Vektoren stehen für die Nummer der jeweiligen Zeile des Vektors. Ein n-dimensionales Koordinatensystem besitzt also n Koordinatenachsen und jede davon wird durch einen Vektor mit n Einträgen beschrieben. Man bezeichnet eine Basis der obigen Gestalt als kartesische Standardbasis.

Das besondere an kartesischen (und allgemeiner: flachen) Koordinatensystemen ist, dass sich die Basisvektoren beliebig verschieben lassen, ohne sich dabei zu ändern. Sie werden im folgenden Abschnitt sehen, dass eine solche Eigenschaft für die krummlinigen Systeme nicht gilt.


Polarkoordinaten – krumme Linien in der Ebene?!

Das einfachste krummlinige Koordinatensystem ist das der (zweidimensionalen) Polarkoordinaten. Wie jedes zweidimensionale Koordinatensystem ist auch letzteres charakterisiert durch zwei Klassen von Koordinatenlinien, die sich jedoch vollständig von denen der flachen Systeme unterscheiden. Die erste Klasse besteht aus Linien, die radial vom Ursprung des Koordinatensystems nach außen verlaufen. Die zweite wird durch Kreise gebildet, deren Mittelpunkt der Ursprung ist. Die nach außen verlaufenden Koordinatenlinien stehen senkrecht auf den Kreisen, wie Sie in der linken Skizze von Abbildung 6.3 sehen können. Die Basisvektoren des Polarkoordinatensystems sind nicht so einfach ersichtlich wie die der kartesischen Systeme. Um sie zu bestimmen, muss man einen bestimmten Punkt im Koordinatensystem wählen. Durch einen jeden solchen Punkt verläuft jeweils genau eine Koordinatenlinie der beiden Klassen. Die Basisvektoren sind dann gegeben durch die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien, also durch Vektoren, die die Koordinatenlinien jeweils an jedem Punkt berühren. Diese Tangentenvektoren sind nicht unbedingt Einheitsvektoren, weshalb man sie anschließend normieren muss.


 

[image: ipad]
Abbildung 6.3: Links: Polarkoordinatensystem und eingezeichnete Koordinatenlinien mit konstantem r (Kreise) und konstantem φ (Halbgeraden durch den Ursprung). Rechts: Dargestellt ist der Zusammenhang zwischen Polarkoordinaten und ebenen kartesischen Koordinaten




Dies ist ein Konzept, dass bei krummlinigen Koordinaten immer angewandt wird. Zunächst ist die Vorgehensweise jedoch nicht klar. Man muss dazu einen Zusammenhang zwischen den neuen Polarkoordinaten und den wohlbekannten zweidimensionalen kartesischen Koordinaten (x, y) herstellen. Stellen Sie sich vor, dass ein kartesisches Koordinatensystem mit x- und y-Achse auf das krummlinige Koordinatensystem gelegt wird, so dass der Ursprung O beider Koordinatensysteme zusammenfällt. Dargestellt ist das in der rechten Skizze von Abbildung 6.3. Am einfachsten ist es nun, einen Punkt P im ersten Quadranten zu wählen. Die Lage des Punktes ist durch zwei Größen charakterisiert, zum einen durch den Abstand r zum Ursprung und zum anderen durch den Winkel φ, den der Abstandsvektor [image: image] mit der x-Achse einschließt.

Setzt man also [image: image], so ergeben sich folgende Zusammenhänge:

[image: image]

[image: image]

Wählt man die Intervalle so wie angegeben, so sind die Beziehungen zwischen den kartesischen Koordinaten und den Polarkoordinaten umkehrbar. Das Intervall für r ist dann offen, und das Intervall für φ ist halboffen.

[image: ipad] Der Wert [image: image], der dem Ursprung des Koordinatensystems entspricht, wird ausgeschlossen, da am Ursprung der Winkel unbestimmt ist. Prinzipiell können Sie für den Winkel jeden beliebigen Wert wählen, um aus [image: image] die Werte [image: image] und [image: image] folgern zu können.

[image: ipad] Darüber hinaus schließt man auch [image: image] aus. Zwar kann r beliebig groß sein, dennoch nimmt die Unendlichkeit »[image: image]« eine Sonderstellung ein, da auch hier die oben gegebenen Zusammenhänge nicht eindeutig sind. Aus [image: image] folgt entweder [image: image], [image: image] oder beides.

[image: ipad] Die Sinus- und die Kosinusfunktion ist periodisch mit Periode 2π. Um die Wahl des Winkels auch hier eindeutig zu machen, beschränkt man sich auf die erste Periode, wobei man zusätzlich φ=2π ausschließt.

Damit ergeben sich die folgenden Umkehrungen:

[image: image]

Die letzte Gleichung gilt aber nur im ersten Quadranten, also für den Winkelbereich 0 ≤ φ < π / 2. Für die drei anderen Quadranten ist der Zusammenhang entsprechend abzuändern. Die Koordinatenlinie mit [image: image] – der sogenannte Einheitskreis – erweist sich dabei als ein sehr nützliches Werkzeug, wie in Abbildung 6.4 gezeigt wird.

1. Im ersten Quadranten zeichnet man ein rechtwinkliges Dreieck mit einem Winkel φ ein, dessen Hypotenuse die Länge 1 hat. Die Gegenkathete besitzt dann die Länge y = sinφ und die Ankathete die Länge x = cosφ Der Winkel φ ist hier immer der Winkel an dem Punkt des Dreiecks, der mit dem Ursprung des Koordinatensystems zusammenfällt. Dann gilt die obige Gleichung tanφ = y/x.

Das eingezeichnete Dreieck ist auch für alle anderen Quadranten grundlegend, denn darüber definiert man die Werte der trigonometrischen Funktionen. Der maßgebliche Winkel für die Funktionswerte in den anderen drei Quadranten ist jedoch nicht φ, sondern der Winkel φ', der von der positiven x-Achse und der Hypotenuse eingeschlossen wird. Man muss somit für die anderen Quadranten die Funktionswerte auf die des ersten Quadranten zurückführen.

2. Für den zweiten Quadraten, in dem π/2 < φ ≤ π gilt, spiegelt man das Dreieck deshalb an der y-Achse. Der zugehörige Winkel zwischen positiver x-Achse und Hypotenuse des Dreiecks ist φ′ = π – φ. Wie schon gesagt, ist für die Werte von sin(φ′), cos(φ′) und tan(φ′) die Länge der Katheten des gespiegelten Dreiecks maßgeblich. Es gilt:

[image: image]

[image: image]


 

[image: ipad]
Abbildung 6.4: Der Zusammenhang zwischen den Achsen des zweidimensionalen kartesischen Koordinatensystems und dem Winkel der Polarkoordinaten



Ist x negativ und y positiv, so befindet man sich im zweiten Quadranten. Dann ist auch der Tangens negativ und man erhält den zugehörigen Winkel wie folgt:

[image: image]

3. Im dritten Quadranten, also für π < φ < 3π/2, wird das Dreieck betrachtet, das durch Spiegeln des Dreiecks im zweiten Quadranten an der negativen x-Achse hervorgeht. Der zugehörige Winkel ist φ′ = π + φ. Hier kann man folgende Zusammenhänge ablesen:

[image: image]

[image: image]

Der Tangens ist also wieder positiv, und es ergibt sich:

[image: image]

4. Betrachten Sie schließlich den vierten Quadranten mit 3π/2 < φ < 2π. Dazu wird das Dreieck des dritten Quadranten an der negativen y-Achse gespiegelt. Der zugehörige Winkel ist φ′ = 2π –φ. Es gilt dann analog zu den drei vorherigen Fällen:

[image: image]

[image: image]

Noch einmal ein negativer Tangens! Also erhält man schlussendlich den Winkel

[image: image]

Wer besonders aufmerksam war, hat gemerkt, dass die Winkel φ=π/2 und φ=3π/2 ausgelassen wurden. Jene liegen auf der y-Achse und gehören somit zu x=0, wo der Bruch y/x nicht definiert ist. Für y > 0 gilt φ=π/2, und für y < 0 gilt φ = 3π/2.

Fassen wir die Umrechnungsregeln zwischen den kartesischen Koordinaten x,y und dem Winkel φ für alle Quadranten zusammen, wobei nun der φ' wieder φ genannt wird:

[image: image]

Nun benötigt man noch die Basisvektoren. Wie bereits erwähnt, liegen diese Vektoren parallel zu den Koordinatenlinien. Somit ist auch klar, warum man einen bestimmten Punkt wählen musste; die Basisvektoren hängen nämlich – anders als im kartesischen Fall – vom jeweiligen Punkt ab!

Abbildung 6.5 zeigt die Basisvektoren der Polarkoordinaten. Da der erste Basisvektor radial nach außen entlang der Koordinatenlinie mit konstantem Winkel φ zeigt, soll er als [image: image] bezeichnet werden. Der zweite Basisvektor liegt tangential zum Kreis und wird [image: image] genannt. Wie lauten diese Vektoren?


 

[image: ipad]
Abbildung 6.5: Die Basisvektoren der Polarkoordinaten



1. Eine Möglichkeit ist, die Basisvektoren direkt aus Abbildung 6.5 zu bestimmen:

[image: image]

2. Alternativ kann man, wie bereits erwähnt, die Basisvektoren als Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien mit anschließender Normierung berechnen.

[image: ipad] Die Tangentenvektoren folgen durch komponentenweises partielles Ableiten des Vektors [image: image] nach den jeweiligen Variablen r bzw. φ:

[image: image]

[image: image]

[image: ipad] Der erste Vektor ist bereits vom Betrag 1, während der zweite Vektor noch normiert werden muss.

Mit Hilfe der zweiten Möglichkeit gelangt man zu denselben Vektoren [image: image] und [image: image], die aus Abbildung 6.5 bestimmt wurden. Sie sehen, dass beide Basisvektoren senkrecht aufeinander stehen, weil ihr Skalarprodukt verschwindet:

[image: image]

Bei den Polarkoordinaten handelt es sich somit analog zu den kartesischen Koordinaten um ein Orthonormalsystem.

Eine zweite Möglichkeit, dies zu zeigen, stellt das dyadische Produkt aus dem Abschnitt »Dyadisches Produkt: Vektor mal Vektor gleich Matrix« am Ende des ersten Kapitels von Teil II dar. Dort haben Sie gesehen, dass die Summe von orthogonalen Einheitsvektoren, die über das dyadische Produkt mit sich selbst verknüpft werden, zur Einheitsmatrix der jeweiligen Dimension führt. Schlaue Mathematiker haben herausgefunden, dass dies der Fall ist, wenn die Anzahl der Vektoren der Dimension des Raums entspricht. Dann liegt nämlich eine Orthonormalbasis vor.

[image: images] Orthonormalbasis und dyadisches Produkt

Man kann mit Hilfe des dyadischen Produkts zeigen, dass es sich bei einer gegebenen Menge von Vektoren um eine Orthonormalbasis handelt.

Speziell für das Polarkoordinatensystem gilt

[image: image]

Letztlich lautet das entsprechende Orthonormalsystem:

[image: image]

Die Einheitsvektoren [image: image] und [image: image] hängen vom Winkel φ ab, was eine spezielle Eigenschaft der Polarkoordinaten ist. Wird der Punkt P entlang eines Koordinatenkreises verschoben, so drehen sich dabei auch die Basisvektoren [image: image] und [image: image].

Die Basisvektoren sind zwar die der Polarkoordinaten, dennoch muss man sich klarmachen, dass sie in der obigen Form in der kartesischen Basis angegeben sind:

[image: image]

Stellt man die Einheitsvektoren in der Polarkoordinatenbasis dar, also durch sich selber, so ergibt sich in der Spaltenschreibweise:

[image: image]

Auf zur Praxis: Darstellung von Vektoren in Polarkoordinaten

Nachdem die Polarkoordinaten allgemein eingeführt wurden, wollen wir Ihnen konkret zeigen, was Sie mit ihnen anstellen können. Beispielsweise soll man in manchen Aufgaben Vektoren in Polarkoordinaten darstellen. Wie geht man hier am geschicktesten vor? Sie haben bereits gelernt, dass ein Vektor durch Angabe seiner Komponenten und der Basis vollständig festgelegt ist. So muss allgemein für einen Vektor [image: image] gelten:

[image: image]

Der Vektor [image: image] bleibt derselbe »Pfeil«, unabhängig davon, ob man ihn in der kartesischen Basis [image: image] oder der Polarkoordinatenbasis [image: image] darstellt. Die Komponenten sind allerdings unterschiedlich: x und y für kartesische Koordinaten bzw. xr und rφ für Polarkoordinaten. Gesucht sind also die Komponenten xr und xφ in Polarkoordinaten. Multipliziert man die obige Gleichung einmal mit [image: image] bzw. [image: image] und nutzt die Orthonormalität der Basisvektoren aus, dann führt das auf:

[image: image]

[image: image]

Setzt man nun zusätzlich xr=rcos2φ und yr=rsin2φ ein, so ergibt sich:

[image: image]

[image: image]

In Polarkoordinaten besitzt der Vektor [image: image] die Gestalt [image: image]. Es ist wichtig, dass man nicht nur x durch rcosφ und y durch rsinφ ersetzt, sondern auch berücksichtigt, dass sich die Basis ändert! Sie sehen, dass ein radial vom Ursprung nach außen zeigender Vektor nur eine [image: image]-Komponente, aber keine [image: image]-Komponente besitzt.


Zylinderkoordinaten – Hut ab für die dritte Dimension!

Hat man Polarkoordinaten eingeführt, sind die Zylinderkoordinaten nicht weit. Sie haben gesehen, dass Polarkoordinaten in der Ebene definiert sind. Diese Ebene soll um eine auf ihr senkrecht stehende dritte Achse erweitert werden. Um die zusätzliche dritte Dimension zu beschreiben, benötigt man eine weitere Koordinate; diese wird im Folgenden z genannt. Zusammenfassend beschreibt man also den dreidimensionalen Raum durch ebene Polarkoordinaten (r,φ) mit den Basisvektoren [image: image] und eine zusätzliche dritte Koordinate z. Demnach wird nun auch ein dritter Einheitsvektor benötigt. Dafür kann man analog zu den dreidimensionalen kartesischen Koordinaten den Einheitsvektor in Richtung der dritten Achse wählen. Letzterer entspricht dem dritten kartesischen Basisvektor [image: image].

Wie sehen nun die Koordinatenlinien aus? In drei Dimensionen ist es so, dass entlang der Koordinatenlinien zwei der drei Variablen konstant sind. Sie wissen bereits, dass die Koordinatenlinien der Polarkoordinaten Halbgeraden durch den Ursprung und konzentrische Kreise sind, wobei der Mittelpunkt der Kreise dem Koordinatenursprung entspricht. Auch bei den neuen Koordinaten sind sie Koordinatenlinien in allen Ebenen, die zur x-y-Ebene parallel sind. Für diese Linien ist zusätzlich die Koordinate z eine Konstante. Die dritte Klasse von Koordinatenlinien sind Parallelen zur z-Achse, denn entlang einer solchen Parallele bleibt sowohl r als auch φ gleich. Durch die Koordinate z wird die Polarkoordinatenebene entlang der dritten Achse verschoben. Betrachtet man einen bestimmten Koordinatenkreis mit Radius r, so wird er senkrecht zur z-Achse verlagert. Der sich hieraus ergebende Körper ist ein Zylinder mit Radius r, der sich von z = –∞ nach [image: image] erstreckt. Dies wird in Abbildung 6.6 veranschaulicht. Deswegen bezeichnet man die Koordinaten (r,φ,z) mit der Basis [image: image] als Zylinderkoordinaten.


 

[image: ipad]
Abbildung 6.6: Zylinderkoordinaten mit ebenen Halbgeraden durch den Ursprung (φ, z konstant), konzentrischen Kreisen (r, z konstant) und Parallelen zur z-Achse (r,φ konstant) als Koordinatenlinien



Die Wahl von Zylinderkoordinaten ist bei Problemstellungen angemessen, die eine Zylindersymmetrie aufweisen. Beispielsweise lässt sich das Volumen eines Zylinders sehr einfach berechnen, wenn man Zylinderkoordinaten gebraucht. Jedoch ist die Volumenberechnung eines Karnickels in dem Zylinder nicht so einfach zu bewerkstelligen, es sei denn, man nähert es – wie unter Physikern üblich – durch einen Zylinder an.

Die Umrechnung zwischen kartesischen Koordinaten und Zylinderkoordinaten erfolgt analog zu der der Polarkoordinaten, nur muss zusätzlich die dritte Koordinate z berücksichtigt werden. Dabei handelt es sich jedoch um die kartesische Koordinate z und daher folgt problemlos die Umrechnung

[image: image]

Die ersten beiden Intervalle werden analog zu den der Polarkoordinaten gewählt. Die Tatsache, dass [image: image] ausgeschlossen wird, trifft hier die komplette z-Achse. Beim dritten Intervall schließt man wieder die Unendlichkeit aus, obwohl z beliebig groß sein kann. Auch hier ist zum Beispiel die Wahl [image: image] möglich, und der Winkel φ bleibt unbestimmt. Die Umkehrformeln lauten dann:

[image: image]

Die Unterscheidung für den Winkel φ ist je nach Quadrant in der x-y-Ebene analog zu den Polarkoordinaten vorzunehmen.

Die in Abbildung 6.7 dargestellten Einheitsvektoren lassen sich ebenfalls aus den Tangentenvektoren zu den Koordinatenlinien mit anschließender Normierung berechnen. Wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt wurde, muss man dazu den Vektor [image: image] nach r,φ bzw. z ableiten:

[image: image]

[image: image]
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Abbildung 6.7: Einheitsvektoren [image: image], [image: image] und [image: image] der Zylinderkoordinaten mit Koordinatenlinien



Die Tangentenvektoren [image: image] und [image: image] haben bereits den Betrag [image: image]. Nach Normierung von [image: image] erhält man so das Basissystem [image: image] mit

[image: image]

An dieser Stelle können Sie nochmals den Umgang mit dem dyadischen Produkt üben:

[image: image]

Die Basisvektoren der Zylinderkoordinaten bilden also eine Orthonormalbasis des [image: image] und legen außerdem analog zur dreidimensionalen kartesischen Basis ein Rechtssystem fest:

[image: image]

[image: image]


Kugelkoordinaten – eine runde Sache

Das letzte aus der Menge der wichtigsten Koordinatensysteme, die behandelt werden sollen, ist das der Kugelkoordinaten, die manchmal auch als räumliche Polarkoordinaten bezeichnet werden. Dabei handelt es sich um eine weitere Möglichkeit, den dreidimensionalen Raum zu beschreiben. Deshalb benötigt man drei Größen, um die Lage eines Punktes P zu charakterisieren; dies sind der Abstand vom Koordinatenursprung r und die beiden Winkel [image: image], φ aus Abbildung 6.8.


 

[image: ipad]
Abbildung 6.8: Umrechnung zwischen kartesischen Koordinaten und Kugelkoordinaten




Alle Punkte mit dem Abstand r vom Ursprung liegen auf einer Kugel mit dem Radius r, und die Position des Punktes auf der Kugel lässt sich durch Angabe der Winkel [image: image] und φ beschreiben. Die Kenntnis von (r, [image: image], φ) legt den Ortsvektor [image: image] eines jeden Punktes fest. Der Winkel [image: image] heißt Polarwinkel und liegt zwischen [image: image] und der z-Achse des Koordinatensystems.

[image: images] Vorsicht: In der Geographie ist [image: image] als Winkel zwischen [image: image] und der x-y-Ebene definiert! Der Äquator der Erde entspricht dann [image: image] = 0.

Den zweiten Winkel φ nennt man Azimutalwinkel; er liegt zwischen der Projektion von [image: image] auf die x-y-Ebene und der x-Achse.


Jetzt ist es offensichtlich, warum man diese Koordinaten als Kugelkoordinaten bezeichnet. Den Zusammenhang zwischen kartesischen und Kugelkoordinaten können Sie aus Abbildung 6.8 ablesen:

[image: image]

Folgender Wertebereich gilt für die drei neuen Koordinaten:

[image: image]

[image: ipad] Auch bei den Kugelkoordinaten schließt man beim ersten Intervall die Werte [image: image] und [image: image] aus, da dann für die obigen Zusammenhänge die beiden Winkel [image: image] und φ nicht eindeutig sind.

[image: ipad] Zusätzlich lässt man beim zweiten Intervall [image: image] = 0 und [image: image] = π nicht zu. Für diese speziellen Winkel befindet man sich auf der z-Achse, da [image: image] und [image: image] bzw. [image: image] ist. Jedoch stellt für die Kugelkoordinaten die vollständige z-Achse ein Problem dar, so wie das bei den Zylinderkoordinaten der Fall war, da hier der Winkel φ unbestimmt ist.

[image: ipad] Wegen der Periodizität der Sinus- und Kosinusfunktion betrachtet man für den Winkel φ ausschließlich die erste Periode und schließt [image: image] aus, um φ eindeutig festlegen zu können.


Für [image: image] beschränkt man sich auf die x-y-Ebene, was zu folgenden Umrechnungsformeln führt:

[image: image]

Das sollte Ihnen bekannt vorkommen, denn es handelt sich dabei um die bereits wohlbekannten Polarkoordinaten. Das ist der Grund, warum Kugelkoordinaten manchmal auch als räumliche Polarkoordinaten bezeichnet werden.

Die Umkehrtransformationen lauten entsprechend:

[image: image]

Für den Winkel φ muss wieder eine Fallunterscheidung in den vier Quadranten der x-y-Ebene erfolgen, wie sie bei den Polarkoordinaten durchgeführt wurde.

Die [image: image]-Koordinatenlinien sind Breitenkreise auf einer Kugel mit Radius r und dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt. Die [image: image]-Koordinatenlinien sind Längenkreise – auch Meridiane genannt – auf dieser Kugel. Bei den [image: image]-Koordinatenlinien handelt es sich um Halbgeraden, die vom Koordinatenursprung nach außen laufen.

Genauso wie bei den dreidimensionalen kartesischen Koordinaten und den Zylinderkoordinaten sind also drei Basisvektoren notwendig: [image: image]. Sie ergeben sich wieder als normierte Tangentenvektoren der Koordinatenlinien, siehe dazu Abbildung 6.9. Mit dem folgenden Vektor [image: image] folgt durch Ableiten nach r, [image: image] bzw. φ:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]
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Abbildung 6.9: Einheitsvektoren [image: image], [image: image] und [image: image] der Kugelkoordinaten mit Koordinatenlinien



Nach der Normierung ergibt sich die Orthonormalbasis [image: image]:

[image: image]

Auch hier lässt sich die Tatsache, dass es sich dabei um eine Basis orthonormaler Vektoren des [image: image] handelt, noch einmal anhand des dyadischen Produkts nachprüfen:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Werden zunächst die ersten beiden und danach alle drei Beiträge addiert, ergibt sich:

[image: image]

[image: image]


Diese drei Vektoren bilden in der oben angegebenen Reihenfolge außerdem ein Rechtssystem:

[image: image]

[image: image]

[image: image]


Basis und Basistransformationen: Wir wechseln den Blickwinkel!

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, Ihr Wissen zum Begriff »Basis« zu vertiefen. Dieses Konzept taucht in der Vektorrechnung so oft auf, dass es in Fleisch und Blut übergehen sollte. Doch keine Angst, das kriegen Sie mit Hilfe dieses Buchs und ein bisschen Übung hin!


Unter der Lupe: Was versteht man unter einer Basis?

Die Basis eines Raums ist nichts anderes als die minimale Menge von Vektoren, durch die alle Vektoren des Raums eindeutig dargestellt werden können. In Abbildung 6.10 ist der Sachverhalt anhand des [image: image] bzw. des [image: image] dargestellt. Zwei Vektoren, die einen Winkel ungleich null bzw. 180° einschließen, reichen aus, um alle Punkte des [image: image] darzustellen. Damit bilden zwei solche Vektoren eine Basis. Schließen beide einen Winkel von 90° ein, nennt man sie Orthogonalbasis; handelt es sich zusätzlich um Einheitsvektoren, so liegt eine Orthonormalbasis vor. Zwei parallele bzw. antiparallele Vektoren genügen nicht, um die Ebene aufzuspannen. Sie bilden daher keine Basis des [image: image].
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Abbildung 6.10: Basen und keine Basen des zwei- und dreidimensionalen reellen Raums




Im [image: image] ist es ähnlich, allerdings werden hier drei Vektoren benötigt, die nicht in einer Ebene liegen dürfen. Ist das der Fall, so können nicht alle Vektoren des Raums durch diese drei dargestellt werden, sondern nur Vektoren in einer Ebene oder sogar nur auf einer Gerade. Stehen die Vektoren paarweise senkrecht aufeinander, spricht man wieder von einer Orthogonalbasis, im Falle normierter Vektoren von einer Orthonormalbasis.

Auch im Zusammenhang von Basen fällt oft der Begriff »aufspannen«. Wenn eine Reihe von Vektoren ausreicht, um alle anderen Vektoren bzw. Punkte eines Raums – beispielsweise einer Gerade oder einer Ebene – darzustellen, dann sagt man »Die Vektoren spannen den Raum auf.«

Man könnte für die Ebene sowie für den [image: image] zusätzliche Vektoren hinzunehmen. Das ist jedoch unnötig. Wenn man mittels einer Menge von Vektoren bereits den ganzen Raum aufspannen kann, wozu braucht man dann noch einen weiteren Vektor in der Menge? Enthält eine solche Menge zu viele Vektoren, ist nicht mehr von einer Basis die Rede, sondern von einem Erzeugendensystem. Man kann deshalb auch sagen, dass eine Basis ein minimales Erzeugendensystem darstellt.

Die Richtungen der Koordinatenachsen lassen sich durch Einheitsvektoren beschreiben. Beim kartesischen Koordinatensystem des [image: image] wird die x-Achse durch den Vektor [image: image], die y-Achse durch [image: image] und die z-Achse durch [image: image] beschrieben:

[image: image]

Bei Einheitsvektoren verschwindet also nur die Komponente nicht, die der Richtung entlang der jeweiligen Achse entspricht. Die Menge der Vektoren [image: image] ist eine Orthonormalbasis des [image: image]. Jeder dreidimensionale Vektor [image: image] lässt sich mittels der Einheitsvektoren [image: image] darstellen:

[image: image]

An dieser Stelle wird noch einmal betont, dass ein Vektor durch die Angabe seiner Komponenten und der zugehörigen Basis eindeutig bestimmt ist. Es reicht nicht aus, nur die Komponenten zu kennen. Dies gilt selbstverständlich auch für höherdimensionale Räume.

[image: images] Zusammenfassung: Eigenschaften einer Basis

Jede Basis eines n-dimensionalen Raums erfüllt die folgenden beiden Kriterien:

1. Alle n-dimensionalen Vektoren müssen sich eindeutig mittels der Basisvektoren darstellen lassen.

2. Die Basis muss sich aus der geringsten möglichen Anzahl von Vektoren zusammensetzen.

Fleißige Mathematiker haben gezeigt, dass sich eine Basis zu einem n-dimensionalen Raum aus n Vektoren bauen lässt, die nicht durch Streckung/Stauchung und anschließendes Hintereinanderlegen einen geschlossenen Zug bilden. Man bezeichnet solche Vektoren als linear unabhängig; diese wichtige Eigenschaft wird im nächsten Kapitel dieses Teils ausführlich behandelt.


Beispiele für Basen

Es gibt unendlich viele Möglichkeiten, eine Basis zu wählen. Zum einen können die Basisvektoren mit Zahlen multipliziert und addiert werden, wobei die neuen Vektoren immer noch eine Basis bilden. Schauen Sie sich beispielsweise die Basis des dreidimensionalen reellen Raums an, der aus den normierten Richtungsvektoren der kartesischen Koordinatenachsen [image: image] gebildet wird. Die drei neuen Vektoren [image: image] und [image: image] bilden immer noch eine Basis des [image: image]:

[image: image]

Da die folgenden Gleichungen gelten, schließen die Vektoren [image: image] und [image: image] einen Winkel ungleich null ein:

[image: image]

Sie können also den [image: image] aufspannen. Der dritte Vektor [image: image] zeigt aus der Ebene heraus, und damit spannen die drei Vektoren den dreidimensionalen Raum auf.

Zu einem weiteren Beispiel! Die nächsten drei Vektoren können den dreidimensionalen Raum aufspannen, denn sie liegen nicht in einer Ebene:

[image: image]

Wird der erste Vektor mit einer reellen Zahl α, der zweite Vektor mit einer Zahl β multipliziert und beide addiert, dann kann das Ergebnis für keine Wahl von α und β dem dritten Vektor entsprechen:

[image: image]

So bilden auch sie eine Basis. Jedoch gilt:

[image: image]

Deshalb ist sowohl [image: image] als auch [image: image] keine Orthonormalbasis.

Ebenso können Basisvektoren mit Zahlen multipliziert werden, was nichts daran ändert, dass sie eine Basis bilden. Da [image: image] eine Basis ist, gilt das auch für die Vektoren [image: image]. Meistens ist man jedoch an einer möglichst einfachen Basis interessiert; dies sind Orthogonal- bzw. Orthonormalbasen.

Mittels des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens lässt sich aus einer beliebigen Basis eine Orthogonalbasis machen. Dieses Verfahren wird im Abschnitt »Anwendung des Verfahrens nach Gram und Schmidt« im vierten Kapitel von Teil III kurz vorgestellt.


Basistransformationen – aus Alt mach Neu

In Anwendungen ist es wesentlich, Koordinatensysteme und damit die Basis an die Problemstellung geeignet anzupassen. Der Grund ist, dass sich durch eine geschickte Wahl der Basis ein Problem oft viel einfacher und mit weniger Rechenaufwand lösen lässt.

Es stellt sich daher die Frage, wie man eine Basis transformieren kann, so dass man eine andere Basis erhält. Sie haben bereits gelernt, dass sich dies durch die Kombination verschiedener Basisvektoren bewerkstelligen lässt. Sie sollen nun ein systematisches Vorgehen kennenlernen. Hierbei erweisen sich Matrizen als besonders hilfreich. Es sei [image: image] eine Basis des [image: image]. Zu einer neuen Basis [image: image] gelangt man mittels einer Transformationsmatrix M wie folgt:

[image: image]

Die Transformationsmatrix kann zunächst eine beliebige reelle [image: image]-Matrix sein. Bevor es weitergeht, müssen Sie zunächst verstehen, was hier steht! Bisher wirkten Matrizen einzig auf Vektoren und erzeugten so neue Vektoren:

[image: image]

Bei der obigen Gleichung, die die Basisvektoren miteinander verknüpft, ist Vorsicht geboten. Die Einträge in den großen runden Klammern sind keine Zahlen, sondern selbst Vektoren! Anstelle gewöhnlicher Zahlen wurden hier die Basisvektoren zu einem neuen »Vektor« zusammengefasst. Die Gleichung ist symbolisch zu verstehen, was bedeutet, dass man die expliziten Vektoren [image: image] erst nach der Matrixmultiplikation einsetzen darf. Ansonsten wäre die Gleichung sinnlos, weil die Zeilenzahl des Vektors nicht zur Spaltenzahl der [image: image]-Matrix passen würde.

Nachdem das geklärt wurde, folgen ein paar Beispiele dazu. Betrachtet man die kartesische Standardbasis [image: image] des [image: image] und wählt für die Matrix M die zweidimensionale Einheitsmatrix, so werden beide Einheitsvektoren in sich selbst transformiert:

[image: image]

Dadurch ändert sich die Basis nicht. Ist die Transformationsmatrix eine Diagonalmatrix, dann multipliziert sich jeweils jeder Basisvektor mit einer Zahl, wie zum Beispiel hier:

[image: image]

Die Basisvektoren werden dadurch gestreckt. Obwohl [image: image] eine Orthonormalbasis ist, handelt es sich bei [image: image] nur noch um eine Orthogonalbasis. Beide Basisvektoren stehen zwar immer noch senkrecht aufeinander, sind aber nicht mehr normiert:

[image: image]

[image: image]

Ein allgemeinerer Fall ist die folgende Transformationsmatrix des [image: image], die ausgehend von der dreidimensionalen kartesischen Standardbasis [image: image] auf neue Basisvektoren führt:

[image: image]

[image: image]

Wer besonders aufgepasst hat, erkennt, dass es sich hierbei um eines der beiden Beispiele des letzten Abschnitts handelt. Da wurde bereits festgestellt, dass die neue Basis keine Orthonormalbasis mehr ist. Außerdem sieht man, dass die Zeilen der Transformationsmatrix den Bildern der Vektoren entsprechen, sofern sie in der alten Basis dargestellt werden.

Man kann durch solche Transformationen übrigens auch eine Basis zerstören! Betrachten Sie dazu das folgende Beispiel für die kartesische Standardbasis [image: image] in zwei Dimensionen:

[image: image]

Da [image: image] gilt, ist dies sicherlich keine Basis des [image: image] mehr, da die neuen Vektoren in dieselbe Richtung zeigen.


Jetzt geht's rund – wir drehen die Basis!

Wie Sie am Ende des letzten Abschnitts gesehen haben, ändert sich bei einer Basistransformation im Allgemeinen sowohl der Betrag der Basisvektoren als auch die Winkel zwischen ihnen.

Daher stellt sich die Frage, ob es auch Basistransformationen gibt, bei denen der Betrag und die Winkel erhalten bleiben. Die Frage kann mit »Ja!« beantwortet werden; die wichtigste Klasse solcher Transformationen sind die Drehungen.

Drehungen in zwei Dimensionen – wir spielen Glücksrad für Mathematiker

Wie sieht die Transformationsmatrix M einer Drehung aus? Für den [image: image] lässt sie sich aus Abbildung 6.11 ableiten.


 

[image: ipad]
Abbildung 6.11: Darstellung einer Drehung in zwei Dimensionen



Eine Drehung im [image: image] ist durch die Angabe des Drehwinkels charakterisiert. Die Drehung der Basisvektoren [image: image] und [image: image] soll um den Winkel [image: image] im mathematisch positiven Sinne erfolgen, also im Gegenuhrzeigersinn. Mit der obigen Skizze können Sie nun die neuen Basisvektoren [image: image] und [image: image] mittels der alten ausdrücken:

[image: image]

Damit lässt sich die Transformationsmatrix, die als [image: image] bezeichnet wird, ablesen:

[image: image]

Die neuen Basisvektoren sind immer noch normiert und orthogonal zueinander. Zum Beispiel ist

[image: image]

[image: image]

Ebenso zeigt man [image: image]. Das gilt bei Drehungen immer, denn sie ändern nichts am Skalarprodukt zweier Vektoren.

Werfen Sie nun einen Blick auf die obige Drehmatrix [image: image]. Direktes Nachrechnen liefert eine wichtige Eigenschaft:

[image: image]

Die Inverse einer Drehmatrix [image: image] entspricht also der transponierten Matrix [image: image]. Das bedeutet, dass Sie das Vorzeichen des Winkels ändern müssen, sofern Sie eine Drehung rückgängig machen wollen. Mit anderen Worten: Man muss in die entgegengesetzte Richtung drehen.

In der Ebene ist es nicht weiter schwer, zwei Drehungen mit den Winkeln α und β hintereinander auszuführen. Ob man zuerst um den Winkel α dreht und danach um den Winkel β – oder umgekehrt – spielt keine Rolle. Mittels der Additionstheoreme der Sinus- und Kosinusfunktion

[image: image]

[image: image]

lässt sich das schnell zeigen:

[image: image]

Beim Ergebnis handelt es sich also wieder um eine Drehmatrix, deren Argument durch die Summe der beiden Winkel gegeben ist. Die Winkel in der obigen Rechnung sind durch nichts ausgezeichnet, und ihre Rollen können vertauscht werden. Dadurch ergibt sich [image: image].

[image: images] Reihenfolge von Drehungen in zwei Dimensionen

Auf die Reihenfolge von Drehungen in der Ebene kommt es nicht an. Das gilt aber nicht mehr in drei oder mehr Dimensionen!

Astronautentraining – Drehungen in drei Dimensionen

Jetzt kennen Sie sich bereits damit aus, wie man Drehungen in der Ebene mathematisch behandelt. Das wird helfen, Drehungen im Raum zu beschreiben. Dies ist nicht einmal so schwer! Die dritte Raumdimension lässt sich ja erzeugen, indem man sich auf der Ebene eine senkrechte Koordinatenachse denkt. Genauso wurde das auch bei kartesischen Koordinatensystemen gemacht! Somit kann eine Drehung in der Ebene, wie sie im letzten Abschnitt eingeführt wurde, als eine Drehung in drei Dimensionen verstanden werden, die um die dritte Achse erfolgt. Das war in zwei Dimensionen zunächst nicht klar. Schauen Sie sich also wie oben eine Drehung in der x-y-Ebene an. Vektoren, die entlang der Drehachse zeigen, bleiben von der Drehung unberührt, also gilt:

[image: image]

[image: image]

Die Drehmatrix in drei Dimensionen kann man konstruieren, indem man die zweidimensionale Drehmatrix um eine Zeile und eine Spalte erweitert. Die Einträge der zusätzlichen Zeile und Spalte sind Nullen, bis auf den Eintrag ganz unten rechts. Dieser ist eine 1 und spiegelt die Tatsache wider, dass [image: image] sich bei der Drehung nicht ändert:

[image: image]

Dreidimensionale Drehmatrizen für Drehungen um die x- bzw. y-Achse lassen sich auf die gleiche Art konstruieren.

Die zugehörigen Matrizen lauten:

[image: image]

Sie sehen, dass bei der Drehung um die y-Achse die Vorzeichen vor den Einträgen mit sinα vertauscht sind. Das liegt daran, dass bei einer Drehung um die y-Achse in die entgegengesetzte Richtung gedreht werden muss, falls die Drehung analog zu der zweidimensionalen sein soll (siehe dazu Abbildung 6.12).


 

[image: ipad]
Abbildung 6.12: Drehung eines dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystems um die jeweiligen Achsen



Führt man Drehungen in drei Dimensionen hintereinander aus, so multiplizieren sich die Matrizen [image: image], [image: image] und [image: image] miteinander. Hierbei muss man jedoch beachten, dass sich durch solche Drehungen die Lage der Achsen selbst ändert. Möchte man um die z- und anschließend um die x-Achse drehen, so kann man nicht einfach [image: image] mit [image: image] multiplizieren, da nach der ersten Drehung die x-Achse nicht mehr mit der ursprünglichen x-Achse übereinstimmt. Deshalb benutzt man vor allem in der Physik andere Größen, um Drehungen in drei Dimensionen durchzuführen: die sogenannten Euler-Winkel. Auf diese näher einzugehen, sprengt jedoch den Umfang des Buches.

Wichtig ist außerdem noch, dass es bei Drehungen im Raum auf die Reihenfolge der Drehungen ankommt – anders als in zwei Dimensionen! Es ist nicht so, dass eine Drehung um die z-Achse und eine anschließende um die y-Achse zum selben Ergebnis führt wie Drehungen in umgekehrter Reihenfolge.

[image: images] Reihenfolge von Drehungen in drei Dimensionen

Die Reihenfolge von Drehungen in drei Dimensionen kann man nicht vertauschen, die Drehungen sind somit nicht kommutativ.

Passive Drehungen sind in der Mathematik nicht weniger akrobatisch als aktive!

Es gibt zwei Klassen von Drehungen: passive und aktive. Betrachtet man einen Vektor, der in einem Koordinatensystem dargestellt wird, so kann man entweder den Vektor selbst drehen oder das Koordinatensystem. Das eine unterscheidet sich vom anderen: Dreht man das Koordinatensystem beispielsweise im Gegenuhrzeigersinn um den Winkel α, so dreht sich im Prinzip ein dargestellter Vektor um den Winkel –α. Erstere sind passive Drehungen; diese haben Sie im letzten Abschnitt kennengelernt.

Betrachten Sie dazu im Folgenden den zweidimensionalen Einheitsvektor [image: image]. Das Koordinatensystem kann man im Gegenuhrzeigersinn um [image: image] drehen, dadurch dass die Drehmatrix [image: image] auf den Vektor wirkt:

[image: image]

Das Ergebnis ist einsichtig, denn nach einer Drehung der Basisvektoren um [image: image] zeigt der Vektor [image: image] in die entgegengesetzte Richtung des neuen Basisvektors [image: image], wie in Abbildung 6.13 dargestellt.
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Abbildung 6.13: Passive Drehung eines Koordinatensystems mit einem Vektor [image: image]



Bei einer aktiven Drehung wird der Vektor [image: image] im Gegenuhrzeigersinn in Richtung der y-Achse des Koordinatensystems gedreht, wohin der Basisvektor [image: image] zeigt. Dann bleiben die Basisvektoren die alten, da ja nicht das Koordinatensystem gedreht wird. Die Drehmatrizen für aktive Drehungen ergeben sich aus den passiven Drehmatrizen, indem man α durch –α ersetzt. Also gilt in drei Dimensionen:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Führt man nun die aktive Drehung des Vektors [image: image] um [image: image] in der x-y-Ebene durch, so folgt:

[image: image]

Sie sehen also, dass der Vektor [image: image] nach seiner aktiven Drehung um [image: image] in Richtung der y-Achse des Koordinatensystems zeigt, was bereits durch Nachdenken vermutet wurde. Gezeigt ist das in Abbildung 6.14.


 

[image: ipad]
Abbildung 6.14: Aktive Drehung des Vektors [image: image], wobei das Koordinatensystem unverändert bleibt



Wie eine (passive) Drehmatrix in zwei Dimensionen aussieht, wurde anschaulich anhand von Abbildung 6.11 hergeleitet. Alternativ lässt sich die Form der Drehmatrix aus der Forderung folgern, dass sich das Skalarprodukt und damit der Winkel zwischen beiden Vektoren nicht ändert. Das gilt für alle Drehungen. Im Folgenden wird eine aktive Drehung betrachtet, die einen Vektor [image: image] in einen Vektor [image: image] überführt. Der Betrag des gedrehten Vektors soll sich nicht ändern.

[image: image]

Auf jeden Fall sollte der gemischte Term wegfallen. Das ist der Fall für [image: image], was mit der Wahl [image: image] und [image: image] erfüllt ist. Die Drehmatrix ist also von folgender Form:

[image: image]

Damit der Betrag des Vektors erhalten bleibt, muss zusätzlich folgendes gelten:

[image: image]

Darin steckt die Bedingung [image: image] für eine zweidimensionale Drehmatrix.

Nachdem Sie im zweiten Kapitel von Teil III gelernt haben werden, wie man die Determinante einer Matrix berechnet, werden Sie außerdem sehen, dass es sich bei [image: image] um die Determinante der Drehmatrix handelt.

[image: images] Bedingungen für Drehmatrizen

Neben [image: image], was für eine n-dimensionale Drehmatrix gelten muss, lautet die zweite Bedingung detD = 1. Nur, wenn für eine Matrix beide Bedingungen erfüllt sind, handelt es sich um eine Drehmatrix.

Zuletzt wird direkt gezeigt, dass auch das Skalarprodukt zweier verschiedener Vektoren [image: image] und [image: image] gleich bleibt, wenn jeweils auf jeden Vektor eine Drehmatrix wirkt. Das Ganze in zwei Dimensionen nachzuvollziehen, soll hier genügen. Wählt man für die Drehmatrix die obige Form und benutzt außerdem [image: image], dann ergibt sich:

[image: image]

[image: images] Zusammenfassung zu aktiven und passiven Drehungen

[image: ipad] Aktive Drehung: Drehung eines Vektors, ohne das Koordinatensystem zu drehen

[image: ipad] Passive Drehung: Drehung des Koordinatensystems, ohne einen Vektor im System selbst zu drehen

In Aufgaben muss man also sehr genau aufpassen, ob es um eine passive oder um eine aktive Drehung geht.


7

Analytische Geometrie – mehr als nur ein paar Bauklötze!


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] eine Reihe zueinander addierter Vektoren durch einen einzelnen Vektor ersetzen und was es bedeutet

[image: ipad] Darstellung von Geraden und Flächen wie beispielsweise Ebenen und Kugeln mittels Vektoren

[image: ipad] Schnitte von Geraden mit Ebenen und Kugeln

[image: ipad] Fortgeschrittene Problemstellungen in der analytischen Geometrie mit Methoden der Vektorrechnung lösen




Stellen Sie sich vor, in einem dreidimensionalen Koordinatensystem sind mehrere Vektoren eingezeichnet. Wie stellt man fest, ob diese Vektoren alle in einer einzigen Ebene liegen? Derartige Fragen werden Sie sicher beantworten können, nachdem Sie sich mit dem aktuellen Kapitel beschäftigt haben.

Die gestellte Frage mag zunächst langweilig erscheinen, doch ihre Lösung stellt die Grundlage dar, um Figuren in der Geometrie mit Hilfe von Vektoren darzustellen. Das Ziel ist es, Sie fit zu machen, um Berechnungen auch für komplizierte geometrische Figuren durchführen zu können.


Lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit von Vektoren

Sie wissen bereits, dass man Vektoren addieren und mit Zahlen multiplizieren kann. Die Ergebnisse davon sind stets wieder Vektoren. Das genügt, um Ihnen die Begriffe der linearen Abhängigkeit bzw. Unabhängigkeit von Vektoren zu demonstrieren. Es ist ratsam, die Konzepte dieses Abschnitts zu verstehen, bevor Sie sich den nächsten Kapiteln des Buchs widmen. Sie sind nämlich grundlegend für alles Weitere im Zusammenhang mit Geraden, Ebenen, Kugeln und sonstigen geometrischen Figuren.


Der Vektorzug fährt ein ...

Betrachten Sie eine Menge von Vektoren [image: image] derselben Dimension. Aus diesen Vektoren lassen sich mit Hilfe reeller Zahlen Linearkombinationen bilden. Die Aufgabe besteht darin, eine Reihe von Zahlen [image: image] zu finden, mit denen man jeden Vektorpfeil so strecken oder stauchen kann, dass diese Vektoren aneinander gelegt einen »geschlossenen Vektorzug« bilden. Sie sollen also vom Anfangs- zum Endpunkt zurückkehren, wie in Abbildung 7.1 veranschaulicht.


 

[image: ipad]
Abbildung 7.1: Ein geschlossener Vektorzug, der sich aus n Vielfachen von Vektoren [image: image] zusammensetzt



Dem Ganzen einen mathematischen Anstrich verpasst, sucht man nach Zahlen [image: image], so dass die Linearkombination der Vektoren [image: image] dem Nullvektor entspricht:

[image: image]

Wenn Sie die Gleichung anschauen, sehen Sie schnell, dass die triviale Lösung [image: image] immer eine Lösung ist. Doch es handelt sich dabei um den denkbar langweiligsten Fall, da es dann überhaupt keinen Vektorzug gibt. Falls man das Vektorzug-Puzzle so lösen kann, dass mindestens eine der Zahlen ci ≠ 0 ist, dann heißen die Vektoren linear abhängig. Existiert jedoch nur die triviale Lösung, so sind die Vektoren linear unabhängig.

Vorsicht ist beim Nullvektor selbst geboten! Denn der ist immer mit allen anderen Vektoren linear abhängig. Auch wenn eine bestimmte Menge von Vektoren linear unabhängig ist, kann man immer den Nullvektor mit einer beliebigen Zahl α ≠ 0 multiplizieren und zu dieser Linearkombination addieren:

[image: image]

Dann müssen alle Zahlen [image: image] gewählt werden, jedoch kann zum Beispiel α = 2 sein. So verschwindet die Linearkombination immer noch für

[image: image]

Also sind die Vektoren [image: image] linear abhängig.


Parallele und antiparallele Vektoren

Hat man lediglich einen Vektor zur Verfügung, so besitzt das Vektorzug-Puzzle nur die triviale Lösung. Bei einem einzigen Vektor sind Anfangs- und Endpunkt ja nur dann gleich, wenn es der Nullvektor ist. Damit ist der einfachste interessante Fall der zweier Vektoren. Sind zwei Vektoren [image: image] und [image: image] parallel zueinander, so findet man auf jeden Fall eine positive Zahl, so dass [image: image] gilt. Wird letztere Gleichung durch eine negative Zahl λ erfüllt, dann zeigen die Vektoren in entgegengesetzte Richtungen, sind also antiparallel. In beiden Fällen sind alle Komponenten der Vektoren jeweils dieselben Vielfachen voneinander. In Abbildung 7.2 ist links ein Paar paralleler Vektoren und rechts ein Paar antiparalleler Vektoren gezeigt.


 

[image: ipad]
Abbildung 7.2: Parallele Vektoren [image: image] und antiparallele Vektoren [image: image]



Man kann also den einen Vektor durch den anderen Vektor ausdrücken.

[image: images] Kollineare Vektoren

Beide Klassen von Vektoren werden auch mit dem Oberbegriff kollinear bezeichnet. Kollineare Vektoren sind immer linear abhängig!

Betrachten Sie folgendes konkretes Beispiel. Die nächstgenannten Vektoren sind parallel zueinander:

[image: image]

Man erkennt sofort, dass der zweite Vektor [image: image] gerade der mit dem Faktor 3 multiplizierte erste Vektor [image: image] ist:

[image: image]

Demgegenüber sind die folgenden Vektoren weder parallel noch antiparallel:

[image: image]

Zwar sind sowohl die x- als auch die z-Komponente von [image: image] das dreifache der entsprechenden Komponenten von [image: image], dies gilt jedoch nicht für die y-Komponente. Die Vektoren sind deshalb linear unabhängig!


Anwendungsaufgabe zur linearen Abhängigkeit von Vektoren

Betrachten Sie die folgenden vier Punkte im dreidimensionalen Raum:

[image: image]

Liegen die Punkte in einer Ebene? Dies kann mit Hilfe der linearen Abhängigkeit festgestellt werden. Die Punkte liegen genau dann in einer Ebene, wenn die Vektoren [image: image], [image: image] und [image: image] linear abhängig sind. Dann lässt sich einer der Vektoren durch die beiden anderen darstellen (beispielsweise [image: image]).

Das bedeutet, dass jeder der drei Vektoren als Linearkombination der beiden anderen ausgedrückt werden kann; schauen Sie sich dazu Abbildung 7.3 an. Also bestimmt man zunächst diese drei Vektoren:


[image: image]


 

[image: ipad]
Abbildung 7.3: Liegen die vier Punkte A, B, C und D in einer Ebene?



Nun soll die lineare Abhängigkeit bzw. Unabhängigkeit überprüft werden. Das wird gemacht, indem man eine Linearkombination der Vektoren mit noch unbekannten Zahlen ci bildet und diese gleich dem Nullvektor setzt. Danach muss das sich ergebende lineare Gleichungssystem gelöst, also die Zahlen ci bestimmt werden:

[image: image]

Das Gleichungssystem löst man mit dem Gauß-Algorithmus aus dem vierten Kapitel von Teil I. Dafür zieht man jeweils das Doppelte und das Dreifache der ersten Gleichung von der zweiten bzw. dritten Gleichung ab:

[image: image]

Sie sehen hier schon, dass die zweite der dritten Gleichung entspricht. Aus den letzten beiden Gleichungen entnimmt man den Zusammenhang [image: image]. Einsetzen in die erste Gleichung liefert darüber hinaus [image: image]. Das Gleichungssystem besitzt also neben der trivialen Lösung [image: image] unendlich viele weitere Lösungen, weil [image: image] beliebig gewählt werden kann. Somit sind die Vektoren [image: image], [image: image] und [image: image] linear abhängig, und die Punkte A, B, C, D liegen in einer Ebene. Alternativ hätte man auch die lineare Abhängigkeit der Vektoren [image: image], [image: image], [image: image] oder [image: image], [image: image], [image: image] oder [image: image], [image: image], [image: image] untersuchen können.


Darstellung von Geraden und Ebenen

Eine nützliche Anwendung von Vektoren ist die Darstellung von Geraden und Ebenen. Dafür erweist sich die lineare (Un)abhängigkeit von Vektoren als hilfreich. Die Herleitung der Parameterdarstellung von Geraden und Ebenen mit Hilfe der angegebenen Skizzen wird keine großen Probleme bereiten.

Den Anfang des aktuellen Abschnitts sollen die Geraden machen!


Parameterdarstellung: Jetzt kommen die Vektoren zum Zug!

Eine Gerade verbindet zwei verschiedene Punkte miteinander. Sie endet jedoch nicht an den vorgegeben Punkten, sondern ist unendlich lang. Durch die Angabe zweier unterschiedlicher Punkte ist sie jedoch vollständig festgelegt. Die beiden Punkte P1 und P2 sollen durch ihre Ortsvektoren dargestellt werden; diese werden [image: image] und [image: image] genannt. Die Gerade durch die Punkte P1 und P2 ist zwar über die Ortsvektoren [image: image] und [image: image] eindeutig definiert, sie besteht jedoch selbst aus einer Menge von unendlich vielen Punkten. Diese Menge soll nun dargestellt werden. In der Mathematik funktioniert das, indem man einen Parameter t einführt, mit dem man die Gerade »abläuft«.

Dazu muss man jedoch zuerst einen Startpunkt festlegen. Die Wahl fällt auf P1 bzw. dessen Ortsvektor [image: image]; man bezeichnet ihn als Aufpunkt. Außerdem benötigt man zusätzlich noch den Richtungsvektor [image: image], der sich aus der Differenz von [image: image] und [image: image] ergibt, also [image: image] (siehe Abbildung 7.4). Damit hat man alles beisammen, um die Gerade darzustellen:

[image: image]


 

[image: ipad]
Abbildung 7.4: Zur Parameterdarstellung einer Geraden



Der Parameter t läuft die Menge der reellen Zahlen ab. Nur so werden alle Punkte der unendlich langen Geraden erreicht. Als Aufpunkt der Geraden kann jeder Punkt der Geraden gewählt werden. Darüber hinaus ist es möglich, den Richtungsvektor mit einer beliebigen reellen Zahl zu multiplizieren.

Betrachten Sie als Beispiel ein dreidimensionales Koordinatensystem, in dem man die Raumdiagonale eines Würfels darstellen möchte, die den Ursprung [image: image] mit dem Punkt [image: image] verbindet. Nach den bisherigen Vorbetrachtungen lautet die zugehörige Gerade also

[image: image]

Setzt man für t beliebige Werte ein, so lassen sich alle möglichen Punkte erreichen, die auf der Geraden liegen. Für t = 2 erreicht man damit den Punkt [image: image], der doppelt so weit vom Ursprung entfernt liegt wie der Punkt P1. Für t = −1 ergibt sich [image: image]. Dieser wird durch eine Punktspiegelung von P1 am Ursprung erreicht. Gezeigt ist das in Abbildung 7.5.


 

[image: ipad]
Abbildung 7.5: Eine bestimmte Wahl des Parameters führt zu einem bestimmten Punkt auf der Gerade



Eine Gerade ist ein eindimensionales Gebilde. Im Folgenden wird die Dimension des darzustellenden Objekts um eins erhöht; es werden somit Ebenen betrachtet. Eine Ebene im dreidimensionalen Raum ist durch die Angabe dreier verschiedener Punkte P1, P2 und P3 vollständig festgelegt, sofern sie nicht auf einer Geraden liegen. Ebenso wie bei einer Geraden gibt es bei einer Ebene einen Aufpunkt, der zwar auf der Ebene liegen muss, aber ansonsten beliebig sein kann. Er heiße [image: image]. Die Ebene selbst besteht wie die Gerade aus unendlich vielen Punkten.

Da sie jedoch ein zweidimensionales Gebilde ist, benötigt man zwei linear unabhängige Richtungsvektoren [image: image] und [image: image] und damit auch zwei Parameter t und s, um alle Punkte zu erreichen. Mit Hilfe von Abbildung 7.6 ergibt sich dann:

[image: image]


 

[image: ipad]
Abbildung 7.6: Zur Parameterdarstellung einer Ebene



Der Vektor [image: image] ist also der Differenzvektor der Ortsvektoren der Punkte P1 und P2, während [image: image] der Differenzvektor der Ortsvektoren von P1 und P3 ist. Eine Ebene kann nur mittels zweier linear unabhängiger Vektoren erzeugt werden. Aus dem Grund dürfen die Punkte P1, P2 und P3 auch nicht auf einer Geraden liegen, denn dann wären die beiden Richtungsvektoren [image: image] und [image: image] parallel bzw. antiparallel zueinander, also linear abhängig.

Es soll nun eine Ebene im dreidimensionalen Raum dargestellt werden, auf welcher sich die folgenden Punkte befinden:

[image: image]

Jeder der drei Punkte liegt auf jeweils einer der Koordinatenachsen und besitzt den Abstand 1 vom Ursprung. In Abbildung 7.7 ist ein Ausschnitt dieser Ebene gezeigt.


 

[image: ipad]
Abbildung 7.7: Beispiel für eine Ebene in drei Dimensionen



Zunächst benötigt man zwei linear unabhängige Richtungsvektoren [image: image] und [image: image], die die Ebene aufspannen. Dafür lassen sich die Differenzvektoren zwischen jeweils zwei der drei eingezeichneten Punkte wählen:

[image: image]


Der Ortsvektor des Punkts P1 diene als Aufpunkt und man erhält:

[image: image]

Das ist eine mögliche Parameterdarstellung der Ebene in Abbildung 7.7. Wählt man die Parameter s und t geeignet, lassen sich alle Punkte auf der Ebene erreichen. Natürlich kann man auch andere Richtungsvektoren wählen, zum Beispiel:

[image: image]

Als Aufpunkt kann jeder Punkt der Ebene dienen, also auch [image: image], welcher sich durch die Wahl s = t = 1 aus der ersten Parameterdarstellung ergibt. So erhält man eine alternative Parameterdarstellung:

[image: image]

Beispielsweise erreicht man nun den Punkt (–1,0,2) in der ersten Darstellung mit s = 0 und t = 2. In der zweiten Darstellung muss dazu u = 0 und v = 1 gesetzt werden.


Normalenform: Der senkrechte Vektor zeigt, wo es lang geht!

Im vorigen Abschnitt haben Sie gelernt, wie man eine Ebene mittels eines Aufpunkts und zwei linear unabhängiger Vektoren darstellen kann. Das ist jedoch nicht die einzige Möglichkeit!

[image: images] Normalenform einer Ebene

Eine Ebene kann ebenso durch die folgende Gleichung angegeben werden:


[image: image]

Hierbei ist [image: image] der Aufpunkt aus der Parameterdarstellung und [image: image] ein Vektor, der senkrecht auf der Ebene steht. Man nennt [image: image] auch Normalenvektor, und die zugehörige Darstellung heißt Normalenform. Der Ortsvektor eines Punkts auf der Ebene ist [image: image].

Also muss für alle Punkte [image: image] auf der Ebene die obige Gleichung erfüllt sein. Es ist nicht allzu schwer, das zu verstehen – dazu muss man lediglich die allgemeine Parameterdarstellung in die Gleichung einsetzen! Gesagt, getan:

[image: image]

Die beiden letzten Skalarprodukte verschwinden, da [image: image] ein Normalenvektor ist, also senkrecht auf der Ebene und somit den beiden Vektoren [image: image] und [image: image] steht. Die Normalenform lässt sich auch direkt ausmultiplizieren:

[image: image]

Sobald man die Parameterdarstellung der Ebene hat, lässt sich die Ebenen-Normalenform problemlos bestimmen. Man muss dazu nur einen Normalenvektor der Ebene finden. Und wie macht man das? Gut, dass Sie bereits das Kreuzprodukt im Abschnitt »Vektor mal Vektor gleich Vektor« aus dem ersten Kapitel von Teil II kennengelernt haben, mit dessen Hilfe man Vektoren berechnen kann, die auf anderen Vektoren senkrecht stehen. Also lässt sich diese Vorgehensweise an einem konkreten Beispiel ausprobieren. Nehmen wir uns hierfür die am Ende des letzten Abschnitts bestimmte Ebene vor:

[image: image]

Ein Normalenvektor ergibt sich mittels des Kreuzprodukts der beiden Richtungsvektoren:

[image: image]

Wählt man für [image: image] den Aufpunkt aus der obigen Parameterdarstellung, dann lautet die Normalenform der Ebene:

[image: image]

oder x + y + z = 1, was sich durch Ausmultiplizieren ergibt. Testen Sie das Ergebnis für die Normalenform, indem Sie den obigen Aufpunkt [image: image] einsetzen!



Zusammenfassung

[image: ipad] Eine Gerade kann durch eine Parameterdarstellung gebildet werden, wobei ein Punkt auf der Gerade als Aufpunkt dient. Außerdem ist ein Richtungsvektor nötig, welcher der Differenzvektor von zwei verschiedenen Punkten auf der Gerade ist.

[image: ipad] Für die Parameterdarstellung einer Gerade benötigt man einen Parameter, um alle Punkte auf der Gerade zu erreichen.

[image: ipad] Eine Ebene kann durch eine Parameterdarstellung gebildet werden, wozu ein einzelner Punkt auf der Ebene als Aufpunkt dient und zwei linear unabhängige Vektoren auf der Ebene als Richtungsvektoren.

[image: ipad] Für die Parameterdarstellung einer Ebene werden zwei Parameter benötigt, durch deren Wahl sich alle Punkte auf der Ebene darstellen lassen.

[image: ipad] Alternativ kann man eine Ebene durch die Normalenform darstellen. Das ist eine Gleichung, die einen Punkt der Ebene als Aufpunkt benötigt und einen Vektor, der senkrecht auf der Ebene steht. Letzterer heißt Normalenvektor.

[image: ipad] Die Normalenform ist eine Gleichung, die nur für Punkte auf der Ebene erfüllt ist. Sie enthält keine freien Parameter.


Der Klassiker: Schnitte und Abstände von Geraden und Ebenen

Wie berechnet man Schnittpunkte von einer Gerade mit einer anderen oder den Abstand eines Punkts zu einer Ebene? Solche Fragen stellen die zentrale Anwendung der analytischen Geometrie dar, und sie treten so immer wieder auf. Wenn man beispielsweise die Punkte kennt, die eine Pyramide erzeugen, kann man durch Abstandsberechnungen die Höhe der Pyramide ermitteln. Am Ende dieses Kapitels werden Beispiele für derartige Probleme ausführlich behandelt, doch zunächst benötigen Sie dafür das notwendige Handwerkszeug.

Im Folgenden werden Sie lernen, wie Sie Schnitte von Geraden mit anderen Geraden, von Geraden mit Ebenen oder Schnitte zweier Ebenen berechnen. Ebenso geht es darum, Abstände eines Punkts zu einer Gerade oder Ebene zu bestimmen. Die verschiedenen Kochrezepte, die wir Ihnen zum Lösen solcher Probleme an die Hand geben, berücksichtigen außerdem, ob eine Ebene in Parameterdarstellung oder in Normalenform vorliegt.


Schnitte von Geraden mit Ebenen

Beginnen soll das Kapitel mit dem einfachsten Fall: dem Schnitt einer Geraden mit einer Ebene. Sofern die Gerade nicht parallel zur Ebene verläuft, gibt es genau einen Schnittpunkt, wie das in Abbildung 7.8 skizziert ist.


 

[image: ipad]
Abbildung 7.8: Schnitt einer Gerade [image: image] mit einer Ebene E



Am besten lernen Sie das Vorgehen anhand eines konkreten Beispiels:

[image: image]

Sie können nun auf unterschiedliche Art und Weise den Schnittpunkt bestimmen. Zum ersten kann die Ebenengleichung mit der Geradengleichung gleichgesetzt werden. Das bedeutet, dass man nach Punkten sucht, die sowohl auf der Ebene als auch auf der Gerade liegen:

[image: image]

Aus der ersten Gleichung ergibt sich sofort s = 0. Addiert man die zweite und dritte Gleichung, so führt das auf −2u = −2, also u = 1 und t = 0. Die Werte für die Parameter kann man nun entweder in die Ebene oder in die Gerade einsetzen, um den Ortsvektor [image: image] für den Schnittpunkt zu bestimmen. Im Falle der Geraden ist es einfacher, da sie nur einen Parameter enthält:

[image: image]

Natürlich muss sich für die Ebene dasselbe ergeben, und das wird auch überprüft:

[image: image]

Die Gerade schneidet also die Ebene in ihrem Aufpunkt.

Eine andere Möglichkeit ist, die Ebene in Normalenform darzustellen und die Geradengleichung einzusetzen. Den Normalenvektor der Ebene bestimmt man auch hier mit dem Kreuzprodukt:

[image: image]



Also lässt sich die Ebene in der folgenden Form darstellen:

[image: image]

Setzt man nun die Geradendarstellung ein, also

[image: image]

so ergibt sich u = 1. Einsetzen in die Geradengleichung liefert erneut [image: image], und man hat Grund zur Freude.


Abstand zwischen Ebene und einer parallelen Gerade

Wenn eine Gerade parallel zu einer Ebene verläuft, gibt es entweder unendlich viele Schnittpunkte oder keinen. Ersteres gilt, sofern die Gerade in der Ebene liegt; dann ist die Gerade selbst die Menge aller Schnittpunkte. Der zweite Fall ist jedoch der interessantere, da dann die Gerade in einem bestimmten Abstand zur Ebene verläuft. In diesem Abschnitt geht es darum, für diesen Fall den Abstand zwischen der Geraden und der Ebene auszurechnen.

Schauen Sie sich die Ebene aus dem vorherigen Beispiel und die folgende Gerade an:

[image: image]

Wie sieht man, dass die Gerade parallel zur Ebene ist? Man könnte zeigen, dass der Richtungsvektor der Gerade und die Richtungsvektoren der Ebene linear abhängig sind. Da jedoch bereits die Normalenform der Ebene zur Verfügung steht, ist es einfacher, die Gerade in diese einzusetzen:

[image: image]

Damit besitzen Gerade und Ebene keinen Schnittpunkt, denn es gibt keinen Wert für den Parameter v, der der Normalenform der Ebene genügt. Die Gerade muss also parallel zur Ebene verlaufen, so wie in Abbildung 7.9 gezeigt.
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Abbildung 7.9: Gerade h, die zu einer Ebene E parallel verläuft




Jetzt besteht das Interesse im Abstand zwischen den beiden, der im Folgenden berechnet werden soll. Man wählt einen Punkt der Geraden – vorzugsweise ihren Aufpunkt A – und konstruiert mit dem Normalenvektor [image: image] der Ebene eine neue Gerade, die senkrecht zur Ebene verläuft:

[image: image]


Letztere setzt man in die Ebene ein, um den Schnittpunkt zu bestimmen:

[image: image]

Hieraus folgt w = −5 und somit der Ortsvektor [image: image] für den Schnittpunkt:

[image: image]

Der Betrag des Abstandsvektors zwischen dem Aufpunkt der Geraden und dem Schnittpunkt ist der Abstand zwischen Gerade und Ebene:

[image: image]


Schnitt zweier Ebenen in Parameterdarstellung

Schauen Sie sich nun an, wie Sie den Schnitt zweier Ebenen berechnen können, wenn beide in der Parameterdarstellung gegeben sind (siehe Abbildung 7.10):

[image: image]

Der Schnitt führt zu den gemeinsamen Punkten der Ebenen. Aus dem Grund muss man einfach die Darstellungen beider Ebenen gleichsetzen:

[image: image]
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Abbildung 7.10: Schnitt zweier Ebenen [image: image] und [image: image]



Es liegen also drei Gleichungen mit vier Unbekannten vor. Da weniger Gleichungen zur Verfügung stehen als Unbekannte gegeben sind, lassen sich letztere nicht vollständig bestimmen; das Gleichungssystem ist unterbestimmt. Allerdings schneiden sich zwei Ebenen - falls sie nicht parallel zueinander sind – in einer Gerade. Sie haben gelernt, dass eine Gerade einen freien Parameter besitzt; dabei handelt es sich um die eine Variable, die nicht bestimmt werden kann.

In diesem Beispiel liest man aus der dritten Gleichung sofort [image: image] ab. Dann folgt aus der zweiten Gleichung [image: image] und aus der ersten [image: image]. Man kann die Ergebnisse entweder in die erste Ebene oder in die zweite einsetzen, um die Schnittgerade zu erhalten:

[image: image]

[image: image]

Beide Ergebnisse sind natürlich ein und dieselbe Gerade.


Schnitt einer Ebene in Parameterdarstellung und einer Ebene in Normalenform

Sofern eine der beiden Ebenen in Normalenform gegeben ist, ist die Berechnung des Schnitts beider Ebenen einfacher. Schauen Sie sich das Ganze wieder anhand eines aussagekräftigen Beispiels an. Am bequemsten ist es, die beiden Ebenen aus dem vorherigen Beispiel zu nehmen. Die zweite Ebene wird in die Normalenform umgewandelt. Das ist nicht allzu schwer, denn schon durch Hinsehen findet man einen Normalenvektor, nämlich den Einheitsvektor in z-Richtung! Damit soll erneut der Schnittpunkt beider Ebenen berechnet werden, wobei die zweite jetzt in Normalenform gegeben ist:

[image: image]

Dazu wird die Parameterdarstellung der ersten Ebene in die zweite eingesetzt:

[image: image]

Hieraus ergibt sich sofort [image: image]. Setzt man das Ergebnis in die Parameterdarstellung der ersten Ebene ein, so erhält man folgende Schnittgerade:

[image: image]

Das Ergebnis ist dieselbe Gerade wie zuvor, so wie es auch sein muss – erneut ein Grund zur Freude!


Bestimmung des Abstands zweier paralleler Ebenen

Sind die Ebenen parallel und stimmen nicht überein, so gibt es natürlich keine Schnittgerade. Für zwei Ebenen kann das einfach nachgeprüft werden. Schauen Sie sich das konkret anhand der beiden folgenden Ebenen an:

[image: image]

Gleichsetzen führt auf das Gleichungssystem

[image: image]

Mittels des Gauß-Verfahrens kann man die ersten beiden Variablen rauswerfen. Dabei wird die erste Gleichung von der zweiten und danach von der dritten abgezogen.

[image: image]

[image: image]

Die letzte Gleichung führt also auf den Widerspruch [image: image]. Damit ist gezeigt, dass sich die beiden Ebenen nicht schneiden, sie daher parallel sein müssen. Das Ganze lässt sich auch feststellen, indem die Normalenvektoren beider Ebenen berechnet werden. Erneut ist das Kreuzprodukt dabei hilfreich:

[image: image]

[image: image]

Beide Vektoren sind linear abhängig: [image: image]. Damit können die Ebenen nur parallel zueinander sein.

Nun zu ihrem Abstand: Dazu konstruiert man gemäß Abbildung 7.11 eine Gerade [image: image], die von der ersten Ebene ausgeht und senkrecht auf ihr steht. Als Aufpunkt wählt man einfach den Aufpunkt [image: image] der Ebene selbst:

[image: image]
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Abbildung 7.11: Parallele Ebenen und deren Abstand



Die Gerade wird die zweite Ebene schneiden, und von Interesse ist wieder einmal der Schnittpunkt. Zur Berechnung schreibt man die zweite Ebene in Normalenform und setzt die Gerade ein:

[image: image]

Also ergibt sich hieraus [image: image] und der Ortsvektor [image: image] für den Schnittpunkt der Gerade mit der zweiten Ebene ist


[image: image]

Nun lässt sich der Abstand ausrechnen, der dem Betrag des Abstandsvektors [image: image] entspricht:

[image: image]


Parallele und windschiefe Geraden

Einführung

Zwei Geraden sind parallel, wenn ihre Richtungsvektoren linear abhängig sind. Kann man zusätzlich noch zeigen, dass ein Punkt übereinstimmt, so sind beide Geraden identisch. Anschaulich ist das klar, doch was um Himmels Willen bedeutet denn »windschief«? Drücken wir es so aus, wie es Mathematiker tun, so sind zwei Geraden dann windschief, wenn sie nicht parallel sind und sich nicht schneiden. Zwei windschiefe Geraden zeigen also in unterschiedliche Richtungen und laufen aneinander vorbei. In zwei Dimensionen ist das nicht möglich, sondern erst in Räumen, die mindestens dreidimensional sind.

Was kann man mit parallelen und windschiefen Geraden machen? Eine immer wiederkehrende Aufgabenstellung ist es, den Abstand zwischen Geraden zu berechnen.

Wir bestimmen den Abstand paralleler Geraden

Betrachten Sie die beiden folgenden Geraden:

[image: image]

Die Richtungsvektoren [image: image] und [image: image] sind Vielfache voneinander, also linear abhängig:

[image: image]

Der Punkt (1,2,3) liegt auf der ersten Geraden. Er kann jedoch nicht auf der zweiten Geraden liegen, da dann wegen der ersten Komponente s = 0 sein müsste. Dann kann weder die zweite Komponente gleich 2 noch die dritte gleich 3 sein. Also sind beide Geraden parallel zueinander, aber nicht identisch. Wie bestimmt man nun deren Abstand? Dazu ist ein weiterer Vektor notwendig, der senkrecht auf beiden Geraden steht und beide Geraden miteinander verbindet. Betrachten Sie dazu Abbildung 7.12.


 

[image: ipad]
Abbildung 7.12: Zueinander parallele Geraden [image: image] und [image: image]



Für parallele Geraden funktioniert die Abstandsberechnung sehr fix. Zu diesem Zweck lässt sich mit der Normalenform eine Ebene aufstellen, die senkrecht auf der ersten Geraden steht. Schließlich kann der Richtungsvektor der Geraden als Normalenvektor der Ebene dienen. Darüber hinaus kann man den Aufpunkt [image: image] der Geraden als Aufpunkt der Ebene verwenden:

[image: image]

Den Schnittpunkt dieser Ebene mit der zweiten Gerade bestimmt man durch Einsetzen:

[image: image]

Hieraus folgt dann [image: image], also entspricht der Ortsvektor für den Schnittpunkt der zweiten Geraden mit der Ebene dem Aufpunkt [image: image]. Der Differenzvektor [image: image] ist gleich dem Abstandsvektor beider Geraden, denn er steht nach dieser Konstruktion senkrecht auf der ersten und somit auch auf der zweiten. Der Betrag [image: image] ist der gesuchte Abstand:

[image: image]

Der Abstand windschiefer Geraden – eine Herausforderung

Den Abstand paralleler Geraden auszurechnen, war ja gar nicht so schwierig. Bei windschiefen Geraden sieht das etwas komplizierter aus, doch auch das kriegt man hin. Also an die Arbeit!

Zunächst einmal gibt es unterschiedliche Möglichkeiten zur Abstandsberechnung. Dies kann man am besten an einem konkreten Beispiel veranschaulichen. Schauen Sie sich die beiden Geraden g und h an:

[image: image]

Diese können keinen Schnittpunkt besitzen, denn aus der dritten Komponente folgt sofort [image: image], was jedoch beim Gleichsetzen der ersten Komponenten zu einem Widerspruch führt. Parallel können sie auch nicht sein, da ihre Richtungsvektoren nicht linear abhängig sind. Von daher sind sie auf jeden Fall windschief.

Die erste Möglichkeit zur Bestimmung des Abstands ist folgendermaßen. Man wählt gemäß Abbildung 7.13 beliebige Punkte mit Ortsvektoren [image: image] und [image: image] auf jeweils der ersten und zweiten Gerade:

[image: image]
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Abbildung 7.13: Windschiefe Geraden g und h



Der Differenzvektor [image: image] muss nun auf beiden Geraden senkrecht stehen; so ist der Abstand definiert. Also muss das Skalarprodukt des Differenzvektors mit dem Richtungsvektor jeder Geraden verschwinden:

[image: image]

[image: image]

Aus der ersten Gleichung ergibt sich [image: image], und aus der zweiten folgt [image: image]. Die Werte lassen sich in den Abstandsvektor einsetzen, um dessen Betrag zu berechnen, was zum Abstand der Gerade führt:

[image: image]

Bei der zweiten Möglichkeit nutzt man aus, dass der Abstand zweier Geraden nichts anderes als deren minimale Entfernung ist. Also berechnet man zunächst die Entfernung im Allgemeinen, die dem Betrag des Abstandsvektors [image: image] entspricht:

[image: image]

Die Entfernung ist eine Funktion der beiden Parameter [image: image] und [image: image]. Um den Abstand zu bestimmen, muss die letztere Funktion minimiert werden. Leider benötigt man dazu Wissen aus der Analysis, das nicht vorausgesetzt werden soll. Anschaulich ist jedoch klar, dass die Funktion sowohl bezüglich der ersten als auch der zweiten Variable minimal werden sollte. Also bestimmt man die erste partielle Ableitung nach jeweils einer der beiden Variablen, da beim Ableiten die jeweils andere Variable als konstant betrachtet wird. Weiterhin genügt es, das Quadrat des Abstands zu minimieren, da [image: image] minimal ist, wenn [image: image] minimal ist. Daher kann man sich die Quadratwurzel schenken:

[image: image]

[image: image]

Also ergibt sich wie bei der vorherigen Methode [image: image] und [image: image], was auf den bereits ermittelten Abstand führt. Im Prinzip müsste man natürlich noch prüfen, ob es sich tatsächlich um ein Minimum handelt. Das ist jedoch bei Funktionen zweier Variablen ein bisschen komplizierter, und deshalb ersparen wir es uns. Für Besserwisser kann man anmerken, dass es sich um ein Minimum handeln muss, da es für windschiefe Geraden immer einen minimalen Abstand gibt. Ein Maximum gibt es nicht, denn [image: image] kann beliebig groß werden.

Beide Vorgehensweisen, die Sie hier kennengelernt haben, funktionieren auch bei komplizierteren Geraden – das ist dann allerdings leider mit mehr Rechnerei verbunden. Bei vielen Aufgaben ist die Abstandsbestimmung von Geraden ein Muss. Deshalb soll zum Schluss noch ein Kochrezept angegeben werden, nach dem jeder im Falle einer solchen Aufgabe vorgehen kann:

1. Am Anfang ist es sinnvoll, mittels der Richtungsvektoren zu überprüfen, ob die Geraden parallel sind. Danach genügt es, einen einzigen Punkt auf der einen Gerade zu wählen und zu überprüfen, ob er auf der anderen Gerade liegt. Am einfachsten ist das sicherlich für den Aufpunkt einer der beiden Geraden möglich. Sofern der Punkt auf beiden Geraden liegt, stimmen sie überein. Die beiden Kontrollen kann man schnell erledigen; im letzten Fall ist man sofort fertig, denn dann ist der Abstand gleich null. Leider werden die Aufgabensteller in den meisten Fällen diese Gnade gegenüber den Studenten nicht walten lassen. Im Falle paralleler Geraden geht man so vor, wie es oben beschrieben wurde.

2. Sind die Geraden weder parallel zueinander noch identisch, so sollte man nachprüfen, ob sie einen Schnittpunkt besitzen. Ist das der Fall, dann ist der Abstand der Geraden auch hier null. Dazu gibt es eine Anekdote aus dem ersten Semester. Die Aufgabenstellung war, den Abstand zweier Geraden zu bestimmen. Wohl in der Annahme, die Geraden seien windschief, führte das Unterfangen zu einer endlosen Rechnung, die nicht beendet werden konnte. Ein Blick in die Musterlösung verriet, dass die Geraden einen Schnittpunkt hatten und der Abstand somit gleich null war, wie mittels einer kurzen Rechnung gezeigt werden konnte.

3. Haben die Geraden keinen Schnittpunkt, so müssen sie letztendlich windschief sein. Dann bestimmt man den Abstand mit einer der oben vorgestellten Methoden. Welche geschickter ist, hängt sicherlich von der Aufgabe ab. Man kann jedoch davon ausgehen, dass die zweite Methode, die Minimierung des Betragsquadrats des Abstandsvektors, zu weniger Rechenaufwand führt. Bildet man die ersten (partiellen) Ableitungen dieser Funktion nach den Parametern, so vereinfacht sie sich und somit auch das zu lösende Gleichungssystem.


Wir verlassen das Flachland und bauen Körper aus Ebenen

Mit Ihren bisherigen Kenntnissen aus dem Buch können Sie nun Körper darstellen, die sich aus Ebenen aufbauen lassen. Dazu gehören zum Beispiel die fünf Platonischen Körper: der Würfel, Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder und der Dodekaeder. Diese sind durch eine regelmäßige und anmutige Symmetrie gekennzeichnet. In diesem Abschnitt werden Sie sehen, wie man den Tetraeder und den Dodekaeder im Rahmen der Vektorrechnung behandelt.


Eine Pralinenschachtel in der Vektorrechnung

Wie in der Einführung festgestellt, ist eine Matheprüfung wie eine Schachtel Pralinen ... Doch zumindest sind Sie nun in der Lage, eine Pralinenschachtel mit Hilfe der Vektorrechnung zu untersuchen.

Eine Schachtel hat im Allgemeinen die Form eines Quaders, der im Spezialfall gleicher Seitenlängen dem Würfel entspricht. Ein Quader, dessen Kanten parallel zu den Koordinatenachsen liegen, lässt sich am einfachsten bilden. Die Länge des Quaders sei a, die Breite b und die Höhe c. Eine Ecke befinde sich außerdem im Ursprung des Koordinatensystems. Gezeigt ist das Ganze in Abbildung 7.14.
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Abbildung 7.14: Ein Quader der Länge a, Breite b und Höhe c. Die beiden Seiten parallel zur y-z-Ebene sind durch die Ziffern (1)/(4), die beiden parallel zur x-z-Ebene durch (2)/(5) und die Seiten parallel zur x-y-Ebene durch (3)/(6) gekennzeichnet



Der Quader lässt sich aus sechs Ebenen konstruieren, die sich an den Kanten schneiden. Zwei der sechs Ebenen liegen senkrecht zu jeweils einer Achse des Koordinatensystems. Also entsprechen die Achsen den Normalenvektoren von jeweils zwei Ebenen, die sich gegenüber liegen. Die Ebenen sind daher gegeben durch:

[image: image]
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[image: image]

bzw.

[image: image]

[image: image]

Die Kanten des Würfels lassen sich durch Geraden beschreiben, die man auf einen bestimmten Bereich beschränkt. Die entsprechenden Geraden erhält man, indem die passenden Ebenen miteinander geschnitten werden. Beispielsweise ergibt der Schnitt der Ebenen [image: image] und [image: image], dass entlang der Geraden [image: image] und [image: image] ist. Zusätzlich muss 0 ≤ x ≤ b sein, was jedoch nicht aus dem Schnitt der Ebenen folgt, sondern aus der Lage des Quaders im Koordinatensystem. Damit gilt für diese Kante des Quaders:

[image: image]


Analytische Geometrie für Fortgeschrittene Teil 1: Wir bauen uns einen Tetraeder

Der Tetraeder gehört wie der Würfel (entspricht dem Quader mit a = b = c) zu den Platonischen Körpern. Er setzt sich aus vier gleichseitigen Dreiecken zusammen; die Seitenlänge eines solchen Dreiecks sei im Folgenden a. Der Tetraeder wird so in das Koordinatensystem gelegt, dass eine der vier Seiten auf der x-y-Ebene liegt und eine Kante entlang der x-Achse zeigt (siehe Abbildung 7.15 links).
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Abbildung 7.15: Untersuchung eines Tetraeders mittels der Vektorrechnung



Es wird nun versucht, die Lage der Spitze S mit der Vektorrechnung zu ermitteln. Wegen Symmetriegründen liegt es nahe, dass sich die Spitze auf einer Geraden befindet, die die x-y-Ebene im Schwerpunkt des Grundflächendreiecks senkrecht durchstößt. Bei einem gleichseitigen Dreieck entspricht der Schwerpunkt dem Schnittpunkt H aller drei Höhen, wobei sich die Höhe h über die Formel [image: image] berechnen lässt. Die Koordinaten von H müssen zuerst bestimmt werden. Dazu nimmt man den rechten Teil von Abbildung 7.15 eines gleichseitigen Dreiecks zur Hilfe und erhält folgenden Zusammenhang zwischen dem eingezeichneten Winkel α und den Streckenlängen h′, h′′, wobei ausgenutzt wird, dass α dem halben Winkel eines gleichseitigen Dreiecks, also 1/2 × π/3, entspricht und sin (1/2 × π/3) = sin (π/6) = 1/2 gilt:

[image: image]

Damit besitzt der Höhenschnittpunkt H des gleichseitigen Dreiecks in der x-y-Ebene die Koordinaten [image: image]. Die entsprechende Gerade, welche die x-y-Ebene bei H senkrecht durchstößt, ist also gegeben durch

[image: image]

Der Abstand zwischen dem Ursprung und einem Punkt S, der auf der Gerade g liegt, beträgt:

[image: image]

Er muss der Länge a entsprechen. Nur dann besitzen alle Seiten des Körpers dieselbe Länge a, also:

[image: image]

Die negative Lösung [image: image] ist nicht maßgeblich. Sie entspricht der Spitze des Tetraeders, wenn er an der x-y-Ebene in den unteren Halbraum gespiegelt wird. Der hier betrachtete Tetraeder liegt jedoch im oberen Halbraum, und somit lautet der Ortsvektor der Spitze:

[image: image]

Man kann nun noch nachprüfen, ob die Abstände der zwei verbleibenden Punkte P2 und P3 zur Spitze S des Tetraeders gleich a sind:

[image: image]

[image: image]

Da nun alle Vektoren beisammen sind, die von den Eckpunkten P1 - O, P2 und P3 in Richtung Spitze S zeigen, lassen sich die Gleichungen der entsprechenden Ebenen aufstellen. Es wird die Normalenform verwendet, wobei dazu die Normalenvektoren der Ebenen nötig sind. Sie ergeben sich über das Kreuzprodukt zweier Vektoren, die in der jeweiligen Ebene liegen. Zusätzlich wird mit normierten Normalenvektoren gerechnet:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Jetzt kann man die Winkel bestimmen, die von den Ebenen des Tetraeders und der x-y-Ebene eingeschlossen werden. Der Winkel zwischen zwei Ebenen stimmt mit dem Winkel zwischen ihren beiden Normalenvektoren überein (siehe Abbildung 7.16). Die Grundlage dafür bildet die Aussage, dass Winkel, deren Schenkel paarweise senkrecht aufeinander stehen, gleich groß sind.
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Abbildung 7.16: Winkel [image: image] zwischen zwei Ebenen



Der Kosinus der entsprechenden Winkel ist somit durch das Skalarprodukt der Normalenvektoren der Ebenen mit dem Normalenvektor [image: image] der x-y-Ebene gegeben. Da beide Vektoren Einheitsvektoren sind, gilt:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Als Winkel zwischen zwei Ebenen wählt man immer den kleineren. Für δ2 hat sich aufgrund der Wahl der Richtung des Einheitsvektors [image: image] der größere Winkel ergeben. Das ist kein Problem, da sich beide Winkel zu 180° ergänzen; also gilt [image: image]. Somit sind alle Winkel gleich, worin sich die hohe Symmetrie dieses Körpers spiegelt.


Analytische Geometrie für Fortgeschrittene Teil 2: Wie viel Farbe benötigt man, um einen Dodekaeder anzumalen?

Ein Dodekaeder ist ein Polyeder, der sich aus zwölf regelmäßigen Fünfecken (Pentagone) zusammensetzt. Wie der Tetraeder gehört auch er zu den Platonischen Körpern. Doch bevor man sich direkt dem Dodekaeder widmen kann, ist es sinnvoll, sich zunächst mit regelmäßigen Fünfecken zu beschäftigen.

Vorarbeiten zum Dodekaeder: regelmäßige Fünfecke

Betrachten Sie Abbildung 7.17, in der ein regelmäßiges Fünfeck dargestellt ist.
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Abbildung 7.17: Berechnung elementarer Größen in einem Fünfeck



Der Innenwinkel δ eines regelmäßigen n-Ecks ergibt sich zu δ = 360°/n. Also gilt speziell für das Pentagon δ = 72°. Das Pentagon wird so in das Koordinatensystem gelegt, dass der Ursprung mit dessen Mittelpunkt übereinstimmt. Außerdem soll eine Ecke auf der x-Achse liegen. Der zugehörige Ortsvektor der Ecke wird mit [image: image] bezeichnet, wobei [image: image] sei. Alle fünf Ecken des Pentagons liegen auf einem Kreis mit Radius a′ um den Ursprung. Die Ortsvektoren [image: image] und [image: image] der weiteren Ecken lassen sich berechnen, indem man [image: image] um Vielfache von δ = 72° im Gegenuhrzeigersinn dreht. Eine solche Drehung kann mittels folgender Drehmatrix durchgeführt werden:

[image: image]

Solche Drehmatrizen wurden im Abschnitt »Passive Drehungen sind in der Mathematik nicht weniger akrobatisch als aktive!« im vorherigen Kapitel eingeführt, um Vektoren aktiv zu drehen. Das bedeutet, dass man einen Vektor selbst dreht und nicht das zugrundeliegende Koordinatensystem. Damit erhält man nach und nach:

[image: image]
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Der Vektor, der die von der ersten zur zweiten Ecke verlaufende Kante beschreibt, ist gegeben durch:

[image: image]

Aus der Bedingung, dass die Länge einer Kante gleich a sein soll, kann man nun [image: image] bestimmen:

[image: image]

Schließlich gilt das Interesse dem Flächeninhalt AP des Pentagons, das sich aus fünf gleichen Dreiecken zusammensetzt. Die Höhe h eines solchen Dreiecks berechnet man mittels der Trigonometrie:

[image: image]

Damit ergibt sich dann:

[image: image]

Nun sind Sie startklar, um sich dem Dodekaeder zu widmen!

Oberfläche, Volumen, Inkreis- und Umkreisradius des Dodekaeders

Der Dodekaeder wird so in das dreidimensionale kartesische Koordinatensystem gelegt, dass eine der zwölf Flächen auf der x-y-Ebene liegt (siehe dazu Abbildung 7.18).
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Abbildung 7.18: Der Dodekaeder wird auseinandergenommen



Zusätzlich soll der Ursprung des Koordinatensystems mit dem Mittelpunkt des betreffenden Fünfecks zusammenfallen. Der Dodekaeder ist ein regelmäßiger Vielflächner, was zur Folge hat, dass er an jeder Ecke gleich aussieht. Exemplarisch betrachtet man eine bestimmte Ecke, wobei nicht wichtig ist, welche man aussucht. Wir entscheiden uns jedoch geschickterweise für die Ecke, die auf der x-Achse liegt. Diese wird mit S bezeichnet. Dann kann man die Ergebnisse aus dem vorherigen Abschnitt direkt einbinden.

Berechnung der Einheitsvektoren entlang verschiedener Kanten

Jetzt werden die normierten Vektoren [image: image] bestimmt, die in Richtung der gekennzeichneten Kanten mit i = 1, 2 und 3 zeigen:

[image: image]

Der Einheitsvektor entlang von Kante (3), also [image: image] mit [image: image], ist zunächst noch unbekannt. Das Hauptproblem besteht darin, diesen Vektor zu berechnen. Wie geht man hierfür vor? Man muss sich zunächst überlegen, dass die Richtung der Kante (3) vollständig durch die Lage der Ebenen [image: image], [image: image] und der x-y-Ebene bestimmt ist, in denen die oben dargestellten Fünfecke liegen. Da der Dodekaeder ein regelmäßiger Vielflächner ist, schneiden sich jeweils zwei der drei Ebenen unter demselben Winkel. Eben jene Winkel sollen bestimmt werden, und dazu lassen sich die Normalenvektoren [image: image], [image: image] der Ebenen [image: image] und [image: image] zur Hilfe nehmen:

[image: image]

[image: image]

Jetzt kann man sich daran machen, die Winkel zwischen den Ebenen zu berechnen. Diese Winkel entsprechen den Winkeln zwischen jeweils zwei der Normalenvektoren. Der Normalenvektor der x-y-Ebene ist durch den Einheitsvektor [image: image] gegeben. Für die Winkel [image: image] zwischen [image: image] bzw. [image: image] und der x-y-Ebene folgt:

[image: image]

[image: image]

Sie sehen, dass die beiden Ausdrücke für [image: image] und [image: image] miteinander übereinstimmen. Daher erhält man keine neue Information, wenn man [image: image] und [image: image] gleichsetzt. Deshalb benötigt man zusätzlich den Winkel [image: image] zwischen den Ebenen [image: image] und [image: image]:

[image: image]

Die Lösung einer der beiden Gleichungen [image: image] und [image: image] führt nun auf den gesuchten Zusammenhang zwischen [image: image] und [image: image]:

[image: image]

Die zweite Lösung [image: image] und [image: image] bringt einen nicht weiter, da in diesem Fall alle Ebenen mit der x-y-Ebene zusammenfallen. Die dritte Lösung entspricht der obigen mit einem Minuszeichen. Auch diese wird nicht gesucht, weil dann die Kante (3) im unteren Halbraum verläuft. Damit besitzt der Einheitsvektor entlang von Kante (3) folgende Gestalt:

[image: image]

Der Mittelpunkt des Dodekaeders

Die Oberfläche eines Dodekaeders setzt sich aus 12 regelmäßigen Fünfecken zusammen. Jedes einzelne der Fünfecke bildet jeweils die Grundfläche einer Pyramide. Man kann sich den Dodekaeder also aus 12 Pyramiden aufgebaut vorstellen, wobei die Spitzen aller Pyramiden im Mittelpunkt [image: image] des Dodekaeders zusammenfallen. Das Interesse gilt nun dem Mittelpunkt. Dieser ist bereits eindeutig bestimmt, wenn man eine der 12 Pyramiden konstruiert – es ist jedoch einfacher, zwei Pyramiden zu nutzen, um seine Lage festzustellen. Jede der Pyramiden besitzt, wie der Dodekaeder selbst, eine regelmäßige Form. Das bedeutet, dass sich deren Spitze direkt über dem Mittelpunkt [image: image] des die Grundfläche bildenden Fünfecks befindet. Die Strecke, die den Mittelpunkt [image: image] mit der Spitze verbindet, bezeichnet man als Höhe der Pyramide. Eine solche Pyramide lässt sich also konstruieren, indem man den Vektor bestimmt, der die Richtung und den Betrag der Höhe angibt. Dazu muss man aber zunächst den Ortsvektor des Mittelpunkts [image: image] kennen. Der kann dadurch ermittelt werden, dass man ausgehend vom Punkt S = (a′,0,0) eine Strecke der Länge a′ in Richtung der Winkelhalbierenden des Winkels zwischen den Kanten (1) und (3) abträgt. Dabei wird die Richtung dieser Winkelhalbierenden über den Einheitsvektor [image: image] festgelegt:

[image: image]

Nun lässt sich die Gerade aufstellen, die vom Mittelpunkt [image: image] entlang der Höhe zur Spitze der Pyramide und damit zum Mittelpunkt des Dodekaeders läuft. Der Parameter der Gerade sei s:

[image: image]


Es ist nun noch eine zweite Pyramide notwendig. Am einfachsten ist es, die Pyramide zu nehmen, die als Grundfläche das Fünfeck in der x-y-Ebene besitzt. Da der Dodekaeder so in das Koordinatensystem gelegt wurde, dass dessen Ursprung mit dem Mittelpunkt dieses Fünfecks übereinstimmt, ist die z-Achse der zugehörige Höhenvektor. Die Spitzen beider Pyramiden fallen im Schnittpunkt der z-Achse und der Geraden g zusammen. Das ist auch der Mittelpunkt des Dodekaeders. Um den Schnittpunkt von g mit der z-Achse zu finden, muss der Wert von s bestimmt werden, für den die ersten beiden Komponenten von g verschwinden. Der spezielle Wert wird als s* bezeichnet, und man erhält:

[image: image]

Die eigentlichen für uns interessanten Größen

Der Betrag von [image: image], also die Höhe einer der 12 Pyramiden, stimmt mit dem Radius einer Kugel überein, die man in den Dodekaeder so einpasst, dass sie die Oberfläche des Dodekaeders an den Mittelpunkten der jeweiligen Fünfecke berührt. Den Radius der Kugel bezeichnet man als Inkugelradius [image: image] (siehe Abbildung 7.19 links).


 

[image: ipad]
Abbildung 7.19: In- und Umkugel eines Dodekaeders



Setzt man schließlich noch den im vorherigen Abschnitt berechneten Wert für a′ ein, so folgt:

[image: image]

Nun wurden alle Kenngrößen gesammelt, um sowohl Oberfläche [image: image] als auch Volumen [image: image] des Dodekaeders zu bestimmen. Dazu benötigt man unter anderem auch den Flächeninhalt [image: image] eines Fünfecks aus dem letzten Abschnitt:

[image: image]

[image: image]

Außerdem lässt sich der Dodekaeder vollständig in eine Kugel einschließen und zwar so, dass jede Ecke die Kugel berührt (siehe Abbildung 7.19 rechts). Man bezeichnet sie als Umkugel. Für den Radius [image: image] der Umkugel benötigt man den Abstand einer beliebigen Ecke des Dodekaeders zu dessen Mittelpunkt [image: image]. Am einfachsten ist es, wenn man die Ecke mit dem Ortsvektor [image: image] auf der [image: image]-Achse wählt:

[image: image]

Damit ergibt sich der Umkugelradius [image: image] zu:

[image: image]

Schauen Sie in ein Buch über elementare Geometrie, so sehen Sie, dass die Ergebnisse übereinstimmen. Im nächsten Abschnitt sollen Kugeln im Rahmen der Vektorrechnung genauer betrachtet werden.

Sie haben also an dem komplizierteren Beispiel gesehen, wie überaus hilfreich die Vektorrechnung in der Anwendung ist, um elementargeometrische Fragestellungen anzugehen. Haben Sie das grundlegende Vorgehen einmal verstanden, wirken auch aufwendigere Rechnungen wie die obigen nicht mehr so abschreckend.


Die Sache kommt ins Rollen: Kugeln in der Vektorrechnung

Bisher war alles flach oder spitz. Deshalb wird es nun Zeit, sich dem symmetrischsten aller Körper zu widmen, nämlich der Kugel. Aber keine Sorge, rollen wird sie nicht!


Die Kugelgleichung

Wie beschreibt man Kugeln mathematisch, und was kann man mit ihnen in der Vektorrechnung anfangen? Eine Kugel ist ja nichts anderes als die Menge aller Punkte, die von einem gegebenem Punkt – dem Mittelpunkt M der Kugel – einen festen Abstand haben. Den Abstand nennt man Radius, und er wird mit der Variable R bezeichnet. Damit hat man schon alles beisammen, um die Gleichung einer Kugel aufzuschreiben. Wenn [image: image] ein Punkt auf der Kugel ist, so muss folgendes gelten:

[image: image]

wobei [image: image] der Ortsvektor des Kugelmittelpunkts ist. Ausgeschrieben in drei Dimensionen erhält man:

[image: image]

Es sollen ausschließlich Kugeln in drei Dimensionen betrachtet werden. Zwar kann man sogenannte Hyperkugeln vollkommen analog zu der obigen Gleichung in höheren Dimensionen definieren, doch wir begnügen uns mit Kugeln, die man anfassen kann. Derartige Kugeln sowie Kreise – das Analogon zu Kugeln im Zweidimensionalen – spielen in zahlreichen Anwendungen eine Rolle.

Will man eine Kugel mit Mittelpunkt [image: image] und Radius [image: image] beschreiben, so ist das mit der folgenden Gleichung möglich:

[image: image]

Werden zwei Koordinaten eines Punkts auf dem Rand der Kugel vorgegeben, so lässt sich die dritte über die Kugelgleichung ausrechnen. Für [image: image] und [image: image] ist nämlich

[image: image]

Aufgrund des Betragszeichens gilt [image: image] oder [image: image], also [image: image]. Man erhält somit zwei mögliche Koordinaten: [image: image] oder [image: image]. Das ist auch klar, da eine Kugel aus zwei Hälften besteht. Daher gibt es auch zwei Punkte mit denselben Koordinaten x und y. Eine Ausnahme bildet der »Äquator« der Kugel, wo jeder Punkt mit Koordinaten x und y nur einmal vorkommt.


Tangentialebenen

Kugeln sind nun einmal rund. Und genau diese Eigenschaft ist es, die bestimmte Problemstellungen verkompliziert. Deshalb möchte man manchmal nicht mit der Kugel selbst rechnen, sondern mit einer Näherung: der Tangentialebene. Dabei handelt es sich um eine Ebene, die die Kugel an einem Punkt berührt; sie ist das Analogon zur Tangente einer Kurve. Um sich das besser vorstellen zu können, werfen Sie doch einen Blick auf Abbildung 7.20.


 

[image: ipad]
Abbildung 7.20: Tangentialebene am Punkt S einer Kugel



Da Sie bereits gelernt haben, dass man Ebenen mittels der Vektorrechnung beschreiben kann, müsste das auch mit Tangentialebenen an Kugeln funktionieren – und das ist in der Tat der Fall. Es ist nicht schwer, die Tangentialebene an einem beliebigen Punkt der Kugel aufzustellen. Ist S ein solcher Punkt, so zeigt der Differenzvektor [image: image] senkrecht aus der Kugel heraus. Dann ist das Problem bereits gelöst, da der Vektor der Normalenvektor der Tangentialebene am Punkt S ist! Man kann also die Normalenform der Ebenengleichung sofort aufstellen:

[image: image]

Im Falle der obigen Kugel und für den Punkt [image: image] lautet die Normalenform der Tangentialebene:

[image: image]

oder einfacher [image: image]. Die Tangentialebene am Punkt [image: image] ist eine Ebene, die zur x-y-Ebene parallel ist mit dem Abstand von [image: image] Längeneinheiten. Das sagt uns direkt die Ebenengleichung, denn für alle Punkte der Ebene ist die dritte Koordinate gleich 5. Beim Punkt [image: image] handelt es sich um den »Nordpol« der Kugel.


Schnitt von Kugeln mit Ebenen

Stellen Sie sich vor, Sie nehmen eine Orange und schneiden sie mit dem Messer in zwei ungleiche Teile. Wie groß ist der Radius des Schnittkreises und wo liegt dessen Mittelpunkt? Dieses Problem, das in Abbildung 7.21 skizziert ist, soll hier kurz angeschnitten werden. Wie für die Tangentialebene ist dieses Problem auch nicht allzu schwer. Von grundlegender Bedeutung ist vielfach der Normalenvektor der Ebene, also auch hier!


 

[image: ipad]
Abbildung 7.21: Schnitt einer Ebene E mit einer Kugel



Betrachten Sie folgendes konkretes Beispiel für eine Ebene E und eine Kugel K mit Radius 7 um den Ursprung:

[image: image]

Man bestimmt zunächst den Durchstoßpunkt m der Geraden

[image: image]

die vom Kugelmittelpunkt ausgehend senkrecht zur Ebene nach außen verläuft. Einsetzen in die Ebene liefert

[image: image]

also [image: image]. Daraus folgt der Ortsvektor des Durchstoßpunkts:

[image: image]

Damit wurde schon der Mittelpunkt [image: image] des Schnittkreises gefunden. Bei der Bestimmung von dessen Radius r hilft der Satz des Pythagoras weiter:

[image: image]

Das ist eigentlich schon alles, was man über Kugeln in der Vektorrechnung wissen sollte, um in Klausuren zu glänzen. Vielleicht noch eine Anmerkung zum Schluss: Die Wortwahl »Kugel« ist etwas salopp. Was hier als Kugel bezeichnet wurde, ist eigentlich nur die Oberfläche der Kugel; im Fachjargon nennt man diese »Sphäre«.


8

Funktionenräume


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Skalarprodukt und lineare (Un)abhängigkeit für Funktionen

[image: ipad] Anwendungen für Polynome und trigonometrische Funktionen




Das ist doch ein Buch über Vektor- und Matrizenrechnung! Was haben Funktionen auf einmal damit zu tun? Vielleicht stellen Sie sich gerade diese Frage. Das Schöne an der Vektorrechnung ist jedoch, dass sie auf viele andere Gebiete angewendet werden kann. So ist das auch hier. Wir werden Ihnen zeigen, wie sich Funktionen als Vektoren auffassen lassen und wie man sogar ein Skalarprodukt für Funktionen einführen kann.

Das Handwerkszeug lässt sich dann verwenden, um komplizierte Funktionen mittels spezieller Funktionen mit besonderen Eigenschaften darzustellen. Das ist eine überaus wichtige Angelegenheit in den angewandten Wissenschaften.


Können Funktionen Vektoren sein?

Bisher haben Sie den Begriff des »Vektors« als ein mathematisches Objekt kennengelernt, das einen Betrag und eine Richtung besitzt. Vektoren lassen sich im zwei- und dreidimensionalen Raum anschaulich als Pfeile darstellen. Diese Sichtweise ist jedoch nicht die eines Mathematikers, sondern eher die eines Physikers oder Ingenieurs, der seine Rechenkünste in der Praxis einsetzt. Der Vektorbegriff ist vom mathematischen Gesichtspunkt aus als viel allgemeiner und abstrakter, so dass die ganze Geschichte auch deutlich komplizierter werden kann. Bei Mathematikern lautet die Devise oft: »Je abstrakter, umso besser!« Diese Einstellung ist sicherlich sinnvoll, um allgemeine Gesetzmäßigkeiten zu verstehen und ausgehend von einer kleinen Menge grundlegender, nicht beweisbarer Annahmen – sogenannter Axiome – mathematische Aussagen zu formulieren. Doch leider ist sie eher hinderlich in der Anwendung.

In diesem Kapitel bringt jedoch die mathematische Sichtweise von Vektoren tatsächlich auch in der Anwendung einen Nutzgewinn, weshalb hier der Vektorbegriff aus der Sicht der Mathematiker noch einmal eingeführt wird. Mathematisch sind Vektoren [image: image] Elemente eines Vektorraums V, für den bestimmte Rechenregeln gelten. Dem Vektorraum liegt eine Zahlenmenge – beispielsweise die Menge der reellen Zahlen – mit den Elementen k, l,... zugrunde. Diese Menge nennt man Körper, und die zugehörigen Elemente heißen Körperelemente. Darüber hinaus benötigt der Mathematiker Vorschriften, die ihm sagen, wie die Elemente miteinander wechselwirken. Daher werden an dieser Stelle die beiden folgenden Operationen eingeführt:

[image: ipad] Die Addition von Vektoren, die mit dem gewohnten Symbol »+« bezeichnet wird.

[image: ipad] Die Multiplikation von Vektoren mit Körperelementen. Dafür könnte man den gewöhnlichen Malpunkt verwenden. Die Schreibweise soll jedoch so einfach wie möglich gehalten werden; daher verzichtet man hier ganz auf ein Symbol.

Für einen Vektorraum V werden nun die folgenden Axiome gefordert:

1. Gehören [image: image] und [image: image]  zu V, so ist das auch der Fall für die Summe [image: image].

2. Die Summe zweier Vektoren [image: image] und [image: image] ist kommutativ: [image: image].

3. Die Summe von Vektoren [image: image] und [image: image] ist assoziativ. Man kann also beliebig Klammern setzen oder weglassen:

[image: image]

4. In V gibt es ein neutrales Element bezüglich der Addition (genannt Nullvektor) [image: image] so dass für alle [image: image] folgendes gilt:

[image: image]

5. Es gibt zu jedem [image: image] ein inverses Element; [image: image] ist dieses inverse Element bezüglich der Addition mit:

[image: image]

Das inverse Element führt also, wenn es mit dem Element [image: image] additiv verknüpft wird, auf das neutrale Element.

6. Für ein Körperelement k und einen Vektor [image: image] liegt auch [image: image] in V.

7. Die Multiplikation von Vektoren [image: image] mit Körperelementen k,l ist distributiv:

[image: image]

8. Die Multiplikation eines Vektors [image: image] mit Körperelementen k,l ist assoziativ:

[image: image]

9. Das Körperelement 1 ist das neutrale Element der Multiplikation mit Zahlen: Es gilt [image: image].

Nun ist es aber genug der Regeln! Zumindest für die aktuelle Seite ... Wie man sieht, ist vom mathematischen Standpunkt aus für den Begriff des Vektors weder ein Skalar- noch ein Vektorprodukt notwendig. Dennoch ist ein Skalarprodukt sehr hilfreich; man fordert daher, dass es eines gibt.

Was bringt einem das nun, macht man sich jetzt das Leben nicht unnötigerweise schwer? Nein, denn auf dieselbe Art und Weise lassen sich gewisse Funktionen als Elemente eines Vektorraums, also als Vektoren, ansehen. Das ist erstaunlich, da man Vektoren zunächst als Objekte kennt, die einen Betrag und eine Richtung haben. Man kann sie als Pfeile in Koordinatensysteme einzeichnen, doch wie kann eine Funktion ein Pfeil sein oder was kann man sich unter der Richtung einer Funktion vorstellen? Genau an der Stelle ist die manchmal furchterregende mathematische Abstraktheit von Vorteil. Oben wurde betont, dass nicht Betrag und Richtung oder der Pfeil über dem Symbol das ist, was einen Vektor ausmacht, sondern die angegebenen Grundregeln! Nach kurzem Überlegen erkennt man, dass diese Regeln auch für Funktionen gelten. Sie sind Ihnen von der Schule her so in Fleisch und Blut übergegangen, dass Sie diese einfach verwenden, ohne darüber nachzudenken oder etwas Besonderes in ihnen zu sehen. Funktionen können ebenso addiert und mit reellen oder komplexen Zahlen multipliziert werden, so dass die obigen Axiome erfüllt sind. Man spricht in dem Zusammenhang von Funktionenräumen. Demzufolge sind sie auch Vektorräume – und die Vektoren sind Funktionen.

Doch warum interessiert man sich dafür, Funktionen wie Vektoren zu behandeln? Schließlich beschäftigt sich doch die Analysis mit Funktionen! In den vorangegangenen Kapiteln wurde offenbar, dass die Vektorrechnung eine Vielzahl von effektiven Methoden zur Behandlung mathematischer Probleme bietet. Arbeitet man mit diesen Methoden, so kann man sich oft langwierige Rechnungen ersparen. Begriffe wie »Basis«, »Linearkombination« oder »Skalarprodukt« kann man auch im Rahmen von Funktionenräumen sinnvoll verwenden.


Ein Skalarprodukt für Funktionen

Die grundlegende Frage lautet zunächst: ,,Wie soll man überhaupt ein Skalarprodukt für Funktionen definieren?“ Die Eigenschaften des Skalarprodukts [image: image] zweier Vektoren [image: image] und [image: image] sind ja Bilinearität, Symmetrie bezüglich beider Argumente, und dass [image: image] ist, wobei das Gleichheitszeichen für [image: image] gilt. Der erste einfache Gedanke ist, das Skalarprodukt für Funktionen f(x) und g(x) durch die gewöhnliche Multiplikation der Funktionen miteinander zu definieren, also:

[image: image]

Man sieht, dass dieses Produkt bilinear ist:

[image: image]

Die Symmetrie beider Argumente ist klar, denn die gewöhnliche Multiplikation ist ja kommutativ, das heißt, die Reihenfolge der Funktionen lässt sich vertauschen. Ebenso ist die dritte Eigenschaft erfüllt, weil

[image: image]

Dennoch ist man mit einer solchen Definition nicht zufrieden! Das Problem ist, dass das Ergebnis des Skalarprodukts immer noch von der Funktionsvariable x abhängt. Das gefällt einem überhaupt nicht, denn eigentlich will man als Ergebnis des Skalarprodukts eine Größe, die nur von den verwendeten Funktionen abhängt, aber nicht von der Funktionsvariable selbst! Schließlich heißt es ja nicht umsonst »Skalarprodukt«. Aus dem Grund macht man Folgendes. Man berechnet das Integral des obigen Produkts bezüglich x über ein Intervall [a,b]:

[image: image]

Jetzt hängt das Ergebnis nicht mehr von [image: image] ab; das ist genau das, was man will! Das Integral übernimmt außerdem die Eigenschaften der Bilinearität, Symmetrie und [image: image] vom Produkt der Funktionen. Damit handelt es sich also um ein echtes Skalarprodukt. Das Integrationsintervall ist beliebig, doch genau das ist problematisch. Da zunächst keine Zahlen ausgezeichnet sind, steckt hierin eine gewisse Willkür. Warum sollte beispielsweise das Intervall [–1,1] besser sein als [–42,42] oder [6,9]? Deswegen erscheint es sinnvoll, das Integral als uneigentliches Integral zu betrachten und von a = –∞ bis b = +∞ laufen zu lassen. Doch damit schafft man sich ein weiteres Problem: Für beliebige Funktionen ist nicht von vorn herein klar, ob das Integral überhaupt konvergiert. Für Funktionen, die für [image: image] keine Nullfunktionen sind, wird das zum Beispiel nicht der Fall sein. Deswegen führt man bei diesem Skalarprodukt einen sogenannten konvergenzerzeugenden Faktor α(x) ein, sofern erforderlich:

[image: image]

Oft bezeichnet man α(x) auch als Gewichtsfunktion. Sie hat die Aufgabe, den Integranden auf einen bestimmten Bereich zu beschränken und die Konvergenz des Integrals zu erzwingen. Dafür ist eine Gaußfunktion [image: image] gut geeignet, das sie für [image: image] sehr schnell auf null abfällt.

Ein Skalarprodukt ist somit mehr als die Multiplikation der Komponenten von Vektoren, so wie Sie es in der Schule kennengelernt haben. Von jetzt an muss man auf die Wortwahl achten, da der Vektorbegriff ja verallgemeinert wurde. Vektoren, wie sie bisher betrachtet wurden, nämlich als Pfeile in zwei-, drei- oder höherdimensionalen Räumen, werden innerhalb dieses Kapitels als »Vektoren im Anschauungsraum« bezeichnet. Ist dagegen nur von »Vektoren« die Rede, so meinen wir damit Elemente eines Vektorraums. Dabei kann es sich um Vektoren im Anschauungsraum, Funktionen oder sonstige Elemente handeln.


Lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit von Funktionen

Man kann von Funktionen ebenso Linearkombinationen bilden wie für Vektoren im Anschauungsraum. Dazu sind die beiden Operationen der Addition von Funktionen und der Multiplikation von Funktionen mit einer reellen Zahl nötig, wie Sie das im vorigen Abschnitt gelernt haben.


Funktionen machen es den Vektoren im Anschauungsraum nach

Angenommen, man habe Funktionen [image: image] und reelle Zahlen [image: image] zur Verfügung. Dann ist eine Linearkombination der Funktionen,

[image: image]

laut den Axiomen (1) und (6) des Vektorraums bzw. Funktionenraums wieder eine Funktion. So gelangt man schnell zum Begriff der linearen Abhängigkeit bzw. Unabhängigkeit. Wie zuvor für Vektoren im Anschauungsraum definiert man, dass Funktionen [image: image] genau dann linear unabhängig sind, wenn ihre Linearkombination

[image: image]

nur im Fall [image: image] verschwindet. Man muss also die Gleichung

[image: image]

nach [image: image] auflösen. Die Nullfunktion auf der rechten Seite der Gleichung ist ebenfalls Teil des Funktionenraums.


Der Funktionenraum der Polynome

Wir möchten Ihnen zwei Beispiele von Funktionenräumen vorstellen, die sich mit Methoden aus der Vektorrechnung auf elegante Weise behandeln lassen. Das erste Beispiel bilden die Polynome. Allgemein nennt man eine Funktion der Form

[image: image]

mit reellen Zahlen [image: image] ein Polynom. Die Zahlen vor den Potenzen von x heißen Koeffizienten, und die höchste vorkommende Potenz von x (mit nicht verschwindenden Koeffizienten) bezeichnet man als Grad des Polynoms. Einzelne Elemente, wie beispielsweise x oder [image: image], sind sogenannte Monome.


Monome als Bausteine von Polynomen

Beispiele für Polynome kennen Sie schon aus der Schulzeit:

[image: image]

Wo sind hier die Vektoren? Zunächst einmal stellt man fest, dass sich ein allgemeines Polynom aus Monomen [image: image] zusammensetzen lässt. Man nehme also Monome, multipliziere diese jeweils mit einer Zahl und addiere sie. Die Konstruktionsvorschrift des obigen Polynoms h(x) ist also, das Monom [image: image] mit 3, das Monom [image: image] mit [image: image] und alle verbleibenden mit null zu multiplizieren. Danach werden die Ergebnisse addiert. Bei der Menge der Monome [image: image] handelt es sich also um ein Erzeugendensystem der Polynome, weil die Angabe der Monome ausreicht, um alle möglichen Polynome aufzuschreiben. Um mathematisch zu zeigen, dass es sich bei [image: image] auch um eine Basis handelt, muss die lineare Unabhängigkeit der Monome überprüft werden. Eine Basis ist ja ein minimales Erzeugendensystem, und ließe sich ein Monom durch andere Monome darstellen, dann wäre die Menge der Monome keine Basis. Leider benötigt man, um das geschickt zu zeigen, noch einiges an Hintergrundwissen. Deshalb müssen Sie darauf noch bis zum Ende des vierten Kapitels von Teil IV warten.

Wir hoffen, Sie können sich bis dahin gedulden! Wir verraten Ihnen glücklicherweise schon jetzt das Ergebnis: Ja, die Monome bilden eine Basis der Polynome. Eine Basis besteht aus Vektoren; demnach lassen sich Monome auch als Basisvektoren auffassen! Anstelle von Basisvektoren ist dann oft von Basisfunktionen die Rede.


Orthogonale Funktionen – was bedeutet das?

Nun verbleibt noch die Frage, ob es sich bei [image: image] um eine Orthonormalbasis handelt. Dies zieht jedoch sofort eine Gegenfrage nach sich: Was versteht man überhaupt unter einer Orthonormalbasis im Raum der Polynome? Wie bei den Vektoren im Anschauungsraum benötigt man zuerst ein Skalarprodukt, um solche Aussagen treffen zu können. Zu Beginn des Kapitels haben Sie gesehen, wie dies für Funktionen [image: image] und [image: image] definiert werden kann:

[image: image]

Die Wahl der unteren und der oberen Integrationsgrenze ist frei. Weil keine Zahlen ausgezeichnet sind, legt man hier [image: image] und [image: image] fest. Polynome sind jedoch für [image: image] und [image: image] unbeschränkte Funktionen, deshalb ist auf jeden Fall eine geeignete Gewichtsfunktion α(x) nötig, die die Konvergenz des Integrals erzwingt. Die Entscheidung fällt auf die Gaußfunktion:

[image: image]

Nun ist alles beisammen, um die Basis [image: image] auf Orthogonalität hin zu untersuchen. Das erste Skalarprodukt verschwindet aufgrund der Punktsymmetrie des Integranden zum Ursprung:

[image: image]

Darüber hinaus erhält man mit einem Trick das nächste Skalarprodukt, indem man einen Parameter [image: image] einführt und den Integranden ableitet:

[image: image]

Man braucht also nicht weiterzumachen. Es handelt sich um keine Orthogonalbasis. Glücklicherweise lässt sich jedoch mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren jede Basis in eine Orthogonalbasis umwandeln. Wie das Verfahren funktioniert, wird im Abschnitt »Anwendung des Verfahrens nach Gram und Schmidt« im vierten Kapitel von Teil III kurz behandelt. Genauso wie es möglich ist, das Verfahren für Vektoren im Anschauungsraum anzuwenden, geht das auch für Funktionen, die einen Funktionenraum bilden.

Eine Orthogonalbasis für das obige Skalarprodukt ist gegeben durch die Hermiteschen Polynome:

[image: image]

[image: image]

Dabei handelt es sich um Polynome, die bei der Lösung bestimmter Differentialgleichungen eine Rolle spielen. In der Physik sind sie in der Quantenmechanik wichtig.

Das Schöne ist, dass mit Hilfe dieser Polynome die Vektorschreibweise verwendet werden kann! Betrachten Sie den Raum der Polynome vom Grad n als n-dimensionalen reellen Vektorraum. Die Basis der Hermiteschen Polynome [image: image] wird als Standardbasis definiert. Somit lassen sich die einzelnen Polynome als [image: image]-dimensionale Basisvektoren identifizieren, also

[image: image]

In der eingeführten Schreibweise entspricht ein n-dimensionaler Vektor mit Koeffizienten [image: image] einem Polynom:

[image: image]

Zum Beispiel ist

[image: image]


Trigonometrische Funktionen

Genauso wie sich allein aus den Monomen beliebige Polynome bilden lassen, spannt die konstante Funktion [image: image] zusammen mit den trigonometrischen Funktionen [image: image], [image: image], [image: image], [image: image] und [image: image], [image: image], [image: image], [image: image] einen Vektorraum auf: den Vektorraum aller periodischen Funktionen mit Periode [image: image]. Dabei handelt es sich um Funktionen, deren Verlauf sich nach der Periode [image: image] wiederholt, also

[image: image]

Im Allgemeinen ist die Periode von [image: image] bzw. [image: image] gleich [image: image]. Linearkombinationen dieser Funktionen, inklusive [image: image], haben die Periode [image: image]. Wiederholt sich eine Funktion nach [image: image], dann ja auch nach [image: image]:

[image: image]


Auf der Suche nach einer Basis

Ebenso wie bei den Monomen müssen wir Sie bis zum Ende des vierten Kapitels von Teil IV vertrösten, wo gezeigt wird, dass die folgende Menge eine Basis von beschränkten 2π-periodischen Funktionen darstellt:

[image: image]

Periodische Funktionen, die an bestimmten Stellen unbeschränkt sind, sollen hier nicht betrachtet werden. Das überlassen wir lieber den Hardcore-Mathematikern.


Ran ans Werk: Das Skalarprodukt trigonometrischer Funktionen

Analog zu den Polynomen soll ein Skalarprodukt für trigonometrische Funktionen, nämlich [image: image] und [image: image] für [image: image] konstruiert werden. Anders als bei den Polynomen gibt es bei diesen 2π-periodischen Funktionen jedoch ausgezeichnete Zahlen, nämlich die, die den Beginn und das Ende einer Periode festlegen. Eine Periode soll sich über das Intervall [-π, π] erstrecken. Das kann man für jede 2π-periodische Funktion einrichten, indem das Koordinatensystem dementsprechend verschoben wird. Somit wird das Skalarprodukt definiert als:

[image: image]

Da die genannten trigonometrischen Funktionen beschränkt sind, ist dieses Integral konvergent, und es ist kein konvergenzerzeugender Faktor notwendig.

Das Ergebnis für die einfachsten Skalarprodukte ist:

[image: image]

Außerdem verschwindet das Integral einer ungeraden Funktion über ein symmetrisches Intervall um den Ursprung. Da cos(nx) eine gerade Funktion und sin(nx) eine ungerade Funktion ist, handelt es sich bei allen Produkten sin(nx)cos(mx) wieder um ungerade Funktionen. Weil das Integrationsintervall symmetrisch um den Ursprung ist, gilt:

[image: image]

Darüber hinaus lässt sich aus mathematischen Formelsammlungen folgendes gewinnen:

[image: image]

Beide Formeln gelten für [image: image].

Aus sin(nπ) = 0 für [image: image] folgt, dass diese Integrale im Falle [image: image] verschwinden. Damit hat man bereits die Orthogonalität der Funktionen festgestellt. Für n = m sind die obigen Ergebnisse nicht definiert, und die Integrale müssen separat ausgewertet werden. Es ergibt sich für [image: image]:

[image: image]

Analog zu Vektoren im Anschauungsraum normiert man die Funktionen bezüglich des eingeführten Skalarprodukts, indem man sie durch die Wurzel des Skalarprodukts mit sich selbst dividiert. Damit ist

[image: image]

eine Orthonormalbasis periodischer Funktionen auf dem Intervall [–π, π]. Man kann also erneut auf die Vektorschreibweise zurückgreifen:

[image: image]

Hier erkennt man, dass die Vektorschreibweise eine sehr kompakte Darstellung für das Skalarprodukt ist. Verwendet man Vektoren, so lässt sich einfach »verschleiern«, dass hinter dem Skalarprodukt eigentlich eine Integration steckt. Letzteres sollten Sie jedoch immer im Hinterkopf behalten.

Durch Linearkombination der Basisfunktionen können auch neue Funktionen definiert werden, die selbst wieder orthogonal sind. Beschränkt man sich auf die zweidimensionalen Basisvektoren

[image: image]

so kann man folgendes definieren:

[image: image]

Man erkennt an der Vektorschreibweise sofort, dass nach dem obigen Skalarprodukt die neuen, so definierten Funktionen ebenfalls orthonormal sind. Sie müssen das über die Integrale nicht direkt nachrechnen. Wer möchte, kann das trotzdem tun und wird sehen, dass es der Fall ist!


Die Fourierreihe – wir bringen Funktionen zum Schwingen

Sie haben nun gesehen, dass sich alle beschränkten Funktionen f(x) mit der Periode 2π durch eine Linearkombination der obigen orthonormalen Basis darstellen lassen:

[image: image]

Was noch bleibt, ist die Bestimmung der unbekannten Entwicklungskoeffizienten [image: image] Wie macht man das? Denken Sie an das Skalarprodukt und daran, dass auf der rechten Seite der Gleichung eine Linearkombination orthonormaler Funktionen steht! Sie können dann das Skalarprodukt beider Seiten der Gleichung mit einer beliebigen Basisfunktion bilden. Den Anfang soll die konstante Funktion [image: image] machen:


[image: image]

Auf der rechten Seite der Gleichung wurde die Orthonormalität der Basisfunktionen ausgenutzt. Deshalb bleibt hier nur der Koeffizient a0 übrig. Das Skalarprodukt auf der linken Seite der Gleichung muss »zu Fuß« berechnet werden:

[image: image]

Auf dieselbe Weise ergeben sich die anderen Entwicklungskoeffizienten, beispielsweise a1 und b2:

[image: image]

Allgemein gilt:

[image: image]

Eine 2π-periodische Funktion wurde somit nach orthonormalen Funktionen entwickelt. Spätestens hier wird klar, dass der Vektorformalismus nicht einfach nur eine mathematische Spielerei ist, sondern eine sehr nützliche Sache, um Anwendungsprobleme zu lösen.


So macht man aus unstetigen Funktionen stetige

Doch was bringt es überhaupt, eine periodische Funktion in Sinus- und Kosinusfunktionen zu zerlegen? Wie immer lernt man am besten durch ein anschauliches Beispiel. Schauen Sie sich die folgende abschnittsweise definierte Funktion an:

[image: image]

Dabei handelt es sich um eine 2π-periodische Funktion, die bei geradzahligen Vielfachen von π einen Sprung von -1 nach 1 und bei ungeradzahligen Vielfachen von π einen Sprung von 1 nach -1 macht. Eine solche Funktion lässt sich gemäß der bisherigen Betrachtungen nach Sinus- und Kosinusfunktionen entwickeln. Die entsprechenden Koeffizienten der Entwicklung lassen sich für die gegebene Funktion F(x) einfach ausrechnen:

[image: image]

Es ergibt sich schließlich folgende Darstellung:

[image: image]

Diese unendliche Reihe heißt die Fourierreihe von F(x). Dabei handelt es sich um eine Näherung der periodischen Funktion F(x) durch Sinus- und Kosinusfunktionen (letztere treten hier jedoch nicht auf). Die eigentliche Funktion F(x) wird umso besser genähert, je mehr Terme in der Reihe man berücksichtigt.

Während die ursprüngliche Funktion Sprünge aufweist, ist das für ihre Fourierreihe nicht der Fall. Mit ihr kann also eine unstetige Funktion mittels stetiger Funktionen dargestellt werden.

Sie sehen in Abbildung 8.1 außerdem, dass die Näherung umso besser funktioniert, je weiter man von den ursprünglichen Unstetigkeiten entfernt ist. An den Unstetigkeiten der ursprünglichen Funktion oszilliert die Fourierreihe sehr stark und weicht etwas von F(x) ab. Das Verhalten nennt man Gibbssches Phänomen, und es lässt sich nicht dadurch mildern, dass man mehr Terme in der Fourierreihe berücksichtigt.


 

[image: ipad]
Abbildung 8.1: Annäherung der Funktion F(x) durch eine Fourierreihe. Die Anzahl der Terme in der Reihe ist gegeben durch n.



Letztendlich sehen Sie also, wie erfolgreich der Vektorbegriff auf andere Gebiete wie die Analysis angewendet werden kann. Er stellt Ihnen einen sehr eleganten und effizienten Formalismus zur Verfügung. Ohne ihn wären gewisse Betrachtungsweisen nur mit Mühe und Not durchführbar.


		 Teil III

Matrizen

		
		In diesem Teil ...

Hier erleben Sie Matrizen in Aktion. Zum einen geht es darum, die bereits bekannten Rechenregeln miteinander zu kombinieren, und zum anderen werden Sie neue Methoden kennenlernen. Dazu gehört die Berechnung der inversen Matrix sowie die Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren. Was wir Ihnen auch noch schuldig geblieben sind, ist eine Methode, um die Determinante einer Matrix berechnen zu können.

Doch nicht nur die Konzepte werden Sie kennenlernen, sondern auch, wozu diese nützlich sind. Sie erfahren hilfreiche Tipps zur Lösung von Aufgaben, die so immer wieder vorkommen.
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Rechenregeln


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Regeln für das Rechnen mit Matrizen

[image: ipad] Matrizen als hilfreiches Werkzeug für lineare Abbildungen



Aus der Einführung wissen Sie bereits, wie Sie Matrizen explizit addieren, subtrahieren und miteinander multiplizieren. Für diese Rechenarten gelten wie auch für das Rechnen mit gewöhnlichen Zahlen gewisse Regeln. Einige dieser Regeln für gewöhnliche Zahlen, die Sie bereits aus der Grundschule kennen, können für Matrizen direkt übernommen werden, andere jedoch nicht! Darauf möchten wir in diesem Kapitel eingehen.

Außerdem geht es darum, sogenannte lineare Abbildungen von Vektoren einer bestimmten Dimension zu Vektoren derselben oder einer anderen Dimension mittels Matrizen zu beschreiben. Dadurch, dass dies möglich ist, lassen sich die Eigenschaften einer solchen Abbildung auf die Eigenschaften der Matrix zurückführen. In Klausuren zur linearen Algebra lauern derartige Aufgaben überraschend oft!


Assoziativgesetz, Distributivgesetz und Kommutativgesetz für die Addition

Das Assoziativgesetz gilt wie bei gewöhnlichen Zahlen sowohl bezüglich der Addition als auch der Multiplikation von Matrizen. Dementsprechend ist es bei einer mehrfachen Addition oder Multiplikation egal, welche Matrizen zuerst addiert bzw. multipliziert werden. Man kann beliebig Klammern setzen oder entfernen. Seien also A,B,C Matrizen mit derselben Anzahl von Zeilen bzw. Spalten. Dann gilt:

[image: image]

Betrachten Sie nun drei Matrizen D,E,F mit passender Zeilen- und Spaltenzahl, so dass sich diese hintereinander multiplizieren lassen. Hier gilt:

[image: image]

Schauen Sie sich für die Multiplikation gemäß der eben vorgestellten Regel ein konkretes Beispiel an:

[image: image]

Für die gegebenen Matrizen folgt:

[image: image]

[image: image]

Bei der Multiplikation von mehreren Matrizen ist es unwichtig, welche der Matrizen Sie zuerst miteinander multiplizieren. Es ist nur wichtig, dass sie von der Anzahl der Zeilen und Spalten her zusammenpassen.

Mit dem Distributivgesetz wird eine Regel zur Verfügung gestellt, die besagt, wie man die Addition mit der Multiplikation von Matrizen verknüpft.

Sind A,B,C wiederum zur Multiplikation und Addition geeignete Matrizen, so gilt:

[image: image]

Es ist also egal, ob Sie zuerst die beiden Matrizen in der Klammer addieren und das Ergebnis mit der Matrix außerhalb der Klammer multiplizieren oder beide Matrizen in der Klammer mit der Matrix außerhalb multiplizieren und beide Ergebnisse anschließend addieren. Betrachten Sie als Beispiel die folgenden drei Matrizen:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: images] Reihenfolge bei Addition und Multiplikation von Matrizen

Die Addition von Matrizen ist kommutativ. Das heißt, zwei Matrizen lassen sich bei der Addition vertauschen:

[image: image]

Doch Vorsicht! Die Multiplikation von Matrizen ist nicht kommutativ:

[image: image]

Das sieht man allein schon daran, dass Zeilen- und Spaltenzahl beim Vertauschen nicht mehr zusammenpassen! Doch auch für Matrizen, bei denen das der Fall ist, spielt die Reihenfolge beim Multiplizieren eine Rolle. Das offenbart sich an dem folgenden einfachen Beispiel zweier (2×2)-Matrizen A und B:

[image: image]

[image: image]

[image: image]


Addition, Subtraktion und Multiplikation in Aktion

Wie Sie Matrizen addieren und multiplizieren, wissen Sie bereits. Nun ist es an der Zeit, einige fortgeschrittene Anwendungen kennenzulernen, bei denen verschiedene Rechenarten kombiniert werden.

Funktionen können nicht nur Zahlen oder Vektoren als Argument haben, sondern auch Matrizen! Die Problematik verstehen Sie am besten anhand eines konkreten Beispiels. Im Folgenden geht es um die (2×2)-Matrix

[image: image]

Diese Matrix in ein Polynom einzusetzen, gestaltet sich noch als recht schmerzlos. Man muss dabei die Matrix nur dementsprechend mit sich selbst multiplizieren und die Ergebnisse addieren:

[image: image]

Das ist recht klar. Doch wie sieht es mit dem folgenden Beispiel aus?

[image: image]

Es ist hier wahrscheinlich unklar, was zu tun ist. Halten Sie deshalb zunächst inne und denken darüber nach, wie man eigentlich die Exponentialfunktion von einer gewöhnlichen Zahl ausrechnet, also beispielsweise exp (2). »Mit dem Taschenrechner!«, sagen Sie. Doch wie macht der das überhaupt?

Bestimmte Funktionen lassen sich für die komplette Menge der reellen Zahlen (oder für eine Teilmenge) als Polynom unendlichen Grades mit positiven Potenzen darstellen, nämlich als eine sogenannte Potenzreihe. Der Taschenrechner kennt die Potenzreihe der Funktion, setzt die Zahl in diese ein und bricht die Reihe ab, wenn die gewünschte Genauigkeit erreicht ist. Speziell für die Exponentialfunktion lautet die Potenzreihe

[image: image]

Auch eine Matrix lässt sich in die Potenzreihe einsetzen. Doch dann ergibt sich ein weiteres Problem. Die Potenzreihe enthält unendlich viele Glieder, und wie kann man unendlich viele Matrizen addieren? Deshalb sollen zunächst die ersten paar Potenzen der Matrix bestimmt werden; vielleicht erkennt man ein System!

[image: image]

Sie sehen ziemlich schnell, dass hier eine Systematik dahintersteckt: Gerade Potenzen der Matrix A sind durch die zweidimensionale Einheitsmatrix [image: image] gegeben, ungerade Potenzen stimmen mit der Matrix A selbst überein:

[image: image]

Findet man eine solche Regelmäßigkeit hinter den Potenzen der betreffenden Matrix, so lässt sich die Potenzreihe ausrechnen, auch wenn sie unendlich viele Glieder aufweist:

[image: image]

Aufgrund des systematischen Verhaltens der geraden und ungeraden Potenzen der Matrix A bietet es sich an, die Potenzreihe in gerade und ungerade Potenzen zu unterteilen. Anschließend lassen sich die Matrizen, die nicht mehr vom Summationsindex k abhängen, vor die Summe ziehen, und es gilt

[image: image]

Innerhalb der Potenzreihen stehen jetzt keine Matrizen mehr, sondern gewöhnliche unendliche Reihen. Wer schon häufiger mit Potenzreihen zu tun hatte, erkennt Ähnlichkeiten mit den Potenzreihen der Sinus- und Kosinusfunktion:

[image: image]

Somit folgt das Ergebnis:

[image: image]

Durch eine Kombination der Rechenregeln von Matrizen lässt sich also die Exponentialfunktion einer Matrix wieder auf eine Matrix zurückführen. Sofern eine Potenzreihe existiert, können Sie das für beliebige Funktionen auf die gezeigte Weise durchführen. Das Endergebnis kann jedoch nur dann systematisch ermittelt werden, sofern sich die Ergebnisse für Potenzen der Matrix schematisch wiederholen.


Division durch Bildung der Inversen

Eine Division durch Matrizen im Sinne gewöhnlicher Zahlen gibt es nicht. Jedoch lässt sich die Multiplikation mit der inversen Matrix als »Division« durch die Matrix auffassen. Sie ist für eine gegebene Matrix A nur dann möglich, wenn die inverse Matrix [image: image] existiert:

[image: image]

Bevor in diesem Teil des Buchs die ausdrückliche Berechnung der inversen Matrix gezeigt wird, soll auf einige Regeln beim Rechnen mit inversen Matrizen hingewiesen werden. Sind A und B zwei invertierbare (n×n) -Matrizen, so gilt:

[image: ipad] Die Inverse einer transponierten Matrix [image: image] ist die Transponierte der Inversen:

[image: image]

[image: ipad] Die Inverse eines Produkts von Matrizen ist das Produkt der Inversen:

[image: image]

[image: ipad] Die letzten beiden Regeln lassen sich kombinieren:

[image: image]

[image: ipad] Die Inverse der [image: image]-dimensionalen Einheitsmatrix ist wieder die Einheitsmatrix:

[image: image]

[image: ipad] Die Inverse einer inversen Matrix ist die ursprüngliche Matrix:

[image: image]

[image: ipad] Im Prinzip entspricht die Division durch eine Matrix der Multiplikation mit ihrer Inversen. Auf diese Weise lässt sich ein Gleichungssystem [image: image] auflösen, indem man beide Seiten mit [image: image] multipliziert:

[image: image]

Wie Sie die inverse Matrix ausdrücklich bestimmen, wird im dritten Kapitel dieses Teils vorgeführt.


Lineare Abbildungen, Kern und Bild

Sie haben nun das nötige Rüstzeug beisammen, um sich mit einem wichtigen Thema der linearen Algebra auseinandersetzen zu können: den linearen Abbildungen. Eine Abbildung ist eine Vorschrift dafür, wie man von einem Vektorraum zu einem anderen gelangt. Ist eine Abbildung linear, lässt sie sich einzig und allein durch eine Matrix beschreiben und kann damit mit Methoden der Matrizenrechnung behandelt werden.


Basistransformationen von Vektoren mittels Matrizen

Zunächst soll eine nützliche Schreibweise für die Transformation einer Basis eingeführt werden, was einem das Studium linearer Abbildungen erleichtert. Jeder Vektor [image: image] besitzt in einer bestimmten Basis [image: image] eine eindeutige Darstellung in Form von Komponenten [image: image]:

[image: image]

Fasst man die Basisvektoren als Spalten einer (n×n) -Matrix A auf, also [image: image], lässt sich das auch wie folgt schreiben:

[image: image]

Dabei ist [image: image] der Komponentenvektor. Es gibt also zwei Möglichkeiten zur Darstellung eines Vektors gemäß der ersten und der zweiten eben genannten Gleichung. Dazu folgt zum besseren Verständnis ein kleines Beispiel: Betrachten Sie den Vektor [image: image] mit den Komponenten [image: image] in der kartesischen Standardbasis

[image: image]

Nach der ersten Möglichkeit kann man [image: image] folgendermaßen schreiben:

[image: image]

Die zweite Möglichkeit der Darstellung ist hier mehr oder weniger trivial, da es sich um die Standardbasis handelt:

[image: image]

Derselbe Vektor besitzt in einer anderen Basis im Allgemeinen andere Komponenten. Bezüglich der Basis [image: image] gilt:

[image: image]

Ganz wichtig zum Verständnis ist, dass es sich immer noch um ein und denselben Vektor [image: image] handelt, nur die Darstellung ist eine andere! Deshalb befindet sich auch kein Strich an dem [image: image]. Aus dieser sehr wichtigen Erkenntnis lässt sich sofort der neue Komponentenvektor [image: image] bestimmen:

[image: image]

Im nächsten, eher nichttrivialen Beispiel soll der Komponentenvektor [image: image] von der kartesischen Standardbasis in die folgende Orthonormalbasis transformiert werden:

[image: image]

Da es sich um orthogonale Vektoren handelt, ist auch die aus diesen drei Basisvektoren gebildete Matrix [image: image] orthogonal; es gilt also [image: image]:

[image: image]

So erhält man nun den Komponentenvektor [image: image] in der neuen Basis:

[image: image]


Einführung in lineare Abbildungen und deren Basiswechsel

Wie der Name bereits sagt, bildet eine lineare Abbildung L Vektoren [image: image] auf Vektoren [image: image] ab, also [image: image], wobei

[image: image]

Man bezeichnet den Raum der ursprünglichen Vektoren als Urbildraum oder Urbild und den Raum, auf den diese Vektoren abgebildet werden, als Bildraum oder Bild. Die Menge der Vektoren, die die lineare Abbildung auf den Nullvektor abbildet, heißt Kern der Abbildung. Der Kern enthält auf jeden Fall immer den Nullvektor, da eine beliebige lineare Abbildung den Nullvektor produziert, wenn sie selbst auf den Nullvektor wirkt. Er kann jedoch auch eine Gerade oder Ebene sein, die ihrerseits durch den Ursprung verlaufen.

Führt man die folgende Schreibweise ein, in der die Basisvektoren des Urbildraums und des Bildraums als Matrizen A und B zusammengefasst werden, so wird eine lineare Abbildung durch eine entsprechende [image: image]-Abbildungsmatrix L beschrieben, die auf die Komponentenvektoren [image: image] und [image: image] wirkt:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

In der Abbildungsmatrix steckt die vollständige Information über die lineare Abbildung. Der Begriff »Kern« fällt in der linearen Algebra deshalb öfter stellvertretend als Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems, bei dem auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens der Nullvektor steht.

Eine Konstruktionsvorschrift für L ist:

[image: ipad] Bestimmen Sie die Bilder der Basisvektoren der linearen Abbildung.

[image: ipad] Jeder einzelne dieser Bildvektoren ist eine Spalte der Abbildungsmatrix.

Die Abbildungsmatrix zu konstruieren, ist also überschaubar und nicht das Problem. Die eigentliche Aufgabe besteht oft darin, nach einem Basiswechsel die geänderte Matrix L'[image: image] zu berechnen. Bei einer Änderung der Basis ändern sich auch die Komponentenvektoren [image: image], und damit wird in einer neuen Basis auch die Matrix L eine andere sein.

Nimmt man an, die neue Basis sei in den Matrizen A',B' zusammengefasst, wobei

[image: image]

dann wird sich [image: image] ergeben. Löst man die beiden obigen Gleichungen nach [image: image] bzw. [image: image] auf und setzt die Ergebnisse in [image: image] ein, so folgt:

[image: image]

Durch Vergleich mit [image: image] lässt sich der Zusammenhang zwischen der transformierten linearen Abbildungsmatrix L' und der ursprünglichen Abbildungsmatrix L gewinnen:

[image: image]

[image: images] Zusammenfassung zu linearen Abbildungen

[image: ipad] Eine lineare Abbildung L macht aus einem n-dimensionalen Vektor einen m-dimensionalen Vektor, und es gilt [image: image] mit reellen Zahlen α, β.

[image: ipad] Der ursprüngliche Vektorraum heißt Urbild. Den sich durch die Abbildung ergebenden Vektorraum nennt man Bild.

[image: ipad] Der Kern einer linearen Abbildung umfasst alle Vektoren, die auf den Nullvektor abgebildet werden.

[image: ipad] Jede lineare Abbildung lässt sich durch eine Abbildungsmatrix beschreiben, die sich bei einem Basiswechsel ändert.

Aufgaben, bei denen es um den Basiswechsel von linearen Abbildungen geht, sind sehr beliebt in Klausuren. Deshalb soll der Rest dieses Abschnitts zwei aussagekräftigen Beispielen gewidmet sein, die sich mit einer derartigen Problemstellung auseinandersetzen.

Beispiel: Lineare Abbildung in Räume unterschiedlicher Dimension

Oft ist es so, dass die Basen A und B nicht ausdrücklich gegeben sind, wie in diesem Beispiel. Betrachten Sie [image: image] als Basis des [image: image] und [image: image] als Basis des [image: image]. Durch die folgende Vorschrift soll eine lineare Abbildung definiert sein:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Man ordnet damit jedem Basisvektor des [image: image] eine Linearkombination von Basisvektoren des [image: image] zu. Das heißt, Vektoren aus dem fünfdimensionalen Raum werden in den dreidimensionalen abgebildet. Das anfängliche Interesse gilt der Abbildungsmatrix L. Um diese zu bestimmen, erinnern Sie sich bitte daran, dass in den Spalten von L immer die Bilder der Basisvektoren stehen, und diese sind ja oben gegeben! Die Bilder der Basisvektoren mittels der Basis B selbst ausgedrückt lauten:

[image: image]

[image: image]

Nun lässt sich schon direkt die Abbildungsmatrix angeben. Es handelt sich dabei um eine [image: image]-Matrix:

[image: image]

Drückt man beispielsweise den dritten Basisvektor des [image: image] durch sich selbst aus, [image: image], so lautet dessen Bild:

[image: image]

Sie sehen, dass also nur die Einträge der dritten Spalte eine Rolle spielen, wie es auch sein muss, und damit ergibt sich das obige [image: image]. Leider ist das immer nur der erste Teil derartiger Aufgaben.

Im zweiten Teil geht es oft darum, Abbildungsmatrizen in eine andere Basis zu transformieren, wobei entweder ein Basiswechsel im Urbildraum, dem Bildraum oder in beiden Räumen angegeben ist. Hier soll ein Basiswechsel im Bildraum betrachtet werden. Dazu werden neue Basisvektoren [image: image] definiert durch:

[image: image]

Der Basiswechsel selbst ist eine lineare Abbildung und wird durch die Matrix [image: image] beschrieben, in der wiederum die Bilder der Basisvektoren als Spalten eingetragen werden müssen:

[image: image]

An dieser Stelle ist die geänderte Abbildungsmatrix [image: image] von Interesse, die nach der obigen Formel [image: image] berechnet werden soll. Wie bereits zu Anfang der Beispielaufgabe bemerkt, sind die Matrizen A und B nicht ausdrücklich angegeben. Was macht man also? Kein Problem, man drückt die Basen des Urbild- und des Bildraums einfach durch sich selbst aus! Dann lauten die Basisvektoren

[image: image]

[image: image]

Daher sind die Matrizen A,B einfache Einheitsmatrizen: [image: image]. Da im Urbildraum kein Basiswechsel stattfindet, ist auch die Matrix [image: image] eine Einheitsmatrix: [image: image]. Die einzige nichttriviale Matrix ist [image: image]. Nach der Formel für die transformierte Abbildungsmatrix, also [image: image], benötigt man deren Inverse. Diese wird jedoch nicht direkt berechnet, sondern die obige Transformation soll nach [image: image] aufgelöst werden. Dieses Vorgehen ist gleichwertig zur Bestimmung der inversen Matrix [image: image] und geht hier schneller vonstatten.

Addition der zweiten und dritten Gleichung führt bereits auf [image: image]:

[image: image]

Man kann die Gleichungen auch voneinander subtrahieren und erhält so [image: image].

[image: image]

Nun ist es kein großes Problem mehr, aus der ersten Gleichung [image: image] zu bestimmen:

[image: image]

Eine Transformationsmatrix setzt sich aus den Bildern der Basisvektoren zusammen, da es sich dabei selbst um eine lineare Abbildung handelt. Analog gilt das Ganze auch für die inverse Transformationsmatrix:

[image: image]

Jetzt ist alles beisammen, um [image: image] zu bestimmen:

[image: image]

Beispiel: Lineare Abbildung in Räume gleicher Dimension

Der am häufigsten auftretende Fall ist, dass die lineare Abbildung Vektoren gleicher Dimension aufeinander abbildet, also [image: image] nach [image: image]. Dann gilt zunächst [image: image]. Drückt man die Basen der Urbildräume durch sich selbst aus, dann ist zusätzlich [image: image] und es gilt

[image: image]

Im Folgenden sollen die Vektoren [image: image] eine Basis des [image: image] bilden, und es wird wie folgt eine lineare Abbildung definiert:

[image: image]

Die Abbildungsmatrix lautet also:

[image: image]

Wie sieht die Abbildungsmatrix aus, wenn der [image: image] mittels einer neuen Basis erzeugt wird? Diese bestimmt man durch folgende Transformation:

[image: image]

Wie Sie sehen, handelt es sich bei [image: image] um eine orthogonale Matrix. Deren Inverse ist ja die transponierte Matrix, also [image: image]. So lässt sich [image: image] in der neuen Basis schnell bestimmen:

[image: image]

Ergibt das Sinn? Betrachten Sie dazu den folgenden Vektor:

[image: image]

Der Urbildvektor [image: image] und der Bildvektor [image: image] lassen sich mittels der neuen Basisvektoren [image: image] wie folgt ausdrücken:

[image: image]

Das kann man durch Einsetzen der Definitionen der neuen Basisvektoren sofort zeigen. Der Index am Spaltenvektor soll andeuten, dass diese Vektoren in der Basis [image: image] dargestellt wurden. Nun soll der Bildvektor jedoch indirekt dadurch berechnet werden, dass die Abbildungsmatrix [image: image] auf den Vektor [image: image] in der neuen Basis wirkt:

[image: image]

Das Ergebnis ist also mit dem vorherigen stimmig!

Das Bild der linearen Abbildung folgt dadurch, dass man die Abbildungsmatrix auf einen beliebigen Vektor [image: image] wirken lässt:

[image: image]

Natürlich ist das erneut ein zweidimensionaler reeller Vektor, da die Abbildungsmatrix eine reelle (2×2) -Matrix ist. Zuletzt kann man noch den Kern der Abbildung bestimmen. Da der Kern einer linearen Abbildung alle Vektoren umfasst, die auf den Nullvektor abgebildet werden, müssen Sie dazu das folgende Gleichungssystem lösen:

[image: image]

Addition des Zweifachen der zweiten Zeile zur ersten führt auf:

[image: image]

Damit folgt aus der ersten Zeile sofort [image: image] und aus der zweiten Zeile ergibt sich danach ebenso [image: image]. Der Kern besteht also im Falle dieser linearen Abbildung nur aus dem Nullvektor.


10

Determinanten


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Methoden zur Berechnung der Determinante einer Matrix

[image: ipad] Behandlung von Spezialfällen und Rechenregeln für die Determinante




Determinanten gehören zu Matrizen wie das Tüpfelchen auf dem i. Jeder quadratischen Matrix lässt sich eine Determinante zuordnen. Dabei handelt es sich um eine gewöhnliche Zahl, aus der sich zum Beispiel sofort ablesen lässt, ob die entsprechende Matrix eine Inverse besitzt oder nicht.

Darüber hinaus spielt die Determinante eine Rolle bei der Lösung von linearen Gleichungssystemen. Die Determinante der Matrix, die sich aus den Koeffizienten des Gleichungssystems zusammensetzt, ist charakteristisch für die Lösbarkeit des Systems.

Bevor die obigen Themen behandelt werden können, müssen Sie wissen, wie die Determinante einer Matrix ausgerechnet wird. Darum geht es in diesem Kapitel. Wir werden Ihnen die Leibniz-Formel und die Berechnung mit Hilfe der Adjunkten nach der Schachbrettregel vorstellen.


Verfahren nach Leibniz

Es gibt verschiedene Möglichkeiten, die Determinante zu bestimmen. Den Anfang macht die Berechnung der Determinante nach ihrer Definition. Dabei handelt es sich um die Leibniz-Formel. Um diese zu verstehen, müssen zunächst die Permutationen eingeführt werden.


Permutationen – da haben wir den (Zahlen)salat!

[image: images] Permutationen von Teilmengen natürlicher Zahlen

Betrachten Sie eine endliche Menge M von n aufeinanderfolgenden natürlichen Zahlen, die der Größe nach geordnet sind:

[image: image]

Stellen Sie sich vor, Sie werfen diese geordnete Reihe von Zahlen wie einen Stapel Karten durcheinander. Daraus geht eine neue Reihe von Zahlen hervor, die man Permutation nennt und mit einem kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet, beispielsweise [image: image] oder [image: image].

Oft fasst man die geordnete Menge und ihre Permutation in einer runden Klammer folgendermaßen zusammen:

[image: image]

Die Anzahl [image: image] der Elemente einer Permutation nennt man ihre Länge, und die Menge der Permutationen einer vorgegebenen Länge wird als [image: image] bezeichnet.

Einfache Beispiele für Permutationen sind:

[image: image]

Die erste besteht aus fünf Elementen und ergibt sich durch Vertauschen der ersten fünf natürlichen Zahlen. Die zweite geht aus einer bestimmten Änderung der Reihenfolge der ersten neun natürlichen Zahlen hervor.

Eine alternative und vereinfachte Schreibweise dafür ist

[image: image]

wobei die einzelnen Elemente dann der Übersichtlichkeit halber durch Kommata voneinander getrennt werden. Oft verschweigt man auch die ursprüngliche Reihe geordneter Zahlen, da sie aus den Elementen auf der rechten Seite klar ist. Dann ist das Ganze auch gleich handlicher:

[image: image]

[image: images] Aufbau von Permutationen aus Transpositionen

Jede Permutation lässt sich erzeugen, indem man in der ursprünglich geordneten Menge von Zahlen benachbarte Elemente vertauscht. Das Vertauschen von benachbarten Zahlen heißt Transposition. Also lässt sich jede Permutation als eindeutige Hintereinanderausführung von Transpositionen [image: image] der Elemente i und [image: image] auffassen. Im Index wird nur das erste Element angegeben, weil das zweite dann offensichtlich ist.

Welche Transpositionen verwendet werden, ist nicht eindeutig.

Zum Beispiel vertauscht [image: image] die Zahlen 1 und 2; [image: image] vertauscht die Zahl 4 mit der 5:

[image: image]

[image: images] Das Vorzeichen einer Permutation

Darüber hinaus ist jede Permutation durch die Anzahl [image: image] an Transpositionen charakterisiert, die man benötigt, um sie zu erzeugen. Diese Eigenschaft packt man in ein Vorzeichen [image: image], das man der entsprechenden Permutation [image: image] folgendermaßen zuordnet:

[image: image]

Im ersten Fall heißt die Permutation gerade, im zweiten ungerade. Das Vorzeichen einer Permutation ist immer dasselbe, egal über welche (noch so unnötig lange) Kette von Transpositionen sie erzeugt wird.

In Tabelle 10.1 wird die erste der obigen Permutationen [image: image] nach und nach über Transpositionen konstruiert.



	Transposition
	Permutation


	 
	(1,2,3,4,5)


	π3
	(1,2,4,3,5)


	π4
	(1,2,4,5,3)


	π2
	(1,4,2,5,3)


	π3
	(1,4,5,2,3)


	π1
	(4,1,5,2,3)



Tabelle 10.1: Erzeugung einer Permutation der ersten fünf natürlichen Zahlen aus verschiedenen Transpositionen

Als erstes wird die Transposition durchgeführt, die die letzte Zahl, also die 3, an die richtige Stelle bringt. Danach wird die vorletzte Zahl 2 an die gewünschte Position gebracht usw. Jede Transposition wirkt immer auf die vorangehende Permutation und nicht auf die anfängliche geordnete Zahlenreihe! Die Darstellung ist somit rekursiv.

Insgesamt handelt es sich hier um eine ungerade Anzahl von Transpositionen, also ist die Permutation selbst ungerade:

[image: image]

In dieser Schreibweise deutet der Kringel an, dass man die Transposition als Operation verstehen muss, die auf die dahinterstehende Zahlenreihe wirkt. Transpositionen werden hintereinander ausgeführt, wobei die am weitesten rechts stehende zuerst wirkt. Wird ein und dieselbe Transposition zwei- oder mehrmals hintereinander ausgeführt, schreibt man abkürzend

[image: image]

Zwei (bzw. jede gerade Anzahl) gleicher Transpositionen unmittelbar hintereinander ausgeführt ändern nichts. Sie führen zum Einsoperator, der einfach nichts tut:

[image: image]

Deshalb ist die Darstellung einer Permutation mittels Transpositionen nicht eindeutig, weil man an beliebiger Stelle eine gerade Anzahl von Transpositionen einfügen kann. Das ändert nichts an der Permutation.

Um das Vorzeichen einer Permutation zu bestimmen, gibt es noch eine systematische Herangehensweise, bei der man ohne Kenntnis der erzeugenden Transpositionen auskommt. Diese ist besonders hilfreich, sofern es sich um Permutationen großer Länge handelt, da man die vielen Transpositionen dann nicht aufschreiben muss. Am besten schaut man sich das Verfahren am obigen Beispiel an. Man schreibt die Permutation auf und unter die jeweiligen Elemente abwechselnd Plus- und Minuszeichen.

[image: image]

Dann läuft man bei der 1 los und nimmt das entsprechende Vorzeichen – in dem Falle ein Minuszeichen – mit. Die 1 wird danach gestrichen (angedeutet durch einen Punkt), und abwechselnd werden neue Vorzeichen auf die verbleibenden Zahlen verteilt. Mit dem Vorzeichen bei der 2 geht es anschließend weiter analog zu vorher. Auf diese Weise hangelt man sich bis zur höchsten Zahl der Permutation durch, was in diesem Beispiel die 5 ist. Das komplette Vorgehen ist dann:

[image: image]

Das gesuchte Vorzeichen ergibt sich aus dem Produkt der einzelnen Vorzeichen. In der ersten Zeile findet man unter der 1 ein Minuszeichen, in der zweiten Zeile unter der 2 ein Pluszeichen und für die weiteren Zahlen nur noch Pluszeichen. Damit ist das Vorzeichen der Permutation [image: image], was mit dem oben ermittelten übereinstimmt.


Die Determinantenformel

Warum überhaupt das Vorspiel mit den Permutationen? Der Grund ist, dass man sich ein wenig mit Permutationen auskennen sollte, bevor man sich an die Berechnung von Determinanten gemäß der ursprünglichen Definition nach Leibniz heranwagt. Die Determinante ist eine eindeutige Zahl, die jeder quadratischen [image: image]-Matrix A nach der folgenden Vorschrift zugeordnet wird:

[image: image]

Ohje! Was um alles in der Welt bedeutet dieses mathematische Ungetüm? Mit [image: image] wird eine Permutation der ersten n natürlichen Zahlen bezeichnet. Das Summenzeichen sagt Ihnen also, dass über alle möglichen derartigen Permutationen summiert wird.

Verweilen wir einen Augenblick bei einem einzelnen Summanden, also einer bestimmten Permutation. Pro Summand bildet man das Produkt der Matrixeinträge aus der [image: image]-ten Zeile und der [image: image]-ten Spalte. Dabei läuft der Produktindex i von 1 bis n, und [image: image] ist das i-te Element der jeweiligen Permutation [image: image]. Zuletzt ist noch das Vorzeichen [image: image] der Permutation zu berücksichtigen.

Zusammenfassend beinhaltet die Formel für die Determinante einer [image: image]-Matrix also:

[image: ipad] Summe über alle Permutationen der ersten n natürlichen Zahlen

[image: ipad] Vorzeichen jeder Permutation

[image: ipad] Produkt über alle Koeffizienten der Matrix, deren erster Index eine Zahl von 1 bis n und der zweite Index dem entsprechenden Element einer zugehörigen Permutation entspricht

Alles klar? Nein? Dann wird es Zeit für ein Beispiel! Der einfachste Fall ist der einer [image: image]-Matrix:

[image: image]

Das Interesse gilt hier allen Permutationen [image: image], also die der ersten beiden natürlichen Zahlen. So viele gibt es da nicht, nur zwei: [image: image] und [image: image]. Bei der ersten handelt es sich um die triviale Permutation, die gerade ist. Die zweite geht über eine einzige Transposition aus der ersten hervor und ist somit ungerade. Zusammengefasst sehen Sie das Ganze in Tabelle 10.2.


 

[image: ipad]
Tabelle 10.2: Berechnung der Determinante einer [image: image]-Matrix



Die Produkte in der letzten Spalte der Tabelle sind die einzelnen Bestandteile der Summe. Damit erhält man folgendes Ergebnis für die Determinante einer [image: image]-Matrix:

[image: image]

Das naheliegende nächste Beispiel stellt die Determinante einer [image: image]-Matrix dar:

[image: image]

Hier benötigt man alle Permutationen der ersten drei natürlichen Zahlen, von denen es insgesamt sechs gibt. Gezeigt sind die Permutationen und zugehörigen Produkte aus Matrixkoeffizienten in Tabelle 10.3.


 

[image: ipad]
Tabelle 10.3: Berechnung der Determinante einer [image: image]-Matrix



Auch hier müssen alle Produkte in der letzten Spalte addiert werden, um letztendlich die Determinante der [image: image]-Matrix zu erhalten:

[image: image]

Die Determinantenformel ist vor allem bei Matrizen nützlich, in denen ein großer Teil der Elemente verschwindet. Derartige Aufgaben sind auf Übungsblättern und Klausuren an der Universität besonders beliebt. Deshalb soll auch darauf eingegangen werden. Betrachten Sie dazu folgendes Monstrum an Matrix:

[image: image]

Die einzigen nicht-verschwindenden Matrixeinträge sind

[image: image]

Es handelt sich hierbei um genau 9 Elemente. Also kann nur das Produkt dieser Elemente zur Determinante beitragen. In allen anderen Produkten kommt mindestens eine Null vor. Die zugehörige Permutation [image: image] ist durch die Zeilen- und Spaltenindizes gegeben:

[image: image]

Letztlich ist nun noch das Vorzeichen der Permutation zu ermitteln. Man geht dabei so vor, wie bereits gezeigt wurde:

[image: image]

Das Vorzeichen ist dann

[image: image]

und die Permutation ist somit gerade. Die Determinante der obigen [image: image]-Matrix beträgt also:

[image: image]


Schachbrettregel und Unterdeterminanten

Streicht man bei einer [image: image]-Matrix A die i-te Zeile und die j-te Spalte, so bleibt eine Matrix mit [image: image] Zeilen und [image: image] Spalten übrig:

[image: image]

Eine solche Matrix heißt Untermatrix. Sie wird als [image: image] bezeichnet, wobei der untere Index den Namen und die oberen Indizes die gestrichene Zeile bzw. Spalte der ursprünglichen Matrix angeben.

Als Beispiel werden im Folgenden einige [image: image]-Untermatrizen der [image: image]-Matrix A bestimmt:

[image: image]

[image: image]

In diesem Kapitel sind nur quadratische Matrizen von Bedeutung. Untermatrizen von quadratischen Matrizen sind selbst auch wieder quadratisch, und man kann ihre die Determinante bestimmen. Die zu einer Untermatrix gehörende Determinante heißt Unterdeterminante.

Die eingeführten Untermatrizen stellen eine alternative Möglichkeit zur Verfügung, um die Determinante einer Matrix auszurechnen. Dabei handelt es sich um ein rekursives Verfahren, bei dem die Determinante einer Matrix auf Determinanten spezieller Untermatrizen und diese wiederum auf Unterdeterminanten ihrerseits zurückgeführt werden. Das Ganze treibt man soweit, bis nur noch [image: image]-Matrizen übrig sind, von denen man die Determinante nach der aus dem vorigen Kapitel bekannten Formel berechnen kann:

[image: image]

Wie funktioniert das Verfahren konkret? Schauen Sie sich dazu eine [image: image]-Matrix an:

[image: image]

1. Von dieser Matrix bildet man alle möglichen Untermatrizen [image: image] durch Streichen der i-ten Zeile bzw. j-ten Spalte:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

2. Nun lässt sich die Determinante der Matrix A auf die Unterdeterminanten einer bestimmten Zeile oder bestimmten Spalte reduzieren. Man spricht davon, dass die Determinante entweder nach einer Zeile oder Spalte entwickelt wird. Welche Zeile oder Spalte gewählt wird, ist für das Ergebnis nicht wichtig. Eine geeignete Wahl ist immer die, bei der der Rechenaufwand am geringsten ist.


Entwicklung nach Zeilen oder Spalten

[image: images] Vorgehen zur Berechnung der Determinante

Jede Determinante der [image: image]-Untermatrizen [image: image] für ein zuvor festgelegtes i wird mit dem Matrixeintrag [image: image] multipliziert und die Ergebnisse addiert. Dabei handelt es sich um die Entwicklung nach einer Zeile. Die Entwicklung nach einer Spalte funktioniert analog, nur wählt man dafür ein festes j.

Zusätzlich muss bei jedem einzelnen Summanden ein Vorzeichen berücksichtigt werden, das sich aus den Permutationen in der Determinantenformel des vorherigen Abschnitts ergibt.

[image: images] Schachbrettregel

Im Rahmen der hier verwendeten Methode lassen sich die Vorzeichen, mit denen jede Unterdeterminante multipliziert werden muss, nach einer einfachen Merkregel bestimmen. Dazu denkt man sich an allen Stellen der [image: image]-Matrix A Plus- und Minuszeichen nach Schachbrettmanier, weshalb auch von der Schachbrettregel die Rede ist:

[image: image]

Oben links wird mit einem Pluszeichen begonnen und die gesamte Matrix abwechselnd mit positiven bzw. negativen Vorzeichen bedeckt.

So lässt sich die Determinante der [image: image]-Matrix auf [image: image]-Unterdeterminanten reduzieren. Für die Entwicklung nach der ersten Zeile gilt dann:

[image: image]

Für die Entwicklung nach der zweiten Spalte folgt analog:

[image: image]

Auf diese Weise verringert sich die Anzahl der Zeilen bzw. Spalten der vorliegenden Matrix jeweils um eins. Mit den verbleibenden Unterdeterminanten verfahren Sie dann auf dieselbe Art und Weise.

Das mittels der Formel von Leibniz erhaltene Ergebnis für eine allgemeine [image: image]-Matrix soll nun mit der neu kennengelernten Methode hergeleitet werden.

[image: image]

Um ein bisschen zu üben, ist es sinnvoll, alle neun [image: image]-Untermatrizen zu bestimmen. Behalten Sie aber im Hinterkopf, dass im Prinzip nur drei dieser Matrizen letztendlich benötigt werden, um die Determinante auszurechnen – nämlich die entlang einer Zeile oder Spalte der Matrix.

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Mit der Schachbrettregel

[image: image]

ergibt sich dann, wenn nach der ersten Zeile entwickelt wird:

[image: image]

Eine Entwicklung nach der dritten Spalte führt auf das folgende Ergebnis:

[image: image]

Beide Ergebnisse stimmen mit dem aus dem letzten Abschnitt überein.

[image: images] Um es noch einmal zu verdeutlichen: Bestimmen Sie bitte immer nur die Untermatrizen, die Sie zur Berechnung der Determinante auch benötigen. Es ist immer sinnvoll, nach Zeilen oder Spalten zu entwickeln, die den Rechenaufwand ersichtlich verkürzen, da sie mindestens eine Null enthalten.

Zum Beispiel lässt sich die folgende Matrix B nach der zweiten Spalte entwickeln:

[image: image]

[image: image]

Sie können jedoch auch nach der ersten Spalte entwickeln, die bereits eine Null enthält:

[image: image]

Das ist weniger aufwendig. Als am einfachsten erweist sich jedoch die Entwicklung nach der ersten Zeile, in der zwei Nullen stehen:

[image: image]

Als nächstes kommt ein weiteres Zahlenbeispiel: die Berechnung der Determinante der folgenden Matrix.

[image: image]

Da in jeder Zeile bzw. Spalte jeweils nur eine Zahl steht, ist es unerheblich, wie man entwickelt. Die Entscheidung fällt auf die Entwicklung nach den Zeilen von oben nach unten:

[image: image]

Die Schachbrettregel müssen Sie auf jede Unterdeterminante neu anwenden. In der gegebenen Reihenfolge sind die Vorzeichen jeweils von folgender Form:

[image: image]

[image: image]

Somit ist auch diese Methode zur Berechnung von Determinanten geeignet; man zieht sie meistens dem Leibnizschen Verfahren vor. Nur die Wahl der geeigneten Zeilen oder Spalten zur Entwicklung erfordert etwas Geschick, doch dies haben Sie nach einigen selbst berechneten Determinanten raus!

Wenn in den folgenden Kapiteln Determinanten berechnet werden müssen, wird stets auf die dargestellte Weise vorgegangen. Ab sofort denkt man sich jedoch nur noch, welche Zeilen und Spalten gestrichen werden und schreibt das nicht mehr ausdrücklich dazu.


Spezialfall: (2 x 2)-Matrizen

Im Prinzip lassen sich [image: image]-Matrizen auch mittels Unterdeterminanten und der Schachbrettregel bestimmen. Betrachten Sie:

[image: image]

Die zugehörigen Unterdeterminanten sind dann gewöhnliche Zahlen. Entwickelt man nach der ersten Zeile, so folgt:

[image: image]

was mit dem zuvor mittels der Leibniz-Formel erhaltenen Ergebnis übereinstimmt. Es ist jedoch geschickt, das nicht immer neu zu berechnen, sondern sich mittels eines Schemas zu merken. Dazu denkt man sich eine Linie durch die Hauptdiagonal- und eine durch die Nebendiagonalelemente. Die Determinante ist dann die Differenz zwischen dem Produkt der Hauptdiagonalelemente und dem der Nebendiagonalelemente, was zur obigen Formel führt.

[image: images] Determinante einer [image: image]-Matrix

Die Determinante einer [image: image]-Matrix berechnet sich über die folgende Formel:

[image: image]

Da Sie die Formel zur Berechnung der Determinante einer [image: image]-Matrix stets benötigen werden, sollten Sie diese auswendig lernen.

Darüber hinaus gibt es für den Spezialfall einer [image: image]-Matrix eine zusätzliche Regel, mit der man die entsprechende Determinante manchmal schneller berechnen kann als über die Unterdeterminanten. Diese Regel lernen Sie im folgenden Abschnitt kennen.


Spezialfall: (3 x 3)-Matrizen und Sarrussche Regel

Oben haben Sie gesehen, wie sich die Determinante einer [image: image]-Matrix aus den Unterdeterminanten und der Schachbrettregel ergibt. Wie für [image: image]-Matrizen gibt es auch hier ein Schema, das sich gut merken lässt. Dazu schreiben Sie am besten die [image: image]-Matrix auf, ziehen jedoch anstelle der rechten Klammer einen senkrechten Strich. Rechts vom Strich schreiben Sie dann zunächst die erste Spalte und dann die zweite Spalte der Matrix noch einmal hin. Zum Schluss können Sie das Ganze mit einer Klammer abschließen:

[image: image]

In der neuen Matrix zeichnen Sie nun alle diagonal verlaufenden Linien ein, mit denen sich genau drei Matrixeinträge verbinden lassen. Insgesamt gibt es sechs dieser Linien. Die Matrixeinträge entlang jeder Linie müssen miteinander multipliziert werden. Danach sind die Produkte der von unten links nach oben rechts verlaufenden Linien noch mit einem Minuszeichen zu versehen und die sechs einzelnen Ergebnisse zu addieren.

[image: images] Die Regel von Sarrus

Nach dem folgenden symbolischen Schema, welches als Sarrussche Regel bezeichnet wird, ergibt sich die Determinante einer [image: image]-Matrix:

[image: image]

Hinter der eigentlichen [image: image]-Matrix sind die ersten beiden Spalten der Matrix noch einmal abzuschreiben und durch einen senkrechten Strich zu trennen. Dann folgt:

[image: image]

Die Produkte der Matrixkoeffizienten entlang der Linien mit einem Pluszeichen müssen addiert, und die Produkte entlang der Linien mit einem Minuszeichen müssen subtrahiert werden.

Schauen Sie sich folgendes Beispiel zur Sarrusschen Regel an:

[image: image]

Die Zahlenreihen entlang der Linien von oben links nach unten rechts sind [image: image], [image: image] und [image: image]. Die Zahlenreihen entlang der Linien von unten links nach oben rechts lauten [image: image], [image: image] und [image: image]. Damit gilt:

[image: image]


Rechenregeln für Determinanten

Hier folgt eine Zusammenstellung der wichtigsten Rechenregeln für Determinanten. Diese können – bei Bedarf geschickt angewendet – eine Rechnung überaus vereinfachen.

[image: ipad] Faktoren lassen sich aus einer Determinante nur herausziehen, wenn man sie mit der Dimension der entsprechenden quadratischen Matrix potenziert. Für eine [image: image]-Matrix A ist:

[image: image]

Vergessen Sie bitte die Potenz nicht. Sie folgt aus der Leibniz-Formel, die sich aus Produkten von jeweils n Matrixeinträgen zusammensetzt. Da der Faktor s in jedem Eintrag auftaucht, potenziert er sich im Ergebnis mit n. Ein Beispiel dafür ist:

[image: image]

[image: ipad] Die Determinante eines Produkts zweier Matrizen ist das Produkt der Determinanten der einzelnen Matrizen:

[image: image]

Beispielsweise gilt:

[image: image]

[image: image]

[image: ipad] Aus der letzten Regel folgt, dass die Determinante einer zu A inversen Matrix [image: image] gleich dem Kehrwert der Determinante von A ist:

[image: image]

[image: ipad] Die Determinante der transponierten Matrix [image: image] entspricht der Determinante von A:

[image: image]

Beim Spiegeln an der Hauptdiagonale ändern sich die auftretenden Permutationen nicht, sondern nur die Reihenfolge der Faktoren im Produkt. Ganz gut sehen Sie das bei folgendem Beispiel:

[image: image]

[image: ipad] Ganz wichtig ist, dass es für die Determinante der Summe zweier Matrizen A und B, also für [image: image], keine einfache Regel gibt!

[image: ipad] Die Determinante ändert sich nicht, wenn ein Vielfaches einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte) addiert wird. Im folgenden Beispiel wird bei der Matrix A das Dreifache der ersten Zeile (Spalte) zur zweiten Zeile (Spalte) addiert, woraus sich jeweils [image: image] bzw. [image: image] ergibt:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Diese Tatsache ist sehr nützlich, um in einer Matrix Nullen zu erzeugen, die die Berechnung der Determinante vereinfachen.

[image: ipad] Sie dürfen jedoch niemals eine Zeile (Spalte) zuerst mit einer Zahl multiplizieren und danach eine andere Zeile (Spalte) addieren. Multipliziert man zum Beispiel die zweite Zeile der obigen Matrix A mit 3 und addiert dazu die erste Zeile, stimmt das Ergebnis nicht mit dem der ursprünglichen Determinante überein:

[image: image]


Anwendung: Berechnung des Kreuzprodukts mit der Determinante

Als Abschluss dieses Kapitels stellen wir Ihnen eine Möglichkeit zur Verfügung, wie Sie das Kreuzprodukt zweier Vektoren mittels der Determinante ausrechnen können. Das Gute an dieser Regel ist, dass sie sich einfach merken lässt.

Da die Determinante eine gewöhnliche Zahl ist und deren Berechnung gemäß der Definition nur gewöhnliche Zahlen umfasst, ist die folgende Schreibweise mit den Einheitsvektoren [image: image], [image: image] und [image: image] in der Determinante symbolisch zu verstehen. Die expliziten Ausdrücke für die Einheitsvektoren dürfen erst eingesetzt werden, nachdem man die Determinante ausgewertet hat. Eine Entwicklung nach der ersten Zeile führt dann auf:

[image: image]

Sie sehen, dass es sich dabei um die Definition des Kreuzprodukts handelt. Die Schreibweise mit der Determinante hat den großen Vorteil, dass man sich das Schema sehr gut merken kann. Der Nachteil ist, dass man wissen muss, wie Determinanten zu berechnen sind.

Betrachten Sie noch einmal die Vektoren [image: image] und [image: image] aus dem Abschnitt »Wie rechnet man das Kreuzprodukt konkret aus?« aus dem ersten Kapitel von Teil II. Über die Determinante ergibt sich das folgende Ergebnis für das Kreuzprodukt der beiden Vektoren:

[image: image]

[image: image]

Wie Sie sehen, ergibt sich dasselbe Ergebnis wie im damaligen Beispiel.
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Invertieren von Matrizen


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Wann lassen sich Matrizen invertieren und wann nicht?

[image: ipad] Berechnung der inversen Matrix mit verschiedenen Methoden

[image: ipad] Schnelle Formeln für Spezialfälle




Bisher ist Ihnen die zu einer Matrix A inverse Matrix A–1 nur auf formale Art und Weise begegnet. Sie wissen, wie man mit einer inversen Matrix umgehen muss, doch wie bestimmt man sie explizit zu einer vorgegebenen Matrix? Dazu möchten wir Ihnen in diesem Kapitel einige Methoden vorstellen.

Sie sollten überhaupt nicht erst versuchen, eine inverse Matrix zu bestimmen, falls diese nicht existiert! Um das zu überprüfen, gibt es ein Kriterium, das Ihnen zunächst an die Hand gegeben wird.


Regularität und Singularität als Indiz für Invertierbarkeit

Im dritten Kapitel des ersten Teils wurde die Einteilung von Matrizen in verschiedene Klassen behandelt. Dabei hat man invertierbare Matrizen als regulär und nicht invertierbare als singulär bezeichnet.

[image: images] Notwendige und hinreichende Bedingung für Invertierbarkeit

Eine quadratische Matrix ist genau dann singulär, wenn ihre Determinante verschwindet und regulär, falls das nicht der Fall ist. Nur reguläre Matrizen haben eine Inverse, singuläre jedoch nicht.

Betrachten Sie als Beispiel die folgenden [image: image]-Matrizen A,B und C:

[image: image]

[image: image]

Welche dieser Matrizen sind regulär? Eine Aussage lässt sich treffen, wenn die Determinante jeder Matrix ausgerechnet wird.

Die Entscheidung fällt auf eine Entwicklung der Determinanten nach einer geschickten Zeile mit möglichst vielen Nullen, um sich unnötige Rechenarbeit zu ersparen.

1. Für die Determinante der ersten Matrix erweist sich eine Entwicklung entweder nach der ersten Spalte oder der dritten Zeile als sinnvoll, da jede zwei Nullen enthält. Die Entscheidung fällt willkürlich auf die dritte Zeile. Dadurch ergeben sich zwei (3 × 3)-Unterdeterminanten, von denen die erste keinerlei Nullen enthält. In der zweiten weist jedoch die erste Spalte wiederum zwei Nullen auf und somit entwickelt man weiter nach dieser:

[image: image]

Also ist die Matrix A regulär.

2. Nun befindet sich die Determinante der Matrix B im Blickpunkt. Deren Berechnung erweist sich als einfacher, da B sehr viele Nullen enthält. Eine Entwicklung nach der zweiten Zeile und der erhaltenen (3 × 3)-Unterdeterminante anschließend ebenso nach der zweiten Zeile führt schnell auf das Ergebnis

[image: image]

Folglich ist auch B regulär.

3. Zuletzt wird die Determinante der dritten Matrix bestimmt:

[image: image]

Die dritte Matrix C ist singulär, und damit besitzt sie keine Inverse.

Im Folgenden sollen die inversen Matrizen von A und B bestimmt werden. Dazu wird auf die zwei am häufigsten verwendeten Verfahren eingegangen: die Berechnung der inversen Matrix mittels des Gauß-Algorithmus und die Berechnung über die sogenannten Adjunkten der Matrix.


Berechnung der Inversen mittels des Gauß-Algorithmus

Ihnen ist der Gauß-Algorithmus bereits aus dem vierten Kapitel des einführenden Teils bekannt. Er ist sehr nützlich zum Lösen von linearen Gleichungssystemen, was im weiteren Verlauf des Buchs noch ausführlicher behandelt wird.

Hier dient das Gauß-Verfahren dazu, die Inverse einer Matrix zu berechnen.

[image: images] Bestimmung der inversen Matrix nach Gauß

Aus einer regulären [image: image]-Matrix R entsteht die erweiterte Matrix [image: image], indem R und die [image: image]-Einheitsmatrix [image: image] zusammengesetzt werden:

[image: image]

Dabei handelt es sich um eine [image: image]-Matrix. Zur Bestimmung der Inversen wenden Sie den Gauß-Algorithmus auf die erweiterte Matrix an. Das bedeutet, dass Sie durch eine geeignete Multiplikation von Zeilen und deren Addition die erweiterte Matrix [image: image] so umformen, dass links des senkrechten Strichs die Einheitsmatrix steht. Haben Sie das erreicht, lässt sich auf der rechten Seite des Strichs die inverse [image: image]-Matrix [image: image] ablesen.

Es ist sinnvoll, die Matrix [image: image] zunächst auf Zeilenstufenform zu bringen:

[image: image]

Dann weist die zweite Zeile eine führende Null auf, die dritte Zeile zwei führende Nullen usw. Haben Sie es so weit geschafft, ist der Rest nicht mehr schwer. Nun können mit der so gebildeten [image: image]-ten Zeile Nullen in den [image: image]-ten Spalten aller anderen Zeilen erzeugt werden. Danach bilden Sie auf dieselbe Weise mit der [image: image]-ten Zeile weitere Nullen in den [image: image]-ten Spalten aller darüber liegenden Zeilen usw.

Das Ganze hört sich vielleicht kompliziert an, ist aber überhaupt nicht schwer, wenn man es sich konkret anschaut – und genau das wird jetzt gemacht. Das Ziel ist es, mittels des Gauß-Verfahrens die zu A und B inversen Matrizen [image: image] und [image: image] zu bestimmen. Bilden wir zunächst die erweiterte Matrix von A. Dabei handelt es sich um eine [image: image]-Matrix:

[image: image]

Und nun zum Gauß-Algorithmus!



	Aktion
	Resultierende erweiterte Matrix
	Tipp


	Zeile (2) [image: image] Zeile (2) + Zeile (3)
	[image: image]
	Bietet sich an, da die Zahlen in der ersten Spalte bis auf das Vorzeichen gleich sind.


	Zeile (1) [image: image] 6 × Zeile (1) + Zeile (2)
	[image: image]
	Hier wird jeweils eine Zeile mit einer Zahl so multipliziert, dass beim Addieren einer anderen Zeile mindestens ein Eintrag verschwindet.


	Zeile (2) [image: image] Zeile (2) + 2 × Zeile (4)
	[image: image]



	Zeile (1) [image: image] (–5) × Zeile (1) + 11 × Zeile (2)
	[image: image]
	Am besten immer mit der passenden Zahl multiplizieren anstatt zu dividieren!


	Zeilen entsprechend Vertauschen
	[image: image]
	Jetzt befindet sich die erweiterte Matrix bereits in Zeilenstufenform!



Nun könnte man noch die letzte Zeile durch 2 dividieren. Es ist jedoch durchaus geschickter, die Zeile zunächst so zu belassen, da in den Einträgen darüber auch jeweils eine 2 steht.



	Zeile (3) [image: image] Zeile (3) – Zeile (4)
	[image: image]
	So erzeugt man in der dritten Zeile eine weitere Null.





	Aktion
	Resultierende erweiterte Matrix
	Tipp


	Zeile (2) [image: image] Zeile (2) – Zeile (4)
	[image: image]
	Dasselbe funktioniert so für die zweite Zeile.


	Zeile (2) / 3 Zeile (2) [image: image] (–5) × Zeile (2) + Zeile (3)
	[image: image]
	Lieber nur dann eine Zeile durch eine Zahl dividieren, wenn alle Einträge teilbar sind.


	Zeile (2) / 5 Zeile (1) [image: image] Zeile (1) + Zeile (2)
	[image: image]
	Hier wird in der ersten Zeile und zweiten Spalte eine letzte Null erzeugt. Jetzt besitzt die linke Matrix Diagonalgestalt. Zuletzt erzeugt man mit geeigneten Divisionen die Einheitsmatrix.


	Zeile (1) / (–1)Zeile (2) / (–1)Zeile (3) / (–5)Zeile (4) / 2
	[image: image]



Am Ende wurde die erweiterte Matrix so umgeformt, dass der linke Teil die Einheitsmatrix ist. Rechts des mittleren Strichs befindet sich dann die inverse Matrix:

[image: image]

Nun folgt die Matrix B. Da diese bereits viele Nullen enthält, gelangt man hier schneller zum Ziel. Die erweiterte Matrix ist von folgender Gestalt:

[image: image]



	Aktion
	Resultierende erweiterte Matrix
	Tipp


	Zeile (1) [image: image] 2 × Zeile (1) + Zeile (2)
	[image: image]
	Dadurch wird im zweiten Eintrag der ersten Zeile eine Null erzeugt.


	Zeile (4) [image: image] Zeile (4) – Zeile (3)
	[image: image]
	Hierbei wird der zweite Koeffizient der vierten Zeile zu einer Null.


	Zeile (1) [image: image] Zeile (1) – 2 × Zeile (4)
	[image: image]
	So verschwindet der vierte Eintrag in der ersten Spalte.


	Zeile (1) / 2Zeile (2) / 2
	[image: image]
	Schließlich ist man durch letzte geeignete Divisionen bei der Einheitsmatrix angelangt.



Jetzt kann man die inverse Matrix von B ablesen:

[image: image]

Besitzt die entsprechende Matrix von vorn herein bereits viele Nullen, dann geht es natürlich schneller!


Bildung der Inversen mittels der Adjunkten

Nun möchten wir Ihnen die zweite Methode zur Bestimmung von inversen Matrizen vorstellen. Anstelle eines Algorithmus handelt es sich dieses Mal um eine Formel.

[image: images] Formel zur Berechnung der inversen Matrix

Außer mit dem Gauß-Algorithmus lassen sich inverse Matrizen auch nach einer Formel ermitteln, die die Berechnung von Determinanten erfordert. Kurzum lautet diese für eine [image: image]-Matrix M:

[image: image]

Hier ist Ad(M) die Adjunkte der Matrix M.

Worum handelt es sich bei dieser Adjunkte? Sie ist wiederum eine [image: image]-Matrix, die sich aus den [image: image]-Unterdeterminanten von M zusammensetzt:

[image: image]

Die Vorzeichen, die vor den einzelnen Unterdeterminanten stehen, folgen auch hier aus der Schachbrettregel:

[image: image]

An der obigen Formel ist direkt ersichtlich, warum eine inverse Matrix nur für reguläre Matrizen existiert. Für singuläre Matrizen verschwindet ja die Determinante, und dann würde man durch null dividieren!

Als Beispiel wird die Inverse zur Matrix A bestimmt, die im vorangegangenen Abschnitt bereits mit Hilfe des Gauß-Algorithmus berechnet wurde:

[image: image]

Zunächst muss man die Determinanten der [image: image]-Untermatrizen zu jedem einzelnen Element von A ausrechnen. Es gibt [image: image] solcher Determinanten. Das Ganze ist einiges an Arbeit. Packen wir es an!

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Nun lässt sich die Adjunkte von A aus den einzelnen Unterdeterminanten mit der Schachbrettregel zusammensetzen:

[image: image]

Die Determinante von A selbst kennen Sie bereits aus dem Abschnitt »Regularität und Singularität als Indiz für Invertierbarkeit«. Sie ist gleich eins. Also ist alles beisammen, um die Inverse zu ermitteln:

[image: image]

Das Ergebnis ist erfreulicherweise dasselbe wie das mittels des Gauß-Verfahrens bestimmte.

Das hier vorgestellte Verfahren ist sehr ungeschickt für die Klausur, aber ein Computer kann auf diese Weise systematisch die Inverse bestimmen. In einer Klausur ist es oft besser, auf das Gauß-Verfahren zurückzugreifen.

In Tabelle 11.1 fassen wir die Vor- und Nachteile der vorgestellten Verfahren zusammen.



	Gauß-Verfahren
	Formel mittels der Adjunkte


	reduziert sich auf Zeilenumformungen
	Berechnung vieler Determinanten notwendig, aufwendig für große Matrizen


	einzelne Schritte sind voneinander abhängig, Fehler wirkt sich auf alle nachfolgenden Schritte aus
	einzelne Berechnungen voneinander unabhängig, Einfluss eines Fehlers auf einen kleinen Teil der Berechnung eingedämmt


	Regeln des Verfahren einfach merkbar
	Formel muss auswendig gelernt werden



Tabelle 11.1: Vor- und Nachteile beider Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix


Spezialfall: (2 × 2)- und (3 × 3)-Matrizen

Zuletzt soll noch eine Formel hergeleitet werden, mit der sich die Inverse einer beliebigen [image: image]-Matrix schnell bestimmen lässt. Dazu benutzt man die Gleichung aus dem letzten Abschnitt. Bei einer [image: image]-Matrix ist die Adjunkte nämlich sehr einfach zu bestimmen, da es sich bei den Untermatrizen um einfache Zahlen handelt. Für

[image: image]

gilt nun:

[image: image]

[image: image]

[image: images] Merkformel für die Inverse einer (2 × 2)-Matrix

Die Inverse einer [image: image]-Matrix [image: image]lautet:

[image: image]

[image: image]

Das kann man sich ziemlich gut merken. Man bestimmt die Inverse einer [image: image]-Matrix, indem man die Elemente auf der Hauptdiagonale vertauscht, vor die Nebendiagonalemente ein Minuszeichen schreibt und durch die Determinante der Matrix dividiert.

Nun wird auch hierzu ein Beispiel gezeigt. Die Inverse zu folgender Matrix soll bestimmt werden:

[image: image]

Das geht also ziemlich schnell!

Zum Schluss geben wir noch eine Formel für die Inverse einer [image: image]-Matrix an.

[image: images] Merkformel für die Inverse einer (3 × 3)-Matrix

Die Inverse zu einer [image: image]-Matrix [image: image] ist gegeben durch:

[image: image]

[image: image]

Natürlich ergibt es keinen Sinn, die letztere Formel auswendig zu lernen. Vielleicht ist es Ihnen jedoch erlaubt, ein Buch in die Prüfung mitzunehmen!
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Eigenwerte und Eigenvektoren, Diagonalisieren von Matrizen


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren einer Matrix

[image: ipad] Umwandeln einer Matrix in eine Diagonalmatrix

[image: ipad] Anwendungen der vorgestellten Methoden




Jede [image: image]-Matrix lässt sich als lineare Abbildung vom Vektorraum [image: image] in sich selbst auffassen. Die lineare Abbildung und damit auch die Gestalt der Matrix, die diese beschreibt, hängen von der gewählten Basis ab. Gibt es eine Basis, in der die Matrix besonders einfach aussieht, also alle Elemente verschwinden, wenn sie nicht auf der Hauptdiagonalen stehen? Ja, die gibt es! Es handelt sich dabei um die Basis der Eigenvektoren.

Wir möchten Ihnen ein Verfahren vorstellen, mit dem sich die Eigenvektoren einer Matrix bestimmen lassen. Dazu kommt die zugehörige Umwandlung der entsprechenden Matrix in eine diagonale Matrix. Außerdem werden Sie sehen, wozu das ganze Unterfangen in der Praxis überaus hilfreich sein kann.


Berechnung von Eigenwerten, algebraische Vielfachheit

[image: images] Was sind Eigenwerte und Eigenvektoren?

Aus der Einführung wissen Sie, dass es für jede [image: image]-Matrix A Zahlen [image: image] und Vektoren [image: image] (mit [image: image]) gibt, so dass die Wirkung der Matrix auf einen Vektor [image: image] der skalaren Multiplikation von [image: image] mit [image: image] entspricht:

[image: image]

Derartige Zahlen [image: image] bezeichnet man als die Eigenwerte der Matrix und [image: image] als deren Eigenvektoren.

Die obige Gleichung lässt sich mit Hilfe der n-dimensionalen Einheitsmatrix [image: image] umschreiben:

[image: image]

Damit handelt es sich für jedes [image: image] um ein lineares Gleichungssystem mit Nullvektor auf der rechten Seite. Der jeweilige Lösungsvektor ist [image: image]. Ein solches System besitzt immer die triviale Lösung [image: image]. Dennoch bezeichnet man den Nullvektor nicht als Eigenvektor.

[image: images] Zur Bestimmung der Eigenwerte

Eigenvektoren sind nichttriviale Lösungen des obigen Gleichungssystems mit [image: image] ein derartiges System besitzt nur dann solche Lösungen, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwindet:

[image: image]

Hier mussten wir etwas vorgreifen. Warum die Lösungsmenge des Gleichungssystems mit der Determinante der Koeffizientenmatrix zusammenhängt, wird in Teil IV behandelt.

Ausgeschrieben lautet das Ganze:

[image: image]

Jeder einzelne Summand der Determinante einer [image: image]-Matrix besteht aus einem Produkt von [image: image] Matrixeinträgen, was Ihnen aus dem elften Kapitel zur Berechnung von Determinanten bereits bekannt ist. Darunter ist auch das Produkt [image: image], das einen Term [image: image] enthält.

[image: images] Das charakteristische Polynom

Es handelt sich bei der Determinante [image: image] um ein Polynom n-ten Grades in [image: image], das man als charakteristisches Polynom bezeichnet. Die Eigenwerte [image: image] sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

Die Nullstellen eines Polynoms und damit auch die Eigenwerte von Matrizen können allesamt unterschiedlich sein, müssen es jedoch nicht. So wie eine bestimmte Zahl mehrfach als Nullstelle vorkommen kann, ist das auch für Eigenwerte der Fall.

[image: images] Die algebraische Vielfachheit

Die algebraische Vielfachheit gibt an, wie oft ein jeweiliger Eigenwert als Nullstelle des charakteristischen Polynoms auftritt. Kommt ein Eigenwert als [image: image]-fache Nullstelle vor, so ist dessen algebraische Vielfachheit gleich n.

Beispiel: Berechnung von Eigenwerten von(2 × 2)-Matrizen

Bei der praktischen Berechnung von Eigenwerten lässt man den Index i im Allgemeinen weg, was im Folgenden auch gemacht wird.

Zunächst besteht das Interesse an den Eigenwerten und Eigenvektoren der [image: image]-Matrizen

[image: image]

Dazu muss man die Nullstellen des charakteristischen Polynoms finden:

[image: ipad] Matrix A1:

[image: image]

Die quadratische Gleichung [image: image] besitzt die beiden Lösungen [image: image] und [image: image].

[image: ipad] Matrix A2:

[image: image]

Aus der Gleichung [image: image] folgt [image: image] und [image: image]. Werfen Sie noch einmal einen Blick auf die Matrix [image: image], so erkennen Sie, dass es sich dabei um die Elemente handelt, die auf der Hauptdiagonale stehen. Das gilt immer!

[image: images] Eigenwerte von Diagonalmatrizen

Die Eigenwerte von Diagonalmatrizen sind die Elemente ihrer Hauptdiagonalen.

Da bei jeder der obigen [image: image]-Matrizen die einzelnen Eigenwerte nur einmal auftreten, ist die algebraische Vielfachheit der Eigenwerte jeweils gleich eins.

Beispiel: Eigenwertproblem mit Parameter

Wenn es in Klausuren um Eigenwerte und Eigenvektoren geht, ist eine Matrix oftmals in Abhängigkeit eines Parameters (im Folgenden [image: image] genannt) gegeben:

[image: image]

Die Frage ist, für welche Werte von α diese Matrix den Eigenwert 1 besitzt. Zur Beantwortung muss man das charakteristische Polynom ebenso in Abhängigkeit von α aufstellen. Da [image: image] sein soll, ist es sehr geschickt, diesen Wert sofort einzusetzen. Ansonsten werden die auftretenden Terme sehr kompliziert:

[image: image]

[image: images] Sinnvollerweise zieht man Vorfaktoren aus der Matrix heraus, um nicht mit Brüchen rechnen zu müssen.

Genau das passiert mit dem Faktor 1/6. Da es sich um eine [image: image]-Matrix handelt, verleibt die Zahl [image: image] vor der Determinante, durch die man anschließend dividieren kann. Die Entwicklung der Determinante nach der zweiten Zeile sieht vielversprechend aus:

[image: image]

Das Ergebnis muss gleich null sein, und daraus ergibt sich sofort [image: image].

Anschließend sind für diese Wahl von α die restlichen Eigenwerte zu bestimmen:

[image: image]

Die Entwicklung nach der ersten Zeile erscheint sinnvoll:

[image: image]

Die verbleibende quadratische Gleichung löst man mit der bekannten »abc-Formel«, die in manchen Teilen Deutschlands auch »Mitternachtsformel« genannt wird:

[image: image]

Demnach ergeben sich für die Gleichung [image: image] die folgenden beiden Lösungen:

[image: image]

Wie Sie sehen, folgt daraus der bereits bekannte Eigenwert [image: image] und die neuen Eigenwerte [image: image], [image: image]. Auch hier beträgt die algebraische Vielfachheit jedes Eigenwerts eins.

Beispiel: Vereinfachung der zu berechnenden Determinante

Beliebte Aufgaben zur Berechnung von Eigenwerten beinhalten große Matrizen, deren Einträge eine regelmäßige Struktur aufweisen, wie das bei der folgenden [image: image]-Matrix der Fall ist:

[image: image]

Es ist nicht klug, derartige Aufgaben mit »roher Gewalt« anzugehen, also die Determinante direkt zu berechnen.

[image: image]

Erstens ist das eine Menge Arbeit, die wertvolle Zeit in einer Prüfung kostet. Zweitens führt die direkte Berechnung hier auf ein Polynom siebten Grades in λ, dessen Nullstellen im Allgemeinen nur mühsam zu bestimmen sind.

[image: images] Bei Matrizen mit einer regelmäßigen Struktur erweisen sich Zeilen- und Spaltenumformungen der betreffenden Determinante als ungeheuer hilfreich. Der Wert der Determinante ändert sich nicht, wenn Vielfache von Zeilen (Spalten) zu anderen Zeilen (Spalten) addiert werden.

[image: images] Sie dürfen jedoch keine Vielfachen von Zeilen (Spalten) bilden, um danach andere Zeilen (Spalten) zu diesen Vielfachen zu addieren!

Schauen Sie sich deshalb die Spalten der obigen Matrix genauer an. Jede einzelne enthält die Zahlenfolge 1,2,3,4,5,6 (mit Unterbrechungen). Man kann somit Spalten voneinander subtrahieren, woraufhin sich diese deutlich vereinfachen. Also wird nacheinander die fünfte Spalte von der sechsten abgezogen, dann die vierte Spalte von der fünften usw., was auf das folgende Zwischenergebnis führt:

[image: image]

Wie Sie sehen, können Sie auf diese Weise jede Menge Nullen in den Spalten erzeugen. Die erste Spalte bleibt zunächst so wie sie war. Doch das ist noch nicht alles! Genaueres Hinsehen offenbart Ihnen, dass fast alle direkt übereinanderliegenden Einträge in jeder Spalte bis auf das Vorzeichen gleich sind. Das schreit ja förmlich danach, noch gewisse Zeilen paarweise zu addieren. Geschickt addiert man die sechste zur fünften Zeile, die fünfte zur vierten usw. Das ergibt schließlich die Determinante

[image: image]

die mit der ursprünglichen Form nicht mehr viel gemein hat! Sie können sich über die große Menge an erzeugten Nullen freuen und die Determinante nun ziemlich einfach ausrechnen.

[image: images] Bei einer solchen Dreiecksmatrix ist der einzige Term, der nach der Leibniz-Formel zur Determinante beiträgt, gegeben durch das Produkt der Diagonalelemente. Alle anderen Terme enthalten mindestens eine Null.

Auf diese Weise ergibt sich die Gleichung

[image: image]

Durch die bereits faktorisierte Form kann man alle sieben Eigenwerte sofort ablesen:

[image: image]

An diesem Beispiel wird schnell klar, wie wichtig es sein kann, eine Determinante nicht stur zu berechnen, sondern zuvor mittels geeigneter Zeilen- und Spaltenumformungen soweit wie möglich zu vereinfachen.

[image: images] Spaltenumformungen sind nur bei Determinanten erlaubt, jedoch nicht für lineare Gleichungssysteme!


Berechnung der Eigenvektoren, geometrische Vielfachheit

Hat man einmal die Eigenwerte bestimmt, sind die Eigenvektoren nicht mehr fern.

[image: images] Vorgehen zur Berechnung der Eigenvektoren

Jeder Eigenwert besitzt seinen eigenen Eigenvektor. Um diesen zu bestimmen, setzt man jeweils jeden Eigenwert [image: image] in den folgenden Ausdruck ein:

[image: image]

Damit erhält jeder Eigenwert sein eigenes Gleichungssystem, dessen Lösung der zugehörige Eigenvektor ist. Eigenvektoren zu Eigenwerten spannen selbst Vektorräume auf. Dabei kann es sich um Geraden, Ebenen oder höherdimensionale Räume handeln, die Eigenräume (abgekürzt »ER«) genannt werden. Die Dimension des Eigenraums, der zu einem bestimmtem Eigenwert gehört, heißt geometrische Vielfachheit.

Beispiel: Eigenvektoren von(2 × 2)-Matrizen

Beispielhaft werden die Eigenvektoren der obigen [image: image]-Matrizen, zu denen bereits die Eigenwerte vorliegen, ausgerechnet. Den Anfang macht die Matrix [image: image]:

[image: image]

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Einsetzen liefert ein Gleichungssystem, dessen beide Zeilen linear abhängig sind. Addition der ersten zur zweiten Zeile ergibt anschließend:

[image: image]

Die letzte Zeile besteht aus Nullen und bedeutet, dass man einen freien Parameter zur Lösung des Systems einführen muss. Setzt man [image: image], so folgt aus der ersten Gleichung [image: image]. Somit sind alle Vektoren [image: image] Lösungen, also Eigenvektoren. Der Eigenraum ist nichts anderes als eine Gerade:

[image: image]

Also ist seine geometrische Vielfachheit gleich eins.

Letztendlich muss man sich für eine der unendlich vielen Möglichkeiten für die Wahl des Parameters entscheiden. Man trifft entweder eine einfache Wahl (in diesem Falle zum Beispiel [image: image]) oder man einigt sich darauf, alle Eigenvektoren zu normieren und wählt den Parameter dementsprechend. Letzteres möchten wir machen. Damit erhält man hier

[image: image]

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Hier folgt ein Gleichungssystem, dessen beide Gleichungen übereinstimmen. Die erste wird von der zweiten Zeile abgezogen:

[image: image]

Mit der Wahl [image: image] folgt [image: image], daher sind [image: image] allesamt Eigenvektoren. Auch hier ist der Eigenraum also eine Gerade:

[image: image]

Die geometrische Vielfachheit beträgt wiederum eins. Normieren liefert den zweiten Eigenvektor

[image: image]

Als nächstes folgt die zweite Matrix:

[image: image]

Die hier auftretenden Gleichungssysteme sind sofort durch Hinschauen lösbar.

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Das Gleichungssystem

[image: image]

liefert die Lösung [image: image] für [image: image] und [image: image], also den normierten Eigenvektor und Eigenraum

[image: image]

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Hier ergibt sich das System

[image: image]

mit der Lösung [image: image] und [image: image] für [image: image]. Somit folgt der normierte Eigenvektor und Eigenraum zu

[image: image]

Die Eigenräume zu verschiedenen Eigenwerten dieser [image: image]-Matrizen sind eindimensional – also Geraden – weil ein einziger Parameter ausreicht, um sie zu erzeugen. Somit beträgt die geometrische Vielfachheit in allen Fällen eins.

Beispiel: Eigenvektoren spezieller (3 × 3)-Matrizen

In diesem Beispiel sollen die Eigenwerte und Eigenräume zweier [image: image]-Matrizen näher betrachtet werden. Die erste Matrix lautet:

[image: image]

Zur Berechnung der Eigenwerte benötigt man wieder das charakteristische Polynom:

[image: image]

Hieraus bestimmt man sofort den doppelten Eigenwert [image: image] und den einfachen [image: image]. Die algebraische Vielfachheit für den erstgenannten Eigenwert ist also zwei und die für den anderen beträgt eins.

Nun sind noch die Eigenräume wichtig:

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Einsetzen liefert das folgende zu lösende Gleichungssystem:

[image: image]

Unschwer können Sie erkennen, dass die Zeilen der Matrix Vielfache voneinander und damit linear abhängig sind. Zieht man das Doppelte der ersten Zeile von der zweiten und das Dreifache von der dritten ab, so ergibt sich:

[image: image]

Das Gleichungssystem lässt sich lösen, indem man zwei Parameter wählt: [image: image] und [image: image]. Aus der ersten Zeile ergibt sich dann sofort

[image: image]

Der Eigenraum wird von zwei Parametern aufgespannt und ist somit eine Ebene:

[image: image][image: image]

Die beiden normierten Eigenvektoren zum doppelten Eigenwert [image: image] lauten also:

[image: image]

Die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts sowie die geometrische Vielfachheit des Eigenraums sind gleich zwei. Beide Vielfachheiten stimmen somit überein.

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Nun muss man das folgende Gleichungssystem lösen:

[image: image]

Dividiert man die zweite Zeile durch 2 und die dritte durch 3, lässt sich die erste Zeile von der zweiten subtrahieren und zur dritten addieren. Damit erzeugt man jeweils eine Null in der dritten Spalte:

[image: image]

Eine Division der zweiten Zeile durch 3, der dritten Zeile durch 2 und Addition beider Zeilen liefert:

[image: image]

Wählt man [image: image], folgt aus der zweiten Zeile [image: image] und aus der ersten [image: image]. Der Eigenraum wird also von einem Parameter aufgespannt und ist somit eine Gerade:

[image: image]

Da es sich um einen einfachen Eigenwert handelt und der Eigenraum zu diesem Eigenwert eindimensional ist, stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit auch hier überein.

Nun werden die Eigenwerte der zweiten Matrix berechnet:

[image: image]

[image: image]

Daraus folgt der einfache Eigenwert [image: image] und der doppelte [image: image]. Als nächstes sind wieder die Eigenvektoren an der Reihe:

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Das zu lösende Gleichungssystem lautet in diesem Fall

[image: image]

Die erste Zeile kann man mit 2 multiplizieren und zur zweiten addieren, während die zweite Zeile einfach zur dritten addiert wird. Eine anschließende Division der zweiten Zeile durch 2 ergibt

[image: image]

Addiert man nun noch die zweite und dritte Zeile, dann folgt:

[image: image]

Mit der Wahl [image: image] erhält man [image: image] und danach

[image: image]

Der normierte Eigenvektor und der Eigenraum lauten also:

[image: image]

Der Eigenwert [image: image] ist von algebraischer Vielfachheit eins – genauso wie die geometrische Vielfachheit des zugehörigen Eigenraums.

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Einsetzen führt auf das folgende Gleichungssystem:

[image: image]

Zieht man das Zweifache der ersten Zeile von der zweiten und das Dreifache der ersten Zeile von der dritten ab, ergibt sich:

[image: image]

Danach lässt sich schließlich noch das Zweifache der zweiten Zeile von der dritten abziehen:

[image: image]

Aus der zweiten Gleichung folgt [image: image]. Setzt man [image: image], ergibt sich aus der ersten Gleichung [image: image]. Somit ist der Eigenraum eindimensional, also eine Gerade:

[image: image]

Der normierte Eigenvektor lautet:

[image: image]

Der Eigenwert [image: image] besitzt die algebraische Vielfachheit zwei. Der zugehörige Eigenraum ist jedoch eindimensional, also ist seine geometrische Vielfachheit eins! Dies ist das erste Beispiel, in dem die algebraische nicht mit der geometrischen Vielfachheit übereinstimmt. Das hat einschneidende Folgen auf die Eigenschaften der zugehörigen Matrix, wozu wir im folgenden Kapitel kommen werden.


Diagonalisieren von Matrizen

Warum ist man überhaupt an Eigenwerten und Eigenvektoren interessiert? Die Eigenvektoren einer [image: image]-Matrix A stellen eine sehr geschickte Basis – die Eigenbasis – dar, in der die betreffende Matrix besonders einfach aussieht, das heißt, Diagonalgestalt hat! Um die Matrix in die neue Basis zu transformieren, können Sie genauso vorgehen, wie Sie es bereits von linearen Abbildungen her kennen. Unter bestimmten Bedingungen, die Sie im Folgenden kennenlernen, lässt sich aus den Eigenvektoren [image: image] die nötige Transformationsmatrix zusammensetzen, nämlich [image: image]. Die Matrix A in ihrer Eigenbasis wird als [image: image] bezeichnet. Warum ist [image: image] diagonal, und wann ist diese Transformation von [image: image] überhaupt möglich? Um diese Fragen zu beantworten, werden zwei unterschiedliche Fälle betrachtet.


Algebraische Vielfachheit = Geometrische Vielfachheit

Zunächst werden Matrizen betrachtet, bei denen die algebraische Vielfachheit jedes Eigenwerts und die geometrische Vielfachheit des zugehörigen Eigenraums übereinstimmen. Zunächst soll jeder Eigenwert genau einmal vorkommen. Dann gehört zu jedem Eigenwert [image: image] genau ein Eigenvektor [image: image] und die Matrix [image: image] lässt sich folgendermaßen in das Basissystem der Eigenvektoren transformieren:

[image: image]

Wird die inverse Matrix [image: image] mit den Spalten der Matrix [image: image] (bestehend aus den Eigenvektoren [image: image]) multipliziert, so erzeugt man in der i-ten Spalte überall Nullen, bis auf den i-ten Eintrag, der zu einer Eins wird. Die betreffende Spalte wird dann noch mit dem entsprechenden Eigenwert [image: image] multipliziert. Letztendlich bleibt also eine Diagonalmatrix übrig, auf deren Hauptdiagonale die einfachen Eigenwerte stehen. Vertauscht man Spalten – also Eigenvektoren – in der Transformationsmatrix S, so vertauschen sich auch die entsprechenden Eigenwerte auf der Hauptdiagonale in [image: image].

[image: images] Diagonalisierung und Diagonalisierbarkeit

Man bezeichnet einen derartigen geschickten Wechsel der Basis als Diagonalisierung. Eine Matrix, die auf diese Weise in Diagonalgestalt gebracht werden kann, heißt diagonalisierbar.

Beispiel: Transformation einer (2 × 2)-Matrix in die Eigenbasis

Schauen Sie sich als erstes Bespiel die Matrix [image: image] aus dem vorigen Abschnitt an:

[image: image]

Mit Hilfe der Transformationsmatrix

[image: image]

lässt sich [image: image] in eine Diagonalmatrix transformieren:

[image: image]

Dass dies der Fall ist, wurde durch die obigen allgemeinen Überlegungen bereits demonstriert. Es wird dennoch als Übung noch einmal ausdrücklich gezeigt. Dazu benötigt man die inverse Matrix von S, die sich über die Formel aus dem Abschnitt »Spezialfall: (2 × 2)-Matrizen« schnell bestimmen lässt:

[image: image]

[image: images] Die inverse Matrix zu S ist auch ohne direkte Berechnung klar. Verknüpfen Sie die Spalten der Matrix über das Skalarprodukt, so wird offenbar, dass S eine orthogonale Matrix ist. Dann gilt [image: image]. Also lässt sich einfach [image: image] ablesen.

Damit kann man die Matrix [image: image] in die Eigenbasis transformieren:

[image: image]

Vertauscht man die Eigenvektoren in S, dann ändert sich auch die Reihenfolge der Eigenwerte in [image: image] entsprechend. Mit

[image: image]

ergibt sich dann:

[image: image]


Mehrfaches Auftreten von Eigenwerten

Jetzt soll der Fall betrachtet werden, dass manche Eigenwerte mehrfach auftreten, wobei die geometrische Vielfachheit der zugehörigen Eigenräume mit der algebraischen Vielfachheit der Eigenwerte übereinstimmen soll. Ist [image: image] ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit [image: image],

dann werden die zugehörigen [image: image] Eigenvektoren als [image: image] bezeichnet. Tritt der

erste Eigenwert [image: image]-fach auf, dann muss man die ersten [image: image] Spalten mit den [image: image] Eigenvektoren auffüllen. Kommt der zweite Eigenwert [image: image]-fach vor, werden die darauffolgenden Spalten mit den entsprechenden [image: image] Eigenvektoren gefüllt usw. Die Transformationsmatrix S lautet also:

[image: image]

Die Transformation funktioniert genauso wie oben und als Ergebnis ergibt sich eine Diagonalmatrix, während auf der Hauptdiagonale die [image: image]-fach vorkommenden Eigenwerte [image: image] stehen:

[image: image]

Beispiel: Transformation einer (3 × 3)-Matrix in die Eigenbasis

Um das Ganze direkt in Anwendung zu sehen, betrachten Sie die Matrix aus dem vorherigen Abschnitt:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Die Transformationsmatrix S in die Eigenbasis kann man aus den Eigenvektoren [image: image] und [image: image] bilden. Mit S lässt sich A in die folgende Diagonalmatrix transformieren:

[image: image]

Vertauscht man hier wieder die Spalten von S, werden dementsprechend die Eigenwerte in [image: image] umgestellt:

[image: image]


Algebraische Vielfachheit [image: image] Geometrische Vielfachheit

In den bisherigen Fällen traten Eigenwerte entsprechend der Dimension der zugehörigen Eigenräume auf. Algebraische und geometrische Vielfachheit waren somit gleich. Was passiert jedoch, wenn das nicht der Fall ist, wenn also zum Beispiel ein Eigenwert doppelt vorkommt, der Eigenraum jedoch nur eindimensional ist? Dann stehen den Eigenwerten in der transformierten Diagonalmatrix keine Eigenvektoren in der Transformationsmatrix S gegenüber! Am besten sieht man das Ganze an einem Beispiel. Betrachten Sie die folgende Matrix B aus dem vorherigen Abschnitt mit ihren Eigenwerten und Eigenvektoren:

[image: image]

[image: image]

Wie man nun die Transformationsmatrix S bildet, wenn im Prinzip ein Eigenvektor zu wenig vorhanden ist, stellt ein Problem dar.

[image: image]

Die einzige sinnvolle Möglichkeit ist, in die zweite Spalte den ersten Eigenvektor noch einmal zu schreiben:

[image: image]

Auf diese Weise stößt man jedoch sehr schnell auf ein ungeheures Problem! Da in S nun zwei Spalten gleich sind, lässt sich in der Determinante eine Spalte aus lauter Nullen erzeugen, indem man die eine von der anderen subtrahiert. Dann verschwindet aber die Determinante und S ist somit nicht mehr invertierbar. Also lässt sich [image: image] mit absoluter Sicherheit nicht berechnen.

Was nun? Die Antwort darauf ist, dass es Matrizen gibt (wie zum Beispiel die betrachtete Matrix B), die sich in der Eigenbasis nicht auf Diagonalgestalt bringen lassen, also nicht diagonalisierbar sind.

Letzteres ist immer der Fall, sofern die algebraische Vielfachheit von Eigenwerten nicht mit der geometrischen Vielfachheit der zugehörigen Eigenräume übereinstimmt.

[image: images] Bedingung für Diagonalisierbarkeit und Diagonalisierung

Eine Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn die algebraische Vielfachheit aller Eigenwerte und die geometrische Vielfachheit der zugehörigen Eigenräume gleich sind.

Die Summe aller geometrischen bzw. algebraischen Vielfachheiten entspricht dann jeweils der Dimension, also der Zeilen- oder Spaltenanzahl, der betrachteten Matrix.

Ist eine Matrix A diagonalisierbar, bilden deren Eigenvektoren [image: image] die Spalten einer [image: image]-Transformationsmatrix [image: image]. In ihrer Eigenbasis lautet A dann [image: image]. Dabei handelt es sich um eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A auf der Hauptdiagonalen.


Besonderheiten von symmetrischen und hermiteschen Matrizen

Sowohl symmetrische als auch hermitesche Matrizen besitzen interessante Eigenschaften in Bezug auf Eigenwerte, Eigenvektoren und ihre Diagonalisierbarkeit. Wir möchten Ihnen hier demonstrieren, dass solche Matrizen ausschließlich reelle Eigenwerte besitzen und dass die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten senkrecht aufeinander stehen. Dies zu zeigen, ist nicht schwer und in wenigen Zeilen möglich. Außerdem ist das Ergebnis in der Anwendung überaus wichtig, zum Beispiel in der Quantenmechanik.

Betrachten Sie eine hermitesche Matrix H, womit die symmetrischen Matrizen als Spezialfall mit ausschließlich reellen Einträgen ebenfalls abgedeckt sind. Es wird angenommen, dass [image: image] ein einfacher Eigenwert von H und [image: image] der zugehörige normierte Eigenvektor ist. Dann gilt

[image: image]

wegen [image: image] aufgrund der Normierung des Eigenvektors. Die letzte Gleichung lässt sich nun hermitesch konjugieren:

[image: image]

[image: images] Erinnern Sie sich bitte daran, dass sich beim hermitesch Konjugieren die Reihenfolge der Vektoren bzw. Matrizen umkehrt. Zweimaliges Konjugieren hebt sich auf, und Zahlen werden komplex konjugiert.

Zieht man nun diese Gleichung von der obigen ab, folgt sofort:

[image: image]

was bedeutet, dass der Eigenwert auf jeden Fall reell sein muss!

[image: images] Eigenwerte hermitescher (und symmetrischer) Matrizen

Die Eigenwerte von hermiteschen (und damit auch symmetrischen) Matrizen sind immer reell.

Schauen Sie sich erneut die Eigenwertgleichung an und zwar für zwei jeweils verschiedene Eigenwerte [image: image] und [image: image]:

[image: image]

[image: image]

Bildet man das hermitesch Konjugierte der zweiten Gleichung, ergibt sich:

[image: image]

Wird diese von der ersten Gleichung abgezogen, so folgt:

[image: image]

Da es sich um verschiedene Eigenwerte handelt, folgt hieraus sofort [image: image], was nichts anderes bedeutet, als dass die zugehörigen Eigenvektoren senkrecht aufeinander stehen.

[image: images] (Anti)hermitesche und (anti)symmetrische Matrizen

[image: ipad] Eigenvektoren von hermiteschen (und damit auch symmetrischen) Matrizen zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal. Darüber hinaus sind derartige Matrizen immer diagonalisierbar.

[image: ipad] Antihermitesche (und damit auch antisymmetrische Matrizen) sind immer diagonalisierbar. Derartige Matrizen besitzen rein imaginäre Eigenwerte (ohne Realteil). Ebenso sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal.

Beispiel: Eigenwerte und Eigenvektoren einer hermiteschen Matrix

Schauen Sie sich bitte die folgende Matrix H an:

[image: image]

Wegen [image: image] handelt es sich um eine hermitesche Matrix. Die Eigenwerte ergeben sich aus dem charakteristischen Polynom:

[image: image]

Hieraus bestimmt man [image: image], [image: image] und [image: image]. Die Eigenwerte sind also allesamt reell, obwohl die Matrix komplexe Einträge besitzt. Die Eigenvektoren lassen sich fix berechnen:

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Multiplikation der ersten Zeile mit –i und Addition zu der dritten Zeile führt auf eine Nullzeile. Deshalb ist ein Parameter nötig, und es wird [image: image] gesetzt. Der Eigenraum ist daher eindimensional:

[image: image]

Anschließend wird der Parameter so gewählt, dass der Eigenvektor normiert ist. Erinnern Sie sich daran, dass beim Skalarprodukt mit komplexen Komponenten einer der beiden Vektoren zusätzlich komplex konjugiert werden muss:

[image: image]

[image: image]

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Hier gibt es bereits eine Nullzeile, und die Wahl [image: image] ist sinnvoll. Für [image: image] ist der Eigenvektor bereits normiert.

[image: image]

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Hier ist es geschickt, die erste Zeile mit [image: image] zu multiplizieren und zu der dritten Zeile zu addieren. Die Wahl [image: image] und ein Vorgehen analog zum ersten Eigenwert führen auf das Ergebnis:

[image: image]

Schnell können Sie feststellen, dass die Eigenvektoren aufeinander senkrecht stehen:

[image: image]


Was sich nicht ändert beim Diagonalisieren

In diesem Abschnitt werden Ihnen Eigenschaften einer Matrix vorgestellt, die bei einem Basiswechsel, also auch beim Diagonalisieren, gleich bleiben. Wenn Sie sich diese merken, können Sie damit durch nützliche Tricks eine Rechnung möglicherweise schneller durchführen. Zunächst benötigt man in diesem Zusammenhang noch eine Eigenschaft von Matrizen: die sogenannte Spur. Bei der Spur einer Matrix A, die oft mit [image: image] bezeichnet wird, handelt es sich um die Summe ihrer Diagonalelemente:

[image: image]

Schauen Sie sich dazu das folgende Beispiel an:

[image: image]

Aus dem Abschnitt über lineare Abbildungen im ersten Kapitel dieses Teils wissen Sie, dass ein Basiswechsel mit einer quadratischen Abbildungsmatrix T eine Matrix A gemäß [image: image] ändert. Eine solche Transformation nennt man Ähnlichkeitstransformation, und die Matrizen A und [image: image] werden als zueinander ähnlich bezeichnet. Auch die Transformation mit der Matrix S, die sich aus den Eigenvektoren von A zusammensetzt und diese auf Diagonalgestalt [image: image] bringt, ist eine solche Ähnlichkeitstransformation. Also ist auch A ähnlich zu ihrer Diagonalgestalt [image: image]. Die folgenden Eigenschaften sind bei ähnlichen Matrizen gleich.

[image: images] Gemeinsame Eigenschaften ähnlicher Matrizen

Sind zwei [image: image]-Matrizen A und B ähnlich, so besitzen beide

[image: ipad] dieselbe Determinante, [image: image]

[image: ipad] dieselbe Spur, [image: image]

[image: ipad] dasselbe charakteristische Polynom.

Das ist sehr nützlich, denn daraus lässt sich sofort weiter folgern:

[image: images] Produkt und Summe von Eigenwerten

Für die Eigenwerte [image: image] ([image: image]) einer [image: image]-Matrix A gelten die folgenden Zusammenhänge:

[image: image]

Die Determinante der Matrix ist somit das Produkt ihrer Eigenwerte, und die Spur ergibt sich aus der Summe aller Eigenwerte.

Diese Zusammenhänge können mitunter sehr nützlich bei Aufgaben sein.

[image: images] Sollen Sie beispielsweise neben den Eigenwerten auch die Determinante einer Matrix ausrechnen, sparen Sie sich doch die langwierige Berechnung der Determinante, und tun Sie das nach der obigen Formel mit Hilfe der Eigenwerte. Von denen müssen Sie wegen der Spurformel nur alle bis auf einen direkt bestimmen!

Beispiel: Anwendung der obigen Formeln

Betrachten Sie noch einmal die Matrix aus dem vorherigen Beispiel:

[image: image]

Die Determinante ergibt sich sehr schnell durch Entwickeln nach der zweiten Zeile oder Spalte, während die Spur einfach die Summe der Diagonalelemente ist:

[image: image]

Damit ist schon einmal klar, dass [image: image] ein Eigenwert sein muss. Wenn Sie außerdem aus dem charakteristischen Polynom bereits wissen, dass [image: image] ein weiterer Eigenwert ist, können Sie es sich sparen, die verbleibende quadratische Gleichung zu lösen. Aus der Spur folgt dann sofort [image: image] als Eigenwert.

[image: images] Die Zusammenhänge aus Determinante, Spur und den Eigenwerten einer Matrix sind auch nützlich, um Ergebnisse zu überprüfen – sofern Sie genug Zeit haben.


Anwendung: Noch einmal Drehungen

Drehungen haben Sie bereits im zweiten Kapitel von Teil II kennengelernt. Da Sie nun mit Determinanten, Eigenwerten und Eigenvektoren vertraut sind, gibt Ihnen der aktuelle Abschnitt einen Abriss darüber, inwiefern Eigenwerte und Eigenvektoren auch bei Drehungen eine Rolle spielen.

Oft sind Aufgaben derart gestaltet, dass eine Matrix gegeben ist und man zunächst zeigen soll, dass es sich um eine Drehmatrix handelt. In diesem Sinne schauen Sie sich folgendes Beispiel an:

[image: image]

Ist das eine Drehmatrix oder nicht? Um das zu entscheiden, prüft man die Eigenschaften nach, die für eine Drehmatrix erfüllt sein müssen:

[image: image]

Analog kann man nachweisen, dass

[image: image]

gilt. Es verbleibt nun noch die Überprüfung der zweiten Eigenschaft [image: image].

[image: image]

Wie Sie sehen, erweist es sich hier am geschicktesten, die Determinante nach der zweiten Zeile zu entwickeln, da hier nur zwei Einträge stehen. Man sollte stets den Weg des minimalen Rechenaufwands einschlagen.

Als weitere Aufgabenstellung folgt oftmals, Drehwinkel und Drehachse auszurechnen, sofern man eine Matrix als Drehmatrix entlarvt hat. Zunächst zur Drehachse: Dazu bedenken Sie bitte, dass die Drehachse [image: image] durch die Drehung in sich selbst übergeht:

[image: image]

[image: images] Eigenwerte und Eigenvektoren einer Drehmatrix

Jede Drehmatrix hat damit den Eigenwert 1 und der zugehörige Eigenvektor ist die Drehachse.

Um die Drehachse einer Drehmatrix zu bestimmen, muss man also den Eigenvektor zum Eigenwert [image: image] finden. Das zugehörige Gleichungssystem wird mit dem Gauß-Algorithmus gelöst:

[image: image]

Zunächst wird man durch Multiplikation mit einem Faktor 4 die Zahl 1/4 vor der Matrix los. Anschließend führt die Multiplikation der ersten Gleichung mit [image: image] und Addition zur dritten Gleichung auf:

[image: image]

Multipliziert man nun die zweite Gleichung mit [image: image], so sieht man, dass die zweite und die dritte Zeile der Matrix übereinstimmen. Damit ist das Gleichungssystem überbestimmt und hat unendlich viele Lösungen. Aus der zweiten und dritten Gleichung folgt:

[image: image]

Aus der ersten Zeile ergibt sich:

[image: image]

also [image: image]. Die Lösung des Gleichungssystems ist schließlich gegeben durch den Lösungsvektor

[image: image]

Damit hat man die Drehachse gefunden. Nun noch zum Drehwinkel! Wir möchten Ihnen ein Konzept vorstellen, das so für beliebige Drehmatrizen funktioniert. Man bestimmt einen Vektor, der senkrecht zur Drehachse steht. In diesem Falle ist das beispielsweise [image: image].

Nun dreht man den Vektor mittels der Drehmatrix:

[image: image]

Der Drehwinkel δ lässt sich jetzt bestimmen als Winkel zwischen dem gedrehten Vektor [image: image] und dem ursprünglichen Vektor [image: image], wie in Abbildung 12.1 dargestellt:

[image: image]

Na wenn es so in der Klausur läuft, dann ist doch alles prima!


 

[image: ipad]
Abbildung 12.1: Ebene senkrecht zur Drehachse zur Bestimmung des Drehwinkels einer Drehung




Anwendung: Quadriken

Eine schöne Anwendung von Eigenwerten, Eigenvektoren und der Diagonalisierung stellen die sogenannten Quadriken dar. Eine Quadrik nennt man eine Fläche, die durch eine Gleichung der folgenden Form beschrieben wird:

[image: image]

Dabei ist A eine reelle, symmetrische Matrix; es gilt also [image: image]. In dieser Form ist die Gestalt einer solchen Fläche meistens nur schwer zu erkennen. Man kann sie jedoch mittels einiger Tricks und der eben kennengelernten Diagonalisierung auf eine einfachere Form bringen. Schauen Sie sich als Beispiel eine konkrete Quadrik an:

[image: image]

Quadriken werden oft auf diese Weise angegeben.

1. Als erstes müssen Sie die Matrix A, den Vektor [image: image] und die Zahl [image: image] selbst ablesen. Die quadratischen Terme in den Koordinaten [image: image], [image: image] und [image: image] hängen immer mit A und die linearen Terme mit [image: image] zusammen. Da keine Summanden [image: image], [image: image] und [image: image] auftreten, können auf der Hauptdiagonale von A nur Nullen stehen. Also muss A so aussehen:

[image: image]

Wegen

[image: image]

lässt sich [image: image], [image: image] und [image: image] sofort ablesen. Zu guter Letzt folgt [image: image]:

[image: image]

2. Im zweiten Schritt stellt man eine Quadrik anschaulicher dar, indem man das Koordinatensystem verschiebt. Dazu führt man neue Koordinaten [image: image], [image: image] und [image: image] ein. Dabei gilt [image: image], wobei der Vektor [image: image] so gewählt wird, dass der lineare Term [image: image] verschwindet. Umsetzen lässt sich das so, indem in der obigen Gleichung [image: image] durch [image: image] ersetzt wird:

[image: image]

Der lineare Term verschwindet also für

[image: image]

Daraus folgt durch Einsetzen der zweiten Gleichung in die dritte [image: image] Mit Hilfe der ersten Gleichung ergibt sich danach [image: image] und weiterhin [image: image]

Bestimmen wir nun den verbleibenden Summanden:

[image: image]

Damit fällt im verschobenen Koordinatensystem sogar die Konstante [image: image] weg, und die Quadrik lautet in den neuen Koordinaten:

[image: image]

Das sieht doch schon einfacher aus!

3. Jetzt führt man eine Transformation in die Eigenbasis durch, diagonalisiert also die Matrix [image: image]. Das ist auf jeden Fall möglich, da [image: image] eine symmetrische Matrix ist. Quadriken lassen sich somit immer auf Diagonalgestalt bringen.

Die Eigenwerte von [image: image] folgen aus dem charakteristischen Polynom:

[image: image]

Hieraus ergibt sich [image: image], und die restlichen Eigenwerte resultieren aus der Mitternachtsformel:

[image: image]

Also lässt sich das Koordinatensystem so wählen, dass die Quadrik durch folgende viel einfachere Gleichung beschrieben wird:

[image: image]

Man bezeichnet diese als Normalform der Quadrik. In der [image: image]–[image: image]-Ebene (also für [image: image]) beschreibt die Gleichung zwei Ursprungsgeraden. Das ist ebenso der Fall in der [image: image]–[image: image]–Ebene (also für [image: image]). Im Gegensatz dazu handelt es sich in den Ebenen parallel zur [image: image]–[image: image]-Ebene um Kreise. Aus diesen Gründen kann es sich nur um einen Doppelkegel handeln (siehe Abbildung 12.2). Das hätte man aus der ursprünglichen Form der Quadrik nicht ablesen können!


 

[image: ipad]
Abbildung 12.2: Skizze der obigen Quadrik [image: image], wobei auf die Striche an den neuen Koordinaten verzichtet wurde



Andere Quadriken sind zum Beispiel Ellipsoide und doppelte Paraboloide. Sie sehen also, wie sich mit dem Hilfsmittel der Diagonalisierung (und einer Verschiebung des Koordinatensystems) die Darstellung einer Quadrik extrem vereinfachen lässt.


Die Hauptachsen einer Quadrik

Nicht nur die Eigenwerte der Matrix in der Quadrik sind wichtig, sondern auch ihre Eigenvektoren haben eine Bedeutung. Was die Eigenvektoren im Falle der Quadrik bedeuten, zeigen wir Ihnen in diesem kleinen Abschnitt. Es handelt sich gewissermaßen um ein Intermezzo, da in dem Zusammenhang ein nützliches Verfahren vorgestellt wird, um linear unabhängige Vektoren so zu verändern, dass sie senkrecht aufeinander stehen. Doch bevor das möglich ist, müssen die Eigenvektoren der obigen Matrix erst einmal bestimmt werden. Das geht hier glücklicherweise ziemlich schnell:

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Die erste und die zweite Zeile sowie die erste und die dritte sind linear abhängig. Daher lassen sich zwei Nullzeilen erzeugen, und man benötigt zwei freie Parameter zur Lösung des Systems:

[image: image]

Wählt man [image: image] und [image: image] folgt aus der ersten Gleichung [image: image] und somit:

[image: image]

Die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts ist 2, genauso wie die Dimension des zugehörigen Eigenraums. Zum Eigenwert gehören also zwei Eigenvektoren.

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Addition der dritten Zeile zu der zweiten und des Zweifachen der dritten Zeile zu der ersten führt auf eine Nullzeile. Somit reicht hier ein einzelner freier Parameter aus:

[image: image]

[image: image]

Aus v3 = s ergibt sich [image: image] und [image: image]:

[image: image]

Intermezzo: Das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram und Schmidt

Da die Matrix [image: image] symmetrisch ist, sind die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal zueinander: [image: image] und [image: image]. Da jedoch [image: image] gilt, ist dies nicht automatisch für Eigenvektoren ein und desselben Eigenwerts der Fall. Dennoch ist es möglich, beide Vektoren so zu verändern, dass sie orthogonal aufeinander stehen, aber immer noch denselben Raum aufspannen.

Zuerst wird der erste Eigenvektor normiert:

[image: image]

Bildet man nun das Skalarprodukt des zweiten Eigenvektors mit [image: image] und multipliziert den erhaltenen Skalar noch einmal mit [image: image], dann handelt es sich dabei um die Projektion von [image: image] entlang [image: image] Zieht man diese Projektion von [image: image] ab, so ergibt sich ein Vektor, der senkrecht auf [image: image] steht:

[image: image]

Bei Bedarf können Sie diesen Vektor noch normieren:

[image: image]

Wie Sie sehen, gilt nun [image: image], also stehen die beiden neuen Vektoren aufeinander senkrecht. Außerdem ist [image: image], der neue Vektor liegt also immer noch in derselben Ebene. Man nennt dieses Vorgehen Gram-Schmidtsches-Orthogonalisierungsverfahren. Die neuen Eigenvektoren zeigen in Richtung der Achsen eines kartesischen Koordinatensystems, in dem die Quadrik die angegebene einfache Gestalt besitzt. Man bezeichnet diese als Hauptachsen der Quadrik.


Anwendung des Verfahrens nach Gram und Schmidt

[image: images] Orthogonalisierungsverfahren nach Gram und Schmidt

Mit Hilfe dieses Verfahrens können Sie Basisvektoren so umwandeln, dass sie immer noch denselben Raum erzeugen, aber paarweise aufeinander senkrecht stehen. Aus einer Basis lässt sich so eine Orthogonalbasis machen.

Möchten Sie eine Basis aus mehr als drei Vektoren zu einer Orthogonalbasis machen, müssen Sie das Gram-Schmidtsche-Verfahren mehrmals hintereinander anwenden. Angenommen, Sie haben die folgende Basis vorliegen:

[image: image]

Die ersten beiden Vektoren stehen senkrecht aufeinander und sind normiert, jedoch gilt sowohl [image: image] als auch [image: image].

Aus [image: image] wird so wie zuvor zunächst ein Vektor konstruiert, der auf [image: image] senkrecht steht:

[image: image]

Auf dieselbe Weise konstruiert man mit [image: image] einen Vektor [image: image] der nun auch senkrecht auf [image: image] steht:

[image: image]

Es ist ersichtlich, dass der so konstruierte neue Vektor senkrecht auf [image: image] und [image: image] steht. Wie zuvor handelt es sich um eine Basis des [image: image], aber zusätzlich ist es jetzt eine Orthogonalbasis.


Ein paar Tipps zum Abschluss des Kapitels!

Abschließend wollen wir noch ein paar praktische Tipps zum Lösen gewisser Aufgabenstellungen weitergeben.

[image: ipad] Muss man die Frage beantworten, ob eine gegebene Matrix diagonalisierbar ist, ohne dass ausdrücklich nach den Eigenwerten und Eigenvektoren gefragt ist, schaut man sich zuerst die Matrix an. Handelt es sich um eine (anti)hermitesche oder (anti)symmetrische Matrix, lässt sich die Frage sofort mit einem »Ja« beantworten.

[image: ipad] Vielleicht kann man die Frage aber auch nur beantworten, indem man die Vielfachheiten von Eigenwerten und Eigenvektoren bestimmt. Trifft man auf einen Eigenwert, dessen algebraische Vielfachheit nicht mit der geometrischen Vielfachheit des zugehörigen Eigenvektors übereinstimmt, kann man sofort aufhören. Dann ist die Matrix auf jeden Fall nicht diagonalisierbar.

[image: ipad] Oft sind Aufgaben zu diesem Thema unterteilt. Angenommen, Sie müssen die Eigenwerte einer Matrix A bestimmen und haben das erfolgreich getan. Dann treffen Sie möglicherweise auf eine Fragestellung, die mit den zuvor ermittelten Ergebnissen in Verbindung steht und ohne großen weiteren Aufwand beantwortet werden kann. Ein Beispiel dafür ist die Frage, ob das Gleichungssystem [image: image] eine Lösung besitzt. Fangen Sie jetzt bitte nicht an, das entsprechende System zu lösen! Denn Sie haben die Antwort schon, wenn Sie die Eigenwerte bestimmt haben. Beim genauen Hinsehen handelt es sich dabei nämlich um die Eigenwertgleichung der Matrix A. Sofern die Zahl a keinem der bereits ermittelten Eigenwerte entspricht, kann das System keine Lösung besitzen.


Für Fortgeschrittene: Jordansche Normalform

Neben den diagonalisierbaren Matrizen gibt es die Klasse der trigonalisierbaren Matrizen. Eine quadratische Matrix nennt man trigonalisierbar, wenn sie ähnlich zu einer Dreiecksmatrix ist. Für eine derartige Matrix A gibt es also eine Matrix Q derselben Dimension, so dass [image: image] Dreiecksgestalt besitzt. Mit anderen Worten heißt dies, dass eine Basis gefunden werden kann, in der A eine Dreiecksmatrix ist.

Das ist für quadratische Matrizen möglich, deren charakteristisches Polynom vollständig in Linearfaktoren zerfällt, wenn es sich also im Falle einer [image: image]-Matrix wie folgt schreiben lässt:

[image: image]

Hierbei sind die [image: image] die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, also die Eigenwerte. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes Polynom n-ten Grades genau n Nullstellen besitzt, wenn die Menge der komplexen Zahlen als Grundlage für die Nullstellen genommen wird. Also zerfällt das charakteristische Polynom vollständig in Linearfaktoren, wenn man komplexe Zahlen zulässt.

Sofern man also Basistransformationen im Komplexen betrachtet, sind alle quadratischen Matrizen trigonalisierbar. In der Menge der reellen Zahlen ist das nicht immer der Fall, da nicht jedes charakteristische Polynom ausschließlich reelle Linearfaktoren besitzt.

Es gibt ein Verfahren, um die zur Matrix A ähnliche Dreiecksmatrix und außerdem die Transformationsmatrix Q zu bestimmen. Diese Dreiecksmatrix heißt Jordan-Normalform. Dabei handelt es sich um eine blockdiagonale Matrix der Form

[image: image]

wobei die Untermatrizen [image: image] als Jordan-Blöcke bezeichnet werden. Jedem dieser Blöcke ist ein spezieller Eigenwert der Matrix A zugeordnet. Ein Jordan-Block zerfällt in Jordan-Kästchen, und diese besitzen letztendlich Dreiecksgestalt:

[image: image]

wobei [image: image] der [image: image]-te Eigenwert der Matrix A ist. Auf der Hauptdiagonale eines Jordan-Kästchens stehen die entsprechenden Eigenwerte, und auf einer der ersten Nebendiagonalen befinden sich Einsen. Alle anderen Koeffizienten sind gleich null. Ob die Einsen oberhalb oder unterhalb der Hauptdiagonalen stehen, ist Konvention.

Die Anzahl der Jordan-Kästchen in einem Jordan-Block stimmt mit der geometrischen Vielfachheit des zugehörigen Eigenraums überein. Die Länge eines Jordan-Blocks wiederum entspricht der algebraischen Vielfachheit des entsprechenden Eigenwerts. Für eine diagonalisierbare Matrix ist die Jordan-Normalform die Diagonalgestalt der Matrix, wobei in der Diagonale die Eigenwerte sitzen.

Zu jeder Jordan-Normalform gibt es eine Transformationsmatrix Q, mit der sich die Matrix A über [image: image] auf die Jordan-Normalform bringen lässt. Die Spalten dieser Transformationsmatrix setzen sich aus Eigenvektoren und den Hauptvektoren zusammen, die in Kürze eine Rolle spielen werden.

[image: images] Jordan-Normalform und ähnliche Matrizen

Auch die Jordan-Normalform [image: image] ist ähnlich zu der Matrix A, aus der sie hervorgeht. Damit sind charakteristisches Polynom, Determinante und Spur beider Matrizen gleich.


Bestimmung der Jordan-Normalform und der Transformationsmatrix

Es wird der Fall betrachtet, dass das charakteristische Polynom einer [image: image]-Matrix A vollständig in Linearfaktoren zerfällt. Zur Bestimmung der Jordan-Normalform gibt es dann viele Kochrezepte, wobei einige auf Formeln zurückgreifen. Wir gehen einen anderen Weg, denn wenn Sie einmal verstanden haben, wie es funktioniert, benötigen Sie auch keine Formeln (zumindest bei nicht zu großen Matrizen).

1. Die Matrix A besitze Eigenwerte [image: image] wobei [image: image]. Für jeden Eigenwert bestimmt man geometrische und algebraische Vielfachheit. Stimmen beide für einen Eigenwert [image: image] überein, gehört zu diesem ein Jordan-Block, dessen Länge gleich der Vielfachheit des Eigenwerts ist. Der Block besitzt dann Diagonalgestalt, wobei auf der Diagonale der Vielfachheit entsprechend oft der Eigenwert sitzt:

[image: image]

2. Sind die Vielfachheiten nicht gleich, bestimmt man schrittweise die Lösungen der Gleichungen [image: image], also den Kern von [image: image]. Für [image: image] haben Sie das schon getan, wenn Sie die Eigenvektoren von A berechnet haben. Dann machen Sie mit [image: image] weiter. Ab einem bestimmten Wert für [image: image] ändert sich die Dimension des Lösungsraums der Gleichung [image: image] nicht mehr. Dieser Wert [image: image] ist gesucht! Er kann höchstens der algebraischen Vielfachheit des zugehörigen Eigenwerts [image: image] entsprechen.

3. Das [image: image] gibt die maximale Dimension eines Jordan-Kästchens von [image: image] an. Oft kann man sich aus dieser Information die Größe der restlichen Jordan-Kästchen überlegen, sofern die Matrix nicht zu groß ist. Zu jedem Jordan-Kästchen der Länge l gehören Lösungsvektoren der Gleichung [image: image].

4. Beginnen Sie mit dem Jordan-Kästchen der maximalen Dimension [image: image], und suchen Sie die Lösungsvektoren [image: image] der Gleichung [image: image] heraus, die jedoch nicht in der Menge der Lösungsvektoren der entsprechenden Gleichung für [image: image] enthalten sind. Dabei handelt es sich um die bereits erwähnten Hauptvektoren.

5. Die Anzahl der Lösungsvektoren muss der Dimension des Jordan-Kästchens entsprechen. Reicht die Anzahl nicht aus, erzeugen Sie weitere Vektoren, indem Sie [image: image] nach und nach auf [image: image] anwenden. Das führt auf die Vektoren

[image: image]

Erzeugen Sie wirklich nur so viele, wie Sie auch benötigen. Wenn Sie die Spalten der Transformationsmatrix mit diesen Vektoren auffüllen, kommt es auf die Reihenfolge an. Bleiben Sie deshalb bitte bei der angegebenen Reihenfolge. Sie gewährleistet, dass alle Einsen in der Jordan-Normalform unterhalb der Hauptdiagonalen stehen.

6. Haben Sie die Basisvektoren für ein Jordan-Kästchen zusammen, können Sie die Schritte (4) und (5) für das nächstkleinere Kästchen durchführen. Dabei ist [image: image] durch die Dimension des Kästchens zu ersetzen.

Beispiel: Die Jordan-Normalform einer nicht diagonalisierbaren Matrix

Betrachten Sie bitte die folgende Matrix, deren Eigenwerte und Eigenvektoren bereits im Abschnitt »Algebraische Vielfachheit [image: image] Geometrische Vielfachheit« berechnet wurden:

[image: image]

[image: image]

Wie Sie bereits wissen, stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit des Eigenwerts [image: image] nicht überein. Damit ist B nicht diagonalisierbar. Da die Eigenwerte reell sind, zerfällt das charakteristische Polynom bereits für die Menge der reellen Zahlen in Linearfaktoren:

[image: image]

Damit ist B bereits trigonalisierbar, und die zu B ähnliche Dreiecksmatrix ist die Jordan-Normalform. Gehen Sie nun die Schritte (1) bis (6) des vorherigen Kochrezeptes durch.

1. Für den Eigenwert [image: image] stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit überein. Also besteht der Jordan-Block aus einem einzigen Jordan-Kästchen der Länge 1. In diesem steht der Eigenwert. Die zugehörige Spalte der Transformationsmatrix besteht aus dem entsprechenden Eigenvektor [image: image] (ohne Normierung).

2. Nun befindet sich der Eigenwert [image: image] im Blickpunkt, für den die algebraische und die geometrische Vielfachheit unterschiedlich sind. Die Lösung der Gleichung [image: image] ist bereits bekannt. Sie wird von dem Eigenvektor [image: image] aufgespannt und ist damit eindimensional. Man bestimmt nun die Lösungen der Gleichung

[image: image]

Zunächst wird das Gleichungssystem durch geeignete Divisionen vereinfacht. Danach bringt man die Matrix auf Dreiecksgestalt:

[image: image]

[image: image]

Hier liegen also zwei linear unabhängige Lösungsvektoren vor:

[image: image]

3. Da es bereits einen Jordan-Block der Länge 1 gibt und es sich um eine [image: image]-Matrix handelt, kann der jetzige Jordan-Block höchstens Länge [image: image] haben. Weil außerdem die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts gleich 2 ist, gilt auch [image: image] und somit setzt sich der Jordan-Block aus genau einem Kästchen der Länge 2 zusammen. Nun benötigt man zwei Lösungsvektoren der Gleichung [image: image].

4. Der einzige Lösungsvektor dieser Gleichung, der jedoch keine Lösung der Gleichung [image: image] ist, lautet [image: image].

5. Es ist jedoch noch ein zweiter Vektor notwendig, da die Länge des Jordan-Kästchens gleich [image: image] ist. Also erzeugt man einen zweiten wie folgt:

[image: image]

6. Alle Eigenwerte sind nun abgehakt, und es gibt keine weiteren Jordan-Blöcke.

Die Jordan-Normalform von B und die zugehörige Transformationsmatrix Q lauten dann (wobei auf die Normierung der Vektoren verzichtet wird):

[image: image]

Obwohl die Matrix B nicht diagonalisierbar ist, kann sie somit zumindest auf Dreiecksform gebracht werden. Das ist sehr nützlich zum Beispiel für die Lösung von Systemen linearer Differentialgleichungen, worauf jedoch nicht näher eingegangen werden soll.

Wie Sie sehen, ist sowohl die Determinante als auch die Spur der ursprünglichen Matrix B und ihrer Jordan-Normalform [image: image] gleich:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Die Transformation einer Matrix zu ihrer Jordan-Normalform ist ja auch eine Ähnlichkeitstransformation.
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Besonders einfache Matrizen


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Matrizen von besonderer Gestalt und ihre Eigenschaften




In diesem letzten Kapitel des Teils »Matrizen« soll auf einige Matrizen von sehr »zuvorkommender« Form eingegangen werden. Derartige Matrizen tauchen ab und zu auf, und Sie können Zeit sparen, wenn Sie einige Sonderregeln für diese Matrizen beherzigen.


Dreiecksmatrizen

Bei Dreiecksmatrizen verschwinden alle Einträge oberhalb oder unterhalb der Hauptdiagonalen. Man bezieht sich bei der Bezeichnung immer auf den Bereich der Elemente, die ungleich null sind, also nennt man erstere Matrizen untere, letztere obere Dreiecksmatrizen:

[image: image]

[image: ipad] Die Determinante von Dreiecksmatrizen ist durch das Produkt der Hauptdiagonalelemente gegeben.

[image: ipad] Dreiecksmatrizen sind genau dann invertierbar, wenn auf der Hauptdiagonalen keine Null steht. Ansonsten verschwindet die Determinante.

[image: ipad] Die Inverse einer Dreiecksmatrix ermittelt man am besten mittels des Gauß-Algorithmus der erweiterten Matrix. Beginnend mit der Zeile, die am meisten Nullen enthält, erzeugt man nach und nach Nullen in den anderen Zeilen.


Diagonalmatrizen

Diagonalmatrizen sind eine spezielle Art von Dreiecksmatrizen, bei denen alle Elemente jenseits der Hauptdiagonale verschwinden. Also gelten die obigen Punkte ebenso für sie. Weiterhin sind solche Matrizen besonders einfach invertierbar. Die Inverse einer Diagonalmatrix ist wieder eine Diagonalmatrix mit den Kehrwerten der Einträge:

[image: image]

Die Determinante einer Diagonalmatrix ist wieder durch das Produkt ihrer Hauptdiagonalelemente gegeben.


Blockdiagonale Matrizen

Man nennt eine Matrix blockdiagonal, wenn sie sich entlang ihrer Hauptdiagonalen in quadratische Blöcke unterteilen lässt, wobei alle Einträge außerhalb dieser Blöcke verschwinden. Symbolisch bedeutet das:

[image: image]

Eine blockdiagonale Matrix besteht somit aus kleineren quadratischen Untermatrizen, die entlang der Hauptdiagonalen angeordnet sind. In der obigen Schreibweise ist [image: image] eine Nullmatrix mit [image: image] Zeilen und [image: image] Spalten. Schreibt man das Ganze noch einmal in einer anschaulicheren Form, so sieht das so aus:

[image: image]

Die beiden folgenden Matrizen sind beispielsweise blockdiagonal:

[image: image]

Wir führen diese speziellen Matrizen hier an, weil sie bei einigen Problemstellungen in den Naturwissenschaften (zum Beispiel in der Quantenmechanik) eine Rolle spielen. Derartige Matrizen besitzen außerdem eine Fülle von interessanten Eigenschaften, auf die kurz eingegangen werden soll.

[image: ipad] Die Determinante einer blockdiagonalen Matrix ist das Produkt der Determinanten der einzelnen Blöcke.

[image: ipad] Die Menge der Eigenwerte einer blockdiagonalen Matrix ist die Vereinigung der Eigenwerte aller Blöcke.

[image: ipad] Die Eigenvektoren einer blockdiagonalen Matrix ergeben sich aus den Eigenvektoren der Blockmatrizen, wenn diese passend mit Nullen aufgefüllt werden.

[image: ipad] Eine blockdiagonale Matrix ist genau dann invertierbar, wenn die einzelnen Blockmatrizen invertierbar sind.

Um diese Regeln zu verstehen, betrachten Sie als Beispiel die erste der beiden obigen Matrizen. Die einzelnen quadratischen Blöcke lassen sich ablesen:

[image: image]

Zunächst bestimmt man die Determinanten, wobei für die [image: image]-Untermatrix mal wieder die Sarrussche Regel geübt werden soll:

[image: image]

[image: image]

Somit lautet die Determinante der blockdiagonalen Matrix:

[image: image]

Als nächstes folgen die Eigenwerte:

[image: image]

Mittels der Mitternachtsformel ergibt sich

[image: image]

also [image: image] und [image: image]. Da jetzt alle Eigenwerte beisammen sind, kann man die Eigenvektoren ausrechnen.

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Für den gegebenen Eigenwert folgt das Gleichungssystem

[image: image]

Addition der zweiten zur ersten Zeile und eine anschließende Division durch 2 führt auf

[image: image]

Hieraus bestimmt man den eindimensionalen Eigenraum und den ersten Eigenvektor [image: image]:

[image: image]

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Analog zu oben leitet man durch Einsetzen des Eigenwerts das folgende Gleichungssystem her:

[image: image]

Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung und eine anschließende Division durch [image: image] ergibt

[image: image]

Daraus resultiert der Eigenraum und der Eigenvektor zu diesem Eigenwert:

[image: image]

Die Eigenwerte der zweiten Matrix folgen aus:

[image: image]

Jetzt begegnen Sie hier einem Polynom dritten Grades, dessen Nullstellen bestimmt werden müssen. Zumindest in Klausuren ist eine der Nullstellen dann meistens so einfach, dass man sie durch Raten findet, wenn man die Möglichkeiten [image: image] durchprobiert. Ziemlich schnell sehen Sie auf diese Weise, dass [image: image] eine Nullstelle und somit ein Eigenwert ist.

Damit muss das Polynom [image: image] im obigen Polynom dritten Grades als Linearfaktor enthalten sein. Dieser Faktor lässt sich über eine Polynomdivision herausdividieren. Dabei stellt das große Polynom den Dividend und das kleine den Divisor da. Beide Polynome werden nach fallenden Potenzen in λ geordnet und die Division verläuft nach dem folgenden Schema:

[image: image]

Im ersten Schritt dividiert man [image: image] durch λ, was auf [image: image] führt. Danach multipliziert man [image: image] wieder mit dem Divisor, woraus sich [image: image] ergibt. Dieses Polynom wird vom ursprünglichen abgezogen, woraufhin der Rest [image: image] übrig bleibt. Mit diesem verfährt man auf analoge Art und Weise und erhält als Endergebnis die Zerlegung

[image: image]

Zum Schluss muss man nur noch die Nullstellen des verbleibenden quadratischen Polynoms mit der Mitternachtsformel bestimmen:

[image: image]

Also ergeben sich die beiden restlichen Eigenwerte [image: image] und [image: image]. Nun ist man wieder soweit, um die Eigenvektoren zu berechnen:

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Einsetzen des Eigenwerts führt auf folgendes Gleichungssystem aus drei Gleichungen und drei Unbekannten:

[image: image]

Zunächst wird die zweite von der dritten Gleichung subtrahiert. Anschließend dividiert man die erste Gleichung durch [image: image] und zieht sie von der zweiten Gleichung ab:

[image: image]

Man setzt [image: image] und erhält aus der zweiten Gleichung [image: image]. Aus der ersten Gleichung folgt [image: image].

[image: image]

Auf zum nächsten Eigenvektor!

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Hier ergibt sich das Gleichungssystem

[image: image]

Zuerst dividiert man die erste Zeile durch 2. Danach wird von der ersten Zeile die zweite abgezogen und zur dritten Zeile die zweite addiert. Dann sieht man, dass die erste und dritte Zeile linear abhängig sind, sich somit eine der beiden eliminieren lässt:

[image: image]

Setzt man [image: image], folgt aus der zweiten Gleichung [image: image] und aus der ersten [image: image].

[image: image]

[image: ipad] Eigenwert [image: image]:

Hier wird schnurstracks vorgegangen! Das zugehörige Gleichungssystem

[image: image]

kann durch Addition der ersten zur zweiten und dritten Zeile auf die folgende Form gebracht werden:

[image: image]

Mit [image: image] folgt aus der zweiten Gleichung [image: image] und aus der ersten ergibt sich [image: image], also:

[image: image]

Jetzt ist alles beisammen, um die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix [image: image] anzugeben. Die Eigenwerte sind nichts anderes als die Vereinigung aller Eigenwerte der Blockmatrizen:

[image: image]

Der Eigenwert 3 kommt doppelt vor, ist also von algebraischer Vielfachheit 2. Alle anderen Eigenwerte besitzen algebraische Vielfachheit 1. Bei den zugehörigen Eigenvektoren handelt es sich um fünfzeilige Vektoren. Die Eigenvektoren der ersten Blockmatrix sind jedoch nur zweizeilig und die zweiten dreizeilig. Diese Vektoren müssen deshalb geeignet mit Nullen aufgefüllt werden.

Da die Blockmatrix [image: image] oben links in der großen Matrix steht, fügt man unterhalb drei Zeilen mit jeweils einer Null hinzu. Für die Eigenvektoren von [image: image] kommen oberhalb zwei Zeilen mit jeweils einer Null dazu. Also ergeben sich die folgenden Eigenvektoren:

[image: image]

[image: image]

Die Reihenfolge der Eigenvektoren entspricht der von den oben angegebenen Eigenwerten. Nullen werden also immer da aufgefüllt, wo sich die Blockmatrix innerhalb der großen Matrix nicht befindet.


		 Teil IV

Lösen von linearen Gleichungssystemen

		
		In diesem Teil ...

Hier lernen Sie, lineare Gleichungssysteme systematisch mit Kenntnissen aus der Vektor- und Matrizenrechnung anzugehen. Wir werden Ihnen verschiedene Lösungsmethoden vorstellen, von denen jeweils eine gegenüber den verbleibenden vorzuziehen ist, sofern das Gleichungssystem eine bestimmte Form hat. Dadurch lässt sich oft Zeit und Rechenarbeit einsparen.
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Gauß-Algorithmus in Matrixschreibweise: Vertiefung


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Rang von Matrizen und was dieser mit der Lösbarkeit linearer Gleichungssysteme zu tun hat

[image: ipad] Anwendung des Gauß-Algorithmus auf Systeme mit einer, keiner oder unendlich vielen Lösungen




Gleichungssysteme sind Ihnen bereits in zahlreicher Form im Verlauf des Buchs begegnet. An den jeweiligen Stellen wurden diese problemlos gelöst. Warum dann um Himmels Willen jetzt noch einen eigenständigen Teil darüber?

In der Praxis trifft man oft auf überbestimmte Systeme, also Systeme mit mehr Gleichungen als Unbekannten oder auf unterbestimmte, die sich aus weniger Gleichungen als Variablen zusammensetzen. Das aktuelle Kapitel ist dazu gedacht, Ihr Wissen über solche Gleichungssysteme und über den Gauß-Algorithmus zu vertiefen.


Erweiterte Koeffizientenmatrix und Zeilenstufenform

Da Sie sich mit Matrizen bereits bestens auskennen, lernen Sie an dieser Stelle, dass man Gleichungssysteme zum Lösen am besten in Matrixform aufschreibt. Das ist Ihnen bereits aus der Einführung bekannt. Doch das ist noch lange nicht alles! Um den Gauß-Algorithmus auf ein Gleichungssystem [image: image] mit einer [image: image]-Koeffizientenmatrix A und einem m-zeiligen Vektor [image: image] geschickt anzuwenden, fasst man beide zu der erweiterten Koeffizientenmatrix zusammen. Dazu schreiben Sie zunächst die Matrix A hin und erweitern sie durch einen senkrechten Strich. Auf der rechten Seite des Strichs wird der Vektor [image: image] eingetragen; dann folgt die Klammer. Konkret sieht diese erweiterte Koeffizientenmatrix also so aus:

[image: image]

Wenn Sie nun den Gauß-Algorithmus anwenden, beschränken Sie sich einzig und allein auf diese Matrix und bringen Sie auf Zeilenstufenform:

[image: image]

Im Falle einer quadratischen Matrix ist auch von der Dreiecksform die Rede. Sternchen stehen für Einträge ungleich null. Hier stehen also von oben nach unten in jeder Zeile immer mehr führende Nullen, und das System lässt sich nach den einzelnen Variablen auflösen. Konkrete Beispiele für die drei möglichen Fälle, die auftreten können, bringen die Erleuchtung!


Rang von Matrizen

Bevor wir Ihnen zeigen, wie Gleichungssysteme mit dem Gauß-Algorithmus geschickt gelöst werden, ist noch eine wichtige Eigenschaft von Matrizen nötig, nämlich der sogenannte Rang. Unterschieden wird zwischen dem Zeilenrang und dem Spaltenrang einer Matrix. Dabei handelt es sich um die Anzahl der linear unabhängigen Zeilen bzw. Spalten. Für eine beliebige Matrix lassen sich diese mittels des Gauß-Algorithmus ermitteln, also indem man beliebige Zeilen geschickt mit Zahlen multipliziert und sie addiert, so dass Einträge herausfallen.

Betrachten Sie die folgenden [image: image]-Matrizen:

[image: image]

Der Gauß-Algorithmus angewendet auf die drei Matrizen in Tabelle 14.1 liefert die drei neuen Matrizen

[image: image]

Die Anzahl der linear unabhängigen Zeilen der ersten Matrix ist drei, die der zweiten Matrix zwei und die der dritten Matrix eine.

[image: images] Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix ändern sich beim Gauß-Algorithmus nicht.


 

[image: ipad]
Tabelle 14.1: Zeilenumformungen der drei Matrizen A1, A2, A3



Also stimmt der Zeilenrang der ursprünglichen Matrizen mit dem der umgeformten überein, und es gilt:

[image: image]

Die Spaltenvektoren der umgeformten Matrizen lauten:

[image: image]

Die ersten drei Vektoren sind auf jeden Fall linear unabhängig; durch Addition von jeweils zweien dieser Vektoren lässt sich keineswegs der jeweils dritte erzeugen. Im Falle der Matrix [image: image] sind die ersten beiden Vektoren linear unabhängig. Jedoch lassen sich beide voneinander abziehen, und man erhält einen Vektor, der in dieselbe Richtung wie [image: image] zeigt. Also sind nur zwei der drei Vektoren linear unabhängig. Für die Matrix [image: image] sehen Sie schnell, dass alle drei Vektoren in dieselbe Richtung zeigen, also linear abhängig sind. Da auch der Spaltenrang einer Matrix sich mittels des Gauß-Algorithmus nicht ändert, gilt:

[image: image]

Zeilen- und Spaltenrang sind also jeweils gleich. Es lässt sich zeigen, dass dieses Ergebnis für beliebige Matrizen gilt!

[image: images] Rang einer Matrix

Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix geben die Anzahl der linear unabhängigen Zeilen bzw. Spalten an. Für jede Matrix ist der Zeilenrang gleich ihrem Spaltenrang; deshalb ist meistens nur vom »Rang« der Matrix die Rede. Der Rang ändert sich nicht, wenn man den Gauß-Algorithmus auf die Matrix anwendet.


Systeme mit einer eindeutigen Lösung

Betrachten Sie das folgende große Gleichungssystem aus sechs Gleichungen und sechs Unbekannten:

[image: image]

Die erweiterte Koeffizientenmatrix dieses Monstrums lautet:

[image: image]

Mittel des Gauß-Algorithmus soll diese auf Zeilenstufenform gebracht werden. Die einzelnen Schritte werden in Tabelle 14.2 vorgeführt.

Abschließend lässt sich die Lösung des Gleichungssystems einfach bestimmen:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Der Lösungsvektor lautet somit

[image: image]

Sie sehen also, wie effektiv der Gauß-Algorithmus ist, wenn er auf die erweiterte Koeffizientenmatrix angewendet wird. Mit nicht allzu vielen Schritten lässt sich auch die Lösung eines großen Gleichungssystems auf übersichtliche Art und Weise bestimmen.



	Aktion
	Erweiterte Koeffizientenmatrix
	Tipp


	 
	 
	Erzeugung von Nullen in ...


	Zeile (1) [image: image] Zeile (1) + Zeile (6)

Zeile (2) [image: image] Zeile (2) – 2*Zeile (6)

Zeile (3) [image: image] Zeile (3) + 2*Zeile (6)

Zeile (4) [image: image] Zeile (4) + Zeile (6)
	[image: image]
	... Spalte (1)


	Zeile (2) [image: image] Zeile (2) + Zeile (1)

Zeile (3) [image: image] Zeile (3) + 2*Zeile (1)

Zeile (4) [image: image] Zeile (4) – 3*Zeile (1)

anschließend Zeile (4) / 2
	[image: image]
	... Spalte (2)


	Zeile (2) [image: image] Zeile (2) + 3*Zeile (5)

Zeile (3) [image: image] Zeile (3) – Zeile (5)

Zeile (4) [image: image] Zeile (4) – 3*Zeile (5)
	[image: image]
	... Spalte (3)


	Zeile (2) [image: image] Zeile (2) + 2*Zeile (4)

Zeile (3) [image: image] Zeile (3) + 7*Zeile (4)
	[image: image]
	... Spalte (4)


	Zeile (3) [image: image] Zeile (3) – 2*Zeile (2)
	[image: image]
	... Spalte (5)


	Zeile (1) [image: image] Zeile (2)

Zeile (2) [image: image] Zeile (5)

Zeile (5) [image: image] Zeile (3)

Zeile (3)/9 [image: image] Zeile (6)

Zeile (6) [image: image] Zeile (1)
	[image: image]
	Vertauschen von Zeilen



Tabelle 14.2: Gauß-Algorithmus für die erweiterte Matrix

Weiterhin sehen Sie, dass der Rang der Koeffizientenmatrix mit dem der erweiterten Koeffizientenmatrix übereinstimmt. Die Anzahl der linear unabhängigen Zeilen beträgt sechs, unabhängig davon, ob man die Spalte rechts neben dem senkrechten Strich mit betrachtet oder nicht. Der Rang stimmt also mit der Anzahl der Unbekannten überein.

[image: images] Gleichungssysteme mit eindeutiger Lösung

Stimmt der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix mit der Anzahl der Unbekannten überein, dann besitzt das zugehörige Gleichungssystem eine eindeutige Lösung. Dann ist der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix gleich dem Rang der Koeffizientenmatrix.


Systeme ohne Lösung

Haben Sie ein Gleichungssystem auf Zeilenstufen- bzw. Dreiecksform gebracht, merken Sie schnell, wenn es keine Lösung hat. Betrachten Sie zur Veranschaulichung das folgende Gleichungssystem:

[image: image]

Die erweitere Koeffizientenmatrix lautet:

[image: image]

Durch Addition des Zweifachen der ersten Zeile zur zweiten und dritten Zeile, befindet sich die erweiterte Matrix bereits auf Zeilenstufenform:

[image: image]

Durch Äquivalenzumformungen wurde das Gleichungssystem so umgeformt, dass die letzte Zeile der falschen Aussage »0 = 1« entspricht. Für keine Wahl der Unbekannten [image: image] lässt sich diese in eine richtige Gleichung abändern. Damit kann das System keine Lösung besitzen, und man folgert:

[image: images] Taucht während der Durchführung des Gauß-Algorithmus in der erweiterten Matrix eines Gleichungssystems links des senkrechten Strichs eine Zeile aus Nullen auf und rechts davon eine Zahl ungleich null, dann besitzt das System keine Lösung.

Mit anderen Worten, der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix ist hier nicht gleich dem Rang der Koeffizientenmatrix. Letzterer ist gleich 2, da es eine Nullzeile gibt. Berücksichtigt man jedoch zusätzlich die letzte Spalte rechts des senkrechten Strichs, dann ist der Rang gleich 3.

[image: images] Nicht lösbare Gleichungssysteme

Unterscheidet sich der Rang der Koeffizientenmatrix von dem der erweiterten Koeffizientenmatrix, dann besitzt das zugehörige Gleichungssystem keine Lösung.


Systeme mit unendlich vielen Lösungen

Ob ein Gleichungssystem unendlich viele Lösungen besitzt oder nicht, sieht man dem System meistens von vorn herein nicht an. Systeme mit mehr Unbekannten als Gleichungen können, müssen aber nicht unendlich viele Lösungen haben. Es kann auch sein, dass derartige Gleichungssysteme überhaupt nicht lösbar sind. Deshalb muss man auch hier mittels des Gauß-Algorithmus die erweiterte Matrix letztendlich auf Zeilenstufenform bringen.

Schauen Sie sich das folgende Gleichungssystem mit der zugehörigen erweiterten Koeffizientenmatrix an:

[image: image]

[image: image]

Die Zeilenumformungen in Tabelle 14.3 bringen (A|b) auf Zeilenstufenform.



	Aktion
	Erweiterte Koeffizientenmatrix
	Tipp


	 
	[image: image]
	 


	Zeile (2) [image: image] 2*Zeile (1) + Zeile (2)

Zeile (3) [image: image] 4*Zeile (1) + Zeile (3)
	[image: image]
	Erzeugung von Nullen in Spalte (1)


	Zeile (2) / 7

Zeile (3) / 7
	[image: image]
	Führende Einsen erzeugen in Zeile (2) und (3)


	Zeile (3) [image: image] Zeile (3) – Zeile (2)
	[image: image]
	Erzeugung von Nullen in Spalte (2)



Tabelle 14.3: Gauß-Algorithmus der erweiterten Koeffizientenmatrix

Wie Sie sehen, wurden mittels des Gauß-Algorithmus in der letzten Zeile der erweiterten Koeffizientenmatrix lauter Nullen erzeugt. Um es hier noch zu verdeutlichen: Das ist etwas ganz anderes als das, was im letzten Abschnitt passiert ist, denn nun steht auch auf der rechten Seite des Strichs eine Null. Die letzte Zeile entspricht somit der wahren Aussage »0 = 0«. Das bedeutet wiederum, dass nur zwei der drei Zeilen der Matrix linear unabhängig sind. Die verbleibenden beiden Zeilen reichen nicht aus, um alle drei Variablen eindeutig zu bestimmen. Somit kann mindestens eine der drei Unbekannten frei gewählt werden, und das Gleichungssystem besitzt unendlich viele Lösungen. Da die zweite Zeile der Gleichung [image: image] entspricht, also den Wert der zweiten Unbekannten festlegt, lässt sich entweder [image: image] oder [image: image] frei wählen und nach der jeweils anderen Variable auflösen. Ohne Grund entscheiden wir uns für [image: image] und erhalten aus der ersten Gleichung:

[image: image]

Die Lösung des Systems ist also gegeben durch

[image: image]

Betrachten Sie als weiteres Beispiel ein Gleichungssystem bestehend aus drei Gleichungen und fünf Unbekannten:

[image: image]

Hier lautet die erweiterte Koeffizientenmatrix

[image: image]

In Tabelle 14.4 wird der Gauß-Algorithmus angewendet, um die Matrix auf Zeilenstufenform zu bringen.



	Aktion
	Erweiterte Koeffizientenmatrix
	Tipp


	Zeile (2) [image: image] 3*Zeile (2) – 2*Zeile (1)
	[image: image]
	Erzeugung von Nullen in Spalte (1)


	Zeile (2) [image: image] Zeile (2) – 10*Zeile (3)
	[image: image]
	Erzeugung von Nullen in Spalte (2)


	Zeile (2) [image: image] Zeile (3)
	[image: image]
	Vertauschen von Zeile (2) und (3)



Tabelle 14.4: Gauß-Algorithmus der erweiterten Koeffizientenmatrix

Die erweiterte Koeffizientenmatrix besitzt drei linear unabhängige Zeilen, also ist sie vom Rang 3. Daher können nur drei der fünf Variablen festgelegt werden, während man zwei verbleibende Variablen frei wählen muss. Die Wahl fällt auf [image: image] und [image: image], weil sich die letzte Gleichung dann schnell nach [image: image] auflösen lässt, ohne dass sich komplizierte Brüche bilden:

[image: image]

Nun kann man die zweite Gleichung nach [image: image] und die erste nach [image: image] auflösen:

[image: image]

[image: image]

[image: images] Gleichungssysteme mit unendlich vielen Lösungen

Stimmen Rang von Koeffizientenmatrix und erweiterter Koeffizientenmatrix überein und ist der Rang kleiner als die Anzahl der Variablen, dann besitzt das System unendlich viele Lösungen. Die Anzahl der frei wählbaren Unbekannten ergibt sich als Differenz der Variablenzahl und des Rangs.
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Lösen von linearen Gleichungssystemen mit Hilfe von Parametern


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Ablesen der Lösung, sofern sich ein lineares Gleichungssystem in Zeilenstufenform befindet




Angenommen, Sie haben ein lineares Gleichungssystem mit weniger Gleichungen als Unbekannten mittels des Gauß-Algorithmus auf Zeilenstufenform gebracht. Hier geht es darum, wie Sie dann am schnellsten zur Lösung gelangen.


Einführung von Parametern und Bilden der Lösung

Zur Heranführung betrachten Sie das folgende Gleichungssystem:

[image: image]

Die zugehörige erweiterte Koeffizientenmatrix lautet:

[image: image]

Der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix bzw. der Koeffizientenmatrix beträgt jeweils 4; beide stimmen also überein. Der Rang ist außerdem kleiner als die Anzahl der Variablen, also besitzt das System unendlich viele Lösungen. Die gesamte Menge aller Lösungen bildet einen Vektorraum, den man den Lösungsraum nennt. Verschiedene Lösungen lassen sich addieren oder mit Zahlen multiplizieren, woraus eine neue Lösung des Gleichungssystems hervorgeht.

Um den Lösungsraum anzugeben, muss man in diesem Fall zwei Variablen frei wählen. Diese Variablen sind dann nichts anderes als freie Parameter, durch deren Wahl sich alle möglichen Lösungen im Lösungsraum erreichen lassen. Sobald sich das System in Zeilenstufenform befindet, was hier von vorn herein der Fall ist, beginnt man in der letzten Zeile. Geschickt wird die Variable [image: image] gewählt und diese zu einem Parameter umbenannt, also [image: image]. Dann lässt sich die letzte Gleichung sofort nach der Unbekannten [image: image] auflösen:

[image: image]

Aus der dritten Gleichung gewinnt man [image: image]:

[image: image]

An dieser Stelle lässt sich als weiteren Parameter [image: image] wählen und schließlich [image: image] und [image: image] bestimmen:

[image: image]

[image: image]


Minus-Eins-Ergänzungstrick: Erzeugung der Zeilennormalform und Ablesen der Lösung

Das Vorgehen soll nun systematisch verallgemeinert werden.

1. Das System befand sich bereits auf Zeilenstufenform, wobei zudem in jeweils jeder Zeile der erste Eintrag ungleich null eine Eins war. Diese werden als »führende Einsen« bezeichnet.

2. Danach wurden die Variablen als Parameter benutzt, die nicht zusammen mit einer führenden Eins auftraten.

3. Die gegebenen Gleichungen wurden zum Schluss nach den restlichen Variablen aufgelöst.

Wie Sie ein Gleichungssystem auf Zeilenstufenform bringen, wissen Sie bereits. Sofern eine Zeile nicht mit einer führenden Eins anfängt, erzeugen Sie einfach eine, indem Sie durch die jeweilige erste Zahl in der Zeile dividieren. Damit ist Punkt (1) abgehakt.

In Form von Zeilenumformungen bedeutet Punkt (2), dass oberhalb der führenden Einsen überall Nullen erzeugt werden. Die sonstigen Einträge lässt man erst einmal in Ruhe. Dabei handelt es sich um Koeffizienten, die mit einem Parameter multipliziert werden. Das Vorgehen ist in Tabelle 15.1 durch Addition von Vielfachen geeigneter Zeilen zu den entsprechenden Zeilen demonstriert.



	Aktion
	Resultierende erweiterte Matrix


	Zeile (1) [image: image] Zeile (1) + Zeile (3)
	[image: image]


	Zeile (1) [image: image] Zeile (1) + 3*Zeile (4)

Zeile (2) [image: image] Zeile (2) + 3*Zeile (4)

Zeile (3) [image: image] Zeile (3) + 5*Zeile (4)
	[image: image]



Tabelle 15.1: Überführung des Gleichungssystems auf Zeilennormalform


Nach diesen Umformungen befindet sich das Gleichungssystem in der sogenannten Zeilennormalform. Charakteristisch für diese ist, dass von oben nach unten jede Zeile mindestens eine zusätzliche führende Null aufweist und der erste Eintrag ungleich null eine Eins ist. Außerdem verschwinden alle Einträge oberhalb einer solchen führenden Eins.

Nun müssen wiederum Parameter eingeführt werden. Dazu machen Sie das folgende. Fehlt eine Zeile mit einer führenden 1 an der i-ten Position, so fügen Sie an der Stelle eine Zeile ein. Letztere soll in der i-ten Spalte eine –1 (beachten Sie bitte das Minuszeichen) und

ansonsten lauter Nullen enthalten. Wenn das System i Unbekannte aufweist, lautet eine solche Zeile also:

[image: image]

[image: images] Diese Zeilen dürfen nicht als Gleichungen aufgefasst werden! Es handelt sich dabei nur um Hilfszeilen, die eingeführt werden, um die Lösung des Systems letztendlich einfach abzulesen.

Die erweiterte Koeffizientenmatrix geht dann schließlich über in:

[image: image]

Der Vorteil ist, dass Sie an dieser neuen erweiterten Matrix [image: image] die Lösung direkt ablesen können. Alle Einträge bis auf die, die nicht mit einem Parameter multipliziert werden, wurden in die letzte Spalte rechts des senkrechten Strichs gebracht. Alle Spalten, in denen mehr als ein Eintrag ungleich null steht, sind so zu verstehen, dass sie mit einem der eingeführten Parameter multipliziert werden. Der Lösungsvektor ergibt sich durch Addition der letzten Spalte und einer Linearkombination der Spalten, die mehr als einen einzigen Eintrag ungleich null aufweisen. Dabei handelt es sich um die Spalten, die eine der eingeführten Einträge »–1« enthalten.

[image: image]

Dieses Vorgehen ist als Minus-Eins-Ergänzungstrick bekannt.

[image: images] So wenden Sie den Minus-Eins-Ergänzungstrick an!

[image: ipad] Sobald Sie die erweiterte Matrix des Gleichungssystems auf Zeilenstufenform gebracht haben, bringen Sie es zusätzlich auf Zeilennormalform.

[image: ipad] Erzeugen Sie dazu in jeder Zeile eine führende Eins und bringen alle Einträge zum Verschwinden, die oberhalb einer jeden führenden Eins stehen.

[image: ipad] Fehlt eine Zeile mit einer führenden Eins an der i-ten Stelle müssen Sie eine entsprechende Zeile von Hand hinzufügen. Diese Zeile soll außer einer –1 (bitte das Minuszeichen beachten) an der i-ten Position ansonsten nur Nullen enthalten. Für jede hinzugefügte Zeile steht ein eingeführter Parameter.

[image: ipad] Nun können Sie die Lösung des Systems ablesen:

[image: image]
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Homogene und partikuläre Lösung


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Wie helfen Gleichungssysteme mit einem Nullvektor auf der rechten Seite, ähnliche Gleichungssysteme zu lösen, die keinen Nullvektor auf der rechten Seite haben?




Aus zwei mach eins! In diesem Kapitel soll eine weitere Methode vorgesellt werden, mit der sich ein lineares Gleichungssystem schneller lösen lässt. Da Zeit ein Luxus ist, den man vor allem in Prüfungen nicht hat, könnte das für Sie interessant sein. Zunächst sind einige Grundbegriffe notwendig, um die Methodik zu verstehen.

In Matrixschreibweise setzt sich ein lineares Gleichungssystem aus der Koeffizientenmatrix A, dem Variablenvektor [image: image] und dem Koeffizientenvektor [image: image] auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens zusammen: [image: image]. Ein lineares Gleichungssystem heißt homogen, sofern es sich bei [image: image] um den Nullvektor handelt, also [image: image]. Ein Beispiel für ein homogenes Gleichungssystem ist

[image: image]

Meistens stimmt [image: image] jedoch nicht mit dem Nullvektor überein. Für [image: image] nennt man das Gleichungssystem inhomogen. Das ist für das folgende Gleichungssystem der Fall:

[image: image]

Für jedes inhomogene Gleichungssystem besitzt das zugehörige homogene System eine große Bedeutung. Die Lösung des letzteren bildet einen Teil der Lösung des inhomogenen Systems.


Bildung der homogenen Lösung

Homogene Gleichungssysteme besitzen entweder genau eine oder unendlich viele Lösungen. Entspricht der Rang der Koeffizientenmatrix des homogenen Systems der Variablenanzahl, kann das homogene System nur die triviale Lösung besitzen. Stellen Sie sich vor, das System besitze [image: image] Unbekannte und wurde bereits auf Zeilenstufenform gebracht:

[image: image]

So folgt aus der letzten Zeile [image: image]. Aus der vorletzten Gleichung ergibt sich dann [image: image] und so setzt sich das Spiel bis zur ersten Zeile fort, die [image: image] liefert. Stimmt der Lösungsraum eines Gleichungssystems mit dem Nullvektor überein, nennt man diese auch die triviale Lösung. Jedes homogene Gleichungssystem besitzt mindestens diese Lösung.

[image: images] Lösungsmenge eines homogenen Gleichungssystems

Ein homogenes Gleichungssystem, bei dem der Rang der Koeffizientenmatrix mit der Variablenzahl n übereinstimmt, besitzt nur die triviale Lösung [image: image].

Um zu sehen, inwiefern die Lösung des homogenen Systems selbst für das inhomogene Gleichungssystem wichtig ist, betrachten Sie das obige Beispiel. Die erweiterte Matrix lautet

[image: image]

Die Variable [image: image] wird eliminiert, indem man das Dreifache der ersten Zeile zur zweiten Zeile addiert. Die erweiterte Matrix und die des homogenen Systems lauten dann:

[image: image]

[image: images] Die erweiterte Matrix des homogenen Systems folgt aus der des inhomogenen Systems, indem Sie alle Elemente auf der rechten Seite des Strichs gleich null setzen.

Zunächst wird das homogene Gleichungssystem gelöst, da sich das als einfacher erweist. Benutzt man die dritte Variable als Parameter, also [image: image], so folgt aus der zweiten Gleichung [image: image]. Aus der ersten Gleichung ergibt sich [image: image]:

[image: image]

Mit dem Minus-Eins-Ergänzungstrick funktioniert das auch gut, indem man die erweiterte Matrix auf Zeilennormalform bringt und eine Minus-Eins-Zeile einführt:

[image: image]

So lässt sich die homogene Lösung direkt ablesen:

[image: image]

Der Rang der Koeffizientenmatrix des homogenen Systems beträgt 2, während es drei Variablen gibt. Also besitzt es außer der trivialen Lösung unendlich viele weitere Lösungen.


Bildung der partikulären Lösung

Wie gesagt ist die Lösung des homogenen Systems ein Teil der Lösung des inhomogenen Systems. Besitzt das homogene System unendlich viele Lösungen, dann auch das inhomogene. Es wird angenommen, dass sich die gesamte Lösung durch Addition beider Lösungen ergibt:

[image: image]

Da [image: image] den Nullvektor produziert, benötigt man nur eine spezielle der unendlich vielen Lösungen des inhomogenen Systems. Die Menge der unendlich vielen Lösungen wird ja bereits durch [image: image] festgelegt. Setzt man die eingeführten Parameter gleich einem bestimmten Wert, folgt daraus eine spezielle Lösung des inhomogenen Gleichungssystems; man bezeichnet eine solche auch als partikuläre Lösung.

Legen wir also die Variable [image: image] auf einen bestimmten Wert fest. Am einfachsten ist sicherlich die Wahl [image: image]. Damit ergibt sich [image: image] und [image: image]. Die partikuläre Lösung des Gleichungssystems lautet somit:

[image: image]


Zusammensetzen beider Lösungen

Die gesamte Lösung des Gleichungssystems ergibt sich durch Addition der homogenen und der partikulären Lösung:

[image: image]

Das funktioniert mathematisch so, weil der Lösungsraum ein Vektorraum ist. Deshalb klappt auch der Minus-Eins-Ergänzungstrick aus dem letzten Abschnitt. In der Zeilennormalform stellt die Linearkombination der Minus-Eins-Spalten die homogene Lösung dar, während es sich bei der letzten Spalte um die partikuläre Lösung handelt.

Fassen wir das Vorgehen zusammen:

[image: images] Lösung eines inhomogenen Gleichungssystems

[image: ipad] Bringen Sie das inhomogene Gleichungssystem auf Zeilenstufenform.

[image: ipad] Tragen Sie in die letzte Spalte des inhomogenen Gleichungssystems lauter Nullen ein. Damit erhalten Sie das homogene Gleichungssystem, dessen Lösung [image: image] Sie durch Einführung von Parametern bestimmen. Stimmen der Rang der Koeffizientenmatrix und die Anzahl der Unbekannten überein, ist [image: image].

[image: ipad] Bestimmen Sie danach die partikuläre Lösung des inhomogenen Systems, indem Sie für die eingeführten Parameter bestimmte Werte wählen. Die Wahl, alle Parameter gleich null zu setzen, ist sicherlich die einfachste. Am besten ist es jedoch, wenn Sie sofort durch scharfes Hinschauen oder Probieren eine Lösung für das inhomogene Gleichungssystem finden. Für ein System aus drei Gleichungen und drei Unbekannten können Sie zum Beispiel für [image: image] einen bestimmen Wert wählen und den Wert der verbleibenden Variablen [image: image] entsprechend bestimmen. Die sich daraus ergebende Lösung können Sie auch als partikuläre Lösung verwenden, da sie einfach eine beliebige Lösung für das inhomogene System ist.

[image: ipad] Addieren Sie zum Schluss die homogene und die partikuläre Lösung, um die gesamte Lösung des inhomogenen Gleichungssystems zu erhalten.
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Lösungsweg unter Verwendung der Determinante


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Lösung von linearen Gleichungssystemen mittels der Determinante




Bisher war die Determinante bereits ungemein hilfreich. Auch bei linearen Gleichungssystemen wird sie Ihnen immer noch mit Rat und Tat zur Seite stehen. Die Lösung von Gleichungssystemen lässt sich auf die Berechnung unterschiedlicher Determinanten zurückführen. Welche Determinanten Sie dazu bestimmen müssen und wie Sie aus den Ergebnissen die Lösung ermitteln, wollen wir Ihnen im Folgenden zeigen.


Aufstellen der zu berechnenden Determinanten und Cramersche Regel

Sie wissen, dass die Determinante nur für quadratische Matrizen definiert ist. Also lassen sich mit dieser Methode auch nur Gleichungssysteme behandeln, die genauso viele Gleichungen wie Unbekannte aufweisen. Das Interesse besteht darin, das folgende Gleichungssystem aus n Gleichungen und n Unbekannten zu lösen:

[image: image]

Aus der Koeffizientenmatrix und dem Koeffizientenvektor lassen sich nun verschiedene Matrizen [image: image] mit derselben Zeilen- und Spaltenzahl wie die der Koeffizientenmatrix konstruieren, indem die i-te Spalte in der Koeffizientenmatrix gestrichen und durch den Vektor [image: image] ersetzt wird.

Um die Lösung des Gleichungssystems aufzustellen, benötigt man die Determinanten dieser Matrizen und darüber hinaus die Determinante der Koeffizientenmatrix A. Schauen Sie sich nun an, wie das funktioniert.

[image: images] Die Cramersche Regel

Für ein Gleichungssystem [image: image] definiert man die folgenden Matrizen:

[image: image]

[image: image]

Die Lösung des Gleichungssystems ergibt sich mittels der Determinanten dieser Matrizen [image: image] und die der Koeffizientenmatrix A zu:

[image: image]

Beispiel: Bestimmung der Lösung eines Gleichungssystems mit Hilfe der Cramerschen Regel

Die Cramersche Regel ist sehr geschickt anwendbar bei Gleichungssystemen aus zwei Gleichungen und zwei Unbekannten. Betrachten Sie das folgende Beispiel:

[image: image]

Alle drei benötigten Matrizen lassen sich schnell bestimmen. Die Matrix [image: image] erhalten Sie, indem bei der Koeffizientenmatrix die erste Spalte durch den Koeffizientenvektor ersetzt wird. Die Matrix [image: image] folgt analog, indem man die zweite Spalte durch den Koeffizientenvektor ersetzt. Die entsprechenden Determinanten berechnet man so wie gehabt:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Letztendlich ergibt sich so schnell die Lösung:

[image: image]

[image: images] Die Cramersche Regel liefert bei zwei Systemen mit zwei Unbekannten relativ schnell die Lösung. Bei Systemen mit mehr Unbekannten kostet sie jedoch aufgrund der immer aufwendiger zu berechnenden Determinanten viel Zeit.


Resultate aus der Cramerschen Regel

Aus der Cramerschen Regel ist ersichtlich, dass ein quadratisches Gleichungssystem keine Lösung besitzt, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwindet, aber keine der anderen Determinanten. Dann dividiert man nämlich eine Zahl ungleich null durch null und das ist nicht erlaubt.

Verschwinden auch die restlichen Determinanten, dann besitzt das System möglicherweise unendlich viele Lösungen. Das führt auf Quotienten der Form »0/0«, die mathematisch zunächst unbestimmt sind. Nichts desto trotz können sie eine Bedeutung haben, wenn man die Grenzwerte von Dividend und Divisor gegen null geeignet bildet.

[image: images] Lösungsmenge von homogenen Gleichungssystemen

Bei einem homogenen Gleichungssystem verschwinden auf jeden Fall die Determinanten aller Matrizen [image: image], weil diese jeweils eine Nullspalte enthalten. Eine notwendige Bedingung dafür, dass derartige Systeme noch andere Lösungen haben als einzig die triviale Lösung [image: image] ist das Verschwinden der Determinante der Koeffizientenmatrix.

Die Cramersche Regel ist also besonders hilfreich, um Aussagen über die Lösbarkeit eines Gleichungssystems zu gewinnen. Beliebte Aufgaben sind solche, bei denen ein Gleichungssystem in Abhängigkeit eines oder mehrerer Parameter angegeben ist und man die Lösbarkeit in Abhängigkeit der Parameter bestimmen soll. Zur Demonstration dient die folgende Beispielaufgabe.


Anwendung: Lösbarkeit eines linearen Gleichungssystems in Abhängigkeit zweier Parameter

Betrachten Sie das folgende lineare Gleichungssystem bestehend aus drei Gleichungen und drei Unbekannten:

[image: image]

Interessant sind die beiden folgenden Fragen:

1. Sei der Parameter β = 1. Für welche α besitzt das Gleichungssystem keine Lösung?

2. Der Parameter β sei zunächst unbestimmt. Für welche β kann das System unendlich viele Lösungen besitzen? Bestimmen Sie für diese Wahl von β die Lösung.

Um derartige Fragen zu beantworten, ist die Cramersche Regel sehr hilfreich. Die benötigten Determinanten werden in Abhängigkeit der beiden Parameter bestimmt:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

Um die erste Frage zu beantworten, setzt man [image: image]. Dann gilt:

[image: image]

Das System hat genau dann keine Lösung, wenn detA = 0 ist und mindestens eine der anderen Determinanten nicht verschwindet. Sie sehen schnell, dass dies für α = –2 der Fall ist.

Nun zur zweiten Frage: Das System kann unendlich viele Lösungen besitzen, wenn detA = 0 ist und alle anderen Determinanten auch verschwinden. Für α = –2 gilt:

[image: image]

Ein Blick auf die Determinanten verrät Ihnen sofort, dass [image: image] ein solcher Wert ist, weil dann alle Determinanten verschwinden. Die erweiterte Matrix des Systems lautet in dem Fall:

[image: image]

Um die Lösung des Systems anzugeben, bringt man die erweiterte Matrix zunächst auf Zeilenstufenform:

[image: image]

Setzt man [image: image], so folgt [image: image] und

[image: image]

Damit ist die Lösung gegeben durch:

[image: image]

Als Fazit können Sie sich merken, dass die Cramersche Regel von Hand nur bei folgenden Problemen angewendet werden sollte:

[image: ipad] Lösung von Gleichungssystemen mit zwei Variablen

[image: ipad] Untersuchung der Lösbarkeit von Gleichungssystemen in Abhängigkeit von Parametern


Anwendung: Die Wronski-Determinante

»Ich glaube nicht, dass da noch was kommt ...« Oh, doch! Bisher sind wir Ihnen schuldig geblieben, die lineare Unabhängigkeit sowohl der Basis der Polynome [image: image] als auch die der trigonometrischen Funktionen [image: image] zu demonstrieren. Benötigt wurde das im vierten Kapitel von Teil II, wo Sie gesehen haben, dass sich auch Funktionen als Vektoren auffassen lassen. Damals konnte das nicht gezeigt werden, weil erst noch einige Hilfsmittel zur Verfügung gestellt werden mussten.

Angenommen, man möchte die lineare Unabhängigkeit von n Funktionen [image: image] [image: image] nachweisen. Dann muss man zeigen, dass die folgende Gleichung nur für [image: image] erfüllt ist:

[image: image]

Ein Problem besteht allerdings darin, dass man n Variablen (abgesehen von der Funktionsvariable x, die beliebig ist), aber nur eine einzige Gleichung zur Verfügung hat. Wie kann so die lineare Abhängigkeit bzw. Unabhängigkeit überprüft werden? Dazu wendet man folgenden Trick an: Aus der obigen Gleichung lässt sich eine beliebige Anzahl neuer Gleichungen erzeugen, indem sie nach x abgeleitet wird! Damit ergibt sich ein lineares Gleichungssystem:

[image: image]

[image: image]

[image: image]

[image: image]

bzw. in Matrixschreibweise

[image: image][image: image]

Das System aus Gleichungen muss nun im Prinzip nach [image: image] für beliebige [image: image] aufgelöst werden, um eine Aussage über die lineare Abhängigkeit bzw. Unabhängigkeit treffen zu können. Das kann, je nachdem wie viele Funktionen man zur Verfügung hat und wie kompliziert diese sind, sehr mühsam werden. Doch glücklicherweise ist es nicht nötig, das Gleichungssystem vollständig zu lösen! Das Interesse besteht ja nur darin, ob neben der trivialen Lösung [image: image] überhaupt andere Lösungen existieren.

Verschwindet die Determinante der Koeffizientenmatrix eines homogenen Gleichungssystems, so gibt es neben der trivialen Lösung noch andere Lösungen – was eine Folge der Cramerschen Regel ist. Daraus folgt dann, dass die Funktionen linear abhängig sind. Im Falle der linearen Unabhängigkeit muss also folgendes gelten:

[image: image]

Man bezeichnet diese Determinante als Wronski-Determinante. Ob der Wert der Wronski-Determinante Nullstellen bezüglich x hat, spielt keine Rolle, denn Funktionen sind nur dann linear abhängig, wenn die Determinante für alle x verschwindet. Für die lineare Unabhängigkeit reicht es hingegen, dass die Determinante für einen Wert der Variablen x ungleich null ist. Diese Tatsache ist für komplizierte Wronski-Determinanten hilfreich und wird für den nachfolgend vorgestellten Funktionenraum der trigonometrischen Funktionen sinx und cosx ausgenutzt.


Die Wronski-Determinante in Aktion

Die Wronski-Determinante soll nun an einigen Beispielen erläutert werden.

1. Angenommen, Sie wollen zunächst wissen, ob die lineare Funktion [image: image], die trigonometrische Funktion [image: image] und die Exponentialfunktion [image: image] linear unabhängig sind, dann müssen Sie die Wronski-Determinante der gegebenen Funktionen berechnen. Gesagt, getan:

[image: image]

Das Ergebnis ist im Allgemeinen ungleich null, und somit sind die Funktionen linear unabhängig.

2. Wie sieht es mit Exponentialfunktionen unterschiedlicher Exponenten aus? Betrachtet man [image: image] und [image: image], so sieht man, dass auch diese linear unabhängig sind:

[image: image]

3. Demgegenüber sind die Funktionen [image: image] [image: image] und [image: image] linear abhängig:

[image: image]

Sieht man scharf hin, ist das klar, denn es gilt:

[image: image]


Lineare Unabhängigkeit im Fall der Monome

Um nachzuprüfen, ob die Monome 1, [image: image] linear unabhängig sind, kann man auch hier die Wronski-Determinante zu Rate ziehen:

[image: image]

Der genaue Wert der Determinante ist nicht wichtig. Es lässt sich jedoch auf jeden Fall feststellen, dass er ungleich null ist, da es sich um eine obere Dreiecksmatrix handelt. Deren Wert ist das Produkt der Elemente auf der Hauptdiagonalen, von denen keiner verschwindet. Damit sind die Monome 1, [image: image] linear unabhängig und können als Basis von Polynomen dienen. Die Basis [image: image] spannt somit den Raum der Polynome vom Grad n auf.


Lineare Unabhängigkeit im Fall der Sinus- und Kosinusfunktionen

Hier geht es darum, zu zeigen, dass die Funktionen 1, [image: image], [image: image] linear unabhängig sind. Die zugehörige Wronski-Determinante sieht folgendermaßen aus:

[image: image]

Wie kann man dieses Monster berechnen? Um die lineare Unabhängigkeit zu zeigen, genügt es glücklicherweise, den Wert der Determinante an einem einzigen Punkt zu wissen. Ihnen fällt jetzt sicherlich ein Stein vom Herzen! Setzt man [image: image], geht die obige Matrix in eine »Schachbrettmatrix« über, die als Einträge auf den Feldern mit ungerader Zeilenzahl und gerader Spaltenzahl jeweils eine Null hat. Im Falle n = 3 gilt zum Beispiel:

[image: image]

Die Determinante einer solchen »Schachbrettmatrix« verschwindet im Allgemeinen nicht, da man nach der Leibniz-Formel aus dem zweiten Kapitel von Teil III immer Permutationen von Matrixeinträgen findet, die nicht verschwinden. Das ist zum Beispiel für die Hauptdiagonale der Fall. Damit ist klar, dass es mindestens ein x gibt, für das die Determinante ungleich null ist. Die Funktionen können daher nicht linear abhängig sein.


		 Teil V

Der Top-Ten-Teil

		
		In diesem Teil ...

Jetzt kommt kein neuer Stoff mehr. Wir möchten Ihnen mit diesem letzten Teil des Buchs einige allgemeine Tipps an die Hand geben. Als erstes geht es um mögliche Fehler, die leider immer wieder gemacht werden. Zweitens nennen wir einige Dinge, die Sie beachten sollten, um eine Prüfung erfolgreich zu meistern.
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Zehn häufige Anfängerfehler


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Fehlerquellen für Vektoren und Matrizen

[image: ipad] allgemeine Fehlerquellen beim Rechnen




Hier stellen wir Ihnen aus unserer eigenen Erfahrung sowie der langjährigen Leitung von Tutorien an der Universität zehn mögliche Fehler dar, die schnell und immer wieder auftreten.


Dividieren durch Vektoren – Nein!

In Prüfungen sieht man es leider immer wieder. Es gibt Leute, die – zumindest formal – durch Vektoren dividieren. Manchmal passiert das in der Quantenmechanik, wo mit der »Braket«-Schreibweise gearbeitet wird. Wie man Vektoren aufschreibt, ist jedoch nicht wichtig; durch Vektoren kann man nicht dividieren! Bitte merken Sie sich das, und beherzigen Sie es.


Matrizen vertauschen nicht!

Das ist auch so ein Problem. Die Multiplikation von Matrizen hängt von der Reihenfolge der Matrizen ab. Es ist also auch wichtig, ob man eine Matrixgleichung von links oder von rechts mit einer Matrix multipliziert. Denken Sie bitte immer daran, wenn Sie mit Matrizen hantieren.


Ein Vektor hängt von den Komponenten und der Basis ab!

Am Anfang denken einige Leute oft, dass ein Vektor vollständig durch seine Komponenten festgelegt ist. Das ist jedoch nicht der Fall! Allein aus der Angabe [image: image]= (1, 2, 3)T lässt sich zum Beispiel nicht schließen, wie der zugehörige Vektorpfeil von [image: image] aussieht. Dafür ist immer noch die Angabe der Basis notwendig, in der der Vektor dargestellt wird.


Verwirrung beim komplexen Skalarprodukt

Wenn das Skalarprodukt zweier Vektoren mit komplexen Einträgen berechnet werden muss, ist es eine häufige Fehlerquelle, die komplexe Konjugation einer der beiden Vektoren zu vergessen. Denken Sie daran, damit Ihnen so etwas nicht passiert. Je nach Definition ist entweder der erste oder der zweite Vektor komplex zu konjugieren. Das ist auch schnell klar, denn ansonsten könnte das Betragsquadrat eines komplexen Vektors, was ja dem Skalarprodukt des Vektors mit sich selbst entspricht, negativ sein:

[image: image]


Leichtsinnsfehler

Leider viel zu oft scheitert es nicht am Unverständnis komplexer mathematischer Zusammenhänge, sondern an einfachen Rechenfehlern. Frischen Sie deshalb Ihre Schulkenntnisse über das Rechnen mit Brüchen und Variablen auf. Ebenso sollten Sie dem Namen der Mitternachtsformel alle Ehre machen! Wenn Sie die nicht beherrschen, dann werden Sie auch die Nullstellen eines charakteristischen Polynoms nicht bestimmen können. Selbst wenn Sie alles über Eigenwerte, Eigenvektoren und zur Diagonalisierung von Matrizen wissen, hilft Ihnen das an dieser Stelle dann nicht weiter.


Vektoren in anderen Koordinatensystemen

Wenn Sie einen Vektor in krummlinige Koordinaten umrechnen, denken Sie bitte daran, dass Sie nicht nur die Komponenten des Vektors transformieren müssen, sondern auch die Basisvektoren! Letztendlich ist also der Vektor auch in der neuen Basis darzustellen.


Einheitskreis – wie bitte?

Wiederholen Sie bitte, wie Sie trigonometrische Funktionen von Winkeln im Bereich von [image: image] bis [image: image], also in allen vier Quadranten berechnen. Wichtig ist auch, wie Sie umgekehrt zu vorgegeben Werten der Sinus- und Kosinusfunktion den zugehörigen Winkel ermitteln. Dazu ist der Einheitskreis besonders hilfreich. Sie können zu diesem Zweck auch noch einmal einen Blick in den Abschnitt »Unser Koordinatensystem ist das Gerüst der Vektor-Welt« des zweiten Kapitels von Teil II werfen.


Wurzelziehen aus Quadraten

Treffen Sie auf einen Ausdruck der Form [image: image], wobei [image: image] eine beliebige reelle Zahl sein kann, über die nichts Weiteres bekannt ist, dann müssen Sie Betragsstriche berücksichtigen:

[image: image]

Es ergibt sich also nicht einfach nur [image: image] als Ergebnis, da die Wurzel einer Zahl definitionsgemäß immer größer oder gleich null ist. Das darf man nicht mit der Lösung einer Gleichung verwechseln, die sowohl positiv als auch negativ sein kann, wie zum Beispiel:

[image: image]


Vorsicht mit der imaginären Einheit

In diesem Buch spielen die komplexen Zahlen nur eine kleine Rolle. Dennoch soll folgendes nicht unerwähnt bleiben. Man sieht es immer wieder, dass die imaginäre Einheit über [image: image] definiert wird. Verwenden Sie stattdessen besser [image: image], sonst passiert vielleicht das hier:

[image: image]


Falsche Regeln bei der Berechnung von Determinanten

Denken Sie daran, dass bei der Umformung von Determinanten nicht alle Regeln übernommen werden dürfen, die zur Umformung der Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems erlaubt sind. Beispielsweise dürfen Sie eine Zeile nicht mit einer Zahl multiplizieren und eine andere Zeile zu dieser addieren, denn dadurch verändern Sie den Wert der Determinante.
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Zehn Tipps für erfolgreiche Prüfungen


In diesem Kapitel ...

[image: ipad] Was Sie machen können, um sich auf eine Prüfung geeignet vorzubereiten

[image: ipad] Welche Fragen oft auftauchen




Prüfungen an einer Universität sind schon was anderes als Klassenarbeiten in der Schule, schon allein wegen des zumeist großen Stoffumfangs. Bestimmte Techniken dafür, wie man sich am besten auf eine solche Prüfung vorbereitet, werden den meisten nicht in die Wiege gelegt, sondern die persönliche Erfahrung spielt hier die größte Rolle. Nehmen Sie deshalb am besten die folgende Liste für Tipps nur als Leitfaden, denn jeder lernt anders, und einige Leute müssen auf andere Dinge achten als andere Leute.


Üben, üben, üben!

Natürlich möchten wir nicht wie ein Oberlehrer mit dem erhobenen Zeigefinger rüberkommen. Dennoch ist es natürlich wahr, dass noch kein Meister vom Himmel gefallen ist. Üben Sie deshalb ihr erworbenes Wissen auf praktische Art und Weise, indem Sie sich Übungsaufgaben suchen und diese lösen. Besonders wichtig ist es, eine gewisse Routine für Standardaufgaben zu erlangen, zum Beispiel zum Lösen linearer Gleichungssysteme. Wenn man keine Übung hat, nimmt oft schon die Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren einer Matrix eine gewisse Zeit in Anspruch. Meistens handelt es sich dabei jedoch nur um den ersten Teil einer Aufgabe, die aus mehreren Teilen besteht.


Nachdenken ist die halbe Miete!

Gehen Sie nicht einfach blindlings eine Aufgabe an, sondern denken Sie darüber nach, was Sie tun und ob es so auch Sinn ergibt. Denken Sie bitte daran, dass oft Aufgabenteile nicht voneinander unabhängig sind. Müssen Sie zum Beispiel im ersten Aufgabenteil eine Matrix diagonalisieren und im zweiten Teil die Normalform einer angegebenen Quadrik bestimmen, so tritt in der Quadrik mit Sicherheit die Matrix auf, die Sie bereits diagonalisiert haben.


Ergebnisse kritisch begutachten

Schauen Sie sich das Ergebnis an, das Sie berechnet haben. Ist es sinnvoll? Erhalten Sie zum Beispiel ein negatives Betragsquadrat eines Vektors, so überprüfen Sie Ihre Rechnung, denn dann haben Sie auf jeden Fall einen Fehler gemacht. Müssen Sie die Eigenwerte einer hermiteschen Matrix bestimmen und zwei davon sind komplex, dann kann auch hier etwas nicht stimmen. Sie haben ja schließlich gelernt, dass die Eigenwerte einer hermiteschen Matrix immer reell sind.


Üben Sie auch möglichst an verschiedenen Aufgabentypen!

Schauen Sie sich bitte viele verschiedene Arten von Aufgaben an. Dann sammeln Sie Erfahrung. Im Prinzip ist es so, dass für Aufgaben nur ein begrenzter Fundus zur Verfügung steht, weil diese ja auch in einer kurzen Zeit zu lösen sein müssen. Aufgaben oder Aufgabenteile wiederholen sich immer wieder. Das einzige, was sich dann ändert, sind nur ausdrückliche Zahlenwerte, zum Beispiel die Einträge einer Matrix.


Gleichungen müssen stimmig sein!

Wenn Sie beispielsweise eine [image: image]-Matrix mit einem fünfzeiligen Vektor multiplizieren, dann muss sich daraus wieder ein fünfzeiliger Vektor ergeben. Schauen Sie sich außerdem bitte die freien Indizes von Gleichungen an, die Sie aufschreiben. Steht auf der linken Seite des Gleichheitszeichens ein Vektor, dann muss das auch auf der rechten Seite der Fall sein. Steht links eine skalare Größe, dann auch rechts usw.


Effizienz von Algorithmen

Ziehen Sie unter Zeitdruck (zum Beispiel in Prüfungen) schnelle Algorithmen vor! Wenn Sie zum Beispiel einfach ein Gleichungssystem lösen müssen, dann verwenden Sie bitte den Gauß-Algorithmus. Für die Cramersche Regel müssen Sie mitunter viele Determinanten von großen Matrizen berechnen, was auf jeden Fall langsamer vonstatten geht.


Aussehen von Geraden und Ebenen

Versuchen Sie, ein Gefühl für die Lage von Geraden und Ebenen in Koordinatensystemen zu entwickeln. Gerne können Sie dazu auch einen Computer zu Hilfe nehmen, um ihr Gefühl zu verfeinern. Das Ganze kostet natürlich Zeit und ist eher nebensächlich, sofern in Kürze eine Prüfung ansteht.


Denken Sie sich selber Aufgaben aus!

Warum sollten Sie immer nur vorgefertigte Aufgaben lösen? Schreiben Sie zum Beispiel zwei selbst ausgedachte Parameterdarstellungen von Geraden auf ein Blatt Papier und untersuchen deren Eigenschaften. Schneiden sie sich, sind sie parallel oder windschief? Wie groß ist deren Abstand? Auf diese Weise entwickeln Sie vielleicht weiteres Interesse und gewinnen neue Erkenntnisse.


Nehmen Sie nicht alles bierernst!

Beschäftigen Sie sich nicht nur mit Mathematik, weil Sie es müssen. Gehen Sie die Sachen locker an und versuchen Sie, Definitionen und Formeln in Ihrem Kopf mit anschaulichen Bildern zu verknüpfen. Probieren Sie, Zusammenhänge zwischen der Mathematik und der Anwendung herzustellen. Dann werden Sie entdecken, dass Mathematik nicht unbedingt trocken sein muss, sondern überaus Spaß machen kann.


Denken Sie an die am häufigsten vorkommenden Fragen!

Es gibt einige Fragen, mit denen Sie in Prüfungen stets rechnen sollten. Natürlich ist auch das etwas, das von der Universität und vom jeweiligen Professor abhängig sein kann. Dennoch gibt es eine Sammlung von Aufgaben, die man beherrschen sollte, um gut auf eine Prüfung in linearer Algebra und der Vektorrechnung vorbereitet zu sein.

[image: ipad] Welches sind die Eigenwerte und Eigenvektoren einer gegebenen Matrix?

Diese Frage bildet oft die Einleitung zu einer Aufgabe der linearen Algebra. Deshalb sollten Sie auf jeden Fall mit den Konzepten des charakteristischen Polynoms, der Bestimmung von Eigenvektoren und der Diagonalisierung von Matrizen vertraut sein. Behandelt wird das im Kapitel »Eigenwerte und Eigenvektoren, Diagonalisieren von Matrizen« in Teil III.

[image: ipad] Verschiedene Fragen zur analytischen Geometrie

Auf solche müssen Sie auf jeden Fall vorbereitet sein. Sie sollten also mit der Parameterdarstellung von Geraden und Ebenen, sowie der Normalenform von Ebenen umgehen können. Damit kommen Sie schon sehr weit, denn typischerweise geht es um Abstände zwischen einer Gerade und einer Ebene oder zwischen zwei Geraden.

[image: ipad] Für welche Parameter besitzt das vorgegebene Gleichungssystem eine eindeutige, keine oder unendlich viele Lösungen?

Sie müssen sich immer darauf gefasst machen, dass Gleichungssysteme im Verlauf einer Aufgabe zu lösen sind. Aufgaben, in denen es einzig und allein um ein bestimmtes Gleichungssystem geht, kommen seltener. Sollte es doch einmal der Fall sein, handelt es sich dann mit großer Sicherheit um ein Gleichungssystem, dessen Lösungsmenge in Abhängigkeit eines oder zweier Parameter bestimmt werden muss. Wie im Kapitel »Lösungsweg unter Verwendung der Determinante« in Teil IV vermerkt, ist dazu die Cramersche Regel besonders hilfreich.
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