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MENGENLEHRE - 1/1

*Begriffe der Mengenlehre

LUGEN MATHEMATIKLEHRER?

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Es ist nicht zu glauben! Da sagt doch der Mathematiklehrer
Leopold: ,,Ich liige jetzt, weil alle Mathematiklehrer ligen!“
Er sagt nicht, dass der Schulleiter liigt, der ist namlich
Deutschlehrer, er sagt auch nicht, dass der Mathematik-
lehrer Mehrwald liigt, sondern: Er liigt. Und bekannt ist,
dass er Mathematiklehrer ist.

Was hat er da wohl angerichtet?

Mathematiklehrer gelten gewdhnlich und im Allgemeinen
als besonders glaubhaft, da sie, wie in keinem anderen
Lehrfach iiblich, alle Behauptungen beweisen wollen, kén-
nen und missen. Und wenn dann der Schiiler Frusti behau-
tet, dass alle Mathematiklehrer liigen, dann ist dem {iber-
haupt keine Bedeutung beizumessen, denn dieser Schiiler
kann Lehrer nicht und Mathematiklehrer schon gar nicht
leiden.

Also folgende Feststellungen:

1. Herr Leopold ist Mathematiklehrer (mengenbildende
Eigenschaft — er vertritt an der Schule das Fach
Mathematik oder er unterrichtet es).

2. Ein Mathematiklehrer behauptet, dass Mathematiklehrer
(selbstverstédndlich seine Person eingeschlossen, da
er die mengenbildenden Eigenschaft der Mathematik-
lehrermenge besitzt) liigen.

Nun gibt es zwei Mdglichkeiten:

a) Nehmen wir an, der Mathematiklehrer Leopold sagt die
Wahrheit — demzufolge glauben wir seine Behauptung,
dass alle Mathematiklehrer liigen.

Da Herr Leopold aber Mathematiklehrer ist, folgt daraus,
dass wir ihm auch glauben miissen, dass Mathematik-
lehrer liigen, also er selbst auch. Widerspruch zur
Annahme!

b) Nehmen wir an, der Mathematiklehrer Leopold liigt.
Dann ist seine Behauptung, dass Mathematiklehrer
ligen und dass er selbst liigt, nicht richtig. Also sagt er
die Wahrheit. Widerspruch zur Annahme!

Beide Falle fiihren zum Widerspruch. Aus Wahrheit folgt
Liige und aus Luge folgt Wahrheit. Was also wollte der Leh-
rer Leopold sagen? Er wollte deutlich machen, dass nicht
zu entscheiden ist, ob er zur Menge der Liigner gehort oder
nicht.

In der Unterhaltung, aber vor allem auch in der Mathematik
gibt es aber nur zwei Moglichkeiten:

Liige oder Wahrheit

Doch eine Entscheidung, welche der beiden Mdglichkeiten
zutreffend ist, kann bei dieser Aussage nicht erfolgen.

Wenn allerdings ein Geschichtslehrer behauptet, dass
Mathematiklehrer liigen, dann erfiillt das juristisch den
Tatbestand der Verleumdung und kann, falls der Beschuldi-
ger es nicht beweisen kann, strafrechtliche Konsequenzen
nach sich ziehen. Leichter sind jedoch die Folgen fiir
Schiiler abzuschatzen, die so etwas tiber ihre Lehrer
behaupten. Das ist jedoch ein anderes Kapitel.

Georg Cantor, der deutsche Mathematiker (1845-1918),
wirkte in Halle an der Saale. Er gilt als der Begriinder der
Mengenlehre. Einem grundlegenden Bediirfnis der Mathe-
matik folgend, versuchte er den Begriff der Menge zu
definieren:

»Eine Menge ist eine Zusammenfassung
bestimmter und wohlunterschiedener Objekte
unserer Anschauung oder unseres Denkens,
welche Elemente der Menge genannt werden,
zu einem Ganzen.“

Wohlunterschieden und bestimmt, so miissen die Elemente
einer Menge sein! Wohlunterschieden ist klar — gleiche
Elemente, das sind solche, die sich nicht unterscheiden
lassen, konnen nicht mehrfach zur Menge gehdoren.

Eine Menge kann Uiber eine Aufzdhlung definiert werden,
dies ist bei endlichen Mengen tblich, z.B. A= {2, 3, 5} oder
B = {rot, griin, blau}.

Alternativ kann eine Menge tber Eigenschaften definiert
werden, dies ist bei unendlichen Mengen die einzige
Moglichkeit, z.B. die Menge der geraden Zahlen G = {nist
eine natiirliche Zahl, die durch zwei teilbar ist}.

Es kommt bei einer Menge grundsatzlich nicht auf die
Reihenfolge an: A= {2, 3,5} ={3, 2, 5.

Noch ein anderes Beispiel:

In einer Stadt vertreten Personen ihre Angelegenheiten
entweder selbst vor Gericht oder lassen sich von einem
Rechtsanwalt vertreten. Was passiert nun mit dem Rechts-
anwalt?

1. Annahme (die ist irgendwie naheliegend): Er vertritt sich
selbst. Daraus folgt aber, da er selbst der Rechtsanwalt
ist, dass er doch zur Menge der Personen gehort, deren
Anliegen von einem Rechtsanwalt vertreten werden.
Also folgt aus der ersten Annahme die

2. Annahme: Er wird durch einen Rechtsanwalt vertreten.
Das ist er aber wieder selbst. Daraus folgt nun wieder
die erste Annahme.

Auch in diesem Beispiel geht es endlos hin und her ...

8 G. Hofner, S. SiiBBbier, Das verriickte Mathe-Comic-Buch, DOI 10.1007/978-3-8274-2629-1 1,
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THEMATISCHE EINORDNUNG

Konkrete Dinge unserer Anschauung und
unseres Denkens werden durch eine men-
genbildende Eigenschaft zu einer Menge
zusammengefasst. Eineindeutige Zuord-
nungen (eineindeutig bestimmt durch die
mengenbildende Eigenschaft), aber wohl-
unterschieden (das heift, es besteht ein
Unterschied in mindestens einer Eigen-
schaft). Diese Definition des Begriffs der
Menge von Georg Cantor (1845 —1918)
reicht vollkommen aus, um zu beschreiben,

was eine Menge ist und, was noch wichti-
ger ist, um mit Mengen als dem Grundbe-
griff der Mathematik arbeiten zu kénnen.
Wichtig ist nur, dass eindeutig entschieden
werden kann, wer zur Menge gehért und
wer nicht. Das kann durch die Angabe der
Elemente oder durch die mengenbildende
Eigenschaft erfolgen. Das ist die naive
Mengenlehre, die allerdings zu Antinomien
fiihrt, wie sie bereits im antiken Griechen-
land bekannt und in der modernen Zeit von
Bertram Russel (1872-1971) formuliert wur-
den. Unsere Geschichte zeigt ein Beispiel.

Der Begriff der Menge ist ein Grundbegriff
der Mathematik. Alle mathematischen
Gebiete haben Grundbegriffe, die nicht
weiter hinterfragt werden.

In der (naiven) Mengenlehre sind es Men-
gen und Elemente; in der Geometrie z.B.
Punkte und Geraden. Die Grundbegriffe
missen Axiomen geniigen, aus denen Satze
gefolgert werden. Die Grundbegriffe selbst
kénnen nicht definiert werden —eine
Studentin versuchte einmal ,,Punkt“ zu
definieren als ,,einen Winkel, dem man

die Schenkel ausgerissen hat*“.

1




MENGENLEHRE - 1/2

*Mengenrelationen

MILITARISCHE ORDNUNG

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Die Menge T ist eine Teilmenge oder eine Untermenge von

M, wenn jedes Element von T auch ein Element von M ist
TCM gelesen: , Tist enthalten in M“.

Nach dieser Definition gibt es nun zwei Moglichkeiten:

1. Zwar gehoren alle Elemente von T zur Menge von M,

doch gibt es Elemente von M, die nicht zu T gehdren.
TCM Tistin dem Fall eine echte Untermenge
oder Teilmenge von M.

2. Alle Elemente von T gehdren zur Menge M, aber es gibt
kein Element in M, das nicht zu T gehért. In diesem Fall
sind die beiden Mengen gleich oder identisch.

T=M Tistindem Fall eine unechte Teilmenge
(Untermenge) von M oder umgekehrt.
Die Schiiler —so sieht es der Lehrer jedenfalls bevor er die

Anwesenheitskontrolle durchfiihrt — die anwesend sind (4),

bilden eine unechte oder echte Teilmenge der Schiller, die
zur Klasse (K) gehdren: ACK.
Nach der Anwesenheitskontrolle kann entweder
ACK
(mindestens ein Schiiler der Klasse fehlt) oder
A=K
(alle Schiiler sind im Klassenzimmer) gesagt werden.

Beispiele:

Die Menge Zist die Menge aller méglichen Noten, die beim
Ergebnis der schriftlichen Mathematikpriifung an einer
Hochschule erreicht werden kénnen: 7=1{1, 2,3, 4,5}

Alle Priifungsteilnehmer haben die Priifung bestanden,
bedeutet: Es wurde keine ungentigend (5) bewertete
Arbeit registriert —die Menge der erreichten Noten ist
dann eine echte Teilmenge von Z, z.B. {1, 2, 3, 4} oder
auch ,,{2, 3, 4}, wenn kein sehr gut (1) vergeben wurde.
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OHGOTT I GRUPPE WETITER.

Stellung
suchen!
Los,los ...

... toller
Flug !

EH ...
voll krass

e

;) Py R s ~
:};f' W%ﬂ‘f/ =

=

-
(=

L ...was
-
4 soll das ?

oder Feind?

Die erste

Geldndeiibung
m

DER ZUGFUHRER FREUT SICH || UND

ERFREU-
AN DIE




ANTRETEN !

Und zuriick in
die Kaserne !

Bleib in

et [SPAT Am ABEND .. )
er Bluse.

Ichbin
krank !

Wo bleibt
denn meine
Flasche ?
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Die sechs da
sind krank,
Herr General |

Der will

)> die Flasche.
/

Hierher 111

| SCHLIESSLICH:

Fiir die vier
gibt's ne
Sonderration.

die Flasche
is' leer |

Der Rest der Gruppe




BEIM NACHSTEN = und . ... aber ng’
kein Brei Sonderration,
APPELL SIND ALLE @ Herr General !
WIEDER DA UND

WARTEN AUF DEN

BEFEHL:

GELANDEUBUNG

UND BITTE

10 STEAKS UND

VOLLE FLASCHEN.

EINREGIMENT
BESTEHT AUS . _ 7 |
EINER GANZEN el il o
MENGE VON h‘ q vl,.mmw DIE
SOLDATEN/-
INNEN UND
ENTHALT
MEHRERE
KOMPANIEN
(RUND 600
MANNER UND
FRAUEN).
MEHRERE
GRUPPEN,

GENAU ZEHN
SOLDATEN/INNEN
PLUS EINE/ER,
BILDEN EINEN
ZU6.

Gruppe ist
angetreten
und
vollzdhlig !
(10+1)
Ich bleibe aber
sooolo

THEMATISCHE EINORDNUNG (eine Menge A ist eine Teilmenge von Schreibweise: C=A\B
B, wenn jedes Elementvon A auchin B {2,3,5}\{3} ={2,5}

" vorkommt, aber nicht notwendiger-
Ahnlich wie Zahlen kann man auch weise umgekehrt). & 2. Produktmenge C der Mengen A und

Mengen zueinander in Beziehung B—-enthdlt alle geordneten Paare
setzen (Relationen) und aus zwei (x;y), wobei x Elemente von A und y
Mengen eine neue bilden (Mengen- Element von Bist.

Beispiele fiir Mengenverkniipfungen
sind

verknlipfung). Die wichtigste Bezie- Schreibweise: C=AxB

hung zwischen Mengen ist die Gleich- 1. Differenzmenge Cder Mengen A

heit (zwei Mengen A und B sind und B - enthilt alle Elemente von Besonders wichtige Verkniipfungen sind
gleich, wenn jedes Element, dasin A A, die nicht zu B gehdren (etwa Vereinigung und Schnitt von Mengen
vorkommt, auch in B vorkommt und ausgedriickt oder gemerkt durch (siehe niichste Geschichte).
umgekehrt) und die Teilmengenrelation »Elemente von A ohne die von B).

15



MENGENLEHRE - 1/3

MATHEMATISCH WIRD UBERALL VERSTANDEN

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...* Wichtige Verkniipfungen sind Vereinigung und Schnitt von
Mengen.

Mengen werden durch die Angabe einer mengenbildenden

Eigenschaft oder durch die explizite Angabe ihrer Elemente 4. Die Vereinigungsmenge C der Mengen A und B enthalt

alle die Elemente, die zu A, zu B oder zu beiden Mengen

festgelegt. gehéren.

Spezielle Mengen sind: Beispiel: {1,2,3} U {2,3,4} = {1,2,3,4}

1. Die leere Menge — die mengenbildende Eigenschaft trifft |t Dje Durchschnittsmenge C der Mengen A und B enthilt
auf kein Element zu (die Eigenschaft verlangt einfach alle die Elemente, die sowohl zu A als auch zu B
etwas, was nicht zu erfiillen ist — eine Maschine, die gehdren.
ohne Zufiihrung von Energie arbeitet, Perpetuum mobile). Beispiel: {1,2,3} N {2,3,4} = {2,3}

2. Die endliche Menge — die mengenbildende Eigenschaft
trifft nur auf endlich viele Elemente zu.

Durch diese beiden Regeln
wird beschrieben. wie aus
zwei Menge
neue gebild

3. Die unendliche Menge — die mengenbildende Eigen-
schaft trifft auf unendlich viele Elemente zu.

ENSCHEN VERSTEHEN SICH GUT, UND

SIE WOLLEN EINEN TURM BAUEN, DER
BIS IN DEN HIMMEL GEHT. UM ES ALLEN ZU
ZEIGEN, AUCH DEN GOTTERN!|
GR@SSENWAHN“ WASg SONST.

Héher,
noch héher,
hort ihr |

Wollt ihr Euch

*Mengenoperationen

zu (den) Gottern
erheben ?

} 5. DA FUHR DER HERR
HERNIEDER, DASS ER
SAHE DIE STADT UND
DEN THURM, DIE DIE
MENSCHENKINDER
BAUETEN.* c. 18,21
7. WOHL, LASSET UNS HER-
NIEDER FAHREN, UND
IHRE SPRACHE DASELBST
VERWIRREN, DASS
KEINER DES ANDEREN
SPRACHE VERNEHME !1!

A A Wl AN AV AV [
AVIAVIAV AW AV ZAN G .

Look for
trouble!

A k
t by ) / ;
AR AT R oo KIS L 2

o AV A

At AW Ay

Héoher
verstehen
alle.
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Ich

habe dich

debere
m

X BUHOBATbI

usted es
culpable

vous étes
coupable

Wir griiien
auf marsianisch

TAGE SPATER
LANDET EIN UFO.
ES STEIGEN MARS-
MENSCHEN AUS.

Chaotische
Sprache !

DIE MARSMENSCHEN GREIFEN ZU
EINEM IM WELTALL GULTIGEN
MATHEMATISCHEN GESETZ, NACH-
DEM SIE UBERLEGTHABEN, WIE SIE
SICH NOCH AUSDRUCKEN KONNEN.

Die verstehen
uns nicht !

AK? + 6K? = HY?

y: rechter Winkel

Beiuns in
der Schule
heiBt das:
a?+b?=c?

Wichtig ist
der rechte Winkel
gegeniiber von c!

HY
MAN EINIGT SICH AUF DIE
BEZEICHNUNG HYPOTENUSE UND KATHETEN,
ABER NUR FUR DAS RECHTWINKLIGE DREIECK.

7 MATHEMATIK IST
> EINE SPRACHE,
@ DIE MAN UBERALL
~ UND SOGAR IM

WELTRAUM VERSTEHT.

THEMATISCHE EINORDNUNG

Viele Sprachen haben zwar das gleiche Alphabet aber

sche mathematische Symbole. Die Mathematik ist die
Sprache, die auch ohne Worte verstanden wird, also
gewissermafien die Schnittmenge aller Sprachen.

natdrlich unterschiedliche Worte, jedochi. Allg. identi-
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DAS PRINZIP DER

EINBAHNSTRASSE

MATHEMATISCHE LoGIK - 2/1

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Eine Zusammenfligung von Wortern, Zahlen, Symbolen, ...
zu einer Einheit ist ein Satz. Danach kénnen Sétze als Ele-
mente der Sprache unter anderem Behauptungen, Fragen,
Befehle sein. In der Mathematik sind Aussagen (Sitze)
immer Feststellungen, die nach dem Satz der Zweiwertig-
keit (Satz vom ausgeschlossenen Dritten) entweder den
Wahrheitswert wahr (W) oder falsch (F) haben. In einem
Spiegel ist die Abbildung seitenverkehrt — eine verbale
Feststellung der objektiven Realitat, die sicher wahr ist.
Beispiele:

Der Schiiler Hans ist bienenfleif3ig — eine symbolische
Widerspiegelung der Realitat, die wahr oder falsch sein
kann. Eine Zahl, die durch sechs teilbar ist, muss durch
zwei teilbar sein. Diese Aussage ist wahr!

Es gibt aber auch Zahlen, die durch zwei, aber nicht durch
sechs teilbar sind. Da kann beispielsweise die Zahl vier
oder zehn angegeben werden. Die Teilbarkeit durch sechs
setzt die Teilbarkeit durch zwei voraus; die Teilbarkeit
durch zwei ist aber nicht ausreichend. Es ist eine notwendi-
ge Bedingung fiir die Teilbarkeit durch sechs, dass die Zahl
auch durch zwei teilbar ist.

Eine Zahl, die durch zehn teilbar ist, kann auch durch fiinf
geteilt werden. Es gibt aber keine durch zehn teilbare Zahl,
die nicht durch fuinf teilbar ist — zehn ist zwei mal fuinf! —,

wendige und hinreichende Bedingungen

doch es gibt Zahlen, die zwar durch fiinf, aber nicht durch
zehn zu teilen sind (15;25;35;...).

Teilbarkeit durch zehn ist eine ausreichende, der Mathema-
tiker sagt dazu eine hinreichende Bedingung, fiir die Teil-
barkeit durch fiinf. SchlieBlich gibt es auch Bedingungen,
die sowohl notwendig als auch hinreichend sind. Eine
durch sechs teilbare Zahl ist auch durch zwei und durch
drei teilbar. Das ist dquivalent zur Aussage: Eine durch
zwei und drei teilbare Zahlist durch sechs teilbar.

Die Kongruenz zwischen zwei Flachen ist eine hinreichende
Bedingung fiir die Ahnlichkeit der Flachen (Streckungsfak-
tor k=1), denn wenn Figuren kongruent (deckungsgleich)
sind, dann sind sie auch dhnlich.

Die Ahnlichkeit ist eine notwendige Bedingung fiir die
Kongruenz, denn Figuren, die nicht einmal dhnlich sind,
kdnnen nicht kongruent sein.

Dafiir, dass ein Dreieck gleichseitig ist, muss es notwendi-
gerweise gleichschenklig sein.

Dass ein Dreieck gleichseitig ist, ist also ein hinreichende
Bedingung fiir die Gleichschenkligkeit.

Sind alle Winkel in einem Dreieck gleich (60°), dann ist das
notwendig und hinreichend fiir Gleichseitigkeit — genau
dann, wenn alle Winkel im Dreieck gleich sind, ist es ein

gleichseitiges Dreieck (dquivalente Aussagen).

|
- R GAN-
ORGEN FAHRT EININDE -y P
JEDEN " NERKANNTER ARCH ] Jeden Morgen Immer
ZEN WELT A MIT SEINEM BIKE AUS dasselbe, diese schén aufpassen
TURPROFESSOR L ZUR BAU AKADEMIE. verdammten Falsch- héren Sie
DEN 50er JAH i parker lernen es

*not-

[:%)
a™
&

b

il

7

doch nie!

N

s e

18 G. Hofner, S. SiiBBbier, Das verriickte Mathe-Comic-Buch, DOI 10.1007/978-3-8274-2629-1 2,

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2012



Ich kann euch Geschichten
iber meine Zeit in
Chicago erzdhlen ...

WER DENKT, DASS ER | Zumeiner

UBER ARCHITEKTONI- | Studienzeit, da
SCHE DINGE SPRICHT, | |ebtenin Chicago
DER IST UBERRASCHT. noch reichlich

Y Verbrecher.

JA, ja..
die haben
Thnen die

alte Brille
geklaut!

JBERSIEHTILARTE

N

}J
Ichbin | — T 1T IN RICHTUNG
spat dran! BAUAKADEMIE

Tatsdchlich | Na hoppla,
falsch rum | sieht der mich

WOHNHAUS DES
ARCHITEKTEN

Das
gibt 'ne
Anzeige.

Darf ich
leider nich,
Einbahnstrafe !

AM ABEND WIRD DER

POLIZEIOBERMEISTER
AUF DER WACHE VER-
WARNT ]

,SIE SOLLEN HANDELN
UND NICHT BEQUEM
IM SATTEL SITZEN I*

SO MOTIVIERT, GIBT ER AM Diesmal OH...ein Y o Y
NACHSTEN TAG DEUTLICHE muss er achtungs- : &
! i .
sabeilicil mich voller GruB. Das gibt es
sehen!

doch gar nicht !
Was mache ich :
dennfalsch? /=

habe
extra die
Miitze
auf.

WIEDER GIBT ES
AUF DER WACHE
EINEN MACHTIGEN
ANSCHISS.

..SIE MUSSEN DAS PRO-
BLEM WIRKUNGSVOLL
LOSEN - KLAR I"
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BEREITS IN DER
NACHT BEGINNT
ER VOR DEM HAUS
DES ARCHITEKTEN
ZU TRAINIEREN!

DABEI VERGISST ER ZEITWEISE DEN PROFESSOR,
DER AN IHM VORBEIBRAUST. ABER ...

L
Jetzt hab'
ichihn!

... oder besser
STOP 1?

Shit!
Mein Visier
ist runter.

Rufe ich
nun HALT I?

Qi

g 08

...und
hinterher!

Was fuchteln
Sie denn so mit
der Zeichenrolle
herum?

Aber - ich mochte
Thnen doch nur das
Prinzip einer Einbahn-
strafe erldutern.

So schafft
der doch nie
den Doktor-
Abschluss. /-

Nu' mal langsam.
Sie sind ja vollig auBer Atem.
Thre Arbeit konnen Sie mir doch
gleich an der Akademie
vorstellen.

O.K.

Junger Mann -
wir definieren jetzt den
Begriff EinbahnstraBe.
In einer Richtung darf man
fahren und in der anderen
ist es Verboten!

Klar!

Sie machten
promovierter
==d Verkehrsplaner Jrezererezaazory
: werden?  Aleiet-tellelelC

AUF DER G;Jgf’r‘f,;:?;" AM MORGEN WIRD DER ¥ Jetzt haben wir aber
S/Rgﬁ_':&;_ besser | /. SUNDER" ANGEHALTEN. ein Problem - héren

TET DER OH GOTT. Sie

schon wieder!

—

BERICHT
UBER DEN
EINSATZ.

Ist doch
alles klar, Chef!

20



Ich beginne mit der
Defi-f) nition
Einbahn-
strafle.

NICHT!

DER POLIZEIOBERMEISTER HAT GROSSEN RESPEKT VOR
DEM BERUHMTEN PROFESSOR, WESWEGEN ER
DEN STRAFZETTEL 6AR NICHT MEHR AUSFULLT, UND

... und in die
SIE immer fahren,
darf man eben

Ich quittiere
meinen Dienst

e I‘f@//
7 il

In der einen

darf man ...

Richtung

[~

in die andere
nicht.

DER PROFESSOR WIRD NUN RICHTIG ARGERLICH UND
SCHAUT SICH DEN KOLLEGEN MIT DEM MERKWURDIGEN
DOKTOR-HUT GENAUER AN.

Junger Mann,
dieses triviale

Problem haben wir
gestern bereits
erortert!

... STARTET SEIN BIKE UND BRAUST (NATURLICH
IN DER FALSCHEN RICHTUNG) ZUR AKADEMIE.

Diese jungen
Schnésel heute,
sind ja véllig
iberfordert |

/-..
v

THEMATISCHE EINORDNUNG

Herr Meier, schliefsen Sie die Tiir!
Es ist mir hier zu kalt.
Haben Sie ein Problem?

Das sind drei Satze —von der Grammatik
(Syntax) her gibt es sicher keine Einwande.
In der Mathematik geht es um Aussagen,
das sind Satze, die entweder wahr oder
falsch sind. Dabeiist es véllig gleichgtil-
tig, ob zwischen wahr und falsch sofort,
spdter oder gar nicht entschieden werden
kann. Im zweiten Satz ist die Aussage fiir

einen leicht frostelnden Menschen sicher
wahr, doch muss das keinesfalls so sein,
denn eben dieser Herr Meier empfindet
die Kélte nicht so stark — sonst wiirde er
doch die Tiire von ganz alleine schlielen
und die Aufforderung beziehungsweise
auch die Nachfrage ware tiberfliissig.

Also —bei den drei angegebenen Satzen
handelt es sich um zwar grammatikalisch
richtige Formulierungen, allerdings
stellen sie keine mathematischen Satze
(Aussagen im mathematischen Sinne)
dar, denn sie enthalten nichts, was es

ermoglichen kénnte, ihnen einen Wahr-
heitswert oder mathematischen Sinn
zuzuordnen (wahr oder falsch).

Richtige mathematische Satze:

»Ein Dreieck der Ebene wird durch drei
Punkte festgeschrieben, wenn sie nicht
aufeiner gemeinsamen Gerade liegen*.
,»Die Gleichung X" + y" = 2" besitzt fiir n=3
keine Losungen, wenn x; y; z natiirliche
Zahlen sein sollen (Vermutung des

Pierre de Fermat 1601 - 1665)“. Diese
Vermutung wurde 1994 von Andrew Wiles
mit tiefliegenden Methoden bewiesen.
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MATHEMATISCHE LOGIK - 2/2

* mathematische Beweise

GLAUBEN ODER BEWETISEN -

DAS IST HIER DIE FRAGE!

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Die Mathematik ist aus praktischen Bediirfnissen der
Menschen entstanden und wurde zunachst als eine Natur-
wissenschaft betrachtet. Doch zu oft waren die Erkenntnisse
nicht allgemein genug, nicht vollstandig, so dass es zu
Widerspriichen in der Anwendung kam.

Bereits Euklid formulierte (um 300 v. Chr.) Axiome fiir die
Geometrie, nach denen entschieden werden kann, welche
Aussagen angenommen oder als falsch verworfen werden
missen. Dieser deduktive Aufbau der Mathematik sichert,
dass Widerspriiche zwischen Feststellungen ausgeschlos-
sen sind. Eine absolute Wahrheit gibt es aber auch in der
Mathematik nicht — mathematische Aussagen sind immer
nur wahr oder falsch in Bezug auf das allgemein anerkannte
Axiomsystem (siehe Satz vom ausgeschlossenen Dritten —
eine Behauptung ist entweder wahr oder falsch, unabhéan-
gig davon, ob der Wahrheitswert festgestellt werden kann
oder nicht).

Wo es um Glauben und Ideologien geht, da ist kaum Platz
fiir ein deduktives Vorgehen — das schlieBt sich aus, so wie
es ein altgriechischer Philosoph auch fiir heute noch giiltig
bemerkte:

»Was ich glaube, das brauche ich nicht zu beweisen!*

BETATIGT SICH
ANTIKEN AKRO-
REMDENFUHRER- |

OKRATES
VOR DER
POLISALSF

Na, dass das so
ist, bezweifle ich
aber stark.

Auch bei den Lernenden ist festzustellen, dass mathemati-
sche Behauptungen schneller geglaubt als Beweise ver-
standen werden. Deswegen geht der Weg in der Schule
auch immer mehr in Richtung einer ,beweisfreien*“ Mathe-
matik.

Beweise sind streng von Plausibilitdtsbetrachtungen zu
unterscheiden, die induktiv, das heif3t durch die Verallge-
meinerung von Betrachtungen, gefunden werden. Dabei
werden Einzelaussagen verallgemeinert. Plausibilitdatsbe-
trachtungen und Verallgemeinerungen durch Schliisse sind
nicht immer richtig.

Wenn ein Biologe tausend Kleepflanzen mit drei Bldttern
findet, dann soll er zwar Pech bei diesem Versuch gehabt
haben, aber nach einem Sprichwort sein Gliick in der Liebe
finden. Der Biologe kann jedoch aus diesem sicher zeitrau-
benden Experiment nicht schliefien, dass es nur Kleepflan-
zen mit drei Blattern gibt.

Unbestritten ist es recht unwahrscheinlich, im Lotto die
sechs Zahlen und dann auch noch die Zusatzzahl vorherzu-
sagen. Es ist aber auch vielfach bewiesen worden, dass die
Aussage: ,,Es ist unmdoglich, sechs Zahlen mit Superzahl
vorherzusagen* falsch ist. Ware dem namlich so, dann
wadre die Menge der wochentlichen Lottospieler eine leere
Menge und die Hoffnung auf den Hauptgewinn gestorben.

Dieser Bau hier \
ist das Werk
von Menschen !

Da fordern
wir aber

} einen schlag-

krdftigen

Beweis !

Was man
glaubt, muss
man nicht
beweisen

Ja, ja...
wer was glaubt
ist selig.

Vorsicht,
Vorsicht ...
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UR EINE
E SAMMELT FU
NG
CHE ABHANDLU
i ANZEN.

EIN BIOLOG

ENSCHA
WISSENSCHA o L EEPFL

: j ) Da springt mir doch die \
7 Schrecke in die Glieder. Uberall
wachsen die dreibldttrigen
Sauerklee-Pflanzen.

& b, Cri '\\
=N 1
Lo N
= 74\
: EIN KLEINER JUNGE BRINGT! _
Die Versffentlichung meiner ) |THM ABER EINE KLEEPLFLANZE Aber ich Zehn Euro
Entdeckuna wird mir in d ” Schweigegeld.
g wird mir in der MIT VIER BLATTERN!!!
dass Thre 0.K.
Fachwelt wohl Anerkennung Arbeit be-
einbringen. reits abge-

schlossen
ist.

was fiir ein (33 ) s
Gliick hab ich

doch !

Hier schauen Sie, N
die habe ich eben
gefunden ...

Das gibt Ehh ... \ Heee ... Das darf doch
wieder 10,-€ hochein hier ist nicht sein!
Schweigegeld Vier- noch eins

Es ist bereits
das dritte vier-
blattrige Kleeblatt !
Ich gebe auf und
widerrufe !

1" blattriges.

VOLLIG FRUSTRIERT FAHRT ER
ZU SEINEM FREUND, DER EIN
FAMOSER ERFINDER IST, UND ...

FU Z AHLREICHE
R FUHRT GERADE |
EXPERIMENTE AN SEINEREN%i_
TEN ERFINDUNG DURCH‘; sEé?HZIG
WCHIﬁf@E@H et

Erstaunlich, nur wenn
ich an mein Ergebnis mit
Kleepflanzen denke ...

Beweise es mir !

Ich behaupte,
dass sechzig durch
alle natiirlichen
Zahlen teilbar ist |

Ganz einfach,
dass sechzig durch
eins teilbar ist, ist
eine Binsenweisheit
11
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| DER ERFINDER ZEIGTNUN W
IMMER SCHNELLER WER-
DEND, DAS ..

Sechzig ist-auch durch
zwei und drei ‘reilbz
Und Sechzig ist

zu teilen.
... und durch sechs!

| NOCH SCHNELLER WIRD S 7 Jetzt versuchen wir die
LBIS DANN PLOTZLICH .. ' Sechzig durch sieben
S ' zu teilen. _<

Oh Go'r‘r |

v
Mein Versuch ist %
jammerlich

gescheitert, ich
gebe auf!

Bei heun kommt
als Rest sechs

DIE BEIDEN SUCHEN Oh-Spinne ...

NUN EINE BEFREUN- ‘ So00 ein Fehl-
DETE NEUROLOGIN AUF. eehlag,

NOCH ABER WARTET HOFFNUNGS-
VOLL EIN PATIENT AUF DIE
ARZTIN.

/_ Was ? Meine Af:h ..ich hab;\
mich selber mit

Kohlsuppe thera-

Therapie hat nichts
gebracht!

Ich stelle sofort
alle Experimente ein.

Na bestens, mein
Geddchtnis ist
zuriick |

So,s000!
Da schreibe ich gleich
eine Abhandlung,

dass Kohlsuppe gegen
wer hilft!

~\
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[MIT INTERESSE WIRD DIE
| VERGFFENTLICHUNG VON DEN

Kohlsuppe !

Ich verordne

[NACH ZWET WOCHEN HAT SICH -
DER ZUSTAND DES ERKRANKTEN |

Herr Doktor,

. Thnen tdglich
~ einen Topf

VERSCHLECHTERT.

e
S

T J wer binich

Schén, schon ...
Herr Doktor.
Ich bin Kohlkopp
und Sie???

DIE VERFASSERIN

WUTEND WENDET SICH DER ARZT AN

SCHAFTLICHEN STUDIE.

Thre Abhandlung
ist doch ein Witz,
mein Patient ist von

DER WISSEN-

der Kohlsuppe nun
véllig verriickt
geworden.

Sie
Niete, Sie
1

Moooment mal Kollege, in fiinfzig
Prozent der Fdlle hilft aber die
Einnahme der Kohlsuppe !

THEMATISCHE EINORDNUNG

In der Wissenschaft wird deduktiv
geschlossen. Ein allgemeines Gesetz
wird auf einen Sonderfall (Einzelfall)
innerhalb eines Geltungsbereiches (in
der Mathematik Definitionsbereich
genannt) angewandt.

Ob ein Angeklagter allerdings in den
Geltungsbereich des entsprechenden
Gesetzes fallt, ist durch das Gericht
erst nachzuweisen. Dabei ist stets von
dem zu beweisenden Sachverhalt aus-

zugehen, denn ist die Voraussetzung
falsch (die Voraussetzung fiir den
Beweis einer Behauptung), dann kann
die Folgerung, eben der zu beweisen-
de Sachverhalt, richtig oder falsch
sein — der Beweis ist immer richtig
(Aus etwas Falschem folgt Beliebiges,
siehe ndchste Geschichte).

Aus Vermutungen, auch wenn sie noch
so uiberzeugend klingen, aber nicht
bewiesen werden kdonnen, auch wenn
es noch so viele sind, lasst sich kein
Schuldspruch ableiten, keine mathe-

matische Behauptung beweisen.
Noch so viele Experimente mit einem
gewollten Ausgang in der Physik
beweisen kein physikalisches Gesetz,
noch so viele Zustimmungen in einer
Meinungsumfrage zu einer Mafinahme
schlieflen nicht aus, dass diese Maf3-
nahme falsch ist — falsch im Sinne von
allgemein als richtig anerkannten Nor-
men des Zusammenlebens in einer
Gesellschaft.
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AUS FALSCHEM FOLGT BELIEBIGES

Ende jeder recht!*

weil die Zahl der Kinder stéandig abnimmt.

Ein Zuhorer bemerkt, das sich das doch widerspricht.
Darauf der Redner: ,,Da haben Sie auch recht!*

Eine Implikation ordnet den Aussagen A, und A, die
Aussage ,WennA, ..., dannA,...“ zu.

Symbol: A —A,

Bezeichnungen: A, istVoraussetzung.

A, ist Folgerung.

2
Die Wahrheitswerttabelle (Boole’sche Funktion) der
Implikation: A, A,| A ,—A,

1

MATHEMATISCHE LoGIK - 2/3

W

F
W
W

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...* Aus einer falschen Voraussetzung kann gefolgert werden,

»Kldre zundchst einmal mit deinem Gesprdchspartnerdie | ngeheure Moglichkeiten fiir einen geschickten Rhetoriker
Voraussetzungen, bevor Behauptungen aufgestellt oder bietet. ,Wenn die Sonne im Westen aufgeht, dann gibt es
Schlussfolgerungen gezogen werden, denn sonst hatam | ejnen [ottogewinn® ist genauso richtig geschlossen, wie

Ein Redner behauptet, dass die Geburtenzahlen in.einer gibt es keinen Lottogewinn.“
Stadt zugenommen haben, weil es den Menschen wirtschaft- | st eine Implikation richtig, dann kann die Voraussetzung

lich besser geht. An einer anderen Stelle seines Vortrages | ;nd die Folgerung nicht einfach vertauscht werden, wenn
stellt er jedoch auch fest, dass Schulen geschlossen werden, | \yieder eine richtige Aussage entstehen soll.

was immer man will — die Implikation ist immer richtig, was

das Gegenteil: ,,Wenn die Sonne im Westen aufgeht, dann

Soistzwar A, — A, richtig, wenn A, falsch, aber A, richtig
ist (der Schluss aus Falschem ist immer richtig!), jedoch
ausA, — A, folgen zu lassen, wére falsch, denn hier wiirde
aus dem richtigen A, etwas Falsches (A,) geschlossen.

Voraussetzung A: Ich gehe mit Waren aus dem Supermarkt.
Folgerung B: Ich muss bezahlen.

— )
oo 1
TAG FRUH |

ON
| R lremmarer

e gonn ick mir
Fiinfzig wat Leckeres.

A

Behauptung Folgerung
Ich gehe mit Waren Ich muss bezahlen. Wahr
aus dem Supermarkt.
Ich gehe mit Waren Ich muss nicht Falsch
aus dem Supermarkt. bezahlen.
Ich gehe nicht mit Waren Ich muss bezahlen. Wahr
aus dem Supermarkt.
Ich gehe nicht mit Waren Ich muss nicht
aus dem Supermarkt. bezahlen. Wahr
Heute Nehm' ick ER GREIFT DOSENBOHNEN
Obst oder ... Getrinke ;
oder ... %m,

Wurscht ?

*Implikationen

Halt
Stop !
Bohnen

hatte
ich
doch
gestern !

das war




MIT DER TUTE IN DER TASCHE LAUFT

S ER SCHNELL ANBEB-L(\ASSE VORBET.
"& Lecker! 4 z i) 7
\\ Kartoffelchips, ° I ]
\\\— die gonn ick 9y \
mir heute. \..' ‘
2 LA V
\ 2 >
L)
Q Qo
ocq/) 0‘.:, (7 ( \
o G
% N c J
7 A\.
_—;- A
N 9B Heee !l
i Sie haben noch
DIE SECURITY SPURTET HINTERHER nicht bezahlt
Heee ... unsere Chips ! anit s

Warten Sie |
Sie haben die

nicht bezahlt ! Ich habe
nichts |
Blgdsinn, Die Chips
< 4 dafiir habe ich gehdren mir.

doch die Bohnen
zuriickgestellt.

/ Die Bohnen haben
Sie jaauch
nicht bezahlt |

ganz schén
clever

Waren, die man
nicht nimmt, muss man
auch nicht bezahlen!

THEMATISCHE EINORDNUNG (definierten) Voraussetzung )
(Pramisse) wird ein wissenschaftlich

einwandfreier Schluss (Konklusion)
gezogen.

Die Implikation ist eine zweistellige
logische Operation. Die bevorzugte

Ausdrucksweise der Wissenschaftist ~ Diese Operation mit Aussagen ist .
diese logische Operation, durch die nicht kommutativ - Voraussetzung Aus einer falschen Voraussetzung

zwei Aussagen, die den Wahrheitswert Und Folgerung kénnen im Allgemeinen kann eine richtige, aber auch eine fal-
WAHR (W) oder FALSCH (F) haben kén-  Nicht vertauscht werden. sche Folgerung gezogen werden —der

nen (vier Méglichkeiten bei der Verbin-  Der Schluss aus einer richtigen Voraus- Schluss ist erstaunlicherweise immer

Fol-
gerung ist logischerweise falsch.

dung), eine neue Aussage zugeordnet  setzung ist richtig, wenn die Folgerung richtig.
wird (Implikation). Aus einer genau richtig ist. Der Schluss aus einerrichti- ,,Wenn alle Menschen den Frieden
abgesprochenen oder vereinbarten gen Voraussetzung zu einer falschen wollen, dann wird Frieden sein.“
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NATURLICHE ZAHLEN - 3/1

*Potenzen, Potenzrechnung

DAS SYSTEM DES KETTENBRIEFS

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...* Werden gleiche Zahlen addiert, so kann diese spezielle
As | was going to Saint Ives Addition als Multiplikation ausgefiihrt werden. Der eine
met a man with seven wives, Faktor ist die Zahl und der andere die Anzahl der Summan-
Every wife had seven sacks, den. Aus der Addition (Rechenoperation der ersten Stufe)
Every sack had seven cats; wird eine Multiplikation (einer Zahl mit einer natirlichen
ﬁ;’tesryc?g hs‘;‘z;se‘;i’l’j’;’vﬁ;es Zahl, die die Anzahl der Summanden angibt) - eine
Hom’/ man,y were there goir;g to Saint Ives? Rechenope.ratlon der zweltgn .SFufe. . .

Das ist die moderne Form einer Aufgabe aus dem alt- Werden gleiche Zahlen multipliziert, so kann diese spezielle

4gyptischen Papyrus Rhind (entstanden um 1800 . Chr). Multiplikation als Potenzrechnung ausgefiihrt werden. Die

Die Aufgabe tauchte in der Folgezeit bis zum heutigen Tag Basis ist der gleiche Faktor und der Exponent ergibt sich

immer wieder in unterschiedlichen Darstellungen aufund | @4 derAnzahl.der.Faktoren. . .

galt im Mittelalter noch als der Gipfel, den man in der Aus der Multiplikation (Rechenoperation der zweiten Stufe)

Mathematik erreichen konnte. ’ wird eine Potenzaufgabe (mit natiirlichen Zahlen im Expo-
In einem Dorf gibt es sieben Hauser, nenten —Anzahl der Faktoren) —eine Rechenoperation der
in jedem Haus leben sieben Katzen, dritten Stufe.
jede Katze frisst sieben Mduse, a+a+..+a=n-a (Multiplikation)
jede Maus frisst sieben Ahren Dinkel(eine Urform des n Summanden
Getreides), von jeder Ahre kénnte man im néichsten Jahr a-a-..-a=a" (Potenzieren)
sieben Scheffel (ein Hohlmap von 8,05 Litern) ernten. n Faktoren
7 =7 sind 7 Hauser. Beispiel: 10°= 1 (Einer)

7-7 =72sind 49 Katzen. 10'= 10 (Zehner)

7-7-7 =7%sind 343 Méuse. 102= 100 (Hunderter)

7-7-7-7 = 7% sind 2401 Ahren Dinkel. 103 = 1000 (Tausender)

7-7-7-7-7 =7°sind 16807 Scheffel Dinkel Verlust. 10*=10000 (Zehntausender) ...
| P M HORSAAL DER UNI ZU JENA HALT :

DER MAGISTER DES LEHRSTUHLS | f N
FUR MATHEMATIK SEINE VORLE- D@ : { )
SUNG ZUM THEMA LOGARITHMEN. D '

GANZ IM SINNE DES BERUHMTEN DIJD LO ¢ Mit der
PROF. STIFEL. { a Leiter
IV, ) aus Threm
DD DD % Haus, die
DD Wie kann man 2 ggg;r‘i::::’\
an den Exponenten DE i
Dm einer Potenz
BDG kommen ?
N
[ "fl(.‘ s
il \ =
I‘Er.-?: e J a
We
0 A I > . ?
= . QA I
M‘"—ﬁ\ )= 2 WY -
Wer ist L( ) =
Prof. Stifel ? S )
Na, mit
einer Leiter,

Herr Professor |

28 G. Hofner, S. SiiBBbier, Das verriickte Mathe-Comic-Buch, DOI 10.1007/978-3-8274-2629-1 3,
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¥ Die Losung
ist doch cool

DOCH DA
HAT DER
MAGISTER
PLOTZLICH
EINE WUN-
DERSAME
VISION
i

Da steht die Leiter
auf dem Flur und ich
steig auf den
Dachboden,
um mich
astronomischen

...und da,
ich kann es
nicht fassen

Nehmen Sie
die Sache doch

e bitte ernst. Also die ._ :

Frage ist ...

Ach ...
am liebsten méchte
ich gar keine Vorlesungen
mehr halten.

... Saturn hat seine
weit von der Sonne
liegende Umlaufbahn
verlassen und sticht mit
seiner Sichel !
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/Und Mars bewegt

sich auf die Erde zu.
Was bedeutet
das nur?

Liegt im Wein
die ganze
Wahrheit ?

WAS ZUM TEUFEL IST DENN MIT DEN
GESTIRNEN BLOSS LOS 22?2

S

Hier steht
es doch
geschrieben.

DADU !
Die
Apokalypse

Seht nur die
schrecklichen Bilder
am Himmel. Die Welt
geht unter 11!

IM KOPF DES MAGISTERS DREHT SICH
ALLES - VERZWEIFELN, CHAOS,
HYSTERIE. DAS ENDE NAHT !

Ineiner
Stunde |

Ich muss noch schnell

meine fiinf Studenten
zusammenrufen |

Jeder wird diese
Meldung an jeweils fiinf
Einwohner weiter-

Noch eine Cola
mit Rum !

Ist jetzt  Ichrufe
sowieso Meine Freundin-

5 ick rauche
WIE GELAHMT UND |  ickrauche

DER PROFESSOR IST | { Ach ...
[}

VERMAG NICHT MEHR
DIE KUNDE UBERALL
ZU VERBREITEN.

ALSO:

HANDELN SEINE FUNF
STUDENTEN NACH
EINER GANZ, GANZ
KURZEN BERATUNG.

SOFORT ! 1

Allesl
klar ¢
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Los hoch | Die Welt
geht gleich unter!

=

EH ... Kollegen,
sagt allen schnell -
die Apokalypse,

um Mitternacht! £

SOMIT SIND BEREITS NACH
ZWANZIG MINUTEN 125 EIN-
WOHNER INFORMIERT.

Ich muss gleich
meinen finf Kindern...

NACH EINER HALBEN STUNDE
WISSEN ES 625 (5*) EINWOHNER.

) ' Ichhabes
Mein kommen
aller- sehen.

letzter
Schluck !

10 MINUTEN VOR

| MITTERNACHT, ALSO
50 MINUTEN NACH

BEKANNTWERDEN UND

| WEITERLEITUNG, SIND

\ ' [15625 (5¢) EINWOHNER

DEM TOTALEN
WAHNSINN NAHE !

Was
war denn
los?

WEIT NACH
MITTERNACHT.

bewahren

DIE
STUNDE
ISTLANGST

SCHON UM.

NICHTS IST
PASSIERT !

Dér hat uns
doch verarscht |

0.; [ =]

THEMATISCHE EINORDNUNG

Der griechische Mathematiker Diophant
(um 250 n. Chr.) hat die spezielle
Potenz a? (Quadratzahl) mit dem Wort
dynamis (= Kraft) bezeichnet.

Raffaele Bombelli (1526 — 1572) hat
das italienische Wort potentia
(Potenz) verwendet.

Leonard Euler (1707 —1783) versuchte
1770 fiir Potenz das Wort Macht einzu-
flihren, was sich jedoch nicht durch-

setzen konnte. Die Bezeichnung Basis
kommt aus dem griechischen und
bedeutet Grundlage oder Fundament.
Die Bezeichnung Exponent wurde erst
1544 von dem an der Universitdt Jena
wirkenden Mathematikprofessor
Michael Stifel (14877 — 1567 Schreib-
weisen fiir seinen Namen: ,,Stifel“ oder
auch ,,Stiefl“) eingefiihrt, der auch den
Tag des Weltunterganges bestimmte,
was dann in der Redewendung ,.einen
Stifel rechnen“ umgangssprachlich fiir
falsches Rechnen steht. Denn als der

Weltuntergang nicht eintrat, zogen
allabends seine Studenten vor sein
Privathaus und sangen das ,,ihm zu
Ehren“ verfasste Lied:

»Stifel, Stifel, du musst sterben, bist ja
noch sojung...”

Die allgemein bekannte Schreibweise
einer Potenz a” (Schreibweise auf dem
Computer beispielsweise a ™ n oder
a A n) ist erst bei dem englischen
Physiker Isaac Newton (1643 —1727)
zu finden.

31



UNENDLICH OFT AUF EINMAL BEWIESEN

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Mit dem Verfahren der vollstandigen Induktion kann
bewiesen werden, dass eine Aussage fiir alle natiirlichen
Zahlen gilt. Das Prinzip der vollstandigen Induktion ldsst
sich an einer Reihe von auf die schmale Seite gestellten
Dominosteinen plausibel machen.

Wird ein Stein in der Reihe nach rechts umgestofien, so
fallen alle weiter rechts stehenden Steine der Reihe nach
um - sie haben also die gleiche Eigenschaft wie der zuerst
umgestofiene Stein.

NATURLICHE ZAHLEN - 3/2

triert — der Vergleich hat aber immer einen Haken, der nie
beseitigt werden kann: Es fallen immer nur endlich viele
Steine um, natiirliche Zahlen gibt es aber unendlich viele!

Mathematische Modelle sind hier, wie so oft, viel umfas-
sender als die Gegebenheiten des alltaglichen Lebens:

Das Prinzip der vollstandigen Induktion:

1. Induktionsanfang: Die Behauptung wird fiir einen ersten
Zahlenwert nachgewiesen (z.B. n = 0 odern = 1).

2. Induktionsannahme: Die Behauptung, so wird voraus-
gesetzt, gilt fiir ein festes, aber beliebiges n = k.

Nun wurden mit einem enormen Schaueffekt viele Domino-
steine (n) aufgestellt und das Umfallen der Steine demons-

12422+ .+ (k=1)2+k% + (k+ 1)2=w
4. Induktionsbeweis:
124224 . +(k-1)2+k? + (k+1)2= %Qkﬂh(kﬂ)z

3. Induktionsbehauptung: Die Behauptung gilt dann auch
ftir den Nachfolger von k, also fiir k + 1.

4. Induktionsbeweis: Die Induktionsbehauptung wird deduktiv
bewiesen. Dabei wird die Induktionsannahme verwendet.

5. Induktionsschluss: Die Aussage gilt fiir alle natiirlichen
Zahlen n.

Beispiel: Die Summe von n Quadratzahlen berechnet sich
aus dem Quotienten <v., n-(+1D@n+1)
2 r=———5

i=1

1. Induktionsanfang: Fiirn =1 gilt 12 =

1-2:3_,
6

2. Induktionsannahme: Fiir n = k (k fest aber beliebig) gilt

12+22+...+(k_1)2+k2=k'(L)6(2k+1)

3. Induktionsbehauptung: Es gilt fiir n = k+1

k-(k+1) 2k +1) 6(k+1)2 (k+1)(k +2)(2k +3)
= + =
6 6 6
5. Induktionsschluss:
Die Behauptung gilt fiir alle natiirlichen Zahlen.

AS UNTERTEIL EINER NEUEN

SCHRANKWAND WURDE SO-
EBEN GELIEFERT UND WIRD
SOFORT AUFGESTELLT.

*vollsténdige Induktion

Zundchst
stellen wir das
Teil vor's Fenster.
Jaaa?

Shit! Jetzt
geht leider
das Fenster
nicht auf! /




DAS TEIL KOMMT NUN IN
DIE MITTE DES ZIMMERS.

Sieht aber
unmaglich
aus !

ALSO:

BESCHLIERT

MAN GLEICH 4
IM MOBEL-

MARKT EIN

ZWETITES

SCHRANK-
UNTERTEIL

ZU KAUFEN.

\(

ES BLEIBT DIE FENSTER-
UND TURLOSE WAND. Ohhh ...

das sieht aber
verlassen aus.

=

nee,

W\

N

\\j}'

DAS 2. TEIL WIRD NEBEN DAS
SCHON VORHANDENE GESTELLT.

Super
Skatebahn |

WENIG SPATER WIRD NOCH DAS [ L
BESTELLTE 3.TETL GELIEFERT [, Vohinmit

dem Hochteil

HBEL-
N VIERTES MOB
"L MUSS HER !

I
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VARTANTENSPIEL MIT1,2,3

MOBELTEILEN UND LUCKEN.

Zweites

AL A Teil
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DIVERSE VORSCHLAGE !
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Es gibt ja so
endlich viele
Mdglichkeiten !

O K. Be cool.
Wir ordern noch

das viertes

AM SPATEN ABEND EINIGT MAN SICH
AUF EINE FUTURISTISCHE ANORDNUNG.

Teil.

THEMATISCHE EINORDNUNG

Guiseppe Peano (1858 — 1932) hat

bereits 1891 gezeigt, dass flinf Axiome,

die nach ihm benannt wurden, die nattir-

lichen Zahlen vollstandig beschreiben.

Axiomsystem von Peano:

1. Null (0) ist eine Zahl.

2. Jede Zahl hat genau einen Nachfolger.

3. Nullist nicht Nachfolger ein Zahl.

4. )ede Zahlist hochstens Nachfolger
einer Zahl.

5. Von allen Mengen, welche die Zahl
Null und mit der Zahl n auch deren
Nachfolger n+1 (oder n’) enthalten,
ist die Menge der natiirlichen Zah-
len die kleinste.

Da jede natiirliche Zahl einen sogar
eindeutig bestimmten Nachfolger
hat, gibt es unendlich viele nattirliche
Zahlen.

Das Beweisverfahren der vollstandi-
gen Induktion, welches ausschlieilich
zum Beweis von Aussagen iiber natiir-

liche Zahlen benutzt wird, griindet
sich auf das System von Peano.

Wenn die Aussage fiir einen Anfangs-
wert (z.B. n =0 odern = 1) gilt und
wenn geschlossen werden kann, dass,
falls sie fiir n = k gilt, auch flirn=k + 1
gilt, so gilt die Aussage fiir alle natdrli-
chen Zahlen groBer als der Anfangs-
wert.
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* Betrag einer ganzen Zahl

JEDE ZAHL HAT EIN VORZEICHEN

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

In der Mathematik wird der absolute Betrag einer Zahl wie
folgt definiert.

Definition:
Der absolute Betrag einer Zahl ist gleich der Zahl selbst,
wenn sie positiv ist und gleich ihrem negativen Wert, wenn
die Zahl negativ ist (Vorzeichenwechsel!).

a,wennaz=0
lal =
—a,wenna<0

gelesen: ,,Betrag von a“.
Somit ist der absoluten Betrag einer Zahl eine Funktion.

Die Definition ,,der absolute Betrag ist eine vorzeichenlose
Zahl“ ist falsch, da es Zahlen ohne Vorzeichen nicht gibt.

Der absolute Betrag einer Zahl kann auf der Zahlengeraden
als der Abstand vom Ursprung (Nullpunkt; null) veran-
schaulicht werden.

Beispiele:
1. l4l=4, da 4> 0 (erste Zeile der Definition)
2. 1-31=-(-3) =3 da-3 <0 (zweite Zeile der Definition)

Aufgaben und Losungen:

1. Welchen Wert hat 13x-2yl+3 fiir x=7 und y=-9?7
[21+18/+3=39+3 =42

2. DieTabelle ist zu ergdnzen, ausgehend von den
schwarzen Zahlen.

X 2 3 -3;43 +1; -1
-X -2 -3 +3; -3 -1;+1
Xl 2 3 3 1
-Ixl -2 -3 -3 -1

3. Wasergibt|9 - x2[ + (x - 3)2fiir-3<x<37?
9-x>=0flir-3=x<3
also 9-x2+x2-6x+9=-6x+18=6(3-X)

4. Wasergibt Ix—3yl+43Bx-y) +l-x+yl fur
x=2 und y=-37
2+91+46+3)+1-2+(-3)|=1111+36+|-5/=11+36+5=52

Eine wichtige Beziehung mit Betrdgen ist die Tatsache, dass
der Betrag einer Summe niemals groBer sein kann als die
Summe der Betrdge, bezeichnet als die Dreiecksungleichung
—in der Geometrie gilt ein analoger Satz: ,,im Dreieck ist eine
Seite stets kleiner als die Summe der beiden anderen Seiten.“

3. l0l=0, da 0=0 (erste Zeile der Definition) Ix+yl < Ixl+ Iyl
I s suMMERTIME |
30°CIN i Pullover, lange Hosen und
DEUTSCHLAND. i‘?O Schals bleiben im Auto.
AB GEHTS IN
DIE FEBIEN und coole
NACH SUDAFRIKA ! Drinks |
- KAPSTADT RUFT -

Neunzehn
Grad!
... schon kiihl
hier.

Eh ... da misst ihr

euch warm anziehen.

————,

".' ~/ own under }

ey
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[ TROTZDEM FRAGT MAN IM TERMINAL NACH DER TEMPERATUR IN KAPSTADT f ?

A

Zwei-
undzwanzig

7. bei der
Antwort ver-
stehe ich nur
neunzehn

Grad |

aber was bedeutet
der Strich an
der Anzeige ?

DX1430pNS Ul
W02 /M

OOH ..., krass,
wie es da unten
glitzert!

| STUNDEN SPATER ... | [DER ZOLLBEAMTE IST
VERWUNDERT UBER DIE|" COSTOMS
LEICHTBEKLEIDETE ... i CLEARANCE

Hi Hiii
typisch
N\ deutsch.

Was
schauen
Sieso?

... und der Tafelberg
funkelt silberig im
Sonnenlicht.

Klaaa ...
Das sind alles
Diamanten.




L ZF 7

|IN KAPSTADT LIEGT SCHNEE. e A% Nur schrell ins Oh, nece .
TRE -;m erst mal warme
- ; Klamotten

kaufen!

= ~—-;_. P J9'-=- T

o s =y
//‘% A \ﬁf/‘“ -

Also ... shopping.

Mantel, Pullover, lange
Hosen, Schals!

... und denke
an zwei, 1A—
Ski-Equipments!

4

SIGHT SEEING
IN KAPSTADT

Im Sommer
Winterurlaub
ist doch geil !
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Oh, manno ...
Diesmal steht aber
kein Strich vor der

Gradangabe !

——————

LD —

)

Plus

oder minus
?2?2?

Nein,
warten
Sie.

Shit
Hitze

NACH 16 STUNDEN FLUG ...
LANDEN DIE BEIDEN WIEDER
IN FRANKFURT.

DIE WINTERSACHEN SPENDEN
SIE DER CARITAS!

Q=SSN
.=

Ehh ... die Kumpel werden das
nicht glauben, meine
Sommerreise

Y

kdlteste

Auch der noch.

Da waren doch schon
die hohe Gebiihren wegen
des Ubergewichts |

THEMATISCHE EINORDNUNG

Nach dem Permanenzprinzip wird die
Menge der natiirlichen Zahlen

N={0;1;2;3;...}
so zur Menge der ganzen Zahlen
7={...;-3;-2;-1;0;1;2;3;...}

erweitert, dass alle Gesetze, die in der
kleineren Menge gelten, auch im
erweiterten Zahlenbereich giiltig sind.
Axiome von Peano:

1. Nullist nattirlich auch in der erwei-
terten Menge enthalten.

2. Jede ganze Zahl hat einen Nachfol-
ger.

3. Jede ganze Zahl ist Nachfolger einer
ganzen Zahl (Einschrankung der
natiirlichen Zahlen auf Null aufge-
hoben —damit wird die Subtraktion
immer ausfiihrbar).

4. Jede ganze Zahl ist hochstens Nach-
folger einer ganzen Zahl.

5. entfallt — Zist nun nicht mehr die
geringste Menge, die mit der Zahl
Null und mit der Zahl g auch deren
Nachfolger n+1 enthilt (das ist die
Menge der natiirlichen Zahlen).

Addition, Subtraktion und Multiplika-
tion mit ganzen Zahlen ist immer aus-
flihrbar —die Operationen ergeben
immer eine ganze Zahl.

Die Division ist im Bereich der ganzen
Zahlen nicht ohne Einschrankung
durchzufiihren.




GANZE ZAHLEN - 4/2

*Rechnen mit ganzen Zahlen

SUBTRAKTION IST ADDITION EINER NEGATIVEN ZAHL

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT...* | 9- =~ (a)-Gb=ab
Beispiel: (+2)-(+3)=6
Regeln zum Rechnen mit ganzen Zahlen: 10. (+a) - (-b) = -ab
1 (+a)+@b)=a+b Beispiel: (+4) - (-5) =-20
Beispiel: 3+8=11 11. (-a) - (+b) = -ab
5 (-a)+(-b)=-a-b Beispiel: (-4)-(+3) =-12
Beispiel:  (-3)+(-4)=-7 12. (-a)-(-b)=ab

3 (-a) + (+b) = ~a+ b Beispiel: (-2)-(-5)=10

Beispiel: -3+4=1 Produkte sind positiv, wenn beide Faktoren das gleiche
Vorzeichen haben. Vorausgesetzt, dass der Dividend ein
4. +a)+(-b)=a-b . . S ) .
Beispiel: 4+ (-7) = -3 ganzzahliges Vielfaches des Divisors ist, kann auch die
elspiet: * B Division in den ganzen Zahlen ausgefiihrt werden.

5. (+a)-(+b)=a-b Das Vorzeichen ergibt sich hierbei in Analogie zu 9. bis 12.
Beispiel: 5-6=-1 13. (+a): (+b) =a:b

6. (+a) - (-b)=a+b Beispiel: (+8):(+4) =2

Beispiel: 3-(-2)=3+2=5 14, (+a) : (-b) = -(a:b)

7. (-a) - +b)=-a-b Beispiel: (+15):(-3)=-5

Beispiel: (-3)-(+3)=-6 15, (-a) : (+b) = -(a:b)

8. (-a) - (-b)=-a+b Beispiel: (-12): (+4)=-3

Beispiel: (-3) - (-5)=2 16. (-a): (-b)=a:b

Beispiel: (-18):(-6) =3

IN JUNGE HAT FUR'S ZEITUNGSAUS-

TRAGEN 68 EURO AUSGEZAHLT BEKOM-
MEN. WAS SOLL ER DAMIT ANFANGEN?
EINPAD FUR 344 EURO WARE SEIN ZIEL.

HMMM ... Da wdren die 68 €,
als Plus und das Geld von 344 €, ein Betrag,
den ich aber vom Guthaben

abziehen kann. ... und fiir zwei
68€-344€= 276€

Apps kommen noch
24 € dazu.

So000 ... Diemuss
ich zum negativen Betrag von
276 € noch
addieren !
(-276€) + (-24€) = -300€ |

Diese Kosten muss
ich ja wohl negativ ansetzen.

) Damit fehlen mir
gut 300€!

... DOCH DEN iPAD WILL ER UNBEDINGT !
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...und
von mir

e die Doch die
Was 20¢€ Differenz von
haltst du dazu! -300€ plus (+120€)
davon ? = -180€ scheint
100 €| mir immer noch

zu groB zu sein.

EHHH ... Danke,
das sind zusammen
120 €|

Addieren muss ich noch das e i )

=+260€
Geld von den GroBelTer.*n. (-300€) + (+260€)
Das ergibt: - _40€

Ich meine,

' Mit dem Geld von Oma du solltest
und Opa reduziert sich die dir den
Fehlsumme ja schnell auf iPAD kaufen.
40€ Hier sind

... geht doch, oder ?

Doch ...
stimmt das

Danke Oma,
von Opa gab's
auch 50€|

Zu bezahlen sind:
(-344€) + (-24€) = -368€
Auf der Haben-Seite stehen:
(+68) + (+120€) + (+ 140€)
= (+328€) OK.

Zu den Schulden
(Kosten) wird nun
das Guthaben

Shit 1

addiert. Mir fehlen noch
(-368€) + (+328€) 40€ IM FLAGSTORE WIRD NUN
.:(-40 €) da werde ich CLEVER GEFEILSCHT, SODASS
stimmt also! verhandeln MAN SICH ZUM SCHLUSS AUF
miissen. EINEN RABATT VON 40 EURO
EINIGT. NA BITTE !l!

1. Vereinbarung: Die Vereinigung der natiirlichen Zah-

THEMATISCHE EINORDNUNG

Zahla — entgegengesetzte Zahl -a

Es gilt die Vereinbarung, dass das Vor-
zeichen plus (+) tblicherweise nicht
geschrieben wird.

a=+a len mit der Menge ihrer entgegenge-
Jede natiirliche Zahl erhélt eine ent- Zahl a +2 -3 +)0 setzten ;a:llen ergibt die Menge der
gegengesetzte Zahl zugeordnet —jede, entgegengesetzte ia_nzep 36_1 ze,n'l,o. 1:42:43:
auRer der Null. Zahl -a 22 -(3)=+43 (o L7320 42435 )

Weiter wird vereinbart, dass das Ope-
rationszeichen mal (-) vor Klammern
und bei Variablen weggelassen wird.

2. Vereinbarung
2@+b)=2-(@+b)=2-a+2-b
=2a+2b

Vorzeichen (kénnen entfallen)

v v v v
(+3)-(2) N (-4) = (+1)

........................... ' H

Operationszeichen

Gleichheitszeichen
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NICHT ALLES IST GENAU ZU TEILEN

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Der Kaufmann Leonardo Fibonacci (um 1170 —nach 1240)
genannt Leonardo von PISA, studierte die Mathematik der
Araber und begann in Italien Briiche auch mit Buchstaben
zu schreiben, um Rechengesetze allgemein ausdriicken
zu kdnnen.

Das Rechnen mit Buchstaben hatte sich bis dato {iber-
haupt nicht und bis heute bei manchen Menschen nur sehr
schwer durchgesetzt.

PISA ist daflir wegen der gleichnamigen Studie ein treffen-

des Synonym geblieben.

Leonardo Fibonacci hat die folgende Behauptung

aufgestellt:

»Wenn sich a als Summe in die beiden von null

verschiedenen Summanden b und c zerlegen ldsst:
a=b+c,

a =

D

dann gilt die Behauptung: d-e=d+e.“

und man d und ;= e setztmitb,c#0

EinBeispiel: @ ) (©  (d) (e)
- N ENE)
5=2+3 5 2,5 373
5.55_2 5.5,5_15,10_25
2,5 37273 und 2,5+3 2+3 6+6 A

ist noch kein Beweis!

Hier der exakte Beweis mit allgemeinen Zahlen:

d+e= %+— nach der Definition von d und e.
d+e= %+ % Erweiterung auf den Hauptnenner c - b.
die=¢ ac+- g b Voraussetzung: a=b +c.

Dannist: b=a-c
d+e=a(CTJ;Jb)=bﬂcz=%Z=%-%=d-e g.e.d. oder:

was zu zeigen watr.

Nach Voraussetzung ist namlich:

a_ a_
b—d und c e.

Zwei Briefe,
zwei Briefmarken
hab ich, und

42 G. Hofner, S. SiiBBbier, Das verriickte Mathe-Comic-Buch, DOI 10.1007/978-3-8274-2629-1 5,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2012



Drei Brief-
umschldge fir
zehn Cent |

Hallo, Signore ...
die Briefumschldge
gibt's bei mir.

drei, macht

sechs Cent plus 0,6 Cent
fir zwei |

Also 6,6 Cent.

Zehn Cent fiir )

S—

Entschuldigen
Sie,
0,6 Cent ?

OK., OK.
aufgerundet sechs Cent
plus 0,7 Cent |

Jn—=
=

GRe; ™\
NUN VERSUCHT ER EINE "
1-CENT-MUNZE IN DRET - |
EILE ZU ZERBRECHEN. —

Eh, Signore
zwei Umschldge

fiir sieben Cent. £ der dritte
OK. P Umschlag ?

Den wiirde ich
dann fiir vier Cent _
verkaufen. oz 7
Scusi |
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Halt, Signora,
das wdre doch
Betrug!

Die sieben Cent
von mir

und vier Cent
fiir den dritten
Umschlag waren
elf Cent, statt

den zehn Cent
fiir alle

/ Das wdren

bei hundert
solchen
Geschdften
immerhin
ein Euro !

DIE UMSTEHENDEN WERDEN
IMMER MEHR UND BEGREI-
FEN NICHT, WAS LOS IST.

Sie bekom-
men den dritten
Umschlag dann
fiir drei Cent!

Soll ick nun

Stiick
fir vier

DIE MEISTEN SCHAULUSTI-

den teuren
dritten Umschlag
kaufen?

Ich nehme jetzt
die beiden gleich aussehen-
den fiir jeweils

GEN WISSEN, WIE IMMER,
NICHT, UM WAS ES GEHT !

Das wadre mein
geschdftlicher

44

somit dafiir genau

Clever!
Damit
wird die
Signora
schnell
eine reiche
Frau.

... und bezahle

sechs Cent.

!

7 4

K
BOYKOTT |s




Hmm ...
Verkaufe ich kiinftig
drei Umschldge
fiir neun Cent, mache
ich Verluste!

verlange ich jetzt

fiinfzehn Cent fiir
drei Umschldge.

... macht plus fiinf

TNZWISCHEN HATDER
TOURIST SEINE BRIEFE
EINGEWORFEN UND IST
SCHNELL ZUM SCHIEFEN
TURM ENTELLT.

—1

r Cent fiir einen.

TAGE SPATER... EIN KUNDE
ZAHLT OHNE ZU MURREN FUR
ZWEI BRIEFUMSCHLAGE SATTE
ZEHN CENT UND BEDANKT SICH !

Na also!
Mein Geschdftssinn.
Und mein neuer
Freund Fritz schreibt
nun jeden Monat
zwei Briefe.

s

*_-—._‘-J
Y| SONDERANGEBOT
DREI BRIEFUM-
SCHLAGE 15et.
[is = | 8
=

THEMATISCHE EINORDNUNG

Im Bereich der natirlichen Zahlen gibt
es zu zwei Summanden immer eine
Summe, die durch eine natiirliche Zahl
dargestellt wird. Im Bereich der natdir-
lichen Zahlen gibt es zu zwei Faktoren
immer ein Produkt, welches durch eine
natiirliche Zahl dargestellt wird.

Im Bereich der ganzen Zahlen ist die
Differenz zweier ganzer Zahlen immer
eine ganze Zahl.

Im Bereich der rationalen Zahlen ist
der Quotient aus zwei rationalen Zah-
len immer eine rationale Zahl.

Allerdings ist die Division durch null
verboten!

Um die Addition umkehren zu konnen,
wurde der Bereich der natiirlichen Zah-
len zum Bereich der ganzen Zahlen
erweitert. Die Menge der natiirlichen
Zahlen ist eine echte Teilmenge der
ganzen Zahlen. Es kommen die nega-
tiven ganzen Zahlen hinzu.

Um die Multiplikation umkehren zu
konnen, wurde der Bereich der ganzen
Zahlen zum Bereich der rationalen
Zahlen erweitert. Die Menge der gan-
zen Zahlen ist eine echte Teilmenge
der rationalen Zahlen (ganzen Zahlen

sind Briiche mit dem Nenner eins oder
Briiche, die sich durch Kiirzen auf den
Nenner eins zuriickfithren lassen).
Rationale Zahlen lassen sich als ge-
meine Briiche in der Form

7 mit p;q € ganze Zahlen und g # 0,

aber auch als abbrechende
oder periodische Dezimalbriiche
darstellen:

1

= 0,6
2

2 1 T T
=05 = ==0,142857.
3 7
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Rationale Zahlen - 5/2

*Bruchrechnung

DER BRUNNEN VON HERON IST VOLL

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Heron von Alexandria (um 60 n. Chr.) hat Maschinen kon-
struiert und folgende Aufgabe gestellt:

Es gibt vier Quellen.

Die erste fiillt den Brunnen tdglich,

die zweite braucht zwei Tage,

die ndchste drei Tage

und die vierte fiillt den Brunnen sogar erst in
vier Tagen.

In welcher Zeit fiillen alle Quellen zusammen
den Brunnen?

Losung der Aufgabe:

Die verbale Aussage ist nunmehr in einem Term darzustel-
len. Dabei ergibt die Summe der Forderkapazitat der vier
Quellen pro Tag eine Gréfe fiir die Leistung pro Tag.
Beispielsweise fiillt die dritte Quelle an einem Tag ein
Drittel des Brunnens. Fiir alle vier Quellen ergibt sich:

111 12 6 4 3 25
1+ +2+>=2+ —+ —+ =2
2 3 4 12 12 12 12 12
Das k.g.V. (kleinstes gemeinsames Vielfaches) von zwei,

drei und vier ist zw6lf (Hauptnenner).

Somit kdnnen in einem Tag (24 Stunden) mehr als zwei
Brunnen dieser Grofe gefiillt werden.

25 24 1 1
+ +—
12 12 12 12

Damit ist ersichtlich, dass die vier Quellen den Brunnen
zusammen in weniger als einen halben Tag (weniger als
zwolf Stunden) fiillen kénnen.

12 . . .. - .
In >c Teilen eines Tages fiillen die vier Quellen gemein-
sam den Brunnen.

;—? = 0,48 Tage sind 11,52 Stunden.

0,52 Stunden sind 31,2 Minuten.

0,2 Minuten sind 12 Sekunden.

Demzufolge ist der Brunnen in elf Stunden, einunddreiBig
Minuten und zwei Sekunden gefiillt.

Probe:

1_2+1_2'1_+1_2._1 1_2.l=12-12+12-6+12-4+12-3
25 25 2 25 3 25 4 300 300 300 300
=144+72+48+36=3ﬂ)=1

ER BRUNNEN EINER ANTIKEN -\

STADT IST VERSIEGT. DER WUN- @
DERSCHONE WASSERSPEICHER
BLEIBT OHNE ZULAUF NUN

Was fiir ein
Ungliick ! Ja, ja...
Rufen wir schnell den wecken wir

Heron den Ingenieur

S

aus seinem
himmlischen
Schlaf.
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Ach ...
Was weckt ihr Einfdltigen

Bipas-=

schépferischer Ruhe ?

Thre Idee,
geehrter Herr
Gelehrter!

‘.

L]

mich nach iber zweitausend Jahren

Was
sollen wir
fun?

Sucht vier
Brunnen und
wdhlt die beste
Quelle 1!

ES MELDEN SICH SOFORT
VIELE, DOCH MANCHE HABEN
KEIN WASSER - NUR REDEN.

Wir bieten Euch
Wasserpulver an !

...und wir
bieten kein

Wasser, sondern
Wein!

Wasser aus dem
Meer, ganz
entsalzt!

... doch nicht ganz billig!

Aber

Heron! Dank dir
haben wir vier Brunnen
ganz in der Ndhe
entdeckt.

Tch ich habe

*{ habe den q.ie
tiefsten grofte

Doch
welche
der vier
ist
geeignet]
?22?

Allah sei Dank!

Ich telefoniere

sofort mit den
Besitzern.

Aber wie stark
ist der Zufluss?

Naaa ... es
spritzt mdchtig
hier raus!




DIE VIER BESITZER DER BRUNNEN BEKOMMEN
DIE GELEGENHEIT, DIE ZISTERNE ZU FULLEN.

Nach zw

Halfte gef

Tagen ist erst die

ei

llt,

Am Ende des
vierten Tages ist ¥} .
die Zisterne 1
gefiillt!

die Hdlfte

Nach zwei “
Tagen schon {iber

Nach drei
Tagen ist alles
gefiillt!

zwei Tagen
gefiillt!

Leute !l
...mdchtig
gewaltig!

P
\K umpen pumpe

Die stdrksten

nach einem
Tagen
gefillt!

genigt

ZISTERNE IN

Was sollen
die Dicken?

NACHT VOLLFULLEN.

EINER

Wir miissen nun
alle Brunnenzuldufe
biindeln, klar!
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Ja, ja... .
ne SeJkunde Der kleinste
. noch. ¢ Der groBte Brunnen am Tag l?ringf es auf Der andere
il r s;’haffl'lr an‘c_allnem Tag ein Viertel. die zwei Viertel,
<l ie volle Fu' ung, sind schon sieben
uns: also vier Viertel. Viertel |
s [ iertel!
/-\ }) & cl -t
ot : Ergo, muss auch
\\ der letzte ran. Aber mit : /
//’ u& i \] seiner Drei im Nenner ? \ !
\-\] Auf Zwélftel umgerechnet "/'1 -
[ H H A ] F-
) G ‘\\ ergibt vier Zwslftel. AL
‘!'_ X
DIE 7 VIERTEL SIND DANN 21 ZWOLFTEL, DAZU NUN
DIE 4 ZWOLFTEL, SIND SOMIT 25 ZWOLFTEL UND DAS
SIND MEHR ALS ZWET FULLUNGEN AM TAG.
a
Shit Sq
Il
L] 5 .
e &:‘
—~— o =
» - o =)t -
e - -. ~ . > _\_‘-““ —
.4-:‘- -
= 5 [7 ] - e "I‘E - A *
- - - - ™ " ,
2 = e\ -\ W\ N
- - 728
THEMATISCHE EINORDNUNG  Bildungdes k.g.V.: Beispiel:

Die Addition (Subtraktion) von Briichen
kann dann ohne Probleme durchge-
fuhrt werden, wenn die Briiche den
gleichen Nenner haben (gleichnamig
sind). Ist das nicht der Fall, so sind die
Briiche durch Erweitern auf einen
gemeinsamen Nenner (Bildung des
Hauptnenners) umzuformen.

Der Hauptnenner ergibt sich aus dem
kleinsten gemeinsamen Vielfachen
(k.g.V.) der Nenner.

1. Die Nenner der Briiche werden in
ein Produkt von Primzahlen (Prim-
faktoren) zerlegt.

2. Gleiche Primzahlen werden zu Prim-
zahlpotenzen zusammengefasst.

3. Das kleinste gemeinsame Vielfache
ergibt sich aus dem Produkt der
Primzahlpotenzen mit dem grofiten
Exponenten.

4. Es sind dabei alle Primzahlpotenzen
mit einer unterschiedlichen Basis
zu berticksichtigen.

k.g.V. (78;156;416) = 1248

78=2-3-13=2'-3'.13!
156=2-2-3-13=22-3'.13!
416=2-2-2-2-2-13=25-13"

k.g.V.: 2531131 = 1248

5-16 11-8 7-3
—+— +

5,117 _
78 156 416 78-16 156-8 416-3

__80 . 88 21 _ 147
1248 1248 1248 1248

49



i
~~
O
=
71 ]
-
I
<
N
11
-
—
11 ]
1]
oz

* Abbruchfehler bei irrationalen Zahlen

SOKRATES ERKLART EINEM SKLAVEN MATHE

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Der griechische Philosoph Platon (428 —348 v. Chr.) hatim
Jahre 389 in dem von ihm verfassten Dialog Menon die
Lehrmethode seines Lehrers Sokrates (470 —399 v. Chr.)
beschrieben. Hierbei zeigte er, dass Lehrer kein Wissen
schaffen sollen, sondern das sich im Kopf des Schiilers
ausbildende Wissen so fordern miissen, dass dieser es
anwenden und nutzen kann — der Lehrer muss Hebamme
fiir das Wissen seines Schiilers sein.

Sokrates will einem mathematisch ungebildeten Sklaven
seines Freundes mit Namen Menon helfen, eine Aufgabe zu
l6sen, die heidt: Zu einem gegebenen Quadrat soll ein
zweites gefunden werden, dessen Fldcheninhalt doppelt
so grofs ist.

Der Sklave schlagt folgende Losung vor: Die Seiten des
Quadrates werden verdoppelt!

Quadrat mit der
Einheits-
seitenldnge

Quadrat mit der
verdoppelten
Seitenlange

Ergebnis: Die Flache hat sich durch die Verdopplung der
Seitenlangen vervierfacht.

Nun wird dem Sklaven von Sokrates der folgende
Hinweis gegeben:

Die Fliiche des grofien Quadrates muss halbiert werden.
Deswegen ist von allen vier kleinen Quadraten nur die
Hdilfte zu nehmen.

1

Wie lang ist aber nun eine Seite (gemeint ist die des
kleinen Quadrates — schrdg stehend)?

Ausgang ist eine Quadratseite (kleines oder urspriing-
liches Quadrat) mit der Seitenldnge eins, welches ein
Quadrat mit einer Flacheneinheit bildet.

Die unbekannte Seitenldnge ist x.

Es muss gelten x - x = 2, wenn die doppelte Flache des
Einheitsquadrates die Losung des Problems ergeben soll.

Es muss die Gleichung x2 =2 gelost werden.

Klar ist die Abschadtzung

1,00 =12 entspricht 1 <x <2 entspricht 22=4

aber auch

1,96 = 1,42 entspricht 1,4 < x < 1,5 entspricht 1,52 = 2,25
Und so weiter und so fort!

ON BESCHREIBT IM
PJl/—\Cl-l\;E 389 (v.Ch.) IM DIALOG
MENON DIE LEHRMETHODE
| VON SEINEM LEHRER
SOKRATES.
| ———

Ein Lehrer

kann kein Wissen
in den Kopf

des Schiilers

trichtern! Doch -

50 G. Hofner, S. SiiBBbier, Das verriickte Mathe-Comic-Buch, DOI 10.1007/978-3-8274-2629-1 6,
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DER REICHE j Es kommt nur

Mist, wir Sklaven

SKLAVENHALTER ’ auf den richtigen rennen doch immer
ZWEIFELT ... Trichter an!

PLATON SETZT DEN TRICHTER
AN DEN KOPF DES SKLAVEN
UND VERSUCHT DEN SATZ DES
PYTHAGORAS EINZUFULLEN.

Ha! Der rennt im Kreis.
Und hicht im Dreieck!

Nun werden
wir gleich sehen,
ob er den Satz
des Pythagoras
weif |

PLATON BERUFT SICH AUF SOKRATES UND BERUHIGT
DEN SKLAVEN ERST EINMAL. ER WILL EIN VERTRAUENS-
VERHALTNIS SCHAFFEN, IN DEM ER ZUNACHST EINMAL ...

...ganz im
wi:;I iesefedénn Vecrrauen
. Menon, Herr.
dein Name ?

PLATON - NUN ANGESTACHELT,
WILL EIN MATHEMATISCHES
PROBLEM LOSEN.

Komm schon Menon, wir
fahren nach meinem
Landgut.

Feldstiick
misst zehn
Meter im
Quadrat,

Ich bin nur
ein einfacher
Landsklave
Herr!




Wie viele Bdumchen

kannst du pflanzen, wenn
der Abstand zwei Meter
fiinfzig betrdgt ?

Ich gebe dir eine Hilfe.
Zuerst finf Oliven-
bdumchen nebeneinander
in die erste Reihe.

DER SKLAVE STELLT DIE
REIHE EINFACH SENKRECHT
ZUR ERSTEN. (Heuristisch.)

Und wie viele
Reihen sind es ?

Finf Reihen mit je

fiinf Bdumen
sind 25.

Menon, du musst die doppelte
Anzahl von Pflanzen auf die
quadratische Fldche pflanzen!

DAS WAR
NUR DER
EIN-
STIEG.
PLATON
STELLT
NUN
ABER
DIE
EIGENT-
LICHE
AUF-
GABE.

ist die Seitenldnge des
Quadrates zu wdhlen?

Na, da wage
ich aber zu
widersprechen,
geehrter Herr.

Die ndchste Variante
wdren 15m, Platz

fiir je sieben
Pflanzen.

PROBIEREN GEHT UBER
STUDIEREN !q

e ——

5m 15m

Sechs Baumchen
in sechs Reihen ergibt
Jjedoch nur 36 von 50.

MENON GEHT ABER
HEURISTISCH VOR
UND BEGINNT MIT
6 BAUMCHEN PRO
PFLANZENREIHE.
DAS ENTSPRICHT
12,5m AUF DER
QUADRATSEITE.

Das wdren
doch zuwenig!
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DER SKLAVENHALTER NORGELT.

Aber Herr.
Bei acht Bdumchen
pro Seite ergibt das
bereits 64!

" Und was wird aus
dem einen Bdaumchen?

PLATONIST STOLZ AUF MENON.(

Das Problem
ist mathematisch
zu unerheblich !
Aber praktisch

zu viel.

Die
Ndherungs-
l6sung ent-
scheidet!

Menon! Du wirst mir
unheimlich. Darum schenke
ich dir die Freiheit!!!

MENON HAT DAS PROBLEM NICHT NUR KLAR ERFASST
UND SELBSTSTANDIG GELOST, SONDERN AUCH DAS
SELBSTBEWUSSTSEIN ERLANGT, UM SICH AN
DERARTIGE AUFGABEN (MIT DEM WEG ZUM IRRATIO-
NALEN) SELBST GEGEN DEN ZWEIFLER, SEINEN
EHEMALIGEN HERRN, ZU VERSUCHEN |

Hier wdchst
ein prdachtiger

Olivenhain.
Wartet esab!

ich danke
Euch !l

Platon, Herr,

Vielleicht
versuche ich gleich
mein Gliick als
Mathematiker in
Athen?

THEMATISCHE EINORDNUNG

Irrationale Zahlen kdnnen so genau
wie gewiinscht oder wie erforderlich
durch rationale Zahlen angendhert
oder beschrieben, aber nie ganz
genau durch diese angegeben werden.
Beispiel:

1,4 <V2<1,5

maximaler Fehler kleiner als %0

1,41 <V2 < 1,42
maximaler Fehler kleiner als 1
100

1,414 <V2 < 1,415
maximaler Fehler kleiner als 1
1000
Theoretisch besteht die Moglichkeit,
jede auch noch so kleine Abweichung
zwischen irrationalen und rationalen
Zahlen zu unterschreiten. Das wird
durch die Zahl der mitgefiihrten giilti-
gen Ziffern realisiert.

Deswegen gilt stets und inshesondere
fiir das Zahlenrechnen mit irrationalen
Zahlen: Nie so genau wie moglich

rechnen, sondern immer nur so genau

wie erforderlich oder, besser, so
genau, wie es sinnvoll ist.

Wenn zum Beispiel die Kérpergroe
von 20 Jugendlichen in Zentimetern
gemessen wird, ist es unsinnig, den
Durchschnittswert (Mittelwert) in Mil-
limetern oder gar in Bruchteilen von
Millimetern anzugeben. Was nutzt es
auch, einen Zensurendurchschnitt von
Priifungen mit drei Stellen nach dem
Komma anzugeben — das tduscht nur
eine Genauigkeit vor, die bei den
Messwerten nicht vorhanden ist.
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REELLE ZAHLEN - 6/2

*Tonstufung nach irrationalen Zahlen

ANTIKE MUSIK

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Mit Schrecken stellten die griechischen Mathematiker fest,
dass die Welt der Gotter nicht in jeder Hinsicht erfassbar
ist. Es gibt Verhéltnisse von Streckenldngen, welche nicht
mehr durch den Quotienten von ganzen Zahlen ausge-
driickt werden kdnnen. Diese Strecken werden inkommen-
surabel, also ,,nicht mit gemeinsamen Maf messbar®
genannt. Bereits Aristoteles (384 — 322 v. Chr.) beschreibt
die Inkommensurabilitdt zwischen Seiten und Diagonalen
des Quadrates.

Die Irrationalitat (also die Nichtrationalitdt) von v2 wurde
zuerst geometrisch und dann auch arithmetisch bewiesen.
Beispiel aus der Musik: Die Oktave bzw. Quinte zu einem
Ton ergeben sich in der Musik, wenn die Saite, die diesen
Ton erzeugt, im Verhdltnis 2 : 1 beziehungsweise 3 : 2 ver-
kiirzt wird.

Platon (428 —348 v. Chr.) lernte das Problem der inkom-
mensurablen Strecken erst gegen Ende seines Lebens ken-
nen. Er bezeichnet die Ignoranz gegeniiber anderen als
rationalen Zahlen als ldcherlich und schimpfliche Unwis-
senheit, die allen Menschen innewohnt.

Er schdmte sich fiir alle Griechen (Menschen mit diesem
Verhalten):

Mich selbst ergriff durchaus Verwunderung, als ich spdt
das horte. Es kam mir vor, als wire so etwas [ndmlich eine
solche Unwissenheit] bei den Menschen gar nicht méglich,
sondern eher bei einer Herde Schweine!

Die Folgen waren fiir die Mathematik im antiken Griechen-
land enorm: Man vernachldssigte die Arithmetik, weil Zah-
len plétzlich unzuverldssig erschienen, und loste die Pro-
bleme geometrisch, weil damit die griechischen Ideale der
exakten Mathematik scheinbar besser zu verwirklichen
waren.

Die Araber begannen erst viele Jahrhunderte spater,
bedingt durch intensive Handelstatigkeit, die Algebra von
ihrer geometrischen Verkleidung zu befreien.

Schrdge
Téne, EH!

| 2 | | 3 | In Europa lieR® Leonardo von PISA (um 1170 bis nach 1240)
1 , in seinem Werk liber abaci (1202) als Lsung von Gleichun-
L= | L < | gen, aber auch als Koeffiziente, irrationale Zahlen zu.
D ER GRIECHISCHE %TSHE-
I
MATIKER UND MUS
HIPPASOS EXPERIMENTIERT
MIT METALLPLATTEN UND Ich muss
ERFREUT SICH AM KLANG. Auflage und Diagonale
der Platten benennen.

Nur so finde ich die
Téne wieder.
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WOCHEN SPATER: SOLOKONZERT
IM THEATER VON EPIDAUROS.

Die Platte hat 30cm
Lange und 15 cm Breite

30%+ 152 cm.

Thr Gotter
steht mir

DAS KLANG-EVENT- SOLOKONZERT. Ach ...

6

schon schrag!
Na ja ...
Q d@

Sy 4 d
bi > Die R Vi O

le 2 LIGe
hagoreer ersten  JES(@C }'

i
)

Py X 7 f S L]
£E "V/ ,
X. "'// g e (02

anng Aufhéren!
Boiiing ...

was soll da: o gk A
=

." ;I: = \ -_."" --J./. : o 5
= .
)

Kirke hilf
meinem

Schluss!
®B D
SN

1 ¥

-

- ony
)

Unsere Goétter
spielen Harfe,
Mandoline, Geige und
so weiter.
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... doch welche Ja, ja ...inerster
Ldnge ist schon Linie wird die Tonhshe
V3 ? von Ldnge und

\ Spannung der Saite
s -
L - Fiir eine
T ° '- Oktave muss
51 N d

Das klingt
rational |

Nun ja,
Metallbldttchen
haben Harmo-
nikas zwar auch.
Doch die Ldnge
bestimmt den
Ton.

bestimmt.

as tiefere C eine
\doppel'r so lange
Saite haben!

Verhdltnis
dreizuzwei

S

DOCH HIPPASOS ZEIGT MIT Toh aedenke nicht
EINEM PAUKENSCHLAG ) hc %e en "'{‘(‘f

SEINE STANDHAFTIGKELT. mich und meine Ldeen
— von der Irrationalitdt

lebend begraben
zu lassen.

Wehe euch
aufsdssigen
Schiilern, dem
ehrwiirdigen Lehrer
Pythagoras zu
widersprechen.

ES GIBT UNRUHEN IM ANTIKEN GRIECHENLAND - DAS VOLK
WILL EINE NEUE ORDNUNG - MIT NATURLICHEN ZAHLEN
N.

Wir wollen
IN DEN UNRUHEN STELLT /’Wurzeln, die nicht aus
SICH HIPPASOS AUF DIE| den Quadraten natiirli-
SEITE DER BESITZLOSEN.
Wir fodern
neue Ideen!

DIE KONSERVATIVE PARTEL |~ sgiten Klingen
DER PYTHAGOREER SIEGET !l | yeiter nach festen,
natiirlichen
Strukturen.

cher Zahlen gezogen

mit der
Irrationalitdt.

(7_In die Verbannung




PLATON
ERFAHRT
ERSTIM
HOHEN
ALTER
VON
IRRATIO-
NALEN
ZAHLEN.

... sehr innovativ, die
natiirlichen Zahlen auf

neue Weise zu
erreichen.

keine
Arithmetik !

Inkommen-
surable, also
nicht messbare

Strecken sind
doch kein
Problem.

DOCH AUCH DAS MACHT DEN PYTHAGOREERN NICHTS '
AUS, DENN DAS ROMISCHE SYSTEM IST NICHT FUR |
DIE WISSENSCHAFT GEMACHT, SONDERN FURIHRE |

EROBERUNGSKRIEGE.

]

Wenn wir eine Provinz
erobern wollen, dann

Ich schdame mich fiir die gebildeten
Griechen, die durch ihre konservative

Wir brauchen

<

Einstellung diese Erweiterung
der Mathematik nicht verstanden
haben.

Zahlen sind
unsauber !

\

y kimmert mich
die Irrationalitdt
der Strecken-

W
s

Auch die Zahl der
notwendigen Legionen muss
man hicht geometrisch
bestimmen!

ZITAT VON PROF.
KRONECKER:
GOTT SCHUF DIE
NATURLICHEN ZAHLEN,
ALLES ANDERE IST
MENSCHENWERK.

THEMATISCHE EINORDNUNG

Die Entdeckung inkommensurabler
Strecken erschiitterte den Glauben an
die antike Mathematik auf das Heftigs-
te. So wundert es nicht, dass erst im
2. Viertel des 5. Jahrhunderts vor
Christi Geburt durch Hippasos davon
berichtet wird. Hippasos betrieb seine
Forschungsarbeiten sehr praktisch,
indem er Metallscheiben zum Klingen
brachte. Damals galt die Beschafti-
gung mit nichtrationalen Zahlen (jrra-
tionalen Zahlen) als gottlos. Es wird
deswegen berichtet, Hippasos sei
wegen dieser Forschungen im Meer
umgekommen. Die Anhdnger des
Pythagoras (Pythagoreer) sollen Hip-

pasos bereits zu Lebzeiten ein Grab
errichtet haben, um ihn aus der
menschlichen Gesellschaft, vor allem
aber aus der Mathematik auszuschlie-
Ben, eine Gepflogenheit, die zum Leid-
wesen fiir manche Schiiler heute nicht
mehr durch die Schulordnung gedeckt
wird. Die Pythagoreer haben sich so
aufgeregt, weil sie glauben, dass alle
Erscheinungen der Erde auf Harmonie
beruhen und dieses alleine durch
natirliche Zahlen in der Mathematik
auszudriicken waére.

Aber auch das zu Lebzeiten gesetzte
Grabmal fiir Hippasos loste das Pro-
blem nicht.

Mit Schrecken stellten die grie-
chischen Mathematiker fest, dass die

Welt der Gotter nicht in jeder Hinsicht
erfassbar ist. Es gibt Verhéltnisse von
Streckenldngen, welche nicht mehr
durch den Quotienten von ganzen
Zahlen ausgedriickt werden kénnen.
Diese Strecken werden inkommensu-
rabel genannt.

Bereits Aristoteles (384 —322 v. Chr.)
beschreibt die Inkommensurabilitat
zwischen Seiten und Diagonalen des
Quadrates.

Die Irrationalitat
(also die Nichtratio-
nalitdt) von v2 wurde
zuerst geometrisch,
dann auch arithme-
1 tisch bewiesen.

d=v2
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*Zehnerpotenzen

EIN MABRGERECHTER PLANETENWEG

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*
Der mittlere Abstand zwischen Sonne und Erde betrdgt eine astronomische Einheit = 1AE.
1AE =1,496 10' m = 149 600 000 000 m
Name Sonnenabstand (AE) Sonnenabstand (m) Durchmesser (m)
Sonne 0,00 0 1400000000 = 1,400-10°
Merkur 0,39 57 900000000 (5,790 - 10'9) 4878000 = 4,878-10°
Venus 0,72 108200000000 (1,082 -10') 12104000 = 12,104 - 10°
Erde 1,00 149 600000000 (1,490 -10%) 12756000 = 12,756 - 10°
Mars 1,52 227900000000 (2,270 -10%) 6794000 = 6,794 -10°
Jupiter 5,20 778000000000 (7,780-10%) 143000000 = 0,143 -10°
Saturn 9,54 1427000000000 (1,427 -10%?) 120000000 = 0,120-10°
Uranus 19,18 2870000000000 (2,870-10%9) 51800000 = 51,800 - 10°
Neptun 30,06 4 496 000 000000 (4,500 - 10%?) 48600 000 = 48,600 - 10°
Im Modell Abstand (m) Durchmesser (m) Sehr grofRe (oder sehr kleine) Zahlen kénnen tibersichtlich
Sonne 0 0,930 in der Zehnerpotenzendarstellung geschrieben werden.
Merkur 39 0,004 a-10"mit 1< a< 10 und bei groRen Zahlen nEN
Venus 72 0,012 (natirliche Zahlen)
Erde 100 0,012 Beispiel: Die Langeneinheit von einem Lichtjahr (1Lj)
Mars 152 0,007 entspricht ungefdhr
Jupiter 520 0,144 ) 9 460 500 000 000 km
Saturn 954 0,120 Ubersichtliche Darstellung: 1Lj = 9,4605 - 102 km
Uranus 1918 0,051 In einem Modell soll einer Grof3e von 1,5 - 10m eine
Neptun 3006 0,049 Ldnge von 10°m entsprechen.
Mapstab 1,5:10°
— |

BINE KURSSTUFE WILL SICH IN EINEM [

PROJEKT UNSER SONNENSYSTEM VOR- | Hmm-

STELLEN UND AUF DEM SCHULGELANDE fun ja - das

DEMONSTRIEREN. A s

Ptolemdus war vor

Ich wiirde logisch mit
der Erde im Mittelpunkt
beginnen, weil wir auf
der stehen - oder?

eintausendneun- |
hundert Jahren £\
Stand der Wis- I
senschaft.

Herr Studienrat ...
ich markiere gleich auf der
Mitte des Schulhofes mit
einem Kreis die Erde .
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>

schone Sonja-Sonni

| \;\VAer' islf del:md ~ Warum fuchtelt B
er Mittelpunkt des i i
Schuler‘kpurses ; Na . Die der Studienrat so mit

dem Stock?
natiirlich!

Also kommt die
Sonne, pardon Sonja,
in die Mitte !

DAS ZUR VERFUGUNG
STEHENDE GELANDE
WIRD NUN VERMESSEN.

anderthalb Jahrtausende
weiter - heliozentrisches

Damit sind wir

Weltbild.

EIN KILOMETER AUF DER ERDE ENTSPRECHEN 1,5
MILLTIARDEN KILOMETER IM WELTALL.

Krass ... eh.
Ich binein Star
11

NEPTUN BETRAGT CA. 4500 MIO. KILOMETER
ODER BESSER: 4500 - 10° km.

3 km SOLLEN 4,5 - 10° km ENTSPRECHEN.
DARAUS ERGIBT SICH DER MARSTAB:
3:45-10° =1:1,5-10° = 1:1500 000 000

Hundert Meter
Abstand.

DURCHMESSER DER SONNE Eh, Leute. ...und Merkur,

1392 000 km. So groBwie der / die Erde ein Steck- )

Bei unserem Kiirbis hier. hdtte die ' Die Venus, .
MaBstab gleich 6réBe einer klrschkgrngroﬁ, ist
dreiundneunzig zwischen
Zentimeter, Sonne und Erde

platziert.

Ja, ja...ein
Pfefferkorn.

Dafiir ist

... der
Tennisball
Saturn!

die Pampel- Uranus hier ware
muse da als ( Neptun.
der Walnuss. ( ( \H
Jupiter. /

Die Weintraube

Drei

1 " Zwei
N Kilometer
Weg.
\
\
H
--.__\ o=

Kilometer
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Da! Am Ende
] des Geldndes. Da
Aber wo ist ist Neptun, ein kleines < ... bis
die Grenze unseres P Sandkérnchen. 2006 war
Sonhensystems auch Pluto
noch als
Planet aner-

Benutze
dein Handy,

UMLAUFZEIT
noch bereit eine Bahn DES NEPTUN

zu durchlaufen? Dabei UM DIE SONNE:
entspricht ein Jahr einer 165 JAHRE.
Unterrichtsstunde.

Ich laufe lieber
die Merkurbahn in gut
sieben Minuten!

PCAROMT

DIE 8 PLANETEN UNSERES SONNENSYSTEMS



THEMATISCHE EINORDNUNG Zehnerpotenz Abkiirzung Bezeichnung Bemerkung Zahlwort

Deka griech.: zehn Zehn
Hekto griech.: hundert  Hundert
Kilo griech.: tausend  Tausend
Mega griech.: grof Million
Giga griech.: Riese Milliarde
Tera griech.: Ungeheuer Billion
Peta nach griech.: 5x3 Billiarde
Exa nach griech.: 6 x3 Trillion
3. Einhundert Liter sind ein Hektoliter. Zetta nachital.: 7x3 Trilliarde
100l = 1hl Yotta nach ital.: 8x 3 Quadrillion
4. Eintausend Meter sind ein Kilometer. Quadrilliarde
1000m = 1km Quintillion

Die dezimaie Unterteiiung der Mai3-
einheiten ist die Grundlage des inter-
nationalen MaB3systems (IS).
Beispiele:
1. Der zehnfache Betrag eines
Gramms ist ein Dekagramm.
10g = 1dag
2. Zehn Jahre bilden den Zeit-
abschnitt einer Dekade.

<NmuUv-HozxTo
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* potenzen und Erweiterung des Potenzbegriffs

LOSE ROLLEN POTENZIEREN DIE KRAFT

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Ist die Basis positiv, dann ist der Potenzwert unabhéngig

Aufgaben und ihre Losungen
1. Als Zehnerpotenzenprodukt ist zu schreiben:

( Ohnee ...

a) Durchmesser eines Wasserstoffatoms
0,000 000 0053cm — Losung: 5,3 -10°cm
b) Masse der Erde
5973 600 000 000 000 000 000 000 kg
L6sung: 5,9739 - 10%kg

©) Gravitationskonstante 0,000 000 000 0668m3kg's~
Losung: 6,68 - 101'm3 - kg - 52

vom Exponenten positiv.
Ist die Basis negativ, dann ist der Potenzwert bei geraden
Exponenten positiv und bei ungeraden Exponenten negativ.

1 (1)3 -1
2 8

Zu beachten ist dabei:

Das Minus gehort im zweiten und dritten Beispiel zur

Basis. Im vierten Beispiel ist das Minus ein Vorzeichen und
kein Bestandteil der Basis.

2.(-3)=81 3.(-2*=-8 4.-42=-16

2. Schreibe in Zehnerpotenzen, zwischen welchen reellen
Zahlen die Wellenldangen von Gammastrahlen liegen:

Noch einmal: 0,000000000003cm < A < 0,00000003 cm
Bei (-a)" soll die Zahl -a in die n—te Potenz erhoben Losung: 3-10?cm=<A=<3-10%cm
werden.

3.Berechne a) (-2)* b) (-5)3(-9)3 o) (-x-1)?
Losungen: a) 16 b) 53-93=(5-9)°
) ((1)2(x+1)?=x2+2x+1

Dazu im Unterschied:
Bei -a" wird a in die n—-te Potenz erhoben und vor

diesen Potenzwert ein Minus gesetzt. . .
4. Schreibe als Potenzen (ohne Bruchstrich und

. .
1. Erweiterung der Potenzdefinition: a'=a Wurzelzeichen).

2. Erweiterung der Potenzdefinition: a®= 1 fiir a# 0 ) a? b) 2 ya+ b
a) — () R
3. Erweiterung der Potenzdefinition: an=L Vb V(a+b)? @b

a"

1 2 1
a#0n>0und Losungen:a)a’-b2 b)a(a+b)3 ¢) (a+bla?b?

4. Erweiterung der Potenzdefinition: a% V@ @20
p und g sind ganze Zahlen

|
A ER FAHRT |
pARCHEN AUF D

%NEINEM EVENT ?ﬁ) TRZELTIRCEl 1
CAR GEMEINDE. DA ne MAN;

STERT ES! ..
T.‘:‘\SDET M STRABENGRABEN.

Das gibt
aber trouble

/'

Shit, ne
Banane |
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Zwecklos!
Wir stecken
hier fest.

Watt' los ...
wir helfen dir,

I

' /Dicke Aste

und Reisig

Eh ... darunter.

Das war

nichts.
L \Un
Cal,

DIE BIKER DUSEN WEITER.
DOCH DA PASSIERT ES!
DER WAGEN ROLLT DIE

STRABE RUNTER.

Einer hebt den
Wagen hoch! /¥




ISTIN EILE, WIRFT ABER FIX SEILE UND ROLLEN RUBER.

IN DEM MOMENT KOMMT EIN TRAKTOR VORBETI. DER FAHRER

Oh neee ...

Aus dem nassen Man ... Keule.

((')) ?
)

0 —0
(9@
2SS

. )5 2y
= “I- =7 o)
Jogy 7

kommft ihr
wieder raus
1

"‘-‘.'nnl"‘ i
<. T

Wir sehen uns

Acker kommen wir

g @ nicht raus!

spdter beim
Event. O.K.

Mit den Seilen und
den Rollen wird das

DIE BEIDEN STEIGEN WIDERWLLIG
ZUM AUTO IN DEN MATSCHACKER.

Das
Seilende
hier muss

an den

Abschlepp-

Schatzchen .

Was ist mit
den Rollen,

Denke an die Schulzeit.
Matheunterricht. Potenzen!
Du warst Klassenbester |

bei

ddmmert es

’ Jetzt
=~

mir.

...ha
bitte!

22

Du solltest
stdrker
ziehen.

kommen die losen
Rollen ins Spiel.

Potenz,
Potenz ...

227)




Die Krafteinsparung beim Ziehen
wird ausschliefllich mittels der
losen Rollen erzielt.
...am Auto !

NS

Ahhh ...
So ist das. ‘ () Schau!
Der Wagen
// \ —2> bewegt
- sich!

ey

="

WAHREND AUF DIE HINTERE
LOSE ROLLE NOCH DIE VOLLE

? GEWICHTSKRAFT WIRKT, WIRD
DIESE BEIM SEIL DA SCHON
HALBIERT, SODASS AN DER ROLLE
L AMMAST, DIE JA FEST SITZT, NUR
NOCH DIE HALBE KRAFT ANGREIFT.
EIN FLASCHENZUG IST EINE
EINFACHE MASCHINE ZUM

" BEWEGEN VON LASTEN.
L

FZ=_"

Easy! Schatz, ein
Potenzflaschenzug

Ich laufe
zum Event.

DANN AM ABEND. BEIM FESTI-
VAL DER RETROCAR-FANS.

Danke, Meister!
Aber fiir einen Meter
musste ich vier Meter
Seil ziehen.

THEMATISCHE EINORDNUNG

Die Multiplikation stellt eine spezielle
Addition (gleicher Summanden) dar.

a+a+..+a=n-a

Anzahl der Summanden: n
Die Multiplikation gleicher Faktoren
flihrt zur Potenzrechnung.

a-a-..-a=a"=b

Anzahl der Faktoren: n

Dabei sind a und b reelle Zahlen
(neN \{0})

a - Basis

Bei den Rechenoperationen der ersten
Stufe (Addition) und der zweiten Stufe
(Multiplikation) kénnen die Operan-
den vertauscht werden (Kommutativ-
gesetz). Aus dem Grund geniigt eine

Umkehroperation, um aus der Kenntnis
des Resultats (Summe oder Produkt)
und eines Summanden oder Faktors
den anderen zu bestimmen (Subtraktion
und Division).

Bei der Rechenoperation der dritten
Stufe (Potenzrechnung) kdnnen Basis
und Exponent im Allgemeinen nicht
vertauscht werden.

Aus diesem Grund gibt es zwei
Umkehroperationen (Logarithmen-
und Wurzelrechnung).
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*analytische Darstellung von Zuordnungen

HANDYTARIFE IM VERGLEICH

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Die Grundgebiihr fiir ein Handy betragt monatlich 12 €.

Pro Minute sind 6,5 ct zu zahlen.

Es ist eine Vorschrift (Formel!) anzugeben, mit der bei z Ein-

heiten im Monat, die telefoniert wurden, der Rechnungsbe-

trag fiir den Monat bestimmt werden kann.

Der Rechnungsbetrag fiir den Monat ist die Summe aus der

Grundgebiihr einerseits und dem Produkt aus der Anzahl

der Minute (2) und dem Preis pro Minute andererseits.

Verbale Gleichung:

Monatlicher Rechnungsbetrag = Grundgebiihr + Anzahl

Minuten mal 6,5 ct

Grundgebiihr: 12 €

Anzahl der Einheiten: z (unabhéngige GrofRe, man kann

schlieBlich telefonieren, so lange man will?!)

Preis pro Minute: 0,065 € (Achtung! — Euro und Cent nicht

vermischen!)

Monatlicher Rechnungsbetrag: b (in Euro)
b=12+0,065-z

Beispiel: Es wurden in einem Monat 96 Minuten telefoniert.

Daraus ergibt sich der Rechnungsbetrag:
b=12+0,065-96=12+6,24 =18,24

Es sind 18,24 € zu zahlen.

WET TEENAGER HABEN HANDYS, DIE
SIE BEI JEDER PASSENDEN .. UND
UNPASSENDEN GELEGENHELT VERWEN-

Beispiele:

1. Wie heif3t die Zuordnungsvorschrift, die

a) einer Zeit (f) bei einer durchschnittlichen Geschwindig-
keit von 50 km/h eine zuriickgelegte Wegstrecke (s)
zuordnet?

b) einer Lange (I) bei einer Breite von 10cm die Flache des
Rechtecks (A) zuordnet?

2. Wie viel (Angaben vgl. Beispiel 1)
a) Meter werden in 10 Minuten zuriickgelegt?
b) Quadratzentimeter hat ein Rechteck mit einer Ldnge
von 32,5cm?

Losungen:

1.a) S=v -t= 50-t Hierbeiistzu beachten, dass die Zeit
in Stunden oder Teilen von Stunden eingesetzt werden
muss und der Weg in Kilometern berechnet wird.

b) A=b -1= 10-1 Hierbeiist zu beachten, dass die
Lange in Zentimeter eingesetzt werden muss und die
Flache in Quadratzentimetern berechnet wird.

2.a) 10 Minuten sind ein sechstel Stunde.
s=50 -%km =2§5kmz8,333 km =8333m

Es werden bei einer Durchschnittsgeschwindigkeit
von 50km/hin 10 Minuten 8333 m zuriickgelegt.

b) A= 10-32,5cm? =325cm? Das Rechteck mit einer
Breite von 10cm und einer Lange von 32,5 cm hat eine
Flache von 325 Quadratzentimetern.

DEN, UM SICH .. UND NATURLICH DIE
GANZE WELT ANZURUFEN.

Heee ...
was
machst
du
gerade?

Ich sitze
neben dir und wir
telefonieren

URPLOTZLICH SCHALTEN
SICH BEIDE HANDYS AB.
KEINE VERBINDUNG ...
NICHTS GEHT MEHR.

66 G. Hofner, S. SiiBBbier, Das verriickte Mathe-Comic-Buch, DOI 10.1007/978-3-8274-2629-1 8,
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Was ! Kosten-
limit von 20€
im Monat ...

Wegen der
hohen Telefon-
kosten ...

Und die Wahl
zwischen zwei
Vertrdgen.

Monatslimit

... haben wir

den Vertrag

gekiindigt
Y

Neue
Vertdge ?

BEIDE SIND
RATLOS,
WEIL SIE
NICHT EIN-
SCHATZEN
KONNEN,
WELCHES
ANGEBOT
BEI DEM
LIMIT NUN
BESSER
GEEIGNET
IST.

DOCH ...
~ Ichbin fiir's | | VON DEN
erste Angebot) | 20€ WURDEN IC: e_zT— "
Sechs E.Uf‘o I 805 ;Zr‘zlase zr:;;‘re
G:.lenj';g(jr' EINDRITTEL || Angebot.
und finf Cent S:ZAQACHEN' /G*th:] ghnzn
pro Minute. - gebdir.
UBERHAUPT Aber ...
TELEFO-
NIERT ZU 35 Cent
pro Minute || AN pro Minute

NUN WIRD GERECHNET !!!
LIMIT: 20€=2000 CENT

1340 ct
5ct

2000 ct ~ 58 MIN.
ct

1. ANGEBOT:
(abzgl. 660 ct)

=268 MIN.

2. ANGEBOT:

HA ... BET 22 MIN. WURDEN
BEIDE TARIFE UBEREIN-
STIMMEND 7,70€ KOSTEN.
WENIGER ALS 7,70€ WURDEN
BEDEUTEN, DASS DAS ZWEITE
ANGEBOT BESSER WARE.

,chen, ich

Stunden
ldnger.

kann iiber zwei

THEMATISCHE EINORDNUNG

Vorschriften gibt es liberall! Leider las-
sen sie sich jedoch nicht immer als Ab-
hangigkeiten erkennen und darstellen.

Der Bu3geldkatalog ist eine tabellari-
sche Darstellung, wodurch dem Wert
der Geschwindigkeitsiiberschreitun-
gen b (unabhédngige Gréfe!) ein davon
abhangiger Geldbetrag in Euro (als
BuRe) zugeordnet wird. Beim Oszillo-
graphen wird eine Spannung in Ab-

hangigkeit von der Zeit graphisch dar-
gestellt. Das Volumen eines Wiirfels
kann in Abhangigkeit von der Kanten-
lange nach der Zuordnungsvorschrift

V=a3 berechnetwerden.
Formeln besitzen zweifellos den Vor-
teil, dass jede abhadngige Grofle mit
beliebiger Genauigkeit aus einer vor-
gegebenen unabhédngigen Grofie
berechnet werden kann. Mit dem
jederzeit griffbereiten Taschenrechner
ist es auch kein Problem mehr, die

Rechnung mit beliebiger Genauigkeit
auszufiihren. Allerdings ist die Dar-
stellung als Formel nicht besonders
anschaulich, zumindest nicht fuir den,
der sich nicht professionell mit Mathe-
matik beschaftigt oder beschéftigen
muss.

Bei allen Darstellungen von Funktio-
nen ist es jedoch wichtig, dass der
Definitionsbereich angegeben wird —
es ist die Menge der Werte (unabhén-
gige Variable), fiir die eine abhédngige
Variable festgelegt wird.
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*Proportionen

WAHRUNGEN IM WECHSELKURS

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Die Zuordnungsformel einer Proportionalitdt kann in der
Form y=m-x

geschrieben werden, wodurch ausgedriickt wird, dass der
GroRe x die GroBe y zugeordnet wird.

kation mit dem Proportionalitdtsfaktor m. Es ergibt sich m
als Quotient aus dem y-Wert und dem x-Wert des gegebe-
nen Paares. Aus dem y-Wert kann der zugehdrige x-Wert
durch Multiplikation mit dem Kehrwert des Proportiona-
litatsfaktors erhalten werden.

et 1 1_x 1,y
X m y y m m
x

Der Kehrwert des Proportionalitatsfaktors ist der Quotient,
bei dem Zghler und Nenner vertauscht werden (Kehrwert
des Bruches).

Beispiel: Zu berechnen sind die Werte fiir folgende
proportionale Zuordnung.

X | 10 15

y | 28 32
Aus dem gegebenen Paar (15128) folgt der Proportionali-
tatsfaktor und dessen Kehrwert.

Der Wert von y berechnet sich aus dem fiir x durch Multipli-

_28x _ 15y
AT X=728

28 56 15 120

y=15-10=3 x=3g32=""

Beispiel: Am 15. November 2010 entsprach einem Euro (€)
ein Wert von 1,36%. Der Proportionalitdtsfaktor (Kurs beim
Tausch von € in $) lautet 1,36.

Der Kehrwert des Proportionalitatsfaktors
1

gibt den Kurs beim Tausch von $ in € an.

1. 100€ entsprechen bei diesem Kurs
100 — 1,36 - 100,

also 1365%.
2. 68% entsprechen bei diesem Kurs
68 _ _
68 136~ 68-0,735=50
Also 50€.

3. Werden an einem Tag 70 $ fiir 50€ gewechselt, dann
steht der Kurs 70:50 = 1,4 :1, d.h. ein € ist dann 1,40$
wert, also mehr als am 15.11.2010.

- EIN TEXANER AUS DALLAS

NACH AMERIKA KAM.

RE

—an

1US$ noch
4 Goldmark !

Als mein Vat
ERINNERT SICH AN SEINEN | 1910 Europa bereiste,

VATER, DERVOR UBER 120 JAH- | zu unseren Vorfahren,
da bekam er fiir

a..ja,
Grandfather,
heute ist der
Euro
stdrker!

Also bitte reise nach
Deutschland und tausche

die Griinen gegen Hartes
"
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IN DEUTSCHLAND ANGEKOMMEN .. .
GIBT ES WEDER 6OLD ALS WAHRUNG Wie gz: Lar:frig.en Der Ew.‘.’h'“
..NOCH GIBT ES HARTE MARK! bezahlen o ganglge Wdhrung,
die denn?
Mit Karte
wie bei ~und
uns? . alte Gold-
miinzen?

Haaa ... Sie Trdumer ! 100 Goldmiinzen
haben aktuell einen Sammlerwert von 2500 €.

Ich mochte Na rund 2000 $.

> cl‘reﬂ(—}oldmark— Ergo
Miinzen ) . y»»  macht das
erwerben. Ein Dollar sind bei mir jetzt
vier Goldmark bei S

meinem Vater gewesen. 50000 $ I
Also ... will ich fiir 25600 Miinzen

10000 Dollar bezahlen.

Von Threr
Umrechnung bin

Na ich enttduscht.

danke,
Junger
Mann!

Wir gaben Thnen
Care-Pakete und den
Marschall-Plan. ... und Sie?

Up up off the way!
Zurilick nach Texas.

THEMATISCHE EINORDNUNG denn Division durch null ist verboten), ~ Beispiele:
so ergibt sich der Faktor, mit dem eine

Eine Proportion ist durch die Angabe beliebige Zahl multipliziert werden
eines einzigen Wertepaares eindeutig  muss, um den zweiten Wert des Paa-
bestimmt. Das Paar (0l0) oder der res zu bestimmen. Dieser Faktor wird
Ursprung des Koordinatensystems als Proportionalitdtsfaktor bezeichnet.
gehort stets zu einer Proportion.

1. Wenn 420 Gramm Kése 3,64€ kos-
ten, dann sind es 4,51€, die fiir 520
Gramm der gleichen Kdsesorte zu
zahlen sind.

2. Fiir 4,80€ wiirde man 554 Gramm
dieser Kdsesorte erhalten (falls sich
der Preis nicht dndert!).

Soll der erste Wert eines Paares

Wird der zweite Wert des Paares durch  bestimmt werden, so ist mit dem

den ersten dividiert (der erste Wert Kehrwert des Proportionalitatsfaktors
muss dazu stets ungleich null sein, zu multiplizieren.
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PROPORTIONEN - 8/3

* direkte und indirekte Proportionen

MATERIALKENNZEICHEN - DICHTE

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Wasser hat die Dichte
1kg/dm? =1g/cm?

Korper mit einer kleineren Dichte schwimmen auf der
Wasseroberflache und die mit gréBerer Dichte gehen
unter.

Wenn Masse und Volumen eines Korpers bekannt sind,

so kann daraus die Dichte berechnet und aus einer Dichte-

tabelle abgelesen werden, um welchen Stoff es sich han-
delt. Die Bestimmung der Dichte kann ebenfalls in der
Werkstoffpriifung genutzt werden, um Hohlraume oder
Fehlstellen im Material aufzuspiiren.

Beispiel:

Ein Eisenstiick mit einem Volumen von 12,3 cm? wiegt
92g.

Ein Blech mit einer Flache von 1,2 m? und einer Stérke von
6 mm hat eine Masse von 47,520 kg.

Sind die beiden Eisenteile aus dem gleichen Material?

]—EXPERIMENTE WAHREND EINES

AUFBAUSEMINARS SIND FUR

Das Eisenstiick:
Masse (m): 92 g, Volumen (V): 12,3cm?
m 92
0 =V = 23 g/cm?® =7,48 g/cm3
Das Blech:

Masse (m): 47,520kg=47520¢g
Volumen (V): Quadervolumen

V=A-h=1,2-6m?’mm=12000-0,6cm’=7200cm?

47520
7200

m
=V = g/cm® = 6,6g/cm?
Es handelt sich also nicht um das gleiche Material.

Gleiches Volumen vorausgesetzt, ist das Blech leichter als
das Eisenstiick.

Ist der Quotient aus der Masse und dem zugehdrigen
Volumen eines Korpers gleich, dann ist dies bei gleicher
Konsistenz ein Indiz, dass es sich um das gleiche Material
handelt.

Sind in einem gegossenen Metallblock Hohlrdume einge-
schlossen, dann ist sein Volumen grofer als bei einem
kompakten Gussstiick des gleichen Materials und seine
Dichte hat einen kleineren Wert.

ALLE ITMMER EINE FREUDE. |

DENN SELBSTETWAS ZU TUNIST
AUF KEINEN FALL LANGWEILIG
UND OHNE TESTSTRESS LEICHT | _—
ZU ERTRAGEN. /&

Stellt fest, aus welchem
Material die Kérper sind.

Alle sind mit
schwarzer Farbe
liberzogen!
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Easy !!! Seht doch,
dieser Korper sinkt
im Wasser zum Boden.

i

=,

Ergo ...
ist er schwerer
g als Wasser !

Doch
was ist
es?

Naaa ... ein Stein.

Es kann
ein Stein sein.

Es kann aber auch
\ Eisen sein.
7 7

Kann es auch
Eisen sein, wenn
der Korper nicht
untergeht?

...und ein Schiff -
ist es nicht aus Eisen?

Niemals ehl!
... viel, viel
zu schwer!

denn das
Schiff
aus Eisen

Auf was
kommt
es an?

das Zauber-

STILLE IN DER KLASSE

Wie heift S

Wer mir sagt,
wie viel Masse auf wie viel
Volumen verteilt ist,
bekommt eine Eins
in Physik!

T-/Dich‘re —\(._

eh!

ER BEKOMMT ABER KEINE EINS. AUCH
WENN ES DIE MITSCHULER FORDERN.
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/ HMMM ...
Die Dichte ist groB, wenn

entweder viel Masse auf
kleinem Volumen ...
Die Dichte ist klein,
wenn wenig Masse auf
groBem Volumen ...

Was braucht
man also, um die
Dichte zu Einen

berechnen? Taschen-
rechner zum

Dividieren.

MASSE - KLAR, ALLES STURZT SICH AUF DIE WAAGE.
DIE DIGITALANZEIGE ,_ ZEIGT SOGAR DIE KOMMA-
STELLE VOM GRAMM // GENAU AN.

ANZEIGE IN TAU-
{ SENDSTEL GRAMM

SCHNELL IST
MAN MIT
DER MASSEN- j
BESTIMMUNG

HA 111
Das ist doch die
perfekte Massen-
bestimmung.

trieben!

werden mit

dem Komma
angegeben!

BEISPIEL:
DICHTE VON GOLD ( 19,3 %)

Aber wie kénnen wir das Volumen bestim-
men? Ldnge, Breite und die Hohe lassen
sich nicht exakt messen!

ES ENTSTEHEN VOLLIG UN-
SINNIGE VOLUMENZAHLEN.

Was passiert,
wenn man den
Kérper in ein mit
Wasser gefiilltes
GefdB wirft
?2?2?

Der Kliigere, nein!
... der Schwdchere gibt nach
und wird verdrangt.
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ES FLIEBT GENAU SO
EIN WASSERVOLUMEN

HERAUS, WIE DER
ZUR PRUFENDE KORPER
VOLUMEN BESITZT.

r

DAS GEFAB IST NUN BIS ZUM — .
| Pass auf!

. Ich tauche den
Kérper in das GefaR,
und was lberlduft,
flieBt in die Schale
darunter.

Das Wasser wird

in den Messbecher
gefiillt und das
Volumen an der

Skala abgelesen.

Bei der Planscherei
brauch ich ein
Handtuch!

!
DESWEGEN NENNT MAN DIE |

VOLUMENBESTIMMUNG -
DIE UBERLAUFMETHODE. —

L |

EIN BLICK IN DIE DICHTETABELLE.

DER VOLUMENWERT ZEIGT, DASS ES
SICH UM PLATIN HANDELN MUSS!

Oh je! Der echte
Wert ist

1,79 |

Der Wert ist 5
cm

Ehhh ...
nimm doch
deine Hand

A1/ aus dem

Schade, es ist nur ein Stein,
der schwarz angestrichen

wurde. /

einnimmt. Volumen und Dichte sind
umgekehrt oder indirekt proportional.

THEMATISCHE EINORDNUNG

Ist ein Kdrper, ob fest, fliissig oder
gasformig, bei gleichem Volumen
schwerer, so hat er eine grofiere
Dichte. Die Dichte und die Masse
sind proportional.

Zur Dichtebestimmung wird die Masse
eines Korpers mit einer Waage
bestimmt. Das Volumen eines regel-
méaRigen Kdrpers wird nach der Volu-
menformel aus der Stereometrie (Kor-
perberechnung) berechnet. Solche
Formeln existieren fiir die geradlinig
begrenzten Korper (Wiirfel, Quader,
Prisma, Pyramide, Polyeder), fiir
geradlinig und krummlinig begrenzte

m
== =p-V

0 v m=g

Haben Korper die gleiche Masse, so

hat der die groBBere Dichte, der bei

gleicher Masse das kleinere Volumen

Korper (Zylinder, Kegel) und fiir krumm-
linig begrenzte Kérper (Kugel). Nach
der in der Physik bei der Volumenbe-
stimmung benutzten ,,Uberlaufmetho-
de“ wird das Volumen eines unregel-
maRig geformten Kdérpers durch Mes-
sung dervon ihm verdrangten Fliissig-
keit bestimmt.

Die Dichte eines festen Korpers wird in
Gramm pro Kubikzentimeter oder in
Kilogramm pro Kubikdezimeter bzw.
Tonnen pro Kubikmeter angegeben.
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*reduzierter Grundwert

UND NUN DAS LETZTE ANGEBOT

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT * | 150€ erhoben. Der Handler bietet die Ubernahme dieser
Summe an, wenn die Kundin bei Barzahlung auf die Preis-

In der Prozentrechnung ist der Grundwert (G) immer der reduzierung durch Skonto verzichtet. Soll sie das Angebot

Gesamtwert der Gréfe mit 100 Prozent (100 %), annehmen? Der Kunde entscheidet sich zur Annahme des

das entspricht 1T00 oder 1. Preisabzuges bei Barzahlung.

p Prozent vom Grundwert (Prozentsatz) ergeben dann den | 100 % entspricht einem Preis von 4800,00 €.

Prozentwert P. Aus der Verhaltnisgleichung 1% entspricht dem hundersten Teil des Grundpreises, also
6:100% =P: p% 48,00€.

kann eine der drei Groen G; P; p% berechnet werden, 2,7% sind das 2,7-fache des hundersten Teiles, also

wenn zwei bekannt sind oder aus einem Text entnommen 129,60%€, die von 4800€ abgezogen (verminderter Grund-
werden kdnnen. Somit gibt es drei mogliche Aufgaben in wert) einen Betrag von 4670,40€ ergeben, der zu zahlen ist.

der Prozentrechnung. Da die Montagekosten allerdings mit 150,00€ um 20,40€
Beispiel: iiber dem durch Skonto gewihrten Abzug liegen, wird sich
Beim Kauf einer Kiiche zum Preis von 4800,00 € wird bei der Kunde wohl dafiir entscheiden, die 4800€ an den
Barzahlung ein Skonto von 2,62 % angeboten. Fir die Mon- | Handler zu bezahlen, der seinerseits die Montagekosten
tage durch die Lieferfirma wird eine Pauschalsumme von von 150,00<€ nicht in Rechnung stellt.

M PROSPEKT EINER GROSSEN ELEKTRONIKHANDELS-

KETTE WERDEN DIE NEUESTEN FERNSEHGERATE MIT
FLACHBILDSCHIRM ZU EINEM, (WIE ES HEISST) FAN-
—] TASTISCHEN TOP-SUPER-PREIS ANGEBOTEN !!!

4 ’ I/’ 5 Ju
schasco Wﬁ f ' _

... wollen wir 7
einen Neuen

DAS ARGUMENT UBERZEUGT DIE FRAU
NATURLICH NICHT, WOHL ABER DIE
ANGEBOTENE TOLLE PREISSENKUNG.

Das sind ja
nicht einmal
2,8 Prozent |

einen neuen
| TV kaufen! |
| Auf dem hie
| seheich

kaum noch

s

/ Prozent ?
Inder EUrechnen
wir doch mit /]

Eur"o!!! s

74 G. Hofner, S. Siilbier, Das verriickte Mathe-Comic-Buch, DOI 10.1007/978-3-8274-2629-1_9,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2012



Dafiir ist ja der
Anschaffungspreis fiir
dieses sicher hochwertige
und moderne Gerat
auch viel grofer.

... und das ist doch
immerhin ein Betrag von
1850,00€ - 1799,00€
=51-€
Absolut gesehen |

absolut. ..

Sie sparen
... €
PREISN] JACHLASS
BEZOG |/EN AUF
EINEN | HOHEN
VERKAUFSPREIS
BEDEUTET WENIG
PROZENT NACH-
LASS UND WIRD
OFTMALS IN EURO
ANGEGEBEN !

Damit

,'/_—-

An den Prozenten soll es nicht
scheitern, also bloB kein
billiges Gerat.

kann man
mehr als
gut
am Abend
Essen
gehen.

1IN
I N

Vielleicht
bringt's
was ?

VERDAMMT |
Na, denen werd
ich's ...

Bitte nicht
rauchen !

z00

Wy

._

Ich habe hier die
neueste Generation von
Flach-TV's ...
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FROH, SEINEN

Wir ROUTINE- Sehﬁ'l‘ Sie Ja diesen da,
hdtten VORTRAG den mochten wir
gerne den NICHT ZUM nehmen.
da..

X-TEN MAL
WIEDERHOLEN
ZU MUSSEN,

EUHHH ...

SCHALTET DER
VERKAUFER DEN
FERNSEHER
MIT EINER
GEKONNTEN
BEWEGUNG AN !

Naaa ...
dann
kommen
Sie bitte
1]

Schon ?

zahlen |

... Naq,

besser als

160,- €
mtl.

) ¢
Y (]
Das [:'
geht doch

oder ?

Zwslf mal
monatlich
159,99 €.

\

;mu—. ... Dann sind
Sie haben die genau: 12 - 159,99 €
Méglichkeit in -191988¢ U
’ M\~
Raten zu zu zahlen!

da miisste ich ...

insgesamt:
120,88
1799,00
%6,7%

mehr I

bezahlen !

DER ,ERTAPPTE" VERKAUFER WILL ES WENIGSTENS NICHT AUCH NOCH MIT DER
FRAU VERDERBEN UND UBERSETZT: ES SIND 6UT 120 ,-€ MEHR. DER FRAU MACHT
DAS .GUT" VOR DER SUMME MEHR PROBLEME, OBWOHL ES SICH NUR UM 88CENT

wieder Prozent.

HANDELT. SO DASS SIE THREM MANN SOFORT BEIPFLICHTET.

Schooo

Ich mag die
nicht!

Okay.
Die Herrschaften
zahlen also in

So,s0 ...
Ich mache Ihnen
folgende drei
Angebote:

kennen wir unsere
.top"
Méglichkeiten.

1.3,6% SKONTO!
2. inkl. Transport + Anschluss!
3.sofort 60,00€ Abzug
vom Kaufpreis!

Na, sowas ...
Es wird
doch Il
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MAN UBERLEGT,FUR |
WELCHES VON DEN DREI
ANGEBOTEN MAN SICH
ENTSCHEIDEN SOLL ...

—

...denn:
1799-3,6

Langsam,
langsam ...
Ich rechne
nochmal

Also dann
Angebot
zwei |

Sie "b'iﬂ'e
fachmdn-
nischer
Anschluss |

...ein Plus
von4,76€
1|

Ich bin fiir
das Sofortangebot,
liberschaubare 60,00€ |

Na denen
habe ich's mal
gezeigt !

Was haben
wir nun
gespart ?

MAN RAST NACH HAUSE.
STOLZ, CLEVER VERHANDELT ZU HABEN.

Na,
da freut sich
doch das ...

Endlich ein
ganz scharfes Bild
und das alles schon

Ach ..}
altindische
Spiele ...

Wir
spielen
doch
lieber
Frauchen
und
Hundchen.

THEMATISCHE EINORDNUNG an. Briiche sind rationale Zahlen, die aber ~ Von besonderer Bedeutung sind Hunderts-
auch als Dezimalbriiche geschrieben wer- telteile (Prozent) und Tausendstelteile

Das in der Praxis verwendete Zahlensys- den kénnen. (Promille) fiir noch feinere Unterteilungen.

tem ist ein Stellenwertsystem, wobei die Die erste Ziffer nach dem Komma gibt die In der Wirtschaft und Statistik wird haufig

Stellenwerte durch Zehnerpotenzen Anzahl der Zehntel, die zweite die Anzahl mit Prozenten und Promillen gerechnet,

bestimmt werden. der Hundertstel, die dritte die Anzahl der denn u.a. kann damit eine brauchbare

Bei einem (gemeinen) Bruch bestimmt der  Tausendstel usw. an. Die Bezeichnung fiir ~ BezugsgroBe bei Vergleichen von relativen

Nenner, in wie viel Teile ein Ganzes geteilt ~ Zehntel ist dezi, fiir Hundertstel ist zenti, Haufigkeiten erreicht werden.

wurde. Der Zahler gibt die Anzahl der Teile  fiir Tausendstel ist milli ...
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PROZENT- UND ZINSRECHNUNG - 9/2

*drei Grundaufgaben der Prozentrechnung

MENGENRABATT ODER SCHABLONE?

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*
In der Prozentrechnung ist der Grundwert (G) immer der
Gesamtwert der GroBe, d.h. 100 Prozent (100 %), das

100

entspricht 100 oder 1.

In der Zinsrechnung, einer Anwendung der Prozentrech-
nung, ist das Kapital (K) immer der Gesamtwert des
Guthabens (oder der Schuld) d.h. 100 Prozent. p Prozent
vom Grundwert (Prozentsatz) ergeben dann den Prozent-
wert P. z Prozent vom Kapital (Zinssatz) ergeben die Zinsen
(Zinswert) Z, die fiir eine Schuld (Darlehen) zu zahlen oder
fiir ein Guthaben erhalten werden.
Aus der Verhaltnisgleichung K : 100% = Z: 7% kann eine
der drei Grofien K; Z; 2% berechnet werden, wenn zwei
bekannt sind oder aus einem Text entnommen werden kdn-
N EINEM KATHOLISCH GE-

nen. Somit gibt es
drei mogliche Aufga-
I FUHRTEN GYMNASIUM SOLL
IM SEMINAR DIE SINUSFUNK-

ben in der Zinsrech-
nung, wie in der

Beispiele:

1. Wie hoch muss ein Mengenrabatt sein, um 20% Mehr-
wertsteuer zu kompensieren?
Der Artikel kostet mit Mehrwertsteuer 120 Prozent.

Ohne Mehrwertsteuer sind es 100 Prozent — also

1005 . ) .
0-¢" Die Mehrwertsteuer betragt somit

1. 16 2 % vom Gesamtpreis, so hoch muss der Mengen-
6 rabatt sein.

2. Ein Schiiler kauft fiir die Klasse 24 Schablonensétze zu
einem Einzelverkaufspreis von 4,98€. Er mochte als
Mengenrabatt seinen Satz, der bei den 24 nicht enthal-
ten ist, kostenlos bekommen. Welchem Mengenrabatt
entspricht das in Prozent?

25 mal 4,98€ sind 124,50€. 24 mal 4,98 € sind 119,52€.

124,50 - 119,52 _ 4,98

124,50 124,50
Und viel einfacher ist es, wenn die Tatsache beriicksichtigt
wird, dass 1 4% sind!
25

Das sind genau = 4% Mengenrabatt.

Zundchst zeichnen
Sie einen Einheitskreis und
daneben ein Koordinatensystem.
Die Abzisse mit Gradzahlen,
die Ordinaten mit ..etc.
Sehensie: so !
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Prozentrechnung.

|| TION ZWISCHEN 0° UND 360°
[| GEZEICHNET WERDEN . Y Das wird Mein Vorschlag

: . . Oh ... doch nur «Zeichenhilfe l | |

% @( erotisch Krakelei. ...oder so, "
05
in 21
1 0] 45 90 (35 180 2:5 27 315 = Y
-05 &

.. kdnnen wir
nicht auch mit
Schablonen

zeichnen ?
... Wie Sie.

Na klar |
Schablonen kann
man im Papershop ¢

kaufen. :




Iﬂoc 3!

~”" Haben
wir doch,
Chef.

Hier
unten ...

Der komplette
Satz kostet
4,98 €

...als Set
verpackt.

Sinus ist
dabei.

He Leute, soll ich
fiir alle die Dinger
kaufen?

Davon
habe ich

Okay !
Ich kaufe
28 Satze
und Sie
gewdhren
mir einen
Mengen-
rabatt |

... Der
meint
auf 27 l

~.auf den
Betrag von
134 46 €

meine Kasse

... Na guft,
Klingelt ! J

4%, aber
mehr nicht!

wdre ein
groBerer
Rabatt |

Da der berechnete
Prozentsatz unter dem vom
Verkdufer limitierten

Mengenrabattprozentsatz liegt,

ist das Geschaft perfekt Il

. UND DA WITTERT DER Hmmm . HIER TUT DER 498€
Nehmen Sie - SCHULER EINE GUTE Auf den HANDYRECHNER ) 13426
28 Sdtze, dgs wdre CHANCE, FUR SICH EINEN Preis fiir GUTE DIENSTE. y g
gut fir den KOSTENLOSEN SATZ 28 Sdfze Oder\ (PROZENTTASTE).
Umsatz. ZU ERGATTERN. { \fir 27 sdtze ?
Denn das

. N
Demzufolge ist der Prozentwert der Pro-
zentzahl 100 % der Grundwert.

THEMATISCHE EINORDNUNG

Es gibt zwei Dinge, tber die sich Verkadufer
freuen: Viel kaufen und moglichst sofort
bezahlen.

Die GroRe, auf die sich die Prozentzahl/
Zinssatz (p%) oder der Prozentwert/Zinsen
(P) bezieht oder mit dem er verglichen
wird, ist der Grundwert/Kapital (K).

Der Grundwert, das ist die Grundlage der
Prozentrechnung, wird immer auf die
Prozentzahl 100 bezogen.

Bei Barzahlung gibt es als Belohnung meist
ein Skonto als Preisnachlass und beim Kauf
eines grofleren Postens kann ein Mengen-
rabatt ausgehandelt werden.

Es lohnt sich also meist, den Bedarf gut zu
kalkulieren und bei einer gréf3eren Menge
mit dem Handler tiber einen Rabatt zu spre-
chen.

Natiirlich darf man jedoch vor lauter Gier
nach einem groRen Mengenrabatt nicht
den Blick auf seine Lagerkapazitat verges-
sen! Lagerkosten sind auch Gréen, die
den Preis einer Ware meist nicht unerheb-
lich belasten.
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MEHRWERTSTEUER VOR DEM ZOLL

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...* b)18%von13km  sind  2,340km.
0) 22%von 9,286 kg sind 2,043 kg.

Eine Rechnung weist einschlieBlich 14% Mehrwertsteuer

(inklusive MwSt) 889,20 € aus d) 24,5%von 1,68t sind 0,412t=412kg.
Wie hoch ist der reine Rechnungsbetrag ohne Steuer? e)64%von3,21m  sind 2,054m=205,4cm=
Es entsprechen % dem Betrag von 889,20 €. 2054 mm.

100 889.20 2. Der Lottogewinn von 32 180 € soll auf drei Spieler nach
Es entsprechen 100 dem Betrag von —m -100 = 780,00 € ihren Einsatzen (insgesamt 50 €) aufgeteilt werden.

+14% = 109,20 € A hat 10 € bezahlt, A zahlt 15—%=15= 20% ein und erhalt

PROZENT- UND ZINSRECHNUNG - 9/3

=889,20€ 6 436,00 €.
Die Formel fiir den Prozentwert (P) in Abhangigkeit vom 15 3 . .
Prozentsatz (p%) und dem Grundwert (G): B hat 15 € bezahlt, B zahlt 5—0=1—0= 30% ein und erhalt
100% entsprechen G p— G-p _G-p% 9654,00€.
p % entsprechen P 100 100% 25 1 )
o Chat 25€ bezahlt, Czahlt S0 3" 50% ein und erhalt
Belsplil: L 3.42- 42 16 090,00 €.
42%von 3,42msind p==755—=1,4364 Summe: 100% entsprechen 32180€.
Al t hen 42 % fahr 1,44 m. . .
8 s.o e'n lsprec en o ungetanr m 3. In einer Schule mit 346 Schiilern kommen etwa
eispiele: . -
1. Esist zu berechnen und sinnvoll zu runden: a) 12% mit dem Fahrrad - 42 Schiller,,
a) 12%von 348€  sind 41,76 €. b) 37 % mit dem Bus— 128 Schiiler,

€) 39% zu FuR® — 135 Schiiler,

E IN AUSLANDER (MAN BEGREIFE DIE der Rest wird von den Eltern mit dem Auto gebracht —
IRONIE - ES IST EIN JAPANER) GEHT 41 Schiiler (12%).

IN DEUTSCHE ELEKTRONIKMARKTE UND
IST BEGEISTERT VON DEN COMPUTERN.

twittern |
... manno:

* Unterschied zwischen Grund- und Prozentwert
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Chef ...
Ein Japaner,

er will unseren
Computer ...

. Sofort | Jawolll !
- ein japanischer b g :'rs hen Wir liefern sofort
Kdufer in unserer en deutsche die neueste
Hersteller

Filiale 111

Generation aus |

wirklich informieren |

wahr ?

INZWISCHEN WIRD DER JAPANER IM MARKT MIT DER VERKAUFER MUSS GAR NICHTS ERKLAREN, DENN
VIDEO UNTERHALTUNG HINGEHALTEN, BIS DANNDER DER COMPUTER SOLL EIGENTLICH AUF DIE GEDANKEN
FUTURISTISCH AUSSEHENDE COMPUTER VOM HER- DESBENUTZERSREAGIEREN. ABERNOCHISTER FERN-
STELLER EINTRIFFT. GESTEUERT.

Hat der
was
gemerkt ?

Aber sonst is’ der Klasse. £
x> 1

ferngesteuert,
is' doch
Kinderkram !
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bekommen Sie
riickerstattet.

7

20 % Mehrwertsteuer

2 STUNDEN
"SPATER:
am AIR-PORT /

</ Riickerstat-
tung der 20 %
Mehrwertsteuer

wird gepriift !

Bescheid
von der

Zollstelle.
Thnen werden
600, - € inbar

erstattet.

korrekt,

A Auszahlung !

Heee ! Ist Japan
nicht inzwischen
Mitglied der EU ?

... Und das
Space cap.
Hi Hi ...

Ein Fressen fiir
die japanische
Presse |

Doch zur Verwunderung

der Zollbeamten steckt

der Japaner nur 500,- €
in die Tasche.

-.. Und spendet 100 -

fiir durch PISA-
geschddigten Schiiler
_in Deutschland.

Mit 19
schon der
Konzernchef




Noch einmal, rechnet man:
von 3000 € sind 20%

wirklich 600 €|
NA ALSO ! - oder was ?

BEAMTEN GESCHICKT ! DER SOLL DEN KOLLEGEN ERKLAREN, DASS 3000,- € DER PREIS
FUR DEN COMPUTER (100 %) INKLUSIVE DER MEHRWERTSTEUER VON 20 % SIND !

Wie viel o o 3000€in 120 Teile Und 20 Teile
sind 100 % erliifnu:ijr(n)n/\oen zerlegt werden, dann von 120 sind dann

Ja, ja und 20% oy ist jeder Teil 25€ 500 € oder die
zum Teufel ? ° wert. Also sind Mehrwertsteuer !

Ganz klar ... Chef

2

)

Unfassbar !
Sie haben wirklich

ne’ Frage
eh?

: recl;r;‘zzenf- Und der Japaner hat die
geht so | - noch gespendet ?

Und wenn

10 Teile ?

100 € zu viel ausgezahlt !

Chef |

2500,-€
der Preis des
Computers |
Ohne Mwst |
Klar, Leutel

THEMATISCHE EINORDNUNG

Die Grofe, auf die sich der Prozentsatz
(p %) oder der Grundwert (G) bezieht
oder mit dem er verglichen wird, ist
der Prozentwert (P).

Der Grundwert, das ist die Grundlage
der Prozentrechnung, wird immer auf
die Prozentzahl 100 bezogen.
Demzufolge ergibt sich als Prozent-
wert des Prozentsatzes 100 % der
Grundwert.

Diese Zusammenfassung enthalt
alles, was zur Prozentrechnung (Zins-
rechnung) gebraucht wird.

Mit dem Dreisatz kénnen Aufgaben
der Prozentrechnung geltst werden.

Beispiel:

erster Satz: 80 % sind 240,00 €
(zweiter Satz wird oft weggelassen:
1% sind 3,00€),

dritter Satz: 120 % sind 360,00 €

Wer sich an Algorithmen klammert
und damit versucht, Probleme zu
erfassen, deren Grundlagen nie ver-
standen wurden, der hat von vorn-
herein wenig Chancen, ein praktisches
Problem zu l6sen.

Also:
1.

2. den Grundwert durch 100 teilen,

aus dem Text herauslesen, dass der
Prozentwert gesucht ist,

um den Wert fiir ein Prozent zu
bestimmen (auch Division durch 10,
um den Prozentwert fiir 10 % zu
bestimmen)

. und mit dem Prozentsatz multipli-
zieren, um den gesuchten Prozent-
wert zu bestimmen.
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* arithmetische Zahlenfolgen

ANZAHL DER SITZPLATZE

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*
Bei arithmetischen Zahlenfolgen ist die Differenz zwischen
zwei benachbarten Gliedern konstant (Wert d). Demzufolge
lautet die rekursive Darstellung der Zahlenfolge:

X, =X +d

die unabhéngige Darstellung: x,=x,+{N-1d

die Summenformel fiir die ersten n Glieder:
n
Si=75 (x, +x.)

Aus der Stereometrica des Heron von Alexandria
(um 63 n. Chr.) sind folgende Aufgaben 42 und 43 entnom-
men: ,,/In einem Theater mit 280 Sitzreihen hat die unterste
120, die oberste 480 Sitze. Wie viele Sitze hat das Theater
insgesamt?*
Heron l6ste die Aufgabe folgendermafien:

480+ 120

2

Zwar gilt fiir die arithmetische Folge die Formel:

- 280 =84 000 Sitze

280
5,= 5 0, +x) === (120+480)

doch muss die Folge auch arithmetisch sein!
Das bedeutet, dass der Abstand der Sitzzahlen zweier
benachbarter Sitzreihen immer gleich ist!

Hier muss also die Zahl der Pldtze von Reihe zu Reihe nach
oben hin fortschreitend um eine konstante Zahl d wachsen.
X=X, +d; X;= X,+d=x,+2d...
Xyg0 =Xy +279d mit x,, =480 und x, =120 wird
480-120 360
279 T 279
Also gibt es keine konstante Gliederfolge und es ist keine
arithmetische Folge.
Die von Heron angegebene Anzahl, das heift die Berech-
nung, ist falsch! Das muss Heron von Alexandria vor fast
2000 Jahren wohl auch aufgefallen sein!
Deswegen hat er sich in der folgenden Aufgabe auch
besser an das Bildungsgesetz einer arithmetischen Folge
gehalten und den konstanten Zuwachs mit jeweils fiinf
Sitzen (d) genau festgelegt. ,,/n einem Theater mit 250 Sitz-
reihen enthdlt die unterste 40 Sitze, jede hdhere jeweils
fiinf Sitze mehr. Wie viele Sitze enthdlt die oberste Reihe?*
n=250 d=5 x =40
X, =x,+(-1)-d, x,;, =40+249-5=1285
Die oberste Reihe hat 1285 Sitze. Das sind im Theater
insgesamt:

d= keine ganze Zahl.

2
_2%0 (40 +1285) = 165 625 Sitze

S0~ "3

.. ZUr

EIN EHRGEIZIGER BURGERMEISTER r |
Bauliicke !

BETONT SEINE HUMANISTI-
SCHE BILDUNG UND WILL DER
STADT, BESSER SICH SELBST, EIN
NACHHALTIGES DENKMAL SETZEN.

Peppone flieg;r
wieder !

o,
was hat er

uns kommunale
Auftrige |

84 G. Hofner, S. SiiBBbier, Das verriickte Mathe-Comic-Buch, DOI 10.1007/978-3-8274-2629-1 10,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2012



Ach Chef ..
Thre irren

Vielleicht
eine Bobbahn,
ein Tempodrom,

\. ein Theater? «

... und damit will
Herr Biirger- ) ichdas Kultur-
[ meister, Sie _ ngebot der Stadt
\ verbratenwieder /7 heben |
) Steuergelder! / =
damit wieder
gewdhlt zu
werden ?

... ich bestelle
bei Thnen ein
Amphitheater.
Klassisch -
ohne Dach l

I Lieber Hasch- A%

Anbau da !

Wir wollen

Power !

f(: «ff- e 9)) % ﬂ‘.




)

Ein Dach

Man will das
Projekt mit
Dach!

G
Kompromiss
ist Mis_‘r)

iber den Sitz-
platzen !

Die Zuschauer
iberdacht. Habe
ich mit Tief-Hoch
vereinbart!

Herr
Amtsleiter,
mit Dach lber

)

... Zei

gen _ Natoll. Die
Uberdachung bringt

hohere Kosten |

kénnen sofort
mit dem Bau
beginnen |

Einspruch ! Die Zahl
der Sitzpldtze ist auf
1.000 zu erhohen !

DAS ERSTE PROJEKT SIEHT
VOR, DASS INSGESAMT
800 SITZPLATZE ENTSTEHEI

ALSO: {
Neue Berechnung,
denn fest steht, beginnt
man an der Biihne, so ist
wichtig, um wie viele Sitze
sich dann die Anzahl dej
Reihen erhoht |

3

DIE BEAMTEN BEGINNEN NUN MUHSAHM ZU ZAHLEN, UM DIE
ANZAHL DER REIHEN ZU BESTIMMEN, DENN DIE SUMME
ALLER PLATZE SOLL DIE ZAHL 1000 NICHT UNTERSCHREITEN.

ALSO: 1.RETHE: 1PLATZ, 2. RETHE: 3 PLATZE - SUMME 4, 3RETHE:
5 PLATZE - SUMME 9
5(1
5= 229 55

x,=1+(5-1)-2=9

Finf
Reihen und erst
25 Platze |

... bin
entsetzt |

Xgo= 1+ (100-1) 2 = 199
100 (1+199)
: 2

zur Berechnung
der Summe einer
endlich arithme-
tischen Reihe.

=10000

100

Das 10-fache
der geplanten

ANZAHL Sitzpitze.

DER

PLATZE
BEI 100
REIHEN:

Eine Katastrophe !
Die Kosten wiirden
explodieren !l

Nein, Nein ...
Bitte berechnen sie jetzt
die Anzahl der Reihen fiir
1.000 Plétze.

DER BAUINGENIEUR

RECHNET !

x":1+(n-1.)~.25%j“'2..n—1
1000:’21(1+2n-1)=n2

_ n? = 1000
5~ - 1000~ 32

ra

LA




Addition von
32 Reihen ... priifen!
X =1,..x,= 63
GAUSS HILFT !
1+3+5..+61+63
+63+61+59+.3+1+
64+ 64+64 .. +64
=32-64

ALSO:

= 322=1024 Platze

erforderlich sind
32 Reihen |

(24 Pldtze mehr)

32-64

<

i
|
o
2}
[
B
1
¥
A
g
B
]
i
1

.-

- °hh£—£'-°‘-

soebie

—

THEMATISCHE EINORDNUNG

Zahlenfolgen sind spezielle Funktio-
nen, deren Elemente so gebildet
werden, dass den natiirlichen Zahlen
(der Nummer des Gliedes der Zahlen-
folge) eine reelle Zahl zugeordnet wird
(Glied der Zahlenfolge).

Endliche Zahlenfolgen kénnen durch
ihre Glieder in einer Wertetabelle
angegeben werden.

In der Infinitesimalrechnung sind
unendliche Zahlenfolge sehr wichtig.
Die Glieder der Zahlenfolge kénnen

a) unabhingig von den anderen
Gliedern durch eine analytische
Vorschrift (Funktionsgleichung)

berechnet werden, indem die Glied-
nummer n in die unabhéngige
Darstellung eingesetzt wird,

b) in Abhdngigkeit von gegebenen
oder bereits berechneten Gliedern
der Zahlenfolge berechnet werden —
rekursive Darstellung der Funktion.

Arithmetische Zahlenfolge:

zua) x,=x, + (n-1d
Wenn das erste Glied (x,) den
Wert 8,2 und die Differenz
d =-0,8 betrdgt, dann ergibt
sich fiirn = 12 der Wert des
12. Gliedes der Zahlenfolge zu
x,=8,2+(12-1)(-0,8)
X,=8,2-88=-0,6.

zu b) Wenn das erste Glied einer
arithmetischen Zahlenfolge (x,)
5,12€ lautet und
d =1,12€ betrdgt, dann hat das
zweite den Wert x, = 5,12 + 1,12
=6,24€.

Arithmetische Zahlenfolgen sind
monoton fallend, wenn d kleiner als
nullist, sind monoton wachsend,
wenn d groBer als null und konstant,
wenn d gleich nullist.

Dass die unabhdngige Darstellung der
Formel zur Berechnung von x_und
auch die Summenformel zur Berech-
nungvon s _giiltigist, kann durch voll-
standige Induktion bewiesen werden.
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*geometrische Zahlenfolgen

SOLDZAHLUNG IN GEOMETRISCHER FOLGE

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...* Bei der geometrischen Zahlenfolge sind die fiinf Grofien
g, x,, X, h, s, fiir die Berechnung von Bedeutung.

Ein Schiiler macht seiner Mutter vor der Klassenfahrt den

folgenden Vorschlag: ,,Gib mir statt 50€ fiir den ersten Tag
nur einen Cent, fiir den zweiten Tag zwei Cent, fiir den drit-
ten vier Cent und fiir jeden weiteren Tag das Doppelte des | Drei GroBen miissen in der Regel aus dem vorgegebenen

Es stehen allerdings nur zwei voneinander unabhdngige
Gleichungen zur Verfiigung.

Vortages'“ Aufgabentext entnommen werden.
Ist der Vorschlag bei vierzehn Tagen Abwesenheit gut — Losung:
sicher, nur fur wen? Das Geschaft ist fiir die Mutter nicht gut!

1. Wie hoch ist der Tagesbetrag am vierzehnten Tag?

2. Wie hoch ist der Gesamtbetrag nach vierzehn Tagen?
Eine Zahlenfolge, bei welcher der Quotient aus zwei aufei-
nanderfolgenden Gliedern stets konstant ist (g), ist eine

geometrische Zahlenfolge:
X

Hatte sie die Episode um den Erfinder des Schachspieles
gekannt, der von seinem Konig flir das erste Spielfeld ein
Korn und fiir jedes weitere die doppelte Anzahl des vor-
angegangenen gewliinscht hatte, dann ware sie bestimmt
gewarnt gewesen!

%: q X,.,=q-X, Es handelt sich um eine geometrische Zahlenfolge mit
g =2 (Verdoppelung).
Dies ist die rekursive Darstellung, bei der die Glieder der Am vierzehnten Tag bekommt der liebe Sohn:
Zahlenfolge aus gegebenen oder bereits berechneten X, =g x, (x;=1ct)
bestimmt werden — hier x . Die unabhangige Darstellung X,,=8192ct. =81,92€ > 50,00€ ()

der geometrischen Folge lautet:

X =x-g"1 Das ergibt fiir vierzehn Tage eine Summe von
n 21

und die Summe der ersten n aufeinanderfolgenden Glieder: | ¢ _, @'=1_ 2M=1_ L o0 o oseseoe
S, =X qﬂ_l:x g fir g#1 o 21 ,
n "1g-1 "11-gq q Also einen Mehrbetrag von 113,83 € bei dem so
_ bescheiden klingenden Angebot des Knaben!

N EINER ARMEE

WERDEN WIEDER Fes oS
WEHRPFLICHTIGE | % : FJ""“

WA 0 X =
EINGEZOGEN, 5‘%\ ; @ 3 e
IMMER NOCH ! 1] \- HIER g
~=F1 antreten!

\ o/ 8\ \U
t"

Die neuen
Rekruten!
Hi Hiii

Der wird
ein Kumpel-
anscheifer |

Kameraden |
Da driiben
rein!

B

w9

LS

N

S

~_
(TEM

¢

e

W ... und icke bin,
dh, LKW-Fahrer und

/& )

\

L YN
)

Der BUND och Rekrut wie du
kann uns und der da!
mal |




GTUNDEN

ZWET | ALLE REKRUTEN STEHEN IN UNIFORM
: VOR DEM ,SPIESS" UND VER-
SUCHEN SICH ZU ORTENTIEREN.

Das

e_

Der hat 'ne
Kutte an!

gibt sicher
Trouble !

Soldat zu mir |
Zehn Liegestiitze
wegen dem Parka !

- Und dafiir Und fiir alle
fiinfzig ! zehn Liegestiitze
a qQ extra!

Leute,
das haben
wir nur dem
Kumpelan-
scheifer
zu verdanken |

Penner der

SO VERGEHEN DIE ERSTEN TAGE MIT DIVERSEN ,KATAS-
TROPHEN" BEI DER AUSBILDUNG DES REKRUTEN.

DER SPIESS IST GEN‘ETQVT, DOCH VON SEINEN METHODEN
BET DER AUSBILDUNG IST ER NOCH UBERZEUGT.

wie lange
soll ich

Handgranaten
werfen ...

Angetreten | 250,- €
SOLD - Monatssold
ZAHLUNG.

fir die
vier
Wochen.

verzichte
auf mein

Sie im Gegenzug
folgenden Vorschlag
annhehmen:
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DER SPIESS IST SO UBERRASCHT VON
DEM VORSCHLAG, DASS ER DIE SOLD-
ZAHLUNG ABBRICHT UND SICH MIT
ALLEN SEINEN UNTEROFFIZIEREN
SOFORT BERAT!

Fir
den
zweiten,
Zwei.

Fiir den
ersten Tag
im Monat:

...und was

kostet der
vierte Tag ? DER REKRUT WIRD
. ha Chef HERBEIGERUFEN.

Von nun an
und auch riickwirkend
erhalten Sie den Sold
in der von Thnen
vorgeschlagenen
Form.

DER SPIESS LASST SIEBEN UNTEROFFIZIERE
ANTRETEN, DIE ALS .VERNETZTE COMPUTER"
MILITARISCH EXAKT AGIEREN SOLLEN.

1,27 € fiir die

QN
T
@y

1. Woche. \'
(o]

R

\ 1 S

E ¢

> H

e AT

b

Der Rekrut
studiert doch ! Und
ich habe auch fast
ein Semester.

8

Der ist
jetzt wahnsinnig
geworden.

Ich verlange
10.737.416,23

Euro !

SIEGESGEWISS IST DER
SPIESS BEREIT, DEM ,COMPUTER" AUS
STEBEN WEITEREN UNTEROFFIZIEREN
ZU BEFEHLEN.

Und dann
am 15. Dienstag
im Monat:
schon 163,84 €

Ja, ja
sie
Spinner.

wir missen
sammeln |

© OH GOTT ! DER HAT DAS
WOHL RICHTIG BERECHNET.

bereits 327,68 € |




/“_—\

NERISCHEN BETRAG AUSZAHLEN ...

WIE SOLL DER ,.SPIESS" DA HERRAUSKOMMEN ?
AUF DER EINEN SEITE DIE MILITARISCHE ZU-
SAGE UND AUF DER ANDEREN SEITE DEN RECH-

Der Sold

wird bezahlt und auch

der Monats gibt es
Sonderurlaub.

Mir bleibt

ein Betrag von
\ 250€-163,83%€
= 86,17 €

Sie mir vor, Herr

fiir 14 Tage von 163,83 €

gedient. Die andere Halfte

Was schlagen

Studiosus ?

FUR DEN GANZEN MONAT (HALBER URLAUBSMO-
2o NAT VOM KOMMENDEN DIENSTMONAT) UND
ELLE SIND DAMIT DOCH IRGENDWTE ZUFRIEDEN !

oK.
Den Arger gibt's
nur im halben
Monat !

Mathe rechnet
sich doch

Kameraden !
Der geht schon
wieder raus.

Hi, Hi ...

Shit -

immer | der Typ

THEMATISCHE EINORDNUNG

Eine Zahlenfolge ist eine Funktion, die
einer nattirlichen Zahl n eine Zahl, die
als Folgenglied x_ bezeichnet wird,
zuordnet.

Der Definitionsbereich ist die Menge

der natiirlichen Zahlen oder eine Teil-
menge davon. Eine spezielle Folge ist
die geometrische Folge

Xn+l

x 4

n

Der Quotient zwischen zwei benach-
barten Gliedern ist konstant (g).

Es folgt daraus die rekursive Darstel-
lung der Glieder einer geometrischen
Folge:

Xﬂ +1 = q : Xﬂ
Die unabhdngige Darstellung
(Darstellung, aus der bei Vorgabe der

Gliednummer (n) unabhdngig von an-

deren Werten der Folge ein beliebiges

Folgeglied berechnet werden kann):
X, =x -q"*

Die Summe der ersten n Glieder einer

geometrischen Folge berechnet sich
nach der Formel:

g-1
-1

mit g # 1.
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* die mittelbaren Funktionen

STEUERN FUR DEN PHARAO ODER DIE BURGER

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ,,,* Somit hing die Steuer mittelbar von der Wasserhdhe und

der Erntebetrag unmittelbar von der Wasserhéhe ab.
Unter Pharao Amenembhet lll (1842 —1794 v. Chr.) gab es eine

amtliche Behdrde, die den hdchsten Nilstand (maximalen
Nilpegel) zum Zeitpunkt der Niliberschwemmung maf.
War dieser hoch, dann wurde viel fruchtbarer Boden aus
dem Siiden angeschwemmt, und es war eine gute Ernte zu | 1. Funktion (direkt):

erwarten. y = f(x), d.h.
Es konnte dann ein hoher Steuersatz festgesetzt werden:

h: Nilwasserhdhe

Die so berechnete Steuer ist eine mittelbare, die Ertrags-
hohe eine innere und die Steuerhdhe eine
dufere Funktion.

f
XEX —»yeEY

s: Steuerhohe Einem x aus dem Definitionsbereich X wird eindeutig einy
s=fh) des Wertebereichs Y zugeordnet.
Blieb die Nilliberschwemmung einmal aus, so wurde nur

2. Funktion (mittelbar):
ein pauschaler Grundsteuersatz erhoben, denn auch in

diesen Jahren benoétigte der Staat Geld. s=h{h), d.h.
Es wurde also zundchst aus der Héhe des Nilpegels eine he Hi>e c E£>s €S
eindeutige Ernteerwartung berechnet:
e=f Einem maximalen Pegelstand h wird eindeutig ein Ernte-
1 ertrag e (nach Erfahrung) und diesem eindeutig eine
Die Hohe der Ernte war dann die Grundlage fiir den zu Steuerhohe s (nach Festlegung) zugeordnet.

entrichtenden Steuerbetrag: Eine Funktion kann auch in Parameterdarstellung fest-

=l r

)LTOURISTENFUHRER UND -INNEN.

s=f,e) =f,(f,(h) gelegt werden. Dabei wird einem Wert aus dem Para-
- meterbereich eindeutig eine x- und eine y-Variable zuge-
N DER ALTSTADT VON LUXOR ordnet.

SIND DIE BURGER EMPORT,
DASS DIE REGIERUNG IN KAIRO
DIE MEHRWERTSTEUER ERHOHT.
DAS IST GUT FUR DIE LEERE
STAATSKASSE - SCHLECHT ABER
FUR DEN TOURISMUS. DENN
ALLES WIRD TEURER! AUCH DIE
DIENSTLEISTUNG DER VIELEN

Das ist okay, die
Touristen miissen
eben mehr
zahlen.

Ach ...
Bladsinn,
wir zahlen
mehr.

Kaufen

funktionieren &'T@ \
]
=S

] ' ']fi; Sie, Madam,

2 I__’“ { L'i [il Ill noch zum Klar ...
Na, ob das i AR ) | fir das
so einfach P s Preis) tdgliche

Leben.
wird?

0

Wy

T 5 Oh je,
= ,ﬁ‘ die Mduse
| i

werden

damit zu

i . teuer!

Ergo,
AR : Trocken-
N7 22 A \ : A futter

Futterpreis geht \;3'- : ; - kaufen.
hoch, damit auch 7%

mein Fahrpreis. l
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Irre, eini-Pod kostet
inklusive Mehrwertsteuer

Ja, ja...
Die vier Prozent mehr
machen gleich mal
12 Pfund mehr.

300 Pfund + 16 % MwSt. = 348 Pfund

348 Pfund.

Wir Fremdenfiihrer

brauchen doch einen
iPod und fragen uns nun,
wieso der plotzlich
12 Pfund mehr wert
sein soll!

300 Pfund + 20% MwSt. = 360 Pfund

DIE
BURGER
SIND NUN
WUTEND
UND VER-
ZICHTEN
KUNFTIG
AUF NEU-
ANSCHAF-
FUNGEN.

Steuern ... technisch
und ihre u3 GE, unverdndert. Was
konnte also den
Mehrwert aus-
machen?

Erhohungen
halfen dem
Staat schon
vor liber
4000
Jahren.

k Die Dinger
U\ wurden bereits
vorher produ-

Man muss etwas mit
Steuern belegen,
worauf die Biirger

Erkldr‘ung}

Unsere Kasse

ist leer.
] Wir benétigen
~ ’ﬁ die héheren
— N&NZAMT Steuerein-
Fl
nahmen.
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IM MINISTERIUM WIRD BERATEN ... |

UND BERATEN UND BERATEN. Prddikat

Thre Vorschldge
bitte!

Luft versteuern!

.lebenswichtig."

Quatsch,
dann miissten
die sterben!

Bladsinn!
Dann haben wir
keine
Steuern.

DIE FINANZBEAMTEN BIS AUF EINEN, DER
LIEBER HISTORIKER GEWORDEN WARE, SEHEN
EIN, DASS LUFTSTEUER KEINE LOSUNG IST.

Still, lass ihn
reden!

Wir sollten
zuriicksehen.

AMENEMHET IIL.
HATTE BEAMTE,
DIE DEN
WASSERSTAND
DES NILS
BESTIMMTEN
UND DARAUS
DIE STEUER-
SCHULD DER
BURGER
ERMIT-
TELTEN.

... vor rund
4000 Jahren
wussten meine
Vorfahren:
Hat der Nil
viel Wasser,
bringt er
fruchtbaren
Schlamm ...

...und der
Pharao
wusste: Gute
Ernte, da ist
Geld bei den
Steuerpflichtigen.
Also holt
manes!!!
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S/

o

)

Viel
Arbeit,
viel Lohn -
aber auch
hohe
Kaufkraft.

Also ...

...und Cheese ...
Und bitte die

Historie von
Luxor erzdhlen.

Ehh ... kaufen Sie hier einen i Pod,

dann gibt's 600 Seiten zum

Vorzugspreis. Billiger
als in Europa.

Zehn Stiick
bei 16 Prozent
Mehrwertsteuer.
Sonst nur finf Stiick. -

THEMATISCHE EINORDNUNG

Das alte Mathematikbuch, welches
von einem Schreiber (Ahmes) kopiert
wurde, stammt aus der Zeit des Konigs
Amenembhet Ill. (1842-1794 v. Chr.).
Dieser altagyptische Pharao war ein
sehr kluger Herrscher. Er forderte
grundsatzlich nur so viele Steuern von
seinen Biirgern, wie diese auch bezah-
len konnten.

Im alten Agypten lebte der Staat von
der Getreideernte, deren Ertrag von
den jahrlich wiederkehrenden Niliiber-

schwemmungen abhing. Der Nil, damals
wie heute die Lebensader in Agypten,
brachte den fruchtbaren Schlamm, der
die Ernte sicherte, nahm aber auch
alle Feldmarken mit, sodass eine stdn-
dige Neuvermessung der Feldflachen
erforderlich wurde.

Das war aber auch ein Anreiz fiir die
Weiterentwicklung der Mathematik.
Selbst der nach Pythagoras benannte
Satz muss schon bekannt gewesen
sein, denn wie sonst hétte ein rechter
Winkel exakt abgesteckt werden
konnen?

Eine Funktion ist eine Menge von
geordneten Paaren (x;y), wobei einem
x-Wert aus dem Definitionsbereich ein
y-Wert aus dem Wertebereich eindeu-
tig zugeordnet wird.

Bei einer mittelbaren Funktion wird y
zwar auch durch den Wert von x
bestimmt, jedoch ist letzterer nicht
mehr unabhadngig aus dem Definiti-
onsbereich zu wéhlen, sondern wird
seinerseits in Abhangigkeit von dem
Wert einer Verdnderlichen t bestimmt
(Steuerhdhe wird bestimmt durch den Ernteer-

trag, der von der Hohe der Niliiberschwemmung
abhdngt).
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FUNKTIONEN - 11/2

*quadratische Funktionen als Parabel

BERECHNUNG EINES WASSERSTRAHLS

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Ein Wasserstrahl beschreibt eine ballistische Kurve oder
unter Vernachldssigung des Luftwiderstandes eine nach
unten geoffnete Parabel. Die Parabelachse ist vom Erdmit-
telpunkt weg gerichtet und steht senkrecht auf dem Erdbo-
den. Dabei kann angesichts der geringen Reichweite eines
Wasserstrahls die Erdoberfldache als Gerade angenommen
werden. Bei einer interkontinentalen Rakete ware diese
Annahme sicher nicht mehr zuldssig!

Frage:

Wie heif3t die Gleichung und wie sieht der Graph der Wurf-
parabel aus, wenn das Wasser anderthalb Meter iiber dem
Boden aus der Offnung des waagerecht gehaltenen
Schlauches ausstromt und auf dem Boden eine horizontale
Entfernung von fiinf Meter erreicht?

Ansatz der Funktionsgleichung:

y = -ax?>+b isteine nach unten gedffnete
Parabel fiir a>0 mit waagerechter Tangente beix =0

x=0 y=1,5 (Hohe der Schlaucho6ffnung)
y=0 x=5 (Spritzweite)

Mity(0) =1,5=0-x>+bfolgt: b=1,5

Mit y(5) = folgt:

0=-25a+1,5
—a=2
50

3x2

Graphik der Kurve:

Also ergibt sich die Funktionsgleichung:

y= "o +1,5 flir0O<sx<5

y
1.80

1.60

1.40 I
\\

1.20

1.00

0.80

D

0.60

N

\i

AN

0.40

N

0.20

0.00
0.0 1.0 2.0

derAnsatzy = -ax>+bx+c¢

Wenn der Schlauch nicht waagerecht gehalten wird, lautet

>
X

3.0 4.0 5.0

V.

:; IGENTLICH
E WOLLTE OJE
MATROSE WERDEN. | Was machst
DOCH DIE SEE- e Unser
KRANKHEIT KONNTE
ER NICHT UBER-
WINDEN, UND DA
ER FEUER LOSCHEN
KANN, WIRD ER
FEUERWEHRMANN
AUF EINEM LOSCH-
BOOT IN SEINEM

* HEIMATHAFEN. |’ _

)

erkannt, Gefahr

gebannt
iy

= ‘&

Gliickwunsch ! Heute beginnt Thre
Ausbildung zum Leichtmatrosen-Feuerwehrmann
an unserer Wasserkanone.
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Boooiii ...

Nu ... Wasser
marsch! Oje ...

Es geht ja auch
flacher
Chief !

THEMATISCHE EINORDNUNG

Der griechische Philosoph Aristoteles
(384—322v. Chr.) vertrat die Meinung,
dass sich die Bahnen von geworfenen
Korpern aus Geraden und Kreisstiicken
zusammensetzen lassen.

Diese Grundlage der Lehre von den
Bewegungen (Kinematik) galt bis zur
Neuzeit.

Erst Galilei (1564-1642) hat 1609
erkannt, dass die Bahnen als ,,(Wurf-)
Parabeln“ zu beschreiben sind, aller-
dings nur unter der Voraussetzung,

dass der Luftwiderstand unberiicksich-
tigt bleibt.

Auf dem Mond entstehen demzufolge
ideale Parabeln. Wegen der geringeren
Anziehungskraft des Mondes betréagt
die Wurfweite zudem noch mehr als
das Sechsfache der Weite, die auf der
Erde mit der gleichen Kraft erreicht
wird. Bei Berticksichtigung des Luftwi-
derstandes entstehen ballistische Kur-
ven, die nicht die Symmetrie der Para-
bel haben, aber recht gut geeignet sind,
um die Bahn eines Balls zu beschrei-
ben.

Die Erkenntnis, dass sich die Flugbah-
nen als Parabeln darstellen lassen,
wurde von Bonaventura Francesco
Cavalieri (1598?—1647), einem Schiiler
von Galilei, veroffentlicht.

In seinem Werk ,,Der Brennspiegel oder
Abhandlung tiber die Kegelschnitte
stellt er die Wurfparabel vor. Galilei
gibt den Sachverhalt in seinem Werk
,Untersuchungen und mathematische
Demonstrationen tiber zwei neue Wis-
senszweige, die Mechanik und die Fall-
gesetze betreffend* an, welches aller-
dings erst 1638 in Leiden erschienen ist.
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WACKELNDE TISCHE

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Vier Beine eines Tischs bilden die Ecken eines Rechtecks.
Sind sie alle gleich lang und ist der FuBboden eben, dann
wackelt der Tisch nicht.

Was passiert aber, wenn mindestens ein Bein ldnger oder
kiirzer als die anderen ist? Dann geht die Wackelei los. Ist
rechts vorn das kurze Bein, legt man einen Bierdeckel
unter, in der Hoffnung, dieser mége das fehlende Stiick
ausgleichen. Stattdessen konnte man aber auch die drei
langeren Beine reihum absdgen.

Wenn wenigstens die restlichen drei Beine die gleiche ldn-
ge haben, ist die Tischplatte dann sogar gerade —und der
Tisch wackelt nicht. Denn ein dreibeiniger Tisch kann gar
nicht wackeln. Allerdings sollten Sie sich davor hiiten, die
frei hdngende Ecke des Tischs zu belasten. Dann wackelt
zwar nichts, aber das Ganze kippt um.

i
~~
(@]
i
51
[
L
24
(U]
1]
m
(=]
=2
s}
4
O
71 ]
I
O
L
4
-
1]
=
(]
w
O

Die drei Endpunkte der Beine legen eine Ebene fest, die
zwar schief zum Fufboden verlaufen kann, aber niemals
»wackelt”.

1. Eine Ebene ist durch drei Punkte im Raum festgelegt
(Ausnahme: sie liegen alle auf einer Geraden). Ein vier-
ter Punkt (das Ende des vierten Tischbeins) liegt entwe-

Am sichersten wdre allerdings, ein Bein ganz zu beseitigen.

der in dieser Ebene (dann wackelt der Tisch nicht) oder
iber bzw. unter dieser Ebene. ,,Unter der Ebene* bedeu-
tet hier, das vierte Bein ist zu lang, ,,liber der Ebene*
bedeutet, man muss dem vierten Bein etwas unterlegen.
Kommt ein vierter Punkt hinzu, der nicht in der von den
drei Punkten gebildeten Ebene liegt, so kann nun ein
beliebiger Punkt von den vieren ausgewahlt werden und
als Ausgangspunkt fiir drei Vektoren (Pfeile) genommen
werden.

Die drei Pfeile, von denen jeweils nur zwei in einer
Ebene liegen und ihren Endpunkt in den drei restlichen
Punkten haben, bestimmen einen Kérper.

Dieser Korper wird als Parallelepiped (Spat, Parallelflach
oder Parallelotop) bezeichnet.

Er wird von in parallel liegenden Ebenen durch gegen-
iberliegende kongruente Parallelogramme begrenzt.

2. Eine Ebene ist auch durch eine Gerade (oder Strecke)
und dazu einen Punkt bestimmt, der nicht auf dieser
Gerade liegt.

3. Haben je zwei von vier Beinen dieselbe Ldnge, dann
steht der Tisch fest (allerdings nicht unbedingt gerade),
wenn sich die Beine gleicher Lange jeweils an benach-
barten Ecken befinden, also zwei parallele Geraden
festlegen. Liegen die Beine mit gleicher Ldnge an den
Endpunkten der beiden Diagonalen, dann fangt die
Wackelei sofort an.

‘Noch mal I er Sachte|  doch keen ”’l] "
""" ne Runde ! hgenieur. Leute. JHarzer"| -
A EINER MACHTIG R :
o VERRAUCHTEN 1 A Rauchen
KNEIPE IST AM L ﬁ,
ABEND VIEL LOS.
UND DER OJE g
@ SUCHT NOCH EIN
-, FREIES PLATZCHEN |
UM NACH GETANER

* drei Punkte im IR® bestimmen eine Ebene

~ ARBEIT EINE KUHLE
' 'MOLLE' ZU ZISCHEN.

... da nochein
Pldatzchen frei ?
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... datt wird

Eh Wirt,
dein Tisch
wackelt |

die Lote
aus !

p S

Daaa ... kommen
einfach Bierdeckel
drunter. Klar...

DER WIRTIST
GENERVT, DOCH
ER WEIB, EIN
TISCH MIT NUR
DREI BEINEN
WACKELT NICHT.

THEMATISCHE EINORDNUNG Diinger fiir die Felder, sondern nah- als zweitausend Jahren einen syste-
men auch die Feldbegrenzungen mit,  matischen Aufbau der Geometrie dar-

Nun ist Mathematik nicht unbedingt so dass eine Neubestimmung der stellt und konsequent anhand von
Rechnen, und Geometrie nicht unbe- Feldgrenzen erforderlich wurde. Postulaten (Axiomen) — Voraussetzun-
dingt Zeichnen. Geometrie ist ein Teil-  Geometrische Kenntnisse waren not- gen — Behauptungen — Beweisen
gebiet der Mathematik, genau wie wendig, um die Pyramiden zu bauen, beschreibt.
Arithmetik oder Algebra. auch die Zeitmessung kam nicht ohne

aus. Die Vereinigung von Algebra und

Geometrie kommt aus dem Grie-
chischen und bedeutet Erdvermes- Im antiken Griechenland wurden Pro-
sung. bleme der Algebra bevorzugt auf geo-
metrischem Wege gelGst.

Geometrie wurde erst durch René
Descartes (1596 —1650) in seinem
Werk La Géometrie vollzogen, welches

Bereits im alten Agypten betrieb man 1637 erschien und mit der analyti-

Erdvermessung, denn die fruchtbrin- Euklid von Alexandria (um 200 V. Chr.) schen Geometrie geometrische
genden Niltiberschwemmungen demonstriert das in seinen Elementen  Probleme auf algebraische zuriick-
brachten nicht nur den Schlamm als der Geometrie, in denen er vor mehr fiihrte.
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GEOMETRISCHE GRUNDBEGRIFFE + 12/2

* Rhnlichkeit als Grundlage der darstellenden Geometrie

SILHOUETTEN SIND DEM ORIGINAL AHNLICH

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...* |2 Die bislang festgelegten Hilfslinien gestatten es bereits,
die Aufgabe zu l6sen.
An eine schrdge Projektionswand soll ein Bild so projiziert (siehe 1.).

werden, dass es im angegebenen Bereich liegt. Wird die Strecke MS, tiber S, hinaus verlangert und der
Schnittpunkt mit p bestimmt, so liegt der Punkt fest, in

A dem der Projektor angebracht werden muss.
Standlinie Das Bild wird allerdings nach beiden Seiten verzerrt —von
fiir Projektor M aus zwar gleichméfig, jedoch umso starker, je ndher

B sich die abgebildeten Objekte am Rand befinden.

Projektionswand w p

1. Zunéchst ist der Mittelpunkt der Strecke AB durch
Halbierung zu bestimmen.
Geometrische Grundkonstruktion: Halbierung einer
Strecke.
Um die Punkte A und B werden Kreislinien mit einem
Radius gezogen, der die halbe Lange der Strecke AB
Ubertrifft.
Der Schnittpunkt der Geraden w mit der Verbindungs-

geraden der Kreisschnittpunkte ist der gesuchte w Evrgglzkt'ons' p
Mittelpunkt M.
DER FRANZOSISCHE HOF Der Adel zahlt

__ UNTER LUDWIG XVL. BEFINDET |- /"  keine Steuern und droht bie

SICH IN EINER UNHEILVOL- nach dem noch nicht Lile §_7

| LEN LAGE. DIE FINANZEN | ! L5

existierenden Monaco

| SIND ZERRUTTET UND DER | abzuwandern.

SCHULDENBERG WACHST UND
d WACHST ...

Der
Finanzminister
soll es
richten!

fiv = v e

rl“illn
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Eure Majestdt
miissen dringend
sparen |

guter Rat
ist auch

-

D e—
LUDWIG XVI. EILT IN SEINER

Da gibt es
doch einen
Adligen, der ...

7

Aber August,
die haben ja
doch nichts (ibrig !

GOLDENEN KALESCHE ZUM
ICHALET DES ADLIGEN.

Der soll ja von den Damen, die er mag,
keine Gemdlde anfertigen lassen,

sondern mit ihnen in einen dunklen
Raum verschwinden.

Was will
der Schnorrer
hier ??2?

welche Ehr;f(ir Majestat ...
was er in einen armen Mon dieu! Hi ...
diesem Landmann. Hi ..
dunklen 4
Raum
'rreibf?
VOR DER HOFDAME STEHT 1
EIN STANDER MIT KERZEN, = B IR l Madame
DESSEN LICHT VON MADAME ? si
ABSORBIERT WIRD UND SO ) ) < h'.e ';
DEN SCHATTEN WIRFT. e Y86 Gg, ’ ].h- ter:
L et 3 &
By "9 OH JE, OH(JE ... \%
“6 o g > Oy
¢ o\ )
i
¢ 7 =@ AN S }j
e PN
L
by i S v B
g
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Ach sooo,
macht der
das ...
W)

... SPARSAMER
GEHT'S NICHT.

Madame
weit weg, der
Schatten-
riss wird
grafer.

Aber Sire ...
nicht doch so
stofRen.

Madame
etwas ndher
geriickt, Schatten-
riss wird kleiner.,

zeichne ich das
Portrdt, auf
Pergament !

erstaunlich,
diese
Sammlung

e

IESES AMT

NIMMT DER
AUCH AN UND
SCHAFFT
ALS ERSTES
EINMAL NEUE
ARBEITSPLATZE,
INDEM ER VON
ALLEN BURGERN
FRANKREICHS
EINE KLARE
SILHOUETTE
ANFERTIGEN
LASST UND
ARCHIVIERT.

In die Silhouette -
wird auch gleich der

Steuersatz eingetragen
und der richtet sich nach
der GroRe.

102

Die Portrdts
Threr Hoflinge
‘hdngen’ hier schon.
Ganz sparsam als
Scherenschnitt,

Sie mir

ihren
Namen.

...und
auf Papier, denn
auf Seide ware
das zu teuer !

..UND ERNENNT
ETIENNE
DE SILHOUETTE
ZU SEINEM
FINANZ-
MINISTER.

ZUERST WERDEN DIE HUTE ABGELEGT. DANN
RUCKT MAN IMMER NAHER AN DEN SCHIRM.
DOCH KLEINER ALS DIE ORIGINALGROSSE DES
KOPFES WIRD DER SCHATTENRISS NIEMALS.



DOCH MERKT DER FINANZ-

MINISTER BALD, DASS DIE
STEUEREINNAHMEN SINKEN,
WEIL DIE KOPFE DER VIELEN
BURGER IMMER KLEINER
| WERDEN. DENN ...

... wir lassen einfach
den Kopf auf die
Schulter fallen!

Sie wird zur

wird in der wahren

6rofle abgebildet, Geraden, wenn sie
. senkrecht zum
wenn die )
Flache Schirm
[D parallel s@‘rehf.
zum

Schirm verlduft.
Klar!

ALSO:

DIE KOPFSTEUER IST SO NICHT MEHR ZU MACHEN.
SIE WIRD SPATER DURCH DIE MEHRWERTSTEUER
ERSETZT.LUDWIG XVI. LASST SICH EIN PORTRAT 'SIL-
HOUETTIEREN', MIT HUT UND PERUCKE.

KOSTE ES
[

b

WAs Es woLLE !

(CRCASSOUCE

&,

oy

Dann neigen wir
noch den Kopf zum
Schirm hin!!

PMCMA40WTMoO=

THEMATISCHE EINORDNUNG

Die darstellende Geometrie als ein
Teilgebiet der Geometrie hat die Auf-
gabe, Raumgebilde (also rdumliche
Gegenstande) nach Gestalt, GroRe
und Lage zeichnerisch in der Ebene
darzustellen.

Eine Anwendung ist beispielsweise die
Erstellung von Konstruktionsunter-
lagen fiir technische Geréate oder von
Bauunterlagen.

Das Beschéftigen mit der darstellen-
den Geometrie schult das rdumliche
Vorstellungsvermdgen.

Es gibt die Projektion des raumlichen
Objektes in eine (Eintafelprojektion)
oder in mehrere Tafeln (Zwei- oder
Dreitafelprojektion).
Eintafelprojektion: Dem Raumpunkt A
entspricht der Bildpunkt A’—er ent-
steht, indem das Lot von A aus in die

XA

Projektionsebene fallt. Ist den Bild-
punkten (Spurpunkten der Geraden)
A’ und B’, die auf einer Geraden lie-
gen, ein Mafstab beigefiigt, so kann
die wahre Lénge der Strecke AB
durch das Umklappverfahren bestimmt
werden.
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SCHWERPUNKT UNSERER WELTPROBLEME

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

,Versucht es“, meint der Mathematiklehrer.

Es wird ein beliebiges Dreieck auf Karton gezeichnet, aus-
geschnitten, auf einen spitzen Bleistift gelegt und fallt
beim ersten Versuch herunter. Auch bei den ndchsten
Versuchen bleibt es nicht in der Balance. Immer wieder
probieren es die Schiiler.

i
~~~
(1}
i
11
X
)
11
1]
4
(an]

Die Versuche enden damit, dass das Dreieck nicht ,,ins
Wasser“, sondern auf den Boden des Klassenraumes fallt.
»Was soll aus euch werden“, fragt der Lehrer in den Raum.
,Keine Artisten®, antworten die Schiiler.

Doch darauf geht der Lehrer gar nicht ein und setzt seine
Trauerrede fort: ,,Was wiirde denn werden, wenn ihr eine
Briicke oder ein Hochhaus bauen sollt?“ ,,Da kann man
doch auch nicht so viele Versuche durchfiihren, wenn man
immer nur Triimmerhaufen beseitigen muss.“

Das zieht einfach nicht bei den Schiilern.

Dem Lehrer gelingt es auf Anhieb.

Sie schauen auf das Dreieck aus Pappe und bemerken,
dass auf der einen Seite mit Bleistift zwei Linien markiert
sind. Es sind diese Linien, die sich in einem Punkt schnei-
den, die Schwerelinien des Dreiecks.

ey

INE POLITIKERIN HALT
EINE, WIE SIE MEINT,

ze im Schwerpunkt

Doch ist die Neugier sofort geweckt, als die Schiiler sehen:

Wird die Bleistiftspit-

angesetzt, dann bleibt das Dreieck beim ersten Versuch in
der Balance. Die Schwerelinie auf der Seite a halbiert die
Seite mit den Eckpunkten B und C und geht durch den
gegeniiberliegenden Dreieckseckpunkt A.

Da auf jeder Seite oder durch jeden Eckpunkt des Dreiecks
eine Schwerelinie konstruiert werden kann, gibt es drei
Schwerelinien im Dreieck.

Bei der Konstruktion des Schwerpunktes eines Dreiecks
geniigt es, zwei Schwerelinien zu bestimmen —der Schnitt-
punkt dieser Linien ist der Schwerpunkt.

Geht die dritte Schwerelinie nun durch den Schnittpunkt
der beiden ersten (Probe), dann kann das als Kontrolle der
Konstruktion gelten.

Schwerelinien werden durch den Schwerpunkt im Verhalt-
nis 1:2 geteilt, wobei der gréfiere Abschnitt vom Schwer-
punkt zur Ecke des Dreiecks zeigt:

GRUNDSATZREDE ZUR ENT-
WICKLUNG DES KLIMAS
AUF UNSERER ERDE, DIE
SIE ALS SEHR BEANGSTI-
GEND EINSCHATZT.

Es ist fiinf vor Zwslf, um
eine weitere Verschlechte-
rung der Situation

abzuwenden!
[—]

Naja, wer zu
spdt kommt etc. ...

*Schwerpunkt des Dreiecks

Kleinigkeit ...

Von
wegen!

Prost
Mahlzeit

10 G. Hofner, S. SiiBBbier, Das verriickte Mathe-Comic-Buch, DOI 10.1007/978-3-8274-2629-1 13,
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Ich verspreche ~..und
Thnen, einen neue Gut-

Doch leider

Was redet Alles schon Expertenkreis achten. muss ich nun zum
die denn zu spat zu berufen. ndchsten Termin
da wieder ? . eilen. Haben Sie

Ver-
sprechungen -
nichts als

Geduld!

Machen Sie
doch mal
konstruktive
Vorschldge !

ein Konzept
Y

Gleiche Rede,

... und ganz Wir werden hier unsere
schnell _aber Analyse vortragen.
5 fiinf nach
zum ndchsten .
Zwolf".

Termin!

Bei einem
Verbrauch von mehr als
15 Liter Benzin ...




... haben wir
durch die Riickstrah-
lung der Atmosphdre

/ Sie kohnen
das alles in unseren

inzwischen eine Durch- akTueIIgn
schnittstemperatur Analyse-Berichten
nachlesen.

vonh 290 Kelvin.

wellige Riick-
strahlung is’

Das ist
doch ein &
Teufelskreis.

e
%uf einem Kreis

gibt es unendlich
viele Punkte, keine

endlich vielen
Fakten! /

EIN DREIECK MIT DREI WESENTLICHEN
PUNKTEN, UM DEN TREIBHAUSEFFEKT
AUF EINEN PUNKT ZU BRINGEN !

o2
SCHWER- |
PUNKT!r_J
Halbierung |
der Schwere- Halbierung

der Schwere-
linie

WACHSENDE

WARMERUCKSTRAH-
LUNG AUF DIE

ERDOBERFLACHE.

WACHSEN DER
ERDBEVOLKERUNG.

WEITERE
ZERSTORUNG
DER NATUR.

ZWISCHEN DIESEN PUNKTEN BESTEHT EIN UNLOS-
BARER WIDERSPRUCH! (ANTIPROPORTIONAL - MEHR
MENSCHEN, FOLGE - WENIGER PFLANZEN, DIE LANGER
DEN KOHLENSTOFF BINDEN).
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Wir missen
die Punkte neu
ordnen !

Egal, wie man die drei
" Punkte des Dreiecks anordnet,
die drei Schwerelinien schneiden
sich immer in einem
Punkt ...

... ist doch klar

ersichtlich, dort steht es:
Kohlendioxid" in der

Erdatmosphdre !

THEMATISCHE EINORDNUNG

Eine Gerade, die durch eine Ecke und
den Mittelpunkt der gegeniiberliegen-
den Seite eines Dreiecks geht, ist eine
Seitenhalbierende dieses Dreiecks.

Da ein Dreieck drei Seiten besitzt, hat
es auch drei Seitenhalbierende.

Die drei Seitenhalbierenden schneiden
sich in einem Punkt im Innern des
Dreiecks. Dieser Punkt ist der Schwer-

punkt des Dreiecks. Die Seitenhalbie-

renden werden als die Schwerelinien
bezeichnet.

Es geniigt, zwei Schwerelinien zu kon-

struieren, um durch deren Schnitt-
punkt den Schwerpunkt des Dreiecks

zu bestimmen. Dazu wird die Dreieck-

seite halbiert:

1. Umdie beiden Eckpunkte wird ein
Kreis mit einem festen Radius ge-
zogen, der grofer ist als die halbe

Lange der Seite — die Schnittpunkte
der beiden Kreise werden verbun-
den —dort, wo diese Verbindungs-
linie die Dreieckseite schneidet, ist
der Mittelpunkt der Seite.

2. Dieser Mittelpunkt wird mit der
gegeniberliegenden Ecke des
Dreiecks verbunden.
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DREIECKE - 13/2

*satz des Pythagoras

BAUEN MIT PYTHAGORAS

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Umkehrung des Satzes von Pythagoras:

Wenn das Quadrat iiber der Hypotenuse gleich der Sum-
me der Quadrate iiber den Katheten ist, dann liegt der
Hypotenuse des Dreiecks ein rechter Winkel gegeniiber.

Waren die Kanten der Steinquader, aus denen die Pyrami-
den im alten Agypten bestehen, nicht genau rechtwinklig
behauen gewesen, dann hétten sie bei so vielen Schichten
den Zusammenhalt verloren. Die Theorie, man hétte die
Steinquader mit Ochsenblut zusammengeklebt, scheitert
wohl daran, dass mindestens hundert Ochsen ubrig blei-
ben mussten, die Pythagoras den Goéttern opferte.

Wie kann nun ein exakter rechter Winkel abgesteckt
werden?

1. Eine Schnur wird durch Knoten in zwolf gleiche
Abschnitte geteilt. Dabei ist es vollig gleich, ob die
Abstadnde in FuB, Ellen oder Metern gemessen werden —
sie miissen nur gleich lang sein.

2. Die Lange von vier Knoten wird dann in einer beliebigen
Richtung ausgelegt — vielleicht in der Richtung einer zu
errichtenden Hausfront.

UF DER GRUNEN WIESE PLANT MAN}
EIN SPASSBAD ZU BAUEN. ALS ERSTES

3. Zum Schluss wird die Strecke mit drei Knoten so lange
verdndert, dass der Rest der Leine bis zum zwélften Kno-
ten auf den zuerst gelegten Knoten des Seiles passt.

e

zu 1. zZu 3.
Auf solche Weise entsteht ein rechter Winkel in der Ecke,
die der Seite mit den fiinf Knoten gegeniberliegt, da
52=32+42,
Dieses wussten mit Sicherheit die Babylonier, die Agypter
bei der Neuvermessung ihrer Feldgrenze, die durch die
fruchtbringenden Nilliberschwemmungen immer wieder
neu eingemessen werden mussten, und es wissen heute
auch die Leute vom Bau, die 40 cm nach rechts oder links,
30cm nach unten oder oben messen und die Diagonale mit
50cm einstellen, damit die Ecken der Hauser einen Winkel
von 90° miteinander bilden.

Ob sie allerdings den oder einen anderen der tiber hundert
Beweise des Satzes von Pythagoras kennen, ist fraglich
und insbesondere unwichtig fiir das Gelingen ihres Vorha-
bens.

WIRD FUR DAS-50-METER-BECKEN DIE
GRUBE AUSGEHOBEN. 2,50 METER TIEF,
MIT EINER GERADEN SEITENWAND.

...wat islos?
Herr Bauamtleiter,
ham'se Fragen ?




ERSTE EINWANDE KOMMEN.

Blode Frage eh ...
Jede tiefe Grube
hat ne leichte
Boschung.

Steht denn die Gruben-
wand senkrecht auf der
Bodenfldche ?

.'_. o e
... und was
ist mit der

schmalen
Wand da?

Mann, Herr
Bauamtleiter,
sie machen mich

kniille !

Beim Betonieren
der AuBenwand wird
mit dem Lot die Senk-
rechte eingestellt. 4
et

N,

Die Seitenwdnde stehen
dann senkrecht auf

q Betonplatte!

S —

Es gibt doch
noch einen weiteren
rechten Winkel
im Schwimm-

becken!

INZWISCHEN IST DER BAU- N
LEITER HERBEIGEEILT UND
SKIZZIERT DAS WESENTLICHE.

Schauen Sie
mal bitte.

........

Sooo ...
steht die Wand-
schalung dann
senkrecht!

ST
Ich will
baggern!

ﬂssen Sie's
endlich gut sein

sehi‘é?geen m&igtul L
—TER o=
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_tEER BAULEITER FRAGT NUN SCHERZHAFT:
.|

Soll die Oberfldche des Beckens
ein Quadrat werden, ein Rechteck
oder gar ein Paralle-
logramm ?

\OHFRZHE O0ZC

50 mal 25 Meter.

Diese Fldche ist als
Parallelogramm oder
als Rechteck
realisierbar!

Sie Witzbold!

Ein Parallelogramm ist ein spezielles Rechteck -

aber was macht es so speziell ?
Das ist doch der dritte Winkel
des Beckens !!!

\ ‘-‘._-___._.._.-.._ £ /
e N/
SPTYZE WINNEL

.\\\\ UND STUNPTE WINKEL

Die Seiten eines Rechtecks aber miissen
an jeder Ecke einen rechten
Winkel bilden. So is' das !!!

,\

AAES RECATE WINEL

NATURLICH WILL DER BAUHERR KEINE | . -
VERSCHOBENEN RECHTECKFLACHEN. | S'¢ibt inne
Hose Leute!

Den Winkel hab ick mit
dem .Zwolferseil"

festgelegt. BES-
HALB
als = PRU-
Sieht/ ffhdttensie = I h FEN!
sich bereits & /
ai‘; vom rechten 7 = d ,@ '/
g Winkel ent- N
fernt. // 2
Det haben
3 die alten
n Griechen schon
gemacht!

DREIECKE MIT SCHENKELLANGEN IM
VERHALTNIS 5/4/3 SIND
IMMER RECHTWINKLIG

e ]

ZUM BEISPIEL: 5m/4m/3m=12m
ODER: 10m/8m/6m = 24m Seilldnge

110

BET EINEM RECHTEN WINKEL GILT, WAS DER PYTHA-
GORAS SCHON VOR 2500 JAHREN BESTIMMT HAT!

Straff, straff und (
dreimal straff !11 74\
'Iﬂch'rschnur r )
IR e B e
L/ \\
—— =>.
MaBschnur S =
R )

Das Rechteck
unterscheidet sich vom
Parallelogramm dadurch, dass sich
bei Ersterem die beiden
Diagonalen im
Schnittpunkt halbieren.

Diagonalen ziehen
heiBt nach Pythagoras
den Wert von

~/502 + 252 qusmessen.

Ergibt: 55,902m




INZWISCHEN WE
BAUVORHABEN V
TELS GLOBAL POST
(6PS) ZUR POSITI
50 VERMESSEN.

funktioniert die
Vermessung ?

RDEN ALLE GROSSEN
IA SATELLIT MIT-
TIONING SYSTEM
ONSBESTIMMUNG

Rechteck genau
50m mal 25m.

Pythagoras von Samos (um 580 - 496

v. Chr.) wird die Entdeckung des Zusam-

menhangs zwischen den Flachen tiber
den Seiten eines rechtwinkligen Drei-
ecks zugeschrieben. Klar ist, dass die-
ser Satz von grofler Bedeutung fiir die
Geometrie ist.

Wer Pythagoras aber war, das ist heute
unklar. Es werden viele Legenden tber
ihn erzdhlt. Beispielsweise sollen alle
Ochsen zittern, wenn etwas Neues

entdeckt wird, denn Pythagoras soll sei-

nen Gottern tausend Ochsen geopfert
haben, aus Dankbarkeit dafiir, dass er
den Satz entdeckt hat.

THEMAT'SCHE ElNORDNUNG “'}} = Albert von Chamisso, ein deut-

scher Dichter und Naturforscher
(1781—1838), dichtete {iber Pythagoras
das Sonett, in dem es aber nur noch
um hundert Ochsen geht:

.»Die Wahrheit, sie besteht in Ewigkeit,
wenn erst die blode Welt ihr Licht
erkannt:

der Lehrsatz nach Pythagoras benannt,
gilt heute, wie er galt zu seiner Zeit.

Ein Opfer hat Pythagoras geweiht den
Gottern, die dem Lichtstrahl ihm
gesandt; es tat kund, geschlachtet und
verbrannt, ein Hundert Ochsen seine
Dankbarkeit.

Die Ochsen seit dem Tag, wenn sie
wittern, dass eine neue Wahrheit sich

enthiille, erheben ein unmenschliches
Gebriille;

Pythagoras effiillt sie mit Entsetzen;

und machtlos, sich dem Licht zu wider-
setzen, verschlief3en sie die Augen und
erzittern.“

Sicher ist allerdings, dass der nach
Pythagoras formulierte Satz bereits
zwei Jahrtausende vor Pythagoras von
den Babyloniern genutzt wurde, um
Berechnungen fiir ihre Bauten durch-
zufiihren.

Die Pyramiden im antiken Agypten
wdren ohne diese Erkenntnis sicher
auch nichtin einer solchen Hohe auf-
getlirmt worden!
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*Textaufgaben und Ansatz

DIE ANZAHL DER ELEMENTE EINES HAUFENS IST VARIABEL

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Der vom schottischen Kdufer Rhind erworbene und nach
ihm benannte Papyrus enthalt mehrere Aufgaben.

Entstanden ist der Papyrus im alten Agypten unter der
Herrschaft des Konigs Amenemhet Ill. im Jahr 1250 vor Chr.

Aufgabe:
Ein Haufen, seine Hilfte zu ihm, er macht 16.
Wie grof3 ist der Haufen?

Lésung: Ein Haufen sind zwei halbe Haufen. Dazu kommt
ein weiterer halber Haufen, was zusammen drei halbe
Haufen ergibt. Wenn drei halbe Haufen sechzehn ergeben,
dann ist ein halber Haufen ein Drittel von sechzehn.

Ein ganzer Haufen ist aber das Doppelte von dem

halben Haufen, also zweiunddreif3ig Drittel.

Probe: Wenn zweiunddrei3ig Drittel ein ganzer Haufen
sind und ein halber Haufen sechzehn Drittel, so ergeben
sie zusammen genommen achtundvierzig Drittel oder
sechzehn Ganze.

Wird die GroBe eines unbekannten oder gesuchten
Haufens mit x bezeichnet, so entspricht dem Sachverhalt,

ITTE DES 19. JAHR-

der in der Textaufgabe ausgedriickt wird, die Gleichung
(oder das mathematische Modell):

X X
—=1 d =16-=
X+ 3 6 oder x=16 3
(Sechzehn minus einen halben Haufen ergibt einen ganzen
Haufen.)

Wird die Gleichung auf beiden Seiten mit zwei Drittel
multipliziert, so ergibt sich:

23 2 32
zZ.=z =_.16 ===
32°73 =3

Aufgabe:

Ein Haufen, sein Viertel zu ihm, es macht fiinfzehn.
Sofort als Gleichung, weil es kiirzer zu schreiben ist.

Der Papyrus Rhind kam aus England in das heutige
Agypten zuriick und wird im Museum in Kairo ausgestellt.

HUNDERTS IN EINER
ENGLISCHEN KANZLEL.

Ach ... die ganze
Juristerei bringt
nicht viel ein.

Ich
widme
mich kiinftig
dem lukrativen
Antiquitdaten-
handel.

Der Handel
mit Mumien bringt
mir den groften

... Doch meist
sind die nur
Repliken.
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... der macht
uns zu viel
Konkurrenz!

DER HANDEL MIT
ANTIQUITATEN
IST JEDOCH SEIT
JAHRHUNDERTEN,
SEIT GENERATIO-
NEN, IN FESTEN
HANDEN GEWIEF-
TER AGYPTISCHER
GRABRAUBER-
FAMILIEN UND
CLANS.

... den sollten wir
den Krokodilen
vorwerfen ...

... oder besser

noch in die
Familie
integrieren.

Woahnsinn ...
eine uralte
Papyrusrolle !
Was soll die
kosten?

Es ist das dlteste
erhaltene Rechenbuch
der Welt!

Den Preis bestimmen Sie,

EINER HAT
DA EINEN
HAUFEN.
DA sOLL
NUN EIN
HALBER
HAUFEN
DAZUKOM-
MEN.

ES ENTSTE-
HEN SO
DRET HALBE
HAUFEN ...

Haaa ...

Ich bezahle 15 Pfund.
Aber 10 Pfund gebe ich
bei der Ausfuhr an!

THEMATISCHE EINORDNUNG

Die unbekannte Zahl in einer Gleichung/
Ungleichung wird in Agypten vor mehr
als 3000 Jahren noch als Haufen
bezeichnet.

In Hieroglyphen:

Nach René Descartes (1596—1650)
wird in der Mathematik die erste unbe-
kannte Zahl mit dem Buchstaben x, die
ndchste mit y, dann mit z und bei mehr
als drei grundsatzlich mit x bezeich-
net, wobei eine geeignete Indizierung
dafiir sorgt, dass eine Unterscheidung
moglich ist.

Bei Funktionen bleibt es aber bei der

Bezeichnung der unabhéngigen Veran-
derlichen mit x;; X,, ..., x . Die abhangi-

ge Variable wird oft durch y bezeich-

net. Bei einer unabhdngigen Verander-
lichen x kann die Funktion durch die
Gleichung

y=f)
dargestellt werden. Das ist die explizi-
te (nach der abhangigen Variablen
aufgeldste) Darstellung der Funktion.
Im Unterschied dazu ist die implizite
Darstellung einer Funktion dadurch
gekennzeichnet, dass nach keiner
Variablen aufgeldst wurde und mitun-
ter auch nicht aufgelost werden kann.
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GLEICHUNGEN - 14/2

*Textaufgaben

ZOCKEN NACH ADAM RIES

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Die Aufgabe nach Adam Ries aus der thematischen Einord-
nung (S.117) heiBt im heutigen Deutsch:

Einer hat ein Drittel seines Geldes verspielt. Vom {ibrigen
Geld braucht er vier Goldstticke. Mit dem Rest handelt er,
wobei er ein Viertel verliert. Wie viele Gulden hat er
anfangs besessen, wenn ihm zum Schluss zwanzig Gulden
verblieben sind?

Losungsschritte:

1. Festlegung der Unbekannten: Dieser Schritt ergibt sich
aus der Frage. Die unbekannte Grof3e wird mit x bezeichnet.
Es ist hier die Anzahl der Gulden, die der Mann am Anfang mitge-
nommen hat.

2. Der Sinn der Textaufgabe wird inhaltlich erfasst und in
eine Gleichung tibertragen. Es entsteht ein mathemati-
sches Modell - hier in Form einer Gleichung. Mit x (Anzahl
der zuerst vorhandenen Gulden) wird nun gerechnet —
genauso, als ware die Zahl bekannt.

Anzahl der verlorenen Gulden: Ein Drittel x. Nach dem Spiel hat er
noch zwei Drittel x.

Von den verbliebenen Gulden (2

werden vier verbraucht. (_3 X= 4)

Danach verliert er aber von dem Geld noch ein Viertel, sodass ihm
nur noch drei Viertel verbleiben.

3(2 1
224 1x-3
4\3 2
Und das entspricht der Summe, die noch nach Hause gekommen
ist (20 Gulden).

l)(—3 =20=>lx= 23=>x=46

2 2
3. Ubertragung der mathematischen Lésung auf die Aufga-
benstellung: Die mathematische Grofe x ist zunachst nur
ein Zahlenwert. Im Sinne der Aufgabe wird mit dieser Zahl
ein Antwortsatz formuliert, der fiir die Praxis verstandlich
ist. Der Mann besap 46 Gulden.

4. Textprobe: sachliche und rechnerische Probe.
Anfangs hat der Mann 46 Gulden. Davon verliert er beim Spiel ein

Drittel: (4?6) Somit verbleiben ihm nach dem Spiel
(1%8 - %):% Gulden. Es werden davon 4 Gulden

verbraucht, so dass noch: 0 Gulden verbleiben,

3
20

wovon allerdings ein Viertel oder: 3 Gulden durch Spekulation

verloren werden, (80 ] 2_0) 60

womit nach Hause kommen: 33 3= 20 Gulden.

Somit hat er von anfangs 46 Gulden noch 20 erhalten kénnen
(aber 26 Gulden verloren bzw. ausgegeben).

UF DEM ZENTRALPLATZ DER STADT
FINDET AM WOCHENENDE EIN
HISTORISCHES EVENT STATT. HISTO-
RISCHE KOSTUME SIND ANGESAGT.
UND DIE GANGIGE WAHRUNG - MUN-
ZEN AUS DEM VORIGEN JAHR-
HUNDERT.

N

...und ich
versuche mein
Gliick
beim Spiel.

Ich schaue
mir die alten
Kleider an.

Spiel und
Eierkuchen!
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ETWAS SPATER DANN AM

GLUCKSRAD: Warum

Ich nur ein

’ Drei setze einen Drittel

Beutel bitte ... Beutel fiir Thres

zu gleichen ein Spiel Geldes
Teilenl!l ?2??

Kommen Sie
verehrte Herrschaften.

Das Spiel beginnt!
° Rot gewinnt
den doppelten Einsatz!

Sicher ist sicher.

Pech im Spiel,

Gliick in der Liebe!

Ja... ja,
und die iibrigen
Farben verlieren.

NUN IsT Neues Spiel
DIE SPIEL- und neues
LUST

GEWECKT

UND ZUM
ZWEITEN

MAL WIRD
EIN
BEUTEL
GESETZT.
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Spielen Sie weiter,
mein Herr ...
.. und setzen Sie alles I1!

Ich habe
nichts
dagegen!

.. MAN HAT DEN BETRUG GEMERKT - DAS ,RAD"
IST MANIPULIERT, ALLEIN ES FEHLT DER BE-
WEIS ! SPIEL IST SPIEL. DIE DREI INDENERSTEN
BEIDEN SPIELEN GEWONNENEN GELDBEUTEL
UND EINER VON DREI BEUTELN SEINES EIGE-
NEN GELDES SIND VERLOREN.

ZUM DRITTEN MAL DREHT SICH
DAS GLUCKSRAD ... UND DREHT

/

Ach ... lassen
Sie uns lieber

-

wiirfeln. 3

Ein Drittel meines mit-
gebrachten Geldes
ist verloren.

Betriiger! | _

Krass ... eh!

Zwei Fiinfer
M

g « /,’

Ha! Ich habe
zwei Sechsen.

AUCH DAS WURFELSPIEL UM LETZT-
LICH VIER GULDEN IST VERLOREN.

RECHNUNG !
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VORSICHTIG GEWORDEN,
TEILT ER DAS GELD IN VIER
GLEICH GROSSE STAPEL.

Shit! Das
Viertel ist
auch weg

KURZ DARAUF FINDET DIE EHEFRAU
IHREN MANN WIEDER. EMPORT WILL
SIE SOFORT ERFAHREN, WIE VIEL
GELD INSGESAMT VERZOCKT WURDE!

——

Naja ... ich habe
noch 20 Gulden!!! Ein Viertel habe ich
beim Wiirfeln verloren. Vier Gulden kostete
der Wein. Und ein Drittel der urspriinglichen
Summe blieb beim
Gliicksrad.

Alefzp w‘ueﬁw I"'G

(‘“hat.fe (
m\e“n-n' i

... komm duuu
mir bloB
nach Hause!

Meine Giite, is' doch nur
Spielgeld gewesen.

THEMATISCHE EINORDNUNG 1.

Aufgaben aus dem richtigen Leben
sind stets neue Probleme, denn das

alles nur wiederholen wiirde. Es sind
die Textaufgaben, die auch in der
Mathematik fiir Abwechslung sorgen.
Der italienische Mathematiker
Frangois Viéte (1540—1603) behauptet
in der von ihm verfassten ,,Algebra
nova“, dass jedes praktische Problem
auch l6sbar ist.

Die Aufgaben im iiber 3000 Jahre
alten Papyrus Rhind sind zu leicht,
um dieser Aussage widersprechen
zu kénnen.

Leben wadre ja langweilig, wenn sich 2. Der deutsche Rechenmeister Adam
Ries (1492-1559) verfasste ein
Rechenbuch ,,auff Linien und Ziph-
ren“. Der im Erzgebirge wirkende
Rechenmeister benutzte fiir seine
Rechnungen Zahlen, die mit arabi-
schen Ziffern beschrieben werden.
»Buchstabenrechnen“ist eine
Methode, die Adam Ries in seiner

Rechenschule lehrte, um sie fiir das
Rechenwesen im Bergbau nutzen
zu kénnen.

In der urspriinglichen Textfassung
lautet die Aufgabe:

»ltem / einer hat gelt / verspilt dar-
von 1/3 . verzehrt vom tbrigen 4.fl. mit
dem anderen handelt er / verleuret ein
viertheil / und behelt 20. fl. wie viel
hat er zum ersten auRgefiihret?*

fl. - Die floren oder auf franzdsisch florin ist eine
seit 1252 in Florenz geprédgte Goldmiinze.
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GLEICHUNGEN - 14/3

* 2wei lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten

HAKEN DES HASEN SIND RETTUNG VOR DEM HUND

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

,vVom Lauf des Hundes und der Flucht des Hasen* schreibt
Alkuin (735-804) in einer Aufgabe.

Alkuin war Lehrer und Freund von Kaiser Karl dem Grof3en.
Ahnliche Aufgaben finden sich in vielen mathematischen
Aufgabensammlungen vor dieser, wahrend und nach die-
ser Zeit.

Unbestritten bleibt jedoch der Einfluss des Alkuin auf das
geistige Leben zur Zeit Karls des GroRen (nicht nur durch
diese Aufgabe).

Ein Hund jagt einen Hasen, der einen Vorsprung von ein-
hundertfiinfzig Fuf3 hat. Der Hase springt sieben Fup, der
Hund neun Fup weit.

notwendig, wenn der Hase nicht seine sprichwortlich
bekannten Haken schldgt.

Natiirlich kann die Aufgabe auch umstandlicher geldst
werden. Es gibt in der Mathematik immer viele Wege, um
ein Ziel zu erreichen. Manche fiihren langsam, manche
eben schnell und manche leider iberhaupt nicht zum Ziel.
S, .=7-x+150

Hase

Der Weg des Hasen:

Der Weg des Hundes: s, . =9-x

Dabei ist x die Anzahl der Spriinge, die beide ausfiihren
miissen, um sich zu treffen, was fiir den Hasen allerdings
nicht so erfreulich ist. Die Wege sind unter Einbeziehung

des Hasenvorsprungs von 150 Fuf3 gleich.

THREM LIEB-
LING JOG-
GEN GEHEN.

Nach wie vielen Spriingen hat der Hund den Hasen 9x =7x+150
erreicht? 2x = 150F .
x=75Fu
Ein Fuf3 sind etwa 30 Zentimeter. Der Hase hat also gar kei-
nen so grofen Vorsprung — etwa 45 Meter.
) Probe:
bt o sing (150 durch zmel etel) 75 Springe. | HaseTWes: 757 =525 Fus
) ’ § 75-pruns Hundeweg: 759 =675 Fuf
AH .. ALIcE Hasenweg + 150 FuB Vorsprung sind 675 Fuf und das ist
WIRD HEUTE gleich dem Weg des Hundes.
| IM SCHONEN
GRUNEWALD |  Nu.. -
komm i Ich kann
ZUM ERSTEN Na Hoffentlich

pro Schritt
80 Zentimeter

v/

Doch ich schaffe
mit einem Sprung
270 Zentimeter,

.. WUFF ...

ist mein
Schatz nicht
zu langsam...

Ohje ...
Ich hoffe
Frauchen

ist nicht zu
langsam.

Eins, zwei Schritte,
das macht 160
Zentimeter.

schon ... ich

warte bei
270 Zenti-
metern!

Satz!

.. und wieder
220 Zenti-
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DRITTER UND VIERTER SCHRITT.
DAS HUNDCHEN ISTNUN ...

eingeholt

... LANDUNG VOR

Ab zum DEM HASENBAU.

zweiten

WUA ... DIE LEINE
IST ZU KURZ !l

GLEICH DARAUF - VORM HASEN-
BAU. DAS JAGDFIEBER
BRICHT AUS!

v Hm ... Hasenspuren.
Der springt geschdtzte

210 Zentimeter

KOMM SCHON! ... BEIDE TUN SO, ALS GINGEN SIE
G6ANZ WEIT WEG, DENN SO LOCKEN SIE DAS
HASCHEN AUS SEINEM BAU. ABER ...

Lass mich rechnen.
Du springst 270 weit.
Der Hase nur 210!

Das ergibt einen
Unterschied

von 60 cm,
also 0,6 m ...

}

o und bei den 40,5 m

... hab ich den
nach 67,5
Spriingen!

Vorsprung ...

THEMATISCHE EINORDNUNG

Zugegebenermafien ist es nicht immer
leicht, aus einem Text das mathemati-
sche Modell, das heif3t die Gleichungen
oder Ungleichungen, abzuleiten. Wenn
nach mehreren Grofien gefragt ist, dann
ist es selbstverstandlich moglich, fur
jede dieser Unbekannten einen eige-
nen Buchstaben einzufiihren. Bei zwei
Unbekannten sind beispielsweise zwei
Gleichungen erforderlich. Wenn die
Summe zweier Zahlen (x und y) zwei-
undvierzig ergeben soll, dann ist eine
weitere Angabe erforderlich, durch die
eine zweite Gleichung formuliert wer-

den kann, um die beiden Zahlen ein-
deutig bestimmen zu kénnen.

Aus X+y=42(1)

folgt nur, dass X=42-y

x die Differenz aus zweiundvierzig
und der zweiten Zahl ist.

Wenn also y mit zwanzig frei gewahlt
wird, dann hat x den Wert zweiund-
zwanzig. Man sagt, dass die Variablen
unbestimmt sind und das Problem
unendlich viele Lésungen hat. Wenn y
gewahlt wird, was auf unendlich vielen
Weisen moglich ist, dann erst ist der
Wert von x eindeutig bestimmt.

Steht allerdings noch fest, dass die
Differenz der zwei Zahlen zwanzig

betrdgt, dann bedeutet das in einer
zweiten Gleichung

x-y=20()
Wird diese Gleichung (2) nach y aufge-
[Ost, y=x-20,

und in die Gleichung(1) eingesetzt,
X+Xx—20=42,s0 ergibt sich

daraus fiir x die eindeutige Losung
2x=62 oder x=31

und y=11.

Fiir n Unbekannte miissen n Gleichun-

gen aufgestellt werden, die sich nicht

widersprechen diirfen und auch nicht

durch Umformungen ineinander tiber-

flihrbar sein diirfen (Widerspruchsfrei-

heit und lineare Unabhédngigkeit).
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*kartesische Koordinaten

i
~~
N
i
w
4
[
wl
=
o
=
(]
o
4
-

ALARM IM PLANQUADRAT

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Koordinatensysteme ermdglichen es, jeden Punkt der Ebene
(des Raumes) durch ein Zahlenpaar (ein Zahlentripel) zu

erfasst. Bei kartesischen Koordinaten stellen die beiden Zah-

lenangaben Abstande auf den Koordinatenachsen dar, bei
Polarkoordinaten Winkel (,Marschrichtungszahl®) und Ent-
fernungen von einem Ausgangspunkt (Pol).

Das kartesische Koordinatensystem besteht aus zwei senk-
recht aufeinanderstehenden Strahlen, die sich im Ursprung
des Systems schneiden. Auf den Achsen wird nun eine Ein-
heit festgelegt (die Einheit kann, muss jedoch nicht auf bei-
den Achsen libereinstimmen). Somit wird die Koordinaten-

ebene in vier Quadranten eingeteilt, die entgegen dem Dreh-

sinn des Uhrzeigersinns nummeriert werden.

Ay Ay
Il I. Quadrant
X<o, y>0 X>0, y>0 i+ — -@ P(xy; v1)
' o >
I X H X
1. 1w X1
X<o0, y<o0 x>0, y<0

Neben der Verwendung
der Koordinaten in der
linearen Algebra und der
analytischen Geometrie
wird zur grafischen Dar-
stellung von Funktionen
ebenfalls das kartesische
Koordinatensystem ver-
wandt.

Kartesische Koordinaten
finden auch eine Anwen-
dung zur Angabe eines
Planquadrates (beispiels-

12 3 4 5 6 7 8

P(r; @)

¢

(Ost)

weise bei der Kennzeichnung eines Feldes auf dem Schach-
brett). Oben wurde das Planquadrat C4 markiert.
Polarkoordinaten lassen sich durch eine Flugroute (wir den-
ken uns kurze Fliige oder die Erde als flach) veranschauli-
chen: Das Flugzeug bekommt einen Kurs vom Ursprung
(Flugplatz) und die Lange der Flugstrecke mitgeteilt und
kann nunmehr fast automatisch den Flug steuern.

Die Richtung gemessen als Winkel zwischen der Ost- und
der Flugrichtung (immer gegen den Drehsinn der Uhr gemes-
sen!) und der Abstand vom Flugplatz entsprechen den Polar-

koordinaten des Ziels.

EHHH ...
Tt's swing time | ?

/( Oh happy day ... ()

(

H

Is' der Krieg

ausgebrochen

..oderwas? -
Y o

Ja..Ja..!
die Letzten werden
immer die Ersten

Schlamperei |

Wat is los ?
are’o Sauhaufen !

der General
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Das gibt 'ne
Strafe fiir

Liebes Chef'chen
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Los, wir tfraben
den Umweg,

Knapp
4Prozent
mehr.

Die Mauer muss weg !

Befehl:
Mauer

Du markierst da
driiben den genauen
Marschweg.

umgehen!

ﬂ),

U-%@

Kameraden

so wartet doch | 1
im Weg.

Shit, da steht
JjaeinHaus

Durch da
Leute !
Da durch |

Hilfe |
is' Krieg ?

n oy

geradeaus
Leute!

Heee ...
da hinten kommt
aber der Sumpf !

Was wollen

Die Richtung
stimmt |

Hi, Hiii .. du Moritz ?

Hi, Hiii ...

GANZ VON PAMPE NUN UMHULLT s

STEHEN SIEDA ALS T AMMERBILD

=

<

121



He, wir sind
doch das Militar!

Und wieder
genau in unserer
Marschrichtung !

—

rlg%

Was will
der vonh uns ?

,I gé% /

PAROLE ?

... vielleicht
Soldaten ?

DOCH IM UNTERSCHIED ZUM MARCHEN

IST AUCH DAS DRITTE WORT (EINSATZ)
NATURLICH NICHT DIE RICHTIGE PAROLE!

SO DASS DAS KOMMANDO
KOMMT ...

Macht nichts !
Kameraden,
die haben doch nur
Platzpatronen |

Hdnde hoch !

ABER KEINER REAGIERT UND SO LAUFEN

ALLE WETITER IMMER GERADEAUS.
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DRECKIG, ABGEHETZT UND KAUM NOCH ATMEN KONNEND,
TRIFFT DIE TRUPPE AM ZIEL IN REKORDZEIT EIN !

Hurraaah !

\_

vollstdndig
Chef |

Die haben es wirklich
geschafft.

THEMATISCHE EINORDNUNG

Der franzdsische Mathematiker René
Descartes (1596 — 1650) hat die Ver-
bindung zwischen der Geometrie und
der Arithmetik (,,Zahlenrechnen®)
durch die eineindeutige Zuordnung
von Punkten der Ebene oder des Rau-
mes auf die Koordinatenelemente aus
der Produktmenge IR x IR beziehungs-
weise IR x IR x IR geschaffen.

Durch die beiden senkrecht aufeinan-
derstehenden Achsen und die Festle-

gung einer Langeneinheit kann jedem
Punkt der Ebene eindeutig eine x- und
eine y-Koordinate zugeordnet werden

y
3 e P(2;3)
P(052)
1 P1(2;1)
I R
| [ X
-1 1 2
Py(-1;-3) ® -3

und umgekehrt jedem Koordinaten-
paar eindeutig ein Punkt der Flache.
Beim rdumlichen Koordinatensystem
zeigt die dritte Achse (2) aus der Zei-
chenebene heraus. Koordinaten des
Raumes konnen auch durch nichtkar-
tesische Systeme wie Kugelkoordina-
ten (Erdoberflache) oder Zylinderkoor-
dinaten angegeben werden.

In der Ebene haben sich die kartesi-
schen Koordinaten (x;y) und die Polar-
koordinaten (r;¢) bewédhrt — sie sind
allgemein verbreitet und lassen sich
leicht ineinander umrechnen.
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TRIGONOMETRIE - 15/2

*Winkelfunktionen im rechtwinkligen Dreieck

DACHNEIGUNG - STAURAUM UND SCHNEELAST

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

------------------- C rechter Winkel

(nach Satz des Thales)

Ankathetevona .-

., ———————————————————
% Gegenkathete von a

Der Sinus eines Winkels ist der Quotient aus der Gegen-
kathete und Hypotenuse. Der Kosinus eines Winkels ist der
Quotient aus Ankathete und Hypotenuse. Der Tangens
eines Winkels ist der Quotient aus Gegenkathete und
Ankathete.

In einem rechtwinkligen Dreieck kann durch den Satz des
Pythagoras bei Kenntnis von zwei Seiten die Lange der
dritten Seite bestimmt werden.

Dain einem Dreieck die Winkelsumme 180° betragt und
der rechte Winkel 90° ist, ergibt sich die Summe der ande-
ren beiden Winkel zu o + § = 180° - 90° = 90°.

Durch die trigonometrischen Funktionen kénnen am recht-
winkligen Dreieck aus der Kenntnis eines Winkels und der
Lange einer Seite die Ldngen der restlichen Seiten
bestimmt werden.

Beispiel:

Bei einem Dach mit einem Neigungswinkel von 17,5°

und die Héhe [CD] = 1,60m ist die Entfernung [AD] und die
Hohe der Stiitze [BE] zu berechnen, wenn [AE| = 2,60m
gegeben ist.

D
260m P \E 1,60m
17,5° .

A B C

. 1,6

sin(17,5°) = =——
D] = —® _ _53m

sin(17,5°9)

sin(17,5° =%

[BE1=2,6 - sin (17,5%=0,78m

(Skizze nicht maBstabgerecht!)

Ein Pult-
Dach ...

.. ist quem Ich mochte
sachlich, doch lieb
schick, etc. ~°C ; |e‘ °
) ein richtiges

E 1N ArcHITEKT < y,
STELLT SEINEM 2

BAUHERREN ’? d o
VERSCHIEDENE Wie sieht welches ein
it semen etss ) Soieh
VOR - GEMEIN-

SAM IST JEDOCH

ALLEN, $ooo
DASS SIE EIN s aue
PULTDACH

HABEN.
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Ganz praktisch um einen
groBen Stauraum auf
dem Boden.

Um was geht es ihm
denn
eigentlich ?

Ich garantiere
eine doppelte
Bodenmitte,

UND SO SAGT ER ZIEMLICH BELEH-
REND, DASS THN DIE MITTE DES DACH-
BODENS BESONDERS INTERESSIERT,
WEIL DORT DIE 6ROSSTE HOHE IST!

ﬂ—-!—\_.—__.r‘——-'"'-'”_-"-—"‘—'_ﬂ__“—‘-"‘-""-d‘-‘

2 Meter hoch
und 2,50Meter
breit |

Wie hoch
soll denn der
Dachboden
sein?

Das Doppelte
von der Hdlfte !

Das Doppelte von
der gewiinschten
Hahe !

Na gut -
ich rechne das

2,00 2,00
tan(e)= —— = ——
12,00-2,50 950

%0,2105
a®11,9°

Ich zeichne
es Thnen mal
auf !

Da habe ich
Bedenken. Wegen
der Schneelast ist ein
Dachwinkel von 12 Grad
vorgeschrieben.

DER ARCHITEKT ZEICHNET Naalso, \

endlich ein

NUN DIE SYMMETRISCHE Satteldach.

Aber |
Wollen Sie mich
jetzt verarschen,
ich storniere Thnen

gleich den Auftrag !
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ALSO: NOCH EINMAL
AM LAPTORP ...

Alle Breiten

i o
mit den -
halben "‘
MaBen ! .

//

Mir brummt
der Kopf ...

Wo bleibt die
gewiinschte Breite
von 2,50 Meter ?

...ich habe das
Doppelte versprochen.
Dazu kommt noch die
andere Hdlfte.

Und was ist mit
der Dach-
neigung und der
Schneelast?

tan(a

I o] .
chmochte O.K., OK., ich rechne ... 0’
Winkel | sehen Sie: )

sattel)™

2,00
4,75
% 22,83°

>0,4211

O(SaTTeI

Das wird aber
ein ziemlich
steiles Dach !

steil als
flach |

Naja ... vielleicht
noch steiler -
grofere Hohe gleich
grdfRerer Stauraum.

Der Tangens
des Dachwinkels bei
vorgegebener Dachhche
bestimmt die Hohe.

Hier bestimmt
kein Tangens - hier
bestimmt nur einer,
und das binich!

Ich komme nhoch einmal

Haohe erreichen.

tan (ap,,) =

o
12

auf die Pultdachlésung zuriick,
denn bei dem gleichen Anstieg von
22,8 Grad wiirde ich die doppelte

hp =12 - tan (22,8°) = 5,05

Aber wo ???
Am Ende des Daches | Sehen Sie -
aber nicht in der Mitte.
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Ein Satteldach.
Okay Il
Wie wdre es aber
mit 60° Dachneigung ?
Schén steil und mit einer
grofien
Firsthohe.

Schauen Sie:
h,q = 6-Tan (60°)
% 10,40m

Das bringt eine

wesentlich
groBere

Dachhéhe.

Ich mache Sie
jedoch auf den
Kosinus
aufmerksam !

6

cos(a) =—— bech ™ Cos(a)

Dach

Bedeutet: wenn a groBer wird,
ist der Kosinus kleiner und die
Dachbreite grofer !

...und wo
steht der
Herd ?

Ach ...
Ich fahre nach
, Pisa, da liebt
SCh;F:egZ(;hem man Pultddcher
... wegen der
Satteldach Schneelast |

- oder?

THEMATISCHE EINORDNUNG

Die Satze am rechtwinkligen Dreieck
(Satz des Pythagoras, Hohen- und
Kathetensatz) stellen Beziehungen
zwischen Dreieckseiten her. Bei diesen
Satzen wird zwar das Vorhandensein
eines rechten Winkels vorausgesetzt, es
bleiben die Aussagen dieser Sdtze aber
auf die Beziehungen zwischen Seiten
(Langen) beschrankt.

Der Winkelsummensatz gibt einen
Zusammenhang fiir Winkel am recht-
winkligen Dreieck an, aus dem folgt:

Im rechtwinkligen Dreieck gibt es neben

dem rechten Winkel, der Voraussetzung
fiir die Zuordnung ist, noch zwei weitere

Winkel, deren Summe 90° betrdgt, so
dass ein rechtwinkliges Dreieck zwei

spitze Winkel haben muss. Somit gibt es
aber eine eindeutig festgelegte Seite mit
der grofiten Lange, die als Hypotenuse

bezeichnet wird - es ist die Seite, die
dem rechten Winkel gegeniiberliegt —
und zwei kiirzere Seiten, die beiden
Katheten.

Den beiden spitzen Winkeln liegen
Katheten gegentiber. Eine davon ist die
Ankathete und die andere die Gegenka-

thete des zugehorigen spitzen Winkels.

Ankathete ist die, welche Winkelschen-

kel bi

dem Winkel gegeniiberliegt.

Die Trigonometrie am Dreieck beinhaltet
Zusammenhange zwischen Seiten und
Winkeln. Diese Beziehungen sind am
rechtwinkligen Dreieck wie folgt defi-

niert:

ldet und Gegenkathete die Seite, die

. Gegenkathete
sin(o) = ————
Hypotenuse
cos(a) = Ankathete
Hypotenuse
_ Gegenkathete
tan(e) = Ankathete
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WENN ZWET SICH AHNELN, SIND SIE NOCH LANGE NICHT GLEICH

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...* Geometrische Figuren der Ebene sind kongruent, wenn sie
durch folgende drei (Kongruenz-) Abbildungen zur Deckung

Ein Rechteck mit der Ldnge von fiinf Zentimetern und der gebracht werden kdnnen:
Breite von sechs Zentimetern hat den gleichen Fléachenin- .
halt wie ein Rechteck mit der Lange von zehn Zentimetern | 1- Verschiebungen
und der Breite drei Zentimetern. werden durch

. Lo . . . einen gegebenen ¢
Dl'e Rechtecke sind im Flacheninhalt gleich, aber geome- Verschiebungspfeil @ = A
trisch nicht kongruent. (beispielsweise CC?)
Geometrische Figuren sind kongruent, wenn sie in allen (gleiche Lange, gleiche Richtung) festgelegt.
einander entsprechenden Bestimmungsstiicken tiberein- Die Lénge |CC’l des Verschie- c
stimmen. Das ist eine sehr scharfe Forderung in der Geo- bungspfeils ist die
metrie. Verschiebungsweite.

Ein Beispiel dazu: Das Dreieck mit der Grundseite von
sechs Zentimetern und der Héhe von fiinf Zentimetern und | 2. Drehung

i
~~
O
i
=
Ll
4
I
o
-
4
X
<
~~
N
=
Ll
o}
4
O
=
O
e

das mit der Grundseite von fiinf Zentimetern sowie der unter dem
Héhe von sechs Zentimetern haben zwar gleiche Flachen Winkel @ um den
von 15 cm?, aber verschiedene Langen und verschieden Punkt D.
grof3e Winkel.
a BT 3. Spiegelung
Zu beachten ist bei der
5cm (Hohe) a, 6 cm (Hohe) Spiegelung:
Bei einer Spiegelung
: i andert sich der
6 cm (Breite) 5 cm (Breite) Durchlaufsinn.
l IE OFFENTLICHE
VERSAMMLUNG Aha ... Hase, Sie sind also
DES OBERSTEN a Nq f/ﬁ der Kldager. Aber nein!
TIERGERICHTES Ich bin der

Anwalt des

ZUR KLARUNG DES .
Klagers.

TODES VOM HASEN
BEIM WETTLAUF

MIT DEM IGEL WIRD
HIER ANGEKUNDIGT.

Die
Umstdnde
sind Klar .

Herr Richter

Der
Igel war der Fuchs, der Kldger
Betriiger! ist zu Tode gekommen

&

* Kongruenz ebener Figuren

12 G. Hofner, S. SiiBBbier, Das verriickte Mathe-Comic-Buch, DOI 10.1007/978-3-8274-2629-1 16,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2012



IN DEN AKTEN HAT
DER RICHTER EIN
BILD DES VERSTOR-
BENEN ENTDECKT.

... Naja. Klager

und Anwalt des

Kldgers sehen
dhnlich aus.

Ich will den Betrug
der angeklagten Igelfamilie
wdhrend des Wettlaufes
kurz schildern!

Ich fordere die
Todesstrafe

fir die beiden Igel
mn

40 CN H4=2T=T0X 4H4r>»$Z> »mo

Keinesfalls sind wir
identisch!

PN
A

W

Aber, ...aber
nicht kongruent |

DER RICHTER ERTEILT DER BEKLAGTEN
IGELFAMILIE DAS WORT.

Nun ja,
eigentlich ...

...eswar ein
bedauerlicher Sportunfall.
Tut uns leid.

Sachte, sachte, Leute.
Den Hasen kénnt' ich fressen.

Tduschung.
Betrug!
Arglist!
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wohl zu

Die beiden sind doch sehr

unterscheiden !

Wieso, Ja, ja ... Nuur zum

hat der Hase das Zeitpunkt des Wettlaufes

waren beide zum Verwech-
seln ghnlich !

nicht bemerkt

_ kongruent. DER WETTLAUF
sind die wirklich
nicht, denn ... REKAPITULIERT

WERDEN.

So000 ...
nun laufen
Sie mal

Shit 111
Eigentlich binich

vom Sport
befreit.

SPATER BEIM ORTSTERMIN
AN DER RENNSTRECKE SOLL

Na, ich stand am Ende
und rief ...

Bin schon da!

Na,
schnell ist
der nicht.

Schauen Sie. Hier, Herr Richter,
hetzte sich mein Mandant kurz
dem Ziel zu Todel




fr%ﬁ@m

Spiegelbild ist
kongruent!

Den Hasenanwalt
fress ich, denn
Recht sprech’ ich!

Wenigstens
das ist
jaim Ziel.

e

Der Hase hdtte
sich mehr auf seinen

Rivalen konzentrieren
miissen, also trdgt er
sebst Schuld an
seinem Ableben!

Er ist doch ganz aus
der Puste.
Bitte um Gnade ...

e 3

NICHT DIE GERECH-
TIGKEIT SIEGT.

DER RICHTER FUCHS
SPRICHT. UND SEIN
URTEIL LAUTET:

Die
Klage
des Hasen-
anwalts wird
hiermit
abgewiesen
1

THEMATISCHE EINORDNUNG

Figuren sind deckungsgleich (kongru-

ent), wenn sie durch

a) Verschiebung (Parallelverschie-
bung),

b) Drehung und/oder

) Spiegelung (Achsenspiegelung)

aufeinander abgebildet werden
konnen. Die genannten Abbildungen
werden Kongruenzabbildungen
genannt.

Bei Kongruenzabbildungen miissen
folgende Bedingungen erfiillt sein:
Die Abbildung ist

a) geradentreu — jede Gerade wird
auch wieder auf eine Gerade
abgebildet,

b) langentreu — jede Strecke wird
auf eine gleich lange Strecke
abgebildet,

c) parallelentreu — parallele Geraden
werden auf parallele Geraden
abgebildet,

d) winkeltreu —jeder Winkel wird auf
einen gleich groen Winkel
abgebildet.

Bemerkung: Eigentlich miissen nur die
Eigenschaften a) und b) garantiert
sein, denn dann folgen ¢) und d) auto-
matisch, wie sich leicht beweisen
lasst.
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SCHATZUNGEN DURCH PEILUNG UBER DEN DAUMEN

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

»Uber den Daumen peilen heift, ein entferntes Objekt
durch den Daumen der ausgestreckten Hand genau zu
iberdecken. Dazu ist die Entfernung des ausgestreckten
Daumens von den Augen zu verandern.

Ist der Daumen ndher an den Augen, so kann er eine gro-
Bere Breite iberdecken. Die tiberdeckte Breite verkleinert
sich aber sofort, wenn der ausgestreckte Daumen sich vom
Auge entfernt.

KONGRUENZ/AHNLICHKEIT - 16/2

Es gilt:
bl bZ 2 _ a
m_ 1
’1< L 1. Wird die Breite geschatzt, so muss der Abstand des
1 b>b, | Objektes bekannt sein:
Auge ’ b
Auge m = [

Mit dem Vorgehen kénnen zwei Schatzungen vorgenom-

men werden. 2. Wird der Abstand des Objektes geschatzt, so muss

Das Auge ist in beiden Féllen das Streckungszentrum oder dessen Breite bekannt sein:
a

Ahnlichkeitszentrum, das Verhéltnis der Breite zum 1=%m
Abstand des Daumens vom Auge ist der Ahnlichkeitsfaktor. b

Das Verhadltnis der Beinldnge
zur Armldnge unterscheidet
sich schon.

Die sind langer!

Nicht ganz!

Wie willst du denn die
Ldnge bestimmen,
wenn du hicht messen
kannst?

Das Modell
sieht unserer
Mam doch
dhnlich ...

™

...oder
holt der etwa
‘ne Leiter und
misst?

*Strahlensatz
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[_NACH 25 SCHRITTEN IST DIE WERBE-
TAFEL AUF DER GEGENUBERLIEGENDE

GEHT'S ZURUCK ZUM AUSGANGS-
STANDORT AN DER KREUZUNG ..

SEITE ERREICHT. UND OHNE LEITER

N

Ich peile iiber den
Daumen.

Meter, ergo,
Entfernung
25 Meter.

... pro Schritt ein

/ Entfernung

Augen zum Daumen
50cm. Und der ist
2 cm breit und
verdeckt gerade
so die Waage.

ALSO: ol
SECHsmAL (| !
DIE DAUMEN-
BREITE

ERGIBT DIE
BEINLANGE!

Das ist also ein Verhdltnis
von 1:25. Dann hat die Anzeige
der Waage bei 25 Metern

Entfernung einen Meter
Durchmesser.

BEI EINEM
WIRKLICHEN
DURCHMESSER
DER ANZEIGE
DER WAAGE VON

20 cm SIND SOMIT \

...und
damit etwas ldnger
als die von deiner
Mam !l

PIN-UP-GIRLS
1,20 m LANG!

THEMATISCHE EINORDNUNG

»Uber den Daumen gepeilt“ nennt
man eine schnell geschatzte Grofe.
Oft kommt das Ergebnis dem wahren
Wert so nahe, dass die Schétzer ihre
Zuhorer ziemlich verbliiffen.

Es gibt sehr gute praktische Verfahren,
durch die genaue Maf3e ohne weitere
Hilfsmittel abgeschatzt werden kdnnen.
Hier wird ein Verfahren zur Schatzung
von Langen auf der Grundlage von
dhnlichen Figuren (Dreiecken) angege-
ben.

Ahnlichkeitsabbildungen sind affine
Abbildungen, die parallelen- und win- durch Pund Z.
keltreu sind (parallele Strecken wer- 2. |ZP'| = k - 1ZP|
den auf parallele Bildstrecken abgebil-
det und Winkel der Originalfigur blei- - .
ben auch in der Bildfigur erhalten). 1281 _ 128
Eine wichtige Ahnlichkeitsabbildung \ZA|  1ZBI
ist die zentrische Streckung, die durch
ein Streckungszentrum Z und einen
Streckungsfaktor k festgelegt ist.

Bedingungen fiir die Bildpunkte der
zentrischen Streckung (Konstruktions-
vorschrift):

1. Der Punkt P’ liegt auf der Geraden

Beispiel: Strahlensatze

2l _ZA]
|AB| |AB|
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QUADRAT, KREISE UND GLEICHER ABFALL

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...* | 3. Aus einem quadratischen
_ ) Blech werden sechzehn gleich

1. Aus einem quadratischen grofRe kreisférmige Bldttchen

Blech wird ein kreisférmiges ausgestanzt.

Blatt ausgestanzt. Wie grof ist der Abfall?

. > 5

Wie grof ist der Abfall? Fliche des Quadrates:
Flache des Quadrates: AQ =0,50m - 0,50 m=0,25m?
Aq,=0,50m-0,50m=0,25m? Fldche der Kreise:
Fléche des Kreises: 16A=16 1t - 0,06252m? = 1t - 0,0625 m? 50cm - 50cm

AK= n-0,252m2=m-0,0625m?
Kreisdurchmesser: d =50cm

Kreisdurchmesser: d = 12,5cm
Kreisradius: r=6,25cm

Kreisradius: r=25cm 2 2 Abfall absolut: (0,25 - 7 - 0,0625) m? = 0,0538 m?
Abfall absolut: (0,25 - 0,0625) m?= 0,0538 m Abfall relativ: 0,0538:0,25 =21,5 %

Abfall relativ: 0,0538: 0,25 = 21,5%

50cm - 50cm

i
~~
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b
4
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=
=
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2. Aus einem quadratischen 4. Aus einem quad.ratischen
Blech werden vier gleich groRe Blth werden elflhundfert
kreisférmige Bldttchen ausge- gleich groBe kreisférmige
stanzt. Wie groR ist der Abfall? Blattchen ausgestanzt.
Fliche des Quadrates: Wie grof ist der Abfall?
Ay=0,50m-0,50m = 0,25m’ Flache des Quadrates:
Fléche der Kreise: Ag=0,50m-0,50m =0,25m’
4-A=mn-0,1252m? = - 0,0625m? Flache der Kreise:
Kreisdurchmesser: d = 25cm 50cm - 50cm 100A=100 7t - 0,0252m? =x - 0,0625m?  50cm-50cm
Kreisradius: r=12,5cm Kreisdurchmesser: d = 5cm
Abfall absolut: (0,25 - 7 - 0,0625) m? =~ 0,0538 m? Kreisradius: r=2,5cm
Abfall relativ: 0,0538: 0,25 = 21,5% Abfall absolut: (0,25 - mu - 0,0625) m? = 0,0538 m?

Abfall relativ: 0,0538: 0,25 = 21,5%

ER GROSSTE KUPFERTAGEBAU DER WELT, IM

HOCHGEBIRGE CHILES, FORDERT 600000 TONNEN
KUPFERERZ PRO JAHR. MONSTERLASTWAGEN
BRUMMEN MIT 3300 PS RUND UM DIE UHR MIT
THRER KOSTBAREN FRACHT ZU DEN GIGANTI-
SCHEN SCHMELZOFEN.

Ja, ja..
der Aufwand ist
enorm 1

DAS GLUHENDE
METALL WIRD
4 IN FORMEN
GEGOSSEN
UND DIE
BARREN IN
ALLE WELT
VERKAUFT.

*Flachenberechnungen am "?'? Quadrat und am Kreis
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Heute wird
Titanzink ver-
wendet.

GEWALZTE KUPFERBLECHE 1
SIND RAR UND TEUER, ALSO ... %

Meister, ...
ich flicke das
Kupferdach!

Meister!
Ich wollte doch
Kupferschmied
werden.

Warum kéhnen wir
das alte Handwerk
nicht wieder-
beleben?

Na ... das N
Blech ist viel zu F
t den !
euer geworden ‘@

N

Meister, ich
besorge die
Bleche.

T

|
I

)/ Ich brauche eine
Tafel Kupferblech,

wir kdnnen es
mal probieren.

| GEGEN
I ABGABE

Wl von
ALTMETALL

Okay!
Also wird jedes
auch noch so kleine

Stiickchen sofort
gesammelt.

Krass eh ...
‘ne kaputte
Dachrinne!

/ ...und
olle Kupfer-

rohre ooch
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NUN KOMMT SO VIEL SCHROTT ZUSAMMEN,
DASS DIE HUTTE AN ZWEI HANDWERKER
JE FUNF KUPFERTAFELN VERKAUFT.

Hier Meister, die
Bleche Eins auf

Los geht's! Wir
miissen fiinf Schilder
fiir 'ne Hotelgruppe
fertigen.

Der Auftrag-
Q geber verlangt
v, ‘3\ “; kreisrunde Schilder.
o Und das bedeutet
\ y Reste und Reste,
; ) ) bedeutet
. heues
Kupferblech.
aa
LY 7 e

Die Fldche der Tafel mit einem
Meter zum Quadrat betrdgt
einen Quadratmeter.

Die Fldache der
Schilder mit einem
Durchmesser von
(maximal) einem Meter
(Radius 50 cm) betrdgt
A=m-r’=0,785m>.

| Die vier Ehhh 1l Das wadren
abgetrennten  ergeben also 1,075 Quadratmeter,
Ecken.. 21 5Prozent oder die wir in der Hiitte
0,215 Quadratmeter abliefern konnen!
pro Tafel!




DOCH MAN HAT
DIE RECHNUNG
NICHT MIT
10% SCHMELZ-
VERLUSTEN
GEMACHT, sO

verstehe
ich nicht!

DASS ES FUR
EINE GLEICH-
GROSSE BLECH-
TAFEL NICHT
AUSREICHT.

Jaaa ... Meister. \

Ein Plus von 0,075 iiber den
Quadratmeter sind eben
nur 7,5 Prozent!

Sooo'n Mist!
Das muss ich gleich
meiner Kollegin

berichten.

Rohlinge fiir immerhin
100 Karnevalorden und
da bleibt ein viel
groferer Rest!

Also:

A=m-0,052
% 0,00795 n?
Bedeutet

wieder: k
21,5 Prozent!

/ selbst schuld,

weil du so grofe Kreise
hergestellt hast.

Rohlinge sind nur
zehn Zentimeter im
Durchmesser!

THEMATISCHE EINORDNUNG

Die Flache eines Quadrates berechnet
sich als das Quadrat der Seitenlange.
Beispiel:

Ein Quadrat mit einer Seitenlange von
50 Zentimetern besitzt eine Flache von
502 = 2500 Quadratzentimetern oder
0,25 Quadratmetern.

Fldche eines Kreises:

2
A=n.r2=ni
4

Dem im Beispiel angegebenen Qua-

drat kann ein Kreis um- und einge-
schrieben werden.

Eingeschriebener Kreis:
d=50cm r=25cm

umkreis = 70+ 257 = 1963,5¢cm?
=0,19635m?
Umgeschriebener Kreis:
d =V50%+502=V5000 =70,71
r= 35,36
Amireis = T+ 35,362 = 3927,0cm?
=0,3927m?

Beim eingeschriebenen Kreis entsteht
ein absoluter Abfall von

(2500 - ;- 625) cm? = 538 cm?

und relativ 538:2500 = 21,5 %.

Fiir den Abfall in Prozent (relative Gro-
Be) ist es unwesentlich, wie stark das
Blech ist, denn bei gleicher Stérke
(Hohe) ist das Volumen der Grundfldche
proportional. Ebenso betrégt die Mas-
se des Abfalls relativ 21,5 Prozent,
denn auch die Dichte ist gleich, da es
sich um das gleiche Blech handelt.

137




PLANIMETRIE/STEREOMETRIE - 17/2

ITALIENISCHE STAPELWIRTSCHAFT DES CAVALIERI

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...* | Gesamtfldche einer Platte:

(144 +36-V3)cm? =36(4 + V3)cm?2 = 206,4cm?

Fiir eine Flache von einem Quadratmeter werden 49 Platten
bendtigt (1m? = 10 000cm?). Bei einer Stérke der Platten
von flinf Zentimetern ergibt das, werden sie aufeinander
geschichtet, eine Stapelhohe von 2,45 Meter.

Spezielle Mosaikplatten sind Fiinfecke mit gleich langen
Seiten von 12 Zentimetern, die als Quadrate mit einem
aufgesetzten gleichseitigen Dreieck beschrieben werden
kénnen.

Der Umfang betrdgt 12cm -5 =60cm

Die Flache des Quadrat: 12cm - 12cm =144 cm?

Zur Berechnung der Flache des Dreiecks muss die Héhe
nach dem Satz des Pythagoras bestimmt werden.

h=VI2Z=6cm = Vi0Bcm = Vo4 3cm = 6 - V3em V\'/ederndle Hti.he noch die Eirunc.i.ﬂ'aiche d.es Prismas mit
einer fiinfeckigen Grundflache andern sich.

Andert sich das Volumen, wenn die Platten in dem Stapel
durch einen Stof verrutschen?

Natiirlich nicht!

Und wenn der Stapel umfallt, dann haben sich der Quer-
schnitt und die Hohe des Stapels verandert, das Volumen
12cm ist aber gleich geblieben —sogar dann, wenn die Platten
h durch das Umfallen zerbrechen.
6cm
12cm
Dreiecksfléche: 6-12-V3 _ 36 - V3cm?
2 —_—
Verschiebung
o Prisma schiefes Prisma
EINPROFESSOR

*Prinzip des Cavalieri

ZWETFELT AN DER
BEHAUPTUNG , DASS

Oh ... Tolle

R NTiUER ) e e
€S TURMES NICHT steht schief!

... gleiche Grundfldche
und gleiche Haohe
schaffen zwangsweise
das gleiche
Volumen eines Kérpers!

Dass eine
geradlinig begrenzte
Grundfldche mit der

v
m\f 7o
durch =t irrationalen \”‘"

Fldchenwertzahl . “
iibereinstimmt, S’
ist ja nicht ~ | K
méglich? ~
— 1Y g ;|

DA




AUF DEM DACH DES TURMS SIND HOLZPLATTEN |
BEFESTIGT, AN DENEN SEILE (LOT) ANGEBRACHT
_ WURDEN.

Echt
krass hier \__
oben!

Vorsicht
da unten. \
Ich lote L

die —_——— -Y-56,705
Neigung. I

|
|
1
|
|

|
——~ 48552

2,56 Grad
Neigung ...

139



\

Angeblich
soll Galilei hier
Experimente zum
Fallgesetz
durchgefiihrt
haben.

NUN FRAGT MAN: HAT DENN DER SCHIEFE TURM i' DIVERSE EXPERIMENTE MIT KARTONS UND
IMMER NOCH DAS GLEICHE VOLUMEN? DENN DIE BAUMSCHEIBEN, DIE GESTAPELT WERDEN,
HOHE HAT SICH AUGENSCHEINLICH VERRINGERT. S SOLLTEN DAS SICHER KLAREN.

Der Turm schwankt, doch auch\

Der
Rauminhalt die Keksbiichsen behalten das
der Kartons gleiche Volumen.
ist gleich
geblieben ...

Biichsen ver-
sinken auch
nicht im
Boden!

/£ Der Turm ist
0 J doch gekippt
2B und nicht

. ! verschoben!

£ —

das mit Galilei
ist eine
Legende!




Na ja ..., das wusste
sogar schon der grofe
Archimedes.

= 2
AKreis =xns

r2=h2+s?

CAVALIERI EXPERIMENTIERT UND
BERECHNET FLACHEN UND VOLUMEN.

DA NACH RYTHAGORAS

FLACHE DES KREISRINGS:

duferer Kreis

Kreisring innerer Kreis !

SOMIT IST DIE FLACHE DES KREISES KS GLEICH DER ELACHE DES KREIS-
RINGS RECHTS. DAMIT SIND QUERSCHNIT UGEL UND DIE EINES
ZYLINDERS, AUS DEM EIN KEGEL MIT GLEICHER GRUNDFLACHE UND HOHE
HERAUSGESCHNITTEN WURDE, GLEICH GROSS. DARAUS ERGIBT SICH DAS

VOLUMEN DER HALBKUGEL ZU

VHalbkugel = VZylinder_ Kegel
4
GESAMTKUGEL ZU V(g =37 ’

v =:rcr2-r—§:rcr2-r=§nr3

UND DAS DER

THEMATISCHE EINORDNUNG

Nach dem Satz des italienischen
Mathematikers Bonaventura Cavalieri
(um 1598-1647), einem Schiiler von
Galilei, gilt das nach ihm benannte
Prinzip:

Korper mit inhaltsgleichem Quer-
schnitt in gleichen Hohen haben das
gleiche Volumen.

Das Prinzip des Cavalieri kann mit den
Mitteln der Elementargeometrie nicht

bewiesen werden. Erst die Einfiihrung
des Grenzwertbegriffes und infinitesi-
maler GroBRen macht den Beweis
moglich. Veranschaulicht werden kann
das Prinzip an einem Plattenstapel,
dessen Volumen sich nicht dndert,
wenn durch einen Stof3 eine Forman-
derung erfolgt, durch den die Platten
gegeneinander verschoben werden.

Wichtig ist der Sachverhalt, dass nach
diesem Satz der Flacheninhalt von
schiefen Pyramiden und Kegeln

berechnet werden kann, indem die
Berechnung auf die von geraden
Kdrpern (Kegeln und Pyramiden)
zuriickgefiihrt wird, deren Hohe und
Querschnittsflache bekannt ist.

Mit dem Prinzip von Cavalieri ldsst
sich sogar das Volumen einer Halb-
kugel auf das Volumen eines Zylinders
und eines Kegels zuriickfiihren,

siehe Abbildung oben.
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* Grenzwertbegriff

UNENDLICHKEIT IN RAUM UND ZEIT

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...* 1655 ein Symbol eingefiihrt, das beschreibt, dass die
A < aibt kel s liche Zahl Glieder einer Folge tiber alle Grenzen anwachsen.
ussage: Es gibt keine groBte natiirliche Zahl.
B s W X tirliche. beliebi Re Zahlist Esist das Zeichen oo, welches fiir einen Sachverhalt steht,
daer‘:v:lsi‘bt :sngigee;naeti?rélligf:e:;a?l ne-:el I(?ig?ls?\laihf:j ’er wie er hier fiir natiirliche Zahlen geschildert wurde, das
di g irlichen Zahl bezeich ; :j A 8 selbst aber keine Zahl darstellen kann, also auch in keiner
Nles.gr nda_tur |Eﬁen a N l.erz]euzz Eftg\"r ) Tge;/ommen;] Zahlenmenge enthalten ist. Weil das Zeichen oo keine Zahl
.ware .!el.grho ter:]latu(rjlc eh a fS ann.\éjvare + :ﬂauc darstellt, gehort es niemals und auch nicht als Randpunkt
eine natirliche Zahl und noch gréBer. Widerspruch! 2u einem Intervall der Zahlengeraden.
?1?55 \é(lnld;z;r; ;giﬁ;{;i?;;xs::rga;ii (l-i;uts?ep;evl::sano Der Zahlenstrahl fiir die positiven nattirlichen Zahlen ist
nat?jrlich9e Zahlen sind (siehe Seite ;5) g ’ rechts unbegrenzt, die Zahlen kénnen jede vorgegebene
’ oder vermutete Zahl tiberschreiten. Links von einer sol-
Die natiirlichen Zahlen kdnnen auf dem Zahlenstrahl dar- chen vermeintlichen Grenze liegen immer nur endlich
gestellt werden. Mit der Null als linkem Begrenzungspunkt viele natiirliche Zahlen, rechts davon aber unendlich
hat ein Strahl auf der rechten Seite keine Begrenzung. viele.
Es wird geschrieben: Werden positive und negative Zahlen geometrisch veran-
lim n = oo. schaulicht, dann wird der Zahlenstrahl durch die Zahlen-
e gerade ersetzt. Die Zahlengerade ist weder nach rechts
Ein Zahlenstrahl (Halbgerade) hat auf der einen Seite kei- Zioncehknl:icnhsi?kz:zeeg;;l:]zlt Es gibt weder eine grofte, noch
nen Endpunkt, weil es keine groBte (letzte) Zahl gibt. § )
Der englische Mathematiker John Wallis (geboren 1616 in limn =eco
Ashford/Kent — gestorben 1703 in Oxford) hat im Jahr .
Alm (-n) = -o0
EIN MENSCH, DER DAS
ALTER ERREICHT HAT,
IN DEM MAN GLAUBT, \
SICH PHILOSOPHISCH - )
BETATIGEN ODER UBER pes;z;?s';!':cf d:::‘ . )
imistisch oder ga
DEN SINN DES LEBENS resighierend, doch ...
NACHDENKEN ZU . . .
. . ich weiB, dass ich
MUSSEN, HAT GANZ nichts wei.
HEFTIGE GALLEN-
SCHMERZEN.
DIESE BETRACHTUN-
GEN BEHINDERTEN A X
WOHL DAS AUGENMERK 4 PSS Tt
AUF ETIGENE ESSGE- ( = ) =
WOHNHEITEN. b '\.‘\_:: { =
\ \ = . /) >
'\\ /]
N // /
= - S P
/) 2 Y
/ D / O ot
*\\ : WIS :
, ] :
_ i 5
s “ = SIS
[ \\Q
N
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WeiB ich nun nicht, ob ich weiB},
dass ich die Gallenschmerzen

DOCH DA BRINGT EINE ERNEUTE HEFTIGE KO-
LIK DEN PHILOSOPHEN IN DIE WELT ZURUCK.

Oh je!
Die Schmerzen sind da
und gehen nicht weg.
Ich muss zum Arzt.

Ich denke ...
also binich ...

..nun Thr
Patient ?

STEIN.

—_—
DER DRUCKE
PRASENTIERT DEN

Nun ja. Nach der
Untersuchung mit Ultraschall
ist Ihr Gallenstein real.

Ich rate Thnen zur OP!

B:68/3/1/367 -3 <eZIA

Aber Ihr Bild ist
zweidimensional !
Meine Schmerzen im Leib
strahlen unbestreitbar in
drei Dimensionen.

Keine philosophischen
Diskussionen bitte.
Hier schauen Sie, Thre
Gallensteine in 3D.

Viii 1!
° Die Kolik erreicht
neue Dimensionen.

i

Es wird Zeit,

mein Lieber, die dritte
Dimension, Thre Haut, zu
durchstofen, um an den
Gallenstein heran-
zukommen.
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DER ARZT ERKLART AM ZWEIDI-
MENSIONALEN BILD DIE MODERNE

SCHLUSSELLOCHCHIRURGTIE. l
- 3 Da kommt das
(

dreidimensionale Besteck
aus der dritten Dimension
in die drei Dimensionen des

Bauchraumes.

... hicht philosophisch.
Jetzt wird es
chirurgisch!

... hier kommt
die vierte
Dimension ins

Spiel.
DieSZei*.Sﬁf"e“ NATURLICH IST DAS SO, MEINT DER CHIRURG,
M/ ALs OB DIE ZEIT UND NACH ALBERT EINSTEIN

DAMIT AUCH DIE VIERTE DIMENSION PRAK-
TISCH IGNORIERT WIRD. ..NAJA ...

Doch halt!
Dle vierte Dimension kann Na endlich.
man nicht ighorieren, Zeit fir die
die kann den Menschen gerade
bei einer OP empflndhch

Narkose ...

berihhhhrrr.

)
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Habe ich mich, von
einer nur endlichen Zeit
meines Lebens, einem endlichen
Zeitabschnitt fiir die Narkose

hingegeben

... ich denke niemals an die Zukunft, denn nach
Albert Einstein kommt sie ...

THEMATISCHE EINORDNUNG

Unendlichkeit — eine eindeutig philo-
sophische Fragestellung?

1. Wir erleben Raum und Zeit in der
Praxis als endlich und setzen
voraus, dass man Raum bzw. Zeit
grundsatzlich in beliebig kleine
Raum- bzw. Zeiteinheiten zerlegen
kann, dass also Raum und Zeit kon-
tinuierliche Grof3en sind.

Die Annahme der Kontinuitdt von Raum
und Zeit ist nicht selbstverstédndlich!
David Hilbert (1862—-1943) wies in den
»Grundlagen der Mathematik“ bereits

1934 darauf hin, dass es in der Physik
keine Indizien dafiir gibt und somit
auch keine Rechtfertigung, die Zeit
und den Raum in beliebig kleine Gro-
Ben zu zerlegen.

2. Bereits Aristoteles (384-322 v. Ch.)
postulierte das ,,Unendliche“ als
eine zwar wirkungsvolle, aber den-
noch menschliche Vorstellung
(,potenzielle“ Denkmoglichkeit 1),
die mit der praktischen Realitdt
(,,aktuellen® Wirklichkeit) nicht zu
vereinbaren ist.

Alle diese Betrachtungsweisen haben
philosophische oder (genauer) er-

kenntnistheoretische Bedeutung, die
jedoch die praktische Mathematik
nicht tangieren.

Die Mathematik legt durch eindeutige,
widerspruchsfreie und moglichst voll-
standige, voneinander unabhéngige
Axiome und Definitionen ein eigen-
standiges Abbild der Wirklichkeit

(ein mathematisches Modell) fest,
welches die Erfahrungen der Men-
schen ganz oder zumindest teilweise
widerspiegelt — Letzteres ist aber kein
Problem der Mathematik, sondern ein
philosophisches Problem, welches
wohl nie unumstritten bleiben wird!
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GRENZWERTE - 18/2

* Grenzwert der unendlichen geometrischen Reihe

KOMMT DER BALL ZUR RUHE?

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Ein Tennisball fallt aus einer Hohe von einem Meter auf
den Betonboden und steigt 9o Zentimeter {iber den
Boden, nach dem zweiten Fall 81 Zentimeter, nach dem

dritten 729 Millimeter, immer 90 Prozent der letzten HGhe.

Welchen Weg iiber dem Boden legt der Ball insgesamt
zuriick, bis er endlich zur Ruhe kommt?

Und wiirden wir mit dem bereits vor 2500 Jahren gelebten
Zeno von Elea denken, der ,,alles in Frage stellte und
grundsatzlich jedem widersprach®, so bewegt sich der
Tennisball heute noch (zumindest dann, wenn er nicht
zuvor zur Ruhe gekommen ist). Zeno widmete sich der
Frage, ob Raum und Zeit in diskrete, kleinste Einheiten
zerteilbar ist. Es war lange Zeit unklar, ob die Addition von
unendlich vielen Summanden stets ein unendliches
Ergebnis liefert oder auch einen endlichen Wert geben
kann und wie man damit iiberhaupt rechnen kann.

In der Grundschulmathematik ist die Addition immer nur
auf endlich viele Summanden bezogen und fiir den Fall
unendlich vieler Summanden gar nicht definiert — zumin-
dest nicht fiir Sterbliche. Tun wir es den Géttern gleich
und machen es wie die Mathematiker, die hier eine
unendliche Reihe sehen, deren Grenzwert

bestimmt werden soll.

.. SO BEWEGT SICH DER

TENNISBALL HEUTE NOCH!
(zumindest dann, wenn er nicht
zuvor zur Ruhe gekommen ist).

Licht geht
nicht, Rad

.. ABEREINRAD IST
DOCH KEIN
TENNISBALL ?

1 | 10% Energieverlust bei jedem Aufschlag des Balles.
0,90 f x,=09 I 2x,=1,80=2-0,9
0,90-0,90 f x,=0,90% | 2x,=2-0,9
0902:0,9 f x,=0,90° | 2x,=2-09° usw.

XO
X
X
X

1
2
3

Im n-ten Aufstieg schafft der Tennisball noch x, = 0,9"
Meter. Bis dahin hat er die Wegstrecke (endliche geome-
trische Reihe) s_(in Metern gemessen) zuriickgelegt:

s, =1+2-(0,9+0,92+...40,9")

_142.00 20
=207 109

1-0,97
5,=1+2:09 —

s, =1+18(1-0,9")
s, =19-18-0,9"

Fiir n=10sindes 5,=19-18-0,9°~12,72

Fiir n gegen unendlich (n—oo) wird 0,9" beliebig klein
(lim 0,9"=0) und es ergibt sich:
= o
_ 2009 18
== 1209 T o1

19

und eindeutiges Ergebnis fiir die Ldnge des Gesamt-
weges! Also kommt der Ball doch zur Ruhe!
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Ich brauche 100,-€,
um mir ein neues
Bike zu kaufen.

Ich gebe dir das
Geld und du zahlst o

mir jeden Monat
5 % return.

DANKE EH !
5% entsprechen
doch5,-€
oder ?

Damm
die Schuld in

20 Monaten

Du miisstest
nicht5,-€
zuriickzahlen,
sondern nur

5% !

-

dich
trasten |
_1

Ich kann

.. also im ndchsten

Monat nur hoch 4,75 € und nach einem

Jahr wdren es dann nur noch

X,,= X, - 0,95 121 = 2,844
2,85 €.

Geil ..

:: ... wenn die Belastung
geringer wird !

Und wie stellt sich das nach zwei Jahren dar - also nach 24 Monten ?

€
Xx,,=5-095% %1537 154 Monate

Und wie hoch sind die Schulden dann noch? Die Summe der Riickzah-

lungsbetrdge belaufen sich auf: 1-0,95%
$,,=5 '1-095 - 70,80€

Somit haben die Schulden einen Betrag von 100€ - s,, = 29,20€
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Gezahlt, bis zu diesem

Okay! E"m Zei'rpunkf-

nach finf
Jahren 9

Das ergibt
eine Restschuld von:
reo=100,-€-5,,
= 4,607
aufgerundet:
461€.

.. aber an
Eides statt!

deiner Kugel, deinem
Zeno ... und soo .

(G iEIE' N ? 59
<k’ w 5{3’ o5 N

\\

t N '\\\ & ‘p\v ~-
— 900B 53 —i?fr L;@
o . _HO@: : By /)/y;\_’ :_s%

NACH

ZEHN Die Kugel
JAHREN hipft immer noch,
UND Das meint

Raaad !
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Nach acht Jahren wdren das:  x,; =5 - 0,95%° 2 0,04€

1-0,95%

insgesamt : s, = 5 "1-095

Ein Cent ist die unterste Grenze der Riickzahlung in der Geschdftswelt.

Wann wdre man schuldenfrei?

% 99,27

0,01
-9
In0,95

0,01=5-0,95" In
n

~121,2

das sind
10 Jahre
und 2 Monate !

Rochel

Ach toll ...
Freunde helfen
in der Not |

i

THEMATISCHE EINORDNUNG

Wann endet die Auf- und Abwartsbewe-
gung einer Kugel, die zu Boden fallt?

Hier scheidet sich die logische von der
praktischen Denkweise. Hier offenbart sich
auch der Ursprung der Mathematik — nicht
in der Sklavenarbeit von stupiden Rechen-
knechten, die formal irgendwelche sinnlo-
sen Aufgaben mit und ohne Taschenrech-
ner bewaffnet l6sen wollen und es manch-
mal sogar vermogen. Es geht um den inne-
ren Sinn der Dinge und das, ,,was die Welt
im Innersten zusammenhalt“, wie es
Goethe in seinem Faust ausdriickt.

Der Gesamtweg des Tennisballes, der aus
einer Hohe von 1 m auf den Boden fallt
und bei jedem Aufprall 10% seiner Energie
verliert, kann zu 19 m berechnet werden,
vor allem aber ist er endlich, auch wenn es
nach der klassischen Denkweise durch die
unendlich vielen Bewegungen paradox
klingt.

Dieses Ergebnis wird nur als Grenzwert
einer unendlichen geometrischen Reihe mit
g=0,9 (gl<1-Konvergenz der Reihe) und
nicht als Summe einer unendlichen Anzahl
von Summanden (einzelne Fall- und Steig-
bewegungen) erhalten!

Eine Zahlenfolge {x } hat den Grenzwert g
(Schreibweise nlim X,=g) genau dann,

wenn sich der Abstand zwischen den Glie-
dern der Zahlenfolge und g beliebig klein
machen lasst.

Mathematisch exakt: Fiir alle noch so
kleinen, aber positiven ¢>0 gibt es ein
N(g), sodass fir alle Gliednummernn= N
gilt: |x —gl<e

Beispiel: Grenzwert der Summe einer
geometrischen Reihe

lims =lim xll_—q = X—1er Igl<1
e e l-g g
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GRENZWERTE - 18/3

* paradoxien durch den Begriff der Unendlichkeit

WETTLAUF ZWISCHEN ACHILLES UND EINER SCHILDKROTE

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Achilles lduft mit einer Schildkrote um die Wette und gibt
ihr einen Vorsprung von einem Stadion. Er lduft mit der
zehnfachen Geschwindigkeit der Schildkrote hinterher
und versucht sie einzuholen. Doch immer, wenn Achilles
den Vorsprung der Schildkrote aufgeholt hat, hat sie
schon wieder einen zwar immer kleiner werdenden, aber
endlichen Vorsprung, und dies hort nie auf. Das wider-
spricht der praktischen Erfahrung.

Losung des Problems:

gungen in unendlich viele gedankliche Abschnitte aufge-
teilt werden, aber daraus folgt noch lange nicht, dass die
dafiir bendétigte Zeit unendlich ist. Die bendétigte Zeit (und
der benotigte Weg) ergibt sich als Grenzwert der Summe
einer unendlichen, aber konvergierenden geometrischen
Reihe.
Allgemein:
a: Vorsprung der Schildkrote
Achilles habe die n-fache Geschwindigkeit
(Beispiel: bei zehnfacher Geschwindigkeit n = 10)
Achilles legt dann folgende Wegstrecken zuriick:

a:d.9.

gt

Als Summenwert ergibt sich der Grenzwert der
unendlichen Reihe:

a a
S=0+—+—+ ..,
n n

der sich entsprechend der Formel von Seite 146 berechnet zu:

Der Einholvorgang kann zwar durch die genannten Uberle-

Ergebnis:

Es ergibt sich eine unendliche geometrische Reihe von
Wegstrecken, deren Summe gegen den Wert

1 10

S= — = _—

9

1-

I =1,111 ... Stadien konvergiert.
10
Nach 1,2 Stadien hat Achilles die Schildkrote mit Sicher-
heit tiberholt.
Auch diese Aufgabe ist ganz ,,klassisch“ durch ein
Gleichungssystem mit zwei Variablen zu l6sen.

t,=t,=1t (die Laufzeiten sind gleich).

S S

V= t_A Vo= t_s
v,: Geschwindigkeit des Achilles
s,: Wegstrecke des Achilles
v¢: Geschwindigkeit der Schildkrote
s: Wegstrecke der Schildkrote

v,=10-v,

(Achilles hat die zehnfache Geschwindigkeit)

s, =S¢+ 1(Stadion)
(Achilles lduft ein Stadion mehr).

s
1ovg=+-
s;=5,-1
10s, s, > A
t Tt
10(s,-1)=s, 9s5,=10 5A=%0

Das Ergebnis stimmt mit dem Grenzwert der unendlichen
Reihe der Teilstiicke von Wegstrecken, die Achilles zuriick-
legt, iberein!

A, JA ... NEIN, NEIN ...

DIE FAMOSEN MERKWURDI-
GEN WETTLAUFE DES ACHILLES.

DIE GOTTERLASTERUNG FUR
NYMPHE ENTSETZLICHE FOL-
GEN HATTE UND GOTTERVATER
ZEUS THR DIE SPRACHE

NAHM UND BEFAHL, DAS ‘

HAUS AUF DEM RUCKEN ZU

TRAGEN,UM SO VERWANDELT\ @©
DEN WETTLAUF MIT ACHILLE
ZU GEWINNEN. ABER ...
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START STEHEN
DIE SCHILDKROTE
UND ACHILLES.
SIE SOLLEN UM
DIE WETTE LAU-
FEN. ACHILLES
WEIGERT SICH,
DEN UNGLEICHEN
WETTKAMPF
ANZUTRETEN:

Na, das
Wetter ist
doch schon.

Das Wetter
ist nicht schon.
Aber
esist zum
Aushalten.

Ha ... Dialektik!
Wetten wir?

OHHH .
wie
galant!

So nicht!

Wir gewdhren der gnadigen
Frau eine Runde
Vorsprung.

ZENO VON
ELEA BIETET
NUN DEN

DEN MOGLI-
CHEN SIEG

DER SCHILD-
KROTE AN Il

ZUSCHAUERN
WETTEN AUF

Wenn er das tuft,
wette ich, dass er den
Wettlauf verliert!

DIE MASSEN JUBELN. DOCH DIE
SPEKULANTEN SIND SKEPTISCH

.J

Okay, los !
\-’_

Der Gewinn ist
steu

erfrei?
;

LA
N

. O

L

) :
8
i

" Lauft los | W

|

o,

J g

=

GJ 6
S?Qf‘%? ?‘“G
75

i

Ha, gewinn-
bringende
Wette!

'ﬁ‘

e o

Cre

Wer gewinnt
ist klar!

/Q

e

Das Laufen ist der
Halbgotter Lust!

Die Wette
gilt!

Ich
eile mit
Weile.




Ohhh ... Hilf mir
Mutter Thetis!

BEIM ERSTEN EINHOLVERSUCH HAT ACHILLES
EINE RUNDE, DIE SCHILDKROTE ABER EINE
ZEHNTEL RUNDE ZURUCKGELEGT.

Komm schon
Krote!

.....

DER ABSTAND HAT SICH NACH
EINEM WEITEREN EINHOLVERSUCH
UM EIN ZEHNTEL VERRINGERT.

Wie laufen
die denn?

Sie liegt
immer noch
vorn !11

Geld ist
verloren.

Die Halbgotter sind
auch nicht mehr das, was
sie friiher mal waren!

Hat der uns vielleicht
geleimt?

paar EURO
bringt's |

Das gibt es
in keiner
Reality Show !




ALLES IST RATLOS,
DENN:

Vertritt jemand
eine These, dann
vertrete ich immer die

Antithese!

... meine
Argumentation
ist hier und
heute, in der ) 22 N

Antike nicht zu P ARISTOTELES MEINT

widerlegen. SPATER, DASS ZENO

ZUM BEGRUNDER
DERDIALEKTIK
//

~1!2

)

GEWORDEN WAR.

\
)\..r-:') £

...UND IM
18. JAHR- Tch sehe

/ = da auch

HUNDERT! KX keine Losang,
>

D 1/l g‘“

... denn

4 wenn es keine :

q - L Katheten im recht-u
= f ‘\ winkligen Dreieck
: gibt, dann kann
DIE NACHF ! auch kein Anstieg
GENERATIO an einer Kurve
b in...etc.

ACH ... ALLES THEORIE!
WIR HABEN UNS LANGST VON EUCH ANALOGIE- Eine endliche Messzeit,
BEWELSERN GELGST UND DEN MYSTISCHEN Verehrter Leibniz, ergibt immer eine
Durchschnittsgeschwindigkeit wdhrend
SCHLEIER DER INFINITESIMALEN METHODE der Messzeit. ES muss dOCh eine

HERUNTERGERISSEN !!! Momentangeschwindigkeit geben ...,
Doch so bewegen wir uns beide vorwarts.

Eine L6sung
sehe ich, ich ...
da nicht!

-

THEMATISCHE EINORDNUNG Halbgott Achilles, eine langsame Zwar wird der Vorsprung der Schild-
Schildkr6te niemals einholen kann, kréte immer kleiner, doch ganz
wenn dieser ein gewisser (aber end- verschwinden kann er nicht, wie

Zeno aus Elea, im Jahr 490 v. Chr. geb.,
gilt als der Erfinder der Kunst des wis-

senschaftlichen Argumentierens.

Er bediente sich einer iberaus scharf-

sinnigen und mitunter verletzenden

licher!) Vorsprung eingerdumt wird. zumindest Zeno vor fast zweieinhalb-
Achilles lduft mit einer Schildkrote um  tausend Jahren behauptete.

die Wette und gibt ihr einen Vorsprung Zeno begriindet seine These damit,
von einem Stadion. Auch wenn Achilles  dass jeder endliche Vorsprung der
mit der zehnfachen Geschwindigkeit Schildkréte, mag er sich auch im

Kunst der Bewels.fuhrung. S(=:|ne der Schildkrote hinterherlduft, erreicht  Verhdltnis der unterschiedlichen
Gegn.er.nannten hn den ,:Frflnder der er sie nie, denn hat er den ersten Vor-  Laufgeschwindigkeiten immer mehr
sqphlstlschen.Zankkunst , denn er sprung aufgeholt, so hat die Schild- verkleinern, von dieser genutzt werde,
wn_dersprach einer thagptung S€NET Y rste inzwischen wieder einen Vor- um stets einen neuen Vorsprung zu
Mltm(?nschen grundsatzlich. Aristoteles sprung von o,1 Stadien erlaufen, ist erlangen.

allerd.mgs n.annte Zeno den Erfinder schlieBlich Achilles an dieser Stelle,so ~ Damit habe der Einholvorgang des
der Dialektik. ist die Schildkrote ein Hundertstel Achilles unendlich viele Abschnitte,
Zeno vertrat die Lehrmeinung, dass Stadion voraus — und dieses immer die in einem endlichen Zeitabschnitt
der schnellste Mann der Antike, der weiter fortgesetzt. nicht zu bewdltigen seien.
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GRENZWERTE - 18/4

* Grenzwert der e-Funktion mit negativem Exponenten

WANN IST DER KAFFEE KALT?

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Ein Beispiel fiir eine Modellbildung mit fraglichem prakti-
schem Nutzen:

Durch ausreichend viele Versuche kamen die Physiker
eines Institutes in vielen Jahren Kaffeepause zu der
Erkenntnis, dass sich die Temperatur des Kaffees in einer
Tasse unter der Voraussetzung einer konstanten Umge-
bungstemperatur von 20°C nach der Funktion

w(f) =20 +70 -2 o061t

Die Temperatur ist immer ,,etwas“ hoher als die Raum-
temperatur

w(180) = 20,035 (nach drei Stunden), doch

tlim (20 +70 - 2-0081t) = 20.

w(t) =20+ 70 - 2 -0061t;

Nach einer festen (endlichen) Zeit kann die Temperatur
des Kaffees nicht mehr von der Raumtemperatur unter-
schieden werden.

Die grafische Darstellung der Funktion

verdndert. ;’Ou’
w(t) gibt dabei die erreichte Temperatur in Grad Celsius 8o \
an, wenn t das Zeitintervall der Abkiihlung darstellt (in \
Minuten gemessen). 70 \
Die Tabelle fiir die angegebene Funktion lautet: 6o \
Zeit tin Minuten lol11 213110 |15]| .
w(f) Temperatur in Grad Celsius 190 187,1184,3181,71 65,9157,11 40 \
Fiirt = 60 Minuten (eine Stunde): w(60) = 25,5. 7 \\
Fiir t = 300 Minuten (fiinf Stunden): w(300) = 20,00021689. 20
10
° o] 50 100 150 200 250 300t
IN FORSCHERTEAM SITZT IN o
ERNSTER BERATUNG UNTER | Y-t
LEITUNG EINES RENOMMIER- P oo
TEN PROFESSORS UND FORSCHT Ich, ich [}
INTENSIV DANACH ... wiirde gern 0 0
] vorschlagen | § o i‘fn Ganz- b ( ' i
... was kénnte 71 e 0 of °'“Pe'";” ol | 4 >
man nOCh s0 scanner !!! 0
Hmm ... 5 1 0
naja ... erforschen? 0 i
s - &3 |
9 oes 0 \ L}
(O] A T, o
(2 ol (o ; ! !
7~y |G|/ Y, ks & \ : :
/) k) 2 N ¢
¢ ( RADt ,d = 2.. | VY ¢ L
: Y . N B ==~ |
Ha ... ey
typisch Assi. —
Das gibt es
bereits, Ooses
Kollege! <3
\
\)
AN,
A T
d
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Ach ... was ich alles
zu meiner Zeit fir die
Wissenschaft geleistet
habe, Kollegen.
Meine diversen

Biicher etc.
Il
Thre Vorschldge
bitte. j S

Hm

Junger Mann, Einstein
hat sich bereits 6:‘

~ Man sollte bemiiht und nur die
sich um die Relativitdtstheorie )
Entdeckung der entdeckt! /]
Weltformel /
bemiihen.

GERADE HALT DER STELLVERTRETER
EINEN MONOLOG UBER DIE EIGENE,

GANZ VERBORGENE GENIALITAT. Veretiter Erstmal
Kollege, so Kaffeepause,
geht's nicht.

7))




ZU SPAT Il DER STELLVER-
DER TRETER KANN
PROFESSOR EIN SCHADEN-
NIMMT FROHES GRIN-
EINEN SEN KAUM
GROSSEN
VERBERGEN.
SCHLUCK AUS -
DER TASSE LASST ER SICH
UND ... Au weiaaa . DOCH VON DER
VERBRENNT \ das tut PRAKTIKANTIN
T URLICH weh 11! -4 ZWET STUCK-
CHEN EISWUR-
FURCHTERLICH . —
. Vs m AN )) KAFFEE TUN.
),
’ .
/" Das ist b ... mit
doch ein einem Zug!
ganz gemeiner 2 Chef |
Trick,
Kollege.

Nun ja, Temperaturen kannen
zumeist einen absoluten Wert

haben. Den liest man am
Thermometer ab.

Alter ldsst auch das
Gefiihl fiir die Tempe-
ratur des Kaffees

DOCH! SO MEINT EIN ASSIS-
TENT, DEM CHEF BEI DEN
ATTACKEN SEIN STELLVERTRE-
TERS ZU HILFE EILEND.

... der sdgt am

Und zweitens: Stuhlbein des Chefs!
haben sie auch einen relativen

Wert, wie es eben in der Arktis
bei null Grad Celsius warm und
in der Wiiste bei null Grad

Frischer Kaffee
ist doch eine Frage des
Geschmacks, denn der
hangt davon ab,
wie viel ...

kalt ist.
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... wie viel
Kaffeepulver
die Praktikantin
fiir wie viel Wasser
verwendet, ist
doch temperatur-
unabhdngig!

Wenn
dann der

wird, dann

jaauch

Kaffee zu diihnn

kénnten sie

Tee kochen.

NUN FUHLT SICH ABER DIE
HUBSCHE PRAKTIKANTIN ANGE-
GRIFFEN, DIE WUTEND MEINT:

Briht
doch selbst 1
EH ...

Also, unser
Forschungsgegenstand
lautet, die Formel fiir die
Abkiihlung des Kaffees muss
entschliisselt werden!

|

Ohnee ...
das dauert
Monate!

MAN KOCHT IM INSTITUT NUN |
STANDIG KAFFEE, MISST DIE
TEMPERATUR, TRINKT DEN
KAFFEE FAST KALT. ALLES FUR
DIE WISSENSCHAFT!

UNSER STOLZES ERGEBNIS:

w(t)= 20+ 70 - 2-0061t
ANFANGSTEMPERATUR:
y(0)=20+70=90
RAUMTEMPERATUR:
lim(20 + 70 - 2:0061%) = 20

THEMATISCHE EINORDNUNG

Ein mathematisches Modell muss die
Realitdt widerspiegeln.

Von besonderer Bedeutung fiir die Mo-
delle in der Naturwissenschaft ist die
Exponentialfunktion mit der Basis e.
Die irrationale Zahl e ist eine Konstante,
die als Dezimalzahl nur so genau wie
notwendig, aber nie ganz genau ange-
geben weden kann. Die irrationale

Zahl kann unter anderem als Grenz-
wert einer unendlichen Folge definiert
werden:

e= lim (l +l)n

n—oo n

Fiirn =100 ist
1 100
(1 +—) =1,011% % 2,7048138 ...;
100

fiirn =1 000 000 ist

1000000

( 1
1+
1000000

=1,0000011000000 =~ 2,718280469...

Beispiel fiir eine Exponentialfunktion
ist die Funktion

y = ft) = ae,
wobei y die Menge in Abhdngigkeit
von der Zeit angibt und a der Bestand
zum Zeitpunkt t = 0 bedeutet.
k ist der Wachstumsfaktor.

Bei k > 0 liegt ein Wachstum vor und
bei k < 0 ein Zerfall oder Abklingen.
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STETIGKEIT IN RAUM UND ZEIT

- .
% UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...* | Beispiele:
X . .

' | Nur stetige Funktionen lassen sich fiir alle x-Werte des 1. y="g mit x#0 (grline Kurve) -Jede Zahl durch

W | Definitionsbereiches durch einen Kurvenzug darstellen, der sich selbst dividiert ergibt mit Ausnahme einer
= | ohne abzusetzen (,,in einem Zug*) gezeichnet werden kann. Ausnahme eins, d"’j D'V'S'c_m dgrch nul! ist verbot.en.
E Beispiele: Durch die Liicke bei x = 0 ist die Funktion unstetig.
= | 1. Ganzrationale Funktionen sind fiir alle reellen Zahlen 2.y =17 mit x # 0 (blaue Kurve) — die Funktion hat bei

; stetig. X =0 eine Polstelle und ist deswegen unstetig.
T . . s e

x| 2 Gebrochenratlongle an'ktlo'nen sind fir dl('E reel'len 3. y=|§| mit x # 0 (rote Kurve) — die Funktion ist unstetig,
() Zahlen (x) unstetig, die in die Nennerfunktlon‘elnge- da sie bei x = 0 eine Liicke und eine Sprungstelle

setzt, den Wert null ergeben, denn dort sind die Funk- hat.

tionen gar nicht definiert und konnen somit auch nicht
fiir alle reellen Zahlen stetig sein.

3. Wurzelfunktionen sind fiir die reellen Zahlen stetig, fiir
die sie definiert sind und fiir die der Radikand stetig ist. |

4. Exponentialfunktionen sind fiir alle reellen Zahlen 0 \
stetig, wenn Division durch null im Argument ausge- \
schlossen bleibt.

5. Sinus— und Kosinusfunktion sind fiir alle reellen Zahlen .
stetige Funktionen. Die Tangensfunktion hat Polstellen ——
fiir alle ungeradzahligen Vielfachen von

4. y=Ixl (griine Kurve) — die Funktion ist
stetig, auch wenn sie fiir x =0 einen Knick hat.

\/

-2.0

;—[(90"), wie z.B. Lz 3z \\
4.0 l
o]

222

und ist im Gesamtverlauf damit unstetig.

AGDPILOTEN DER US AIR FORCE STURMEN MIT
J IHREN STEALTH FIGHTERN IN DEN ENDLOS
ERSCHEINENDEN HOHEN VON DER ERDE WEG UND
LASSEN SICH FASZINIEREN VON DEN WEITEN
DES RAUMES UND SEINEN DREI DIMENSIONEN.

... Hohe 50 Meilen,
80 Kilometer iiber
den Erdboden.

Befehl vom
Commander. Zuriick
zur Basis ... ab hier
bestimmt die
NASA !l]

-~ Tt ",’..,

P ey e g -~
S > 2 I/;
'y

e AL A

UNANGEMESSEN HALTEN,
BEKOMMEN SIE DEN AUF-
TRAG, SOFORT AUF DEM

~| NASA-GELANDE ZU LANDEN. {..

*Stetigkeit von Funktionen
T




7
7y i

Warum nur ist
ab 50 Meilen ii.B.
NASA-Gebiet ?

die wollen
in den
Orbi

Leute, ab da ist nichts
Irdisches mehr.

MAN GEHT IN EINEN GANZ, GANZ |
GEHEIMENRAUM, DENNDA.. |

jee ..'ne vollig alte
Klamotte!

... steht
der XT-0-8/15, &=
ein Grofrechner
aus den 80er
Jahren.

TOE. Theory of Was brauchen wir
L 11 e S Everything. einen qlTen Compufer.
| Wir leben im
{ 21. Jahrhundert und 19
? — : da erobern wir
') = das All.
(=] v @
e ~
Pt *" Ichbesitze
= 5 die Formel, mit

der alles auf der Erde
beschrieben werden kann - also
auch, warum etwas lebt.
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Ja, ja ... Sie meinen
die Kraft der Jugend,

...also auch
der Begriff, die keine Grenzen
wann etwas, wo kennt.
- lebt, und wo es - o )
a beginnt oder endet? = 4 =Q = =
oF Na ja .. 9) (I A
e e ! il = T
T e — { . ;
= -

- = nout

X-T-NULLACHTFUNFZEHN, DER SUPERRECHNER AUS DEN ACHTZI-
GER JAHREN DES VORIGEN JAHRHUNDERTS, SUCHT INTENSIV IN
SEINEM SPEICHER NACH DIESER KRAFT ...

... da ist die I s .G\.r:aEictt‘c::\f?;::ger ,
starke Kernkraft! 2 SracainRRee” - -

( © &
t[[ sl }
T
i, o=
. / RINA Y
Aber wir
erobern ‘
den Mars ; = g : 1
oA —_—
nach unserem f e
Belieben. )\" :5-"
Was soll die 2 ‘f ~
Frage, wo e
Leben ist? T
i/ e
. 1? _...-/?, ﬂ
= —_— V_’
e
— SR
N\ z
)
...und die 2
gewaltige o
dunkle Energie, 2
Leute! 1] °,§

DER GROSSE BRUDER HILFT NUN MIT.
MIT RUND 2 PETAFLOPS ...

ETWA 2 BILLTARDEN RECHENOPERA-
TIONEN PRO SEKUNDE.

... sSchwarze
Magie.
Hi, hiii ...

Dunkle Energie,
dunkle Masse ...
11

Dunkle
Energie ist

Antigravitation.
Das Weltall dehnt
sich aus.
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UND DUNKLE ENERGIE IST 50 . , Hee . ) |\
UNSICHTBAR, DASS KEIN TELESKOP ' A. Einstein und rass:

M. Planck drei- ide in vi
SIE JEMALS AUFFINDEN KANN, @ Gimensiondl] . oe in vier

NA JA, ABER DURCH DIE
DUNKLE BRILLE GESEHEN.

DOCH MITHILFE EINER NEUEN f ... UND
THEORIE WIRD DIE
DUNKLE ENERGIE
SICHTBAR,

DIE DREI
DIMENSIONEN DES
IRDISCHEN LEBENS
\ ALS VIERDIMEN-

L - ’ SIONALE WESEN

 —— )] ' ] ZU VERLASSEN,
Py A DIE EINE

UNBEGRENZTE

DIE MENSCHEN BEFAHIGT, DIE - ZEITSCHIENE

GRAVITATION MISSACHTEND, - Y HABEN.
IN DIE VIERTE DIMENSION \
AUF- ODER ABZUSTEIGEN, @ - - UNSTERBLICHKELT -

THEMATISCHE EINORDNUNG grierbarkeit und eine notwendige fiir ~ Definitionsbereiches stetig ist. Also
die Differenzierbarkeit. Eine Funktion ~ noch einmal anschaulich:

Der Nachweis der Stetigkeit einer istin einem Punkt x; ihres Definitions- Stetige Funktionen diirfen keine
Funktion hat besondere Bedeutungin  bereiches stetig, wenn sie Liicken oder Spriinge haben. Fiir die
der Infinitesimalrechnung — damit wird (1) inx, definiert ist, Stetigkeit ist ein Knick im Graphen der
beispielsweise gesichert, dass die ein- (2) einen Grenzwert in x, hat und Funktion kein Hinderungsgrund —

zelnen Funktionselemente (aus der
Wertetabelle) sich durch eine ge-
schlossene Linie (liickenlos) verbinden
lassen. y) i“_@}of ®)

Die Stetigkeit einer Funktion ist eine Eine Funktion wird als stetig bezeich-
hinreichende Voraussetzung fiir Inte-  net, wenn sie in allen Punkten ihres

(3) dieser Grenzwert mit dem Funk- allerdings ist die Funktion an dieser
tionswert y(x,) ibereinstimmt Stelle nicht differenzierbar.
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*Einfuhrung der Differenzialrechnung tiber das Tangentenproblem

LEIBNIZ' ZUGANG: WENN DREIECKSSEITEN VERSCHWINDEN

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...* Ay Sekante
Der Differenzenquotient ist der Wert fiir den Anstieg der
Sekante durch die Kurvenpunkte P, (x,;f(x,)) und

P Gcif) e

Y, Tangente

Ay 0y

tan(a) “AX i AX =iX,-X,
Der Differenzenquotient kann berechnet werden, wenn die >
Koordinaten von zwei Kurvenpunkten bekannt sind. Diese X, X X
Punkte miissen verschieden voneinander sein (Ax— 0), da | Erlduterung: Zur Berechnung von f(x + Ax) wird in die
Division durch null verboten war, ist und bleibt! Funktionsgleichung x + Ax eingesetzt:

Ay _ flx,)—fx) Ax=x —x FOx+ AX) = 3(x+ AX)2 = 2(x + Ax) +2

Ax Ax : Der Wert f(x) ist gegeben: f(x)=3x2—2x+2
oder Ay _ flx,+A%) —flx) Damit gilt:

Ax Ax fox+ AX) = F() = 3+ AX)2 = 2(x + AX) +2 — (3x? = 2X + 2)
Der Grenzwert des Differenzenquotienten fiir Ax — 0 ist, = Ax(6x+3Ax-2)

falls er existiert, die Steigung der Tangente im Punkt P,
(siehe Abb. rechts oben), die als Ableitung der Funktion an
der Stelle x, bezeichnet wird.

Differenz der x-Werte: Ax
Demzufolge heift der Differenzenquotient:

Ay Ax(6x+3Ax-2)
Wie lautet der Differenzenquotient der Funktion A A 6x—2+3Ax

fl) =3x2-2x+2 anderStelle x, =x? furalle Ax#0

Ausblick:AlXim(g6x— 2 +3AX) = 6x -2 gibt die Tangenten-

AN EINEM WARMEN WOCHENENDE RADELT |
DIE SENATORIN DER FREIEN HANSESTADT
BREMEN IN BEGLEITUNG IHRES FREUNDES
GOTTFRIED W. LETBNIZ UBER DIE SCHONEN

steigung an, in Abhangigkeit von x.

Ich wackele

nicht, meine Liebe ...
Die Strafe ist so
hiigelig.

~.ach Sie -
Mal ein wenig
hoch, mal wieder
flacher.

i

ALLEEN THRER NORDDEUTSCHEN HEIMAT.

Gleich
kommt ein
Anstieg!
Hi, hi...

wackeln Sie
dochlrlﬁlch’r so J

162 G. Hofner, S. Siibier, Das verriickte Mathe-Co.
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2012
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Is' ja toll...
Jetzt wird's
bergig Il

Na hoch
da!

Echt krass,
ein Anstieg im
Flachland !

Pauusee !

Gefille,
Steigung,
Anstieg.

Dann kann ich dem
bayerischen Minister
mitteilen, dass es
auch bei uns

griibeln Sie ?
Bestimmen Sie
endlich die

INZWISCHEN HABEN DIE BIKER DER —‘
.HELLS DEVILS" DIE BEIDEN ERREICHT
UND STOPPEN SOFORT.

... ne geile
Fahrt, Alter!

Lieber
Freund,
Sie haben den
-AUFTRAG-
den Anstieg zu
untersuchen.
Ich warte
gleich auf's

...und dann
kommen Sie
bitte her!_

Kénnen wir
euch helfen?

Na
hallo !

Ein Experiment.
Wir werden ein Stiick
der Strafe abtragen,
um ein waagerechtes
Stiick zu erhalten ..

Wir helfen dir.
KLAROOO!

Raus mit
dem Werkzeug,
Leute! Zackig !

Schippen, Spaten,

Brechstangen

haben wir !
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e S
SO BEGINNEN DIE , TEUFEL"

WIE _HOLLE* EIN STUCK
} DER STRASSE ABZUTRAGEN.
WAS FUR EIN WUNDER !

[ .. weg
damit !

Ob das hier
so richtig ist
?2??

Hee, Alter,
wohin mit dem
Dreck ?_

2

r

(° L
' ~ i1
d‘ﬁ I‘/ = )’3 1_\\
Z . ..‘_—
.‘" - v
G 4 <
T o
dileis = =57 =
pe N ) ‘\--‘./{t <
- Sy - Ko, }\
N e =2, WS~

Wir stoppen
den Versuch

...nehmen
besser
MaBband und
Zollstock!

DIE WAAGERECHTE (ANKATHETE IM RECHT-
WINKLIGEN DREIECK) IST UNGEFAHR
GLEICH DER HYPOTENUSE. (DAS IST BIS
6 GRAD WINKEL MOGLICH) ... UND SO KANN
MAN DEN TANGENS DURCH DEN SINUS
ERSETZEN ODER GLEICH DEN WINKEL IM
BOGENMASS AUSDRUCKEN UND IN PROZENT
ANGEBEN ... KLAR?

Anstieg
von 90
Grad!

Da entsteht
eine kiinstlich
geschaffene
Wand.

Hier sind's 50 Meter\

LEIBNIZ KOMMEN NUN ABER DOCH
BEDENKEN, ZERSTORUNG, NEUE HUGEL,
BEHINDERUNGEN etc., etc.

abziiglich . Rolli*
30 Meter.

Hier is’ Anfang.
Und 18 cm

HIER KOMMEN DOCH BESSER

DER THEODOLIT UND
DIE NIVELLIERGERATE
ZUM EINSATZ |

- BESTIMMT EIN VERMESSUNGSINGENIEUR,
GRINSEND, DER ZUFALLIG AN DER MERK-
WURDIGEN BAUSTELLE VORBEIRADELT. g

Lasergerdte
Made in Germany

sind Stand der
Technik !

... macht im
Durchschnitt
7,6% Anstieg !

... macht mal ohne mich die ,,Messe" ...



v Auftrag ist
storniert |

Seid ihr irre |
Thr Wattwiirmer,
Schlickkrabben,
Fischkopfe ...

LASST LEIBNIZ
AN MEHREREN
STELLEN DER STRASSE
SCHILDER ANBRINGEN,
AUF DENEN DER
LOKALE ANSTTEG

NUNMEHR

STEHT!

... lasst
uns hier
bloB
abhauen !

Mann - alle
Schilder wieder
einsammeln |

Watt sind
schon 12 %
... Schnaps
hat mehr!

Hmm ...
tan(e) # sin(g) &
arc(e)=0,12

A:(cp) =0,12=¢~6,88°

2m = 360°
m=180°
012=x°

Das wird mir
alles zu viel: Sinus,
Tangens, Arcus ...
MEINT DIE SENATORIN.,

Ja, ja..
sagt Leibniz
ergeben.

Das waren
fast 90 Grad,

aber abwdrts
]

aall

THEMATISCHE EINORDNUNG

Mit welcher Anstrengung der letzte
Universalgelehrte Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) das Problem
|6ste, an einer bestimmten Stelle einer
beliebig gekriimmten Funktion den
Anstieg der Tangente zu finden und
damit einen (sicheren) Zugang zur
Infinitesimalrechnung zu erschliefien,
wird von Christa Johannes in einem

Lebensroman beschrieben, der 1966
zum 250. Todestag erschienen ist.

Es war ein Zugang zur Arbeit mit
Grenzwerten, ohne zunéchst zu wis-
sen, was Grenzwerte sind — es war
ein Ubergang von der endlichen
(finiten) Mathematik zur Infinitesimal-
rechnung, die Grof3en einbezieht, die
unter jede Grenze fallen oder tiber
jede Grenze wachsen. Der Anstieg als
das Verhaltnis von Gegenkathete zu

Ankathete im rechtwinkligen Dreieck
wird immer als Tangenswert berech-
net. Doch was, wenn die Ankathete
immer kleiner und im Grenzfall null
wird?

Dann beginnt eine neue Mathematik —
die Infinitesimalrechnung (Differenzi-
alrechnung und Integralrechnung mit
dem Grenzwertbegriff als theoreti-
scher Grundlage).
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NEWTONS ZUGANG: WENN WEGSTRECKEN IMMER KLEINER WERDEN

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...* | Momentangeschwindigkeit (Geschwindigkeit in einem
bestimmten Moment). Der Grenzwert des Differenzenquo-

tienten fiir immer kleiner werdende Zeitabschnitte (d.h. auch

Die Geschwindigkeit ist der Quotient aus einer Wegdifferenz

und einer Zeitdifferenz (eine endliche Lange). Die Beschleu- Kleiner werdende Wegstrecken) ist die Momentangeschwin-
nigung ist der Quotient aus einem Geschwindigkeitsunter- digkeit (erste Ableitung der Weg-Zeit-Gleichung nach der
schied (Differenz) und einer Zeitdifferenz (eine endliche Zeit- Zeit).

spanne).
P : Die Momentanbeschleunigung ergibt sich als Ableitung der
Geschwindigkeit-Zeit-Gleichung nach der Zeit oder als zwei-
te Ableitung der Weg-Zeit-Gleichung nach der Zeit.

In beiden Féllen geben die zugehdrigen Differenzenquotien-
ten einen Durchschnittswert fiir die Geschwindigkeit bzw.
Beschleunigung in diesem (endlichen) Zeitabschnitt an. Je
kleiner die Zeitspanne wird, in der die Messung erfolgt, um | In einem Experiment sind drei Weg-Zeit-Gleichungen
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so naher liegt die Durchschnittsgeschwindigkeit an der bestimmt worden.
Weg-Zeit-Gleichung Geschwindigkeit-Zeit-Gleichung Beschleunigung Bewegung
. _ds - dv_d’s leichformi
=0,2t- =5="2= =y="t="2= gleichformig
S 5 v=s=n 0,2 a=v dt_ di2 o
2 S
- 03— A5 _erl _._dv_d’s_ gleichmaRig
s=0,3t"-0,2t +5 V=S dt 0,6t-0,2 a=v PTaRTS) 0,6 beschleunigt
2
$=207-52+6 V=§=%= 6t* - 10t a=v=%=‘2—t52=12t—10 ungleichférmig
Die Geschwindigkeit wird mit der Sekunde, fiir praktische Angaben mit  chen, ist ein Meter pro Sekunde
Mapeinheit Lingeneinheit durch den abgeleiteten Einheiten Kilometer 3,6 Kilometer pro Stunde; einem
Zeiteinheit gemessen. Fiir die Grund-  pro Stunde. Kilometer pro Stunde entsprechen

einheiten bedeutet das Meter pro Da einem Kilometer 1000 Meter und etwa 0,28 Meter pro Sekunde.
] s einer Stunde 3600 Sekunden entspre-
3 \ ey
4 o) Auremner | -
STRASSE ..und ich
WIRD EINE

RECHNE
STRECKE VON
100 METERN
ABGESTECKT
UND ALLES ZUR
KONTROLLE VOR-
BEREITET.

Genau 10
Sekunden !

30km/h sind 30 000m/h
sind 8,3m/s.
Geschwindigkeit ist Weg
durch Zeit, 100m durch
10s,also 10m/s ...

Jipiiieee

und
TEMPO

... und das waren
hier ganz genau
36 km/h.

* Einfiihrung der Differenzialrechnung tiber die Momentangeschwindigkeit

v
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Das gibt 'ne
STRAFE gemdB
BuBgeldkatalog.

... vermute
It. der Tabelle

INZWISCHEN RAST EIN
AUTO DURCH DIE MESS-
STRECKE.

doch was!

haben Gliick.
Da steht die
Ladesdule.

Wo bleiben
die denn bloB,
Herr Kollege ?

|

Kollegen Polizei,
mir geht langsam
der Akku aus |
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...ist doch toll,
'ne Pause auf der
halben Strecke.

HEEE !

Der Prof wird

sicher was be-,
weisen.

NUN KOMMT PROFESSOR

SIR NEWTON MIT SEINEN “

STUDENTEN VORBET. o
e

Was soll nun aus der
Polizeiaktion
werden?

Ja, wenn die Zeit
gegen unendlich geht,

Ja wenn
das ldnger als

asd ; dann geht die
die Dienstzeit Geschwindigkeit
dauert, dann gegen null.

?

Mir flog
fast die
Dienstmiitze

Ich bezweifle,
ob diese Art der
Messung fiir eine
juristische Wertung

.wasserdicht” /

Die sind
aber mit einem
Affenzahn
durch meinen

Messpun»kf/

Wieso nicht ?
Schliefllich weil man aus
der Schule, dass die
Geschwindigkeit der Quotient
aus dem zuriickgelegten
Weg und der
dafiir
benstigten
Zeit ist!
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Egal, wie klein
die Strecke ist, was
zur Folge hat, dass auch
die Zeit immer kleiner
wird, die fir das Durch-
fahren der Strecke
benotigt wird !

DOCH UNTER DEM STRICH KOMMT IMMER NUR EINE
DURCHSCHNITTSGESCHWINDIGKEIT HERAUS.

nur die Strecke
lang genug ist !

Zwischen-
durch ein Rad
wechseln,
oder ...

Durchschnitts-

geschwindigkeiten
kann man beliebig

manipulieren, wenn

Bliimchen
pfliicken !

HMM ... VORSCHRIFT ist doch,
in keinem Moment darf die
Fahrgeschwindigkeit
iber der auf dem

Verkehrsschild
stehenden
liegen!

Auch unendlich viele Momente ! Kann es denn sein, dass fiir
eine durchaus endliche Strecke immer gleich viele (unendlich
viele) Momente gebildet werden konnen? Und wenn die Folge

erfunden !

Herr Professor,
eben haben Sie die
Differenzialrechnung

Aber, wie
viele Momente
hat denn eine

Messstrecke ?

|~
UNENDLICH
VIELE |

Denn auch bei
einer 10m langen
Strecke gibt es
unendlich viele
Momente.

Wir verkiirzen
die Messstrecke
auf die Hdlfte |

der Messstrecke
fir At—0
einen Grenzwert
hat, dann ergibt
sich allein eine
Momentan-
geschwindig-
keit

KONNT !

lim As
At=0 Af

Moment

DAS DAFUR, DASS IHR
DIE RADARMESSUNG
NICHT ABWARTEN

THEMATISCHE EINORDNUNG

Es gibt zwei unterschiedliche Wege, um
einen Einstieg in das ,,Tor zur hoheren
Mathematik“ (Infinitesimalrechnung) zu
finden.

Beide haben miteinander gemeinsam,
dass sie praktische Probleme der Geo-
metrie (Leibniz) oder der Mechanik
(Newton) zum Ausgangspunkt ihrer
Methode nehmen.

Beide praktischen Zugdnge fiihren auf
unterschiedlichem Weg zur gleichen
Theorie der Mathematik. Der Prioritdten-
streit, ob es der Englander Newton war
oder der Deutsche Leibniz, der die Infini-
tesimalrechnung erfunden hat, ist fiir
Mathematiker uninteressant und wohl
nur in der damaligen Zeit von ,,Fanclubs
hochgespielt worden. Der von Leibniz
kann bestenfalls als der elegantere
Zugang bezeichnet werden, denn seine

Schreibweisen sind bis in die heutige
Zeit erhalten geblieben, wahrend die von
Newton nur noch historische Bedeutung
haben. Beiden Zugdngen ist jedoch auch
noch gemeinsam, dass sie von den
Grundlagen her nicht fundiert waren, da
der Begriff des Grenzwerts erst viel spa-
ter von dem Franzosen Cauchy definiert
wurde.
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DIFFERENZIALRECHNUNG - 19/3

*Schema zur Losung angewandter Extremwertaufgaben

FREILANDHUHNER BRAUCHEN PLATZ

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*
Angewandte Extremwertaufgaben kdnnen nach dem folgenden Schema geldst werden:

ModellgréB3en wieder in die praktischen der Aufgabe
zuriickiibersetzt.

ALLGEMEIN BEISPIELAUFGABE (siehe Comic)
1. Aussage zum Extremum 1. Aussage zum Extremum
1.1.  Welche GroBe soll extremal werden? 1.1. Die Flache.
1.2.  Welcher Art soll das Extremum 1.2. Fldche soll ein Maximum sein.
sein?
2. Funktionsgleichung fiir die nach 1.2 2. Funktionsgleichung der Flache des Hiihnerhofs.
zu bestimmende Grof3e aufstellen.
2.1.  Von welchen Grofen hangt die zu 2.1. Die Flache hangt von der Ldange und der Breite ab.
optimierende Grofe ab? A= flx;y)
2.2. Esistdie Funktionsgleichung fiir die 2.2. A=x-y
zu optimierende Grofie aufzustellen.
Dabei ist eine Formelsammlung oft duferst niitzlich,
da man nicht alles im Kopf haben kann.
3. Hangt die zu optimierende Gréf3e von 3. Die Fldache hdngt von der Lange und der
mehreren Variablen ab? Breite, also von zwei Verdnderlichen ab.
NEIN — Gehe sofort zu Punkt 4.
JA-Es sind so viele Beziehungen aus dem Text _x-x_
herauszufinden, aufzulésen und in die y
Funktionsgleichung einzusetzen, dass diese U=2x+y y=U-2x
nur noch eine unabhangige Variable enthalt. In 2.2. eingesetzt: A = x(U- 2x)
A=-2x2+Ux
4. Bilden der Ableitungen 4.
Es werden die beiden ersten Ableitungen gebildet. dA
Die Kennzeichn.ung sollte stets durch den Differenze.nquotienten K =—4x+U
erfolgen, um sichtbar werden zu lassen, welche Variable nach
welcher a{)geleitet wird. In e{'nigen Aufgabt.en un.d im@er dort, wo es @A
aus praktischen Gegebenheiten keine Zweifel gibt, wird auch —_=—_/4<0
ausdriicklich auf den Nachweis durch die zweite Ableitung verzichtet. dx?
5. Notwendige Bedingung: 5. f')=-4x+U=0
Die erste Ableitung der Zielfunktion wird null 4x=U
gesetzt, die Gleichung gelost und damit die _U_100_ 25
Stelle(n) bestimmt, an denen der (die) Extremwert(e) 4 4
vorliegen kénnen.
6. Hinreichende Bedingung: 6. _, d’A
Durch Einsetzen in die zweite Ableitung wird gepriift, fre= ax 4<0
ob ein Extremum vorliegt und ob es von der Maximum fiir alle x-Werte des Definitionsbereiches.
gesuchten Art ist.
7. DieWerte der iibrigen Variablen werden berechnet. 7. y=U-2x=100-50=50
Die bereits aufgelosten Gleichungen finden sich A=25-50=1250
unter 3.und 2.2.
8. Injedem Falle sollten die Ergebnisse sachlogisch 8. Beigegebenem Umfang ist das Quadrat das
tiberpriift werden. Rechteck mit dem gréf3ten Flacheninhalt.
Unter Beriicksichtigung der in die Losung
einbezogenen Mauer ist das Ergebnis plausibel.
9. Durch den Antwortsatz werden die mathematischen 9. Wenn die der Mauer gegeniiberliegende Zaunseite

50 m und die beiden anderen 25 m lang sind, ergibt
sich ein maximaler Fldcheninhalt von 1250 m2.
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Die hat
doch mem

Neee Opa,
lieber setz' ich
mich rauf.

... wo ist
) mein Hahn ?

Qingezdun‘r !

MAN BESCHLIESST:

JEINZAUNEN" |

.. UND BESTELLT - dber kein P bitte an def NE@

EINHEITLICH FUR g aschen- Eierkocher. wChicke
- rahtzaun. :

JEDEN DER FUNF rill

HUHNERHALTER \’

DAS MATERIAL: ss =

100 METER UM- 7 \ ~> .

ZAUNUNGSFOLIE | (Rpi 2 O g~ VT Wie viele

PLUS 20 PFOSTEN. ' Pfosten ? D
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VEREIN
VERGIBT DAS
JQUALITATS-
SIEGEL"

FUR
FREILAUFENDE
HUHNER

ABER
BIOMASSIG !

Okay !1!
... pro Huhn sind das

Hier fir
jeden die Folie
und die Pfosten.

DER TIERSCHUTZ- ]
3

Na,
dann los !

Mein Freilauf ist der Renner.
Das Rechteck misst
10m-40m!

m
des Zaunes hat

er voll ausgenutzt:
U=2(40+10) =
100m ...

...und die
Flache betrdgt
A=10-40 =
400m?

PLATZ FUR
100 HUHNER

UHNERHALTER

Damit hat
auch er die volle

HALTER Also genau:

2 HUHNER- Rechteck nach der 89er Norm.
Q 20m-30m!

Zaunldnge:
U=2(20+30) =

... die Flache
betragt immerhin
A=20-30 =
600m?

PLATZ FUR
150 HUHNER

... bei gegebenem Umfang ist das
Quadrat das Rechteck mit dem
grofiten Fldcheninhalt !

©

Das
stimmt |
U=2(25+25) =
100m ...

ﬁd‘die

Fldache - hmm ...
A =25%=625m?

Mister
Abitur.

156 PLUS 1/4
HUHNER

DMAT>ITOMZICT

172



HUHNER-
o HALTERIN
HAT KEIN ABITUR,
IST JEDOCH DER

20 Pfosten ergeben doch
auch 20 Ecken, das sind 20
Zwischenrdume a 5m.

Was rechnet
dienur?

HUHNERHALTER

NAHE DER ,MAUER-
ERINNERUNGS-

... scheiB Alt-68er,
Intellektueller!

Ahhh, ich stelle

Mauer und 10 Pfosten
parallel.

Jje 5 Pfosten senkrecht zur

Ay eu= 20-39,45

20-Eck

% 789m?

ALLE STAUNEN -
197,3 HUHNER

Ich bin
mit 100m
Zaun-Folie voll
ausgekommen !

ﬂunglaubliche
Fldche betrdgt
\ A=25-50

\\\:I.Z_SOm2
312,5 HUHNER !

PLATZ FUR

Icke aber
nicht!

THEMATISCHE EINORDNUNG

Grofien aus der Praxis, die vom Wert
einer oder mehrerer Variablen abhan-
gig sind, sollen oft einen Extremwert
annehmen - Kosten sollen beispiels-
weise minimal und der Gewinn maxi-
mal werden.

Dazu ist eine Funktionsgleichung fiir
die GroBe aufzustellen, die einen opti-
malen Wert erhalten soll. Hangt die zu
optimierende Grof3e von mehr als einer
unabhdngigen Variablen ab, dann sind
aus der Aufgabe so viele Gleichungen
abzulesen und aufzustellen, dass die
zu optimierende Grof3e nur noch von

einer unabhangigen Variablen abhangt.

Diese Funktionsgleichung fiir eine
Funktion mit einer unabhéangigen
Variablen ist nach dieser abzuleiten —
es ist die erste und die zweite Ablei-
tung zu bilden.

Die Gleichung fiir die erste Ableitung
muss nun null gesetzt werden, damit
die Werte oder der Wert bestimmt wer-
den kann, der oder die notwendiger-
weise auf das Vorliegen einer Extrem-
stelle hinweisen. Werden diese Werte
oder dieser Wert in die zweite Ablei-
tung eingesetzt und ist diese grofer
als null, dann liegt ein Minimum der
abhéangigen Variablen, bei einem Wert
kleiner als null ein Maximum vor. Ist der
Wert der zweiten Ableitung an

dieser Stelle jedoch gleich null, so kann
keine Aussage gemacht werden, ob an
dieser Stelle ein Extrempunkt vorliegt.
In jedem Fallist anschlieBend der Wert
des Extrempunktes zu bestimmen
(Wert der abhéngigen Variablen) und in
einem Antwortsatz als Riickiiberset-
zung der mathematischen Gréf3en aus
dem Modell in praktische Angaben
darzustellen.

Ebenso ist eine sachlogische Uberprii-
fung der Angaben vorzunehmen, denn
,»optimal“ nach mathematischen
Gesichtspunkten muss nicht immer
tibereinstimmen mit den praktischen
Gegebenheiten, die der Problemstel-
lung zugrunde liegen.
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DIFFERENZIALRECHNUNG - 19/4

* Extremwertaufgaben

LAGER- UND TRANSPORTKOSTEN DER BACKEREI

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Eine Backerei bendtigt jahrlich 1200 Sack Mehl, die pro
Sack 30€ kosten. Eine Lieferung kostet 80€, unabhangig
von der Anzahl der gelieferten Sadcke. Die Lagerkosten
betragen konstant pro Sack 2,40€ und sind unabhéngig
von der Lagerzeit.

Wie viele Lieferungen sind zu vereinbaren, damit die
Gesamtkosten fiir den Bicker minimal sind?

K= Warenkosten + Transportkosten + Lagerkosten
K= KW + KT + KL
K= 120030 + 80n + 2,4x soll minimal werden.

Losung:
X-n=1200 n =@
X
K = 36000 + 96)?‘)0 + 2,4
d’k _ 192000
fji_§=_96)(()200+2’4 - e >0

Festlegung: Es werden n Lieferungen zu x Sacken geordert.

Bestimmung des Minimums:
dk
—=0
dx
_, 96000 _
XZ

= 2,4x>= 96000

2,4

= x>= 40000

= x=200
(Die zweite Losung x=-200 gibt kein Sinn.)

_1200 _

200
2

Da %2(> 0, liegt ein Minimum vor.

Es sind sechs Lieferungen zu jeweils 200 Sacken zu

vereinbaren, wodurch die Gesamtkosten

K=36000+480+480=36960€
betragen.

MAX UND MORITZ SITZEN IM SANDKASTEN

UND BACKEN MIT SANDFORMCHEN KLEINE
KUCHEN UND BROTCHEN FUR DEN PAPA VON
EINEM DER BEIDEN KINDER.

PLARRR ...
Die spielen da
backe, backe ...

Kuchen |

Ich schwore,
mein Moritz soll einmal
Biobdcker werden !
Einen Sandkuchen formt
er schon.

Mein Kleiner,

spiel doch lieber mit
dem Holzbagger
hier.
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IDOCH AUCH FUNF JAHRE
OH 60TT! SPATER INTERESSIERT DAS
Der Kleine da soll Da muss der DEN VATER NICHT, DENN...
mal Bdcker A'"mf" zuso Denk an die
unchristlicher Brétchen
Zeit aus i

dem Bett!

Sechs Uhr,
aufstehen, zum
Bdcker, Friihstiick,

l ab zur Schule.
)

MORITZ B ERLERNT NUN DAS . MAXT WARE DOCH . SO WIRD SIE EINE

10 JAHRE BACKERHANDWERK. LIEBER EIN MADCHEN ... — SCHONE VERKAUFERIN.

SPATER

e —

Datt is ja

stark,
die beiden Die zwei
heiraten bekommen
heute | Watt 22? die Backerei,
Er mit ihm - dh ick meine Miitze

meine mit siel und ...
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DOCH GANZ

ERROR
PLOTZLICH Mehl und
ZIEHEN SICH | A Schrot
DUNKLE 25,4 & fehlen.
WOLKEN "
UBER DER
BACKERETI

ZUSAMMEN.

da ist kein Mehlsack
mehr 111

Was ? Das ...

) Ha, haa... ) 3 ;

Es\’\A\’ Spinnen die beiden Keine Brtchen mgﬁgf Zo |

Lot heute! ; : Die

heute, oder watt - nicht! / .
> (772 £ Kinder
is los? /
Na, schau brauchen
meine

Hilfe!

Um acht Uhr fahre
ich zum Supermarkt
und kaufe 50 Tiiten
Mehl a 1kg ...

~ ISTNOCH NICHT VOLLBRACHT. *
DENN KURZ VOR SCHLUSS

una

\ ab Mitta 3 -
A\ ) gibt's wiedger MUSSEN WIEDER FUNFZIG
N frische 1kg - MEHLTUTEN GEKAUFT
‘ B WERDEN. —8
’ Brétchen (
/ ] P/ Brote und

DO Kuchen,

Jf

.. eine groBe Menge Sdcke
noch vor Mitternacht liefer
_lassen! L i

hatte
doch immer
Mehl inder
Kammer.
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Die Kammer
ist langst voll.

haben wir eine
tdgliche Lieferung
vereinbart |

... unter
die Betten.

Guten Morgen!
Was darf's sein?

Das Ubliche
bitte. ...und zum
halben Preis |

DOCH ALS AM
MONATSENDE
DIE RECHNUNG
KOMMT, DA MUSSTE

BEREITWILLIG \’Z /
TEILT DER ALTE BACKER-

MEISTER MIT, DASS DAS

MAN DIE PREISE LAGER FUR EINEN VORRAT
VERDOPPELN. VON VIERZEHN TAGEN AUS-
REICHT, SO DASS MAN NUR NOCH

ZWET MAL IM MONAT
LIEFERN LASST. —

S5

spucke ich wieder
in die Hdnde.

Bis zum
Ende
unserer Tage
?

THEMATISCHE EINORDNUNG

Bei der Bestimmung von Extremwer-
ten hdngt die zu optimierende Variable
von einer oder mehreren Variablen ab.

Vorgegeben ist meist eine verbale
Problemstellung aus der Wirtschaft,
der Technik oder der Naturwissen-
schaft, wobei ein nichtlinearer Zusam-
menhang zwischen der zu optimie-
renden Gréf3e und den unabhdngigen
Variablen aufzustellen ist. Dabei kann
die Verwendung von Formelsammlun-
gen sehr hilfreich sein —in der Praxis
ist jedoch die Teamarbeit von Fachleu-
ten des jeweiligen Anwendungsberei-

ches mit Mathematikern zur Erfassung
des Problems durch ein mathemati-
sches Modell gefordert, um die
wesentlichen Dinge der Fragestellung
und die gegebenen Gréf3en im Modell
addquat zu erfassen.

Dann arbeiten Mathematiker mit dem
mathematischen Modell und machen
einen mathematisch und rechentech-
nischen begriindeten Losungsvor-
schlag. Die Werte fiir die GroBen des
mathematischen Modells sind vor der
Umsetzung in die Praxis durch die
Fachleute des jeweiligen Anwendungs-
bereiches stets auf Brauchbarkeit zu
Uiberpriifen.

Es gibt viele Verfahren der nichtlinea-
ren, der dynamischen, der ganzzahligen
Optimierung. Bei der linearen Opti-
mierung z.B. geht es darum, in einem
Bereich, der durch lineare Restriktionen
eingeschrankt ist, einen optimalen
Punkt auf der Basis einer linearen Ziel-
funktion zu finden.

In der Schule werden Funktionen mit
einer unabhangigen Variablen diffe-
renziert, die erste Ableitung null
gesetzt, mogliche Extremstellen be-
rechnet und in der zweiten Ableitung
iberpriift, ob es solche der gewiinsch-
ten Art sind.
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DIFFERENZIALRECHNUNG - 19/5

* Extremwertaufgaben und Trigonometrie

DIE LEITER MUSS IN DEN TURM

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Wie hoch muss die Tiir in einem Turm mit der Breite

4,80 Meter mindestens sein, damit eine Leiter mit der
Lange 6,40 Meter durch die Offnung in den Turm hineinge-
bracht werden kann?

Natiirlich ohne Zerlegung!

[

4,80m

l

2

h

o

Aus dem angegebenen Bild ist ersichtlich:

4,80 _h

h=os@ b sin(@)

1

I=1+1,

- 4,80 h
Somit ist: [= = —_—
omitts cos(oz)Jr sin(a)
oder h= (I _ 4,80 ) sin(a)
cos(a)
h = fa) = 6,40 - sin(@) —28°_ sin(a)
cos(a)

h = f(o) = 6,40 - sin(o) — 4,80 - tan (o)
dh 1
da 6,40 - cos(a) — 4,80 05
&h_ -6,40-sin(o)—4,80-2 M< 0 fiir 0<a<90°
do? cos*(a)

0=6,40 - cos(cr) — 4,80 —~—

cos?(a)
cos*(a) = 4,80 _3
40 4

3
cos(o) = i\/; ~ 0,909
512
Mit diesem Wert und sin(a) = y1 - |16 = 0,418 ergibt

sich, dass die Offnung am Boden des Turmes mindestens
47 Zentimeter hoch sein muss.

o

()}

__,.._..—-""‘E{i—.‘]
ESELLEN SOLLEN DEN |

ZWET MALERG!
VERLASSENEN
R

VOM STAUB BEF
MIT IHRER LEITE

SPEICHER INNEN
EIEN UND MUSSEN
R DA REIN.

VERSCHLOSSEN.
WAS NUN ?

kommen wir
darein?

-

Ihr Trottel,
wischt den Staub
von den Wdnden

Dagobert hat
andere Sorgen |

Mal héren,
was der Chef
da meint !




Mann eh ...
Wir gehen durch die
Liftungsoffnung ...
... icke flexe das
Gitter!

Sooo0 ...
Die passt nicht rein.
Die Leiter ist
zu lang!!!

Und
du holst
die
sechser
Leiter.

Klar...

—_—

DIE OFFNUNG ZU VERGROSSERN
WARE ZU UMSTANDLICH UND

KOSTETE VIEL ZU VIEL ZEIT.

Das wird
doch gleich passend
geflext.

...widre doch
gelacht!

Die Leiter

passt nicht.
Das Treppen-
podeststort!

Hier ist
das letzte
Teilstiick !

die Leitern
passen rein.

der erste Versuch ist
misslungen ...

... und
die Leiter
ist jetzt
Schrott!

Nu ...
sind die
zu
kurz ...

die Winde
sind zu
hoch!

SOFORT HOLEN DIE ZWEI
DIE GANZ LANGE LEITER.

Die reicht
bis ganz nach oben.




MIT GETOSE UND
MIT KNALL, KOMMT
"

J

J
J_!:! I-,',

i

G
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Wat'n?
Hochdruck-
reinigung.

... ALLES KLAR!

die dreier Schiebeleiter
und der Kdrcher |

Hier, Leute, ist

Das war's |
Schnell die Briihe

Glaubt
der Chef
wir sind
bléde ?

doch wirklich
.Goldwasser".

Absaugen

Sofort!

und filtern,

Na der
Auftrag hat
sich gelohnt !

THEMATISCHE EINORDNUNG

Sicher kann man sich {iber die prakti-
sche Bedeutung mancher Extremwert-
aufgabe streiten. Nicht streiten wird
man sich jedoch in Schiilerkreisen,
dass es sich bei der Lésung von
Extremwertaufgaben meist um Aufga-
ben handelt, die im hochsten Kompe-
tenzbereich angesiedelt sind. Es muss
zundchst das Problem erfasst werden.
Das heif3t,

— welche Grofe soll optimal werden
(minimal oder maximal),

— von welchen GréBen hangt die zu
optimierende Grofe ab,

— welcher Zusammenhang besteht
zwischen der zu optimierenden und
den ihren Wert bestimmenden
GroBen (unabhédngige Variable),

- welcher Zusammenhang besteht
zwischen den unabhangigen Varia-
blen, wenn es mehrere davon gibt.

Bei den meisten Aufgaben ist es sehr
hilfreich, wenn in einer Skizze das
erkannte Problem erfasst wird.

Dies erleichtert oder erméglicht oft
die Losung eines geometrischen
Problems.

Ob nun eine starre Platte um eine

Ecke getragen oder eine Leiter in einen
Turm geschoben werden soll - die
Probleme unterscheiden sich
mathematisch nicht.
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VERSUCH ZUR QUADRATUR DES KREISES

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

. 1 180° 180°
A=hTa=7- 2r2cos( - )sin( - )
Wie die antiken Griechen vor mehr als 2000 Jahren es taten,

wollen wir dem Kreis n-Ecke einbeschreiben, um einen Hilfsbeziehung:

i
~~
o
(@
‘ZD N..f;iherungswc.ert fpr die Fléfhe dgs Kreises zu erhaltgn. 2¢os ( 180° ) sin ( 180° )= sin ( 3L0°) [2sin(a)cos(a) = sin(2a)]
= | Fiirn=3 ergibt sich der Flacheninhalt des eingeschriebenen n n
Z | Dreiecks 1, (360°)
T =—1r?sin
o 2
i A=3-21-r-r- sin(3630 )=§r2-0,8660=1,3r2 "
o L . Und das n-Eck besitzt n derartige Dreiecke —also eine
— | und damit eine duBerst schlechte Ndherung. Gesamtfliche:
<C | Das n-Eck wird nun in n gleichschenklige Dreiecke )
o . . . . 1 . (360° 1 . (360°
o | zerlegt, deren Spitze im Mittelpunkt M liegt und deren A =3r2n- sm( - ) mit 3'111(”' sm( " )) =n
E Schenkel die Lange r (Radius) haben.
Z | Dann hat die Basis die Lange: Die néherungsweise BesFimmung der Kreisflthe mit gle-
- mentargeometrischen Mitteln erfordert, soll sie ausrei-
sin (ioo ) =9 | g=2rsin ( 180°) chend genaue Werte liefern, einen hohen Rechenaufwand
2n 2 n a und schwer zu verstehende Ableitungen. Die Lésung des
h ergibt sich nach dem Satz des Pythagoras: Problems durch das bestimmte Integral
h2=,2_(52r. sin(lgm))z , | A=4 VTR dx
180° v bedeutet auch, dass ein Grenzwert bestimmt werden
h2=r2 (1— sin? ( — )) und mit muss. In beiden Féllen ergibt sich
A=m-r?

cos? ( 1200) =1-sin? ( 1?]00) folgt | h=r-cos ( 1?700)

fur die Flache des Kreises mit dem Radius r.

—"A N DER ZAUBERAKADEMIE IN SCHOTTLAND WIRD DER
— 1\ REKTOR IN DEN LANG VERDIENTEN RUHESTAND VER- o =
SETZT. NUN MUSS VON DEN ACHT MITGLIEDERN DES J E
SCHULAUSSCHUSSES DER NEUE REKTOR FUR DIE NACHS- 11 & o
TEN 100 JAHRE GEWAHLT WERDEN. i O e
g

zaubert
das schon.

Den Zauberhut
des Rektors
will ich!!!

kauft
der
nicht!

*Kreisfliche

182 G. Hofner, S. SiiBBbier, Das verriickte Mathe-Comic-Buch, DOI 10.1007/978-3-8274-2629-1 20,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2012



AM ABEND IST DIE WAHL MITHILFE ZAUBERHAF-
TER MANIPULATION BEREITS ENTSCHIEDEN.
UND DER NEUGEWAHLTE REKTOR UBT SICH IN
GEFALLIGEN WOHLTATEN.

Den acht
Mitgliedern des
Schulrates
spendiere ich
einen neuen
Konferenztisch.

WIRD EIN

AUS EINER NATURSTEINPLATTE

SEITENLANGE VON 2m GELASERT.

QUADRAT MIT DER

Jeder am Tisch
erhdlt somit eine
Kantenldnge von einem

DOCH ES HAGELT LAUTSTARKEN |
PROTEST VON ALLEN SEITEN DER
QUADRATISCHEN TAFEL!

... die Ecke
ist mir zu
spitz!

Die Ecke
hier
stort!

... weg
damit!

ausgewogen !

Vielleicht
ein mal drei Meter?

) .&h‘ﬁ-

LANGE DER DIAGONALEN
ZUR ECKE:

V2=141m

Die Ldnge der
Diagonalen miisste
alsoum 0,41m
verkiirzt werden!
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UND DA DER
LASER-ZAUBER-
STAB WIEDER
GENUGEND
ENERGIE HAT,
WERDEN ALLE
STORENDEN
ECKEN EINFACH
ABGETRENNT:

Abrakadabra
11

Thr Wunsch ist mir Befehl,
verehrte Kolleginnen und
Kollegen. Aber ...

MAN BEMERKT, DASS SICH DIE TISCH-
FLACHE UM DAS VIERFACHE EINER
SOLCHEN ECKE VERRINGERT HAT.

Wohin
mit den
Ecken?

Die Ecken
sind Abfall,
liebe Leute!

... wegen
der krummen
Seite?

)

Die Graofe
ldsst sich nicht
nach der Fldachenformel
fiir Dreiecke
berechnen.

.. UND

DIE GROSSE DER
KREISRUNDEN TISCH-
PLATTE INTERESSIERT %\
NICHT. DENN VOR DER 7
IRRATIONALEN ZAHL TU
HAT MAN RESPEKT! .~

Zufdllig
find ich hier
entsprechende
Vorschriften.

DIE TISCHFLACHE IST NICHT DURCH
VORSCHRIFTEN BESTIMMT. DAFUR ABER...




... mathematisch und
praktisch kein
Problem ...

| L0

ALSO SCHNEIDET DER REKTOR ZUM DRIT-
TEN MAL, MIT HILFE DES ZAUBERSTABES
UND DER ENERGIE DES LASERS DIE GROSST-
MOGLICHE RECHTECKIGE FLACHE AUS DER

ALTEN TISCHPLATTE.

... und berechne nach
dem Satz des Pythagoras die
Ldnge der Quadratseite des \J
neuen Tisches als

J2m2=141m |

... ja, jaaa ... Na typisch!
Also ganz Die lassen alle
quadratisch demokratisch! ihren HUT

hangen ...

1,3m2

-

: n=3
53 -sin120°~ 1,3

2

2 m?

n=4
4-5sin90°=2

UND FUR
n — oo
ERGEBEN
SICH
3,14159.. m?

1. 12-sin30°:=3

THEMATISCHE EINORDNUNG

Die ,,Quadratur des Kreises“, das heif3t
die Aufgabe, ein Quadrat mit dem glei-
chen Flacheninhalt wie ein gegebener
Kreis nur mit Zirkel und Lineal zu kon-
struieren, war im antiken Griechenland
einviel diskutiertes, aber letztlich unlos-
bares Problem, was allerdings erst am
Ende des 19. Jahrhunderts gezeigt wer-
den konnte. Es wurde bewiesen, dass

7t (pi) eine transzendente Zahl ist.

Der Naherungswert, mit dem man im
alten Agypten arbeitete, namlich

22

7
war dabei gar nicht so schlecht und
reichte fiir praktische Berechnungen
aus.
Damit konnten sich aber die philoso-
phisch ambitionierten griechischen
Mathematiker der Antike nicht abfinden!

Das Irrationale mieden sie tunlichst,
doch gleichermaf3en waren sie in

besonderer Weise bemiiht, irrationale
Probleme elementargeometrisch zu
l6sen.

Bereits Archimedes versuchte den
Kreisumfang und die Kreisflache abzu-
schétzen, indem er sie mit Dreiecken
ausfiillte, die sich dem Kreisbogen,

je grofer ihre Zahl ist, immer besser
anpassen.
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INTEGRALRECHNUNG - 20/2

* Hauptsatz der Integralrechnung

SUPERMAUS ODER MODELLFEHLER?

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Bei einer bestimmten Mauseart nimmt das Gewicht wah-
rend der ersten zwanzig Wochen nach der Geburt mit einer
sich dndernden wochentlichen Wachstumsrate zu.

Sie betrdgt, wenn seit der Geburt t Wochen vergangen sind,

g

v=m® =(0,3+0,04£2) e

Welches Gewicht hat eine Maus, die bei der Geburt zehn
Gramm wiegt nach 10, 20 und nach 30 Wochen?

Die Masse der Maus nach t Wochen betragt m(f).

Die Zuwachsrate berechnet sich nach:

m’(t) = 0,3 + 0,042

Nach t Wochen betrdagt das Gewicht in Gramm:

t
m© =/ (0,3+0,04x2) dx+ 10 =0,3¢t + 0’24 £+10

Nach einer Woche

m(1) =03+ 0'304

+10 = 0,30 + 0,01 + 10,00 =10,31

betragt das Gewicht 10,31 Gramm
(Zunahme 0,31 Gramm).

Nach 10 Wochen

m0)=3+%2%.1000+10=13+%0 =2 ~ 26,3
sind es 26,3 Gramm.

Nach 20 Wochen

m(20) =6+0’T04 -8000+10 = 16+33l)= %z 122,7

sind es 122,7 Gramm.

Nach 30 Wochen
0,04

m@B0) =9+ =—-27000+10 = 379
wadren es 379 Gramm, was unmdglich ist und den Schluss
zuldsst, dass die Wachstumsfunktion fiir so hohe Wochen-

zahlen nicht mehr brauchbar ist.

Das sind keine Supermduse — Horrorvorstellung, wenn es
so weitergehen sollte und keine Katze kommt! Nein, die
Maus ist einfach ausgewachsen.

Die angegebene Wachstumsrate wird ausdriicklich auf

20 Wochen beschrankt. Abgesehen davon, dass auch diese
Funktion in der angegebenen Zeit nur ndherungsweise gilt,
soist esin keinem Fall zuldssig, diesen Zeitraum um
weitere zehn Wochen zu verlangern.

S WAR EINMAL EIN SEHR

ARMES MAUSEPAAR, WELCHES
NUR ZWEI KINDER, SALOME
UND TARAS, HATTE, WAHREND
ANDERE PAARE MIT VIELEN
KINDERN GESEGNET WAREN.

Die beiden
hungern, ehhh!

... viele Kinder

geld und genug
Kdse und Speck!

bringen viel Kinder-
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ETWAS SPATER ...

Hier ist der letzte
Krimel Kdse ...

1 Wir missen in die Stadt

... es lauert

bleibt ganz brav der bése

im Mdusebau, denn ...

Kater ...

hi, hiii!

EHH!!I Die Kinder

Kdse, schéner

Vorsicht, Vorsicht. Verfihrung ...
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Bleib doch
besser hier

Lecker,
lecker ...
Kdse !l

Ein kleiner
Sprung,

DOCH DA ISTES UM TARAS
GESCHEHEN. ‘

Ohje, bist
du diinn ...

—
UND S0 ... da is' nicht ,)
LAUFT W' 4.
TARAS
IN DIE P '
PFOTEN C (( :
DES i [ﬂ
KATERS. "n =t R

Hier der
Beweis I

... der Kleine
is' untergewichtig!

... ha, komm hoch,
Médchen ... G <

=\

<, 23




AM ABEND JEDES TAGES 1. TAG: 10,30 GRAMM

UND IMMER ... mach schon,
NOCH WEICHT mach schon, er muss | WIRD TARAS GEWOGEN.
SALOME NICHT | | Masse kriegen! 0
VON DER SEITE - - J ;ﬁ

| IHRES BRUDERS, W :
SODASS DER | N\l . },3
KATER SIE 'Q WK &7 {#}L
BITTET, IHREM %_.N:;,,‘ 2
BRUDER DAS e
FUTTER ZU =y
BRINGEN UND: [ s 7

R~ \ASMAR ARBEITET NACHKLAREN| |DOCH ZEIGT DIE WAAGE AM ENDE
STATL JISCHEN METHODEN! DES 3. TAGES .

Somit betrdgt
die Zunahme in zwei Tagen
0,70 Gramm.

... durchschnittlich
sind das 0,35 Gramm
pro Tag!

AM 3. TAG ERWARTE ICH
10 + 30,35 = 11,05 GRAMM

ASMAR-KATER SCHWINDEN
DIE SINNE. UND SOQO .. l
FALLT ER IN OHNMACHT 3

Junge Mduse
haben mit den Tagen eine
Gewichtszunahme M ,
die vom Quadrat der

Zeit proportional

abh

Was soll
der Shit?!

... ist die
erwartete lineare
Zunahme - ergibt
14,55 Gramm.

THEMATISCHE EINORDNUNG
Es gilt der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung: Ist feine auf dem Intervall [a;b] stetige Funktion, dann ist die

LUy

Funktion Fmit  F(X) =ff(t)dt auf diesem Intervall differenzierbar und es gilt T

Die Ableitung der Stammfunktion ergibt den Integranden.
Beispiel: In(1) =0

X 3 X 3 3
FX) ={(t2 +%+2)dt= (§+In\t|+2t) = % +Injx| +2x - (%+In(l)+2) = %+In|x|+2x—§ und

3
d(i( +|n|x|+2x—Z)
3 3/ _,. 1
=X"+=+2
dx X
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INTEGRALRECHNUNG - 20/3

* Differenzialgleichungen

FREIER FALL UND RADIOAKTIVER ZERFALL

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Der Hauptsatz der Integralrechnung lautet:

* ddL)EX) =fl) < Jfx)dx = Fx)

b. fbf(x)dx = F(b) - F(a)

1. Die Weg-Zeit-Gleichung des freien Falls soll aus dem
Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz v = g - t bestimmt
werden.

Esgilts'() = v(f) = g - t und somit ergibt sich die
Weg-Zeit-Gleichung:

t
s=[g-tdt=3¢

0

Beim freien Fall handelt es sich um eine gleichmaBig

beschleunigte Bewegung (mit g = 9,81% auf der Erde).

2. Losung der Differenzialgleichung: y’-y=x

dy

PR y-dy=x-dx

Losung: y==Vx?+2c . Ist z.B. y(1) = 1 gegeben, folgt
die Lésung y = x.

|

IN EHEPAAR BETRACHTET

3. Der Zerfall von n radioaktiven Teilchen pro Zeit (Zerfalls-

geschwindigkeit), der Differenzenquotient %, ist

proportional zur Zahl der vorhandenen Teilchen Z—r; ~n.

Der Proportionalitdtsfaktor ist die spezielle Zerfallskon-
stante A des radioaktiven Elementes, welche gemessen
werden kann.

dn

an _ 5
dt n

Das negative Vorzeichen auf der rechten Seite der Diffe-
renzialgleichung zeigt an, dass die Zahl der radioaktiven
Teilchen mit fortschreitender Zeit abnimmt.

an _ st
n

ln(n)l;‘O:—MIg

Inlnl-Inlngl=-xrt

n
In|—| ==\t
nO
n
— p-M — -ht
o=e n=nye

0
mit n(t=0)=n,

SEIN ALTES AUTO UND
MEINT, DASS ES WOHL AN
DER ZEIT IST, NUN ENDLICH
EIN NEUES ZU KAUFEN.

... mir egal,
aber die Farbe
muss mir
gefallen.
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Ach neeel!

IM AUTOHAUS TRIFFT MAN AUF
E_ Pink is’ total

INEN SEHR AGILEN VERKAUFER.

Unser
Highlight -
dieser Sport-

wagen in
Pink.

..und

luxurics
mit

Raucherkit!

ich bin
Nichtraucher!

DAS WAREN ZWET FEHLGE- |(
SCHLAGENE VERKAUFS-
ANGEBOTE!

Wenn Sie
nicht dieses
Auto da verkau-
fen, ist Thre
Stelle weg

Sie Gliicklichen!

.. mit ganzen
Hier unser 200 PS statt kW.
Sondermodell. Und in Gelb!
Zum Barpreis von

15.000,-€!

DAS EHEPAAR IST//WANKELMUTIG. DER
VERKAUFER ZIEHT/[ NUN SEINE

TRUMPFKARTE. A C”
Das Autohaus m 5 ?l
ibernimmt die b

Gesamtfinanzierung.
Und Sie zahlen lediglich
eine jdhrliche
Gebiihr.

Das Allerbeste ist,
wir sichern Thnen zu, dass
bei Mdngeln nach Ablauf von
Jjeweils einem Jahr Riick-
nahme erfolgt ...

... und das
ohne
Barzahlung!

191



UND SO UNTER- ( Na also! » Voll Krass!
|
SCHREIBEN SIE - klappt doch! Eh Liebling,
NG e zuve
verspro- Neuer!
KLEINGEDRUCKTE chei:l?

ZU LESEN, DAS
EINE NUTZUNGS- 1
GEBUHR PRO '
GENUTZTEM
JAHR VON 18 PRO-
ZENT VOM NEU-
PREIS FESTLEGT.

... und bitte nicht
vergessen,

18 Prozent von
15000€ im ersten
Jahr sind
2700€.

"ﬁ?‘i\ PN

.. mein Job ist
wohl gesichert.

V4 Ja, ja ..
3 2
o N | 0 €sind 225°€ Auto noch
\ \ ]’J Finf Liter "y |
) b \ Benin pro Monat.
Vgt sind gratis ! ~ ‘
> ¢ ) ) r
i [
% ), W, i L ey S o |
— “ —_ 18 {
7 - 1 i e a? }
! N Wi In St 3 4
I =R —-
:
—

Bedenken \NACH DREI JAHREN ...
Sie bitte
unser
\. Angebot.

NACH EINEM JAHR ...

NACH ZWET JAHREN ...

Is'
O.K.

O.K.
Danke !




Aber das ist
NACH ABLAUF nicht einmal die
DER DREI JAHRE Hdlfte vom
IST DER VERKAU- Neupreis!
FER BEREIT, DAS
AUTO GEGEN DIE
ERSTATTUNGS-
SUMME FUR

15000%€ - 3-2700€
= 15000€ - 8100€
= 6900€
SOFORT ZURUCK-
ZUNEHMEN.

Da muss doch
was faul sein.

Ach! Der
Wagen ist topp
und ldguft noch

Doch im
sechsten
Jahr muss
man zur

\ Reparatur!

nehmen
Thr Auto
zuriick!

prdsentiere
ich Thnen unsere
Forderung von

1200€
"

BET EINEM
WERTVERLUST IN SECHS
JAHREN VON 18 % P.A.
BLEIBT DOCH EIN
RESTWERT VON

15000€- 0,826 = 4560,10€ |

V%ENN, JA WENN DIE
18% WERTVERLUST SICH
AUF DEN ZEITWERT BEZIEHEN.

THEMATISCHE EINORDNUNG

Wenn die momentane Wachstumsge-
schwindigkeit f’(f) zum Bestand f(f) in
der Zeit t proportional ist, dann driickt
die Differenzialgleichung

F®=k-f@
einen natiirlichen Wachstumsvorgang
aus, wenn k > 0 ist, und einen natdirli-
chen Zerfallsprozess, wenn k < 0 ist.

Eine Differenzialgleichung ist also
ein Zusammenhang zwischen einer

Funktion und deren Ableitung oder
deren Ableitungen.

Die Losung der Differenzialgleichung
(DGL)

f®O=k-f®
lautet:

f)=a-e,
da

# =k - ae

in die DGL eingesetzt, eine Identitdt
liefert.

Dabei gibt a den Anfangszustand zur
Zeit t=0
und somit den Bestand zu dieser Zeit an.

DGL werden nach der Ordnung der vor-
kommenden Ableitungen, nach den
Koeffizienten vor den Ableitungen und
Funktionen, aber auch danach einge-
teilt, ob es sich um Ableitungen von
Funktionen mit einer unabhangigen
Variablen (gew6hnliche DGL) oder
mehreren unabhéngigen Variablen
(partielle DGL) handelt.
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INTEGRALRECHNUNG - 20/4

* numerische Integration

WENN BEI DER INTEGRATION NICHTS MEHR GEHT

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ...*

Problem:
Durch die Verfahren der numerischen Integration erfolgt

z "fx)dx

Geometrisch kann der Wert des Integrals als Flachenzahl
einer Flache gedeutet werden, die von oben durch die
Funktion y = f(x), von unten durch die x-Achse,

rechts und links durch Parallelen zur y-Achse durch die
Punkte x, und x, begrenzt wird.

/ y=f)

die zahlenméaRige Berechnung von bestimmten Integralen:

Anwendung der numerischen Integration

1. Die in der Theorie fiir die Berechnung des bestimmten
Integrals selbstverstandliche Forderung, dass die Funkti-
onsgleichung f(x) fiir eine stetige Funktion in geschlos-
sener Darstellung vorliegt, ist in der Praxis recht selten
erfiillt. Es ist schwierig und meist auch mit einem hohen
Aufwand verbunden, die einzelnen Messpunkte durch
Glattung mit einer vertretbaren Genauigkeit durch eine
Funktionsgleichung y = f(x) zu approximieren (etwa
nach dem Prinzip der minimalen Quadratsumme nach
GauR).

.Auch wenn y = f(x) in expliziter Form gegeben ist, kann
die zugehorige Stammfunktion oft Giberhaupt nicht oder
nur durch schwierige und sehr aufwendige Integrations-
methoden in geschlossener Form ermittelt werden. In
diesen Fallen bleiben ebenfalls die Verfahren der nume-
rischen Integration.

Beispiel: fedx (,GauR’sche Glockenkurve®)

3. Ein weiteres Anwendungsgebiet ist das breite Feld, in
dem die zu integrierende Funktion nur in grafischer
Darstellung bekannt ist (Funktionsschreibgerat). Hier
konnen ausgewahlte Funktionselemente mit hinreichen-
der Genauigkeit abgelesen und durch die Verfahren der

N

> X
Xy X, numerischen Integration bearbeitet werden.
—— —
[ B IN PROFESSOR AN DER KARLS-
UNIVERSITAT IST DAFUR
BEKANNT, DASS ER ZUM SEMES- Tch
TERABSCHLUSS DEN INHALT zihle die
EINES GROSSNEN BIERFASSES getrunkenen
BESTIMMEN LASST. Biere ganz
DD pradzise!
%m Ohhh ... o 7 e
\ 1! \ gezapft ist! —
i = Ui
! N ///"" =
" A I
-, \‘
S W - 6
... dat - \.
zischt!
Ehhh ..
Mein dritter
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.. und noch Hier das Ergebnis !
‘ne Maf! Es wurden 142 Liter Bier
von etwa 36 Studenten

Striche getrunken.
werden immer

GROHLEND VERLASSEN DIE ANGETRUNKENEN STUDENTINNEN UND STUDENTEN DEN HORSAAL
UND FREUEN SICH SCHON AUF DAS KOMMENDE SEMESTER, AUF GENAU DIESE VORLESUNG.

ND DANN
SITZEN SIE
NACH EINEM
HALBEN JAHR
WIEDER ER-
WARTUNGS-
VOLL UND
DURSTIG MIT
THREN BIER-
HUMPEN IM
HORSAAL.
DOCH DA
GIBT DER
HORSAAL -
DIENER
FOLGENDES
BEKANNT:

Prost!

d Ich mochte Thnen
den neuen Professor,
Herrn Kepler,

vorstellen! L_L-’ z

Hauptsache
ist hier das

die werden
sich noch
wundern.

Ich halte es wie
mein Vorgdnger. Eine
Vorlesung zum
Thema angewandte
Mathematik.

Wohin
damit, Herr
Professor?

... was soll
das?
Ein leeres Fass,
ohne Zapfhahn

und mit offenem
Spundloch?/
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Wie konnen wir nun den Inhalt von
Fdssern praktisch und
ndherungsweise bestimmen ?

A\

... indem wir
den Inhalt in
MaBkriige
fiillen!

... aber nach ganz
ernsthaften mathe-
matischen Methoden, indem

wir das Fass vermessen.

MITHILFE EINES LINEALS WIRD
DER DURCHMESSER BESTIMMT.

Auch !l

Ein Fass ohne
Inhalt?

Raumlehre
von Wein-
fdssern!

Das
ergibt so

fiir die

drei Messwerte

Durchmesser .

... und einen Unterschied
von einem Millimeter
zwischen oben und unten!

Hi, hiii

Ein Messfehler
Herr Professor!

BEI DEM WORT
VERFAHRENS-
FEHLER WERDEN
DIE STUDENTEN
WIEDER GANZ
AUFMERKSAM,
DENN FEHLER ZU
ERKENNEN WAR
UND ISTFUR
ALLE GENERA-
TIONEN VON
STUDENTEN
INTERESSANT.
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Na, er wird wohl die

DOCH KEPLER ENTKRAFTET DEN EIN-
SPRUCH MIT DEM HINWEIS AUF DEN
TECHNOLOGISCH BESTIMM-
TEN UNTERSCHIED,

UND .. DAMIT:

.. dass der eine
Millimeter allemal
noch unter dem
Verfahrensfehler
liegt.

drei Messwerte addieren
und durch Dreiteilung den
Mittelwert bestimmen!

Das wird
der Professor wohl
sicher nicht tun.

Richtig !l!
Jetzt wird der
gewichtete Mittelwert
bestimmt!

WAAGE ?




Was soll das ???

_ d, +4d, + d.
... i1s" doch eh

d, = 3
und die Ldnge
des Fasses brauchen

wir auch noch!

DER GEWICHTETE MITTELWERT WIRD BESTIMMT,
INDEM DER MITTLERE DURCHMESSER DAS VIERFACHE
GEWICHT WIE DIE AUSSENDURCHMESSER ERHALT

Nun wird der mittlere Durch-
messer mit der Ldnge des Fasses
multipliziert. Das ergibt die

Querschnittsfldche,

Semester gibt
es dann

den Inhalt 1!

UND DANN DURCH SECHS GETEILT WIRD.

Das Volumen ist da.
Ich denke, im ndchsten

THEMATISCHE EINORDNUNG

Verfahren der numerischen Differen-
ziation und der numerischen Integration
gehoren zu dem Gebiet der praktischen
Analysis.

Hier zeigt sich eine sehr vorteilhafte
gegenseitige Erganzung der Anwen-
dungsmdoglichkeiten der Infinitesimal-

rechnung, wie sie in der Schule behan-

delt werden, und der Verfahren der
praktischen Analysis als Teilgebiet der
numerischen Mathematik.

In der reinen Mathematik fiihrt die
Anwendung der Differenziationsregeln
bei differenzierbaren Funktionen mit
Sicherheit zur gewiinschten Ablei-
tung.

Die Verfahren der numerischen Diffe-
renziation sind ungenau, da der Quo-
tient von Differenzen (Ausléschungs-
effekt bei der Subtraktion) gebildet
werden muss, der zudem einen Nen-
ner hat, der gegen null konvergiert
(Division durch sehr kleine Werte fiihrt
zu einer sehr hohen Ungenauigkeit).

Integration heit: Grenzwertbildung
einer Folge von Summen (numerisch
vollig stabil!), deren Anzahl gegen un-
endlich geht und die Produkte (nume-
risch stabil!) darstellen, in denen ein
Faktor gegen null geht. Hierbei zeigt
sich die hohe Uberlegenheit der nume-
rischen Verfahren gegeniiber denen,
die eine Stammfunktion in geschlos-
sener Form anstreben. Wie festgestellt
wurde, verbleibt ohnehin in vielen Fallen
der praktischen Integration nur die Mog-
lichkeit der numerischen Integration.
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* unterbestimmte lineare Systeme mit ganzzahligen Losungen

WELCHE VOGEL SIND DIE 100?

1. G =0 (keine Gans): 4 teilt nicht 50 (Klammerausdruck).
Das ergibt keine Losung.

2.G =1 (eine Gans): 4 teilt nicht 41 (Klammerausdruck).
Das ergibt keine Losung.

1 1
3. G =2 (zwei Géns: Z(50—2-9) =32 -Z=8

Es wadre moglich, dass zwei Génse, acht Hithner und
(50 - 10) = 40 Kiiken gekauft werden.
Das Losungstripel (G/H/K) heit demzufolge:
(2/8/40)
Gibt es noch weitere Moglichkeiten fiir eine Losung?

4. G =3 (drei Ganse): %(50—3 -9) =23 %

was wieder nicht geht, da Hiihner gevierteilt werden
mussten.

1.7

42

geht nicht, weil halbe Hiihner entstehen.

6.G=5 (ﬁjnfGéinse):l4 (50-5-9) = % 5

1
5.G =4 (vier Ginse): Z(SO_4 -9 =14

wieder miissten Hithner gevierteilt werden.

7. G =6 Sechs Ganse wiirden bereits 60 Groschen kosten,
was aber nur noch eine negative Hithnerzahl (minus ein
Huhn!) nach sich zieht.

Das Losungstripel
(2/8/40)
ist die einzige Losung der Aufgabe.

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ... *
In der folgenden klassischen Aufgabe von den einhundert
Vogeln aus dem Alten China ergeben sich fiir die drei Tier-
arten (Ganse, Hennen und Kiiken) aus den Angaben in
einem alten Rechenbuch nur zwei Gleichungen.
Jemand kauft Gédnse zu je zehn Groschen, Hiihner zu je fiinf
Groschen und Kiiken zu je einem Groschen —insgesamt 50
Tiere fiir 100 Groschen. Wie viele Hiihner hat er gekauft?
Es sind als Losungen nur Tripel von natiirlichen Zahlen
zugelassen — Anzahl der Tiere!
Anzahl der Gadnse: G, Anzahl der Hithner: H, Anzahl der
Kiken: K
Er kauft insgesamt fiinfzig Tiere: G+ H+ K =50
Die Génse kosten: 10 - G Groschen
Die Hiihner kosten: 5 - H Groschen
Die Kiiken kosten: 1 - K Groschen
Die Summe der drei Einzelposten ergibt den Kaufbetrag
von einhundert Groschen:  10G+5H + K =100
Zumindest kénnen die Kiiken herausgelost werden. Dazu
wird die erste Gleichung (Anzahl der Tiere) von der Kosten-
gleichung subtrahiert:
10G + 5H+K =1001I+
G +H+K = 50|-
9G +4H = 50
4H = 50-9G
50 9 1
H_T_ 7 G—Z(SO -9G)
— N EINER MATHEMATIKSTUNDE IN
| EINEM CHINESISCHEN GYMNASIUM

KAMPFT DER LEHRER GEGEN DIE SPE-
ZIELLE MEINUNG DER SCHULER, DASS
MAN ES MIT MATHE AUCH NICHT ZU
EINEM MERCEDES BRINGEN WIRD.

Wieso? Dort fahren viele Leute
Mercedes und die sind nun wirk-
lich keine guten Schiiler - wie
PISA-Ergebnisse
zeigen.
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Schluss
mit der
Diskussion |

Doch die Finsternis in der Mathematik,
die sich in dieser Klasse zeigt,
die kénnen auch nicht
100 Kerzen erhellen!

DIE SCHULER WOLLEN ABER
LIEBER FUSSBALL SPIELEN.

... da ist der Weg
zum Mercedes aber
aussichtsreicher und Ein
kiirzer! chinesisches
Sprichwort sagt: "W Also ...
S zuriick zu
unserer

Lieber eine Kerze
anziinden als iber
die Finsternis
klagen.

Null Problem 11
Wir sind es gewohnt mit den
Preisangaben auch entspre-

chende Mengen zu berechnen.

MIT DER GEWISSHEIT, DASS HUN-
DERT LEHRERGENERATIONEN VOR
IHM MIT DIESER AUFGABE BRIL-

LIERTEN, — BEGINNT DER LEHRER.

Der Preis
pro Gans
betrdgt 10 YUAN!

Dann die
Hiihner zu
5 YUAN
das Stiick!

... zum Schluss noch
Kiiken zum Einzelpreis von
1YUAN!

Es geht
NAJA, DER Wie groB ist die hier
LEHRER | 02l Anzahi der Ginse um
MUSS ' ¢ unter dem

Varianten.

dervieh ?
GRINSEN. Federvie

DOCH WIE Aber
warum

STAUNEN heift die
DIE SCHU- ) . Aufgabe
LER UBER | ...von 100
DIE MATHE- Végeln
MATISCHE : N ?2??

|\ aaa ...
VIELFALT _ einfach
DIESER S -~ zdhlen, Ihr sollt die Anzahl der Gdnse

AUFGABEN-
STELLUNG.
FAKT IST:
ES WURDEN
50 TIERE
FUR 100
YUAN
GEKAUFT

bestimmen, die man fiir 100 YUAN
kaufen konnte!
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Zdahlen ist
Doch wenn die Végel schon gekauft sind, wohl keine Algebra,
da ist es egal, welche Varianten es gibt. verehrte

Schiiler.

Die sind sooo ... ganz leicht zu zdhlen.

Folgerichtig
ist das also die
erste Gleichung.

Nun ganz fix
ine dritt 0,
Srams. ol

MAMEVOR G Loster G - 10 YUAN
Gleichung. — H boster H - S YUAN

T KhostenK-1YUAN

mscll gurbmmen

%/ 100 YUAN

Chaotisch!
Hi, Hiii ...
zwei Gleichungen
fir drei
Unbekannte!

Und das ist jetzt .
Lernstandard!

Also:
10-6+5-H+1-K=100

Logo ...
da braucht
man eben nur
eine Gleichung

Es ist doch nur nach
der Menge der Ganse
gefragt worden,

Da wdre schon
was dran, ABER
die Zahl der Hiihner
und Kiiken kennt
man doch leider
nicht.

ALSO WERDEN KUKEN ERST-ff-

MAL HERAUSGELASSEN. Lch fasse

mal zusammen:

96 + 4H = 50

in der

Geldbeziehung Die verbliebene
. ndmlich wird Gleichung nach der
Kist ci;e Differenz substituiert ... Hiihner Anzahl der Gdnse
aus der Summe 111 rauswerfen auflésen!
von G und H. AHA! geht wohl
GELDGLEICHUNG nicht ?

_6-H
K=50-@G+H) 106+5H*%°" 7100 o - 225~ 2H)

9
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Weil es keine
negativen Gdnse geben @ ﬂ’ Womit der Wert nur
kann',v darf d.ae Anzth der ... was nun N ’ 18,9 oder null sein
Hiihner nicht grafer das Ganze auf (Q{:\- ,ﬁ ['f ;v ¢ kann
als 12 sein L) .
' 13 Fdlle n ? 18 wiirde bedeuten:
einschrdnkt. Xy & (25-2-35)=18
Klar 21 A Q also drei und ein
=\ 4 halbes Huhn.
Weil es aber auch keine Und null:
zerstiickelten Ganse geben 25-2-125)=0
.. denkt kann, muss (25 - 2H) also zwolf und ein
an die Formel HE{0: 1, 2; 3; 4,5, 6,7 8, 9;10; 11; 12} durch 9 zu teilen sein. halbes Huhn.

fiir die Anzahl \

der Ginse ...
G- 2(25- 2H)
9
I

DER LEHRER
ERLEDIGT NOCH
DEN REST UND
SAGT STOLZ,
DASS DIE

ZAHL 2 DIE
ANZAHL

DER GANSE

SEL Anzahl der

Kiiken,
ehh?!

Es bleibt somit als
einzige Maglichkeit, dass
sich unter den gekauften
Végeln acht Hiihner
befinden, denn

R (25-2-8)=9

T ——————

DANN NOCH EIN

ALLE SCHULER STAUNEN, DASS DIESE
AUFGABE UBERHAUPT LOSBAR UND

..DA
KOMMT

DEUTIG LOSBARIST.

T e

THEMATISCHE EINORDNUNG

Im Jahr 475 wurde in China das Problem
der einhundert Végel als Aufgabe formu-
liert und danach immer wieder abge-
wandelt.

Die Abwandlungen betrafen nur die For-
mulierung und nicht das Problem.

Da ging es immer um die Bestimmung
ganzzahliger Losungen (d.h. um die
Bestimmung natdirlicher Zahlen als
Losungen von linearen Gleichungen, die
ein lineares Gleichungssystem bilden).
Eindeutig kann die Losung im Allgemei-

DIE LOSUNG LAUTET ALSO:

1 TATSACHLICH

DENNIN 6 :M EINGESETZT, fiirH = 8inder

Klammer die durch
neun teilbare
neun heraus!!!

WAS DEN WERT EINS
ERGIBT, DER DANN MIT
ZWEI MULTIPLIZIERT

ZWET FUR 6 ERGIBT.

nen nur dann sein, wenn die Zahl der
Gleichungen und die Zahl der Unbekann-
ten Uibereinstimmt, die Gleichungen line-
ar unabhdngig sind und sich nicht wider-
sprechen.

Viele in alten Rechenbiichern zu finden-
de Aufgaben enthalten mehr Unbekann-
te als Angaben Uber diese. Hier geht es
um drei Tierarten, die nur durch zwei
Gleichungen bestimmt werden. Damit
sind die unbekannten (drei) Tierarten
unterbestimmt.

Eine Variable kann deswegen unabhan-
gig von den anderen zunéchst frei gewahlt

werden. Allerdings muss dann {iberpriift
werden, ob sich bei der Wahl nicht
unsinnige Werte fiir die anderen (hier
zwei) Variablen ergeben (zum Beispiel
negative oder gebrochene Anzahlen).
Oft ergeben sich fiir den Fall, dass das
Gleichungssystem unterbestimmt ist,
mehrere Losungstupel.

Ist das Gleichungssystem tiberbe-
stimmt, dann muss in vielen Fallen fest-
gestellt werden, dass sich tiberhaupt
keine Losung ergibt, weil sich mindes-
tens zwei Gleichungen widersprechen.
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LINEARE ALGEBRA - 21/2

*Matrizenmultiplikation

WURST AM LAUFENDEN BAND

UND DIE MATHEMATIK IN DER GESCHICHT ... | Fiir Schlackwurst mit 1100kg Frischmasse werden
1100kg - 0,40 = 440kg Schweinefleisch benotigt.
Im Allgemeinen verraten es Wurstfabriken nicht, welche Fiir Cervelatwurst mit 2000 kg Frischmasse werden
Rezepte sie zur Herstellung von Wurst verwenden. Gewlir- | 5000kg - 0,50 = 1000 kg Schweinefleisch benétigt.
ze sind in der Beziehung natiirlich am geheimsten, denn . . .
sie sollen den guten Geschmack der Wurst garantieren Fur Salami mit 2500 kg Frischmasse werden
lerdines ist di der Fletschb d 2500kg - 0,30 = 750kg Schweinefleisch benétigt.
A eraings Istdie Zusammenserung erf elsc g;tan o Das sind insgesamt 440kg + 1000kg + 750kg = 2190kg
teile bei Dauerwurst vorgeschrieben. Salami enthalt bei- . - . .
- - o - o b . . Schweinefleisch. Man kann den Fleischverbrauch als Multi-
spielsweise 30 % Schweine-, 40 % Rindfleisch und einen I L .
. - . . plikation der Rohstoffmatrix mit dem Produktionsvektor
Rest von 30 % Speck. Bei einem Kilogramm Wurst sind das berechnen:
300 Gramm Schweinefleisch, 400 Gramm Rindfleisch und ’
300 Gramm Speck. 0,40 0,50 0,30 1100
Fleischart Schlackwurst Cervelatwurst Salami 0,25 0,20 0,40 e | 2000 | =
- - 0,35 0,30 0,30 2500
Schweinefleisch 40% 50% 30%
Rindfleisch 25 % 20% 400/0 0,40-1100 + 0,50 - 2000 + 0,30 - 2500 2190
Speck 35% 30% 30% 0,25-1100+ 0,20 - 2000 + 0,40 - 2500 | = | 1675
0,35-1100 + 0,30 - 2000 + 0,30 - 2500 1735
In der Rohstoffmatrix fiir die Herstellung der drei Dauerwurst- * *
sorten fiir den Fleischeinsatz stehen die Fleischarten in Dabei ergibt sich der erste Eintrag des Fleischverbrauch-
den drei Zeilen und die Dauerwurstsorten in den (zuféllige | vektors (2190 kg Schweinefleisch), indem man die Elemente
Anordnung!) drei Spalten. der ersten Zeile der Rohstoffmatrix jeweils mit den entspre-
0,40 0,50 0,30 chenden Elementen des Produktionsvektors multipliziert
M= 10,25 0,20 0,40 lautet die Materialverbrauchsmatrix | und diese Produkte addiert. Analog berechnet man den
0,35 0,30 0,30/ einer Wurstfabrik. zweiten und dritten Eintrag des Fleischverbrauch-Vektors.
Die Summe der Spalten ist gleich eins oder 100 %, was Wichtig ist, dass die Spaltenzahl der ersten Matrix (hier:
bedeutet, dass kein anderes Fleisch verwendet wird. Die | Rohstoffmatrix, drei Spalten = drei Wurstsorten) mit der
Tagesproduktion in der Fabrik betrégt: Zeilenzahl der zweiten (hier: Produktionsvektor, drei Zei-
1100kg Schlackwurst, 2000 kg Cervelatwurst und 2500kg lc;en Tv‘drte] Wur;tslftrlgglré) Ubereinstimmt. Nur dann kann man
Salami. Zu beachten ist hier, dass damit das Frischgewicht as Matrixprodukt briden.
angegeben wird, welches durch die anschlieBende Riu- Das Produkt ergibt einen Vektor mit drei Zeilen, die den
cherung erheblich sinkt (Wasserverluste). drei Fleischsorten entsprechen.
Es werden also benétigt:
L~ /

1.
2.

2190kg Schweinefleisch,
1675 kg Rindfleisch und

3.
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1735kg Speck.
' E IN ABSOLVENT DER TECHNI-| _
SCHEN HOCHSCHULE HAT
DAS DIPLOM ALS MASCHINEN-
BAUINGENIEUR. UND ..

.. best job




Hier stehen zahlreiche
verlockende Angebote
fiir Ingenieure.

Die richtig zu
erfassen ist nicht so leicht.

Man miisste eine
Bewertungsmatrix
aufstellen.

. WOZU ES WOHL ERST EINMAL ERFORDERLICH
WARE, DEN TYP ZU BESTIMMEN.
Was soll also in den '

SCHNELL IST DAS POWER BOOK
ZUR HAND. ALSOLOS!

Fiir die Zeilen

wiirden sich die Betriebe
anbieten, die Stellen
ausgeschrieben

Gut, das Gehalt hat
einen festen Zahlenwert,
aber wie soll ich die
Aufstiegschancen,
die sozialen
Bedingungen
oder gar die
Arbeitsplatzsicher-

heit messen oder

l\ bewerten ?

\ Zeilen stehen?
Mit den

[~

Wegen

Excel der Ubersichtlichkeit
VO"IGQC“' beschrdnke ich mich
Matrizen auf drei ausgewdhlte

geht das.

Betriebe.

" \{ DIE MATRIX HAT AUCH SPALTEN.
WIE VIELE WERDEN BENOTIGT?

Hier werde ich

die Bewertungs-

kriterien erfassen,
nach denen ich

einschdtzen kann,
wie gut die
Stelle ist

1




UND SO BESCHLIESST ER, FUR DIE
KRITERIEN PUNKTE ZU VERGEBEN.

die Bewer-
tung des
Gehalts!

Drei -
besonders
gut

ALSO L