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Vorwort

Dass es Zusammenhiange zwischen Zaubern und Mathematik gibt, diirfte sich weit-
gehend herumgesprochen haben. Die meisten werden dabei aber nur an Zaubertricks
denken, bei denen einfache algebraische Operationen eine Rolle spielen.(,, Denke Dir ei-
ne Zahl. Nimm sie mit Fiinf mal. ... * ) Das ist allerdings der bei weitem langweiligste
Aspekt. Tatsachlich ist es so, dass man Ergebnisse aus vielen mathematischen Gebie-
ten fiir die Zauberei nutzen kann: Kombinatorik, Invariantentheorie, Gruppentheorie,
Eigenschaften von Primzahlen, Codierungstheorie, Stochastik, ...

Eine Auswahl findet man in meinem Buch ,, Der mathematische Zauberstab", das
Ende 2015 bei Rowohlt erschienen ist. Es richtet sich an interessierte Leser ohne einen
mathematischen Hintergrund.

Die ganze Wabhrheit ist noch viel spektakularer. Es gibt ndmlich eine Fiille von
Beispielen, bei denen ein Zaubertrick beim besten Willen nicht ohne die Diskussion
eines recht anspruchsvollen mathematischen Hintergrunds vollstandig erklart werden
kann. Ich habe dazu eine Reihe von Arbeiten geschrieben, die in Fachzeitschriften
erschienen sind.

Das Ziel des vorliegenden Buches ist es, diese Zusammenhinge darzustellen. Es
richtet sich an alle interessierten Leserinnen und Leser!) mit einer mathematischen Vor-
bildung (neben Mathematikern denke ich an Informatiker, Physiker, Ingenieure, ...),
die den vergleichsweise anspruchsvollen Hintergrund der Beziehungen zwischen Zaube-
rei und Mathematik kennen lernen wollen. Eine weitere Zielgruppe sind Studierende der
Mathematik, die sich den Inhalt in einem Seminar oder Proseminar erarbeiten kdnnen.

Und auch wer sich nicht fiir alle Einzelheiten interessiert, findet bestimmt eine
Fiille von Anregungen, um bei der nichsten Familienfeier oder dem nichsten Fest mit
Freunden als Zauberer aufzutreten.

Ehrhard Behrends
Berlin, 2017

DIm Interesse der besseren Lesbarkeit wird der Genderaspekt im vorliegenden Buch auf diese FuB-

note reduziert: , Leserinnen” bedeutet ab hier , Leserinnen und Leser", , der Zauberer" steht fiir , der
Zauberer oder die Zauberin®, usw.
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Einleitung

Der 13. Januar 2015 war fiir mich ein besonderer Tag. Ich war nach Jahrzehnten
wieder einmal ein Priifungskandidat. Als Mathematikprofessor hatte ich eine gewaltige
Anzahl von Priifungen abgenommen, es war nun eine aufregende Erfahrung, dass die
Rollen Priifer-Priifling vertauscht waren. Es war meine Zauberpriifung, mit der ich
in den Magischen Zirkel von Deutschland (MZvD) aufgenommen werden wollte. Die
Priifungskommission bestand aus drei Ortszirkelleitern, und alles wurde von etwa 10
Mitgliedern der ,, Zauberfreunde Berlin" aufmerksam verfolgt. Das Ganze dauerte etwa
90 Minuten.

Es begann mit einem Pflichtteil, der in Theorie (,, Nennen Sie fiinf beriihmte Zaube-
rer des 19. Jahrunderts!"; , Wie hieB das erste gedruckte Zauberbuch?" ...) und Praxis
(, Fiihren Sie eine Miinz-Palmage vor!*; , Zeigen Sie drei verschiedene Forciermdoglich-
keiten fiir Karten!”, ...) unterteilt war. Dann folgte die Kiir, bei der ich drei Tricks
eigener Wahl prasentieren sollte. Ich hatte mir die Tricks ausgesucht, die in diesem
Buch in den Kapiteln 2, 4 und 5 beschrieben werden. Die Priifungskommission war am
Ende mit meinen Leistungen zufrieden, und so wurde ich zum , gepriiften” Zauberer.

Die Zauberei hat mich schon lange fasziniert, insbesondere ihre mathematischen
Aspekte. Schon vor Jahren hielt ich — inspiriert durch die Biicher von Martin Gardner —
einen Vortrag liber ,Zauberhafte Mathematik * an der Berliner Urania. Ein neuer, sehr
intensiver Impuls ergab sich dann im Jahr 2012 durch die Zusammenarbeit mit dem
britischen Kollegen Steve Humble. Steve hatte anlasslich einer Mathematik-und-Kunst-
Aktion ein Phianomen entdeckt, das offensichtlich einen mathematischen Hintergrund
hatte, der allerdings nicht offensichtlich war?). Wir entschliisselten das Ritsel, es war
der Beginn einer sehr intensiven Auseinandersetzung mit den Beziehungen zwischen
Mathematik und Zauberei.

Die erfolgte auf zwei Ebenen. Erstens wollte ich einem interessierten, fachlich nicht
vorgebildeten Publikum die Faszination des Themas klarmachen. Das fiihrte zu mei-
nem bei Rowohlt im Jahr 2015 erschienenen Buch ,, Der mathematische Zauberstab".
Und zweitens stellte sich mehrfach heraus, dass zum vollstindigen Verstdndnis der
Funktionsweise gewisser Zaubertricks eine weit anspruchsvollere Mathematik erforder-
lich ist, als man sie einem Laienpublikum zumuten kann. Ich schrieb einige Arbeiten,
die in Fachzeitschriften erschienen sind, und diese Artikel sind der Ausgangspunkt des
vorliegenden Buches.

Es enthilt 15 Kapitel, die den folgenden beiden Bedingungen geniigen:
e Grundlage ist ein interessanter Zaubertrick (den man iibrigens auch dann vorfiihren

kann, wenn man den mathematischen Hintergrund nicht bis in alle Einzelheiten
verstanden hat).

e Die zugrunde liegende Mathematik ben&tigt zum Verstandnis eine fachliche Vor-
bildung: Fiir mathematische Laien wird es (leider) zu schwierig.

2)Es handelt sich um den in Kapitel 5 beschriebenen Trick.



Hier ist eine Ubersicht:

Kapitel 1: Invarianten. Invarianten sind Eigenschaften, die bei gewissen Transformatio-
nen erhalten bleiben. Fiir die Zauberei sind Eigenschaften eines Kartenspiels interes-
sant, die es auch nach chaotisch aussehenden Mischoperationen garantiert noch hat.
Das studieren wir am Beispiel der Hummer-Zaubertricks.

Schwierigkeitsgrad: mittel®).

Kapitel 2: Magische Quadrate und magische Wiirfel. Hier geht es um gut versteckte
Folgerungen aus Kommutativ- und Assoziativgesetz. Ein Zuschauer wahlt vollig frei
mit Zahlen beschriftete Felder eines quadratischen Rasters. Die Summe dieser Zahlen
steht schon vorher fest, und das ist auch fiir Mathematiker kaum zu durchschauen.

Schwierigkeitsgrad: leicht bis mittel; etwas anspruchsvoller ist nur die Ubertragung der
Ideen von Quadraten auf Wiirfel und Hyperwiirfel.

Kapitel 3: Quadrate mit vorgegebener erster Zeile. Hier spielen Methoden der linea-
ren Algebra die Hauptrolle. Insbesondere wird die Tatsache , allgemeine Lésung gleich
partikuldre Losung plus allgemeine Losung des homogenen Systems" mehrfach ausge-
nutzt.

Schwierigkeitsgrad: leicht bis mittel.

Kapitel 4: Zauberhafte Normalteiler. Wahrscheinlich erstmals in der Zauberei spielen
Eigenschaften von Normalteilern in Gruppen eine Rolle. Ein Kartenspiel wird durch
Mischen in eine scheinbar chaotische Reihenfolge gebracht, doch plétzlich ist die ur-
spriingliche Ordnung wiederhergestellt.

Schwierigkeitsgrad: mittel.

Kapitel 5: Magische Dreiecke und Primfaktoren von Binomialkoeffizienten. Ein Zu-
schauer legt 10 bunte Karten in eine Reihe. Die wird nach einer einfachen Regel zu
einem Dreieck ergdnzt: Das dauert eine Weile. Die Farbe der Karte, die als letztes
gelegt wird, ist dem Zauberer schon bekannt, wenn er die erste Reihe gesehen hat.
Schliissel zur Erklarung sind Eigenschaften von Primfaktoren in Binomialkoeffizienten.

Schwierigkeitsgrad: mittel.

Kapitel 6: Magische Pyramiden: Zaubern in drei Dimensionen.

Schwierigkeitsgrad: Die Ideen aus Kapitel 5 werden verallgemeinert: Statt Dreiecken
werden nun Pyramiden konstruiert. Wieder spielen — gut versteckt — Primzahlen und
Binomialkoeffizienten eine Rolle.

Schwierigkeitsgrad: mittel.

Kapitel 7: Hyperpyramiden. In diesem Kapitel verlassen wir die uns anschaulich zugéng-
liche dreidimensionale Welt. Das, was in Kapitel 5 und 6 vorgestellt wurde, erweist sich

3)Diese und die folgenden Einschitzungen sind natiirlich subjektiv. Sie haben sich auch durch Er-
fahrungen in mehreren Seminaren und Proseminaren an der FU Berlin zum Thema ergeben.
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als Spezialfall von Ergebnissen fiir beliebig hochdimensionale Raume. (Der praktische
Nutzen dieser Ergebnisse fiir Zauberer in unserer Welt sollte allerdings nicht zu hoch
eingeschitzt werden.)

Schwierigkeitsgrad: mittel (der schreibtechnische Aufwand ist aber ziemlich erheblich).

Kapitel 8: Vom Melkmischen zur Zahlentheorie. Melkmischen (Englisch ,, milk shuffle®)
ist eine spezielle Mischform, die hin und wieder fiir Zaubertricks eingesetzt wird. Wie
oft muss man diese Mischform auf einen Kartenstapel aus n Karten anwenden, um die
Ausgangsreihenfolge wiederherzustellen? (Es geht also um die Periode einer gewissen
Permutation.) Uberraschender Weise ist der Ubergang von n zur Linge dieser Peri-
ode sehr verwickelt, und man muss zahlentheoretische Methoden anwenden, um den
genauen Zusammenhang zu entschliisseln.

Schwierigkeitsgrad: mittel bis hoch.

Kapitel 9: Fibonacci zaubert mit quadratischen Resten. Man kann in der Restklas-
sengruppe Z,, zwei Zahlen xzq, 2z vorgeben und dann rekursiv eine Folge (z,,) durch
Tpt1 = Tp + Tp—1 mod n (fiir n > 1) definieren. Es ist nicht iiberraschend, dass
diese Folge periodisch ist. Bemerkenswerter Weise gibt es aber Situationen, bei denen
die Summe der z,, iiber eine Periode unabhingig von ¢, x; ist. (Dabei ist die Wahl
xo = 1 = 0 nicht zugelassen.) Die Analyse kann in dem Fall erfolgreich durchgefiihrt
werden, dass m = p eine Primzahl ist. Und dann wird es wichtig zu wissen, ob —1 und
5 quadratische Reste modulo p sind oder nicht.

Schwierigkeitsgrad: mittel bis hoch.

Kapitel 10: Australisches Ausgeben. Beim ,australischen Ausgeben® wird auf ganz
spezielle Weise eine einzelne Karte aus einem Kartenspiel ausgewahlt. Man braucht
eine wenig offensichtliche Formel um zu berechnen, welche Karte iibrig bleiben wird.
Dieses Wissen lasst sich in viele interessante Zaubertricks umsetzen.

Durch eine Variante des Ausgebens ergeben sich weitere Moglichkeiten. Der ma-
thematische Hintergrund ist allerdings weit verwickelter, und viele naheliegende Fragen
sind noch offen.

Schwierigkeitsgrad: mittel bis hoch.

Kapitel 11: Ein Esel lese nie: Palindrome. Ein Palindrom ist ein Wort oder Satz, bei
dem man das gleiche Ergebnis erhdlt, wenn man riickwarts liest. Wir konzentrieren uns
auf palindromische Kartenstapel: Die duBersten Karten sind identisch (oder Partner-
karten), die zweite und vorletzte ebenfalls und so weiter. Wir zeigen, wie man solche
Kartenstapel unauffélig erzeugen kann, entwickeln eine Theorie der erlaubten Misch-
operationen (bleibt die Palindromeigenschaft erhalten?) und machen Vorschlige, wie
man die Ergebnisse in wirkungsvolle Zaubertricks umsetzen kann.

Schwierigkeitsgrad: mittel.

Kapitel 12: Die mysteriése Zahl 1089 und die Fibonaccizahlen. Der 1089-Trick ist ein
bekannter Klassiker: Der Zuschauer wahlt eine beliebige dreistellige Zahl und fiihrt
damit einige einfache Rechenschritte durch. Das Endergebnis ist garantiert 1089. Hier
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wird das Ergebnis auf Zahlen mit beliebig vielen Stellen verallgemeinert. Dabei gibt es
zwei Uberraschungen. Erstens war mir bis zu diesen Untersuchungen nicht klar, wie
verwickelt Arithmetik (das Zahlenrechnen, das man schon in der Grundschule lernt)
sein kann. Und zweitens ist bemerkenswert, dass hier, wo es wirklich niemand erwartet
hatte, die Fibonaccizahlen auftauchen.

Schwierigkeitsgrad: hoch.

Kapitel 13: Unméglich! Das ist ein Codierungstrick. Zauberer und Helfer vereinbaren
einen schwer zu durchschauenden Code, um die Nachricht zu {ibertragen, welche Karte
von einem Zuschauer ausgewdahlt worden ist.

Schwierigkeitsgrad: leicht bis mittel.

Kapitel 14: Codierung mit deBruijn-Folgen. Eine k-deBruijn-Folge ist eine 0-1-Folge der
Lange 2%, in der jede 0-1-Folge der Linge k genau einmal vorkommt. Fiir die Zauberei
sind solche Folgen deswegen interessant, weil man sehr weitreichende Informationen
erhilt, wenn Zuschauer aus einem geschickt gelegten Kartenspiel Karten ziehen und
dann scheinbar harmlose Fragen beantworten.

Schwierigkeitsgrad: mittel.

Kapitel 15: Ich gewinne (fast) immer. Das ist ein wahrscheinlichkeitstheoretischer Trick.
Die Mathematik im Hintergrund ist interessant, man kann jedoch nicht mit Sicher-
heit sagen, ob er auch klappen wird. (Die Wahrscheinlichkeit, dass alles gut geht, ist
allerdings beruhigend hoch.) Der Zuschauer wéhlt eine Farbreihenfolge, etwa rot-rot-
schwarz, der Zauberer sucht sich auch eine aus, und derjenige gewinnt, dessen Farbfolge
beim Aufdecken eines gut gemischten Kartenspiels zuerst erscheint. Die Chancen fiir
den Zauberer sind bei geschickter Wahl immer besser als die des Zuschauers!

Schwierigkeitsgrad: mittel.

Am Ende des Buches findet man noch ein kurzes Literaturverzeichnis: Biicher zum
Thema ,,Mathematik und Zaubern", Einfiihrungen in die Zauberkunst sowie ergdnzende
Literatur zu den einzelnen Kapiteln.

Wie schon im Vorwort erwdhnt, kann das Buch unter verschiedenen Aspekten ge-
lesen werden. Als Mathematiker oder sonstiger Wissenschaftler mit einem mathema-
tischen Hintergrund (Informatik, Physik, Ingenieur, ...) kann man sich iiberraschen
lassen, welche unterschiedlichen Aspekte der Mathematik fiir die Zauberei genutzt
werden kdnnen.

Und fiir Organisatoren eines Proseminars/Seminars bieten sich die einzelnen Kapi-
tel als Vorschliage fiir Vortrage an. An der FU Berlin stand das Thema , Mathematik
und Zaubern“ mehrfach im Vorlesungsverzeichnis®). Da die Schwierigkeitsgrade der

4 Am Ende gab es immer einen Praxistest: einen Workshop fiir ein allgemeines Publikum zur ,,Langen
Nacht der Wissenschaften", der von den Teilnehmern der Lehrversanstaltung mit viel Engagement
durchgefiihrt wurde.
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verschiedenen Kapitel etwas schwanken, kann man die unterschiedliche Belastbarkeit
der Studierenden beriicksichtigen.

AbschlieBend sei noch ein allgemeiner Hinweis zum Thema ,,Zaubern” gestattet.
In diesem Buch wird eigentlich nur der mathematische Hintergrund beschrieben. Fiir
Zaubertricks gilt aber das gleiche wie beim Verschenken eines guten Parfums: Die
Verpackung ist (mindestens) genau so wichtig wie der Inhalt.

Wer etwas mehr zur konkreten Umsetzung der Theorie in Zaubertricks erfahren
mochte, findet dazu einige Tipps in meinem Buch ,,Der mathematische Zauberstab".
Insbesondere gibt es drei Ratschldge: iiben, iiben, iiben! Man sollte erst dann mit
einem Trick vor ein Publikum treten, wenn er ,im stillen Kdmmerlein“ mindestens
zehn Mal geklappt hat. Zu einem richtigen kleinen Kunstwerk kann er allerdings erst
dann werden, wenn er von einer engagierten und kreativen Prasentation begleitet wird.
Gliicklicherweise kann man dazu viele Tipps in Zauberbiichern finden (siehe das Lite-
raturverzeichnis).

Und sollten Sie Lust darauf bekommen haben, die Beschaftigung mit der Zaube-
rei zu intensivieren, so bietet es sich an, einen Ortszirkel des magischen Zirkels von
Deutschland MZvD in lhrer Ndhe aufzusuchen. Die entsprechenden Informationen fin-
det man im Internet unter www.mzvd.de/der-verein/ortszirkel.



Kapitel 1

Invarianten
... wie ein Fels in der Brandung

Mathematiker verstehen unter einer Invariante eine Eigenschaft, die unter vorgegebenen
Transformationen erhalten bleibt:

e Wenn man Dreiecke in der Ebene betrachtet, so sind Winkelsumme und Flachen-
inhalt Invarianten unter allen Drehungen, Spiegelungen und Translationen.

e In der Topologie ist ,,Zusammenhang" eine Invariante unter Homéomorphismen.

e Endlich” ist eine Eigenschaft von Mengen, die unter bijektiven Abbildungen
invariant ist.

Wenn man sich in einer Theorie erst einmal darauf verstindigt hat, was die , richtigen*
Transformationen sind, wird man versuchen, die Invarianten zu identifizieren, um das
Wesentliche herauszuarbeiten.

Hier soll es um Invarianten gehen, die fiir die Zauberei interessant sind. Wir wer-
den Eigenschaften von Kartenspielen betrachten, die unter gewissen Mischoperationen
invariant sind. Hat man so etwas gefunden, so kann man die Transformation nicht
nur einmal, sondern beliebig oft anwenden: Das Spiel wird danach immer noch die
entsprechende Eigenschaft haben.

Es sind allerdings zwei Aspekte zu beachten. Erstens darf die Invariante nicht so
offensichtlich sein, dass sie von allen leicht durchschaut werden kann. So ist zum Bei-
spiel die Kartenanzahl (oder die Anzahl der roten Karten im Stapel) eine Invariante
unter beliebigen Mischoperationen, aber auf dieser Tatsache lasst sich bestimmt kein
Zaubertrick aufbauen. Und zweitens muss es die Moglichkeit geben, mit Hilfe dieser
Invariante interessante Zaubertricks zu entwickeln.

Als erstes betrachten wir die Invariante ,zyklischer Abstand"”. Wir stellen uns vor,
dass K und K’ Karten eines Kartenstapels sind und dass man k& Karten weiterzihlen

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
E. Behrends, Mathematik und Zaubern: Ein Einstieg fiir Mathematiker, DOI 10.1007/978-3-658-17505-4 1



2 KAPITEL 1. INVARIANTEN

muss, um von K nach K’ zu kommen. Dabei wird vereinbart, dass vorn weitergezahlt
wird, wenn von K aus gesehen die Karte K’ bis zum Ende des Stapels nicht vorkommt.
Als Beispiel betrachten wir die folgenden Karten:

Hier liegt die ¥4 zwei weiter als die @10, die §2 vier weiter als die 47, die @
Dame zwei weiter als die @86 (im letzten Beispiel muss vorn weitergezihlt werden).

Bemerkenswert ist nun, dass diese Zahl (wie weit muss von K nach K’ weitergezihlt
werden?) eine Invariante beziiglich des Abhebens ist. Dabei bedeutet , abheben*: einen
Teil des Stapels von oben wegnehmen und ihn dann unter den Reststapel legen. Der
Beweis ist leicht, man muss nur drei Fille unterscheiden: Wurde vor K, nach K’ oder
zwischen K und K’ abgehoben? Den meisten Laien ist diese Tatsache unbekannt, und
das ist der Grund, dass viele Zaubertricks erfolgreich darauf aufbauen.

Beispiel 1: Sortiere die Damen und Koénige eines Spiels so, dass die jeweilige Partnerkarte
vier Karten weiter liegt:

Der Herz Konig liegt vier Karten hinter der Herz Dame usw. Man kann nun das Spiel
zusammenschieben und umdrehen und dann beliebig oft abheben lassen. Dann liegt
vier Karten nach der obersten Karte der Partner (oder die Partnerin). Man kann die
Karten unter einem Tuch verbergen, sich scheinbar gewaltig anstrengen und dann das
Parchen prisentieren. (Es geht sogar weiter: Im Reststapel bilden oberste und vierte
Karte ein Parchen usw.)

Beispiel 2: Unter Zauberern sehr beliebt ist das Prinzip der Leitkarte. Der Zauberer
merkt sich unauffillig die unterste Karte eines gut gemischten Stapels (die Leitkarte)
und |dsst eine Karte ziehen. Die schaut sich der Zuschauer an, merkt sie sich und legt
sie oben auf den Stapel. Nun wird einmal oder mehrfach abgehoben, die Zuschauerkarte
wird direkt nach (im zyklischen Sinn) der Leitkarte liegen.

In dem vorliegenden Kapitel werden wir eine weit kompliziertere Invariante bespre-
chen. Sie wurde von dem amerikanischen Zauberer Bob Hummer gefunden, der von
1906 bis 1981 lebte. Auf ihm baut eine ganze Trickfamilie auf.



... WIE EIN FELS IN DER BRANDUNG 3

Der Effekt

Zuschauer bringen ein Kartenspiel ziemlich durcheinander. Dann passiert etwas Uner-
klarliches:

e die Karten sind wieder , sortiert” (rote und schwarze Karten zeigen in verschie-
denen Richtungen), oder

e der Zauberer kannte schon vorher die Summe der Kartenwerte der sichtbaren
Karten, oder

e der Zauberer findet zwei Karten, die sich zwei Zuschauer aus einem Kartenspiel
genommen und wieder zuriickgesteckt haben.

Die Mathematik im Hintergrund

Sei n € N beliebig. Wir bendtigen n rote und n schwarze Karten. Diese 2n Karten
kann man beliebig zusammenlegen, diesmal wollen wir auch erlauben, dass einige Karten
umgedreht sein kdnnen, man also ihre Riickseite sieht. Das wollen wir so formalisieren:

e 1" steht fiir eine rote und , s" fiir eine schwarze Karte. Sieht man von so einer
Karte die Riickseite, so werden wir ,—r" bzw. ,, —s" schreiben.

e Ein fiir unsere Zwecke typischer Zustand des Kartenstapels ist also eine Folge
(x1,...,T2p), wobei x; € {r, —r, s, —s}. Die Menge dieser Folgen wollen wir mit
A, bezeichnen. Sie hat offensichtlich 42" Elemente.

Im nachstehenden Bild sehen wir ein Beispiel: Der aufgefacherte Stapel ist von
vorn und von hinten abgebildet. Es handelt sich um die Folge (—s, s, 7, —r, —s, s, 1, —r,
—s,—r), wenn man ihn von der einen Seite betrachtet, und daraus wird (r, s, 7, —r, —s, s,
r,—r,—s,s), wenn man ihn umdreht.

Uns interessieren eine Eigenschaft £ und Operationen, die diese Eigenschaft invari-
ant lassen. (Wie man das fiir Zaubertricks ausnutzen kann, wird spiter beschrieben.)
Zunichst die Eigenschaft £.



4 KAPITEL 1. INVARIANTEN

Definition 1.1 Wir sagen, dass ein (x1,...,29,) € Ao, die Eigenschaft £ hat, wenn
gilt: Dreht man jede zweite Karte um, so zeigen rote und schwarze Karten in verschie-
dene Richtungen. Die Gesamtheit der Folgen mit £ soll mit Ay, ¢ bezeichnet werden.

Etwas formaler bedeutet £ : Alle 25, x4, xg, . . . gehdren zu {r, —s} und alle z1, z3, . . .
zu {—r, s}; oder umgekehrt. Beispiele sind schnell gefunden. Die einfachsten Elemente
aus Agy, ¢ sind sicher die Folgen (r,s,r,s,...,r,s) und (s,r,s,r,...,s,7), aber man
kann sich leicht davon iiberzeugen, dass auch der im vorstehenden Bild abgebildete
Stapel diese Eigenschaft hat. Es ist auch nicht schwer, Gegenbeispiele zu finden, etwa
dadurch, dass man eine einzige Karte in einem (x1,...,22,) € Ay, ¢ umdreht.

Nun wollen wir Abbildungen ® auf Ay, betrachten. Dabei sollen nur solche Ab-
bildungen zugelassen sein, fiir die man eine einfache ,,Handlungsanweisung" angeben
kann. Genauer soll das heiBen, dass ein (z1,...,Z2,) € Ag, unter ® so abgebildet
wird, dass Folgendes gilt:

e Die Reihenfolge darf verandert werden;
e einige Karten darf man umdrehen;
e die Vorschrift soll fiir alle (z1,...,z2,) die gleiche sein.

Erlaubt ist also etwa: Vertausche die Reihenfolge der Karten an den Stellen 3 und 4
und drehe sie um. Nicht aber: Wenn x; eine rote Karte ist, hebe nach der ersten Karte
ab, sonst nach der dritten. Formal besteht so ein ® damit erstens aus einer Vorschrift,
welche Karten umgedreht werden sollen und zweitens aus einer Permutation der Menge
{1,...,2n}. Den ersten Schritt kann man durch eine Abbildung w von {1,...,2n}
nach {—1,1} festlegen. Es gibt 22" derartige Abbildungen und (2n)! Permutationen,
und deswegen kann man ® auf 227(2n)! verschiedene Weisen definieren.

Im Folgenden werden wir solche ® dadurch beschreiben, dass wir angeben, was mit
einem allgemeinen (21, ..., 22,) passiert. Hier einige Beispiele:

1. ®(xq,...,29,) := (—x1,—T2,23,...,T2,) dreht einfach die ersten beiden Kar-
ten um, die Reihenfolge bleibt erhalten. Dann ist etwa ®(r, —s, 7,7, s, —s,8,—r) =
(—r,s,m,1,8,—8,8 —7). (Wollte man es ganz formal machen machen, miisste man
noch definieren, dass —(—r) := 7 und —(—s) := s gelten soll.)

2. ®(xq,...,T2,) = (Tan, ..., 1) vertauscht die Reihenfolge, (r, —s,r,r,s,—s,s, —7)
zum Beispiel wird auf (=7, s, —s, s,r, 7, —s,r) abgebildet.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass die 22" (2n)!-elementige Menge der vorstehend
eingefiihrten @ (sie wird ab jetzt G genannt werden) eine Gruppe beziiglich der Abbil-
dungsverkniipfung ist. Uns wird die folgende Frage interessieren:

Welche ® € G lassen Ay, ¢ invariant?

Ausfiihrlich: Fiir welche @ gilt, dass mit (x1,...,22,) stets auch ®(x1,...,29,) zu
Agy, ¢ gehort? Mit Gg werden wir die Menge derjenigen ® € G bezeichnen, die diese
Eigenschaft haben. Ohne Miihe kann man nachweisen, dass G¢ eine Untergruppe von
G ist. Doch welche Elemente gehoren dazu?
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Lemma 1.2 (i) Sei 1 < k < 2n. Mit Ay bezeichnen wir die durch
Ap(x1,. . Topn) = (Thatly - oy T2, Ty e ooy Th)

definierte Abbildung?). A;, gehért zu Ge.

(ii) Es sei 2 eine gerade Zahl zwischen 1 und 2n. Unter Uy verstehen wir die Abbil-
dung?

UQl(x17 ceey 37277,) = (_$2l7 L2150y —LL, L2AH1y - - - 7x2n)~
Uy liegt in Gg.

Beweis: (i) Wenn man k Karten abhebt und unter den Stapel legt, wei man doch
Folgendes:

e Ist k gerade, so liegen Karten, die vorher an einer geraden (bzw. ungeraden)
Position lagen, wieder an einer geraden (bzw. ungeraden) Position.

e Ist k ungerade, so werden Karten, die vorher an einer geraden (bzw. ungeraden)
Position lagen, nun an einer ungeraden (bzw. geraden) Position liegen.

Sei nun (1,...,%2,) € Agpe und (Y1,...,Y2n) = Ar(x1, ..., Tap).

Fall 1a: k gerade, die x5, x4, xg, . . . gehoren zu {r, —s} und die x1,x3,... zu {—r, s}.
Nach Vorbemerkung gehdren dann die y2,y4,ys, . .. zu {r,—s} und die y1,¥s,... zu
{-r,s}. Es gilt also (y1,...,Y2n) € Aoy ¢.

Fall 1b: k gerade, die xo, x4, g, . . . gehdren zu {—r, s} und die 1, x3, ... zu {r, —s}.
Nach Vorbemerkung gilt die entsprechende Eigenschaft auch fiir die (y1, ..., y2n), d.h.,
(Y1, Y2n) € Dope

Die entsprechenden Fille 2a und 2b (k ungerade) werden entsprechend behandelt.
Zusammen: Mit (z1,...,%2,) liegt auch Ag(z1,...,x2,) stets in Ag, ¢.

(II) Sei (371, ... ,ajgn) S A2n7g. Es ist Ugl(xl, S 733271) S Agn,g zu beweisen.

Fall 1: Die x5, x4, g, . . . gehéren zu {r, —s} und die x1, x3, ... zu {—r, s}. Wir betrach-
ten in Ug(21,...,Tay,) irgendein Element an einer geraden Position 2s. Ist 2s > 2I,
so hat Uy nichts an ihm verdndert, es ist also in {r, —s}. Im Fall 2s < 2i allerdings
war es vorher an einer ungeraden Position, denn durch das Umdrehen wurden gerade
und ungerade Positionen vertauscht. Es lag also in {—r, s}. Da es unter Uy, umgedreht
wurde, liegt es nun in {r, —s}. Ganz 3hnlich behandelt man die Elemente an ungeraden
Positionen.

Fall 2: Die x9,x4,xg, ... gehéren zu {—r, s} und die x1,xs3,... zu {r,—s}. Das geht
genauso wie in Fall 1 durch Fallunterscheidung nach der Position. O

Da G¢ eine Untergruppe ist, liefert das Lemma eine Fiille von Beispielen fiir Ab-
bildungen aus Gg¢: Wenn ein Kartenstapel zu Ag, ¢ gehort (wenn sich zum Beispiel
rote und schwarze Karten abwechseln), darf man beliebig oft abheben und eine gerade
Anzahl von Karten als Ganzes umdrehen; das Ergebnis wird wieder in Ay, ¢ liegen.

DEs werden also k Karten abgehoben und unter den Stapel gelegt. Das ,, A" soll an ,,abheben*
erinnern.

2Unter Usy; werden also die obersten 21 Karten als Ganzes umgedreht und wieder auf den Stapel
gelegt. Die Abbildung heiBt ,,U", weil etwas ,,umgedreht" wird.
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Weitere Beispiele liefert

Lemma 1.3: (i) r und 2l seien Zahlen, so dass 1 < r < r + 2l < 2n. Unter U, o
verstehen wir die Abbildung®

U’r‘,?l(xla .. 7x2n) = (xla ey Ty 7‘%7‘-‘,-217 71’7‘—&-2[—17 ceey 71’7“—&-13 >x2l+la e 71.277,)'

U gehort zu Ge.

(ii) Sei I (wie invertieren*) durch

I(xy,...,x0n) := (x2y, ..., 21)

erklart. I ist ein Element von Gg.

Beweis: (i) Man beachte nur, dass U, 9; = Agj—, 0 Uy 0 A, gilt und dass wir schon wis-
sen, dass Ag;_,., Ug, A, in Ge liegen. (Wenn man das in Worten aufschreibt, bedeutet
es einfach: ,,In der Mitte 2! Karten ab Position r + 1 umdrehen" kann auch alternativ
wie folgt erreicht werden: r Karten abheben; dann 2] Karten umdrehen; abschlieBend
2n — 21 Karten abheben.)

(ii) Das kann man leicht direkt einsehen, da durch Invertieren die Karten an geraden
und ungeraden Positionen vertauscht werden. Es ist in Hinblick auf den folgenden Satz
aber wichtig darauf hinzuweisen, dass man I auch durch Verkniipfung schon bekannter
Abbildungen aus G¢ erhdlt. So ist etwa J im Fall 2n = 4 als Uy o Uy 2 0 Uz 0 Ay
darstellbar, und fiir beliebige 2n l3sst sich die gleiche ldee anwenden. O

Fiir die spateren Zauberanwendungen waren diese Ergebnisse ausreichend, aber als
Mathematiker méchte man es ganz genau wissen: Sind denn durch Verkniipfung von
Abbildungen der Typen Ay, und Uy schon alle ® € G¢ erfasst, oder gibt es noch andere
bisher unentdeckte Kandidaten? Die Antwort steht im folgenden

Satz 1.4: Die Untergruppe Ge von G wird von den Ay, und den Us; erzeugt. Dazu
zeigen wir: Fiir jedes ® € Gg kann man geeignete

Uy,..., ¥, € Gy :={A;€|k:1,...,2n}U{Ugl|1§l§n}

so finden, dass ® = U 0---0 WUy gilt.
Beweis: Wir fiihren eine Bezeichnung ein: Sind ®’, ®” € G, so schreiben wir &' — ®",

wenn man geeignete Uy, ..., U, in Gy so finden kann, dass ®” gleich ¥ ,0---0W; 0 ®’
ist. Es ist dann leicht zu sehen, dass gilt:

e Aus &' — @ folgt ®” — @'. (Denn die Voraussetzung impliziert ' = W' o

< oW 1 o®” und die \I/i_1 gehoren — da A;l = As,_ und Uz_zl = Uy gilt —
zu Go.)

e &' — @ und ®” — ®"" implizieren " — & (klar).

e Gilt & — ®” und gehort @’ zu Gg, so liegt auch ®” in Ggz. (Denn Gg¢ ist eine
Untergruppe, die Gy enthilt.)

3)Diesmal werden 20 Karten — mdglicherweise in der Mitte des Spiels, ab Position 7+ 1 — umgedreht.
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Sei ® € G¢ vorgegeben. Unsere Beweisstrategie wird darin bestehen, dass wir durch
Induktion beweisen, dass ® — Id gilt; dabei bezeichnet Id die identische Transformation
ld(z1,...,29,) := (21,...,T2,). Daraus wiirde dann sofort die Behauptung folgen.

Im Beweis wird es um Transformationen W gehen, die die ersten s Komponenten
eines (1, ...,Tay,) fixieren. Genauer: ¥ soll ein (x1,...,22,) in die Folge (z1,...,zs,
Ys+1, - - - »Yan) transformieren. (Die y; sind irgendwelche z; oder —x;, wobei j > s.)
Ein Beispiel fiir s = 2 (und s = 1) wére die Abbildung

U(zy,...,76) := (1, T2, —T4, T3, —T5, T¢).

Sei ‘H, die Menge dieser W. Es ist klar, dass
{ld} = Hop C Hop1 C - CHa CHy

gilt. Wir werden zeigen:
Behauptung 1: Es gibt ein &1 € H; mit & — ®;. Wir wissen dann schon, dass ¢, € G¢
gilt.
Behauptung 2: Liegt ein ®; in G¢ und in Hg, so kann man &, € Hsy1 mit &5 —
®, 1 konstruieren. ¢, 1 liegt auch in Gg.

Wenn das gezeigt ist, ist — aufgrund von Behauptung 1 und (2n — 1)-maliger
Anwendung von Behauptung 2 — wirklich ® — Id bewiesen®) und wir sind fertig.

Beweis zu Behauptung 1: Was passiert unter ® mit x; ? Es wird umgedreht oder auch
nicht und wandert moglicherweise an eine andere Stelle, etwa an die Stelle k. Wenn
21 nicht umgedreht wird, kann man es durch einfaches Abheben an die erste Position
bringen, Ax_1 o ® liegt dann schon in H;.

Wourde 1 aber umgedreht, so kann man es durch Anwendung von U, (falls k = 1)
oder Uy_1,2 (falls k > 1) wieder zuriickdrehen und danach durch Abheben nach vorn
beférdern. Da auch Uj,_1 2 Produkt von Elementen aus Gy ist, heiBt das: In jedem Fall
gibt es &1 € Hy mit  — P;.

Beweis zu Behauptung 2: Vorgelegt ist ein @5 € G¢, das die Form ®4(xq,...,x9,) =
(T1,...,%s, Yst1,---,Y2n) hat, wobei die y; gewisse xj oder —zy mit k > s sind.

Zundchst wollen wir uns um den Fall s = 2n — 1 kiimmern. Es ist dann yo, =
T2, (dann sind wir schon fertig) oder ya, = —x2,. Wir behaupten, dass der zwei-
te Fall nicht eintreten kann. Er wiirde namlich einen Widerspruch implizieren: Da
(rys,m,8,...,7,8) € Ag, ¢ gilt, sollte auch ®g,,_1 (7, 8,7, 8,...,7,8) = (r,8,...,7,—S5)
€ Aoy, ¢ richtig sein, doch das stimmt offensichtlich nicht.

Ganz 3hnlich gehen wir im Fall s < 2n — 1 vor. Wo ist x4, geblieben? Es ist
umgedreht worden oder auch nicht und an eine Stelle £ mit s+1 < k < 2n gewandert.
Je nachdem, ob s bzw. k gerade oder ungerade sind und ob z44; umgedreht wurde oder
nicht, miissen wir unterschiedlich argumentieren. Es sind also acht Félle zu diskutieren.

Dabei stellt sich heraus, dass wir in vier dieser Fille die Behauptung beweisen
konnen und dass die anderen vier nicht zu erwarten sind. Exemplarisch kiimmern wir
uns um den Fall, dass s und k gerade sind und illustrieren den Beweis am Fall s = 2,k =

4)Denn Id ist das einzige Element in Hap,.
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4,n = 4. Wir wissen, dass @5 die Form ®o(x1,...,29,) = (1, T2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, Ys)
hat, wobei y4 = x3 oder y4 = —x3 gilt.

Fall 1: y4 = x3. Dann wiirde Uz 2 0 @ ein (21, . .., Z2y,) in die Folge (21, z2, —x3, —ys,
Y5, Y6, Y7, Ys) transformieren. Das kann aber nicht sein, denn U 5 o @5 gehort zu Ge,
bildet aber (r,s,7,s,...,r,5) auf das Element (r,s, —r,...) ab®, das nicht zu Apy
gehort.

Fall 2: y4 = —x3. Diesmal ist Uz 2 0 @3 € H3, und die Behauptung ist fiir diesen Fall
bewiesen.

Ganz dhnlich geht man fiir beliebige gerade s, k und in den verbleibenden drei Fallen
(s ungerade, k gerade; s gerade, k ungerade; s und k ungerade) vor. O

Man kdnnte fragen, ob vielleicht sogar die Us; ausreichen, um alle Elemente
aus G¢ zu erzeugen. Die Antwort ist ,nein”, man kann es wie folgt einsehen.
Zunachst definieren wir:

o Ay, g1 soll die Menge derjenigen (x1, ..., z2,) € Ag, sein, bei denen
die 9,24, T, ... zu {r,—s} und die 21, z3,... zu {—r, s} gehdren.

o Mit Ag, g2 bezeichnen wir die Menge der (x1,...,22,) € Ag,, bei
denen die x9,x4,¢,... zu {—r,s} und die x1,23,... zu {r,—s}
gehoren.

Es ist dann Ay, ¢ = Aoy g1 U Aoy g.2. Der Beweis von Lemma 1.2 zeigt
nun, dass jedes Uy (und damit auch jede beliebig hiufige Verkniipfung
derartiger Operatoren) die Menge Ay, ¢ 1 in sich und die Menge Ay, ¢ 2
ebenfalls in sich abbildet. Deswegen werden in der von den Uy erzeug-
ten Untergruppe keine Operatoren aus Gg liegen, die Agp, g1 in Agp g2
abbilden (wie zum Beispiel A;).

Viel leichter kann man begriinden, dass die Ay nicht ausreichen, um alle
® € G¢ zu erzeugen: Es fehlt die Moglichkeit, Karten zu drehen, man wird
zum Beispiel nie Us allein durch Abheben erhalten.

Der Zaubertrick

Es ist wirklich eine ganze Trickfamilie. Hier folgen in Kurzfassung einige der interes-
santesten Moglichkeiten, die Grundidee in Zaubertricks umzusetzen.

1. Man bereitet ein Spiel vor, im dem sich rote und schwarze Karten abwechseln; dabei
zeigen alle in die gleiche Richtung. Das kann offen gezeigt werden.

5)Es ist nicht bekannt, was nach der dritten Stelle kommt.
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Zuschauer wenden nun beliebig oft die Operationen Us;, Ay und I an. Dann wird
der — ziemlich chaotisch aussehende — Stapel

auf den Tisch geblattert: links, rechts usw., so dass zwei Teilstapel entstehen. Einer
wird als Ganzes gedreht und auf den anderen gelegt, auf diese Weise ist jede zweite
Karte umgedreht worden. Und nun zeigen rote und schwarze Karten in verschiedene
Richtungen:

(Stichwort: groBe Koalition, die sich zerstritten hat.)

2. Wenn man ,,;s" in den vorstehenden Uberlegungen als ,,umgedrehte schwarze Karte"
interpretiert, bleibt alles richtig. Wir bereiten das Spiel so vor, dass sich rote und
schwarze Karten abwechseln; diesmal zeigen sie aber in verschiedene Richtungen:

Nach der schon bekannten Zuschauer-erzeugen-Chaos-Aktion und dem Umdrehen jeden
zweiten Karte entsteht ein Stapel, in dem alle Karten mit der Bildseite zu sehen sind:

(Stichwort: Wiedervereinigung.)

3. Nun kommen wir zu einem Trick, bei dem das Chaos eine vorher frei wihlbare
»Zielzahl* erzeugt. Eine Vorfiihrung zu einem dreiBigsten Geburtstag konnte etwa so
aussehen. Wir bereiten ein Blatt vor, bei dem sowohl die Summe iiber die Kartenwerte
an den geraden Stellen als auch die Summe iiber die Kartenwerte an den ungeraden
Stellen gleich dreiBig ist®:

6)Wir vereinbaren, dass Bilder den Wert 10 haben.
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Dann ist garantiert, dass nach beliebig vielen Hummeroperationen und Umdrehen jeder
zweiten Karten ein Kartenstapel entsteht, bei dem die Summe der sichtbaren Karten
jeweils gleich 30 ist.

Natiirlich kann man auch zwei Zahlen erzeugen lassen, indem man die Summen der
Kartenwerte and den geraden bzw. ungeraden Positionen entsprechend vorbereitet.

4. Und nun findet der Zauberer Zuschauerkarten. Der Stapel ist so vorbereitet, dass
sich Karten aus zwei gut unterscheidbaren Kategorien abwechseln. (Bei uns: kleiner als
7, groBer als 7).

N
4 ; @%

{z ¢ ] QQQ
3 *Q ;* " E'fg @ or

Der Stapel wird bildunten gehalten, es darf beliebig oft abgehoben werden: Das
verandert die vorbereitete Eigenschaft nicht. Nun nehmen zwei Zuschauer die erste
und zweite Karte von oben, schauen sie sich an, merken sie sich und legen sie wieder
zuriick. Wichtig: Die ehemals oberste (bzw. zweitoberste) Karte muss nun an zweiter
(bzw. erster) Stelle liegen. Die oberste ist damit die einzige Karte an ungerader Stelle,
die ,falsch” liegt, genau so liegt die zweite Karte ,falsch®.

Nach Hummeraktionen und iiblichem Sortieren entsteht ein Blatt, bei dem — von
vorn und von hinten gesehen — jeweils eine Karte falsch liegt:

In unserem Beispiel miissen das die Kreuz Acht (die einzige, deren Wert groBer als 7
ist) und die Kreuz Fiinf sein (nur bei ihr ist der Wert kleiner als 7). Damit sind die
Zuschauerkarten identifiziert.
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Wenn man sich vor der Zuschauerwahl heimlich die unterste Karte ansieht, kann
man noch praziser zaubern: War die unterste Karte kleiner als 7, hat der erste Zuschauer
eine Karte groBer als 7 gezogen, in unserem Beispiel also die Kreuz Acht.

5. Angenommen, wir haben vier beliebige Spielkarten, die wir bildoben zu einem Stapel
zusammenlegen. Und nun drehen wir die erste um. Wenn dann die iiblichen Hummer-
operationen und das abschlieBende Sortieren vorgenommen werden, wird die dritte
Karte in die eine und die drei anderen Karten in die andere Richtung schauen: Das
folgt sofort aus den vorstehenden Uberlegungen. Und so kann man es sich zunutze
machen”):

— Man ruft eine Bekannte an: Sie soll sich vier Karten aus einem Kartenspiel aussu-
chen und sie bildunten zu einem Stapel zusammenlegen. Es folgen Misch-Instruktionen:
Mische den Stapel und merke Dir die unterste Karte! Lege die oberste Karte bildun-
ten unter den Stapel! Drehe die jetzt oberste Karte um! (Dadurch ist die gemerkte
Karte die dritte von oben und das Spiel ist richtig vorbereitet.) Fiihre mehrere Male
die folgenden Operationen durch: zwei Karten als Paket umdrehen; abheben! Blittere
die Karten auf den Tisch: links, rechts, links, rechts; lege dann eines der Packchen
umgedreht auf das andere.

— Wie durch Zauberei wird dann die gewahlte Karte eine besondere Rolle spielen: Sie
zeigt in die eine, die anderen Karten in die andere Richtung.

Varianten

Wir haben die Zaubertricks der Einfachheit halber an Spielkarten illustriert. Man kann
aber genau so mit Bildern des gleichen Formats, Visitenkarten usw. arbeiten. Wichtig
ist nur, dass man die verwendeten , Karten" zwei Kategorien zuordnen kann.

Quellen

Die Grundidee und die Variationen stammen von Hummer. Die , theoretischen" Ergeb-
nisse im mathematischen Teil sind von mir. Sie werden hier zum ersten Mal publiziert.

T)Wir folgen der Darstellung in Diaconis-Graham (siehe Literaturverzeichnis). Dort wird dieser Trick

Baby-Hummer genannt.



Kapitel 2

Magische Quadrate und
magische Wiirfel

Unter einem magischen Quadrat versteht man, streng genommen, die Anordnung der
Zahlen 1,2,...,n2 in einem quadratischen n x n-Schema, so dass die Summe iiber
alle Zeilen, alle Spalten und die beiden Diagonalen den gleichen Wert hat. Die ersten
magische Quadrate wurden schon vor einigen tausend Jahren gefunden, bekannt ist
das Lo-Shu-Quadrat aus dem dritten Jahrtausend vor unserer Zeitrechnung. In unserer
heutigen Notation sieht es so aus:

4192
315|7
8116

Noch weit beriihmter ist das magische Quadrat von Albrecht Diirer aus dem Kup-
ferstich Melencolia | (1514)V):

Foto: Albertina, Wien.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
E. Behrends, Mathematik und Zaubern: Ein Einstieg fiir Mathematiker, DOI 10.1007/978-3-658-17505-4_2



14 KAPITEL 2. MAGISCHE QUADRATE ...

16| 3 | 2 |13
5 |10 ] 11| 8
9 12
4 115 14| 1

Diirers magisches Quadrat weist einige Besonderheiten auf. Nicht nur, dass Zeilen-,
Spalten- und Diagonalensummen alle gleich (ndmlich gleich 34) sind, auch die Zahlen in
den 2 x 2-Quadraten in den Ecken und in der Mitte sowie die vier Eckzahlen summieren
sich zu diesem Wert auf. (Insgesamt gibt es also 16 verschiedene Summationen, die
zum gleichen Wert fiihren.) Auch ist in der letzten Zeile in der Mitte die Zahl 1514 zu
finden, die Jahreszahl der Entstehung des Bildes.

In diesem und im niachsten Kapitel werden wir den Begriff , magisches Quadrat*”
allgemeiner verwenden. Es wird um quadratische Zahlen-Schemata mit besonderen
Eigenschaften gehen.

Wir beginnen im vorliegenden Kapitel mit einen Trick, der auch fiir Mathemati-
ker nicht leicht durchschaubar ist, obwohl der mathematische Hintergrund nicht sehr
tiefliegend ist. Interessanter ist schon die Tatsache, dass das beschriebene Verfahren
beweisbar bestmdglich ist, um das angestrebte Ziel zu erreichen.

Der Effekt

Ein Zuschauer wahlt aus einem quadratischen Zahlenschema véllig frei einige Zahlen.
Die werden addiert, und es zeigt sich nach Offnen eines verschlossenen Umschlags, dass
der Zauberer die Summe richtig vorhersagen konnte.

Genauer: Der Zuschauer unterstreicht irgendeine Zahl des Schemas, dann werden
alle anderen Zahlen in der gewdhlten Zeile und Spalte durchgestrichen. Unter den
verbleibenden Zahlen (also die, die nicht unterstrichen oder durchgestrichen sind) wird
wieder eine unterstrichen, die anderen in der betreffenden Zeile und Spalte werden
durchgestrichen. Und so weiter, so lange, bis — bei einem n x n-Raster nach n Schritten
— alle Zahlen unter- oder durchgestrichen sind. Dann werden die unterstrichenen Zahlen
addiert.

2174+ |6
19 |24 [ 11| 3
1318 |5 | 7
15 | 20 |+ | &

17411+47+15=50; das wusste der Zauberer schon vorher.

Die Mathematik im Hintergrund

Wir betrachten zunichst die Summenbildung bei reellen Zahlen. Da fiir die Addition
Assoziativgesetz und Kommutativgesetz gelten, ist es egal, wie man bei der Berech-
nung einer Summe mit endlich vielen Summanden die Reihenfolge wihlt und ob man
zwischendurch Teilsummen bildet. (Das ist jedem vom Einkaufen her geldufig: Es ist fiir
den Gesamtpreis vollig egal, in welcher Reihenfolge man die Eink3dufe auf das Férder-
band an der Kasse legt.) Hier die etwas abstraktere Formulierung dieser Erfahrung:



... UND MAGISCHE WURFEL 15

Satz 2.1 Es sei I eine endliche Menge, und fiir jedes i € I sei x; eine reelle Zahl.

(i) Schreibt man I auf irgendeine Weise als I = {i1,...,i,}, so ist erstens die Zahl
n fiir jede Aufzihlung die gleiche, und zweitens ergibt sich in allen Fillen fiir x;, +
-+ 4z, die gleiche Zahl x. (,Erstens” liegt daran, dass Kardinalzahlen wohldefiniert
sind, und ,zweitens" folgt aus der Kommutativitit und Assoziativitit.) Deswegen ist

es gerechtfertigt, diesen gemeinsamen Wert x als >_._, x; zu bezeichnen?.

iel
(i) Nun sei I als disjunkte Vereinigung von nicht leeren Teilmengen I,..., I, ge-
schrieben®. Mit yy :=,c; @i (k=1,...,m) gilt dann ", 2 = > )L, Yk

Beweis: Beweise zu derartigen Aussagen sollte man im ersten Semester eines Mathema-
tikstudiums kennen gelernt haben. Man verwendet vollstandige Induktion, die Beweise
sind ein bisschen schwerfillig. Wenn man sie allerdings verstanden hat, darf man +
durch eine beliebige assoziative und kommutative innere Komposition ,,0" auf irgend-
einer Menge M ersetzen. (Um auch die ,o-Summe iiber die leere Menge" definieren
zu kdnnen, sollte o ein neutrales Element haben.) O

Magische Quadrate ‘

Fiir unsere Zaubertricks werden nur einfache Spezialfille wichtig werden. Es sei
n € N vorgegeben, und es seien Zahlen aq,...,a,,b1,...,b, beliebig gewdhlt. Wir
fullen ein quadratisches n x n-Raster so, dass in der i-ten Zeile an der j-ten Stelle die
Zahl Ai,j =a; + bj steht:

ar+by | ar+by | ... ar + by,
(lg—‘rbl CL2+b2 az—f—bn
ayn +b1 | a,+bs | ... | a,+ b,

Nun werden n Felder in diesem Raster so gewahlt, dass in jeder Zeile und in jeder
Spalte genau eines dieser Felder steht. Wenn man dann die zu diesen Feldern gehorigen
A; ; addiert, so kommt garantiert a; +- - - +ay, + by +- - - + b, heraus. Das folgt sofort
aus dem vorigen Satz: Zundchst wurden gewisse a; + b; ausgerechnet, wobei jedes a;
und jedes b; genau einmal vorkam, und die Ergebnisse wurden dann addiert.

Wenn in der i-ten Zeile das j-te Feld ausgewahlt wurde, schreiben wir 7(i) := j.
Dann ist bei einer zuldssigen Wahl 7 : {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv, es handelt
sich also um eine Permutation der Zahlen 1,...,n. Umgekehrt liefert jede Permutation
eine zuldssige Feld-Auswahl. Das kdnnen wir so zusammenfassen:

Satz 2.2 Sei (mit den vorstehenden Bezeichnungen) S := a1+ +an,+b1+---+by,.
Ist dann 7 : {1,...,n} — {1,...,n} eine Permutation, so ist

Al )+ Aozt o+ Ay rin) =S

Dieses Ergebnis ist die Grundlage des in diesem Kapitel beschriebenen Zaubertricks.
Deswegen ware es natiirlich interessant zu wissen, ob man den Effekt nicht auch durch

2)Manchmal definiert man noch die Summe iiber die leere Menge als Null.
3)Es gilt also I}, N I; = O fiir k # [, und Urey Iy =1.
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eine andere Konstruktionsvorschrift als A; ; = a; + b; fiir die Matrixeintrdge erhalten
konnte. Der folgende Satz zeigt, dass das nicht der Fall ist.

n €ine Matrix mit reellen Eintrdgen. Fiir eine

.....

geeignete Zahl S soll
Ay ry Ao r) + o+ Aprm) =S

fiir jede Permutation auf {1,...,n} gelten.

Dann kann man Zahlen a1, ... ,an,b1,...,b, so wihlen, dass A; ; = a; + b; fiir
allei,j gilt. Es ist dann S =ay1+---+a, +b1+- -+ b,.
Beweis: Sei x € R beliebig. Wir setzen a; := x und b; :== Ay ; —x firj=1,...,n.
Dann gilt Ay ; = a1 +b; fiir alle j. Definieren wir noch a; :== A; 1 —by fiire =2,...,n,

so ist auch stets A; 1 = a;+b1. Zusammen heiBt das, dass wir A; ; = a;+b; garantieren
konnen, falls ¢ = 1 oder j = 1. Es fehlt noch der Nachweis, dass diese Gleichung auch
im Fall 4,5 > 1 gilt.

Dazu fixieren wir 4, j > 1 und behaupten, dass A; 1 — Ay 1 + A1 ; = A; 5 gilt.

Fall 1: i = j. Wir definieren die Permutation m; := {1,...,n} — {1,...,n} durch
m (1) :=14, m1(¢) := 1 und m (k) := k fiir k # 1,7. Wendet man dann die Vorausset-
zung fiir w1 an, so folgt S = Ay, + 4,1 + Zk# 1 Ak k. Wahlt man 3 als identische
Permutation (7 (k) := k fiir alle k), so ergibt sich auch S = A; 1 + A, ; +Zk#71 Ak s
und wir folgern, dass A;; + A;1 = A1 + A;; gilt. Das kann wegen ¢ = j als
A1 — A1+ A j = A j umgeschrieben werden.

Fall 2: i # j. Zundchst wahlen wir eine bijektive Abbildung

mo:{1l,...,nt\ {1, i} = {1,...,n}\ {17}k
so etwas gibt es, da beide Mengen n—2 Elemente haben. Damit definieren wir eine

Permutation 71 durch 71(1) := 1, m(4) := j und w1 (k) := mo(k) fir k # 1,4
Aufgrund der Konstruktion ist 7y eine Permutation, und wir erhalten

S=A11+A;;+ Z Al o (k)
k#£1i
Nun werde g durch mo(1) := j, m2(i) := 1 und ma(k) := mo(k) fir k # 1,4 definiert.
Es folgt
S=A1;+4;1+ Z Al o (k)
k1
und wir kénnen daraus schlieBen, dass A; ;1 + A;; = A1 ; + A; 1. Wirklich ist also
Ain—Ain+ A=A
Nun kann der Beweis leicht beendet werden. Wir wollen doch A; ; = a; + b; zeigen:

a; +b; (Aig—b1)+ (A1 — x)
= (A1 —Air+2)+ (A — o)
= A1 A+ A
= A

4,5
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Dass S =ay+---+a,+b1+---+b, gilt, kann man zum Beispiel dadurch einsehen,
dass man m als identische Permutation wahlt. Dafiir ist namlich

Arp+Aso+- -+ Apn = (a1 +b1)+ -+ (an+bp) =ar+- -+ an+bi+- -+ by

Es wurde auch mitbewiesen, dass die Wahl von a;,b; zu den A; ; nicht eindeutig
ist: Es gibt einen freien, beliebig wahlbaren Parameter z. 0

Wir bemerken noch, dass im Beweis nur die Gruppeneigenschaften von (R, +) aus-
genutzt wurden. Das Ergebnis kann also auf beliebige kommutative Gruppen iibertragen
werden.

Magische Wiirfel und magische Hyperwiirfel

Im vorstehenden Satz wurden die Koordinaten nicht auf gleiche Weise behandelt.
Wenn man die Ergebnisse auf mehr als zwei Dimensionen iibertragen will, empfiehlt
sich eine symmetrische Formulierung:

e Die a;, bj, A; j := a; + b; seien wie vorstehend, und S :=a; +---+a, + b1 +
- -+ =+ by,. Sind dann 7y, T Permutationen von {1,...,n}, so ist

n
ZAm(i),vrz(i) =S.
=1

o Gegeben sei die Matrix A; ;, und es gebe eine Zahl S, so dass >0 | A, (i), m0(s) =
S fiir alle Permutationen 71, 2. Dann gibt es Zahlen a; und b;, so dass A4; ; =
a; + b; fiir alle 4, j gilt.

Der obige Beweis kann leicht auf die neue Formulierung iibertragen werden.

Eine Verallgemeinerung auf ,,magische Wiirfel liest sich so.

e Esseine N, und ay,...,an, b1,...,bn, c1,...,c, seien Zahlen. Definiert man
dann Zahlen A; ;i durch A; ;1 :=a; +b; + ¢ firi,j,k=1...,n, so ist

D Ariy i) = @i+ D b+ Y e
=1 i=1 j=1 k=1

fiir beliebige Permutationen 7y, mo, w3 auf {1,...,n}.

o Umgekehrt: Es seien Zahlen (A; ; k)i jk=1,...n vorgegeben. Es gebe eine Zahl S,

so dass
n

> Ay (i) ma(i)ma (i) =S

i=1
fiir beliebige Permutationen 7y, w2, 3. Dann kann man Zahlen a;, b;, ¢ so fin-
den, dass A; jr, = a; +b; + ¢y, firalle i, 5,k =1,...,n gilt. Auch ist dann

n n n
S: Z(L1+Zb] +ch.
i=1 j=1 k=1
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Dabei ist die erste Aussage wieder ein Spezialfall von Satz 2.1, fiir die zweite muss man
recht schwerfallig argumentieren: Es ist ar, (1) := , br,(1) := y (mit beliebigen Zahlen
x,y) und crp1) = A, (1),m0(1),m5(1) — £ — Y. Und so weiter.

Und wer Tricks fiir Zauberer in beliebig hochdimensionalen Raumen zur Verfiigung
stellen mochte, sollte sogar die folgende Verallgemeinerung beweisen:

e Esseiend,n € N, und fiir6 = 1,...,dund i = 1,...,n seien Zahlen a? gegeben.
Setze
Aiy g 1= 0, F a3, + -+ a,
ﬂjl’il,...,id: 1,...,n.
Dann hat 37" | A (i),...ra(iy den Wert 30, o a? fiir beliebige Per-
mutationen 71, ..., Tq4.

e Und umgekehrt: Haben vorgelegte A;, . ,, die Eigenschaft, dass alle Summen
> Ay (i),...,ma(s) Ubereinstimmen, so kann man die A;, ., als af, + af +
cee afd schreiben. Der Beweis ist ,,im Prinzip" so wie der von Satz 2.3. Da er
aber schreibtechnisch viel aufwandiger ist, soll er hier nicht gefiihrt werden.

Der Zaubertrick
Wir beginnen mit einer Vorbereitung. Dazu wahlen wir eine beliebige — vorzugsweise

nicht zu groBe — natiirliche Zahl n und zeichnen ein leeres n x n-Raster. Hier ist ein
Beispiel mit n = 4:

AnschlieBend bestimmen wir eine , Zielzahl" Z, wobei es naheliegend ist, dass Z
irgendeine Beziehung zur geplanten Vorfiihrung hat (Geburtstag, Hausnummer, Ju-
bildum). Z wird auf irgendeine Weise als Summe von 2n Zahlen aq,...,an,b1,...,b,
geschrieben. Zur lllustration arbeiten wir mit Z = 50 und der Darstellung 50 =
24+9+34+54+104+154+2+4.

Die gewahlten 2n Zahlen werden nun an den Rand des Schemas geschrieben: Die
a; nach links und b; nach oben. Etwa so:

101512 |4

Y W[ O N

Und dann werden die 16 noch freien Felder gefiillt: In jedes Feld wird die Summe
aus den zwei Randzahlen (links und oben) geschrieben.
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10 | 15 | 2
2112 | 17
911924 |11 | 13
3113118 5
5| 15120 7

Das alles wurde vor der Vorstellung gemacht. Fiir das Publikum wird das mit
den eben berechneten Zahlen gefiillte Zahlenschema noch einmal abgeschrieben, die
Randzahlen miissen auf jeden Fall geheim bleiben!

Und nun kann es wie oben beschrieben losgehen. Ein Zuschauer wahlt eine Zahl. Die
wird unterstrichen, und alle anderen Eintrage in dieser Zeile und dieser Spalte werden
durchgestrichen. Wurde etwa die 11 gewahlt, so wiirde das Ergebnis so aussehen:

12 |17 |4 | 6
924 |11 | B3
13 18 |5 | 7
15120 |+ 1] 9

Es geht dann so weiter: Unter den noch nicht unter- oder durchgestrichenen Zahlen
eine wahlen und unterstreichen, alle anderen Zahlen in dieser Zeile und Spalte durch-
streichen. Und das immer wieder, bis alle Zahlen abgearbeitet sind: Das Endergebnis
ist am Beginn dieses Abschnitts zu sehen. (Im letzten Schritt wird iibrigens nur noch
eine Zahl unterstrichen.) Wir wollen einmal annehmen, dass — in dieser Reihenfolge —
die Zahlen 11,17,7,15 gewahlt werden.

Wenn man dann die unterstrichenen Zahlen addiert, kommt garantiert 50 heraus.
Die Begriindung steht in Satz 2.2 (der auf Satz 2.1 zuriickgefiihrt wurde).

Varianten

1. Es wurde schon erwdhnt, dass man beliebige innere Kompositionen verwenden kann,
die kommutativ und assoziativ sind. Damit sind — zum Beispiel — die Addition und die
Multiplikation rationaler, reeller und komplexer Zahlen zugelassen, und man kénnte
auch mit den Elementen eines Restklassenrings Zj; zaubern. Fiir ein Laienpublikum
sollte man allerdings natiirlichen (evtl. auch ganzen) Zahlen und der Addition bleiben.

Hier ist ein Beispiel, bei dem bei einer Privatfeier im Kollegenkreis (zu einem 65.
Geburtstag) komplexe Zahlen eingesetzt wurden:

18 =4 9+ 8—21 | 23—20| 15—
11 2421 1—1 16 — 1 8
9+ 2 43 —1+¢ | 14+7 |6+ 2
22 13424 | 12 -1 | 27— 19
22—9 | 13410 |12 —-20 | 27 =27 | 19—
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2. Das gleiche Prinzip kann auch in einem sehr regelmaBig aussehenden Zahlenquadrat
ausgenutzt werden, etwa im Fall n =5 bei

1 213|415
6 [ 7|8 9|10
11 12 | 13 | 14 | 15
16 | 17 | 18 | 19 | 20
211 22|23 (24125

Man kann es sich auf die vorstehend beschriebene Art entstanden denken, wenn fiir die
b; die Zahlen 1,2,3,4,5 und fiir die a; die Zahlen 0,5, 10, 15, 20 eingetragen wurden.
Deswegen wird sich als Endergebnis garantiert 1+2+3+4+4+54+0+5410+15+20 = 65
ergeben.

3. Bisher wurde Satz 2.1 ,,zweidimensional” umgesetzt. Ganz analog kdnnte man auch
drei (oder noch mehr) Dimensionen verwenden:

— Suche ein n € N, bereite n® durchsichtige 1 x 1 x 1-Wiirfel vor und fiige sie zu
einem n X n X n-Wiirfel zusammen. Jeder dieser 1 x 1 x 1-Wiirfel kann durch drei
»Koordinaten" eindeutig beschrieben werden, wobei jede Koordinate von 1 bis n lduft:
Wi,j,kx mit 4,5,k =1,...,n.

— Wabhle eine beliebige Zielzahl Z und schreibe sie als

Z:al+...+an+b1+...+bn+cl+...+cn

mit 3n geeigneten Zahlen a;,b;, cy.

— Ordne jedem 1 x 1 x 1-Wiirfel W; ;, die Zahl a; + b; 4 ¢ zu. W 1 wird damit
beschriftet.

— Der Trick geht dann so:

e Ein Zuschauer wihlt einen der 1 x 1 x 1-Wiirfel W; j, x, und unterstreicht die
zugeordnete Zahl. In allen anderen 1 x 1 x 1-Wiirfeln W ; ;. mit

i =19 oder j=jo oder k=kgy
wird die zugeordnete Zahl gestrichen.

e Danach wird unter den 1 x 1 x 1-Wiirfeln, bei denen die Zahl noch nicht unter-
oder durchgestrichen ist, ein Wiirfel W, ;s 1. gewahlt, und mit ihm wird genauso
verfahren: Zahl unterstreichen und einige durchstreichen.

e Nach n Schritten sind alle Zahlen durch- oder unterstrichen, und die Summe der
unterstrichenen wird Z sein.

Die Begriindung steht im mathematischen Teil.

Leider ist das nicht praktikabel, denn man kann ja in einen Wiirfel nicht hineingrei-
fen. Deswegen wollen wir eine andere Visualisierung wahlen: Die dritte Dimension wird
durch Farben dargestellt.

Genauer geht es so:
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o Wir wihlen eine Zahl n: Es soll — mit einem n X n-Quadrat und n Farben -
ein dreidimensionaler Wiirfel dargestellt werden, bei dem jede Kante n Einheiten
lang ist. Wir werden hier mit n = 4 arbeiten.

e Dann werden n verschiedene Farben bestimmt: F, ..., F,,. Wir wahlen F=rot,
Fy=blau, F3=grau und Fy=griin.

e Nun muss man noch Zahlen ay,...,a,,b1,...,by,c1,...,c, auswihlen. Sie sind
vollig beliebig, aber die Summe soll gleich einer Zielzahl Z sein. (Statt Zahlen zu
addieren kann man auch mit einer beliebigen inneren Komposition arbeiten, fiir
die das Assoziativ- und das Kommutativgesetz gilt.)

Um konkrete Zahlen vor uns zu haben, werden wir mit Z = 40 und den folgenden
ai-bj-cp-Zahlen arbeiten:

a1 =4, a3 =1, a3 =3, ag = 2;

by =05, bo=1, b3 =4, by = 2;

c1=28,c3=0,c3=3, cu =T7.

e Der nachste Schritt besteht darin, ein n X n-Quadrat vorzubereiten. Dabei kom-
men in das Feld in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte n Zahlen, und zwar die
Zahlen a;+bj+cy, fir k= 1,...,n. Dabei wird a; +b; 4 ¢ mit der Farbe F}, ge-
schrieben. Damit stehen in diesem Feld n Zahlen in verschiedenen Farben. Damit
es unauffallig wirkt, sollten sie so positioniert sein, dass es etwas unregelmaBig
aussieht: In manchen Feldern ist die Zahl oben links mit Farbe F} geschrieben,
in anderen mit Farbe F3 usw.

Unsere Tabelle ist nachstehend zu finden. Dabei kam — zum Beispiel — die graue
11 im Feld in der ersten Zeile und der dritten Spalte so zustande: Es ist i = 1
(erste Zeile) und j = 3 (dritte Spalte); , grau” ist unsere dritte Farbe (d.h.,
k = 3), es geht also um die Zahl a; + b3 + ¢35 =4+ 4+ 3 = 11, die in grau
aufzuschreiben ist.

17 9 5 16 14
13 8 6

14 10 5 |11 3

6 2 13

12|17 155
8 16 4 13
7 6 | 12

15 3 11 14 4

e Nun die Spielregel: Ein Zuschauer wihlt irgendeine der n3 Zahlen in der Tabelle.
(In unserem Fall sind es 4 -4 - 4 = 64 Zahlen.) Die bekommt ein Sternchen ,**,
und ab sofort sind alle Zahlen in dieser Zeile, in dieser Spalte und in dieser Farbe
nicht mehr wahlbar. Man kdnnte sie sicherheitshalber durchstreichen.
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Im nichsten Schritt wird eine der noch erlaubten Zahlen gewahlt und mit einem
Sternchen versehen. Danach sind die entsprechende Zeile, die Spalte und die Far-
be nicht mehr wahlbar. So geht das immer weiter, bis es keine Wahlmdglichkeiten
mehr gibt. (Das ist im letzten, dem n-ten, Durchgang der Fall: Da gibt es nur
eine Zahl, die ein ,*" bekommen kann.)

Und wenn man jetzt die mit ,*“ gekennzeichneten Zahlen addiert, ergibt sich die
Zielzahl Z = 40.

4. Das Problem bei der vorigen Variante waren unsere mangelhaft ausgepragten Vi-
sualisierungsmoglichkeiten. Deswegen musste eine Dimension durch Farben dargestellt
werden. Ein Wesen mit einer vierdimensionalen Lebenserfahrung konnte direkt mit
dem dreidimensionalen Wiirfel arbeiten, dann da kann er/sie direkt hineingreifen. Ganz
entsprechend haben wir im mathematischen Teil schon Zauberertipps fiir Kollegen in
R3aumen mit d + 1 Dimensionen fiir beliebig groBes d vorbereitet.

Quellen

Der Originaltrick ist ,,Folklore”, der Charakterisierungssatz 2.3 ist sicher auch bekannt
(auch wenn ich ihn nirgendwo gefunden habe), die Farb-Interpretation der dreidimen-
sionalen Variante ist von mir. Sie wurde erstmals in meinem Buch ,, Der mathematische
Zauberstab" verdffentlicht.



Kapitel 3

Magische Quadrate
mit vorgegebener erster Zeile

In diesem Kapitel setzen wir unsere Untersuchungen zu echten magischen Quadraten
fort. Es geht um das Problem, ein 4x4-Raster, bei dem die erste Zeile schon ausgefiillt
ist, durch Einsetzen der restlichen 12 Zahlen zu einem magischen Quadrat zu erganzen.
Dafiir gibt es verschiedene Mdoglichkeiten, die einfachen Versionen sind fiir eine Zauber-
vorfithrung sogar leicht auswendig zu lernen.

Der Effekt

Der Zauberer prasentiert ein leeres 4 x4-Raster. Ein Zuschauer wird nach vorne gebeten.
Nach seinem Geburtsdatum gefragt, nennt er den 20. 3. 69. Mit dieser Vorgabe werden
die ersten vier Zahlen in das Raster eingesetzt (im Bild links):

20031619 200 3|16 |9
5 |10 ] 19
1000712119
318|111 6

In kiirzester Zeit und scheinbar miihelos fiillt der Zauberer das Raster zu einem magi-
schen Quadrat aus (im Bild rechts).

Die Summe iiber die Zahlen der ersten Reihe, also 38, kann 16-mal gefunden werden:
— als Summe (iber die Zahlen jeder Spalte;
— als Summe iiber die Zahlen jeder Zeile;
— als Summe iiber jede der Diagonalen;
— als Summe uber die vier Ecken;
— als Summe iiber die vier Zahlen oben links;
— als Summe iiber die vier Zahlen oben rechts;
— als Summe iiber die vier Zahlen unten links;
— als Summe iiber die vier Zahlen unten rechts;
— als Summe iiber die vier Zahlen in der Mitte.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
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Die Mathematik im Hintergrund
Das Raster wurde, bei Vorgabe von beliebigen ganzen Zahlen a, b, ¢, d, so ausgefiillt:

a b c d
c—1|d+1|a—-1|b+1
d+1|c+1|0—-1|a—-1

b a—2 | d+2 c

Man kann dann schnell nachpriifen, dass alle 16 Summen (Zeilen, Spalten usw.) gleich

a+b+d+ csind.

Wir wollen nun etwas systematischer das folgende Problem untersuchen:
In einem 4x4-Raster sei die erste Zeile mit Zahlen a, b, ¢, d ausgefiillt. Wir
lassen beliebige reelle Zahlen zu, in Hinblick auf Zaubertricks ist aber der
Spezialfall ganzer Zahlen besonders wichtig. Wie kann man die restlichen

12 Felder so erginzen, dass ein ,, méglichst gutes” magisches Quadrat ent-
steht?

Je nachdem, wie man ,, moglichst gut" interpretiert, fiihrt das zu verschiedenen Si-
tuationen. Es soll doch, wenn S die Summe a + b + ¢ + d bezeichnet, im magischen
Quadrat ,,so oft wie mdglich” beim Aufsummieren von 4 Zahlen ebenfalls S heraus-
kommen.

e Als Minimalanforderung legen wir fest: S ergibt sich

— als Summe iiber jede der vier Zeilen;

— als Summe iiber jede der vier Spalten;

— als Summe iiber jede der zwei Diagonalen;

— als Summe tiber die vier Ecken;

— als Summe iiber die vier Zahlen in der Mitte.

(Die letzte Bedingung besagt, dass S = mg 2 + ma 3 + ms 2 + mg 3, wenn wir
das Raster als Matrix (m; j); j=1,2,3.4 geschrieben haben.)

Wenn wir das erreicht haben, wollen wir das Ergebnis ein magisches Quadrat
vom Typ | nennen.
e Wenn S auch auftritt
— als Summe iiber die vier Zahlen oben links,
— als Summe iiber die vier Zahlen oben rechts,
— als Summe iiber die vier Zahlen unten links, und
— als Summe iiber die vier Zahlen unten rechts,

so werden wir von einem magischen Quadrat vom Typ Il sprechen. (D.h. S ist
auch gleich m; 1 + mi2 + ma1 + ma2, M3+ Mia + Mma3 + Mmoo, M3 +
mg,2 + ma1 +mao und mg 3 +ms 4 + Mz + Mmay.)

DMan kann die Summe a+ b+ c+d sogar noch 6fter finden. (Zum Beispiel als Summe der mittleren
Zahlen in der linken Spalte plus der mittleren Zahlen in der rechten Spalte.)
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Gilt zusatzlich, dass S auch die Summe iber die vier Zahlen im 2x2-Quadrat
oben in der Mitte und die Summe iiber die vier Zahlen im 2x2-Quadrat unten
in der Mitte ist, so wird es ein magisches Quadrat vom Typ Illa genannt werden.
(Also S = mq,2 +mi3 + Mo + ma 3 sowie S = mg o+ M3z 3+ Mma2+ My 3.)

Gilt zusatzlich zu den Bedingungen fiir Quadrate vom Typ Il, dass die Summe
tiber die vier Zahlen im 2x2-Quadrat links in der Mitte und die Summe iber
die vier Zahlen im 2x2-Quadrat rechts in der Mitte gleich S ist, so ist das ein
magisches Quadrat vom Typ Illb. (D.h., S = ma 1 + mgag2 + ms31 + mg,2 sowie
S =mg3+mo4+msa+msa.)

Und sind alle fiir die Typen Il, llla und Illb beschriebenen Bedingungen erfiillt,
so nennen wir das Quadrat ein magisches Quadrat vom Typ IV.

Die Summe S tritt bei Typ-1I-Quadraten iibrigens noch 6fter auf als in den Bedin-
gungen beschrieben. Da die Summe iiber die Zeilen zwei und drei jeweils S ist und
das auch fiir die Summe iiber die Elemente des 2x2-Quadrats in der Mitte gilt, muss
ma,1 + ms3,1 + Mo 4 + m3 4 ebenfalls gleich S sein. Ganz analog folgt fiir Typ Illa

mi + M1 +Mmig+mog =m31 +my1 +m3a+mys =95

sowie zusatzlich

My +mio+my1 +myo=mi3+mig+my3+mys =295

fir Quadrate vom Typ Illb.

Man koénnte fragen, ob man nicht noch 6fter als Summe von vier Zahlen
S erwarten kann. Wenn a = b = ¢ = d ist und alle Felder mit a gefiillt
sind, so ist trivialer Weise die Summe iiber je 4 Zahlen des Rasters gleich
4a. Umgekehrt gilt das auch: Wenn die Summe iiber je 4 Zahlen gleich
einer Zahl S ist, so waren alle Zahlen im Raster gleich. (Betrachte etwa die
Gleichung S =mqi 1 +mi2+mi3+mia =mo1+mia+mi3+mia,
sie impliziert my 1 = ma,1. Analog kann man fiir alle Eintrage zeigen, dass
sie gleich m4 1 sind.)

Formal gesehen geht es um Gleichungssysteme. Wir suchen doch alle Matrizen
(M j)ij=1,2,34 Mit M1 = a,mi 2 = b,mi3 = c,mi4 = d, fiir die gewisse lineare
Gleichungen erfiillt sind:

12 Gleichungen beim Typ I. (Etwa mj 1 4+ mas2 + ms 3 + ma 4 = S fiir die erste
Diagonale.)

16 Gleichungen beim Typ II.

18 Gleichungen beim Typ Illa. (Zus&tzlich: mq o +mq 3+ma 2 +me 3 = S sowie
ms,2 +m3,3 + My +my3 = S)

Ebenfalls 18 Gleichungen beim Typ Illb. (Auch noch mg 1 +mg2+mg1+mg 2 =
S und mo 3+ mos +mzz+mgs=25.)
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e 20 Gleichungen beim Typ IV.

Es geht also um 12 (bzw. 16 bzw. 18 bzw. 18 bzw. 20) Gleichungen fiir 12 Unbekannte
(das sind die Zahlen in den Reihen zwei bis vier). Fiir unsere Zwecke ist noch zu
beachten, dass wir den Zahlenbereich Z nicht verlassen sollten: Briiche sind in einem
magischen Quadrat nicht vorgesehen.

Wir analysieren nun die magischen Quadrate vom Typ I, I, Illa, Illb und IV. Die
Strategie ist in allen Fallen gleich:

e Wir nutzen aus, dass sich die allgemeine Losung eines Gleichungssystems schrei-
ben l3sst als die Summe aus einer partikuldren Lésung und der allgemeinen
Losung des homogenen Systems. Das ist hier die allgemeine Lésung fiir den
Fala=b=c=d=0.

Wir beginnen mit einem Lemma. Es besagt, dass man die Forderungen bei Typ-I-
Quadraten abschwéchen kann.
Lemma 3.1 Vorgelegt sei ein quadratisches Raster mit erster Zeile a,b,c,d, bei dem
die Summe iiber alle Zeilen, alle Spalten und beide Diagonalen gleich S := a+b+c+d
ist. Dann ist auch die Summe iiber die Ecken und die Summe der Zahlen im mittleren
2x2-Quadrat gleich S, es handelt sich also um ein Typ-I-Quadrat.

Beweis: Bezeichne mit Z; bzw. S; bzw. D; bzw. E bzw. M die Summe iiber die i-te
Zeile bzw. i-te Spalte (i = 1,2,3,4) bzw. j-te Diagonale (5 = 1,2) bzw. die Ecken
bzw. das mittlere 2x2-Quadrat. Dann ist

So+S3+ D1+ Dy =21+ Zy + 2M,

wie man leicht nachrechnen kann. Aus So = S3 = Dy = Dy = Z7 = Z4, = S folgt
damit M = S. Auch ist D1 + Dy = M + E, und so erhalten wir noch £ = S. O

a, b, c, d seien beliebig vorgegeben. Es ist dann leicht nachzupriifen, dass

a|blc|d
cldlalbd
dlc|bla
blal|d]c

ein magisches Quadrat vom Typ | (sogar vom Typ llla, insbesondere auch ein Quadrat
vom Typ Il) ist. Fiir die allgemeine Lésung zeigen wir

Satz 3.2: (i) Die allgemeine Lésung des homogenen Systems fiir magische Quadrate
vom Typ | sieht so aus:

0 0 0 0
—w—T—Yy Y z w+xr—z
w —r—Y—z x —w+y+z
T +y xr+z —Tr—z —Tr—y
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Dabei sind w, x,y, z beliebige Zahlen. Das Quadrat hat genau dann ganzzahlige Ein-
trdge, wenn w,x,y, z € 7 gilt.

(ii) Das aligemeinste magische Typ-I-Quadrat bei vorgegebenen a,b,c,d € R hat die
Form

a b c d
c—w—x—1yY d+y a+z bt+w+x—z
d—+w c—r—Yy—=2 b+ a—w+y+z |
b+z+y a+x+z d—x—2z c—x—y

wobei w, z,y, z € R. Es ist genau dann ganzzahlig, wenn a,b, c,d, w,z,y und z ganze
Zahlen sind.

Beweis: (i) Sei (k; ;)i j=1,.,4 ein magisches Quadrat vom Typ | mit k11 = k12 =
k‘1)3 = k‘174 = 0. Setze x := k‘372, Y = k272, z = k‘273, w = kig)l. Da die Summe iiber
die dritte Spalte gleich Null sein soll, folgt k4 3 = —x — 2, und entsprechend ergibt sich
ka4 = —x — y, weil die Summe iiber die Diagonale ebenfalls verschwindet. So zeigt
man nach und nach, dass alle Eintrage wie behauptet aussehen: k3 5 aus dem mittleren
Quadrat, k4,1 aus der zweiten Diagonalen, k3 ; aus der ersten Spalte usw.

Jetzt muss man nur noch nachpriifen, dass das so gefundene Quadrat fiir beliebige
w, x,y, z ein Typ-I-Quadrat ist. Der Zusatz ist klar.

(i) Das folgt aus der Vorbemerkung: allgemeine Lésung gleich homogene Lésung plus
partikuldre Losung. Auch fiir diesen Beweisteil ist der Zusatz offensichtlich. O

Satz 3.3: (i) Die allgemeine Lésung des homogenen Systems fiir magische Quadrate
vom Typ Il lautet

0 0 0 0
-y Y Z —z
—x —r—Yy—=z x r+y+z
r+y r+z —r—z —T -y

Dabei sind z,y, z € R beliebig. Es ist offensichtlich genau im Fall x,y, z € Z ganzzah-
lig.

(i) Das allgemeinste magische Typ-Il-Quadrat bei vorgegebenen a,b,c,d € R hat die
Form

a b c d
c—y d+y a+z b—z
d—ux c—r—y—=z2 b+ a+x+y+z

b+x+y at+x+z d—zr—z c—xr—y

Dabei sind z,y, z € R. Die Eintrige sind daher genau dann ganzzahlig, wenn a, b, c,d, x,
Y,z € 7 gilt.



28 KAPITEL 3. MAGISCHE QUADRATE ...

Beweis: (i) Das folgt sofort aus Satz 3.2, denn die zusitzlichen Bedingungen bei Typ
Il erzwingen w+x = 0. (Da k11 + k1,2 + k2,1 + k2,2 = 0 gelten soll.) Nutzt man diese
Gleichung aus, so ergibt sich das angegebene Quadrat, fiir das alle Typ-1l-Bedingungen
erfiillt sind.

(ii) folgt wie vorher aus allgemeinen Ergebnissen iiber Gleichungssysteme. O

Satz 3.4: (i) Die allgemeine Lésung des homogenen Systems fiir magische Quadrate
mit reellen Eintrdgen vom Typ Illa ist

0 0 0 0
-y Y -y Y
—T - T T
Tty |-y | —Tr+y | —Tr—yY

Dabei sind x,y € R beliebig. Ein ganzzahliges Quadrat ergibt sich folglich genau dann,
wenn x und y ganze Zahlen sind.

(ii) Fiir vorgegebene a,b,c,d € R sieht das allgemeinste Typ-Illa-Quadrat so aus

a b c d
c—y d+y a—y b+vy
d—uw c— b+ x a+x

btz+y|atr—y|d—z+ty|c—x—y

Dabei sind x,y beliebig. Es ist daher genau dann ein ganzzahliges Quadrat, wenn
a,b,c,d,x,y € Z gilt.

Beweis: (i) Die zusitzlichen Illa-Bedingungen, eingesetzt in Satz 3.3, ergeben die
Gleichung y + z = 0. Man muss also nur iiberall z durch —y ersetzen und nachpriifen,
dass wirklich alle Bedingungen erfiillt sind.

(ii) folgt wieder aus dem schon zitierten allgemeinen Ergebnis iber lineare Gleichungs-
systeme. 0

Satz 3.5: (i) Die allgemeine Lésung des homogenen Systems fiir magische Quadrate
mit reellen Eintragen vom Typ IlIb ist

0 0 0 0
-y Y 2z -y | 2z+vy
—x T T —x
Tty | —r—y T+y —xr—y

Dabei sind x,y € R beliebig. Ein ganzzahliges Quadrat ergibt sich folglich genau dann,
wenn x und y ganze Zahlen sind.

(ii) Fiir vorgegebene a,b,c,d € R ist ein magisches Typ-Illb-Quadrat durch
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a b c d
c d c+d—b|2b+a—c—d
d |a+b—d b c+d—1b
b c+d—b|a+b—c c
gegeben.
(iii) Fiir vorgegebene a,b,c,d € R sieht das allgemeinste Typ-lllb-Quadrat so aus
a b c d
c—y d+vy c+d—b—2r—y | 2b+a—c—d+2x+y
d—x a+b—d+zx b+ x c+d—b—=x
b+z+y |c+d—-b—x—y | a+b—c+axz+y c—x—y

Dabei sind x,y beliebig. Es ist daher genau dann ein ganzzahliges Quadrat, wenn
a,b,c,d,x,y € Z gilt.

Beweis: Die zusatzlichen Illb-Bedingungen, eingesetzt in Satz 3.3, ergeben die Glei-
chung z = —2z — y. Und dafiir sind dann wirklich alle Illb-Bedingungen erfiillt. Teil
(i) folgt durch einfaches Nachrechnen. O

Uberraschenderweise muss man in diesem Fall den Bereich Z manchmal verlassen, um
magische Quadrate zu erhalten:

Satz 3.6: Es seien a,b,c,d € 7. Wir setzen S :=a+b+c+d.

(i) Angenommen es gibt ein ganzzahliges magisches Quadrat (m; ;) vom Typ IV, dessen
erste Zeile die Eintrage a,b, c,d hat. Dann ist S gerade.

(i) Alle magischen Quadrate vom Typ IV mit erster Zeile a,b,c,d haben die Form

a b c d
c+y d—y a+y b—vy
S —¢ S' —d S —a S’ —b

S'—a—-y | S —b+y| S —c—y |5 —d+y

dabei ist S' := S/2 und y eine beliebige Zahl.

(iii) Ist S = 25’ gerade, so gibt es ganzzahlige magische Quadrate vom Typ IV mit
erster Zeile a,b,c,d. Sie haben die in (ii) beschriebene Form, wobei y eine beliebige
ganze Zahl ist.

Beweis: (i) Wir addieren die Elemente im Quadrat oben in der Mitte, dazu die Elemente
im Quadrat in der Mitte links, dazu die Elemente der zweiten Diagonale, dazu 2m; 1 +
2ms3 3. Diese Zahl ist durch Aufsummieren der folgenden Matrix-Elemente entstanden
(einige traten mehrfach auf):

*k * * *
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Die gleiche Summe wiirde man erhalten, wenn man wie folgt addiert hatte:

Elemente der ersten Zeile;

dazu die Elemente der ersten Spalte;

dazu zweimal die Elemente im zentralen 2x2-Quadrat.
Da es ein Typ-1V-Quadrat ist, ergibt sich beim ersten Aufsummieren 2m, ; +2ms 3+35
und bei der zweiten Variante 45, d.h. S = 2m; 1 +2mg3 3. Da m 1,m3 3 ganze Zahlen
sind, muss S gerade sein.

(ii) Es ist leicht zu verifizieren, dass diese Quadrate alle vom Typ |V sind, insbesondere
auch das mit y = 0. Zieht man das von einem beliebigen Typ-IV-Quadrat ab, so
entsteht ein homogenes Typ-1V-Quadrat. Es ist insbesondere ein Typ-Il1b-Quadrat, hat
also die in Satz 3.5 beschriebene Form. Dabei ist die Summe iiber die vier Zahlen im
2x2-Quadrat oben in der Mitte gleich Null, und das impliziert = 0. Es folgt, dass
das vorgelegte Quadrate so geschrieben werden kann wie behauptet.

(iii) Wenn ¢4y und S” — a ganzzahlig sein sollen, miissen y und S’ ganzzahlig sein. O

Der Zaubertrick

Wir behandeln zunéchst den allgemeinen Fall (S kann gerade oder ungerade sein), und
wir wollen Typ-Illa-Quadrate konstruieren?). Um Satz 3.4 anzuwenden, muss man sich
fiir konkrete Werte fiir  und y entscheiden. Wahlt man zum Beispiel x = —1 und y =
1, so entsteht die zu Beginn dieses Abschnitts beschriebene Konstruktionsvorschrift.

Ein kleiner Schonheitsfehler ist dabei, dass bei diesen Quadraten die Zahlen d + 1
und a — 1 stets jeweils doppelt auftreten, was bei mehrfacher Vorfiihrung des Tricks
auffallen konnte. Das kann durch eine andere Wahl von z und y leicht vermieden
werden. Hier sieht man zum Beispiel die Konstruktionsvorschrift fiir x =2 und z =1
zusammen mit einem konkreten Beispiel:

a b c d 20| 14 | 10 | 25
c+2|d—2|a+2|b—-2 12 | 23 | 22 | 12
d+1|c+1|b—-1|a-1 26 | 11 | 13| 19
b—3 |a+1|d—-1]c+3 11 121 | 24| 13

Hier noch ein Beispiel fiir Typ-1V-Quadrate. Wir spezialisieren Satz 3.4 fiir y = 2
und bringen dann eine konkrete Anwendung, wo — wie erforderlich — die vorgelegten
a,b,c,d eine gerade Summe S = 25’ haben:

a b c d 70 8 12|15
c+2 d—2 a—+2 b—2 14113 9 6
S —c S'—d S —a S"—b 9 | 6 |14 |13

S'—a—-218~-b+2 |85 —-c—-2|8 ~-d+2 12 |15 | 7 8

Es ist nicht zu vermeiden, dass bei allen Typen manchmal Zahlen im Quadrat dop-
pelt auftreten, denn a,b, ¢, d kennt man ja nicht. Ungiinstiger ist, dass man negative
Zahlen nicht ausschlieBen kann. Wenn a, b, ¢, d zum Beispiel durch einen Geburtstag

2)Beispiele zu Typ lllb kénnen analog gefunden werden.
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vorgegeben werden, kann b (der Geburtsmonat) so klein sein, dass b—3 (obige Konstruk-
tionsvorschrift links unten) Null wird oder negativ ausfallt. Wenn man das vermeiden
mochte, sollte man a, b, ¢, d nicht durch Geburtstagsdaten erzeugen. Man kdnnte zum
Beispiel a, b, ¢, d dadurch finden, dass man viermal die Augen von zwei Wiirfelwiirfen
zusammenzahlt und die Ergebnisse dann so ,, unsystematisch" in die erste Zeile eintrigt,
dass bei b eine Zahl steht, die groBer als 3 ist.

Und wie forciert man, dass eine gerade Zahl als Summe herauskommt? Da lasst man
dreimal mit zwei Wiirfeln wiirfeln, und fiir die vierte Zahl wird eine Karte gezogen. Dazu
hat man zwei Stapel vorbereitet, in einem sind nur gerade, im anderen nur ungerade
Kartenwerte. So l3sst sich erreichen, dass die Gesamtsumme garantiert gerade ist.

Varianten

1. Wir kdnnen noch einmal den Trick aus dem vorigen Kapitel aufgreifen: Aus dem
Publikum wird eine Zahl Z gerufen, und der Zauberer erzeugt mit unglaublicher Ge-
schwindigkeit ein magisches Quadrat zu dieser Zielzahl. Das geht mit den hier beschrie-
benen Methoden ganz einfach! Der Zauberer sucht sich irgendwelche Zahlen a,b, ¢, d
mit a + b+ ¢+ d = Z fiir die erste Reihe und fiillt den Rest so aus wie vorstehend
beschrieben.

Dabei kann — falls Z nicht zu klein ist — sogar noch eine zusitzliche Feinheit
eingebaut werden: Man kann b und ¢ (also die mittleren Zahlen der ersten Reihe) so
wahlen, dass sie einen besonderen Bezug zum Anlass der Vorfiihrung haben (Datum,
Geburtstag des Gastgebers usw.) Und besonders spektakuldr wird es, wenn man sich
Z als gerade Zahl zurufen ldsst, dann kann man sogar ein Typ-IV-Quadrat erzeugen.

2. Statt mit R kann man auch mit einer beliebigen kommutativen Gruppe arbeiten. Im
Fall von Typ-IV-Quadraten muss dann a + b+ ¢+ d als S’ + S’ schreibbar sein.

3. Bisher hatten wir die vorgegebenen Zahlen in die erste Zeile eingetragen. Das kann
man fast beliebig variieren. Als Beispiel nehmen wir an, dass die zweite Spalte mit
Zahlen A, B,C, D gefiillt wird und ein Typ-llla-Quadrat konstruiert werden soll. Wir
schauen uns dazu das auf Seite 30 zu a, b, ¢, d konstruierte Quadrat an und spezialisieren
a,b,c,d so, dass in der zweiten Spalte A, B, C, D steht. Das bedeutet

A=b B=d—-2, C=c+1, D=a+1.

So kann man a, b, ¢,d durch A, B, C, D ausdriicken, und wenn man das einsetzt, ergibt
sich das Quadrat

D-1| A |C—-1|B+2
C+1| B |D+1]| A-2
B+3| C | A-1|D-2
A-3| D | B+1 | C+2

Auf die gleiche Weise erhdlt man ein magisches Quadrat, wenn die vorgegebenen Zahlen
in eine vorgegebene Spalte oder eine Diagonale oder ein 2x2-Quadrat des Rasters
eingesetzt werden.
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Quellen

Im Dezember 2016 wurde ich bei einer Zaubervorfiihrung beim magischen Zirkel Berlin
als Zuschauer zum Mitmachen aufgefordert. Ich nannte mein Geburtsdatum, das in
die erste Reihe eines 4x4-Rasters eingetragen wurde, und die Zauberin® des Teams
Sideshow Charlatans erzeugte daraus — nach einer Idee von Arthur Benjamin aus dem
Jahr 2006 — mit beeindruckender Geschwindigkeit ein magisches Quadrat. Ich habe das
Konstruktionsprinzip analysiert, es war das zu Beginn des Kapitels erlduterte Verfahren.
Die Varianten und die zugehérige Theorie sind von mir.

3)Ja, wirklich: Das passiert leider viel zu selten!



Kapitel 4

Zauberhafte Normalteiler

Das ,,Durcheinanderbringen® von Karten entspricht doch einer Permutation, und wenn
man mehrfach bestimmte Mischvorgdnge vornimmt, so kann man das durch Ver-
kniipfungen in einer Permutationsgruppe modellieren. Deswegen ist es nicht sehr iiber-
raschend, dass Definitionen und Ergebnisse der Gruppentheorie fiir die Zauberei von
Interesse sind. (In diesem Buch gab es in Kapitel 1 mit der Gruppe G der Transforma-
tionen, die Agy, ¢ invariant lassen, auch schon ein Beispiel dafiir.)

Im vorliegenden Kapitel spielen Untergruppen und Normalteiler von Permutations-
gruppen eine wichtige Rolle!).

Wir erinnern an eine wichtige Definition:

Definition 4.1: Es sei (G,o) eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. H heiBt
Normalteiler, wenn fiir jedes y € G und jedes w € H das Element youoy ! zu H
gehort.

Hier einige wissenswerte Fakten zu diesem Begriff:

1. {e} und G sind stets Normalteiler. (Dabei bezeichnet e das neutrale Element von
G.) Wenn es keine weiteren Normalteiler gibt, so heiBt die Gruppe einfach.

2. Ist G kommutativ, so ist jede Untergruppe Normalteiler.

3. Jede Untergruppe U von G gibt Anlass zu einer Aquivalenzrelation: Fiir z,y € G sol-
len x,y dquivalent heiBen, ,, wenn sie sich nur durch ein Element aus U unterscheiden”.
Das kann zweierlei bedeuten:

e x=vyoyfireinucU (dh zoy t cl).
e x=youfirenuecU (dh. y~toxelU).

Die zugehorigen Aquivalenzklassen sind die Teilmengen U o y im ersten bzw. y o U
im zweiten Fall. Ist U sogar ein Normalteiler, so fiihren beide Ansdtze zum gleichen
Ergebnis: Kann z als you geschrieben werden, so ist z = u/ oy mit v’ := youoy™!' € U.
Undist z =uowy, soistauch x =you mitu :=y touoycU.

DVermutlich werden Eigenschaften von Normalteilern bei diesem Trick erstmals fiir ein Zauber-
kunststiick ausgenutzt.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
E. Behrends, Mathematik und Zaubern: Ein Einstieg fiir Mathematiker, DOI 10.1007/978-3-658-17505-4 4
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Dieses Ergebnis ist insbesondere dann wichtig, wenn man die Menge der Aqui-
valenzklassen wieder zu einer Gruppe machen mochte. Man nennt sie, im Fall von
Normalteilern U, die Faktorgruppe, sie wird mit G/U bezeichnet. Die Gruppenopera-
tion auf G/U ist dadurch definiert, dass man zwei Elementen z o U,y o U das Element
(z oy) o U zuordnet.

4. Eine besonders wichtige Rolle spielen die endlichen einfachen Gruppen, denn es ist
schon lange bekannt, dass man jede endliche Gruppe aus endlichen einfachen Gruppen
»aufbauen” kann. Doch wie sehen die endlichen einfachen Gruppen aus? Das hat vie-
le Mathematiker in der zweiten Halfte des vorigen Jahrhunderts intensiv beschaftigt,
inzwischen ist das so genannte ,, Klassifizierungsprojekt™ abgeschlossen.

Der Effekt
Fiir die Zuschauer passiert Folgendes:
e Der Zauberer prasentiert neun Karten mit der Bildseite nach oben. Sie sollen sich

in einer wiedererkennbaren Reihenfolge befinden. Man kdénnte zum Beispiel die
Karokarten von Ass bis 9 nehmen:

Neun Karten, der GréBe nach geordnet.

Die Karten werden zu einem Stapel zusammengeschoben und umgedreht.

e Danach werden die Karten durcheinandergebracht. Dreimal passiert Folgendes:
Der Zauberer teilt die Karten zu zwei Stapeln aus (links, rechts usw.); die Stapel
werden iibereinandergelegt, dabei entscheidet der Zuschauer, welcher Stapel nach
oben kommt; der Zuschauer hebt auch noch einmal ab.

e Trotz der vielen Zufallsentscheidungen (dreimal: welcher Stapel nach oben? wo
abheben?) sind die Karten in der gleichen zyklischen Reihenfolge wie vorher. Es
konnte — von unten gesehen — etwa so aussehen:
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Das Ergebnis.

Der Zauberer hat das Chaos gebandigt!

Die Mathematik im Hintergrund

Der mathematische Teil besteht aus den folgenden Unterabschnitten:
e Der Normalisator einer Untergruppe
e Eine fiir das Zaubern wichtige Untergruppe der symmetrischen Gruppe
e Der Normalisator dieser Untergruppe

Und danach kiimmern wir uns um Anwendungen dieser Egebnisse fiir die Zauberei.

’ Der Normalisator einer Untergruppe

(G, o) sei eine Gruppe und U C G eine Untergruppe. Im Allgemeinen wird dann U
kein Normalteiler in G sein. Man kann sich aber fragen, ob es eventuell Untergruppen
V in G gibt, so dass U C V gilt und U Normalteiler in V ist. Wenn U Normalteiler in
G ist, ist die Wahl V = G zuladssig, und sicher kann man immer so ein V finden: Man
muss ja nur U = V wahlen. Gibt es aber auch stets ein ,,groBtmdogliches” V' ? Hier ist
die positive Antwort:

Satz und Definition 4.2: U und G seien wie vorstehend. Definiere Uy als die Menge
aller x € G, fiir die
{zroulueU}={vox|veU}

gilt.
(i) Uy ist eine Untergruppe von G, es gilt U C Uy, und U ist Normalteiler in U.

(i) Ist V. C G eine Untergruppe mit U C V und ist U Normalteiler in V', so gilt
V c Uy.

Uy ist also die gréBte Untergruppe von G, in der U Normalteiler ist. Uy wird der
Normalisator von U genannt, und man bezeichnet ihn mit N (U).

Beweis: Man kann die Definition von Uy so umschreiben: Ein x gehért zu Uy wenn
erstens zu jedem u € U ein v € U existiert, so dass z o u = v o x gilt und wenn es
zweitens zu jedem v € U ein u € U mit vox = z o u gibt.
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(i) U C Up: Sei x € U. Fiir vorgelegtes u € U setze v := z owu oz~ . Dann ist
zowu = vox, und v gehdrt zu U, da U nach Voraussetzung eine Untergruppe ist.
(Ahnlich findet man zu u € U das passende v € U.) Insbesondere ist e € Up.

Warum ist mit € Uy auch 7! € Uy ? Man gebe v € U vor, und es ist v € U
mit 27! ou = v o 7! gesucht. Diese Beziehung ist — nach Invertieren — gleichwertig
zuu~toxz =xov~ ! Nun finden wir nach Voraussetzung zu ="' (das liegt in U) ein
v €U mitu oz =209, denn u~! € U. Es bleibt, v als v~ zu definieren. (Mit
einem 3hnlichen Argument findet man zu u € U das passende v € U.)

Man muss noch zeigen, dass mit z,y auch zoy zu Uy gehort. Wie findet man etwa
zu u das v mit (zoy)ou = vo(xoy)? Wir wahlen zuerst ein v1 € U mit you = vy 0y
und danach einv € U mit vox = x owvy.

Dann rechnen wir unter Verwendung des Assoziativgesetzes so:

(roy)ou = wo(you)
xo(vioy)
(xowvy)oy

= (vox)oy

= wvo(zoy).

(Ebenso findet man w zu vorgelegtem v.)
Es ist schlieBlich noch zu zeigen, dass U Normalteiler in Uy ist. Das ist am Einfach-
sten, denn es ist in die Definition von Uy quasi , eingebaut.”

(i1) Auch das ist leicht, denn ist U Normalteiler in V, so erfiillen alle z € V nach
Definition die die Elemente aus U, charakterisierende Bedingung. (]

Fiir das, was wir zum Thema , Normalteiler in der Zauberei" vorhaben, wird das
folgende Ergebnis eine wichtige Rolle spielen. Es besagt, dass in ,,langen” Produkten
aus Elementen von U und N(U) die Elemente aus U quasi ,, durchgereicht” werden
konnen. Genauer gilt:

Satz 4.3: G,U und N(U) seien wie vorstehend. Sind dann x1,...,xm in N(U) und
UQ,y -+« Uy 1N U, SO ISt

U © Ty O Uy —1 0 Ly 10+ O UL OLL OUY = Lpy O+ O L1 O U

fiir ein geeignetes u € U. Insbesondere liegt mit x,, o -+ 0 x1 auch U, 0 Ty, © Uy,—1 ©
Tp—10---0uUL0ox10Ug inU.
Beweis: Wir beweisen durch Induktion nach m. Fiir m = 1 ist zu zeigen, dass uj oz 0ug
als xgow fiir ein geeignetes u geschrieben werden kann. Nach Vorausetzung findet man
ein v € U mit uy o xg = xg o v, und damit reicht es, u als v o ug zu definieren.

Im Induktionsschluss miissen wir von m auf m + 1 schlieBen. Wir betrachten also
ein Produkt

Um+1 © Tm41 © Um O Ty, O+ -+ O UL O T1 O Ug,

und es ist ein u € U so zu finden, dass dieser Ausdruck fiir ein geeignetes u € U mit

Tpg1 0Ly O+ 0T 0U
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tibereinstimmt. Das schreiben wir als
Um+1 © Tm+41 © (um OLm OUM—19Tm—-10-+-0UL 0T O UO)

und wenden auf den Klammerausdruck die Tatsache an, dass fiir m schon alles gezeigt
sein soll. Die Klammer hat also die Form

TmO---oxiou
fiir ein geeignetes v’ € U, und wir haben unser Produkt in
Um+1 OXm4+10Tm O---0T1 O’U/

umgeformt. Nun haben wir schon in 4.3 (i) bewiesen, dass mit den x; auch das Produkt
Tyn41 © Ty 0+ 0xy zu N(U) gehdrt. Es gibt also v” € U mit

! I

Um+1 O Tm4+1°0Tm O+ 0T10U = (U77L+1Oxm+1ox77LO"'O«I1)ou
" l
(Tmy10Tmo---oxyou’)ou

= Tpmi10Tpmo---oxyo(u’ou).

Mit © := u” o v’ ist damit ein geeignetes Element gefunden. O

Eine fiir das Zaubern wichtige Untergruppe der symmetrischen Gruppe‘

Wir fixieren ein n € N, spater sollen Tricks mit n Karten durchgefiihrt werden.
Wenn man diese Karten mischt, so gibt das zu einer Permutation der Menge {1,...,n}
Anlass. Die Gesamtheit dieser Permutationen wird mit S,, bezeichnet, man spricht von
der symmetrischen Gruppe der Ordnung n. (Die Gruppenoperation ist die Hintereinan-
derausfiihrung von Permutationen.)

Es wird fiir die folgenden Untersuchungen bequem sein, die Elemente der S, als
bijektive Abbildungen ¢ : Z,, — Z,, aufzufassen. Dabei ist Z,, = {0,...,n — 1} die
Menge der Reste modulo n, die mit den Kompositionen ,+" und ,,-“ modulo n zu
einem kommutativen Ring wird. Mit s, : Z,, — Z, werden wir, fiir r € Z,, den
»zyklischen Shift" k +— k + r mod n bezeichnen.

Wenn man das in Manipulationen fiir Kartenspiele iibersetzen mochte, so
sollte man zunachst die Karten durchnummerieren. Die oberste Karte ist
Karte 0, dann kommt Karte 1 usw.

Und was macht s,? Jede Karte riickt (zyklisch gesehen) um r Karten
weiter. Im Fall » = 0 passiert gar nichts, und im Fall » > 0 entspricht s,
der Vorschrift, n — r Karten von oben abzunehmen und unter den Stapel
zu legen. (Oder die untersten r Karten als Ganzes nach oben zu legen.)

Die Definition von s, impliziert sofort, dass die Transformationen s,, o s,, und
Spy O Spy MIt S(r) 41y) mod n flr beliebige r1,ro libereinstimmen, und deswegen ist

S:={s, |reZ,}

eine kommutative Untergruppe der .S,,.
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Angewendet auf Karten heiBt das: Mehrmaliges Abheben bringt die Karten
nicht mehr durcheinander als einmaliges Abheben?), und es ist egal, ob
man zuerst t; und dann ¢, Karten abhebt oder umgekehrt.

Der Normalisator dieser Untergruppe

Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Dazu betrachten wir fiir ein a € Z,, die
Abbildung k& — ak mod n von Z, nach Z,. Wann konnen wir sie als Element von
S, auffassen, d.h., wann ist sie bijektiv? Sicher nicht, wenn a und n nicht teilerfremd
sind, denn falls es einen nichttrivialen Teiler kg von a und n gibe (mit a = aky und
n = Pkg), so wire Sa = 0 mod n, d.h. sowohl 0 als auch 3 wiirden auf 0 abgebildet
werden. Doch das ist auch schon die einzige Moglichkeit, dass etwas schiefgehen kann:
Denn sind — fiir ein a € Z,, — a und n teilerfremd, so ist £ — ak mod n injektiv
und folglich bijektiv. Fiir zu n teilerfremde a ist namlich a im Ring Z, multiplikativ
invertierbar. Aus kia = kea fiir ky, ke € Z,, folgt dann (ks — k1)a = 0 in Z,,, also —
nach Multiplikation mit a~! — die Aussage k; — ko =0, d.h. k; = ka.)

Wir beschreiben nun den Normalisator von S:

Satz 4.4: (i) Sind a,b € Z,, so, dass a und n teilerfremd sind, so liegt die durch
k — ak + b mod n definierte Abbildung ¢ in N(S).

(ii) Alle Elemente von N(S) haben diese Form.

(iii) Die Faktorgruppe N (S)/S ist isomorph zur multiplikativen Gruppe Z,; diese Grup-
pe besteht aus allen a, die zu n teilerfremd sind.

Beweis: (i) ¢q.p ist Verkniipfung der bijektiven Abbildungen k — ak und s, sie liegt
damit in S,,. Fiir beliebige a,b,r, k gilt

baposr(k) = alk+r)+b
= (ak+0b)+ar
= Sar© ¢a,b(k)a

also @q b © ;- = Sar © Py p. Daraus kann man sofort ablesen, dass ¢, , zu N(S) gehort:
Ist s, € S vorgelegt, so hat ¢4 05, die Form voggp fiir v := 54 € S, und umgekehrt
|4sst sich s, © ¢g.p als Pap 0w mit u := r’a~! schreiben. (Man beachte hier, dass a
multiplikativ invertierbar ist.)

(ii) Sei ¢ € N(C). Insbesondere folgt aus der Definition von N(S), dass es ein a mit
¢ os1 = 840 ¢ gibt. Das bedeutet, dass ¢(k + 1) = ¢(k) + a fir alle k gilt. Mit
b := ¢(0) folgt dann durch Induktion die Gleichung ¢(k) = ak + b fiir alle k. Wegen
der Injektivitdt von ¢ muss a invertierbar sein, und damit ist ¢ = ¢, gezeigt.

(iii) Zunichst bemerken wir, dass N(S)/S wirklich eine Gruppe ist, denn S ist Nor-
malteiler in N (S). Wir betrachten die Abbildung ®, die a € Z} die zu ¢, gehorige
Klasse in N(S)/S zuordnet.

® ist ein Homomorphismus: Das folgt aus (a;(a2k)) = (aiaz)k. (Hier wird wichtig,
dass das Produkt aus zu n teilerfremden Zahlen wieder diese Eigenschaft hat.)

2)Es ist gut, dass das die Zuschauer nicht wissen. Denn viele Tricks beruhen darauf, dass durch
Abheben die wichtigsten Eigenschaften eines vorbereiteten Stapels erhalten bleiben. (Siehe z.B. den
Beginn von Kapitel 1.)
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® ist injektiv: Wir miissen zeigen, dass aus s, 0 ¢q0 = ¢u o (fir a,a’ € Z, v € Zy,)
stets a = a’ folgt. Dazu muss man s, © ¢q 0 = Pur 0 zunichst auf k = 0 anwenden
(man erhilt ¢q0 = ¢ar o) und dann k = 1 einsetzen.

® ist surjektiv: Wegen (ii) ist ein typisches Element in N(.S)/S von der Form S o ¢,
fiir ein geeignetes a € Z7, und ein r € Z,,. Es ist damit gleich ®(a). O

Bemerkung: Insbesondere haben wir damit Beispiele dafiir gefunden, dass N (U) echt
zwischen U und G liegen kann. (Denn fiir a > 1 liegt ¢, nicht in .S, und nicht jede
Permutation hat die Form ¢,.)

Es ist leicht festzustellen, ob eine Permutation die Form ¢, ; hat:
Lemma 4.5: Sei ¢ : Z,, — Z,, bijektiv. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Es gibt a € Z}, und b € Z,, mit ¢ = ¢gp.

(ii) Es gibt ein a € Z,,, so dass ¢(k+1) = ¢(k)+a fiir alle k € Z,, gilt. Die Summation
ist dabei als Summation in Z,, zu verstehen.

Beweis: Wenn ¢ = &, 3 gilt, so ist
p(k+1)—¢(k) =alk+1)+b— (ak+b) =a

fiir alle k.

Wir setzen nun (i) voraus. Mit b := ¢(0) ist ¢(1) = ¢(0) +a = a +b, ¢(2) =
¢(1)+a=(a+b)+a=2a+b usw. (wir iiberspringen den Induktionsbeweis). Also
ist ¢(k) = ak + b fiir alle k.

Da ¢ injektiv ist, muss ak # O fiir alle & # 0 sein, und deswegen liegt a in Z,. g

’ Zauberhafte Folgerungen ‘

Und wo ist der Nutzen fiir Zaubertricks? Anders gefragt: Welcher Mischvorgang
muss auf einen aus n Karten bestehenden Kartenstapel angewendet werden, um eine
Permutation der Form ¢, zu erhalten? Genauer: Wie schafft man es, dass aus der
Kartenreihenfolge (0,...,n — 1) die Reihenfolge ¢4 (0,...,n — 1) auf eine Weise
entsteht, die praktisch gut durchfiihrbar ist? Es gibt ,viele" a,b, fiir die man das
erreichen kann (mehr dazu findet man weiter unten auf Seite 42). Zur Prézisierung
brauchen wir zundchst zwei Definitionen:

e Die Mischoperationen R.: Sei ¢ € N. Wir nehmen den Stapel (immer bildunten)
in die Hand und geben zunachst einzeln ¢ Karten aus: von links nach rechts jeweils
eine Karte. Dann wieder von links nach rechts je eine auf die schon liegenden,
und das geht immer so weiter, bis alle Karten ausgegeben sind. (Wenn ¢ kein
Teiler von n ist, wird das nicht aufgehen, einige der neu entstandenen linken
Stapel haben eine Karte mehr.)

Danach werden die Karten wieder aufgenommen, und zwar von rechts nach links
(das ist wichtig!): zundchst der rechte Stapel, obendrauf der néichste usw. Nach
ganz oben kommt also der am weitesten links liegende Stapel.
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e Die Operationen L.: Die Karten werden wie eben ausgegeben. Jeweils einzeln
¢ Karten, links beginnend, darauf die nachsten usw. Diesmal werden die neuen

Stapel aber von links nach rechts aufgenommen?).

(Hier eine lllustration fiir den Fall n = 8 und ¢ = 3. Durch das Aufteilen des Stapels
— einzelnes Ausgeben, drei Teilstapel — entstehen aus (0,1,2,3,4,5,6,7) die Stapel
(6,3,0), (7,4,1) und (5,2). Unter R3 ist das Endergebnis (6,3,0,7,4,1,5,2), und mit
L3 erhdlt man (5,2,7,4,1,6,3,0).)

Die Grundlage der Zaubertricks dieses Kapitels bildet der folgende

Satz 4.6: (i) Sei ¢ ein Teiler von n — 1, und a := (n — 1)/c. Dann sind n und a
teilerfremd, und R. entspricht der Permutation ¢ 4. Insbesondere fiihrt im Fall c =1
die Operation Ry zu ¢_1,_1, der Stapel wird dabei einfach invertiert™).

(ii) Ist ¢ ein Teiler von n + 1, so sind n und a := (n + 1)/c teilerfremd, und L. ist
gleichwertig zur Permutation ¢_q,_1. Der Spezialfall ¢ = 1 fiihrt auf a = n + 1, dann
stimmt L1 mit ¢_(n+1),_1 = ¢_1,—1 liberein.
Beweis: (i) Angenommen, p > 1 ist ein Teiler von a. Wegen ac = n — 1 teilt p dann
auch n—1, beim Teilen durch n durch p wird sich folglich ein Rest (ndmlich 1) ergeben.
a und n sind also teilerfremd.

Wir miissen R. analysieren. In einem ersten Schritt entstehen doch aus der ur-
spriinglichen Reihenfolge (0, ...,n — 1) die folgenden ¢ Stapel:

ac

(a—1)c (a—1)c+1 (a—Dc+c—2 (a—1Dc+(c—1)
c c+1 2c—1 2c—1
0 1 c—2 c—1

Der erste Teilstapel hat a+1 Elemente, die restlichen a Elemente. (Zusammen sind
das — wie zu erwarten — (a 4+ 1) + a(c — 1) = ac + 1 = n Karten.)

Nun stellen wir uns vor, dass wir diese ¢ Stapel von rechts nach links zusammen-
legen. Betrachten wir zunidchst einen der Teilstapel an den Positionen 2,3,...,¢—1
und irgendeine Karte mit der Nummer k dieses Teilstapels. Karte Nummer k + 1 liegt
im rechts benachbarten Teilstapel auf gleicher Hohe, und da jeweils @ Karten in jedem
Teilstapel sind, liegt £+ 1 nach Zusammenlegen um a Karten weiter als k. Das gleiche
Argument gilt auch fiir den ersten Teilstapel, zum Beispiel liegt (¢ — 1)c + 1 um a
Karten weiter als (a — 1)¢, und man braucht a Schritte, um von ac nach 0 zu kommen
(obwohl diese zwei Karten im gleichen Teilstapel liegen). Es fehlt noch die Analyse der
Karten im letzten Teilstapel, der ja ganz nach unten kommt. Da miissen wir zyklisch
weiterzdhlen. Die jetzt letzte Karte hat die Nummer ¢ — 1, und der Nachfolger, Karte
¢, ist nun die a-te Karte von oben.

Zusammen heiBt das: Die 0 ist an der Stelle a, und um von irgendeinem k zu

k+1 zu kommen, muss man a Schritte weitergehen. Wegen Lemma 4.5 ist damit alles
bewiesen.

3)Das soll sich in der Bezeichungsweise widerspiegeln: R.= ,von rechts aufnehmen”; L.= ,von
links aufnehmen*.
4)Negative Zahlen sind im Ring Z, zu interpretieren: —d = n — d fiir alle d.



DIE WIEDERHERGESTELLTE ORDNUNG 41

Hier ist ein konkretes Beispiel, wir illustrieren den Beweis am Fall n = 9
und ¢ =4 (also a = 2). Aus (0, 1,2, 3,4,5,6,7,8) werden im ersten Schritt
die 4 Teilstapel

(87 4, 0)’ (57 1)7 (67 2)’ (7a 3)7

und wenn man von rechts nach links zusammenlegt, ergibt sich
(8,4,0,5,1,6,2,7,3).

Wirklich liegt stets k£ + 1 um 2 Karten weiter als k, und die O ist an die
Position 2 gekommen. (Wir erinnern daran, dass wir die Positionen ab Null
zihlen.)

(ii) Dass a und n teilerfremd sind, kann durch ein dhnliches Argument wie in (i) einge-
sehen werden. Jetzt teilen wir im ersten Schritt wieder ¢ Teilstapel aus. Es entstehen
¢ — 1 Teilstapel mit a Karten und einer mit ¢ — 1 Karten.

(Zusammen sind das — natiirlich — (¢ — 1)a+a —1 = ca — 1 = n Karten.)

(a—1)c (a—1)c+1 (a—1Dc+(c—2)

(a—2)c (a—2)c+1 (a—2)c+ (c—2) (a—2)c+ (c—1)
é c+:1 20;2 20;1
0 1 c—2 c—1

Die 0 liegt also nach Zusammenlegen von links nach rechts an der letzten Stelle
(Position n — 1), und eine Analyse wie im Beweis von (i) zeigt, dass man immer a
Schritte zuriickgehen muss, um von k zu k+1 zu kommen. Wegen Lemma 4.5 beweist
das die Behauptung.

Hier ist das konkrete Beispiel n = 9 und ¢ = 5 (also a = 2). Zunichst
erhalten wir die Teilstapel

(075)7 (6’ 1)’ (772)7 (8?3)1 (4)7
und — nach Zusammenlegen —
(4,8,3,7,2,6,1,5,0).

Wirklich muss man immer zwei Karten zuriickgehen, um von k ausgehend
Karte k + 1 zu erreichen, und die O liegt an der letzten Stelle.

O
Wir fassen die bisherigen Ergebnisse (insbesondere die Aussagen der Satze 4.3, 4.4 und
4.6) zusammen:

Fir n € N sei A,, die Menge der echten Teiler von n—1 und B,, die Menge
der echten Teiler von n + 15).

5)Wir beschrinken uns auf echte Teiler, um Operationen des Typs Ri, Rn—1,L1, Ln4+1 zu vermei-
den.
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Gewisse a1,...,a, € Ay, und aj,...,a] € B, seien ausgewahlt, und a
sei das Produkt a1 ---a, - (—a})---(—aj) im Ring Z,,. Wahle ¢; (bzw.
c;) so, dass cia; = n — 1 (bzw. ¢ja; = n + 1). Fiihrt man dann an ei-
nem aus n Karten bestehenden Kartenstapel die Operationen R, , ..., R.,
und LC;«, .. .,LC? in beliebiger Reihenfolge durch, wobei man vorher, zwi-
schendurch und hinterher von einem Zuschauer abheben lassen kann, so
befindet sich der Kartenstapel danach in der Permutation ¢, , mit einem

in der Regel unbekannten 7.

Besonders interessant sind dabei die Spezialfille « = 1 und a = —1. Die Karten
sind dann in der gleichen bzw. in der gespiegelten zyklischen Reihenfolge. Falls man
im zweiten Fall die Spiegelung ,, wegmischen” mochte, kann man die Reihenfolge ein-
fach invertieren, indem man abschlieBend die Karten einzeln zu einem neuen Stapel
herunterzahlt.

Hier noch eine Ergdnzung: Welche ¢ kénnen mit Karten ,nachgestellt” werden? Es
reicht zu fragen, fiir welche a man irgendein ¢, ;, erzeugen kann, denn ein ¢, ;s entsteht
aus ¢ b, gefolgt von einem geeigneten Abheben.

Sei ¢ € Z%. Dann kommen in der Folge 0,¢,2¢, ..., (n — 1)c alle Elemente aus Z,,
genau einmal vor, denn andernfalls kénnte man ein k& # 0 mit ck = 0 finden. Wenn wir
nun einen anfangs mit 0,1,...,n — 1 durchnummerierten Kartenstapel auf ¢ Teilstapel
verteilen (einzeln ausgeben, von links nach rechts), so wird das nicht aufgehen, denn
c ist ja kein Teiler von n. Aber in jedem Teilstapel haben die Karten den Abstand c.
Hier ein Beispiel fiir n = 12 und ¢ = 5:

Wir nummerieren die Teilstapel mit a, b, c,d, e durch und beginnen mit Teilstapel a,
der kommt ganz nach unten. Die Kartenabstdnde sind jeweils 5. Jetzt suchen wir den
Stapel, bei dem die unterste Karte die Karte Nummer 104+ 5 = 3 ist, das ist Stapel d.
Wir legen ihn auf den ersten Teilstapel. Die oberste Karte ist jetzt die 8, und 5+8 = 1.
Deswegen legen wir Stapel b (dort ist die unterste Karte die 1) obendrauf. Es folgen
noch Stapel e und ¢, und so ist der Stapel

(7,2,9,4,11,6,1,8,3,10,5,0)

entstanden. Diese Permutation entspricht ¢_5 _;.

Fiir beliebiges n und ¢ kann man ganz dhnlich verfahren, und aufgrund der Vorbe-
merkung kann man immer so zusammenlegen, dass 0 ganz unten liegt und Karte k+1
um c Karten weiter oben liegt als Karte k. Anders ausgedriickt: ¢_. 1 ist immer mit
Karten zu realisieren, und da mit ¢ auch —c zu Z}, gehort, kann man sich beliebige
@q.p Wiinschen.

Es ist allerdings zu bedenken, dass die Reihenfolge, in der die Teilstapel aufgenom-
men werden miissen, recht kompliziert sein kann, und deswegen werden wir uns auf
die Mischverfahren R, und L. beschrinken. Die kann man allerdings kombinieren, und
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damit sind alle ¢, erzeugbar, fiir die a multiplikativ aus Elementen aus A,, U (—15,)
aufgebaut werden kann. In vielen Féllen erfasst man damit alle a € Z7,, manchmal aber
auch nur eine echte Teilmenge. (Zum Beispiel dann, wenn A,, = BB,, = (), wenn also n
zwischen zwei Primzahlen liegt wie etwa fiir n = 12 oder n = 18.)

Der Zaubertrick

Nun kann der Originaltrick leicht verstanden werden. Hier wurde mit n = 9 und a; =
as = az = 4 gearbeitet. Wirklich ist 4-4 -4 = 1 mod9, und deswegen wurden
drei Operationen Ry durchgefiihrt. In diesem Fall gibt es noch eine weitere scheinbar
zufillige Komponente: Welcher Stapel soll nach oben? Das ist véllig egal, da die eine
Version (linker Stapel nach oben) aus der anderen (rechter Stapel nach oben) durch
Abheben — also einem Element von S — hervorgeht.

Unsere Ergebnisse gestatten es aber, beliebig viele weitere Tricks vorzufiihren. Man
fixiert eine Zahl n und geht dann so vor:

e Bestimme A,, und B,,. (Achtung: Beide Mengen kénnen leer sein, namlich dann,
wenn n — 1 und n + 1 Primzahlen sind. Solche n sind fiir unsere Zwecke unge-
eignet.)

e Suche Produkte a; - - - a, - (—a})--- (—aj), die 1 oder —1 modulo n sind, wobei
a; € Ap und aj € B,. Solche Produkte gibt es auBer im Fall A, = B,, = 1]
immer, es gibt dann sogar unendlich viele Beispiele.

Jede dieser Produktdarstellungen gibt Anlass zu einem Zaubertrick. Hier sind einige
konkrete Vorschlage:

1.n=9. Es gilt Ag = {2,4} und By = {2,5}. Wie schon erwihnt, fiihrt das Produkt
4-4-4 = 1mod9 (also dreimal Ry mit beliebigem Abheben zwischendurch) zum
Originaltrick. Wegen (—2)(—5) = 1 mod 9 hat die Kombination von L5 und Lo das
gleiche Ergebnis. Bei dem Produkt 2 - (—5) = —1 mod 9 wiirde man nach R, und
Loy den Stapel allerdings in invertierter zyklischer Reihenfolge vorfinden. Man beachte,
dass die Zahl 2 zu unterschiedlichen Aktionen fiihrt, je nachdem, ob sie als Element
von Ag oder By aufgefasst wird.

2. n =11. Es gilt A;; = {2,5} und By; = {2,3,4,6}. Geeignete Produkte sind zum
Beispiel (—3) - (—4) = 1 mod 11 (also L4 und L3 ausfiihren, am Ende entsteht die
gleiche zyklische Reihenfolge) oder (—4) - (—2) - (—=4) = 1 mod 11 (auch Lg, Lg, L3
fiihren zu diesem Ergebnis).
3. Wenn man sich nicht viele Gedanken machen will, kann man sich irgendeine ungerade
Kartenanzahl n aussuchen und n — 1 auf nichttriviale Weise als Produkt schreiben:
n—1=c-¢ = —1modn. Dann werden R. und R, (egal, in welcher Reihenfolge,
und mit beliebig vielen Abhebeaktionen dazwischen) zum zyklisch invertierten Stapel
fiihren.

Entsprechend kann man auch n + 1 nichttrivial als d - d’ schreiben. Da dann (—d) -
(—=d') = 1 mod n gilt, reproduziert die Hintereinanderausfiihrung von Ly und Ly das
Original (eventuell bis auf einen Abhebevorgang).

4. Hier ist noch ein Beispiel mit n = 13: Man prasentiert 13 Karten eines Bridgespiels,
die alle die gleiche Kartenfarbe haben, in geordneter Reihenfolge, etwa die Herzkarten
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2,3,..., Ass. Wir wihlen die Darstellung 2 - (—2) - 3 = 1 mod 13, dann wird durch
Rg, L7, Ry die Startkonstellation (wenigstens zyklisch) reproduziert, wobei zwischen-
durch beliebig oft abgehoben werden darf.

Fiir die Prasentation — die man vorher geiibt haben sollte — gibt es zwei Tipps.
Erstens kann man irgendwo zwischendurch den Zuschauern das leicht aufgefdcherte
Blatt bildseitig zeigen. Da wird keiner vermuten, dass das offensichtliche Chaos wieder
riickgangig gemacht werden kann. Und zweitens kann man das Finale verbessern. Es
ist ja so, dass das Endergebnis die irgendwo abgehobene Originalreihenfolge (im Fall
a = 1) oder das gespiegelte und abgehobene Original (im Fall @ = —1) ist. Man kann
die Karten nun einfach umdrehen, der Trick ist aber noch eindrucksvoller, wenn alles
perfekt geordnet aussieht. Dazu gibt es mehrere Moglichkeiten:

e Man wirft nach Ende der Mischoperationen einen heimlichen Blick auf die un-
terste Karte und zadhlt — mit Murmeln eines Zauberspruchs — entsprechend viele
Karten von unten nach oben (oder umgekehrt), um die Originalreihenfolge wieder
herzustellen. (Das empfiehlt Alegria®).)

e Man kdnnte auch die urspriinglich oberste Karte auf der Riickseite unauffallig
markieren und am Ende so abheben, dass sie nach oben kommt.

e SchlieBlich kann man die Karten auch zu einem Kreis auslegen. Da die Karten
ja zu sehen sind, kann man es so einrichten, dass das Ass am Ende oben liegt,
alles also vollig chaosfrei aussieht. Man muss nur wissen, ob man die Karten im
oder gegen den Uhrzeigersinn auslegen soll. Das wird davon abhingen, ob das
gewdhlte Produkt +1 oder —1 modulo n war. (Man sieht es aber auch beim
Aufdecken an der zweiten Karte.)

Varianten

Bisher ging es um die Zdhmung des Chaos. Man kann die hier erzielten Ergebnisse
aber auch véllig anders einsetzen. Ein Zuschauer bekommt n beliebige Karten eines
Kartenspiels, die er sich selbst aussuchen kann und die beliebig (bildunten) gemischt
werden diirfen. Er betrachtet die oberste Karte, zeigt sie dem Publikum und legt sie
wieder auf den Stapel; der Zauberer darf sie allerdings nicht sehen. Der hat sich inzwi-
schen heimlich die unterste Karte (die , Zaubererkarte") angesehen. Wichtig ist nur zu
wissen, dass die Zuschauerkarte die nachste hinter der Zaubererkarte in der zyklischen
Ordnung ist. Es wird erst einmal abgehoben: Alle denken, dass die Zuschauerkarte nun
unwiederbringlich verschwunden ist, der Zauberer weil3 allerdings, dass sie direkt hinter
seiner Karte liegen wird.

Nun das Ubliche: R.- und L.-Aktionen, und vorher, zwischendurch und hinterher
beliebig oft abheben. Dabei sind die verwendeten ¢ natiirlich so gewahlt, dass am Ende
die zyklische Reihenfolge die gleiche oder die gespiegelte ist wie am Anfang. Mal ange-
nommen, der Zauberer hat als unterste Karte den 0 B gesehen und es ist — nachdem
der Stapel umgedreht und aufgefachert wurde — das folgende Blatt entstanden:

6)Siehe Literaturverzeichnis.
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Das sieht man nach den Mischaktionen.

Dann muss, wenn die zyklische Reihenfolge die gleiche war wie vorher, die Zuschauer-
karte die 9 gewesen sein, bei gespiegelter zyklischer Reihenfolge dagegen die 4 10.
Es gibt viele Moglichkeiten, dieses Wissen zum Abschluss des Tricks auszuspielen.

Quellen

Dieses Kapitel beruht im Wesentlichen auf meiner Arbeit ,,Zauberhafte Normalteiler",
die in der Dezemberausgabe 2015 der , Mitteilungen der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung" erschienen ist. Die Idee stammt aus dem Buch , Mdagia por principios"”
(Selbstverlag) meines spanischen Kollegen Pedro Alegria, der auf Seite 29 einen Trick
ohne Erklarung des mathematischen Hintergrunds vorstellt. Er wird dort Juan Tamariz
zugeschrieben. (,,Oido a Juan Tamariz en una emisién radiofénica®.)



Kapitel 5

Magische Dreiecke
und Primfaktoren von
Binomialkoeffizienten

Dieser Zaubertrick hat eine Vorgeschichte, sie beginnt im Norden Englands in der Stadt
Newcastle, die kurz vor der schottischen Grenze liegt. Newcastle ist bekannt durch seine
Millenium-Briicke, das ist eine seitlich geschwungene FuBgangerbriicke, die bei Bedarf
so nach oben gedreht werden kann, dass ein Schiff hindurch passt.

Die Milleniumbriicke und das ,, Baltic".

Ganz in der Nihe liegt die Galerie , Baltic", die sich auf moderne Kunst spezialisiert
hat. Sie feierte 2012 ihr zehnjdhriges Bestehen, und aus diesem Anlass sollte es eine
Aktion geben, bei der die Stichworte , Kunst” und ,, 10" eine besondere Rolle spielen.
Man fragte den Kollegen Steve Humble von der &rtlichen Universitat, der in England
als ,Dr. Math" durch seine Aktivitaten fiir die Popularisierung der Mathematik recht
bekannt ist.

Sein Vorschlag sah so aus:

e Auf dem Boden werden — ganz nach Belieben — 10 farbige Kartchen in einer
Reihe ausgelegt, sie konnen blau, rot und gelb sein.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
E. Behrends, Mathematik und Zaubern: Ein Einstieg fiir Mathematiker, DOI 10.1007/978-3-658-17505-4_5
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e Darunter wird eine neue Reihe aus 9 Kértchen gebildet, wobei die folgenden
Regeln einzuhalten sind:

— Liegen iiber einer Position zwei Karten der gleichen Farbe, so wird die gleiche
Farbe wieder verwendet.

— Liegen da aber zwei verschiedenfarbige Karten, so verwende man eine Karte
der noch fehlenden dritten Farbe.

(Zum Beispiel kommt unter rot-rot eine rote Karte und unter gelb-rot eine blaue.)

e Das wird fortgesetzt: Nach der Reihe mit 9 Karten wird unter Verwendung der
gleichen Regeln eine mit 8 Karten gebildet usw. Am Ende bleibt eine einzige
Karte ubrig.

Diese Aktion erfreute sich groBer Beliebtheit, wirklich entstehen iliberraschende Muster
dabei.

Steve Humble in Aktion.

Hier ist noch ein Beispiel, das am Computer erzeugt wurde:

Ein am Computer erzeugtes Beispiel.

Das Auslegen der farbigen Karten fand an mehreren Tagen statt, und irgendwann
fiel Steve etwas Bemerkenswertes auf: Wie auch immer die Startreihe aus 10 Karten
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gelegt wurde, so konnte man doch sofort die Farbe der allerletzten Karte ,, vorhersagen*.
Man musste nur das allgemeine Bildungsgesetz, nach dem die neuen Karten zu wahlen
sind, auf die Randkarten der ersten Reihe (Karten Nummer 1 und 10) anwenden. Sind
zum Beispiel beide gelb, so wird die letzte auch gelb sein, oder sieht man rot und blau,
so ist — wie im vorstehenden Beispiel — am Ende eine gelbe Karte zu erwarten.

Das war wirklich mysterids, und es war tiberhaupt nicht klar, wie dieses Phdnomen
mathematisch erklart werden kdnnte. Steve und ich trafen uns im Sommer 2012 auf ei-
ner Konferenz in Spanien, dort begann eine intensive und interessante Zusammenarbeit.
Am Ende stand eine Losung: Das beobachtete Verhalten liegt daran, dass 10 von der
Form 3° + 1 ist und dass Binomialkoeffizienten ganz besondere Eigenschaften haben,
wenn Primzahlen im Spiel sind. Unsere Ergebnisse wurden unter dem Titel ,, Triangle
Mysteries” in der mathematischen Zeitschrift ,,Mathematical Intelligencer® verdffent-
licht (Nummer 35, 2013, 10-15), und etwas spater gab es auch einen Blog in der ,,New
York Times" dazu. Im vorliegenden Kapitel werden sie noch einmal dargestellt.

Zum Abschluss dieser Einleitung mochte ich die Vermutung duBern, dass es ohne
Steves Aktion dieses Buch wahrscheinlich nicht gegeben hatte. Denn die damit zu-
sammenhangenden Fragen haben mein Interesse an den teilweise recht verwickelten
Beziehungen zwischen Mathematik und Magie neu geweckt, was im Laufe der folgen-
den Jahre zu einer Reihe von Arbeiten in verschiedenen mathematischen Zeitschriften
fiihrte.

Es ist noch darauf hinzuweisen, dass dieses Kapitel das erste in einer Reihe von drei
Kapiteln ist: ,,Magische Dreiecke", ,, Magische Pyramiden" und ,,Magic in Hyperspace“.
(Da geht es um die Ubertragung der Ideen auf beliebig hochdimensionale Raume. Die
Mathematik ist, wie ich finde, sehr interessant, der konkrete Nutzen fiir erdgebundene
Zauberfreunde ist wohl eher vernachlissigbar.)

Der Effekt

Ein Zuschauer sucht sich 10 Karten aus einem Vorrat von roten, blauen und gelben
Karten aus und legt sie in eine Reihe. Der Zauberer schreibt sofort eine Vorhersage,
die in einen Umschlag wandert. Und dann werden die Regeln erklart: Der Zuschauer
soll Reihen aus 9, dann 8 usw. Karten bilden, bis nur noch eine einzige Ubrig ist. Die
Regeln sind einfach:

e Unter zwei Karten der gleichen Farbe wird die gleiche Farbe noch einmal gelegt.

e Unter zwei Karten verschiedener Farbe wird eine Karte mit der noch fehlenden
Farbe gelegt.

Nach 948+ 7+6+5+4+4+ 3+ 2+ 1 = 45 Legeaktionen steht die Farbe der letzten
Karte fest, und die hat der Zauberer richtig vorausgesagt.

Die Mathematik im Hintergrund

Wenn man sich dem Phanomen als Mathematiker n3dhert, muss das, was passiert,
zundchst in angemessener Allgemeinheit formalisiert und prazisiert werden. Wichtig
war doch, dass wir mit gewissen Farben gearbeitet haben und dass es eine Vorschrift
gab, aus zwei Farben eine neue zu erzeugen. (Bei uns: x,x wird stets z zugeordnet,
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und fiir x # y wird aus x, y die Farbe z, wobei {x,y, z} die Menge unserer drei Farben
ist.) Das legt die folgende — noch sehr allgemeine — Modellierung nahe:

Definition 5.1: Es sei A eine nicht leere Menge und ¢ : A x A — A eine Abbildung.
Ist dann n € N, so definieren wir ®, : A" — A"~ fiirr =n,n —1,...,2 durch die
folgenden Vorschrift: ®,.(x1, ..., x,) soll das durch y; :== ¢(x;,x41) (i=1,...,7—1)
definierte (r — 1)-Tupel (y1,...,yr—1) sein.

U, =®30---0®d, 10, ist dann eine Abbildung von A™ nach A. Wir nennen ein
n > 2 eine ¢-geeignete Zahl, wenn stets ,,(z1,...,z,) = ¢(x1,2,) gilt.

Das von Steve Humble beobachtete Phianomen kann dann dadurch ausgedriickt
werden, dass n = 10 fiir unsere Situation wahrscheinlich!) ¢-geeignet ist. Dabei ist
A = {rot, griin, blau}, und ¢ : A x A — A entspricht der weiter oben eingefiihrten
Legevorschrift.

Das allgemeine Problem lautet dann: Wie kann man fiir ein vorgelegtes ¢ die ¢-
geeigneten n charakterisieren? Zur lllustration behandeln wir einige Beispiele:

1. Sei A eine beliebige nichtleere Menge und ¢ : A x A — A die Abbildung ¢(z,y) :=
x. Es wird also immer das linke Tupelelement ausgesucht. Es ist dann offensichtlich,
dass jedes n > 2 ¢-geeignet ist. (Das gleiche gilt fiir die Abbildung ¢(z,y) :=y.)

2. Sei (G, 0) eine Gruppe, wir betrachten A = G und definieren ¢ als die Gruppen-
operation, also durch ¢(x,y) := z oy. Es gibt noch viel mehr Kandidaten fiir ¢, etwa
yox, oder x oy~ !, oder ... Es ist fiir die allermeisten (G, 0) vollig offen, wie die
¢-geeigneten Zahlen aussehen.

3. Der Spezialfall kommutativer Gruppen wird eine wichtige Rolle spielen; wir schreiben
in diesem Fall die Gruppenoperation additiv. Wir definieren zwei ¢-Abbildungen fiir
A = @G durch

oHay) = oty ¢ (@) = —v—y.

Als Beispiele fiir kommutative Gruppen denken wir insbesondere an die Gruppen (Z,,,, +)
die Restklassengruppe modulo m mit der Addition modulo m, fiir m € N.

Es wird sich zeigen, dass man fiir die zuletzt aufgefiihrten Beispiele die ¢-geeigneten
n charakterisieren kann und dass sich Steves 3-Farben-Beispiel als ein Spezialfall ergibt.
Zundachst bendtigen wir aber einige Aussagen liber Binomialkoeffizienten.

| Primzahlen und Binomialkoeffizienten |

Sei p eine Primzahl. Es ist wohlbekannt, dass alle Binomialkoeffizienten (Z) fir
k=1,...,p— 1 durch p teilbar sind. Das ist auch leicht einzusehen, denn es ist

(p> _pp=1---p-k+1)

k k! ’

und aus dem p im Z3hler kann fiir diese k durch kein Element im Nenner etwas her-
ausgekiirzt werden, da p eine Primzahl ist und alle Faktoren im Nenner kleiner als p
sind.

DBisher ist es ja nur eine Beobachtung.
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Viel aufwandiger ist die Analyse, wenn man von p zu p® iibergeht (p sei weiterhin
eine Primzahl). Fiir ein k € N soll A, (k) die Anzahl der p-Faktoren in der Primfaktor-
zerlegung von k bezeichnen. (So ist etwa A5(14) =1, A3(54) = 3 und A101(12) =0.)

Lemma 5.2: (i) Ay(a-b) = Ay(a) + Ay(b).
(i) Seil € {1,...,p" —1} fiireint € N. Dann ist A,(p' —1) = Ap(l), und A,(1) < t).
Beweis: (i) Das liegt daran, dass p genau dann ein Produkt teilt, wenn es einen der
Faktoren teilt.

(i) Fir j < l wird pt — ] als hochste p-Potenz maximal pt~! enthalten, und fiir ein

t’ < tist pt’ Teiler von pt — j genau dann, wenn p! die Zahl j teilt. (Denn p' teilt
p'.) Und wegen [ < p' ist die Aussage A,(l) < t) klar. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Satz von Balak Ram beweisen?).

Satz 5.3: (i ) p sei eine Primzahl. p teilt fiir beliebige s € N alle Binomialkoeffizienten
( ) k=1,...,p°—1.

(ii) Wieder sei p eine Primzahl. Fiir jedes s € {2,3,...} gibteseink € {1,...,p°—1},
so dass p? nicht in (’;ﬂ) aufgeht.

(iii) Es sei p eine Primzahl, und m > p. Angenommen, p teilt alle (7,'3) fiir k =
1,...,m — 1. Dann ist m = p® fiir ein geeignetes s € N.

(iv) Es seim > 1, und der gréBte gemeinsame Teiler T der ('), k=1,...,m—1, sei
gréBer als 1. Dann gibt es eine Primzahl p und ein s, so dass m = p°® gilt. Es ist dann
T =np.

Beweis: (i) Sei 1 < k < p® — 1. Wir berechnen unter Verwendung des vorigen Lemmas
die Anzahl der p-Faktoren im Zahler und im Nenner von (I;:):
Fiir den Zahler gilt:

AP0 =D T kD) = A+ AR =)+ A — k)
= s+ AW +...+ A (k—1).

Und im Nenner ergibt sich A, (k!) = A,(1) +---+ A, (k). Die Differenz dieser Zahlen
ist gleich s — A, (k), und wegen Lemma 5.2(ii) ist sie positiv: also teilt p die Zahl (7 ).

(ii) Die Rechnung im vorigen Beweisteil zeigt, dass Ap((’;)) =1 fiir k =p>~ L.

(iii) Wir schreiben m als m = ap® mit einem a, das zu p teilerfremd ist. Wir wollen
a =1 zeigen. Angenommen, es wire a > 1.

Wir fixieren ein | € {1,...,p°} und rechnen wie im Beweis von (i). Wieder ist
Ap(ap® —1) = A,(1), und so folgt

Ay(mim—=1)--(m—k+1)) =s+A,(1) + -+ A,k —1)

2)Der Satz wurde 1909 im Journal of the Indian Mathematical Club (Heft 1) veréffentlicht. Weitere
Arbeiten von Ram scheinen nicht bekannt zu sein.
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fir k € {1,...,p"}. Das A, des Nenners von (7') ist wieder A,(1)+---+ A,(k), und
fir die spezielle Wahl k = p® (diese Zahl ist wegen a > 1 kleiner als m) folgt

(1))

(8 + Ap(l) R Ap(k - 1)) - (Ap(l) R Ap(k))

= s—Ap(k)
0.

(") ist also im Widerspruch zur Annahme nicht durch p teilbar, und deswegen muss
a =1 gelten.

(iv) Sei p ein beliebiger Primteiler von T. Wegen (iii) hat m die Form p®, und das ist
sicher nur fiir ein einziges p maoglich. Aus (i) und (ii) folgt, dass T' = p gelten muss. OJ

’ Die Hauptergebnisse

Wir fixieren eine kommutative Gruppe (G, +), und wir wollen die ¢T-geeigneten
und die ¢~ -geeigneten n charakterisieren. (¢ und ¢~ wurden auf Seite 50 eingefiihrt.)

Fiir x € G und k € Z kann man k-x definieren: Es soll 0-z das neutrale Element der
Gruppe sein, fiir k € N ist k-x die aus kK Summanden bestehende Summe x+- - -+, und
im Fall =k € Nsoll k-z := —((—k:) x) sein. Wir iiberspringen die etwas schwerfallige
Definition durch Induktion und den Nachweis einfacher Rechenregeln (etwa k-z+k-y =
k-(z+y), oder (k+1)-x =k-x+1-x). Auch lassen wir den Malpunkt ,,-* ab sofort
weg.

Zunichst werden wir ¢+ analysieren. n € N sei vorgegeben, und z1,...,x, seien
beliebige Gruppenelemente. Fiir die Berechnung von ¥, (21,...,2,) muss dann wie
folgt gerechnet werden:

(T1,...,ZTn),
O, (21,...,0p) = (¥ + X2, 02 + T3, ., Ty—1 + Tp),
D, 10D, (x1,...,2,) = (1 + 222 + 23,22 + 223 + Tq, ..., T2+ 2Tp_1 + Tp).

Und so weiter. ®,,_5 0 ®,,_1 0 ®,(x1,...,x,) steht in der ndchsten Zeile, sie beginnt
mit
(1 + 229 + x3) + (22 + 223 + @4) = 21 + 322 + 323 + 24

(dabei wurde die Kommutativitat der Gruppe ausgenutzt). Die auftretenden Faktoren,
also 1,2,1 in der dritten und 1,3, 3,1 in der vierten Zeile erinnern an die Koeffizienten
im Pascalschen Dreieck, d.h., an die Binomialkoeffizienten. Und wirklich gilt:

Lemma 5.4: Ordne die Tupel (z1,...,zy), On(z1,...,20), Ppo1 0 Pp(z1,...,20),

. zeilenweise untereinander an: Die erste Zeile hat n, die zweite n — 1 Elemente usw.,
und am Ende — in der n-ten Zeile — steht als einziges Element U, (x1,...,x,). Wir
behaupten: Das r-te Element in der k-te Zeile dieses Schemas ist gleich

k—1 k—1 k—1
Ty + 1 Tr41 + 9 Tr42 +- 4+ kE_9 Tr4k—2 +xr+k’—1;
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dabei ist k € {2,...,n} undr € {1,...,n — k + 1}. Insbesondere gilt

n—1 n—1 n—1
\I’n(xla---axn):xl‘F 1 To + 9 N R o n—9 Tp_1+ Tnp.

Beweis: Wir haben schon gesehen, dass die Aussage fiir K = 2 und k = 3 stimmt. Fir
allgemeine k fiihren wir den Beweis durch Induktion von k£ nach k£ + 1.

Die Formel sei also fiir ein festes k schon bewiesen. Nach Definition entsteht das
r-te Element von Zeile k 4 1 als Summe: r-tes Element plus (r + 1)-tes Element von
Zeile k. Wir miissen also

k—1 k—1 k—1
Tr + 1 Tr41 + 9 mr+2+"'+ E_9 mr+k72+xr+k71

k—1 k—1 k—1
Tr41 + 1 Lr42 + 9 Tr43 +---+ E_9 Lr4k—2 + LTr4k—1

addieren. Welcher Faktor steht bei einem x,4; 7 Aus der ersten Summe iibernehmen

wir (kfl) und aus der zweiten (];:11) Nun gilt bekanntlich

(’“f)+(’§‘f)'= ()

dass wir die Behauptung auch fiir die (k + 1)-te Zeile verifiziert haben. 0

und

das ist unter Verwendung der Formel (') = leicht einzusehen. Und das heiBt,

Wenn irgendein © € G vorgegeben ist, so kann man die Menge A, aller a € Z
mit az = 0} betrachten. Es ist leicht zu sehen, dass es sich um ein Ideal im Ring Z
handelt, und deswegen — da Z ein Hauptidealring ist — gibt es eine Zahl b, € Ny,
so dass A, aus allen ganzzahligen Vielfachen von b, besteht. (Ist zum Beispiel G die
Restklassengruppe modulo m, so sind als b, alle Teiler von m méglich.)

Wir kénnen nun die Frage beantworten, wann ein n ¢'-geeignet sein wird. Wir
betrachten dazu ein beliebiges € G, ein beliebiges k € {2,...,n — 1} und defi-
nieren (z1,...,2,) als (0,0,...,0,2,0...,0) (mit « an der k-ten Stelle). Wenn n
¢ -geeignet ist, muss doch

0= ¢ (0,0) = Uy (w1, ..., 1) = (Z: 1)1

sein. Das hat die wichtige Konsequenz, dass alle (”_1) o ("_1) in A, liegen miissen,
. . . . 1 ) ’ n_2 . . .
und mit dieser Beobachtung ist es nicht schwer, das Hauptergebnis dieses Abschnitts

zu beweisen:
Satz 5.5: (G, +) sei eine kommutative Gruppe. Wir setzen voraus, dass G nicht nur
aus dem neutralen Element besteht.

(i) Es sei p eine Primzahl, so dass px = 0 fiir alle x € G gilt. Dann stimmen die
¢T-geeigneten Zahlen n mit den Zahlen n = p* + 1 (mit s € N) (iberein.
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(ii) Ein m > 2 sei ¢ -geeignet. Dann gibt es eine Primzahl p und ein s, so dass erstens
n = p° 4+ 1 ist und zweitens px = 0 fiir jedes x € G gilt.
(i) Wenn es keine Primzahl p gibt, so dass alle px = 0 sind, so gibt es keine ¢-

geeigneten n. Insbesondere gibt es ¢ -geeignete n fiir die Restklassengruppe Z.,,, genau
dann, wenn m eine Primzahl p ist.

Beweis: (i) Sei n = p* + 1. Wegen Satz 5.3(i) teilt p alle ("7"),...,(273), d.h.

("z")z = 0 fiir alle 2 und alle k = 1,...,2. Das impliziert sofort, dass n ¢*-geeignet
ist:
-1 -1 -1
Uo(21,...,20) = a1+ " oot (1 PR Tp_1+ Ty
1 2 n—2
= 21+,
= ¢+($1,In).

Nun sei umgekehrt ein ¢T-geeignetes n vorgegeben. Wir miissen zeigen, dass n von
der Form p® + 1 ist. Dazu betrachten wir ein x # 0. Nach Voraussetzung ist pz = 0,
und A, besteht aus allen Vielfachen einer Zahl b,.. Da p eine Primzahl ist, muss b, = p
gelten. Oder anders ausgedriickt: Aus axz = 0 folgt, dass p ein Teiler von a ist.

Nun haben wir bei den Vorbereitungen zu diesem Satz bemerkt, dass im Fall ¢™-
geeigneter n alle ("71),..., (?Z1) in A, liegen, d.h. alle diese Zahlen werden durch p
teilbar sein. Das geht aufgrund von Satz 5.3(iii) nur dann, wenn n.— 1 die Form p® hat.
(i) n sei ¢*-geeignet, und x sei ein von 0 verschiedenes Element von G. Dann sind
alle ("Il), ... ("73) in A, = Zp,, wobei erstens (wegen = # 0) die Zahl b, nicht
1 ist und zweitens (wegen ("]') > 0) b, # 0 gilt. Anders ausgedriickt: b, teilt den
groBten gemeinsamen Teiler der ("]"),..., (?~5), und der muss folglich groBer als 1
sein. Die Behauptung folgt nun aus Satz 5.3(iv) und Teil (i).

(iii) Das folgt sofort aus Teil (ii). O

Es fehlt noch eine Diskussion von ¢~. Fiir diese Abbildung ist, bei analogem Beweis,

—1 -1 -1
\I/n(zl,...,asn)—(—l)"l(xl—i—(nl )x2+(”2 >x3+~~+(z_2)mn—1+fn)a

und deswegen kann man sehr shnlich zu den vorstehenden Uberlegungen argumentieren.

Ein n wird folglich ¢~ -geeignet sein, wenn stets

ne1 n—1 n—1 n—1
—r1 = = (1) (»"Cl*( 1 )xﬁ( 2 >m3+”'+<n—2>$”l+x")

gilt. Das ist genau dann der Fall wenn alle ("Il), ceey (Z:é) zu allen A, gehéren und

zusatzlich im Fall gerader n stets 2z = 0 ist.

Satz 5.6: Sei p eine Primzahl, so dass px = 0 fiir alle x € G gilt. Dann stimmen die
¢~ -geeigneten Zahlen n mit den Zahlen n = p* + 1 (mit s € N) iiberein.

(i) Einm > 2 sei ¢~ -geeignet. Dann gibt es eine Primzahl p und ein s, so dass erstens
n = p° ist und zweitens px = 0 fiir jedes x € G gilt.
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Beweis: (i) Im Fall p = 2 ist T = ¢, und die Aussage folgt aus dem vorigen Satz.
Und fiir p > 2 sind alle p® + 1 gerade, so dass sich fiir ¢~ die gleichen Formeln wir fiir
o1 ergeben.

(ii) Hierfir wird nur ausgenutzt, dass alle (";1),,(2:;) in allen A, liegen, man
kann also wie im Fall ¢+ argumentieren. U

Es ist leicht, sich Beispiele fiir Gruppen zu verschaffen, bei denen die Voraussetzung
der S&tze 5.5 und 5.6 erfiillt ist. Wenn p eine beliebige Primzahl ist, so kann man als
G die Gruppe Z, oder auch (Zp)r fiir ein beliebiges (endliches oder unendliches) r
wahlen. Auch jede Untergruppe dieser Gruppen ist zugelassen. Nicht wahlbar sind die
Z.m,» wenn m keine Primzahl ist.

Allgemeinere ¢

Fiir eine vorgelegte kommutative Gruppe (G, +) hatten wir uns bisher auf die Abbil-
dungen ¢ und ¢~ beschrinkt. Eine Verallgemeinerung bietet sich an: Wenn a, 8 € Z
vorgegeben sind, kann man

Pap:GxXG—= G, ¢pop(z,y) =ar+ Ly

betrachten. Wie kann man jetzt die ¢-geeigneten n beschreiben? ¢4,1, ¢_1_1 und ¢1 o
kennen wir schon (s.o. das Beispiel auf Seite 50). Fiir den allgemeinen Fall gibt es ein
Analogon zu den jeweils ersten Teilen der Sitze 5.5 und 5.6%:

Satz 5.7: Es sei p eine Primzahl, so dass px = 0 fiir alle x € G ist. Dann gilt: Alle
Zahlen der Form n = p°® 4 1 sind ¢, 3-geeignet.

Beweis: Der so genannte , kleine” Satz von Fermat besagt doch, daBl v = ~ fiir alle
v € Z,, gilt. Daraus folgt sofort, dass die Zahl c? —c fiir jedes ¢ € Z durch p teilbar sein
wird. Insbesondere ist im vorliegenden Fall (o? — a)x = 0 fiir alle x € G. Es ist also
aPz = ax, und durch mehrfache Anwendung dieser Gleichung erhilt man o’z = ax.
Entsprechend gilt stets 37"z = Bx. Kombiniert man das mit der Formel (die wie in
Lemma 5.4 bewiesen wird)

O (21, ,%n) = a"‘1x1+a"‘2/3(n 1 >x2+- - +apn? (n 2
"

)xn—l +ﬁn_1$n7

so folgt im Fall n = p® + 1 sofort

(I)n(l'lv ce 7xn) = ¢a,ﬂ(xlvxn);

beachte, dass wegen Satz 5.3(i) die in den mittleren Summanden auftretenden Bino-
mialkoeffizienten alle durch p teilbar sind. O

Der Zaubertrick

Zunichst soll der Zusammenhang zum Originaltrick hergestellt werden: Es ist ja nicht
offensichtlich, was kommutative Gruppen und die Abbildungen ¢*,¢~ mit bunten
Karten zu tun haben. Die Originalregel lautete doch:

3)Das Beispiel ¢1,0 zeigt, dass eine einfache Charakterisierung wie in diesen Satzen nicht zu erwarten
ist.
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»Unter zwei Karten der gleichen Farbe wird die gleiche Farbe gelegt, und
sind die Farben verschieden, so kommt darunter die noch fehlende der drei
Farben*.

Das ist — iiberraschender Weise — die Abbildung ¢~ fiir die Restklassengruppe Z3
in Verkleidung®. Wirklich gilt doch in der Zs:

—0-0=0-1-1=1;-2-2=2-0-1=-1-0=2;

—0-2=-2-0=1;-1-2=-2-1=0.

Man kénnte ¢~ in Worten also auch so beschreiben: ¢~ (z,z) = z fiir alle z, und
im Fall x # y ist ¢~ (x,y) = 2, wobei 2z so gewihlt ist, dass {z,y, 2} = Z3. Anders
ausgedriickt: Ordnet man den x € Zs beliebige (verschiedene) Farben zu, so stimmt
die Farbregel mit der Definition von ¢~ iiberein.

Das hat zwei wichtige Konsequenzen. Erstens haben wir nun verstanden, warum
Steves Voraussage (unterste Karte ergibt sich durch Anwendung der Regel auf die
Randkarten der ersten Reihe) richtig ist: Aus einer Vermutung ist ein bewiesenes Er-
gebnis geworden, ohne dass man die 3!° = 59.049 moglichen Startreihen systematisch
tiberpriifen miisste. Und zweitens wissen wir jetzt, dass der Trick nicht nur mit einer
Startreihe von 10 Karten funktioniert. Alle Anzahlen 3° 41 sind méglich. So ist es etwa
keine Uberraschung, dass im folgenden Beispiel mit 28 Karten die unterste Karte gelb
ist, denn die Randkarten der ersten Reihe sind blau und rot.

Ein am Computer erzeugtes Beispiel mit 28 Karten.

Wenn man unsere theoretischen Uberlegungen in Zaubertricks transformieren mochte,
so sind zwei Dinge zu beachten:

e Die Regel, nach der die neuen Karten gelegt werden, muss einfach erklart werden
koénnen. Einem Publikum aus Mathematikern ist die Definition von ¢* und ¢~
zumutbar, einem Laienpublikum sicherlich nicht.

4)Diese Tatsache wurde erstmals von meinem Kollegen Giinter Ziegler bemerkt.
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e Der Trick muss in vertretbarer Zeit abgeschlossen sein. (Fiir das vorstehende
Beispiel mit 28 Karten ist diese Bedingung nicht erfiillt, denn dazu miisste nach
einer Zufallswahl von 28 Karten in der Startreihe 27 +26 + --- + 2 + 1 = 378
Mal eine neue Karte gelegt werden.)

Es kommen also nur , kleine” p und , nicht zu groBe" p® 4+ 1 in Frage.

Beispiel 1: Wie sieht es denn mit ¢ in der Z3 aus? Diesmal geht es um die Gleichungen:
0+0=0;1+1=224+2=10+1=1+0=1;

0+2=240=2;142=24+1=0.
Das lasst sich nur recht schwerfdllig in eine Vorschrift fiir Farben iibersetzen. Man

kdnnte etwa 0, 1,2 durch rot, blau, gelb darstellen, und die Regel ware dann so:

e Lege unter Pirchen (rot,X) oder (X rot) die Farbe X; dabei steht X fiir eine der
Farben rot, blau, gelb.

e Es bleibt noch der Fall, dass keine rote Karte dabei ist;
— Sind beide Karten blau, so lege darunter gelb, und sind beide Karten gelb,
lege darunter blau.

— Haben die Karten verschiedene Farbe, lege darunter rot.

Das ist wirklich nicht sehr einprdgsam, und sicher werden die meisten Zuschauer Fehler
bei der Durchfiihrung machen. Ich empfehle, bei ¢~ zu bleiben.

Beispiel 2: Die kleinste Primzahl ist die 2, und auf der Z, stimmen ¢+ und ¢~ iiberein.
Die Formeln 0+0=1+1=0;0+1=1+0 = 1 sind leicht in Farben zu libersetzen.
Wenn man etwa 0 als rot und 1 als griin interpretiert, so lautet die Ubersetzung;:

. Lege unter zwei Karten eine neue Karte so, dass die Gesamtzahl der roten
Karten unter den drei Karten ungerade ist."

Hier sieht man zwei Beispiele, eins mit 23 +1 = 9 und eins mit 2 + 1 = 17 Karten in
der Startreihe:

¢t =¢ aufder Zo mitn =23 +1und n =24 + 1.
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Beispiel 3: Fiir Zuschauer mit einem mathematischen Hintergrund kann man auch ohne
Ubersetzung mit ¢+ und ¢~ arbeiten:

e Suche n = p°® + 1 beliebige Zahlen z1,...,z, in der Gruppe Z,, wobei p eine
Primzahl ist.

e Schreibe unter ein Zahlenpaar (z,y) die Zahl  4+y mod p und erzeuge so immer
weitere Reihen, bis am Ende eine einzige Zahl iibrig bleibt. Die hat der Zauberer
unmittelbar nach Auslegen der ersten Reihe als Prognose in einen Umschlag
getan. Seine Prognose ist natiirlich xy + x,, mod p.

Hier ein Beispiel mit p =5 und n =5' +1 = 6:

Varianten

Wer keine farbigen Karten vorbereiten mdchte, kann auch mit gewohnlichen Spielkarten
arbeiten. Die Rolle von roten, blauen und gelben Karten werden dann — zum Beispiel
— von Kreuz, Pik und Herz iibernommen. Wenn man dann mit einer Startreihe von
10 Karten beginnt, konnte es sein, dass man nicht genug Karten zum Auslegen des
Dreiecks hat. Das kann man auch in einen Vorteil verwandeln: Unter dem Vorwand,
dass die Karten vielleicht nicht reichen werden, sammelt man nach Auslegen der zweiten
Reihe die erste Reihe gleich ein, und die zweite Reihe wird weggenommen, wenn die
dritte Reihe liegt. So ist noch besser versteckt, dass man die iibrig bleibende Karte
ganz einfach aus der Startreihe ablesen kann.

Mochte man mit der Zs arbeiten, so deklariere man heimlich 0 als ,,rot" und 1 als
~schwarz”. Die Regel lautet dann wieder:

, Lege unter zwei Karten eine neue Karte so, dass die Gesamtzahl der roten
Karten unter den drei Karten ungerade ist."

Hier ein Beispiel mit 22 + 1 = 5 Karten:

Die Spielkartenvariante fiir ¢+ auf der Zs.
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SchlieBlich ist noch zu betonen, dass man fiir die Voraussage der letzten Karte
ja nur die Randkarten der ersten Reihe kennen muss. Wenn man also die erste Reihe
so auslegen ldsst, dass immer abwechselnd von auBen nach innen gelegt wird, so kann
man die Prognose schon viel friiher im Voraussage-Umschlag verschwinden lassen. Auch
kann der Zuschauer noch, bevor das Dreieck ausgelegt wird, Karten vertauschen; die
Randkarten sind dabei allerdings tabu.

Auch konnen in der schon gelegten ersten Reihe Zuschauer und Zauberer abwech-
selnd zwei Karten vertauschen, und der Zauberer kann es — wenn er es so einrichtet,
dass er als letzter austauscht — dabei erreichen, dass die Schlusskarte eine bestimmte
Farbe hat. Das macht die Prognose noch spektakuldrer, denn sie kann schon vor Beginn
des Tricks abgegeben werden.

Quellen

Es wurde schon erwdhnt, dass die Arbeit , Triangle Mysteries” von Steve Humble und
mir im ,Mathematical Intelligencer”(Nummer 35, 2013, 10-15) den Ausgangspunkt
dieses Kapitels bildet.



Kapitel 6

Magische Pyramiden
Zaubern in drei Dimensionen

Die Ideen aus dem vorigen Kapitel sollen nun verallgemeinert werden'). Bei den ma-
gischen Dreiecken war der Ausgangspunkt eine Reihe von farbigen Karten, die dann
zu einem Dreieck ausgelegt wurden. Diesmal starten wir mit kleinen farbigen Wiirfeln,
die zu einem n x n-Quadrat ausgelegt sind. Darauf kommen nach einer festen Regel
weitere kleine Wiirfel, sie bilden ein (n — 1) x (n — 1)-Quadrat und stellen die zwei-
te Lage einer Pyramide dar. So geht das immer weiter, bis die Pyramide vollstandig
aufgebaut ist. Wieder stellt sich die Frage, ob man nicht sofort, also nach Auslegen
der ersten Schicht, die Farbe der Spitze voraussagen kann. Es wird sich zeigen, dass
das in vielen Fallen moglich ist, und wieder werden Primzahlen und Eigenschaften von
Binomialkoeffizienten eine wichtige Rolle spielen. Fiir Zauberer in htherdimensionalen
Welten wird das Thema im nachsten Kapitel dann noch einmal in voller Allgemeinheit
aufgegriffen werden.

Der Effekt

Ein Zuschauer legt aus kleinen bunten Wiirfeln ein Quadrat aus, hier etwa ein 10 x 10-
Quadrat aus roten, griinen und blauen Wiirfeln?):

Die vom Zuschauer gewahlte Grundflache.

DEs ist daher zu empfehlen, sich vor dem Lesen des vorliegenden Kapitels — mindestens in groben
Ziigen — mit Kapitel 5 vertraut zu machen.

2)Fiir konkret durchzufiihrende Zaubertricks sollten die Zahlen natiirlich kleiner sein, sonst dauert
es zu lange.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
E. Behrends, Mathematik und Zaubern: Ein Einstieg fiir Mathematiker, DOI 10.1007/978-3-658-17505-4 6
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Dann wird nach einer festen Regel darauf eine zweite Lage gelegt. In dieser Regel wird
festgelegt welche Farbe der Wiirfel haben soll, der — genau in die Mitte — auf vier direkt
nebeneinander liegende Wiirfel der Grundflache haben soll. So entsteht die zweite Lage
einer Pyramide. Hier besteht sie aus 9 x 9 Wiirfeln.

Die zweite Lage.

So geht das immer weiter: Auf die 9 x 9-Ebene kommt eine 8 x 8-Ebene und so
weiter, am Ende ist eine Pyramide entstanden. (Sieht man einmal von dem Vorbereiten
der Grundflache ab, so sind

P +82+ 7 +6%+5%+42+3%+22 +12 =285

Wiirfel auszulegen.)

Die vollstandige Pyramide.

Die Uberraschung: Die Farbe des Wiirfels an der Spitze ist in einem Vorhersageumschlag
zu finden; der wurde direkt nach dem Auslegen der Grundschicht vorbereitet. Hat der
Zauberer die 285 Zwischenschritte in Windeseile im Kopf durchgefiihrt?

Die Mathematik im Hintergrund

So wie die aus bunten Kéartchen gelegten Dreiecke im vorigen Kapitel sind die bunten
Pyramiden hier nur die Verkleidung einer Konstruktionsvorschrift, die man abstrakt so
beschreiben kann. Gegeben sind:

e Erstens eine nicht leere Menge A und eine Zahl n. Im Beispiel war A die Menge
{rot, griin, blau} und n = 10.

e Eine Abbildung ¢ : A* — A: Wie entsteht aus vier Elementen ein neues?
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Definiere dann fiir jedes k > 2 eine Abbildung ®y : AF* — AG=D? durch die folgende
Vorschrift:

. 2 —1)2 .
e Einem (z; ;)i =1, aus A* werde (y; ;) € A*~D zugeordnet, wobei
Yij = (@i g, Tit1,5: Tijr1, Tir4+1); 6J=1,..., k=1

&}, macht also aus der k x k-Schicht der aufzubauenden Pyramide die (k—1) x (k—1)-
Schicht, und deswegen ist es naheliegend, ¥, : A" 5 A durch

\I]n::q)Zo"'oq)nfloq)n

zu definieren. Ist dann (z; ;) € A" die , Grundschicht* der Pyramide, so ist U, ((2i5))
das A-Element an der ,,Spitze".

Fiir den beabsichtigten Effekt (schnelle Voraussage des Endergebnisses) wére eine
Situation giinstig, bei der man das Spitzenelement einfach dadurch ermitteln kdnnte,
dass man die ¢-Regel auf die Elemente in den Ecken der ,, Grundfliche"” anwendet.
Formal:

Definition 6.1: Wir nennen ein n > 2 eine ¢-geeignete Zahl, wenn stets

\Ijn ((xlj)) = ¢(x1,17 Tn,1,T1,n, xn,n)

gilt.

Ziel wird wieder die Untersuchung von Situationen sein, in denen man ¢-geeignete
Zahlen finden und vielleicht sogar charakterisieren kann.
Hier sind einige Beispiele fiir ¢-Abbildungen:
1. A ist beliebig, und ¢(a,b, ¢, d) := a. Es wird also bei der jeweils ndchsten Lage , die
Farbe links oben* gelegt. Offensichtlich sind alle n > 2 ¢-geeignet.
2. A'ist eine Gruppe (G, o), und ¢(a, b, c,d) = aobocod. (Aufgrund des Assoziativge-
setzes muss nicht spezifiziert werden, wie in diesem Produkt die Klammern zu setzen
sind.) Ergebnisse zu ¢-geeigneten Zahlen scheint es fiir diese allgemeine Situation nicht
zu geben.
3. Sehr viel erfreulicher sieht es aus, wenn A = (G, +) eine kommutative Gruppe ist.
Wir werden insbesondere die Abbildungen

¢t (a,b,c,d) =a+b+c+d, ¢ (a,b,c,d)=—-a—b—c—d

untersuchen?).

Die Abbildungen ¢™ und ¢~ haben auch den Vorteil, dass die Definition unabhingig
von der Reihenfolge der vier Elemente a, b, ¢, d ist. Dann ist es beim Aufbau der Pyra-
mide vollig egal, auf welcher Seite der Zuschauer steht.

3) Allgemeiner kann man, fiir beliebige c, 8,7, € Z die Abbildung

ba,B,y,5(a,b,¢,d) := aa + b+ yc+ dd

betrachten (zur Definition von kx in Gruppen vgl. Seite 52). Wir werden uns auf die Spezialfille ¢+
und ¢~ beschrinken.
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Nun konnen wir auch genauer beschreiben, welches ¢ bei dem am Anfang behan-
delten Beispiel verwendet wurde. Die Elemente von A = {rot, griin, blau} wurden mit
der Restklassengruppe Z3 identifiziert (d.h. rot bzw. griin bzw. blau entsprechen den
Zahlen 0 bzw. 1 bzw. 2), und dann wurde mit ¢ gearbeitet. Zum Beispiel finden sich
in der Grundschicht rechts oben vier Wiirfel mit den Farben griin, rot, rot, griin. Oben
drauf kommt folglich ein Wiirfel mit der Farbe 1 +0+ 0+ 1 = 2, also ein blauer.

Wir vereinbaren iibrigens, dass bei farblichen lllustrationen von Pyramidenschichten
21,1 hinten links, 21 5, vorne links usw. sein soll. Und bilden wir eine Pyramidenschicht
in der Draufsicht ab, so ist — wie bei Matrizen — 21 ; oben links, z, 1 unten links usw.

Wir werden bald zeigen, dass n = 10 eine ¢ -geeignete Zahl ist, und deswegen
musste der Zauberer fiir seine Prognose ,rot" fiir die Spitzenfarbe der vorstehend
abgebildeten Pyramide nur im Kopf blau+griin+rot+rot= 2+1+0+0 = 0 ausrechnen.

Zur lllustration rechnen wir noch ein Beispiel durch, in dem statt Farben Zahlen
verwendet werden. Es soll n = 5 sein, wir arbeiten mit A = Z5 und wieder mit der
Vorschrift ¢7:

4[01[2T2
023123}13312423
440113110311%5
002303214401
1/2]3[3]3

Zum Beispiel muss in der zweiten Lage oben rechts deswegen eine 2 stehen, weil
2414242 =2in Zs. Wir bemerken: Es ist nicht richtig, dass die Zahl an der Spitze
der Pyramide (die 1) die Summe der vier Eckzahlen der Grundschicht ist. Da kommt
442+ 1+ 3 =0 heraus, und das heiBt, dass in diesem Fall n = 5 nicht ¢T-geeignet
ist. (In Satz 6.4 werden wir beweisen, dass fiir diese Gruppe alle Zahlen der Form 5°+1
¢T-geeignet sind.)

’ Eine Formel fiir ¥, ‘

Wir fixieren eine kommutative Gruppe A = (G, +) und konzentrieren uns vorlaufig
auf die Abbildung ¢*. Wie in Kapitel 5 wird auch hier eine explizite Formel fiir die
U, ((x;,;)) eine Schliisselrolle spielen. Ein Vorgehen wie im Beweis von Lemma 5.4
wiirde jedoch diesmal zu recht uniibersichtlichen Ausdriicken fiihren, und deswegen
gehen wir etwas anders vor.

Als erste Lage der Pyramide soll doch irgendein n%-Tupel (z;;)ij—1...n € A™
vorgegeben sein. Wir diskutieren zunichst den Fall, dass es ein ,sehr einfaches" n2-
Tupel ist: Es gibt Indizes k,l und ein & € G, so dass xj,; = x ist und alle anderen z; ;
gleich 0 sind, dem neutralen Element der Gruppe. Dieses Tupel soll Ej ;.. , heiBen,
und das Ergebnis unter ¥,, — also die Spitze der zugehdrigen Pyramide — werden wir
mit o 1.2,n bezeichnen.

Sicher wird es einfacher sein, oy, 1.2,» als ein allgemeines \I/n((x”)) auszurechnen,
die Kenntnis der oy, j.5,», Wird aber schon ausreichen. Das liegt an der Formel

(a+b+c+d)+(d+b++d)=(a+ad)+b+V)+(c+)+(d+d),
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die in allen kommutativen Gruppen gilt. Sie hat zur Folge, dass alle Abbildungen
®,, : A™ — A™! Gruppenhomomorphismen sind, wenn man die Potenzen von
A mit der Produkt-Gruppenstruktur versieht. Dann ist auch ¥, als Verkniipfung von
Gruppenhomomorphismen ein Gruppenhomomorphismus, und wir kdnnen so schlieBen:

U (%,)ij=1,0m) = ‘I’n(ZEzngn)
@,

> Uu(Eijiay,m)

@,

> i

Und hier sind die Formeln fiir o, ;.5 »:

_(n—1\/n-1
Ok lix,n = E_1 11 xT
fiirallex € A und k,1=1,...,n.

Beweis: Wir beweisen durch Induktion nach n, zunichst diskutieren wir den Fall n = 2.
Da gibt es doch nur 4 Eintrdge in Ej ;. 2, einer ist gleich z und die anderen sind 0.
In diesem Fall stimmt Wy mit ¢ iberein, Wo(Ey .42) ist folglich die Summe ber
die 4 Eintrige, also gleich z. Und x kann man fiir beliebige k,I € {1,2} auch als

(i:}) (?:ll)a: schreiben.

Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fiir ein n — 1 schon gezeigt ist (mit
n > 3), und wir wollen daraus auf die Giiltigkeit fiir n schlieBen. ,Von der ersten Lage
zur Spitze" ist doch die Hintereinanderausfithrung von ,Von der ersten zur zweiten
Lage" sowie ,,Von der zweiten Lage zur Spitze". Den ersten Teil werden wir uns gleich
genauer ansehen, der zweite ist laut Induktionsannahme bekannt.

Lemma 6.2: Es gilt

Was wird unter ®,, aus Ej ;.. », , Was genau passiert im ersten Schritt? Das hangt von
der Position von k,[ im n x n-Quadrat ab:

e Fall 1: Liegt (k,l) in einer Ecke (gilt also k,l € {1,n}), so ist in ®,,(Ex ;2.n)
ein einziger Eintrag gleich = und die anderen sind gleich 0. In Formeln:

(I)n(El,l;xm) = El,l;w,nfh (I)n(En,l;x,n) = Enfl,lz,w,nfh
(I)n(El,n;r,n) = El,nfl;z,nfla q)n(En,n;z,n) = Enfl,nfl;:r,nfb

e Fall 2: Liegt (k,l) auf einer Kante, aber nicht in einer Ecke (ist also k € {1,n}
und | € {2,...,n — 1} oder umgekehrt), so sind in ®,,(Ej ;...n) zwei Eintrige
gleich = und die anderen sind gleich 0. Zum Beispiel sind im Fall (k,1) = (1,1)
mit [ € {2,...,n — 1} die a-Eintrige bei (1,1 — 1) und (1,1). In Formeln:

(Dn(El,l;w,n) = El,l—l;;ﬂ,n—l + El,l;x,n—l-

e Fall 3: Liegt k,l im Innern (es gilt also k,I € {2,...,n — 1}), so sind in
D, (E) 1;2,n) vier Eintrage gleich z und die anderen sind gleich 0. Die z-Eintrage
sind bei (k—1,1—1),(k—1,0),(k,l —1),(k,1). In Formeln:

CDn(El,l;x,n) = Ekfl,lfl;z,nfl + Ekfl,l;m,nfl + Ek,lfl;x,nfl + Ek,l;:v,nfb
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Diskussion von Fall 1: (k,l) liegt in einer Ecke, es sei etwa k = 1 und [ = n. Wir

schlieBen so:

\Iln (El,n;a:;n)

denn (") = (")) =1 u
diesem Fall. Ganz analog verifi

Diskussion von Fall 2: Wir b

(I)2 QO+++0 <I)7l71 (q)n(El,n;a:/n))
dy0---0 (I)nfl(ELnfl,z,nfl)

(G6)-
)n

1-1
()
nd (Z:g) = ("_1) = 1. Die Formel stimmt also auch in

n—2
n—2
n—1

1-1/\n—-1
n—1

ziert man die Aussage fiir (1,1),(n,1) und (n,n).

eschrinken uns auf den Nachweis der Aussage, wenn

(k,1) auf der oberen Kante liegt, also auf den Fall k = 1 und [ € {2,...,n — 1};

fiir die anderen drei Kanten k

ann man analog argumentieren. Unter Ausnutzung der

Induktionsannahme und der Gruppenhomomorphismus-Eigenschaft von ®s0---0®,,_4

argumentieren wir so:

\Iln (El,l;ac,n)

Hier haben wir auch, wie schon

Pyo---0d, 4 (‘I)n(El,l;x,n»
Pyo---0®, 1(Ery—12n-1+FE112n-1)
n—2

i R [
G)(Go2) (o)

()G

-1
auf Seite 53, die Formel (kzl) +(

n—2
1-1
n—1
1-1
n—1
1-1

k—1
r—1

k

)=

) verwendet.

Diskussion von Fall 3: Es gelte k,1 € {2,...,n — 1}. Dann folgt

\I/n(Ek,l;$,n) = ‘1)2 ©:--0 (bn—l ((I)n(Ek,l;;E,n))

Ok—1,1—-1;2,n—1 + ok

n—2
-2

n—2
k—2

_ n—2 n n—2
N k—2 E—1
n—1\/n—-1

E—1/\1l—-1

() ()

I

(PZ ©--+0 q)nfl(Ekfl,lfl;z,nfl + Ekfl,l;m,nfl + Ek:,lfl;a:,nfl + Ek:,l;w,nfl)

1,l;x,n—1 + Ok,l—-1;2,n—1 + Ok, l;z,n—1
n—2 n—2

)G+ G
()

-2 -1

n—2
k—1

n—2
-2

n—2
k—2

I

Jet (3 23)
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die Formel gilt also auch fiir n. O
Wenn wir nun ausnutzen, dass ¥,, ein Homomorphismus ist, erhalten wir
Satz 6.3: (G, +) sei eine kommutative Gruppe. Fiir ¢ = ¢™ gilt dann

" /n—1\/n—-1
U, ((@,5)ij=1,...,n) = Z (z B 1) (j B 1>xi,j.
ij=1
Und fiir ¢ = ¢~ ergibt sich

U ((@ig)ig=1,0m) = (=1)" 7 i (?:11) (T;:ll)ﬂcu

i,j=1

Beweis: Der zweite Teil folgt aus der Gleichung ¢~ = —¢™, denn in kommutativen
Gruppen gilt —a—b—c—d=—(a+b+c+d). O

’ Die Hauptergebnisse ‘

Die Charakterisierung ¢™-geeigneter Zahlen entspricht derjenigen fiir magische
Dreiecke (vgl. Satz 5.5):

Satz 6.4: (G, +) sei eine kommutative Gruppe und ¢ = ¢*. Wir setzen voraus, dass
G nicht nur aus dem neutralen Element besteht.

(i) Es sei p eine Primzahl, so dass pr = 0 fiir alle x € G gilt. Dann stimmen die
¢T-geeigneten Zahlen n mit den Zahlen n = p* + 1 (mit s € N) iiberein.

(ii) Ein m > 2 sei ¢ " -geeignet. Dann gibt es eine Primzahl p und ein s, so dass erstens
n = p°® + 1 ist und zweitens px = 0 fiir jedes x € G gilt.

(iii) Wenn es keine Primzahl p gibt, so dass alle px = 0 sind, so gibt es keine ¢-
geeigneten n. Insbesondere gibt es ¢ -geeignete n fiir die Restklassengruppe Z.,,, genau
dann, wenn m eine Primzahl p ist.

Beweis: (i) Sei zunichst n = p® + 1. Dann sind, wie in Satz 5.3 gezeigt, alle (" ") fiir
k=1,...,n—1 durch p teilbar.

Sei nun (z; ;) € A™ und zy, ein Element dieser Grundfliche, das nicht in einer
der Ecken liegt, es gilt also k € {2,...,n — 1} oder I € {2,...,n — 1}. Folglich ist
(Zj) (7;__11) bestimmt durch p teilbar, und deswegen gilt (Zj) (?:f)x = 0 fiir alle x.
Aus Satz 6.3 schlieBen wir

U ((@ij)ij=1,0m) = En: (?:f) <?:i)x”

i,j=1

— T
VR VAVESYAL
i,je{l,n}

= T11+T1int+Thit+Tnn

= ¢ (T1,1,T1,0, Tty Tnyn)-

Das bedeutet, dass n ¢ -geeignet ist.
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Nun sei n > 3 ¢T-geeignet. Wir wihlen ein z # 0 in G, so etwas gibt es nach
Voraussetzung. Im Beweis von Satz 5.5(i) haben wir schon bemerkt, dass fiir jedes
a € Z aus ax = 0 folgt, dass p ein Teiler von a ist. Angenommen, n ist nicht von der
Form p® 4+ 1. Wegen Lemma 5.3(iii) kénnen wir dann ein k € {2,...,n—1} so wahlen,
dass (}'~1) nicht durch p teilbar ist. Das bedeutet, dass (}~;)z # 0 gilt. Dann kann
aber n nicht ¢ -geeignet sein, denn

n—1
0 # (k_1>a:
n—1\/n-1
k—1)\1-1)°
= Ok,l;z,n

\I!n(Ek,l;:z:,n)~

Aber alle Eckelemente von Ej 1., sind Null, ihr ¢*-Wert ist also auch Null. Dieser
Widerspruch beweist die Behauptung.

Zum Beweis von (ii) und (iii) kénnte man wie in Satz 5.5 argumentieren. Etwas elegan-
ter ist es, diese Aussagen direkt auf Satz 5.5 zuriickzufiihren. Wenn namlich ein n fiir
die vorliegende Pyramidensituation ¢"-geeignet ist, so ist es auch fiir die entsprechende
Dreieckssituation ¢T-geeignet. (Man muss hier beachten, dass ¢™ jeweils eine andere
Bedeutung hat: bei Pyramiden ist es die Abbildung (a,b,¢,d) — a+ b+ c+d, und bei
Dreiecken (a,b) — a + b.) Dazu muss man nur eine vorgegebene Dreiecks-Grundreihe
durch Auffiillen von Nullen zur Basis einer quadratischen Pyramide ergdnzen. , Geeig-
net" fiir Pyramiden impliziert damit , geeignet" fiir Dreiecke. O

AbschlieBend soll noch bemerkt werden, dass — unter den Voraussetzungen an G
wie im vorigen Satz — fiir ¢~ die gleichen n geeignet sind wie fiir ™. Man muss nur
Satz 6.3 und Satz 6.4 mit zwei Beobachtungen kombinieren:

e Firp=2ist o7 = ¢~

e Ist p > 2 eine Primzahl, so ist n = p® + 1 fiir jedes s gerade, d.h. es gilt
(—=1)"~1 = —1. Folglich ist stets

Un((@ig) = — D> @y

i,j€{1,n}

= ¢_((E1,17xn,17$1,n7$n,n)~

Zur lllustration unserer Ergebnisse erinnern wir noch einmal an die zu Beginn kon-
struierte farbige Pyramide. Es ist 10 = 32 4 1, und deswegen ist 10 ¢t-geeignet, wenn
wir mit G = Z3 arbeiten.

Hier ist ein weiteres Beispiel: Wir betrachten n = 6, G = Z5 und ¢~. Wenn wir
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als Grundflache der Pyramide zum Beispiel

3141011]2|2
01012|3]1]2
1(414(0(1]1
3/0(012(3]0
0(1]2|3|3]|3
4111113|3|4
vorgeben, so sollte — da 6 = 541 in diesem Fall ¢~ -geeignet ist — das Element an der
Spitze gleich ¢~ (3,4,2,4) = —3 — 4 — 2 — 4 = 2 sein. Wirklich sehen die weiteren 5
Lagen der Pyramide so aus:
31414133
001 [0]0] e (21312 7y
22%4034014?2%@
11213411 sTaT410 1131]0
4101132

Der Zaubertrick

Viel Geduld und die Bereitschaft zu intellektueller Anstrengung darf man von den Zu-
schauern einer Zaubervorstellung in der Regel nicht erwarten, und deswegen lassen sich
unsere theoretischen Ergebnisse nur in sehr einfachen Fallen in Zaubertricks iibersetzen.
Es gibt zwei Schwierigkeiten: Erstens sind die Regeln fiir das Erzeugen der Pyramiden-
lagen, also eine fiir Laien verstandliche Ubersetzung von ¢ und ¢~ als Abbildungen
auf (Z,)*, fiir groBere p sehr schwerfillig, und zweitens soll so ein Trick ja auch nicht
allzulange dauern.

Deswegen konzentrieren wir uns hier auf die kleinste Primzahl, die 2, und die Zahl
n wird auch recht klein sein. Wir iibersetzen die Elemente 0 und 1 in die Farben rot
und griin, und dann ist die Regel fiir 1 (=¢~) ganz einfach:

Auf vier Wiirfel, die rot oder griin gefarbt sind, wird ein weiterer griiner
oder roter Wiirfel so gelegt, dass unter den nun insgesamt fiinf Wiirfeln die
Anzahl der griinen Wiirfel gerade ist.

Auf rot, griin, griin, griin etwa kommt griin usw. Man kann sich leicht davon {iber-
zeugen, dass diese Regel wirklich die Addition von vier Elementen in der Gruppe Zo
wiedergibt. (Es liegt im Wesentlichen an ,griin + griin = rot".)

Hier ist ein Beispiel fiir den Fall n = 5 = 22 4 1. Gezeigt sind die erste Lage, die ersten
beiden Lagen und die vollstandige Pyramide:

el

Ein Beispiel mit n = 5 und ¢t in der Zo.
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Nach Auslegen der Grundschicht ist klar, dass an der Spitze ein roter Wiirfel erschei-
nen wird, denn die Summe der Eckenfarben ist griin + rot + rot + griin= rot. Die
Grundschicht wird von einem Zuschauer gelegt, und sofort danach kann der Zauberer
seine Voraussage abgeben.

Das geht natiirlich auch mit n =9 = 23 + 1:

Oben liegt — natiirlich — ein griiner Wiirfel, da die Ecken der Grundschicht griin, rot,
rot und rot sind.

Varianten

Falls farbige Wiirfel schwer zu beschaffen sind, kann man auch mit Kugeln arbeiten.
Kugeln gibt es sehr preiswert aus Styropor in Bastelgeschiften, farbig werden sie durch
farbige Aufkleber. (Man muss die erste Lage der Pyramide allerdings durch einen ge-
eigneten Rahmen am Auseinanderrollen hindern.)

Es folgen zwei Beispiele dazu. Im ersten Beispiel arbeiten wir mit den Farben rot,
griin und blau, die den Elementen 0, 1,2 der Z3 entsprechen®), wir verwenden die Regel

¢

Ein Beispiel mit n =4 = 3! + 1 und ¢~ in der Zs3.
Da 4 = 3! + 1 ¢ -geeignet ist, muss die Spitzenkugel blau sein (denn das Negative
von griin+blau+griin+rot, das additiv Inverse der Eckenfarbensumme, ist blau.)

SchlieBlich ist hier noch ein Beispiel fiir den allereinfachsten Fall n =3 = 2! +1
auf der Zo mit den vorher vereinbarten Identifizierungen O=rot und 1=griin:

4)So ist etwa rot 4 rot + blau + griin = rot.
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Ein Beispiel mit n =3 =21 + 1 und ¢t in der Z».

Quellen

Grundlage fiir dieses Kapitel ist mein Artikel , Pyramid Mysteries”, der im , Mathema-
tical Intelligencer 16" (2014) verdffentlicht wurde.



Kapitel 7

Zaubern in beliebig hohen
Dimensionen: Hyperpyramiden

In den vorigen beiden Kapiteln haben wir uns mit magischen Dreiecken und magischen
Pyramiden auseinandergesetzt. Jetzt wollen wir uns von den uns sinnlich zuganglichen
Dimensionen I6sen und zeigen, dass man die relevanten Ergebnisse auf beliebig hoch-
dimensionale Rdume iibertragen kann: ,,Magic in Hyperspace”.

Der Einwand ist sicher berechtigt, dass derartige Erkenntnisse fiir auf der Erde
lebende Zauberer nicht wirklich relevant sind. Man sollte das Kapitel eher als Beispiel
dafiir sehen, dass es fiir Mathematiker in vielen Fillen moglich ist, die durch unsere
eingeschrankte Sinneswahrnehmung gegebenen Grenzen zu iiberschreiten.

Es wird sich herausstellen, dass Ergebnisse und Methoden sehr dhnlich zu denen
der vorigen beiden Kapitel sind. (Mit deren Inhalt sollte man sich vor dem Lesen des
vorliegenden Kapitels vertraut gemacht haben.)

Der Effekt
Ein Zuschauer im (d + 1)-dimensionalen Raum setzt aus n? farbigen Hyperwiirfeln
der Kantenldnge 1 ein ,Hyperquadrat” mit den Dimensionen n,...,n,1 zusammen:

die erste Lage einer Hyperpyramide. Der Zauberer schreibt sofort eine Prognose, die in
einen geschlossenen Umschlag kommt. Nach einer festen Regel entstehen dann weitere,
immer kleinere Lagen, die ebenfalls aus farbigen kleinen Wiirfeln gebildet sind. Die
»Spitze" der Pyramide besteht aus einem einzigen Wiirfel.

Die Uberraschung: Die Farbe dieses Wiirfels wurde vom Zauberer richtig vorherge-
sagt, und das, obwohl zu seiner Bestimmung (n — 1)? + (n — 2)¢ 4+ --- 4+ 2% 4+ 1 mehr
oder weniger komplizierte Rechnungen durchzufiihren waren.

Es ist sicher hilfreich sich klarzumachen, dass die Untersuchungen in Kapitel 5 bzw.
Kapitel 6 den Féllen d = 1 bzw. d = 2 entsprechen.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
E. Behrends, Mathematik und Zaubern: Ein Einstieg fiir Mathematiker, DOI 10.1007/978-3-658-17505-4 7
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Die Mathematik im Hintergrund

Zunachst wird es darum gehen, eine angemessene Verallgemeinerung der bisher betrach-
teten Situationen zu finden. Wir erinnern dazu noch einmal an die Konstruktionen aus
den vorigen Kapiteln.

Magische Dreiecke: Da hatten wir zum Beispiel x1, ..., 219 aus A = {rot, griin, blau}
ausgewahlt und damit eine Reihe von kleinen entsprechend gefarbten Quadraten aus-
gewahlt:

HEEN BN

Eine Reihe von Quadraten.

Dann werden neue, immer kiirzere Reihen gelegt, die packen wir oben drauf!). Die
Regel: Auf zwei kleine Quadrate mit den Farben f;, fo kommt die Farbe f3, und zwar
so, dass f3 = f1 = fo im Fall fi = f5, und fiir f; # f5 ist f3 die noch fehlende Farbe.
So kommt zum Beispiel blau auf (blau,blau) und rot auf (blau,griin). Nach und nach
entsteht ein Dreieck:

ol B T

Die zweite Reihe und das ganze Dreieck.

Magische Pyramiden: Da ging es um kleine farbige Wiirfel (zum Beispiel rote und
griine), die zunichst zur quadratischen ,, Grundflache" einer Pyramide ausgelegt wurden
(links im nachstehenden Bild). Auf je 4 dieser Wiirfel sollte dann einer so gelegt werden,
dass die Gesamtzahl der griinen Wiirfel unter den dann erzeugten 5 Wiirfeln gerade ist.
So entstehen immer weitere Lagen einer Pyramide mit quadratischer Grundflache:

A
A e
Ay
i i v )

Eine Pyramide aus roten und griinen Wiirfeln.

Din Kapitel 4 wuchs das Dreieck nach unten, so wie es in der Originalversion von Steve Humble
war. Im Interesse der Einheitlichkeit lassen wir es jetzt aber nach oben wachsen.
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Gegenstand der Untersuchungen war dann das Problem, auf , einfache" Weise die
Farbe des Quadrats in der Spitze des Dreiecks bzw. des Wiirfels an der Spitze der
Pyramide vorherzusagen.

Wie kann man das fiir beliebige Dimensionen verallgemeinern? Wir einigen uns
zunidchst auf eine Zahl d € N: Wir werden im (d + 1)-dimensionalen Raum arbeiten.
Dann brauchen wir noch:

e Wie bisher eine nichtleere Menge A; in den Beispielen war A = {rot, griin, blau}
bzw. A = {rot, griin}.

e Eine Zahl n, durch sie wird die GroBe der ersten Lage festgelegt.

e Die erste Lage einer ,Hyperpyramide”. Im Fall d = 1 war das ein n-Tupel
(x1,...,2y) mitz; € A, und im Fall d = 2 ein quadratisches Raster (z; ;)i j=1,...n
(xm' € A). Es liegt daher nahe, als , erste Lage “ eine ,,d-dimensionale Hyperma-
trix" (T, in,...siq)i1,...sig=1,....,n ZU definieren, wobei alle z;, ;,. .., Elemente von
A sein sollen.

.....

Fiir d = 1 sind Hypermatrizen n-Tupel, und fiir d = 2 erhdlt man n x n-Matrizen. Bei
groBeren d wird es allerdings mit der konkreten Vorstellung schwierig. Im Fall d = 3
kdnnte man noch an einen n x n xn-Wiirfel denken, der aus n3 kleinen Wiirfeln besteht,
die mit den x; ; ;. beschriftet oder entsprechend gefarbt sind. Ab d = 4 wird es aber
richtig schwierig.

Schon im Fall d = 3 gibt es das Problem, dass wir in einen Wiirfel nicht hineinsehen
konnen. Man kann diese Schwierigkeit dadurch beheben, dass man einen n x n x n-
Wiirfel durch n Schichten von n x n x 1-,Scheiben” darstellt. Hier ist ein Beispiel fiir
n=4:

3 ™"

Vier Schichten eines 4 x 4 x 4-Wiirfels.

Wir legen noch fest, dass bei solchen Wiirfelbildern das Element z111 (bzw. 21,1,
bzw. x1,,,1 bzw. x,, 5.1 usw.) links oben hinten (bzw. links oben vorn, bzw. rechts oben
hinten, bzw. rechts oben vorn, usw.) sein soll. Im vorstehenden Bild etwa ist 2531 in
der zweiten Schicht von oben, das dritte Element von hinten und ganz links, also griin;
und 4 4,4 ist die vordere untere rechte Ecke, also blau.

Als nichstes ist festzulegen, wie neue Objekte entstehen sollen. Im Fall d = 1
wurden aus n-Tupeln zunidchst (n — 1)-Tupel, dann (n — 2)-Tupel usw., und bei den
Pyramiden wurden nach und nach immer kleinere quadratische Schichten konstruiert.
Dabei spielten ¢-Abbildungen eine wichtige Rolle: Am Anfang wurden ein ¢ : A2 — A
(im Fall d = 1) bzw. ein ¢ : A* — A (im Fall d = 2) vorgegeben.
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Es ist Zeit fiir einige Definitionen, die als naheliegende Verallgemeinerungen der
Definitionen aus den Untersuchungen fiir Dreiecke und Pyramiden aufgefasst werden
kdnnen:

Definition 7.1: (i) Mit A% bezeichnen wir die Gesamtheit der (s, s,...i))i .. iu—1....m»
wobei alle z;, ;,... i, in A liegen.

(ii) Eine Abbildung ¢ : A[Qd] — A sei vorgegeben. (A[Qd] kann mit A% identifiziert
werden.) ¢ induziert fiir m =n,n —1,...,2 Abbildungen

@, - Al Al
durch folgende Vorschrift: Es ist
¢m((‘T’il,ig,...,’id)il,...,idil,...,nl) = (yil,ig,...7’id)i1,..,,idzl,...,m—l7

wobei i, iy, iy = O((Tiy i intsoriiatia)jrrda=0.1)-
(iii) U, + A 5 A st durch W, := @y 0 ®,_; 0 B, erklirt.

(iv) Wir nennen ein n > 2 eine ¢-geeignete Zahl, wenn stets

Do (i sigsensia)insosia=1,em) = O((Tjy areoja)itseesja=1,m ) -

Wer eine Vorstellung von Objekten im R*! hat, kann sich die ®,, 0---®,_; o
@, ((%iyis,....ia)) als die, sich iiberlagernden und immer kleiner werdenden d-dimensiona-
len Schichten" einer Hyperpyramide im R?*! veranschaulichen. Das ist fiir die meisten
von uns allerdings schon im Fall d = 3 fast unmoglich. Zum Beispiel ist unklar, in wel-
cher Richtung man sich das ,,Ubereinander“ der dreidimensionalen Wiirfel vorstellen
soll.

‘Iln((xihi%,,,id)) entspricht der ,Farbe" der Spitze der Hyperpyramide, und , ¢-
geeignet" bedeutet wieder, dass man sich (n—1)%+(n—2)94---+2? 419 Rechnungen
sparen kann und nur ein einziges Mal ¢ auf die 24 Ecken der Basisschicht" anwenden
muss, um diese Farbe vorherzusagen.

Wie in den vorigen Kapiteln beschrinken wir uns auf den Fall, dass A eine kom-
mutative Gruppe (G, +) ist, und als ¢-Abbildungen werden nur die Beispiele

DY ((Tiy sigsenia)inoia=1,2) = Z Tiy ia,...ria

und

¢7((Iil7i27---7id)i11-~~7id:172) = Z Liyia,... iq

betrachtet.

Die Methoden und Ergebnisse entsprechen denen fiir d = 1 und d = 2. Wir werden
wieder die folgenden Tatsachen bendtigen:

e Fiir z € G und k € Z ist ax definiert (siehe Seite 52).
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e Ist p eine Primzahl und gilt pz = 0, so folgt aus ax = 0, dass a durch p teilbar
ist.
e Der Zusammenhang von Primzahlen und Binomialkoeffizienten (Satz 5.3).

o Stets gilt (") + (¥7]) = (¥) (Seite 53).

T r—1

Eine Formel fiir ¥, ‘

Ab hier soll A eine kommutative Gruppe (G, +) sein, und bis auf Weiteres ist ¢
die Abbildung ¢T. Es wird wieder eine entscheidende Rolle spielen, dass wir in der
Lage sind, die Bildelemente von W, explizit zu beschreiben. Dabei kdnnen wir uns auf
,einfache” Elemente des Urbildbereichs konzentrieren: Versieht man nimlich Al mit
der Produkt-Gruppenstruktur, definiert also

! /
(:I:Z1J27~~774d) + (xil,iQ,..‘,id) T (‘rZhZZwu;Zd + xl‘l,iQ,..‘,Z‘d)7

so sind alle ®,,, und folglich auch ¥,, Gruppen-Homomorphismen.
Ahnlich wie in Kapitel 6 definieren wir:

Definition 7.2 Sei A = (G, +) eine kommutative Gruppe, © € G, n € N und m eine
Zahl zwischen 1 und n.

(I) Fiir k‘l, ey kd S {1, . ,m} soll Ekl,...,kd;x,m dasjenige (.131'172‘2,__47”),‘17.“,”:1,___71,”
bezeichnen, das an der Position (ki,...,kq) gleich © und an allen anderen Stellen
gleich O (dem neutralen Element der Gruppe) ist.

(”) Okq,..., kgix,n = \I/n(Ekl ..... kd;x,n)-

_____ kq:z,n das Element an der Spitze der Hyperpyramide, wenn man in
der Grundschicht viele Nullen und ein einziges x eingesetzt hat. Aufgrund der Additivitat
von V¥, ist

\I!n((lemzd)zlzdzln) = ‘I’n< § Enmzlzdn)

01,00 td=1,...,m

- E \I}n(Eh’m,id;wz‘l,w,m,id»n)

i1yeyia=1,0m

- E 01 seisids @iy g, ig "

i1yeyia=1,0m

Der Schliissel zur Charakterisierung ¢ -geeigneter Zahlen ist das folgende
Lemma 7.3: Fiir beliebige k1, ..., kq und alle x € G gilt

_(n—1 n—1 n—1
Okq,....kq;x,mn — k'l -1 k2 -1 k‘d -1 v

Beweis: Wir bemerken zunachst, dass dieses Lemma die entsprechenden Ergebnisse aus
Kapitel 5 und Kapitel 6 verallgemeinert (Lemma 5.4 und Lemma 6.2.) Wir werden es
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durch Induktion nach d und n beweisen. Dabei kénnen wir davon ausgehen, dass im
Fall d = 2 das Ergebnis schon fiir alle n gezeigt ist.

Unsere Induktionsannahme: Der Satz ist schon fiir irgendein d — 1 mitd — 1 > 2
bewiesen, und wir wollen ihn — unter Ausnutzung dieser Tatsache — fiir d zeigen.

Dafiir wollen wir Induktion nach n anwenden. Der Fall n = 2 macht keine Schwie-
rigkeiten: Ey, . k.2 enthdlt viele Nullen und ein einziges z, die Summe dariiber ist
gleich z, und diese Summe stimmt mit

¢+(Ek17~--,kd;l72) = \IIQ(Ekhu-,kd;IaQ) = Oky,....kaq;z,2

iberein. Und aus (;) = (;) = 1 folgt

o (2-1)\[2-1 2-1
Uk1,~~~,kd§wx2_x_ kl—l kQ*l kdi]‘ !

fir alle kq,...,kq € {1,2}.

Nun sei n > 2 beliebig, und wir nehmen an, dass der Satz fiir dieses n schon
bewiesen ist. Unser Ziel: Er stimmt dann auch fiir n + 1.

Wir wissen also:

o Der Satz ist richtig fiir beliebige n im Fall d — 1.

e Er stimmt auch fiir d und die Werte 2,...,n.
Zeige: Man darf auch d und n 4 1 einsetzen.

Esseien k1,...,kq € {1,...,n+1} vorgegeben. Wir werden zum Beweis der fraglichen
Formel zwei Fille unterscheiden, namlich:

Fall 1: Keines der k1, ..., kq liegt am Rand, es gilt also k1,...,kqg € {2,...,n}.

Wie sieht dann ®,,11(Ey, ... k,z.n+1) aus? Es ist ein Element aus Agi], fur die Berech-
nung jeder Komponente wurde ¢t auf 2¢ Komponenten von Ey,.... kywn+1) angewen-
det: an der Stelle i1, . .., iq wurden die Eintrdge bei i1 +j1, .. ., ig+jq summiert, wobei
die j1,...,7q alle Werte in {0,1} annehmen. Sehr oft werden nur Nullen addiert, nur
an den Stellen ky — t1,...,kq — tg4 ist ein = dabei, wenn ¢q,...,t4 € {0,1}. Und das
bedeutet:

CI)nJrl(Ekl,...,kd;x,nJrl) = Z Eklftl,.,.,kdftd;x,n~

t1,...,tq=0,1
Jetzt kombinieren wir die folgenden Tatsachen:

]

o Jedes By, ¢, ky—tyzn liegtin AL?.

[ ] \I/n+1 = ((I)20-~'O¢)n) O(I)n_;,_l.

o Fiir die ®g0--- 0D, (Ex,—ty,... ky—tywn) it laut Induktionsannahme schon eine
Formel bekannt.
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So folgt

Okrvobaszntl = Unt1(Eky, . kgznt1)
P00 0@ 1(Ek, . kywnt1)
= (I>2 ©:--0 (Pn ((I)n+1(Ek1,m,kd;z,n+1))

= (I)2 ©:--0 (I)n( Z Ekl—tl,...,kd—td;w,n)

t1,...,ta=0,1
= E (1)2 ©--+0 QH(Eklftl ..... kdftd;m,n)
t1,...,t4=0,1
= § Oky1—t1,....ka—tq;xz,n
t1,...,ta=0,1

trodae0.1 kl —tl -1 k2 —tg —1 kd—td —1

In der letzten Summe treten Produkte von jeweils d Binomialkoeffizienten auf. Der j-te

Faktor ist dabei (,?;_11) oder (,:’]:12) und alle Méglichkeiten fiir solche Produkte sind

zu beriicksichtigen. Die gleiche Summe erhilt man folglich, wenn man

() () () (62h)r

ausrechnet. Es ist aber

() (2= () = ()

und damit haben wir gezeigt:

_((n+1) -1 (n+1)—-1
Okq,....kq;x,n+1 = k] _1 kd 1 xZ.

Die Formel gilt also auch fiir n + 1.

Fall 2: Mindestens eines der kq, ..., kq liegt in {1,n + 1}.
Die Idee: Diese Situation kann als Problem fiir d — 1 Dimensionen aufgefasst werden
und folgt deswegen aus der Induktionsannahme.

Fundamental ist die Beobachtung, dass Eintrage auf einer ,,Kante" nur die Werte
auf der ,Kante" mit dem entsprechenden Index beeinflussen. Zur lllustration ein folgt
Beispiel fiir den Fall G = Z7, d = 2, ¢ = ¢ und n = 5. Nachstehend sieht man die
Grundschicht und die ndchsten Lagen der Pyramide:

3]0Jo0J0]0
40000288830050
600006000200%&
010[0[0[0] 515tgTo1 [LLO0]0
2]0jofo0]o0




80 KAPITEL 7. ZAUBERN IN BELIEBIG HOHEN DIMENSIONEN

In der Grundschicht sind alle z; ; mit j > 1 gleich 0, und diese Eigenschaft bleibt in
den folgenden Schichten erhalten?. Man hitte also das gleiche Ergebnis auch erhalten,
wenn man mit d = 1 gearbeitet hitte und von |3 [ 4| 6 | 0 [ 2 | ausgegangen wire.

Wir skizzieren nun, wie man diese Idee im allgemeinen Fall prazisieren kann. Wir
wollen dabei — ohne Beschrankung der Allgemeinheit — k; = 1 annehmen, damit
die Formeln nicht zu uniibersichtlich werden. Zur Unterscheidung bekommen die ®-

Abbildungen noch einen weiteren Index: Geht ®,, von A%] nach Agzl_l, so soll es fiir

die ndchsten Zeilen @% heiBen. Mit F},, : A% — A%_l] bezeichnen wir die Abbildung,
die den letzten Index auf 1 setzt, also

Fon t @iy ig,ia)inseosia=1,.im 7 (Tig i ia 11 )itssig_1=1,..m-

Unsere Beobachtung aus dem konkreten Beispiel kann dann so verallgemeinert werden:
Hat (24, i,,....i,) die Eigenschaft, dass z;, ;,,... ., = 0 fiir alle 34 > 1 gilt, so ist

mel © (bg] = (I)[r(riLil] © Fm-

Insbesondere lasst sich das — wegen kg = 1 — fiir alle Schichten anwenden, wenn man
von Ey, . . k.= ausgeht, und damit kann die Berechnung von

o000 @By, kyian)
auf die Auswertung von
(I)[Qdil] -0 (I)gzd_l] (Ek1,...7kd71;x,n)
zuriickgefiihrt werden:

Oky,..., kg;z,mn  — (I)[Qd] ©---0 (I),[,;i](Ekl ’’’’’ kqi Ly n)
= F O(I)[Qd] O"'O(I)Lfl](Ekh...,kd;w,n)
= o omodo.  0d (B 4iem)

n

- q)[Zd_l] S O(I)q[;iil] OFn(Ekl,...,kd;z,n)

= CI)[Qd_l] 0---0 (I)g_l](Ekl ,,,,, ka_1;z,n)

 [((n+1)=1\[(n+1)-1 (n—&—l)—lx

B ki —1 ko —1 kg1 —1 )7
Das letzte Gleichheitszeichen gilt nach Induktionsannahme (fiir d — 1 soll ja alles schon
gezeigt sein). Es wurde ausgenutzt, dass F die Identitit auf A ist und dass die Glei-
chung F,,(Ek, .. kyzn) = Eky .. ka_1:wn gilt (sie folgt aus kg = 1).

Wenn man noch den Faktor 1 = (("k‘:l_)l_l) dazuschreibt, ist das die gewiinschte
Formel fiir n + 1. O

2)Zur Erinnerung: Die Nummerierung ist wie bei Matrizen, links oben steht also das Element z1 1,
direkt darunter x2 1 usw.
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Die Hauptergebnisse ‘

Wie bisher fixieren wir eine Zahl d € N und eine kommutative Gruppe (G, +), die nicht
nur aus dem neutralen Element besteht.

Satz 7.4: Die ¢ -geeigneten Zahlen sind so charakterisiert:

(i) Es sei p eine Primzahl, so dass px = 0 fiir alle x € G gilt. Dann stimmen die
¢T-geeigneten Zahlen n mit den Zahlen n = p* + 1 (mit s € N) (iberein.

(ii) Ein n > 2 sei ¢ -geeignet. Dann gibt es eine Primzahl p und ein s, so dass erstens
n = p® + 1 ist und zweitens px = 0 fiir jedes x € G gilt.

(iii) Wenn es keine Primzahl p gibt, so dass alle px = 0 sind, so gibt es keine ¢ -
geeigneten n. Insbesondere gibt es ¢ -geeignete n fiir die Restklassengruppe Z.,, genau
dann, wenn m eine Primzahl p ist.

Beweis: (i) Wir kennen schon die Formel

\I!n((ccil,...,m)) - z_: . (Z _11> <Z_11> (Z—i)z“"”’id.

Sei n von der Form p® + 1. Fiir Indizes iy,...,iq, bei denen mindestens einer
in {2,...,n — 1} liegt, enthdlt das Produkt der Binomialkoeffizienten den Faktor p
(Satz 5.3), der zugehodrige Summand ist also gleich Null. Es bleiben also nur diejenigen
Summanden iibrig, bei denen alle i; in {1,n} liegen (das sind gerade die ,,Ecken" der
ersten Schicht). Kurz: n ist ¢"-geeignet.

Die Umkehrung ist einfach. Es sei n ¢™-geeignet. Konzentriert man sich auf solche
Ziy....iq bei denen alle Eintrdge gleich Null sind, falls i3 > 1, oder i3 > 1 oder ...,
so heiBt das, dass n auch ¢T-geeignet ist, wenn man zu d = 1 iibergeht. Aus Satz 5.5
folgt dann, dass n = p® + 1 fiir ein geeignetes s ist.

Ganz analog lassen sich die Aussagen (ii) und (iii) auf den Fall d = 1 zuriickfiihren. OJ

Wir bemerken abschlieBend, dass — unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes
— die gleichen Charakterisierungen fiir ¢~ gelten. Das folgt aus

D ) [ ) I ) M

i1, 8d=1,...,m

und man muss nur noch beachten, dass fiir p = 2 die Abbildungen ¢* und ¢~ iiber-
einstimmen und dass fiir ungerade Primzahlen der Faktor (—1)"~1 im Fall n = p* + 1
gleich —1 ist: ¢T-geeignete Zahlen sind deswegen auch ¢~ -geeignet.

Der Zaubertrick

Liebe Zauberer in der (d 4 1)-dimensionalen Welt! Wenn Sie sich bis hierher durchge-
arbeitet haben, sollten Sie zu vielen Ideen fiir mégliche Zaubertricks angeregt worden
sein. Hier wird eine konkrete Moglichkeit vorgestellt, die auch nicht zu lange dauert.
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Der Zaubertrick im R*: n = 4 und ¢t auf der Z3.

Heimlich geht es um die Z3, die Abbildung ¢ im Fall d = 3 und n = 4. Dieses n ist
¢T-geeignet, denn 4 = 3' + 1. Wir iibersetzen die Elemente 0, 1,2 der Gruppe Zj in
die Farben rot, griin, blau.

Jetzt miissen Sie ganz viele kleine 4-dimensionale Wiirfel in diesen Farben vorhalten
(Kantenlinge 1). Ein Besucher Ihrer Zaubervorstellung sucht sich 43 dieser Wiirfel aus
und legt sie ganz beliebig zu einer , Scheibe” mit den Kantenldngen 4 x 4 x 4 x
1 zusammen. Wir aus dem R3 kdnnen uns das nur als Wiirfel vorstellen, die vierte
Dimension der Grundschicht der Lange 1 wird einfach unterdriickt. Es kdnnte so etwas
entstehen wie im vorstehenden Bild links oben. (Damit wir auch hineinsehen kénnen,
sind die einzelnen Lagen des Wiirfels einzeln gezeichnet.)

Nun miissen Sie ein bisschen rechnen. Die Ecken haben die Farben rot, blau, griin,
blau (oben) und rot, blau, blau, blau (unten). Die Summe ist 0+2+1+2+0+2+42+2,
also 2 (= blau) in der Z3. Das ist lhre Prognose, die Sie in einen Umschlag tun.

Jetzt missen die Zuschauer arbeiten. Aus der Scheibe mit den Kantenlangen 4 x
4 x 4 x 1 wird eine aus 33 kleinen Wiirfeln bestehende Scheibe mit den Kantenlingen
3x3x3x1. Fiir uns ist das ein 3 x 3 x 3-Wiirfel (die zweite Zeile im Bild). Die Regel: Die
Farbe an der Stelle 4, j, k ist die Summe der acht Farben i+s, j+t, k+u, wobei s, ¢, u alle
Werte in {0,1} annehmen. Welche Farbe entsteht zum Beispiel oben links vorn? Dazu
miissen wir die 8 Farben oben links vorn addieren, es kommt 14+0+2+2+2+0+1+0 = 2
heraus. Oben links vorn ist also in der neuen Schicht ein blauer Wiirfel zu platzieren.

Dabei ist es lhrem didaktischen Geschick tiberlassen, wie Sie lhren Zuschauern das
Addieren erklaren.

Es sollte klar sein, wie es weitergeht: Wir sehen noch die ndchste Lage der Hyper-
pyramide (Kantenldngen 2 x 2 x 2 x 1, fiir uns ein 2 x 2 x 2-Wiirfel) und am Ende einen
einzelnen blauen Wiirfel. (Denn blau+blau+blau+griin+blau-+blau+rot+rot=blau.)

Und genau diese Farbe steht auf lhrem Vorhersagezettel! Das Publikum wird iiber-
rascht sein: Wie konnten Sie diese 33 +23 413 = 36 Additionen von jeweils acht Farben
so unglaublich schnell im Kopf durchfiihren?
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Wenn lhnen etwas Ambitionierteres vorschwebt, konnen Sie auch mit n = 6 und
wieder mit der Abbildung ¢™ in der Z5 arbeiten. Im nachstehenden Bild ist eine An-
fangskonfiguration zu sehen, dabei sind die Zahlen 0, 1,2, 3,4 in die Farben rot, griin,
blau, gelb und grau iibersetzt worden.

Der Zaubertrick im R*: n = 6 und ¢+ auf der Zs.

Ihre Zuschauer haben es nun etwas schwerer als vorher, sie miissen 5% +43 + 33 4+ 23 4
13 = 225 Rechnungen durchfiihren, bei der jeweils 8 Zahlen in der Zs zu addieren sind.
Welche Farbe wird zum Beispiel rechts vorn unten in der nachsten Lage, dem 5 x 5 x 5-
Wiirfel stehen? Man rechnet blau+grau+griin+gelb+grau+griin+rot+grau=2 + 4 +
1+3+44+14+0+4 = 4: Da kommt also ein grauer Wiirfel hin. Sie als Zauberer
miissen nur einmal rechnen, Sie addieren nur die Eckenfarben des Ausgangswiirfels:
griin+blau+grau+gelb+rot+rot+rot+grin=14+2+4+34+0+ 04+ 0+ 1 = 1. Sie
konnen sicher sein, dass an der Spitze der Hyperpyramide garantiert ein griiner Wiirfel
stehen wird.

Varianten

Fiir ein Laienpublikum empfiehlt es sich, bei der Z5 zu bleiben und die Zahlen 0,1 (zum
Beispiel) durch die Farben rot und griin zu verschliisseln. Ein Summe aus beliebig vielen
roten und griinen Wiirfeln kann dann leicht auch von mathematischen Laien gefunden
werden: Sie ist rot, wenn die Anzahl der griinen Wiirfel gerade ist und griin sonst.
Hier ein Beispiel, bei dem der letzte Wiirfel rot ist (was der Zauberer sofort aus der
Anfangssituation ablesen kann, denn da ist die Anzahl der griinen Wiirfel in den Ecken
gerade):

Der Zaubertrick im R%: n = 3 und ¢T auf der Z».

Eine weitere Variante wird in meinem Artikel , Magic in Hyperspace" beschrieben
(siehe das Literaturverzeichnis). Da werden die 2,4, ..., Zi,+;, (wobei ji,...,jq €
{0,1}) nicht nur einfach addiert, sondern jeweils vorher mit einer Zahl o, . ;, mul-
tipliziert. Auch da sind Vorhersagen moglich, die Theorie ist aber etwas komplizierter
als im hier behandelten Fall.
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Quellen

Grundlage dieses Kapitels ist meine (unverdffentlichte) Arbeit , Magic in Hyperspace".



Kapitel 8

Vom Melkmischen zur
Zahlentheorie

In diesem Kapitel werden durch einen Zaubertrick mit einem elementaren mathemati-
schen Hintergrund Fragen aus der Kombinatorik motiviert, die einen iiberraschenden
zahlentheoretischen Hintergrund haben.

Der Effekt

Ein Kartenstapel wird von einem Zuschauer sorgfaltig gemischt. Dann werden fiir den
Zauberer und den Zuschauer einige Karten auf den Tisch geblattert, fiir jeden etwa
10 bis 20 Karten: n fiir den Zauberer und m fiir den Zuschauer. Dabei kdnnen die
Anzahlen n und m vom Zuschauer frei gewahlt werden. Der Zauberer fangt an, er
macht vor, was zu tun ist: Einige Karten — es sind k& Karten (mit einem unbekannten
k) — abheben und den Rest (n — k Karten) zur Seite legen. Den Stapel mit den &
Karten mischen und die unterste Karte merken.

Das macht der Zuschauer auch, bei ihm werden [ Karten abgehoben und m — [
beiseitegelegt. (Auch [ ist unbekannt). Er mischt seine I Karten und merkt sich die
unterste.

Die Karten werden zu einem Stapel zusammengelegt, und der Zauberer findet die
Zuschauerkarte, obwohl er k und [ nicht kennt.

Die Mathematik im Hintergrund

Der Trick ist schnell erklart, man muss nur sorgfaltig zusammenlegen: Ganz nach unten
kommen die am Anfang beiseitegelegten Karten des Zauberers, darauf die gemischten
Karten des Zuschauers, darauf die beiseitegelegten Karten des Zuschauers, und ganz
oben liegen die gemischten Karten des Zauberers.

Nun werden die Karten von oben nach unten einzeln aufgedeckt. Irgendwann sieht
der Zauberer seine Karte (ohne dass er sich das anmerken ldsst). Er zahlt m Karten
weiter: Das ist die vom Zuschauer gewahlte Karte. Die Begriindung:

e Ganz oben liegen die k gemischten Karten des Zauberers, die von ihm gewahlte
Karte ist die letzte dieser k Karten.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
E. Behrends, Mathematik und Zaubern: Ein Einstieg fiir Mathematiker, DOI 10.1007/978-3-658-17505-4 8
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e Dann kommen m — [ Karten (vom Zuschauer beiseitegelegt).

e Es folgen | Karten (vom Zuschauer gemischt), die letzte dieser Karten soll ge-
funden werden.

e Den Abschluss bilden die n — k Karten, die der Zauberer beiseitegelegt hat, doch
das hat hier keine Bedeutung.

Wichtig ist nur zu wissen, dass man von der dem Zauberer bekannten Karte (m —1)+1,
also m Karten weiterzahlen muss, um die Karte des Zuschauers zu erreichen. Dazu muss
sich der Zauberer nur die Zahl m gemerkt haben, es ist vollig belanglos, wie groB die
Zahlen n, k und [ sind.

Eine Variante des Tricks‘

Soweit die Originalversion. Fiir die Untersuchungen dieses Kapitels ist es wichtig,
eine Variante zu kennen. Sie geht so:

Diesmal bekommen Zuschauer und Zauberer gleich viele Karten (jeweils n). Beide
heben von ihren Stapeln einige ab und legen sie zur Seite. Es geht mit dem jeweils
kleineren Teilstapel weiter. Der Zauberer macht es mit seinem Teilstapel vor: Er enthilt
k Karten (wobei k hochstens so groB wie n/2 ist). Der wird gut gemischt, und die
unterste Karte soll gemerkt werden. (Beim Zauberer soll das allerdings so aussehen,
als wenn er das nur vormacht. Keiner soll denken, dass diese Karte fiir das folgende
wichtig ist.) Das macht der Zuschauer mit seinen [ Karten nach (wobei auch I < n/2
gelten soll), er soll sich die unterste Karte aber wirklich gut merken.

Nun legt der Zauberer seinen Stapel mit den k Karten auf den Reststapel des
Zuschauers (mit den n — [ Karten) und nimmt ihn an sich. Auch werden die [ Karten
des Zuschauers auf die n — k Restkarten des Zauberers gelegt, dieser Stapel ist fiir den
Zuschauer bestimmt.

Danach passiert etwas Neues: Beide Stapel werden durch durch das so genannte
+Melkmischen" (sicherheitshalber durch den Zauberer) umsortiert:

Dabei wird mit Melkmischen® die folgende Aktion bezeichnet:
e Stapel in die linke Hand nehmen.

e Mit der rechten Hand oberste und unterste Karte gleichzeitig abziehen und auf
den Tisch legen.

Beginn des Melkmischens.

DEnglisch: milk shuffle.
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Vom Rest wieder oberste und unterste Karte abziehen und auf die zwei Karten
legen.

e Das wird fortgesetzt, bis in der linken Hand keine Karten mehr sind. (Ist bei
ungerader Kartenanzahl nur noch eine einzige Karte iibrig, wird sie einfach auf
den Stapel auf dem Tisch gelegt.)

Was genau passiert beim Melkmischen? Man kann das Ergebnis vorhersagen, der
Zufall ist nicht beteiligt. Hat der Stapel r Karten und ist eine spezielle Karte an der
s-ten Position (wobei s < r/2), so ist sie nach dem Mischen an der (r — 2s + 1)-
ten Position. Die Begriindung: Wenn die s-te Karte abgezogen wird, sind 2s Karten
»abgearbeitet”. Die restlichen r — 2s Karten werden dariiber liegen.

Fiir unseren gerade stattfindenden Zaubertrick bedeutet das:

e Im Stapel des Zauberers sind = k+n — [ Karten, seine Karte ist an Position k.
Nach dem Melkmischen ist sie folglich an Position r—2k+1 = k+n—1—2k+1 =
n—(k+10)+1.

e Im Stapel des Zuschauers sind » = [ 4+n — k Karten, seine Karte ist an Position [.
Nach dem Melkmischen ist sie damit an Position r —2{+1 =[14+n—k—2l+1 =
n—(k+1)+1.

(Als Beispiel mit Zahlen betrachten wird den Fall, dass beide zu Beginn n = 10 Karten
haben, und es soll kK = 4 und [ = 3 sein. Nach der Vorbereitung hat der Zauberer
einen Stapel mit £ +n — 1 = 11 und der Zuschauer einen mit n+1 — k = 9 Karten. In
beiden Stapeln liegen die jeweils gemerkten Karten nach dem Melkmischen an Position
n— (k+1)+1=4 von oben.)

Die Karten von Zauberer und Zuschauer befinden sich also, obwohl k£ und [ un-
bekannt sind, an der gleichen Position von oben gesehen. Wenn beide ihre Karten —
fiir den anderen verdeckt — auffachern und der Zauberer seine Karte in seinem Stapel
erkannt hat, weil} er, an welcher Position sich die Zuschauerkarte befindet. Und die-
ses Wissen ldsst sich auf verschiedene Weisen effektvoll fiir den Abschluss des Tricks
einsetzen.

Das Problem: Die Ordnung des Melkmischens

Fiir uns hatte der Zaubertrick nur die Funktion, den Begriff ,,Melkmischen" ein-
zufiihren. Formal geht es um eine Permutation, bei n Karten um eine Permutation ®
auf einer n-elementigen Menge; es wird giinstig sein, sie als {0,...,n—1} zu wihlen. ®
ist also ein ganz spezielles Element der Permutationsgruppe .S,,. Wir werden n nun fi-
xieren und zur Abkiirzung m := n—1 setzen. Formalisiert man die Handlungsanweisung
fiir das Melkmischen von n Karten, so kann ® folgendermaBen beschrieben werden:

o Ist 2k < m. soist (k) :=m — 1 — 2k.
e Gilt 2k > m, so setze ®(k) := 2k — m.

So bildet etwa (im Fall n = 7) ® die Elemente 0,1,2,3,4,5,6 auf 3,2,4,1,5,0,6
ab, und stets gilt ®(m) = m. (Das ist natiirlich nicht iiberraschend, denn die unterste
Karte bleibt ja beim Melkmischen unten.)
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Zu jeder Permutation ¢ € S,, gibt es eine kleinste Zahl s, fiir die ¢° die identische
Permutation ist. s heiBt dann die Ordnung von ¢. Es ist fiir viele gruppentheoreti-
sche Untersuchungen wichtig, die Ordnung von bestimmten Elementen zu kennen. In
der Zauberei gibt es eine zusatzliche Interpretation: Wie oft muss man ein spezielles
Mischverfahren anwenden, damit die Karten in der gleichen Reihenfolge sind wie am
Anfang.

Manchmal ist die Ordnung leicht angebbar. Ist die Vorschrift etwa ,,Hebe drei Karten
ab!", so muss man nur das kleinste s mit 3s = 0 (in Z,,) bestimmen?). Doch wie sieht
es fiir das Melkmischen, also die Abbildung ® aus?

Mit Computerhilfe kann man die jeweilige Ordnung der Permutation ® in Abhangig-
keit von n leicht bis zu beeindruckend groBen n ausrechnen. Hier ist ein winziger Aus-
schnitt der entsprechenden Tabelle:

| n 10[11]12]13]14|15|16]17[18[19]20 |21 [22]
| Ordnung | 9 [ 6 [11]10] 9 |14] 5 |5 [12][18[12]10] 7 |

Der Ubergang von n zur zugehdrigen Ordnung sieht véllig unregelmaBig aus. Trotz
umfangreichen Datenmaterials war beim besten Willen kein allgemeines Bildungsgesetz
zu erkennen. Lediglich zwei RegelmaBigkeiten fielen ins Auge:

e Die Ordnung im Fall von n Karten war immer durch n — 1 beschréankt. Das ist
tiberraschend, denn in der S,, sind ja viel groBere Ordnungen mdglich.

e In der berechneten Tabelle stand bei n = 2% und n = 2° + 1 immer die Ordnung
s+ 1. (Vgl. die Werte fiir n = 16 und n = 17 im vorstehenden Ausschnitt.)

Es ist zwar die Ordnung einer Permutation ¢ die kleinste Zahl s, so dass ¢*(k) = k
fir alle k = 0,...,m gilt, doch kann natiirlich fiir spezielle k schon ¢'(k) = k fiir
ein t < s sein. (So ist zum Beispiel beim Melkmischen ¢t = 1 fir k = m.) Das
kleinstmogliche ¢ heiBt die Zykellinge von k, und unter dem zu k gehdrigen Zykel
versteht man die Menge {k, ¢(k),...,¢*"1(k)}. Es ist dann leicht zu sehen, dass die
Ordnung von ¢ das kleinste gemeinsame Vielfache der Zykellangen ist.

Fiir unser Melkmischen ergaben weitere Rechnungen noch eine Uberraschung. Es
stellte sich heraus, dass alle Zykellangen Teiler einer speziellen Zykellange sind (die
dann natiirlich gleich der Ordnung ist). Damit wire dann leicht zu erkliren, dass die
Ordnungen hochstens gleich n — 1 sein konnen: Fiir m ist die Zykellange 1 und Zykel
sind disjunkt; folglich sind die Zykellangen fiir k£ = m durch n — 1 beschrankt. Es fehlte
aber immer noch eine Formel fiir diese langste Zykellange und eine Erklarung fiir dieses
Teilbarkeitsphanomen.

Ziel der folgenden Untersuchungen ist eine vollstindige Analyse des Problems. Das
Hauptergebnis wird besagen, dass die gesuchte Ordnung mit der kleinsten Zahl s iiber-
einstimmt, fiir die 2° kongruent +1 oder —1 modulo 2n — 1 ist. Die offen bleibenden
Fragen hdngen mit seit Jahrzehnten ungeldsten Problemen der Zahlentheorie zusam-
men (Sophie-Germain-Primzahlen, Artin-Vermutung).

2)Das ist gerade die Ordnung der 3 in (Zn, +).
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’ Vorbereitungen: eine Formel fiir die Zyke//éingen‘

Wir beginnen mit einigen Definitionen. Zunachst fiihren wir Namen fiir diejenigen
Abbildungen ein, die bei der Definition von ® eine Rolle spielten: Die Abbildungen
Yo,¥1 1 Z — Z sind durch ¢y : k— m —1— 2k, o1 : k— 2k — m erklart.

Wenn man ®, ®2, ®3, ... ausrechnen mdchte, so miissen 1)y, 101 mehrfach angewen-
det werden. Ist 0 = (0g,...,01) € {0,1}*, so soll ¥, die Abbildung

Vo =Py, 00y, 1 L — 7L

bezeichnen. (Achtung: Es wird von hinten nach vorne nummeriert.) So ist zum Beispiel
wllo = ’(l}l o wl o ’lpo, d.h. wllo ist die Abblldung

Yri0(k) =2(2(m —1—2k) —m) —m =m — 4 — 8k.

Eine erste Analyse der Abbildungen v, zeigt, dass sie eine ganz bestimmte Struktur
haben: k wird abgebildet auf

ein Vielfaches von m plus £1 mal 2°k plus eine Konstante.

Dabei ist der Faktor vor 2°k gleich +1, wenn die Anzahl der Nullen in o gerade ist und
—1 sonst. Kurz: Fiir geeignete Zahlen A,, B, € Z, v, € {—1,+1} ist

Yo (k) = Aom + By + v,2%k.

Dabei haben wir v, schon identifiziert: Es ist v, = (—1)V(?) wobei N(o):=,Anzahl
der Nullen in o*.

Wir werden zunichst Rekursionsformeln fiir A,, B, und v, beweisen und danach
die Lange des zu einem beliebigen k gehdrigen Zykels angeben kénnen.

Lemma 8.1: (i) Ay =1, Ay =—-1, By=—-1,B1 =0,v=—-1, v =0.

(i) Aoy =1 —24,, A1, =24, — 1.

(iii) Boo = =1 — 2B,, B1, = 2B,.

(iv) oo = —V5, V1g = Vg

Dabei bedeutet, z.B., 0o dasjenige Element aus {0,1}'**, fiir das die ersten (von
rechts gezihlten) Komponenten diejenigen von o sind und die letzte gleich 0 ist.

Beweis: (i) ergibt sich direkt aus den Formeln fiir 19 und ;. Die Werte von Ag, in (ii)
erhalt man wie folgt. Nach Definition gilt doch v, (k) = A,m+ By + v,2°k. Dann ist

¢Oo(k) = % (wa(k))

= m—1-2¢,(k)

= m—1-2(A,m+ B, +v,2°k)

= (1-2A,)m —2B, — 1 —v,2°"1k.
Der Faktor vor dem m, also die Zahl Ay, ist folglich 1 — 2A,, und das beweist den
ersten Teil von (ii). Ganz analog ergeben sich der zweite Teil und die Formeln in (iii)
und (iv). O

Es wird sinnvoll sein, eine weitere Definition einzufiihren: C,, soll die Zahl 1 — v,2°

bezeichnen. Offensichtlich ist genau dann ¢, (k) = k, wenn C,k = A,m + B, gilt.
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Das wird gleich wichtig werden, wenn wir den von k erzeugten Zykel analysieren wollen.
Dazu werden wir die folgenden Tatsachen bendtigen:
Lemma 8.2: Fiir alle 0 = (05, ...,01) gilt:
(i) Co = Ay — 2B,.
(ii) Yo (k) = k gilt genau dann, wenn C,(2k + 1) = A, (2m + 1) ist.
(i) A, und C, haben stets das gleiche Vorzeichen. Genauer gilt: Ist N (o) gerade, so
sind beide Zahlen negativ, und andernfalls sind sie positiv.
(iv) Es sei 01y = 0 und s > 2. Dann ist |A,| <2571 —1.
(v)Im Fall oy =1 und s > 2 ist |A,| > 2571 + 1.
(vi) Durchliuft o alle Elemente aus {0,1}®, so durchlduft A, alle ungeraden Zahlen
I zwischen —2° und 2°. Da die Anzahl dieser Zahlen gleich 2° ist, gibt es zu jedem
derartigen | genau ein o € {0,1}* mit A, = .
Beweis: (i) Wir beweisen das durch Induktion nach der Linge s von o. Die Aussage
ist fiir s = 1 richtig, denn wegen 2.1(i) ist A9 —2By =3 =1+2! =1 — 152! =
sowie A1—231 :—1:1—21 :1—1]121 :Cl.

Wir nehmen nun an, dass fiir o der Lange s alles bewiesen ist. Wir zeigen, dass die
Gleichung dann auch fiir 0o und 1o gilt. Das folgt aus Lemma 8.1 (ii)-(iv):

Aoy — 2By, = (1—2A4,)—2(—1-2B,)
= 3-2(A, —2B,)
= 3-20C,
= 3-2(1 —v,2%)
- 1+ U02s+1
= 1—0,2°t!
= Coo-

Der Beweis fiir A1, — 2By, = C1, verlduft analog.

(ii) Angenommen, es gilt k = ¢, (k). Dann ist k = A,m + B, + v,2°k, d.h. C,k =
A,m + B,. Nach Multiplikation dieser Gleichung mit 2 und Ersetzen von 2B, durch
Ay — C, folgt Cy(2k+1) = A,(2m + 1).

Alle diese Schritte lassen sich umkehren: C,(2k + 1) = A,(2m + 1) bedeutet

20,k =2A.,m+ A, — C, =2A,m + 2B,,

woraus nach Teilen durch 2 die Gleichung C,k = A,m + B, d.h. ¢, (k) = k folgt.
(iii) Allgemein gilt: Ist A, > 0, so ist B, < 0; und ist A, < 0, so ist B, > 0.
Das folgt wieder durch Induktion unter Verwendung von Lemma 8.1. (Beachte: Alle
A, sind ungerade und folglich von 0 verschieden.) Mit (i) folgt, dass A, und C, das
gleiche Vorzeichen haben. Der Zusatz ergibt sich dadurch, dass v, genau dann positiv
ist, wenn N (o) gerade ist.

(iv) Die Aussage stimmt fiir s = 2, da Agp = —1 und Ajo = 1 gilt. Fiir groBere s
machen wir einen Induktionsschluss unter Verwendung von 2.1(ii). Wir nehmen an,
dass |A,| < 257! — 1, wobei s > 2 und o1 = 0. Dann ist fiir beliebige 0,11 € {0,1}

Ao o] = 24, — 1] <204, +1<2° — 1.
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(v) Fir s = 2 folgt die Aussage aus Ap; = 3 und A;; = —3. Diesmal geht der
Induktionsschluss so:

Ag. ool = 24, — 1] > |24, —1 > 2° + 1.

(vi) Esist Ag =1 und A; = —1, die Aussage ist also fiir s = 1 richtig. Angenommen,

sie stimmt fiir ein festes s. Wir zeigen, dass sie dann auch fiir s + 1 gilt. Sei dazu [

eine ungerade Zahl zwischen —25*! und 2511, Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall 1: 1 = 1 mod 4.. Dann ist I := (I +1)/2 ungerade, und I’ liegt zwischen —2° und

2%. Nach Induktionsannahme gibt es ein o der Lange s mit A, =I’. Dann ist (wegen

21(ii) =2 —1=24, — 1= Ay,.

Fall 2: 1 = 3 mod 4. Diesmal ist I’ := (I — 1)/2 ungerade, und —2° < I’ < 2°. Wahle

omit A, = —0U'.Dannist | =2I' +1=1—-2A, = Ay,. dJ
Es folgt die wichtigste Vorbereitung. Wir werden die Ordnung von ¢ dadurch be-

stimmen, dass wir die zugehdrigen Zykellangen ausrechnen. Dazu analysieren wir im

folgenden Lemma, wie man ®*(k) = k charakterisieren kann. Um k& = m brauchen wir

uns nicht zu kiimmern, denn wegen ®(m) = m ist fiir diese Zahl alles klar.

Lemma 8.3: Es sei k € {0,...,m — 1}. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) ©°(k) = k.

(ii) Es gibt ein o € {0,1}* mit C,(2k+ 1) = A;(2m + 1).

(iii) 2°(2k+1) = (2k+1) mod (2m+1) oder 2°(2k+1) = —(2k+1) mod (2m+1).

Beweis: ,,(i)=(ii):" Sei ®*(k) = k. Bei der Berechnung von ®(k), ®2(k),...wird 1

oder 11 verwendet, und die konkrete Reihenfolge erzeugt ein Element aus {0,1}*.
Etwas praziser sieht es so aus. Definiere oy := 0, falls 2k < m, und oy := 1, falls

2k > m. Betrachte dann k; := ®(k) und setze o9 := 0, falls 2k; < m bzw. o9 := 1,

falls 2k1 > m. Auf diese Weise erhilt man o := o --- 01, und wegen ®°(k) = k ist
¥y (k) = k. Wegen Lemma 2.2(ii) heiBt das C,(2k +1) = A,(2m + 1).

. (ii)=(i):" Dieser Beweisteil ist der entscheidende Baustein zur Analyse der Ordnung
von ®. Er besagt, dass ein o mit C,(2k+1) = A,(2m+1) genau diejenigen o; enthilt,
die man bei der Berechnung von ®*(k) braucht.

Wir beginnen also mit einem o, fiir das C,(2k + 1) = A,(2m + 1) gilt.

Behauptung 1: ®(k) = 14, (k). Anders ausgedriickt: Die erste (ganz rechts stehende)
Komponente von o ist die, die auch fiir die Berechnung von ®(k) verwendet wird. Wir
missen also zeigen: Ist 07 = 0, so ist 2k < m, und im Fall o7 = 1 gilt 2k > m. Wir
konzentrieren uns zunichst auf den Fall s > 2, um Lemma 8.2 (iv)(v) verwenden zu
konnen.

Angenommen, es ist 01 = 0. Dann ist wegen 2.2(iv) |A,| < 257! — 1, und folglich
gilt
< | < 1
- 251 2

2k +1 _‘&
2om+1  1C,

Das impliziert 2k < m.
Im Fall o1 = 1 wissen wir, dass |A,| > 2571 + 1 gilt. Es folgt

257141 1
>Z2 TS
- 2541 >2’

2k +1 _‘Ag

2m + 1 CT,
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und daraus kann man 2k > m schlieBen.

Es fehlt noch eine Diskussion des Falls s = 1. Die Gleichung vg(k) = k bedeutet
k=m —1—2k, d.h. 3k = m — 1. Und fiir solche k ist wirklich 2k < m. Ist dagegen
¥1(k) = 2k —m =k, so folgt kK = m, und insbesondere ist 2k > m.

Behauptung 2: Fiir allet = 1,...,s ist ®'(k) = %,0,_,-..c,- Der Fall £ = 1 entspricht
gerade der vorstehenden Behauptung 1. Wir erldutern die Idee fiir die weiteren ¢ am
Fall ¢ = 2. Wir setzen (ii) voraus, wegen Lemma 8.2 (ii) heiBt das 1, (k) = k. Oder
ausgeschrieben: v, o --- 01y, (k) = k. Wir wenden auf beide Seiten dieser Gleichung
1Yo, an und erhalten

11[}01 o 7/}05 ©:--0 11[}02 (1/’01 (k)) = 1/)01 (k)

Zur Abkiirzung setzen wir & := 0105 -+ 03 und k' := 9, (k). Wegen Behauptung 1
liegt & in {0,...,m}, und es gilt ¥5(k’) = k. Nun wenden wir noch einmal Be-
hauptung 1 an, diesmal fiir 6 und k’. Damit ist ¢,,(k’) = ®(k’), und das bedeutet
Voy0, (k) = ®2(k). Ganz analog werden die Fille t = 2,3, ..., s behandelt.

. (il)=(iii):" Wahle o gem&B Voraussetzung. Angenommen, es ist C, = 1 — 2%, Dann
folgt (1 — 2°)(2k + 1) = A,(2m + 1), und insbesondere ist (1 — 2%)(2k + 1) =
0 mod (2m + 1). Dann ist aber auch 2°(2k + 1) = (2k + 1) mod (2m + 1). Es kdnnte
aber auch C, = 1+2° gelten, dann wiirde (1+2°%)(2k+1) = A,(2m+1) die Gleichung
25(2k + 1) = —(2k + 1) mod (2m + 1) implizieren.

. (ii)=(ii):" Wir nehmen einmal an, dass 2°(2k + 1) = (2k 4+ 1) mod (2m + 1) gilt.
Es gibt also ein Zahl [ mit (2° — 1)(2k + 1) = I(2m + 1). Notwendig ist [ ungerade,
und es gilt 0 < I < 2°. Wahle ein ¢ € {0,1}* mit = = A, (Lemma 8.2(vi)).
Mit A, ist auch C, negativ (Lemma 8.2 (jii)), es ist also C, = 1 — 2% und folglich
Co(2k+1) = A,(2m + 1).

Falls 2°(2k+1) = —(2k+1) mod (2m+ 1) gilt, schreiben wir (142%)(2k+1) als
1(2m 4 1) mit einem ungeraden [, das echt zwischen 0 und 2° liegt. Diesmal wahlen
wir ein o € {0,1}* mit | = A,. Da A, positiv ist, gilt C, = 1+ 2%, d.h. wir erhalten
Co(2k + 1) = Ay (2m + 1). O

’ Das Hauptergebnis: eine Formel fiir die Ordnung von ® ‘

Im nachsten Satz tritt die Eulersche p-Funktion auf, die in der Zahlentheorie eine
wichtige Rolle spielt. Fiir n € N ist ¢(n) die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen in
{1,2,...,n — 1}. So ist zum Beispiel ©(6) = 2 (nur 1 und 5 sind teilerfremd), und
fiir Primzahlen p ist ¢(p) = p — 1. Alternativ kann man ¢(n) auch als die Anzahl der
multiplikativ invertierbaren Elemente im Ring (Z,,, +, ) einfiihren.

Satz 8.4 Sein € N und ® diejenige Permutation von {0,...,n — 1}, die dem Melk-
mischen entspricht. (Ab jetzt ersetzen wir m wieder durchn — 1.)

(i) Bezeichne fiir k € {0,...,n — 1} mit A\, (k)die Ldnge des zugehdrigen Zykels, also
das kleinste s, fiir das ®*(k) = k gilt. Dann ist \,(k) das kleinste s € N, fiir das
25(2k+1) = (2k+ 1) mod (2n — 1) oder 25(2k + 1) = —(2k + 1) mod (2n — 1) ist.
(ii) Fiir alle k € {0,...,n — 1} ist A\, (k) ein Teiler von \,(0).

(iii) Ist 2k + 1 teilerfremd zu 2n — 1, so ist A, (k) = A, (0).
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(iv) Die Ordnung von ®, also das kleinste s, fiir das ®° die Identitat ist, stimmt mit
A (0), also dem kleinsten s € N mit 2° = +1 mod (2n — 1), iiberein®).

(v) Die Ordnung von ® ist ein Teiler von ¢(2n — 1)/2.
Beweis: (i) Das folgt sofort aus Lemma 8.3 (iii).

(ii) Es sei Ay die Menge aller s € Z, fiir die 2°(2k + 1) = (2k + 1) mod (2n — 1)
oder 2°(2k + 1) = —(2k + 1) mod (2n — 1) gilt. Das bedeutet 2°(2k + 1) = £(2k +
1) in Zay—1. (Da 2 im Restklassenring Zo,,—1 invertierbar ist, sind auch negative s
zugelassen.) Ay ist offensichtlich eine additive Untergruppe von Z. Wegen Lemma
8.3(i) ist s € Ak genau dann, wenn ®*(k) = k gilt, und daraus folgt, dass Ay mit
An(k)Z tbereinstimmt.

Man beachte nun, dass sicher Ay C Ay gilt, denn aus 2° = £1 mod (2n — 1) folgt
25(2k +1) = £(2k + 1) mod (2n — 1). Es ist also A\,(0)Z C A, (k)Z, und das geht
nur, wenn A, (k) ein Teiler von A, (0) ist.

(iii) In diesem Fall ist 2k+1 im Ring Zg,,—1 invertierbar. Man kann also aus 2°(2k+1) =
+(2k + 1) auf 2° = £1 schlieBen, und deswegen ist Ax = Ag.

(vi) Das folgt sofort aus (ii), denn die Ordnung einer Permutation ist das kleinste
gemeinsame Vielfache der Zykelldngen.

(v) Es gibt ¢(2n — 1) Elemente in der multiplikative Gruppe Z3,,_; der invertierbaren
Elemente von Zs,—1. Da die Untergruppe {—1,+1} C Z3,_, zwei Elemente hat,
besteht die Quotientengruppe @ := Z3,_,/{—1,+1} aus p(2n — 1)/2 Elementen.
Nun ist 2° = £1 gleichwertig dazu, dass die s-te Potenz der zur 2 gehdrige Klasse [2]
in @ gleich dem neutralen Element ist. Anders ausgedriickt: Es ist A,(0) gleich der
Ordnung von [2] in Q. Nun muss man sich nur noch daran erinnern, dass die Ordnung
eines Elements ein Teiler der Elemente-Anzahl der Gruppe ist. O

’ Folgerungen und offene Fragen

AbschlieBend wenden wir uns der Frage zu, welche maximalen und welche minimalen
Ordnungen fiir ® auftreten konnen. Die kleinsten Werte werden bei Zahlen der Form
2% und 2% 4 1 erreicht:

Satz 8.5: Bezeichne mit log, n den Zweierlogarithmus von n. Stets ist die Ordnung
von ® groBer oder gleich |logy, n| + 1, dabei steht, fiir x € R, |x] fiir die gréBte ganze
Zahl k mit k < x.

Genauer gilt: Ist n von der Form 250 oder 2°° 41 fiir ein sg € N, so ist die Ordnung
gleich s + 1 = |logy n| + 1, und andernfalls ist sie mindestens gleich |log,n| + 3.

Beweis: Im Fall n = 2% ist 2n — 1 = 2%%!1 — 1. Damit ist sg + 1 das kleinste s, fiir
das 2° = 41 in Zs, 1 gilt. Ganz analog wird der Fall n = 2% + 1 behandelt.

Ist n nicht von dieser Form, so liegt n echt zwischen 2% + 1 und 250+l \wobei
so = |logyn|. Damit ist 20! + 1 < 2n — 1 < 2%%2 — 1. Deswegen ist keine der
Zahlen 21,22 ... 250+l 250%2 kongruent 41 oder —1 modulo 2n — 1, und das beweist

3)Fiir das Melkmischen besagt das iibrigens: Sobald die am Anfang oberste Karte wieder oben liegt,

ist die Originalreihenfolge wiederhergestellt.
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die Behauptung. (Es ist moglich, dass die Ordnung gleich s + 3 ist. So gehort zu
n = 11 etwa die Ordnung 6, und im Fall n = 22 hat ® die Ordnung 7.) (]

Die Frage nach den n mit maximaler Ordnung ist weit schwieriger zu beantworten.
Wir beginnen mit einer Charakterisierung:

Satz 8.6: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Die Ordnung von ® ist maximal, also gleich n — 1.

(ii) 2n. — 1 ist eine Primzahl, und s = n — 1 ist die kleinste natiirliche Zahl, fiir die
2% =1 oder 2° = —1 im Kérper Zioy,_1 gilt.

Beweis: Wir setzen zunichst (i) voraus. Ware 2n — 1 keine Primzahl, so wiissten wir,
dass ¢(2n — 1) < 2n — 2 gilt. Da die Ordnung von @ ein Teiler von ¢(2n — 1)/2 ist,
ware sie im Widerspruch zur Voraussetzung kleiner als n — 1. Dass 2° = +1 erst fiir
s =mn—1 gelten kann, folgt aus Satz 8.4 (iv). Mit diesem Teil des Satzes ist auch klar,
dass (i) aus (ii) folgt. O

Wenn man die Ordnungen mit dem Computer ausrechnen l3sst, so zeigt sich, dass
bis zur GroBenordnung einiger Millionen etwa 7 Prozent der Zahlen maximale Ordnung
haben. Man kann sich fragen, ob das unendlich oft vorkommt. Die Antwort ist offen,
wir kdnnen nur die folgenden zwei Teilergebnisse prasentieren:

Satz 8.7: Es sei p eine Sophie-Germain-Primzahl, d.h. p und 2p + 1 sind Primzahlen.
Dann hat ® fiir n = p+ 1 maximale Ordnung.

Beweis: Sei p eine derartige Primzahl und n := p + 1. Dann ist Zs,—1 = Zop4+1 €in
Korper, und ¢(2n — 1)/2 = p. Die Ordnung von & ist ein Teiler von p und sicherlich
nicht gleich 1. Sie ist also gleich p = n — 1 und folglich maximal. O

Zum Beispiel ist 11 eine Sophie-Germain-Primzahl, und das erklart, warum die
Ordnung von @ fiir n = 12 maximal ist (vgl. die Tabelle auf Seite 88). Es ist unbekannt,
ob es unendlich viele Sophie-Germain-Primzahlen gibt, und deswegen bleibt die Frage
offen, ob maximale Ordnung unendlich oft vorkommt.

Fiir den folgenden Satz ist an einen wichtigen Begriff aus der Zahlentheorie zu
erinnern. Ist k ein beliebiges invertierbares Element in einem Restklassenring Z,,, so sind
auch alle Potenzen invertierbar. Die Zahlen k, k2, k3, ... werden also gewisse Elemente
der Z7 durchlaufen, und da diese Gruppe endlich ist, wird irgendwann k° = k sein.
In gewissen Fillen ist es so, dass alle Elemente aus Z; durch Potenzen von k erzeugt
werden. Dann heiBt &k eine Primitivwurzel modulo n.

Als Beispiel betrachte man die Z3. Die Potenzen der 3 sind 3,2,6,4,5,1,3: Alle
Elemente der Z3 werden getroffen, 3 ist also eine Primitivwurzel. Die Potenzen der 4
dagegen sind 4,2,1. Die Gruppe wird nicht erzeugt, und folglich ist 4 keine Primitiv-
wurzel.

Satz 8.7: Die Primzahl p sei als p = 2n — 1 geschrieben, und die Zahl 2 sei Primitiv-
wurzel fiir p. Dann hat ® fiir dieses n maximale Ordnung.

Beweis: Nach Voraussetzung ist ist die Ordnung der 2 in der multiplikativen Gruppe
Zy, gleich p — 1. Erstmalig fiir s = p — 1 wird also 2° = 1. Dann kann es aber kein
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s<(p—1)/2 mit 2° € {—1,+1} = 1 geben, denn das wiirde 2% =1 mit 2s <p — 1
implizieren.

Wir miissen zeigen, dass erstmals fiir s = n — 1 die Gleichung 2° = +1 in Zs,_1 =
Z, erfillt ist. Dan—1 = (p—1)/2 gilt, folgt das aus der vorstehenden Beobachtung.[]

Beispiele, bei denen 2 Primitivwurzel fiir die Primzahl 2n — 1 ist, sind n = 6,7, 10,
15,19,27, ..., doch leider weiB man nicht, ob es unendlich viele p gibt, fiir die 2 Primi-
tivwurzel ist. Dieses Problem hdngt mit der beriihmten Artin-Vermutung zusammen:
»Jede ganze Zahl a # —1, die kein Quadrat ist, ist Primitivwurzel fiir unendlich viele
Primzahlen p".

Fiir die hier betrachtete Frage wiirde es sogar reichen, dass 2 so etwas wie eine ,, hal-
be Primitivwurzel* ist: Die von 2 erzeugte zyklische Gruppe muss wenigstens (p —1)/2
Elemente enthalten. (Das ist — neben den Fillen, bei denn 2 wirklich eine Primitivwur-
zel ist — fir n = 12,24,36,52,..., d.h. p = 23,47,71,103,..., der Fall.) Aber auch
fiir diese abgeschwachte Form der Artin-Vermutung scheint es ein offenes Problem zu
sein, ob unendlich viele p diese Eigenschaft haben.

Es ist offensichtlich, dass in einer Gruppe G die Elemente g und g~ die gleiche
Ordnung haben. Interessanter Weise spielt ®~!, die inverse Permutation zum Melk-
mischen, ebenfalls eine gewisse Rolle in der Zauberei. Man spricht vom Mongemischen,
es ist nach dem franzésischen Mathematiker Gaspard Monge (1746 — 1818) benannt,
der sich auch als Zauberer betatigt hat. Das Mongemischen eines aus n Karten beste-
henden Kartenstapels geht im Fall von geradem n so: Karten in die linke Hand; die
oberste von links nach rechts; die jetzt oberste von links unter die Karte in der rechten
Hand; die ndchste von links auf die Karten der rechten Hand; usw., immer abwechselnd
unter und iiber den rechten Stapel, bis alle Karten gewandert sind. (Im Fall ungerader
n wird die zweite Karte auf die Karte in der rechten Hand gelegt. Danach geht es wie
beschrieben weiter, immer abwechselnd unter und iiber die Karten der rechten Hand.)

Quellen

Dieses Kapitel beruht auf meiner Arbeit ,,Vom Kartenmischen zur Artinvermutung",
die in den Mathematischen Semesterberichten 62 (2015) verdffentlicht wurde. Der am
Anfang zur Motivation der Untersuchungen beschriebene Zaubertrick steht in mei-
nem Buch , Der mathematische Zauberstab" im Abschnitt ,, Das Prinzip des bekannten
Abstands".



Kapitel 9

Fibonacci zaubert
mit quadratischen Resten

Fibonaccizahlen sind in vielen mathematischen Teilgebieten anzutreffen, hin und wieder
auch dort, wo man es nicht erwartet hitte (vgl. zum Beispiel Kapitel 12 in diesem Buch).

Leonardo Fibonacci. 1170 bis (etwa) 12401).

Ausgangspunkt des vorliegenden Kapitels ist ein Zaubertrick, in dem sie — ein biss-
chen versteckt — auftreten. Die dem Trick zugrundeliegende Mathematik kann leicht
erklart werden. Wenn man allerdings den Hintergrund verstehen mochte, kommt man
recht schnell zu etwas anspruchsvolleren Bereichen der Zahlentheorie: Es werden Eigen-
schaften von quadratischen Resten sein, durch die man das Verhalten der Fibonaccifolge
versteht, wenn modulo einer Primzahl gerechnet wird.

Der Effekt
Ein Raster fiir 16 Zahlen ist vorbereitet:

Ein Zuschauer sucht sich 2 Zahlen zwischen 1 und seiner Gliickszahl 7 aus und
schreibt sie in die ersten beiden Felder. Fast alles ist erlaubt, nur die Wahl 7,7 ist nicht
zul3ssig. Mal angenommen, er méchte mit 1 und 3 starten:

DQuelle: | benefattori dellumanitd, vol VI, Firenze, Ducci, 1850, Wikimedia Commons.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
E. Behrends, Mathematik und Zaubern: Ein Einstieg fiir Mathematiker, DOI 10.1007/978-3-658-17505-4 9
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HEEIEEEEEEEEEEEN

Nun wird die Regel erklart: In das jeweils nichste Feld kommt die Summe der vorher-
gehenden Felder. Sollte die Summe allerdings groBer als 7 sein, wird 7 abgezogen.

In unserem Beispiel geht es dann so weiter:

(1[3[4f7[4[4]1[5]6][4[3][7[3][3[6]2]

Nun soll der Zuschauer alle Zahlen addieren,es kommt 63 heraus. Und diese Zahl steht
auch auf einem Zettel, den der Zauberer aus einem verschlossenen Vorhersageumschlag
zieht.

Die Mathematik im Hintergrund

Wie immer, wenn es um vergleichsweise kleine Zahlen geht, kann man einfach alle
M©oglichkeiten durchprobieren: Wenn man systematisch alle 48 Méglichkeiten behan-
delt, die ersten beiden Paare zu wihlen, so ist die Summe immer 63 (Es gibt 7-7 = 49
Paare, die aus Elementen der Menge {1,2,3,4,5,6, 7} gebildet werden, aber das Paar
(7,7) ist nicht zugelassen.)

Etwas eleganter ist es schon zu beobachten, dass unsere oben betrachtete Folge peri-
odisch ist. Die nachsten beiden Zahlen waren namlich 1 und 3 gewesen, es geht also
wieder von vorne los. Und das bedeutet, dass 63 nicht nur beim Start mit 1,3 her-
auskommt, sondern auch beim Start mit irgendwelchen benachbarten Zahlen in dieser
Folge: beim Start mit 3,4, mit 4,7 usw. Das sind 16 mogliche Anfangspaare (das letzte
ist 2,1, das bei periodischer Fortsetzung der Folge entsteht), also schon ein Drittel der
moglichen Kandidaten. Nun wird das Ganze mit einem Paar wiederholt, das noch nicht
auftrat, etwa mit 6, 7:

(6]7[6[6]5]4[2[6]1[7[1[1]2[3[5]1]

Auch hier ist die Summe 63, und auch diese Folge wiederholt sich nach 16 Schritten:
Das beweist die Aussage fiir weitere 16 Paare. Und nun starten wir noch mit 2, 2:

(2[2]4]6[3[2][5[7[5[5[3[1[4][5[2[7]

Und auch hier ist die Summe so wie vorhergesagt, und die noch fehlenden 16 Paare
kommen vor. Damit sind wirklich alle Paare erfasst.

Der Zusammenhang zu Fibonaccizahlen ist ein bisschen versteckt. Die Fibonacci-
folge (un)n=0,1,... ist doch so definiert: ug := 0,u1 := 1, und wp41 1= Up_1 + U, fir
n > 2. Bei unserem Zaubertrick sieht es ganz dhnlich aus. Die Regel , In das jeweils
nachste Feld kommt die Summe der vorhergehenden Felder; sollte die Summe allerdings
groBer als 7 sein, wird 7 abgezogen" ist doch die Regel ,,Rechne modulo sieben* in Ver-
kleidung. Und wirklich hatte man vorschreiben kdnnen, dass in das jeweils ndchste Feld
die Summe der zwei vorhergehenden Felder modulo 7 kommt. Beide Vorschriften sind
sehr dhnlich: Um von der ersten zur zweiten zu kommen, muss man nur jede 7 durch
eine 0 ersetzen. Und da das in allen drei Beispielfolgen genau zweimal vorkommt, wird
sich die Summe um 7+7 = 14 unterscheiden. Statt 63 wiirde also stets 49 vorkommen,
was einige Zuschauer misstrauisch machen konnte, denn 72 = 49,
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Kurz: Fiir Zaubertricks ist die obige Regel besser, fiir das mathematische Verstand-
nis die Regel z,,11 := x,,—1 + x,, mod 7. Doch was ist das Besondere an der Zahl 77
Darum wird es im Folgenden gehen.

Das Problem lIasst sich wie folgt beschreiben. Gegeben sei eine Zahl m. Kann man
dann Zahlen v € N und S mit der folgenden Eigenschaft finden?

e a,b € {0,...,m — 1} seien ganz beliebig auswahlt, nur die Wahl a = b =0
ist verboten. Definiere dann z¢ := a, 21 := b und weiter rekursiv x,,;1 =
(Tp—1 + x,) mod m.

e Dann ist die Summe der ersten ~ Elemente dieser Folge, also die Zahl zq + 1 +
-+ xy_1, immer gleich S.

Im Zaubertrick kam ein erstes Beispiel vor: Man kann m = 7 und v = 16 wahlen,
dann hat S = 49 die gewiinschte Eigenschaft. Ungewdhnlich an diesem Problem ist
das parallele Auftreten verschiedener algebraischer Strukturen. Bei der Definition von
Zo,T1,... rechnen wir im Restklassenring Z,,,, die Summe der ersten v Elemente wird
aber in Z bestimmt.

Die Untersuchungen werden etwas einfacher sein, wenn Z,, bzgl. Addition und
Multiplikation nicht nur ein Ring, sondern sogar ein Korper ist. Das ist bekanntlich
genau dann der Fall, wenn m eine Primzahl ist. Wir werden also ab sofort eine Primzahl
p fixieren und im Koérper Z,, arbeiten. Dabei kénnen wir uns auf ungerade Primzahlen
konzentrieren, denn fiir p = 2 kann man schnell nachrechnen, dass v = 3 und S = 2
geeignet sind.

Der weitere Aufbau ist wie folgt:
e Einige allgemeine Eigenschaften der Fibonaccifolge.
e Die Fibonaccifolge modulo p.

e Die Periode.

Quadratische Reste.

Primzahlen, bei denen man etwas iiber die Losbarkeit der Gleichungen 2 =5
und 22 = —1in Zp, weiB.

Das Hauptergebnis.

Eigenschaften der Fibonaccifolge ‘

Die Fibonaccifolge sei wie oben definiert. Dann gilt:
Lemma 9.1: Bezeichne mit P und @ die Matrizen

0 1 _ -1 1
P:<1 1)’ Q:Plz( 1 0)‘

(i) Esist P = ( Un—1 Un ) Q"= (1" < Yntl  ~ln > fir n > 0.

Up, Un+1 —Up Up—1
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(ii) Es seien r und s die Lésungen der quadratischen Gleichung 2% —z — 1:

Lo EVE 15
o2 T 9

Dann ist u, = (r™ — s™)/V/5.
(iii) Fiir alle n > 1 gilt

()0}

man beachte, dass das fiir jedes n eine endliche Summe ist, denn () = 0 fiir n < m.

Beweis: (i) und (ii) kdnnen leicht durch vollstandige Induktion bewiesen werden, man
muss sich nur an die Definition der u, erinnern und die Gleichungen r2 = r + 1,
s? = s+ 1 beachten.

(iii) Aus (i) schlieBen wir
A () et (e

Uy = =

V5 275

Wenn man in dieser Gleichung die bekannte Formel

n__ _.n n n—1 n n—2 n 1, n—1 n
(x4+y)" == +(1>x y+<2)m ye+ +(n_1>xy +y

ausnutzt, so werden nur die Binomialkoeffizienten (T.L) mit ungeradem j iiberleben.
Man muss dann nur noch die verbleibenden Summanden vereinfachen. (]

Die Fibonaccifolge modulo p‘

Sei p eine ungerade Primzahl, wir wollen die Potenzen von P und @Q modulo p berech-
2)
nen</.

Achtung: Ab jetzt wird bis auf Widerruf ausschlieBlich in Z,, gerechnet!

Lemma 9.2: Es sei n € N, und es gebe ein ¢ € Z,, so dass P" das c-fache der
Einheitsmatrix Id ist.

(i) Falls ¢ = 1 oder ¢ = —1 (= p — 1) gilt, so ist n eine gerade Zahl. Wir schreiben
n =2l

(i) Angenommen, es ist ¢ = 1, d.h. P™ = Id; wegen (i) ist n = 2I. Falls [ gerade ist, so
ist P! die Matrix Id oder die Matrix —Id. Ist dagegen [ ungerade, so hat P! die Form

< " —2r ) wobei r € Z,, ein Element mit 5r2 =1 mod p ist.

—2r —r
(iii) Auch im Fall ¢ = —1 kénnen wir n wegen (i) als 2! schreiben. Ist I ungerade, so
hat P! die Form 7 - Id mit einem r € Z,, fiir das 12 = —1 gilt. Ist | gerade, so gilt
Pl = ( —;7“ —_2;“ > mit einem r € Z,, das der Bedingung 5r2 = —1 geniigt.

2)Dazu sind alle 4 Eintrige der jeweiligen Matrixpotenz modulo p zu bestimmen.
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(iv) n = 2l sei gerade, und P™ = ¢-Id, Dann ist c =1 oder ¢ = —1.
Beweis: (i) Angenommen, n wire ungerade, also n = 21+1. Die Gleichung P?*1 = c.Id

impliziert (wenn wir sie mit Q'T! multiplizieren und beachten, dass PQ = Id gilt)
Pl =c- Q" Wegen Lemma 9.1(ii) wire dann

( Ur—1 uj ) _ c(_l)l+1 ( Up4+2 —Uj+1 )
U U —wg1 W

Daraus wiirde u; = c(—1)""2u;y 1 und uy 1 = (1)1, folgen, d.h. u; = (—1)2+3c2qy,
= —uy. Es wire also u; = u;41 = 0. (An dieser Stelle haben wir ausgenutzt, dass p > 2
ist, denn wir haben aus 2u; = 0 auf u; = 0 geschlossen. Unter unseren Voraussetzun-
gen geht das, denn 2 # 0 in Z,.) Das kann aber nicht sein, denn aus u; = ;41 =0
wiirde ui = 0 for k > [ folgen, ein Widerspruch zur Gleichung P™ = c- Id.
(i) Aus P?! = Id folgt (nach Multiplikation dieser Gleichung mit Q') P! = @', und
Lemma 9.1(i) impliziert w; = (—=1)"*1w; und w41 = (=1)'w;_;. Wenn [ gerade
ist, folgt daraus u; = 0 sowie u;4+; = u;_1, die Matrix P! ist also ein Vielfaches der
Identitit: P! = d-1d. Das Quadrat dieser Matrix, d2-Id, ist gleich Id nach Voraussetzung.
Es gilt also d> = 1 in Z,,. Doch Z,, ist nullteilerfrei, wegen 0 = d*> —1 = (d — 1)(d+1)
muss also d = 1 oder d = —1 gelten.

Wir nehmen nun an, dass [ ungerade ist. Dann muss w; 11 = —u;—1 sein, also
w = (upy1 —wi—1) = —2u;_1. Mit 7 := u;_; hat P! also die Form ( —gr __2: )
Die Gleichung 5r% = 1 folgt aus

2
e r  —=2r (5?0 B
(7)) _( —2r —r ) _( Or 572 >_Id'

(iii) Diese Aussagen beweist man ganz analog.

(iv) Die Voraussetzung impliziert P! = c¢Q', und daraus schlieBen wir u; = ¢(—1)!*1y;
sowie uj_1 = c(—l)lulH. Da Z, nullteilerfrei ist, kénnen wir im Fall u; # 0 folgern,
dass 1 = ¢(—1)"*1, also ¢ = (—1)"*1 € {—1,1}, gelten muss. Sollte u; = 0 gelten, so
folgte u; 11 = u;_1, also u;11 = ¢(—1)"u;, 1. Dabei kann u;1; nicht Null sein, denn

das wiirde (zusammen mit w; = 0) 0 = w; = w41 = U2 = --- implizieren, ein
Widerspruch zu P?' = Id. Wieder kann man also kiirzen, in diesem Fall ist ¢ = (—1)'.
O

Es sei v = v(p) die kleinste natiirliche Zahl m mit der Eigenschaft P™ = Id.
(Achtung, wir rechnen modulo p.) v ist gerade die Ordnung von P in der Gruppe der
invertierbaren Matrizen mit Eintragen in Z,,.

Aus Lemma 9.1 (i) folgt sofort, dass (u, mod p) y-periodisch ist und dass v die
kleinste natiirliche Zahl m ist, fiir die w4 = u, mod p fiir alle n gilt. Lemma 9.2 (i)
garantiert, dass vy eine gerade Zahl ist. Dieses ~ ist unser Kandidat fiir das + aus
dem oben beschriebenen Problem. Jetzt miissen wir ,,nur" noch herausbekommen, fiir
welche p die Summe der ersten v Elemente in der Folge g = a,21 = b,...,z;41 :=
Zi—1 + X4, ... immer die gleiche ist, egal, wie (a,b) # (0,0) gewahlt waren.
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Weiter oben, auf der zweiten Seite dieses Kapitels, haben wir schon ausgerechnet,
dass die Periode im Fall p = 7 gleich 16 ist.

’ Quadratische Reste ‘

In Lemma 9.2 spielten doch Zahlen eine Rolle, die gewisse quadratische Gleichungen
in Z, 16sen: In Lemma 9.2 (ii) tauchte ein 7 mit 572 = 1 auf, und in Lemma 9.2 (iii)
wurde unter gewissen Voraussetzungen ein r mit 72 = —1 gefunden.

In Z sind diese Gleichungen sicher nicht Iosbar, denn il/\/g ist irrational und
alle Quadrate sind nicht negativ. In Z, kann das aber durchaus vorkommen. So ist
5-3%2 =45 =1in Zy1, und es gilt 62 = —1 in Z3;. Die Gleichungen miissen aber nicht
immer |6sbar sein. Zum Beispiel findet man kein r € Z7 mit 5-72 = 1 und auch kein
r € Z7 mit r?> = —1. Doch wann geht es, und wann geht es nicht?

Es handelt sich um ein altehrwiirdiges Problem der Zahlentheorie, erste tiefliegende
Ergebnisse stammen von Leonhard Euler (1707 bis 1783) und Carl Friedrich GauB (1777
bis 1855).

Euler und GauB3) .

Hier die zugehorige Definition: Eine Zahl b € Z, heit quadratischer Rest mo-
dulo p, wenn es ein a € Z, mit a®> = b (in Z,) gibt. In diesem Fall schreibt man
(%) =1, und wenn es kein derartiges a gibt, wird das durch (%) = —1 ausgedriickt.
Aus typographischen Griinden werden wir im Folgenden allerdings (b|p) = 1 bzw.
(b|p) = —1 schreiben. Wir haben zum Beispiel schon bemerkt, dass (—1|37) =1 und
(—1]7) = —1 gilt.

Sind z,y invertierbare Elemente in Z,, so stimmt doch (wie in allen Kérpern)
(1/z)(1/y) mit 1/(zy) iiberein. Damit folgt aus 22 = 1/5, dass (1/z)? = 5 gilt.
(Beachte, dass 5 in Z,, fiir p > 5 invertierbar ist.) Kurz: Die Frage nach der Existenz
eines r mit 5- 72 = 1 ist gleichwertig zur Frage, ob (5|p) = 1 ist. Fortschritte bei der
Losung unseres Problems hingen wegen Lemma 9.2 also damit zusammen, ob (5|p)
bzw. (—1|p) plus oder minus Eins ist.

Die folgenden Tatsachen iibernehmen wir als Bausteine. Beweise findet man in
Biichern iiber Zahlentheorie.

e (a|p) =a?~Y/2 mod p fiir alle ungeraden Primzahlen p und a # 0 in Z,.

3)Quellen: Gemailde von Gottlieb Biermann, Universitdt Géttingen (Sternwarte Gottingen), Foto: A.
Wittmann (GauB); Foto: Georgios Kollidas / stock.adobe.com (Euler)
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e Die Primzahlen p mit (5| p) = —1 sind genau die Primzahlen p mit p = 3 mod 10
oder p = 7 mod 10, alsop = 3,7,13,17,23,37, . ... Folglich gilt (5| p) = 1 genau
dann, wenn p = 1 mod 10 oder p = 9 mod 10, also p = 11, 19,29, 31,41, ....

e Fiir eine ungerade Primzahl p gilt (—1|p) = —1 genau dann, wenn p = 3 mod 4,
und (—1]p) = 1 ist genau dann richtig, wenn p = 1 mod 4.

e (5|p) = —1 und gleichzeitig (—1|p) = —1 (d.h. p = 3,7mod 10 und p =
3 mod 4) gilt genau dann, wenn p = 3 mod 20 oder p = 7 mod 20. (Ahnliche
Charakterisierungen lassen sich leicht fiir alle Fille (5|p) = £1 und (—1|p) =
+1 finden.)

e Ist p eine Primzahl, so gilt a?~! =1 fiir alle a € {1,...,p — 1}. (Das ist der so
genannte , kleine Satz von Fermat®.)

Bemerkungen: 1. Dass a?~1/2 in {—1,1} liegt, folgt leicht aus dem kleinen Satz von
Fermat, denn Z,, ist als Korper nullteilerfrei, und mit z := a®~1/2 gilt (z—1)(z+1) =
2?2 —1 = 2P~! — 1 = 0. Damit ist allerdings noch nicht gezeigt, dass diese Zahl mit
(a|p) tbereinstimmt.

2. Zur lllustration kann man sich noch einmal unsere Beispiele ansehen: Es ist 5° = 1
in Z11 und deswegen gilt (5|11) = 1; und diese Aussage folgt auch daraus, dass 11
weder 3 noch 7 modulo 10 ist. Und so weiter.

’ Primzahlen, fiir die (5|p) = (—1|p) = —1 gi/t‘

Wir konzentrieren unsere Untersuchungen nun auf Primzahlen, fiir die die Gleichun-

gen 22 =5und 22 = —1 in Zy, nicht lésbar sind. Das sind, wie schon erwdhnt, die
Primzahlen p, fiir die p = 3 mod 20 oder p = 7 mod 20 gilt: 7,23,43,47,. ...
Lemma 9.3: p sei eine ungerade Primzahl mit (5|p) = —1. Dann gilt PPt =

— Id mod p, und es folgt, dass v ein Teiler von 2(p + 1) ist.

Beweis: Wenn wir die Darstellung der Fibonaccizahlen in Lemma 9.1 (iv) mit 271
multiplizieren, erhalten wir

2"y, = <T) +5(§> +5° (Z) T

und diese Gleichung enthdlt nur ganze Zahlen. Wir betrachten sie modulo p fiir die
speziellen Werte n =p und n =p + 1.

Sei zundchst n = p. Die linke Seite ist gleich u, mod p. Dabei wird erstens der
kleine Satz von Fermat ausgenutzt (2 # 0, also 2"~ = 1 in Z,), und zweitens ist
wichtig, dass die Abbildung x — x mod p multiplikativ ist.

Fiir die Berechnung der rechten Seite ist die Beobachtung wichtig, dass alle (Z)
mit 0 < k < p den Faktor p enthalten: Weil p eine Primzahl ist, kiirzt sich p bei der
Berechnung von (}) = p(p — 1)+ (p — k + 1)/k! nicht weg?.

Das bedeutet, dass alle Summanden auf der rechten Seite mit Ausnahme des letzten
0 in Z,, sind. Dieser letzte ist gleich 57~1)/2(P), wobei der erste Faktor gleich (5|p)
und folglich gleich —1 ist; der zweite ist Eins. Deswegen gilt u, = —1 mod p.

4)Diese Tatsache war auch in den Kapiteln 5, 6 und 7 wichtig.
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Und jetzt werten wir die Gleichung fiir n = p 4+ 1 aus. Modulo p ist die linke
Seite gleich 2u,1 mod p, denn 27~1 = 1. Die Analyse der rechten Seite ist etwas
komplizierter. Es gibt die gleiche Anzahl von Summanden wie im Fall n = p, diesmal
sind es die Summanden 5*=1/2(P+1) fiir k = 1,3,5,...,p. Fiirk = L steht p+1=1
da, und fiir k = p erhalten wir (p + 1)5=1/2 = —1. (Dabei haben wir wieder
ausgenutzt, dass 5(P~1)/2 = (5| p) = —1 nach Voraussetzung gilt.) Bei der Berechnung
der noch ausstehenden Binomialkoeffizienten

(p:l) (p+ 1)

(p+1—k)k

steht im Z3hler stets ein p, das sich nicht wegkiirzt (denn p ist Primzahl). Stets ist also
p als Faktor enthalten, und deswegen sind alle diese Summanden 0 in Z,. Zusammen
heiBt das: 2u,+1 =1 —1=0. Und da 2 invertierbar ist, folgt u,11 = 0.

Nun muss man sich nur noch an Lemma 9.1 (i) erinnern. Danach ist PP™! = —Id.
Es folgt P2(»*+1) = Id, die Zahl 2(p + 1) liegt also in {k | P* = Id}. Diese Menge
besteht aber aus den ganzzahligen Vielfachen von ~, und das beweist den Zusatz. [
Bemerkung: Im Fall (5|p) = —1 kommt es oft vor, dass wirklich v = 2(p + 1) ist.
Dann wollen wir sagen, dass p maximale Periode hat.

Es gibt allerdings auch Beispiele, fiir die v kleiner ist. Das kleinste derartige p ist
p =47 mit v = 32.
Die Periode v kann sogar viel kleiner sein als moglich. Fiir p = 967 etwa sagt unser
Satz nur voraus, dass 7 ein Teiler von 2(p + 1) = 1936 ist. Es gilt aber v = 176.

Nach Definition ist «y die kleinste Zahl m mit P™ = Id. Es ist also P? = Id, und
nach Lemma 9.2 (i) ist 7 eine gerade Zahl. Was kann man iiber P?/? sagen? Manchmal
wird diese Potenz von P gleich —Id sein, das ist aber nicht notwendig der Fall. Wir
behaupten:

Lemma 9.4: (i) Es gilt P"/2 = —Id genau dann, wenn v mod 4 = 0.

(if) Es sei (5|p) = —1. Dann ist P¥/? = —[d.

Beweis: (i) Wenn P?/2 = —Id gilt, so ist /2 wegen Lemma 9.2 (i) gerade, und des-
wegen wird v durch 4 teilbar sein. Nun gehen wir umgekehrt von P7 = Id aus. =y ist
gerade, und /2 kdnnte gerade oder ungerade sein. Ist es gerade, so gilt v = 0 mod 4.
Konnte es ungerade sein? Fiir diesen Fall sagt Lemma 9.2 (iii) voraus, dass man P7/2
als —gr __2: > schreiben kann, wobei r die Bedingung 572 = —1 erfiillt. Insbe-
sondere ist P7/2 nicht die Abbildung —Id, dieser Fall scheidet also aus.

(i) Wir wissen, dass P7 = Id gilt und dass +y eine gerade Zahl ist. Nach Lemma 9.2 (ii)
sind drei Falle moglich:

e /2 ist gerade, und P7/2 = Id.
e /2 ist gerade, und P?/? = —Id.

r —2r

e /2 ist ungerade, in diesem Fall ist P7/? = ( or  _p

) mit einem r, fir

das 572 =1 gilt.
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Fall 1 scheidet aus, denn + sollte ja der kleinste Exponent m sein, fiir den P™ = Id
gilt. Fall 3 ist auch nicht moglich, denn dann wire — wie weiter oben auf Seite 102
schon begriindet — (5| p) = 1. Bleibt Fall 2, und damit ist alles gezeigt. O

Als letzte Vorbereitung kiimmern wir uns um Nullen. Wie sieht zum Beispiel die
tibliche Fibonaccifolge 0,1,1,2,... modulo 7 aus, wenn uns die ersten 16 Elemente —
also die Elemente in einer Periode — interessieren? Wir erhalten

0,1,1,2,3,5,1,6,0,6,6,5,4,2,6, 1.

Es sind also zwei Nullen, und dieses Ergebnis erhalten wir immer fiir die hier inter-
essierenden Primzahlen:

Lemma 9.5: Sei v die Anzahl der Nullen in den ersten v Elementen der Fibonaccifolge
modulo p. Falls (5|p) = (—1]|p) = —1 gilt, so ist v = 2.

Beweis: Im vorstehenden Beweis haben wir gesehen, dass /2 gerade ist und dass
PY/2 = —Id gilt. Nun ist (Lemma 9.1(i)) P7/2 = ( “7/2=1 "/2 ) qp o o=

¢ ( ) Uyja Uy "
0. In der Folge (ui)ztol kommen also mindestens zwei Nullen vor.

Kdnnen es mehr sein? Wir betrachten die Menge aller £ € Z, fiir die P¥ ein
Vielfaches der Identitdt ist. Das ist eine additive Untergruppe von Z, sie hat damit die
Form kq-Z fiir ein geeignetes ko € N. Die Zahl /2 gehdrt dazu, es ist also v/2 = k- ko
fiir ein geeignetes k € N. Wir unterscheiden drei Fille:

e k=1, also k = k. Dann folgt die Behauptung: Gibe es ein 0 < I < /2 mit
u; = 0, so wire P! wegen Lemma 9.1 (i) diagonal und sogar ein Vielfaches von
Id. (Denn w;+1 = w; + uj—1 = w;—1.) Das geht aber nicht, da kg das kleinste
derartige [ ist. Damit gibt es keine weiteren Nullen zwischen o und u. /. Und
auch keine zwischen /o und u,_1, denn andernfalls ware mit P7/2 und P!
(wobei v/2 < I < 7) auch P! ein Vielfaches von Id, wenn man I := [ — /2
setzt. Und 0 < I’ < /2, ein Widerspruch.

e k=2, also 2ko = 7/2. Wire ky ungerade, so wiirde aus Lemma 9.2 (jii) folgen,
dass Pk = r1d, wobei 72 = —1. Solche r gibt es aber wegen (—1|p) = —1
nicht. ko muss also gerade sein, doch dann hatte (wieder wegen Lemma 9.2 (iii))
P*o die Form ( I

—2r —r
aber nicht, denn P*o sollte ja diagonal sein.

> mit einem r, fiir das 5% = —1 gilt. Das geht

e k > 2. Diesmal kommt Lemma 9.2 (iv) ins Spiel. Danach ist (mit [ := 2k;) die
Matrix P2 gleich Id oder —Id, also P* = |d. Das kann aber nicht sein, denn
41 < 2k - kg = v im Widerspruch zur Definition von 7.

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Das Hauptergebnis

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir den Grund dafiir angeben, warum bei dem
einleitend beschriebenen Zaubertrick die Summe iiber die ersten 16 Elemente der Folge
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Zo = a,x1 :=bund 11 := Tp_1 + x, mod 7 fiir beliebige a,b € Z7 mit (a,b) #
(0,0) immer gleich 49 war: Es liegt an (5|7) = (—1|7) = —1 und der Tatsache, dass
fir p = 7 die Periodenlange so groB wie moglich ist:
Satz 9.6: Sei p eine Primzahl mit (5|p) = (=1|p) = —1, d.h., es gilt p = 3 mod 20
oder b = 7 mod 20. Wie oben bezeichnen wir mit v die Periode der Fibonaccifolge
modulo p. Wir setzen voraus, dass diese Periode maximal, also gleich 2(p + 1) ist.
Sind dann a,b € Z,, mit (a,b) # (0,0) beliebig und definiert man xy := a,z1 :=b
und Tp41 = Tp_1 + 2, mod 7 fiirn > 1, so ist

$0+$1+"'+9€y1=p(z—1> =p.

Beweis: Der Spaltenvektor mit den Komponenten x,,, x,11 soll als (:En,an)J- ge-
schrieben werden. Es gilt dann (., 2, 1) = P"(a,b)*, wie man durch vollstindige

Induktion leicht einsehen kann. Wegen Lemma 9.4 ist P7/2 = —|d, und das bedeutet,
dass sich die Folge der z,, nach der halben Periodenlange mit negativem Vorzeichen
wiederholt: @ /54, = —1,%)

Jetzt wollen wir die Summe iiber die g + 21 + - + x,—1 berechnen, aber nicht
modulo p, sondern als Summe in N. Wir sortieren sie um und schreiben sie als

(To + Ty/2) + (¥1 + @y p201) + 0+ (Ty2-1 + T4-1).

Ein typischer Summand ist (z; 4 2 /24¢). Wir betrachten zwei Fille. Erstens konnte
xy = 0 gelten. Dann ist auch x5, = —a; gleich 0. Im Fall z; # 0 miissen wir
beachten, dass —x; in Z, auszurechnen ist, und da ist —z; = p — x;. Kurz: Der
Summand zum Index ¢ ist in diesem Fall gleich z; + (p — x¢) = p.

Damit wissen wir, dass g + 1 + - -+ + x,_1 gleich ,p mal (7/2 minus Anzahl
der Nullen in .130,...7377/2)“ ist, und wir miissen nur noch die Anzahl dieser Nullen
bestimmen. Wir werden zeigen, dass es stets genau eine Null gibt, und damit ware der
Beweis dann vollstandig gefiihrt.

Sei A die (p* —1)-elementige Menge Z,, x Z,,\ {(0,0)*}, und ® : A — A sei durch
(x,9)* — P(x,y)" definiert. ® ist bijektiv, da P invertierbar ist, und ® induziert fiir
jedes (z,y)* einen ,Spaziergang”: (z,y)*, ®((z,y)*), ®*((x,y)*),.... Die Menge
der Elemente von A, die dabei getroffen werden, heiBt der Orbit von (x,y)*.

Am Wichtigsten ist der bei (0,1)* startende Orbit. Nach Definition von 7 trifft er
v (=2(p+1)) Punkte in A. Genau 2 dieser Punkte gehéren zu {0} x Z,,, das ist eine
Umformulierung von Lemma 9.5. Einer dieser Punkte ist (0,1)%, der andere soll mit
(0, )+ bezeichnet werden. Es ist o # 1, denn andernfalls wire die Periode nur halb
so groB wie in Wirklichkeit.

Sei ¢ € Z, eine Zahl, die von 1 und « verschieden ist. Der Orbit durch (0,c)*
ist das c-fache des Orbits durch (0,1)%. Auch er hat also die Linge ~, und er trifft
{0} x Z, ebenfalls zwei Mal (ndmlich bei (0,c)") und bei (0, ac)t. Falls mit diesen
beiden Orbits noch nicht alle Punkte aus {0} x Z, getroffen sind, starten wir erneut

5)Das kann man auch gut an dem Beispiel vor Lemma 9.5 sehen: Die zweite Hilfte der Folge ist
0,6,6,5,4,2,6,1, und dass ist genau das Negative (in Z7 gerechnet) von 0,1,1,2,3,5,1,6.
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mit einem (0,c'). Wieder werden « Punkte von A getroffen, davon 2 bisher nicht
getroffene in {0} x Z,,. Das kénnen wir so oft wiederholen, bis {0} x Z, ausgeschopft
ist, insgesamt haben wir damit (p—1)/2 Orbits erzeugt. Da verschiedene Orbits disjunkt
sind, wurden insgesamt 2(p + 1)(p — 1)/2 = p* — 1 Punkte von A getroffen. Das sind
aber alle Punkte in Al

Es folgt: Startet ein Orbit bei irgendeinem (a, b)~, so stimmt er mit einem der schon
erzeugten iiberein. Insbesondere trifft er zwei Mal {0} x Z,, in der halben Perioden
kommt es also zu einem Treffer in dieser Menge. Und das bedeutet, dass zo, ..., 7y/2_1
genau eine Null enthilt, unabhangig von a,b.

1. Es scheint keine Regel zu geben, wann eine Primzahl p mit p mod 20 € {3,7}
maximale Periode hat. Das muss man im Einzelfall immer direkt nachpriifen. Die ersten
Beispiele sind

7,23,43,67,83,103, 127, 163, 167, 223, 227, 283, . ..

2. Es lasst sich — mit hoherem technischen Aufwand — noch wesentlich mehr sagen:

e Falls die Periode nicht maximal ist, kann man nicht wie im vorigen Beweis ar-
gumentieren. Richtig bleibt allerdings (und das haben wir mitbewiesen): Gibt es
Nullen in zg,...,2y_1, SO ist

:cg+~~~+x.y_1p<;1>.

Gibt es dagegen keine Nullen, so ist die Summe gleich py/2.

e Auch in anderen Fillen kann man recht prazise Aussagen iiber zg+- - -+x,_1 ma-
chen. Keine Ergebnisse liegen allerdings vor, wenn p mod 20 € {1,9} und gleich-
zeitig v mod 4 = 2. Ein Beispiel ist p = 29, das die Periode 14 hat. Mogliche Wer-
te fiir zo + - - - + x13 bei verschiedenen a, b sind hier 116, 145,174, 203, 232, 261.

Beweise fndet man in meiner Arbeit ,,Fibonacci goes Magic"”.

Der Zaubertrick

Leider sind alle Beispiele, bei denen p gréBer als 7 ist, sehr rechenintensiv, und ich
empfehle nicht wirklich, sie in einer Zaubervorfiihrung einzusetzen. Rein theoretisch
kdnnte man aber zum Beispiel so vorgehen, wenn man mit p = 43 arbeitet:

e Ein Zuschauer sucht sich zwei Zahlen a, b in {0,...,42}. Die Wahl (a,b) = (0,0)
ist allerdings verboten.

e Man definiert die Folge (x,) durch zo := a, 21 := b, Tpy1 := Tp_1 + Tn.
e Der Zuschauer soll die ersten 88 Folgenglieder aufsummieren.

e Die groBe Uberraschung: Seine Zahl, die 1849(= 432), steht schon auf einem
Vorhersagezettel, den der Zauberer aus der Tasche zieht. Und das, obwohl der
Zuschauer die Wahl unter 1848 verschiedenen Paaren (a,b) hatte!
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Varianten

Fiir Laien, denen man das modulo-Rechnen ersparen mochte, kann man die Regel auch
so formulieren: , Addiere die beiden jeweils letzten Folgenglieder. Und wenn die Summe
groBer als p ist, ziehe p ab". Und am Anfang werden a,b € {1,...,p} gewahlt, wobei
(p,p) verboten ist. Die Summe wird dann etwas aber anders sein: Wo eben noch eine
Null stand, steht jetzt p. Das kommt unter den Voraussetzungen von Satz 9.6 in der
Periode zwei Mal vor, und deswegen ist die korrigierte Summe gleich p?+2p = p(p+2).
So kam die 63 = 7(7 + 2) ganz am Anfang zustande.

Quellen

Dieses Kapitel beruht auf der Arbeit , Fibonacci goes Magic”, die in der Zeitschrift
,Elemente der Mathematik", Heft 68 (2013), erschienen ist.



Kapitel 10

Australisches Ausgeben, auch
fiir Fortgeschrittene

Es handelt sich um eine ganze Trickfamilie. Die meisten Varianten beruhen auf einer
der beiden nachstehenden Arten des Ausgebens:

e Man hat einen Kartenstapel in der linken Hand. Dann wird immer wieder die
folgende Aktion durchgefiihrt: Eine Karte auf den Tisch, eine unter den Stapel.

Das wird so lange gemacht, bis in der Hand nur noch eine Karte iibrig ist. Wir
wollen dieses Verfahren das australische down-under-Ausgeben nennen.

e Beim australischen under-down-Ausgeben ist es umgekehrt: Immer wieder eine
Karte unter den Stapel, eine auf den Tisch. So lange, bis nur noch eine Karte
iibrig ist.

Im Englischen heiBt es iibrigens ,, down-under-shuffle” und ,,under-down-shuffle”, also
»Mischen” statt , Ausgeben”. Das ist eigentlich nicht gerechtfertigt, da es gar nicht
wirklich um Mischvorgdnge geht, bei denen etwas Zufilliges passiert, denn alles ist
vollig deterministisch.

Es gibt auch noch eine etwas kompliziertere Variante. Da hilt man einen Karten-
stapel bildoben, und auf jeder Karte steht eine Zahl. (Man kdnnte zum Beispiel den
jeweiligen Kartenwert nehmen, dann muss man aber festlegen, wie Bube, Dame, Konig
und Ass zéhlen). Jetzt wird so ausgegeben:

e Man schaut sich den Wert der obersten Karte an. So viele Karten wandern einzeln
von oben unter den Stapel. Die ndchste kommt auf den Tisch. Das wird so lange
wiederholt, bis nur noch eine einzige Karte iibrig ist.

e Diese Art des Ausgebens soll in diesem Kapitel australisch-11-ausgeben genannt
werden.

(Zwei Beispiele: Haben die Karten etwa — von oben nach unten — die Werte (3,4, 5, 2),

so passiert folgendes: Im ersten Stapel entsteht zunichst der Stapel (2,3,4,5), die 2
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kommt auf den Tisch. Damit ist (3,4,5) entstanden. Im nichsten Schritt reproduziert
sich der Stapel, und die 3 wird entfernt. Wir sind also bei (4,5) angelangt. Auch dieser
Stapel reproduziert sich: Die 4 wandert auf den Tisch, die 5 ist diejenige Karte, die
tibrig bleibt.

Und (3,3,4,2,1) wiirde sich so entwickeln:

(3,3,4,2,1) — (1,3,3,4) — (3,4,1) —» (4,1) — (1).

Die , einfache" australische under-down-Variante entspricht offensichtlich einem Stapel,
der nur mit Einsen beschriftet ist.)

Der Effekt

Im Zusammenhang mit den verschiedenen Varianten des australischen Ausgebens gibt
es viele effektvolle Zaubertricks, die weiter unten ausfiihrlich besprochen werden. Hier
einige Beispiele:

e Ein Zuschauer mischt einen Kartenstapel sehr sorgfiltig. Er wird kurz mit der

Bildseite nach oben gezeigt, es sieht vollig durcheinander aus. Der Stapel wird
wieder umgedreht, der Zuschauer sucht sich eine Zahl: So viele Karten werden
nun zu einem neuen Stapel heruntergezahlt. Der Zauberer schreibt eine Prognose
auf einen Zettel, der in einen Briefumschlag kommt. Dann wird australisch aus-
gegeben, und die letzte Karte, die iibrig bleibt, stimmt mit der Prognose iiberein.

Ein kleiner Kartenstapel wird gemischt, und ein Zuschauer merkt sich die unterste
Karte. Nach einem magischen Spruch — es wird ,,EINSTEIN* buchstabiert, und
bei jedem der acht Buchstaben wandert eine Karte unter den Stapel — wird
australisch ausgegeben. Die letzte Karte ist diejenige, die sich der Zuschauer
gemerkt hat.

Beim unter Zauberern und Zuschauern sehr beliebten ,, Wegwerftrick” von Woody
Aragon konnen beliebig viele Zuschauer mitmachen. Karten werden zerrissen,
einige Halften untereinander getauscht, und hin und wieder wird auch etwas
weggeworfen. Das Mirakel: Am Ende hat jeder zwei Kartenhilften vor sich zu
liegen, die zusammenpassen.

Einige Karten kdnnen (fast) beliebig bildoben zusammengelegt werden. Es folgt
australisch-1l-Ausgeben. Die Karte, die iibrig bleibt, wurde vom Zauberer richtig
vorausgesagt.

Die Mathematik im Hintergrund

Grundlage aller Tricks, bei denen down-under- oder under-down-Ausgeben eingesetzt
wird, ist der folgende

Satz 10.1: Gegeben sei ein Kartenstapel aus n Karten, die mit 1,2,... n von oben
nach unten durchnummeriert sind. Man suche eine méglichst groBBe Zweierpotenz 2°
mit 2° < n und schreibe n als 2° + k.

(i) Beim under-down-Ausgeben bleibt die Karte mit der Nummer 2k + 1 (ibrig.
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(ii) Beim down-under-Ausgeben ist es die Karte mit der Nummer 2k. Im Fall k = 0 ist
die O-te Karte als unterste Karte des Stapels zu interpretieren.

Beweis: (i) Wir beweisen durch Induktion nach n. Die Aussage stimmt fiir n = 1, denn
da ist man ohne Ausgeben schon fertig, es bleibt die erste Karte iibrig. Es ist £k = 0
(denn 1 = 2% +0), und wie behauptet ist 2k + 1 = 1.

Nun nehmen wir an, dass die Formel fiir ein festes n schon gezeigt ist. n sei als
n = 2% + k geschrieben. Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall 1: n + 1 < 2°*1. Dann lautet die fiir den Satz relevante Darstellung von n + 1:
n+1=2°+ (k+1), das neue k ist also k + 1, und es ist zu begriinden, dass Karte
Nummer 2(k+1)+1 = 2k+3 iibrig bleibt. Dazu verfolgen wir die ersten beiden Schritte:
Eine Karte unter den Stapel, eine auf den Tisch. Die oberste Karte des Stapels, den
wir jetzt in der Hand halten, ist Karte Nummer 3 des Originalstapels, und der neue
Stapel hat n Karten. Aufgrund der Induktionsannahme bleibt Karte Nummer 2k + 1
tibrig, wenn wir den neuen Stapel ab Eins nummerieren. Relativ zur Nummerierung des
Stapels aus n + 1 Karten sind wir 2 Zhler weiter (neue Nummerierung 1 entspricht
alter Nummerierung 3 usw.%)). Kurz: Es iiberlebt Karte Nummer 2k + 3 wie behauptet.

Fall 2: n + 1 = 2°*1. Die Darstellung von n lautete also n = 2° + (2° — 1), das zu n
gehorige k ist damit 2° — 1, und folglich wird beim australischen under-down-Ausgeben
des n-Stapels nach Induktionsannahme Karte Nummer 2(2° — 1) +1 =251 — 1 =n,
also die letzte Karte iibrig bleiben.

Mit dem (n + 1)-Stapel machen wir einen under- und einen down-Schritt. Wieder
haben wir n Karten, wieder fangt die Nummerierung bei der 3 an: dann Karte 4 usw.,
die letzte Karte ist die ehemals oberste Karte. Karte 1 wird also iibrig bleiben, und
1 = 2Kk" + 1, wenn man mit &’ das zu n + 1 gehérige k bezeichnet: Das ist 0, denn
n+1=25F =251 4

(i) Wir wollen das Ergebnis auf (i) zuriickfiihren, denn down-under kann doch dadurch
realisiert werden, dass man die erste Karte auf den Tisch legt und dann ein under-down-
Ausgeben durchfiihrt. Wieder schreiben wir n = 2% + k.

Fall 1: k > 0. Dann ist die richtige Darstellung von n—1 gleich 2° + (k—1). Wir fiihren
mit dem n-Stapel einen under-Schritt durch und folgern aus (i), dass beim under-down-
Ausgeben im neuen Stapel Karte Nummer 2(k—1)+1 tbrig bleibt. Die Nummerierung
ist aber um 1 weiter: Die neue oberste Karte ist Karte 2 des Originalstapels usw.
Zusammen heiBt das: Karte 2(k — 1) + 1 + 1 = 2k (Originalnummerierung) wird
iiberleben.

Fall 2: k = 0. In diesem Fall miissen wir n—1 als n—1 = 2571 4+ (25=1 — 1) darstellen.
Deswegen wird nach under-down-Ausgeben Karte 2(2°~% — 1) + 1 des (n — 1)-Stapel
iibrig bleiben, wenn wir ihn ab 1 nummerieren. Dem entspricht Karte 2(2°7% — 1) +
1+ 1 = 2% in der Originalnummerierung, es wird also, wie behauptet, die letzte Karte
tibrig bleiben. O

Wir wollen nun das australisch-1-Ausgeben analysieren (den ,advanced Australian
shuffle”). Formal ist der Ausgangspunkt so einer Ausgebeaktion ein n-Tupel (a1, ..., ay,)

DMit Ausnahme der letzten Karte, das ist die ehemals erste Karte.
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von Zahlen, also ein Element des N{j. Wir lassen ausdriicklich auch die 0 zu: Diese Kar-
te wird verschwinden, wenn sie oben auf dem Stapel liegt?). Und es kann sein — wenn
etwa a; > n gilt —, dass bei diesem Ausgeben eine Karte mehrfach unter den Stapel
wandert, bevor wieder eine unter den Tisch gelegt wird.

Bei den obigen Beispielen hatten wir den Ablauf so dargestellt:
(3,3,4,2,1) — (1,3,3,4) — (3,4,1) —» (4,1) — (1).

Das ist erstens sehr schwerfallig, und zweitens wird manchmal nicht klar, welche Karte
denn nun wirklich ibrigbleibt. Wie ist es zum Beipiel bei (1,2,3,4,1) ? Da bleibt eine 1
iibrig, aber ist es nun die erste oder die letzte? Man konnte mit Indizes arbeiten, etwa
so:

(117 27 374a 12) — (3747 127 11) — (3v4a 12) — (47 12) — (12)

Daraus sieht man: Es ist die zweite 1. Die Zwischenschritte sind eigentlich entbehrlich,
und deswegen vereinbaren wir, dass wir die Zahl, die iibrig bleibt, einfach unterstrei-
chen. So kann man die vorige Rechnung durch (1,2,3,4, 1) zusammenfassen. Das ist
platzsparend, und die Mehrdeutigkeit (welche 17) ist auch verschwunden.

Es scheint vdllig unvorhersehbar zu sein, welche Zahl unterstrichen wird. Teil (i) von
Satz 10.1 kann zwar so umformuliert werden, dass bei (1,1,...,1) (mit n Einsen) die 1
an der Stelle 2k+1 zu unterstreichen ist, wobei n = 24k mit einem gréBtmdoglichen s.
Aber schon fiir (2,2,...,2) (n Zweien) ist bisher keine iibersichtliche Formel bekannt,
mit der man vorhersagen kann, welche der Zweien librig bleiben wird.

Fiir die Zauberei sind solche Folgen interessant, bei denen die gleiche Zahl auch
dann unterstrichen wird, wenn ein Zuschauer die Karten ,ein bisschen durcheinan-
der” gebracht hat: Dann kann man namlich eine Prognose abgeben. Je nachdem, wie
weitgehend man das Durcheinanderbringen zul3sst, ergeben sich verschiedene ,, Giite-
eigenschaften”. Wir beginnen mit

Definition 10.2: Eine Folge (a1, ...,a,) € Ni heiBt eine gute Folge, wenn in allen
zyklischen Translationen das gleiche Element unterstrichen wird, also in (a1,...,a,),
in(ag,...,an,a1), in (as,...,an,a1,as) USW.

Ist das der Fall, so wird das in allen Translationen zu unterstreichende Element mit
einem ,x " gekennzeichnet.

Als lllustration betrachten wir die Folge (3,4, 5*,4). (Dafiir kdnnte man natiirlich
auch (4,5*,4,3) oder (5*,4,3,4) oder (4, 3,4,5*) schreiben.) Wirklich gilt namlich

(3’ 4)§7 4)7 (4’ 57 47 3)7 (é’ 47 3)4)7 (47 3’ 4)§)'

Ubersetzt in einen ersten Zaubertrick heiBt das: Ein Zuschauer bekommt einen Kar-
tenstapel, wobei die Karten die Werte 3,4,5,4 haben. Er darf beliebig oft abheben
und dann australisch-ll-ausgeben. In einem Umschlag steht die Prognose, dass die 5
als letzte Karte iibrig geblieben sein wird.

Im folgenden Lemma stellen wir einige einfache Eigenschaften guter Folgen zusammen:

2) AuBer wenn sie als allerletzte Karte iibrig bleibt
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Lemma 10.3:(i) Sei \,, das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 1,2, ... n. Sind

dann (ay,...,an),(b1,...,by) € N} mit a; = b, mod A, (alle i), so ist (a1,...,an)
genau dann eine gute Folge, wenn (by,...,b,) eine ist. Das Element mit dem * steht
in diesem Fall in beiden Folgen an der gleichen Position.

Folglich reicht es, Folgen (a1,...,a,) mit 0 < a; < A, (alle i) zu untersuchen.

(i) Es gibt beliebig lange gute Folgen. Genauer: Sei @ € N so, dass o # 0 mod j
firj =2,...,n. Dann ist (0,...,0,«) eine gute Folge mit (0,...,0,a"). Umgekehrt:
Falls « = 0 mod j fiir ein j € {2,...,n}, soist (0,...,«) keine gute Folge.

(i) Angenommen, es gibt ein ko € {2,...,n} mit

(ala .. '7a/n) = (akoa sy Qn,y Ay, .. '7a/k071)7
d.h., die Folge hat eine nichttriviale Translationssymmetrie. Dann ist (a1, ... ,ay) keine
gute Folge.
Insbesondere gibt es keine gute Folge der Form (a,a,...,a), und die Anzahl der

guten Folgen in {0, ..., \,—1}" ist immer durch n teilbar.

(iv) Sei (ai,...,ay) eine gute Folge mit dem x bei aj. Dann ist a mod n # 0, und

es ist nicht méglich, dass gleichzeitig a;, mod (n — 1) = 0 und ax mod n = n—1 gilt.

Beweis: (i) und der erste Teil von (ii) sind leicht einzusehen. Fiir den zweiten Teil nehme

man an, dass & mod j = O fiir ein j > 2 gilt. Dann wiirde « verschwinden, wenn man

die zyklische Translation (0, ..., «,0,...,0) (mit j—1 Nullen nach dem « betrachtet.)
Fiir den Beweis von (iii) nehmen wir an, dass die Folge gut ist, und das k-te Element

von (aq,...,ay) soll den * haben; zunéchst sei ky < k. Das impliziert, dass das Element
mit der Nummer k von (aq, ..., ay) und das Element mit der Nummer (k—ky+1) von
(Qkgs -+ QnyQl,...,ap,—1) unterstrichen sind. Das sind aber verschiedene Elemente,

denn ko # 1, ein Widerspruch zur Tatsache, dass bei guten Folgen immer nur ein
einziges Element unterstrichen sein kann. Im Fall k£ < k¢ argumentiert man ahnlich.
Den Zusatz kann man so einsehen: Wie eben gezeigt, sind fiir eine gute Folge

(a1,...,ay) alle n Translationen verschieden. Fiihrt man also unter diesen Folgen eine
Aquivalenzrelation durch ,(a1,...,a,) dquivalent zu (by,...,b,) genau dann, wenn
(ai,...,ay) eine Translation von (by,...,b,) ist" ein, so ist die Anzahl der guten

Folgen gleich n mal der Anzahl der Aquivalenzklassen.

Es fehlt noch der Beweis von (iv). O.B.d.A. sei k = 1. Im Fall a; mod n = 0 (bzw.
ap mod (n — 1) = 0 und a; mod n = n—1) wiirde a; im ersten (bzw. im zweiten)
Schritt des Ausgebens verschwinden, so dass a; keinen x haben kdnnte. O

Es folgen weitere Beispiele:

Der Fall n = 2. Es ist Ay = 2, so dass wir wegen Lemma 2.1(i) nur 22 = 4 Folgen
untersuchen miissen. Zwei sind gut, ndmlich (0,1*) und (1*,0). Dabei ist die eine eine
Translation der anderen, es gibt also im Wesentlichen nur eine gute Folge (a1, as).

Der Fall n = 3. Wegen \3 = 6 gibt es 6 = 216 Kandidaten. Die folgenden 20 Folgen
sind gut:

(0,0,1),(0,0,5%),(0,1%,1),(0,1%,3),(0,1%,4), (0,2,17), (072,4*)
(0,2,5%),(0,5%,1),(0,5%,3),(0,5%,4),(1*,1,2),(1,2,5%), (1%,3,2),
(173,5*),(1*74,2),(2,4*,3),(2,5*,3),(2,5* 4),(3,5%,4).
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Jedes Beispiel erzeugt durch Translation zwei weitere gute Folgen, so dass es insge-
samt 60 gute Folgen in {0, 1,2,3,4,5}> gibt. (Hier ist in jeder Klasse nur das Element
aufgefiihrt, das in der lexikografischen Ordnung das kleinste ist.)

Der Fall n = 4. Es ist Ay = 12, wir haben also 12* = 20.736 Folgen (a1, az,as, a4) zu
untersuchen. Mit Computerhilfe zeigt sich, dass 3924 (oder 18.92 Prozent) von ihnen
gute Folgen sind. Hier sind einige Beispiele (das zweite wurde schon erwihnt).

(37 1*’ 174)7 (47 5*’47 3)7 (2*’ 1737 2)’ (37 5*747 7)’ (47 67 5*’ 5)’ (87 87 10*7 10)'

Fiir groBere n wichst die Anzahl der zu untersuchenden Kandidaten rasant: 60° =
777.600.000 fiir n = 5, 60° = 46.656.000.000 fiir n = 6, 4207 ~ 2.30 - 10'8 fiir n = 7,
usw. Deswegen haben wir den Prozentsatz der guten Folgen stochastisch ermittelt:

»Sehr oft" wurden n Zufallszahlen aq,...,a, in {0,...,\,—1} erzeugt, und dann
wurde gepriift, ob (a1, ..., a,) eine gute Folge ist. So entstand die folgende Tabelle:

n | Prozentsatz der guten (ay,...,a,) (0 < a; < Ap)

2 50 %

3 60/216 ~ 27.7 %

4 3924/20763 ~ 18.92 %

5 ~9.9 %

6 ~5.5%

7 ~28%

8 ~ 1.4 %

9 ~ 0.7 %

10 ~ 0.3 %

Als Erganzung folgen einige konkrete (mit Computerhilfe gefundene) Beispiele. Wir
haben Folgen ausgesucht, bei denen die a; nicht zu groB und nicht Null sind.
n=5:(5,2,8,3,7%),(5,3,8,7%,6),(6,5,8,3,1%), (1,4, 3,4,1%), (3,3%,2,1,8)
n=6:(9,5,2,6,2,1%),(3,9*,8,1,6,4),(8,1,8,3,2,9%),(4,9,9*,8,5,5)
n=7:(4,6,9%,3,1,7,8),(1%,2,2,6,7,5,4),(10,2,1%,8,2,1,2), (: 2,3*,2,6,6,4,7)
n=8:(7,3,9,7,3,2,3*,2),(1*,9,4,1,6,6,4,6), (2,1*,3,9,9,7,6, 3)
n=9: (5,4,7,6,13*,9,1,7),(6,1,4,1%,2,1,3,7,1),(9,1,7,7,4,2,3%,9,9)
n=10: (3*,6,9,2,1,7,6,5,3,2),(2,2,1,6,6,4, 3,8,4*,5),(3,7,6,8,6,6,2,1*,6,1)

In meiner Arbeit , The Advanced Australian Shuffle* (Math. Semesterberichte 63,
2016, 201 —211) werden Eigenschaften von guten Folgen systematisch untersucht. Ins-

besondere wird gezeigt, dass beliebig lange gute Folgen existieren. Die Konstruktionen
sind allerdings recht technisch, deswegen werden sie hier nicht aufgenommen.

Manchmal bleibt die Zielkarte nicht nur bei allen zyklischen Translationen, sondern
zusatzlich auch bei allen Spiegelungen erhalten:
Definition 10.4: Eine Folge (ai,...,a,) € N heiBt eine sehr gute Folge, wenn in
allen zyklischen Translationen und in allen Spiegelungen dieser Translationen das gleiche
Element unterstrichen wird.
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‘

Ist das der Fall, so wird das gemeinsame zu unterstreichende Element mit ,xx "
gekennzeichnet.

Es ist zu betonen, dass fiir eine sehr gute Folge die Ausgangsfolge und ihre Spie-
gelung gute Folgen sind, dass die Umkehrung allerdings nicht gilt. So gilt zum Beispiel
(1*,7,4,3,4) und (4,3,4,7*,1), aber (1,7,4,3,4) ist keine sehr gute Folge.

Es folgen einige Beispiele, die mit Computerhilfe gefunden wurden:

n=3: (0,0,1**),(0,0,5*). (Tatsichlich gibt es keine weiteren sehr guten Folgen in
{0,1,2,3,4,5}3.)

n=4: (10,1,4,11**), (2,5",8,9), (6,5**,2,7), (5**,8,3,4).

2 (4,1,2,11%*2), (7**,2,4,4,12), (4,2,9**,2,4), (2,4,6,2,1**).

2 (2,12,4,6,12,1*%), (3,1,6,12,10,11**), (9**,4,1,8,1,4).
=7:(2,11**,3,6,6,9,7), (10,1,7,6,5,11**,2), (5,6,12,9,7,14, 11**), .

- (1,6,1,8,12,11%%,10,8), (4,6,11**,4,3,6,6,4), (1,10,3,3,17**,14, 12, 20).
- (17,16,1,9,10,4,2,11**,14), (10,9,7,1,4,18,17**,6, 15).
=10: (5,4,7,19,2,18,3,2,17**8), (8,23**,2,25,6,2,1, 18,15, 25).

Auch zu sehr guten Folgen findet man in der schon vor wenigen Zeilen genannten
Publikation ,, The Advanced Australian Shuffle” systematische Untersuchungen. Man
weiB zum Beispiel, dass beliebig lange Beispiele existieren, es sind aber noch viele

Fragen offen. (So fillt etwa auf, dass die sehr guten Folgen in unseren Beispielen
immer vergleichsweise ,, groBe” Zahlen enthalten. Muss das so sein?)

Der Zaubertrick

Wie schon zu Beginn des Kapitels erwdhnt, geht es beim australischen Mischen um
eine ganze Trickfamilie. Hier folgen einige Vorschliage, unsere Ergebnisse umzusetzen.

1. Man l4sst einen Stapel von etwa 20 Karten bildunten gut mischen und bringt un-
auffillig die oberste Karte in Erfahrung. (Zum Beispiel dadurch, dass man sich die
unterste Karte bei der Ubergabe des Spiels heimlich ansieht und dann den Stapel ein-
zeln auf den Tisch umblattert: ,, Wie viele Karten sind es eigentlich?". Oder dann, wenn
der Stapel dem Publikum grob aufgefichert kurz gezeigt wird: Es soll sehen, dass der
Stapel gut gemischt ist.) Ein Zuschauer nennt eine Zahl n, etwa zwischen 10 und 20.
Der Zauberer muss nun schnell und im Kopf rechnen: Fiir welches k ist n = 2° + k mit
einem moglichst groBen s? Und danach kommt es darauf an, die (bekannte) oberste
Karte an die (2k + 1)-te Stelle eines Stapels aus n Karten zu bringen.

Zum Beispiel so: Der Zauberer hdlt das gemischte Spiel in der linken Hand und
z3hlt eine nach der anderen in die rechte. Dabei kommt die jeweils nichste auf die
schon heruntergezihlten. Das machte er bis zur Karte 2k + 1, auf diese Weise liegt die
bekannte an der richtigen Stelle von oben. Jetzt spielt der Zauberer den Vergesslichen,
er fragt: ,Wie war noch einmal Ihre Zahl?" Und er z3hlt weiter bis zur Nummer n,
diesmal kommen die neuen Karten allerdings unter den Stapel. Nun l3sst er australisch
under-down ausgeben. Wie er das Wissen, dass er die iibrig gebliebene Karte kennt,
nun ausspielt, ist seiner Phantasie iiberlassen.

2. Die folgende Variante findet man (ohne Begriindung) im Buch , Super Light" von
Roberto Giobbi, bei ihm heiBt sie der , Einsteintrick”. Ein Zuschauer sucht sich n
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Karten aus einem Spiel, legt sie zusammen und merkt sich die unterste Karte. (n soll
zwischen 4 und 7 liegen, jeweils einschlieBlich; der Zauberer kennt n nicht). Spéter soll
down-under ausgegeben werden: Wie ldsst sich erreichen, dass die Zuschauerkarte als
letzte iibrig bleibt?

Da n zwischen 4 und 7 liegt, ist das fiir das australische Ausgeben relevante k
gleich n — 4. Folglich ist 2k gleich 2n — 8, und man muss erreichen, dass die unterste
Karte an die (2n — 8)-te Stelle kommt.

Zurzeit liegt sie an der n-ten Stelle. Einmaliges (bzw. zweimaliges usw.) Herun-
terzahlen einer Karte unter den Stapel wiirde sie an die (n — 1)-te (bzw. (n — 2)-te
usw.) Stelle bringen. Um sie richtig zu positionieren, muss man also z-mal eine Karte
von oben nach unten legen, wobei = der Gleichung 2n — 8 = n — x geniigt.

Diese Gleichung ist leicht zu l6sen, es ist x = 8 — n. Doch leider ist n unbekannt!
Gliicklicherweise iiberfiihrt das Herunterzdhlen von n Karten einen aus n Karten beste-
henden Stapel in den Originalzustand, und deswegen kann man statt x Mal auch n+z
Mal (also 8 Mal) eine Karte von oben nach unten beférdern. Giobbi empfiehlt an dieser
Stelle, das Wort EINSTEIN zu verwenden und fiir jeden Buchstaben eine Karte von
oben nach unten zu legen. So ist man sicher, dass die down-under-Aktion die richtige
Karte iiberleben l3sst.

Als naheliegende Variante bietet sich noch an, mehrere Zuschauer gleichzeitig zu
beschaftigen.

3. Auch beim ,,Wegwerftrick” von Woody Aragon kdnnen mehrere Zuschauer mit-
machen®. Zunichst bekommen alle, die dabei sind, vier beliebige Spielkarten aus-
gehandigt, die werden von den Zuschauern gemischt und bildunten zu einem Stapel
zusammengelegt. Jeder reiBt seinen Stapel in der Mitte durch, und der eine Teilstapel
wird als Ganzes auf den anderen gelegt. Nun liegt fiir jede der acht halben Karten die
Partnerkarte vier Karten in der zyklischen Ordnung weiter, und diese Eigenschaft bleibt
erhalten, wenn man den — nun aus 8 Halbkarten bestehenden — Stapel vorsichtig einige
Male abheben lasst.

Der zerrissene Stapel von unten. Erlduterungen im Text.

(Im vorstehenden Bild sieht man die Situation verkehrt herum, also bildoben. Lin-
kes Bild: So kénnte der Stapel nach mehrmaligem Abheben aussehen.) Die drei oberen

3)Man kann sogar alle Zuschauer aktiv werden lassen.
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Halbkarten werden vom Zuschauer ,,irgendwo in die Mitte" gesteckt. Dadurch ist ga-
rantiert, dass die erste und achte Karte Partnerkarten sind (im Bild rechts). Die oberste
wird (immer noch verdeckt) auf dem Tisch beiseitegelegt. Der Zuschauer darf die Kar-
ten nun fast beliebig manipulieren: einige Karte von oben einzeln oder als Ganzes in
die Mitte, oberste Karten mit dem Nachbarn tauschen, wenn der Trick von mehreren
Zuschauern gleichzeitig durchgefiihrt wird usw. Wichtig ist nur, dass die unterste Karte
unten bleibt und jeder nach den Mischaktionen sieben Karten hat. Nun kann der Trick
mit under-down-Ausgeben abgeschlossen werden. Es ist doch 7 = 22 + 3, also wird die
(2-3 4 1)-te, also die letzte Karte (die Partnerkarte zur Tischkarte) iibrig bleiben.

Viel lustiger wird es natiirlich, wenn ,,under-down* durch ,, under-wegwerfen* ersetzt
wird. Auf Kommando stecken alle die oberste Karte unter den Stapel und werfen dann
die ndchste Halbkarte hinter sich. Und das so oft, bis nur noch eine einzige iibrig bleibt.
Das groBe Wunder: Diese Karte passt bei allen genau zu der Karte, die sie vorher auf
den Tisch gelegt haben. Und dass, obwohl so viele Zufille im Spiel waren: Mischen,
abheben, drei in die Mitte, tauschen mit dem Nachbarn, usw.

Es ist allgemein richtig, dass bei Kartenanzahlen der Form 2% — 1 die under-down-
Aktion die letzte Karte liefert, denn in diesem Fall ist das k gleich 25! — 1, es bleibt
also die Karte mit der Nummer 2(2°~1 — 1) + 1 = 2% — 1 iibrig. Deswegen kann man
den gleichen Trick auch mit 8 Karten beginnen lassen, dann miissen im zweiten Schritt
nicht nur drei, sondern 7 Karten in die Mitte wandern. Doch in diesem Fall wiirde
erstens das DurchreiBen fiir viele zu schwierig sein und zweitens wiirde der Abschluss
(under-down mit 15 Karten ) vielleicht die Geduld der Zuschauer iiberfordern.

Mit minimalen Variationen kann der Wegwerftrick mit einer beliebigen Kartenanzahl
vorgefiihrt werden. Wir beschreiben die Idee fiir drei Karten, die Anderungen fir andere
Kartenanzahlen findet man weiter unten, wo erklart wird, was an den Stellen A, B,C, D
zu dndern ist.

Zuerst werden die Karten durchgerissen, iibereinandergelegt und mehrfach abgeho-
ben. Die jeweilige Partnerkarten liegen drei Karten weiter. Zwei (A) Karten kommen
irgendwo in die Mitte, die oberste verdeckt auf den Tisch. Es sind also fiinf Karten (B)
iibrig, die unterste ist die Partnerkarte zur Tischkarte. Jetzt beliebig oft die obersten
durcheinanderbringen, die unterste muss unbedingt unten bleiben. Sich entscheiden:
down-under oder under-down. Dann rechnen: welche bleibt iibrig? Wegen 5 = 22 + 1
sind das die zweite bei down-under bzw. die dritte bei under-down (C). Die unterste
Karte an diese Stelle bringen: zwei (down-under) bzw. drei (under-down) einzeln von
unten nach oben (D): Nun liegt die Zielkarte richtig. AbschlieBen mit der gew&hlten
Art des australischen Ausgebens.

Fiir andere Kartenanzahlen gelten die folgenden Modifikationen:

5 Karten: A: 4 Karten. B: 9 Karten. C: die zweite bzw. die dritte. D: 2 bzw. 3 einzeln
nach oben.

6 Karten: A: 5 Karten. B: 11 Karten. C: die sechste bzw. die siebente. D: 6 bzw. 7
Karten einzeln von unten nach oben.

4. Wir kommen nun zum australisch-1I-Ausgeben. In der Originalversion von Miller
bekommt ein Zuschauer vier Karten, von jeder Kartenfarbe eine. Die soll er so zusam-
menlegen, dass sich rote und schwarze Karten abwechseln und dann daraus — mit den
Karten bildoben — einen kleinen Stapel bilden.
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(Der Zauberer hat sich dabei abgewendet.)

Eine zul3ssige Reihenfolge fiir * Q v ’ .

Nun die Anweisung: Lege so viele Karten einzeln von oben unter den Stapel, wie
es der Anzahl der Buchstaben in der Kartenfarbe entspricht: 4 fiir Herz und Karo,
3 fiir Pik und 5 fiir Kreuz. Die nachste Karte wird beiseite gelegt. Das Ganze wird
so oft wiederholt, bis nur noch eine einzige Karte iibrig bleibt. Das ist natiirlich eine
Verkleidung des australisch-11-Ausgebens mit Karten, die die Werte 4,4,3,6 haben,
wobei nur zyklische Translationen von 4,3,4,5 zugelassen sind. Da wir schon wissen,
dass 4,3,4,5* gilt, heiBt das: Der Zauberer weiB ganz sicher, dass die dp-Karte iibrig
bleiben wird.

5. Man suche sich aus den oben aufgefiihrten Beispielen eine gute oder sehr gute Folge
aus, etwa 2,4,6,2,1"*. Diese Zahlen schreibt man auf Blankokarten oder stellt sie
durch Spielkarten dar, wobei — zum Beispiel — Bube, Dame, Kénig, Ass als 2,3,4,1
z&hlen.

Dieser kleine Kartenstapel kann beliebig oft abgehoben werden, im Fall einer sehr
guten Folge kann man die Ordnung auch invertieren, indem man die Karten einzeln auf
den Tisch blattert. Die Karte mit den zwei Sternchen wird beim australisch-11-Ausgeben
iibrig bleiben.

6. Die drei Zahlen 7,1,2 haben die Eigenschaft, dass sie in dieser und in der invertier-
ten Ordung gute Folgen ergeben: 7*,1,2 und 2,1*,7. Drei Karten, die diese Zahlen
darstellen, werden in dieser Reihenfolge nebeneinander auf den Tisch gelegt, und dann
wird mit einem oder zwei Wiirfeln eine Zufallszahl k erzeugt.

Der Zauberer wendet sich ab, und ein Zuschauer kann k£ Mal je zwei Karten ver-
tauschen. Der Zauberer weiB: Wenn k gerade bzw. ungerade ist, so liegt jetzt eine
zyklische Translation von 7,2,1 bzw. 2,1,7 auf dem Tisch. Wenn man sie richtig zu-
sammenlegt (rechte Karte nach unten, mittlere drauf, linke nach oben), bleibt beim
australisch-lI-Ausgeben also die 7 bzw. die 1 iibrig. Entsprechende Vorhersagen sind
vorbereitet und werden vor dem Ausgeben auf dem Tisch platziert.

Hier sind weitere Beispiele: 6,7*,1 und 1*,7,6; 7,8,1" und 1,8,7*%; 6,1*,7 und
7,1,6.

7. Die Folge 6,5, 6,4 kann zweifach verwendet werden. Karten wie im nachstehenden
Bild werden vorbereitet.
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Eine Realisierung der Folge 6,5**,6,4.

Ein Zuschauer soll sie irgendwie ordnen, als einzige Bedingung sollen sich rote und
schwarze Karten abwechseln. Dann wird die 45 beim australisch-1-Ausgeben iibrig
bleiben.

Legt man statt der aufgedruckten Zahlen die Langen der Kartenfarben (Kreuz, Pik,
Herz, Karo) zugrunde, so ist es die Folge 3,4,5,4 in Verkleidung. Folglich wird die zur
5 gehorige Karte, also die ‘6, das australisch-1I-Ausgeben iiberleben, wenn die Karten
vorher beliebig so zusammengelegt wurden, dass sich rot und schwarz abwechseln.

Quellen

Wer sich fur weitere Varianten der , elementaren” Version des australischen Mischens
interessiert, sollte sich Kapitel 2.2 in meinem Buch , Der mathematische Zauberstab“
ansehen. Die , Fortgeschrittenenvariante® ist 2016 publiziert worden: ,, The Advanced
Australian Shuffle”, Math. Semesterberichte 63, 201 — 211. Ausgangspunkt dieser Ar-
beit ist ein Trick, der vom Zauberer Werner Miller aus Osterreich publiziert wurde,
der sich in seinem Artikel in der Zauberzeitschrift ,, Aladin® auf den Amerikaner Jim
Steinmeyer beruft.



Kapitel 11

Ein Esel lese nie: Palindrome

Palindrome sind Worte oder Satze, bei denen es egal ist, ob man sie von vorn oder von
hinten liest:

Otto; Radar; ein Esel lese nie; Regine, wette weniger;...

Dabei nimmt man es mit der GroB/Kleinschreibung und den Leerzeichen nicht so genau.
Die Definition ist fiir alle Sprachen mit Alphabet sinnvoll (,,Red rum, Sir, is murder"),
bei uns wird es um Kartenpalindrome gehen?).

Der Effekt

Wie bei anderen Tricks in diesem Buch geht es auch bei Palindromen um eine ganze
Trickfamilie. Hier zwei erste Beispiele fiir mogliche Effekte (mehr dazu weiter unten):

1. Ein Zuschauer wihlt einige Kartenpaare aus einem Kartenspiel aus. Es wird ein Stapel
gebildet, der mehrfach durcheinandergebracht wird. Trotzdem kann der Zauberer nach
und nach alle Parchen wieder prasentieren.

2. Ein Kartenstapel wird mit der Bildseite nach oben kurz leicht aufgeféchert gezeigt:
Er sieht unaufféllig aus. Der Stapel wird umgedreht, und dann schlieBen sich viele
Mischoperationen durch die Zuschauer an. Die Karten werden zwischen dem Zauberer
und einem Zuschauer aufgeteilt, und es gelingt dem Zauberer, samtliche Karten des
Zuschauers zu nennen.

Die Mathematik im Hintergrund

Gegenstand der Untersuchungen sind n Parchen. Fiir Zaubertricks gibt es viele Moglich-
keiten, das Wort ,,Parchen” zu interpretieren, wenn man mit Karten arbeitet. Zum
Beispiel:

— Dame und Konig der gleichen Kartenfarbe;

— zwei schwarze (oder rote) Karten mit dem gleichen Kartenwert;

— zwei Karten der gleichen Kartenfarbe, fiir die die Summe der Zahlenwerte 12 ist.

DWer sich  weiter iiber das Thema ,Palindrome"” informieren mochte, sollte
http://de.wikipedia.org/wiki/Palindrom ansteuern.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
E. Behrends, Mathematik und Zaubern: Ein Einstieg fiir Mathematiker, DOI 10.1007/978-3-658-17505-4 11
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Fiir unsere Analyse schreiben wir die Parchen als p;, p;, wobei ¢ von 1 bis n lduft.
Dabei ist die Festsetzung, welcher der zwei Kandidaten p; und welcher p} genannt wird,
vollig willkiirlich. Mit M werden wir die Menge {p1,p%,...,pn,pl} bezeichnen. Wir
werden, um Sonderfille zu vermeiden, annehmen, dass M aus 2n Elementen besteht,
d.h., dass die Elemente unterscheidbar sind.

Nun wollen wir formalisieren, was es bedeutet, einen aus den Elementen aus M be-
stehenden Stapel durcheinanderzubringen. Jedes , Durcheinanderbringen® kann doch
durch eine bijektive Abbildung ¢ : {1,...,2n} — M beschrieben werden; dabei
ist ¢(¢) (fir ¢ = 1,...,2n) diejenige Karte, die an der i-ten Stelle von oben liegt.
Manchmal wird es bequem sein, ¢ als geordnetes 2n-Tupel zu notieren, also etwa
¢ = (p1, D5, p3, 0%, D2, D%) statt ¢(1) = p1,P(2) = p5,... im Fall n = 3.

Mit A werden wir die Menge aller dieser ¢ bezeichnen. A hat offensichtlich (2n)!
Elemente.

Uns interessieren besonders diejenigen Fille, bei denen die beiden duBersten Karten,
die zweite zusammen mit der vorletzten, usw. zusammengehoren:
Definition 11.1: Ein ¢ € A heiBt palindromisch, wenn die Tupel (¢(1), ¢(2n)), und
(9(2),0(2n—1)), ..., und (¢(n), p(n+1)) jeweils ein Parchen sind. Formal: Zu jedem
i€{l,...,n} gibtesein j € {1,...,n}, so dass {¢(i), p(2n —i+1)} = {p;,p}} gilt.
Mit A pal werden wir die Menge der palindromischen ¢ bezeichnen.

So sind etwa im Fall n = 3 die Permutationen (p1, p5, p2, p5, 3, pi) und (p3, P2, P1,
P}, 5, p%) palindromisch, und das gilt auch fiir das folgende Kartenbeispiel. (Dabei
bedeutet ,, Parchen”, dass beide Karten rot oder beide schwarz bei gleichem Kartenwert
sind.)

Jedes ¢ € A steht fiir eine spezielle Reihenfolge der Elemente von M. ,, Mischen"
bedeutet dann, eine weitere Permutation anzuwenden. So kann man das prazisieren:

Definition 11.2: Sei w eine Permutation der Zahlen von 1 bis 2n, d.h., 7w ist eine
bijektive Abbildung auf {1,...,2n}. Dann induziert = durch T,(¢$) := ¢ o w eine
Abbildung T, : A — A. Wir werden m palindromisch (und T eine palindromische
Transformation) nennen, wenn Tﬂ(Apa/) C Apa/ gilt, wenn also durch die mit Hilfe
von m beschriebene Art des Mischens Palindrome in Palindrome iiberfiihrt werden.

Uns werden vier Fragen interessieren:
e Wie erzeugt man einen palindromischen Stapel?
e Welche T; sind palindromisch?

e Durch welche , konkreten” Mischarten entstehen palindromische T 7
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e Wie kann man die Tatsache, dass ein Stapel palindromisch ist, wirkungsvoll fiir
einen Zaubertrick nutzen?

Wie erzeugt man einen palindromischen Stapel?

Das ist leicht zu beantworten. Entweder der Zauberer bereitet den Stapel heimlich
selbst vor, oder er ldsst einen Zuschauer mithelfen. Der wahlt n Parchen pi,pj,...,
D, Pn gemaB seiner Interpretation von ,,Parchen” aus und legt sie bildunten iiber-
einander. Auf diese Weise ist ein Stapel p,,p%, pn_1,0%_1,...,p1,P} entstanden?).
Den verteilt man einzeln auf zwei Teilstapel ((p1,...,pn) und (pi,...,p%)), indem
abwechselnd immer links und rechts eine Karte abgelegt wird. Danach wird einer der
Teilstapel auf den anderen gelegt. So entsteht der Stapel (p1,...,pn, D7, ...,p}) oder
(py,.-.s05,p1,---,pn). Von dem blattert man n Karten einzeln auf den Tisch und
legt den Rest drauf: Damit ist ein palindromischer Stapel erzeugt worden, namlich
(pfa s 7p:wpn7 R apl) oder (ph s >pn»p:zv to api)'

| Welche T, sind palindromisch? |

Die Antwort steht in
Satz 11.3: (i) Sei v ein Element der S,, (der Menge der Permutationen von n Elemen-

ten). Unter v' € Sy, verstehen wir die Permutation, die ein i € {1,...,n} auf v(i)
und eini € {n+1,...,2n} auf 2n — v(j) + 1 abbildet; dabei ist j := 2n — i + 1.
Anders ausgedriickt: Die erste Hilfte von {1,...,2n} wird gemaB v, die zweite Hilfte

spiegelbildlich dazu permutiert. Dann ist v’ palindromisch.

(ii) Es sei 0 € {—1,1}". Mit 0" bezeichen wir das folgende Element aus S, : Ein
i € {1,...,2n} wird auf sich selbst bzw. auf 2n — i + 1 abgebildet, je nachdem, ob
o(i) =1 oder = —1 ist. Auch ¢" ist palindromisch.

(i) Alle ¢ o v' sind palindromisch.

(iv) Sei m € Sy, palindromisch. Dann gibt es eindeutig bestimmte v, mit ™ = 0" ov/.
(v) Es gibt 2™n! palindromische 7 .

(vi) Ein m € S, ist genau dann palindromisch, wenn w(i) + 7(2n —i+1) = 2n+1
fir alle i € {1,...,n} gilt.

Beweis: (i) Es sei ¢ € Apal' Es ist zu zeigen, dass ¢ o 1/ ebenfalls palindromisch ist.
Sei dazu i € {1,...,n}. Unter v/ werden ¢ und 2n — i+ 1 auf v(4) und 2n — v(i) + 1
abgebildet, und nach Voraussetzung gibt es ein j mit {¢(v(i)),¢(2n — v(i) + 1)} =
{pj,p;}. Das beweist die Behauptung.

(i) kann analog bewiesen werden.

(iii) Die palindromischen Permutationen bilden offensichtlich eine Untergruppe der Per-
mutationen von 2n Elementen.

(iv) 7 sei palindromisch, ¢ das Element (p1,...,pn, 0%, ...,p}) aus Apal und @ €

{1,...,n}. Nach Voraussetzung ist (z1,...,%2,) := dom € A es gibt also ein

pal’
j €{1,...,n}, sodass {;,72,—i} mit {p;,p;} libereinstimmt. Dabei ist j eindeutig
bestimmt, denn alle Elemente in M sollten verschieden sein. Setze v (i) := j und o (i) =

1 bzw. = —1, je nachdem, ob (z;,z2,_;11) = (pj,p;) oder (z;,Xop—i+1) = (p;‘f,pj)

2)Die oberste Karte des Stapels ist also pn, die unterste 2
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gilt. Dann ist 1 = ¢” o v/, und v und o sind aufgrund der Konstruktion eindeutig
bestimmt.

(v) Aufgrund von (iv) gibt es genauso viele palindromische 7, wie es Paare (v,0)
gibt. Da die Anzahl der Elemente in S,, bzw. {—1,1}" gleich n! bzw. 2" ist, folgt die
Behauptung.

(vi) Hat 7 die Form ¢/, so ist die Bedingung sicher erfiillt, denn fiir i € {1,...,n} ist
das j zu 2n — i+ 1 aus Satz 11.3(i) gleich ¢, d.h.

V(i)+v2n—i+ 1) =v(@)+2n—v()+1=v(i)+2n—v(i)+1=2n+1.

Bei Anwendung von ¢’ bleibt die Bedingung ebenfalls erfiillt, denn es vertauschen ja
nur einige Eintrdge an den Stellen ¢ und 2n — i+ 1 ihre Position. Wegen Teil (v) zeigt
das, dass die Bedingung in (vi) fiir alle palindromischen 7 erfiillt ist.

Es ist noch die Umkehrung zu zeigen. Fiir m € S, soll w(i)+m(2n—i+1) = 2n+1
fiir die i € {1,...,n} gelten, und es ist zu zeigen, dass 7 palindromisch ist. Definiere
o € {—1,1}" durch o(i) = 1, falls 7(¢) < n und als (i) = —1 sonst. Dann ist
7 := ¢ om eine Permutation von der Form v/, da die Elemente von {1,...,n}
untereinander und die aus {n + 1,...,2n} spiegelbildlich dazu permutiert werden. Es
ist also 0" o = v, also auch (wegen (0”)? = Id) © = ¢ ov. Teil (iii) impliziert, dass
7 palindromisch ist. O

Durch welche ,konkreten” Mischarten entstehen palindromische T ? ‘

Wenn man die theoretischen Ergebnisse fiir Zaubertricks nutzen méchte, so miissen
die zum Einsatz kommenden Mischverfahren , natiirlich” sein. Wir besprechen vier Bei-
spiele und zeigen dann, dass man mit ihnen im Prinzip alle palindromischen Transfor-
mationen erzeugen kann.

Beispiel 1: Blattere die Karten des Stapels einzeln auf den Tisch, die Reihenfolge wird
also invertiert. Dazu gehért die Permutation (1,...,2n) — (2n,...,1). Sie ist palin-
dromisch, da sie die Bedingung (vi) des vorigen Satzes offensichtlich erfiillt.
Beispiel 2: Wi3hle ein k € {n+1,...,2n — 1} und mische den palindromischen Stapel
wie folgt:

— k Karten werden einzeln auf den Tisch geblittert, der Rest wird als Ganzes
draufgelegt.

— Das Verfahren wird noch einmal wiederholt.

Auch diese Transformation ist palindromisch. Zum Beweis analysieren wir die zu-
gehodrige Permutation. Der erste Schritt ist durch die Permutation

(k+1,....2nk k—1,....1)
beschrieben, und wendet man das zweimal an, wird daraus
™= (2n—k,2n—k—1,...,1,2n—k+1,2n—k+2,... k—1,k, 2n,2n—1,...  k+2 k+1).

Von links gibt es also absteigend die 2n — k& Elemente 2n — k,...,1 und von rechts
— von hinten gelesen — die 2n — k Elemente k£ + 1,k + 2,2n. Das bedeutet, dass
(i) +72n—i+1)=nfiri=1,...,2n —k gilt.
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Isti = (2n—k)+jfirl <j<k-—n(also2n—k <i<n), soistw(i) =2n—k+j
und 71(2n — i+ 1) =k — (j — 1). Auch dann gilt also (i) + 7(2n — ¢ + 1) = 2n + 1,
und wieder folgt die Behauptung aus Teil (vi) des vorigen Satzes.

Beispiel 3: Blattere n Karten einzeln auf den Tisch und lege den Rest als Ganzes oben
drauf. Hebe dann eine beliebige Anzahl Karten ab, der Reststapel wird draufgelegt.
Dann noch einmal der erste Schritt: Die Halfte der Karten einzeln auf den Tisch, Rest
drauf.

Wir behaupten, dass wieder eine palindromische Permutation entsteht. Angenom-
men, es werden k Karten abgehoben. Wir wollen annehmen, dass k£ < n gilt, fir k > n
ist der Beweis analog.

Es passiert doch Folgendes. Im ersten Schritt erhilt man
(n+1l,n+2,....2n,n,n—1,...,1),
im zweiten dann
m+k+1n+k+2,....2n,nn—1,...,I,n+1,....,n+k)
und im dritten schlieBlich
mi=Mm—kn—k—-1...,I,n+1,....n+kn—k—1,

n—k....,n—1n2n2n—-1,....n+k+2,n+k+1).

Die ersten n—k Eintrage von links sind n—k,n—k—1,...,1 und von rechts — riickwarts
gelesen —n+k+1,n+k+2,...,n+k+(n—k)(=2n). Fir 1 <i <n—Fk gilt folglich
7w(i)+m(2n—i+1) = 2n+ 1. Die nichsten k Eintrage sind links n+1,...,n+k und
von rechts (wieder riickwéarts) n,n — 1,...,n — k + 1. Auch dafiir ist die Bedingung
aus Satz 11.3 (vi) also erfiillt.

Beispiel 4: Es sei m ein Teiler von 2n wir schreiben 2n = k-m. Mische dann wie folgt:
e Die Karten werden zu m Teilstapeln von links nach rechts ausgegeben: einzeln m

Karten von links nach rechts auf den Tisch, dann die ndchsten m Karten einzeln
oben drauf. Und so weiter. Das ergibt m Stapel mit je k Karten.

e Lege die Stapel wieder zusammen: Der rechte kommt nach unten, darauf der
zweite von rechts, usw., und ganz oben der linke®.
Wir behaupten, dass auch das eine palindromische Transformation ist.

Fiir den Beweis schauen wir uns die beiden Teilschritte genauer an. Die von 1 bis
2n durchnummerierten Elemente liegen nach dem Aufteilen auf m Teilstapel so:

(k—=1m+1|(k—=1m+2]|... | km—1|km
m—+1 m—+ 2 .| 2m =11 2m
1 2 m—1 m

3)Man kann auch in der anderen Richtung zusammenlegen: siehe unten.
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Nun werden sie wie beschrieben zusammengelegt. Die ersten k Karten sind (k—1)m+
1L,(k—2)m+1,...,m+1,1, die nichsten (k — 1)m +2,(k—2)m+2,...,m+2,2
usw. Am Ende liegen die Karten km, (k — 1)m,...,2m, m.

Nun betrachten wir die i-te Karte von links (also von oben) fiir ein ¢ < n, es soll die
Karte Nummer j im ehemals r-ten Teilstapel sein. Da steht der Eintrag (k — j)m +r.
Zshlen wir von rechts (r-tes k-Péackchen, darin die j-te Karte), so finden wir jm—r+1.
Und wieder ist die Bedingung aus Satz 11.3 (vi) erfiillt:

(k—jm+r + jm—r+1=km+1=2n+1.

Als Variante kann man im zweiten Schritt auch in einer anderen Reihenfolge zusam-
menlegen: Der linke kommt nach unten, darauf der zweite von links, usw., und ganz
oben der rechte. Diesmal ist — von links gezdhlt — der j-te Eintrag im r-ten k-P&ackchen
gleich (k—j 4 1)m —r 41, und wenn man die entsprechende Anzahl von rechts (also
von unten) zihlt, findet man (5 — 1)m + r. Wirklich ist wieder

k—j+1m—-r+1 + (G—-1m+r=km+1=2n+1.

Wir fassen zusammen: Es gibt eine Reihe von Verfahren, die aus einem
palindromischen Stapel wieder einen machen. Die kann man in beliebiger
Reihenfolge so oft wie gewiinscht anwenden, die Palindrom-Eigenschaft
wird erhalten bleiben.

Doch welche Transformationen kénnen durch diese Mischverfahren realisiert wer-
den? Kann man auf diese Weise alle palindromischen Permutationen erhalten? Da wir
beim Zaubern immer nur an Parchen interessiert sind, ist es egal, welche ¢’ bei den
Permutationen m = ¢’ o v/ auftreten. Der folgende Satz garantiert, dass man mit
unseren Beispielen alles, was mdglich ist, auch wirklich erzeugen kann*).

Satz 11.4: Sei v € S,,. Dann kann man die palindromische Permutation v’ dadurch
konstruieren, dass man endlich oft das in Beispiel 2 beschriebene Mischverfahren an-
wendet.

Beweis: Wir setzen im zweiten Mischverfahren [ :=2n — k € {1,...,n}. Dann ist die
dadurch erzeugte Permutation v}, wo vy := (I,...,1,1+1,...,n). (Es werden also die
obersten [ Karten als Ganzes umgedreht.) Fiir ein [ € {2,...,n — 1} betrachten wir

die Hintereinanderausfiihrung der vier Permutationen vy, v 41, v, vj—1:

v = (,....,L1+1,...,n)
Vit 0y (l+1,1,2,. l—l,l,l+2,...,n)
yov 1oy = (l—ll—2 SLI+LLI+2,.0..,n)
vi_ioyoyyioy = (1,2 1l+1,l,l—|—2 )

4)Er ist allerdings von eher theoretischem Interesse, denn fiir ein spezielles v miisste man eventuell
sehr oft mit unseren Verfahren mischen, um es zu realisieren.
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Die Eintrdge [ und [ 4+ 1 haben also ihre Platze getauscht. Dass 1 und 2 ihre Platze
tauschen, ist sogar leichter durch v5 zu erreichen. Kurz: Alle Vertauschungen von zwei
benachbarten Elementen in 1,...,n konnen erzeugt werden. Folglich sind auch alle
Transpositionen (Vertauschungen von zwei beliebigen Elementen) realisierbar. Damit
ist die Behauptung bewiesen, denn man weiB, dass jedes v € S, als Produkt von
Transpositionen geschrieben werden kann. g

Bemerkung: Da wir, wie schon bemerkt, nur an Parchen interessiert sind, haben wir
nicht weiter untersucht, ob mit unseren Verfahren auch Permutationen ¢” o v/ mit
beliebigen vorgegeben o erzeugt werden kénnen. Es ist auch offen, wie reichhaltig die
Menge der durch Verfahren 3 und 4 konstruierbaren 7 ist. (Verfahren 1 ist zu sich
selbst invers und liefert deswegen neben der Identitit nur eine einzige Permutation.)

Interessant ware auch zu wissen, mit welcher Minimalzahl von Mischverfahren aus
den Beispielen 1 bis 4 man auskommt, um ein vorgegebenes v/ zu erhalten. (Oder, bei
vorgegebenem v, die Permutation ¢” o v/ fiir irgendein ¢.)

Der Zaubertrick

Bei den auf palindromischen sortierten Karten beruhenden Tricks handelt es sich, wie
schon zu Beginn des Kapitels betont, um eine ganze Trickfamilie. Wir stellen vier
Beispiele ausfiihrlich vor.

1. Der erste Trick ist ein Klassiker, man konnte ihn die ,Heiratsvermittlung” nennen. Es
geht um vier Parchen, und zwar Dame und Kénig einer Kartenfarbe. Die sind heimlich
palindromisch vorbereitet, und zwar so, dass es bei fliichtigem Aufbldttern unauffallig
aussieht. Also nicht etwa alle Damen oben und dann in gespiegelter Farb-Reihenfolge
die Konige, sondern Dame und Konige durcheinander unter Beriicksichtigung der Pa-
lindrombedingung. Etwa so:

Das vorbereitete Blatt, von unten gesehen.

Das Spiel wird nun so wie im mathematischen Teil beschrieben vom Zauberer und
den Zuschauern , durcheinander” gebracht. Falls Beispiel 2 dabei ist, kann man die
fragliche Zahl k& auch durch die Buchstabenanzahl des Vor- oder Nachnamens eines
Zuschauers erzeugen lassen: wichtig ist nur, dass die Anzahl zwischen 5 und 8 liegt.
Fallt etwa der Name ,,Martin®, so werden — fiir jeden Buchstaben eine — die Karten zu
einem neuen Stapel auf den Tisch gez&hlt und der Rest wird draufgepackt. (Wichtig:
das muss zweimal gemacht werden.) Das kann man beliebig oft wiederholen.

Damit ist ein Palindromspiel erzeugt, was allerdings die Zuschauer nicht ahnen.
Wenn wir von den acht Karten drei einzeln unter den Stapel herunterzihlen, wird oben
ein Parchen liegen. Das kann man entweder durch lautes Z&hlen begleiten (,, Eins-zwei-
drei"), angemessener wire jedoch, dabei (zum Beispiel) die drei Worter ,,Sim Sala
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Bim" oder ,, Kénig sucht Konigin® zu sagen. Dann werden die obersten zwei Karten
aufgedeckt: ein Parchen!

Ubrigens ist bei einem Stapel aus 8 Karten das Herunterzihlen von 3 Karten (immer
eine von oben unter den Stapel) gleichwertig zum Herunterzihlen von 11 Karten, denn
nach 8 Herunterzihlschritten ist der gleiche Stapel entstanden wie vorher. Das kann
man sich so zunutze machen, dass man sich als Alternative ein 11-buchstabiges Wort
sucht und fiir jeden Buchstaben eine von oben unter den Stapel legt: etwa A-B-R-A-
K-A-D-A-B-R-A.

Ubrig bleibt ein Reststapel aus 6 Karten. Es sind nun zwei (oder 2+ 6 = 8) Karten
einzeln von oben unter den Stapel zu beférdern, z. B. mit ,H-E-I-R-A-T-E-N*. Die
beiden oberen Karten werden aufgedeckt, es ist garantiert ein Parchen. Von den 4
restlichen Karten muss eine unter den Stapel (einfach laut ,FINALE!" sagen) oder
auch 5 (,M-A-G-I-E"), oben liegt ein Parchen, das aufgedeckt wird. Und dass die
verbleibenden zwei Karten zusammenpassen, ist dann auch keine groBe Uberraschung.

2. Palindromisch bedeutet doch auch, dass man die zweite Partnerkarte kennt, wenn
man eine von beiden sieht. Zur lllustration wollen wir annehmen, dass Paare aus zwei
Karten des gleichen Werts bestehen, die beide schwarz oder beide rot sind. Zu einem
Herz Konig gehort ein Karo Konig, zu einer Pik acht die Kreuz acht usw.

I R FERR Y
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,Paar" bedeutet: beide rot oder beide schwarz bei gleichem Kartenwert.
Man kann es natiirlich auch viel raffinierter machen: Die Summe der Zahlenwer-

te ergibt 14, beide Karten sind schwarz oder beide rot, aber nicht von der gleichen
Kartenfarbe (also z.B. nicht beide Pik); zu einer 87 gehért also eine @ 7.
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... die etwas raffiniertere Variante.

Das Spiel ist also palindromisch gelegt, und es wird fliichtig grob aufgeblattert: Auf
den ersten Blick ist nichts Verdachtiges zu sehen. Dann wird durch mehrfaches ,, Mi-
schen" — so wie im mathematischen Teil beschrieben — ein scheinbares Durcheinander
angerichtet. Am Ende gibt es jedenfalls einen Stapel, der garantiert palindromisch ist.
Zum Weitermachen gibt es zwei Moglichkeiten:
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Fortsetzung 1: Die Karten werden mit der Bildseite nach unten auf dem Tisch von
links nach rechts aufgefdchert. Ein Zuschauer soll eine Karte ziehen, und die soll er
sich ansehen (und dann behalten), ohne dass der Zauberer sie sieht. Der Zauberer
zieht die Partnerkarte: Hatte der Zuschauer etwa die dritte von links gewdahlt, zieht der
Zauberer die dritte von rechts. Damit das immer funktioniert, man also den Abstand
sicher schatzen kann, sollte die Kartenanzahl nicht zu groB sein, also hochstens etwa
zehn. Das kann er offen machen, er kann aber auch ein ,,Zaubertuch" iiber die Karten
breiten und die richtige ertasten. Klar, dass er mit Hilfe seiner Karte die Zuschauerkarte
identifizieren kann.

Die Karten, die auf dem Tisch iibrig geblieben sind, sind immer noch palindro-
misch. Man kann das Ganze also immer wieder wiederholen, bis alle Karten einmal
drangekommen sind.

Fortsetzung 2: Diesmal blattern wir die Halfte der Karten bildunten einzeln auf den
Tisch, diesen Teilstapel bekommt der Zuschauer. Der Zauberer behdlt den Rest. Die
obersten Karten der beiden Stapel bilden ein Parchen, auch die jeweils zweiten, die
jeweils dritten usw. Die Stapel werden nebeneinandergelegt, und durch Zauberkraft
werden ,, Informationen zwischen den Karten iibertragen”.
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Die Stapel von Zauberer und Zuschauer, von unten gesehen.

G e e

Augenutzt wird das so: Zauberer und Zuschauer nehmen die oberste Karte ihrer
Stapel auf. Der Zauber strengt sich sehr an und ist dann in der Lage, die Karte des
Zuschauers zu nennen. Mit den nidchsten beiden Karten geht es genau so, usw. Hier
konnte man auch eine , Liigendetektorvariante” einbauen: Der Zuschauer sagt, was er
hat, er darf aber liigen. Und der Zauberer weiB immer, ob das der Fall ist oder nicht.

3. Bei dieser Variante kombinieren wir Palindrome mit dem australischen Mischen aus
Kapitel 10. Auf irgendeine Weise — selber vorbereitet oder mit Hilfe der Zuschauer —
ist ein Stapel entstanden, der 6 Parchen enthilt, zum Beispiel je zwei rote und je zwei
schwarze Buben, Damen, Koénige. Sie sollen palindromisch gelegt sein.

Nun konnen einige der oben beschriebenen Mischmethoden angewandt werden:
so lange, bis alle liberzeugt sind, dass das Spiel vollig chaotisch aussieht. Nur der
Zauberer weiB allerdings, dass der Stapel immer noch palindromisch ist. Er z3hlt 6
Karten einzeln zu einem neuen Stapel herunter und legt die restlichen Karten drauf.
Nun ist der jeweilige Partner immer 6 Karten weiter. Legt man jetzt insbesondere
die oberste Karte aufgedeckt auf den Tisch, so liegt die Partnerkarte an Position 6
— also genau in der Mitte — des Reststapels aus 11 Karten. Nun ist 11 = 23 + 3,
und 6 = 2 - 3. Deswegen kann man diese Karte mit einem australischen down-under-
Ausgeben effektvoll prasentieren: eine Karte auf den Tisch, eine unter den Stapel, eine
auf den Tisch, eine unter den Stapel, usw. Es wurde in Kapitel 10 begriindet, dass die
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letzte Karte in der Hand die Karte mit der urspriinglichen Position 6 sein wird. Und
das ist dann — Finale! — die Partnerkarte zu der auf dem Tisch liegenden.

4. Man kann das Parchenfinden um ein weiteres Zufallsverfahren erweitern, um die
Wirkung noch zu steigern. Mal angenommen, wir haben einen Palindromstapel aus 2n
Karten erzeugt. Wir teilen ihn genau in der Mitte und legen die beiden Teilstapel mit
der Bildseite nach unten nebeneinander auf den Tisch. Wenn wir die Karten durch-
nummerieren, so liegen also links (von oben nach unten) die Karten 1,2,3,...n und
rechts die Karten n*, (n — 1)*, 2*,1*; dabei bezeichnet k* die Partnerkarte zur Karte
mit der Nummer k.

Nun sollen insgesamt n — 1 Karten in den beiden Stapeln einzeln von oben nach
unten gelegt werden, wobei die Zuschauer jeweils entscheiden diirfen, ob das links oder
rechts gemacht wird. Mal angenommen, die Zuschauer haben sich entschieden, dass
im linken Stapel k£ und im rechten n — 1 — k Karten bewegt wurden. Links sieht es
dannso aus: K+ 1,k +2,...,n,1,2,...,k. Und wie ist es rechts? Wenn eine Karte
von oben nach unten kommt, ist die oberste (n — 1)*, bei zweien (n — 2)*, allgemein
(n — s)* bei s Karten. In unserem Fall ist s = n — 1 — k, die oberste Karte ist also
(n—(n—1- k))* = (k4 1)*. Auf den beiden Stapeln liegen also oben Partnerkarten!
Man kann sie gleich als Partner prasentieren oder sie erst einmal verdeckt ablegen, um
sich die Uberraschung fiir spiter aufzuheben.

Bemerkenswerter Weise sind die Reststapel aus jeweils n — 1 Karten wieder bestens
vorbereitet, sie liegen also so, als wenn sie aus einem Palindromstapel durch Aufteilen
entstanden waren. Zur Begilindung schauen wir uns einmal die s-te Karte von oben
im linken Stapel an: Die erste Karte ist nun (nach Wegnehmen der obersten Karten
von beiden Stapeln) Karte k + 2, die zweite k + 3 usw.; die s-te ist also die Karte
k+ s+ 1 (wobei wir erst einmal annehmen, dass k + s+ 1 nicht groBer als n ist). Und
was ist im rechten Stapel die s-te von unten? Die (mittlerweile entfernte) hatten wir
schon als (k + 1)* identifiziert. Von unten liegen folglich die Karten in der Reihenfolge
(k+2)*, (k+3)*,.... Die s-teist also (k+s+1)*, und damit ist die Palindrombedingung
erfiillt. (Fir die s mit k + s+ 1 > n kann man ganz 3hnlich argumentieren.)

Das bedeutet, dass wir das Ganze mit den neuen Stapeln noch einmal machen
konnen, dabei muss allerdings n durch n — 1 ersetzt werden: Wir lassen n — 2 Karten
einzeln véllig beliebig in den Stapeln von oben nach unten legen. Dann wird oben ein
Parchen liegen, und wenn wir es wegnehmen, kann sofort die ndchste Runde beginnen:
n — 3 Karten runter usw.

Als konkretes Beispiel betrachten wir den Fall n = 4, und wir wollen annehmen, dass
wir mit einem Palindromstapel aus Damen und Konigen starten. Ein dreibuchstabiges
Wort wiirde nun reichen, den gleichen Zweck erfiillt ein siebenbuchstabiges: Bei einem
der Stapel wurde dann mindestens viermal eine Karte nach unten gelegt, und dann sieht
er haargenau so aus wie vorher. Wie wére es also mit ,, KONIGIN“? Oben liegt dann
ein Paar, das legen wir erst einmal bildunten zur Seite. Jetzt haben beide Reststapel
drei Karten, also sind zwei (oder fiinf, oder acht oder ...) Karten zu bewegen, um den
gewiinschten Zweck zu erfiillen. Wir wollen das Wort ,,SUCHT" mit fiinf Buchstaben
verwenden. Damit ist noch ein Parchen entstanden, wir legen die jeweils oberste Karte
der Stapel als Parchen beiseite.
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Die Reststapel sind auf je zwei Karten zusammengeschmolzen. Es wiirde reichen,
eine einzige von oben nach unten zu legen. Es kdnnen aber auch drei oder fiinf oder
noch mehr sein, die Anzahl muss nur ungerade sein. Das Wort ,,KONIG“ wiirde zum
Abschluss gut passen. Die obersten werden zur Seite gelegt und die letzten beiden
werden als Parchen prasentiert. Das ware schon sehr bemerkenswert, aber wirklich
spektakuldr wird es, wenn nun die bisher verdeckt liegenden Kartenpaare auch noch als
Dame-Konig-Parchen gezeigt werden.

Varianten

Wir haben unsere Verfahren mit gewdhnlichen Spielkarten illustriert. Wichtig ist aber
eigentlich nur, dass es sich um Karten handelt (um unsere Mischverfahren anwenden
zu kdnnen) und dass ,, Péarchen" identifizierbar sind. Man kénnte also auch Paare von
Bildern verwenden, etwa Bilder von Paaren, die bei der Feier zu erwarten sind, auf der
der Trick vorgefiihrt werden soll, oder beriihmte Paare aus der Geschichte (Romeo und
Julia, Caesar und Kleopatra usw.).

Quellen

Ich habe den , Klassiker" (Trick 1) durch das Buch von Pedro Alegria (“Magia por
principios”) kennen gelernt und einige weitere Beispiele im Buch von Diaconis und
Graham gefunden. Der mathematisch-theoretische Hintergrund wurde fiir dieses Buch
entwickelt.



Kapitel 12

Die mysteriose Zahl 1089
und die Fibonaccizahlen

In diesem Kapitel geht es um Arithmetik, dem Rechnen mit Zahlen. Ublicherweise
hat man damit wahrend des Mathematikstudiums wenig zu tun, und viele sind fest
davon iiberzeugt, die wichtigsten Fakten schon wahrend der Grundschulzeit kennen
gelernt zu haben. Im Prinzip reicht es auch fiir unsere Untersuchungen zu wissen, wie
man n-stellige Zahlen schriftlich addiert und subtrahiert, die Einzelheiten sind jedoch
tiberraschend kompliziert. Am Bemerkenswertesten ist aber wohl, dass hier — an einer
Stelle, an der es niemand erwartet hatte — die Fibonaccizahlen auftreten.

Der Effekt

In der Standardvariante? beginnt der Trick damit, dass sich jemand eine dreistellige
Zahl ausdenkt (die letzte Ziffer soll kleiner als die erste sein). Dann werden die folgenden
Rechnungen vorgenommen:

e Die Zahl wird spiegelverkehrt noch einmal hingeschrieben. HieB die urspriingliche
Zahl abe, so heiBt die neue cba.

e Aufgrund der Bedingung , letzte Ziffer kleiner als erste Ziffer" ist die gespiegelte
Zahl kleiner als die Originalzahl. Die Differenz abc minus cba wird also eine
positive, hochstens dreistellige Zahl sein. Wir nennen sie def.

e Auch die wird gespiegelt (Ergebnis fed?), und diesmal werden Zahl und gespie-
gelte Zahl addiert; es wird also def plus fed gebildet.

Hier ein Beispiel: Ist abc = 452 so ist def = 452 — 254 = 198. es folgt
def + fed = 198 + 891 = 1089.

1)Sie ist wirklich unter Zauberern wohlbekannt. GOOGLE bietet fast 400.000 Links zum Stichwort
, 1089 trick" an.

2) Achtung: Die Zahl muss als dreistellige Zahl gespiegelt werden. Ist etwa def = 99, so miisste man
mit fed = 990 weitermachen.
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Die groBe Uberraschung: Der Zauberer kennt das Ergebnis! Unabhangig von der Wahl
der Ausgangszahl abc kommt immer die Zahl 1089 heraus.

Die Mathematik im Hintergrund

Wir schreiben die Zahl, um die es geht, als abc, wobei a eine Ziffer zwischen 1 und 9
ist und fiir b und c alle Ziffern zwischen 0 und 9 méglich sind. Laut Schulsubtraktions-
Verfahren kommt bei der Berechnung von abc minus bea eine (hochstens) dreistellige
Zahl def heraus, wobei d=a—(c+1),e=9 und f=(10+c¢) —a.

Addieren wir nun def zu fed, so ergibt sich wirklich 1089. Das liegt daran, dass
die Zahlen a und c in der Rechnung mit positivem und negativem Vorzeichen auftreten
und sich daher wegheben.

Doch was passiert, wenn man statt mit dreistelligen Zahlen mit Zahlen beliebiger
Lange arbeitet? Wir fixieren eine natiirliche Zahl n > 2, und wir werden mit n-stelligen
Zahlen a = ajas. .. a, arbeiten, wobei a; € {0,...,9} fiir alle ¢ und a; > a, gelten
soll. Dann berechnen wir ay...a, — a, ...a; und schreiben diese positive Zahl als
b1 ...by,. SchlieBlich ermitteln wir noch by...b, + b, ...b1, diese Zahl wird ¢,(a)
genannt werden.

Als Beispiel betrachten wir im Fall n = 6 die Zahl @ = 242141. Dannist by ...bg =
242141 — 141242 = 100899, und folglich erhalten wir ¢g(a) = 100899 + 998001 =
1098900. Im Fall n = 4 und a = 8007 rechnen wir so: 8007 — 7008 = 0999, and
0999 + 9990 = 10989; es ist also stets (wie im Fall n = 3) die Zahl by ...b, als n-
stellige Zahl zu betrachten. Falls erforderlich, sind vorn Nullen aufzufiillen, wenn man
von by ...b, zu b, - - - by lbergeht.

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen war die Tatsache, dass alle ¢3(ajasas) gleich
1089 sind, wenn ajasas alle dreistelligen Zahlen durchlauft, fiir die a; > a3 gilt. Es ist
nun nicht so, dass auch fiir groBere n alle ¢,,(a; - - - a,) lbereinstimmen. Wir werden
aber beweisen, dass es stets iliberraschend wenige Zahlen im Bildbereich von ¢,, gibt
und dass — vollig unerwartet — Fibonaccizahlen fiir die Analyse eine wichtige Rolle
spielen.

Wir werden eine weitere Verallgemeinerung gleich mitbehandeln. Bisher haben wir
uns doch auf Zahlendarstellungen im Dezimalsystem beschrankt, aber man kann sich
natiirlich fragen, was bei anderen Zahlsystemen passieren wird. Wie sieht es zum Bei-
spiel aus, wenn Zahlen im Dual- oder im Hexadezimalsystem dargestellt werden?

Fiir das Folgende sei B € {2,3,...} fest gewdhlt, wir werden Zahlen in der B-
adischen Darstellung betrachten. (Die Fille B = 2 bzw. B = 10 entsprechen dem
Dualsystem bzw. dem Dezimalsystem. Wer mag, kann sich immer B = 10 vorstellen
und damit im Dezimalsystem bleiben.)

Hier sind die ersten wichtigen Definitionen:

o Ip, ={0,...,B — 1}" bezeichnet die Menge der B-adischen Entwicklungen
der Zahlen m mit 0 < m < B™ — 1. Wir werden die Elemente aus Ip, als
(a1 ...an)p schreiben. So steht zum Beispiel (20045);¢ ., wirklich"fiir die Zahl
20045, wohingegen (10011)5 die Dualzahldarstellung der Zahl 19 ist.
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e Wir schreiben Ij_i,,m fiir die Teilmenge der (a1...an)p € Ip .y, fir die a; > a,
gilt.

o Die Abbildung pp,», : Ip.n — Ip,n kehrt die Reihenfolge um: pp ., : (a1 ...an)B —
(an . al)B.

® dpn:Ig, — Ipy bildet ein (a1...a,)B € If ,, auf die B-adische Darstellung
der Differenz (ay ...ay)p minus me((al .. an)B) ab.

® 0pn:Ipn — It ist so definiert: Aus einem (b ...b,)p € I, wird die B-
adische Entwicklung der Summe aus (b; ...b, )5 und pp,((b1...b,)p); dabei
kann es vorkommen, dass die Summe n + 1 B-adische Ziffern hat.

Hier ein Beispiel: 03((243)5) = (243)5 + (342)5 = (1140)s.

o SchlieBlich wird ¢p, : I, — Ipnp1 durch ¢p, i= 0, o 6, definiert.
(Damit ist ¢10,,, die Abbildung ¢,,, die weiter oben eingefiihrt wurde.)

Das sind zugegebenermaBen ziemlich technische Definitionen, aber dieser Aufwand
ist notwendig, um die hier betrachtete Verallgemeinerung des 1089-Tricks mathema-
tisch exakt untersuchen zu kdnnen.

Wie viele verschiedene Elemente kdnnen im Bild von ¢ g, auftreten? Hier ist unser
Hauptergebnis:

Theorem: Je nachdem, ob die Zahl n > 2 gerade oder ungerade ist, schreiben wir sie
als 2r oder als 2r + 1. Die Folge F, F», F3, ... bezeichnet die iibliche Fibonacci-Folge
1,1,2,3,5,.... Dann gilt:

Es gibt genau Fy, verschiedene Zahlen, die als ¢, ((a1 - an)B) auftreten kénnen,
wenn (a1 - -ay)p alle Elemente aus Iy, durchlduft: genau eine Zahl fiir n = 2 und
firn = 3 (diese Ergebnis entspricht dem Originaltrick), im Falln =4 und n =5 sind
3 = F} verschiedene Zahlen zu erwarten usw.

Dieses Ergebnis hat zwei unmittelbare Konsequenzen:
e Die Anzahl der moglichen ¢B,n((a1 . ~~an)3) hangt nicht von B ab.

e Diese Anzahl ist winzig im Vergleich zur Anzahl der Elemente in I} .. Fiir gerade
n ist der Anteil von der GréBenordnung F,,/B™ =~ (p/B)", wobei wir mit ¢ =
(14++/5)/2 = 1.618. .. den goldenen Schnitt bezeichnet haben.

Der Beweis wird sich als iiberraschend kompliziert herausstellen, er hiangt von einer
sorgfaltigen Analyse des Ubergangs von (a1 ---a,)p € Iy, zu ¢B,n((a1 e an)B) ab.

Erste Erinnerung: schriftliche Subtraktion ‘

Es wird viele liberraschen, dass Techniken aus der Grundschulzeit hier noch einmal
prazisiert werden, aber das ist erforderlich, um eine fiir das Folgende wichtige Definition
erklaren zu konnen.

Ubertrige beim Rechnen werden gleich eine wichtige Rolle spielen, wir werden drei
Varianten kennen lernen (die ty, die uj und die vy).
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Seien e = (e1---e,)p und d = (d1---dy)p in Ip, mit e > d vorgelegt. Wie
berechnet man e — d in B-adischer Entwicklung? Man arbeitet sich bekanntlich von
hinten nach vorn vor, wobei es bei der Berechnung der k-ten Ziffer manchmal erfor-
derlich sein kann, einen Ubertrag bei der (k — 1)-ten Ziffer zu machen. (Dabei gibt es
unterschiedliche Strategien: In Deutschland addiert man eine 1 zu d_1, in den USA
dagegegen borgt man eine 1 von e;_1.)

Die erste Familie von Ubertrégen tnt1,tn,tn_1,...,t1 ist wie folgt definiert: ¢,, 41 :=
0, und t; := 0 falls e}, > dj + tp+1 bzw. t; := 1 andernfalls. Dann ist die k-te Ziffer
von e —d in B-adischer Entwicklung gleich Bty + e — (dg +tg+1) € {0,1,...,B—1}
(k=n,n—1,...,1). Fir die Folge t; - - - t,, werden wir C(e, d) schreiben.

Hier sind zwei Beispiele im Dezimalsystem, um die Definition zu illustrieren: Die
Differenz (5553)10 — (1223)10 fihrt zu t1t2t3t4 = 0000, d.h. O((5553)10, (1223)10) =
0000. Und im Fall (555370)10 — (499999),¢ ergibt sich C’((55537O)10, (499999)10) =
011111.

Von besonderem Interesse werden die ¢ . . . t,, sein, wenn wir die Differenz dp ,(a) =
a—ppn(a) fira=(a1---an)p € I} ,, berechnen wollen.

Mit 75, : I, — {0,1}" werden wir die Abbildung bezeichnen, die einem a =
(a1---an)p € Iy, die Folge C((ar---an)p, (an---ar)p) zuordnet. (So dass, zum
Beispiel, T10,7((4555552)19) = 0111111.) Die Bildmenge von 75, d.h. die Menge

{tBn(a) |a € Ip 370 C {0,137,

wird mit T’ ,, bezeichnet werden.

Unsere Strategie fiir den Beweis des Theorems wird dann so aussehen: Zuerst be-
rechnen wir in Lemma 12.2 die Anzahl der Elemente in T’z ,,, und dann zeigen wir in
Lemma 12.3, dass es eine Bijektion zwischen T'g ,, und der Bildmenge von ¢p , gibt.

Die folgenden Tatsachen sind leicht einzusehen:

Lemma 12.1 Wir fixieren ein a = (a1 -+ a,)B € I}, und setzen'ty ...t = TB,n(a).
(i)t1 =0 und t, =1.

(i) Im Fall ay, > ay_k+1 ist t, = 0; falls ax, < ap_p+1 gilt, so ist tx, = 1; und aus
A = Qp—k+1 folgt t. = trt1 (k =1,... ,77,).

(iii) Die k-te Ziffer von dp ,(a) ist gleich tx B + ar, — (an—k41 +tet1) (K =1,...,n);
dabei haben wir wie bisher t,, 11 := 0 gesetzt.

Wir bendtigen noch weitere Definitionen, um eine Rekursionsformel fiir die Anzahl
der Elemente von Tg ,, beweisen zu kdnnen.

1. T, (bzw. T}, ) bezeichnet die Menge der ty---t, € T, mit t = 0 (bzw.
ta =1). Und ¥,, (bzw. W0 bzw. 1) steht fiir die Anzahl der Elemente in T, (bzw.
in T3, bzw. in T} ).

2. Weiter definieren wir eine Abbildung g, : I, — {0,1}" (eine Variante von
TBp) durch a = (ay -+ ap)p > Uy -+ Uy = C((a1 ceean) B, (an - ~a20)3) : Vor der
Berechnung der Differenz von a und dem gespiegelten a wird die letzte Ziffer des
gespiegelten a Null gesetzt.
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Dann ist klar, dass immer u,, = 0 und u; = 0 gilt.
3. Die Menge Mp ,, bezeichnet die Bildmenge von j15 ,,, und wir schreiben M%m (bzw.
M}Bn) fir die Teilmenge der uy - --u, € Mp,, fir die us = 0 (bzw. uy = 1) gilt.
SchlieBlich kiirzen wir mit ®,, (bzw. ®% bzw. ®}.) die Anzahl der Elemente von Mg,
(bzw. M3, ,, bzw. M}, ) ab.

Zur lllustration folgen hier einige konkrete Berechnungen. Zuerst beschranken wir
uns auf den Fall, dass n = 2r eine gerade Zahl ist.

1) Zuerst betrachten wir den Fall n = 4. Fiir die Berechnung von 75 4(a) fiir ein
spezielles @ = (ajasasay) € 15,4 muss man nur wissen, ob as < asz, as = az oder
az > ag gilt. Deswegen reicht es zur Identifizierung aller Elemente von T 4, drei
typische Beispiele zu untersuchen. Wir wihlen (80580) g, (5000)5 und (8300) 5, wobei
B := B — 1. In der folgenden Tabelle sind diese a zusammen mit den zugehdrigen
Tp,4(a) zusammengestellt:

(5800) |
0011 |

(8000) 5
0111

| a

(8030)B
0101

‘ TB,4

Es folgt, dass \112 =1 (denn man findet an zwei Elementen eine ,0" an zweiter Stelle),
Ul =2 (dto. fiir die ,,1" ) und ¥y = U9 + ¥l = 3.
Und hier ist die entsprechende Tabelle fiir Mp 4:

a (8080) 5
HB,4 0100

(8000) B
0000

(8800) 5
0010

Es folgt, dass ® =2, & = 1 und &, = 3.
2) Als Nachstes bestimmen wir die Werte fiir den Fall n = 6. Diesmal miissen wir 9
verschiedene a € IF; ¢ beriicksichtigen, um alle Mdglichkeiten auszuschopfen: ay <,=
,> a5 and az <,=,> a4. In der Tabelle findet man unsere Wahl von a und das jeweils
zugehdrige Tp 6:

a_ [ (B00BB0)5 | (F00030)5 | (B0B0B0)B | (00500)5 | (500000)5

TB,6 011001 010001 010101 011011 011111
a_ [ (B0B000)5 | (BB0B00)s | (BB0000) 5 | (BBA000) 5 |
TB,6 000111 001011 001111 000111 ‘

Folglich ist ¥ = 3, W} = 5 und W = 8; beachte, dass das Muster 000111 zweimal
auftritt, es darf aber nur einmal gezdhlt werden.

Der Bildbereich von pp ¢ enthdlt die folgenden Elemente:

[ a ][ (B00BB0)s | (B00030)s | (B0B0B0)B | (800500)5 | (800000)s |
\/LB,G 011000 010000 010100 011000 000000 \
a_ [ (B0B000)s | (BB0B00)5 | (BB0000)s | (8BB000)s |
| 1B || 000100 001010 001110 000110 |
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Damit ist ®J = 5, ®} = 3 und ® = 8.
Lemma 12.2 (i) Es gelten die folgenden Rekursionsformeln fiir r > 1:

\Ijg(r+1) = \112,,,7 \I]%(’r‘+l) = \Ijér + (1)27"; ¢g(r+1) = q)gr’ + \Ifgrm q)%(r+1) = O,,.

(i) ©s, = Fy,., wobei Fy,. das 2r-te Element der Fibonaccifolge Fy, F5...=1,1,2,3,5,
8, ... bezeichnet.

(i) Wir schreiben n = 2r fiir gerade n und n = 2r + 1 fiir ungerade n. Dann besteht
Tp.n aus Fy,. Elementen.

Beweis: (i) Es wird giinstig sein, ein a € I} 5,4 in der Form

a=(ajaay---az—10'az)p

mit a,a’ € {0, ..., B—1} zu schreiben (so dass, z.B., as fiir die dritte Ziffer in a steht).
Seien a := (a1 -+~ a9, )p € TG 9t tay 1= TB,2r (@) und uy - - - w9y := pp o, (a). Aus
den elementaren arithmetischen Rechenregeln folgt dann:

e Im Fall o < & gilt 75 2(r41)(a@) = 01ug - - - uz,—101 und
pB2(r+1)(@) = 0lugug - - - ug,—100;

e Im Fall a = o gilt T 9(,41)(@) = Otatats---t2,_111 und
pB2(r+1)(@) = Ougugug - - - ugr—100;

e Im Fall o > o gilt 75 5(,41)(a@) = 00tz - - - t2,_111 und
BB,2(r+1)(@) = 00tatsz - - - ta,._110.

Daraus lassen sich die Rekursionsformeln leicht herleiten:

a) Wie viele Elemente hat Tg 2(r+1) ? Sie entstehen doch nur dann, wenn o > o’ oder
wenn o = o’. Zum zweiten Fall tragen nur die @ mit ¢ = 0 bei, aber die sind schon

von den Elementen mit @ > o' erzeugt worden. Das zeigt \I/(z)(rﬂ) =Us,.

b) Nur die @ mit & < o’ und die @ mit & = &’ und 3 = 1 tragen zu \I/%(TH) bei, und
alle diese Muster sind verschieden, denn die vorletzte Ziffer ist 0, wenn es aus a < &’
entstand und 1 im zweiten Fall. Das zeigt, dass ¥;, , ) = U3, + P,

c) und d) Die Rekursionsformeln fiir ®, |, und @3
werden.

1) konnen genauso bewiesen

(i) Aufgrund der vorstehenden konkreten Rechnungen wissen wir, dass ) = ®} =
Fp, ¥} = @) = F3 und ¥, = ®&; = F;. Nun muss man sich nur noch an die
Rekursionsformel Fj,+ Fy.11 = Fjo fiir die Fibonaccizahlen erinnern und (i) anwenden:
Es ist stets U9, = ®) = Fy. 5, U = @ = Fy._; und ¥y, = @y, = Fy,.. Das
beweist die Behauptung fiir r > 2; fiir r = 1 ist sie trivialerweise richtig.

(iii) Der Fall gerader n = 2r entspricht der Aussage (ii), da Wo, die Elemente von
Tp 2, zdhlt. Nun sei n = 2r + 1 ungerade. Wegen Lemma 12.1(ii) wissen wir, dass
fir jedes t1---t, € Tp, die Aussage t,y1 = t,yo gilt, denn es ist ap = an_k41
fir k = r + 1. Folglich ist t1 - -t t,p1tpyo- -ty — t1---tptrqo---t, eine bijektive
Abbildung zwischen T’g 2,41 und T 2;. U
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’ Zweite Erinnerung: schriftliche Addition ‘

Die Addition von Zahlen in B-adischer Darstellung ist einfacher als die Subtraktion. Es
seien d = (dy...d,)p und e = (e1 ...e,)p aus Ip , vorgelegt. Mit vj, bezeichnen wir
den Ubertrag, der bei der Berechnung der k-ten Ziffer von d 4 e entsteht. Damit sind
die vy, ..., vy, vpy1 rekursiv durch v, 41 ;=0 und vy =1 im Fall dy + e + vg+1 > B
bzw. v := 0 im Fall d + e, + vg41 < B definiert; kK =n,n—1,...,1. Die B-adische
Entwicklung von d + e ist dann vicy ...c,, wobei ¢ := vgr1 + di + e, — v B fiir
k=1,...,n.

Es wird giinstig sein, einen Zwischenschritt einzuschieben: Zuerst berechnen wir die
Zahlen Ry, :=di + e, € {0,...,2B — 2} (k= 1,...,n), und aus diesen bestimmen
wir die B-adische Entwicklung von d + e. So berechnen wir zum Beispiel (34201)5 +
(44033)5 in zwei Schritten als

(34204)5 + (44033)5 — (7,8,2,3,7) — (133242)s;

die Ubertrége sind diesem Beispiel v1vov3v4v5 = 11001.

Von besonderem Interesse wird fiir uns der Fall d = (by---b,)p = dp,n(a) und
e=(bp---b1)g fira=(a;---an)B € Iy, sein. Sei so ein a vorgelegt. Wir wissen
dann schon (Lemma 12.1 (iii)), dass die k-te Ziffer von b = (by---by)p := dp.n(a)
gleich t;B + ar, — (@p—g+1 + tr41) ist. Folglich ist die Summe aus by und der k-ten
Ziffer von pp (D) gleich

Ry = br+bp_py1
= tB+ap— (an—pt1 +ths1) + tnoky1 B+ an_pt1 — (@ + tn_ki2)
= (tk +tp—pt+1)B — (tpg1 +tn—pt2)-

(Das ist eine sehr wichtige Beobachtung: Die Ry, ..., R, hiangen nur von den t; und
nicht von den ay, ab.)

Um schlieBlich ¢ ,(a) als B-adische Zahl auszurechnen, muss man sich wieder
von rechts nach links durcharbeiten. Wir definieren die vy als die Ubertré’ge, die sich
bei der Berechnung von (by---b,)g + (bn---b1)B ergeben?. Setzt man dann ¢, :=
Ry + vp11 — v B, so gilt ¢p n(a) = (vicr...cn)B.

Hier ist ein Beispiel, wir betrachten a = (5677321)1¢. Es ist d19,7(a) = (4439556)10
und (Ry,...,R7) = (10,9,8,18,8,9,10).Damit ist ¢19,7(a) = (10998900)19, wobei
vy -+ - vy = 1001011.

Lemma 12.3 (i) R, = R—k+41, und R, € {0,B—2,B — 1, B,2B — 2} fiir alle k.
(ii) Die Abbildung t1 -+ -ty +— (R1,...,Ry) (von der Menge Tg ,, in die Menge
{0,B—2,B—1,B,2B — 2}"™) ist injektiv.

(iii) Die Abbildung (R1,...,Ry) — vicy---c, (von den (Ry,...,Ry,), die durch die
(a1 --an)p € Iy, erzeugt werden, nach I n+1) ist injektiv.

Beweis: (i) Die Symmetrie folgt sofort aus der Definition: Ry = by + bp_41 flr
k=1,...,n. Dass Ry, stets in {0,B —2,B — 1, B,2B — 2} liegt, ergibt sich aus der

3D.h., vp41 :=0, und v = 1 im Fall Ry 4 vy 1 > B sowie vy = 0 fiir Ry, +vj41 < B.
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Formel Ry = (tx +tn—k+1)B — (tx+1 +tn—g+2) und der Tatsache, dass Ry die Summe
aus zwei Elementen in {0,1,...,B — 1} ist.

(i) Es ist zu zeigen, dass man t;---t, aus (Ri,...,R,) rekonstruieren kann. Sei
(R1,..., Ry) vorgegeben. Stets gilt doch t; =0 = ¢,,41 und ¢, = 1, so dass

Ry =(t1 +tn)B — (ta+tpy1) = B—to.

Auf diese Weise haben wir schon tq,to, t,, identifiziert. Die noch fehlenden t; werden
wir dadurch finden, dass wir uns rekursiv ,,nach innen" vorarbeiten: von t1,%s,t, zu
t1,ta,t3, th_1,tn, dann zu tq1,t9,t3,t4, typ_o,tn_1,t, UsW.

Angenommen, wir kennen fiir ein k > 2 die t1,...,tk, tn—g+t2,-..,tn. Was kann
dann iiber t511 und t,_k41 ausgesagt werden? Wir betrachten vier Fille.
Fall 1: t = t,,—k+2 = 0. In diesem Fall ist Ry, = (tx + tn—g+1)B — (tk41 +tn—kt2) =
tn—k+1B — tg+1, und Ry ist bekannt. t51 und t,_x41 kénnen nun mit Hilfe von (i)
gefunden werden: Ry ist eine der Zahlen B bzw. B — 1 bzw. 0, und das impliziert
tn—k+1 = Litgpr =0 bzw. £y g1 = 1,851 = 1 bzw. t,_jy1 = tg41 = 0.
Fall 2: t;, = 1, th—ky2 = 0. Es ist dann R = (1 + tnkarl)B — Cht1- Ry, ist gleich
B,B — 1,2B oder 2B — 1, und in jedem dieser Fille kann man tx41 und t,_k41
rekonstruieren. (Ist etwa Ry = 2B, so ist notwendig ¢,—x+1 = 1 und t;41 = 0).
Fall 3 (tx = 0,t,—k+2 = 1) und Fall 4 (t = t,,—g4+2 = 1) kdnnen auf die gleiche Weise
behandelt werden. Das beweist (ii).
(iii) Wie kann man Ry, ..., Ry berechnen, wenn vyic; - - - ¢, bekannt sind? Wir wissen,
dass R, = B — t, gilt, es ist also R, = B oder R, = B — 1. Damit ist R, = B
und v, =1 im Fall ¢, =0, und ¢, = B — 1 impliziert R, = B—1 und v, = 0. vy
ist auch schon bekannt, wir kdnnen also unsere Rekursion mit den schon bekannten
Zahlen Ry = R, und vy,v, beginnen. Wie im Beweis von (ii) arbeiten wir uns von
auBen nach innen vor: von 1,n zu 1,2,n — 1,n usw.

Wir nehmen an, dass Ry (= R,,), Ro(= Rn-1),. .., Rk(= Ry—g+1) und vy, ..., vg,
Un—k+1,- -+, Un Schon rekonstruiert wurden. Wir wollen die Zahlen Ryy1(= R,_k),
Uk4+1 und v,_j ebenfalls bestimmen. Dazu schreiben wir die B-adische Entwicklung
von Rj1 als (aa’)p; hierist « € {0,1} und o/ € {0, B —1,B —2}.

Schritt 1: Zuerst ermitteln wir vi11. Zur lllustration betrachten wir den Fall Ry =
¢, = B — 1. Dann ist notwendig vg41 gleich 0, denn vi; = 1 wiirde ¢ = 0 zur Folge
haben. Entsprechend muss vi+1 = 0 in folgenden Fillen gelten: Entweder ist Ry, = ¢y,
oder — in Situationen, in denen Ry, = (10)p oder R = (1, B — 2)p ist — ¢ ist gleich
der zweiten (von links nach rechts gezihlt) B-adischen Ziffer von Ry. In allen anderen
Fallen ist vg41 = 1.

Schritt 2: Wir bestimmen o’. Wir kennen v, 1. Wenn diese Zahl Null ist, so gilt
o = cp_p. Im Fall v,_py1 = 1 gibt es zwei Moglichkeiten. Sollte ¢, = 0 gelten,
so erinnern wir uns daran, dass c¢,,_, gleich der zweiten Ziffer von o/ + 1 ist und dass
folglich o/ = B — 1 und v,_, = 1 gelten muss (ein Ubertrag war notwendig). Ist
dagegen c,_ > 0, so kdnnen wir o/ = ¢,,_ — 1 folgern.

Schritt 3: Wie sieht o aus? Angenommen, es ist ¢x+1 = o’. Das impliziert a = vgy;.
Und was ist, wenn o’ # cgy1 gilt? Im Fall ¢x 1 = 0 ist das nur méglich, wenn
o/ = B —1, und dann ist « = 0 (denn Rp41 < 2B — 1). Gilt dagegen cx11 > 0,
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so muss der Ubertrag (sofern es einen gab), durch « erzeugt worden sein. Es ist dann
O = Vp41-

Schrit 4: v, _j, noch einmal. In manchen Fillen ist v,,_; schon nach dem zweiten
Schritt bekannt. Jetzt wissen wir aber mehr: v, _ kann leicht aus «, @’ und v, g1
bestimmt werden: Wenn o = 1 oder o + v,_py1 = B ist, so gilt v,_x = 1, und
andernfalls ist v,,_; = 0. O

Der Beweis des Theorems ist nun leicht: Schreibe n = 2r oder n = 2r+1. Aufgrund
von Lemma 12.2 gibt es Fy, Elemente in Tz ,,, und wegen Lemma 12.3 existiert eine
Bijektion zwischen T ,, und dem Bild von ¢p ;.

Es folgen noch einige Beispielrechnungen und Bemerkungen:

1. Die Ry liegen in {2B—2, B, B—1, B—2,0}, und die k-te Ziffer des Endergebnisses
ist die letze Ziffer von Ry +wvy41. Das erklart, warum man in der B-adischen Darstellung
von ¢ n(a) nur die Ziffern {0,1, B — 1, B — 2} findet.

2. Falls n = 4 ist, gibt es F; = 3 verschiedene Zahlen im Bild von ¢p 4. In der nach-
stehenden Tabelle sind sie fiir den Fall B = 10 zusammengestellt, und die zugehdorigen
titatsty sind auch aufgefiihrt. Zum Beispiel fiihren alle a = (aja2aza4)10 € 17y 4, fiir
die t1tat3ty gleich 0101 ist (das sind genau die a mit as < a3) zu ¢4,10(a) = 9999.

‘ titotsty || 0101 (oder: as < a3) | 0011 (oder: ay > a3) | 0111 (oder: ay = ag) ‘
| 9999 10890 10989 |

3. Und hier ist die entsprechende Tabelle fiir n = 5:

| titatstats || 00111 (az < as) | 01001 (az > as) | 01111 (a = ay) |
| 99099 109890 109989 |

4. Es ist leicht, die vorstehenden Tabellen fiir den Fall beliebiger B umzuschreiben:
1,0,8,9 sind durch 1,0, B — 2, B — 1 zu ersetzen.

Der Zaubertrick

Der Originaltrick entspricht dem Fall n = 3, und wegen F5 = 1 kommt immer die
gleiche Zahl (ndmlich 1089) heraus. Man konnte nun vor dem Trick einen verschlosse-
nen Umschlag prasentieren, in dem die ,Voraussage" 1089 steht. Etwas origineller ist
es, im Umschlag ein Wort zu verstecken: Das erste Substantiv auf Seite 89 im 10-ten
Buch eines Biicherregals, das sich in dem Raum befindet, in dem die Zaubervorfiihrung
stattfindet.

Fiirn > 3 ist die,, Zielzahl" nicht eindeutig bestimmt. Das ist aber kein wesentliches
Problem. Ich illustriere die Idee an zwei Beispielen:

a) Ein Zuschauer wihlt eine vierstellige Zahl a = ajasazay (wir arbeiten mit der Basis
B = 10). Es miissen zwei Bedingungen erfiillt sein: a; > a4 und as > as.

Wenn man dann die iiblichen Rechnungen durchfiihren lasst, so kann man sicher
sein, dass 10890 herauskommt, denn alle derartigen @ haben das gleiche ¢10.4(a).



142 KAPITEL 12. DIE MYSTERIOSE ZAHL 1089 ...

Verdndert man die zweite Bedingung von as > ag zu ay < asg, so ist die Zahl 9999
zu erwarten. (Und ag = ag fiihrt stets auf 10989). Im Grunde kdnnte man die zweite
Bedingung also weglassen und je nach Wahl des Zuschauers einen von drei Umschlagen
mit der richtigen Vorhersage prasentieren, die vorher an verschiedenen Stellen versteckt
wurden.

b) Die erste Variante aus,,a" kann man auf den Fall beliebig groBer n iibertragen. (Fiir
eine Zaubervorfiihrung, bei der auch Nichtmathematiker im Publikum sitzen, sollte n
allerdings nicht zu groB sein).

So konnte man vorgehen, wenn man sich fiir n = 10 entschieden hat. Ein Zuschau-
er wihlt 5 Zahlenpaare (z1,v1),..., (x5,ys5), wobei die x;,y; in {0,1,...,9}) liegen
und stets 2, > y; gilt. Sie werden auf jeweils zwei Zettel geschrieben®). Diese Zahlen-
paare werden zu einer 10-stelligen Zahl zusammengelegt: a = z1x2 ... x5Y5 - . . y1; Wir
legen also die zj;, nebeneinander, und die zweite Hélfte bilden die y; in umgekehrter
Reihenfolgei. Dann kann man sicher sein, dass t; ...t190 = 0000011111 ist, und es gilt
garantiert ¢10.4(a) = 10999890000.

Einen weiteren Trick, in dem Fibonaccizahlen auftreten, findet man in Kapitel 9.

Quellen
Der Originaltrick mit dreistelligen Zahlen ist in vielen Zauberbiichern zu finden. Die Ver-
allgemeinerung ist in meiner Arbeit ,, The Mystery of the Number 1089 — how Fibonacci
Numbers Come into Play" (Elemente der Mathematik 70, 2015, 1 - 9) verdffentlicht
worden.

4)Alternativ kann man auch Spielkarten auswihlen lassen; dabei sollen Asse als 1 und Bilder als 0
gerechnet werden.



Kapitel 13

Unmoglich!

In diesem Kapitel geht es um die geschickte — fiir den Zuschauer unsichtbare — Co-
dierung von Informationen. Codierungstheorie hat sich in den letzten Jahrzehnten zu
einem wichtigen Teilgebiet der diskreten Mathematik entwickelt. Die Ziele bei diesem
» Verpacken von Informationen” kénnen sehr unterschiedlich sein:

e Das Endergebnis soll moglichst wenig Speicherplatz benétigen.
e Die Ausgangsinformation soll schnell reproduzierbar sein.

e Wichtig sind auch kryptographische Aspekte: Fiir Unbefugte ist das Herauslesen
der Ausgangsinformation schwierig bis unmaoglich.

e Wenn die ,,verpagkte“ Information iibertragen wird (Internet, Glasfaserkabel, . ..)
und sich dabei Ubertragungsfehler eingeschlichen haben, so ist der Empfanger
immer noch in der Lage, nach dem , Auspacken” alles Wichtige lesen zu konnen.

Hier einige Beispiele, die uns fast taglich begegnen:

e Die Codierung von musikalischen Informationen auf einer CD, DVD oder einem
MP3-Player.

e Die Produktinformation im Barcode, die Hersteller, Preis usw. enthalt.

ISBN 0-19-851187-6

VI

780198511878

e Die Informationskompression bei Bildern und Filmen.
e Die Verschliisselung von e-mails und Banktransfer-Informationen, bevor sie ihre

Reise durchs Internet antreten.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
E. Behrends, Mathematik und Zaubern: Ein Einstieg fiir Mathematiker, DOI 10.1007/978-3-658-17505-4 13
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Codierungen werden in der Zauberei sehr vielfiltig eingesetzt. Zum Beispiel kann
ein Helfer im Publikum dem Zauberer durch seine Kérperhaltung signalisieren (Hand
am Kinn, auf dem SchoB usw.), welche Karte ein Zuschauer gerade gezogen und allen
gezeigt hat. Solche ,,Codierungen® sollen hier natiirlich nicht besprochen werden. Hier
wollen wir uns um ein fiir die Zauberei interessantes Verfahren kiimmern, das auf
Mathematik beruht.

Der Effekt

Ein Zuschauer bekommt ein vollstindiges Kartenspiel (zum Beispiel ein Bridgespiel, 52
Karten, ohne Joker), das er gut mischen soll. Der Zauberer hat sich abgewendet.

Der Zuschauer sucht sich 5 Karten aus dem Spiel und gibt sie der Assistentin
des Zauberers. Die legt eine Karte bildunten auf den Tisch, die anderen vier werden
dem Zauberer ausgehidndigt. Dabei gibt es keinerlei Sichtkontakt zwischen Assistentin
und Zauberer. (Die Karten kénnten zum Beispiel einzeln von einem Zuschauer an den
Zauberer {ibergeben werden.) Der Zauberer benennt daraufhin richtig die auf dem Tisch
liegende Karte.

Kein Wunder, dass es bei Vorfiihrungen oft die Zuschauerreaktion , Das ist doch
unmoglich!” gab.

Die Mathematik im Hintergrund

Der Trick beruht darauf, dass eine beliebige Karte durch die Reihenfolge der Ubergabe
von vier Karten codiert wird. Dazu werden drei Tatsachen kombiniert. Erstens geht
es um eine Eigenschaft der zyklischen Ordnung auf einer n-elementigen Menge. Diese
Menge wollen wir uns in einem Kreis angeordnet vorstellen, und ,b liegt k£ weiter als
a" soll bedeuten, dass man k Schritte im Uhrzeigersinn gehen muss, um von a nach
b zu kommen. Das kennen auch Nichtmathematiker fiir die Fille n = 12 bzw. n =7
vom Uhren- und Kalenderablesen: Wenn der groBe Zeiger auf der 11 steht, wird er 3
Stunden spater auf der 2 stehen, und es ist ebenfalls klar, dass 5 Tage nach Mittwoch
ein Montag sein wird.

Fiir uns wird die folgende Tatsache wichtig werden:

Lemma 13.1: Die n-elementige Menge {1, ... ,n} sei zyklisch geordnet, und es sei kg
der ganzzahlige Anteil von n/2. (So ist z.B. k = 6 fiirn = 12 und n = 13.) Sind dann
i, jo verschiedene Elemente von {1,...,n}, so gibt es ein k € {1,...,ko}, so dass iy

um k Schritte weiter liegt als jo oder umgekehrt.

Beweis: Angenommen, das ware nicht der Fall: jg liegt | Schritte weiter als i, das
wiederum I’ Schritte weiter als jg liegt; dabei sind j, j > ko. Dann brduchte man j+j’
Schritte, um von ig wieder zuriick zu i zu kommen. Dafiir reichen aber n Schritte,
und 41" ist groBer als n (was man durch Fallunterscheidung n gerade/ungerade leicht
bestitigen kann). Das ist ein Widerspruch! O

Wir wollen diese Idee fiir Karten anwenden. In den nachstehenden Bildern sieht
man Beispiele fiir n = 5 und fiir n = 13. Im Fall n = 5 ist kg = 2, und hat man sich
unter den Herzkarten zum Beispiel die 2 und die §5 ausgesucht, so gilt wirklich:
Die @2 liegt um 2 weiter als die §05. Ist dagegen n = 13, so ist kg = 6. Und bei zwei
beliebigen Kreuzkarten im Kreis kann man eine so wihlen, dass die andere hochstens
6 Schritte weiter liegt.
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Eine 5-elementige und eine 13-elementige zyklisch geordnete Menge.

Nun zum zweiten Baustein, da geht es — nur leicht versteckt — um elementare
Kombinatorik. Bekanntlich kann man k Objekte auf k! Weisen in eine Reihenfolge
bringen. Zum Beispiel kann man die 3! = 6 dreibuchstabigen , Worter"

BOX,BX0,0BX,0XB,XBO,XOB

aus den drei Buchstaben B, O, X bilden, wenn Buchstabenwiederholung nicht zuge-
lassen ist. (So wiirden diese Worte iibrigens auch in einem Lexikon stehen, wenn es
sinnvolle Worter waren.)

Wir bendtigen eine Variante, bei der der ,Ordnungstyp" verwendet wird. Mal an-
genommen, wir erhalten 3 verschiedene Zahlen aus {1,...,20}. Dann wird es eine
kleinste (A), eine mittlere (B) und die groBte (C) geben. Es gibt die folgenden sechs
Moglichkeiten

ABC,ACB,BAC,BCA,CAB,CBA,

die drei Zahlen anzuordnen, und folglich kann man damit die Zahlen 1,2,3,4,5,6
codieren, wenn man vereinbart, dass die Ordnung wie in einem Lexikon sein soll.

Fiir ein illustrierendes Beispiel nehmen wir an, dass wir die Zahlen 19,4, 13 erhalten
haben; hier ist also A = 4,B = 13 und C' = 19. Mit BAC = 13,4,19 wiirde man
die 3 verschliisseln, mit CBA = 19,13,4 die 6 usw. Es sollte klar sein, wie man mit
4 iibergebenen Zahlen die Zahlen von 1 bis 4! = 24, mit 5 iibergebenen Zahlen die
Zahlen 1,...,5! = 120 usw. verschliisseln kann.

Bei dem hier zu beschreibenden Zaubertrick ist es ein bisschen komplizierter. Uns
werden ndmlich drei Karten aus einem gewdhnlichen Kartenspiel (keine Joker) iiber-
geben, und da ist es wichtig, vorher festgelegt zu haben, in welcher Reihenfolge sie
angeordnet sind, welche also die ,kleinste”, die ,mittlere” und die , groBte” ist. Wir
vereinbaren: Die Kartenfarben werden wie beim Skat sortiert: es ist 4p vor 4 vor @ vor
&b, und innerhalb der Kartenfarben gilt die Reihenfolge 2,3,4,5,6,7,8,9, 10, Bube,
Dame, Konig, Ass. Demnach gilt z.B.

QPL<QPA<WII<B2<BK <2< A
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Erhilt man zum Beispiel 4 A, €10, @2, so kann man damit die Zahlen von 1 bis
6 codieren:

1 2 3
AV | $AS2WI0 | WI0 $A S
4 5 6

V02 OA | #20A VI | #29W10$A

Fiir den allgemeinen Fall sollte die Assistentin die folgende Tabelle kennen®). Sie
hat drei Karten bekommen, die kleinste (k), die mittlere (m) und die groBte (g) in der
vereinbarten Ordnung. Die Zahlen von 1 bis 6 werden dann so verschliisselt:

1 2 3 4 5 6
kmg | kgm | mkg || mgk | gkm | gmk

Der dritte Baustein ist das Schubkastenprinzip, ein oft angewendeter Existenzsatz:
Wenn man n Kugeln in m Schubkasten verteilt und man weiB, dass n > m ist, so
muss es eine Schublade geben, in der mindestens zwei Kugeln liegen. (Begriindung:
Lage jeweils nur hochstens eine Kugel drin, gibe es hochstens m Kugeln. Das ist ein
Widerspruch zur Voraussetzung n > m.)

Bemerkenswerter Weise wird zwar die Existenz einer doppelt belegten Schublade
garantiert, der Satz ist aber nichtkonstruktiv: Man weiB nicht, um welche Schublade
es geht.

Als einfache Anwendung denke man an die Aussage, dass es in einer Sammlung
von mindestens 11 Telefonnummern zwei geben wird, die auf die gleiche Ziffer enden.
Gleich wird um eine andere offensichtliche Variante gehen:

e Hat man 4 Karten aus einem Spiel bekommen, das nur 0—, ¥- und Q—Karten
enthilt, so gibt es unter diesen vier Karten eine Kartenfarbe, die zweimal auftritt.

e Unter 5 beliebigen Karten eines Skat- oder Bridgespiels (ohne Joker) kommt
mindestens eine Kartenfarbe mindestens zweimal vor.

Der Zaubertrick

Wie funktioniert der Trick? Ein Zuschauer mischt ein Bridgespiel (ohne Joker) und
iibergibt der Assistentin 5 Karten. (Der Zauberer hat schon den Raum verlassen.)

Schritt 1: Hier wird das Schubkastenprinzip wichtig. Danach wird unter den 5 Karten
(mindestens) eine Kartenfarbe (mindestens) doppelt vorkommen?). Mal angenommen,
es gibt zwei Karo-Karten. Das sind Karten aus 1,2,...,10, B, D, K, A, wir denken uns
diese 13 Karten zyklisch angeordnet.

Im mathematischen Teil wurde begriindet, dass eine der zwei Karten um hdchstens
6 Karten weiter liegt als die andere. Die Assistentin kann also die beiden Karten so als

DSie kann sie auswendig lernen, es ist aber auch leicht, alle Eintrige logisch herzuleiten.
2)Es kénnten auch z.B. zwei Pik- und drei Herzkarten sein, es kénnten sogar alle Karten die gleiche
Kartenfarbe haben.
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K1, K2 taufen, dass K2 um hochstens 6 Karten weiter liegt als K1. Sind die beiden
Karten etwa 4 3 und € D, so setzt sie K1 = 4 D und K2 = 4 3; und 4 3 liegt um
4 Karten weiter als die 4 D.

K2 kommt verdeckt auf den Tisch, der Zauberer wird als erste Karte K1 erhalten.
Damit kennt er schon die Kartenfarbe der auf dem Tisch liegenden Karte.

Schritt 2: Eine Karte liegt auf dem Tisch, eine ist schon fiir die Ubergabe an den
Zauberer reserviert. Damit sind noch 3 Karten {ibrig. Mit denen muss die Assistentin
verschliisseln, um wie viele Schritte man von K1 aus weitergehen muss, um zu K2
zu kommen. Sind diese Karten etwa 4 A, 410, @2, so wird sie sie — nach der ersten
Karte — in der Reihenfolge 410 @02 4 A an den Zauberer schicken. Der weiB dann: Es
ist eine Karo-Karte, und sie liegt in der zyklischen Ordnung der Karo-Karten 4 Karten
weiter als die 4 D. Es muss also die 4 3 sein.

Schritt 3: Der Zauberer hat die Karten erhalten, und er kennt die umgedrehte Karte
aufgrund der Verschliisselung. Wie spektakuldr er dieses Wissen ausnutzt, nachdem er
wieder zurlickgekommen ist, bleibt seiner Kreativitat iiberlassen.

Da das recht abstrakt ist, folgen hier weitere konkrete Beispiele.
Beispiel 1: Der Zuschauer hat sich die folgenden fiinf Karten ausgesucht:

Beispiel 1: Die vom Zuschauer gewihlten Karten.

Die Assistentin entscheidet sich fiir K1 = 10 und K2 = @ D. (Eine andere Wahl
gibt es in diesem Fall auch nicht.) K2 liegt 2 Schritte weiter, und 2 ist durch kgm
verschliisselt. Die 8 D wird umgedreht, und der Zauberer erhilt 4 Karten in der Rei-

henfolge 410, 49, o8 und @ 3:

Beispiel 1: Diese Karten erhilt der Zauberer.

Er entschliisselt die Botschaft dann so:
e Es muss eine §-Karte sein, die hdchstens 6 Schritte weiter liegt als die 4 10.

e Die nichsten drei Karten liegen in der Reihenfolge kgm, also sollte die 2 iiber-
mittelt werden.
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e Die gesuchte Karte ist also eine §-Karte, die unter den §-Karten zwei Karten
weiter liegt als die §910. Es ist also die § D!

Beispiel 2: Diesmal wurden die folgenden Karten vom Zuschauer ausgewahlt:

Beispiel 2: Die Zuschauer-Karten.

Die Assistentin hat drei Moglichkeiten fiir die Festsetzung von K1 und K2, je nachdem,
wie sie die zwei 4 -Karten aus den drei vorhandenen aussucht. Sie entscheidet sich fiir
K1 =4 Aund K2 = 4 4. Die 4 liegt — zyklisch gesehen — drei weiter als das Ass, und
die 3 ist durch mkg zu verschliisseln. Die 4p 4 wird also umgedreht, und der Zauberer
erhilt vier Karten in der folgenden Reihenfolge:

Beispiel 2: Die Zauberer-Karten.

Es ist klar, dass Zauberer und Assistentin diesen Trick gut einstudieren miissen.
Erst wenn er sehr oft reibungslos geklappt hat, sollte man ihn vor einem Publikum
auffithren. Das Ganze darf nicht nach intellektueller Schwerstarbeit aussehen, das gilt
sowohl fiir das Ver- wie auch das Entschliisseln der Botschaft

Varianten

1. Wenn man den Trick mehrfach vorfiihren will, kann man als Variante vereinbaren,
dass die Karte, durch die die Kartenfarbe iibermittelt wird, nicht als erste, sondern —
zum Beispiel — als dritte geschickt wird.

2. Alle, denen der Trick zu kompliziert ist, konnen erst einmal mit einer einfacheren
Version Erfahrungen sammeln. Dabei wahlt der Zuschauer nur vier Karten aus. Um
zu garantieren, dass zwei Karten die gleiche Kartenfarbe haben, diirfen dann nur drei
Kartenfarben verwendet werden. Man kdnnte zum Beispiel alle dp-Karten aus dem Spiel
entfernen. Leider sind dann nur noch zwei Karten zum Verschliisseln einer Zahl iibrig.
Sortiert man sie wieder nach GroBe, kdnnen 1 durch kg und 2 durch gk iibertragen
werden. Damit schrumpft die Anzahl der Karten im Spiel erheblich, nur fiir n < 5 kann
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man garantieren, dass bei zwei aus n gewdhlten Karten die eine um eine oder zwei
Karten weiter liegt.

Kurz: Suche aus den 4p-, - und @-Karten jeweils 5 aufeinanderfolgende Karten
aus (etwa die Karten mit den Werten 2,3,4,5,6) und arbeite dann mit diesen gut
durchgemischten 15 Karten.

e Ein Zuschauer wahlt 4 Karten.

e Die Assistentin sucht sich eine Kartenfarbe, von der in diesen vier Karten min-
destens zwei vorkommen.

e Sie bestimmt K1 und K2 unter diesen Karten so, dass K2 in der zyklischen
Ordnung hochstens 2 Karten weiter liegt als K'1. Sie legt K2 bildunten auf den
Tisch und schickt K1 dem Zauberer.

e Die restlichen zwei Karten bekommt auch der Zauberer, und zwar die kleinere
zuerst, wenn K2 um eine Karte weiter liegt, und die gréBere zuerst, wenn K2
um zwei Karten weiter liegt

Aus diesen Informationen kann der Zauberer die auf dem Tisch liegende Karte eindeutig
identifizieren.

Quellen

Ich habe den Trick durch den Artikel ,, The Best Card Trick" von Michael Kleber kennen
gelernt (The Mathematical Intelligencer 24, 2002). Dort findet man auch Informationen
tiber William Fitch Cheney, der ihn im vorigen Jahrhundert , erfunden” hat.

Weitere auf Codierung beruhende Tricks sind in meinem Buch ,, Der mathematische
Zauberstab" in Kapitel 3 beschrieben.
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Codierung mit deBruijn-Folgen

Der Effekt

Ein Kartenstapel (32 Karten) wird — bildunten — nach und nach fiinf Zuschauern gege-
ben: Jeder darf einmal abheben. Der fiinfte Zuschauer nimmt sich die oberste Karte und
gibt den Stapel an den vierten Zuschauer weiter. Auch der nimmt eine Karte von oben
und iibergibt an Zuschauer Nummer drei. Und so weiter, bis auch der erste Zuschauer
die oberste Karte des Reststapels genommen hat.

Nur die fiinf Zuschauer (und eventuell das Publikum) kennen die gewihlten Karten,
der Zauberer hat sie nicht gesehen. Er beginnt mit ihnen eine Fragerunde, bei der
scheinbar sinnlose Fragen gestellt werden: Wer von lhnen hat im Januar Geburtstag?
Bei wem ist die Hausnummer ungerade? . ..

Und anschlieBend kann er bei allen die gewahlte Karte nennen.

Die Mathematik im Hintergrund

Die Grundidee besteht darin, die Karten so vorzubereiten, dass minimale Informationen
tiber fiinf benachbarte Karten ausreichen, um sie eindeutig zu identifizieren. Als Beispiel
betrachten wir die folgenden acht Karten:

Acht Karten, auch zyklisch gelegt.

Nimmt man an irgendeiner Stelle des Kreises drei benachbarte Karten im Uhr-
zeigersinn heraus, so ist die Farbreihenfolge (rot bzw. schwarz) von Stelle zu Stelle
unterschiedlich. Beginnt man zum Beispiel oben, so erhilt man rrr, ist die unterste die

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
E. Behrends, Mathematik und Zaubern: Ein Einstieg fiir Mathematiker, DOI 10.1007/978-3-658-17505-4 14
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erste, so ergibt sich ssr, usw. Das heiBt umgekehrt: Kennt der Zauberer die Farbrei-
henfolge, so kann er ganz genau sagen, welche der drei Karten entfernt wurden. Zum
Beispiel tritt rrs nur dann auf, wenn die Karten @A, ¥7, QS gezogen wurden, und
deswegen weiB der Zauberer, dass es genau die sind, wenn er irgendwie in Erfahrung
gebracht hat, dass die Farbreihenfolge 775 ist.

Statt drei Karten aus dem als Kreis ausgelegten Spiel zu ziehen, kann man einen
so wie im linken Bild vorbereiteten Kartenstapel auch einmal oder mehrfach abheben
lassen und dann die drei obersten Karten an drei benachbarte Zuschauer ausgeben oder
von drei benachbarten Zuschauern je eine Karte von oben nehmen lassen.

Es ist Zeit fiir eine Definition. Ein achtbuchstabiges ,,Wort", das aus den ,,Buchsta-
ben" 0 und 1 gebildet wurde, heiBt eine 3-deBruijn-Folge, wenn jedes dreibuchstabige
Wort aus 0 und 1 genau einmal vorkommt?). Dabei ist das achtbuchstabige Wort zy-
klisch zu lesen, am hinteren Ende wird also vorne weitergelesen. Statt 0 und 1 haben wir
mit den Farben r und s gearbeitet, die |dee ist aber die gleiche: Unsere de-Bruijn-Folge
war 00011101.

Es gibt 8 dreibuchstabige 0-1-Worter: 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.
Und alle sind in der Folge wiederzufinden: 000 an Position 1, die nichsten an den
Positionen 2,7,3,8,6,5,4. (Bei den Positionen 7 und 8 ist zu beachten, dass das Wort
vorne weitergelesen werden muss.)

Jetzt sollte auch klar sein, warum bei 8 Karten drei ausgesucht werden sollten: Es
gibt 23 = 8 dreibuchstabige 0-1-Worter.

Ganz analog kann man versuchen, alle 0-1-Folgen der Lange k in einem Wort der
Linge 2 wiederzufinden:

Definition 14.1: Eine 0-1-Folge B der Linge 2* heiBt k-deBruijn-Folge, wenn alle
0-1-Folgen der Linge k als zusammenhangende Teilstrings der Lange k in der zyklisch
geschriebenen Folge B auftreten.

Hier ist zur lllustration ein Beispiel einer 4-deBruijn-Folge:
0000111100101101.

Offensichtlich ist eine zyklische Translation einer k-deBruijn-Folge wieder eine, doch
es ist nicht klar, ob zu jedem k eine k-deBruijn-Folge existiert und wie man — falls die
Existenz garantiert ist — wirklich eine findet. Wir studieren zunadchst die Anfangsgriinde
der Theorie der de-Bruijn-Folgen, um Anwendungen der Ergebnisse in der Zauberei
kiimmern wir uns danach.

’ DeBruijn-Folgen: Ubersetzungen in die Graphentheorie‘

Wir fixieren ein k € N und betrachten die Menge E := {0,1}* der 0-1-Folgen der
Linge k. Wir fassen E als Eckenmenge eines Graphen (des k-deBruijn-Graphen vom
Typ 1) auf. Die gerichteten Kanten definieren wir so: Ist © = 21 ...z, € E, so gibt
es eine gerichtete Kante von x zu @ ...2;0 und eine zu zo...2;1. (Im Fall n = 4
etwa gehen zum Beispiel gerichtete Kanten von 0110 nach 1100 und nach 1101). Von

DNicolaas Govert de Bruijn, 1918 — 2012, war ein niederlandischer Mathematiker. Der Name wird
,de Broin" ausgesprochen.
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jeder Ecke gehen also zwei Kanten aus, und es kann vorkommen, dass eine Kante von
x nach z fiihrt (etwa im Fall 2 = 111). Hier ist der Graph, der zu k = 3 gehért:

Der Typ-I-deBruijn-Graph zu k = 3.

Zu jeder k-deBruijn-Folge x1 ... xr gehdrt dann ein geschlossener Weg in diesem
Graphen, der jede Ecke genau einmal trifft: Starte bei z1...xk, gehe zu o ... 211
usw.; bei den letzten Schritten muss die deBruijn-Folge zyklisch aufgefasst werden.

Und umgekehrt liefert jeder derartige Weg eine deBruijn-Folge: Notiere jeweils die
letzten Eintrdge der besuchten Ecken von der ersten bis zur vorletzten Ecke des Wegs.
Da aus k aufeinander folgenden Positionen des Wegs die als ndchstes besuchte Ecke
rekonstruiert werden kann, liefert jeder k-Abschnitt dieses , Spaziergangs" ein anderes
Element aus {0,1}*

Kurz: Geschlossene Wege im Typ-I-k-deBruijn-Graphen, die jede Ecken genau ein-
mal treffen, entsprechen genau den k-deBruijn-Folgen.

Als Beispiel betrachten wir die obige deBruijn-Folge 00011101. Sie ent-
spricht dem Weg

000 — 001 — 011 — 111 — 110 — 101 — 010 — 100 — 000.
Und der geschlossen Weg

010 — 101 — 011 — 111 — 110 — 100 — 000 — 001 — 010
induziert die deBruijn-Folge 01110001.

Man nennt (brigens geschlossene Wege in einem Graphen, die jede Ecke genau
einmal beriihren, Hamiltonkreise. Leider ist es alles andere als einfach, einen Hamil-
tonkreis in einem vorgelegten Graphen zu finden. Deswegen ist es gut, dass man das
Problem, deBruijn-Folgen zu finden, in eine besser zu behandelnde Frage liber Graphen
umschreiben kann.

Wieder fixieren wir ein k, und diesmal sind die Ecken des neuen Graphen (des k-de-
Bruijn-Graphen, Typ Il) die Punkte in {0, 1}*~1. Gerichtete Kanten von x € {0, 1}¥~1
nach y € {0,1}*~! gibt es genau dann, wenn es ein z = 21 ...z € {0, 1} so existiert,
dasszy... 2k 1=21...2k_1 und Y1 ...,Yk_1 = 22 ... 2k, Wenn also z mit x anfangt
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und mit y aufhért. Von jedem x gehen folglich genau zwei Kanten hinaus (zum Beispiel
von 0011 nach 0110 und nach 0111 im Fall £ = 5), und es laufen auch zwei Kanten
in jedes y hinein (zum Beispiel Kanten von 0111 und von 1111 nach 1110). Es ist
hilfreich, eine verbindende Kante von x nach y mit dem jeweiligen z zu bezeichnen.
Hier ist zur Illustration der 3-Typ-Il-deBruijn-Graph:

L &
\ Vi

111

Der Typ-ll-deBruijn-Graph zu k = 3.

Dann entsprechen k-deBruijn-Folgen den geschlossenen Wegen im Typ-II-k-deBruijn-
Graphen, die jede Kante genau einmal beriihren:

e Durchlduft man im vorstehenden Beispiel die Kanten etwa in der Reihenfolge
111 — 110 — 101 — 010 — 100 — 000 — 001 — 011,

so erzeugt das die deBruijn-Folge 10100011. (Allgemein: Schreibe die jeweils
letzten Eintrage der Kanten hintereinander. Aus k aufeinander folgenden Kanten
lasst sich namlich die jeweils als nidchstes besuchte Ecke rekonstruieren.)

e Betrachtet man zum Beispiel die 3-deBruijn-Folge 00111010 so induziert sie den
Kantenweg

001 — 011 —+ 111 — 110 — 101 — 010 — 100 — 000.

(Die Folge ist zyklisch fortzusetzen, um die letzten beiden Kanten zu erzeugen.)

Allgemein: Ist die k-deBruijn-Folge =1 ...xqr vorgelegt, so erginze sie zyklisch
ZU Y = T1...T9kT1...Tox und besuche nach und nach die Kanten v ...yx,
YooY+ 1,0 Yok oo Yo + k— 1.

Da man im Fall derartiger geschlossener Wege von Eulerkreisen spricht, heiBt das,
dass es um Eulerkreise in k-de-Bruijn-Graphen vom Typ Il geht.
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’ DeBruijn-Folgen: Existenz ‘

Sei (E, A) ein endlicher gerichteter Graph, d.h. E (die Ecken) ist eine endliche
Menge, und in der Matrix A = (ay,y)eyecr (der Adjaszenzmatrix) stehen Elemente
aus Ng: Die Zahl a, , gibt an, wie viele gerichtete Kanten von x nach y gehen. (Es
ist ausdriicklich der Fall z = y zugelassen.) Hier die fiir uns wichtigen Definitionen:

e Es seien z,y € E. Unter einem Weg von = nach y verstehen wir eine Folge
Zo,..., T Mit zg = 2 und 2 = y, so dass stets ay, 4., > 0 gilt?. Im Fall
x = y heilt er geschlossen.

e Der Graph heiBt zusammenhidngend, wenn es fiir beliebige x,y mit x # y einen
Weg von x nach y gibt.

e Fiir z € E bezeichnen wir mit i(2) := _,  ay,. die Anzahl der nach z einlau-
fenden Kanten und mit a(z) := }_ . @z die Anzahl der aus z auslaufenden
Kanten.

e Ein Eulerkreis in (E, A) ist ein geschlossener Weg, der jede Kante genau einmal
trifft: Fiir alle z,y hat die Menge {i | z; = x, ;41 = y} genau a, , Elemente.

Es gilt dann:

Satz 14. 2: Es existiert ein Eulerkreis genau dann, wenn der Graph zusammenhingend
ist und i(z) = a(z) fiir alle x € E gilt.

Beweis: Wenn ein Eulerkreis existiert, ist der Graph sicher zusammenhangend, und jede
Ecke wird genauso oft besucht, wie sie verlassen wird.

Interessanter ist der Beweis der Umkehrung. Man beweist sie durch Induktion nach
n: Das soll die Anzahl der Elemente in E sein. Im Fall E = {z}, wenn also n = 1
gilt, ist der Satz sicher richtig. Man muss nur einen Spaziergang von a, , Schritten
machen, der jede Kante einmal besucht.

Nun nehmen wir an, dass der Satz fiir ein festes n schon bewiesen ist und betrachten
einen gerichteten zusammenhéngenden Graphen (E, A) mit n+ 1 Ecken, fiir den stets
i(x) = a(x) gilt.

o sei ein beliebiges Element aus E. Wir erzeugen einen neuen Graphen (E, A),
indem wir die durch xy gehenden gerichteten Kanten , verkleben” und xy auf diese
Weise aus der Eckenmenge entfernen®). Genauer:

[ ] EZ:E\(E().

e Es gibt i(xg) nach zg einlaufende Kanten und a(z) (= i(zo)) Kanten, die aus
hinausfithren. Es sei k := i(x0) — @y, z,, die Kanten von zg nach z( werden also
herausgerechnet. Dann gibt es k echt einlaufende (also nicht von zy nach )
und k echt hinausfithrende Kanten. Wahle Elemente yq,. ..,y und yi,...,9
in E, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

2Man kann sich einen Weg als Spaziergang von x nach y vorstellen, der nur die Kanten in der
richtigen Richtung benutzt.

3)Ein illustrierendes Beispiel zur Konstruktion findet sich direkt nach dem Beweis.
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— Die y mit y # xo und ay 5, > 0 kommen a5, Mal in y1,...,y; vor.

— Die y mit y # o und ag,,, > 0 kommen az, , Mal in y/,...,y, vor.
Wegen i(z0) — Gzy.00 = a(T0) — Ggy.2, iSt SO eine Wahl moglich.

e Schreibe A = (Gz,y), e und definiere diese Matrix wie folgt: Fiir z,y € E ist
G,y gleich a; 4, plus die Anzahl der j mit z = y; und y = y;.

Dann erfiillt auch (E, A) die Voraussetzungen des Satzes, nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es also einen Eulerkreis. Der ist ohne groBe Miihe zu einem Eulerkreis in
(E,A) zu erweitern. Wenn man sich in die neuen Kanten von den y; zu den y’ das
x( eingefligt denkt, werden schon alle Kanten genau einmal beriihrt, die nicht direkt
von xg nach zg fiihren. Wenn a,, », > 0 sein sollte muss man also nur zwischendurch
Gzy,z, »EDrenrunden® in xo drehen. g

Es folgt ein Beispiel, um den Ubergang von (E, A) zu (E, A) illustrieren. (E, A) sei
der folgende gerichtete Graph, der offensichtlich die Bedingungen des Satzes erfiillt:

Ein gerichteter Graph (zur Illustration des vorstehenden Beweises).

Er hat n+1 = 5 Ecken und die 13 gerichteten Kanten, die mit Buchstaben von a bis m
bezeichnet werden. Wir wahlen z als die oberste Ecke und erzeugen einen gerichteten
Graphen mit n = 4 Ecken wie folgt:

Der zugehérige Graph (E, A).

— Die Kante m, die von xg nach x( fiihrt, wird vorlaufig nicht beriicksichtigt.
— Die Hintereinanderausfiihrung der Kanten k£ und [ bildet die Kante w, und die
Hintereinanderausfiihrung der Kanten i und j bildet die Kante z des neuen Graphen®.

4)Diese , Komprimierung* ist nicht eindeutig. Man hitte zum Beispiel auch i und k zusammenfassen
kénnen.
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Nun wahlen wir einen Eulerkreis in (E,fl) zum Beispiel den Kantenzug
a—b—f—-h—g—w—-—2z—d—e—c
Im Beweis existiert der nach Induktionsannahme. Das verschafft uns den Eulerkreis
a—b—f—-h—g—k—-l—j—-m—-—i—d—e—c
in (E,A), indem wir w und z wieder in zwei Kanten zerlegen und m hinzufiigen.

Fiir uns hat der vorstehende Satz die folgende wichtige Konsequenz:

Korollar 14.3: Fiir jedes k gibt es k-deBruijn-Folgen.

Beweis: Die deBruijn-Graphen vom Typ |l sind zusammenhingend, in jede Ecke lau-
fen zwei Kanten hinein und aus jeder laufen zwei hinaus. Folglich gibt es aufgrund

des vorherigen Satzes einen Eulerkreis, und der induziert, wie schon bemerkt, eine
k-deBruijn-Folge. O

DeBruijn-Folgen: Konkrete Konstruktionen

Sei k € N. Man konnte eine k-deBruijn-Folge durch Analyse des Beweises von Satz
14.2 im Typ-lI-Graphen finden:

e Immer wieder Punkte entfernen, bis nur noch einer iibrig ist.
e Fiir diesen einpunktigen Graphen einen Eulerkreis definieren.

o Alles wieder schrittweise riickgangig machen, so wie im Beweis beschrieben. So
erhdlt man einen Eulerkreis und damit eine k-deBruijn-Folge.

Das ist natiirlich sehr schwerfallig, und deswegen soll einen andere Moglichkeit
beschrieben werden. Wir wollen doch z = z1...29r € {O,l}Qk so finden, dass alle
{0,1}* wiederzufinden sind, wenn man z zyklisch auffasst.

Wir konstruieren x wie folgt. Die ersten k Elemente sollen gleich 0 sein, das k-Tupel
0...0 soll ja enthalten sein. Wenn z; ...x; schon erzeugt sind, verfahre wie folgt:

1. Ergédnze die letzten k — 1 Elemente um 0 und stelle fest, ob dieses k-Tupel in der
bereits konstruierten Folge schon enthalten ist. Wenn nein, setze n(l + 1) := 1,
andernfalls sei n(l + 1) := 0. (Die Idee: n(l + 1) = 1 garantiert, dass 0 als
nichstes Element mdglich ist.)

2. Ergianze die letzten k — 1 Elemente um 1 und stelle fest, ob dieses k-Tupel in der
bereits konstruierten Folge schon enthalten ist. Wenn nein, setze e(l + 1) := 1,
andernfalls sei e(l + 1) := 0.

3. Es sind vier Fille mdoglich:

Fall 1: e(l 4+ 1) = 0 # n(l + 1). Nur die 0 ist als ndchstes Element mdglich.
Definiere dann ;41 := 0, setze also entsprechend fort. Man merke sich auch,
dass es hier keine andere Wahl gab, dazu setzen wir jetzt auch n(l + 1) = 0.
(,,Nicht noch einmal 0 an dieser Stelle versuchen.")
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Fall 2: e(l4+1) # 0 = n(l + 1). Nur die 1 kann als nachstes Element gewihlt
werden. Definiere dann z;1; := 0, setze also entsprechend fort. Setze noch
e(l+1)=0.

Fall 3: e(l+1) # 0 # n(l + 1). Jetzt gibt es also zwei Méglichkeiten der
Fortsetzung, namlich: Definiere ;41 := 1 und setze e(l 4+ 1) = 0; oder definiere
2141 = 0 und setze n(l+1) = 0. (Damit wird dokumentiert, dass man an dieser
Stelle auch eine andere Wahl gehabt hatte. Welche das ist, ist aus e({+1), n(l+1)
ablesbar.)

Fiir die Auswahl zwischen diesen Moglichkeiten kommen verschiedene Strategien
in Frage:

e Immer die 1, falls 0 und 1 moglich.
e Immer die 0, falls 0 und 1 moglich.

e 0 oder 1 nach einem Zufallsverfahren, falls 0 und 1 mdglich.

Fall 4: e(l+1) =0 =n(l+1). Ist [+ 1 = 2% + k, so ist eine deBruijn-Folge
gefunden: Man muss nur die letzten £ — 1 Nullen entfernen. Andernfalls 16sche
alle z; bis zu der groBten Stelle j, wo n(j +1) +e(j +1) = 1. (Da gab es ja
eine Wahlmdglichkeit). Setze [ := j und mache mit Schritt 3 weiter.

Da wir wissen, dass es k-deBruijn-Folgen gibt, wird man mit diesem Verfahren mit
Sicherheit eine finden.

Hier sind einige Beispiele, bei denen diese Technik angewendet wurde. Das Ergebnis
wurde jeweils in Sekundenbruchteilen erzeugt.

Beispiel 1: k = 4 mit der Strategie ,,Immer die 0, falls 0 und 1 méglich”.

Es beginnt mit 0000 und [ = 4. Nur die 1 als ndchstes Element fiihrt zu etwas Neu-
em: e(5) = 1,n(5) = 0. Wir setzen mit 00001 fort und korrigieren zu e(5) = 0. (Da wir
hier nicht noch einmal mit einer anderen Wahl der Fortsetzung weitermachen kénnen.)
Im nachsten Schritt konnten wir uns fiir 0 und 1 entscheiden, wir wahlen die Null. Fir
mogliche spatere Zwecke notieren wir e(6) = 1,n(6) = 0. (Man kénnte es noch mit der
1 versuchen.) So geht es weiter, bis wir bei 000010011010111000 € {0, 1}'® angekom-
men sind. Es ist e(19) = n(19) = 0, uns fehlt aber noch ein Element. Deswegen gehen
wir zuriick zur letzten Stelle, wo wir zwei Optionen hatten, und wir wahlen diesmal die
andere. Esist die Folge 000010011010111. Da hatten wir mit O fortgesetzt, jetzt wahlen
wir die 1. Wirklich kommen wir so problemlos zu 0000100110101111000 € {0, 1}*.
Da sind alle Elemente aus {0, 1}* enthalten, und wenn wir die letzten drei Nullen strei-
chen (die stehen ja schon vorn), haben wir die 4-deBruijn-Folge 0000100110101111
gefunden.

Beispiel 2: k = 8 mit der Strategie ,Immer die 1, falls 0 und 1 méglich”. Hier mussten
wir nicht ein einziges Mal zuriickgehen, um eine andere Wahl zu treffen. Das Verfahren
liefert die 8-deBruijn-Folge
000000001111111101111110011111010111110001111011011110100111100101111
000011101110110011101010111010001110011011100100111000101110000011011
010110110001101010011010010110100001100110010101100100011000100110000
1011000000101010100010100100101000001001000010001.



... ERMOGLICHEN VOLLE INFORMATION 159

Beispiel 3: k = 5 mit der Strategie ,1 oder 0 zuféllig, falls beide méglich”.

Bis 00000101110010011010000, also [ = 23, ging alles gut. Das Verfahren sprang
zuriick zu | = 22, wo es zwei Moglichkeiten gegeben hatte. Wir wahlen nun die andere.
Auch das geht nicht gut, wir miissen noch mehrfach zuriick: Von | = 33 zu [ = 26,
spater zuriick zu [ = 20 und [ = 24.

SchlieBlich erhalten wir 000001011100100110101000111110110000 € {0, 1}3¢, alle
x € {0,1}° sind in dieser Folge zu finden. Wir streichen die letzten Nullen, weil wir ja
zyklisch lesen: Unsere de-Bruijn-Folge ist 00000101110010011010100011111011.

’ DeBruijn-Folgen: Wie viele gibt es?

Offensichtlich ist eine zyklische Translation einer deBruijn-Folge wieder eine, und
es wire sicher nicht sinnvoll, alle der so aus einer einzigen Folge entstehenden 2F
Beispiele gleichberechtigt zu beriicksichtigen. Wir vereinbaren deshalb, dass wir nur an
der Anzahl derjenigen k-deBruijn-Folgen interessiert sind, die mit einem Block aus &
Nullen beginnen. Die Anzahl solcher Folgen soll hier B(k) genannt werden.

Wir haben schon begriindet, dass alle B(k) positiv sind. Fiir nicht zu groBe k kann
man diese Zahlen auch durch systematisches und geduldiges Suchen finden:

k = 1: Hier gibt es nur das Beispiel 01, es ist also B(1) = 1.
k = 2: AuBer 0011 gibt es keine Beispiele, die mit 00 anfangen. Es folgt B(2) = 1.
k = 3: Hier finden wir 00010111 und 00011101, es ist also B(3) = 2.

Man kann sich natiirlich fragen, ob die zweite Folge wirklich wesentlich ver-
schieden von der ersten ist. Denn offensichtlich ist eine riickwérts gelesene
deBruijn-Folge auch stets wieder eine deBruijn-Folge, und hier entsteht die
zweite nach Riickwartslesen und zyklischer Translation. Wir folgen der all-
gemein iiblichen Konvention und zdhlen riickwérts gelesene Folgen (falls
sie keiner Translation des Originals entsprechen) extra.

k = 4: Esist B(4) = 16, einige Beispiele sind 0000110100101111, 0000111100101101,
0000100110101111 und 0000111101100101.

Fiir k = 5 ergibt sich schon B(5) = 2048, und das fiihrt einen zur Vermutung, dass
alle B(k) Zweierpotenzen sind. Doch welche genau? DeBruijn hat die Anzahl in einer
bemerkenswerten Arbeit aus dem Jahr 1946 bestimmen kénnen®
Satz 14.4: Fiir jedes k ist B(k) = 22"~

Auf einen Beweis dieser liberraschenden Formel missen wir hier verzichten, er ist
recht technisch und umfangreich.

Der Zaubertrick

Wir illustrieren den Trick am Beispiel von 16 und 32 Karten. Zun&chst geht es um 16
Karten. Wir wahlen irgendeine deBruijn-Folge zu k = 4, zum Beispiel

0000111100101101.

5)DeBruijn, Nicolaas Govert: ,,A combinatorial problem" in: Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 49
(1946), S. 758 - 764.
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Fiir unsere Zwecke iibersetzen wir sie in eine r-s-Folge:
TTTTSSSSITSTSSTS;

es entspricht also 7 der O und s der 1. Dann suchen wir uns 16 Karten — acht rote und
acht schwarze — und ordnen sie wie in der vorstehenden Folge. Das Ergebnis konnte
etwa so aussehen:

Die Ubersetzung der 4-deBruijn-Folge rrrrssssrrsrssrs in Karten.

Das so vorbereitete Spiel hat eine bemerkenswerte Eigenschaft: Wenn man von 4 auf-
einander folgenden Karten die Farbreihenfolge kennt, so kann man exakt sagen, welche
Karten es waren. Im Fall rrrs zum Beispiel miissen es die Karten @A @7 ¢ B &b
8 gewesen sein, und zu srsr gehdren die Karten dpA €@ A do10 §9. (Beim zweiten
Beispiel muss zyklisch — also vorn — weitergelesen werden.)

Die Karten wurden vor der Vorstellung prapariert. Bei der Auffiihrung werden sie als
Stapel bildunten prasentiert. Der kann von Zuschauern beliebig oft abgehoben werden,
fortgeschrittene Zauberer kdnnen noch ein scheinbar gréBeres Durcheinander durch
falsches Abheben oder Charliermischen erzeugen, das aber auch nur einem Abheben
entspricht®).

Nun ziehen vier nebeneinander sitzende Zuschauer von oben je eine Karte, die
der Zauberer aber nicht sehen darf. Er muss nun irgendwie herausbekommen, wie die
Farben rot und schwarz in diesen vier Karten verteilt sind. Ich empfehle, dazu ein
kleines ,, Interview" mit den vier Zuschauern zu fiihren. Man ziickt ein ,,Zauberbuch”
und notiert geschaftig und vor sich hin griibelnd Antworten auf offensichtlich belanglose
Fragen: ,, Wer von ihnen wohnt in einem Haus mit ungerader Hausnummer”, ,, War war
schon einmal in Siudafrika”, ... In das Buch werden die Antworten notiert, etwa , 2"
bei der ungeraden Hausnummer und 1 bei den Siidafrika-Reisenden. Und irgendwann
zwischendurch wird ganz unschuldig gefragt: ,, Wer von Ihnen hat denn eine rote Karte".
Wenn es etwa zwei Zuschauer sind, notiert der Zauberer scheinbar eine 2, unauffallig
vermerkt er aber auch, wo sich die roten Karten befinden (also etwa srsr).

Jetzt weiB er (im Prinzip), wer welche Karte hat, und dieses Wissen kann er publi-
kumswirksam einsetzen. Es gibt aber ein kleines Problem, denn er soll ja ziemlich schnell
aus der rot-schwarz-Verteilung auf die Karten schlieBen. Durch Auswendiglernen ware
das sicher zu bewiltigen, doch werden viele den Aufwand scheuen. Deswegen empfehle
ich, an einer unauffilligen Stelle im ,,Zauberbuch* eine Tabelle vorbereitet zu haben,
aus der man schnell die notwendige Information ablesen kann. Fiir das hier diskutierte
Beispiel konnte sie wie folgt aussehen (die vierbuchstabigen r-s-Waérter sind dabei so
sortiert, wie man sie in einem Lexikon finden wiirde: von rrrr bis ssss):

6)Fiir solche technischen Einzelheiten verweise ich auf mein Buch ,, Der mathematische Zauberstab".
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rrrr: W9 WA WT @B | rrrs: WA YT @B &S
rrsr: @8 @D @88 WK | rrss: @7 @B &8 A
rsrr: @A &o10 W9 WA | rsrs: @D @8 YK @K
rssr: WK @K dpA @A | rsss: @B s @A &D
srrr: dpl0 WO YA WT | srrs: @7 98 @D @38
srsr: doA @A dpl0 W9 | srss: @8 WK @K A
ssrr: daD @7 W8 @D | ssrs: @K doA @A 10
ssst: @A oD @7 8 | ssss: daS @A D @7

Der Zauberer muss nun nur noch scheinbar angestrengt die Informationen aus dem
Interview rechnerisch verarbeiten, dabei auf der Seite neben der Tabelle Zwischenrech-
nungen durchfiihren und nebenbei die Tabelle ablesen.

Es sollte klar sein, wie der Trick auf den Fall von 32 Karten (ein vollstindiges
Skatspiel) iibertragen werden kann. Zunichst ist eine 5-deBruijn-Folge zu wahlen. Wir
entscheiden uns fiir

00000100101100111110001101110101
und iibersetzen die Folge in eine r-s-Folge:
TTTTTSITSTSSTTSSSSSTTTSSTSSSTST'S.

Die Karten eines Skatspiels werden in dieser Reihenfolge gelegt, etwa so:

. P4 ¥
voﬁ{li

Die Ubersetzung der 5-deBruijn-Folge in Karten.

Diesmal muss man im Zauberbuch eine doppelt so groBe Tabelle unterbringen. Fiir
unser Beispiel sihe sie so aus:
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rrrrr: A WD W10 @8 @9 | rrrrs: @D W10 €8 9 @A
rrrsr: @10 98 @O @A @10 | rrrss: WA PK 7 9 @38

rrsrr: 10 48 @O @A 10 | rrsrs: 410 D &8 @B &B
rrssr: WK Q7 @I B8 @K | rrsss: @7 OB &9 K &7
rsrrr: @8 @K @A WD W10 | rsrrs: @I @A €10 @D &8
rsrsr: @9 @B Y MK @A | rsrss: @D dpd @B B &D
rssrr: 4B doB oD W7 B | rssrs: @7 @I @3 K @7

rsssr: @K @7 &pl0 @10 W9 | rssss: B &9 K &7 A

srrrr: @K @A WD W10 8 | srrrs: @D YA YK @7 @9
srrsr: @A @10 @D o8 @B | srrss: D W7 @B 9 &K
srsrr: @B W8 @K @A WD | srsrs: @910 Y9 @B ¥38 @K
srssr: &8 @B B dpD W7 | srsss: @8 @K @7 &p10 10
ssrrr: daA @D WA WK @7 | ssrrs: doB deD @7 $B &9
ssrsr: dpl0 @010 YO @B W8 | ssrss: @I @S K @7 10
sssrr: do7 dpA @D WA WK | sssrs: @7 dol0 @10 Y9 @B
ssssr: doK o7 doA @D WA | sssss: &9 deK do7 dpA @D

Ansonsten dndert sich nichts Wesentliches, es sind allerdings jetzt fiinf Zuschauer
aktiv beteiligt.

Varianten

Bei den bisher beschriebenen Anwendungen von deBruijn-Folgen fiir die Zauberei war
das fiir uns wesentliche Kartenmerkmal die Kartenfarbe: rot oder schwarz? Es sind aber
auch andere Aspekte moglich: Bildkarte oder Zahlenkarte? Primzahl oder nicht? (Fiir
das zweite Beispiel muss man ein Bridgespiel verwenden, da es bei einem Skatblatt zu
wenige Primzahlen gibt.) Dann sind natiirlich neue Tabellen zu erstellen.

Quellen

Ich habe den Trick durch das Buch von Diaconis-Graham kennen gelernt. In Kurzfas-
sung ist dort auch der Zusammenhang zur Graphentheorie dargestellt. Als Ergdnzung
habe ich den Existenzbeweis fiir k-deBruijn-Folgen und die Konstruktionsverfahren hin-
zugefiigt (die aber auch schon seit langem bekannt sind).



Kapitel 15

Ich gewinne (fast) immer

Manche werden sich wundern, dass Wahrscheinlichkeitsrechnung in diesem Buch vor-
kommt. Wirklich ist es legitim zu fragen, ob man einen Trick vorfiihren sollte, der
nicht mit absoluter Sicherheit, sondern nur mit (sehr) hoher Wahrscheinlichkeit funk-
tioniert. Die Mathematik im Hintergrund ist aber interessant, und deswegen ist er hier
aufgenommen worden.

Der Effekt

Zauberer und Zuschauer spielen gegeneinander. Zuerst wahlt der Zuschauer ein ,, Farb-
muster”: drei Farben, wobei nur ,rot" und , schwarz" zugelassen sind. Er konnte sich
zum Beispiel fiir rot, rot, schwarz oder fiir schwarz, rot, schwarz entscheiden. Auch der
Zauberer wahlt (danach!) ein derartiges Farbmuster, und dann kann das Spiel beginnen.

Ein Helfer deckt Karten eines gut gemischten Kartenspiels auf, und wessen Muster
(Zuschauer oder Zauberer) zuerst erscheint, hat gewonnen und bekommt einen Punkt
gutgeschrieben. Das wird so lange gemacht, bis einer von beiden fiinf Punkte hat und
damit das Spiel gewinnt.

Die Uberraschung: So gut wie sicher wird der Zauberer der Sieger sein, obwohl alle
glauben, dass die Chancen fiir beide exakt gleich sind.

Hier ein Beispiel: Der Zuschauer hat rot, schwarz, rot gewahlt, der Zauberer rot, rot,
schwarz. Nachstehend sieht man zwei Karten-Zufallsausgaben: Im ersten Fall bekommt
der Zuschauer einen Punkt, im zweiten der Zauberer:

§ %
S UL,
S AR UL P

Links bzw. rechts: ein Punkt fiir den Zuschauer bzw. den Zauberer.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
E. Behrends, Mathematik und Zaubern: Ein Einstieg fiir Mathematiker, DOI 10.1007/978-3-658-17505-4 15
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Die Mathematik im Hintergrund

Wir wollen hier zwei Aspekte des Wartens untersuchen:
e Wie lange muss man im Mittel warten, bis ein bestimmtes Muster erscheint?

e Zwei Muster, M; und M, sind gegeben. Mit welcher Wahrscheinlichkeit er-
scheint My vor M5 ?

Warten auf das erste Erscheinen ‘

Wir kiimmern uns zuerst um das erste Erscheinen eines Musters. Fiir die Modellie-
rung gehen wir von ,,rot" und ,schwarz” zu 0 und 1 iiber. Ein Muster der Linge r ist
dann einfach ein Element M = (ag,...,a,—1) aus {0,1}". Und dann wird eine Folge
von unabhingigen und in {0, 1} gleichverteilten Zufallszahlen erzeugt: x1, z2, . ... Wir
warten auf das kleinste m, bei dem M zum ersten Mal erscheint: Wann gilt erstmals

Tm—r4l = A0y Tm—r42 = A1, -+, Ty = dp_1 !

So eine Folge kénnte man durch das Werfen einer fairen Miinze erzeugen, mit dem
Zufallsgenerator eines Computers geht es aber viel schneller. Ganz streng genommen,
erfiillt die aus rot und schwarz gebildete Farbenfolge, die beim Auslegen eines gut ge-
mischten Kartenspiels entsteht, nicht die hier geforderten Bedingungen. Die Ausgaben
sind nicht unabhangig: Wenn zum Beispiel die erste ausgelegte Karte rot ist, sind bei
der nichsten die Chancen fiir schwarz um eine winzige Nuance besser. Der Unterschied
ist allerdings vernachldssigbar, so dass wir das Kartenauslegen als gute N&dherung an
die Unabhingigkeit der rot-schwarz-Ausgaben ansehen werden®).

Uns interessiert, wie groB das m im Mittel ist, wie lange man also im Durchschnitt
auf das Erscheinen von M warten muss. Die exakte Definition sieht so aus:

Definition 15.1: Sei (2, £, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem eine unabhangige
Folge X1, Xa, ... von {0, 1}-wertigen Zufallsvariablen definiert ist, fiir die die induzierte
Verteilung die Gleichverteilung ist. Weiter sei M = (ag,...,ar—1) ein Element in
{0,1}".

Eine Zufallsvariable X : @ — N U {400} sei wie folgt definiert: Gibt es fiir die
Folge (X, (w)) ein m mit Xp—r11(w) = ag, Xi—ri2(w) = a1,..., Xpn(w) = ar_1,
so sei Xy(w) das kleinste derartige m. Andernfalls sei Xy (w) := +00.

Unter EM verstehen wir den Wert E(Xns), den Erwartungswert von X ;.
Lemma 15.2: X, ist wirklich eine Zufallsvariable, und EM st endlich.

Beweis: Die Menge { X s < k} kann fiir jedes k durch endlich viele Bedingungen an die
X, ausgedriickt werden: X s (w) < k gilt genau dann, wenn X3 (w) = ag, ..., X, (w) =
ar—1, oder Xo(w) = ag, ..., Xr41(w) = ar—1, oder ..., oder X;_,11(w) = ag,...,
Xi(w) = ar—1. Deswegen ist X s messbar.

Zum Beweis der Endlichkeit des Erwartungswerts schitzen wir Xj,; nach oben
durch eine Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert ab. Y,/ (w) soll die kleinste

DWollte man es ganz exakt machen, so miisste man aus einem Spiel, das gleich viele rote und
schwarze Karten enthélt, immer nur eine Karte ziehen und die vor dem nachsten Zug zuriicklegen und
erneut mischen.
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durch r teilbare Zahl m sein, so dass M als X,,_,4+1(w),..., X;m(w) auftritt. Yy,
nimmt also nur die Werte 7, 2r,3r,... an. Sicher gilt X3, < Yy, und fiir Y3, kann
man den Erwartungswert ausrechnen. Es handelt sich ndmlich um das Warten auf den
ersten Erfolg bei einem Bernoulliexperiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = 1/27,
und da sind bekanntlich im Mittel 1/p Versuche bis zum ersten Erfolg erforderlich.
Jeder Versuch kostet einen Abschnitt der Lange 7 in der X-Folge, d.h. E(Ys) = r2".
(Es wird sich bald zeigen, dass diese Abschidtzung viel zu schlecht ist. Wir miissen aber
sicherstellen, dass EM eine endliche Zahl ist.) O

Doch wie groB ist EM fiir ein konkret vorgelegtes M ? Zur Beantwortung dieser
Frage werden wir nach und nach immer ausgefeiltere Methoden einsetzen, die alle
darauf beruhen, sich auf die Analyse der ,richtigen® HilfsgroBen zu konzentrieren. Ein
erster — noch recht uneleganter — Versuch fiihrt auf ein Gleichungssystem. Dazu fiihren
wir die folgenden GroBen ein: Ist NV das aus i Eintrdgen bestehende Anfangsstiick
von M, so soll :c der Erwartungswert des ersten Erscheinens von M sein, wenn die
Zufallsfolge mit N beginnt.

Wir demonstrieren die Idee fiir den Fall M = 101. Da smd die Zahlen 2! (= EM),
x{w xé‘/[ zu beriicksichtigen. Interessiert sind wir nur an xo , aber diese Zahl kdnnen
wir noch nicht direkt ausrechnen.

Das gesuchte Gleichungssystem ergibt sich durch eine sorgfaltige Analyse. Betrach-
ten wir etwa )7, Die X-Folge fingt also mit 10 an, und wir warten darauf, dass 101
erscheint. Das dritte Element der X-Folge ist mit gleicher Wahrscheinlichkeit 0 oder
1, mit jeweils Wahrscheinlichkeit 0.5 haben wir also die Zufallszahlen 101 oder 100 er-
halten. Im ersten Fall ist das Muster erzeugt, d.h. es ist X; = 3, im zweiten waren die
ersten drei Zufallszahlen fiir das Erscheinen von M nicht zu gebrauchen, das Warten
beginnt nach 3 Schritten ganz von vorn. Kurz:

2301 — %(3+( 101 1 3)).
Wie sieht es mit 21! aus? Wir gehen von X;(w) = 1 aus, das erste Element von M
ist also schon erzeugt. Nun kommt mit gleicher Wahrscheinlichkeit eine 0 (dann sind
wir im Fall 21%1) oder eine 1. Die Zufallsfolge beginnt also mit 11, und nur die letzte 1
kann fiir unser Muster verwendet werden. Wie lange jetzt zu warten ist, steht in 2%,
allerdings ist ein Schritt schon vertan. Zusammen heiBt das:

1
't = 5(96%01 + (z1°' +1)).

Es fehlt nur noch eine Gleichung fiir 23°L. Wir sind ganz am Anfang, die Zufallsfolge
kann mit 0 oder 1 losgehen. Im ersten Fall nutzt uns das gar nichts fiir das Erscheinen
von 101, die Situation ist wie am Anfang. Im zweiten Fall ist die zu erwartende Zeit
bis zum M-Erscheinen gleich #1%1. Und das heiBt

1
JL,(1)01 5(( 101+1)+ 101)

Das sind drei lineare Gleichungen fiir die Zahlen x{°, 2101 21%! die man leicht I&sen

kann:
101 -3, $101 —9, x101 10.
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Man muss also im Mittel 10 Schritte warten, bis 101 erscheint.

Das ist ein recht miihseliges Verfahren! Man sieht an unserem Beispiel aber schon
etwas Wesentliches: Wenn i Zeichen von M schon erzeugt sind und das nachste nicht
das (i + 1)-te Zeichen von M ist, so wire es gut, wenn man mit dem Warten nicht
ganz vorn wieder anfangen miisste.

Wir werden die gesuchten Wartezeiten rekursiv ermitteln, und deswegen wird es aus

schreibtechnischen Griinden giinstig sein, von nun an ein fiir allemal eine unendliche
Folge ag,a1,az,... in {0,1} zu fixieren. Die Muster ag, aga1, agaias, ... sollen dann
nach und nach behandelt werden. Mit ~; werden wir die mittlere Wartezeit fiir das
Erscheinen des aus ¢ Elementen bestehenden Musters ag - - - a;—1 bezeichnen. (Dabei
definieren wir «y := 0.) Der Schliissel zur Analyse ist die folgende Definition, durch die
so etwas wie die ,Selbstahnlichkeit” der Folge ag, a1, ... gemessen wird:
Definition 15.3: (i) Es seien M = (boby -+ - br—1) € {0,1}¥ und N = (coc1-+-¢1-1) €
{0,1}" zwei Muster der Linge k bzw. l. Dann definieren wir o(M,N) € Nq als die
gréBte Zahl r € Ny, fiir die die letzten r Eintrdge von M mit den ersten r Eintrigen
von N iibereinstimmen.

(ii) Die Folge ag, a1, ... sei wie vorstehend. Wir setzen oy := 0, und fiir i > 0 sei
a; = 0o(apay - - - @;—1G3, a0 - - - ;).

Dabei ist a; :=1 — a;.
(iii) Setze 19 := 71 := 0, und fiir i > 1 sei

Ti:=o(ay - a;—1,a0a1 - - a;).

Zur llllustration folgen einige Beispiele:

1. Die Berechnung von o (M, N) kann man sich so vorstellen: Schiebe N so weit wie
moglich nach links, um eine moglichst groBe Uberlappung der Muster zu erzeugen.
Dann sollte klar sein: ¢(001010,101000000111) = 4, und ¢(0010,11100) = 0.

2. Fiir die Folge (ag - --) := 1010100011 - - - ist
ag,a,... =0,1,0,1,0,1,0,1,5,1,. ..

sowie
T1,7T2y 0. = 0,071,2,3,4.

Mit den «; kdnnen die ; leicht rekursiv berechnet werden. (Die 7; werden erst
spater fiir eine genauere Analyse gebraucht.)
Satz 15.4: (i) Fiir jedes i ist yi11 = 27 — Yo, + 2. (Da ag = 0 gilt und stets a; <@
ist, kénnen die ~; mit dieser Rekursionsformel leicht berechnet werden.)
(ii) ~y; ist stets eine gerade Zahl, die durch 2°*' —2 nach oben beschrinkt ist. Die obere
Schranke kann angenommen werden, und zwar genau dann, wenn stets o; = 0 gilt.
Das tritt genau dann ein, wenn die Folge der a; nur aus Nullen oder nur aus Einsen
besteht.



... WENIGSTENS FAST IMMER 167
Beweis: (i) Die behauptete Formel ist gleichwertig zu

(’7i+1 + Pyai)v

DN =

v+ 1=

und die kann man so einsehen.

v; ist doch die mittlere Wartezeit, bis in einer Zufallsfolge ag - --a;—1 erscheint.
Angenommen, das ist gerade eingetreten, und wir fragen die Zufallsfolge ein weiteres
Mal ab. Mit gleicher Wahrscheinlichkeit erscheint dann a; oder a;, wir haben also
das Muster ag - - - a; oder — nach Definition von «; — das «; lange Anfangsstiick von

apay - - - erhalten. Und auf diese Muster warten wir, wenn wir v;11 bzw. v,, ermitteln
wollen?).
(ii) Diese Aussagen folgen sofort durch Induktion aus (i). O

Es empfiehlt sich, eine Tabelle anzulegen. Da werden zunichst die a; und dann die
«; eingetragen. Die ; ergeben sich dann mit Hilfe der Formel aus dem vorstehenden
Satz. Hier ein Beispiel zur lllustration (in dem fiir spatere Zwecke auch schon die ersten
7; aufgefiihrt sind):

ilo 12 3 4 5 6 7 8 9
/1 01 0 1 0 0 0 1 1
/0 1 0 1 0 1 5 1 0 2
i o0 1 2 3 4 0 0 1
v |0 2 4 10 20 42 84 128 256 514 1026

Auf 1010100011 muss man also im Mittel 1026 Schritte warten. (Man kann auch
die mittleren Wartezeiten fiir die Anfangsstiicke dieses Musters ablesen. Zum Beispiel
ist die mittlere Wartezeit auf 10101 gleich 42.)

Es folgt noch eine systematische Zusammenstellung der mittleren Wartezeiten fiir
Muster der Lange 2,3 oder 4. (Es sind nur die aufgefiihrt, die mit 1 beginnen, denn 0
und 1 spielen symmetrische Rollen. Mdchte man etwa die Wartezeit fiir 0011 wissen,
so muss man bei 1100 nachsehen.)

| M [J10]11] | M [ 100] 101110 | 111 |
\EM 4 6HEM 8 | 10| 8 14\

| M [ 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 [ 1110 [ 1111 |
\EM 16 18 | 20 18 16 18 16 | 30 \

Die Ergebnisse des vorigen Satzes kann man an diesen Beispielen noch einmal
nachpriifen. Es fallt aber noch etwas anderes auf: Die Wartezeit auf ein Muster der

2)Das Argument ist, zugegeben, etwas heuristisch. Fiir eine ganz prizise Begriindung miissten noch
viele technische Vorbereitungen bereit gestellt werden. Insbesondere miisste man sicherstellen, dass
die Zufallsfolge immer ,,wie von vorne" anfingt, auch wenn man sie nach dem Erscheinen eines
Teilmusters beobachtet. Diese Tatsache wird dadurch garantiert, dass die starke Markoveigenschaft
vorliegt. Das soll hier nicht vertieft werden. (Insbesondere, da diese Bedingung auch von Fachleuten
der Wahrscheinlichkeitsrechnung lange iibersehen wurde.)
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Linge r ist nicht nur nach oben durch 2"t! — 2 beschrinkt, sie kann wohl auch nicht
»zu klein” sein: bei Mustern der Lange r scheint sie durch 2" nach unten beschrankt
Zu sein.

Wir werden gleich beweisen, dass das immer so ist, dass also stets v; > 2t gilt.
Dazu werden wir den Zusammenhang zwischen den «; und den 7; genauer untersuchen
miissen.

Satz 15.5: (i) vr, ., = 2V, — Yo, + 2 (alle i).

(i) vi = 2 + 7y, (allei>1).

(iii) vi > 2¢ (allei > 1).

Beweis: (i) Fixiere ein i und betrachte die Zahl j := 7;. Die letzten j Eintrige von

aip - -+ a;—1 stimmen also mit den ersten j Eintrdgen von agay ... liberein. Es gibt zwei
Méglichkeiten.

Fall 1: a; = a;. Dann ist 7,41 = 7;+1, denn auch der nichste Eintrag (a;) stimmt noch
mit dem Anfang iiberein. Und um «; zu berechnen, kann man sich —statt ag - - - a;_1a;
zu betrachten — auf ag - - - a;_1@; konzentrieren, denn da stehen die gleichen Eintrage.
Anders ausgedriickt: o; = a;.

Nun wissen wir, dass v;+1 = 27 — Ya,; + 2 gilt. Im vorliegenden Fall heiBt das

rYTi+1 = 2’771 — Yoy + 2

wie behauptet.

Fall 2: a; = @;. Dann setzt @; die bei der Berechnung von 7, gefundenen richtigen
Anfangswerte von agay --- fort, es ist also a; = 7, + 1. Und 7,41 = a,,, da die
gleichen Muster zu vergleichen sind.

Vi+1 = 27 — Vo, + 2 iibersetzt sich diesmal in

Yoy = 277’1 - ’YTL'+1 + 2a

und auch das entspricht der behaupteten Formel.

Da das recht abstrakt war, empfiehlt es sich, sich diese Zusammenhange am kon-
kreten Beispiel der obigen Tabelle fiir die Analyse von 1010100011 anzusehen. Nehmen
wir etwa ¢ = 5. Da ist j = 75 = 0(0101,10101) = 3. Es gilt a; = a3 = 0 = a5 = a;,
wir sind also in Fall 1. Wirklich ist 7 = ¢(01010, 101010) = 4 und

as = 0(101011,101010) = 1 = (1011, 1010) = as.
Wie i = 5 fiihren auch ¢ = 2,3,4,8 zu Fall 1, die anderen i der Tabelle fiihren zu

Fall 2.

(i) Wir beweisen durch Induktion. Fiir i = 1 ist y; = 2 = 2! 4+ 7 = 2! 4+ 7,,. Dann
beachte man, dass

Yi+1 = 2%~ Ya; T2
22" + V7)) = Yau +2
27+ 295 — Yo, +2
i+l | S
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(iii) Das folgt sofort aus (ii). O

Mit diesem Satz geht die Berechnung der EM sehr schnell. Mal angenommen, es
ist M = 1110111110. Wir sind also an ~y1¢ interessiert. Es ist 19 = 2!° +~,,,, und

710 = 0(110111110,1110111110) = 4.

Es folgt y10 = 2% +74, und da v4 = 2%+, ergibt sich wegen 7, = ¢(110,1110) = 0,
dass v1p = 210 4 24 = 2040.

Welches Muster erscheint zuerst?

Wir konzentrieren uns nun auf denjenigen Aspekt des Themas ,Warten", der fiir
den am Anfang des Kapitels vorgestellten Zaubertrick wesentlich ist. Dazu betrachten
wir zwei 0-1-Muster M und N. Sie kdnnen unterschiedliche Lange haben, sie sollten
nur verschieden sein. Wir fragen uns, welches dieser beiden Muster in einer zufalligen
0-1-Folge im Mittel zuerst erscheinen wird. Formal kdénnen wir eine , M-gewinnt"-
Zufallsvariable so einfiihren: Wie in Definition 15.1 modellieren wir die zufallige 0-1-
Folge durch eine Folge von Zufallsvariablen X¢, X1, ..., und eine Zufallsvariable X/ v
bekommt die Werte 1 (bzw. 0 bzw. co) wenn M vor N (bzw. N vor M bzw. keines
der beiden Muster) erscheint.

X, N ist dann eine Zufallsvariable, die wegen Lemma 15.2 nur auf einer Null-
menge den Wert Unendlich annimmt, also fast sicher durch Eins beschrankt ist. lhr
Erwartungswert soll G v heiBen: Das ist die Wahrscheinlichkeit, das M gewinnt.

Einige Tatsachen sind dann offensichtlich:
° GM,N =1- GN,M-
o Ist M ein Anfangsstiick von N so ist Gy v = 1.

e Im Mittel ist eine Runde nach min{]EM,]EN} Schritten entschieden, denn dann
ist eines der Muster aufgetreten. (Vgl. Definition 15.1.)

e Da 0 und 1 in den Mustern eine symmetrische Rolle spielen, wird G, 37 = 0.5

und Gu,n = Gﬁﬁ sein; dabei entsteht M aus M dadurch, dass man jede 0
durch 1 ersetzt und umgekehrt.

Wir streben hier nicht wie beim Thema ,, Warten auf ein Muster" eine vollstandige
Analyse an, wir werden uns nur um die fiir den Zaubertrick wesentlichen Aspekte
kiimmern. Die wichtigste Frage ist natiirlich: Wie kann man G s,y ausrechnen? Wieder
werden Selbstdhnlichkeiten eine Rolle spielen, diesmal sind aber zwei Muster beteiligt.

Um die Idee zu erkldren, wollen wir Go19,110 berechnen: Mit welcher Wahrschein-
lichkeit gewinnt 010? Die Chancen sind unterschiedlich, je nachdem, wie die ersten
beiden Zufallsausgaben sind: 00, 01, 10 und 11 sind moglich, und alle treten mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit ein. Wenn wir also mit pgo, po1, p1o und p1; die (bedingte)
Wabhrscheinlichkeit bezeichnen, dass 010 gewinnt, wenn die Zufallsfolge mit 00, 01, 10
bzw. 11 anfiangt, so ist

1
Goio,110 = Z(Poo + po1 + pio + p11).
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Fiir die poo, po1, p1o, p11 gilt ein Gleichungssystem. Betrachten wir etwa pgg. Mit
gleicher Wahrscheinlichkeit wird es mit 000 oder 001 weitergehen. 000 ist fiir die Ge-
winnwahrscheinlichkeit gleichwertig zu 00, und 001 kann durch 01 ersetzt werden, da
die erste Null fiir den weiteren Verlauf unerheblich ist. Kurz:

1
Poo = §(p00 + po1)-

Entsprechend erhdlt man

1 1 1
DPo1 = 5(1 +pi1), pro = 5(1901 +pi1), p11 = 5(1011 +0).

(Die,, 1" bzw. die ,,0" taucht auf, weil das Spiel bei 010 gewonnen bzw. bei 110 verloren
ist.) Aus diesen vier Gleichungen folgt

1
p11 =0, poo = po1 = p1o = >

d.h. Go10,110 = 3/8.
Allgemein kann man bei zwei (verschiedenen) Mustern M, N der Lange k so verfahren:

e Fiir 0 < 4,5 <k — 1 bezeichne ;; die Wahrscheinlichkeit fiir einen M-Gewinn,
wenn (zu irgendeinem Zeitpunkt) von M schon i und von N schon j richtige
Eintrdge am Ende der Zufallsfolge liegen. Stelle in einer Tabelle fest, wie groB
i, j fiir beliebige Elemente aus {0,1}*~! ist. Fiir M = 010 und N = 110 sihe
die Tabelle so aus:

010 110
00| 1 0
01| 2 1
10| 1 0
111 0 2

Folglich muss man sich nur um 719,721 und o2 kiimmern. Wenn man diese
Zahlen bestimmt hat, ist Gjr n bekannt. Die ersten k — 1 Eintrige der Zu-
fallsfolge fiihren zu 25~ gleichwahrscheinlichen Anfangsmustern, und zu jedem
dieser Anfangsmuster gehdrt ein ; ;. Damit ist G,y = ,,Summe iiber die ;;,
malgenommen mit der Anzahl, wie oft 4,5 in der Tabelle auftritt, das Ganze
geteilt durch 251" In unserem Beispiel etwa wire

1
GunN = 1(2%0 + Y21 + Y02)-

o Stelle ein Gleichungssystem fiir die y;; auf. Angenommen, wir sind im Zustand %
Richtige fiir M, j Richtige fiir N*“. Der nachste Zufallseintrag wird mit gleicher
Wabhrscheinlichkeit 0 oder 1 sein, und es hangt von der konkreten Struktur von
M, N ab, wie viele Eintrage von M bzw. N nun richtig sind. Vielleicht hat jetzt
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auch M (bzw. N) gewonnen, das fithrt zu einer 1 (bzw. einer 0) in unserem
Gleichungssystem. Fiir unser Beispiel ergeben sich folgende Beziehungen:

1 1 1
70 = = (10 +721)5 Y10 = 5(1 +702), Y02 = 5(0 + Y02)-

2
Es folgt
1
Yoz =0, 721 =0 =3
und daraus (wie schon vorher)
1 1,1 1 3
= — 2 = — 2— —_ = —,
Go1o,110 4( Y10 + Y21 + Y02) 4( g t3t 0) 3

(Es gibt noch viele weitere Methoden, die Gas,n zu berechnen. Die mathematische
Begriindung ist allerdings wesentlich aufwéndiger.)

Nachstehend findet man eine Tabelle, in der alle Muster der Lange 3 beriicksichtigt
sind. Steht M an der Spitze einer Spalte und N am Beginn einer Zeile, so ist Gy, v
unter M und rechts neben N aufgefiihrt. (Zum Beispiel gewinnt 100 gegen 000 mit
Wahrscheinlichkeit 7/8.)

000 001 010 011 100 101 110 111
000 | xxx 1/2 3/5 3/5 7/8 7/12 7/10 1/2
001 | 1/2 xxxx 1/3 1/3 3/4 3/8 1/2 3/10
010 | 2/5 2/3 xxxx 1/2 1/2 1/2 5/8 5/12
011 | 2/5 2/3 1/2 xox 1/2  1/2  1/4 1/8
100 | 1/8  1/4  1/2 12 xox 1/2 2/3 2/5
101 | 5/12 5/8 1/2 1/2 1/2 xox  2/3  2/5
110 | 3/10 1/2 3/8 3/4 1/3 1/3 xxx  1/2
11| 1/2 7/10 7/12 7/8 3/5 3/5 1/2  xxxx

Im Zusammenhang mit den G,y gibt es gleich zwei Paradoxien®). Als erste Pa-
radoxie ist darauf hinzuweisen, dass man zu jedem Muster N ein Muster M mit
Gum,n > 0.5 finden kann. (Da es in jeder Zeile einen Eintrag gibt, der groBer als
1/2 ist.) Wiirde man also definieren, dass , M ist besser als N" bedeuten soll, dass
Gu,v > 0.5 gilt, so gibt es kein , bestes” Muster. Das ist ungewdhnlich, denn wenn
man in anderen Zusammenhangen von , besser" spricht, so ist das transitiv¥). In einer
endlichen Menge muss es dann Elemente geben, zu denen man kein besseres finden
kann.

3)Eine mathematische Tatsache wird paradox genannt, wenn sie dem widerspricht, was man ei-
gentlich erwartet hitte. In der Wahrscheinlichkeitstheorie sind besonders viele Paradoxien zu finden:
Geburtstagsparadoxon, Ubereinstimmungsparadoxon usw.)

4)D.h.: Aus ,, A besser B“ und ,, B besser C'* folgt stets ,, A besser C*.
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Ein bemerkenswertes Beispiel einer nicht transitiven Ordnung aus dem
»taglichen Leben" ist librigens das Kinder-Entscheidungsspiel ,, Schere-Stein-
Papier”: Schere ist besser als Papier, Papier ist besser als Stein, Stein ist
besser als Schere.

Auch bei Wahlen (Abgeordnete, Prasidenten, .. .) besteht die Hauptschwie-
rigkeit beim Auffinden eines gerechten Verfahrens darin, dass intransitive
Ordnungen auftreten kénnen.

Die zweite Paradoxie kann erst bei Mustern gefunden werden, die mindestens die
Lange vier haben. Man sollte doch meinen, dass G, nx > 0.5 gilt, wenn M im Mittel
schneller erscheint als N. Doch das ist iiberraschenderweise manchmal nicht der Fall:
0110 gewinnt gegen 1100 mit Wahrscheinlichkeit 7/12, obwohl E?10 = 18 und E!1%0 =
16.

Fiir unseren Zaubertrick wollen wir das Nichttransitivitaitsphanomen ausnutzen: Zu
jeder Zuschauerwahl N € {0,1}3 gibt es ein besseres M € {0,1}3. In der folgenden
Tabelle sind die Zuschauerwahl, darunter die empfehlenswerte Zaubererwahl und ganz
unten die Gewinnwahrscheinlichkeit fiir den Zauberer zu finden.

000 [ 001 [ 010 [ 011 | 100 [ 101 [ 110 | 111
100 | 100 | 001 | 001 | 110 | 110 | 011 | o011
7/8 [ 3/a | 2/3 [ 2/32/3]2/3]3/4]7/8

Keine Sorge: Das muss man fiir die Zaubervorfiihrung nicht auswendig lernen! Die
Regel ist ganz einfach: Auf die Zuschauerwahl abc antwortet der Zauberer mit bab,
wobei b =1 — b ist.

Warum ist es plausibel, dass der Zauberer mit dieser Strategie gewinnen wird?
Am Uberzeugendsten kann man sich das am Fall der Zuschauerwahl 000 klar machen,
die der Zauberer mit 100 beantwortet. Der Zuschauer kann natiirlich gewinnen, wenn
ndmlich am Anfang der Zufallsfolge gleich 000 erscheint. Das wird mit Wahrschein-
lichkeit 1/8 passieren. Dann aber nicht mehr! Ist unter den ersten drei Zufallszahlen
eine 1, wird ndmlich vor dem Erscheinen von 000 garantiert 100 aufgetreten sein, der
Zauberer gewinnt also mit Wahrscheinlichkeit 7/8.

Das etwas vereinfachte Argument fiir den beliebigen Fall sieht so aus. Man schaue
sich die Stelle an, bei der in der Zufallsfolge zum ersten Mal die ersten beiden Eintrage
des Zuschauermusters abc auftauchen, also ab. Direkt davor steht ein Eintrag, der
mit gleicher Wahrscheinlichkeit® b oder b ist. Handelt es sich um b, hat der Zauberer
gewonnen. Im anderen Fall hat der Zuschauer noch lange nicht gewonnen, denn nach
ab muss ja ¢ kommen. So hat der Zauberer mit 50 Prozent Wahrscheinlichkeit eine
zweite Chance, und deswegen ist seine Gewinnwahrscheinlichkeit groBer als 0.5.

Ganz allgemein kann man bei Mustern aga; - - - ax—1 der Lange k zeigen, dass das
Muster ajagaq - - - ar_o die besseren Gewinnchancen hat. Es kdnnte aber sein, dass

5)Hier ist das Argument etwas ungenau: Die Wahrscheinlichkeiten kénnen leicht unterschiedlich
sein.
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a1agay - - - ak_o sogar mit noch hoherer Wahrscheinlichkeit gegen agai---ar_1 ge-
winnt. (Betrachte etwa im Fall k = 4 das Muster 0010. W&hlt man die @raga; - - - ag—o-
Antwort, also 1001, so ist die Gewinnwahrscheinlichkeit 7/12 = 0.583. Dagegen hitte
0001, die ajapay - - - ap—o-Antwort, sogar zu 2/3 = 0.667 gefiihrt.)

Zum Abschluss des mathematischen Teils wollen wir {iberlegen, was passiert, wenn
Zuschauer und Zauberer mehrere Runden mit den gleichen Mustern spielen. Die von uns
ermittelten Gewinn-Wahrscheinlichkeiten fiir den Zauberer sind ja nicht alle besonders
hoch: 7/8,3/4 und 2/3. Es werden aber mehrere Runden gespielt, und dann sieht es
schon viel giinstiger aus. Ganz allgemein geht es um folgendes Problem:

Spieler A und B spielen ein Spiel, bei dem die Gewinnwahrscheinlichkeit
fiir Spieler A gleich p € 10,1 ist. Sie vereinbaren, dass derjenige gewinnt,
der zuerst k Spiele fiir sich entschieden hat. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
gewinnt A7?

Um diese Wahrscheinlichkeit zu berechnen, definieren wir p; ; als die Wahrscheinlich-
keit, dass A gewinnt, falls man weiB, dass A schon ¢ und B schon j Punkte hat. Wir
machen das fiir 0 < 4,5 < k, und zusatzlich setzen wir p; , = 0 und p;; = 1 fiir
0 <4,j < k. (Im Fall p; ;, bzw. py ; hat A ndmlich gewonnen bzw. verloren.)

Eigentlich sind wir nur an pg ¢ interessiert, doch miissen wir dazu auch die anderen
p;,; ermitteln. Das geht durch ,, Riickwartsanalyse” wie folgt.

Angenommen, A hat ¢ und B hat j Punkte. Mit Wahrscheinlichkeit p bzw. 1 — p
gewinnt bzw. verliert A das nichste Spiel, d.h. mit Wahrscheinlichkeit p steht es nach
der nichsten Runde (i 4 1) : j und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p steht es ¢ : (j + 1).
Das liefert die Rekursionsgleichung

Pij = PPit1,5 + (1 —p)pijt1.

Damit kann man aus den schon bekannten p; , = 0 und py ; = 1 riickwarts die anderen
p;,; ermitteln: erst die px_1 k-1, Pr—1,k—2,... und die py_2 p_1, Pk—3,k—1 ..., dann
Pk—2,k—2 USW.

Auf diese Weise ist schlieBlich pg ( identifiziert.

In unserem Fall treten nur die Wahrscheinlichkeiten 2/3, 3/4 und 7/8 auf. In der
nachstehenden Tabelle sind die Siegwahrscheinlichkeiten fiir A (den Zauberer) unter
Voraussetzung dieser p aufgefiihrt, falls der Gewinn von 5,6,7,8,9 oder 10 Runden
vereinbart war:

p 5 6 7 8 9 10 Runden
2/3 |/ 0.855 | 0.878 | 0.896 | 0.912 | 0.925 0.935
3/4 || 0.951 | 0.966 | 0.967 | 0.983 | 0.988 0.991
7/8 || 0.998 | 0.999 1 1 1 1

Der Zaubertrick

Der Zauberer bittet zwei Helfer auf die Biihne. Einer spielt gegen ihn und einer ist
der , Assistent”, der die zufillige rot-schwarz-Folge mit Hilfe eines gut gemischten
Kartenspiels erzeugt.
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Dann werden die Spielregeln erklart: Der Zuschauer wahlt sein aus drei Karten be-
stehendes rot-schwarz-Muster, der Zauberer wahlt seins. Wie im mathematischen Teil
erklirt, sollte der Zauberer BAB wihlen, wenn sich der Zuschauer fiir ABC' entschie-
den hat. (Hier stehen A bzw. B fiir ,rot" und , schwarz", und B ist das , Gegenteil
von B, also ,rot", falls B schwarz ist und umgekehrt.)

Nun werden nach und nach Karten eines gut gemischten Spiels vom ,, Assistenten”
leicht aufgefachert aufgedeckt, und die Runde geht an denjenigen, dessen Muster zuerst
erscheint. Das Spiel ist fiir denjenigen gewonnen, der zuerst 5 Runden fiir sich entschie-
den hat. Der Zauberer hat beste Chancen — im schlechtesten Fall iiber 85 Prozent —,
dieses Spiel zu gewinnen.

Varianten

Man kann noch versuchen, die Wahl des Zuschauers ein bisschen zu beeinflussen. Von
den 8 moglichen Wahlen sind ndmlich 4 fiir den Zauberer besonders giinstig, weil
seine Gewinnwahrscheinlichkeit dann in jeder Runde mindestens 0.75 ist, was zu einer
Siegwahrscheinlichkeit von iiber 95 Prozent fiihrt, wenn 5 Runden vereinbart sind.

Wenn der Zuschauer ,,ungiinstig* gewahlt haben sollte (eine Farbe, gefolgt von zwei
Karten der anderen Farbe; oder: eine Farbe in der Mitte, die von der anderen Farbe
eingerahmt ist), kann man ihn einladen, seine Karten noch einmal zu mischen oder ganz
neu zu wahlen. Mit etwas Gliick steigen dadurch die Einzelrunden-Wahrscheinlichkeiten
von 2/3 auf 3/4. Falls es immer noch nicht optimal ist, kann man ja sagen, dass fiir
einen Sieg mehr als 5 Runden gewonnen sein miissen. (Die Anzahl der Runden muss
man ja nicht vorher verraten.) Bei 7 Runden ist man dann im Fall p = 2/3 auch schon
bei fast 90 Prozent angekommen.

Quellen

Die Frage, welches von zwei Mustern zuerst erscheint, wurde durch einen Beitrag von
Martin Gardner in seiner Kolumne im Scientific American einer gréBeren mathemati-
schen Offentlichkeit bekannt. (“On paradoxical situations that arise from nontransitive
relations” . Scientific American, October 1974, 120 —125). Als Vorliufer ist eine Arbeit
von W. Penney zu nennen. (“Problem: penney-ante”. J. Recreational Mathematics 2,
1969, 241.)

Spéter wurde das Problem ausfiihrlich unter Verwendung teilweise sehr anspruchs-
voller Techniken von Wahrscheinlichkeitstheoretikern untersucht. Fiir einen guten Uber-
blick empfiehlt sich die Arbeit “String Overlaps, Pattern Matching, and Nontransitive
Games* von L.J. Guibas und A.M. Adlyzko (Journal of Combinatorial Theory, Series
A, 30, 1981, 183 — 208).

Ich habe es 2012 von meinem Kollegen Steve Humble bei einer Zaubervorfiihrung
in Spanien kennen gelernt. Die elementaren Techniken zur Beantwortung der Frage, wie
lange man auf ein spezielles Muster warten muss, habe ich mangels einer mir bekannten
Alternative selbst entwickelt (bisher unverdffentlicht).



Ergdanzende Literatur

Es gibt eine uniiberschaubare Fiille von Biichern und Artikeln iiber die Zauberei, und
hin und wieder wird auch der Aspekt ,,Mathematik und Zaubern” behandelt. Nach-
stehend findet man eine Zusammenstellung der Quellen, die bei der Vorbereitung des
vorliegenden Buches eine wichtige Rolle gespielt haben.

A. Biicher zu ,,Mathematik und Zaubern”

Alegria, Pedro: ,,Magia por Principios”. Selbstverlag, 2008.
Das Buch, das sich nur mit Zaubertricks mit mathematischem Hintergrund beschaftigt, ist leider nur
auf Spanisch verfiigbar. Es kann beim Autor bestellt werden. Die Internetseite findet man iiber Google

durch die Schliisselworte ,,Pedro Alegria Magia*. Die mathematischen Erkldrungen sind recht knapp.

Behrends, Ehrhard: ,,Der mathematische Zauberstab". Rowohlt, 2015.
Den ,, Zauberstab" habe ich fiir mathematische Laien geschrieben. Er ist in gewisser Weise der Vorlaufer
des vorliegenden Buches, denn beim Schreiben zeigte sich mehr und mehr, dass viele Einzelheiten der

behandelten Themen fiir Leser mit einer mathematischen Vorbildung interessant sein kénnten.

Diaconis, Persi und Graham, Ron: ,, Magical Mathematics". Princeton University Press,
2012.

Auch dieses Buch ist dem Verhiltnis Zauberei/Mathematik gewidmet. Die Erklarungen sind teilweise
sehr ausfiihrlich, die Autoren haben eine besondere Vorliebe fiir Themen aus dem Bereich diskrete
Mathematik /Kombinatorik. Man findet interessante Varianten zu den Tricks, die in den Kapitel 1 und

14 beschrieben wurden.

Gardner, Martin: ,,Mathematische Zaubereien”. Dumont, 2004.
Dieses Buch ist ein Klassiker, die Originalausgabe erschien schon 1956. Es hat mein Interesse fiir die
Zauberei geweckt. Die meisten der im vorliegenden Buch beschriebenen Tricks wurden allerdings erst

nach seinem Erscheinen entwickelt.

Mulcahy, Colm: ,,Mathematical Card Magic".
Der Autor ist ein kreativer Entwickler von vielen neuen Zaubertricks, er hat eine regelmaBige Kolumne

im Internet. Fiir die Tricks in Kapitel 1 und 10 habe ich von diesem Buch profitiert.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
E. Behrends, Mathematik und Zaubern: Ein Einstieg fiir Mathematiker, DOI 10.1007/978-3-658-17505-4
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B. Eine allgemeine Einfiihrung in das Thema , Zaubern*

Zmeck, Jochen: ,,Handbuch der Magie".

Das ist in Deutschland der ,,Klassiker" unter den Biichern, die allgemein in die Zauberei einfiihren.
Wer in irgendeinem Ortsverein die Aufnahmepriifung erfolgreich absolvieren méchte, kommt an diesem
Buch nicht vorbei. Tricks mit mathematischem Hintergrund kommen auch vor, die zugrunde liegende
Theorie wird allerdings nicht erklart. Dieses Buch ist empfehlenswert fiir alle, die ihr Programm mit
Miinztricks, Seiltricks usw. abrunden wollen oder ihre Kenntnisse um einige grundlegende Techniken
der Zauberei erginzen mochten (Palmieren von Karten oder Miinzen, falsche Ubergabe usw.)

C. Ergdnzende Bemerkungen zur Literatur

Kapitel 1: Invarianten ... wie ein Fels in der Brandung

Die Hummer-Zaubertricks werden auch ausfiihrlich in den Biichern in der vorste-
henden Abteilung ,A" beschrieben. Die Literatur zur allgemeinen Invariantentheorie ist
sehr reichhaltig. Es folgen zwei Beispiele:

, Vorlesungen iiber Invariantentheorie” von Issai Schur und Helmut Grunsky (Springer,
1968).

. Classical invariant theory" von Peter J. Olver (Cambridge Univ. Press, 2003).

Kapitel 2: Magische Quadrate und magische Wiirfel

Die in diesem Kapitel verwendete Mathematik ist elementar: Man muss nur Kom-
mutativitdt und Assoziativitdt einer inneren Komposition ausnutzen.

Kapitel 3: Magische Quadrate mit vorgegebener erster Zeile

Fiir das Verstandnis dieses Kapitels sollte man sichere Kenntnisse iiber die Lésungs-
theorie linearer Gleichungssysteme haben. Alles Erforderliche findet man zum Beispiel
in

»Lineare Algebra" von Gerd Fischer (Springer Spektrum, 2013).

Kapitel 4: Zauberhafte Normalteiler

Das Kapitel ist eine ausfiihrlichere Darstellung meiner Arbeit ,Zauberhafte Normaltei-
ler”, die in der Dezemberausgabe 2015 der ,,Mitteilungen der Deutschen Mathema-
tikervereinigung" publiziert wurde. Es werden hier nur elementare Ergebnisse aus der
Gruppentheorie bendtigt.

Kapitel 5, 6, 7: Magische Dreiecke, magische Pyramiden, Hyperpyramiden

Die in diesen drei Kapitel beschriebenen Zaubertricks beruhen alle auf Teilbarkeits-
eigenschaften von Binomialkoeffizienten, dabei spielt ein klassischer Satz von Balak
Ram eine wichtige Rolle. Wer sich n3her iiber diesen Fragenkreis informieren mochte,
findet viele interessante Ergebnisse in der Arbeit

» I he greatest common divisor of certain sets of binomial coefficients" von H. Joris, C.
Oestreicher und J. Steinig (J. Number Theory, 21, 1985, 101 — 119).
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Kapitel 8: Vom Melkmischen zur Zahlentheorie

Die Satze dieses Kapitels sind schon in meiner Arbeit

» Vom Kartenmischen zur Artinvermutung", Mathematische Semesterberichte 62 (2015)
zu finden. Viele Ergebnisse rund um den Fragenkreis der Artinvermutung stehen in

,On Artin's conjecture” von Christopher Hooley (J. Reine Angew. Math. 225, 209 —
220, 1967).

Kapitel 9: Fibonacci zaubert mit quadratischen Resten

Das Kapitel enthalt Teile meiner Arbeit , Fibonacci goes Magic"”, die in der Zeit-
schrift ,,Elemente der Mathematik" (Heft 68, 2013) erschienen ist. Der Spezialfall p = 7
wird auch in dem Buch von Diaconis und Graham (s.0.) erwihnt.

Fibonaccifolgen sind iibrigens ein Spezialfall von Lucasfolgen. Dieser allgemeinere
Zugang ist gut im Buch
,Die Welt der Primzahlen" von P. Ribenboim (Springer, 2011)

dargestellt.

Kapitel 10: Australisches Ausgeben

Diese Art des Ausgebens habe ich durch das Buch von Pedro Alegria kennen gelernt.
Es gibt dort eine Reihe von Anwendungen, die Mathematik im Hintergrund wird aller-
dings nicht erklart. Dass der unter Zauberern sehr beliebte Wegwerftrick von Woody
Aragon etwas mit dem australischen Ausgeben zu tun hat, scheint hier zum ersten Mal
verdffentlicht zu werden. (Ich habe allerdings schon in einem Beitrag fiir die ,, Magie®,
der Verbandszeitschrift der deutschen Zauberer, darauf hingewiesen.) Es wurde bereits
im Text erwahnt, dass die ,, Fortgeschrittenenvariante” unter dem Titel ,, The Advanced
Australian Shuffle” 2016 in den Mathematischen Semesterberichten 63 verdffentlicht
wurde.

Kapitel 11: Ein Esel lese nie: Palindrome

Kartentricks mit Palindromen werden — ohne Erlauterung des mathematischen Hin-
tergrunds — im Buch von Alegria beschrieben. Die Anfange der zugehdrigen Theorie sind
in meinem Buch , Der mathematische Zauberstab" veroffentlicht. Sie ist hier wesent-
lich ausgebaut worden. Ein Mathematikbuch, in dem man die vorliegenden Ergebnisse
vertiefen konnte, ist mir nicht bekannt.

Kapitel 12: Die mysteriése Zahl 1089 und die Fibonaccizahlen

Ich schitze dieses Kapitel als vergleichsweise schwierig ein. Literatur zur Unterstiit-
zung oder Vertiefung bietet sich aber auch nicht an, denn es wird wirklich nicht mehr
verwendet als die Definition der Fibonaccizahlen und die Rechenregeln zu Addition und
Subtraktion, die man schon in der Grundschulzeit gelernt hat.

Kapitel 13: Unméglich!

Das Kapitel beruht auf einer Arbeit von Michael Kleber (,, The best Card Trick",
erschienen im Mathematical Intelligencer 24, 2002). Allen, die sich etwas systematischer
tiber Codierungstheorie informieren mochten, konnen die Biicher
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, Codierungstheorie, eine Einfiihrung" von Ralph-Hardo Schulz (Vieweg, 2003) und

, Codierungstheorie und Kryptographie" von Wolfgang Willems (Mathematik kompakt,
2007)

empfohlen werden.

Kapitel 14: Codierung mit deBruijn-Folgen

Wie schon in Kapitel 14 erwdhnt, geht der zauberhafte Anteil des Kapitels auf
die Darstellung im Buch von Diaconis-Graham zuriick (s.0.). Dort findet man auch
interessante Informationen dariiber, wie sich deBruijn-Folgen in Biologie und Informatik
verwenden lassen. Wer den graphentheoretischen Hintergrund genauer kennen lernen
mochte, sei auf die folgenden Biicher verwiesen:

. Graphentheorie” von Reinhard Diestel (Springer, 2010).

» Graphentheoretische Konzepte” von Sven Oliver Krumke und Hartmut Noltemeier
(Vieweg+Teubner Verlag, 2012).

Kapitel 15: Ich gewinne (fast) immer

Dieses Kapitel setzt Kenntnisse in elementarer Stochastik voraus. Die kann man sich
aus vielen Biichern aneigenen, zum Beispiel aus meinem Buch ,, Elementare Stochastik”.
(Springer Spektrum, 2012).

Die Prazisierung von Definition und Ergebnissen zu der im Text erwdhnten starken
Markoveigenschaft ist aufwéndiger. Ich empfehle dazu das Buch

» Wahrscheinlichkeitstheorie” von Achim Klenke (Springer, 2006).

D. Arbeiten des Autors zu ,,Mathematik und Zaubern*
»Fibonacci goes magic”, Elemente der Mathematik 68, 2013, 1 - 9.

(mit St. Humble) , Triangle Mysteries”, The Mathematical Intelligencer 35 (2), 2013,
10-15.

,Pyramid Mysteries", The Mathematical Intelligencer 36 (3), 2014, 14 - 19.
»Magic in Hyperspace" (unveréffentlichtes Manuskript).
»Vom Kartenmischen zur Artinvermutung”, Math. Semesterberichte 62, 2015, 7 - 15.

» The Mystery of the Number 1089 - how Fibonacci Numbers Come into Play", Ele-
mente der Mathematik 70, 2015, 1 - 9.

., The Advanced Australian Shuffle”, Math. Semesterberichte 63, 2016, 201 - 211.

E. ,Mathematik und Zaubern* im Internet

Es ist nicht wirklich liberraschend, dass es zum Thema dieses Buches auch eine
uniiberschaubare Fiille von Material im Internet gibt:

e Die Schliisselworte ,, Mathematik Zaubern" ergeben 380.000 Treffer.
e Bei , mathematical magic"” sind es schon iiber 1.2 Millionen Links.

e Und knapp 3 Millionen Mal wird man bei ,,mathematical magic youtube" fiindig:
Da werden die Tricks gleich vorgefiihrt.
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1089, 133
¢-geeignet, 50, 63

abheben, 2
Adjaszenzmatrix, 155
Alegria, Pedro, 45, 131, 175
Aragon, Woody, 116
Artin-Vermutung, 95
australisches Ausgeben, 109

Codierungstheorie, 143

Diirer, 13
Diirer, Albrecht, 13

deBruijn, Nicolaas Govert, 152

down-under-Ausgeben, 109

Einsteintrick, 115
Eulerkreis, 154
Eulersche ¢-Funktion, 92

Fibonacci, Leonardo, 97
Fibonaccizahl, 97, 133

Gardner, Martin, 175
geschlossener Weg, 155
Giobbi, Roberto, 115

Hamiltonkreis, 153
Heiratsvermittlung, 127
Humble, Steve, iii, 47, 174
Hummer, Bob, 2
Hyperpyramide, 73
Hyperwiirfel, 17

Intelligencer, 59, 149
Internet, 178
Invarianten, 1

Leitkarte, 2
Lo-Shu-Quadrat, 13

magisches Quadrat, 13, 23

Markoveigenschaft, starke, 167

Melencolia, 13
melkmischen, 86
milk shuffle, 86

Newcastle, 47
Normalisator, 35
Normalteiler, 33

Palindrom, 121
palindromisch, 122
Primitivwurzel, 94

Quadrat, magisches, 13, 23
quadratischer Rest, 102

Ram, Balak, 51
Rest, quadratischer, 102

Schubkastenprinzip, 146
Sophi-Germain-Primzahl, 94
symmetrische Gruppe, 37

Tamariz, Juan, 45

Typ |, 24
Typ I, 24
Typ llla, 25
Typ llib, 25
Typ IV, 25

Typ-1-deBruijn-Graph, 153
Typ-lI-deBruijn-Graph, 154

under-down-Ausgeben, 109

Wiirfel, magische, 17

179



180

Wartezeit, 164
Wegwerftrick, 116
Wiedervereinigung, 9

Zmeck, Jochen, 176
zusammenhangend, 155
zyklischer Abstand, 1
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