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Algebra für Dummies

Schummelseite




GLEICHHEITS- UND VERHÄLTNISZEICHEN

= gleich

≠ nicht gleich

≈ annähernd gleich

< kleiner als

≤ kleiner gleich

> größer

≥ größer gleich





REIHENFOLGE VON RECHNUNGEN


	Potenzen oder Wurzeln

	Multiplikation oder Division

	Addition oder Subtraktion







GRAFISCHES DARSTELLEN
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REGELN ZUM FAKTORISIEREN
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BESONDERE FORMELN





	Abc-Formel
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DIE ERSTEN 20 QUADRATZAHLEN






	12 = 1

	112 = 121




	22 = 4

	122 = 144




	32 = 9

	132 = 169




	42 = 16

	142 = 196




	52 = 25

	152 = 225




	62 = 36

	162 = 256




	72 = 49

	172 = 289




	82 = 64

	182 = 324




	92 = 81

	192 = 361




	102 = 100

	202 = 400










DIE ERSTEN 10 KUBIKZAHLEN







	13 = 1




	23 = 8




	33 = 27




	43 = 64




	53 = 125




	63 = 216




	73 = 343




	83 = 512




	93 = 729




	103 = 1.000











WICHTIGE FORMELN





	Formel

	Bedeutung
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	Der Inhalt eines Kreises entspricht π mal den Radius im Quadrat.
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	Der Umfang eines Kreises entspricht π mal den Durchmesser.
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	Der Inhalt eines Rechtecks entspricht der Länge mal der Breite.
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	Die Strecke entspricht der Geschwindigkeit mal der Zeit.
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	Die einfache Verzinsung entspricht dem Grundwert mal den Zinssatz mal der Zeit.
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	Der Endbetrag, den man beim Zinseszins erhält, entspricht dem Grundwert mal der Summe von eins und dem Zinssatz geteilt durch die Häufigkeit der neuen Berechnungsgrundlage hoch das Produkt der Häufigkeit der neuen Berechnungsgrundlage mal der Anzahl von Jahren.
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	Der Gewinn entspricht dem Erlös (Umsatz) minus der Kosten.
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	Der Erlös (Umsatz) entspricht dem Absatz in Stück (Menge) mal den Preis.
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Einleitung


 
Mal ganz ehrlich: Haben Sie heute Morgen beim Aufstehen damit gerechnet, diese Einleitung zu einem Algebra-Buch zu lesen? Stand es ganz oben auf Ihrer Zu-erledigen-Liste? Ich bin froh, dass Sie damit angefangen haben, aber: Warum tun Sie es?
 
Sie befinden sich wahrscheinlich in einer der beiden folgenden Situationen:



	Sie haben den Schritt gewagt und dieses Buch gekauft.
 
	Sie schauen erst einmal, was Sie erwartet, bevor Sie sich zum Kauf entschließen.

 

In beiden Fällen wünschen Sie sich vermutlich eine gute Begründung, warum Sie sich die Mühe machen sollten, dieses Buch zu lesen und Algebra zu lernen.
 
Eine der Fragen, die man am häufigsten in Mathematik-Klassen hört, lautet: »Wofür werde ich das je brauchen?« Manche Lehrer können darauf eine gute und überzeugende Antwort geben. Andere winden sich verlegen und starren schweigend auf den Boden. Meine Lieblingsantwort ist: »Algebra verleiht Macht.« Algebra verleiht einem die Macht, höhere und wichtigere Mathematik zu verstehen. Algebra verleiht einem die Macht, zu wissen, dass man etwas weiß, was der Nachbar nicht weiß. Algebra verleiht einem die Macht, jemand anderem bei einer Algebra-Aufgabe zu helfen oder seinem Kind logische mathematische Zusammenhänge zu erklären. Algebra ist ein universales und auf der ganzen Welt verstandenes System von Zeichen und Regeln. Algebra bietet ein klares, systematisches und vor allem nachvollziehbares Verfahren. Es ist ein organisierendes Hilfsmittel, das unter Befolgung der entsprechenden Regeln sehr nützlich ist. Was für eine Macht!
 
Dieses Buch ist kein Krimi: Sie müssen es nicht an einem Stück von vorne bis hinten lesen. Sie können einen Blick in das letzte Kapitel wagen, ohne sich die Spannung verderben zu lassen. Das Buch ist unterteilt in umfassende Themen: von den ersten Grundlagen bis hin zu wichtigem Handwerkszeug wie faktorisieren, Gleichungen erstellen oder Algebra konkret anwenden. Ich habe versucht, die Regeln an möglichst vielen verschiedenen Beispielen zu illustrieren, von denen jedes einen anderen Zugang zum Problem aufzeigt. Um das Verständnis zu erleichtern, werden die Beispiele Schritt für Schritt erklärt.
 
Das verwendete Vokabular ist mathematisch korrekt und gleichzeitig verständlich. Ich hoffe, dass sich Ihnen neben dem »Wie« auch das »Warum« der Algebra erschließt. Meistens ist es einfacher, sich an eine Regel zu erinnern, wenn man sie verstanden hat – anstatt einer bedeutungslosen Liste von Anleitungen zu folgen.



 
Über dieses Buch
 
Wenn Sie einen ersten Zugang zur Algebra suchen, finden Sie alles, was Sie brauchen, in Teil I des Buchs. Diese Grundlagen kann man mit dem Grundwissen eines Kochs vergleichen: Es ist unmöglich, ein Soufflé zuzubereiten, ohne zu wissen, wie man Eier schlägt oder den Ofen anschaltet. Ihre späteren Erfolge werden von Ihren Vorbereitungen abhängen. Es kann natürlich sein, dass Sie die Grundlagen schon draufhaben. Sehr schön! Wie wäre es dann mit Teil II?
 
Im zweiten Teil erkläre ich sehr ausführlich das Faktorisieren. Faktorisieren ist wirklich nicht mehr, als das Aussehen eines Terms zu verändern, indem alles zum Produkt geschrieben wird. Man kann lernen, welche der Techniken des Faktorisierens man anwenden muss, wenn man bei einer Aufgabe nicht weiterkommt.
 
Und falls Sie auf Gleichungen aus sind: In Teil III finden Sie jede Art von Gleichung, die Sie sich wünschen könnten – von den ganz einfachen bis zu den komplexesten. Je schwieriger die Gleichungen werden, desto mehr Regeln und Methoden kommen zur Anwendung. Als Ausgleich werden natürlich auch Ungleichungen geboten.
 
Teil IV beantwortet hauptsächlich die Frage: »Wofür das Ganze?« Die Beispiele in diesen Kapiteln sind eher von praktischer Natur und befassen sich mit den Anwendungsmöglichkeiten der Algebra, also Dingen, die Sie tatsächlich einmal brauchen können.
 
Der Top-Ten-Teil bietet ein paar hilfreiche Verzeichnisse. Vielleicht sind für Sie nur zwei oder drei Punkte einer Liste relevant oder Sie lesen sich den ganzen Teil von vorn bis hinten durch – nutzen Sie diese kleine Hilfe, wie Sie möchten.
 
Haben Sie Spaß mit Algebra! Stellen Sie sich dieses Buch vor wie die »Hilfe«-Taste des Computers: Wenn Sie ein Problem haben, werden Sie die Antwort finden (und das hoffentlich verständlicher als bei einigen dieser Computer-»Hilfen«).




Konventionen in diesem Buch
 
Es gibt zwei Arten, Zahlen auszudrücken: als sogenannte arabische Ziffern oder als ausgeschriebene Wörter. Ich habe versucht, auch in den Beschreibungen möglichst oft arabische Zahlen zu verwenden, um die Beispiele so übersichtlich wie möglich zu gestalten.
 
Fachausdrücke sind kursiv gesetzt und werden erklärt. Die wichtigsten Ausdrücke finden Sie zum schnellen Nachschlagen auch am Ende des Buchs im Glossar.
 
Ich arbeite mit vielen Schritt-für-Schritt-Anleitungen, um die Sachverhalte wirklich klar darzustellen. Meistens folgen diesen generellen Schritten ein paar Beispiele, damit Sie lernen, die Regeln in verschiedenen Situationen anzuwenden.




Was Sie nicht lesen müssen
 
Sie können schon eine Menge lernen, wenn Sie sich lediglich von Symbol zu Symbol (die verschiedenen Arten von Symbolen lernen Sie weiter unten kennen) durcharbeiten. Diese Texte fassen den Stoff sehr knapp zusammen. Wenn Sie allerdings mehr ins Detail gehen möchten, müssen Sie auch »zwischen den Zeichen« lesen.
 
Viele der grauen Kästchen bieten historische Informationen – Mathematiker-Leben liefern zwar keine Hollywood-Stoffe, aber einige dieser Persönlichkeiten haben ziemlich interessante Dinge getan. Hier finden Sie auch ein paar meiner Lieblingsanekdoten für eine gelegentliche Abwechslung. Sie können sich selbst aussuchen, wie viele und welche dieser Geschichten Sie lesen möchten.




Törichte Annahme über den Leser
 
Ich nehme nicht an, dass Sie so verrückt nach Mathematik sind wie ich – vielleicht sind Sie noch viel versessener darauf! Auf jeden Fall nehme ich an, dass Sie hier eine Aufgabe zu erfüllen haben – Ihr Wissen wieder aufzufrischen, Ihre grauen Zellen zu trainieren oder einfach neugierig zu sein. Ich nehme außerdem an, dass Sie schon einmal mit Algebra zu tun hatten, ob sehr intensiv für kurze Zeit, über einen längeren Zeitraum vor langer Zeit oder auch nur ganz unerheblich.
 
Wahrscheinlich hatten Sie Mathematik in der Schule. Vielleicht können Sie sich auch an einen Ihrer Mathe-Lehrer erinnern. Ich persönlich erinnere mich daran, wie Frau Pohl sagte: »Das ist ein n.« Meine ganze heilige Zahlenwelt war plötzlich durcheinandergebracht. Möchten Sie noch einmal Algebra lernen, um diesen fast vergessenen Unterricht aufzufrischen? Oder kommt Ihre Tochter oder Ihr Sohn mit einer Aufgabe nach Hause, die Ihr Erinnerungsvermögen übersteigt? Keine Angst – Hilfe liegt vor Ihnen!




Wie dieses Buch aufgebaut ist
 
Wo finden Sie einfach, was Sie schnell brauchen? Dieses Buch untergliedert sich in Abschnitte, die sortiert sind nach den meistdiskutierten und gelehrten Begriffen der elementaren Algebra.



Teil I: Einmal ganz von vorne
 
Die »Gründerväter« der Algebra gründeten alle ihre Regeln auf der Voraussetzung, dass man sich über ein paar wesentliche Dinge einig ist. Das ist wie in der Sprache: Jeder wird zustimmen, dass das Wort »Tisch« beispielsweise immer die gleiche Sache bezeichnet. Das gilt ebenso für die Algebra. Jeder bedient sich derselben Regeln bei Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, den Brüchen, Exponenten und so weiter. Algebra könnte nicht funktionieren, wenn die elementaren Regeln für jeden anders aussehen würden; es wäre nicht möglich zu kommunizieren. Die Grundregeln, die ich in Teil I beschreibe, sollen Ihnen einen Überblick geben über all diese Konventionen, auf die man sich im Laufe der Jahre verständigt hat.
 
Hier finden Sie die Grundlagen der Arithmetik, der Brüche, der Potenzen und der Vorzeichen. Dieses Handwerkszeug werden Sie brauchen, um mit dem Stoff der folgenden Kapitel klarzukommen. Die Einführung konzentriert sich auf die häufig gebrauchten Algebra-Techniken. Wenn Sie mit den späteren Kapiteln arbeiten, können Sie immer wieder im ersten Teil nachschlagen.
 
In diesen ersten Kapiteln führe ich Sie in die Welt der Buchstaben und Zeichen ein. Zuerst kommt einem der Umgang mit diesen Zeichen und Zahlen wie eine neu zu erlernende Sprache vor. Es gibt ein Vokabular, einige häufig gebrauchte Ausdrücke und bestimmte Gepflogenheiten. Diese Sprache ist der Ausgangspunkt für alles Weitere.




Teil II: Faktorisieren verstehen
 
In diesem Teil geht es um Faktorisieren und Vereinfachen. Wenige algebraische Prozesse sind wichtiger als das Faktorisieren. Dabei werden Ausdrücke anders geschrieben, um ein Problem leichter lösen zu können. Beim Faktorisieren werden aus Additionen und Subtraktionen Multiplikationen und Divisionen. Viele Probleme können ganz einfach aufgelöst werden, wenn man sich das wunderbare Multiplikationsverhalten von null zunutze macht. Im Wesentlichen handelt es sich dabei um die Tatsache, dass man eine Null bekommt, wenn man mit einer Null multipliziert. Hört sich simpel an und ist doch so unglaublich wichtig.
 
Es gibt einfaches Faktorisieren, bei dem man lediglich Ähnlichkeiten feststellen muss. Und es gibt komplizierteres Faktorisieren, bei dem man nicht nur ein Schema erkennen muss, sondern auch, welche der infrage kommenden Regeln anzuwenden ist. Aber keine Bedenken, ich werde sie Schritt für Schritt einführen.




Teil III: Mit Gleichungen arbeiten
 
Hier werden hauptsächlich Antworten gefunden. Es gibt sehr elegante Methoden, Gleichungen zu lösen – aber auch ausgesprochen skrupellose. Ich zeige Ihnen vielerlei Gleichungen und ebenso viele Methoden, sie zu lösen. Normalerweise gebe ich Ihnen für jeden Gleichung-Typ eine Lösungsmethode an die Hand. Aber wenn es Sinn ergibt, biete ich Ihnen Alternativen an, damit Sie sehen können, dass manche Methoden in bestimmten Fällen besser sind als andere.




Teil IV: Algebra anwenden
 
In Teil IV finden Sie den ganzen Sinn und Zweck von Algebra: alltägliche Beispiele (und weniger alltägliche), bekannte Situationen (und völlig unbekannte). Es ist zwar nicht genug Platz, um Ihnen jedes mögliche Problem vorzuführen, aber ich zeige Ihnen genug praktische Anwendungsmöglichkeiten, um Sie für nahezu jede Situation vorzubereiten, in der Sie Algebra in der Zukunft brauchen könnten.




Teil V: Der Top-Ten-Teil
 
Hier lernen Sie die zehn häufigsten Fehler kennen, die in der Algebra gemacht werden, außerdem zehn Arten, eine quadratische Gleichung zu faktorisieren, zehn der geläufigsten Teilbarkeitsregeln und zehn Schritte, eine Textaufgabe zu lösen.
 
Im Anhang finden Sie ein Glossar mit den wichtigsten Begriffen zur Algebra und Mathematik.

  


Symbole, die in diesem Buch verwendet werden
 
Die hübschen kleinen Symbole am Rand des Buchs sollen Ihre Aufmerksamkeit auf ganz spezielle Texte lenken. Folgende Symbole werden im Buch verwendet:


[image: Sanduhr] Beim Symbol Algebra-Regeln handelt es sich um Grundregeln der Algebra (oder der Mathematik im Allgemeinen), die beachtet werden müssen. Sie können weder angepasst noch ignoriert werden.


[image: Anekdote] Die Absätze zur Unterhaltung, die Ihnen häufig in Form von Kästchen begegnen werden, bieten interessante Informationen, die aber zum Verständnis nicht relevant sind. Diese Extras sind zwar völlig unwichtig, machen die Algebra aber ein bisschen weniger unpersönlich und abgehoben.


[image: Erinnerung] Diese Texte zur Erinnerung sollen dazu beitragen, gerade behandelte Zeichen oder Verfahren zu klären. Das jeweilige Thema wurde entweder bereits in einem anderen Kapitel erklärt oder ich erinnere einfach an eine grundlegende Algebra-Regel. Wenn die Schule bei Ihnen schon länger zurückliegt, werden Sie feststellen, dass sich die Namen mancher Verfahren geändert haben.


[image: Techniker] Vorsicht Fachsprache: Hier erhalten Sie eine Definition oder Erklärung für einen Verfahrensschritt oder einen Fachbegriff.


[image: Tipp] Die in Tipp gebotenen Informationen sind nicht unbedingt notwendig, können Ihnen das Leben aber erheblich erleichtern – zumindest Ihr Algebra-Leben.


[image: Warnung] Das Symbol Warnung soll Sie vor häufig gemachten Fehlern bewahren. Bei den hier behandelten Rechnungen handelt es sich um besonders verzwickte mathematische Situationen – vor denen ich Sie mit meinen Texten warnen möchte.


[image: Ubung] Dieses Symbol weist auf Übungen hin, die Sie zu dem jeweiligen Kapitel unter http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden.





Wie es weitergeht
 
Beginnen Sie mit Teil I, wenn Sie Ihr Grundwissen auffrischen oder Ihr Selbstvertrauen stärken möchten. Sind Sie bereit, das Faktorisieren zu üben, und wollen lernen, welche Methode Sie wann anwenden müssen? Gehen Sie gleich zu Teil II! Teil III ist für Lernende, die sofort mit Gleichungen beginnen möchten – dort finden Sie so ungefähr jede Sorte davon. Teil IV bietet Einsatzmöglichkeiten der Algebra: alles, wofür Sie Ihre richtigen Lösungen je brauchen könnten. Die Listen im fünften Teil sind eigentlich zum Nachschlagen, nachdem Sie einen der anderen Teile durchgearbeitet haben – aber warum sollten Sie nicht auch hiermit anfangen?
 
Algebra lernen heißt logisches Denken üben. Je älter Sie werden, desto mehr müssen Sie Ihre Gehirnzellen trainieren, um konzentriert und wachsam zu bleiben. Und das hier ist genau die richtige Gelegenheit dazu!
 
Der beste Grund, sich mit Algebra zu beschäftigen, ist schlicht und einfach, dass es schön ist. Ja, das haben Sie richtig gelesen. Algebra ist Poesie, tiefes Verständnis und künstlerischer Ausdruck. Sie werden es selbst sehen, wenn Sie sich darauf einlassen. Und vergessen Sie nicht, dass Algebra Ihnen Macht verleiht.
 
Willkommen in der Algebra-Welt – genießen Sie das Abenteuer!





Teil I

Einmal ganz von vorne



[image: image] 







IN DIESEM TEIL …

 
	Zeigen wir Ihnen welche Arten von Zahlen es gibt.
 
	Erfahren Sie welche Rechenarten für diese Zahlen gebräuchlich sind.
 
	Lernen Sie wie Sie Klammern richtig setzen und auflösen.
 
	Bekommen Sie einen Überblick über das Durcheinander von Zahlen und Buchstaben.








Kapitel 1

Sich zum Rechnen rüsten








IN DIESEM KAPITEL

 
	Die Grundlagen aufspüren: Zahlen
 
	Die Mitspieler festmachen: Variablen und Zeichen
 
	Sich zusammenschließen: Funktionen und Terme
 
	Das Spiel kann beginnen: den Regeln folgen





 




Sehr wahrscheinlich haben Sie das Wort Algebra schon gelegentlich gehört und wussten, dass es irgendetwas mit Mathematik zu tun hat. Sie erinnern sich auch daran, dass Algebra genug Stoff hergegeben hat, um lange genug während Ihrer Schulzeit unterrichtet zu werden. Aber was ist sie genau? Wofür wird sie wirklich gebraucht?
 
In diesem Kapitel erfahren Sie die Antwort und darüber hinaus – aufgelockert durch ein paar Exklusivberichte zur Entwicklung der Algebra –, wofür sie gut ist, wie sie gebraucht wird und was Sie benötigen, damit sie funktioniert.
 
Kurz zusammengefasst kann man sagen, dass Algebra eine Methode ist, Arithmetik anzuwenden. Die Tatsache, dass man in einer Formel Variablen verwenden kann, die jeden Wert repräsentieren können, zeigt, dass Formeln mit allen Zahlen funktionieren. Algebra arbeitet mit positiven und negativen ganzen Zahlen, Brüchen, Operatoren und Symbolen, um die Beziehung von Werten zueinander aufzuzeigen. Es ist ein System von Zahlen und ihrem Verhältnis zueinander, das nach bestimmten Regeln funktioniert.

[image: Sanduhr] Die Gleichung [image: images] zeigt beispielsweise, dass jede reelle Zahl, hier mit a wiedergegeben, mit 0 multipliziert wieder 0 entspricht. (Mehr Information zum Thema Multiplikation mit null finden Sie in Kapitel 14.)

 
In der Algebra lässt sich vieles zusammenfassen. Den Term [image: images] beispielsweise (mit der Lösung [image: images]), kann man auch mit [image: images] wiedergeben.
 
Vielleicht denken Sie sich: »Das ist ja alles schön und gut, aber bitte: Ist es wirklich nötig, so etwas zu tun – Buchstaben statt Zahlen zu benutzen?« Aber ja! Schon die ersten Mathematiker haben festgestellt, dass sich Probleme durch die Verwendung von Buchstaben statt Zahlen vereinfachen lassen. Und genau darum geht es in der Algebra: Probleme zu vereinfachen.
 
Der grundlegende Zweck der Algebra ist seit Tausenden von Jahren der gleiche: Menschen zu befähigen, Probleme mit unbekannten Antworten zu lösen.





[image: Anekdote] Algebra mit Aha-Erlebnis


 
Wenn man einen Blick in die Vergangenheit wirft, kann man beobachten, dass sich die Algebra in den verschiedenen Kulturen ein wenig unterschiedlich entwickelt hat. Die Babylonier haben 2000 v. Chr. dreigliedrige quadratische Gleichungen gelöst, während die Ägypter sich mit Lineargleichungen befassten. Die Hindus haben einige Fortschritte im sechsten Jahrhundert n. Chr. gemacht; im siebten Jahrhundert fand Brahmagupta von Indien allgemeingültige Lösungen für quadratische Gleichungen und interessierte sich für den Wert null. Die Hindus betrachteten irrationale Zahlen als reelle Zahlen – auch wenn damals nicht jeder daran glaubte.
 
Obwohl zu diesen Zeiten niemandem unser hoch entwickeltes Kommunikationsnetz zur Verfügung stand, haben sich auch frühe Kulturen über die Jahrhunderte hinweg ausgetauscht. 825 n. Chr. schrieb al Khawarizmi von Bagdad das erste Algebra-Lehrbuch. Eine der ersten Lösungen einer algebraischen Aufgabe findet sich allerdings schon auf einem circa 3.500 Jahre alten ägyptischen Papyrus. Diese Rarität ist benannt nach dem Schotten Rhind, der den 30 Zentimeter breiten und 5,5 Meter langen Papyrus 1858 in Ägypten kaufte; heute wird er im British Museum in London aufbewahrt. Wissenschaftler haben herausgefunden, dass ein ägyptischer Schreiber namens Ahmes um 1650 v. Chr. einige noch frühere mathematische Arbeiten auf den Rhind-Papyrus abgeschrieben hat.
 
Eine der Aufgaben lautet: »Aha, es ist ganz, es ist ein Siebtel, es ergibt 19.« Dieses »Aha« ist kein überraschter Ausruf, sondern bezeichnete die Unbekannte. Können Sie diese frühe ägyptische Aufgabe lösen? Heute würde man dafür folgendermaßen schreiben: [image: images]. Die Unbekannte ist x und die Lösung lautet: [image: images]. Das ist nicht schwierig, nur etwas ungewohnt ausgedrückt.









Mit den Grundlagen anfangen: Zahlen
 
Was wären Mathematik und Algebra ohne Zahlen? Zahlen sind ein Teil des täglichen Lebens, aber auch das Grundgerüst, auf dem die Algebra aufbaut. Zahlen geben einem einen Wert, mit dem man arbeiten kann.
 
Wo wäre unsere Gesellschaft heute ohne Zahlen? Ohne Zahlen, um mit Ellen zu rechnen, hätte Noah nicht seine Arche bauen können. Ohne Zahlen, um Entfernungen, Neigungen, Höhen und Richtungen auszurechnen, hätten die Pyramiden niemals errichtet werden können. Ohne Zahlen, um Navigationspunkte zu errechnen, hätten die Wikinger niemals Skandinavien verlassen können. Ohne Zahlen, um Entfernungen im All zu ermitteln, hätte die Menschheit niemals auf dem Mond landen können.
 
Sogar die einfachsten Aufgaben und die gewohntesten Lebenssituationen erfordern ein Verständnis von Zahlen. Stellen Sie sich vor, Sie möchten ausrechnen, wie viel Benzin Sie täglich bei der Fahrt zur Arbeit und zurück verbrauchen. Sie benötigen die Anzahl der Kilometer, die Sie zurücklegen, und eine zweite Zahl, die der Kilometer, die Ihr Auto mit einem Liter Benzin fahren kann.
 
Verschiedene Arten von Zahlen sind wichtig, weil ihr Aussehen und ihr Verhalten die Rahmenbedingungen für bestimmte Situationen festlegen können oder bestimmte Probleme lösen helfen. Es kann natürlich sehr bequem sein, zu verkünden: »Ich werde mich ausschließlich mit ganzen Zahlen beschäftigen«, da ganze Zahlen keine Brüche beinhalten. Das könnte der Fall sein, wenn Sie eine Aufgabe lösen, die mit einer Anzahl von Autos arbeitet. Wer will schon ein halbes Auto?
 
Die Algebra arbeitet mit verschiedenen Arten von Zahlen – ganzen Zahlen und solchen, die Sie gleich kennenlernen werden –, um verschiedene Arten von Aufgaben zu bewältigen.



Ganz reelle Zahlen


[image: Techniker]  Reelle Zahlen sind das, was der Name sagt. Im Gegensatz zu imaginären Zahlen bezeichnen sie einen reellen Wert – sie sind also keine Vortäuscher oder Hochstapler. Reelle Zahlen, die größte Gruppe von Zahlen, beinhalten das ganze Zahlen-Spektrum; sie decken die Skala ab und können jede Form annehmen – Brüche oder ganze Zahlen, Dezimalstellen oder keine Dezimalstellen. Zur großen Welt der reellen Zahlen gehören auch unendliche Dezimalzahlen, die nicht aufhören. Die Vielfalt ist endlos.


[image: Erinnerung] In diesem Buch geht es ausschließlich um reelle Zahlen.




Auf natürliche Zahlen zählen
 
Eine natürliche Zahl ist das, was wir uns zuerst unter einer Zahl vorstellen. Welche Zahlen haben Sie als Erstes benutzt? Erinnern Sie sich an die Frage: »Wie alt bist du denn?« Sie haben stolz Ihre Finger hoch gehalten: »Vier!« Die natürlichen Zahlen heißen auch Zählzahlen: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 und unendlich so weiter.
 
Man verwendet natürliche Zahlen, um Gegenstände zu zählen. Manchmal muss man zählen, wie viele Personen anwesend sind. Eine halbe Person würde nicht mitgezählt (und ist eine ziemlich grausige Vorstellung). Man bedient sich natürlicher Zahlen auch, um Listen zu erstellen.




Volle und ganze Zahlen
 
Ganze Zahlen erweitern den Mathematiker-Horizont schon um einiges. Ganze Zahlen beinhalten alle natürlichen Zahlen, ihr Gegenteil (die Gegenzahl) und die Zahl null (mehr Informationen zum Thema Gegenzahl finden Sie im Abschnitt Mit Gegenteilen arbeiten in diesem Kapitel). Als ganze Zahlen bezeichnet man also negative und positive natürliche Zahlen, nicht zu vergessen die Null, die auch »nicht vorhanden« bedeutet: …, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, …
 
In der Algebra sind ganze Zahlen sehr beliebt. Wenn man eine lange, komplizierte Aufgabe zu lösen hat und eine ganze Zahl als Ergebnis erhält, kann man sich freuen, da das Ergebnis wahrscheinlich richtig ist. Es ist beispielsweise kein Bruch! Was nicht heißt, dass mathematisch richtige Lösungen nicht auch Brüche oder Dezimalzahlen sein können. Es ist nur so, dass die meisten Übungsbücher mit schönen Lösungen arbeiten, um das Erfolgserlebnis zu verstärken und ein Durcheinander zu vermeiden. Das ist auch meine Absicht für dieses Buch. Wer will schon eine verworrene Antwort – wenngleich das im richtigen Leben öfter der Fall ist. Wenn man keine ganze Zahl als Ergebnis erhält, kann es auch erforderlich sein, auf eine solche zu runden. Das ist vor allem sinnvoll, wenn man mit Beispielen von Menschen, Autos, Tieren, Häusern oder anderem, das man nicht in Stücke teilen sollte, rechnet.




Gerade und ungerade Zahlen
 
Eine gerade Zahl lässt sich durch 2 teilen: 2, 4, 6, 8, … Eine ungerade Zahl lässt sich nicht durch 2 teilen: 1, 3, 5, 7, … Listet man ganze Zahlen auf, wechseln sich gerade und ungerade Zahlen ab.




Vernünftig sein: Rationale Zahlen
 
Rationale Zahlen sind vernünftig! Was heißt das? In diesem Fall heißt es, dass sich das dezimale Äquivalent einer rationalen Zahl »vernünftig« verhält. Die Dezimalzahl ist entweder endlich oder periodisch, das heißt, sie endet an irgendeiner Stelle oder die Stellen nach dem Komma wiederholen sich unendlich: 3,4; 5,77623; –4,5 oder [image: images]; [image: images]. Der waagerechte Strich über der 164 beziehungsweise 6 bezeichnet eine unendliche Wiederholung dieser Zahlen.
 
Rationale Zahlen können immer als Bruch geschrieben werden. Alle haben einen Bruch, dem sie entsprechen. Also lautet eine Definition von rationalen Zahlen: jede Zahl, die als Bruch ausgedrückt werden kann.




Irrationale Zahlen zähmen
 
Irrationale Zahlen bezeichnen das, was man von ihrem Namen erwartet – das Gegenteil einer rationalen Zahl. Eine irrationale Zahl kann also nicht als Bruch geschrieben werden und ihre Dezimalstellen sind weder endlich noch periodisch. So viel zu irrationalem Verhalten! Die Zahl »Pi« (π) beispielsweise mit ihren niemals endenden Dezimalstellen, ist irrational: 3,141592653589…
 



[image: Anekdote] Von Ziffern, Fingern und Zehen


 
Die indisch-arabischen Zahlzeichen, wie 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, stammen von den Indern und wurden im Hinblick auf ein dezimales System geschaffen. Das Wort dezimal kommt aus dem Lateinischen und heißt »ein Zehntel« oder »der Zehnt«. Das indisch-arabische System ist eine stellungsabhängige Schreibweise, das heißt, dass die Reihenfolge der geschriebenen Ziffern eine Rolle spielt. Die Zahl 35 unterscheidet sich von der Zahl 53, da die 3 in 35 für drei Zehner steht und in 53 für drei Einer.
 
Der Hauptgrund, warum die Menschheit ein dezimales, ein Zehner-System, geschaffen hat, liegt in der Tatsache, dass wir normalerweise zehn Finger und zehn Zehen haben. Es hätte auch ein Zwanziger- oder Fünfer-System, wie das der Babylonier, werden können. Von circa 1700 v. Chr. bis circa 500 n. Chr. rechneten die meisten Mathematiker mit einem Sechziger-System. Auf die Zahl 60 kam man, da ein Jahr in etwa 360 Tage hat und 60 ein Teiler von 360 ist. Überbleibsel dieses frühen Systems finden sich in unseren Minuten und Sekunden wieder. Können Sie sich vorstellen, sich sechzig statt zehn unterschiedliche Ziffern merken zu müssen?
 
Alle Zeichen dieser frühen Zahlensysteme bedeuteten etwas: eine Sache hiervon, zwei davon und so weiter. Die meiste Zeit gab es keine Ziffer und kein Zeichen für nichts beziehungsweise null. Das erste Zeichen für null (es ähnelt einem auf dem Kopf stehenden »W«) wurde erst 300 v. Chr. eingeführt. Davor ließ man einfach einen leeren Platz, wenn man »nichts« meinte. Manchmal vergaßen Schreiber, diesen Platz zu lassen, manche ließen nicht genug Platz. Außerdem gab es keinen Weg, mehr als eine Null darzustellen.






 

 
Variablen variieren


[image: Erinnerung] Eine Variable bezeichnet einen Buchstaben, der für eine unbekannte Größe oder das, wonach man in einer mathematischen Aufgabe sucht, steht. Eine Variable steht immer für eine Zahl.
 
Die Algebra bedient sich verschiedener Buchstaben, der Variablen, um bestimmte Zahlenwerte darzustellen. Häufig wählt man den Buchstaben so, dass er etwas über die Größe, für die er steht, aussagt.
 
Die folgende Liste führt die häufigsten Variablen auf.

 
	Der Buchstabe n wird in der Algebra häufig verwendet. Oft bezeichnet n eine unbekannte Größe oder Zahl – vielleicht weil n der erste Buchstabe des Wortes »Nummer« ist.
 
	Ein x steht meist für eine gesuchte Zahl, vielleicht weil wir den Buchstaben mit etwas Geheimnisvollen verbinden: X markiert den Punkt, an dem der Schatz vergraben ist, oder es gibt Aktenzeichen XY.
 
	C und k sind zwei der häufiger gebrauchten Buchstaben, wenn es darum geht, bekannte Größen oder Konstanten, die beliebig sind, darzustellen.





Algebra sprechen
 
Die Algebra ist mit ihren mathematischen Zeichen wie eine Fremdsprache. Alle diese Zeichen bedeuten etwas und können übersetzt werden. Es ist wichtig, das Vokabular einer Fremdsprache zu beherrschen; genau so wichtig ist es in der Algebra. 

[image: Techniker] Ein Term ist eine beliebige Kombination von Zahlen und Rechenzeichen. Sowohl der ganze Ausdruck [image: images] als auch die einzelnen Glieder der Rechnung 3x2y, 5x und 6 sind Terme.



 
	Eine Gleichung bedient sich eines Zeichens, um einen Bezug darzustellen – den, dass zwei Dinge gleichwertig sind. Wenn man mit Gleichungen arbeitet, können schwierige Aufgaben zu leichteren Aufgaben mit simpleren Lösungen vereinfacht werden. Eine Gleichung ist beispielsweise [image: images]. In Teil III erfahren Sie mehr über Gleichungen.
 
	Die verschiedenen Rechenarten wendet man auf zwei oder mehr Zahlen an, um ein Ergebnis zu erhalten. Rechenarten sind Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und so weiter. In Kapitel 6 erfahren Sie mehr über Rechenarten.
 
	Eine Variable ist ein Buchstabe, der für eine Zahl steht, die sich aber je nach Gleichung oder Ungleichung ändert. (Eine Ungleichung ist ein Vergleich von zwei Werten – mehr dazu in Kapitel 16.) Dann aber steht der Wert fest; man kann ihn ermitteln und dadurch die Lösung der Gleichung erhalten.
 
	Eine Konstante ist eine Zahl, die sich in einer Gleichung nie ändert, also konstant gleich bleibt. Die Zahl 5 ist konstant, weil sie ist, was sie ist. Eine Variable kann konstant sein, wenn ihr ein bestimmter Wert zugeordnet ist. Normalerweise bezeichnen die ersten Buchstaben des Alphabets eine Konstante. In der Gleichung [image: images] sind a, b und c Konstanten und x eine Variable. Der Wert von x hängt davon ab, welche Werte für a, b und c vorgesehen sind.
 
	Ein Exponent ist die kleine Zahl, die sich rechts oben an einer Variablen oder Zahl befindet, so wie die 2 in dem Term 32. Man verwendet ihn, um eine wiederholte Multiplikation zu kennzeichnen. Den ganzen Term bezeichnet man auch als Potenz. Exponenten finden Sie in Kapitel 4.





Rechenarten unter der Lupe
 
Wie eben erläutert, werden Unbekannte heute durch Variablen dargestellt. Bevor man sich angewöhnte, Zeichen zu benutzen, schrieb man Aufgaben in langen, wortreichen Umschreibungen. Tatsächlich war es ein großer Durchbruch, Rechenzeichen zu verwenden. Zuerst führte man Zeichen für ein paar Rechenarten ein, dann wurde Algebra zu einem kompletten System aus Zeichen und Zahlen. Heutzutage finden sich bisweilen noch ein paar Wörter, allerdings am Rand der Rechnungen, um diese zu erläutern und das Verständnis zu erleichtern – wie Untertitel bei einem Film. Sehen Sie sich dieses Beispiel an, um zu verstehen, was ich meine. Wie würden Sie lieber schreiben:

 
	Die Anzahl der Wasserliter multipliziert mit 6 und dann zu einer 3 addiert.
 
	oder
 
	[image: images]?


 
Ich würde die zweite Möglichkeit wählen, Sie nicht auch?
 
Indem man das macht, was schon die frühen Mathematiker gemacht haben – eine Variable für eine Zahl einsetzen, dann ein paar Rechenarten anwenden (Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division) und dann nach den Regeln arbeiten, die sich über die Jahre manifestiert haben –, hat man ein solides, organisiertes System, um zu vereinfachen, zu lösen, zu vergleichen oder eine Gleichung zu bestätigen. Davon handelt die Algebra – dafür ist Algebra gut.
 



[image: Anekdote] Was hinter dem Wort Algebra steckt


 
Das Wort Algebra ist eine Variation des Wortes aljabr, ein arabisches Wort, das ein Aufeinandertreffen oder eine Vereinigung von Teilen bezeichnet. Dieses Wort hatte sich weiterentwickelt, als die Mauren den Ausdruck algebrista, Knochensetzer (jemand, der Knochen wieder zusammensetzt), im Mittelalter nach Spanien brachten. Wenn auf dem Schild über einem spanischen Barbierladen Algebrista y Angradoe stand, hieß das, dass es dort einen Knochensetzer und jemanden zum Aderlassen gab. Damals und noch die folgenden Jahrhunderte führten Barbiere kleinere medizinische Anwendungen aus, um ihr Gehalt aufzubessern. Der rot-weiße Barbierpfosten, der in einigen Ländern heute noch als Zeichen für alte Friseursalons steht, symbolisierte Blut und Verbände. Vielleicht ist das der Grund, warum Algebra, das sich von algebrista ableitet, den Ruf hat, hin und wieder schmerzhaft zu sein.








Rechenzeichen entschlüsseln


[image: Techniker] Die Grundlagen der Algebra beinhalten Zeichen. Algebra verwendet Zeichen für Mengen, Rechenarten und Verhältnisse. Die Zeichen sind Abkürzungen und viel effizienter, als das Wort oder seine Bedeutung auszuschreiben. Allerdings muss man wissen, was die unterschiedlichen Zeichen bedeuten. Die folgende Liste verrät einige dieser Bedeutungen.

 
	+ heißt addiere oder finde die Summe, mehr als oder vermehrt um; das Ergebnis einer Addition ist die Summe.
 
	‒ heißt subtrahiere oder minus oder vermindert um oder weniger; das Ergebnis ist die Differenz.
 
	· heißt multipliziere oder mal. Die Werte, die miteinander multipliziert werden, sind die Multiplikatoren oder Faktoren, das Ergebnis ist das Produkt. Es gibt noch weitere Zeichen für die Multiplikation, unter anderem solche mit gruppierendem Charakter: ( ), [ ], { }, ×. Letzteres Zeichen wird eher selten verwendet, da man es leicht mit der Variablen x durcheinanderbringen kann. Der Punkt ist beliebt, da er schnell zu schreiben ist. Die Klammern kommen zur Anwendung, wenn man mehrere Terme zusammenfassen oder einen verwirrenden Ausdruck besser darstellen möchte. An und für sich bedeuten sie noch keine Multiplikation, aber wenn ein beliebiger Wert vor einer Klammer steht, dann muss man diesen Wert mit allen Werten in der Klammer multiplizieren. Mehr Informationen zu diesem Thema gibt es gleich in dem Klammern-Abschnitt.
 
	÷ heißt dividiere. Der Divident, die zu teilende Zahl, wird durch den Divisor geteilt. Das Ergebnis ist der Quotient. Andere Zeichen für die Division sind der Bruchstrich [image: images] und der Schrägstrich /.
 
	[image: images] heißt, ziehe die Wurzel aus etwas. Man sucht die Zahl, die mit sich selbst multipliziert die Zahl unter dem Wurzelzeichen ergibt (mehr zum Thema in Kapitel 4).
 
	 [image: images] bezeichnet den Betrag einer Zahl, also die Zahl selbst oder ihren Abstand zu null (mehr zu Beträgen finden Sie in Kapitel 2).
 
	… bedeutet und so weiter, et cetera oder im gleichen Schema fortlaufend. Man verwendet diese Auslassung in der Algebra, wenn man eine lange Liste von Zahlen hat und sie nicht ausschreiben möchte. Will man beispielsweise die Zahlen von 1 bis unendlich auflisten, schreibt man: »1, 2, 3, 4, … «. Eine Liste der Zahlen von 600 bis 1.000 sieht so aus: »600, 601, 602, …, 1.000«.




[image: Tipp] π ist der griechische Buchstabe »Pi«, der die irrationale Zahl 3,14159 … bezeichnet. Er stellt das Verhältnis von Umfang zu Durchmesser eines Kreises dar. Mehr zu diesem Verhältnis in Kapitel 17.



Klammern
 
Wenn ein Autohersteller ein Auto zusammenschraubt, muss er ein paar Dinge im Vorfeld erledigen. Die Motor-Spezialisten müssen erst den Motor aus all seinen Einzelteilen zusammensetzen. Der Rahmen muss auf den Unterbau aufgebracht und gesichert werden. Und alle anderen Facharbeiter müssen erst ihre Spezialarbeit abliefern. Wenn diese Aufgaben eine nach der anderen erfüllt wurden, kann man das Auto zusammensetzen. Das Gleiche gilt für die Algebra. Zuerst muss man sich um das kümmern, was innerhalb der Klammern steht, bevor man das Ergebnis auf die restliche Gleichung anwenden kann.
 
Klammern, gruppierende oder zusammenfassende Zeichen, die Teilsummen bilden, bedeuten, dass man zuerst die Terme innerhalb der Zeichen lösen muss, bevor man sich mit der restlichen Aufgabe befasst.


[image: Erinnerung] Die wichtigsten gruppierenden Zeichen sind:


 
	( ) Runde Klammern (Sie werden am häufigsten gebraucht.)
 
	[ ] Eckige Klammern
 
	{ } Geschweifte Klammern




Zum Beispiel [image: images] verpflichtet dazu, erst die Teilsumme innerhalb der Klammern zu lösen. Und das unterscheidet sich von [image: images]. Die erste Rechnung ergibt 6, die zweite 2.
 
Diese drei Arten von Klammern – die runden, eckigen und geschweiften – werden sowohl alleine als auch in Kombination verwendet. Zusammen stellen sie meist eine kompliziertere Aufgabe dar.




[image: Anekdote] Die Ursprünge des Gleichheitszeichens


 
Robert Recorde war der Erste, der in der Mitte des 16. Jahrhunderts das Gleichheitszeichen (=) benutzte. Er schrieb: »Ich werde, wie ich es oft in meinen Arbeiten zu tun pflege, ein Paar von parallelen Strichen der gleichen Länge, Gemowe-Linien, verwenden, ==, weil zwei Dinge nicht ähnlicher sein könnten.« Allerdings akzeptierten viele Mathematiker dieses Gleichheitszeichen nicht sofort. Manche arbeiteten mit zwei vertikalen parallelen Strichen; beliebt war für einige Zeit auch ein Zeichen, das in etwas so aussah: α (mit an der rechten Seite verlängerten Linien). Es scheint, dass das Zeichen, wie wir es heute kennen, ungefähr in der Mitte des 17.  Jahrhunderts allgemein akzeptiert war.









Beziehungen definieren
 
Algebra handelt von Verhältnissen – nicht von heimlichen, romantischen Verhältnissen, sondern von solchen zwischen Zahlen und Variablen einer Gleichung. Obwohl algebraische Verhältnisse genauso kompliziert sein können wie Liebesverhältnisse, haben Sie bessere Chancen, die mathematischen zu verstehen.


[image: Techniker] Es folgen die einschlägigen Zeichen.


 
	= heißt, dass der Wert vor dem Zeichen der gleiche ist wie der nach dem Zeichen.
 
	≠ heißt, dass der Wert vor dem Zeichen nicht der gleiche ist wie der nach dem Zeichen.
 
	≈  heißt, dass der eine Wert annähernd oder ungefähr gleich dem anderen ist; das Zeichen wird beim Runden von Zahlen verwendet.
 
	≤ heißt, dass der erste Wert kleiner ist als oder gleich ist wie der folgende Wert.
 
	< heißt, dass der erste Wert kleiner ist als der folgende Wert.
 
	≥ heißt, dass der erste Wert größer ist als oder gleich ist wie der folgende Wert.
 
	> heißt, dass der erste Wert größer ist als der folgende Wert.







Mit Gegenteilen arbeiten
 
In der Algebra kommt man seinem Ziel bei der Lösung von Gleichungen oft näher, wenn man mit Gegenteilen arbeitet. Man muss die Rechnungen rückgängig machen, die davor mit den Variablen durchgeführt wurden. Das Gegenteil einer Rechnung ist eine andere Rechnung, die einen zum Ausgangspunkt zurückbringt. Dieses Verfahren wird hauptsächlich angewendet, um Zahlen loszuwerden, die mit Variablen verbunden sind, damit man an die Lösung für die Variable kommt.



Aufmüpfig sein: Gegenteilig rechnen

Das Gegenteil von der Addition einer 3 ist die Subtraktion einer 3. Wenn man eine 3 zu 100 addiert, bekommt man 103. Wenn man dann die 3 von der 103 subtrahiert, ist man beim Ausgangspunkt gelandet.

 
	Das Gegenteil der Addition ist die Subtraktion.
 
	Das Gegenteil der Subtraktion ist die Addition.
 
	Das Gegenteil der Multiplikation ist die Division.
 
	Das Gegenteil der Division ist die Multiplikation.
 
	Das Gegenteil des Ziehens einer Wurzel ist das Quadrieren (den Wert mit sich selbst multiplizieren).
 
	Das Gegenteil des Quadrierens ist das Ziehen der Wurzel.
 
	Das Gegenteil der Erhebung in die dritte Potenz ist das Ziehen der Kubikwurzel.





Gegenteile von Zahlen entdecken

Eine Zahl hat zwei Gegenteile: eine Gegenzahl und einen Kehrwert.

 
	Die Gegenzahl ist die Zahl mit dem gegenteiligen Vorzeichen. Also ist –3 die Gegenzahl von 3 und 16 die Gegenzahl von –16. Mit der Gegenzahl arbeitet man, wenn beispielsweise 3 oder 16 zu einer Variablen addiert werden und man die Variable allein haben möchte; die Gegenzahl wird beim Lösen von Gleichungen mit einer Variablen verwendet.
 
	Den Kehrwert nennt man auch Reziprokwert. Beim Kehrwert einer Zahl wird die Ausgangszahl unter den Strich eines Bruchs geschrieben, mit einer 1 oberhalb des Strichs. Also ist [image: images] der Kehrwert von 2 und 25 der Kehrwert von [image: images]. Wenn es sich um einen Bruch handelt, ist der Kehrwert einfach dieser Bruch verkehrt herum geschrieben. Der Kehrwert von [image: images] ist folglich [image: images]. Damit arbeitet man, wenn eine Zahl mit einer Variablen multipliziert oder durch eine Variable dividiert wird; man bekommt dann die Variable allein und somit die Lösung.


 



Nach den Regeln spielen
 
Zu den Grundlagen der Algebra gehören auch Regeln – wie die Regeln, die man beim Autofahren zu beachten hat. Wenn jeder nach den gleichen Regeln fährt, gibt es weniger Unfälle und kein Chaos auf den Straßen. Das Gleiche gilt wieder einmal für die Algebra. Man muss die Regeln der Algebra einhalten, wenn man mit Variablen, Zahlen und Zeichen arbeitet. Beim Lösen einer Aufgabe ist es besonders wichtig, nach den Regeln vorzugehen, da man nicht weiß, für welche Zahl die Variable steht. Die Regeln wurden einmal entwickelt und werden heute von allen gleich verwendet – deswegen ist die Sprache der Algebra so allgemeingültig.
 
Die Algebra arbeitet mit Zeichen, zum Beispiel Variablen und Rechenzeichen, die man verwenden kann, um mathematische Ausdrücke brauchbarer und lesbarer zu gestalten. Damit einhergehen das Vereinfachen, Faktorisieren und Lösen von Aufgaben, die in Einzelteile zerlegt leichter zu lösen sind. Zeichen zu verwenden ist einfacher, als sich durch einen Wust von Wörtern zu arbeiten.

 
	Vereinfachen heißt: alles zusammenfassen, was man zusammenfassen kann, die Terme der Rechnung reduzieren und die Aufgabe in eine verständliche Form bringen. Mehr zum Thema Vereinfachen erfahren Sie in Kapitel 13.
 
	Faktorisieren heißt: zwei oder mehr Terme zu einem Punkt machen. Die Techniken des Faktorisierens finden Sie in Teil II.
 
	Lösen heißt: eine Antwort finden und in der Algebra im Speziellen herauszufinden, wofür die Variable steht.

 
Es macht Spaß, Gleichungen zu lösen, da man ein Ziel verfolgt. Man sucht etwas (oft eine Variable, beispielsweise x) und bekommt eine Antwort, die man auf ihre Richtigkeit überprüfen kann. Es ist wie bei einem Puzzle. Allerdings ist das Lösen von Gleichungen nur Mittel zum Zweck. Die wahre Schönheit der Algebra erschließt sich, wenn man Aufgaben im wirklichen Leben bewältigt – in einer praktischen Anwendung. Sind Sie bereit für dieses Wort: Textaufgaben? Textaufgaben sind der eigentliche Sinn der Algebra. Warum sollte man sich mit Algebra befassen, wenn es keinen guten Grund dafür gibt? Hoppla! Vielleicht möchten einige von Ihnen Algebra-Aufgaben nur spaßeshalber lösen. Ja, solche Leute gibt es. Aber andere Leute sehen es gerne, wenn eine komplizierte Beschreibung zu einer hübschen und übersichtlichen Lösung führt, wie: »Die Antwort lautet drei Bananen.«
 
Sie können jeden dieser Schritte ausführen und jedes Hilfsmittel anwenden, wenn Sie das Spiel spielen möchten: Vereinfachen, Faktorisieren, Lösen, Prüfen. Richtige Lösung? Gut gemacht! Es ist Zeit, anzufangen …


Kapitel 2

Vorzeichen erkennen: Positive und negative Zahlen






IN DIESEM KAPITEL

 
	Sich mit Vorzeichen anfreunden
 
	In verschiedenen Systemen arbeiten
 
	Die Eigenschaften von nichts beobachten
 
	Mit Vorzeichen rechnen
 
	Assoziativ- und Kommutativgesetz kennenlernen







 
Zahlen gibt es in vielen Erscheinungsformen: Sie können groß, klein, gerade, ungerade, ganz, gebrochen, positiv, negativ und manchmal kalt und abweisend sein – Letzteres nicht ganz ernst gemeint. Kapitel 1 behandelt die unterschiedlichen Namen und Sorten von Zahlen. Dieses Kapitel befasst sich ausschließlich mit den positiven und negativen Eigenschaften von Zahlen.
 
Positiv und negativ sind Wörter, die man jeden Tag zu hören bekommt:
 
	»Du übst einen positiven Einfluss auf mich aus.«
 
	»Ich spüre negative Schwingungen.«



In diesem Kapitel erfahren Sie, wie man Zahlen mit Vorzeichen addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert, egal, ob alle Zahlen das gleiche Vorzeichen haben oder ob sie gemischt vorkommen.




(Vor-)Zeichen setzen

Vor langer Zeit schon erkannten Mathematiker, dass der Gebrauch von Plus- und Minus-Zeichen und Regeln zu deren Anwendung große Vorteile mit sich brachten. Sie merkten auch, dass sich durch den Gebrauch des Minus-Zeichens die Erschaffung einer Reihe neuer Symbole für alle negativen Zahlen erübrigte. Schließlich sind positive und negative Zahlen miteinander verwandt und der unkomplizierte Zusatz des Minus-Zeichens hat sich bewährt. Negative Zahlen haben positive Gegenzahlen und andersrum. [image: images] und 3 sind folglich verwandt. Man musste kein neues Zeichen, zum Beispiel ϕ, einführen, um das Gegenteil von 3 darzustellen – man verwendete einfach das Minus-Zeichen. Wenn man eine Vorstellung davon hat, was es heißt, sechs Bananen zu besitzen, kann man sich genauso gut ausmalen, was es heißt, jemandem sechs Bananen zu schulden.
 
Gleiche Zahlen mit gegensätzlichen Vorzeichen heißen Gegenzahlen.

[image: Techniker] Bei zwei Zahlen handelt es sich um Gegenzahlen, wenn ihre Summe null entspricht, zum Beispiel [image: images]. Gegenzahlen sind auf der Zahlengeraden immer gleich weit von null entfernt (in gegensätzlicher Richtung). Die Gegenzahl von –6 ist 6, die Gegenzahl von [image: images] ist [image: images].



Positive Zahlen positionieren

Positive Zahlen  sind größer als null. Von null aus gesehen sind sie auf der gegenüberliegenden Seite der negativen Zahlen. Wenn man sich ein Tauziehen zwischen positiven und negativen Zahlen vorstellt, befinden sich die positiven auf der rechten Seite von null, wie Abbildung 2.1 zeigt.

[image: ] 
Abbildung 2.1: Ein paar positive Zahlen aufgereiht
 
 
 
Positive Zahlen sind umso größer, je weiter sie von null entfernt sind: 81 ist größer als 25, weil es weiter weg von null ist. 28° C, ein schöner Sommertag, sind weiter weg von null als 5° C, ein verregneter Novemberabend. Beide Zahlen sind positiv, aber eine ist höher als die andere. Stellen Sie sich den Unterschied zwischen einem Sommertag und einem Novemberabend vor, um ein Gefühl dafür zu bekommen, um wie viel höher eine Zahl sein kann!




Das Beste aus negativen Zahlen machen

Die Bedeutung einer Zahl, die kleiner als null ist, kann schwierig zu fassen sein. Natürlich kann man es sagen: »kleiner als null«, und auch ein Buch mit diesem Titel schreiben, aber was bedeutet es wirklich? Stellen Sie sich vor, Sie befinden sich im Erdgeschoss eines Hochhauses. Sie betreten den Aufzug und müssen sich entscheiden, ob Sie nach oben, in den ersten, zweiten, dritten, vierten und so weiter Stock fahren oder ob Sie nach unten in das erste, zweite, dritte, vierte und so weiter Untergeschoss fahren (da, wo die Garagen sind). Je weiter Sie vom Erdgeschoss entfernt sind, desto weiter ist die Zahl des Stockwerks von null entfernt. Das zweite Untergeschoss könnte man also –2 nennen.
 
Negative Zahlen sind kleiner als null. Auf einem Strich mit null in der Mitte sind die negativen Zahlen nach links aufgereiht, wie Abbildung 2.2 zeigt.
 
[image: ] 
Abbildung 2.2: Negative Zahlen nach links aufgereiht
 
 
 
Negative Zahlen sind kleiner, je weiter sie von null entfernt sind. Das kann verwirrend sein, da man denken könnte, [image: images] sei größer als [image: images]. Aber denken Sie einfach an –200° C und [image: images] C – beides nicht schön, aber [image: images] ist definitiv weniger schön: kälter, niedriger, kleiner.

[image: Erinnerung] Für negative Zahlen gilt: Die Zahl, die näher an null ist, ist die größere Zahl.




Positives und Negatives vergleichen

Auch wenn meine Mutter immer meinte, man soll sich nicht ständig mit anderen vergleichen: Zahlen mit anderen Zahlen zu vergleichen kann sehr nützlich sein. Und wenn man Zahlen vergleicht, sind die beiden Zeichen »größer als« [image: images] und »kleiner als« [image: images] sehr nützlich. Deswegen verwende ich sie auch in Tabelle 2.1, in der ich ein paar positive und negative Zahlen in den Blick rücke.
 





	Der Vergleich …

	… und was er bedeutet






	 [image: images]

	6 ist größer als 2; 6 ist weiter von 0 entfernt als 2.




	 [image: images]

	10 ist größer als 0; 10 ist positiv und größer als 0.




	 [image: images]

	 [image: images] ist größer als [image: images]; [image: images] ist näher an 0 als [image: images].




	 [image: images]

	 [image: images] ist kleiner als [image: images].




	 [image: images]

	 [image: images] ist negativ und kleiner als 0.




	 [image: images]

	Positive Zahlen sind immer größer als negative Zahlen.
 
 



Tabelle 2.1: Positive und negative Zahlen vergleichen


 
 

Wenn man also die Zahlen 6, [image: images], [image: images], 3, 16 und [image: images] in die richtige Reihenfolge bringen möchte, beginnend mit der kleinsten, bekommt man: [image: images], die Sie als Markierung auf der Zahlengeraden in Abbildung 2.3 sehen können.
 
[image: ] 
Abbildung 2.3: Positive und negative Zahlen auf einer Zahlengeraden
 
 




Die Null entdecken

Aber was ist mit der Null? Ich vergleiche hier Zahlen, indem ich mir ansehe, wie weit sie von null entfernt sind. Aber: Ist null positiv oder negativ? Die Antwort lautet: keines von beidem. Null hat das einzigartige Schicksal, weder positiv noch negativ zu sein. Null trennt die positiven von den negativen Zahlen – was für ein verantwortungsvoller Job!





[image: Anekdote] Plus- und Minus- Zeichen


 
Das erste Mal, als die Zeichen plus [image: images]  und minus [image: images] gedruckt wurden, bezogen sie sich auf Gewinne und Verluste in der Wirtschaft – nicht auf mathematische Rechnungen. Aber sogar bevor diese Zeichen in aller Form im Druck erschienen, wurden sie häufig gebraucht. Plus- und Minus-Zeichen wurden beispielsweise auf Fässer mit Waren gepinselt, um zu kennzeichnen, ob die Fässer voll oder leer waren.










[image: Anekdote] Frühe Negative


 
Die frühe chinesische Kultur hat viele Erfindungen und Neuerungen hervorgebracht. Sie entwickelten das Schießpulver, den Druck, das Papier und den Kompass. Außerdem hatten sie eine gute Methode gefunden, mit negativen Zahlen umzugehen – lange bevor negative Zahlen formell als solche erkannt wurden.
 
Die Chinesen verwendeten zwei Arten von Rechenstäben – rote für die positiven Zahlen und schwarze für die negativen Zahlen. Aus irgendeinem Grund wurden die Farben irgendwann umgedreht. Rot bezeichnet heute ein finanzielles Defizit oder Negatives (»in den roten Zahlen«) und Schwarz steht für Guthaben oder Positives.






 


Mit dem Rechnen loslegen

Algebra ist zu einem großen Teil angewandte Arithmetik; die arithmetischen Eigenschaften und Regeln gelten auch für die Algebra. Es tauchen aber auch ein paar neue, interessante Rechenarten auf, um es nicht beim Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren zu belassen. Eine dieser neuen Rechenarten werde ich Ihnen zeigen, nachdem ich den Unterschied zwischen einer binomischen und einer nicht-binomischen Rechnung erklärt habe.



Binomisches Rechnen verstehen

Bi heißt zwei. Ein Bigamist hat zwei Ehepartner, ein bilateraler Vertrag ist zweiseitig und zu einer binomischen Rechnung gehören zwei Zahlen. Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division sind binomisch , weil man zwei Zahlen braucht, um sie durchzuführen. Man kann [image: images] addieren, aber man kann [image: images] nicht addieren, wenn nichts hinter dem Plus-Zeichen steht. Man braucht noch eine Zahl.





[image: Anekdote] Binomische Rechnungen zum Selberbasteln


 
Alles, was man braucht, um eine binomische Rechnung zu erfinden, ist eine Regel, wie die Rechnung funktionieren soll und welche Zahlen man verwenden kann. Zum Beispiel könnten Sie sagen: »Ich habe eine neue binomische Rechnung namens Raute # . Zwei Zahlen »rauten« heißt, eine Null zwischen beide zu schreiben.« Somit wäre [image: images] und [image: images], also nicht das Gleiche.
 
Jetzt könnten Sie natürlich fragen, wofür diese Rechnung gut ist. Für nichts, soweit ich sehe. Aber vielleicht verstehen Sie die binomischen Rechenarten, die es bereits gibt, jetzt besser. Sie sind sehr nützlich.









Nicht-binomische Rechnungen kennenlernen

Eine nicht-binomische Rechnung funktioniert mit nur einer Zahl. Eine nicht-binomische Rechnung erfüllt ihren Auftrag ganz alleine und liefert eine Lösung. Wurzeln sind nicht-binomische Rechenzeichen. Die Rechnung [image: images] kommt mit nur einer Zahl aus. Mehr zum Thema Wurzeln finden Sie in Kapitel 4.
 
Eine der wichtigsten nicht-binomischen Rechnungen ist die, den Betrag einer Zahl zu finden. Der Betrag besagt, wie weit die Zahl von null entfernt ist. Dabei spielt es keine Rolle, ob die Zahl größer oder kleiner als null ist, der Betrag besagt lediglich, wie weit sie von null entfernt ist.

[image: Techniker] Das Zeichen für einen Betrag sind zwei vertikale Striche: [image: images].

[image: Sanduhr] Der Betrag von a, wenn a einer beliebigen echten positiven oder negativen Zahl entspricht, ist:


 
	[image: images], wenn [image: images]
 
	[image: images], wenn [image: images] (negativ)





Beträge ermitteln sieht dann so aus:

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]


 
Noch einmal: Der Betrag einer Zahl besagt, wie weit eine Zahl von null entfernt ist, wobei irrelevant ist, ob die Zahl kleiner oder größer als null ist.

  


Mit Vorzeichen rechnen

Stellen Sie sich vor, Sie befinden sich in dem Aufzug eines Gebäudes, das vier Stockwerke oberhalb und fünf Stockwerke unterhalb des Erdgeschosses hat. Sie könnten sich Ihre Zeit vertreiben, indem Sie mit dem Aufzug rauf- und runterfahren, Knöpfe drücken und dabei das Rechnen mit Vorzeichen üben.
 
Vielleicht sind Sie zu jung, um sich daran zu erinnern, aber es gab tatsächlich eine Menge Leute, die sich ihr Geld damit verdienten, den ganzen Tag mit dem Aufzug zu fahren und Knöpfe zu drücken. Ich frage mich, ob diese Menschen ein Verständnis für Algebra hatten. Wenn man vom dritten Untergeschoss fünf Stockwerke nach oben fährt, landet man im zweiten Obergeschoss – pure Algebra.



Zahlen mit gleichen Vorzeichen verbinden

Als Ihnen Ihr Grundschullehrer beigebracht hat, dass eins plus eins zwei ergibt, hat er Ihnen wahrscheinlich nicht erzählt, dass es sich dabei nur um einen Teil der großen Additionswelt handelt. Er hat mit keinem Wort erwähnt, dass es einer von vielen möglichen Fällen ist, eine positive zu einer anderen positiven Zahl zu addieren. Wenn er Ihnen die ganze Geschichte erzählt hätte – dass man positive und negative Zahlen addieren kann, genauso wie jede beliebige Kombination von positiven und negativen Zahlen –, hätten Sie eventuell Ihre kleine Schultasche gepackt und sofort resigniert den Raum verlassen.
 
Positive Zahlen zu addieren ist nur ein kleiner Teil der weiten Welt des Addierens, aber damals war es sicher genug für den Anfang. Jetzt lernen Sie die ganze Welt kennen – alle Informationen, die Sie brauchen, um Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen zu addieren.
 
Fangen wir mit den einfachsten Situationen an: Die Zahlen haben die gleichen Vorzeichen. Sehen Sie sich an, was passiert:

 
	Sie haben 3 Äpfel und ein Freund schenkt Ihnen noch 4 Äpfel.
[image: images]

Jetzt haben Sie 7 Äpfel.

 
	Sie schuldeten Reinhard 8 Euro und mussten sich noch 2 Euro ausleihen.
[image: images]

Jetzt haben Sie 10 Euro Schulden.




[image: Sanduhr] Es gibt einen netten Zungenbrecher, mit dem Sie sich die Regel merken können. Schaffen Sie es, diesen dreimal hintereinander schnell zu sagen, können Sie auch die Regel: Sind die Zeichen dieselben, suchen Sie die Summe, und das Zeichen der Summe ist dasselbe wie das der Summanden.
 
Die Regel trifft zu, wenn a und b beliebigen reellen Zahlen entsprechen:

 
	[image: images]
 
	[image: images]


 
Ich wünschte, ich hätte für jede Regel einen so schönen alliterierenden Satz anzubieten, andererseits handelt es sich hier um Mathematik – nicht um Poesie!
 
Nehmen wir an, Sie addieren [image: images] und [image: images]; die Vorzeichen sind dieselben. Sie ermitteln zuerst die Summe von 3 und 2, also 5. Und da das Vorzeichen dieser Summe dasselbe sein soll wie das der Zahlen [image: images] und [image: images], ist es ebenfalls negativ: [image: images].
 
Sehen Sie sich folgende Beispiele an:

 
	[image: images]. Alle Vorzeichen sind positiv.
 
	[image: images]. Das Vorzeichen der Summe ist das gleiche wie das der Summanden.
 
	[image: images]. Man summiert alle drei Zahlen, und da sie alle positiv sind, ist es das Ergebnis ebenfalls.
 
	[image: images]. Diesmal sind alle Vorzeichen negativ, also wird die Summe der vier Zahlen mit einem negativen Vorzeichen versehen.


 
Ziemlich simpel – selbe Zeichen! (Noch eine kleine Alliteration.)




Unterschiedliche Vorzeichen addieren

Können sich ein Löwe und ein Zwilling je ergänzen? Die Antwort auf diese Frage weiß ich zwar nicht, aber ich weiß, dass sich Zahlen mit unterschiedlichen Vor-, nicht Stern-Zeichen sehr gut ergänzen können. Man muss nur wissen, wie, und das werden Sie gleich erfahren.

[image: Sanduhr] Wenn die Vorzeichen zweier Zahlen unterschiedlich sind, kann man die Zeichen erst einmal außer Acht lassen und zunächst die Differenz der beiden Zahlen ermitteln. Das ist die Differenz zwischen ihren Beträgen. (Eine Auffrischung zum Thema Beträge finden Sie weiter vorn im Kapitel unter Nicht-binomische Rechnungen kennenlernen.) Die Zahl, die weiter von null entfernt ist, legt das Vorzeichen der Lösung fest. 


 
	[image: images], wenn das positive a weiter von null entfernt ist.
 
	[image: images], wenn das negative b weiter von null entfernt ist.





Sehen Sie, was passiert, wenn man Zahlen mit unterschiedlichen Vorzeichen addiert:

 
	Sie hatten 20 Euro und haben sich für 12 Euro eine Theaterkarte gekauft.
[image: images]

Sie haben 8 Euro übrig.

 
	Ich habe 20 Euro, meine Tankfüllung kostet aber 32 Euro.
[image: images]

Ich muss mir 12 Euro leihen, um meinen Tank füllen zu können.



 
In den folgenden Beispielen finden Sie weitere Kombinationsmöglichkeiten:

 
	[image: images]. Die Differenz zwischen 6 und 7 ist 1. 7 ist weiter entfernt von 0 als 6, also lautet die Antwort [image: images].
 
	[image: images]. Diesmal ist die 7 positiv. Sie ist immer noch weiter entfernt von 0 als 6, also lautet die Antwort diesmal [image: images].
 
	[image: images]. Wenn Sie von links nach rechts vorgehen (auch wenn man in jeder beliebigen Reihenfolge addieren kann), addieren Sie die ersten beiden Zahlen und erhalten [image: images]. Das addieren Sie zur folgenden Zahl und bekommen +6. Das wiederum addieren Sie zur letzten Zahl und erhalten [image: images].






Zahlen mit Vorzeichen subtrahieren

Zahlen mit Vorzeichen zu subtrahieren ist wirklich einfach: Man macht es nicht! Mathematiker haben beschlossen, dass es einfacher ist, die Additionsregeln auf die Subtraktion zu übertragen, anstatt eine ganze Reihe neuer Regeln einzuführen. Deswegen gelten die Regeln, die ich im vorangegangenen Kapitel erklärt habe.
 
Denken Sie kurz darüber nach. Einfach eine Subtraktion in eine Addition umwandeln? Das ergibt nicht wirklich Sinn, oder? Jeder weiß doch, dass man nicht einfach eine arithmetische Rechnung verändern und gleichzeitig erwarten kann, dieselbe Antwort zu bekommen. Sie wissen schon lange, dass 10  –  4 nicht das Gleiche ist wie [image: images]. Sie können nicht einfach die Rechnung ändern und erwarten, die richtige Lösung zu bekommen.
 
Also, damit das Ganze funktioniert, müssen Sie zwei Dinge ändern.

[image: Sanduhr] Wenn man Zahlen mit Vorzeichen subtrahiert, muss man das Minus-Zeichen in ein Plus-Zeichen verwandeln und die Zahl umkehren, die auf das Minus-Zeichen folgt. Dann addiert man die Zahlen unter Anwendung der Regeln für die Addition von Zahlen mit Vorzeichen. Alles zum Thema Zahlen umkehren erfahren Sie in Kapitel 1.


 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]





Die folgenden Beispiele veranschaulichen diese Regeln:

 
	Das U-Boot befand sich 60 Meter unter dem Meeresspiegel, als der Kapitän »Tauchen!« rief. Es tauchte um weitere 40 Meter hinab. 
[image: images]. 

Wechseln Sie von der Subtraktion zur Addition. Verändern Sie die 40 in ihr Gegenteil, [image: images], und rechnen dann mit der Additionsregel weiter. Das U-Boot befindet sich jetzt 100 Meter unter dem Meeresspiegel.

 
	Kinder spielen das Spiel »Mama, darf ich . . .?«, das folgendermaßen funktioniert: Ein Spieler fragt: »Mama, darf ich 3 Schritte vorwärtsgehen?« Die Antwort »Ja!« erlaubt dem Spieler, 3 Schritte in Richtung der Mutter zu gehen. Die Antwort »Nein!« bedeutet, dass er 3 Schritte zurückgehen muss. Ein Spieler kann auch fragen: »Mama, darf ich 4 Schritte rückwärtsgehen?« In diesem Fall bedeutet die Antwort »Nein!«, dass der Spieler 4 Schritte vorwärtsgehen kann. Mathematisch ausgedrückt sehen die beiden letzten Antworten folgendermaßen aus:
[image: images]

Um die Subtraktion zu einer Addition zu machen, müssen Sie die [image: images] umkehren. Nach den beiden Spielzügen ist der Spieler der Mutter einen Schritt näher gekommen.




[image: Sanduhr] Um Zahlen mit Vorzeichen zu subtrahieren, muss man das Minus- in ein Plus-Zeichen verwandeln und das Zeichen der Zahl, die auf das Minus-Zeichen folgt, umkehren.





Mit nichts aufwarten


 
Stellen Sie sich vor, zwei Zahlen mit unterschiedlichen Vorzeichen zu addieren, deren Beträge gleich sind:
 
[image: images]
 
Die Differenz zwischen den Zahlen ohne ihre Vorzeichen beträgt null. Und da null weder positiv noch negativ ist – sie hat kein Vorzeichen –, ist es nicht möglich, das Vorzeichen festzulegen, indem man nach der von null weiter entfernten Zahl sucht. Keine Zahl macht das Rennen! Also bleibt die Null der Sieger in den folgenden Beispielen.
 
[image: images]
 
In den letzten beiden Gleichungen wird vorausgesetzt, dass a, b und c innerhalb einer Aufgabe gleich bleiben.









Zahlen mit Vorzeichen multiplizieren und dividieren

Multiplikation und Division von Zahlen mit Vorzeichen sind wirklich sehr einfach – vorausgesetzt, Sie können multiplizieren und dividieren. Die Regeln sind nicht nur leicht, sondern für beide Rechenarten außerdem die gleichen.

[image: Sanduhr] Beim Multiplizieren und Dividieren von Zahlen mit Vorzeichen gilt: Wenn beide Vorzeichen gleich sind, ist das Ergebnis positiv; wenn die beiden Vorzeichen unterschiedlich sind, ist das Ergebnis negativ:


[image: images]




Beachten Sie, wann die Antwort positiv und wann sie negativ ist. Beachten Sie auch, dass Multiplikation und Division ganz gewohnt funktionieren, abgesehen von den Vorzeichen. Sehen Sie sich die folgenden Beispiele an:

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]


 
Sie können mehrere Rechnungen auf einmal ausführen und dabei auch Multiplikation und Division mischen, wenn Sie die folgende »Gerade-ungerade-Regel« beachten.

[image: Sanduhr] Wenn man mehrere Zahlen multipliziert und dividiert, muss man die Anzahl der negativen Vorzeichen zählen, um das Vorzeichen des Ergebnisses zu erhalten. Eine gerade Anzahl negativer Vorzeichen heißt, dass das Ergebnis positiv ist. Eine ungerade Anzahl negativer Vorzeichen heißt, dass das Ergebnis negativ ist. Die folgenden Beispiele zeigen, wie es funktioniert:


 
	[image: images]: Diese Aufgabe hat nur ein negatives Vorzeichen. Die Lösung ist also negativ, da 1 eine ungerade Zahl ist (und eine einsame noch dazu).
 
	[image: images]: Die beiden negativen Vorzeichen führen zu einem positiven Ergebnis, da 2 eine gerade Zahl ist.
 
	[image: images]: Eine gerade Anzahl negativer Vorzeichen heißt positive Antwort.
 
	[image: images]: Drei Negative ergeben Negatives.
 
	[image: images]: Eine ungerade Anzahl negativer Vorzeichen ergibt eine negative Lösung.





 


Rechnen mit nichts: Null und Vorzeichen

Welche Rolle spielt eigentlich die Null  bei all den Vorzeichen? Wie beeinflusst sie das Vorzeichen der Lösung? Wenn man addiert und subtrahiert, kommt es darauf an, wo die Null steht. Beim Multiplizieren und Dividieren vernichtet sie alles, was sich ihr in den Weg stellt, und lässt einen mit einer Null zurück.

[image: Techniker] Ein paar generelle Regeln zur Zahl null:


 
	Null addieren:  [image: images] ist einfach a. Null verändert den Wert von a nicht. (Das trifft auch auf [image: images] zu.)
 
	Null  subtrahieren: [image: images] Arbeiten Sie mit der Regel für die Subtraktion von Zahlen mit Vorzeichen: Verwandeln Sie die Subtraktion in eine Addition und verändern Sie das Vorzeichen der zweiten Zahl. Umgekehrt gilt: [image: images]; a verändert seinen Wert nicht, wenn man null abzieht.
 
	Mit null multiplizieren : [image: images]. Wenn Sie mit ein paar Freunden unterwegs sind und keiner von Ihnen Geld dabei hat, beträgt Ihr gemeinsames Vermögen in dieser Situation null – egal wie viele Sie sind. Desgleichen: [image: images].
Jede Zahl mit null multipliziert ergibt null.


	Null dividieren: [image: images]. Nehmen wir noch einmal Sie und Ihre Freunde: Wenn keiner von Ihnen Geld dabei hat und Sie dieses nicht vorhandene Vermögen teilen, entspricht jeder Teil null. Als Divisor kann man die Null allerdings nicht verwenden, da man a Dinge nicht durch null Teile teilen kann.





Also ist das Rechnen mit null nicht besonders schwierig. Man wendet die üblichen Additions- und Subtraktionsregeln an und merkt sich, dass einen die Multiplikation mit null und die Division von null mit nichts dastehen lässt – im wahrsten Sinne des Wortes.




Assoziativ- und Kommutativgesetz

Die Algebra funktioniert nach bestimmten Regeln und diese Regeln haben bestimmte Eigenschaften. Im Folgenden ist von zwei dieser Eigenschaften die Rede – dem Assoziativ- und dem Kommutativgesetz.



Rechnungen neu ordnen: Das Kommutativgesetz

Das Wort kommutativ hat nichts mit kommunikativ zu tun. Allerdings verhält es sich mit einer Kommunikation ähnlich wie mit dem Kommutativgesetz. Wenn die Personen a und b miteinander sprechen, werden Worte desselben Themas in derselben Sprache von a nach b und von b nach a ausgetauscht – im seltenen Idealfall auch noch in etwa derselben Menge.
 
Das Gleiche gilt für einige algebraische Rechenarten: Es macht keinen Unterschied, ob man [image: images] oder [image: images] addiert, die Antwort lautet immer 3. Genauso ergeben die Multiplikationen [image: images] und [image: images] die Zahl 6.

[image: Sanduhr] Das Kommutativgesetz  besagt, dass man die Reihenfolge der Elemente einer Rechnung verändern kann, ohne das Ergebnis zu beeinflussen. Addition und Multiplikation sind kommutativ. Subtraktion und Division sind es nicht. Also gilt:


[image: images]  




Normalerweise sind Subtraktionen und Divisionen nicht kommutativ. Für bestimmte Zahlen gelten Sonderfälle. Wenn a und b beispielsweise die gleichen Zahlen sind, ist auch das Ergebnis einer Subtraktion in jeder Reihenfolge gleich, weil die Reihenfolge der Elemente nicht die Lösung beeinflusst. Wenn bei einer Division a und b Gegenzahlen sind, erhält man [image: images] als Ergebnis, unabhängig davon, in welcher Reihenfolge man sie dividiert. Deswegen wird in der Mathematik ein so großer Wert auf Beweise gelegt. Bestimmte Spezialfälle mögen oft funktionieren, aber eine Regel muss immer funktionieren.
 
Sehen Sie sich die folgenden Beispiele an:

 
	[image: images] und [image: images], also gilt [image: images]
 
	[image: images] und [image: images], also gilt [image: images]
 
	[image: images] und [image: images], also gilt [image: images]
 
	[image: images] und [image: images], also gilt [image: images]



[image: Erinnerung] Merken Sie sich, dass das Kommutativgesetz nur für die Addition und die Multiplikation gilt.




Verbindungen: Das Assoziativgesetz

Das Kommutativgesetz hat etwas mit der Reihenfolge der Zahlen beim Rechnen zu tun. Das Assoziativgesetz regelt die Teilsummen innerhalb einer Rechnung mit mehr als zwei Zahlen.
 
Denken Sie einmal daran, was das Wort assoziieren bedeutet. Wenn Sie sich mit jemandem assoziieren, verbinden Sie sich mit ihm. Verbinden Sie sich beispielsweise zu einer Fahrgemeinschaft, ist es irrelevant, ob Person a zuerst Person b abholt und die beiden sich dann zu Person c aufmachen oder ob Person b zuerst Person c abholt und die beiden erst am Schluss zu Person a fahren. Letztendlich sitzen immer die Personen a, b und c im Auto.

[image: Sanduhr] Das Assoziativgesetz  besagt, dass das Ergebnis gleich bleibt, wenn sich die Teilsummen innerhalb einer Rechnung ändern. Addition und Multiplikation sind assoziativ. Subtraktion und Division sind nicht assoziativ. Es gilt:


[image: images]  






Es gibt immer ein paar Sonderfälle, in denen die Regel funktioniert, obwohl sie für die jeweilige Rechenart generell nicht anwendbar ist. Sie scheint beispielsweise bei der Subtraktion [image: images] zu funktionieren, ebenso bei der Division [image: images]. Aber auch wenn es Ausnahmen gibt: Eine Regel muss immer funktionieren.
 
Ein paar Beispiele mit Zahlen zur Veranschaulichung:

 
	[image: images] und [image: images]
Also ist [image: images]

 
	[image: images] und [image: images]
Also ist [image: images]

 
	[image: images] und [image: images]
Also ist [image: images]

 
	[image: images] und [image: images]
Also ist [image: images]




Kommutativ- und Assoziativgesetz sind praktisch, wenn man mit algebraischen Ausdrücken rechnet. Man kann die Reihenfolge der Zahlen oder die Teilsummen ändern, um die Aufgabe übersichtlicher oder einfacher zu machen. Man muss sich einfach merken, dass die beiden Gesetze nur bei Addition und Multiplikation und nicht bei Subtraktion und Division anwendbar sind.

[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.

 



Kapitel 3

Brüche begreifen und mit Dezimalzahlen klarkommen






IN DIESEM KAPITEL
 
	Ganze Zahlen in Dezimalzahlen verwandeln
 
	Das Aussehen von Brüchen ändern
 
	Operationen an Brüchen statt an Menschen durchführen
 
	Kuchen in Stücke teilen





 

 

Es gibt diesen Moment im Leben der meisten Mathe-Schüler, in dem sie sich wünschen, dass die Welt ausschließlich aus ganzen Zahlen besteht. Aber diese nicht-ganzen Zahlen, Brüche genannt, machen die Welt erst so wunderbar. (Okay, das ist vielleicht ein wenig übertrieben.) Brüche wird es auf jeden Fall weiterhin geben und dieses Kapitel hilft Ihnen, sie mit allen ihren herrlichen Funktionen zu ergründen.
 
Vergleichen Sie den Weg zum Verständnis von Brüchen mit dem Betrachten oder Ausüben eines Sports: Wenn man ein Spiel genießen und richtig einschätzen möchte, muss man zuerst die Regeln begreifen. Sie kennen das eventuell vom Fußball: Die Abseitsregel ist gar nicht so einfach zu verstehen. Aber schließlich kapiert man auch die letzte Regel, entdeckt die Grundlagen des Spiels und liebt den Sport. Dieses Kapitel beginnt mit den grundlegenden Spielregeln des Bruchrechnens, damit Sie auch dieses Spiel beherrschen lernen. Sie fragen sich vielleicht, was Dezimalzahlen in einem Kapitel über Brüche zu suchen haben, aber tatsächlich gibt es keinen besseren Ort für sie. Dezimalzahlen sind eigentlich nur andere Schreibweisen für Bruchzahlen.




Zahlen zerlegen und wieder zusammensetzen

Wenn man mit Brüchen arbeitet, ist es hilfreich, sie zu verstehen – woher kommen sie und warum sehen sie aus, wie sie aussehen? Ein Bruch besteht aus zwei Teilen:

[image: images].
 


[image: Erinnerung] Der Nenner, also die Zahl unter dem Bruchstrich, verrät uns die gesamte Anzahl der Dinge. Der Zähler, also die obere Zahl, besagt, wie viele Anteile dieser Gesamtzahl jeweils zu berücksichtigen sind.
 
Vielleicht können Sie sich hiermit Position und Namen dieser beiden Zahlen besser merken:

 
	Z: Der Zähler ist zuoberst ↑.
 
	N: Der Nenner ist niedrig ↓.


 
Bei jedem Bruch, der einem je begegnen wird, besagt der Nenner, wie viel gleiche Teile oder Stücke es gibt. Ohne diese Gesetzmäßigkeit der gleichen Teile könnte man verschiedene Teile in unterschiedlichen Größen bekommen. Wenn Sie beispielsweise für einen Kuchen eine halbe Tasse Mehl benötigen und nicht wüssten, dass dieser eine Teil einer von zwei gleich großen Teilen ist, hätten Sie womöglich aus zwei ungleichen Teilen auszuwählen – einem kleinen und einem großen. Brauchen Sie dann den großen oder den kleinen Teil für Ihren Kuchen?
 
Brüche lassen sich in die im Folgenden beschriebenen drei Klassen einteilen: echte, unechte und gemischte Brüche.








[image: Anekdote] Römische Bruchstriche


 
Die Römer bedienten sich nicht der von uns heute verwendeten Methode, Brüche darzustellen: Zahlen und Bruchstrich. Aber sie erkannten Brüche als solche und bezeichneten sie mit folgenden Worten:
 
[image: images] hieß deunx oder: weniger [image: images],
 
[image: images] hieß dextans oder: weniger [image: images],
 
[image: images] hieß dodrans oder: weniger [image: images],
 
[image: images] hieß bi oder: weniger [image: images].
 
Es ist interessant, dass die Römer an den Brüchen das bezeichneten, was ihnen fehlte – vielleicht neigten sie dazu, ein Glas halb leer statt halb voll zu sehen.
 
Fibonacci war dann im dreizehnten Jahrhundert der erste Mathematiker, der den Bruchstrich so benutzte wie wir heute. Der Strich findet sich in mittelalterlichen Handschriften, während er in den Drucken der Neuzeit oft vermieden wurde – wahrscheinlich aufgrund typografischer Schwierigkeiten.










Echte Brüche entdecken

Am besten kann man sich die Klasse der echten Brüche vorstellen. Ein echter Bruch ist immer Teil eines Ganzen. Ein ganzer Kuchen kann in echte Brüche, also Stücke, geschnitten werden. Ein ganzes Theaterstück kann in einzelne Brüche, Akte oder Szenen, aufgeteilt werden.

[image: Techniker] In einem echten Bruch ist der Zähler stets kleiner als der Nenner und sein Wert ist immer kleiner als 1.
 
Sehen Sie sich die folgenden echten Brüche einmal an:

 
	[image: images]: Sie schneiden einen Kuchen in 6 Stücke. Die Zahl 6 bezeichnet, wie viele Teile dem Ganzen entsprechen. Sie essen ein Stück und haben noch immer 5 Stück übrig. Schätzen Sie sich glücklich: Sie haben einen ganzen Kuchen für sich allein!
 
	[image: images]: Sie haben sich 4 Monate im letzten Jahr Zeit genommen, um ein Projekt abzuschließen.
 
	[image: images]: Von 16 Schokoriegeln ist noch einer übrig.


 
Merke: Von zu viel Süßem bekommt man Bauchweh!




Unechte Brüche kennenlernen

Ein unechter Bruch besteht aus mehr Teilen, als für die Zahl 1 notwendig ist – was nichts mit fehlender Bescheidenheit zu tun hat. Diese superwichtigen Brüche jedenfalls sind in vielen Situationen ausgesprochen hilfreich. Auch hier besagt die untere Zahl, wie groß die einzelnen Teile sind. Nur, dass es eben bei unechten Brüchen mehr als genug Teile für eine ganze Zahl gibt.

[image: Techniker] Unechte Brüche sind Brüche, deren Zähler, also oberen Zahlen, größer sind als deren Nenner.


 
	[image: images]: Nach der Party sammelte Maria alle übrig gebliebenen Pizzastücke zusammen. Sie fand 15 Stücke, jedes [image: images] einer Pizza.
 
	[image: images]: Um die Menge an Zucker im Kuchenrezept zu verdoppeln, braucht man 4 Portionen Zucker, jede [image: images] einer Tasse.





Auch wenn diese Brüche unecht heißen – sie funktionieren tadellos.
 





[image: Anekdote] Bekehrte Brüche an der Börse


 
Kurse wurden an den Börsen früher mithilfe von Brüchen angegeben. Man konnte lesen, dass ein Preis, beispielsweise [image: images], um [image: images] nach unten gegangen ist. Man nimmt an, dass dieser Brauch, mit Brüchen zu rechnen, mit dem Zerbrechen von Münzen seinen Anfang genommen hat: Es ist einfach, etwas in zwei Hälften zu zerteilen, dann die Hälften in zwei weitere Hälften, also Viertel, dann jedes dieser Viertel in weitere zwei Hälften, also Achtel, und so weiter.
 
Im Jahr 2000 ersetzte die Börse ihre Bruch-Angaben durch Dezimalzahlen. Das hatte nichts mit dem Wunsch zu tun, endlich metrisch zu werden. Es diente lediglich dazu, die Zuwachs- oder Verlustraten zu verkleinern. Um ein Achtel zu erhalten, muss man eine Zahl 8 Mal, um ein Zehntel zu bekommen, 10 Mal teilen. Da Zehntel kleiner sind als Achtel, steigt oder fällt der Kurs in kleineren Schritten.
 







Es mit gemischten Zahlen aufnehmen

Unechte Brüche können einem ein bisschen seltsam vorkommen. Gemischte Zahlen  machen die Sache übersichtlicher. Es erleichtert das Verständnis, eine gemischte Zahl zu verwenden – bestehend aus einer ganzen Zahl und einem Bruch –, die das Gleiche bedeutet wie ein unechter Bruch. Statt des unechten Bruchs [image: images] können Sie beispielsweise die gemischte Zahl [image: images] verwenden. So werden Backrezepte überschaubarer und Hutgrößen besser lesbar.

[image: Erinnerung] Eine gemischte Zahl beinhaltet sowohl eine ganze Zahl als auch einen Bruch, zum Beispiel:


 
	[image: images]: Für den Kuchen benötigt man 4 und eine halbe Tasse Mehl.
 
	[image: images]: Die Hutgröße beträgt 7 und – damit er nicht zu eng ist – noch [image: images].
 
	[image: images]: Vor 5 Jahren und 7 Monaten ist er zu seiner Weltreise aufgebrochen.





 


Kürzungen, wohin man blickt

Das Wort Kürzung  können Sie schon nicht mehr hören? Dann lernen Sie jetzt eine neue und – für alle Beteiligten – sehr nützliche Art des Kürzens kennen.
 
Wer mit Brüchen arbeitet, wünscht sich, dass sie freundlich zu einem sind. Im Fall von Brüchen bedeutet freundlich, dass sie im Zähler und im Nenner möglichst kleine Zahlen aufweisen. Manchmal ist es eben leichter, mit kleinen als mit großen Zahlen zu rechnen. Auch arithmetisches Rechnen ist mit kleinen Zahlen viel einfacher.

[image: Techniker] Brüche kann man kürzen. Am leichtesten ist der Umgang mit vollständigen Brüchen. Ein Bruch heißt vollständig gekürzt, wenn keine Zahl (außer 1) sowohl den Zähler als auch den Nenner glatt teilen kann.



Rechnen mit gleichwertigen Brüchen

Wenn man Zähler und Nenner eines Bruchs mit der gleichen Zahl multipliziert oder durch die gleiche Zahl dividiert, ändert sich nichts am Wert des Bruchs. Eigentlich multipliziert oder dividiert man dabei lediglich mit beziehungsweise durch 1, da ein Bruch dem Wert 1 entspricht, wenn Zähler und Nenner die gleiche Zahl aufweisen. Wenn Sie Zähler und Nenner von [image: images] durch 4 dividieren, teilen Sie im Grunde durch [image: images], was 1 entspricht. 

 
	[image: images] hat denselben Wert wie [image: images] oder [image: images].
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]


 
Allerdings können nicht alle Brüche mit großen Zahlen in solche mit kleineren Zahlen umgewandelt werden. Um die Gleichwertigkeit eines Bruchs zu bewahren, müssen bestimmte Regeln eingehalten werden – der Bruch muss immer seinen ursprünglichen Wert beibehalten.
 
Anhand folgender Schritte können Sie Brüche so weit wie möglich kürzen .
 
Kürzen Sie beispielsweise [image: images], so weit es geht:

 
	Suchen Sie nach Zahlen, die sowohl den Zähler als auch den Nenner glatt teilen.
In unserem Beispiel teilt 12 sowohl 48 als auch 60.

 
	Teilen Sie die beiden Zahlen.
[image: images]

 
	Übertragen Sie diesen gekürzten Bruch in Ihre Rechnung.
Jetzt können Sie mit [image: images] anstatt mit [image: images] weiterarbeiten.



 
Wofür braucht man diese ganze Kürzerei eigentlich? Was ist beispielsweise, wenn Sie 48 Minuten anstehen müssen, um ein Konzert-Ticket zu kaufen? Das sind 48 der 60 Minuten einer vollen Stunde, oder als Bruch [image: images]. 48 von 60 klingt nach einer Menge Zeit. Um sich diese Zeit besser vorstellen zu können, müssen Sie nur den Bruch so weit wie möglich kürzen: 12 teilt sowohl 48 als auch 60 glatt.
 
Also haben Sie [image: images] einer Stunde gewartet.




Warum kleiner besser ist

Warum ist [image: images] besser als [image: images]? Die meisten Menschen können mit kleinen Zahlen mehr anfangen. Man kann sich vier von fünf Sachen besser vorstellen als 48 von 60 – sehen Sie sich einmal an, wenn Sie mir nicht glauben. Noch ein paar Beispiele zum besseren Verständnis:

 
	Einer Umfrage zufolge bevorzugen 162 von 198 Leuten selbst gemachte Marmelade. Der Bruch [image: images] lässt sich zu [image: images] kürzen, was in Bezug auf die Marmeladen-Vorlieben eine bessere Information liefert.
 
	Laut einer Fernsehwerbung empfehlen 9 von 10 Zahnärzten Glänzi-Zahncreme. Allerdings erfährt man nicht, wie viele Zahnärzte tatsächlich befragt wurden. Der Bruch [image: images] bietet zwar eine eindeutige Information in Bezug auf das Verhältnis der Empfehlungen, aber: Sind das die Meinungen von 10 Zahnärzten oder von 1.000?


 
Abbildung 3.1 verdeutlicht, warum kleiner besser ist. Auf der linken Seite finden sich insgesamt 60 Teile. Auf der rechten Seite sind insgesamt fünf Teile abgebildet.

[image: ] 
Abbildung 3.1: 48 von 60 oder 4 von 5? Sie entscheiden!
 
 

 

	Sie haben 18 von 36 Raten für einen neuen Fernseher bezahlt. Beide Zahlen lassen sich durch 18 teilen – 18 passt einmal in 18 (1) und zweimal in 36 (2). Also wissen Sie, dass Sie bereits die Hälfte [image: images] des Gesamtbetrags abbezahlt haben. 
[image: images]

Sie haben schon die Hälfte geschafft oder noch die Hälfte vor sich – je nachdem, ob Sie mehr der »das Glas ist halb voll«- oder der »das Glas ist halb leer«-Typ sind.


	Ihr Lieblingshandballer hat in der laufenden Saison bis jetzt 45 Tore in 6 Spielen geworfen. Er hat also durchschnittlich [image: images] Tore pro Spiel geworfen. Da [image: images] ein unechter Bruch ist, müssen Sie erst 45 durch 6 teilen, dann den Rest als Bruch schreiben und noch kürzen: [image: images] sind [image: images] oder [image: images] Tore pro Spiel.



[image: Techniker] Ein Rest ist der Wert, der übrig bleibt, wenn man eine Zahl durch eine andere teilt.




Wenn sich nicht kürzen lässt

Es ist immer schön, wenn man einen Bruch kürzen und damit benutzerfreundlicher machen kann. Der Bruch [image: images] wirkt wesentlich umgänglicher als [image: images]. Aber manchmal will ein Bruch einfach nicht mitspielen. Auch dann gibt es noch Möglichkeiten: Die eine ist, auf- oder abzurunden, die andere, mit 1 zu multiplizieren oder durch 1 zu dividieren.



Auf- und Abrunden

Versuchen Sie, [image: images] möglichst weit zu kürzen. 25 lässt sich durch 5 oder 25 teilen, 36 ist teilbar durch 2, 3, 4, 6, 12, 18 und 36, also weder durch 5 noch durch 25. Obwohl also 25 und 36 keine Primzahlen sind, haben sie keinen gemeinsamen Teiler. Der Bruch kann nicht gekürzt werden. (Mehr über Primzahlen erfahren Sie in Kapitel 7.)
 
Wenn ein Bruch sich nicht kürzen lässt, können Sie ihn einfach lassen, wie er ist, oder, falls Ihnen so sehr daran liegt, den Zähler oder Nenner auf- beziehungsweise abrunden, um den Bruch kürzbar zu machen.
 
Den Bruch [image: images] zum Beispiel kann man nicht kürzen. Wenn man aber den Zähler auf 300 ab- und den Nenner auf 500 aufrundet , bekommt man den gerundeten Bruch [image: images], der sich zu [image: images] kürzen lässt. In diesem Fall ändert das Runden den Wert nicht bedeutend. Sie müssen einfach selbst entscheiden, wie genau Sie das Ergebnis brauchen.
 
Tabelle 3.1 listet einige Brüche mit entsprechenden alltäglichen Beispielen auf:
 





	Bruch

	Entsprechung






	 [image: images]

	Die Hälfte eines Fußballspiels




	 [image: images]

	Zwei Drittel eines Hockeyspiels




	 [image: images]

	Vier Tage einer Woche




	 [image: images]

	Sieben Monate eines Jahres




	 [image: images]

	Dreiundzwanzig Stunden eines Tages
 
 



Tabelle 3.1: Ein paar Beispiele aus dem Leben




 


Gleichnamige Brüche

Wer Brüche addieren, subtrahieren oder vergleichen möchte, braucht Brüche mit derselben Anzahl an gleichen Teilen. Oder anders ausgedrückt: Der Nenner muss der gleiche sein. Brüche mit gleichen Nennern nennt man gleichnamig .



Gleiche Nenner finden

Gemeinsame Nenner beziehungsweise die gleichen Zahlen im Nenner sind notwendig, wenn man Brüche addieren, subtrahieren oder vergleichen will. Man bedient sich ausgewählter Brüche des Wertes 1, um gemeinsame Nenner für mehrere Brüche zu bekommen, da die Multiplikation mit 1 den Wert einer Zahl nicht ändert.
 
Anhand folgender Schritte können Sie einen gemeinsamen Nenner für zwei Brüche finden. Sehen Sie sich die beiden Brüche [image: images] und [image: images] als Beispiele an:

 
	Versuchen Sie, einen gemeinsamen Nenner durch bloßes Betrachten der beiden Zahlen zu finden.
Die Zahlen 18 und 24 sind relativ groß und auf den ersten Blick haben sie nicht viel gemeinsam. Wenn Sie dennoch einen gemeinsamen Nenner finden, können Sie mit Punkt 4 weitermachen.

 
	 Stellen Sie fest, welcher Bruch den größeren Nenner hat.
In diesem Fall ist die 24 der größere der beiden Nenner.

 
	Überprüfen Sie, ob der kleinere Nenner den größeren glatt teilt. Wenn das nicht der Fall ist, müssen Sie nach Vielfachen des größeren Nenners suchen, bis Sie eines finden, das auch der kleinere Nenner glatt teilt.
24 ist nicht durch 18 teilbar. Zweimal 24 ist 48, aber 18 kann auch 48 nicht teilen. Dreimal 24 ist 72. Das lässt sich glatt durch 18 teilen. Der gemeinsame Nenner ist also 72.

 
	Schreiben Sie die beiden Brüche mit den gleichen Nennern.
Die Zahl 24 teilt 72 dreimal, also wird der Bruch [image: images] mit [image: images] multipliziert.

[image: images]

Die Zahl 18 teilt 72 viermal, also wird der Bruch [image: images] mit [image: images] multipliziert.

[image: images]



 
Versuchen Sie jetzt, das gleiche Verfahren mit den beiden Brüchen [image: images] und [image: images] zu üben: 

 
	Finden Sie einen gemeinsamen Nenner.
Die Zahlen 8 und 12 haben die 24 als gemeinsames Vielfaches. Wenn Sie das sofort gesehen haben, können Sie mit Punkt 4 weitermachen.

 
	Stellen Sie fest, welcher Bruch den größeren Nenner hat.
In diesem Fall ist die 12 der größere der beiden Nenner.

 
	Prüfen Sie Vielfache des größeren Nenners.
12 ist nicht durch 8 teilbar. Zweimal 12 ist 24. Das lässt sich glatt durch 8 teilen. Der gemeinsame Nenner ist also 24.

 
	Schreiben Sie die gleichnamigen Brüche.
12 teilt 24 zweimal, also wird der Bruch [image: images] mit [image: images] multipliziert.

[image: images]

8 teilt 24 dreimal, also wird der Bruch [image: images] mit [image: images] multipliziert.

[image: images]




[image: Tipp] Einen gemeinsamen Nenner kann man auch schnell finden, indem man die beiden Nenner miteinander multipliziert. Dadurch erhält man zwar nicht unbedingt das kleinste, also beste Ergebnis, aber es funktioniert auf alle Fälle.
 
Finden Sie einen gemeinsamen Nenner für [image: images] und [image: images]. Multiplizieren Sie die beiden Nenner miteinander: [image: images]. Dann brauchen Sie:

 
	[image: images] und [image: images]. 
Wenn Sie die Nenner mit demselben Faktor multiplizieren, bekommen Sie:

[image: images] und [image: images].

 
	Finden Sie einen gemeinsamen Nenner für [image: images] und [image: images].
Multiplizieren Sie 5 mit 12, um den gemeinsamen Nenner 60 zu bekommen.

[image: images] und [image: images].







Mit unechten Brüchen arbeiten

Unechte Brüche (für eine Einführung siehe Unechte Brüche kennenlernen weiter vorn in diesem Kapitel) zu multiplizieren und zu dividieren, ist nicht schwieriger, als andere Brüche zu multiplizieren oder zu dividieren. Allerdings ist es einfacher, sich das Ergebnis vorzustellen, wenn man es als gemischte Zahl schreibt (siehe Es mit gemischten Zahlen aufnehmen weiter vorn im Kapitel).
 
Um einen unechten Bruch in eine gemischte Zahl umzuwandeln, muss man den Zähler durch den Nenner teilen. Man erhält dabei eine ganze Zahl und einen Rest – das, was beim Teilen übrig bleibt. Letzterer wird als echter Bruch geschrieben, dessen Zähler kleiner ist als dessen Nenner. Achten Sie bei den folgenden Beispielen auf Ähnlichkeiten und Unterschiede von gemischten Zahlen und unechten Brüchen:

 
	[image: images]: Die Zahl 9 teilt 11 einmal mit einem Rest von 2.
 
	[image: images]: Die Zahl 7 teilt 26 dreimal mit einem Rest von 5.
 
	[image: images]: Die Zahl 11 teilt 402 36-mal mit einem Rest von 6. Vor allem hier wird klar, dass man sich gemischte Zahlen besser vorstellen kann.



 


Was Brüche alles können

Jetzt, da Sie alles über Brüche wissen – ihre korrekten Namen, Erscheinungsformen, Stärken und Schwächen und so weiter –, wird es Zeit, sie zum Arbeiten zu bringen. Die Regeln für Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von Brüchen bleiben die gleichen, wenn man mit Variablen arbeitet. Das ist beruhigend.



Brüche addieren und subtrahieren

Die Addition und Subtraktion von Brüchen erfordert besondere Aufmerksamkeit. Man kann Pfund und Kilo addieren, wenn man sie zur selben Einheit aufrechnet. Das Gleiche gilt für Brüche: Man kann Drittel und Sechstel addieren, wenn man zuerst ihren gemeinsamen Nenner findet.

[image: Sanduhr] Um Brüche zu addieren oder zu subtrahieren: 


 
	Passen Sie die Brüche so einander an, dass sie den gleichen Nenner haben.
Wie das funktioniert, erfahren Sie in Gleiche Nenner finden weiter vorn.

 
	Addieren oder subtrahieren Sie die Zähler, ohne sich um die Nenner zu kümmern.
 
	Kürzen Sie das Ergebnis – wenn möglich.





Sehen wir uns das Ganze am Beispiel des Fußballspielers Tim an:

 
	Im gestrigen Fußballspiel hat Tim eine halbe Stunde, im heutigen 20 Minuten gespielt. Wie viele Stunden hat Tim insgesamt auf dem Feld verbracht?
Stellen Sie eine einfache Gleichung auf: [image: images] Tims gespielte Stunden.

Ein halb und ein Drittel passen nicht zusammen. Man kann nicht einfach die Zähler und die Nenner addieren – zwei Fünftel ergäbe auch keinen Sinn [image: images] entspricht nicht [image: images]. Aber Sie wissen, dass [image: images] auch [image: images], [image: images], [image: images], [image: images] und so weiter und dass [image: images] auch [image: images], [image: images], [image: images], [image: images] und so weiter sein kann. Also ist es möglich, die beiden Brüche einander anzupassen, indem Sie sowohl die Nenner als auch die Zähler mit der gleichen Zahl multiplizieren: Multiplizieren Sie [image: images] mit [image: images], um [image: images] zu erhalten; multiplizieren Sie [image: images] mit [image: images], um [image: images] zu erhalten [image: images].

Sie sehen, dass [image: images] und [image: images] die Zahl 6 als Nenner haben können, sodass sie gleichnamig sind: [image: images] und [image: images] entsprechen [image: images] und [image: images].

Jetzt können Sie die Brüche [image: images] und [image: images] addieren.

Lösen Sie die Gleichung: [image: images].

Insgesamt hat Tim also [image: images] einer Stunde gespielt.



 
Ein weiteres Beispiel aus dem Leben zeigt, wie man Brüche gleichnamig machen kann, um eine einfache Subtraktion durchzuführen.

 
	In ihrem Testament legte Ute fest, dass [image: images] ihres Geldes dem Tierschutzverein und [image: images] anderen wohltätigen Zwecken zufließen sollten. Wie viel blieb ihren Kindern vom Erbe übrig? Die Brüche [image: images] und [image: images] sind nicht gleichnamig. Man kann sie weder kombinieren noch vergleichen. Der Bruch [image: images] kann auch [image: images], [image: images], [image: images] und so weiter heißen. Der Bruch [image: images] ist gleichermaßen [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images] und so weiter.
Auch wenn man es nicht auf den ersten Blick sieht: [image: images] und [image: images].

Addieren Sie die Brüche, um die Summe des Vermächtnisses an wohltätige Einrichtungen in Utes Testament zu erhalten.
 
[image: images]

Subtrahieren Sie dieses Ergebnis vom gesamten Erbe Utes, um herauszubekommen, welchen Anteil sie ihren Kindern zugedacht hat.

[image: images]

Utes Kindern wird [image: images] der Hinterlassenschaft ihrer Mutter zugesprochen werden.







Brüche multiplizieren

Brüche zu multiplizieren ist ein bisschen einfacher, als sie zu addieren oder zu subtrahieren, da man keinen gemeinsamen Nenner finden muss. Der einzige Haken ist, dass gemischte Zahlen zuerst in unechte Brüche umgewandelt werden müssen. Am Ende sollte das Ergebnis dann wieder als gemischte Zahl geschrieben werden.

[image: Sanduhr] Anhand folgender Schritte können Sie Brüche multiplizieren:


 
	Wandeln Sie alle gemischten Zahlen in unechte Brüche um.
 
	Multiplizieren Sie sowohl die Zähler als auch die Nenner miteinander.
 
	Kürzen Sie das Ergebnis – wenn möglich.





Am Beispiel sieht das folgendermaßen aus:

 
	Stefan hat [image: images] einer [image: images]-Kilo-Packung Süßigkeiten gegessen. Wie viele Kilo Süßigkeiten hat er verdrückt? 
[image: images] Kilo Süßigkeiten (und 6 Billionen Kalorien).

 
	Anne hat [image: images] Wochen lang [image: images] Tage pro Woche gearbeitet. Wie viele Tage hat sie insgesamt gearbeitet?
[image: images] gearbeitete Tage.




[image: Tipp] Es ist einfacher, Brüche zu multiplizieren, die vor dem Multiplizieren gekürzt wurden. Kleinere Zahlen sind leichter zu handhaben und außerdem muss man Brüche, die man vor der Multiplikation kürzt, danach nicht mehr kürzen.
 
Stefans Bonbon-Sucht kann man auch folgendermaßen betrachten:

 
	Die Rechnung [image: images] hat eine 2 im ersten Zähler und eine 4 im zweiten Nenner. Obwohl die beiden Zahlen nicht in einem Bruch stehen, kommt man mit den Gesetzen der Multiplikation weiter. Multiplikation ist kommutativ, das heißt, es spielt keine Rolle, in welcher Reihenfolge man die Zahlen multipliziert. Man kann also so tun, als befänden sich die 2 und die 4 in ein und demselben Bruch.
Wenn man also den ersten Zähler und den zweiten Nenner durch 2 teilt, bekommt man:

[image: images].
 
Und da [image: images] eine 3 im ersten Nenner und im zweiten Zähler hat, kann man auch noch durch 3 teilen! Es gilt also:

[image: images].

Das ist das gleiche Ergebnis wie das des ursprünglichen Beispiels.



 
In dem eben gezeigten Beispiel waren beide Methoden – vor oder nach dem Multiplizieren zu kürzen – relativ einfach. Folgende Aufgabe zeigt, wie wichtig Kürzen vor dem Weiterrechnen sein kann. 

 
	Multiplizieren Sie die beiden Brüche: [image: images] 
Der Zähler des ersten Bruchs und der Nenner des zweiten Bruchs lassen sich beide durch 180 teilen.

[image: images]

Der Nenner des ersten Bruchs und der Zähler des zweiten Bruchs lassen sich beide durch 11 teilen:

[image: images]

Jetzt ist die Multiplikation einfach:

[image: images]

Das ist wesentlich einfacher, als die beiden ursprünglichen Brüche zu multiplizieren!



 
Die beiden Rechenarten Addieren und Multiplizieren bieten noch eine Möglichkeit, die es beim Subtrahieren und Dividieren so nicht gibt: Man kann mit mehr als zwei Brüchen auf einmal arbeiten.

 
	Das folgende Beispiel zeigt, wie man drei Brüche miteinander multipliziert. Das könnte man beispielsweise brauchen, wenn man mehrere Ermäßigungen von einem ursprünglichen Ladenpreis abziehen möchte. 
[image: images]

Einfacher geht es, wenn man zuerst kürzt: die 4 und die 8 im dritten Zähler und zweiten Nenner, und die 3 und die 6 im zweiten Zähler und ersten Nenner.

 
	Folgendes Beispiel arbeitet mit gemischten Zahlen: 
[image: images]

Zum Kürzen teilt man durch 3 und durch 2.

[image: images]




 


Brüche dividieren

Das Dividieren von Brüchen ist kinderleicht: Wie wenn sich ein paar Kinder den Rest eines Geburtstagskuchens aufteilen müssen, sodass jeder ein Stück bekommt – also sogar einfacher, wenn ich es mir recht überlege. Tatsächlich ist es das Gleiche wie Brüche zu multiplizieren, abgesehen davon, dass Zähler und Nenner des zweiten Bruchs ihre Positionen tauschen.

[image: Sanduhr] Wenn Sie Brüche dividieren:


 
	Wandeln Sie alle gemischten Zahlen in unechte Brüche um.
 
	Drehen Sie den zweiten Bruch um, indem Sie die untere Zahl oben und die obere Zahl unten schreiben.
 
	Fahren Sie fort wie beim Multiplizieren von Brüchen.





Das folgende Beispiel zeigt, wie es funktioniert:

 
	Sie haben sich [image: images] Kilo saftiges Steak gekauft und möchten es in Stücke von je [image: images] eines Kilos schneiden.
[image: images]

Das Ergebnis [image: images] bedeutet in diesem Fall, dass Sie das Steak in 8 Stücke teilen müssen, von denen jedes [image: images] eines Kilos wiegt, und ein bisschen für den Hund übrig bleibt.




 


Mit Dezimalzahlen klarkommen

Dezimalzahlen sind nichts anderes als hochgejubelte Brüche. Sie sind etwas Besonderes, da ihre Nenner immer 10, 100, 1.000 und so weiter – also Vielfache von 10 – sind. Und weil sie so besonders sind, muss man sich um den Nenner gar nicht kümmern. Man schreibt einfach den Zähler und dann ein Dezimalkomma, um zu kennzeichnen, dass es sich tatsächlich um einen Bruch handelt.

[image: Warnung] Das Dezimalkomma sieht genauso aus wie das Komma zwischen zwei Satzteilen. Da es ein recht kleines Zeichen ist, muss man aufmerksam danach Ausschau halten. Genauso wichtig ist es allerdings, zu sehen, an welcher Stelle der Zahl das Komma platziert ist.

[image: Erinnerung] Die Anzahl der Dezimalstellen rechts vom Komma besagt, wie viele Nullen das Vielfache von zehn hat, das im entsprechenden Bruch im Nenner steht.
 
Sehen Sie sich die Dezimalstellen der folgenden Beispiele an:

 
	0,3 hat nur eine Ziffer (3) rechts vom Komma. 0,3 entspricht [image: images].
 
	0,408 hat drei Ziffern (408) rechts vom Komma. 0,408 entspricht [image: images].
 
	60,0003 hat vier Ziffern (0003) rechts vom Komma. 60,0003 entspricht 60 und [image: images].





[image: Techniker] Eine Ziffer ist jede einzelne ganze Zahl von null bis neun.
 
Dezimalzahlen sind großartig, weil man sie so einfach addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren kann. Deswegen ist es oft erstrebenswert, einen Bruch in eine Dezimalzahl umzuwandeln.




[image: Anekdote] Komma-Missbrauch


 
Wenn ein Dezimalkomma falsch gebraucht wird, kann es teuer werden. Neunundneunzig Cent können mit einem Cent-Symbol, 99 Ct., oder einem Euro-Symbol, 0,99 €, dargestellt werden. Da kann es schon passieren, dass man auch mal 0,99 Ct. liest. Man denkt vielleicht zuerst, dass 99 Cent gemeint sind, aber das heißt es eben nicht. Der Preis 0,99 Ct. bedeutet neunundneunzig Hundertstel eines Cents – also nicht ganz ein Cent.
 
Einer meiner Freunde hat einmal ein Hamburger-Restaurant in dieser Sache herausgefordert. Sie machten Werbung dafür, dass man beim Erwerb eines speziellen Hamburgers jeden weiteren für nur 0,99 Ct. bekäme. Er ging in den Laden und verlangte einen dieser Burger zum normalen Preis und noch zwei für jeweils einen Cent. (Er hat sogar aufgerundet!) Als der überrumpelte Angestellte endlich begriff, was passiert war, kam er dem Wunsch meines Freundes nach. Dieser Freund hätte sicher nicht auf seinem Recht bestanden, er wollte die Sache lediglich klarstellen. Aber man kann darauf wetten, dass das Schild ziemlich schnell korrigiert wurde.
 






Brüche in Dezimalzahlen verwandeln

Man kann alle Brüche in Dezimalzahlen umwandeln. In Kapitel 1 habe ich erklärt, dass rationale Zahlen Dezimalen haben, die man als exakten Bruch darstellen kann. Die dezimale Form einer rationalen Zahl ist endlich oder periodisch. Folgendermaßen kann man Brüche in Dezimalzahlen verwandeln.

[image: Sanduhr] Um einen Bruch in eine Dezimalzahl umzuwandeln, muss man lediglich den Zähler durch den Nenner dividieren.
 
[image: images]


Wenn die Division keine endliche Dezimalzahl ergibt, kann man ab einer gewählten Stelle nach dem Komma auch auf- oder abrunden.

[image: Sanduhr] Zahlen runden:


 
	Legen Sie die Anzahl der Stellen nach dem Komma fest, die Sie haben möchten, und behalten Sie die nächste Stelle im Kopf.
 
	Erhöhen Sie die gewählte letzte Stelle um 1, wenn die Ziffer danach 5 oder mehr beträgt.
 
	 Lassen Sie die letzte Stelle, wie sie ist, wenn die darauf folgende Ziffer niedriger als 5 ist.





Der Bruch [image: images] lässt sich nicht glatt teilen, er wird zu einer periodischen Dezimalzahl. Teilen Sie ihn und entscheiden Sie dann, welche Stellen nach dem Komma Ihnen wichtig sind.
 
Wandeln Sie [image: images] in eine Dezimalzahl um.
 
[image: images]

Wenn Sie sich entscheiden, auf drei Dezimalstellen zu runden, sieht das Ergebnis folgendermaßen aus: [image: images].

[image: Erinnerung] Das Zeichen ≈ bedeutet ungefähr gleich und ist nützlich beim Runden von Zahlen.

 
	Versuchen Sie, [image: images] in eine Dezimalzahl zu verwandeln.
[image: images]

 
	Versuchen Sie, [image: images] in eine Dezimalzahl zu verwandeln.
[image: images]

Wenn man das Ergebnis auf vier Stellen rundet, lautet es: [image: images]

Wenn man es auf fünf Stellen rundet, muss es heißen: [image: images]







Dezimalzahlen in Brüche verwandeln

[image: Techniker] Um eine Dezimalzahl in einen Bruch umzuwandeln, muss man die Zahl rechts vom Komma zu einem Zähler machen. Dann schreibt man eine 1 in den Nenner, gefolgt von so vielen Nullen, wie der Zähler Ziffern hat. Dann kürzt man den Bruch – wenn möglich.

 
	Verwandeln Sie 0,36 in einen Bruch:
[image: images]

36 hat zwei Ziffern, also folgen zwei Nullen auf die 1.

 
	Verwandeln Sie 0,403 in einen Bruch:
[image: images]

403 hat drei Ziffern, also folgen drei Nullen auf die 1.

 
	Verwandeln Sie 0,0005 in einen Bruch:
[image: images] 

Vergessen Sie nicht, die Nullen vor der 5 mitzuzählen, wenn Sie die Anzahl der Ziffern zählen!

 
	Verwandeln Sie 3,025 in einen Bruch: 
[image: images]




Alles, was Sie können müssen, ist, Dezimalstellen und Nullen zu zählen.

[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.

 



Kapitel 4

Exponenten entdecken und Wurzeln würdigen






IN DIESEM KAPITEL
 
	Gigantische Zahlen mit Exponenten wiedergeben
 
	Winziges zugänglich machen
 
	Mit Exponenten und Wurzeln rechnen
 
	Wurzeln rauf- und runterrechnen





 

 
Exponenten, diese kleinen Zeichen rechts oberhalb anderer Zahlen, wurden eingeführt, damit Mathematiker sich nicht immer wiederholen müssen. Was ist ein Exponent? Ein Exponent ist die kleine hochgestellte Zahl oben rechts an einer Zahl, die einem verrät, wie oft man die Zahl, die Basis, mit sich selbst multiplizieren muss. Also ist die Potenz drei hoch vier (34) viermal die drei mit sich selbst multipliziert. Alles klar? Probieren wir es aus und sehen, was passiert.
 
[image: images]
 
Also ist drei hoch vier in der Tat ein anderer Weg, um 81 zu sagen.

[image: Erinnerung] Wenn Sie es mit gruppierenden Zeichen, wie eckigen oder runden Klammern, zu tun haben, berechnen Sie zuerst das, was in den Klammern steht, bevor Sie weitermachen. Mehr zu diesem Thema erfahren Sie in Kapitel 1.




Gleiche Zahlen mit sich selbst multiplizieren
 
Als man anfing, Algebra mit Zeichen zu versehen – anstatt alles mit Worten zu schreiben –, gab es keine Exponenten. Wenn man die Variable b sechsmal mit sich selbst multiplizieren wollte, schrieb man: bbbbbb. (Wie ein kleines Kind: »Bitte, bitte, bitte, bitte, bitte, bitte!«) Die gleiche Variable immer wieder zu schreiben, kann anstrengend werden (ähnlich wie kleine Kinder), also erfand man das wunderbare System der Exponenten.

[image: Erinnerung] Eine Variable ist ein Buchstabe, der für eine unbekannte Zahl oder für die gesuchte Lösung steht.
 




[image: Anekdote] Wie man ein königliches Vermögen exponential verliert


 
Es gibt eine alte Geschichte von einem König, der sein Versprechen einem Ritter gegenüber gebrochen hat, nachdem dieser sein Schloss von einem Feuer speienden Drachen befreit hatte. Der König sollte ihm die zugesagte Belohnung, zwei Säcke voll Gold, für dessen Mut und das erfolgreiche Unterfangen geben.
 
Nachdem der Ritter den Drachen getötet hatte, weigerte sich der König, ihn auszuzahlen – den Feuer speienden Drachen war er schließlich jetzt los! Also einigte sich der frustrierte Ritter, der seine Belohnung forderte, mit dem König auf Folgendes: Am ersten Januar sollte ihm der König einen Pfennig zahlen und diesen Betrag dann jeden Tag bis Ende April verdoppeln. Also am zweiten Januar zwei Pfennig, am dritten Januar vier Pfennig, am vierten Januar acht Pfennig, am fünften Januar sechzehn Pfennige. Und das sollte so bis zum dreißigsten April fortgesetzt werden. Der König fand dieses Abkommen recht gut. Schließlich wollte der Ritter nur ein paar kleine, wertlose Münzen. Also schlug er ein und begann, den Ritter zu bezahlen. Bis Ende Januar war das noch kein Problem. Am zwanzigsten Januar musste er 524.288 Pfennige zahlen. Dann, am zwanzigsten Februar waren es schon 109.951.162.800 Pfennige. Am letzten Tag, dem dreißigsten April, musste er über 66.461.399.790.000.000.000.000.000.000.000.000 Pfennige zahlen. Wenn man alle Pfennige der vier Monate zusammenrechnet, war der Gesamtbetrag größer als 132.922.799.600.000.000.000.000.000.000.000.000 Pfennige.
 
Wenn ein Pfennig damals ungefähr so viel wert war wie ein Cent heute, sind das über eine Billion Trilliarden Euro.
 
Dreimal dürfen Sie raten, wer dann König war!








Potenzen schreiben
 
Es ist eine Sache, Zahlen mit Exponenten zu versehen, und eine andere, zu wissen, was diese Exponenten bedeuten und was man mit ihnen machen kann. Exponenten zu verwenden ist so praktisch, dass es die Zeit und Mühe wert ist, sich die Regeln für ihren Gebrauch anzueignen.

[image: Sanduhr] Ein Exponent ist eine kleine Zahl, die rechts über der Basis, der Grundzahl – der Zahl, die mit sich selbst zu multiplizieren ist – geschrieben wird. Der Exponent ist normalerweise in einer kleineren Schriftgröße als die Basis gesetzt. Die Basis kann jede beliebige reelle Zahl sein (zur Definition siehe Glossar). Der Exponent, die Hochzahl, kann ebenfalls jede reelle Zahl sein. Ein Exponent kann positiv oder negativ, ein Bruch oder eine Wurzel sein. Das folgende Beispiel zeigt noch einmal, wie praktisch Exponenten sein können.


[image: images]



[image: Erinnerung] Obwohl sowohl x als auch n im Ausdruck xn jede reelle Zahl sein können, sieht die Zahl 00 erst einmal seltsam aus. Die Mathematiker haben sich darauf geeinigt, dass der Wert des Terms 00 gleich 1 sein soll. Für negative Exponenten ist der Term 0n allerdings nicht definiert.

In den folgenden Beispielen wird die Basis n-mal multipliziert.
 
[image: images]

[image: Tipp] Das Schöne an Potenzen, deren Basis 10 entspricht, ist, dass der Exponent einem verrät, wie viele Nullen die Lösung hat.
 
In diesem Beispiel werden verschiedene Grundzahlen miteinander multipliziert. Dabei hat jede Basis ihren eigenen Exponenten. x, y und z stehen für reelle Zahlen.
 
[image: images]
 
Sie sehen, warum es übersichtlicher ist, Exponenten zu verwenden. Im nächsten Beispiel ist die Basis ein Binom. Die Klammer verpflichtet dazu, zuerst die beiden Zahlen zu addieren, bevor man den Exponenten anwendet.
 
[image: images]




Exponenten vergleichen
 
Es ist einfacher, Zahlen zu vergleichen, wenn man Exponenten verwendet. Versuchen Sie, die beiden Zahlen 943.260.000.000.000.000.000.000 und 8.720.000.000.000.000.000.000.000 miteinander zu vergleichen. Vielleicht erscheint die erste Zahl wegen ihrer ersten drei Ziffern auf den ersten Blick größer, aber das täuscht. Anhand folgender Schritte können Sie den Wert dieser großen Zahlen darstellen.
 
Schreiben Sie sie unter Verwendung von Exponenten und der Multiplikation:

 
	Schreiben Sie die Ausgangszahl(en) als eine Zahl zwischen 1 und 10 mal das entsprechende Vielfache von 10.
Mit den Zahlen von eben erhalten Sie

[image: images]

und

[image: images]

 
	Schreiben Sie die Vielfachen von 10 als Potenzen, in denen der Exponent die Anzahl der Nullen wiedergibt.
In unserem Beispiel werden die beiden Zahlen zu

[image: images]

 
	Vergleichen Sie die Zahlen miteinander.
Die Zahl mit dem größeren Exponenten ist die größere Zahl. Wenn die Exponenten gleich sind, müssen Sie die Zahlen vergleichen, mit denen die Exponenten multipliziert werden.

[image: images]

Warum ist die Zahl mit dem größeren Exponenten größer? Sehen Sie sich diese beiden Zahlen an, die man sich ein bisschen besser vorstellen kann (sie haben keine zwanzig Nullen).

Vergleichen Sie 8 · 102 und 9 · 101. Damit vergleichen Sie [image: images] mit [image: images]. Obwohl also die 9 größer ist als die 8, macht der größere Exponent das Rennen.








[image: Sanduhr] Exponenten exponieren


 
Exponenten tauchten erstmals im Jahr 1636 auf, als die Basis auf der Grundlinie und der Exponent ein bisschen weiter rechts oben geschrieben wurde. Die ersten Exponenten wurden mit römischen Zahlen geschrieben, also lautete die dritte Potenz von y : yIII. Es gab viele Mathematiker, die sich weigerten, diese Schreibweise zu verwenden, und weiterhin mit dem Ausdruck yyy arbeiteten. René Descartes schrieb die Zwei nicht exponential; er benutzte aa statt a2. Isaac Newton war der erste, der negative und gebrochene Exponenten entdeckte und verwendete.









Abstecher zur Exponentialschreibweise
 
Man verwendet große Zahlen, wenn man über die Entfernungen zwischen Planeten, die Anzahl von Sandkörnern oder die Mengen des von der Regierung ausgegebenen Geldes spricht. Sehr kleine Zahlen braucht man für die Ausmessung von Pflanzen- oder Tierzellen, die Größe von Atomen oder andere winzige Dinge. Die Exponentialschreibweise ist eine standardisierte Methode, diese sehr großen und sehr kleinen Zahlen darzustellen, damit sie in eine Buchzeile passen oder besser verglichen werden können. Auch zum Rechnen sind sie bequemer.

[image: Techniker] Die Exponentialschreibweise sieht folgendermaßen aus: N ⋅ 10a, wenn N eine Zahl zwischen 1 und 10 (aber nicht 10 selbst) und a eine ganze Zahl (positiv oder negativ) ist.

Man kann große und kleine Zahlen in Exponentialschreibweise darstellen, indem man das Dezimalkomma verschiebt, bis die Ausgangszahl eine Zahl zwischen 1 und 10 ist. Der Exponent von 10 ist dann so groß wie die Anzahl der Stellen, um die das Dezimalkomma verschoben wurde.

[image: Sanduhr] Ob der Exponent von 10 positiv oder negativ ist, hängt davon ab, in welche Richtung man das Dezimalkomma verschiebt. Verschiebt man es nach rechts, wird der Exponent negativ, verschiebt man es nach links, wird der Exponent positiv. Die folgenden Beispiele zeigen, wie es geht.

 
	[image: images]
Verschieben Sie das Dezimalkomma vier Positionen nach links und heben Sie die 10 dementsprechend in die vierte Potenz.

 
	[image: images]
Das Dezimalkomma wird elf Stellen nach links verschoben.

 
	[image: images]
Diesmal wird das Dezimalkomma um sieben Stellen nach rechts verschoben, also ist der Exponent negativ. Es handelt sich um eine sehr kleine Zahl.

 
	[image: images]
Das Dezimalkomma wird um eine Stelle nach rechts verschoben.



 


Exponentielle Ausdrücke erforschen
 
Sehr große oder sehr kleine Zahlen als Exponenten darzustellen, vereinfacht den Umgang mit ihnen erheblich! Das trifft auch auf Rechnungen zu, in denen man denselben Schritt öfter wiederholen muss.
 
Stellen Sie sich eine Katze vor, die sich an eine Maus heranpirscht. Die beiden sind circa 100 Zentimeter voneinander entfernt. Jedes Mal, wenn die Maus an einem Stückchen Käse knabbert, nutzt die Katze diese Ablenkung aus und schleicht sich ein Zehntel der zwischen ihnen liegenden Entfernung näher heran. Die Katze möchte circa sechs Zentimeter an die Maus herankommen – nah genug, um zuzuschlagen. Wie weit sind die beiden nach vier Schritten voneinander entfernt? Wie lange wird es dauern, bis die Katze sich auf die Maus stürzen kann?
 
Anhand folgender Schritte können Sie sich an die Aufgabe (und jeden sich verkleinernden Abstand) heranpirschen.

 
	Drücken Sie die Annäherung als Bruch aus.
In unserem Beispiel ist das einfach, da die Katze sich um ein Zehntel der Strecke nähert.

 
	Multiplizieren Sie den gesamten Abstand mit dem Bruch, um die Länge der zurückgelegten Strecke zu bekommen.
Katz und Maus sind 100 cm voneinander entfernt, also multipliziert man 100 mit [image: images] und bekommt 10 cm.

 
	Subtrahieren Sie dann die Länge der zurückgelegten Strecke von dem gesamten Abstand.
100 cm minus 10 cm ergibt 90 cm, die noch zwischen den beiden liegen.

 
	Multiplizieren Sie jetzt den momentanen Abstand mit dem Bruch, um die Länge des zweiten Schrittes zu erhalten.
Zweiter Schritt: Multiplizieren Sie 90 mit [image: images], um 9 cm zu bekommen.

 
	Subtrahieren Sie die Länge dieses Schrittes von dem momentanen Abstand.
90 cm minus 9 cm ergibt 81 cm, die noch zwischen den beiden liegen.

 
	Multiplizieren Sie wiederum den momentanen Abstand mit dem Bruch, um die Länge des dritten Schrittes zu erhalten.
Dritter Schritt: Multiplizieren Sie 81 mit [image: images], um 8,1 cm zu bekommen.

 
	Subtrahieren Sie die Länge des Schrittes von dem momentanen Abstand.
81 cm minus 8,1 cm ergibt 72,9 cm.



 
Und so weiter und so fort. (Sind Sie auch froh, dass die beiden nicht 200 Zentimeter voneinander entfernt waren?)
 
Wie auch immer, es gibt eine wesentlich einfachere Methode. Anstatt für jeden Schritt ein Zehntel des momentanen Abstands herauszufinden und dann von der Gesamtlänge zu subtrahieren, müssen Sie zuerst dazu übergehen, mit dem Abstand zu arbeiten, der noch zwischen beiden liegt und der nach jedem Schritt neun Zehntel des Abstandes vor dem jeweiligen Schritt beträgt. Ein Zehntel plus neun Zehntel ergibt schließlich eins – die ganze Strecke.
 
Also multiplizieren Sie in jedem Schritt [image: images] mit dem momentanen Abstand. Neun Zehntel mal den momentanen Abstand ergibt den neuen Abstand. Dann müssen Sie für jeden Schritt nur eine Rechnung durchführen.

 
	Errechnen Sie den Abstand nach dem ersten Schritt, indem Sie den momentanen Abstand mit [image: images] multiplizieren.
[image: images] von [image: images] cm zwischen ihnen.

 
	Errechnen Sie den Abstand nach dem zweiten Schritt, indem Sie den momentanen Abstand mit [image: images] multiplizieren.
[image: images] von [image: images] cm zwischen ihnen.

 
	Errechnen Sie den Abstand nach dem dritten Schritt, indem Sie den momentanen Abstand mit [image: images] multiplizieren.
[image: images] von [image: images] cm zwischen ihnen.

Errechnen Sie den Abstand nach dem vierten Schritt, indem Sie den momentanen Abstand mit [image: images] multiplizieren.

[image: images] von [image: images] cm zwischen ihnen.



 
Auch diese Methode kann ziemlich mühsam sein. Der beste Weg, das Ergebnis zu ermitteln, ist der Einsatz von Exponenten. Eine Rechnung dieser Art zu lösen ist immer wesentlich einfacher, wenn man sich Potenzen beziehungsweise Exponenten bedient. Alle guten Dinge sind drei! Lassen Sie uns anhand folgender Schritte den Abstand zwischen Katz und Maus finden:
 
Der Abstand, um zuzuschlagen, ist [image: images]. n ist die Anzahl der von der Katze gemachten Schritte.

[image: Erinnerung] Beginnen Sie eine Rechnung stets innerhalb der Klammern.

 
In diesem Ausdruck müssen Sie den Exponenten zuerst auf den Bruch anwenden. Multiplizieren Sie den Bruch n-mal mit sich selbst, bevor Sie ihn mit 100 multiplizieren.

 
	Finden Sie mit dieser Formel den Abstand zwischen der Katze und der Maus:
Nach dem dritten Schritt beträgt der Abstand zwischen ihnen: [image: images] cm.

Nach dem zehnten Schritt beträgt der Abstand zwischen ihnen: [image: images] cm.

Das ist immer noch nicht nah genug, um zuzuschlagen. Das »ungefähr gleich«-Zeichen verwende ich, da die volle Antwort viel mehr Dezimalstellen hat, die hier nicht relevant sind.

Nach dem 26. Schritt beträgt der Abstand zwischen ihnen: [image: images]  cm.


 
Noch ein Schritt bis zum Abstand, bei dem zugeschlagen werden kann. Meinen Sie, dass die Maus nach 26 Schritten noch immer nichts von der Katze mitbekommen hat? Wenn nicht, hat sie es verdient, gefangen zu werden.
 
Schnell noch ein paar weitere Beispiele:

 
	Wir suchen nach der Bevölkerungszahl einer Stadt, die jedes Jahr um fünf Prozent wächst, wenn im Jahr 1990 circa 10.000 Menschen dort gewohnt haben. Die benötigte Gleichung lautet:
[image: images], wenn n die Anzahl der Jahre seit 1990 bezeichnet.

Im Jahr 1995 ist [image: images] also ist die [image: images]

Runden Sie eine solche Antwort immer auf eine ganze Zahl und verwenden Sie das »ungefähr gleich«-Zeichen, damit Sie keine Menschen-»Teile« bekommen.

 
	Sie möchten den gesamten Weg (runter und rauf und runter und rauf und runter …) eines Gummiballs herausfinden, den er bei n-maligem Auftreffen auf dem Boden zurücklegt, wenn er immer 75 Prozent der Strecke zurückspringt, die er davor gefallen ist. Nehmen wir an, Sie lassen den Gummiball aus einem 40 Meter hohen Fenster auf einen schönen, glatten Gehsteig fallen.
Sie brauchen folgende Gleichung:

[image: images]

Wenn n die Anzahl des Auftreffens auf dem Boden wiedergibt, können Sie mit dieser Formel den gesamten zurückgelegten Weg herausfinden.

Nach einmaligem Auftreffen und vor dem zweiten ist der gesamte Weg

[image: images]

Überprüfen Sie das mit der Formel:

[image: images]

Nach zehnmaligem Auftreffen ist der gesamte Weg [image: images] … stöhn! Arbeiten Sie mit der Formel!

[image: images]






Multiplizierte Exponenten
 
Viele Potenzen kann man miteinander multiplizieren, ohne dass man sie zuerst in die großen oder kleinen Zahlen verwandeln muss, für die sie stehen. Die einzige Voraussetzung hierfür ist, dass die Grundzahlen der Potenzen die gleichen sind. Dann erhält man eine schöne, übersichtliche exponentielle Lösung.

[image: Sanduhr] xn : x ist die Grundzahl, eine beliebige relle Zahl. n ist der Exponent oder die Hochzahl, ebenfalls jede reelle Zahl. Um zwei dieser Potenzen miteinander zu multiplizieren, müssen die Grundzahlen gleich sein. Also kann man 24 · 26 und a6 · a8 multiplizieren, aber nicht 35 · 45, weil die Grundzahlen nicht gleich sind (auch wenn die Exponenten es sind).

[image: Sanduhr] Um Exponenten derselben Basis miteinander zu multiplizieren, addiert man einfach die Exponenten:


[image: images].



Sehen Sie sich folgende Beispiele an:

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]

 
Wenn in einem Ausdruck mit Exponenten mehr als eine Basis vorkommt, kann man die Zahlen mit derselben Basis zusammenfassen und berechnen, zum Beispiel:

 
	[image: images]
 
	[image: images]

[image: Erinnerung] Wenn kein Exponent über einer Zahl steht, wie bei y, kann man davon ausgehen, dass er 1 beträgt, also schreibt man hier y1.





Geteilte Exponenten
 
Man kann Potenzen dividieren und eine exponentielle Lösung bekommen, solange die Grundzahlen die gleichen sind. Division ist das Gegenteil von Multiplikation, also ergibt es Sinn, nachdem man beim Multiplizieren von Potenzen die Exponenten addiert, sie bei der Division von Potenzen zu subtrahieren. Logisch, oder?

[image: Sanduhr] Um Potenzen mit derselben Basis zu dividieren, muss man die Exponenten subtrahieren: [image: images]. x kann jede reelle Zahl außer null sein – man kann nicht durch null teilen.

Anhand folgender Beispiele können Sie sehen, wie diese Divisionsregel funktioniert:

 
	[image: images] 
Diese Potenzen stehen für folgende Zahlen: [image: images] Es ist viel einfacher, mit den Exponenten zu rechnen.

 
	[image: images]
Die Variablen stehen für Zahlen, ausgeschrieben würde das Ganze so aussehen:

[image: images]

Wenn man den Bruch kürzt, bleibt 2x2z übrig. Muss ich mehr dazu sagen?


 
Was macht eigentlich der Exponent 0 auf dem y? Kommt gleich …




Die Null als Exponent
 
x 3 bedeutet x · x · x – aber was bedeutet x0? Auf jeden Fall heißt es nicht x mal null, also lautet das Ergebnis nicht null. x steht für jede unbekannte reelle Zahl außer null. Um zu verstehen, wie es funktioniert, müssen Sie die folgende Regel für die Division von Potenzen mit null anwenden.

[image: Sanduhr] Jede Zahl mit dem Exponenten null entspricht 1.

Um beispielsweise 24 : 24 zu teilen, muss man die Regel für das Dividieren von Potenzen anwenden, die besagt, dass die beiden Exponenten in der gegebenen Reihenfolge zu subtrahieren sind, wenn ihre Grundzahlen die gleichen sind. Wenn man das tut, bekommt man das Ergebnis: [image: images]. Da [image: images], ist [image: images]. Das bedeutet, dass [image: images] ist. Das trifft auf alle Zahlen zu, mit denen man Potenzen dividieren kann, also auf alle Zahlen außer null. (Weiter oben in diesem Kapitel hatte ich aber schon darauf hingewiesen, dass der Wert des Ausdrucks 00 als 1 definiert wird.)
 
Sehen Sie sich an, wie der Exponent null funktioniert:

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]

 
Beachten Sie, dass x und z durch ihre Exponenten null zu 1 werden. Und wenn man mit 1 multipliziert, ändert sich der Wert nicht.





[image: Anekdote] Abgewägter Anteil


 
Schon im Altertum wurden Sparkonten angelegt und Kredite aufgenommen. In Mesopotamien arbeiteten die Banken mit Exponential-Tabellen, um zu bestimmen, nach wie langer Zeit sich ein Geldeinsatz bei jährlicher Verzinsung von 20 Prozent verdoppeln würde. Wäre es nicht schön, eine mesopotamische Bank zu finden und seine Ersparnisse dort anzulegen? Auf der anderen Seite würde ich dort sicher keinen Kredit aufnehmen!









Mit negativen Exponenten arbeiten
 
Negative Exponenten sind eine hübsche, kleine Erfindung. Sie stehen für einen ganz bestimmten Wert und müssen vorsichtig gehandhabt werden, aber sie sind ja so praktisch.
 
Mit einem negativen Exponenten kann man einen Bruch ausdrücken, ohne einen Bruch zu schreiben! Man kann außerdem Potenzen mit der gleichen Basis in einem Bruch zusammenfassen, egal, ob die verschiedenen Faktoren im Zähler oder Nenner stehen. Es ist eine Methode, Divisionen in Multiplikationen zu verwandeln.
 
Mit negativen Exponenten kann man Potenzen durch Brüche und Dezimale ausdrücken, ohne Brüche oder Dezimale zu schreiben. Man schreibt zum Beispiel [image: images] statt [image: images].

[image: Erinnerung] Der Kehrwert einer Zahl ist das inverse Element der Zahl bezüglich Multiplikation. Das Produkt einer Zahl und ihres Kehrwerts ist 1.



[image: Sanduhr] Der Kehrwert von xa ist [image: images] oder [image: images] Die Variable x steht für eine beliebige reelle Zahl außer null und a steht für jede reelle Zahl. Umgekehrt gilt [image: images].

Anhand folgender Beispiele können Sie sehen, wie man positive in negative Exponenten verwandelt und umgekehrt.

 
	[image: images]
Der Kehrwert von 23 ist [image: images].

 
	[image: images]
Der Kehrwert von z4 ist [image: images]. Hier kann z nicht null entsprechen.

 
	[image: images]
Der Kehrwert von 6 ist [image: images].


 
Wie sieht es eigentlich mit negativen Exponenten im Nenner aus? Was passiert mit denen? Der Kehrwert von [image: images] ist 34. Umgekehrt würde es heißen [image: images].
 
Der negative Exponent im Nenner wandert also in den Zähler und wechselt sein Vorzeichen von negativ in positiv. Noch zwei Beispiele:

 
	[image: images]
 
	[image: images]





Potenzen potenzieren
 
Da Exponenten eine Methode sind, mehrfache Multiplikation darzustellen, ist eine Möglichkeit, (x3)6 wiederzugeben: x3 · x3 · x3 · x3 · x3 · x3. Wenn man dann die Multiplikationsregeln anwendet und die Exponenten addiert, bekommt man: [image: images]. Wäre es nicht toll, wenn die Regel für das Potenzieren von Potenzen besagen würde, dass man einfach die beiden Potenzen miteinander multiplizieren muss? Glück gehabt!

[image: Sanduhr] Eine Potenz potenzieren: [image: images]. Wenn man eine Potenz x in die m-te Potenz hebt, ist die neue Potenz festgelegt durch das Produkt von n und m.
 
Anhand folgender Beispiele können Sie sehen, wie man Potenzen potenziert.

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]

 
(Man potenziert jeden Faktor in der Klammer mit dem Exponenten außerhalb der Klammer.)

 
	[image: images]

 
Beachten Sie die Reihenfolge der Rechnungen. Zuerst potenziert man die Terme in den Klammern. Dann multipliziert man die Klammern miteinander. Man braucht die Regeln für das Multiplizieren von Exponenten (Potenzieren von Potenzen) und das Addieren von Exponenten (gleiche Grundzahlen multiplizieren). Hier noch ein Beispiel mit negativen Exponenten.
 
[image: images]




Wurzeln verwurzeln
 
Beim Rechnen mit Wurzeln, auch Radices genannt, verwendet man das Wurzelzeichen [image: images].
 
Die (n-te) Wurzel ist eine nicht-binomische Rechenart (mit nur einem Element), deren Lösung die Zahl ist, die man (n-mal) mit sich selbst multiplizieren muss, um die Zahl unter dem Wurzelzeichen zu bekommen. Oder anders ausgedrückt: wenn [image: images], dann [image: images]. Wurzeln sind nie negativ. Die Wurzel aus 4 ist also immer nur 2, niemals [image: images].
 
In der Algebra sucht man relativ häufig nach Wurzeln, aber das Rechnen mit und die Kombination von Wurzeln sind nicht immer ganz einfach.

[image: Techniker] Wurzeln können multipliziert und dividiert werden, solange die Art der Wurzel oder der Wert unter der Wurzel gleich ist. Man kann Wurzeln nur dann addieren und subtrahieren, wenn sowohl die Art der Wurzel als auch der Wert unter der Wurzel gleich sind.

Hier ein paar Beispiele zur Veranschaulichung:

 
	[image: images]
Die beiden Wurzeln können nicht zusammengefasst werden, da es sich um eine Addition handelt und die Zahlen unter den Wurzelzeichen nicht dieselben sind.

 
	[image: images]
Diese beiden Wurzeln können zusammengefasst werden, da es sich um eine Multiplikation handelt und die Art der Wurzel dieselbe ist.


	[image: images]
Die beiden Wurzeln können zusammengefasst werden, da es sich um eine Division handelt und die Art der Wurzel dieselbe ist.

 
	[image: images]
Diese beiden Wurzeln können nicht zusammengefasst werden, weil es sich um eine Subtraktion handelt und die Arten der Wurzeln nicht dieselben sind.

 
	[image: images]
Diese beiden Wurzeln können zusammengefasst werden, da sowohl die Art der Wurzel als auch der Wert unter der Wurzel gleich sind.


 
Sind die Zahlen unter den Wurzeln dieselben, kann man durchaus Kombinationen mit Addition und Subtraktion ausführen. Multiplikation und Division hingegen kann man unabhängig vom Wert der Zahl anwenden. Die Art der Wurzel meint den Wurzelexponenten: Quadratwurzel [image: images], Kubikwurzel [image: images], vierte Wurzel [image: images] und so weiter.
 
Die Regeln für die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von Wurzeln sind im Folgenden zusammengefasst.

[image: Sanduhr] Rechnen mit Wurzeln: Setzen Sie für a und b positive Werte voraus.

 
	[image: images]
Addition und Subtraktion können durchgeführt werden, solange die Art der Wurzel und der Wert unter dem Wurzelzeichen die gleichen sind.

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
Multiplikation und Division können durchgeführt werden, solange die Art der Wurzel die gleiche ist.

 
	[image: images]

 
In Tabelle 4.1 finden Sie die häufigsten Wurzeln.
 





	 [image: images]

	 [image: images]

	 [image: images]




	 [image: images]

	 [image: images]
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	 [image: images]
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	 [image: images]

	 [image: images]

	 [image: images]
 
 



Tabelle 4.1: Ein paar bekanntere Wurzeln



 

[image: Tipp] Merken Sie sich, dass die Wurzel einer 1 gefolgt von einer geraden Anzahl von Nullen immer eine 1 gefolgt von der Hälfte dieser Nullen ergibt.
 
Für Mathematiker ist es oft nützlich, Potenzen mit Brüchen als Exponenten zu schreiben, um zu kennzeichnen, dass es sich um eine Wurzel handelt.

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]


[image: Tipp] Wenn das Wurzelzeichen oben links mit keiner Zahl versehen ist, kann man davon ausgehen, dass es sich um eine Quadratwurzel (Wurzelexponent: 2) handelt.

Denken Sie daran, dass man beim Potenzieren von Potenzen die Exponenten multipliziert. Mehr dazu unter Potenzen potenzieren weiter vorn im Kapitel.

[image: Sanduhr] Wenn man eine Wurzel in eine Potenz mit gebrochenem Exponenten verwandelt, gilt:


 
	[image: images]
Die n-te Wurzel von a kann wiedergegeben werden als gebrochener Exponent, bei dem n zum Kehrwert im Exponenten wird.

 
	[image: images]




Wenn man die n-te Wurzel von am zieht, wird sie zur [image: images] ten Potenz erhoben. Unter Anwendung der »Potenzieren von Potenzen«-Regel werden m und [image: images] miteinander multipliziert.
 
Durch diese Regel kann man folgende Ausdrücke vereinfachen. Beachten Sie, dass die Grundzahlen dieselben sein müssen, möchte man die »Potenzieren von Potenzen«-Regel anwenden.

 
	[image: images]
 
	[image: images]
Lassen Sie den Exponenten als [image: images] stehen, schreiben Sie ihn nicht als gemischte Zahl.

 
	[image: images]
Diese beiden Faktoren können nicht kombiniert werden, da die Grundzahlen nicht dieselben sind.




Auf der Schummelseite finden Sie die Regeln zum Rechnen mit Potenzen – sehen Sie dort nach, wenn Sie nicht mehr weiterwissen.

[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.






Kapitel 5

In richtiger Reihenfolge rechnen und Lösungen überprüfen






IN DIESEM KAPITEL
 
	Rechnungen in mundgerechte Stücke teilen
 
	Vorgehensweisen von vorn bis hinten ordnen
 
	Sichergehen, dass eine Lösung sinnvoll ist
 
	Ergebnisse richtig wiedergeben







 
Anfänglich wurde jeder algebraische Ausdruck mit Worten wiedergegeben. Man schrieb alles Wort für Wort aus. Das Rechnen wurde einfacher, als Zeichen und Buchstaben hinzukamen. Gleichzeitig mit den Zeichen wurden aber auch die Regeln zu ihrer Verwendung Teil der Algebra. Diese ganzen Verkürzungen sind wunderbar, solange man die Regeln kennt und den Rechenschritten folgt, die mit ihnen einhergehen. Die Regeln zur Reihenfolge von Rechnungen sind sehr wichtig und werden ständig benutzt. Sie legen fest, was man als Erstes, Nächstes und Letztes bei einer Rechnung machen soll, auch für den Fall, dass die einzelnen Glieder beispielsweise in Klammern stehen oder Potenzen enthalten.
 
Und weil man sich bei der korrekten Reihenfolge schon einmal irren kann, ist es sehr wichtig, die Rechnung am Schluss noch einmal zu überprüfen. Der letzte Schritt einer jeden Rechnung sollte darin bestehen, die Lösung auf ihren Sinn hin zu überprüfen und sicherzugehen, dass man die gestellte Frage richtig beantwortet hat. Im allerletzten Schritt schreibt man die Lösung dann in einer Form, in der jeder sie verstehen kann.
 
In diesem Kapitel lernen Sie, Rechnungen in der richtigen Reihenfolge anzugehen, ihre Lösungen zu überprüfen und sie richtig wiederzugeben.




Rechnungen ordnen

Wann spielt es eine Rolle, in welcher Reihenfolge man Dinge tut? Spielt es überhaupt eine Rolle? Lesen Sie sich folgende Beispiele aus dem Alltag durch.

 
	Wenn Sie Ihre Wohnung putzen, spielt es keine Rolle, ob Sie zuerst das Schlafzimmer oder das Wohnzimmer putzen.
 
	Wenn Sie in der Früh aus dem Haus gehen, spielt es eine Rolle, ob Sie zuerst Ihre Schuhe oder Ihre Socken anziehen.


 
Manchmal spielt die Reihenfolge eine Rolle, manchmal nicht. Es spielt eine Rolle, in welcher Reihenfolge man verschiedene mathematische Rechnungen durchführt. Wenn Sie lediglich addieren oder multiplizieren, können Sie in beliebiger Reihenfolge vorgehen. Aber sobald Sie es mit verschiedenen Rechenarten in ein und derselben Aufgabe zu tun haben, müssen Sie peinlich genau auf die richtige Reihenfolge achten. Sie können sich nicht einfach aussuchen, womit Sie anfangen und womit Sie weitermachen, je nachdem, was Ihnen gerade besser passt.
 
Sehen Sie sich beispielsweise die verschiedenen möglichen Herangehensweisen an folgende Rechnung an, wenn es keine Regeln gäbe. Beachten Sie, dass alle vier Grundrechenarten vertreten sind.
 

Lösen Sie: [image: images]
 
Eine Möglichkeit wäre, einfach von links nach rechts vorzugehen:

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]


 
Damit erhält man das Ergebnis 13.
 
Ein anderer Weg wäre, 3 · 4 in einer Klammer zusammenzufassen. Erinnern Sie sich daran, dass man Terme in Klammern zuerst berechnen muss?

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]


 
Damit erhält man das Ergebnis 1.
 
Wenn Sie andere Teilergebnisse bilden, können Sie die weiteren Ergebnisse 25, 60 und sogar 0 erhalten. Ich werde Ihnen jetzt nicht weiter vorführen, wie man zu diesen Lösungen kommt, da sie ohnehin alle falsch sind.
 
Mathematiker haben Regeln erfunden, damit jeder eine mathematische Aufgabe in der gleichen Weise angehen und das gleiche Ergebnis erhalten kann. Hat man mehrere Zeichen und Rechnungen, muss man die Aufgabe in einer festgelegten Reihenfolge lösen. Das sind die üblichen Rechenregeln die Reihenfolge betreffend.

[image: Sanduhr] Rechenregeln zur Reihenfolge: Gehen Sie bei Rechnungen und Zeichen in der folgenden Reihenfolge vor:


 
	Potenz oder Wurzel
 
	Multiplikation oder Division
 
	Addition oder Subtraktion



Punkt 2 und 3 werden auch als Punkt-vor-Strich-Regel bezeichnet.



Wenn Sie zwei Rechnungen der gleichen Ordnung haben, können Sie diese in beliebiger Reihenfolge ausrechnen. Sie haben es beispielsweise mit einer Wurzel und einer Potenz zu tun: Suchen Sie sich aus, womit Sie anfangen. Wenn Sie in einer Rechnung mehr als zwei Terme haben, gehen Sie von links nach rechts vor.

[image: Tipp] Wenn in einer Rechnung Klammern vorkommen, berechnen Sie zuerst die Werte innerhalb dieser gruppierenden Zeichen und gehen dann nach den Rechenregeln zur Reihenfolge vor. Es gibt:

 
	Runde Klammern ( ): Runde Klammern werden am häufigsten verwendet.
 
	Eckige [ ] und geschweifte { } Klammern: Eckige und geschweifte Klammern werden ebenfalls häufig als gruppierende Zeichen eingesetzt und funktionieren genauso. Verschiedene Klammern zu verwenden ist hilfreich, wenn es mehr als einen Ausdruck zusammenzufassen gibt. Es ist dann einfacher festzustellen, wo ein Ausdruck beginnt und wo er endet.
 
	Wurzel  [image: images] Das Zeichen wird zum Wurzelziehen verwendet.
 
	Bruchstrich – : Der Bruchstrich verhält sich ebenfalls gruppierend – alles, was auf dem Bruchstrich, im Zähler, steht, wird zusammengefasst und alles, was unter dem Bruchstrich, im Nenner, steht, wird zusammengefasst.



Obwohl diese Rechenregeln zur Reihenfolge sehr überschaubar sind, ist es schwer, in Worten all die Situationen zu beschreiben, mit denen man in längeren Rechnungen konfrontiert werden kann.
 
Die folgenden Aufgaben enthalten keine Klammern, die festlegen, welche Rechnungen zuerst durchgeführt werden müssen, aber die eben vorgestellten Rechenregeln besagen, dass Multiplikation und Division vor Addition und Subtraktion auszuführen sind. Um beispielsweise die Lösung für die Aufgabe [image: images] zu finden, gehen Sie folgendermaßen vor:

 
	Multiplizieren Sie 3 · 4 und dividieren Sie 6 : 2, um 12 und 3 zu erhalten.
Die Klammern heben hervor, womit man anfangen muss.

[image: images]

 
	 Addieren und subtrahieren Sie von links nach rechts.
[image: images]



 
Im folgenden Beispiel stehen die einzelnen Rechnungen in Klammern.
 
[image: images]


 
	Subtrahieren Sie [image: images] in der Klammer, Sie bekommen 2.
[image: images]

 
	Teilen Sie 8 : 2 in den eckigen Klammern, um 4 zu erhalten.
[image: images]

 
	Multiplizieren Sie zuletzt 4 · 5, Sie erhalten 20, also ist:
[image: images]



 
Lassen Sie sich von dem Bruch im nächsten Beispiel nicht abschrecken. Es ist ganz einfach!
 
Um [image: images] zu lösen:

 
	Addieren Sie 7 und 5 im Zähler und 2 und 1 im Nenner.
[image: images]

[image: Erinnerung] Denken Sie daran, dass der Bruchstrich eine gruppierende Funktion hat. 1 und 2 im Nenner gehören zusammen und müssen addiert werden, bevor man den Zähler durch diese Summe teilt.


	Multiplizieren und dividieren Sie, um folgendes Ergebnis zu erhalten.
[image: images]



 
Obwohl Rechnungen in Klammern normalerweise immer Vorrang haben, sollten Sie Exponenten und Wurzeln gleichrangig und von links nach rechts berechnen. Jetzt können Sie eine Aufgabe mit einem Exponenten lösen.
 
[image: images]


 
	Subtrahieren Sie [image: images] in der Klammer, Sie bekommen 4.
[image: images]

 
	Heben Sie die 3 in die zweite Potenz, um 9 zu erhalten.
[image: images]

 
	Multiplizieren Sie 9 mit 4, Sie erhalten 36.
[image: images]

 
	Berechnen Sie die endgültige Lösung.
[image: images]



 
Versuchen Sie einmal, die folgende Aufgabe, in der eine Wurzel vorkommt, zu bewältigen. Vergessen Sie nicht, zuerst die Ausdrücke in den Klammern zu berechnen.
 
[image: images]


 
	Addieren Sie
[image: images] [image: images]

 
	Suchen Sie die Wurzel von 25. (Auf der Schummelseite vorne im Buch finden Sie eine Liste von Wurzeln.) [image: images]
 
	Multiplizieren Sie 7 · 5.
[image: images]

 
	Berechnen Sie die Lösung. 
Da [image: images] ist, gilt: [image: images]


[image: Warnung] Übersehen Sie nicht den kleinen Unterschied zwischen diesen beiden Ausdrücken: [image: images] und [image: images] Der Ausdruck [image: images] ergibt [image: images] da man zuerst die 2 in die vierte Potenz heben muss und dann das Minus-Zeichen davor schreibt.
 
Der Ausdruck [image: images] ergibt 16, da der gesamte in Klammern stehende Ausdruck in die vierte Potenz gehoben wird. Das entspricht der viermaligen Multiplikation von [image: images]. Und da es sich bei 4 um eine gerade Zahl handelt, ist das Ergebnis der Multiplikation positiv.
 
Wenn man also eine negative Zahl potenzieren möchte, muss man sie in Klammern mit dem Exponenten außen schreiben.



 




[image: Anekdote] Taschenrechner klammern anders


 
In der Algebra verwendet man runde, eckige und geschweifte Klammern zum Zusammenfassen von Ausdrücken. Terme in Klammern müssen zuerst ausgerechnet werden, bevor man das Ergebnis auf irgendein Element außerhalb der Klammer anwenden kann. Alle Klammern haben diese zusammenfassende Funktion. Das gilt nicht für die meisten grafischen Taschenrechner; dort werden eckige und geschweifte Klammern in einem völlig anderen Zusammenhang gebraucht. Die meisten grafischen Taschenrechner arbeiten folgendermaßen:

  
	Zahlen in eckigen Klammern sind Teil einer Matrix, einer zweidimensionalen Anordnung von Zahlenwerten.
 
	Zahlen in geschweiften Klammern sind Elemente einer Zahlenliste.



Diese Unterscheidung sorgt für ungünstige Verhältnisse, wenn man auf grafischen Taschenrechnern verschiedene Teilergebnisse in einer Rechnung bilden möchte. Weil man sich auf runde Klammern beschränken muss, die auch noch alle die gleiche Größe haben, ist es oft schwierig auszumachen, wo eine Klammer beginnt und wo sie endet.
 








[image: Anekdote] Die Konstruktion der Pyramiden


 
Die Ägypter waren sehr weit in der Geometrie und sie entwickelten bereits Formeln, um das Volumen von geometrischen Körpern zu berechnen. Dieses Wissen wandten sie beispielsweise bei der Errichtung der Pyramiden an, die nicht nur in baulicher, sondern auch in mathematischer Hinsicht ein Wunder darstellen. Mit relativ primitiven Mitteln, wie dem Hebel und der Lotschnur, schnitten die Ägypter Steine, die sich im Durchschnitt nur ein Fünfzigstel Millimeter voneinander unterschieden und die weniger als ein Hundertstel Millimeter nebeneinander aufgestellt wurden. Die Seiten der Cheops-Pyramide zeigen direkt nach Norden, Süden, Westen und Osten, und zwar mit einer maximalen Abweichung von einem zwölftel Grad.
 







Mit Proben prüfen

Es ist ratsam, bei algebraischem Rechnen das Ergebnis zu überprüfen; genauso wie es ratsam ist, seine Ausgaben mit dem Kontoauszug abzugleichen. Rechenproben sind sogar einfacher und weniger belastend als Kontoauszüge. Außer Ihre Auszüge sind erfreulicher als meine.
 
Überprüfen Sie Ihre Lösungen in zweierlei Hinsicht.

 
	Schritt 1: Ist die Antwort sinnvoll?
Wenn Ihr Kontoauszug 40 Millionen Euro Guthaben anzeigt, ergibt das Sinn? Natürlich hätten wir alle gerne, dass das stimmt, aber für die meisten von uns wäre klar, dass mit dem Kontoauszug etwas nicht in Ordnung ist.

 
	Schritt 2: Erhalten Sie eine wahre Aussage, wenn Sie Ihr Ergebnis in die ursprüngliche Aufgabe einsetzen? Funktioniert es?
Das ist die wichtigere Probe, weil man eine exaktere Information in Bezug auf die Lösung bekommt. Die erste Überprüfung vermeidet offensichtliche Fehler, die zweite ist die endgültige Probe.



 
In den nächsten beiden Abschnitten erfahren Sie, warum Rechenproben sein müssen und wie sie funktionieren.
 


Sinnvolle erste Schritte

Um überprüfen zu können, ob eine bestimmte Lösung überhaupt Sinn ergibt, muss man etwas von der Materie verstehen. Es sollte sich also um Situationen handeln, mit denen Sie sich auskennen. Gebrauchen Sie einfach Ihren gesunden Menschenverstand.
 
Nehmen wir an, Sie erhalten als Lösung für eine Algebra-Aufgabe [image: images] Wenn die Aufgabe darin besteht, Rudis Gewicht auszurechnen, fangen Sie vielleicht besser noch einmal von vorne an – außer Rudi ist ein Meerschweinchen. Fünf Kilo ergeben in diesem Zusammenhang einfach keinen Sinn.
 
Wenn Sie allerdings dabei sind, herauszufinden, wie viel Euro jemand in seiner Tasche hat, sind fünf Euro durchaus eine mögliche Antwort. Fünf Tore, die ein Fußballspieler in einem Bundesligaspiel erzielt hat, erscheinen auf den ersten Blick ebenfalls möglich, aber wenn man darüber nachdenkt, sind fünf Tore eines einzigen Spielers in einem Spiel doch eine Menge – sogar für Robert Lewandowski oder Pierre-Emerick Aubameyang. Vielleicht überprüfen Sie Ihre Lösung besser noch einmal.




Schritt zwei einsetzen

Um die Wahrheit einer Aussage zu überprüfen, indem Sie die Lösung in eine Aufgabe einsetzen, müssen Sie das Ganze noch einmal durchrechnen. Sie addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren und sehen dann, ob die Rechnung mit diesem Ergebnis funktioniert.
 
Zum Beispiel: Ralf hat vier Euro mehr als Simone. Wenn sie zusammen 14 Euro haben, wie viel Euro hat Simone dann? Ist [image: images] die richtige Antwort?

 
	Formulieren Sie die Aufgabe mathematisch.
x steht für den Eurobetrag, den Simone hat. Ralf hat [image: images] Euro. Also heißt die Gleichung: [image: images]

Ralfs und Simones gemeinsames Vermögen beträgt 14 Euro.

 
	Setzen Sie die Lösung in die Gleichung ein.
Ersetzen Sie die Variable durch 5, Sie erhalten: [image: images]

 
	Führen Sie die Rechnung durch und überprüfen Sie, ob die Gleichung stimmt.
[image: images] ist eine wahre Aussage, die Lösung ist richtig. Simone hat 5 Euro und Ralf hat 4 Euro mehr, also 9. Zusammen besitzen sie 14 Euro.



 
Mit den eben gezeigten Schritten können Sie prüfen, ob [image: images] für die folgende Gleichung stimmt.
 
[image: images]

 
Ersetzen Sie die Variable durch 2, bekommen Sie [image: images]
 
Führen Sie die Rechnung durch:

 
	Potenzieren Sie die 2: [image: images]
 
	Subtrahieren Sie in der runden Klammer: [image: images]
 
	Addieren Sie in der eckigen Klammer: [image: images]
 
	Multiplizieren Sie 5, 2 und 5: [image: images]


 
Dieses Mal stimmt die Gleichung nicht. Sie müssten noch einmal anfangen und nach einem Wert für x suchen, der funktioniert.

 


Ergebnisse verständlich formulieren

Einen algebraischen Ausdruck kann man auf verschiedene Arten schreiben, die alle richtig sein mögen. Allerdings sind sie nicht alle gleich benutzerfreundlich, verständlich und hübsch. Ja, Algebra kann hübsch sein und ich zeige Ihnen auch, wie.
 
Sehen Sie sich die drei Versionen der gleichen Lösung einer Aufgabe an. Welcher geben Sie den Vorzug?

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]


 
Für welche haben Sie sich entschieden? Ist irgendeine Lösung hübscher und einfacher zu lesen? (Ich gebe Antwort B den Vorzug.) Wenn man bestimmten mathematischen Konventionen folgt, wird die Schreibweise einheitlich, verständlich und einfacher zum Vergleich mit anderen algebraischen Ausdrücken.

[image: Sanduhr] In jedem Ausdruck schreibt man zuerst die Zahl, gefolgt von den Variablen in alphabetischer Reihenfolge. Wurzeln stehen am Schluss.
 
Um ed3ac standardisiert zu schreiben, beginnen Sie bei der Zahl und hängen die Variablen in alphabetischer Reihenfolge daran: 3acde.
 
Wenn Sie eine Reihe von Ausdrücken anordnen müssen, nehmen Sie Terme mit derselben Variablen und schreiben diese in auf- oder absteigender Potenz. Um beispielsweise Variablen in absteigender Potenz zu ordnen, müssen Sie nach dem Term mit der höchsten Potenz dieser Variablen suchen, diesen zuerst schreiben, dann nach dem zweithöchsten suchen, ihn an zweiter Stelle schreiben und so weiter. Welche Variable Sie wählen und ob Sie in ab- oder aufsteigender Potenz arbeiten, hängt von der Situation und Ihren nächsten Rechenschritten ab. Wenn in einer Aufgabe nach dem Wert von x gesucht wird und der Ausdruck mehrere Potenzen von x hat, schreiben Sie den Term in der Reihenfolge der Potenzen von x – egal ob auf- oder absteigend.
 
Sehen Sie sich die folgenden Beispiele an, um zu verstehen, was gemeint ist. Die einzelnen Ausdrücke sind zwar korrekt, müssen aber noch sortiert werden.

 
	Die erste Möglichkeit ist, die Potenzen von x aufsteigend zu schreiben. Beachten Sie, dass die niedrigste Potenz von x zuerst kommt.
[image: images]

 
	Die zweite Möglichkeit ist die Sortierung nach absteigender Potenz von x. Diesmal kommt die höchste Potenz von x zuerst.
[image: images]

 
	Man kann auch eine andere Variable wählen und der aufsteigenden Potenz von y folgen.
[image: images]

 
	Bleiben wir bei y, diesmal in absteigender Potenz.
[image: images]




Wenn Sie diesen Regeln folgen, wird man Ihre Lösungen besser verstehen.

[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.





Kapitel 6

Sich zum Rechnen rüsten






IN DIESEM KAPITEL
 
	Sich algebraisch ausdrücken
 
	Mit Vermutungen rechnen
 
	Addieren und Subtrahieren in den Mittelpunkt rücken
 
	Koeffizienten und Variablen multiplizieren und dividieren







 
In der Algebra arbeitet man unter Verwendung von Variablen (Buchstaben) und Zeichen (mehr zu diesen beiden Themen erfahren Sie in Kapitel 1). Variablen und Zeichen sind eine Kurzschrift – einfacher und schneller zu schreiben als die Worte, für die sie stehen, in Langschrift. Allerdings muss man bei dieser Kurzschrift auch die einzelnen Bedeutungen kennen und wissen, wie alles zusammengehört. In der Algebra werden einfache arithmetische Regeln zu Additions-, Subtraktions-, Multiplikations- und Divisionsregeln für Variablen. Man ist flexibler, wenn man Variablen statt Zahlen verwendet, aber man muss gleichzeitig sehr vorsichtig sein.




Ein paar Einschränkungen einhalten

Wenn in der Algebra Variablen an der Stelle von Zahlen verwendet werden, die addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert werden können, setzt man voraus, dass diese Variablen für Mengenangaben oder Beträge stehen, die addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert werden. Aber so einfach und offensichtlich ist diese Darstellungsweise auch wieder nicht. Es gibt sogar Einschränkungen, wenn man Zahlen addiert. Ebenso gibt es Einschränkungen für das Addieren von Variablen mit Zahlen oder anderen Variablen.
 
Moment! Welche Einschränkungen gibt es für das einfache Addieren von Zahlen? Warum sollte es damit ein Problem geben? Ergibt eins plus eins nicht immer noch zwei? Klar, außer es ergibt vier. Im Ernst, stellen Sie sich vor, sie addieren sechs Cent und vier Euro. Wenn Sie die Zahlen miteinander addieren, was für ein Ergebnis bekommen Sie dann (abgesehen von genug Geld für eine feine Tasse Kaffee)? Zehn Euro? Zehn Cent? Zehn Ceuro?
 
Das ist natürlich Quatsch. Aber es zeigt, was ich mit den Einschränkungen beim Addieren von Zahlen meine. Wenn Sie Cent und Euro addieren möchten, zählen Sie die Münzen und sagen, dass Sie zehn Münzen haben, oder Sie arbeiten mit dem Wert des Geldes und sagen, dass Sie vier Euro und sechs Cent haben. Wenn man Mengenangaben oder Beträge addiert, muss man sichergehen, dass die Mengenangaben addiert werden können. Das ist noch heikler, wenn man Buchstaben addiert, weil Fehler dann nicht so offensichtlich sind.




Zahlen mit Buchstaben darstellen

»Für welche Zahl steht der folgende Buchstabe?« Das kommt Ihnen vielleicht aus Intelligenztests bekannt vor und lässt sich nicht immer ganz einfach beantworten. In der Algebra werden Zahlen andauernd mit Buchstaben dargestellt. Merken Sie sich einfach, dass Buchstaben, oder Variablen, immer für Zahlen stehen.
 
Indem man eine Mengenangabe mit einer Variablen wiedergibt, vereinfacht man Aufgaben, weil man nicht mit einer Unzahl von verwirrenden Wörtern arbeiten muss. Manchmal können auch diese Aufgaben ziemlich kompliziert werden. Aber keine Angst! Ein paar einfache Regeln helfen, sogar die komplizierteste Aufgabe in eine verständlichere zu verwandeln.



Faktoren und Koeffizienten anfügen

Eine schöne Sache in der Algebra ist, dass sie Kräfte spart – die Kraft, die es braucht, um Multiplikationszeichen zwischen Buchstaben zu schreiben. Da sogar das Schreiben von Punkten zwischen Zeichen Zeit in Anspruch nimmt, hat man eine noch einfachere Methode entwickelt. Wenn eine Zahl vor einer Variablen steht, zum Beispiel 3x, heißt das, dass 3 und x miteinander multipliziert werden. In diesem Fall ist die 3 ein Koeffizient .

[image: Techniker] Eine Zahl vor einer Variablen ist ein Koeffizient. Die Zahl 4 ist beispielsweise der Koeffizient, wenn [image: images] mit 4a wiedergegeben wird.
 
Wenn man mehrere Variablen miteinander multipliziert, braucht man ebenfalls keine Zeichen für diese Multiplikation. Der Ausdruck 3xyz bedeutet, dass alle vier Faktoren miteinander multipliziert werden.
 
Unter der Bedingung, dass die Zahl direkt vor der Variablen steht, bedeutet 2a, dass 2 mit a multipliziert wird. Also ist 2a zweimal oder doppelt a. Wenn a für 10 Äpfel steht, bedeutet 2a zweimal 10 oder 20 Äpfel, also doppelt so viele.
 




[image: Anekdote] Boole'sche Algebra


 
Der Gebrauch von Zeichen für Aussagen und komplexe Beziehungen findet sich nicht nur in der Algebra. George Boole, ein Engländer, hat ein System von Zeichen entwickelt, um mit schwierigen Logik-Aufgaben klarzukommen. Sein System heißt Boole'sche Algebra. Ein »v« auf dem Kopf, [image: images], bedeutet und. Ein »v« in richtiger Position, [image: images], bedeutet oder. Die Buchstaben P, Q oder R stehen für Aussagen, wie P: Es regnet; Q: Die Sonne scheint. Wenn man eine Behauptung, wie P [image: images] Q aufstellt (Es regnet und die Sonne scheint.), kann diese Aussage wahr oder falsch sein, je nachdem, ob die jeweilige Behauptung richtig ist. In der Logik verwendet man Wahrheitstafeln, um den Wahrheitswert einer Aussage zu prüfen. Booles System ist immer noch die Grundlage für die heutige mathematische Logik.






 
Wenn beispielsweise a für die Zahl der Äpfel steht, die man hat, was bedeutet dann 2a?

 
	Zwei Äpfel mehr?
 
	Zweimal so viele Äpfel?
 
	Halb so viele Äpfel?


 
Die Lösung lautet: 2a steht für zweimal so viele Äpfel, wie man hat.
 
Mit den Zeichen [image: images]  und [image: images]  assoziieren Sie vielleicht viele Bedeutungen. Sie bedeuten auch vieles in der Algebra. Es ist alles eine Frage des Zusammenhangs. Diese Zeichen trennen stets Terme aus Variablen und/oder Zahlen, die durch Multiplikation und Division verbunden sind.
 
In algebraischer Sprache bezeichnet ein Plus-Zeichen und, mehr als, vermehrt um, hinzugefügt zu und so weiter. Der Term [image: images] könnte stehen für: 

 
	Ein Geschenk von a Euro hat mein Kleingeld von zwei Euro vermehrt.
 
	Zwei Leute gingen durch die Tür und dann kamen weitere a Personen herein.
 
	Die Temperatur betrug zwei Grad und erhöhte sich dann um a Grad.


 
All das unterscheidet sich vom Term 2a, in dem der Koeffizient 2 die Mengenangabe der Variablen a verdoppelt.
 
Das Minus-Zeichen bedeutet weniger als, geringer, vermindert um, abgezogen von und so weiter. Der Ausdruck [image: images] könnte stehen für: 

 
	Es gab a Angestellte, aber sie wurden leider um zwei reduziert.
 
	Es waren zwei weniger als a Krokodile im Becken.
 
	Wir hatten am Anfang des Abends a Kerzen und am Ende zwei weniger.


 
Obwohl man besonders aufpassen muss, wenn man mit Variablen statt Zahlen arbeitet, überwiegen Nutzen und Entlastung bei der Verwendung von Variablen die möglichen Schwierigkeiten. Neben dem Vorteil, dass man nicht so viel schreiben muss, ist es einfacher, eine Aufgabe zu überschauen, die nicht viel Platz einnimmt – die Augen können besser folgen. Außerdem sind algebraische Zeichen sehr genau. Die versteckten Bedeutungen von Wörtern gibt es in der Algebra nicht – eine universale Sprache, die die Grenzen von Sprache und Zeit überwindet. Die Vorteile von Variablen kann man in der folgenden Aufgabe nachvollziehen:
 
Stellen Sie sich vor, Sie sind verantwortlich für das Sammeln, die Organisation und die Abrechnung von Spenden während einer Wohltätigkeitsveranstaltung.

 
	n steht für den Wert einer Rolle 10-Cent-Münzen.
 
	d steht für den Wert einer Rolle 20-Cent-Münzen.
 
	q steht für den Wert einer Rolle 50-Cent-Münzen.


 
Nach der Sammlung bekommen Sie folgende Informationen von Ihren Helfern:

 
	Anne hat sechs Rollen 10-Cent-, vier Rollen 20-Cent- und neun Rollen 50-Cent-Münzen gesammelt: [image: images].
 
	Klaus hat fünf Rollen 10-Cent-, drei Rollen 20-Cent- und sieben Rollen 50-Cent-Münzen gesammelt: [image: images].
 
	Michael hat 15 Rollen 10-Cent-, zwei Rollen 20-Cent- und sechs Rollen 50-Cent-Münzen gesammelt: [image: images].
 
	Ina hat eine Rolle 10-Cent-, drei Rollen 20-Cent- und vier Rollen 50-Cent-Münzen gesammelt: [image: images].


 
Erstellen Sie eine Gleichung, um alle Rollen zu addieren:

[image: images]
 
Den Gesamtbetrag können Sie ausrechnen, wenn Sie Folgendes wissen:

 
	Eine Rolle 10-Cent-Münzen ist zwei Euro wert, also [image: images].
 
	Eine Rolle 20-Cent-Münzen ist fünf Euro wert, also [image: images].
 
	Eine Rolle 50-Cent-Münzen ist zehn Euro wert, also [image: images].


 
Dann gilt: [image: images]
 
Es wurden 374 Euro gesammelt.
 
Wenn man zuerst nur mit der Anzahl von Rollen rechnet und den Geldwert erst am Schluss einsetzt, ist die Rechnung viel einfacher. Die Zahlen sind nicht so groß.

 


Mathematisch werden

Addition war wahrscheinlich die erste Rechenart, mit der Sie es zu tun hatten. Menschen jeden Alters können sich die Addition am besten vorstellen und sie am leichtesten verstehen. In der Algebra ist das Addieren ein bisschen komplizierter, da man ganz einfach oft nicht addieren kann. Aber wenn es geht, ist es eine schöne Sache.
 


Variablen addieren und subtrahieren

Statt der Addition [image: images] kann man auch effizienter 4a schreiben; die Bedeutung ist die gleiche, da Multiplikation nicht mehr als wiederholte Addition ist. Der Ausdruck 4a besagt also, dass die Zahl, die durch a ersetzt wird, viermal addiert werden soll. Oder man kann sagen, dass a mit vier multipliziert wird. 

[image: Techniker] Wenn man Terme mit exakt denselben Variablen addiert oder subtrahiert, können die Koeffizienten zusammengefasst werden.
 
Wenn man [image: images] addiert, welches Ergebnis erhält man dann?
 
Da man drei einzelne Mengenangaben hat und jede mit einem a verbunden ist, kann man sie addieren, solange a in jedem Term für dieselbe Zahl steht. Es geht nicht, dass ein a für eine Zahl von Äpfeln steht, während ein anderes a für eine Zahl von Ameisen steht. In einer Aufgabe müssen sie alle die gleiche Sache repräsentieren.
 
Eine Variable, die mehr als einmal in einem Ausdruck oder einer Gleichung vorkommt, steht immer für die gleiche Zahl. Wenn sie mehr als eine Sache ausdrücken könnte, wäre die Aussage wertlos – ohne eine Möglichkeit, die Bedeutungen der Variablen auseinanderhalten zu können.
 
Es ist schön, wenn die gewählte Variable der gleiche Buchstabe ist wie der erste Buchstabe der Sache, für die sie steht, so wie a für Ameise. Das muss aber nicht so sein. Eine Buchstaben-Namen-Kombination ist nützlich, wenn mehr als eine Variable in einer Aufgabe vorkommt, aber sorgfältiges Arbeiten und achtsames Auseinanderhalten von Variablen, auf die das nicht zutrifft, funktionieren ebenso gut.
 
Versuchen Sie, die gleichen Variablen in den folgenden Beispielen zu addieren:

[image: images]
 
Zusammen sind das 11 a-Variablen. Sie sehen, dass die Zahlen oder Koeffizienten 2, 5 und 4 zusammen ebenfalls 11 ergeben.
 
[image: images]

[image: Sanduhr] Wenn man Terme mit der gleichen Variablen (wie x oder n im folgenden Beispiel) addiert oder subtrahiert, addiert oder subtrahiert man die Koeffizienten (die Zahlen vor den Variablen) und schreibt das Ergebnis zusammen mit der Variablen. Wenn a, b und c Koeffizienten der Variablen x sind, dann gilt:
 

[image: images]



Das folgende Beispiel veranschaulicht das:
 

[image: images] 

[image: Erinnerung] Wenn vor einer Variablen keine Zahl steht, kann man annehmen, dass die Zahl 1 ist. (Das ist eine der wenigen Fälle in der Mathematik, in denen man gefahrlos einfach etwas annehmen kann.)
 

[image: images]



Das folgende Beispiel zeigt, wie Terme mit den gleichen Variablen addiert werden.
 
[image: images]

Sie sehen, dass Terme mit den gleichen Variablen addiert werden, da sie das Gleiche repräsentieren. Versuchen Sie nicht, Terme mit verschiedenen Variablen zu addieren. In den folgenden Beispielen kommen zwei oder mehr Variablen vor:
 
[image: images]

Wenn Sie Terme subtrahieren, übertragen Sie die Additions- und Subtraktionsregeln für Zahlen mit Vorzeichen auf die Koeffizienten. (Mehr zum Thema Zahlen mit Vorzeichen finden Sie in Kapitel 2.)
 
[image: images]
 
Achten Sie darauf, dass 6 ohne Variable steht. Sie kommt alleine vor und kann daher mit keinem Term zusammengefasst werden.




Potenzen addieren und subtrahieren

Die folgenden Beispiele führen vor, wie man verschiedene Terme mit Variablen  addiert und subtrahiert. Beachten Sie, dass Terme, die man kombinieren kann, immer die gleiche Variable und die gleiche Potenz haben. Mehr zu Potenzen (Exponenten) in Kapitel 4.

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]


 
Im letzten Beispiel kommen keine gleichen Potenzen vor, also kann man die Zahlen nicht addieren, obwohl die Variablen die gleichen sind.

[image: Sanduhr] Um Terme mit der gleichen Variablen zu addieren oder zu subtrahieren, muss der Exponent der Variablen der gleiche sein. Man führt die Rechnungen mit den Koeffizienten durch und lässt Variablen und Exponenten gleich.
 
x und x 2 können nicht addiert werden, weil sie nicht die gleichen Mengenangaben repräsentieren.
 
[image: images] 

[image: Tipp] Achten Sie darauf, die Exponenten absteigend anzuordnen. Diese Konvention macht den Vergleich von Lösungen einfacher.
 
[image: images]

Einen Ausdruck wie [image: images] kann man nicht vereinfachen. Es gibt zwar Terme mit den gleichen Exponenten (3x 2 und 4y 2), aber die Variablen (x und y) sind unterschiedlich.

 


Variablen multiplizieren und dividieren

Auf eine gewisse Art ist das Multiplizieren von Variablen einfacher als das Addieren und Subtrahieren, aber man muss immer noch vorsichtig sein. Beim Dividieren von Variablen muss man außerdem ein paar sehr klaren Regeln folgen. Regeln und Tipps zum Thema gibt es im folgenden Abschnitt.



Multiplizierte Variablen

Wenn die Variablen gleich sind, bewirkt ihre Multiplikation, dass sie in einem einzelnen Faktor zusammengefasst werden. Es ist aber auch hier nicht möglich, unterschiedliche Variablen zusammenzufassen.

[image: Sanduhr] Bei der Multiplikation von Variablen multipliziert man die Koeffizienten und Variablen wie gewohnt. Sind die Grundzahlen von Potenzen gleich, kann man sie durch Addition ihrer Exponenten multiplizieren. (Mehr zum Thema Multiplikation von Exponenten erfahren Sie in Kapitel 4.) Fassen Sie das Ergebnis zusammen.
 
Sehen Sie sich folgende Beispiele an, in denen Buchstaben für Variablen und gleichzeitig für Grundzahlen stehen.

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]






Geteilte Variablen

Wenn man eine Kombination von Variablen und Zahlen dividiert, geht man vor wie beim Kürzen von Brüchen (zum Kürzen von Brüchen siehe Kapitel 3). Es können aber nur gleiche Variablen dividiert werden.
 
Bei einer Division kann es auch nicht-glatte Lösungen geben. Oft erhält man einen Rest – eine Zahl, die übrig bleibt, wenn man eine Zahl durch eine andere teilt. Hier sollte man Reste jedoch vermeiden (man bekäme neue Terme). 

[image: Sanduhr] Beim Dividieren von Variablen schreibt man die Aufgabe als Bruch. Unter Verwendung des größten gemeinsamen Nenners dividiert man die Zahlen und kürzt anschließend. Arbeiten Sie mit den Regeln für Exponenten (Kapitel 4 oder Schummelseite), um gleiche Variablen zu dividieren.
 
Die Division von Variablen ist sehr unkompliziert. Jede Variable wird getrennt betrachtet. Die Koeffizienten werden wie in gewöhnlichen Brüchen gekürzt.
 
Sehen wir uns das Ganze am Beispiel von Pfandflaschen an: Vier Freunde beschließen, Pfandflaschen einzusammeln, um sich ein paar Cent zu verdienen. Sie sammeln 12x 3 Flaschen und werden y 2 Cent pro Flasche bekommen. Der gesammelte Gesamtbetrag ist dann 12x 3 y 2 Cent. Wie können sich die vier das teilen?
 
Dividieren Sie den Gesamtbetrag durch vier, um auf den Betrag zu kommen, den jeder der vier Freunde erhalten wird. [image: images] Cent für jeden. Das Einzige, was man hier teilen kann, ist der Koeffizient.
 
Wenn man nach der Zahl der Flaschen sucht, für die jeder bezahlt werden wird, teilt man: [image: images] Flaschen.
 
Warum verwendet man hier Variablen statt Zahlen? Wenn sich die Zahlen ändern, für die x und y stehen, hat man die Aufteilungen schon berechnet und muss lediglich die neuen Zahlen in die Lösung einsetzen. Rechnen Sie die folgenden Beispiele durch, um nachzuvollziehen, wie man Variablen, Koeffizienten und Exponenten dividiert.

 
	Wenn a die Anzahl von Äpfeln bezeichnet und man zehn Äpfel in Gruppen von fünf Äpfeln aufteilt, dann erhält man zwei Gruppen (nicht zwei Äpfel).
[image: images]

Zwei Äpfel pro Gruppe erhält man, wenn man zehn Äpfel auf fünf Gruppen aufteilt.

 
	[image: images]
3 teilt 6 zweimal. Laut der Rechenregeln für Exponenten gilt: [image: images].



 
Ich ziehe die Schreibweise, bei der x mit einem positiven Exponenten im Nenner steht, derjenigen, bei der x mit einem negativen Exponenten im Zähler steht, vor.
 
[image: images]





[image: Anekdote] Schrägstrich und Bruchstrich


 
Für die Darstellung eines Bruchs findet man auch oft einen Schrägstrich (/). In außermathematischem Zusammenhang kann er unterschiedlich gebraucht werden, so wie in und/oder. In der Poesie kennzeichnet der Schrägstrich den Zeilenumbruch, wie in »Morgens früh um sechs / kommt die kleine Hex'«. Meistens verwendet man den Bruchstrich jedoch in horizontaler Form –.






 


Alles anwenden

Die häufigsten Rechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division werden in den vorangegangenen Abschnitten erklärt. Viele Algebra-Aufgaben beinhalten mehr als eine Rechenart; sehen Sie sich deswegen noch die folgenden Beispiele an, um den Umgang mit einer Kombination von Rechenarten kennenzulernen.
 
In diesem Beispiel rechnen wir mit
 
[image: images]

 
	Multiplizieren Sie die Variablen in jedem Term miteinander.
[image: images]

 
	Addieren Sie die Exponenten der gleichen Variablen.
[image: images]

Sie sehen, dass die ersten beiden Terme in Bezug auf die Variablen und ihre Exponenten gleich sind. Deswegen können Sie sie addieren.

 
	Fassen Sie die gleichen Terme zusammen.
[image: images]



 
Damit haben Sie die Aufgabe, mit verschiedenen Rechenarten in einem komplizierten Beispiel umzugehen, erfolgreich bewältigt. Versuchen Sie es noch einmal mit einer anderen Rechnung!
 
[image: images]

 
	Multiplizieren Sie die Variablen in den einzelnen Termen miteinander.
[image: images]

 
	Addieren Sie die Exponenten der gleichen Variablen.
[image: images]

 
	 Fassen Sie die gleichen Terme zusammen.
In diesem Fall können nur die beiden ersten Terme zusammengefasst werden; ihre Variablen und ihre Exponenten sind gleich.

[image: images]



 
Im folgenden Beispiel können Sie zeigen, was Sie gelernt haben. Die Multiplikation haben Sie geschafft, also geht es jetzt weiter mit der Division. Auf geht's!
 
In diesem Beispiel rechnen wir mit
 
[image: images]

 
	Dividieren Sie, indem Sie die Exponenten der gleichen Grundzahlen subtrahieren.
Dividieren Sie die bekannten Zahlen. Nehmen Sie an, dass die Basis ohne Exponent eine 1 als Exponenten hat. Die Aufgabe arbeitet im Zähler und im Nenner mit negativen Exponenten.

[image: images]

 
	Führen Sie die Subtraktionen durch.
Vorsicht: Indem man den negativen Exponenten [image: images] aus dem Nenner in den Zähler heraufgeholt hat, wurde er positiv und infolgedessen addiert. Gebrochene Exponenten funktionieren wie alle anderen Exponenten mit ganzen Zahlen; sie lassen sich genauso addieren und subtrahieren.

[image: images]

 
	Addieren und subtrahieren Sie die Terme, die genau die gleichen Eigenschaften haben – gleiche Variablen und gleiche Exponenten.
[image: images]



 
In diesem letzten Beispiel braucht man die Regeln für das Multiplizieren von Exponenten in zwei Termen. Mehr dazu finden Sie auf der Schummelseite und in Kapitel 4.
 
Führen Sie die Rechnung [image: images] durch.

 
	Potenzieren Sie die Potenzen, indem Sie die Exponenten miteinander multiplizieren.
[image: images]

 
	Führen Sie die Multiplikationen durch.
[image: images]

 
	Fassen Sie die Terme mit den gleichen Variablen zusammen.
[image: images]




Berechnen Sie zuerst die Terme, die Sie durch die Exponenten außerhalb der Klammern bekommen. Anschließend können Sie die Terme mit den gleichen Potenzen von x und y zusammenfassen.

[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.





Teil II

Faktorisieren verstehen



[image: image] 






IN DIESEM TEIL …

 
	Zeige ich Ihnen, wie Sie Zahlen in Primfaktoren zerlegen,
 
	Lernen Sie, wie Sie aus einer Summe einen gemeinsamen Faktor ausklammern.
 
	Erfahren Sie, wie Sie Produkte von Summen ausmultiplizieren und
 
	Bekommen Sie einen Überblick über die Standardsituationen, in denen es feste Formeln für das Faktorisieren gibt.








Kapitel 7

Produktive Primzahlen






 
IN DIESEM KAPITEL

 
	Geheimnisvolle Primzahlen kennenlernen
 
	Große Zahlen klein machen: Teilbarkeitsregeln
 
	Zusammengesetzte Zahlen erforschen: Primfaktorenzerlegung
 
	Methoden des Faktorisierens verarbeiten








 
Primzahlen (ganze Zahlen, die nur durch sich selbst und 1 teilbar sind) sind seit Jahrhunderten Anlass für Diskussionen zwischen Mathematikern und Nicht-Mathematikern. Primzahlen und ihre Geheimnisse haben Philosophen, Techniker und Astronomen fasziniert. Diese und andere Wissenschaftler haben eine Menge über Primzahlen herausgefunden, aber es bleiben noch viele unbewiesene Vermutungen.
 
Das vielleicht größte Geheimnis ist, wie die nächste Primzahl lautet, die entdeckt werden wird. Computer sind zwar sehr hilfreich bei der Suche nach einer vollständigen Liste von Primzahlen, da Zahlen aber ohne Ende weitergehen und noch niemand ein Muster entdeckt hat, nach dem man Primzahlen auflisten kann, wird sich auch weiterhin die Frage nach der nächsten stellen.




Das Wesentliche zu Anfang
 
Primzahlen sind in der Algebra sehr wichtig, da sie einem helfen, mit den kleinstmöglichen Zahlen zu arbeiten. Große Zahlen sind oft unhandlich und können Rechenfehler verursachen. Daher sind das Kürzen von Brüchen und das Faktorisieren von Ausdrücken wesentliche Prozesse, wenn man Aufgaben überschaubarer machen möchte.

[image: Techniker] Eine Primzahl ist eine ganze Zahl, die größer als 1 und nur durch sich selbst und 1 teilbar ist.

 
Die erste und kleinste Primzahl ist die Zahl 2. Sie ist die einzige gerade Primzahl. Alle Primzahlen größer als 2 sind ungerade, weil alle geraden Zahlen durch 1, sich selbst und 2 teilbar sind. Damit fallen sie nicht unter die Definition einer Primzahl.

[image: Anekdote] Wenn sich eine Zahl durch drei teilen lässt, ergibt die Summe ihrer Ziffern (die Quersumme) dieser Zahl ein Vielfaches von drei. Mehr Teilbarkeitsregeln finden Sie in Kapitel 22.

Tabelle 7.1 listet die ersten 20 Primzahlen auf. Überzeugen Sie sich davon, dass jede dieser Zahlen nur durch 1 und sich selbst teilbar ist.
 




	2

	3

	5

	7

	11




	13

	17

	19

	23

	29




	31

	37

	41

	43

	47




	53

	59

	61

	67

	71




	73

	79

	83

	89

	97







Tabelle 7.1 Primzahlen unter 100


 
 

Wenn Sie eine Zahl als Primzahl identifizieren, verschwenden Sie keine Zeit damit, diese Zahl in einem Bruch zu kürzen oder in einem Ausdruck zu faktorisieren. Es gibt so viele Primzahlen, dass man sie sich nicht alle merken und dann erkennen kann, aber schon das Wiedererkennen einer Primzahl unter 100 hilft enorm. Auf der Schummelseite finden Sie eine Liste der ersten 100 Primzahlen.
 



[image: Anekdote] Warum ist 1 keine Primzahl?


 
Laut Tradition und Definition ist die Zahl 1 keine Primzahl. Die Definition einer Primzahl ist, dass sie sich ausschließlich durch sich selbst und 1 teilen lässt. In diesem Fall würde beides auf einmal zutreffen, da 1 sie selbst ist.
 
Viele Lehrsätze und Vermutungen mit Primzahlen funktionieren nicht, wenn man 1 berücksichtigt. Mathematiker zur Zeit Pythagoras' schlossen manchmal sogar die Zahl 2 von der Liste der Primzahlen aus, weil sie 1 und 2 nicht als echte Zahlen anerkannten – sie betrachteten sie lediglich als Erzeuger aller anderen geraden und ungeraden Zahlen. Auch wenn manche Regeln bisweilen willkürlich erscheinen: In diesem Fall funktioniert einfach alles besser, wenn 1 keine Primzahl ist.









[image: Anekdote] Mersenne'sche Primzahlen


 
Mersenne'sche Primzahlen sind besondere Primzahlen, die geschrieben werden können als eine Potenz von 2 minus 1. Zum Beispiel: [image: images]; [image: images]; [image: images]. 3 und 7 sind Primzahlen, 15 ist keine. Diese Formel ergibt also nicht immer eine Primzahl, einige Primzahlen können aber auf diese Weise ausgedrückt werden.
 
1996 wurde das GIMPS-Projekt gestartet (Great Internet Mersenne Prime Search), das auf der Basis einer bestimmten Software versucht, möglichst viele Rechner an der Suche nach Mersenne'schen Primzahlen zu beteiligen. Unter anderem wurde dabei auch ein Preis für große Mersenne'sche Primzahlen ausgeschrieben. Einer der Teilnehmer fand eine Primzahl mit einer ausreichenden Anzahl von Ziffern und wurde von den Veranstaltern mit 50.000 US-Dollar belohnt. Die Initiatoren versprechen demjenigen 100.000 US-Dollar, der als Erster eine Mersenne'sche Primzahl mit 10 Millionen Ziffern findet. Wenn Sie mitsuchen möchten, finden Sie alles Weitere im Internet auf: www.mersenne.org.









Sich mit zusammengesetzten Zahlen auseinandersetzen
 
Primzahlen sind zwar faszinierend, sie können aber auch eine Sackgasse beim Faktorisieren von Ausdrücken oder Kürzen von Brüchen bedeuten. Das Gegenteil der Primzahl, eine zusammengesetzte Zahl, kann man in Primzahlen aufteilen. Im folgenden Abschnitt lernen Sie, wie das geht.

[image: Techniker] Eine von 1 verschiedene, natürliche Zahl, die keine Primzahl ist, heißt zusammengesetzte Zahl. Diese kann man in Primzahlen zerlegen, die, miteinander multipliziert, wiederum die zusammengesetzte Zahl ergeben. Also kann man jede zusammengesetzte Zahl als ein Produkt von Primzahlen schreiben; diesen Prozess nennt man Primfaktorzerlegung. Die Primfaktorzerlegung einer jeden Zahl ist eindeutig.

Ein paar Beispiele der Primfaktorzerlegung von zusammengesetzten Zahlen:

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images] 
Die Letzte ist zugegebenermaßen etwas Besonderes. Es ist schwierig, diese Primfaktorzerlegung ohne Taschenrechner, Computer oder einer Liste von Primzahlen zu finden. Die Faktoren mancher Zahlen sind nicht immer offensichtlich.




 


Primfaktorzerlegung ausschreiben
 
Eine Primfaktorzerlegung auszuschreiben ist eine Methode, sicherzugehen, dass keine zusammengesetzte Zahl mehr übrig bleibt. Diese Faktorzerlegungen sind der einzige Weg, eine Zahl zu faktorisieren. 

[image: Techniker] Eine geschickte Vorgehensweise bei der Primfaktorzerlegung ist eine schriftliche Division. Beim Teilen der zusammengesetzten Zahl spaltet man einen Primfaktor (eine die Ausgangszahl glatt teilende Primzahl) ab und schreibt das Ergebnis in die nächste Zeile. Diese Zahl teilt man wiederum durch eine weitere und macht so weiter, bis die unterste Zahl selbst eine Primzahl ist. Dann ist man fertig. Die Reihenfolge spielt dabei keine Rolle; man bekommt dasselbe Ergebnis, unabhängig von der Abfolge der Divisionen.

Sehen Sie sich die Primfaktorzerlegung von 120 an.

 
	120 : 2
 
	60 : 2
 
	30 : 2
 
	15 : 3
 
	5

 
Achten Sie auf die jeweils rechte und die unterste Zahl. Es sind Divisoren der jeweiligen Division und gleichzeitig allesamt Primzahlen. Auch wenn viele zusammengesetzte Zahlen als Divisoren für 120 infrage gekommen wären, muss der Teiler einer Primfaktorenzerlegung immer eine Primzahl sein.
 
Bei dieser Methode rechnet man üblicherweise zuerst mit allen 2ern, dann allen 3ern, allen 5ern und so weiter, um den Prozess der Faktorenzerlegung zu vereinfachen. Es ist aber auch jede andere Reihenfolge erlaubt. 120 ist also [image: images]. Beginnen Sie im nächsten Beispiel mit 13, da diese Zahl offensichtlich ein Primfaktor ist. Auch die restliche Rechnung findet in gemischter Reihenfolge statt.
 
Die Primfaktorenzerlegung von 13.000:

 
	13.000 : 13
 
	1.000 : 5
 
	200 : 2
 
	100 : 2
 
	50 : 5
 
	10 : 2
 
	5

 
Also ist [image: images]

 


Primfaktorzerlegung ergründen
 
Algebraisches Faktorisieren ist einfacher, wenn man erkennen kann, welche Zahlen Primzahlen und welche zusammengesetzte Zahlen sind. Wenn man weiß, was sie sind, dann weiß man auch, was man mit ihnen tun soll. Versuchen Sie einmal, Ihr neues Wissen umzusetzen!



Primfaktoren bei der Arbeit
 
Arbeiten Sie beim Kürzen von Brüchen mit der Primfaktorzerlegung. Fangen Sie mit Zahlen an und machen Sie mit Variablen (Buchstaben, die für beliebige echte Zahlen stehen) weiter.
 
Anhand folgender Schritte können Sie den Bruch [image: images] kürzen:

 
	Finden Sie die Primfaktoren des Zählers.
120 ist 23 · 3 · 5.

 
	Finden Sie die Primfaktoren des Nenners.
165 ist 3 · 5 · 11.

 
	Schreiben Sie dann den Bruch mit den Primfaktoren.
[image: images]

 
	Kürzen Sie die Zahlen, die im Zähler und im Nenner vorkommen. Es bleibt der gekürzte Bruch.
[image: images]



 
Versuchen Sie jetzt, den Bruch [image: images] zu kürzen.

 
	Finden Sie die Primfaktoren des Zählers.
100 ist 22 · 52

 
	Finden Sie die Primfaktoren des Nenners.
243 ist 35

 
	Schreiben Sie den Bruch mit den Primfaktoren.
[image: images]



 
Wenn Sie sich die Primfaktoren ansehen, werden Sie feststellen, dass Zähler und Nenner absolut nichts gemein haben. Der Bruch kann nicht gekürzt werden, die beiden Zahlen sind teilerfremd. Das Wunderbare an der Primfaktorenzerlegung ist, dass man sich sicher sein kann, alle Möglichkeiten des Kürzens ausgeschöpft zu haben – man hat nichts übersehen. Man kann den Bruch in der faktorisierten Form oder in der einfacheren Ausgangsform [image: images] stehen lassen. Wie Sie möchten.
 
Kürzen Sie den Bruch [image: images].

 
	Finden Sie die Primfaktoren des Zählers.
[image: images]

 
	Finden Sie die Primfaktoren des Nenners.
[image: images]

 
	Schreiben Sie den Bruch mit den Primfaktoren.
[image: images]

 
	Kürzen Sie die gemeinsamen Faktoren.
[image: images]



 
Durch die Primfaktorzerlegung können Sie ganz sicher sein, keine Faktoren übersehen zu haben, die Zähler und Nenner gemeinsam haben.




Teiler finden
 
Es hat einen Grund, warum man nach gemeinsamen Teilern von verschiedenen Termen sucht. Es handelt sich um eine wichtige Funktion, wenn man Ausdrücke vereinfacht oder Gleichungen löst. Der gemeinsame Teiler, der in diesen Aufgaben ausschlaggebend ist, heißt ggT oder größter gemeinsamer Teiler. Wenn man den ggT erkennt und faktorisiert, hat man eine Menge gewonnen.

[image: Techniker] Der größte gemeinsame Teiler (ggT) ist die größtmögliche Zahl, die jeden Term eines Ausdrucks mit zwei oder mehr Termen glatt teilt.

 
In jeder Aufgabe, die mit Faktorisieren zu tun hat, versucht man zuerst, mit dem ggT, der gebräuchlichsten und einfachsten Methode, zu arbeiten. Und er ist ebenso hilfreich, wenn man Gleichungen löst. Ein Ausdruck mit zwei oder mehr Termen wird durch den Einsatz des größten gemeinsamen Teilers verständlicher und handlicher.
 
Am häufigsten arbeitet man mit dem ggT bei einer Anzahl von Termen. Manchmal kann es allerdings schwierig sein, den ggT zu erkennen. Er kann seltsame Faktoren haben, wie 7, 13 oder 23. Es ist aber kein Weltuntergang, wenn Sie eine dieser Zahlen nicht als Teiler erkennen; es ist nur schöner, wenn Sie es tun.
 
Die drei Terme im Ausdruck [image: images] haben gemeinsame Teiler. Welches ist der ggT? Anhand folgender Schritte können Sie ihn finden.

 
	Bestimmen Sie irgendeinen numerischen Teiler.
Jeder Term hat einen Koeffizienten, der durch eine Potenz von 2, und zwar 4, teilbar ist.

 
	Bestimmen Sie irgendwelche teilenden Variablen.
Jeder Term hat ein x und ein y. Durch die Primfaktorzerlegung können Sie den ggT finden.

 
	Schreiben Sie die Primfaktorzerlegung jedes Terms.
[image: images]

Der ggT ist das Produkt der Faktoren, die alle drei Terme gemeinsam haben.

 
	Finden Sie den ggT.
Der ggT beinhaltet die niedrigste Potenz jeder Variablen oder Zahl, die in einem Term vorkommt. Jede Variable in unserem Beispiel hat die 2 als Teiler. Die kleinste Potenz von 2, die in jedem Faktor vorkommt, ist die 22, also ist 22 Teil des ggT.

Jeder Faktor hat eine Potenz von x. Da die niedrigste Potenz von x, die in dem Beispiel in jedem Faktor vorkommt, 1 ist, gehört auch x1 zum ggT.

In jedem Faktor kommt eine Potenz von y vor. Die niedrigste, in jedem Term vorkommende Potenz ist 2, also ist auch y2 Teil des ggT.

Der ggT ist dann: [image: images].

[image: Tipp] Wenn Sie nach dem größten gemeinsamen Teiler (ggT) suchen, bestimmt die niedrigste Potenz (Exponent) eines Faktors, die in jedem Term vorkommt, die Potenz des Faktors im ggT.

 
	Teilen Sie jeden Term durch den ggT.
Die betreffenden Terme werden folgendermaßen geteilt:

[image: images]



 
Sie sehen, dass alle drei Ergebnisse der Division nichts miteinander gemeinsam haben. Die ersten beiden Terme haben jeweils ein y und der erste beziehungsweise dritte Term haben jeweils ein x, aber es gibt nichts, das in allen Termen vorkommt. Das ist das bestmöglich faktorisierte Ergebnis, nach dem gesucht war.
 
Schreiben Sie noch einmal den ursprünglichen Ausdruck und anschließend faktorisiert mit dem ggT vor einer Klammer:
 
[image: images]
 
Die folgenden Beispiele zeigen ein paar weitere Möglichkeiten.

 
	Finden Sie den ggT von [image: images].
Der ggT ist 40a5, also kann man den Ausdruck schreiben als:

[image: images].

 
	Finden Sie den ggT von [image: images].
Obwohl diese drei Terme keine Primzahlen beinhalten, haben sie nichts gemeinsam – nichts, das in allen dreien vorkommt. Das kann man an der folgenden Primfaktorenzerlegung gut sehen.

[image: images]

Die letzten beiden Terme haben den Faktor z gemeinsam, nicht aber der erste. Da die Terme nicht faktorisiert werden können, heißen sie teilerfremd.



[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.






Kapitel 8

Geteilte Freude: Das Distributivgesetz






IN DIESEM KAPITEL
 
	Preisgelder gerecht verteilen
 
	Binome und Trinome ausmultiplizieren
 
	Gleiche Muster wiedererkennen







 
Algebra ist voll von widersprüchlichen Handlungen. Zuerst sollen Sie faktorisieren (dazu finden Sie noch mehr in Kapitel 9) und dann einem Distributivgesetz, also einem Gesetz zur Verteilung, folgen, ausmultiplizieren oder auflösen genannt. Anders ausgedrückt: Zuerst werden Sie dazu aufgefordert, Brüche zu kürzen, und dann sollen Sie wieder durch Multiplikation größere Zahlen erzeugen. Zuerst sollen Sie Brüche in Dezimalzahlen verwandeln und dann Dezimalzahlen in Brüche.
 
Aber vertrauen Sie mir – für all diese scheinbar gegensätzlichen Rechnungen gibt es gute Gründe. Genauso, wie Sie vorsichtig ein Geburtstagsgeschenk einpacken, damit es am nächsten Tag wieder ausgepackt wird. Man gießt und düngt seinen Rasen – und mäht ihn dann. Sie sehen, (scheinbare) Widersprüche gibt es überall! In diesem Kapitel erkläre ich Ihnen, wann, warum und wie man faktorisiert und ausmultipliziert. Sie werden lernen, mathematische Entscheidungen zu treffen und sie richtig auszuführen.




Gerecht verteilt

Wenn etwas gerecht verteilt wird, bekommen alle Beteiligten einen gleich großen Anteil – einen Teil und nicht doppelt so viel wie ein anderer. Wenn ein Kind Süßigkeiten an Klassenkameraden verteilt, heißt es: »Eins für dich und eins für dich und eins für dich … « Zu Beginn des Spiels Monopoly bekommt jeder Spieler gleich viel Startgeld. Alles andere wäre gemogelt. Wenn ein Preisgeld an ein Team ausgezahlt wird, bekommt jedes Mitglied gleich viel. In der Algebra funktioniert diese Verteilung genauso – jeder bekommt seinen Teil.
 
Das Distributivgesetz besagt nichts anderes, als dass Dinge gerecht verteilt werden sollen. Das Wort distribuere kommt aus dem Lateinischen und heißt verteilen. Algebraische Verteilung bedeutet, jeden Term in einer Klammer mit einem anderen Term außerhalb der Klammer zu multiplizieren.

[image: Sanduhr] Das Distributivgesetz besagt, dass jeder einzelne Term in einer Klammer mit einem Term außerhalb dieser Klammer multipliziert wird. Um einen Term auszumultiplizieren oder aufzulösen, muss man ihn mit allen anderen Termen multiplizieren.
 
[image: images]


 
	Multiplizieren Sie jeden Term mit der Zahl und/oder Variablen außerhalb der Klammer.
Multiplizieren Sie jeden Term in der Klammer mit der Zahl 2.

[image: images]


	Führen Sie die Multiplikationen durch.
[image: images]




Jetzt, da Sie wissen, worum es geht, versuchen Sie, aus dem folgenden Beispiel eine Rechenaufgabe zu erstellen. Bei einem Autohändler haben die fünf Verkäufer A, B, C, D und E im letzten Monat zwei, acht, sechs, fünf und neun Autos verkauft. Das ergibt zusammen [image: images] Autos. Der Besitzer möchte die Verkäufe im nächsten Monat verdoppeln. Er will insgesamt also 60 Autos verkaufen. Wenn jeder der Angestellten seinen Verkauf verdoppelt, sieht das Ganze folgendermaßen aus:

 
	Multiplizieren Sie jeden Term mit der Zahl und/oder Variablen außerhalb der Klammer.
[image: images]

 
	Führen Sie die Multiplikationen durch und addieren Sie die Terme.
[image: images] Autos



 
Die Lösung ist natürlich die gleiche, wenn Sie zuerst die Zahlen innerhalb der Klammern addieren und dann mit 2 multiplizieren. Es ist besser, zuerst mit dem Distributivgesetz zu arbeiten, wenn die Multiplikation eines jeden Terms schönere Zahlen ergibt. Brüche oder Dezimalzahlen in Klammern verwandeln sich beim Multiplizieren manchmal in schöne, ganze Zahlen. Der andere Weg, zuerst innerhalb der Klammern zu addieren, ist besser, wenn die einzelnen Multiplikationen zu groß und kompliziert sind. Manchmal ist es einfach, sich für eine der Methoden zu entscheiden, dann wieder muss man es einfach ausprobieren.





Zuerst ausmultiplizieren

Sehen Sie sich die Aufgabe immer erst gut an, bevor Sie sich für ein Vorgehen entscheiden. Oft kann man auf den ersten Blick erkennen, ob es besser ist, den Term zuerst auszumultiplizieren oder die Zahlen innerhalb der Klammer zuerst zusammenzufassen. Man sollte sich diesen Moment Zeit nehmen, bevor man mit dem komplizierteren Ansatz viel Zeit verschwendet.
 
Anhand des folgenden Beispiels können Sie sehen, was die Entscheidung, zuerst auszumultiplizieren, bedeutet.

 
	Sehen Sie sich an, was passiert, wenn Sie die Brüche in der Aufgabe [image: images] zuerst addieren.
Suchen Sie einen gemeinsamen Nenner und fassen Sie die Brüche zusammen.

[image: images]

 
	Jetzt sehen Sie sich die bessere Methode an, bei der zuerst ausmultipliziert wird.
[image: images]

Die Multiplikation mit 60 befreit Sie von allen Brüchen. Sie müssen also keinen gemeinsamen Nenner mehr finden.

[image: images]



 
Haben Sie erkannt, warum es vorteilhaft ist, in diesem Fall zuerst auszumultiplizieren? Im folgenden Beispiel ist es allerdings einfacher, zuerst die Zahlen in den Klammern zu kombinieren.




Zuerst zusammenfassen

Schauen Sie sich vor dem Ausmultiplizieren immer erst die Größe der Zahlen an. Sind die Zahlen groß, dann wird jeder Term durch die Multiplikation nur noch größer und weniger leicht zu handhaben. Wenn man es also mit großen Zahlen zu tun hat, dann kann es einfacher sein, zuerst Additionen und Subtraktionen innerhalb der Klammern durchzuführen, bevor man den außen stehenden Term mit den restlichen Termen multipliziert.

 
	Multiplizieren Sie zuerst mit 43 aus.
[image: images]

[image: images]

[image: images]

 
	Nun sehen Sie sich die Möglichkeit an, zuerst zu berechnen.
[image: images]




Diese beiden Beispiele sind etwas übertrieben. Der einfachste Weg ist nicht immer so offensichtlich. Wenn Sie aber Ihre Augen für die beiden Möglichkeiten offen halten, können Sie sich eine Menge Zeit und Arbeit sparen.

 



Vorzeichen verteilen

[image: Warnung] Positive [image: images] oder negative [image: images] Vorzeichen sind einfach zu verteilen, aber ein negatives Vorzeichen zu verteilen, kann Fehler verursachen. Noch mehr Widersprüche!
 


Positive Verteilung

[image: Sanduhr] Das Ausmultiplizieren mit einem positiven Vorzeichen verändert die Vorzeichen der Terme nicht.
 
[image: images] ist das Gleiche, wie mit [image: images] zu multiplizieren.

[image: images]

Auch jede andere positive Zahl beeinflusst die Vorzeichen nicht.
 
[image: images]

Es sollte nicht besonders überraschen, dass sich die Vorzeichen in dem Ausdruck nicht verändert haben.




Negative Verteilung

[image: Sanduhr] Das Ausmultiplizieren mit einem negativen Vorzeichen verändert negative Vorzeichen in positive und umgekehrt.
 
Multiplizieren Sie ein negatives Vorzeichen mit ein paar Termen.
 
[image: images] ist das Gleiche, wie mit [image: images] zu multiplizieren.

[image: images]

Verändern Sie jedes Vorzeichen in sein Gegenteil.

[image: Warnung] Ein häufiger Fehler beim Ausmultiplizieren mit negativen Vorzeichen ist, dass das negative Vorzeichen nicht mit allen Termen multipliziert wird. Das ist vor allem der Fall, wenn das negative Vorzeichen versteckt ist. Versteckt bedeutet hier, dass das Vorzeichen nicht vor dem ganzen Term stehen muss. Es kann auch zwischen zwei Termen stehen, die subtrahiert werden. Lassen Sie sich von solchen negativen Zeichen nicht in die Irre führen.

 
	Multiplizieren Sie den ersten Term aus.
[image: images]

Multiplizieren Sie 4x mit x und 2.

[image: images]

 
	Multiplizieren Sie den zweiten Term aus.
Multiplizieren Sie das negative Vorzeichen mit 5x und 3, indem Sie das Vorzeichen jedes Terms verändern. Seien Sie vorsichtig: Man kann leicht den Fehler machen, nur 5x mit dem negativen Vorzeichen zu multiplizieren.

[image: images]

 
	 Führen Sie die Multiplikationen durch und fassen Sie die Terme zusammen.
[image: images]








[image: Anekdote] Palindrome


 
Das Wort Palindrom  kommt aus dem Griechischen und bedeutet rückwärtslaufend. Ein Palindrom ist ein Wort, ein Satz oder sogar ein ganzes Gedicht, das rückwärts und vorwärts gelesen den gleichen Sinn ergibt. Zum Beispiel »Sei fein, nie fies!« oder »Regine, wette weniger!« Okay, über den inhaltlichen Sinn von Satz-Palindromen kann man sich streiten. Wort-Palindrome sind beispielsweise: »Rentner«, »Lagerregal«, »Neffen« oder »stets«.
 
Zahlen-Palindrome waren für Mathematiker schon immer von Interesse. Die Quadratzahlen 121 oder 14.641 sind Palindrome. Es gibt Palindrom-Daten, zum Beispiel den 10. September 1901 (1091901). Und offensichtlich ergibt die Addition von vielen Zahlen mit den Ziffern dieser Zahlen in umgekehrter Reihenfolge ein Palindrom. Wenn es einmal nicht funktioniert, muss man den gleichen Schritt nur oft genug wiederholen. Die Zahl 146 ergibt von hinten gelesen 641. Wenn man die beiden Zahlen addiert, erhält man 787.









Verteilung mit Rollentausch

Wendet man das Distributivgesetz auf einen Term an, das heißt, multipliziert man einen algebraischen Ausdruck aus, macht man nicht mehr, als die einzelnen Terme zu multiplizieren. Was bedeutet das im Zusammenhang mit dem Kommutativgesetz?

[image: Erinnerung] Multiplikation ist kommutativ, das heißt, dass die Reihenfolge, in der man multipliziert, keine Rolle spielt: [image: images]
 
Was passiert, wenn man beim Ausmultiplizieren die Reihenfolge verändert? Schließlich sind auch Addition und Subtraktion mit im Spiel.

 
	Multiplizieren Sie die folgenden Terme aus.
Nehmen Sie den Term [image: images] und vergleichen Sie ihn mit [image: images]. Im ersten Ausdruck steht die 3 am Anfang.

[image: images]

 
	Führen Sie die Multiplikationen durch.
[image: images]

 
	Multiplizieren Sie jeden Term mit der 3 nach der Klammer.
Im zweiten Ausdruck steht die 3 am Ende. 

[image: images]

Die Faktoren können in jedem Term umgedreht werden, da Multiplikation kommutativ ist.

 
	Führen Sie die Multiplikation durch.
[image: images]

Die Ergebnisse sind genau gleich. Juhu! Schon wieder eine Vereinfachung.




 


Variablen ins Spiel bringen

Wendet man das Distributivgesetz  auf Terme mit Variablen an, kommen Multiplikationsregeln und Regeln für Exponenten ins Spiel. Wenn verschiedene Variablen multipliziert werden, kann man sie ohne ein Multiplikationszeichen nebeneinander schreiben. Wenn die gleichen Variablen als Grundzahlen multipliziert werden, addiert man die Exponenten.

[image: Erinnerung] Die Regel zum Multiplizieren von Potenzen besagt, dass die Exponenten addiert werden, wenn die Grundzahlen die gleichen sind:
 
[image: images]


Diese Regel kommt in der folgenden Aufgabe zur Anwendung.

 
	Multiplizieren Sie den Term aus.
Multiplizieren Sie a mit dem Ausdruck [image: images]:

[image: images]

 
	Führen Sie die Multiplikation durch.
[image: images]



 
Und noch einmal:

 
	Multiplizieren Sie den Term aus.
Multiplizieren Sie a 3 mit dem Ausdruck [image: images]:

[image: images]

 
	Addieren Sie die Exponenten.
[image: images]

 
	Berechnen Sie das endgültige Ergebnis.
[image: images] 





[image: Erinnerung] An der Addition von Exponenten ändert sich nichts, wenn negative Vorzeichen oder Brüche vorkommen. Zum Beispiel:
 
[image: images]; [image: images]; [image: images].


 
	Multiplizieren Sie den Term aus.
Multiplizieren Sie z 4 mit dem Term.

[image: images]

 
	Addieren Sie die Exponenten.
[image: images]

 
	Berechnen Sie das endgültige Ergebnis.
[image: images]




 
[image: Erinnerung] Der Exponent null bedeutet, dass der Wert der Potenz eins beträgt.
 
[image: images]


Man fasst Exponenten mit unterschiedlichen Vorzeichen unter Verwendung der Regeln für das Addieren und Subtrahieren von Zahlen mit Vorzeichen zusammen. Exponenten mit Brüchen werden zusammengefasst, wenn man einen gemeinsamen Nenner gefunden hat. Exponenten mit unechten Brüchen lässt man so stehen.
 
Versuchen Sie, ein paar Aufgaben zu lösen, die möglichst viel des behandelten Stoffs beinhalten: Ausmultiplizieren von Zahlen und Variablen, von verschiedenen Potenzen mit mehr als einer Variablen, von negativen Zahlen, von gebrochenen Potenzen und von Wurzeln.

 
	Fassen Sie die Variablen unter Verwendung der Regeln für Exponenten zusammen.
Multiplizieren Sie jeden Term mit 5x.

[image: images]

Führen Sie die Multiplikationen durch.

[image: images]

 
	Fassen Sie die Variablen mit der gleichen Grundzahl unter Verwendung der Regeln für Exponenten zusammen. Die Vorzeichen der Lösung ergeben sich durch die Regeln für die Multiplikation von Zahlen mit Vorzeichen.
[image: images]

Multiplizieren Sie jeden Term mit [image: images].

[image: images]

Führen Sie die Multiplikationen durch.

[image: images]

 
	Beachten Sie, dass der letzte Term der folgenden Lösung das Gegenteil des Terms außerhalb der Klammer ist. Er wurde mit [image: images] multipliziert, dem letzten Term innerhalb der Klammer.
[image: images]

Multiplizieren Sie jeden Term mit 5x 2 y 3.

[image: images]

Führen Sie die Multiplikationen durch und addieren Sie Exponenten, wo möglich.

[image: images]

Es gibt keine ähnlichen Terme, die man zusammenfassen könnte.






Negative Vorzeichen verteilen

Das Ausmultiplizieren mit negativen Vorzeichen wandelt alle Vorzeichen in ihr Gegenteil um. Nur gleiche Variablen verändern stattdessen ihre Exponenten, vorausgesetzt, die Basis ist die gleiche. 

 
	Sehen Sie sich folgendes Beispiel an, das voll von negativen Vorzeichen ist (allerdings nicht im übertragenen Sinn).
[image: images]

Multiplizieren Sie jeden Term mit [image: images].

[image: images]

Führen Sie die Multiplikationen durch.

[image: images]

 
	Im nächsten Beispiel wird der erste Term mit [image: images] und der zweite Term mit 4x 2 ausmultipliziert.
[image: images]

Multiplizieren Sie mit den beiden Faktoren aus.

[image: images]

Führen Sie die Multiplikationen durch.

[image: images]

Die beiden Terme mit x 2 kann man zusammenfassen.

[image: images]




 


Negative Exponenten ergeben gebrochene Lösungen

Wie die Überschrift vermuten lässt, kann eine Basis mit einem negativen Exponenten in einen Bruch verwandelt werden. Die Potenz wird zum Nenner, dabei verliert der Exponent sein negatives Vorzeichen. Dann setzt man eine Eins als Zähler ein – und fertig.

[image: Erinnerung] Die Formel für die Verwandlung von negativen Exponenten in Brüche lautet [image: images]. In Kapitel 4 erfahren Sie mehr über negative Exponenten.
 
Das folgende Beispiel zeigt, wie ein negativer Exponent einen Bruch ergeben kann.

 
	Multiplizieren Sie die Klammer mit [image: images].
[image: images]

[image: images]

Fassen Sie die Exponenten zusammen.

[image: images]

Der Faktor b mit dem Exponenten 0 wird zu 1.

[image: images]

Der nächste Schritt zeigt das endgültige Ergebnis ohne negative Exponenten – unter Verwendung der Formel für die Verwandlung von negativen Exponenten in Brüche.

[image: images]







Arbeiten mit gebrochenen Exponenten

Gebrochene Exponenten funktionieren beim Ausmultiplizieren  genauso wie ganze Exponenten. Sie werden addiert. Der einzige Haken besteht darin, dass Brüche die gleichen Nenner haben müssen, um addiert werden zu können.

 
	Versuchen Sie, folgende Aufgabe mit gebrochenen Exponenten zu lösen, um sich die Problematik besser vorstellen zu können.
[image: images]

Multiplizieren Sie mit [image: images].

[image: images]

Ordnen Sie die Variablen und addieren Sie die Exponenten.

[image: images] 

[image: images]

Führen Sie die Additionen durch.

[image: images]

[image: Erinnerung] Wurzeln können in Potenzen mit gebrochenen Exponenten verwandelt werden. Das ist praktisch, wenn man Terme mit der gleichen Basis zusammenfassen möchte und einige dieser Grundzahlen unter Wurzeln sind.

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]


 
Es ist einfacher, diese Ausdrücke auszumultiplizieren, wenn man zuerst alles in gebrochene Exponenten verwandelt. (Mehr zum Thema Rechnen mit Exponenten und Wurzeln finden Sie in Kapitel 4.)

[image: Erinnerung] Der Wurzelexponent der Wurzel wird zum Nenner des gebrochenen Exponenten. Zum Beispiel:
 
[image: images] und [image: images]


[image: Erinnerung] Ein in Klammern stehendes Produkt von Potenzen potenziert man, indem man jeden Faktor mit dem Exponenten außerhalb der Klammer multipliziert. Zum Beispiel:
 
[image: images]


 
	Verwandeln Sie die Wurzeln in einen gebrochenen Exponenten.
[image: images]

 
	Multiplizieren Sie die Exponenten.
[image: images]

 
	Multiplizieren Sie die Klammer aus.
[image: images]

 
	Addieren Sie die Exponenten der Variablen.
[image: images]

 
	Vereinfachen Sie die Brüche.
[image: images]




[image: Erinnerung] Vereinfachen heißt, Ausdrücke so weit wie möglich zusammenzufassen, um ein Ergebnis in seiner einfachsten Form darzustellen.



 
	Wie Sie sehen, kann man im folgenden Beispiel nichts zusammenfassen.
[image: images]

Multiplizieren Sie mit a 3 b 4 c 6 aus.

[image: images]

Führen Sie die Multiplikationen durch.

[image: images]




 


Mehr als einen Term ausmultiplizieren

Die vorangegangenen Abschnitte beschäftigen sich damit, wie man einen Term mit einer Reihe weiterer Terme ausmultipliziert. Jetzt erfahren Sie, wie man ein Binom  mit zwei Termen und ein Polynom  mit drei oder mehr Termen ausmultipliziert. 

[image: Techniker] Das Wort Polynom besteht aus zwei Teilen: poly heißt viele, nomen heißt Name oder Bezeichnung. Ein Polynom ist ein algebraischer Ausdruck mit zwei oder mehr Termen. Ein Polynom mit einem Term ist ein Monom, ein Polynom mit zwei Termen ist ein Binom, ein Polynom mit drei Termen ist ein Trinom.



Binome ausmultiplizieren

Beim Ausmultiplizieren eines Binoms mit einer Anzahl von Termen muss man beide Terme des Binoms auf jeden der weiteren Terme verteilen, also mit ihnen multiplizieren. Anhand folgender Schritte sehen Sie, wie das funktioniert:

 
	Teilen Sie das erste Binom in seine zwei Terme auf.
Zum Beispiel: In [image: images] wird das erste Binom zu x 2 und 1.

 
	Multiplizieren Sie jeden dieser Terme mit den anderen Termen.
Multiplizieren Sie zuerst den ersten Term des ersten Binoms, also x 2, mit dem zweiten Binom, und anschließend den zweiten Term des ersten Binoms, also 1, mit dem zweiten Binom.

[image: images]

 
	Führen Sie die Multiplikationen durch.
[image: images]

 
	Vereinfachen und fassen Sie zusammen.
In diesem Fall kann nichts kombiniert werden.



 
Nachdem das Prinzip jetzt klar ist, versuchen Sie, die folgende Aufgabe zu lösen, die in allen Termen Variablen hat.

 
	Teilen Sie das erste Binom in seine zwei Terme auf.
In [image: images] wird das erste Binom zu a und b.

 
	Multiplizieren Sie jeden dieser Terme mit den anderen Termen.
Multiplizieren Sie a und b mit den Termen.

[image: images]

 
	Führen Sie die Multiplikationen durch.
[image: images]

 
	Vereinfachen Sie.
Man kann einige Terme zusammenfassen. Beachten Sie, dass der zweite und der vierte Term beziehungsweise der dritte und der fünfte Term Gegensätze sind.

[image: images]

Die Lösung lässt sich sehr schön vereinfachen.



 
Beachten Sie im folgenden Beispiel, dass das negative Vorzeichen mit den letzten drei Termen multipliziert wird und dass die mittleren beiden Terme des Ergebnisses Gegensätze sind.

 
	Teilen Sie das erste Binom in seine zwei Terme x 2 und [image: images] auf.
[image: images]

 
	Multiplizieren Sie jeden dieser Terme mit den anderen Termen.
[image: images]

 
	Führen Sie die Multiplikationen durch.
[image: images]

 
	Vereinfachen Sie.
Multiplizieren Sie und addieren Sie die Exponenten.

[image: images]

Fassen Sie die Terme zusammen.

[image: images]



 




[image: Anekdote] Polynome unter der Lupe


 
Was ist die höchste Potenz in einem Polynom? Die höchste Potenz von [image: images] ist beispielsweise 3, also ist es ein Binom dritten Grades. Es handelt sich um ein Binom, weil das Polynom zwei Terme hat, und um den dritten Grad, weil die höchste vorkommende Potenz 3 ist. Ein Polynom fünften Grades hat die höchste Potenz 5.
 
Der Koeffizient vor dieser höchsten Potenz heißt Leitkoeffizient. Ist der Leitkoeffizient 1, heißt das Polynom normiert. Eine Zahl ohne Variable heißt Absolutglied. Beispielsweise ist [image: images] ein Polynom vom Grad 3 mit Leitkoeffizient 2 und Absolutglied 3.
 
Die Polynome der ersten Grade haben auch besondere Namen:
 
Grad 0: konstant
 
Grad 1: linear
 
Grad 2: quadratisch
 
Grad 3: kubisch









Trinome ausmultiplizieren

Ein Trinom, ein Polynom mit drei Termen, kann ebenso mit einem weiteren Term ausmultipliziert werden. Jeder Term des ersten Faktors wird mit dem zweiten Faktor multipliziert. Anschließend vereinfacht man den Ausdruck und fasst zusammen, was zusammengefasst werden kann.
 
In der folgenden Aufgabe lernen Sie, wie man Trinome ausmultipliziert.

 
	Teilen Sie das Trinom in seine drei Terme auf:  x, y und 2.
[image: images]

 
	Multiplizieren Sie jeden Term des Trinoms mit den anderen Termen.
[image: images]

 
	Führen Sie die Multiplikationen durch.
[image: images]

 
	Vereinfachen Sie.
[image: images]







Polynom mal Polynom

Die Regel, die Sie gleich kennenlernen, trifft auf jedes Produkt mit einer beliebigen Anzahl von Termen zu. Man kann diese generelle Methode auf vier, fünf und mehr Terme anwenden.

[image: Sanduhr] Wenn man ein Polynom (viele Terme) auf eine beliebige Anzahl von weiteren Termen verteilt (sie ausmultipliziert), muss jeder Term des ersten Faktors mit jedem Term des zweiten Faktors multipliziert werden. Nach der Multiplikation wird vereinfacht und zusammengefasst.
 
Das folgende Beispiel besteht ausschließlich aus Variablen, die alle unterschiedlich sind.

 
	Teilen Sie die Terme des ersten Faktors auf und multiplizieren Sie jeden dieser Terme mit dem zweiten Faktor.
[image: images]

[image: images]

 
	Führen Sie die Multiplikationen durch.
[image: images]

 
	Fassen Sie die Terme zusammen.
In diesem Fall gibt es keine ähnlichen Terme – prüfen Sie das aber immer nach!



 
Im nächsten Beispiel können Sie sehen, wie man zwei Trinome ausmultipliziert.

 
	Teilen Sie die Terme des ersten Faktors auf und multiplizieren Sie jeden dieser Terme mit dem zweiten Faktor.
[image: images]

[image: images]

 
	Führen Sie die Multiplikationen durch.
[image: images]

 
	Kombinieren Sie die Terme.
[image: images]



 
Im folgenden Beispiel kommen ausschließlich zwei Typen von Variablen vor. Dadurch unterscheidet sich die Aufgabe ein wenig von der vorangegangenen, obwohl auch hier zwei Polynome miteinander ausmultipliziert werden.

 
	Teilen Sie die Terme des ersten Faktors auf und multiplizieren Sie jeden dieser Terme mit dem zweiten Faktor.
[image: images]

[image: images]

 
	Führen Sie die Multiplikationen durch.
[image: images]

Seien Sie vorsichtig beim Ausmultiplizieren des zweiten Faktors mit der negativen Variablen.

 
	Kombinieren Sie die Terme.
[image: images]




  


Besonders verteilt: Binomische Formeln

Das Ausmultiplizieren von Polynomen ist nicht schwierig, aber man kann Zeit sparen, wenn man ein paar Besonderheiten des Ausmultiplizierens kennt. Dann muss man nicht alles mühsam multiplizieren, sondern kann anhand von festen Regeln eine »Abkürzung« beim Rechnen nehmen. Erkennt man eine dieser möglichen Abkürzungen nicht, ist es auch kein Weltuntergang – man ärgert sich höchstens über sich selbst.



Binomische Formeln erkennen

Es gibt verschiedene Arten von binomischen Formeln. Im Folgenden lernen Sie einige dieser Vereinfachungen beim Ausmultiplizieren von Polynomen kennen.

[image: Sanduhr] Multipliziert man das gleiche Binom mit sich selbst – jeder der ersten beiden Terme wird mit jedem der zweiten beiden Terme multipliziert –, beinhaltet das Trinom, das man dabei erhält, die Quadrate der beiden Terme und zweimal ihr Produkt:
 
[image: images]


 
	Das Ergebnis der folgenden Rechnung ist die Summe zweimal ihres Produkts und der Quadrate von x und 3.
[image: images]

Das Quadrat von x ist x 2.

Das Quadrat von 3 ist 9.

Zweimal das Produkt von x und 3 ist [image: images].

[image: images]

Beachten Sie die Reihenfolge der Terme: absteigende Potenz von x.

 
	Versuchen Sie folgende binomische Rechnung mit negativen Vorzeichen. Vergessen Sie dabei nicht, sowohl die 4 als auch die Variable y zu quadrieren.
[image: images]

Das Quadrat von 4y ist 16y 2.

Beachten Sie, dass das folgende Quadrat positiv ist.

Das Quadrat von [image: images] ist [image: images].

Zweimal das Produkt von 4y und [image: images] ist [image: images]

Also gilt: [image: images].

 
	Im folgenden Beispiel sind alle Terme Variablen.
[image: images] 

Das Quadrat von a 3 ist (a 3)2.

Das Quadrat von b 2 ist (b 2)2.

Zweimal das Produkt von a 3 und b 2 ist 2a 3 b 2.

Also gilt: [image: images].

 
	Die letzten beiden Terme stehen im folgenden trinomischen Beispiel jeweils in Klammern.
[image: images]

Das Quadrat von x ist x 2.

Das Quadrat von [image: images]

Zweimal das Produkt von x und [image: images].

[image: images]

Wenn man das Ganze ausmultiplizieren möchte, kann man noch den zweiten Term auflösen.

[image: images]







Gleiche Terme – andere Vorzeichen

Es gibt nur einen kleinen Unterschied – allerdings mit großer Wirkung – zwischen den folgenden Multiplikationen und denen im vorhergehenden Abschnitt. Es werden ebenfalls die gleichen Binome multipliziert, allerdings findet vom ersten Faktor zum zweiten ein Wechsel des Vorzeichens statt. Die Terme sind die gleichen, nur sind sie einmal mit einem Plus- und einmal mit einem Minus-Zeichen getrennt. Es handelt sich um eine weitere binomische Formel.
 
Die Summe zweier Terme multipliziert mit ihrer Differenz ist leicht wiederzuerkennen und einfach zu berechnen. 

[image: Sanduhr] Für jede reelle Zahl a und b gilt:
 
[image: images]


Beachten Sie, dass der mittlere Term verschwunden ist, weil man bei dieser binomischen Formel immer einen Term und seine Gegenzahl erhält, die sich gegenseitig aufheben. Die einzelnen Schritte sehen Sie hier:
 
[image: images]

Multiplizieren Sie a und b mit dem zweiten Faktor.
 
[image: images] 

 
	Diese Formel funktioniert immer, also kann man in diesem Fall der Multiplikation stets die »Abkürzung« gehen.
[image: images]

Der erste Term im Quadrat ist x.

Der zweite Term ist immer negativ und ebenfalls ein Quadrat.

[image: images]

Also gilt: [image: images].

 
	Versuchen Sie, diese einfache Formel – die Summe zweier Terme mit ihrem Gegenteil zu multiplizieren – am folgenden, etwas komplizierteren Beispiel anzuwenden.
[image: images]

Das Quadrat von ab ist [image: images].

Die Gegenzahl von 5 im Quadrat ist [image: images].

Also gilt: [image: images].

 
	Im folgenden Beispiel können Sie diese Formel an Termen in Klammern anwenden.
[image: images]

5 im Quadrat ist 25.

Die Gegenzahl von [image: images] im Quadrat ist [image: images].

Quadrieren Sie das Binom und verteilen Sie die negativen Zeichen richtig.

[image: images]

Also gilt: [image: images].







Die Differenz zwischen zwei Kubikzahlen finden

Was sind bitte Kubikzahlen ? Das Wort leitet sich von lateinisch cubus, Würfel, ab – eine Kubikzahl bestimmt dementsprechend das Volumen eines Würfels. Anders als diese dreidimensionalen Objekte sind die Kubikzahlen in diesem Abschnitt ganze Zahlen, die mit sich selbst multipliziert werden – drei Mal. Erinnern Sie sich, dass ein Wert mit sich selbst multipliziert ein Quadrat ergibt; ein Wert, der dreimal mit sich selbst multipliziert wird, ist eine Kubikzahl oder der Wert hoch drei. Die Variable x als Kubikzahl, in der dritten Potenz oder hoch drei ist x 3. Die Zahl drei hoch drei ist beispielsweise 27, weil [image: images] ist.
 
Eine binomische Formel, die die Differenz von zwei Werten in der dritten Potenz ergibt, ist schwer zu erkennen. Man kann diese Tatsache leicht übersehen, bis man die Lösung vor sich hat und dann ein »jetzt seh' ich es auch« von sich gibt. Zu erkennen, was die Differenz zwischen zwei Kubikzahlen ergibt, ist vor allem in Kapitel 15 wichtig, das sich mit Gleichungen dritten Grades (Gleichungen, die mindestens einen Term der mindestens dritten Potenz beinhalten) beschäftigt.

[image: Sanduhr] Die Differenz zweier Terme in der dritten Potenz entspricht der Differenz ihrer Kubikwurzeln multipliziert mit einem Trinom, das die Quadrate der Kubikwurzeln und die Gegenzahl des Produkts der Kubikwurzeln beinhaltet. Für jede reelle Zahl a und b gilt:
 
[image: images]


Um festzustellen, ob eine Multiplikation die Differenz zweier Terme der dritten Potenz ergibt, prüft man, ob die Multiplikation ein Binom [image: images], die Differenz zwischen zwei Termen, beinhaltet. Dieses Binom muss multipliziert werden mit einem Trinom [image: images], das die beiden Quadrate der Terme und die Gegenzahl ihres Produkts beinhaltet. 

[image: Erinnerung] Die Gegenzahl einer Zahl ist die gleiche Zahl mit einem umgekehrten Vorzeichen. Wenn es sich um eine negative Zahl handelt, ist die Gegenzahl positiv, und umgekehrt.

 
	Versuchen Sie es und sehen Sie dabei, wie das Ganze funktioniert.
[image: images]

Multiplizieren Sie das Trinom mit a und b.

[image: images]

Führen Sie die Multiplikationen durch.

[image: images]

Beachten Sie, dass die mittleren vier Terme sich allesamt auflösen.

Es bleibt: [image: images].

Das behandelte Muster ergibt also immer die Differenz zweier Potenzen dritten Grades.

 
	Wenn Sie das Muster im folgenden Beispiel, das mit Variablen und Zahlen arbeitet, wiedererkennen, haben Sie sich die Goldmedaille der Algebra verdient!
[image: images]

ab im Quadrat ist [image: images], und ab hoch drei ist [image: images].

Also ergibt [image: images].







Die Summe von zwei Kubikzahlen finden

Sollte Ihnen die folgende binomische Formel bekannt vorkommen: Sie funktioniert genauso wie die Berechnung der Differenz zweier Kubikzahlen, abgesehen davon, dass zwei Vorzeichen sich ändern. Das Binom hat ein Plus-Zeichen und der mittlere Term des Trinoms wird subtrahiert.
 
[image: images]

Wenn Sie mit diesen beiden Faktoren arbeiten, mit denen Sie die Differenz oder die Summe zweier dritter Potenzen erhalten, müssen Sie nur auf die unterschiedlichen Vorzeichen achten. Das Vorzeichen des Binoms ist immer das Gegenteil des Vorzeichens in der Mitte des Trinoms. Sehen Sie sich in der folgenden Gleichung an, was ich meine. Das erste Ergebnis ist die Summe der dritten Potenzen, das zweite Ergebnis ist die Differenz der dritten Potenzen.
 
[image: images]

Rechnen Sie die folgenden Beispiele durch, um das Ganze besser nachvollziehen zu können.

 
	Das Vorzeichen im Binom ist [image: images], also hat auch das Ergebnis ein [image: images]. Die Zahl 4 in der dritten Potenz ist 64.
[image: images]

 
	Das Gegenteil des Produkts von 6 und 5yz ist [image: images]. Der Faktor in der dritten Potenz ist [image: images].
[image: images]




[image: Tipp] Genauso praktisch, wie eine Liste von Quadratzahlen zu haben, die häufig in der Algebra gebraucht werden, ist es, eine Liste von Kubikzahlen, von dritten Potenzen ganzer Zahlen, zu haben. Man kann zwar jederzeit einen Taschenrechner verwenden, um die dritte Potenz einer Zahl herauszufinden, aber man spart Zeit, wenn man sie schon weiß. Außerdem kann es sehr hilfreich sein, wenn man eine Kubikzahl als solche erkennt.
 
Versuchen Sie, sich die zehn Zahlen in Tabelle 8.1 einzuprägen.
 





	 [image: images]

	 [image: images]




	 [image: images]
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	 [image: images]
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	 [image: images]
 
 



Tabelle 8.1: Die ersten zehn Kubikzahlen



 

[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.

 



Kapitel 9

Faktorisieren im ersten Grad






IN DIESEM KAPITEL
 
	Termen Gemeinsamkeiten entziehen
 
	Variablen gegen Zahlen ausspielen
 
	Den größten gemeinsamen Teiler (ggT) finden
 
	Terme zusammenbringen







 
Viele Leute leben nach dem Motto »je größer, desto besser«; dieses Motto mag auf Gehälter, Kuchen oder Häuser zutreffen, in der Algebra funktioniert es nicht. Meistens ist genau das Gegenteil wahr: Kleine Zahlen sind einfacher zu handhaben und überschaubarer als große Zahlen. In diesem Kapitel erfahren Sie, wie Sie zu solchen »je kleiner, desto besser«-Termen kommen. Terme, Ausdrücke und Funktionen ersten Grades haben eine Variable mit dem Exponenten 1. Die Methoden des Faktorisierens, die Sie gleich kennenlernen, lassen sich weitgehend auf höhere Grade übertragen.




Faktorisieren
 
Faktorisieren ist ein anderer Ausdruck für: »Schreiben Sie diesen Ausdruck so als Produkt.« Zu Beginn hat man meistens zwei oder mehr Terme und muss herausfinden, wie man diese verwandeln kann. Die beiden Ausdrücke müssen dabei gleichwertig sein.



Mit Zahlen faktorisieren
 
Bevor ich Ihnen die Regeln und Anleitungen zum algebraischen Faktorisieren erkläre, möchten Sie vielleicht wissen, wie das Ergebnis des Faktorisierens aussieht. Schauen Sie sich also zuerst die folgenden Beispiele an:
 
Faktorisieren ist das Gegenteil von Ausmultiplizieren (dazu mehr in Kapitel 8). Beim Ausmultiplizieren multipliziert man eine Reihe von Termen mit dem gleichen Faktor. Beim Faktorisieren sucht man hingegen, was eine Reihe von Termen gemeinsam hat, um es dann aus dem Ausdruck auszuklammern, jeden Term also durch diesen gemeinsamen Faktor zu dividieren. Stellen Sie sich die Terme als Brüche vor, deren gemeinsame Nenner Sie suchen. Beim Faktorisieren wird dieser Term außerhalb einer Klammer geschrieben, während die Ergebnisse der Divisionen in den Klammern stehen bleiben.

 
	Finden Sie einen gemeinsamen Faktor.
In der Funktion [image: images] ist 2 ein gemeinsamer Faktor.

 
	Teilen Sie jeden Term durch den gemeinsamen Faktor, schreiben Sie das Ergebnis der Division in Klammern und den Faktor davor.
In unserem Ergebnis sieht das so aus: [image: images]

 
	Suchen Sie nach weiteren Faktoren.
Die Terme in der Klammer sind immer noch ziemlich groß, sie haben noch etwas gemeinsam: 4. Wenn Sie mit 4 faktorisieren, bekommen Sie:

[image: images]

 
	Vereinfachen Sie die Lösung.
Wenn Sie mit 2 und dann mit 4 faktorisieren, ist der gesamte Wert des Faktors das Produkt von 2 und 4, also 8:

[image: images]



 
Es ist schön, wenn Sie gleich am Anfang merken, dass Sie mit einer großen Zahl wie 8 faktorisieren können, aber wenn Sie erst in ein paar Schritten daraufkommen, ist das genauso gut.

[image: Erinnerung] Es ist hilfreich, wenn Sie sich folgende Begriffe in Erinnerung rufen und versuchen, sie sich zu merken.


 
	Funktion: Eine eindeutige Relation, die aufzeigt, wie Dinge zusammengehören und voneinander abhängig sind.
 
	Faktor: Die Werte, die bei einer Multiplikation miteinander multipliziert werden und die zusammen ein Produkt ergeben.
 
	Koeffizient: Die Zahl, die vor einer Variablen steht und das »Wie-Oft« der Variablen bestimmt.
 
	Konstante: Zahl oder Variable, die nie ihren Wert ändert.




Zum Beispiel: [image: images] ist ein Term. Im ersten Summanden werden drei Faktoren miteinander multipliziert. Die 5 ist ein Koeffizient. Der zweite Summand hat zwei Faktoren, 4 und z, der dritte Summand ist eine Konstante.

[image: Sanduhr] Einen algebraischen Ausdruck kann man wiedergeben als das Produkt der größten Zahl, die alle Terme glatt teilt, multipliziert mit dem Ergebnis der Division.

[image: images]


Die folgenden Beispiele zeigen, wie es geht:

 
	Martin hat sechs Katzen, Moritz hat 18 Hamster, Paul hat 16 Papageien und Georg hat vier Hunde. Die vier möchten die Haustiere während ihres Urlaubs in Tierpensionen unterbringen, sie davor aber in ähnliche Gruppen aufteilen. Wie können sie das machen?
Die Summe der Zahlen, die für die Tiere steht, ist [image: images], von denen sich jede glatt durch 2 teilen lässt. 6 und 18 können durch 6 geteilt werden, 16 und 4 lassen sich allerdings nicht durch 6 teilen. 16 und 4 können durch 4 geteilt werden, 6 und 18 aber nicht.

Also ist 2 die größte Zahl, durch die sich alle Zahlen glatt teilen lassen.

Demnach können die vier Tierfreunde zwei Gruppen von Tieren in die Tierpension bringen: [image: images]. Nette Vorstellung!

 
	Im folgenden Beispiel hat jeder Term einen Koeffizienten, der sich durch 3 teilen lässt. Der ggT (größter gemeinsamer Teiler) der Zahlen ist 3, das heißt, dass es keinen größeren Faktor als 3 gibt, der alle Terme glatt teilt.
Faktorisieren Sie [image: images]:

[image: images]

Die Terme in der Klammer ergeben sich, wenn man jeden Term durch 3 teilt. Diese Terme haben nichts mehr gemeinsam.

 
	Jeder Term in diesem Beispiel lässt sich durch 6 teilen.
Faktorisieren Sie [image: images]

[image: images]

[image: Erinnerung] Teilerfremd heißt, dass zwei Terme keinen Primfaktor gemeinsam haben. Wenn der einzige Faktor, den sich zwei Terme teilen, 1 ist, dann sind sie teilerfremd. Beispielsweise ist 1 die einzige Zahl, die sowohl 18 als auch 25 teilt. 18 und 25 sind also teilerfremd.

 
	Der korrekte Weg, um den folgenden Term zu faktorisieren, wäre, eine Primfaktorzerlegung jeder Zahl vorzunehmen und nach dem ggT (größter gemeinsamer Teiler) zu suchen. Praktischer und wahrscheinlich schneller ist die Methode, nach dem größten Faktor zu suchen, den man mit bloßem Auge erkennen kann. Faktorisieren Sie mit dieser Zahl und sehen Sie dann, ob Sie die Zahlen in der Klammer erneut faktorisieren können. Wiederholen Sie die Division, bis alle Terme in der Klammer teilerfremd sind.
[image: images]

Teilen Sie jeden Term durch 2.

[image: images]

Die Zahlen in der Klammer sind eine Mischung aus geraden und ungeraden Zahlen, also kann man nicht noch einmal durch 2 dividieren. Die Zahlen sind allerdings alle durch 3 teilbar, aber es gibt noch eine bessere Möglichkeit.

Beachten Sie, dass sich die Ziffern jeder Zahl zu 9 addieren lassen (Quersumme). Das ist die Voraussetzung, um eine Zahl durch 9 teilen zu können. Also teilt 9 jeden Term glatt.

[image: images]

Multiplizieren Sie jetzt die 2 mit der 9, Sie bekommen:

[image: images]

Sie hätten jeden Term gleich zu Anfang durch 18 teilen können, aber nicht viele Menschen haben die Vielfachen von 18 im Kopf. Das geht sogar für mich ein bisschen zu weit.







[image: Anekdote] Diophantos


 
Der Mathematiker Diophantos, der erste, der Zeichen verwendete, um seine Theorien zu systematisieren, lebte irgendwann zwischen 100 und 400 n. Chr. Manche sehen in ihm den Vater der Algebra. Indem er Zeichen verwendete, konnte er Zahlen in bestimmte Kategorien einteilen und, ebenfalls mithilfe von Zeichen, ihre Eigenschaften erforschen. Einer der Schüler von Diophantos fasste sein Leben folgendermaßen in einem algebraischen Rätsel zusammen:
 
Diophantos’ Jugend dauerte ein Sechstel seines Lebens. Ein Zwölftel später wuchs ihm ein Bart. Nach einem weiteren Siebtel heiratete er. Fünf Jahre später bekam er einen Sohn. Dieser Sohn lebte exakt halb so lang wie sein Vater, der vier Jahre nach seinem Sohn starb. Zusammen ergibt das die Lebensjahre Diophantos’.
 
Für den Fall, dass Sie die Lösung nicht erwarten können: Diophantos lebte 84 Jahre lang.









Mit Variablen faktorisieren
 
Variablen stehen für Zahlen; Variablen mit Exponenten stehen für die Potenzen der gleichen Zahlen. Deswegen können Variablen genauso wie Zahlen mit einem Ausdruck faktorisiert werden – wie das geht, erfahren Sie gleich.

[image: Sanduhr] Wenn man potenzierte Variablen faktorisiert, kann man höchstens die kleinste Potenz, die in einem Term vorkommt, ausklammern. In der Funktion [image: images] ist 2 die kleinste Potenz von a: a2. Man kann mit a2 faktorisieren, weil a2 der ggT, der größte gemeinsame Teiler, ist. Etwas anderes kann man hier nicht ausklammern.

[image: images]


[image: Tipp] Zwei schnelle Proben:


 
	Multiplizieren Sie die Lösung im Kopf durch, um sicherzugehen, dass die faktorisierte Form der ursprünglichen Funktion gleichwertig ist.
[image: images]

 
	Eine weitere Probe besteht darin, den Ausdruck in der Klammer daraufhin zu überprüfen, ob noch gleiche Variablen in allen Termen vorkommen.
Sehen Sie sich folgendes Beispiel an, um beide Proben durchzuführen. Stellen Sie sich vor, Sie haben gerade erst die Aufgabe faktorisiert.

[image: images]

Bekommen Sie die ursprüngliche Funktion wieder, wenn Sie die Lösung ausmultiplizieren? Multiplizieren Sie im Kopf:

[image: images] Richtig!

[image: images] Richtig!

[image: images] Richtig!

Das sind die drei ursprünglichen Terme.

Zur zweiten Probe: Sehen Sie sich an, was in der Lösung in Klammern steht. Die ersten beiden Terme haben y und der zweite und dritte haben x und z. Also kommt keine Variable in allen drei Termen vor. Richtig!








Mit Zahlen und Variablen faktorisieren
 
Im Folgenden werden mithilfe des ggT Kombinationen von Zahlen und Variablen faktorisiert. Wenn Sie einen oder mehrere Teiler übersehen, ist das gar kein Problem: Dann faktorisieren Sie eben in einem nächsten Schritt mit diesem Teiler. Wenn Sie mit mehr als einem Schritt faktorisieren, spielt es keine Rolle, in welcher Reihenfolge Sie die Teiler ausklammern. Sie können mit Zahlen oder Variablen anfangen – Sie erhalten immer das gleiche Ergebnis.

 
	Faktorisieren Sie [image: images].
Der ggT ist 6xy2z.

Also ist [image: images].

 
	Im folgenden Beispiel ist der größte gemeinsame Teiler 100. Obwohl in den ersten drei Termen Potenzen von a und b vorkommen, finden sie sich nicht im letzten Term. Pech gehabt.
Faktorisieren Sie [image: images].

[image: images]

 
	Der folgende Term kann nicht faktorisiert werden. Die Einzelterme sind teilerfremd. Obwohl jede der Zahlen zusammengesetzt ist (jede kann durch einen anderen Wert als sich selbst dividiert werden), haben sie keinen gemeinsamen Teiler. Die drei Terme haben nichts gemeinsam.
Faktorisieren Sie [image: images].

 
	In diesem Beispiel können Sie feststellen, dass nichts verloren ist, wenn Sie nicht gleich am Anfang mit dem ggT faktorisieren. In einem zweiten Durchgang können Sie das Verpasste nachholen. Oft ist das Faktorisieren in mehreren Schritten einfacher, weil die Zahlen, durch die man jedes Mal teilt, kleiner sind und man so im Kopf rechnen kann.
Faktorisieren Sie [image: images]

Nehmen wir an, Sie halten 4x2y für den ggT dieser Funktion.

Dann gilt: [image: images]

Wenn Sie sich den Ausdruck in den Klammern ansehen, werden Sie feststellen, dass jede dieser Zahlen durch 11 teilbar ist und dass in jedem Term noch ein y vorkommt. Die Terme in der Klammer haben den ggT von 11y.

[image: images]

Man kann auch gleich zu Beginn mit dem ggT von 44x2y2 faktorisieren, aber nicht jeder erkennt die Vielfachen von 44 durch bloßes Hinsehen. Man hätte auch in zwei oder mehr Schritten in einer anderen Reihenfolge und mit jeweils anderen Faktoren vorgehen können. Es kommt immer das gleiche Ergebnis heraus.

 
	Im nächsten Beispiel ist jeder Term negativ. Wenn Sie das negative Vorzeichen ausklammern, werden alle Terme in der Klammer positiv. [image: images]


[image: Warnung] Wenn Sie mit einer negativen Zahl faktorisieren, achten Sie darauf, die Vorzeichen der Terme zu verändern.

 


Zusammenfassen
 
Gruppen bilden sich, wenn Menschen etwas miteinander gemeinsam haben. Setzen Sie 20 Leute auf einer Insel aus, lassen Sie sie ein paar Tage dort und Sie werden sehen, dass diese 20 Leute Gruppen bilden, indem sich jeder diejenigen sucht, mit denen er etwas anfangen kann.
 
Ähnliches gilt für das Faktorisieren: Man bildet »Gruppen«, indem man in Klammern zusammenfasst. Die Regeln sind zwar festgelegt und die Zahlen werden sich wahrscheinlich nicht von selbst gruppieren, aber das Prinzip ist das gleiche.
 
Wenn Sie zusammenfassen, um zu faktorisieren:

 
	Teilen Sie die Terme in zwei Klammern mit jeweils zwei Termen.
 
	Suchen Sie in jeder dieser Klammern nach dem größten gemeinsamen Teiler (ggT).
 
	Reduzieren Sie den Ausdruck auf die Hälfte der Terme.
(Halb so viele Terme bekommen Sie beim Faktorisieren.)

 
	Suchen Sie im neuen Ausdruck nach einem ggT.
(Wenn Sie keinen finden, versuchen Sie, die Terme in Schritt 1 neu zu ordnen.)

 
	Faktorisieren Sie mit dem ggT.



 
Schauen Sie sich die folgende Funktion an.

[image: images]


Sie sehen, dass einige Terme die 4 und andere Terme x oder y gemeinsam haben. Es gibt allerdings weder eine Zahl noch eine Variable, die alle Terme gemeinsam haben. Man kann sie aber in zwei Teile zusammenfassen, die unabhängig voneinander faktorisiert werden können.

 
	Teilen Sie die Terme in Klammern mit jeweils zwei Termen.
Fassen Sie die ersten beiden und die letzten beiden Terme zusammen.

[image: images]


	Suchen Sie in jeder dieser Klammern nach dem ggT.
[image: images]

 
	Reduzieren Sie den Ausdruck auf die Hälfte der Terme.
[image: images]

 
	Suchen Sie im neuen Ausdruck nach einem ggT.
Der neue ggT ist [image: images].

 
	Faktorisieren Sie mit dem ggT.
[image: images]



 
Zusammenfassen hilft einem nur weiter, wenn die beiden voneinander getrennten Ausdrücke etwas gemeinsam haben. Im vorangegangenen Beispiel war das der Fall: Jede der beiden Klammern beinhaltete [image: images] Deswegen konnte mit [image: images] faktorisiert werden.
 
[image: images]
 
Das ist die faktorisierte Form. Wenn man die Ausdrücke ausmultipliziert, erhält man die vier Terme, mit denen man angefangen hat.
 
Auch im folgenden Beispiel gibt es nichts, was alle Terme gemeinsam haben. Wenn Sie aber die ersten beiden und die letzten beiden zusammenfassen, können Sie faktorisieren.
 
Faktorisieren Sie [image: images].

 
	Teilen Sie die Terme in Klammern mit jeweils zwei Termen.
[image: images]

 
	Suchen Sie in jeder dieser Klammern nach dem ggT.
[image: images]

 
	Reduzieren Sie den Ausdruck auf die Hälfte der Terme.
[image: images]

 
	Suchen Sie im neuen Ausdruck nach einem ggT.
Der ggT ist [image: images].

 
	Faktorisieren Sie mit dem ggT.
[image: images]



 
Was passiert, wenn die Terme nicht in dieser Reihenfolge stehen? Woher weiß man dann, in welcher Reihenfolge man vorgehen muss? Mischen wir die Terme und schreiben die Aufgabe folgendermaßen: [image: images]
 
Die ersten beiden Terme haben einen ggT von x2y. Die beiden letzten Terme haben einen ggT von [image: images]. Wenn man faktorisiert, erhält man [image: images].
 
Die Ausdrücke in den Klammern sehen nicht genau gleich aus, aber Addition ist kommutativ – man kann in jeder beliebigen Reihenfolge addieren und bekommt das gleiche Ergebnis. Wenn man die 9 und a im letzten Faktor tauscht, sieht er genauso aus wie der erste.
 
[image: images]
 
Jetzt kann man mit [image: images] faktorisieren.
 
[image: images]
 
Die beiden Faktoren dieser Lösung sind die Faktoren der ersten Lösung in umgekehrter Reihenfolge, aber Multiplikation ist ebenfalls kommutativ.
 
Sehen Sie sich dieses letzte Beispiel an, in dem die beiden Termenpaare zusammengefasst und faktorisiert werden.
 
[image: images]
 
Die Ausdrücke in den Klammern sehen ähnlich aus, aber sie sind nicht gleich. Es würde in diesem Fall auch nicht weiterhelfen, die Reihenfolge zu ändern. Wir haben zwar jetzt zwei Terme, aber ohne einen gemeinsamen Faktor. Diesen Ausdruck kann man nicht weiter vereinfachen.

[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.





Kapitel 10

Faktorisieren im zweiten Grad






IN DIESEM KAPITEL
 
	Aufsteigen in den zweiten Grad
 
	Jedes mit jedem: Ohne Probleme ausmultiplizieren
 
	Faktorisieren für Fortgeschrittene
 
	Quadratische Terme in den Griff bekommen







 
Algebra beschäftigt sich ausgiebig mit quadratischen Termen, wie [image: images] oder [image: images], weil sie in der Analysis oder der Physik sehr oft verwendet werden. Würde ein Gleichheitszeichen [image: images]  vorkommen, handelte es sich um Gleichungen. Die gute Nachricht ist, dass man gut mit ihnen klarkommt. Die schlechte Nachricht – nun, es gibt keine! Es ist einfach unglaublich schön, mit quadratischen Termen zu arbeiten.
 
Quadratische Terme beinhalten mindestens eine Variable der zweiten Potenz. Ein quadratischer Term kann einen oder mehr Terme haben, wobei nicht alle Terme eine Variable der zweiten Potenz aufweisen müssen, aber es muss eben mindestens einen Term mit dem Exponenten 2 geben. Außerdem können quadratische Terme keine größere Potenz als 2 haben. Die höchste Potenz eines Terms legt seinen Namen fest.
 
Einige quadratische Funktionen können eine Variable aufweisen, wie [image: images]. Andere können zwei oder mehr Variablen haben, wie [image: images]. Alle kommen in der Mathematik und anderen Wissenschaften vor. In diesem Kapitel zeige ich Ihnen, wie Sie mit diesen Termen arbeiten können.




Quadratische Terme kennenlernen

[image: Sanduhr] Ein quadratischer Term beinhaltet mindestens eine Variable der zweiten Potenz und keine Variable mit einer höheren Potenz als 2. Wenn [image: images] ist, sieht ein quadratischer Term der Standardform folgendermaßen aus:


[image: images]  



Beachten Sie, dass die folgenden Beispiele für quadratische Terme jeweils eine Variable der zweiten Potenz aufweisen. Eine höhere Potenz als 2 findet sich allerdings nicht.

[image: images]  

[image: Tipp] In diesen Funktionen werden normalerweise Variablen wie x, y, z oder w verwendet. Die letzten Buchstaben des Alphabets werden generell eher für Variablen eingesetzt, während die ersten Buchstaben des Alphabets normalerweise für Konstanten oder Zahlen stehen. Das muss nicht zutreffen, ist aber häufig der Fall.
 
In einem quadratischen Term kann die Variable, die in der zweiten Potenz steht, nicht null entsprechen. Wenn diese Variable null sein könnte, wäre der Term nicht mehr quadratisch. Alle anderen Variablen der Funktion können null entsprechen.
 
Die Teilterme eines quadratischen Terms müssen nicht positiv sein.
 
Normalerweise beginnt man mit dem Term der zweiten Potenz, dann folgt die erste Potenz und zuletzt die Zahl.

[image: Tipp] Wenn in einem Term mehr als eine Variable vorkommt, suchen Sie nach der Variablen in der zweiten Potenz und schreiben den Term nach dieser Variablen. Das bedeutet, dass Sie zuerst den Term mit der Variablen zweiten Grades und dann die restlichen in absteigender Potenz schreiben. 


[image: images]  
 


Das ist ein Term zweiten Grades nach y. Man notiert den Term üblicherweise so:

[image: images]  
 
Die Klammern sind in diesem Fall nicht wirklich notwendig und ändern nichts; sie werden aber manchmal zur deutlicheren Akzentuierung verwendet. Die Klammern helfen, die verschiedenen Teile besser als solche zu erkennen.
 
Im folgenden Beispiel müssen Sie eine Entscheidung treffen.

[image: images]  
 
Diese Funktion kann nach a oder x quadratisch sein.
 
Zweite Potenz in a: [image: images]
 
Obwohl ein Faktor zweiten Grades von x im letzten Term steht, wird dieser Term hier wie eine Konstante behandelt. Das gilt aber nur für den Fall, dass die quadratische Funktion nach a geschrieben wird.
 
Nach einem Rollenwechsel sieht das Ganze schon anders aus.
 
Zweite Potenz nach x: [image: images]
 




[image: Anekdote] Berühmte quadratische Gleichungen


 
Wahrscheinlich kommen Ihnen die folgenden quadratischen Funktionen und Gleichungen zum Teil bekannt vor:
 
[image: images]: Dafür ist Einstein berühmt! Diese Gleichung hat nur einen Term – mehr brauchte der gute Albert nicht. E steht für Energie, m für Masse und c ist eine Konstante, die der Lichtgeschwindigkeit entspricht.

[image: images]: Vielleicht haben Sie mit dieser Gleichung in der Grundschule gearbeitet. Man erhält die Fläche eines Quadrats, indem man die Länge einer Seite des Quadrats in die zweite Potenz hebt. A steht für die Fläche und a für die Länge der Seite.

[image: images]: Das ist Pythagoras’  berühmter Beitrag zum Verständnis des rechtwinkligen Dreiecks. a und b stehen für die Längen der beiden Katheten, der kürzeren Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks, und c steht für die Länge der Hypotenuse, der langen Seite.

[image: images]: Diese Gleichung steht für die Fläche eines Kreises, wobei r den Radius bezeichnet und π den Flächeninhalt eines Kreises vom Radius 1.

Das sind nur ein paar wenige der berühmteren quadratischen Gleichungen. Es kann sein, dass sie Ihnen in Aufgaben begegnen, in denen Sie sie faktorisieren müssen, um Gleichungen zu lösen und Ergebnisse zu finden.









Große Zahlen zähmen

Auch unter den quadratischen Termen  gibt es solche, die schwerer zu handhaben sind. Manche lassen sich durch Faktorisieren vereinfachen, manche sind allerdings völlig unkooperativ – man kommt nicht weiter mit ihnen. In diesem Abschnitt komme ich zu meinem Lieblingsthema zurück: den größten gemeinsamen Teiler finden. Wenn die Terme in dem quadratischen Term etwas gemeinsam haben, kann man diesen Wert ausklammern und mit einem übersichtlicheren Term weiterarbeiten.

 
	Den folgenden quadratischen Term kann man übersichtlicher gestalten, indem man mit einem gemeinsamen Teiler faktorisiert und das Ergebnis mit einem hübschen, überschaubaren Term wiedergibt.
[image: images]  

Die Terme bestehen aus großen Zahlen, aber man kann jede dieser Zahlen durch 800, den ggT, teilen.

[image: images]  

 

 
	Der folgende quadratische Term beinhaltet vier verschiedene Variablen in der zweiten Potenz. Nur x kommt im ersten Grad vor. Also könnte man den Term beispielsweise nach x schreiben und eine andere Variable ausklammern.
[image: images]  

Schreiben Sie die Funktion in absteigender Potenz von x.

[image: images]  

Finden Sie den ggT, hier a 2, und faktorisieren Sie damit.

[image: images]  











Algebra-Sprache

 
Ein Ausdruck wie eine Menge Leute hat kein Verb, ein algebraischer Term  wie [image: images] hat kein Gleichheitszeichen [image: images]. Weder der Ausdruck noch der Term stellen eine Behauptung auf.
 
Eine Erklärung oder eine algebraische Gleichung  auf der anderen Seite stellt eine Behauptung auf. In einer Behauptung muss ein Verb vorkommen, das dem Gleichheitszeichen einer algebraischen Gleichung entspricht. Man kann sagen, dass [image: images] eine 9 ergibt. Eine Erklärung wie »Das Auto ist 15.000 Euro wert« kann wahr oder falsch sein, je nachdem, um welches Auto es sich handelt. Eine mathematische Erklärung, eine Gleichung, wie [image: images] behauptet etwas. Ob diese Behauptung wahr ist, hängt davon ab, wofür x und y stehen.










Jeder Term mit jedem Term

In diesem Kapitel geht es eigentlich um das Faktorisieren. Davor möchte ich Ihnen allerdings noch eine weitere Methode des Ausmultiplizierens zweier Binome näher bringen. In Kapitel 8 habe ich Ihnen einen Weg gezeigt, zwei Binome aufzulösen, jetzt lernen Sie einen anderen Weg kennen.



Auflösen leicht gemacht

Viele quadratische Terme wie [image: images] sind das Ergebnis einer Multiplikation zweier Binome (zwei Terme, die durch Addition oder Subtraktion voneinander getrennt werden). Man kann die Multiplikation rückgängig machen, indem man sie faktorisiert.

[image: images]  
 
Die rechte Seite ist die faktorisierte Form. Aber woran sieht man, dass die linke Seite der Gleichung der rechten entspricht? Das Ganze funktioniert nicht mit einem größten gemeinsamen Teiler, den man durch Gemeinsamkeiten finden kann.
 
Man kann die beiden Binome in einem Schritt ausmultiplizieren. Das Einzige, was man dabei unbedingt beachten muss, ist die Tatsache, dass jeder Term mit jedem Term multipliziert  wird. Normalerweise geht man dabei in dieser Reihenfolge vor: 

 
	die beiden ersten Terme der Binome: [image: images]
 
	die beiden äußeren Terme der Binome: [image: images]
 
	die beiden inneren Terme der Binome: [image: images]
 
	die beiden letzten Terme der Binome: [image: images]


 
Man muss nicht diese Reihenfolge wählen, es ist aber der übliche Weg.
 
In jedem Binom gibt es einen linken und einen rechten Term, aber die beiden Terme haben auch noch je eine weitere Bezeichnung. Diese Bezeichnungen beziehen sich auf die Positionen der Terme, wenn man die ganze Multiplikation betrachtet. Die beiden Terme in der Mitte sind die inneren Terme, die beiden Terme, die nicht in der Mitte stehen, sind die äußeren Terme. Zum Beispiel: [image: images]: a und c sind die ersten Terme, b und d sind die letzten Terme, a und d sind die äußeren Terme, b und c sind die inneren Terme. Also hat jeder Term zwei Namen. In [image: images] kann man 2x entweder den ersten oder den äußeren Term nennen. Abbildung 10.1 visualisiert das Ganze.

[image: ] 
Abbildung 10.1: Jeder Term mit jedem Term
 
 
 
Anhand folgender Schritte können Sie sehen, wie diese Methode des Ausmultiplizierens funktioniert.

 
	Multiplizieren Sie die beiden ersten Terme jedes Binoms miteinander.
[image: images]  

 
	Multiplizieren Sie die äußeren Terme miteinander.
[image: images]  

 
	Multiplizieren Sie die inneren Terme miteinander.
[image: images]  
 
 
	Multiplizieren Sie die letzten Terme miteinander.
[image: images]  

 
	Listen Sie die Ergebnisse auf.
[image: images]  

 
	Fassen Sie ähnliche Terme zusammen.
[image: images]  



 
Wenn Sie das erste Binom aufteilen und mit dem zweiten ausmultiplizieren (wie in Kapitel 8), bekommen Sie das gleiche Ergebnis. Aber wenn man es mit Binomen zu tun hat, ist die eben gezeigte Methode einfacher.
 
Sehen Sie sich folgendes Beispiel mit zwei negativen Termen an.

[image: images]  

 
	Multiplizieren Sie die ersten Terme.
[image: images]  

 
	Multiplizieren Sie die äußeren Terme.
[image: images]  

 
	Multiplizieren Sie die inneren Terme.
[image: images]  

 
	Multiplizieren Sie die letzten Terme.
[image: images]  

 
	Listen Sie die Ergebnisse auf.
[image: images]  

 
	Fassen Sie ähnliche Terme zusammen.
[image: images]  



 
Die folgende Aufgabe ist ein bisschen komplizierter. Aber mit unserer Methode kann man in kleinen Schritten vorgehen und die Ergebnisse dann in der endgültigen Lösung zusammenfassen.
 
Multiplizieren Sie [image: images] aus.

 
	Multiplizieren Sie die ersten Terme.
[image: images]  
 
 
	Multiplizieren Sie die äußeren Terme.
[image: images]  

 
	Multiplizieren Sie die inneren Terme.
[image: images]  

 
	Multiplizieren Sie die letzten Terme. Bei diesen handelt es sich um zwei weitere Binome, die auch noch ausmultipliziert werden müssen.
[image: images]  

 
	Listen Sie die Ergebnisse auf.
[image: images]  

 
	Fassen Sie ähnliche Terme zusammen.
[image: images]  



 
Jetzt zu den beiden Binomen aus Schritt 4: [image: images]. Multiplizieren Sie aus.

 
	Multiplizieren Sie die ersten Terme: [image: images].
 
	Multiplizieren Sie die äußeren Terme: [image: images].
 
	Multiplizieren Sie die inneren Terme: [image: images].
 
	Multiplizieren Sie die letzten Terme: [image: images].
 
	Listen Sie die Ergebnisse auf: [image: images].
 
	Fassen Sie ähnliche Terme zusammen: [image: images].
Setzen Sie jetzt dieses Ergebnis in das erste Teilergebnis ein und Sie erhalten:

 

 

[image: images]  
 
Das mag langwierig aussehen, ist aber immer noch einfacher, als die Terme der ersten Binome Schritt für Schritt aufzulösen. Erinnern Sie sich an die Regeln für die Multiplikation einer Summe zweier Terme mit der Differenz dieser Terme? Wenn Ihre Antwort »Ja!« lautet, lassen Sie folgende Aufgabe aus, klopfen sich auf die Schulter und nehmen ein Fleißkärtchen in Empfang. Wenn Ihre Antwort »Nein!« lautet, klopfen Sie sich trotzdem auf die Schulter und machen einfach weiter.
 
Die Multiplikation einer Summe zweier Terme mit der Differenz dieser Terme ist einfach, weil die beiden mittleren Terme sich aufheben – beide haben den gleichen Betrag, nur ist einer positiv und der andere negativ.

[image: images]  


 
Die nächste Aufgabe funktioniert entsprechend. Nur arbeiten wir im Folgenden mit der neuen Methode des Ausmultiplizierens, bei der die Regel für die Multiplikation einer Summe zweier Terme mit der Differenz dieser Terme noch offensichtlicher wird.

[image: images]  

 
	Multiplizieren Sie die ersten Terme: [image: images].
 
	Multiplizieren Sie die äußeren Terme: [image: images].
 
	Multiplizieren Sie die inneren Terme: [image: images]
 
	Multiplizieren Sie die letzten Terme: [image: images].
 
	Listen Sie die Ergebnisse auf: [image: images].


 
Fassen Sie ähnliche Terme zusammen: Die Produkte 15x und [image: images] sind Gegenzahlen, also bleiben nur der erste und der letzte Term übrig.

[image: images]  
 
Sehen Sie sich die folgenden quadratischen Gleichungen an: ein paar weitere Beispiele für die Multiplikation einer Summe zweier Terme mit der Differenz dieser Terme.

[image: images]  







[image: Anekdote] Carl Friedrich Gauß, ein Wunderkind


 
Der Mathematiker Carl Friedrich Gauß, ein Wunderkind, war drei Jahre alt, als er ein paar Rechnungen in der Lohnbuchhaltung seines Vaters korrigierte. In seinem Leben lieferte er ein paar bemerkenswerte Beiträge zur Mathematik.
 
Als Gauß noch Schüler war, soll sein Mathematik-Lehrer der Klasse eines Tages die Aufgabe gestellt haben, die Summe aller Zahlen von 1 bis 100 zu finden, um die Kinder einige Zeit zu beschäftigen. Nach kurzer Zeit, der Lehrer hatte es sich gerade gemütlich gemacht, hatte der kleine Carl Friedrich die Lösung gefunden. Der Lehrer sah sich ungläubig das Ergebnis des Jungen an, das natürlich richtig war. Gauß war kein Additionszauberer. Er dachte nach und fand ein Zahlen-Muster, das die Addition einfacher und viel interessanter machte. Er stellte fest, dass [image: images] und so weiter war. 49 dieser 100er-Summen, die 50 in der Mitte und die 100 am Ende ergeben 5.050.
 
Dank Gauß haben wir heute eine Formel für die Summe jeder Liste von aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen. Diese Formel lautet: [image: images]. S steht für die Summe der Zahlen und n ist die größte, oder letzte, Zahl in der Liste, die mit 1 beginnt.






 


Faktorisieren für Fortgeschrittene

Wenn Sie sich einen Term wie [image: images] ansehen, denken Sie wahrscheinlich, dass die Aufgabe, diesen Ausdruck durch zwei faktorisierte  Binome wiederzugeben, furchtbar kompliziert ist. Vielleicht fragen Sie sich auch, ob man überhaupt auf diese Weise faktorisieren kann. Glauben Sie mir, dass diese Aufgabe gar nicht so schwierig ist!
 
Das Schöne ist, dass es ein bestimmtes System gibt, mit dem man einen Term so faktorisieren kann, dass man zwei Binome erhält. Sie folgen einem System, das Ihnen hilft, die richtige Lösung zu finden – oder eben keine Lösung zu finden, wenn sich nicht faktorisieren lässt. Es funktioniert nicht mit allen Termen, aber sicher mit quadratischen Termen der Form [image: images]. Habe ich schon erwähnt, dass es wunderbar ist, mit quadratischen Termen zu arbeiten?
 
Ein paar Überlegungen vorab:

 
	Überzeugen Sie sich, dass Sie es wirklich mit einem Term der Form [image: images] zu tun haben.
 
	Denken Sie daran, dass die Terme in absteigender Potenz vorkommen müssen.
 
	Wenn nötig, sehen Sie sich noch einmal die Liste der Primzahlen und Quadratzahlen an (auf der Schummelseite finden Sie beides).
 
	Gehen Sie nach folgenden Schritten vor.



[image: Sanduhr] Anhand folgender Schritte können Sie einen quadratischen Term der Form [image: images] faktorisieren.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert a ergeben.
Jede Zahl kann als mindestens ein Produkt wiedergegeben werden, auch wenn es nur diese Zahl multipliziert mit 1 sein sollte. Nehmen wir also an, es gibt zwei Zahlen, e und f, deren Produkt a entspricht: [image: images]. Diese beiden Zahlen brauchen wir für die Lösung.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert c ergeben.
Sollte c negativ sein, ignorieren Sie diese Tatsache vorerst. Konzentrieren Sie sich zunächst auf die Faktoren, die zusammen c ergeben.

Nehmen wir an, dass die Zahlen g und h miteinander multipliziert c ergeben: [image: images]. Auch diese Zahlen werden wir für die Lösung brauchen.

 
	Jetzt brauchen wir das Vorzeichen von c und die Zahlenpaare von Schritt 1 und 2.
 
	Angenommen, c ist positiv: Suchen Sie nach einem Wert aus Schritt 1 und einem Wert aus Schritt 2, deren Produkt addiert zu dem Produkt der beiden anderen Werte b ergibt.
Nehmen wir an, diese Voraussetzung wird mit e · g und f · h erfüllt, dann muss es heißen: [image: images].

 
	 Angenommen, c ist negativ: Suchen Sie nach einem Wert aus Schritt 1 und einem Wert aus Schritt 2, deren Produkt subtrahiert von dem Produkt der beiden anderen Werte b ergibt.
Nehmen wir an, diese Voraussetzung wird mit e · g und f · h erfüllt, dann muss es heißen: [image: images].




 
	Ordnen Sie diese Werte als Binome an.
Die Werte e und f, die Faktoren des ersten Produkts, müssen in den Binomen an erster Stelle stehen, g und h, die Faktoren des zweiten Produkts, an zweiter Stelle.

[image: images]  

 
	Wählen Sie die richtigen Vorzeichen.
Beide Vorzeichen sind positiv, wenn b und c positiv sind.

Beide Vorzeichen sind negativ, wenn b negativ und c positiv ist.

Ein Vorzeichen ist positiv und das andere negativ, wenn c negativ ist; welches Vorzeichen wo steht, hängt davon ab, ob c positiv oder negativ ist und wie man die Faktoren anordnet.



 
Anhand dieser Schritte können Sie den quadratischen Term [image: images] der Form [image: images] mit absteigender Potenz faktorisieren.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert a ergeben.
Diese Zahlen bekommen Sie mit der Primfaktorzerlegung (mehr zum Thema in Kapitel 7) von a.

[image: Erinnerung] Primzahlen lassen sich nur durch sich selbst und 1 dividieren. Mit der Primfaktorzerlegung findet man die Primzahlen, die miteinander multipliziert den Ausgangswert ergeben.

Manchmal ist es sehr hilfreich, die infrage kommenden Zahlenpaare aufzuschreiben.

Im Beispiel [image: images] ist der Wert von [image: images]. Die einzige Multiplikation, die 2 ergibt, ist [image: images].

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert c ergeben.
In unserem Beispiel entspricht c dem Wert –12. Kümmern Sie sich zunächst nicht um das negative Vorzeichen, das erst im nächsten Schritt wichtig wird. Suchen Sie nach Faktoren, die 12 ergeben.

Es gibt drei Möglichkeiten, mit zwei miteinander multiplizierten Zahlen 12 zu erhalten: 1 · 12, 2 · 6 und 3 · 4.

 
	 Sehen Sie sich jetzt das Vorzeichen von c und die Zahlenpaare aus Schritt 1 und 2 an.
1. Angenommen, c ist positiv: Suchen Sie nach einem Wert aus Schritt 1 und einem Wert aus Schritt 2, deren Produkt addiert zu dem Produkt der beiden anderen Werte b ergibt.

2. Angenommen, c ist negativ: Suchen Sie nach einem Wert aus Schritt 1 und einem Wert aus Schritt 2, deren Produkt subtrahiert von dem Produkt der beiden anderen Werte b ergibt.

 
	Wählen Sie ein Produkt aus Schritt 1 und eines aus Schritt 2. In unserem Beispiel entspricht c dem Wert [image: images] und b dem Wert 5. Suchen Sie nach einer Kombination aus Schritt 1 und 2, deren Differenz 5 ergibt.
Versuchen Sie es mit 1 · 2 aus Schritt 1 und 3 · 4 aus Schritt 2. Multiplizieren Sie die 1 mit der 3 und dann die 2 mit der 4.

[image: images]  

Die beiden Produkte sind 3 und 8, ihre Differenz entspricht 5.

[image: images]  


 
	Ordnen Sie diese Werte als Binome an. Setzen Sie für die jeweils ersten Terme der Binome 1x und 2x ein, die miteinander multipliziert das erste Produkt des quadratischen Terms, 2x 2, ergeben. Setzen Sie entsprechend für die beiden letzten Terme die übrigen Werte 4 und 3 ein, die miteinander multipliziert das letzte Produkt des quadratischen Terms 12, ergeben.
[image: images]  


 
	Wählen Sie die richtigen Vorzeichen.
[image: images]  



 
Im nächsten Beispiel, [image: images] können Sie aus vielen Zahlenpaaren wählen.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert a ergeben.
a ist 24, es kommen folgende Zahlenpaare infrage: 1 · 24, 2 · 12, 3 · 8, 4 · 6.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert c ergeben.
c ist 45, es kommen folgende Zahlenpaare infrage: 1 · 45, 3 · 15, 5 · 9.

 
	Sehen Sie sich das Vorzeichen von c und die Listen in Schritt 1 und 2 an, um herauszufinden, ob Sie nach einer Summe oder einer Differenz suchen.
c ist negativ, also suchen Sie nach einer Differenz von 34 zwischen den Produkten.

 
	 Wählen Sie jeweils ein Produkt aus Schritt 1 und Schritt 2.
Nehmen Sie 4 · 6 und 5 · 9: Das Produkt von 4 und 5 ist 20, das Produkt von 6 und 9 ist 54. Die Differenz dieser beiden Produkte ist 34.

 
	Ordnen Sie diese Werte als Binome an.
(4x 9)(6x 5)ergeben die gewünschten Produkte.

 
	Wählen Sie die richtigen Vorzeichen.
[image: images]  




Die richtigen Kombinationen springen einem nicht unbedingt entgegen. Dabei ist es hilfreich, eine Liste der möglichen Zahlenpaare vor sich zu haben. Man kann systematisch die unterschiedlichen Kombinationen ausprobieren. Nehmen Sie beispielsweise 1 · 24 und versuchen Sie es mit allen drei Zahlenpaaren, die für c stehen können: 1 · 45, 3 · 15 oder 5 · 9. Wenn keine Kombination funktioniert, versuchen Sie es mit der 2 · 12 und wieder allen Zahlenpaaren für c. Probieren Sie mit dieser Methode alle Kombinationen durch. Wenn keine funktioniert, wissen Sie, dass alle Möglichkeiten ausgeschöpft sind. Auf diese Weise müssen Sie nicht befürchten, etwas übersehen zu haben.
 
Im nächsten Beispiel, [image: images], brauchen Sie die Summe der beiden Produkte.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert a ergeben.
a ist 2, es kommt nur 1 · 2 infrage.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert c ergeben.
c ist 4, es kommen 1 · 4 und 2 · 2 infrage.

 
	Sehen Sie sich das Vorzeichen von c und die Listen in Schritt 1 und 2 an, um herauszufinden, ob Sie nach einer Summe oder einer Differenz suchen.
c ist positiv, also suchen Sie nach der Summe der beiden Produkte.

 
	Wählen Sie jeweils ein Produkt aus Schritt 1 und Schritt 2.
Nehmen Sie 1 · 2 und 1 · 4, Sie bekommen 1 · 1, also 1, und 2 · 4, also 8. Die Summe von 1 und 8 beträgt 9.

 
	Ordnen Sie diese Werte als Binome an.
[image: images]  

 
	Wählen Sie die richtigen Vorzeichen.
[image: images]  
 


 
Im folgenden Beispiel, [image: images], sind alle Terme positiv. Sie brauchen also wiederum die Summe der beiden Produkte. Sie haben außerdem viele Möglichkeiten für die Zahlenpaare.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert a ergeben.
10 kann 1 · 10 oder 2 · 5 sein.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert c ergeben.
15 kann 1 · 15 oder 3 · 5 sein.

 
	Sehen Sie sich das Vorzeichen von c und die Listen in Schritt 1 und 2 an, um herauszufinden, ob Sie nach einer Summe oder einer Differenz suchen.
Der letzte Term ist positiv, also brauchen Sie die Summe der beiden Produkte, um 31 zu erhalten.

 
	Wählen Sie jeweils ein Produkt aus Schritt 1 und Schritt 2.
Nehmen Sie 2 · 5 und 3 · 5 und Sie erhalten 2 · 3, also 6, und 5 · 5, also 25. Die Summe von 6 und 25 ist 31.

 
	Ordnen Sie diese Werte als Binome an.
[image: images]  

 
	Wählen Sie die richtigen Vorzeichen.
[image: images]  



 
Auch unser letztes Beispiel, [image: images], sieht auf den ersten Blick wie ein toller Kandidat für das Faktorisieren mit dieser Methode aus. Sie werden aber sehen, dass man nicht alles in diesem Term faktorisieren kann. Wenn Sie es mit unserer Methode versuchen, wissen Sie anschließend, dass Sie alles »Menschenmögliche« getan haben.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert a ergeben.
18 kann 18 · 1, 2 · 9 oder 3 · 6 sein.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert c ergeben.
4 kann 1 · 4 oder 2 · 2 sein.

 
	Sehen Sie sich das Vorzeichen von c und die Listen in Schritt 1 und 2 an, um herauszufinden, ob Sie nach einer Summe oder einer Differenz suchen.
Der letzte Term ist negativ, also brauchen Sie die Differenz der beiden Produkte, um 27 zu erhalten.

 
	 Wählen Sie jeweils ein Produkt aus Schritt 1 und Schritt 2.
Sie finden keine Kombination, deren Differenz 27 ergibt? Probieren Sie alle Möglichkeiten durch, um sicher zu sein, dass Sie nichts übersehen haben.


 
	Kombinieren Sie 1 · 18 mit 
1 · 4: Sie erhalten eine Differenz von 14, wenn Sie mit 1 · 4 und 18 · 1 rechnen, oder eine Differenz von 71, wenn Sie mit 1 · 1 und 18 · 4 rechnen.

2 · 2: Sie erhalten eine Differenz von 34, wenn Sie mit 1 · 2 und 18 · 2 rechnen. Eine zweite Möglichkeit gibt es nicht, da beide Faktoren gleich sind.

 
	Kombinieren Sie 2 · 9 mit
1 · 4: Sie erhalten eine Differenz entweder von 34, mit (2)(1) und (9)(4), oder von 1, mit 2 · 4 und 9 · 1.

2 · 2: Sie erhalten wieder nur eine Differenz, und zwar 14.

 
	Kombinieren Sie 3 · 6 mit 
1 · 4: Sie erhalten eine Differenz von 21, mit 3 · 1 und 6 · 4, oder von 6, mit 3 · 4 und 6 · 1.

2 · 2: Sie erhalten die Differenz von 6.





 
Jetzt können Sie sicher sein, dass dieser quadratische Term nicht faktorisiert werden kann. Sie haben alle Möglichkeiten, eine Differenz von 27 zu finden, erschöpft.




Funktionen verschiedentlich faktorisieren

Manchmal muss man eine Aufgabe mehr als einmal faktorisieren. In diesem Abschnitt erfahren Sie, wie Sie zwei unterschiedliche Techniken des Faktorisierens auf die gleiche Aufgabe anwenden können. Dieses Verfahren unterscheidet sich allerdings von der wiederholten Anwendung der gleichen Technik, wie einen gemeinsamen Teiler mehrmals auszuklammern.
 
Ein quadratischer Term, wie [image: images], kann auf zwei Arten faktorisiert werden. Von der Reihenfolge hängt dabei ab, ob Sie es sich leicht oder schwer machen.
 
Zuerst zeige ich Ihnen die schwierigere Variante, damit Ihnen klar wird, wie wichtig die richtige Reihenfolge ist. Im Folgenden wird der Term zuerst in zwei Binome faktorisiert.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert a ergeben.
40 kann 1 · 40, 2 · 20, 4 · 10 oder 5 · 8 sein.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert c ergeben.
240 kann 1 · 240, 2 · 120, 3 · 80, 4 · 60, 5 · 48, 6 · 40, 8 · 30, 10 · 24, 12 · 20 oder 15 · 18 sein.

 
	 Sehen Sie sich das Vorzeichen von c und die Listen in Schritt 1 und 2 an.
Der letzte Term ist negativ, also suchen Sie nach der Differenz der Produkte, um 40 zu erhalten.

Nehmen Sie 4 · 10 und 12 · 20, multiplizieren Sie 4 mit 20 und 12 mit 10, um 80 und 120 zu erhalten, deren Differenz 40 ist.

 
	Ordnen Sie die Werte als Binome an und wählen Sie die richtigen Vorzeichen.
[image: images]  

Aber sehen Sie sich einmal diese Binome an! Jedes Binom kann wieder faktorisiert werden: die Terme des ersten Binoms mit 4 und die Terme des zweiten Binoms mit 10.

[image: images]  




 
Versuchen Sie jetzt die einfachere Methode, indem Sie zuerst mit dem größten gemeinsamen Teiler faktorisieren.

[image: images]  

 
	Werfen Sie einen Blick in die Klammer.
Die 1 kann nur aus 1 · 1 multipliziert werden, die 6 nur aus 1 · 6 und 2 · 3. Beachten Sie, um wie vieles kürzer und leichter zu handhaben die Liste an Möglichkeiten jetzt ist.

 
	Wählen Sie die Produkte in Hinblick auf das Vorzeichen von c.
Der letzte Term ist negativ, also suchen Sie nach der Differenz der Produkte, um 1 zu erhalten. Mit 1 · 1 und 2 · 3 erhalten Sie die Binome:

[image: images]  

Da der mittlere Term des quadratischen Terms, x, negativ ist, müssen die äußeren Terme der beiden Binome ebenfalls negativ sein. Ergänzen Sie jetzt wieder mit der 40, die zu Anfang ausgeklammert wurde.

[image: images]  





Mit beiden Methoden bekommen Sie die gleiche, die richtige, Lösung. Normalerweise ist es aber einfacher, zuerst mit dem ggT zu faktorisieren.

[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.





Kapitel 11

Besonderes Faktorisieren






IN DIESEM KAPITEL
 
	Quadrate paaren
 
	Kubikzahlen differenzieren
 
	Polynome sortieren
 
	Faktorisieren bis zum Happy End







 
Dieses Kapitel bietet ein paar ausgesprochen hilfreiche Informationen über das Faktorisieren, die nichts mit den Regeln zu linearem oder quadratischem Faktorisieren zu tun haben. Dazu finden Sie eine Menge Tipps und Anleitungen in den Kapiteln 9 und 10. Die Hälfte des Faktorisierens besteht darin, die Regeln zu kennen, die andere Hälfte, zu erkennen, wann welche Regel angewendet werden kann. Beide Fähigkeiten sind dabei gleich wichtig.




Brave Binome

Unter der Voraussetzung, dass man einen binomischen Term  (bestehend aus zwei Termen) überhaupt faktorisieren kann, muss man einen von vier Wegen wählen, um zu faktorisieren. Sehen Sie sich immer zuerst das Plus- oder Minus-Zeichen an, das die beiden Terme in einem Binom voneinander trennt. Dann sehen Sie sich die Terme an. Sind es quadratische Terme? Oder Terme dritten Grades? Haben sie überhaupt besondere Merkmale? Das Schöne an einem Binom ist, dass es nur genau vier Möglichkeiten des Faktorisierens gibt, die überprüft werden müssen.

[image: Tipp] Die vier Möglichkeiten, ein Binom zu faktorisieren:

 
	den größten gemeinsamen Teiler finden (ggT)
 
	die Differenz zweier Quadrate faktorisieren
 
	die Differenz zweier Kubikzahlen faktorisieren
 
	die Summe zweier Kubikzahlen faktorisieren



Wenn Sie eine Aufgabe mit zwei Termen vor sich haben, können Sie mithilfe der Liste prüfen, welche Methode funktioniert. Manchmal können zwei Terme auf mehr als eine Art faktorisiert werden, beispielsweise, wenn man den ggT und die Differenz zweier Quadrate finden kann. Wenn Sie mit einer Methode faktorisiert haben, sehen Sie sich die übrigen Klammern an, um nach weiteren Möglichkeiten des Faktorisierens zu suchen. Wenn Sie alle Möglichkeiten des Faktorisierens ausgeschöpft haben und keine weitere mehr angewandt werden kann, wissen Sie, dass der Term nicht weiter faktorisierbar ist. Dann sind Sie fertig.
 
Den größten gemeinsamen Teiler (ggT) zu finden, ist immer eine einfache und schnelle Methode, die sofort überprüft werden sollte (mehr zum Thema ggT finden Sie in Kapitel 9). Danach ist es meist einfacher, mit der Aufgabe klarzukommen. Aber lesen Sie weiter, um noch mehr »goldene Tipps« zum Faktorisieren kennenzulernen.



Die Differenz zweier Quadrate faktorisieren

Wenn zwei Terme in einem Binom Quadrate und durch Subtraktion voneinander getrennt sind, können sie immer faktorisiert werden. Ein Quadrat   ist das Ergebnis der Multiplikation einer Zahl mit sich selbst. Die Zahl 25 ist ein Quadrat, weil sie 5 mal 5 entspricht. Um diese Binome zu faktorisieren, muss man lediglich die Quadratwurzeln der beiden Terme finden und die Summe dieser Werte mit ihrer Differenz faktorisieren. Zum Beispiel: [image: images]. Sehen wir uns ein anderes Binom an: [image: images] ist nicht die Differenz zweier Quadrate, weil in der Mitte ein Plus-Zeichen steht und 3 kein Quadrat ist.

[image: Sanduhr] Wenn zwei quadratische Terme durch Subtraktion getrennt sind, kann man das Binom in die Summe und die Differenz der beiden Quadratwurzeln faktorisieren.
 
[image: images]


 
	Faktorisieren Sie [image: images]. Die Quadratwurzeln von 9x 2 und 16 sind 3x und 4. Die Summe dieser Wurzeln ist [image: images], die Differenz ist [image: images].
 Also ist [image: images].

 
	Faktorisieren Sie [image: images]. Die Quadratwurzeln von 25z 2 und 81y 2 sind 5z und 9y.
Also ist [image: images].

 
	Faktorisieren Sie [image: images]. Die Quadratwurzeln von x 4 und y 6 sind x 2 und y 3.
Also ist [image: images].

 
	Faktorisieren Sie [image: images]. In diesem Fall ist die zweite Zahl kein Quadrat. Aber oft ist es trotzdem erstrebenswert, den Ausdruck zu faktorisieren. Die Quadratwurzel von x 2 ist x, die Quadratwurzel von 3 kann man als [image: images] schreiben. (Mehr über das Thema Quadratwurzeln erfahren Sie in Kapitel 4.)
Also ist [image: images].




 


Die Differenz von Kubikzahlen faktorisieren

Eine Kubikzahl    erhält man, wenn man eine Zahl dreimal mit sich selbst multipliziert. Man bezeichnet Kubikzahlen auch als dritte Potenzen. Die Differenz zweier Potenzen dritten Grades ist ein Binom der Form [image: images].
 
Die bekanntesten Kubikzahlen sind diejenigen, deren (dritte) Wurzeln ganze Zahlen statt Dezimalzahlen ergeben. Auf der Schummelseite finden Sie eine Liste der ersten zehn positiven Kubikzahlen. Wenn Sie sich diese Zahlen einprägen und später wiedererkennen, können Sie sich Zeit sparen und präziser arbeiten.
 
Sehen Sie in Kapitel 4 nach, wenn Ihnen die folgenden Regeln für das Rechnen mit Exponenten nicht bekannt vorkommen. Im ersten Beispiel bewirkt der Exponent 3, dass jede Variable in der Klammer in die dritte Potenz gehoben wird. Im zweiten Beispiel kommt die Regel für das Potenzieren von Potenzen zum Einsatz.
 
[image: images]


[image: Tipp] Variablen der dritten Potenz sind relativ leicht zu erkennen, da ihre Exponenten sich immer durch 3 teilen lassen. Wenn eine Kubikzahl erst einmal ausmultipliziert ist, lässt sie sich ohne das entsprechende Wissen oder einschlägige Listen oft nicht so leicht ausmachen.
 
Sehen Sie sich folgende Binome an. Dabei handelt es sich um Differenzen von Kubikzahlen, die sich faktorisieren lassen. Jeder Term ist in der dritten Potenz – die Zahlen haben alle eine ganze Kubikwurzel (eine Zahl, die dreimal mit sich selbst multipliziert wird), von denen Sie die meisten auf der Schummelseite finden. Die Variablen haben ausschließlich Exponenten, die Vielfache von 3 sind. 

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]



[image: Sanduhr] Wenn Sie die Differenz zweier Terme der dritten Potenz faktorisieren möchten, rufen Sie sich in Erinnerung, dass die Differenz zweier Kubikzahlen der Differenz ihrer Kubikwurzeln multipliziert mit der Summe ihrer Quadrate und dem Produkt ihrer Kubikwurzeln entspricht.
 
[image: images]


Wenn Sie die Differenz zweier Kubikzahlen faktorisieren, erhalten Sie:

 
	Ein Binom [image: images] aus den beiden Kubikwurzeln der Kubikzahlen, getrennt mit einem Minus-Zeichen. Sehen Sie auf der Schummelseite nach, um die Kubikwurzel zu finden. Wenn Sie die Zahl dort nicht finden, obwohl sie kleiner ist als die größte Zahl auf der Liste, handelt es sich nicht um eine Kubikzahl. Für größere Zahlen können Sie mit einem Taschenrechner arbeiten.
 
	Ein Trinom [image: images] aus den Quadraten der beiden Kubikwurzeln addiert zu dem Produkt der Kubikwurzeln. Denken Sie daran, dass ein Trinom drei Terme hat, die hier nur durch Plus-Zeichen getrennt sind.


 
Anhand der folgenden vier Beispiele können Sie sich ansehen, wie diese Regel funktioniert. Das erste Binom wird Ihnen in der Algebra so nicht begegnen, aber ich habe es gewählt, um auch den letzten Zweifler an dieser Regel zu bekehren.

 
	In diesem Beispiel kommen ausschließlich Zahlen vor. Faktorisieren Sie die Differenz der beiden Kubikzahlen 216 und 125, um nachvollziehen zu können, wie die Regel funktioniert.
216 – 125

Arbeiten Sie mit der Regel [image: images]; 216 entspricht also  a3 und 125 entspricht b 3.

Die Kubikwurzel von 216 ist 6, die Kubikwurzel von 125 ist 5; also entspricht a der Zahl 6 und b der Zahl 5.

Außerdem entspricht a 2 der Zahl 36, b 2 der Zahl 25 und das Produkt ab der Zahl 30.

Wenn Sie die Zahlen in die Formel [image: images] einsetzen, erhalten Sie [image: images].

Überprüfen Sie, ob diese Gleichung wahr ist. Die Differenz von 216 und 125 ist 91, die Differenz von 6 und 5 ist 1 und [image: images] ergibt 91.

[image: images]

Das zeigt, dass die Differenz der beiden Kubikzahlen unserer faktorisierten Form entspricht.

Das beweist noch gar nichts, aber es ist eine nette Demonstration der Regel anhand von Zahlen.

 
	Faktorisieren Sie [image: images].
Die Kubikwurzel von m 3 ist m, die Kubikwurzel von 8 ist 2.

[image: images]

Beachten Sie, dass das Rechenzeichen zwischen m und 2 das gleiche ist wie das zwischen den beiden Kubikzahlen. Das Quadrat von m ist m 2 und das Quadrat von 2 ist 4. Das Produkt der beiden Kubikwurzeln ist 2m und die Rechenzeichen im Trinom sind alle positiv.

 
	Faktorisieren Sie [image: images].
Die Kubikwurzel von 64x 3 ist 4x, die Kubikwurzel von 27y 6 ist 3y 2. 

Das Quadrat von 4x ist 16x 2, das Quadrat von 3y 2 ist [image: images] und das Produkt von 4x · 3y 2 ist 12xy 2.

[image: images]

 
	Faktorisieren Sie [image: images].
Die Kubikwurzel von a 3 b 6 c 9 ist ab 2 c 3, die Kubikwurzel von 1331d 300 ist 11d 100.

Das Quadrat von ab 2 c 3 ist a 2 b 4 c 6 und das Quadrat von 11d 100 ist 121d 200. Das Produkt von ab 2 c 3 · 11d 100 ist 11ab 2 c 3 d 100.

[image: images]







Die Summe von Kubikzahlen faktorisieren

Eine kleine Verschnaufpause ist in Sicht! Die Regel zum Faktorisieren von Kubikzahlen-Summen  ist fast dieselbe wie die Regel zum Faktorisieren von Kubikzahlen-Differenzen, die im vorangegangenen Abschnitt erklärt wurde. Man muss nur zwei klitzekleine Vorzeichen ändern.

[image: Sanduhr] Die Summe zweier Kubikzahlen entspricht der Summe ihrer Kubikwurzeln mal der Quadrate ihrer Kubikwurzeln minus dem Produkt ihrer Kubikwurzeln.
 
[image: images]


Genau wie das Ergebnis des Faktorisierens der Differenz zweier Kubikzahlen besteht auch das Ergebnis des Faktorisierens der Summe zweier Kubikzahlen aus einem Binom [image: images] und einem Trinom [image: images].
 
Beachten Sie, dass das Vorzeichen zwischen den beiden Kubikwurzeln [image: images] das gleiche ist wie in dem zu faktorisierenden Term [image: images]. Die Quadrate in dem Trinom sind immer noch positiv, während das Vorzeichen des mittleren Terms negativ wird.

 
	Sehen Sie sich folgendes Beispiel an, um nachvollziehen zu können, wie das Faktorisieren einer Summe zweier Kubikzahlen funktioniert.
[image: images]

Die Kubikwurzel von 1.000z 3 ist 10z, die Kubikwurzel von 343 ist 7, das Quadrat von 10 ist 100z 2, das Quadrat von 7 ist 49, das Produkt von 10z und 7 ist 70z.

[image: images]



 




[image: Anekdote] Große Herrscher, große Mathematiker


 
Zwei berühmte Politiker, Napoleon Bonaparte und der amerikanische Präsident James Garfield, waren fasziniert von den Mysterien der Mathematik. Napoleon hielt sich für einen Amateur-Geometriker und umgab sich gern mit Mathematikern – die seien so unterhaltsam!
 
Der »Satz von Napoleon«, von ihm selbst so benannt, besagt Folgendes: Wenn man auf irgendein Dreieck über jede Seite ein gleichseitiges Dreieck konstruiert und die Mittelpunkte dieser drei Dreiecke miteinander verbindet, bekommt man stets ein weiteres gleichseitiges Dreieck. Nicht schlecht für jemanden, der sein persönliches Waterloo erlebt hat!
 
Der 20. US-Präsident James Garfield versuchte sich auch in der Mathematik und entdeckte einen neuen Beweis für den Satz des Pythagoras. Er arbeitete dabei mit einem Trapez, das aus drei rechtwinkligen Dreiecken besteht, und deren Flächen. Als Präsident hatte er weniger Glück, er wurde wenige Tage nach seinem Amtsantritt von Charles Giteau erschossen.






 


An Trinomen und Größerem tüfteln

Es gibt genau zwei Möglichkeiten, Terme mit drei Summanden, auch Trinome   genannt, zu faktorisieren:

 
	den ggT finden
 
	die Faktorzerlegung in zwei Binome


 
Mehr zu diesen beiden Themen finden Sie in den Kapiteln 9 und 10. Bei jeder Aufgabe, bei der Sie faktorisieren müssen, geht es im Grunde darum, den Ausgangsterm richtig einzuschätzen und dann die richtige Methode des Faktorisierens zu wählen. Trinome können Sie in zwei Binome faktorisieren, wenn der Ausgangsterm die Form [image: images] hat. Den ggT können Sie finden, wenn es mindestens eine Gemeinsamkeit im Term gibt. Wenn Sie beides überprüft haben und keine Methode funktioniert, sind Sie fertig. Dann kann das Trinom nicht faktorisiert werden.
 
Man kann auch einen Term mit vier, sechs, acht oder mehr Summanden faktorisieren. Entweder man sucht nach dem ggT oder man fasst zusammen. In Kapitel 9 erfahren Sie, wie man den größten gemeinsamen Teiler findet; wie man Polynome zusammenfasst, lesen Sie im nächsten Abschnitt.
 


Terme zusammenfassen

Sie können vier oder mehr Terme  faktorisieren, indem Sie die vorhandenen Terme zusammenfassen und die entstandenen Klammern faktorisieren. Über diese Methode erfahren Sie schon einiges in Kapitel 9, hier finden Sie weitere Details über diesen Prozess, bezogen auf mehr Terme und Typen.



Aus vier mach zwei

Die übliche Methode des Faktorisierens besteht darin, einen gemeinsamen Teiler in jeder der beiden aus den vier Termen zusammengefassten Klammern zu finden. Bilden Sie zuerst aus den vier Termen zwei Klammern in der gegebenen Reihenfolge. Wenn Sie so nicht weiterkommen, versuchen Sie es mit je zwei Termen, die etwas gemeinsam haben, und ändern dabei die Reihenfolge. Dann faktorisieren Sie jeweils mit dem gemeinsamen Teiler und finden dabei hoffentlich einen neuen gemeinsamen Teiler in den neuen Termen. Das folgende Beispiel veranschaulicht diese Vorgehensweise:

 
	Faktorisieren Sie [image: images].
Die beiden ersten Terme haben den Faktor 4a gemeinsam, die beiden letzten Terme haben den Faktor 5b gemeinsam.

[image: images]

In diesem Fall ergeben sich durch das Faktorisieren zwei neue Terme, jeder mit dem Faktor [image: images]. Diesen neuen Faktor haben beide gemeinsam, die ggT-Methode funktioniert hier also.

Ordnen Sie jetzt noch die Terme neu an und Sie erhalten:

[image: images]

Fertig!







Aus sechs mach zwei – oder drei

Das nächste Beispiel besteht aus sechs Termen. Da 2 und 3 Teiler von 6 sind, ist es möglich, die Terme in zwei Klammern von je drei Termen oder in drei Klammern von je zwei Termen zusammenzufassen. Manchmal, wie hier, funktioniert beides. Manchmal muss man ausprobieren, welcher der richtige Weg ist. 

 
	Faktorisieren Sie, indem Sie die Terme in zwei Klammern von je drei Termen zusammenfassen.
[image: images]

Die ersten drei Terme haben einen gemeinsamen Faktor von a, die restlichen drei Terme haben einen gemeinsamen Faktor von b.

[image: images]
 
Jetzt haben wir zwei neue Terme, jeder mit dem gemeinsamen Faktor [image: images].

[image: images]

Beachten Sie, dass der erste Faktor ein quadratischer Term ist, den man in zwei Binome faktorisieren kann.

[image: images]

 
	Alternativ können Sie die Terme in drei Klammern von je zwei Termen zusammenfassen. Ordnen Sie dafür die Terme neu an: zuerst die Quadrate von x, dann die einfachen x und dann die Konstanten.
[image: images]

Die beiden ersten Terme haben den gemeinsamen Faktor x 2, der dritte und vierte Term haben den gemeinsamen Faktor von 3x und die letzten beiden Faktoren haben den gemeinsamen Faktor von 2.

[image: images]

Jetzt haben Sie drei Terme, jeder mit einem Faktor von [image: images]. Faktorisieren Sie mit [image: images], Sie erhalten:

[image: images]

Welche Methode bevorzugen Sie? Entscheiden Sie sich für den Weg, der Ihnen einfacher erscheint oder mit dem Sie besser zurechtkommen – Sie werden garantiert die gleichen Ergebnisse bekommen.







Ungleich verteilt

Bis jetzt wurden vier oder sechs Terme in gleich große Klammern aufgeteilt. Manchmal ist es auch möglich, Terme in ungleiche Teile mit beispielsweise drei Termen in der einen Klammer und einem Term in der anderen Klammer aufzuteilen. Sie finden diese Klammern, indem Sie nach Quadraten suchen. Natürlich versucht man eine solche »ungleiche« Aufteilung erst, wenn man mit den anderen Methoden nicht weitergekommen ist.

 
	Faktorisieren Sie [image: images].
Diese Funktion besteht aus vier Termen, aber es lassen sich keine Termenpaare zusammenfassen, die einen gemeinsamen Teiler liefern. Daher müssen Sie versuchen, ungerade zusammenzufassen. Fassen Sie die ersten drei Terme zusammen, da sie ein Trinom ergeben, das faktorisiert werden kann.

[image: images]

Faktorisieren Sie das Trinom in zwei Binome.

[image: images]

Beachten Sie, dass Sie jetzt zwei Terme, jedes ein Quadrat, vor sich haben.
 
Wenden Sie die Regel zum Faktorisieren der Differenz zweier Quadrate – [image: images] – an und Sie erhalten folgendes Ergebnis:

[image: images].

Sie können die Lösung in dieser Form stehen lassen, da es keinen Vorteil bringt, die runden Klammern in den eckigen wegzulassen.




 



Wissen, wann es genug ist

Eine meiner Lieblingsszenen in dem Film »Inferno und Ekstase« über die Ausmalung der Sixtinischen Kapelle durch Michelangelo ist folgende: Der Papst betritt die Sixtinische Kapelle, blickt hinauf zu dem Gerüst, der tropfenden Farbe und dem unter der Decke hockenden Michelangelo und ruft: »Wann wird es fertig sein?« Michelangelos Antwort: »Wenn ich fertig bin!«
 
Die Frage des Papstes kann man auf das Faktorisieren übertragen: »Wann ist es fertig?«
 
Mit dem Faktorisieren ist man fertig, wenn keine Teile des Ausdrucks mehr faktorisiert werden können. Man geht von den verschiedenen Methoden aus, mit denen man zwei, drei, vier oder mehr Terme faktorisieren kann, verwirft diejenigen, die nicht anwendbar sind, und hört auf, wenn keine funktioniert. Wenn man einen Ausdruck faktorisiert hat, sollte man die Terme in den Klammern daraufhin prüfen, ob weiter faktorisiert werden kann.
 
Bestimmen Sie beim Faktorisieren zuerst den Typ der Funktion – binomisch, trinomisch, quadratisch und so weiter. Das hilft Ihnen bei der richtigen Entscheidung für eine passende Methode des Faktorisierens. Machen Sie dann so lange weiter, bis sich keine der Klammern weiter faktorisieren lässt.

 
	Faktorisieren Sie [image: images].
Der ggT der beiden Terme ist 4xy. Klammern Sie diesen zunächst aus.

[image: images]

Das Binom in der Klammer ist die Differenz zweier Kubikzahlen, die sich mit der weiter vorn beschriebenen Regel faktorisieren lässt.

[image: images]

Auch wenn der letzte Faktor, das Trinom, nach einem Kandidaten für das Faktorisieren mit zwei Binomen aussieht: Kümmern Sie sich nicht darum, wenn das Trinom durch das Faktorisieren von Kubikzahlen entstanden ist – es lässt sich dann sicher nicht mit zwei Binomen faktorisieren. Es ließe sich höchstens noch mit einem ggT faktorisieren.

Sie sind fertig!

 
	Faktorisieren Sie [image: images].
Es gibt keinen ggT, also können Sie höchstens mit zwei Binomen faktorisieren. 

[image: images] und ein Zahlenpaar, deren Produkt 400 ergibt, ist 4 und 100; das ist auch das Zahlenpaar, dessen Summe 104 ergibt.

[image: images]

Jetzt haben wir zwei Faktoren – beide sind die Differenz von zwei Quadraten.

[image: images]

Sie sind fertig!

 
	Faktorisieren Sie [image: images].
Der ggT der Terme ist 3x.

[image: images]

Das Trinom kann man faktorisieren.

[image: images]

Das zweite Binom ist die Differenz zweier Quadrate.

[image: images]

Sie sind fertig – nicht nur mit dieser Aufgabe, sondern auch mit dem Kapitel!




[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.





Teil III

Mit Gleichungen arbeiten



[image: image] 






IN DIESEM TEIL …

 
	Erfahren Sie alle über lineare Gleichungen, die immer eine Lösung haben – nicht mehr und nicht weniger.
 
	Lernen Sie quadratische Gleichungen mit keiner Lösung, einer Lösung oder zwei Lösungen kennen.
 
	Stellen wir Ihnen kubische Gleichungen mit bis zu drei Lösungen vor.
 
	Zeigen wir Ihnen Wurzelgleichungen, bei denen der Rechenweg auch zu scheinbaren Lösungen führen kann.
 
	Rechnen wir mit Betragsgleichungen, bei denen es wichtig ist, die Übersicht zu behalten.
 
	Geben wir Ihnen einen Überblick über Ungleichungen mit unendlich vielen Lösungen.








Kapitel 12

Mit linearen Gleichungen Bekanntschaft schließen






IN DIESEM KAPITEL
 
	Ein Ziel haben
 
	Algebraische Formeln verwenden
 
	Alltagsprobleme lösen
 
	Gleichungen aufstellen







 
In diesem Kapitel finden Sie alle unterschiedlichen Methoden, lineare Gleichungen mit zwei Termen zu lösen. Linear heißt, dass die höchste Potenz der Variablen in der Gleichung 1 ist. Wir haben jetzt nicht mehr nur einen Term ohne Gleichheitszeichen [image: images] und ohne Bezug zu irgendetwas anderem, sondern eine Gleichung, die immer ein Gleichheitszeichen beinhaltet. Dieses Zeichen bedeutet, dass alles auf der linken Seite dem Wert auf der rechten Seite entspricht. In diesem Kapitel arbeiten wir nicht mit Funktionen, wie [image: images], sondern lösen Termen, wie [image: images].
 
Gleichungen mit zwei Termen sind sehr einfach und Sie können die Verfahren, die Sie anhand dieser Gleichungen lernen, auf kompliziertere Gleichungen übertragen.
 
Wenn man Algebra im Alltag braucht, bedient man sich oft bestimmter Formeln, um ein Problem zu lösen. Bei algebraischen Formeln muss man glücklicherweise das Rad nicht neu erfinden: Man kann mit standardisierten, bewährten Formeln arbeiten, um allgemeine, alltägliche Aufgaben zu lösen.




Lösen mit der Division

Eine der grundlegenden Methoden bei der Lösung von Gleichungen  ist die Division   beider Seiten einer Gleichung durch die gleiche Zahl. Viele Formeln und Gleichungen beinhalten einen Koeffizienten neben der Variablen. Um diesen Koeffizienten loszuwerden und die Variable allein zu bekommen, muss man dividieren. Sehen Sie sich folgendes Beispiel an und sehen Sie, wie es funktioniert:
 
Ermitteln Sie den Wert von x in der Gleichung [image: images].

 
	Bestimmen Sie den Faktor der Variablen und dividieren Sie beide Seiten durch diesen Wert.
Da in der Gleichung mit 20 multipliziert wird, muss man diese Multiplikation rückgängig machen, indem man durch 20 teilt.

Teilen Sie jede Seite durch 20.

[image: images]

 
	Kürzen Sie beide Seiten der Gleichung.
[image: images]

[image: images]




[image: Tipp] Wenn Sie auf einer Seite einer Gleichung eine Rechnung durchführen, müssen Sie diese gleiche Rechnung immer auch auf die andere Seite anwenden.
 
Noch ein paar Beispiele zum besseren Verständnis:
 
Sie besorgen 300 Krapfen für eine große Konferenz. Die Krapfen sind dutzendweise abgepackt. Wie viele Packungen müssen Sie kaufen? Wenn d für die Anzahl der Packungen steht, heißt die einschlägige Gleichung: [image: images]. 12 mal die Anzahl der benötigten Krapfen muss 300 entsprechen. 

 
	Bestimmen Sie den Faktor der Variablen und dividieren Sie beide Seiten durch diesen Wert.
Teilen Sie jede Seite durch 12.

[image: images]

 
	Kürzen Sie beide Seiten der Gleichung.
[image: images] Packungen Krapfen



 
Wenn Ihr Chef fünf Mal so viel verdient wie Sie und sein Gehalt 200.000 Euro beträgt, wie hoch ist Ihr Gehalt dann? (Auch wenn die wichtigere Frage wäre, warum er so viel mehr verdient als Sie.)
 
Schreiben Sie diese Aufgabe als Gleichung, in der x für Ihr Gehalt steht: [image: images].

 
	Bestimmen Sie den Faktor der Variablen und dividieren Sie beide Seiten durch diesen Wert.
Da auf der linken Seite der Gleichung mit 5 multipliziert wird, müssen Sie beide Seiten durch 5 dividieren.

[image: images]
 
Links bleibt x allein stehen, rechts erhalten Sie:

[image: images]

 
	Kürzen Sie beide Seiten der Gleichung.
[image: images]

Demnach verdienen Sie 40.000 Euro.








[image: Anekdote] Archimedes – badender Mathematiker


 
Archimedes, ein begnadeter Mathematiker und Erfinder, wurde um 287 v. Chr. geboren. Er entwickelte eine Pumpe, mit der man Wasser von einem niedrigeren Punkt zu einem höheren Punkt befördern konnte. Diese Pumpen verwendete man zur Bewässerung, auf Schiffen und in Minen; noch heute arbeiten ägyptische Bauern mit diesem System.
 
Er stellte außerdem astronomische Instrumente, Kriegsgeräte zur Verteidigung von Syrakus und Apparate zur Beförderung schwerer Gewichte – mithilfe von Hebeln, Zahnrädern und Flaschenzügen – her. Er fand eine Methode, mit einem geraden Kreiskegel den Rauminhalt einer Kugel zu berechnen. Diese seine Lieblingserfindung fand sich angeblich auch auf seinem Grabstein: eine stilisierte Figur mit einem Kreis und einem Zylinder.
 
Die bekannteste Legende über Archimedes ist folgende: Als er sich in seine Badewanne legte und dabei den Wasserspiegel steigen sah, hatte er eine Eingebung zum Auftriebsgesetz. Ihm war klar, dass man die Echtheit von Gold mit einer ähnlichen Methode der Wasserverdrängung bestimmen konnte. Er soll vor Freude aus der Wanne gesprungen, nackt durch die Straßen gelaufen und »Heureka!« (griechisch für »Ich habe es gefunden!«) gerufen haben.









Lösen mit der Multiplikation

Die gegenteilige Rechnung der Multiplikation   ist die Division. Im vorangegangenen Abschnitt haben wir mit der Division gearbeitet, um eine Gleichung mit einer multiplizierten Variablen zu lösen. Jetzt befassen wir uns mit dem Gegenteil: Wir arbeiten mit der Multiplikation, wenn eine Variable dividiert wird.
 
Sehen Sie sich folgendes Beispiel an: Lösen Sie die Gleichung [image: images]. 

 
	Bestimmen Sie den Teiler der Variablen und multiplizieren Sie beide Seiten mit diesem Wert.
In diesem Fall teilt 11 die Variable y, also muss mit 11 multipliziert werden.

[image: images]

 
	 Kürzen beziehungsweise berechnen Sie beide Seiten der Gleichung.
[image: images]

[image: images]



 
Nächste Aufgabe: Eine reiche Dame legt in ihrem Testament fest, dass ihr Vermögen gerecht unter ihren neun Katzen aufgeteilt werden soll. Jede Katze erbt 500.000 Euro; wie groß war ihr ursprüngliches Vermögen? (Katzen müssen keine Erbschaftssteuer zahlen.)
 
Wenn v für die Größe ihres Vermögens steht, lautet die Gleichung:
 
[image: images]

 
	Bestimmen Sie den Teiler der Variablen und multiplizieren Sie beide Seiten mit diesem Wert.
Das Vermögen geteilt durch 9 ergibt Anteile in Höhe von 500.000 Euro.

In dieser Gleichung wird das Geld geteilt. Lösen Sie die Aufgabe also, indem Sie jede Seite mit 9 multiplizieren. Das Gegenteil von Division ist Multiplikation, also macht Multiplikation rückgängig, was die Division ergeben hat.

[image: images]

 
	Kürzen beziehungsweise berechnen Sie beide Seiten der Gleichung.
[image: images]



 
Die alte Dame hatte ein Vermögen von viereinhalb Millionen Euro – und hinterlässt neun sehr glückliche Katzen.
 
Im folgenden Beispiel wird die Variable mit 4 multipliziert und durch 5 geteilt. Lösen Sie die Gleichung mit Multiplikation und Division.
 
Lösen Sie [image: images].

 
	Bestimmen Sie den Teiler der Variablen.
In diesem Fall teilt die 5 sowohl die 4 als auch die Variable.

 
	Multiplizieren Sie beide Seiten mit diesem Wert.
[image: images]

 
	Kürzen Sie die Gleichung.
[image: images]

 
	 Bestimmen Sie jetzt den Faktor der Variablen.
Die Zahl 4 ist der Koeffizient und somit der Faktor von a.

 
	Dividieren Sie beide Seiten durch diesen Wert.
[image: images]

 
	Kürzen Sie die Gleichung.
[image: images]







Lösen mit dem Kehrwert

Multiplikation und Division sind gegenteilige Rechnungen. Multiplikation macht Division rückgängig und umgekehrt, wie Sie in den beiden vorangegangenen Abschnitten gesehen haben. Es gibt noch eine weitere Möglichkeit zum Lösen von Gleichungen, die bisweilen besser funktionieren kann: Arbeiten Sie mit dem Kehrwert   der Zahl, die Sie versuchen, »loszuwerden«. Gehen Sie nach dieser Methode vor, wenn die Variable mit einem Bruch multipliziert wird, wie in:
 
[image: images]

[image: Sanduhr] Wenn Sie eine Zahl mit ihrem Kehrwert multiplizieren, erhalten Sie den Wert 1.
 
Sehen Sie sich folgende Beispiele für Kehrwerte an:

 
	5 und [image: images] sind Kehrwerte: [image: images]
 
	[image: images] und [image: images] sind Kehrwerte: [image: images].
 
	Der Kehrwert von a ist [image: images].
 
	Der Kehrwert von [image: images] ist b.


 
Normalerweise ist es erstrebenswert, eine Gleichung in möglichst wenigen Schritten zu lösen. Deswegen multipliziert man im Ausdruck [image: images] beide Seiten mit [image: images], dem Kehrwert von [image: images], um a zu erhalten.
 
In den folgenden Beispielen werden beide Seiten der Gleichung mit dem Kehrwert des die Variable multiplizierenden Bruchs multipliziert.

 
	In diesem Beispiel wird die Variable mit [image: images] multipliziert.
[image: images] 

Multiplizieren Sie jede Seite mit dem Kehrwert, [image: images].

[image: images]

Kürzen Sie die Gleichung.

[image: images]

 
	Lösen Sie nach x auf: [image: images].
[image: images] ist ein anderer Ausdruck für [image: images].

Sie können die Gleichung also lösen, indem Sie mit dem Kehrwert von [image: images], also 2 multiplizieren.

[image: images]

 
	Lösen Sie nach f auf: [image: images]
Das ist eine einfache Gleichung, aber Sie werden überrascht sein, wie viele Leute dabei eine falsche Lösung erhalten – und das alles wegen eines kleinen Strichs vor einem Buchstaben. Stellen Sie sich vor, dass f mit [image: images] multipliziert wird, dann haben Sie einen Faktor, mit dem Sie weiterarbeiten können.

Was ist der Kehrwert von [image: images]? Er ist [image: images]!

[image: images]



 
Noch ein Beispiel, das mit dem Kehrwert eines Bruchs arbeitet, auch wenn es auf den ersten Blick nicht danach aussieht:

 
	Lösen Sie nach x auf: [image: images].
Sie können diese Gleichung lösen, indem Sie beide Seiten durch 0,7 teilen; dabei müssen Sie auf die Position der Dezimalkommas achten.

Lösen Sie die Gleichung durch Division:

[image: images]



 
Eine andere Möglichkeit, sich dieser Aufgabe anzunähern, ist, die Dezimalzahl als Bruch zu schreiben und dann mit dem Kehrwert zu multiplizieren.
 
In unserem Beispiel müssen Sie dafür zunächst 0,7 in [image: images] umändern. Der Kehrwert von [image: images] ist [image: images].
 
[image: images]

[image: images]

[image: images]

[image: images]




Gleichungen aufstellen

Gleichungen zu lösen, kann richtig Spaß machen, vor allem, wenn die Gleichung einen Zweck erfüllt – eine Frage beantwortet oder ein Problem löst. Im folgenden Abschnitt lernen Sie, wie Sie eine Gleichung aufstellen, um eine Frage zu beantworten oder ein Problem zu lösen. Dafür wurde die Algebra ursprünglich entwickelt – um Fragen zu beantworten und Probleme zu lösen. Außerdem lernen Sie, ob eine Lösung sinnvoll ist oder nicht – indem Sie den Sinn einer Antwort überprüfen.
 
Eine geschriebene Aufgabe in eine algebraische Gleichung umzusetzen, ist ein bisschen, wie von einer Sprache in eine andere zu übersetzen. Dabei hat die Sprache der Algebra eindeutige Lösungen! Zuerst wählt man eine Variable, die eine Zahl in der Aufgabe repräsentiert – eine Anzahl von Katzen, von Münzen und so weiter. Die Rechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division stehen für Ausdrücke wie mehr als, weniger als, dreimal so viel wie und so weiter. Eine Übersicht über diese Rechnungen finden Sie in Kapitel 1.
 
Der folgende einfache Satz kann in einen algebraischen Ausdruck übersetzt werden: Hugos neunzehn Bücher sind drei mehr als doppelt so viele Bücher, wie Bert hat. Die relevanten Wörter sind hier: neunzehn und drei mehr als doppelt. x ist die Zahl der Bücher von Bert. Das Verb sind wird zu einem Gleichheitszeichen [image: images]. Drei mehr als ist [image: images] und doppelt wird zu 2x, also zweimal die Anzahl an Büchern. Die algebraische Gleichung lautet also [image: images].
 
Das war doch gar nicht so schwer, oder?



Einen Zweck finden

In der folgenden Aufgabe stellt sich die Frage nach dem Zweck der gesuchten Gleichung – nach dem dann auch die Gleichung aufgestellt werden muss.
 
Eine berühmte Band mit Namen Die binomischen Vier hat von ihrer neuesten CD 130.000 Exemplare verkauft. Die CD kostet 16 Euro. Der Zweck der Gleichung soll die Antwort auf folgende Frage sein: Wie viel Umsatz wurde mit dem Verkauf dieser CD insgesamt erlöst?
 
Wenn r den Gesamterlös repräsentiert und man noch die Zahlen 130.000 und 16 hat, gibt es eine Menge an möglichen Gleichungen, die man aufstellen kann. Suchen Sie nach der richtigen Gleichung – der, die eine Antwort auf die Frage liefern kann. 

 
	Möglichkeit 1: Einzelkosten mal Gesamterlös entspricht der Anzahl der Exemplare:
[image: images]

 
	Möglichkeit 2: Gesamterlös geteilt durch die Einzelkosten entspricht der Anzahl der Exemplare:
[image: images]

 
	Möglichkeit 3: Anzahl der Exemplare geteilt durch den Gesamterlös entspricht den Einzelkosten:
[image: images]

 
	Möglichkeit 4: Gesamterlös geteilt durch die Anzahl der Exemplare entspricht den Einzelkosten:
[image: images]



 
Sie wissen, dass die Kosten einer Sache multipliziert mit der Anzahl der Sachen den gesamten Erlös ergeben. Also funktionieren die zweite und die vierte Möglichkeit, da jede die Multiplikation der Anzahl der Exemplare mit den Einzelkosten erfordert.
 
In Möglichkeit 2 wird der Gesamterlös durch die Einzelkosten geteilt, man bekommt also die Anzahl der verkauften Exemplare. Multiplizieren Sie dann 16 mit 130.000, um den Gesamterlös zu erhalten.
 
[image: images]

In Möglichkeit 4 wird der Gesamterlös durch die Anzahl der Exemplare geteilt, man bekommt also die Einzelkosten einer CD. Multiplizieren Sie wieder 130.000 mit 16, um den Gesamterlös zu erhalten.
 
[image: images]

Der Gesamterlös beträgt über 2 Millionen Euro.




Lösungen auf ihren Sinn prüfen

Wenn Sie eine Gleichung aufstellen und auflösen, erhalten Sie ein Ergebnis. Dieses Ergebnis sollten Sie auf seinen Sinn überprüfen, denn Sie können auf Ihrem Weg zur Lösung immerhin zwei Fehler gemacht haben: die falsche Gleichung aufzustellen und die Gleichung falsch zu lösen.
 
An einem großen Fußballer-Treffen nehmen 330 Spieler teil [image: images] von jedem Verein. Sie bereiten Teilnehmer-Zertifikate vor, eines für jeden Mannschaftskapitän. Sie brauchen also eine Gleichung, die Ihnen die Antwort auf die Frage nach der Anzahl der teilnehmenden Vereine beantwortet.
 
Um zu zeigen, dass Sie die Prüfung des Ergebnisses vor großen Fehlern bewahren kann, stellen Sie sich vor, dass Sie nicht richtig nachgedacht und die Aufgabe mit folgender Gleichung wiedergegeben haben.
 
Der Buchstabe c steht für die Anzahl der Fußball-Vereine.
 
[image: images]

Die Variable und die beiden Zahlen kommen in der Gleichung vor. Spielt es eine Rolle, welche Zahl wo steht? Wird Ihnen diese Gleichung die gesuchte Lösung liefern?
 
Multiplizieren Sie beide Seiten mit 11, um c zu erhalten.
 
[image: images]

Seltsam. Das kann nicht stimmen.
 
Jetzt prüfen Sie die Lösung auf ihren Sinn. Ist sie sinnvoll? Sie ist zwar die richtige Lösung der Gleichung, aber wenn sie keinen Sinn ergibt, könnte auch die Gleichung falsch sein.
 
Das Ergebnis lautet 3.630 Fußball-Vereine. Sie müssen also 3.630 Zertifikate vorbereiten. Sie wissen, dass etwas nicht stimmen kann, da nur 330 Spieler insgesamt teilnehmen. Sie müssen einen Fehler gemacht haben.
 
Ein kurzer Blick auf die Gleichung zeigt, dass es hätte heißen müssen:
 
11 Spieler pro Verein mal die Zahl der Vereine = gesamte Zahl der Spieler
 
[image: images]

Jetzt lösen Sie diese Gleichung. Teilen Sie dabei jede Seite durch 11.
 
[image: images]

Das ergibt viel mehr Sinn.
 
Sie können eine Gleichung korrekt lösen, aber das heißt nicht, dass Sie zu Beginn die richtige Gleichung aufgestellt haben. Überzeugen Sie sich, dass Ihre Lösung sinnvoll ist.

[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.

 



Kapitel 13

Lineare Gleichungen lösen






IN DIESEM KAPITEL
 
	Gleichungen vor dem Lösen vereinfachen
 
	Verschachtelte Klammern verstehen
 
	Gegenzahlen addieren
 
	Zum richtigen Zeitpunkt richtig rechnen
 
	Mit äquivalenten Brüchen arbeiten







 
In diesem Kapitel lernen Sie die gebräuchlichsten Methoden für das Lösen von linearen Gleichungen kennen – alles im richtigen Verhältnis.

[image: Erinnerung] Eine Gleichung heißt linear, wenn die höchste Potenz in der Gleichung 1 ist. In linearen Gleichungen finden sich weder Exponenten noch Wurzeln.

 
Klammerbildung wird im Folgenden ebenso behandelt wie Ausmultiplizieren. Und welches Kapitel über lineare Gleichungen wäre vollständig ohne einen Abschnitt über algebraische Brüche? Was könnten Sie mehr erwarten?




Ausgeglichene Gleichungen
 
Stellen Sie sich eine Gleichung wie eine Wippe vor. Normalerweise sitzt auf jeder Seite der Wippe ein Kind – damit die Sache funktioniert, sollten die Kinder etwa gleich schwer sein, sonst macht es keinen Spaß. Wenn Sie ein weiteres Kind auf die eine Seite setzen, sollten Sie möglichst schnell ein viertes Kind auftreiben, weil die Begeisterung der ersten beiden sich im anderen Fall in Grenzen hält. Erst wenn Sie das vierte Kind auf die andere Seite setzen, funktioniert die Wippe wieder und das Ganze hält sich die Waage.
 
Das gleiche Prinzip trifft auf Gleichungen zu – sie sollten »ausgeglichen« bleiben. Wenn Sie auf der einen Seite etwas machen, sollten Sie das Gleiche möglichst schnell auch auf der anderen Seite machen, damit die beiden Gleichungen äquivalent sind.
 
Zwei Gleichungen sind äquivalent, wenn auf beiden Seiten der Gleichung die gleichen Rechnungen zur Anwendung gekommen sind. Sie können nach Belieben addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren – solange Sie alle Rechnungen auf beiden Seiten durchführen. Diese Rechnungen nennt man auch Äquivalenzumformungen.
 
Eine Gleichung ist wahr, wenn beide Seiten der Gleichung dem gleichen Wert entsprechen – auch wenn auf der einen Seite drei und auf der anderen nur zwei Terme stehen sollten, zum Beispiel: [image: images].




Den Regeln folgen
 
Wenn Sie Gleichungen mit mehr als drei Termen lösen, stellt sich zuerst die Frage: »Womit fange ich an?«
 
Sie können, solange Sie darauf achten, dass die Gleichung auch weiterhin wahr bleibt, jede beliebige Rechnung in jeder beliebigen Reihenfolge durchführen. Im Folgenden erfahren Sie, welche Reihenfolge die sinnvollste ist.
 
Der wichtigste Ansatz beim Lösen von Gleichungen ist, der umgekehrten Reihenfolge der Regeln zur Reihenfolge von Rechnungen zu folgen. Diese Regeln zur Reihenfolge von Rechnungen (mehr dazu auf der Schummelseite und in Kapitel 5) besagen: Potenzen und Wurzeln zuerst, Multiplikation und Division als Nächstes und Addition und Subtraktion zuletzt.

[image: Tipp] Natürlich haben Klammern wie immer Vorrang – lösen Sie diese immer erst auf.


[image: Erinnerung] Also ist die umgekehrte Reihenfolge von Rechnungen:

 
	Addition und Subtraktion: Fassen Sie zuerst alle Terme zusammen, die zusammengefasst werden können, und zwar auf beiden Seiten.
 
	Multiplikation und Division: In diesem Schritt versucht man meist, die Variable alleine auf die eine Seite zu bekommen.
 
	Exponenten multiplizieren und Wurzeln finden: Potenzen und Wurzeln kommen in diesen linearen Gleichungen nicht vor – erst in den quadratischen und höhergradigen Gleichungen. Dann machen Sie mit diesem Schritt weiter.



 
Beim Lösen von Gleichungen kommt es darauf an, die Variable, deren Wert Sie bestimmen möchten, alleine auf die eine Seite der Gleichung zu bekommen. Dieses Ziel erreichen Sie in einem oder mehreren Schritten, bei denen Sie sich immer an die wichtigste Regel halten müssen – jede Rechnung auf beiden Seiten!
 


Es sich einfach machen mit Vereinfachen

[image: Sanduhr] Wenn Sie eine lineare Gleichung lösen, müssen Sie alle Variablen auf die eine Seite des Gleichheitszeichens bekommen und alle Zahlen auf die andere Seite. Dann dividieren Sie mit dem oder dividieren durch den Koeffizienten der Variablen, um das Ergebnis zu erhalten.

 
	Ziel 1: Schaffen Sie alle Variablen auf die eine Seite und alle Zahlen auf die andere Seite der Gleichung.
Vor diesem Schritt ist es empfehlenswert, so weit wie möglich zu vereinfachen. Vereinfachen bedeutet hier, dass Sie alles, was zusammengefasst werden kann, zusammenfassen, und die Gleichung so in ihrer einfachsten Form erhalten. Zum Beispiel:

[image: images]

Sie können diese Aufgabe vereinfachen, indem Sie zuerst alle ähnlichen Terme auf jeweils einer Seite addieren, subtrahieren, multiplizieren und/oder dividieren.

3x und 2x sind zwei ähnliche Terme auf der gleichen Seite. Vereinfachen Sie, indem Sie 2x von 3x subtrahieren, Sie erhalten x.

[image: images]

Jetzt können Sie weiter vereinfachen, indem Sie die Klammer mit 2 ausmultiplizieren.

[image: images]  

Jetzt können Sie nicht weiter auf einer Seite vereinfachen, aber Sie können 14 von beiden Seiten subtrahieren. Damit kommen Sie Ihrem Ziel, die Variable alleine zu erhalten, schon einen Schritt näher.

[image: images]

 
	Ziel 2: Dividieren Sie durch den Koeffizienten der Variablen, um diese alleine zu bekommen. Um dieses Ziel zu erreichen, müssen Sie hier beide Seiten der Gleichung durch 2 dividieren.
[image: images]  

Überprüfen Sie Ihre Lösung, indem Sie die Zahl 8 für die Variable x in der Ausgangsgleichung einsetzen.

[image: images]








Verschachtelte Verhältnisse
 
Wenn eine Zahl oder Variable vor einer Klammer steht, muss man die Werte innerhalb der Klammer mit dieser Zahl oder Variablen ausmultiplizieren. (Mehr über das Thema Ausmultiplizieren erfahren Sie in Kapitel 8 und später in diesem Kapitel.) Wenn zwei oder mehr Sorten von Klammern ineinander geschrieben werden, sind sie verschachtelt. Hier ein paar Beispiele für verschachtelte Ausdrücke:

[image: images]


Verschachtelte Ausdrücke stehen in runden, eckigen und geschweiften Klammern, die die Reihenfolge der Rechnungen bestimmen.

 
	Bei verschachtelten Ausdrücken zieht jedes öffnende gruppierende Zeichen, wie (, [ oder { ein schließendes gruppierendes Zeichen, wie ), ] oder } nach sich.
 
	Beim Vereinfachen von verschachtelten Ausdrücken arbeitet man sich von innen nach außen durch. Der »innerste« Ausdruck ist der, in dem keine weiteren gruppierenden Zeichen mehr vorkommen. Vereinfachen Sie diesen Ausdruck oder multiplizieren Sie ihn aus, damit man die entsprechenden Klammern weglassen kann. Machen Sie dann mit dem neuen innersten Ausdruck weiter.



[image: Sanduhr] Arbeiten Sie bei Klammern stets von innen nach außen. Ansonsten folgen Sie den Regeln zur Reihenfolge von Rechnungen (Kapitel 5 und Schummelseite).

 
Lösen Sie folgende Gleichung nach x auf, um sich besser vorstellen zu können, was das Rechnen mit gruppierenden Zeichen bedeutet.

 
	Suchen Sie Klammern, in denen keine weiteren Klammern stehen.[image: images]
 Sowohl [image: images] als auch [image: images] sind »innerste« Klammern.
Vor beiden Klammern steht ein Wert, mit dem Sie ausmultiplizieren können.

[image: images]

 
	Vereinfachen Sie die entstandenen Terme.
Rechnen Sie innerhalb der Klammern.

[image: images]

 
	Suchen Sie nach neuen Klammern, in denen keine weiteren Klammern stehen, multiplizieren Sie aus und vereinfachen Sie.
Vor der Klammer steht ein Wert, mit dem Sie multiplizieren können.

[image: images]

Addieren Sie den gleichen Term zu beiden Seiten.

[image: images]

 
	Lösen Sie die Gleichung.
Dividieren Sie beide Seiten durch die gleiche Zahl.

[image: images]



 
Versuchen Sie, das folgende Beispiel alleine durchzurechnen, um etwas mehr Übung zu bekommen. Vergleichen Sie dann Ihre Rechnung mit den folgenden Schritten.
 
Lösen Sie nach x auf: [image: images].

 
	Suchen Sie nach Klammern, in denen keine weiteren Klammern stehen, und multiplizieren Sie aus.
[image: images]
Multiplizieren Sie die beiden Klammern [image: images] und [image: images] aus.
[image: images]

 
	Vereinfachen Sie die entstandenen Terme.
[image: images]

 
	Suchen Sie nach neuen Klammern, in denen keine weiteren Klammern stehen, und multiplizieren Sie aus.
Links kann man die eckigen Klammern weglassen, da sie mit nichts multipliziert werden. Multiplizieren Sie rechts mit 7 aus.

[image: images]

 
	Lösen Sie die Gleichung.
Addieren Sie zu jeder Seite 15x.

[image: images]

Addieren Sie zu jeder Seite [image: images].

[image: images]

Teilen Sie jede Seite durch 35.

[image: images]







Ausgleichende Addition
 
Wenn auf einer Seite einer Gleichung eine Variable steht, die zu weiteren Termen addiert oder von ihnen subtrahiert wird, bedient man sich ebenfalls der Addition und Subtraktion, um der Lösung näher zu kommen.
 
Die Gleichung [image: images] hat beispielsweise drei Terme, zwei auf der linken und einen auf der rechten Seite. Man könnte vieles mit beiden Seiten anstellen, aber die beste Wahl ist, die Zahl 3 – die Gegenzahl von [image: images] – zu addieren.
 
Es handelt sich um die beste Wahl, da eine Zahl mit ihrer Gegenzahl addiert null ergibt. Dadurch bleibt in unserem Beispiel die Variable alleine auf einer Seite stehen – und das ist schließlich das Ziel.

[image: images]
 
Alle diese Gleichungen sind äquivalent, haben also die gleiche Aussage – am schönsten ist natürlich die letzte, da sie die gewünschte Lösung bietet.
 
In den folgenden Beispielen lernen Sie, warum und wann man Gegenzahlen zum Lösen von Gleichungen verwendet.

 
	Stellen Sie sich vor, dass Sie aus Gewohnheit Euro-Münzen aus anderen Ländern in Ihrem Geldbeutel behalten. Heute Abend hatten Sie sieben Euro-Münzen mehr als heute Morgen – wie viele Euro-Münzen hatten Sie heute Morgen in Ihrem Geldbeutel?
Die Variable x steht für die unbekannte Anzahl von Münzen, die Sie diesen Morgen hatten, da Sie nach dieser Zahl suchen (denken Sie daran, dass Variablen immer Zahlen repräsentieren). Wenn Sie die Gleichung nach x auflösen, haben Sie das Ergebnis vor sich.

[image: images]
[image: images]

Die Gegenzahl von [image: images] zu addieren ist das Gleiche, wie 7 von jeder Seite zu subtrahieren.

[image: images]

Ihr Ergebnis lautet [image: images], also hatten Sie heute Morgen vier Euro-Münzen aus anderen Ländern in Ihrem Geldbeutel.

 
	Berechnen Sie folgende Aufgabe und lösen Sie nach x auf, um zu sehen, wie Sie eine negative Lösung erhalten können.
[image: images]


 
Man kann auch negative Lösungen erhalten – vielleicht nicht gerade, wenn Sie nach einer Anzahl von Menschen suchen.




Addieren bevorzugt
 
Wie im richtigen Leben gibt es auch bei Gleichungen einfachere, schwierigere und schlicht und ergreifend unschöne Methoden der Lösung. Manchmal lässt es sich nicht vermeiden, solche unschönen Methoden zu verwenden, aber solange Sie mit beiden Seiten einer Gleichung das Gleiche machen, bleiben die Gleichungen äquivalent. Sie sind auch nicht dazu verpflichtet, diese Methoden in einer festgelegten Reihenfolge anzuwenden – bestimmte Reihenfolgen sind aber sehr zu empfehlen.

 
	Nehmen wir an, Sie entscheiden sich bei der folgenden Aufgabe, vor der Addition zu dividieren: [image: images].
Dividieren Sie jede Seite durch 4.

[image: images]

Dann müssen Sie auf beiden Seiten Brüche addieren, die dann wieder zu kürzen sind. Das würden Sie natürlich schaffen, aber wirklich nötig ist der Aufwand nicht. Brüche sollte man ohne Not nicht benutzen.






Ausmultiplizieren bevorzugt
 
Ausmultiplizieren oder Multiplizieren im Allgemeinen kann viel einfacher sein, als zu dividieren. Warum, sehen Sie im nächsten Beispiel.
 
Kürzlich habe ich an einem Angler-Wettbewerb teilgenommen (ja, so etwas gibt es, und manche Leute nehmen das auch sehr ernst!), und deswegen folgende Aufgabe:
 
Vier meiner Freunde fingen jeweils acht Fische mehr als ich (bessere Köder?). Das war aber nichts im Vergleich zu dem Gewinner, der sechsmal so viele Fische fing wie ich. Wenn man von diesen Sieger-Fischen zwei weggenommen hätte, wären es immer noch so viele gewesen, wie meine vier Freunde zusammen hatten. Wie viele Fische habe ich gefangen? Und wie viele hatten meine vier Freunde?
 
Die Variable x steht für die Anzahl der von mir gefangenen Fische. (Die Größe spielt hier Gott sei Dank keine Rolle.)
 
[image: images]: Jeder meiner 4 Freunde hatte 8 Fische mehr als ich.
 
[image: images]: Fang meiner 4 Freunde.
 
6x: Der Gewinner hatte 6-mal so viele Fische wie ich.
 
[image: images]: 2 weniger als die Sieger-Fische.
 
Fang meiner 4 Freunde = 2 weniger als die Sieger-Fische.

[image: images]
 
Man kann sich auf zwei Arten dieser Aufgabe annähern:

 
	Man könnte jede Seite durch 4 dividieren, um die Multiplikation loszuwerden.
 
	Man könnte mit der 4 ausmultiplizieren, um Brüche zu vermeiden.


 
Ich zeige Ihnen die einzelnen Schritte für beide Möglichkeiten, und Sie können entscheiden, welche Methode in diesem Fall sinnvoller ist.

 
	Teilen Sie beide Seiten durch 4.
Sie sehen, dass Sie schon jetzt Brüche bekommen werden.

[image: images]

 
	Vereinfachen Sie.[image: images]

 
	Addieren Sie [image: images] zu jeder Seite.[image: images]

 
	Addieren Sie [image: images] zu jeder Seite.[image: images]

 
	Vereinfachen Sie.[image: images]

 
	Multiplizieren Sie jede Seite mit [image: images].
[image: images]

[image: Erinnerung] Wenn man gemischte Zahlen multipliziert, müssen sie erst in unechte Brüche umgewandelt werden. [image: images] wird beispielsweise zu [image: images]. (Mehr zum Thema Brüche finden Sie in Kapitel 3.)

[image: images]




 
Ich habe also 17 Fische gefangen.
 
Jeder meiner Freunde hat [image: images], also 25, Fische gefangen.
 
Der Gewinner hat 6 · 17, also 102, Fische gefangen.
 
Für die erste Methode haben wir also sieben Schritte gebraucht, um die Lösung zu bekommen, und gleich von Anfang an mit Brüchen gearbeitet. Wenn Sie zuerst ausmultiplizieren, wird die Aufgabe ein gutes Stück überschaubarer. Die Ausgangsgleichung war [image: images].

 
	Multiplizieren Sie beide Terme mit 4 aus.[image: images]

 
	Addieren Sie [image: images] zu jeder Seite.[image: images]

 
	Addieren Sie 2 zu jeder Seite.[image: images]

 
	Dividieren Sie beide Seiten durch 2.[image: images]



 
Nach vier kleinen Schritten sind Sie am Ziel! Diese Methode ist wesentlich einfacher. Ich weiß natürlich nicht, wie Sie das sehen, aber ich bevorzuge es eindeutig, nicht mit Brüchen arbeiten zu müssen, wenn es nicht notwendig ist.

[image: Warnung] Seien Sie beim Ausmultiplizieren vorsichtig mit negativen Vorzeichen. Es kann leicht passieren, sie zu übersehen oder falsch zu setzen.


 
	Lösen Sie [image: images].
Multiplizieren Sie mit [image: images] aus.

[image: images]

Fassen Sie auf der linken Seite zusammen.

[image: images]

Addieren Sie [image: images] und [image: images] zu jeder Seite und teilen Sie dann durch [image: images].

[image: images]

Überprüfen Sie Ihre Lösung.

[image: images]

Wenn [image: images], dann gilt:

[image: images]


 
Sieht gut aus!

 


Verhältnisgleichungen
 
Brüche kommen immer wieder vor. Manche Leute zucken bei dem Wort Bruch zusammen, andere lassen sich von ihnen nicht aus der Ruhe bringen. Und wieder andere Leute mögen Brüche. Da Brüche aber nun mal ein Teil der (Algebra-)Welt und damit auch der linearen Gleichungen sind, erfahren Sie gleich ein paar Tipps, wie Sie mit Brüchen arbeiten können.



Über Kreuz multiplizieren
 
Eine Verhältnisgleichung ist eine Gleichung, bei der die beiden Verhältnisse links und rechts vom Gleichheitszeichen eine gleiche Proportion haben, also zum Beispiel [image: images]. Sowohl in der Algebra als auch im richtigen Leben vergleicht man häufig Größen, Mengen und Proportionen. Wenn man fünf Schokoriegel und vier Kinder hat, muss man einen Riegel vierteln – oder selber essen.

[image: Sanduhr] Eine Verhältnisgleichung ist eine Gleichung, bei der das Zahlenpaar der Form [image: images] links vom Gleichheitszeichen das gleiche Verhältnis wie das Zahlenpaar der Form [image: images] rechts vom Gleichheitszeichen aufweist. Dividiert man die beiden Brüche, erhält man das gleiche Ergebnis, multipliziert man den Zähler des einen Bruchs mit dem Nenner des anderen Bruchs und umgekehrt, erhält man eine gleichwertige Produktgleichung [image: images]. Diesen Vorgang nennt man über Kreuz multiplizieren.

 
Sehen Sie sich zur Veranschaulichung folgende Verhältnisgleichungen und ihre zugehörigen Produktgleichungen an.

[image: images]


Beachten Sie, dass im ersten Schritt auf jeder Seite nur ein Term steht. Eine Verhältnisgleichung hat auf jeder Seite nur einen Term. Sehen Sie sich folgende Beispiele an, bei der mit Produktgleichungen Lösungen gefunden werden.

 
	Lösen Sie [image: images] nach x auf.
[image: images]
 Teilen Sie jede Seite durch 20.
[image: images]

Die Verhältnisgleichung lautet:

[image: images]

 
	Für einen Kuchen brauchen Sie auf 2 Eier [image: images] Tassen Mehl. Sie möchten alle 12 Eier, die Sie noch im Kühlschrank haben, aufbrauchen. Wie viel Mehl werden Sie benötigen (von den restlichen Zutaten einmal ganz abgesehen)?
Die Verhältnisgleichung lautet [image: images]

[image: Tipp] Es gibt viele verschiedene Arten, diese Verhältnisgleichung aufzustellen. Die Lösung werden Sie auch mit folgenden Gleichungen erhalten:

[image: images]




Zurück zum Kuchen. Die Gleichung lautet:

[image: images]

Die gemischte Zahl wurde in einen unechten Bruch umgewandelt.

[image: images]

Das wird ein großer Kuchen!






Aus Brüchen werden Verhältnisgleichungen
 
Es ist ziemlich einfach, mit Verhältnisgleichungen zu arbeiten. Überkreuzmultiplizieren liefert die Lösung schnell und unkompliziert. Gleichungen mit anderen Arten von Brüchen können viel verzwickter sein, aber auch die sind in den Griff zu bekommen!
 
[image: images] ist eine Verhältnisgleichung.
 
[image: images] ist keine Verhältnisgleichung.
 
Da es aber so einfach ist, mit Verhältnisgleichungen zu arbeiten, versuchen wir einmal, die zweite Gleichung in eine schöne Verhältnisgleichung zu verwandeln.

 
	Um die Gleichung in eine Verhältnisgleichung zu verwandeln, muss man die Aufgabe in der Weise verändern, dass auf der linken Seite nur ein Bruch steht, nicht zwei. Wenn Sie eine Auffrischung zum Addieren von Brüchen brauchen, die finden Sie in Kapitel 3.
[image: images]
 Suchen Sie nach dem gemeinsamen Nenner der zwei linken Brüche, um beide addieren zu können.
Sie bekommen ähnliche Brüche mit dem Nenner 15.

[image: images]

Addieren Sie die Brüche.

[image: images]



Jetzt haben Sie eine Verhältnisgleichung, die Sie durch Überkreuzmultiplizieren in eine Produktgleichung ohne Brüche umwandeln können.

[image: images]

Multiplizieren Sie mit 45 aus und berechnen Sie die rechte Seite. Sie können auch beide Seiten zuerst durch 15 teilen, damit die Zahlen nicht zu groß werden; das bleibt Ihnen überlassen.

[image: images]

Subtrahieren Sie 540 von jeder Seite.

[image: images]

Dividieren Sie jede Seite durch 225 und kürzen Sie den Bruch auf der rechten Seite.

[image: images]


 
Alternativ hätte man zu Anfang auch den Bruch ohne Variable nach rechts verschieben können. Das ist eine Frage des persönlichen Geschmacks, das Ergebnis ist das gleiche.




Brüche beibehalten
 
Brüche sind vielleicht nicht Ihre Lieblingszahlen, aber geben Sie sich keine zu große Mühe, ihnen aus dem Weg zu gehen. Ihre Anwesenheit ist bisweilen unvermeidbar. Dieser Abschnitt versorgt Sie mit einer Art »Spielanleitung« für Brüche, damit Sie besser mit ihnen arbeiten können und leichter an Ihr Ziel, das richtige Ergebnis, kommen. Die beiden besten Strategien sind:

 
	Multiplizieren Sie jede Seite der Gleichung mit einer Zahl, die Sie von den Nennern der Brüche befreit.
 
	Fassen Sie auf jeder Seite die Brüche zusammen, um eine Verhältnisgleichung zu erhalten.


 
Die folgende Situation bietet sich an, das Ganze zu demonstrieren. Arbeiten Sie mit Brüchen, um an die Lösung zu kommen.
 
Wenn Anja das Haus in sechs Stunden putzen kann, Bernhard dafür zwölf Stunden braucht und Julia sogar 15 Stunden, wie lange brauchen die drei dann gemeinsam für einen gründlichen Hausputz (Streitigkeiten und Durchhänger nicht eingerechnet)?
 
Ich würde dabei mit folgender Gleichung arbeiten:

[image: images]


 
Wenn x die benötigten Stunden repräsentiert, steht [image: images] für [image: images] der Arbeit in einer Stunde (Anjas Anteil), [image: images] für [image: images] der Arbeit in einer Stunde (Bernhards Anteil), [image: images] für [image: images] der Arbeit in einer Stunde (Julias Anteil), und die Summe aller Anteile entspricht dem, was sie in einer Stunde bewältigen.

[image: images]
 
Um diese Aufgabe zu lösen, könnte man den Spielzug Verhältnisgleichung wählen, der folgende Weg wird dieser Strategie ähnlich sein. Eine weitere Taktik wäre, einen gemeinsamen Nenner für alle drei Brüche links und die Zahl rechts zu finden. Dann könnte man jede Seite der Gleichung mit diesem Nenner multiplizieren und die Brüche vollständig loswerden. 

 
	Finden Sie den kleinsten gemeinsamen Nenner, indem Sie die Vielfachen des größten Nenners prüfen, bis Sie einen finden, den alle Nenner teilen.
In dieser Aufgabe ist 15 der größte Nenner:

[image: images]: weder 6 noch 12 teilen diese Zahl glatt.

[image: images]: nur 6 teilt diese Zahl glatt.

[image: images]: weder 6 noch 12 teilen diese Zahl glatt.

[image: images]: Gefunden!

 
	Schreiben Sie die Aufgabe mit dem gemeinsamen Nenner.[image: images]

 
	Multiplizieren Sie beide Seiten mit dem gemeinsamen Nenner.
Wenn Sie in unserer Aufgabe mit 60 multiplizieren, lassen sich alle Brüche kürzen.

[image: images]

Dann können Sie die Terme auf der linken Seite zusammenfassen und nach der Variablen auflösen:

[image: images]

Sie erhalten [image: images] oder [image: images] Stunden, das entspricht etwa 3 Stunden und 9 Minuten. Was man gemeinsam nicht alles erreichen kann!



 
Wenn auf beiden Seiten der Gleichung Brüche stehen, haben Sie zwei Möglichkeiten:

 
	Finden Sie den gemeinsamen Nenner für jede Seite, fassen Sie die Brüche zusammen und lösen Sie die entstandene Verhältnisgleichung.
 
	Finden Sie eine Zahl, durch deren Multiplikation auf beiden Seiten Sie die Brüche loswerden. Die Wahl der Möglichkeit hängt davon ab, wie benutzerfreundlich die Brüche sind.


 
Wenn Sie eine Aufgabe haben wie

[image: images]
 
könnten Sie mit kleineren Zahlen arbeiten, wenn Sie einen gemeinsamen Nenner lediglich für jede Seite einzeln suchen und eine Verhältnisgleichung aufstellen. Die Zahlen werden auf jeden Fall schrecklich groß werden, egal, für welche Vorgehensweise Sie sich entscheiden.
 
Eine Gleichung, bei der es besser ist, für die ganze Aufgabe einen einzigen gemeinsamen Nenner zu finden, sehen Sie im folgenden Beispiel.

 
	[image: images]
Da alle Brüche Nenner haben, die 60 teilen, wird das der gemeinsame Nenner für beide Seiten.
[image: images]
 Multiplizieren Sie jede Seite mit 60. Die 60er in den Nennern lassen sich alle kürzen, es bleibt:[image: images]

Subtrahieren Sie 64x von jeder Seite.

[image: images]

Dividieren Sie jede Seite durch 5.

[image: images]



[image: Warnung] Wenn man Brüche kürzt, muss jeder Term den Faktor, durch den geteilt wird, beinhalten.

 
Brüche zu kürzen ist eine schöne Sache, solange man korrekt vorgeht. Zähler und Nenner durch die gleiche Zahl zu teilen, kann einen Bruch wesentlich vereinfachen. Wenn aber Zähler oder Nenner mehr als einen Term haben, muss jeder Term durch diese Zahl geteilt werden.

  


Variable Lösungen
 
Manchmal bestehen algebraische Lösungen aus Variablen. Manchmal ist es eben eine gute Sache, die Lösung offen zu lassen – indem man die Variable stehen lässt. Variablen sind hilfreich, wenn man die Lösung für die Beantwortung einer Frage immer wieder braucht, je nachdem, wie sich die Voraussetzungen ändern. Die »variable Lösung« wird zu einer Zahl, wenn man die entsprechenden Voraussetzungen, also die Werte für die anderen Variablen, einsetzt. Sehen Sie sich das folgende Beispiel an.

 
	Bei einer ersten (Mathe-)Prüfung haben Sie 80 von 100 Punkten erreicht, bei einer zweiten 40 Punkte. Morgen schreiben Sie noch eine Prüfung. Sie brauchen einen Gesamtdurchschnitt von 90 Punkten, um Skifahren gehen zu können, einen Durchschnitt von 80 Punkten, um die nächsten Tage Auto fahren zu dürfen, einen Durchschnitt von 70 Punkten, um weiterhin telefonieren zu können … Sie haben das Prinzip verstanden.
Addieren Sie die Punktzahlen und dividieren Sie durch die Anzahl der Prüfungen, um den Durchschnitt zu erhalten.

[image: images]

V steht im Folgenden für den Durchschnitt, x für die Punktezahl in der dritten Prüfung.

[image: images]

[image: Tipp] In der Lösung wird eine Variable vorkommen, da in der Aufgabe schon zwei Variablen stehen. Kommen in der Ausgangsgleichung mindestens zwei Variablen vor, werden Sie im Ergebnis eine Variable haben statt einer einfachen, einzelnen Zahl.


Da Sie die benötigte Punktezahl des nächsten Tests wissen möchten, müssen Sie nach x auflösen.

[image: images]

Multiplizieren Sie jede Seite mit 3.

[image: images]

Subtrahieren Sie 120 von jeder Seite.

[image: images]

Ihre Lösung hat eine Variable. Setzen Sie sie jetzt ein.

Wenn x die Punktezahl ist, die Sie brauchen, um einen Durchschnitt von V zu bekommen, und wenn [image: images] ist, können Sie Ihren angestrebten Durchschnitt für V einsetzen und so die benötigte Punktezahl ermitteln. Probieren Sie es aus:

Sie möchten einen Durchschnitt von 90 Punkten erreichen, damit Sie Skifahren gehen können.

[image: images]

Ersetzen Sie V durch 90.

[image: images]

Hoppla, Sie können in der Prüfung höchstens 100 Punkte erhalten. Skifahren hat sich erledigt, nächstes Mal.

Wie wäre es mit einem Durchschnitt von 80 Punkten, damit Sie einkaufen fahren können?

[image: images]

Ersetzen Sie V durch 80.

[image: images]

Na klar, das funktioniert auch nicht – egal, Geld gespart.

Wie wäre es mit einem Durchschnitt von 70 Punkten? Ohne Telefon sind Sie geliefert!

[image: images]

Ersetzen Sie V durch 70.

[image: images]

Endlich, eine Punktezahl, die erreicht werden kann. Wenigstens rein theoretisch. Vielleicht hätten Sie die Nacht vor der zweiten Prüfung doch nicht durchmachen sollen.

Jetzt, nachdem Sie diese Prüfung hinter sich haben, versuchen Sie sich an folgender Aufgabe.

 
	Lösen Sie [image: images] nach x auf.
Faktorisieren Sie auf der linken Seite mit x.

[image: images]

Teilen Sie jede Seite durch [image: images]

[image: images]


	Lösen Sie [image: images] nach x auf.
Sie haben zwei Möglichkeiten der Vorgehensweise. Um nicht durch die Division mit 5 sofort bei Brüchen zu landen, multiplizieren Sie zuerst mit 5 aus. Sparen Sie sich die Brüche auf, bis sie wirklich nötig sind.

[image: images]

Subtrahieren Sie 15a von jeder Seite.

[image: images]

Teilen Sie jede Seite durch 5.

[image: images]

Das ist die Lösung, aber sehen Sie sich noch folgende Ungleichungen an:

[image: images]

[image: Erinnerung] Wenn Zähler oder Nenner mehr als einen Term haben, muss jeder Term beim Kürzen berücksichtigt werden.

Unser Bruch kann nicht gekürzt werden, weil [image: images] nicht glatt durch 5 teilbar ist. Den folgenden Bruch kann man hingegen kürzen:

[image: images]






Unmögliche Lösungen
 
Es gibt schöne Zahlen als Lösungen und unmögliche Ergebnisse. Letztere erhält man oft, wenn man Aufgaben mit Brüchen und Wurzeln löst. Brüche können problematisch sein, da im Nenner keine Null stehen darf. Niemals! Natürlich nicht, aber was, wenn Sie es gar nicht vorhatten? Was passiert, wenn eine Variable im Nenner steht, für die Sie dann null einsetzen müssen? Um solche »Unfälle« zu vermeiden, hier ein paar Tipps.
 
Wenn man mit Brüchen arbeitet, muss man besonders vorsichtig sein. Es kann passieren, dass man alles richtig macht und trotzdem eine unmögliche Lösung erhält, eine, bei der eine Null im Nenner steht. 

 
	Sie legen fest, dass [image: images] ist. Die Variable x repräsentiert hier und jetzt die Zahl 1.
Quadrieren Sie beide Seiten der Gleichung.

[image: images]

Jetzt subtrahieren Sie 1 von jeder Seite.

[image: images]

Teilen Sie jede Seite durch [image: images].

[image: images]

Der linke Zähler ist die Differenz von zwei Quadraten, also lässt er sich in [image: images] faktorisieren.

[image: images]

Kürzen Sie den linken Bruch, Sie erhalten:

[image: images]

Subtrahieren Sie 1 von jeder Seite.

[image: images]




Anfangs haben wir doch festgelegt, dass [image: images] ist! x kann nicht gleichzeitig [image: images] und [image: images] sein. Eine Zahl kann nicht zwei Dinge auf einmal sein. Was ist also passiert?

Es wurde eine unzulässige Rechnung durchgeführt. Man hätte nicht durch [image: images] teilen dürfen, weil diese Subtraktion 0 entspricht, wenn [image: images] ist. Manchmal kann man sehen, dass man durch 0 dividiert, manchmal ist es nicht so offensichtlich wie hier. Deswegen muss man immer die Ergebnisse prüfen, damit man keine unmögliche Lösung erhält, eine, die keinen Sinn ergibt. Manchmal ist es offensichtlich, dass die Lösung unmöglich ist, manchmal nicht.
 
Das folgende Beispiel zeigt, was noch passieren kann. Versuchen wir diesmal, unzulässige Rechnungen zu vermeiden.

 
	Lösen Sie [image: images] nach x auf.
 Multiplizieren Sie über Kreuz, Sie erhalten:

[image: images]

Subtrahieren Sie x von jeder Seite.

[image: images]

Das kann nicht sein, diese Gleichung ist unerfüllbar.

 
	Lösen Sie [image: images] nach x auf.
Gleichen Sie den rechten Nenner dem linken an, indem Sie den rechten Bruch mit x erweitern.

[image: images]

Multiplizieren Sie jetzt jede Seite mit diesem gemeinsamen Nenner und kürzen Sie die Brüche, Sie erhalten:

[image: images]

Das sieht doch nach einer durchaus möglichen Lösung aus, oder? Problematisch wird es erst, wenn wir das Ergebnis überprüfen. Sehen Sie sich an, was passiert, wenn man x durch [image: images] ersetzt.

[image: images]

Jetzt haben wir Nullen in den Nennern stehen. Man kann aber nichts durch null teilen, tut mir leid. Keine Lösung.




Wenn Sie sich an die grundlegenden Regeln für das Lösen von linearen Gleichungen halten, kann Ihnen so etwas nicht passieren. Gleich im ersten Schritt steckt der Fehler: Es wurde nur der rechte Bruch mit x multipliziert. Das kann schon einmal passieren. Überprüfen Sie immer Ihre Lösung – dann haben Sie eine Chance auf einen zweiten Versuch!

[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.






Kapitel 14

Mit quadratischen Gleichungen glänzen






IN DIESEM KAPITEL
 
	Spezielle quadratische Gleichungen lösen
 
	Quadratische Gleichungen faktorisieren
 
	Mit dem größten gemeinsamen Teiler arbeiten
 
	Das Multiplikationsverhalten von null anwenden
 
	Quadratische Gleichungen für sich arbeiten lassen







 
Es ist schön, mit quadratischen Gleichungen zu arbeiten – sie sind relativ leicht zu handhaben. Es ist verhältnismäßig einfach, eine Lösung zu finden oder zu entscheiden, ob es überhaupt eine Lösung gibt. Eine quadratische Gleichung ist eine Gleichung zweiten Grades, weil die höchste Potenz der Gleichung 2 ist – der Grad entspricht der Potenz. Wie schon bei den linearen Gleichungen braucht man die Methoden, die detailliert in diesem Kapitel beschrieben werden, für das Lösen von quadratischen Gleichungen. Die wesentlichste Technik ist dabei das Faktorisieren, aber es gibt auch eine schnelle, eher schamlose Regel für eine der speziellen Typen der quadratischen Gleichungen. Und nur weil da ein paar Zahlen stehen, die zu einer quadratischen Gleichung zusammengeschustert wurden, heißt es noch lange nicht, dass sie erfüllbar ist. Anhand der folgenden Methoden werden Sie entscheiden können, ob es eine Lösung gibt oder nicht.
 
Quadratische Gleichungen sind für die Algebra und andere Wissenschaften essenziell. Manche Gleichungen besagen, dass alles, was nach oben fliegt, auch wieder runterkommt. Andere Gleichungen beschreiben den Weg von Planeten und Kometen. Alles in allem sind quadratische Gleichungen sehr faszinierend – und es ist einfach schön, mit ihnen zu arbeiten.

 


Sich für quadratische Gleichungen qualifizieren
 
Eine quadratische Gleichung beinhaltet einen Term mit dem Exponenten 2, aber keinen Term höherer Potenz. 

[image: Sanduhr] Eine quadratische Gleichung der Normalform sieht so aus:


[image: images]


 
Sollte Ihnen das bekannt vorkommen, haben Sie Kapitel 10, das vom Faktorisieren und dem Rechnen mit quadratischen Termen handelt, aufmerksam gelesen – oder Sie haben eben Visionen von quadratischen Gleichungen im Kopf. Denken Sie daran, dass ein Term aus einem oder mehreren Teiltermen besteht, aber kein Gleichheitszeichen beinhaltet. Wenn Sie dieses Gleichheitszeichen hinzufügen, ändert sich etwas Wesentliches: Jetzt haben Sie eine Gleichung, die Sie nach etwas, nach einer Unbekannten, auflösen müssen. Ist die Gleichung erfüllbar, können Sie eine Lösung für die Variablen einsetzen. Und wenn die falschen Zahlen für die Variablen eingesetzt werden, wird die Gleichung ebenfalls falsch.
 
Die Variable a der Normalform kann jede beliebige Zahl außer null sein. Wenn a null wäre, gäbe es keinen Term der zweiten Potenz und das Ganze wäre keine quadratische Gleichung mehr. Die Variablen b und c können jede beliebige Zahl inklusive der Null sein. Auch wenn einer der beiden Terme fehlt, oder sogar beide, ist es noch immer eine quadratische Gleichung. Sehen Sie sich ein paar Beispiele an:

 
	[image: images]: In dieser Gleichung ist kein Koeffizient null.
 
	[image: images]: In dieser Gleichung ist b gleich null.
 
	[image: images]: In dieser Gleichung ist c gleich null.
 
	[image: images]: In dieser Gleichung entsprechen sowohl b als auch c null.

 
Eine Besonderheit quadratischer Gleichungen ist die Tatsache, dass sie zwei Lösungen haben können und oft haben. Jawohl, Sie können zwei vollkommen unterschiedliche Ergebnisse für ein und dieselbe Aufgabe erhalten. 

 
	Die folgende quadratische Gleichung hat zwei Lösungen:

[image: images]

Die beiden Lösungen, die hier möglich sind, lauten 6 und [image: images].

[image: images] und [image: images]

Beide Lösungen funktionieren!


 
Wie habe ich das gemacht? Ich habe mit den Methoden zur Lösung quadratischer Gleichungen gearbeitet, die ich später erklären werde. In diesem Abschnitt geht es mir darum, Sie an den Gedanken zu gewöhnen, dass Sie zwei mögliche Ergebnisse erhalten können. Wenn Sie es nicht erwarten können, sehen Sie ruhig weiter hinten nach.
 
Wie kann eine Gleichung zwei Lösungen haben? Welche ist in einer Anwendung oder einer Textaufgabe die richtige? Wenn es in einer Aufgabe beispielsweise darum geht, wie viel etwas kostet, wie kann es dann zwei richtige Lösungen geben? Oft gibt es zwar zwei richtige Lösungen für eine quadratische Gleichung, aber normalerweise macht ein Ergebnis in dem entsprechenden Zusammenhang nicht wirklich Sinn. Das unpassende Ergebnis löst aber die Gleichung – sie ist quasi eine Beigabe. Sie müssen sich dann entscheiden, ob Sie diese zusätzliche Lösung beachten oder nicht.

 
	Sehen Sie sich diese Gleichung mit zwei Lösungen an:
Die folgende Gleichung verwendet man, um herauszufinden, auf welcher Höhe sich ein Ball befindet, t Sekunden, nachdem er von einer 16 Meter hohen Wand nach oben geworfen worden ist (h steht hier für die Höhe des Balls).

[image: images]

Machen Sie sich keine Gedanken darüber, woher ich die Gleichung habe; sie wird oft in der Physik und auch in der Mathematik angewandt.

Ich möchte nun wissen, wann sich der Ball 80 Meter über dem Boden befindet, also setze ich 80 für die Höhe h ein.

[image: images]

Ich weiß zufälligerweise, dass die Gleichung wahr ist, wenn t 1 oder 4 entspricht. Dieses Wissen ist natürlich keine Eingebung – ich habe das Ergebnis mit den Methoden zur Lösung von quadratischen Gleichungen, von denen Sie gleich mehr erfahren werden, gefunden. Ich zeige Ihnen aber zuerst noch, warum auch zwei Lösungen Sinn machen können.

Wenn [image: images]

[image: images]

und wenn [image: images]

[image: images]

Beide Lösungen funktionieren! Also besagt diese Gleichung, dass sich der Ball 80 Meter über dem Boden befindet, wenn t 1 oder 4 entspricht.


 
Das ist auch ganz logisch, denn: Wenn man einen Ball aus 16 Meter Höhe in die Luft wirft, kann er nach oben an der 80-Meter-Linie vorbeifliegen und dann wieder nach unten ebenfalls an der 80-Meter-Linie vorbeifliegen.
 
Die folgende quadratische Gleichung hat wieder zwei Lösungen, aber nur eine macht in dem gegebenen Zusammenhang auch Sinn. Beide Ergebnisse erfüllen die Gleichung, aber nur eines liefert eine Antwort auf die Frage.

 
	Die quadratische Gleichung [image: images],[image: images] besagt, wie hoch die Produktionskosten (C) für eine Anzahl (n) von Taschenrechnern sind.
[image: images],[image: images] sind die gesamten Kosten C für n Taschenrechner, und Sie möchten herausfinden, wann diese Kosten 124 Euro betragen.

Ersetzen Sie C durch 124, Sie erhalten: [image: images],[image: images].

Die Gleichung ist wahr, wenn Sie für [image: images] oder [image: images] einsetzen. Wenn Sie eine Gleichung für ein Beispiel aus dem Alltag verwenden, bekommen Sie oft zwei Lösungen, von denen eine negativ ist. In der Gleichung funktionieren beide Ergebnisse, für Ihr Beispiel ist eines nicht zu gebrauchen. In diesem Fall wäre es sinnlos, eine negative Zahl als Antwort – für eine Anzahl von Sachen – anzugeben. Genauso sinnlos wäre es, wenn n Billionen und Trillionen entsprechen würde. Diese hübschen Gleichungen sind also relativ einfach zu lösen, man darf aber die Aufgabe dabei nicht aus den Augen verlieren.

Wenn [image: images]:

[image: images]

Wenn [image: images]:

[image: images]


 
Also funktionieren wieder beide Lösungen! Dabei macht eine keinen Sinn, da man keine negative Anzahl von etwas produzieren kann. Quadratische Gleichungen sind oft noch viel hübscher, wenn man nur die Hälfte oder einen Teil von ihnen verwendet – der Teil, der in einer bestimmten Situation sinnvoll ist.




Verwurzelte Lösungen quadratischer Gleichungen
 
Die Normalform einer quadratischen Gleichung sieht so aus: [image: images], wobei b, c oder beide null entsprechen können. Dieser Abschnitt zeigt Ihnen, wie schön es ist, wenn b null entspricht. Die Lösungen sind einfach zu finden.

[image: Erinnerung] Die ersten 20 Quadratzahlen (eine natürliche Zahl mit sich selbst multipliziert): 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, 361, 400.

 
Beachten Sie, dass die Zahlen bei 1 losgehen und bis 400 reichen. Zwischen diesen beiden Zahlen kommen keine weiteren Quadratzahlen vor. Also sind die restlichen 380 Zahlen zwischen 1 und 400 keine Quadratzahlen. Alle diese Quadratzahlen haben schöne Quadratwurzeln. Die Wurzel aus 121 ist 11, die Wurzel aus 256 ist 16. Schön, nicht wahr? Die Wurzel aus 200 hingegen ist alles andere als schön, es ist eine irrationale Zahl. Irrationale Zahlen sind weder endlich noch periodisch. Beispielsweise ist die Wurzel aus 2 eine irrationale Zahl: 1,414213562373 … Eine irrationale Zahl kann man nicht als Bruch schreiben. Sie sind, was der Name sagt: wild und irrational. Diese Wurzeln haben Nachkommastellen, die man mit einem Taschenrechner annähernd bestimmen kann, wenn man sie braucht.
 
Quadratzahlen und Quadratwurzeln werden in Kapitel 4 behandelt, eine Liste von Quadratzahlen finden Sie auch auf der Schummelseite.
 
Machen Sie sich nichts daraus, wenn Sie einige der größeren Quadratzahlen nicht als solche erkennen, weil sie nicht häufig gebraucht werden. Normalerweise bekommt man einen Hinweis darauf, dass es sich in einer Aufgabe um eine Quadratzahl handeln könnte. Manchmal steckt der Hinweis in der Formulierung der Aufgabe – wenn es um einen quadratischen Raum oder die Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks geht. Manchmal besteht der Hinweis einfach darin, dass es sehr praktisch wäre, wenn es sich bei der entsprechenden Zahl um eine Quadratzahl handelt.
 
Es gibt noch etwas, das Sie beim Rechnen mit Quadratzahlen und Wurzeln beachten müssen. Wenn Sie nach der Wurzel aus 25 gefragt werden, sagen Sie »Fünf«. Das ist richtig – und doch müssen Sie beim Lösen von Gleichungen noch eine zweite Möglichkeit beachten, wie Sie diese 25 erhalten könnten. Welche Zahl ergibt mit sich selbst multipliziert noch 25? Richtig, [image: images] natürlich. Es gibt also immer zwei Zahlen, deren Quadrat gleich der gegebenen Zahl ist. Aber nur die positive dieser Zahlen bezeichnen wir als Wurzel.

[image: Techniker] Die Quadratwurzel einer Zahl ist nur die positive Zahl, die mit sich selbst multipliziert den Wert unter dem Wurzelzeichen ergibt. Beim Lösen von Gleichungen muss man jedoch sowohl diese positive Zahl als auch ihre Gegenzahl (die negative, die mit sich selbst multipliziert den gleichen Wert ergibt) berücksichtigen.

 
Unter bestimmten Umständen, wie bei quadratischen Gleichungen, müssen Sie auch an diese andere Möglichkeit denken.
 
Im Folgenden finden Sie eine Regel für das Rechnen mit bestimmten quadratischen Gleichungen, in denen [image: images] ist. Sie sehen eigentlich so aus: [image: images]. Die Variable c ist normalerweise negativ und ihre Gegenzahl wurde zu beiden Seiten der Gleichung addiert. Die Gleichung wird dann zu [image: images].

[image: Sanduhr] Quadratwurzelregel: Wenn [image: images], dann [image: images].


Entspricht eine Quadratzahl einer Variablen (x2) der Zahl k, entspricht die Variable (x) der Quadratwurzel von k und ihrem Gegenteil.


 
Diese Beispiele veranschaulichen, wie Sie diese Regel auf quadratische Gleichungen mit [image: images] anwenden können. 

 
	Lösen Sie [image: images] nach x auf.
Laut Quadratwurzelregel: [image: images]

Probe: [image: images] und [image: images]

 
	Lösen Sie [image: images] nach m auf.
Hier können Sie die Quadratwurzelregel noch nicht anwenden. Addieren Sie zunächst [image: images] zu jeder Seite.

[image: images]

Teilen Sie jetzt jede Seite durch 3.

[image: images]

Also gilt: [image: images].

 
	Lösen Sie [image: images] nach p auf.
Addieren Sie zu jeder Seite [image: images], Sie erhalten: [image: images].

Hoppla, welche Zahl mit sich selbst multipliziert ergibt [image: images]? Die Antwort lautet: Keine, die Sie sich vorstellen können. Mathematiker haben Zahlen entwickelt – imaginäre Zahlen genannt –, damit man solche Aufgaben lösen kann. Da es hier aber nur um reelle Zahlen gehen soll, hat die Gleichung keine Lösung.

 
	Lösen Sie [image: images] nach q auf.
In diesem Fall erhalten Sie zwei völlig unterschiedliche Ergebnisse, nicht eine Zahl und ihr Gegenteil.

Arbeiten Sie zuerst mit der Quadratwurzelregel, Sie erhalten:

[image: images]

Jetzt müssen Sie zwei verschiedene lineare Gleichungen lösen:

[image: images] und [image: images]

Wenn Sie 3 von jeder Seite subtrahieren, bekommen Sie die beiden Antworten:

[image: images] und [image: images]

Diese beiden Ergebnisse müssen selbstverständlich überprüft werden.

Einsetzen der 2: [image: images] oder [image: images]

Einsetzen der −8: [image: images] oder [image: images]

Beide Lösungen funktionieren!






Lösen durch Faktorisieren
 
Jetzt werden Sie sehen, warum sich die ganzen Kapitel über das Faktorisieren wirklich gelohnt haben. In den meisten quadratischen Gleichungen kommt eher das Faktorisieren zum Einsatz als die im vorangegangenen Abschnitt behandelte Methode. Das Lösen mithilfe der Quadratwurzel kommt infrage, wenn [image: images] in der Normalform [image: images] auftritt. Man faktorisiert, wenn [image: images] oder wenn weder b noch c null entsprechen. Für das Lösen von Gleichungen ist neben dem Faktorisieren das Multiplikationsverhalten von null wichtig. Die Multiplikation mit null ist einfach und gleichzeitig unglaublich praktisch. Die folgenden Gleichungen werden mithilfe dieser Null und dem größten gemeinsamen Teiler gelöst.



Wunderbare Null
 
Bevor wir anfangen zu faktorisieren, sehen wir uns das Multiplikationsverhalten von null etwas genauer an. Sie könnten jetzt sagen: »Was gibt es da zu wissen? Jede Zahl mit null multipliziert ergibt null, ist doch klar!« Das ist wahr; ist Ihnen aber auch klar, was das bedeutet? Steht die Null alleine, ist sie »nichts« – wird sie multipliziert, hat sie eine richtige »Macht«.

[image: Sanduhr] Das Multiplikationsverhalten von null:


Wenn [image: images], dann ist entweder [image: images] oder [image: images].


 
Welche Zahl hat schon solch eine Macht? Wenn Sie sagen, dass [image: images] ist, wissen Sie noch lange nichts über p und q. Die beiden Variablen könnten alles sein – positiv, negativ, gebrochen, Wurzeln oder eine Mischung aus allem. Ein Produkt, das null entspricht, lässt nur eine Schlussfolgerung zu: Ein Faktor muss null sein.
 
Die folgenden Beispiele beweisen, wie mächtig und praktisch diese Regel ist.

 
	Finden Sie den Wert von x, wenn [image: images].
Arbeiten Sie mit dem Multiplikationsverhalten von null: [image: images], weil 3 nicht 0 sein kann.


	Finden Sie den Wert von x und y, wenn [image: images]. Wenn [image: images], kann y jede Zahl inklusive 0 sein.
Wenn [image: images], dann gilt zwangsläufig: [image: images].



Diese Regel hilft Ihnen, quadratische Gleichungen zu lösen, wenn Sie alles auf eine Seite des Gleichheitszeichens bringen – damit auf der anderen Seite nur noch die Null steht – und dann diese Seite faktorisieren. Zum Beispiel:

 
	Lösen Sie [image: images] nach x auf.
Sie könnten natürlich auf jeder Seite die Quadratwurzel ziehen, aber sehen Sie sich einmal folgende Methode an:

Subtrahieren Sie 16 von jeder Seite, Sie erhalten [image: images].

[image: Erinnerung] Die Differenz zweier Quadrate entspricht der Summe ihrer Wurzeln multipliziert mit der Differenz ihrer Wurzeln.


Da: [image: images],

gilt: [image: images].

Aus dem Multiplikationsverhalten von null folgt:

[image: images] oder [image: images]

Daraus wieder folgt: [image: images] oder [image: images].


 
Wenn Sie quadratische Gleichungen lösen, bei denen Sie es mit Quadratzahlen und zweiten Potenzen zu tun haben, wäre es nicht schlecht, wenn Sie eine Liste der Quadratzahlen zur Hand hätten – zum Beispiel die auf der Schummelseite.





[image: Anekdote] Zweiter Grad oder Quadrat


 
Das Wort quadratisch bezeichnet unter anderem Gleichungen mit einem Term zweiten Grades. Warum aber wird das Präfix quad-, das vier bezeichnet, für eine Gleichung zweiten Grades verwendet? Das scheint daher zu kommen, dass ein Quadrat eine Figur mit vier (gleich langen) Seiten ist. Die Fläche eines Quadrats mit x langen Seiten wäre x im Quadrat. Also ist das Quadrieren auch hier das Heben in die zweite Potenz.









Größter gemeinsamer Teiler und Multiplikation mit null
 
Faktorisieren ist relativ einfach, wenn man nur zwei Terme hat, die einen gemeinsamen Teiler haben. Das trifft zum Beispiel auf quadratische Gleichungen der Form [image: images] mit [image: images] zu: Die beiden übrigen Terme haben zumindest den gemeinsamen Teiler x. Man sucht also nach dem größten gemeinsamen Teiler, faktorisiert mit diesem und nützt dann das Multiplikationsverhalten von null, um die Gleichung zu lösen.
 
Folgende Beispiele machen sich diese Tatsache zunutze: dass die Konstante null entspricht und es einen gemeinsamen Teiler von mindestens x gibt.

 
	Lösen Sie [image: images] nach x auf.
Der größte gemeinsame Teiler der beiden Terme ist x; faktorisiert sieht die Gleichung so aus:

[image: images]

Da x oder [image: images] null entsprechen müssen, wissen Sie, dass [image: images] oder [image: images] ist.

 
	Lösen Sie [image: images] nach x auf.
Der ggT der beiden Terme ist 6x; faktorisieren Sie die linke Seite.

[image: images]

6x oder [image: images] müssen null entsprechen, also ist [image: images] oder [image: images].

 
	Es wäre hilfreich, eine generelle Formel für diese Art von Gleichungen mit [image: images] zu haben. Lösen Sie also diese allgemeingültige Gleichung [image: images] nach x auf.
Der ggT der beiden Terme ist x, schreiben Sie also die linke Seite in faktorisierter Form.

[image: images]

Sie wissen: [image: images] oder [image: images].

Der erste Teil ist klar, [image: images] kommt jedes Mal vor. Der zweite Teil, eine lineare Gleichung, muss erst gelöst werden.

Subtrahieren Sie b von jeder Seite.

[image: images]

Dividieren Sie beide Seiten durch a.

[image: images], Sie erhalten: [image: images].

Die beiden Lösungen sind also [image: images] und [image: images].


 
Diese Formel kann Ihnen helfen, Gleichungen besagter Form zu lösen. Dann müssen Sie nicht jedes Mal faktorisieren und sich das Ergebnis erarbeiten.

[image: Warnung] Oft wird die Lösung [image: images] vergessen. Man übersieht das unscheinbare, einsame x vor der Klammer oder vergisst für einen Moment, dass es eines der beiden Ergebnisse liefert. Achten Sie darauf!


 


Quadratische Gleichungen mit drei Termen
 
Quadratische Gleichungen sind nicht nur für die Algebra elementar, sondern auch für die Physik, die Wirtschaft, die Astronomie und viele andere Anwendungen. Durch das Lösen quadratischer Gleichungen bekommt man Antworten auf Fragen wie »Wann wird der Stein auf dem Boden auftreffen?« oder »Wann wird der Gewinn mehr als 100 Prozent betragen?« oder »Wann im Jahr ist die Erde der Sonne am nächsten?«
 
In den beiden vorangegangenen Abschnitten entsprach entweder b oder c dem Wert null in der Normalform [image: images]. Im Folgenden lassen wir keine Variable aus – jeder der Buchstaben a, b oder c ist eine Zahl, die nicht null ist.
 
Wenn man eine quadratische Gleichung löst, ist es am effizientesten, zuerst alle Werte, die nicht null sind, auf eine Seite zu bringen. Dann faktorisiert man, wenn möglich, und bedient sich anschließend des Multiplikationsverhaltens von null. Wenn weniger als drei Terme vorhanden sind, helfen Ihnen die beiden vorigen Abschnitte weiter.
 
Lösen Sie [image: images] nach x auf.
 
Anhand folgender Schritte können Sie quadratische Gleichungen mit drei Termen lösen: 

 
	Bringen Sie alle Terme auf eine Seite, sodass nur die Null auf der anderen Seite stehen bleibt.
In diesem Fall können Sie 28 von jeder Seite subtrahieren.

[image: images]

[image: Erinnerung] Denken Sie an die Normalform der quadratischen Gleichung:

[image: images]


 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert a ergeben.
In [image: images] ist [image: images]; also kommt ausschließlich 1 mit sich selbst multipliziert infrage.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert den Betrag von c ergeben.
28 kann 1 · 28, 2 · 14 oder 4 · 7 sein.
  
	Falls c positiv: Suchen Sie nach einem Zahlenpaar aus Schritt 2 und einem Zahlenpaar aus Schritt 3, die über Kreuz multipliziert und dann addiert den Betrag von b ergeben.
 
	Falls c negativ: Suchen Sie nach einem Zahlenpaar aus Schritt 2 und einem Zahlenpaar aus Schritt 3, die über Kreuz multipliziert und dann subtrahiert den Betrag von b ergeben.



c ist hier negativ und die Differenz von 1 · 4 und 7 · 1 ist 3.

Faktorisiert sieht das Ganze so aus: [image: images].

 
	Nutzen Sie das Multiplikationsverhalten von null.
[image: images] oder [image: images], also gilt:

[image: images] oder [image: images].

 
	Überprüfen Sie Ihr Ergebnis.
Wenn [image: images], dann: [image: images] und

wenn [image: images], dann [image: images]

Beide Lösungen funktionieren!



 
Es sieht auf den ersten Blick ziemlich einfach aus, quadratische Gleichungen durch Faktorisieren zu lösen. Es kann aber auch weniger leicht sein, trinomische Gleichungen (mit drei Termen) zu faktorisieren. Wenn ein Trinom faktorisiert wird, erhält man ein Produkt mit zwei Binomen. Wenn die quadratische Gleichung nicht faktorisiert werden kann, müssen Sie die Lösungsformel für quadratische Gleichungen – weiter hinten in diesem Kapitel erläutert – anwenden. 

[image: Erinnerung] Das Produkt der beiden Binome [image: images] entspricht dem Trinom [image: images].

 
Hier sehen Sie ganz genau, was Sie beim Ausmultiplizieren zweier Binome erhalten. Im Folgenden wenden wir das Gegenteil, das Faktorisieren in zwei Binome an. Mehr zu den Themen Ausmultiplizieren und Faktorisieren erfahren Sie in Kapitel 10.
 
Die nächsten Beispiele zeigen, wie man eine quadratische Gleichung löst, indem man faktorisiert und sich das Multiplikationsverhalten von null zunutze macht.
 
Lösen Sie [image: images] nach x auf.

 
	Die Gleichung ist in Normalform, also können Sie mit Schritt 2 weitermachen.
 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert a ergeben.
[image: images], also das Produkt von 1 · 1. Wenn es zwei Binome gibt, mit denen man faktorisieren kann, müssen beide mit x beginnen, da der erste Term x2 ist.

[image: images]

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert c ergeben.
[image: images], also enden die beiden Binome mit zwei der folgenden Zahlen:

[image: images] und [image: images] oder [image: images] und [image: images] oder [image: images] und [image: images] oder [image: images] und [image: images].

Um zu entscheiden, welches Zahlenpaar Sie brauchen, sehen Sie sich den letzten Term des Trinoms, die negative Zahl [image: images], an. Sie suchen also nach der Differenz der über Kreuz multiplizierten Zahlenpaare, um [image: images], den mittleren Term, zu erhalten. In diesem Fall funktioniert eine der Kombinationen mit 1 und 6, weil ihre Differenz 5 entspricht. Wenn Sie [image: images] und [image: images] nehmen, erhalten Sie [image: images].

Also gilt: [image: images].

 
	Nutzen Sie das Multiplikationsverhalten von null.
Daraus folgt: [image: images] oder [image: images]

 
	Überprüfen Sie Ihr Ergebnis.
Wenn [image: images] : [image: images]

Wenn [image: images] : [image: images]



 
Beide Lösungen funktionieren!
 
Lösen Sie [image: images] nach x auf.

 
	Bringen Sie die Gleichung in Normalform.
Um die Gleichung faktorisieren und lösen zu können, müssen Sie zunächst [image: images] addieren.

[image: images]

Diesmal wird das Faktorisieren etwas schwieriger sein, weil sowohl die 6 als auch die 12 aus verschiedenen Zahlenpaaren multipliziert werden kann. Es kommt also darauf an, die richtige Zahlenkombination für die beiden Binome zu finden.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert a ergeben.
6 kann aus 1 · 6 oder 2 · 3 entstehen.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert c ergeben.
12 kann aus 1 · 12, 2 · 6 oder 3 · 4 entstehen.

Sie müssen die Faktoren so wählen, dass die Differenz ihrer über Kreuz multiplizierten Produkte 1 entspricht. Der letzte Term ist negativ, deswegen die Differenz, und der mittlere Koeffizient ist 1.

Unter diesen Voraussetzungen sehen Sie, dass 2 · 3 und 3 · 4 funktionieren:

[image: images] und [image: images].

Die Differenz dieser beiden Zahlen ist 1. Über das Vorzeichen können Sie sich später Gedanken machen.

Ordnen Sie die Zahlen in den Binomen so an, dass die 2 mit der 4 multipliziert wird und die 3 mit der 3 und Sie an erster Stelle eine 6 und an letzter Stelle eine 12 erhalten.

[image: images]

Der quadratische Ausdruck hat ein [image: images] in der Mitte, also muss das größere Produkt der äußeren mit den inneren Termen positiv sein. 9x und somit die 3 müssen also positiv sein; die 4 ist dann negativ.

[image: images]

 
	Nutzen Sie das Multiplikationsverhalten von null.
Das Trinom ist faktorisiert und die beiden Binome besagen, dass [image: images] oder [image: images] ist.

Wenn [image: images], dann [image: images].

Wenn [image: images], dann [image: images].

 
	Überprüfen Sie Ihr Ergebnis.
Wenn [image: images], dann [image: images].

Wenn [image: images], dann [image: images].



 
Diese Probe war zugegeben weniger lustig, aber sie beweist immerhin, wie gut Faktorisieren funktionieren kann.
 
Lösen Sie [image: images] nach y auf.

 
	Die Gleichung ist bereits in Normalform.
 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert a ergeben.
1 · 9 oder 3 · 3 ergeben 9.

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert c ergeben.
1 · 4 oder 2 · 2 ergeben 4.

Nehmen Sie zum Faktorisieren die 3er und 2er, beide Paare ergeben über Kreuz multipliziert 6 und wir brauchen die Summe 12 in der Mitte.

Also entspricht [image: images]. Beachten Sie die negativen Vorzeichen wegen der negativen [image: images] beziehungsweise der positiven [image: images].

 
	Lösen Sie die Gleichung mithilfe des Multiplikationsverhaltens von null.
Die beiden Faktoren sind in diesem Fall identisch. Also erhalten wir zweimal dieselbe Lösung.

Wenn [image: images], dann [image: images]. Die Gleichung hat also faktisch nur eine Lösung, die aber durch zwei verschiedene Einsetzungen zustande kommt.




[image: Techniker] Quadratische Gleichungen, die sich in zwei gleiche Binome faktorisieren lassen, haben nur eine Lösung. Dadurch, dass die Binome identisch sind, muss man in jedes Binom die gleiche Zahl als Lösung einsetzen. Mehr über das Faktorisieren identischer Binome erfahren Sie in Kapitel 8.

 
Lösen Sie [image: images] nach z auf.

 
	Die Gleichung ist bereits in Normalform.
Sie können damit anfangen, nach Zahlenpaaren zu suchen, die miteinander multipliziert 12 und 8 ergeben. Vielleicht haben Sie aber auch bemerkt, dass alle drei Terme durch 4 teilbar sind. Um sich die Sache einfacher zu machen, können Sie also zuerst den größten gemeinsamen Teiler ausklammern und dann mit kleineren Zahlen weiterrechnen.

[image: images]

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert a ergeben.
[image: images]

 
	Bestimmen Sie alle Zahlenpaare, die miteinander multipliziert c ergeben.
Das ist wirklich einfach: Sowohl die 3 als auch die 2 sind Primzahlen und können somit nur auf eine Art faktorisiert werden. Sie haben also keine andere Wahl, als diese Faktoren so aufzulisten, dass sich eine Differenz von 1 zwischen ihnen ergibt.

[image: images]

Da der mittlere Term negativ ist, muss das äußere Produkt negativ werden. Das negative Vorzeichen kommt also vor die 1.

[image: images]

 
	Lösen Sie die Gleichung mithilfe des Multiplikationsverhaltens von null.
Dieses Mal müssen Sie drei Faktoren berücksichtigen:

[image: images] oder [image: images].

Die erste Gleichung ist unmöglich, 4 kann nicht 0 entsprechen. Die beiden anderen Gleichungen liefern die Lösung:

Wenn [image: images], dann [image: images] und wenn [image: images], dann [image: images].

 
	Probe:
Wenn [image: images], dann [image: images]

[image: images]

Wenn [image: images], dann [image: images]




[image: Erinnerung] Vergessen Sie nie, mithilfe der ursprünglichen Gleichung Ihre Lösung zu überprüfen.





Quadratische Gleichungen anwenden
 
Lernen Sie ein paar Möglichkeiten kennen, quadratische Gleichungen und ihre Lösungen zu nutzen. Quadratische Gleichungen finden sich in vielen Anwendungen der Mathematik, Wirtschaft und weiteren Wissenschaften; deswegen sind sie so beliebt. Hier ein paar Beispiele:
 
Zuerst zur Physik: Eine Gleichung, die besagt, in welcher Höhe sich ein Objekt nach einer bestimmten Zeit befindet, kann folgendermaßen aussehen: [image: images]. Der Term [image: images] steht für die Schwerkraft, die auf das Objekt wirkt. v0 ist die Ausgangsgeschwindigkeit – also die Geschwindigkeit ganz zu Anfang. h0 bezeichnet die Ausgangshöhe – die Höhe des Gebäudes, des Felsens oder des Stuhls, von dem das Objekt geworfen wird. Die Variable t steht für die vergangenen Sekunden.
 
Ein Stein wird von einem 40 Meter hohen Gebäude mit einer Geschwindigkeit von 128 Metern pro Sekunde nach oben geworfen. Wann befindet sich der Stein in 296 Meter Höhe?
 
Wenn Sie die entsprechenden Werte einsetzen, also 296 für h, 128 für v0 und 40 für h0, lautet die Gleichung: [image: images]. Anhand folgender Schritte kann man die Gleichung lösen.

 
	Schreiben Sie die Gleichung in Normalform.
Addieren Sie [image: images] zu jeder Seite.

[image: images]

 
	Klammern Sie den größten gemeinsamen Teiler aus.
Faktorisieren Sie mit [image: images].

[image: images]

 
	Faktorisieren Sie den quadratischen Ausdruck in Klammern.
[image: images]

 
	Lösen Sie die Gleichung mithilfe des Multiplikationsverhaltens von null.
[image: images], [image: images]



 
Nach 4 Sekunden befindet sich der Stein in 296 Meter Höhe.
 
Das nächste Beispiel illustriert die kapitalistische (und kreative) Seite quadratischer Gleichungen. Die Kosten für einen bestimmten Modellierton hängen davon ab, wie viel eine Bildhauerin zur gleichen Zeit bestellt. Die Formel für die Kosten pro Kilo ist [image: images], wobei x für die Kilozahl des Tons steht. 

 
	Die Variable y steht für die Kosten pro Kilo, die Gleichung lautet:
[image: images].

Ersetzen Sie x durch ein paar Zahlen, um ein Gefühl dafür zu bekommen, welche Beträge hier im Spiel sind.

 
	Für 1 Kilo: [image: images], also [image: images] Euro pro Kilo.
 
	Für 10 Kilo: [image: images], also [image: images] Euro pro Kilo.
 
	Für 25 Kilo: [image: images], also [image: images] Euro pro Kilo.


Die Bildhauerin möchte ihre Kosten niedrig halten, also nicht mehr als 40 Euro pro Kilo zahlen. Wie viel kann sie bestellen und dabei unter diesem Betrag bleiben?

Wenn [image: images]: [image: images],[image: images]

Subtrahieren Sie von beiden Seiten [image: images]: [image: images],[image: images]

Sie möchten diese Gleichung nicht mit dem dezimalen Multiplikator von x2 faktorisieren, also multiplizieren Sie alle Terme auf beiden Seiten mit 20.

[image: images]

Das lässt sich faktorisieren: [image: images]

Also ist [image: images] oder [image: images].

Die Kilokosten werden unter 40 Euro bleiben, wenn die Bildhauerin zwischen 20 und 60 Kilo Ton bestellt. Am billigsten ist es, wenn sie 40 Kilo bestellt.






abc-Formel
 
Die sogenannte abc-Formel ist eine Methode, quadratische Gleichungen zu lösen. Eine quadratische Gleichung der Normalform [image: images] kann zwei Lösungen haben oder eine oder sogar keine. Vergessen Sie nicht, dass a, b und c beliebige Zahlen sind, wobei a nicht, aber b und c durchaus null entsprechen können. Mit der großen Lösungsformel ist es möglich, eine Lösung zu finden, wenn die Gleichung nicht sehr schön ist. Die Zahlen in der Gleichung oder dem Ergebnis können Brüche, unendliche Dezimalzahlen oder Wurzeln sein.

[image: Sanduhr] Mit der großen Lösungsformel kann man den Wert von x für eine Gleichung der Form [image: images] finden. Sie lautet:


[image: images]


 
In der Formel kommt das Rechenzeichen [image: images] vor. Das heißt, dass die Lösungen mit zwei unterschiedlichen Gleichungen wiedergegeben werden können, eine mit Plus- und eine mit Minus-Zeichen. Dann sehen sie folgendermaßen aus:
 

[image: images]
 


Sehen Sie den Unterschied zwischen den beiden Gleichungen? Der einzige Unterschied besteht im Wechsel von einem Plus- zu einem Minus-Zeichen vor der Wurzel.
 
Sie können diese Formel auf jede quadratische Gleichung anwenden. Hier sehen Sie ein Beispiel:

 
	Lösen Sie die Gleichung [image: images] mithilfe der abc-Formel.
Beziehen Sie sich auf die Normalform der quadratischen Gleichung, in der die Koeffizienten von x2 und x die Variablen a und b sind und die Konstante c ist.

[image: images], [image: images], [image: images]

Zuerst zum ersten Teil der Formel, in dem vor der Wurzel das Plus-Zeichen steht:

[image: images]

Jetzt noch der zweite Teil der Formel:

[image: images]


 
Wann immer Sie mit der abc-Formel ein Ergebnis erhalten, das eine ganze Zahl oder ein Bruch ist, hätte man die Gleichung auch faktorisieren können. Das heißt natürlich nicht, dass Sie nicht mit der Formel hätten arbeiten sollen. Manchmal ist es einfacher, mit der Formel zu arbeiten – vor allem, wenn große, weniger schöne Zahlen im Spiel sind. Normalerweise ist es aber schneller, zu faktorisieren und mit dem Multiplikationsverhalten von null zu arbeiten. Sehen Sie sich an, wie schnell Sie das vorangegangene Beispiel hätten lösen können.
 
[image: images]
 
Sie wissen, dass: [image: images] oder [image: images], also gilt:
 
[image: images]
 
Wie sieht das Ergebnis aus, wenn die Gleichung nicht faktorisiert werden kann? Im nächsten Beispiel sehen Sie es.

[image: Warnung] Auf diese beiden Dinge müssen Sie bei allen Aufgaben achten:

 
	Vergessen Sie nicht, dass [image: images] bedeutet, dass Sie die Gegenzahl von b einsetzen müssen. Wenn der Koeffizient b in der Ausgangsgleichung positiv ist, machen Sie ihn negativ und umgekehrt. Achten Sie bei allen Rechnungen mit dieser Formel genau auf die Vorzeichen.
 
	Seien Sie vorsichtig, wenn Sie die Wurzel vereinfachen. Die Regeln zur Reihenfolge von Rechnungen besagen, dass Sie zuerst den Wert von b in die zweite Potenz heben und vom Ergebnis das Produkt der letzten drei Faktoren abziehen müssen.


 
Und jetzt zu unserem Beispiel:

 
	Lösen Sie die Gleichung [image: images] mit der abc-Formel.
In dieser Aufgabe ist [image: images], [image: images], [image: images].

Die Formel lautet [image: images], aber führen Sie die beiden Rechnungen wieder getrennt durch.

[image: images]

Die Wurzel kann vereinfacht werden, da [image: images] ist.

Also: [image: images]

[image: Warnung] Seien Sie vorsichtig beim Vereinfachen des Ausdrucks: [image: images]. Beide Terme im Zähler müssten durch 2 dividiert werden.


Das dezimale Äquivalent der Lösung ist:

[image: images]

Die zweite Lösung lautet:

[image: images]

Was machen die gerundeten Lösungen, wenn sie überprüft werden?

Wenn [image: images], dann [image: images]

[image: images]


 
Das ist nicht null! Was ist passiert? Ist die Lösung falsch? Nein, sie ist völlig in Ordnung. Das liegt am Runden und passiert, wenn Sie den gerundeten Wert statt des Bruchs in die Ausgangsgleichung einsetzen. Die Wurzel aus 2 musste gerundet werden, da es sich um eine irrationale Zahl handelt, deren Dezimalstellen niemals enden. Es ist hier ausreichend, die Zahl auf drei Stellen nach dem Komma zu runden. Sie dürfen nur nicht erwarten, dass Sie bei der Probe genau die Null erhalten. Wenn Sie das Ergebnis, das Sie bei der Probe erhalten, auf genauso viele Stellen runden wie den Wert, den Sie eingesetzt haben, sollten Sie allerdings die erzielte Null bekommen.







pq-Formel oder abc-Formel?

 
Mit der pq-Formel kann man ebenfalls quadratische Gleichungen lösen. Diese müssen dann allerdings normiert sein, das heißt, der Wert, der in der abc-Formel dem a entspricht, ist 1. Die normierten quadratischen Gleichungen haben die folgende Form:
 
[image: images]
 
Die Formel zum Lösen der Gleichung lautet dann:
 
[image: images]
 
Durch eine schnelle Umformung können Sie aus jeder beliebigen quadratischen Gleichung eine normierte quadratische Gleichung machen. Dividieren Sie einfach die ganze Gleichung durch a.
 
[image: images]
 
Dividiert durch a:
 
[image: images]
 
Jetzt entspricht [image: images] dem p und [image: images] dem q in der pq-Formel.






[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.





Kapitel 15

Mit höhergradigen Gleichungen rechnen






IN DIESEM KAPITEL
 
	Kubische Gleichungen lösen
 
	Bei höheren Potenzen quadratische Wege gehen
 
	Mit Wurzeln zurechtkommen
 
	Das Horner-Schema kennenlernen







 
Die meisten Algebra-Anwendungen arbeiten ausschließlich mit Gleichungen des ersten und zweiten Grades. Auch in der Analysis und Physik scheinen diese Gleichungen mit ersten und zweiten Potenzen ausreichend zu sein, um mit den meisten Fragestellungen zurechtzukommen. Wenn Sie die können, haben Sie das Wichtigste gelernt. Aber ab und zu werden Sie sich mit Gleichungen höherer Grade, mit Wurzeln oder gebrochenen Exponenten konfrontiert sehen. Kein Grund zur Panik. Es gibt einige Möglichkeiten, auch diese Formen zu bewältigen – und die zeige ich Ihnen im Folgenden. Ein wichtiges Hilfsmittel ist immer wieder das Multiplikationsverhalten von null, da Gleichungen nun mal meistens mit null gleichgesetzt werden.




Kubische Gleichungen kennenlernen
 
Kubische Gleichungen beinhalten einen Term der dritten Potenz, aber keinen Term mit einer höheren Potenz als 3. Oft erhält man beim Lösen kubischer Gleichungen drei Ergebnisse, es können aber auch weniger sein. Eine Lösung muss eine solche Gleichung jedoch mindestens besitzen – auch wenn sie nicht schön ist. Letzteres ist bei quadratischen Gleichungen (eine Gleichung zweiten Grades) nicht garantiert: Bei ihnen kann man am Ende auch ohne Ergebnis dastehen. 

[image: Tipp] Wenn Gleichungen zweiten Grades zwei Lösungen und Gleichungen dritten Grades drei Lösungen besitzen können, wie sieht es dann mit höhergradigen Gleichungen aus? Kann man davon ausgehen, dass Gleichungen vierten Grades vier Lösungen und Gleichungen fünften Grades fünf Lösungen besitzen und so weiter? Das ist tatsächlich so – es handelt sich um eine allgemeingültige Regel. Der Grad besagt, wie viele Lösungen es maximal gibt. Sie können jederzeit weniger Lösungen erhalten, aber nie mehr.




Gleichungen mit Kubikzahlen lösen
 
Wenn eine kubische Gleichung aus zwei Termen besteht, deren Kubikwurzeln ganze Zahlen sind, ist die Lösung relativ einfach zu ermitteln: Die Summe oder Differenz dieser beiden Kubikzahlen kann in ein Binom und ein Trinom faktorisiert werden, von denen nur der erste Faktor, das Binom, eine Lösung liefert. (Um das Faktorisieren von Kubikzahlen aufzufrischen, sehen Sie in Kapitel 11 nach.)

[image: Sanduhr] Wenn [image: images] ist, dann ist [image: images], wobei [image: images] die einzige Lösung ist.

 
Sehen Sie sich an, wie das Ganze funktioniert: Wenn [image: images], dann ist wegen des Multiplikationsverhaltens von null [image: images], also [image: images] oder [image: images]. Dieses Trinom kann nicht faktorisiert werden und liefert keine Lösung, genauso bei der Addition von Kubikzahlen: Wenn [image: images], dann ist [image: images], also [image: images] oder [image: images]. Auch dieses Trinom kann nicht faktorisiert werden. Wie Sie sehen, funktioniert auch diese Regel mit dem Multiplikationsverhalten von null, indem das faktorisierte Binom null entsprechen muss und nach x aufgelöst wird.

[image: Erinnerung] Das Multiplikationsverhalten von null besagt, dass, wenn [image: images] ist, dann ist entweder [image: images] oder [image: images]. Ein Faktor muss mindestens null sein, um ein Produkt von null zu erhalten.

 
Das Wichtigste beim Lösen von kubischen Gleichungen mit zwei Termen, deren Kubikzahlen ganze Zahlen sind, ist, die Gleichung als solche zu erkennen. Sehen Sie sich die Kubikzahlen auf der Schummelseite an und gehen Sie dann nach den Regeln vor. Hier ein paar Beispiele:
 
Lösen Sie [image: images] nach x auf.

 
	Faktorisieren Sie.[image: images]

 
	Wenden Sie das Multiplikationsverhalten von null an.
Wenn [image: images], dann

[image: images] oder [image: images].



 
Nur die erste Gleichung liefert eine Lösung: [image: images]. Die andere Gleichung ist unerfüllbar, also gibt es nur ein Ergebnis. 

[image: Techniker] Das Trinom, das entsteht, wenn man die Summe oder die Differenz zweier Kubikzahlen faktorisiert, hat keine Lösung, wenn man es mit null gleichsetzt. Um zu sehen, dass das wirklich so ist, können Sie die abc-Formel (Kapitel 14) auf das Trinom anwenden. Sie werden feststellen, dass es – zumindest unter den reellen Zahlen – keine Lösung für die Gleichung gibt.




 
	Lösen Sie [image: images] nach y auf.
[image: images]
 Wenn [image: images], dann [image: images] oder [image: images].
 
	Lösen Sie [image: images] nach a auf.
Man kann diesen Ausdruck genauso faktorisieren wie jede andere Differenz von Kubikzahlen. Es ist nur ein bisschen umständlicher, da der zweite Term ein Binom ist.

[image: images]

Vereinfachen Sie in der ersten Klammer, indem Sie mit dem Vorzeichen ausmultiplizieren.

[image: images]

Vereinfachen Sie in der zweiten Klammer, indem Sie mit 2a ausmultiplizieren und die andere Klammer quadrieren.

[image: images]

Also erhalten Sie:

[image: images]

Mit dem ersten Faktor erhalten Sie: [image: images], der zweite Faktor liefert wie immer keine Lösung.






Lösen mit dem größten gemeinsamen Teiler
 
Eine andere Form einfach zu lösender kubischer Gleichungen ist diejenige, bei der man mit dem ggT (größter gemeinsamer Teiler) faktorisieren kann und einen linearen oder quadratischen zweiten Faktor erhält. Dann arbeitet man mit dem Multiplikationsverhalten von null weiter, um die Lösungen – normalerweise drei davon – zu finden.



Mit einem ggT der ersten Potenz faktorisieren

Wenn eine kubische Gleichung aus Termen besteht, die alle die gleiche Variable der ersten Potenz haben, dann faktorisieren Sie damit. Dabei bekommen Sie diese Variable als einen Faktor und einen quadratischen Ausdruck als zweiten Faktor. Die Variable im ersten Grad stellt die Lösung null dar. Die quadratische Gleichung liefert Lösungen, die Sie mit den Methoden in Kapitel 14 herausfinden können.
 
Anhand folgender Schritte können Sie [image: images] nach x auflösen.

 
	Faktorisieren Sie mit dem ggT.
Der ggT ist x, Sie erhalten: [image: images]

Sie sehen, dass der zweite Faktor, der quadratische Ausdruck, faktorisiert werden kann. Tun Sie das, bevor Sie das Multiplikationsverhalten von null auf die ganze Gleichung anwenden.

 
	Faktorisieren Sie den quadratischen Ausdruck, falls möglich.[image: images]

 
	Arbeiten Sie mit dem Multiplikationsverhalten von null.
Wenn Sie die einzelnen Faktoren mit null gleichsetzen, erhalten Sie:

[image: images] oder [image: images] oder [image: images].

Daraus folgt: [image: images] oder [image: images] oder [image: images].

 
	Überprüfen Sie die Lösungen.
Wenn [image: images], dann [image: images]

Wenn [image: images], dann [image: images]

Wenn [image: images], dann [image: images]



 
Alle drei Lösungen sind richtig!
 
Die gleichen Schritte helfen Ihnen, [image: images] nach z aufzulösen.

 
	Faktorisieren Sie mit dem ggT.
Diesmal ist der ggT die Variable z.

Faktorisiert sieht die Gleichung so aus: [image: images].

 
	Faktorisieren Sie den quadratischen Ausdruck, falls möglich.
Hier kommen Sie nicht weiter. Auch wenn der zweite Faktor danach aussieht, als könnte man ihn faktorisieren, ist es nicht möglich. Die Gleichung, die entsteht, wenn man den zweiten Faktor mit null gleichsetzt, ist unerfüllbar. Also ist die einzige Lösung [image: images].







Mit einem ggT der zweiten Potenz faktorisieren

Genauso wie mit Variablen ersten Grades kann man auch mit Variablen zweiten Grades faktorisieren. Sie erhalten dabei ein Binom, das die Lösung der kubischen Gleichung liefert. Halten Sie sich an folgende einfache Tanz-Schritte:

 
	Walzer: Rechts vor, links seit, rechts schließen, links zurück, rechts seit, links schließen und wieder von vorn. Ein Schritt pro Taktschlag.
 
	Damit kann man auch die Vierteldrehung nach rechts bewältigen.
 
	Für die Dame alles umgekehrt.


 
Hoppla, ich meinte natürlich: Halten Sie sich an folgende Faktorisieren-Schritte und lösen Sie [image: images] nach w auf.

 
	Faktorisieren Sie mit dem ggT.
Der ggT ist w3:

[image: images]


 
	Arbeiten Sie mit dem Multiplikationsverhalten von null. 
[image: images] oder [image: images]

 
	Lösen Sie die entstandenen Gleichungen.
Um die erste Gleichung zu lösen, müssen Sie auf jeder Seite die Wurzel ziehen. Das resultiert normalerweise in zwei unterschiedlichen Ergebnissen, einem positiven und einem negativen. Das ist aber nicht der Fall bei [image: images], da 0 weder positiv noch negativ ist. Also gibt es nur eine Lösung dieses Faktors: [image: images]. Der andere Faktor ergibt [image: images]. Obwohl es sich also um eine kubische Gleichung handelt, gibt es nur zwei Lösungen.



 
Am folgenden Beispiel können Sie dieses Verfahren noch ein wenig üben:
 
Lösen Sie [image: images] nach t auf.

 
	Faktorisieren Sie mit dem ggT.
Der ggT ist 9t2:

[image: images]


 
	Arbeiten Sie mit dem Multiplikationsverhalten von null.
Aus [image: images] oder [image: images] folgt: [image: images] oder [image: images].




 


Kubische Ausdrücke zusammenfassen
 
Wenn Sie vier oder mehr Terme haben, die keinen gemeinsamen Teiler aufweisen, können Sie Terme zusammenfassen. Diese Methode des Faktorisierens funktioniert, wenn die dabei entstandenen Terme gemeinsame Teiler haben. Ich stelle Ihnen im Folgenden ein Beispiel vor, für das komplette Thema »Zusammenfassen« sehen Sie am besten in Kapitel 9 nach.
 
Lösen Sie [image: images] nach x auf.

 
	Fassen Sie die Terme auf der linken Seite zusammen.
[image: images]

 
	Faktorisieren Sie die Terme in den Klammern, wenn möglich.
Der zweite Faktor kann selbst faktorisiert werden, da er die Differenz zweier Quadrate darstellt.

[image: images]

 
	Arbeiten Sie mit dem Multiplikationsverhalten von null.
[image: images] oder [image: images] oder [image: images], also:

[image: images] oder [image: images] oder [image: images]



 
In diesem Fall erhalten Sie drei Lösungen, Sie hätten aber auch nur eines oder zwei Ergebnisse bekommen können.
 
Wenn die zusammengefassten Terme keine gemeinsamen Teiler haben, kommen Sie nicht an die Lösung.




Kubische Gleichungen mit ganzen Lösungen
 
Wenn Sie eine Gleichung dritten Grades nicht mit der Summe oder Differenz der Kubikzahlen, Faktorisieren oder Zusammenfassen lösen können, gibt es noch eine Möglichkeit, wenn alle – eins, zwei oder drei – Lösungen ganze Zahlen sind. Das funktioniert normalerweise nur, wenn der Koeffizient der Variablen im dritten Grad 1 entspricht. Das alleine garantiert zwar noch nicht, dass alle Lösungen ganze Zahlen sind, es ist aber zumindest möglich und wahrscheinlicher. Wenn der Koeffizient der Variablen im dritten Grad nicht 1 ist, könnten die Lösungen Brüche sein. Dann kann man mithilfe des »Horner-Schemas«, auf das ich später in diesem Kapitel eingehe, nach einer Lösung suchen.

[image: Sanduhr] Anhand folgender Schritte können Sie Lösungen finden, wenn alle Ergebnisse ganze Zahlen sind.


 
	Schreiben Sie die kubische Gleichung in absteigender Potenz. Sehen Sie sich die Konstante (den Term ohne Variable) an und listen Sie alle Zahlen auf, die diese Zahl glatt teilen.


[image: Erinnerung] Denken Sie dabei an positive und negative Zahlen.


Nehmen wir an, Sie lösen [image: images] nach x auf. Die Konstante ist 15, die Zahlen, die sie glatt teilen, sind: [image: images], [image: images], [image: images], [image: images]. Die Liste ist nicht gerade kurz, Sie müssen aber alle infrage kommenden Zahlen berücksichtigen.

 
	Setzen Sie die Zahlen von der Liste in die Gleichung ein, bis die Gleichung null entspricht.Versuchen Sie es zuerst mit der 3.
[image: images]
 Passt!
 
	Dividieren Sie die Konstante durch diese Zahl.
Die Lösung der Division ist Ihre neue Konstante.

In unserem Beispiel: [image: images].

 
	Listen Sie alle Zahlen auf, die diese neue Konstante glatt teilen.
Die Zahlen, die 5 glatt teilen, sind [image: images] und [image: images]. Zwei Zahlen sind schon besser als vier.

 
	Setzen Sie die Zahlen von der Liste in die Gleichung ein, bis die Gleichung null entspricht.
Versuchen Sie es mit

[image: images]

Das hat nicht funktioniert, versuchen Sie es mit der anderen Zahl.

[image: images].

Das passt.

 
	Teilen Sie die neue Konstante aus Schritt 3 durch diese Zahl aus Schritt 5.
Das Ergebnis, das Sie dabei erhalten, brauchen Sie für die letzte Lösung.

Dividieren Sie 5 durch 5, erhalten Sie 1. Teiler von 1 sind ausschließlich 1 und [image: images]. Weil Sie die 1 schon ausprobiert haben, ist [image: images] die letzte Lösung.

[image: images]

Das funktioniert natürlich, also sind Ihre Lösungen: [image: images], [image: images], [image: images].



 
Und damit haben Sie die Lösungen für die Gleichung [image: images]: [image: images], 3 und 5.
 
Ziemlich langer Weg! Versuchen Sie es noch einmal mit dem folgenden Beispiel.
 
Lösen Sie [image: images] nach y auf.

 
	Schreiben Sie die kubische Gleichung in absteigender Potenz. Sehen Sie sich die Konstante an und listen Sie alle Zahlen auf, die diese Zahl glatt teilen.
Hier ist die Konstante [image: images], dafür gibt es nur wenige Teiler: [image: images] und [image: images].

 
	Setzen Sie die Zahlen von der Liste in die Gleichung ein, bis die Gleichung null entspricht.
Versuchen Sie es mit der 1.

[image: images]

Das funktioniert. Der einzige Nachteil hier ist, dass diese Lösung keine neuen Teiler hat. 1 geteilt durch 1 ergibt wieder 1 – immerhin eine kurze Liste.

 
	Versuchen Sie es mit einer weiteren Zahl.
Versuchen Sie es mit der [image: images].

[image: images]



Das funktioniert nicht, versuchen Sie es also mit der 2.

[image: images]

Die 2 funktioniert. Wenn Sie die Konstante 2 durch 2 teilen, bekommen Sie 1. Die einzigen Faktoren für 1 sind [image: images]. Beide haben Sie schon probiert: 1 hat funktioniert, [image: images] nicht. Die Zahl 1 wird wieder funktionieren, Sie erhalten das Ergebnis zweimal.



 
Die Lösungen lauten: [image: images] und [image: images].
 
Dass die eine Lösung zweimal vorkommt, können Sie auch in der faktorisierten Form gut erkennen. Wenn Sie sich das Multiplikationsverhalten von null vor Augen halten, muss die faktorisierte Gleichung so aussehen:

[image: images]
 
Oder, um die zweimal vorkommende Lösung noch deutlicher herauszustellen:

[image: images]
 
Wenn Sie [image: images] nach z auflösen, haben Sie es mit einem besonderen Fall zu tun. Rein theoretisch könnte die Gleichung drei Lösungen haben; da die Konstante aber [image: images] ist, haben Sie nur 1 und [image: images] zur Auswahl. Prüfen Sie, ob beide funktionieren.
 
Wenn [image: images], dann: [image: images]
 
Wenn [image: images], dann: [image: images]
 
Die einzige Lösung ist [image: images].

 


Mit quadratischen Gleichungen zu höheren Potenzen
 
Manche Gleichungen mit höheren oder gebrochenen Potenzen verhalten sich ähnlich wie quadratische, das heißt, dass sie drei Terme haben und

 
	der erste Term eine gerade Potenz hat (4, 6, 8… oder [image: images],[image: images],[image: images] …),
 
	der zweite Term eine Potenz hat, die halb so groß ist wie die erste,
 
	der dritte Term eine Konstante ist.


 
Die Normalform sieht so aus: [image: images]. Wie in quadratischen Gleichungen ist x die Variable und a, b und c sind konstante Zahlen. Die Variable a kann nicht null sein, die beiden anderen durchaus. Der Exponent n ist ebenfalls konstant und kann alles außer null sein. Wenn [image: images] ist, lautet die Gleichung beispielsweise: [image: images].
 
Um eine Gleichung dieser Form zu lösen, tun Sie so, als handelte es sich um eine quadratische Gleichung, und wenden Sie die gleichen Methoden zu ihrer Lösung an – mit einem zusätzlichen Schritt, oder auch zweien.
 
Sehen Sie sich folgende Gleichungen an, die allesamt die genannten Anforderungen erfüllen:

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]

 
Wenn Sie erkannt haben, dass Sie es mit einer Gleichung zu tun haben, die diese Voraussetzungen erfüllt, können Sie sie anhand folgender Schritte lösen.

 
	Schreiben Sie die Gleichung in der Form einer quadratischen Gleichung, indem Sie die Exponenten durch 2 und 1 ersetzen.
[image: Tipp] Es ist sinnvoll, dabei die Buchstaben für die Variablen zu verändern, damit man die beiden Gleichungen nicht durcheinanderbringt.

 
	Faktorisieren Sie die neue Gleichung, um zu sehen, nach welcher Methode sie aufgebaut ist.
 
	Bedienen Sie sich dieser Methode, um die ursprüngliche Gleichung zu faktorisieren.
 
	Lösen Sie die Gleichung mithilfe des Multiplikationsverhaltens von null.
[image: Erinnerung] Die höchste (ganzzahlige) Potenz einer Gleichung bestimmt die Anzahl möglicher Lösungen – mehr Lösungen bekommen Sie sicher nicht.



 
Sehen wir uns das Ganze am Beispiel an und lösen [image: images] nach x auf.

 
	Schreiben Sie die Gleichung in der Form einer quadratischen Gleichung, indem Sie die Exponenten durch 2 und 1 ersetzen.
Schreiben Sie eine quadratische Gleichung, die dieselben Koeffizienten und Konstanten, aber geänderte Variablen ersten und zweiten Grades hat.

[image: images]

 
	Faktorisieren Sie diese neue Gleichung.[image: images]

 
	Faktorisieren Sie die ursprüngliche Gleichung mit der gleichen Methode.
Ersetzen Sie dabei die Variable q durch x2.

[image: images]



 
	Lösen Sie die Gleichung mithilfe des Multiplikationsverhaltens von null.
Entweder [image: images] oder [image: images]

Wenn [image: images], dann [image: images] und [image: images]

Wenn [image: images], dann [image: images] und [image: images]



 
Die Gleichung hat alle Erwartungen erfüllt und vier verschiedene Lösungen geliefert.
 
Das nächste Beispiel ist interessant, da es gebrochene Exponenten beinhaltet. Aber auch diese Gleichung fällt unter die oben beschriebene Kategorie. Also ist sie auf ähnliche Art und Weise lösbar. Allerdings greift hier die Regel für die Anzahl möglicher Lösungen sicher nicht mehr: Oder können Sie sich ein halbes Ergebnis vorstellen?
 
Lösen Sie [image: images].

 
	Schreiben Sie die Gleichung in der Form einer quadratischen Gleichung.
Sie erhalten: [image: images].

 
	Faktorisieren Sie.
Faktorisiert sieht die Gleichung so aus: [image: images].

 
	Ersetzen Sie die Variablen durch die der ursprünglichen Gleichung.
Sie erhalten: [image: images].

 
	Lösen Sie die Gleichung.
Sie wissen, dass entweder [image: images] oder [image: images] ist. Wie können Sie das lösen?

Zuerst zu [image: images]: Sie addieren 3 zu jeder Seite und erhalten: [image: images]. Sie können nach w auflösen, indem Sie jede Seite in die vierte Potenz heben. Dadurch werden Sie die gebrochenen Exponenten los. Wenn Sie Potenzen potenzieren, multiplizieren Sie die Exponenten miteinander.

[image: images]

Also ist [image: images]

Machen Sie das Gleiche mit dem anderen Faktor:

Wenn [image: images], dann [image: images] und [image: images]

Also ist [image: images].

 
	Prüfen Sie diese Lösungen.
Wenn [image: images]: [image: images]

Wenn [image: images]: [image: images]



 
Beide funktionieren!

[image: Erinnerung] Gebrochene Exponenten stehen für Wurzeln. Beispielsweise ist [image: images] und [image: images]. Wenn Sie [image: images] lesen, heißt das [image: images] oder »Welche Zahl ergibt viermal mit sich selbst multipliziert 16?« In diesem Fall lautet die Antwort 2.

 
Negative Exponenten sind im Zusammenhang mit diesen Gleichungen ebenfalls spannend. Lösen Sie [image: images] nach x auf.

 
	Schreiben Sie die Gleichung in der Form einer quadratischen Gleichung.
Sie erhalten: [image: images].

 
	Faktorisieren Sie.
Sie erhalten: [image: images]

 
	Ersetzen Sie die Variablen durch die der ursprünglichen Gleichung.
Mit der gleichen Methode erhalten Sie:

[image: images]

 
	Lösen Sie die Gleichung.
[image: images], also [image: images]

und [image: images], also [image: images]

Schreiben Sie diese Gleichungen als Brüche.

[image: images]

Es heißt dann: [image: images] und [image: images].

Multiplizieren Sie über Kreuz, Sie erhalten: [image: images] oder [image: images] und [image: images].

Ziehen Sie die Kubikwurzeln, Sie erhalten:

[image: images] oder [image: images]



 




[image: Anekdote] Genies mit Handicap


 
Beethoven war einer der genialsten Komponisten aller Zeiten. Seine Leistungen sind noch höher einzuschätzen, wenn man bedenkt, dass er gegen Ende seines Lebens taub wurde und trotzdem weiterhin musikalische Meisterwerke schuf.
 
Ähnlich verhielt es sich mit dem Mathematiker Leonhard Euler. Euler war einer der produktivsten Mathematiker seiner Generation, der mehr als die Hälfte seiner Arbeiten schuf, nachdem er blind geworden war. Seine Entdeckungen diktierte er aus dem Gedächtnis.









Entwurzelte Wurzeln
 
Es gibt Gleichungen mit Wurzeln. Diese Gleichungen verwandelt man vor dem Lösen in lineare oder quadratische Gleichungen, um es sich leichter zu machen. Gleichungen mit Wurzeln tauchen auf, wenn man Aufgaben bearbeitet, die Entfernungen bei der grafischen Darstellung von Punkten und Linien beinhalten. Auch Rechnungen, die mit dem Satz des Pythagoras – seiner Lieblingsentdeckung zum Verhältnis der Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks – zu tun haben, arbeiten mit Wurzeln. Der wichtigste Schritt, um eine Lösung für diese Aufgaben zu finden, ist, die Wurzeln loszuwerden. Dadurch wird das Ganze leichter zu handhaben, aber man kann auch unmögliche Lösungen dabei erhalten. Deswegen ist es bei diesen Rechnungen noch wichtiger, die Lösung zu überprüfen. Solange man weiß, dass Fehler entstehen können, kann man besonders aufmerksam sein. Auch wenn es ein bisschen problematisch klingt – dass unmögliche Lösungen entstehen können –, ist es trotzdem der effizienteste und einfachste Weg bei diesen Gleichungen, zuerst die Wurzeln loszuwerden.



Beide Seiten quadrieren
 
Die gebräuchlichste Methode beim Lösen von Gleichungen mit Wurzeln ist, die Gleichungen in solche zu verwandeln, die keine Wurzeln mehr aufweisen. Das erreicht man, indem man die Wurzeln in eine Potenz hebt, die den Exponenten 1 werden lässt. Wenn die Wurzel quadratisch ist, was mit einem Exponenten von ein halb geschrieben werden kann, wird sie in die zweite Potenz gehoben. Wenn die Wurzel kubisch ist, auch mit einem Exponenten von einem Drittel wiederzugeben, wird sie in die dritte Potenz gehoben. Sehen Sie in Kapitel 4 nach, wenn Sie eine Auffrischung zu Exponenten und Potenzen brauchen. 

[image: Techniker] Wenn eine gebrochene Potenz in den Kehrwert dieser Potenz gehoben wird, multipliziert man die beiden Exponenten und es entsteht ein Exponent von 1.


[image: images]





 
Das funktioniert gut, wenn man es nur mit Zahlen zu tun hat. Was wird aber aus:

[image: images]
 
Das funktioniert ebenfalls gut. Es kann aber problematisch sein, Variablen statt Zahlen zu verwenden. Variablen unter der Wurzel können für negative Zahlen oder Werte, die Negative zulassen, stehen, was nicht immer offensichtlich ist, bis man fertig ist und die Lösung prüft.
 
Bei einer Gleichung mit Wurzeln kann man also damit anfangen, beide Seiten zu potenzieren. Vergessen Sie nicht, dass Sie mit einer Seite der Gleichung alles machen müssen, was Sie mit der anderen Seite machen.
 
Anhand folgender Schritte können Sie Gleichungen mit Wurzeln lösen:

 
	Bringen Sie die Wurzel allein auf eine Seite.
Wenn Sie [image: images] nach y auflösen, addieren Sie zuerst 7 zu jeder Seite. Sie erhalten: [image: images].

 
	Quadrieren Sie beide Seiten, um die Wurzel loszuwerden.
Wenn Sie beide Seiten quadrieren, erhalten Sie: [image: images].

 
	Lösen Sie die entstandene lineare Gleichung.
Sie erhalten: [image: images] oder [image: images].

Es mag zuerst seltsam wirken, dass man eine negative Zahl erhält. Wenn man diese Negative aber mit einer weiteren negativen Zahl multipliziert, bekommt man eine positive Zahl.

 
	Überprüfen Sie Ihre Lösung.
Wenn [image: images], dann [image: images]



 
Mit der gleichen Methode können Sie [image: images] nach x auflösen.

 
	Bringen Sie die Wurzel allein auf eine Seite.
Addieren Sie dafür 3 zu jeder Seite:

[image: images]

 
	Quadrieren Sie beide Seiten der Gleichung.
[image: Erinnerung] Eine der Regeln zu Exponenten besagt, dass das Quadrat vom Produkt zweier Zahlen den quadrierten einzelnen Faktoren entspricht.

[image: images]


Die linke Seite quadriert: [image: images]

Die rechte Seite quadriert: [image: images]

 

	Lösen Sie nach x auf.
[image: images]
 Subtrahieren Sie 60 von jeder Seite.
[image: images] oder [image: images]

 
	Prüfen Sie die Lösung.
[image: images]



 
Versuchen Sie es einmal mit diesem etwas komplizierteren Beispiel: Lösen Sie [image: images] nach z auf.

 
	Bringen Sie die Wurzel allein auf eine Seite.
Subtrahieren Sie 7 von jeder Seite, Sie erhalten die Wurzel links und ein Binom rechts.

[image: images]

 
	Quadrieren Sie beide Seiten der Gleichung.
Hier müssen Sie aufpassen, dass Sie das Binom richtig quadrieren.

[image: images]

 
	Lösen Sie die Gleichung.
Diesmal haben Sie eine quadratische Gleichung. Bringen Sie alles auf eine Seite, damit Sie die Gleichung mit null gleichsetzen können. Dafür müssen Sie z subtrahieren und 1 addieren.

[image: images]

Das lässt sich faktorisieren in [image: images]. Dann wissen Sie, dass entweder:

[image: images] oder [image: images], also [image: images] oder [image: images] ist.

 
	Überprüfen Sie.
Prüfen Sie bei Aufgaben dieser Art besonders sorgfältig.

Wenn [image: images], dann: [image: images]. Die 5 funktioniert nicht.

Wenn [image: images], dann: [image: images]. Die 10 funktioniert.

Die einzige Lösung ist [image: images]. Das ist in Ordnung. Manchmal haben diese Aufgaben zwei Lösungen, manchmal nur eine, manchmal gar keine. Die Methode funktioniert auf jeden Fall, man muss nur vorsichtig sein.




 


Beide Seiten zweimal quadrieren
 
Sie denken vielleicht, jetzt kann es nicht mehr besser werden – und schon haben wir eine Aufgabe, bei der Sie beide Seiten einer Gleichung nicht nur einmal quadrieren müssen, sondern zweimal! Das passiert, wenn man mehr als eine Wurzel in einer Gleichung hat und es somit nicht möglich ist, sie allein auf eine Seite zu bekommen.
 
Beim Lösen dieser Gleichungen erhält man ein Binom aus zwei Wurzeln oder einer Wurzel mit einem anderen Term, wodurch man die Terme zweimal quadrieren muss, um die Wurzeln wieder loszuwerden. Das Verfahren ist ein bisschen umständlich, aber durchaus machbar. Lernen Sie das Ganze anhand folgender Schritte:
 
Lösen Sie die Gleichung [image: images] nach x auf.

 
	Bringen Sie je eine Wurzel auf eine Seite.
Subtrahieren Sie also [image: images] von jeder Seite, um die Wurzel nach rechts zu bekommen: [image: images].

 
	Quadrieren Sie beide Seiten.
Auf der linken Seite brauchen Sie dafür die Regel zum Potenzieren eines Produkts. Darüber erfahren Sie mehr in Kapitel 4 und im vorangegangenen Abschnitt. Auf der rechten Seite quadrieren Sie ein Binom, Sie erhalten:

[image: images]

 
	Vereinfachen Sie und bringen Sie die letzte Wurzel auf eine Seite.
Hier können Sie noch vereinfachen, indem Sie die Konstanten subtrahieren.


[image: images]


Subtrahieren Sie von jeder Seite 141 und x.

[image: images]

 
	Suchen Sie in allen Termen nach einem gemeinsamen Teiler.
Das Ganze wird noch übersichtlicher, wenn Sie jede Seite durch 3, den ggT, teilen.

[image: images]
 Jetzt können beide Seiten viel einfacher quadriert werden.
 
	Quadrieren Sie beide Seiten.[image: images]
 Das sind ein paar ziemlich große Zahlen.
 
	Bringen Sie alles auf eine Seite der Gleichung und faktorisieren Sie dann.
Sie können alles auf die linke Seite bringen und sehen, ob Sie irgendetwas faktorisieren können, damit die Zahlen kleiner werden. Subtrahieren Sie 64x von jeder Seite und addieren Sie 192 zu beiden Seiten.

[image: images]

Auch wenn die Gleichung nicht einfach zu faktorisieren ist, es geht:

[image: images]

Also haben Sie zwei Lösungen:

[image: images] oder [image: images]

 
	Setzen Sie die Lösungen ein, um sie zu überprüfen.
Wenn [image: images], dann [image: images]. Was dabei wohl herauskommt? Vertrauen Sie sich Ihrem Taschenrechner an:

[image: images]. Nach all der Arbeit funktioniert die Lösung nicht einmal! Setzen wir auf die 3:

Wenn [image: images], dann [image: images]. Sehr schön!




 


Das Horner-Schema
 
Kubische Gleichungen mit hübschen, ganzzahligen Lösungen machen einem das Leben einfacher. Wie wahrscheinlich ist jedoch so ein Ergebnis? Viele Lösungen sind Brüche. Und was passiert, wenn Sie Ihren Horizont erweitern und Gleichungen des vierten, fünften, sechsten oder höheren Grades lösen möchten? Ergebnisse durchzuprobieren, bis Sie die richtigen gefunden haben, kann ziemlich schnell ziemlich langweilig werden.
 
Das Horner-Schema kann Ihnen da weiterhelfen. Diese Divisionsmethode sieht auf den ersten Blick etwas ungewohnt aus, aber George Horner, ein Mathematiker, der im vorletzten Jahrhundert lebte, hat sich mächtig ins Zeug gelegt: Mit dem Horner-Schema kann man relativ einfach so gut wie alle Arten von Gleichungen lösen.
 


Ganzzahlige Lösungen
 
Diese Divisionsmethode ist eine Art Abkürzung. Man nimmt die Koeffizienten der Terme und findet die Lösung, indem man sie ausschließlich multipliziert und addiert.
 
Finden Sie die Lösung der kubischen Gleichung [image: images]. Wenn Sie mit der Methode arbeiten, bei der Sie alle infrage kommenden Lösungen – alle Zahlen, die die Konstante glatt teilen – auflisten, stellen Sie fest, dass 24 folgende Teiler hat: [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images]. Diese Methode wird weiter vorne in diesem Kapitel behandelt unter Kubische Gleichungen mit ganzen Lösungen. Die verschiedenen Möglichkeiten durchzuprobieren, würde in diesem Fall ziemlich lange dauern. Gehen Sie stattdessen nach dem Horner-Schema vor und schreiben Sie zunächst alle Koeffizienten in eine Reihe.
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	[image: images]

	[image: images]



	 

	 

	 

	 




	 

	 

	 

	 



 
Schreiben Sie jetzt die 1 in die erste Spalte der untersten Zeile.




	 




	1

	1

	[image: images]

	[image: images]
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Jetzt können Sie anfangen zu raten. Wenn eine Zahl der Liste der infrage kommenden Lösungen ein Ergebnis für die Gleichung liefert, bekommen Sie als Rest, die Zahl, die in der letzten Spalte in der untersten Zeile stehen wird, eine Null. Die restlichen Zahlen der untersten Reihe sind die Quotienten der Division.
 
Versuchen Sie es mit der 4 und schreiben diese Zahl in das Kästchen oberhalb der Tabelle.
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	[image: images]

	[image: images]
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Jetzt müssen Sie nur noch multiplizieren und addieren. Jedes Mal, wenn Sie die neueste Zahl aus der untersten Reihe mit der Zahl aus dem Kästchen multiplizieren, schreiben Sie das Ergebnis in die nächste Spalte in die mittlere Zeile. Dann addieren Sie die Zahlen der ersten und zweiten Reihe in dieser Spalte und schreiben das Ergebnis in die letzte Zeile.
 
Die erste Multiplikation: Die 1 der untersten Zeile mal der 4 im Kästchen ergibt eine 4, die Sie in die nächste Spalte in die mittlere Zeile schreiben. Addieren Sie dann die Zahlen der beiden ersten Spalten und schreiben Sie das Ergebnis in die unterste Zeile.
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	[image: images]

	[image: images]
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Multiplizieren Sie die 5 mit der 4 (aus dem Kästchen!), schreiben Sie das Ergebnis, die 20, in die nächste Spalte und addieren es zu der [image: images].
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	[image: images]

	[image: images]



	 

	4

	20

	 




	1

	5

	6

	 



 
Noch einmal mit 6 mal 4 und dann plus [image: images].
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	[image: images]

	[image: images]



	 

	4

	20

	24



	1

	5

	6

	0


 
Heureka! Es hat funktioniert, also ist die Zahl 4 eine Lösung. Jetzt machen Sie weiter, indem Sie mit den Zahlen in der letzten Reihe weiterarbeiten (ohne die 0). Diese untere Zeile repräsentiert die Quotienten, die Ergebnisse der Division. Indem Sie die Zahl 4 gefunden haben, scheidet dieser Faktor aus dem weiteren Vorgehen aus. Sie haben sozusagen die ursprüngliche Konstante 24 durch 4 geteilt, die Zahl 6 und damit eine kürzere Liste von möglichen Teilern, die Sie ausprobieren können, erhalten. 
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Versuchen Sie es diesmal mit der 2.
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Das hat nicht funktioniert, der Rest ist nicht 0.
 
Versuchen Sie es mit der [image: images].




	[image: images]




	1

	5

	6



	 

	[image: images]

	[image: images]



	1

	3

	0


 
Jetzt funktioniert es.
 
Die letzte Division arbeitet nur noch mit den beiden übrigen Zahlen.




	 




	1

	3



	 

	 




	1

	

 
Als Teiler bleiben Ihnen nur noch die [image: images] und die 3. Da Sie eine Summe von 0 brauchen, arbeiten Sie besser mit der [image: images].




	[image: images]




	1

	3



	 

	[image: images]



	1

	0


 
Das hat ebenfalls funktioniert, also lauten Ihre Lösungen [image: images], [image: images], [image: images].
 
Diese Methode ist sehr nützlich, da es einfacher ist, multiplizierte Nullen und gebrochene Lösungen zu finden. Gebrochene Lösungen erhält man, wenn der Koeffizient der höchsten Potenz in der Gleichung etwas anderes als 1 ist.




Gebrochene Lösungen
 
Eine Gleichung der Form [image: images] kann drei Lösungen haben, von denen zwei gebrochen sein können. Das Horner-Schema ist eine gute Möglichkeit, diese Lösungen zu finden. Zuerst müssen Sie aber alle infrage kommenden Lösungen in Betracht ziehen.
 
Die Liste aller möglichen Lösungen für derlei Aufgaben besteht aus:

 
	allen Zahlen, die die Konstante glatt teilen,
 
	allen Zahlen, die die Konstante glatt teilen, geteilt durch alle Zahlen, die den Koeffizienten der höchsten Potenz glatt teilen.


 
Im Beispiel [image: images] besteht die Liste aus:

 
	allen Zahlen, die 6 glatt teilen und
 
	allen Zahlen, die 6 glatt teilen, geteilt durch die Zahlen, die 4 glatt teilen.

 
Sie sehen, warum diese Aufgaben einfacher sind, wenn der Koeffizient der höchsten Potenz 1 ist.
 
Zuerst zu den Zahlen, die 6 glatt teilen: [image: images], [image: images], [image: images], [image: images].
 
Dann zu den Zahlen, die 4 glatt teilen: [image: images], [image: images], [image: images].
 
Jetzt müssen Sie jede Zahl der ersten Liste durch jede Zahl der zweiten Liste teilen.
 
Wenn Sie [image: images], [image: images], [image: images], [image: images] durch das erste Paar [image: images] teilen, ändert sich nichts.
 
Wenn Sie [image: images], [image: images], [image: images], [image: images] durch das zweite Paar [image: images] teilen, bekommen Sie[image: images],[image: images],[image: images],[image: images],[image: images],[image: images],[image: images]. Wie Sie sehen, haben Sie ein paar Zahlen, die auch auf der ursprünglichen Liste vorkommen.
 
Wenn Sie [image: images], [image: images], [image: images], [image: images] durch das dritte Paar [image: images] teilen, bekommen Sie[image: images],[image: images],[image: images],[image: images],[image: images],[image: images],[image: images]. Schon wieder finden Sie ein paar Wiederholungen, aber die Liste ist komplett. Alle gebrochenen Lösungen sind in diesen Listen und können mit dem Horner-Schema überprüft werden. Viel Spaß!

[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.


 



Kapitel 16

Ungleichungen zum Ausgleich





IN DIESEM KAPITEL

 
	Ungleichungen verstehen

	Mit linearen Ungleichungen beginnen

	Quadratische Ungleichungen lösen

	Betragsungleichungen und -gleichungen kennenlernen









Gleichheit – ein starkes Wort im sozialen, politischen und humanitären Zusammenhang. Und auch in Bezug auf die Mathematik ist es nicht weniger stark: Ohne Gleichheit hätte die Algebra nicht viel zu bieten. Glücklicherweise weiß die Algebra auch mit Ungleichheit umzugehen (viel besser als in diesen anderen Zusammenhängen). Gleichheit ist in der Mathematik und Wissenschaft ein wichtiges Instrument. In diesem Kapitel lernen Sie algebraische Ungleichheiten kennen, die nicht wirklich das Gegenteil von Gleichheit sind. Man könnte sagen, dass algebraische Ungleichungen ein bisschen so sind wie Gleichungen, nur weiter gefasst. Man verwendet Ungleichheiten, um zu vergleichen oder um zu bestimmen, ob etwas negativ oder positiv ist – kleiner oder größer als null. Mit Ungleichungen kann man feststellen, zwischen welchen Werten Ausdrücke definiert sind, wie: Der Wasserstand bewegte sich während der Gezeiten zwischen fünf und achtzehn Metern.

Algebraische Ungleichungen zeigen Beziehungen zwischen einer Zahl und einem Ausdruck oder zwischen zwei Ausdrücken auf. Ein Ausdruck ist größer oder kleiner als ein anderer für bestimmte Werte oder gegebene Variablen. Zum Beispiel könnte es sein, dass Jana mindestens vier mehr als doppelt so viele Katzen hat wie Elise. Es gibt eine Menge Lösungen, wenn es mindestens statt genau heißt.

Gleichungen, Behauptungen mit einem Gleichheitszeichen, sind eine Sorte von Beziehungen – sie sagen, dass zwei Dinge exakt gleich sind. Eine Ungleichung ist ein bisschen weniger präzise. Ein Ding kann sehr viel oder ein wenig größer sein als ein anderes, aber es bleibt diese Beziehung zwischen beiden – dass die eine Sache größer ist als die andere. Ungleichungen sind in vielerlei Hinsicht ähnlich zu berechnen wie Gleichungen, aber man muss auf ein paar wichtige Unterschiede achtgeben.


Rechnen mit Ungleichungen

Es gibt eine Menge Ähnlichkeiten zwischen der Arbeit mit Ungleichungen und der mit Gleichungen. Es geht noch immer um Äquivalenzen. Wenn man allerdings anfängt, jede Seite mit einer Zahl zu multiplizieren oder jede Seite durch eine Zahl zu dividieren, gibt es ein paar Abweichungen.

Die Zeichen für Ungleichungen sind folgende:


	[image: image] kleiner als

	[image: image] größer als

	[image: image] kleiner gleich (kleiner als oder genauso groß wie)

	[image: image] größer gleich (größer als oder genauso groß wie)



Merken Sie sich einfach, dass die kleine Spitze des Zeichens näher an dem kleineren Wert steht.

[image: Sanduhr] Die Regeln für das Rechnen mit Ungleichungen sind folgende:


	Wenn [image: image], dann [image: image] und [image: image].

	Wenn [image: image] und c ist positiv, dann [image: image] und [image: image].

	Wenn [image: image] und c ist negativ, dann [image: image] und [image: image].

	Beachten Sie die Richtungen der Zeichen!




Ungleichungen addieren und subtrahieren

Werte in Ungleichungen zu addieren und zu subtrahieren funktioniert genauso wie bei Gleichungen. Man achtet darauf, dass die Seiten äquivalent bleiben.

Beginnen wir mit einer Aussage, bei der Sie sofort sehen, dass sie wahr ist, wie: Sechs ist kleiner als zehn, [image: image].

Was passiert, wenn Sie den gleichen Wert zu beiden Seiten addieren? Sie können das mit einer Gleichung machen, ohne dass sich der Wahrheitsgehalt ändert, aber wie sieht es mit Ungleichungen aus?

[image: equation]

Addieren Sie 4 zu jeder Seite.

[image: equation]

Es ist ebenso wahr, dass 10 kleiner als 14 ist. Diese kleine Demonstration ist natürlich noch kein Beweis, aber sie veranschaulicht eine Regel, die wahr ist: Wenn man irgendeine Zahl zu beiden Seiten einer Ungleichung addiert, ist die Ungleichung noch immer richtig.

Wenn man irgendeine Zahl von beiden Seiten einer Ungleichung subtrahiert, ist sie ebenfalls noch immer richtig.

[image: equation]

Subtrahieren Sie 2 von jeder Seite.

[image: equation]

Acht ist weniger als zwölf, es sieht also ganz danach aus, als wären Addition und Subtraktion in Ordnung. Allerdings hatten wir es bis jetzt ausschließlich mit positiven Zahlen zu tun. Was passiert, wenn wir eine negative Zahl zu beiden Seiten addieren, die beide Seiten negativ macht?

[image: equation]

Addieren Sie [image: image] zu jeder Seite.

[image: equation]

Das ist immer noch wahr: [image: image] ist weiter entfernt von 0 als [image: image].



Ungleichungen multiplizieren und dividieren

Jetzt kommen wir zu den Rechenarten, die es in sich haben. Durch Multiplikation und Division ändert sich so manches beim Arbeiten mit Ungleichungen.

Wenn Sie beide Seiten einer Ungleichung mit einer positiven Zahl multiplizieren oder durch eine positive Zahl dividieren, bleibt die richtige Aussage der Ungleichung erhalten. Wenn Sie beide Seiten einer Ungleichung mit einer negativen Zahl multiplizieren oder durch eine negative Zahl dividieren, müssen Sie das Ungleichheitszeichen umdrehen, damit die richtige Aussage der Ungleichung erhalten bleibt. Man kann niemals beide Seiten mit null multiplizieren, dadurch wird die Ungleichung auf jeden Fall falsch. Und natürlich können Sie nie irgendetwas durch null teilen.

Beginnen wir mit positiven Zahlen:

[image: equation]

Multiplizieren Sie beide Seiten mit 4.

[image: equation]

Das ist noch immer wahr. Wo ist also das Problem?

Das Problem können Sie sehen, wenn Sie mit einer anderen Ungleichung weitermachen, wie [image: image], und beide Seiten mit [image: image] multiplizieren.

[image: equation]

Multiplizieren Sie jede Seite mit [image: image].

[image: equation]

Hoppla! Eine negative Zahl kann nicht größer sein als eine positive Zahl.

[image: equation]

Die schlechte Nachricht: Sie können nicht einfach mit negativen Zahlen multiplizieren, ohne dass sich etwas ändert. Die gute Nachricht: Sie können das Problem in jedem Fall lösen, indem Sie das Ungleichheitszeichen umdrehen.

[image: Sanduhr] Wenn man beide Seiten einer Ungleichung mit einer negativen Zahl multipliziert (oder durch eine negative Zahl dividiert), muss man das Ungleichheitszeichen umdrehen.

Die Multiplikation oder Division mit einer positiven Zahl ändert nichts. Wenn Sie aber [image: image] nehmen und beide Seiten mit [image: image] multiplizieren, drehen Sie das Zeichen um: [image: image] Indem Sie das Zeichen umdrehen, wird das »kleiner als«-Zeichen zu einem »größer als«-Zeichen.

Jetzt zur Division: Nehmen Sie [image: image] und teilen Sie beide Seiten durch [image: image]: [image: image]. Passen Sie auf, dass Sie das »größer als«-Zeichen zu einem »kleiner als«-Zeichen machen: [image: image].

[image: Sanduhr] Ungleichungen kann man weder mit null multiplizieren noch durch null dividieren. Natürlich ist es immer verboten, durch null zu dividieren, mit null zu multiplizieren ist aber normalerweise erlaubt (um ein Produkt von null zu erhalten). Bei Ungleichungen geht das auf keinen Fall.

Sehen Sie sich an, was passiert, wenn man beide Seiten einer Ungleichung mit null multipliziert.

[image: equation]

Nein, das kann nicht sein: Null ist nicht kleiner als null, genauso wenig, wie sie größer ist als null. Damit die Null also keinen Minderwertigkeitskomplex bekommt oder überheblich wird, multiplizieren Sie niemals mit ihr in Ungleichungen.




Lineare Ungleichungen lösen

Lineare Ungleichungen haben, ebenso wie lineare Gleichungen, keine Variable mit einem Exponenten größer als 1. Man löst sie ebenfalls ähnlich wie lineare Gleichungen. Dabei dürfen Sie einfach nie vergessen, das Ungleichheitszeichen umzudrehen, wenn Sie mit einer negativen Zahl multiplizieren oder durch eine negative Zahl dividieren – und zwar nur dann. Sie müssen außerdem wissen, dass Sie nicht nur eine Lösung, sondern eine ganze Menge Lösungen bekommen, Lösungsmenge genannt. Diese Zahlen müssen ein paar Voraussetzungen erfüllen. Sie können beispielsweise größer als eine bestimmte Zahl, kleiner als eine bestimmte Zahl oder zwischen zwei bestimmten Zahlen sein. Die Lösung könnte zum Beispiel folgendermaßen lauten: x ist größer als 3; dann könnte man alle Zahlen, die größer als 3 sind, in die Ungleichung einsetzen und dabei ihre wahre Aussage bewahren.

Hier ein paar Beispiele, um die Ähnlichkeiten und Unterschiede beim Arbeiten mit Gleichungen und Ungleichungen zu demonstrieren.


	Bringen Sie alle Variablen auf eine Seite.
Ermitteln Sie die Lösungsmenge von x für [image: image].

Beginnen Sie mit dieser Aufgabe wie mit einer Gleichung. Bringen Sie die Variablen nach links und die Zahlen nach rechts. Subtrahieren Sie dazu zuerst x von jeder Seite.

[image: equation]

Addieren Sie jetzt 2 zu beiden Seiten.

[image: equation]



	Teilen Sie jede Seite durch den Koeffizienten der Variablen.
Solange die Zahl, durch die Sie teilen, positiv ist, lassen Sie das Ungleichheitszeichen, wie es ist. Teilen Sie durch [image: image].

[image: equation]

Dieses Ergebnis besagt, dass jede Zahl, die kleiner als 4 ist, die Ungleichung wahr werden lässt. Leider gibt es keine eindeutige rechnerische Probe für die Lösungsmenge. Man kann das Ergebnis aber immer mit ein paar Beispielszahlen überprüfen, um sicherzugehen, dass man nicht vergessen hat, das Ungleichheitszeichen umzudrehen. Versuchen Sie es.



	Überprüfen Sie die Lösung.
Wenn die Lösungen für [image: image] alle Zahlen kleiner 4 sind, [image: image], sollten die folgenden Zahlen funktionieren.

Wenn [image: image], dann [image: image] oder [image: image]. Das ist richtig.

Wenn [image: image], dann [image: image] oder [image: image]. Das ist ebenfalls richtig.










Lösungen zeichnerisch überprüfen

Wenn Sie Kapitel 19 durchgearbeitet haben und wissen, wie Sie Funktionsgraphen zeichnen, können Sie Ihre Lösungsmenge auch auf diese Weise überprüfen:


	Zeichnen Sie die Gerade [image: image].

	Zeichnen Sie die Gerade [image: image].

	Vergewissern Sie sich, dass die erste Gerade für [image: image] unterhalb der zweiten verläuft (dass also tatsächlich [image: image] gilt).









Bestimmen Sie im folgenden Beispiel die Lösungsmenge von z für [image: image].

Diesmal ist die Variable bereits auf der linken Seite. Ein üblicher nächster Schritt wäre, die [image: image] mit den beiden Termen in der Klammer auszumultiplizieren. Da die 2 die 10 aber glatt teilt, können Sie sich die Multiplikation sparen und stattdessen mit einem anderen Schritt beginnen. Das ist eine gute Möglichkeit, wenn die Division keine Brüche ergibt; andernfalls sollte man besser ausmultiplizieren.


	Teilen Sie jede Seite durch [image: image].
[image: equation]

Beachten Sie, dass das Zeichen umgedreht wurde.



	Subtrahieren Sie 4 von jeder Seite.
[image: equation]



	Teilen Sie jede Seite durch 3.
[image: equation]



	Prüfen Sie.
Wenn [image: image], dann [image: image]


oder [image: image]


oder [image: image]






Es funktioniert.



Mit mehr als zwei Termen arbeiten

Ein großer Vorteil, die Ungleichungen gegenüber Gleichungen haben, ist, dass sie erweitert werden können, indem man mehr als einen Vergleich zur gleichen Zeit durchführt. Sehen Sie sich folgende Behauptung an:

[image: equation]

Sie können eine weitere wahre Aussage schaffen, indem Sie ein beliebiges Zahlenpaar aus der Ungleichung nehmen, solange Sie sie in der gleichen Reihenfolge schreiben. Sie müssen nicht einmal nebeneinander gestanden haben. Zum Beispiel:


[image: image] oder [image: image] oder [image: image]

Eine Sache, die Sie allerdings nicht tun können, ist, Ungleichungen in der Form zu schreiben, dass die Zeichen in unterschiedliche Richtungen zeigen. Sie können nicht schreiben:

[image: equation]

Man berechnet diese mehrfachen Ungleichungen genauso wie lineare Ausdrücke (mehr dazu im vorangegangenen Abschnitt). Man wendet sie einfach auf jeden Term an.

Die erste Aussage: [image: image]

Addieren Sie 5 zu jedem Term: [image: image]

Multiplizieren Sie alles mit [image: image] und drehen dabei die Zeichen um:

[image: equation]

Merken Sie sich diese Regel und bestimmen Sie die Lösungsmenge von x für [image: image].

[image: Tipp] Beachten Sie, dass in dieser Aufgabe sowohl das »kleiner als«-Zeichen als auch das »kleiner gleich«-Zeichen vorkommen. Das geht, da beide in die gleiche Richtung zeigen.


	Das Ziel ist, die Variable alleine in die Mitte zu bekommen. Beginnen Sie mit der Subtraktion von 2 von jedem Term.
[image: equation]



	Dividieren Sie jetzt jeden Term durch 5, eine positive Zahl – die Zeichen bleiben gleich.
[image: equation]

Das bedeutet, dass x größer gleich [image: image] und gleichzeitig kleiner als 3 ist. Ein paar mögliche Lösungen: 0, 1, 2, [image: image] oder 2, 9.


	Überprüfen Sie die Lösungsmenge mit zwei dieser Möglichkeiten.
Wenn [image: image], dann [image: image] oder [image: image]


Das ist richtig.

Wenn [image: image], dann [image: image] oder [image: image]


Das ist ebenfalls richtig.





Bestimmen Sie die Lösungsmenge von x für [image: image].


	Beginnen Sie, indem Sie 1 von jedem Term subtrahieren.
[image: equation]



	Teilen Sie jetzt jeden Term durch [image: image]. Das bedeutet ein Umdrehen der Zeichen.
[image: equation]

Das heißt, dass x eine Zahl zwischen [image: image] und [image: image] sein muss. Ein paar Beispiele:

[image: equation]


	Überprüfen Sie.
Wenn [image: image], dann: [image: image] oder [image: image].

Es funktioniert!







Quadratische Ungleichungen lösen

Eine quadratische Ungleichung ist eine Ungleichung, die einen Term mit einer Potenz zweiten Grades beinhaltet. Die Regeln für die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von Ungleichungen treffen auch hier zu, allerdings erhält man die endgültige Lösungsmenge mit einem weiteren Schritt. Die Arbeit mit diesen quadratischen Ungleichungen ist fast wie ein Puzzle, das sich schön ineinanderfügt, während man sich damit beschäftigt. Lernen Sie, wie Sie mit diesen Ungleichungen arbeiten können:

Sehen Sie sich folgende quadratische Ungleichung an: [image: image].

Die Lösungsmenge dieser Ungleichungen kann in mehr als eine Richtung gehen – die Zahlen können größer als eine Zahl oder kleiner als eine andere Zahl sein. Ich zeige Ihnen, wie das funktionieren kann, bevor ich Ihnen zeige, wie man sie löst.

Geben Sie ein paar Tipps ab, welche Werte für x in dieser Ungleichung funktionieren könnten.


	Zum Beispiel, wenn [image: image], dann [image: image]; [image: image], das geht.

	Oder wenn [image: image], dann [image: image]; [image: image], das geht auch. Das sieht danach auch, dass alle größeren Zahlen ebenfalls funktionieren.

	Wenn [image: image], dann [image: image]; 0 ist nicht [image: image], das geht also nicht. Wie sieht es mit negativen Zahlen aus?

	Wenn [image: image], dann [image: image]; [image: image], das geht wieder. Es gibt negative und positive Zahlen, die funktionieren. Es gibt auch eine Methode, wie man das ohne Ausprobieren herausfinden kann.



[image: Sanduhr] Anhand folgender Schritte können Sie quadratische Ungleichungen lösen:


	Bringen Sie alle Terme auf eine Seite, damit alle Terme größer oder kleiner als null sind.

	Faktorisieren Sie.

	Bestimmen Sie alle Werte, die die faktorisierte Seite null entsprechen lassen.

	Erstellen Sie eine Liste der Werte aus Schritt 3. Lassen Sie zwischen den Zahlen etwas Platz für Vorzeichen. Bestimmen Sie die Vorzeichen (positiv und negativ) des Ausdrucks zwischen den Werten und tragen Sie sie ein.



Führen Sie diese Schritte an der quadratischen Ungleichung [image: image] durch.


	Bringen Sie alle Terme auf eine Seite.
Bringen Sie die 12 auf die linke Seite, indem Sie von beiden Seiten 12 subtrahieren.

[image: equation]



	Faktorisieren Sie.
Faktorisieren Sie die linke Seite in zwei Binome.

[image: equation]



	Bestimmen Sie alle Werte, die die linke Seite null entsprechen lassen.
In diesem Fall gibt es zwei Werte. Mit dem Multiplikationsverhalten von null bekommen Sie [image: image] oder [image: image], also [image: image] oder [image: image].



	Erstellen Sie eine aufsteigende Liste der Werte von Schritt 3 und lassen Sie zwischen den Werten Platz für Vorzeichen.
_______ [image: image] _______ [image: image] _______

Bestimmen Sie dann die Vorzeichen des Ausdrucks zwischen diesen Werten.

Prüfen Sie zwischen [image: image] und [image: image]. Der Ausdruck entspricht dann 0, wenn x genau [image: image] oder [image: image] ist. Wird der ursprüngliche Ausdruck positiv oder negativ mit den Zahlen, die zwischen diesen beiden Werten liegen? Wenn Sie nur eine der dazwischen liegenden Zahlen prüfen, werden Sie wissen, was bei allen anderen passiert. Ordnen Sie die Zahlen zuerst aufsteigend an. Dann steht [image: image] vor [image: image].



	Nehmen Sie die Ungleichung, nachdem Sie alle Werte auf eine Seite gebracht haben. Dann setzen Sie ein paar Zahlen ein, die kleiner sind als der kleinere der beiden Werte, größer sind als der größere der beiden Werte oder zwischen den beiden Werten liegen.
In diesem Fall prüfen Sie also Zahlen kleiner als [image: image], zwischen [image: image] und [image: image] und größer als [image: image].



Arbeiten Sie mit [image: image].




Probieren Sie zunächst ein paar Zahlen kleiner als [image: image].


Wenn [image: image], dann [image: image]

Wenn [image: image], dann [image: image]



Es ist tatsächlich so: Egal, welche Zahl unter [image: image] Sie ausprobieren, Sie werden eine positive Zahl erhalten. Schreiben Sie das also in Ihre Liste links neben die [image: image].



positiv [image: image] _______ [image: image] _______




Probieren Sie jetzt ein paar Zahlen zwischen [image: image] und [image: image].


Wenn [image: image], dann [image: image]

Wenn [image: image], dann [image: image]



Egal, welche Zahl Sie zwischen den beiden Zahlen ausprobieren, Sie werden eine negative Zahl erhalten. Schreiben Sie das also in Ihre Liste in die Mitte.


positiv [image: image] negativ [image: image] _______



Nur noch eine Position zu prüfen. Sehen Sie sich ein paar Zahlen größer als [image: image] an.


Wenn [image: image], dann [image: image]

Wenn [image: image], dann [image: image]






Egal, welche Zahl Sie über [image: image] ausprobieren, Sie werden eine positive Zahl erhalten. Schreiben Sie das also in Ihre Liste ganz rechts.


positiv [image: image] negativ [image: image] positiv





	Sehen Sie sich noch einmal die Ungleichung an, um herauszufinden, welche Zahlen Sie einsetzen können.
Das Beispiel lautet: [image: image].

Die Ungleichung bedeutet, dass der Ausdruck größer als oder gleich wie 0 ist. Etwas, das größer als 0 ist, ist eine positive Zahl. Also möchten Sie wissen, wann der Ausdruck positiv wird. Laut Ihrer Liste ist der Ausdruck positiv, wenn x kleiner als [image: image] oder wenn x größer als [image: image] ist. Da Sie auch den »ist gleich«-Teil mit einbeziehen müssen, schließen Sie [image: image] und [image: image] mit ein.



	Schreiben Sie die Lösung
Also gilt: [image: image] oder [image: image].





Die Lösungsmenge von x beinhaltet [image: image], [image: image], alle Zahlen, die kleiner als [image: image] und alle Zahlen, die größer als [image: image] sind. Die einzigen Zahlen, die nicht vorkommen, sind die zwischen [image: image] und [image: image].

Im folgenden Beispiel wird die Lösungsmenge von y für [image: image] gesucht.


	Alle Terme sind bereits auf einer Seite.

	Faktorisieren Sie.
[image: equation]


	Suchen Sie nach Werten von y, die den faktorisierten Ausdruck null entsprechen lassen.
Diesmal werden die Werte, die die linke Seite mit null gleich werden lassen, nicht in der Lösungsmenge sein, da wir es mit einem »kleiner als«-Zeichen und nicht mit einem »kleiner gleich«-Zeichen zu tun haben. Man braucht sie aber, um die Lösung zu bestimmen. Die beiden Zahlen sind [image: image] und [image: image].



	Erstellen Sie eine Liste mit den beiden Werten aus Schritt 3.
Bringen Sie die beiden Zahlen in die richtige Reihenfolge und lassen Sie Platz für die Vorzeichen.

_______ [image: image] _______ [image: image] _______



	Füllen Sie den Platz mit den entsprechenden Vorzeichen.
Sehen Sie sich die ursprüngliche Ungleichung, [image: image], an und setzen Sie für y Werte aus den drei infrage kommenden Zahlenbereichen ein.


Wenn [image: image], dann [image: image]: positiv

Wenn [image: image], dann [image: image]: negativ

Wenn [image: image], dann [image: image]: positiv

positiv [image: image] negativ [image: image] positiv




Die Ungleichung [image: image] ist wahr, wenn der Ausdruck kleiner als 0 beziehungsweise negativ ist. Also besteht die Lösungsmenge aus allen Zahlen zwischen [image: image] und [image: image].



	Schreiben Sie das Ergebnis.
[image: equation]




Dieses Mal treffen nur die Zahlen zwischen den beiden Werten zu; [image: image] und [image: image] sind nicht enthalten.


Ohne null weiterkommen

Manchmal gibt es keine Werte, die den Ausdruck in einer Ungleichung gleich null werden lassen, das heißt so viel wie, dass der Ausdruck nie das Vorzeichen ändert. Er ist immer positiv oder immer negativ. Sie müssen nur bestimmen, ob es eine Lösungsmenge für die Ungleichung gibt. In der Ungleichung [image: image] lässt sich der Ausdruck [image: image] beispielsweise nicht faktorisieren. Jede Zahl, die man für x einsetzt, ergibt einen positiven Wert auf der linken Seite. Dieser Ausdruck ist also immer positiv und die Ungleichung wird durch Einsetzung aller Zahlen wahr.



Mit mehr als zwei Faktoren arbeiten

Obwohl dieser Abschnitt eigentlich von quadratischen Ungleichungen (Ungleichungen, die mindestens einen quadratischen Term und ein »größer als«- oder »kleiner als«-Zeichen haben) handelt, gehören auch ein paar weitere Sorten von Ungleichungen hinein, weil man mit ihnen genauso umgeht. Man kann eine beliebige Anzahl und jede beliebige Anordnung von Faktoren haben und mit der gleichen Methode die Lösung erhalten. Sehen Sie sich die Beispiele an:


	
Bestimmen Sie die Lösungsmenge von x für [image: image].

Die Aufgabe ist bereits faktorisiert, also kann man leicht feststellen, dass die Zahlen, die den Ausdruck gleich null setzen, [image: image], [image: image], [image: image] und [image: image] sind.

Sortieren Sie die Zahlen aufsteigend und lassen Sie Platz für die Vorzeichen.

_______ [image: image] _______ [image: image] _______ 2 _______ 4_______

Setzen Sie die zu testenden Werte diesmal in die faktorisierte Form ein. Das ist einfacher, als zuerst alles auszumultiplizieren. Die Zahlen werden sonst zu groß.

Wenn [image: image], dann: [image: image]:

positiv.

Das ergibt miteinander multipliziert [image: image], aber den genauen Wert brauchen Sie hier gar nicht. Da es vier negative Faktoren gibt, muss das Produkt positiv sein.

[image: Erinnerung] Beim Multiplizieren oder Dividieren von ganzen Zahlen wissen Sie: Ist die Anzahl der Faktoren gerade, ist das Ergebnis positiv, und ist die Anzahl von Faktoren ungerade, ist das Ergebnis negativ.

Zum Beispiel in unserer Aufgabe:

Wenn [image: image], dann: [image: image]: negativ

Wenn [image: image], dann: [image: image]: positiv

Wenn [image: image], dann: [image: image]: negativ

Wenn [image: image], dann: [image: image]: positiv

Jetzt können Sie die Liste auffüllen:


positiv [image: image] negativ [image: image] positiv 2 negativ 4 positiv


Weil in der ursprünglichen Aufgabe nach Werten gesucht wird, die den Ausdruck größer als null beziehungsweise positiv werden lassen, beinhaltet die Lösungsmenge alle Werte, die kleiner als [image: image], zwischen [image: image] und 2 und größer als 4 sind. Man schreibt:

[image: equation]




Bitte sehen Sie sich noch das folgende Beispiel an. Falls Sie den Eindruck haben, dass diese Ungleichungen immer das gleiche Muster, positiv-negativ-positiv, aufweisen, werden Sie feststellen, dass man den jeweiligen Fall immer genau prüfen muss.


	
Bestimmen Sie die Lösungsmenge von x für [image: image].

Die Zahlen, die den Ausdruck gleich null werden lassen, sind [image: image].


_______ [image: image] _______ 1 _______ 3 _______



Prüfen Sie zwischen diesen Werten:

Wenn [image: image], dann: [image: image]: negativ

Wenn [image: image], dann: [image: image]: positiv

Wenn [image: image], dann: [image: image]: positiv

Wenn [image: image], dann: [image: image]: negativ

Füllen Sie die Liste auf:


negativ [image: image] positiv 1 positiv 3 negativ

In diesem Fall brauchen Sie Variablen (x), die den Ausdruck negativ oder gleich null werden lassen. Sie sehen, dass alle Werte funktionieren, die kleiner als [image: image] oder größer als 3 sind, ebenso wie alle Zahlen, die null ergeben und die Bereiche voneinander abtrennen. Beachten Sie, dass dadurch auch die Zahl 1 zur Lösungsmenge gehört, obwohl sie von positiven Bereichen umgeben ist. Man schreibt:

[image: image] oder [image: image] oder [image: image]






Gebrochene Ungleichungen kennenlernen

Ungleichungen mit Brüchen sind eine weitere Sorte von Ungleichungen, die aufgrund ihres Lösungswegs zu dem Überpunkt quadratische Gleichungen passen. Versuchen Sie wieder, ähnlich wie bei den Ungleichungen mit mehr als einem Faktor, herauszufinden, wann der Ausdruck null entspricht. Tun Sie das, indem Sie feststellen, wann der Zähler null entspricht, und dann, wann der Nenner null entspricht. Prüfen Sie wieder die Bereiche zwischen diesen Zahlen und schreiben Sie die Lösung.

[image: Warnung] Worauf man bei diesen Aufgaben wirklich achten muss, ist, keine Zahl in der Lösung zu haben, die den Nenner des Bruchs gleich null werden lässt. Das wäre eine unmögliche Situation, abgesehen von dem unmöglichen Bruch. Also warum soll man nach dem Wert suchen, der den Nenner gleich null setzt? Die Zahl null trennt positive und negative Zahlen voneinander. Obwohl also die Null nicht selbst in der Lösung stehen kann, kennzeichnet sie, an welcher Stelle das Vorzeichen von einem positiven zu einem negativen wechselt und umgekehrt.


	
Bestimmen Sie die Lösungsmenge von y für [image: image].

Weil die Regeln die Vorzeichen der Lösungen betreffend für die Multiplikation und die Division gleich sind (ungerade Anzahl negativer Vorzeichen bedeutet negative Lösung und umgekehrt), können Sie genauso vorgehen wie bei den Ungleichungen mit mehr als einem Term.

Die Zahlen, die den Zähler oder den Nenner null werden lassen, sind:

[image: image] oder [image: image]


Erstellen Sie Ihre Liste:

_______ [image: image] _______ 3 _______

Wenn [image: image], dann: [image: image]: positiv

Wenn [image: image], dann: [image: image]: negativ

Wenn [image: image], dann: [image: image]: positiv

Füllen Sie die Liste auf:

positiv [image: image] negativ 3 positiv

In der Lösungsmenge sollen nur die Zahlen vorkommen, die den Ausdruck größer als null beziehungsweise positiv werden lassen, also lautet das Ergebnis: [image: image] oder [image: image].


	
Bestimmen Sie die Lösungsmenge von z für [image: image].

Die Zahlen, die den Zähler beziehungsweise den Nenner gleich null werden lassen, sind:

[image: equation]

Die Liste:

_______ [image: image] _______ [image: image] _______ 1 _______ 3 _______

Wenn [image: image], dann: [image: image]: positiv

Wenn [image: image], dann: [image: image]: negativ

Wenn [image: image], dann: [image: image]: positiv

Wenn [image: image], dann: [image: image]: negativ

Wenn [image: image], dann: [image: image]: positiv

Die Liste sieht jetzt folgendermaßen aus:

[positiv [image: image] negativ [image: image] positiv 1 negativ 3 positiv]

Die Ausgangsaufgabe war:

[image: equation]

Da Sie nach Werten für z suchen, die den Ausdruck positiv werden lassen, brauchen Sie die Werte kleiner [image: image], die Werte zwischen [image: image] und 1 sowie die Werte größer 3. Außerdem brauchen Sie die Zahlen, die den Ausdruck gleich 0 werden lassen. Das können nur die Zahlen sein, die den Zähler gleich 0 setzen, also 1 und [image: image]. Die Lösung lautet:

[image: image]

oder [image: image]

oder [image: image]

Beachten Sie, dass bei den Zahlen [image: image] und 3 nur das »kleiner als«-Zeichen steht, damit sie nicht in die Lösung miteinbezogen werden.







Beträge bewältigen

Betragsungleichungen sind das, was ihr Name sagt: Ungleichungen, die an irgendeiner Stelle Beträge aufweisen.

[image: Erinnerung] |a| entspricht a, wenn a eine positive Zahl oder 0 ist. |a| entspricht der Gegenzahl von a, [image: image], wenn a eine negative Zahl ist.

Also ist [image: image] und [image: image].

Betragsgleichungen und -ungleichungen können folgendermaßen aussehen:

[image: equation]


Betragsgleichungen lösen

Bevor wir Betragsungleichungen angehen, werfen Sie einen Blick auf Betragsgleichungen. Eine Gleichung der Form [image: image] ist sehr einfach zu entschlüsseln. Es werden Werte von x gesucht, die 7 ergeben, wenn man sie in das Betragszeichen einsetzt. Zwei Ergebnisse, 7 und [image: image], haben den Betrag von 7. Wie sieht es aber mit etwas Komplizierterem wie [image: image] aus?

[image: Sanduhr] Um eine Betragsgleichung der Form [image: image] zu lösen, schreibt man die Betragsgleichung als zwei äquivalente lineare Gleichungen und berechnet diese.


[image: image] ist äquivalent zu [image: image] oder [image: image].



Beachten Sie, dass in beiden Fällen die linke Seite gleich ist. Die Variable c ist in der ersten Gleichung positiv und in der zweiten negativ, weil der Ausdruck in den Betragsstrichen positiv oder negativ sein kann.

Lösen Sie [image: image] nach x auf.


	Schreiben Sie zwei äquivalente lineare Gleichungen.
[image: image] oder [image: image]




	Berechnen Sie in beiden Gleichungen den Wert der Variablen.
Subtrahieren Sie 2 von jeder Seite:

[image: image] oder [image: image]


Teilen Sie jede Seite durch 3.

[image: image] oder [image: image]




	Prüfen Sie.
Wenn [image: image], dann: [image: image]

Wenn [image: image], dann: [image: image]






Beide funktionieren.

Wenn Sie [image: image] nach x auflösen, sollen Sie die Gleichung nicht gleich 0 setzen. Um die gerade erklärten Schritte anwenden zu können, muss der Betrag alleine auf einer Seite der Gleichung stehen.


	Bringen Sie den Betrag auf eine Seite.
Addieren Sie [image: image] zu jeder Seite.

[image: equation]



	Schreiben Sie zwei äquivalente lineare Gleichungen.
[image: image] oder [image: image]




	Berechnen Sie in beiden Gleichungen den Wert der Variablen.
Addieren Sie 2 zu jeder Seite.

[image: image] oder [image: image]

Teilen Sie jede Seite durch 5:

[image: image] oder [image: image]



	Prüfen Sie.
Wenn [image: image], dann: [image: image]

Das hätte eigentlich eine [image: image] werden sollen – versuchen wir es mit der anderen Lösung:


Wenn [image: image], dann: [image: image]



Das hat auch nicht funktioniert.





Jetzt ist es an der Zeit zu erkennen, dass die Gleichung von Anfang an unlösbar war. (Das gleich zu Beginn festzustellen, hätte natürlich Zeit gespart.) Die Definition eines Betrages besagt, dass alles, was dabei herauskommt, positiv ist. Indem wir mit einem Betrag angefangen haben, der [image: image] entspricht, hatten wir eine unmöglich zu lösende Aufgabe. Kein Wunder, dass wir keine Lösung erhalten haben.



Betragsungleichungen lösen

Bei Betragsungleichungen kommen zwei unterschiedliche Verfahren zum Einsatz. Das erste arbeitet mit den Regeln zum Rechnen mit Beträgen, das zweite mit den Methoden, mit denen man Ungleichungen löst – von jedem das Beste!

[image: Sanduhr] Um eine Betragsungleichung der Form [image: image] zu lösen, schreibt man die Betragsungleichung als zwei äquivalente lineare Ungleichungen und berechnet diese.


[image: image] ist äquivalent zu [image: image] oder [image: image].



Beachten Sie die Zeichen!

[image: Sanduhr] Um eine Betragsungleichung der Form [image: image] zu lösen, schreibt man die Betragsungleichung als eine äquivalente lineare Ungleichung und berechnet diese.


[image: image] ist äquivalent zu [image: image].



Das folgende Beispiel beinhaltet ein »größer als«-Zeichen und demonstriert die erste Regel.

Lösen Sie [image: image] nach x auf.


	Schreiben Sie die zwei linearen Ungleichungen.
[image: image] oder [image: image]




	Lösen Sie die beiden Ungleichungen.
Addieren Sie 5 zu jeder Seite.

[image: image] oder [image: image]


Teilen Sie durch 2.

[image: image] oder [image: image]






Dieses Beispiel beinhaltet ein »kleiner als«-Zeichen und demonstriert die zweite Regel.

Lösen Sie [image: image] nach x auf.


	Schreiben Sie die äquivalente Ungleichung. 
[image: equation]



	Lösen Sie die Ungleichung.
Subtrahieren Sie 1 von jedem Term.

[image: equation]

Teilen Sie durch 5.

[image: equation]




Lösen Sie [image: image] nach x auf.


	Bringen Sie den Betrag auf eine Seite.
Zum Anwenden der Regel müssen Sie also zuerst 1 von jeder Seite subtrahieren.

[image: equation]



	Schreiben Sie die Ungleichung.
[image: equation]

Addieren Sie 2 zu jedem Term.

[image: equation]

Dividieren Sie jetzt durch 5.

[image: equation]




[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.






Teil IV

Algebra anwenden



[image: image] 






IN DIESEM TEIL …

 
	Erleben Sie, welche unterschiedlichen Anwendungsaufgaben Sie mit den Rechenfertigkeiten aus den vorangegangenen Kapiteln lösen können:
 
	Berechnen Sie Längen, Flächen und Rauminhalte genauso wie Entfernungen, Geschwindigkeiten und Zeitspannen.
 
	Lernen Sie das Rechnen mit Zinsen und Zinseszinsen.
 
	Entschlüsseln Sie Textaufgaben und können die Geraden oder Parabeln zeichnen, die zu vorgegebenen algebraischen Ausdrücken gehören.








Kapitel 17

Folgenreiche Formeln






IN DIESEM KAPITEL
 
	Mit Längeneinheiten umgehen
 
	Den Satz des Pythagoras einsetzen
 
	Den Umfang umfassen
 
	Das Volumen verraten
 
	Permutation und Kombination kennenlernen
 
	Eigene Formeln formulieren







 
Ich erinnere mich noch genau daran, wie ich das erste Mal ein Darlehen für mein allererstes Auto aufnahm. Was für ein traumatisches Erlebnis! Das Formular, das ich dafür ausfüllen musste, war die erste Herausforderung. Aber der beängstigendste und ehrfurchtgebietendste Teil war der Moment, als der Bankbeamte hinter seinem Schreibtisch saß und anfing, Zahlen in seinen Taschenrechner einzutippen. Es kam mir vor, als würde er dafür Stunden brauchen. Dann hielt er inne, dachte nach, gab noch ein paar Zahlen ein und runzelte die Stirn. Und dann sah er zu mir, lächelte und sagte: »In Ordnung. Bewilligt.« Mit welcher Formel hat er gearbeitet? Ich werde es nie erfahren.
 
Die meisten Formeln, die wir im Leben brauchen, sind bei Weitem nicht so beängstigend. Und Formeln, die ein bisschen komplizierter sind, können mit ein wenig Erfahrung und einer Dosis Zuversicht auch bewältigt werden. In diesem Kapitel geht es darum, sich diese Erfahrung und diese Zuversicht anzueignen.
 
Wenn man Algebra im Alltag anwendet, bedient man sich sehr oft bestimmter Formeln, um ein Problem zu lösen. Glücklicherweise muss man dabei nicht das Rad neu erfinden. Man kann sich vorhandener und sicher funktionierender Standard-Formeln bedienen, um allgemeine Alltagsprobleme zu lösen.
 
In diesem Kapitel kann ich natürlich nicht alle Formeln behandeln. Aber Sie sollten genug Erklärungen und Übungen zu den vorgestellten Formeln mitbekommen, damit Sie auch mit allen anderen, die Ihren Weg je kreuzen, zurechtkommen können. Ich erkläre Ihnen im Folgenden einige Formeln, die Sie immer und immer wieder brauchen werden.

 


Gut bemessen
 
Einige allgemeine Problemstellungen – mit denen man von klein auf konfrontiert wird – haben mit Maßeinheiten zu tun. Wie weit ist es noch? Wie groß bist du? Wie viel Platz braucht man? Wie viel mehr Geschenkpapier brauchen wir noch? Alle diese Fragen haben mit Maßen und, natürlich, Formeln zu tun.



Wie lang etwas ist: Längeneinheiten
 
Bevor Längeneinheiten standardisiert wurden, variierten sie, je nachdem, wer die Messung durchführte: Ein Klafter war der Abstand von Fingerspitze zu Fingerspitze bei ausgebreiteten Armen, ein Fuß war …, das können Sie sich wahrscheinlich vorstellen, und ein Finger war die Breite des zweiten Knochens im Zeigefinger. Vielleicht gab es in jeder Stadt den »perfekten Mann«, der bei Bedarf Modell stehen musste.
 
Die Längeneinheiten, die auf dem europäischen Festland heute überwiegend genutzt werden, sind dezimal unterteilt und heißen Millimeter, Zentimeter, Dezimeter, Meter und Kilometer. Vom Meter ausgehend rechnet man sie folgendermaßen um:

 
	1 Millimeter [image: images]
 
	1 Zentimeter [image: images]
 
	1 Dezimeter [image: images]
 
	1 Kilometer [image: images]





Der Satz des Pythagoras
 
Eine tolle Formel beim Arbeiten mit Längen und Abständen ist der Satz des Pythagoras. Der Satz des Pythagoras ist eine Formel, die das besondere Verhältnis zwischen den drei Seiten eines rechtswinkligen Dreiecks aufzeigt. Ein rechtwinkliges Dreieck ist eines mit einem 90-Grad-Winkel. Pythagoras stellte fest, dass sich ein Dreieck mit einem solchen rechten Winkel immer folgendermaßen verhält: Das Quadrat der langen Seite (Hypotenuse) entspricht immer der Summe der Quadrate der beiden kürzeren Seiten (Katheten).
 
[image: images]
 
Nehmen wir an, ein Dreieck mit den Seitenlängen von 3, 4 und 5 cm ist rechtwinklig. Die längste Seite ist 5 cm lang, das Quadrat von 5 ist 25. Die beiden kürzeren Seiten sind 3 und 4 cm lang, ihre Quadrate 9 und 16, die Summe dieser Quadrate ist 25 – das Quadrat der längsten Seite. Das funktioniert nur bei rechtwinkligen Dreiecken und jedes Dreieck, bei dem es funktioniert, ist rechtwinklig. 

[image: Sanduhr] Der Satz des Pythagoras: Wenn a, b und c die Längen der Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks sind und c die längste Seite ist, dann gilt:


[image: images]


 
Anhand folgender Beispiele können Sie sehen, wie man den Satz des Pythagoras einsetzen kann:

 
	Beweisen Sie, dass ein Dreieck mit den Seitenlängen von 5, 12 und 13 rechtwinklig ist. 
Suchen Sie zuerst die Quadrate der Seitenlängen.

[image: images], [image: images], [image: images]

Addieren Sie die beiden kleineren zusammen. Die Summe entspricht dem größten Quadrat: [image: images].

 
	Beweisen Sie, dass die Vielfachen der Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Längen 3, 4 und 5 ebenfalls rechtwinklig sind.
Multiplizieren Sie 3, 4 und 5 jeweils mit 8. Die Seiten sind dann 24, 32 und 40 lang. Suchen Sie nach den Quadraten dieser Längen.

[image: images], [image: images], [image: images]

[image: images]

Das ist nur ein Vielfaches, es funktionieren aber alle.

 
	Ein Schreiner möchte herausfinden, ob ein Garagentor rechte Winkel hat oder ob es sich zu einer Seite neigt. Er misst 30 cm von einer Ecke ausgehend am Boden entlang und macht eine Markierung. Dann misst er 40 cm von derselben Ecke ausgehend nach oben und macht eine Markierung. Dann misst er den Abstand zwischen diesen beiden Markierungen und erhält 49 cm.
Suchen Sie nach den Quadraten dieser Längen.

[image: images], [image: images], [image: images]

[image: images]

Die Summe der beiden kleineren Quadrate ergibt nicht das größere Quadrat, also ist das Tor nicht ganz gerade.


 
Natürlich können Handwerker nicht so exakte Ergebnisse bekommen wie wir in der Mathematik. Es gibt aber Vorgaben, wie weit die Arbeit von beispielsweise Schreinern von der Theorie abweichen darf.
 




[image: Anekdote] Rätselhafter Pythagoras


 
Pythagoras wurde um 570 v. Chr. auf der Insel Samos geboren. Am bekanntesten ist er für seinen Satz des Pythagoras, aber er hat auch eine wichtige musikalische Eigenschaft entdeckt: dass die Töne von schwingenden Saiten von der Länge der Saiten abhängen und besonders harmonisch klingen, wenn die Saitenlängen im Verhältnis ganzer Zahlen zueinander stehen.
 
Pythagoras war ein großer Denker, aber er legte auch ein paar sehr seltsame Verhaltensweisen an den Tag. Er gründete eine Schule, in der circa 300 junge Aristokraten Mathematik, Politik, Philosophie, Religion, Musik und Astronomie studierten. Sie bildeten eine Art Bruderschaft oder Geheimbund, deren Mitglieder sich an Diäten und andere Regularien zu halten hatten. Sie durften keine Bohnen essen, keinen Wein trinken, keine Schuhe tragen und nichts aufheben, was auf den Boden gefallen war. Beim Wasserlassen mussten sie sich in eine bestimmte Richtung drehen. Diese seltsamen Bräuche haben wahrscheinlich auch Pythagoras' Tod verursacht. Als er von ein paar Verfolgern gejagt wurde, blieb er an einem Bohnenfeld stehen, um es zu zertrampeln – und ließ sich dabei fangen und töten.









Den Umfang ermitteln
 
Wie lang ist der Joggingpfad um das Feld herum? Was ist der Umfang des Zimmers? Wie viele Meter Zaun braucht man, um den Garten einzuzäunen? Der Umfang ist die Länge der Begrenzungslinie, der Peripherie, einer bestimmten Fläche.
 
In vielen Fällen ist der Umfang einer Figur die Summe ihrer Seitenlängen. Bei einem Dreieck misst man die drei Seiten und addiert sie. Bei einem Rechteck misst man die vier Seiten und addiert sie und so weiter. Formeln zum Umfang verwendet man, um spezielle Figuren einfacher berechnen zu können. Im Folgenden finden Sie einige dieser Formeln.






Dreiecke vermessen

[image: Sanduhr] Der Umfang eines Dreiecks entspricht der Summe der drei Seiten 1, 2 und 3.
 

[image: images]



[image: Techniker] In der Formel für den Umfang eines Dreiecks kommen die Variable s und die tiefgestellten Zahlen 1, 2 und 3 vor. Das s steht für Seite. Es ist üblich, eine Variable, hier s, und eine Anzahl von tiefgestellten Zahlen zu verwenden statt a, b und c, wenn die Seiten in keinem speziellen Verhältnis zueinander stehen. Tiefgestellte Zahlen kommen natürlich auch zum Einsatz, wenn es mehr als 26 Seiten in einer Figur gibt. Mit dem Alphabet kommt man nach dem z nicht weiter, mit Zahlen hat man dieses Problem nicht. Man könnte Figuren mit 1.000 Seiten benennen – wenn man wollte.

 
	Berechnen Sie den Umfang eines Dreiecks mit den Seitenlängen 5 cm, 11 cm und 13 cm.
[image: images]

 
	Finden Sie die Menge an Zaunmaterial heraus, das Sie für eine dreieckige, rechtwinklige Fläche brauchen, deren kürzeren Seiten 7 und 25 Meter lang sind. Die längste Seite können Sie gerade nicht messen, weil es zu matschig ist. 
Da es sich um ein rechtwinkliges Dreieck handelt, entspricht die Summe der Quadrate von 7 und 24 dem Quadrat der längsten Seite. [image: images]. 625 ist das Quadrat von 25, also sind die drei Seiten 7 Meter, 24 Meter und 25 Meter lang.

[image: images] Zaunmaterial








[image: Anekdote] Eratosthenes und seine Primzahlen


 
Eratosthenes von Kyrene war ein griechischer Mathematiker, der von circa 275 bis circa 195 v. Chr. lebte. Er ist berühmt für seine Arbeit mit Primzahlen und war wahrscheinlich der Erste, der den Erdumfang ziemlich genau berechnete.
 
Er war lange Zeit Direktor der berühmten Bibliothek von Alexandria. Von seinen Arbeiten ist recht wenig erhalten. Er starb ungefähr 80-jährig, indem er sich zu Tode hungerte, weil er es nicht ertrug, blind geworden zu sein.








 
Zu Quadraten aufsteigen

Es ist wunderbar, den Umfang eines Quadrats zu ermitteln, da man es nur mit einer Länge zu tun hat – der Länge der Seiten, die alle gleich sind.

[image: Sanduhr] Der Umfang eines Quadrats ist viermal die Länge einer Seite:


[image: images]



 
	Eine Gruppe von Ökologen untersucht einen viertel Quadratkilometer Wiese, um den Vergiftungsgrad von Käfern herauszufinden. Wie viel Meter Seil brauchen sie, um das Areal abzugrenzen?
Ein viertel Quadratkilometer ist ein halber Kilometer im Quadrat, also:

[image: images].

Die Gruppe braucht 2.000 Meter Seil – eine ganze Menge.






Rechtecke berechnen

Ein Rechteck ist eine spezielle Figur mit vier Seiten, die nur rechte Winkel besitzt und deren gegenüberliegende Seiten gleich lang sind. Die erste Figur in Abbildung 17.1 ist ein Rechteck.

[image: ] 
Abbildung 17.1: Rechtecke, Kreise, romanische Fenster – was es nicht alles gibt!
 
 

[image: Sanduhr] Den Umfang eines Rechtecks finden Sie, indem Sie die Längen der Seiten addieren oder jeweils die Länge und die Breite verdoppeln und dann addieren oder die Länge und die Breite addieren und dann verdoppeln.
 

[image: images]



Wenn die Seiten beispielsweise 6 cm, 9 cm, 6 cm und 9 cm lang sind, kann man einfach addieren: [image: images]. Manchmal sind die Zahlen nicht so benutzerfreundlich und dann ist es leichter, die Seiten paarweise zusammenzufassen. In einem Rechteck kommt jede Seitenlänge zweimal vor. Also nimmt man zwei unterschiedliche Seiten, addiert die beiden Zahlen und verdoppelt die Summe: [image: images]. Die Länge ist normalerweise die längere, die Breite die kürzere Seite. 

 
	Ihr neuer Garten ist ein Rechteck mit 85 Meter Länge und 35 Meter Breite. Wie viel Zaunmaterial brauchen Sie, um ihn einzuzäunen? Was ist der Umfang?
Addieren Sie 85 und 35 und verdoppeln Sie die Summe.

[image: images] Meter Zaunmaterial

Ein Tor ist hier natürlich nicht einkalkuliert. Das sollten Sie in der Praxis noch mit berücksichtigen – außer Sie trainieren für einen Hürdenlauf.






Kreise umkreisen

Um den Umfang eines Kreises zu bestimmen, braucht man lediglich den Radius dieses Kreises. Der Radius ist der Abstand vom Mittelpunkt eines Kreises zu jedem beliebigen Punkt der Kreislinie. Wenn man den Radius verdoppelt, erhält man den Durchmesser des Kreises. Die zweite Figur in 17.1 ist ein Kreis mit einem eingezeichneten Radius. Der Durchmesser ist die Länge von einer Seite des Kreises zur anderen, durch die Mitte.

[image: Sanduhr] Die Formel für den Umfang eines Kreises ist [image: images], wobei d der Durchmesser und π immer eine konstante Zahl von circa 3,14 ist.


[image: Erinnerung] Das Zeichen für annähernd gleich schreibt man ≈. Also ist [image: images],14.


[image: Techniker] π ist das Zeichen für den griechischen Buchstaben Pi. Es steht für das Verhältnis von Umfang zu Durchmesser. Das Verhältnis ist stets gleich, egal, wie groß oder klein ein Kreis ist. Der Umfang ist immer ein bisschen mehr als dreimal so groß wie der Durchmesser. Dieses bisschen kann man nicht exakt wiedergeben – die Dezimalzahl ist unendlich –, aber normalerweise verwendet man für π 3,14 oder 3,1416 oder [image: images]. Das sind die bekanntesten Schreibweisen. Welchen Wert man verwendet, hängt auch von den Umständen ab. Ich nehme normalerweise 3,14.


 
	Sie möchten herausfinden, wie breit ein kreisförmiges Rasenstück wird, wenn Sie ein Paket Maschendrahtzaun kaufen und das ganze Paket aufbrauchen. Den Zaun kann man in Paketen von 50, 100, 150 oder 200 Metern kaufen. Dafür müssen Sie die Formel anpassen.
Sie möchten die Formel [image: images] nach d, dem Durchmesser (Breite des Rasenstücks) auflösen; teilen Sie beide Seiten durch π:

[image: images]

[image: images]

Der Durchmesser entspricht dem Umfang geteilt durch π.

[image: images]

Wenn das Paket 50 Meter Maschendrahtzaun enthält, dann:

[image: images] Meter Breite

Wenn das Paket 100 Meter Zaun enthält, dann:

[image: images] Meter Breite

Wenn das Paket 200 Meter Zaun enthält, dann:

[image: images] Meter Breite

Wenn Sie die Größe, die Sie einzäunen möchten, ungefähr kennen, wissen Sie, wie viel Zaun Sie kaufen müssen, ohne zu viel übrig zu haben.






Ein Blick durch romanische Fenster

Ein romanisches Fenster ist ein Rechteck mit einem Halbkreis – die dritte Figur in 17.1. Durch die Form fällt oben mehr Licht herein und außerdem sieht es hübsch aus. Der Umfang dieser Figur ist eine kombinierte Formel. Das Fenster ist nur ein Beispiel, wie man verschiedene Formeln zusammensetzen und dadurch den Umfang weiterer Figuren bestimmen kann. 

[image: Sanduhr] Der Umfang eines romanischen Fensters entspricht dem halben Umfang eines Kreises, dessen Durchmesser die Breite des Rechtecks ist, plus einmal diese Breite und zweimal die Länge des Rechtecks. Die Variable b ist die kürzere Seite, also die Breite des Rechtecks und gleichzeitig der Durchmesser des Halbkreises. Die Variable l ist die längere Seite, also die Länge, des Rechtecks.


[image: images]



 
	Bestimmen Sie den Umfang eines romanischen Fensters, das eine Länge von sechs Metern und eine Breite von vier Metern hat. Sie brauchen diesen Wert, da Sie das Fenster abdichten und dafür Fugenmasse kaufen möchten.
[image: images]



 
 


Flächen finden: Inhalt
 
Der Inhalt oder Flächeninhalt ist die Angabe, wie oft ein bestimmtes Einheitsquadrat in dem Flächenstück enthalten ist – also wie viel Fläche es einnimmt. Der Flächeninhalt wird normalerweise in Quadratmeter (m2), Quadratzentimeter (cm2), Quadratkilometer (km2) und so weiter angegeben, für Grundstücksangaben gibt es auch noch die Einheit Hektar (10.000 m2).
 
Stellen Sie sich einen Fußboden vor, der mit quadratischen Fliesen bedeckt ist. Wenn alle Fliesen gleich groß, beispielsweise zehn mal zehn Zentimeter, sind, könnten Sie durch Zählen der Fliesen herausfinden, wie groß der Boden ist. Im wirklichen Leben sind die meisten Fußböden aber nicht mit Fliesen bedeckt, schon gar nicht mit so einer praktischen Größe. Also brauchen Sie die folgenden Formeln zur Berechnung von Flächeninhalten.
 
Die Formeln zum Umfang des vorangegangenen Abschnitts arbeiten mit eindimensionalen Gebilden, das heißt mit Geraden und Strecken. Man kann sie mit einem Maßband oder Lineal ausmessen. Flächen sind zweidimensionale Objekte, die man nicht wie eindimensionale Gebilde einfach ausmessen kann. Man braucht immer zwei Angaben, aus denen man die Fläche berechnet.



Rechtecke und Quadrate
 
Rechtecke und Quadrate haben im Grunde genommen die gleichen Formeln für den Flächeninhalt, weil beide rechte Winkel und die gleichen Längen der gegenüberliegenden Seiten haben. Man muss lediglich die Länge mit der Breite multiplizieren, also das Produkt zweier Seiten, die sich berühren, bestimmen.





Flächeninhalt eines Rechtecks

Die meisten Räume in Häusern und Büros sind rechteckig, ebenso wie Schreibtische, Teppiche und Fenster. Dadurch ist es leichter, Möbel in einem Raum unterzubringen. 

[image: Sanduhr] Der Flächeninhalt eines Rechtecks ist seine Länge mal seine Breite:


[image: images]


 
Der Inhalt eines Rechtecks mit einer Länge von zehn und einer Breite von sechs Metern ist [image: images] Quadratmeter. 

 
	Ein Bauer möchte ein kleines Feld von 125 Meter Breite und 270 Meter Länge düngen. Ein Lieferung Dünger reicht für einen Hektar Land. Wie viele Lieferungen braucht er?
[image: images] Quadratmeter

Da ein Hektar 10.000 Quadratmeter sind, bestellt er entweder vier Lieferungen Dünger und hat eine Menge übrig oder er bestellt nur drei Lieferungen und ist etwas sparsamer beim Verteilen.






Flächeninhalt eines Quadrats

[image: Sanduhr] Der Inhalt eines Quadrats ist seine Seitenlänge im Quadrat, die Formel lautet:
 

[image: images]



Der Flächeninhalt eines Quadrats ist leicht zu bestimmen. Ein Quadratmeter ist ein Meter im Quadrat. Geht es einfacher? Ein Quadrat mit einer Seitenlänge von 8 cm hat einen Inhalt von [image: images] cm2. Ein Quadrat mit einer Seitenlänge von [image: images] m hat einen Inhalt von [image: images].

[image: Tipp] Sie können auch die Formel für den Flächeninhalt eines Rechtecks nehmen: [image: images]. Weil Länge und Breite in einem Quadrat aber gleich sind, ist es einfacher, [image: images] zu schreiben.


 



Dreiecke
 
Den Flächeninhalt eines Dreiecks zu bestimmen, ist schon ein bisschen komplizierter. Im Grunde genommen ist der Inhalt eines Dreiecks die Hälfte des Inhalts eines gedachten Rechtecks, dessen Teil das Dreieck ist. Es ist aber nicht immer einfach und nötig, die Länge und Breite dieses gedachten Rechtecks herauszufinden – es geht auch mit ein oder zwei Maßangaben des Dreiecks.
 
Die traditionell angewandte Formel, mit der man den Flächeninhalt eines Dreiecks bestimmt, arbeitet mit der Länge der Grundseite und der Höhe, dem senkrechten Abstand von der Grundseite zur Spitze. Es ist einfach, aber nicht immer das Praktischste, den Inhalt eines Dreiecks zu berechnen, wenn man die Höhe herausfinden kann. Es gibt noch eine weitere Möglichkeit, die im nächsten Abschnitt vorgestellt wird: die heronsche Formel.





Den Flächeninhalt traditionell berechnen

[image: Sanduhr] Der Flächeninhalt eines Dreiecks entspricht der Hälfte des Produkts aus der Länge der Grundseite und der Höhe des Dreiecks. Die Grundseite ist die Seite, auf die die Höhe senkrecht und im rechten Winkel gemessen wird.
 

[image: images]


 
Man verwendet diese Formel, wenn man die beiden Werte, die Länge der Grundseite g und die Länge der Höhe h, erhalten kann.

 
	Bestimmen Sie den Inhalt eines Dreiecks, dessen Grundseite 20 cm und dessen Höhe 13 cm lang ist.
[image: images]

 
	Bestimmen Sie den Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks mit Seitenlängen von 5 cm, 12 cm und 13 cm.
Ein rechtwinkliges Dreieck hat zwei Seiten, die im rechten Winkel, also senkrecht, zueinander stehen (die beiden kürzeren Seiten). Man kann demnach eine dieser Seiten als Grundfläche und die andere als die Höhe verwenden. Die längste Seite in einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse, die niemals Teil eines rechten Winkels ist. Also braucht man die beiden Längen 5 cm und 12 cm.

[image: images]






Die heronsche Formel

[image: Sanduhr] Der Flächeninhalt eines Dreiecks entspricht der Quadratwurzel des Produkts folgender vier Werte: der halbe Umfang s, der halbe Umfang minus die erste Seite a, der halbe Umfang minus die zweite Seite b, der halbe Umfang minus die dritte Seite c.
 

[image: images]



Diese Formel ist praktisch, wenn man den Inhalt einer sehr großen Fläche, bei der man die Höhe nicht kennt, beispielsweise eines großen Parks, bestimmen möchte.
 
Um diese Formel anzuwenden, braucht man die Längen der drei Seiten a, b und c und die Länge des halben Umfangs s. Erinnern Sie sich, dass der Umfang eines Dreiecks die Summe der drei Seiten ist?

 
	Bestimmen Sie den Inhalt eines Dreiecks mit den Seitenlängen 7 cm, 24 cm und 25 cm.
Sagen wir: [image: images], [image: images] und [image: images]. Der Umfang ist [image: images][image: images], also ist der halbe Umfang [image: images].

[image: images]

 
	Bestimmen Sie den Inhalt eines Dreiecks mit den Seitenlängen 2 cm, 3 cm und 4 cm.
Nicht alle Lösungen sind so schön wie die im vorigen Beispiel. Da hatte ich absichtlich ein rechtwinkliges Dreieck gewählt, damit eine Quadratzahl unter der Wurzel steht. Folgendes Beispiel ist eher typisch.

Wenn die Seiten 2, 3 und 4 cm lang sind, dann ist [image: images], [image: images], [image: images] und [image: images].
 
Also:

[image: images]



 



Kreise
 
Der Flächeninhalt eines Kreises wird durch den Radius des Kreises und die Kreiszahl π bestimmt.

[image: Sanduhr] Die Formel für den Inhalt eines Kreises ist Pi (circa 3,14) multipliziert mit dem quadrierten Radius.


[image: images]



 
	Bestimmen Sie den Inhalt einer Kreisscheibe, die einen Durchmesser von 50 Metern hat.
Zuerst müssen Sie den Radius bestimmen. Wenn der Durchmesser 50 Meter beträgt, ist der Radius halb so lang, also 25 Meter.

[image: images],[image: images] Quadratmeter.


 




[image: Anekdote] Warum gibt es 360 Grad in einem Kreis (und nicht 100 oder 1.000)?


 
Die geometrische Maßeinheit des Winkels, der Grad, ist einfach festgelegt worden. Sie tritt nicht natürlich auf, wie beispielsweise Pi. Man hätte alles verwenden können: jede Einheit, jeden Namen.
 
Das Gradmaß geht auf die Babylonier und ihr 60er-System zurück. (Ein 60er-System besteht aus 60 unterschiedlichen Ziffern im Gegensatz zu unseren zehn Ziffern – wie wäre es wohl, damit zu arbeiten?) Das 60er-System hat manche Spuren hinterlassen. Man unterteilt Stunden und Minuten in 60 Einheiten. Auch ein Grad kann man in 60 Minuten, die Untereinheit von Grad, unterteilen.
 
Und 360 ist in der Tat eine schöne Anzahl von Graden. Sie unterteilen einen Kreis in mehr gleiche Teile als das mit einer Anzahl von 100 oder 1.000 der Fall wäre. Die Zahl 360 lässt sich glatt teilen durch: 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72, 90, 120 und 180 – wobei die Teilbarkeit durch 3 den eigentlichen Unterschied macht. Die Zahl 100 lässt sich glatt nur durch 2, 4, 5, 10, 20, 25 und 50 teilen.






 


Voll gefüllte Volumen
 
Der Flächeninhalt ist ein zweidimensionales Gebilde. Das Volumen, der Rauminhalt, ist dreidimensional. Um das Volumen berechnen zu können, braucht man die Länge, die Breite und die Höhe eines Objekts.
 
Indem man das Volumen berechnet, zählt man sozusagen, wie viele Würfel (stellen Sie sich einfach Zuckerwürfel vor) in ein dreidimensionales Gebilde passen. Diese Würfel können Seitenlängen von einem Zentimeter, einem Meter, einem Kilometer und so weiter haben, je nachdem wie groß man sie braucht. Man misst Volumen in Kubikmeter (m3), Kubikzentimeter (cm3) und so weiter.



Prismen unter der Lupe
 
Das Volumen eines Prismas ist ausgesprochen einfach zu ermitteln. Ein Prisma ist ein Gebilde mit zwei gleichförmigen, parallel verschobenen Polygonen (Vielecken), also beispielsweise eine sechseckige Schachtel. Die untere und die obere Fläche sind exakt gleich und der Abstand zwischen den beiden Flächen ist, solange man die Messung senkrecht durchführt, überall derselbe.
 
Die Formel zur Berechnung des Volumens eines Prismas ist [image: images], also das Produkt des Inhalts der Grundfläche G mit der Höhe h.

 
	Bestimmen Sie das Volumen eines Prismas mit der Grundfläche 12 cm2 und der Höhe 9 cm.
[image: images]

Das sind 108 Würfel, alle 1 mal 1 mal 1 cm groß.

 
	Wenn Sie sich einen Transporter mit einem Ladevolumen von zwölf Kubikmetern ausleihen, welche Abmessungen könnte er haben?
Dadurch, dass das Prisma hier die Fläche eines Rechtecks hat, ist die Grundfläche, also G, die Länge l mal die Breite b des Innenraums. Es gibt unendliche viele Kombinationsmöglichkeiten, dieses Volumen zu berechnen. Versuchen Sie sich vorzustellen, wie der Transporter mit den Beispielmaßen aussehen würde.

Die Formel lautet hier: [image: images]

 
	[image: images] (1 Meter lang, 1 Meter breit und 12 Meter hoch)
 
	[image: images] (2 Meter lang, 1 Meter breit und 6 Meter hoch)
 
	[image: images] (2 Meter lang, 3 Meter breit und 2 Meter hoch)
 
	[image: images] (2 Meter lang, 1,5 Meter breit und 4 Meter hoch)
 
	[image: images][image: images] (1,5 Meter lang, 1,5 Meter breit und [image: images] Meter hoch)


Welchen Transporter würden Sie nehmen?



 


Zylinder zeichnen
 
Zylinder   sind ähnliche geometrische Körper wie Prismen. Auch sie haben zwei gleichförmige, parallel verschobene Flächen, allerdings müssen das keine Polygone sein. Am bekanntesten sind gerade Kreiszylinder: Die beiden Flächen sind gleiche Kreise und sie stehen gerade übereinander, wobei ihr Abstand voneinander die Höhe ist. Kreiszylinder sind beispielsweise eine Dose Thunfisch, eine Rolle Toilettenpapier, eine runde Kaffeedose oder ein Öltank. 

[image: Sanduhr] Das Volumen eines Kreiszylinders entspricht Pi mal dem Kreisradius im Quadrat mal der Höhe. Die Formel für das Volumen ist:


[image: images]


 
Diese Formel ist der Formel zur Berechnung des Volumens von Prismen sehr ähnlich, weil man ebenfalls die Grundfläche mit der Höhe multipliziert – nur ist hier die Grundfläche eben ein Kreis. 

 
	Prisma: [image: images]
 
	Zylinder: [image: images]

 
Um das Volumen eines Kreiszylinders bestimmen zu können, braucht man also den Radius der Kreise und die Höhe.
 
Die Formel besagt, wie viele Würfel in den Zylinder passen. (Das ist ein bisschen wie quadratische Formen in ein rundes Loch zu pressen – man muss sie nur zwingen.)
 
Das Volumen wird auch häufig in Liter (l) angegeben, was bei einer Form wie dem Kreiszylinder logischer erscheint. Ein Liter entspricht einem Kubikdezimeter. Das folgende Beispiel arbeitet trotzdem mit Kubikmetern, um die Relation der Längeneinheiten Höhe und Radius mit den Volumen zu verdeutlichen. 

 
	Sie möchten herausfinden, welche Höhe Sie für Ihren neuen Swimmingpool im Garten planen müssen, wenn Sie für einen Radius von zehn Metern Platz haben, damit er ein bestimmtes Volumen Wasser fassen kann.
Dafür müssen Sie die Formel erst nach h, der Höhe auflösen:

[image: images]

Teilen Sie jede Seite durch πr2

[image: images]

[image: images]

Die Höhe entspricht also dem Volumen geteilt durch das Produkt von π und dem quadrierten Radius.

Setzen Sie den Radius r von 10 m ein:

[image: images]

Wenn Ihr Pool 400 Kubikmeter Wasser fassen soll, dann:

[image: images] Meter tief

Dann werden Sie wenigstens nicht so nass.

Wenn Ihr Pool 800 Kubikmeter Wasser fassen soll, dann:

[image: images] Meter tief

Wenn Ihr Pool 1.000 Kubikmeter Wasser fassen soll, dann:

[image: images] Meter tief

Wenn Ihr Pool 2.000 Kubikmeter Wasser fassen soll, dann:

[image: images] Meter tief

Vielleicht stoßen Sie beim Graben ja auf Öl.






Pyramiden bauen
 
Es ist einfach, eine Pyramide zu beschreiben, weil jeder ein Bild dieses Gebildes vor Augen hat. Eine Pyramide ist allerdings nicht nur das, was wir vor Augen haben, sondern jedes Objekt, das entsteht, wenn man die Eckpunkte eines Polygons mit ein und demselben Punkt verbindet. Eine Pyramide besteht so immer aus einer Grundfläche, dem Polygon, und einer Anzahl von Dreiecken, die von dieser Grundfläche ausgehen.
 
Die ägyptischen Pyramiden haben als Grundfläche ein Quadrat und gleich große Dreiecke an den Seiten – zumindest sahen sie einmal so aus. Wind und Sand haben die Pyramiden inzwischen so abgetragen, dass von einer richtigen Spitze keine Rede mehr sein kann. Die Grundfläche einer Pyramide kann ein gleichschenkliges Dreieck (alle Seiten sind gleich lang), ein Quadrat, ein Fünfeck und so weiter sein. Die folgenden Beispiele halten sich jedoch an die »ägyptische« Form mit einer quadratischen Grundfläche und gleich großen Seitenflächen.

[image: Sanduhr] Das Volumen einer Pyramide ist ein Drittel des Produkts aus der Grundfläche G multipliziert mit der Höhe h:


[image: images]


 
Das Volumen einer Pyramide ist nicht allzu schwer zu bestimmen. Es lohnt sich also, die Formeln für die Berechnung von Flächen zu kennen. Sehen Sie für diese Formeln weiter vorne im Kapitel nach, falls Sie eine Auffrischung brauchen. Die Formeln für die Flächen von Quadraten und Dreiecken sind allerdings auch in den folgenden beiden Formeln enthalten.

 
	Quadratische Grundfläche: [image: images]
 
	Grundfläche eines gleichschenkligen Dreiecks: [image: images]

 
Dieses erste Beispiel ist eine Art historische Herausforderung:

 
	Suchen Sie nach dem ursprünglichen Volumen der bekanntesten und größten ägyptischen Pyramide, der Cheopspyramide. Sie hatte eine Seitenlänge von 227 Metern und eine Höhe von 146 Metern.

 
[image: images]
 
Vielleicht können Sie sich das Volumen eines pyramidenförmigen Partyzelts besser vorstellen, dessen Seiten sechs Meter lang sind und dessen Höhe zehn Meter beträgt.
 
[image: images]
 
Auch das ist ziemlich groß! Ein Kubikmeter ist immerhin so groß wie circa drei Umzugskisten – in das Zelt würden also gut 360 Umzugskisten passen. Nur, was macht man mit Umzugskisten in einem Partyzelt?




Kegel kennenlernen
 
Ein Kegel ist der Pyramide ähnlich. Der Unterschied besteht darin, dass die Grundfläche einer Pyramide aus einem Polygon bestehen muss, während der Kegel jede beliebige Grundfläche haben kann. Es handelt sich also um ein Objekt, das entsteht, wenn man alle Punkte dieser Grundfläche mit einem Punkt verbindet. Am bekanntesten ist auch hier, wie beim geraden Kreiszylinder, der gerade Kreiskegel: Die Grundfläche ist ein Kreis und der Punkt, mit dem alle Punkte verbunden sind, steht senkrecht über dem Mittelpunkt des Kreises. Diese Form kennen wir alle von einer Eistüte.

[image: Sanduhr] Die Formel für das Volumen eines geraden Kreiskegels ist ein Drittel mal Pi mal dem quadrierten Radius r mal der Höhe h.


[image: images]


 
Diese Formel sollte Ihnen aus zwei Gründen bekannt vorkommen. Das [image: images] kennen wir von der Pyramide; dieser Faktor kommt zum Einsatz, wenn eine Figur in einem Punkt zusammenläuft. Der Teil πr2h ist die Formel für das Volumen eines geraden Kreiszylinders. Sie können sich einen Kegel also auch als einen zurechtgestutzten Zylinder vorstellen.
 
Im Folgenden zwei Beispiele:

 
	Berechnen Sie das Volumen eines kegelförmigen Wigwams mit einem Durchmesser von sechs Metern und einer Höhe von sieben Metern.
Wenn der Durchmesser sechs Meter beträgt, ist der Radius drei Meter.

[image: images]

 
	Wie viel Eis passt in eine Eistüte, die einen Durchmesser von 5 cm und eine Höhe von 12 cm hat? (Dabei wird das Eis, das oben auf die Tüte passt, nicht mitgerechnet. Dazu kommen wir im nächsten Abschnitt.)
[image: images]






Perfekte Kugel
 
Die Form einer Kugel kennt jeder. Bälle, Murmeln und Planeten sind alles Kugeln. Da die Kugel eine derart perfekte Form ist, braucht man zur Berechnung ihres Volumens nur einen Wert, ihren Radius, also den Abstand vom Mittelpunkt zur Außenfläche. 

[image: Sanduhr] Die Formel für das Volumen einer Kugel ist vier Drittel mal Pi mal den Radius hoch drei.


[image: images]



 
	Berechnen Sie das Volumen einer Kugel mit einem Durchmesser von 6 cm.
Ein Durchmesser von 6 cm bedeutet einen Radius von 3 cm.

[image: images]

Zurück zu der Eistüte. Wenn die Tüte einen Durchmesser von 5 cm hat, passt eine Eiskugel mit einem Durchmesser von 6 cm perfekt darauf – größer geht es auch noch, wenn Sie schnell lecken.

 
	Was ist das Volumen eines Balls mit vier Metern Durchmesser?
[image: images]



 


Entfernung, Geschwindigkeit, Zeit
 
Sie sitzen seit ein paar Tagen in einem Schiff nach China und möchten wissen, wie weit Sie schon gekommen sind. Oder Sie wollen herausfinden, wie lange Sie brauchen, um zu Ihrer Großmutter zu fahren. Vielleicht möchten Sie auch ermitteln, wie schnell ein Zug fährt, der Sie in 18 Stunden von Berlin nach Rom bringt. Die »Entfernung-entspricht-Geschwindigkeit-mal-Zeit-Formel« hilft Ihnen, auf alle diese Fragen Antworten zu finden.



Wie weit, wie schnell, wie lang

[image: Sanduhr] Die Formel [image: images] bedeutet, dass die Strecke s der Geschwindigkeit v (von lateinisch für Geschwindigkeit »velocitas«) multipliziert mit der Zeit (von lateinisch »tempus«) t entspricht.
 
Sie können diese Formel umwandeln, um herauszufinden, wie lange Sie brauchen, um an Ihr Ziel zu kommen (zum Beispiel zu Ihrer Großmutter). Lösen Sie dafür nach t, der Zeit, auf, indem Sie jede Seite der Gleichung durch v, die Geschwindigkeit, teilen. Jetzt sieht die Formel so aus, dass die Zeit, die Sie brauchen, der Strecke geteilt durch die Geschwindigkeit entspricht: [image: images].
 
Jetzt können Sie die Strecke zu Ihrer Großmutter und Ihre Geschwindigkeit einsetzen und Sie erhalten die Zeit, die Sie für die Fahrt benötigen.
 
Das ist natürlich nicht immer ganz einfach festzulegen: Wie schnell dürfen Sie fahren? Wie ist der Verkehr?
 
Sie können natürlich auch nach der Geschwindigkeit auflösen, um die Schnelligkeit des Zuges zu ermitteln, der in 18 Stunden die circa 1.000 Kilometer von Berlin nach Rom fährt. Teilen Sie durch t, die Zeit, Sie erhalten für die Geschwindigkeit v: [image: images]. Das ist ein ziemlich langsamer Zug: Er fährt gerade mal gut 50 Kilometer in der Stunde.
 
Mit dieser einfachen Formel [image: images] können Sie also die Strecke, die Geschwindigkeit und die benötigte Zeit herausfinden. Nur bei der Geschwindigkeit müssen Sie aufpassen. Wenn Sie sagen, dass Sie 300 Kilometer in sechs Stunden gefahren sind, erhalten Sie mit der Formel: [image: images] Kilometer pro Stunde. In Wirklichkeit sind Sie aber nicht die ganze Zeit 50 Stundenkilometer gefahren. Man beschleunigt, man bremst, man legt Pausen ein und steht an Ampeln. Also handelt es sich bei der Geschwindigkeit um eine Durchschnittsgeschwindigkeit.
 
Die folgenden Aufgaben arbeiten mit unserer Formel und Sie lösen nach Geschwindigkeit beziehungsweise Zeit auf.

 
	Was ist die Durchschnittsgeschwindigkeit eines Flugzeugs, das 2.000 Kilometer in 4,8 Stunden zurücklegt? [image: images]
 
	Bevor die Westgoten im fünften Jahrhundert Rom erobern konnten, mussten sie erst einmal von ihrer damaligen Heimat im heutigen Balkan dorthin kommen. Nehmen wir an, zu Fuß und mit allen Widrigkeiten, die sich einem damals so boten, betrug die Gesamtstrecke mindestens 1.980 Kilometer und die Strecke, die sie pro Tag zurücklegten, circa zwölf Kilometer. Wie lange brauchten sie?
[image: images]

Das ist fast ein halbes Jahr! Heute fliegt man zwei Stunden.






Auf Wasser anders messen
 
Sie sehen sich einen alten John-Wayne-Film an, in dem Mr. Wayne einen Kapitän spielt. (Sagen Sie nicht, dass Sie John Wayne nicht kennen. Das ist der, der gewonnen hat – ziemlich oft.) Jedenfalls kann das Boot im Film soundso viele Knoten schnell fahren. (Haben Sie sich je gefragt, was Knoten in einem Film zu suchen haben?)
 
Entfernungen und Geschwindigkeiten werden im Wasser anders gemessen als an Land. Die entsprechenden Maße verhalten sich folgendermaßen zu Kilometern beziehungsweise Stundenkilometern.
 
[image: images] 
 
Das nächste Mal, wenn Sie einen entsprechenden Film sehen, wissen Sie, wovon die Rede ist. Vergessen Sie dann nicht, mitzurechnen!

 
	Wie weit ist ein Vogel geflogen, wenn er 16 Seemeilen zurückgelegt hat?
Schreiben Sie eine entsprechende Proportion und multiplizieren Sie über Kreuz.

[image: images]

[image: images] Kilometer

 
	Wie schnell fährt John Waynes Schiff, wenn es 14 Knoten schnell ist?
Arbeiten Sie diesmal mit einer Proportion zur Geschwindigkeit.

[image: images]

[image: images] Stundenkilometer



 


Zinsen und Prozent berechnen
 
Das Wort Prozent hört man eigentlich jeden Tag, meist in einem der folgenden Zusammenhänge:



 
	Die Regenwahrscheinlichkeit beträgt 40 Prozent.
 
	Der DAX ist um zwei Prozent gestiegen.
 
	In Ihrem Test waren 99 Prozent richtig.
 
	Mit Ihrer Größe gehören Sie zu den größten 20 Prozent Menschen.
[image: Techniker] Prozent kann man mit Brüchen, die einen Nenner von 100 haben, ausdrücken. Um wie viel Prozent es sich handelt, steht dann im Zähler: so viel von hundert. Das Prozentzeichen ist %.

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]





In den folgenden Formeln geht es um Prozent und Prozentsätze. Drücken Sie Prozent immer als Dezimalzahlen aus, damit sie leichter zu multiplizieren und dividieren sind. Das können Sie, indem Sie das Dezimalkomma des Prozentsatzes zwei Stellen nach links verschieben. Wenn kein Dezimalkomma vorkommt, stellen Sie es sich ganz rechts vor.



Zinsen verzeichnen und verzinsen
 
Mit den Formeln der folgenden Abschnitte ist es ein Leichtes, Ihre zu zahlenden oder zu erhaltenden Zinsen zu berechnen.







Einfache Verzinsung berechnen

Eine einfache Verzinsung bezeichnet den um einen bestimmten Zinssatz vermehrten Geldbetrag ohne Rücksicht auf Zinseszins. Man verwendet sie auch, wenn man etwas auf Raten kauft, um die einzelnen Raten zu berechnen. Die einfache Verzinsung ist eigentlich nur ein bestimmter Zinssatz des Gesamtbetrages. Sie bezieht sich ausschließlich auf den Ausgangsbetrag – und nicht auf irgendwelche veränderten Beträge, die beim Wachsen eines Vermögens entstehen können. Wie man diesen Zinseszins berechnet, finden Sie im nächsten Abschnitt. 

[image: Sanduhr] Die einfache Verzinsung, der Prozentwert W, entspricht dem Grundwert G (Ausgangsbetrag) mal dem Zinssatz p (von Prozent) mal der zu berücksichtigenden Zeit t (von lateinisch »tempus«).


[image: images]



 
	Wie hoch sind die Zinsen, wenn man 10.000 Euro mit einem Prozentsatz von 2,5 3,5 Jahre lang anlegt?
[image: images]

Man erhält 875 Euro Zinsen.

 
	Sie kaufen einen Fernseher auf Raten. Sie müssen 12 % einfache Zinsen zahlen. Sie addieren diese Zinsen zu dem Kaufpreis und zahlen den Gesamtbetrag in 24 »bequemen monatlichen Raten«. 24 Monate sind 2 Jahre, also ist [image: images]. Der Fernseher kostet 600 Euro. Wie hoch sind Ihre »bequemen Raten«?
[image: images],[image: images]

Der Prozentwert beträgt 144 Euro. Addieren Sie das zu den Kosten des Fernsehers, der Gesamtbetrag ist 744 Euro. Teilen Sie diesen Betrag 744 durch 24 Monate, dann müssen Sie jeden Monat 31 Euro zahlen. Was für ein Schnäppchen!






Zinseszins einstreichen

Der Zinseszins kommt zum Einsatz, wenn Sie berechnen möchten, wie viel Ersparnisse Sie nach einer bestimmten Anlagezeit zusammenhaben. Wie der Name sagt, werden dabei die Zinsen, die auf die Zinsen anfallen, mit berechnet. Wie oft der neu verzinste Betrag als Berechnungsgrundlage für die weiteren Zinsen herangezogen wird, hängt vom Konto ab; oft geschieht das vierteljährlich.
 
Indem Sie also die erhaltenen Zinsen auf Ihrem Konto lassen, bekommen Sie immer höhere Zinsen, obwohl der Prozentsatz der gleiche bleibt.
 
Die Formel für Zinseszins lautet:
 
[image: images]
 
Der Endbetrag entspricht dem Grundwert (Ausgangswert) multipliziert mit der Summe von 1 und dem Zinssatz geteilt durch die Häufigkeit der neuen Berechnungsgrundlage, die in eine Potenz gehoben wird, die wiederum dem Produkt der Häufigkeit der neuen Berechnungsgrundlage mal der Anzahl von Jahren entspricht. Nicht schlecht.

 
	Wie viel Geld ist auf einem Konto, auf das vor 14 Jahren 5.000 Euro eingezahlt wurden und das sich mit sechs Prozent vierteljährlich verzinst?
Der Grundwert ist 5.000, der Zinssatz ist 6 %, die Häufigkeit der neuen Berechnungsgrundlage ist 4, die Zeit in Jahren ist 14.

[image: images]

Arbeiten Sie sich vorsichtig von innen nach außen. Teilen Sie 0,06 durch 4 und addieren Sie das Ergebnis zu 1. Gleichzeitig multiplizieren Sie den Exponenten aus.

[image: images]

[image: images] Euro

Das Geld hat sich mehr als verdoppelt. Vergleichen Sie das mit dem gleichen Ausgangswert, wenn er sich nur einfach verzinst:[image: images]. Addieren Sie das zu den ursprünglichen 5.000 und Sie erhalten 9.200 Euro. Das ist mehr als 2.000 Euro weniger, als Sie mit Zinseszins bekommen. Jetzt wäre es noch schön, wenn es solche Zinssätze im richtigen Leben geben würde.


 
Sehen Sie sich ein noch eindrucksvolleres Beispiel für die Macht des Zinseszinses an:

 
	Stellen Sie sich vor, dass Sie Post von einer südamerikanischen Bank bekommen. Diese behauptet, dass einer Ihrer Vorfahren, der mit Kolumbus vor gut 500 Jahren auf dem Kontinent gelandet und auf der Heimreise verschollen ist, einen Wert angelegt hat, der in etwa einem Euro entspricht. Dieser Euro wurde vierteljährlich mit 3,5 % verzinst. Eigentlich handelt es sich um eine Beschwerde, weil die Bank Gebühren einfordert, 25 Euro pro Jahr – rückwirkend. Werden Sie Anspruch auf das Konto erheben?
Vielleicht denken Sie zuerst: »Auf keinen Fall, dann schulde ich denen ja Geld!« Holen Sie dann aber besser Ihren Taschenrechner heraus und rechnen Sie nach. Wenn Ihr Vorfahre bei Kolumbus' dritter Reise 1498 dabei war und Sie den Brief 2020 bekommen, wie sieht das Ganze eigentlich genau aus?

Der Grundwert ist 1 Euro, der Zinssatz ist 3,5 %, die Häufigkeit der neuen Berechnungsgrundlage ist 4, die Zeit in Jahren ist 522. Für diese 522 Jahre fallen auch die Gebühren an.

[image: images] Euro

Das sind fast 50 Millionen Euro für einen Euro Einsatz.

Subtrahieren Sie noch die Gebühren: [image: images] Euro weniger – und nehmen Sie das Geld!







[image: Anekdote] Wahrscheinlichkeit und Geburtstage


 
Ein wirklich interessanter Umstand kann mit Wahrscheinlichkeitsrechnung bewiesen werden. Wenn man in einem Raum mit 24 Leuten ist, besteht eine mehr als 50%ige Wahrscheinlichkeit, dass zwei der Leute am gleichen Tag Geburtstag haben – am gleichen Tag und im gleichen Monat. Je mehr Leute im Raum sind, desto höher ist auch die Wahrscheinlichkeit gemeinsamer Geburtstage. Stellen Sie sich 365 oder 366 Tage vor, die infrage kommen, und 24 Leute, um eine Wahrscheinlichkeit von mehr als der Hälfte zu erhalten. Vielleicht unglaublich, aber wahr. (Die Erklärung finden Sie beispielsweise im Buch »Wahrscheinlichkeitsrechnung für Dummies«.)
 
Das Gebiet der Mathematik mit Namen Wahrscheinlichkeitsrechnung wurde mithilfe des Glücksspiels erfunden. Der Schriftsteller Chevalier de Méré war ein Berufsspieler und fragte seinen Freund und Mathematiker Blaise Pascal, warum eine bestimmte Würfelkombination so oft vorkam, und außerdem, wie man den Einsatz bei einem vorzeitig abgebrochenen Würfelspiel verteilen müsste. Pascal und ein anderer Mathematiker, Pierre de Fermat, schrieben sich lange Briefe zu diesen Problemen und erfanden letztendlich die Wahrscheinlichkeitsrechnung.






 



Steuern und Rabatte beurteilen
 
Sie können sowohl die Steuern, die Sie auf eine Sache zahlen, als auch den Rabatt, der auf eine Sache gewährt wird, mit Prozentrechnen ermitteln.

 
	[image: images]
 
	[image: images]
 
	[image: images]

 
Jeder Kunde wird mit Ermäßigungen konfrontiert. Es lohnt sich aber immer, zuerst das Angebot zu überprüfen. Sehen Sie sich dazu folgende Beispiele an. 

 
	Das 24.000-Euro-Auto, das Sie schon lange kaufen möchten, ist um 8 % heruntergesetzt. Wie viel kostet es jetzt? Und wie viel würde es ohne 19 % Steuern kosten?
[image: images] Euro

[image: images] Euro

 
	Die Schuhe, für die Sie sich interessieren, sind zuerst um 40 % und dann noch einmal um 15 % herabgesetzt worden. Was haben sie einmal gekostet, wenn Sie sie jetzt für 68 Euro kaufen können?
Berechnen Sie zuerst, was die Schuhe vor der zweiten Herabsetzung und dann, von diesem Wert ausgehend, was sie vor der ersten Herabsetzung gekostet haben.

Preis nach der ersten beziehungsweise vor der zweiten Herabsetzung:

[image: images] Euro

Preis vor der ersten Herabsetzung beziehungsweise Originalpreis:

[image: images] Euro

Zwei Rabatte von 40 % und dann 15 % sind nicht das Gleiche wie ein Rabatt von 55%. Ein Rabatt von 55 % auf 133,33 Euro hätte 60 Euro ergeben.



 


Permutation und Kombination kennenlernen
 
Ganz allgemein handelt Permutation und Kombination von Methoden und Formeln, mit denen man Dinge zählen kann. Vielleicht denken Sie, dass Sie doch längst zählen können, aber: Wollen Sie die folgenden Beispiele wirklich Zahl für Zahl durchzählen?

 
	Aus wie vielen verschiedenen Urlaubskombinationen können Sie wählen, wenn Sie vorhaben, auf Ihrer nächsten Reise drei Länder zu besuchen.
 
	Auf wie viele verschiedene Arten können Sie die Buchstaben in dem Wort Mathe anordnen – und wie viele davon ergeben auch einen Sinn?
 
	Auf wie viele Arten können Sie 6 aus 49 Zahlen wählen – und können Sie es sich leisten, auf jede der Arten einen Euro zu wetten?

 
Sie könnten anfangen, zu den verschiedenen Aufgaben Listen zu erstellen, um die Fragestellung zu lösen. Allerdings wären Sie damit wahrscheinlich bald überfordert und vor allem ziemlich gelangweilt. Schon wieder hilft die »mächtige« Algebra mit ein paar Formeln aus.



Auf die Fakultät zählen
 
Die wichtigste Anwendung von Kombination und Permutation ist die Fakultät. Das ist eine wirklich einfache Rechenart, für die man nur eine einzige Zahl braucht. Das Zeichen, das auf diese Rechenart hinweist, ist ein Ausrufungszeichen: »!«. Wenn ich schreibe »6!«, meine ich also nicht »Sieh an, eine 6!« Das könnte ich natürlich schon sagen, zum Beispiel, wenn mein Hund sechs Welpen bekommen hat. Aber im Zusammenhang mit der Mathematik hat das Ausrufungszeichen eine eigene Bedeutung.
 
[image: images]

[image: Sanduhr] Die Fakultät einer natürlichen Zahl ist das Produkt dieser Zahl und aller kleineren natürlichen Zahlen. Man sagt zum Beispiel: »Sechs Fakultät«.
 

[image: images]



Das funktioniert nur bei natürlichen Zahlen, also 1, 2, 3, 4, … Für 0! ist 1 definiert, versuchen Sie es auf Ihrem Taschenrechner.





[image: Anekdote] Googol


 
Ein Googol ist eine sehr große Zahl. Falls Sie sich über den seltsamen Namen wundern: Er wurde von einem Neunjährigen erfunden, der nach einer Bezeichnung für eine sehr große Zahl gefragt wurde. Ein Googol ist eine 1 gefolgt von 100 Hundertern, also 10100. Diese Zahl ist wahrscheinlich größer als die Zahl an Elektronen im ganzen Universum. Ein Googol ist ein bisschen größer als 69!. Wenn Sie einen Schultaschenrechner haben, versuchen Sie 69! einzugeben. Die meisten Taschenrechner schaffen das – bei 70! bekommen Sie dann wahrscheinlich eine Fehlermeldung. Einen Googol packen diese Rechner einfach nicht. Ein Googolplex ist sogar noch größer, und zwar 10 hoch Googol, also 10Googol.









Kombination nutzen
 
Die Kombination hilft Ihnen, die verschiedenen Arten herauszufinden, auf die Sie eine bestimmte Anzahl Dinge aus einer Menge in beliebiger Reihenfolge wählen können. Dabei können Sie ein Ding oder alle Dinge wählen. Die Reihenfolge der gewählten Dinge spielt keine Rolle. Die Kombination ermöglicht Ihnen:

 
	herauszufinden, auf wie viele Arten Sie drei Länder besuchen können.
 
	herauszufinden, auf wie viele Arten sechs Zahlen aus 49 gewählt werden können.
 
	herauszufinden, auf wie viele Arten Sie acht Astronauten aus 40 Kandidaten aussuchen können.

 
Sie erfahren dabei nicht, wie jede dieser Arten aussieht, nur, wie viele Arten es gibt. 

[image: Sanduhr] Die Anzahl von Kombinationen von r Elementen aus einer Gesamtmenge von n Elementen ist:


[image: images]



Die tiefgestellten Buchstaben bedeuten zweierlei: Das n bezeichnet, wie viele Dinge insgesamt vorhanden sind, und das r bezeichnet, wie viel aus dieser Gesamtzahl gewählt wird. Sie berechnen also n Fakultät geteilt durch das Produkt von r Fakultät mal der Differenz von n und r Fakultät.
 
Die nächsten Beispiele zeigen, wie Sie diese Formel anwenden können.

 
	Bestimmen Sie die Anzahl unterschiedlicher Möglichkeiten, drei aus 50 Ländern zu wählen.
Die Gesamtzahl n ist 50. Die Anzahl der Dinge r, die aus diesen 50 gewählt werden, ist 3.

[image: images]

Dafür brauchen Sie einen Taschenrechner, Sie erhalten:

[image: images]

Das macht 19.600 verschiedene mögliche Urlaube, wenn Sie drei Länder besuchen. Ich zähle sie einmal auf:

Australien, Argentinien, Armenien oder Australien, Argentinien, Algerien oder Australien, … Das reicht – und ergibt hübsche »Round-the-World«-Flüge.

Sie merken schnell, welche Aufgabe es wäre, alle Kombinationen aufzuzählen. Und dabei ist noch nicht einmal die Reihenfolge berücksichtigt. Das wären noch sechsmal mehr Kombinationen – und außerdem Permutation.

 
	Auf wie viele Arten können sechs aus 49 Zahlen gewählt werden?
[image: images]

Das ist wohl doch zu viel, um für jede Kombination einen Lottoschein zu kaufen – ganz abgesehen davon, dass Sie sich die Finger wund kreuzen würden.

 
	Auf wie viele Arten kann man acht Astronauten aus 40 auswählen?
[image: images]

Diese Zahlen sind alle ziemlich groß. Wie wäre es mit einem Beispiel, das man sich besser vorstellen kann?

 
	Auf wie viele Arten können Sie zwei Bücher aus einem Regalfach mit sieben Büchern wählen?
[image: images]

Das ist schon leichter nachzuvollziehen. Sie können wählen: Faust und Harry Potter, Faust und Die unendliche Geschichte und so weiter.






Mit Permutation Ordnung schaffen
 
Permutation ist ähnlich wie Kombination. Der Unterschied besteht darin, dass bei der Permutation die Reihenfolge im Mittelpunkt steht. Wenn Sie sich ein paar CDs kaufen wollen, und Sie Johnny Cash, The Clash und Elvis besonders mögen, können Sie in sechs verschiedenen Reihenfolgen die Scheiben erwerben.






	Johnny Cash, The Clash, Elvis

	Johnny Cash, Elvis, The Clash



	The Clash, Johnny Cash, Elvis

	The Clash, Elvis, Johnny Cash



	Elvis, Johnny Cash, The Clash

	Elvis, The Clash, Johnny Cash






Wie bei der Kombination sagt auch das Ergebnis bei der Permutation nichts darüber aus, wie die Möglichkeiten aussehen, sondern nur, wie viele Möglichkeiten es gibt. 

[image: Sanduhr] Die Permutation von r Elementen aus einer Gesamtmenge von n Elementen ist:


[image: images]



Die tiefgestellten Zahlen bedeuten wieder zweierlei: Das n bezeichnet, wie viele Dinge insgesamt vorhanden sind, und das r bezeichnet, wie viel aus dieser Gesamtzahl gewählt wird. Sie berechnen also n Fakultät geteilt durch die Differenz von n und r Fakultät.
 
Beachten Sie, dass der einzige Unterschied zwischen dieser und der vorherigen Formel im Fehlen des Faktors r! im Nenner besteht. Dadurch wird der Nenner kleiner und das Ergebnis größer. Wenn man die Reihenfolge beachten muss, gibt es mehr Möglichkeiten.
 
Sehen Sie sich folgende Beispiele an.

 
	Auf wie viele Arten können Sie zwei Bücher aus einem Regalfach mit sieben Büchern wählen, wenn die Reihenfolge der Wahl eine Rolle spielt?
[image: images] Möglichkeiten

 
	Auf wie viele verschiedene Arten können Sie die Buchstaben in dem Wort Mathe anordnen? Wie viele davon ergeben einen Sinn?
Es gibt fünf Buchstaben und alle werden jedes Mal genutzt.

[image: images] unterschiedliche Möglichkeiten


 
120 ist überschaubar: THEMA, THEAM, ETHAM, … Falls Ihnen einmal langweilig sein sollte, wissen Sie jetzt, womit Sie sich beschäftigen könnten.

  


Eigene Formeln (er)finden
 
Eine Formel ist einfach eine Gleichung oder eine Beziehung, die stets wahr ist und im entsprechenden Kontext immer wieder eingesetzt werden kann. Die wichtigsten Formeln haben Sie in diesem Kapitel kennengelernt. Es gibt unendlich viele Formeln – Sie können sogar selbst welche erfinden.
 
Das Wichtigste, wenn Sie Ihre eigenen Formeln schreiben, ist:

 
	Ordnen Sie den Zahlen in Ihrem Problem Buchstaben als Variablen zu.
 
	Verbinden Sie diese Buchstaben mit Rechenzeichen und setzen Sie sie in Relation zueinander.
 
	Prüfen Sie die Formel auf ihre Richtigkeit. Dann können Sie sie wieder und wieder verwenden.


 
Es folgt ein Beispiel für eine Formel, die noch nie davor benutzt wurde (zumindest nicht von mir).
 
Sie organisieren einen Hochzeitsempfang und der Saal hat achteckige Tische, an denen acht Gäste, runde Tische, an denen sechs Gäste, und viereckige Tische, an denen vier Gäste Platz haben. Sie suchen nach einer Formel, mit der Sie ermitteln können, wie viele Gäste Sie an einer bestimmten Anzahl von Tischen unterbringen können.

 
	Ordnen Sie Variablen zu.
Lassen Sie G für die Anzahl der Gäste stehen, die Sie unterbringen können, a für die Anzahl achteckiger Tische, r für die Anzahl runder Tische und v für die Anzahl viereckiger Tische.

 
	Schreiben Sie eine Gleichung.
Die Anzahl der Gäste an einem Tisch müssen Sie mit der Anzahl des jeweiligen Tischtyps multiplizieren und dann alles zusammenaddieren.

 [image: images]

 
	Probieren Sie die Gleichung aus.
Wenn Sie fünf achteckige, zehn runde und sieben viereckige Tische haben, können Sie folgende Anzahl von Gästen unterbringen:

  [image: images] Gäste




Die unterschiedliche Größe der Tische ist praktisch, wenn Sie einige der, sagen wir interessanten, Gäste unterbringen möchten.

[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.






Kapitel 18

Textaufgaben für den Alltag






IN DIESEM KAPITEL
 
	Tipps zum Textaufgaben-Lösen
 
	Bei Mischungsaufgaben mitmischen
 
	Mit Entfernungsaufgaben die Distanz wahren
 
	Rechtwinklige Dreiecke nutzen
 
	Das Problem einkreisen







 
Textaufgaben sind bei Mathematik-Schülern leider oft unbeliebt. Die Algebra mit ihren Zeichen, Regeln und Prozessen bietet zwar einen Zugang zur höheren Mathematik, von Textaufgaben kann man aber auch im richtigen Leben profitieren. Ich gebe zu, dass manche Textaufgaben ein wenig an den Haaren herbeigezogen wirken, weswegen ich zum Beispiel keine Aufgaben zum Alter stelle, wie: »Wenn Hermann dreimal so alt ist wie Georg, als Georg fünf Jahre älter war als Beate …« Wen interessiert das? Ich stelle auch keine Aufgaben, bei denen Sie aufeinanderfolgende Zahlen mit bestimmten Eigenschaften finden müssen. Eine solche Aufgabe sieht beispielsweise so aus: »Suchen Sie nach drei aufeinanderfolgenden natürlichen, geraden Zahlen, deren Summe 102 beträgt.« Die Lösung ist übrigens 32, 34 und 36. Diese Aufgabentypen sind gut, um logisches Denken zu trainieren, das man auch in der höheren Mathematik braucht. Ich möchte Sie jedoch von der praktischen Seite der Algebra überzeugen, also müssen Sie sich über so etwas nicht den Kopf zerbrechen.




Textaufgaben lösen lernen
 
Beim Lösen von Textaufgaben ist nicht immer gleich offensichtlich, wie sich die Inhalte der Aufgabe zueinander verhalten und welche Gleichung Sie brauchen. Manchmal müssen Sie das Ganze erst visualisieren, um den Einstieg zu finden. Sie brauchen nicht jeden Vorschlag der folgenden Liste für jede Aufgabe, aber zum richtigen Zeitpunkt angewendet kann Ihnen die eine oder andere Anregung vieles erleichtern.

 
	Zeichnen Sie eine Skizze. Sie muss keinen künstlerischen Anspruch befriedigen. Viele Menschen können sich Dinge besser vorstellen, wenn sie etwas vor Augen haben.
 
	Bestimmen Sie eine Variable, die für die Antwort auf die Frage »wie viel?« steht. Vielleicht brauchen Sie zuerst mehr als eine Variable und kommen erst im Laufe der Aufgabe darauf, wie die Variablen sich gegenseitig ersetzen können. Zum Beispiel: Wenn a für die Anzahl von Max’ Schokoriegeln und b für die Anzahl von Berts Schokoriegeln steht, Sie aber wissen, dass Max vier Schokoriegel mehr als Bert hat, dann können Sie a durch [image: images] ersetzen.
 
	Sehen Sie sich den Schluss der Aufgabe genau an. Dort finden Sie oft einen wichtigen Hinweis darauf, wonach gefragt ist, wofür die Variablen stehen sollen oder welche Formel Sie brauchen, falls Sie eine Formel verwenden müssen.
 
	Übersetzen Sie die Wörter in die Terminologie von Gleichungen. Ersetzen Sie 
	und, mehr als, vermehrt um durch das Plus-Zeichen,
 
	weniger als, weniger, vermindert um durch das Minus-Zeichen,
 
	mal so viel durch das Multiplikationszeichen,
 
	zweimal durch 2 ·,
 
	geteilt durch, verteilt an durch das Divisionszeichen,
 
	halb so viel durch [image: images].,


 
	das Verb (zum Beispiel ist oder sind) durch das Gleichheitszeichen.
 
	Verwenden Sie immer eine Standard-Formel, wenn die Aufgabe das zulässt. Sehen Sie für wichtige Formeln auf der Schummelseite oder in Kapitel 17 nach.
 
	Zeichnen Sie einzelne Gefäße, wenn Sie eine Mischungsrechnung bearbeiten. Jedem Gefäß ordnen Sie die entsprechende Menge und den Anteil des Stoffes zu.

 
Nach diesen ersten Schritten sind Sie bereit, die Gleichung zu lösen. Überprüfen Sie immer, ob Sie genau gearbeitet haben, um Leichtsinnsfehler zu vermeiden. Und fragen Sie sich bei jedem Ergebnis, ob es im jeweiligen Zusammenhang Sinn ergibt.




Mit Umfang, Fläche und Volumen loslegen
 
Textaufgaben, mit denen man Umfang, Fläche und Volumen ermittelt, können im praktischen Leben häufig umgesetzt werden. Mit diesen Größen werden Sie immer wieder konfrontiert sein. Vielleicht möchten Sie eines Tages einen Zaun errichten und dafür ermitteln, wie groß Ihr Vorgarten ist, um zu wissen, wie viel Material Sie brauchen. Ein Zuwachs zu Ihrer Familie bedeutet womöglich eines Tages, dass Sie ein neues Zimmer brauchen (oder eine Hundehütte). Mit den Formeln zu Flächen können Sie berechnen, wie viel Platz dieses Zimmer einnehmen wird. Um eine Schachtel für das Geschenk zu Tante Ernis 80. Geburtstag zu finden, müssen Sie vielleicht die benötigte Größe einer Standard-Schachtel ausrechnen – und dann selbst eine Schachtel in der richtigen Größe basteln. Glücklicherweise gibt es für alle diese Situationen bereits bewährte Formeln, von denen gleich einige zum Einsatz kommen.
 


Umfassender Umfang
 
Der Umfang ist die Länge der Begrenzungslinie einer bestimmten Fläche. Sie brauchen den Umfang, wenn Sie Ihren Garten einzäunen oder Fußleisten in Ihrer Wohnung verlegen möchten. 

[image: Sanduhr] Um den Umfang U eines Objekts zu ermitteln, addieren Sie die Längen aller Seiten. Den Umfang eines Rechtecks erhalten Sie, wenn Sie zweimal die Länge l zu zweimal der Breite b addieren. Die Formel für den Umfang eines Rechtecks ist demzufolge:


[image: images]


 
Um die Fläche eines Rechtecks zu bestimmen, müssen Sie die Länge mit der Breite multiplizieren.
 
[image: images]

 
	Johann will einen rechteckigen Teil seines Gartens neben einem Fluss einzäunen. Auf der Seite des Flusses wird er keinen Zaun brauchen, nur auf den restlichen drei Seiten. Johann will, dass dieser Garten zweimal so lang wie breit wird und dass er eine Fläche von 80.000 Quadratmetern hat. Welche Ausmaße wird dieser Garten haben und wie viel Zaunmaterial braucht er?
Die erste Frage hat mit der Fläche zu tun. Die Formel für die Fläche eines Rechtecks ist [image: images]. Die Fläche ist 80.000 Quadratmeter, also [image: images].

Es gibt zwei Variablen, von denen Sie eine durch die andere ersetzen müssen. Lesen Sie noch einmal nach: Johann möchte, dass sein Garten doppelt so lang wie breit wird. Das bedeutet: [image: images]. Ersetzen Sie l durch 2b in der Aufgabe, Sie erhalten [image: images] oder [image: images]. Lösen Sie die Gleichung nach b auf.

Teilen Sie durch 2: [image: images]

Ziehen Sie die Wurzel: [image: images].

Die Breite ist 200 Meter. Die Länge ist doppelt so lang: 400 Meter.

Johann möchte, dass eine lange Seite am Fluss liegt, also braucht er Zaunmaterial für [image: images] Meter.

 
	Sie begehen einen sogenannten Rundwanderweg, der aber die Form eines großen Dreiecks hat. Sie starten an einer Ecke, gehen zur zweiten Ecke über die erste Seite, dann zur dritten Ecke über die zweite Seite und zurück zur ersten Ecke über die dritte Seite. Die erste Seite ist drei Kilometer kürzer als viermal die Länge der dritten Seite. Die zweite Seite ist zwei Kilometer kürzer als dreimal die Länge der dritten Seite. Wenn der ganze Weg elf Kilometer lang ist, wie lang sind die einzelnen Strecken beziehungsweise Seiten?
[image: Erinnerung] Der Umfang eines Dreiecks ist [image: images] wobei s1, s2 und s3 die drei Seiten des Dreiecks sind.

Zeichnen Sie ein Dreieck. Bezeichnen Sie die drei Seiten mit s1, s2 und s3. Der gesamte Weg ist 11 Kilometer lang, also muss es heißen: [image: images]. Das sind zu viele Variablen. Weil die ersten beiden Seiten jeweils mit der dritten Seite verglichen werden, kann man s1 und s2 als Relation von s3 schreiben.

Die erste Seite ist 3 weniger als viermal die Länge der dritten Seite:

 [image: images]

Die zweite Seite ist 2 weniger als dreimal die Länge der dritten Seite:

 [image: images]

Jetzt können Sie diese Umschreibungen für die ersten beiden Seiten in die Gleichung einsetzen.

 [image: images]

Die dritte Seite beziehungsweise Strecke ist 2 Kilometer lang, die erste Seite [image: images], also [image: images], die zweite Seite [image: images], also [image: images] Kilometer. Zusammen ergibt das [image: images] Kilometer. Also stimmen die Ergebnisse!







Faszinierende Flächeninhalte
 
Sie brauchen eine bestimmte Fläche für ein Fußballfeld oder eine kleinere Fläche, um den Teig für die Weihnachtsplätzchen auszurollen. Der Flächeninhalt ist eine abgemessene ebene Fläche mit einer bestimmten Form. Wenn Sie den Inhalt einer Fläche berechnen möchten, müssen Sie die Art der Form kennen, um die richtige Formel einsetzen zu können.

 
	Ariane und Adam möchten ihr Wohnzimmer um einen Wintergarten vergrößern. Momentan ist es rechteckig und 120 Quadratmeter groß. Wenn sie es in der Länge um vier und in der Breite um fünf Meter erweitern, ist der Raum 240 Quadratmeter groß (und hat einen fantastischen Wintergarten). Welche Maße hat das Wohnzimmer jetzt und welche wird es mit Wintergarten haben? Zeichnen Sie ein Rechteck und bezeichnen Sie die kürzeren Seiten mit b und die längeren Seiten mit l. Die Fläche des Rechtecks ist [image: images], also in diesem Fall [image: images].
Die Länge wird um 4 Meter erweitert, die Breite um 5 Meter, also [image: images] und [image: images].

Der neue Flächeninhalt ist 240 Quadratmeter, also [image: images].

Die Gleichung für das alte Wohnzimmer [image: images] können Sie nach l auflösen und in die neue Gleichung einsetzen.

[image: images]

Multiplizieren Sie die beiden Klammern aus (mehr dazu in Kapitel 10).

[image: images]

Multiplizieren Sie beide Seiten mit b.

[image: images]

Jetzt haben Sie eine quadratische Gleichung, die Sie nach b auflösen können.

[image: images]

Teilen Sie durch 4, um kleinere Zahlen zu bekommen.

[image: images]

Faktorisieren Sie den linken Ausdruck.

[image: images]

Wegen des Multiplikationsverhaltens von null wissen Sie:

[image: images] oder [image: images], Sie erhalten:

[image: images] oder [image: images]

Wenn [image: images], dann [image: images]; wenn die Breite um 5 erweitert und die Länge um 4 erweitert wird, bekommt man die neuen Abmessungen 20 mal 12.

Wenn [image: images], dann [image: images]; wenn die Breite um 5 und die Länge um 4 erweitert wird, bekommt man die neuen Abmessungen 15 mal 16.

Rein theoretisch funktioniert beides. Allerdings nur, wenn man eine Breite in Kauf nimmt, die größer ist als die Länge. Im Fall [image: images] ist die Breite 15 und die Länge 8. Wenn man daran festhält, dass die Länge länger zu sein hat als die Breite, dann funktioniert nur die zweite Lösung: ursprüngliche Größe von 10 mal 12 Meter und neue Größe von 15 mal 16 Meter.

 
	Ein Spielplatz ist 100 mal 30 Meter groß. Um wie viel wird diese Fläche vergrößert, wenn ein zwei Meter breiter Weg um den Platz herum hinzugefügt wird?
Zeichnen Sie ein Rechteck, dessen längere Seiten ungefähr dreimal so lang sind wie die kürzeren Seiten, um sich die 100 mal 30 Meter vorstellen zu können. Zeichnen Sie um dieses Rechteck herum ein weiteres Rechteck, um den zwei Meter breiten Fußweg darzustellen.

Um wie viel wird der Flächeninhalt wachsen?

[image: images]

Die neue Fläche entsteht, wenn man sowohl zu der Länge als auch zu der Breite jeweils vier Meter hinzufügt – oben und unten beziehungsweise links und rechts zusammen:

[image: images]

Die alte Fläche ist [image: images]

[image: images]

Die Fläche ist um 356 Quadratmeter gewachsen.



[image: Erinnerung] Wenn man Flächeninhalte berechnet, wird die Lösung in Quadratmeter, -kilometer, -zentimeter oder mit welcher Einheit Sie auch immer gerechnet haben, angegeben.





Volle Volumen
 
Der Flächeninhalt wird für ein zweidimensionales Objekt – ein Boden oder ein Sportfeld – bestimmt. Das Volumen erweitert das Ganze um eine dritte Dimension, wie Sie in Abbildung 18.1 sehen. Nehmen Sie beispielsweise einen Raum, der 5 mal 6 Meter groß und 3 Meter hoch ist. Die Fläche ist 5 mal 6, also 30 Quadratmeter, das Volumen 5 mal 6 mal 3, also 90 Kubikmeter. Das Volumen wird mit der Vorsilbe Kubik … angegeben. Die Menge an Gas in einem Ballon ist eine Volumeneinheit, ebenso wie die Menge an Zement in einem Gehweg.

[image: Techniker] Ein Würfel ist ein Quader mit gleich langen Seiten, Breiten und Höhen. Deswegen hat ein Würfel zum Spielen diese Eigenschaften: damit es gerecht zugeht und keine Seite leichter nach oben zu liegen kommt.


[image: images] 
Abbildung 18.1: Das Volumen ist festgelegt durch Länge mal Breite mal Höhe.
 
 

 
	Tante Suse hat ein paar besonders gute Pralinen gekauft. Sie sind der Liebling unter all ihren Neffen und Nichten, also möchte sie Ihnen alle Pralinen schicken. Sie hat die Pralinen in einer Tüte gekauft, möchte sie aber in einem Päckchen schicken. Die Pralinen nehmen ein Volumen von 900 Kubikzentimetern ein. Wenn das Päckchen, das sie verwendet, einen Boden von neun mal neun Zentimetern hat, wie hoch muss es dann sein, damit die Pralinen hineinpassen?
[image: Sanduhr] Das Volumen eines Quaders, also eines Prismas mit einer viereckigen Grundfläche und direkt übereinander stehenden Flächen, ist die Länge mal die Breite mal die Höhe: [image: images].

In diesem Fall ist der Boden des Päckchens quadratisch mit einer Seitenlänge von neun Zentimetern: [image: images].

Da die Pralinen ein Volumen von 900 Kubikzentimetern einnehmen, lautet die Formel: [image: images].

Teilen Sie beide Seiten durch 81, um nach h aufzulösen: [image: images] Zentimeter.








Eine Pyramide konstruieren

Pyramiden sind Objekte, die mit am bekanntesten sind. Schon Kinder hören von den oder lesen über die ägyptischen Pyramiden. In Abbildung 18.2 sehen Sie so eine ägyptische Pyramide mit einer quadratischen Grundfläche. Wenn man ein Zelt in Form einer Pyramide hat, kann man das Volumen berechnen, um herauszufinden, ob man zu viert hineinpasst. Man braucht schließlich noch Luft zum Atmen.

[image: images] 
Abbildung 18.2: Manche Völker glauben, dass Pyramiden schützende Kräfte besitzen.
 
 

[image: Sanduhr] Die Formel für das Volumen einer Pyramide mit einer quadratischen Grundfläche ist [image: images]. Das x2 steht für den Inhalt der Grundfläche. Allgemein entspricht das Volumen einer Pyramide einem Drittel der Grundfläche mal der Höhe.
 
Die Cheopspyramide besteht aus circa 2,3 Millionen Kalkstein-Blöcken. Sie hatte einmal eine Grundfläche mit den Seitenlängen von 227 Metern und einer Höhe von 146 Metern, aber Wind und Sand haben mittlerweile einen Teil dieser Masse abgetragen. Stellen Sie sich vor, dass sie noch immer die gleichen Maße hat. Wenn jeder der Kalkstein-Blöcke ein Würfel wäre, wie groß wären diesen Würfel dann?

 
	Sie haben nur eine Größe, für die Sie eine Variable brauchen – die Kantenlänge der Blöcke – nennen Sie sie x.
Suchen Sie zuerst nach dem Volumen der Cheopspyramide:

[image: images]

Wenn jeder Block ein Würfel mit einem Meter Kantenlänge wäre, gäbe es über 2,5 Millionen Blöcke. Das kommt dem Schätzwert von 2,3 Millionen schon ziemlich nah. Rechnen wir es trotzdem genau aus:

[image: images]

Das bedeutet, dass jeder der Blöcke knapp 1,1 Kubikmeter groß ist. Um die Kantenlänge herauszufinden, brauchen Sie die Formel für das Volumen eines Würfels: [image: images] In diesem Fall soll x für die Kantenlänge stehen.

Wenn [image: images] dann [image: images]


 
Also hätte jeder Würfel eine Kantenlänge von ungefähr 1,03 Metern. Stellen Sie sich einen Stein in dieser Größe vor und dann, wie Sie ihn auf die Spitze einer 146 Meter hohen Pyramide hieven.





[image: Anekdote] George Dantzig und die lineare Programmierung


 
George Dantzig wurde 1914 geboren. Als Student kam er einmal zu spät in seinen Statistik-Kurs und schrieb schnell die beiden Aufgaben von der Tafel ab, weil er dachte, es handelte sich um die Hausaufgabe. Er löste sie und gab sie ab. Sein aufgeregter Professor rief ihn zu sich, um ihm mitzuteilen, dass er zwei berühmte, bisher ungelöste Aufgaben geknackt hatte.
 
Dantzig machte sich auch weiterhin einen Namen. Während des Zweiten Weltkriegs arbeitete er für die amerikanische Luftwaffe und entwickelte ein System, mit dem man gezielt Waffen, Soldaten und Zubehör an verschiedene Orte verteilen konnte. Er entwickelte die lineare Programmierung, ein Prozess, der seitdem in vielen anderen Anwendungen umgesetzt wurde.









Kreisender Jupiter

Malen Sie sich aus, wie viel Luft Sie brauchen, um einen 20 Zentimeter großen Luftballon aufzublasen, welche Antriebskraft, um gegen den Widerstand anzukommen – aber das ist ja Physik! Wir blasen also einfach, bis der Ballon voll ist und wir sein Volumen berechnen können. Und dann könnten Sie noch ermitteln, wie viele Ballons Sie brauchen, um ein Ballon-Netz zu füllen, das sie für die Geburtstagsfeier eines Fünfjährigen gemietet haben.
 
Wir wenden uns jetzt allerdings viel größeren Kugeln zu: zwei Planeten, um genau zu sein. In Abbildung 18.3 sehen Sie eine Kugel.

[image: images] 
Abbildung 18.3: Fußbälle, Planeten, Sonnen und manchmal auch Orangen sind Kugeln.
 
 

 
	Der Durchmesser des Jupiters beträgt ungefähr 142.984 Kilometer, der Durchmesser der Erde ungefähr 12.746 Kilometer. Wie viele Erden würden in den Jupiter passen? Das Volumen einer Kugel (natürlich sind Planeten keine perfekten Kugeln, aber für unser Beispiel sollte es genügen) findet man mit [image: images]. Also brauchen Sie nur den Radius der Erde und den Radius des Jupiters. Wenn Sie die Durchmesser durch 2 teilen, erhalten Sie die Radien: Erde = circa 6.373 Kilometer und Jupiter = circa 71.492 Kilometer.
Anzahl der Erden, die in den Jupiter passen = Volumen Jupiter : Volumen Erde

[image: images]



 

Vierzehnhundert Erden würden in den Jupiter passen! Jetzt können Sie versuchen, sich vorzustellen, wie groß der Jupiter ist.




Rollende Zylinder

Ein Kreiszylinder hat oben und unten jeweils einen Kreis. Die Höhe ist der Abstand zwischen diesen beiden Kreisen, wenn man senkrecht misst. Bei einem geraden Kreiszylinder stehen diese beiden Kreise direkt übereinander, wie in Abbildung 18.4.

[image: images] 
Abbildung 18.4: Ein Nudelholz ohne Griffe ist ein Zylinder, ebenso wie Getränke- oder Suppendosen.
 
 

 
	Eine Pasteten-Fabrik stellt ihre Dosen seit einiger Zeit um drei Zentimeter höher her, das Volumen hat sich dadurch um 12π Kubikzentimeter (das sind circa 37,7 cm3) vergrößert. Welche Ausmaße hatte die Dose vor und nach der Umstellung? Zuerst kommt es einem vielleicht so vor, als gäbe es nicht genug Informationen, um diese Frage zu beantworten. Aber die Beziehungen zwischen den einzelnen Größen eines Zylinders sind derart, dass das eine durchaus zu lösende Aufgabe ist.
Das Volumen eines Kreiszylinders ist: [image: images]. Der Teil πr2 ist der Flächeninhalt der kreisförmigen Grundfläche und h ist die Höhe.

Die Gleichung soll sich an folgenden Aussagen orientieren:

Die Höhe des Zylinders wird um 3 cm erhöht: [image: images]
 
Das ursprüngliche Volumen vergrößert sich um [image: images]

 [image: images]

Multiplizieren Sie links aus.

 [image: images]

Subtrahieren Sie πr2h von jeder Seite.

 [image: images]

Teilen Sie jede Seite durch 3π.

 [image: images]

Der Radius ist 2 cm.

 [image: images]



 
Die Höhe kann jeder beliebige Wert sein. Sie können jeden Wert für die Höhe einsetzen; solange [image: images] bleibt, werden Sie immer eine wahre Aussage erhalten, wie [image: images] oder [image: images] Das bedeutet, dass bei einem gleichen Radius, hier 2 cm, ein Zuwachs in der Höhe immer die gleiche Veränderung des Volumens bewirkt.

 
 


Mischungsrechnungen aufmischen
 
Bei Mischungsrechnungen kann man mit verschiedenen Aufgabenstellungen konfrontiert werden. Manchmal müssen zwei unterschiedliche Flüssigkeiten im richtigen Verhältnis gemischt werden, wie Frostschutzmittel und Wasser. Es können auch feste Elemente vermischt werden, in einem Salat oder einer Bonbonschüssel. Oder es werden Gelder zu unterschiedlichen Konditionen angelegt. Alle funktionieren nach einem ähnlichen Schema, wie Sie gleich sehen werden.
 
Es kann hilfreich sein, eine Skizze zu zeichnen, wenn Sie mit einer der folgenden Aufgaben konfrontiert werden. In Abbildung 18.5 sehen Sie drei Beispielgefäße – zwei, die addiert werden, um ein drittes zu bekommen. Unter jedes Gefäß können Sie die »Menge« und den »Anteil« der jeweiligen Sache schreiben. Diese beiden Angaben werden vor der Addition multipliziert. Der »Anteil« ist beispielsweise die Konzentration des Frostschutzmittels oder der Preis der Sache. Sie können Ihre Zeichnung für jede Aufgabe aufs Neue verwenden oder Sie können kreativ werden und die Gefäße dem Inhalt der Aufgabe anpassen – je nachdem, wie Sie sich das Ganze besser vorstellen können.

[image: images] 
Abbildung 18.5: Gefäße zu zeichnen kann Ihnen beim Visualisieren helfen.
 
 



Flüssigkeiten prozentual mischen
 
Um den Autofahrern unter Ihnen auch einmal eine praktische Anleitung zu bieten, gibt es im Folgenden eine Aufgabe zum richtigen Mischen von Frostschutzmitteln. Sie können auch gleich zu der Aufgabe mit dem Himbeersirup weitergehen. Die beiden Flüssigkeiten der Aufgaben sollten Sie allerdings lieber nicht mischen. 

 
	Wie viel Liter von 80%igem Frostschutzmittel muss man mit acht Liter 20%igem Frostschutzmittel mischen, um eine Mischung mit 60 % zu erhalten? Beschriften Sie zuerst Ihre Gefäße. Unter das erste schreiben Sie 80 % und x (da Sie nicht wissen, wie viele Liter Sie brauchen). Das zweite Gefäß beschriften Sie mit 20 % und 8 Litern. Unter das dritte Gefäß, die Mischung, schreiben Sie 60 % und [image: images] Liter. Um die Aufgabe zu lösen, multiplizieren Sie den jeweiligen Anteil oder die »Konzentration« der Flüssigkeit mit der Menge.
[image: images]

Wenn Sie 1,6 und 0,6x von beiden Seiten subtrahieren, bekommen Sie:

[image: images]

Also müssen Sie 16 Liter von 80%igem Frostschutzmittel zufügen.

 
	Wie viel Himbeersirup und Wasser muss man mischen, um 12 Deziliter Sirup mit einem 30%igen Himbeer-Anteil zu bekommen?
Sagen wir, der Himbeersirup ist 100 %, das Wasser ist 0 % und die gesuchte Menge an Dezilitern Wasser ist x.

Ihr erstes Gefäß beschriften Sie mit 0 % Sirup und x Dezilitern, das zweite mit 100 % Sirup und [image: images] Dezilitern, das dritte mit 30 % und 12 Dezilitern.

[image: images]

Also brauche ich 8,4 Deziliter Wasser und 3,6 Deziliter Sirup.


 
Sie können diese Formel auf alle Flüssigkeiten übertragen – Salatsoßen, Cocktails und jedes andere erdenkliche Gebräu.

 


Feste Anteile vermengen
 
Es gibt auch viele Gelegenheiten, bei denen Sie feste Bestandteile im richtigen Verhältnis mischen müssen: Mehl und Zucker für einen Kuchen, Tomaten und Paprika für einen Salat oder Rosinen und Nüsse für Studentenfutter (ich fürchte, ich bin im Essensrausch). Wie Sie alle diese Lebensmittel mithilfe der Algebra richtig mischen, erfahren Sie gleich.
 
Kaufen Sie sich auch manchmal eine Nussmischung? Ich esse immer zuerst die Cashewkerne. Haben Sie sich schon einmal gefragt, warum von Ihren Lieblingsnüssen so wenige in der Mischung sind, während Sie Erdnüsse im Überfluss finden (es sei denn, Erdnüsse sind Ihre Lieblingsnüsse)? Das liegt natürlich daran, dass manche Nüsse teurer sind als andere. Die Erzeuger der Mischungen müssen diese Tatsache berücksichtigen und gleichzeitig auf die Vorlieben ihrer Kunden Rücksicht nehmen. Es geht also darum, die Mischungen so billig wie möglich mit so vielen teuren Nüssen wie nötig herzustellen. 

 
	Wie viel Pfund (0,5 Kilo) Cashewkerne für 5,50 Euro pro Pfund muss man mit 3 Pfund Erdnüssen für 2,00 Euro pro Pfund mischen, um eine Mischung zu erhalten, die 3,00 Euro pro Pfund wert ist? (Diese Formel können Sie sich merken, um bei Ihrer nächsten Party Geld zu sparen.)
Wieder zu den Gefäßen (x steht für die Pfund Cashewkerne): Das erste Gefäß beschriften Sie mit 5,50 Euro und x Pfund, das zweite mit 2,00 Euro und 3 Pfund, das dritte, die Mischung, mit 3,00 Euro und [image: images] Pfund.

[image: images]

Subtrahieren Sie 3,00x und 6,00 von jeder Seite.

[image: images]

Also müssen Sie 1,2 Pfund Cashewkerne mit 3 Pfund Erdnüssen mischen, um eine Mischung mit 4,2 Pfund Nüssen zu erhalten, die 3,00 Euro pro Pfund kostet.






Zinsen zuordnen
 
Sie können Ihr Geld auf ein Sparbuch einzahlen und Jahr für Jahr einen kleinen, aber sicheren Zinssatz kassieren. Sie können auch die weniger sichere Variante wählen und Fonds oder Aktien kaufen – mit höheren Zinsen, aber einem ebenfalls höheren Verlustrisiko. Die meisten Berater empfehlen eine Mischung aus beidem, um von beiden Anlagearten zu profitieren.
 
Arbeiten Sie bei den folgenden Aufgaben mit der Formel zur einfachen Verzinsung (in der Praxis würde der Zinseszins miteinbezogen). Bei der einfachen Verzinsung wird nur der Anfangswert berücksichtigt, beim Zinseszins kalkuliert man in regelmäßigen Abständen eine neue Bemessungsgrundlage mit ein.

 
	Kai hat letztes Jahr 20.000 Euro angelegt. Er entschied sich für zwei Anlagearten, eine mit einem Zinssatz von 3,5 % und eine mit einem Satz von 8 %. Insgesamt hat er mit beiden Arten 970 Euro verdient. Wie viel hat er zu jedem Zinssatz angelegt?
Arbeiten Sie wieder mit den Gefäßen, wobei x für den Betrag stehen soll, der mit 3,5 % angelegt wurde. Auf dem ersten Gefäß steht 3,5 % und x, auf dem zweiten 8 % und [image: images], auf dem dritten 970 Euro. Letzteres ist das Ergebnis, wenn man die beiden Zinssätze im richtigen Verhältnis mit dem Kapital von 20.000 Euro multipliziert. Wir suchen also nach den angelegten Beträgen, nicht nach dem Durchschnitt der beiden Zinssätze.

[image: images]

Subtrahieren Sie 1600 von beiden Seiten und vereinfachen Sie.

[image: images]

Das bedeutet, dass 14.000 Euro mit 3,5 % und die restlichen 6.000 mit 8 % angelegt wurden.

 
	Karin möchte Geld anlegen und es auf ihren Konten lassen, um jedes Jahr nur die Zinsen abzuheben. Sie möchte jedes Jahr 10.000 Euro abheben und ausgeben. Wenn sie [image: images] ihres Geldes zu 5 % und den Rest zu 7 % anlegt, wie viel muss sie dann zu jedem dieser Zinssätze erst einmal anlegen, um ihre 10.000 Euro pro Jahr abheben zu können?
Die Variable x soll für den Gesamtbetrag stehen, den Karin investieren muss. Auf dem ersten Gefäß steht 5 % und [image: images], auf dem zweiten 7 % und [image: images], auf dem dritten 10.000 Euro, das Ergebnis aus den beiden »gemischten« Zinssätzen und dem angelegten Betrag.

[image: images]

Verändern Sie die Dezimalzahlen in Brüche und multiplizieren Sie.

[image: images]

Finden Sie einen gemeinsamen Nenner und addieren Sie die Koeffizienten von x.

[image: images]

Teilen Sie jede Seite durch [image: images].

[image: images]

Karin muss über 176.000 Euro investieren, zwei Drittel davon, circa 117.647 Euro zu fünf Prozent und den Rest, circa 58.842 Euro zu sieben Prozent.



 


Rechnen zahlt sich aus: Geld
 
Geld ist das Lieblingsthema vieler Menschen. Jeder hat einen Bezug zu Geld, es ist ein Segen und ein Fluch. Wenn man sich in der Algebra mit Geld beschäftigt, muss man sowohl die Anzahl der Münzen oder Scheine als auch ihren jeweiligen Wert berücksichtigen. Man kann Eintrittspreise berechnen, Preise verschiedener Pizzas einer Bestellung oder jede andere Ware mit unterschiedlichen Preisen.




Amerikanisches Geld in den Griff bekommen
 
Sie machen einen Urlaub in den USA und kommen mit dem Geld noch nicht ganz klar, vor allem mit dieser Anzahl ungewohnter Münzen: Quarter, 25 Cent; Dime, 10 Cent; Nickel, 5 Cent; Pennys, 1 Cent. Sicherheitshalber zahlen Sie meist mit Scheinen und am letzten Tag platzt Ihr Geldbeutel fast vor Münzen.

 
	Sie haben am Ende Ihres Urlaubs fünf Mal mehr Quarters als Dimes, drei Nickels mehr als Dimes und zwei weniger als neun Mal mehr Pennys als Dimes. Insgesamt haben Sie 15,03 US-Dollar in Münzen, wie viele davon sind Quarters?
Arbeiten Sie auch hier mit den Gefäßen. Sie müssen diesmal vier davon, für jede Münzsorte eines, addieren. Setzen Sie alle Münzen zu Dimes in Relation; das heißt, x steht für die Anzahl an Dimes und alles andere wird mit diesem Wert verglichen.

Im ersten Gefäß sind Dimes: 0,10 für den Wert und x für die gesuchte Zahl. Im zweiten Gefäß sind die Quarters, also 0,25 und 5x, im dritten sind Nickels, also 0,05 und [image: images], im vierten sind Pennys, also 0,01 und [image: images]. Auf dem letzten Gefäß steht die Summe, $ 15,03.

[image: images]

Da x für die Anzahl an Dimes steht, haben Sie zehn Dimes, fünf Mal mehr oder 50 Quarters, drei mehr oder 13 Nickels und zwei weniger als neun Mal mehr oder 88 Pennys. Die Frage war: »Wie viele Quarters?« Sie haben also allein 50 Quarters in Ihrem Geldbeutel – ziemlich schwer!






Wer wie viel zahlt
 
Es gibt noch eine Menge Möglichkeiten, Mischungsrechnungen auf Geldbeträge anzuwenden – sei es beim Verkauf von Eintrittstickets oder beim Kauf von Schuhen. 

 
	Die Tagesabrechnung eines Vergnügungsparks weist 27.500 Euro auf. Tickets für Erwachsene kosten 15 Euro, Tickets für Kinder 5 Euro. Wie viele Kinder haben den Park an diesem Tag besucht, wenn es insgesamt 3.500 zahlende Gäste gab?
Die Variable x steht für die Zahl der Kinder. Addieren Sie also den Preis der Kindertickets (5) mal die Zahl der Kinder (x) zu dem Preis der Erwachsenentickets (15) mal die Zahl der Erwachsenen [image: images], um einen Gesamtbetrag von 27.500 Euro zu erhalten.

[image: images]

Es haben also 2.500 Kinder und 1.000 Erwachsene an diesem Tag den Park besucht.

 
	Ein Händler hat letzte Woche seine Schuhe ausverkauft. Bestimmte Schuhe hat er für 40, 60 oder 70 Euro pro Paar verkauft. Er hat zwei Mal mehr Schuhe für 60 Euro als 70 Euro und fünf Mal mehr Schuhe für 40 als 60 Euro verkauft. Insgesamt hat er mit den ermäßigten Schuhen 7.080 Euro eingenommen. Wie viele Paare zu den einzelnen Preisen hat er verkauft?
Legen wir fest, dass x für die Zahl der Paare zu 70 Euro steht. Es gibt keine Größe, die mit allen anderen verglichen wird, mit diesem Paar können Sie jedoch Brüche vermeiden. Natürlich könnten Sie auch ein anderes Paar als gesuchten Wert bestimmen, hier ist es eben am einfachsten, mit den 70-Euro-Schuhen zu arbeiten.

Wenn x für die Anzahl der Schuhe für 70 Euro steht, dann ist zweimal diese Zahl 2x oder die Anzahl der Schuhe für 60 Euro. Da fünf Mal mehr Schuhe für 40 als für 60 Euro verkauft wurden, muss es für die billigste Sorte heißen: [image: images].

Auf dem ersten Gefäß steht x und 70 Euro, auf dem zweiten 2x und 60 Euro, auf dem dritten 10x und 40 Euro. Auf dem vierten, der Summe, steht 7.080 Euro.

[image: images]

Also hat der Händler 12 Paare der Schuhe für 70 Euro, 2 · 12, also 24 der Paare für 60 Euro und 10 · 12, also 120 Paare der Schuhe für 40 Euro verkauft.


 




[image: Anekdote] Durchschnitte deuten


 
Wenn man Sie nach der Durchschnittsnote oder der durchschnittlichen Höhe fragt, gehen Sie wahrscheinlich davon aus, dass es sich um den Durchschnitt handelt, bei dem man alle Werte zusammenzählt und durch die Anzahl der Werte teilt. Dieses Ergebnis heißt das arithmetische Mittel.
 
Es gibt aber noch zwei weitere Durchschnittswerte, die häufig angewandt werden und ebenso »richtige« Antworten auf die Fragen »Was ist normal?«, »Was kann man erwarten?« liefern. Diese beiden Werte heißen Zentral- und Modalwert. Der Zentralwert ist ein Wert, der für mindestens die Hälfte der Werte gilt. Der Modalwert ist der Wert, der am häufigsten auftritt.
 
Sehen Sie sich die Zahlen 1, 1, 2, 2, 4, 4, 4, 4, 5 an. Das arithmetische Mittel ist [image: images]; der Zentralwert ist 4, der Modalwert ist ebenfalls 4. Jede dieser Lösungen ist »richtig«. Die verschiedenen Methoden werden in unterschiedlichen Zusammenhängen gebraucht. Manchmal bekommt man mit einem Wert eine bessere Antwort auf die Frage »Was ist normal?« als mit einem anderen. (Mehr darüber erfahren Sie zum Beispiel in dem Buch »Stochastik für Dummies«.)






 


Entfernungen ermitteln
 
Sie reisen, ich reise, alle reisen – und irgendwann fragt jeder: »Sind wir endlich da?« Algebra kann Ihnen zwar diese Frage nicht beantworten, aber sie kann Ihnen helfen, abzuschätzen, wie lange es dauert, an Ihr Ziel zu kommen – wo auch immer dieses Ziel sein mag.
 
Die Formel für die Strecke oder Entfernung ist [image: images] Die Strecke entspricht also der Geschwindigkeit mal der Zeit. Sie können diese Formel und ihre Umformungen anwenden, wenn Sie ermitteln möchten, wie lange, wie weit und wie schnell Sie reisen. In diesem Abschnitt unterscheide ich zwischen Aufgaben, die zwei Entfernungen zusammenzählen, und solchen mit zwei gleichen Entfernungen; man löst sie ähnlich. Die erste Variante kommt zur Anwendung, wenn zwei Dinge sich aufeinander zu- oder voneinander wegbewegen und man die beiden Entfernungen addiert. Die zweite Variante braucht man, wenn zwei Dinge sich mit dem gleichen Ausgangspunkt und dem gleichen Ziel in die gleiche Richtung bewegen, aber unterschiedliche Geschwindigkeiten oder zur Verfügung stehende Zeiten haben.



Entfernung plus Entfernung
 
Bei der ersten der beiden Standard-Problemstellungen in Bezug auf Entfernungen handelt es sich um folgenden Umstand: Ein Objekt legt eine bestimmte Strecke zurück, ein zweites Objekt legt eine bestimmte Strecke zurück und man addiert die beiden Strecken. Das könnten zwei Kinder mit Sprechfunkgeräten sein, die sich voneinander wegbewegen und herausfinden möchten, wie lange sie mit ihren Geräten noch Verbindung haben. Andersrum könnten es auch zwei Personen in Autos sein, die von verschiedenen Orten weg- und aufeinander zufahren und wissen möchten, wann sie sich treffen.

 
	Doris und David sind verliebt. Doris wohnt ganz im Norden von Deutschland, David wohnt in der Schweiz. Sie beschließen, sich ungefähr in der Mitte, im romantischen Heidelberg, zu treffen, um zu heiraten. Doris besteigt um zwölf Uhr mittags einen Zug nach Süden. Zwei Stunden später besteigt David einen Zug nach Norden, der 20 Stundenkilometer schneller fährt als Doris’ Zug. Mittags waren sie noch 1.100 Kilometer voneinander entfernt. Um neun Uhr abends kommen sie beide in Heidelberg an. Wie schnell sind sie gefahren?
[image: images]

[image: images]

Wenn v für die Geschwindigkeit von Doris’ Zug steht, dann ist die Geschwindigkeit von Davids Zug [image: images] weil Davids Zug 20 km/h schneller fährt.

Wenn t für die gefahrene Zeit von Doris’ Zug steht, dann ist die gefahrene Zeit von Davids Zug [image: images] weil David zwei Stunden weniger gefahren ist.

[image: images]

Die Zeit ist 9 Stunden für Doris’ Zug und [image: images] also 7 Stunden für Davids Zug:

[image: images]

Multiplizieren Sie mit der 7 aus.

[image: images]

Doris’ Zug fährt also 60 km/h, Davids Zug fährt [image: images] also 80 km/h.






Gleiche Entfernungen
 
Bei der zweiten der beiden Standard-Problemstellungen in Bezug auf Entfernungen werden zwei gleiche Entfernungen betrachtet. Wenn eine Person eine andere einholen möchte oder wenn ein Polizeiwagen einen Raser erwischen will – das sind typische Fälle, bei denen die Entfernungen gleich, Geschwindigkeit und Zeit aber unterschiedlich sind.

 
	Tom verlässt um sieben Uhr morgens das Haus, um zur Arbeit zu fahren. Er fährt mit dem Fahrrad, mit einer durchschnittlichen Geschwindigkeit von 12 km/h. Um 7:15 Uhr bemerkt Sarah, seine Frau, dass er seinen Geldbeutel vergessen hat, und fährt ihm mit dem Auto und einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 24 km/h hinterher. Wann holt Sarah ihren Mann ein?
In diesem Fall sind die Strecken die gleichen:

[image: images]

Die Variable t steht für die Zeit, die Tom fährt. Weil Sarah erst 15 Minuten später losfährt, ist ihre Zeit [image: images]. Die 15 Minuten müssen in [image: images] Stunde umgewandelt werden, da die Einheit für die Geschwindigkeit Kilometer pro Stunden ist.

[image: images]

Eine halbe Stunde, nachdem Tom das Haus verlassen hat, holt Sarah ihn ein; sie treffen sich um 7:30 Uhr.



  


Rechtwinklige Dreiecke zurechtrücken
 
Seitdem Pythagoras herausgefunden hat, wie wunderbar rechtwinklige Dreiecke und die Verhältnisse zwischen ihren Seiten sind, gibt es endlos viele Anwendungen seiner Formel. Der Satz des Pythagoras besagt, dass das Verhältnis zwischen den beiden kürzeren Seiten a und b, den Katheten, und der längeren Seite, der Hypotenuse, eines rechtwinkligen Dreiecks [image: images] ist.



Die Höhe herausfinden
 
Sie können die Höhe vieler Objekte mit dem Satz des Pythagoras herausfinden. Sie können beispielsweise mithilfe der Schatten die Höhe eines Baumes oder eines Gebäudes bestimmen. Sie können die Höhe einer Fahnenstange berechnen oder wie weit oben sich jemand mit einem Heißluftballon befindet. Dafür muss man natürlich davon ausgehen, dass sich alle diese Objekte im rechten Winkel zum Boden befinden. Auch wenn das nicht immer ganz der Fall ist, reicht es normalerweise für unsere Zwecke.

 
	Elias lässt seinen neuen Drachen steigen. Zu dem Zeitpunkt, als Elias 20 Meter Schnur herausgelassen hat, steht Thomas direkt unter dem Drachen, 5 Meter entfernt von Elias. In welcher Höhe befindet sich der Drachen? Sehen Sie sich Abbildung 18.6 an, um sich die Aufgabe besser vorstellen zu können.


In dieser Aufgabe ist die Schnur die Hypotenuse c des rechtwinkligen Dreiecks. Die Entfernung von Elias zu Thomas ist eine Kathete, sagen wir a, des Dreiecks, die gesuchte Höhe b die andere Kathete.



[image: images]

[image: images] 
Abbildung 18.6: Drachen und Dreiecke
 


	Elias’ Drachen hängt in der Spitze eines Baumes fest. Der Baum wirft einen 3 Meter langen Schatten auf den Boden. Elias hat einen Stecken dabei, von dem er weiß, dass er 0,3 Meter lang ist. Dieser Stecken wirft einen 0,2 Meter langen Schatten. Elias möchte herausfinden, ob er eine Leiter oder einen Helikopter braucht, um an den Drachen zu kommen.
In diesem Fall haben wir es mit zwei rechtwinkligen Dreiecken zu tun. Eines besteht aus dem Baum, seinem Schatten und der Linie zwischen Baumspitze und Schattengrenze. Das andere besteht aus dem Stecken, seinem Schatten und der Linie zwischen der Stockspitze und dem Ende seines Schattens. Die beiden Dreiecke sind ähnlich, weil die Sonne beide Objekte im gleichen Winkel trifft. Lösen Sie diese Aufgabe mit dem Verhältnis der beiden Dreiecke zueinander.

[image: images]

Die einzige unbekannte Größe ist die Baumhöhe, setzen wir dafür x ein.

[image: images]

Der Baum ist 4,5 Meter hoch. Mit einer Leiter wird Elias nicht weit kommen.








Die Entfernung erforschen
 
Man kann rechtwinklige Dreiecke auch dazu verwenden, Entfernungen zu bestimmen, wenn es nicht möglich ist, die Messung anders durchzuführen. Das kann der Fall sein, wenn man nach der Strecke über eine Schlucht, einen See oder einen Sumpf sucht.

 
	Ein kleines Dorf möchte eine Brücke über einen nahen See bauen, um den Weg in die nächste größere Stadt zu verkürzen. Die Stadt liegt östlich des Dorfes gleich hinter dem See. Wenn man von dem Dorf aus [image: images] Kilometer nach Süden fährt, erreicht man eine Straße, die in [image: images] Kilometern direkt in die Stadt führt. Wie lang muss die Brücke werden?
Haben Sie das rechtwinklige Dreieck gefunden? Die beiden Katheten sind der direkte Weg nach Süden und die Brücke, die direkt nach Osten führen wird – Ost und Süd stehen in einem 90-Grad-Winkel zueinander. Die Straße, die von Süden aus in die Stadt führt, ist die Hypotenuse.

[image: images]

Legen wir a als Länge der Brücke fest.

[image: images]

Also ist a 1 Kilometer lang. Wenn diese Brücke gebaut wird, sparen sich die Dorfbewohner die 3 Kilometer lange Fahrt und damit unterm Strich 2 Kilometer. Ob sich das lohnt?

 
	Zwei Flugzeuge fliegen zum gleichen Zeitpunkt von einem Flughafen weg. Eines fliegt mit einer unbekannten Geschwindigkeit nach Norden, das andere fliegt mit 400 km/h nach Osten. Nach drei Stunden sind die Flugzeuge 1.500 Kilometer voneinander entfernt. Wie schnell ist das Flugzeug, das nach Norden fliegt?
Die beiden Flugstrecken sind die beiden Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, die Hypotenuse ist die Entfernung der beiden Flugzeuge.

[image: images]

Ermitteln wir zuerst die Strecke, die das nach Norden fliegende Flugzeug in drei Stunden zurücklegt, also a. Die zurückgelegte Strecke des nach Osten fliegenden Flugzeugs ist [image: images], also [image: images] Kilometer; diese Strecke ist b in unserem Dreieck. Die Entfernung der beiden beträgt 1.500 Kilometer oder c.

[image: images]

Weil a für die Strecke steht, die in drei Stunden zurückgelegt wurde, kann man die Geschwindigkeit mit [image: images] berechnen.

[image: images]



 


Kreise umrunden
 
Ein Kreis, wie Sie ihn in Abbildung 18.7 sehen, ist ein sehr hübsches und effizientes Gebilde. Für viele Zwecke ist diese Form jedoch ungeeignet, weil Kreise nicht gut nebeneinander passen. Zwischen ihnen wird es immer Löcher geben, also sind sie keine zweckmäßige Form für Felder, Gärten oder Bereiche, die man sich mit anderen teilt. Trotzdem sind Kreise praktisch und bieten eine Menge Anwendungen, die mit Kreisflächen zu tun haben: kreisförmige Teppiche, Sportfelder oder Schwimmbäder.
 
[image: images] 
Abbildung 18.7: Der Durchmesser ist die längste Strecke innerhalb eines Kreises.
 
 
 
Die Fläche eines Kreises kann man ermitteln, wenn man seinen Radius oder Durchmesser kennt.

 
	Antje hat sich entschlossen, in ihrem Garten einen Pool mit einem Durchmesser von 18 statt von 12 Metern bauen zu lassen. Wie viel mehr Fläche wird sie zum Schwimmen haben?
Die Fläche eines Kreises findet man mit: [image: images].

Der Durchmesser eines Kreises ist der Radius mal 2, also hat der 18-Meter-Pool einen Radius von 9 und der 12-Meter-Pool einen Radius von 6 Metern.

 [image: images]

 [image: images]

 
	Wenn Sie eine bestimmte Menge an Zaunmaterial haben, können Sie mehr Fläche in Form eines Kreises einzäunen als in jeder anderen Form. Um das zu beweisen, ermitteln wir gleich, um wie viel größer ein runder Garten ist, der von 314 Metern Zaun eingeschlossen wird, als ein quadratischer Garten, der von der gleichen Menge Zaun eingeschlossen wird.
Die Fläche eines Kreises ist [image: images], die Fläche eines Quadrats ist [image: images] Das scheint einfach zu werden: Man muss nur die Differenz der beiden Flächen berechnen.

 [image: images]

Die Schwierigkeit ist nur, den Wert von r, dem Radius des Kreises, und von s, den Seitenlängen des Quadrats, zu finden. Sie haben weder r noch s, sondern nur den Umfang der beiden Figuren – doch auch dazu gibt es schließlich Formeln.

Der Umfang eines Kreises ist [image: images] oder [image: images], der Umfang eines Quadrats ist [image: images]

314 ist der Umfang des Kreises, also [image: images] oder [image: images].

Die Fläche des Kreise ist somit [image: images] Quadratmeter.

Der Umfang eines Quadrats ist einfach 4 mal die Seitenlänge.

Weil 314 auch der Umfang des Quadrats ist, gilt: [image: images] oder [image: images].

Dann ist die Fläche des Quadrats [image: images].

Differenz: [image: images] Quadratmeter. Das ist ein großer Unterschied.




Ziel dieses Kapitels war, Ihnen ein paar Situationen des täglichen Lebens vorzuführen, die Sie mit Algebra bewältigen können. Vielleicht haben Sie sich in dem einen oder anderen Beispiel wiedergefunden, vielleicht auch nicht. Auf jeden Fall hoffe ich, dass Sie die gezeigten Lösungswege oder Formeln verwenden und übertragen können, wenn Sie sie eines Tages brauchen.





Kapitel 19

Visualisieren: Graphen






IN DIESEM KAPITEL
 
	Punkte festlegen
 
	Zwei Punkte miteinander verbinden
 
	Geraden und Gleichungen grafisch darstellen
 
	Steigungen finden
 
	Mit U-förmigen Parabeln arbeiten







 
Ein Bild sagt mehr als tausend Worte. Dieses alte chinesische Sprichwort trifft vor allem auf die Algebra zu. Bilder oder Graphen vermitteln Ihnen einen Eindruck von einer bestimmten mathematischen Situation oder einer Gleichung. Ein Graph ist die bildliche, zweidimensionale Darstellung eines mathematischen Zusammenhangs. Mit einem Funktionsgraphen beispielsweise können Sie die Eigenschaften einer Funktion sofort erkennen. Die Worte, die man bräuchte, um einen Graphen zu beschreiben, wären dagegen lang und kompliziert.
 
Grafische Darstellungen von Zahlenwerten kennen Sie wahrscheinlich von Diagrammen. Mit Säulen-, Kuchen- oder Liniendiagrammen kann man Testergebnisse, Wahlergebnisse oder Bewegungen auf den Aktienmärkten darstellen.
 
Algebraische Graphen sind einmalig, weil man mit ihnen Verhältnisse einer bestimmten Situation sichtbar machen kann: Mit einer Geraden kann man die Entwicklung eines Preises wiedergeben; mit Parabeln kann man Temperaturen darstellen; eine S-förmige Kurve kann für eine Anzahl mit Grippe infizierter Personen stehen. Diese und viele weitere Einsatzmöglichkeiten sind nützlich, um zu zeigen, was passiert ist, gerade passiert oder in der Zukunft passieren wird.
 
Algebraische Gleichungen kann man solchen Graphen zuordnen. Mit Gleichungen und ihren zugehörigen Graphen kann man verschiedene Fragestellungen beantworten, verbildlichen und erklären.

 


Grafisch darstellen und verstehen

Sehen Sie sich die folgenden drei Möglichkeiten an, ein und dieselbe Sache zu beschreiben: in Worten, mit einer algebraischen Gleichung, mit einem Graphen .

 
	Alle Zahlenpaare, die zusammen addiert 10 ergeben.
 
	[image: images]  

 
	Der Graph, den man in Abbildung 19.1 sehen kann.


 
[image: image] 
Abbildung 19.1: Alle Möglichkeiten für [image: images]
 
 
 
Und noch einmal:

 
	Alle Zahlenpaare, die man erhält, wenn man eine beliebige Zahl wählt und die zweite Zahl das Ergebnis der Subtraktion der ersten Zahl von ihrem Quadrat ist.
 
	[image: images]  

 
	Der Graph in Abbildung 19.2.



[image: image] 
Abbildung 19.2: Alle Möglichkeiten für [image: images]
 
 
 
Die algebraische Gleichung beschreibt die Situation präziser als die Worte. Mit dem Graphen erhält man eine bessere Vorstellung davon, was die Worte oder die Gleichung besagen.




Graphen begreifen

Geschäftsmänner in Karikaturen blicken oft sorgenvoll auf einen Graphen, der sich in Zickzacklinien rauf- und runterbewegt – normalerweise mit einem steilen Abfall am Ende. Lustig oder traurig, sie zeigen einen der wichtigsten Eigenschaften von Graphen: Man sieht sofort, welches der höchste und welches der niedrigste Wert ist. Graphen informieren über Trends, Strukturen und den momentanen Stand der Dinge. Außerdem kann man zwei Graphen in einer Abbildung miteinander vergleichen.
 
Algebraische Graphen trägt man in ein Koordinatensystem ein – zwei Geraden, die sich in einem rechten Winkel schneiden und die Ebene dadurch in vier Quadranten einteilen. Die beiden Geraden oder Koordinatenachsen sind Zahlengeraden, die normalerweise mit positiven und negativen ganzen Zahlen und der Null markiert sind. Die Positiven stehen auf der vertikalen Achse oben, auf der horizontalen Achse rechts. In Abbildung 19.3 sehen Sie ein Koordinatensystem. Die horizontale Gerade heißt x-Achse, die vertikale Gerade heißt y-Achse.

[image: image] 
Abbildung 19.3: Ein Koordinatensystem mit x-Achse, y-Achse, Ursprung und den vier Quadranten
 
 
 
Für die Beschriftung der beiden Achsen wählt man einen für den Zusammenhang zweckmäßigen Maßstab. Normalerweise zeichnet man ganze Zahlen in regelmäßigen Abständen ein, von den negativen über die Null im Ursprung zu den positiven, und zwar von links nach rechts und von unten nach oben.
 
Die vier Quadranten werden mit den römischen Zahlen I, II, III und IV gegen den Uhrzeigersinn und rechts oben beginnend durchnummeriert. Der Grund dafür ist ganz einfach: Es ist Tradition. In Tabelle 19.1 finden Sie diese Quadranten mitsamt ihren Eigenschaften.
 





	Quadrant

	Position

	Koordinatenwerte 

	Werte eintragen






	Quadrant I

	oben rechts

	positiv, positiv

	nach rechts und oben




	Quadrant II

	oben links

	negativ, positiv

	nach links und oben




	Quadrant III

	unten links

	negativ, negativ

	nach links und unten




	Quadrant IV

	unten rechts

	positiv, negativ

	nach rechts und unten
 
 



Tabelle 19.1: Quadranten und Achsen





Einen Punkt machen

Einen Punkt  in einem Koordinatensystem finden Sie ähnlich wie einen Punkt auf einem Stadtplan. Wenn Sie wissen, dass die Rathausgasse auf G7 liegt, bewegen Sie Ihren Finger in einer Richtung nach G und in der anderen Richtung nach 7. In der Algebra haben Sie es ausschließlich mit Zahlen zu tun und Sie fangen in der Mitte und nicht am Rand der Darstellung an.
 
Punkte stellen festgelegte Werte in einem Koordinatensystem dar, indem sie eine bestimmte Position in Bezug zu den beiden Achsen einnehmen. Die Koordinaten eines Punktes beschreiben diese Position.
 
Die Achsen beschriftet man normalerweise mit ganzen Zahlen. Sie können aber auch mit allen anderen rationalen Zahlen eingeteilt werden, solange die gleichen Werte in jeweils gleichen Abständen aufgereiht sind, beispielsweise das Viertel Abstand zwischen [image: images], [image: images] und [image: images].
 
Die Punkte, die in das Koordinatensystem eingetragen werden, müssen keine ganzen Zahlen beziehungsweise mit den Achsenpunkten auf einer Linie sein. Sie können wirklich jede Zahl sein und überall stehen. Punkte, die nicht direkt über oder neben einem Achsenpunkt stehen, zeichnet man ungefähr ein. Man weiß dann, dass ein Punkt beispielsweise zwischen 2 und 3 steht, aber mit dem Auge kann man schlecht erkennen, ob der Punkt bei 2,5 oder 2,6 liegt.




Koordinaten koordinieren

Um einen Punkt in ein Koordinatensystem eintragen zu können, brauchen Sie die Information, wohin der Punkt gehört. Dafür gibt es Koordinatenpaare.

[image: Techniker] Ein Koordinatenpaar sind zwei Zahlen beziehungsweise Koordinaten, die man in eine Klammer schreibt und die durch einen senkrechten Strich voneinander getrennt werden, zum Beispiel: [image: images], [image: images] oder [image: images]. (Es gibt auch andere Schreibweisen wie (2, 3) oder (2; 3).) Bei Koordinatenpaaren spielt die Reihenfolge eine Rolle: Die erste Zahl oder x-Koordinate bestimmt die Position in Bezug auf die x-Achse – wie weit nach links oder rechts vom Ursprung – und die zweite Zahl oder y-Koordinate bestimmt die Position in Bezug auf die y-Achse – wie weit nach unten oder oben vom Ursprung. Der Punkt für das Koordinatenpaar [image: images] befindet sich beispielsweise drei Einheiten rechts vom Ursprung und von dort zwei Einheiten nach oben. Werfen Sie einen Blick auf Abbildung 19.4, um zu sehen, wo sich die Punkte für verschiedene Koordinatenpaare befinden.

[image: image] 
Abbildung 19.4: Koordinatenpaare mit ihren zugehörigen Punkten
 
 
 
Alles beginnt im Ursprung – dort, wo sich die beiden Achsen schneiden. Das Koordinatenpaar, das den Ursprung bezeichnet, ist [image: images]. Diese Nullen besagen, dass man weder nach links, noch nach rechts, noch nach oben, noch nach unten gehen muss. 

[image: Erinnerung] Beachten Sie, dass der Punkt [image: images] rechts auf der x-Achse liegt. Immer wenn eine der beiden Zahlen eines Koordinatenpaares 0 ist, muss der Punkt auf einer Achse liegen.
 
Tabelle 19.1 listet die Namen der Quadranten, ihre Positionen im Koordinatensystem und die Eigenschaften der in den jeweiligen Quadranten liegenden Koordinaten auf.
 
Wenn Sie etwas in einem Koordinatensystem grafisch darstellen möchten, fangen Sie fast immer mit Punkten an. Manchmal bleibt es bei Punkten, die dann aussehen wie ein ungelöstes »Verbinden-Sie-die-Punkte«-Rätsel. Wenn man die Punkte miteinander verbindet, ergeben sie manchmal Linien, U-förmige Kurven oder, noch spannender, Bilder. Das hängt von der Gleichung ab, aus der man die Punkte hat.

 


Punkte richtig setzen

Wenn Sie einen Punkt  in ein Koordinatensystem eintragen, sehen Sie sich zuerst die Koordinaten, die Zahlen in der Klammer, an. Die erste Zahl besagt, wohin Sie Ihren Stift in horizontaler Richtung bewegen müssen. Gehen Sie vom Ursprung aus und bewegen Sie den Stift nach rechts, wenn die Zahl positiv ist, oder bewegen Sie ihn nach links, wenn die Zahl negativ ist. Als Nächstes bewegen Sie den Stift von dieser Position aus nach oben oder unten: nach oben, wenn die zweite Zahl positiv, und nach unten, wenn die zweite Zahl negativ ist.
 
Die folgenden Punkte sind in das Koordinatensystem in Abbildung 19.5 eingetragen. Die Buchstaben stehen als Namen für die Punkte, damit Sie die Koordinaten miteinander vergleichen können. 







	A: [image: images]

	B: [image: images]

	C: [image: images]

	D: [image: images]

	E: [image: images]
 



	F: [image: images]

	G: [image: images]

	H: [image: images]

	J: [image: images]

	K: [image: images]








[image: image] 
Abbildung 19.5: Die Punkte A bis K in das Koordinatensystem eingetragen
 
 




Geraden eintragen

Geraden sind grundlegende und sehr nützliche Graphen in der Algebra. Man kann mit ihnen ein steigendes Einkommen oder die sich verändernde Entfernung von einem Punkt darstellen. Sie können für die Abschreibung einer Maschine stehen. Geraden sind hilfreich und leicht zu handhaben. Was könnte man mehr erwarten?
 
Punkte ohne ersichtlichen Zusammenhang besagen normalerweise nicht allzu viel. In der Algebra findet man eher Punkte, die eine Gleichung darstellen und die dadurch zusammengehören. Die einfachsten Graphen sind Geraden. 

[image: Techniker] Eine Gerade sind alle Punkte eines Graphen, die eine bestimmte lineare Gleichung lösen.
 
Folgende Punkte sind in Abbildung 19.6 eingetragen: [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images].

[image: image] 
Abbildung 19.6: Punkte in einer Linie, eine Gerade bildend
 
 
 
Anstatt all die Millionen Punkte aufzulisten, die auf dieser Geraden zu liegen scheinen, können Sie eine Gleichung schreiben, die das Verhältnis der Punkte zueinander wiedergibt. In diesem Fall lautet sie: [image: images]. Die Koordinaten jedes Koordinatenpaares lassen sich zu 10 addieren. Was die eingezeichneten Punkte nicht darstellen, sind alle Punkte, die keine ganzen Zahlen sind, wie [image: images], die ebenfalls auf der Geraden liegen. Indem Sie die Punkte miteinander verbinden, stellen Sie auch alle Brüche zwischen den ganzen Zahlen dar.
 
Diese Gleichung,   [image: images], besagt, dass alles, was zusammenaddiert 10 ergibt, einen Punkt auf der Geraden bildet. Darin enthalten sind Brüche, Dezimalzahlen, Positive und Negative. Was zuerst viele Punkte oder Werte waren, die in der Gleichung funktioniert haben, ist jetzt eine unendliche Anzahl von Punkten.
 
In Abbildung 19.7 sehen Sie, wie diese Punkte aussehen, wenn man sie zu einer Geraden verbindet.
 
[image: image] 
Abbildung 19.7: Verbinden Sie die Punkte und erhalten Sie dadurch eine Gerade.
 
 
 
Um eine Gerade zu zeichnen, brauchen Sie nur zwei Punkte. Eine Regel der Geometrie besagt, dass nur eine einzige Gerade durch zwei bestimmte Punkte gehen kann, oder andersrum, dass eine Gerade durch zwei Punkte eindeutig bestimmt ist. Auch wenn man nur zwei Punkte braucht, um eine Gerade zu zeichnen, ist es immer gut, mindestens drei Punkte einzuzeichnen. Nur so kann man sicher sein, dass die Gerade richtig ist. 

[image: Tipp] Bei der grafischen Darstellung von Geraden sind drei Punkte immer besser als zwei. Wenn einer der beiden Punkte falsch eingezeichnet wird, merkt man wahrscheinlich nicht, dass die Gerade falsch ist. Wenn aber einer von drei Punkten falsch eingezeichnet wird, merkt man garantiert, dass die Gerade nicht gerade ist. Zeichnen Sie zur Sicherheit also immer drei Punkte ein.



Geradengleichungen grafisch darstellen

[image: Techniker] Eine Gleichung, deren Graph eine gerade Linie  ist, nennt man Geradengleichung. Diese Gleichung hat die Normalform [image: images], wobei x und y Variablen und a, b und c reelle Zahlen sind. Die Gleichung einer Geraden hat normalerweise ein x oder ein y, oft beides, die sich auf alle Punkte [image: images] beziehen, die der Gleichung eine wahre Aussage verleihen. Die Variablen x und y haben jeweils den Exponenten 1, sonst wäre der Graph nicht mehr gerade, sondern gebogen.
 
Wenn Sie eine Gerade zeichnen, suchen Sie nach ein paar Koordinatenpaaren, die die Gleichung wahr werden lassen, und verbinden Sie diese Punkte.
 
Wie sieht eine Geradengleichung aus? Sie sieht aus wie jedes der folgenden Beispiele. Beachten Sie, dass die ersten drei Gleichungen in der Normalform geschrieben sind und die vierte nach y aufgelöst wurde. Die letzten beiden weisen nur eine Variable auf; das ist bei horizontalen und vertikalen Geraden der Fall.

[image: images]  

[image: Techniker] Wenn man eine Geradengleichung hat, bei der y einer Zahl entspricht, ist die zugehörige Gerade eine horizontale Linie, die durch alle diese y-Werte verläuft. Entsprechend verhält sich eine Gerade, deren Gleichung eine Zahl für x aufweist: Man erhält eine vertikale Linie durch diese x-Werte. Horizontale Geraden sind parallel zur x-Achse, die Geradengleichungen sehen beispielsweise so aus: [image: images] oder [image: images]. Vertikale Geraden sind parallel zur y-Achse, ihre Gleichungen sehen beispielsweise so aus: [image: images] oder [image: images]. Abbildung 19.8 zeigt einen Graphen mit [image: images], für den vier Punkte eingezeichnet sind: [image: images], [image: images], [image: images] und [image: images].

[image: image] 
Abbildung 19.8: Horizontale Geraden verlaufen parallel zur x-Achse.
 
 
 
Anhand folgender Schritte können Sie einen Punkt für die Gerade [image: images] finden.

 
	Setzen Sie einen beliebigen Wert für eine der beiden Variablen  x oder  y ein.
Um Punkte zu finden, die auf der Geraden [image: images] liegen, können Sie [image: images] festlegen, dann haben Sie [image: images].

 
	 Lösen Sie die Gleichung nach der anderen Variablen auf.
Subtrahieren Sie 8 von jeder Seite, Sie erhalten [image: images]

Multiplizieren Sie jede Seite mit [image: images], Sie erhalten [image: images].

Denken Sie daran, dass Sie das Aussehen einer Gleichung verändern können, ohne den Wert beziehungsweise den Graphen zu verändern, indem Sie beide Seiten mit [image: images] multiplizieren oder beide Seiten durch [image: images] dividieren.

(Über das Lösen linearer Gleichungen finden Sie mehr in Kapitel 12.)

 
	Schreiben Sie das Koordinatenpaar für die beiden Werte des Punktes.
Ihr erster Punkt ist also [image: images].



 
Weitere Punkte finden Sie durch Einsetzen anderer Werte für x oder y.
 
Eine etwas größere Herausforderung stellt die Gleichung [image: images] dar, für die Sie ebenfalls Punkte suchen sollen. Durch die Koeffizienten sind nicht alle Lösungen ganze Zahlen – Sie können es auch mit Brüchen zu tun bekommen. Deswegen ist es in diesem Fall eine gute Methode, nach x oder y aufzulösen und dann erst die Zahlen einzusetzen:

 
	Lösen Sie die Gleichung nach einer der Variablen auf.
Wenn Sie in unserem Beispiel [image: images] nach y auflösen, erhalten Sie:

[image: images]  

Durch die Koeffizienten erhalten Sie einen Bruch.

 
	 Wählen Sie einen Wert für die andere Variable und lösen Sie die Gleichung.


[image: Tipp] Versuchen Sie, einen Wert für die zweite Variable zu finden, durch den sich der Koeffizient der ersten Variablen – jetzt im Nenner stehend – teilen lässt.

In unserem Beispiel hat y den Koeffizienten 3, also nehmen Sie [image: images] und lösen die Gleichung:

[image: images]  

Also liegt der Punkt (3|2) auf der Geraden.



 
Nächstes Beispiel: Es sieht vielleicht schwierig aus, Punkte zu finden, die auf der Geraden x = 4 liegen, da nur ein x in der Gleichung vorkommt. Tatsächlich ist das Ganze aber dadurch viel einfacher. Sie können jeden Wert für y einsetzen, solange x der Zahl 4 entspricht.
 
Ein paar Punkte sind: [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images], [image: images].

[image: Erinnerung] Beachten Sie, dass 4 immer die erste Zahl ist. Der Punkt [image: images] ist nicht das Gleiche wie der Punkt [image: images]. Vergessen Sie nicht, dass die Reihenfolge bei Koordinatenpaaren eine Rolle spielt.
 
Wenn Sie diese Punkte grafisch darstellen, erhalten Sie eine schöne, vertikale Gerade, die Sie in Abbildung 19.9 sehen können. Wären alle y-Koordinaten die gleichen Werte, läge die Gerade – Sie haben es erraten – horizontal.
 
[image: image] 
Abbildung 19.9: Sind alle x-Koordinaten gleich, erhalten Sie eine vertikale Linie.
 
 

 


Schnittige Schnittpunkte

Ein Schnittpunkt ist ein gemeinsamer Punkt von zwei Linien. Wenn es sich bei einer Geraden nicht um eine vertikale oder horizontale Linie handelt, schneidet sie sowohl die x- als auch die y-Achse. Eine Gerade hat also zwei Achsen-Schnittpunkte, einen auf der x- und einen auf der y-Achse. Horizontale Geraden schneiden ausschließlich die y-Achse und vertikale Geraden schneiden ausschließlich die x-Achse. Ausnahmen sind die Fälle, bei denen die Geraden die x-Achse beziehungsweise die y-Achse sind.
 
Schnittpunkte mit den Achsen lassen sich schnell und einfach finden und können beim grafischen Darstellen eine große Hilfe sein. Eine der Koordinaten eines solchen Schnittpunktes ist immer null. Die Zahl null ist in Gleichungen immer von besonderer Bedeutung – durch sie erhält man Lösungen oder, in diesem Fall, wichtige Schnittpunkte. 

[image: Sanduhr] Um den Schnittpunkt einer Geraden mit der x-Achse zu finden, setzt man die Variable y gleich null und löst nach x auf.

 
	Um den Schnittpunkt der Geraden [image: images] mit der x-Achse zu finden, setzen Sie [image: images] in die Gleichung ein.
Dann ist [image: images], [image: images] und [image: images].

Der Schnittpunkt mit der x-Achse ist [image: images]: Die Gerade schneidet die x-Achse an diesem Punkt. 

[image: Sanduhr] Um den Schnittpunkt einer Geraden mit der y-Achse zu finden, setzt man die Variable x gleich null und löst nach y auf.


 
	Finden Sie den Schnittpunkt der Geraden [image: images] mit der y-Achse.
Wenn [image: images], dann:

[image: images], [image: images] und [image: images]

Der Schnittpunkt mit der y-Achse ist [image: images].



 
Wenn Sie bei der grafischen Darstellung dieser Schnittpunkte vorsichtig sind und sie auf die richtige Achse anwenden, brauchen Sie oft gar keine anderen Werte mehr.




Stetige Steigungen

Die Steigung einer Geraden ist eine Zahl, die die Neigung und Richtung des Graphen beschreibt. Die Steigung ist eine positive Zahl, wenn die Gerade von links unten nach rechts oben verläuft. Wenn sie von links oben nach rechts unten verläuft, ist die Zahl der Steigung negativ. Je steiler die Gerade ist, desto größer ist der Wert der Steigung (desto weiter ist die Zahl von null entfernt).
 
Wenn man die Steigung einer Geraden im Vorfeld ermittelt, kann man den Graphen leichter darstellen. Dann kann man einen einzigen Punkt der Geraden finden und sie mithilfe der Steigung einzeichnen. Eine Gerade mit der Steigung 6 verläuft steil nach oben. Wenn Sie wissen, wie die Gerade in Bezug auf die Richtung aussehen wird – eine Information, die Ihnen die Steigung liefert –, ist es einfacher, sie korrekt einzuzeichnen.
 
Der Wert der Steigung ist wichtig, wenn die Gleichung einer Geraden eine bestimmte Situation wiedergibt. Repräsentiert eine Gleichung beispielsweise die Kosten einer bestimmten Anzahl Güter, nennt man den Wert der Steigung Grenzkosten. In Gleichungen für Abschreibungen steht die Steigung für die Jahresabschreibung.
 
In Abbildung 19.10 sehen Sie ein paar Geraden mit ihren Steigungen. Die Geraden gehen nur zur besseren Darstellung alle durch den Ursprung.

[image: image] 
Abbildung 19.10: Eine Menge Geraden – und ihre Steigungen
 
 
 
Wie sieht es eigentlich mit einer horizontalen Geraden aus – einer, die weder nach oben noch nach unten geht? Eine horizontale Gerade hat eine Steigung von null. Eine vertikale Gerade hat keine Steigung, sie ist nicht definiert.
 
In Abbildung 19.11 sehen Sie Geraden, die entweder eine Steigung von null oder eine nicht definierte Steigung haben.

[image: image] 
Abbildung 19.11: Horizontale Geraden haben eine Steigung von null. Vertikale Geraden haben eine nicht definierte Steigung.
 
 
 
Wenn die Steigung einer Geraden ein Bruch ist, können Sie sich den Wert der Steigung auch folgendermaßen vorstellen beziehungsweise ihn in das Koordinatensystem eintragen: Wenn die Steigung [image: images] beträgt, heißt das, dass die Gerade für jeweils 2 Einheiten, die sie entlang der x-Achse verläuft, 3 Einheiten entlang der y-Achse verlaufen muss. Eine Steigung von [image: images] bedeutet, dass die Gerade 8 Einheiten horizontal, parallel zur x-Achse, und 1 Einheit vertikal nach unten (negative Steigung) verläuft.
 


Steigungen bestimmen

Wenn Sie zwei Punkte einer Geraden kennen, können Sie die Zahl berechnen, die für die Steigung dieser Geraden steht.

[image: Sanduhr] Die Steigung einer Geraden, bezeichnet mit dem Buchstaben m, kann man bestimmen, wenn man zwei Punkte der Geraden [image: images] und [image: images] hat. Die tiefgestellten Zahlen kennzeichnen hier, welches der erste und welches der zweite Punkt ist. Es gibt keine Regel für diese Reihenfolge; es ist nur besser, sie zu nummerieren, damit man den Überblick behält.


[image: images]  
 


Man erhält das gleiche Ergebnis für die Steigung, wenn man in der anderen Reihenfolge subtrahiert. 

[image: images]  
 
Man kann sie nur nicht mischen und [image: images] oder [image: images] schreiben.
 
Sehen Sie sich die folgenden Beispiele dazu an.

 
	Bestimmen Sie die Steigung der Geraden durch [image: images] und [image: images].
Sagen wir, [image: images] ist [image: images] und [image: images] ist [image: images]. 

Setzen Sie das in die Formel ein:

[image: images]  

Vereinfachen Sie: [image: images]

Diese Gerade ist sehr steil und verläuft von links oben nach rechts unten.

 
	Bestimmen Sie die Steigung der Geraden durch [image: images] und [image: images].
Sagen wir, [image: images] ist [image: images] und [image: images] ist [image: images].

Setzen Sie das in die Formel ein:

[image: images]  

Vereinfachen Sie: [image: images]

Diese beiden Punkte sind beide zwei Einheiten oberhalb der x-Achse und bilden eine horizontale Linie. Deswegen ist die Steigung 0.

 
	Bestimmen Sie die Steigung der Geraden durch [image: images] und [image: images].
Sagen wir, [image: images] ist [image: images] und [image: images] ist [image: images].

Setzen Sie das in die Formel ein:

[image: images]  

Vereinfachen Sie: [image: images]

Hoppla! Durch null kann man gar nicht teilen. Diese Steigung existiert nicht, sie ist nicht definiert. Die beiden Punkte befinden sich auf einer vertikalen Linie.




[image: Warnung] Achten Sie auf diese beiden häufig gemachten Fehler, wenn Sie mit der Formel für Steigungen arbeiten:

 
	Achten Sie darauf, dass Sie die Subtraktion der beiden y-Werte in den Zähler setzen. Oft werden fälschlicherweise die x-Werte im Zähler subtrahiert.
 
	Achten Sie ebenfalls darauf, die Zahlen in der gleichen Reihenfolge zu subtrahieren. Entscheiden Sie sich, welcher Punkt der erste und welcher der zweite ist. Dann subtrahieren Sie den ersten y-Wert vom zweiten und den ersten x-Wert vom zweiten. Gehen Sie im Nenner nicht in einer anderen Reihenfolge vor als im Zähler.



 


Steigung und Schnittpunkt kombinieren

Eine Gleichung, die eine Gerade wiedergibt, kann viele Formen annehmen. Genauso, wie Sie nach der einen Variablen oder einer anderen in einer Formel auflösen können, ist das auch bei Geradengleichungen möglich. Damit können Sie die Punkte oder die Steigung der Geraden finden. 
 
Jede Geradengleichung der Normalform [image: images] lässt sich auch in der sogenannten Punktsteigungsform schreiben, bei der die Steigung und der Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse offensichtlich sind. Lautet eine Geradengleichung [image: images], können Sie Punkte der Geraden finden, wenn Sie Zahlen für x oder y einsetzen und nach der anderen Variablen auflösen. Mit den Methoden für das Lösen linearer Gleichungen (Kapitel 12) erhält man für diese Gleichung die Form [image: images]. Die Zahl –2 bezeichnet die Steigung der Geraden und die Zahl [image: images] bezeichnet den Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse [image: images]. 

[image: Sanduhr] Die Variablen y und x stehen für Punkte auf der Geraden, m ist die Steigung der Geraden und b ist der Punkt, an dem die Gerade die y-Achse schneidet. Die Punktsteigungsform lautet dann: 


[image: images]  
 


Folgende Gleichungen sind in dieser Form wiedergegeben. Der Koeffizient von x bezeichnet dabei stets die Steigung der Geraden und die Konstante ist ihr Schnittpunkt mit der y-Achse.

 
	[image: images]: Die Steigung ist 2, der Schnittpunkt ist [image: images].
 
	[image: images]: Die Steigung ist [image: images], der Schnittpunkt ist [image: images].
 
	[image: images]: Die Steigung ist 0, der Schnittpunkt ist [image: images]. Diese Gleichung können Sie auch so lesen: [image: images].


 
Wenn die Gleichung der Geraden nicht bereits in der Punktsteigungsform steht, können Sie einfach nach y auflösen. Sehen Sie sich den Weg anhand folgender Schritte an.
 
Lösen Sie [image: images] nach y auf:

 
	Schreiben Sie die Gleichung so, dass sich der Term mit  y allein auf einer Seite befindet.
Subtrahieren Sie 5x von beiden Seiten:

[image: images]  


 
	Lösen Sie nach  y auf.
Teilen Sie beide Seiten durch [image: images] und vereinfachen Sie:

[image: images]  

Die Steigung ist [image: images] und der Schnittpunkt mit der y-Achse ist [image: images].



 


Die Punktsteigungsform grafisch umsetzen

Ein Vorteil der Punktsteigungsform ist die schnelle Umsetzung der Gleichung in die grafische Form, wie Sie anhand folgender Beispiele sehen können. 

 
	Stellen Sie [image: images] grafisch dar.
Die Steigung dieser Geraden ist [image: images], ihr Schnittpunkt mit der y-Achse ist [image: images]. Markieren Sie zuerst diesen Schnittpunkt (siehe Abbildung 19.12a).


[image: image] 
Abbildung 19.12: Zeichnen Sie zuerst den Schnittpunkt mit der y-Achse ein und ermitteln Sie dann mithilfe der Steigung den zweiten Punkt.
 

Anschließend zählen Sie von diesem Punkt aus den Wert des Nenners, in diesem Fall 2 Einheiten, nach rechts und dann zählen Sie den Wert des Zählers, in diesem Fall 3 Einheiten, nach oben. In unserem Beispiel sollten Sie dabei am Punkt [image: images] landen.

Das ist ein bisschen wie nach einem Schatz zu suchen: »Zwei Schritte nach Osten, drei Schritte nach Norden, graben Sie hier!« Anstatt zu graben, zeichnen wir einen weiteren Punkt an der ermittelten Stelle und verbinden diesen mit dem ersten Punkt. Sehen Sie sich die rechte Seite (die Seite b) von Abbildung 19.12 an, um zu sehen, wie es funktioniert.

Das ist ein schneller und einfacher Weg, eine Gerade zu zeichnen.

 
	Stellen Sie [image: images] grafisch dar. Markieren Sie zuerst den Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse [image: images].
Stellen Sie sich die Steigung [image: images] als [image: images] vor. Dann sehen Sie, dass Sie eine Einheit nach rechts zählen müssen, bevor Sie drei Einheiten nach unten zählen – nach unten, da [image: images] negativ ist. Verbinden Sie den Schnittpunkt mit dem zweiten Punkt, der auf [image: images] liegen sollte, um die Gerade der Gleichung zu erhalten.





Abbildung 19.13 stellt die Gerade [image: images] dar, die eine Steigung von [image: images] hat.
 
[image: image] 
Abbildung 19.13: Der Graph der Gleichung [image: images]
 
 

 


Parallele und rechtwinklige Geraden konstruieren

Die Steigung einer Geraden  liefert Ihnen Informationen über eine bestimmte Eigenschaft der Geraden. Die Steigung besagt, ob sie steil oder flach ist und ob sie von links nach rechts betrachtet steigt oder fällt. Sie können an einer Steigung auch sehen, ob die Gerade sich parallel oder rechtwinklig zu einer anderen Geraden verhält. In Abbildung 19.14 sehen Sie parallele und rechtwinklige Geraden.
 
[image: image] 
Abbildung 19.14: Parallele Geraden sind wie Bahngleise, rechtwinklige Geraden schneiden sich im rechten Winkel.
 
 
 
Parallele Geraden berühren sich nie. Sie sind immer gleich weit voneinander entfernt und teilen keine gemeinsamen Punkte. Sie haben die gleiche Steigung.
 
Rechtwinklige Geraden bilden einen 90-Grad-Winkel (einen rechten Winkel) an ihrer Schnittstelle. Eine Gerade, die rechtwinklig zu einer anderen ist, nennt man auch Lot. Das Produkt ihrer Steigung ist [image: images]. x- und y-Achse sind rechtwinklige Geraden.

[image: Sanduhr] Hat die Gerade g 1 eine Steigung von m 1 und die Gerade g 2 eine Steigung von m 2, sind die Geraden parallel, wenn [image: images] ist.
 

Hat die Gerade g 1 eine Steigung von m 1 und die Gerade g 2 eine Steigung von m 2, sind die Geraden rechtwinklig, wenn [image: images] ist.



Die folgenden Beispiele zeigen, wie man an den Steigungen erkennen kann, ob Geraden parallel oder rechtwinklig sind.

 
	Die Gerade [image: images] ist parallel zur Geraden [image: images], weil ihre Steigungen beide 3 sind.
 
	Die Gerade [image: images] ist parallel zur Geraden [image: images], weil ihre Steigungen beide [image: images] sind.
 
	Die Gerade [image: images] ist parallel zur Geraden [image: images], weil ihre Steigungen beide [image: images] sind. Schreiben Sie beide Geraden in der Punktsteigungsform, um das sehen zu können.
[image: images] kann auch lauten [image: images] oder [image: images].

[image: images] kann auch lauten [image: images] oder [image: images].

 
	Die Gerade [image: images] ist rechtwinklig zu der Geraden [image: images], weil das Produkt ihrer Steigungen [image: images] ergibt.
 
	Die Gerade [image: images] ist rechtwinklig zu der Geraden [image: images], weil das Produkt ihrer Steigungen [image: images] ergibt.






Schnittpunkte zweier Geraden

Zwei Geraden mit unterschiedlichen Steigungen schneiden  sich genau in einem einzigen Punkt. Den Ort, an dem sie sich schneiden und der gleichzeitig der einzige Punkt ist, den sich die beiden teilen, nennt man Schnittpunkt. Durch genaues Zeichnen können Sie den Schnittpunkt zweier Geraden leichter finden.
 
Der Punkt (5|1) ist der Schnittpunkt der beiden Geraden [image: images] und [image: images], weil die Koordinaten beide Gleichungen lösen:

 
	Wenn [image: images]  dann durch Einsetzen der Zahlen [image: images] und [image: images]:   [image: images], was wahr ist.
 
	 Wenn [image: images] , dann durch Einsetzen der Zahlen [image: images] und [image: images]:   [image: images] was wahr ist.
 
	Das ist der einzige Punkt, der für beide Geraden funktioniert.





Schnittpunkte grafisch finden

Wenn Sie sehr genau arbeiten, können Sie einen Schnittpunkt durch Einzeichnen der beiden Geraden in das Koordinatensystem finden. Wenn Sie aber ein klein wenig verrutschen, bekommen Sie schon die falsche Lösung. Außerdem ist es oft schwierig, die genaue Lösung zu bestimmen, wenn diese einen Bruch beinhaltet. Sehen Sie sich dazu das folgende Beispiel an.

 
	Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden [image: images] und [image: images].
Sehen Sie sich die Graphen in Abbildung 19.15 an.

[image: image] 
Abbildung 19.15: Der Schnittpunkt zweier Geraden in [image: images]
 


Die Geraden scheinen sich im Punkt [image: images] zu schneiden. Setzen Sie diese Werte in die Gleichung ein, um das zu überprüfen.

Wenn [image: images], dann erhalten Sie durch Einsetzen der Zahlen die wahre Aussage: 

[image: images]  





Wenn [image: images], dann erhalten Sie durch Einsetzen der Zahlen die wahre Aussage:

[image: images]  
 
Trotzdem ist der grafische Lösungsweg zum Finden des Schnittpunkts relativ unsicher. Man muss unglaublich vorsichtig vorgehen.

 


Schnittpunkte durch Substitution finden

Sie können den Schnittpunkt  zweier Geraden auch durch eine Technik, die Substitution genannt wird, finden. Man substituiert den y-Wert der einen Gleichung durch den y-Wert der anderen Gleichung und löst anschließend nach x auf. Da Sie nach der Stelle suchen, an der x und y jeder Geraden gleich sind – dort, wo sie sich schneiden –, können Sie [image: images] schreiben. Das heißt so viel, dass das y der ersten Gleichung dem y der zweiten Gleichung entspricht. Ersetzen Sie dann die beiden y durch ihre jeweiligen Entsprechungen und lösen Sie nach x auf.
 
Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden [image: images] und [image: images]. (Das sind die gleichen Geraden wie im vorangegangenen Abschnitt.)

 
	Schreiben Sie beide Gleichungen in der Punktsteigungsform, indem Sie nach  y auflösen.
[image: images] wird zu [image: images].

[image: images] wird zu [image: images].

Die Geraden verlaufen nicht parallel und ihre Steigungen sind unterschiedlich, also wird es einen Schnittpunkt geben.

 
	Bilden Sie aus beiden  y -Werten eine Gleichung.
[image: images] und   [image: images]

Bilden Sie mit den beiden Entsprechungen für y eine Gleichung.

[image: images]  


 
	Lösen Sie nach  x auf.
Addieren Sie x und addieren Sie 5 zu jeder Seite.

[image: images]  




 
Setzen Sie diese 1 in eine der beiden Gleichungen ein, Sie erhalten das Ergebnis [image: images]. Die beiden Geraden schneiden sich also im Punkt [image: images].
 
Auf diese Weise kann man die Lösung finden, ohne überhaupt grafisch etwas darstellen zu müssen. Sind die beiden Geraden parallel, sehen Sie das sofort, da in diesem Fall die Steigungen identisch wären. Dann gibt es keine Lösung für den Schnittpunkt. Das Gleiche trifft auf den Fall zu, dass beide Gleichungen ein und dieselbe Gerade sind, die nur unterschiedlich ausgedrückt wurden. Spätestens in der Punktsteigungsform sehen Sie diese Tatsache.

 


Packende Parabeln

Parabeln sind hübsche U-förmige »Kurven«. Sie sind die Graphen quadratischer Ausdrücke, die nach y aufgelöst werden. Stellen Sie sich den Wasserstrahl aus einem Springbrunnen vor, einen gespannten Bogen, die Kurven in dem Buchstaben »m« – all das sind Parabeln. Da Parabeln so oft in unserer Umwelt vorkommen, liegt der Verdacht nahe, dass die Eigenschaften, die für die Entstehung einer Parabel verantwortlich sind, natürlich bestehen. Mathematiker stellen dieses natürliche Phänomen mit einer Gleichung dar.
 
Parabeln haben einen höchsten oder einen tiefsten Punkt, den man Scheitelpunkt  nennt. Die Linien sind links und rechts niedriger als ein höchster Scheitelpunkt und links und rechts höher als ein niedrigster Scheitelpunkt.



Normalparabeln kennenlernen

Eine Normalparabel  ist eine Parabel mit der Gleichung [image: images]. In Abbildung 19.16 sehen Sie einen Graphen mit dieser Form. Die Gleichung besagt, dass die y-Koordinate von jedem Punkt der Parabel das Quadrat der x-Koordinate ist. Beachten Sie, dass y als Quadrat einer Zahl immer positiv ist, egal ob x positiv oder negativ ist.

[image: image] 
Abbildung 19.16: Die einfachste Parabel: eine Normalparabel mit [image: images]
 
 
 
Der Scheitelpunkt der Parabel in Abbildung 19.16 ist am Ursprung des Koordinatensystems [image: images] und die Linien verlaufen nach oben. Man kann diese Parabel steiler oder flacher machen, indem man das x 2 mit bestimmten Zahlen multipliziert. Wenn man mit Zahlen, die größer als 1 sind, multipliziert, wird die Parabel steiler (siehe Abbildung 19.17 links). Wenn man mit Zahlen zwischen 0 und 1, also echten Brüchen, multipliziert, wird die Parabel flacher (siehe Abbildung 19.17 rechts) – so, wie auch der Wasserstrahl aus einem Schlauch flacher oder steiler verlaufen kann, je nachdem, wie die Düse gehalten wird.

[image: image] 
Abbildung 19.17: Eine steilere und eine flachere Parabel
 
 
 
Man kann die Parabel umkehren, indem man das x 2 mit einer negativen Zahl multipliziert, wobei die Steigung wieder von dieser Zahl abhängt.




Den Scheitelpunkt auf eine Achse setzen

Die Normalparabel [image: images] kann verschoben werden: nach links und rechts, oben und unten. Der Scheitelpunkt wird dabei auf einer anderen Stelle der Achsen platziert, ohne dass die Parabel ihre Form ändert.
 
Wenn man in der Gleichung eine Zahl zu x 2 addiert, bewegt sich die Parabel auf der y-Achse nach oben oder unten: [image: images], [image: images], [image: images], [image: images]. Beachten Sie, dass auch negative Zahlen addiert werden können. Dadurch kann man eine Parabel einer bestimmten Situation anpassen. Nicht alle beginnen bei null. In Abbildung 19.18 sehen Sie ein paar Parabeln, von denen nur eine ihren Scheitelpunkt in null hat.
 
[image: image] 
Abbildung 19.18: Parabeln in Löffelchen-Stellung
 
 
 
Wenn man die Gleichung der Normalparabel in der Weise ändert, dass man zuerst einen Wert zu x 2 addiert und diesen Term dann quadriert, bewegt sich die Parabel auf der x-Achse nach links oder rechts: [image: images], [image: images], [image: images]. Wenn Sie 3 addieren, wie in [image: images], bewegt sich der Graph nach links, wenn Sie 3 subtrahieren, wie in [image: images], bewegt sich der Graph nach rechts. Das ist vielleicht anders herum, als Sie erwartet hätten, aber es funktioniert immer auf diese Art. Sehen Sie sich dazu Abbildung 19.19 an.

[image: image] 
Abbildung 19.19: Parabeln hübsch aufgereiht
 
 




Verschieben und multiplizieren

Man kann die beiden eben beschriebenen Verfahren – eine Parabel steiler oder flacher machen und den Scheitelpunkt auf den Achsen verschieben – auch kombinieren. Dadurch können Sie die Normalparabel Ihren Zwecken anpassen.
 
Die Gleichung für eine darzustellende Situation erfordert vielleicht eine steile Parabel, weil die Änderungen schnell voranschreiten. Oder es könnte einen Ausgangspunkt von acht statt von null Metern geben. Indem Sie eine Parabel bewegen und ihre Form ändern, kann man sie an die Informationen, die man darstellen möchte, angleichen.
 
Die folgenden Gleichungen und ihre Graphen sind in Abbildung 19.20 dargestellt.

[image: image] 
Abbildung 19.20: Parabel-Parade
 
 
 
[image: images]: Der Multiplikator von 3 macht die Parabel steiler und die Subtraktion von 2 bewegt den Scheitelpunkt nach unten zu [image: images].

[image: images]: Die Parabel ist flacher und der Scheitelpunkt ist weiter oben in [image: images].

[image: images]: Die Parabel ist steiler, zeigt nach unten und der Scheitelpunkt ist in [image: images].

[image: images]: Die Parabel ist steiler und der Scheitelpunkt ist in [image: images].

[image: images]: Die Parabel ist flacher, zeigt nach unten und der Scheitelpunkt ist weiter links in [image: images].
 
[image: images]: Die Parabel ist flacher, zeigt nach unten und der Scheitelpunkt ist in [image: images].




Die allgemeingültige Form einer Parabel

Die allgemeingültigste Form einer Parabel, die alle Faktoren berücksichtigt, die den Graphen verändern können, lautet: 

[image: images]  
 
Das ist die Standard-Form, um die Gleichung einer Parabel wiederzugeben, und die alle Informationen beinhaltet, die man zur grafischen Darstellung braucht. Sie wird auch Scheitelpunktsform genannt, da man sofort die Koordinaten des Scheitelpunkts sehen kann. Steht die Gleichung in dieser Form, sind die Werte von a, c und d entscheidend. Sie kennzeichnen, wie die Parabel von der Normalparabel abweicht.

 
	Der Faktor a macht die Parabel flacher oder steiler und lässt sie nach oben (positiv) oder nach unten (negativ) zeigen.
 
	Die Variable c kennzeichnet, wie weit sich der Scheitelpunkt nach links oder rechts bewegt ([image: images]: nach links, [image: images]: nach rechts).
 
	Die Variable d kennzeichnet, wie weit sich der Scheitelpunkt nach oben oder unten bewegt.


 
Die folgenden Beispiele zeigen, wie das Ganze zusammenhängt. Beginnen Sie mit den Werten von c und d, die Ihnen die Koordinaten des Scheitelpunkts verraten. Dann prüfen Sie, ob die Parabel flacher oder steiler ist und ob sie sich nach unten oder oben öffnet. 

 
	[image: images]  
 Der Scheitelpunkt befindet sich 3 Einheiten rechts und 2 Einheiten oberhalb des Ursprungs, also bei [image: images]. Die Parabel öffnet sich nach oben, wie Sie in Abbildung 19.21 sehen können.
 
	[image: images]  
 Der Scheitelpunkt befindet sich 1 Einheit links und 3 Einheiten oberhalb des Ursprungs. Die Parabel öffnet sich nach unten und ist flacher, wie Sie in Abbildung 19.22 sehen können.



[image: image] 
Abbildung 19.21: Die Parabel [image: images]
 
[image: image] 
Abbildung 19.22: Die Parabel
 
[image: Ubung] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie eine Übungsaufgabe zu diesem Kapitel.

 



Teil V

Der Top-Ten-Teil



[image: image] 
 

[image: image] Auf http://www.wiley-vch.de/publish/dt/books/ISBN3-527-71425-1 finden Sie Übungsaufgaben zur Algebra.

Noch mehr Bücher für Dummies finden Sie auf www.fuerdummies.de








IN DIESEM TEIL …

 
	Finden Sie zehn weitverbreitete Anfängerfehler.
 
	Erwarten Sie zehn Möglichkeiten, ein Polynom zu faktorisieren.
 
	Stelle ich Ihnen zehn Teilbarkeitsregeln vor.
 
	Zeige ich Ihnen zehn Schritte, eine Textaufgabe zu lösen.








Kapitel 20

Zehn weitverbreitete Anfängerfehler






IN DIESEM KAPITEL
 
	Die Mitte nicht vergessen
 
	Jeden Term ausmultiplizieren
 
	Exponenten mit der gleichen Basis multiplizieren
 
	Brüche statt Gehälter kürzen







 
Algebra wird andauernd und in der ganzen Welt benutzt: Fast jeder, der eine weiterführende Schule besucht, wird in Algebra unterrichtet. Also ergibt sich schon aus der reinen Anzahl der Menschen, die mit Algebra zu tun haben, dass auch eine Menge Fehler gemacht werden. Es passiert leicht, dass man eine schwierige Regel vergisst oder zwei Regeln durcheinanderbringt. Aber manch ein Fehler passiert, weil der Fehler die einfachere Lösung zu sein scheint – nicht richtig, aber einfach beziehungsweise der Weg des geringsten Widerstands. Das kommt normalerweise vor, wenn eine Regel nicht die gleiche ist wie die erste Assoziation, die man hat. Die meisten Algebra-Regeln ergeben auch auf den ersten Blick Sinn und lassen sich deswegen leicht merken. Manche allerdings gehen einem gegen den Strich.
 
Viele Fehler passieren, wenn man mit erweiterten Rechnungen arbeitet: ausmultiplizieren, Binome quadrieren, Brüche aufteilen oder potenzieren. Eine andere große Fehlerquelle sind negative Zahlen. Passen Sie beim Rechnen mit beidem ganz besonders auf!




Binome quadrieren
 
Ein quadriertes Binom hat drei Terme in der Lösung. Der Term, der oft vergessen wird, ist der mittlere Term, der Teil, der beim Multiplizieren der beiden äußeren und der beiden inneren Terme und ihrer anschließenden Addition entsteht. Es passiert leicht, dass man nur den ersten und zweiten Term in der Klammer quadriert und den Rest übersieht.

 
	Richtig: [image: images]
 
	Falsch: [image: images]

 
In Kapitel 8 finden Sie mehr über das Thema Quadrieren von Binomen.

 


Ausmultiplizieren
 
Wenn Sie eine Klammer mit zwei oder mehr Termen mit einer Zahl oder Variablen ausmultiplizieren, müssen Sie darauf achten, jeden einzelnen Term zu berücksichtigen. Problematisch wird es, wenn Sie mit dem Multiplizieren aufhören, bevor Sie am Ende der Klammer angelangt sind. Auch auf negative Vorzeichen sollten Sie besonders Obacht geben.

 
	Richtig:[image: images]
 
	Falsch:[image: images]

 
Mehr zum Thema in Kapitel 8.




Brüche aufteilen
 
Sie können einen Bruch in kleinere Brüche aufteilen, solange alle Teile einen Term des Zählers und den gesamten Nenner gemeinsam haben. Den Nenner kann man nicht aufteilen. 

 
	Richtig: [image: images]
 
	Falsch: [image: images]

 
Sehen Sie in Kapitel 3 nach, um mehr über den Umgang mit Brüchen zu erfahren.




Wurzeln aufteilen
 
Wenn unter einem Wurzelzeichen Werte miteinander multipliziert oder dividiert werden, können Sie die Wurzel in kleinere Wurzeln aufteilen, die miteinander multipliziert oder dividiert werden. Bei Addition oder Subtraktion geht das aber in keinem Fall.

 
	Richtig: [image: images]
 
	Falsch: [image: images]

 
Mehr zu Wurzeln erfahren Sie in Kapitel 4.




Reihenfolge von Rechnungen
 
Die Regel zur Reihenfolge von Rechnungen besagt, dass Sie einen Ausdruck erst potenzieren müssen, bevor Sie addieren oder subtrahieren. Für ein Minus-Zeichen vor einem Ausdruck gilt das Gleiche wie für die Subtraktion. Wenn Sie das negative Zeichen ebenfalls potenzieren möchten, setzen Sie es zusammen mit dem Wert in eine Klammer. 

 
	Richtig: [image: images]
 
	Richtig: [image: images]
 
	Falsch: [image: images]

 
Alle Reihenfolgen zu Rechnungen finden Sie in Kapitel 5.




Gebrochene Exponenten
 
Ein gebrochener Exponent gibt immer eine Wurzel wieder. Dabei steht der Typ der Wurzel (die zweite, dritte, vierte … Wurzel) im Nenner und der Exponent der Zahl unter der Wurzel im Zähler. Wenn Sie [image: images] mit einem gebrochenen Exponenten wiedergeben möchte, schreiben Sie [image: images]. 

 
	Richtig: [image: images]
 
	Falsch: [image: images]

 
Mehr zum Thema gebrochene Exponenten gibt's in Kapitel 4.




Grundzahlen multiplizieren
 
Wenn Sie Zahlen mit Exponenten und den gleichen Grundzahlen multiplizieren, addieren Sie die Exponenten und lassen die Grundzahlen, wie sie sind. Die Grundzahlen werden dabei nie multipliziert.

 
	Richtig: [image: images]
 
	Falsch: [image: images]

 
Sehen Sie in Kapitel 4 nach, um alles über das Rechnen mit Potenzen zu erfahren.




Potenzen potenzieren
 
Um eine Potenz, einen Wert mit einem Exponenten, zu potenzieren, also in eine weitere Potenz zu heben, multiplizieren Sie die Exponenten miteinander. Heben Sie nicht die Exponenten in die jeweilige Potenz – man potenziert die Grundzahl, nicht den Exponenten. 

 
	Richtig: [image: images]
 
	Falsch: [image: images]

 
Alles Weitere zum Thema in Kapitel 4.

 


Brüche kürzen
 
Wenn Sie einen Bruch kürzen, dessen Zähler aus einer Addition oder Subtraktion besteht, müssen Sie jeden einzelnen Term durch die zu kürzende Zahl dividieren. 

 
	Richtig: [image: images]
 
	Falsch: [image: images]

 
In Kapitel 3 erfahren Sie alles Weitere über Brüche.




Negative Exponenten
 
Wenn Sie Brüche in Ausdrücke mit negativen Exponenten umwandeln, müssen Sie jeden einzelnen Faktor des Nenners mit einem negativen Exponenten versehen.

 
	Richtig: [image: images]
 
	Falsch: [image: images]


 
Mehr zum Thema negative Exponenten finden Sie in Kapitel 4.





Kapitel 21

Zehn Möglichkeiten des Faktorisierens






IN DIESEM KAPITEL
 
	Zwei Terme faktorisieren
 
	Mit drei Termen klarkommen
 
	Sich mit quadratischen Ausdrücken helfen
 
	Vier und mehr Terme bewältigen







 
Polynome kann man auf verschiedene Weisen faktorisieren, je nachdem, aus wie vielen und welchen Termen sie bestehen. Normalerweise ist es dabei einfacher, eine Liste mit diesen Möglichkeiten durchzugehen. Wenn ein Polynom zwei Terme hat (sprich ein Binom ist), gibt es genau vier mögliche Wege, es zu faktorisieren. Wenn keine dieser Möglichkeiten funktioniert, kann das Binom nicht faktorisiert werden. Die Techniken des Faktorisierens, die in diesem Kapitel vorgestellt werden, sind die gebräuchlichsten. Damit sollten Sie in den meisten Fällen weiterkommen.




Zwei Terme mit einem ggT
 
Prüfen Sie in einem Ausdruck mit zwei Termen immer, ob die beiden irgendetwas gemeinsam haben. Klammern Sie dann diesen größten gemeinsamen Teiler (ggT) aus und schreiben Sie das Ergebnis als Produkt dieses Faktors und der Division:

[image: images]




Die Differenz zweier Quadrate
 
Wenn ein Ausdruck aus zwei quadratischen Termen besteht, die durch Subtraktion getrennt sind, kann man das Binom in die Summe und die Differenz der beiden Quadratwurzeln faktorisieren:

[image: images]






Die Differenz zweier Kubikzahlen
 
Wenn Sie es mit zwei Kubikzahlen zu tun haben, die durch Subtraktion getrennt sind, können Sie die beiden Terme in ein Binom und ein Trinom nach folgendem Muster faktorisieren:

[image: images]




Die Summe zweier Kubikzahlen
 
Ausdrücke, die aus zwei summierten Kubikzahlen bestehen, können in ein Binom und ein Trinom nach folgendem Muster faktorisiert werden:

[image: images]




Drei Terme mit einem ggT
 
Wenn Sie ein Trinom, einen Ausdruck mit drei Termen, vor sich haben, suchen Sie nach irgendetwas, das alle drei Terme gemeinsam haben. Klammern Sie diesen größten gemeinsamen Teiler aus und schreiben Sie das Ergebnis als Produkt dieses ggT und der Division.

[image: images]




Ein Trinom in zwei Binome faktorisieren
 
Wenn drei Terme in einem quadratischen Ausdruck der Form [image: images] entsprechen, versuchen Sie, die Terme in ein Produkt zweier Binome zu faktorisieren (mehr zu diesem Verfahren finden Sie in den Kapiteln 10 und 14).

[image: images]
 
Der Buchstabe x ist die Variable. Die Buchstaben a, b und c sind beliebige reelle Zahlen außer null. In der faktorisierten Form entsprechen d, e, f und g reellen Zahlen, wobei gilt:
 
[image: images] und [image: images]




Am quadratischen Lösungsweg orientieren
 
Ein Ausdruck mit drei Termen der Form [image: images] ermöglicht, das Ganze mit einem vergleichbaren quadratischen Ausdruck wie [image: images] wiederzugeben und dann nach Möglichkeiten zu suchen, ihn in ein Produkt zweier Binome zu faktorisieren.
 
Die Buchstaben a, b und c sind dabei beliebige reelle Zahlen außer null. Die Variable n ist eine natürliche oder rationale Zahl, wobei der erste Exponent immer doppelt so groß ist wie der zweite Exponent. In Kapitel 15 erfahren Sie mehr über diese Methode.

 


Vier oder mehr Terme mit einem ggT
 
Wenn Sie mit einem Ausdruck zu tun haben, in dem vier oder mehr Terme vorkommen, müssen Sie zuerst nach einem größten gemeinsamen Teiler suchen. Wenn Sie einen Teiler finden, klammern Sie ihn aus und schreiben Sie das Ergebnis als Produkt dieses Faktors und der Division:

[image: images]




Vier oder mehr Terme zusammenfassen
 
Wenn Ihnen ein Ausdruck mit vier, sechs, acht oder mehr Termen in gerader Anzahl begegnet, der keinen gemeinsamen Teiler hat, versuchen Sie, die Terme in faktorisierbare Klammern zusammenzufassen. Suchen Sie dann in den entstandenen Termen nach einem neuen gemeinsamen Teiler. Zum Beispiel:

[image: images]
 
Mehr zum Thema Zusammenfassen finden Sie in Kapitel 11.




Vier oder mehr Terme ungleich zusammenfassen
 
Wenn Sie einen Ausdruck mit vier oder mehr Termen haben, den Sie nicht in gleich große Terme mit einem ggT zusammenfassen können, suchen Sie nach ungleichen Gruppen von Termen, die sich in Quadrat- oder Kubikzahlen faktorisieren lassen.
 
Versuchen Sie dann, die neu gefundenen Klammern nach den Regeln für das Faktorisieren in die Differenz beziehungsweise Summe zweier Quadratzahlen beziehungsweise Kubikzahlen zu faktorisieren. Mehr zu diesen Verfahren erfahren Sie weiter vorn in diesem Kapitel oder in Kapitel 11.

[image: images]





Kapitel 22

Zehn Teilbarkeitsregeln






IN DIESEM KAPITEL
 
	Wissen, wann man eine Zahl glatt teilen kann
 
	Gute Gesetzmäßigkeiten







 
Mit Teilbarkeitsregeln kann man schnell feststellen, ob eine Zahl durch eine andere glatt teilbar ist oder nicht. Das ist sehr hilfreich, wenn man Brüche kürzt oder feststellen möchte, ob jeder in einer Gruppe gleich viele Bonbons bekommt. Eine Zahl, die sich glatt durch alle Zahlen dieses Kapitels teilen lässt, ist die 3.960. Das ist sogar die kleinste Zahl, auf die das zutrifft. 

[image: Erinnerung] Teilbar bedeutet im Folgenden glatt teilbar, also ohne Rest.





Teilbarkeit durch 2
 
Eine Zahl lässt sich durch 2 teilen, wenn die letzte Ziffer der Zahl 0, 2, 4, 6 oder 8 ist:

 
	1.234 ist durch 2 teilbar, weil die letzte Ziffer 4 ist.
 
	2.345 ist nicht durch 2 teilbar, weil die letzte Ziffer 5 ist.
 
	3.960 ist durch 2 teilbar, weil die letzte Ziffer 0 ist.





Teilbarkeit durch 3
 
Eine Zahl lässt sich durch 3 teilen, wenn die Summe der Ziffern in der Zahl (die Quersumme) durch 3 teilbar ist.

 
	1.234 ist nicht durch 3 teilbar, weil [image: images] ist.
 
	3.345 ist durch 3 teilbar, weil die Quersumme 15 ist.
 
	120.000.000.000.000 ist durch 3 teilbar, weil die Quersumme 3 ist.
 
	3.960 ist durch 3 teilbar, weil die Quersumme 18 ist.


 


Teilbarkeit durch 4
 
Eine Zahl lässt sich durch 4 teilen, wenn die letzten beiden Ziffern eine Zahl sind, die sich durch 4 teilen lässt. 

 
	1.234 ist nicht durch 4 teilbar, weil sich 34 nicht durch 4 teilen lässt.
 
	121.212 ist durch 4 teilbar, weil sich 12 durch 4 teilen lässt.
 
	444.444.444.444.414 ist nicht durch 4 teilbar, weil sich 14 nicht durch 4 teilen lässt.
 
	3.960 ist durch 4 teilbar, weil sich 60 durch 4 teilen lässt.





Teilbarkeit durch 5
 
Eine Zahl lässt sich durch 5 teilen, wenn die letzte Ziffer 0 oder 5 ist. 

 
	12.345 ist durch 5 teilbar, weil die letzte Ziffer 5 ist.
 
	555.552 ist nicht durch 5 teilbar, weil die letzte Ziffer 2 ist.
 
	452.000.460 ist durch 5 teilbar, weil die letzte Ziffer 0 ist.
 
	3.960 ist durch 5 teilbar, weil die letzte Ziffer 0 ist.





Teilbarkeit durch 6
 
Eine Zahl lässt sich durch 6 teilen, wenn sie sowohl durch 2 als auch 3 teilbar ist. Das heißt, sie muss mit 0, 2, 4, 6 oder 8 enden und die Quersumme muss durch 3 teilbar sein.

 
	3.000.000 ist durch 6 teilbar, weil die letzte Ziffer 0 und die Quersumme 3 ist.
 
	111.111.102 ist durch 6 teilbar, weil die letzte Ziffer 2 und die Quersumme 9 ist.
 
	666.666.010 ist nicht durch 6 teilbar, weil die Quersumme 37 ist.
 
	3.960 ist durch 6 teilbar, weil die letzte Ziffer 0 und die Quersumme 18 ist.





Teilbarkeit durch 8
 
Eine Zahl lässt sich durch 8 teilen, wenn die letzten drei Ziffern eine Zahl sind, die sich durch 8 teilen lässt.

 
	5.005.808 ist durch 8 teilbar, weil sich 808 durch 8 teilen lässt.
 
	888.888.111 ist nicht durch 8 teilbar, weil sich 111 nicht durch 8 teilen lässt.
 
	3.960 ist durch 8 teilbar, weil sich 960 durch 8 teilen lässt.


 


Teilbarkeit durch 9
 
Eine Zahl lässt sich durch 9 teilen, wenn die Quersumme der Ziffern durch 9 teilbar ist. 

 
	123.111 ist durch 9 teilbar, weil die Quersumme 9 ist.
 
	111.111 ist nicht durch 9 teilbar, weil die Quersumme 6 ist.
 
	108.000 ist durch 9 teilbar, weil die Quersumme 9 ist.
 
	3.960 ist durch 9 teilbar, weil die Quersumme 18 ist.





Teilbarkeit durch 10
 
Eine Zahl lässt sich durch 10 teilen, wenn sie auf 0 endet.

 
	111.110 ist durch 10 teilbar.
 
	100.000.003 ist nicht durch 10 teilbar.
 
	3.960 ist durch 10 teilbar.





Teilbarkeit durch 11
 
Eine Zahl lässt sich durch 11 teilen, wenn die Summen der alternierenden Ziffern (also die Summe der Ziffern, die an einer ungeraden Position stehen, einerseits und die Summer der Ziffern, die an einer geraden Position stehen, andererseits) eine Differenz von 0, 11, 22 oder 33 oder einem anderen Vielfachen von 11 haben. Anders ausgedrückt: Sie haben eine sechsstellige Zahl. Addieren Sie die erste, dritte und fünfte Ziffer. Addieren Sie dann die zweite, vierte und sechste Ziffer. Subtrahieren Sie diese beiden Summen voneinander. Wenn das Ergebnis durch 11 teilbar ist, lässt sich auch die Ausgangszahl durch 11 teilen. Ich möchte damit nicht sagen, dass man diese Regel jeden Tag anwendet. Ich möchte nur vorführen, dass sie funktioniert.

 
	146.322 ist durch 11 teilbar, weil [image: images] und [image: images] ist. Die Differenz von 9 und 9 ist 0.
 
	818.290 ist durch 11 teilbar, weil die alternierenden Zahlen Summen von 25 und 3 ergeben, deren Differenz 22 ist.
 
	3.960 ist durch 11 teilbar, weil die alternierenden Zahlen jeweils Summen von 9 ergeben, deren Differenz 0 ist.


 


Teilbarkeit durch 12
 
Eine Zahl lässt sich durch 12 teilen, wenn die letzten zwei Ziffern eine Zahl sind, die sich durch 4 teilen lässt, und die Quersumme durch 3 teilbar ist.

 
	333.216 ist durch 12 teilbar, weil sich 16 durch 4 teilen lässt und die Quersumme 18, also durch 3 teilbar, ist.
 
	2.000.010.000 ist durch 12 teilbar, weil sich 00 durch 4 teilen lässt und die Quersumme 3 ist.
 
	3.960 ist durch 12 teilbar, weil sich 60 durch 4 teilen lässt und die Quersumme 18 ist.






Kapitel 23

Zehn Schritte beim Lösen von Textaufgaben






IN DIESEM KAPITEL
 
	Die richtige Formel finden
 
	Variablen einsetzen
 
	Nach Unbekannten auflösen und die Lösung prüfen
 
	Die Aufgabe mit Zahlen und Zeichen wiedergeben







 
Jede Textaufgabe ist einzigartig. Genauso wie Ihre Fingerabdrücke sich von meinen unterscheiden, so unterschiedlich sind auch Textaufgaben. Aber so einmalig Fingerabdrücke und Textaufgaben sind, sie teilen Ähnlichkeiten und bestimmte Muster. Am leichtesten wird es, wenn man sich diese Ähnlichkeiten und Muster zunutze machte. Die folgende Liste hilft Ihnen dabei, die Gleichartigkeiten zu entdecken. Arbeiten Sie mit so vielen oder wenigen dieser Tipps, wie Sie möchten, um mit einer zu lösenden Textaufgabe zurechtzukommen.




Eine Skizze zeichnen
 
Viele Menschen reagieren gut auf visuelle Reize. Zeichnen Sie eine Skizze – kein Kunstwerk –, um darzustellen, worum es in der Aufgabe geht. Versehen Sie diese Zeichnung mit Zahlen, Namen und anderen Informationen, die Ihnen helfen, die Situation besser nachzuvollziehen. Ergänzen oder verändern Sie die Zeichnung, wenn Sie eine Gleichung für die Aufgabe erstellen.




Eine Liste erstellen
 
Probieren Sie ein paar Lösungen, einen Schätzwert. Wenn in der Aufgabe die Frage danach ist, wie viele der 100 Leute Kinder waren, machen Sie sich eine Liste mit möglichen Kombinationen: [image: images] [image: images] und so weiter. Bisweilen findet man das Ergebnis auf diese Weise und kann dann rückwärtsarbeiten, um einen systematischen Lösungsweg zu finden. Selbst wenn Sie die Lösung dabei nicht finden, werden Sie eine Ahnung davon bekommen, wie sie ungefähr aussehen wird. Sie haben eine grobe Schätzung.




Variablen für Zahlen wählen
 
Lassen Sie Variablen (Buchstaben) für Zahlen stehen. Eine Variable kann die Länge eines Bootes oder eine Anzahl von Menschen repräsentieren, aber nie das Boot oder die Menschen selbst. Sie können die Buchstaben so wählen, dass sie Ihnen helfen, die Zusammenhänge im Auge zu behalten. Beispielsweise kann k für Karins Größe stehen; lassen Sie es einfach nur nicht für Karin stehen.




Wörter in Zeichen übersetzen
 
Nutzen Sie die Hinweise in einer Aufgabe dazu, eine Gleichung aufzustellen, indem Sie die Wörter in mathematische Zeichen übersetzen. Normalerweise bedeuten Wörter wie und oder vermehrt um ein Plus-Zeichen und Wörter wie weniger als oder verringert um ein Minus-Zeichen. Schreiben Sie 2 * für zweimal und das Gleichheitszeichen für sind, hat, ist und andere Verben.
 
Sie können eine Gleichung auch häufig in der gleichen Reihenfolge schreiben, wie die Schlüsselwörter in der Aufgabe stehen. Zum Beispiel:

 
	Stefan hat sechs mehr als zweimal so viele Bücher wie Alina.

 
Schreiben Sie: [image: images] Dabei steht s für die Anzahl von Stefans Büchern und a für die Anzahl von Alinas Büchern. In Kapitel 18 finden Sie mehr über Wörter und wie man sie in die Algebra übersetzt.




Den letzten Satz beachten
 
Sehen Sie sich den letzten Satz der Aufgabe an. Er informiert Sie normalerweise darüber, wofür die Variablen stehen sollen. Oft können Sie aus ihm auch herauslesen, ob Sie eine Standard-Formel für den Inhalt, die Entfernung, die Zinsen oder das Volumen verwenden können. Zum Beispiel:

 
	Maria und Harald laufen um die Wette. Maria ist zwei Minuten vor Harald im Ziel, läuft aber auch einen Kilometer weniger als Harald. Wenn sie gleich schnell laufen und die Gesamtstrecke der beiden zusammen neun Kilometer lang ist, wie lange brauchen sie dann?

 
Sehen Sie sich all die Wörter an, dann den letzten Satz und noch weiter den letzten Teil des letzten Satzes. Er verrät Ihnen, dass Sie nach der Zeit suchen, die benötigt wurde. Die Formel, die diese Phrase nach sich zieht, ist [image: images] Strecke entspricht Geschwindigkeit mal Zeit.

 


Eine Formel finden
 
Arbeiten Sie, wenn möglich, ganz oder teilweise mit Formeln. Sie sind ein guter Ausgangspunkt, um Beziehungen darzustellen. Halten Sie die Standard-Formeln bereit, um sie schnell nachsehen zu können (zum Beispiel die Schummelseite). Machen Sie sich damit vertraut, wofür die einzelnen Variablen in den Formeln stehen.




Mit Ersetzungen vereinfachen
 
Suchen Sie nach Variablen, die in irgendeiner definierten Beziehung zu einer anderen Variablen stehen, und versuchen Sie dann, die eine Variable mithilfe der anderen zu beschreiben. Wenn beispielsweise eine Seite eines Dreiecks zweimal so lang ist wie eine andere, können Sie für die beiden Seiten x und 2x statt x und y schreiben.




Eine Gleichung lösen
 
Übersetzen Sie die Aufgabe in eine Gleichung, die das geschilderte Problem und die Bezüge darstellt. Lösen Sie anschließend diese Gleichung mithilfe algebraischer Regeln.




Den Sinn prüfen
 
Wenn Sie eine Lösung erhalten, prüfen Sie, ob diese im gegebenen Kontext auch Sinn ergibt. Wenn Sie die Größe eines Mannes ermitteln und Sie ein Ergebnis von 40 Metern erhalten, hat sich sehr wahrscheinlich irgendwo ein Fehler eingeschlichen. Ist eine Lösung sinnvoll, heißt das natürlich nicht automatisch, dass sie korrekt ist, aber es ist eine erste Prüfung, ob sie nicht korrekt sein könnte.




Die Genauigkeit kontrollieren
 
Wenn Sie festgestellt haben, dass ein Ergebnis sinnvoll ist, überprüfen Sie den Wert der Lösung. Das können Sie ganz einfach, indem Sie die Antwort in die ursprüngliche Gleichung einsetzen und nachrechnen. Wenn das klappt, gleichen Sie Ihre Lösung noch mit der Textaufgabe ab, ob sie in allen gegebenen Situationen und Bezügen funktioniert.






Glossar





	Ähnliche Brüche:
 	Sich entsprechende Brüche mit dem gleichen Wert, die auch unterschiedliche Nenner haben können.

	Assoziativgesetz:
 	Eigenschaft der Addition und Multiplikation, die gegebenen Zahlen in beliebige Klammern setzen zu können, ohne das Ergebnis zu beeinflussen.

	Ausmultiplizieren:
 	Multiplikation eines Wertes vor einer Klammer mit jedem Wert in dieser Klammer, ohne dabei den Wert des Terms zu ändern.

	Betrag (absoluter):
 	Der Betrag besagt, wie weit eine Zahl von null entfernt ist. Es handelt sich also um den positiven Wert einer reellen Zahl.

	Binom:
 	Zwei Terme, die durch Addition oder Subtraktion miteinander verbunden sind.

	Binomische Rechnung:
 	Rechenart, bei der man zwei Werte braucht, um einen dritten zu erhalten.

	Bruch:
 	Ein Wert, der aus einem Zähler oberhalb des Bruchstrichs und einem Nenner unterhalb des Bruchstrichs besteht.

	Dezimalzahl:
 	Bruch, dessen ungeschriebener Nenner eine Zehnerpotenz ist. Er wird stattdessen durch ein Dezimalkomma angezeigt (Anzahl der Nachkommastellen = Exponent des Nenners).

	Differenz:
 	Das Ergebnis einer Subtraktion.

	Durchmesser:
 	Längste Entfernung innerhalb eines Kreises.

	Echter Bruch:
 	Bruch, dessen Wert kleiner als eins ist. Der Zähler ist immer kleiner als der Nenner.

	Einsetzen:
 	Einen Wert durch sein Äquivalent ersetzen.

	Exponent:
 	Wert, der rechts oberhalb einer Zahl steht und bestimmt, wie oft diese Zahl mit sich selbst multipliziert wird.

	Exponentialschreibweise:
 	Eine standardisierte Methode, sehr große und sehr kleine Zahlen als Produkt zweier Werte wiederzugeben – einer Zahl zwischen eins und zehn und einer Potenz von zehn.

	Faktor:
 	Einer der beiden Werte, die bei einer Multiplikation miteinander multipliziert werden.

	Faktorisieren:
 	Einen algebraischen Ausdruck als Produkt wiedergeben.

	Fakultät:
 	Produkt einer Zahl mit allen natürlichen Zahlen, die kleiner sind als diese Ausgangszahl.

	Flächeninhalt:
 	Maßzahl einer bestimmten Fläche in einer Ebene.

	Formel:
 	Regel oder Methode, die allgemein als richtig anerkannt wird und deshalb immer wieder angewendet werden kann.

	Ganze Zahl:
 	Eine positive oder negative ganze Zahl oder null: …, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, …

	Gegenzahl:
 	Eine Zahl mit den gleichen Ziffern und dem entgegengesetzten Vorzeichen (plus oder minus). Zwei Zahlen sind Gegenzahlen, wenn ihre Summe null ergibt.

	Gemeinsamer Nenner:
 	Der gleiche Wert im Nenner (untere Zahl) von mehr als einem Bruch.

	Gemischte Zahl:
 	Unechter Bruch, bei dem die ganze enthaltene Zahl vor den enthaltenen echten Bruch geschrieben wird.

	Gerade:
 	Alle Punkte in einem Koordinatensystem, die eine lineare Gleichung lösen.

	Gleiche Brüche:
 	Sich entsprechende Brüche mit dem gleichen Wert, die auch unterschiedliche Nenner haben können.

	Gleichung:
 	Mathematischer Ausdruck mit einem Gleichheitszeichen, der nach einer Unbekannten aufgelöst wird.

	Grad eines Ausdrucks:
 	Höchste Potenz in diesem Ausdruck.

	Grad eines Winkels:
 	Einheit zum Messen eines Winkels: eine Zahl zwischen 1 und 360.

	Graph:
 	Bildliche Darstellung eines mathematischen Zusammenhangs.

	Größter gemeinsamer Teiler (ggT):
 	Größtmöglicher Wert, der jeden Term eines Ausdrucks glatt teilt.

	Grundzahl (Basis):
 	Der Wert, der in einer Potenz mit sich selbst multipliziert wird.

	Horner-Schema:
 	Divisionsmethode, bei der man ausschließlich mit den Koeffizienten eines Ausdrucks arbeitet. Die Lösung erhält man durch Multiplikation und Addition.

	Hypotenuse:
 	Längste Seite eines rechtwinkligen Dreiecks.

	Irrationale Zahl:
 	Zahl, die nicht als Bruch ausgedrückt werden kann und deren Dezimalstellen weder endlich noch periodisch sind.

	Katheten:
 	Die beiden kürzeren Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks.

	Kehrwert (auch Reziprokwert):
 	Eine von zwei Zahlen, deren Produkt eins ergibt. Ein Kehrwert einer Zahl ist diese Zahl im Nenner geschrieben, während eine Eins im Zähler steht. Bei Brüchen vertauscht man einfach Zähler und Nenner.

	Klammer:
 	Rechenzeichen, das die Reihenfolge der Rechnungen vorgibt. Die Ausdrücke in den Klammern müssen stets zuerst berechnet werden.

	Koeffizient:
 	Zahl, die mit einer Variablen multipliziert wird.

	Kombinatorik:
 	Methode, herauszufinden, auf wie viele Arten man eine bestimmte Anzahl von Dingen aus einer Menge auswählen kann.

	Kommutativgesetz:
 	Eigenschaft der Addition und Multiplikation, die gegebenen Zahlen beliebig anordnen und in jeder Reihenfolge berechnen zu können, ohne das Ergebnis zu beeinflussen.

	Konstante:
 	Variable oder Zahl, die in einem Ausdruck nie ihren Wert verändert.

	Koordinate:
 	Teil eines Koordinatenpaares, das den Ort eines Punktes in einem Koordinatensystem festlegt.

	Koordinatenpaar:
 	Zwei Zahlen in einer Klammer, die durch einen senkrechten Strich getrennt sind und die Position eines Punktes in einem Koordinatensystem anzeigen.

	Koordinatensystem:
 	Eine Ebene, die begrenzt ist durch zwei sich schneidende, durch Einheiten unterteilte Geraden, die Achsen genannt werden.

	Kubikwurzel:
 	Zahl, die dreimal mit sich selbst multipliziert die Zahl unter dem Wurzelzeichen ergibt. Beispielsweise ist die Kubikwurzel der Zahl acht die Zahl zwei, weil zwei dreimal mit sich selbst multipliziert acht ergibt.

	Kubikzahl:
 	Dritte Potenz einer natürlichen Zahl. Das Ergebnis einer Zahl, die dreimal mit sich selbst multipliziert wird.

	Kubisch:
 	Adjektiv, das einen Ausdruck beschreibt, dessen höchste Potenz drei ist.
 
	Kürzen:
 	Vorgang, bei dem Zähler und Nenner durch einen gemeinsamen Teiler dividiert werden, wobei ein äquivalenter Bruch übrig bleibt.

	Linear:
 	Adjektiv, das einen Ausdruck beschreibt, dessen höchste Potenz eins ist.

	Lösen:
 	Eine Antwort oder den Wert einer Variablen finden.

	Lösung einer Gleichung:
 	Wert(e) einer Variablen, der/die die Gleichung wahr werden lässt/lassen.

	Multiplikationsverhalten von null:
 	Ist einer der Faktoren einer Multiplikation null, wird auch das Produkt null sein.

	Natürliche Zahl:
 	Auch Zählzahl genannt. Ganze positive Zahlen bei eins beginnend: 1, 2, 3, 4, …

	Negative Zahl:
 	Ein beliebiger Wert, der kleiner als null ist. Normalerweise durch ein Minus-Zeichen gekennzeichnet.

	Negativer Kehrwert:
 	Zwei Zahlen, von denen eine negativ ist und deren Produkt minus eins ergibt.

	Nenner:
 	Untere Zahl in einem Bruch.

	Parabel:
 	Funktionsgraph einer quadratischen Funktion.

	Parallele Geraden:
 	Geraden, die sich niemals schneiden und immer den gleichen Abstand zueinander haben.

	Permutation:
 	Zählmethode, die die verschiedenen Arten, wie alle Dinge, die zu einer bestimmten Menge gehören, in eine Reihenfolge gebracht werden können.

	Pi (π):
 	Ein griechischer Buchstabe, der sich auf die Beziehung zwischen Umfang und Durchmesser eines Kreises bezieht. Pi, auch Kreiszahl genannt, ist der Flächeninhalt eines Kreises mit dem Radius 1, also circa 3,14 oder circa [image: images].

	Polynom:
 	Mathematischer Ausdruck, der aus Zahlen und Variablen besteht. Die Variablen dürfen dabei addiert, subtrahiert, multipliziert und potenziert werden. Division und Wurzelziehen sind verboten.

	Positive Zahl:
 	Größer als null.

	Potenz:
 	Wert des Exponenten, der die Häufigkeit bestimmt, mit der eine Grundzahl mit sich selbst multipliziert werden muss.

	Primfaktorzerlegung:
 	Das Finden der Primzahlen, die miteinander multipliziert die Ausgangszahl ergeben.

	Primzahl:
 	Ganze Zahl, die größer als eins und nur durch sich selbst und eins glatt teilbar ist.

	Produkt:
 	Das Ergebnis einer Multiplikation.

	Prozent:
 	Brüche mit einem Nenner von 100. Der Prozentsatz ist der Zähler des Bruchs – wie viele von 100.

	Quadrant:
 	Einer der vier Abschnitte in einem Koordinatensystem, der durch die x- und y-Achse begrenzt wird.

	Quadrat:
 	1 Ebene Figur mit vier Seiten, die alle gleich lang sind und im rechten Winkel aufeinandertreffen. 2 Wert mit einem Exponenten von zwei, also das Produkt dieses Werts mit sich selbst.

	Quadratisch:
 	Mathematischer Ausdruck, dessen höchste Potenz zwei ist. Auch Ausdruck zweiten Grades genannt.
 
	Quersumme:
 	Die Summe der Ziffern einer Zahl, zum Beispiel Quersumme von 111 ist 3.

	Quotient:
 	Das Ergebnis einer Division.

	Radius:
 	Entfernung eines Kreismittelpunkts zu der äußeren Begrenzung dieses Kreises; die Hälfte des Durchmessers.

	Rationale Zahl:
 	Positive oder negative Zahl, die als Bruch geschrieben werden kann. Die entsprechenden Dezimalzahlen sind endlich oder periodisch.

	Rechenart:
 	Mathematischer Prozess wie Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division (Grundrechenarten).

	Rechteck:
 	Figur in einer Ebene mit vier Seiten, die alle im rechten Winkel zueinander stehen.

	Rechter Winkel:
 	90-Grad-Winkel.

	Rechtwinklige Geraden:
 	Geraden, die im 90-Grad-Winkel aufeinandertreffen.

	Rechtwinkliges Dreieck:
 	Ebene Figur mit drei Seiten und einem 90-Grad-Winkel.

	Reelle Zahl:
 	Das Gegenteil von imaginären Zahlen; alle Zahlen, die in diesem Buch vorkommen.

	Rest:
 	Wert, der übrig bleibt, wenn man eine Zahl durch eine andere dividiert.

	Runden:
 	Werte annäherungsweise bis zu einer bestimmten Dezimalstelle wiedergeben. 14,9 kann man zum Beispiel zu 15 aufrunden.

	Satz des Pythagoras:
 	Formel zu rechtwinkligen Dreiecken, die besagt, dass die Hypotenuse (c) im Quadrat der Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten (a und b), der Katheten, entspricht: a2 + b2 = c2.

	Scheitelpunkt:
 	Höchster oder tiefster Punkt einer Parabel.

	Schnittpunkt:
 	Punkt, an dem sich zwei Graphen schneiden oder an dem ein Graph die x-oder y-Achse schneidet (Achsen-Schnittpunkt).

	Steigung:
 	Zahl, die die Neigung und Richtung einer Geraden beschreibt.

	Summe:
 	Das Ergebnis einer Addition.

	Teilbar (glatt):
 	Eine Zahl lässt sich ohne einen Rest durch eine andere Zahl teilen.

	Teilerfremd:
 	Zwei Zahlen, die keinen anderen gemeinsamen Teiler haben als eins.

	Term:
 	Eine beliebige Kombination von Zahlen, Variablen und Rechenzeichen. Sowohl einen ganzen Ausdruck als auch einzelne Glieder einer Rechnung nennt man Terme.

	Trinom:
 	Drei Terme, die durch Addition oder Subtraktion miteinander verbunden sind.

	Umfang:
 	Die Länge der Begrenzungslinie einer ebenen Figur.

	Unechter Bruch:
 	Bruch, dessen Wert größer als eins ist. Der Zähler ist immer größer als der Nenner.

	Unendlich:
 	Ohne Ende.

	Ungleichung:
 	Beziehung zwischen zwei ungleichen Werten.

	Ursprung:
 	Punkt in einem Koordinatensystem, an dem sich x- und y-Achse schneiden.

	Variable:
 	Buchstabe, der für eine unbekannte Zahl oder die gesuchte Antwort einer Algebra-Aufgabe steht.
 
	Vereinfachen:
 	Alles Kombinierbare zusammenfassen und einen Ausdruck in seiner verständlichsten Form wiedergeben.

	Verhältnisgleichung:
 	Eine Gleichung, bei der die beiden Verhältnisse links und rechts vom Gleichheitszeichen eine gleiche Proportion haben, also zum Beispiel 1:2 = 3:6 oder [image: images].

	Vielfaches:
 	Eine Zahl, die durch einen bestimmten Faktor glatt teilbar ist. Die Zahlen 14 und 21 sind beispielsweise Vielfache von 7.

	Vollständig gekürzt:
 	Ein Bruch, bei dem Zähler und Nenner nicht mehr durch dieselbe Zahl glatt geteilt werden können.

	Volumen:
 	Die Größe des von einer Figur ausgefüllten Raums.

	Vorzeichen:
 	Zeichen, das besagt, ob ein Wert positiv (+) oder negativ (–) ist.

	Würfel:
 	Ein dreidimensionaler Körper mit sechs quadratischen Flächen.

	Wurzel:
 	Meist Quadratwurzel: Wert, der mit sich selbst multipliziert die gegebene Zahl ergibt. Zwei ist beispielsweise die Wurzel von vier, da zwei mit sich selbst multipliziert vier ergibt. Neben den Quadratwurzeln gibt es auch dritte, vierte und so weiter Wurzeln, bei denen der Wert entsprechend dreimal, viermal und so weiter mit sich selbst multipliziert werden muss.

	Wurzelzeichen ( [image: images] ):
 	Zeichen für die Rechnung, mit der man die Wurzel einer Zahl findet.

	Zähler:
 	Die obere Zahl in einem Bruch.

	Ziffer:
 	Die ganzen Zahlen von null bis neun.

	Zusammengesetzte Zahl:
 	Eine ganze Zahl, die größer als eins und nicht prim ist.
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