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Vorwort

Dieses Buch wendet sich insbesondere an Studierende der Architektur, des
Bauingenieurwesens, der Stadt- und Raumplanung sowie an alle, die einen Beruf im
Bereich des Planen und Bauens erlernen oder dort bereits tétig sind. Es beschéftigt
sich mit der Geometrie als Basis der Architektur und ihrer Darstellung. Die Geometrie
ermdglicht, die Formen réumlicher Objekte zu erfassen und zu beschreiben sowie
diese auf zweidimensionalen Zeichnungstragern darzustellen. Sie schafft die Hinter-
grinde und Voraussetzungen der Architekturzeichnungen als Grundlage fur das
Bauen sowie als Kommunikationsmedien im Entwurfs-, Planungs- und Ausfihrungs-
prozess. Das vorliegende Buch fihrt in die geometrischen Grundlagen der Architek-
turdarstellung ein. Die Kapitel bauen inhaltlich aufeinander auf, ihre Reihenfolge ist
didaktisch motiviert. Die hier vorgestellten geometrischen Grundlagen haben einen
universellen Anspruch der Anwendbarkeit und werden in diesem Buch exemplarisch
an der Architektur aufgezeigt. Fotos von gebauter Architektur und Architekturzeich-
nungen verdeutlichen die Zusammenhénge und lassen mégliche Anwendungsberei-
che sichtbar werden. Zeichnungen von Studierenden zeigen an einigen Beispielen
die Umsetzung in Studienprojekten. Die rdumliche Vorstellung wird durch die Ver-
knUpfung der geometrischen Grundlagen mit Architekturobjekten erleichtert. Die
Kenntnisse der geometrischen Grundlagen sowie die rdumliche Vorstellungsfahigkeit
sind auch bedeutend fur computergestitztes Zeichnen und Visualisieren. Es ist ein
wesentliches Ziel dieses Buches, rédumliche Vorstellungsféhigkeit und rédumliches
Denken zu vermitteln und zu vertiefen. Die Leserinnen und Leser sollten sich die
Inhalte stets réumlich vorstellend erarbeiten. Dieser Prozess kann durch Modelle und
eigenes Zeichnen unterstiUtzt werden.

Mein besonderer Dank gilt Andreas Matievits fir den unermidlichen Einsatz bei der
Konzeption und dem Erstellen der Zeichnungen, der Gestaltung des Layouts und der
Titelgrafik sowie fur die vielen Anregungen und Verbesserungsvorschlége beim Ent-
stehen der ersten Auflage. Aufierdem danke ich den Studierenden, allen Mitarbeite-
rinnen und Mitarbeitern, die in den vergangenen Jahren durch ihre Zeichnungen,
Ideen und Beitrdge einen Anteil am Zustandekommen und der Weiterentwicklung
dieses Buches haben.

In der vorliegenden finften Auflage wurden in einigen Kapiteln Aktualisierungen und
Ergénzungen vorgenommen. Insbesondere wurde das letzte Kapitel des Buches Gber
Zentralprojektion - Perspektive um einige Themen erweitert und so entsprechend der
Erfahrungen der letzten Jahre an die aktuelle Lehre angepasst.

Kaiserslautern, im Mai 2015 Cornelie Leopold



EINFUHRUNG

"So wie die Schrift ein Zeichen des Redens, das Reden ein Zeichen des
Verstandes, so sind die mathematischen Zeichnungen und die geometri-
schen Figuren wie die Zeichen ihrer, der Menschen, Vorsfellungen.”]

1 EINFUHRUNG

1.1 Aufgaben der Geometrie fur die Architekturdarstellung

Die Auseinandersetzung mit Architektur, Stadt oder Landschaft bzw. allgemein
rdumlichen Objekten und Strukturen verlangt nach Kommunikationsméglichkeiten
Uber Rdumliches. Zeichnungen und Modelle (Bild 1.1) sind Kommunikationsmedien
in der Bauplanung. Sie sind erforderlich, um sich UGber Entwurf und Planung ver-
sténdigen zu kénnen.

Bild 1.1: Zeichnung und Modell als Kommunikationsmittel in der Bauplanung -
Wohnhaus fir zwei Familien, Essen-Schénebeck, 1985, Burkhard Grashorn

Dabei kénnen mehrere Ebenen unterschieden werden. Skizzieren, Zeichnen,
Modellbauen werden im Entwurfsprozess verwendet, um die Gedanken und Vor-
stellungen zu entwickeln und zu prézisieren. Das Ergebnis des Entwerfens schlieBlich,
das Geplante, wird dann ebenfalls in einer Zeichnung festgehalten, um es den Ent-
scheidungstrégern Uber das Bauprojekt oder den Ausfuhrenden der Planung mitzu-
teilen. Das Zeichnen spielt also sowohl als Entwurfsmittel als auch als
Darstellungsmittel eine Rolle. Die Zeichnung kann im gesamten Entwurfsprozess die
Ideen und Vorstellungen sichtbar werden lassen und hilft diese zu Uberprifen;
genauso steht sie am Ende des Entwurfsprozesses, um den Entwurf denen vorzu-
stellen, die Uber das Projekt entscheiden bzw. dieses ausfGhren. Das dreidimensio-
nale Planungsobijekt wird im Modell als dreidimensionales Gebilde wiedergegeben,
nur in einem anderen Maf3stab und reduziert auf die wesentliche Form.

1. Daniele Barbaro (1513 - 1570) in seinem Kommentar zu den Vitruv-Ausgaben, zitiert nach: Werner Oechslin: Geometrie
und Linie. Die Vitruvianische "Wissenschaft' von der Architekturzeichnung. In: Daidalos 1, 1981, S. 29.
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EINFUHRUNG

Die Geometrie hat hierbei die Aufgabe, sich mit geometrischen Grundformen zu
beschéftigen und ein Formrepertoire zur Verfigung zu stellen. In der Zeichnung wird
das dreidimensionale Planungsobjekt auf zweidimensionalen Zeichnungstrégern
dargestellt. Fur diesen Zweck hat die Darstellende Geometrie Abbildungsmethoden
entwickelt. Beim Abbilden gehen aber Informationen verloren. Daher missen Még-
lichkeiten gefunden werden, wie aus den zweidimensionalen Zeichnungen alle Infor-
mationen Uber das dreidimensionale Objekt entnommen werden kénnen. Die
Geometrie hat die Grundlagen zu liefern, um zweidimensionale Zeichnungen
dreidimensionaler Objekte herzustellen bzw. zu verstehen und um die réumlichen
Objekte aus der zweidimensionalen Zeichnung zu rekonstruieren.

Réumliche Vorstellungskraft und réumliches Denken kénnen bei der Beschéftigung
mit diesen grundlegenden Methoden der Geometrie entwickelt und trainiert werden,
die wichtige Voraussetzungen fiUr jede Planungs- und Entwurfsarbeit sind.

FUr die Geometrie ergeben sich in diesem Zusammenhang somit folgende Aufgaben:

Bild 1.2: Ungeordnet und komplex Bild 1.3: Geometrisch geordnete Formen -
Metamorphose, 1936, Herbert Bayer

1. Erfassen und Beschreiben geometrischer Formen

Die meisten Dinge, die uns umgeben, sind nicht einfach, sondern komplex (Bild 1.2).
Um Dinge erfassen und erkennen zu kénnen, missen wir sie auf Wahrnehmungs-
bzw. Erzeugungskriterien und somit auf ein Ordnungssystem beziehen. Eine der
Méglichkeiten, die Dinge auf ein einfaches Ordnungssystem zu beziehen, ist die
Annahme, alle kérperlichen Dinge seien aus geometrisch beschreibbaren Grundfor-
men zusammengeseizt’ oder kénnten zumindest mittels einfacher geometrisch be-
schreibbarer Grundformen angenéhert werden (Bild 1.3). Geometrie ist ein vom
Menschen geschaffenes Ordnungssystem, um Formen begreifbar und erfassbar zu
machen. lhr kann die Rolle eines sinnlichen Ordnungsfaktors zugewiesen werden.
Als Kommunikationsmedien Uber die Formen dienen Modelle und Zeichnungen.

Ein Wurfel kann z. B. auf Grundlage einer Zeichnung aus einem Netz von sechs Qua-
draten zusammengesetzt werden (Bild 1.4).

2. Vgl. Wolfgang Meisenheimer: Raumstrukturen. Reihe ad. Dusseldorf, 3. Auflage 1990, 2.11.
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EINFUHRUNG

1 e

Bild 1.4: Herstellung eines Wirfelmodells aus einem Netz

2. Methoden zur Abbildung rdumlicher Objekte in die Zeichenebene
Um ein raumliches Objekt in einer Zeichnung zu prdsentieren, sind Methoden zur
Abbildung des rédumlichen Obijektes in die Zeichenebene erforderlich.

N

/

o 4 T T, X b S e

Bild 1.5: Perspektive (Fotomontage) - Baumhéuser,
Helmond, Niederlande, 1976, Piet Blom

Bild 1.6: Grund- und Aufriss der Baumhduser

Die Baumhéuser von Piet Blom (vgl. Bild 5.28) bauen auf der Wurfelform auf, indem
der Wurfel auf seine Raumdiagonale gestellt und von einem Prisma unterstUtzt wird.
Bild 1.5 zeigt die Baumhduser in einer Perspektive, Bild 1.6 in Grund- und Aufriss
aufgrund der Abbildungsmethoden der Zentral- bzw. Parallelprojektion.

3. Rekonstruktionen geometrischer Eigenschaften aus dem Bild des Objektes

Um aus der Zeichnung das rdumliche Objekt rekonstruieren zu kénnen, missen
Methoden zu einer umkehrbaren Eindeutigkeit der Zeichnung entwickelt werden.
Dann kénnen Abmessungen des Objektes sowie die Lage von Ebenen zueinander
ermittelt werden. In Bild 1.6 wurde die wahre Gestalt einer Worfelfléche und der Nei-
gungswinkel o einer Wurfelkante gegen die Standebene ermittelt. Die rédumlichen
Objekte kénnen mit Hilfe dieser Methoden aus den Zeichnungen erfasst werden.

13



EINFUHRUNG

4.Ausfihren geometrischer Konstruktio-
nen des Raumes in der Zeichenebene
Um rédumliche Probleme wie z. B. Konst-
ruktionen von Durchdringungen, An-
schlussen, Dachausmittlungen in der
Zeichnung lésen zu kénnen, missen
Konstruktionsmethoden zur Verfigung
stehen. Das rdumliche Problem des "Wr-
fels von Ruprecht von der Pfalz" (Bild 1.7),
einen Wurfel prismatisch so zu durchboh-
ren, dass sich ein gleichgrofier Wurfel
hindurchschieben lésst, kann in der Zeich-
nung durch Seitenrisskonstruktionen un-
tersucht werden. Bild 1.7: Wurfel von Ruprecht von der Pfalz

Bild 1.8: Peter Eisenman, House llI

Im Entwurfsprozess kénnen diese Methoden verwendet werden, um ausgehend von
geometrischen Grundformen mittels Formmetamorphosen zu komplexeren Formen
zu gelangen wie Peter Eisenman in House Il (Bild 1.8).

5. Rdumliches Vorstellungsvermégen und radumliches Denken trainieren

Die Fahigkeit, sich rdumliche Dinge und Prozesse vorstellen zu kénnen und réumlich
zu denken, ist im Bereich der Architektur und Planung eine wichtige Grundvorausset-
zung. Das Lésen geometrisch rdumlicher Probleme anhand von Zeichnungen und
Modellen kann diese Fahigkeiten unterstitzen und weiterentwickeln. Sich vorstellen
zu kénnen, wie ein raumlicher Gegenstand von verschiedenen Seiten aussieht, ihn in
der Vorstellung zu drehen, rdumliche Beziehungen herzustellen und sich im Raum zu
orientieren, das sind Féhigkeiten, die unter Raumvorstellungsvermégen subsummiert
werden. In Tests zum Raumvorstellungsvermégen, wie z. B. dem dreidimensionalen
Worfeltest von Georg Gittler (Bild 1.9) werden solche Fahigkeiten getestet.

14



EINFUHRUNG

o T L= ] Jeder einzelne Wirfel tragt sechs

Nuﬂ "’ Nn’ Wﬁ}a verschiedene Muster, nur drei davon

ZN ZN richtig kann man sehen. Priifen Sie, ob einer
A B C

G der 6 Antwortwiirfel derselbe Wiirfel
sein kann wie der links gezeigte W(r-
fel X, jedoch in veranderter Lage. Ein

X Qﬂ ;.iﬂ Ich weiss neues Muster kann dabei sichtbar
.a‘ 'Aa‘ o werden.
D E F

H

A

Bild 1.9: Dreidimensionaler Wirfeltest

1.2 Kommunikationsprozess

Im Kommunikationsprozess der Bauplanung muissen Mitteilungen gemacht und
Informationen Ubermittelt werden. Dazu bedarf es eines geeigneten Kommunika-
tionsmediums. Im Planungsstadium muss mit den Entscheidungstrdgern und den
Betroffenen der Bauplanung kommuniziert werden, um zu einem akzeptablen und
optimalen Planungsergebnis zu kommen und die Entscheidungstrédger zu Uber-
zeugen. Im AusfUhrungsstadium muss Uber das zu bauende Objekt mit den Ausfih-
renden, z. B. den Handwerkern, eine Kommunikation stattfinden, damit das gebaute
Objekt schliefilich mit dem Geplanten Ubereinstimmt. Dazu muss etwas anderes das
noch nicht existente, noch nicht gebaute Objekt repréasentieren. Es wird ein Zeichen
for das Planungsobjekt benétigt. Dieses Zeichen kann die Zeichnung oder das Modell
sein. Die zur Kommunikation nétigen Elemente sind Sender, Empfénger, Kanal,
Medium und das zumindest teilweise Ubereinstimmende Zeichenrepertoire (Bild
1.10). Wie Informationen mitgeteilt werden - visuell, akustisch, haptisch, gestisch -
und in welcher kommunikativen Situation sie gegeben werden, hat eine Auswirkung
auf den Kommunikationsprozess.

Kanal

Sender Empfanger
Medium

Zeichen-
repertoire
Empfanger

Zeichen-
repertoire
Sender

Bild 1.10: Kommunikationsmodell

15



EINFUHRUNG

Im Kommunkationsprozess der Bauplanung ist der Kanal das Sehen; die Medien sind
graphische Gebilde, Gezeichnetes auf Papier, Gezeichnetes auf dem Bildschirm, etc..
Den graphischen Gebilden missen Bedeutungen zugeordnet werden, erst dann ist
die Zeichnung ein Zeichen fir das Geplante. Nur mittels Zeichen ist eine Kommu-
nikation méglich. Die Semiotik® beschaftigt sich mit Bedingungen, Wirkungen und
Funktionen von Zeichen und Zeichensystemen.

Ein Zeichen wird als eine triadische Rela- Mittel
tion verstanden, die drei Bezige umfasst: graphisches Gebilde
den Bezug zu materiellen Mitteln, den

Bezug zu einem Obijekt, das bezeichnet Objekt Relation Interpretant
wird, und den Bezug zu einem Inter- Planung Bedeutung
preten und dessen Interpretationen des

Zeichens, dem Interpretantenbezug. Bild 1.11: Zeichenmodell der Zeichnung

Wohnen u. Arbeiten
Entwicklungsvorhaben
e nereny.

. :\
5 Ay

= : 3 A
7 9 ..

S VAR
% % -‘ Y58

Blld 1 12: Belsplele von Zeichnungslegenden
Wohnen und Arbeiten in Frankfurt a. M. und Investorenplan der Unterneustadt in Kassel

In der Zeichnung muss auf ein Zeichenrepertoire zurickgegriffen werden. Eine
Kommunikation ist nur méglich, wenn Zeichenrepertoire von Sender und Empfénger
mindestens teilweise Ubereinstimmen. Ein gemeinsames Zeichenrepertoire wird z. B.
durch eine Zeichnungslegende (Bild 1.12) geschaffen. Es kann auch durch Normen,
die in den sogenannten DIN-Normen (Bild 1.13) festgelegt und konventionalisiert
sind, herbeigefUhrt werden. Das technische Zeichnen beschéftigt sich mit diesen
DIN-Normen. In den Bauzeichnungen werden die so konventionalisierten Zeich-
nungselemente als Zeichenrepertoire fir die Abbildung des dreidimensionalen Bau-
objektes in der Zeichenebene benutzt. Die Kompetenz der Adressaten bzw.
Empfénger bei der Kommunikation mittels einer Zeichnung sind sehr unterschiedlich.
Kompetenz und Interessenlage der zu informierenden Gruppe, Planungsgegenstand
sowie subjektive Vorstellungen des Darstellenden bestimmen die Art der Zeichnung.

3. Elisabeth Walther: Allgemeine Zeichenlehre. Einfihrung in die Grundlagen der Semiotik. DVA Stuttgart 1979.
Max Bense: Das Universum der Zeichen. Agis-Verlag Baden-Baden 1983.
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EINFUHRUNG

Die von Lasswell aufgestellte Formel:

"Wer sagt was mit welchen Mitteln zu wem mit welcher Wirkung?2"*

beschreibt vereinfacht die verschiedenen wichtigen Komponenten des Kommunika-
tionsprozesses. Wenn Uber einen Gebdudeentwurf kommuniziert werden soll, muss
Uberlegt werden, wer der Adressat der Mitteilung ist und welche Wirkung erzielt wer-
den soll. Aus diesen Uberlegungen resultiert dann die Wahl der Abbildungsmethode.
Stark vereinfacht bedeutet das:

Entscheidungstrdger als Adressaten Ausfuhrende als Adressaten
Zeichnung sollte anschaulich sein Zeichnung sollte maf3getreu sein
Axonometrie oder Perspektive Grund- und Aufriss
Linienart Anwendungsbereich Zuordnung zu MaBstab
<1:100 21:50
Linienbreite
Vollinie Begrenzung von Schnittflachen 05 0,5 1,0 1,0
Vollinie Sichtbare Kanten und sichtbare Umrisse 0,25 0,35 0,5 07

von Bauteilen, Begrenzung von Schnitt-
flachen von schmalen oder kleinen Bauteilen

Vollinie MabBlinien, MaBhilfslinien, Hinweislinien 0,18 0,25 0,35 05
Lauflinien, Begrenzung von Ausschnitt-
darstellungen, vereinfachte Darstellungen

Strichlinie Verdeckte Kanten und verdeckte 0,25 0,35 05 0,7
Umrisse von Bauteilen

Strichpunktlinie Kennzeichnung der Lage der Schnittebenen 05 05 1,0 1,0

Bild 1.13: Ausschnitt aus DIN 1356 Bauzeichnungen - Linienarten und Linienbreiten

1.3 Zeichnen
1.3.1 Anfdénge des Zeichnens

Die bisher entdeckten dltesten Zeichnungen der Menschheit sind bildliche Dar-
stellungen, die zeigen, dass sich in den Urgesellschaften schon vielféltiges bildneri-
sches Gestalten entwickelt hatte. Die Urspringe werden in einer magisch-rituellen
Kérperbemalung und in willkirlich hinterlassenen Spuren des Fufies und der Hand
(Bild 1.14) gesehen.

Aus diesen Spuren werden dann absichtsvoll erzeugte Zeichen. Viele Zeugnisse der
frOhen bildnerischen Betétigung sind ab der Mittelsteinzeit erhalten. Die Motive krei-
sen um das Thema Jagd.

4. Harold D. Lasswell: The Structure and Function of Communication in Society. In: L. Bryson (Hrsg.): The Communications
of Ideas. New York 1948, S. 37.
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Es sind noch keine Anhaltspunkte dafir vorhanden, dass die Zeichnungen als Pla-
nungsmittel dienen. Spatestens am Ende der Jungsteinzeit wurden geometrisch
genaue Kreisfiguren mittels Drehmechanik erzeugt; Astronomen deuten die Zeich-
nung mit den Kreisfiguren als Sternbildkarte (Bild 1.15).

Die megalithischen Baukérper, z. B. die jungsteinzeitliche Kultstétte von Stonehenge/
England, entstanden in der Auseinandersetzung mit der vorhandenen Natur und sind
nicht Produkt einer detailierten Planung, wie dies die Pyramiden darstellen. Die
Gegensdtzlichkeit dieser aufeinanderfolgenden Bauperioden kann in der sozialen
Verwandlung der Gesellschaft gesehen werden. Die mechanisch-technischen Hilfs-
mittel waren dieselben. Die Gesellschaft entwickelte sich von einer Stammesordnung
zur theokratischen Monarchie. Insbesondere in Agypten hat sich diese Verénderung
rasch vollzogen. Zentrale Planung kennzeichnete die Gesellschaft. Ein ausgedehntes
Verkehrs- und Bewdsserungskanalsystem entstand. Die staatliche Verwaltung musste
die Kontrolle Gber alle Vorgénge im Land ausiben.

Bild 1.14: Fingerzeichnung in der Héhle von Bild 1.15: Jungsteinzeitliche Zeichnung des ,Steins
Altamira / Spanien vom Sewan - See”, 4. Jahrtausend v. Chr.

So entwickelten sich Zahlzeichen und ein Zahlensystem, eine Bilderschrift. Den
Schreibern wurde die Pflege und Weiterentwicklung der Kulturtechniken Uberlassen.
Eine staatliche Aufgabe erwuchs aus der Notwendigkeit, die Ackerfléchen entlang des
Nils jedes Jahr nach der Uberschwemmung neu aufzuteilen. Dies war Anlass fur die
Entwicklung einer neuen kulturellen Technik, mit der die Felder, Wege und Kandle
objektiv eingemessen werden kénnen: die Feld- oder Landvermessung. Die Agypter
nannten sie "Seilkunst", weil das Seil bei der Vermessung das wichtigste Werkzeug
war (Bild 1.16). Der Begriff der geraden Linie (lat. linum = Bindfaden aus Flachs) kann
als Abstraktion des gespannten Seils interpretiert werden. Die Feldaufteilungen
werden dann auf Papyrus festgehalten. Der Schritt vom Zeichnen auf der
Nilschlammebene zum Zeichnen auf einem Plan war vollzogen. Eine systematische
geometrische Lehre war aber noch nicht entwickelt. Es gab nur Handlungsanwei-
sungen und Vorschriften in Form von Rezepten.®

5. Vgl. Jérg Sellenriek: Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des konstruktiven Zeichnens. Minchen 1987.
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Eine wissenschaftliche Grundlehre der Geometrie wird erst ab dem 6. Jh. v. Chr. von
den Griechen entwickelt. Auch einige praktische Regeln der Raumgeometrie wurden
von den Agyptern durch die Notwendigkeit, Transportbehélter und Vorratshéuser for
die Steuerabgaben herzustellen, aufgestellt. Sie konnten z. B. den Inhalt eines zylin-
drischen Behadlters rechnerisch und zeichnerisch in einen rechteckigen umwandeln.

Die grofle représentative Staatsarchitektur erforderte schlielich eine vollstandige
Vorplanung in Form von Zeichnungen. Das Bauzeichnungswesen wurde entwickelt.
Die Héhenausdehnung, die im Vergleich zur Feldmessung nun hinzukam, wurde in
den Plénen so wiedergegeben, dass die orthogonalen Héhenmafle in den Plan um
den rechten Winkel geklappt wurden (Bild 1.17).

So entwickelten sich die Bauzeichnungen aus der Notwendigkeit der Vorplanung zu
einem Zeichensystem.

Bild 1.17: Stadt Madaktu, ca. 650 v.Chr.
Grabkammer Menena, um 1400 v. Chr.

Parallel zu den phylogenetischen Anféngen des Zeichnens und der Geometrie kann
die individualgenetische Entwicklung aufgezeigt werden. Zufdllige Spuren des Kindes
in der sogenannten Kritzelphase (Bild 1.18) werden allmdéhlich zu absichtsvoll
gesetzten Formen und Farben.® Die Kritzeleien im Alter bis etwa drei Jahren sind als
Schmierspuren der Arm- und Handmotorik geprégt und stellen nichts dar. Das Kind
erkennt nach und nach einen Zusammenhang zwischen seinen Bewegungen und
den Kritzeln auf dem Papier und beginnt sein Gekritzel zu benennen, ohne dass das
Benannte erkennbar ist. Erst allmahlich kénnen Analogien zwischen einem darzu-
stellenden Gegenstand oder Ereignis und dem Gezeichneten gesehen werden. Zwi-
schen dem 3. und 4. Lebensjahr beginnt das Kind bewusst Formen darzustellen und
ordnet diesen Formen dann Bedeutungen zu. Es erkennt, dass der gezeichnete Kreis
ein Kopf sein kénnte. Das Kind setzt seine Vorstellung von einem Objekt in die Zeich-
nung um, nicht dessen visuelle Beobachtung.

6. Hans-Gunther Richter: Die Kinderzeichnung. Entwicklung, Interpretation, Asthetik. Dusseldorf 1987.
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Die frUhen darstellenden Phasen des Kindes werden daher Pre-Schema- (4.-7.
Lebensjahr) und Schema-Stufe (7.-9. Lebensjahr) genannt. Méglichkeiten des Dar-
stellens von rdumlichen Gegensténden in Zeichnungen entwickeln die Kinder in ver-
schiedenen Phasen d&hnlich der phylogenetischen Entwicklung. Im Alter von 6-8
Jahren entstehen héufig Zeichnungen, bei denen die Ansichten der Gegensténde in
die Draufsicht hineingeklappt werden; Grund- und Aufriss werden sozusagen
miteinander kombiniert (Bild 1.19, vgl. Bild 1.17). Das Kind kann in diesem Alter die
verschiedenen Blickwinkel noch nicht koordinieren. Es handelt sich nicht um wirkliche
Projektionen der Gegenstinde. Die Entfernungen und die Blickwinkel spielen noch
keine Rolle. Dennoch erarbeitet sich das Kind in dieser Zeichenphase schon die ver-
schiedenen Projektionen, ohne sie untereinander koordinieren zu kénnen.

Im Alter von 8-9 Jahren erscheinen dann Zeichnungen, die zugleich Perspektiven,
Proportionen, Maf3e und Entfernungen bericksichtigen. Es beginnt die Phase des
visuellen Realismus.

Bild 1.18: Zeichnung von Hannah Bild 1.19: Zeichnung von Fabian (7 Jahre alt)
(1 Jahr, 4 Monate alt)

1.3.2 Grafisches Zeichensystem

Als graphische Elemente stehen in einer Zeichnung

Punkte, Linien und Fléchen zur Verfigung. Punkte O O O )
kénnen durch unterschiedliche Symbole (Bild 1.20)
X X

gekennzeichnet werden, die in Farbe und Gréfie diffe-
renziert werden koénnen. Eine Linie kann unter-

schiedliche visuelle Variablen haben: il
- Form (gerade, geknickt, gekrOmmt, kreisférmig ...) ///
\_\

- Richtung
- Farbe/Helligkeitswert N K
- Muster (Vollinie, gestrichelt, strichpunktiert ...) N

- Gréfle 7

+ +

Bild 1.20: Darstellungen von
Punkten und Linien

7. Jacques Bertin: Graphische Semiologie. Berlin 1974, S.15ff.
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Flachen kénnen nur durch ihre Begrenzungen bzw. ihre Umrisse dargestellt werden,
durch Farben bzw. Helligkeitswerte und durch Muster (Bild 1.21).

I @

Umrissdarstellung Begrenzungen Farbe/Helligkeitswert Muster Schattierte Darstellung

Bild 1.21: Mégliche Darstellungen von Fléchen

1.4 Visuelle Wahrnehmung

Bild 1.22: Sehvorgang - Abbildungsvorgang im Auge

Der Kommunikationsprozess in der Bauplanung wurde als visuelle Kommunikation
gekennzeichnet. Die Grundlage der visuellen Kommunikation ist die visuelle Wahr-
nehmung. Der Wahrnehmungsvorgang wird als Reiz-Reaktionsschema aufgefasst.
Nach Helmholtz® nehmen wir nie die Gegensténde der AuBenwelt unmittelbar wahr,
sondern wir nehmen nur Wirkungen dieser Gegensténde auf unsere Nervenapparate
wahr. Der optische Sehvorgang wird mit dem Fotografieren verglichen. Der Gegen-
stand wird auf die Netzhaut projiziert (Bild 1.22).

Das Netzhautbild wird an das Gehirn Gbermittelt und dort zu einem Eindruck der
Szene verarbeitet, den wir dann wahrnehmen. Dies ist ein stark vereinfachtes Wahr-
nehmungsmodell.” Was beim Wahrnehmen alles vor sich geht, ist damit noch nicht
erfasst.

8. Hermann von Helmholtz: Uber das Sehen des Menschen. In: Vortréige und Reden. 1. Band, 5. Aufl., Braunschweig 1903,
S.115.

9. Irvin Rock: Wahrnehmung - Vom visuellen Reiz zum Sehen und Erkennen. Heidelberg 1985, S. 1.

21



EINFUHRUNG

In Bild 1.23 kénnen wir eine Vase auf weilem Grund sehen oder aber zwei Gesichter
im Profil.

Wie ist es zu erkléren, dass ein Bild zwei ganz verschiedene Eindricke hervorrufen
kann, wenn das Wahrnehmen &hnlich zustande kommt wie das Bild durch eine
Kamera?¢ Die Kamera-Analogie muss als naiver Realismus bezeichnet werden, bei
dem die Welt, die wir wahrnehmen, identisch ist mit der realen Welt, die unabhéngig
vom Betrachter existiert. Diese Vorstellung kann jedoch nicht aufrechterhalten wer-
den. Unsere Erfahrungswelt ist nicht einfach gleichzusetzen mit der physikalischen
Welt. Unser Denken schafft ein eigensténdiges Bild der Welt. Die Welt, die wir in
unserer Wahrnehmung erschaffen, unterscheidet sich qualitativ von der physikali-
schen Welt, weil wir sie nur innerhalb der Grenzen unserer Sinne erfassen kénnen.
Wir haben keinen unmittelbaren Wirklichkeitszugang, wie schon Helmholiz fest-
stellte, sondern alle Informationen sind durch unsere Sinnesorgane und unser Den-
ken gefiltert. Hinzu kommen Seherfahrungen, die unser Wahrnehmen beeinflussen.

\\\'\ NN

i

\\ \'\I \\ /' ;,.f

Bild 1.23: Rubinsche Vase Bild 1.24: Ponzo-T&uschung Bild 1.25: Quadrattéuschung

Die Hunde bzw. die Strecken in Bild 1.24 sehen verschieden grofy aus, obwohl sie
genau gleich grof3 sind. Der italienische Psychologe Mario Ponzo hat diese Téu-
schung entdeckt. Das Bild mit den Hunden enthdlt noch weitere Tduschungen. Die
Wandleiste links unten ist nicht als Verlangerung der gegeniuberliegenden Leiste
rechts oben zu erkennen (Poggendorff-Téuschung) und die vordere Teppichkante
erscheint kurzer als die untere Kante der Rickwand. Die Téuschungen kommen
dadurch zustande, dass jeweils andere Entfernungen unterstellt werden, da das Bild
als perspektivisches Bild eines Raumes interpretiert wird.

Auch die Quadrattéuschung (Bild 1.25) ist auf die perspektivische Sehgewohnheiten
zurickzufuhren. Das gezeichnete Quadrat erscheint durch die Strahlen als Trapez.
Durch die Strahlen wird die Zeichnung als perspektivisches Bild eines Quadrats inter-
pretiert und dieses erscheint dann verzerrt als Trapez.
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Wie kommt es zur Interpretation einer Zeichnung als Bild eines Raumes?
Wann wirkt eine bestimmte Zeichnung rdumlich, eine andere aber nicht?

Die visuellen Wahrnehmungserfahrungen prédgen das Erfassen von Zeichnungen.
Durch Vergleichen mit dem visuellen Wahrnehmen und dem in der Zeichnung Dar-
gestellten wird die Zeichnung als Darstellung von etwas Rédumlichem interpretiert.

Transformationen dreidimensionaler Objekte in die zweidimensionale Zeichnung
sind an Gesetzméfligkeiten gebunden, die aus den Wahrnehmungsvorgdngen der
realen dreidimensionalen Welt entwickelt werden. Die in Darstellender Geometrie
benutzten Abbildungsmethoden beinhalten die Gesetzméfligkeiten. Wenn einige
Ebenen des rédumlichen Objektes parallel zur Bildebene liegen und einige Kanten
einander decken, wird eine flachige Deutung der Zeichnung begunstigt. Am Beispiel
von Wirfel und Oktaeder'® (Bild 1.26) wird dies deutlich.

R BR @
<D =iy

Bild 1.26: "Wirksame" und "unwirksame" Bilder von Wirfel und Oktaeder

Eine Zeichnung des Objektes in schréger Lage, bei der jede Kante zu sehen ist,
ermoglicht eher eine rdumliche Deutung der Zeichnung. Allerdings muss der
Betrachter der Zeichnung bereits eine Vorstellung von der wahren Form bzw.
Réumlichkeit besitzen, um die Zeichnung raumlich wahrnehmen zu kénnen. Der
Betrachter sucht stets nach bekannten regelméfligen Figuren. Sind diese in der
ebenen Zeichnung zu erkennen, bleibt es bei der zweidimensionalen Deutung, sonst
wird nach einer regelméfligen Figur mittels einer dreidimensionalen Interpretation
gesucht. Metzger bezeichnet dies als das Gesetz der gréfiten Ordnung, der guten
Gestalt. In einer Zeichnung, insbesondere in einer axonometrischen Darstellung,
kann oft nicht klar zwischen oben und unten bzw. vorne und hinten unterschieden
werden.

10. Wolfgang Metzger: Gesetze des Sehens. 3. Auflage, Frankfurt a. M. 1975, S. 457.
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Die Zeichnung l@sst manchmal verschie-

dene Deutungen offen, wie das Boden-

muster in Pompeiji (Bild 1.28).

Die Zeichnung gibt nicht eindeutig an, ob

etwas als konkav oder konvex zu deuten

ist. Aus Erhebungen kénnen visuell Ver-

tiefungen werden oder umgekehrt. Die I. ] 'I
Personen auf der Treppe (Bild 1.29)

machen die zwei Interpretationsméglich-
keiten deutlich.

Durch Vereinigungen beider Interpreta-
tionsméglichkeiten in einer Zeichnung
entstehen unmégliche Objekte wie in Bild Bild 1.27: Unmégliche Dreibalken-Konstruktion
1.27 und 1.30. und unméglicher Wirfel

Bild 1.30: Unméglicher Wirfel,
1984, Shigeo Fukuda 1984, Dirk Huizer

1.5 Raumvorstellung

1.5.1 Bedeutung der Raumvorstellung

Réumliches Vorstellungsvermégen ist die Féhigkeit, in der Vorstellung rédumlich zu
sehen und raumlich zu denken. Raumvorstellung ist ein Faktor der Intelligenz des
Menschen. In der Psychologie wurden verschiedene Theorien zum Aufbau und zur
Struktur der menschlichen Intelligenz erarbeitet. Als Primérfaktoren der Intelligenz
wurden nach Thurstone'!' unterschieden: sprachliches Verstéandnis, Wortflussigkeit,
rechnerisches Denken, Wahrnehmungsgeschwindigkeit, Raumvorstellung, Gedécht-
nis und logisches Denken. Gardner'? entwickelte ein umfassenderes Bild der men-
schlichen Intelligenz, eine Theorie der multiplen Intelligenzen.

11. L. L.Thurstone: Primary Mental Abilities. Chicago 1938.
12. Howard Gardner: Frames of Mind - The Theory of Multiple Infelligences. New York 1985.
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Er spricht dann von sechs unterschiedlichen menschlichen Intelligenzen: linguisti-
sche, musikalische, logisch-mathematische, raumliche, kérperlich-kinasthetische, in-
tra- und interpersonale Intelligenz. In allen Intelligenzkonzepten wird der Raum-
vorstellung eine essentielle Bedeutung zugesprochen. Ausgehend von der sinnlichen
Raumwahrnehmung werden die Sinneseindricke gedanklich verarbeitet, so dass
Vorstellungsbilder entstehen, die auch ohne das Vorhandensein der realen Objekte
verfigbar sind. Raumvorstellung beschrénkt sich nicht darauf, diese Bilder im
Geddchtnis zu speichern und in Form von Erinnerungsbildern bei Bedarf abzurufen,
sondern auch aktiv mit den Bildern umzugehen, mit den vorgestellten Objekten zu
agieren und neue Bilder aus vorhandenen vorstellungsmaflig zu entwickeln.

Raumvorstellungsvermégen brauchen wir, um uns téglich in unserer dreidimensiona-
len Umwelt zurechtzufinden, z. B. sich ankleiden, sich fortbewegen. Um wie in Archi-
tektur und Planung gestaltend auf die Umwelt einwirken zu kénnen, ist Raumvor-
stellung von besonderer Bedeutung. Wir missen die wahrgenommenen Dinge in der
Vorstellung verédndern und diese verénderten rédumlichen Vorstellungen auch ande-
ren mitteilen kénnen.

Die Raumvorstellung beinhaltet die komplexe Fahigkeit, mit zwei- oder dreidimensio-
nalen Objekten in der Vorstellung zu arbeiten. Es kénnen finf Komponenten unter-
schieden werden: rdumliche Wahrnehmung, Veranschaulichung, Vorstellungsféhig-
keit von Rotationen, rdumliche Beziehungen und réumliche Orientierung.'® Diese
Komponenten kénnen aber nicht véllig getrennt voneinander gesehen werden. Bild
1.31 - 1.35 zeigen Beispiele verschiedener Tests zu den Raumvorstellungskompo-
nenten.

Welcher Wasserspiegel?

Betrachten Sie den Wasserspiegel in
der rechts gezeigten Flasche.
Daneben sind Bilder derselben Fla-
sche in gekippter Position. Ent-
scheiden Sie, welche der drei
Abbildungen den richtigen Winkel des
Wasserspiegels zeigt: A, B oder C.

A B C

Bild 1.31: Testbeispiel zur réumlichen Wahrnehmung - Identifikation der Horizontalen und Vertikalen

13. Peter H. Maier: Rdumliches Vorstellungsvermégen. Frankfurt a. M. 1994, S.14.
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Bild 1.32: Testbeispiel zur Veranschaulichung - "Differential Aptitude Tests": Welches der Objekte A - D
kann aus dem links abgebildeten Muster (AuBenseite des Objektes) gefaltet werden?

d oG b

Bild 1.33: Testbeispiel zur Vorstellungsféhigkeit von Rotationen - "Mental Rotation Test":
Welche der Obijekte A - D stimmen mit dem links abgebildeten Uberein?

i dddi

Bild 1.34: Testbeispiel zu rdumlichen Beziehungen: Welcher der vier Wirfel A - D kann durch das links
abgebildete Eckstick passend ergénzt werden?

D $8 9P

Bild 1.35: Testbeispiel zur réumlichen Orientierung:
Welches der Objekte A - D kann die beiden links gezeigten Ansichten erzeugen?
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1.5.2 Entwicklung des Raumvorstellungsvermégens

Das Raumvorstellungsvermégen entwickelt sich vom Tag der Geburt an. Das Baby
lernt, Gesichter, Formen und Dinge zu erkennen und zu unterscheiden. Das
Kleinkind entdeckt die Entfernung und wie diese das Aussehen eines Gegenstands in
Bezug auf Gréfle und Perspektive beeinflusst. Im Alter zwischen 7 und 14 entwickelt
sich die rdumliche Intelligenz am stérksten. Nach Studien von Piaget und Inhelder'*
entdeckt das Kind zuerst topologische Bezige, d. h. Merkmale wie offen und
geschlossen, begrenzt, benachbart, aufeinanderfolgend werden erkannt. Mit Beginn
der Schulzeit entwickelt sich dann eine projektive Raumvorstellung, mit der das Kind
in der Lage ist, verschiedene Betrachterstandpunkte einzunehmen. Besonders be-
kannt geworden ist der Drei-Berge-Versuch (Bild 1.36) zur rdumlichen Orientierung,
bei dem die Versuchsperson verschiedene Betrachterstandpunkte in der Vorstellung
einnehmen muss.

Bild 1.36: Drei-Berge-Versuch von Jean Piaget und Bérbel Inhelder

In diesem Versuch wurde Kindern ein Pappmaché-Modell mit verschieden hohen Ber-
gen vorgelegt. Vom Standort A aus sieht das Kind die verschiedenen Berge. Das Kind
soll dann mit drei Pappsticken in Form von Bergen zeigen, was eine Person von den
anderen Standpunkten aus sieht, ohne dass das Kind selbst diesen Standpunkit
einnimmt. Es zeigte sich, dass die Kinder erst ab ca. 7 Jahren in der Lage waren, den
momentanen Standpunkt vorstellend zu verlassen und die anderen Standpunkte nur
in der Vorstellung einzunehmen. Vor diesem Alter zeigten die Kinder stets dasselbe
Bild, gleichgultig, welchen Standpunkt sie vorstellend einnehmen sollten.
Schlie3lich wird teilweise parallel zur projektiven Raumvorstellung die euklidische
Raumvorstellung entwickelt. Die Person ist dann in der Lage, den Erhalt von
Abstdnden, Ladngen, Flachen, Volumina bzw. deren Verénderung zu beurteilen. Diese
Entwicklungen finden am stérksten im Alter von 9 bis 14 Jahren statt.

14. Jean Piaget und Bérbel Inhelder: Die Entwicklung des rdumlichen Denkens beim Kinde. Stuttgart 1971.
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Durch verschiedene Studien'® wurde herausgefunden, dass Raumvorstellung bei Per-
sonen verschiedenen Alters trainierbar ist. Beim Training der Raumvorstellung
spielen visuelle Modelle und ganz besonders greifbare réumliche Modelle (Bild 1.37)
eine bedeutende Rolle. Handlungsorientierte Aktivitéten an diesen Modellen, auch
das Anfertigen von Skizzen, Schneiden, Zusammensetzen, Abwickeln der Modelle
erweisen sich als wirkungsvoll. Um sich rdumliche Gegensténde und deren Manipu-
lation bzw. Verdnderung besser vorstellen zu kénnen, ist es hilfreich, mit greifbaren
Modellen diese Prozesse tatséchlich durchzufUhren. An deren Stelle kénnen auch vir-
fuelle Modelle treten, die verénderliche Prozesse noch besser aufzeigen kénnen.
Bild 1.38 zeigt ein mittels VRML (Virtual Reality Modeling Language) erzeugtes virtu-
elles Modell,'® das in eine virtuelle Welt integriert ist, in der Interaktionen und
Animationen méglich sind. Anhand des virtuellen Modells kann beobachtet werden,
wie sich die Schnittkurve der beiden Kérper verédndert, wenn der Durchmesser des
Zylinders vergréfiert bzw. verkleinert wird.

—
N EA R oy A

Bild 1.37: Rdumliches Modell der Durchdringung Bild 1.38: Virtuelles Modell der Durchdringung
von Kegel und Zylinder von Kegel und Zylinder

Ein Training durch das Betrachten von Modellen von oben, von vorne, von der Seite,
etc. fUhrt allméhlich dazu, in anderen Fdéllen sich die verschiedenen Ansichten eines
rdumlichen Gegenstandes in der Vorstellung erarbeiten zu kénnen. Wirkungsvoll
sind auch Aufgaben, bei denen aus den Ansichten auf einen méglichen réumlichen
Gegenstand geschlossen werden muss oder umgekehrt die verschiedenen Ansichten
eines rdumlichen Gegenstandes angegeben werden sollen (vgl. Testaufgabe in Bild
1.35). Die Darstellende Geometrie, die bei der Lésung der geometrischen Problem-
stellungen immer auf Bilder und Vorstellungen der réumlichen Objekte zurickgreift,
kann die Raumvorstellung weiterentwickeln. Daher sollte beim Erarbeiten der Inhalte
dieses Buches stets rdumlich vorstellend gearbeitet werden und nicht nur einzelne
Zeichenschritte nachvollzogen werden.

15. G. Gittler: Intelligenzférderung durch Schulunterricht: Darstellende Geometrie und rdumliches Vorstellungsvermégen.
In: G. Gittler et al.: Die Seele ist ein weites Land: aktuelle Forschungen am Wiener Institut fur Psychologie. Wien 1994.

16. Im Infernet unter der Adresse http://www.uni-kl.de/AG-Leopold/dg/forschung/raumvorstellung/vrml_modelle
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2 ABBILDUNGSMETHODEN

2.1 Projektionsarten

Um dreidimensionale Objekte wie Gebé&ude, Stadtréume oder Bauteile darzustellen,
werden diese auf eine Bildfléche bzw. eine Bildebene abgebildet. Der hierbei ver-
wendete mathematische Abbildungsbegriff bedeutet, dass die Elemente einer Menge
A eindeutig den Elementen einer Menge B zugeordnet werden, d. h. die Punkte im
Raum werden eindeutig den Punkten der Bildflache bzw. Bildebene zugeordnet.
Dabei kénnen die Objekte auch auf eine gekrimmte Bildfléche abgebildet werden.
Bild 2.1 zeigt die Abbildung der réumlichen Umgebung auf eine Kugeloberfléche,
also auf eine gekriommte Bildfléche durch Spiegelung am Beispiel der Géode im Parc
de la Villette in Paris.

Ca? VALY . e g 4
Bild 2.1: Kugel als Bildflache - Géode, Parc de La  Bild 2.2: Methode des Projizierens: Schattentheater,
Villette, Paris, 1980-86, A. Fainsilber 1678, Samuel van Hoogstraten

Punktimenge A —» Punkimenge B
Figur im Raum Figur in der Bildfléche bzw. Bildebene
Original Bild

Bei der Abbildung der dreidimensionalen Objekte auf eine zweidimensionale Bildfla-
che bzw. Bildebene geht eine Dimension verloren. Es entstehen zweidimensionale
Bilder dreidimensionaler Gegensténde. In den héufigsten Féllen beschrénken wir uns
auf die Abbildung der rdumlichen Objekte auf eine Bildebene. Dabei benutzen wir
die Methode des Projizierens, die der Projektion eines Gegenstandes auf eine Lein-
wand mit Hilfe einer Lichtquelle nachempfunden ist. Die Methode des Proijizierens
wird am Beispiel eines Schattentheaters deutlich, bei dem kleine Figuren mit Hilfe
von Rampenlichtern an die Wand projiziert werden (Bild 2.2). Die proijizierten Figuren
stellen die Theaterszenen dar. Solche Schattenspiele waren in Frankreich besonders
im 19. Jahrhundert beliebt. Die Projektion wird in zwei Varianten verwendet.
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2.1.1 Zentralprojektion

Bei der ersten Variante der Methode des Projizierens wird von einem Projektionszen-
trum O (O ¢ 1) aus durch jeden Punkt P des raumlichen Objekts ein Projektionsstrahl
OP gezogen und sein Durchstof3punkt P' mit der Bildebene 1 ermittelt.

Bild 2.3: Methode der Zentralprojektion

Der Punkt P' ist das Bild von P, auch Riss genannt. Jedem Punkt P, auer dem Projek-
tionszentrum O, wird genau ein Punkt P' in der Bildebene 1t zugeordnet. Die Abbildung
ist also fur alle Punkte P # O eine eindeutige Abbildung. Diese Abbildung heif3t Zen-
fralprojektion, das entstandene Bild heif3t Zentralriss oder Perspektive.

Abbildungsmethode
Objekt B>  Bild des Objektes = Zentralriss / Perspektive
Zentralprojektion

Dieses Abbildungsverfahren ist dem natirlichen Sehvorgang so weit wie méglich
nachgebildet. Durer hat dieses Verfahren in Form einer Versuchsanordnung in einem
Holzschnitt (Bild 2.4) dargestellt.

Eine Zeichnung von 1583 (Bild 2.5) erldutert diese Versuchsanordnung. Die Ose in
der Wand (G) stellt das Projektionszentrum dar. Der gespannte Faden zwischen der
Ose in der Wand und einem Punkt des abzubildenden Obijekts (L) steht fur den Pro-
jektionsstrahl. Der Durchstof3punkt (N) des Fadens mit der Bildebene wird mit Hilfe
eines Fadenkreuzes festgehalten. Die Bildebene ist festgelegt durch den Rahmen und
eine klappbare Zeichenebene. Nach dem Entfernen des gespannten Fadens kann die
Zeichenebene in den Rahmen geklappt und der erhaltene DurchstoBpunkt mit Hilfe
des Fadenkreuzes auf die Zeichenebene Ubertragen werden. Das Objekt wird dann
punktweise in der Bildebene ermittelt.
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Bis zur Erfindung der Fotografie war dieser Perspektiv-Zeichentisch weit verbreitet. Er
kann das Abbildungsverfahren der Zentralprojektion anschaulich vor Augen fGhren.

Bei der Abbildung werden Geraden im Raum auf Geraden in der Bildebene
abgebildet. Die Abbildungsmethode der Zentralprojektion auf eine Bildebene ist
geradentreu. Dadurch wird eine gewisse "Ahnlichkeit" zwischen Original und Bild
erreicht. Dies ist bei der Abbildung auf eine Kugeloberfléche wie in Bild 2.1 nicht der
Fall. Geraden erscheinen dort in der Bildfléche als gekrimmte Linien. Daher kommt
nur in Sonderféllen eine Abbildung auf eine gekrimmte Bildfléche zur Anwendung.
Bei einer Panorama-Perspektive wird zum Beispiel der Raum auf eine zylindrische
Bildflache abgebildet.

Als Zentralriss bzw. Perspektive kann der Schatten eines Gegenstandes bei kinst-
licher Beleuchtung mit einer nahezu punktférmigen Lichtquelle interpretiert werden.

W

B P

Bild 2.4: Veranschaulichung der Methode, 1525, Bild 2.5: Erlduterungszeichnung zu Dirers
Albrecht Direr Zeichenmaschine, 1583

Die Lichtquelle ist dabei das Projektionszentrum. Der Lichtstrahl kann als Projektions-
strahl gedeutet werden (Bild 2.6).

Bild 2.6: Schatten bei Zentralbeleuchtung
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Eine Fotografie eines Objektes (Bild 2.7) kann ebenfalls als Zentralriss gedeutet wer-
den. Die Bildebene ist die lichtempfindliche Oberflache des Films, das Projektions-
zentrum ein Punkt im Obijektiv.

Kameraobjektiv

Filmoberflache

Bild 2.7: Fotografie

Die Zentralprojektion ist ein vereinfachtes Modell des Sehvorgangs und des Foto-
grafierens. Daher kann die Zentralprojektion anschauliche, aber wenig mafigerechte
Bilder liefern.

2.1.2 Parallelprojektion

Die Methode des Projizierens wird in der zweiten Variante so veréndert, dass das Pro-
jektionszentrum "ins Unendliche" rickt. Die Projektionsstrahlen gehen dann nicht
durch ein Projektionszentrum, sondern sind alle untereinander parallel.

Die Richtung der Projektionsstrahlen be-
stimmt das entstehende Bild (Bild 2.8).
Diese Abbildung heifit Parallelprojek-
tion, das entstandene Bild Parallelriss.
Die Parallelprojektion ist wie die Zentral-
projektion eine eindeutige, geradentreue
Abbildung. Die Abbildungsmethode ent- i
spricht nicht dem Sehvorgang. Die Paral-
lelprojektion liefert daher Bilder, die nicht
immer sehr anschaulich sind. Dafir kén-
nen die Maf3verhdlinisse der raumlichen
Objekte aus den Bildern leichter abgele-
sen werden. Bild 2.8: Parallelriss eines Hauses
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Ein Modell fur dieses Abbildungsverfah-
ren kann darin gesehen werden, dass die
Sonne als Projektionszentrum gedeutet
wird. Da die Sonne sehr weit entfernt ist,
werden die Lichtstrahlen als parallel
angenommen. Daher kann der Schatten
eines Gegenstandes auf die Standebene
bei natirlicher Beleuchtung (Sonne) als
Parallelriss gedeutet werden (Bild 2.9). Bild 2.9: Schatten bei Parallelbeleuchtung

Zu unterscheiden sind:
1. Schiefe (allgemeine) Parallelprojektion (0 < o < 90°)
Die Projektionsstrahlen treffen schief auf die Bildebene auf (Bild 2.10).

Und der Sonderfall:

2. Normalprojektion (senkrechte Parallelprojektion)

Die Projektionsstrahlen treffen senkrecht auf die Bildebene auf (Bild 2.11). Das ent-
standene Bild heif3t Normalriss.

DY -

4 T

Bild 2.10: Schiefe Parallelprojektion Bild 2.11: Senkrechte Parallelprojektion

Bei der Normalprojektion kann eine Aussage daruber getroffen werden, wie eine
Strecke bei der Abbildung verzerrt wird. Eine Strecke kann im Normalriss nicht lénger
sein als im Original. Das Bild jeder Strecke wird verkurzt. Wenn die Strecke jedoch
parallel zur Bildebene ist, dann bleibt sie unverzerrt. Es ist bei Normalprojektion
sogar eine einfache Aussage Uber den Verkirzungsfaktor méglich (vgl. Bild 2.12):

<1

= cosao —>» O<

%Il
%II%

Das Verzerrungsverhadlinis der Lange der Bildstrecke A'B' zur Originalstrecke AB ist
gleich dem Kosinus ihres Neigungswinkels gegen die Bildebene (Bild 2.12). Bei
schiefer Parallelprojektion ist eine solche Aussage nicht méglich.
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Aus einem Normalriss lassen sich am
leichtesten die wahren Gréf3en von Strek-
ken und Winkeln des Originals ermitteln.
Die Normalprojektion ist daher zur Her-
stellung technischer Zeichnungen, die o
Grundlage fur die Umsetzung eines ge-
planten Projektes in die Realitat sind, am
besten geeignet. Die Handwerker kén- o

nen aus den Normalrissen die wahren A B =
Abmessungen des Objektes rekonstruie-

ren. Die Normalrisse besitzen aber im all- Bild 2.12: Verzerrungsverhdlinis einer Strecke bei
gemeinen eine geringe Anschaulichkeit. Normalprojektion

2.2 Invarianten der Abbildungen

FUr das Verstehen der Bilder von rédumlichen Objekten ist es wichtig zu wissen, wie
sich die Bilder im Vergleich zum Original durch die Abbildung veréndert haben bzw.
was unverdndert geblieben ist. Diese Informationen kénnen dann zum Konstruieren
der Bilder der réumlichen Objekte eingesetzt werden. Geometrische Gréfien, Eigen-
schaften oder Begriffe, die bei einer Abbildung unverdndert bleiben, heif3en die Inva-
rianten der Abbildung. Diese Invarianten kennzeichnen die jeweilige Abbildungs-
methode. Daher werden im folgenden die Invarianten der Parallel- und Zentralpro-
jektion untersucht.

2.2.1 Invarianten der Parallelprojektion

Bei der Parallelprojektion bleiben einige
Eigenschaften und geometrische Gréfien
der abzubildenden Objekte erhalten.

Sind zwei Geraden im Raum zueinander
parallel, so sind diese im Bild auch wieder
parallel zueinander. Die Parallelitét von
Geraden bleibt somit bei Parallelprojek-
tion erhalten, d. h. die Parallelprojektion
ist eine parallelentreve Abbildung (Bild
2.13).

Diese Eigenschaft ist beim Konstruieren
von Parallelrissen besonders hilfreich. Bild 2.13: Parallelentreve
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Bild 2.14 zeigt drei gleich lange Strecken
AB, BC und CD, die auf einer Geraden
liegen. Die Lange der Strecken veréndert
sich zwar im Bild, aber die drei Bildstrek-
ken APBP, BPCP und CPDP sind wieder
gleich lang. Allgemein bedeutet dies,
dass das Teilverhélinis bei Parallelprojek-
tion unverdndert bleibt. Das heifit z. B.,
dass der Mittelpunkt einer Strecke auch
wieder auf den Mittelpunkt der Bild-
strecke abgebildet wird. Die Parallelpro-
jektion ist teilverhdltnistreu.

AB+CD = APBP:CPDP

Die wahre Gréf3e bzw. Gestalt von Strek-
ken, Winkeln und ebenen Figuren, wel-
che in Ebenen parallel zur Bildebene
liegen, bleibt bei Parallelprojektion erhal-
ten. Bild 2.15 zeigt die Wand eines Hau-
ses, die parallel zur Bildebene = liegt.

Liegt eine senkrechte Parallelprojektion
(Normalprojektion) vor, so kommt noch
eine weitere Invariante hinzu. Es ist bei
Normalprojektion eine Aussage méglich,
wann ein rechter Winkel erhalten bleibt.
Liegt ein Schenkel eines rechten Winkels
parallel zur Bildebene w (der zweite
Schenkel darf nicht in Projektionsrichtung
verlaufen), so bildet sich dieser wieder als
rechter Winkel ab. In Bild 2.16 wird aus
dem rdumlichen Rechteck des Hausda-
ches im Normalriss wieder ein Rechteck,
da die Traufe parallel zur Bildebene liegt.

ABBILDUNGSMETHODEN

Bild 2.14: Teilverhdlinistreue

J

Bild 2.15: Erhalt der wahren Gréfie

A

@

Bild 2.16: Erhalt eines rechten Winkels
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2.2.2 Invarianten der Zentralprojektion

Eine ebene Figur ist mit ihrer Bildfigur éhnlich, wenn die Figur in einer Ebene parallel
zur Bildebene liegt. Ein Winkel wird daher in wahrer Gréfie abgebildet, wenn beide
Schenkel parallel zur Bildebene verlaufen (Bild 2.17).

-

Bild 2.17: Ahnlichkeit ebener Figuren

Das Doppelverhdlinis von vier auf einer Geraden liegenden Punkten bleibt bei der
Abbildung erhalten (Bild 2.18). Die Teilverhélinisse bleiben nicht erhalten.

Bild 2.18: Doppelverhélinistreve

Das Doppelverhéltnis ist der Quotient der beiden Teilverhélinisse. Die Zentralprojek-
tion ist doppelverhdltnistreu.

36



ABBILDUNGSMETHODEN

Die Invarianten der Parallel- und Zentralprojektion kénnen in Bild 2.19 und Bild 2.20
am Beispiel der Darstellungen zweier identischer Geb&dude mit gleich grofien Fens-
tern in gleichem Abstand vergleichend betrachtet werden. In beiden Parallelrissen
erscheinen parallele Geraden parallel, Teilverhélinisse bleiben erhalten und in der
Darstellung links bleibt zusétzlich die wahre Gestalt sowie Gréfie der Giebelwand
entsprechend des gewdhlten Mafistabs erhalten, da die Giebelwand parallel zur

' o
2

il

Bild 2.19: Parallelrisse zweier identischer Geb&ude mit gleich gro3en Fenstern in gleichem Abstand,
links: Giebelwand parallel zur Bildebene, rechts: allgemeine Lage

Bild 2.20: Zentralrisse zweier identischer Geb&ude mit gleich groBen Fenstern in gleichem Abstand,
links: Giebelwand parallel zur Bildebene, rechts: allgemeine Lage

In den beiden Zentralrissen erscheinen parallele Geraden im allgemeinen nicht
parallel. Vertikale Kanten bleiben parallel, da diese parallel zur Bildebene sind. Teil-
verhéltnisse bleiben im allgemeinen nicht erhalten. Es entsteht eine Tiefenwirkung,
da gleich grofie Elemente perspektivisch verzerrt werden. In der Darstellung links
bleibt die wahre Gestalt der Giebelwand zusétzlich erhalten, diese wird éhnlich ver-
gréBBert bzw. verkleinert, da diese parallel zur Bildebene ist.
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Zusammenfassung der Invarianten:

Parallelprojektion Zentralprojektion

Parallelitét von Geraden Parallelitét von Geraden nur, wenn die
Geraden parallel zur Bildebene sind

Teilverhdlinistreue Doppelverhélinistreue

Wahre Gréf3e und Gestalt von Strek- | Winkel in Ebenen parallel zur Bild-
ken, Winkeln und ebenen Figuren in | ebene bleiben erhalten (Ahnlichkeit
Ebenen parallel zur Bildebene bleiben | ebener Figuren, die parallel zur
erhalten. Bildebene liegen).

Senkrechte Parallelprojektion:
Rechter Winkel bleibt erhalten, falls ein
Schenkel parallel zur Bildebene ist.

2.3 Projektive Erweiterung des Anschauungsraumes

Indem die Geometrie verwendet wird, um réumliche Objekte der Wirklichkeit zu
erfassen und abzubilden, hat sie Bezige zur empirisch erfassbaren Welt. Daher liegt
der Geometrie hier ein Raumbegriff zugrunde, der durch Idealisierung bzw. Modell-
bildung aus der Erfahrungswelt abgeleitet wurde. Dieser Raum ist der sogenannte
Anschauungsraum. "Anschauung" kennzeichnet den Zugang zu Dingen der Wirk-
lichkeit Uber die Sinne, insbesondere durch visuelles Erleben. Der Anschauungsraum
enthdlt Punkte, Geraden und Ebenen. Diese werden mit anschaulichen Vorstellungen
verknUpft, die aus der Erfahrungswelt abgeleitet und idealisiert wurden. Im Gegen-
satz dazu werden in der axiomatischen Geometrie, wie sie von David Hilbert begrin-
det wurde und heute in der geometrischen Forschung zugrunde gelegt wird, Punkte,
Geraden, Ebenen und Beziehungen zwischen diesen Elementen ohne inhaltliche
Bedeutungen eingefihrt. In der anwendungsorientierten Geometrie, wie sie hier
gebraucht wird, sind den geometrischen Elementen aus der Anschauung abgeleitete
inhaltliche Bedeutungen zugeordnet. Raumliche Objekte des Anschauungsraumes
werden mit Hilfe der Zentral- oder Parallelprojektion auf eine Bildebene abgebildet.
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Diese beiden Abbildungsmethoden unterscheiden sich nur dadurch, dass sich einmal
die Projektionsstrahlen in einem Punkt schneiden, sie im anderen Fall parallel zuei-
nander sind. Durch das EinfGhren von Fernelementen lassen sich viele Probleme, die
sich auf den Sonderfall paralleler Geraden beziehen, leichter I6sen. Der Anschau-
ungsraum wird durch das Hinzufigen von Fernelementen, Fernpunkten und Fern-
geraden, projektiv erweitert.

Parallele Geraden (verschiedene) haben genau einen Fernpunkt
gemeinsam. Sie schneiden sich in einem Fernpunkt.

Parallele Ebenen (verschiedene) haben genau eine Ferngerade gemein-
sam. Sie schneiden sich in der Ferngeraden.

Jede Gerade besitzt genau einen Fernpunkt, der auch als Richtung der Geraden
gedeutet werden kann. Die Ferngerade einer Ebene ist die Menge der Fernpunkte
der Geraden dieser Ebene. Nach dieser projektiven Erweiterung kénnen wir die Par-
allelprojektion als Zentralprojektion deuten, bei der das Projektionszentrum ein Fern-
punkt ist. Im projektiv erweiterten Anschauungsraum haben zwei verschiedene
Ebenen genau eine Gerade gemeinsam und zwei verschiedene Geraden in einer
Ebene genau einen Punkt gemeinsam. Die projektive Erweiterung des Anschauungs-
raumes fUhrt zu einer sinnvollen Raumkonstruktion, da dann z. B. allen Bildpunkten
jeweils auch ein Urbildpunkt zugeordnet werden kann.

Werden zwei parallele Geraden g7 und g, (in Bild 2.21 Beispiel einer Straf3e) mittels
Zentralprojektion abgebildet, so sind diese im Bild (g1 und g5°) im allgemeinen nicht
parallel, sondern schneiden einander im Punkt F¢. Es stellt sich die Frage, was der
Urbildpunkt von diesem Punkt F€ ist. Mit Hilfe der eingefUhrten Fernelemente kann
der Punkt F€ (Fluchtpunkt) als Bildpunkt des Fernpunktes der Geraden g; und g, ver-
standen werden.

Bild 2.21: Fluchtpunkt F€ als Bildpunkt des Fernpunktes zweier paralleler Geraden
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2.4 Abbildungsmethoden zur Rekonstruktion des rdumlichen Objektes
aus der Zeichnung

Die Zentral- und Parallelprojektion sind zwar eindeutige Abbildungen, da jedem
Raumpunkt genau ein Punkt auf der Bildebene zugeordnet wird, aber keine umkehr-
bar eindeutigen, da alle Punkte auf dem Projektionsstrahl denselben Bildpunkt besit-
zen. Jeder Punkt der Bildebene ist das Bild von unendlich vielen Raumpunkten. Wenn
jedoch das Raumobijekt aufgrund der Zeichnung rekonstruiert werden soll, ist eine
umkehrbar eindeutige Abbildung nétig. Das Objekt soll durch die Zeichnung eindeu-
tig festgelegt werden, und die Zeichnung soll nicht unendlich viele Interpretationen
zulassen. Daher missen Methoden gefunden werden, um eine umkehrbar eindeu-
tige Abbildung zu erreichen. Die drei wichtigsten Methoden hierzu sind bei der Paral-
lelprojektion: die kotierte Projektion, die Zweitafelprojektion und die Axonometrie.
Bild 2.22 zeigt ein Wohnhaus von R. Cavadini im Foto und in Zweitafelprojektion.

Blld 2.22: Raumllches Ob|ekf und Zelchnung (Zweliafelpr0|ekhon) am Belsplel des Wohnhauses Colzascm-
Vairora, Gerra Piano, Tessin, 1991-1992, Raffaele Cavadini

2.4.1 Kotierte Projektion

Die Kotierte Projektion wird in der Pra-
xis nur bei der senkrechten Parallelpro- P
jektion (Normalprojektion) angewandt.
Das Objekt wird auf eine horizontale Bild-

ebene projiziert. Sie heiflt deshalb auch S5LE
senkrechte Eintafelprojektion. Es wird da-

bei an jeden Bildpunkt die auf dem Pro- g
jektionsstrahl in der vorgegebenen Maf3- P'(55)

einheit (L.E.=Léngeneinheit) gemessene :

Entfernung des Originalpunktes von der
Bildebene als Kote (von frz. 'a coté de' =
'neben') geschrieben. Bild 2.23: Kofierte Projektion
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Die kotierte Projektion wird vorwiegend
fur Gelandedarstellungen (Bild 2.25) ver-
wendet. Eine topografische Karte stellt
das Ergebnis einer kotierten Projektion
dar. In Form eines Lageplans ist das
vorhandene Gelénde Ausgangspunkt for
alle Planungen und Entwirfe. Ein zweiter
Anwendungsbereich der kotierten Projek-
tion sind Dachausmittlungen. Hier wer-
den die Schnittgeraden von verschiede-
nen Dachebenen wie in Bild 2.24 ermit-
telt.

Aufriss
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: Hoéhenlinie
o)

Grundriss

—<

Bild 2.24: Dachausmittlung

Bild 2.25: Gelondedorsfellung durch Hohenlmlen

2.4.2 Zugeordnete Normalrisse (Zweitafel- bzw. Dreitafelprojektion)

Das rdumliche Objekt wird bei der Zwei-
bzw. Dreitafelprojektion auf zwei bzw.
drei zueinander senkrecht stehende Bild-
ebenen senkrecht projiziert (Bild 2.26).
Zur leichteren Handhabung und Orien-
tierung kann ein réumliches Koordina-
tensystem eingefOhrt werden. Hierfor
wird i. a. ein rdumliches kartesisches
Rechtskoordinatensystem gewdhlt.

Bild 2.26: Dreitafelprojektion

T3
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Dieses kartesische Rechtskoordinatensystem ist durch folgende Eigenschaften

gekennzeichnet:

- Die drei Koordinatenachsen x, y und z stehen paarweise senkrecht aufeinander.

- Auf allen drei Koordinatenachsen wird die gleiche Ldngeneinheit gewdhlt. Da-
durch entsteht der sogenannte Einheitswurfel.

- Die Reihenfolge und Orientierung der drei Koordinatenachsen wird in einem
Rechtskoordinatensystem so gewdhlt, dass die positive x-Achse mit der positiven
y-Achse und die positive y-Achse mit der positiven z-Achse durch eine Drehung
um 90° im Uhrzeigersinn zur Deckung gebracht werden kann, wenn das Koordi-
natensystem in Richtung der positiven z-Achse bzw. positiven x-Achse betrachtet
wird.

Das Rechtssystem kann auch mit Hilfe der "Drei-Finger-Regel" gekennzeichnet wer-
den (Bild 2.28).

Bild 2.27: Kartesisches Rechtskoordinatensystem Bild 2.28: "Drei-Finger-Regel" des Rechtssystems

Es gelingt stets mit der rechten Hand mit |
dem Daumen in Richtung der positiven x-
Achse, dem Zeigefinger in Richtung der
positiven y-Achse und dem Mittelfinger in p"
Richtung der positiven z-Achse zu zeigen. Ty
Nach der EinfGhrung eines réaumlichen
kartesischen Rechtskoordinatensystems Zo
ergibt sich:
die xy-Ebene ist die Grundrissebene 1, § O % —
die yz-Ebene ist die Aufrissebene T, g
die xz-Ebene ist die Kreuzrissebene 3.

Der Koordinatenursprung O und die P
Punkte P, P', P", P" bestimmen einen X

Quader, den Koordinatenquader. Bild 2.29: Koordinatenquader

Pm P

Ty
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Ist ein Punkt P (x,, y,, Z,) im Raum gegeben, so gilt:

Grundriss  P' von P hat die Koordinaten (X0, Yor 0)
Aufriss P" von P hat die Koordinaten (0, Yo, Zo)
Kreuzriss  P"  von P hat die Koordinaten (%o, 0, Zo)

Damit ist ersichtlich, dass jeder Raumpunkt durch zwei seiner Normalrisse (Grund-,
Auf- oder Kreuzriss) eindeutig bestimmt ist.

Um zeichnen zu kénnen, werden die Rissebenen um eine Rissachse in eine Ebene, die
Zeichenebene, geklappt (Bild 2.30). Man spricht dann von Normalrissen in zugeord-
neter Lage oder kurz von zugeordneten Normalrissen.

I i
T T, Aufriss =,
pr
T3
Rissachse (12)
) 7 =x" yoy
Ordner
Ty
X
P
L Grundriss T,
X
Bild 2.30: Klappen der Rissebenen in die Zeichenebene Bild 2.31: Zugeordnete Normalrisse

Die Koordinatenachse, um die geklappt wird (die Schnittgerade je zweier Rissebe-
nen), heif}t Rissachse und wird mit (12) bei ©; N x,, (13) bei n; N ny und (23) bei
Ty, N 75 bezeichnet. Aus dieser Vorgehensweise folgt, dass zwei zugeordnete Nor-
malrisse eines Punktes P auf einer Geraden senkrecht zur Rissachse, auf einem
Ordner, liegen. Der Grundriss P' und der Aufriss P" des Raumpunktes P in Bild 2.31
liegen z. B. auf einem Ordner senkrecht zur Rissachse (12).

Zwei zugeordnete Normalrisse (Grund- und Aufriss, Auf- und Kreuzriss oder Grund-
und Kreuzriss) kénnen ein rdumliches Objekt umkehrbar eindeutig festlegen. Daher
verwendet man in der Zweitafelprojektion zwei zugeordnete Normalrisse des
rdumlichen Objektes, meistens Grund- und Aufriss.
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Zum schnelleren Erfassen des rdumlichen Objektes kénnen auch Drei- und Mehr-
tafelprojektionen sinnvoll sein. Dazu werden die in Bild 2.30 gezeigten Bildebenen
zu einem Quader ergénzt und das Objekt durch Normalprojektionen auf die Innen-
flachen des Quaders abgebildet. Zur Herstellung der zugeordneten Normalrisse
kann dann der Quader abgewickelt werden. In Europa ist diese Methode nach DIN
ISO 5456-2 : 1998-04, Projektionsmethode 1 wie in Bild 2.32 Ublich. In Amerika wird
nach DIN ISO 5456-2 : 1998-04, Projektionsmethode 3 vorgegangen. Nach der Pro-
jektionsmethode 3 stellt man sich den Quader durchsichtig vor ("glass box") und
zeichnet die Ansichten auf den Aufienfldchen der "glass box" nach. Eine Abwicklung
der "glass box" fhrt dann zur Anordnung wie in Bild 2.33.

Zeichenflache

T
E I B
|
/] __ 1 /]
D A c F c A D
] - — ]
T
B z
|
Bild 2.32: Europdische Anordnung - Bild 2.33: Amerikanische Anordnung -
Projektionsmethode 1 Projektionsmethode 3

44



ABBILDUNGSMETHODEN

Der Begriff "Grundriss" wird in Darstellender Geometrie und in Architekturzeichnun-
gen unterschiedlich verwendet. In der Darstellenden Geometrie versteht man unter
Grundriss stets die "Sicht von oben", wéhrend in Bauzeichnungen nach DIN 1356-
1:1995-02 unter Grundriss folgendes verstanden wird:

Grundriss Typ A:

Der Grundriss ist die Draufsicht auf den
unteren Teil eines horizontal geschnit-
tenen Bauobijekis.

z

<=

Bild 2.34: Grundrisstyp A nach DIN 1356-1

Grundriss

Die Sicht von oben, die in Bauzeichnun-
gen als 'Draufsicht' oder 'Dachaufsicht'
bezeichnet wird, heif3t in der Darstellen-
den Geometrie Grundriss.

Die Methode der Zweitafelprojektion fin-
det Verwendung, um Werkpléne herzu-
stellen, da die Maf3e leicht aus den Bildern
rekonstruiert werden kénnen. Auch zum
Ausfuhren geometrischer Konstruktionen
des Raumes in der Zeichenebene, z. B. Er-
mitteln der Schnittgeraden zweier Dach-
ebenen, ist diese Methode am besten
geeignet (vgl. Kapitel 5.4.4).

Grundriss Typ B:

Der Grundriss kann auch die gespiegel-
te Untersicht unter den oberen Teil
eines horizontal geschnittenen Bauob-
jektes sein (Verwendung in der Trag-
werksplanung).

¢

Grundriss

Grundriss = Draufsicht

Bild 2.36: Grundriss in Darstellender Geometrie
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2.4.3 Axonometrie

Die Axonometrie wird in Verbindung mit allgemeiner oder senkrechter Parallelpro-
jektion angewandt. Dabei wird zusammen mit dem abzubildenden Objekt ein réum-
liches kartesisches Rechtskoordinatensystem, auf welches die Originalpunkte bezo-
gen sind, auf die Bildebene projiziert. Es entstehen eher anschauliche Bilder, die aber
im Unterschied zur Perspektive stdrker die Eigenschaften des rdumlichen Objektes er-
halten, da die Parallelprojektion mehr Invarianten aufweist als die Zentralprojektion
(vgl. Kapitel 13). Das Bild des rdumlichen Koordinatensystems wird bei einer Axono-
metrie mit Einheiten vorgegeben (Bild 2.38). Ist ein Objekt auf das rédumliche Koor-
dinatensystem bezogen (Bild 2.37), so kann das axonometrische Bild des Objektes
gezeichnet werden (s. Kapitel 4).

2"

‘y'

X'

Bild 2.37: Grund- und Aufriss eines Hauses Bild 2.38: Axonometrisches Bild des Hauses

2.4.4 Rekonstruktion bei der Zentralprojektion

Meistens wird die Zentralprojektion verwendet, um die Objekte anschaulich, ent-
sprechend unseres Sehens, darzustellen. Zur Rekonstruktion des Objektes dienen
dann der vorhandene Grund- und Aufriss des Objektes. Doch fiur einige Zwecke ist
es auch nitzlich, das Objekt aus einer Perspektive rekonstruieren zu kénnen:
z. B.: - Herstellung von Landkarten aus Luftaufnahmen

- Rekonstruktion eines Bauwerkes aus Fotos (Bauaufnahme)

- Fotomontage aus Bestand und Entwurf

Die Zentralprojektion ist wie die Parallelprojektion keine umkehrbar eindeutige Ab-

bildung. Die umkehrbare Eindeutigkeit kann nur durch Zusatzinformationen, wie z. B.
die wahre Gréfie eines Rechtecks, erreicht werden (vgl. Kapitel 13.11).
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2.5 Navigation im dreidimensionalen digitalen Modell

Auch wenn mit einem dreidimensionalen CAD-Programm (Computer Aided Design)
gearbeitet wird, in das rdumliche Objekte dreidimensional eingegeben werden, sind
Verfahren erforderlich, die eine Navigation im dreidimensionalen digitalen Modell
ermdglichen, da die Ublichen Ein- und Ausgabemedien wie Maus, Bildschirm und
Drucker nur zweidimensional sind. Dazu werden die hier vorgestellten Abbildungs-
methoden der Parallel- und Zentralprojektion mit den in Kapitel 2.4 dargestellten
Methoden der umkehrbaren Eindeutigkeit verwendet, um die Navigation im Raum
auch bei der Arbeit mit CAD-Programmen zu erméglichen. Der Bildschirm kann dafir
in vielen CAD-Programmen in mehrere Fenster unterteilt werden, die unter-
schiedliche Bilder des rdumlichen Objekts zeigen. Die umkehrbare Eindeutigkeit der
Zweitafelprojektion erméglicht eine Navigation im Raum mit Hilfe von zwei Fenstern,
in denen Grund- und Aufriss des Objektes dargestellt werden.

]
Bild 2.39: Drei Fenster mit Drauf-, Ansicht und Bild 2.40: Vier Fenster mit Drauf-, Ansicht, Seiten-
Axonometrie in AutoCAD® ansicht, Perspektive in Rhinoceros®

Im dritten bzw. vierten Fenster wird dann ein Kreuzriss, eine Axonometrie oder eine
Perspektive gewdhlt. Dadurch wird eine permanente Kontrolle mit Hilfe einer
anschaulichen Visualisierung des entworfenen bzw. bearbeiteten rdumlichen Objekts
ermdglicht. Die Darstellung in einer Axonometrie ist bei der Modellierung besonders
hilfreich, da dort das Objekt anschaulich, aber trotzdem in korrekten Proportionen
und parallelentreu gezeigt wird. In allen Fenstern kann gearbeitet werden, also
immer in dem Fenster, das fur den jeweiligen Arbeitsschritt am geeignetsten ist. So
kann im Grundriss zwar das Objekt nach links oder rechts, vorne oder hinten ver-
schoben werden. Die Héhe des Objektes kann jedoch nur im Aufriss kontrolliert bzw.
eingestellt werden. Wird nur ein Fenster verwendet, so kénnen leicht Fehler bei der
réumlichen Positionierung entstehen. In AutoCAD® (Bild 2.39) muss der Nutzer diese
Fenster selbst einstellen. FUr das dreidimensionale Arbeiten ist eine solche Vorein-
stellung mit mindestens drei Fenstern unbedingt ratsam. Im 3D-Modellierprogramm
Rhinoceros® ist das Arbeitsfenster bereits beim Programmstart in vier Fenster unter-
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teilt: Draufsicht, Ansicht, Seitenansicht und eine Perspektive des Objekts (Bild 2.40).
Die Orientierung der Fenster entspricht der amerikanischen Anordnung der ver-
schiedenen Ansichten (vgl. Bild 2.33). Der Nutzer kann auch die verschiedenen
Ansichten in den Fenstern entsprechend seiner Winsche éndern und zwischen einem
einzelnen Fenster und der Vier-Fenster-Ansicht hin und her schalten. Dies erméglicht
ein bequemes Navigieren im rédumlichen digitalen Modell, indem jeweils im passen-
den Fenster gearbeitet wird. Die Lupenfunktion Zoom und die Méglichkeit Pan, den
sichtbaren Ausschnitt in den einzelnen Fenstern zu verschieben, erleichtern ergdn-
zend in allen Programmen das digitale Modellieren im Raum.

Eine Méglichkeit, sich nur mit einem Fenster im dreidimensionalen digitalen Modell
zurechtzufinden, ist das interaktive Anzeigen von rédumlichen Bezigen, wie dies im
Modellierprogramm SkefchUp® verwirklicht ist. Um trotz nur eines Fensters im Raum
navigieren zu kénnen, missen insbesondere Bezige zum rédumlichen Koordinaten-
system hergestellt werden. In SketchUp® sind die drei Koordinatenachsen x, y und z

\\ N £ Perpendicular to Edge I

On Red Axis
Bild 2.41: Zeichnen einer Geraden parallel zur Bild 2.42: Gerade senkrecht zur Kante in der Ebene
x-Achse ("on red axis') in SketchUp® zeichnen ("perpendicular to edge')

als rote, grine und blaue Achsen umgesetzi. Eine rédumlich korrekte Modellierung
wird dann méglich, wenn beim Zeichnen auf das interaktive Anzeigen der Parallelitét
zu den Koordinatenachsen, z. B. Gerade parallel zur x-Achse zeichnen, geachtet wird
(Bild 2.41). Entsprechend kénnen andere interaktiv angezeigte Bezige innerhalb des
rdumlichen digitalen Modells wie Parallelitdt zu vorhandenen Kanten, Festlegen
eines Punktes bzw. einer Linie in einer vorhandenen Ebene oder Senkrechte zu einer
Geraden in einer Ebene genutzt werden. In Bild 2.42 wird eine Gerade senkrecht zur
Traufe des Hauses in der Dachebene gezeichnet. Bei dieser Arbeitsweise ist ein inter-
aktives Drehen des Objektes oder die Darstellung des Objektes wenigstens
nacheinander in verschiedenen Ansichten sinnvoll, um die richtige Platzierung bzw.
Modellierung zu Gberprifen.
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3 PARALLEL- UND ZENTRALPROJEKTION EBENER FIGUREN

Um herauszufinden, wie sich die Objekte im Bild durch Parallel- und Zentralprojek-
tion verdndern, werden die Abbildungen auf ebene Figuren eingeschrénkt. Indem
untersucht wird, wie sich die Figur im Bild verédndert hat und welche Zusammen-
hénge es zwischen Original- und Bildfigur gibt, kénnen die geometrischen Gesetz-
maBigkeiten der Parallel- und Zentralprojektion aufgezeigt werden. Diese Gesetz-
méBigkeiten sind Grundlage fur das Zeichnen der Bilder der réumlichen Objekte.

3.1 Parallelprojektion ebener Figuren - Affinitét

Eine ebene Figur, die in der Ebene ¢ liegt, z. B. ein Vieleck, wird mittels Parallelpro-
jektion auf eine Bildebene & abgebildet.

LR |1|\=_ i~y . I
Bild 3.1: Couvent Sainte Marie de la Tourette, Bild 3.2: Cabrillo Marine Museum, San Pedro,
Frankreich, 1957-60, Le Corbusier Kalifornien, 1979, Frank O. Gehry

Die Schnittfigur eines Prismas kann als Bild der Grundfigur des Prismas wie in Bild 3.1
und Bild 3.2 aufgefasst werden. Die beiden Ebenen € und § heilen dann affin (lat.
verwandt) aufeinander bezogen. Die Figur in der Ebene ¢ ist affin zur Bildfigur in der
Ebene 3.

Bild 3.3: Affinitat zwischen den Ebenen € und &
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Die Schnittgerade a der Ebenen € und & heif3t Affinitdtsachse, die parallelen Projek-
tionsstrahlen heifen Affinitédtsstrahlen. Die wichtigsten Eigenschaften einer Affini-
tét folgen aus den Eigenschaften der Parallelprojektion:

1. Jedem Punkt P von ¢ ist umkehrbar eindeutig Punkt P' von & zugeordnet. Die Punkte
der Affinitétsachse a sind sich selbst zugeordnet.
2. Einander zugeordnete Punkte P und P' liegen auf einem Affinitdtsstrahl. Alle Affi-
nitétsstrahlen sind untereinander parallel.
. Jeder Geraden g von ¢ ist umkehrbar eindeutig eine Gerade g' von 3 zugeordnet.
4. Einander zugeordnete Geraden g und g¢' schneiden einander auf der Affinitats-
achse a (Bild 3.3).

w

Wenn die Affinitat zwischen den Ebenen € und 6 des Raumes gezeichnet wird, so wird
aus der raumlichen Affinitct eine ebene Affinitct. Wird die Ebene € und § des Raumes,
zwischen denen eine Affinitdt (Achse a, zugeordnetes Punktepaar A, B) besteht, in der
Projektionsrichtung p auf eine Bildebene 7 projiziert, so entsteht eine ebene Affinitét
der Bildebene m.

@

Bild 3.4: Ebene Affinitéit

Eine Affinitat zwischen zwei Ebenen geht bei Parallelprojektion Gber in eine ebene
Affinitat der Bildebene.

Zum Zeichnen kann auch die Ebene, in der die abzubildende Figur liegt, um die Affi-
nitatsachse in die Bildebene gedreht werden. Bei dieser Drehung bleibt die affine
Beziehung erhalten. Der Parallelriss einer ebenen Figur und die in die Bildebene
gedrehte ebene Figur sind zueinander affin. Die Drehachse ist dabei die Affinitéts-
achse a, und die Bilder der Drehsehnen PP, sind die Affinitétsstrahlen.
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Bild 3.5: Parallelriss und Drehlage einer ebenen Figur

Eine Affinitat ist bestimmt durch die Achse a und ein Paar einander zuge-
° ordneter Punkte P - P'.

Die Eigenschaften der Affinitdt kénnen benutzt werden, um den Parallelriss einer
ebenen Figur zu ermitteln. Bei den folgenden Problemstellungen kénnen die
Zusammenhdnge der Affinitat angewandt werden:

1. Konstruktion des ebenen Schnittes eines Prismas (vgl. Kapitel 5.4.4)

Bild 3.6: Ebener Schnitt eines Prismas Bild 3.7: Dachgaube
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2. Drehen einer ebenen 3. Schattenkonstruktion bei Parallelbeleuchtung
Figur (vgl. Kapitel 8)
/Lichtrichtung
p
a
Bild 3.8: Bild einer gedrehten Bild 3.9: Schattenkonstruktion bei Parallelbeleuchtung

ebenen Figur

4. Konstruktion des axono-
metrischen Risses aus

dem Normalriss eines
Obijektes AP

zP

Aus dem in die Zeichen-
ebene gedrehten Grundriss
eines Hauses kann z. B. der
axonometrische Grundriss vP
des Hauses konstruiert
werden.

Bild 3.10: Konstruktion des axonometrischen Grundrisses aus dem
Grundriss eines Hauses

Ein Sonderfall der Affinitat ist die senkrechte Affinitét, bei der die Affinitéatsstrahlen
senkrecht zur Affinitétsachse stehen. Dieser Fall entsteht, wenn die wahre Gestalt
einer ebenen Figur aus den Normalprojektionen der Figur, z. B. Grund- und Aufriss,
ermittelt wird (vgl. Kapitel 5.6.4).

52



PARALLEL- UND ZENTRALPROJEKTION EBENER FIGUREN

In der axonometrischen Zeichnung bleibt
aber die rdumliche senkrechte Affinitat
im allgemeinen nicht erhalten, so dass
daraus in der Axonometrie eine allge-
meine Affinitét wird.

Die Spiegelung ist ein Sonderfall der
senkrechten Affinitat, bei der Punkt und
Bildpunkt den gleichen Abstand von der
Affinitétsachse haben.

Bild 3.11: Spiegelbild eines Hauses

Bild 3.12: Perspektograph, 1752, Johann Heinrich  Bild 3.13: Beth Sholom Synagogue, Elkins Park,
Lambert Pennsylvania, 1954, Frank Lloyd Wright

Wird eine Ebene € auf eine Ebene 3 durch eine Zentralprojektion abgebildet, so hei-
en die beiden Ebenen kollinear aufeinander bezogen. Die Schnitifigur einer
Pyramide wie in Bild 3.13 kann als kollineares Bild der Grundfigur der Pyramide
aufgefasst werden.

Bild 3.14: Kollineation zwischen den Ebenen € und 8.
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Eine Figur in der Ebene ¢ ist kollinear zur Bildfigur in der Ebene 8. Die Schnittgerade
a der Ebenen ¢ und 3 heif3t Kollineationsachse, die Projektionsstrahlen heifien
Kollineationsstrahlen, die einander alle im Kollineationszentrum Z schneiden.
Die Eigenschaften einer Kollineation folgen aus den Eigenschaften der Zentralpro-
jektion:

1. Jedem Punkt P von ¢ ist umkehrbar eindeutig Punkt P' von 3 zugeordnet. Die Punkte
der Kollineationsachse a sind sich selbst zugeordnet (Bild 3.14).

2. Einander zugeordnete Punkte P und P' liegen auf Kollineationsstrahlen, die einan-
der im Kollineationszentrum Z schneiden.

3. Jeder Geraden g von ¢ ist umkehrbar eindeutig eine Gerade g¢' von & zugeordnet.

4. Gerade g und Bildgerade g' schneiden einander auf der Kollineationsachse a.

Die Kollineation zwischen den Ebenen ¢ und & geht durch Parallel- oder Zentralpro-
jektion auf die Bildebene &t Gber in eine ebene Kollineation.

I Eine ebene Kollineation ist bestimmt durch die Vorgabe der Kollineations-
achse a, des Kollineationszentrums Z und einem Paar einander zugeord-
neter Punkte P und P' (Bild 3.16).

Bild 3.15: Ebene Kollineation

Wie bei der Affinitat kann beim Zeichnen die Ebene, in der die abzubildende Figur
liegt, um die Kollineationsachse in die Bildebene gedreht werden. Bei dieser Drehung
bleibt die kollineare Beziehung erhalten. Der Zentralriss einer ebenen Figur und ihre
Drehung in die Bildebene sind zueinander kollinear (Bild 3.16).
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Bild 3.16: Zentralriss und Drehlage einer ebenen Figur
Die Eigenschaften der Kollineation kénnen benutzt werden, um das kollineare Bild
einer ebenen Figur zu ermitteln. Bei den folgenden Problemstellungen kénnen die

Zusammenhdnge der Kollineation angewandt werden:

1. Konstruktion des ebenen Schnittes einer Pyramide

Bild 3.17: Ebener Schnitt einer Pyramide Bild 3.18: Dachreiter
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2. Drehen einer ebenen Figur 3. Schattenkonstruktion einer ebenen
in einer Perspektive Figur bei Zentralbeleuchtung
Lichtquelle

Bild 3.19: Drehen einer Figur Bild 3.20: Schattenkonstruktion bei Zentralbeleuchtung

4. Konstruktion des perspektiven Risses aus dem Normalriss eines Objektes
(vgl. Kapitel 13.3.3)

z

Bild 3.21: Konstruktion des perspektiven Grundrisses aus dem Grundriss eines Hauses
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3.3 Affines Bild eines Kreises

Nach den Vielecken wird der Kreis als
weitere grundlegende ebene Figur durch
Parallelprojektion abgebildet. Mit Hilfe
der Affinitat wird das Bild eines Kreises
bei Parallelprojektion analysiert.

Das affine Bild eines Kreises ist
. . Affinitatsachsge a
eine Ellipse. M,

Die Eigenschaften der Ellipse kénnen aus
denen des Kreises und der Affinitdt abge-  Bild 3.22: Eigenschaften des Kreises - Affinitat -
leitet werden. Eigenschaften der Ellipse

e

I;ild 3.23: Rad und Schatten auf der StrafBe bei " Bild 3.24: Detail an derIOberbumercke, Berlln ’
Sonnenlicht
Kreis Ellipse
Kreisdurchmesser Ellipsendurchmesser
parallele Kreistangenten parallele Ellipsentangenten
senkrechte Kreisdurchmesser konjugierte Ellipsendurchmesser

Aus den Eigenschaften des Kreises und der Affinitét ergeben sich folgende Eigen-
schaften der Ellipse und Definitionen:
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. Jeder durch den Kreismittelpunkt M gehenden Kreissehne (Kreisdurchmesser)

entspricht eine durch Mg gehende Ellipsensehne. Diese wird wegen der Teilver-
héltnistreue der Affinitat durch Mg halbiert. Mg heif3t Mittelpunkt der Ellipse und
die durch ihn gehenden Sehnen heifien Ellipsendurchmesser.

. Die Eigenschaft der Kreisdurchmesser, dass in ihren Endpunkten die Tangenten

zueinander parallel sind, bleibt wegen der Parallelentreue der Affinitét auch for
Ellipsendurchmesser erhalten.

. Ein Paar von Ellipsendurchmessern heif3t zueinander konjugiert, wenn es Bild

eines Paares zueinander senkrechter Kreisdurchmesser ist. Jeder Ellipsendurch-
messer halbiert die zu seinem konjugierten Durchmesser parallelen Sehnen und
ist wegen der Parallelentreue der Affinitét parallel zu den Tangenten in den End-
punkten seines konjugierten Ellipsendurchmessers.

. Es gibt nur ein einziges Paar konjugierter Durchmesser der Ellipse, das auch zuei-

nander senkrecht ist, d. h. es gibt ein Paar zueinander senkrechter Kreisdurchmes-
ser, das auf zueinander senkrechte Ellipsendurchmesser abgebildet wird. Diese
zueinander senkrechten konjugierten Ellipsendurchmesser heilen Achsen der
Ellipse, ihre Endpunkte Scheitel. Die lange Achse einer Ellipse heif3t ihre Haupt-
achse, die kurze ihre Nebenachse. Die Scheitel auf der Hauptachse der Ellipse
heif3en ihre Hauptscheitel, die auf der Nebenachse ihre Nebenscheitel.

Haupt- und Nebenachsen sowie die Scheitel der Ellipse kénnen mit Hilfe einer Tha-
leskreiskonstruktion (Bild 3.28) gefunden werden, wenn der Kreis (Urbild), die Affini-
tatsachse a und der Mittelpunkt Mg der Ellipse gegeben sind.

o=z :
/ b
MK

o° yp

1:1
Grundriss

xP

34

Bild 3.25: Kreis in der Grundrissebene - Axonometrie
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Bei einer entsprechenden
Problemstellung ist es mei-
stens moglich, diese Ele-
mente leicht zu ermitteln.

Soll zum Beispiel die vorge-
gebene Axonometrie eines
in der Grundrissebene lie-
genden Kreises wie in Bild
3.25 gezeichnet werden,
so kann die y-Achse als die
Affinitétsachse verwendet
werden, da bei dieser Axo-
nometrie die y-Achse un-
verzerrt bleibt. Um einen
Zusammenhang zwischen
dem Grundriss des Objek-
tes und seinem axonome-
trischen Grundriss herzu-
stellen, kénnen beide so
angeordnet werden, dass
die y'-Achse mit der yP-
Achse zusammenfallt (Bild
3.26).

Damit sich die beiden Bil-
der in der Zeichenebene
nicht Oberlagern, kann der
Grundriss auch nach oben
in die Zeichenebene ge-
klappt werden (Bild 3.27).
Die y-Achse ist wieder die
Affinitatsachse a, und die
Affinitatsrichtung ist be-
stimmt durch die Verbin-
dungsgerade des Kreismit-
telpunktes Mg mit dem El-
lipsenmittelpunkt Mg. Die
Ellipse ist mit diesen Be-
stimmungselementen der
Affinitat festgelegt.

PARALLEL- UND ZENTRALPROJEKTION EBENER FIGUREN

1:1

1:1
/ Me \
xP
3:4 M «

Bild 3.26: Zusammenhang zwischen Grundriss und
axonometrischem Grundriss

Affinitatsachse a yP

N/

xP

~

Bild 3.27: Bestimmungselemente der Affinitat
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Die Ellipse kann mit Hilfe der Affinitat punki- und tangentenweise aus dem Kreis
ermittelt werden. Zum Zeichnen der Ellipse sollten mindestens acht Punkte mit
Tangenten an die Ellipse bestimmt werden. Bild 3.28 zeigt die Konstruktion von acht
Ellipsenpunkten mit Tangenten, indem die Seiten und die Diagonalen des Quadrats
mit Hilfe der Affinitat abgebildet werden. Das Quadrat mit Diagonalen wird in ein
Parallelogramm mit Diagonalen abgebildet. Da beim Quadrat die Diagonalen senk-
recht aufeinander stehen, werden diese in konjugierte Ellipsendurchmesser
abgebildet, mit der Eigenschaft, dass die Tangenten in den Endpunkten der Ellip-
sendurchmesser parallel sind zum konjugierten Ellipsendurchmesser (vgl. 3. Eigen-
schaft, S. 58). Damit entsteht ein zweites Parallelogramm, in das die Ellipse
einbeschrieben werden kann. Insbesondere die Tangenten helfen, den Verlauf der
Ellipse zu bestimmen.

Affinitatsachse y'=yP

XP

~

Bild 3.28: Konstruktion von Punkten und Tangenten der Ellipse als affines Bild des Kreises

Beliebige Punkte mit Tangenten kénnen ebenfalls mittels der Affinitét als Ellipsen-
punkte mit Tangente gefunden werden. In Bild 3.29 wird Punkt Px mit Tangente 1(Py)
in den Ellipsenpunkt Pg mit Tangente t(Pg) abgebildet.

Die Ellipse kann préziser gezeichnet werden, wenn der léngste und kirzeste Ellip-
sendurchmesser, d. h. die Achsen (Haupt- und Nebenachse) und Scheitel (Haupt- und
Nebenscheitel) der Ellipse (vgl. 4. Eigenschaft, S. 58), bekannt sind. In den meisten
CAD-Programmen mussen diese bekannt sein, um die Ellipse als Kurve einzuzeichen.
Um die Achsen und Scheitel zu finden, muss das Paar zueinander senkrecht stehender
Kreisdurchmesser gesucht werden, das auf zueinander senkrecht stehende Ellip-
sendurchmesserabgebildet wird. Daher muss ein Quadrat als den Kreis umschreibende
Figur gesucht werden, das durch die Affinitat in ein spezielles Parallelogramm, ein
Rechteck, als die Ellipse umschreibende Figur abgebildet wird.
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Wenn im Sonderfall das Quadrat in eine Raute, ein Parallelogramm mit gleich langen
Seiten, abgebildet wird, bilden die Diagonalen der Raute die Achsen der Ellipse, da
bei der Raute die Diagonalen ebenfalls senkrecht aufeinander stehen. Das ist z. B.
der Fall, wenn die Koordinatenachsen der Trégerebene des Kreises in einer Axo-
nometrie gleich verkirzt werden.

Bild 3.30 zeigt das Quadrat mit Kreis im allgemeinen Fall das in das Rechteck mit
Ellipse abgebildet wird. Die beiden Figuren schneiden einander auf der
Affinitatsachse, da die Punkte der Affinitédtsachse bei der Abbildung fest bleiben.

"
R
My
t(Py)
ffinitatsachse a y'=yP
Mg P
R
XxP
Bild 3.29: Konstruktion eines beliebigen Punktes der Ellipse mit Tangente
©

Affinitatsachse a y'=yP

Bild 3.30: Ellipse mit Rechteck als affines Bild des Kreises mit Quadrat
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Affinitatsachse/a

Bild 3.31: Konstruktion der Ellipsenachsen mit Hilfe eines Thaleskreises

Die Achsen der Ellipse sind die Bilder der senkrecht aufeinanderstehenden Kreis-
durchmesser, die auf senkrecht aufeinanderstehende Ellipsendurchmesser abgebil-
det werden. Daher muss ein "Rechtwinkelpaar" von Kreisdurchmessern gesucht wer-
den, das auf ein "Rechtwinkelpaar" von Ellipsendurchmessern abgebildet wird. Diese
werden mit Hilfe eines Thaleskreises gefunden:

1. Der Thaleskreis muss durch den Kreismittelpunkt M und den Ellipsenmittelpunkt Mg gehen. Da
sich eine Gerade und ihre Bildgerade jeweils auf der Affinitétsachse a schneiden, liegt der Mit-
telpunkt M}, des Thaleskreises auf der Affinitétsachse a. Daher ist der Schnittpunkt der Affini-
tatsachse a mit der Mittelsenkrechten der Strecke MM der Mittelpunkt des Thaleskreises.

2. Der Thaleskreis schneidet die Affinitétsachse a in Punkten des gesuchten Kreisdurchmesser- und
Ellipsendurchmesserpaares. Verbindet man diese beiden Schnittpunkte mit dem Ellipsenmittel-
punkt Mg, so erhélt man die beiden Achsen der Ellipse.

3. Affinitatsstrahlen durch die Endpunkte der gefundenen zueinander senkrechten Kreisdurchmes-
sern schneiden die Achsen der Ellipse in ihren Scheiteln.

Bildet man eine Ellipse mittels Parallelprojektion ab, so entsteht als affines Bild der
Ellipse wieder eine Ellipse. Die Achsen und Scheitel der Ellipse bleiben dabei i. a.
nicht erhalten. Wegen der Parallelentreue und Teilverhéltnistreue der Affinitat gehen
aber konjugierte Durchmesser der Originalellipse in konjugierte Durchmesser der
Bildellipse Uber. Aus den Achsen der Ellipse werden also bei der Abbildung
konjugierte Ellipsendurchmesser der Bildellipse.
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Entsprechend der Anwendung der Affinitét auf den Schnitt eines Prismas, entsteht
eine Ellipse, wenn ein Drehzylinder schrég geschnitten wird (vgl. Kapitel 7.4.2). Die
Hérsaalgebdude der Technischen Universitét Kaiserslautern (Bild 3.32) werden aus
schrég geschnittenen Drehzylindern gebildet. Auch beim Geschéftsgebéude Hilios in
Kobe, Japan, von Shin Takamatsu und Gabriel E. Lahyani, das 1988-91 gebaut
wurde (Bild 3.33), tritt eine Ellipse als schréger Schnitt eines Drehzylinders auf. In
beiden Féllen kénnen die Ellipsen als affine Bilder der Grundkreise der Drehzylinder
konstruiert werden.

3.4 Ellipsenkonstruktionen

Je nachdem was von einer Ellipse bekannt ist, kénnen auch andere Zusammenhénge
fur die Konstruktion der Ellipse Anwendung finden.

— a— S

Bild 3.32: Hérsaalgebéude der TU Kaiserslautern,  Bild 3.33: Gebé&ude Hilios, Kobe, Japan, 1988-91,
1993, Scherer, Saarbriicken Shin Takamatsu und Gabriel E. Lahyani

3.4.1 Punktkonstruktion aus Haupt- und Nebenscheiteln

Die Kreise um den Ellipsenmittelpunkt durch die Scheitel der Ellipse heilen Scheitel-
kreise, und zwar Hauptscheitelkreis oder Nebenscheitelkreis, je nachdem ob der
Kreis durch die beiden Hauptscheitel oder durch die beiden Nebenscheitel der Ellipse
geht. Jede Ellipse ist ein affines Bild ihres Hauptscheitelkreises und affines Bild ihres
Nebenscheitelkreises. Daraus kann die folgende Punki- und Tangentenkonstruktion
der Ellipse entwickelt werden:

Die Ellipse entsteht erstens aus dem Hauptscheitelkreis durch eine senkrechte Affini-
tat mit der Hauptachse der Ellipse als Affinitétsachse. Sie entsteht zweitens aus dem
Nebenscheitelkreis durch eine senkrechte Affinitét mit der Nebenachse als Affinitéts-
achse.
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Die Punkte Py und P, des Haupt- und Ne-
benscheitelkreises, deren Bildpunkt der
Ellipsenpunkt P ist, liegen auf einer Gera-
den durch den Ellipsenmittelpunkt.'
Daher kann ein beliebiger Ellipsenpunkt
P gefunden werden, indem durch den El-
lipsenmittelpunkt eine beliebige Gerade,
durch den Schnittpunkt P, mit dem Ne-
benscheitelkreis eine Parallele zur Haupt-
achse und durch ihren Schnittpunkt P,
mit dem Hauptscheitelkreis eine Parallele
zur Nebenachse gezeichnet wird. Der
Schnittpunkt der beiden Affinitatsstrahlen
ist ein Ellipsenpunkt P. Die Tangenten fg
an die Ellipse geht durch die erste Affini-
tét aus der Hauptscheitelkreistangente
hervor.

3.4.2 Papierstreifenkonstruktion

Wird in der Figur von Bild 3.34 fur die
Punktkonstruktion einer Ellipse eine Par-
allele durch den Ellipsenpunkt P zur ver-
wendeten Geraden durch den Ellipsen-
mittelpunkt gezogen, so entstehen meh-
rere Parallelogramme.

Daraus folgt:

Der Ellipsenpunkt P liegt auf einer Gera-
den, die die Hauptachse in einem Punkt X
und die Nebenachse in einem Punkt Y
derart schneidet, dass gilt:

PX = Lénge der halben Nebenachse

PY = Ldénge der halben Hauptachse

b

a

Markiert man die Punkte X und Y auf
einem Papierstreifen und bewegt diesen
Papierstreifen so, dass X auf der Haupt-
achse und Y auf der Nebenachse der
Ellipse lauft, so wandert P auf der Ellipse.

Bild 3.34: Ellipse als affines Bild ihres Haupt-
und Nebenscheitelkreises

Bild 3.35: Papierstreifenkonstruktion der Ellipse

1. Zum Beweis vgl. F. Reutter: Darstellende Geometrie. Band 1, S.22f.
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Wird der Papierstreifen an der Parallelen zur Hauptachse durch P gespiegelt, so ent-
steht ein weiterer Papierstreifen, auf dem die Punkte X und Y auf verschiedenen Sei-
ten des Punktes P liegen.

Aus diesen beiden méglichen Papierstreifen ergibt sich insgesamt die folgende
Papierstreifenkonstruktion:

Markiert man auf einen Papierstreifen drei Punkte X, Y und P in beliebiger Reihen-
folge derart, dass PX = Léange der halben Nebenachse, PY = Léange der halben
Hauptachse, und bewegt diesen Papierstreifen so, dass X auf der Hauptachse der
Ellipse und Y auf der Nebenachse der Ellipse zu liegen kommt, so beschreibt P die
Ellipse.

Diese Konstruktion war schon Proclos Diadochos (410-485 n. Chr.) bekannt. Sie wird
verwendet, um Ellipsenzirkel zu bauen.

kleine Halbachse

o J/ | [

Einsatz é

@
.Q ' i -—— grofRe Halbachse

Bild 3.36: Ellipsenzirkel

Je nachdem, was von der Ellipse bekannt ist, kann diese Konstruktion in unterschied-
licher Reihenfolge auch verwendet werden, um fehlende Bestimmungssticke der
Ellipse zu finden (vgl. Kapitel 5.6.7).

3.4.3 Konstruktion der Ellipsenachsen aus einem Paar konjugierter Durchmesser
nach Rytz

Die Rytz'sche Konstruktion (David Rytz, 1845) erméglicht, aus zwei konjugierten
Durchmessern einer Ellipse, also den Bildern zweier senkrecht aufeinanderstehen-
der Kreisdurchmesser, die Achsen zu bestimmen.

Die Ellipse wird bei dieser Konstruktion als affines Bild des Haupt- und Nebenschei-
telkreises betrachtet. Unter Verwendung des Thaleskreises kann die Lage der Achsen
gefunden werden.
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Die Zusammenhdénge bei der Papierstreifenkonstruktion liefern schlieBBlich die Lén-
gen der Achsen und damit die Scheitel der Ellipse.?

Es ergibt sich die folgende Ellipsenkonstruktion (Bild 3.38):

Die Strecke MgQ wird um den Punkt M um 90° gedreht (Punkt R). Dann sucht man
den Mittelpunkt H der Strecke PR und zeichnet mit H als Mittelpunkt einen Kreis durch
M. Dieser Kreis schneidet die Gerade PR in zwei Punktien. Derjenige dieser Schnitt-
punkte, der weiter von P entfernt ist, heif3t Y, der andere X. Es ist ein Papierstreifen
wie in 3.4.2 entstanden. X liegt auf der Verldngerung der Hauptachse. Y liegt auf der
Verléngerung der Nebenachse.

PX = Lénge der halben Nebenachse
PY = Lénge der halben Hauptachse

b

a

Das Ergebnis der Konstruktion ist unabhéngig von der Drehrichtung und der Wahl
des Ellipsendurchmessers, der gedreht wird.

Die Rytz'sche Konstruktion kann z. B. angewandt werden, wenn das axonometrische
Bild eines Kreises konstruiert werden soll, entsprechend der Thaleskreiskonstruktion
in Kapitel 3.3.

Im folgenden Beispiel liegt der Kreis in der Aufrissebene. Um das axonometrische Bild
dieses Kreises mit dem Bildkoordinatensystem (OP,xP,yP,zP) zu finden, werden im
Aufriss die senkrecht aufeinanderstehenden Kreisdurchmesser parallel zu den Koor-
dinatenachsen y" und z" eingezeichnet. Deren Bilder in der Axonometrie sind dann
konjugierte Ellipsendurchmesser (Bild 3.37).

E
\ P
Aufriss
xP 1:1 2:3 yp

Bild 3.37: Axonometrische Bilder der senkrechten Kreisdurchmesser - konjugierte Ellipsendurchmesser

2. Zur Begrindung s. F. Reutter: Darstellende Geometrie. Band 1. S. 25.
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Es kdnnten auch beliebige senkrecht auf-
einander stehende Kreisdurchmesser ge-
wdhlt werden und deren Bilder dann als
konjugierte Ellipsendurchmesser in der
Axonometrie gesucht werden. Die Paral-
lelen zu den Koordinatenachsen sind je-
doch leichter in der Axonometrie zu er-
mitteln. Aus diesen konjugierten Ellipsen-
durchmessern kénnen dann mit Hilfe der
Rytz'schen Konstruktion die Achsen und
Scheitel der Ellipse gefunden werden.

1. Drehe MgQ um Mg um 90°
—> Gerade MgR

2. Suche Mittelpunkt H von PR Bild 3.38: Rytz'sche Konstruktion

3. Zeichne Kreis um H durch Mg
—> Schnittpunkte Y und X mit Gerade PR

4. Die Gerade MgX ist die Hauptachse, die
Gerade MgY die Nebenachse der Ellipse.

5. Mit PY=a und PX=b erhdlt man die Haupt-
und Nebenscheitel der Ellipse.

3.4.4 Scheitelkrimmungskreise der Ellipse

Wenn die Haupt- und Nebenscheitel ei-
ner Ellipse gefunden wurden, kann die El-
lipse mit Hilfe der Scheitelkrimmungs-
kreise gezeichnet werden. Die Scheitel-
krommungskreise stellen eine gute Na-
herung der Ellipse um die Scheitel herum
dar.

Durch drei Punkte, die nicht auf einer Ge-
raden liegen, geht genau ein Kreis. Wahlt
man auf einer Kurve drei Punkte P, X und
Y, so bestimmen diese einen Kreis. Durch
Berechnung der Grenzlage dieses Kreises
for den Fall, dass X und Y gegen P gehen
(Bild 3.39), wird im allgemeinen ein ein-
deutig bestimmter Kreis erhalten. Bild 3.39: Krimmungskreis einer Kurve im Punkt P
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Dieser Kreis heif3st Krummungskreis der
Kurve im Punkt P. Der Krimmungskreis
einer Kurve in einem Kurvenpunkt P stellt
in einer kleinen Umgebung von P eine
gute Néherung der Kurve dar.

Existiert der Krimmungskreis einer Kurve
in einem Kurvenpunkt P, so haben die
Kurve und der Krimmungskreis in P die-
selbe Tangente. Der Mittelpunkt des
KrOmmungskreises einer Ellipse in einem
Scheitel liegt daher auf derselben Achse
der Ellipse, auf der der Scheitel liegt. Bild 3.40: Krimmungskreis der Ellipse im Scheitel S,

Wenn die Ellipse wie in Bild 3.40 mit dem Mittelpunkt in den Koordinatenursprung
gelegt wird, so ergibt sich die

folgende Ellipsengleichung: und nach dem Héhensatz gilt:
2 2 2

X4l =1 o y =20 v' = [2p-(a-0l(@-x)

a b a

2 2

B ) = 2p-(@wlax — @i =20 (ax

a a
Um den Scheitelkrommungskreis for Hauptscheitel S, zu finden, muss P; gegen S,
wandern, d. h. x—a:

Daraus folgt:

Pa = —
a

Analog kann fur die Nebenscheitel ermit-

telt werden: a?
P = 5

Diese Krimmungskreisradien kénnen a
konstruktiv umgesetzt werden:

Da die Dreiecke MESZS?), SzAM], S3M2A
zueinander dhnlich sind (sie stimmen in
allen drei Winkeln Gberein), ergibt sich:

b
Po

und

M,

b2 a? . Bild 3.41: Konstruktive Bestimmung der Scheitel-
Pa = 5 und p, = — wie gefordert. krommungskreise einer Ellipse
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Die Ellipse verlduft ganz innerhalb der beiden Nebenscheitelkrimmungskreise und
ganz aufBerhalb der beiden Hauptscheitelkrimmungskreise. Dies kann beim Zeich-
nen einer Ellipse verwendet werden. In einer Umgebung der Scheitel verléauft die
Ellipse auf den Scheitelkrimmungskreisen. Weiter entfernt von den Scheiteln kénnen
je nach Bedarf noch weitere Ellipsenpunkte mit Tangenten konstruiert werden. Mit
Hilfe des Kurvenlineals wird dann die Ellipse eingezeichnet. Dabei kann die Symme-
trie der Ellipse ausgenutzt werden (Bild 3.41).

3.4.5 Punkikonstruktion aus konjugierten Ellipsendurchmessern

Bei dieser Punktkonstruktion gehen wir m 1m 1

zundchst vom Urbild der Ellipse, dem

Kreis, aus. Die Tangenten in den End- S

punkten zweier aufeinander senkrechter

Kreisdurchmesser bilden ein Quadrat.® 2

Die halbe Quadratseite und der zugehé- A ! B

C
rige Radius werden in eine Anzahl glei-
cher Teile geteilt (hier 4 Teile, Teilpunkte
1, 2, 3 bzw. I, II, III). Nun wird Punkt A
mit den Teilpunkten 1, 2 und 3 verbun-
den sowie Punkt B mit den Teilpunkien I,

IT und III. Die Geraden A1 und BI bzw. P
A2 und BII bzw. A3 und BIII schneiden Bild 3.42: Kreiskonstruktion
einander in einem Punkt des Kreises, da

die entsprechenden rechtwinkligen Drei-

ecke (markiert in Bild 3.42) kongruent

sind. Wenn die beiden aufeinander senk- C'
rechten Kreisdurchmesser AB und CD auf
die konjugierten Ellipsendurchmesser A'B' 3
und C'D' mittels Parallelprojektion abge- >
bildet werden, entsteht eine entspre- A
chende Punktkonstruktion der Ellipse, da

die Parallelprojektion teilverhdélinis- und B

parallelentreu ist. Die Tangenten in den
Endpunkten zweier konjugierter Ellipsen-
durchmesser bilden ein Parallelogramm.
Die Verbindungsgeraden entsprechender D

Teilpunkte 1, 2 und 3 mit A' bzw. I, Il und
I mit 'BI scI:meide.n .einar‘der entspre- Bild 3.43: Punktkonstruktion der Ellipse aus
chend wie beim Kreis in Ellipsenpunkten. konjugierten Ellipsendurchmessern

o

3. Vgl. W. Noli: Darstellende Geometrie. Il. Teil, Gielen 1982, S. 9.
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3.4.6 Die Gdartnerkonstruktion der Ellipse

Jede Ellipse besitzt zwei Brennpunkte mit der folgenden Eigenschaft:

I Die Summe der Absténde eines Ellipsenpunktes von den beiden Brenn-
® punkten ist konstant.

Daraus resultiert die sogenannte Géartnerkonstruktion der Ellipse:

Eine Schnur der Lénge der Hauptachse (2a) wird mit den Enden in den beiden Brenn-
punkten der Ellipse festgehalten. Ein Stift, der sich in der Schnur bewegt, beschreibt
dann die Ellipse.

Bild 3.44: Gartnerkonstruktion

PF, + PF, = 2a

Diese Zusammenhénge werden oft auch
als Definition der Ellipse verwendet:

Die Ellipse ist der geometrische Ort aller
Punkte, fir die die Summe der Abstande
von zwei festen Punkten, den Brennpunk-
ten, konstant ist. Bild 3.45: Brennpunkte einer Ellipse

Wird ein Kreis mittels Zentralprojektion abgebildet, so ergibt sich ein kollineares
Bild eines Kreises. Welche Kurven dann als Kreisbilder entstehen kénnen, wird im
Zusammenhang der Zentralprojektion in Kapitel 13.6 untersucht.
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4 AXONOMETRIE

Um anschauliche Bilder rdumlicher Objekte zu erhalten, die auch die Proportionen
der Objekte erhalten, sind Axonometrien die geeigneten Mittel. Sie entstehen auf der
Grundlage der Parallelprojektion. Es kénnen die schiefe oder die senkrechte Paral-
lelprojektion zum Zeichnen der Axonometrien verwendet werden.

Axonometrien sind geeignet, um stadtrdumliche Strukturen, wie in Bild 4.1 das Euro-
forum in Kéln, oder den Zusammenhang von Gebdaudekomplexen aufzuzeigen.
Andere Anwendungsbereiche betreffen die Konzeption eines Gebé&udes (Bild 4.2)
und das Gestaltungskonzept. Zusdtzlich kénnen Axonometrien herangezogen wer-
den, um den Aufbau von funktionalen Einheiten und Innenréumen zu verdeutlichen.
Bestens geeignet sind Axonometrien auch zur Darstellung von Detailldsungen. Eine
Axonometrie kann éhnlich wie ein Modell Objekte und Strukturen prdsentieren.

v’
Bild 4.1: Axonometrie eines Stadtteils, Euroforum Bild 4.2: Haus eines Blumenzichters, Rebbio
K&ln, 1992, O. M. Ungers (Como), ltalien, 1936-37, G. Terragni
Axonometrie:

Objekt im raumlichen Bild des Objektes im Bild
kartesischen Koordina- Parallelprojektion des rdumlichen kartesi-
tensystem o schen Koordinatensys-
(O, %y, 2) tems (OP, xP, yP, zP)
Urbild Bild

Eine Axonometrie ist ein Parallelriss eines Objektes in einem rdumlichen kartesischen
Koordinatensystem (O, x, y, z), das so in die Bildebene © abgebildet wird, dass alle
Koordinatenachsen x, y und z im Bild als Geraden xP, yP und zP zu sehen sind und
keine der Achsenbilder zusammenfallen. Das Koordinatensystem wird als Rechts-
koordinatensystem (vgl. Kapitel 2.4.2) verwendet.

71

C. Leopold, Geometrische Grundlagen der Architekturdarstellung,
DOI 10.1007/978-3-658-07846-1_4, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015



AXONOMETRIE

Je nachdem, ob die Projektionsstrahlen schief oder senkrecht auf die Bildebene auf-
treffen, wird zwischen schiefer und normaler (senkrechter) Axonometrie unter-
schieden.

Bild 4.3: Schiefe Axonometrie

Bild 4.4: Normale Axonometrie
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Die Grundlage fur das praktische Zeichnen von axonometrischen Bildern ist der Satz
von Pohlke (K. Pohlke', 1860), der auch als Hauptsatz der Axonometrie bezeichnet

wird:

Jedes ebene Dreibein ist ein
Parallelriss eines raumlichen
kartesischen Koordinatensys-
tems, dessen Einheitsstrecke
durch das ebene Dreibein

bestimmt ist.

Die Achsenrichtungen und die Einheits-
strecken (VerkUrzungen) kénnen beliebig

angenommen werden.

Bild 4.5: Bild des Koordinatensystems

Entsprechend der Verkirzungen auf den drei Koordinatenachsen werden drei Arten
von Axonometrien unterschieden:

monometrische
Projektion:
VerkiUrzungen aller drei
Koordinatenachsen sind
gleich.

dimetrische Projektion:

VerkiUrzungen auf zwei
Koordinatenachsen sind
gleich.

trimetrische Projektion:

Die Verkirzungen auf
allen Koordinatenachsen
sind unterschiedlich.?

Bild 4.6: Monometrische Projektion

Bild 4.7: Dimetrische Projektion Bild 4.8: Trimetrische Projektion

1. Karl Wilhelm Pohlke (1810-1876) hat diesen Satz 1853 gefunden und 1860 ohne Beweis in seinem Lehrbuch fur Dar-
stellende Geometrie verdffentlicht. Der erste vollsténdige Beweis erschien 1864 im Jahrbuch fur Mathematik von H. A.

Schwarz (1843-1921).

2. Vgl. DIN'ISO 10209-2: 1994-12, S. 8.

73



AXONOMETRIE

4.1 Schiefe Axonometrie
Jedes beliebig angenommene Koordinatensystem mit Einheitsstrecken fuhrt im allge-

meinen zu einer schiefen Axonometrie. Zwei Arten von schiefen Axonometrien wer-
den am héaufigsten verwendet: Grundrissaxonometrie und Aufrissaxonometrie.

4.1.1 Grundrissaxonometrie

Ist in einer Axonometrie die xP-Achse senkrecht zur yP-Achse und sind die Verkirzun-
gen auf diesen Achsen jeweils 1:1, so heif3t die Axonometrie Grundrissaxonome-
frie, Vogelprojektion, Militérprojektion oder planometrische Projektion. Die
Grundrissaxonometrie zeigt den Grundriss unverzerrt. Daher eignet sie sich
besonders gut zur Darstellung von Stadtteilen, Gebdudekomplexen und Innen-
réumen.

);

| 4 7 "

Vi/AA

Bild 4.9: Grundrissaxonometrie eines Gebé&ude- Bild 4.10: Grundrissaxonometrie der Innenraum-
zusammenhangs, 1997, Studienprojekt struktur, 1996, Studienprojekt

Geeignete Annahmen fir den Winkel zwischen xP- und zP-Achse und fir die Verkir-
zung auf der zP-Achse sind:

Bild 4.11: Geeignete Bildkoordinatensysteme fir eine Grundrissaxonometrie
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4.1.2 Aufrissaxonometrie

Ist bei einer Axonometrie die yP-Achse senkrecht zur zP-Achse und sind die Verkor-
zungsverhdlinisse auf diesen Achsen jeweils 1:1, so heiit die Axonometrie Aufriss-
axonometrie, frontale Axonometrie oder Kavalierprojektion (der Ausdruck Kavalier
stammt aus der Festungsbaukunst). Durch diese Eigenschaft bilden sich alle Figuren,
die parallel zur Aufrissebene liegen, in wahrer Gestalt ab. Verwendung findet die
Aufrissaxonometrie vor allem dann, wenn an einem Objekt das Wesentliche in der
Frontansicht unverzerrt gezeigt werden soll (z. B. bei Hduserfassaden).

In der GegenUberstellung von Grundrissaxonometrie und Aufrissaxonometrie eines
Gebdudes (Bild 4.13) wird deutlich, dass eine Aufrissaxonometrie dann das Gebéude
sehr viel besser darstellen kann als eine Grundrissaxonometrie, wenn die wesent-
lichen Informationen Uber das Gebdude in der Fassade bzw. in einer vertikalen
Ebene liegen.

Bild 4.12: Aufrissaxonometrie, Bild 4.13: Aufriss- und Grundrissaxonometrie im Vergleich, Entwurf zur
1993, Studienprojekt Villa in Karthago, Tunesien, 1928, Le Corbusier

Geeignete Annahmen fir den Winkel zwischen xP- und zP-Achse sowie fir die Ver-
kiorzung auf der xP-Achse sind:

i 1 1

1:1]2° 1.1 127

o =120° o =135" o =135"
| |
\ i \
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Bild 4.14: Geeignete Bildkoordinatensysteme fir eine Aufrissaxonometrie
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4.2 Normale Axonometrie

Bei der normalen (senkrechten) Axonometrie kann das Bild des Koordinatensystems
nicht beliebig vorgegeben werden. Die Bildebene muss senkrecht zur Projektionsrich-
tung stehen. Daraus ergeben sich Zusammenhdénge zwischen den Neigungswinkeln
der Koordinatenachsen gegen die Bildebene und den Verkirzungen. Wie normale
Axonometrien gezeichnet werden und wie die Winkel der Bildkoordinatenachsen und
Verkurzungen aus der Vorgabe der Projektionsrichtung ermittelt werden kénnen,
wird in Kapitel 12 erléutert. Bild 4.15 zeigt zwei normale Axonometrien des Gdste-
hauses "Old/New Rokko" von Tadao Ando, die mit AutoCAD® erstellt wurden. Hier
sind alle Axonometrien normale Axonometrien, wie auch in den meisten anderen
CAD-Programmen.

Fur die Winkel zwischen den Bildern der Koordinatenachsen und die damit zusam-
menhdngenden Verkirzungen werden in DIN ISO 5456-3: 1998-04 die Dimetrie
und die Isometrie empfohlen.

—
i

Bild 4.15: Normale Axonometrien des Géstehauses "Old/New Rokko" in Kobe, Japan, 1985/86,

Tadao Ando
Dimetrie ex+ey+eZ = %+'I +1 Isometrie ex+ey+eZ =1+1=+1
. . . e . '\/7 . 2 . 2 - - - = ] ;/\/2;/\/2;/\/2
erexveyvez— —?_§f_§ﬁ e'ex'ey'ez ) 3 3 3
1:0,94 2" 1:0,94 (2"
o=131"25' o= 7
B=131"25 B =42 1047
y= 97°10'

1:0,47 Y o B

Angabe nach DIN ISO 5456-3

Bild 4.16: Dimetrie (mit zwei mdglichen Angaben) und Isometrie als normale Axonometrien
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4.3 Zeichenmethoden
4.3.1 Axonometrische Aufbaumethode

Der abzubildende Gegenstand wird in ein
radumliches kartesisches Rechtskoordina-
tensystem eingebettet. Nach der Wahl
des Bildkoordinatensystems mit Einheits-
strecken ist es empfehlenswert, anhand
des Einheitswuirfels die Anschaulichkeit
und ZweckmaéfBigkeit der gewéhlten Axo-
nometrie zu Uberprifen.

X" ol |o

AXONOMETRIE

Bild 4.17: Einheitswirfel

EIRN

\

Bild 4.18: EinfGhren des Koordinatensystems in Grund-, Auf- und Kreuzriss

Sind Grund-, Auf- und Kreuzriss des
abzubildenden Objektes, z. B. eines
Gebdaudeensembles bekannt, so kénnen
die Koordinatenachsen in diesen Rissen
eingefihrt werden. Da nur die Verkur-
zungsmafe fur Strecken parallel zu den
Koordinatenachsen unmittelbar bekannt
sind, ist es sinnvoll, die Koordinatenach-
sen parallel zu den Hauptrichtungen des
abzubildenden Objekts zu legen. Mit Hil-
fe eines Probekérpers kann gepruft wer-
den, welche Teile des Objektes sichtbar
sind bzw. welche sich Gberlagern, um die
geignete Axonometrie herauszufinden.

yP

Bild 4.19: Probekérper in der gewdhlten
Axonometrie
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Die Axonometrie kann nach der Entschei-
dung fur ein axonometrisches Bildkoordi-
natensystem unter Ausnutzung der Paral-
lelen- und Teilverhélinistreue der Paral-
lelprojektion punki- und geradenweise
konstruiert werden.

Bei Gebdauden ist es meist sinnvoll, zu-
ndchst mit dem axonometrischen Bild des
Grundrisses zu beginnen und dann die
Héhen unter Beachtung der Verkur-
zungen darauf aufzubauen. Bild 4.20: Axonometrie eines Geb&udeensembles

¢

Bild 4.21: Axonometrie des Stuhles "Rot und Blau",  Bild 4.22: Ecke der Aufzugsschachtverkleidung,
1918, G. Th. Rietveld, Studienprojekt Birogeb., London, 1988-90, Sh. Robson

Bei anderen Objekten kann es geeigneter sein, die Axonometrie entsprechend der
Einzelteile aufzubauen.

Bild 4.21 zeigt die Axonometrie des Stuhles "Rot und Blau" von G. Th. Rietveld. Es
ware hier nicht sinnvoll, mit dem axonometrischen Bild des Grundrisses zu beginnen,
da fast keine der Kanten in der Grundrissebene liegen. Die Axonometrie des Stuhles
wird am besten stabweise entwickelt. Eine éhnliche Vorgehensweise empfiehlt sich
auch beim Zeichnen der Axonometrie eines Details. In Bild 4.22 wurde das Detail der
Eckausbildung bei der Aufzugsschachtverkleidung des Burogebéudes fur die "British
Land Company" in einer Axonometrie dargestellt. Hier empfiehlt es sich ebenfalls
Element fur Element die Axonometrie zu zeichnen.

Diese Zeichenmethoden werden Axonometrische Aufbaumethoden genannt, da die
Objekte in der Axonometrie dhnlich wie beim Bauvorgang aufgebaut werden.
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4.3.2 Einschneideverfahren

AXONOMETRIE

Das sogenannte Einschneideverfahren erméglicht, die Axonometrie nach Vorgabe
der Projektionsrichtung zu zeichnen. Dies entspricht einer anschaulich intuitiveren
Vorgehensweise als direkt das axonometrische Koordinatensystem festzulegen.

Zwei zugeordnete Normal-
risse eines Objektes (z. B.
Grund- und Aufriss werden
beliebig in die Zeichenebe-
ne gelegt und durch je ein
BiUschel von Projektions-
strahlen, den sogenannten
Einschneidestrahlen, proji-
ziert. Der Schnittpunkt der
Projektionsstrahlen der Ris-
se eines Punktes P ist der
Bildpunkt PP von P (Bild
4.23). Dabei bestimmen
die Lage der Risse auf der
Zeichenebene und die
Richtungen der sogenann-
ten Einschneidestrahlen die
Axonometrie.

Bild 4.23: Einschneideverfahren

Um eine monometrische
Grundrissaxonometrie  zu
zeichnen, ist es méglich,
das Einschneideverfahren
auf den Grundriss einzu-
schréanken. Der Grundriss
wird entsprechend der Pro-
jektionsrichtung p auf die
Zeichenebene gelegt. Die
Héhen des Objektes wer-
den dann in zP-Richtung,
parallel zur Projektionsrich-
tung p, abgetragen (Bild
4.24).

ZzP
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Bild 4.24: Grundrissaxonometrie mittels Einschneideverfahren
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4.4 Orientierung

Beim Zeichnen einer Axonometrie muss beachtet werden, welche Sicht, Ober- oder
Untersicht, jeweils vorliegt.

Bild 4.25: Ober- und Untersicht eines Objektes in einer Axonometrie

Bild 4.26: Studie structural, 1955, Josef Albers Bild 4.27: k - 19, 1956, Josef Albers

Dies ergibt sich aus dem gewdhlien Rechiskoordinatensystem. Die Richtungen der
Koordinatenachsenbilder bestimmen, welche Sicht vorliegt:

Eine Obersicht liegt vor, wenn die positive xP-Achse auf kiirzestem Weg in die posi-
tive yP-Achse durch eine Drehung in mathematisch positivem Sinn (Gegenuhrzeiger-
sinn) Ubergeht.

Eine Untersicht liegt vor, wenn die positive xP-Achse durch eine Drehung in mathe-
matisch negativem Sinn (Uhrzeigersinn) Gbergeht. Die Uberprifung der Sichtweise
kann auch mit Hilfe der Drei-Finger-Regel (vgl. Kapitel 2.4.2) erfolgen.

Werden beide Méglichkeiten - Ober- und Untersicht - miteinander verknupft, so ent-

stehen Bilder unméglicher rdumlicher Situationen wie in Bild 4.26 und 4.27. Josef
Albers hat hier in den Studien zwei Sichtweisen eines Objektes in einem Bild vereint.
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4.5 Axonometrievarianten

Die Wahl der Axonometrie hdngt vom darzustellenden Gegenstand und der
gewunschten Aussage ab. Neben den unterschiedlichen Sichtweisen auf das Objekt,
kénnen die Axonometrien auch in Bezug auf das Dargestellte variieren. Beispielhaft
sollen hier drei Varianten, Durchsichtsaxonometrie, Schnittaxonometrie und Explo-
sionsaxonometrie, solche Méglichkeiten aufzeigen.

4.5.1 Durchsichtsaxonometrie
In einer Durchsichtsaxonometrie sollen die Zusammenhénge zwischen aufien und

innen eines Gebdudes deutlich gemacht werden. Dazu werden Obijektteile, die die
Sicht ins Innere verstellen, in der Zeichnung weggelassen oder als durchsichtig

4
. \4(4,“&

Bild 4.28: Durchsichtsaxonometrie - Bonham Bild 4.29: Kapsel - Nakagin Capsule Tower, Tokio,
House, Kalifornien, 1961-62, Ch. Moore 1970-72, Kisho Kurokawa

angenommen. Diese Darstellungen sind geeignet, um den Zusammenhang zwischen
dem Baukérper und der Raumkonzeption sichtbar werden zu lassen.

Charles Moore (Bild 4.28) hat seine Entwurfe héufig auf diese Art und Weise darge-
stellt. Die im Vergleich zur duferen Hille ungewohnte, komplizierte Gliederung im
Innenraum kann damit verstdndlich vermittelt werden. Es entsteht eine Art Rént-
genblick in das Gebdude. Was in der Zeichnung jeweils durchsichtig gemacht wird
oder was weggeschnitten wird, muss je nach Zweck der Zeichnung und des darzu-
stellenden Objektes entschieden werden.

Bei der Darstellung einer Kapsel des Nakagin Capsule Tower von Kisho Kurokawa in
einer Durchsichtsaxonometrie (Bild 4.29) liegt der Schwerpunkt der Darstellung auf
der Unterbringung aller Funktionen auf engstem Raum. Das gleichzeitige Zeigen der
Kapsel von auflen und der Anschlisse lasst die Konzeption der Kapsel im
Zusammenhang der Struktur des Turms verstéandlich werden.
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4.5.2 Schnittaxonometrie

Um funktionale Zusammenhénge eines Gebé&udes oder z. B. den Aufbau der Raum-
folgen und Geschosse aufzuzeigen, kénnen auch horizontale und/oder vertikale
Schnitte durch ein Gebdude gelegt werden. Die Axonometrie des geschnittenen
Gebdudes verdeutlicht besser die Zusammenhdnge. Schnittaxonometrien erreichen
eine bessere Anschaulichkeit als reine Schnittdarstellungen, bei denen ein
rdumliches Verstdndnis erst erarbeitet werden muss.

Bei einem horizontalen Schnitt wie in Bild 4.30 ist zur axonometrischen Darstellung
eine Sicht von oben, z. B. eine Grundrissaxonometrie, sinnvoll. Dann bleibt der
Grundriss in der axonometrischen Darstellung unverzerrt und die Axonometrie ldsst
die Struktur des Grundrisses mit der Verteilung der Rdume plastisch erscheinen. Auf
diese Weise kann der Grundrissentwurf réumlich klar werden.

Bild 4.30: Schnittaxonometrie mit horizontalem Bild 4.31: Schnittaxonometrie mit vertikalem
Schnitt, 1995, Studienprojekt Schnitt, 2010, Studienprojekt

Bei einem vertikalen Schnitt wie in Bild 4.31 wird eher eine Axonometrie mit Blick von
vorne, z. B. eine Aufrissaxonometrie, gewdhlt. Dann erscheint die Ansicht unverzerrt
und die konstruktive Struktur im Innenraum z. B. kann durch die weggeschnittene
AufBenwand aufgezeigt werden.

Ahnlich kénnen zu unterschiedlichen Zwecken Schnittaxonometrien verwendet wer-
den. Die Schnittebenen und die Art der axonometrischen Darstellung mussen jeweils
fur den Zweck geeignet gewdhlt werden. Es ist dabei auch méglich, mehrere Schnitt-
ebenen, z. B. eine horizontale und eine vertikale Schnittebene in das Objekt zu legen.
Empfehlenswert ist jedoch hierbei, eine Zeichnung nicht zu komplex zu gestalten, um
die Lesbarkeit nicht zu gefédhrden. Die Integration von Schatten in die Darstellung
unterstUtzt die rdumliche Wirkung.
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4.5.3 Explosionsaxonometrie

Um den Aufbau und das Gefige von Einzelteilen eines Gebdudes bzw. Gegen-
standes zu erléutern, kann es empfehlenswert sein, den Gegenstand bzw. das
Gebdude in einem "explodierten" Zustand darzustellen. Die Einzelteile werden dabei
nicht beliebig "explodiert", wie der Begriff nahelegt, sondern das Objekt wird in die
wichtigsten Bestandteile zerlegt und dann in einer so weit auseinandergezogenen
Position gezeichnet, dass die einzelnen Bestandteile zu erkennen sind. Die
gewinschte Aussage bestimmt, in welche Bestandteile das Obijekt zerlegt wird. Aus
allen Axonometrien kann hier ausgewdhlt werden. Es muss Uberlegt werden, welche
Axonometrie dem Objekt und der Art der "Explosion" am besten gerecht wird.

Eine Explosionsaxonometrie kann z. B. geeignet sein, um den Aufbau von Geschos-
sen aufzuzeigen.

Bild 4.32: Geschosse eines Dop-  Bild 4.33: Explosionsaxonometrie  Bild 4.34: Glasbefestigung in Ex-
pelhauses und ganzes Objekt plosionsaxonometrie

In Bild 4.32 werden die beiden Stockwerke eines Doppelhauses mit den ver-
schiedenen Modulen dargestellt. Das Verstehen der Explosionsaxonometrie wird ver-
bessert, wenn mittels Linien angegeben wird, wie die Bauteile auseinander
geschoben wurden. Diese Linien erleichtern das Verstédndnis des Gefiges und das
Zusammenfigen der Einzelteile in Gedanken zu einem Ganzen.

Die Explosionsaxonometrie kann auch verwendet werden, um den Aufbau und das
Ineinandergreifen der einzelnen Bauteile zu erldutern. Eine zusétzliche Darstellung
des zusammengebauten Objektes bzw. eines Teils des Objektes in zusammengefug-
tem Zustand (Gebéudehaélfte rechts in Bild 4.33) kann zum besseren Versténdnis bei-
tragen.

Bild 4.34 zeigt einen weiteren Anwendungsbereich der Explosionsaxonometrie. Der
Aufbau eines Details mit allen Bauelementen wie die Glasbefestigung im Sterling Ho-
tel, Flughafen Heathrow in London, kann in einer Explosionsaxonometrie gut ver-
deutlicht werden.
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4.6 Computergestiizte Axonometrie

Beim computergestitzten Zeichnen ist die Einbettung des Obijektes in ein dreidime-
sionales Koordinatensystem von Anfang an von Bedeutung. Das axonometrische
Bildkoordinatensystem, d. h. die Sicht auf das rdumliche Objekt am zweidimensio-
nalen Bildschirm, wird in den meisten Programmen interaktiv gewdhlt.

Da in vielen CAD-Programmen keine eindeutig definierten geometrischen Begriffe
verwendet werden, kann hédufig nur indirekt erschlossen werden, welche Art von Axo-
nometrie zur Anwendung kommt. Wéhlt der Benutzer nur eine Blickrichtung, so
handelt es sich um eine normale Axonometrie, da eine normale Axonometrie mit der
Angabe der Blickrichtung schon festgelegt ist. Die Bildebene ist dann senkrecht zur
Blickrichtung (vgl. Kapitel 12).
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Bild 4.35: Kompass und Achsendreibein zur Wahl der Blickrichtung fiir die Axonometrie (AutoCAD®)

Bei einer schiefen Axonometrie muss aufler der Blickrichtung auch die Lage der
Bildebene in Relation zur Blickrichtung angegeben werden.

Bei der interaktiven Wahl des axonometrischen Bildkoordinatensystems tritt das Pro-
blem der Orientierung auf. Es ist dem gezeigten Dreibein grundsétzlich nicht anzu-
sehen, ob eine Ober- oder Untersicht vorliegt. Hierbei hilft in einigen CAD-
Programmen die zusétzliche Darstellung eines "Kompasses" (Bild 4.35). Der Kompass
ist eine zweidimensionale Darstellung eines Globus. Der Mittelpunkt ist der Nordpol
mit den Koordinaten (0, 0, 1), der innere Kreis stellt den Aquator dar (n, n, 0) und der
gesamte auflere Kreis steht fir den Sudpol (0, 0, -1). Mit einem Fadenkreuz kann die
Position auf dem Globus gewéhlt werden, und zusammen mit dem Vorgabezielpunkt
(0, 0, 0) ergibt sich daraus die Blickrichtung fir die Axonometrie. Wenn das Faden-
kreuz also im Innern des kleinen Kreises bleibt, liegt eine Obersicht, sonst eine Unter-
sicht vor.
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Das bei der gewdhlten Blickrichtung entstehende Bild des Koordinatensystems wird
als Achsendreibein angezeigt. Sind die Koordinatenachsen beschriftet und wird die
"Drei-Finger-Regel" des Koordinaten-Rechtssystems (vgl. Bild 2.28) beachtet, so kann
auch direkt aus der Darstellung des Koordinatensystems auf Ober- oder Untersicht
geschlossen werden. Die gleichzeitige Darstellung eines einfachen Objektes in einer
schattierten Flachendarstellung lésst die Wahl des axonometrischen Bildkoordinaten-
systems anschaulicher werden.

In einigen CAD-Programmen wird daher bei der Wahl oder auch direkt im Aus-
wahlmenU ein Testobjekt, z. B. ein einfaches Haus, gezeigt, das deutlich macht,
welche Sicht vorliegt (Bild 4.36).

Um eine schiefe Axonometrie computergestitzt zu erzeugen, werden in einem CAD-
Programm verschiedene gebrduchliche Axonometrien angeboten, wie z. B. Grund-
rissaxonometrie, Aufrissaxonometrie und Isometrie.

Perspekliv-Einstellungen. ‘
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Bild 4.36: Orientierung mit Hilfe eines Testobjektes  Bild 4.37: Auswahl unter vordefinierten schiefen
(ArchiCAD®) Axonometrien (ArchiCAD®)
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Mit Hilfe des Testobjektes werden die wahlbaren Axonometrien veranschaulicht, so
dass die richtige Auswahl leichter féllt (Bild 4.37). Auch eine Sicht von schrég oben
oder unten wird im Testobjekt direkt deutlich.

Eine freie Definition der Lage der Bildebene durch den Benutzer, die bei einer belie-
big schiefen Axonometrie zusétzlich zur Blickrichtung festgelegt werden musste, ist in
einem CAD-Programm nicht sinnvoll zu realisieren. Daher verwendet die Mehrzahl
der CAD-Programme ausschlieBlich Normale Axonometrien, da diese gleichzeitig
anschaulichere Darstellungen liefern als schiefe Axonometrien. Da jedoch diese
Begrifflichkeit meistens nicht verwendet wird, sondern nur allgemein zwischen der
Verwendung von Parallel- oder Zentralprojektion (Perspektive) unterschieden wird,
muss der Nutzer darauf achten, welche Arten von Axonometrien das jeweilige Pro-
gramm verwendet. Wenn alle Axonometrien Normale Axonometrien sind, kénnen
keine Grundriss- oder Aufrissaxonometrien erzeugt werden.
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In AutoCAD®, SketchUp® und Rhinoceros® kommen ausschlielich Normale Axo-
nometrien zur Darstellung. Der Nutzer stellt in SketchUp® die Kamera auf "Parallele
Projektion" (Bild 4.38) bzw. in Rhinoceros® die Projektion im Ansichifenster auf
parallel (Bild 4.39) ein, um eine axonometrische Darstellung zu erhalten.

Hilfreich ist die Anzeige des Koordinatensystems, in SketchUp® als rote, grine und
blaue Achsen bzw. in Rhinoceros® zusétzlich zu den Achsen im Obijekt als beschrifte-
tes Koordinatensystem x, y und z links unten. Die Verénderung der axonometrischen
Darstellung erfolgt interaktiv durch Drehen der Ansicht.

In SketchUp® wird durch die Verénderung der Hintergrundfarbe direkt deutlich, ob
eine Obersicht mit Sicht auf den Boden in grin oder dunkelgrau bzw. Untersicht mit
Blick in den Himmel in blau oder hellgrau je nach gewéhltem Darstellungsstil vor-
liegt.

8 s
é: =
S
I
Bild 4.38: Objekt mit Koordinatenachsen zur Bild 4.39: Wahl der Parallelprojektion und inter-
Orientierung (SketchUp®) aktives Drehen (Rhinoceros®)
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5 ZUGEORDNETE NORMALRISSE -
ZWEITAFEL- BZW. DREITAFELPROJEKTION

Als eine der wichtigsten Methoden, um die Zeichnung eines rdumlichen Objektes
umkehrbar eindeutig zu machen und damit das rdumliche Objekt aus der Zeichnung
erfassen zu kénnen, wurde in Kapitel 2.4.2 die Methode der zugeordneten Normal-
risse eingefUhrt. Sie wird fur alle mafigerechten Zeichnungen eingesetzt, die Grund-
lage fur den Entwurfs- und AusfUhrungsprozess sind.

Mit Hilfe der zugeordneten Normalrisse kénnen die Lage der verschiedenen Bauteile
zueinander und im Raum sowie die wahre Gestalt und Gréfie der Teile ermittelt wer-
den. Die Methode der zugeordneten Normalrisse kann benutzt werden, um raumli-
che Probleme in der Zeichnung zu 16sen. In Kapitel 1 wurde dies als eine Aufgabe der
Geometrie fur die Architekturdarstellung beschrieben.

Bild 5.1: Décher in Lucca, ltalien Bild 5.2: Victoria und Albert Museum, London,
1996, Daniel Libeskind

Ein solches rdaumliches Problem kann darin bestehen, die Schnittlinien und
AnschlUsse von verschiedenen Gebdudeteilen wie in Bild 5.1 und 5.2 herauszu-
finden.

Um sich dieser Methode systematisch zu néhern, wird zuerst die Darstellung der geo-
metrischen Grundelemente Punkt, Gerade und Ebene in zugeordneten Normalrissen
behandelt. Danach werden diese Grundelemente zueinander in Beziehung gesetzt.
Es wird z. B. untersucht, ob ein Punkt in einer gegebenen Ebene liegt oder in welcher
Geraden zwei Ebenen einander schneiden (vgl. Kapitel 5.4).

Da jeder Raumpunkt durch zwei seiner Normalrisse (Grund-, Auf- oder Kreuzriss)
eindeutig bestimmt ist, genigt es, das Objekt jeweils in zwei zugeordneten Normal-
rissen darzustellen. Daher wird diese Methode auch Zweitafelprojektion genannt.
Die Objekte werden meistens in Grund- und Aufriss dargestellt. Werden Grund-,
Auf- und Kreuzriss verwendet, so spricht man von einer Dreitafelprojektion.
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5.1 Darstellung von Punkten

Bei der Zweitafelprojektion wird ein Punkt im Raum auf zwei verschiedene Bildebe-
nen senkrecht projiziert. Die beiden Bildebenen stehen senkrecht aufeinander und
werden zum Zeichnen um die Rissachse in eine Ebene geklappt. Die so entstandenen
Risse, Grundriss und Aufriss, werden dadurch so angeordnet, dass Grundriss P' und
Aufriss P" eines Raumpunktes P auf einem Ordner senkrecht zur Rissachse (12) liegen.
P' kennzeichnet den Grundriss und P" den Aufriss des Punktes P.

Ty

A

Rissachse (12)
Ordner
p
Bild 5.3: Grund- und Aufriss eines Punktes P 2
o
R
R (12)
Q
Q"

Ty

Bild 5.4: Punkt Q unter der Grundrissebene und Punkt R hinter der Aufrissebene
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Ein Punkt kann auch unter der Grundriss- [
ebene (Punkt Q) oder hinter der Aufriss-
ebene (Punkt R) liegen (Bild 5.4). Daher

ist es erforderlich, immer die Bezeich-
nungen P' bzw. P" zu verwenden. R
Zum besseren Erkennen der Risse kénnen
in einem solchen Fall die Risse auch aus-
. .. Q" (12)
einandergezogen werden, damit sie ein- =
ander in den verschiedenen Rissebenen
nicht Gberdecken (Bild 5.5). Q

Bild 5.5: Auseinanderziehen von Grund- und Aufriss

Ty

5.2 Darstellung von Geraden

Eine Gerade ist bestimmt durch zwei Punkie A und B in Grund- und Aufriss.

o

(12)

Bild 5.6: Grund- und Aufriss einer Geraden g

Die Lage der Geraden im Raum kann auch gekennzeichnet werden mit Hilfe der
Durchstof3punkte der Geraden mit den Rissebenen. Der Durchstoflpunkt der
Geraden g mit der Grundrissebene wird Grundrissspurpunkt S;, der Durchstof3-
punkt mit der Aufrissebene wird Aufrissspurpunkt S, genannt.

Den zugeordneten Normalrissen kann entnommen werden, ob die Gerade eine
besondere Lage im Raum einnimmt.
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Es kénnen die folgenden Geraden spezieller Lage im Raum unterschieden werden:

1. Gerade g ist senkrecht zur Grundrissebene (g L m;):
g ist eine erstprojizierende oder grundrissprojizierende Gerade. Die Gerade
g erscheint im Grundriss nur als Punkt und verléuft im Aufriss in Ordnerrichtung.

T,
g"
o
g"
’ (12)
]
\ '
N I =
g
Bild 5.7: Erstprojizierende Gerade ™

2. Gerade g ist senkrecht zur Aufrissebene (g L, ):
g ist eine zweitprojizierende oder aufrissprojizierende Gerade. Die Gerade g

erscheint dann im Aufriss nur als Punkt und verléuft im Grundriss in Ordnerrich-
tung.

Ty

(12)

Bild 5.8: Zweitprojizierende Gerade T
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3. Gerade g ist parallel zur Grundrissebene (g || 7t ):
g ist eine Hauptlinie erster Art oder eine Héhenlinie. Ob eine Gerade eine
Héhenlinie ist, kann im Aufriss festgestellt werden (Bild 5.9). Eine Héhenlinie
erscheint im Aufriss parallel zur Rissachse.

L]

(12)

o

o

Bild 5.9: Héhenlinie

4. Gerade g ist parallel zur Aufrissebene (g ||, ):
g ist eine Hauptlinie zweiter Art oder eine Frontlinie. Ob eine Gerade eine
Frontlinie ist, kann im Grundriss festgestellt werden (Bild 5.10). Eine Frontlinie
erscheint im Grundriss parallel zur Rissachse.

T

(12)

o

Ty

Bild 5.10: Frontlinie
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5.3 Darstellung von Ebenen

I Eine Ebene ist eindeutig bestimmt durch drei Punkte (nicht kollinear) oder
° durch zwei einander schneidende bzw. parallele Geraden.

Die drei Punkte A, B und C bzw. die beiden Geraden g und h bestimmen die Dach-
ebene & des Hauses in Bild 5.11 eindeutig. Der vierte Punkt D der Dachebene 6 ist
nicht mehr frei wéhlbar.

T2

Ty

(12)

Bild 5.11: Grund- und Aufriss einer Ebene

Ty

Die Lage einer Ebene im Raum kann auch mittels der Schnittgeraden mit den Ris-
sebenen, den Spuren der Ebene, angegeben werden.

e; = dnm, ist die Spur der Ebene § in my: 1. Spur von 3 oder Grundrissspur.

e, = dNn, ist die Spur der Ebene § in my: 2. Spur von 3 oder Aufrissspur.

o

(12)

5

Bild 5.12: Darstellung einer Ebene durch ihre Spuren m,
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Die Spurpunkte der Geraden einer Ebene § liegen auf den Spuren der Ebene §. Die
Spuren einer Ebene 3 schneiden einander auf der Rissachse.
Es kénnen folgende besondere Lagen einer Ebene & im Raum unterschieden werden:

1. Die Ebene 3§ ist senkrecht zur Grundrissebene (8 L 1, ). Sie ist eine grundrisspro-
jizierende Ebene. Der Grundriss &' der Ebene § ist in diesem Fall eine Gerade.

T,
T,
5
(12)
5
]
\\Q) T
5
Bild 5.13: Grundrissprojizierende Ebene ™

2. Die Ebene 3 ist senkrecht zur Aufrissebene (3 L, ). Sie ist eine aufrissprojizie-
rende Ebene. Der Aufriss 8" der Ebene § ist eine Gerade.

o
5
o
5
(12)
5
N
& J
Bild 5.14: Aufrissprojizierende Ebene s
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3. Die Ebene 6 ist parallel zur Grundrissebene. Der Aufriss 8" der Ebene 6 ist dann
eine Gerade parallel zur Rissachse (12).

T,

5

(12)

@ . .

Ll

Bild 5.15: Ebene parallel zur Grundrissebene

4. Die Ebene § ist parallel zur Aufrissebene. Der Grundriss &' der Ebene & ist dann eine
Gerade parallel zur Rissachse (12).

T

(12)

5

T

Bild 5.16: Ebene parallel zur Aufrissebene
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5.4 Grundaufgaben der Lage

5.4.1 Lage zweier Geraden im Raum

ZUGEORDNETE NORMALRISSE

Zwei Geraden im Raum kénnen drei verschiedene Lagen zueinander einnehmen:

1. Die Geraden g und h schneiden einander.

Bild 5.17: Zwei einander schneidende Geraden g und h

2. Die Geraden g und h sind parallel.

Bild 5.18: Zwei zueinander parallele Geraden g und h

Ty

(12)

Ty

T

h" 9

T

95



ZUGEORDNETE NORMALRISSE

3. Die Geraden g und h sind windschief.

p=a/ \g"

(12)

Ty

Bild 5.19: Zwei zueinander windschiefe Geraden g und h

Der Fall der windschiefen Geraden kann in zugeordneten Normalrissen dadurch vom
Fall der einander schneidenden Geraden unterschieden werden, dass die scheinba-
ren Schnittpunkte der Geraden in den verschiedenen Rissen nicht auf einem Ordner
liegen.

Die Sichtbarkeit kann mit Hilfe der Risse geklart werden. Im Aufriss ist zu erkennen,
dass die Gerade h im Punkt H héher liegt als die Gerade g im Punkt G. Daher verléuft
die Gerade h an dieser Stelle Uber der Geraden g. Dies kann im Grundriss durch
unterbrechen der Geraden g gekennzeichnet werden. Im Grundriss ist zu sehen, dass
die Gerade g im Punkt Q vor der Geraden h im Punkt P verlguft. Daher muss die
Gerade h im Aufriss unterbrochen dargestellt werden.

Bei allen Konstruktionen muss auf den Unterschied zwischen wahren und scheinba-
ren Schnittpunkten geachtet werden. Nur mindestens zwei zugeordnete Normalrisse
kénnen die Lage der Geraden im Raum umkehrbar eindeutig kennzeichnen.

Liegen zwei Geraden in einer Ebene, so gibt es nur zwei verschiedene Félle:

1. Die Geraden schneiden einander.

2. Die Geraden sind zueinander parallel.

Sie kédnnen dann nicht windschief zueinander sein.
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5.4.2 Verbindungsebene dreier Punkte

Eine Ebene ist durch drei Punkte A, B und C bestimmt. Daher muss ein beliebiger vier-
ter Punkt D dieser Ebene so konstruiert werden, dass er in derselben Ebene liegt.
Nachdem ein Riss des Punktes D beliebig festgelegt wurde, kann der andere Riss des
Punktes D eindeutig bestimmt werden, so dass der Punkt D in der Ebene ABC liegt.

Ty

(12)

Bild 5.20: Festlegen eines weiteren Punktes einer Ebene

1. Die Geraden B'D' und A'C' schneiden einander im Punkt S'.
2. Der Ordner durch S' schneidet die Gerade A"C" in S".
3. Die Gerade B"S" und der Ordner durch D' schneiden einander in D".

Soll der vierte Punkt so konstruiert werden, dass ein Parallelogramm entsteht, so
kann dieser aufgrund der Parallelentreue der Parallelprojektion gefunden werden.

Ty

TR c

(12)

.
B T,

Bild 5.21: Festlegen des vierten Punktes eines Parallelogramms
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5.4.3 Schnittpunkt einer Geraden mit
einer Ebene

Um den Schnittpunkt S einer Geraden g
mit einer Ebene PQR zu konstruieren,
wird die Methode der Deckgeraden
angewandt:

Durch die Gerade g wird eine grundriss-
oder aufrissprojizierende Hilfsebene ¢
gelegt. Die Konstruktion in Bild 5.22 wird
mit einer grundrissprojizierenden Hilfs-
ebene durchgefihrt. Diese Hilfsebene ¢
schneidet die Ebene PQR in der Geraden
d, die sich im Grundriss mit der Geraden
g deckt. Die Gerade d ist eine Deckgera-
de. Sie wird mit Hilfe der Schnittpunkie 1
und 2 mit den Geraden der Ebene PQR
gefunden. Diese Deckgerade d schneidet
die Gerade g in dem gesuchten Schnitt-
punkt S.

. d'=g', da € grundrissprojizierend ist.
. Punkt 1" ist der Schnittpunkt von d' und R'P".
. Punkt 2" ist der Schnittpunkt von d' und P'Q".

. Punkt 1" wird mit Hilfe eines Ordners durch
1', geschnitten mit der Geraden R'P", gefun-
den.

5. Punkt 2" wird mit Hilfe eines Ordners durch
2', geschnitten mit der Geraden P'Q", gefun-
den.

A W N —

6. d"ist die Verbindungsgerade von 1" und 2".

7. Der Aufriss des gesuchten Schnittpunktes (S")
ist der Schnittpunkt der Geraden d" und g".

8. Der Grundriss des Schnittpunktes (S') wird
mit Hilfe eines Ordners durch S", geschnitten
mit der Geraden g', gefunden.
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Diese Methode wird auch fir Schatten-
konstruktionen benétigt (vgl. Kapitel 10).
Die Gerade ist dann der Lichtstrahl, der
die Schattenauffangfléche im Schatten-
punkt trifft.

Eine entsprechende Konstruktion ldsst
sich mit einer aufrissprojizierenden Hilfs-
ebene durchfuhren. Die Vorgehensweise
wird am Beispiel eines Hauses mit Anbau
(Bild 5.23) gezeigt. Mit Hilfe der Methode
der Deckgeraden kann herausgefunden
werden, wo der First des Anbaus (Gerade
g) die Dachebene des Hauptgebdudes N
(Ebene ABCD) schneidet (Schnittpunkt S).

d"=g", da € aufrissprojizierend ist. D" c"
. Punkt 1" ist der Schnittpunkt von d" und A'D". 1
. Punkt 2" ist der Schnittpunkt von d" und B"C".

\

\

. Die Punkte 1' und 2' werden mit Hilfe von }
Ordnern durch 1" bzw. 2", geschnitten mit A" |
der Geraden AD' bzw. B'C, gefunden. |
\

\

|

AW N =

[$,]

. d'ist die Verbindungsgerade von 1' und 2'.

6. Der Grundriss des gesuchten Schnittpunktes
(S') ist der Schnittpunkt der Geraden d' und
g

7. Der Aufriss des Schnittpunktes (S") wird mit

Hilfe eines Ordners durch S', geschnitten mit
der Geraden g", gefunden.

(12)

Ty

Bild 5.23: Methode der Deckgeraden mit
aufrissprojizierender Hilfsebene
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5.4.4 Schnittgerade zweier Ebenen

Das Problem, die Schnittgerade zweier
Ebenen zu bestimmen, kann zerlegt wer-
den in das Bestimmen der Schnittpunkte
zweier Geraden der einen Ebene mit der
anderen Ebene (Kapitel 5.4.3). Dabei
missen die Geraden nicht derselben
Ebene entnommen werden. Die Schnitt-
gerade ist dann die Verbindungsgerade
der beiden ermittelten Schnittpunkte (Bild
5.24). Um den DurchstoBpunki G der
Geraden BC mit dem Dreieck PQR zu
finden, wird eine grundrissprojizierende
Hilfsebene durch die Gerade BC gelegt.
Die Methode der Deckgeraden liefert
den Durchstof3punkt G.

1. dy'=B'C', da eine grundrissprojizierende Hilf-
sebene gewdhlt wurde.

2. dy' schneidet das Dreieck P'QR' in der
Strecke 1'2'.

3. Ordner durch 1'schneidet P'Q" in 1"; Ordner
durch 2" schneidet R"P" in 2".

4. di" ist die Verbindungsgerade von 1" und 2".
5. G"ist der Schnittpunkt von d;" und B"C".

Um den Durchstofpunkt H der Geraden
RP mit dem Dreieck ABC zu finden, wird
eine aufrissprojizierende  Hilfsebene
durch die Gerade RP gelegt. Die Konst-
ruktion kann  analog mit  der
Deckgeraden dy durchgefihrt werden.
Die Gerade BC schneidet das Dreieck
PQR im Punkt G. Die Gerade RP schneidet
das Dreieck ABC im Punkt H. Die Ver-
bindungsgerade GH ist die gesuchte
Schnittgerade der beiden Ebenen.
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Die Schnittgerade zweier Ebenen wird
beispielsweise benétigt, um die Ver-
schneidung zweier Dachebenen ¢ und §
zu ermitteln (Bild 5.26).

Mit Hilfe von grundrissprojizierenden Hilf-
sebenen durch den First und die Traufe der
Dachebene 6 wurden nach der Methode
der Deckgeraden die beiden Schnittpunk-
te von First und Traufe der Dachebene §
mit der Dachebene € gefunden. Die Ver-
bindungsgerade ist die Schnittgerade der
beiden Dachebenen.

Bild 5.25: Pavillon beim Bahnhof Zoo, Berlin,
Peter Stirzebecher

Diese Methode kann fur alle Probleme
angewandt werden, bei denen Ebenen
zum Schnitt gebracht werden mussen.
Der Pavillon in Bild 5.25 besteht aus
einem Quader und einem Wurfel. Die
entstehenden Schnittgeraden kénnen mit
Hilfe der Methode der Deckgeraden
gefunden werden, indem die Kanten des
einen Koérpers mit den Ebenen des ande-
ren Kérpers zum Schnitt gebracht wer-
den.

ZUGEORDNETE NORMALRISSE

\

Ty

Ty

Bild 5.26: Schnittgerade zweier Dachebenen
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5.5 Seitenrisse

Aus verschiedenen Grinden erweist es sich als zweckméfig, neben Grund-, Auf- und
Kreuzrissebene eine neue Rissebene, genannt Seitenrissebene, einzufUhren:

1. Ein Seitenriss des Objekts in einer gewUnschten Blickrichtung kann das Objekt
anschaulicher darstellen als vorhandene zugeordnete Risse.

2. Mit Hilfe spezieller Seitenrisse kénnen einige Problemstellungen, insbesondere
MafBaufgaben (vgl. Kapitel 5.6), gelést werden.

Um die Informationen Uber das durch zwei zugeordnete Normalrisse, z. B. Grund-
und Aufriss, gegebene Objekt weiterverwerten zu kénnen, muss die neu eingefUhrte
Seitenrissebene senkrecht zu einer der bisherigen Rissebenen sein:
Seitenrissebene T4 L T

oder nyLlm,

oder nylms,

Der Seitenriss ist dann ein neuer zugeordneter Normalriss. Gemeinsam mit dem Riss,
zu dem die neue Seitenrissebene senkrecht gewdahlt wurde, liegen dann zwei neue
zugeordnete Normalrisse vor, in Bild 5.27 Grund- und Seitenriss. Der neue Seitenriss
kann mit Hilfe der Informationen aus dem dann nicht mehr zugeordneten Riss, dem
wegfallenden Riss, entnommen werden. In Bild 5.27 ist der wegfallende Riss der
Aufriss.

T
2
B
(12)
P
T @N s §‘
Q >
3 5
N s
>
Bild 5.27: Seitenrissebene T, L T4 &v
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Da die neue Seitenrissebene m, senkrecht zur Grundrissebene gewdhlt wurde,
haben die Bilder der Punkte im Seitenriss die gleichen Héhen wie im Aufriss, d. h. der
neue Riss PV eines Punktes P muss von der neuen Rissachse gleichweit entfernt sein
wie der Aufriss des Punktes P von der Rissachse (12). Daher gilt: Der Abstand des
neuen Risses PV des Punktes P von der neuen Rissachse (14) ist gleich dem Abstand
seines Risses P" von der Rissachse (12). Fur einen beliebigen Seitenriss gilt dann
allgemein:

I Der Abstand des neuen Risses von der neuen Rissachse ist gleich dem
® Abstand des wegfallenden Risses von der wegfallenden Rissachse.

Der neu eingefUhrte Seitenriss und der Grundriss sind zugeordnete Normalrisse,
d. h. die Ordner sind senkrecht zur neuen Rissachse (14). Die Richtung, in der man
den Abstand des neuen Risses senkrecht von der neuen Rissachse aus antrégt, ist zu
Beginn der EinfGhrung des neuen Risses frei wéhlbar.

i\

e

Ly

Bild 5.28: Baumhduser, Helmond, Niederlande, Bild 5.29: Vitra-Feuerwehrhaus, Weil am Rhein,
1976, Piet Blom 1992-93, Zaha Hadid

Die neue Seitenrissebene wurde in Bild 5.27 gewéhlt, um einen anschaulicheren Riss
des Hauses zu erhalten bzw. um eine bestimmte Ansicht des Gebdudes zu erstellen,
z. B. die Ansicht des Hauses aus einer bestimmten Himmelsrichtung, hier SGdansicht.
Eine Seitenrissebene kann auch eingefuhrt werden, um eine spezielle Lage eines
Obijektes zu erreichen. Diese Lage kann zuvor im Entwurfsprozess experimentell im
Modell entwickelt worden sein und wird dann mit Hilfe von Seitenrissen in die Zeich-
nung umgesetzt.

Sehr komplex ist die Problemstellung bei einem Gebdude wie dem Feuerwehrhaus
von Zaha Hadid (Bild 5.29). Auch hier kann mit Hilfe von Seitenrissen die schrége
Lage der verschiedenen Gebdudeteile ermittelt werden.

Soll ein Wirfel mit der Raumdiagonalen d senkrecht zur Grundrissebene gestellt wer-
den, wie bei den Baumhéusern von Piet Blom (Bild 1.5 und Bild 5.28), so muss

1. eine Seitenrissebene m5 | d und

2. eine Seitenrissebene n, 1 d gewdhlt werden.
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Die Risse 3 und 14 in zugeordneter Lage stellen den Wurfel dann in der gewiinschten
Lage dar (Bild 5.30).

Aufriss ,
E'=H" Fr=g"
d
(12)
A"=D" B'=C"
g
= C'=G' >
d c
(\’b\
\
\ W
= \ D
B"
A'=E' B'=F' \\
\
Grundriss 7, B"=D" > \A\ =G"=d
m G s S~
d s ~-
// ~ H'v
7
7
A =
H=Fm
E™
g
Ansicht Draufsicht t,

Bild 5.30: Wurfel auf die Spitze gestellt

1. Rissachse (13)|| d', da m3 Ln; und ng||d gewdhlt wird.

2. Ordner und Héhen aus dem Aufriss, im Seitenriss T3 abgetragen, liefern den Seitenriss des Wiir-
fels. Die Raumdiagonale d ist parallel zu dieser Seitenrissebene 3.

3. Rissachse (34) L d", da ny Lng und my Ld gewdhlt wird.

4. Ordner und Abstdnde zur Rissachse (13) aus dem Grundriss entnommen und von der neuen
Rissachse (34) aus abgetragen, ergeben den neuen Seitenriss des Wirfels. Die Raumdiagonale
d steht senkrecht zu dieser Seitenrissebene my.

5. Die Seitenrisse m3 und T4 kénnen als Ansicht und Draufsicht eines auf die Diagonale gestellten
Wiirfels betrachtet werden.
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Die Einfuhrung einer Seitenrissebene kann auch erforderlich sein, um eine Mafan-
gabe in die Zeichnung umzusetzen. Ist beispielsweise der Grundriss eines Hauses
und die Dachneigung gegeben, so kann die Dachneigung in einem Seitenriss einge-
zeichnet werden. Die Dachneigung ist in einem Seitenriss zu sehen, in dem die
Dachebene projizierend ist. Die Seitenrissebene muss also senkrecht zu einer
Héhenlinie (z. B. Traufe) der Dachebene gewdhlt werden (Bild 5.31).

Ty

(74 7

)

(12)

o

T

]

o/

/74)

k,v

Bild 5.31: Dachneigung in einem Seitenriss

1. Rissachse (14) wird senkrecht zur Traufe im Grundriss gewdhlt.
2. Die Traufhéhe kann dem Aufriss entnommen werden und wird im Seitenriss abgetragen.
3. Der Dachneigungswinkel oz = 42 ° kann im Seitenriss abgetragen werden.

4. Die Hohe des Firstes kann dem Seitenriss entnommen und im Aufriss eingezeichnet werden.

Beim CAD-gestUtzten Arbeiten entspricht dieser Vorgehensweise das EinfGhren eines
Benutzerkoordinatensystems. Das Objekt ist zundchst eingebettet in ein soge-
nanntes Weltkoordinatensystem, das ein festes kartesisches Koordinatensystem im
Raum ist. Um bestimmte Problemstellungen zu I6sen, kann dann ein neues Koordina-
tensystem, ein Benutzerkoordinatensystem, eingefUhrt werden, das sich dem Objekt
anpasst. So kann der Wurfel wie in Bild 5.30 auf die Spitze gestellt werden, indem
die z-Achse in die Raumdiagonale des Wirfels gelegt wird.
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5.6 Grundaufgaben des Messens

Zugeordnete Normalrisse sind relativ mafigetreue Bilder der réumlichen Obijekte.
Daher sind sie geeignet, um wahre Gréflen und die wahre Gestalt von Teilen des
Objektes aus der Zeichnung zu ermitteln. Im Folgenden sind die wichtigsten Pro-
blemstellungen zusammengestellt.

5.6.1 Wahre GroBe einer Strecke

Um die wahre Gréf3e einer Strecke, die in Grund- und Aufriss gegeben ist, zu ermit-
teln, stehen grundsdtzlich zwei Methoden zur Verfigung: Umklappen und Drehen.

la. Umklappen des Projektionstrapezes:
Die wahre Gréf3e einer Strecke AB lasst sich durch Umklappen des Projektionstra-
pezes A'B'BA in die Grundrissebene bestimmen.

T

(12)

Bild 5.32: Umklappen des Projektionstrapezes

1b. Umklappen durch EinfGhren einer Seitenrissebene parallel zur Strecke bzw.
durch die Strecke:
Nach dem EinfGhren einer Seitenrissebene 4 durch die Strecke AB erscheint in
der Seitenrissebene m, die Strecke AB in wahrer Gréf3e (Bild 5.33).

Die Methoden "Umklappen des Projektionstrapezes" und "Umklappen durch Ein-

fohren einer Seitenrissebene" unterscheiden sich in der Vorstellung, nicht jedoch
in der AusfUhrung der Zeichenschritte.
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Bild 5.33: Umklappen durch EinfGhren einer Seitenrissebene durch die Strecke

Anstatt die Rissebene in Bezug zur Strecke zu édndern, wird in der zweiten Methode,
beim Drehen, die Lage der Strecke zur Rissebene geéndert.

2. Monge'sche Drehkonstruktion:
Eine Strecke erscheint dann in wahrer Gréfie, wenn sie parallel zur Rissebene
liegt. Daher wird die Strecke AB z. B. um die vertikale Gerade durch den Punkt A

gedreht, bis sie parallel zur Aufrissebene liegt. Im Aufriss erscheint dann die
wahre Gréfle der Strecke AB.

Bild 5.34: Monge'sche Drehkonstruktion
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5.6.2 Neigungswinkel einer Geraden
gegen die Grundrissebene

Der Neigungswinkel kann im Zusam-
menhang mit den Konstruktionen der
wahren Gréfle der Strecke AB auf der
Geraden gefunden werden. In Bild 5.32 -
5.34 ist jeweils der Neigungswinkel o der
Geraden AB gegen die Grundrissebene
eingezeichnet. Entsprechend kann der
Neigungswinkel der Geraden AB gegen
eine andere Rissebene konstruiert wer-
den.

5.6.3 Abtragen einer gegebenen
Strecke auf einer Geraden

Die Lénge der Strecke kann in einem Sei-
tenriss abgetragen werden, zu dem die
Gerade g parallel ist. Uber Ordner erhalt
man den Endpunkt der Strecke in Grund-
und Aufriss. Ist z. B. von einem Haus mit
Pultdach die Lage von First und Ortgang
mit Schnittpunkt A und auflerdem die
wahre Ldnge des Ortgangs (ﬁ) bekannt,
so kann mit dieser Methode Grund- und
Aufriss der Traufe gefunden werden.

1. Seitenriss my wird gewdhlt mit Rissachse
(14)=g"
2. Ordner durch A' und Abtragen des

Abstandes von A" zur Rissachse (12) ergibt
A",

3. Ein beliebiger Punkt G der Geraden g in
Grund- und Aufriss gewdhlt, liefert gV als
Verbindungsgerade von AY und G". G wurde
hier als Grundrissspurpunkt der Gerade g
gewahlt.

4. Abtragen der wahren Lénge AB von A" aus
ergibt BY.

5. Mittels Ordner erhélt man B' und dann B".
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5.6.4 Wahre Gestalt einer ebenen Figur

Um die wahre Gestalt (wahre Léngen
und Winkel) einer ebenen Figur aus
zugeordneten Normalrissen zu ermitteln,
wird die ebene Figur zu einer Rissebene
parallel gedreht. Dazu muss man sich
eine Hauptlinie der Ebene verschaffen,
d. h. eine Gerade, die parallel ist zu der
Rissebene, zu der die Figur parallel
gedreht wird, da die Drehachse bei der
Drehung fest bleibt.

Die Ausgangsfigur und die
I gedrehte Figur sind zueinan-

®  Jder affin.

Affinitatsachse ist die Drehachse, also die
Hauptlinie, um die gedreht wird. Die Affi-
nitétsrichtung ist senkrecht zur Affinitéts-
achse (vgl. Kapitel 3.1). Nachdem man P" g
einen Punkt der ebenen Figur parallel
gedreht hat, kann die gedrehte Figur mit
Hilfe der Zusammenhénge der Affinitét h"
ergbnzt werden. In Bild 5.36 wird die
wahre Gestalt einer Dachebene 8 ermit-
telt. Da die Traufe des Daches eine
Hoéhenlinie ist, kann die Dachebene mit (12)
der Traufe als Drehachse zur Grundriss-
ebene parallelgedreht werden.

1. Die Traufe h wird als Drehachse gewdahlt.

2. P, liegt auf der Senkrechten zu h' durch P'
(Bild des Kreisbogens bei der Drehung).

3. Seitenriss PV mit Rissachse (14) durch diese
Senkrechte entsteht durch Abtragen der
Héhe von P". Hier ist der wahre Abstand a
des Punktes P von der Drehachse zu sehen.

4. Dieser wahre Abstand kann von der Dreh-
achse aus auf der Senkrechten abgetragen
werden. P, ist gefunden.

5. Die Gerade g' schneidet die Affinitatsachse
h'im Unendlichen, also auch g,' — g.' || h" Bild 5.36: Wahre Gestalt einer Dachebene &
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Wenn keine der Kanten der Figur eine
Hauptlinie ist, muss zuerst eine Haupt-
linie konstruiert werden. Bild 5.37 zeigt
den allgemeinen Fall einer ebenen Figur
im Raum, Dreieck PQR, das um eine
Frontlinie f zur Aufrissebene parallel
gedreht wird, um die wahre Gestalt zu
ermitteln.

1. Eine Frontlinie f des Dreiecks PQR wird als
Drehachse gewdhlt, d. h. f' senkrecht zu den
Ordnern beliebig, z. B. durch R'.

2. " wird so konstruiert, dass f im Dreieck PQR
liegt, indem der Schnittpunkt von f und P'Q'
in den Aufriss gebracht und dieser mit R" ver-
bunden wird — f".

3. Q, entsteht durch Drehung des Punktes Q
um f. Q," liegt also auf einem Kreis um f, der
im Aufriss projizierend erscheint, d. h. auf
einer Geraden senkrecht zu f' durch Q".

4. Der wahre Abstand des Punktes Q von der
Drehachse f wird mit Hilfe eines Seitenrisses
ermittelt (Seitenriss Q).

5. Q" liegt auf der Senkrechten zu ' in diesem
Abstand von ' — Q"

6. Da R auf der Drehachse liegt, gilt: R" = R,".

7. P," kann analog zu Q," oder wie hier mit
Hilfe der Lage der Geraden Q,"P," durch Q,"
und den Schnittpunkt von Q'P" mit der
Drehachse f, der bei der Drehung fest bleibt,
gefunden werden.

Die wahre Gestalt eines Dreiecks kénnte
auch aus den wahren Gréfien der drei
Dreiecksseiten zusammengesetzt wer-
den, da ein Dreieck durch seine drei Sei-
ten bestimmt ist. Bei einer anderen Figur
mit mehr Seiten wird dieses Verfahren
sehr aufwendig, da die Figur in Dreiecke
zerlegt, d. h. trianguliert werden musste.
Dann wird deutlich, dass das Paralleldre-
hen der Figur zu einer Rissebene ein
wesentlich schnelleres Verfahren ist.
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5.6.5 Normale einer Ebene

Soll ein Quader so auf einer Ebene zu lie-
gen kommen, dass seine Kanten senk-
recht zur Ebene stehen, so muss die Rich-
tung der Normalen einer Ebene ermittelt
werden (Bild 5.38). Die Normale einer
Ebene ist senkrecht zu jeder Geraden der
Ebene. Im allgemeinen werden rechte
Winkel bei der Normalprojektion in die
Rissebenen verzerrt. Der Riss des rechten
Winkels ist bei Normalprojektion wieder
ein rechter Winkel, falls ein Schenkel
parallel zur Rissebene ist, also Hauptlinie
ist (vgl. Kapitel 2.2.1). Daraus folgt:

Der Grundriss der Normalen n der Ebene
€ im Punkt P ist senkrecht zum Grundriss
jeder Héhenlinie der Ebene, d. h. n' L h'.
Der Aufriss der Normalen der Ebene im
Punkt P ist senkrecht zum Aufriss jeder
Frontlinie dieser Ebene, d. h. n" L f".

1. Das Basisrechteck des Quaders in der Ebene
€ ist in Grund- und Aufriss gegeben.

2. Eine beliebige Héhenlinie h in der Ebene €
wird in Grund- und Aufriss konstruiert.

3. Die Normale n kann im Grundriss senkrecht
zu h' eingezeichnet werden — n' L h'

4. Eine beliebige Frontlinie f in der Ebene & wird
in Grund- und Aufriss konstruiert.

5. Die Normale n kann dann im Aufriss senk- h'
recht zu f" eingezeichnet werden — n" L f". '

6. Die anderen Quaderkanten sind parallel zu
der Normalen n.

7. Der Quader hat hier eine beliebige Héhe. ,
Nach Wahl eines beliebigen Punktes auf nD
einer Quaderkante, kénnen die anderen
Abschlusskanten  des  Quaders  mittels :
Parallelen und Ordnern gefunden werden.
Um eine vorgegebene Héhe des Quaders T
abzutragen, muss ein Seitenriss parallel zu

einer Quaderkante hergestellt werden (vgl.
Kapitel 5.6.3). Bild 5.38: Normale einer Ebene im Punkt P
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5.6.6 Abstand eines Punktes von einer
Ebene

Soll vom oberen Ende eines Mastes ein
moglichst kurzes Seil zu einer Ebene ge-
spannt werden, so muss dessen Abstand
von der Ebene ermittelt werden. Der Ab-
stand eines Punktes von einer Ebene ist
die kurzeste Entfernung. Den Abstand
des Punktes P von der Ebene ¢ erhdlt
man, indem das Lot vom Punkt P auf die
Ebene ¢ gefdllt wird. In einem Seitenriss,
in dem die Ebene & projizierend er-
scheint, kann die Richtung des Lotes
eingezeichnet werden und der Lotfuf3-
punkt L ermittelt werden (Bild 5.39).

1. Rissachse (14) L h', da die Seitenrissebene
my L mq und my | € gewdhlt wird, damit € in
der Seitenrissebene projizierend ist.

2. Die Seitenrisse €Y und P kénnen mittels
Ordnern und den Héhen der Eckpunkte im
Aufriss gefunden werden.

3. Das Lot von PY auf €Y ergibt den LotfuBpunkt
LY im Seitenriss.

4. Ordner durch LY geschnitten mit der Senk-
rechten durch P' zur Héhenlinie h' ergibt L.

5. Ordner durch L' geschnitten mit dem Aufriss
einer Héhenlinie durch L (diese kann im
Grundriss durch L' und parallel zu h' einge-
zeichnet und dann mittels Ordnern in den
Aufriss gebracht werden) liefert L".

6. Die Verbindung PL in allen Rissen gibt die
Lage des Seiles an.

7. Die Lange der Strecke PVL"“ ist der wahre
Abstand des Punktes P von der Ebene € und
damit die Lénge des Seiles.
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5.6.7 Normalriss eines Kreises

Ein Kreis wird bei Parallelprojektion als

Ellipse abgebildet. Daher wird eine in ei-

ner Dachebene liegende kreisrunde

Dachéffnung auch in Grund- und Aufriss

als Ellipse zu sehen sein. Ist die Dachebe-

ne und der Mittelpunkt M des Kreises in

Grund- und Aufriss bekannt, so kann das

Bild des Kreises mit Radius r in beiden

Rissen gefunden werden (Bild 5.40). Der

Konstruktion liegt zugrunde:

1. Die Hauptachse der Ellipse ist der
léngste Ellipsendurchmesser.

2. Bei Normalprojektion (z. B. Grund-
und Aufriss) werden Strecken stets ver- —_— T
kirzt bzw. sie bleiben maximal gleich wahrer Radius
lang (vgl. Kapitel 2.1.2). %

Die Hauptachse der Ellipse liegt also je- @ f

weils auf einer Hauptlinie (Kapitel 5.2), b r

da auf einer Hauptlinie der wahre Radius b r h

des Kreises erhalten bleibt. Im Grundriss .

liegt die Hauptachse auf einer Héhenli-

nie und im Aufriss auf einer Frontlinie.

1. h"||1(12) durch M" und h' mit Hilfe von Ord-
nern, so dass h in der Ebene ¢ liegt, zeichnen.

2. Radius r auf h' abtragen, liefert die Haupt-
scheitel S7" und Sy' der Ellipse im Grundriss.

3. F||(12) durch M' und " mit Hilfe von Ordnern, @
so dass f in der Ebene ¢ liegt, zeichnen.

4. Radius r auf f' abtragen, liefert die Haupt- R
scheitel der Ellipse im Aufriss. <

5. Im Seitenriss my; mit Rissachse (14)Llh'
Radius r abtragen (S3¥ und S,4%). Die ~
Dachebene € ist in diesem Seitenriss projizie-
rend. o

6. Ordner durch S3" und S4Y schneiden die .
Senkrechte zu h' durch M'in den Nebenschei- s, ) h'
teln der Ellipse S3' und S4' im Grundriss.

7. Im Aufriss kann die Nebenachse senkrecht zu 3
' eingezeichnet werden.

8. Die Nebenscheitel der Ellipse im Aufriss kén-
nen z. B. mit Hilfe der Papierstreifenkonstruk- Bild 5.40: Kreisrunde Dachéffnung
tion (vgl. Kapitel 3.4.2) gefunden werden.
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Wenn diese Aufgabe CAD-gestitzt gelést wird, so kann mit einem Benutzerkoordina-
tensystem gearbeitet werden. Zunéchst ist das Objekt auf das Weltkoordinatensys-
tem bezogen (vgl. Kapitel 5.5). Um den Kreis in der Dachebene einzeichnen zu
kénnen, wird ein Benutzerkoordinatensystem so eingefihrt, dass die xy-Ebene in der
Dachebene liegt. Bild 5.42 zeigt das Haus mit diesem Benutzerkoordinatensystem in
einer Axonometrie. In Bild 5.41 ist das Haus mit kreisrunder Offnung in der Dach-
ebene in der Draufsicht des so gewdhlten Benutzerkoordinatensystems gezeigt. Der
Kreis erscheint hier als Kreis. In der Axonometrie oder in Grund-und Aufriss des
Objektes beziglich des Weltkoordinatensystems erscheint dann automatisch das
elliptische Bild dieses Kreises.

Dieser Vorgehensweise entspricht es, wenn eine Seitenrissebene so eingefUhrt wird,
dass die Dachebene in wahrer Gestalt erscheint. In dieser Seitenrissebene kann der
Kreis eingezeichnet und hieraus die Parameter fir die Ellipsen entwickelt werden.

|:? ’ fj.t‘.\.- 2

R "

Bild 5.41: Draufsicht des Hauses im gewdéhlten Bild 5.42: Axonometrie des Hauses mit Benutzer-
Benutzerkoordinatensystem koordinatensystem

Beim CAD-gestutzten Arbeiten Ubernimmt das Zeichnen der Ellipsen das CAD-Pro-
gramm, nachdem ein geeignetes Benutzerkoordinatensystem gewdhlt und der Kreis
in der Ebene eingezeichnet wurde.
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6 POLYEDER

Die Polyeder (Vielflache) sind Kérper, die aus Ebenensticken gebildet werden. Es
sind sehr viele verschiedene Polyeder méglich. Die Dachelemente des "Maison de
'hnomme" in Zirich von Le Corbusier (Bild 6.1) werden aus Polyedern gebildet. Aus
gekippten Polyedern wurde das UFA Kinozentrum in Dresden von Coop Himmel-
b(l)au zusammengefigt (Bild 6.2).

Da Ebenen immer einander in Geraden schneiden, besteht ein Polyeder aus ebenen
Vielecken. Diese Vielecke oder Polygone missen einfach geschlossen sein, um Poly-
eder daraus zu bilden. Ein nicht einfach geschlossenes Polygon entsteht, wenn die
Seitenbegrenzungsstrecken einander kreuzen (Uberschlagenes Polygon).

Verlauft jede Verbindungsstrecke zweier beliebiger Punkte eines Polygons in seinem
Inneren, so ist es konvex, andernfalls konkav (Bild 6.3).

Bild 6.1: Maison de I'homme, Zirich, 1963, Bild 6.2: UFA Kinozentrum, Dresden, 1997-98,
Le Corbusier Coop Himmelb(l)au
konvex Uberschlagen konkav

C1<x &

Bild 6.3: Polygone

Auch die Polyeder kénnen in konvexe und konkave Polyeder unterteilt werden. Ein
Polyeder ist konvex, wenn die Verbindungsstrecke zweier beliebiger Punkte des Poly-
eders stets nur innerhalb des Polyeders verlduft, im anderen Fall ist es konkav.
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Fiur jede Seitenfldche eines konvexen Polyeders gilt:
Das Polyeder liegt vollstdndig auf einer Seite der Seitenfléche.

Bei den Berechnungsalgorithmen der verdeckten Linien ('hidden-line") in einem
CAD-Programm, um eine Darstellung des Objektes unter Bericksichtigung der Sicht-
barkeit zu erméglichen, muss zwischen konvexen und konkaven Polyedern unter-
schieden werden. Jede Begrenzungsfléche eines konvexen Polyeders kann mit Hilfe
der Normalen und der Projektionsrichtung auf Sichtbarkeit gepruft werden.

Die das Polyeder begrenzenden Polygone heif3en Seitenfldchen, die Strecken, in
denen je zwei Seitenfléchen zusammenstofien, heif’en Kanten, ihre Endpunkte Ecken

des Polyeders.

Polyeder sind z. B.: Wurfel, Quader, Prisma, Pyramide.

Bild 6.4: Beispiele fur Polyeder - Wurfel, Quader, Prisma, Pyramide

Die einfachsten Polyeder kénnen als Prismen und Pyramiden gewonnen werden. Ein
Prisma entsteht aus einem Leitpolygon und parallelen Kanten durch die Ecken des
Leitpolygons. Wirfel und Quader sind somit spezielle Prismen.

Eine Pyramide entsteht ebenfalls aus einem Leitpolygon und Kanten, die Verbin-
dungsgeraden zwischen den Ecken und der Spitze sind.

I FUr jedes konvexe Polyeder gilt der Eulersche Polyedersatz: e + f - k = 2.
[ J

e = Anzahl der Ecken
f = Anzahl der Seitenfléchen

k = Anzahl der Kanten

Beispiel: Wirfel e =8 f=6 k=12
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For konkave Polyeder gilt dieser Satz
nicht.

Die Zahl e + f - k heif3t Euler-Charakte-
ristik eines Polyeders.

Der Wirfel von Ruprecht von der Pfalz
(vgl. Bild 1.7 und 6.5) ist ein Beispiel
eines konkaven Polyeders. Fur das durch
den Restkorper bestimmte konkave Poly-

eder gilt:

e =20 f=10 k=30

e + f-k=0,d. h. die Euler-Charakteris- Bild 6.5: Wirfel von Ruprecht von der
tik ist O. Pfalz - konkaves Polyeder

6.1 Platonische Kérper

Neben Prismen und Pyramiden zdhlen zu den konvexen Polyedern die regelméfligen
(reguléren) Polyeder, die sogenannten Platonischen Kérper. Die Platonischen Kér-
per werden aus gleichen regelméafigen Polygonen gebildet, so dass in jeder Ecke
gleich viele Polygone aneinanderstofien.

Ein konvexes Polyeder heif3t reguldr oder regelméflig, wenn es von regelmdéfligen
kongruenten Polygonen (gleichseitigen Vielecken) begrenzt wird und in jeder Ecke
dieselbe Anzahl von Kanten zusammentreffen.

Platonische Kérper sind somit reguldre Polyeder, bei denen alle Ecken, Kanten und
Flachen nicht unterscheidbar sind und sémtliche Fléchen regulére Polygone sind.

Schon in vorgriechischer Zeit hatten einige dieser Kérper wegen ihres regelméfligen
Aufbaus kultischen und religiésen Symbolwert. In Platons (427 v. Chr. - 374 v. Chr.)
Dialog "Timaios"' gewinnen die reguldren Kérper kosmologische Bedeutung. Sie
werden den vier Elementen Feuer, Luft, Erde und Wasser zugeordnet. Im Dodekaeder
aus reguldren Funfecken, dem Ordenssymbol der Pythagoreer, sieht Platon in beson-
derer Weise die Symmetrie des gesamten Universums widergespiegelt.

Erde —>  Wirfel
Feuer —>  Tetraeder
Luft — > Oktaeder

Wasser —>  lkosaeder
Schale des ganzen Universums: Kosmos —> Dodekaeder

1. Platon: Werke in acht Bénden, 7. Band, Dialog "Timaios", Wissenschaftliche Buchgesellschaft, Darmstadt 1971, S. 103 f.
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Nach diesen Erwéhnungen der reguldren Polyeder in kosmologischem Zusammen-
hang bei Platon geht spéter Euklid von Alexandria (365 v. Chr. - 300 v. Chr.) in dem
fur die Geometrie grundlegenden Werk "Die Elemente" ausfUhrlichst auf die Platoni-
schen Kérper ein. Euklid beweist im Buch XlII der "Elemente"?, dass es nicht mehr als
diese funf Platonischen Kérper gibt: Tetraeder, Oktaeder, lkosaeder, Wurfel,
Dodekaeder.

Die fUnf Platonischen Kérper: Tetraeder, Oktaeder, lkosaeder, Wirfel und
°® Dodekaeder sind die einzigen reguléren Polyeder.

Johannes Kepler hat in einer Zeichnung die Platonischen Kérper mit den kosmologi-
schen Bedeutungen verkniUpft (Bild 6.6). Auf der Suche nach der harmonischen
Gestalt der Welt, kam den Platonischen Kérpern bei ihm grofie Bedeutung zu. Kepler
ordnete auch die Planetenbahnen den Platonischen Kérpern zu.

Bild 6.6: Die Platonischen Kérper in einer Zeichnung von J. Kepler (~1600)

Begrindung nach Euklid:

Ein reguléres Polyeder ist konvex, besitzt also keine einspringenden Ecken und Kan-
ten. Es ist kein Kérper méglich, bei dem alle Ecken und Kanten einspringen. Wirden
nur einige Ecken und Kanten einspringen, so wédren sie voneinander unterscheidbar,
entgegen der Definition. Daraus folgt: Die Summe der Polygonwinkel, die an einer
Ecke zusammenstoflen, muss kleiner als 21 (=360°) sein. Andernfalls ladgen diese
Polygone in einer Ebene (s. Euklid: Buch XI, § 21).

Aus zwei Polygonen lasst sich keine Ecke errichten. Es missen also mindestens drei
Polygone in einer Ecke zusammensto3en. Wegen der Regularitat missen alle Poly-
gonwinkel gleich sein. Die Polygonwinkel mussen also kleiner als 21t/3 (120°) sein.
Wenn nun versucht wird, aus reguléren Dreiecken, Vierecken, Finfecken, ..., n-Ecken
Polyeder zu bilden, so kann festgestellt werden:

2. Euklid: Die Elemente. Buch I-XIIl. Wissenschaftliche Buchgesellschaft, Darmstadt 1980, S. 331 und 412 f.
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Beim reguldren 3-Eck betrégt der Polygonwinkel: 60° (Winkelsumme 180°),
beim reguléren 4-Eck betrdgt der Polygonwinkel: 90° (Winkelsumme 360°),
beim reguléren 5-Eck betréagt der Polygonwinkel: 108° (Winkelsumme 540°),
beim reguléren 6-Eck betragt der Polygonwinkel: 120° (Winkelsumme 720°).
Beim reguldren n-Eck betrégt der Polygonwinkel: (n-2)x 180°

(Winkelsumme (n-2)x 180°). A

Es kénnen also nur regulére 3-, 4- und 5-Ecke als Flachen reguléarer Polyeder
gewdhlt werden.

Beim reguléren 4-Eck, dem Quadrat, mit nur rechten Winkeln (90°) kénnen nicht
mehr als drei Quadrate in einer Ecke zusammenstofien, ohne die Winkelsumme von
27 zu erreichen bzw. zu Ubertreffen. Es entsteht der Wirfel (Hexaeder).

Bild 6.7: Die 5 Platonischen Kérper: Tetraeder, Oktaeder, lkosaeder, Hexaeder(Wurfel), Dodekaeder

Auch beim reguléren 5-Eck kénnen nicht mehr als drei Funfecke in einer Ecke zusam-
menstof3en. Es entsteht der Dodekaeder.

Wird aus reguléren 3-Ecken ein Polyeder gebildet, so kénnen drei, vier oder funf
gleichseitige Dreiecke in einer Ecke zusammenstof3en, da erst sechs Dreiecke die
Winkelsumme 271 ergeben. Das gleichseitige Dreieck kann daher bei drei ver-
schiedenen Polyedern als Fléche auftreten:

Tetraeder (3 Dreiecke in einer Ecke, 4 Seitenflachen),

Oktaeder (4 Dreiecke in einer Ecke, 8 Seitenfléchen),

Ikosaeder (5 Dreiecke in einer Ecke, 20 Seitenfléchen).

Es sind also nicht mehr als diese funf reguléren Polyeder méglich.

Euklid zeigt in Buch XlII der "Elemente", dass diese funf Méglichkeiten auch konstru-

ierbar sind, also somit existieren. Dazu werden die reguléren Kérper Kugeln einbe-
schrieben, so wie in der Ebene Polygone Kreisen einbeschrieben werden.
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Einen Uberblick tber die Platonischen Kérper, die Anzahl der Ecken, Fléchen und

Kanten vermittelt die folgende Tabelle geméf3 dem Eulerschen Polyedersatz.

begrenzende Anzahl der Anzahl der regelméflige
Flachen Seitenflachen Kérper
einer Ecke Ecken Flachen Kanten
e f k

gleichseitige 3 4 4 6 Tetraeder
Dreiecke
gleichseitige 4 6 8 12 Oktaeder
Dreiecke
gleichseitige 5 12 20 30 Ikosaeder
Dreiecke
Quadrate 3 8 6 12 Hexaeder

(Wurfel)
regelmafige 3 20 12 30 Dodekaeder
Funfecke

In der Tabelle féllt auf, dass Oktaeder und Wirfel, Ikosaeder und Dodekaeder jeweils
gleich viele Ecken wie der andere Kérper Fléchen besitzen. Die Zahl der Kanten ist
jeweils gleich grof3.

Zwei Polyeder heiflen dual, wenn wechselweise die Punkteeigenschaften des einen

und die Flécheneigenschaften des anderen identisch sind.
.

Bild 6.8: Duale Platonische Kérper einander einbeschrieben

|

\V4

— V[~
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Oktaeder und Wirfel, Dodekaeder und lkosaeder sind jeweils zueinander dual. Das
Tetraeder ist zu sich selbst dual. Die beiden dualen Polyeder gehen durch Vertau-
schen der Ecken- und Flécheneigenschaften ineinander Uber. Die Kanteneigen-
schaften bleiben erhalten.

Diese Dualitéatseigenschaft kann benutzt werden, um die zueinander dualen Polyeder
einander einzubeschreiben, so dass die Ecken des einbeschriebenen Kérpers auf die
Flachenmitten der umhollenden Kérper zu stehen kommen (Bild 6.8).

Zwei zueinander duale Kérper kénnen sich gegenseitig so durchdringen, dass sich
die Kanten in ihren Mitten rechtwinklig kreuzen. Es entstehen dann Sternformen wie
in Bild 6.9.

Bild 6.9: Duale Platonische Kérper als Sternformen

Die Platonischen Kérper werden héufig fur Raumpackungen verwendet, die Grund-
lage fur den Aufbau von Raumfachwerken sind. Die Raumfachwerke werden am voll-
kommensten, wenn sie aus reguldren Polyedern, also aus den Platonischen Kérpern
gebildet werden. Die Regelmafligkeit fuhrt dazu, dass die Stébe im Raumfachwerk
alle gleich lang sind und einheitliche Knoten verwendet werden kénnen. Dies sind
von der Fertigung und Montage her besonders giunstige Voraussetzungen und
erméglichen ein modulares Bauen aus weitgehend identischen Bauelementen. Das
von Max Mengeringhausen® bereits aus den dreifiger Jahren stammende "MERO"-
System greift auf solche Raumpackungen zurick.

Mit Hilfe von WinkelUberlegungen kann untersucht werden, mit welchen Platoni-
schen Kérpern Raumpackungen méglich sind. Nur mit Hilfe von Wurfeln ist eine 10k-
kenlose Fillung des Raumes mit nur einer Art von Platonischen Kérpern méglich.

3. M. Mengeringhausen: Komposition im Raum. Die Kunst individueller Baugestaltung mit Serienelementen. Gitersloh1983.
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Wenn verschiedene Arten von Platonischen Kérpern zur Raumpackung herangezo-
gen werden, so kann festgestellt werden, dass Raumpackungen aus Oktaeder und
Tetraeder méglich sind. Eine Kombination aus Tetraeder und Oktaeder als Raum-
fachwerk zeigt Bild 6.10 und Bild 6.11.

Bild 6.10: Tetraeder-Oktaeder-Packung

aba 1) ‘.ﬂ. “
Bild 6.11: Flugzeughalle "Atlantis" Frankfurt a. M., Bild 6.12: Mensa der Universitét Kaiserslautern, Tet-
Tetraeder-Oktaeder-Packung raeder-Halboktaeder-Packung

Tetraeder und Halboktaeder (Bild 6.13) kénnen auch eine Raumpackung erzeugen.
Daher findet auch diese Kombination Verwendung in Raumfachwerken (Bild 6.12).

Bild 6.13: Tetraeder-Halboktaeder-Packung
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Eine weitere Anwendung finden die Platonischen Kérper in der Herstellung von sphé-
rischen Raumfachwerken.

Richard Buckminster Fuller entwickelte geoddtische Aufteilungen der Kugeloberfla-
che, indem Polyedernetze auf die Kugeloberflache projiziert werden. Eine geodéiti-
sche Linie einer Fléche ist die kirzeste Verbindungslinie zwischen zwei Punkten einer
Flache. In der Ebene entspricht der geoddtischen Linie die Gerade. Auf der Kugel-
oberfléche sind die Grof3kreise geodétische Linien (vgl. Kapitel 7.4.1).

Fuller verwendete u. a. das lkosaeder als Ausgangsform, um eine Kugel anzunédhern
(Bild 6.14). Dabei werden die dreieckigen Seitenfléchen in kleinere Dreiecke unter-
teilt und die neuen Ecken vom Mittelpunkt der Umkugel aus auf die Umkugel proji-
ziert. Die erhaltenen Dreiecke sind dann allerdings keine reguléren Dreiecke mehr.
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Bild 6.14: Entwicklung der geodétischen Kuppel aus dem Ikosaeder  Bild 6.15: USA-Pavillon, Mon-
treal, 1967, R. B. Fuller

Die Punkte auf der Umkugel zusammen bilden die Ecken eines nicht mehr reguléren
Polyeders, das sich einer Kugel um so besser anndhert, je feiner die Unterteilung
gewdhlt wird. Auf diese Weise kann die sogenannte geodécitische Kuppel (Bild 6.15)
konstruiert werden.

Bei der Netzkonstruktion muss beachtet werden, dass eine Netzverfeinerung zu einer
Uberproportionalen Vermehrung der Konstruktionselemente: Knoten, Stdbe und
Platten fohrt. Dadurch vermehrt sich der Fertigungs- und Montageaufwand.

Eine grobstmégliche Netzteilung ist daher sinnvoll.

Fullers bekannteste geodétische Kuppel ist der USA-Pavillon auf der Weltausstellung
in Montreal, Kanada, im Jahre 1967. Die Kuppel hatte einen Durchmesser von 76m
und eine Héhe von 41,5m. Der Pavillon wurde von den Besuchern der Weltausstel-
lung in einer Einschienenbahn durchquert.
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6.2 Archimedische Kérper

Wird der Gedanke zur Bildung der Platonischen Kérper so verallgemeinert, dass
mehrere Arten regulérer Polygone zur Bildung der Kérper zugelassen werden, so ent-
stehen die Archimedischen Kérper oder halbreguléren Polyeder.

Ein konvexes Polyeder heifdit Archimedischer Kérper oder halbreguléres Polyeder,
wenn es von reguléren Polygonen begrenzt wird und jede Ecke gleich ausgebildet ist.
Archimedes (~287 v. Chr. - 212 v. Chr.) hatte schon die einzelnen Typen der halb-
reguldren Polyeder* untersucht. Durch Abstumpfen der Ecken und Kanten der Plato-
nischen Kérper kénnen alle dreizehn Archimedische Kérper gefunden werden.

Einer der Archimedischen Kérper, das Rhombenkuboktaeder (Bild 6.16), bildet die
Grundlage fur den MERO-Knoten (Bild 6.17). Bild 6.18 zeigt die Gerippe-Strukiur
eines Rhombenkuboktaeders aus MERO-Norm-Knoten und -Norm-Stében.

E e
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Bild 6.16: Rhombenkuboktaeder  Bild 6.17: MERO-Norm-Knoten Bild 6.18: Modell aus MERO-
Knoten und -Stében

Ein anderer Archimedischer Kérper findet als Fuf3ball
seine Verwendung: das abgestumpfte lkosaeder (Bild
6.19). Es besteht aus reguléren Funfecken und Sechsek-
ken. Durch Abschneiden der Ecken so, dass regelma-
Bige Vielecke entstehen, kann es aus dem lkosaeder
hergeleitet werden. Aus den Dreiecken des lkosaeders
werden Sechsecke. Die fUnf Dreiecke in einer Ecke des
Ikosaeders lassen durch das Abschneiden die Finfecke
entstehen. Stellen wir uns diesen Kérper aufgeblasen
vor, so liegt der sogenannte Europa-Fuf3ball vor uns.
Aus den Archimedischen Kérpern entstehen durch Dua-
lisierung die Catalanischen Kérper, die aus nur einer
Art nichtregelméafiger Polygone aufgebaut sind.

Bild 6.19: Abgestumpftes
lkosaeder - FuBBball

4. Bei J. Kepler findet sich im 2. Buch von "Harmonices mundi", 1619, eine vollstéindige Theorie der halbreguléren Polyeder.
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7 GEKRUMMTE FLACHEN UND KORPER

Ein Kérper im Raum wird aus Flachensticken gebildet, die ein Volumen umschliefien.
Die Summe der Begrenzungsfldchen ist die Oberfléche des Kérpers. Der Kérper ist
die Menge aller Punkte, die innerhalb und auf den Begrenzungsfléchen liegen. Das
Guggenheim Museum in Bilbao von F. O. Gehry (Bild 7.2) wird aus mehreren Kér-
pern gebildet. Eine Fldche dagegen ist eine zweidimensionale Punkimenge im
Raum, die kein Volumen umschlieflen muss. Das offene Flachentragwerk des Deut-
schen Pavillons in Montreal von Frei Otto (Bild 7.1) ist ein Architekturbeispiel fur eine
Flache. Die Polyeder in Kapitel 6 sind Kérper, deren Begrenzungsfléchen aus
Ebenensticken entstehen. Im Folgenden werden Fléchen und Kérper untersucht, die
aus gekrommten Fléchensticken gebildet werden. Gekrommte Fldchen finden in der
Architektur vor allem Verwendung als Fléchentragwerke bzw. Schalen. Die
Krimmung der Fléche hat einen Einfluss auf die Steifigkeit.

Als Materialien werden Stahlbeton, Holz, Metalle, Zelt- oder Kunststoffe verwendet.

{ e

Bild 7.1: Fléche - Deu'rscer Pavillon, Montreal, Bild .2: Kérper - Guggenheim Museum, Bilbao,
1965-67, F. Otto und R. Gutbrod Spanien, 1993-97, Frank O. Gehry

7.1 Erzeugung und Unterscheidung gekrimmter Fléchen und Kérper

Eine gekrommte Flache kann durch die Bewegung einer Kurve erzeugt werden. Die
Flachen kénnen dann nach der Art der Kurve, die bewegt wird, und der Art der
Bewegung unterschieden werden.

Kurve Bewegung
Strahlflaiche «— Gerade Verschiebung —»  Schiebflédche
Drehung —» Drehflache
Schraubung — Schraubfléche
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7.1.1 Strahlflachen

Eine Fléche heif3t Strahlfléiche oder
Regelfléche, wenn durch jeden Flachen-
punkt eine Flédchengerade (Erzeugende)
geht. Sie kann aus Geraden erzeugt wer-
den.

Wird eine Gerade g ldngs irgendeiner
Kurve ¢ verschoben, so entsteht ein
Zylinder.

Bild 7.3: Zylinder

Durch Drehung einer Geraden um eine Drehachse kénnen drei verschiedene Arten
von Strahl- und Drehflachen entstehen, je nachdem wie die Gerade parallel,
schneidend oder windschief zur Drehachse liegt.

Liegt die Gerade g parallel zur Drehachse
a, so entsteht ein Drehzylinder (Bild
7.4).

Wenn die Gerade g die Drehachse a in
einem Punkt schneidet, so entsteht ein
Drehkegel (Bild 7.5).

Liegt die Gerade g windschief zur Dreh-
achse a, so entsteht ein einschaliges
Drehhyperboloid (Bild 7.6). Die Flache
hei3t Drehhyperboloid, da sie auch aus
einer Hyperbel erzeugt werden kann (vgl.
Kapitel 7.1.3).

Ein einfaches Fadenmodell des Drehhy-
perboloids kann so entstehen: Verbindet
man Ubereinanderliegende Randpunkte
zweier kongruenter, koaxial angeordne-
ter Kreisscheiben durch gespannte Fa-
den, so hat man das Modell eines Dreh-
zylinders; Verdrehung der beiden Schei-
ben gegeneinander liefert dann (unter
Verringerung des Abstandes) das Modell
einer Erzeugendenschar eines Drehhy-
perboloids. Eine zweite Erzeugenden-
schar desselben Drehhyperboloids ent-
steht, wenn die beiden Scheiben in ande-
rer Richtung gleich weit gegeneinander
verdreht werden.
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Bild 7.4: Drehzylinder als Strahlfléche

A

Bild 7.5: Drehkegel als Strahlfléche

7

Bild 7.6: Einschaliges Drehhyperboloid
als Strahlfléche
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Eine andere, auch in der Architektur in-
teressante Strahlflache entsteht, wenn
die gegenUberliegenden Seiten eines
windschiefen Vierecks in gleiche Teile un-
terteilt und entsprechende Teilpunkte
durch Geraden miteinander verbunden
werden. Da dies fur beide Seitenpaare
ausgefUhrt werden kann, liegen auf die-
ser Flache zwei Scharen von Geraden
(Bild 7.7).

Die Flache heifit Hyperbolisches
Paraboloid, da sie auch aus Parabeln

erzeugt werden kann (vgl. Kapitel 7.1.2). Bild 7.7: Hyperbolisches Paraboloid als Strahlfléche

i ¥ T =

Bild 7.8: Einfaches Vier

punktsegel als Sonnenschutz  Bild 7.9: Kirche San José Obrero, Monterrey,
Mexiko, 1959, F. Candela u. E. de la Mora

Ein Hyperbolisches Paraboloid kann durch das Aufspannen eines Tuches hergestellt
werden. Ein Vierpunktsegel, dessen vier Punkte ein windschiefes Viereck bilden, ist
ein Hyperbolisches Paraboloid (Bild 7.8).

Die Strahlfléchen sind beim Bauen einfacher zu handhaben als andere gekrimmte
Flachen, da der Verlauf der Geraden auf der Fléche zum Verschalen verwendet wer-
den kann. So kénnen die Strahlfléchen z. B. aus Stahlbeton hergestellt werden,
indem der Beton in Formen gegossen wird, die aus geradlinigen Schalungsbrettern
hergestellt werden. Felix Candela hat in dieser Weise viele Schalen aus Stahlbeton
gebaut, insbesondere auch viele Bauwerke mit Hyperbolischen Paraboloiden als Flé-
chentragwerke, wie in Bild 7.9 die Kirche San José Obrero in Monterrey, Mexiko.

Durch Schraubung einer Geraden kénnen verschiedene Arten von Strahlschraub-
fléichen entstehen (vgl. Kapitel 7.1.4).
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7.1.2 Schiebfldchen

Eine Flache kann erzeugt werden, indem
eine beliebige Kurve verschoben wird. Es
entsteht eine Schiebfldche.

Wird diese Kurve c léings einer Geraden g
verschoben, so entsteht ein allgemeiner
Zylinder (Bild 7.3).

Eine Schiebfléche entsteht auch, wenn
die Kurve c léngs einer Leitkurve | ver-
schoben wird (Bild 7.10). So kann das
Hyperbolische Paraboloid als Schiebflé-
che erzeugt werden, indem eine Parabel
léngs einer anderen Parabel verschoben
wird (Bild 7.11). Die beiden Parabeln sind
nach entgegengesetzten Seiten gedffnet.
Der Name Paraboloid erfasst diese
Erzeugungsweise  der Flache aus
Parabeln.

7.1.3 Drehfldchen

Eine Drehfléche entsteht durch Drehung
(Rotation) einer Kurve um eine Gerade a,
die Drehachse. Die Kurve heif3t auch Er-
zeugende der Fléche. Wird eine Gerade
um eine Achse gedreht, so kénnen Dreh-
zylinder (Bild 7.4), Drehkegel (Bild 7.5)
oder einschaliges Drehhyperboloid (Bild
7.6) entstehen.

Ist die erzeugende Kurve der Drehflache
ein Kreis bzw. Bogenstick, so kénnen
vier Falle von Drehfléchen unterschieden
werden, je nachdem wie die Drehachse
zum Kreis liegt. Geht die Drehachse a
durch den Kreismittelpunkt M, so entsteht
eine Kugel (Bild 7.12). Schneidet die
Drehachse den Kreisbogen und rotiert
das gréflere Bogenstick, so entsteht ein
Kérper éhnlich einem Apfel (Bild 7.13).
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Rotiert das kleinere Bogenstuck, so ent-
steht ein Koérper dhnlich einer Zitrone
(Bild 7.14).

Im vierten Fall geht die Drehachse am
Kreis vorbei. Es entsteht eine Ringfladche,
ein sogenannter Torus. Auch die Falle
"Zitrone" und "Apfel" werden in der
Geometrie als Torus bezeichnet.

Ist die erzeugende Kurve einer Drehfld-
che eine beliebige Kurve, so kénnen
andere Drehfldchen entstehen. Bild 7.16
zeigt eine Kurve, die bei Rotation um die
Drehachse a eine Vase erzeugt.

Ein anderes Beispiel einer bekannten
Drehfléche ist in Bild 7.17 zu sehen. Die
Kurve erzeugt bei Drehung um die Achse
a einen Zwiebelturm, wie er auch éhnlich
in Bild 7.19 als Kuppel des Mausoleums
Taj Mahal in Indien vorkommt.

GEKRUMMTE FLACHEN UND KORPER

Bild 7.14: Zitrone als Drehfléche
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Bild 7.15: Torus als Drehfléche

Bild 7.16: Vase als Drehfléche
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Bild 7.17: Zwiebelturm als Drehfléche
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Dreht man eine Hyperbel um eine Achse,
die Nebenachse der Hyperbel, so ent-
steht das einschalige Drehhyperboloid.
Bei Rotation einer Hyperbel um ihre
Hauptachse entsteht ein zweischaliges
Drehhyperboloid (Bild 7.18).

Das einschalige Drehhyperboloid kann
aber auch, wie in Bild 7.6 gezeigt, durch
Drehung einer Geraden um eine zu ihr
windschiefe Achse entstehen. Es findet
héufig Anwendung als Kihlturm von
Kraftwerken, ist aber auch bei anderen
Bauwerken (Bild 7.20) zu finden.

Bild 7.18: Einschaliges und zweischaliges
Drehhyperboloid

Bild 7.19: Zwiebelférmige Kuppel des Taj Mahal,
Indien, 1632-52

7.1.4 Schraubflachen

Bewegt man eine Kurve mittels einer
Schraubung im Raum, so entsteht eine
Schraubfiédiche. Eine Schraubung ist eine
Bewegung, die sich aus einer Drehung
um eine feste Achse a (Schraubachse)
und einer dazu proportionalen Schie-
bung lédngs dieser Achse a zusammen-
setzt (Bild 7.21).

Ist ¢ der Drehwinkel und s die Schieb-
strecke, so gili: s = px ¢ . Der Propor-
tionalitétsfaktor p heif3t Schraubparame-
ter.
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Bild 7.20: Drehhyperboloid - Kathedrale Brasilia,
Brasilien, 1959-70, Oscar Niemeyer

zZ=a

P

Bild 7.21: Schraubung



Zu einer vollen Umdrehung ¢ = 2n
gehért die Schiebstrecke h = 2np, die
Ganghéhe der Schraubung. Das Vor-
zeichen von p legt den Schraubsinn fest:
p > 0: Rechtsschraubung

p < 0: Linksschraubung.

Bei einer Rechtsschraubung zeigen die
Finger der rechten Hand in Drehrichtung,
in Richtung der
Bei einer Links-

wenn der Daumen
Schraubachse zeigt.

schraubung zeigen entsprechend die
Finger der linken Hand in Drehrichtung.

Bild 7.23: Eingangstreppe in der "Pyramide du
Grand Louvre", Paris, 1981-89, |. M. Pei

Die Verschraubung eines Punktes fUhrt
zur Schraublinie. Eine Schraubfldche ent-
steht, wenn eine Kurve um eine Achse
verschraubt wird. Ist die verschraubte
Kurve eine Gerade, so entsteht eine
Strahlschraubfléiche.

Eine Wendeltreppe wird mit Hilfe der
gleichen Art einer Schraubung gebildet.
Grund- und Aufriss der Wendelfléche
(Bild 7.24) kann konstruiert werden,
indem das Geradenstick g um die Achse
a verschraubt wird. Die beiden Rand-
schraublinien erscheinen im Grundriss
als Kreis und im Aufriss als Sinuslinien.

GEKRUMMTE FLACHEN UND KORPER

JUUU

Bild 7.22: Rechtsschraubung und Linksschraubung

(12)

Bild 7.24: Grund- und Aufriss einer Wendelfléche
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Je nach Lage der verschraubten Geraden g zur Schraubachse a unterscheidet man

vier Typen:

1. Eine Strahlschraubfléche heifit gerade, wenn die Gerade senkrecht zur
Schraubachse liegt,

2. Sie heif}t schief, wenn die Gerade schief zur Schraubachse liegt.

3. Sie heif3t geschlossen, wenn die Gerade die Achse schneidet.

4. Wenn die Gerade windschief zur Schraubachse liegt, heif3it sie offen.

Gewendelte Rampen wie die beiden sich Uberschneidenden Stahlbetonrampen des
Pinguinbeckens im Londoner Zoo (Bild 7.25) sind gerade und geschlossene Strahl-
schraubfldchen und werden auch Wendelfléchen genannt. Eine solche Wendelflé-
che liegt auch dem Guggenheim Museum (Bild 7.26) zugrunde. Die schiefe
geschlossene Strahlschraubflache tritt bei vielen Gewinden und beim Korkenzieher
auf. Sie kann auch die Verschalung einer Wendeltreppe (Bild 7.23) bilden.

Bild 7.25: Gewendelte Rampen, Londoner Zoo, Bild 7.26: Guggenheim Museum, New York,
1934, B. Lubetkin und Tecton 1956-59, Frank Lloyd Wright

7.2 Krimmung von Flédchen

Fur das Tragverhalten einer gekrimmten Flache in einem Bauwerk spielt die
Krimmung der Flache eine wichtige Rolle. Diese wird mit Hilfe der auf ihr liegenden
Kurven untersucht. Die Krimmung kann sich innerhalb der Fléche von Punkt zu Punkt
unterscheiden. Es handelt sich daher um eine lokale Betrachtung der Fléche. Nur in
sogenannten reguléren Flachenpunkien kann die Krommung betrachtet werden.
Bilden die Tangenten der Flachenkurven der Fléche ® im Punkt P eine Ebene 1(P), so
hei3t P ein regulédrer Fléichenpunkt (Bild 7.27) der Fléche ® und 14(P) die Tangen-
tenebene von ® im Punkt P. Ist dies nicht der Fall, so heif3t P singulédrer Fléichen-
punkt.

Die Differentialgeometrie beschéftigt sich mit der Krummung von Kurven und Fla-
chen.
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Die Krummung « einer Kurve im Punkt P
kann als Kehrwert des Krummungskreis-
radius r beschrieben werden (vgl. Bild
3.39). Sie wird definiert als: 1

) K(P) = m
Um die Krimmung einer Fléche in Punkt
P zu beschreiben, legt man durch die Flé-
che zwei zueinander senkrechte Normal-
schnitte: Schnitt durch Normale n und
Tangente t der Flache. Es gibt zwei
solcher zueinander senkrechter Normal-
schnitte, bei denen die Krimmung einen
Extremwert annimmt. Dies sind die
Hauptnormalschnitte mit den Haupt-
krimmungen «x; und x, der Fléche in
Punkt P (Bild 7.28).

Bild 7.28: Hauptkrimmungen einer Flache

GEKRUMMTE FLACHEN UND KORPER

P ist ein singulérer
Fléchenpunkt

P ist ein regulérer
Flachenpunkt

Bild 7.27: Reguldre und singulére Fléchenpunkte

Als die GauBsche Kriimmung der Fléche im Punkt P bezeichnet man das Produkt der

Hauptkrommungen:

K(P) = 1x;(P) x k3(P) =

1 1
ri(P)  ry(P)
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Die Flachen werden nach ihren Krimmungen unterschieden, je nachdem ob die
Gaufische Krummung null, positiv oder negativ ist. Ist die Gaufische Krimmung
k(P)#0, so handelt es sich um eine doppelt gekrimmte Fldche. Bei doppelt
gekrOmmten Flachen berthrt die Tangentenebene die Flache nur in einem Punkt.

1. Liegen die Hauptkrimmungsmittel-
punkte M; und M, auf derselben Seite
der Tangentenebene 14(P), die von den
Tangenten t; und t, aufgespannt wird,
so heif3t P ein elliptischer Fiéichen-
punkt. Die Gaufische Krimmung ist
positiv (k> 0). Die Fléche heif3it dop-
pelt gleichsinnig gekrimmt. Ellipso-
ide ("Futuro” in Bild 7.33) sind Beispiele
for Flachen, die in allen Punkten dop- Bild 7.29: Elliptischer Fldchenpunkt - doppelt
pelt gleichsinnig gekrimmt sind. gleichsinnig gekrimmte Flache

2. Liegen die Hauptkrimmungsmittel-
punkte M7 und M, auf verschiedenen
Seiten der Tangentenebene 14(P), so
heif3t P ein hyperbolischer Fléichen-
punkt. Die Gaufische Krummung ist
dann negativ (k< 0). Die Fléche heif3t
doppelt gegensinnig gekrimmt.
Das Hyperbolische Paraboloid ist ein
Beispiel fur eine Fléche, die in allen
Punkten doppelt gegensinnig
gekrimmt ist. Der Philips-Pavillon (Bild
7.34) wird aus Teilen mehrerer Hyper- Bild 7.30: Hyperbolischer Fléchenpunkt - doppelt
bolischer Paraboloide (im Modell der gegensinnig gekrmmte Fléche

unter den Tisch fallende Teil) gebildet.

3. Ist die Gauf3sche Krimmung x=0, so
heif3t P ein parabolischer Fléchen-
punkt. Dies ftritt ein, wenn eine der
beiden Hauptkrommungen null ist,
d. h. einer der beiden Krummungs-
kreisradien unendlich ist. Die Flache
heif3t einfach gekrimmt.

Zylinder und Kegel sind Beispiele fur

Flachen, _die in allen (r.eguldren) Bild 7.31: Parabolischer Fléchenpunkt -
Punkten einfach gekrimmt sind. einfach gekrommte Fléche
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Fléchen wie der Torus in Bild 7.32 weisen
Bereiche mit allen drei verschiedenen
Arten von KrOmmungen auf: einfache,
doppelt gleichsinnige und doppelt
gegensinnige Krimmungen.

Punkte wie Punkt P;, die "auBen" am To-
rus liegen, sind elliptische Flachenpunk-
te. Punkte wie Punkt P,, die "innen" am
Torus liegen, sind hyperbolische Flachen-
punkte. Punkte "unten" und "oben" am
Torus, wie Punkt P3, sind parabolische
Flachenpunkie. Die Tangentenebene

berthrt den Torus in P3 entlang eines
Kreises.

gk g : - : £t
Bild 7.33: Ellipsoid - Futuro, 1968, M. Suuronen
und J. Ronkka, Finnland

"

7.3 Darstellung gekrommter Fléchen

Um eine Flache darzustellen wird nicht
jeder Punkt einer Flache abgebildet. Ge-
zeichnet werden die Begrenzungskurven
und der Umriss der Flache (Bild 7.35).

Was jeweils den Umriss der Fldche bildet,
ist abhangig von der verwendeten Projek-
tionsrichtung fur die Darstellung der Fla-
che. Wird die Fléche @ auf eine Bildebene
n mittels Parallelprojektion projiziert, so
gibt es Sehstrahlen, die die Flache @
berthren (Bild 7.36).

GEKRUMMTE FLACHEN UND KORPER

Bild 7.32: Torus mit drei Bereichen unterschied-
licher Arten von Krimmungen

Bild 7.34: Hyperbolische Paraboloide - Philips-
Pavillon, Brissel, 1958, Le Corbusier

Bild 7.35: Zylinderrohr und Kugelobjekt, dargestellt
durch Umriss und Begrenzungskurven
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Die BerUhrpunkte bilden eine Flachenkurve u, die Kontur oder den wahren Umriss
der Flache. Das Bild der Kontur u in der Bildebene 1 ist der Umriss oder scheinbare
Umriss uP der Fléche in der Darstellung. Ein Umrisspunkt U der Fléche @ ist ein
solcher Punkt der Flache @, in dem die Tangentenebene t(U) projizierend ist.

T (U

e‘ﬂ

Bild 7.36: Wahrer und scheinbarer Umriss einer Fléche

Je nachdem ob eine Normalprojektion oder schiefe Parallelprojektion vorliegt, heif3t
der scheinbare Umriss Normalumriss oder Schrégumriss. Die Bilder von Fla-
chenkurven, die die Kontur schneiden, berbhren den Umriss. Daher lasst sich der
Umriss auch als Hullkurve der gleichverteilten Leitkurven (in Bild 7.37 Breitenkreise
der Halbkugel und des Zylinder) finden.

T

Bild 7.37: Umriss als Hillkurve der Fléchenkurven
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Eine Fléche kann durch gleichverteilte Erzeugende oder Leitkurven dargestellt wer-
den (Bild 7.38). Soll die Fléche in erster Linie anschaulich dargestellt werden, so wird
die Darstellung durch eine Schattierung der Flache ergénzt.

Bild 7.38: Darstellung von Fléchen durch gleichverteilte Erzeugende oder Leitkurven

QA*‘

Bild 7.39: Gerenderte Darstellung von Zylinder, Kugel, Kegel und Hyperbolischem Paraboloid

Bei der Schattierung werden die Variationen der Helligkeitsverhdlinisse bericksich-
tigt, wie dies z. B. im Rendering von CAD-Programmen geleistet wird (Bild 7.39). For
das Rendern mussen Lichtquellen gesetzt, das Umgebungslicht bestimmt und den
Objekten Materialien zugewiesen werden. Die gerenderten Objekte lassen die Form
plastischer erscheinen.

Um den wahren und scheinbaren Umiriss einer Fléche zu finden, kann der Vergleich
mit den Schattenkonstruktionen (Kapitel 10) hilfreich sein. Die Lichtrichtung bei der
Schattenkonstruktion entspricht der Projektionsrichtung. Der wahre Umriss der Flé-
che ist mit der Eigenschattengrenze und der scheinbare Umriss mit der Schlagschat-
tengrenze bei Parallelbeleuchtung vergleichbar.
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7.4 Grundformen

Kérper und Fléchen, wie sie in Bauwerken Verwendung finden, werden héufig aus
geometrischen Grundformen abgeleitet oder kombiniert.

Die wichtigsten geometrischen Grundformen sind Kugel, Zylinder und Kegel. Mittels
Schnitten und Durchdringungen dieser Grundformen kénnen Teilformen und kombi-
nierte Formen (Bild 7.40) entstehen.

Grundform Teilformen kombinierte Formen

)POIDYP 0D
*

Bild 7.40: Aus Grundformen entwickelte Teilformen und kombinierte Formen
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7.4.1 Kugel

Die Kugel entsteht durch Drehung eines Grof3kreises um einen beliebigen Kreis-
durchmesser (s. Bild 7.12). Sie zeichnet sich durch véllige Symmetrie aus. Alle Punkte
der Kugeloberflache haben den gleichen Abstand vom Kugelmittelpunkt. Daher ist
eine Kugel durch die Angabe des Mittelpunktes und des Radius bestimmt. In allen
Punkten ist die Flache gleich gekrimmt. Aufgrund der doppelten Krimmung weist
die Kugelschale ein ginstiges Tragverhalten auf. Es ist aber relativ aufwendig, eine
Schalung fur eine Kugel herzustellen, da keine Geraden auf der Kugel liegen. Mittels
anderer Systeme, wie z. B. der geoddtischen Kuppel von Buckminster Fuller (vgl. Bild
6.15), kann die Kugel angenéhert werden. Die Kugel findet Verwendung in Kuppeln,
insbesondere der rémischen Kreiskuppel wie im Pantheon in Rom oder in neuerer
Zeit als Sphdrisches Kino (Bild 7.41). Die Kugel dient auch als Verbindungsstick in
Bausystemen wie dem Mébelbausystem USM Haller (Bild 7.42).

Bild 7.41: Sphérisches Kino, Debis-Bau Potsdamer  Bild 7.42: Kugel als Verbindungsstick im
Platz, Berlin, 1992-98, Renzo Piano Mébelbausystem, 1963, USM Haller

Wird eine Kugel mit Hilfe der Parallelpro-

jektion dargestellt, so ist die Kontur (wah-

rer Umriss) der Kugel ein Grof3kreis.

Dieser Kreis bildet sich als Umriss (schein-

barer Umriss) im allgemeinen als Ellipse

ab. Bei senkrechter Parallelprojektion, —

also in Grund- und Aufriss sowie in einer

normalen Axonometrie, ist der Umriss ein

Grof3kreis. In einer schiefen Axonometrie ‘

dagegen muss der Umriss der Kugel als \ / /
Ellipse konstruiert werden (Bild 7.43). v y
Daher eignet sich eine normale Axo-

nometrie besonders zur Kugeldarstellung .47 43. Normal- und Schréigumriss

(vgl. Kapitel 12). einer Kugel mit Grofkreisen
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Ebene Schnitte einer Kugel sind immer

Kreise. Geht die Schnittebene durch den

Kugelmittelpunkt, so wird ein GroBkreis )
ausgeschnitten. Bei allen anderen Lagen ‘
der Schnittebene erhalt man Kleinkreise

der Kugel mit unterschiedlichen Radien.

Aus Kugelschalen ist das Kugelschalen-
system des Opernhauses in Sydney (Bild
7.46) aufgebaut. Die Einzelformen des
Kugelschalensystems sind aus einer
Kugel herausgeschnittene Segmente, die
dann neu miteinander kombiniert wer-
den. Bild 7.44: Ebene Schnitte einer Kugel

e

Bild 7.45: Modell des Kugelschalensystems Bild 7.46: Kugelschalensystem - Opernhaus,
Sydney, 1956-76, Jorn Utzon

Das Holzmodell in Bild 7.45 zeigt, welche Kugelieile fur das Kugelschalensystem ver-
wendet wurden. Utzon vergleicht seine Vorgehensweise mit der Operation, die man
vornimmt, um eine Orange in kleine Schnitze zu zerteilen. Die Oberfladche der Kugel
mit ihrer gleichméBigen Krimmung erwies sich als besonders geeignet, um das
Kugelschalensystem aus vorfabrizierten Betonsegmenten erstellen zu kénnen.

Durch zwei ebene Schnitte der Kugel entsteht in Bild 7.47 eine Kugelschale. Die
Kugel mit dem Mittelpunkt M wird bei dieser Kugelschale zunéchst mit der Grundriss-
ebene abgeschnitten. Eine zweite aufrissprojizierende Schnittebene schneidet die
Kugelschale schrég ab.

Fur die Darstellung der Kugelschale unter Berucksichtigung der Sichtbarkeit ist die
Konstruktion der Umrissberihrpunkte zwischen Kugelumriss und Schnittkurve
wesentlich, da sich dort die Sichtbarkeit der Schnittkurve éndert.
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Die Kugelschale kann in Grund- und Auf-
riss konstruiert werden.

1. Die Grundrissebene m; schneidet die Kugel
in einem Kleinkreis, der im Grundriss in
wahrer Gestalt eingezeichnet werden kann.
Der Radius kann dem Aufriss entnommen
werden.

2. Die zweite Schnittebene schneidet die Kugel
ebenfalls in einem Kleinkreis, der aber im
Grundriss als Ellipse erscheint, da er schrég
zu my liegt.

3. Die Senkrechte zur Schnittebene durch My"
liefert den Ellipsenmittelpunkt Mg" und ein
Ordner Mg\

4. Das senkrecht aufeinander stehende Kreis-
durchmesserpaar, ein Durchmesser parallel
und der andere senkrecht zur Aufrissebene,
wird im Grundriss als Haupt- und
Nebenachse der Ellipse abgebildet, da der
rechte Winkel im Grundriss erhalten bleibt.

5. Den Nebenscheitel der Ellipse S3' erhalt
man mittels Ordnern aus dem Aufriss und \ v
der Senkrechten zu den Ordnern durch Mg a A
6. Die Hauptachse verlguft in Ordnerrichtung. Uie Mk
Die Lénge der halben Hauptachse a ist "
E

identisch mit dem Kreisradius, der dem Auf-
riss entnommen werden kann —  S;' und

S, (12)

7. Fur die Konstruktion der Umrissberihrpunk-
te wird der Kreis, der den Kugelumriss im
Grundriss bildet, im Aufriss gesucht. Dieser
Kreis liegt im Aufriss projizierend in der
Héhe von My, senkrecht zu den Ordnern.

8. Der Schnittpunkt mit der aufrissprojizieren-
den Schnittebene ist der Aufriss der beiden
Umrissberihrpunkte, U;" und Uy". Ein Ord-
ner liefert auf dem Kugelumriss im Grundriss
die Grundrisse dieser beiden Punkte U;' und
U,

9. Weitere allgemeine Ellipsenpunkte kénnen
mit Hilfe von aufrissprojizierenden Hilfsebe-

nen \ parallel zur Grundrissebene konstru-
iert werden (vgl. Bild 8.12).

10. Die Kugelschale kann unter Bericksich-
tigung der Sichtbarkeit mit Umriss und Be-
grenzungskurven gezeichnet werden.

S;

Bild 7.47: Kugelschale in Axonometrie,
Grund- und Aufriss
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Ebene Schnitte einer Kugel sind auch die
Grundlage einer Stutzkuppel. Eine Ver-
bindung von Kuppel und Quadrat bzw.
Worfel und Halbkugel wird hierbei
erméglicht. In rémisch-griechischer Zeit
entwickelte sich diese Kuppelform, und
die frihe byzantinische Baukunst erwei-
terte dieses Prinzip zur Pendentifkuppel.
Dort wird die Stutzkuppel nochmals hori-
zontal geschnitten und Uber dem so ent-
standenen Kreis eine neue Halbkugel
errichtet. In der Hagia Sophia ist die Pen-
dentifkuppel anzutreffen. Die Stutzkuppel
entsteht durch den Schnitt einer Halb-
kugel mit vier grundrissprojizierenden
Schnittebenen durch die vier Seiten eines
dem Grof3kreis der Kugel einbeschriebe-
nen Quadrates, z. B. Schnittebene €. Die
Halbkugel wird in Halbkreisen geschnit-
ten, die im Grundriss als Strecken und im
Aufriss als Ellipsen zu sehen sind.

1. Die Ordner durch die Eckpunkte des Qua-
drats im Grundriss liefern im Aufriss die
Nebenscheitel S3" und S4" der Ellipse.

2. Durch Halbieren des Ellipsendurchmessers
entsteht der Ellipsenmittelpunkt Mg".

3. Der zu S35, senkrechte Kreisdurchmesser ist
parallel zur Aufrissebene und bildet sich
daher in wahrer Lénge im Aufriss ab. Diese
wahre Ldnge ist im Seitenriss zu sehen.

4. S;" ist ein Hauptscheitel der Ellipse.

5. Die anderen Ellipsen werden entsprechend
konstruiert bzw. parallel verschoben.

6. Der Kreis des Kugelumrisses im Aufriss ist im
Grundriss projizierend, d. h. erscheint als
Strecke durch My' senkrecht zu den Ordnern.

7. Die Schnittpunkte mit den Schnittebenen
durch die Quadratseiten sind die Grundrisse
der Umrissberihrpunkte U;' und Us'.

8. Die Aufrisse der Umrissberihrpunkte U;" und
U,", die durch Ordner gefunden werden,
prdzisieren den Umriss der Hangekuppel im
Aufriss. Sie kennzeichnen den Ubergang zwi-
schen Kugel und Ellipse im Umriss.
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Bild 7.48: Stutzkuppel in Axonometrie,
Grund- und Aufriss
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7.4.2 Zylinder

Ein Zylinder ist eine Strahl- und Schiebfléche, da er durch Schiebung einer Geraden
erzeugt werden kann (vgl. Bild 7.3). Die auf dem Zylinder liegenden Geraden (Erzeu-
genden) sind also alle parallel zueinander. Zylinder sind einfach gekrommte Fléchen.
In allen Punkten einer Geraden des Zylinders ist die Flédche gleich gekrimmt. Auf-
grund der Erzeugung des Zylinders mittels Geraden kann eine Schalung der Flache
leicht hergestellt werden. Der Zylinder findet Verwendung in der Architektur z. B. als
Baukérper (Bild 7.49) und als Dachfléche (Bild 7.50).

Zur Darstellung eines Zylinders missen die Umrisserzeugenden und die Abschluss-
kurven ermittelt werden.

Je nach Leitkurve und der Lage der Geraden zu der Kurve kénnen verschiedene Arten
von Zylindern unterschieden werden. Ist die erzeugende Kurve ein Kreis, so entsteht
ein Kreiszylinder.

Bild 7.49: Neanderthal Museum, Mettmann, 1996, Bild 7.50: Museums Café in Lousiana, Humlebaek,
Gunter Zamp Kelp und Julius Krauss Dénemark, 1991, J. Bo u. V. Wohlert

Es handelt sich um einen geraden Kreiszylinder oder Drehzylinder, wenn die
Gerade senkrecht zur Kreisebene steht (Bild 7.51). Sonst spricht man von einem
schiefen Kreiszylinder oder elliptischen Zylinder (Bild 7.52).

Se

a (12) (12)
Bild 7.51: Gerader Kreiszylinder Bild 7.52: Schiefer Kreiszylinder
(Drehzylinder) (elliptischer Zylinder)

143



GEKRUMMTE FLACHEN UND KORPER

Beide, gerade und schiefe, Kreiszylinder finden Anwendung in Bauwerken. Bild 7.53
zeigt die Ausflugsgaststétte Kornhaus von Carl Fieger in Dessau mit geradem Kreis-
zylinder. Das Postmuseum in Frankfurt von G. Behnisch (Bild 7.54) besitzt als Element
einen schiefen Kreiszylinder, der Tageslicht in das Untergeschoss des Gebdudes
fallen lasst und die obere und untere Ebene des Gebéudes miteinander verbindet.

Die zylindrische Flédche wird mittels Schnittebenen begrenzt. Am Beispiel des geraden
Kreiszylinders werden die méglichen Lagen von Schnittebenen untersucht. Es kénnen
drei verschiedene Félle auftreten. Kreis und Geraden als Schnittkurven (Fall 1 und 3)
kénnen leicht gefunden werden. Die Schnittellipse (Fall 2) kann als affines Bild des
Leitkreises konstruiert werden. Die Affinitét ist bestimmt durch die Affinitétsachse q,
die als Schnittgerade der Ebenen von Kreis und Ellipse ermittelt werden kann, und
einem Paar einander zugeordneter Punkte, z. B. Kreismittelpunkt Mg und Ellipsenmit-
telpunkt Mg (Bild 7.56).

Bild 7.53: Gerader Kreiszylinder - Kornhaus, Bild 7.54: Schiefer Kreiszylinder - Postmuseum,
Dessau, 1929-30, Carl Fieger Frankfurt a. M., 1986-90, G. Behnisch

1. Die Schnittkurve ist ein 2. Die Schnittkurve ist 3. Die Schnittkurve be-

Kreis, wenn die Schnitt- eine Ellipse, wenn ¢ steht aus zwei Gera-
ebene ¢ senkrecht zu schrég zu den Erzeu- den, wenn ¢ parallel zu
den Erzeugenden liegt. genden liegt. den Erzeugenden liegt.

e

-—
N

== “ A

UO O = C

Bild 7.55: Schnitte eines Drehzylinders

N
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In der Grundrissaxonometrie bildet sich der Kreis als Kreis in wahrer Gestalt ab, da
er in der Grundrissebene liegt. Nach dem Einzeichnen der Affinitétsachse a und des
Ellipsenmittelpunkies Mg in der Axonometrie kann die Schnittellipse unter
Anwendung der Affinitét (Thaleskreiskonstruktion, Bild 3.28) gefunden werden.

ML

M a"
y
y'|'

1:1 / xP

Bild 7.56: Grund- und Aufriss sowie Grundrissaxonometrie des schréig geschnittenen Drehzylinders

1. Affinitétsachse a, Kreis mit Mittelpunkt Mk und Ellipsenmittelpunkt Mg wird aus Grund- und
Aufriss in das axonometrische Koordinatensystem ibertragen.

2. Die Mittelsenkrechte der Strecke MPMgP schneidet die Affinitétsachse aP im Mittelpunkt des
Thaleskreises My,

3. Der Thaleskreis um My, durch MiP und MgP schneidet aP in den Punkten 1 und 2.
4. Die Verbindungsgeraden T MgP und 2 MgP sind die Achsen der Ellipse.

5. Die Geraden 1 MiP und 2 MiP sind die affinen Urbilder der Ellipsenachsen. Affinitétsstrahlen
durch die Endpunkte dieser Kreisdurchmesser schneiden die Ellipsenachsen in den Scheiteln.

6. Die Umrisserzeugenden des Drehzylinders kénnen als Tangenten an den Kreis parallel zur z-
Achse gefunden werden. Die Umrisserzeugende uP berihrt den Kreis in Punkt UgP.

7. Die Gerade UgP MyP schneidet o in Punkt 3. Die Bildgerade 3 MgP schneidet die Umrisser-
zeugende uP (Affinitgtsstrahl) im Umrissberihrpunkt UgP.

8. Durch die gleiche Konstruktion wird der Umriss des Zylinders an der anderen Seite gefunden.

9. Die Ellipse kann mit Hilfe der Scheitelkrimmungskreise (vgl. Kapitel 3.4.4) eingezeichnet, und
die Umrisslinien kénnen unter Bericksichtigung der Sichtbarkeit ergénzt werden.
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7.4.3 Kegel

Ein Kegel ist eine Strahlfléche. Er entsteht S
durch Bewegung einer Geraden léngs

einer Kurve |, wobei ein Punkt der Gera-

den, die Kegelspitze S, festgehalten wird.

Kegel sind, wie Zylinder, einfach ge-

krommte Flachen, aber in allen Punkten

einer Geraden des Kegels liegt eine an-

dere Krimmung der Fléche vor. Die Ke-

gelspitze ist ein singuldrer Fldchenpunkt,

in dem eine Krummung nicht definiert ist.

Wie fur den Zylinder kann auch fir den

Kegel eine Schalung hergestellt werden.  Bild 7.57: Kegel mit Spitze S und Leitkurve |

Bild 7.58: Dachterrasse der "Unité d'Habitation",
Marseille, 1945-52, Le Corbusier Wiederherstellung 1993-95

Die Schalung ist aber aufwendiger herzustellen, da sich die den Erzeugenden entlang
laufenden Verschalungsbretter zur Spitze hin verjingen muissen. Kegel sind aufgrund
dieser unginstigen Eigenschaften nicht so héufig in der Architektur anzutreffen wie
Zylinder. Aber auch sie finden Verwendung als Baukérper wie in dem Ende eines LUf-
tungsschachtes auf der Dachterrasse der "Unité d'Habitation" in Marseille von Le Cor-
busier (Bild 7.58). Héaufiger ist der Kegel als Dachfléiche eines Turmes wie bei der
Oberbaumbricke in Berlin (Bild 7.59) anzutreffen. Der Kegel sitzt dann meist als
kegelférmiges Dach auf einem drehzylindrischen Turm.

Zur Darstellung eines Kegels mussen die Umrisserzeugenden und die Abschlusskur-
ven ermittelt werden.

Auch beim Kegel werden verschiedene Arten von Kegeln unterschieden, je nachdem
welche Leitkurve vorliegt und wie die Kegelspitze zu der Leitkurve liegt. Ist die
erzeugende Kurve ein Kreis, so entsteht ein Kreiskegel.
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(12)

S

Bild 7.60: Gerader Kreiskegel (Drehkegel) Bild 7.61: Schiefer Kreiskegel (elliptischer Kegel)

N e s : = =

Bild 7.62: Galeries Lafayette, Berlin, 1993-96, Jean Nouvel - AuB3enansicht und Blick in einen der
drehkegelférmigen Hohlréume, die das Gebéude durchstoflen

Ein gerader Kreiskegel oder Drehkegel liegt vor, wenn die Kegelspitze senkrecht
Uber der Kreisebene steht (Bild 7.60).

Liegt die Spitze schrég Uber der Kreisebene, so spricht man von einem schiefen
Kreiskegel oder elliptischen Kegel (Bild 7.61).

Am héufigsten ist der Drehkegel in Bauwerken zu finden. In Bild 7.62 sehen wir von
aufBen die kegelférmigen Aufbauten der Galeries Lafayette in Berlin von Jean Nou-
vel. Das Gebéude ist vollstindig mit Glas verkleidet. Mehrere drehkegelférmige
Hohlrdume durchsto3en die Innenréume des Gebd&udes. Dadurch entstehen Sichtbe-
zUge im Innenraum, da durch die Neigung der Kegelerzeugenden die Gebé&ude-
ebenen sich unterschiedlich ausdehnen. Das zweite Bild zeigt einen Blick in einen
Drehkegel von oben hinein.
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Um die méglichen Lagen
von Schnittebenen bei
einem Drehkegel zu unter-
suchen, wird der Kegel zu-
ndchst als unbegrenzt be-
trachtet. Hierzu wird er
durch Rotation einer Gera-
den, die die Drehachse in
einem Punkt schneidet, um
die Drehachse erzeugt. Es
entsteht ein "Doppelkegel”. Bild 7.63: Drehkegel als Doppelkegel

Insgesamt  kénnen finf
Falle von Kegelschnitten,
zwei Sonderfédlle und drei
allgemeine Félle festge-
stellt werden.

Die beiden Sonderfdlle
sind:

1. Die Schnittebene ¢ geht
durch die Kegelspitze. Es
werden zwei Geraden
ausgeschnitten. Bild 7.64: Schnittebene des Drehkegels durch die Kegelspitze

>4
P

2. Die Schnittebene ¢ ist
parallel zum Leitkreis.
Die Schnittkurve ist ein
Kreis.

i
O

Bild 7.65: Schnittebene des Drehkegels parallel zum Leitkreis

Neben diesen beiden Sonderfdllen von Schnitten eines Drehkegels kénnen drei
grundsdatzlich unterschiedliche Félle je nach Neigung B der Schnittebene in Relation
zur Neigung o der Erzeugenden des Drehkegels unterschieden werden.
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1. Die Ebene & schneidet
alle Erzeugenden.
Es entsteht eine Ellipse.

o>

Bild 7.66: Elliptischer Schnitt eines Drehkegels
2. Die Ebene ¢ ist parallel

zu einer Erzeugenden. Es g"
entsteht eine Parabel.

o=

Bild 7.67: Parabolischer Schnitt eines Drehkegels
3. Die Ebene ¢ ist parallel
zu zwei Erzeugenden. Es

entsteht eine Hyperbel.

oa<f

Bild 7.68: Hyperbolischer Schnitt eines Drehkegels

Auch wenn die Kegelschnitte im allgemeinen nicht in wahrer Gestalt in den Rissen
erscheinen, so gilt doch, dass der Typ des Kegelschnitts bei der Abbildung mittels
Parallelprojektion erhalten bleibt, sofern die Schnittebene nicht projizierend ist. Die
Konstruktion der Kegelschnitte kann punktweise bzw. mit Hilfe der Scheitel erfolgen.
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Beim elliptischen Kegelschnitt kann
die entstehende Ellipse mit Hilfe der
Scheitel konstruiert werden. Es ist zu
beachten, dass der Mittelpunkt der Ellipse
nicht auf der Drehkegelachse liegt. Der
Ellipsenmittelpunkt kann als Mittelpunkt
eines Ellipsendurchmessers gefunden
werden.

1. €' schneidet die Umrisserzeugenden des
Kegels im Aufriss in den Hauptscheiteln S;"
und S," der Ellipse.

2. Ordner durch S1"und S5" schneiden die Senk-
rechte zu den Ordnern durch a'in S7'und S5'.

3. Durch Halbieren des Ellipsendurchmessers
$1"Sy" erhélt man den Mittelpunkt der Ellipse
MEg" und mit Hilfe eines Ordners Mg\

4. Die Nebenachse der Ellipse ist im Aufriss pro-
jizierend, verlguft daher im Grundriss in
Ordnerrichtung.

5. Um die Lénge der Nebenachse zu finden,
wird eine aufrissprojizierende Hilfsebene y
durch die Nebenachse senkrecht zur Dreh-
kegelachse a gelegt (y" L a" durch Mg").

6. Die Hilfsebene y schneidet den Kegel in
einem Kreis k mit Mittelpunkt My und Radius
r. Da der Kreis parallel zur Grundrissebene
liegt, kann k' in wahrer Gestalt als Kreis um
a' mit Radius r eingezeichnet werden.

7. k' schneidet die Nebenachse in den Neben-
scheiteln S3' und S 4.

8. Die Ellipse kann mit Hilfe der Scheitel-
krimmungskreise (vgl. Kapitel 3.4.4) einge-
zeichnet werden.
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Bild 7.69: Konstruktion des elliptischen
Kegelschnitts im Grundriss
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Die Ellipse e kann auch als perspektiv
kollineares Bild des Leitkreises | des
Drehkegels betrachtet werden (vgl. Kapi-
tel 3.2). Die Kegelspitze S ist das Kolli-
neationszentrum, die Kollineationsachse
b ist die Schnittgerade zwischen Leitkreis-
ebene und Ellipsenebene. Mit Hilfe eines
Paares einander zugeordneter Punkte P,
(Punkt des Leitkreises 1) und P, (Punkt der
Ellipse) kann die Ellipse punktweise kon-
struiert werden (Bild 7.70).

1. Die Ebenen durch e" und [I' im Aufriss
schneiden einander im Aufriss der Kollinea-
tionsachse b". b' verlguft in Ordnerrichtung.

2. Zu einem beliebigen Punkt Q| wird der zu-
gehérige Ellipsenpunkt Q' gesucht.

3. Der Punkt P; des Leitkreises wird mittels Kolli-
neation auf den Punkt P, der Ellipse abge-
bildet. Damit ist ein Paar einander zuge-
ordneter Punkte der Kollineation bekannt.

4. Der Punkt Q' der Ellipse muss auf dem Kolli-
neationsstrahl $'Q| liegen.

5. AuBlerdem muss Q' auf der Bildgeraden
P.'Q.' von P/Q| liegen. Diese erhalt man,
indem P/Q|' mit b' zum Schnitt gebracht wird.

6. P,/Q.' geht ebenfalls durch diesen Schnitt-
punkt, da alle Punkte der Kollineationsachse
b bei der Abbildung fest bleiben.

7. Auf diese Weise kénnen beliebig viele Punkte
der Ellipse konstruiert werden.

Bild 7.70: Ellipse als perspektiv kollineares Bild
des Leitkreises des Drehkegels
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Wird ein Drehkegel mit einer Ebene
geschnitten, die die gleiche Neigung hat
wie die Erzeugenden des Kegels, so ent-
steht eine Parabel.

Beim parabolischen Kegelschnitt
kénnen der Scheitel A und weitere Punkte
der Parabel mittels Hilfsschnittebenen
senkrecht zur Drehkegelachse gefunden
werden (Bild 7.71).

1. Die Parabelachse ist parallel zu der Kegeler-
zeugenden, zu der die Schnittebene €
parallel ist. Sie erscheint im Grundriss senk-
recht zu den Ordnern durch S'.

2. Scheitel A liegt im Aufriss auf der Umrisser-
zeugenden des Kegels. A" ist also der Schnitt-
punkt von €' und der Kegelumrisserzeu-
genden. Ordner durch A" geschnitten mit der
Parabelachse ergibt A'.

3. Beliebige aufrissprojizierende  Hilfsschnitt-
ebene  senkrecht zu a schneidet den Kegel
in einem Kreis. Im Grundriss kann dieser
Kreis um a' in wahrer Gestalt eingezeichnet
werden.

4. " schneidet €" in einer aufrissprojizierenden
Geraden, die im Grundriss in Ordnerrich-
tung verlguft. Diese schneidet den Kreis um a
im Grundriss in P;' und P5'. Im Aufriss fallen
die beiden Parabelpunkte zusammen,
P7|I=P2II‘

5. Weitere Parabelpunkte kénnen mit ent-
sprechenden  aufrissprojizierenden  Hilfs-
schnittebenen konstruiert werden.

Auch die Parabel kann wie die Ellipse als
perspektiv kollineares Bild des Leitkreises
des Drehkegels konstruiert werden (vgl.
Bild 7.70).
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Bild 7.71: Konstruktion des parabolischen Kegel-
schnitts im Grundriss



Wird der Drehkegel mit einer Ebene
geschnitten, die steiler ist als die Erzeu-
genden des Kegels, so entsteht ein
hyperbolischer Kegelschnitt. Es ent-
stehen beide Hyperbeldste, wenn der
Drehkegel zu einem Doppelkegel ergénzt
wird. Mittels aufrissprojizierender Hilfs-
ebenen senkrecht zur Drehkegelachse
kann die Hyperbel punkiweise konstruiert
werden. Die Schnittebene ¢ ist bei einem
hyperbolischen Schnitt parallel zu zwei
Erzeugenden e; und e, des Kegels. Die
Parallelen zu diesen beiden Erzeugenden
durch den Mittelpunkt M der Hyperbel
sind die Asymptoten der Hyperbel (Bild
7.72).

1. €' schneidet die Umrisserzeugenden des
Kegels in den Scheiteln S;" und S5" der Hy-
perbel. Ordner durch S;" und S," geschnitten
mit der Senkrechten zu den Ordnern durch o'
liefern S;' und S5'.

2. Der Mittelpunkt M' bzw. M" der Hyperbel
wird durch Halbieren von S$1'Sy' bzw. S$1'S5"
gefunden.

3. Beliebige aufrissprojizierende  Hilfsschnitt-
ebene  senkrecht zu a schneidet den Kegel
in einem Kreis. Im Grundriss kann der Kreis
um a' in wahrer Gestalt eingezeichnet wer-
den.

4. " schneidet €" in einer aufrissprojizierenden
Geraden, die im Grundriss in Ordnerrich-
tung verlguft. Diese schneidet den Kreis um a
im Grundriss in P;' und P5'. Im Aufriss fallen
die beiden Hyperbelpunkte zusammen, P;"=
Py

5. Weitere Hyperbelpunkte kénnen auf diese
Weise konstruiert werden.

6. Die Asymptoten der Hyperbel werden als
Parallelen durch M zu den Erzeugenden e;
und e, des Kegels, zu denen € parallel ist,
gefunden.

Wird die Hyperbel als perspektiv kollinea-

res Bild des Leitkreises | des Drehkegels

aufgefasst, so entsteht analog zur Ellipse
und Parabel die Hyperbel unter Anwen-

dung der Kollineation (vgl. Bild 7.70).

GEKRUMMTE FLACHEN UND KORPER

Pi=P;

(12)

Bild 7.72: Konstruktion des hyperbolischen Kegel-
schnitts im Grundriss
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Das Terminal for Féhrschiffe in Nagasaki, Japan, von Shin Takamatsu und Gabriel E.
Lahyani wird im Hauptgebé&ude aus einem elliptischen Zylinder und einem Drehkegel
gebildet. Der Drehkegel sitzt mit der Spitze nach unten auf dem zylindrischen Gebéu-
deteil und wird oben schrdg abgeschnitten. Bild 7.73 zeigt das Terminal in einem
Modellfoto. Der elliptische Abschluss des Drehkegels ist verglast und belichtet den
zweigeschossigen Raum, in dem sich die Haupteingangshalle befindet, von oben.

In Bauwerken tritt am héufigsten der Sonderfall eines hyperbolischen Kegelschnitts
auf, bei dem die Schnittebene ¢ parallel zur Drehkegelachse verléauft. Eine vertikale
Wand, die einen Drehkegel mit vertikaler Achse schneidet, erzeugt diesen Sonderfall
der Hyperbel.

Das State of lllinois Center in Chicago von Helmut Jahn (Bild 7.74) entsteht aus
einem Viertelkegel und findet in einem hyperbolischen Kegelschnitt den vertikalen
Abschluss. Oben wird der Kegel in einem Viertelkreis abgeschlossen.

k NH * RIS SRR

Bild 7.73: Ferry Terminal, Nagasaki, 1993-97, Bild 7.74: State of lllinois Center, Chicago,
Sh. Takamatsu u. G. E. Lahyani 1979-84, Helmut Jahn

Diese Form ergab sich aus einem Gber dem Grundstickskarree entwickelten Wurfel,
der den Kegel begrenzt. Durch das Gebéude verléuft ein Drehzylinder, der als schrég
abgeschnittenes Element mit elliptischem Abschluss oben aus der Dachebene ragt.
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8 DURCHDRINGUNGEN GEKRUMMTER FLACHEN

Die Grundformen von Kérpern und Fléchen werden in Bauwerken geschnitten und
miteinander kombiniert verwendet (vgl. Bild 7.40). Bei den kombinierten Formen
durchdringen gekrimmte Flachen einander. Sind ®; und ®, zwei Fléchen, dann
heit die Menge der Punkte, die beiden Fléchen angehéren, Schnittkurve oder
Durchdringungskurve ¢ = ®; n ®, . Die Durchdringungskurve c ist im allgemei-
nen keine ebene Kurve, sondern eine Raumkurve (Beispiele in Bild 8.1 und 8.2).

8.1 Verschiedene Arten von Durchdringungen

In Sonderfédllen kann eine ebene Kurve aufireten. Ein solcher Sonderfall stellt das
Kreuzgewélbe und das Klostergewdlbe dar.

ik ; | i f . I I '::.- \ ( (
E e _q-w -ttt — : L _u! ﬁi}“:ﬂ:‘

Bild 8.1: Palmenhaus, Kew/Surrey, England, Bild 8.2: Kuhltirme des Rehabilitationszentrums,
1844-48, D. Burton und R. Turner Wien-Meidling, 1965-67, Gustav Peichl

Beim Kreuzgewdlbe (Bild 8.3) durch-

dringen einander zwei horizontal lie-

gende halbe Drehzylinder mit gleichen

Radien. Die Drehachsen stehen dabei

rechtwinklig aufeinander und schneiden

einander. In diesem Fall zerfdllt die
Durchdringungskurve in zwei ebene Kur- Bild 8.3: Kreuzgewdlbe
ven, zwei halbe Ellipsen, die einander im

héchsten Punkt schneiden.

Das Klostergewélbe (Bild 8.4) entsteht

aus der gleichen Zylinderanordnung. Nur

werden beim Klostergewdlbe diejenigen

Zylinderteile verwendet, die im Innern

beider Zylinder liegen. Bild 8.4: Klostergewslbe
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Ein aus Grundformen kombinierter Kérper kann, wie am Beispiel Kreuzgewélbe und
Klostergewdlbe sichtbar wird, auf unterschiedliche Art und Weise aus diesen Grund-
formen zusammengesetzt sein. Werden die Grundformen als Kérper mit einem
Volumen verstanden, so ist der Kérper als die Menge aller Punkte, die auf der Ober-
flache oder im Innern liegen, definiert. Es kénnen dann drei verschiedene Arten von
VerkniUpfungen der Kérper definiert werden:

1. Vereinigung der Kérper

Der aus der Vereinigung zweier Kérper
®; und &, enistehende Kérper
®, U D, besteht aus der Menge aller
Punkte, die dem einen oder dem
anderen Kérper angehéren (Bild 8.5).
Das Kreuzgewdlbe entsteht aus der
Vereinigung der beiden Zylinder.
Bild 8.5: Vereinigung zweier Zylinder

2. Differenz der Kérper

Wird die Differenz aus zwei Kérpern
@, und @, gebildet, so wird das Volu-
men des einen Kérpers ®, vom ande-
ren Kérper @ subtrahiert. ®,-®,
besteht aus der Menge aller Punkte,
die dem Koérper @, und nicht dem
Kérper ®, angehéren (Bild 8.6). Bild 8.6: Differenz zweier Zylinder

3. Durchschnitt der Kérper

Der aus dem Durchschnitt der beiden
Kérper ®; und @, entstehende Kérper
@, N, besteht aus der Menge aller
Punkte, die dem einen und dem ande-
ren Kérper angehéren (Bild 8.7). Das
Klostergewdlbe kann im Unterschied
zum Kreuzgewélbe als Durchschnitt
der beiden Zylinder entstehen. Bild 8.7: Durchschnitt zweier Zylinder

156



DURCHDRINGUNGEN GEKRUMMTER FLACHEN

Diese auf Mengen operierenden Verknipfungen werden auch Boolesche Opera-
tionen genannt. Bei der Verwendung eines CAD-Programms muss die Méglichkeit
bestehen, ein dreidimensionales Objekt als Volumenmodell, auch Festkérperobijekt
genannt, zu definieren, um diese Booleschen Operationen anwenden zu kénnen.
Nachdem die Operation Vereinigung, Differenz oder Durchschnitt gewéhlt wurde,
kann ein volumenorientiertes CAD-Programm die Durchdringungskurve berechnen
und anzeigen. Um das zusammengesetzte Objekt unter Bericksichtigung verdeckter
Linien oder gerendert darzustellen, wird im CAD-Programm ein Netz Gber das
Volumenmodell gelegt. Damit wird dem Volumenmodell auch ein Flaéchenmodell
zugeordnet, mit dessen Hilfe die verdeckie Linienrechnung und das Rendern des
Modells durchgefihrt werden kann (Bild 8.8 und Bild 8.9).

In allen Féllen bestimmen die Gréfie und Lage der Kérper zueinander die ent-
stehende Durchdringungskurve. In Bild 8.10 sind unterschiedliche Durchdringungen
eines Drehkegels und eines Drehzylinders dargestellt.

Bild 8.8: Modell mit Netz fur die verdeckte Linien- Bild 8.9: Gerendertes Modell
rechnung

Der Drehkegel ist in allen drei Fallen der gleiche, der Drehzylinder variiert im Radius.
Bei kleinem Zylinderradius entsteht eine zweigeteilte Schnittkurve rechts und links.
BerUhrt der Zylinder den Kegel, so handelt es sich um eine Schnittkurve mit einem
sogenannten Doppelpunkt. Wird der Zylinderradius wieder gréfier, dann zerféllt die
Schnittkurve wieder in zwei Teile: eine kleine Kurve oben und eine grofie Kurve
unten.

PP

Bild 8.10: Durchdringungskurve Drehkegel - Drehzylinder
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Die réumliche Durchdringungskurve kann im allgemeinen nur punkiweise konstruiert
werden. Die Konstruktion von Tangenten in Punkten der Schnittkurve kann fur das
Erfassen des Kurvenverlaufs hilfreich sein.

8.2 Punktkonstruktion

Um einen gemeinsamen Punkt der bei-
den Fléchen ®; und ®, zu finden, wird
eine Hilfsflache ¥ (in der Regel eine
Ebene oder Kugel) so gewdhlt, dass sie
einfach zu zeichnende Schnittkurven aus
beiden Flachen ausschneidet. Die Hilfs-
flache ¥ schneidet aus der Fléche @4 eine .
Hilfsschnittkurve c;, aus der Flache @,

eine Hilfsschnittkurve ¢, aus. Schnitt-

punkte der Hilfsschnittkurven c; und ¢y

sind gemeinsame Punkte der beiden Fla-

chen @, und ®,, also Punkte der Durch-

dringungskurve (Bild 8.11). FUr einen

Punkt P der Durchdringungskurve c gilt Bild 8.11: Punktkonstruktion mittels Hilfsflache
also:

(P NY¥Y)N (P, YY)

P=cincy

Da die Schnittkurven méglichst einfach zu zeichnen sein sollen, das sind in erster
Linie Geraden und Kreise, werden als Hilfsflachen ¥ im allgemeinen geeignete
Hilfsebenen oder Hilfskugeln gewdhlt.

8.2.1 Punkitkonstruktion mit Hilfsebenen

Als Hilfsflache ¥ kann je nach Lage der Fléchen eine Ebene gewdhlt werden, so dass
sie einfache Kurven (i. a. Geraden und Kreise) aus beiden Flachen ausschneidet. Am
Beispiel einer Halbkugel ®; und eines Drehzylinders @, wird das Hilfsebenenverfah-
ren zur Punktkonstruktion durchgefuhrt (Bild 8.12). Hier kann als Hilfsebene v eine
zur Achse a des Zylinders parallele Ebene, die gleichzeitig parallel zur Grundriss-
ebene ist, gewdhlt werden. Aus der Halbkugel wird dann ein Kreis, aus dem Drehzy-
linder werden zwei Geraden ausgeschnitten. Die Schnittpunkte des Kreises und der
Geraden sind Punkte der Schnittkurve c. Bei der Konstruktion der Durchdringungs-
kurve in Grund- und Aufriss muss beachtet werden, dass die Hilfsschnittkurven in den
Rissen einfach zu zeichnen sind.
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Durch die Wahl mehrerer entsprechender Hilfsebenen kénnen viele Punkte der
Schnittkurve konstruiert werden. Es ist jedoch fir die Genauigkeit gunstig, aufler
allgemeine Punkte der Schnittkurve auch besondere Punkte, wie z. B. héchster Punkt,
tiefster Punkt, UmrissberUhrpunkte, zu ermitteln (Bild 8.12).

1. Die zur Drehzylinderachse a
parallele und aufrissprojizie-
rende Hilfsebene v (y"| a")
schneidet die Halbkugel @,
im Kreis k.

2. Kreis k ist parallel zu m;,
kann also im Grundriss als
Kreis k' gezeichnet werden. v
Der Radius kann dem Aufriss
entnommen werden.

3. Aus dem Drehzylinder @,
werden zwei Geraden g;
und g ausgeschnitten. g'
und go' sind parallel zu a'im
horizontalen Abstand von g;
und g zur Achse a. Dieser
horizontale Abstand kann
dem Kreuzriss entnommen
werden.

o d);

4. Die Schnittpunkte P;'und P’ i
des Kreises k' und der 9 gy
Geraden g;'und g5' sind die
Grundrisse von Punkten der
gesuchten Schnittkurve c.
Ordner durch P;' und P35,
geschnitten mit ", ergeben
P;" und Py". (12)

5. Héchster Punkt H und tiefs-
ter Punkt T ist im Aufriss zu
sehen. Ordner durch H" und
T" geschnitten mit a' liefern )
H und T @,
6. Mittels einer Hilfsebene
durch a (y"= a") werden die
Umrissberihrpunkte U;' und
Uy ermittelt, in denen im —-——-
Grundriss die Sichtbarkeit
der Schnittkurve wechselt. g

7. Nach der Konstruktion wei-
terer Punkte und Tangenten
(vgl. Kapitel 8.3) kann die
Schnittkurve von Halbkugel
@, und Drehzylinder @ ein-
gezeichnet werden.

Bild 8.12: Punktkonstruktion mit Hilfsebenen am
Beispiel Halbkugel und Drehzylinder
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Durchdringt ein Drehzylinder eine Kugel
in der Weise, dass die Zylinderachse
durch den Kugelmittelpunkt geht, ent-
steht als Durchdringungskurve ein Kreis.

Bei der Konstruktion von Punkten der
Durchdringungskurve von Fldchen muss
sich die Wahl der Hilfsebenen nach den
Flachen und deren Lage im Raum richten.

Ist eine der Fléchen ein Kegel, so kénnen
die Hilfsebenen parallel zum Leitkreis
oder durch die Kegelspitze gelegt wer-
den. Die Hilfsebenen durch die Kegel-
spitze werden als sogenannte Pendel-
ebenen variiert. Damit aus Drehkegel
und Drehzylinder Geraden ausge-
schnitten werden, muss die Pendelebene
v durch die Kegelspitze und parallel zur
Zylinderachse a gewdhlt werden (Bild
8.14).

1. Die Pendelebene y durch S und parallel zu a
liegt aufrissprojizierend, da die Zylinderach-
se a aufrissprojizierend ist.

2. vy schneidet aus dem Zylinder zwei Geraden
g7 und g, aus, die aufrissprojizierend sind
und folglich in Ordnerrichtung im Grundriss
verlaufen.

3. Aus dem Kegel schneidet y ebenfalls zwei
Geraden e; und e, aus. Sie werden mit Hilfe
ihres Schnittpunktes mit dem Leitkreis | des
Kegels im Grundriss gefunden.

4. Die Schnittpunkte Py, Py, P3' und P, der
Geraden g;', g5, e;' und ey’ sind Punkte der
Durchdringungskurve.

5. Durch Variation der Pendelebene kénnen
weitere allgemeine und besondere Punkte
der Durchdringungskurve ermittelt werden.

Bild 8.14: Pendelebenen am Beispiel Durchdrin-
gung von Drehkegel und Drehzylinder
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8.2.2 Punktkonstruktion mit Hilfskugeln

Als Hilfsflachen kénnen auch Kugeln so gewéhlt werden, dass diese Kreise aus den
Flachen ausschneiden. Bei Drehfldchen kénnen Kugeln um Punkte der Drehachse als
Hilfsflachen genommen werden. Sind beide Fléchen Drehfléchen, dann missen die
Drehachsen einander schneiden, um dieses Hilfskugelverfahren anwenden zu kén-
nen. Die Hilfskugel ¥ schneidet aus jedem Drehzylinder zwei Kreise aus. Die Schnitt-
punkte dieser vier Kreise sind dann Punkte der Durchdringungskurve (Bild 8.15).

Der Radius der Hilfskugel darf nicht
kleiner als der Radius der gréfleren der
beiden Zylinder gewdhlt werden, da die
Kugel sonst nichts aus diesem Zylinder
ausschneidet. Der Radius darf aber auch
nicht zu grof3 gewdhlt werden, da sich die
Kreise auf der Kugeloberflache sonst
nicht schneiden.

Bei der Konstruktion in Grund- und
Aufriss muss beachtet werden, dass die
mit der Hilfskugel ausgeschnittenen
Kreise in den Rissen auch einfach zu
zeichnen sind, d. h. als Strecken oder
Kreise in den Rissen erscheinen. Dies ist
dann der Fall, wenn die Drehachsen
parallel zu einer Rissebene (im Bild 8.15
parallel zur Aufrissebene) sind.

1. Hilfskugel ¥ schneidet die beiden Zylinder
@; und O, jeweils in zwei Kreisen.

2. Die vier Kreise sind im Aufriss als Strecken zu
sehen, da a und b parallel zur Aufrissebene _
sind und die ausgeschnittenen Kreise jeweils
senkrecht zu den Drehachsen der Zylinder ‘
liegen. |

3. Die Schnittpunkte Py 5" und P3 4" sind die Auf- ‘
risse von Punkten der Durchdringungskurve.

®;

(12)

4. Im Grundriss ist die Schnittkurve bereits zu se-
hen, da der Zylinder ®, grundrissprojizie-
rend ist.

Bild 8.15: Durchdringungskurve zweier Drehzy-
linder mittels Hilfskugelverfahren
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Als Hilfe for die Wahl einer geeigneten Hilfsfléche kann folgende Tabelle dienen:

Fléche Hilfsfléche Hilfsschnittkurve
Kugel Ebenen Kreise
Kugeln Kreise
Zylinder Ebenen parallel zu den Geraden (Erzeugende)
Erzeugenden
Ebenen parallel zur Leitkurve Leitkurve
Kegel Ebenen durch die Spitze Geraden (Erzeugende)
Ebenen parallel zur Leitkurve Kurven dhnlich zur Leitkurve
Drehfléche |Ebenen senkrecht zur Achse Kreise
Kugeln um Punkte der Achse zwei Kreise
Ebenen durch die Achse Meridiane

Um Punkte der Durchdringungskurve zweier Fldchen zu finden, braucht man Hilfsflé-
chen, die fur beide Flachen geeignet sind.

8.3 Tangentenkonstruktion

Um die Durchdringungskurve zweier Fldchen besser néherungsweise zeichnen zu
kénnen, ohne sehr viele Kurvenpunkte zu konstruieren, ist es sinnvoll, die Kurven-
tangenten in den Punkten der Durchdringungskurve zu ermitteln. Tangenten geben
den Verlauf der Kurve besser an als viele Punkte. Zur Konstruktion der Tangente an
die Schnittkurve ¢ zweier Flachen steht das Tangentenebenenverfahren zur Ver-
fugung.

In Bild 8.16 ist ¢ die Durchdringungskurve zweier Flachen ®; und ®, und P ein regu-
larer Punkt von c. In P gibt es eine eindeutige Tangentenebene 1;(P) an die Fléche @,
und eine eindeutige Tangentenebene 15(P) an die Flache ®,. Die Tangente an die
Durchdringungskurve c in Punkt P ist die Schnittgerade t dieser beiden Tangenten-
ebenen.

t(P) = 1;(P) n1,(P)
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Da ein Punkt der Tangente t bereits
bekannt ist, ndmlich der Kurvenpunkt P,
genigt es, einen weiteren Punkt X der
Tangente zu bestimmen. Dieser Punkt X
wird mit Hilfe der Spuren der Tangenten-
ebenen in einer Hilfsebene x gefunden.
Punkt X ist der Schnittpunkt der Spuren s
und s, der beiden Tangentenebenen in
der Hilfsebene y (Bild 8.16).

Bild 8.16: Tangentenebenenverfahren

Am Beispiel eines Drehkegels und eines Drehzylinders wird das Tangentenebenen-
verfahren durchgefihrt (Bild 8.17 und 8.18). Als Hilfsebene y ist hier die Leitkreis-
ebene des Drehkegels @, geeignet.

Bild 8.17: Tangentenebenenverfahren am Beispiel eines Drehkegels und eines Drehzylinders
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Die Tangentenebene 11 (P) an den Kegel schneidet die Hilfsebene y in der Spur s;. Die
Tangentenebene 15(P) an den Zylinder schneidet die Hilfsebene y in der Spur s,. Die
Spuren s; und s haben den Punkt X gemeinsam. Daher ist X ein weiterer Punkt der
Tangente t(P). Sie kann also als Verbindungsgerade PX eingezeichnet werden (Bild
8.18).

X" =1" (23) I"=y" X
! |
.
A |
\
\ | /
\ t'(P) /
\ /
a' \ 4‘ /
\ | /
N
N\ /
DY A
W
s (12)

Bild 8.18: Konstruktion der Tangente

1. Hilfsebene y kann aufrissprojizierend durch den Leitkreis | des Kegels gewdhlt werden (3" = I").

2. Die Tangentenebene t;(P) berihrt den Kegel in einer Erzeugenden (Gerade SP). Diese berihrt
den Leitkreis I in Punkt L (SP' ' =L).

3. Die Spur s; der Tangentenebene t1(P) in ¥ ist die Tangente an den Leitkreis | im Punkt L.

4. Die Tangentenebene 15(P) an den Zylinder erscheint im Kreuzriss projizierend und kann als
Tangente an den Leitkreis des Zylinders in P" eingezeichnet werden.

5. Die Spur so" ist im Kreuzriss projizierend.

6. Der Grundriss der Spur so' kann als Parallele zu @' im horizontalen Abstand, der im Kreuzriss zu
erkennen ist, eingezeichnet werden.

7. X' ist der Schnittpunkt von s;' und s5'. Ordner durch X, geschnitten mit ", liefert X".
8. t(P) ist die Verbindungsgerade PX, und t'(P) ist die Verbindungsgerade P'X".
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9 ABWICKLUNG

Unter einer Abwicklung eines Kérpers versteht man eine Darstellung seiner Oberflé-
che in wahrer Gestalt.

G O

Bild 9.1: Oberfléche und Abwicklung eines Kérpers

Bild 9.2: Wichita-Haus mit Transportréhre, Wichita,  Bild 9.3: Wichita-Haus zum Transport zerlegt
USA, 1946, Richard Buckminster Fuller

Diese Oberfléche setzt sich im allgemeinen aus einer Mantelfldche sowie einer
Grund- und Deckelfléche zusammen (Bild 9.1).

Eine Flache heif3it abwickelbar, wenn sie ohne Dehnung und Stauchung
I so verbogen werden kann, dass das Ergebnis, die Abwicklung dieser Fla-
i che, Teil einer Ebene ist.
Die Abwicklung eines Korpers wird benétigt, wenn dieser Kérper z. B. beim
Modellbau oder mit Hilfe von Verschalungen aus ebenfléchigen Materialien wie Kar-
ton, Blech oder Brettern hergestellt werden soll. Bild 9.2 zeigt das Wichita-Haus von
Richard Buckminster Fuller, das aus Stahl, Aluminium und Plexiglas industriell gefer-
tigt wurde und, in alle Einzelteile zerlegt (Bild 9.3), in einem erstaunlich kleinen
Transportbehdlter Platz fand. Obwohl das Dach des Hauses geometrisch nicht abwi-
ckelbar ist, wurde die Form durch Blechsticke angendhert.
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9.1 Abwicklung von Polyedern

Um Polyeder abzuwickeln,
muss die wahre Gestalt von
allen Ebenensticken, die
das Polyeder bilden, ermit-
telt werden. Es entsteht
dann ein Netz aus den Ebe-
nensticken, aus denen das
Polyeder zusammengefal-
tet werden kann. Bild 9.4
zeigt die Abwicklung eines
Hauses. Bild 9.4: Abwicklung eines Hauses

o [ o "?_',;::_'_'___;-- ERES ﬂT:i_’F q'—__"'.ﬂd._

: -y-/ ___W%

Bild 9.5: Dachaufsicht und halbe Fassadenabwicklung - Judisches Museum, Erweiterungsbau zum Berlin
Museum, Berlin, 1989-98, Daniel Libeskind

Die Abwicklungen finden auch Anwendung als Wand- oder Fassadenabwicklung. In
stadtebaulichen Entwirfen kann es sinnvoll sein, die Fassaden benachbarter
Gebdude in wahrer Gestalt aneinandergereiht zu zeigen. In einer Fassadenabwick-
lung werden die Zusammenhénge der komplex verwinkelten Fassade des Jidischen
Museums in Berlin von Daniel Libeskind (Bild 9.5) deutlich. Fir die Bauausfuhrung ist
die Fassadenabwicklung erforderlich. Die wahre Gestalt jedes Ebenenstickes muss
konstruiert werden. Die wahren Léngen und Héhen sind aus Grund- und Aufriss in
diesen Beispielen direkt ablesbar.

In anderen Féllen kann es erforderlich sein, nach allgemeinen Methoden, wie z. B.
Paralleldrehen der ebenen Figur zu einer Rissebene, die wahre Gestalt der Ebenen-
sticke zu konstruieren. Dabei kann die Affinitét zwischen Riss und Drehlage (Kapitel
3.1) benutzt werden. Zum Abwickeln einer schrég geschnittenen Pyramide wie in Bild
9.6 werden die Pyramidenseiten, wie z. B. Seite ABS, in die Grundrissebene hineinge-
klappt. Die Gerade AB ist dann die Affinitatsachse.
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Dreieck A°B°S° ist die wahre Gestalt der Pyramidenseite ABS. Um das Netz der Pyra-
mide zu erhalten, missen entsprechende Konstruktionen fur die anderen Pyramiden-
seiten durchgefihrt werden. Das Basisquadrat ist bereits im Grundriss in wahrer

Gestalt zu sehen.
g

>

Bild 9.6: Netz einer schrag geschnittenen Pyramide

9.2 Abwicklung von gekrimmten Kérpern

Nicht alle gekrimmten Kérper kénnen abgewickelt werden. Eine Kugel kann nicht
abgewickelt, sondern nur angendhert werden, z. B. durch die geoddtische Kuppel
(vgl. Kapitel 6.1). Daher kann eine geografische Karte der Erdoberfléche nicht gleich-
zeitig winkel-, langen- und fléchentreu sein. Die in Geografie und Astronomie entwi-
ckelten verschiedenen Landkartenentwirfe kénnen nur entweder flachen- oder
winkeltreu sein.

Fléchen sind abwickelbar, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfullt sind:

1. Die Flache ist eine Strahlfléche, d. h. sie wird aus Geraden gebildet.

2. Jede Tangentenebene berGhrt die Fléche in einer Geraden (Erzeugenden).

Kegel und Zylinder sind die einfachsten Beispiele fir abwickelbare Flachen.
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Der allgemeine Typ einer abwickelbaren
Flache heifit Torse. Sie entsteht aus den
Tangenten an eine Raumkurve. Die Torse
tritt z. B. als Béschungsflache durch den
Straflenrand einer Bergstrafle auf. Sie
kénnte auch als Dachflache zwischen
einer beliebigen Raumkurve und einer
Wand wie in Bild 9.7 eingesetzt werden.
Ein hyperbolisches Paraboloid (vgl. Bild
7.7) ist ein Beispiel fur eine Strahlflache,
die nicht abwickelbar ist. Hier schneidet
die Tangentenebene die Flache und
berUhrt sie nicht in der Erzeugenden. Bild 9.7: Torse

Um eine Abwicklung durchzufGhren, missen wahre Langen und Winkel ermittelt und
in die Abwicklung Ubertragen werden.

9.2.1 Abwicklung eines Drehzylinders

Ein Drehzylinder wird entlang einer Erzeugenden aufgeschnitten und dann in die
Ebene hinein abgerollt (vgl. Bild 9.1). Aus dem Leitkreis wird in der Abwicklung eine
Strecke mit der Lénge des Leitkreisbogens. Die Bogenlénge des Leitkreises ist 2ar. Die
Erzeugenden stehen senkrecht zur Leitkreisebene. Daher stehen sie auch in der
Abwicklung senkrecht zur Abwicklung des Leitkreises. Aus einem Drehzylinder wird
also in der Abwicklung ein Rechteck aus Bogenlénge und Erzeugendenldange (Bild
9.8).

N
N

(0]
Erzeugendenlange e

\/ Bogenlange 2nr

Bild 9.8: Abwicklung eines Drehzylinders

Soll nun aber nicht ein ganzer Drehzylinder, sondern nur ein Teil bis zu einer Schnitt-
kurve abgewickelt werden, so missen die wahren Léngen der einzelnen Erzeugen-
den bis zur Schnittkurve ermittelt werden.
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Durch diese Punkte auf den
einzelnen Erzeugenden in
der Abwicklung wird dann
die Abwicklung der Schnitt-
kurve ndherungsweise ein-
gezeichnet. In Bild 9.9 ist
ein Drehzylinderteil bis zu
der elliptischen Schnittkur-
ve durch die Ebene € gege-
ben. Die Abwicklung dieses
Drehzylinderteils wird mit
Hilfe einer Unterteilung
des Leitkreises und den
wahren Ldngen der Erzeu-
genden durch diese Teil-
punkte durchgefihrt.

1. Der Leitkreis | wird im Grund-
riss in z. B. 12 gleiche Teile
unterteilt (Teilpunkte 0, T,
1T,

2. Die Abwicklung des Leitkrei-
ses | ist eine Strecke mit der
Bogenlénge 2mr. Die Teil-
punkte des Leitkreises kén-
nen durch Teilung dieser
Strecke in 12 Teile in der Ab-
wicklung markiert werden

(o,1,..,11,0)

3. Die Erzeugenden durch die-
se Teilpunkte sind senkrecht
zul.

4. Die wahren Léngen der Er-
zeugenden kénnen dem Auf-
riss entnommen werden, da
sie parallel zur Aufrissebene
liegen.

5. Die Abwicklung der_ellipti-
schen Schnittkurve s kann
né&herungsweise durch die
Endpunkte der Erzeugenden
eingezeichnet werden.

6. Die wahre Gestalt von Kreis
und Ellipse als Deckelfla-
chen des Zylinders sind aus
Grund- und Aufriss zu erfas-
sen.

ABWICKLUNG

A
RS
\\ M"=C"=D"
N
B
" (12)
0" 39" 6"
) Lol |
7] \8\
-
o Z r a' o
1I\2.\4_/ / 5

o>
—>
N>
w>
~>
o>

—_

2nr

Bild 9.9: Abwicklung eines Drehzylinderteils
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9.2.2 Abwicklung eines Drehkegels

Ein Drehkegel wird ebenfalls entlang
einer Erzeugenden aufgeschnitten und
dann in die Ebene abgerollt (Bild 9.10).

Bei der Abwicklung eines Drehkegels
wird ausgenutzt, dass der Leitkreis | des
Drehkegels beim Abwickeln zu einem
Kreisbogen um die Kegelspitze wird, da
alle Punkte des Leitkreises von der Spitze
S gleich weit entfernt sind. Der Radius
dieses Kreisbogens ist die Lénge der
Erzeugenden bis zum Leitkreis. Bild 9.10: Abrollen des Drehkegels in eine Ebene

12 A
(12) 4

Bild 9.11: Abwicklung eines Drehkegels

Der Drehkegelmantel wird daher in der Abwicklung zu einem Kreissektor (Bild 9.11)
mit Radius e (wahre Lénge der Erzeugenden) und der Bogenlénge 2nr (Bogenldnge
des Leikreises |).
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Der Offnungswinkel o des Kreissektors kann aus der Verhdlinisgleichung

o _ 2mr

360° - 5rs o = —-360° gewonnen werden.

I
e

Wenn nur ein Teil eines Drehkegels bis zu einer Schnittkurve abgewickelt werden soll,
muss der Leitkreis in Teile unterteilt werden und die wahren Ldngen der Erzeugenden
durch diese Teilpunkte konstruiert werden. In Bild 9.12 ist ein Drehkegelteil bis zur
elliptischen Schnittkurve abgewickelt. Um die wahren Léngen der Erzeugenden durch
die Teilpunkte bis zur Schnittellipse herauszufinden, dreht man diese jeweils auf
einem Kreis senkrecht zur Drehkegelachse a in den Umriss hinaus. Dort ist die Erzeu-
gende parallel zur Aufrissebene und kann daher in wahrer Lédnge gesehen werden.

(12)
0" 2'-10" 3=9" &

Bild 9.12: Abwicklung eines Drehkegelteils

1. Der Leitkreis | wird im Grundriss in z. B. 12 gleiche Teile unterteilt (Teilpunkte 0', 1', ..., 11').

2. Die Abwicklung des Leitkreises | ist ein Kreisbogen um S mit Radius e. Die Bogenlénge 21r muss
auf den Kreisbogen in der Abwicklung mittels der Teilsticke mit Hilfe eines Zirkels Gbertragen
werden, oder der Offnungswinkel o. des Kreissektors wird mit T "

. . X ; o = --360
in der Abwicklung eingezeichnet. e
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3. Die Teilpunkte des Leitkreises kénnen durch Teilung dieses Kreisbogens in 12 Teile in der
Abwicklung markiert werden 0,1, ..., 11,0 .

4. Die Erzeugenden durch diese Teilpunkte gehen auch in der Abwicklung durch die Spitze S.

5. Die wahren Léngen dieser Erzeugenden bis zur Schnittellipse kénnen im Aufriss konstruiert wer-
den, indem sie auf einem Kreis k senkrecht zu a (k" L a") in den Umriss hinausgedreht werden.

6. Die Abwicklung der elliptischen Schnittkurve kann néherungsweise durch die Endpunkte der Er-
zeugenden eingezeichnet werden.

7. Die wahre Gestalt des Leitkreises als Bodenfléache ist dem Grundriss zu entnehmen. Die Ellipse
als Deckelfléche des Drehkegelteils in wahrer Gestalt ist aus Grund- und Aufriss zu erfassen, die
Hauptachse ist im Aufriss, die Nebenachse im Grundriss in wahrer Lénge zu sehen.

Die Abwicklung eines schiefen Kreiskegels gestaltet sich als schwieriger, da die Spitze
nicht gleich weit von allen Punkten des Leitkreises entfernt ist. Der Leitkreis ist in der
Abwicklung daher kein Kreisbogen und kann nur punktweise gefunden werden.

Bild 9.13: Trompe in Anet, Frankreich, 1549-1551, Philibert de 'Orme - "Trait" und Abwicklung
der konischen Laibungsfléche

In der Kunst des Steinschnitts spielen Abwicklungen eine besondere Rolle. Die soge-
nannten "Traits" wurden verwendet, um die wahren Abmessungen der Steine zu
ermitteln und damit die Zuschnitte der Steinblécke vorzubereiten. Bild 9.13 zeigt die
komplizierte Konstruktion der Trompe, die von Philibert de 'Orme an der Gartenseite
des Schlosses in Anet 1549-1551 gebaut wurde. Eine Trompe ist ein einwdrts gebo-
genes Mauerwerk in der Form eines allgemeinen Kegels (vgl. Bild 7.57). Die Form
erinnert an eine Trompete. Der "Trait" besteht aus verschiedenen Gbereinanderge-
legten Zeichnungen: dem Grundriss, einem Vertikalschnitt durch die konische Lai-
bungsfléche der Trompe und verschiedenen vertikalen Schnitten durch die Kegel-
erzeugenden, die in die Wandebene gedreht und dann alle Gbereinandergelegt wer-
den.! Fur die Abwicklung in Bild 9.13 werden im "Trait" die wahren Langen der Kegel-
erzeugenden und der Kurvenabschnitte ermittelt.

1. Genaue Konstruktionsbeschreibung in ARCH+ 137, 6/1997, S. 60 ff.
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10 LICHT UND SCHATTEN

Licht ist ein bestimmendes Element des Raumes, da erst durch Licht die visuelle
Raumwahrnehmung erméglicht wird. Farben und Texturen werden durch Licht
erkennbar. Das Licht bewirkt Schatten; Licht und Schatten sind untrennbar miteinan-
der verknipft. Auch wenn keine Lichtquelle zu sehen ist, so sagt der Schatten etwas
Uber die Lage der Lichtquelle aus.

Die Schatten verdeutlichen vor- und zurickspringende Gebdudeteile, wie dies beim
Einfamilienhaus in Morbio Superiore, Tessin, von Mario Botta (Bild 10.1) zu erkennen
ist. Die rdumliche Gestalt des Gebdudes tritt durch die Schatten hervor. Wéhrend hier
durch das Licht dunkle Stellen erzeugt werden, lassen in Umkehrung hierzu Licht-
schlitze das Licht in den Innenraum des Negev-Monuments (Bild 10.2). Das Licht von
aufden tritt durch die Schlitze in den Innenraum, und diese Lichtschlitze bilden sich
dann als helle Bander auf Boden und Wand ab.

Bild 10.1: Schatten - Einfamilienhaus in Morbio Bild 10.2: Licht - Negev-Monument, Beer-Sheba,
Superiore, Tessin, 1982-83, Mario Botta Israel, 1963-68, Dani Karavan

Le Corbusier beschreibt sehr treffend die Bedeutung von Licht und Schatten fir die
Architektur: "Architektur ist das kunstvolle, korrekte und grofiartige Spiel der unter
dem Licht versammelten Baukérper. Unsere Augen sind geschaffen, die Formen
unter dem Licht zu sehen: Lichter und Schatten enthillen die Formen; die Wurfel,
Kegel, Kugeln, Zylinder oder die Pyramiden sind die grof3en priméren Formen, die
das Licht klar offenbart; ihr Bild erscheint uns rein und greifbar, eindeutig."!

n AL Le 46 4

Bild 10.3: Grundrisse von Grundformen mit ihren Schatten

1. Le Corbusier: Ausblick auf eine Architektur. Gitersloh, 1969, S. 38.
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Mittels Schatten kann deutlich gemacht
werden, ob eine Erhebung oder eine Off-
nung vorliegt. Bild 10.4 zeigt zweimal das
gleiche Quadrat. Durch den Schatten
wird die Deutung des linken Quadrats als
vorspringender Wurfel, des rechten Qua-
drats als quadratische Offnung in einer
Wand assoziiert. Bild 10.4: Erhebung oder Offnung

Schatten lasst die dargestellten Objekte rdumlich erscheinen. Vor- und Rickspringe,
Erhéhungen und Vertiefungen kénnen vor allem in Ansichten (Bild 10.5) und Drauf-
sichten (Bild 10.6) mittels Schatten verdeutlicht werden. Aber auch in Axonometrien
und Perspektiven werden die Objekte durch den Schatten deutlicher erfassbar. Die
Schatten modellieren die plastische Form.

\ anll mulifil =it w1

£ Ll
Bild 10.5: Ost-Ansicht des Stadthauses, Ulm, Bild 10.6: Lageplan des Stadthauses, Ulm,
1986-92, Richard Meier 1986-92, Richard Meier

Neben dieser Bedeutung fur eine raumlich anschaulichere Bildwirkung spielt der
Schatten auch eine Rolle zur Beurteilung der technisch-funktionalen Qualitét des
Raumes bzw. des Raumgefiges. Grundlage fur die Betrachtung von Verschattungs-
und Besonnungsverhdltnissen in Stadtrdumen sind Schattenkonstruktionen fir realis-
tische Sonnensténde im Laufe des Tages und des Jahres bezogen auf den geographi-
schen Ort. Diese Uberlegungen sind wichtig fur die Beurteilung der Auswirkungen
einer geplanten Bebauung auf die Umgebung, fir klimagerechtes Bauen sowie z. B.
die optimale Ausrichtung und Integration von Solaranlagen.

Bei den Schattenkonstruktionen unterscheiden wir zwischen natiirlicher Beleuch-
fung, die Sonne als Lichtquelle, und kinstlicher Beleuchtung, eine Lampe als Licht-
quelle. Der Schatten bei naturlicher Beleuchtung kann mit Hilfe der Parallelprojektion
(Bild 10.7) ermittelt werden. Die natirliche Beleuchtung durch die Sonne wird als
Parallelbeleuchtung gedeutet, die Lichtquelle ist ein Fernpunkt, liegt also im
Unendlichen.
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Wegen der grofien Entfernung der Sonne im Vergleich zu den Entfernungen inner-
halb des Objekts und zur Schattenauffangfléche werden die Sonnenstrahlen in die-
sem Modell als parallel angenommen. Die kinstliche Beleuchtung mit einer
idealisiert punkiférmigen Lichtquelle wird als Zentralbeleuchtung (Bild 10.7)
gedeutet, bei der sich die Lichtstrahlen in einem Punkt schneiden. Der Schatten bei
konstlicher Beleuchtung kann als das Ergebnis einer Zentralprojektion interpretiert
werden (vgl. Kapitel 2.1).

Sonne Lichtquelle
(Parallelbeleuchtung) (Zentralbeleuchtung)

Eigenschatten

[ Schlagschatten

Bild 10.7: Schatten bei Parallel- und Zentralbeleuchtung

Durch die Sonne oder eine Lampe als Lichtquelle wird Schatten erzeugt, bei dem wir
Schlagschatten und Eigenschatten unterscheiden. Der Schlagschatten entsteht
durch die Projektion des Objekts mittels Lichtstrahlen auf die Auffangfléchen. Die
Schlagschattengrenze trennt den Teil der Auffangfléche, der im Schlagschatten der
Flache liegt, vom beleuchteten Teil. Der Eigenschatten liegt auf dem Objekt selbst
und ist der nicht beleuchtete Teil des Objekts. Ein Teil des Objekts wird von den Licht-
strahlen getroffen, wéhrend der der Lichtquelle abgewandte Teil im Schatten liegt.
Die Linie auf dem Objekt, die den beleuchteten vom unbeleuchteten Teil trennt, heif3t
Eigenschattengrenze.

Parallelbeleuchtung Zentralbeleuchtung

Eigenschattengrenze

Schlagschattengrenze

Bild 10.8: Zusammenhang zwischen Eigenschattengrenze und Schlagschattengrenze
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Die Eigenschattengrenze erhdlt man Uber die Konstruktion der BerUhrpunkte des
Lichtstrahlenzylinders bei Parallelbeleuchtung bzw. des Lichtstrahlenkegels bei Zen-
tralbeleuchtung mit dem Objekt. Zwischen Eigenschattengrenze und Schlagschatten-
grenze besteht der Zusammenhang, dass die Eigenschattengrenze des Objekts bei
Parallel- oder Zentralbeleuchtung auf die Schlagschattengrenze auf der Auffangfla-
che abgebildet wird (Bild 10.8 ).

Parallelbeleuchtung
Eigenschattengrenze _— Schlagschattengrenze
Zentralbeleuchtung

10.1 Schattenkonstruktionen bei Parallelbeleuchtung

e

Sollen von einer Bebauung die Verschat-
tungs- und Besonnungsverhdlinisse be-
trachtet werden, so muss auf realistische
Sonnenstdnde fur die Bebauung zurick-
gegriffen werden.
Der Sonnenstand wird durch zwei
Winkel? gekennzeichnet, die beide sw SO
abhéngig sind von der Tages- und Jah- o5 = Horizontale
. . . . S Abweichung
reszeit sowie der geografischen Breite 180°
des Ortes: Bild 10.9: Azimutwinkel

NW s Sonne

270° 90°

1. Azimutwinkel o

o, ist der Winkel zwischen der geografi-
schen Nordrichtung (0°) und dem Ver-
tikalkreis durch den Sonnenmittelpunkt.
Die anderen Himmelsrichtungen sind ge-
kennzeichnet durch: Osten=90°, Siden=
180° und Westen=270° (Bild 10.9). Der Sonne
Azimutwinkel kann folglich im Grundriss
eingezeichnet werden, nachdem dieser

Zenit

genordet wurde. %

Horizont =
2. .Hohenlenkel Ts . Erde Y, = Vertikale
Ys ist der Winkel zwischen dem Sonnen- Abweichung
mittelpunkt und dem Horizont, vom
Beobachter aus betrachet (Bild 10.10). Bild 10.10: Hohenwinkel

2. E. Neufert: Bauentwurfslehre. 34. erw. Auflage, Wiesbaden 1996, S.152.
DIN 5034, Teil 2 (Febr. 1985): Tageslicht in Innenrdumen.
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In den verschiedenen Jahreszeiten beschreibt die Sonne unterschiedliche Bahnen.
Bild 10.11 zeigt ein Diagramm der Sonnenbahnen fir einen geographischen Ort 51°
nérdliche Breite (mittleres Deutschland: Aachen, Kéln, Kassel).

Sonnenstandsdiagramme wie in Bild 10.12 zeigen die Abhdngigkeiten des Azimut-
und Héhenwinkels von der Tages- und Jahreszeit fur einen bestimmten Ort. Die Gbli-
che Angabe fur die Tageszeit ist in diesen Sonnenstandsdiagrammen die wahre Orts-
zeit (WOZ). Diese ist die von der Sonnenuhr angezeigte Zeit, bei der die Sonne exakt
um 12 h Mittag ihren oberen Kulminationspunkt (Héchststand der Sonne) erreicht. Im
Gegensatz zur Zonenzeit (in Mitteleuropa: Mittlere Ortszeit des 15. Lédngengrades —
MEZ) ist bei der wahren Ortszeit das Zeitmaf nicht konstant wegen der schwanken-
den Ldnge des wahren Sonnentages. Der wahre Sonnentag ist der Zeitraum zwischen
zwei aufeinanderfolgenden unteren Kulminationen der Sonne (Mitternacht).

. Juni . =: L _ LT,
rnenhihe Juli+Mai =1 --4_,___’ —
F60* August+ April w = -.b)j-m'
Saptambar + Mirz e - L i [ 255

Oktober + Fabrust ~ =] 0 — = L
- November + Januar L E T b g 2280

Dezembar - o —
" L i w o = RS ] 2107
7 il b 5 ol = IS N 1950
e S 2 =i < e i
0 e e w4 1 7
10 —h = =N =t rde ¢ 1500

i Pofern g -

— = ——
" e B T | = | - L P 1350

. =< 1
s =TT s
r ~ = = o -
— ™
| = o 4 s
180" 210 240" e 300" Jan.  Feb. Mrz, Apr  Mai  Juni Juli Aug Sep Okt Nev. Dez
19

Sonnenazimul

Bild 10.11: Sonnenbahnen im Tages- und Jahres-  Bild 10.12: Sonnenstandsdiagramm for 51° NB
verlauf (mittleres Deutschland, KaIn, Kassel)

Das Diagramm in Bild 10.12 zeigt die Grundrissprojektion des Azimutwinkels o und
des Héhenwinkels v, bei wahrer Ortszeit. Aus diesem Diagramm kénnen Azimut- und
Héhenwinkel der Sonne an einem bestimmten Tag und Uhrzeit ermittelt werden. Fur
Kéln ist z. B. am 23.9. der Sonnenaufgang um 6 Uhr bei o, = 90° (Osten) und um 12
Uhr betragt o, = 180° (Sud) und der Hohenwinkel ca. 39°. Der Sonnenuntergang (v,
= 0°) ist um 18 Uhr bei oy = 270° (Westen).

Wenn nun in Bild 10.13 der Schatten eines Hauses in Kéln am 23.9. um 14 Uhr kon-
struiert werden soll, kénnen zundachst aus dem Sonnenstandsdiagramm o, ~218°
und y,=33° abgelesen werden.

Der Drehsinn der Winkel wird hier im Sinne der Geodésie verwendet. In der Geoda-

sie ist der positive Drehsinn im Uhrzeigersinn, wéhrend er in der Mathematik ent-
gegen dem Uhrzeigersinn ist.
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Sonnenstand-Applets oder auch mobile Apps kénnen den Sonnenstand ent-
sprechend des geografischen Ortes sowie der Jahres- und Tageszeitangaben prézise
angeben. Durch das GPS-Ortungsverfahren, wie es in Navigationssystemen benutzt
wird, kénnen mit einer entsprechenden mobilen App die Sonnenstdnde zum aktu-
ellen Aufenthaltsort bestimmt werden.

Zur Schattenkonstruktion eines Architekturentwurfs ist es also zunéchst wesentlich,
die Koordinaten des geografischen Ortes zu ermitteln, den Entwurf zu Norden und
dann geeignete Sonnenstandswinkel zu einer Jahres- und Tageszeit fur diesen Ort zu
bestimmen. Der Azimutwinkel wird in manchen Programmen, wie in dem Erde und
Sonne Applet (Bild 10.13) auch Kompasswinkel genannt, da er zum Nordpfeil des
Kompasses gemessen wird. Das Erde und Sonne Applet zeigt nach der Wahl dann
den Verlauf des Héhenwinkels der Sonne fir den gewdhlten Tag in der Grafik an.
Rechts der Grafik werden die entsprechenden Daten zusammengefasst:

Bild 10.13: Informationen zum Sonnenstand aus Bild 10.14: Eingabe des geographischen Ortes und
dem Erde und Sonne Applet® der Schatteneinstellungen in SketchUp®

der Ort mit geografischer Breite und Lénge, Datum, Uhrzeit, Sonnenaufgang, Son-
nenuntergang, Héhenwinkel und Kompasswinkel.

In den CAD- bzw. Render-Programmen sind fir die Darstellung der Schatten ent-
sprechende Eingabeméglichkeiten fir den geografischen Ort integriert. Bild 10.14
zeigt in SketchUp® die erforderlichen Einstellungen fir die Schattendarstellung. Der
geografische Ort muss bei den Modellinformationen festgelegt werden, und das
Modell muss genordet werden. Ohne gesonderte Einstellung zeigt die grine Achse
Norden an. Dann werden im Fenster der Schatteneinstellungen Tag und Uhrzeit mit
weiteren Parametern fir die Schattendarstellung gewdhlt. Besonders notzlich und
wirkungsvoll ist die interaktive Darstellung des Schattenverlaufs, wenn die Tages-
oder Jahrezeit verandert wird.

3. gbdeo uré% So)nne Applet von Jurgen Giesen, SWR 2000. http://www.geoastro.de/ErdeSonne/SE/se-applet.html (Stand
.04.2015
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In den genordeten Grundriss des Hauses kann der Azimutwinkel oy eingezeichnet
werden. Damit ist der Grundriss der Lichtrichtung I' bestimmt. Um den Héhenwinkel
Ys einzeichnen zu kénnen, wird eine Seitenrissebene n, senkrecht zu m; durch | ein-
gefthrt. In diesem Seitenriss kann der wahre Héhenwinkel y, eingezeichnet werden,
und damit ist der Seitenriss |V des Lichtstrahls gefunden. Mittels Ordner durch einen
beliebigen Punkt LV wird L' und L" und somit der Aufriss I" des Lichtstrahls gefunden
(Bild 10.15). Mit dieser nun in Grund- und Aufriss gegebenen Lichtrichtung kann die
Schattenkonstruktion durchgefihrt werden.

Bild 10.15: Ermitteln der Lichtrichtung in Grund- und Aufriss

10.1.1 Schattenkonstruktionen ebenflachiger Kérper

Alle Lichtstrahlen sind zu | parallel. Im Grundriss kénnen also die Lichtstrahlen paral-
lel zu I' und im Aufriss parallel zu I" eingezeichnet werden. Der Schlagschatten des
Hauses auf die horizontale Standebene, die hier die Grundrissebene ist, kann ermit-
telt werden, indem die Schatten der Eckpunkte des Objekts gesucht werden. Diese
werden als Durchstof3punkte der Lichtstrahlen mit der Auffangebene konstruiert (Bild
10.16). Da die Eckpunkte im Objekt geradlinig miteinander verbunden sind, kénnen
die Schatten der Eckpunkte ebenfalls entsprechend der Verbindungsgeraden im
Objekt miteinander geradlinig verbunden werden. Bei der Schattenkonstruktion
kann stets beachtet werden, dass die Schattenbilder von Eckpunkten des Objektes
nur dann miteinander verbunden werden kénnen, wenn diese auch im Objekt, also
dem Urbild des Schattenbildes, miteinander verbunden sind. Der Schatten kann als
Parallelriss des Objektes konstruiert werden. Die Geraden, die am weitesten au3en
liegen, bilden die Schlagschattengrenze, deren Urbild die Eigenschattengrenze.
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1. Parallelen zu I' durch die Eckpunkte des Hau-
ses schneiden die y"-Achse in den Aufrissen
der entsprechenden Schattenpunkte, z. B. I
P,". p"

2. Die Ordner durch diese Aufrisse der Schat-
tenpunkte schneiden die Parallelen zu I
durch die entsprechenden Eckpunkte in den
Grundrissen der zugeordneten Schatten-
punkte, z. B. P

3. Die Schatten aller Hauskanten sind die Ver-
bindungsstrecken der zugehérigen Schatten-
punkte.

4. Die Streckenziige, die am weitesten auflen
liegen, bilden die Schlagschattengrenze.

5. Da in diesem Fall der Schatten der Traufe teil
der Schlagschattengrenze ist, muss die Trau-
fe teil der Eigenschattengrenze sein. Beide Bild 10.16: Schattenkonstruktion in Grund- und
Dachebenen werden also beleuchtet und Aufriss auf horizontale Auffangebene
liegen nicht im Eigenschatten.

Die gleiche Schattenkonstruktion kann auch in einer Axonometrie durchgefUhrt wer-
den. Es muss dann mit der axonometrischen Lichtrichtung IP und dem Grundriss der
Lichtrichtung in der Axonometrie I'P gearbeitet werden (Bild 10.17). Diese kénnen aus
Grund- und Aufriss in die Axonometrie Ubertragen werden.

Die Schattenpunkte der Eckpunkte des Hauses werden gefunden, indem die Paralle-
len zu IP durch die axonometrischen Grundrisspunkte des Hauses mit den Parallelen
zu IP durch die zugehérigen Raumpunkte des Hauses geschnitten werden. Die am
weitesten auflen liegenden Schatten der Gebéudekanten liefern auch in der Axo-
nometrie die Schlagschattengrenze.

1:17] zP

11 <P

Bild 10.17: Schattenkonstruktion in der Axonometrie auf horizontale Auffangebene
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Bei allen Konstruktionen kann auch benutzt werden:

I Eine zur Auffangebene parallele Gerade und ihr Schlagschatten sind
° parallel zueinander.

Fallt der Schatten eines Objektes auf eine vertikale Ebene, so ist die Vorgehensweise
vergleichbar.

Bild 10.18 zeigt ein Objekt mit Vor- und Rucksprung, fur die eine Schattenkonstruk-
tion unter Zuhilfenahme des Grundrisses durchgefGhrt wird. Die Turkanten, die ver-
tikalen Quaderkanten und ihr Schattenbild auf der Wand sind jeweils parallel
zueinander, da sie parallel zur Wand als Schattenauffangebene sind. Bild 10.16 zeigt
auflerdem die Schattenkonstruktion in der Axonometrie deselben Objektes.

P

I®

11
\p‘
y

Bild 10.18: Schatten bei vertikaler Auffangebene in Grund- und Aufriss sowie in einer Axonometrie
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Ist die Schattenauffangebene eine ge-
neigte Ebene ¢, so muss mit Hilfe der
Methode der Deckgeraden (Kapitel 5.4.3)
jeweils der Durchstof3punkt des Licht-
strahls mit der Auffangebene ermittelt
werden, um den Schattenpunkt eines
Objektpunktes zu finden (Bild 10.19).
Eine zweite Konstruktionsméglichkeit be-
steht darin, die Projektion der Lichtrich-
tung | auf die Auffangebene ¢ zu kon-
struieren. Die Schattenkonstruktion kann
dann in der Axonometrie mit Hilfe von IP
(axonometrische Lichtrichtung) und [P
(Projektion der Lichtrichtung | auf die
Auffangebene €) durchgefGhrt werden. In
Bild 10.20 wird die Schattenkonstruktion
fur ein Haus am Hang in einer Axonome-
trie so durchgefGhrt, dass |, ermittelt wird,
indem die Ebene ¢ durch den Lichtstrahl |
geschnitten wird.

<

I'=1¢

z

y

Bild 10.19: Schattenkonstruktion auf eine geneigte

Auffangebene in Grund- und Kreuzriss

1. Die Parallele zu I'® durch PP schneidet €P in 1P und 2. 1P = 1P und Parallele zur z-Richtung

durch 2P ergibt 2P.

2. Die Gerade 1P2P ist die Projektion der Lichtrichtung auf die Ebene e? — [P
3. IP durch Punkt PP geschnitten mit I P durch PP ergibt den Schattenpunkt P® des Punktes PP in €P.

Bild 10.20: Schattenkonstruktion auf eine geneigte Auffangebene in einer Axonometrie
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10.1.2 Schattenkonstruktionen gekrimmter Kérper

Die Schattenkonstruktionen gekrummter Kérper unterscheiden sich von denen eben-
flachiger Korper (Polyeder) dadurch, dass die Eigenschattengrenze als Kurve auf dem
gekrimmten Kérper zu konstruieren ist. Eine Ebene kann nur ganz oder gar nicht
beleuchtet sein, so dass stets Kanten eines ebenfléchigen Kérpers die Eigenschatten-
grenze bilden. Fur die Grundformen Zylinder, Kegel und Kugel sollen im folgenden
die Schattenkonstruktionen durchgefhrt werden.

Der Schatten eines Drehzylinders, der
auf der Grundrissebene steht, kann in
Grund- und Aufriss oder in der Axo-
nometrie ermittelt werden. Die Licht-
strahlen berGhren den Zylinder in zwei
Geraden. Diese bilden die Eigenschat-
tengrenze. In diesem Fall ist die Eigen-
schattengrenze auf dem gekrimmten
Kérper also geradlinig. lhr Schlag-
schatten und der Schlagschatten des
oberen Abschlusskeises vervollsténdigen
den Schatten des Drehzylinders (Bild
10.21).

1. Die Parallelen zu I' berihren den Grundriss
des Drehzylinders in 1' und 2.

2. Mittels Ordner erhélt man die Geraden
durch 1"und 2", die die Eigenschattengrenze
bilden.

3. Den Schlagschatten des Kreises um M erhalt
man als Kreis um M{, dem Grundriss des
Schattenpunktes von M. Da der Kreis
parallel zur Grundrissebene liegt, erscheint
er im Schatten ebenfalls als Kreis.

Entsprechend kann die Schattenkonst-

ruktion beim Drehzylinder in der Axo-

nometrie durchgefihrt werden. Der

Grund- und Abschlusskreis des Drehzy-

linders wird sich aber in der Axonometrie

im allgemeinen als Ellipse darstellen,

ebenso der Schatten des Abschlusskrei-

ses. Fur diese Ellipsen missen die Konst-
ruktionen aus Kapitel 3.3 und 3.4 heran-
gezogen werden.

(12) M TS

Bild 10.21: Schatten eines Drehzylinders in Grund-
und Aufriss sowie in einer Axonometrie
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Bei der Schattenkonstruktion eines Drehkegels wird zundchst der Schattenpunkt
S, der Kegelspitze S gesucht. Die Tangenten von S, an den Leitkreis des Drehkegels
berthren den Leitkreis in zwei Punkten. Die Kegelerzeugenden durch diese beiden
Punkte bilden die Eigenschattengrenze auf dem Drehkegel. Der Schlagschatten die-
ser beiden Kegelerzeugenden bestimmen die Schlagschattengrenze des Drehkegels
(Bild 10.22).

1. Parallele zu I" durch S" schneidet die Rissach-
se (12) im Aufriss des Schattenpunktes S'".

2. Ordner durch S" schneidet die Parallele zu [
durch S' im Grundriss des Schattenpunktes
S, der Kegelspitze.

3. Die Tangenten von Sy an den Drehkegelleit-
kreis (Thaleskreis Uber der Strecke S'Sy) be-
rihren den Leitkreis in 1' und 2.

4. §'1'und $'2' sind die Grundrisse der Kegeler-
zeugenden, die die Eigenschattengrenze

bilden.

5. Ordner durch 1' und 2' liefern die Eigen-
schattengrenze im Aufriss
—>  §"1" (und $"2", verdeckt).

6. Die Geraden S/'1' und S,'2' bilden die Schlag-
schattengrenze des Drehkegels.

In einer Axonometrie stellt sich der Leit- SP '
kreis des Drehkegels im allgemeinen als \W\
Ellipse dar. Soll die Schattenkonstruktion

in der Axonometrie durchgefihrt werden,
so kann der Leitkreis mit den Tangenten

vom Schattenpunkt S' an den Kreis aus “ S¢

dem Grundriss in die Axonometrie als I
Ellipse mit den Tangenten vom Schatten- % ‘

punkt S.P aus an die Ellipse Ubertragen
werden.

1p I'p

Bild 10.22: Schatten eines Drehkegels in Grund-
und Aufriss sowie in einer Axonometrie
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Der Schatten einer Kugel wird ebenfalls mit Hilfe des Lichtstrahlenzylinders gefun-
den. Die Lichtstrahlen berihren die Kugel in einem Grof3kreis. Dieser bildet die
Eigenschattengrenze. Der Grof3kreis erscheint in den Rissen im allgemeinen als
Ellipse. Der Schlagschatten der Kugel auf die Grundrissebene entsteht dadurch, dass
der Lichtstrahlenzylinder schief auf diese auftrifft. Die Schlagschattengrenze bildet
somit eine Ellipse (Bild 10.23).

1. Um den Eigenschatten der Kugel zu finden,
zeichnet man die Senkrechte zu I' durch M.
Diese schneidet den Kugelumriss im
Grundriss in den Punkten 1' und 2'. Da die
Ebene des GroBkreises senkrecht zur
Lichtrichtung I' steht und 1'2' LI, ist die
Gerade 12 eine Héhenlinie der Grofkreis-
ebene. Deshalb ist 1'2' die Hauptachse der
Ellipse im Grundriss, die das Bild des Grof3-
kreises ist, der die Eigenschattengrenze
bildet.

2. Entsprechend ist 3'4" L I" die Hauptachse der
Ellipse im Aufriss, da die Gerade 34 eine
Frontlinie der GroBkreisebene ist.

3. Ordner und Parallelen zur Rissachse durch
M" bzw. M' liefern die Ellipsenpunkte 1" und
2" im Aufriss sowie 3' und 4' im Grundriss.

4. Mit Hilfe der Papierstreifenkonstruktion (vgl.
Kapitel 3.4.2) kann jeweils in Grund- und
Aufriss die Lédnge der Nebenachse der Ellip-
sen gefunden werden (siehe Aufriss).

5. Um den Schlagschatten der Kugel auf die
Grundrissebene zu finden, werden die Licht-
strahlen [" durch 3" und 4" verlangert. Die
Schnittpunkte mit der Rissachse (12) sind die
Aufrisse der Schattenpunkte 3" und 4.
Ordner schneiden die Parallelen zu I' durch
3'und 4'in 34 und 4, die Punkte der Schlag-
schattengrenze (Ellipse) sind.

6. Die Parallele zu I' durch M" schneidet die
Rissachse im Aufriss des Ellipsenmittelpunk-
tes Mg". Der Ordner durch Mg" schneidet die
Parallele zu I' durch M' im Grundriss des
Ellipsenmittelpunktes Mg

7. Da 1'2' eine Héhenlinie ist, liegt die Gerade
1'2" parallel zu ihrem Schatten 1,2, mit
gleicher Lénge (wahrer Durchmesser des
Lichtstrahlenzylinders). 1,2, ist die Neben-
achse der Ellipse.

8. Die Hauptachse ist senkrecht hierzu. Da au-
Berdem die Ellipsenpunkte 3¢ und 4, be-
kannt sind, kann die Lange der Hauptachse
wieder (ber die Papierstreifenkonstruktion
gefunden werden.

Bild 10.23: Schatten einer Kugel in Grund- und
Aufriss und in normaler Axonometrie
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FUr die Schattenkonstruktion der Kugel in der Axonometrie wurde eine normale Axo-
nometrie gewéhlt, da nur dann der Kugelumriss als Grof3kreis erscheint (vgl. Kapitel
12). Eigenschatten- und Schlagschattengrenze kénnen als Ellipsen aufgrund der axo-
nometrischen Lichtrichtung IP und der Grundrissprojektion I'® konstruiert werden.

10.1.3 Schattenkonstruktionen von Kérpern auf andere Kérper

Um insbesondere Verschattungsverhalt-
nisse in Stadirédumen zu betrachten,
muss untersucht werden, inwiefern sich
Gebdude untereinander verschatten. Die
Schattenauffangflache kann sich dann
aus verschiedenen Auffangfléchen zu-
sammensetzen.

Die Vorgehensweise wird vereinfacht in
Bild 10.24 am Beispiel eines Hauses und
eines daneben stehenden Turmes erléu-
tert. Der Schlagschatten des Turmes fallt
zundchst auf die Standebene, die hier die
Grundrissebene ist. Dann wird der
Schatten auf die Wand und schlief3lich
auf das Dach umgelenkt.

Die Konstruktion kann wie in Bild 10.20
mit Hilfe der Methode der Deckgeraden
durchgefihrt werden, indem man die
Durchstofipunkte der Lichtstrahlen mit 11140
den jeweiligen Auffangfléchen konstru-
iert (Kapitel 5.4.3).

Sowohl bei der Konstruktion in Grund-
und Aufriss als auch in der Axonometrie
wird eine Hilfsebene durch den Licht-
strahl hindurchgelegt und die Schnittfigur
mit dem Haus gesucht. Dort wo I" bzw. IP
diese Schnittfigur trifft, ist der zugehdrige }‘/p
Schattenpunkt. 11

Bild 10.24: Schatten von Turm und Haus in Grund-
und Aufriss sowie in einer Axonometrie
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In Stadirdumen, in denen viele Hauser dicht beieinander stehen, kénnen sehr viel
komplexere Schattenkonstruktionen entstehen, wenn der Schatten auf benachbarte
Gebdude féllt. In Bild 10.25 fallt der Schatten der Héuser einer Einfamilienhausgrup-
pierung auf das vereinfacht terrassierte Gelande und auf Gebdudeteile mit Flach-
dach. Auch innerhalb eines Gebdudes kommen komplexe Schatten vor, wenn
Gebdudeteile auf andere Gebéudeteile Schatten werfen. Bild 10.26 zeigt in dem Stu-
dienprojekt Entwurf eines Lesehauses die Schatten des horizontal geschnittenen
Gebédudes auf die Standebene sowie die Schatten der Wénde, Stutzen, Treppe und
Gelénder auf Boden und Wand in einer Axonometrie.

Wenn der Schatten eines Kérpers auf einen anderen gekrimmten Kérper fallt, ent-
steht die Schlagschattengrenze als Durchdringungskurve zwischen dem Licht-
strahlenzylinder und dem Kérper. Am Beispiel eines drehzylindrischen Turmes mit
Uberstehendem drehkegelférmigem Dach wird ein solcher Fall in Grund- und Aufriss
in Bild 10.27 untersucht.

Bild 10.25: Einfamilienhausgruppierung in einer Bild 10.26: Lesehaus in einer Axonometrie, 1996,
Axonometrie, 1995, Studienprojekt Studienprojekt

R

(12)

Bild 10.27: Schatten eines drehzylindrischen Turmes mit drehkegelférmigem Dach
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1. Der Leitkreis des Drehkegels wirft einen Schatten auf den Drehzylinder. Ein beliebiger Punkt die-
ses Schattens P entsteht, indem durch einen im Grundriss gewdhlten Punkt P' des Leitkreises
eine Parallele zu I' gezeichnet wird. Diese trifft den Grundriss des Zylinders in P'. Ordner durch
P' ergibt P". Parallele zu I" durch P" schneidet den Ordner durch Pg' in P".

2. Der Punkt 1 ist der unterste Punkt des Schattens. Hier geht die Eigenschattengrenze des Zy-
linders in die Schlagschattengrenze als Projektion des Kegeldaches iber. Daher entsteht hier
ein Knick.

3. Der Punkt Uy ist der Punkt des Schlagschattens auf dem Zylinderumriss.

4. Die Eigenschattengrenze des Kegeldaches und der Schlagschatten auf die Standebene kann
entsprechend Bild 10.22 konstruiert werden.

5. Der Leitkreis des Drehkegels erscheint im Schatten wieder als Kreis, da er parallel zur Grundriss-
ebene liegt.

Bild 10.28: Schnittaxonometrie mit Schatten eines  Bild 10.29: Aufrissaxonometrie mit Schatten einer
Wohnhauses, 2012, Studienprojekt Driving Range, 2008, Studienprojekt

Bild 10.28 und Bild 10.29 zeigen zwei unterschiedliche Studienprojekte von Architek-
turstudierenden im ersten Semester, bei denen durch die Integration der Schat-
tendarstellung in der gewdhlten Axonometrie der Entwurf raumlich plastisch wird.

In Bild 10.28 wurde der Entwurf eines Wohnhauses im Fach Baukonstruktion mit
einer horizontalen Ebene geschnitten, um die Grundrissorganisation mit Einbauten,
Offnungen und Terassen zu verdeutlichen.

Im zweiten Projekt in Bild 10.29 wurde eine im Fach Baukonstruktion entworfene Dri-
ving Range in einer Aufrissaxonometrie dargestellt. Die Schattendarstellung erleich-
tert, die einzelnen Boxen und die aufgesténderte Konstruktion klar zu erkennen. Die
gezeigten Personen kennzeichnen die Funktion des Gebéudes.
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10.2 Schattenkonstruktionen bei Zentralbeleuchtung

Bei Zentralbeleuchtung entstehen Schatten durch kinstliche Lichtquellen. In Bild
10.30 erzeugen Strahler Gber den Tischen die Schatten auf dem Boden.

In einem Raum treten héufig mehrere Lichtquellen auf. Zusétzlich zur kinstlichen
Beleuchtung (Zentralprojektion) kann natirliches Licht (Parallelprojektion) durch die
Offnungen in einen Raum fallen (Bild 10.31), so dass sich dann verschiedene
Schatten Uberlagern.

Um den Schatten aufgrund einer Lampe zu ermitteln, wird diese als punkiférmige
Lichtquelle idealisiert. Die Lichtstrahlen bilden einen Lichtstrahlenkegel bzw. eine
Lichtstrahlenpyramide. Sie schneiden die Schattenauffangfléche in der Schlagschat-
tengrenze. Der Schlagschatten kann hierbei als das perspektive Bild des Objektes
aufgefasst werden.

Bild 10.30: Schatten bei Zentralbeleuchtung - Bild 10.31: Schatten durch verschiedene Lichtquel-
Lichtstudie der Siemens AG len - Industriebau in Roeselare, Belgien

Um die Schattenkonstruktion bei Zentralbeleuchtung durchzufihren, muss die Lage
der punktférmigen Lichtquelle gegeben sein oder angenommen werden. Auch bei
der Zentralbeleuchtung gilt: Eine zur Auffangebene parallele Gerade und ihr Schlag-
schatten sind parallel zueinander.

Im Unterschied zur Parallelbeleuchtung bleibt die Parallelitdt von Geraden, die nicht
zur Auffangebene parallel sind, im Schatten nicht erhalten. Die Geraden schneiden
sich in einem Fluchtpunkt (vgl. Kapitel 2.3 und 13.2). Die Schattenkonstruktionen
kénnen ansonsten vergleichbar mit denen der Parallelbeleuchtung durchgefihrt
werden. Der Schlagschatten eines Wurfels auf eine horizontale Standebene (Grund-
rissebene) kann ermittelt werden, indem die Durchsto3punkte der Lichtstrahlen durch
die Eckpunkte des Wurfels mit der Auffangebene konstruiert werden (Bild 10.32).
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Bild 10.32: Schattenkonstruktion
auf horizontale Ebene

Die Schatten bei Zentral-
beleuchtung werden in Bild
10.33 fir einen stark ver-
einfachten Innenraum in
einer Axonometrie konstru-
iert. Durch einen kegelfér-
migen Lampenschirm ent-
steht ein Lichtkegel, der
den Boden in einer Ellipse
und die Wand in einer Hy-
perbel trifft. In Bild 10.34
fallt zuséatzlich paralleles
Licht durch die Offnung im
Raum und projiziert den
Torrahmen auf den Boden
des Raumes.
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Bild 10.33: Innenraum bei Zentralbeleuchtung in einer Axonometrie

Bild 10.34: Innenraum bei Zentralbeleuchtung mit Parallelbeleuch-
tung durch die Offnung in einer Axonometrie
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11 KOTIERTE PROJEKTION

In Kapitel 2.4 wurde die kotierte Projektion neben der Zweitafelprojektion und der
Axonometrie als eine Methode vorgestellt, um die Rekonstruktion eines rdumlichen
Obijektes bei Parallelprojektion aus der Zeichnung zu erméglichen.

In kotierter Projektion werden die Elemente des Raumes mittels senkrechter Parallel-
projektion auf eine horizontale Bildebene projiziert, also ein Grundriss hergestellt. Im
Grundriss fehlt die geometrische Information Uber die Héhe eines Punktes im Raum.
Daher wird der Grundriss mit Hohenangaben in Langeneinheiten Gber bzw. unter
einer Bezugsebene in der Héhe Null versehen.

Die kotierte Projektion findet Verwendung fir Gelédndedarstellungen und —bearbei-
tungen sowie fur Dachausmittlungen. Sie wird auch topographische Projektion
genannt. Fur die Planung eines Geb&udes am Hang ist die kotierte Projektion wich-
tiger Ausgangspunkt.

Bild 11.1: Gebdude im Gelénde - Casa Kalman, Locarno, Schweiz, 1974-76, Luigi Snozzi

Der Lageplan in Bild 11.1 zeigt, wie das Wohnhaus Casa Kalman in Locarno von Luigi
Snozzi parallel zu den Héhenlinien in den steilen Hang integriert wurde.

Der Abstand eines Punktes P von der Bild- p
ebene © wird, bezogen auf einen Maf3-

stab, d. h. in Langeneinheiten (L. E.), als
Héhenkote oder kurz Kote neben den
Grundriss P' in die Zeichnung geschrie-

ben (Bild 11.2). Das Vorzeichen dieser

Kote (abgeleitet von franz. "a coté de")

legt in der Geografie fest, ob der Punkt T
Uber oder unter der Bildebene m (NN)

liegt:

P bbert —» Kote>0 Q
Puntert —» Kote<0O Bild 11.2: Kote eines Punktes

3LE.

Q' (-2)
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11.1 Darstellung von Kurven und Fléchen

Auch Kurven und Flachen werden in kotierter Projektion mittels Héhenangaben dar-
gestellt, um die radumliche Lage erfassen zu kénnen. Da aber nicht jeder Kurven- und
Flachenpunkt mit Koten versehen werden kann, werden Kurven und Flachen mit
Hauptschichtenebenen parallel zur Bildebene m mit ganzzahligen Koten ge-
schnitten. In welchem Abstand diese Hauptschichtenebenen gewéhlt werden, jeden
Meter, jede 10 m oder 100 m, héngt vom verwendeten Maf3stab ab.

5 6 7 8910

Die Hauptschichtenebenen schneiden 4
eine beliebige Raumkurve in Punkten mit
unterschiedlichen Abstanden auf der
Kurve, den Hauptschichtenpunkten
(Bild 11.3). Bild 11.3 : Darstellung einer Kurve

7

Bild 11.4: Geléndeflache Bild 11.5: Schichtenplan der Geléndefléche in
kotierter Projektion

Eine beliebige Fléche, z. B. eine Geldndeflache (Bild 11.4), wird von den Haupt-
schichtenebenen in Kurven geschnitten, den Héhenlinien oder Hauptschich-
tenlinien. Diese bilden den Schichtenplan der Fléche (Bild 11.5).

11.1.1 Darstellung einer Geraden

Bei einer Geraden haben die Haupt-

schichtenpunkte konstanten Abstand, da

die Steigung einer Geraden konstant ist.

Der Grundrissabstand zweier benachbar- 5

ter Hauptschichtenpunkte der Geraden g i
kennzeichnet die Steigung von g. Dieser

Abstand heif3t Intervall i (Bild 11.6). Bild 11.6: Intervall i

192



KOTIERTE PROJEKTION

Der Zusammenhang zwischen Steigung und Intervall i der Geraden g kann mit Hilfe
des Steigungsdreiecks (Bild 11.7) aufgezeigt werden.' Dieses entsteht, indem die
Héhen der Punkte auf g in die Grundrissebene hineingeklappt werden. Die Gerade
g erscheint dann in geklappter Lage g,. o ist der Neigungswinkel von g gegen die
Grundrissebene. Im rechtwinkligen Steigungsdreieck gilt:  tana =1:i.

Die Steigung einer Geraden wird in der Mathematik definiert als der Tangens des
Neigungswinkels. 1: i legt somit die Steigung einer Geraden fest.

I Die Steigung einer Geraden wird definiert als: tano = l

® 1
In den Aufgaben zur kotierten Projektion wird die Steigung meistens durch 1:i ange-
geben. Das Intervall i gibt den horizontalen Abstand zweier benachbarter Haupt-
schichtenpunkte auf der Geraden an.

gt =
b ) e
: 3 o
= ’
e — "

P'(0) j Q'(1) R'(2) S'(3) g
Bild 11.7: Steigungsdreieck Bild 11.8: Steigung einer Straf3e

Liegen die Hauptschichtenpunkte einer Geraden dicht beieinander, so ist das Inter-
vall i klein und somit die Steigung der Geraden grof3. Bei einer geringen Steigung
hingegen liegen die Hauptschichtenpunkte weit auseinander, und das Intervall i ist
also grof.

Auf Straf3enschildern wie in Bild 11.8 wird z. B. die Steigung 25 % angegeben.
Steigung 25 % bedeutet: 1 25

i 100
Eine 100 %ige Steigung bedeutet nicht, dass es senkrecht hoch geht, sondern:

—> i=4 —» a=14°

1 _100

T—:I-—GGH i=1 —> o =45

Steigung 100 % bedeutet:

1. Langeneinheit fur die Zeichnungen in Kapitel 11 ist:
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11.1.2 Darstellung einer Ebene

Die Hoéhenlinien einer Ebene sind zueinander parallele Geraden mit gleichem
Abstand (Bild 11.9). Die Steigung einer Ebene ist die Steigung einer Falllinie (Senk-
rechte zu den Héhenlinien) dieser Ebene. Die Falllinien einer Ebene sind die Geraden
stirksten Gefélles. Der Pfeil der Falllinie f zeigt in die Richtung, in die die Ebene féllt.

Bild 11.9: Darstellung einer Ebene in Axonometrie und kotierter Projektion

11.1.3 Darstellung eines Drehkegels

.
Durch Schnitte mit Hauptschichten- ; 2
ebenen kénnen auch andere Fléchen in : - 1
kotierter Projektion dargestellt werden. n A 0

Ein Drehkegel mit grundrissprojizie- (12) fo

render Achse stellt sich in kotierter Pro-

jektion mit konzentrischen Kreisen dar.

Dem Abstand zwischen den Kreisen ent- é

spricht das Intervall i einer Kegeler- ‘%

zeugenden. Um die kotierte Projektion w

einer Flache zu finden, kann es wie hier

beim Drehkegel auch sinnvoll sein, einen Bild 11.10: Drehkegel mit grundrissprojizierender

Aufriss zu Hilfe zu nehmen (Bild 11.10). Achse

11.2 Grundaufgaben bei Geléndebearbeitungen

Lagepldne mit Gelandedarstellungen in kotierter Projektion sind Ausgangspunkt von
Gebéude-, Stadt-, Raum- und Straf3enplanungen. Um die geplanten Elemente in den
Lageplan integrieren zu kénnen, missen verschiedene Grundaufgaben in kotierter
Projektion gelost werden.

An Beispielen werden die verschiedenen Grundaufgaben wie Ebenen und Fléchen
zum Schnitt bringen, eine Gerade in eine Ebene legen, oder eine Ebene mit bestimm-
ter Steigung durch eine Gerade legen, aufgezeigt.
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11.2.1 Ebene durch horizontale Gerade

In ein Geldnde soll eine horizontale Platt-
form gelegt werden. Dazu muss das Ge-
ldnde zum Teil abgetragen und zum Teil
aufgeschittet werden. Die Aufschittung
(Auftrag) wird meistens mit einer gerin-
geren Steigung durchgefuhrt als der Ab-
trag (Einschnitt), da der Abtrag aus ge-
wachsenem Boden besteht. Abhéngig
vom vorhandenen und verwendeten Ma-
terial soll wegen der Abrutschgefahr die
Steigung des Auf- und Abtrages be-
stimmte Werte nicht Ubersteigen:

Auftrag Abtrag
Feiner Sand 1:2,0 1:1,8
Kies 1:1,6 1:1,5
Gersll 1:1,5 1:1,2.

Die Auf- und Abtragsbéschungen werden
gefunden, indem durch die Rénder der
horizontalen Plattform Ebenen mit der
gegebenen Steigung fur Auftrag (3:4)
und Abtrag (1:1) gelegt werden. Hier
muss die Grundaufgabe, eine Ebene & mit
gegebener Steigung durch eine horizon-
tale Plattform zu legen, geldst werden.
Da der Plattformrand horizontal ist, stellt
er auch gleichzeitig eine Héhenlinie der
Béschungsebene dar. Die Héhenlinien
der gesuchten Béschungsebenen sind
also Parallelen zum Platiformrand, for
den Auftrag im Abstand i=4/3 L. E. und
for den Abtrag im Abstand i=1 L. E..
Durch Vergleichen der Héhen von Platt-
form und Gelédnde kann entschieden
werden, wo Auftrag und Abtrag anzu-
wenden sind (Bild 11.11). Auf der Héhen-
linie 40 liegt die Plattform im Gelénde.
Die Linie, in der das geplante Element (im
Beispiel die Plattform) und das Gelénde
gleich hoch sind, wird Nulllinie genannt.

KOTIERTE PROJEKTION

Plattform 40
%
% 5 %
Auftrag 3:4 Abtrag 1:1
39
T 41 ¢
%2 \
%)
® 71
34 40
¥y
41
39
38
% % %

Bild 11.11: Horizontale Platform in einem Gelénde
- Héhenlinien von Auftrag und Abtrag

2. H. Bauner / W. Kickinger. Baugeometrie. Band 2. Wiesbaden und Berlin 1982, S. 70.
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11.2.2 Schnitt zweier Fléchen bzw. Ebenen

Um herauszufinden, wo die Béschungen
aus Bild 11.11 im Gelénde enden, ist eine
zweite Grundaufgabe, Schnitt zweier Flé-
chen bzw. Ebenen, zu |6sen (Bild 11.12).

Die Schnittlinie zweier Fléchen
entsteht als Verbindungslinie
der Schnittpunkte der Héhen-
linien gleicher Hohe beider
Flachen.

In diesem Fall ist eine der Fléchen, die Bo-
schung, eine Ebene. Ist auch das Geléande
als Geldndeebene idealisiert, so entsteht
eine Schnittgerade (Bild 11.13).

In einem Sonderfall, wenn die Héhen-
linien von zwei Ebenen parallel sind, kann
auf diese Weise keine Schnittgerade ge-
funden werden. In diesem Fall schneidet
man die beiden Ebenen € und 4 senkrecht
zu den Héhenlinien durch. Die durch die-
sen Schnitt erhaltenen Fallgeraden f; und
f,, deren Grundrisse deckungsgleich sind,
werden in die Bildebene umgeklappt (vgl.
Bild 5.31). Durch den Schnittpunkt P der
beiden Fallgeraden muss die Schnitt-
gerade s verlaufen (Bild 11.14).

Auftrag 3:4

Abtrag 1:1

Bild 11.12: Schnittlinien der Béschungsebenen mit
dem Gelénde

Auftrag 3:4 Abtrag 1:1

Bild 11.14: Schnitt zweier Ebenen mit parallelen Héhenlinien
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1. Schnittebene y wird senkrecht zu den Héhenlinien gewdhlt, W' L Héhenlinien — Fallgeraden
f]l = f2|.

2. Umklappen der Fallgeraden mit Hilfe der angegebenen Héhen ergibt £1° und f,°.

3. f1° und f5° schneiden einander in P°, zuriickgeklappt entsteht f;' N fy' = P

4. Die Schnittgerade s = € N3 erscheint im Grundriss als Parallele zu den Héhenlinien durch P

11.2.3 Ebene durch geneigte Gerade

Liegt ein geplantes Element nicht hori-  Auftrag 3:4
zontal, sondern geneigt, so sind die H6-
henlinien der durch die Rénder gelegten
Béschungsebenen nicht parallel zu den
Réndern, da diese dann schrég im Raum
liegende Geraden sind. Dieser Fall tritt
z. B. ein, wenn eine geneigte Straf3e in
ein Geldnde gelegt wird (Bild 11.15). Um
die Straf3e in das Geldnde hineinplanen
zu kénnen, muss zum Teil Auftrag und
zum Teil Abtrag vorgenommen werden.
Dazu wird zuerst die Nulllinie der Straf3e
gesucht, indem die Hohenlinien gleicher
Héhe der Straflenebene und des > Abtrag 1:1
Geladndes miteinander zum Schnitt ge-

bracht werden. Bild 11.15: Geneigte StraBe im Gelédnde

Die Boéschungsebenen fur Auftrag
(Steigung 3:4) und Abtrag (Steigung 1:1)
missen nun durch die StraBenrander
gelegt werden. Um die Richtung der Hé-
henlinien dieser Béschungsebenen her-
auszufinden, werden sogenannte Bé6-
schungskegel (Drehkegel mit vertikaler
Achse) mit der Kegelspitze in Punkten des
StraBBenrandes mit ganzzahliger Kote
aufgestellt. Die Erzeugenden der Bb-
schungskegel mussen so geneigt sein,
wie die Bdschungsebenen geneigt sein
sollen. Beim Auftrag sind die Béschungs-
kegel nach unten gedffnet, beim Abtrag
nach oben gedffnet (Bild 11.16).

Die gesuchte Boschungsebene ist die
Tangentenebene an die Béschungskegel. Bild 11.16: Béschungskegel bei Auftrag und Abtrag
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Daher sind die Héhenlinien der Béschungsebene die Tangenten an die Héhenkreise
gleicher Héhe bzw. die Tangente von einem Punkt des Straf3enrandes an den Héhen-
kreis eines Béschungskegels gleicher Hohe (z. B. t; und t5 in Bild 11.16). In kotierter
Projektion stellt sich der Béschungskegel in konzentrischen Kreisen dar (vgl. Bild
11.10). Daher kénnen in kotierter Projektion die Héhenlinien der Béschungsebenen
als Tangenten an diese entsprechenden Hoéhenkreise konstruiert werden (Bild
11.17). Mit dieser Konstruktionsmethode kénnen die Héhenlinien der vier erforder-
lichen Béschungsebenen (Auftrag und Abtrag) der geneigten StraBe im Gelénde aus
Bild 11.15 gefunden werden.

1. Die Spitze eines Béschungskegels wird in ei- Auftrag 3:4
nen beliebigen Punkt des Straenrandes mit
ganzzahliger Kote (hier z. B. Héhe 23)
gelegt.

2. An dieser Stelle ist ein Auftrag anzubringen,
daher ist der Kegel nach unten geéffnet (vgl.
Bild 11.16). Der Héhenkreis des Béschungs-
kegels in der Hohe 22 ist ein Kreis mit Radius
i=4/3 L.E..

3. Die Héhenlinie 22 der gesuchten Béschungs-
ebene ist die Tangente t; an diesen Héhen-
kreis von dem Punkt der Héhe 22 des Stra-
Benrandes aus. Alle Héhenlinien dieser Bé-
schungsebene sind hierzu parallel.

4. In der Hohe 19 der Strafe z. B. ist ein Abtrag
vorzunehmen. Daher ist hier der Béschungs-
kegel nach oben geéffnet (vgl. Bild 11.16). Abtrag 1:1

5. Fir diese und die beiden anderen B&-
schungsebenen kénnen die Héhenlinien Bild 11.17: Konstruktion der Hohenlinien bei
dann vergleichbar wie in Punkt 2 und 3 kon- Auftrag und Abtrag
struiert werden.

11.2.4 Gerade in eine Ebene legen

Soll ein StraBBenverlauf stdrker dem Gelénde angepasst werden, so kann sich die Auf-
gabe ergeben, die Mittellinie der Strafle mit einer vorgegebenen Steigung in das
Gelénde hineinzulegen. Zur Lésung dieser Aufgabe wird die StraBe als geradlinig
angenommen (mit der Steigung 1:3) und das Gelédnde als Ebene idealisiert (Bild
11.18). Ausgehend von Punkt P in der Héhe 55, durch den die Mittellinie hindurch-
gehen soll, muss der Punkt der Mittellinie, der einen Meter héher bzw. tiefer liegt als
der Punkt P, den Grundrissabstand i =3 L.E. von P' haben. Da die Gerade in der
Geléndeebene liegen soll, muss dieser Punkt auflerdem auf der entsprechenden
Hoéhenlinie (56 bzw. 54) der Geléndeebene ¢ liegen. Bild 11.18 zeigt die zwei még-
lichen Lésungen dieser Grundaufgabe.
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Bild 11.18: Gerade in eine Ebene  Bild 11.19: Mittellinie der Strafe in der Geléindeebene
legen

1. Kreis um P'(55) mit Radius i=3 L. E. schneidet die Héhenlinie 54 und 56 in vier Punkten.

2. g1'und g5' sind die zwei méglichen Lagen der Mittellinie, die die gewinschte Steigung 1:3 hat
und in der Ebene ¢ liegt.

Angewandt auf das Beispiel der Mittellinie einer Straf3e ergibt sich dann nach Wahl
einer der beiden Méglichkeiten der Mittellinie die Lage der Straf3e in Bild 11.19. Die
Héhenlinien der Straflenebene kénnen durch die Schnittpunkte der Geléndehéhen-
linien mit der Mittellinie senkrecht zur Mittellinie eingezeichnet werden, wenn die
Strafie keine Querneigung besitzen soll. In diesem Fall ist die Mittellinie die Nulllinie,
in der Wechsel zwischen Auf- und Abtrag stattfindet. Oberhalb der Strafie ist ein
Abtrag (1:1), unterhalb ein Auftrag (3:4) vorzunehmen. Nach der Anwendung der
Béschungskegel wie in Bild 11.17 ergibt sich der Verlauf der Héhenlinien der
Béschungsebenen und die beiden Schnittgeraden mit dem Gelénde, die parallel zum
Straflenrand verlaufen mussen.

11.2.5 Béschungsfldche durch kreisformige horizontale Plattform

Wird wie in Bild 11.20 in eine Gelédndeebene eine kreisférmige horizontale Plattform
mit Radius r hineingeplant, so muss eine Béschungsfldche mit der Steigung 1: i durch
den kreisférmigen Rand hindurchgelegt werden. Diese Béschungsfléche ist dann ein
Drehkegel mit der grundrissprojizierenden Achse a (a'=P') und der Steigung der Er-
zeugenden 1: i. Die H8henlinien der Béschungsfléche sind also konzentrische Kreise
mit jeweils einen um das Intervall i gréf3eren Radius. Als Schnitt dieser drehkegelfér-
migen Béschungsfléche mit der Geldndeebene entsteht eine Ellipse, wenn die
Steigung der Gelédndeebene (1: 3) kleiner ist als die Steigung der Béschungsfléche
(3:4). Diese Ellipse kann wie in Bild 7.69 unter zu Hilfenahme eines Aufrisses bzw.
Seitenrisses konstruiert werden.
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Bild 11.20: Béschungsfléche durch kreisférmige horizontale Plattform

1. Die Héhenlinien der Béschungsfléche sind Héhenkreise eines Drehkegels mit der Achse a.
Hoéhenkreis 30 ist z. B. ein Kreis um a' mit Radius r+i.

2. Die weiteren Héhenkreise schneiden die Héhenlinien der Gelédndeebene in Punkten der Schnitt-
ellipse.

3. Mit Hilfe eines Aufrisses senkrecht zu den Héhenlinien der Geléndeebene kénnen die Scheitel
der Ellipse ermittelt werden. Rissachse (12) wird senkrecht zu den Héhenlinien durch o' gewéhlt.

4. Fir den Aufriss kann eine beliebige Bezugshéhe (hier Hohe 25) festgelegt werden. Die Umriss-
linien der drehkegelférmigen Béschungsfléche im Aufriss werden mit Hilfe zweier beliebiger
Héhenkreise und die Geléndeebene mit Hilfe zweier Hohenlinien gefunden. Die Geléndeebene
ist in diesem Aufriss projizierend.

5. Die Schnittpunkte S¢" und S," der Kegelumrisslinien mit der Geldndeebene sind die Hauptschei-
tel der Ellipse. Uber Ordner werden S;' und So' im Grundriss gefunden.

6. Die Nebenachse steht senkrecht zur Hauptachse, ist im Aufriss daher projizierend, und geht
durch den Mittelpunkt Mg der Ellipse, der durch Halbieren von $1'S," im Aufriss gefunden wird.
Im Grundriss verléuft die Nebenachse in Ordnerrichtung.

7. Eine Hilfsebene \ senkrecht zur Drehkegelachse a durch die Nebenachse schneidet einen Kreis
aus dem Drehkegel aus. Dieser Kreis im Grundriss (um a') schneidet die Nebenachse in den
Nebenscheiteln S3' und S
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11.2.6 Béschungsfldche durch beliebige Raumkurve

Ist der Straf3enrand eine beliebige Raumkurve, ansteigend und gekrimmt, so kann
die Béschungsfléche durch diese Kurve dhnlich gefunden werden wie die Béschungs-
ebene durch eine geneigte Gerade (vgl. Kapitel 11.2.3).

In jedem Punkt P der
Raumkurve ¢ kann ein Boé-
schungskegel mit der ent-
sprechenden Béschungs-
neigung aufgestellt wer-
den. Die gewunschte Bo-
schungsfléche ® durch die
Raumkurve c ist dann als
die Einhollende (HUllflédche)
der Béschungskegel defi-
niert, eine Fléche, die sémt-
liche Béschungskegel be-
rOohrt. Jeder Béschungske-
gel beruhrt die Béschungs-
flache in einer Erzeugen-
den des Béschungskegels.
Diese Erzeugenden (Gera-
den) sind Falllinien der Bé-
schungsfléche.

Die Héhenlinien der Bé-
schungsfléche @ sind dann
die Hullkurven gleichko-
tierter Héhenkreise.

Eine Bdschungsflache wie
in Bild 11.21 und 11.22 ist
eine Flache, die in jedem
Flachenpunkt die gleiche
Steigung hat (hier Steigung
1:2).

Die Béschungsfléche wird
auch Torse genannt und ist
eine abwickelbare Fléache
(vgl. Bild 9.7).

Bild 11.21: Béschungsfléiche als Hullfléche der Bé&schungskegel

Bild 11.22: Hdhenlinien als Hullkurven gleichkotierter Héhenkreise
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11.3 Querprofil

Die kotierte Projektion stellt ein Gelénde
nicht sehr anschaulich dar. Uber die
Héhenangaben und die Lage der Héhen-
linien kann eine Vorstellung Uber den
Geléndeverlauf nur indirekt erschlossen
werden, indem die Zahlen und die
Absténde der Héhenlinien interpretiert
werden. Liegen die Hoéhenlinien dicht
beieinander, ist das Gelénde steil; liegen
sie weit auseinander, ist das Geldnde
flach. For ein anschaulicheres Versténd-
nis des Geldndes und zur Lésung von
Gelandeaufgaben kann es sinnvoll sein,
vertikale Geléndeschnitte anzufertigen.

Die Schnittkurve der Gelén-
defléche mit einer vertikalen
Ebene heifit Querprofil der
Flache.

Ein Querprofil der Flache kann an belie-
bigen Stellen zu einem jeweiligen Zweck
erstellt werden. Das Querprofil gibt Aus-
kunft darUber, wie das Gelénde zwischen
zwei Punkten verlduft (Bild 11.23). Meh-
rere Querprofile kénnen dann an den
kritischen Stellen eine Planungsgrund-
lage liefern.

Zum Erstellen der Querprofile werden die
Héhen der in der vertikalen Schnittebene
liegenden Punkte in die Bildebene umge-
klappt. Besonders wichtig sind solche
Uberlegungen bei Hangbebauungen.
Uber ein Querprofil kann erfasst werden,
wie das geplante Haus im Geldnde steht
und wie grof3 der erforderliche Erdaus-
hub ist. Querprofile kénnen zur Op-
timierung von Hangbebauungen (Bild
11.24, Mafistab halbiert) sinnvoll einge-
setzt werden.
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Die Querprofile kénnen auch dazu dienen, Untersuchungen zur Lérmreflexion von
Straflenabschnitten durchzufuhren. Vor- und Nachteile der verschiedenen Bé-
schungsneigungen fur den Einschnitt der Straf3e in das Gelédnde kénnen anhand der
Querprofile abgewogen werden.

Bild 11.25 zeigt einen Stralenabschnitt mit der zu untersuchenden Situation der
Larmbelastung fur benachbarte Geb&ude. Das erste Querprofil zeigt z. B., dass senk-
rechte Wénde im Einschnitt der Strafe unginstige Larmreflexionen auf die Fahrbahn
und flach in die Umgebung zur Folge haben. Sind die Wénde des Einschnittes geneigt
wie im zweiten Querprofil, so liegen gunstigere Larmreflexionen vor. Die Reflexionen
werden stérker nach oben gelenkt. Das dritte Querprofil mit noch stérker geneigten
Béschungsebenen im Einschnitt der Strale macht die noch gUnstigeren Reflexionen
nach oben deutlich. Diese stérkere Neigung ist allerdings verbunden mit dem Nachteil
einer weiten Offnung und damit eines gréBeren Einschnittes in die Landschaft.

Bild 11.25: Querprofile zur Untersuchung der Lérmreflexion von Straflenabschnitten

11.4 Dachausmittlung

Ein weiterer Anwendungsbereich der

kotierten Projektion, auch in Verbindung

mit Gelandedarstellungen, stellt die

Dachausmittlung dar. Dachausmittiung

ist die Bestimmung der Schnittgeraden

von verschiedenen Dachebenen, die zur

Uberdachung eines Gebéaudes verwendet

werden. Die Décher kénnen aus unter-

schiedlichen Grundformen zusammenge-

setzt sein. Die wichtigsten Grundformen

sind: Pultdach, Satteldach und Walmdach Bild 11.26: Dachgrundformen - Pultdach, Sattel-
(Bild 11.26). dach und Walmdach
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Um eine Dachausmittlung durchzufihren, werden die

Abschlusskanten (Traufen) der Auflenmauern eines

Hauses betrachtet. Diese bilden im allgemeinen ein

Vieleck. Durch diese Traufen werden Dachebenen in

der gewinschten Neigung gelegt und die gegenseiti-

gen Verschneidungen ermittelt. Die Traufen sind mei-

stens horizontal und kénnen dann als Héhenlinien der

Dachebenen verwendet werden. Punkte der Schnitt-

geraden der Dachebenen werden mit Hilfe von Schich-

tenebenen (Bild 11.27) herausgefunden. Die Schich-

tenebenen schneiden die Dachebenen in Héhenlinien

gleicher Héhe. Daher sind die Schnittpunkte der Dach-

héhenlinien gleicher Héhe Punkte der Schnittgeraden Bild 11.27: Hohenlinien der
der verschiedenen Dachebenen. Dachebenen

Bild 11.28: Dachaufsicht und Dachausmittlung - Haus fir Avery Coonley, Riverside, lllinois, USA, 1907,
Frank Lloyd Wright

Bei der Konstruktion im Grundriss kénnen zwei Félle unterschieden werden:
1. die Dachebenen sind gleich geneigt,
2. die Dachebenen sind unterschiedlich geneigt.

11.4.1 Dachausmittlung bei gleich geneigten Dachebenen
Werden durch ein Traufvieleck Dachebenen mit gleicher Neigung gelegt, so spielt die
Dachneigung bei der Konstruktion keine Rolle.

Sind zwei Traufen horizontal auf gleicher Héhe, aber nicht parallel, so gilt:

I Der Grundriss der Schnittgeraden zweier gleich geneigter Dachebenen ist
L eine Winkelhalbierende der Grundrisse der Traufen.
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Sind zwei Traufen horizontal, auf gleicher Hé6he und parallel, so gilt:

I Der Grundriss der Schnittgeraden zweier gleich geneigter Dachebenen ist
H die Mittelparallele der Grundrisse der Traufen.

Durch Einzeichnen der Winkelhalbierenden bzw. Mittelparallelen kann jeder belie-
bige Grundriss mit gleich geneigten Ebenen Gberdacht werden (Bild 11.28 - 11.30).

Bild 11.29: Schnittgeraden der Dachebenen

Bild 11.30: Walmdach Uber sechseckigem Grundriss

11.4.2 Dachausmittlung bei unterschiedlich geneigten Dachebenen

Sollen die Dachebenen unterschiedlich geneigt sein, so spielt bei der Konstruktion
der Schnittgeraden die Dachneigung eine Rolle. Daher missen dann mit Hilfe einer
Schichtenebene die Héhenlinien der verschiedenen Dachebenen gesucht werden
(vgl. Bild 11.27). Diese Schichtenebene kann in beliebiger Héhe gewdhlt werden, da
zum Auffinden der Schnittgeraden nur entscheidend ist, dass die Héhenlinien der
verschiedenen Dachebenen in gleicher Héhe liegen.

Betrachtet man die Seitenrisse der Dach-
ebenen mit unterschiedlicher Neigung o
und B, so kénnen hier die zugehérigen
Grundrissabsténde d,, und dg gleich ho-
her Hoéhenlinien in der Héhe h, von der
Traufe aus gemessen, abgelesen werden.
Mit diesen Grundrissabstdnden kénnen
die Héhenlinien im Grundriss parallel zu
den Traufen eingezeichnet werden. Die
Schnittpunkte, verbunden mit den Eck-
punkten der Traufen, ergeben die ge-
suchten Schnittgeraden der Dachebenen.

By

o
]

=
=

Bild 11.31

: Dachausmittlung bei unterschiedlich
geneigten Dachebenen
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Auch bei einem beliebigen Grundriss kénnen die Schnittgeraden der unterschiedlich
geneigten Dachebenen gefunden werden, indem die Héhenlinien der verschiedenen
Dachebenen in einer bestimmten Héhe h parallel zu den Traufen eingezeichnet und
zum Schnitt gebracht werden.

Bild 11.32: Dachausmittlung mit unterschiedlich geneigten Dachebenen und beliebigem Grundriss

Soll z. B. ein rechteckiger Grundriss mit einem Satteldach mit unterschiedlich geneig-
ten Ebenen Uberdacht werden, dann sind die Traufen und Héhenlinien der beiden
Dachebenen zueinander parallel. Die Schnittgerade kann wie in Bild 11.14 durch
einen Schnitt der Dachebenen senkrecht zu den Héhenlinien gefunden werden.

(13)

Bild 11.33: Schnittgerade zweier unterschiedlich geneigter Dachebenen bei parallelen Héhenlinien

Die Konstruktionen der Dachausmittlung kénnen auch bei Flachddchern zum Einsatz
kommen, um Geféllepléne zur Dachentwésserung herzustellen. Es handelt sich dann
zwar um sehr flache Neigungen, aber es werden dieselben Grundprinzipien ver-
wendet.

Werden die Décher aus gekrimmten Flachen gebildet, so kénnen die Schnittlinien

der verschiedenen Dachfléchen mittels Hilfsebenen als Schnittkurven gekrommter
Flachen wie in Kapitel 8 (vgl. Bild 8.12) ermittelt werden.
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12 NORMALE AXONOMETRIE

In Kapitel 4 wurde die Methode der Axonometrie eingefUhrt, um anschauliche Bilder
von Objekten zu erzeugen. Dabei wurde unterschieden zwischen schiefer und nor-
maler Axonometrie, je nachdem ob die Projektionsstrahlen schief oder senkrecht
(normal) zur Bildebene sind (vgl. Bild 4.3 und 4.4). Normale Axonometrien sind
anschaulicher als schiefe Axonometrien, weil es eher unserem Sehen entspricht, dass
die Bildebene senkrecht zur Blickrichtung gedacht wird. In Bild 12.1 wird das ORF-
Landesstudio in Salzburg von Gustav Peichl in einer schiefen Axonometrie
(Grundrissaxonometrie), einer Luftaufnahme und einer normaler Axonometrie
gezeigt. Es wird deutlich, dass die normale Axonometrie eher der Sicht im Foto ent-
spricht. Objekte in normaler Axonometrie darzustellen ist meist jedoch aufwendiger
als in schiefer Axonometrie, da das Koordinatensystem und die Verkirzungen bei
normaler Axonometrie nicht beliebig angenommen werden kénnen.

Bild 12.1: Grundrissaxonometrie (schiefe Axonometrie), Luftaufnahme und normale Axonometrie des
ORF-Landesstudios, Salzburg, 1972, Gustav Peichl

12.1 Grundgesetze der normalen Axonometrie

Eine Axonometrie wurde in Kapitel 4 definiert als der Parallelriss eines Objektes in
einem rédumlichen Koordinatensystem, bei dem keine Koordinatenachse bzw. -ebene
projizierend ist. Bei normaler Axonometrie darf deshalb die Bildebene © nicht parallel
zu einer Koordinatenachse bzw. -ebene sein. Alle drei Koordinatenachsen x, y und z
haben daher je einen Schnittpunkt mit der Bildebene &, die Spurpunkte X, Y und Z
genannt werden (Bild 12.2). Die Spurpunkte X, Y, Z bestimmen das Spurendreieck;
die Seiten XY = s, YZ = s, ZX = s3 sind die Spurgeraden der drei Koordinatenebe-
nen. Das Spurendreieck bildet mit dem Koordinatendreibein eine Pyramide, deren
Héhe der senkrechte Abstand des Koordinatenursprungs O von der Bildebene 7 ist.

I Die Bilder der Koordinatenachsen x", y" und z" sind die Héhen im Spu-
° rendreieck XYZ.
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NORMALE AXONOMETRIE

Bild 12.2: Spurendreieck bei normaler Axonometrie

Die z-Achse steht senkrecht auf der xy-Ebene und damit senkrecht zu allen Geraden
der xy-Ebene, also auch senkrecht zu s1. Da bei senkrechter Parallelprojektion rechte
Winkel dann unverzerrt erscheinen, wenn ein Schenkel parallel zur Bildebene ist (hier
s1), muss z" senkrecht zu s; sein. Ein entsprechender Beweis kann fur die x"- und y"-

Achse gefihrt werden.

Uber das Spurendreieck bei normaler
Axonometrie ist bekannt, dass es immer
spitzwinklig ist. Dies folgt aus der Tat-
sache, dass rechte Winkel zwischen den
Koordinatenachsen, z. B. zwischen der x-
und y-Achse, in stumpfe Winkel zwischen
ihren Bildern, der x"- und y"-Achse Gber-
gehen'.

X Y

X ‘ Y
-5 M, S1 AN

Bild 12.3: Stumpfer Winkel zwischen x"- und y"-
Achse

n

X y"

Bild 12.4: Vorgabe einer normalen Axonometrie durch ein spitzwinkliges Spurendreieck oder die Bilder der

Koordinatenachsen

1. Zum Beweis s. F. Reutter: Darstellende Geometrie. Band 1. 12. Auflage, G. Braun Verlag Karlsruhe 1979, S. 175 1.
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Eine normale Axonometrie ist also durch die Vorgabe eines beliebig beschrifteten
spitzwinkligen Dreiecks als Spurendreieck oder der Bilder der Koordinatenachsen mit
sich stumpfwinklig schneidenden positiven Halbachsen festgelegt. Im ersten Fall
kénnen die Bilder der Koordinatenachsen als Héhen im Spurendreieck konstruiert
werden. Im zweiten Fall ist das Spurendreieck nur bis auf Ahnlichkeit bestimmt. Das
bedeutet eine Parallelverschiebung der Bildebene; dadurch wird das Bild des Objekts
nicht veréndert.

Bild 12.5: Ahnliche Spurendreiecke

Bei der Beschriftung des Spurendreiecks bzw. der Koordinatenachsen ist darauf zu
achten, ob der Koordinatenursprung O hinter oder vor der Bildebene liegen soll:

O hinter der Bildebene — xy-Ebene wird von oben betrachtet —» Obersicht

O vor der Bildebene = —> xy-Ebene wird von unten betrachtet —> Untersicht

X v Y
A S1 AN 7y

Bild 12.6: Obersicht und Untersicht eines Objektes in normaler Axonometrie
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Bei einer senkrechten Parallelprojektion werden Strecken, die nicht parallel zur Bild-
ebene sind, stets verkirzt (vgl. Bild 2.12). In der normalen Axonometrie sind also die
Bilder der Einheitsstrecke e,, e, und e, im Vergleich zu der Originaleinheitsstrecke e
verkirzt (Bild 12.7). Ist das Spurendreieck XYZ oder das Bild der Koordinatenachsen
gegeben, so sind die Verkirzungen schon bestimmt und nicht mehr frei wéhlbar wie
bei der schiefen Axonometrie. Die Verkirzungen kénnen konstruktiv ermittelt wer-
den.

Bild 12.7: Ermitteln der Verkirzungsverhéltnisse

Die Koordinatenebenen werden um ihre Spuren in die Bildebene geklappt. Sie sind
dann unverzerrt, d. h. in wahrer Gestalt sichtbar. Die xy-Ebene wird um die Spur s,
in die Bildebene geklappt. Beim Umklappen bewegt sich der Koordinatenursprung O
auf einem Kreis senkrecht zur Spur s;. O' muss also auf der Senkrechten zu s durch
O" liegen. Da die x- und y-Achse im Raum einen rechten Winkel einschlieflen, muss
O' auf3erdem auf dem Thaleskreis Uber der Strecke XY liegen. Auf den in die Bild-
ebene geklappten Koordinatenachsen x' und y' kénnen die wahren Einheitsstrecken
e eingezeichnet werden. Durch Zuruckklappen erhélt man auf x" und y" die ver-
kirzten Bilder der Einheitsstrecken e, und e,.

Analog kann mit den Koordinatenebenen yz und xz verfahren werden.
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FUr die drei Verkurzungsverhdlinisse gilt folgender Zusammenhang:

A +u2+v2 =2

e e
mitk:—ef:costp, u:—-exzcosw und v =

= cosm.?

o2

A ist also die Verkirzung auf der x"-Achse, 1 auf der y"-Achse und v auf der z"-Achse
in der normalen Axonometrie. Die Verkiurzungen sind abhéngig von den Neigungs-
winkeln @, v und ® der Koordinatenachsen x, y und z gegen die Bildebene .

Bild 12.8: Zusammenhang zwischen den Neigungswinkeln der Koordinatenachsen gegen die Bildebene
und den Verkirzungen

Aus diesen Zusammenhdngen kann auch ermittelt werden, unter welchen Vorausset-
zungen eine Monometrie, eine Dimetrie und eine Trimetrie entsteht.

Bei einer Monometrie sind alle drei Verkirzungen sowie alle drei Neigungswinkel o,
v und o gleich grof3, und es entsteht ein gleichseitiges Spurendreieck:

A=p=v k=u:v:£ und e, +e +e, = 1+1=+1.

Bei einer Dimetrie sind zwei Verkirzungen sowie zwei Neigungswinkel gleich grof3,
und es entsteht ein gleichschenkliges Spurendreieck:

AL =V k:%ﬁ, uzvz%ﬁ und e +e +e, = +1=+1.

N|—

Einer Trimetrie liegt ein beliebiges Spurendreieck zugrunde mit drei unterschiedli-
chen Verkirzungen. Bei beliebiger Wahl der Blickrichtung k entsteht im allgemeinen
eine Trimetrie mit A# =V , bei der drei unterschiedliche Neigungswinkel vorliegen.

Zur Konstruktion einer normalen Axonometrie ist am besten das Einschneideverfah-
ren anzuwenden.

2. Zum Beweis s. F. Reutter: Darstellende Geometrie |, s. o.; S. 181.
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12.2 Einschneideverfahren

Zur Wahl eines geeigneten Bildes des Koordinatensystems ist es bei normaler Axo-
nometrie zweckméflig und anschaulich, mit Hilfe des Einschneideverfahrens (vgl.
Kap. 4.3.2) zu arbeiten. Dazu wdhlt man eine geeignete Blickrichtung k in Grund-
und Aufriss bzw. Kreuzriss. Die Lage der Bildebene 7 ist damit senkrecht zu dieser
Blickrichtung k festgelegt. Die Gréfie des Spurendreiecks ist noch frei wéhlbar, indem
z. B. ein Punkt des Spurendreiecks gewdhlt wird.3

[ z"=z

Zm_z"

0'=0"=0" v

Yy

Bild 12.9: Wahl der Blickrichtung k fir die normale Axonometrie in Grund- und Kreuzriss

3. Theodor Schmid: Darstellende Geometrie. 1. Band. Walter de Gruyter & Co., Berlin/Leipzig, 1922, S. 255ff.
Vorgehensweise und Beispiel nach Andrzej Zdziarski und Renata Gérska, Politechnika Krakowska, Polen.
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Das Spurendreieck XYZ kann mittels dieser Informationen gezeichnet werden. Die
normale Axonometrie ist damit festgelegt.

1. s; L k' wird im Grundriss beliebig gewdéhlt.
2. X und Y' sind die Schnittpunkte von s; mit den Koordinatenachsen x' und y'.

3. Die Spur sz ist nun festgelegt durch X=X"und s3 L k". Punkt Z" ist der Schnittpunkt von s3 mit

der Koordinatenachse z".

4. Das Lot von O' auf sj ergibt Punkt 1'. In der normalen Axonometrie ist 1" der Héhenfu3punkt
der z"-Achse im Spurendreieck XYZ. Oder: sy wird im Aufriss ermittelt. Dann kann das Spuren-
dreieck aus den drei Seiten s;, s und s3 konstruiert werden.

[

B

Bild 12.10: Spurendreieck XYZ, erhalten aus Bild 12.9

Durch Umklappen der Koordinatenebenen um ihre Spuren in die Bildebene kénnen
die Verkurzungsverhélinisse wie in Bild 12.7 bestimmt werden.
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Durch diese Vorgehensweise wird ermittelt, wie die Risse, in Bild 12.11 Grund-, Auf-
und Kreuzriss, fur das Einschneideverfahren hingelegt werden missen. Nach ent-
sprechender Anordnung der Risse kann das normal-axonometrische Bild des Objekts
mittels Einschneidestrahlen gezeichnet werden (Bild 12.12). Dabei ist zu beachten,
dass man durch das Umklappen "nach auflen" von der anderen Seite auf die
Koordinatenebene sieht, d. h. die Risse missten seitenverkehrt aufgezeichnet wer-
den. Das folgende Beispiel soll dies verdeutlichen.

[

2=z

Bild 12.11: Grund-, Auf- und Kreuzriss sowie Grundrissaxonometrie eines Objektes mit Wahl der
Blickrichtung k fir die normale Axonometrie

Bei komplizierten Objekten kann dieses dann erforderliche seitenverkehrte Auf-
zeichnen der zugeordneten Normalrisse sehr léstig sein. Da die Zuordnung der Nor-
malrisse nach der Ausrichtung am Spurendreieck aufgelést ist, wird die VerknUpfung
der verschiedenen Risse eines Punktes fur die Vorstellung zusétzlich erschwert. Die
seitenverkehrten Risse lassen sich vermeiden, wenn die Koordinatenebenen statt
"nach auf3en" "nach innen" in die Bildebene umgeklappt werden (Bild 12.13).
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Bild 12.12: Konstruktion der normalen Axonometrie nach dem Einschneideverfahren aus den

seitenverkehrten Normalrissen

z

o

zn

o

On

o™

Sq

Bild 12.13: Umklappen der Koordinatenebenen "nach innen" in die Bildebene
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Meistens werden allerdings dann die Risse und das normal-axonometrische Bild ein-
ander Uberdecken. Dieser Verwirrung kann dadurch aus dem Wege gegangen wer-
den, dass die Risse in Richtung der zugehérigen Einschneidestrahlen nach auflen
parallel verschoben werden. Das normal-axonometrische Bild édndert sich dadurch
nicht und die zugeordneten Normalrisse kénnen wie gegeben, d. h. nicht seitenver-
kehrt, verwendet werden.

yes == S AN

Bild 12.14: Konstruktion der normalen Axonometrie aus den auseinander geschobenen, "nach innen"
geklappten Normalrissen

Der Vorteil der Konstruktion einer normalen Axonometrie mit Hilfe dieses Einschnei-
deverfahrens liegt in der leicht vorstellbaren Wahl der Blickrichtung. Nach der Wahl
der Blickrichtung in Grund- und Aufriss bzw. Kreuzriss ist die normale Axonometrie
bestimmt. Die Vorgehensweise ist éhnlich derjenigen beim Zeichnen einer Perspek-
tive, nur muss dort zusétzlich die Lage des Auges und der Bildebene gewdhlt werden
(vgl. Kap. 13).
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Besonders geeignet ist die normale Axonometrie fir Objekte, in denen eine Kugel
enthalten ist, da der Umriss der Kugel bei senkrechter Parallelprojektion ein Grof3-
kreis ist (vgl. Bild 7.43). Die normale Axonometrie der Wiener Secession (stark ver-
einfacht), gebaut 1898 von Joseph Maria Olbrich, in Bild 12.15 soll dies verdeut-
lichen.

K"

e

Bild 12.15: Normale Axonometrie der Wiener Secession (stark vereinfacht), 1898, Joseph Maria Olbrich
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Die Bilder 12.16 und 12.17 zeigen Fotos der Wiener Secession mit der ornamen-
tierten Kuppel aus vergoldeten Lorbeerblattern und Beeren. Die Zeichnung der nor-
malen Axonometrie des Gebéudes macht deutlich, dass der Umriss der kugelférmige
Kuppel alleine durch die Konstruktion des Mittelpunktes gefunden werden kann, da
sich der Umriss dann als Grof3kreis um den Mittelpunkt der Kugel darstellt.

Am Beispiel einer auf die geometrischen Grundformen reduzierten Zeichnung der
Wagenfeld-Leuchte von Wilhelm Wagenfeld, der diese Leuchte in verschiedenen
Ausfihrungen 1923 und 1924 entworfen hat, soll genauer erléutert werden, wie sich
die Konstruktion der Kugel und der Ellipse als Bild des kreisférmigen Kugelschnittes
in einer normalen Axonometrie vereinfacht. Die Achsen und Scheitel der Ellipse
kénnen einfach gefunden werden, da die Hauptachse der Ellipse genau die Lénge
des Kreisdurchmessers haben muss und damit parallel zur Bildebene liegt. Wenn also
der Kreis wie bei der Leuchte parallel zur Grundrissebene liegt, ist das Urbild der
Hauptachse im Grundriss die Senkrechte zu k' und folglich parallel zur Spur s;.

—

. ; nro2EMHRE-KYNIT, |
Bild 12.16: Wiener Secession mit Kugel, Wien, Bild 12.17: Detail der Kugel der Wiener Secession,
1898, Joseph Maria Olbrich Wien, 1898, Joseph Maria Olbrich

Bei Normalprojektion werden Strecken stets verkirzt (vgl. Kapitel 2.1.2). Also ist der
wahre Kreisdurchmesser der gréfite Ellipsendurchmesser im Bild, damit die Haupt-
achse der Ellipse. Die Nebenachse steht darauf senkrecht.

1. Das Spurendreieck wird zundchst in Bild 12.18 aus der Blickrichtung k ermittelt und fir die Kon-
struktion der normalen Axonometrie in Bild 12.19 gezeichnet.

2. Durch Umklappen der Koordinatenebenen xy und yz, hier nach au3en, wird mit Hilfe der Thales-
kreise die Lage von Grund- und Aufriss zum Zeichnen der normalen Axonometrie ermittelt.

3. Die Einschneidestrahlen durch M'und M" schneiden einander im Kugelmittelpunkt M" in der nor-
malen Axonometrie. Kreis um M™ mit Radius der Kugel liefert den Umriss der Kugel.

4. Um die Ellipse als Bild des kreisférmigen FuBes der Leuchte zu finden, wird der Mittelpunkt der
Ellipse Gber die Einschneidestrahlen durch den Mittelpunkt des Kreises konstruiert.

5. Die Hauptachse der Ellipse ist parallel zur Spur s1 bzw. senkrecht zur z"-Achse. Die Nebenachse
ist wiederum dazu senkrecht, verléuft also in z"-Richtung. Die Lénge der Nebenachse wird aus
Grund- und Aufriss mittels Einschneidestrahlen ermittelt.
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A
Zn
M
=N K" S2
[ ] YHV
//’>7 \\\ y"
,/ - \\\ y'
L o=M ‘ -
l\ M / // Y,
Bild 12.18: Grund- und Aufriss der NSRS
Wagenfeld-Leuchte und k' S4
Ermitteln des Spurendreiecks
X 1
X
Zn
Z
z" < o"
Mn
=] 5,

Bild 12.19: Konstruktion der normalen
Axonometrie der Wagenfeld-
Leuchte
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Das Titelblatt dieses Buches zeigt eine normale Axonometrie eines Wohnhauses von
Beat Consoni fur Thomas Sonderegger in Frasnacht in der Néhe des Bodensees in
der Schweiz, das 1994 gebaut wurde. In Bild 12.20 ist dieses Wohnhaus mit Blick auf
die West- und Ostfassade zu sehen. Das Gebdude wird aus mehreren Quadern
gebildet, die auf einem ins Geldnde eingeschobenen Sockel ruhen. Die Quader
staffeln sich den Sidhang hinauf. Die normale Axonometrie auf dem Titelblatt ist mit
Hilfe des Einschneideverfahrens, wie in diesem Kapitel erldutert, gezeichnet worden.
Bild 12.21 zeigt das Ermitteln des Spurendreiecks fur die normale Axonometrie in den
vereinfacht angegebenen Rissen des Wohnhauses, Grund-, Auf- und Kreuzriss,
nachdem eine Blickrichtung k durch Festlegen in den Rissen gewéhlt wurde. Die Risse
kénnen dann entsprechend des Spurendreiecks in die Zeichenebene gelegt werden.
Zur Konstruktion der normalen Axonometrie sind zwei Risse ausreichend. In Bild
12.22 wurde das normal-axonometrische Bild des Gebdudes mittels Einschneide-
strahlen aus Grund- und Aufriss, hier nach innen geklappt, konstruiert.

Bild 12.20: Blick auf die West- und Ostfassade des Sonderegger-Wohnhauses, Frasnacht, Schweiz, 1994,
Beat Consoni

. K"

=)

y'

Bild 12.21: Vereinfachte Risse des Sonderegger-Wohnhauses von B. Consoni mit gewéhlter Blickrichtung k
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Bild 12.22: Konstruktion der normalen Axonometrie des Sonderegger-Wohnhauses von Beat Consoni
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12.3 Computergestitzte normale Axonometrie

Die in CAD-Programmen implementierten Axonometrien sind héufig normale Axo-
nometrien, da diese von der Vorgabe der Parameter her sehr viel einfacher zu hand-
haben sind (vgl. Kapitel 4.6) und ohnehin die besseren Bilder liefern. Nachdem die
Blickrichtung gewdhlt wurde, kann das CAD-Programm die normale Axonometrie
berechnen.

Ahnlich wie in Kapitel 12.2 muss in einem CAD-Programm die Blickrichtung z. B. mit
Hilfe von zwei Winkeln gewdhlt werden:

1. Winkel zur x-Achse

2. Winkel zur xy-Ebene.

Mit Hilfe dieser zwei Winkel ist die Blickrichtung k im Raum festgelegt und damit die
normale Axonometrie.

Ansichtspunkt-Vorgaben =]
Sichtwinkel bestimmen
( Absolut zum WKS * Relativ zum BKS

L/ aw

Winkel zur xy-Ebene

Von: X-Achse: |2256 XY-Ebene: |30 "
- Winkel zur x-Achse
In Draufsicht wechseln |

X

oK | Abbrechen | Hilte_|

Bild 12.23: Wahl der Blickrichtung fir eine normale Axonometrie am Beispiel AutoCAD®

Der Begriff "Normale Axonometrie" wird in AutoCAD® nicht verwendet. Die Option
"3D-Ansicht" mit der Wahl des Ansichtspunktes (APUNKT), wie oben beschrieben,
erzeugt normal-axonometrische Bilder. Eine &hnliche Vorgehensweise findet man
auch in anderen CAD-Programmen bzw. die Wahl findet durch interaktives Drehen
des Koordinatensystems (vgl. Bild 4.38 und 4.39) statt. Wird durch den Benutzer nur
die Blickrichtung festgelegt, erzeugt das CAD-Programm immer eine normale Axo-
nometrie.
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13 ZENTRALPROJEKTION - PERSPEKTIVE

Die Zentralprojektion liefert anders als die Parallelprojektion Bilder von Objekten wie
wir sie wahrnehmen, da diese dem Sehvorgang nachgebildet ist. Die abzubildenden
Objekte werden bei der Zentralprojektion der Raumwahrnehmung eines Betrachters
angepasst. Der Betrachterstandpunkt hat einen entscheidenden Einfluss auf das
durch die Zentralprojektion entstehende Bild, die Perspektive. So kann durch das
Zeichnen einer Perspektive ein Foto eines noch nicht vorhandenen Gebdudes von
einem bestimmten Standpunkt aus vorweggenommen werden. Bild 13.1 zeigt eine
gezeichnete Perspektive und ein Foto mit dhnlichen Betrachterstandpunkten am Bei-
spiel der Maastricht Academy von Wiel Arets. In einer gezeichneten Perspektive
kénnen besondere Eigenschaften des Gebaudes hervorgehoben bzw. verédndert ge-
zeigt werden. Unterschiedliche Betrachterstandpunkte fangen verschiedene
Eindricke des Obijektes ein.

Bild 13.1: Perspektivzeichnung und Foto der Maastricht Academy for Arts and Architecture, Maastricht,
1989-93, Wiel Arets

Die Eigenschaften eines Objektes werden bei Zentralprojektion stark veréndert.
Parallele Geraden bleiben im allgemeinen nicht parallel, Teilverhéltnisse bleiben
nicht erhalten (vgl. Kapitel 2.2.2). Daher ist die Abbildungsmethode der Zentralpro-
jektion nicht geeignet, um das Objekt und die Raumstrukturen aufzuzeigen, sondern
um Raumeindricke und die Wirkung des Entwurfs von einem bestimmten Betrachter-
standpunkt aus zu vermitteln. Axonometrie und Perspektive liefern beide anschau-
liche Bilder réumlicher Objekte und nehmen im Kommunikationsprozess zwischen
Entwerfenden und Entscheidungstréigern eine den Entwurf vermittelnde Rolle ein. Da
die Axonometrie auf der Parallelprojektion und die Perspektive auf der Zentralprojek-
tion beruht, unterscheiden sie sich wesentlich in ihren Einsatzméglichkeiten und
Wirkungen.! Auf dieser Grundlage kénnen Axonometrie und Perspektive zu unter-
schiedlichen Zwecken der Architekturdarstellung gewdhlt werden.

1. Die Gegenuberstellung auf der folgenden Seite wurde zusammengestellt auf der Grundlage von: B. Schneider: Perspek-
tive bezieht sich auf den Betrachter, Axonometrie bezieht sich auf den Gegenstand. In: Daidalos 1, 1981, S. 81-95.
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Axonometrie

Perspektive

* Die Axonometrie ist dem Entwurf, dem
Objekt naher; sie bezieht sich auf den

Gegenstand.

* In der Axonometrie werden die Bau-
kérper aufgebaut, Raumstrukturen
entwickelt.

 Sie umfasst und konstruiert den Raum,
nicht die daraus entspringende Wir-
kung fur den Betrachter.

* Sie stellt nicht dar wie sich die Dinge
zeigen, sondern wie sie sind.

Bild 13.2: Axonometrie einer temporéren Wohn-
anlage im Tessin, 1996, Monika Breu

* Sie ist am Gegenstand orientiert, ohne
die Raumwahrnehmung des Betrach-
ters zu berucksichtigen.

* Der Entwurf kann in seinen Phasen auf
die visuelle Wirksamkeit und Zusam-
menspiel der Funktionseinheiten Uber-
pruft werden.

* Der Raumkérper wird "objektiv' wie-
dergegeben.

¢ Die Axonometrie stellt dar, was man
vom Dargestellten weif3 oder: die Axo-
nometrie weifl etwas vom Gegen-
stand.

* Die Perspektive bezieht sich auf den
Betrachter; in der Perspektive wird die
Wirkung des Entwurfs auf einen
Betrachter zum Ausdruck gebracht. Sie
ist daher dem Publikum, dem Betrach-
ter ndher als dem Objekt.

* Sie tragt die subjektiven Elemente des
Standortes, der Aughdhe, der Stellung
und Lage der Bildebene in sich.

* Der Raum wird als perspektivische
Szene prdasentiert.

N

Bild 13.3: Perspektive des Entwurfs der temporéren
Wohnanlage

* Sie ist nichts anderes als eine mecha-
nische Kamera; sie versucht den Seh-
vorgang nachzubilden.

e Der Entwurf kann hinsichilich seiner
Wirkung auf den Betrachter von einem
bestimmten Standpunkt aus Uberprift
werden.

* Subjektive
vermittelt.

* Die Perspektive stellt dar, was man
vom Dargestellten sieht oder: die Per-
spektive weif3 etwas vom Betrachter.

Raumeindricke werden
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13.1 Entwicklung der Perspektive als Nachbildung des Sehens

Bereits in seiner "Optica" entwickelte Euklid eine Geometrie des Sehens. Seine Moti-
vation war es, naturwissenschaftliche Erkenntnisse Gber Absténde und Entfernungen
der Planeten und Sterne aus dem Sehen zu gewinnen. Er formulierte dort schon, dass
gleich grofle Objekte, aber unterschiedlich weit entfernt, unterschiedlich grof3
erscheinen und diejenigen, die dem Auge ndher liegen, gréfier aussehen. Parallele
Geraden wirden von weitem betrachtet nicht in gleichem Abstand voneinander
erscheinen. Damit formulierte er bereits wichtige Eigenschaften der Perspektive. In
der Renaissance griff AlbertiZ die Ansétze Euklids auf und fohrte mit dem "velum"
(Tuch) eine praktischen Hilfe fir das Zeichnen von Perspektiven ein. Die Perspektive
entsteht nach seiner Beschreibung dadurch, dass das "velum", platziert zwischen
Auge und gesehenem Objekt, die Sehpyramide durchdringt. Das entstandene Bild
wird also als Schnitt der Sehpyramide erléutert, vgl. Brook Taylor® (Bild 13.4).

Bild 13.4: D“arsteilung ;:i-er Sehpyramide, 17'|l9, ‘ Bild 13.5: Perspektivmaschine mit Visier, Holz- 7
Brook Taylor schnitt, 1525, Albrecht Direr

In den verschiedenen zur Zeit Durers* entstandenen Seh-/Perspektivmaschinen

wurde diese Vorstellung Albertis umgesetzt. Die Zeichenmaschine Dirers zur Dar-
stellung einer Laute (Bild 2.4) ist eher dem Prozess des Zeichnens nachempfunden:
die gespannte Schnur steht fur die zu zeichnende Gerade. Seine Perspektivmaschine
mit Visier (Bild 13.5) méchte ein Bild entsprechend des eindugigen Sehens entstehen
lassen, versucht also das Sehen selbst nachzubilden. Aus der Idee der Nachmo-
dellierung des eindugigen menschlichen Sehens entstand das Konzept der Perspek-
tive. Die Methode der Zentralprojektion mit ihren Bestimmungselementen ent-
wickelte sich dann aus der Vorstellung des Projizierens eines rdumlichen Objektes
von einem Projektionszentrum aus weiter.

2. Leon Battista Albert: De Pictura (Uber die Malkunst). 1435/36.

3. Brook Taylor: New principles of linear perspective or the art of designing on a plane, the representations of all sorts of
obijects, in a more general and simple method than has been done before. London 1719.

4. Albrecht Durer: Underweysung der Messung, mit dem Zirckel und Richtscheyt, in Linien, Ebenen und gantzen corporen.
Nirnberg 1525.
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13.2 Bestimmungselemente der Zentralprojektion

Der Betrachterstandpunkt, auch Projektionszentrum oder Auge genannt, ist ein
wesentliches Bestimmungselement der Zentralprojektion. Das rédumliche Objekt wird
von diesem Projektionszentrum aus auf eine Bildebene projiziert. Auge und Bild-
ebene in ihrer Lage zum abzubildenden Gegenstand bestimmen das Bild, die Per-
spektive. Bei der Abbildungsmethode der Zentralprojektion ist der Bildpunkt P€ eines
Punktes P der Durchstof3punkt des Projektionsstrahles OP (Verbindungsgerade des
Auges O und dem Punkt P) mit der Bildebene = (Bild 13.6).

Zentralprojektion Perspektive:
rdumliches Objekt > Bild des Objektes

Fir die Zentralprojektion und die Perspektive werden folgende Elemente definiert:

O st das Projektionszentrum oder Auge der Zentralprojektion

| ist der Hauptsehstrahl.

n ist die Bildebene, die senkrecht zum Hauptsehstrahl steht.

H ist der Hauptpunkt der Perspektive. Er entsteht als Schnittpunkt des Hauptseh-

strahls | mit der Bildebene =.

ist die Distanz des Auges von der Bildebene (d=ﬁ).

ist die Verschwindungsebene, die parallele Ebene zur Bildebene © durch das

Auge O. Alle Punkte der Verschwindungsebene besitzen keine Bildpunkte.

h st der Horizont, die Schnittgerade der horizontalen Ebene durch das Auge O mit
der Bildebene 7.

s ist die Standlinie, die Schnittgerade der Standebene mit der Bildebene m.

o

A
<

=
\

\

\

Bild 13.6: Bestimmungselemente der Zentralprojektion
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Durch die Lage des Auges O und der Bildebene T ist die Perspektive eines rdumlichen
Objektes eindeutig bestimmt. Ist die Bildebene vertikal, so liegt der Hauptpunkt H auf
dem Horizont h. Bei geneigter Bildebene (Blick nach oben oder unten) ist dies nicht
der Fall. Fir sehr hohe Gebdude kann es sinnvoll sein, mit geneigter Bildebene zu
arbeiten. Dies wird in Kapitel 13.12 behandelt. Im folgenden werden wir uns auf eine
vertikale Bildebene beschrdanken.

Um ein rdumliches Objekt im perspektiven Bild zu finden, kénnen einzelne Objekt-
punkte, aber auch Geraden abgebildet werden. Jede nicht zur Bildebene parallele
Gerade g durchstéf3t die Bildebene mim Spurpunkt S (Bild 13.7). Von den unendlich
vielen Projektionsstrahlen, die durch Punkte der Geraden g eingezeichnet werden
kénnen, gibt es einen der zur Geraden g parallel ist. Es ist der Projektionsstrahl durch
den Fernpunkt der Geraden g und heif3t Fluchtstrahl. Sein DurchstoBpunkt mit der
Bildebene n heift Fluchtpunkt F© der Geraden g (vgl. Kapitel 2.3).

Der Fluchtpunkt einer Bildgeraden in der Perspektive ist das Bild des
° Fernpunktes der Geraden.

g% IS
(N

ke

Bild 13.7: Perspektive paralleler Geraden - Spurpunkt und Fluchtpunkt
Das Bild jeder nicht zur Bildebene parallelen Geraden ist durch Spurpunkt und
Fluchtpunkt bestimmt. Geraden, die zueinander parallel sind, haben in der Perspek-

tive denselben Fluchtpunkt.

I In einer Perspektive gibt es so viele Fluchtpunkte wie das abzubildende
° Objekt verschiedene Richtungen von Geraden aufweist.
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Nur in einem Sonderfall sind parallele Geraden in der Perspektive wieder parallel.
Wenn die Geraden parallel zur Bildebene liegen, sind Bildgeraden parallel unterein-
ander und parallel zu den Originalgeraden. In Bild 13.8 ist die Gerade g parallel zur
Bildebene.

T

Bild 13.8: Zur Bildebene parallele Geraden in der Perspektive

13.3 Zeichenmethoden

Aufgrund dieser Zusammenhénge bieten sich verschiedene Methoden zum Zeichnen
einer Perspektive an, die beim Zeichnen sinnvollerweise miteinander verknipft wer-
den und in unterschiedlichen Féllen Anwendung finden.

13.3.1 DurchstoBmethode

In der DurchstoBmethode wird das Abbildungsprinzip der Zentralprojektion, wie es
auch in der Zeichnung von Durer (Bild 2.4 und 2.5) veranschaulicht wurde, zeichne-
risch umgesetzt. Das perspektive Bild eines Objekts wird punkiweise gesucht.

Der Bildpunkt P¢ eines Objektpunktes P ist der Durchstof3punkt des Projek-
® tionsstrahls OP mit der Bildebene =.

Um diese Methode fir ein in Grund- und Aufriss gegebenes Haus durchzufihren,
werden zundchst die Bestimmungselemente der Perspektive, Lage des Auges O,
Hauptsehstrahl | und Bildebene T, festgelegt und dann die Bildpunkte aller Eckpunkte
des Hauses in der Perspektive gesucht (Bild 13.9 und 13.10).
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Die Bestimmungselemente der Perspektive kénnen in den Rissen, z. B. Grund-, Auf-
und Seitenriss eingezeichnet werden.

(12) s"

%
O
%
P\,
%
%
Z.

o

Bild 13.9: Wahl der Bestimmungselemente der Perspektive in Grund-, Auf- und Seitenriss

Im Grundriss werden die Richtung des Hauptsehstrahls I', die Lage des Auges O' und
die Lage des Risses der vertikalen Bildebene 7' gekennzeichnet. Um auch die Héhe
des Auges und die der entstehenden Bildpunkte bericksichtigen zu kénnen, ist ein
Seitenriss senkrecht zur Grundrissebene und parallel zum Hauptsehstrahl | erforder-
lich. Die Bildebene ist in diesem Seitenriss wie im Grundriss projizierend. Die Gebé&u-
dehdhen im Seitenriss kdnnen dem Aufriss entnommen werden (vgl. Kapitel 5.5). Um
die Durchsto3methode zeichnerisch umzusetzen (Bild 13.10), wird der Grundriss nun
am besten so angeordnet, dass 7' parallel zum Horizont h® liegt. Der Seitenriss wird
so hingelegt, dass n"¥ senkrecht zu h® und OV auf der Héhe von h€ zu liegen kommt.
Im Grundriss und im Seitenriss kénnen die Durchstof3punkte der Sehstrahlen durch
die Eckpunkte des Hauses mit der Bildebene konstruiert werden. Das perspektive Bild
des Hauses entsteht durch Umklappen der Bildebene aus Grund- und Seitenriss in
die Zeichnungsebene. Nachdem Grund- und Seitenriss so angeordnet wurden, kann
die Perspektive mit Hilfe von Ordnern gezeichnet werden. Die Lage der Bildpunkte
von links nach rechts in der Perspektive werden durch den Grundriss, die Héhen der
perspektiven Bildpunkte durch den Seitenriss herausgefunden. Die Schnittpunkte die-
ser Ordner liefern die Bilder der Eckpunkte des Hauses in der Perspektive. Die
Gebdudekanten sind die Verbindungsgeraden der konstruierten Bildpunkte.
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hc HC Hv hnv O'V

pr

Bild 13.10: DurchstoBmethode

o

1. Der Horizont h® kann beliebig eingezeichnet werden. Der Grundriss wird so angeordnet, dass
n' parallel zu h€ liegt. Der Seitenriss wird so hingelegt, dass T senkrecht zu h® und OV auf der
Héhe von h¢ liegt.

2. Der Grundriss des Projektionsstrahls O'P' schneidet ' im Grundriss des Bildpunktes von
P — P

3. Der Bildpunkt P muss auf einer Senkrechten zu ' durch P liegen, da die Bildebene in die
Zeichenebene umgeklappt werden muss (Ordner aus dem Grundriss).

4. Der Seitenriss des Projektionsstrahles OYP" schneidet ¥ im Seitenriss des Bildpunktes von
P — P,

5. Der Bildpunkt P¢ liegt auf der Senkrechten zu ©" durch PV, da die Bildebene ebenfalls in die
Zeichenebene umgeklappt wird (Ordner aus dem Seitenriss).

6. PC ist der Schnittpunkt der beiden Ordner aus Grund- und Seitenriss.
7. Die anderen Eckpunkte des Hauses kénnen entsprechend konstruiert werden.

8. Die Bilder der Gebdudekanten entstehen als Verbindungsgeraden der konstruierten Bilder der
Eckpunkte in der Perspektive.

Da das Bild des Objektes bei der Durchsto3methode punktweise entsteht, ist diese
Methode in der Anwendung umsténdlich und zeitaufwendig. In CAD-Programmen
werden Perspektiven meist nach diesem Verfahren entwickelt, da es sich leicht pro-
grammtechnisch umsetzen ldsst.
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13.3.2 Spurpunkt-Fluchtpunki-Methode

Das abzubildende Objekt wird bei der
Spurpunkt-Fluchtpunkt-Methode in
Kanten bzw. Geraden zerlegt und die Bil-
der dieser Geraden konstruiert. Die Eck-
punkte werden dann durch den Schnitt
zweier Geraden bestimmt. Das Bild jeder
einzelnen Geraden ist durch Spurpunkt
und Fluchtpunkt bestimmt.

Nachdem das Auge O und die Bildebene
7 in Grund- und Aufriss festgelegt wur-
den, kann zuerst der perspektive Grund-
riss mittels Spurpunkt und Fluchtpunkt
der einzelnen Geraden konstruiert wer-
den.

I Wahre Héhen werden in den
o Spurpunkten abgetragen.

Die verzerrten Héhen werden dann Uber
die perspektiven Bilder der Héhenlinien
gefunden.
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Bild 13.11: Ermitteln der Spur- und Fluchtpunkte im

Grundriss

s¢ S3 S;
"ogr

Bild 13.12: Spurpunki-Fluchtpunkt-Methode

1. Der Abstand von s€ und h® kann dem Aufriss (s" und h") entnommen werden. s© und h€ sind Pa-

rallelen in diesem Abstand.

2. Der Hauptpunkt H® wird auf h® beliebig festgelegt.

3. Der Grundriss des Spurpunktes S1' einer Geb&udekante g;' ist ihr Schnittpunkt mit . Die Paral-
lele zu g1' durch O' schneidet @' im Grundriss des Fluchtpunktes der Geraden g; — Fy'

4. Spurpunkt S;¢ und Fluchtpunkt F1¢ kénnen mit Hilfe der Absténde von HS, entsprechend der
Abstande von H', in die Perspektive ibertragen werden. S;¢ liegt auf der Standlinie s und F;©

liegt auf dem Horizont h®.

5. Die Verbindungsgerade S;¢ F1€ ist die Gerade g€ in der Perspektive.
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Spurpunkt So' und Fluchtpunkt Fo' der Geraden go' liefern in der Perspektive go“= Sy Fy©.

7. g:° geschnitten mit g,° ist ein Eckpunkt des perspektiven Grundrisses.

8. Durch Einzeichnen der anderen den Grundriss des Hauses begrenzenden Geraden entstehen

die weiteren Eckpunkte des perspektiven Grundrisses.

Die Traufhéhe hy des Hauses kann z. B. im Spurpunkt $;¢ abgetragen werden — Punkt AC.

. Das Bild der Héhenlinie durch A® ist die Gerade A® F1°. Diese schneidet die vertikalen Kanten

(senkrecht zu h®) in den Eckpunkten des Hauses in Traufhéhe, z. B. Eckpunkt P<.

. Entsprechend kann die Traufhéhe im Spurpunkt So¢ abgetragen werden und damit die zweite

Traufe des Hauses gefunden werden.

. Auch der Grundriss des Firstes kann in der Perspektive mittels Spurpunkt und Fluchtpunkt einge-

zeichnet werden.

. Im Spurpunkt S5 kann die Firsthéhe hg des Hauses abgetragen werden —> Punkt BS.
. Die Héhenlinie BC Fo° liefert die perspektiv verzerrten Firsthéhen.

. Durch entsprechende Verbindungsgeraden zwischen schon konstruierten Bildpunkten und den

Fluchtpunkten kann die Perspektive des Hauses vervollsténdigt werden.

Auch bei der Spurpunki-Fluchtpunki-Methode kénnen Grund- und Aufriss so ange-
ordnet werden, dass die Abstdnde und Héhen mittels Ordnern in die Perspektive
Ubertragen werden kénnen. Ein Seitenriss wie bei der Durchsto3methode ist hier
nicht erforderlich. Diese Anordnung der Risse wird auch Architektenanordnung
genannt. Die Perspektive kann auf diese Weise mit Hilfe eines Transparentpapiers
aus den entsprechend angeordneten Rissen eines Objektes rasch gezeichnet werden.

Bild
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13.13: Architektenanordnung bei der Spurpunki-Fluchtpunkt-Methode
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Die Durchsto3methode liefert das perspektive Bild eines Objektes punkiweise, die
Spurpunkt-Fluchtpunkt-Methode dagegen erzeugt es geradenweise. Jede dieser
beiden Methode alleine ist umsténdlich. Durch Kombination der beiden Methoden,
indem die Gebdudekanten mittels der Spurpunkt-Fluchtpunki-Methode und die Eck-
punkte des Geb&udes mit Hilfe der Durchsto3methode konstruiert werden, wird das
Zeichenverfahren optimiert.

13.3.3 Kollineation

In Kapitel 3.2 wurde der Zusammenhang einer ebenen Figur und ihrer Bildfigur mit-
tels der Kollineation beschrieben. Entsprechend wie eine Axonometrie eines Objektes
mit Hilfe der Affinitat (vgl. Bild 3.12) gezeichnet werden kann, wird der Zusammen-
hang der Kollineation zum Zeichnen einer Perspektive verwendet (vgl. Bild 3.23).

2
/ \ >

Bild 13.14: Grund-, Auf- und Seitenriss eines Hau-  Bild 13.15: Perspektfivkonstruktion aus dem Grund-
ses in Anlehnung an Robert Venturi riss mittels Kollineation

Die ebene Grundrissfigur eines Gebdudes z. B. kann Uber die Kollineation in die Per-
spektive abgebildet werden. In Bild 13.14 und 13.15 wurde dieses Verfahren auf ein
Gebdude in Anlehnung an das Haus Vanna Venturi in Pennsylvania von Robert Ven-
turi angewandt.

Um die Kollineation in der Zeichenebene ausfihren zu kénnen (Bild 13.16), wird die
Grundrissebene um die Standlinie s in die Bildebene 1 und gleichzeitig das Auge O
um den Horizont h in die Bildebene gedreht. Das gedrehte Auge O° ist das Kollinea-
tionszentrum und die Standlinie s (die Achse, um die in diesem Fall gedreht wird) die
Kollineationsachse. Das aus diesen Zusammenhéngen resultierende Zeichenverfah-
ren wird auch Drehsehnenverfahren genannt. Beim Drehen der Grundrissebene in
die Bildebene beschreibt z. B. der Punkt P einen Kreisbogen. Die Sehne dieses Kreis-
bogens, die Drehsehne PP°, kennzeichnet diese Drehbewegung. Alle Drehsehnen
durch Punkte der Grundrissfigur sind untereinander parallel und haben daher im
perspektiven Bild denselben Fluchtpunkt.
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O°P° ist das Bild der Drehsehne PP° in der Perspektive, auf der folglich auch der Bild-
punkt P¢ von P liegen muss. Das gedrehte Auge O° ist der Fluchtpunkt der Dreh-
sehnen. O°P° kann auch als Kollineationsstrahl gedeutet werden. Um diese Zusam-
menhdnge in der Perspektive umzusetzen, wird der Abstand O'H'=d aus dem Grund-
riss von H® aus senkrecht zu h® abgetragen, und man erhélt das gedrehte Auge O°.
Das perspektive Bild P des Punktes P entsteht dann mit Hilfe einer Geraden g, auf
der P liegt und deren Spur- und Fluchtpunkt bekannt ist, sowie mittels des Kollinea-
tionsstrahls O°P°.

T

c

F s° s
Kollineationsachse

0° = Kollineationszentrum

o

Bild 13.16: Umklappen der Grundrissebene und des Auges in die Bildebene am Beispiel der Geraden g
und dem Punkt P
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Der perspektive Grundriss kann als kollineares Bild des gedrehten Grundrisses kon-
struiert werden.

Fe H° h° Fs Fy H° h® F

Si=S9 M S5

Kollineationsachse F Sg

Kollineationsachge

A

Bild 13.17: Perspektiver Grundriss als kollineares Bild des Grundrisses bzw. Kellergrundrisses

1. Das um den Horizont gedrehte Auge muss den Abstand d von H® haben. Das gedrehte Auge
O° ist das Kollineationszentrum. Das Auge im Grundriss O' darf nicht mit dem gedrehten Auge
O° (Kollineationszentrum) verwechselt werden.

2. Der Spurpunkt 1%, der auf der Kollineationsachse s© liegt, bleibt bei der Abbildung fest: S;'=
S;<.

3. Mit Hilfe der Fluchtpunkte F; und F5° kénnen die Richtungen der perspektiven Grundrisslinien
durch ;€ eingezeichnet werden.

4. Die Kollineationsstrahlen durch die Eckpunkte des in die Bildebene gedrehten Grundriss-
rechtecks schneiden die entsprechenden Geraden in den Eckpunkten des perspektiven
Grundrisses des Hauses.

Ist die Aughdhe der Zentralprojektion sehr gering, so kann die Kollineation auch
benutzt werden, um das perspektive Bild des Kellergrundrisses zu ermitteln. Dadurch
kann die Zeichengenauigkeit erhéht werden. Der Kellergrundriss muss dann um die
Spurgerade k€ in die Bildebene 1 gedreht werden (Bild 13.17), das Kollineationszen-
trum O° bleibt an der gleichen Stelle. Der perspektive Kellergrundriss wird dann ent-
sprechend Uber die Kollineation gefunden. Dieses Verfahren kann fur jede Héhe des
Hauses durchgefUhrt werden. Die Perspektive des Gebédudes entsteht dann aus meh-
reren horizontalen Schichten. Wenn das Gebdude in den verschiedenen Schichten
unterschiedliche Grundrisse aufweist, ist diese Methode besonders geeignet. Die
Schicht des Hauses muss jeweils um ihre Spurgerade (Kollineationsachse) in die Bild-
ebene gedreht werden, d. h. zeichnet man die Perspektive auf Transparent Gber dem
entsprechenden Grundriss mit eingezeichneter Bildebene 7', so wird die Spur der zu
konstruierenden Héhenschicht jeweils auf 7' zu liegen kommen (Bild 13.17).
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Bei dieser Methode entwickeln wir wie Lambert mit seinem Perspektograph (vgl. Bild
3.12) das perspektive Bild einer ebenen Figur. Die Gegenuiberstellung der beiden
Methoden Drehsehnenverfahren und Durchsto3methode in Bild 13.18 und 13.19 am
Beispiel eines in der Grundrissebene liegenden Rechtecks, z. B. der Grundriss eines
Hauses, soll den Unterschied der Vorgehensweise verdeutlichen. Wenn bei der
DurchstoBmethode der Grundriss so verschoben wird, dass der Grundriss der
Bildebene ' mit der Standlinie in der Perspektive s zusammenfdllt, so wird der Unter-
schied ganz deutlich: beim Durchstof3verfahren suchen wir im Grundriss den Durch-
stoBpunkt eines Sehstrahls, durch O' mit der Bildebene n’, wdhrend wir beim
Drehsehnenverfahren in der Bildebene der Perspektive direkt konstruieren, indem
der Grundriss um die Spur, die Standlinie, in die Bildebene und das Auge O um den
Horizont in die Bildebene © gedreht wurden, dadurch das Kollineationszentrum O°
entstand. Bei der Durchsto3methode missen wir uns also die Bildebene der Perspek-
tive als Schicht Gber der Grundrissebene wie ein Transparentpapier vorstellen, wéh-
rend beim Drehsehenverfahren der Grundriss und das Auge in die Bildebene der
Perspektive gedreht wurden. Auch die Fluchtpunkte kénnen direkt mit Hilfe von
Parallelen zu den Rechteckskanten im gedrehten Grundriss durch O° geschnitten mit
dem Horizont h® gefunden werden. Bei der Druchstofimethode muss stets der
"Umweg" Uber die Bildebene im Grundriss ' genommen werden. Bei beiden Metho-
den ergénzt die Spurpunkt-Fluchtpunki-Methode die Ermittlung der perspektiven
Bildfigur.

Bild 13.18: Durchstoimethode am Beispiel eines Bild 13.19: Drehsehnenverfahren am Beispiel eines
Rechtecks Rechtecks mit gleichen Parametern

Der Vergleich der dargestellten drei Methoden zum Zeichnen einer Perspektive zeigt:
bei der DurchstoBmethode wird das perspektive Bild eines Punktes ermittelt,

bei der Spurpunkt-Fluchtpunkt-Methode das perspektive Bild einer Geraden,
beim Drehsehnenverfahren das perspektive Bild einer ebenen Figur.
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13.4 Messen in der Perspektive
13.4.1 Messen einer Strecke

Soll in einer Perspektive eine Strecke, z. B. die Lénge eines Hauses, maf3gerecht Gber-
tragen werden, so muss herausgefunden werden, wie diese Strecke in der Perspek-
tive verzerrt wird.

Eine Strecke erscheint in der Perspektive nur dann in wahrer Gréfie, wenn
sie in der Bildebene liegt.

Teilverhdltnisse auf einer Geraden bleiben in der Perspektive dann erhal-
ten, wenn die Gerade parallel zur Bildebene ist.

Am Beispiel zweier Hauser mit der Breite und dem Zwischenabstand a kénnen die
Eigenschaften aufgezeigt werden (Bild 13.20).

y . A .

— |

A° B° C° D°
a a a b1
A B C' D'
o

Bild 13.20: Erhalt der wahren Gestalt und der Teilverhélinisse

Die hinteren Giebel der Hauser und ihr Zwischenabstand erscheinen in der Perspek-
tive in wahrer Gréf3e und Gestalt, da sie in der Bildebene liegen. Die vorderen Giebel
sind parallel zur Bildebene. Sie erscheinen dadurch dGhnlich zum Original, und die
Teilverhdlinisse (im Beispiel: drei gleich grof3e Strecken) bleiben erhalten.
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Soll auf einer horizontalen Geraden g, die nicht in der Bildebene T liegt, eine Strecke
maBgerecht in die Perspektive Gbertragen werden (z. B. AB und CD), so wird die
Gerade um ihren Spurpunkt Sy in die Bildebene gedreht. Dort kann dann das wahre
Maf} der Strecke abgetragen werden (Bild 13.21). Die Punkte A, B, C und D auf der
Geraden g im Raum und die in die Bildebene gedrehten Punkte A, B,, C, und D,
liegen auf parallelen Drehsehnen. Die Drehsehnen sind die Sehnen der Kreisbégen,
auf denen die Punkte der Geraden wandern, wenn diese in die Bildebene gedreht
wird. Im perspektiven Bild gehen die parallelen Drehsehnen in Geraden Gber, die
einander im Fluchtpunkt der Drehsehnen schneiden. Der Fluchtpunkt dieser Dreh-
sehnen heif3t auch Messpunkt der Geraden.

Der Messpunkt einer Geraden ist der Fluchtpunkt der Drehsehnen durch
°® Punkte der Geraden, wenn die Gerade in die Bildebene gedreht wird.

Mé%o

Bild 13.21: Messpunkt als Fluchtpunkt der Drehsehnen

Die Bilder der Drehsehnen schneiden einander in der Perspektive im Messpunkt Mgc.
In der Perspektive kann somit der Messpunkt M© einer Geraden g, auf der Léngen
eingemessen werden sollen, gefunden werden, indem das Auge O um den Flucht-
punkt Fy© der Geraden g in die Bildebene n gedreht wird.

Sollen in einer Perspektive die Hausbreiten und Absténde a auf einer Geraden g ein-
gemessen werden (Bild 13.22), muss zunéchst der Messpunkt Mgc ermittelt werden.
Die Lénge der Strecke O'F' wird hierzu aus dem Grundriss in die Perspektive von Fy*
aus auf dem Horizont h® abgetragen: O'Fy' = F"My°.

Die wahren Abstinde kdnnen dann vom Spurpunkt Sy aus auf der Standlinie s=g,
eingemessen werden.
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Die Verbindungsgeraden mit dem Messpunkt My schneiden dann g© in den gesuch-
ten Bildpunkten in der Perspektive.

he Fs He Mg Fe
g°
AC
BC
[
DC
s¢= Q¢
98 s¢

=g, F, S, F

d

o

Bild 13.22: Messpunkt Mg einer Geraden g

1. Nachdem g in die Bildebene m gedreht wurde, kénnen die wahren Abstinde zwischen Sy, A, B,
C und D auf der Standlinie s¢ abgetragen werden. In der Perspektive liegen dann die gedrehten
Punkte A5, B.S, C.¢ und D¢ auf g,¢ = s

2. Der Messpunkt My' entsteht durch einen Kreis um den Fluchtpunkt F' durch O' geschnitten mit
w'. Durch Ubertragen in die Perspektive entsteht der Messpunkt Mgc.

3. Die perspektiven Bilder der Drehsehnen A,° My©, B, My, C,“ My© und D, My schneiden g€ in
den perspektiven Bildpunkten A, BS, C¢ und D€.

Mit dieser Herleitung eines Messpunktes, kann nun direkt in der Perspektive mit dem
Messpunkt und den wahren Absténden auf der Geraden gearbeitet werden, ohne
den Grundriss aufzuzeichnen.
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Bild 13.23: Direktes Einmessen wahrer Absténde mit Hilfe des Messpunktes in der Perspektive

1. Die Gerade g wird mit Hilfe ihres Spur- und Fluchtpunktes in die Perspektive eingezeichnet.

2. Das in die Bildebene geklappte Auge O° kann mit Hilfe der Distanz d von H® aus senkrecht zum
Horizont h® gefunden werden.

3. Der Messpunkt M© entsteht durch einen Kreis um Fy© durch O° geschnitten mit h°.

4. Auf der Standlinie kénnen nun ausgehend vom Spurpunkt Sgc die wahren Absténde zwischen A,
B, C und D abgetragen werden.

5. Die so entstandenen Punkte A.S, B,S, C,° und D, werden mit dem Messpunkt My verbunden.
Diese Verbindungslinien schneiden die Gerade g© in den perspektiven Bildpunkten A<, BS, C©
und D°.

I Zu jeder Geradenrichtung gehért ein anderer Messpunkt, d. h. der Mess-
° punkt ist abhéngig vom Fluchtpunkt der Geraden.

Liegt der Sonderfall einer Zentralperspektive vor, bei der eine Hauptrichtung der
abzubildenden Objekte senkrecht zur Bildebene steht, so vereinfacht sich die Konst-
ruktion mit Messpunkten.

Geraden, die senkrecht zur Bildebene m stehen, heif’en Tiefenlinien. Fir die
Tiefenlinien ergibt sich der Hauptpunkt H® als Fluchtpunkt, und der Messpunkt der
Tiefenlinien ist der sogenannte Distanzpunkt. Wird in diesem Sonderfall die oben
beschriecbene Konstruktion des Messpunktes umgesetzt, so wird im Fall der
Tiefenlinien das Auge um den Hauptpunkt in die Bildebene gedreht. Damit ist der
Messpunkt der Tiefenlinien genau die Distanz d vom Hauptpunkt H® entfernt und wird
deshalb Distanzpunkt genannt.

I Der Messpunkt der Tiefenlinien ist der Distanzpunkt.

[
Die perspektiv verzerrte Tiefe der beiden Héuser im Beispiel von Bild 13.20 kann
daher mit Hilfe des Distanzpunktes D€ bzw. D,¢ in der Perspektive ermittelt werden
(Bild 13.24), je nachdem in welche Richtung die Tiefe b um den Spurpunkt in die
Bildebene gedreht wird.
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Bild 13.24: Distanzpunkt als Messpunkt der Tiefenlinien

1. Nachdem die Breite a des Hauses im Spurpunkt A wie in Bild 13.20 abgetragen wurde, kann
die Tiefe b des Hauses um den Spurpunkt nach links in die Bildebene gedreht werden, also von
A€ aus die Tiefe b auf der Standlinie s abgetragen werden.

2. Die beiden Distanzpunkte D¢ und D,° entstehen durch einen Kreisbogen um den Hauptpunkt
H€, dem Fluchtpunkt der Tiefenlinien, durch das geklappte Auge O°, also Kreis mit Radius d,
geschnitten mit dem Horizont h.

3. Die Verbindungsgerade von D1 mit dem Endpunkt der um den Spurpunkt A gedrehten Tiefe b
des Hauses schneidet die Gerade A°H® im linken vorderen Eckpunkt des Hauses.

4. Entsprechend kann rechts mit dem Distanzpunkt D, gearbeitet werden, wenn die Tiefe b des
Hauses nach rechts in die Bildebene gedreht wurde.

Entsprechend dieser Konstruktionen mit Messpunkten kann auch umgekehrt, jedoch
nur unter bestimmten Voraussetzungen, ein wahres Maf3 einer Strecke aus einer Per-
spektive ermittelt werden. In der Fotorekonstruktion (vgl. Kapitel 13.11) ist dieser
Zusammenhang in der Umkehrung anwendbar. Die Konstruktion mit einem Mess-
punkt wird dann rickwérts durchlaufen.
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Das Einmessen von Strecken ist auch erforderlich, wenn in eine Perspektive Personen
oder sonstige vertikale Elemente eingezeichnet werden sollen. Die Gréfie der Per-
sonen in der Perspektive héngt von ihrer Entfernung zum Auge und zur Bildebene ab.

Fgu hc

Bild 13.25: Personen in einer Perspektive mit beliebiger Aughéhe

Bild 13.26: Perspektive mit erhdhtem Auge, Pariser Bild 13.27: Perspektive aus FuBgénger-Aughdhe,
Platz, Berlin, 1996, Josef Paul Kleihues Projekt EXPO-Pavillon, 1997, MVRDV

Die Gréfien kénnen auf einer beliebigen horizontalen Geraden g eingemessen wer-
den (Bild 13.25), wenn sie sich auf der horizontalen Standebene befinden. Bild 13.26
zeigt eine Perspektive des Pariser Platzes in Berlin von J. P. Kleihues mit eingemes-
senen Personen. Die Perspektive des EXPO-Pavillons der Architekten MVRDV (Bild
13.27) zeigt einen speziellen Fall: die Képfe gleich grof3er Personen liegen immer in
Horizonthéhe, wenn es eine Perspektive mit entsprechender Aughéhe ist (Bild 13.28).

h" o o o O—0 o o h°
W R ==

"

Bild 13.28: Personen in einer Perspekfive mit der Aughshe eines FuB3géngers
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13.4.2 Messen eines Winkels

Beim Zeichnen von Perspektiven missen auch Winkel in die Perspektive eingemessen
werden. FUr Winkel zwischen zwei Geraden gilt, dass sie nur in wahrer Gestalt er-
scheinen, wenn die beiden Geraden parallel zur Bildebene sind.

Um ein Haus mit Pultdach in einer Perspektive zu zeichnen (Bild 13.29), muss der
Neigungswinkel o der Geraden g des Pultdaches in die Perspektive eingemessen
werden. Hierzu wird die Giebelwand in die Bildebene gedreht. Dadurch entsteht wie
in Kapitel 13.4.1 der Messpunkt Mgc als Drehsehnenfluchtpunkt. Der wahre Nei-
gungswinkel o des Daches kann im Messpunkt vom Horizont ausgehend abgetragen
werden. Diese Gerade schneidet die Fluchtgerade der Giebelwand im Fluchtpunkt
Fy© der Geraden g des Pultdaches, die unter dem Winkel o geneigt ist.

7 77 1\

N

Fluchtgerade

wahrer Winkel o

Oo

Bild 13.29: Einmessen eines Winkels o in eine Perspektive
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13.5 Teilen in der Perspektive

Wenn kein festes Maf3 einer Strecke in die Perspektive eingemessen werden soll, son-
dern eine in der Perspektive bereits ermittelte Bildstrecke in Teile unterteilt werden
soll, so vereinfacht sich die Konstruktion erheblich. Dann kann direkt in der Perspek-
tive gearbeitet werden, ohne die Parameter Standlinie und Auge der Perspektive zu
kennen.

In Kapitel 13.4.1 hatten wir bereits festgehalten, dass Teilverhdlinisse auf einer
Geraden erhalten bleiben, wenn die Gerade parallel zur Bildebene ist. Eine Gerade,
die parallel zur Bildebene ist, heifit Frontgerade. Auf Frontgeraden kénnen also
Teilverhdlinisse direkt in der Perspektive umgesetzt werden. Frontgeraden missen in
der Perspektive parallel zur Spurgeraden ihrer Trégerebene verlaufen. Die am
héaufigsten vorkommenden Sonderfélle von horizontalen und vertikalen Front-
geraden sind am einfachsten zu erkennen und zu handhaben. Das perspektive Bild
einer horizontalen Frontgeraden verléauft parallel zum Horizont, das einer vertikalen
Frontgeraden senkrecht zum Horizont. Bild 13.30 zeigt am Beispiel einer in einer Per-
spektive gegebenen Fassade eines Gebdudes diese beiden Sonderfélle der Teilung
von horizontalen und vertikalen Frontgeraden. In diesem Beispiel wird die Fassade
mit einem 7x5-Raster versehen. Die horizontale Frontgerade wird in sieben und die
vertikale Frontgerade in funf gleiche Teile geteilt.

he

Bild 13.30: Teilen von horizontalen und vertikalen Frontgeraden in der Perspektive

Die Teilung in gleiche Teile kann in diesen Sonderféllen der Frontgeraden wegen der
Teilverhdlinistreue auf zur Bildebene parallelen Geraden direkt in der Perspektive
umgesetzt werden. Im Allgemeinen ist dies nicht méglich, da die Teilung der per-
spektiven Verzerrung folgt. Dieser Sonderfall gibt uns die Idee fir die Umsetzung im
allgemeinen Fall: die zu teilende Strecke wird in eine Frontgerade gedreht und dort
die Teilung in gleiche Teile ausgefuhrt. Die Konstruktion beruht auf der Ubertragung
des Stahlensatzes (vgl. Anhang a, Bild A1) in die Perspektive. Bild 13.31 zeigt den
Strahlensatz als Anwendung der Teilung einer Strecke AB in sieben gleiche Teile.
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Bild 13.31: Teilen der Strecke AB in gleiche Teile mit ~ Bild 13.32: Ubertragung des Strahlensatzes in die
Hilfe des Strahlensatzes Perspektive - Teilungspunkt T¢ fir die
horizontale Strecke A°B©

Die parallelen Strahlen mit gleichem Fernpunkt in der Strahlensatzfigur (Bild 13.31)
gehen in der Perspektive in Geraden Uber, die sich im Fluchtpunkt der parallelen
Strahlen schneiden (Bild 13.32). Die lineare Skala der Parallelprojektion geht bei
Zentralprojektion in eine projektive Skala Gber. Den Fluchtpunkt der parallelen
Strahlen nennen wir Teilungspunkt. Um eine in einer Perspektive gegebene hori-
zontale Strecke A°B réumlich in gleiche Teile zu teilen, drehen wir die Strecke AB
parallel zur Bildebene und fuhren dort die gleichméflige Unterteilung durch. Der
Teilungspunkt einer horizontalen Strecke muss auf dem Horizont liegen, da er der
Fluchtpunkt der horizontalen Drehsehnen ist. Die Verbindungsgeraden mit dem
Teilungspunkt schneiden die Strecke A°B€ in den entsprechenden Teilpunkten im per-
spektiven Bild (Bild 13.32).

I Der Teilungspunkt einer horizontalen Strecke liegt auf dem Horizont.
[ J

he —

//
1

Bild 13.33: Konstruktion des Rasters einer Fassade in Perspektive bei allgemeiner Lage
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1. Im Punkt A kann eine horizontale Frontgerade parallel zum Horizont gezeichnet werden. Die
Lange der Strecke ist beliebig, kann aber am einfachsten gleich so gewdhlt werden, dass die
Teile (hier sieben) einfach gefunden werden bzw. in einem festen Maf3 abgetragen werden und
der entstehende Teilungspunkt T € auf dem Horizont fir die Zeichnung giinstig liegt.

2. Die Verbindungslinie des Endpunktes dieser Strecke mit dem Punkt B schneidet den Horizont h©
im Teilungspunkt T €.

3. Die gleichmaBigen Teilpunkte auf der Frontgeraden verbunden mit dem Teilungspunkt
schneiden die Strecke A°B€ in den perspektiv verzerrten Teilpunkten.

4. Um das Fassaden-Raster wie in Bild 13.30 in dieser allgemeinen Perspektive einzuzeichnen,
kénnen durch die gefundenen Teilpunkte der Strecke A°BE die Vertikalen gezeichnet werden.

5. Die Unterteilung auf der Vertikalen ist teilverhéltnistreu und kann daher direkt auf einer Ver-
tikalen durchgefihrt werden. Werden diese Teilpunkte auf der Vertikalen mit dem Fluchtpunkt
F€ verbunden, so entsteht das 7x5-Raster im perspektiven Bild der Fassade.

Bild 13.34: Objekt des Mental Rotation Test (MRT)in  Bild 13.35: Wirfellandschaft in Perspektive
Perspektive

Mit Hilfe entsprechender Teilungspunkte kénnen aus der Vorgabe eines Wurfels in
einer Perspektive Objekte aus Wirfeln oder ganze Wurfellandschaften konstruiert
werden, ohne die weiteren Parameter der Perspektive zu kennen.

Diese Konstruktionsmethode kann auch auf eine schrég im Raum liegende Gerade g
Ubertragen werden. In Bild 13.36 wurde die Strecke AB auf der schrég im Raum
liegenden Geraden g als Kante einer Rampe zur Unterteilung in funf Teile aus-
gewdhlt. Die Rampe wurde in einer Perspektive gezeichnet. Eine Frontgerade kann
als Parallele zur Fluchtgeraden der Rampenfléche in der Perspektive gefunden wer-
den. Dort kénnen die funf Teile in beliebig gleichen Léngen abgetragen werden. Der
Teilungspunkt T¢ liegt dann entsprechend der Ubertragung des Strahlensatzes auf
der Fluchtgeraden der Rampenfléche.

I Der Teilungspunkt einer schrég im Raum liegenden Strecke liegt auf der
e Fluchtgeraden der Trégerebene der Strecke.
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Bild 13.36: Teilen einer schrég im Raum liegenden Strecke in Perspektive - Muster auf der Rampenfléche

. Die Fluchtgerade der Rampenflédche ist die Verbindungsgerade zweier Fluchtpunkte von
Geraden dieser Fléche, hier F5© und Fgc.

. Um die Teilung der Strecke AB in finf gleiche Teile in der Perspektive umzusetzen, wird im Punkt
B¢ eine Frontgerade parallel zur Fluchtgerade der Rampenfléche, in der die Strecke AB liegt,
eingezeichnet.

. Auf der Frontgerade werden die finf gleichen Teile in beliebiger Ldnge abgetragen, am besten
so, dass der Teilungspunkt fir die Zeichnung ginstig liegt.

. Die Verbindungsgerade von A® mit dem Endpunkt der letzten Teilstrecke schneidet die Flucht-
gerade der Rampenflache im Teilungspunkt T €.

. Die gleichméaBigen Teilpunkte auf der Frontgeraden verbunden mit dem Teilungspunkt
schneiden die Strecke A°BC in den perspektiv verzerrten Teilpunkten, in Bild 13.36 mit Punktkrei-
sen markiert.

. Verbindet man diese Teilpunkte mit dem Fluchtpunkt F5%, so entsteht auf der Rampenfléche ein
réumlich gleichméBiges Linienmuster (parallele Linien im gleichen Abstand) im perspektiven
Bild.

Diese Teilung auf der Rampenfléche kann z. B. auch verwendet werden, um eine
Treppe auf Grundlage der Rampe, wie in Bild 13.37 dargestellt, zu zeichnen.
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Bild 13.37: Treppe in Perspektive auf Grundlage der Unterteilung der Rampenfléche
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Bild 13.38: Perspektive mit Figuren, 1604/05, Hans  Bild 13.39: Perspektive Wendeltreppendarstellung,
Vredeman de Vries 1604/05, Hans Vredeman de Vries

Hans Vredemann de Vries, der viele beeindruckende Zeichnungen zur Architektur-
perspektive geschaffen hat, verwendete in seinen perspektiven Darstellungen héaufig
Raster zur Konstruktion. Das erleichtert die Konstruktion auch bei freien Formen wie
z. B. den Menschendarstellungen. Die in Bild 13.38 und 13.39 gezeigten Stiche sind
Beispiele hierfir. Das Einmessen der stehenden Personen erfolgte entsprechend der
Regel aus Bild 13.28, dass die Augen der dargestellten Personen auf der Héhe des
Horizontes liegen mussen, wenn die Perspektive mit der Aughdhe einer ent-
sprechenden Person entwickelt wurde.

Die perspektive Darstellung einer Wendeltreppe mit diversen Turbégen (Bild 13.39)
verwendet ebenfalls Raster, die eine perspektive Struktur fur kompliziertere
rdumliche Objekte liefern und auch geeignet sind, Tiefenwirkung zu erzeugen. Wie
sich die Kreise im perspektiven Bild darstellen und wie diese konstruiert werden
kénnen, ist das Thema des néchsten Kapitels.
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13.6 Perspektives Bild eines Kreises

Wird ein Kreis mittels Parallelprojektion abgebildet, so entsteht im Bild stets eine
Ellipse. Bei Zentralprojektion ist dies nicht der Fall. Welche Kurven als Bilder méglich
sind, soll am Beispiel eines horizontal liegenden Kreises k Gberlegt werden. Die Bilder
13.40 und 13.41 zeigen Fotos der Schule in Madrid von Alberto Campo Baeza mit
horizontal liegenden Kreisen der drehzylindrischen Treppenhalle. In dem AufBenfoto
(Bild 13.40) erscheinen die Kreise als Ellipsen, in der Innenansicht dagegen, bei der
der Fotograf innerhalb des Kreises steht, sind die Kreise als Hyperbeln zu sehen.
Diese unterschiedlichen Erscheinungsweisen der Kreise kénnen erklért werden,
indem ein Kreis mittels Zentralprojektion abgebildet wird, d. h. die Projektions-
strahlen durch die Kreispunkte gelegt werden. Die Projektionsstrahlen vom Auge O
zu den Punkien des Kreises k bilden einen schiefen Kreiskegel. Der Schnitt dieses
schiefen Kreiskegels mit der Bildebene 1 ist das perspektive Bild des Kreises.

)

Bild 13.40: Ellipsen als Kreisbilder - Schule in Bild 13.41: Hyperbeln als Kreisbilder der drehzy-
Madrid, 1985, Alberto Campo Baeza lindrischen Treppenhalle, Innenansicht

Je nach Lage der Bildebene © und des Auges O in Bezug zum Kreis kénnen drei Arten
von perspektiven Kreisbildern entstehen: Ellipse, Parabel oder Hyperbel (Bild 13.42 -
13.44). Diese entsprechen den drei méglichen Fallen von Kegelschnitten (vgl. Kapitel
7.4.3). Entscheidend fir das entstehende perspektive Kreisbild ist die Lage der zur
Bildebene &t parallelen Verschwindungsebene 7, durch das Auge O zum Kreis.

Das perspektive Bild eines Kreises ist eine Ellipse, wenn der Kreis die Ver-
schwindungsebene nicht trifft, eine Parabel, wenn der Kreis die Ver-
schwindungsebene berihrt, eine Hyperbel, wenn der Kreis die
Verschwindungsebene schneidet.

Die Punkte des Kreises, die auf der Verschwindungsgeraden v der Kreisebene liegen,
haben keinen Bildpunkt in der Perspektive bzw. werden in einen Fernpunkt abge-
bildet. Die Parabel besitzt also einen, die Hyperbel zwei Fernpunkte.
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Da der abzubildende Kreis
in Bild 13.42 die Ver-
schwindungsebene T, nicht
trifft, entsteht hier eine El-

lipse. Bei der Bildellipse ist T

zu beachten, dass der Mit- ‘
telpunkt des Kreises nicht ‘
wie bei der Parallelprojek-
tion auf den Mittelpunkt — s
der Ellipse abgebildet wird,
da die Zentralprojektion im

Unterschied zur Parallel- = =
projektion nicht teilverhalt-
nistreu ist. Bild 13.42: Ellipse als perspektives Bild des Kreises

In Bild 13.43 berthrt der
Kreis die Verschwindungs- e
ebene n,. Der Kreis 6ffnet
sich im perspektiven Bild zu
einer Parabel, da der
BerGhrpunkt V mit der Ver-
schwindungsebene keinen

Bildpunkt besitzt. Der Punkt 4 v
V geht beim Abbilden in ei-
nen Fernpunkt der Parabel < g v
Uber. Die Achsenrichtung = =
der Parabel entspricht die-
sem Fernpunki. Bild 13.43: Parabel als perspektives Bild des Kreises

v

Der Kreis schneidet in Bild
13.44 die Verschwindungs- e
ebene m, in zwei Punkten
V; und V,. Das perspektive
Bild des Kreises ist dann
eine Hyperbel. Die per-
spektiven Bilder der Ver-

schwindungspunkte V4 und o v

V5 sind Fernpunkte. Die s Ve

Bilder der Kreistangenten <

in den Punkten V; und V, V T, 1

sind die Asymptoten der

Hyperbel. Bild 13.44: Hyperbel als perspektives Bild des Kreises
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Die folgenden Zeichnungen zeigen die Vorgehensweise beim Konstruieren des per-
spektiven Bildes des Kreises aus dem Grundriss. Der Kreis liegt in der Grundriss-
ebene. Bild 13.45 zeigt die Konstruktion der Ellipse als perspektives Bild des Kreises.
Der Kreis im Quadrat wird in Perspektive in die Ellipse im Trapez abgebildet.

c
h 1
n'=s® s
4° B
3¢
M
ME
e
1°¢ A° 2
B
4 3
My
D 2'
1 A
Oo
o Q'

Bild 13.45: Konstruktion der Ellipse als perspektives Bild eines Kreises

1. Sinnvollerweise wird der Kreis k in ein Quadrat (im Grundriss 1'2'3'4') eingebettet, am besten
so, dass zwei Quadratseiten parallel zur Bildebene sind. Fiir diese bleiben die Teilverhéltnisse
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und die Parallelitét erhalten. Die beiden anderen Quadratseiten sind dann Tiefenlinien mit dem
Hauptpunkt H® als Fluchtpunkt in der Perspektive.

2. Als perspektives Bild des Quadrates entsteht dann das Trapez 1°2°3°4€ mittels Spurpunkten und
Fluchtpunkten sowie dem Drehsehenverfahren (Konstruktion mittels O°), in das die Ellipse
eingebettet sein wird, d. h. die Trapezseiten werden Tangenten an die Ellipse sein.

3. Die Kreispunkte auf den Quadratseiten werden als Ellipsenpunkte auf den Trapezseiten konst-
ruiert.

4. Das Bild des Kreismittelpunktes M€ ist nicht der Ellipsenmittelpunkt, da der Kreisdurchmesser
AB' nicht teilverhéltnistreu abgebildet wird. Das Bild des Kreisdurchmessers A°BC ist aber ein
Ellipsendurchmesser. Daher muss der Mittelpunkt der Ellipse M. in der Mitte der Strecke A°B°
liegen.

5. Weitere Punkte und Tangenten der Ellipse kénnen aus Kreispunkten und -tangenten mittels Spur-
punkt-Fluchtpunkt-Methode und Drehsehnenverfahren ermittelt werden, um dann die Ellipse als
Kurve durch diese Punkte entsprechend der Tangenten einzufiigen.

Bild 13.46: Innenraumfoto "Vitrine", Hombroich, Bild 13.47 Ellipsen und Hyperbeln als Raum-,
1982-87, Erwin Heerich Unter- und Oberkanten

Die Ellipse kann klarer erfasst werden, wenn konjugierte Ellipsendurchmesser (vgl.
Kapitel 3.3) ermittelt werden. Aus diesen kénnen dann auch die Scheitel der Ellipse
konstruiert werden (vgl. Rytz'sche Konstruktion, S. 65 ff.). Fur konjugierte Ellip-
sendurchmesser gilt, dass die Tangenten in den Endpunkten eines Ellipsendurchmes-
sers parallel sind zu den Tangenten in den Endpunkten seines konjugierten
Ellipsendurchmessers. Konjugierte Ellipsendurchmesser bilden also ein Parallelo-
gramm um die Ellipse. Die Uberlegung, wann zwei Geraden durch Zentralprojektion
in zwei parallele Geraden abgebildet werden, fGhrt zu der Lésung, dass die Urbilder
der beiden parallelen Parallelogrammseiten Tangenten an den Kreis sein missen,
die sich in der Verschwindungsebene schneiden, da dieser Punkt in der Perspektive
in einen Fernpunkt abgebildet wird. Die Konstruktion der konjugierten Ellipsendurch-
messer in Bild 13.48 zeigt die Vorgehensweise, bei der das den Kreis umschreibende
Trapez in das die Ellipse umschreibende Parallelogramm abgebildet wird.
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Verschwindungsebene \A

Bild 13.48: Ermitteln konjugierter Ellipsendurchmesser im perspektiven Bild des Kreises

1. Nachdem wie in Bild 13.45 der Mittelpunkt M© der Ellipse ermittelt wurde, kann dessen Urbild-
punkt Mg' mit Hilfe des Kollineationsstrahls O°M,¢ auf A'B' gefunden werden.

2. Die Kreissehne C'D', die parallel zur Bildebener ist, wird in den zu A°B¢ konjugierten Ellip-
sendurchmesser C°D° abgebildet.

3. Betrachtet man die Tangenten in C' und D' an den Kreis k', so muss deren Schnittpunkt V' in der
Verschwindungsebene ' liegen.
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4. Die Endpunkte C' und D' der Kreissehne, kénnen auch direkt als Berihrpunkte der Tangenten an
den Kreis k' vom Verschwindungspunkt V' aus, Schnittpunkt der Geraden A'B' mit der Ver-
schwindungsebene m,!, gefunden werden.

5. Die Tangenten in den Punkten C° und D€ an die Ellipse sind also parallel zu A°B€ und damit A°B©
und C°D€ konjugierte Ellipsendurchmesser.

Entsprechend kann die Parabel und Hyperbel als perspektives Bild des Kreises ermit-
telt werden, wenn der Kreis die Verschwindungsebene berUhrt bzw. in zwei Punkten
schneidet. Im Sonderfall tritt der Fall der Parabel auf, wenn der Betrachter auf der
Kreislinie steht, der Fall der Hyperbel, wenn der Betrachter innerhalb des Kreises
steht. Dies sind nur Sonderfélle zur besseren Vorstellung. Es reicht aus, wenn der
Kreis im Fall der Parabel die Verschwindungsebene berthrt bzw. im Fall der Hyperbel
der Kreis die Verschwindungsebene in zwei Punkten schneidet. Der Betrachter, im
Grundriss durch O' angegeben, kann also seitlich versetzt zum Kreis stehen.

L

v

v,

v 1
:’

1

ol Ee- - g
|-

Bild 13.49: AuBenfoto des Pavillons Bahrein, Bild 13.50: Innenfoto des Pavillons Bahrain,
Biennale Venedig, 2014 Biennale Venedig, 2014

Da die Punkte der Verschwindungsebene zu Fernpunkten in der Perspektive werden,
ergibt sich aus der Betrachtung der perspektiven Bilder des Kreises ein tieferes Ver-
standnis der Eigenschaften der Kegelschnitte Ellipse, Parabel und Hyberbel im
Allgemeinen:

Die Ellipse besitzt 0 Fernpunkte. Sie hat keinen Punkt mit der Verschwindungsebene
gemeinsam.

Die Parabel besitzt 1 Fernpunkt. Sie hat einen Punkt mit der Verschwindungsebene
gemeinsam, d. h. die beiden Parabel-Aste werden im Unendlichen parallel zuein-
ander.

Die Hyperbel besitzt 2 Fernpunkte. Sie hat zwei Punkte mit der Verschwindungsebene
gemeinsam, d. h. die beiden Fernpunkte werden zu den Richtungen der beiden
Asymptoten der Hyperbel in der Perspektive.

Bei der Konstruktion der Parabel in Bild 13.51 wird deutlich, dass aus dem Quadrat,
das den Kreis umschreibt, eine offene Figur wird, die oben in der Seite 1°2¢ die
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Parabel tangiert. Der Kreispunkt V' hat keinen Bildpunkt auf der Parabel, er wird zum

Fernpunkt.
N H
n'=s° 4c e S° 5¢
f B 2
B 2
%‘I\
OO
K /
'
V' o'
Bild 13.51: Konstruktion der Parabel als perspektives Bild eines Kreises
h¢ He
2° %
tvz N3
%
o
0

Bild 13.52: Konstruktion der Hyperbel als perspektives Bild eines Kreises

1. Die Asymptoten 1 und 2 der Hyperbel sind die perspektiven Bilder der Tangenten ty;' und 1y’
an k' in den Verschwindungspunkten V;' und V', mittels Spur- und Fluchtpunkten konstruiert.

2. Durch Punkte mit Tangenten kann die Hyperbel in die offene Bildfigur des Quadrats eingepasst
werden.
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13.7 Randverzerrungen

Mit der Zentralprojektion wird versucht, das Sehen nachzubilden. Daher muss auch
beim Zeichnen einer Perspektive bericksichtigt werden, dass ein Betrachter nur einen
gewissen Ausschnitt von einem festen Blickpunkt aus wahrnehmen kann. Um ein
anschauliches Bild zu erhalten, darf der Bildbereich in der Perspektive nicht zu weit
ausgedehnt sein. Die Regel besagt, dass ein Auge O mit der Hauptsehrichtung OH
nur die Dinge unverzerrt erkennt, die in einem Sehkegel mit der Spitze O, der Achse
OH und einem halben Offnungswinkel von etwa 30° liegen.

Distanzkreis

Sehkreis

Bild 13.53: Sehkegel bzw. Seh- und Distanzkreis in der Perspektive
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Der halbe Offnungswinkel des Kegels wird auch der Sehwinkel genannt. Dieser
Sehkegel schneidet die Bildebene 1 in einem Kreis mit Mittelpunkt H und einem
Radius r=d - tan30° =d - 0,57, dem Sehkreis. Der Sehkreis umschlief3t wie eine Blen-
de die Bilder der Objekte, die ein ruhiges Auge wahrnimmt.

Darf sich das Auge bei fester Kopfstellung bewegen, also Raum und Bildfeld abtasten,
so entspricht dies einem Sehwinkel von 45° (Bild 13.53). Der Kegel schneidet die
Bildebene dann in einem Kreis mit Radius d. Dieser Kreis heif3t deshalb Distanzkreis.

I Das Bild eines Objektes sollte méglichst im Sehkreis, stets aber im Dis-
° tanzkreis liegen.

Diese Werte folgen Erkenntnissen zur Physiologie des menschlichen Auges, sind also
nicht geometrisch zu interpretieren. Je nach gewinschter Wirkung der Perspektive,
kénnen auch bewusst Randverzerrungen eingesetzt werden, um die Sicht von einem
bestimmten Blickpunkt aus auf das Objekt zu dramatisieren.

Bereits Leonardo da Vinci hat das Problem der Randverzerrung erkannt. Am Beispiel
einer Sdulenreihe, die aus gleich starken Saulen besteht, zeigte er auf, dass die
beiden dufieren Saulen breiter erscheinen als die mittlere. Bild 13.54 zeigt eine ent-
sprechende Zeichnung nach Leonardo in einer Draufsicht mit Blick von O’ aus. Die
Sehwinkel o und vy sind gleich, B ist gréf3er, aber die in der Bildebene erhaltenen
Breiten der Séulen AB und EF sind gréfier als CD.

Bild 13.54: Randverzerrungen einer aus gleich starken Séulen bestehenden S&ulenreihe nach Leonardo

Erwin Panofsky® beschreibt in seinem berihmten Aufsatz "Die Perspektive als symbo-
lische Form" die Analyse Leonardos zum Problem der Nahdistanzbilder. Der Kunstler
habe im allgemeinen die Nahdistanz zu vermeiden, wenn ein realistischer Eindruck
entstehen soll. Unter Bertcksichtigung des Sehkegels kann eine sinnvolle Distanz
zum Objekt fur die Perspektive gewdhlt werden. Eine Perspektive kann immer nur
den in den Sehkegel fallenden Ausschnitt des Objekts entsprechend unseres Sehens
darstellen.

5. Erwin Panofsky: Die Perspektive als symbolische Form. 1927.
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Eine Perspektive, die innerhalb des Distanzkreises liegt, entspricht einem Foto mit
einem 20 mm-Weitwinkelobjektiv. Kleinere Brennweiten als 20 mm wirden stark
verzerrt wirkende Fotos liefern, da dann der Offnungswinkel des Sehkegels gréBer
als 45° wdre. Die folgende Tabelle und Bild 13.55 zeigen den Zusammenhang zwi-
schen Brennweite des Objektivs und dem Sehwinkel.® Dieser Zusammenhang wird
an einer Kleinbildkamera mit dem Bildformat 24 x 36 mm verdeutlicht. Die Brenn-
weite f ist der Abstand des Objektiv-Brennpunktes von der Filmebene. Die Brennwei-
te definiert die Vergréfierungseigenschaften der Kameralinse. Einer gréfieren
Brennweite f entspricht ein kleinerer Sehwinkel o. und umgekehrt.

Brennweite f Sehwinkel o
20 mm 45°
35 mm 30°
50 mm 22°
90 mm 13°
Sehkreis
36 mm
€ Brennweite 35 mm Objektiv
E 30°
& g
Ne)
[0]
E
[

Bild 13.55: Zusammenhang von Brennweite und Sehwinkel

In den meisten CAD-Programmen orientiert sich die Einstellung des Betrachterstand-
punktes fur die Perspektive an den Begriffen der Fotografie. Daher wird das Fotofor-
mat, traditionell 3:2 bei einem Fotoquerformat, verwendet und aus dem
Basisrechteck und der Kameraposition als Pyramidenspitze eine Sehpyramide
anstatt eines Sehkegels gebildet. Dadurch ergeben sich leicht abweichende Werte fur
den Sehwinkel in Abhdngigkeit von der Brennweite. In Bild 13.56 ist dieser
Zusammenhang for ein Bild im Hochformat 2:3 dargestellt.

In AutoCAD® entspricht dem Sehwinkel das halbe Blickfeld, in Vectorworks® dem
halben Blickwinkel. Dann ergibt sich for die Sehpyramide und Brennweite 35 mm
zum Beispiel:

6. Manfred Dopler: Die Perspektive im DG-Unterricht der AHS: Ein Lehrgang in Arbeitsblattern (Teil Il), IBDG 1/1995, S. 51.
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24 mm

Brennweite 35 mm

CTES Kameraposition

36 mm

Bildformat

Bildebene

Bild 13.56: Zusammenhang von Brennweite und Sehwinkel bei der Sehpyramide

tan o= halbe Bildbreite/Brennweite = 18/35 o = 27,2° Blickfeld = 20 = 54,4°

Bild 13.57: Sehpyramide aus Kameraposition und  Bild 13.58: Sehpyramide aus Kameraposition und
Bildformat in AutoCAD® Bildformat in Vectorworks®

Im Programm Rhinoceros® ist das &hnlich. Dort kann entweder Brennweite oder
Sichtfeldwinkel bei der Definition der Perspektive gewdhlt werden. Der jeweils
andere Wert ist durch die Wahl der Brennweite oder des Sichtfeldwinkels bestimmt.
Die Brennweite und der zugehdrige Blickwinkel bzw. das Blickfeld bzw. der Sicht-
feldwinkel werden in den Eigenschaftsinformationen der Kamera angezeigt. Trotz
etwas abweichender Begriffe ist jeweils der Bereich gemeint, der bei der ent-
sprechenden Brennweite und dem Bildformat eingefangen wird.

Bei der Prasentation einer Perspektive sollten Uberlegungen zur sinnvollen Gréfie des
Bildes in Relation zum Présentationsort und -art miteinbezogen werden. Die
optimale, besonders Uberzeugende Bildwirkung kann erreicht werden, wenn der
Betrachter mit einem Auge die richtige Position in Distanz und Aughdhe einnimmt
und daos andere Auge schlieft. Das Auge sollte von der Bildebene einen
Mindestabstand von 25 cm, die sogenannte deutliche Sehweite, haben.
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13.8 Wahl der Parameter einer Perspektive

Die Wirkung des perspektiven Bildes héngt entscheidend davon ab, welche Lage das
Projektionszentrum O und der Hauptsehstrahl | zum abzubildenden Objekt einneh-
men. Daher ist es von grofier Bedeutung, diese Parameter fur die Perspektive geeig-
net zu wéhlen. Ahnlich wie bei der Axonometrie (vgl. Kapitel 4) ist es sinnvoll, fur die
Festlegung der Parameter zundchst mit einem Probekérper zu arbeiten. Empfehlens-
wert sind die folgenden Schritte’:

1. Wahl des Hauptsehstrahls im Grundriss

Zuerst wird die Richtung festgelegt, aus der das Objekt betrachtet werden soll. Bei
vertikaler Bildebene ist der Hauptsehstrahl stets horizontal. Er sollte auf den wichtig-
sten Teil des Objekts gerichtet werden, der in der Perspektive zum Ausdruck kommen
soll.

Bild 13.59: Wahl des Hauptsehstrahls im Grundriss - Perspektiven mit verschiedenen Lagen des Hauptseh-
strahls

Bild 13.59 zeigt drei unterschiedliche Perspektiven, die aus den drei angegebenen
Lagen des Hauptsehstrahls im Grundriss 7', 5" bzw. I3' entstehen.

2. Wahl der Aughéhe

Die Aughdhe bestimmt die Héhe, aus der das Objekt betrachtet werden soll. Durch
die Wahl des Hauptsehstrahls im Aufriss wird die Aughéhe festgelegt.

Soll die Szenerie so dargestellt werden, wie sie ein Fufigéinger erleben wirde, so
muss eine Aughdhe von ca. 170 cm gewdéhlt werden.

Ist die Aughéhe gering, so spricht man von einer Froschperspektive. Diese ist zum
Beispiel bei Hangbebauungen wie bei der Perspektive des Wohnhauses von Rudolf
M. Schindler in Bild 13.61 geeignet.

Ist die Aughdhe sehr grof3, so spricht man von einer Vogelperspektive. Der Betrach-
ter erlebt das Objekt aus Vogel- bzw. Flugzeugsicht.

7. Diese Schritte sind zusammengestellt nach einem Vorlesungsskript von Claus Pitz: Arbeitsblétter zur Darstellende Geome-
trie fUr Architekten. Institut fir Geometrie und Praktische Mathematik, RWTH Aachen, 1996.
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Eine solche Vogelperspektive ist sinnvoll, wenn ein Uberblick uber einen gréBeren
Gebdudekomplex bzw. ein Stadtteil vermittelt werden soll, wie in Bild 13.62 der Blick
Uber die Villen mit Dachgérten an der Riviera von Adolf Loos die gesamte Wohnan-
lage veranschaulicht.

h

(44

Bild 13.60: Wahl der Aughdhe - Perspektiven mit unterschiedlicher Aughshe

o
E L= il -~y |
g 1 v 5
=P f ¥ /
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. = g " ik —HETA i
I i e T 23
Bild 13.61: Froschperspektive - Wohnhaus fir Hai-  Bild 13.62: Vogelperspektive - Villen mit Dach-
nes, USA , 1934-35, R. M. Schindler gérten an der Riviera, 1923, Adolf Loos

3. Wahl des Auges auf dem Hauptsehstrahl

Mit der Wahl des Auges auf dem Hauptsehstrahl wird die Entfernung des Auges vom
Objekt festgelegt. Fur die Bildwirkung ist entscheidend, ob das Bild des Objektes in
den Sehkreis bzw. Distanzkreis passt, dariber hinaus geht oder ihn nicht voll ausnutzt
(Bild 13.63).

Die Uberprifung, ob das Objekt innerhalb des Sehkegels liegt, darf nicht nur im
Grundriss erfolgen, sondern muss im Raum durchgefUhrt werden. Insbesondere an
"extremen" Raumpunkten — sehr hoch, sehr niedrig — sollte die Lage bezuglich des
Sehkegels Uberprift werden. Ist O' zu nah am Objekt, werden die Proportionen des
Obijekts im Bild stark verzerrt. Ist O' zu weit vom Objekt entfernt, wird das Bild span-
nungsarm und sieht beinahe wie eine Axonometrie aus.

Um auch im Aufriss zu Uberprifen, ob das Objekt innerhalb des Sehkegels liegt, kann
der Umriss des Sehkegels im Aufriss mit Hilfe einer Kugel, die den Sehkegel berGhrt,
eingezeichnet werden.
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/
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Bild 13.63: Wahl des Auges - Perspektiven mit unterschiedlichen Entfernungen des Auges zum Objekt

Vor der Konstruktion kénnen die Sichtbarkeitsverhéltnisse grob abgeschéatzt werden.
Hierzu werden Sehstrahlen durch O' und durch die Ecken der Baukérper einge-
zeichnet und die dahinterliegenden verdeckten Bereiche ermittelt.

o

Bild 13.64: Uberprifen der Sichtbarkeit

4. Wabhl der Bildebene
Als letzter Parameter ist die Distanz der Bildebene vom Auge festzulegen.

-

O

Bild 13.65: Wahl der Bildebene - Perspektiven mit unterschiedlicher Distanz der Bildebene vom Auge
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Die Bildebene m muss senkrecht zum Hauptsehstrahl | eingezeichnet werden, an
welcher Stelle genau, ist nun nicht mehr entscheidend fur die Art der Perspektive, die
entsteht. Die Bildwirkung é@ndert sich durch unterschiedliche Distanzen nicht. Nur die
Gréfie des Bildes und die Erreichbarkeit der Fluchtpunkte wird durch die Wahl der
Bildebene beeinflusst. Je kleiner die Distanz, desto kleiner wird das Bild und desto
néher liegen die Fluchtpunkte beieinander. Je gréf3er die Distanz, desto gréfier wird
das Bild und desto weiter sind die Fluchtpunkte voneinander entfernt. Die Lage der
Bildebene entscheidet also Uber eine Vergréflerung oder Verkleinerung des perspek-
tiven Bildes. Als Entscheidungshilfe ist es sinnvoll, die Fluchtstrahlen schon vor dem
Festlegen der Bildebene einzuzeichnen, damit die Lage der Fluchtpunkte und deren
Erreichbarkeit abzusehen sind. Die Lage der Bildebene sollte also als letzter Parame-
ter der Perspektive festgelegt werden. Eine spétere Skalierung des Bildes, um eine fur
die Prasentationsart geeignete Gréf3e des Bildes zu erhalten, hat den gleichen Effekt
wie die Verschiebung der Bildebene.

&

Bild 13.66: Innenraum-Perspektiven, Konstruktionszeichnungen zu Entwurfsprojekten, 2007, Studienpro-
jekt Benjamin Maier (links) und Julika Siegmund (rechts)

Bei Innenraum-Perspektiven ist es héufig schwieriger als beim Auflenraum die
Parameter der Perspektive geeignet festzulegen. Es kann immer nur ein Ausschnitt
des Raums gezeigt werden, nie der ganze Raum, wenn ein realistischer Betrachter-
standpunkt gewdhlt wird. Daher ist es entscheidend, den fir den Entwurf wichtigen
Ausschnitt passend festzulegen. Besonders aussagekrdéftig ist die Darstellung des
Bezugs zwischen drauf3en und drinnen in der Innenraumperspektive. Der Raumbezug
zum Aufienraum durch die Fenster, kann bereits durch die Kennzeichnung des Hori-
zonts verdeutlicht werden. Mit einer Serie von Perspektiven kann ein Weg durch ein
Gebdude oder ein Umschauen in einem Raum simuliert werden.
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13.9 Licht und Schatten in der Perspektive

Die Berucksichtigung von Licht und Schatten (vgl. Kapitel 10) in einer Perspektive ldsst
den dargestellten Raum fur den Betrachter plastischer werden. Auch bei den Schat-
tenkonstruktionen in der Perspektive missen wir wie bei Parallelrissen zwischen der
natiUrlichen Beleuchtung durch die Sonne (Parallelbeleuchtung) und kinstlicher
Beleuchtung durch eine Lampe (Zentralbeleuchtung) unterscheiden.

13.9.1 Schatten in der Perspektive bei Parallelbeleuchtung

Die Bilder der parallelen Lichtstrahlen der Sonne in der Perspektive sind im allgemei-
nen nicht parallel, sondern schneiden einander im Fluchtpunkt F¢. Die rédumlichen
Lichtstrahlen und die Risse der Lichtstrahlen auf die Schattenauffangfléche missen in
die Perspektive abgebildet werden. Der réumliche Lichtstrahl und seine Projektion
auf die Schattenauffangfléche bilden das fur die Schattenkonstruktion entscheidende
vertikale Lichtdreieck. Die Fluchtgerade der Ebene durch dieses Lichtdreieck muss
daher eine Senkrechte zum Horizont sein. Ist die Schattenauffangfléche die hori-
zontale Grundrissebene (Standebene), so liegt der Fluchtpunkt der Bilder der
Grundrisse der Lichtstrahlen F¢ auf dem Horizont und der Fluchtpunkt der
rdumlichen Lichtstrahlen F|© senkrecht darUber oder darunter. Diese Lichtflucht-
punkte werden gefunden, indem die Parallelen zu | und I’ durch das Auge O gelegt
und mit der Bildebene  zum Schnitt gebracht werden, d. h. das Lichtdreieck wird zur
Konstruktion der Fluchtpunkte in das Auge parallel verschoben.

he

Bild 13.67: Perspektives Bild der Lichtdreiecke aus rédumlichen Lichtstrahlen und deren Grundrisse
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Wie bei der Axonometrie (vgl. Kapitel 10) muss das Bild des rdumlichen Lichtstrahls
mit dem Bild des Risses des Lichtstrahls auf die Schattenauffangfléche zum Schnitt
gebracht werden, um herauszufinden, wo der Lichtstrahl auf die Schattenauffangfla-
che auftrifft.

FUr die rdumlichen Lichtstrahlen kénnen drei Félle unterschieden werden:

1. Die Sonne liegt vor dem Betrachter, d. h. es liegt Gegenlicht vor. Dann befindet
sich der Fluchtpunkt der rdumlichen Lichtstrahlen |; Gber dem Horizont (Bild
13.68, 13.69 und 13.70).

2. Die Sonne liegt hinter dem Betrachter, d. h. es liegt Rickenlicht vor. Dann
befindet sich der Fluchtpunkt der rdumlichen Lichtstrahlen |, unter dem Horizont
(Bild 13.68, 13.69 und 13.71).

3. Die Lichtstrahlen sind parallel zur Bildebene, d. h. es liegt Seitenlicht vor. Die
Lichtstrahlen bleiben in der Perspektive ebenfalls parallel, der Fluchtpunkt der
rdumlichen Lichtstrahlen I3 ist dann ein Fernpunkt (Bild 13.68, 13.69 und 13.72).

Bild 13.68: Gegenlicht, Rickenlicht und Seitenlicht -
AuBentreppen der Wohnanlage in Paris, 1991-94, Philippe Gazeau

O Sonnenstand 1 Sonnenstand 3 Sonnenstand 2 O
\”,\ TI; /f/lg

F3' = Fernpunkt

Bild 13.69: Verschiedene Lagen der Sonne zum Betrachter
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Bild 13.70-72 zeigen die drei Félle der Lage der Sonne zum Betrachter in der Per-
spektive.

Fr

h
Bild 13.70: Sonne liegt vor dem Betrachter - Gegenlicht
Fr h°
F
Bild 13.71: Sonne liegt hinter dem Betrachter - Rickenlicht
he

Bild 13.72: Lichtstrahlen parallel zur Bildebene - Seitenlicht

Zur Darstellung eines Objektes in einer Perspektive ist das Ruckenlicht am geeignet-
sten. Die vorderen Fldchen des Objektes werden in diesem Fall beleuchtet, sind nicht
verschattet. Der Schatten betont die rdumliche Situation, da er nach hinten féllt. Bei
Gegenlicht hingegen liegen die vorderen Objektseiten im Schatten. Daher ist das
Objekt selbst nicht mehr gut zu erkennen. Der Fall des Seitenlichtes mit zur Bildebene
parallelen Lichtstrahlen stellt ein Sonderfall dar, der auch beim Fotografieren kaum
exakt herstellbar ist. Daher wirkt dieser Fall in der Perspektive eher kiUnstlich.
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Ist der Sonnenstand z. B. am 23.09., 14 Uhr, in K&éIn mit dem Azimutwinkel o, ~218°
(Suden) und dem Hoéhenwinkel y,=33° bekannt (vgl. Kapitel 10.1), so kann die
Lichtrichtung in die Perspektive Ubertragen werden. In den genordeten Grundriss
kann der Azimutwinkel o eingetragen werden. Damit ist die Lichtrichtung im
Grundriss I' bekannt, und der Fluchtpunkt der Grundrisslichtstrahlen F kann in die
Perspektive Ubertragen werden. Um den Fluchtpunkt F¢ der réumlichen Lichtstrahlen
zu erhalten, wird mit Hilfe des Messpunktes der Grundrisslichtstrahlen (vgl. Kapitel
13.4.2) der Héhenwinkel y; in der Perspektive abgetragen (Bild 13.73).

Nach der Konstruktion der Fluchtpunkte der Grundrisslichtrichtung und der raum-
lichen Lichtrichtung kann die Schattenkonstruktion in der Perspektive durchgefUhrt
werden. Die perspektiven Bilder der réumlichen Lichtstrahlen, F|¢ verbunden mit den
Bildern der Objektpunkte, schneiden die perspektiven Bilder der Grundrisslicht-
strahlen, F€ verbunden mit den perspektiven Grundrissen der Objektpunkte, in den
zugehdrigen Schattenpunkten.

X%
s¢

o

Bild 13.73: Lichtrichtung und Schattenkonstruktion in der Perspektive bei Parallelbeleuchtung auf eine
horizontale Auffangebene
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Die Eigenschatten koénnen entsprechend des Zusammenhangs von Eigen- und
Schlagschatten (vgl. Kapitel 10) gefunden werden: die Eigenschattengrenze wird auf
die Schlagschattengrenze abgebildet. Ist also die Schlagschattengrenze gefunden, so
ist das Urbild im Objekt die Eigenschattengrenze.

Ergénzend zum Schatten auf eine horizontale Schattenauffangebene sollen im
Folgenden die Schattenkonstruktionen bei vertikalen und geneigten Schattenauf-
fangebenen entsprechend der Beispiele in Kapitel 10 betrachtet werden.

Bild 13.74 zeigt das Objekt mit Vor- und Ricksprung aus Bild 10.16 in einer Perspek-
tive mit gegebenen Lichtfluchtpunkten F|€ und F/C. Im perspektiven Grundriss kann
zunéchst herausgefunden werden, an welcher Stelle der Grundriss des Lichtstrahls an
der Unterkante des TUrricksprungs aufirifft. Die vertikalen Tur- und Quaderkanten
und ihr Schattenbild auf der Wand sind jeweils parallel zueinander wie bei der Axo-
nometrie, da bei einer Perspektive mit vertikaler Bildebene die Parallelitat der Ver-
tikalen erhalten bleibt. Die horizontalen Kanten sind réumlich gesehen ebenfalls
parallel zu den Schattenauffangebenen im Beispiel. In der Perspektive verlaufen die
Schattenbilder der horizontalen Kanten daher durch denselben Fluchtpunkt F;€ wie
die Objektkanten.

/

F ,iw

Bild 13.74: Schattenkonstruktion bei vertikaler Auffangebene in einer Perspektive

1. Fir die Schattenkonstruktion des Tirriicksprungs wird der am Boden liegende Punkt der éuf3eren
Kante der Tiréffnung mit dem Fluchtpunkt Fi€ verbunden.
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2. Im Schnittpunkt mit der Unterkante des Turricksprungs kann die Senkrechte zum Horizont ge-
zeichnet werden.

3. Der obere Eckpunkt der éuBeren Kante der Tiréffnung wird mit dem Fluchtpunkt F|© der
réumlichen Lichtstrahlen verbunden. Diese Verbindungslinie schneidet die gezeichnete Senk-
rechte im Schattenpunkt dieses oberen Eckpunktes.

4. Die Verbindungslinie mit dem Fluchtpunkt F; der Oberkante der Tiréffnung kennzeichnet den
Schattenverlauf dieser oberen Kante der Tiréffnung.

5. Fur die Ermittlung des Schlagschattens des quaderférmigen Vorsprungs auf die Wand wird zu-
néchst die Grundrissprojektion des Vorsprungs in der Perspektive gesucht.

6. Durch die Verbindung des rechten Eckpunktes des Grundrisses des Vorsprungs mit dem Licht-
fluchtpunkt F wird der Punkt gefunden, in dem der Grundrisslichtstrahl an der Wand auftrifft.

7. Die Vertikale in diesem Punkt geschnittenen mit dem réumlichen Lichtstrahl durch den ent-
sprechenden oberen Punkt des Vorsprungs liefert den Schattenpunkt.

8. Mit Hilfe der Parallelitét, der Objektfluchtpunkte und der Lichtfluchtpunkte kann die Schat-
tenkonstruktion vervollsténdigt werden.

*;1 « |
_ 1? ' . !
st — ‘| f } 1 T —
4 al = Al
ﬁ 3 ‘J‘ # ik i
Bild 13.75: Schnittperspektive mit Licht und Bild 13.76: Innenraumperspektive mit Licht und
Schatten, 2011, Studienprojekt Schatten, 2012, Studienprojekt
Ali Ajeti Luzia Birker

Die Projektbeispiele Schnittperspektive und Innenraumperspektive zeigen Schatten
auf horizontale und vertikale Schattenauffangfléchen, Boden und Wand. Bei der
Innenraumperspektive sehen wir in Umkehrung der Schattenkonstruktion das Licht,
das in den Raum féllt. Zunéchst ist also der Raum dunkel und das durch die Off-
nungen einfallende Licht erzeugt helle Bereiche.

Ist die Schattenauffangebene eine geneigte Ebene ¢, so muss die Methode der
Deckgeraden (Kapitel 5.4.3) fur den Lichtstrahl in die Perspektive umgesetz werden.
Damit kann die Projektion der Lichtrichtung | auf die Ebene € mit dem Lichtfluchtpunkt
F.¢ ermittelt werden. Die Schattenkonstruktion auf die geneigte Ebene € wird dann
mit Hilfe des Lichtfluchtpunktes F|° des rédumlichen Lichtstrahls und des Fluchtpunktes
F.¢ der auf die Ebene ¢ projizierten Lichtrichtung anstatt F|¢ entsprechend des Bei-
spiels in der Axonometrie (Bild 10.20) durchgefthrt.
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Bild 13.77: Schattenkonstruktion auf eine geneigte Auffangebene in einer Perspektive

1. In einem beliebigen Punkt P der Unterkante der geneigten Ebene wird die Grundrissprojektion
des Lichtstrahls eingezeichnet, indem dieser mit dem Fluchtpunkt F/€ verbunden wird.

2. Im Schnittpunkt 1' mit einer Kante der Grundrissprojektion der geneigten Ebene &£ wird die Ver-
tikale eingezeichnet, welche die Kante der Ebene € im Punkt 1€ trifft.

3. Die Gerade P€1¢ schneidet die Fluchtgerade der vertikalen Ebene durch den Lichtstahl I, also
die Vertikale zum Horizont durch den Lichtfluchtpunkt Fi€ bzw. F, im Fluchtpunkt F.S, mit dem
im Folgenden die Schattenkonstruktion auf die geneigte Ebene & durchgefihrt werden kann.

Aus diesen drei Fdllen kénnen die meisten Schattenkonstruktionen auf
Auffangebenen zusammengesetzt werden.
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13.9.2 Schatten in der Perspektive bei Zentralbeleuchtung

In Bild 13.78 sind zwei Perspektiven mit unterschiedlichen Lichtquellen des Entwurfs
"Ramses Workstation" zu sehen, bei dem eine Arbeitsplattform zur Restauration des
Tempels entworfen wurde. Das linke Bild zeigt den Entwurf bei Parallelbeleuchtung.
Durch die Sonne als Lichtquelle féllt der Schatten auf den Boden und die benachbarte
Saulenreihe. Das rechte Bild zeigt dieselbe Perspektive dieses Entwurfs mit Zentral-
beleuchtung. Hier ist eine Lampe am BaugerUst die schattenerzeugende Lichtquelle.
Dadurch entsteht ein véllig anderer Schatten, der in alle Richtungen fallt.

Bei der Zentralbeleuchtung wird eine Lampe als punkiférmige Lichtquelle angenom-
men (vgl. Kapitel 10.2). Die Lage der punkiférmigen Lichtquelle L im Raum wird aus
Grund- und Aufriss in die Perspektive Ubertragen. Im Unterschied zur
Parallelbeleuchtung sind die ermittelten Punkte L' und L€ keine Fluchtpunkte.

Bild 13.78: Schatten bei Parallelbeleuchtung und bei Zentralbeleuchtung in einer Perspektive am Beispiel
des Entwurfs "Ramses Workstation", 1997, Studienprojekt Christian Brost

Die Schattenkonstruktion kann durchgefihrt werden, indem die rdumlichen Licht-
strahlen durch die Bilder der réumlichen Objektpunkte in der Perspektive, L verbun-
den mit den Objektpunkten, mit den perspektiven Bildern der Grundrisslichtstrahlen,
L' verbunden mit den perspektiven Grundrissen der Objektpunkte, zum Schnitt
gebracht werden (Bild 13.79).

L (Lampe)

LlC

Bild 13.79: Punkiférmige Lichtquelle - Schattenkonstruktion in der Perspektive bei Zentralbeleuchtung
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13.10 Spiegelung in der Perspektive

Um die rédumliche Wirkung der perspektiven Darstellung zu erhéhen, ist es sinnvoll
neben dem Schatten auch Spiegelungen auf Oberfléchen zu bericksichtigen. Dies
fuhrt zu plastischeren und realistischeren Darstellungen der Gesamtsituation.
Spiegelungen kennzeichnen Materialien, glatte Oberfléchen. Durch Spiegelungen
kénnen ergéanzend andere Sichten auf das Objekt gezeigt werden, z. B. Untersicht
von Bauteilen oder Riuckansichten.

Fur die Konstruktion von Spiegelungen muss zunéchst geklart werden, was das phy-
sikalische Phdnomen Spiegelung geometrisch bedeutet. Spiegelung wird interpretiert
als die Reflexion von Lichtstrahlen an einem ebenen Spiegel, d. h. im Raum werden
die Figuren an einer Ebene «, der Spiegelebene, reflektiert. Dabei gelten folgende
Grundgesetze der Spiegelung (Bild 13.80):

1. Ein einfallender Lichtstrahl | wird mit dem gleichen Winkel zur Spiegelebenennor-
malen n als Lichtstrahl I, reflektiert, d. h. der Einfallswinkel ist gleich dem Ausfalls-
winkel.

2. Der einfallende Lichtstrahl | und der reflektierte Lichtstrahl I, liegen mit der Nor-
malen n zur Spiegelebene in einer zur Spiegelebene senkrechten Ebene im
Schnittpunkt des Lichtstrahls mit der Spiegelebene.

3. Alle durch einen Punkt P gehenden einfallenden Strahlen werden so reflektiert,
dass sich die Verlangerungen der reflektierten Lichtstrahlen hinter der Spiegel-
ebene in einem Punki, dem Spiegelpunkt P, von P schneiden.

4. Der Spiegelpunkt P, liegt in derselben Entfernung hinter der Spiegelebene wie der
Punkt P vor der Spiegelebene. Die Verbindung PP, ist senkrecht zur Spiegelebene.

Spiegelebene o

Bild 13.80: Grundgesetze der Spiegelung an der Bild 13.81: Anderung der Orientierung bei
Spiegelebene o Spiegelung
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Der durch die Spiegelung erhaltene Bildpunkt P, von P ist also dadurch bestimmt,
dass die Verbindungsstrecke zwischen ihm und seinem Bildpunkt P, von der Spiegel-
ebene o rechtwinklig halbiert wird (Bild 13.80). Fixpunkte sind genau die Punkte der
Spiegelebene. Fixgeraden sind die Geraden der Spiegelebene sowie die Geraden,
die zu dieser orthogonal verlaufen. Fixebenen sind die Spiegelebene und die zu ihr
orthogonalen Ebenen. Durch die Spiegelung verdndert sich die Orientierung der
Figur (Bild 13.81).

Réumlich gesehen, ist das Spiegelbild gleich gro wie das Original. Fir die Umset-
zung in einer Perspektive ist entscheidend, dass das Objekt im Spiegelbild von einem
anderen Betrachterstandpunkt gesehen wird als das Original, da dieser fir
Spiegelbild und Original fest bleibt. Die Konstruktion der Spiegelung in der Perspek-
tive soll hier auf zwei Félle beschrénkt behandelt werden: horizontale und vertikale
Spiegelebenen.

13.10.1 Horizontale Spiegelebene

Die Spiegelung an einer horizontalen Spiegelebene, z. B. an der Wasseroberfldche,
ist in Perspektive mit vertikaler Bildebene einfach umzusetzen, da alle vertikalen
Objektkanten teilverhaltnistreu abgebildet werden, und somit auch die gleichen
Absténde von Punkt und Spiegelpunkt zur Spiegelebene in der Perspektive erhalten
bleiben. In Bild 13.83 wird die Konstruktion der Spiegelung an einer horizontalen
Spiegelung am Beispiel eines Hauses am Ufer auf der Wasseroberflédche aufgezeigt.
Zeichnet man die Spur der Spiegelebene in der Bildebene, hier die Spur w® der Was-
seroberfléche, in die Perspektive ein, so kann der Spiegelpunkt P, eines beliebigen
Punktes P dadurch gefunden werden, dass die Senkrechte zur Spur der Spiegelebene
durch Punkt P eingezeichnet wird und dann der Abstand von Punkt P zu einer hori-
zontalen Geraden in der Spiegelebene nach unten (unter die Spiegelebene) abge-
tragen wird. Yon jedem zu spiegelnden Punkt muss die Senkrechte zur Spiegelebene
und der Durchstof3punkt mit der Spiegelebene ermittelt werden.

Spiegelebene o

Spiegelbild

scheinbares
Auge

Bild 13.82: "Scheinbares Auge" fur die Sicht auf das Original im Spiegelbild bei horizontaler Spiegelebene
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Durch das Darstellen des Spiegelbilds in der Perspektive bietet sich die Méglichkeit,
einen anderen Blick auf das Objekt in das Bild einzubringen, z. B. eine Untersicht von
Bauteilen, wie dies am Beispiel der Turéffnung in Bild 13.83 deutlich wird. In Bild
13.82 ist am Beispiel eines Quaders in einer Ansicht das "scheinbare Auge" einge-
zeichnet, von dem aus das Original im Spiegelbild betrachtet wird.

Pc

i

Bild 13.83: Haus am Wasser in Perspektive mit Spiegelung auf horizontaler Spiegelebene

1. Die Spur w* der Wasseroberfléche als horizontale Spiegelebene kann als Parallele zur Standlinie
s¢ mit der Héhendifferenz zwischen der Standebene des Hauses und der Wasseroberfléche im
entsprechenden Maf3stab eingezeichnet werden.

2. Die Senkrechte durch den Spurpunkt 1. der Unterkante des Hauses schneidet die Spur der Was-
seroberflédche w® im Spurpunkt 1,° der Geraden der bis zur Wasseroberflédche verléngerten
Giebelseite des Hauses.

3. Diese Unterkante des Hauses in der Spiegelebene schneidet die Vertikale durch den Punkt P im
Mittelpunkt der Strecke zwischen Punkt P¢ und seinem Spiegelpunkt P .

4. Fir die weitere Konstruktion des Spiegelbildes kann benutzt werden, dass die Fluchtpunkte F1©
und F,¢ der horizontalen Geb&udekanten auch im Spiegelbild erhalten bleiben.
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13.10.2 Vertikale Spiegelebene

Bei vertikaler Spiegelebene kénnen die Absténde der Objektpunkte zur Spiegelebene
nicht auf diese Weise in die Perspektive Ubertragen werden, da die horizontalen
Absténde in der Perspektive nicht erhalten bleiben, also keine teilverhéltnistreue
Abbildung fur diese vorliegt. Die Verzerrung des Abstands des Originals zur Spiegel-
ebene in der Perspektive kann mit Hilfe eines Teilungspunktes (vgl. Kapitel 13.5)
ermittelt werden. Das Spiegelbild ist ohne Kenntnis aller Parameter der Perspektive
direkt in der Perspektive zu finden. Es ist ausreichend, wenn der Horizont h¢, der
Fluchtpunkt der horizontalen Geraden in der Spiegelebene F;€ und der Fluchtpunkt
einer dazu senkrechten Richtung F,¢ bekannt sind.

Im Spiegelbild mit vertikaler Spiegelebene wird das Objekt von hinten betrachtet. Bild
13.86 zeigt in einer Draufsicht die Lage des "scheinbaren Auges" fur die Sicht auf das
Original im Spiegelbild wieder am Beispiel eines Quaders.

{'
1

Bild 13.84: Wasserspiegelung beim "Glas Tea Bild 13.85: Vertikaler und geneigter Spiegel im

House Mondrian", Venedig, 2014, "Zimmerbild Berlin", 1820,
Hiroshi Sugimoto Johann Erdmann Hummel

scheinbares

Auge
Auge 9

Spiegelebene| o

Bild 13:86: "Scheinbares Auge" fur die Sicht auf das Original im Spiegelbild bei vertikaler Spiegelebene in
Draufsicht
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Die Konstruktion des Spiegelbildes eines Innenraums in einem Spiegel an der Wand
wird in Bild 13.878 erlautert. Die Absténde von Objektpunkten auf der Bodenebene
zur vertikalen Spiegelebene werden auf einer Frontgeraden, einer Parallelen zur
Bildebene der Perspektive, im wahren Teilverhdltnis mit Hilfe eines geeigneten
Teilungspunktes ermittelt, dort teilverhdlinistreu gespiegelt und dann die Spiegel-
punkte im perspektiven Bild mit Hilfe des Teilungspunktes gefunden.

1°=1,° goc 2° Ds 20? 1 o(r:

Bild 13.87: Innenraum mit vertikaler Spiegelebene

1. Die Unterkante g© der Zwischenwand und des Quaders, diese liegen hier zur Vereinfachung auf
einer Geraden, schneiden die Unterkante der Spiegelebene am Boden im Punkt D€. Die Gerade
g steht senkrecht zur Spiegelebene, auf ihr kénnen also die Absténde der Objektpunkte zur
Spiegelebene gemessen werden.

2. Um diese im wahren Teilverhdltnis zu finden, missen die Abstdnde auf g mit Hilfe eines
geeigneten Teilungspunktes, auf einer Frontgeraden g,© z. B. durch den Punkt 1€ ermittelt wer-
den, d. h. so dass die gespiegelten Abstdnde in der Zeichnung Platz finden.

3. Die Abstdnde im wahren Teilverhélinis auf der Geraden g,° kénnen nun am Punkt D¢
gespiegelt werden.

4. Die gespiegelten Punkte 1,,° und 2,,° verbunden mit dem Teilungspunkt T¢ liefern die
gespiegelten Punkte 1,° und 2, in der Perspektive.

5. Mit Hilfe der Fluchtpunkte F1¢ und F5¢ der horizontalen Objektkanten kann das Spiegelbild im
vertikalen Spiegel ergénzt werden.

8. Beispiel nach Rudolf Schmidt: Perspektive Schritt fur Schritt. Augustus Verlag, Augsburg 1995, S. 98.
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13.11 Fotorekonstruktion

Zur Préasentation eines Entwurfs im Zusammenhang mit einer vorhandenen Umge-
bung sind Fotomontagen besonders geeignet. Die Bilder 13.88 bis 13.90 zeigen
solche Fotomontagen in vorhandenen bzw. méglichen Umgebungen. Ein Foto kann
als Perspektive angenommen und dann als solche rekonstruiert werden. Das Projek-
tionszentrum O entspricht dem optischen Mittelpunkt des Objektivs der Fotokamera,
die Distanz ist die Brennweite, d. h. der Abstand zwischen O und der Filmebene. Das
Foto muss durch Umkehrung der Zentralprojektion "entzerri" werden, um die Bestim-
mungselemente der Zentralprojektion herauszufinden. Die Fotogrammetrie beschéf-
tigt sich mit diesem Problem. Mit den rekonstruierten Bestimmungselementen der
Perspektive kann das neu Entworfene in einer entsprechenden Perspektive gezeich-
net und dann in das Foto montiert werden. Grafische Montagetechniken und Bildbe-
arbeitungsprogramme kénnen dabei das Ergebnis optimieren.

'wg_ — >

Bild 13.88: Fotomontage am Beispiel einer Bau- Bild 13.89: Fotomontage des 1975 abgerissenen
licke in Kaiserslautern, 2006, Pfaffbads in Kaiserslautern, 2008,
Studienprojekt Anja Lieske Studienprojekt Andreas Boroch

Sind zwei von verschiedenen Standpunkten aufgenommene Fotografien vorhanden,
so ist das Objekt im allgemeinen bis auf den Maf3stab eindeutig rekonstruiert, wenn
man die durch die Brennweite des Linsensystems bestimmte Distanz sowie den
Schnittpunkt der optischen Achse mit der Filmebene kennt (Hauptsatz der Fotogram-
metrie).” Ist nur ein Foto vorhanden, so ist die Rekonstruktion nur mit zusdtzlichen
Informationen méglich. Es miUssen Informationen Uber das im Foto bzw. in der Per-
spektive abgebildete Objekt vorliegen.

Jede Perspektive einer ebenen Figur ldasst sich entzerren, wenn sie ein
® Viereck A°B°C°D¢ enthalt, dessen Originalgestalt ABCD bekannt ist.'°

9. S. Finsterwalter: Die geometrischen Grundlagen der Photogrammetrie. Jahresberichte der DMV, Bd. 6 (1899), S. 15.
H. Brauner: Lehrbuch der Konstruktiven Geometrie. Wien 1986, S.137.

10.Vgl. O. Giering/H. Seybold: Konstruktive Ingenieurgeometrie. Minchen 1987, S. 329 ff.
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Die Gestalt eines radumlichen Objekis lasst sich aus jeder Perspektive rekonstruieren,
in der sich die zu bestimmenden Objektpunkte auf zwei nicht parallele entzerrbare
Ebenen beziehen lassen. Die zu rekonstruierenden Bestimmungselemente der Per-
spektive werden in zwei Arten gegliedert:

Innere Orientierung der Perspektive: AuBere Orientierung der Perspektive:
Hauptpunkt H Lage der Bildebene ©
Distanz d

Projektionszentrum O

Die rekonstruierte innere Orientierung der Perspektive erlaubt, das Objekt bis auf
den MafBistab zu rekonstruieren. Mit Hilfe der duBBeren Orientierung kénnen dann
auch die wahren Abmessungen des abgebildeten Objekts ermittelt werden.

Sind die vertikalen Kanten eines Objekts in der Perspektive als Parallelen abgebildet,
so kann man auf eine Perspektive mit vertikaler Bildebene schlief3en.

i H PEg e ,
Bild 13.90: Fotomontage des Entwurfs "Nicolausi - Restingplace for Santa Claus" in zwei méglichen Umge-
bungen: am Strand und eine Brache in Berlin, 1996, Studienprojekt Justus Thiede

Wenn bekannt ist, dass es sich bei diesem
Foto um eine Originalaufnahme mit nor-
malem Obijektiv handelt und nicht ein
Bildausschnitt vorliegt, muss der Haupt-
punkt H® des Fotos bzw. der Perspektive
der Diagonalenschnittpunkt des Fotos
sein. Kénnte es sich um einen Bildaus-
schnitt handeln, dann sind allgemeinere
Rekonstruktionsverfahren erforderlich. Bild 13.91: Hauptpunkt als Diagonalenschnittpunkt

Die Durchfihrung einer Fotorekonstruktion wird hier auf zwei wichtige Félle auf der
Grundlage einer Perspektive mit vertikaler Bildebene beschrénkt:

1. Ein horizontal liegendes Rechteck ist in wahrer Gréfie bekannt.

2. Ein vertikal stehendes Rechteck ist in wahrer Gréfie bekannt.
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13.11.1 Fotorekonstruktion bei bekanntem horizontalen Rechteck

Ist ein Foto eines Gebdudes vorhanden und ist z. B. das wahre Grundrissrechteck
ABCD bekannt, so kann die innere und éufiere Orientierung der Perspektive ermittelt
werden. In Bild 13.92 wurde ein Foto eines Einfamilienhauses von Mario Botta rekon-
struiert und anschlieBBend ein Steg in das Foto montiert. Das wahre Grundrissrechteck
ABCD des Gebdudes ist bekannt (Bild 13.94). Die vertikalen Gebaudekanten er-
scheinen im Bild parallel, daher liegt eine Perspektive mit vertikaler Bildebene vor.
Die verléngerten horizontalen Rechteckseiten im Foto schneiden einander in den
Fluchtpunkten F;€ und F,¢. Damit ist auch der Horizont h® bestimmt.

Bild 13.92: Fotorekonstruktion und Fotomontage - Einfamilienhaus in Ligornetto, Schweiz, 1975-76,
Mario Botta

Das um den Horizont in die Bildebene gedrehte Auge O° muss auf einem Thaleskreis
Uber der Strecke F{° F,¢ liegen, da F;€ und F,° die Fluchtpunkte von zwei senkrecht
aufeinanderstehenden Geraden des Rechtecks sind. Zweites Bestimmungsstick fur
die Lage des gedrehten Auges O° ist das Bild der Diagonalen BD mit dem zugehéri-
gen Fluchtstrahl. Dazu muss der Winkel o zwischen der Rechteckseite AB und der
Diagonalen BD in der Perspektive eingemessen werden (Bild 13.94). Die Umkehrung
des Messpunktverfahrens fur die Strecke AB = a liefert schlief3lich die Standlinie s€ in
der Perspektive. Damit sind alle Parameter der Perspektive bekannt. Wahre Maf3e
von Gebdudeteilen im Foto kénnen ermittelt und neue Elemente hinzugefigt wer-
den.
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Zum Einmessen des Winkels o kann der
Peripheriewinkelsatz am Kreis, eine Ver-
allgemeinerung des Satz des Thales,
Anwendung finden (Anhang e, Bild A5).

Jeder spitze Peripheriewinkel
ist halb so grof3 wie der zum
selben Kreisbogen gehérende
Zentriwinkel.

Bild 13.93 : Peripheriewinkelsatz am Kreis

F°

Wahres Grundrissrechteck

o

OO
Bild 13.94: Rekonstruktion einer Perspektive bei bekanntem Grundrissrechteck

. A°B® und C°D€ schneiden sich im Fluchtpunkt F1¢ sowie A°D® und BC® im Fluchtpunkt F,°.

. Die Verbindungsgerade F;“ F, ist der Horizont h, der senkrecht zu den Vertikalen liegen muss.
. Das um h® in die Bildebene geklappte Auge O° muss auf dem Thaleskreis Gber F1 Fy° liegen.
. Die Verlédngerung des Bildes der Rechteckdiagonalen B°D® schneidet h® im Fluchtpunkt F5°.

O N W N —

. Nach dem Winkelsatz am Kreis kann im Mittelpunkt des Thaleskreises R der Zentriwinkel 20
vom Horizont h® ausgehend abgetragen werden. Auf dem Thaleskreis erhélt man Punkt P.

. Die Gerade F3° P ist der Fluchtstrahl der Diagonalen BD und schneidet den Thaleskreis in O°.
7. Der Messpunkt M, fir die Rechteckseite AB = a wird durch Eindrehen von O° gefunden.

8. Durch Einpassen der wahren Strecke AB = a bezogen auf einen Maf3stab zwischen den Gera-
den A° M€ und B M€ parallel zu h® wird die Standlinie s© als letzter Parameter gefunden.

o
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13.11.2 Fotorekonstruktion bei bekanntem vertikalen Rechteck

Auch wenn keine Mafle eines Gebdudes gegeben sind, kann eine Fotorekonstruktion
haufig trotzdem durchgefUhrt werden, indem Mafie geschéatzt werden. Hierzu kann
z. B. die Gréf3e einer Tur oder eines Fensters vermutet werden. Hintergrund der Ver-
mutung kann die historische Einordnung des Gebéudes sein. Es liegt dann der Fall
einer Fotorekonstruktion bei bekanntem vertikalen Rechteck vor.

Bild 13.95 zeigt ein Foto eines Gebaudes mit gekennzeichnetem Bild eines vertikalen
Rechtecks A“B°C°D® eines Garagentors. Um die Fotorekonstruktion durchfohren zu
kénnen, wurde die wahre Grofle dieses Rechtecks als Standardgaragentor ge-
schétzt. Mit dieser Kenntnis kénnen alle Bestimmungssticke der Perspektive, die die-
sem Foto zugrunde liegen, rekonstruiert werden. Rechts im Bild ist der Entwurf der
Luockenbebauung in einer Ansicht und der mit den bestehenden Gebduden zusam-
mengefigte Entwurf in einer Perspektive zu sehen.

Dk:lc

A B

Bild 13.95: Fotorekonstruktion und -montage bei bekanntem vertikalen Rechteck, Entwurf einer
Lockenbebauung, Kaiserslautern, 1997 - Studienprojekt Claudia von Harpe

Bei der Fotoaufnahme wurde darauf geachtet, dass die Filmebene der Fotokamera
vertikal steht, damit eine Perspektive mit vertikaler Bildebene vorliegt. Die vertikalen
Gebdudekanten erscheinen dann auch im Foto parallel. Zur DurchfGhrung der Foto-
rekonstruktion werden beim Beispiel eines Hauses mit bekannten Schaufensterab-
messungen ABCD (Bild 13.96) die Fluchtpunkte F;€ und F,© zweier zueinander senk-
rechter horizontaler Geradenrichtungen ermittelt. Der Horizont h® kann dann als
Gerade F;F,€ eingezeichnet werden, der zugleich senkrecht zu den Bildern der ver-
tikalen Gebéudekanten liegen muss. Das gedrehte Auge O° liegt auf dem Thales-
kreis Uber F{¢ F,°. Mit Hilfe der Diagonalen B°D® des perspektiven Bildes des
Rechtecks A°B°CD® und ihres Fluchtpunktes F3¢ kann der Messpunkt M, und damit
O° gefunden werden. Durch Einpassen der mafistédblichen wahren Breite des
Schaufensters AB = a wird die Standlinie s¢ ermittelt. Damit liegt die innere und
dufdere Orientierung der Perspektive fest. Fir die Fotomontage kann der Entwurf in
derselben Perspektive gezeichnet und in das Foto montiert werden.
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Bild

oo

13.96: Fotorekonstruktion bei bekanntem vertikalen Rechteck ABCD

Die Verldngerungen horizontaler Gebdudekanten schneiden einander in den Fluchtpunkten
F]C und F2C.

Der Horizont h¢ ist die Verbindungsgerade F1© F)°.

Ist ein rechter Winkel zwischen diesen beiden Hauptrichtungen, so liegt das um den Horizont
h¢ in die Bildebene geklappte Auge O° auf dem Thaleskreis dber F1¢ F)°.

Die vertikale Hauswand, in der das Schaufenster ABCD liegt, besitzt die Fluchtgerade f;€ durch
F;¢ und senkrecht zu h°.

Die Schaufensterdiagonale B°D® schneidet die Fluchtgerade f;¢ im Fluchtpunkt F3°.

In diesem Fluchtpunkt kann nach dem Messpunktverfahren der wahre Winkel o zwischen der
Rechteckseite AD und der Diagonalen BD abgetragen werden.

Der Schnittpunkt mit h® ist der Messpunkt M, der Rechteckseite AB.
Der Kreis um F;© durch M schneidet den Thaleskreis im geklappten Auge O°.

Durch Einpassen der wahren Rechteckseite AB = a bezogen auf einen MaB3stab zwischen den
Geraden A M,© und B M€ parallel zu h® wird die Standlinie s gefunden.

10. Alle Bestimmungselemente der Perspektive kénnen damit der Fotorekonstruktion entnommen
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13.12 Geneigte Bildebene

Zur Darstellung von Hochhdusern oder hohen Rdumen kénnen Zentralprojektionen
mit geneigter Bildebene geeigneter sein als solche mit vertikaler Bildebene. Ein Blick
von oben nach unten oder von unten nach oben entspricht einer Perspektive mit
geneigter Bildebene. Bild 13.97 zeigt den Blick von oben nach unten vom Campanile
auf das Baptisterium San Giovanni mit der umgebenden Bebauung in Florenz. Der
Guinigi-Turm in Lucca in Bild 13.98 wird dagegen mit einem Blick von unten nach
oben préasentiert.

Um eine Perspektive mit geneigter Bildebene zu zeichnen, wird nach der Wahl des
Hauptsehstrahls | die Bildebene n senkrecht zum Hauptsehstrahl | gewdhlt. Ist die
Bildebene 1 zu keiner der Koordinatenachsen parallel, so entsteht immer ein Flucht-
dreieck F,© F, F,, indem die Parallelen zu den Koordinatenachsen durch das Auge
O mit der Bildebene © zum Schnitt gebracht werden (Bild 13.99).

< o o
\.‘ SRR

Bild 13.97: Blick nach unten vom Campanile auf m,
das Baptisterium San Giovanni, Florenz Lucca, ltalien

n
Bild 13.99: Fluchtdreieck bei geneigter Bildebene \/
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Die drei Fluchtpunkte F, F,“ und F,© sind die Fluchtpunkte fir die drei Hauptrich-
tungen x, y und z. So wie bei der normalen Axonometrie durch das Spurendreieck das
axonometrische Bild festgelegt ist (vgl. Kapitel 12.1), kann die Perspektive mit
geneigter Bildebene durch das Fluchtdreieck angegeben werden. Entsprechend ist
auch der Schnittpunkt der Héhen im Fluchtdreieck der Hauptpunkt H® in der Perspek-
tive.

In Spezialféllen kann eine Perspektive mit geneigter Bildebene wie eine Perspektive
mit vertikaler Bildebene behandelt werden. Bild 13.100 zeigt den Blick von oben
nach unten auf ein Hochhaus von Linda Pollak in New York. Eine Gebé&udekante ist
nahezu parallel zur Bildebene. Wenn zueinander parallele Geraden im rdumlichen
Objekt auch im Foto parallel erscheinen, liegt ein solcher Spezialfall vor. In Bild
13.101 mit Blick von unten nach oben auf das Seagram-Gebédude in New York von
Mies van der Rohe tritt der Sonderfall einer horizontalen Bildebene auf. Dieser Son-
derfall kann wie eine Zentralperspektive mit vertikaler Bildebene konstruiert werden.

— ! . i s [ !
Bild 13.100: Blick nach unten - Hochhaus in New
York, 1990, Linda Pollak New York, 1954-58, Mies van der Rohe

Die Achsenrichtungen x und y sind dann parallel zur Bildebene, wohingegen die z-
Richtung einen Fluchtpunkt im perspektiven Bild besitzt.

Zur Konstruktion einer Perspektive mit geneigter Bildebene sind Uberlegungen zur
Wahl des Hauptsehstrahls erforderlich. Die Richtung des Hauptsehstrahls | bestimmt
entscheidend die Art der Perspektive. Um den Hauptsehstrahl mit wahrem Neigungs-
winkel wéhlen zu kénnen, muss ein Seitenriss parallel zum Hauptsehstrahl herge-
stellt werden. Die Konstruktion wird dann erleichtert, da die Bildebene © somit
senkrecht zu dieser Seitenrissebene steht. In den folgenden Konstruktionen ist der
Aufriss schon so gewdhlt, dass der Hauptsehstrahl | parallel zur Aufrissebene liegt.
Dieser erscheint daher im Grundriss senkrecht zu den Ordnern (Bild 13.103 und
13.105).

Die Konstruktion einer Perspektive mit geneigter Bildebene wird im folgenden fur die
beiden Fdlle "Blick nach unten" und "Blick nach oben" erléutert.
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13.12.1 Blick nach unten

In den beiden Perspektiven von Hans Vredeman de Vries ist ein Hof mit mehreren
Galerieebenen mit Blick nach unten dargestellt (Bild 13.102). Im linken Beispiel liegt
der Sonderfall einer horizontalen Bildebene vor, da die Grundrissrechtecke wieder als
Rechtecke dargestellt sind. Im Beispiel rechts liegt eine allgemeinere schréige Lage
der Bildebene vor, nur eine Kantenrichtung ist parallel zur Bildebene.

Die Konstruktion einer Perspektive mit schréig im Raum liegender Bildebene und Blick
nach unten soll nun erldutert werden. Nachdem das Auge O in Grund- und Aufriss
(Bild 13.103) festgelegt wurde, kann der Hauptsehstrahl | dort gewéhlt und einge-
zeichnet werden. Im Aufriss wird der Hauptsehstrahl | so gewdhlt, dass das darzu-
stellende Gebdude im Sehkegel liegt, damit keine zu grofien Verzerrungen auftreten.
Die Bildebene 7 liegt senkrecht zum Hauptsehstrahl. Die ansonsten frei wéhlbare
Lage der Bildebene 1t bestimmt die Gréf3e des perspektiven Bildes (vgl. Kapitel 13.8).

Sy
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Bild 13.102: Perspektiven mit Blick nach unten in einen galerieumzogenen Hof mit horizontaler und
geneigter Bildebene, 1604/05, Hans Vredeman de Vries

Die Parallelen zu den Koordinatenachsen x, y und z durch das Projektionszentrum O
schneiden die Bildebene m in den Fluchtpunkten F,, F, und F,. Durch Ubertragen die-
ser drei Fluchtpunkte aus Grund- und Aufriss (Bild 13.103) in die Perspektive F,, F,
und F,¢ (Bild 13.104) erhélt man das Fluchtdreieck. Der Hauptpunkt HE entsteht als
Schnittpunkt der Héhen im Fluchtdreieck bzw. H kann auch als Schnittpunkt des
Hauptsehstrahls | mit der Bildebene © aus Grund- und Aufriss in die Perspektive Uber-
tragen werden. Der Horizont h ist die Schnittgerade der horizontalen Ebene durch das
Auge O mit der Bildebene. Im Unterschied zu einer Perspektive mit vertikaler
Bildebene liegt der Hauptpunkt H nicht auf dem Horizont h. Zur Konstruktion der Per-
spektive kann die Spurpunkt-Fluchtpunkt-Methode und die DurchstoBmethode ange-
wandt werden. Beim Uberiragen der entsprechenden Punkte aus Grund- und Aufriss
in die Perspektive wird benutzt, dass wahre Absténde fur die Perspektive stets in der
Bildebene 7 zu sehen sind, die dem Aufriss bzw. auf Hohenlinien dem Grundriss ent-
nommen werden kénnen.
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Bild 13.103: Konstruktion der Perspektive mit Blick nach unten aus Grund- und Aufriss
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Bild 13.104: Perspektive mit Blick nach unten

1. Die Parallele zur Rissachse (12) im Aufriss schneidet " im Horizont h". Im Grundriss verléuft h'
in Ordnerrichtung.

2. Die Parallele zu x' durch O' schneidet h' im Grundriss des Fluchtpunktes F,', die Parallele zu y'
durch O"im Grundriss des Fluchtpunktes F,'. Der Abstand F,' F,' ist der wahre Abstand, da der
Horizont h parallel zur Grundrissebene ist. Dieser kann auf h® in der Perspektive abgetragen
werden —> F,“ und F,°.

3. Der Hauptpunkt H liegt auf der Senkrechten zum Horizont h® durch den Punkt 1° mit F,“1°=F,'T'
und T°H=1"H".

4. Die Parallele zu z" durch O" schneidet " im Fluchtpunkt F,". In der Perspektive liegt F,¢ auf der
Senkrechten zu h® durch 1¢im Abstand 1 F,* = 1"F,".

5. Der Bildpunkt von P wird mittels Spurpunkt-Fluchtpunkt-Methode konstruiert:
Die obere Begrenzungsebene des Quaders, die den Punkt P enthélt, schneidet im Aufriss den
Riss der Bildebene n" in der Spurgeraden s,".

6. Inn" ist der Abstand a zwischen Sp" und h" als Abstand zwischen spC und h® zu entnehmen und
in der Perspektive abzutragen.

7. Die Spurpunkte der oberen Quaderkanten durch P kénnen dem Grundriss als Schnittpunkte mit
sp' entnommen werden —> S;° und S,°. Die Geraden $;° F,© und S, F,© schneiden einander
im Bildpunkt P<.

8. Am Beispiel des Punktes Q wird die DurchstofSmethode ausgefihrt: i
0O"Q" schneidet 1" in Q. Ordner durch Q" schneidet O'Q" in Q. Durch Ubertragen der wah-
ren Absténde aus Grund- und Aufriss in die Perspektive ergibt sich Bildpunkt Q€.

9. In Kombination liefern Spurpunkt-Fluchtpunkt-Methode und DurchstoBmethode am schnellsten
alle Eckpunkte und Kanten des Quaders in der Perspektive.
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13.12.2 Blick nach oben

Zur Erleichterung der Konstruktion wird die Bildebene © auch bei der Perspektive mit
Blick nach oben aufrissprojizierend angenommen. Auge O, Hauptsehstrahl | und
Bildebene nm werden in Grund- und Aufriss so gewdhlt, dass der Sehkegel den
héchsten Punkt P des abzubildenden Objekts noch erfasst. Die Konstruktion der Per-
spektive verléuft analog der Konstruktion der Perspektive mit Blick nach unten, indem
die Bildpunkte bzw. Spur- und Fluchtpunkte in Grund- und Aufriss ermittelt und in die
Perspektive mittels wahrer Absténde Ubertragen werden.
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Bild 13.105: Konstruktion der Perspektive mit Blick nach oben aus Grund- und Aufriss
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13.13 CAD-Perspektiven und Renderings

Mit Hilfe eines 3D-CAD-Programms kénnen schnell unterschiedliche Perspektiven
eines Objektes erstellt werden, wenn das Objekt mit seinen dreidimensionalen Daten
im CAD-Programm modelliert wurde. Das interaktive Anzeigen unterschiedlicher
Perspektiven erleichtert das réumliche Versténdnis. Durch verschieden gewdhlte Per-
spektiven kann die Wirkung eines Entwurfs von unterschiedlichen Betrachterstand-
punkten aus bereits in der Entwurfsphase Uberprift werden. Bild 13.106 zeigt
verschiedene Kamerapositionen im Lageplan, die zundchst Testbilder erzeugen.
Nach der detaillierten 3D-Modellierung eines Projektes und der Festlegung der
Parameter der Perspektive, mussen fir die Visualisierung als Rendering weitere
Parameter wie Farbe, Texturen und verschiedene Lichtarten ausgewdéhlt und zuge-
ordnet werden. Bild 13.107 zeigt ein Rendering des aus alten Plénen modellierten
Pfaffbads in Kaiserslautern, das 1924 gebaut und 1975 abgerissen wurde.

Bild 13.107: Rendering des 3D-Modells Pfaffbad,
zur Erzeugung von Testperspektiven 2008, Studienprojekt Sebastian Stein

In CAD-Programmen sind die Begriffe
zum Bestimmen der Parameter einer Per-
spektive eher dem Fotografieren entlehnt
als der Darstellenden Geometrie. &
Meistens muss eine Kamera und ein Ziel-

punkt im Raum festgelegt werden. Beide
zusammen bestimmen die Ziellinie, die
dem Hauptsehstrahl entspricht. Mit der
Option Abstand wird die Kamera positio-
niert, also das Projektionszentrum fest-
gelegt. Aufierdem kann die Brennweite
der Kamera wie beim Fotografieren
bestimmt werden (vgl. Kapitel 13.7).

Ziel

Kamera

Bild 13.108: Festlegen von Kamera und Ziel
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Der Zielpunkt stimmt mit dem Hauptpunkt einer Perspektive Gberein. Mit der Kamera
ist das Auge noch nicht lokalisiert, sondern nur die Richtung des Hauptsehstrahls fest-
gelegt. Erst mit der Option Abstand wird das Auge positioniert, die Distanz und damit
die Perspektive festgelegt (Bild 13.109).

@ Kamera

Bild 13.109: Parameter in einer CAD-Perspektive

Soll eine Perspektive mit vertikaler Bildebene entstehen, so miussen Kamerahéhe und
Zielhdhe gleich gewdhlt werden, damit der Hauptsehstrahl horizontal ist. Die Wahl
der Brennweite der Kamera bestimmt den Ausschnitt fir das perspektive Bild in
Abhdngigkeit vom Bildformat (vgl. Kapitel 13.7).

Die fur ein Rendering zusétzlich festzulegenden Parameter kénnen, je nach ge-
wunschter Darstellungsart, sehr umfangreich sein. Informationen zu Farbe, Texturen,
Materialeigenschaften, verschiedene Lichtquellen und Schatten sind den Objeki-
elementen und der rdumlichen Szene zuzuordnen. Die Perspektive ist dabei der Aus-
gangspunkt fur ein umfassendes réumliches Visualisierungssystem. Der Versuch,
Wirklichkeit durch Bilder méglichst perfekt zu simulieren, zielt auf eine virtuelle
Realitét, die dazu tendiert, mit ihr verwechselt zu werden. Es bleibt wesentlich, alle
Darstellungen, auch Renderings, als Zeichen in einem Kommunikations- und Ver-
mittlungsprozess zu begreifen, die Vorstellungen des Entworfenen im Betrachter
erzeugen sollen, keine Wahrnehmung der Wirklichkeit vermitteln. Beurteilungskrite-
rium fUr die Qualitét einer Darstellung sollte also nicht eine méglichst perfekte Simu-
lation von Wirklichkeit sein, sondern, ob das Planungs- und Entwurfsobjekt in den
wesentlichen Aspekten reprdsentiert wird. Daher mussen zundchst die wesentlichen
Aspekte formuliert werden, um dann geeignete Reprdsentationen entsprechend des
jeweiligen Aspektes zu finden. Erforderlich ist es, die Aspekte zu trennen und jeweils
in einer geeigneten Darstellung zu représentieren. Jede Darstellung fohrt zur Beto-
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nung einiger Aspekte und gleichzeitig zur Vernachldassigung anderer Aspekte. Bei
aller Begeisterung fur das technisch Mégliche zur Erzeugung illusionistischer Bilder
mittels Render-Programmen, muss der Stellenwert verschiedener Darstellungsfor-
men reflektiert werden.

Die beiden Darstellungen in Bild 13.110 und 13.111 zeigen zwei Verwendungsmég-
lichkeiten von Renderings. In Bild 13.110 wurde das 3D-Modell des entworfenen
Gebdudes mit Texturen versehen, um entsprechende Materialien der Fassade zu
simulieren. Die stddtische Umgebung des entworfenen Gebéudes wurde durch die
Montage mit einem Foto des StraBenraums in die Darstellung eingebracht. Wesent-
licher Aspekt der Darstellung ist hier die Uberprifung des Entwurfs hinsichtlich der
Einpassung in die vorhandene Bebauung, die Wirkung auf einen Passanten im Straf3-
enraum. In Bild 13.111 ist der entworfene Innenraum vollstdndig gerendert, indem
insbesondere Materialeigenschaften wie Spiegelung und Texturen zugeordnet und
verschiedene Lichtquellen im Raum sowie Licht durch Offnungen definiert wurden.

Bild 13.110: Rendering mit Fotomontage eines Bild 13.111: Innenraum-Rendering des Entwurfs

Entwurfs for New York City, 2014, einer Bank, 2015, Studienprojekt
Studienprojekt Romy Link Ali Ajeti

Wesentlicher Aspekt der Darstellung ist in diesem Beispiel, die Raumwirkung in
Abhdngigkeit von Licht und Materialien im Innenraum zu studieren.

Werden Perspektiven mit Hilfe einer sequenziellen Verénderung des Betrachter-
standpunktes und der Blickrichtung erzeugt, so entstehen Perspektiven, die in der
szenischen Abfolge zu einem Film zusammengesetzt werden kénnen. Die Simulation
eines Gebdudes in seiner Umgebung und der Gang durch das Gebédude kann
dadurch perfektioniert und das Erleben einer zukiUnftigen Wirklichkeit durch einen
bewegten Betrachter simuliert werden. Die Subjektivitdt der Raumeindricke wird
durch die Bilderabfolge verstérkt, in der eine Bewegung des Betrachters nachvollzo-
gen wird. Nicht nur die subjektive Raumwirkung des Architekturobjektes ist dann
Darstellungsgegenstand, sondern auch die Bewegung des Betrachters in Relation
zum Architekturobjekt. Damit wird der Betrachter noch stérker in den Mittelpunkt der
Darstellungen gerickt.
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Aber nicht nur der fertige Entwurf, sondern auch der Entwurfsprozess selbst kann auf
diese Weise nachvollziehbar gemacht werden. Bild 13.112 zeigt drei Perspektiven,
die Teil eines Films zur Préasentation einer Entwurfsstrategie sind.

In der "Virtual Reality" mit Echtzeit-Navigation erreicht diese Entwicklung ihren vor-
ldufigen Héhepunkt. Der Betrachter wird in die Darstellung miteinbezogen, er wird
zum Akteur in der simulierten Welt. Die Diskrepanz zwischen Betrachter und simu-
lierter Welt wird scheinbar aufgehoben. Er wird zum Akteur in der simulierten Szene.

Die digitalen Werkzeuge haben dazu beigetragen, die Geometrie der Zentralprojek-
tion zu einem umfassenden Instrument zur Erzeugung von Bildern als Visuali-
sierungssystem auszubauen. Trotzdem bleibt es entscheidend, aus den méglichen
Darstellungsformen auszuwéhlen, um einen Entwurf in seinen wesentlichen
Aspekten zu reprasentieren.

Bild 13.112: Perspektiven aus einer Animation zur Visualisierung der Entwurfsstrategie, 2000, Diplomarbeit
"Bild und Architektur - eine assoziative Entwurfsstrategie" von Andreas Matievits

"Bedenklich wird die Sache, (...) wenn sich die Gestalt als Zeichen von der
Gestalt als Sache entfernt. In einer Welt der Perspektiven und Ansichten,
der Oberfléchen und Fassaden, des Auftretens und der Show wird dies
aber fast zur Regel.""

11. Oftl Aicher: Die Welt als Entwurf. Ernst & Sohn Verlag fir Architektur und technische Wissenschaften, Berlin 1991, S.158.
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Geometrische Grundkonstruktionen
a Streckenteilung und Strahlensatz

Gegeben ist eine Strecke AB. Gesucht
sind die Punkte auf AB, die AB in beliebig
viele (n) gleiche Abschnitte 1/n teilt. Auf
einem beliebigen Strahl von A aus wer-
den n gleiche Strecken abgetragen. Der
letzte Punkt C des Strahls wird mit B, dem
Endpunkt der Strecke, verbunden. Die
Parallelen zu dieser Verbindungsgeraden
teilen AB in n gleiche Abschnitte.

b Winkelhalbierende

Gegeben sind zwei Schenkel, die sich im
Punki S schneiden und einen Winkel
bilden. Gesucht ist der Strahl, der den
Winkel halbiert. Der Kreis um S mit
beliebigem Radius schneidet die beiden
Schenkel in A und B. Die Kreise um A und
B mit gleichem beliebigem Radius schnei-
den einander in C. Der Strahl SC ist die
gesuchte Winkelhalbierende.

¢ Mittelsenkrechte einer Strecke

Gegeben ist eine Strecke AB. Gesucht
sind der Mittelpunkt M der Strecke AB so-
wie die Mittelsenkrechte dieser Strecke.
Die Kreise um die Punkte A und B mit be-
liebigem, aber gleichem Radius schnei-
den einander in den Punkten C und D.
Die Gerade CD schneidet AB im Mittel-
punkt M der Strecke AB. Die Gerade CD
ist gleichzeitig die Mittelsenkrechte der
Strecke AB.
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Bild A1: Strahlensatz

Bild A2: Winkelhalbierende

Bild A3: Mittelsenkrechte

C. Leopold, Geometrische Grundlagen der Architekturdarstellung,
DOI 10.1007/978-3-658-07846-1, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015



d Satz des Thales

Der Peripheriewinkel im Halbkreis ist
rechtwinklig oder kurz: Der Winkel im
Halbkreis ist ein Rechter. Der Mittelpunkt
Mqy, der Strecke AB ist der Mittelpunkt des
Thaleskreises.

e Peripheriewinkelsatz am Kreis

Eine Verallgemeinerung des Satz des
Thales ist der Peripheriewinkelsatz am
Kreis:

Alle Peripheriewinkel zum selben Kreis-
bogen AB sind gleich grof3. Jeder spitze
Peripheriewinkel ist halb so grof3 wie der
zum selben Kreisbogen AB gehérende
Zentriwinkel.

f Tangente von Punki P an einen Kreis

Gegeben sind ein Kreis mit Mittelpunkt M
und ein Punkt P auBBerhalb des Kreises.
Gesucht sind die beiden Tangenten t;
und t; an den Kreis von Punkt P aus. Der
Mittelpunkt My, der Strecke MP ist der
Mittelpunkt des Thaleskreises durch M
und P. Die Schnittpunkte des Thaleskrei-
ses mit dem Kreis sind die BerUhrpunkte
B; und B,. Die Geraden PB; und PB, sind
die gesuchten Tangenten t; und 15.

A Mo, B

Bild A4: Satz des Thales

Bild A5: Peripheriewinkelsatz am Kreis

Bild A6: Tangente von einem Punkt an einen Kreis
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Bezeichnungen

Um eine geometrische Zeichnung besser verstehbar zu machen, werden folgende
Bezeichnungen verwendet:

Punkte: A, B, C, ... Konstruktionspunkte: 1,2, 3, ...
Gerade, Kurven: a,b,c ...,gh, ..
Ebenen: € 0,.., T, ... (d.h. griechische Kleinbuchstaben)

gekrOmmte Flachen: X, A, .., T1,.. (d.h. griechische Grof3buchstaben)
Winkel: o, B, ...

Parallelitét: I (in Zeichnungen z. B.: = < )
Nichtparallelitét: b
Orthogonalitat: 1 (in Zeichnungen: b )

Das griechische Alphabet:

A o Alpha N % Ny

B B Beta B S Xi

r v Gamma o o Omikron
A ) Delta 1 T Pi

E € Epsilon P p Rho

Z ¢ Zeta ) c Sigma
H n Eta T T Tau

C] 0 Theta Y ) Ypsilon
I 1 lota 0] () Phi

K K Kappa X X Chi

A A Lambda v s Psi

M v My Q ) Omega

Die geometrischen Grundelemente: Punkt, Gerade, Ebene, Flache missen fur geo-
metrische Konstruktionen héufig miteinander verknipft werden. Zur Beschreibung
dieser Konstruktionen finden folgende Bezeichnungen fir die Verknipfungen geo-
metrischer Grundelemente Anwendung:

AB =g g ist die Verbindungsgerade der Punkte A und B
ABC = ¢ ¢ ist die Verbindungsebene der Punkte A, B und C
end=g g istdie Schnittgerade der Ebenen € und §
gnh=S Sist der Schnittpunkt der Geraden g und h
gne=S Die Gerade g schneidet die Ebene € im Punkt S

Peg Der Punkt P liegt auf der Geraden g
Qe e Der Punkt Q liegt nicht in der Ebene ¢
gce Die Gerade g liegt in der Ebene ¢
hen Die Gerade h liegt nicht in der Ebene &t
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