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Vorwort

Ubung macht den Meister, und das vorliegende Arbeitsbuch zur Mathematik
bietet die Gelegenheit dazul!

Das Arbeitsbuch enthélt 240 Multiple-Choice-Aufgaben mit Loésungswegen
und Losungen. Fast alle Aufgaben sind, mit geringfiigigen Anderungen, Klau-
suren entnommen, die wir im Grundstudium der wirtschaftswissenschaftlichen
Studiengéinge an der Technischen Universitit Dresden gestellt haben. In den
Klausuren standen pro Aufgabe sechs Minuten zur Verfiigung. Das bedeutet:

Alle 240 Aufgaben konnen an einem Tag gelost werden.

Eine Klausur galt als bestanden, wenn 40% der Aufgaben gelost wurden; dabei
galt eine Aufgabe als gelost, wenn in die Losungsliste alle richtigen und keine
falschen Alternativen eingetragen wurden. In den Klausuren waren schriftliche
Unterlagen beliebiger Art zugelassen; elektronische Hilfsmittel waren dagegen
nicht erlaubt. In der Tat sind die Aufgaben so angelegt, dafl sie ohne Taschen-
rechner bearbeitet werden konnen.

Das vorliegende Arbeitsbuch lehnt sich an das Lehrbuch

Klaus D. Schmidt:
Mathematik — Grundlagen fiir Wirtschaftswissenschaftler

an; insbesondere entspricht die Gliederung in Kapitel derjenigen des Lehr-
buchs. Beziiglich der Inhalte der einzelnen Kapitel haben wir uns allerdings
eine Ausnahme erlaubt und alle Aufgaben zu linearen Gleichungssystemen in
Kapitel 6 zusammengefafit. Desweiteren haben wir, um die Einheit des in einem
Kapitel behandelten Gebietes zu betonen, auf die formale Gliederung nach den
Abschnitten der Kapitel des Lehrbuchs verzichtet und uns darauf beschréinkt,
die Aufgaben nach Themen und nach zunehmender Schwierigkeit anzuordnen.

Die Reihenfolge der Alternativen in den einzelnen Aufgaben mag in vielen
Féllen den Eindruck der Unordnung erwecken. Dies entspricht der Realitét
einer Klausur mit vielen Teilnehmern: Die Klausur wird in unterschiedlichen
Versionen ausgegeben, die sich zumindest in der Anordnung der Aufgaben und
der Alternativen in den einzelnen Aufgaben unterscheiden. Im allgemeinen ist
es daher von Vorteil, bei einer Aufgabe nicht {iber die einzelnen Alternativen zu
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griibeln, sondern sich zunéchst einen Uberblick iiber die gesamte Fragestellung
zu verschaffen und die Aufgabe sodann moglichst systematisch zu bearbeiten.

Das vorliegende Buch ist kein Lesebuch, sondern ein Arbeitsbuch. Es besteht

aus zwei Teilen:

— Teil I enthilt leere Losungslisten und die Aufgaben ohne Lisungsweg und
Losung.

— Teil IT enthilt ausgefiillte Losungslisten und die Aufgaben mit Losungsweg
und Losung.

Es ist sinnvoll, die Aufgaben kapitelweise zu bearbeiten und dabei wie folgt

vorzugehen:

— In einem ersten Schritt sollten die Aufgaben aus Teil I ohne Blick auf Teil 11
gelost und die Losungswege notiert werden. Sobald ein Kapitel vollstdndig
bearbeitet ist, ist die Losungsliste in Teil I auszufiillen, indem zu jeder Auf-
gabe alle richtigen und keine falschen Alternativen angegeben werden; ist
keine der Alternativen richtig, so ist das Symbol @ einzutragen.

— In einem zweiten Schritt sollte die in Teil I erstellte Losungsliste mit der in
Teil 1T angegebenen Losungsliste verglichen werden.

— In einem dritten Schritt sollten die eigenen Lésungswege mit den in Teil 11
angegebenen Losungswegen verglichen werden. Dabei ist zu beachten, daf3
die in Teil IT angegebenen Losungswege als Vorschldge zu verstehen sind.
In vielen Fillen fithren auch andere Uberlegungen zum Ziel; insbesondere
konnen graphische Darstellungen hilfreich sein, wobei allerdings ungenaue
graphische Darstellungen zu falschen Folgerungen verleiten kénnen.

Dieses Verfahren ist so oft zu wiederholen, bis die selbstindige Losung der

Aufgaben aus Teil I zu einem befriedigenden Ergebnis fithrt. Da Fehler bei der

Ubertragung der Losungen in die Losungsliste moglich sind, ist ein Ergebnis

nur dann als befriedigend anzusehen, wenn deutlich mehr als 40% der Aufgaben

gelost wurden.

Unser herzlicher Dank gilt unseren Mitarbeitern und Kollegen, die Entwiirfe
zu Aufgaben beigesteuert haben, sowie Anett Hofmann und Christine Sénger,
die probegerechnet und korrekturgelesen haben.

Dresden, im Méarz 2000 Klaus Th. Hess
Wolfgang Macht
Klaus D. Schmidt

Vorwort zur zweiten Auflage

In der vorliegenden Neuauflage haben wir kleinere Korrekturen vorgenommen
und bei einigen Aufgaben den Losungsweg verbessert.

Dresden, im Dezember 2004 Klaus Th. Hess
Wolfgang Macht
Klaus D. Schmidt
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Formale Logik
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4 Kapitel 1. Formale Logik

Aufgabe 1-1. Welche der folgenden Wahrheitstafeln sind richtig?

A A B|AAB B A B|AAB
wow w wow f
w f f w f w
fwl w fowl f
forl w frl 7

C A B|AAB D A B|AAB
wow f wow w
w f w w f w
fow|l w frwl o f
frl 7 forl w

Aufgabe 1-2. Gegeben sei die folgende unvollstéindige Wahrheitstafel:

Welche der folgenden Spalten vervollstéandigen die Wahrheitstafel?

A Be A B Be A
w o
f w
f w
w w
C Be A D Be A
w /
f w
w w
w f

Aufgabe 1-3. Gegeben sei die folgende unvollstindige Wahrheitstafel:

Fiir welche der folgenden Aussagen an der Stelle von * ist die Wahrheitstafel
richtig?



Aufgaben 5

gaQw»

A= B
As B
AV B
AANB

Aufgabe 1-4. Gegeben sei die folgende unvollstandige Wahrheitstafel:

A

A B|(A=BAB = A
wow
w f
f w
fr
Welche der folgenden Spalten vervollstindigen die Wahrheitstafel?
(A=B)AB = A B (A=B)AB = A
w w
w w
w f
w f
(A=B)AB = A D |(A=BAB = A
w w
f w
w w
f f
(A=B)AB = A F (A=B)AB = A
f f
f f
f f
w f

Aufgabe 1-5. Seien A und B Aussagen. Dann ist die Aussage ANB = A

A
B
C
D

wahr, falls B wahr ist.
falsch, falls A falsch ist.
eine Kontradiktion.

eine Tautologie.

Aufgabe 1-6. Seien A und B Aussagen. Dann ist die Aussage AV B <= A

gaQw»

wahr, falls A falsch ist.
wahr, falls A wahr ist.
wahr, falls B falsch ist.
wahr, falls B wahr ist.



6 Kapitel 1. Formale Logik

Aufgabe 1-7. Welche der folgenden Aussagen sind wahr, wenn A wahr und
B falsch ist?

ANB

ANB

ANB

AV B

ANB

AVBAA

HEOQW >

Aufgabe 1-8. Welche der folgenden Aussagen sind wahr, wenn A wahr und
B falsch ist?

A A=B
B A=2-H
C ANA= A
D BVB=B1B
E A=20

Aufgabe 1-9. Seien A, B, C' Aussagen mit folgenden Eigenschaften:
AN B st falsch
ANC ist wahr

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

A A
B B
C CAB
D A=81H
E B=C

Aufgabe 1-10. Seien A, B, C' Aussagen mit folgenden Eigenschaften:
ANBAC ist falsch
ANC ist wahr
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A ist wahr.
A ist falsch.
B ist wahr.
B ist falsch.
C' ist wahr.
C ist falsch.

HEOQWE >
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Aufgabe 1-11. Seien A und B Aussagen. Welche der folgenden Aussagen

ist eine Tautologie?

HE QW

Aufgabe 1-12. Seien A und B Aussagen. Welche der folgenden Alternativen

AV(AANB) < B

sind richtig?

gaQw»

(A= B) <= AV B ist wahr.

(A= B) <= AV B ist eine Tautologie.
(A= B) = AV B ist eine Tautologie.
AV B = (A = B) ist eine Tautologie.



Kapitel 2

Mengenlehre

Aufgabe H Losung ‘ ‘ Aufgabe H Losung
2-1 2-11
2-2 2-12
2-3 2-13
24 2-14
2-5 2-15
2-6 2-16
2-7 2-17
2-8 2-18
2-9 2-19
2-10 2-20




10 Kapitel 2. Mengenlehre

Aufgabe 2—-1. Sei S die Menge der Sachsen und sei

R C S die Menge der rauchenden Sachsen
M C S die Menge der ménnlichen Sachsen
A CS die Menge der Sachsen, die ein Auto besitzen

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
RN M ist die Menge der weiblichen rauchenden Sachsen.
RN M ist die Menge der weiblichen nichtrauchenden Sachsen.

RN M ist die Menge der ménnlichen rauchenden Sachsen.
RN M ist die Menge der ménnlichen nichtrauchenden Sachsen.

HoaQw e

RN M = A gilt genau dann, wenn alle ménnlichen rauchenden Sachsen
ein Auto besitzen.

>

RN M C A gilt genau dann, wenn alle ménnlichen rauchenden Sachsen
ein Auto besitzen.

G RN M = A gilt genau dann, wenn die Menge der ménnlichen rauchen-
den Sachsen mit der Menge der Sachsen, die ein Auto besitzen, {iber-
einstimmt.

Aufgabe 2-2. Sei X die Menge der Studierenden, die im letzten Semester
einen Schein in Mathematik erwerben wollten, und sei

A C X die Menge der Studierenden, die die Vorlesungen besuchten
B C X die Menge der Studierenden, die die Ubungen besuchten
C C X die Menge der Studierenden, die den Schein erwarben

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A A H.E ist die Menge der Studierenden, die die Vorlesungen, aber nicht
die Ubungen besuchten.

B AN B ist die Menge der Studierenden, die die Ubungen, aber nicht die
Vorlesungen besuchten.

Cc A ﬁ.E ist die Menge der Studierenden, die weder die Vorlesungen noch
die Ubungen besuchten.

D {flﬂﬁ ist die Menge der Studierenden, die die Vorlesungen und die
Ubungen besuchten.

E ¢ C AN B gilt genau dann, wenn alle Studierenden, die den Schein
erwarben, sowohl die Vorlesungen als auch die Ubungen besuchten.

F C C AN B gilt genau dann, wenn alle Studierenden, die sowohl die
Vorlesungen als auch die Ubungen besuchten, den Schein erwarben.

Aufgabe 2-3. Seien A und B Teilmengen einer Menge 2. Welche der fol-
genden Alternativen sind richtig?
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A ANnB=AUB

B ACB«<BCA

C ACB<=ANB=A
D ACB<— ANB=2R8
E (0CANB

Aufgabe 2—4. Seien A, B, C' Teilmengen einer Menge ). Welche der folgen-
den Alternativen sind richtig?

ANB=0= A\B=A

ANBNC=0= BNC =1

BNC=0= AnBNC=10

A\B=C=CCA

A\B=DB\ A

HO0aQw >

Aufgabe 2—5. Seien A, B, Teilmengen einer Menge €2 mit
ACB und BnC=10

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A\ B=1
A\NC =0
A\NC=A
B\A#(Q
C\A=C
C\A=10
C\NA#(D

QEEHOgQW >

Aufgabe 2—6. Seien A, B, C Teilmengen einer Menge {2 mit
ANB = BNC = AnC =10

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A AnNBNC=0

B (A\B)U(A\C)=0

C (A\B)U(A\C)=A

D (A\B)U(A\C)=BUC

E (A\B)U(A\C)=AUBUC
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Aufgabe 2—-7. Gegeben seien folgende Teilmengen der reellen Zahlen:

A = (0,100)
B = (—20,100)
C = (0,00)

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A AuB=81B

B AuBuC=cC

C AnB=A

D BnC=4

Aufgabe 2—8. Gegeben seien folgende Teilmengen der reellen Zahlen:

A = (—00,10]
B = [-4,7)
c = (0,7]
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A AuB=A
B AuBuUC=A
C AncC=cC
D AuB=28B
E B\A=10

Aufgabe 2-9. Gegeben seien folgende Teilmengen der reellen Zahlen:

A = [-5,3)
B = (1,4]
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A AAB=0
B AAB=][-5/1]
C AAB=][-5/4]
D AAB=R
E AAB=[-51]U|[3,4]
F AAB=(—00,—-5)U(4,00)

Aufgabe 2-10. Gegeben seien die Mengen A, B,C C R mit
A = {0,1,2}
B = [2,7]
C = {zeR|l<ax<8}
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sowie die Menge
D = {A B,C}

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A BCC

B ANB=2

C {2,345} CB
D AeD

E ACD

Aufgabe 2-11. Gegeben seien folgende Teilmengen der reellen Zahlen:

M, = [2,6)
M, = {zeN|2<2<10}
My = {zreR|2<z<6}
M, = {2,3,4,5}

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A M, = M;

B M, C M

C M NM,= M,

D M nNMnNM;=M,

Aufgabe 2-12. Gegeben seien die Mengen

A = {zeR |z <3}
B = {zeR|z>-2}
C = {zeR|(z+2)(z-3) <0}

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A (C=(-00,—2)U(3,0)
B C=(-23)
C AuUB=R
D AuB=C
E AnB=C

Aufgabe 2-13. Gegeben seien die Mengen

A = {(z,y) e RxR | 2?+¢y* > 1}
B = {(z,y) e RxR |2? +y> <4}

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?



14 Kapitel 2. Mengenlehre

A ACRxR

B ACB

C ANnB#0D

D (-1,1)eAnB
E (0,3)€ A\ B

Aufgabe 2-14. Gegeben sei die Menge M = {1, 2,3} und die Relation
R = {(17 1)7 (2’ 2>7 (27 3)7 (37 1)a (37 3)}

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
R ist reflexiv.

R ist transitiv.

R ist vollstandig.

R ist symmetrisch.

Hoaww

R ist antisymmetrisch.

Aufgabe 2-15. Die Relation R = {(z,y) € ZXZ | z + y gerade} ist

A symmetrisch.

B antisymmetrisch.
C  vollstéandig.

D reflexiv.

E  transitiv.

Aufgabe 2-16. Die Relation R = {(z,y) € NxN | Syen y = ka} ist

A vollstiandig.

B antisymmetrisch.
C  symmetrisch.

D reflexiv.

E  transitiv.

Aufgabe 2-17. Gegeben sei die Menge M = {a, b, ¢,d} und die Relation

Rk = {(a,b),(a,¢),(a,d), (b,¢), (b,d), (c,d)}

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A R ist vollstindig.
B R ist antisymmetrisch.

C R ist symmetrisch.
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T o"dEyY

R ist eine Ordnungsrelation.
R ist eine Préferenzrelation.
R ist eine Aquivalenzrelation.
R ist reflexiv.

R ist transitiv.

Aufgabe 2-18. Die Relation R = {(z,y) € RxR | z? < y?} ist

HEHgQW >

vollstandig.
antisymmetrisch.
symmetrisch.

eine Ordnungsrelation.
eine Préferenzrelation.

eine Aquivalenzrelation.

Aufgabe 2-19. Die Relation R = {(z,y) € RxR |z < y} ist

HTEHgQW >

Aufgabe 2—-20. Gegeben sei die Menge M = {1,2,3} und eine Ordnungs-
relation R € M x M mit (1,3) € R und (2,1) € R. Welche der folgenden

symmetrisch.
antisymmetrisch.
vollstandig.

eine Ordnungsrelation.
eine Priferenzrelation.

eine Aquivalenzrelation.

Alternativen sind richtig?

HmEHOgQW >



Kapitel 3
Z.ahlen

Aufgabe H Losung

3-1

3-2

3-3

34

3-5

36

3-7

3-8

3-9

3-10

3-11

3-12

3-13

3-14

3-15
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Aufgabe 3-1. Fiir die binire Kodierung aller 27 = 128 Zeichen des ASCII-
Zeichensatzes werden 7 Bits (Binérzeichen, kénnen nur die Werte 0 oder 1
annehmen) bendtigt. Wieviele der bindren Kodierungen dieser 128 Zeichen
enthalten genau 5 Einsen?

A 14
B 21
C 35
D 42

Aufgabe 3-2. Ein Kind baut durch Ubereinanderlegen von zwei roten, drei
schwarzen und vier weiflen Bausteinen gleicher Form einen Turm; es werden
alle Bausteine verwendet. Wie grofl ist die Anzahl der moglichen Tiirme, die
mit einem roten Baustein beginnen?

A 144
B 280
C 420
D 560

Aufgabe 3—-3. Wieviele Moglichkeiten gibt es, fiinf unterscheidbare Miinzen
in einer Reihe anzuordnen, wenn neben der Reihenfolge auch Kopf und Zahl
unterschieden werden soll?

(5!)?
2.5
25 . 5
10!
101/5!
10!/2

HEOQ®E >

Aufgabe 3—4. Der Binomialkoeffizient

()

ist gleich

A 17-8
B 17-16
C 128
D 136

= (3)
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Aufgabe 3-5. Bei der Restrukturierung eines Unternehmens sollen aus einer
30 Mitarbeiter umfassenden Arbeitsgruppe zwei Untergruppen gebildet wer-
den, wobei die eine Untergruppe aus 12 Mitarbeitern und die andere aus 8 Mit-
arbeitern bestehen soll. Wieviele Moglichkeiten gibt es, solche Untergruppen
zu bilden?

e
s (0
¢

12! 10! - 8!

Aufgabe 3—6. Wieviele fiinfstellige Zahlen lassen sich unter ausschliefllicher
Verwendung der Ziffern 1,2, 3 bilden?

A 36
B 125
C 243
D 120°

Aufgabe 3—-7. Sei L C R die Losungsmenge der Ungleichung
1-27 < (1—x)?

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A L=R

B L=90

C L={zeR|-1<z<1}

D L={zeR|z>0}

Aufgabe 3—8. Sei L C R die Losungsmenge der Ungleichung
|[x—4] < x

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A L=(-0,1)
B L=(-,2)
C L=(—00,4)
D L=(1,00)
E L=(2x)
F L=(40)
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Aufgabe 3-9. Sei L C R die Losungsmenge der Ungleichung
|z—1|+|z+2| < 3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A L={-21}

B L=(-21)

C L=[-2]1]

D L=0

E L=(-00,-2)U(l,00)
F L=(-00,—2U[l,00)

Aufgabe 3-10. Sei L; C R die Losungsmenge der Ungleichung |z| > 1 und
sei Ly C R\ {0} die Losungsmenge der Ungleichung 1/z < 0. Welche der
folgenden Alternativen sind richtig?

A L= (—00,—1)U(1l,00)
B L,=[-1,1]

C  (—00,-2)C Ly

D LiNLy=(—o00,—1)

E LyULy, =1,

Aufgabe 3—-11. Gegeben sei die komplexe Zahl

1
141

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A 2
B Re(z)=1
C |zd=3
D |z|=1
E |z/=}V2
F |z|=V2

Aufgabe 3—12. Gegeben sei die komplexe Zahl

141
1—1

z =

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A  Re(z)=0
B Im(z)=0
C z=1/z
D z=-1/z
E z=i/z
F z=-i/z

Aufgabe 3—13. Gegeben seien die komplexen Zahlen
z21 = —2+2i und z9 = 1+1
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Re(z1-20) =—4
Re(z1-29) =0
Re(z1-29) =4

Im (21 /2) = -2
Im (z1/2) =2

o wl@Nov i

Aufgabe 3—14. Gegeben seien die komplexen Zahlen
2 = 2§ und zg = —1+14

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Re(z1+22) <0

Re(z14+2) =0

Re(z1+22) >0

Im (21 - 29) = —2

Im (21 - 29) =2

| 214+ 25| ist reell.

|21+ 22| =0

(21 - 22)? ist imaginr.

T QHEHJDQ®E >

Aufgabe 3—-15. Gegeben seien die komplexen Zahlen
72 = 4+ 3 und 2y = —iz1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A 5 =3-4
B 2 =—3—4
C Z1 = 129

D 7 =-—i%
E z=-%

F z=%
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Vektoren

Alﬂgabe“Lﬁsung

4-1

4-2

4-3

4-4

4-5

4-6

4-7

4-8

4-9

4-10

4-11

4-12
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Aufgabe 4-1. Gegeben seien die Vektoren

(1) () e

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

)

= Ot

a+b e conv{a,b}

a+ b € conv {2a, 2b}

3 (a+b) € conv {a, b}
conv{a,c} C conv{a, b}

gaQw»

Aufgabe 4-2. Gegeben seien die Vektoren

(1) oo (1) (9

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A span{a,b} = R?

B conv{a,b} C span{a, b}

C conv{a,c} Cspan{a,b}

D conv{a,b,c} Cspan{a,b}

Aufgabe 4-3. Gegeben seien die Vektoren

(1) +- () ()

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A cespan{a, b}

B ceconv{a,b}

C a+beconv{a,b,c}

D 2a+beconvi{a,b,c}

Aufgabe 4—4. Gegeben seien die Vektoren

() o) ()

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A span{a,b} =R?
B  span{a,c} = R?
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C span{a,b} = span{b}
D  conv{a,b} = conv{b}
E conv{a,b,c} C span{a,b}

Aufgabe 4-5. Gegeben seien die Vektoren

2 1 2 2
a=|2 b= |2 c= |2 d= |2
0 0 2 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

c € conv {a, b}
c € span{a,b}
d € conv{a,c}
d € span{a,c}
d € conv{a,b,c}

HoaQw»

Aufgabe 4-6. Gegeben seien die Vektoren

2 1 2 P
a=|2 b= |2 c= |2 d=|2
0 0 2 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
span{a,b} = R3

span{a,c} = R3

span{a,d} = R3

span{a,b,c} = R?

span{a,c,d} = R3

HOoOaQw e

Aufgabe 4-7. Gegeben seien die Vektoren a,b € R? und der Vektor

_ 1 3
c=j;a+3b

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
¢ € span {a, b}

span{a,b} = R3

span{a,b,c} = R?

c € conv{a, b}

HOoaQw e

span{a,b,c} = span{a,b}
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Aufgabe 4—8. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Die Menge von Vektoren

1 0 0
011,121,160
0 0 3
ist linear unabhéngig.
B  Die Menge von Vektoren
1 7
5 -5
7 -1
ist linear unabhéingig.
C  Die Menge von Vektoren
12 —4
-30 |, 10
3 -1

ist linear unabhéngig.

Aufgabe 4-9. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Die Menge von Vektoren

1 1
3 0
5 -1
ist linear abhéingig.
B  Die Menge von Vektoren
1 1
3 0
5 -1
ist linear unabhéngig.
C  Die Menge von Vektoren
1 0 0 1
O),1t 1 ],10],| 2
1 2 2 0

ist linear abhéngig.
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D  Die Menge von Vektoren

1 0 0 1
O 1,1 1,0}, 2
1 2 2 0
ist linear unabhéngig.
E  Die Menge von Vektoren
1 —4 1
31,1 —-12 |,
5 —-20 -1
ist linear abhéangig.
F Die Menge von Vektoren
1 —4 1
31,1 —-12 ],
5 —-20 -1

ist linear unabhéngig.

Aufgabe 4-10. Gegeben seien die Vektoren

3 4 1
a = 2 b = 5 c =
1 2 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
Die Menge {a, b} ist linear unabhéngig.
Die Menge {a, ¢} ist linear unabhéngig.
Die Menge {b, ¢} ist linear unabhéngig.
Die Menge {a, b, ¢} ist linear unabhéngig.

HOoOQw e

Die Menge {a, b, ¢} ist linear abhiingig.

Aufgabe 4-11. Gegeben seien die Halbraume
H1 = {$€R2|I120}

Hy {w€R2|x220}
H3 = {$6R2|2T1+2$2§10}

Sei
H = H NHyN H;

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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Die Menge H ist konvex.

Esgilt<0>€H.
0

. 6
C Esgllt(O)EH.

D Esgilt(§)€H.

E Esgilt(g)€H.

Aufgabe 4-12. Gegeben seien die Halbriaume

H = {zeR?|{(x,—€e')<0}
Hy = {xeR?|(z,—€*) <0}
Hy = {zeR?|(x,e') <3}
Hy, = {xeR?|(x,e?) <5}

Sei
H = HiNHyNHsN Hy

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
0
A ()en
[0
o n=[(0)(




Kapitel 5

Matrizen
Aufgabe H Loésung ‘ ‘ Aufgabe H Losung
5-1 5-10
5—2 5-11
53 512
5—4 5-13
55 5—-14
5—6 5-15
57 5-16
5—8 5-17
5—9 5-18
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Aufgabe 5-1. Gegeben seien die Matrizen

0 1
2 3 4 -2 5
A= ( > B - < ) c-| -1 s
-1 7 8 0 10 7 _3
Welche der folgenden Ausdriicke sind erklart?
A A+B
B AB
C BA
D AB
E A+C
F A+
Aufgabe 5-2. Gegeben seien die Matrizen
2 4
A—(_% _?)) —§> und B = 3 6
1 2
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
0 0
N
-6 8 -—12
B BA = -9 12 -18
-3 4 —6
3 2
C A+B=|1 9
5 —3
3 1 5
[
D A+B = (2 ! _3)
Aufgabe 5-3. Gegeben seien die Matrizen
1 1
A= 2 0 und B = (i 3 (1)>
0 3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A AB=BA

B AB= 4 6 0
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6 4 12
C AB= 3 6 0
1 0 3
6 3 1
D AB= 8§ 0 2
6 9 0

Aufgabe 5-4. Gegeben seien die Matrizen

4 2 1 -5 3
A_(l 5) und B—(O 9 O)
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A  (AB) =BA

B AB_(—3 15 —1>

12 -16 4

4 -16 12
© AB_<—1 15 —3)

5 —27 15
o oas-( 5 5 %)

Aufgabe 5-5. Gegeben seien die Matrizen

1 2 11 12 5
A = 01 B—(;;?) C = 4 4 2
10 3 4 1

Fiir welche der folgenden Matrizen X ist die Gleichung AX B = C' erfullt?

1 00
A X = 0 2 2
1 2 2
1 00
B X_(022)
1 0
C X=10 2
1 2
1 0
b x- (1)
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Aufgabe 5-6. Gegeben seien die Matrizen

1 2 1
10 4 2 0 O 1
A‘<1—1 3 1) md - B= gy
0 -1 0
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A rang(A) =
B rang(A)=4
C rang(B)=3
D rang(B)=4
Aufgabe 5-7. Gegeben sei die Matrix
3 41
A= 2 5 3
1 21
mit den Spaltenvektoren
3 4 1
a' = 2 a’® = 5 a’® = 3
1 2 1
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Die Menge {a', a?} ist linear unabhiingig.
B Die Menge {a',a? a®} ist linear unabhéngig.
C Esgilt rang(A) =1
D  Esgilt rang (4) = 2.
E  Es gilt rang (A) =3
Aufgabe 5-8. Gegeben sei die Matrix
2 0 -1
A= 0 1 0
-12 -1 6
mit den Spaltenvektoren
2 0 -1
a' = 0 a’® = 1 a® = 0
—12 -1 6

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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Die Menge {a', a? a?} ist linear unabhingig.
A hat den Rang 3.
A hat den Rang 2.
A’ hat den Rang 3.
A’ hat den Rang 2.

HOoOQwe

Aufgabe 5-9. Gegeben sei die Matrix

2 1 -1 0
A = -3 a 1 0
-1 2 0 0

mit a € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Fiir alle a € R gilt rang (A) > 2.
Fiir alle a € R gilt rang (A) < 3.
Es existiert ein ¢ € R mit rang (4) = 2.
Es existiert ein ¢ € R mit rang (A) = 3.
Fiir a = 1 besitzt A vollen Rang.

HEHOgQW >

Fiir a = 0 besitzt A vollen Rang.

Aufgabe 5-10. Gegeben seien die Matrizen

2 1
A = L0 und B = 0 1
0 1 0 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
(AB)! existiert.

(BA)™! existiert.

Es gilt rang (A) = 2.

Es gilt rang (B) =
Es gilt rang (AB)
Es gilt rang (BA) =

HTEHgQW >

Aufgabe 5-11. Gegeben sei die Matrix

1 2 -3
A = 0o 1 2
0 0 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A A7! existiert.

B Es gilt
1 -2 7
ATl = 1 —
0 0 1

C Es gilt
1 0
At =1 -2 1 o0
i 1

D  Esgilt det(A)
Es gilt det(A)
F  Esgilt rang (A

=

7&
)

Aufgabe 5-12. Gegeben sei die Matrix

1 1 -
A = -1 1
-1 1 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A ist regulér.

Es gilt rang (A) < 3.

A1 existiert.

Es gilt det(A) #0.

gaQw»

Aufgabe 5-13. Gegeben sei die Matrix

3 1 -1
A = 1 1 1
-1 1 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Die Eigenwerte von A sind \; =2, Ao =143, A3 =1 — /3.
Es gilt det(A4) =0.

Es gilt det(A) = 4.

Es gilt det(A) = —4.

Es gilt spur (A) = 4.

Es gilt spur (A) =5.

QRO QW >
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Aufgabe 5-14. Gegeben sei die Matrix

2 1 -1
A= 1 1 1
-1 1 1

Dann sind Ay = 1+v3 und Ay = 1 — V3 Eigenwerte von A. Welche der
folgenden Alternativen sind richtig?

Der dritte Eigenwert von A ist A3 = 0.

Der dritte Eigenwert von A ist A3 = 2.

Es gilt spur (4) = 2.

Es gilt spur (4) = 4.

Der Vektor & = 0 ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 14 /3.

Der Vektor & = 0 ist ein Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 1 — V3.

HEHOgQW >

Aufgabe 5-15. Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix
121
A= 11 2
001

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A besitzt den Eigenwert 1.

A besitzt den Eigenwert —1.

A besitzt den Eigenwert 1+ v/2.
A besitzt den Eigenwert 1 — /2.
A besitzt den Eigenwert —1 4 V2.
A besitzt den Eigenwert —1 — /2.

HEHgQW >

Aufgabe 5-16. Die Matrix

2 -1 0
A= -1 4 0

0o 0 1

ist

A symmetrisch.

B indefinit.

C  negativ semidefinit.

D  positiv semidefinit.

E  negativ definit.

F positiv definit.
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Aufgabe 5-17. Die Matrix

1 1 0
A = 1 3
0 1

ist
A symmetrisch.
B positiv definit.
C  positiv semidefinit.
D  indefinit.
E  negativ semidefinit.
F  negativ definit.

Aufgabe 5-18. Gegeben sei die Matrix

1 0 0
A_<0 1-1)

Dann ist die Matrix B = A’A
symmetrisch.

positiv semidefinit.
indefinit.

negativ semidefinit.
positiv definit.

QRO QWE >

negativ definit.
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Lineare Gleichungssysteme

Aufgabe H Losung ‘ ‘ Aufgabe H Losung
6-1 6-11
6-2 6-12
6-3 6-13
6—4 6-14
6-5 6-15
6-6 6-16
6-7 6-17
6-8 6-18
6-9 6-19
6-10 6-20
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Aufgabe 6-1. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

xr + 33’)2 + x3 — Ty = 0
o — T3 — 41’4 =0
2232 + x3 — 3(L’4 = 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Das lineare Gleichungssystem ist eindeutig losbar.
B Das lineare Gleichungssystem ist nicht losbar.

C x=(0,-2,2,—-1) ist eine Losung.

D x=(4,3,2,1) ist eine Losung.

Aufgabe 6—2. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

r1 + 229 — 313 = —2
- 3.1‘1 — 3.13’2 + 8])3 = 4
9z — 323 = —6

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

x = (4,0,2) ist eine Losung,.

x = (—3,—1,—1) ist eine Losung,.

Das lineare Gleichungssystem besitzt unendlich viele Losungen.
Das lineare Gleichungssystem besitzt genau zwei Losungen.

Das lineare Gleichungssystem besitzt genau eine Losung.

QRO QW >

Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Losung.

Aufgabe 6-3. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

51‘1 + 3I2 = 3
Tt1 — X9 + T3 = a
T + 3 = 7

mit a € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
Fiir a = 6 ist & = (0,1, 7)" eine Losung,.
Fiir a = 6 besitzt das lineare Gleichungssystem unendlich viele Losungen.

Das lineare Gleichungssystem besitzt fiir alle a € R genau eine Losung.

gcaQw»

Das lineare Gleichungssystem besitzt in Abhéngigkeit von a € R keine
Losung oder unendlich viele Lésungen.
Aufgabe 6—4. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

— 2£C1 — 4$2 + 61’5 = 4
— 3$1 — 31‘2 + 8333 = 4
3ry — x3 = a

mit a € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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Fiir a = =2 ist & = (4,0, 2)" eine Losung,.

Fir a = =2 ist ® = (=3, —1, —1) eine Losung.
Fiir a = —2 existieren unendlich viele Losungen.
Fiir a =0 ist & = (5,1, 3)’ eine Losung.

Fiir a = 0 existiert keine Losung.

Fiir a = 0 existieren unendlich viele Losungen.

Aufgabe 6-5. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

ary + 2xy — w3 = 1
ry — To + 2.’L'3 =)
21’1 + To + I3 = 2

mit a,b € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A

Qw

T EY

Es gibt a,b € R, fiir die das lineare Gleichungssystem eine Losung x mit
T1 = T9 = x3 besitzt.

Fira=1=bist x = (0,1,1)" eine Losung.

Es gibt a,be R, fiir die das lineare Gleichungssystem keine Losung be-
sitzt.

Fiir a = 1 und jedes b existiert mindestens eine Losung.

Fiir a = 1 # b existiert genau eine Losung.

Fiir a = b existiert genau eine Losung.

Fiir jedes a und jedes b existiert mindestens eine Losung.

Fiir a # 1 und beliebiges b existiert genau eine Losung.

Aufgabe 6-6. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

1 -3 5 -3
A = 2 15 -4 und b = 8
1 0 3 -1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

HoaQw»

x = (2,0,—1) ist eine Losung.

x = (—7,2,2) ist eine Losung.

A ist regulir.

Die Menge der Zeilenvektoren von A ist linear abhéngig.

Das lineare Gleichungssystem besitzt unendlich viele Losungen.

Aufgabe 6-7. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

1 01 2
und b = 7

A = 0 2 3
2 48 18
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Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Es gilt rang (A) = 2.

Es gilt rang (4) = 3.

x = (1,2,1) ist eine Losung.

Das lineare Gleichungssystem besitzt genau eine Losung.

Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Losung.

Das lineare Gleichungssystem besitzt unendlich viele Lésungen.

QEEHOQW P

Das lineare Gleichungssystem besitzt genau zwei Losungen.

Aufgabe 6—8. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

T 4 -2 1 9
0O 5 5 2 3
A = 0 0 0 4 und b = 3
0O 0 0 2 —6

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Das lineare Gleichungssystem besitzt genau eine Losung.

Das lineare Gleichungssystem besitzt unendlich viele Losungen.
Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Losung.

Das lineare Gleichungssystem besitzt genau zwei Losungen.

Es gilt det(A) #0.

Es gilt det(A4) = 0.

HEOQWE >

Aufgabe 6-9. Bei der Durchfithrung des Austauschverfahrens fiir das lineare
Gleichungssystem Ax + ¢ = 0 ergab sich das folgende Tableau:

1 oz 1
To 1 —2 3
Y2 3 1| -4
Y3 -1 0 5

Zu welchen der folgenden Tableaus kann man durch einen Austauschschritt
gelangen?

A 1 o oys| 1 B 1 Y| 1
H) 3 -7 T2 7 -5
Y2 -3 4 T3 -3 4
x3 | —1 5 ys | —1 5
C T Y1 Y2 1 D T Y1 Ya
To | —H 11 To 5 11
ys | —1 5 Y3 1 5
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Aufgabe 6-10. Bei der Durchfithrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem Ax + ¢ = 0 ergab sich das folgende Tableau:

i ) Yo 1
vl 20 4

Zu welchen der folgenden Tableaus kann man durch einen Austauschschritt

gelangen?

A T Y3 Y| 1 B T Y3 Y| 1
a 2 4 Y1 2 4
T2 -5 1 T2 5 —1
C T Y3 Y2 1 D T Y1 Y2 1
U1 2 4 i) -2 —4
x3 19 -3 xg | —10 16

Aufgabe 6-11. Bei der Durchfiihrung des Austauschverfahrens fiir das line-

are Gleichungssystem Ax + ¢ = 0 ergab sich das folgende Tableau:

Zu welchen der folgenden Tableaus kann man durch einen Austauschschritt

n

T

)

Z

w

T
Y2
Ys

— = O

(G0N0 W]

co 00 W

gelangen?

A y1 ys w3| 1 B y1 ys w3| 1
1 21 3 T 21 3
Y2 0| 0 Yo 10| 16
i) 5] -8 T2 5 8

C Y1 Y2 w3| 1 D yi Yo w3| 1
T 2 3 T 2 3
I 5 8 T2 —5| =8
Y3 10| 16 Y3 0| 0

Aufgabe 6-12. Bei der Durchfiihrung des Austauschverfahrens fiir das line-

are Gleichungssystem Ax + ¢ = 0 ergab sich das folgende Tableau:
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To Ty Iy 1
x| 10 =7 =5 18
yp| 0 0 0] 0
3| 1 12 =6 20
wl 0 0 0]-1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Losung.

Das lineare Gleichungssystem besitzt genau eine Losung.

Das lineare Gleichungssystem besitzt unendlich viele Lésungen.
x = (18,0,20,0,0) ist eine Losung.

gQw»

Aufgabe 6-13. Bei der Durchfiihrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem Ax + ¢ = 0 ergab sich das folgende Tableau:

T I3 1
(1 0| 0O
y| 0 0] 0
To| 2 4| -1
e | =3 7] 3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Das lineare Gleichungssystem besitzt unendlich viele Losungen.
Das lineare Gleichungssystem besitzt genau eine Losung.

Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Losung.

gaQw»

x = (0,—1,0,3) ist eine Losung.

Aufgabe 6-14. Bei der Durchfiihrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem Ax + ¢ = 0 ergab sich das folgende Tableau:

To X4 1
r | —1 2] 2
Ys a 0| a

mit a € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Fiir a = 0 besitzt das lineare Gleichungssystem keine Losung.
Fiir a = 0 besitzt das lineare Gleichungssystem genau eine Losung.

Fiir a = 0 besitzt das lineare Gleichungssystem unendlich viele Lésungen.

gaQw»

Fiir a # 0 besitzt das lineare Gleichungssystem keine Losung.
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E

Fiir a # 0 ist

+

2
z — a 0 -1
1
1

0

mit o € R die allgemeine Losung des linearen Gleichungssystems.
Fiir a # 0 ist « = (3,—1,1,0) die eindeutige Losung des linearen Glei-
chungssystems.

Aufgabe 6-15. Bei der Durchfithrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem Ax + ¢ = 0 ergab sich das folgende Tableau:

To 1
I3 —1 0
I -1 2
ys | —a | 2a—b

mit a,b € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

FroaEEHOQT >

Fiir a # 0 gibt es keine Losung.

Fiir a # 0 gibt es genau eine Losung.

Fiir a # 0 gibt es unendlich viele Losungen.
Fiir a = 0 # b gibt es keine Losung.

Fiir a = 0 # b gibt es genau eine Losung.

Fiir a = 0 # b gibt es unendlich viele Losungen.
Fiir a = 0 = b gibt es keine Losung.

Fiir a = 0 = b gibt es genau eine Losung.

Fiir a = 0 = b gibt es unendlich viele Lésungen.

Aufgabe 6-16. Bei der Durchfithrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem y = Ax ergab sich das folgende Tableau:

Ys Y2
i) 0 4 3
z3| 6 0 4
1] 4 3 0

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A
B

A ist reguléar.

A ist nicht invertierbar.
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C A ist invertierbar und es gilt

0 4 3
At =60 4
4 30
D A ist invertierbar und es gilt
0 3 4
ATt = 340
4 0 6

Aufgabe 6-17. Bei der Durchfiihrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem y = Ax ergab sich das folgende Tableau:

Y3 Y2 Y1

x| 1 =2 0

z3| 3 0 3

T 4 0 0

Dann ist die Inverse A~! gegeben durch

1 -2 0 0 0 4
A 3 0 3 B 0o 3 3
4 0 0 -2 0 1
0 3 0 0 0 4
C 0 0 -2 D 0 -2 1
4 3 1 3 0 3
1 0 0 1 3 4
E 0 1 0 F -2 0 0
0 0 1 0 3 0

Aufgabe 6—-18. Bei der Durchfiihrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem y = Ax ergab sich das folgende Tableau:

T1 Y2 U1
To 3 —4 5
r3| 2 0 7

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Aist invertierbar, aber A~! 1#8t sich nicht berechnen.

B  Aist invertierbar, aber zur Berechnung von A~! sind weitere Austausch-
schritte erforderlich.
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C A ist nicht invertierbar.
D A ist invertierbar und es gilt

3 -4 5
At=12 o0 7
0 10 -1
E A ist invertierbar und es gilt
1 0 0
At=(0 1 0
0 0 1

Aufgabe 6—-19. Bei der Durchfithrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem y = Ax ergab sich das folgende Tableau:

o Ty T3
T 1 -2 -3
Y2 2 *3 *3
Y3 2 =2 =2

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A ist regulr.

A ist nicht invertierbar.

Es gilt rang (A) = 1.

Es gilt rang (A) = 2.

Es gilt rang (4) = 3.

A besitzt vollen Rang.

HEH QW >

Aufgabe 6—20. Gegeben sei die Matrix

1 2
= ()
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A A ist invertierbar.
B Esgilt det(A) = —2.

C A ist invertierbar und es gilt

AT = <_§/2 1/2)

D  Beim Austauschverfahren fiir y = Ax sind zwei Austauschschritte durch-
fithrbar.
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E  Beim Austauschverfahren fiir y = Ax ist

Yo Y1
Ty | —1/2  3/2
T 1 —2

ein mogliches letztes Tableau.
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Lineare Optimierung

Alﬂgabe“Lﬁsung ‘ ‘ Alﬁgabe“Lésung
7-1 7-12
72 7-13
73 7-14
74 7-15
7-5 7-16
7—6 717
7 7-18
78 7-19
79 7-20
7-10 7-21
7-11 7-22
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Aufgabe 7-1. Das lineare Optimierungsproblem

Maximiere
41 + 624
unter
xr, + To Z 3
31’1 — 4:132 S 12
21’1 + 31‘2 S 18

und xqy,29 >0

ist graphisch losbar. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Die Menge der zuldssigen Losungen ist leer.

x = (0,0) ist eine zuldssige Losung.

" ist eine optimale Losung.

Hoawe

x = (6,2)
x = (0,6) ist eine optimale Losung.
=(3,4)

T ist eine optimale Losung.

)

Aufgabe 7-2. Das lineare Optimierungsproblem

Maximiere
T+ o
unter
— 2$1 + 31)2 S 6
31'1 — 2£C2 S 6
T S 7

und xq, 29 > 0

ist graphisch losbar und besitzt die optimale Losung x* = (6,6)". Welche der

folgenden Alternativen sind richtig?

A Die optimale Lésung dndert sich nicht, wenn die dritte Nebenbedingung
weggelassen wird.

B Wird die dritte Nebenbedingung weggelassen, so ist ™ = (8,6)" die
optimale Losung.

C  Die optimale Losung dndert sich nicht, wenn die dritte Nebenbedingung
durch z; < 3 ersetzt wird.

D  Wird die dritte Nebenbedingung durch die Nebenbedingung z; < 3 er-
setzt, so ist ™* = (3,4)" die optimale Losung.
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Aufgabe 7-3. Das lineare Optimierungsproblem

Minimiere
5.I'1+2.I’2
unter
T — xp = —1
2$1 + X9 Z 4
T > 1

und z1,29 > 0

ist graphisch losbar. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Menge der zuldssigen Losungen ist leer.

B Die Menge der zulédssigen Losungen ist nicht beschrankt.

C  Die optimale Losung ist = (1,2) und der zugehérige Wert der Ziel-
funktion ist gleich 9.

D  Die optimale Losung ist & = (1,1)" und der zugehorige Wert der Ziel-
funktion ist gleich 7.

E  Wird dem Optimierungsproblem die Nebenbedingung x; +xs < 5 hinzu-
gefiigt, so ergibt sich als optimale Losung & = (2, 3)" und der zugehdorige
Wert der Zielfunktion ist gleich 13.

F  Wird dem Optimierungsproblem die Nebenbedingung x; + x5 < 5 hinzu-
gefiigt, so dndert sich die optimale Losung nicht.

Aufgabe 7-4. Ein Unternchmen stellt aus den Rohstoffen A und B die
Produkte P und @ her. In der folgenden Tabelle sind der Rohstoffverbrauch
in Tonnen bei der Produktion von jeweils einer Tonne der Produkte P und
sowie die verfiigbaren Rohstoffmengen angegeben:

| P Q| Vorrat
Al 3 2 60
B2 1 50

Beim Verkauf der Produkte P bzw. ) erzielt das Unternehmen einen Gewinn
von 400 € bzw. 500 € pro Tonne. Welche der folgenden linearen Optimierungs-
probleme beschreiben das Problem der Gewinnmaximierung unter den gege-
benen Nebenbedingungen?

A Maximiere
500$1 + 40033‘2

unter
ry + 2$2 50

<
21’1 + 31’2 S 60

und x1, 29 > 0.



50 Kapitel 7. Lineare Optimierung

B Maximiere
500x1 + 4002,
unter
31‘1 + ZIQ S
2.’171 + ) S 60

und xq, 29 > 0.
C Maximiere
500x1 + 4002,

unter

60
50

1 + 21 <
221 + 3xy <
und z1, 29 > 0.

D Maximiere
5003?1 +400I2
unter
3r1 4+ 2z < 60
21}1 + ZTo S 50

und x1, 29 > 0.

Aufgabe 7-5. Ein Unternehmen stellt zwei Produkte A und B her. Dabei
muf jedes Produkt die Abteilungen I und II durchlaufen. Der Zeitbedarf in
Stunden pro Tonne von A und B in den Abteilungen I und II ist der folgenden
Tabelle zu entnehmen:

Die Produktionszeit in den Abteilungen I und IT ist auf 400 bzw. 200 Stunden
begrenzt. Es sollen mindestens 100 Tonnen von A und mindestens 200 Tonnen
von B produziert werden. Beim Verkauf der Produkte A bzw. B erzielt das
Unternehmen einen Gewinn von 400€ bzw. 500€ pro Tonne; der Gewinn
soll maximiert werden. Welche der folgenden linearen Optimierungsprobleme
beschreiben das Problem der Gewinnmaximierung unter den gegebenen Neben-
bedingungen?

A Maximiere
40021 + 200z,

unter
0.2z; + 0.3z, < 500
T > 100
re > 200

und x1, 29 > 0.
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B Maximiere
40021 + 500x2

unter
0.4z + 0.3z < 400
0.2z; 4+ 0.3z < 200
T > 100
Ty > 200

und z1, 29 > 0.
C Maximiere
400$1+200$2

unter
0.4z 4+ 0.2z < 400
0.3z; 4+ 0.3z < 500
1 > 100
xe > 200

und x1, 29 > 0.
D Maximiere
400I1+500$2

unter
0.4z; + 0.2z, < 400
0.3z; + 0.3z < 200
T > 100
re > 200

und x1, 29 > 0.

Aufgabe 7-6. FEin Unternehmen stellt aus den Rohstoffen Ry, Ro, R3 die
Endprodukte P, P, Ps her. Die fiir eine Einheit von P; benétigten Einheiten
von R; und die von R; vorhandenen Vorréite sowie der Gewinn pro Einheit von
P; sind in der folgenden Tabelle zusammengefafit:

P P, P;| Vorrat
Ry 8 12 20| 6000
Ry 6 2 4] 2000
Rs 1 5 4 1500
Gewinn| 6 8 12

Von P; und P; sollen insgesamt mindestens 100 Einheiten und von Pj sollen
hochstens 200 Einheiten produziert werden; der Gewinn soll maximiert werden.
Welche der folgenden linearen Optimierungsprobleme geben die Zielfunktion
und die Nebenbedingungen richtig wieder?
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A Maximiere
8$1 + 121’2 + 20£E3

unter
6x; + 2z + 4dxz > 2000
1 + bxre + 4zy > 1500
r1 + i) S 100
g > 200
und xq,x9, 23 > 0.
B Maximiere
6(L’1+8$2+12$3
unter
8xr1 + 12z + 2023 < 6000
6z, + 2z + 4dxzz < 2000
xr1 + i) S 100
g > 200
und xq,x9, 23 > 0.
C Maximiere
6$1+8$2+12I3
unter
8r1 + 12z + 2023 > 6000
6r; + 2z + 4xz > 2000
xr1 + i) Z 100
zg < 200
und zq,x9, 23 > 0.
D Maximiere
6$1+8$2+12(E3
unter
8r1 + 12z5 + 2023 < 6000
6331 + 21‘2 + 4$3 S 2000
T, + ) > 100
zg < 200

und zq,x9, 23 > 0.

Aufgabe 7-7. Ein Unternehmen stellt aus den Rohstoffen R, Ry, R3 die
Endprodukte Py, P, P3, Py her. Die fiir eine Einheit von P; benotigten Einhei-
ten von R; und die von R; vorhandenen Vorréite sowie der Gewinn pro Einheit
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von P; sind in der folgenden Tabelle zusammengefaft:

P P, P; P,| Vorrat
Ry 7 15 20 3| 5000
Ry 3 2 4 3 1000
Rs 1 5 4 1 8000
Gewinn| 3 7 15 9

Von P; und P; sollen insgesamt mindestens 250 Einheiten und von P; und
Py sollen insgesamt hochstens 400 Einheiten produziert werden; der Gewinn
soll maximiert werden. Welche der folgenden linearen Optimierungsprobleme

geben die Zielfunktion und die Nebenbedingungen richtig wieder?

A Maximiere

unter
71’1
311
I
T

und T, T2,T3,T4 2
B Maximiere

unter
3x1
I
31‘1
I

und T1,T2, T3, Ty 2

C Maximiere

unter
7%1
333'1
I
I

und L1, T2, T3, T4 >

+ 4+ + +

0.

++ 4+

0.

+ 4+ +

0.

31’1 + 71’2 + 15.L3 + 91’4

151)2
2.’L'2
5I2

T2

+ 203’)3
+ 4333

x3

+ + +

33’}4
3334
x4 <

>
gy <

7$1 + 151’2 + 20$3 + 31’4

2I2
51’2
71‘2

T

+ 41’3
+ 41,‘3
T3

+ + +

3.174
Ty
9.7}4

VIAN IV IV IV

Ty

311 + Taxg + 1523 + 94

15I2
233’2
5$2

T2

-+ 201‘3
+ 4.13’3

x3

++ +

31‘4
3.13’4
Ty

VAN INIAIA

Ty

1000
8000

250
400

5000
1000
8000
250
400
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D Maximiere

3x1 + Txo + 1523 + 924

unter
7371 + 15]3‘2
3r1 +  2xo
xr1 + 5I‘2
xry + i)

und xq, x9, 23,24 > 0.

+ 20.7}3
+ 4I3

T3

+ 3z4 > 5000
+ 3z4 > 1000
+ x4y > 8000

> 250

Aufgabe 7-8. Ein Chemieunternehmen stellt die Produkte P, und P, her.
Bei der Produktion von P; und P, werden die Substanzen Sy, Ss, S5 benotigt
bzw. erzeugt. Die folgende Tabelle gibt fiir jeweils 1 kg der Produkte P, und
P, die Menge der benotigten Substanzen S; und Sp in kg und den Gewinn in
Euro sowie fiir die Substanzen S; und S den Vorrat in kg an:

P1 P2 Vorrat
St 3 2] 13000
Sy 6 7| 40000
Gewinn | 15 20

AuBerdem bendtigt man fiir die Produktion von 1 kg des Produktes P, 4 kg
der Substanz Sz, von der 2000 kg vorriitig sind; bei der Produktion von 1 kg
des Produktes P; fallen 2 kg der Substanz S3 als Nebenprodukt an, die sofort
verwendbar sind. Der Gewinn soll maximiert werden. Welche der folgenden
linearen Optimierungsprobleme geben die Zielfunktion und die Nebenbedin-

gungen richtig wieder?

A Maximiere

unter
3$1
6.13’1
2251
und xq, 29 > 0.
B Maximiere
unter
3.7}1
6£C1
2.13’1

und x1, 29 > 0.

1521 + 20x9
+ 2z9 > 13000
+ Txy > 40000
+ 4dzs < 2000
1521 + 20z2

+ 2x9 < 13000
4+ Txo < 40000
— 4xo > 2000
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C Maximiere

1521 + 2024
unter
— 21 4+ 4z, < 2000
und x1, 29 > 0.
D Maximiere
15Z‘1+201‘2
unter
3r1 + 2z, < 13000
6x; + Txy < 40000
21 — 4dxy < 2000

und x1, 29 > 0.

Aufgabe 7-9. Ein Unternehmen produziert die Erzeugnisse A, B, C. Von A
sollen mindestens 100 Stiick und von C' sollen mindestens 30 Stiick produziert
werden; von B soll mindestens 1/3 der Stiickzahl von C' produziert werden. Fiir
die Produktion stehen insgesamt 205 Zeiteinheiten zur Verfiigung. Auflerdem
sind folgende Daten gegeben:

A B C
Herstellungszeit pro Stiick | 1 3 2

Gewinn pro Stiick 4 6 3
Das Unternehmen mochte die Stiickzahlen der Produkte A, B, C' so bestimmen,
daf} der Gewinn maximiert wird. Welche der folgenden linearen Optimierungs-
probleme geben die Zielfunktion und die Nebenbedingungen richtig wieder?

A Maximiere
T1 + 319 + 223

unter
4dr; + 6z9 + 3x3 < 205
1 > 100
T3 Z 30
3£C2 — I3 Z 0
und x1, 29,23 > 0.
B Maximiere
4x1 + 629 + 323
unter
1 + 3xs + 223 < 205
il > 100
3$2 - x3 > 0

und x1, 29,23 > 0.
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C Maximiere
41 4 629 + 323

unter
r1 + 3z + 223 < 205
T > 100
T3 Z 30
31’2 — I3 S 0
und zq, 9,23 > 0.
D Maximiere
4x1+6m2+3x3
unter
T > 100
To — 3£L‘3 2 0

und zq,x9, 23 > 0.

Aufgabe 7-10. Gegeben sei das lineare Optimierungsproblem

Maximiere
*31’14’31’24’3
unter
rr — X2 S 4
ry — X2 2 —2

und z1, 29 > 0.

Wie lautet das zugehorige Minimumproblem in Normalform?

A Maximiere

—31’1+3$2+3
unter
7.T1+5C27£L'3 +4:0
Ty — X2 — x4 + 2 =0
und xq, 9, 23,74 > 0.
B Minimiere
—31’1+3I2+3
unter
—JJ1+I2—JZ’3 +4=O
Ty — Iy — x4 + 2 =0

und x1,x9, 3,24 > 0.
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C Minimiere

3.7?1—3%2—3
unter
- x + T2 — T3 + 4 =0
T — T2 -z + 2 =0
und x1, T, 3,24 > 0.
D Minimiere
3$1*3I2*3
unter
— 1 + X2 — I3 + 4 =0
rrT — X2 + x4 + 2 =0

und x1, T, x3,24 > 0.

Aufgabe 7-11. Gegeben sei das lineare Optimierungsproblem

Maximiere
8r; — 1625 + 64
unter
T + )
€1

IV IA

und x1, 29 > 0.
Wie lautet das zugehorige Minimumproblem in Normalform?

A Maximiere
8x1 — 1625 + 64

unter
- T — T2 — I3 + 10 = 0
xr + 4.%'2 — T4 + 1 =0
und x1, T, 3,24 > 0.
B Minimiere
—8x1 + 16x9 — 64
unter
— x — Xy — X3 + 10 = 0
— x + 4z + 24 + 1 =0
und xy, To, 73,74 > 0.
C Minimiere
—8x1 + 1629 — 64
unter
- 1 — X2 — I3 + 10 = 0
ry — 4$2 — x4 + 1 =0

und x1, T, 13,74 > 0.
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Minimiere
—8(L‘1+16$2—64
unter
- 1 — T2 — X3 4+ 10 = 0
Ty — 4dxg + 24 + 1 =0

und xq, 9, 23,14 > 0.

Aufgabe 7-12. Welche der folgenden Simplextableaus sind entscheidbar?

A

51 T2 1 B T ) 1
T3 7 1 2 T3 7 1 2
T4 | —3 0] 10 T4 | —3 0] 10
Ts -2 3 3 Ts —2 3 3
z 4 21-9 z 4 —-2|-9

T wp| 1 D 1 x| 1
T4 | —3 0] 10 T4 | —3 0] 10
x5 | —2 3 3 T5 | —2 3 3
z | —4 21-9 z | —4 —-2|-9

Aufgabe 7-13. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Simplextableau:

I Ty 1
6| 2 —1 1
5| 4 =51 10
Ty 1 —1] 2
z 3 319

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

gaQw»

=

Das Simplextableau ist nicht entscheidbar.

Das Simplextableau ist entscheidbar und es gibt keine optimale Losung.
Das Simplextableau ist entscheidbar und es gibt eine optimale Losung.
Das Simplextableau ist entscheidbar und & = (0,0,6,1,10,2)" ist eine
optimale Losung.

Das Simplextableau ist entscheidbar und & = (0,2,6,0,10,1)" ist eine
optimale Losung.

Das Simplextableau ist entscheidbar und = (1,2,5,1,9,2) ist eine
optimale Losung.
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Aufgabe 7T-14. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Simplextableau:

i) Tq 1
1 0 1|10
T3 -2 5 4
zs| 1 1] 12
z 4 =3|-9

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

gaQw»

=

Das Simplextableau ist nicht entscheidbar.

Das Simplextableau ist entscheidbar und es gibt keine optimale Losung.
Das Simplextableau ist entscheidbar und es gibt eine optimale Losung.
Das Simplextableau ist entscheidbar und & = (10,0,4,0,12)" ist eine
optimale Losung.

Das Simplextableau ist entscheidbar und & = (0,10,4,0,12) ist eine
optimale Losung.

Das Simplextableau ist entscheidbar und & = (10,0,4,12,0)" ist eine
optimale Losung.

Aufgabe 7-15. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Simplextableau:

i) 1
T 2 1
T3 0 4
Tq -2 8
z | =7 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

gaQw»

=

Das Simplextableau ist nicht entscheidbar.

Das Simplextableau ist entscheidbar und es gibt keine optimale Losung.
Das Simplextableau ist entscheidbar und es gibt eine optimale Losung.
Das Simplextableau ist entscheidbar und = (1, 0, 4, 8) ist eine optimale
Losung.

Das Simplextableau ist nicht entscheidbar und es ist x5 gegen x4 auszu-
tauschen.

Das Simplextableau ist nicht entscheidbar und es ist x5 gegen x; auszu-
tauschen.
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Aufgabe 7-16. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Simplextableau:

Tr1 X2 1
z3|—2 0] 2
T4 2 1 3
z | =1 2|-1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Das Simplextableau ist entscheidbar.

B 1y < x3 ist ein moglicher Austausch nach den Regeln des Simplexver-
fahrens.

C x=1(0,0,2,3) ist eine optimale Losung.
D x=(1,0,0,5) ist eine optimale Losung.
E  Das Optimierungsproblem besitzt keine Losung.

Aufgabe 7-17. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Simplextableau:

T To Iy 1
Ty 1 =2 —1| 5
z3| 2 =1 0| 2
e | —1 —2 =2 12
z 4 -3 =21 20

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A xy < x3 ist ein moglicher Austausch nach den Regeln des Simplexver-
fahrens.

B xy < x4 ist ein moglicher Austausch nach den Regeln des Simplexver-
fahrens.

C  Der Austausch x5 < x4 fiithrt auf ein entscheidbares Simplextableau.

D  Der Austausch x5 < x4 fiihrt auf ein nicht entscheidbares Simplex-
tableau.

E  Das Optimierungsproblem besitzt keine Losung.
F Fiir die optimale Lésung gilt z = 10.

Aufgabe 7-18. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Tableau:
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Ty X3 Ty
To | —3 2 -1
Yo | —2 2 2
Y3 1 -1 -3
z | —1 -1 1

z | —1 1 -1

== W N

Dabei bezeichnet z die Zielfunktion des Originalproblems und z die Zielfunk-
tion des Hilfsproblems. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A 1y < x4 ist ein nach den Regeln des Simplexverfahrens moglicher Aus-
tausch zur Losung des Hilfsproblems.

B 1, < y, ist ein nach den Regeln des Simplexverfahrens moglicher Aus-
tausch zur Losung des Hilfsproblems.

C  z3 <> y; ist ein nach den Regeln des Simplexverfahrens moglicher Aus-
tausch zur Losung des Hilfsproblems.

D x4 < x5 ist ein nach den Regeln des Simplexverfahrens moglicher Aus-
tausch zur Losung des Hilfsproblems.

E x4 < y3 ist ein nach den Regeln des Simplexverfahrens moglicher Aus-
tausch zur Losung des Hilfsproblems.

Aufgabe 7-19. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Tableau:

T T3 Ty 1
w| 1 -1 0] 2
ys | 1 -1 1| 1
x| —2 =1 3| 7
z |—-1 2 4]-6
z 2 -2 1| 3

Dabei bezeichnet z die Zielfunktion des Originalproblems und z die Zielfunk-
tion des Hilfsproblems. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Zur Erlangung einer zuldssigen Basislosung fiir das Originalproblem muf
als néchstes x3 gegen y; ausgetauscht werden.

B Zur Erlangung einer zuléssigen Basislosung fiir das Originalproblem muf}
als nichstes x3 gegen y3 ausgetauscht werden.

C  Zur Erlangung einer zuléssigen Basislosung fiir das Originalproblem muf}
als nichstes x3 gegen w9 ausgetauscht werden.

D Zur Erlangung einer zuléssigen Basislosung fiir das Originalproblem muf}
als néchstes x; gegen z, ausgetauscht werden.

E x=(0,7,0,0) ist eine zuléssige Basislosung fiir das Originalproblem.
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Aufgabe 7-20. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Tableau:

T T3 Ta 1
| 2 =2 4| 8
Is 0 -1 9 3
w0 3 1| 3
p| 1 3 o0 1
z 5 —4 1| 0
z 1 6 1| 4

Dabei bezeichnet z die Zielfunktion des Originalproblems und z die Zielfunk-
tion des Hilfsproblems. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A

B

Das Tableau enthélt ein Simplextableau fiir das Originalproblem mit der
zulissigen Basislosung x = (0,8,0,0, 3)".

Das Tableau enthiilt kein Simplextableau fiir das Originalproblem; zur
Erlangung einer zuldssigen Basislosung mufl als néchstes x5 gegen zj
ausgetauscht werden.

Das Tableau enthélt kein Simplextableau fiir das Originalproblem; zur
Erlangung einer zuldssigen Basislosung mufl als néichstes z3 gegen xa
ausgetauscht werden.

Da das Gleichungssystem der Nebenbedingungen keine Losung besitzt,
ist das lineare Optimierungsproblem nicht 16sbar.

Aufgabe 7-21. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Tableau:

) Iy Tg 1
3] 1 —4 0] 4
re|—1 4 0] 2
r|—-1 5 0] O
p| 1 -6 1| 1
z |=3 12 0]-=3
z 1 -6 1 1

Dabei bezeichnet z die Zielfunktion des Originalproblems und z die Zielfunk-
tion des Hilfsproblems. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A

B

Das Tableau enthélt ein Simplextableau fiir das Originalproblem mit der
zuldssigen Basislosung « = (0,0,4,2,0,0)".

Das Tableau enthélt kein Simplextableau fiir das Originalproblem; zur
Erlangung einer zulassigen Basislosung mufl als nichstes x5 gegen x3
ausgetauscht werden.
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C  Das Tableau enthélt kein Simplextableau fiir das Originalproblem; zur
Erlangung einer zuldssigen Basislosung mufl als néchstes x5 gegen 1
ausgetauscht werden.

D  Das Tableau enthélt kein Simplextableau fiir das Originalproblem; zur
Erlangung einer zulissigen Basislosung muf3 als ndchstes x5 gegen x
ausgetauscht werden.

Aufgabe 7-22. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Tableau:

T1 T4 1
Y1 0 —4 2
To | =3 =2 4
T3 1 4 3
1 6 24| 6
z 0 —4| 2

Dabei bezeichnet z die Zielfunktion des Originalproblems und z die Zielfunk-
tion des Hilfsproblems. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Zur Erlangung einer zulissigen Basislosung fiir das Originalproblem muf}
als néchstes x, gegen o ausgetauscht werden.

B Zur Erlangung einer zuldssigen Basislosung fiir das Originalproblem muf3
als nichstes x4 gegen y; ausgetauscht werden.

C  Zur Erlangung einer zuldssigen Basislosung fiir das Originalproblem muf}
als néchstes x, gegen 3 ausgetauscht werden.

D  Das Hilfsproblem besitzt keine Losung.

E x = (0,4,3,0) ist eine Losung fiir das Originalproblem und der zu-
gehorige Wert der Zielfunktion ist z = 6.

F x=(0,3,51/2) ist eine Losung fiir das Originalproblem und der zu-
gehorige Wert der Zielfunktion ist 2 = 6.

G x = (0,3,5,1/2)" ist eine Losung fiir das Originalproblem und der zu-
gehorige Wert der Zielfunktion ist z = 18.
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Lineare Differenzengleichungen

Aufgabe H Losung

8-1

8-2

8-3

84

8-5

86

87

8-8

8-9

8-10

8-11

8-12

8-13
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Aufgabe 8-1. Die lineare Differenzengleichung
frso —14f01 +53f, = 34n®> +4

ist eine homogene Differenzengleichung.

ist eine inhomogene Differenzengleichung.

ist eine lineare Differenzengleichung 1. Ordnung.
ist eine lineare Differenzengleichung 2. Ordnung.

besitzt eine eindeutige Losung.

QO QW >

besitzt unendlich viele Losungen.

Aufgabe 8-2. Gegeben sei die lineare Differenzengleichung (D)

fn+1 _4fn =4
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Differenzengleichung hat die Ordnung 1.

B  Die Differenzengleichung hat die Ordnung 2.

C  Die Differenzengleichung hat die Ordnung 4 .

D  Die Folge {f}.en, mit f* = 2" ist eine Losung der zugehorigen homo-
genen Differenzengleichung.

E  Die Folge {f}nen, mit ff = 2™ ist eine Losung von (D).

F  Die Folge {f}nen, mit f = 4" ist eine Losung der zugehorigen homo-

genen Differenzengleichung.
G Die Folge {f*}en, mit f* = 4™ ist eine Losung von (D).

Aufgabe 8-3. Gegeben sei die lineare Differenzengleichung (D)

fnJrl -2 fn =1
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Fir jedes a € R ist die Folge {f!},en, mit f; = a2 eine Losung der
zugehorigen homogenen Differenzengleichung.

B  Die Folge {f}.en, mit f* = 2" ist eine Losung der zugehorigen homo-
genen Differenzengleichung.

C  Die Folge {f*},en, mit f* = 2" — 1 ist eine Losung von (D).

D  Fiir jedes o € R ist die Folge {f},en, mit ff = (2" —1) eine Losung
von (D).

Aufgabe 8-4. Gegeben sei die lineare Differenzengleichung (D)

fn+1 - (TL+1) fn =n
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A Die Folge {f*}en, mit f* = n! ist eine Losung der zugehorigen homo-
genen Differenzengleichung.

B Die Folge {f}.en, mit £ = 2n! ist eine Losung der zugehorigen homo-
genen Differenzengleichung.

C  Fiir jedes o € R ist die Folge {f}nen, mit f = an! eine Losung der
zugehorigen homogenen Differenzengleichung.

D  Die Folge {f}}nen, mit ff =n! —1 ist eine Losung von (D).

E  Die Folge {f}}nen, mit ff = 2n! — 1 ist eine Losung von (D).

F  Die Folge {f}}nen, mit ff =2 (n!—1) ist eine Losung von (D).

G Fiir jedes a € R ist die Folge {f*},en, mit f* = an! — 1 eine Losung
von (D).

H  Fiir jedes a € R ist die Folge {f;}en, mit f = a(n!—1) eine Losung
von (D).

Aufgabe 8-5. Die lineare Differenzengleichung (D)

n-+2 1

n—i—lfn T ontl

fn+1 -

besitzt die allgemeine Losung {f*},en, mit
fn = am+l)+n

und o € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Folge {f*}nen, mit f* = 2n+1 ist eine Losung von (D) und erfiillt
die Anfangsbedingung fo =1.

B  Die Folge {f*}nen, mit f* = —2n 4 1 ist eine Losung von (D) und
erfiillt die Anfangsbedingung fo = 1.

C  Die Folge {f*}nen, mit f* = n + 1 ist eine Losung von (D) und erfiillt
die Anfangsbedingung fo = 1.

D  Die Folge {f**}nen, mit f** = 2n—1 ist eine Losung von (D) und erfiillt
die Anfangsbedingung fo = 1.

Aufgabe 8-6. Sei {f*},en, die eindeutige Losung der linearen Differenzen-
gleichung (D)

fn+1 - fn = —4
die die Anfangsbedingung (A)
fo =14

erfiillt. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A frr=—32
B fr=-16
C fr=-4
D fir=-32
E f;r=-16
F fir=-4

Aufgabe 8-7. Sei {f*},en, die eindeutige Losung der linearen Differenzen-
gleichung (D)
fari=ofe = 3
die die Anfangsbedingung (A)
fo=1

erfiillt. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
fir=—=2+3-05/2)"
w=—2-3-05/2)0
fr==243-(7/2)"

v 23 (72
fir=2+3-(5/2)"
fir=2-3-6/2)"

n o =243-(7/2)"
fir=2=-3-(1/2

T QA EHgOQ®E >

Aufgabe 8-8. Das zu der linearen Differenzengleichung

fn+2 - 3fn+1 - 4fn = -3

gehorende charakteristische Polynom besitzt
genau eine Nullstelle.

genau zwei reelle Nullstellen.

zwei konjugiert komplexe Nullstellen.
die Nullstelle A = 3.

die Nullstelle A = 4.

die Nullstelle A = 2 + /7.

HEOQWE >

Aufgabe 8-9. Das zu der linearen Differenzengleichung

Sz = 6fnp1 +9fn = 5

gehorende charakteristische Polynom besitzt die doppelte Nullstelle A = 3.
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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Die Folge {f*},en, mit f* = 3™ ist eine Losung der zugehdrigen homo-
genen Differenzengleichung.

Die Folge {f*},en, mit [ = n 3" ist eine Losung der zugehorigen homo-
genen Differenzengleichung.

Die Folge {f}}nen, mit fi = 2" ist eine Lésung der zugehdrigen homo-
genen Differenzengleichung.

Die Folge {f}}nen, mit f = n 2" ist eine Losung der zugehorigen homo-
genen Differenzengleichung.

Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differenzengleichung
ist durch die Folge {f*},en, mit f¥ = 12" + asn 2" und a7, € R
gegeben.

Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differenzengleichung
ist durch die Folge {f}}nen, mit ff = @13" + aen 3™ und a5, a0 € R
gegeben.

Aufgabe 8-10. Gegeben sei die lineare Differenzengleichung

fn+2 - 2fn+1 + bfn =0

mit b € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A

Fiir b = =3 ist die Folge {f*}nen, mit
f* = 3” + Q9 (—1)”

und aq, ay € R die allgemeine Losung der Differenzengleichung.
Fiir b = 1 ist die Folge {f},en, mit
fo = atan

und a1, ay € R die allgemeine Losung der Differenzengleichung.
Fiir b = 2 ist die Differenzengleichung nicht 1ésbar.

Fiir b = 2 ist die Folge {f;}nen, mit

n

und a € R die allgemeine Lésung der Differenzengleichung.

Aufgabe 8-11. Gegeben sei die lineare Differenzengleichung

fn+2 - fnJrl = fn+1 - fn

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A
B

Die Folge {f’},en, mit f =1 ist eine Losung der Differenzengleichung.
Die Folge {f}nen, mit ff = @ und « € R ist die allgemeine Lésung der
Differenzengleichung.
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C  Die Folge {f*}nen, mit f* = a1 + agn und aq, s € R ist die allgemeine
Losung der Differenzengleichung.

D  Die Folge {f*},en, mit f* =1 — n ist eine Losung der Differenzenglei-
chung.

Aufgabe 8-12. Die lineare Differenzengleichung (D)

fote = 8fnp1 +12f, = =20

besitzt die allgemeine Losung { f*},en, mit

fr=a2"+a6"—4

n

und aq, ay € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Folge {f*}nen, mit f* =2-2"+6-6" — 4 ist eine Losung von (D)
und erfiillt die Anfangsbedingungen fy =4 und f; = 20.

B  Die Folge {f*}nen, mit f* =2-2"+ 66"+ 4 ist eine Losung von (D)
und erfiillt die Anfangsbedingungen fy =4 und f; = 20.

C  Die Folge {f*}nen, mit f* = 3-2" + 6" — 4 ist eine Losung von (D)
und erfiillt die Anfangsbedingungen fy =4 und f; = 20.

D  Die Folge {f*}nen, mit fi* = 3-2" 4+ 6" + 4 ist eine Losung von (D)
und erfiillt die Anfangsbedingungen fy =4 und f; = 20.

E  Die Folge {f*}nen, mit fi* =6-2"+2-6" — 4 ist eine Lésung von (D)
und erfiillt die Anfangsbedingungen fo =4 und f; = 20.

F  Die Folge {f*}nen, mit fi* =6-2"+2-6" 4 4 ist eine Lésung von (D)
und erfiillt die Anfangsbedingungen fy =4 und f; = 20.

Aufgabe 8-13. Fiir welche Wahl von f* ist die Folge {f*},en, eine Losung
der linearen Differenzengleichung (D)

fn+2 - fn+1 - 2fn - 6

die die Anfangsbedingung (A)

Jo=hH=0
erfillt?
A fr =2 (—1)"—3
B fr =204 (—1)H -3
C fr=242(-1)"-3
E  frr =24 (1) -3
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94 9-13
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Aufgabe 9-1. Fiir welche Wahl von a,, ist die Folge {a, },en eine Nullfolge?

A o (D@D
Vn
B an:n+l

Q
E
I
- 5l= <

H

n

Aufgabe 9-2. Welche der nachstehenden Folgen sind Nullfolgen?

A {n2+n}
neN

B )

n2+1 ) ne{2,3,...}

{ n?+1 }

n+1)( nef2,3,... }
b (2n*+n)(n+1)

n2 ) (n?—10n) ne{11,12,...}
“ {n—i—l )(n+2)( n+3)}

neN

Aufgabe 9-3. Gegeben sei die Folge {a, }neq23,..} mit
2n? + 3n
ap = ———F——
(n+1)(n—1)

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
{@n}neq2,3,..y ist divergent.

{@n}neq23,..1 ist konvergent.

{@n}neq2,3,..1 ist konvergent mit Grenzwert 2.
{@n}neq2,3,..1 ist konvergent mit Grenzwert 3.
{@n}neq2,3,...1 ist eine Nullfolge.
{an—2}neq23,..y ist eine Nullfolge.

QERrEO0OQ®E

{a,—3}neq23...} ist eine Nullfolge.
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Aufgabe 9-4. Gegeben sei die Folge {a, }nen, mit

3% —2n+1

ap = (_1) n2+1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

{an }nen, ist konvergent mit lim,, . a, = 3.
{an }nen, ist konvergent mit lim, .., a, = —3.
{an}neN, ist divergent.

{an—3}nen, ist eine Nullfolge.

{an+3}nen, ist eine Nullfolge.

HoQw»

Aufgabe 9-5. Die Folge {a, }en, mit

- ()

ist

A beschrinkt.

B unbeschrinkt.

C  monoton wachsend.
D  monoton fallend.

E  divergent.

F konvergent.

G nicht monoton.

Aufgabe 9-6. Gegeben sei die Folge {a, }nen, mit ag = 5 und

1
Ap4+1 = gan

fiir alle n € Ny. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

{@n}nen, ist beschrinkt.
{an}nen, ist monoton wachsend.
{an }nen, ist monoton fallend.
{an}nen, ist konvergent.
{an}nen, ist konvergent gegen 0.

HEgQW >

{a, tnen, ist konvergent gegen 1.
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Aufgabe 9-7. Gegeben sei die Folge {a, }nen mit

B 1+1/n falls n gerade
an = 1 falls n ungerade

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A {a,}nen ist monoton wachsend.
B {a,}nen ist monoton fallend.

C  {an}nen ist beschrinkt.

D {an}nen ist konvergent.

Aufgabe 9-8. Gegeben sei die Folge {a, }nen, mit
1 n
ap = g

n
Sp — E Qe
k=0

die Folge der Partialsummen von {a, }nen,- Welche der folgenden Alternativen
sind richtig?

Weiterhin sei {s, }nen, mit

A {s,}nen, ist monoton wachsend.

B Es gilt
1— (1/5)n+1
Sy = ——————
4/5
C Esgilt
1 (1/5)"!
Sy = —————

5/4
D Esgilt lim, .o s, =5/4.
E  Esgilt lim, . s, = 4/5.

Aufgabe 9-9. Welche der folgenden Reihen sind konvergent?

—~ k
A Z3k—1

k=1

2. k% 4+ 200k
B Y oo

4

£~ 5kt d

ad k-1
C - -

Z(k+1( 1)

o0
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Aufgabe 9-10. Welche der folgenden Reihen sind konvergent?

1
A
= 1
_1\k
B 2V
.9
C ZE
k=1
>k
D > o
k=1

Aufgabe 9-11. Welche der folgenden Reihen sind konvergent?

A

NE

=~
Il
—

1
k
2k 4+ 1\"
k
1
oF

o
hE

>~
Il
—

a
hE
[\}

B
Il
—

(k+1)(k+2)
10k2 + k

w
NE

B
Il
—

Aufgabe 9-12. Welche der folgenden Reihen sind konvergent?

A Z@

k=1

°°k3
B ng

k=1

= 2k
¢ 2y
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Aufgabe 9-13. Gegeben sei die Reihe
i Vi1
2
—~ k2 +1
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Aus dem Majoranten—Minoranten—Test folgt, dafl die Reihe konvergiert.
Aus dem Majoranten—Minoranten—Test folgt, dafl die Reihe divergiert.
Aus dem Quotiententest folgt, daf die Reihe konvergiert.

Aus dem Quotiententest folgt, daf§ die Reihe divergiert.

HoaQw»

Der Quotiententest liefert keine Entscheidung.

Aufgabe 9-14. Von der Potenzreihe

o0
E ag .Ik
k=0

mit Konvergenzradius 7 sei bekannt, daf§ sie fiir x = —2 konvergiert und fiir
x = 2 divergiert. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A  Esgiltr=0.

B  Esgiltr<2.

C  Esgiltr=2.

D  Esgiltr>2.

E  Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R mit |z| < 2.

F  Die Potenzreihe divergiert fiir alle x € R mit |z| > 2.

Aufgabe 9-15. Von der Potenzreihe

00
E ag ZL’k
k=0

mit Konvergenzradius r sei bekannt, daf sie fiir x = —1 konvergiert und fiir
x = 2 divergiert. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Esgiltr=1.

B Esgiltr=2.

C  Die Potenzreihe konvergiert fiir alle x € R mit |z| < 1.

D  Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R mit |z| < 2.

E  Die Potenzreihe divergiert fiir alle € R mit |z > 1.

F  Die Potenzreihe divergiert fiir alle x € R mit |z| > 2.
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Aufgabe 9-16. Gegeben sei die Potenzreihe

1
L

k=0
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
Die Potenzreihe konvergiert fiir xt = 0.
Die Potenzreihe konvergiert fiir x = 1.
Die Potenzreihe konvergiert fiir x = 7.

Die Potenzreihe konvergiert fiir x = 10.

HoOQw»

Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R..

Aufgabe 9-17. Gegeben sei die Potenzreihe

3(5)-

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Die Potenzreihe besitzt den Konvergenzradius r = 5.
Die Potenzreihe besitzt den Konvergenzradius r = 5/2.
Die Potenzreihe besitzt den Konvergenzradius r = 2/5.
Die Potenzreihe konvergiert fiir x = 1.

Die Potenzreihe konvergiert fiir x = 2.

HEHOgQW e

Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R..

Aufgabe 9-18. Gegeben sei die Potenzreihe

2 ( k+1 k+2)

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R.

Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R mit |z| < 1.
Die Potenzreihe divergiert fiir alle z € R mit « # 0.
Die Potenzreihe divergiert fiir alle x € R mit |z| > 2.
Die Potenzreihe besitzt den Konvergenzradius r = 1.

HmEHgQW >

Die Potenzreihe besitzt den Konvergenzradius r» = 2.
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Aufgabe H Loésung

10-1

102

10-3

104

10-5

10-6

10-7

10-8

109

10-10
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Aufgabe 10-1. Gegeben sei die Funktion f: [—1,1] — R mit

f@) = 0 falls —1<z<0
V=Y 22 falls 0<z<1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
f ist stetig.

f ist unstetig an der Stelle z = 0.

f besitzt ein globales Maximum.

f besitzt ein globales Minimum.

f ist beschrankt.

HoQw»

Aufgabe 10-2. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
f besitzt den Fixpunkt © =0.

f besitzt den Fixpunkt z = —1.

f besitzt genau zwei Fixpunkte.

f besitzt genau drei Fixpunkte.

HoQw»

f besitzt genau vier Fixpunkte.

Aufgabe 10-3. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

0 = =3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt mindestens eine Nullstelle.

f besitzt keine Nullstelle.

f besitzt kein lokales Maximum.

f besitzt mindestens ein lokales Maximum.
f ist unbeschréankt.

f besitzt ein globales Maximum.

HEOQ®E >

Aufgabe 10—4. Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
f(z) = exp(—z?)

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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f besitzt genau ein lokales Minimum.

f besitzt genau ein lokales Maximum.

f besitzt kein lokales Minimum oder Maximum.
f Dbesitzt genau ein globales Minimum.

f besitzt genau ein globales Maximum.

HEH QW >

f besitzt kein globales Minimum oder Maximum.

Aufgabe 10-5. Von dem Polynom f: R — R mit

flx) = 2> +ax +b

und a,b € R ist bekannt, daf§ es die Nullstellen z; = —1 und x5 = 2 besitzt.

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f(-3)=4
B f(-3)=5
C  f(-3)=10
D f(3) =4

E f(3)=5

F  f(3)=10

Aufgabe 10-6. Gegeben sei das Polynom f: R — R mit
f(z) = 2% =3z +52

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f besitzt die Nullstelle x = 4.
B f besitzt die Nullstelle x = —4.
C  Esgilt f(z) = (z —4)(2* — 42 — 13).
D Esgilt f(z) = (z + 4)(3:2 —4x +13).
E Esgilt f(z) = (z —4)(2% + 42 — 13).
F  Esgilt f(z) = (x +4)(2® + 42 + 13).

Aufgabe 10-7. Gegeben sei das Polynom f: C — C mit
fl@) = 2+ +a+1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt die Nullstelle z = 1.

f besitzt die Nullstelle z = —1.

f besitzt die Nullstelle x = 1.
f besitzt die Nullstelle z = —i .

gaQw»
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E [ besitzt keine Nullstellen.
F f besitzt keine reellen Nullstellen.

Aufgabe 10-8. Gegeben sei das Polynom f : C — C mit
flx) = 2 —32° — 2 +3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
f besitzt die Nullstelle z = 0.

f besitzt die Nullstelle z = 3.

Alle Nullstellen von f sind reell.

Alle reellen Nullstellen von f sind positiv.
Die Summe aller Nullstellen von f ist 2.

Die Summe aller Nullstellen von f ist 3.

QHEPEHgQwmE

Zwei Nullstellen von f sind konjugiert komplex.

Aufgabe 10-9. Gegeben sei das Polynom f: R — R mit
fl@) = (@ +2)(z - 2)?

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

x = —2 ist eine Nullstelle von f.
x = —2 ist ein lokaler Maximierer von f .
x = —2 ist ein lokaler Minimierer von f.

x = 2 ist eine Nullstelle von f .

x = 2 ist ein lokaler Maximierer von f .

HEOQ®E >

x = 2 ist ein lokaler Minimierer von f .

Aufgabe 10-10. Gegeben sei die Funktion f : [0,5] — R mit
flz) = 2 —da + 7

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt ein globales Maximum bei x = 0.
f besitzt ein globales Maximum bei z = 2.
f besitzt ein globales Maximum bei x = 5.
f besitzt ein globales Minimum bei z = 0.

f besitzt ein globales Minimum bei z = 2.

HTEOQW >

f besitzt ein globales Minimum bei x = 5.
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Aldgabe“Lﬁsung ‘ ‘Al&gabe“Lésung
111 11-12
11-2 11-13
11-3 11-14
114 11-15
11-5 11-16
11-6 11-17
11-7 11-18
11-8 11-19
11-9 11-20
11-10 1121
11-11 11-22
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Aufgabe 11-1. Gegeben sei die Funktion f : (0,00) — R mit

f(z) = 2*In(2)

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A fla)=2
B  f'(z) =2zn(x)
C fl(z)=2xln(x)+=x
D f'(z)=2
E f'(z)=2In(z)+2
F  f'(z)=2In(zx)+3
Aufgabe 11-2. Gegeben sei die Funktion f : (0,00) — R mit
_ In(x)
fl) = 2

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A )=t
B fir)=1T00
¢ m )_2111(53—3
b )_21n(;;3_1
B )=
F o=

Aufgabe 11-3. Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
f(z) = exp(cos(z))

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A F(2) = expleos(z))

B f(z) = explsin(z))

C  [(x) = exp(—sin(z))

D  f'(z) = exp(cos(x)) - sin(x)

E  f'(z) = — exp(cos(x)) - sin(z)
F  f'(z) = exp(cos(z) — 1) - cos(x)
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Aufgabe 11-4. Gegeben sei die Funktion f : (0,
2
J(@) = (sin(n()))

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A (@) = (cos(n(z)/a)

B f'(z) =2sin(In(x)) cos(In(x))

C  f(z) =2sin(In(x)) cos(In(z)) /2*
D  f(z) =2sin(In(z)) cos(In(z))/x
E  f'(z) = 2sin(In(x)) cos(z)/x

Aufgabe 11-5. Gegeben sei die Funktion f : (0,

flx) = ze®

o0) — R mit

o0) — (0,00) mit

Sei e die Elastizitat von f. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A (lnof)(x)=(1+zx)e"
B (Inof)(z)=1/(1+2)
C  (Inof)(z)=1+=x

D eye)=(1+2)e"

E o) =1/04+2)

F  ep(z)=1+

Aufgabe 11-6. Gegeben sei die Funktion f : R — (0, 00) mit

1
l1+e®

flx) =

Sei gy die Anderungsrate und ¢y die Elastizitdt von f. Welche der folgenden

Alternativen sind richtig?

—x

A gp(w) = m
B o) = 1o
C o) =
D e(x)= (157;1.)2
B o) = 1-(:*%
Fooepla) = o

1+e®
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Aufgabe 11-7. Gegeben sei die Funktion f : (1,00) — (0, 00) mit

rz—1

fle) = T

Sei gy die Anderungsrate und ¢ ¢ die Elastizitét von f. Welche der folgenden
Alternativen sind richtig?

A () = ;;r;)
B o)~
C  olr) = mQQ_ 1
o -tz
E ()= %ﬁj
F o oep(x)= %

Aufgabe 11-8. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

X

i@ = 23

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f ist monoton wachsend.
B [ ist monoton fallend.

C  f ist beschrinkt.

D [ ist unbeschrénkt.

Aufgabe 11-9. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit
fla) = (2-2)* =3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f ist monoton wachsend.

f ist monoton fallend.

f ist nach unten beschrénkt.
f ist nach oben beschréankt.
f ist konvex.

f ist konkav.

HEHOQ®E >
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Aufgabe 11-10. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit
fl@) = (-2 =3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f ist monoton wachsend.

f ist monoton fallend.

f ist nach unten beschrénkt.
f ist nach oben beschrankt.
f ist konvex.

f ist konkav.

HmEHgQW >

Aufgabe 11-11. Auf welchen der folgenden Intervalle ist die Funktion f :
R — R mit
flz) = o* —22% —122* - 2

konvex?

A (—o0,—1]
B [-1,0]

Cc [0,1]

D [1,2]

E [2,00)

Aufgabe 11-12. Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
flx) = 22° —32% — 122

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt ein lokales Minimum bei z = —1.
f besitzt ein lokales Minimum bei z = 0.
f besitzt ein lokales Minimum bei z = 2.
f besitzt ein lokales Maximum bei z = —1.

f besitzt ein lokales Maximum bei x = 0.

HTEHOgQW >

f besitzt ein lokales Maximum bei z = 2.
Aufgabe 11-13. Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
f(z) = 2* =32 +6

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A [ besitzt ein lokales Minimum bei x = —1.

B [ besitzt ein lokales Minimum bei x = 0.

C  f besitzt ein lokales Minimum bei z = 1.

D [ besitzt kein lokales Minimum.

E f besitzt ein lokales Maximum bei z = —1.

F  f besitzt ein lokales Maximum bei x = 0.

G f besitzt ein lokales Maximum bei x = 1.

H [ besitzt kein lokales Maximum.

Aufgabe 11-14. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit
fl@) = (a*=3)e"

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f besitzt genau ein lokales Minimum.

B [ besitzt genau ein lokales Maximum.

C  f besitzt bei x = 1 ein lokales Minimum.
D [ besitzt bei x = 1 ein lokales Maximum.
E f besitzt bei x = —1 ein lokales Minimum.
F f besitzt bei x = —1 ein lokales Maximum.

Aufgabe 11-15. Gegeben sei die Funktion f: (—2,00) — R mit

fla) =

x
(z+2)
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A f besitzt ein lokales Minimum bei x = 0.
B [ besitzt ein lokales Minimum bei z = 2.
C  f besitzt ein lokales Maximum bei z = 0.
D

f besitzt ein lokales Maximum bei z = 2.

Aufgabe 11-16. Gegeben sei die Funktion f : [-2,3] — R mit
f(z) = 22° —32* — 122

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A [ besitzt ein lokales Minimum oder Maximum bei z = —1.
B [ besitzt ein lokales Minimum oder Maximum bei z = 0.
C  f besitzt ein lokales Minimum oder Maximum bei x = 2.
D

f besitzt ein lokales Minimum oder Maximum bei x = 3.
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f besitzt ein globales Minimum oder Maximum bei z = —2.
f besitzt ein globales Minimum oder Maximum bei z = —1.
f besitzt ein globales Minimum oder Maximum bei z = 2.

T QT

f Dbesitzt ein globales Minimum oder Maximum bei z = 3.

Aufgabe 11-17. Gegeben sei die Funktion f : [0,2] — R mit
flz) = 2* =3z +2

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt ein globales Minimum bei z = 0.
f besitzt ein globales Minimum bei x = 1.
f besitzt ein globales Minimum bei z = 2.
f besitzt ein globales Maximum bei z = 0.

f besitzt ein globales Maximum bei x = 1.

HEHOgQW >

f besitzt ein globales Maximum bei z = 2.

Aufgabe 11-18. Gegeben sei die Funktion f:[—1,1] — R mit
flz) = 2*+32° +3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt ein globales Maximum bei x = —1.

f besitzt ein globales Maximum bei x = 1.

f besitzt ein globales Maximum im Intervall (—1,1).
f Dbesitzt ein globales Minimum bei z = —1.

f besitzt ein globales Minimum bei z = 1.

HEH QW >

f besitzt ein globales Minimum im Intervall (—1,1).

Aufgabe 11-19. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit
flz) = 2* - 62 +32 -1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt keinen Wendepunkt.

f besitzt genau einen Wendepunkt.

f besitzt mehr als einen Wendepunkt.
f besitzt einen Wendepunkt bei z = 2.
f besitzt einen Wendepunkt bei z = 3.
f besitzt einen Wendepunkt bei x = 4.

HTEHgQW >
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Aufgabe 11-20. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit
flo) = e

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt einen Wendepunkt bei z = 1.
f besitzt einen Wendepunkt bei x = 0.
f besitzt einen Wendepunkt bei x = —1.
f besitzt keinen Wendepunkt.

Es gilt f"”(z) = (—2* + 3z) e /2

HoQw»

Aufgabe 11-21. Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
flz) = 2* —42® — 182% + 4o

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
f besitzt einen Wendepunkt bei x = —1.
f besitzt einen Wendepunkt bei z = 0.

f besitzt einen Wendepunkt bei x = 3.

f besitzt keinen Wendepunkt.

f ist auf (—oo, —1) konvex.

f ist auf (—1,3) konvex.

f ist auf (3, 00) konvex.

QEEHOgQW P

Aufgabe 11-22. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit
flx) = 2® + ag2® + ayx + ag

und ag, at, a2 € R. Die Funktion f besitze eine Nullstelle bei x5 = 0, ein
lokales Minimum oder Maximum bei 21 = 1 und einen Wendepunkt bei 2z, = 2.
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

HEHOQ®E >
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Lineare Differentialgleichungen

Aufgabe H Losung

12-1

12-2

12-3

124

12-5

12-6

12-7

12-8

12-9

12-10

12-11

12-12

12-13

12-14
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Aufgabe 12—-1. Gegeben sei die Funktion b : R — R mit
b(z) = 222 +¢€”
und eine Funktion f : R — R mit f’ = b. Welche der folgenden Alternativen
sind richtig?
f ist stetig differenzierbar.
f ist monoton wachsend.
Es gilt f(1) — f(0) =e—1/3.
Es gilt f(1) — f(0) =e+1/3.
Es gilt f(1) — f(0) =e+2/3.

Hoawe

Aufgabe 12—-2. Die Differentialgleichung

20 f'(z) + 2°f(z) + 62%" = 0
ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung.
ist eine lineare Differentialgleichung.
ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung.
ist eine homogene lineare Differentialgleichung.

besitzt eine eindeutige Losung.
besitzt unendlich viele Lésungen.

QEEHOQ®W P

ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung.

Aufgabe 12-3. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung
f'(@) + () f(z) = h(z)h'(x)

fir eine Funktion f : (a,b) — R, wobei h : (a,b) — R eine differenzierbare

Funktion sei. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Funktion f*: (a,b) — R mit f*(z) = h(x) — 1 ist eine Losung der
Differentialgleichung.

B  Die Funktion f* : (a,b) — R mit f*(x) = h(z) ist eine Losung der
Differentialgleichung.

C  Die Funktion f* : (a,b) — R mit f*(z) = e "® + h(x) — 1 ist eine
Losung der Differentialgleichung.

D  Die Funktion f*: (a,b) — R mit f*(z) = ae™"® + h(z) —1und a € R
ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

Aufgabe 12—4. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung
fl(z)+22f(z) = 222 +1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A Die Funktion f* mit f*(x) = — 2?2 ist eine Losung der Differentialglei-
chung.

B  Die Funktion f* mit f*(x) = z ist eine Losung der Differentialgleichung.

C  Die Funktion f* mit f*(z) =  + ¢~ ist eine Losung der Differential-
gleichung.

D  Die Funktion f* mit f*(z) = — 2% +e~ ist eine Lésung der Differential-
gleichung.

E  Die Funktion f* mit f*(z) = z + ce™® und o € R ist die allgemeine
Losung der Differentialgleichung.

F  Die Funktion f* mit f*(z) = — 2%+ ae*" und o € R ist die allgemeine
Losung der Differentialgleichung.

Aufgabe 12-5. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung (D)

fl@)+2f(x) = =

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Funktion f* mit f*(x) = e=2® ist eine Losung der zugehérigen homo-
genen Differentialgleichung.

B Die Funktion f* mit f*(z) = a e und a € R ist die allgemeine Losung
der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

C  Die Funktion f* mit f*(z) = £z — 1 ist eine Lésung von (D).

D  Die Funktion f* mit f*(z) = « (%r — 1) und a € R ist die allgemeine
Losung von (D).

E  Die Funktion f* mit f*(z) = 1 z—1+ae * und a € R ist die allgemeine
Losung von (D).

F  Die Funktion f* mit f*(z) = e +a (32— 1) und a € R ist die all-
gemeine Losung von (D).

Aufgabe 12-6. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung (D)
fl@)—af(x) = -3
und die Anfangsbedingung (A)

f(0) =4
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Die Funktion f** mit f**(z) = 3 ist eine Losung von (D) und erfiillt die
Anfangsbedingung (A).

B Die Funktion f* mit f*(z) = 3 4 ¢*/? ist eine Losung von (D) und
erfiillt die Anfangsbedingung (A).



94 Kapitel 12. Lineare Differentialgleichungen

C  Die Funktion f** mit f*(z) = 3 — e*/2 ist eine Losung von (D) und
erfiillt die Anfangsbedingung (A).

D  Die Funktion f** mit f**(z) = — 3 ist eine Losung von (D) und erfiillt
die Anfangsbedingung (A).

E  Die Funktion f** mit f*(z) = —3 + e*"/2 ist eine Losung von (D) und
erfiillt die Anfangsbedingung (A).

F  Die Funktion f** mit f*(z) = —3 — e**/2 ist eine Losung von (D) und
erfiillt die Anfangsbedingung (A).

Aufgabe 12-7. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung
ff+4f =5f—-10 = 0

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Die Differentialgleichung ist homogen.
B Die Differentialgleichung ist inhomogen.

C  Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung ist die Gleichung A? + 4\ — 5 = 0 zu l6sen.

D  Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung ist die Gleichung A\? + 4\ — 5 = 10 zu lésen.

E  Die Differentialgleichung besitzt die allgemeine Losung f* mit

* = 1€’ + age”
() a1€” + ape™

und aq, a9 € R.
F Die Differentialgleichung besitzt die allgemeine Losung f* mit
[f(2) = ae” + age™™ — 2

und a1, a0 € R.

Aufgabe 12—-8. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung
JAf 45f =5

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Differentialgleichung ist homogen.

B Die Differentialgleichung ist inhomogen.

C  Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der zugehoérigen homogenen
Differentialgleichung ist die Gleichung A% + 4\ + 5 = 0 zu 16sen.

D  Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der zugehdrigen homogenen
Differentialgleichung ist die Gleichung A2 4+ 4\ +5 = 5 zu 16sen.
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E

Die Differentialgleichung besitzt die allgemeine Losung f* mit
f(z) = e * cos(w) + aze **sin(x)

und o, € R.
Die Differentialgleichung besitzt die allgemeine Losung f* mit

f*(z) = are * cos(w) + age **sin(z) + 1

und o, € R.

Aufgabe 12-9. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung (D)

fraf'+4f = -8

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A

B

Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der zugehérigen homogenen
Differentialgleichung ist die Gleichung A\? + 4\ 4+ 4 = 0 zu l6sen.

Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der zugehérigen homogenen
Differentialgleichung ist die Gleichung A% + 4\ + 4 = —8 zu lésen.

Die Differentialgleichung (D) besitzt die allgemeine Losung f* mit
() = e ™ +age™ —2

und ag, a9 € R.
Die Differentialgleichung (D) besitzt die allgemeine Losung f* mit

f(2) = are™ + apze ™ — 2

und a1, a9 € R.
Die Differentialgleichung (D) besitzt die allgemeine Losung f* mit

(@) = ape * cos(z) + aze **sin(z) — 2

und a1, a9 € R.

Aufgabe 12-10. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung (D)

e —12f = 24

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A

B

Die Funktion f* mit f*(z) = a1€3® + aze ™ und ay,ay € R ist die
allgemeine Lésung von (D).

Die Funktion f* mit f*(z) = a1€3® + aze ™ und ay,ay € R ist die
allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.
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Die Funktion f* mit f*(x) = —2 ist eine Losung von (D).
Die Funktion f* mit f*(z) = —2 ist die allgemeine Losung von (D).

B O Q

Die Funktion f* mit f*(z) = 0 ist die allgemeine Losung der zugehérigen
homogenen Differentialgleichung.

Aufgabe 12-11. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung (D)
[ (@) +5f(x) +6f(x) = 62+5

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
ist durch die Funktion f* mit f*(z) = a;e 2 + aze™® + 62 + 5 und
a1, as € R gegeben.

B Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
ist durch die Funktion f* mit f*(z) = aje™?® + aze ™" und aj,a3 € R
gegeben.

C  Die Funktion f* mit f*(x) = z ist eine Losung von (D).

D  Die Funktion f* mit f*(x) = 6x ist eine Losung von (D).

E  Die Funktion f* mit f*(z) = 6z + 5 ist eine Losung von (D).

F  Die Funktion f* mit f*(z) =z + 5 ist eine Losung von (D).

Aufgabe 12-12. Von der linearen Differentialgleichung (D)
f"+af +bf = ¢
mit a,b, ¢ € R\{0} ist bekannt, dafl sie die Lésung f** mit
(@) = e +re 41

besitzt. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Funktion f* mit f*(z) = a1e72® + apze 2 und a1, a0 € R ist die
allgemeine Losung von (D).

B Die Funktion f* mit f*(z) = a1e72® + apze 2 und a1,y € R ist die
allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

C  Die Funktion f* mit f*(z) = 1 ist eine Losung von (D).

D  Die Funktion f* mit f*(z) =1 ist eine Losung der zugehorigen homoge-
nen Differentialgleichung.

Aufgabe 12-13. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung (D)

fr-af +4f =8
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und die Anfangsbedingung (A)
f) =3
f0) =0
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A (D) besitzt die allgemeine Losung f* mit f*(z) = a1€®® + apze®® und
a,as € R

B (D) besitzt die allgemeine Losung f* mit f*(z) = a;€*® + apre® +2 und
a,a € R

C  Die Funktion f** mit f**(z) = * — 2ze** ist eine Losung von (D) und
erfiillt die Anfangsbedingung (A).

D  Die Funktion f** mit f*(z) = €?* — 2ze* + 2 ist eine Losung von (D)
und erfiillt die Anfangsbedingung (A).

Aufgabe 12-14. Die lineare Differentialgleichung (D)
froaf o af =4
besitzt die allgemeine Losung f* mit
() = ae® + apwe® +1
und aq, ay € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Die Funktion f** mit
[ (z) = ¥ —2ze™
ist eine Losung von (D) und erfiillt die Anfangsbedingung f(0) = 2 und
f(0)=0.
B Die Funktion f** mit
f**((E) _ 62x _ 2,’,176233 + 1
ist eine Losung von (D) und erfiillt die Anfangsbedingung f(0) = 2 und
f'(0)=0.
C  Die Funktion f** mit
f**(l') _ e2ac _ 2I€2w
ist eine Losung von (D) und erfiillt die Anfangsbedingung f(0) = 1 und
J1(0)=0.
D  Die Funktion f** mit
f**(x) _ 629c o 21’62x + 1

ist eine Losung von (D) und erfiillt die Anfangsbedingung f(0) = 1 und
7(0) = 0.
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Aufgabe 13—1. Das unbestimmte Integral

/ 2 In(z) dz

soll mit Hilfe der partiellen Integration umgeformt werden. Welche der folgen-
den Alternativen sind richtig?

A /mln(x)dmzlen(x)—/gdx
B /x In(z) de = %2 In(a) +/§da;
C / 2 In(z) dz — 22 In(z) — / vdz
D / 2 In(z) dz = 22In(x) + / v da

Aufgabe 13-2. Auf welches Integral filhrt die Substitution g(z) = 1 4 2¢*
bei der Berechnung des Integrals

In(c)
/ e (14 2¢") dx
0

mit ¢ € (1,00)?

In(c)
A / Zdx
0 2

1+2¢
B / d dz
3 2
In(c)
C / zdz
0
1+2¢
D / zdz
3
In(c)
E / 2z dz
0
1+2c¢
F / 2zdz
3

Aufgabe 13-3. Auf welches Integral fiihrt die Substitution g(z) = x® + 3x
bei der Berechnung des Integrals

c .2 1
/l‘a;dx
1 23+ 3w

mit ¢ € (1,00)?



Aufgaben 101

‘1
A / —dz
1 Z
B / i dz
1 3Z
C / 3zdz
1
43¢
1
D / —dz
4 Z
43¢
E / i dz
4 3z

c3+3c
F / 3zdz
4

Aufgabe 13-4. Auf welches Integral fiihrt die Substitution g(z) = 2%+ 1 bei
der Berechnung des Integrals
c 2
/ e
0o 24+1

c2+1 1
1 Z

Aufgabe 13-5. Das bestimmte Integral

1
/ (27’3 + 22— 1) dx
0

hat den Wert

A —1/6
B 1/12
C 5/6
D 38

E 11

F 20



102 Kapitel 13. Integralrechnung

Aufgabe 13—6. Das bestimmte Integral

1
/ ze®dx
0

hat den Wert
1

o1
2¢7!
el -1
2e7t —1
1+ 2e !
1—2¢!
1+et
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Aufgabe 13—-7. Das bestimmte Integral

1
/ (2/%2 3+ 3) ¢ d
-1

hat den Wert

A be—TJe
B se—11/e
C 5e—1l4/e
D 6e—"7/e
E 6e—11/e
F  Ge—14/e

Aufgabe 13—8. Das bestimmte Integral

/ sin(2x) dx
0

hat den Wert

A 2m

B «

C 7/2

D 0

E —x/2

F -7

G —2r
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Aufgabe 13-9. Das bestimmte Integral

2
/ x cos(x) dx
0
hat den Wert
A 27
B -2
CcC 0
D 2
E 2n

Aufgabe 13—-10. Das bestimmte Integral

/2
/ / sin?(x) cos(z) dx
0

hat den Wert

A 0

B 1/3

Cc 1

D «/6

E 7/2

Aufgabe 13-11. Gegeben sei die Funktion f : [-2,3] — R mit

f@) = 1 falls —2<2<0
T )] 2241 falls 0<zx<3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
f ist integrierbar.

f ist nicht integrierbar.

Es gilt [°, f(z) da = 10.

Es gilt fjg flx)de =11.
Es gilt [°, f(z)do = 12.
Es gilt ij f(x)dz =13.
Es gilt [°, f(z)de = 14.
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Aufgabe 13-12. Gegeben sei die Funktion f:[—1,1] — R mit

f@) = —1 falls —-1<2<0
- 22 falls O0<z<1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A f ist integrierbar.

B [ ist nicht integrierbar.

C Esgilt fjl flx)de =—1.

D Esgilt f_llf(a:)dacz—?)/4.

E  Esgilt [1, f(z)de = —1/2.

F  Esgilt f_llf(x)dx:—l/él.

G Esgilt [, f(z)dz=0.

H Esgilt [\ f(z)de=1/4.

Aufgabe 13-13. Gegeben seien die Funktionen f, ¢ : [0,1] — R mit
f(z) = 52
glz) = —(*+1)

Der Flicheninhalt zwischen f und g ist gleich

—7/12

1/12

5/12

23/12

31/12

35/12

HEHOQ®E >

Aufgabe 13-14. Gegeben seien die Funktionen f, g :[—1,1] — R mit
flx) = 45(2*—-1)+1
gz) = 45(1—2%)+1

Der Fliacheninhalt zwischen f und g ist gleich

—120

—-90

—60

—30

30

60

90

120

T QHEEgQ® >

Aufgabe 13-15. Gegeben seien die Funktionen f, g : [—2,2] — R mit
f(z) = 32°+ 6z —18
glx) = 6x—6

Der Fliacheninhalt zwischen f und g ist gleich
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>
£,
o)
o
o
o)
=

8

16
32
64
80
84
90

TQHAEHDOQ®E >

Aufgabe 13-16. Gegeben sei die Funktion f : (0,00) — R mit
flx) = 2* +Va -2

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A - /I (e 25) o

B <2y - )

Aufgabe 13-17. Gegeben sei die Funktion f : (—oo,0] — R mit

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
f ist nicht uneigentlich integrierbar.

Es gilt ffoof (r)dz=0.

Es gilt ffoo flx)dez =1]e.

Es gilt f_ooo flx)de =1.

Es gilt ffoo flx)de =ec.

H O Q®»

Aufgabe 13-18. Gegeben sei die Funktion f : [4,00) — R mit
L
T\/T

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

flz) =
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A f ist nicht uneigentlich integrierbar.
B Esgilt [[* f(z)dz =1/2.

C  Esgilt [[° f(z)de =1/4.

D  Esgilt [ f(z)de=1.

E  Bsgilt [[° f(z)dz =2.

F  Esgilt [ f(z)de =14.

Aufgabe 13-19. Gegeben sei die Funktion f : (—oo, —4] — R mit

1

x2

fx) =

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f ist nicht uneigentlich integrierbar.
B  Esgilt f:; f(x)dz=0.

C  Esgilt f:fo flx)de =1/4.

D Esgilt f__;f(x)daczl/?).

E  BEsgilt [ f(z)de=1/2.

F  EBsgilt f__:; flx)de=1.

Aufgabe 13-20. Gegeben sei die Funktion f : (0,4] — R mit
1
NS

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

fx) =

f ist nicht uneigentlich integrierbar.
Es gilt f04 flx)de =1/4.

Es gilt f04 flx)de =1/2.

Es gilt [)' f(z)de=1.

Es gilt f04 flx)de =2.

Es gilt f04 flx)de =4.

0| E O QW

Aufgabe 13—21. Gegeben sei die Funktion f : (0,00) — R mit

1

x2

fx) =

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A f ist nicht uneigentlich integrierbar.
B Esgilt [[° f(z)dz =0.

C  Esgilt [[° f(x)de=1/4.

D  Esgilt [ f(z)ds =1/3.

E  Esgilt [ f(z)de =1/2.

F  Esgilt [[° f(z)de=1.

Aufgabe 13-22. Gegeben sei die Funktion f : [1,00) — R mit

fla) = 2

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
Die Reihe Y7, f(k) ist konvergent.

Die Reihe Y77, f(k) ist divergent.

f ist uneigentlich integrierbar.

Es gilt [* f(z)de = oc.

gaQw»
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Differentialrechnung in
mehreren Variablen

Aldgabe“Lﬁsung ‘ ‘Al&gabe“Lésung
14-1 14-12
14-2 14-13
14-3 14-14
144 14-15
14-5 14-16
14-6 14-17
14-7 14-18
14-8 14-19
14-9 14-20
14-10 1421
14-11 1422
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Aufgabe 14-1. Die Folge {a, }n,en mit

n
2n+1
n?4+1

3nd+n

a, =

ist

A divergent.

B konvergent mit Grenzwert ( 162 )
. 0
C  konvergent mit Grenzwert 1/3 )

D  konvergent mit Grenzwert ( 1??& )

Aufgabe 14-2. Die Folge {a,}nenN, mit

n—3
n+3
n?—2

n-+42

a, =

ist
A divergent.

B konvergent mit Grenzwert ( (1) )
. 1
C  konvergent mit Grenzwert 0/

D  konvergent mit Grenzwert ( 1 )

Aufgabe 14-3. Gegeben sei die Funktion f : (0,00)* — R mit

fla,y) = ay® +a%y
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
f ist inhomogen.
f ist linear homogen.

f ist homogen vom Grad 1.

f ist homogen vom Grad 2.

i @Nes i

f ist homogen vom Grad 3.
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Aufgabe 14-4. Gegeben sei die Funktion f : (0,00)% — R mit

2202

flay,z) = @+ + 25
z

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f ist inhomogen.

f ist linear homogen.

f ist homogen vom Grad 1.
f ist homogen vom Grad 2.

BHOoOaQw e

f ist homogen vom Grad 3.

Aufgabe 14-5. Gegeben sei die Funktion f : (0,00)® — R mit
oo — a2

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f ist inhomogen.

f ist homogen vom Grad 0.

f ist homogen vom Grad 1.

f ist homogen vom Grad 2.

HoQw»

f ist homogen vom Grad 3.

Aufgabe 14-6. Gegeben sei die Funktion f : (0,00)3 — R mit

f(@y,2) = /32%y + xyz
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f ist homogen vom Grad 0.
f ist homogen vom Grad 1.
f ist homogen vom Grad 3/2.
f ist homogen vom Grad /3.

f ist homogen vom Grad 3.

HOoaQw e

Aufgabe 14-7. Gegeben sei die Funktion f : R x (0,00) — R mit
2 +1
flz,y) = In < )

Y2

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

af 2x
A —(zy) =

Oz () 2+ 1

of y?
B = =

92 Y = 5
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¢ Fuw-2
E aizgy(x, )=0
F a?jgx( )=0

Aufgabe 14-8. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

f(xy) = cos(z+y) + cos(x—y)
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Of (z,y) = —sin(x+y) + cos(z—y)
Ox oy’

B Of (z,y) = —sin(z+y) + sin(x—y)
Ox oy’

C >f (x,y) = —cos(z+y) + cos(x—y)
Ox oy’

D o' (x,y) = —cos(z+y) + sin(x—y)
Ox oy’

Aufgabe 14-9. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

flx,y) = 2y +4ay
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A grad;(1,1) =0

B grad;(—4,0) =
C  grad,(0, 4) =
D grad;(0,0) =

Aufgabe 14-10. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

fla,y) = o +6ay
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
Hessy(1,1) ist positiv definit.
(1,1) ist negativ definit.
Hessy(1,1) ist indefinit.
(1,1) ist nicht definiert.

Hess¢(1,1

gQw»

Hessf(1,1

)
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Aufgabe 14-11. Gegeben sei die Funktion f : R?® — R mit
fl,y,2) = 2+ + 22+ 20— 2y +5
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt an der Stelle (z,y, z) = ( )
f besitzt an der Stelle (z,y,2) = (—1,1,0) ein lokales Minimum.
f besitzt an der Stelle (z,y, z) = (1,—1,0)
f besitzt an der Stelle (x,y, z) = (1, —1,0) ein lokales Minimum.

—1,1,0) ein lokales Maximum.

ein lokales Maximum.

)

f besitzt kein lokales Minimum oder Maximum.

f besitzt genau ein lokales Minimum.

QHEHOOQ®EE

f besitzt genau ein lokales Maximum.

Aufgabe 14-12. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
flayy) = 2 +ay+y* +o—y+1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

(x,y) = (—1,1) ist ein lokaler Minimierer.

(5,9) = (~1,1)

(z,y) = (—1,1) ist der einzige lokale Minimierer.

(z,y) = (—1,1) ist der einzige lokale Maximierer.

Es gilt grad;(—1,1) = 0.

Hess¢(—1,1) ist negativ definit.

Hessp(—1,1) ist positiv definit.

ist ein lokaler Maximierer.

aHEEHOgOQ®E >

Aufgabe 14-13. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
f(z,y) = 22° + 2wy — y* — 562 + 32y + 32

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

(x,y) = (4,20) ist ein lokaler Minimierer.

(z,y) = (4,20) ist ein lokaler Maximierer.

Es gilt grad,(4,20) = 0.

Hessy(4, 20) ist negativ definit.

Hess (4, 20) ist positiv definit.

Hess(4, 20) ist indefinit.

HEH QW >

Aufgabe 14-14. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
f(z,y) = 22° — 152 + y* + 362 + 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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(x,y) = (3,0) ist ein lokaler Minimierer.
(z,y) = (3,0) ist ein lokaler Maximierer.
Es gilt grad;(3,0) = 0.

Hess((3,0) ist negativ definit.
Hess((3,0) ist positiv definit.

Hess((3,0) ist indefinit.

HEHOQWE >

Aufgabe 14-15. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
f(z,y) = 2% — oy +y* — 4o — 16y + 42

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

(x,y) = (8,12) ist ein lokaler Minimierer.

(x,y) = (8,12) ist ein lokaler Maximierer.

(x,y) = (8,12) ist der einzige lokale Minimierer.

(x,y) = (8,12) ist der einzige lokale Maximierer.

Es gilt grad;(8,12) = 0.

Hess (8, 12) ist negativ definit.

Hess((8, 12) ist positiv definit.

Hess((8,12) ist indefinit.

T QP EHEgQE >

Aufgabe 14-16. Das Optimierungsproblem
Maximiere die Funktion f : R? — R mit
flz,y) = 2* + 16y

unter der Nebenbedingung

kann mit Hilfe des Lagrange—Ansatzes gelost werden. Welche der folgenden
Paare (z, y) erfiillen die notwendige Bedingung an lokale Minimierer oder lokale
Maximierer beim Lagrange—-Ansatz?

A (zy)=(V2.V2)

B (z,y)=(-Vv2,-V2)

C  (z,y)=(V5V5/2)

D (z,y)=(-V5-V5/2)

Aufgabe 14-17. Gegeben seien die Funktionen f,g: R? — R mit

flx,y) = 22 +¢°
g(v,y) = x+y—2

X

)
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Bestimmen Sie die lokalen Minimierer und Maximierer von f unter der Neben-
bedingung
g(z,y) = 0
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
(x y) (2 0) ist ein lokaler Maximierer.
ist ein lokaler Maximierer.

ist ein lokaler Maximierer.

ist ein lokaler Minimierer.

HEHOgQW >

:2)
1)
0) ist ein lokaler Minimierer.
2)
1)

ist ein lokaler Minimierer.

Aufgabe 14-18. Gegeben seien die Funktionen f, g : R? — R mit
flzy) = v—y
gle,y) = 2> +y* =1
Bestimmen Sie die lokalen Minimierer und Maximierer von f unter der Neben-
bedingung
g(z,y) =0
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
(z,y) = (1/+/2,1/4/2) ist ein lokaler Minimierer.
,y) = (1/3/2,1//2) ist ein lokaler Maximierer.
)= (- 1/\[ l/f) ist ein lokaler Minimierer.
) = (—1/v/2,1/v/2) ist ein lokaler Maximierer.
) = (=1/v/2,—1/+/2) ist ein lokaler Minimierer.
) = (=1/v/2,—=1/+/2) ist ein lokaler Maximierer.
)= (1/\/§ —l/f) ist ein lokaler Minimierer.
y) = (1/3/2,—1/4/2) ist ein lokaler Maximierer.

T QEHTDAQE >

Aufgabe 14-19. Bestimmen Sie die lokalen Minimierer und Maximierer der
Funktion f: R? — R mit
flz,y) = 3z +y
unter der Nebenbedingung
322 +y* = 4
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
(z,y) = (1,1) ist ein lokaler Maximierer.

1) ist ein lokaler Minimierer.

gaQw e

=(1,
= (—1,—1) ist ein lokaler Maximierer.
= (—1,—1) ist ein lokaler Minimierer.

b
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Aufgabe 14-20. Bestimmen Sie die lokalen Minimierer und Maximierer der
Funktion f: R? — R mit

flz,y) = 20 +4y—3

unter der Nebenbedingung
P +y? =20
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

(x,y) = (—4, —2) ist ein lokaler Minimierer.

HEOQWE >

Aufgabe 14-21. Bestimmen Sie die lokalen Minimierer und Maximierer der
Funktion f: (R\{0}) x (R\{0}) — R mit

fx,y) = %Jr%

unter der Nebenbedingung

r+y =6
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A (z,y) = (2,4) ist ein lokaler Maximierer.

B  (z,y) = (2,4) ist ein lokaler Minimierer.
C  (z,y) = (—6,12) ist ein lokaler Maximierer.
D (x,y) = (—6,12) ist ein lokaler Minimierer.

Aufgabe 14-22. Bestimmen Sie die lokalen Minimierer und Maximierer der
Funktion f: R? — R mit
fley) = x4y
unter der Nebenbedingung
zy =1
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A (z,y) = (1,1) ist ein lokaler Maximierer.
B (x,y) = (1,1) ist ein lokaler Minimierer.

C (x,y) = (—1,—1) ist ein lokaler Maximierer.
D = (—1,—1) ist ein lokaler Minimierer.

)
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Kapitel 1

Formale Logik

Aufgabe H Loésung

1-1 B
1-2 D

1-3 C

1-4 A

1-5 A, D

1-6 B, C

1-7 A,C,D,E,F
1-8 A, B, C

1-9 C. E

1-10 A, D, E

1-11 B,D

1-12 A, B,C, D
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Aufgabe 1-1. Welche der folgenden Wahrheitstafeln sind richtig?

A A B|AAB B A B|AAB
wow w wow f
w f f w f w
frw)l w fowl o f
forl w forl 7
C A B|AAB D A B|AAB
wow f wow w
w f w w f w
f w w fow f
frl 7 forl w
Losungsweg: Es gilt
A B|B|AAB
w w| f f
w flw w
frwlf| f
foflw| f

Daher ist B richtig und A, C, D sind falsch.
Losung: B

Aufgabe 1-2. Gegeben sei die folgende unvollsténdige Wahrheitstafel:

Welche der folgenden Spalten vervollstindigen die Wahrheitstafel?
A Bs A B Bs A

Q
oy

E e8| & —==¢8
|
w)
Sl

~E B £ &&=
|
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Losungsweg: Es gilt

A B|A|B& 4
w w| f f
w f|f w
f wlw w
I flw) f

Daher ist D richtig und A, B, C sind falsch.
Losung: D

Aufgabe 1-3. Gegeben sei die folgende unvollstandige Wahrheitstafel:

Fiir welche der folgenden Aussagen an der Stelle von * ist die Wahrheitstafel
richtig?

A A=2B
B A<B
C AVB
D AAB

Losungsweg: Es gilt

A B|B|A=B A E AVB AANB
w w| f f w f
w flw w
frwlf f

f flw w

Daher ist C richtig und A, B, D sind falsch.
Losung: C
Aufgabe 1-4. Gegeben sei die folgende unvollstandige Wahrheitstafel:

A B|(A=BAB = A

B
w
wf
w

~
~5

Welche der folgenden Spalten vervollstindigen die Wahrheitstafel?
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A |(A=B)AB= A B (A=B)AB = A
w w
w w
w f
w f
C |A=B)AB = A D |(A=BAB = 4
w w
f w
w w
f f
E (A= B)AB = A F (A=B)AB = A
f f
f f
f f
w f
Losungsweg: Es gilt
A B|A B A=B (A=B) ANB|(A=B)AB = 4
w w|f f w f w
w flf ow f f w
f wlw f w f w
f flw w w w w
Dabher ist A richtig und B, C, D, E, F sind falsch.
Losung: A

Aufgabe 1-5. Seien A und B Aussagen. Dann ist die Aussage AANB — A

A wabhr, falls B wahr ist.
B falsch, falls A falsch ist.
C  eine Kontradiktion.

D  eine Tautologie.

Losungsweg: Es gilt

A B|AANB|AAB = A
w w w w
w f f w
frwl f w
frr w

Daher sind A, D richtig und B, C sind falsch.
Losung: A, D
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Aufgabe 1-6. Seien A und B Aussagen. Dann ist die Aussage AV B < A
A wahr, falls A falsch ist.
B wabhr, falls A wahr ist.
C  wabhr, falls B falsch ist.
D  wahr, falls B wahr ist.

Losungsweg: Es gilt

A B|AVB|AVB < A
wow w w
w f w w
frw)l w f
fFrf w

Daher sind B, C richtig und A, D sind falsch.
Loésung: B, C

Aufgabe 1-7. Welche der folgenden Aussagen sind wahr, wenn A wahr und
B falsch ist?

AANB

ANB

ANB

AV B

ANB

AVBAA

Losungsweg:

° A ist falsch und B ist wahr. Daher sind A, D richtig und B ist falsch.
° Nach den Gesetzen von DeMorgan gilt

HmEHgQW >

und _ _
ANB < AVB
<~ AVB
Daher sind C, E richtig.
° Es gilt
AVBAA < AABAA
<~ AAB

Dabher ist F richtig.
Losung: A, C, D, E, F
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Aufgabe 1-8. Welche der folgenden Aussagen sind wahr, wenn A wahr und
B falsch ist?

A A=B
B A=21B
C ANA=A
D BVB=—DB
E A=B
Losungsweg:

) Da B falsch ist, ist B wahr. Daher ist A richtig.

. Da A wahr ist, ist A falsch. Daher ist B richtig.

. AN Aist (stets) falsch. Daher ist C richtig.

o BV B ist (stets) wahr und B ist falsch. Daher ist D falsch.
. A ist wahr und B ist falsch. Daher ist E falsch.

Losung: A, B, C
Aufgabe 1-9. Seien A, B, C Aussagen mit folgenden Eigenschaften:

AN B ist falsch
ANC ist wahr

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

A

B

CAB

A= B

B=C

Losungsweg:

° Da A A C wahr ist, sind A und C' wahr. Daher ist A falsch und E ist
richtig.

) Da A wahr und A A B falsch ist, ist B falsch. Daher sind B, D falsch.

. C ist wahr und B ist falsch. Daher ist C richtig.

HoQw e

Losung: C, E
Aufgabe 1-10. Seien A, B, C' Aussagen mit folgenden Eigenschaften:

ANBAC ist falsch
ANC st wahr

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A ist wahr.
A ist falsch.
B ist wahr.
B ist falsch.
C ist wahr.
C' ist falsch.

HEH QW >

Loésungsweg:

. Da A A C wahr ist, sind A und C' wahr. Daher sind A, E richtig und
B, F sind falsch.

) Da AAC wahr und AA BAC falsch ist, ist B falsch. Daher ist D richtig
und C ist falsch.

Losung: A, D, E

Aufgabe 1-11. Seien A und B Aussagen. Welche der folgenden Aussagen
ist eine Tautologie?

A AV(AANB)<=B

B AV(AAB)+<= AVB

C AV(AANB)+< AAB

D AV(AAB)< (B= A)

E AV(AAB)<= AAB

F AV(AAB)<= (AVA)AB
Losungsweg:

° Es gilt

Daher sind B, D richtig.

. Sind A und B wahr, so ist AV (AA B) wahr und B falsch; insbesondere
ist jede der Aussagen B, AAB, AAB, (AV A) A B falsch. Daher sind
A, C, E, F falsch.

Losung: B, D

Aufgabe 1-12. Seien A und B Aussagen. Welche der folgenden Alternativen
sind richtig?

(A= B) <= AV B ist wahr.

(A= B) <= AV B ist eine Tautologie.

(A= B) = AV B ist eine Tautologie.

AV B = (A = B) ist eine Tautologie.

gaQw»
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Losungsweg: Es gilt

(A= B) <« AVB
<~ AVB

Daher sind A, B, C, D richtig.

Losung: A, B, C, D



Kapitel 2

Mengenlehre
Aufgabe H Losung ‘ ‘ Aufgabe H Losung
2-1 D.F, G 2-11 A, C,D
2-2 A E 2-12 B,C E
2-3 A B CE 2-13 A, C, D,
2-4 A, C,D 2-14 A E
2-5 A CE 2-15 A D E
2-6 A C 2-16 B,DE
2-7 A C,D 2-17 B, H
2-8 A,B.C,D, E 2-18 A E
2-9 E 2-19 B, C, D,
2-10 A C,D 2-20 A D E
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Aufgabe 2—-1. Sei S die Menge der Sachsen und sei

R C S die Menge der rauchenden Sachsen
M C S die Menge der méannlichen Sachsen
A CS die Menge der Sachsen, die ein Auto besitzen

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
RN M ist die Menge der weiblichen rauchenden Sachsen.
RN M ist die Menge der weiblichen nichtrauchenden Sachsen.

RN M ist die Menge der ménnlichen rauchenden Sachsen.

RN M ist die Menge der ménnlichen nichtrauchenden Sachsen.

HoQww

RN M = A gilt genau dann, wenn alle ménnlichen rauchenden Sachsen
ein Auto besitzen.

]

RN M C A gilt genau dann, wenn alle ménnlichen rauchenden Sachsen
ein Auto besitzen.

G RN M = A gilt genau dann, wenn die Menge der ménnlichen rauchen-
den Sachsen mit der Menge der Sachsen, die ein Auto besitzen, {iber-
einstimmt.

Losungsweg:

° R = S\ R ist die Menge der nichtrauchenden Sachsen und R N M ist
die Menge der ménnlichen nichtrauchenden Sachsen. Daher ist D richtig
und A, B, C sind falsch.

° RN M ist die Menge der ménnlichen rauchenden Sachsen. Daher sind F,
G richtig und E ist falsch.

Losung: D, F, G

Aufgabe 2-2. Sei X die Menge der Studierenden, die im letzten Semester
einen Schein in Mathematik erwerben wollten, und sei

A C X die Menge der Studierenden, die die Vorlesungen besuchten
B C X die Menge der Studierenden, die die Ubungen besuchten
C C X die Menge der Studierenden, die den Schein erwarben

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A A H.E ist die Menge der Studierenden, die die Vorlesungen, aber nicht
die Ubungen besuchten.

B AN B ist die Menge der Studierenden, die die Ubungen, aber nicht die
Vorlesungen besuchten.

Cc A ﬁ‘E ist die Menge der Studierenden, die weder die Vorlesungen noch
die Ubungen besuchten.

D {10? ist die Menge der Studierenden, die die Vorlesungen und die
Ubungen besuchten.
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E ¢ C An B gilt genau dann, wenn alle Studierenden, die den Schein
erwarben, sowohl die Vorlesungen als auch die Ubungen besuchten.

F C C AN B gilt genau dann, wenn alle Studierenden, die sowohl die
Vorlesungen als auch die Ubungen besuchten, den Schein erwarben.

Losungsweg:

° B ist die Menge der Studierenden, die nicht die Ubungen besuchten.
Daher ist A richtig und B, C, D sind falsch.

° Offensichtlich ist E richtig und F ist falsch.
Losung: A, E

Aufgabe 2-3. Seien A und B Teilmengen einer Menge €. Welche der fol-
genden Alternativen sind richtig?

A ANnB=AUB

B ACB<BCA

C ACB<— ANnB=A
D ACB<«<— ANnB=18B
E 0CANB
Loésungsweg:

. Aufgrund der Gesetze von DeMorgan ist A richtig.

. Aus der Definition des Komplements einer Menge ist unmittelbar klar,
dafl B richtig ist.

° Aus AC Bfolgt A=ANACANB C A und damit A = AN B, und
aus A = AN B folgt A C B. Daher ist C richtig.

. Im Fall A=(# Bgilt AC Bund AN B = () # B. Daher ist D falsch.
° Jede Menge enthélt die leere Menge als Teilmenge. Daher ist E richtig.

Losung: A, B, C, E

Aufgabe 2—4. Seien A, B, C Teilmengen einer Menge ). Welche der folgen-
den Alternativen sind richtig?

A AnB=0= A\B=A

B AnBNC=0= BNnC=10
C BnNnC=0=ANBNC=0
D A\B=C=CCA

E A\B=B\A
Losungsweg:

e AusANB=0folgt A= (ANB)U(A\B)=0U(A\B)=A\B.
Daher ist A richtig.
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. ImFal A=0#B=Cgillt ANBNC =0 und BNC = C # (). Daher
ist B falsch.

° Aus BNC =0 folgt ANBNC C BNC =P und damit ANBNC =0.
Daher ist C richtig.

. Aus A\ B =C folgt C = A\ B=ANB C A. Daher ist D richtig.
. Im Fall A=0 # B gilt A\ B=0+# B= B\ A. Daher ist E falsch.
Loésung: A, C, D

Aufgabe 2-5. Seien A, B, C Teilmengen einer Menge (2 mit
ACB und BnC =1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A A\B=10
B A\C=0
C A\C=A
D B\A#D
E C\A=C
F C\A=0
G C\A#D
Losungsweg:

. Wegen A C B gilt A\ B = 0. Daher ist A richtig.
. Im Fall A= B gilt B\ A= 0. Daher ist D falsch.
. Wegen A C Bund BNC ={ gilt ANC = (). Daraus folgt

A= (ANC)U(A\C) = DU(A\C) = A\ C

und analog C'= C'\ A. Daher sind C, E richtig.
o Im Fall A # ( gilt A\ C = A # (. Daher ist B falsch.
e ImFallC#0Qgilt C\ A= C #0Q. Daher ist F falsch.
e ImFalC=0gilt C\ A= C=0. Daher ist G falsch.

Losung: A, C, E
Aufgabe 2—6. Seien A, B, C Teilmengen einer Menge (2 mit
ANB = BNC = AnC =0

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A AnBNnC=10
B (A\B)UMA\C)=10
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C (A\B)UA\C)=A4

D (A\B)U(A\C)=BUC

E (A\B)UA\C)=AuBuUC

Losungsweg:

. Wegen ANB = gilt ANBNC C ANB = () und damit ANBNC =0.
Daher ist A richtig.

. Wegen ANB =0 und ANC = gilt

(A\B)U(A\C) = AUA = A
Dabher ist C richtig.
e ImFall A#0gilt (A\B)U(A\C)=A%#0. Daher ist B falsch.

° ImFall A#£ Q) =B=Cgilt (A\B)U(A\C)=A+#()=BUC. Daher
ist D falsch.

° ImFall A=0+# B=Cgilt (A\B)U(A\C)=A=0+#B=AUBUC.
Dabher ist E falsch.

Losung: A, C

Aufgabe 2-7. Gegeben seien folgende Teilmengen der reellen Zahlen:

A = (0,100)
B = (-20,100)
C = (0,00)
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A AUB=B
B AuBuC=C
C AnB=A
D BnC=A
Losungsweg:

. Wegen A = (0,100) C (—20,100) = B sind A, C richtig,.
. Wegen AU BUC = (0,100) U (—20,100) U (0,00) = (—20,00) # C ist
B falsch.
. Wegen BN C = (—20,100) N (0,00) = (0,100) = A ist D richtig.
Losung: A, C, D

Aufgabe 2—-8. Gegeben seien folgende Teilmengen der reellen Zahlen:

A = (—o0,10]
B = [-4,7)
c = (0,7]
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Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A AuB=A

B AuBuUC=A
C AncC=cC

D AuB=8B

E B\A=0
Losungsweg:

° Wegen C' C B C A sind A, B, C richtig.
° Wegen B C A gilt A C B. Daher ist D richtig.
. Wegen B C A ist E richtig.
Losung: A, B, C, D, E

Aufgabe 2-9. Gegeben seien folgende Teilmengen der reellen Zahlen:

A = [-5,3)
B = (1,4]
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A AAB=0
B AAB=][-5/1]
C AAB=][-5/4]
D AAB=R
E AAB=]-51]UJ[3,4]
F AAB=(—00,—5)U(4,00)

Losungsweg: Es gilt A\B = [-5,1] und B\ A = [3,4], und damit
AANB = (A\B)U(B\ A) = [-5,1]U[3,4]
Dabher ist E richtig und A, B, C, D, F sind falsch.
Losung: E
Aufgabe 2-10. Gegeben seien die Mengen A, B,C C R mit

A = {0,1,2}
B (2,7]
C = {zeR|1<x <8}

sowie die Menge

D = {A B,C}
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A BCC

B AnB=2

C {2,3,4,5} CB
D AeD

E ACD
Losungsweg:

. Es gilt C = (1, 8] und damit B C C. Daher ist A richtig.
o Es gilt AN B = {2}. Daher ist B falsch.

° Offensichtlich ist C richtig.

° Offensichtlich ist D richtig und E ist falsch.

Losung: A, C, D
Aufgabe 2-11. Gegeben seien folgende Teilmengen der reellen Zahlen:
]\/[1 = [27 6)
My = {zeN|2<z<10}
M; = {zeR|2<z<6}
My, = {2,3,4,5}
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A M;=M;
B M CM
C MNMy,=M,
D MinMyNnMs;= M,
Losungsweg: Es gilt My = {2,3,4,5,6,7,8,9,10} und M3 = [2,6). Daher
sind A, C, D richtig und B ist falsch.
Losung: A, C, D
Aufgabe 2-12. Gegeben seien die Mengen
A = {zreR|z<3}
B {reR|z>-2}
C {zx eR| (z+2)(x—-3) < 0}

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A (C=(-00,—2)U(3,00)
B C=(-23)
C AUB=R
D AuB=C
E AnB=C
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Losungsweg:

° Wir bestimmen zunéchst die Menge C': Fiir x € R gilt x € C genau
dann, wenn entweder z +2 > 0 und x — 3 < 0 oder aber z +2 < 0
und z — 3 > 0 gilt, und dies ist genau dann der Fall, wenn entweder
x € (—2,00) N (—00,3) = (=2, 3) oder aber x € (—oc0, —2) N (3,00) =0
gilt. Also gilt
Dabher ist B richtig und A ist falsch.

o  Esgilt A= (—00,3) und B = (—2,00) und damit

AUuB = R
ANB = (-2,3)
Daher sind C, E richtig und D ist falsch.
Losung: B, C, E

Aufgabe 2-13. Gegeben seien die Mengen

A = {(z,y) e RxR |22 +y> > 1}
B = {(z,y) e RxR |2?+y*> <4}

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A ACRxR
B ACBEH
C ANB#Y0
D (-1,1)eAnB
E (0,3)e A\B
Losungsweg:
. Offensichtlich ist A richtig.
° Wegen
ANB = {(z,y) e RxR|1<a?+y* <4}
gilt (=1,1) € AN B. Daher sind D, C richtig.
) Wegen

A\ B = {(z,y) € RxR |4 < 2* +¢*}
gilt (0,3) € A\ B. Daher ist E richtig und B ist falsch.
Losung: A, C, D, E
Aufgabe 2-14. Gegeben sei die Menge M = {1, 2,3} und die Relation
R = {(17 1)7 (21 2)3 (27 3)7 (37 1)7 (3a 3)}
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A R ist reflexiv.
B R ist transitiv.
C R ist vollstandig.
D R ist symmetrisch.
E R ist antisymmetrisch.
Losungsweg:
) Die Relation R 148t sich wie folgt darstellen:
M
3 ¢} ° °
2 ¢} ° ¢}
1 ° e} °
M
1 2 3
. An der Darstellung von R erkennt man, dal R reflexiv und antisymme-
trisch, aber weder symmetrisch noch vollstindig ist. Daher sind A, E
richtig und C, D sind falsch.
° Die Relation R ist nicht transitiv, denn es gilt (2,3) € Rund (3,1) € R,

aber (2,1) ¢ R. Daher ist B falsch.
Losung: A E

Aufgabe 2-15. Die Relation R = {(x,y) € ZXxZ | x +y gerade} ist

A symmetrisch.

B antisymmetrisch.

C  vollstandig.

D reflexiv.

E  transitiv.

Losungsweg:

° Wegen z +y = y + x gilt (z,y) € R genau dann, wenn (y,z) € R gilt.
Daher ist A richtig und B falsch.

° Ist « gerade und y ungerade, so ist x + y = y + x ungerade und es gilt
(z,y) ¢ Rund (y,z) ¢ R. Daher ist C falsch.

. Fiir alle z € Z ist x + x = 2x gerade. Daher ist D richtig.

Fiir z,y, 2 € Z mit (z,y) € Rund (y, z) € R sind 2 +y und y+ z gerade.
— Ist y gerade, so sind x und z gerade.
— Ist y ungerade, so sind x und z ungerade.
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In beiden Fillen ist « + z gerade; es gilt also (z,z) € R. Daher ist E
richtig.

Losung: A, D, E

Aufgabe 2-16. Die Relation R = {(z,y) € NxN | Jyen y = kx} ist
vollstéandig.

A

B antisymmetrisch.

C  symmetrisch.

D reflexiv.

E transitiv.

Loésungsweg:

o Es gilt (2,3) ¢ R und (3,2) ¢ R. Daher ist A falsch.

o Fir alle z,y € N mit (z,y) € R und (y,z) € R gibt es k,l € N mit
y = kxz und x = ly . Daraus folgt x = ly = lkx und damit [k = 1. Wegen
k,l € N folgt daraus k = 1 = [, und damit x = y. Daher ist B richtig.

. Es gilt (2,4) € R und (4,2) ¢ R. Daher ist C falsch.
o Fiir alle x € N gilt (z,x) € R. Daher ist D richtig.

° Fir alle z,y,2 € N mit (z,y) € R und (y,2) € R gibt es k,l € N mit
y = kx und z = ly. Daraus folgt z = ly = lkx. Wegen k,l € N gilt
Ik € N und damit (z,z) € R. Daher ist E richtig.

Losung: B, D, E
Aufgabe 2-17. Gegeben sei die Menge M = {a, b, ¢,d} und die Relation

R = {(a,0),(a,¢),(a,d), (b;¢), (b,d), (c,d)}

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
R ist vollstandig.

R ist antisymmetrisch.

R ist symmetrisch.

R ist eine Ordnungsrelation.
R ist eine Priferenzrelation.
R ist eine Aquivalenzrelation.

R ist reflexiv.

TP EHEgQ® >

R ist transitiv.
Losungsweg:

) Die Relation R 148t sich wie folgt darstellen:
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M
d ° ° o o
c ° ] o o
b ° o [¢) o
a o o o o

M
a b ¢ d

Fir alle x € M gilt (z,z) ¢ R. Die Relation R ist also nicht reflexiv.
Daher sind D, E, F, G falsch.

Fiir alle z,y,2 € M mit (z,y) € R und (y,2) € R gilt (z,2) € R. Die
Relation R ist also transitiv. Daher ist H richtig.

Die Relation R ist antisymmetrisch, aber sie ist weder symmetrisch noch
vollstindig. Daher ist B richtig und A, C sind falsch.

Losung: B, H

Aufgabe 2-18. Die Relation R = {(z,y) € RxR | 2% < y?} ist

A vollstandig.

B antisymmetrisch.

C  symmetrisch.

D eine Ordnungsrelation.

E  eine Priiferenzrelation.

F eine Aquivalenzrelation.

Loésungsweg:

e  Fiiralle x € R gilt 22 < 2?; also ist R reflexiv.

. Fiir alle z,y,2 € R mit (z,y) € R und (y,2) € R gilt > < y* und
y? < 2% und damit 2? < 22; also ist R transitiv.

o Es gilt (0,1) € R und (1,0) ¢ R; also ist R nicht symmetrisch. Daher
sind C, F falsch.

D Es gilt (=1,1) € R und (1,—1) € R sowie —1 # 1; also ist R nicht
antisymmetrisch. Daher sind B, D falsch.

o Fiir alle z,y € R gilt 22 < y? oder y? < 2% also ist R vollstindig. Daher
ist A richtig.

° Da R reflexiv, transitiv und vollstandig ist, ist R eine Préferenzrelation.

Daher ist E richtig.
Losung: A, E
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Aufgabe 2-19. Die Relation R = {(z,y) € RxR |z < y} ist

A symmetrisch.

B antisymmetrisch.

C  vollstandig.

D  eine Ordnungsrelation.

E eine Priferenzrelation.

F eine Aquivalenzrelation.

Losungsweg:

° Fiir alle x € R gilt © < z; also ist R reflexiv.

° Fiir alle z,y,z € R mit x <y und y < z gilt < z; also ist R transitiv.

e  Esgilt (0,1) € R und (1,0) ¢ R; also ist R nicht symmetrisch. Daher
sind A, F falsch.

° Fir alle z,y € R mit + <y und y < z gilt x = y; also ist R antisymme-
trisch. Daher ist B richtig.

° Fir alle z,y € R gilt £ < y oder y < z; also ist R vollstdndig. Daher ist
C richtig.

° Da R reflexiv und transitiv und auflerdem antisymmetrisch und voll-

stdndig ist, ist R sowohl eine Ordnungsrelation als auch eine Préferenz-
relation. Daher sind D, E richtig.

Loésung: B, C, D, E

Aufgabe 2-20. Gegeben sei die Menge M = {1,2,3} und eine Ordnungs-
relation R € M x M mit (1,3) € R und (2,1) € R. Welche der folgenden
Alternativen sind richtig?

HEOQ®E >

(2,3) ¢ R

Losungsweg:

Da jede Ordnungsrelation reflexiv ist, gilt (1,1) € R. Daher ist A richtig
und B ist falsch.

Da jede Ordnungsrelation transitiv ist, gilt mit (2,1) € Rund (1,3) € R
auch (2,3) € R. Daher ist E richtig und F ist falsch.

Da jede Ordnungsrelation antisymmetrisch ist und (1,3) € R gilt, ergibt
sich (3,1) ¢ R. Daher ist D richtig und C ist falsch.

Losung: A, D, E
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Zahlen

Aufgabe H Losung

3-1 B

3-2 B

3-3 C

34 A, D E
3-5 A, B,C,D
3-6 C

3-7 A

3-8 E

3-9 D

3-10 A, C,D
3-11 A E

3-12 A, C

3-13 A E

3-14 A,D.F. H
3-15 A, D
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Aufgabe 3—1. Fiir die binire Kodierung aller 27 = 128 Zeichen des ASCII-
Zeichensatzes werden 7 Bits (Binérzeichen, kénnen nur die Werte 0 oder 1
annehmen) bendtigt. Wieviele der bindren Kodierungen dieser 128 Zeichen
enthalten genau 5 Einsen?

A 14
B 21
C 35
D 42

Losungsweg: Die Anzahl der bindren Kodierungen mit genau 5 Einsen (und
damit genau 2 Nullen) ist gleich der Anzahl der 5-elementigen Teilmengen
einer 7-elementigen Menge; sie ist daher gleich

()-0)-5-n

Daher ist B richtig und A, C, D sind falsch.
Loésung: B

Aufgabe 3-2. Ein Kind baut durch Ubereinanderlegen von zwei roten, drei
schwarzen und vier weiflen Bausteinen gleicher Form einen Turm; es werden
alle Bausteine verwendet. Wie grof§ ist die Anzahl der moglichen Tiirme, die
mit einem roten Baustein beginnen?

A 144
B 280
C 420
D 560

Losungsweg: Der Turm besteht aus neun Bausteinen. Da der erste Baustein
rot ist, sind noch ein roter, drei schwarze und vier weifle, insgesamt also acht
Bausteine anzuordnen.

° Es bleiben (f) Moglichkeiten, den zweiten roten Baustein anzuordnen.
) Es bleiben (Z) Moglichkeiten, die drei schwarzen Bausteine anzuordnen.
o Es bleiben (i) Moglichkeiten, die vier weiflen Bausteine anzuordnen.

Es gibt also

G)@@ =8:35-1 = 280

Moglichkeiten, einen Turm zu bauen, der mit einem roten Baustein beginnt
und alle Bausteine verwendet. Daher ist B richtig und A, C, D sind falsch.

Losung: B
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Aufgabe 3—3. Wieviele Moglichkeiten gibt es, fiinf unterscheidbare Miinzen
in einer Reihe anzuordnen, wenn neben der Reihenfolge auch Kopf und Zahl
unterschieden werden soll?

(51)?

2 -5l

25 . 5!

10!

10!/5!

10!/2

Losungsweg:

° Es gibt 5! = 120 Moglichkeiten, die fiinf Miinzen ohne Unterscheidung
von Kopf und Zahl anzuordnen.

HEHOQW >

. Fiir jede dieser Anordnungen gibt es 2° = 32 Méglichkeiten, fiir jede der
fiinf Miinzen Kopf oder Zahl auszuwéhlen.

° Insgesamt gibt es also
51.2° = 120-32 = 3840

Méglichkeiten, die fiinf Miinzen mit Unterscheidung von Kopf und Zahl
anzuordnen. Daher ist C richtig.

° Jeder der Ausdriicke unter A, B, D, E, F ist von 3840 verschieden. Daher
sind A, B, D, E, F falsch.

Loésung: C
Aufgabe 3—4. Der Binomialkoeffizient

()

ist gleich

A 17-8

B 17-16

C 128

D 136

. ()
2

Losungsweg: Es gilt

17 17 17-16
<15> < 2 > 2.1 78 =136

Daher sind A, D, E richtig und B, C sind falsch.
Losung: A, D, E
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Aufgabe 3-5. Bei der Restrukturierung eines Unternehmens sollen aus einer
30 Mitarbeiter umfassenden Arbeitsgruppe zwei Untergruppen gebildet wer-
den, wobei die eine Untergruppe aus 12 Mitarbeitern und die andere aus 8 Mit-
arbeitern bestehen soll. Wieviele Moglichkeiten gibt es, solche Untergruppen
zu bilden?

A ()()
5 ()(5)
c (¥)()

30!
D -
12!- 10! - 8!
Losungsweg:

° Es gibt (;8) Moglichkeiten, aus den 30 Mitarbeitern 20 fiir beide Unter-
gruppen auszuwéhlen, und es gibt (?g) Moglichkeiten, aus diesen 20 Mit-
arbeitern 12 fiir die eine (und 8 fiir die andere) Untergruppe auszuwéhlen.
Damit gibt es

30 /20 30! 200 30!

20/\12) — 20!-100 12!-8!  12!-10!-8!
Moglichkeiten, zwei Untergruppen mit 12 bzw. 8 Mitarbeitern zu bilden.
Daher sind A, D richtig.

. Es gibt (i’g) Moglichkeiten, aus den 30 Mitarbeitern 12 fiir die eine Unter-

gruppe auszuwahlen, und es gibt (188) Moglichkeiten, aus den verbleiben-
den 18 Mitarbeitern 8 fiir die andere Untergruppe auszuwéhlen. Damit

gibt es
30\ /18 30! 18 30!
12/\ 8/ 12118 8-10!  12!-10!-8!

Moglichkeiten, zwei Untergruppen mit 12 bzw. 8 Mitarbeitern zu bilden.
Daher ist B richtig.

° Es gibt (380) Moglichkeiten, aus den 30 Mitarbeitern 8 fiir die eine Unter-
gruppe auszuwéhlen, und es gibt (?3) Moglichkeiten, aus den verbleiben-
den 22 Mitarbeitern 12 fiir die andere Untergruppe auszuwéhlen. Damit

gibt es
30\ /22 30! 220 30!
8 /\12)  8!-220 12!-100  12!-10!-8!

Moglichkeiten, zwei Untergruppen mit 12 bzw. 8 Mitarbeitern zu bilden.
Daher ist C richtig.

Losung: A, B, C, D
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Aufgabe 3—6. Wieviele fiinfstellige Zahlen lassen sich unter ausschliefSlicher

Verwendung der Ziffern 1,2, 3 bilden?

A 36
B 125
C 243
D 120°

Losungsweg: Fiir jede der Ziffern einer fiinfstelligen Zahl, die aus den Ziffern
1,2,3 gebildet wird, gibt es 3 Moglichkeiten. Insgesamt gibt es also 3° = 243
Moglichkeiten, eine fiinfstellige Zahl unter ausschliefllicher Verwendung der
Ziffern 1,2, 3 zu bilden. Daher ist C richtig und A, B, D sind falsch.

Aufgabe 3-7. Sei L C R die Losungsmenge der Ungleichung
1-2r < (1-2)?

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A L=R

B L=0

C L={zeR|-1<z<1}

D L={zeR|z>0}

Losungsweg: Fiir alle 2 € R gilt 22 > 0 und damit

(1-2)? = 1-2v+2° > 122

Daher ist A richtig und B, C, D sind falsch.

Aufgabe 3-8. Sei L C R die Losungsmenge der Ungleichung
|[x—4] < x

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A L=(-00,1)
B L=(-x,2)
C L=(-00,4)
D L=(1,00)
E L=(200)
F  L=(4,00)

Losung: C

Losung: A
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Losungsweg: Die Menge L 148t sich mit Hilfe der Mengen

in der Form

darstellen. Wegen

Ly

und

Lo,

L1 = Lﬁ(—oo,4]
L2 = Lﬁ(4,oo)

L = L1UL,

LN (—o0,4]

{zxe€(—0,4] | |lz—4| <z}
{re€(—00,4] | —(x—4) <z}
{xe(—o04]|2<z}

(2,4]

LN (4,00)

{z € 4,00)||z—4 <z}
{zed,0)|z—4<2}
(4, 00)

gilt L = L1 U Ly = (2,4] U (4,00) = (2,00) . Daher ist E richtig und A, B, C,

D, F sind falsch.

Aufgabe 3-9. Sei L C R die Losungsmenge der Ungleichung

|z—1|+|z+2] < 3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A L={-21}

B L=(-21)

C L=[-21]

D L=9

E L=(-00,-2)U(l,00)
F L=(-00,-2]U[l,00)

Losungsweg: Die Menge L 148t sich mit Hilfe der Mengen

Ly
L,
Ls

LN (—o0, —2]
Ln(-2,1]
LN (1,00)

Losung: E
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in der Form
L = LiULyUL;s

darstellen. Es gilt
L1 = Lﬂ(—oo,—Q}
= {xe€(—o00,-2]||z—1]+|z+2]| <3}

= {z€(-00,-2]| = (z—1) — (z+2) < 3}
= {ze(—00,-2]|-2<2}
0

und analog zeigt man L, = () und Lz = (). Daraus folgt L = L1 UL, U L3 = ().
Daher ist D richtig und A, B, C, E, F sind falsch.

Losung: D
Aufgabe 3-10. Sei L; C R die Losungsmenge der Ungleichung |z| > 1 und

sei Ly C R\ {0} die Losungsmenge der Ungleichung 1/x < 0. Welche der
folgenden Alternativen sind richtig?

A L =(—00,—1)U(1,00)
B L;=[-1,1]

C (—00,—2)C Ly

D LiNLy;=(—00,-1)

E LUL=1IL
Losungsweg:

e  Firz e Rgilt |z] > 1 genau dann, wenn x < —1 oder = > 1 gilt; es gilt
also
Ly = (—o0,-1)U(1,00)
Dabher ist A richtig und B ist falsch.
. Fir z € R\{0} gilt 1/z < 0 genau dann, wenn x < 0 gilt; es gilt also
L2 = (—O0,0)
Dabher ist C richtig.
° Es gilt
LiNLy, = ((—007 1)U, oo)) N (=00,0) = (—o0,—1)
Daher ist D richtig.
° Es gilt
ULy = ((—oo, DU (1700)) U(=00,0) = (—00,0) U (1,00)
Daher ist E falsch.
Losung: A, C, D
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Aufgabe 3-11. Gegeben sei die komplexe Zahl

1
141

Z =

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

HEHODOQ® >

Losungsweg:

Es gilt
1 1 1—14

1—1

z = = =

T+i 140 1—4

2

und damit Re (z) = 3. Daher ist A richtig und B ist falsch.

Es gilt

1—7 143
|z| = Vz-z = 22- ;—l

Dabher ist E richtig und C, D, F sind falsch.

Aufgabe 3-12. Gegeben sei die komplexe Zahl

142
11—

z =

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Re(z)=0
B Im(z)=0
C z=1/z
D z=-1/z
E z=i/z

F z=-i/z
Losungsweg:
° Es gilt

1+14 I+ 1+
z = = . =
11— I1—1 1+

Daher ist A richtig und B ist falsch.

1
)

V2

Losung: A, E
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. Es gilt
zZ = —1
und damit Z -z = (—i) - ¢ = 1. Daher ist C richtig und D, E, F sind
falsch.
Losung: A, C
Aufgabe 3-13. Gegeben seien die komplexen Zahlen
21 = —2+2 und 2o = 141
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A  Re(z-m)=-4
B Re(z1-2)=0
C Re(x-2)=4
D Im(z/z)=-2
E  Im(z/z)=2
Losungsweg:
. Es gilt
21020 = (=24 20)(1+1) = —2(1—9)(1+4) = —4

Dabher ist A richtig und B, C sind falsch.
° Es gilt

2 —2-1-'22 o '1—2‘ _ _2'1—’%'172' _ _2';22 _ 9

29 141 1+1 1+7 1—1 2

Dabher ist E richtig und D ist falsch.

Losung: A, E

Aufgabe 3—14. Gegeben seien die komplexen Zahlen
2 = 2@ und z9 = —1+14

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Re(z1+22) <0

Re(z1+22) =0

Re(z1+22) >0

Im(z;-29) =—2

Im (21 - 29) =2

| 214 22| ist reell.

|z14+22| =0

(21 - 29)? ist imaginir.

T QHEHDTQWE >
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Losungsweg:
° Es gilt
21+20 = 20+ (—14+1) = —1+3i

Daher ist A richtig und B, C sind falsch.

° Es gilt
21029 = 20 (—141) = —2—2i

Daher ist D richtig und E ist falsch.
. Der Betrag einer komplexen Zahl ist stets reell. Daher ist F richtig.
° Fiir den Betrag einer komplexen Zahl z gilt |z| = 0 genau dann, wenn

z =0 gilt. Daher ist G falsch.
Es gilt
(21-2)? = (=2—-2i)* = 4(1+4)* = 8i

Daher ist H richtig.

Losung: A, D, F . H

Aufgabe 3-15. Gegeben seien die komplexen Zahlen

z1 = 4+ 3 und Zy = —ix

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A =3-4
B Z=—3—44
C ZzZy=1i%

D 7z, =—i%

E z,=-7%

F z,=2
Losungsweg:

° Es gilt

Daher ist A richtig und B ist falsch.

Es gilt
Z1 4 —3i
Zo = 3+4i

und damit _ . . .
ﬁ74—3274—32 3—42_ .
% 3+4i  3+4i 3-4i '

Daher ist D richtig und C, E, F sind falsch.

Losung: A, D
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Vektoren

Aufgabe H Losung

4-1 B,C,D
4-2 A,B,C,D
4-3 A, C

4-4 B, C

4-5 C,D.E
4-6 D

4-7 A,D E
4-8 A B

4-9 B,C,E
4-10 A B, C,E
4-11 A B, D
4-12 A B
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Aufgabe 4-1. Gegeben seien die Vektoren

(1) (3 ()

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A a+beconv{a,b}

B a+becconv{2a,2b}

C i(a+b) € convia, b}

D conv{a,c} C conv{a,b}

Losungsweg:

) Wir stellen alle auftretenden Vektoren graphisch dar:

2a

a+b

L —F— i
12 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16

T

Y

. Nach Definition der konvexen Hiille von a und b gilt (stets)
sa+3b € conv{a,b}
und damit
a+b € conv{2a,?2b}

Daher sind B, C richtig.
) Es gilt
c=3a+3b
und damit ¢ € conv {a, b} . Wegen a € conv{a,b} und ¢ € conv {a, b}
gilt conv {a, c} C conv{a,b}. Daher ist D richtig.
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. Wir nehmen an, es gelte a + b € conv {a, b} . Dann gibt es ein A € [0, 1]
mit a + b= XAa + (1—\) b und damit a = A (a—b), also

2 2 8 —6
(8) = ((0)-(2)) (%)
Dies ist ein Widerspruch. Daher ist A falsch.

Losung: B, C, D

Aufgabe 4-2. Gegeben seien die Vektoren

(1) (1) ()

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A span{a,b} = R?

B  conv{a,b} Cspan{a,b}

C conv{a,c} Cspan{a,b}

D conv{a,b,c} C span{a,b}
Losungsweg: Offenbar gilt

span{a,b} C R?

Andererseits gilt fiir alle x € R?

z=( ") =2 1—|—x O)y_m(3)_n 0 e §
N\ ) Lo )01 ) T 3o T\ -7) 3 7

und damit x € span{a,b}. Also gilt auch
R? C span{a,b}

und damit
span{a,b} = R?
Daher sind A, B, C, D richtig.
Losung: A, B, C, D

Aufgabe 4-3. Gegeben seien die Vektoren

(1) +- () ()

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A cespan{a,b}

B ceconv{a,b}

C a+beconv{a,b,c}
D 2a+beconvi{a,b,c}
Losungsweg:

. Wir stellen alle auftretenden Vektoren graphisch dar:

Ta

A c
2 4

b a+b 2a+b
1
a 2a
> T
1 2
° Es gilt
c = 2a+2b

und damit ¢ € span {a, b}. Daher ist A richtig.
e  Fir alle z € conv{a, b} gibt es ein A € [0, 1] mit
x = AXa+(1-\)b
Andererseits gilt ¢ = 2a + 2b. Daher ist B falsch.
° Wegen ¢ = 2a + 2b gilt
a+b = ja+;b+;(2a+2b)
= sa+ib+ic

Daher ist C richtig.
. Wir nehmen an, es gebe A, Ao, A3 € [0, 1] mit A\; + Ao + A3 =1 und

2a+b = )\10+)\2b+)\30
Dann gilt

2a+b = Ma+ X b+ )¢
Ara+ A b+ A3 (2a+2b)
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Da a und b die Einheitsvektoren des R? sind, ergibt sich

A1+ 2)3
Ao+2X3 =

2

und damit
AM—A =1

Wegen A\, Ay € [0, 1] folgt daraus A\; = 1 und Ay = 0, und damit A3 = % .
Dies ist ein Widerspruch. Daher ist D falsch.

Losung: A, C

Aufgabe 4-4. Gegeben seien die Vektoren

(A) e (1) e ()

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A span{a,b} = R?

B  span{a,c} = R?

C span{a,b} = span{b}

D conv{a,b} = conv{b}

E conv{a,b,c} Cspan{a,b}
Loésungsweg:

e  Da a ein Vielfaches von b ist, gilt @ € span {b} und damit

span{a,b} = span{b} # R?

Daher ist C richtig und A ist falsch.
. Die Einheitsvektoren e! und e? lassen sich in der Form

e = \/§a+c
e = (1/V2a

darstellen. Es gilt also e', e? € span{a, c} C R? und damit
R? = span{e', e’} C span{a,c} C R?

Daher ist B richtig.
. Wegen a # b gilt conv {a, b} # {b} = conv {b} . Daher ist D falsch.
D Es gilt ¢ € conv{a,b, c} und ¢ ¢ span {a, b}. Daher ist E falsch.
Losung: B, C



154 Kapitel 4. Vektoren

Aufgabe 4-5. Gegeben seien die Vektoren

2 1 2 2
a=|2 b= |2 c= |2 d=|2
0 0 2 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
c € conv {a, b}

c € span{a, b}

d € conv{a, c}

d € span{a, c}

d € conv{a,b,c}

BEoaQw >

Losungsweg:

. Es gilt ¢ ¢ span{a,b} und damit ¢ ¢ conv{a,b}. Daher sind A, B
falsch.
° Es gilt
d=3ja+3c
und damit d € conv{a,c} C conv{a,b,c} Nspan{a,c}. Daher sind
C, D, E richtig.

Losung: C, D, E

Aufgabe 4-6. Gegeben seien die Vektoren

2 1 2 2
a = 2 b = 2 c = 2 d = 2
0 0 2 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A span{a,b} =R?

B span{a,c} =R?

C span{a,d} =R?

D span{a,b,c} =R3

E span{a,c,d} =R?

Losungsweg:

. Der dreidimensionale Euklidische Raum R? kann nicht durch zwei Vek-
toren aufgespannt werden. Daher sind A, B, C falsch.

o Die Einheitsvektoren e!, e?, e® € R? lassen sich in der Form
el = a-b»
e = b— % a
e = le-la

2 2
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darstellen. Es gilt also e', e?, €* € span {a, b, ¢} und damit
R? = span{e' e’ e’} C span{a,b,c} C R?

Daher ist D richtig.

° Es gilt
d = % a+ % c
und damit span{a, ¢,d} = span {a, ¢} # R?. Daher ist E falsch.
Loésung: D
Aufgabe 4-7. Gegeben seien die Vektoren a,b € R? und der Vektor
c = i a+ % b

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A cespan{a,b}

B span{a,b} = R3

C span{a,b,c} =R3

D ceconv{a,b}

E span{a,b,c} =span{a,b}
Loésungsweg:

o Es gilt ¢ € conv{a,b} C span{a, b} und damit
span{a,b,c} = span{a,b}

Daher sind D, A, E richtig.

° Der dreidimensionale Euklidische Raum R? kann nicht durch zwei Vek-
toren aufgespannt werden. Daher sind B, C falsch.

Losung: A, D, E

Aufgabe 4-8. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Die Menge von Vektoren

1 0 0
12510
0 0 3
ist linear unabhéingig.
B Die Menge von Vektoren

1 7

51, -5

7 -1

ist linear unabhéngig.



156 Kapitel 4. Vektoren

C  Die Menge von Vektoren

12 —4
-30 |, 10
3 -1
ist linear unabhéngig.
Losungsweg:
° Fiir alle aq, as, a3 € R mit
1 0 0 0
(053] 0 + [65) 2 + Qs 0 = 0
0 0 3 0
gilt @1 = as = a3 = 0. Daher ist A richtig.
° Fiir alle a1, as € R mit
1 7 0
a1l 5 | +as| =5 = 0
7 1 0

gilt 5y — bas = 0 und damit a; = ay. Dann gilt aber a; = ap = 0.
Daher ist B richtig.

° Es gilt
12 —4 0
=30 | +3 10 = 0
3 -1 0

Daher ist C falsch.
Losung: A, B

Aufgabe 4-9. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Die Menge von Vektoren

1 1
3 0
5 -1
ist linear abhéingig.
B  Die Menge von Vektoren
1 1
3 0
5 -1

ist linear unabhéngig.
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C  Die Menge von Vektoren
1 0 0 1
O, 11,10}, | 2
1 2 2 0
ist linear abhingig.
D  Die Menge von Vektoren
1 0 0 1
O, 11,1 0]),| 2
1 2 2 0
ist linear unabhéngig.
E Die Menge von Vektoren
1 —4 1
31,1 —-12 ],
5 —-20 -1
ist linear abhingig.
F Die Menge von Vektoren
1 —4 1
31,1 —-12 ],
5 —-20 -1
ist linear unabhéngig.
Losungsweg:
° Fiir alle o, ap € R mit
1 1 0
Qq 3 + o 0 = 0
5 -1 0
gilt 3a; = 0 und damit o; = 0. Daraus folgt oy = 0. Daher ist B richtig
und A ist falsch.
° Eine linear unabhéngige Menge von Vektoren des dreidimensionalen

Euklidischen Raumes R? enthilt hochstens drei Vektoren. Daher ist C
richtig und D ist falsch.

Es gilt
1 —4 1 0
4 3 | +1| —12 | +0 0 = 0
5 -20 -1 0

Dabher ist E richtig und F ist falsch.
Losung: B, C, E
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Aufgabe 4-10. Gegeben seien die Vektoren

3 4 1
a = 2 b = 5 c = 3
1 2 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Menge {a, b} ist linear unabhéngig.
B  Die Menge {a, c} ist linear unabhéngig.
C  Die Menge {b, c} ist linear unabhéngig.
D  Die Menge {a,b, ¢} ist linear unabhingig,.
E  Die Menge {a, b, c} ist linear abhingig.
Losungsweg:

° Fiir alle a1, a9 € R mit aja + axb = 0 gilt a; = as = 0. Daher ist A
richtig.

. Analog zeigt man, daf§ B, C richtig sind.

) Es gilt @ — b+ ¢ = 0. Daher ist E richtig und D ist falsch.

Losung: A, B, C, E
Aufgabe 4-11. Gegeben seien die Halbrdaume

H — {#eR?|s >0}
H, {xeR? |2, >0}

Sei
H = H,NHyNHs

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Die Menge H ist konvex.

B Esgﬂt<8)eﬂ.
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Losungsweg:
° Jeder Halbraum ist eine konvexe Menge und der Durchschnitt konvexer

Mengen ist wieder konvex. Daher ist A richtig.
° Es gilt

0 6 2 0
(O)(5).(2).(2) < mom
sowie
0 2
(3)(3) <
und

(3)(5) #

Daher sind B, D richtig und C, E sind falsch.
Losung: A, B, D

Aufgabe 4-12. Gegeben seien die Halbrdume

H = {zeR?|(z,—€')<0}
Hy = {xeR?|(z,—€*) <0}
Hy = {zeR?|(x,e') <3}
Hy, = {xecR?|(z,e?) <5}

Sei
H = H,NH,NHsNH,

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A <8)€H

o n=[(0)-(5)
c ne[(3)(5)
o n=(5)-(0)

Losungsweg: Es gilt

O ot oo Ot Ww

(x,—e') -1
(x,—€*) = —xy
(x,e') =
(x,€?) = 1
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und damit
H, = {w€R2|O§x1}
H2 = {m€R2|0§r2}
H3 = {:L'ER2|$1§3}

Hy = {zeR*|z,<5}

Fiir € R? gilt daher © € H genau dann, wenn die Ungleichungen

0
0

T

IN A

< 3
< 5

T2

erfiillt sind. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn

(3)= (%) =(5)

gilt. Daher sind A, B richtig und C, D sind falsch.
Losung: A, B
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Matrizen

Aufgabe H Loésung

‘ ‘ Aufgabe H Loésung

5-1 C,D.E F 5-10 A,C,D,E,F
5-2 A, B,C,D 5-11 A, B, D

5-3 B 5-12 A, C,D

5-4 A, C 5-13 D, F

5-5 0 5-14 B,D.E F
5-6 A, C 5-15 A, C,D

5-7 A, D 5-16 A, D, F

5-8 C. E 5-17 A B, C

5-9 A, B,C,D,F 5-18 A, B
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Aufgabe 5-1. Gegeben seien die Matrizen

0 1

2 3 4 -2 5
a=( ) 5= ) e=[-1
-1 7 8 0 10 - s

Welche der folgenden Ausdriicke sind erklart?

HEOQW >

A+ B
AB
BA
A'B
A+ C
A+

Losungsweg:

A ist eine 2 x 3-Matrix und B ist eine 2 x 2-Matrix. Daher sind A, B
falsch.

B ist eine 2x 2-Matrix und A ist eine 2 x 3-Matrix. Daher ist C richtig.
A’ ist eine 3x2-Matrix und B ist eine 2x2-Matrix. Daher ist D richtig.
A’ und C sind 3 x 2-Matrizen. Daher ist E richtig.
A und C’ sind 2 x 3-Matrizen. Daher ist F richtig.

Losung: C, D, E, F

Aufgabe 5-2. Gegeben seien die Matrizen

2 4
A:<_;_§_§> umd B =13 6
12

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A

B

C

D

0 0
a5 = (9 q)

-6 8 —12
BA = | -9 12 —I8
-3 4 -6
302
A+B=1[1 9
5 -3
, (3 1 5
A4 B = (2 Lol
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Losungsweg:

Durch Ausrechnen iiberzeugt man sich, dafl A, B richtig sind.
Es gilt

1 -2 2 4 3 2
A'+B = -2 3 |+ 3 6 = 1 9
4 =5 12 5 —3

Daher ist C richtig.
Wegen A+ B’ = (A’ + B)' ist auch D richtig.

Loésung: A, B, C, D

Aufgabe 5-3. Gegeben seien die Matrizen

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A AB=BA
6 3 1
B AB= 4 6 0
12 0 3
6 4 12
C AB= 3 6 0
1 0 3
6 3 1
D AB= 8§ 0 2
6 9 0
Losungsweg:

Da A eine 3 x 2-Matrix und B eine 2 x 3—-Matrix ist, ist AB eine 3 x 3—
Matrix und BA eine 2 x 2-Matrix. Daher ist A falsch.

Es gilt

1 1 6 3 1
AB = 2 (i g (1)>— 4 6 0
0 3 120 3

Dabher ist B richtig und C, D sind falsch.
Losung: B
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Aufgabe 5—4. Gegeben seien die Matrizen

4 2 1 -5 3
A = < 1 s > und B = < 0 2 o0 )
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A (AB) = B'A’

B AB(—g 15 —1>

12 —-16 4

4 —-16 12
C AB= ( -1 15 -3 )

5 =27 15
D AB_< > 6)
Losungsweg:

° Da A eine 2 x 2-Matrix und B eine 2 x 3-Matrix ist, ist AB definiert.
Also ist auch B’A’ definiert und es gilt (AB)' = B’A’. Daher ist A richtig.

° Es gilt

4 2 1 -5 3 4 -16 12
AB_<—1 5)'(0 2 0)‘(—1 15 —3)

Dabher ist C richtig und B, D sind falsch.

Losung: A, C
Aufgabe 5-5. Gegeben seien die Matrizen
1 2 1 12 5
A= 0 1 B = (é ; (1)> C = 4 4 2
10 3 4 1

Fiir welche der folgenden Matrizen X ist die Gleichung AX B = C' erfiillt?

100
A X=[022
122
100
B X_<022>
10
C X=[02
12
10
D ox=(y5)
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Losungsweg:

Da A eine 3x2-Matrix und B eine 2x3-Matrix ist, muf} jede Matrix X,
die die Gleichung AX B = C erfiillt, eine 2 x 2-Matrix sein. Daher sind
A, B, C falsch.

° Es gilt
o <1o>_<1zo>_ D _<120>
10 0 2 2 21 10 2 21
* k% 4
* % 2
* 0
Daher ist D falsch.
Loésung: 0
Aufgabe 5-6. Gegeben seien die Matrizen
1 2 1
1 0o 4 2 0 O 1
A‘(1—1 3 1) md - B=
0 -1 0
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A rang(A) =2
B rang(A) =14
C rang(B)=3
D rang(B) =4
Loésungsweg:

Es gilt rang (A) < min{2,4} = 2. Daher ist B falsch.

Eine Menge von zwei Vektoren ist genau dann linear unabhéngig, wenn
die Vektoren nicht Vielfache voneinander sind. Also sind die Zeilenvek-
toren von A linear unabhéngig. Daher ist A richtig.

Es gilt rang (B) < min{3,4} = 3. Daher ist D falsch.

Die Spaltenvektoren von B sind linear unabhéngig, denn aus

1 2 1 0
0 0 1 0
aq _1 + Qo _9 + ag 1 = 0
0 -1 0 0

folgt zundchst ap = a3 = 0 und sodann oy = 0. Daher ist C richtig.

Losung: A, C
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Aufgabe 5-7. Gegeben sei die Matrix

3 41
A = 2 5 3
1 21
mit den Spaltenvektoren
3 4 1
a' = 2 a’ = ) a® = 3
1 2 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Menge {a', a?} ist linear unabhiingig.

B  Die Menge {a!,a? a®} ist linear unabhiingig.

C Esgilt rang(A) =1.

D  Esgilt rang (4) = 2.

E  Es gilt rang (A) = 3.

Losungsweg:

° Die Vektoren a' und a? sind nicht Vielfache voneinander. Daher ist A
richtig.

e  Esgilt a? = a' + a®. Daher ist B falsch.

o Da die Menge {a', a*} linear unabhéingig ist und a® = a' — a? gilt, ist

die maximale Zahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren von A gleich 2.
Dabher ist D richtig und C, E sind falsch.

Losung: A, D
Aufgabe 5-8. Gegeben sei die Matrix
2 0 -1
A = 0 1 0
-12 -1 6
mit den Spaltenvektoren
2 0 -1
al - 0 a2 = 1 Cl,d = O
—12 -1 6

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
Die Menge {a', a? a®} ist linear unabhiingig.
A hat den Rang 3.

A hat den Rang 2.

A’ hat den Rang 3.

A’ hat den Rang 2.

HoQw»
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Losungsweg:

Wegen a' = —2a® ist die Menge {a', a?, a®} linear abhiingig; es gilt also
rang (A) < 2. Daher sind A, B falsch.

Die Menge {a', a?} ist linear unabhiingig; es gilt also rang (A) > 2 und
damit rang (A) = 2. Daher ist C richtig.

Es gilt stets rang (A") = rang (A) . Daher ist E richtig und D ist falsch.

Losung: C, E

Aufgabe 5-9. Gegeben sei die Matrix

2 1 -1 0
A = -3 a 1 0
-1 2 0 0

mit a € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Fir alle a € R gilt rang (A) > 2.
B  Fir alle a € R gilt rang (A) < 3.
C  Es existiert ein ¢ € R mit rang (4) = 2.
D  Es existiert ein ¢ € R mit rang (A) = 3.
E  Fiir a = 1 besitzt A vollen Rang.
F  Fiir a = 0 besitzt A vollen Rang.
Losungsweg:
° Aus
2 -1 0
ar | =3 | +a3 1 = 0
-1 0 0
folgt a1 = 0 und damit a3 = 0. Daher ist A richtig.
. Es gilt rang (A) < min{3,4} = 3. Daher ist B richtig.
° Fir a = 1 ist die letzte Zeile der Matrix gleich der Summe der ersten

beiden Zeilen; es gilt also rang (A) = 2. Daher ist C richtig und E ist
falsch.

Fiir a = 0 sind die ersten drei Spaltenvektoren von A linear unabhéngig,
denn aus

2 1 -1 0
aq -3 + Qo 0 + a3 1 = 0
-1 2 0 0

folgt cr; = 2a und damit a3 = 2a1 + s = bay sowie az = 3a; = 6Gas .
Dann gilt aber ap = 0 und damit o; = ag = 0. Daher sind D, F richtig.

Losung: A, B, C, D, F
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Aufgabe 5-10. Gegeben seien die Matrizen

2 1
1 0 1
A = <0 1 O) und B = _(1) _1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
(AB)~! existiert.

(BA)™! existiert.

Es gilt rang (A) = 2.

Es gilt rang (B)
Es gilt rang (AB
Es gilt rang (BA

)
)=
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Losungsweg:

. Es gilt rang (A) < min{2,3} = 2. Da die beiden Zeilenvektoren von A
nicht Vielfache voneinander sind, sind sie linear unabhéngig. Daher ist
C richtig.

o Es gilt rang (B) < min{3,2} = 2. Da die beiden Spaltenvektoren von B
nicht Vielfache voneinander sind, sind sie linear unabhéngig. Daher ist

D richtig.
° Es gilt
2 1
1 0 1 10
we (ot (32)- 00
0 1 0 1 1 01
Daher sind A, E richtig.
° Es gilt
2 1 2 1 2
BA = o 11- ( é (1) é ) = 0 1 0
-1 -1 -1 -1 -1

Da der zweite Spaltenvektor von BA kein Vielfaches des ersten Spalten-
vektors ist, gilt rang (BA) > 2. Da der dritte Spaltenvektor von BA mit
dem ersten Spaltenvektor iibereinstimmt, gilt rang (BA) < 2. Also gilt
rang (BA) = 2. Daher ist F richtig und B ist falsch.

Losung: A, C, D, E, F
Aufgabe 5-11. Gegeben sei die Matrix

1 2 -3
A = 0o 1 2
0 0 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A A7! existiert.
B

Es gilt
1 — 7
A7l = 0 1 -2
0 0 1
C Es gilt
1 0 0
At =1 —2 1
7 - 1

D  Esgilt det(A) 7é

E  Esgilt det(A4) =

F  Esgilt rang (A)

Losungsweg:

. Offenbar gilt det(A) = 1. Daher ist D richtig und E ist falsch.
. Wegen det(A) =1 # 0 gilt rang (A) = 3. Daher ist F falsch.

) Wegen rang (A) = 3 ist A reguldr. Daher ist A richtig.

° Die Inverse einer reguldren oberen Dreiecksmatrix ist eine obere Dreiecks-
matrix. Daher ist C falsch.
° Es gilt
1 2 =3 1 -2 7 100
0o 1 2 0 1 -2 = 010
0 0 1 0o 0 1 001

Daher ist B richtig.
Loésung: A, B, D

Aufgabe 5-12. Gegeben sei die Matrix

1 1 -
A = 1 -1
-1 1 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A ist regulér.

Es gilt rang (A) < 3.

A~! existiert.

Es gilt det(A) #0.

gaQw»
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Losungsweg:
° Mit der Sarrus’schen Regel erhélt man
det(A) = (-1-1-1)—(1+1-1) = —4
Daher ist D richtig.

) Wegen det(A) # 0 ist A reguliir. Insbesondere existiert A~' und es gilt
rang (A) = 3. Daher sind A, C richtig und B ist falsch.

Losung: A, C, D
Aufgabe 5-13. Gegeben sei die Matrix

3 1 -1
A = 1 1 1
-1 1 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Eigenwerte von Asind \y =2, A\ =14+ V3, \3=1—1/3.
B  Esgilt det(A) = 0.
C  Esgilt det(A) =4.
D  Esgilt det(A) = —4.
E  Esgilt spur (4) = 4.
F  Esgilt spur(A) =5.
Losungsweg:
° Es gilt
3 1 -1
spur 1 1 1 =3+1+1 =25
-1 1 1
Dabher ist F richtig und E ist falsch.
) Mit dem Entwicklungssatz von Laplace erhélt man
3 1 -1
det 11 1
-1 1 1

11 11 11
= 3~det(1 1>—l-det( ] 1>+(—1)-det< ] 1)
= 3:0-1-2+4(-1)-2

= —4

Dabher ist D richtig und B, C sind falsch.
) Die Summe der Eigenwerte ist gleich der Spur. Daher ist A falsch.

Losung: D, F
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Aufgabe 5-14. Gegeben sei die Matrix

2 1 -1
A= 1 1 1
-1 1 1

Dann sind \; = 1+ v/3 und X\, = 1 — /3 Eigenwerte von A. Welche der
folgenden Alternativen sind richtig?

A Der dritte Eigenwert von A ist A3 =0.

B Der dritte Eigenwert von A ist A3 = 2.

C  Esgilt spur(A) = 2.

D  Esgilt spur (4) = 4.

E Der Vektor & = 0 ist ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = 1 + /3.
F Der Vektor & = 0 ist ein Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 1 — V3.
Losungsweg:

o Es gilt spur (A) =2+ 1+ 1=4. Daher ist D richtig und C ist falsch.
° Es gilt

4 = spur(A)
= M+X+ A
= (1+V3)+(1-V3)+ X
= 24X
und damit A3 = 2. Daher ist B richtig und A ist falsch.
° Der Vektor & = 0 ist ein Eigenvektor zu jedem Eigenwert. Daher sind
E, F richtig.

Losung: B, D, E, F
Aufgabe 5-15. Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix

1 21
A= 11 2
001

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A besitzt den Eigenwert 1.

A besitzt den Eigenwert —1.

A besitzt den Eigenwert 1+ /2.
A besitzt den Eigenwert 1 — V2.
A besitzt den Eigenwert —1 + /2.
A besitzt den Eigenwert —1 — /2.

HEHOgQW =
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Losungsweg: Eine reelle Zahl A € R ist genau dann ein Eigenwert von A,
wenn es einen Vektor z € R? mit & # 0 gibt, der die Gleichung Az = Az
erfiillt. Mit Hilfe der Einheitsmatrix F 148t sich diese Gleichung in der Form

(A—AE)x = 0

schreiben. Gesucht sind also alle A € R, fiir die kern (A—AE) # 0 gilt; dies
sind aber genau alle A € R mit det(A—AE) = 0. Es gilt

1—A 2 1
det(A—AE) = det 1 1—) 2
0 01—\

- (1—)\)<(1—)\)2—2)
= (1-)N)(\2=2)1-1)
= (1=X) (1=v2-)) (1+V2-))

Es gilt also det(A—AE) = 0 genau dann, wenn A € {1,1—+/2,1++/2} gilt.
Daher sind A, C, D richtig und B, E, F sind falsch.

Losung: A, C, D

Aufgabe 5-16. Die Matrix

2 -1 0
A = -1 4 0
0 o0 1
ist
A symmetrisch.
B indefinit.
C  negativ semidefinit.
D  positiv semidefinit.
E  negativ definit.
F  positiv definit.
Losungsweg:
° Fiir die Matrix A gilt A’ = A. Daher ist A richtig.
) Wegen
2—-x2 -1
det(A—AE) = det -1 4-X
0 0 1-

~— > O O

(1—)\)<(2—)\)(4 —A) -1
= (1-A) (\2=6A+7)



Losungen 173

erhélt man aus der Gleichung det(A—AE) = 0 die Eigenwerte
Moo= 1
Ay = 342
A3 = 3-V2
Insbesondere gilt Aj, A2, A3 > 0. Da A symmetrisch ist, folgt daraus,

daB A positiv definit und damit auch positiv semidefinit ist. Daher sind
D, F richtig und B, C, E sind falsch.

Loésung: A, D, F

Aufgabe 5-17. Die Matrix

—-
w0
-+

HEHOgQW >

1 1 0
A = 1 3 0
0 1
symmetrisch.
positiv definit.
positiv semidefinit.
indefinit.
negativ semidefinit.
negativ definit.

Losungsweg:

Fiir die Matrix A gilt A" = A. Daher ist A richtig.
Fiir alle z € R3 gilt

1 1 0 1
<$,AIB> = (.’131 ) $3) 1 3 0 To
0 0 1 I3

= 2?2 + 22,7y + 373 + 13
= (w+x9)? + 225 + 23
> 0

Daher ist C richtig und D ist falsch.
Wegen
(®, Ax) = (x1+29)? + 225 + 22
gilt (&, Ax) = 0 genau dann, wenn x; = 29 = x3 = 0, also & = 0, gilt.
Daher ist B richtig und E, F sind falsch.
Losung: A, B, C
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Aufgabe 5-18. Gegeben sei die Matrix

1 0 0
A_<0 11)

Dann ist die Matrix B = A’A
symmetrisch.

positiv semidefinit.
indefinit.

negativ semidefinit.

positiv definit.

HEHOQW >

negativ definit.

Loésungsweg:

o Es gilt B’ = (A’A) = A’A"” = A’A = B. Daher ist A richtig.
o Die Matrix B ist eine 3 x 3-Matrix und fiir alle z € R? gilt

(¢, Bx) = Bx = 2'A'Az = (Az) Az = (Az,Az) > 0

Daher ist B richtig und C, F sind falsch.
° Fiir den Vektor € R? mit

gilt Az # 0 und damit
(x,Bx) = (Axz,Az) > 0

Daher ist D falsch.
. Fiir den Vektor € R? mit

gilt © # 0 sowie Ax = 0 und damit
(x,Bx) = (Az,Az) = 0

Daher ist E falsch.
Losung: A, B
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Lineare (Gleichungssysteme

Aufgabe H Losung

‘ ‘ Aufgabe H Loésung

6-1 0 6-11 A, D

6-2 A, B, C 6-12 A

6-3 A, C 6-13 A, D

6-4 A,B,C, E 6-14 C, E

6-5 A, B, C H 6-15 B,D, I

6-6 A, B,D,E 6-16 A, D

6-7 A, CF 6-17 D

6-8 C, F 6-18 C

6-9 B 6-19 B,D

6-10 B 6-20 A, B,C,D.E
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Aufgabe 6-1. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

xr + 3272 + x3 — Ty = 0
To9g — XT3 — 4$4 =0
2‘T2 + T3 — 3%4 = 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Das lineare Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar.
B Das lineare Gleichungssystem ist nicht losbar.

C x=(0,-2,2,—1) ist eine Losung.

D x=(4,3,2,1) ist eine Losung.

Losungsweg:

Die Vektoren (0,—2,2,—1)" und (4, 3,2,1)" 16sen das lineare Gleichungs-
system nicht. Daher sind C, D falsch.
Die Zeilenvektoren der Koeflizientenmatrix

13 1 -1
A = 0 1 -1 —4
0o 2 1 =3

des linearen Gleichungssystems sind linear unabhéngig; wéren sie linear
abhéingig, so wiren (aufgrund des Koeffizienten der ersten Spalte) der
zweite und der dritte Zeilenvektor Vielfache voneinander. Es gilt also
rang (A) = 3 und damit dim(kern (4)) =4 —3 = 1. Da A vollen Rang
hat, besitzt das lineare Gleichungssystem Ax = b fiir jede Wahl von
b € R? mindestens eine Losung; wegen dim(kern (A)) = 1 besitzt es fiir
jede Wahl von b € R3 sogar unendlich viele Lésungen. Daher sind A, B
falsch.

Lésung: 0

Aufgabe 6-2. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

xry + 21}2 - 31’3 = =2
— 31 — 3x9 + 8x3 = 4
9$2 — 31’3 = —06

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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x = (4,0,2)" ist eine Losung.

x = (—3,—1,—1) ist eine Losung.

Das lineare Gleichungssystem besitzt unendlich viele Lésungen.
Das lineare Gleichungssystem besitzt genau zwei Losungen.
Das lineare Gleichungssystem besitzt genau eine Losung.

Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Losung.
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Losungsweg:
. Jeder der Vektoren (4,0,2)" und (-3, —1, —1)’ ist eine Losung des linea-
ren Gleichungssystems. Daher sind A, B richtig.

. Ein lineares Gleichungssystem besitzt entweder keine oder genau eine
oder unendlich viele Losungen. Daher ist C richtig und D, E, F sind
falsch.

Loésung: A, B, C

Aufgabe 6-3. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

5.’51 + 3.’1)2 = 3
Tx1y — a9 + X3 = a
T + x3 = 7

mit a € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A  Fira=6ist z =(0,1,7) eine Losung.
B Fiir a = 6 besitzt das lineare Gleichungssystem unendlich viele Losungen.
C  Das lineare Gleichungssystem besitzt fiir alle a € R genau eine Losung.
D  Das lineare Gleichungssystem besitzt in Abhéngigkeit von a € R keine
Losung oder unendlich viele Losungen.
Losungsweg:
° Offensichtlich ist A richtig.
° Fiir die Koeffizientenmatrix
5 3 0
A = 7 —1 1
1 0 1

des linearen Gleichungssystems gilt det(A) # 0. Daher ist C richtig und
B, D sind falsch.

Losung: A, C
Aufgabe 6-4. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

— 2I1 — 4172 + 6.T3 = 4
— 31‘1 — 3£E2 + 81’3 = 4
3ra — T3 = a

mit a € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Fira=—-2ist x = (4,0,2) eine Losung.
B Fira=—-2ist x = (—3,—1,—1) eine Losung.

C  Fiir a = —2 existieren unendlich viele Losungen.
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D Fira=0ist x = (5,1,3) eine Losung.

E  Fiir a = 0 existiert keine Losung.

F Fiir @ = 0 existieren unendlich viele Losungen.

Losungsweg:

. Im Fall a = —2 ist jeder der Vektoren (4,0,2) und (—3,—1,—1)" eine
Losung des linearen Gleichungssystems. Daher sind A, B, C richtig.

o Im Fall a = 0 liefert die letzte Gleichung 3 = 3z5 und das lineare

Gleichungssystem reduziert sich auf

— 2.’]’]1 + 14172 = 4
- 3331 + 211’2

Dabher ist E richtig und D, F sind falsch.

|
S

Losung: A, B, C, E
Aufgabe 6-5. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem
ar; + 2x9 — w3 = 1
xry — Tro -+ 2335 = b
233'1 + T9 + r3 = 2
mit a,b € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Esgibt a,b € R, fiir die das lineare Gleichungssystem eine Lésung @ mit
T1 = Ty = X3 besitzt.

B Fira=1=bist € =(0,1,1) eine Losung.
C  Esgibt a,b€ R, fiir die das lineare Gleichungssystem keine Losung be-
sitzt.
D Fiir a =1 und jedes b existiert mindestens eine Losung.
E  Fiir a =1 # b existiert genau eine Losung.
F  Fiir a = b existiert genau eine Losung.
G Fir jedes a und jedes b existiert mindestens eine Losung.
H  Fiir a # 1 und beliebiges b existiert genau eine Losung.
Losungsweg:
° Ist @ = (21,22, 23) eine Losung mit z1 = xo = x5, so gilt
(a+1)z; = 1
21 = b
dxy = 2
Diese Gleichungen sind fiir ; = 1/2 und @ = 1 = b erfiillt. Daher ist A

richtig.
. Im Fall @ = 1 = b ist neben dem Vektor (1/2,1/2,1/2)" auch der Vektor
(0,1,1) eine Losung. Daher ist B richtig und F ist falsch.
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Fir die Koeffizientenmatrix

a 2 —1
A = 1 -1 2
2 1 1

des linearen Gleichungssystems gilt det(A) = 3 (1—a). Im Fall a # 1 gilt
det(A) # 0. Daher ist H richtig.
Im Fall a =1 gilt

1 2 -1
A = 1 -1 2
2 1 1

In diesem Fall ist der dritte Zeilenvektor von A die Summe des ersten
und zweiten Zeilenvektors von A; fiir b # 1 gilt aber 1 + b # 2. Daher
ist C richtig und D, E, G sind falsch.

Losung: A, B, C,H

Aufgabe 6-6. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

1 -3 5 -3
A = 2 15 —4 und b = 8
1 0 3 -1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A x=(2,0,—1) ist eine Losung.

B x=(-7,2,2) ist eine Losung.

C A ist regular.

D  Die Menge der Zeilenvektoren von A ist linear abhéngig.

E  Das lineare Gleichungssystem besitzt unendlich viele Losungen.
Loésungsweg:

Offensichtlich sind A, B richtig.

Wiire A regular, so besidfle das lineare Gleichungssystem Ax = b genau
eine Losung; dies ist aber nicht der Fall. Daher ist C falsch.

Da A nicht regular ist, besitzt A nicht vollen Rang, und dies bedeutet,
daf die Zeilenvektoren von A linear abhingig sind. Daher ist D richtig.

Da das lineare Gleichungssystem Ax = b zwei Losungen besitzt, besitzt
es sogar unendlich viele Losungen. Daher ist E richtig.

Losung: A, B, D, E

Aufgabe 6-7. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

1 01 2
und b = 7

A = 0 2 3
2 48 18
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Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Esgilt rang (4) = 2.

B  Es gilt rang (A) = 3.

C x=(1,2,1) ist eine Losung.

D  Das lineare Gleichungssystem besitzt genau eine Losung.

E  Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Losung.

F Das lineare Gleichungssystem besitzt unendlich viele Lésungen.
G Das lineare Gleichungssystem besitzt genau zwei Losungen.
Loésungsweg:

Da die ersten beiden Zeilenvektoren von A linear unabhéngig sind, gilt
rang (A) > 2

Da der letzte Zeilenvektor von A eine Linearkombination der ersten bei-
den Zeilenvektoren ist, gilt

rang (A) < 2

Es gilt also rang (4) = 2. Daher ist A richtig und B ist falsch.
Offensichtlich ist C richtig und E ist falsch.
Da das lineare Gleichungssystem Ax = b eine Losung besitzt und

dim(kern (A)) = 3 —rang(A) = 3—-2 =1

gilt, besitzt es sogar unendlich viele Losungen. Daher ist F richtig und
D, G sind falsch.

Losung: A, C, F

Aufgabe 6-8. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

74 -2 1 9
0 5 5 2 3
A=10 0 0 -4 md b= g
0 0 0 2 6

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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Das lineare Gleichungssystem besitzt genau eine Losung.

Das lineare Gleichungssystem besitzt unendlich viele Lésungen.
Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Losung.

Das lineare Gleichungssystem besitzt genau zwei Losungen.

Es gilt det(A4) #0.

Es gilt det(A) =0.
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Losungsweg:
o Es gilt det(A) = 0. Daher ist F richtig und E ist falsch.
° Fiir jede Losung € R* des linearen Gleichungssystems Ax = b gilt
—4.7}4 = 8
25C4 = —6
Dies aber ist unméglich. Daher ist C richtig und A, B, D sind falsch.
Losung: C, F

Aufgabe 6-9. Bei der Durchfithrung des Austauschverfahrens fiir das lineare
Gleichungssystem Ax + ¢ = 0 ergab sich das folgende Tableau:

1 oy ox3| 1
i) 1 -2 3
v | 3 1] —4

Zu welchen der folgenden Tableaus kann man durch einen Austauschschritt
gelangen?

A 1 oy oys| 1 B 1 o | 1
i) 3 =7 To 7 )
Y2 -3 4 I3 -3 4
C 1 oy Y| 1 D 1 Y
Ty | —H 11 To| b 11
I3 3 —4 I3 -3 —4
y3 | —1 5 ys | 1 )
Losungsweg:
° Alle Tableaus betreffen einen Austausch von 3.

) Ein Austausch von x3 gegen ys ist nicht moglich. Daher ist A falsch.

o Beim Austausch von x3 gegen y, ergibt sich aufgrund der Rechenregel
fiir die neue Pivotzeile ein Tableau der Form

1 Y1 y2| 1
T2
T3 -3 4
Ys

Daher sind C, D falsch.

o Fiihrt man den Austausch von x3 gegen s vollstindig durch, so erkennt
man, daf} B richtig ist.

Losung: B
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Aufgabe 6-10. Bei der Durchfiihrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem Ax + ¢ = 0 ergab sich das folgende Tableau:

1 T2 Y2 1
w2 0 4
T3 | —4 3 0
ys | =5 1 1

Zu welchen der folgenden Tableaus kann man durch einen Austauschschritt
gelangen?

A T ys Y| 1 B T ys Y| 1
Y1 2 4 i 2 4
T3 19 3 I3 11 -3
T -5 1 ) 5 -1
C T ys Y| 1 D T Y| 1
Y1 2 4 i) -2 —4
r3| 19 -3 x3 | —10 16
Loésungsweg:
° Alle Tableaus betreffen den Austausch von s .
. Ein Austausch von xs gegen y; ist nicht méglich. Daher ist D falsch.
° Beim Austausch von xy gegen y3 ergibt sich aufgrund der Rechenregel
fiir die neue Pivotzeile ein Tableau der Form
T Y3 Yy 1
Y1
T3
i) 5 -1

Daher ist A falsch.

° Fithrt man den Austausch von x5 gegen ys3 vollstdndig durch, so erkennt
man, dafl B richtig und C falsch ist.

Loésung: B

Aufgabe 6-11. Bei der Durchfiihrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem Ax + ¢ = 0 ergab sich das folgende Tableau:

o ®y wz| 1
T 0 2 3
Yo 1 5 8

Zu welchen der folgenden Tableaus kann man durch einen Austauschschritt
gelangen?
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A Y1 ys w3 1 B 1 oys x| 1

Ea1 2 3 X1 2 3

Y2 0] O Yo 10| 16

i) —5| =8 To 5 8
C Y1 Y2 w1 D Y1y w3z| 1

T 2 3 T 2 3

T2 5 8 I -5 | =8

Y3 10| 16 Y3 0 0
Losungsweg:
° Alle Tableaus betreffen den Austausch von s .
° Beim Austausch von xs gegen ys3 ergibt sich aufgrund der Rechenregel

fiir die neue Pivotzeile ein Tableau der Form

r1 ys y2| 1
Y1
Z3
T -5 -8

Daher ist B falsch.

) Fithrt man den Austausch von x5 gegen y3 vollstdndig durch, so erkennt
man, dafl A richtig ist.

° Analog zeigt man, dal C falsch und D richtig ist.
Losung: A, D

Aufgabe 6-12. Bei der Durchfiihrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem Ax + ¢ = 0 ergab sich das folgende Tableau:

i) Ty Is 1
| 10 =7 =51 18
w| 0 0 0] o
Z3 1 12 -6 20
wl 0 0 0]-1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Losung.

B Das lineare Gleichungssystem besitzt genau eine Losung.

C  Das lineare Gleichungssystem besitzt unendlich viele Losungen.

D x=(18,0,20,0,0) ist eine Losung.

Losungsweg: Fiir jede Wahl von 9, 24, 25 gilt y, = —1 # 0; es gibt also keine
Losung. Daher ist A richtig und B, C, D sind falsch.

Losung: A
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Aufgabe 6-13. Bei der Durchfiihrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem Ax + ¢ = 0 ergab sich das folgende Tableau:

I I3 1
wl 0 0] 0
wl 0 0] 0
| 2 4|-1
Ty -3 7 3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Das lineare Gleichungssystem besitzt unendlich viele Losungen.
B Das lineare Gleichungssystem besitzt genau eine Losung.

C  Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Losung.

D «x=(0,-1,0,3) ist eine Losung.

Loésungsweg:

Da z; und z3 freie Variable sind und die verbleibenden y—Zeilen nur
Nullen enthalten, besitzt das lineare Gleichungssystem unendlich viele
Losungen. Daher ist A richtig und B, C sind falsch.

Offensichtlich ist D richtig.
Losung: A, D

Aufgabe 6-14. Bei der Durchfithrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem Ax + ¢ = 0 ergab sich das folgende Tableau:

To Ty 1
I3 —1 1 0
r|—1 2| 2
ys| a 0] a

mit a € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

o wi@Ros i

Fiir a = 0 besitzt das lineare Gleichungssystem keine Losung.
Fiir a = 0 besitzt das lineare Gleichungssystem genau eine Losung.
Fiir a = 0 besitzt das lineare Gleichungssystem unendlich viele Lésungen.
Fiir a # 0 besitzt das lineare Gleichungssystem keine Losung.
Fiir a # 0 ist
3
-1
1
0

mit o € R die allgemeine Losung des linearen Gleichungssystems.

+

== O N

Fiir a # 0 ist & = (3, —1,1,0)" die eindeutige Losung des linearen Glei-
chungssystems.
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Losungsweg:

Im Fall a = 0 lautet das Tableau

i) Tq 1
r | -1 2] 2
Ys 0 0 0

Ein weiterer Austauschschritt ist nicht moglich. Da x5 und z4 frei wahl-
bar sind und die verbleibende y—Zeile nur Nullen enthélt, gibt es unend-
lich viele Losungen. Daher ist C richtig und A, B sind falsch.

Im Fall a # 0 ist x5 gegen ys auszutauschen und der Austauschschritt
liefert das neue Tableau

Yys T

N

T3
T
Z2

SN =
— W ==

Da x4 eine freie Variable ist, gibt es unendlich viele Losungen und die
allgemeine Losung ist

2

0 -1
1 +

1 0

mit a € R. Daher ist E richtig und D, F sind falsch.
Losung: C, E

Aufgabe 6-15. Bei der Durchfiihrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem Ax + ¢ = 0 ergab sich das folgende Tableau:

To 1
I3 -1 0
T -1 2
ys | —a | 2a—0b

mit a,b € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

HEHOgQW >

Fiir a # 0 gibt es keine Losung.

Fiir a # 0 gibt es genau eine Losung.

Fiir a # 0 gibt es unendlich viele Losungen.
Fiir a = 0 # b gibt es keine Losung.

Fiir a = 0 # b gibt es genau eine Losung.

Fiir a = 0 # b gibt es unendlich viele Lésungen.
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G  Fiir a = 0 = b gibt es keine Losung.
H Fiir a =0 =10 gibt es genau eine Losung.

I Fiir a = 0 = b gibt es unendlich viele Lésungen.
Losungsweg:
. Im Fall a # 0 ist x5 gegen y; auszutauschen. Nach diesem Austausch-

schritt sind alle unabhéngigen und alle abhingigen Variablen ausge-
tauscht; es gibt also genau eine Losung. Daher ist B richtig und A,
C sind falsch.

. Im Fall a = 0 # b lautet das Tableau

T 1
z3|—1] 0
x| —1 2
Y3 0]-b

Es ist kein weiterer Austauschschritt moglich und fiir jede Wahl von x4
gilt y3 = —b # 0; es gibt also keine Losung. Daher ist D richtig und
E, F sind falsch.

° Im Fall @ = 0 = b lautet das Tableau

To 1
T3 | —1 0
x| —1 2

Da x5 eine freie Variable ist und die verbleibende y—Zeile nur Nullen
enthélt, gibt es unendlich viele Lésungen. Daher ist I richtig und G, H
sind falsch.

Losung: B, D, I

Aufgabe 6-16. Bei der Durchfithrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem y = Ax ergab sich das folgende Tableau:

Ys Y2 Y1
T 0 4 3
z3| 6 0 4
1|14 3 0

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Aist regulir.

B A ist nicht invertierbar.

C A ist invertierbar und es gilt

AT =

= o O
W O =
O =W
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D A ist invertierbar und es gilt

0 3 4
At = 340
4 0 6
Loésungsweg:
) Da drei Austauschschritte durchgefithrt wurden und kein weiterer Aus-

tauschschritt moglich ist, gilt rang (A) = 3; die Matrix A besitzt also
vollen Rang. Daher ist A richtig und B ist falsch.

° Aus dem letzten Tableau erhélt man durch Permutation der Spalten
Y Y2 Y3
T2 3 4 0
T3 4 0 6

und sodann durch Permutation der Zeilen

Yi Y2 Ys
T 0 3 4
T2 3 4 0
T3 4 0 6

Daher ist D richtig und C ist falsch.
Losung: A, D

Aufgabe 6-17. Bei der Durchfiihrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem y = Ax ergab sich das folgende Tableau:

Ys Y2 Y
To 1 -2 0
T3 3 0 3
T 4 0 0

Dann ist die Inverse A~! gegeben durch

1 -2 0 0 0 4
A 3 0 3 B 0o 3 3
4 0 0 -2 0 1
0 3 0 0 0 4
C 0 0 =2 D 0 -2 1
4 3 1 3 0 3
10 0 1 3 4
E 0 1 0 F -2 0 0
0 0 1 0 3 0
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Losungsweg: Aus dem letzten Tableau erhilt man durch Permutation der

Spalten

Y1 Y2 Y3
To 0 -2 1
T3 3 0 3
T 0 0 4

und sodann durch Permutation der Zeilen

Y1 Y2 Y3
T 0 0 4
To 0 -2 1
T3 3 0 3

Daher ist D richtig und A, B, C, E, F sind falsch.
Loésung: D

Aufgabe 6-18. Bei der Durchfiihrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem y = Ax ergab sich das folgende Tableau:

1 Y2 Y1
o 3 —4 5
r3| 2 0 7
Y3 0 10 -1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A A ist invertierbar, aber A~! 1#8t sich nicht berechnen.
B Aist invertierbar, aber zur Berechnung von A~! sind weitere Austausch-
schritte erforderlich.
C A ist nicht invertierbar.
D A ist invertierbar und es gilt
3 -4 5
At=12 0 7
0 10 -1
E A ist invertierbar und es gilt
1 0 0
At=10 1 0
0 0 1

Losungsweg: Zwei Austauschschritte wurden durchgefiihrt und ein weiterer
Austauschschritt ist nicht moglich; es gilt also rang (A) = 2 < 3, und dies
bedeutet, dafl die Matrix A nicht invertierbar ist. Daher ist C richtig und A,
B, D, E sind falsch.

Losung: C
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Aufgabe 6-19. Bei der Durchfithrung des Austauschverfahrens fiir das line-
are Gleichungssystem y = Ax ergab sich das folgende Tableau:

Y1 Ty I3
T 1 -2 -3
Y2 2 -3 -3
ys | 2 —2 =2

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A A st regulir.

B A ist nicht invertierbar.

C Esgilt rang(A) =1.

D  Esgilt rang(4) = 2.

E  Esgilt rang (4) = 3.

F A besitzt vollen Rang.

Losungsweg:

° Durch den Austausch von z3 gegen ys erhilt man das neue Tableau

Y1 T2 Y3

Ty | —2 1 3/2
Yo -1 0 3/2
T3 1 -1 —-1/2

Ein weiterer Austauschschritt ist nicht moglich. Da insgesamt zwei Aus-
tauschschritte durchgefithrt wurden, gilt rang (4) = 2. Daher ist D rich-
tig und C, E, F sind falsch.

° Da die Matrix A nicht vollen Rang besitzt, ist sie nicht invertierbar.
Daher ist B richtig und A ist falsch.

Losung: B, D

Aufgabe 6-20. Gegeben sei die Matrix

= (35)

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A A ist invertierbar.
B Esgilt det(A4) = —2.

C A ist invertierbar und es gilt

AT = <_:2)>/2 —1/2)
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D  Beim Austauschverfahren fiir y = Ax sind zwei Austauschschritte durch-
fiihrbar.

E  Beim Austauschverfahren fiir y = Ax ist

Y2 U1
zy | —1/2  3/2
I 1 —2

ein mogliches letztes Tableau.
Losungsweg:
. Offenbar gilt det(A) = —2. Daher ist B richtig.
) Wegen det(A) = —2 # 0 ist A invertierbar. Daher ist A richtig.

o  Esgilt
(:11, Z)'(_gm —1/2) - ((1) (1)>

Daher ist C richtig.
° Da die Matrix A invertierbar ist, gilt rang (4) = 2. Daher ist D richtig.

o Durch Permutation der Spalten und der Zeilen des angegebenen Tableaus
erhélt man
Y1 Y2
T —2 1
xz9 | 3/2 —1/2

Daher ist E richtig.
Losung: A, B, C, D, E
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Lineare Optimierung

Aufgabe H Loésung

‘ ‘ Aufgabe H Loésung

7-1 C,D.E 7-12 A, B, D
7-2 A, D 7-13 C, E
7-3 B,C,F 7-14 B

7-4 D 7-15 A E
7-5 B 7-16 B,D
7-6 D 7-17 A CF
-7 A 7-18 A E
7-8 C 7-19 B

7-9 B 7-20 D

7-10 C 7-21 C

7-11 B 7-22 B, G
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Aufgabe 7-1. Das lineare Optimierungsproblem

Maximiere
4x1 + 624
unter
T + ) Z 3
31’1 — 4IL’2 S 12
21’1 + 31‘2 S 18

und z1,z9 > 0

ist graphisch losbar. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Menge der zuldssigen Losungen ist leer.
B = (0,0) ist eine zulidssige Losung.

C x=(6,2) ist eine optimale Losung.

D = (0,6) ist eine optimale Losung.

E = (3,4)’ ist eine optimale Losung.
Losungsweg:

° Wir stellen die Nebenbedingungen und die Zielfunktion graphisch dar:

x1=0

2x1 + 3x9 = 18 3x1 —4xe =12

z=4x; +6xy =24
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Der Vektor & = (3,0)’ erfiillt alle Nebenbedingungen; er ist also zuléssig.
Daher ist A falsch.

Der Vektor & = (0,0)" verletzt die dritte Nebenbedingung; er ist also
nicht zuléssig. Daher ist B falsch.

3

4

Jeder der Vektoren
6 0
2 b) 6 b

ist zuléssig und der zugehorige Wert der Zielfunktion ist in jedem Fall
gleich 36 . Andererseits ist die Zielfunktion auf der Menge der zuléssigen
Losungen durch 36 beschrankt, denn aufgrund der dritten Nebenbedin-
gung gilt

Daher sind C, D, E richtig.
Loésung: C, D, E

Aufgabe 7-2. Das lineare Optimierungsproblem

Maximiere
I1+I2
unter
— 2.T1 + 3.’52 S 6
3$1 — 21‘2 < 6
il S 7

und x1, 29 > 0

ist graphisch 16sbar und besitzt die optimale Losung &* = (6,6)". Welche der
folgenden Alternativen sind richtig?

A Die optimale Losung dndert sich nicht, wenn die dritte Nebenbedingung
weggelassen wird.

B Wird die dritte Nebenbedingung weggelassen, so ist ™ = (8,6)" die
optimale Losung.

C  Die optimale Losung dndert sich nicht, wenn die dritte Nebenbedingung
durch z; < 3 ersetzt wird.

D  Wird die dritte Nebenbedingung durch die Nebenbedingung z; < 3 er-
setzt, so ist ™ = (3,4)’ die optimale Losung.

Loésungsweg:

Wir stellen die Nebenbedingungen und die Zielfunktion graphisch dar:
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Z:$1+I2:3 CC1:0

| L~
w* 17**
| °
33***
2
— 2{E1 + 3%2 =6
/ } =0
-3 -2
3.T172.’L'2:6 331:3 l‘1:7

. Die optimale Losung «* = (6,6)" erfiillt die ersten beiden Nebenbedin-
gungen mit Gleichheit; damit ist sie nicht durch die dritte Nebenbedin-
gung bestimmt. Daher ist A richtig und B ist falsch.

° Wird die dritte Nebenbedingung durch die Nebenbedingung z; < 3 er-
setzt, so ist * = (6,6)" nicht zuldssig. Daher ist C falsch.

. Wird die dritte Nebenbedingung durch die Nebenbedingung z; < 3 er-
setzt, so ist &*** = (3,4)" optimal. Daher ist D richtig.

Loésung: A, D

Aufgabe 7-3. Das lineare Optimierungsproblem

Minimiere
5x1 + 229
unter
Ty — x93 > —1
21 + 12 2> 4
i) Z 1

und xq, 29 > 0

ist graphisch losbar. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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Qww

F

Die Menge der zuldssigen Losungen ist leer.

Die Menge der zuldssigen Losungen ist nicht beschréankt.

Die optimale Losung ist & = (1,2)" und der zugehorige Wert der Ziel-
funktion ist gleich 9.

Die optimale Losung ist & = (1,1)" und der zugehoérige Wert der Ziel-
funktion ist gleich 7.

Wird dem Optimierungsproblem die Nebenbedingung x; +x2 < 5 hinzu-
gefiigt, so ergibt sich als optimale Losung & = (2, 3)" und der zugehdorige
Wert der Zielfunktion ist gleich 13.

Wird dem Optimierungsproblem die Nebenbedingung x; +xs < 5 hinzu-
gefiigt, so dndert sich die optimale Lésung nicht.

Losungsweg:

Wir stellen die Nebenbedingungen und die Zielfunktion graphisch dar:

1'1*1'2:*1

2z = 5x1 + 219 = 20

\ \ CC2:1
‘ 1‘220
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) Der Vektor & = (1,2)’ erfiillt alle Nebenbedingungen; er ist also zuléssig.
Daher ist A falsch.

° Jeder Vektor @ = (z1,25)" mit x5 = 1 und z; > 3/2 erfiillt alle Neben-
bedingungen. Daher ist B richtig.

. Die optimale Losung ist & = (1,2)" und der zugehorige Wert der Ziel-
funktion ist gleich 9. Daher ist C richtig.

. Der Vektor @ = (1,1) ist nicht zuléssig. Daher ist D falsch.
) Die optimale Losung x = (1,2) erfiillt die zusétzliche Nebenbedingung
1 4+ x2 < 5. Daher ist F richtig und E ist falsch.

Losung: B, C, F

Aufgabe 7-4. Ein Unternehmen stellt aus den Rohstoffen A und B die
Produkte P und @ her. In der folgenden Tabelle sind der Rohstoffverbrauch
in Tonnen bei der Produktion von jeweils einer Tonne der Produkte P und @
sowie die verfiigharen Rohstoffmengen angegeben:

‘ P Q ‘ Vorrat
Al 3 2 60
B2 1 50

Beim Verkauf der Produkte P bzw. @ erzielt das Unternehmen einen Gewinn
von 400 € bzw. 500 <€ pro Tonne. Welche der folgenden linearen Optimierungs-
probleme beschreiben das Problem der Gewinnmaximierung unter den gege-
benen Nebenbedingungen?

A Maximiere
500$1 + 400I2
unter
T + 2wy <
21’1 + 3.’132 S 60
und z1,z9 > 0.
B Maximiere
500x1 + 4002,

unter
3.CC1 -+ 25C2 50

<
201 + w9 < 60
und xq, 29 > 0.
C Maximiere
50021 + 40024

unter

60
50

T + 2x9

<
201 + 3xy <

und x1, 29 > 0.
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D  Maximiere
500z + 400z
unter
3I1 + 2.’52 S 60
2%1 + i) S 50
und x1, 29 > 0.
Losungsweg:
° Der Gewinn bei der Produktion der Mengen x1, 3 ist
500z + 40024
Der Gewinn ist zu maximieren.
. Aus der Tabelle ergeben sich die Nebenbedingungen
3r1 + 2z < 60
21’1 + T S 50
Daher ist D richtig und A, B, C sind falsch.
Loésung: D

Aufgabe 7-5. FEin Unternehmen stellt zwei Produkte A und B her. Dabei
muf} jedes Produkt die Abteilungen I und IT durchlaufen. Der Zeitbedarf in
Stunden pro Tonne von A und B in den Abteilungen I und II ist der folgenden
Tabelle zu entnehmen:

Die Produktionszeit in den Abteilungen I und II ist auf 400 bzw. 200 Stunden
begrenzt. Es sollen mindestens 100 Tonnen von A und mindestens 200 Tonnen
von B produziert werden. Beim Verkauf der Produkte A bzw. B erzielt das
Unternehmen einen Gewinn von 400€ bzw. 500€ pro Tonne; der Gewinn
soll maximiert werden. Welche der folgenden linearen Optimierungsprobleme
beschreiben das Problem der Gewinnmaximierung unter den gegebenen Neben-

bedingungen?
A Maximiere
400z, + 200z
unter

0.4z;1 + 0.3z < 400
0.2x; + 0.3z < 500
1 > 100
Ty > 200

und x1, 29 > 0.
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B Maximiere
40021 + 500z4

unter
0.4z; + 0.3z9 < 400
0.2z; + 0.3z < 200
1 > 100
To > 200
und z1, 29 > 0.
C Maximiere
400$1+200I2
unter
0.4z; + 0.2z < 400
0.3z;1 + 0.3z < 500
1 > 100
Ty > 200
und z1,z9 > 0.
D Maximiere
400z1 + 500z2
unter
0.4z; + 0.2z < 400
0.3x; 4+ 0.3z < 200
Ty > 200
und xq, 29 > 0.
Losungsweg:
° Der Gewinn bei der Produktion der Mengen z, x5 ist

400z + 500z,

und soll maximiert werden. Daher sind A, C falsch.
. Aus den Restriktionen der Produktionszeiten in den Abteilungen I und
IT ergeben sich die Nebenbedingungen

0.4z, + 03z, < 400
0.2z; + 03zy < 200

Daher ist D falsch.

. Aus den geforderten Mindestmengen ergeben sich die Nebenbedingungen
x1 > 100
xg > 200

Daher ist B richtig.
Losung: B
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Aufgabe 7-6. Ein Unternehmen stellt aus den Rohstoffen R;, Rs, R3 die
Endprodukte P;, P, P; her. Die fiir eine Einheit von P; bendtigten Einheiten
von R; und die von R; vorhandenen Vorrate sowie der Gewinn pro Einheit von
P; sind in der folgenden Tabelle zusammengefafit:

P P, P;| Vorrat
Ry 8§ 12 20| 6000
Ry 6 2 4] 2000
Rs 1 5 4 1500
Gewinn| 6 8 12

Von P; und P, sollen insgesamt mindestens 100 Einheiten und von Pj sollen
hochstens 200 Einheiten produziert werden; der Gewinn soll maximiert werden.
Welche der folgenden linearen Optimierungsprobleme geben die Zielfunktion
und die Nebenbedingungen richtig wieder?

A Maximiere
8x1 + 12x9 + 2023

unter
6x1 + 229 + 4x3 > 2000
1 +  dxy + 4dxg > 1500
6$1 + 8513‘2 + 123’}3 2 0
Ty + To < 100
3 > 200
und x1, 29,23 > 0.
B Maximiere
6x1 + 8xo + 1223
unter
8r1 + 1229 + 2023 < 6000
r + 5])2 + 4.13’3 S 1500
Ty + To < 100
3 > 200
und x1,z9,x3 > 0.
C Maximiere
6x1 + 8xo + 1223
unter
8r1 + 12z + 20x3 > 6000
Ty + To > 100
r3 < 200

und x1,z9, 23 > 0.
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D Maximiere

6%‘1 + 8.%2 + 121‘3

unter
8r1 + 1225 + 2023 < 6000
6331 + 21’2 + 4$3 S 2000
1 +  bry + 4z < 1500
r1 + T2 Z 100
r3 < 200
und zq,x9, 23 > 0.
Losungsweg:
° Der Gewinn bei Produktion der Mengen x1, zo, 3 ist

61’1 + 8£C2 + ].2(,C3

und soll maximiert werden. Daher ist A falsch.

) Aus der Tabelle ergeben sich die Nebenbedingungen

8r1 + 12z, + 20z3 < 6000
1 +  Swy +  4rz < 1500
Daher ist C falsch.
. Aus dem Text ergeben sich die zusétzlichen Nebenbedingungen
T + To > 100
x3 <200

Daher ist D richtig und B ist falsch.

Loésung: D

Aufgabe 7-7. Ein Unternehmen stellt aus den Rohstoffen R, Ry, R3 die
Endprodukte Py, P, P3, Py her. Die fiir eine Einheit von P; benotigten Einhei-
ten von R; und die von R; vorhandenen Vorréite sowie der Gewinn pro Einheit
von P; sind in der folgenden Tabelle zusammengefaft:

P, P, P; P,| Vorrat
Ry 7 15 20 3| 5000
R, 3 2 4 3 1000
Rs 1 5 4 1] 8000
Gewinn| 3 7 15 9

Von P; und P, sollen insgesamt mindestens 250 Einheiten und von P; und
Py sollen insgesamt hochstens 400 Einheiten produziert werden; der Gewinn
soll maximiert werden. Welche der folgenden linearen Optimierungsprobleme
geben die Zielfunktion und die Nebenbedingungen richtig wieder?
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A Maximiere

unter
71131

31'1
T
T

+ 4+ +

und x1, T, 3,24 > 0.

B Maximiere
unter
31‘1 +
T +
31‘1 +
T +
und x1, T, 3,24 > 0.
C Maximiere
unter
7.131 +
3%1 +
T +
T =+
und x1, T, x3,24 > 0.
D Maximiere
unter
7$1 +
311 =+
Ty +
I +
und x1, T, 3,24 > 0.
Losungsweg:

311 + Taxg + 1523 + 94

15$2
2.CC2
51)2
)

Tx1 + 1529 4+ 2023 + 314

23)2
5CE2
71’2

T2

+ 20.%‘3
+ 4z

€3

+ 433’3
+ 41’3
€3

+
+
+

+

++ +

3$4
31’4
Ty

Ty

35(}4
Ty
91}4

Ty

31’1 + 7562 + 1513 + 9I4

15%2
2$2
5]}2

)

+ 20.133
-+ 4$3
+ 433’3

€3

_|_
+
+

+

31}4
3$4
Ty

Ty

3I1 + 71'2 + 15$3 + 91’4

15372
2$2
5.7}2

Tg

+ 201’3
-+ 41‘3
+ 4.13’3

€3

+
+
_|_

+

31’4
31‘4
Ly

Ty

IV IA A TA IA VNIV IV IV IA IV IA A IA

INIV IV IV IV

1000
8000

250
400

5000
1000
8000
250
400

5000
1000
8000
250
400

Der Gewinn bei Produktion der Mengen z1, x5, 3, x4 ist

3x1 + Taxo + 1523 + 92y

und soll maximiert werden. Daher ist B falsch.
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) Aus der Tabelle ergeben sich die Nebenbedingungen
7[131 + 151’2 + 20$3 + 3£E4 < 5000

31, + 22 + 4wy + 3z < 1000
1 + dxe + 4dzy + x4 < 8000
Daher ist D falsch.
. Aus dem Text ergeben sich die weiteren Nebenbedingungen
T, + To > 250

r3 + Ty < 400

Dabher ist A richtig und C ist falsch.

Loésung: A

Aufgabe 7-8. Ein Chemieunternehmen stellt die Produkte P, und P, her.
Bei der Produktion von P; und P, werden die Substanzen Sy, Ss, S3 benotigt
bzw. erzeugt. Die folgende Tabelle gibt fiir jeweils 1 kg der Produkte P; und
P, die Menge der benétigten Substanzen S; und S, in kg und den Gewinn in
Euro sowie fiir die Substanzen S7 und Ss den Vorrat in kg an:

P, P, | Vorrat

St
Sa

3 2| 13000
6 7| 40000

Gewinn | 15 20

AufBlerdem bendotigt man fiir die Produktion von 1 kg des Produktes P, 4 kg
der Substanz S3, von der 2000 kg vorrétig sind; bei der Produktion von 1 kg
des Produktes Py fallen 2 kg der Substanz S5 als Nebenprodukt an, die sofort
verwendbar sind. Der Gewinn soll maximiert werden. Welche der folgenden
linearen Optimierungsprobleme geben die Zielfunktion und die Nebenbedin-

gungen richtig wieder?

A Maximiere

unter

und x1,29 > 0.
B Maximiere

unter

und x1, 29 > 0.

15z + 20z,
2z + 4z, < 2000
15z + 20z,
31 + 2z < 13000
61 + Txe < 40000
2ZL'1 - 4ZC2 Z 2000
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C Maximiere

1521 + 2024
unter
3r1 + 2z, < 13000
6z + T7xy < 40000
— 2.1'1 + 41‘2 S 2000
und x1, 29 > 0.
D Maximiere
15$1+20$2
unter
6x; + Txy < 40000
2x1 — 4dxy < 2000
und x1, 29 > 0.
Losungsweg:
° Der Gewinn bei der Produktion der Mengen x1, x5 ist
15$1+20$2

Der Gewinn soll maximiert werden.

. Aus der Tabelle erhélt man die Nebenbedingungen

31 + 2z < 13000
6r1 + Tzy < 40000

Daher ist A falsch.

° Aus dem Text erhilt man die weitere Nebenbedingung
4y, < 2000 + 224
Daher ist C richtig und B, D sind falsch.
Loésung: C

Aufgabe 7-9. Ein Unternehmen produziert die Erzeugnisse A, B, C. Von A
sollen mindestens 100 Stiick und von C' sollen mindestens 30 Stiick produziert
werden; von B soll mindestens 1/3 der Stiickzahl von C' produziert werden. Fiir

die Produktion stehen insgesamt 205 Zeiteinheiten zur Verfiigung. Auflerdem
sind folgende Daten gegeben:

Herstellungszeit pro Stiick
Gewinn pro Stiick

NN BN

c
2
3

o w| ™

Das Unternehmen mochte die Stiickzahlen der Produkte A, B, C' so bestimmen,
daB der Gewinn maximiert wird. Welche der folgenden linearen Optimierungs-
probleme geben die Zielfunktion und die Nebenbedingungen richtig wieder?
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A Maximiere
T, + 319 + 223

unter
4xry + 6y + 3zz3 < 205
1 > 100
31’2 — I3 Z 0
und zq,x9, 23 > 0.
B Maximiere
41‘1+6Z‘2+3I’3
unter
1 + 3z + 223 < 205
T > 100
3.13’2 — T3 Z 0
und x1,x9, 23 > 0.
C Maximiere
4:E1+6(E2+3$3
unter
1 + 3z + 223 < 205
T > 100
3332 — I3 S 0
und xq,x9, 23 > 0.
D Maximiere
4.’L‘1+6.’L’2+3l’3
unter
T > 100
To — 3[E3 2 0
und xq,x9, 23 > 0.
Losungsweg:
° Der Gewinn bei Produktion der Mengen x1, xo, 3 ist

4.’L‘1 =+ 6L2 + 31’3

und soll maximiert werden. Daher ist A falsch.
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° Aus der Tabelle und der Zahl der verfiighbaren Zeiteinheiten erhélt man
die Nebenbedingung

21+ 329 + 223 < 205

und aus dem Text erhélt man die weiteren Nebenbedingungen

To Z .%'3/3

Dabher ist B richtig und C, D sind falsch.
Losung: B

Aufgabe 7-10. Gegeben sei das lineare Optimierungsproblem

Maximiere
—3$1+3$2+3
unter
Ty — X2 S 4
rr — T2 > -2

und x1, 29 > 0.

Wie lautet das zugehorige Minimumproblem in Normalform?

A Maximiere

—3x1+ 329+ 3
unter
— x + Ty — 3 4+ 4 =0
T — T2 -z + 2 =0
und x1, T, 23,74 > 0.
B Minimiere
—3$1+3l’2+3
unter
— 1 + X2 — T3 + 4 =0
T — T2 -2y + 2 =0
und x1, T, 23,24 > 0.
C Minimiere
31’1*35C2*3
unter
- 1 + T2 — T3 + 4 =0
ry — T2 -z + 2 =0

und x1, T, 13,74 > 0.
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D Minimiere

356'1 — 31)2 -3
unter
— 1 + X2 — I3 + 4 =0
T — To + x4 + 2 = 0
und xq,x9, 23,14 > 0.
Losungsweg:
) Bei jedem Minimumproblem ist die Zielfunktion zu minimieren. Daher
ist A falsch.
° Beim Ubergang von einem Maximumproblem zu einem Minimumpro-

blem wird die Zielfunktion mit —1 multipliziert. Daher ist B falsch.

° Um zu einem Minimumproblem in Normalform zu gelangen, formen wir
die Nebenbedingungen um. Wir erhalten zunéchst

ry — T2 — 4 S 0
— 1 + T2 — 2 S 0
und fithren sodann Schlupfvariable ein:
r1 — X9 + X3 — 4 =0
— I + X9 + Ty — 2 = O

Abschlieend multiplizieren wir beide Gleichungen mit —1, um positive
Konstanten zu erhalten:

— I + Tog — I3 + 4 = O
r1 — X2 — X4 + 2 =0
Dabher ist C richtig und D ist falsch.
Loésung: C

Aufgabe 7-11. Gegeben sei das lineare Optimierungsproblem

Maximiere
8r; — 16x5 + 64
unter

Ty + I

<
Z >

und xq, 29 > 0.

Wie lautet das zugehorige Minimumproblem in Normalform?
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A Maximiere
8z — 16x5 + 64
unter
- I — T2 — I3 + 10 = 0
xr + 4$2 — x4 + 1 =0
und x1, T, x3, 24 > 0.
B Minimiere
—8x1 + 1629 — 64
unter
- T — To — I3 + 10 = 0
— x + 4z + 24 + 1 =0
und x1, T, 23,24 > 0.
C  Minimiere
—8x1 + 1629 — 64
unter
— I — Ty — T3 + 10 = 0
T, — 4372 — x4 + 1 =0
und x1, T, 23,24 > 0.
D  Minimiere
—8x1 + 1629 — 64
unter
- 1 — T2 — I3 + 10 = 0
ry — 41’2 + x4 + 1 =0
und x1, T, 3,24 > 0.
Losungsweg:
° Bei einem Minimumproblem ist die Zielfunktion zu minimieren. Daher
ist A falsch.
. Beim Ubergang von einem Maximumproblem zu einem Minimumpro-

blem ist die Zielfunktion mit —1 zu multiplizieren.

Um zu einem Minimumproblem in Normalform zu gelangen, formen wir
die Nebenbedingungen um. Wir erhalten zunéchst

T + To — 10 S 0
—r + 4y + 1 <0
und fithren sodann Schlupfvariable ein:
xr + To + I3 — 10 = 0

- z1 + 4z + x4 + 1 =0
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Abschlieend multiplizieren wir die erste Gleichung mit —1 und erhalten

- X1 — Ty — X3 + 10 = 0
— 1 + 4z + 4 + 1 =0

Daher ist B richtig und C, D sind falsch.
Losung: B

Aufgabe 7-12. Welche der folgenden Simplextableaus sind entscheidbar?

A Ty T2 1 B Ty T2 1
T3 7 1 2 T3 7T 1 2
Ty | —3 0| 10 T4 | —3 0] 10
x5 —2 3] 3 5| —2 3| 3
z 4 2]1-9 z 4 —-2|-9
C T T2 1 D T To 1
T3 7 1 2 T3 7 1
T4 | —3 0] 10 T4 | —3 0] 10
rs | —2 3| 3 rs | —2 3| 3
z | —4  2|-9 z | —4 =2|-9
Losungsweg:
° Das Simplextableau
I To 1
T3 7 1 2
4| =3 0] 10
T5 | —2 3 3
z 4 219
erfiillt (Sy). Daher ist A richtig.
° Das Simplextableau

Ty T2 1
I3 7 1 2
4| =3 0] 10
rs | —2 3] 3
z 4 -2|-9

erfiillt (Sp). Daher ist B richtig.

° Das Simplextableau
T To 1
4| =3 0] 10
s | —2 3| 3
-4  2]|-9

2
erfiillt weder (S;) noch (Sz). Daher ist C falsch.
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Das Simplextableau

T i) 1
I3 7 1 2
4| =3 0| 10
zs | —2 3| 3
z | =4 =2|-9

erfiillt (Sz). Daher ist D richtig.
Loésung: A, B, D

Aufgabe 7-13. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Simplextableau:

T Ty 1
| 2 —1| 1
Ts 4 =5 10
T 1 -1] 2
z 3 3|9

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Das Simplextableau ist nicht entscheidbar.

B Das Simplextableau ist entscheidbar und es gibt keine optimale Losung.

C  Das Simplextableau ist entscheidbar und es gibt eine optimale Losung.

D  Das Simplextableau ist entscheidbar und x = (0,0,6,1,10,2)" ist eine
optimale Losung.

E  Das Simplextableau ist entscheidbar und & = (0,2,6,0,10,1)" ist eine
optimale Losung.

F  Das Simplextableau ist entscheidbar und & = (1,2,5,1,9,2)" ist eine
optimale Losung.

Losungsweg:

Das Simplextableau erfiillt (Sy); es ist daher entscheidbar und enthélt
die optimale Losung & = (0,2,6,0,10,1)’; der zugehorige Wert der Ziel-
funktion ist z = —9. Daher sind A, B falsch und C, E sind richtig.
Fiir den Vektor = (0,0, 6, 1,10, 2)’ gilt ; = 0 und 24 = 1 sowie x3 = 6;
dies steht im Widerspruch zur Gleichung x3 = — 24+ 6, die sich aus der
ersten Zeile des Simplextableaus ergibt. Daher ist D falsch.

Der Vektor = (1,2,5,1,9,2) ist zuléssig und der zugehorige Wert der
Zielfunktion ist z =3+ 3 — 9 > —9. Daher ist F falsch.

Losung: C, E
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Aufgabe 7-14. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Simplextableau:

To Ty 1
zp| 0 1] 10
3| -2 5| 4
Ts 1 1112
z 4 =-31-9

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Das Simplextableau ist nicht entscheidbar.

B Das Simplextableau ist entscheidbar und es gibt keine optimale Losung.

C  Das Simplextableau ist entscheidbar und es gibt eine optimale Losung.

D  Das Simplextableau ist entscheidbar und = = (10,0,4,0,12)" ist eine
optimale Losung.

E  Das Simplextableau ist entscheidbar und = = (0,10,4,0,12)" ist eine

optimale Lésung.
F Das Simplextableau ist entscheidbar und & = (10,0,4,12,0)" ist eine
optimale Lésung.

Losungsweg: Das Simplextableau erfiillt (Sz); es ist daher entscheidbar und
das lineare Optimierungsproblem besitzt keine Losung. Daher ist B richtig und
A, C, D, E, F sind falsch.

Losung: B

Aufgabe 7-15. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Simplextableau:

) 1
I 2 1
I3 0 4
Ty —2 8
z | =7] 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
Das Simplextableau ist nicht entscheidbar.
Das Simplextableau ist entscheidbar und es gibt keine optimale Losung.

Das Simplextableau ist entscheidbar und es gibt eine optimale Lésung.

gaQw»

Das Simplextableau ist entscheidbar und & = (1,0, 4, 8)" ist eine optimale
Losung.

&=

Das Simplextableau ist nicht entscheidbar und es ist zs gegen x4 auszu-
tauschen.
F  Das Simplextableau ist nicht entscheidbar und es ist x gegen x; auszu-
tauschen.
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Losungsweg:

Das Simplextableau erfiillt weder (S1) noch (Sz); es ist daher nicht ent-
scheidbar. Daher ist A richtig und B, C, D sind falsch.

Da Pivotelemente negativ sein miissen, mufl zs gegen x4 ausgetauscht
werden. Daher ist E richtig und F ist falsch.

Losung: A, E

Aufgabe 7-16. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Simplextableau:

1 X2 1
r3|—2 0] 2
z |—-1 2|-1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Das Simplextableau ist entscheidbar.

B 1, < x3 ist ein moglicher Austausch nach den Regeln des Simplexver-
fahrens.

C x=(0,0,2,3) ist eine optimale Losung.

D x=(1,0,0,5)" ist eine optimale Losung.

E  Das Optimierungsproblem besitzt keine Losung.

Loésungsweg:

° Das Simplextableau erfiillt weder (S1) noch (Sz); es ist also nicht ent-
scheidbar. Daher ist A falsch.

° 1 <> x3 ist ein moglicher Austausch, da sowohl der Koeffizient von
in der Zielfunktion als auch das Pivotelement negativ ist. Daher ist B
richtig.

° Der Austausch von z; gegen z3 fiihrt auf ein Simplextableau der Form

T3 To 1
X1 1
Ty 5
z |12 2] =2

Dieses Simplextableau erfiillt (Sy); es ist daher entscheidbar und enthélt
die optimale Lésung « = (1,0,0,5)". Der zugehorige Wert der Zielfunk-
tion ist z = —2. Daher ist D richtig und E ist falsch.

Der Vektor & = (0,0,2,3)" ist zuldssig und der zugehorige Wert der
Zielfunktion ist z = —1 > —2. Daher ist C falsch.

Losung: B, D
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Aufgabe 7-17. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Simplextableau:

T i) Is 1
| 1 —2 —1] 5
23| 2 -1 0] 2
T -1 —2 —2] 12
z 4 =3 =21 20

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A x5y < 3 ist ein moglicher Austausch nach den Regeln des Simplexver-
fahrens.

B  xy < x4 ist ein moglicher Austausch nach den Regeln des Simplexver-
fahrens.

C  Der Austausch x5 < x4 fiihrt auf ein entscheidbares Simplextableau.

D  Der Austausch x5 < =z, fithrt auf ein nicht entscheidbares Simplex-
tableau.

E Das Optimierungsproblem besitzt keine Losung.
F  Fiir die optimale Losung gilt z = 10.

Losungsweg:

) To < 3 ist ein moglicher Austausch, denn sowohl der Koeffizient von
in der Zielfunktion als auch das Pivotelement ist negativ und es gilt

2 . [5 2 12

— = min< -, -, —

1 271" 2
Daher ist A richtig.

° Ty <> x4 ist kein moglicher Austausch: Zwar ist sowohl der Koeffizient
von s in der Zielfunktion als auch das Pivotelement negativ, aber es gilt

5 . [5 2 12
2 7 mm{wg}
Daher ist B falsch.

° Der Austausch x5 < x4 fiithrt auf ein Simplextableau der Form

T1 Xy X4 1

s
T3
Lg
z 2 1 2| 10

Dieses Simplextableau erfiillt (Sy). Es ist daher entscheidbar und enthélt
eine optimale Losung, und fiir die optimale Losung gilt z = 10. Daher
sind C, F richtig und D, E sind falsch.

Losung: A, C, F
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Aufgabe 7-18. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Tableau:

T T3 Tq
| =3 2 -1
Y| =2 2 2
Y3 1 -1 -3
z | =1 -1 1

z | —1 1 -1

== W N

Dabei bezeichnet z die Zielfunktion des Originalproblems und z die Zielfunk-
tion des Hilfsproblems. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A 1y & x4 ist ein nach den Regeln des Simplexverfahrens moglicher Aus-
tausch zur Losung des Hilfsproblems.

B 1z, < y, ist ein nach den Regeln des Simplexverfahrens moglicher Aus-
tausch zur Losung des Hilfsproblems.

C 13 < y3 ist ein nach den Regeln des Simplexverfahrens moglicher Aus-
tausch zur Losung des Hilfsproblems.

D x4 < x5 ist ein nach den Regeln des Simplexverfahrens moglicher Aus-
tausch zur Losung des Hilfsproblems.

E x4 < y3 ist ein nach den Regeln des Simplexverfahrens moglicher Aus-
tausch zur Losung des Hilfsproblems.

Losungsweg:

Zur weiteren Bearbeitung des Hilfsproblems muf3 x; oder x4 ausgetauscht
werden. Daher ist C falsch.

Beim Austausch von z; mufl x; gegen xo ausgetauscht werden. Daher ist
A richtig und B ist falsch.

Beim Austausch von x; mufl x4 gegen y; ausgetauscht werden. Daher ist
E richtig und D ist falsch.

Losung: A, E

Aufgabe 7-19. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Tableau:

T T3 Tq 1
w| 1 -1 0] 2
ys | 1 -1 1| 1
x| —2 =1 3| 7
z |—-1 2 4]-6
z 2 -2 1| 3

Dabei bezeichnet z die Zielfunktion des Originalproblems und z die Zielfunk-
tion des Hilfsproblems. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A Zur Erlangung einer zuldssigen Basislosung fiir das Originalproblem muf}
als néchstes x3 gegen y; ausgetauscht werden.

B Zur Erlangung einer zuldssigen Basislosung fiir das Originalproblem muf}
als néchstes x3 gegen y3 ausgetauscht werden.

C  Zur Erlangung einer zulédssigen Basislosung fiir das Originalproblem muf}
als néchstes r3 gegen o ausgetauscht werden.

D  Zur Erlangung einer zuléssigen Basislosung fiir das Originalproblem muf
als néchstes x1 gegen o ausgetauscht werden.

E x=(0,7,0,0) ist eine zuléssige Basislosung fiir das Originalproblem.
Losungsweg:

° Zur weiteren Bearbeitung des Hilfsproblems mufl x3 gegen y3 ausge-
tauscht werden. Daher ist B richtig und A, C, D sind falsch.

. Fir « = (0,7,0,0) gilt x; = 23 = 24 = 0 und damit y; = 2 # 0 (sowie
ys = 1 # 0). Daher ist E falsch.

Losung: B

Aufgabe 7-20. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Tableau:

T T3 Ty 1
T 2 =2 4| 8
5| 0 =1 9| 3
wl o 3 1| 3
w|l 1 3 0 1
z |5 -4 1| 0
z 1 6 1| 4

Dabei bezeichnet z die Zielfunktion des Originalproblems und z die Zielfunk-
tion des Hilfsproblems. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Das Tableau enthélt ein Simplextableau fiir das Originalproblem mit der
zuldssigen Basislosung « = (0, 8,0,0, 3)".

B Das Tableau enthélt kein Simplextableau fiir das Originalproblem; zur
Erlangung einer zuldssigen Basislosung muf} als néchstes z3 gegen s
ausgetauscht werden.

C  Das Tableau enthilt kein Simplextableau fiir das Originalproblem; zur
Erlangung einer zulédssigen Basislosung mufl als néchstes x3 gegen o
ausgetauscht werden.

D  Da das Gleichungssystem der Nebenbedingungen keine Losung besitzt,
ist das lineare Optimierungsproblem nicht losbar.
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Losungsweg:

Das Tableau enthélt kein Simplextableau fiir das Originalproblem, denn
fir @y = 23 = x4 = 0 gilt ¥4 = 3 # 0 (sowie yo = 1 # 0). Daher ist A
falsch.

Da alle Koeffizienten der Zielfunktion des Hilfsproblems positiv sind, ist
das Simplexverfahren fiir das Hilfsproblem beendet. Wegen z = 4 > 0
besitzt das Originalproblem keine Losung. Daher ist D richtig und B, C
sind falsch.

Loésung: D

Aufgabe 7-21. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Tableau:

T2 T5 Tg 1
3] 1 —4 0] 4
g -1 4 0] 2
z|—1 &5 0] O
n| 1 -6 1| 1
z |=-3 12 0|-3
z 1 -6 1| 1

Dabei bezeichnet z die Zielfunktion des Originalproblems und z die Zielfunk-
tion des Hilfsproblems. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Das Tableau enthélt ein Simplextableau fiir das Originalproblem mit der
zuldssigen Basislosung « = (0,0,4,2,0,0)".

B Das Tableau enthélt kein Simplextableau fiir das Originalproblem; zur
Erlangung einer zulissigen Basislosung mufl als néchstes x5 gegen x3
ausgetauscht werden.

C  Das Tableau enthélt kein Simplextableau fiir das Originalproblem; zur
Erlangung einer zulédssigen Basislosung mufl als néichstes x5 gegen i
ausgetauscht werden.

D  Das Tableau enthilt kein Simplextableau fiir das Originalproblem; zur
Erlangung einer zuldssigen Basislosung mufl als néchstes zo gegen
ausgetauscht werden.

Losungsweg:

Das Tableau enthélt kein Simplextableau fiir das Originalproblem, denn
fiir 9 = x5 = x4 = 0 gilt y; = 1 # 0. Daher ist A falsch.

Zur weiteren Bearbeitung des Hilfsproblems mufl x5 gegen y; ausge-
tauscht werden. Daher ist C richtig und B, D sind falsch.

Lésung: C
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Aufgabe 7-22. Bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems mit
Hilfe des Simplexverfahrens ergab sich das folgende Tableau:

Ty Ty 1

Y1 0 —4 2
To| =3 —2| 4
I3 1 4 3
z 6 24| 6

z 0 -4} 2

Dabei bezeichnet z die Zielfunktion des Originalproblems und z die Zielfunk-
tion des Hilfsproblems. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Zur Erlangung einer zuldssigen Basislosung fiir das Originalproblem muf}
als néchstes r, gegen o ausgetauscht werden.

B Zur Erlangung einer zuldssigen Basislosung fiir das Originalproblem muf
als néchstes x4 gegen y; ausgetauscht werden.

C  Zur Erlangung einer zuléssigen Basislosung fiir das Originalproblem muf3
als nichstes x4 gegen x3 ausgetauscht werden.

D  Das Hilfsproblem besitzt keine Losung.

E x = (0,4,3,0) ist eine Losung fiir das Originalproblem und der zu-
gehorige Wert der Zielfunktion ist 2 = 6.

F x =(0,3,51/2) ist eine Losung fiir das Originalproblem und der zu-
gehorige Wert der Zielfunktion ist z = 6.

G x = (0,3,5,1/2) ist eine Losung fiir das Originalproblem und der zu-
gehorige Wert der Zielfunktion ist z = 18.

Losungsweg:
° Zur weiteren Bearbeitung des Hilfsproblems mufl x, gegen y; ausge-
tauscht werden. Daher ist B richtig und A, C sind falsch.
. Der Austausch von x4 gegen ¥, fiihrt auf ein Tableau der Form
1 N 1
Ty 1/2
I 3
I3 5
z | 6 18
zZ |0 0

Wegen z = 0 enthélt dieses Tableau ein Simplextableau fiir das Ori-
ginalproblem. Dieses Simplextableau erfiillt (Sy); es ist daher optimal.
Insbesondere ist * = (0,3,5,1/2)" eine optimale Losung und der zu-
gehorige Wert der Zielfunktion ist z = 18. Daher ist G richtig und D,
E, F sind falsch.

Losung: B, G
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Lineare Differenzengleichungen

Aufgabe H Loésung

8-1 B,D,F
8-2 A F

83 A, B, C

84 A,B,C,D.E G
85 A

86 B,D

87 A

8-8 B, E

8-9 A, B, F

8-10 A, B

8-11 A, C,D

8-12 E

8-13 D
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Aufgabe 8—-1. Die lineare Differenzengleichung
fn+2 - 14fn+1 + 53fn = 347’12 +4

ist eine homogene Differenzengleichung.

ist eine inhomogene Differenzengleichung.

ist eine lineare Differenzengleichung 1. Ordnung.
ist eine lineare Differenzengleichung 2. Ordnung.

besitzt eine eindeutige Losung.
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besitzt unendlich viele Losungen.
Losungsweg:

. Die Differenzengleichung ist inhomogen, denn es gilt 34n%+4 # 0. Daher
ist B richtig und A ist falsch.

. Der hochste Index, der in der linearen Differenzengleichung auftritt, ist
n + 2. Daher ist D richtig und C ist falsch.

. Da keine Anfangsbedingung gegeben ist, besitzt die Differenzengleichung
unendlich viele Losungen. Daher ist F richtig und E ist falsch.

Losung: B, D, F
Aufgabe 8-2. Gegeben sei die lineare Differenzengleichung (D)

fn+1_4fn - 4

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Differenzengleichung hat die Ordnung 1.

B Die Differenzengleichung hat die Ordnung 2.

C  Die Differenzengleichung hat die Ordnung 4.

D  Die Folge {f}.en, mit f* = 2" ist eine Losung der zugehorigen homo-
genen Differenzengleichung.

E  Die Folge {f}}nen, mit ff = 2" ist eine Losung von (D).

F  Die Folge {f}nen, mit f = 4" ist eine Losung der zugehorigen homo-

genen Differenzengleichung.
G Die Folge {f*},en, mit f* = 4™ ist eine Losung von (D).

Loésungsweg:

) Der hochste Index, der in der linearen Differenzengleichung auftritt, ist
n + 1. Daher ist A richtig und B, C sind falsch.

° Die zugehorige homogene Differenzengleichung lautet f,,1 — 4f, = 0.

Durch Einsetzen erkennt man, dafl F richtig und D falsch ist.

° Durch Einsetzen erkennt man, dafl E, G falsch sind.
Losung: A, F
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Aufgabe 8-3. Gegeben sei die lineare Differenzengleichung (D)

fn+1_2fn =1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Fiir jedes o € R ist die Folge {f*}.en, mit f = 2" eine Losung der
zugehorigen homogenen Differenzengleichung.

B  Die Folge {f},en, mit f = 2™ ist eine Losung der zugehorigen homo-
genen Differenzengleichung.

C  Die Folge {f!}nen, mit f =2" —1 ist eine Losung von (D).

D  Fiir jedes o € R ist die Folge {f*},en, mit ff = (2" —1) eine Losung
von (D).

Losungsweg:

Die zugehorige homogene Differenzengleichung lautet
Jor1=2fn =0
Sie besitzt die allgemeine Losung {h* },en, mit
hy, = a2"

und a € R. Daher sind A, B richtig.
Die Folge {g*}nen, mit
gn = —1
ist eine Losung von (D).
Die allgemeine Losung von (D) ist also durch die Folge {f*},en, mit

fo=a2"-1

und a € R gegeben. Daher ist C richtig und D ist falsch.
Loésung: A, B, C

Aufgabe 8-4. Gegeben sei die lineare Differenzengleichung (D)

f7L+1 - (n+1) fn =n

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A

B

Die Folge {f*}nen, mit f* = n! ist eine Losung der zugehodrigen homo-
genen Differenzengleichung.

Die Folge {f*},en, mit [ = 2n! ist eine Losung der zugehorigen homo-
genen Differenzengleichung.

Fiir jedes o € R ist die Folge {f;}nen, mit fF = an! eine Losung der
zugehorigen homogenen Differenzengleichung.
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D  Die Folge {f}nen, mit £ =n! — 1 ist eine Losung von (D).
E  Die Folge {f}nen, mit ff =2n! —1 ist eine Losung von (D).
F  Die Folge {f}nen, mit ff =2 (n!—1) ist eine Losung von (D).
G  Fiir jedes a € R ist die Folge {f*}nen, mit f¥ = an! — 1 eine Losung
von (D).
H Fiir jedes o € R ist die Folge {f*}nen, mit [ = a(n!—1) eine Losung
von (D).
Losungsweg:
. Die zugehorige homogene Differenzengleichung lautet
fn+1 - (TL-I—].) fn =0
Sie besitzt die allgemeine Losung {h%},en, mit
h;, = an!
und « € R. Daher sind A, B, C richtig.
. Die Folge {g}}nen, mit

gn = —1
ist eine Losung von (D).

Die allgemeine Losung von (D) ist also durch die Folge {f},en, mit

fo = anl—1

und « € R gegeben. Daher sind D, E; G richtig und F, H sind falsch.
Losung: A, B, C, D, E, G

Aufgabe 8-5. Die lineare Differenzengleichung (D)

n—+2 1

S L

besitzt die allgemeine Losung {f*},en, mit

fr=am+l)+n

und a € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A

B

Die Folge {f*}nen, mit fi* = 2n+1 ist eine Losung von (D) und erfiillt
die Anfangsbedingung fo = 1.

Die Folge {f**}.en, mit f* = —2n + 1 ist eine Losung von (D) und
erfiillt die Anfangsbedingung fo = 1.

Die Folge {f*},en, mit /7 =n+1 ist eine Losung von (D) und erfiillt
die Anfangsbedingung fo =1.

Die Folge {f** }nen, mit fi* = 2n—1 ist eine Lésung von (D) und erfiillt
die Anfangsbedingung fo =1.
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Losungsweg: Aus der Anfangsbedingung f, = 1 ergibt sich 1 = f§* = a und
damit o = 1. Es gilt also

= (n+l)+n = 2n+1

Daher ist A richtig und B, C, D sind falsch.
Losung: A

Aufgabe 8-6. Sei {f**},en, die eindeutige Losung der linearen Differenzen-
gleichung (D)

fn+1 - fn = —4
die die Anfangsbedingung (A)

Jo =4
erfiillt. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A =32
B =16
C  fr=—

D or=-32
E o =-16
F r=—4
Loésungsweg:

D Die Differenzengleichung (D) besitzt die allgemeine Lésung { f7 }.en, mit

= a—4n

n

und « € R..

. Aus der Anfangsbedingung (A) ergibt sich 4 = f3* = o und damit o = 4.
Es gilt also

= 4—4n

n

) Insbesondere gilt fi* = —16 und f;* = —32. Daher sind B, D richtig
und A, C, E, F sind falsch.

Loésung: B, D

Aufgabe 8-7. Sei {f**},en, die eindeutige Losung der linearen Differenzen-

gleichung (D)
5
fn+1 - ifn =3

die die Anfangsbedingung (A)
Jo=1
erfiillt. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A fr=-243-(5/2)"

B fy=—2-3-(5/2)"

C fr=-243-(7/2)"

D = —2-3-(7/2)"

E f*=243-(5/2)"

F =2-3-(5/2)"

G frr=243-(7/2)"

H frr=2-3-(7/2)"

Loésungsweg:

. Die Differenzengleichung (D) besitzt die allgemeine Losung { f7},en, mit

5 n
- e —_9
und a« € R..
) Aus der Anfangsbedingung (A) ergibt sich 1 = f§* = — 2+ o und damit

a = 3. Es gilt also
5 n
T =3(=) —2

Dabher ist A richtig und B, C, D, E, F, G, H sind falsch.
Losung: A
Aufgabe 8-8. Das zu der linearen Differenzengleichung
frv2 = 3fo1 —4fn = =3
gehorende charakteristische Polynom besitzt

genau eine Nullstelle.

genau zwei reelle Nullstellen.

zwei konjugiert komplexe Nullstellen.
die Nullstelle A = 3.

die Nullstelle A = 4.

die Nullstelle A = 2 + /7.

Losungsweg: Die zugehorige homogene Differenzengleichung lautet

fn+2 - 3fn+1 - 4fn =0
Daraus ergibt sich das charakteristische Polynom A2 — 3\ — 4. Es besitzt die

reellen Nullstellen
3 9 3 5
Mo = —+4/—-+4 = -+ =
12 = 5yt 272

Daher sind B, E richtig und A, C, D, F sind falsch.
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Losung: B, E
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Aufgabe 8-9. Das zu der linearen Differenzengleichung

fn+2 - 6.fn+1 + 9fn =5

gehorende charakteristische Polynom besitzt die doppelte Nullstelle A = 3.
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A

B

Die Folge {f*},en, mit f* = 3™ ist eine Losung der zugehorigen homo-
genen Differenzengleichung.

Die Folge {f*},en, mit [ = n 3" ist eine Losung der zugehorigen homo-
genen Differenzengleichung.

Die Folge {f*},en, mit f* = 2" ist eine Losung der zugehorigen homo-
genen Differenzengleichung.

Die Folge {f}nen, mit f =n 2" ist eine Losung der zugehorigen homo-
genen Differenzengleichung.

Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differenzengleichung
ist durch die Folge {f*},en, mit f¥ = a12" + a2 n 2" und a3, € R
gegeben.

Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differenzengleichung
ist durch die Folge {f*}nen, mit f* = a13" + asn3” und aj,as € R
gegeben.

Loésungsweg: Da das zugehorige charakteristische Polynom die doppelte Null-
stelle A = 3 besitzt, ist die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen
Differenzengleichung durch die Folge {f*},en, mit

fr=a3"+and"

n

und aq, as € R gegeben. Daher sind A, B, F richtig und C, D, E sind falsch.

Losung: A, B, F

Aufgabe 8-10. Gegeben sei die lineare Differenzengleichung

fn+2 - 2fn+1 + bfn =0

mit b € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A

Fiir b = —3 ist die Folge {f*},en, mit
f;: = 3” + Q9 (—1)”

und ag, ay € R die allgemeine Losung der Differenzengleichung.
Fiir b = 1 ist die Folge {f}}.en, mit

fr = a1 +aan

und ag, ay € R die allgemeine Losung der Differenzengleichung.
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C  Fir b = 2 ist die Differenzengleichung nicht losbar.

D  Fir b= 2 ist die Folge {f*}nenN, mit
fi = a2

n

und « € R die allgemeine Losung der Differenzengleichung.

Losungsweg:
° Die Differenzengleichung ist homogen und das charakteristische Polynom
lautet

A =2\ +b
° Im Fall b < 1 besitzt das charakteristische Polynom die reellen Nullstellen

Mo = 1£VI-b

In diesem Fall ist die allgemeine Losung der Differenzengleichung durch
die Folge {f*},en, mit

fr=a (1+\/ﬁ)"+a2 (1— l—b)n

und oy, ay € R gegeben. Daher ist A richtig.

) Im Fall b = 1 besitzt das charakteristische Polynom die doppelte reelle
Nullstelle
A=1

In diesem Fall ist die allgemeine Losung der Differenzengleichung durch
die Folge {f*}nen, mit
fr = a1+aan

und « € R gegeben. Daher ist B richtig.

° Im Fall b > 1 besitzt das charakteristische Polynom die konjugiert kom-
plexen Nullstellen
Ao = 1E£ivb-1

In diesem Fall ist die allgemeine Losung der Differenzengleichung durch
die Folge {f*},en, mit
= ayb™? cos(ngp) + axb™?sin(ny)

n

und a1, a9 € R sowie ¢ € [0,27) mit b'/2 cos(p) = 1 und b'/?sin(p) =
v/b—1 gegeben. Daher sind C, D falsch.

Losung: A. B
Aufgabe 8-11. Gegeben sei die lineare Differenzengleichung

fn+2 - fn+1 = fnJrl - fn
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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Die Folge {f*},en, mit £ =1 ist eine Losung der Differenzengleichung.

& >

Die Folge {f}nen, mit £ = a und « € R ist die allgemeine Losung der

Differenzengleichung.

C  Die Folge {f!}nen, mit f = a1 + asn und a;, a2 € R ist die allgemeine
Losung der Differenzengleichung.

D  Die Folge {f;}nen, mit f; =1 —n ist eine Losung der Differenzenglei-

chung.

Losungsweg: Die lineare Differenzengleichung 148t sich in der Form

fn+2 - 2fn+1 + fn - O

schreiben. Es handelt sich also um eine homogene lineare Differenzengleichung
zweiter Ordnung. Das charakteristische Polynom lautet A2 — 2\ + 1. Es besitzt
die doppelte reelle Nullstelle A = 1. Die allgemeine Losung der Differenzen-
gleichung ist also durch die Folge {f*},en, mit

fo= a1 +agn

und aq, ay € R gegeben. Daher sind A, C, D richtig und B ist falsch.
Loésung: A, C, D

Aufgabe 8-12. Die lineare Differenzengleichung (D)

fn+2 - 8fn+1 + 12fn = - 20

besitzt die allgemeine Losung { f*},en, mit

f}‘< = 0[12n+0426n—4

n

und ag, as € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Folge {f*}nen, mit f* =2-2"+6-6" — 4 ist eine Losung von (D)
und erfiillt die Anfangsbedingungen fy =4 und f; = 20.

B  Die Folge {f*}nen, mit f* =2-2"+6-6"+4 ist eine Losung von (D)
und erfiillt die Anfangsbedingungen fo =4 und f; = 20.

C  Die Folge {f¥*}neN, mit fi* = 32" 4+ 6" — 4 ist eine Losung von (D)
und erfiillt die Anfangsbedingungen fo =4 und f; = 20.

D  Die Folge {f*}nen, mit fi* = 3-2" + 6" + 4 ist eine Losung von (D)
und erfiillt die Anfangsbedingungen fo =4 und f; = 20.

E  Die Folge {f**}nen, mit fi* =6-2" 426" — 4 ist eine Lésung von (D)
und erfiillt die Anfangsbedingungen fo =4 und f; = 20.

F  Die Folge {f**}nen, mit fi* =6-2" 426" 4+ 4 ist eine Lésung von (D)
und erfillt die Anfangsbedingungen f; =4 und f; = 20.
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Losungsweg: Die Anfangsbedingungen sind in allen Alternativen identisch
und liefern die Gleichungen

4:5* o1 + 0[2—4
2021**:20114—6(12—4

Aus dem linearen Gleichungssystem

a + a = 8
20£1+60[2 = 24

ergibt sich ay = 6 und ap = 2. Daher ist E richtig und A, B, C, D, F sind
falsch.

Loésung: E

Aufgabe 8-13. Fiir welche Wahl von f* ist die Folge {f/*},en, eine Losung
der linearen Differenzengleichung (D)

fn+2 - fn+1 - 2fn =6
die die Anfangsbedingung (A)

fo=f =0
erfillt?
A fr=2ng (-1 -3
B fr=2"1 (1) -3
C  fr=242(-1)—3
E fr=2"4 (=) -3

Losungsweg:
e  Die allgemeine Losung von (D) ist durch die Folge {f;},en, mit
f;{ = 1 2" + Qo (—1)" -3

und a1, as € R gegeben.

° Aus der Anfangsbedingung (A) erhélt man das lineare Gleichungssystem
a; + ay = 3
20(1 — Q9 = 3

Daraus ergibt sich a; = 2 und o = 1. Also ist die eindeutige Losung der
Differenzengleichung (D), die die Anfangsbedingung (A) erfiillt, durch
die Folge { " }nen, mit

fir = g (1) -3
gegeben. Daher ist D richtig und A, B, C, E sind falsch.
Losung: D



Kapitel 9

Konvergenz von Folgen, Reihen
und Produkten

Aufgabe H Lésung ‘ ‘ Aufgabe H Losung
9-1 C, D 9-10 B, D
9-2 B, D 9-11 C

9-3 B, CF 9-12 B, D
94 C 9-13 A E
9-5 A DF 9-14 C E F
9-6 A, C,DE 9-15 C,F
9-7 C, D 9-16 A'B
9-8 A B, D 9-17 B, D E
9-9 B 9-18 B,DE
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Aufgabe 9-1. Fiir welche Wahl von a,, ist die Folge {a, },en eine Nullfolge?

A a — (n+1)(n—1)
Vn
n+1
B n =
a N
1
C n — =
a NG
1
D a, =
ny/n
Losungsweg:
° Es gilt

Daher ist A falsch.
° Es gilt

Daher ist B falsch.
. Offensichtlich sind C, D richtig.
Loésung: C, D

Aufgabe 9—2. Welche der nachstehenden Folgen sind Nullfolgen?
e
3n neN

{ T }

B _on

M*+1)(n*=1) J con. 3
n? 41

¢ {<+1><—1>}{}
b { (7522?27385; & 1lo)n> }{}

E {(n+1)(n+2)(n+3)}

n3
Loésungsweg:

° Es gilt
n®+n n+1

3n 3

Daher ist A falsch.
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° Es gilt

nt n*

(2+1)(n—1)  m+nd—n?—1
Dabher ist B richtig.

. Es gilt

n?+1 n?+1

(n+1)(n—1)  n2—1

Daher ist C falsch.
° Es gilt
(2n?+n)(n+1) 2n® +3n% +n
(n2—7n)(n?—10n)  n* — 17n% + T0n
Dabher ist D richtig.
. Es gilt

(n+1)(n+2)(n+3) n® +6n%+ 11n + 6
n3 n3

Dabher ist E falsch.

Losung: B, D
Aufgabe 9-3. Gegeben sei die Folge {ay }neq23,..} mit
w - 2n% + 3n
" (n+D(n—1)

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
{an}neqas,..y ist divergent.

{@n}nef2,3,..} ist konvergent.

{@n}neq2s,..y ist konvergent mit Grenzwert 2.
{an}neq2s,...y ist konvergent mit Grenzwert 3.
{@n}neq2,3,..y ist eine Nullfolge.
{an—2},eq23,..1 ist eine Nullfolge.
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{@n—3}neq23...y ist eine Nullfolge.
Losungsweg: Es gilt
2n? + 3n 2n? + 3n

n = (n+1)(n—1) T oz

und damit lim,, . a, = 2 und lim,,_,«(a,—2) = 0. Daher sind B, C, F richtig
und A, D, E, G sind falsch.

Loésung: B, C, F
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Aufgabe 9-4. Gegeben sei die Folge {a, }nen, mit

3n2—2n+1

an = (1" n?+1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A {a,}tnen, ist konvergent mit lim,, ., a, = 3.
B {an }neN, ist konvergent mit lim, o a, = — 3.
C  {an}nen, ist divergent.
D  {a,—3}uen, ist eine Nullfolge.
E {an+3}nen, ist eine Nullfolge.
Losungsweg: Es gilt

. o3n?—2n+1

hm 5 1 = 3

n—oo n®+1
und damit

: : 3(2k)* — 2(2k) + 1
_ _1\2k _
dm gz = Jim (=17 =0 ’
wnd 3(2k-+1)? — 2(2k+1) + 1
+1)2 = 2(2k+1) +
. i (L 1\2k+1 _
klggo Gakt1 = klggo( 1) (2k+1)2 +1 3

Die Folge {a,}nen, besitzt also die konvergenten Teilfolgen {ao}ren, und

{aoks1 }ren, mit
klim ag # klim (241
Sie ist also divergent. Daher ist C richtig und A, B, D, E sind falsch.
Losung: C

Aufgabe 9-5. Die Folge {a, }nen, mit

—-
n
-+

beschrankt.
unbeschrankt.
monoton wachsend.
monoton fallend.
divergent.

konvergent.
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nicht monoton.
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Losungsweg:

Die geometrische Folge {¢"}nen, ist fiir ¢ € [—1, 1] beschrénkt. Daher
ist A richtig und B ist falsch.
Die geometrische Folge {¢" }nen, ist fiir ¢ € (—1, 1) eine Nullfolge. Daher
ist F richtig und E ist falsch.

Die geometrische Folge {¢"}nen, ist fiir ¢ € (0,1) wegen

qn+1

o =gq <1

streng monoton fallend. Daher ist D richtig und C, G sind falsch.
Losung: A, D, F

Aufgabe 9-6. Gegeben sei die Folge {a, }nen, mit ag = 5 und

1
an+1 = —an

5

fiir alle n € Ny. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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{an}nen, ist beschrankt.

{an }nen, ist monoton wachsend.
{an}nen, ist monoton fallend.
{an }nen, ist konvergent.

{an }nen, ist konvergent gegen 0.

{an}nen, ist konvergent gegen 1.

Losungsweg: Die Folge {a, }nen, ist wegen

1\" 5
a, = | =) a = —
5) 7% " bBn

eine beschriankte und streng monoton fallende Nullfolge. Daher sind A, C, D,
E richtig und B, F sind falsch.

Losung: A, C, D, E

Aufgabe 9-7. Gegeben sei die Folge {a, }nen mit

[ 141/n  falls n gerade
"1 falls n ungerade

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A
B
C
D

{an }nen ist monoton wachsend.
{an}nen ist monoton fallend.
{a, tnen ist beschrinkt.

{an}nen ist konvergent.
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Losungsweg:
) Offensichtlich sind A, B falsch.
° Fiir alle n € N gilt 1 < a,, < 2. Daher ist C richtig.

° Fiir alle n € N gilt |a,, —1| < 1/n. Die Folge ist also konvergent gegen 1.
Daher ist D richtig.

Losung: C, D

Aufgabe 9-8. Gegeben sei die Folge {a,}nen, mit
1 n
a, = | =
)
Sp = Zak
k=0

die Folge der Partialsummen von {a, },en,. Welche der folgenden Alternativen
sind richtig?

Weiterhin sei {s,}nen, mit

A {s,}nen, ist monoton wachsend.

B Esgilt
1— (1/5)n+1
S, = ———————
4/5
C Esgilt
1— (1/5)n+1
S'IL = =
5/4

D  Esgilt lim, . s, =5/4.

E  Esgilt lim, .o s, =4/5.

Loésungsweg:

° Es gilt s,41 — 8 = a1 = (1/5)"1 > 0. Daher ist A richtig.
° Es gilt

Sy = i(l)k _ 1=/t _ 1— (1/5)+

£\ 5 1—(1/5) 4/5

Dabher ist B richtig und C ist falsch.
° Es gilt
_ n+1
s, — lm oA 15
n—oo n—o0 4/5 4/5 4
Daher ist D richtig und E ist falsch.

Losung: A, B, D
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Aufgabe 9-9. Welche der folgenden Reihen sind konvergent?

=k
A
Z 3k—1
k=1
> k% + 200k
B D g
1
—~ Skt +4
c ZOO: k2 —1
P (k+1)(k—1)
> k
D _r
Losungsweg:

Es gilt
k 1

lim ——— =
ks 3k—1 3
Also bilden die Glieder der Reihe )2 | k/(3k—1) keine Nullfolge. Daraus
folgt, daBl die Reihe divergent ist. Daher ist A falsch.
Fiir alle £ € N mit £ > 200 gilt

k% + 200k - k2 4+ 200k - k2 4+ k2 2
5k4+4  — 5k4 —  5k*  Bk2?

Da die Reihe ) ;7 | 1/k* konvergent ist, ist auch die Reihe Y2, 2/(5k?)
konvergent. Also ist nach dem Majoranten—Minoranten—Test auch die
Reihe Y32 | (k*+200k)/(5k*+4) konvergent. Daher ist B richtig.

Es gilt
k*—1
(k+1)(k—1)
Die Glieder der Reihe Y 7, (k*—1)/((k+1)(k—1)) bilden also keine
Nullfolge. Daher ist C falsch.
Fiir alle K € N mit £ > 7 gilt

k k k 1
Ve > = > /= = =
Tk2—2 = V7k2 = Vi3 k
Da die harmonische Reihe ) 72, 1/k divergent ist, folgt aus dem Majo-

ranten-Minoranten—Test, daB auch die Reihe Y ;- \/k/(7k?—2) diver-
gent ist. Daher ist D falsch.

=1

Losung: B
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Aufgabe 9-10. Welche der folgenden Reihen sind konvergent?

=1
AZ%

k=1
B> (1
— k+2
=9
C z
2%
k=1
- k
D -
>3
k=1
Losungsweg:

. Die Reihe Y 72, 1/ Vk ist divergent. Daher ist A falsch.

. Die Folge {1/vk+2}ren ist eine monotone Nullfolge. Also erfiillt die Rei-
he Y77 (—1)¥(1/v/k+2) die Leibniz-Bedingung fiir alternierende Reihen
und ist damit konvergent. Daher ist B richtig.

e  Die harmonische Reihe ), | 1/k ist divergent. Damit ist auch die Reihe
> re 1 9/k divergent. Daher ist C falsch.

° Fiir alle K € N mit k& > 2 gilt
k k 1 1

< = <

351 — 3k3_3k  3(k2—1) — 3(k_1)?
Da die Reihe Y 72, 1/(k—1)* = Y77, 1/k? konvergent ist, ist auch die
Reihe Y2, 1/(3(k—1)?) konvergent. Nach dem Majoranten—Minoran-
ten—Test ist auch die Reihe Y 7, k/(3k*—1) konvergent. Daher ist D
richtig.

Loésung: B, D

Aufgabe 9-11. Welche der folgenden Reihen sind konvergent?

NGERINGE
A/~ T
e

A

ES
Il
—

B

2k+1)’“

e
Il
—

a
[M]#
|~

=~
Il
—

(k+1)(k+2)
102+ k

w)
[M]#

=~
Il
H
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Losungsweg:

Die harmonische Reihe >~ | 1/k ist divergent. Daher ist A falsch.

Es gilt
o 2k +1\F 2% + 1
lim < K ]:_ > = lim K ]:— = 2

Aus dem Wurzeltest folgt, daff die Reihe Y. ((2k+1)/k)"* divergent ist.
Daher ist B falsch.

Die geometrische Reihe Y ;7 | ¢* ist fiir alle ¢ € R mit | g| < 1 konvergent.
Daher ist C richtig.

Es gilt

(k+1)(k+2)  k*+3k+2
10k2+k  10k>+k
Also ist die Folge {(k+1)(k+2)/(10k*+k)}ren keine Nullfolge. Daraus
folgt, daB die Reihe >, (k+1)(k+2)/(10k*+k) divergent ist. Daher ist
D falsch.

Loésung: C

Aufgabe 9-12. Welche der folgenden Reihen sind konvergent?

ALy
k=1
o0 kS
B > &
k=1
= 2k
c k+1
—~ 3k +
</ 2 \
D -
> (551)
k=1
Losungsweg:
. Es gilt

3k 3k kY’
;}LTO((kH)S / k3) JE&B(kH) =

Daher ist A falsch.

Es gilt
A L S N 4 D AN
i (Y ) ) =g () =5 <

Daher ist B richtig.
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) Es gilt

N}

lim —— = =
Jm 70

w

Daher ist C falsch.
) Es gilt

limk< 2k )kzlim%:2<1
k—o0 3k+1 k—oo 3k + 1 3
Daher ist D richtig.
Losung: B, D

Aufgabe 9-13. Gegeben sei die Reihe
Vi1
—~ Kk +1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Aus dem Majoranten—Minoranten—Test folgt, dafl die Reihe konvergiert.
Aus dem Majoranten—Minoranten—Test folgt, dafl die Reihe divergiert.
Aus dem Quotiententest folgt, dal die Reihe konvergiert.

Aus dem Quotiententest folgt, dafi die Reihe divergiert.

o wil@Ros i

Der Quotiententest liefert keine Entscheidung.
Losungsweg:

° Es gilt
V-1
< ¥Yr o
K2+1 — k? k3/2
Daher ist A richtig und B ist falsch.
° Wegen

g (YEFL=1 /VE—TY g (VEFL=1 k241 _
k—oo\ (k+1)24+1/ k241 )  k=>o\ VE—1 (k+1)2+1)

liefert der Quotiententest keine Entscheidung. Daher ist E richtig und
C, D sind falsch.

E

Losung: A, E

Aufgabe 9-14. Von der Potenzreihe

oo
E ag xk
k=0

mit Konvergenzradius r sei bekannt, dafl sie fiir x = —2 konvergiert und fiir
x = 2 divergiert. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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Esgilt r=0.
Es gilt r < 2.
Es gilt r=2.
Es gilt r > 2.
Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R mit |z| < 2.

HEH QW >

Die Potenzreihe divergiert fiir alle x € R mit |z| > 2.

Losungsweg: Aus den gegebenen Konvergenzeigenschaften der Potenzreihe
folgt »r = 2. Daher sind C, E, F richtig und A, B, D sind falsch.

Losung: C, E, F

Aufgabe 9-15. Von der Potenzreihe

o
E Q. l‘k
k=0

mit Konvergenzradius r sei bekannt, daf sie fiir x = —1 konvergiert und fiir
x = 2 divergiert. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Esgilt r=1.

Es gilt r=2.

Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R mit |z| < 1.

Die Potenzreihe konvergiert fiir alle x € R mit |z| < 2.

Die Potenzreihe divergiert fiir alle x € R mit |z| > 1.

HEHOgQW >

Die Potenzreihe divergiert fiir alle x € R mit |z| > 2.

Losungsweg: Aus den gegebenen Konvergenzeigenschaften der Potenzreihe
folgt lediglich r € [1,2]. Daher sind C, F richtig und A, B, D, E sind falsch.

Losung: C, F

Aufgabe 9-16. Gegeben sei die Potenzreihe
> Tkt
k=0

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Die Potenzreihe konvergiert fiir x = 0.
Die Potenzreihe konvergiert fiir x = 1.
Die Potenzreihe konvergiert fiir . = 7.

Die Potenzreihe konvergiert fiir x = 10.

HOoaQw e

Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R.
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Losungsweg: Wir bestimmen den Konvergenzradius der Potenzreihe mit Hilfe
des Wurzeltests. Es gilt
vl [T k 1 B
2) = Zx
7 7

Die Potenzreihe konvergiert also fiir || < 7 und sie divergiert fiir |z| > 7 ;
auferdem ist klar, daf} sie fir x = 7 divergiert. Daher sind A, B richtig und
C, D, E sind falsch.

Losung: A, B

Aufgabe 9-17. Gegeben sei die Potenzreihe

2 (-5)

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Die Potenzreihe besitzt den Konvergenzradius r = 5.
Die Potenzreihe besitzt den Konvergenzradius r = 5/2.
Die Potenzreihe besitzt den Konvergenzradius r = 2/5.
Die Potenzreihe konvergiert fiir x = 1.

Die Potenzreihe konvergiert fiir x = 2.

HEOQ®E >

Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R..

Losungsweg: Wir bestimmen den Konvergenzradius der Potenzreihe mit Hilfe
des Wurzeltests. Es gilt
—2z\"
5

Die Potenzreihe konvergiert also fiir || < 5/2 und sie divergiert fir |z| > 5/2;
auerdem ist klar, daf} sie fiir + = 5/2 divergiert. Daher sind B, D, E richtig
und A, C, F sind falsch.

Losung: B, D, E

Aufgabe 9-18. Gegeben sei die Potenzreihe

2 I<;+1 k+2)

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R.

Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R mit |z| < 1.
Die Potenzreihe divergiert fiir alle x € R mit x # 0.
Die Potenzreihe divergiert fiir alle x € R mit |z| > 2.

Die Potenzreihe besitzt den Konvergenzradius r = 1.

HEH QW >

Die Potenzreihe besitzt den Konvergenzradius r = 2.

Losungsweg: Wir klaren die Konvergenzeigenschaften der Potenzreihe mit
Hilfe des Quotiententests. Die Potenzreihe konvergiert fiir x = 0, und fiir
x #£ 0 gilt

: o / i ti 2 le] = [l
1m = m —— || = |
n—oo| (k+1) + 1)((k+1) +2) / (k+1)(k+2) n-o0 k + 3

Die Potenzreihe konvergiert also fiir |z| < 1 und sie divergiert fiir |z > 1.
Daher sind B, D, E richtig und A, C, F sind falsch.

Losung: B, D, E



Kapitel 10

Stetige Funktionen in einer

Variablen

Aufgabe H Loésung

10-1 A, C,D,E
10-2 A, B, D
10-3 B,D,F
10-4 B, E

10-5 C,D

10-6 B,D

10-7 B,C,D
10-8 B,C,F
10-9 A, D, F
10-10 C.E
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Aufgabe 10-1. Gegeben sei die Funktion f: [—1,1] — R mit

f@) = 0 falls —-1<z<0
Tl 22 falls O0<z<1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f ist stetig.

B [ ist unstetig an der Stelle x = 0.
C  f besitzt ein globales Maximum.
D  f besitzt ein globales Minimum.
E [ ist beschrinkt.

Loésungsweg:

. Die Funktion f ist auf jedem der Intervalle [—1,0] und [0, 1] stetig. Also
ist f stetig. Daher ist A richtig und B ist falsch.

. Die Funktion f ist stetig und ihr Definitionsbereich ist ein abgeschlosse-
nes Intervall. Daraus folgt, dal f sowohl ein globales Maximum als auch

ein globales Minimum besitzt und insbesondere beschrankt ist. Daher
sind C, D, E richtig.

Losung: A, C, D, E
Aufgabe 10-2. Gegeben sei die Funktion f : R — R mit

0 =

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f besitzt den Fixpunkt z =0.
B [ besitzt den Fixpunkt z = —1.
C  f besitzt genau zwei Fixpunkte.
D [ besitzt genau drei Fixpunkte.
E  f besitzt genau vier Fixpunkte.
Losungsweg:
. Es gilt f(0) =0 und f(—1) = —1. Daher sind A, B richtig.
) Zur Bestimmung aller Fixpunkte von f ist die Gleichung
= ) =
bzw. die Gleichung
2r = x(2*+1)
zu losen. Diese Gleichung besitzt die Losungen x; = 0 sowie zo = —1

und x3 = 1. Daher ist D richtig und C, E sind falsch.
Losung: A, B, D
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Aufgabe 10-3. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

0 = g

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
f besitzt mindestens eine Nullstelle.

f besitzt keine Nullstelle.

f besitzt kein lokales Maximum.

f besitzt mindestens ein lokales Maximum.

f ist unbeschréinkt.

HEHOgQW >

f Dbesitzt ein globales Maximum.
Losungsweg:

. Fiir alle z € R gilt
1
@ =753
Daher ist B richtig und A ist falsch.
° Fiir alle z € R gilt

> 0

1

1
f@) = o < 5 = 1)

Die Funktion f besitzt also ein globales (und damit auch lokales) Maxi-
mum. Daher sind F, D richtig und C ist falsch.

. Fiir alle z € R gilt

0 < ) < 5

Die Funktion f ist also beschrinkt. Daher ist E falsch.
Loésung: B, D, F

Aufgabe 10—4. Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
f(a) = exp(—2?)

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt genau ein lokales Minimum.

f besitzt genau ein lokales Maximum.

f besitzt kein lokales Minimum oder Maximum.
f besitzt genau ein globales Minimum.

f besitzt genau ein globales Maximum.

HEHOgQW >

f besitzt kein globales Minimum oder Maximum.
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Losungsweg: Es gilt f(0) = 1 sowie f(z) > 0 fiir alle z € R. Auflerdem ist f
streng monoton fallend auf [0, 00) und streng monoton wachsend auf (—oo, 0] .
Daher sind B, E richtig und A, C, D, F sind falsch.

Losung: B, E
Aufgabe 10-5. Von dem Polynom f: R — R mit
flz) = 2 +ax+b

und a,b € R ist bekannt, dafi es die Nullstellen z; = —1 und x5 = 2 besitzt.
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f(-3)=4

B f(-3)=5

C  f(-3)=10

D f(3) =4

E f(3)=5
£(3) =10

F
Losungsweg: Es gilt f(z) = (z + 1)(z — 2) und damit f(—3) = 10 und
f(3) = 4. Daher sind C, D richtig und A, B, E, F sind falsch.

Losung: C, D
Aufgabe 10-6. Gegeben sei das Polynom f : R — R mit
flz) = 2% — 32+ 52

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A [ besitzt die Nullstelle z = 4.

B [ besitzt die Nullstelle x = —4.

C  Esgilt f(z) = (z — 4)(2? — 42 — 13).
D  Esgilt f(z) = (x +4)(2® — 42 + 13).
E  Esgilt f(z) = (x — 4)(2? + 42 — 13).
F  Esgilt f(z) = (x 4+ 4)(2® + 42 + 13)..
Losungsweg:

. Es gilt f(4) = 104 # 0. Daher sind A, C, E falsch.
. Es gilt f(—4) = 0. Daher ist B richtig.
° Durch Polynomdivision erhélt man

f(z) = 2* =32 +52 = (v+4)(2* — 4o + 13)

Daher ist D richtig und F ist falsch.
Losung: B, D
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Aufgabe 10-7. Gegeben sei das Polynom f: C — C mit
flz) = *+ 22+ +1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt die Nullstelle z = 1.

f besitzt die Nullstelle z = —1.

f besitzt die Nullstelle x = 7.

f besitzt die Nullstelle v = —i.

f besitzt keine Nullstellen.

f besitzt keine reellen Nullstellen.

HEHOgQW >

Losungsweg:
. Offensichtlich ist A falsch und B ist richtig.
° Da f die Nullstelle z = —1 besitzt, erhélt man durch Polynomdivision

flz) = 22+ 22 +o2+1 = (z+1D)(2*+1)

Daher sind C, D richtig.
° Da f die Nullstelle z = —1 besitzt, sind E, F falsch.

Losung: B, C, D
Aufgabe 10-8. Gegeben sei das Polynom f: C — C mit
flz) = 2 =32 — 2 +3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f besitzt die Nullstelle z = 0.

B f besitzt die Nullstelle z = 3.

C  Alle Nullstellen von f sind reell.

D Alle reellen Nullstellen von f sind positiv.

E  Die Summe aller Nullstellen von f ist 2.

F Die Summe aller Nullstellen von f ist 3.

G Zwei Nullstellen von f sind konjugiert komplex.
Losungsweg:

. Offensichtlich ist A falsch und B ist richtig.
) Da f die Nullstelle x = 3 besitzt, erhdlt man durch Polynomdivision
flz) =232 ~2+3 = (z-3)2*-1) = (z=3)(z - 1)(z+1)
f besitzt also die Nullstellen z; = 3, 29 = 1 und x3 = —1. Daher sind
C, F richtig und D, E, G sind falsch.
Loésung: B, C, F
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Aufgabe 10-9. Gegeben sei das Polynom f: R — R mit
fl@) = (z+2)(x - 2)*
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

Az = —2ist eine Nullstelle von f.

B 1 = —2 ist ein lokaler Maximierer von f .
C  x = —2ist ein lokaler Minimierer von f.
D  x =2 ist eine Nullstelle von f.

E  x =2 ist ein lokaler Maximierer von f .
F  x =2 ist ein lokaler Minimierer von f.
Losungsweg:

. Es gilt f(—2) =0 = f(2). Daher sind A, D richtig.
. Fiir alle z € (—o0, —2) gilt
flz) <0
und fir alle z € (—2,2) U (2, 00) gilt
flx) >0
Dabher ist F richtig und B, C, E sind falsch.
Losung: A, D, F
Aufgabe 10-10. Gegeben sei die Funktion f : [0,5] — R mit
fl@) = a® —dw +7
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f besitzt ein globales Maximum bei z = 0.
B [ besitzt ein globales Maximum bei z = 2.
C  f besitzt ein globales Maximum bei z = 5.
D  f besitzt ein globales Minimum bei z = 0.
E [ besitzt ein globales Minimum bei z = 2.
F f Dbesitzt ein globales Minimum bei x = 5.
Losungsweg:

° Es gilt f(0) =7, f(2) =3, f(5) = 12. Daher sind A, B, D, F falsch.
o Fiir alle = € [0, 5] gilt
flx) = 2> —da+7 = (2-2)°+3 > 3 = f(2)
Daher ist E richtig.

. Die Funktion f ist monoton fallend auf [0, 2] und sie ist monoton wach-
send auf [2,5]. Daher ist C richtig.

Losung: C, E



Kapitel 11

Differentialrechnung in einer

Variablen

Aufgabe H Loésung

‘ ‘ Aufgabe H Loésung

11-1 C,F 11-12 C,D

11-2 A, C 11-13 C,E

11-3 E 11-14 A, B, C
11-4 D 11-15 D

11-5 F 11-16 A,C,D,F, G
11-6 B, F 11-17 B, F

11-7 C,F 11-18 B, F

11-8 C 11-19 B,D

11-9 C,E 1120 A, C, E
11-10 A 11-21 A, C.E, G
11-11 A E 11-22 C,E
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Aufgabe 11-1. Gegeben sei die Funktion f : (0,00) — R mit
f(z) = 2%In(x)

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f(w) =22

f(z) =2z 1n(x)

f'(z) =2zIn(z) + =

7(z) =

f(z) =2In(x) + 2

f'(z) =2In(x) +3

Losungsweg: Mit Hilfe der Produktregel erhédlt man zunéchst

HEOQWE >

f(z) = 2xIn(z) + LZ% = 2zln(x) + =

und sodann
1
f(z) =2 (ln(ac) +z > +1 = 2ln(z)+3
x

Daher sind C, F richtig und A, B, D, E sind falsch.
Loésung: C, F

Aufgabe 11-2. Gegeben sei die Funktion f : (0,00) — R mit

N In(x)
fla) = =

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

, 1 —In(x)
A fl(z) = Tz

, 1+ In(x)
B fl(x)= —Q

2ln(z) — 3

C  fla)=m—

" 2In(z) — 1

y 3 —21In(z)
B )=
F o) 1—21In(z)
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Losungsweg: Mit Hilfe der Quotientenregel erhilt man zunéchst

(1/x)x — In(x) _1- In(x)

2 2

fia) =

und sodann

Fa) = (—l/x)g:Q—gl—ln(x))Qa: _ 2In(z) — 3

T 3

Daher sind A, C richtig und B, D, E, F sind falsch.

Losung: A, C
Aufgabe 11-3. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

f(z) = exp(cos(s)
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
f'(x) = exp(cos(x))

f'(z) = exp(sin(z))

f'(@) = exp(— sin(z))

f'(z) = exp(cos(z)) - sin(x)
f(x) = — exp(cos(z)) - sin(x)
f(x) = exp(cos(z) — 1) - cos(x)

Loésungsweg: Es gilt

HEH QW >

f() = (expocos)(x)
Mit Hilfe der Kettenregel erhélt man

fl(x) = (expocos)(x)
= exp(cos(z)) - cos'(x)
= exp(cos(z)) - (—sin(z))
= — exp(cos(z)) - sin(x)

Dabher ist E richtig und A, B, C, D, F sind falsch.
Losung: E

Aufgabe 11-4. Gegeben sei die Funktion f : (0,00) — R mit

flz) = (sin(ln(:v)))2

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A f(z) = (cos(In(z))/x)*

B  f/(z) = 2sin(In(z)) cos(In(x))

C  f'(x) = 2sin(In(x)) cos(In(x)) /2>
D  f/(z)=2sin(ln(x)) cos(ln(x))/x
E  f'(z) =2sin(In(z)) cos(z)/x

Losungsweg: Mit Hilfe der Kettenregel erhélt man
fl(z) = (2 Sin(ln(x))) - (sinoln)’(x)
(2 Sin(ln(x))) . (sin’(ln(x)) ~1n’(x))

= 2sin(In(z)) - cos(In()) - %

Daher ist D richtig und A, B, C, E sind falsch.
Losung: D

Aufgabe 11-5. Gegeben sei die Funktion f : (0,00) — (0, 00) mit

flx) = ze®
Sei e die Elastizitat von f. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
(Inof)(z) = (1+x)e"
(Inof)(z) = 1/(1 +x)
(Inof)(z) =1+
ef(x)=1+z)e”
ef(x) =1/(1+ )
ef(x)=1+z
Losungsweg: Mit Hilfe der Kettenregel und der Produktregel erhélt man

(Inof)(z) = () _ etwe” 14w

HEHOQWE

f(x) xe® x
und damit F(x) -
sf(x)zx’f(m) =o— =1+x

Daher ist F richtig und A, B, C, D, E sind falsch.
Losung: F

Aufgabe 11-6. Gegeben sei die Funktion f : R — (0, 00) mit
1
flz) =

1+e®
Sei gy die Anderungsrate und ¢ die Elastizitét von f. Welche der folgenden
Alternativen sind richtig?
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—x

=t

B yle)= 152—1

S

D g(z) = (157_6:)2

E  ele) =+ i_;x

Fooelo)= s

Loésungsweg: Mit Hilfe der Kettenregel und der Quotientenregel erhélt man

or(a) = (mofye) = £ - ST O

und damit
f(z) N

erlw) =@ f(z) Tl rer T Ttes
Daher sind B, F richtig und A, C, D, E sind falsch.

Loésung: B, F

Aufgabe 11-7. Gegeben sei die Funktion f : (1,00) — (0, 00) mit

z—1
fz) = r+1

Sei oy die Anderungsrate und ¢; die Elastizitit von f. Welche der folgenden
Alternativen sind richtig?

2+
A Qf(l'):m
1— a2
B o=y
2
C Qf(v’f):ﬁ
2+«
D eplo) =17
1—a?
Bos0=1s
2z
Foep2) =

72 —1
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Losungsweg: Mit Hilfe der Kettenregel und der Quotientenregel erhélt man

O
f(x) (x=1)/(x+1) x2—1

or(x) = (Inof)(x)

und damit
() 2 2x
— _

es(@) = f(x) TRl T 21
Daher sind C, F richtig und A, B, D, E sind falsch.

Losung: C, F

Aufgabe 11-8. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

X

o) = a3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f ist monoton wachsend.
B f ist monoton fallend.

C  f ist beschréinkt.

D  f ist unbeschrénkt.

Losungsweg:

° Die Funktion f ist differenzierbar mit

— 2243

flz) = m

Aus f'(z) = 0 folgt = € {—+/3,v/3}. Am Vorzeichen von f’ erkennt man,
daB f auf (—oo, —v/3] und [v/3, 00) monoton fallend und auf [—v/3, v/3]
monoton wachsend ist. Daher sind A, B falsch.

e Da f auf [0, /3] monoton wachsend und auf [/3, 00) monoton fallend ist,
ist f auf [0, 00) nach oben durch f(v/3) beschrinkt; aulerdem ist f auf
[0, 00) nach unten beschrénkt, denn fiir alle z € [0, 00) gilt 0 < f(z) . Also
ist f auf [0,00) beschriankt. Analog zeigt man, da§ f auch auf (—o0, 0]
beschréankt ist. Daher ist C richtig und D ist falsch.

Losung: C
Aufgabe 11-9. Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
fl@) = (z-2)* =3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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f ist monoton wachsend.

f ist monoton fallend.

f ist nach unten beschrénkt.
f ist nach oben beschrénkt.
f ist konvex.

f ist konkav.

HEH QW >

Loésungsweg:

° Fiir alle z € R gilt
f@) = (@-27-3 > -3

und
flz+2) = 22 -3
Die Funktion f ist also nach unten beschrénkt und nach oben unbe-
schrankt. Daher ist C richtig und D ist falsch.
° Es gilt
fl(@) = 2(x—2) = 22 —4
Die erste Ableitung von f ist also streng monoton wachsend und wechselt

ihr Vorzeichen an der Stelle x = 2. Daraus folgt, daf} f streng konvex,

aber weder monoton wachsend noch monoton fallend ist. Daher ist E
richtig und A, B, F sind falsch.

Losung: C, E
Aufgabe 11-10. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

fl@) = (2-2)° =3
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f ist monoton wachsend.

f ist monoton fallend.

f ist nach unten beschrénkt.
f ist nach oben beschrankt.
f ist konvex.

f ist konkav.

HEHgQW >

Losungsweg:
° Es gilt
fz+2) = 2 -3

Die Funktion f ist also nach unten und nach oben unbeschrankt. Daher
sind C, D falsch.
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° Fiir alle x € R gilt
flx) = 3(x=2)* 2 0
Auflerdem gilt f/(0) = 12 > 0. Die Funktion f ist also monoton wach-
send, aber nicht monoton fallend. Daher ist A richtig und B ist falsch.
° Fir alle z € R gilt
f'(x) = 6(z-2)
Die zweite Ableitung von f wechselt ihr Vorzeichen an der Stelle z = 2.

Die Funktion f ist also weder konvex noch konkav. Daher sind E, F
falsch.

Losung: A
Aufgabe 11-11. Auf welchen der folgenden Intervalle ist die Funktion f :

R — R mit
flz) = o* —22% — 1222 — 2

konvex?

A (—o0,—]]
B [-1,0]

C [0,1]

D [1,2]

E [2,0)

Losungsweg: Es gilt

1'(z) 42 — 6% — 24z

f(x) = 122° — 12z — 24
und aus f“(z) = 0 folgt © € {—1,2}; auBerdem gilt f”(0) = —24 < 0.
Da f” stetig ist, gilt f”(z) < 0 fir alle x € [—1,2] und f”(z) > 0 fiir alle
x € (—o0, —1] U [2,00) . Daher sind A, E richtig und B, C, D sind falsch.

Losung: A, E
Aufgabe 11-12. Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
f(z) = 22° —32° — 122
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt ein lokales Minimum bei z = —1.
f besitzt ein lokales Minimum bei z = 0.
f besitzt ein lokales Minimum bei z = 2.
f besitzt ein lokales Maximum bei z = —1.

f besitzt ein lokales Maximum bei z = 0.

HEHOQWE >

f besitzt ein lokales Maximum bei z = 2.
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Losungsweg:
. Es gilt
f(x) = 622 —6x—12
f'(z) = 122—-6
o Aus f'(z) = 0 folgt = € {—1,2}. Daher sind B, E falsch.
. Wegen f"(—1) = =18 < 0 < 18 = f"(2) besitzt f ein lokales Maximum
bei x = —1 und ein lokales Minimum bei x = 2. Daher sind C, D richtig
und A, F sind falsch.

Loésung: C, D
Aufgabe 11-13. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit
flz) = 2* =32 +6

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f besitzt ein lokales Minimum bei . = —1.
B f besitzt ein lokales Minimum bei x = 0.
C  f besitzt ein lokales Minimum bei z = 1.
D f besitzt kein lokales Minimum.
E f besitzt ein lokales Maximum bei z = —1.
F  f besitzt ein lokales Maximum bei z = 0.
G f besitzt ein lokales Maximum bei z = 1.
H  f besitzt kein lokales Maximum.
Loésungsweg:
° Es gilt
fl(x) = 322-3
['(x) = 6z

o  Aus f'(x) =0 folgt € {—1,1}. Daher sind B, F falsch.

o Wegen f"(—1) < 0 < f"(1) besitzt f ein lokales Maximum bei z = —1
und ein lokales Minimum bei z = 1. Daher sind C, E richtig und A, D,
G, H sind falsch.

Losung: C, E
Aufgabe 11-14. Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
fl@) = (a*=3)¢

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A f besitzt genau ein lokales Minimum.

B [ besitzt genau ein lokales Maximum.

C  f besitzt bei x = 1 ein lokales Minimum.
D [ besitzt bei x = 1 ein lokales Maximum.
E f besitzt bei x = —1 ein lokales Minimum.
F f besitzt bei x = —1 ein lokales Maximum.

Losungsweg: Es gilt

() = (22422 —3)e"
f"(x) = (2 +4zv—1)€"
Aus f'(z) = 0 folgt x € {—3,1}. Wegen f"(—3) = —de 3 <0 <4de= f"(1)

ist x = —3 der einzige lokale Maximierer und z = 1 ist der einzige lokale
Minimierer von f. Daher sind A, B, C richtig und D, E, F sind falsch.

Losung: A, B, C
Aufgabe 11-15. Gegeben sei die Funktion f : (—2,00) — R mit

(z +2)?

flx) =

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A f besitzt ein lokales Minimum bei x = 0.
B [ besitzt ein lokales Minimum bei x = 2.
C  f besitzt ein lokales Maximum bei z = 0.
D [ besitzt ein lokales Maximum bei z = 2.
Losungsweg:
) Fiir die erste Ableitung von f gilt

2—x
(z +2)?

fla) =

und aus f’(z) = 0 folgt = 2. Daher sind A, C falsch.
° Fiir die zweite Ableitung von f gilt
2x — 8

f//(x) = ($+2)4

und damit f”(2) < 0. Die Funktion f besitzt also bei 2 = 2 ein lokales
Maximum. Daher ist D richtig und B ist falsch.

Loésung: D
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Aufgabe 11-16. Gegeben sei die Funktion f : [—2,3] — R mit
flz) = 22° — 327 — 122

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt ein lokales Minimum oder Maximum bei x = —1.

f Dbesitzt ein lokales Minimum oder Maximum bei z = 0.

f besitzt ein lokales Minimum oder Maximum bei z = 2.

f besitzt ein lokales Minimum oder Maximum bei z = 3.

f besitzt ein globales Minimum oder Maximum bei z = —2.

f Dbesitzt ein globales Minimum oder Maximum bei x = —1.

f besitzt ein globales Minimum oder Maximum bei z = 2.

TQHFEHOQE >

f Dbesitzt ein globales Minimum oder Maximum bei z = 3.
Losungsweg:
° Es gilt

f(x) = 62%—6x—12

f'(x) = 12¢—-6
o Es gilt 0 € (—2,3) und f(0) # 0. Daher ist B falsch.
o Es gilt f/(—=1) =0 = f(2) und f"(—1) < 0 < f”(2). Daher sind A, C

richtig.

. Es gilt f/(2) = 0 und f'(3) > 0. Da [’ stetig ist und im Intervall (2, 3]
keine Nullstelle besitzt, gilt f'(x) > 0 fiir alle « € (2, 3]; die Funktion f
ist also streng monoton wachsend auf (2, 3]. Daher ist D richtig.

° Besitzt f an der Stelle z € [—2, 3] ein globales Maximum oder ein globales
Minimum, so gilt entweder = € (—2,3) und f'(z) = 0 oder z € {-2,3}.
Es gilt f(=2) = —4, f(-1) =7, f(2) = =20, f(3) = —9. Daher sind
F, G richtig und E, H sind falsch.

Losung: A, C,D, F, G
Aufgabe 11-17. Gegeben sei die Funktion f : [0,2] — R mit
flx) = 2* -3z +2
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt ein globales Minimum bei z = 0.
f besitzt ein globales Minimum bei z = 1.
f besitzt ein globales Minimum bei z = 2.
f Dbesitzt ein globales Maximum bei z = 0.

f besitzt ein globales Maximum bei x = 1.
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f besitzt ein globales Maximum bei z = 2.
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Losungsweg:

° Besitzt f an der Stelle € [0, 2] ein globales Maximum oder ein globales
Minimum, so gilt entweder z € (0,2) und f'(z) = 0 oder x € {0,2}.

o Es gilt f'(z) = 32% — 3. Fiir « € (0,2) mit f'(x) = 0 gilt daher z = 1.

. Es gilt f(0) =2, f(1) =0, f(2) = 4. Daher sind B, F richtig und A,
C, D, E sind falsch.

Losung: B, F
Aufgabe 11-18. Gegeben sei die Funktion f: [-1,1] — R mit
flz) = 2 +32* +3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f besitzt ein globales Maximum bei z = —1.

B [ besitzt ein globales Maximum bei z = 1.

C  f besitzt ein globales Maximum im Intervall (—1,1).

D [ besitzt ein globales Minimum bei z = —1.

E [ besitzt ein globales Minimum bei z = 1.

F  f besitzt ein globales Minimum im Intervall (—1,1).

Losungsweg:

° Besitzt f an der Stelle 2z € [—1, 1] ein globales Maximum oder ein globales

Minimum, so gilt entweder x € (—1,1) und f'(z) = 0 oder z € {—1,1}.
o Es gilt f'(x) = 322+ 6z . Fiir x € (—1,1) mit f/(z) = 0 gilt daher z = 0.
. Es gilt f(—1) =5, f(0) =3, f(1) = 7. Daher sind B, F richtig und A,
C, D, E sind falsch.

Losung: B, F
Aufgabe 11-19. Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
flz) = 2® —62° + 30— 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt keinen Wendepunkt.

f besitzt genau einen Wendepunkt.

f besitzt mehr als einen Wendepunkt.
f besitzt einen Wendepunkt bei z = 2.
f besitzt einen Wendepunkt bei z = 3.
f besitzt einen Wendepunkt bei x = 4.

HTEHOQW >
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Losungsweg: Es gilt

fl(x) = 322 —122+3
6z — 12
@) = 6

Aus f"(x) = 0 folgt x = 2. Wegen f"'(2) = 6 # 0 besitzt f einen Wendepunkt
an der Stelle x = 2. Daher sind B, D richtig und A, C, E, F sind falsch.

Losung: B, D

i
=
I

Aufgabe 11-20. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit
flo) = e/

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f besitzt einen Wendepunkt bei z = 1.

f besitzt einen Wendepunkt bei z =0.

f besitzt einen Wendepunkt bei x = —1.

f besitzt keinen Wendepunkt.

Es gilt f"(z) = (—a® + 3z) e=*/2.

Losungsweg:

° Es gilt

HOoOaQw e

fla) = e (=)
fl(z) = e =1)
() = e 2 (= + 32)
Daher ist E richtig.
o Aus f"(z) =0 folgt x € {—1,1} und es gilt f”"(—1) # 0 und f”(1) # 0.
Daher sind A, C richtig und B, D sind falsch.
Losung: A, C, E
Aufgabe 11-21. Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
flz) = o* —42® — 182% + 4a
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
f besitzt einen Wendepunkt bei x = —1.
f besitzt einen Wendepunkt bei x = 0.
f besitzt einen Wendepunkt bei z = 3.
f besitzt keinen Wendepunkt.
f ist auf (—oo, —1) konvex.
f ist auf (-1, 3) konvex.

f ist auf (3, 00) konvex.

QEEHEgQE >
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Losungsweg:
° Es gilt
f'(x) = 4a®— 1222 — 36z +4
f'(x) = 122% — 242 — 36
f'(x) = 24z —24
Aus f"(x) = 0 folgt © € {—1,3}. Daher ist B falsch.
. Wegen f"”(—1) = —48 % 0 und f"(3) = 48 # 0 besitzt f Wendepunkte
bei + = —1 und = = 3. Daher sind A, C richtig und D ist falsch.

° Da f Wendepunkte bei x = —1 und & = 3 besitzt, ist f auf (—1,3)
konvex oder konkav. Wegen f”(0) = —36 ist f auf (—1,3) konkav und
daher auf (—oo, —1) und auf (3, co) konvex. Daher sind E, G richtig und
F ist falsch.

Losung: A, C E, G
Aufgabe 11-22. Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
f(z) = 2%+ ax2® + a1 + ag

und ag,a1,a2 € R. Die Funktion f besitze eine Nullstelle bei g = 0, ein
lokales Minimum oder Maximum bei £; = 1 und einen Wendepunkt bei x5 = 2.
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f(1)=0
B f(1)=1
C  f(1)=4
D f(2)=0
E f(2)=2
F  f(2)=38

Losungsweg: Es gilt

flx) = 23+ a2+ a1+ ap
f(x) = 32%+2a7+ay
f'(z) 6z + 2as

Wegen f(0) = f/(1) = f”(2) = 0 folgt daraus ay =0, a; =9, ay = —6, und
damit
flx) = 2% —62® + 9z

Insbesondere gilt f(1) = 4 und f(2) = 2. Daher sind C, E richtig und A, B,
D, F sind falsch.
Losung: C, E
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Lineare Differentialgleichungen

Aufgabe H Losung

12-1 A, B, C
12-2 A, B, CF
12-3 A, C, D
124 B,C, E
12-5 A, B,C, E
12-6 B

12-7 B,C,F
12-8 B,C,F
12-9 A, D
12-10 B, C
12-11 B, C
12-12 B, C
12-13 B,D
12-14 B
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Aufgabe 12—-1. Gegeben sei die Funktion b : R — R mit
b(z) = 22 +¢€”

und eine Funktion f : R — R mit /' = b. Welche der folgenden Alternativen
sind richtig?

A f ist stetig differenzierbar.

B f ist monoton wachsend.

C Esgilt f(1)— f(0)=e—1/3.

D  Esgilt f(1) — f(0) =e+1/3.

E Esgilt f(1) — f(0) =e+2/3.

Losungsweg:

) Nach Voraussetzung ist die Funktion f differenzierbar. Da b stetig ist,

ist f wegen f’ = b sogar stetig differenzierbar. Daher ist A richtig.
. Wegen f'(z) = b(xz) > 0 ist f monoton wachsend. Daher ist B richtig.
° Es gilt

2 .
flx) = /f’(a:)dx = /b(:p)dr = /(sz—ﬁ—e””) dx = gzps—l—e”—i—C’
mit C' € R und damit
2 1
r0=10) = (Fre+0) = (0+140) = e—3
Dabher ist C richtig und D, E sind falsch.
Losung: A, B, C
Aufgabe 12—-2. Die Differentialgleichung
20 f' () + 2% f(x) + 62" = 0

ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung.

ist eine lineare Differentialgleichung.

ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung.
ist eine homogene lineare Differentialgleichung.
besitzt eine eindeutige Losung.

besitzt unendlich viele Losungen.

QaEEHO0OQ®E

ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung.
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Losungsweg:

° Die Differentialgleichung 148t sich in der Form
fl@)+5 fa) = —3a%

schreiben. Es handelt sich also um eine inhomogene lineare Differential-

gleichung 1. Ordnung. Daher sind A, B, C richtig und D, G sind falsch.
° Da keine Anfangsbedingung gegeben ist, besitzt die Differentialgleichung

unendlich viele Losungen. Daher ist F richtig und E ist falsch.

Losung: A, B, C, F
Aufgabe 12—-3. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung
fi(@) + W' (x) f(z) = h(z)h(z)

fir eine Funktion f : (a,b) — R, wobei h : (a,b) — R eine differenzierbare

Funktion sei. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Funktion f*: (a,b) — R mit f*(z) = h(x) — 1 ist eine Losung der
Differentialgleichung.

B  Die Funktion f* : (a,b) — R mit f*(z) = h(z) ist eine Losung der
Differentialgleichung.

C  Die Funktion f* : (a,b) — R mit f*(z) = e "® + h(z) — 1 ist eine
Losung der Differentialgleichung.

D  Die Funktion f*: (a,b) — R mit f*(z) = ae™"® + h(z) —1und o € R
ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

Losungsweg: Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist durch die
Funktion f* mit

frz) = @ / (h(:c)h’(x))eh(“”)d:r

gegeben. Fiir das unbestimmte Integral erhélt man durch partielle Integration
mit g(z) = M@ wegen ¢'(z) = W' (z) "® = W (x) g(z)

/h(x) B (x)e"® dr = /h(aj) g'(x)dz
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mit C € R und damit

ff(x) = e_h(z)/h(x) W (x)e"® dx
— ehi@) (h(x) ehl@) _ h@) 4 C)

= h(z) —1+Ce @

mit C' € R. Daher sind A, C, D richtig und B ist falsch.

Losung: A, C, D

Aufgabe 12-4. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung

fl(x) +2zf(z) = 22°+1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Funktion f* mit f*(z) = — 2?2 ist eine Losung der Differentialglei-
chung.

B Die Funktion f* mit f*(z) = x ist eine Losung der Differentialgleichung.

C  Die Funktion f* mit f*(z) = z + e~ ist eine Losung der Differential-
gleichung.

D  Die Funktion f* mit f*(z) = — 2 +e~*" ist eine Losung der Differential-
gleichung.

E  Die Funktion f* mit f*(z) = 2 + e und a € R ist die allgemeine
Losung der Differentialgleichung.

F  Die Funktion f* mit f*(z) = — 22+ ae® und a € R ist die allgemeine
Losung der Differentialgleichung.

Loésungsweg:

° Die Funktion ¢* mit

g'(x) = =

ist eine Losung der Differentialgleichung. Daher ist B richtig.

. Die zugehorige homogene Differentialgleichung lautet

fl@)+22f(x) =0
Sie besitzt die allgemeine Losung h* mit

h*(z) = « e
und o € R.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist durch die Funktion
f* mit
) = z+ae™
und « € R gegeben. Daher sind C, E richtig und A, D, F sind falsch.

Losung: B, C, E
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Aufgabe 12-5. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung (D)
fll@)+2f(z) = =
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Die Funktion f* mit f*(z) = e~2* ist eine Losung der zugehorigen homo-
genen Differentialgleichung.

B Die Funktion f* mit f*(z) = a e * und a € R ist die allgemeine Losung
der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

C  Die Funktion f* mit f*(z) = 1z — 1 ist eine Lésung von (D).

D  Die Funktion f* mit f*(z) = a (32 — 1) und « € R ist die allgemeine
Losung von (D).

E  Die Funktion f* mit f*(z) = 2—f+ae * und o € R ist die allgemeine
Losung von (D).

F  Die Funktion f* mit f*(z) = e +a (32 —1) und a € R ist die all-
gemeine Losung von (D).

Loésungsweg:

° Die Funktion ¢* mit
1 1

g'(x) = 5t

ist eine Losung von (D). Daher ist C richtig.
. Die zugehorige homogene Differentialgleichung lautet

F(x) +2f(z) = 0
Sie besitzt die allgemeine Losung h* mit

h*(z) = ae
und a € R. Daher sind A, B richtig.

o Die allgemeine Losung von (D) ist durch die Funktion f* mit

1 1
f(z) = §x—1+ae’2x

und a € R gegeben. Daher ist E richtig und D, F sind falsch.
Losung: A, B, C, E

Aufgabe 12-6. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung (D)
f'@) —af(x) = =3z
und die Anfangsbedingung (A)
f(0) = 4
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A Die Funktion f** mit f**(z) = 3 ist eine Losung von (D) und erfullt die
Anfangsbedingung (A).

B Die Funktion f** mit f*(z) = 3 + ¢*"/? ist eine Losung von (D) und
erfiillt die Anfangsbedingung (A).

C  Die Funktion f* mit f*(z) = 3 — e*/2 ist eine Losung von (D) und
erfiillt die Anfangsbedingung (A).

D  Die Funktion f** mit f**(x) = — 3 ist eine Lésung von (D) und erfiillt
die Anfangsbedingung (A).

E  Die Funktion f* mit f*(x) = —3 + e*"/2 ist eine Losung von (D) und
erfiillt die Anfangsbedingung (A).

F  Die Funktion f** mit f*(z) = —3 — e®"/2 ist eine Losung von (D) und
erfiillt die Anfangsbedingung (A).

Losungsweg:

e  Die allgemeine Losung von (D) ist durch die Funktion f* mit

f(z) = 3+ae”/?

und « € R gegeben. Daher sind D, E; F falsch.

. Aus der Anfangsbedingung (A) ergibt sich 4 = f**(0) = 3+« und damit

a=1. Es gilt also

Dabher ist B richtig und A, C sind falsch.
Losung: B

Aufgabe 12-7. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung

Fl4Af —5f—10 = 0

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A
B
C

Die Differentialgleichung ist homogen.
Die Differentialgleichung ist inhomogen.

Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung ist die Gleichung A\? + 4\ — 5 = 0 zu 16sen.

Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der zugehdrigen homogenen
Differentialgleichung ist die Gleichung A\? + 4\ — 5 = 10 zu lésen.

Die Differentialgleichung besitzt die allgemeine Losung f* mit
() = are” + age™™

und a1, a0 € R.
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F Die Differentialgleichung besitzt die allgemeine Losung f* mit
i (z) = ane® + ane”® — 2

und a1, a0 € R.
Losungsweg:

. Die Differentialgleichung 148t sich in der Form f” +4f —5f = 10 dar-
stellen; sie ist also inhomogen. Daher ist B richtig und A ist falsch.

° Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
JIHAf =5f =0

ist durch die Nullstellen des charakteristischen Polynoms A% + 4\ — 5
bestimmt. Daher ist C richtig und D ist falsch.

° Das charakteristische Polynom besitzt die reellen Nullstellen Ay = 1 und
Ao = —5. Daraus folgt, dafl die allgemeine Losung der zugehorigen homo-
genen Differentialgleichung durch die Funktion A* mit

h*(z) = ape” + age ™

und a7, @y € R gegeben ist.

° Die Funktion ¢g* mit
g'(z) = =2
ist eine Losung der Differentialgleichung.
° Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist durch die Funktion
f* mit

f(z) = aqe® + ane” ™ — 2
und ag, as € R gegeben. Daher ist F richtig und E ist falsch.
Losung: B, C, F

Aufgabe 12—-8. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung
f'+4f +5f =5

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Differentialgleichung ist homogen.

B Die Differentialgleichung ist inhomogen.

C  Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der zugehérigen homogenen
Differentialgleichung ist die Gleichung A* + 4\ + 5 = 0 zu 16sen.

D  Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der zugehérigen homogenen
Differentialgleichung ist die Gleichung A\? + 4\ 4+ 5 = 5 zu l6sen.
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Die Differentialgleichung besitzt die allgemeine Losung f* mit
[ (z) = are ** cos(w) + aze " sin(x)

und aq, a0 € R.
Die Differentialgleichung besitzt die allgemeine Losung f* mit

fH(x) = ape * cos(x) + aze **sin(z) + 1

und a1, a9 € R.

Losungsweg:

Offensichtlich ist B richtig und A ist falsch.
Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung

f'+4f +5f =0
ist durch die Nullstellen des charakteristischen Polynoms A% + 4\ + 5

bestimmt. Daher ist C richtig und D ist falsch.

Das charakteristische Polynom besitzt die konjugiert komplexen Null-
stellen

Mg = —2=%1
Daraus folgt, da8 die allgemeine Lésung der zugehorigen homogenen Dif-
ferentialgleichung durch die Funktion A* mit

2.

R*(x) = aje”* cos(x) + ase " sin(x)

und oy, ay € R gegeben ist.
Die Funktion ¢g* mit

g'(z) =1
ist eine Losung der Differentialgleichung.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist durch die Funktion
f* mit

f(z) = are ¥ cos(x) + aze * sin(x) + 1
und aq, a5 € R gegeben. Daher ist F richtig und E ist falsch.
Losung: B, C, F

Aufgabe 12-9. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung (D)

frHAff+Af = =8

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A

B

Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung ist die Gleichung A% + 4\ + 4 = 0 zu 16sen.

Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der zugehdrigen homogenen
Differentialgleichung ist die Gleichung A? 4+ 4\ 4+ 4 = —8 zu lésen.
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C  Die Differentialgleichung (D) besitzt die allgemeine Losung f* mit
[(x) = e fage™® =2

und o, € R.
D  Die Differentialgleichung (D) besitzt die allgemeine Losung f* mit

() = are™ + agre > — 2

und o, a9 € R.
E Die Differentialgleichung (D) besitzt die allgemeine Losung f* mit

f(z) = are ** cos(x) + aze > sin(z) — 2

und o, a9 € R.
Loésungsweg:

° Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
S A =0

ist durch die Nullstellen des charakteristischen Polynoms A2 + 4\ + 4
bestimmt. Daher ist A richtig und B ist falsch.

° Das charakteristische Polynom besitzt die doppelte reelle Nullstelle
A = —2. Daraus folgt, daf die allgemeine Losung der zugehorigen homo-
genen Differentialgleichung durch die Funktion A* mit

h*(z) = e + agwe "

und a1, ay € R gegeben ist.

° Die Funktion ¢* mit
g'(z) = =2
ist eine Losung von (D).
o  Die allgemeine Losung von (D) ist durch die Funktion f* mit
f(2) = are™ + apze ™ — 2

und ag, as € R gegeben. Daher ist D richtig und C, E sind falsch.
Losung: A, D

Aufgabe 12-10. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung (D)
T —12f = 24

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A Die Funktion f* mit f*(x) = ;€3 + aze™® und a3, € R ist die
allgemeine Losung von (D).

B Die Funktion f* mit f*(x) = ;€3 + aze™® und a3, € R ist die
allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

C  Die Funktion f* mit f*(z) = —2 ist eine Losung von (D).

D  Die Funktion f* mit f*(z) = —2 ist die allgemeine Losung von (D).

E  Die Funktion f* mit f*(z) = 0 ist die allgemeine Losung der zugehérigen
homogenen Differentialgleichung.

Loésungsweg:

Die zugehorige homogene Differentialgleichung lautet
ff+f=12f =0

Daraus ergibt sich das charakteristische Polynom A2 4\ — 12. Es besitzt
die reellen Nullstellen A\; = 3 und Ay = —4. Daraus folgt, daf} die all-
gemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung durch
die Funktion A* mit

h(z) = 1€ + e

und aq, as € R gegeben ist. Daher ist B richtig und E ist falsch.
Die Funktion ¢g* mit

g'(x) = =2
ist eine Losung von (D). Daher ist C richtig.

Die allgemeine Losung von (D) ist durch die Funktion f* mit
fH(x) = ae® 4+ age™ — 2

und a1, ay € R gegeben. Daher sind A, D falsch.
Losung: B, C

Aufgabe 12-11. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung (D)

(@) +5f(x) +6f(x) = 6x+5

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A

Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
ist durch die Funktion f* mit f*(z) = ;e + aze™® + 6z + 5 und
a1, as € R gegeben.

Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
ist durch die Funktion f* mit f*(x) = a;e™2® + aze ™ und aj,a3 € R
gegeben.
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Die Funktion f* mit f*(x

( ist eine Losung von (D).
Die Funktion f* mit f*(

(

(

8

=2}

x x ist eine Losung von (D).

I
=)

Die Funktion f* mit f*(x

Die Funktion f* mit f*(x

x + 5 ist eine Losung von (D).

HEHgQA

)
)
)
)

+ 5 ist eine Losung von (D).

I
8

Losungsweg:

) Die zugehorige homogene Differentialgleichung lautet

J"(x)+5f"(x) +6f(x) = 0

Daraus ergibt sich das charakteristische Polynom A2 + 5\ 4 6. Es besitzt
die reellen Nullstellen Ay = —2 und Ay = —3. Daraus folgt, daf die all-
gemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung durch
die Funktion A* mit

R*(x) = are”* 4+ g

und aq, @y € R gegeben ist. Daher ist B richtig und A ist falsch.
° Die Funktion g* mit
g'(@) = =
ist eine Losung von (D). Daher ist C richtig.
o Die allgemeine Losung von (D) ist durch die Funktion f* mit

ff(x) = e +ape™ + 2
und aq, @y € R gegeben. Daher sind D, E, F falsch.
Losung: B, C
Aufgabe 12-12. Von der linearen Differentialgleichung (D)
f"+af +0f = ¢
mit a,b,c € R\{0} ist bekannt, dafl sie die Losung f** mit
FR) = e ¥ pre 41

besitzt. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Die Funktion f* mit f*(z) = a1e™® + apre 2 und a;, a0 € R ist die
allgemeine Losung von (D).

B Die Funktion f* mit f*(x) = a1e™2% 4+ apwe > und oy, 9 € R ist die
allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

C  Die Funktion f* mit f*(z) =1 ist eine Lésung von (D).

D  Die Funktion f* mit f*(x) = 1 ist eine Losung der zugehorigen homoge-
nen Differentialgleichung.
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Losungsweg:

) An der Struktur der Losung f** erkennt man, dafl das charakteristische
Polynom die doppelte reelle Nullstelle A = —2 besitzt. Daraus folgt, dafl
die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
durch die Funktion h* mit

h*(x) = aje”* 4+ apre

und ag, ag € R gegeben ist. Daher ist B richtig und D ist falsch.

. Subtrahiert man von einer Losung von (D) eine Losung der zugehorigen
homogenen Differentialgleichung, so erhéilt man wieder eine Losung von
(D). Also ist die Funktion ¢g* mit
g'(z) = (e’h +xe ™ + 1) - (e’Zm + xe’zw) =1

eine Losung von (D). Daher ist C richtig.
. Die allgemeine Losung von (D) ist durch die Funktion f* mit

() = are™ + apze ™ + 1

und a1, ag € R gegeben. Daher ist A falsch.
Losung: B, C

Aufgabe 12-13. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung (D)
fraf b af =8

und die Anfangsbedingung (A)

f0) =3
f0) =0
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A (D) besitzt die allgemeine Losung f* mit f*(z) = a1e*® + apze? und
ag, a9 € R.
B (D) besitzt die allgemeine Lésung f* mit f*(z) = a;e* + apwe?® +2 und
ap,az € R.

C  Die Funktion f** mit f**(z) = €* — 2xe* ist eine Losung von (D) und
erfiillt die Anfangsbedingung (A).

D  Die Funktion f** mit f*(z) = €** — 2ze* + 2 ist eine Losung von (D)
und erfiillt die Anfangsbedingung (A).
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Loésungsweg:
. Die allgemeine Losung von (D) ist durch die Funktion f* mit
() = ae® + apze®™ +2
und ag, as € R gegeben. Daher ist B richtig und A ist falsch.
° Es gilt
() () = 201€* + ay(1+2z)e*
und damit
f*(O) (65} + 2
(f)0) = 200 + o
Aus der Anfangsbedingung (A) ergibt sich oy = 1 und ap = —2. Daher
ist D richtig und C ist falsch.

Losung: B, D
Aufgabe 12-14. Die lineare Differentialgleichung (D)
[ af +af = 4
besitzt die allgemeine Losung f* mit
f(z) = a1e® + agwe® +1
und oy, as € R. Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Die Funktion f** mit
f**(.’l’}) _ eZac _ 2m€2m
ist eine Losung von (D) und erfiillt die Anfangsbedingung f(0) = 2 und
f(0)=0.
B Die Funktion f** mit
[ (x) = ¥ —2we* + 1
ist eine Losung von (D) und erfiillt die Anfangsbedingung f(0) = 2 und
J'(0)=0.
C  Die Funktion f** mit
f**(L) —_ 621 _ 2.%6236
ist eine Losung von (D) und erfiillt die Anfangsbedingung f(0) = 1 und
71(0) = 0.
D  Die Funktion f** mit
f**((E) _ eZz _ 2.’,176233 + 1

ist eine Losung von (D) und erfiillt die Anfangsbedingung f(0) = 1 und
7(0) = 0.
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Losungsweg:
° Es gilt
() (z) = 201™ + ay(1 + 2z)e*

und damit

1*(0) ay + 1
(f)0) = 2m + a
. Aus der Anfangsbedingung f(0) = 2 und f(0) = 0 folgt a3 = 1 und
ag = —2. Daher ist B richtig und A ist falsch.
. Aus der Anfangsbedingung f(0) = 1 und f/(0) = 0 folgt a3 = 0 und
as = 0. Daher sind C, D falsch.

Losung: B
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Integralrechnung

Aufgabe H Lo6sung ‘ ‘ Aufgabe H Losung
13-1 A 13-12 A'D
13-2 B 13-13 F
13-3 E 13-14 H
13-4 C 13-15 D
13-5 A 13-16 C
13-6 A 13-17 D
13-7 A 13-18 D
13-8 D 13-19 C
13-9 C 13-20 F
13-10 B 13-21 A
13-11 A, G 13-22 A, C
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Aufgabe 13—1. Das unbestimmte Integral

/ 2 In(z) dz

soll mit Hilfe der partiellen Integration umgeformt werden. Welche der folgen-
den Alternativen sind richtig?

A /a:ln(x)d.r—x;ln(x)—/xd:c
o

T dx

B /xln(x)dx—
C /xln()dx*:vln

-/
D /xln()dr—xln +/xdx

Losungsweg: Es gilt

/x In(z)dz =

N = N =

/ (20) In(z
(ewio- /- ;dx)
In(z) — / dz

Dabher ist A richtig und B, C, D sind falsch.

1\3‘R

Losung: A

Aufgabe 13-2. Auf welches Integral fithrt die Substitution g(z) = 1 + 2¢”
bei der Berechnung des Integrals

In(c)
/ e”(1+ 2e") dx
0

mit ¢ € (1,00)?

ln(c
A / — dz
1+2c¢
B / Zdx
3 2
In(c)
C / zdz
0
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1+2¢
D / zdz
3
In(c)
E / 2z dz
0

14+2¢
F / 2zdz
3

Losungsweg: Es gilt ¢'(z) = 2¢® sowie g(In(c)) = 1+2¢ und g(0) = 3. Daraus
ergibt sich

In(c) In(c) 1 g(In(c)) 1 1+2¢ 5
/ e*(1+2e")dx = / ~g(2)d'(x)dx = / Zzdz = / Zdz

0 o 2 g0 2 s 2
Dabher ist B richtig und A, C, D, E, F sind falsch.

Losung: B

Aufgabe 13-3. Auf welches Integral fiihrt die Substitution g(z) = 2 + 3x
bei der Berechnung des Integrals

c 2 1
/ x3+ dx
1 23+ 3z

c’+3c 1
E / —dz
4 3z

c’+3c
F / 3zdz
4

Lésungsweg: Es gilt ¢'(z) = 32% + 3 sowie g(c) = ¢* 4+ 3¢ und ¢(1) = 4.
Daraus ergibt sich

¢ 2241 c gl(:L‘) 9(e) c3+3c 1
/ T3 der = / 3 dr = / g—dz = / S—dz
1 10+ o 1 39(z) g(1) 9% 4 z

Dabher ist E richtig und A, B, C, D, F sind falsch.

Losung: E
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Aufgabe 13-4. Auf welches Integral fithrt die Substitution g(z) = 2%+ 1 bei
der Berechnung des Integrals
¢ 2
/ P
0o Tr+1

mit ¢ € (1,00) 7

A /fdz
/—dz
c+11
C / fdz
1

Lésungsweg: Es gilt ¢/(x) = 2z sowie g(c) = ¢ + 1 und ¢(0) = 1. Daraus
ergibt sich

¢ op c 1 g(c) 1 241 1
/ 21 dxz/g(i)dx:/ fdz':/ —dz
0o v2+1 o 9(x) g(0) % 1 z

Daher ist C richtig und A, B, D sind falsch.

Losung: C

Aufgabe 13-5. Das bestimmte Integral

1
/ (2x3+.7:2 — 1) dx
0

hat den Wert

A -—1/6
B 1/12
C 5/6
D 8
E 1
F 20
Losungsweg: Es gilt
Lo, ot ol ! 1
/0(2:13 +a°—1)dx = (2+3—x> 0: ~5

Dabher ist A richtig und B, C, D, E, F sind falsch.
Losung: A
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Aufgabe 13—6. Das bestimmte Integral

1
/ re¥dx
0

hat den Wert
1

ol
2¢7!
el -1
2t —1
14 2e7!
1 —2et
1+et

TQHEEHOgQ®E >

Loésungsweg: Durch partielle Integration erhélt man
/:ve””d:zc = re“—/exd:v =ze"— "+ C = (w—l)ew—i—c

mit C € R und damit

1
=1

1
/ rvetdr = (x—l)e”
0 0

Dabher ist A richtig und B, C, D, E, F, G, H sind falsch.

Losung: A

Aufgabe 13—7. Das bestimmte Integral

1
/ <2x2 437+ 3) " d
—1

hat den Wert

A be—T/e
B 5e—11/e
C 5He—14/e
D 6e—"T/e
E 6e—11/e
F  6e—14/e

Losungsweg: Es gilt

/ezda: = "4+ C
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mit C' € R, und durch partielle Integration erhélt man
/:cezdx = (a:—l)ez+C
/xQezda: = (x2—2x+2)eI+C
Aufgrund der Linearitit des Integrals gilt also
/(2x2+3x+3)ezdﬂc = 2/$261dx+3/xezdx+3/ezdx
= 2(1‘2—21:—&—2)6“”—}—3(3:—1)6‘”4—36””—&—0
= (2962—96—1—4)6“”—1—0

mit C € R und damit

1 1
/ (2x2+3x+3)e”3d1‘ = (2.%‘2—.1‘+4)€I = 5e—Te !
] -1
Daher ist A richtig und B, C, D, E, F sind falsch.
Losung: A
Aufgabe 13-8. Das bestimmte Integral
/ sin(2z) dx
0
hat den Wert
A 27
B «
C 7/2
D 0
E —7/2
F -
G —2r
Losungsweg: Durch Substitution erhélt man
- 1 o 1 o
/ sin(2z) dzx = 7/ sin(y)dy = —=cos(y)| = 0
0 2 0 2 0

Daher ist D richtig und A, B, C, E, F, G sind falsch.
Losung: D
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Aufgabe 13-9. Das bestimmte Integral
2T
/ x cos(z) dx
0

hat den Wert

A 27
B -2
C 0

D 2

E 2w

Loésungsweg: Durch partielle Integration erhélt man
/x cos(z)dx = =z sin(z) — /sin(m) dr = x sin(z) + cos(z) + C

mit C € R und damit

2

/O%x cos(z)dx = (1’ sin(z) + COS(I)) =0

Dabher ist C richtig und A, B, D, E sind falsch.

0

Losung: C

Aufgabe 13—-10. Das bestimmte Integral

/2
/ sin?(x) cos(z) dx
0

hat den Wert

A 0
B 1/3
Cc 1
D #/6
E 7/2

Losungsweg: Fiir die Funktion g : [0,7/2] — R mit g(x) = sin(x) gilt
¢'(x) = cos(x) . Durch Substitution ergibt sich

w/2 w/2 g(m/2) 1 1
/ sin?(x) cos(z) dv = / g(2)?g (z)dx = / Yy dy = /y2 dy = =

0 0 9(0) 0 3
Daher ist B richtig und A, C, D, E sind falsch.
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Aufgabe 13-11. Gegeben sei die Funktion f : [-2,3] — R mit

f) = 1 falls —2<z2<0
Tl 2241 falls 0<z<3

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f ist integrierbar.

B f ist nicht integrierbar.
C Esgilt sz f(x)dz =10.
D  Esgilt [°, f(z)de = 11.
E EBsgilt ffz flx)de =12.
F  Esgilt [°, f(z)de = 13.
G  Esgilt sz flx)de =14.
Loésungsweg:

. Die Funktion f ist stetig und damit integrierbar. Daher ist A richtig und

B ist falsch.
0 + x—d +x
9 3

) Es gilt
= 14
Losung: A, G

0

/if(x)d:v - /de+/03(x2+1)dx =z

Dabher ist G richtig und C, D, E, F sind falsch.

Aufgabe 13-12. Gegeben sei die Funktion f : [-1,1] — R mit

flz) = { —§ falls —1<x2<0
z®  falls O0<z<1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
f ist integrierbar.
f ist nicht integrierbar.
Es gilt fjl flx)de =—1.
Es gilt 1, f(z)de = —3/4.
Es gilt fil flx)de =—-1/2.
Es gilt [*, f(z)de = —1/4.
Es gilt [*, f(z)dz=0.
Es gilt f_ll flx)de =1/4.

T QR 0qQ% >

)d
)d
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Losungsweg:
. Die Funktion f ist monoton und damit integrierbar. Daher ist A richtig
und B ist falsch.
° Es gilt
1 0 1 0 241 3
/ fla)dz = / (—1)dx+/x3dx: (—x) +— | = —-
1 1 0 44, 4
Daher ist D richtig und C, E, F, G, H sind falsch.
Losung: A, D
Aufgabe 13-13. Gegeben seien die Funktionen f, g : [0,1] — R mit
f(x) = b5z*
o) = —@+)
Der Fliacheninhalt zwischen f und g ist gleich
A -T7/12
B 1/12
C 5/12
D 23/12
E 31/12
F  35/12
Losungsweg: Fiir alle z € [0, 1] gilt
fx)—g(x) = 52> +2°+1 > 0
Der Fliacheninhalt zwischen f und g ist daher durch
/1(f(ac) —g(m)) dr = /1(5$2+x3+1> dr = <5x3+1x4+x> 1 _
0 0 3 4 0 12
gegeben. Daher ist F richtig und A, B, C, D, E sind falsch.
Losung: F

Aufgabe 13-14. Gegeben seien die Funktionen f, g :[—1,1] — R mit
fx) = 45(2?—1)+1
glz) = 45(1—2?)+1

Der Fliacheninhalt zwischen f und g ist gleich

A -120
B -9
C —60

D -30
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E 30
F 60
G 90
H 120

Losungsweg: Fiir alle x € [—1,1] gilt

g(x) — f(x) = 90(1—3:2) >0

Der Flidcheninhalt zwischen f und ¢ ist daher durch

1

/11(9(x)—f(x)) dx = 90[1<1—m2> dx = 120

gegeben. Daher ist H richtig und A, B, C, D, E, F, G sind falsch.
Loésung: H

Aufgabe 13-15. Gegeben seien die Funktionen f, g : [—2,2] — R mit

32?2 + 6z — 18
glx) = 6x—6

Der Fliacheninhalt zwischen f und g ist gleich

4

8

16
32
64
80
84
90

Losungsweg: Fiir alle z € [—2,2] gilt

T QP EgQ® >

g(x) — f(z) = 12-32* > 0

Der Fliacheninhalt zwischen f und g ist daher durch

/Z(g(:p) —f(m)) dr = /22(12—3952) dz = 32

gegeben. Daher ist D richtig und A, B, C, E, F, G, H sind falsch.
Losung: D



Losungen 285

Aufgabe 13-16. Gegeben sei die Funktion f : (0,00) — R mit
flx) = 2> + Vo -2
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f(.r)—/:(2y+2\1/g>dy
B f(x)—/4x<2y+2\1/§>dy

C f(x)=/1x<2y+2\1/g>dy
D f(:L'):/I (2y+1 dy

Losungsweg: Fiir jedes ¢ € (0,00) und alle x € (0, 00) gilt
<2y+)dy = (=« +\/E> — (cQ-l-\/E)
Fiir ¢ = 1 ist der letzte Ausdruck identisch mit f(z) und fir ¢ € {1/4,4,9} ist
er verschieden von f(x). Daher ist C richtig und A, B, D sind falsch.
Loésung: C
Aufgabe 13-17. Gegeben sei die Funktion f : (—00,0] — R mit
flz) =€
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
f ist nicht uneigentlich integrierbar.
Es gilt f f(x)dz =0.
Esglltf flx)de =1]e.
E%glltf flx)de =1.
Esglltf flx)dr=e.

Losungsweg: Fiir alle z € (—00,0) ist die Funktion f|[.q stetig und damit
integrierbar. Es gilt

5 O Q&>

0
=1-¢°

Daraus folgt

0 0
/ e“dr = lim e“dr = lim (1—ez> =1

Z——00 Z——00
—0o0 z

Daher ist D richtig und A, B, C, E sind falsch.
Losung: D
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Aufgabe 13-18. Gegeben sei die Funktion f : [4,00) — R mit
b
/T

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

fx) =

A fist nicht uncigentlich integrierbar.
B Esgilt [ f(z)dz =1/2.

C  Esgilt [[° f(z)de =1/4.

D Esgilt [[* f(z)dz=1.

E Esgilt f4 x)dr =2.

F  Esgilt [ f(z)de=4.

Loésungsweg: Fiir alle z € (4,00) ist die Funktion fly,. stetig und damit
integrierbar. Es gilt

4 B 2 + 1

" vz

/zxﬂ“ -7

Daraus folgt

/00 L d li Tl d li 2 +1 1
——dr = lim ——dr = lim|—— =
Lot T ), wa T R
Daher ist D richtig und A, B, C, E, F sind falsch.
Losung: D

Aufgabe 13-19. Gegeben sei die Funktion f : (—oco, —4] — R mit
f@) = =

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f ist nicht uneigentlich integrierbar.

Esgiltf_4f drz =0.

Es gilt f flx)dx =1/4.

Es gilt f_oof x)dr =1/3.

Es gilt [~} f(z)dr =1/2.

Es gilt f:fo flx)dr=1.

Lésungsweg: Fiir alle z € (—o0, —4) ist die Funktion f|[. _4 stetig und damit

integrierbar. Es gilt
—4 —4
1 1 1 1
[ [t
» T 4 =z

z

B E 0 QR
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Daraus folgt

! 1 11 1
/ 2% = ZEI_HOO/Z 2% = ﬁ&(ﬂz) =1
Daher ist C richtig und A, B, D, E, F sind falsch.
Loésung: C

Aufgabe 13-20. Gegeben sei die Funktion f : (0,4] — R mit
1
flx) = 7

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A fist nicht uncigcntlich integrierbar.
B  Esgilt fo x)dr=1/4.

C Esgilt fo z)de=1/2.

D  Esgilt [} f(x)de =1.

E Esgilt f04f(:p) doe = 2.

F  EBsgilt [ f(z)de=4.

Losungsweg: Fiir alle z € (0,4) ist die Funktion f|4 stetig und damit
integrierbar. Es gilt

!
Daraus folgt

|
/ v = EE%/Z = lim(4-2v7) =

Dabher ist F richtig und A, B, C, D, E sind falsch.

4

=4-2Vz

4

Losung: F
Aufgabe 13-21. Gegeben sei die Funktion f : (0,00) — R mit

@) = =

T
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f ist nicht uneigentlich integrierbar.
B Esgilt [ f(z)dz=0.
C  Esgilt [[° f(z)de =1/4.
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D  Esgilt [ f(z)de =1/3.
E Esgilt fo Ydr =1/2.
F  Esgilt [ f(z)de=1.

Losungsweg: Zu prufen ist, ob fiir ein (beliebiges) ¢ € (0, 00) die Funktionen
flo,qg und f|ico0) uneigentlich integrierbar sind. Fiir alle z € (0, ¢) gilt

Daraus folgt

—dx = hm/ —dx = hm(—+1) = o0
0 z

Daraus folgt, daf§ die Funktion f|q, und damit auch die Funktion f, nicht
uneigentlich integrierbar ist. Daher ist A richtig und B, C, D, E, F sind falsch.

Losung: A
Aufgabe 13-22. Gegeben sei die Funktion f : [1,00) — R mit

fa) = 2

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A Die Reihe )2 | f(k) ist konvergent.
B Die Reihe Y2, f(k) ist divergent.

C fist uneigentlich integrierbar.

D Esgilt f1 x)dr =
Losungsweg:
° Es gilt

S rh) = > o
k=1 k=1

Daher ist A richtig und B ist falsch.

o Da die Reihe Y ;7| f(k) konvergent ist und die Funktion f : [1,00) — R
monoton fallend ist, ist die Funktion f uneigentlich integrierbar. Daher
ist C richtig und D ist falsch.

Losung: A, C
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Differentialrechnung in
mehreren Variablen

Aufgabe H Loésung ‘ ‘ Aufgabe H Losung
14-1 B 14-12 A CE G
14-2 A 14-13 C,F

14-3 E 14-14 A CE
144 D 14-15 A CE G
14-5 B 14-16 C, D

14-6 C 14-17 F

14-7 A'DEF 14-18 C H

14-8 C 14-19 A'D

14-9 B,D 1420 D

14-10 C 1421 B, C
14-11 B F 1422 B, C
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Aufgabe 14-1. Die Folge {a, },en mit

n
B 2n+1
an = n?+1
3nd+n
ist
A divergent.
. 1/2
B konvergent mit Grenzwert 0 /)
. 0
C  konvergent mit Grenzwert 1/3 )
. 1/2
D  konvergent mit Grenzwert 1/3 )
Losungsweg: Es gilt
1 |
lim o2 und lim n‘ i =
n—oo 2n + 1 2 n—oo 3n3 4+ n

Daher ist B richtig und A, C, D sind falsch.

Losung: B
Aufgabe 14—-2. Die Folge {a,, } eN, mit
n—3
n-+3
a, =
n?—2
n-+2
ist
A divergent.
B konvergent mit Grenzwert ( (1) )
. 1
C  konvergent mit Grenzwert 0/
. 1
D  konvergent mit Grenzwert Bk
Losungsweg: Es gilt
-3 22
lim =1 und lim =

Daher ist A richtig und B, C, D sind falsch.
Losung: A



Losungen 291

Aufgabe 14-3. Gegeben sei die Funktion f : (0,00)? — R mit

flay) =z’ + 2%y

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

f ist inhomogen.

f ist linear homogen.

f ist homogen vom Grad 1.
f ist homogen vom Grad 2.

HOoOaQwe

f ist homogen vom Grad 3.

Lésungsweg: Fiir alle ¢ € (0, 00) gilt

flew,cy) = (ea)(ey)® + (@) (ey) = & (wy> +a%) = & f(a.y)

Die Funktion f ist also homogen vom Grad 3. Daher ist E richtig und A, B,
C, D sind falsch.

Loésung: E

Aufgabe 14-4. Gegeben sei die Funktion f : (0,00)* — R mit

2,2
. _ a2 2 1Y
f(layvz) =T +y + 2’2
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A f ist inhomogen.
B f ist linear homogen.
C  f ist homogen vom Grad 1.
D  fist homogen vom Grad 2.
E  fist homogen vom Grad 3.
Losungsweg: Fiir alle ¢ € (0, 00) gilt
2( )2
flex,ey,cz) = (cx)*+ (cy)* + (c:i)cz(;y)
2,2
_ 2,2 2, TY
= c (a: + vy + = )

= CQf(ZE7y,Z)

Die Funktion f ist also homogen vom Grad 2. Daher ist D richtig und A, B,
C, E sind falsch.

Losung: D
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Aufgabe 14-5. Gegeben sei die Funktion f : (0,00)% — R mit

f(l', Y, Z) =3—=
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
f ist inhomogen.
f ist homogen vom Grad 0.
f ist homogen vom Grad 1.

f ist homogen vom Grad 2.

Hoawe

f ist homogen vom Grad 3.
Losungsweg: Fiir alle ¢ € (0, 00) gilt

(co)(ey)® _ gmy® _ o
(CZ)S - 3 ZS f( 7y7 )

Die Funktion f ist also homogen vom Grad 0. Daher ist B richtig und A, C,
D, E sind falsch.

flex,ey,cz) = 3

Loésung: B
Aufgabe 14-6. Gegeben sei die Funktion f : (0,00)% — R mit

f(xy,2) = /3%y + ayz
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A f ist homogen vom Grad 0.
B  fist homogen vom Grad 1.
C  f ist homogen vom Grad 3/2.
D  f ist homogen vom Grad v/3.
E  fist homogen vom Grad 3.

Losungsweg: Fiir alle ¢ € (0, 00) gilt

flexoey.cz) = +/3(cx)(ey) + (cx)(cy)(c2)
= VA 322y + zyz
2 fla,y.2)

Die Funktion f ist also homogen vom Grad 3/2. Daher ist C richtig und A,
B, D, E sind falsch.

Losung: C
Aufgabe 14—-7. Gegeben sei die Funktion f : R x (0,00) — R mit
22 +1
e = m(Z00)
(z,y) "
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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Daher ist A richtig und B ist falsch.

A %(m,y) - :1322i 1
B %(”C’y) - .7;2in
C gz(%y) = 3

b Faw--2

E 8ax2£y (@,y) =0
F 8('?/28]; (#,9) =0
Losungsweg:

. Es gilt

. Es gilt

o
dy
Daher ist D richtig und C ist falsch.

2x

2 +1

. Da 9f /Ox nicht von y abhéngt (und 0f/Jy nicht von 2 abhingt), gilt

Daher sind E, F richtig.

Aufgabe 14-8. Gegeben sei die Funktion f : R?2 — R mit

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

0*f
A
6$8y(x’y)
2
g 2

900y (z,y)

in(ff,y) =0

Losung: A, D, E, F

f(z,y) = cos(x+y) + cos(z—y)

= —sin(z+y) + cos(x—y)

= —sin(z+y) + sin(z—y)
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C O’ (x,y) = —cos(x+y) + cos(z—y)
9z Oy YY) = ) )
D ﬁ(m ) = —cos(z+y) + sin(z—y)
9z Oy YY) = ) Y
Losungsweg: Es gilt
of B . L
%(1’, y) = —sin(z+y) —sin(z—y)
sl (x,y) = —cos(x+y)—cos(zx—y)(—1)
ooy @Y = y y

= —cos(z+y) + cos(z—y)
Daher ist C richtig und A, B, D sind falsch.
Losung: C
Aufgabe 14-9. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
flz,y) = 2%y +4day
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A grad;(1,1) =0
B grad;(—4,0) =0
C grad;(0,-4)=0
D grad;(0,0)=0
Losungsweg: Es gilt

2zy + 4y )

iy = (L0

und damit

grad,(1,1) = (
grad;(—4,0) = <
grad (0, —4) = <

grad;(0,0) = <

Daher sind B, D richtig und A, C sind falsch.
Losung: B, D
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Aufgabe 14-10. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
f(z,y) = 2*+ 6wy

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A Hesss(1,1) ist positiv definit.

B Hesss(1,1) ist negativ definit.

C  Hessy(1,1) ist indefinit.

D  Hesss(1,1) ist nicht definiert.

Losungsweg:

° Es gilt

42® + 6y
o) = ()

122% 6
Hessf(z,y) = ( 6 0)

Daher ist D falsch.
° Es gilt

Hessf(1,1) = ( 1; g)
und damit

Cavyressan(5) = ooy (% 5)(3)

= 12a% + 12ab

Da der letzte Ausdruck je nach Wahl von a und b positiv oder negativ

sein kann, ist Hess;(1,1) indefinit. Daher ist C richtig und A, B sind

falsch.

Loésung: C
Aufgabe 14-11. Gegeben sei die Funktion f: R* — R mit
flz,y,2) = 2* +y* + 22 +22 -2y +5

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
f besitzt an der Stelle (z,y,2) = (— )
f besitzt an der Stelle (z,y, z) = (—1,1,0) ein lokales Minimum.
f besitzt an der Stelle (z,y, z) = ( )

f besitzt an der Stelle (z,y, z) = (1,—1,0) ein lokales Minimum.
f Dbesitzt kein lokales Minimum oder Maximum.

1,1,0) ein lokales Maximum.

1,—1,0) ein lokales Maximum.

f besitzt genau ein lokales Minimum.

QEEHOgQW e

f besitzt genau ein lokales Maximum.
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Losungsweg:
) Es gilt
2z + 2
grad,(z,y,2) = 2y — 2
2z
200
Hess¢(z,y,2) = 020
00 2
. Aus grad(z,y, 2) = 0 folgt
x -1
Y = 1
z 0
Daher sind C, D falsch.
. Hess;(—1,1,0) ist ein positives Vielfaches der Einheitsmatrix und damit
positiv definit. Daher sind B, F richtig und A, E, G sind falsch.

Losung: B, F
Aufgabe 14-12. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
flayy) = +ay+y*+o—y+1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

(z,y) = (—1,1) ist ein lokaler Minimierer.

(z,y) = (—1,1) ist ein lokaler Maximierer.

(xz,y) = (=1,1) ist der einzige lokale Minimierer.
(z,y) = (—1,1) ist der einzige lokale Maximierer.
Es gilt grad,;(—1,1) = 0.

Hessp(—1,1) ist negativ definit.

Hess¢(—1,1) ist positiv definit.

QEEHOgQ®m P

Losungsweg:

) Es gilt

_ 2v+y+1
grad(z.y) = <x—|—2y—1>

21
Hess¢(z,y) = <1 2>
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. Aus grad;(z,y) = 0 folgt

Dabher ist E richtig.
° Es gilt

(1))

= 2a%+ 2ab+ 20°

(@b )Hesss(~1,1) < ‘g )

= a*+ (a+b)* +V?
Die Matrix Hess;(—1,1) ist also positiv definit. Daher sind A, C, G
richtig und B, D, F sind falsch.
Losung: A, C, E, G

Aufgabe 14-13. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
f(z,y) = 22 + 22y — y* — 562 + 32y + 32

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
(z,y) = (4,20) ist ein lokaler Minimierer.
(z,y) = (4,20) ist ein lokaler Maximierer.
Es gilt grad,(4,20) = 0.

Hess (4, 20) ist negativ definit.

Hessy(4, 20) ist positiv definit.

Hessy(4, 20) ist indefinit.

Losungsweg:

° Es gilt

HEHOQW e

[ 4z+2y—56

4 2
Hessy(z,y) = <2 _2>

° Aus grad(z,y) = 0 folgt
z B 4
y )\ 20

Dabher ist C richtig.
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Es gilt

(‘a b ) Hessg(4,20) < ) )

oy (5 3)(%)

4a® + 4ab — 2b*
(2a+b)* — 30

Insbesondere gilt

(lO)Hessf(él,QO)((l)) :(10)(‘21 _g)(g)) — 40

und

(01)Hessf(4,20)<(1)> :(01)(;l _;)(?) = -2<0

Die Matrix Hessf(4,20) ist also indefinit. Daher ist F richtig und A, B,
D, E sind falsch.

Losung: C, F

Aufgabe 14-14. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

f(z,y) = 22° — 152% +4* + 362 + 1

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

HEHOQ®E >

(x,y) = (3,0) ist ein lokaler Minimierer.
(z,y) = (3,0) ist ein lokaler Maximierer.
Es gilt grad;(3,0) = 0.

Hess((3,0) ist negativ definit.
Hess(3,0) ist positiv definit.

Hess((3,0) ist indefinit.

Losungsweg:

Es gilt

622 — 302 + 36
ey - ()

122 —30 0
Hess¢(z,y) = < 0 2)

Aus grad(z,y) = 0 folgt

(v) ={(2) (D)}

Dabher ist C richtig.
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° Es gilt

Hess¢(3,0) = ((6] g)

Die Matrix Hess;(3,0) ist also positiv definit. Daher sind A, E richtig
und B, D, F sind falsch.

Losung: A, C, E
Aufgabe 14-15. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
flz,y) = 2* —ay+9* — 4z — 16y + 42
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
(z,y) = (8,12) ist ein lokaler Minimierer.
(x,y) = (8,12) ist ein lokaler Maximierer.
(x,y) = (8,12) ist der einzige lokale Minimierer.
(z,y) = (8,12) ist der einzige lokale Maximierer.
Es gilt grad,(8,12) = 0.
Hess((8, 12) ist negativ definit.
Hess (8, 12) ist positiv definit.
Hessy(8, 12) ist indefinit.
Losungsweg:

° Es gilt

TQEEOQ®E >

_ 2t — y— 4
grad;(z,y) = (—J;+2y—16)

2 —1
Hess¢(z,y) = ( 1 9 )
. Aus grad ;(z,y) = 0 folgt
T\ 8
y )\ 12
Daher ist E richtig.
° Es gilt
a 2 -1 a
(ab)Hessp(8,12)( , | = (ab){ _] b

= 2a%— 2ab+ 20°
= a*+ (a—b)* + b

Die Matrix Hessf(8,12) ist also positiv definit. Daher sind A, C, G
richtig und B, D, F, H sind falsch.

Losung: A, C, E, G
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Aufgabe 14-16. Das Optimierungsproblem
Maximiere die Funktion f : R? — R mit
flz,y) = 2* + 16y

unter der Nebenbedingung

2y = 2%y’
kann mit Hilfe des Lagrange-Ansatzes gelost werden. Welche der folgenden
Paare (z, y) erfiillen die notwendige Bedingung an lokale Minimierer oder lokale
Maximierer beim Lagrange-Ansatz?

A (1) =(V2,V2)

B (z,y)=(-v2-V2)
C  (z.y) = (V5V5/2)

D (z,y)=(-V5-V5/2)
Losungsweg:

° Fiir die Lagrange-Funktion A : R®> — R mit
h(z,y,\) = 2%+ 16y° + A (2 +y* —2%y?)

gilt
2z (1+ A (1—9?))
grad,(z,y,A) = | 2y (16 +A(1-2?))
22 42 — a2y
. Fir alle A € R gilt
22 (1-1) 0
gradh(\/ia \/ia )\) = 2\/5(16_)‘) 7& 0
0 0
Daher ist A falsch.
° Analog zeigt man, dal B falsch ist.
° Fir alle A € R gilt
2v/5 (1—-)/4)
grad, (V/5,v5/2,)\) = V5 (16—4))
0

Insbesondere gilt
grad, (v/5,v5/2,4) = 0
Daher ist C richtig.
° Analog zeigt man, dafl D richtig ist.

Losung: C, D
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Aufgabe 14-17. Gegeben seien die Funktionen f,g: R? — R mit
flay) = 22+
g(r,y) = z+y—2
Bestimmen Sie die lokalen Minimierer und Maximierer von f unter der Neben-
bedingung
glz,y) = 0
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A (z,y) = (2,0) ist ein lokaler Maximierer.
B (z,y) = (0,2) ist ein lokaler Maximierer.
C  (z,y) = (1,1) ist ein lokaler Maximierer.
D (z,y) = (2,0) ist ein lokaler Minimierer.
E  (z,y) = (0,2) ist ein lokaler Minimierer.
F  (x,y) = (1,1) ist ein lokaler Minimierer.

Losungsweg:
° Fiir die Lagrange-Funktion 4 : R®* — R mit
hz,y,A) = 22 +y° + X (z+y—2)

gilt
2x + A
grad,(z,y,\) = 2y + A
T+y—2
Aus grad, (z,y, A) = 0 folgt = y = —\/2 und damit
T 1
Y = 1
A -2

Daher sind A, B, D, E falsch.
° Fiir die Funktionen f und g¢ gilt

2x
grad,(z,y) = (2y>

oo~ (1)

und damit
20
Hess¢(z,y) = <0 2>
00
Hessy(z,y) = (0 0>
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) Es gilt
grad,(1,1) # 0

und
Hess;(1,1) + (—2) Hess,(1,1) = ( . )
Diese Matrix ist positiv definit. Daher ist F richtig und C ist falsch.
Loésung: F
Aufgabe 14-18. Gegeben seien die Funktionen f, ¢ : R? — R mit
flay) = z—y
glz,y) = 2 +y° -1

Bestimmen Sie die lokalen Minimierer und Maximierer von f unter der Neben-
bedingung

g9(z,y) = 0
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A (z,9) = (1/v/2,1/4/2) ist ein lokaler Minimierer.

B (z,9) = (1/v/2,1/4/2) ist ein lokaler Maximierer.

C (2,y9) = (—1/v/2,1/4/2) ist ein lokaler Minimierer.
D (z,9) = (—1/v/2,1/4/2) ist ein lokaler Maximierer.
E (z,9) = (~1/v2,—1//2) ist ein lokaler Minimierer.
F  (z,9) = (—1/v2,—1/V/2) ist ein lokaler Maximierer.
G (2,y) = (1/V2,—1/y/2) ist ein lokaler Minimierer.
H (z,9) = (1/v2,—1/1/2) ist ein lokaler Maximierer.
Losungsweg:

. Fiir die Lagrange-Funktion h : R* — R mit

My, A) = & —y+ A (@ +y*=1)

gilt
1+ 2\
grad, (z,y,\) = —142)\y
22 +y?—1
Aus grad, (z,y,A) =0 folgt z = —y = —1/(2)) und damit
z VI [ —1V2
y | € -1/V2 |, 1/V2
A —1/V2 1/v/2

Daher sind A, B, E, F falsch.
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Fiir die Funktionen f und g gilt

grad,(r,y) =

(
aad, o) = (1)

(

(

und damit
00
Hessf(z,y) = 00 )
20
Hess,(z,y) = 0 2 >
Es gilt
gradg(l/\/i, ~1/V2) # 0
arad,(~1/V2,1/v2) # 0
und
1
Hess;(1/v2, —1/V2) — —=Hess,(1/V2, -1/V2) = —V2 ( L0 )
V2 01
1
Hessy(—1/¥2,1/V2) + 5 Hess,(-1/V2.1/V3) = V2 ( oY >
Also ist die Matrix
1
Hess;(1/v2, —1/v/2) — 7 Hess,(1/V2, —1/V/2)
negativ definit, wihrend die Matrix
1
Hess;(—1/v2,1/v/2) + 7% Hess,(—1/v/2,1/V2)
positiv definit ist. Daher sind C, H richtig und D, G sind falsch.
Losung: C, H

Aufgabe 14-19. Bestimmen Sie die lokalen Minimierer und Maximierer der
Funktion f: R? — R mit

f(z,y) = 3z +y

unter der Nebenbedingung

3x2+y2 =4

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A (z,y) = (1,1) ist ein lokaler Maximierer.

B (x,y) = (1,1) ist ein lokaler Minimierer.

C (z,y) = (—1,—1) ist ein lokaler Maximierer.
D (z,y) = (—1,—1) ist ein lokaler Minimierer.
Losungsweg:

° Fiir die Lagrange-Funktion h : R?* — R mit
h(z,y,\) = 3z +y+ A (32> +y*—4)

gilt
3+ 6A\x
grad, (z,y,\) = 142Xy
322 +y? —4

Aus grad,(z,y,A) = 0 folgt x =y = —1/(2\) und damit

x 1 —1
€ 11, —1
A —1/2 1/2

° Fiir die Funktionen f und g : R? — R mit

flz,y) = 3v+y
g(z,y) = 32> +y*—4

gilt
3
e = (3)
6z
aod (o) = (50 )
und damit
0 0
Hessj(z,y) = <0 0)
6 0
Hess,(z,y) = (O 2)
° Es gilt

grad,(1,1)

# 0
grad,(—=1,-1) # 0
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und

1
Hessy(1,1) — iHessg(L 1) = — < g (1) )

(3%

1
Hessy(—1,—1) + 5 Hess,(—1,—-1)
Also ist die Matrix
1
Hessf(1,1) — 3 Hessg(1,1)
negativ definit, wihrend die Matrix
1
Hess;(—1,—1) + 3 Hess,(—1,—1)

positiv definit ist. Daher sind A, D richtig und B, C sind falsch.
Losung: A, D

Aufgabe 14-20. Bestimmen Sie die lokalen Minimierer und Maximierer der
Funktion f: R? — R mit

flz,y) = 20 +4y—3

unter der Nebenbedingung

4yt =20

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?

A (x,y) = (—4,—2) ist ein lokaler Minimierer.
B (z,y) = (—4,—2) ist ein lokaler Maximierer.
C (z,y) = (2,4) ist ein lokaler Minimierer.

D (z,y) = (2,4) ist ein lokaler Maximierer.

E (z,y) = (4,4) ist ein lokaler Minimierer.

F  (z,y) = (4,4) ist ein lokaler Maximierer.
Losungsweg:

° Fiir die Lagrange-Funktion A : R? — R mit

h(z,y,\) = 2z + 4y — 3+ X (z*+3*—20)

gilt
242Xz
grad, (z,y,\) = 442Xy
z? +y? — 20
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Aus grad, (z,y,A) = 0 folgt

T 2 —2
Y € 41, —4
A —1/2 1/2

Daher sind A, B, E, F falsch.
° Fiir die Funktionen f und g : R? — R mit

flzy) = 2o+4y—3
g(z,y) = 2> +y*—20

gilt

gradg(z,y) = (i)

grady(z,y) = (%)

und damit

00
Hesss(z,y) = <0 O)

2 0
Hess,(z,y) = <0 2)

grad,(2,4) # 0

° Es gilt

1 -1 0
Hess(2,4) — 3 Hess,(2,4) = ( 0 _1 )
Diese Matrix ist negativ definit. Daher ist D richtig und C ist falsch.
Loésung: D
Aufgabe 14-21. Bestimmen Sie die lokalen Minimierer und Maximierer der
Funktion f: (R\{0}) x (R\{0}) — R mit

flay) = 242

unter der Nebenbedingung
r+y =6

Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
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A (z,y) = (2,4) ist ein lokaler Maximierer.

B (z,y) = (2,4) ist ein lokaler Minimierer.

C  (z,y) = (—6,12) ist ein lokaler Maximierer.
D (z,y) = (—6,12) ist ein lokaler Minimierer.
Losungsweg:

Fiir die Lagrange—Funktion A : (R\{0}) x (R\{0}) x R — R mit

1 4
Mz, y,\) = - + & + A(z+y—6)

gilt
—1/22+ X
grad,(z,y,A) = [ —4/y*+ A
r+y—06
Aus grad,(z,y,\) = 0 folgt 2° = 1/\ = y*/4 und damit
x 2 -6
Y € 4 1, 12
2 1/4 1/36
Fiir die Funktionen f und g : (R\{0}) x (R\{0}) — R mit
1 4
flzy) = P "
g(z,y) = x+y—6
gilt
—1/2? )
rad ,(z,
g f( ) ( —4/y2
1
e - (1)
und damit
B 2/x3 0
Hesss(z,y) = ( 0 8/y )
0 0
Hess,(z,y) = ( 00 )
Es gilt
grad,(2,4) # 0
und

1 (14 0
Hessf(2,4)+1Hessg(2,4) = < 0 1/8)

Diese Matrix ist positiv definit. Daher ist B richtig und A ist falsch.
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grad,(~6,12) = ( } ) L <8>

1 [ —1/108 0
+%Hessg(—6,12) = < 0 1/216)

Fiir alle (a,b) # (0,0) mit

) Es gilt

und

Hess;(—6,12)

(ab)grad,(—6,12) = (ab)(i) =0

gilt a + b = 0 und damit
1 a
(ab) (Hessf(—6,12) + %Hessg(76,12)) < b )
B —1/108 0 a
(“b)< 01/216)(1))

2 1,
T108 +%b
B 2 2. 1 2
~ 108" T 216"
_ _ 3

o 216

< 0

Dabher ist C richtig und D ist falsch.
Losung: B, C
Aufgabe 14-22. Bestimmen Sie die lokalen Minimierer und Maximierer der
Funktion f: R? — R mit
flzy) = v +y

unter der Nebenbedingung

zy =1
Welche der folgenden Alternativen sind richtig?
A (x,y) = (1,1) ist ein lokaler Maximierer.

B  (z,y) = (1,1) ist ein lokaler Minimierer.
C (z,y) = (—1,—1) ist ein lokaler Maximierer.
D (z,y) = (—1,—1) ist ein lokaler Minimierer.
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Losungsweg:

° Fiir die Lagrange-Funktion h : R®* — R mit
hz,y,\) = z4+y+X(zy—1)

gilt
14+ Ay
grad, (xz,y, \) = 1+ Az
zy —1

Aus grad, (z,y, A) = 0 folgt x = y und damit

T 1 -1
Y € 171, -1
A -1 1

° Fiir die Funktionen f und ¢ : R> — R mit

flz,y) = v+y
g(r,y) = zy—1

gilt
1
gradf(m7y) = < 1 )
grad,(z,y) = (i)
und damit
0 0
Hessy(z,y) = (0 0)
01
Hessy(z,y) = (1 0)
° Es gilt
1 0
mad, (1) = (] ) # (0)
und

Hessy(1,1) — Hessy(1,1) = < _(1) _é)

Fiir alle (a,b) # (0,0) mit

(ab)grad,(1,1) = (ab)(w — 0
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gilt a + b = 0 und damit

(ab) (HCSSf(Ll) —Hessg(1,1)) ( : )

=t 5)(0)
= —2ab

= 2¢?

> 0

Dabher ist B richtig und A ist falsch.
. Analog zeigt man, daf§ C richtig und D falsch ist.

Loésung: B, C
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